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Introducción 

Introducción. 

El propósito de esta tesis es mostrar la resolución de problemas de elastoestática 
lineal para materiales compuestos mediante MODULEF'. 

La necesidad de encontar soluciones más cercanas a la realidad de los problemas 
de la mecánica propició durante fines de la década de los años 40 y en adelante, que se 
implementaran métodos matemáticos desarrollados desde el siglo XIX en las más 
recientes computadoras. El gran número de operaciones necesarios para encontrar 
soluciones, mediante éstos métodos matemáticos, a sencillos problemas tradicionalmente 
resueltos mediante amplias simplificaciones, provocaron que el uso de los métodos 
matemáticos de soluciones aproximadas no se implementaran durante más de medio siglo. 
No obstante el rápido desrrollo de las computadoras dió auge a nuevas áreas de 
conocimiento que implicaron una mucho mayor influencia de las matemáticas aplicadas 
en las áreas tradicionales de la ingeniería. Algunas de éstas nuevas áreas son las del 
análisis numérico, el paralelísmo, la optimización numérica, etc. 

El método de elemento finito pertenece a esta serie de métodos desarrollados 
desde el siglo pasado, y básicamente es un método de interpolación. Este método puede 
aplicarse a diversos problemas de la mecánica, y su gran potencial actual es que pueden 
encontrarse soluciones muy aproximadas a problemas no tradicionales como los no 
lineales ó lineales con geometrías no triviales. En ésta tesis se presenta un ejemplo de 
implementación numérica del método; éste ejemplo está presentado de forma tal que se 
pueda apreciar cada etápa del método, desde la definición de los elementos finitos hastala 
resolución del sistema matricial de ecuaciones. 

En el primer capítulo se presentan las ecuaciones y relaciones principales que 
modelan a la elasticidad lineal, así como el caso particular de los materiales 
anisotrópicos. 

En el segundo capítulo se presenta la teoría de homogeneización por desarrollos 
asintóticos de doble escala. Esta teoría es la utilizada en un módulo completo de 
MODULEF, el cual implica el preprocesamiento, el cálculo y el postprocesamiento de la 
solución. Al utilizar éste módulo se obtiene, a diferencia de otros métodos de 
homogenización, información de la microestructura del material compuesto, así como los 
coeficientes de elasticidad del material homogeneizado. 

En el terecer capítulo se presenta la serie de comandos necesaria en cada etapa de 
la construcción de la solución de un problema propuesto mediante MODULEF, desde el 
mallado del cuerpo hasta la visualización de la solución. En esta parte, cada uno de los 
comandos contiene una explicación coherente al ejemplo desarrollado, y esto es debido a 
que MODULEF es un programa muy poco amigable al usuario pero de gran potencial al 
mismo tiempo. Esta solución fue lograda en una estación de trabajo Sun Classic y tardó 
aproximadamente 2.5 horas en llegar a su fín. La visualización se hizo mediante la inísma 
máquina utilizando un sistema SUNVIEW ver, 3.0, no obstante las imágenes en blanco y 
negro que se presentan en ésta tesis fueron capturadas en formato rastepfile por el 

Biblioteca modular de elemlos finitos, INRIA, 



Introducción 

snapshot de un sistema OpenWindows para SUN y transformado a formato TIFF 
comprimido mediante XVIEW para Sun o Silicon Graphichs. Las imágenes a colores 
fueron obtenidas en un sistema X-Windows para una máquina IRIS de Silicon Graphics y 
fueron impresas en papel fotográfico en una impresora XL7000 de Xerox. 

En el cuarto capítulo se presentan 3 ejemplos. El primero corresponde al método 
de elemento finito implementado en Mathetnatica para un caso específico y resuelto en 
una estación de trabajo NEXT. El segundo es un ejemplo de homogenización y el tercero 
un ejemplo de homogenización y resolución elástica y estática para una barra 
tridimensional de fibra de grafito y epoxyde. 

Finalmente en el quinto capítulo se presentan las conclusiones de este trabajo. 
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Caoltub I.- 	 Ecuaciones de la Elasticidad 

Capítulo 1. Ecuaciones de la Elasticidad 

Ecuación de equilibrio. 

El espacio e es el espacio tridimensional euclidiano, V es su espacio de traslación.. 
El símbolo p: e —) V denota el campo de vectores de posición en c definido por 

p(x)=x-0. 

donde x es un punto en el espacio euclidiano y O es el origen del mismo. 

Considérese una región regular limitada del espacio euclideano, llamada cuerpo B. 
Sea f(B) c e una función de deformación que mapea a 13 en una región cerrada ene y 
que satisface' 

det Vf (x) > O, VX E e 

El vector u(x)=f(x)-x representa el desplazamiento de punto x, el campo de 
desplazamientos u:B —› V es un campo vectorial dos veces continuamente diferenciable 
sobre B. 

Dado u: P --> V , y la densidad constante p:B --►  R tenemos que 

1(P)= 	dv 	 (1) 

representa el "momentum lineal" de P, y 

h(P)= f p úp dv 	 (2) 

representa el momentum angular de P respecto al origen. 

Un sistema de fuerzas F para el cuerpo B se define asignando a cada punto de B 
un vector b(x) continuo en 13 y, para cada vector unitario n, un vector s(x) continuo en 13 
y una vez continuamente diferenciable. 

Sea S una superficie regular orientada en B con normal unitaria n, entonces s(x) es la 
fuerza por unidad de área en x ejercida por la porción de B en el otro lado de la 
superficie; así pues 

F(P)= f sdo E f §(x)da 
P 	P 	

(3) 
Al(P) = fp® sda = f p(x)0 s(x)da 

representan la fuerza total y el momento a través de S. Esta misma consideración se 
aplica cuando x está localizado en la frontera de B y n es el vector normal unitario 
saliente a I" en x, en este caso s(x) se llama "tracción de superficie". El vector b(x) es la 

Este determinante representa localmente el volumen después' de la deformación por unidad de volumen original. 
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Capítulo I .- 	 Ecuaciones de la Elastkidad 

fuerza de cuerpo en x, y representa la fuerza por unidad de volumen ejercida en el punto 
x por cuerpos exteriores a B, La "fuerza total" f(P) en una parte P es la suma de la 
fuerza ejercida a través de r y el total de la fuerza de cuerpo ejercida sobre P por el 
mundo exterior: 

f(P)= lada + ibdv 
I 	P 

el "momento total" es: 
	

(4) 
nt(P)= ipOsda+ IpObdv 

El siguiente teorema es conocido como el "teorema de Cauchy2": 

Sea (s,b) un sistema de fuerzas en B durante un ►movimiento. Entonces una 
condición necesaria y suficiente para que se cumplan las leyes de balance de momentum 
es que exista un campo de tensores S tal que: 

i) para cada vector unitario n, 

s(n) =Sn; 

(ii) S es simétrico; 

(iii) S satisface la ecuación de movimiento: 

div S +b =p ü 

El campo S del teorema anterior tiene las siguientes propiedades: 

• S es simétrico y una vez continuamente diferenciable en B, 

• S y div S son continuos en B. 

Si u es independiente del tiempo, la ecuación de movimiento se reduce a la 
ecuación de equilibrio 

div S+b=O 	 (5) 

Si S es un tensor de esfuerzos en el punto x de un cuerpo B, entonces 

Sn=sn, 	 (6) 

donde s es llamado esfuerzo principal en x y el vector normal unitario n es llamado la 
dirección principal del esfuerzo. Como S es simétrico existen tres direcciones principales 
mutuamente perpendiculares correspondientes a tres esfuerzos principales, para cada 
punto x en 13, 

2 Gurtin <2>, Sece, 14 
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Capitulo I.- 	 Ecuaciones de la Elasticidad 

El tensor de elasticidad. 
Las leyes de balance de momentum son válidas para cualquier material, sin 

importar su conformación. El comportamiento de un material específico bajo las leyes 
anteriormente descritas está definido por la relación constitutiva del material, la cual 
impone restricciones al tipo de procesos que el cuerpo puede sobrellevar. En esta tesis 
solo nos conciernen los materiales elásticos lineales. Para tales materiales el esfuerzo en 
cualquier punto es una función lineal del gradiente del desplazamiento en el mismo 
punto. Por tanto decimos que un cuerpo es linealmente elástico si para cada x en B existe 
una transformación lineal C del espacio de todos los tensores en el espacio de todos los 
tensores simétricos tal que 

S(x) = C[liu(x)] 	 (7) 

donde C es el tensor de elasticidad, y si el cuerpo es homogéneo C es independiente de 
x. El tensor C es de cuarto orden y expresando la ecuación anterior en términos del 
gradiente simétrico de los desplazamientos: 

S(x) = C[7Vu(x)1 

donde, 

Vu = E = -21-(Vu + VuT ), 

C[E(x)] 

aquí a E se le llama tensor de deformaciones infinitesimales, el cual es un tensor 
simétrico de segundo orden. Debe hacerse notar que el tensor de elasticidad tiene 81 
coeficientes independientes3  en la ecuación (7), la cual puede ser expresada 
matricialmente como: 

_ 

01111 0I112 0III1 01211 01212 01213 01311 01312 01113 

C1121 01122 01123 01221 CIM 01223 CI321 01322 01323 

01131 01123 01133 01231 01112 CI233 01331 01332 01333 

al r 12 r13 C2111 02112 02113 02211 02212 02213 02311 02312 C23I3 8 11 112 / 13 

r21 a2 T23 
[ 

= C2121 02122 02123 02221 02222 02223 C232I 02322 02323 121 122 123 

T31 T32 03 02131 02132 C2I33 02211 02232 02231 02331 02332 02333 / 31 632 133 

03111 c3112 03113 0321l 03212 C32I3 C3311 c3312 C3313 

03121 03122 03123 0322I 03222 03223 03321 c3322 c3323 

03131 03132 C3133 03231 03232 03233 03111 03332 C3333 

al considerar que E es infinitesimal4  y simétrico, S es simétrico y por tanto C es 
simétricos. Aprovechando las consecuencias de lo anteriormente expuesto se representa a 
la ecuación (8.b) como: 

3  Sus componentes son conocidas como elasticidades. 
4  Eringen <I>, Secc. 1.7 
5 G'urtin <1 >, Secc. 20 

5 
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Capítulo 1.- 

CIIII CI122 CI133 e1123 01131 01112 &II 

Ecuaciones de b Elasticidad 

a2 02222 02333 02223 02231 02212 622 

03333 03323 03331 C33I2 133 (9) 
r23 e2323 C2331 C2312 

sym 

 
2623 

r31 C3131 03112  263, 
rI2 0I212 _2812_ 

los coeficientes que no aparecen en el tensor C son simétricamente iguales a aquellos que 
aparecen sobre la diagonal principal. De lo anterior tenemos que de los 81 elementos de 
C, solo existen 36 bajo las consideraciones ya descritas y 21 independientes por la 
simetría del tensor. 

Materiales aaisotrópieos. 

Los materiales anisotrópicos son aquellos cuyas propiedades elásticas varían 
respecto a los vectores que forman la base del espacio geométrico en el que se encuentra 
el material. Así pues, la geometría del material presenta restricciones sobre el 
comportamiento del tensor de elasticidad en un punto x determinado. Esto representa una 
ventaja numérica ya que en caso de presentarse simetrías, disminuye el número de 
coeficientes independientes del tensor de elasticidad. 

En nuestro caso específico nos interesa la simetría a lo largo de uno de los ejes6. 
Este tipo de sistema es conocido como monoclínica, y el plano de simetría en la base 
ortonormal e, = el  0 e, es: 

100 
01 0 
	

(10) 
00-1 

Se dice que un material posee simetría material si sus coeficientes de 
comportamiento elástico cumplen con 

PoPimPoPhgcuol , 
donde la matriz de coeficientes {pli } representa el plano de simetria, 

y además, cuando com  = —cum,„ el coeficiente es nulo7. 

Aplicando lo anterior en los elementos del tensor tenemos que 

6  Las libras del material compuesto son paralelas a el eje longitudinal. Véase homogeneización. 
7 Sendeckyj G.P., < I> 
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Canítulo I.- 	 Ecuaciones de la Elasticidad 

et 111 = PoPi 	t Pile! n 
C1111 =.• (IX IX IX pe 111 

01111 	C1111 	
1  

C1122 = P11PI IP22P221C1122 
c1122 = (IX IXIX OC1 122 
C1122 = C1122 
C1133 = ¡PIIPIIP3.1133C1133 

11  

C 	IX IX—  — 9C1133 
CI13333 	C1133 

C1123 = PI1P11P22P33C1123 
= (IX IX IX C1123 	 I)1123 

C1123 = —C1123 = ° 

C1131 = P(IP,11P111C1131 
C1131  = OXIX — I OC1131 
C1131  = —C1131  = 

C1112 = Pu,""P22C1112 
C1112 = (IX IX IX OC1112 

de la misma forma obtenemos que 

c2222 = 
C2233 = 

CI112 = C1112 
 

C2222 
C2233 

C2223 = —C2223 = ° 
c2231 = —C2231 = ° 
C2212 = C2212 
C3333 = C3333 
c3323 = —C3323  = 
c3331 = —e3331 = ° 
C3312 = C3312 
C2323 = C2323 
C2331 = C2331 
c2312 = —C2312 = ° 
C3131 = C3131 
c3112 = —C3112 = ° 
C1212 C1212 

substituyendo estos resultados en (9), se obtiene la expresión 

00  00 cC32132111122  2  C1111 C1122 C1133 

C2222 C2233 
C3333  O O C 

C2323 C2331 ° 
sym 	C3131  0 

C1212 _ 

siguiente 

E ll 

622 

633 
2E23  

2E31  

2E 12 _ 

al  
a2 
a3 

r23 

1- 31 

ru 

la cual es la relación esfuerzo-deformación para los materiales anisotrópicos 
monoclínicos, y contiene 13 coeficientes independientes que describen el comportamiento 
del material. 

7 



Capitulo I.- 	 Ecuaciones de la Elasticidad 

Modelo Físico. 

Las ecuaciones que modelan, dentro de la teoría lineal, el comportamiento de los 
cuerpos elásticos estáticos son la relación deformación-desplazamiento (11), la relación 
esfuerzo deformación (12) y la ecuación de equilibrio estático (13): 

E= -}(Vu+VuT ) (11)  

S =C[F] (12)  

div S+b=cs (13)  

donde 

E » Tensor de deformación infinitesimal 

u » Vector de desplazamientos 

S » Tensor de esfuerzos 

C » Tensor de elasticidades, suave en B 

b » Vector de cargas, continuo en 13 

Nuestro problema elastoestático de condiciones en la frontera Dirichlett y 
Neumanns  se plantea de la siguiente forma: 

Sea B un cuerpo continuo con fronteras 1-1 y r2, con un tensor de elasticidad C 

en B, un campo de fuerzas de cuerpo b en B, desplaiamientos superficiales ú en I-1 y 

tracciones superficiales s en 1"2. 

ú es continuo en Fi, s es regular en r2. 

Encontrar un estado elástico lu, E, SI que corresponda a b y que satisfaga las 
condiciones de frontera: 

u = 	en 11, Sn = s en r2. 

Un estado elástico con estas propiedades será llamado una solución.9  

Encontrar 

div S =0 
u= Ü E F I, Sn = 5 E 1-2. 

EC2(B,R3 ) 
(14)  

8  Se conoce a este problema como "problema mido" de Mayestática lineal. 

9  Existencia y unicidad de esta solución GURTIN <I>, sección 31. 

8 



Capítulo 1.- 	 Ecuaciones de la Elastkidad 

Modelo Variacional. 

Con el objetivo de obtener una formulación más apropiada para la posterior 
discretización del modelo y utilización del método de elemnto finito se genera la llamada 
formulación variacional primal correspondiente al problema físico con condiciones de 
frontera; esta formulación es obtenida directamente mediante la integración del modelo 

físico aterior y la aplicación de la formula de Green correspondiente. 

Sea 

y = C2  (B, ) 
k= fu Ey :u= fi E rl) 
y E k 

i(div S +b)0(v — u)dB =0 

1 
(div S).(v — u)dB+ S b (v — u)dB = O 

U 	 II 

aplicando la formula de Green siguiente, 

f(div S).(v — u)dB =-SS o V(v - u)dB + f Su o (v - u)dr2 
u 	 11 	 1'2 

al primer término del lado izquierdo, tenemos que 

-IS V(v - u)dB + iSst o (y - u)dI"2 + f b o (v — u)dB O 
F2 	 13 

.*. 1S o V(v - u)dB = iSa o (v - u)d1"2 + f o (v — u)dB 
(15) 

13 	 F2 	 13 
VV k 

El problema anterior se le conoce como formulación variacional débil.10  

Modelo Matricial. 

El problema variacional anterior se puede expresar como: 

10 Ekeland y Temans, < I> 
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Caoltulo I.- 	 Ecuaciones de la Elasticidad 

Sea w=u—v/w E k„ 

Encuentre u E y 

a(u,w) =< f,w > 

Vw eko  = {v Ey : v=0enr1) 

discretizando el problema anterior, tenemos que 

u = a w h 	1 .) 

VV 	1,..m es una base dey 

a(uh ,wh )=< I,w h  > 

Vwh 	k„„= (v h  ey h  :Vh :=0 en n) 
y h  es una aproximacion de y 

El problema variacional discreto anterior es equivalente al siguiente problema 
matricial, 

Encuentre a e ki 

IKa =1 
K u  =a(wpwl )=ISJ  o Vw dB 

fU  =<( ,w >= jbow jdB + f Sn o w id("2 
r2 

A K se le conoce como matriz de rigideces, a f se le conoce como vector de 

cargas y a a se le conoce como vector solución. 

El método de elemento finito
II  tiene como propósito construir las funciones base 

w12. Estas funciones son polinomios y su obtención depende de la geometría y número de 
nodos del elemento finito utilizado13. 

La idea se presenta por primera vez en los trabajos de Rayleigh y Ritz 
12 La existencia de soluciones apravimadas mediante este método se puede consultar en Curan <1>, secc. 39. 
13 Más adelante se presentan un ejemplo explícito de generación de funciones. 

10 
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Capítulo 2.- 	 Homogenizaclón 

Capítulo 2. Homogenización. 

Ideas generales. 

Los materiales compuestos combinan la alta resistencia de las fibras con las 
propiedades amalgamantes de las resinas. Para fines de éste trabajo consideraremos que: 

1) La heterogeneidad del material compuesto es resultado de la unión de los dos 
materiales homogeneos constituyentes. 

2) La distribución geométrica de los constituyentes es periódica. 

3) Las dimensiones de un período son pequeñas respecto a las dimensiones del cuerpo en 
general. 

4) La cohesión entre los constituyentes es perfecta. 

Después de realizar una modelación tridimensional clásica, la búsqueda de las 
características homogeneas requiere de la obtención de una familia de funciones 
x 	/ ,It Ah  ,k,h = 1,2,3 definidas sobre un período Y del cuerpo, donde Y e R3  de forma 
que: 

X m(Y)= (2tim(Y1,Y2,Y3),X2NYI,Y2,Y3),X3NYI,Y2,Y3)) 

Estas funciones son soluciones de ecuaciones elípticas de segundo orden con 
coeficientes variables. La resolución numérica de estos problemas se hace mediante 
MODULEF. 

Presentación del problema. 

Consideremos un problema de pequeñas deformaciones elásticas en un material 
compuesto: 

u(x) e C2 (0, fe ) 
div S -41 =0 
u = O e ro , Sn = g e fi . 	(19) 

E(u) =-
1

(Vu + VuT ) 

S(u) = C(x)[E(u)] 

donde C(s) representa al tensor de elasticidades con las propiedades de simetría, 
elipticidad, y linealidad. 

Nuestro interés está dirigido al caso cuando la estructura elástica descrita por los 
coeficientes A(y) presentan un carácter periódico, de período Y en la variable y, donde 

II 



CELIJEA BASE 

Capítulo 2.- 	 Hornopenización 

x - 

y los coeficientes de A(y) son funciones definidas sobre Y y prolongadas por 

periodicidad a R3  , y que satisfacen las propiedades de simetría, elipticidad y linealidad 
en Y. 

Si designamos e = —
d 

, entonces para cada E positivo y tendiente a cero, 

A'(x)= A( 761-.) 

de suerte que A'(x) es periódico en x, de período cY y satisface las propiedades de 
simetría, elipticidad y linealidad. 

Obtención de los coeficientes homogeneizados. 

Introduciendo: 

1) El espacio V = v e(W(L1))3 ;v = O en fo  , 

2) La forma bilineal sobre V: 

Vu,v e V, 
a' (u, v) = CHV u o Vvidx 

	 (20) 

3) La forma lineal contínua sobre V: 

v ---> L(v) = 	o v)dx+ (g o v)dF, 	(21) 

De las tres introducciones anteriores se forma la formulación variacional del 
problema: 

Para todo e >0 encontrar: 
u' e V 
ag(u',v)= L(v), Vv eV 

(22) 
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El problema con condiciones límites (22) admite una solución únical  u' e V . 

Introduciendo: 

1) W(Y)= (v/ v e(1/1 (Y))', Y - periodica) 

2) ay (u,v) = A(y)(Vu o Vvidy, Vu,v E W(Y) 
Y 

Por extensión, decimos que: 

ay (Pu' ,v) = I A(Y)[VP ° 541Y, 	(23) 
Y 

donde PA" es el campo de vectores cuyas componentes son polinomios, de la forma 

= (y1 ,0,0)<=> k,h = 1,1 o' 1,2 
p Ah  = (0,y2 ,0) <=> k,h = 2,2 o' 2,3 	(23.a) 
p Ah  = (0,0,y3 ) 	k,h = 3,3 o' 3,1 

Polinomio 

Para k,h, dadas sea xl  solución2  de: 

xµ e W(Y) 

Vv 
w' phh ,v) = O O

v e W(Y) 

donde 

x ml e li t(Y), y x ml =0 en las esquinas de Y. 

Así pues, si u' es solución del problema con condiciones límites (22), 

u' 	u°  cuando g 0; 

donde u° es la única solución del siguiente problema 

{
Encontrar u e V tal que: 	 (25) A(u,v) =L(v), Vv e V 

con L(.) definido en (21) y 

A(u v)= ICIVu o Vvylx 

Duvaul G, Lions J.L., < I> 
2  Duvaul G., < I > 

13 
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donde los coeficientes del tensor C son constantes calculadas a partir de las soluciones 

Z Ah  del problema (24) mediante: 

c=(ay(f-pes „thh-p»,)) 
C.(A)_(A[vxmD 

donde (f) = —
I 

f f (y)dy , es el promedio de la función en la célula base Y. 
111y 

Obtención de los microestuerzos. 

Así pues, existen dos escalas: 

• La escala macroscópica, dad sobre el cuerpo en general y con x = (x„12 ,13 ). 

• La escala microscópica, para estudiar la vecindad de un punto x, y con 

Y = (Y1gY29Y3) 

Al someter el cuerpo a una carga los campos (u',U,S9 oscilan fuertemente. Si 

existe un conjunto (u°,E°,S° ) límites de (u',E',S”) cuando E tiende a cero, la relación 

entre estos dos conjuntos es la ley de comportamiento homogeneizado. Supongamos el 
siguiente problema: 

{ div S' +f = O en O 
S' = AlE(u91 

S' (n) = E sobre I-, 
u. = o 	sobre ro  

(27) 

La solución (u,' Sgestá bajo el influencia de dos factores: 

• Tomando en cuenta x, el dominio O, las fuerzas y las condiciones en los límites. 

• Tomando en cuenta y, la periodicidad de la estructura. 

De aquí la idea de buscar un desarrollo asintótico de doble escala. 

Para poder tomar en cuenta ambas escalas se utiliza un desarrollo asintótico de u"  

de la forma: 

„ 
= I -111  009 + u1 (x,y) + E 2u2 (1,y)+... 

e 

en donde y = 
e 

donde las funciones u' (x,y) son para x €S2 , funciones Y-periódicas. Al substituir el 

desarrollo asintótico en los campos de esfuerzos y deformaciones tenemos: 

14 
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E W 	
1  

)= — E°(x1Y)+ El (x9Y)+ E2 (11Y)+••• 
E 

Y 
S'(x)= —

I
S

o
(x,y)+SI(x,y)-f-eS2 (x,y)+... 

e 

tomando en cuenta que 

Vu"(x,y)= V.u"(x,y)+— 
1 

Vy u"(x,y) 
e 

entonces 

(29)  

(30)  

S' (x, y) =A(y) E' (x, y) = A(y) (E(0)+E(111)) 
Si(19Y) =A1V(1,Y1= =A(Y) 

S' (z,y) =A(y E2 (z,y) = A(y) (1E(u1 )+E(112 ) 	(31) 
.06 

••• 

substituyendo estas expresiones en (27) e identificando sucesivamente las diferentes 

potencias3  de c, asumiremos los siguientes resultados: 

l) Si S°  =O y ta*  = 	E(us )= Le (x,y)= O 

2) u'es Y-periódico, 

(El(x,y)) = (bu' ) + E(u* )) = E(us  ) 

El valor de E(u° ) se supone conocido,por lo cual (u',S') es solución del siguiente 

problema en Y: 

diva  S' = 0 

S' = A[E(ut  )+ 

u' es Y -periodico, 
S' oil es Y -antiperiodico 

por linealidad podemos suponer que: 

= -XNYWAh(11. ), 
Sl(x,y) =S4(y)Eil,(u.) 

donde 

f " E (Y), y f" =0 en las esquinas de Y. 

3 
Sanchez < l > 

(32) 
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Capítulo 2.- 	 Homogenbación 

Y 

       

 

= 

 [

100 
00(1—> 
000 

o 
O 

0 
0 

000 

, 1E22  = [0 1 0] --> 

000 O 
O 

 

000 

E33  = () [0( --) 

00 1   

O
0  

o 
0 
O 

        

las nuevas incógnitas (x4(y),S1 son soluciones del problema sigiente (33) 

Encontrar (x m,S""(x,y)) tales que: 

x N1  sea Y -periodico 
SI  --. A[E(pM  — f")] en Y 
div Su' = 0 
SM  =SN'T , SN' e 1:2 , div Su' E L2  

donde pm' está definido en (23.a) y el problema (33) es equivalente al problema (24). 

3) Igualando a cero los términos de orden e°  en la ecuación (27.a) tenemos que: 

div S' +1 = 0= Y, div S'(x,y)+div SI(x,y)+ediv S2 (x,y)+f = O 
divy  S2  = —f — div„SI  

al aplicar la media ó promedio sobre Y: 

div (SI(1,y))+f =0 

con antiperiodicidad de sobre la frontera de Y. 

l
u",( S'(hy))) es solución del siguiente problema de elasto-estática: 

I

div (SI(x,y))+f = O sobre fi 
(SI (1,y)) =C[E(u')J sobre S) 
u' = O sobre ro  
(SI (x,y)).n = F sobre r, 

(33)  

(34)  

16 



Capítulo 2.- 	 Homogenización 

donde los campos (S' (x,y)) y E(u') soluciones del problema (34) son llamados campos  
de esfuerzos y deformaciones microscópicos,  y el problema (34) es equivalente al 
problema (27). 

Los primeros términos diferentes de cero de los desarrollos asintóticos de los 

campos S' y E(d) son: 

El  (14Y) = (E(P —  XI° Ele ) 
S' (x, y) = A[EI  (x, y) = A (E(p— x)). E(u.  )1 	(35)  

Considerando a x y y como variables independientes y asociando a cada punto 

x e() un Y-período s, mediante hotnotecia de orden 	.,los campos de deformaciones y 

esfuerzos microscópicos  están dados, al mantener x fijo y variar y en Y, por las 

cantidades E' y S' definidas por las ecuaciones (35). 

Cákulo numérko de los coeficientes. 

Al resolver el problema (24), que representa 6 problemas de elasticidad lineal, 

obtenemos las funciones x  = {x11322 ,x33,x23,x31,x12 	
al considerar los materiales 

constituyentes como isótropos y homogeneos la representación de <A> como matriz 
queda de la forma siguiente: 

donde 

A= 

	

a,,,, a,,23 a1133 	O 

	

a2222 02233 	O 

	

a3333 	O 
2a2323  

sym 

(A) = aukk  = (A)811 8 

O 	O 
O 	O 
O 	O 
O 	O 

2a313, 	O 

2/11212_ 

+(p)  (8 ,A8 

(36) 

jh  +80,8 ik ) 

atm  = (2)8,,8,, +(a) (811811  +81,811)= (2)0X0 +(su) «NO +(NI)) = 2 +2p 
all22 == (A)(IX 0+ (fi) «OX0)+(0)(0))= 

y así sucesivamente. La matriz <A> se puede representar como: 

(A) = 

(2)+2(p) 	(A) 

(2)+2p 

synt 

(2) 

(A) 
(2) + 2(p) 

0 

0 

0 

2(p) 

0 

0 

O 

0 

2(p) 

0 - 

0 

0 

0 

o 

2(p) 

(37) 

17 



c1133 	(a1133)_(a1133)0X3
3 	(2) i_dx333  

C2222 

C2223 

C3333 

49 Y3 	0Y3 

(a2222 ) - (a2222) 	2
- 
	 ay 

(2 +241 °X222
2
)  

ay  

(a2223 )-(a2223)'9-11' (2)(1 (21-1) 
0y3  

= (aun) - (a3333)-a—'1 
Y3  
1  = +2/4 	

y,
1 --°1-9 

0 	 d 

12  
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segun (26), los coeficientes de C están dados por 

C= (ay( x — Pmahh— Pkh» 
C = (A) — (A[Vxkl 

donde 
Ali 

Cum 	(nom ) - (aii„„,)°,02;:  

c 	(atm) xl' 	= (2+2m) 	
x:1) 

dy i  

	

2t2 	0%1 
01122= (aun) 	 1  1122 ay2  

°Y2 

y así sucesivamente, 

= /11 1) 

(0)(1  ax23 / 
 

19 Y3 

(U)(1 üoXy311) 

= (0)(1 (21 
49 Y2 

C 	(0)(1 °XII  2212 
°Y2 

a  y  
C3312 = (0)(1 

ay2 
ax12) 

C1212 (P)( I  1
a 

 
Y2 

C2323 

C2331 

C3131 

01112 

18 



Capítulo 2.- 	 Homogenización 

Los casos de carga utilizados en el cálculo de los coeficientes se obtienen al 
retomar la forma lineal (21) y haciendo f = div (A), g = Sn = (A)n como los materiales 

constituyentes son homogéneos, no existe variación de A por lo que el primer término de 
L(v) es nulo, de donde 

L(v)= -(A)n o v drr, 
1, 

(38) 

La matriz de rigideces, como es evidente, es la misma para los 6 problemas de 
elasticidad, no obstante, al considerar constituyentes isótropos tenemos que 
S = 2,1iF +2.(trE)1, y los 6 casos de carga están dados por: 

= —(2)8unq  —(p)(n,84  + J84) , 8 ={r: ii ;ii  

F," = —(481 ,n, —(p)(1,8,1 +0„)= —(2.)1n, —(p)(ni l+n1 1)= (A— 2,14)n, 

FZl itri 1112 — H(n1812 	n1812)1  2)811n2 — (M)( 11812 ni812)=--  —(2)1121812) 
1:1  = — 	811n,— 	(n ,813  +11013 )= 	2)81,o3  — (p)(11,81, +n1813 )= —(2)n,1813 ) 

y así sucesivamente; las cargas se presentan en forma completa en la siguiente tabla: 

cargas x11 22 x i l  23  31  12 

ril  -(2 + 2p)e,  -(2)., -(2)si 0  -(P)•3 -(11).2 

ri -(2)., -(2+2/1)12  -(2)., -(p).3  O -(p)a, 

j  -(2)03 -(1)m, -(2 + 2p)a, -(01)12  -(p)., O 
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Capítulo 3.- 	 Solución delproblema mediante MODULEF 

Capítulo 3. Solución del problema mediante MODULEF. 

Esquema del problema. 

Geometría del cuerpo a modelar.- 

.3.000 

20 

AI51 5100: 
E • 205 Opa, µ ■ 0.3, Volúmen 23% 

Meada: 
E 	31 Opa, µ ■ 0.2, Volúman 77% 



Capitulo 3.- 	 Solución del problema mediante MODULEF 

Diagrama de cuerpo libre.- 

       

  

3 

8 Kg/m 

   

 

Cargas 1, 2 y 3 

[/\ /\ /\ /\ /\ 	/ \ 

  

  

       

       

La viga se encuentra enpotrada en ambos lados y está sujeta a una carga 
distribuida a lo largo de una de sus superficies. La densidad del cuerpo se presenta como 
una carga volumétrica. Las barras de acero corren de un lado a otro de la viga. Se 
considera que ambos materiales son isotropos y homogeneos y que la continuidad entre 
ambos dos es perfecta. 
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Capitulo 3.- 	 Solución del problema mediante MODULEF 

Mallado del cuerpo 

Exísten varias formas de interacción con Modulef, una de ellas es a través de los 
programas conversacionales. A continuación se describe la secuencia de comandos y 
respuestas al conversacional para el mallado en dos y tres dimensiones. 

toutxx 	 Comando de llamado a módulo de propósito general 

MA 	 Entar a menú de mallados 

131 	 Entar a conversacional de mallados bidimensionales 

C 	 Crear un nuevo archivo de datos 

Descripción del tarbajo 

MATES.DATA 	Nombre del archivo de datos a crear 

NO 	 Detalles 

NO 	 Funciones interpretes 

POIN 	 Palabra clave para proporcionar los puntos de la malla 

0111 	 Detalles 

106 	 Impresión, Número de puntos 

100 	 Nivel, X 

160 	 Nivel, X, Y 

143 	 Nivel, X, Y 

133 	 Nivel, X, Y 

1310 	 Nivel, X, Y 

1010 	 Nivel, X, Y 

NO 	 Cambiar los datos 

LIGN 	 Palabra clave para decribir las lineas del mallado 

0111 	 Detalles 

16 	 Impresión, Número de líneas 

1612101 	Número de nodos, inicial, final, referencia, linea recta, dist. uniforme. 

423101 	 Número de nodos, inicial, final, referencia, linea recta, dist. uniforme 

1234201 	Número de nodos, inicial, final, referencia, linea recta, dist. uniforme. 

1645101 	Número de nodos, inicial, final, referencia, linea recta, dist. uniforme. 

456101 	 Número de nodos, inicial, final, referencia, linea recta, dist. uniforme. 

2061101 	Número de nodos, inicial, final, referencia, linea recta, dist. uniforme. 

NO 	 Cambiar los datos 

TRIA 	 Palabra clave para llamar al mallador de método de frontera 

OUI 	 Detalles 

51161 	 Impresión, nivel, subdominio, numero de lineas, orden de entrada. 
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1 

2 

3 

4 

5 

e 

NO 

REOU 

OUI 

5 1 2 

NO 

RENC 

OUI 

523 

NO 

SAUV 

011a 

5 3 TESIS.NOPO O 

NO 

FIN 

E 

MATES.DATA 

FIN  

Número de línea 

Número de línea 

Número de línea 

Número de línea 

Número de línea 

Número de línea 

Cambiar los datos 

Palabra clave para hacer una malla más uniforme 

Detalles 

Impresión, nivel original, nivel nuevo 

Cambiar los datos 

Palabra clave para renumerar los nodos y buscar una matriz diagonal 

Detalles 

Impresión, nivel original, nivel nuevo 

Cambiar los datos 

Palabra clave para guardar el archivo en disco 

Detalles 

Impresión, nivel, nombre de la malla, tablas asociadas 

Cambiar los datos 

Palabra clave para salir del conversacional de creación de datos 

Comando para ejecutar el modulo utilizando. 

Nombre del archivo que contiene los datos de ejecución 

Salir del conversacional de mallados bidimensionales 

El archivo de datos MATES.DATA resultante de la rutina anterior: 

'TISIS 
'POIN 

10 	6 	 $ illP111 NPOINT $ 
$ NOP NORESINOP) 	x¡Nori. 	YINOP). $ 

1 	1 	0.0000001+00 0.0000001+00 
2 1 04000001+01 0.0000001+00 
3 1 0.000000/$01 0.3000001+01 
4 1 0.3000001+01 0.3000001+01 
5 1 0.3000001+01 0.1000001+02 
6 1 0.0000001+00 0.1000001+02 

'LION 
1 	6 	 $ IMPRZ NEW $ 

$ NOLIO 101110 NUM NZETIt2 NOltirld »MON 	RAISON $ 
1 15 1 2 1 0 0.1000001+01 
2 4 2 3 1 0 0.1000001+01 
3 12 3 4 2 0 0.1000001+01 
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4 11I 4 6 1 
5 4 5 6 1 
6 20 6 1 1 

'TIRA 

0 0.1000001E+01 
0 0.1000001+01 
0 0.1000001+01 

6 	1 	1 6 1 	IMPRI NIVZAU MUNID NIRILI *SU 
$ LISTO DON LIONZII DU CONTOUR 
1 2 3 4 5 6 

5 	1 	2 	 NIMIA* NIVRA2 
'IDINC 

5 2 3 	 LIME NIVIA1 !NUM 
'2AUV 

5 	3 	0 	 IMPRI NIROPO NTNOPO 
T111111./10110 	 NOM PICHI= 

La malla generada es: 

MODULEF : modulef 

TESIS 

4/05/95 

TESIS.NOPO 

255 POINTS 

255 NOEUDS 

441 ELEMENTS 

441 TRIANGLES 

O TROU(S) 

COIN BAS GAUCHE 

	

-3.1 	-0.50 

COIN HAUT DROIT : 

	

9.1 	10. 

REFERENCE (TOUT) 

14 441 1-415,0 
"IIP  

14440N0% 
14141.1fr 
0.40/1> 4> 
111001/01> 
00/0101> <> 4> 
0004010>  00#110> 4 
%.7"0111  
4140"0 
410010>  41V410 r1,, iriririrri 

ALVII~Cernr 
Adimp",...~:14+Anyami0r. 
Zaffig 0141:0011 

p to> Ák'srt›Wilra <ffirAn. 	41P.or 

4dMralifertlfdlit 

o~»:51.10~191~.~».M.N.~»~~1~~»:~»~s 	 ' M911.1.»115.».~."91.}.~~~»~~1.9»~»)~.~.91~?»»~I; 

Para el mallado en tres dimensiones se tiene: 

MA 	 Entar a menú de mallados 

TRI 	 Entar al conversacional de mallados tridimensionales 

CR 	 Crear un nuevo archivo de datos 

'TESIS 3D' 	Descripción del trabajo 

MATES3D.DATA 	Nombre del archivo de datos 
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NO 	 Detalles 

INTR 	 Palabra clave para cargar en memoria central una malla 

OUI 	 Detalles 

1 TESIS.NOPO 3 	Impresión, nombre de la malla a cargar, nivel de la malla 

NO 	 Cambiar los datos 

MA23 	 Palabra clave para mallar un cuerpo partiendo de una malla 2D 

OUI 	 Detalles 

10 	 Impresión 

3 4 	 Nivel original, nivel nuevo 

TRAN 	 Subpalabra clave para extruir una malla 2D 

20 	 Numero de secciones a crear 

0 010 	 X, Y, Z (Indican el desplazamiento de la extrusión en cada dirección) 

BASE 	 Palabra clave que indica que sección es la considerada de orígen 

O 	 Sección de origen 

FIN 	 Palabra clave para terminar la extrusión 

REF 	 Subpalabra clave para definir las referencias del nuevo cuerpo 

SDSD 	 Tranfiere el subdominio en 2D a 3D 

0 20 	 Sección inicial, sección final 

1 	 Número de subdominios a transferir 

1 	 Subdominio original 

1 	 Subdominio final 

ARAR 	 Referencia bordes 2D es referencia bordes horizontales 3D 

020 	 Sección inicial, sección final 

2 	 Numero de referencias de bordes a transferir 

1 	 Referencia original 2D 

1 	 Referencia nueva 3D 

2 	 Referencia original 2D 

2 	 Referencia nueva 3D 

ARAF 	 Referencia bordes 2D es referencia bordes horiz. 3D y caras ved. 3D. 

0 20 	 Sección inicial, sección final 

2 	 Numero de referencias de bordes a transferir 

1 	 Referencia original 2D 

1 	 Referencia nueva 3D 

2 	 Referencia original 2D 

2 	 Referencia nueva 3D 

POAR 	 Referencia de puntos 2D es referencia de los bordes verticales 3D 
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O 20 	 Sección inicial, sección final 

2 	 Numero de referencias de puntos a transferir 

1 	 Referencia original 2D 

1 	 Referencia nueva 3D 

2 	 Referencia original 2D 

2 	 Referencia nueva 3D 

FASO 	 Asigna una referencia a la cara superior del cuerpo extraído 

3 	 Referencia 

FAIN 	 Asigna una referencia a la cara inferior del cuerpo extruido 

3 	 Referencia 

FIN 	 Terminar de definir referencias 

FIN 	 Terminar el mallado en 3D a partir del mallado en 2D 

NO 	 Cambiar los datos 

SAUV 	 Palabra clave para guardar el archivo en disco 

0111 	 Detalles 

14 TE33D.NOPO O Impresión, nivel, nombre de la malla, tablas asociadas 

F 	 Palabra clave para salir del conversacional de creación de datos 

E 	 Ejecutar el modulo de mallado tridimensional 

MATE33D.DATA 	Nombre del archivo con los datos de ejecución 

F 	 Salir del conversacional de mallado tridimensional 

F 	 Salir del modulo de propósito general. 

Archivo MATES3D.data generado por el conversacional anterior: 

'TIMO 

10 	2 	 1MPEZ DROP° I ID ZETZIUZURE 
VIOA.NOTO 
$ NOM DU Minn 
'MA23 

10 	3 3 	 aj IMPNE NIVO2D 111V03D 
111 z== DIFINITION DI LA VONCTION === 
TRU 

30 	 al MICT10/111UPIMMUR 
0.00000001+00 0.00000001+00 0.10000001402 $ nomine TRAnaLATION 
RAIZ 0.00000001+00 	 LA SANE 
FIN 

al FIN DI LA Dar:reno» DI LA roncrioN 
saassumniffla Lira orno» mazassams 

zaw DZISCRIPT1011 DNA IMPERENCZ11 === 
azr 
ID» 	0 20 1 1 	TYPE DI .. A , 2D DONNZ .. 3D 

26 



W•11A1,44W.WWWW 

Capítulo 3.- Solución del problema mediante MOMEE 

ARAR 	0 20 1 1 TYPZ DI .. A , 	20 DONNE .. 3D 
ARAR 0 20 2 2 $ TYPE DE .. A .. 2D DOMEN .. 3D 
ARAD 0 20 1 1 TYPZ : DZ .. A 	, 2D DON= 3D 
MAY 0 20 3 2 $ MIS : DE .. A 	, 2D DONK' .. 3D 
POAR 0 20 1 1 $ 	DE .. A , 	20 !FORRE .. 3D 
POAR 0 20 2 2 $ TYPII 	DI .. A .. 2D DON= .. 3D 
Fall 3 $ TYP>c : mento AFFECTE 
FUN 3 $ NUMERO AFIFIECTN 

$ FIN DI DEACIIPTION DEE IMIFIRENCE111 
	 OPTA DU MAILLZUR al= aaaaa 

00 
1111WV 

1 	3 0 	 $ IMPNZ mmoro MOFO 
TRINIANOPO 

$ NON DU FICRIZR 
'FIN 

La imágen en pantalla de la malla generada es: 

8/06/95 
VIGA3D.MAIL 
VIGA3D.COOR 

5355 NOEUDS 

111 PÉÑTÁEDRES 

095RVATEURINERIQIE55110  

0UI1RTURE : 

--prAtrf-ettertrtnr- 

11111/111E.  

06SKIARD 8 M 

E 

9  9 

T  
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Asignación de elementos finitos e interpolación 

A continuación se describe la secuencia de comandos y respuestas al 
conversacional para la declaración de los elemntos finitos y la interpolación de acuerdo a 
la formulación variacional matricial. 

IN 	 Entrar al conversacional para interpolación 

Crear un archivo de datos 

INTES.DATA 	Nombre del archivo de datos 

3 	 Dimensión del espacio considerado 

1 	 Cantidad de subdominios rectos 

O Cantidad de subdominios curvos 

3 	 Cantidad de números de referencia 

O Cantidad de superficies curvas 

Cantidad de lineas curvas 

ELA3 	 Biblioteca que contiene los elementos finitos del modelo 

1 	 Cantidad de elemntos finitos rectos 

PENT 3RID 	Nombre del elemento finito recto 

NO 	 Algun elemento curvo 

TES3D.NOPO 	Nombre del archivo de entrada NOPO 

TES3D.MAIL 	Nombre del archivo de salida MAIL 

TE33D.COOR 	Nombre del archivo de salida COOR 

NO 	 Número de tablas asociadas 

E Ejecutar el módulo de interpolación 

INTES.DATA 	Nombre del archivo de datos para la ejecución 

10 	 Parámetro de impresión 

F 	 Salir del conversacional de interpolación 

El archivo de datos de interpolación 1NTES.DATA generado por el 
conversacional de interpolación es el siguiente: 

O Y A T 1L DES mormona 1NTI11IPNETINIS 
3 	1 	0 	 ii NDIM NDID NUDO 
3 	0 	 $ roa msoc 
3 0 	 mut NRLC 

ELAN 	 NOM DI LA 11111LIOTHIQUE 
1 	 NTYND DU 11D 1 
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Capitulo 3.- 	 Solución del problema mediante MODULEF 

!MET 3111D 
O 

TE$3D.NOPO 

TES3D.MAIL 
O 

TES3D.COOR 
O 
0 0  

$ LE NOM DES ELEMENTS DROITS 
wrirzc DU ZD 1 

$ NOM DU FICHUIR 
ET NIVEAU DE LA ID HOPO 

NOM DU F1C111ER 
1T NIVEAU Di LA ID MML 

$ NOM DU 1F10111111 
ET NIVEAU DE LA ID cooft 

$ NTIIML NTCOOR 

Una imágen del interior de la malla nos permite ver los elemntos, sus nodos y la 
numeración de éstos: 

Ilomogenización 

A continuación se describe la secuencia de comandos y respuestas al 
conversacional para la declaración de las propiedades de la célula base y su 
homogeneización. 

cacoxx 
	

Llamada al módulo de homogeneización 

NO 
	

Fibras en arreglos alternos 

OUI 
	

Fibras alineadas 
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Capítulo 3.- 	 Solución del problema mediante HODULEF 

1 	 Resina con características isotrópicas 

1 	 Fibras con características isotrópicas 

1.1120 	 Distancia en x entre las fibras 

1.120 	 Distancia en y entre las fibras 

0111 	 Fibra de sección circular 

0.77 	 Tasa de resina en el volúmen total del cuerpo 

NO 	 Controlar el refinamiento del mallado de la célula base 

31000000000 0.2 	Módulo de Young y coeficiente de Poisson de la resina 

206000000000 0.3 	Módulo de Young y coeficiente de Poisson de la fibra 

A continuación se presentan los resultados de la homogeneización. Estos 
resultados se dan en pantalla y al mismo tiempo se generan dos archivos de visualización, 
"sdnopo" y "sdvis2", los cuales deben ser visualizados con el procesador vicoxx. 

VOUS AL101151111111JUILL11MI A 1. AMI X3 
* 

 
1111 i Y  ) 	 A• 0.49244.040+00 * 

* 1111C71011 raiz : 	*4-4 	; 	11 • 0.443444000400 * 

	

A 1 10 1 	 11 • 0.300000000401 * 

* usan:aun 01111117111110 U X • 0.11300+01 U Y • 0.14200+01 	* 

* 110111111110 113111111111 ■ 1110 masas Di 10114111 • 97 ?AUX 1119011 • .7710 * 
* 

CAXACT11110711111113331x5 sagraars 

* 1101041.1111 TOMO ■ 0.3100000+11 0011VIC111171101111101 ■ 0.3000000+00 * 
* * 

canacssaumusa 9011111 :agraces 

*1110041.1 1170111113 ■ 0.204111000413 11/111/1111/11/T 901111101114 0.3400000+00 * 

ar**********~******************************************~~41**************** 
7101110171 0 91111171CY/1 0001001/10110 

* 	11 33 33 33 13 13 
* 0.47211+11 0.11991+11 0.130111+11 0.00001+00 0.0001111+00 4.1440146 * 

0.47311411 0.137111+11 0.00001+00 0.00001+00 -0.71301410 * 
0.70371+11 0.00001+00 0.00001+00 4.10115.06 * 

0.110314.11 0.33335+03 0.00001400 * 
0.11001+11 0.00001+00 * 

**************Iherf***********Iht*******************************klrh************ 

0.16441411 * 

mame 01.114;010PLA114114:111111101100110101 
* 	  * 

* 	11 33 33 33 13 11 	• 
* 0.33400-10 -0.49711-11 .0.32011.11 0.00001+00 0.00000+00 0.14911-211 * 
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0.23321.10 	-0.32941-11 	0.00001+00 	0.00001+00 	0.34401-37 * 
0.14271.10 	0.00001+00 	0.0000+00 	0.97391-27 * 

	

0.11111441-10 	-0.7174019 	0.00001+00 * 

	

0.1011-10 	0.00001+00 * 
0.100010 * 

1100ULZO 1QU1VAL1IRTS401111111 // X3) 
* * 
* 
* 11 • 0.4374100+11 12 a 0.4211711+11 13 • 0.7004011+11 * 
* 033 • 0.110310+11 013 • 0.110010+11 013 • 0.104410+11 * 
* 114123 a 0.141310+0 013 • 0.1404420+00 11113 • 0.2124470+00 * 
* 11U33 0.2301310+00 11131 • 0.3301310+00 111131 = 0.2124470+00 * 
* 

****************11~~~~~1************1149, 

************Alt******011****MIntr1~~~1~~************~******** 

1101011 ~vagina menas // 
* * 
* 
* 11 a 0.7006010+11 13 • 0.4374100+11 13 • 0.4211740+11 * 
* 023 • 0.104410+11 013 • 0.1110201+11 013 a 0.11101190+11 * 
* 11133 • 0.3124471+00 111113 • 0.2309310+00 11113 • 0.3301310+00 * 
* 1103 0.3134470+00 11731 • 0.141310+00 1031 • 0.14064313+00 * 

************Inintnhfr*************************A******************************** 

Introducción de las características del material y las condiciones de frontera tipo 
Newnann 

A continuación se describe la secuencia de comandos y respuestas al 
conversacional para la declaración de las propiedades físicas del material y las cargas a 
las que está sujeto el cuerpo. 

toutxx 	 Procesador de propósito general 

CA 	 Submenú de cálculo de matrices 

CO 	 Las propiedades y las cargas del material son constantes 

C 	 Crear el archivo de datos 

CATESIS.DATA 	Nombre del archivo de datos 

TE3133D.MAIL 	Nombre del archivo que contiene las referencias de la interpolación 

TEENS3D.COOR 	Nombre del archivo que contiene las coordenadas de los puntos de int, 

TESIS3D.TAE 	Nombre del archivo de salida matriz de rigideces y vector de cargas 

NO 	 No hay tablas asociadas 

NO 	 No se utilizará el archivo POBA ( Contiene inf. de los polinomios base) 

2 	 Problema de modelado por la teoría de ealsticidad 

O 	 Problema clásico de elasticidad 

NO 	 Calcular la matriz de masas 
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Capitulo 3.- 	 Solución del problema mediante MODULEF 

OUI 	 Calcular la matriz de rigideces 

OUI 	 Calcular el vector de cargas 

3 	 Número de casos de carga 

OUI 	 Calcular los esfuerzos 

3 	 Dimensión del espacio 

1 	 Cantidad de subdominios a describir 

1 	 Número del material 

2 	 Cantidad de referencias a describir 

2 	 Número de la referencia 1 a describir 

3 	 Número de la referencia 2 a describir 

NO 	 No es isotrópico, es anisotrópic,o 

47210000000 	E11 

11000000000 	E12 

47380000000 	E22 

13650000000 	E13 

13710000000 	E23 

70370000000 	E33 

E14 

E24 

E34 

16030000000 	E44 

O 	 E15 

O 	 E25 

O 	 E35 

2321 	 E45 

14000000000 	E55 

-0.000001446 	Ele 

-0.000000713 	E28 

-0.000001433 	E38 

O 	 E48 

O 	 E58 

14440000000 	E88 

0 4 0 	 Componentes x, y, z de las fuerzas de cuerpo, caso 1 

O -100000 0 	Componentes x, y, z de las conds. de fron. Neumman, ref. 2, caso 1 

0 0 2000 	 Componentes x, y, z de las conds. de fron. Neumman, ref. 2, caso 2 

O -1000000 O 	Componentes x, y, z de las conds. de fron. Neumman, ref. 2, caso 2 
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0.00000000+00 
-0.100000011+06 
-0.10000000+04 
0.00000000+00 
0.00000000+00 
0.00000000+00 
0.00000001)+00 

$ POUR GAMMA 
$ P SUR GAMMA 
$ P SUR GAMMA 
$ PI SUR GAMMA 
$ I' SUR GAMMA 
$ P SUR GAMMA 
$ P SUR GAMMA 

Calt" 3.- 	 Solución del problema mediante MODULEF 

O O 2000 

0.10000000 0 

O O 2000 

E 

F 

F  

Componentes x, y, z de las conds. de fron. Neumman, ref. 2, caso 3 

Componentes x, y, z de las conds. de fron. Neumman, ref. 2, caso 3 

Componentes x, y, z de las conds. de fron. Neumman, ref. 2, caso 3 

Ejecutar 

Salir del menú de cálculos constantes 

Salir del menú de cálculos 

El archivo de datos de declaración de furias y propiedades del material 
CATES.DATA generado por el conversacional anterior: 

T1$II.MAIL 
35 

TESIS.COOR 
35 

TESIII.TAZ 
35 
O 
O 

0 1 1 1 
:111 0 

1 
1 
2 
3 3 
3 0 0 

-2 
0.47210000+11 
0.13450000+11 
0.00000000+00 
0.1$030000+11 
0.00000000+00 
-0.14650000-05 
0.0000000D+00 
3 

0.00000000+00 
0.00000000+00 
-0.50000000+01 
0.00000000+00 
0.00000000+00 
0.00000000+00 
0.00000000+00 
-0.10000000+07 
0.00000000+00 
0.00000000+00 
0.0000000D+00 
0.00000000+00  

$ ND1M NAXIS ISOTROP1E 
$ NOPTIO 

0.11111/0000+11 0.473$000D+11 $ TENSEUR 11(101) 
0.13710000+11 0.74370000+11 $ fuma 114,J) 
0.00000000+00 0.00000000+00 $ magua 11(1,J) 
0.00000000+00 0.00000000+00 $ TENSEUR 1(I,J) 
0.23240000+03 0.14000000+11 $ TERIZUR 14,J) 

-0.71300000-04 -0.14330000-05 $ TENSEUR E(101) 
0.00000000+00 0.14440000+11 $ TENSEUR 115,J) 

$ ND411 

	

0.00000000+00 	$ P DANS OMEGA 

	

-0.10000000+01 	$ r DANS OMEGA 

	

-0.110000000+01 	$ T DANS OMEGA 

	

0.00000000+00 	$ IP DANS OMEGA 

$ NOM DU MOZA 
$ ET MEM DE LA MAIL 

$ SOR DU FICHIER 
$ 	IT MIAU DE LA 111) COOR 

$ NOM DU FICHIER 
$ 	ET NIVEAU DE LA SD TAZ 

$ NTTAZ 
$ 151 POZA EST UTILISE , 011E011 
$ NPROV 
$ MIELA 

$ IOPTI*) 
$ NOM DU TAILEAU DES CL ET NOMINE DI CL 

$ MORSAS 0150 A DECRETO , LISTE 

$ IMRE DE REPERENCES DECRITES , LISTE 
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Capítulo 3.- 	 Solución del problema mediante MODULEF 

0.0000000D+00 0.2000000D+04 	$ Ir RUN GAMMA 
0.2000000D404 0.3000000D+04 	 Y innt GAMMA 

Introducción de las condiciones de frontera tipo Dirichlet 

A continuación se describe la secuencia de comandos y respuestas al 
conversacional para la declaración de las restricciones de movimiento en el cuerpo. 

LI 	 Menú de límites 

C 	 Crear archivo de datos 

LITESIS.DATA 	Nombre del archivo de datos 

TESIS3D.MAIL 	Nombre del archivo que contiene las referencias de la interpolación 

TESIS3D.BDCL 	Nombre del archivo de salida 

NO 	 Existen tablas asociadas 

1 	 Restricciones constantes 

Doble precisión 

OUI 	 Llamar a la estructura MAIL para ayudar en las referencias 

NO 	 Restricciones sobre la referencia 1 

NO 	 Restricciones sobre la referencia 2 

OUI 	 Restricciones sobre la referencia 3 

OUI 	 Restringir movimiento en x 

O 	 Valor de la restricción 

OW 	 Restringir movimiento en y 

O 	 Valor de la restricción 

OUI 	 Restringir movimiento en z 

O 	 Valor de la restricción 

OUI 	 Grados de libertad constantes por nodo 

O 	 Existen condiciones de frontera en relación lineal 

E 	 Ejecutar 

F 	 Salir del menú de límites 

El archivo de datos de declaración de restricciones de movimiento LITES.DATA 
generado por el conversacional anterior: 

TU3D.MAIL 	 $ NOM DU Mitin 
34 	 $ NT NIVICAU DI LA ft1D MAIL 

Tge3D.I1DCL 	 $ NOM DU Main 
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35 $ 	1T NIVIAU DZ LA ID 11DCL 
O $ NTRDCL 
1 3 	5 $1CONI1T RIFE NTYP 
3 1 VN $ ur INC.VANIATIONNELLZ omito 
3 3 VN $ UF INC.VARIAT1ONNZLLZ 111111110 
3 3 VN $ RR1T 1NC.VAIUATIONNILLIC IMMO 

	

0.0000000D*00 	 $ mune 

	

0.0000000D+00 	 $ VALZUR 

	

0.000000013+00 	 $ VALZUR 
O $ 1 51 50 NDL1 
O $ 151 CL IN ItL A LA IIAIN ; -1 111 CL IN la PAR OP 

Resolución del sistema de ecuaciones por el método del gradiente 

A continuación se describe la secuencia de comandos y respuestas al 
conversacional para la declaración del método de solución del sistema de ecuaciones y las 
variables de cálculo. 

RE 	 Entrar al menu de resolución de sistemas de ecuaciones 

OR 	 Entar al conversacional del metodo de gradiente 

C 	 Crear el archivo de datos 

ORTE505.DATA 	Nombre del archivo de datos 

TE5153D.NOPO 	Nombre del archivo que contiene la malla 

3 	 Cantidad de casos de carga 

6 	 Valores en doble precisión 

O 	 Grados de libertad por nodo constantes 

3 	 Número de grados de libertad por nodo 

TESIS3D.TAE 	Nombre del archivo que contiene las propiedades del material, etc 

OUI 	 Existen condiciones Dirichlet 

TE51530.11DCL 	Nombre de I archivo que contiene las restricciones de mov. 

NO 	 Existen restricciones en relación lineal 

TESIS3D.B 	Nombre del archivo de salida 

10 	 Parámetro de impresión en pantalla 

O 	 Sin precondicionamiento 

1.E4 	 Delta de precisión de la solución 

E 	 Ejecutar 

F 	 Salir del menú de resolución 
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El archivo de datos para la solución del sistema de ecuaciones GRTES.DATA 
generado por el conversacional anterior: 

Tgozo.NOPO 
1 
3 11 3 

T11111113.TA1 
1 
1 

TUI$.IDCL 
1 
o 

T11111113.11 
1 

e 
0.100000011-02 

NOM DU 1ICH11/1 
it 	1T MIAU DZ LA ID NOTO 

0111111 NTYP 110 
NOM DU IICNIIR 

1T 1111/ZAU DI LA ID TAZ 
1 111 zoca, man 

$1011 DU 1110111111 
1T MIAU DI LA ID ZDCL 

a in CL. In la. man 
ij 11011 DU MUER 

1T 111V11AU DI LA ID 11 
IMPRZIMON 
1111110D11 

1.1100000 	si  Upe 01110A 

La imágen de la deformación para cada uno de los casos se presenta a 
continuación, 

Primer caso de carga: 

Segundo caso de carga con la deformación aumentada 5 veces: 

36 



8/06/95 
VIGA3D.MAIL 
VIGA3 LOOR 
VIDA3D2.11 

5355 NOEUDS 
23161 FACES 

8820 PENTAEDRES 

OBSERVATEUR
0. 	

SPHERIQUE 
3 

OUVERTURE :
30. 	0.55E+C 

10. 

DEFORMEE * 	1.0 

i+ RUENTE :  

1RUNES 
iY:SOFT-RARD! 8 9 

MT E ( 

Capitulo 3.- 

 

Solución del problema mediante MODULEF 

  

   

 

• .....wennmW 

  

 

10/06/95 
VIGA3D.MAIL 

VIGA3D2 
VIGA3D.C

.8
OOR 

  

 

5555NOEUDS 
23161 FACES 

8820 PENTAEDRES 

  

    

 

OBSERVATEUR SPHERIQUE 
30. 	30. 	0.55Ef( 

OUVERTURE : 
10. 

  

    

 

DEFORMEE * : 	5.0 

  

    

 

PEAU  

19110IRTEI 
IIEE 

MT E 1 . 

0 3YUlf-HARD! 8 9 
:ININNEES 

    

Tercer caso de carga: 

l•TNIAlUMPA.41. 
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A continuación se presenta la impresión de algunos resultados en nodos de interes: 

&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&& 
&&&&&&&&&&&&& 

IMPRESSION DE LA S.D. B DE NIVEAU 1 

848484&&8484&&884&&&&&&&&848881•581848184484848484848.&&&8484811180185848584&&8484 
&&8484&&&&&&&&& 

TITRE 

DATE ET NOM UTILISATEUR 	: 5/06/95 modulef 

TYPE DE LA STRUCTURE DE DONNEES : 

NIVEAU ET NUMERO D'ETAT 	: 1 2 

NOMBRE DE TABLEAUX ASSOCIES : O 

TABLEAU B 2 

TYPE DU TABLEAU 	 (NTYT) : 5 

NOMBRE DE SES INDICES ET LEURS MAXI 	(NIND..) : 2 318065 

TRAITEMENT (1:PAGES DE MEME TAILLE,O:SINON) (NCOD) : 1 

NOMBRE DE PAGES DU TABLEAU B4 	(NBLOC) : 1 

NOMBRE DE NOEUDS 	 (NOE) : 5355 

NOMBRE DE TABLEAUX 84 DANS CETTE S.D. (NBBLOC) : 1 

NOMBRE CONSTANT DE D.L. PAR NOEUD OU O 	(ND) : 3 

NOMBRE DE D.L. OU LONGUEUR D'UNE PAGE DE B4 (NTDL) : 16085 

CODE DE STOCKAGE DE B 	 (NCODSB) : -1 

TABLEAU 8 3 

POINTEUR SUR LA DERNIERE LIGNE DE CHAQUE PAGE DE B 

1 	0 2 16065 

TABLEAU B4(NDSM,NTDL) NUMERO : 1 
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TABLEAU 84(NDSM,NTDL) PAGINE EN 1 OU PLUSIEURS PAGES 

PAGE 1 

1 NOEUD 1 DL 1DL GLOBAL 1 LE (LES) CAS DE CHARGE 1 

251 1 1 1 	751 I 	0. 	0. 	0. 

1 2 1 	752 1 	0. 	0. 	0. 

1 31 	753 1 	0. 	0. 	0. 

252 1 1 1 	754 1 	0. 	0. 	0. 

1 21 	755 I 	0. 	0. 	0. 

1 31 	756 I 	0. 	0. 	0. 

253 1 1 1 	757 1 	0. 	0. 	0. 

1 21 	756 I 	0, 	0. 	0, 

1 31 	759 1 	0. 	0. 	0. 

254 1 1 1 	760 1 	0. 	0. 	0. 

1 21 	761 1 	0. 	0. 	0. 

1 31 	762 1 	0. 	0. 	0. 

255) 1 1 	763 1 	0. 	0. 	0. 

1 21 	764 1 	0. 	0. 	0. 

1 31 	785 1 	0. 	0. 	0. 

258 1 1 1 768 1  0.741411E-03 0.741526E-02 0.741528E-01 

1 21 	767 1  -0.169737E-02 -0.169593E-01-0.189603 

1 31 768 1  0.941728E-03 0.940693E-02 0.940684E-01 

257 1 1 1 769 1  0.812730E-03 0.812836E-02 0.812855E-01 

1 2 I 	770 I -0.170613E-02 -0.170467E-01 -0.170478 

1 31 	771 1 0.104309E-02 0.104198E-01 0.104196 

258 1 1 1 772 1  0.732124E-03 0.732233E-02 0.732231E-01 

1 21 	773 1  -0.162674E-02 -0.162531E-01 -0.162540 

1 31 774 I  0.948318E-03 0.947314E-02 0.947301E-01 

2591 1 1 775 I  0.670442E-03 0.670566E-02 0.670551E-01 

1 21 	776 1  -0.168940E-02 -0.168797E-01 -0.168807 

1 31 777 I 0.851543E-03 0.850595E-02 0.850585E-01 

2601 11 778 1 0.833831E-03 0.833915E-02 0.833933E-01 
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779 

780 

Solución del problema mediante MODULEF 

1 

1 

2 1 

3 1 
-0.153189E-02 -0.153026E-01 -0.153032 

0.110363E-02 0.110253E-01 0.110252 

261 1 11 78 0.599762E-03 0.599894E-02 0.599883E-01 

1 2 782 -0.168214E-02 -0.168071E-01 -0.168082 

1 3 783 0.768426E-03 0.767561E-02 0.767552E-01 
262 1 1 	1 784 1 0.642789E-03 0.642909E-02 0.642887E-01 

1 2 785 -0.161281E-02-0.161138E-01-0.161147 

1 3 786 0.838383E-03 0.837487E-02 0.837474E-01 
283 11 787 1 0.692590E-03 0.692695E-02 0.692682E-01 

1 2 788 -0.152598E-02 -0.152456E-01 -0.152463 

1 31 789 0.918684E-03 0.917734E-02 0.917716E-01 

264 1 11 790 0,726493E-03 0.726582E-02 0.726572E-01 

1 2 1 791 -0.139773E-02 -0.139634E-01 -0.139637 

1 3 792 0.981837E-03 0.980702E-02 0.980676E-01 
285 1 	1 793 0.855342E-03 0.855408E-02 0.855423E-01 

1 2 794 -0.135404E-02 -0.135284E-01-0.135266 

1 3 795 0.114750E-02 0.114643E-01 0.114640 

266 1 798 1 0.877355E-03 0.877399E-02 0.877414E-01 

1 2 797 -0.117301E-02-0.117164E-01-0.117162 

1 3 1 798 1 0.121053E-02 0.120948E-01 0.120945 

267 1 11 799 0.770657E-03 0.770728E-02 0.770723E-01 

1 21 800 1 -0.126630E-02 -0.126492E-01-0.126492 

1 3 801 1 0.106061E-02 0.105966E-01 0.105962 

268 1 802 1 0.781511E-03 0.781571E-02 0.781566E-01 

1 2 803 -0.116137E-02-0.116001E-01-0.115999 

1 3 804 0.110139E-02 0.110045E-01 0.110041 

269 1 1 805 1 0.674383E-03 0.674472E-02 0.674448E-01 

1 2 806 -0.129357E-02-0,129219E-01-0.129221 

1 3 807 1 0.938634E-03 0.935784E-02 0.935753E-01 

2701 1 1 808 1 0.708226E-03 0.708304E-02 0.708285E-01 

1 21 809 1 -0.121831E-02-0.121695E-01-0.121695 

1 3 1 810 0.994864E-03 0.993995E-02 0.993960E-01 

271 1 1) 811 0.529339E-03 0.529479E-02 0.529433E-01 

1 2) 812 1 -0.167557E-02 -0.167415E-01-0.167425 

1 3 813 1 0.690248E-03 0.689466E-02 0.689458E-01 

272 1 11 814 1 0.566052E-03 0.566182E-02 0.566143E-01 

1 21 815 1 -0.161342E-02-0.161200E-01-0.161209 
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818 

817 

818 

819 
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1 	3 1 

273 	1 1 

1 	2 

1 	3 

0,746867E-03 0.746059E-02 0.746047E-01 

1 	0,597595E-03 0.597716E-02 0.597881E-01 

-0.153966E-02 -0.153825E-01 -0.153833 

0.799477E-03 0.798652E-02 0.798635E-01 

274 1 11 820 1 	0.622823E-03 0.622933E-02 0.622902E-01 

1 2 1 821 -0.144885E-02 -0.144748E-01-0.144751 

1 3 822 0.845990E-03 0.845159E-02 0,845137E-01 

275 1 11 823 0.632091E-03 0.632192E-02 0.632161E-01 

21 824 1 1 -0.138465E-02 -0.136328E-01-0.138330 

1 3 825 0,871769E-03 0.870949E-02 0.870922E-01 

276 1 1 	1 826 0.685062E-03 0.685138E-02 0.685112E-01 

1 2 827 -0.115098E-02 -0.114963E-01-0.114961 

1 3  828 1 0.983215E-03 0.982389E-02 0.982350E-01 

277 1 1 1 829 0.628826E-03 0.628917E-02 0.628681E-01 

1 2 830 -0.121850E-02-0.121714E-01-0.121714 

1 3 831 0.895856E-03 0,894875E-02 0.894839E-01 

278 11 832 0.575964E-03 0.576069E-02 0.576024E-01 

1 2 1 833 -0.129609E-02 -0.129472E-01 -0.129474 

1 3 834 0.815312E-03 0.814571E-02 0.814538E-01 

279 1 1 1 835 0,558400E-03 0.558515E-02 0.558488E-01 

1 2 838 -0.138700E-02 -0.138561E-01 -0.138565 

1 3 837 0.778881E-03 0.778137E-02 0.778111E-01 

280 1 1 838 0.497260E-03 0.497400E-02 0.497344E-01 

1 2 839 -0,161152E-02 -0.161011E-01 -0.161020 

1 31 840 0.669260E-03 0.668529E-02 0.668519E-01 

281 1 11 841 0.459103E-03 0.459251E-02 0.459189E-01 

1 2 842 -0.166972E-02 -0.168831E-01 -0.166841 

1 3 843 0.615643E-03 0.614940E-02 0.614935E-01 

282 1 1 844 0.531980E-03 0.532111E-02 0.532063E-01 

1 21 845 -0.155775E-02 -0.155834E-01-0.155842 

1 3 846 0.719071E-03 0.718315E-02 0.718300E-01 

283 11 847 0.529099E-03 0.529224E-02 0.529173E-01 

1 2 848 -0,147846E-02 -0.147707E-01-0.147713 

1 3 849 0.729412E-03 0.728679E-02 0.728659E-01 

284 1 1 	1 850 0.588672E-03 0.588785E-02 0.588719E-01 

1 21 851 	1 -0.114215E-02 -0.114080E-01 -0.114079 

1 3 1 852 1 0,861792E-03 0.881073E-02 0.861032E-01 
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853 

854 1 

855 
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285 1 	1 1 

1 	2 1 

1 	31 

0.539179E-03 0.539285E-02 0.539230E-01 

-0.120889E-02 -0.120753E-01 -0.120753 

0.785609E-03 0.784929E-02 0784890E-01 

288 11 856 0.488336E-03 0.486454E-02 0.488389E-01 

1 21 857 -0.126839E-02 -0.126503E-01 -0.126504 

1 3 858 0.710781E-03 0.710125E-02 0.710090E-01 

287 1 1 	1 859 1 0.507848E-03 0.507987E-02 0.507908E-01 

1 2 860 -0.133465E-02 -0.133328E-01 -0.133331 

31 861 	1 1 0.728534E-03 0.725858E-02 0.725828E-01 

288 1 	1 862 1 0.479122E-03 0.479249E-02 0.479185E-01 

1 21 883 1 -0.139886E-02 -0.139748E-01 -0.139753 

1 31 864 1 0.683140E-03 0.882481E-02 0.682455E-01 

289 1 11 865 0.428441E-03 0.428588E-02 0.428517E-01 

1 21 866 f -0.180554E-02 -0.180414E-01 -0.160423 

Obtención de fuerzas en frontera 

A continuación se presenta la secuencia de comandos para la obtención de las 
fuerzas en la interface cuerpo frontera. 

toutxx 	 Llamada al procesador de propósito general 

UTILITARIES 	 Menu de utilidades 

AUTRES 	 Menu de otras utilidades 

FORCES 	 Llamada al conversacional de fuerzas de interface 

VIGA3D.MAIL 	 Nombre del archivo con la descripción de los elems. 

VIOA3D.TAE 	 Nombre del archivo con las fuerzas aplicadas 

VIGA3D.B 	 Nombre del archivo con los desplazamientos 

O 	 Número de grados de libertad constante 

INTERF.B 	 Nombre del archivo de salida 

O 	 Calcular para todos los elementos 

Algunos de los resultados de este cálculo son: 

8,8,8,84&&8484848,&&&&&&&8484848,84&&&&&&&848,81,848,&848,8484848,8488,&&&&& 
848,848,848,8,&&& 

MODULE FOINRE : CALCUL DES FORCES D INTERFACE ET DE REACTION 

8,848184&84&81818484&&848,&&&&&8183,8484831&8184&&83488,83,&8818A81848,848484834848, 
8,848181848484848484 
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&&&&&&&84848184&&&8484&&&&&&&&&&&&&&&848,848,8484848484&&&&848481848$848484 
&&&&&&&&&&&&& 

IMPRESSION DE LA S.D. B DE NIVEAU 2 

&&&&&&6181848484&&&&&&&&8184848184848445&&&848484848481&&&&&&84&&&&&&81848,84&& 
&&&&&&&&&&&&& 

TITRE 

DATE ET NOM UTILISATEUR 	: 5/06/95 modulef 

TYPE DE LA STRUCTURE DE DONNEES : B 

NIVEAU ET NUMERO D'ETAT 	: 2 0 

NOMBRE DE TABLEAUX ASSOCIES 	O 

TABLEAU B 2 

TYPE DU TABLEAU 	 (NTYT) : 5 

NOMBRE DE SES INDICES ET LEURS MAXI 	(NIND..) : 2 3 16065 

TRAITEMENT (1:PAGES DE MEME TAILLE0:SINON) (NCOD) : 1 

NOMBRE DE PAGES DU TABLEAU 84 	(NBLOC) : 1 

NOMBRE DE NOEUDS 	 (NOE) : 5355 

NOMBRE DE TABLEAUX B4 DANS CETTE S.D. (NBBLOC) : 1 

NOMBRE CONSTANT DE D.L. PAR NOEUD OU O 	(ND) : 3 

NOMBRE DE D.L. OU LONGUEUR D'UNE PAGE DE B4 (NTDL) : 16065 

CODE DE STOCKAGE DE B 	 (NCODSB) : -1 

TABLEAU B 3 

POINTEUR SUR LA DERNIERE LIGNE DE CHAQUE PAGE DE 8 

1 	0 2 16065 

TABLEAU 84(NDSM,NTDL) NUMERO : 1 
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TABLEAU B4(NDSM,NTDL) PAGINE EN 1 OU PLUSIEURS PAGES 

PAGE 1 

1 NOEUD 1 DL 1 DL GLOBAL 1 LE (LES) CAS DE CHARGE 1 

11 

1 

1 

21 

1 

1 

31 

1 

1 

1 	1 

21 

31 

11 

21 

31 

1 	1 

21 

31 

1 

2 	1 

3 1 

4 

5 1 

6 1 

7 

8 1 

9 1 

1 	0.264575E+07 0.264285E+08 0.264281E+09 

-34345.6 	-343036. 	-0.342965E+07 

0.218281E+07 0.218370E+08 0.218372E+09 

1 	0.137638E+07 0.137487E+08 0.137484E+09 

0.356885E+07 0.356511E+08 0.356509E+09 

-0.688589E+07 -0.687810E+08 -0.687846E+09 

1 	0.239158E+07 0.238891E+08 0.238887E+09 

-30054.8 	-299931. 	-0.299758E+07 

0.175335E+07 0.175455E+08 0.175452E+09 

41 1 	1 10 -67396.8 	-673411. 	-0.673777E+07 

1 21 11 1 	-197573. 	-0.197348E+07 -0.197310E+08 

1 31 12 -0.196055E+07 -0.195794E+08 -0.195786E+09 

51 1 	1 13 I 	-211964. 	0.211873E+07 -0.211945E+08 

1 2 1 14 0.723247E+07 0.722523E+08 0.722514E+09 

1 31 15 1 	-0.166667E+08 -0.166503E+09 -0.166508E+10 

61 11 16 1 	-168113. 	-0.168038E+07 -0.168090E+08 

1 21 17 0.760193E+07 0.759480E+08 0.759461E+09 

1 31 18 -0.144265E+08 -0.144113E+09 -0.144114E+10 

71 11 19 -0.217040E+07 -0.216854E+08 -0.216850E+09 

1 2 1 20 1 	0.390029E+07 0.389678E+08 0.389686E+09 

1 31 21 1 	-0.857753E+07 -0.857015E+08 -0.857010E+09 

81 11 22 1 	-107689. 	-0.107587E+07 -0.107631E+08 

1 21 23 -390242. 	-0.389958E+07 -0,389951E+08 

1 3 24 1 	-0.252796E+07 -0.252508E+08 -0.252495E+09 

91 1 	1 25 0.215948E+07 0.215706E+06 0.215703E+09 

1 2 1 26 -9391.28 	-93419.8 	-932315. 

1 31 27 1 	0.160413E+07 0.160524E+08 0.160516E+09 

101 11 28 1 	-23980.3 	-239430. 	-0.239636E+07 

1 2 1 29 -86173.2 	-860350. 	-0.880003E+07 

1 31 30 1 	-0.123823E+07 -0.123652E+08 -0.123646E+09 
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31 	1 

32 1 

33 1 

34 1 

35 1 

38 1 

37 1 
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11 1 	1 	1 

1 	2 1 

1 	3 1 

12 1 	1 	1 

1 	2 1 

1 	31 

13 1 	1 	1 

	

-108568. 	-0.108492E+07 -0.108541E+08 

	

-270819. 	-0.270550E+07 -0.270515E+08 

-0.233462E+07 -0.233160E+08 -0.233149E+09 

	

-206662. 	-0.206544E+07 -0.206819E+08 

	

-473956. 	-0.473567E+07 -0.473543E+08 

-0.337500E+07 -0.337091E+08 -0.337073E+09 

-0.397411E+07 -0.397072E+08 -0.397059E+09 

1 2 1 38 1 -156869. 	-0.158569E+07 -0.156573E+08 

1 3 1 39 -0.432905E+07 -0.432833E+08 -0.432826E+09 

14 1 11 40 1 -22715,9 	-228821. 	-0.228984E+07 

1 21 41 -204503. 	-0.204378E+07 -0.204384E+08 

1 3 1 42 -0.108216E+07 -0.108094E+08 -0.108087E+09 

15 1 1 	1 43 -57414.8 	-573823. 	-0.573886E+07 

1 21 44 -265872. 	-0.285495E+07 -0.285494E+08 

1 3 1 45 -0.154882E+07 -0.154500E+08 -0.154490E+09 

16 1 1 	1 48 1 -48393.9 	-483543. 	-0.483751E+07 

1 21 47 -173934. 	-0.173805E+07 -0.173798E+08 

1 31 48 1 -0.112289E+07 -0.112130E+08 -0.112123E+09 

171 1 	1 49 1 0.193959E+07 0.193740E+08 0.193738E+09 

1 2 1 50 1 3025.70 	30840.8 	308270. 

1 3 1 51 	1 0.145522E+07 0.145825E+08 0.145810E+09 

18 1 11 52 1 -9598.81 	-95705.1 	-958378. 

1 21 53 1 -330251 	-329377. 	-0.329073E+07 

1 3 1 54 1 -805585. 	-0.804411E+07 -0.804371E+08 

191 1 	1 55 1 -38377.7 	-383379. 	-0.383802E+07 

1 21 56 1 -104383. 	-0.104231E+07 -0.104203E+08 

Obtención de esfuerzos 

A continuación se describe la secuencia de comandos y respuestas al 
conversacional para la obtención de los esfuerzos a partir de los desplazamientos 
obtenidos. 

CO 	 Entrar al menú de cálculo de esfuerzos 

1 	 Calcula esfuerzos en todos los elementos 

NO 	 Cálculo de direcciones principales 

OUI 	 Cálculo de esfuerzos principales 
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TESIS3D.MAIL 	Nombre del archivo de interpolación con las referencias 

TESIS3D.TAE 	Nombre del archivo con las propiedases de material, etc. 

NO 	 Termo-elasticidad 

NO 	 Desplazamientos en acceso directo 

TESIS3D.B 	Nombre del archivo que contiene los desplazamientos 

OUI 	 Grados de libertad por nodo constantes 

ESFTESIS.TAE 	Nombre del archivo que contiene los esfuerzos 

NO 	 Desplegar en pantalla los esfuerzos 

ESFTESIS.TXT 	Nombre del archivo donde se guarda el despliege de pantalla. 

A continuación se presentan algunos resultados: 

ELEMENT : 3287 PENT3R1D SOUS-DOMAINE 1 
POINT : 	1 0.2412532 	0.1045068 	75.00000 

1 SXX 0.7468679D+04 SXY : 0.46961080+04 SYY : 0.19611240+05 
SXZ : -0.1527861D+06 SYZ : 0.31240860+05 SZZ : 0.32849890+07 
CP1 0.32923900+07 CP2 -0.14545390+04 CP3 0.21134110+05 

2 SXX : 0.7457378D+05 SXY : 0.4703283D+05 SYY : 0.19578440+06 
SXZ : -0.15273680+07 SYZ : 0.31308370+06 SZZ : 0.3282000D+08 
CP1 0.3289404D+08 CP2 -0.1475474D+05 CP3 0.2110755D+06 

3 SXX : 0.74538970+06 SXY 0.47043670+06 SYY 0.19567180+07 
SXZ : -0.1525397D+08 SYZ : 0.31211370+07 SZZ 0.32824740+09 
CP1 0.3289857D+09 CP2 -0.14588620+06 CP3 0.21097200+07 

ELEMENT : 3552 PENT3R1D SOUS-DOMAINE 1 
POINT : 	1 0.1173702 	9.177405 	85.00000 

1 SXX -0.16738890+05 SXY : -0.17515720+05 SYY : -0.26838930+03 
SXZ : 0.2889471D+05 SYZ : 0.1157788D+06 SZZ -0.37660850+07 
CP1 -0.37698720+07 CP2 0.1273530D+05 CP3 -0.2595376D+05 

2 SXX : -0.1672572D+06 SXY : -0.17505740+06 SYY : -0.2638999D+04 
SXZ : 0.2890008D+06 SYZ : 0.11582150+07 SZZ : -0.3762669D+08 
CP1-0.37664820+08 CP2 0.1273519D+06 CP3 -0.2593184D+06 

3 SXX : -0.16726500+07 SXY -0.1750468D+07 SYY : -0.25533680+05 
SXZ : 0.28882470+07 SYZ : 0.11556850+08 SZZ -0.3762420D+09 
CP1 -0.37661970+09 CP2 0.1273149D+07 CP3 -0.25936260+07 

ELEMENT : 3553 PENT3R1D SOUS-DOMAINE 1 
POINT : 	1 0.5098157 	8.919423 	85.00000 

1 SXX : -0.8595434D+04 SXY : -0.22156270+05 SYY : -0.25915490+05 
SXZ : 0.4141428D+05 SYZ : 0.70434070+05 SZZ -0.35692350+07 
CP1 -0.35711260+07 CP2 0.65419710+04 CP3 -0.3916180D+05 

2 SXX : -0.8593825D+05 SXY -0.2214271D+06 SYY : -0.25900280+06 
SXZ : 0.4142038D+06 SYZ : 0.7049456D+06 SZZ : -0.35859620+08 
CP1 -0.3567857D+08 CP2 0.6535385D+05 CP3 -0.39134080+08 

3 SXX -0.85955680+06 SXY : -0.2214113D+07 SYY : -0.25885400+07 
SXZ : 0.41361120+07 SYZ : 0.70292600+07 SZZ : -0.35657380+09 
CP1-0.3567624D+09 CP2 0.6537283D+06 CP3 -0.3913220D+07 

ELEMENT : 3554 PENT3R1D SOUS-DOMAINE 1 
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POINT : 	1 0.2491832 	8.912366 	85.00000 
1 SXX : -0.87823130+04 SXY : 0.85612880+04 SYY : -0.1643459D+05 

	

SXZ 	0.19131170+04 SYZ : 0.96707260+05 SZZ : -0.35539700+07 
CP1 -0.35566130+07 CP2 -0.23196670+04 CP3 -0.20254680+05 

2 SXX : -0.8780165D+05 SXY 0.85518440+05 SYY : -0.1643106D+06 
SXZ : 0.1919148D+05 SYZ : 0.96762410+06 SZZ : -0.3550742D+03 
CP1 -0.3553390D+08 CP2 -0.23239060+05 CP3 -0.20239340+06 

3 SXX : -0.87790620+06 SXY : 0.85497520+06 SYY : -0.1841425D+07 
SX2 : 0.1928532D+06 SYZ : 0.96522390+07 SZZ : -0.3550502D+09 
CP1 -0.3553137D+09 CP2 -0.23236660+06 CP3 -0.20234590+07 

ELEMENT : 3555 PENT3R1D SOUS-DOMAINE 1 
POINT : 	1 0.9407967 	8.723355 	85.00000 

1 SXX : -0.1767970D+04 SXY : -0.23183180+05 SYY : -0.2709100D+05 
SXZ : 0.48644650+05 SYZ -0.2392606D+04 SZZ : -0.3424250D+07 
CP1 -0.3424943D+07 CP2 0.1250943D+05 CP3 -0.40675890+05 

2 SXX : -0.1761642D+05 SXY : -0.23156940+06 SYY : -0.2706945D+06 
SXZ : 0.48646060+06 SYZ -0.2317701D+05 SZZ : -0.34210640+08 
CP1 -0.3421757D+08 CP2 0.1251379D+06 CP3 -0.4065178D+06 

3 SXX : -0.17701160+06 SXY : -0.23154030+07 SYY : -0.2706466D+07 
SXZ : 0.4858101D+07 SYZ -0.24170240+06 SZZ : -0.3420872D+09 
CP1 -0.34215640+09 CP2 0.12508060+07 CP3 -0.40649410+07 

ELEMENT : 3556 PENT3R1D SOUS-DOMAINE 1 
POINT : 	1 0.6742882 	8.691573 	85.00000 

1 SXX : -0.14231620+05 SXY : 0.13356620+04 SYY : -0.17579930+05 
SXZ : 0.33395330+05 SYZ 0.27273110+05 SZZ : -0.33886060+07 
CP1 -0.33891570+07 CP2 -0.1327079D+05 CP3 -0.1798991D+05 

2 SXX -0.1421631D+06 SXY : 0.13251540+05 SYY : -0.17570260+06 
SXZ : 0.33401450+06 SYZ : 0.2734310D+06 SZZ : -0.33854820+08 
CP1 -0.33880350+08 CP2 -0.13262150+06 CP3 -0.1797180D+08 

3 SXX : -0.14217700+07 SXY : 0.1326003D+06 SYY : -0.1756210D+07 
SXZ : 0.3335823D+07 SYZ : 0.27199470+07 SZZ : -0.3385273D+09 
CP1 -0.3385822D+09 CP2 -0.13263920+07 CP3 -0.17966410+07 

ELEMENT : 3557 PENT3R1D SOUS-DOMAINE 1 
POINT 1 1.405421 8.638822 85.00000 

1 SXX : 0.48988670+04 SXY : -0.1413898D+05 SYY : -0.2371301D+05 
SXZ : 0.47812760+05 SYZ : -0.8587208D+05 SZZ : -0.33736240+07 
CP1 -0.33764840+07 CP2 0.1249006D+05 CP3 -0.2844455D+05 

2 SXX : 0.48879920+05 SXY -0.1414003D+06 SYY : -0.2368229D+06 
SXZ : 0.47617900+06 SYZ : -0.8577864D+06 SZZ : -0.33704380+08 
CP1 -0.33732960+08 CP2 0.1248717D+06 CP3 -0.28423750+06 

3 SXX : 0.4889112D+06 SXY -0.14140940+07 SYY : -0.2367871D+07 
SXZ : 0.47551470+07 SYZ -0.85758500+07 SZZ : -0.33702740+09 
CP1 -0.33731290+09 CP2 0.1248627D+07 CP3 -0.2842090D+07 

ELEMENT : 6966 PENT3R1D SOUS-DOMAINE 1 
POINT : 	1 	4.090921 	2.683177 	155.0000 

1 SXX : 0.4199336D+05 SXY : -0.31697520+05 SYY : -0.8306368D+05 
SXZ : -0.10554310+07 SYZ : 0.3360494D+06 SZZ : -0.12247030+06 
CP1 -0.11478220+07 CP2 -0.8988238D+05 CP3 0.1074163D+07 

2 SXX : 0.42007000+06 SXY : -0.3169343D+06 SYY : -0.83064390+06 
SXZ : -0.10551400+08 SYZ : 0.3358156D+07 SZZ : -0.12247740+07 
CP1 -0.1147472D+08 CP2 -0.89881890+06 CP3 0.1073819D+08 

3 SXX : 0.4202985D+07 SXY : -0.3169535D+07 SYY : -0.8305364D+07 
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SXZ -0.10550190+09 SYZ 0.33576880+08 SZZ • -0.12212340+08 
CP1 -0.11471410+09 CP2 -0.89871300+07 CP3 0.10738850+09 

TAILLE REELLE DU TABLEAU DES CONTRAINTES: 50 
TAILLE STOCKEE DANS LA SDS TAE: 230 
TAILLE DU TABLEAU DES CONTRAINTES DANS LE S.P STRESS: 230 
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Capítulo 4. Ejemplos. 

Ejemplo 1 

A continuación se presenta un ejemplo de resolución de un problema de 
elasticidad estática resuelto mediante el método de elemnto finito, utilizando un elemnto 
finito de tipo Lagrangiano como se describe a continuación.. Para su solución se utiliza 
en los casos de cálculos extensos el paquete Mathematical  

	

--- -------,::. 	1:1  

. 	
y 	. 

-_ ...z...  -_______.,-1,. .'......o_LL__ 

	

1 	•-.: oil 	‘i 	
r. 

	

', 	
7 

I 

o  
( 	

1:1,) \ 	 ,,, 
1.00 

o 5 	i 1 
o 6 

,!, 

	

1 	,.2_, _. 	02 
lU 1 °8 	al 	x L--- 1.01) ---1-13 9- 1.00 (I-- 

i 	 0 	lil 
.... 

oil 	i a3 
1 
1 
I _ 	 

' X ( 

NODO COORDENADAS NODO COORDENADAS 
a I ( 1,0,0) a5 (0,0,0) 

F._ 

 a2 ( 1, 1,0) a6 (O, 1,0) 
a3 ( I, I, 1) a7 (O, 1 , I) 
a4 ( I ,O, 1) a8 (0,0,1) 

El proceso de creación de las funciones base se presenta a continuación: 

El polinomio base es: 
P(x,y,z)= a o  + a i x +a 2 y + a 3z +a4xy+as xz +a oyz +a 7 xyz 

Siendo w, las funciones base del elemento finito y utilizando la delta de Kronecker 
(DM, )= 8u  , 	=lai= j, 8u  = O i j 

A System for Doing »taimada by Computer. Wolfram Res earch. 
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Caoludo 4.- 	 Elena:dos 

( ) l (w)= l (al)= a0  + a 1  = 1 
02 (w1 )= wi(a2)= a0 +al +a2 +a4 =0 
03 (w,)=w1 (a3)= a0 +a l +a2 +a 3 +a4 +a3  +a, +a, =O 
04 (w1 )= wi(a4)= ao +a l +a i +a 3 =0 
(1),(wi)= wi(a5)= ao  =0 
(1)6 (w1 )= wi(a6)= ao  +a, =0  
(1),(w1)= wi(a7)= ao +a2 +a,+a,=0 
(1)8 (w1 )= wt (a8)= ao  +a, =0 

4),(w2 )=w1(a1)=a0  +a, =0  
02(w2 )= wi(a2)= ao  +a, +a 2  +a4  =1 
03 (w2 )= wi(a3)=ao  +a l  +a 2  +a, +a4  +a, +a,+a, =0 
(1)4 (w2 )= wi(a4)=a0  +a, +a 3  +a, =0 

03(w2 )= %vi (a5) = ao  
cD6 (w2 )= wi(a6)= a0  +a2  = 0 
4)7(w2)= wi(a7)= ao +a2 +a3 +a,=0 
08(14'2 )= wi(a8)= ao  + a3  =0 

y asi sucesivamente has ta obtener 8 sistemas de ecuaciones de la forma: Ax = b 

La solución de cada uno de los 8 sistemas se resuelve mediante la siguiente rutina 
de Mathematica, en donde "alfa" representa el vector de soluciones y wi representa el 
vector de lado derecho para cada uno de los 8 sistemas. 

(" PLANTEA LAS MATRICES DE LOS 8 SISTEMAS DE ECUACIONES *) 

A=((1,1,0,0,0,0,0,0),(1,1,1,0,1,0,0,0),(1,1,1,1,1,1,1,1),(1,1,0,1,0,1,0,0),(1,0,0,0,0,0,0,0),(1,0,1,0,0,0, 
0,0),(1,0,1,1,0,0,1,0),(1,0,0,1,0,0,0,0» 

alfa=(alfa0,alfa1,alfa2,alfa3,alfa4,alfa5,alfa6,aita7) 

w1=(1,0,0,0,0,0,0,0) 

v2=(0,1,0,0,0,0,0,0) 

w3=(0,0,1,0,0,0,0,0) 

w4=(0,0,0,1,0,0,0,0) 

vv5=(0,0,0,0,1,0,0,0) 

w8=(0,0,0,0,0,1,0,0) 

w7=(0,0,0,0,0,0,1,0) 

vt8=(0,0,0,0,0,0,0,1) 

(" RESUELVE LOS 8 SISTEMAS DE ECUACIONES *) 

NSolve[ A . alfa == w1] 

NSolve[ A . alfa == val 

NSolve[ A . alfa == w3] 

NSolve[ A alfa == w4) 

NSolve( A . alfa == 
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NSolve[ A . alfa == 

NSolve[ A . alfa == w7I 

NSolve[ A . alfa ==v143] 

({11 1, 0, 0, 0, o, 0, o), (1, 1, 11 0, 1, 0, 0, o), 

(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1), (1, 1, o, 1, o, 1, o, o), 

(1, o, o, 0, o, 0, o, o), (1, 0, 1, 0, o, o, o, 0), 

(1, O, 1, 1, 0, 0, 1, O), (1, O, O, 1, 0, 0, 0, 0)) 

(alfa°, alfil, alta2, alta3, alfa4, alta5, alta6, alta7) 

(1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) 

(0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0) 

(O, O, 1, O, O, O, O, O) 

(O, 0, 0, 1, O, O, O, O) 

(0, O, O, 0, 1, 0, 0, 0) 

(O, O, 01 01 01 1, 0, O) 

(O, O, O, O, O, 0, 1, 0) 

(O, O, O, O, O, 0, 0, 1) 

((alfa° -> O, alfil -> 1, alta2 -> 0, alta3 -> O, 

alta4 -> -1, alta5 -> -1, alfa6 -> 0, alta7 -> 1)) 

((alfa° -> 0, alfil -> O, alfa2 -> 0, alta3 -> 0, 

alfa4 -> 1, alfa5 -> 0, alfa6 -> 0, alfa') -> -1)) 

((alta0 -> 0, alfil -> 0, alta2 -> O, alfa3 -> 0, 

alfa4 -> O, alta5 -> 0, alta6 -> O, alfa7 -> 

((alia0 -> 0, alfil -> O, alfa2 -> O, alta3 -> O, 

alfa4 -> 0, alfa5 -> 1, alfa6 -> 0, alfa7 -> -1)) 

{(alfa0 -> 1, alfil -> -1, alfa2 -> -1, alia3 -> -1, 

alfa4 -> 1, alfa5 -> 1, alfa6 -> 1, alfa7 -> -1)) 

{{alfa° -> 0, alfil -> O, alfa2 -> 1, alfa3 -> 0, 
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alfa4 -> -1, alfa5 -> O, alfa6 -> -1, alfa? -> 1)) 

((alfa0 -> O, alfal -> O, alfa2 -> O, alfa3 -> O, 

alfa4 -> 0, alfa5 -> O, alfa6 -> 1, alfa? -> -1)) 

{{alfa° -> O, alfil -> O, alfa2 -> O, alfa3 -> 1, 

alfa4 -> 0, alfa5 -> -1, alfa6 -> -1, alfa? -› 1)) 

de donde obtenemos que las funciones base del elemnto finito de referencia son: 

wi  = — xy — xz + XyZ 
• = xy — xyz 
W3  = xyz 
• = xz — xyz 
w5 =1—x—y—z+xy+xz+yz—xyz 
w6  = y — xy yz + xyz 
• = yz — xyz 
ws  = z — xz — yz + xyz 

a continuación aparecen las gráficas de las funciones que no son planos cuando 
hacemos w=1 y z=f(X,Y): 

Plot3D[1/(x y), (x,-0.9,0.9), (y,-0.9,0.9)]; Plot3D[1/(x-x y), (x,-0.9,0.9), (y,-0.9,0.9}EPlot3D[(x+y+x 
y)/(x+y-x y-1), (x,-0.9,0.9), (y,-0.9,0.9)]; Plot3D[1/(y-x y), (x,-0.9,0.9), (y,-0.9,0.9}J;Plot3D(1/(1-x-y+x 
y), (x1-0.9,0.9), (y1-0.9,0.9)1 

Para crear la función que relaciona nuestro elemnto finito de referencia con el 
espacio real de elemento finito tenemos que: 
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fix,Y,z)=(ao+ctix+a2y+aiz+a4xy+asxz+a,yz+a7xYz,130+Pix+P2Y÷ P3z+ 
fl.,xy+ fi,xz+fl,yz+ fi,xyz,y +y ,x+y 2y +y ,z +y 4 xy+y s xz +y ,yz +y,xyz) (1) 

f 00= ao +al,90 + fit,7 o +Y 1 = (xl ,Y1,71) 
f(a2)= ao  +a, +a2  + a,„flo  +131 13BYYYY(V +, 2 +, 4), 0 +, 1 + , 2 +, 4 = sX21,2)Z2) 

f(a3)= ao  +a, +a2  +a, +a., +a, + a6 	+Pi +133 + P3 +P4 + P5 -96 
0 +71+72+7 3+74 +75 +76+77 = (x3,Y3,z3) 

f(a4)= ao  +a, +a, +a„/jo  +fli +fi) +14,70+71+73+75 =(x4,Y4,z4) 
f (a5) = a 0,18  0,Y o = (x Y 5 z 
fia6)= ao+a2,fio -92,70 412 =(x6,Y6,z6) 
f(a7)= ao +a2 +a 3 +a,,flo +fl2 Id 	Y 	Y Y 	() +, 3 +, 6,, 0 +, 	+. 3 +. 6 ""z  sx7,,V7,z7, 
f (a8) = a0 +a3,00 +93,70 +73 = (xN,Y8,z8) 

Del planteamiento anterior obtenemos 3 sistemas de ecuaciones, los cuales se 
resuelven con la siguiente rutina de Mathematica, donde alfa es el vector de soluciones y 
w es el vector del lado derecho del sistema matricial. 

A=((1,1,0,0,0,0,0,0),(1,1,1,0,1,0,0,0),(1,1,1,1,1,1,1,1),(1,1,0,1,0,1,0,0),(1,0,0,0,0,0,0,0),(1,0,1,0,0,0, 

alfa=(alfa0,alfa1,alfa2,alia3,aita4,alfa5,alfa6,alfa7); 

1AP(x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8); 

Wolver A . alta ma 

((alta0 -> x5, altal -> -alta5 + x4 - x8, 

xl -> -alta5 + x4 + x5 - x8, alte2 -> -x5 + x6, 

alta4 -> -alia7 + x3 - x4 - x7 + x8, 

x2 -> -alta5 - altea + x3 + x6 - x7, alta3 -> -x5 + x8, 

alta6 -> x5 - x6 + x7 - x0)) 

Substituyendo en el resultado anterior los valores de las coordenadas y haciendo 
la misma operación para las coordenadas"y" y "z", tenemos que: 

ao  = 0,a, = a,a2  = 0,a, = 0,a4  = 0,a 5  =0,a6  = 0,a 7  = 
00  = 0,P1  = 0,82 = b,93 = 0,94 = 0,95 = 0,96 = 0,97 =O 
Yo =0,71  =0,72 =0,73  =c,r, =0,7 5  =0,7 6  =0,77  =0  

por lo cual podemos expresar substituyendo en (1) 

f(x,y,x) = (ax,by cz) o expresado en su forma matricial equivalente 
a0Olx] 

f(x,y,z).[Ob0 y 
00c z  
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inversa hacemos 
x'  
y'  
z'  

• 

X 

_ 

y 
z 

[xl 

Buscando 

yz,j1  

= 

-x, 

1._ 

= 

xi i 
yi  

elor77 1 

= 

VO ta 
O 

O 

+ 

a00 

S 

O 

obtener 

00b0c0 

[a00 
Ob0 
00C 

O 

O 

ye  

la 

xl 
yz  

[x' 

z' 

1x1 

YLYI 

y 
z 

-x1 1 

-z  

funcion 

1  

nx,Y,.'")=(-1(x - x1 ),0' - .Y1), 
a 	b 

Si tenemos que las funciones base globales estan dadas por 

g,(x,y,z). wi Ef -L (x,y,z)1Vi = 1,2,...,8 

y haciendo que xl  =y1  = z, = O y a =b =c =1 para el El tenemos que 

1 	1 
gi (x,y,z)= w,(-a(x- x,),--b• 	(y - 	

1 
 

gi(x,y,z)= -(x-x1)-  1 
 

--(x- xl»- y1)- —(x- x,Xz- z1)+—
abc

(x- XI X Y - .Y1Xz-  z1) 
a 	ab 	 ac 

gi (x,y,z)= x- xy - xz + xyz 

De igual forma 
g2 (x,y,z)= xy - xyz 
g2(x,y,z)= xyz 
gi (x,y,z)= xz - xyz 
gs(x,y,z)= l-x-y-z+ xy+ xz + yz - xyz 
g6 (x,y,z)= y- xy - yz + xyz 
g2(x,y,z)= yz - xyz 
gs(x,y,z)= z - xz - yz + xyz 

y haciendo que xl  = z, = O , y, = b ; a =b =c =1 para el E2 tenemos que 
g6 (x,y,z)= 2x - xy - 2xz + xyz 
gio (x,y,z)= xy- x+xz -xyz 
g11 (x,y,z)=xyz-xz 
g12 (x,y,z)= 2xz - xyz 
13 (x,y,z)= 2-2x-y-z+xy+2xz + yz - xyz 
g14 (x,y,z)= x +y +z -1- xy - xz - yz + xyz 
g15 (x,y,z)= xz + yz - z - xyz 
g16 (x,y,z)= 2z -2xz - yz + xyz 
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Una vez creados estos polinomios se substituyen en la formulación matricial2, 
considerando además que el material es isótropo y homogeneo tenemos que el problema 
matricial está dado por: 

Encontrar 	tal que 

K m=rf 

Ku  = f (pV + tr(gy 9 .1 )1)0'9'9, dB 
B 

vf = 512091  dB+ f 4.9 I  dr2  
B 	 r, 

donde K es la matiz de rigideces y tel vetcor de cargas 

donde 

g1 000000000000000 

0 g2  00000000000000 

001,3  0000000000000 

00084 000000000000 

0000,1 00000000000 

0 0 0 0 0 g6  0000000000 

00000087  000000000 

0000000gs  00000000 

0 0 0 0 0 0 0 0 g9  0000000 

000000000/0  000000 

0000000000811 00000 

00000000000m g12  O O O O 

0000000000 O 013 0 O O 

0000000000 O O Om ..,14 O O 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 g15  O 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 g16 

Ver Capsndo 1.. 
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1000000000000000 
0100000000000000 
0010000000000000 
0001000000000000 
0000100000000000 
0000010000000000 
0000001000000000 
0000000100000000 
0000000010000000 
0000000001000000 
0000000000100000 
0000000000010000 
0000000000001000 
0000000000000100 
0000000000000010 

Capítulo 4.- 	 E enijplos 

Sig, O O O O O O O O 0 0 0 0 0 0 0 

6 vár2  o o o o o o o o o o o o o o 
o 6 vg, o o o o o o o o o o o o o 
o o 6 Vg4  O O O O O 0 0 0 0 0 0 0 
O O O 6 vg, o o o o o 000000 
o o o o 6 Vg8  O O 0 0 0 0 0 0 0 0 
000000Vk7 000000 O 0 O 

O O O O O O 6 Vg8 00000 O O O 

0 0 0 0 0 0 0 &VI., O O O O O O O 

O O O O O O O O O Vgm  O O O O 0 O 

O O O O O O O O O 0 Vgn  O O O O O 

0 O Vgm  0 O O O 

0 0 0 Vgm  O O O 

0 0 0 O Vgm  O O 

0 0 0 0 0 Vgm  O 

0 0 0 0 0 0 Vgm  

V9 = 
--- I 

0  0 0 0 0 0 0 0 0 

0  0 0 0 0 0 0 0 0 

0  0 0 0 0 0 0 0 0 

0  0 0 0 0 0 0 0 0 

0  0 0 0 0 0 0 0 0 

1 = 

0000000000000001_ 

1 =0,1,0 
0=(0,0) 
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b 
b2  
63  
64  
6 5  

6 

S 
b, 
110 

111 

-112 

1213 

4 

-b15 

b, = (0,0,-5) Vi; 	Sis,. 

0 O 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
01000 
0 1 0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
01000 
01000 
O O O 

figniplos 

b, = 

y su implementación en Mathentatica es 

«CalculussVectorAnaiysis' 
(* CREACION DE LA MATRIZ DE BASE, LA CUAL ES DE 18)(16 CON LOS POLINOMIOS BASE 
GLOBALES EN LA DIAGONAL PRINCIPAL *) 
m = DIEnonaiMatrixffx - x*y - x*z + x*y*z, xy - x*y*z, x*y*z, x*z - x*y*z, 1- x - y + x*y - z + x*z + 
y*z - x*y*z, y- xy - y*z + x*y*z, y*z - x*y*z, z- x*z - y*z + x*y*z, 2*x - x*y - 2*x*z + x*y*z, -x + x*y 
+ x*z - x*y*z, -(x*z) + x*y*z, 2*x*z x*yaz, 2 - 2*x - y + xy - z + 2*x*z - x*y*z, -1 + x + y - x*y + Z - 
x*z - y*z + x*y*z, -z + x*z + y*z - x*y*z, 2*2 - 2*x*z - y*z + x*y*z}) 
{{x -xy-xz+xyz, O, O, O, Of Of Or Os Oo Oo Ol 0/ Of 0/ 0, 0)/ 

(O, x y - x y z, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, O, O, 0, O, 0, O, O), 

(O, O, x y z, O, O, O, O, O, O, O, O, O, O, O, O, O), 

(O, 0, O, x $ -x y z, O, O, O, O, O, O, 0, 0, O, O, O, O), 

(O, O, 0, 0, 1 - x -y 	z +xx+yz - x y z, O, O, O, O, O, O, 
O, O, O, O, O), 

(O, 0, O, O, 0,y-xy-yz+xyz, 	O, 	O, 	Of 	0/ 	Of 	0, 	00 	0/ 00 0)/ 

(O, O, O, 0, 0, 	O, 	y z 	-xy z, 	O, 	0, 	0, 	0, 	0, 	0, 	0, 	O, 	0), 

(0, O, o, 0, 0, 	O, 	of 	z-xz-yz+xyz, 	O, 	of 	0, 	O, 	O, 	0, O, O), 

(O, 0, O, 0, 0, 	O, 	0, 	O, 	2x-xy- 	2x:+xyz, 	O, 	O, 	O, 	O, O, 0, 
0), 

(O, O, O, 0, 0, 	0, 	0, 	O, 	0, 	-x + x y + x z 	x y z, 	0, 	0, 	O, 	O, O, O), 

(O, O, O, O, O, 	O, 	O, 	O, 	O, 	O, 	-(x z) 	+ x y z, 	O, 	O, 	O, 	O, 	O), 
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ElemPhs 

(0, 	0, 	0, 	0, 	0, 	0, 	0, 	0, 	0, 	0, 0, 2xz-xyz, 	0, 	0, 	0, 	0}, 

(O, 	O, 	O, 	O, 	0, 	0, 	0, 	0, 	0, 	0, 
z, 	0, 	0, 	0}, 

0, 0, 2 - 2 x - y + x y 	z+ 2xx 	x y 

(O, 	0, 	0, 	0, 	0, 	0, 	0, 	0, 	O, 	0, 0, 0, 0, 	-1 +x+y-xy+z xz 	yz 
+ x y z, 	O, 

0}, 	(O, 	O, 	O, 	O, 	O, 	O, 	O, 	O, 0, 0, 0, 	O, 	O, 	O, 	+xs+yz x y x, 
0), 	(0$ 	O, 	0$ 	O, 	O, 	0, 	0, 	0, 	0, 0, 0, 0, 	0, 	0, 	0, 	2 	s 	- 	2 x s y z + x y 
1)) 

e CREA MATRIZ DE 16x16 QUE REPRESENTA EL GRADIENTE DE LA MATRIZ BASE 
gr = Table(Gradimgla, 0,11, {j,113}1 

({{1 	- y - z 	+ yz, 	-x 	x z, 	-x + x y), 	(O, 	0, 	0), 	(o, 	O, 	0}, 
(O, 	0, 	0), 

(0, 0, 	o), 

(0, Of 	0}$  (0$ 	0, 0), 	(0$ 	0, 	0), 	(0 $ 	0$ 	0), 	(01 	0$ 	0), 	(0, 	0$  0), (O, 
00 	0), 

(Of 01 	0)1  (01 	01  0), 	(0, 	O, 	0)0 	(0$ 	01 	0)), 

({0, O, 	0}, 	(y - y i, 	x - x 2, 	-(x y)}, 	(o, 	o, 	0}, 	(O, 	0, 	0}, (0, 0, 	O}, 
(O, 	0, 0}, 

(O, 	O, 	0}, (O, 	O, 0), 	(O, 	0, 	0}, 	(O, 	O, 	0), 	(O, 	0, 	0), 	(0,,0, 0), (0, 
O, 	0), 

(0, 0, 	0), (O, 	O, 0), 	(O, 	0, 	o»,  
((0, 0, 	0}, (0, 	0, 0}, 	(y s, 	x s, 	x y}, 	(O, 	0, 	0}, 	(0, 	0, 	0}, (0, 0, 	0}, 
(O, 	O, 0}, 

(o, o, 0), {o, o, o}, {o, o, o), {o, o, o}, {o, o, o}, (O, o, 0), (o, 
o, 0}, 

{o, 0, o}, (0, 0, 0}}, «O, 0, 0}, (0, 0, 0}, (O, 0, 0), (z - y z, -(x 
s), x - x Y}, 

{o, o, o), {o, o, o}, {o, o, o), {o, o, o}, {o, o, o}, (0, 0, 0), (0, 
0, 0), 

{o, 0, o}, {o, o, o}, {o, 0, o}, {o, o, o}, {o, o, 0}}, 

(O, 	O, 	0), 	(O, 	O, 	0}, 	(0, 	O, 0}, (0, 	0, 	0}, 

(-1 +y+z-yz, -1 +x+ z x -1 +x+y-xy}, 	(O, 	O, 	0}, 	(0, 
0, 	0}, 

(O, 	O, 	0}, 	(O, 	0, 0}, 	(O, 	O, 0}, (O, 	O, 	0}, 	(O, 	O, 	0}, 	(0, 	0, 	0}, 	(0, 
0, 	0), 

58 



Capitulo 4.- 	 Elemolos 

11 
 {o, o, o}, {o, o, o)), {{o, o, o}, {o, o, o}, {o, o, o), {o, o, 0}, (o, 

O, 0}, 

{-y +yz, 1-x-z+x2, -y + x y}, (O, O, 0}, {O, O, O}, {O, O, 0}, 
(O, O, 0), 

{O, O, 0}, {O, O, 0}, {O, O, 0}, {O, O, 0}, (O, O, 0}, (O, O, 0}}, 

{{o, o, o}, {o, o, o), {o, o, o), (o, o, o}, {0, o, 0}, {0, o, o}, 

(-(y 2), 2 	x X, y - x y}, {0, O, 0}, {O, O, 0}, (O, O, 0), (O, O, 0), 
(O, O, O), 

(O, O, O), {O, O, 0}, {0, O, 0}, (O, O, o)), 

((O, O, 0), (0, O, 0), {O, O, O), (O, O, O), (O, O, O), (O, O, o), {0, 
O, O), 

(-2 + y z, -2 +3:2, 1 -x-y+xy}, (O, O, 0), (O, O, 0), (0, 0, 0), 
(O, O, o), 

(o, o, o), (o, o, o), (o, o, o), (o, o, o)), 

((o, o, o), (o, o, o), (o, o, o), {o, o, o}, (o, o, o), (0, 0, 0), (0, 
O, o), 

(O, O, 0), (2 -y- 22+yz, -x +x2, -2x+xy), (O, O, O), (O, O, 
O), (O, O, O), 

(O, O, 0), (O, O, 0}, (O, O, 0}, (O, O, 0)}, 

((o, O, 0), (O, O, 0), {O, O, 0), (O, O, o), (O, O, 0}, {O, O, 0), (O, 
O, O}, 

(O, O, Oh (O, 0, 0), {-1 +y+2-y2,x-x2,x-xy), (O, O, 0), 
(o, O, 0}, 

(O, O, 0}, (O, O, 0), (O, O, 0), (O, O, 0}}, 

((0, O, O), {O, O, 0}, {O, O, 0), (o, O, 0}, (O, O, 0}, (O, O, 0}, (O, 
O, 0}, 

(O, O, 0}, (O, O, 0), (O, O, 0}, {-2 + y 2, x 2, -x + x y}, (O, O, 0}, 
(O, O, 0}, 

(O, O, 0}, (O, O, 0), (o, o, 0}}, 

((o, o, 0}, {O, o, 0}, (o, o, 0}, (o, o, 0}, (o, o, 0}, (o, o, o), (O, 
O, 0}, 

(O, O, 0}, (O, O, O}, (O, O, 0}, (O, O, 0}, (2 s - y 2, -(x 2), 2 x - x 
y}, (o, O, 0), 
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I {o, o, o}, {o, o, o}, {o, o, o}}, 

{{o, o, o}, {o, o, o}, {o, o, o}, {o, o, o}, {o, o, o}, {o, o, o}, {o, 
o, o}, 

{o, o, o}, {o, o, o}, {o, o, o), {o, o, o}, {o, o, o}, 

(-2 +y+ 2z-ys, -1 +x-xs, -1 + 2x 	xy}, (O, 0, 0}, (O, O, 
0}, (O, O, 0}), 

((0, O, 0}, (O, O, O), (O, o, 0}, (O, O, 0}, {0, O, O), (O, O, 0), (O, 
O, O}, 

0, O}, {O, O, 0}, {0, O, 0), {0, O, 0), {O, O, o), {O, O, 0}, 

(1 -y-s+ys, 1 -x-x+xs, 1 -x-y+xy), (O, O, 0}, (O, 0. 
0)),  

{{o, o, o}, {o, o, o}, {o, o, o), {o, o, o}, {o, o, o}, {o, o, o), {o, 
O, o), 

{o, o, o), {o, o, o}, {o, o, o}, {o, o, o}, {o, o, o}, {o, o, o}, {o, 
0, 0}, 

(s -ys,s-xs, -1 +x+y-xy}, (O, O, 0}), 

((0, O, 0), (O, 0, 0}, (O, O, 0}, {O, O, 0}, {O, O, O), (O, O, 0), (O, 
O, 0}, 

(O, O, 0), (O, O, 0}, (O, O, 0), (O, O, O), (O, O, 0), (0, 0, 0),  
O, 0), 

, -s +xs, 2 - 2x-y+xy}}} 

(* OBTIENE LA TRAZA DE LA MATRIZ QUE REPRESENTA AL GRADIENTE 1 
tr = Sum( 	(1,Lengthlgrj)1; 
(0  CALCULA NU Y LAMBDA A PARTIR DEL MODULO DE YOUG Y POISSON 0) 
cl = ( 20310"9 0.3)41.3 0.4); 
c2 = 203109 / 2.6; 
(0  CREA UNA MATRIZ IDENTIDAD CUYOS ELEMENTOS SON VECTORES") 
iden = Tabla ( Whick i == j, (1,1,1), i 1= j, (0,0,0}], 0,11, (1,18)1; 
(0  CALCULA TENSOR DE ESFUERZOS Y LO REPRESENTA EN UNA MATRIZ DE 16)(161 
s = (Tableict tr iden(páll, (1,16), {j,113)))+(c2 gr) 

10 11 10 
({{7.80769 10 (1 -y-z+ys), -1.17115 10 	2+ 7.80769 10 (-x + x 
s), 

11 10 
1.17115 10 (1 - y) 	+ 7.80769 10 	(-x + x y)}, 	(O, 	O, 	0}, (O, O, 	0}, 

(O, O, 0}, 

{o, o, o}, {o, o, o}, {o, o, o}, {o, o, o), {o, o, o}, {o, o, o}, {o, 
O, 0}, 
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[ (o, o, o), {o, o, o}, {o, o, o}, (o, o, o), {o, o, o)), 

10 	 11 	 10 

	

({O, 	O, 	0}, 	{7.80769 10 	(y - y  z), 	-1.17115 10 	z + 7.80769 10 	(x - 
x z), 

11 	 10 
1.17115 10 	(1 	- y) 	- 	7.80769 10 	x y}, 	(O, 	O, 	0}, 	(0, 	O, 	0}, 	(0, 	O, 

0), 	(O, 	o, 	0), 

	

(O, 	O, 	0}, 	{O, 	0, 	0}, 	(O, 	O, 	0}, 	{0, 	O, 	0}, 	(O, 	O, 	0}, 	(0, 	O, 	0}, 	(O, 
0, 	0), 

(0, 	o, 	o}, 	(o, 	o, 	o}, 	(o, 	o, 	o)), 

10 11 10 
{{0, 	O, 	0}, 	(O, 	O, 	O), 	{7.80769 10 y z, 	-1.17115 10 z + 7.80769 10 
x z, 

11 	 10 
1.17115 10 	(1 - y) 	+ 7.80769 10 x y), 	{0, 	O, 	O}, (0, 	0, 	0}, 	(0, 0, 

0}, 	{0, 	O, 	0}, 

(0, 	0, 	0}, 	(o, 	o, 	o), 	(o, 	o, 	0), 	(o, 0, 	0}, 	(O, 	O, 	0), (O, 	O, 	0), 	(O, 
O, 	0), 

{o, o, o), (o, o, o)), {{o, o, o}, {o, o, 0), {o, o, o}, 

10 	 11 	 10 

	

(7.80769 10 	(z - y s), -1.17115 10 	z - 7.80769 10 	x z, 

11 	 10 

	

1.17115 10 	(1 - y) + 7.80769 10 	(x - x y)}, (0, 0, 0}, (0, 0, 0), 
(0, 0, 0}, 

{o, o, o}, {o, o, o}, (o, 0, o}, (o, 0, o}, {o, 0, o}, {o, 0, o), {o, 
o, o}, 

{o, o, o}, {o, o, o)), ({0, 0, o}, {o, 0, o}, (o, o, o}, (0, o, 0}, 

10 	 11 	 10 

	

(7.80769 10 	(-1 + y + z - y z), -1.17115 10 	1+ 7.80769 10 	(-1 + 
x + z - x z), 

11 	 10 

	

1.17115 10 	(1 - y) + 7.80769 10 	(-1 + x + y - x y)), (O, O, 0), 
{0, 0, 0), 

(O, O, 0), (01 o, 0), (O, 0, 0), (O, 0, 0}, (0, 0, 0), (O, O, 
0, 0}, 

0}, {0, 
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{o, o, o}, {o, o, o}}, {{o, o, o}, {o, o, o}, {o, o, o}, {O, o, 0}, {0, 
O, 0}, 

10 11 	 10 

(7.80769 10 (-y +les), 	-1.17115 10 z+ 7.80769 10 (1 - x - z + x 
z), 

11 10 
1.17115 10 (1 	- y) 	+ 7.80769 10 (-y + x y)}, 	{O, 	O, 0}, {O, 	0, 	0}, 

{O, 	O, 	0}, 

{o, 	0, 0}, (o, 	0, 	o}, 	{o, 	o, 	o}, {0, 	o, 	o}, 	{o, 	o, 	o}, 	{0, 0, 	o}, 	{o, 
O, 	0}}, 

{{O, 	O, O}, {O, 	O, 	0}, 	{O, 	0, 	0}, {0, 	O, 	0}, 	{O, 	0, 	0}, 	{O, O, 	0}, 

10 	 11 10 
(-7.80769 10 	y s, -1.17115 10 	s + 7.80769 10 	(z - x 

11 	 10 
1.17115 10 	(1 - y) + 7.80769 10 	(y - x y)}, {O, O, 0}, {O, O, 0}, 

{O, O, 0}, 

{o, o, o}, {o, 0, o}, {o, o, o), {o, o, o}, {o, o, o}, {o, o, 0}}, 

{{o, 0, o}, (o, o, o), (o, o, o}, {o, 0, o}, {o, o, o}, {o, 0, 0}, {o, 
o, o}, 

10 11 10 
{7.80769 10 (-s + y s), 	-1.17115 10 z + 7.80769 10 (-s + x 

11 10 
1.17115 10 (1 - y) + 7.80769 10 (1 - x - y + x y)), 	{O, 0, 	0}, {O, 

0, 	0), 

(0, 	o, 	O}, {O, O, 0}, {O, 	O, 	0), {O, 0, 	0), 	{O, 	O, 0}, {O, 	0, 0}}, 

{{O, 	o, 	o), {O, 	o, o), {O, 	o, 	0}, {O, 	o, 	o), 	{O, 	o, 0}, {O, 	o, 0}, 	{0, 

10 
{O, 	O, 	0}, {7.80769 10 	(2 	- y - 2a+yz), 

11 	 10 
-1.17115 10 s + 7.80769 10 (-x + x x), 

11 10 
1.17115 10 (1 	- y) 	+ 7.80769 10 	(-2 x + x y)}, 	(O, 	O, 0), {O, 	O, 

0), 	{O, 	O, 0}, 

{o, o, o}, {o, o, o}, {o, o, o}, {o, o, o}}, 

I 
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{{o, o, o}, {o, o, o}, {o, o, o}, {o, o, o}, {o, o, o}, {o, o, o}, (o, 
O, o), 

10 

{O, O, 0}, {O, o, 0}, {7.80769 10 	(-1 + y + z - y z), 

11 	 10 
-1.17115 10 	z + 7.80769 10 	(x - x z), 

11 	 10 
1.17115 10 	(1 - y) + 7.80769 10 	(x 	x y)}, {O, 0, O}, {O, 0, 0), 

{O, 0, 0}, 

{o, 0, o}, {o, o, o), {o, 0, o)), 

{{o, 	o, 	o}, 	{o, 0, 	o}, 	{o, 	o, 	o}, 	{o, 	0, 	o}, 	{o, 	o, 	o}, 	{o, 	0, 	o}, 	{o, 
0, 	0}, 

10 
{O, 	0, 	0}, {O, 0, 	0}, 	{O, 0, 0}, {7.80769 10 (-z 	+ y z), 

11 10 11 
10 

-1.17115 10 z + 7.80769 10 x z, 	1.17115 10 (1 	- y) + 7.80769 10 
(-x 	x y)}, 

{o, o, o), {o, o, o}, {o, 0, o}, {o, o, o), {o, o, o)), 

{{o, o, o}, (o, o, o), {o, o, o}, {o, o, o}, {o, o, 0), {o, o, o), {o, 
0, O}, 

{o, o, o}, {o, o, o), {o, o, o}, {o, o, o}, 

10 11 10 
{7.80769 10 (2 z 	- y x), 	-1.17115 10 z - 7.80769 10 x x, 

11 10 
1.17115 10 (1 - y) 	+ 7.80769 10 (2 x - x y)}, 	{0, 0, 0), {O, 0, 

0), 	{O, 	0, 0}, 

{o, o, o)), {(0, o, o), {o, o, o), {o, 0, o), {o, o, o), {o, 0, o}, {o, 
0, 0), 

{O, 0, 0), {O, 0, 0), {O, O, 0}, {O, 0, 0}, {0, O, 0}, {0, 0, 0), 

10 	 11 	 10 

	

{7.80769 10 	(-2 + y + 2x-yx), -1.17115 10 	z+ 7.80769 10 	(-1 
x - x 2), 

11 	 10 

	

1.17115 10 	(1 - y) + 7.80769 10 	(-1 + 2 x - x y)}, {O, O, 0}, {O, 

O, o), 
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{o, o, 0}}, {{o, o, o}, {o, o, o}, {o, o, o}, {o, o, o}, {o, o, o}, {o, 
O, 0}, 

I {o, o, o}, {o, o, o}, {o, o, o}, {o, o, o}, {o, o, o}, {o, o, o}, {o, 	I 
0, 0}, 

10 	 11 	 10 

	

{7.80769 10 	(1 - y - z + y z), -1.17115 10 	z+ 7.80769 10 	(1 - x 
- z + x z), 

11 	 10 

	

1.17115 10 	(1 - y) + 7.80769 10 	(1 - x - y + x y)), (O, 0, 0), {0, 
0, O}), 

{{o, o, o}, {o, 0, o}, {o, o, o}, {o, o, o), {o, o, o}, {o, o, o}, {o, 
0, 0}, 

{o, 0, o}, {o, o, o}, {o, o, o), {o, 0, o}, {o, 0, 0), {o, 0, o}, {O, 
O, 0}, 

10 	 11 	 10 

	

{7.80769 10 	(z - y z), -1.17115 10 	z + 7.80769 10 	(z - x z), 

11 	 10 

	

1.17115 10 	(1 - y) + 7.80769 10 	(-1 4, x+y-xy)}, (O, 0, 0)), 

{{o, o, o}, {o, 0, o}, {o, o, o}, {o, 0, o}, {o, o, o}, {o, o, o}, {o, 
O, O}, 

{o, o, o}, {o, o, o}, {o, o, o}, {o, o, o}, {o, o, 0), {o, o, o}, {o, 
0, 0}, 

10 	 11 	 10 
{O, 0, O), {7.80769 10 	(-2 z + y z), -1.17115 10 	z + 7.80769 10 

(-z + x s), 

11 	 10 

	

1.17115 10 	(1 - y) 	7.80769 10 	(2 - 2 x - y + x y)))) 

(' CALCULA LA MATRIZ DE RIGIDECES') 
k = Table( Integrate(DotProduclIsHiáll,grififil, {x,0,1), {y,0,2), (z,0,1)I, {i,16}, 0,16)1 

10 
{{3.25321 10 , O, O, 0, 0, 0, 0, 0, O, 0, O, 0, O, 0, 0, 0), 

11 
{O, 1.75673 10 	O, O, O, O, O, 0, O, 0, O, O, 0, 0, O, 0), 

10 
{O, 0, 7.80769 10 , 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0), 

11 
{O, 0, 0, 1.30128 10 , 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0), 

10 
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0, 3.25321 	10 	, 	0, 	0, 	0, 	0, 	0, 0, 	0, 0, 0, 0, 0}, 

11 
0, 0, 1.75673 	10 	, 	0, 	0, 	0, 	0, 0, 	0, 0, 0, 0, 0}, 

10 
0, 0, 0, 7.80769 	10 	, 	0, 	0, 	0, 0, 	0, 0, 0, 0, 0}, 

11 
0, 0, 0, 0, 	1.30128 10 	, 	0, 	0, 0, 	0, 0, 0, 0, 0}, 

11 
0, 0, 0, 0, 	0, 	1.36635 10 	, 	0, 0, 	0, 0, 0, 0, 0}, 

10 
0, 0, 0, 0, 	0, 	0, 	7.15705 	10 	, 0, 	0, 0, 0, 0, 0}, 

10 
0, 0, 0, 0, 	0, 	0, 	0, 	-2.60256 	10 , 	0, 0, 0, 0, 0), 

11 
0, 0, 0, 0, 	0, 	0, 	0, 	0, 	2.34231 10 	, 0, 0, 0, 0}, 

11 
0, 0, 0, 0, 	0, 	0, 	0, 	0, 	0, 	3.70865 	10 , 0, 0, 0), 

10 
0, 0, 0, 0, 	0, 	0, 	0, 	0, 	0, 	0, 	7.15705 10 , 0, 0}, 

10 
0, 0, 0, 0, 	0, 	0, 	0, 	0, 	0, 	0, 	0, -2.60256 10 , O}, 

11 
0, 0, 0, 0, 	0, 	0, 	0, 	0, 	0, 	0, 	0, 0, 	2.34231 10 }} 

{O, 0, 0, 

{O, 0, 0, 

{O, 0, 0, 

{O, 0, 0, 

{O, 0, 0, 

{0, 0, 0, 

{O, 0, 0, 

y =. 
sn = ({0,0,0},{0,0,0},(0,0,0),(0,0,0),(0,0,0),(0,0,0},(0,0,0M0,0,0},(0,0,0),{0,100,0},(0,100,0),{0,0,0}, 
(0,0,0),(0,100,0},(0,100,0},(0,0,0)}; 
b = ({0,0,-5},(0,0,-5),{0,0,-5},{0,0,-5},(0,0,-5),(0,0,-5),(0,0,-5),(0,0,-5),{0,0,-5},{0,0,-5},(0,0,-5), 

f1 = m.b; 
12 = m.sn; 

y =. 
(* CALCULA EL VECTOR DE CARGAS DE CUERPO *) 
vf1 = Table[ Integrate[f119,11], {x,0,1}, {y,0,2}, 	{i,1,16), 11,3}] 
(* CALCULA EL VECTOR DE FUERZAS DE SUPERFICIE XZ *) 
y = 2; 
vf2 = Table( Integrate[12[1j1 {x,0,1}, {z,0,1}], (6,1,16), {j,1,3}] 
(* CALCULA EL VECTOR DE CARGAS DEL SISTEMA *) 
vf = vf1 + vf2 

5 	 5 
{{o, o, o}, {0, 0, -(-)}, (0, 0, -(-)), {0, o, o}, {o, 0, o}, {o, o, -(- 
0, 

(0, 0, 0, 

I {O, 0, 0, 

{O, 0, 0, 
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5 

2 2 

5 

2  

5 
(0, 	O, -(-)), (O, 	O, 	0), 	(o, 	0, -(-)), 	(O, O, 	0), 	(0, 	O, 	o), 	(O, 	O, 	-(- 

2 2 

5 5 
(o, 	o, ".('))1, (o, 	o, 	o), 	(o, 	o, o), 	(o, 	o, 

2 2 
((o, 	o, 
o), 	(o, 

0}, 	(o, 
o, 	o), 

o, 	0}, 	(o, 	o, 	0}, (O, 	o, 	0), 	(o, 	o, 	o), 	(o, 	o, 	0), 	(O, 	O, 

(01 	O, 0), 	(01  25, 	0}, 	(O, 	25, 	0}, 	(O, 	o, 0}, 	(0, 	o, 	0), 	(O, 	25, 	0}, 	(O, 
25, 	0), 

(o, 	o, 	0}) 
5 	 5 5 

((o, 	O, 	O), 	(O, 0, 	-(-)), 	(O, 	O, -(-)), 	(O, O, 	0), 	(O, 	O, 	o), 	(O, 	O, 	-(- 
)), 

2 2 2 

5 5 
5 
(0, 	0, -(-)), (O, 	O, 	O), 	(O, 	O, -(-)), 	(O, 25, 	0), 	(0, 	25, 	0), 	(O, 	0, 	- 

2 2 
2 

5 5 
(O, 	O, -(-)}, (O, 	25, 	0), 	(0, 	25, 	0), 	(O, O, 	-(-)}) 

2 	 2 

(* RESUELVE EL SISTEMA MATRICIAL DE ECUACIONES *) 
alta = LInearSoive(Itsvf] 

-11 -11 
((0., 	0., O.), (0., 0., -1.4231 10 	}, (O., 0., -3.20197 10 	), (0., 
0., 	0.), 

-11 -11 
(0., 	0., 0.), (O., 0., -1.4231 10 	}, (0., 0., -3.20197 10 	), (O., 
0., 	O.), 

-11 -10 -10 
(O., 0., 	-1.8297 	10 }, (O., 3.49306 10 	, O.), (O., 	-9.60591 10 , 
0.), 

-11 -12 -10 
(0., 0., 	-1.06732 	10 }, (O., 0., 	-6.74099 10 ), 	(O., 	3.49306 10 
0.), 

-10 -11 
(0., -9.60591 10 	, 0.), (O., 0., 	-1.06732 10 }) 
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O 	O 	—14231E —11 
O 	O 	—3.20197E —11 
O 	O 	 O 
O 	O 	 O 
O 	O 	—1.423IE — 11 
O 	O 	—3.20197E — 11 
O 	O 	 O 
O 	O 	—1.8297E — 11 

3.493006E —10 	O 
0-9,60591E —10 	O 
O 	O 	—1.06732E-11 
O 	O 	—6,74099E-12 
O 3.49306E —10 	O 
0-9.60591E —10 	O 
O 	O 	—1.06732E —11 

al  = 
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Capitulo 4.- enl32105 

Ejemplo 2 
En este ejemplo se muestra la homogeneización para un material compuesto con 

fibras paralelas a lo largo del eje z, las propiedades de los materiales constituyentes son 

isótropas y homogéneas. La obtención de los seis problemas de elasto-estática se logra 

mediante el uso del método de elemento finito en dos dimensiones. 

Y 
(1.3 	;(15 (14 

x 

CELULA BASE 

P(x,y)= au  + a + a2 y 

Siendo w, las funciones base del elemento finito y utilizando la delta de Kronecker 
(10.1(w,)=8u 	 8u =0<=>i*/ 

(1),(wl) = wi(a,)= wi(0,0)= ot o  = I 
02(wi)= wi(a2)= wi(1,0)= au  +a l  =0 
03 (w1 )= wi (a3 )= wi (0,1)= a o  + a 2  =0  

Al resolver tenemos que: 

ao  =1,a t  = —1,a2  =-1 

wi(x,y)= I— x —y 

De la misma forma obtenemos que: 
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iv2(x,y)= x 
lv,(x,Y)= Y 

Definiendo la función: 

f(x,y)= (ao  + aux + a2y,flo  + flux+ fl2y) 

(0,0) = (ao,Po)= 
f(1,0)= 	+ ai , fio Pi)=(x2,Y2) 
f(0,0= (ao + a2 ,A0 fir) = (x3,Yr) 

	

[100ao 	c, [c 
110 al  = xi  

	

101 a2 	x2  

[100"- fio [Yo] 
110 fit  = 

	

10 1 _ff 2 	y2  

Al resolver tenemos que si 

111.0) e  11,01 

f(x,y).(ax,by)=[aolyx] 

_ ra0Tx1 
— 10bly 

x_ r.gox.-x, 
J -  ..0 

T 
- 

f 	(x ,y)=G(r - 	- Y1)) 

Corno las funciones base globales están dadas por: 

1(x,y)=w,[f -1(x,y)1,Vi =1,2,3 
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Capítulo 4.- 	 Ejemplos  

para el elemento finito 

  

1 	1 
gi (x,Y) = wi 7-(x - xi),-b (Y - yi) 

1 	1 
g2(x,Y)=1v2 --ii (x - xi),-b-  (Y - y1) 

1 	1 
g3 (x,y)=w3  -ii(x - xl ),í(y - y1 ) 

 

= I--
I
(x - x,)- -

1
(y - yi ) = 1- x -y 

a 	b 

  

 

para el elemento finito 2: 

  

g4(x,Y) = w1  

g,(x,y)=w2  

g,(x,y)= w, 

=1--
I
(x-x1)--

b
(y-y,)= 1-x+1-y+1= 3-x-y 

a  

= 1(x-x1)=x-1 
a 

=-
b

(Y -.Y)=Y -1  

y sus gráficas son en el orden correspondiente las siguientes: 

Considerando que 

Kll  = j(liV9 .1 + 2 tr(5 7191).V qi, dY 

vf, = S109, dr2  
ri  
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(2 + 2p) 
(A) 	(1 
(2) 

O 
O 
O 

(A) 
+ 2p) 
(2) 
o 
O 
O 

(A) 
(A) 

(2., +2,u) 
o 
O 
O 

0 	0 	0 
0 	0 	0 
O 	O 	O 

(2,u) 	O 	O 
0 (2p) 
O 	O 	(2/1) 

(-1,-1) O 	O 
o (1,0 o 
O 	O (0,1) 
O 	O 	O (- 
O 	O 	O 
O 	4 	O 

O 
b 
O 
1,- 
O 
O 

Ejemplos 

SoVg= 

	

O 	O 
o o 

	

0 	O 

	

1) O 	O 
( 1,0) 	0 

	

O 	(0,1) 

(-(2 +2 p),-(2 + 2,u)) O O O O 	O 
O ((2 + 2,40) O O O 	O 

O Q 	(041 + 2 p)) O O 	O 
SoVg= o o Q (-(2p),-(2p)) Q 	Q 

o o O Q ((2,40) 	O 

o o O O Q 	(0,( 2 ,i))_ 

(S o Vg) o Vg = 

-O+ 2 p), (2 + 2,u)) 	O 
O 	((t + 2,u),0) 
O 	 Q 
O 	O 
O 	 O 
O 	 O 

O 
O 

(0, (2., + 2 p)) 
Q 
O 
O 

O 
O 
O 

((24),( 2 /4 )) 
Q 
O 

O 	O 
O 	O 
O 	O 
Q 	O 

(040) 	Q 
O 	(0, (2,u))_ 

vf" =Spog= 

vi" 

1-x 

= 

-y00 	O 
x O 	0 
Oy 	o 

O 	003-x-y 
0 	00 	0 
0 	00 	O 

00 00 0 	0 
0Y2  0 0 O 	O 
00x0 o 	o 
00 02 0 	0 
00 0 0- Y2  O 
00 00 O -x 

O 	O 
0 	0 
O 	O 
0 	0 

1 - x O 
0 1 - y 

ef2X (- - 
(- - 

(0,0) 

(0,0) 
(0,0) 
(0,0) 

(0,0) 
(4/4  (-2 -2,1i),,fi4(-2)) 
thl, 	-2,41),J1(-2)) 

(0,0) 
(0,0) 
(0,0) 

2 p),,Y, (-2)) 
2 p),'11(- 2)) 

    

vf = 

(0,0) 
(-53.03,-35.35) 
(-53.03,-35.35) 

(0,0) 
(0,0) 

_ 	(0,0) 
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y así sucesivamente 

vf22 = 

(0,0) 
(-35.35,-53.03) 
(-35.35,-53.03) 

(0,0) 
(0,0) 
(0,0) 

,vf 3' = 

(0,0) 
(-35.35,-35.35) 
(-35.35,-35.35) 

(0,0) 
(0,0) 
(0,0) 

,vf 21  = 

(0,0) 
(0,-8.84) 
(0,-8.84) 

(0,0) 
(0,0) 
(0,0) 

vf13 = 

(0,0) 
(-8.84,0) 
(-8.84,0) 

(0,0) 
(0,0) 
(0,0) 

,vf 3.3= 

(0,0) 
(-8.84,-8.84) 
(-8.84,-8.84) 

(0,0) 
(0,0) 
(0,0) 

Solucionando el sistema siguiente para cada uno de los vectores de carga 

Kit  o x:1  = vfi u  

	

(300,300) O O 	O 	O O 

	

O (300,0) 0 	O 	O O 
O O (0,300) O 	O O 
11 	O 	O (100,100) 0 0 
O 	O 	O 	O (100,0) O 
O 0 	O 	O 	O (0,100)_ 

 

(0,0) 
(-53,03,-35.35) 
(-53.03,-35.35) 

(0,0) 
(0,0) 
(0,0) 

 

tenemos que las seis soluciones son 

X11 = 

- 	(0,0) 	- 
(-5.67,0) 
(0,-8,49) 

(0,0) 
(0,0) 
(0,0) 

, x22 = 

(0,0) 
(-8.49,0) 
(0,-5.67) 

(0,0) 
(0,0) 
(0,0) 

x33 = 

(0,0) 	- 
(-8.49,0) 
(0,-8,49) 

(0,0) 
(0,0) 
(0,0) 

(0,0) (0,0) (0,) 
(0,0) (0,0) (0,-8.84) 

x23 = (0,0) x13 = (0,0) 2,12 = (-8.84,0) 
(0,0) (0,0) (0,0) 
(0,0) (0,0) (0,0) 
(0,0) (0,0) (0,0) 

Para encontrar los coeficientes homogeneizados tenemos que 
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C = (A)_(A[vx  Ah 

I—x—y00 O O O (0,0) 	_ - (0,0) 
O x0 O O O (-5.67,0) (-5.67x,0) 

og= xii  
Oy O O O (0,-8.49) (0,-8.49y) 

O 003—x—y O O (0,0) (0,0) 
O 00 0 I — x O (0,0) (0,0) 
0 00 0 O I— y (0,0) (0,0) 

V(x li  o g)= 

(0,0) 
(-5.67,0) 
(0,-8.49) 

(0,0) 
(0,0) 
(0,0) 

  

y así sucesivamente para las demás soluciones; al substituir tenemos que 

• = +2,ull 	I  

• = (200 + 2(50))11+ 0.945] 
• = 300(1.945) 
c1111 = 583.5 

01 12  = (200)j1+0.945 
CI122 = 389.00  

C1133  
C1133 

= 
= 

(200)1 
200 

+ 

C2222 = (300)[I + 0.9451 
c2222 = 583'5 

C2233  = (200*1 + 01 
c2233 = 200 

C3333  = (300)1I + 01 
c3333  = 300 

C2323 = OOP + 01 
C2323 = 50 

	— 	— 56% —O' 945 6 —  
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C2331 = C1112 = C2212 = C3312 = O 

cm, = (50)(1+ 
cm, = 50 

/1212 = (5041 + 1.4731 
C1212 = 123'65 

La relación esfuerzo-deformación con la matriz de coeficientes homogeneizados 

quedará como sigue: 

a11 
a22 

a33 

r23 

ri3 

ri2 

583,5 
389 
200 

0 
O 

389 200 
583.5200 
200 300 
0 	0 
0 	0 
0 	O 

0 	0 
0 0 
0 0 

100 0 
O 100 
O O 

0 
0 
0 
0 
0 

247.3_ 

EII 

E22 
E33 

/23 

/13 
El2 
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Ejemplo 3 
En este ejemplo se carga uniformemente a una barra empotrada por un lado y 

libre por el otro. El material el 60% fibra de grafito y 40% epoxyde. 

Diagrama y Geometría 

Módulo de Young Módulo de Polsson Densidad 

MPa MPa Kg 
3 

Epoxyde 4,500 0.4 1,200 

' fibra de grafito 230,000 0.3 1,750 

7E-06 

tiE O6  

Célula base.  

El archivo de mallado en dos dimensiones es: 

'EJEMPLO 3 
'POIN 
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1 	4 	 $1MPRE NPOINT $ 
$ NOP NOREF(NOP) X(NOP). 	Y(NOP). $ 

1 
	

0.000000E+00 0.000000E+00 
2 
	

0.200000E+00 0.000000E+00 
3 
	

0.200000E+00 0.100000E+00 
4 
	

0.000000E+00 0100000E+00 
'LIGN 

1 4 	 $IMPRE NDLM $ 
$ NOLIG NOELIG NEXTR1 NEXTR2 NOREFL NFFRON RAISON $ 

1 20 1 2 1 0 0.100000E+01 
2 10 2 3 1 0 0,100000E+01 
3 20 3 4 3 0 0.100000E+01 
4 10 4 1 1 0 0.100000E+01 

'QUAC 
1 	1 	1 4 1 
	

$ IMPRE NIVEAU NUDSD NBRELI NS1L 
$ LISTE DES LIGNES DU CONTOUR : 
1 2 3 4 

20 	0 
	

$1MAX NQUAD 
'REGU 

1 	1 	2 
	

$ IMPRE NIVEA1 NIVEA2 
'RENC 

1 	2 	3 
	

$ IMPRE NIVEA1 NIVEA2 
'SAUV 

1 	3 	0 
	

$ IMPRE NINOPO NTNOPO 
BARRA.NOPO 
	

$ NOM FICHIER 
'FIN 

El archivo de mallado en tres dimensiones es: 

'EJEMPLO 3 
'INTR 

1 	3 	 $ IMPRE NINOPO ( SD EXTERIEURE ) 
BARRA.NOPO 
$ NOM DU FICHIER 
'MA23 

10 	3 4 	 $ IMPRE NIVO2D NIVO3D 
$ === DEFINITION DE LA FONCTION === 
TRAN 

10 	 $ SECTION SUPERIEUR 
0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.1000000E+00 $ VECTEUR TRANSLATION 
BASE 0.0000000E+00 	 $ LA BASE 
FIN 
$ FIN DE LA DEFINITION DE LA FONCTION 

	

   LES OPTIONS  	
$ === DESCRIPTION DES REFERENCES === 
REF 
SDSD 0 10 1 1 $ TYPE : DE .. A .. , 	2D DONNE .. 3D 
ARAR 0 10 1 1 $ TYPE : DE .. A .. 	.. 2D DONNE .. 3D 
ARAR 0 10 3 3 $ TYPE : DE .. A .. , 	2D DONNE .. 3D 
ARAF 0 10 1 1 $ TYPE : DE .. A .. , 	2D DONNE .. 3D 
ARFA 0 10 3 3 $ TYPE : DE .. A .. , 	2D DONNE .. 3D 
POAR 0 10 1 1 $ TYPE : DE .. A .. , 	2D DONNE .. 3D 
FASU 1 $ TYPE : NUMERO AFFECTE 
FASU 1 $ TYPE : NUMERO AFFECTE 
FAIN 2 $ TYPE : NUMERO AFFECTE 
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FIN 
$ FIN DE DESCRIPTION DES REFERENCES 
	 APPEL DU MAILLEUR 	 

GO 
'RENC 

1 	4 	5 	 $ IMPRE NIVEA1 NIVEA2 
'SAUV 

1 	5 	0 	 IMPRE NINOPO NTNOPO 
BARRA3D. NOPO 
$ NOM DU FICHIER 
'FIN 

El archivo de interpolación es: 

O $ Y A T IL DES FONCTIONS INTERPRETEES 
3 	1 	0 	 $ NDIM NDSD NBSDC 
3 	0 	 $ NNR NBSC 
3 	0 	 $ NNR NBLC 

ELAS 	 $ NOM DE LA BIBLIOTHEQUE 
1 	 NTYED DU SD 1 

PENT 3R1D 	 $ LE NOM DES ELEMENTS DROITS 
O NTYEC DU SD 1 

BARRA3D.NOPO 	 $ NOM DU FICHIER 
O ET NIVEAU DE LA SD NOPO 

BARRA3D.MAIL 	 $ NOM DU FICHIER 
O $ 	ET NIVEAU DE LA SD MAIL 

BARRA3D.COOR 	 $ NOM DU FICHIER 
O ET NIVEAU DE LA SD COOR 
O O 	 NTMA1L NTCOOR 

El resultado de la homogeneización es: 

1 	 1 
1 HOMOGENEISATION FIBRES UNIDIRECTIONNELLES 1 

1 	 1 

O 0 0 
-> FIBRES EN QUINCONCES ? (OUI/NON) O O 

O 0 0 
O 
-> CARACTERISTIQUE RESINE I (ISOTROPE ) 

2 (ORTHOTROPE ) 
3 (INCOMPRESSIBLE) 

-> CARACTERISTIQUE FIBRE 1 (ISOTROPE ) 
2(ORTHOTROPE ) 

0---LX--0 	O 

1 	1 	1 	Y 
LY 0 1 0 1 1 

1 	1 	1 	1 
O 	O 	O X 

-> ECARTEMENT DES FIBRES EN X = ? (LX) 
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0.000008 
-> ECARTEMENT DES FIBRES EN Y = 7 (LY) 
0.000008 
-> FIBRE A SECTION CIRCULAIRE ? (OUI/NON) 

-> TAUX DE RESINE EN VOLUME = ? ( > 0,29117816413818) 
.4 
-> VOULEZ-VOUS CONTROLER L AFFINAGE DU MAILLAGE 1 (OUI/NON) 
N 
-> E , NU = ? (YOUNG, POISSON RESINE) 
4500000000 .4 
-> E , NU = 7 (YOUNG, POISSON PIRRE ) 
230000000000 .3 
** WARNING APNOPO : LA REFERENCE 10 EST DEFINIE PAR LA COURBE 10 

AVEZ VOUS FOURNI LA COURBE 	I POUR DEFINIR LA REFERENCE I 

**************************************************************************** 

FIBRES EN QUINCONCE PARALLELES A L AXE X3 
* * 

N N 
(X) (Y) 	A = 0.24721548D-05 	* 

* SECTION FIBRE (---) + (---) = I ; AVEC : B = 0.24721548D-05 
(A) (B) 	N = 0,20000000D +01 	* 

tliklói5150ü 
* ECARTEMENT DES FIBRES : EN X = 0.8000D-05 EN Y = 0.8000D-05 

* * 
* NOMBRE D ELEMENTS = 264 NOMBRE DE NOEUDS = 153 TAUX RESINE = .4070 * 

* * 
* * 
CARACTERISTIQUES RESINE ISOTROPE 

* * 
* MODULE D YOUNG = 0.450000D+I0 COEFFICIENT POISSON = 0.400000D+00 * 

* * 
* 	 * 

CARACTERISTIQUES FIBRE ISOTROPE 
* * 

* MODULE D YOUNG = 0,230000D +12 COEFFICIENT POISSON = 0.300000D+00 * 
* * 

**************************************************************************** 

**************************************************************************** 

TENSEUR D ELASTICITE HOMOGENEISE 
* * 

* 	1 1 	22 	33 	23 	13 	12 
* 0.2690E+11 0.1702E+11 0.1468E+11 0.0000E+00 0.0000E+00 0.2109E-05 * 

0.2700E+11 0.1471E+11 0.0000E+00 0.0000E+00 0.1320E-04 * 
0.1481E+12 0.0000E+00 0.0000E+00 0.4447E-05 * 

0.6569E+10 -0.4224E+03 0.0000E+00 * 
0.6549E+10 0.0000E+00 * 

0.1128E+11 * 
**************************************************************************** 

**************************************************************************** 
TENSEUR DES COMPLAISANCES HOMOGENEISE 
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* 
* 	1 I 	22 	33 	23 	13 	12 	* 

* 0.6263E-10 -0.3816E-10 -12419E-11 0.0000E+00 0.0000E+00 0.3392E-25 * 
0.6240E-10 -0.2416E-11 0.0000E+00 0.0000E+00 -0.6497E-25 * 

0.7234E-11 0.0000E+00 0.0000E+00 0.4279E-27 * 
0.1522E-09 0.9817E-17 0.0000E+00 * 

0.1527E-09 0.0000E+00 * 
0.8869E-10 * 

**************************************************************************** 

**************************************************************************** 

MODULES EQUIVALENTS (FIBRES // X3) 
* 

£3 = 0.1382430+12 * 
G12 = 0.1127550+11 * 
NU12 = 0.6092240+00 * 

* NU32 = 0.3339620+00 NU3I = 0.3343510+00 NU2I = 0.6092240+00 * 
* * 
**************************************************************************** 

**************************************************************************** 

MODULES EQUIVALENTS (FIBRES // XI) 
* 

E3 = 0.1602660+11 * 
012 = 0.6549360+10 * 

* NU23 = 0.6092240+00 NU13 = 0.3339620+00 NU12 = 0.3343510+00 * 
* NU32 = 0.6092240+00 NU31 = 0.3871650-01 NU2I = 0.386161D-01 * 
* * 
**************************************************************************** 

El archivo de cálculo de matrices elementales es: 

BARRA3D.MAIL 	 $ NOM DU FICHIER 
34 	 $ ET NIVEAU DE LA SD MAIL 

BARRA3D.COOR 	 $ NOM DU FICHIER 
34 	 $ ET NIVEAU DE LA SD COOR 

BARRA3D.TAE 	 $ NOM DU FICHIER 
35 	 $ ET NIVEAU DE LA SD TAE 
O 	 $ NTTAE 
O $ 1 SI POBA EST UTILISE , O SINON 
2 	 NPROV 

$ NTHELA 
O 1 1 1 	$10PT(*) 

:RIE O 	 $ NOM DU TABLEAU DES CL ET NOMBRE DE CL 
1 	 $ NOMBRE DE SD A DECRITS , LISTE 
1 
1 	 $ NBRE DE REFERENCES DECRITES , LISTE 
3 
3 	0 	0 	$ NDIM NAXIS ISOTROPIE 

-2 	 $ NOPTIO 
0.2690000D+11 0.17020000+11 0.2700000D+11 $ TENSEUR E(I,J) 

79 

* 	  
* * 
* El 	= 0.1596650+11 E2 	= 0.1602660+11 
* G23 = 0.6569460+10 013 = 0.6549360+10 
* NU23 = 0.387165D-01 NU13 = 0.3861610-01 

* 	 
* * 
* El = 0.1382430+12 E2 = 0.1596650+11 
* G23 = 0.1127550+11 013 = 0.6569460+10 
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0. 1488000D+ 11 
0.00000000+00 
0.65690000+10 
0.00000000+00 
0.21090000-05 
0.00000000+00 
3 

0.00000000+00 
0.00000000+00 
-0.15300000+04 
0.00000000+00 
0.00000000+00 
0.00000000+00 
0.0000000D+00 
-0.10000000+07 
0.00000000+00 
0.00000000+00  

0.1471000D+ 11 
0.00000000+00 
0.00000000+00 
-0.42240000+03 
0.1320000D-04 
0.00000000+00 

$ NDSM 
0.00000000+00 
-0.15300000+04 
-0.15300000+04 
0.00000000+00 

0.00000000+00 
-0.10000000+08 
-0,10000000+08 
0.00000000+00  

$ F SUR GAMMA 
$ F SUR GAMMA 
$ F SUR GAMMA 
$ F SUR GAMMA 

0.14810000+12 $ TENSEUR E(I,J) 
0.00000000+00 $ TENSEUR E(I,J) 
0.00000000+00 $ TENSEUR E(I,J) 
0.65490000+10 $ TENSEUR E(I,J) 

0.44470000-05 $ TENSEUR E(I,J) 
0.11280000+11 $ TENSEUR E(I,J) 

$ F DANS OMEGA 
$ F DANS OMEGA 
$ F DANS OMEGA 
$ F DANS OMEGA 

El archivo de declaración de condiciones de frontera Dirchlet es: 

BARRA3D.MAIL 
35 

BARRA3D.BDCL 
35 
O 
1 3 5 
2 1 VN 
2 2 VN 
2 3 VN 

0.00000000+00 
0.0000000D+00 
0.00000000+00 

O 
O  

$ NOM DU FICHIER 
$ 	ET NIVEAU DE LA SD MAIL 

$ NOM DU FICHIER 
$ 	ET NIVEAU DE LA SD BDCL 
$ NTBDCL 
$1CONST NBFR NTYP 
$ REF INC.VARIATIONNELLE MNEMO 
$ REF INC.VARIATIONNELLE MNEMO 
$ REF INC.VARIATIONNELLE MNEMO 

$ VALEUR 
$ VALEUR 
$ VALEUR 

$ 1 SI SD NDL1 
$ 1 SI CL EN RL A LA MAIN ; -1 SI CL EN RL PAR SP 

El archivo de resolución del sistema matricial de ecuaciones es: 

BARRA3D. NOPO 
1 
3 5 3 

BARRA3D.TAE 
1 
1 

BARRA3D.BDCL 
1 
O 

BARRA3D.B 
1 
3 

0.1000000E-02 

$ NOM DU FICHIER 
$ 	ET NIVEAU DE LA SD NOPO 
$ NDSM NTYP ND 

$ NOM DU FICHIER 
$ 	ET NIVEAU DE LA SD TAE 
$ 1 SI BDCL EXISTE 

$ NOM DU FICHIER 
$ 	ET NIVEAU DE LA SD BDCL 
$ 1 SI CL. EN RL. EXISTE 

$ NOM DU FICHIER 
$ 	ET NIVEAU DE LA SD B 
$ IMPRESSION 
$ METHODE 

$ EPS 

El resultado del tercer caso de carga se presenta en la siguiente figura: 
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2/110/95 
13,4901130.HAIL 
BARRA30.COOR 
6090030.0 

   

 

11111:0. 

   

 

OBSERVATEUR 
n 	2.9 

SPHERIQUE 	: .  
OUVERTURr : 

10. 

   

 

MOMEE t : 	1.0 

   

 

PEAU 

hiT 

1116TE! 

/Y:SUFT-fiARD! 9 

   

    

     

Para comparar se calcula la detlexión máxima teórica: 

wL4  
Y.„„= 8E1 . 
donde 
/ = *bit' 

Desp azamiento máximo en metros 

Fibra Grafito 

(230,000 MPa) 

Epoxyde 

(4,500 MPa) 

60% Grafito + 40% 
Epoxyde 

 

Homogeneizado 

Caso 1 

1E+05 

3.260E-03 .1667 5.364E-03 1.0054E-03 

Caso 2 

1E+06 

3.260E-02 1.667 5.364E-02 1.0041E-02 

Caso 3 

1E+07 

0.326 16.67 0.5364 0.1004 

81 



2.00E+01 

1.50E+01 

Y max. 1.00E+01 

5.00E+00 

Capítulo 4.- 

Gráfica comparativa 

Materiales 

Eiemplos 
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Conclusiones 

Conclusiones 

La modelación realizada mediante MODULEF presenta las siguientes 

Ventajas: 

1) La geometría modelada es lo más cercano a la realidad. 

2) Se puede utilizar un gran número de elementos finitos para la solución de los 
problemas sin más restricciones que las de la capacidad de la máquina utilizada. 

3) El código MODULEF está optimizado para cada máquina donde se instala, 
lo que permite rapidez en el cálculo numérico. 

4) Los modelos sobre los cuales está hecha la implementación numérica están 
disponibles al usuario. 

Desventajas: 

1) Los manuales son restringidos por su escasez. 

2) La creación de mallas complicadas requiere de mucho trabajo poco 
relacionado con la elasticidad. 

3) No existe la forma de visualizar en pantalla los esfuerzos de la solución para 
problemas de tres dimensiones. 

Al realizar la modelación de la viga de concreto se llega a una solución que es 
mucho menor en magnitud a la obtenida mediante el cálculo analítico directo clásico de la 
mecánica de materiales, la cual considera un promedio de los módulos de Young 
unidimensionales en relación a la cantidad del volumen total ocupado por cada 
constituyente. 

Como se expone en la teoría de homogeneización una de las consideraciones para 
poder homogeneizar un material es que las dimensiones de la célula base sean muy 
pequeñas respecto a la configuración original, lo cual no se cumple para el ejemplo del 
concreto por lo que como se ve al comparar los resultados, las cantidades son muy 
disparejas ya que el material homogeneizado ofrece demasiada alta resistencia: 

.,. 70+30 y. 	Homog 

[mi 
[ml 

Caso de Carga 1 (10E+04) 0.0162 0.000406 

Caso de Carga 2 (10E+05) 0.162 0.00406 

Caso de Carga 3 (10E+06) 1.62 0.0406 
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Comparación de soluciones 
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Materiales 

Conclusiones 

La diferencia es grande y ante la falta de resultados experimentales cabe suponer 
que al resultado clásico siempre se le imponen factores de seguridad grandes y al 
resultado computacional se le puede agregar gran precisión al hacer la célula base más 
pequeña. 

Sin embargo para el ejemplo 3 se tiene una correcta relación entre la dimensión de 
la célula base y la geometría modelada, lo cual como se observa en la comparación de 
resultados, ofrece resultados muy coherentes pero que deben ser analizados contra 
pruebas de laboratorio. Estas pruebas se podrían efectuar utilizando la geometría descrita 
en el ejemplo, con lo cual la comparación sería directa. A continuación se presenta la 
gráfica del ejemplo 3: 

Gráfica comparativa 

En general podemos concluir que: 

1) La homogeneización es útil y segura cuando las dimensiones de la célula base 
son pequeñas respecto al cuerpo modelado. 
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Conclusiones 

2) Si es posible resolver el problema en forma clásica sin la necesidad de una 
aproximación numérica precisa para cada punto debe hacerse así. 

3) La resolución de modelos por MODULEF es excelente para problemas no 
triviales, no obstante la generación de las geometrías y su mallado en la 
computadora no es sencillo y por lo general consume el 70% del tiempo de 
trabajo del modelador. 

4) La visualización de resultados en pantalla es excelente no obstante es difícil su 
impresión a colores. 
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