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Presentacion

PRESENTAC[ON

El analisis explomono de datos es un conjuuto dc tecmcas que pemmcn un estud:o global‘

mis con’déida, y qmzns la més usnda. En termmos de n]gebm hneal la técnica cons:ste en

buscnr la descom osicién _spect de'unn mnmz, que leoncameﬂte es posmva deﬁmd'n .

aunque eTl CSISOS pl‘ﬂCtICOS llO snempre es nsl

Por otm pane en’ nﬂos rccxcntes, ha tcmdo augc una tecmca denommnda Proyeccxones .

l’erscguldns del inglés Prtyectmn Pursult ‘también . bnsnda en tmnsfommcxones lineales.

Aunque la iden de reahzar transformaci lineal teori tlcne ‘mucho tlempo, el
desarrollo recneme dc esta técnica se debe al ncelerndo avance que en los ulumos aﬁos se ha

tenido en el uso de computndoras cada vez mas potentes La tecmca de Proyeccmnes :
Perseguidas tiene como objetivo buscar ‘proyeccxoncs xnteresantes“ de los datos en alguna .
dimensi6n, usualmente dos, que permita vxsuahzar su estmctura leercntes deﬁmcmnes de |

lo qué es una proyeccién “interesante™ han dado ongen a plnnteur dxfcrenles mdlces de”

proyeccion, debido a lo cual, se podria’ iderar que en realidad Proyeccmncs Perseguldns




Presentacion

uuhu el paqucle SPSS arn cI caso de I tecmcn de proyecciones perseguldas la mayon'n de

los algonlmos propucstos se han desarrollado en el lenguaje de programa '7 :

mis recneute

{ 1994), lm des rrollado un progmma, en lenguaje C, de grificas dinamicas pnr annhsxs de

datos 1l iado XGobl, ,1' ado en el ambicnte X Wmdows bajo cI sns!cmu y pemhvo

UNIX, el cunl mc]uyc ln mstmmentncmn de varios algonlmos propuestos por. dlferentes

mvesugador "en rclacnon a esta, técnicn. En esta tesis  se uuhza e:tc'mf !

cjempllﬁcar la tccmca cn tres cnsos prnctlcos b

En base a todo lo'a

nor este tmb:uo de tesns estn orgamwdo dc ln forma siguient

En el capnulo l sc prcscntn Ia notacmu que uuhzarcmos n lo lurgo del'tmhnjo y algunos S

conceptos estadlsuco gcn 'nles tales como fi

ﬁmmones dc d ! |sxdnd Asnmxsmu se mlroduce el concepto de escalnmlemo de las'vannbles :

traducido del temnno mgles Sca/mg, y el de esfemdo de lns vnnnbles lraducndo del tennmo

mglcs Sphelmg Ln el cnpltulo 2se prcﬁcuta de mancra e‘(tcnsn In 1 “de /\nghsxs de

2



Presentacion

C es Principal iendo desde un breve bosquejo hxstonco, pasmdo por. lx'

wd v 1

descnpclon gcometnca, algebralcn y del calculo dlferencml, as1 como dlferentes usos que o

puede tener esta técnica en andlisis de regresion muluple entre otros nspectos nel capltulo R

3 se expone la técnica de Proyecciones Perscgui o1y .m,dn In"at del capllu]o e

enla presentaclon de algunos de los indices de proyeccu’)n mas conocxdos en relactou u esta
técnica, propuestos por ~ investigadores tales como Fnedmnn y Tukey, Huber'v Jones y‘ '
Sibson; Jee; Friedman; Yenyukov; Eslava y Marriott; Hnll, Cook, Bu_;n y Cabrern. En'el ]

capitulo 4 sc presentan tres ejemplos utilizando datos reales, el primero referente a medidas

de crineos de dos civilizaciones antiguas de México; el segundo ejemplo corresponde a la
regeneracion de plantas en la regién del amazonas en Brasil; por Gltimo se presenta un
'ejemplo en el cual se utiliza la técnica para clasificar un conjunto de virus a los cuales se les

han tomado algunas medidas relacionadas con restos de n de aminodcidos. Algunas

couclusidnés sobre los temas tratados se cncuentran en el capitulo 5. Finalmente, so
presemnn dos apéndices: el primero presenta los datos de los ejemplos estudiados'y el -
segundo las instrucciones del paquete SPSS para el Analisis de Componentes Pnnctpales asi ;

como una breve introduccion a la aplicacion de ln técnica de proycccxones persegmdas

utilizando el programa XGobi.



Capitulo 1. Introduccidn

CAl'lTULO l. [NTRODUCCION

1,
'

) ',' t ano estudio, los cuales pucden scr

quc su lamaﬂo es de " elemcntos s

1.2 Funclones de dlsmbuclon :

Consxderemos una vmablc x que mlde Iguna caractenstlcn de un objeto Sea f(v) la

propomon de vcces que a) arece la va able cn ln poblncmn de estudxo La funcién Jix) es

Hamada la funcxon dc deus nd de ln vnnnblc x,

Nétese que

donde M s el numcro de valores dlferentes dcx ]
Aunque en In practlcn es muy dxﬁcd quc suceda, supongamos que'x es una vnnnble que

puede tomar un numero mﬁmto dc valorcs cn(onccs se. debern cumpllr qué Ia serie infi nita

resulmnte sea convergcnte Es dec



Capitulo 1. lmmducqién

Z f (x,~) “ debera convergera 1
Con esta ldea se pucde deﬁmr uua nueva funcnou,‘llaméﬂa laﬁmclon de disin‘bucién, que

denotnremos por F C\-), como sigu

Comunmentc la funcxon F‘ﬁr) en el caso discreto y conunuo suele escnbu'se respecm'nmente

como:

m)- Zf,m

ti= a0
R [

la funcion de distribucién dében’z cumph‘rfque: .
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Zf:(x) F(w) F(—ao)—l

denotar por
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Si_a=p? se sustituye en la expresion para pf queda:

E(h(x1,%2,.0%, )); J' j'h(x,,xz, x p)dF

] —CD



Capitulo |. Introduccién

donde F(xl,xz,f..,xp) = P(Xl Sle,Xz $Iz;...,4\'p'5 A’p)'

1.4 Momentos hivariadbsQ Cdirarmnzn y correlaci

Consideremos que se han renhzndo dos medidas, x;, ¥ »en una poblacmu determinada. E}

momento bivariado p,. "az de oy

rededor de a se deﬁne como:

denotﬂdo por p(x,,x:), el cual se def' ine como;

o0 o
: I _[(xl = H1)(x2 ~pa)aF
Pl xp) = bl
o \/Hzopoz «° 2 *®
J‘(.\'l "].ll) ar .[(4\'2 —pz)ZdF
: —oo -0
_ CoV(x],X)
G102

donde @, y 6, son las desviaciones estindar de x; y x: respectivamente y — < p<l.



Capitulo 1. Introduccion

Notese que Sl xn= x; emonces p(x,,x;) —l Asimismo, si Xy # X pero ]p(x,,x;)! ® 1, indica
correlacion alta entre las dos vanablcs En sentido contrario si p(x,,xw) = 0 “indicaria no’

com:lacxon entre cllas

1.5 Cumulantes‘
Los momentos no son el inico conjunto de constantes que describen el comportamiento de
una funcién’ de distribucién. Los cumulantes son otro conjunto de constantes de este tipo

s dnd

son tedri e mis ltiles en algunas circunstancias especificas. En esta

cuyas prop
tesis seran utilizados en la construccion de un indice de proyecciones perseguidas lamado de
momentos, el cual se presenta en el capitulo 3. Formalmente los cumulantes univariados ,,

k..., k, se definen por la identidad:

kot kyt" _ uat? [ :
exp a0 ) =l+pit+ oY ek o +...‘

donde los momentos son definidos alrededor de un punto a cuélquiera
Kendall (1977, pags. 69-73) desarrolla esta expresién con el objeuvo de expresnr a los
cumulantes en términos de los momentos centrales, A continuacion se presentun en forma

explicita la expresion de los primeros 6 cumulantes:

kl =

ky =pp

k3 =p;3

ks =ngq =3p3

ks =us = 10p3p17 :
ke =g = 15papz = 10u3 +30p3
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De manera analoga parn el caso blvnnado Ios cumulanles esum deﬁmdos por Ia slguxeme

ldenndad

De nuevo Kendall (1977 pags 85 -87),

términos dc Ios momemos ccnlrales blvnnados A conlmuncxou sc prescntun algunas de estas

da las expresmncs exphcntas pnm los cumulantes en

ewprcsones
kiy=pi
kar=par
k3t =par—3pgoly .
kg2 = Ha3 = H20Mo2 'Zuzl,'l‘
k41 P4|-4P30H1

XN XN XNy
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Pan el caso de una muestra de tamnﬂo n,la expresmn es la tmsma y solo tendremos que

cambm Nporan. .
En el apamdo 1. 4 hablamos de lns cov:manus entre un par de vanables, cons:derando

ademis la vananzn de cadn una dc lns p'_va’ ables 6 co stmye Ia . atriz de covananza 5

[} P l N p2 0‘ P
donde oy es la covnnanza emre las vannbles iyjyparai ¢j y o5 = of Esta mntnz tiene la
caracteristica de scr SImetnca y posmva ‘definida. ‘

Asimismo, sc define la mﬂtnz de correlacién P como:

1. pra~
, -
p=|P2 .

Ppl1 p'122, ,

la cual tamblen es mmetnca y posmva deﬁmdn i
En el caso muesml deuotarcmos por x, la’ medm antmetlcn de ]n varmb]e xl, por cyla

covarianza entre dos vanables X, % y por ry In conelacxon. 'Explxcnnmente tenemos: . -
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Por lo tanto'si Ia nmtnzdc observaciones vniuéjslﬁ‘évlvcs"qs: g
X1 X2 Xy

L X1 X
35 G

Lo Xmz o S [

“vmu‘ést’r‘ﬂlés : dcn:otadns por Cy R

A menudo estaremos hab!

dcnomremos porA 'y A respcctw

En la seccién 1 2 se ‘presentd ]n‘lden de‘ﬁmcmn de. densndad de una vannble, la functon de

densidad teonca mns mponante pnra datos mu]u\' dos es la Gausstana o nomml

muluvanadn la forma nms usual de escnbxrla es

'e"f'(-iv)J 2k e#p{¥—<x - 'V(}c—m}‘
(27:)/ -

12



Capitulo 1. Introduccion

donde x es el vector de vnmbles pesel vector de med:as anlmctlcas y Z es la mnmz de

covamnzx Esta ﬁmcmn es muy unhzada ya que forma la base de grau parte de inferencm

del anahsxs multwana B . .
Otra funclon tebrica a la que nos refenremos en estn tes1s es lu Ilnmada x (Jl-cuadrada) En

el caso umvnnado esta dnda por ln expresnou' ;

donde = es una vanable ‘que denota ln suma de lo.- cuadrados de v vnnubles con dlsmbucmu

Gnussmna estnndar (medx =0 y vanxm A | l) y I‘ (x) es la funcmn matemnucu gnmmn

1. 7 Eshmaclon de dcnsndndcs

En Ia seccion 1.2 mtroduclmos el conc pto e funclon d4 15

casos pmcucos en los que § tmb a
ry ion de d iy

estimar dicha funcx

n unn muestr de la poblacmn no se conoce Ia

de dntus debxdo a lo cual es necesano ;

m odos de estxmacxon pnmcu]nrmente en ecsta

tesis, en el capxtulo 3 nos refenrcmos a estir ci de’ funci de densid da pnmr de -

funciones nucleo (kernel ﬂmction) entre otras La teonn al respecto se pucde consultnr en’ .

Sllvemmn (1986) “ Es com 1 denotnr por f (x) la estimacién de la funcién de denmdud :

O

1.8 Escnla ; ento dc lns varmbles

de medlclon Por ejcmplo, en un estudio donde se quiera carncten
adultas, con rcspecto a dos variables: la estatura medxda en metro Su_peso medxdo en .

knlogramos, se podria facilmente cometer el error de creer que ln vnmmzav de la vanable peso

13



Capitulo 1. Introduccion .

serd mucho mayor que la dc lu vamble estatura debldo a que Ias umdades son mis grnndes

en un vanable que en- ‘ tra Este hecho nos llevam a conclusmues erréneas al emplcnr

tecmcas de andlisis multwanudo eu paruculnr el anﬂhsns de componcmes pnucxpales Esla

técnica no es mvn

=3

e con respecto a Ia escnln como Sl lo es por ejcmplo la (ecmcn del

dc componentes pnnclpnles se

ebldo a esto amcs de emplear la 5

Es decir, si ongmalmeu e’se tlencn P vnnnbles xi, x;,...,k,,‘enlotices, s¢ define un" nuevo

conjunto de p vnrmbles medmmc 1a transformacion:

=],..0;

estas nuevas variables seran la base parn realizar el anilisis de componentes principales.
Nétese que la covarianza entre dos variables estandarizadas z,, z es igual a la correlacion

entre las variables originales x,, x; tal conto se demuestra a continuacion:

X% YjTXj X% Xj7A)

Jvar(x;) 'Jvar(.\‘ 7) =E JJvar(x;) \/var(.\‘ )

cov(z;,z j) =CoV|

=_..'_*l___5‘((x, —:?-)(x - §.))= _.M
Jvar(x;) ) fvar(x ) PO RT an(a), [var(x ;)

-cor;(\f,,xj)

Otra forma de escnlar a las vnnablcs es ln de estandanmr a las variables por el rango en

lugar de la desvmclon cstandar, lo ‘cual no parece tener mucha utilidad; una forma mis es
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cuando se usan estimacionies ponderadas de Ia varianza a fin de evitar posibles distorsiones

debido a la existencia de obscrvaciones abemantes.

1.9 Esferado de las vnrmbles
“Sphermg’ término que puedc tmdu irse como esfcrado de lns vanables es el proccso dc

una matnz no smgular, tnangular mfcnor

S| 1 ¢ represemun la matnz de los datos esferados, entonces obllgn a que la matnz de'

dxspcrsmn sea la matnz xdentldnd E:

aﬁrmncxon se pmeba a continy, cnon
Var(Y) L’Var(X)L L (LL')"L =L L"’L"L 1
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l’or lo unto se puede demr que la (ransfommcmn Y= L'X satisfncé lds ieqixgrimientos para

pos con:una estruclura deﬁmda al aphcar el proccso de esferado estos grupos se

dlstorsionanan (vcr ﬁgura 1)

Figura 1.En (a) ee muestra un conjunto de datos con una estructura definida en tres grupos.
que ul ser: elfendo- se dietorsionan, quedando como en indica en (b}.

Esta situacion ha sndo fuertemente criticada por Gower (Jones and. S’bson dlSCUSSlOll ';1

l987) La dxstorslon de ta informacién puede ser reducida si se consxdera que al uuhznr los E

compouemes pnnclpnles en la transformacion se mtroduceu vannbles

mformamun, por lo que n\ con5|derar umcamente los componentes qu ab b:m lu mayor '

.16~



Capitulo 1, Introduccién

parte de la variacion de los datos originales y desechando los variables redundantes el
problema se reducird, y los grupes podrin ser diferenciados ain en esta situacion,
Geométricamente podria decirse que los datos originales son transformados de tal manera,
que si originalmente tenian forma eliptica, ahora tienen forma esférica,

Para la interpretacion de ftados de la aplicacién posterior de cualquier técnica o indice

Ly

de prayeccion deberé tomar en cuenta el proceso de esferado de las variables, realizado

y esto no siempre es ficil; el esferado de las variables originales obscurece la

interpretacion en términos de las variables originales,
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CAPITULO 2. ANALISIS DE COMPONENTES PRINCIPALES

En este capitulo se describe una de las técnicas mis antigua del andlisis nultivariado de
datos, s¢ presentan tres enfoques diferentes: geométrico, algebraico y del calculo diferencial.

iales que se pueden realizar suponiendo distrib

Se presentan algunas pruebas infer
Gaussiana en los datos y se comenta el caso particular de cuando sc tienen variables

discretas. Se comenta sobre la utilidad de esta técnica en regresion lincal miltiple cuando se

tiene el problema de multicolincalidad

2.1 Introduccién y breve reseiia histérica
El Anilisis de Componentes Principales es una técnica que permite observar posibles
estructuras, si es que cxisten, en un conjunto de datos multivariados obtenidos de una

poblacion, cuya distribucién de probabilidades no necesita ser conocida. Es una técnica

algebraica-geométrica que no requiere un modelo estadistico para explorar y/o describir

estructuras o comportamiento de los datos. Es decir, no existe un objetivo inferencial, se

trata de una técnica expl ia que consistc en ob el miximo de informacién con el

(W]

tiene una

minimo posible de hipétesis. Sin embargo si se sup que la p
distribucién Gaussiana, la muestra observada podra ser utilizada para efectuar inferencia
estadistica a partir de pruebas de hipétesis que contribuyan a conocer la estructura de la
poblacién original.

Los primeros trabajos que se comocen, relacionados con la técnica de Anélisis de
Componentes Principales, se le atribuyen a Karl Pearson (1901) quien publicé un trabajo
sobre el ajuste de puntos en un espacio multidimensional 2 una linea o a un plano. Este
enfoque fue retomado por Hotelling (1933), quien fue ¢l primero en introducir el Analisis de
Componentes Principales tal como se conoce actualmente. El trabajo de Pearson se centraba
en aquellas combinaciones lincales de variables originales para los cuales la varianza no

plicada fiera mini Estas binaci forman un plano que es una fimcion de las

variables originales, en el cual el ajuste del sistemn;‘de puntos es el “mejor” por ser minima

18



Capitulo 2. Analisis de Componentes Principales

1a suma de las distancias de cada punto al plano de ajuste. El tiabajévde Hotelling se centraba
en el analisis de las que sintetizan la mdxima varigbilidad del sistema de

o

k‘P‘o} inspeccion de estas

observaciones; quizis a esto se le deba el calificativo de “Pﬁnéipal"

, que T fa mayor proporcién pos’ble de’ la i lhdad total’ entre el‘

L

conjunto de puntos, puede encontrarse un medio para clasxﬁcur 1) etectnr relncnones entre‘
los puntos. Jolliffe (1986, pag. 5-7) presenta un desarrollo,hlslonc_o mas extenso de esta

técnica. ) :
Probablemente en Ia lidad, de las técni dg’ alisis ‘multivariado, Ia_de ‘Analisis de

Componentes principales sea la  miés conoclda y por. ‘1o’ tanto ma usada' p‘nncxpalmenlc

como una lécmca explomona Los objeuj 08 mas‘ impor(anles del Anilisis de componentes

Pnnclpalcs sou‘ g ; :
-Gcnerar vannbles transfonmdns que puedan en ‘el cohjunlo original
de datos ‘ DICNE k

- Ayudnr a la rcduccmn de la dx

que se /eréti"estrudiando, como
paso previo para futuros andlisis. - fa

- Ayudar a detectar algunas de las variablé originale ‘i]ue niad;!an poca informacién.

2.2 Descripcion Geométrica

Dado un conjunto de variables ongmales Xy de un conjunto de objetos de una poblacmu, se

desea encontrar nuevas vambles y, que sean rotnclones de las ‘anteriores, para explicar mejor -
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realizar una rotacion de los ejes hasta lograr que el primero’ de cllos asimile Iz maxima
vaﬁnnu; esta rotacion en realidad significa un cambio de base, que debe cumplir ademas que
los nuevos ejes sean ortogonales. Si los nuevos ejes estdn definidos por las vnrinblejs,vl, yila

grifica dc las observaciones se veria como en la figura 1.

a3}

Figura. 1 Se observa un conjunto de observaciones originales en la cual la variable x;,
Presenta la mayor variablidad; ee realiza una rotacién de ejes de manera que el primer. eje
asimile la mixima variabilidad de los datos.

A las nuevas variables 1, y2 producto de estas transformaciones de las variables originales se
les llama las componentes principales y se puede decir que ¢l primero bastaria pnfa explicar
el comportamiento de los datos en un momento dado. En el caso mis general, si se tiene un
conjunto - de p-variables que presentan una cierta correlacion, entonces las primeros
componentes principales serin aquellos que sbsorban la maxima varianza de los datos,
Algunas veces el primero o los dos primeros componentes principales, ordenados con
respecto a la‘asimilacién de varianza, serdn suficientes para mostrar en una dimension o en
un plano  posibles estructuras y/o comportamiento de las observaciones. En términos

estrictamente geométricos, las componentes principales definen los ejes principales de hiper-

20
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ehpsoldes en un cspacm de dunensmn p, representandolos en formn decrecxente de acuerdo
i es, que pemutcu

asu magmtud Otro upo de mterprr-' iones de lns componente: pri :
aplxcar esta tccmcn en mvestngaclon aphcndn hian’ mdo cscntos por Rao (1964 pags 329-

358).

2.3 Dcscrlpclon Algchrmca ;
Supongamos una muestra de una poblacxon dc obJetos con N observncmnes dc p vannbles -

las cuales representnremos con el vectorx = (x,, X3, x,) El problemn conststc en encontmr ;

p variables: yy, y2,....¥, que sean combinaciones lineales de las vnnnbles x ,‘ y quea la vez no

estén correlacionadas linealmente. Es decir cov(y,. =0 para 1:51 Por lo tﬂuto qucremos

encontrar p° constantes ly, ij=1,...,p que sntlsf‘ugnn las s:gmentes ecuacxones

yi=lx+ 112x2+'j'+v11gf’p,

Supongnmos sm perdlda de generahdad que cada’ una de las vanables ongmales esnm

medidas alrededor de su medm es decir su medm es cero, lo que xmphcn que la mcdm de las
vanables y.r tnmblen sea cero Podemos establecer la condicién de no correlacmn de la

siguiente mxnera

21
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covaﬁdnza"muéstral :

Testricciones para los vectores que cohtienen’ d las

Se puede observar que se ueuen

constantes 1 s, lo cual lmphca quc sc ‘ gan varias soluclones que sat sfhccn la coudxclon de L

independencia rcqucndn Por Io mnto, a ﬁn d er unn soluclon umca pedlremos que los

vectores /s sean ortonormales es dccu‘ sc debc cumphr que:
Z 1 1 0,/ = lc
vk = 1 j =k
Reescribiendo el problema gix hotuéién mniricia] se‘tienev: :

x]
X2

En forma conipncln tie

las condiciones de

es decir.x = Iy lo que implica que I no correlacion de Ias y's se puede expresar como:

A
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E(v.v') E((L\)(bc)') E(Lo.'l') IE(xx’)l A
Por lo tanto se uene la xgualdad

sevea contmuucxon

6‘111111"':6')2_1/2; *

Caliy calpz +oev

Cotlts  Cpalia + v Heppliy = 1pdy

geneizando estas i se tiene: -

23
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(6‘1:-/11)111 + 012112 + ree +Clpllp = 0

czllu + (072 -,1,) 2+ ’+cz,,1,,. =0

escribir como

o bicn

ecuucnoncs

Io que implica plantear las ecuaciones:.
IC-Ad1=0 "parai=1,..p

24
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especnales, por ejcmplo dondc C=lcs dccxr'

1.i=j
con lo cual se t.ien_:e ta ecuacion curncléﬂstidh v .
W-an=0 ,
‘lo cual 1mphcu que A,—,l —J,,- I en cste caso se uene un numero mﬁmto de soluctones,

va"ﬂvf) /1/,

25
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Por lo tauto, se puede d q  del t tal de la vamblhdad de los datos, la componente

principal i explxca un porccmaje equivalente al bvnlor de la expresnon'

se puedcn obteuer valorcs cnrnctenstlcos negut:vos ] complejo Una posxblc soluclon a Ia

26
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problemauca de los cnsos fnlumtes conslste en susmuu'los por 1n medm o la moda de los

datos que se tle on respc' to'ala vamblc de ln que se trate, Otras soluc n mas drasuca

consxste en_eliminar el caso completo‘ del analms La decnsmn sobrc la posible soluclonv e

debera ser discutido con el mvestlgador del area de donde provnenen Ios datos

2.En eI cnso en que dos valores caractensncos 0 més sean |gunles la soluclou no es (inica.

3. La suma de Ios cuadradns de lns dlstnncms de todos Ios puntos a'su pumo medlo es 3

Como vunos amenormente c pnrte de un conjunto de vnnables X1 X3, .,x,, que determman

las medldas de un sujeto y se deseun encontrar tmnsl‘ormncmnes yl yeors y,, “de tal manera .
que se plantea el srslcma .
=+ 112X2+'-°+/1p.\‘p
Yo =l 4 Xty px,

p = Ip1x1 +lppxat ekl ppxp

con la restriccion de ortonormalidad para los coeficientes /'s:

27
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0j¢k
Z”Jl‘" {1 j=k

Considerando a los vectores

X = (X X200 :xp) )’li (IIIvIIZn-"v ,;)

se puede escribir la i-ésima componcntc pnnctpal como; |

.Vt—lix

Sin perdida de generalidad podemos suponc que‘ en ln componcnte pnncnpal i se maxmuza

la varianza. Es decir;”

Recordnndo que Ia e

susmucloh de CI: /U/'s

28
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es decir, /1 esel vnlor de la vananzn maxlma Entonces ln cmtldad que maxlmm al; Cl, es

A; quien es el vnlor mas grmde de los valores caractensucos

En general la k-é:lma Componente Principal 'de xes y;'y. cumple’ que . var(ys) .
para & = 3, aunque es bgeramente

realizari la prueba de esta afirmacion para el caso

mis comphcada se puede probar de form.'l oy similar,

Para el segundo componente pnncxpnl y= I; * su varianza 1°Cly se debe maxlmwu' con ln(”

restriccién de nonmlldnd L= y.con una segunda restriccion que es la no; correlacmn'

entre las dos componentes pnncxpnles es dec:r i

cov(yn ) =0 ..
lo cual implica que: BRSNS

cov(l %, %) = 1;"Cl 2 Al =2l = Al =0

“servir como restriccidn:

en consecuencia se tienen las s

maximizar es:
donde A y 4 son multiplichdorés agrang ' do con respeéto 2 Le igualando a

multxphczmdo esta expresmn por la xzqmerda por l‘vector I, se tlene

“ 29:
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ll 'Clz - ”l 'Iz -/Jll'll =0

como los dos primeros términos son ceroy ;% = 1 implica quc ;r() por lo cual se nene la

expresion

Cl; - =0 = Cl) = ﬂ.l,

Es decir, se tiene otro valor caracteristico para C, y como debe ser el mis grmdé,”(eiiembyé
que A=4; (no puede ser igual que A, porque implicaria que ; = 4, y &', = 0 lo cual
contradice la condicion de normalidad) con su correspondieate vector caractensuco l; v
Repitiendo este proceso hasta 1a p-ésima componente principal se encontrarin los vec;ores

caracteristicos {s, 4,..., §, de C, correspondientes a los valores caracteristicos s, Ao, i Ay

denados en forma d
Como se ve, se ha llegado a los mi ltados, los valores caracteristicos y los vectores
caracteristicos de 1a matriz C. v

2.5 Inferencia estadistica sobre los Componentes Principales RN
Al aplicar Ia técnica de Anilisis de Comp Principales, a ’-‘su;gén ‘d(‘)si st

problemas que describimos a continuacién.

de las

a) Saber cudles o

&

utilizar para la interpretacion y las que se van a desechar.

b) Si algunas variables u-',_,' estin alt

30
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i) Si 1a proporcién de varianza explicada por las primeras dos o tres componentes es d¢ 90%
o mas se pueden desechar las demis comp La decisién es subjetiva y puede ser

facilmente engaiiosa: una componente puede explicar mucha de la varianza pero mucha de la

: 4 4

informacion interesante esti en otras comp

i) Si algunas componentes tienen varianza por debajo de un cierto nivel hay que rechazarlos.
) -

Esta aseveracion no tiene logica alguna, por ejemplo, s que las p
les se calcul utilizando variables estandarizadas, si una variable es “casi”

pri
p p

independiente del resto aparecerd como una componente con varianza ligeramente menor

que 1, pero no hay razon para suponer que no aporte informacion.

iii) Realizar una grafica de i contra 4, con los valores caracteristicos ordenados en forma
decreciente. La grifica caerd hacia cero severamente para las primeros componentes
principales y después mis lentamente. Sin cmbargo puede ser que estén influyendo otros
errores aleatorios en las variables. Esta grafica suele llamarse, sobre todo en 1a literatura en
psicologia, “Scree Plot”,

iv) Realizar alguna prucba estadistica suponiendo dxstnbucxon Gaussiana en los datos

originales, -
Sc presentan a continuacion dos de las pruebas estndl cas mas conocidas que suponen
verdadero este supuesto. . -5}

A) Mardia et al (1979 pags 233-234) descnben un estadlstlco para probar la hipétesis de

oniponentes es igual que un

El estimador ml:xest(al de W, W, tiene ﬁn:n distﬁl;hqién Gaussiana con media Wy variahza
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- 2traza(X)
W)= —_—
(n—Dtraza(T)]
donde Z es I matriz de varianza-covarianza poblacional y

k
PR

i=l
M
i=1

Se puede estimar var( ), utilizando la matriz de varianzas-covarianzas muestral C con las n

W? - 2aW +a?)

a= conk <p

observaciones y los valores caracteristicos de esta matriz, es decir:

t=Cy traza():) Zl
. =1

S mliéstrales. Por lo tanto tenemos

Donde las /; son los valores caracten's!'

var(i) ——2—"—“2“—(9—2(172 2aW +a?)
L (n = ])[traza(C)]
En consccuénciﬁ; el"t:stzndisiiéo e ST

2 ‘=.W—W~N(o 1)

o \lvar(W

puede utilizarse para conslrmr st se desea, mtervnlos de conﬁnnza parn W como stgue’

W Z(] .y)\/var( SWSW+Z(l (y)\/var(l

2
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donde Z denota" gl_vél@rﬂ#’ la abscisa“en Gna distribucién Gaussiana, con una probabilidad

de f-a/2.

B) Se quicre’ probar, que:los l'llt'mios p-k valores caracteristicos son iguales, es decir las

Giltimas p-k componentes principales tienen la misma varianza. Barttlet propuso una prucba,

que en su hono llev‘ su'iiombre para homogeneidad de varianzas, también conocida comno

de esferecxdad et ldO‘ a que |mphcx| que cn las tltimas p-k dimensiones los datos estan

dlspersos eu una luperesfera y por lo tauto, el incluir una de las componentes en el analisis

debena 1mphcur ln mclusmn de todas las restantes, La hipotesis estadistica quedaria como:
Hoi A, =4,y = - = A4y

El estadlsuco pnrn csm pruebn de hlpotesns se obtienc por el método de la razén de

verosmu]xtud consldcrando quc Ia expresion
: _-2log(L) npla-1-log(e)]

se dxstnbuye aproxxmndnmentc como u.nn ¥ y donde.

Lesh razon deverosumhtud oni dlst. ion G 5si a multivariada

nes el tamaﬁo de la muestra

pel numero ‘total de vannbles obsewadns

ay g son la medlu an mética y geomémcn de los vnlores carnctenstlcos respectlvamente

Considemndo' dnicamente los altimos p- valores caracteristicos se tiene -

que son las expresnones pam la medm antmcnca: y la medm geomctnca de los dltimos p-A

valores curactenslxcos respecuvummte.Por lo tnmo el cstadlstlco de prueba queda como

' --21§g(L) =,:np‘[ao-1-'58(‘é0)‘] :
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La propuesta de Bartlett, cilaydo por Mardia (i979 pag. 236) es una aproximacion que ticne

[a forma: L LT

B a S
,—",) »’,'X.z(p-lx*:')(p-k-l}/.?
=\ Zo o

La dxsmbucmn de esta esladnsucu es asmtollca y muchos paquetes estadisticos la reportan

cuando se¢ uuhza la ru(ma de componemcs pnnclpulcs

Por otra pnrte Rno ( 1964) describe, la manera como el analisis de componentes principales
pucde scr uuhudo pam probar diferencias entre los valores medios de diferentes grupos de
mdxvnduos a trnvés del anilisis de dispersion, el cual es una generalizacion del anilisis de

Vﬂl’llll&ﬂ.

2.6 Componentes Prmclpales ¥ Analisis de Regresion

Consideremos un probl de regresion multiple, en el cual algunas variables mdcpendlemcs

presentan ¢l problema dc mulucolmealldad es decir existe dependencia lineal entre ellﬂs*

o

de- regresxon no -

Este hecho :trae como ia que tedri los

ya que.i
embnrgo debldo a ermres dc redondeo, muchas computadoras si los calculan y si no. se txene' :

d tonlad, 1

ser ia encontrar la inversa de una matriz smgulnr Sm

¥

in de este pr se llega a conclusiones erroneas.

Un metodo que ba demost do ser eficiente para evitar el problema de mulncolmeahdnd es

cl de sustmnr las vnnublcs ongmnlcs por las primeros componentes pnuclpnles, las cualcs
por constmccmn esum no “correlacionados entre si. Ademis puede ser que I exphcacnon de
Ia: vnnnb]e dcpendlcnlc seu mas facil de interpretar ya que el nimero. de variables

mdcpendxemes es mucho menor, lo que evita posible redundancia en la informacion. Jolliffe

(1986 pags 129-147) presenla una amplm discusion al respecto, demostrando ademis que

lns estxmadores del modelo de  regresion do las componentes principales no son
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insesgados, a diferencia de los estimadores cuando se tiene el modelo de regresnon con las

variables originales. También muestra que al mcluxr en eI modelo los ulnmos componcntes"

principales aumenta la varianza de los esumadores, pero, si hny una alta correlacnon de estosv, ;

con la variable dependiente se dlsmmuye el sesgo

27 Annllsxs de C tes Principales para varmblcs dlscrc :

1 ¥

En Ia construccnon de Ias componentes principales no se pamculnnu expl!cnamente en el
upo de vnnables que se estén manejando. Sin embargo, ;n la mayorin de las mvestigaciones
en’ que existe In necesidad de utilizar la técnica del Anuhsxs de Componentcs Principales, las
vanables empleadns son de diferente tipo: continuas, categoncas y/o dICOtOmICBS En un
caso extremo si se trabaja con variables continuas, sc puede suponer que las vnnables tienen
una dxsm'buclon Gaussiana multivariada, y aplicar por lo tamo' In parte de mfercncm wstn en

1a seccion 2.5. En el caso de tnicamente vambles d:cotomxcas nunque su mtexpretacxén es

mis comphcadu, la robusticidad del método pemme logrm‘ su’ objeuvo. ol de cncomrnr un

nitmero pequeﬂo de varinbles que cx‘plxquen el componamlento de las vnnnbles ongmnles

Alternativas similares al Anahsns de Componentes ‘P‘nncxpnle ; r, este np de

compoucmcs prmcnpnles no podra ser ut:llmdo “para. oblener esultados conﬁables Una

altemanva a esta mtuaclon esel Ilevar las vnnables ordmales a. vanables dncotémlcas Para

ilustrar, supongase que se’ tlenen “dos’ vnnables \‘1 y

dicotomica (tomn solo vnlores 06 l) y que ln segunda es ordmal (tbmn los valores 1,2 3)

La vanable x; se puede reparamemzar corno'

3s

x5, de mnnera que la pnmern es
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U si x3=2
0. si ¥p#2

1 SiT X3 =1

o”'con las variables "

puedc ser. unlludn ;

-Aunque es una técnica antigua, en los ulhmos aﬂos, con el desnrrollo de las computndoras

su aprovcchnmlento h sxdo cnnnlludo en gran medldﬂ en dlferentes campos de

mvcstlgaclon co no la blologm ln nmropologm la econouna, etc.

~La escula en la que se miden las vannbles juega un papel |mpommte yn que esta tecmca no -

es mvannnte ba_|o trnnsformacmnes solo en el casa de que todns las \ nnnbles se rmdnn enla

misma cscnln serd mmxlar utilizar la mntnz de covnnanzn que la de correlacmn. Encdso

contrario, se recomlcnda utilizar la mnlnz de correlnc' n.

-La interpretacién de los resultados dependera 4 del prob i, pecifico del que se lrate tal
coiuo se ilustrard con los ejemplos del cnpltulo 4. Enel apendlce Il se dan las mstmccnoncs a.
seguir para la utilizacion - del paquete estadxsuco SPSS con la técnica “de Anahsts de .

Componentes Pnnc:pulcs
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CAPI'I‘ULO 3_ PROYECCIONES PERSEGUIDAS

ldea de proyecciones perseguidas, como una técnica para

bjenvo,del capitulo es describir los diferentes indices o

funciones de ;;rbyecclop propu ‘os,”'y» desarrollados por diferentes autores.
3.1 lntroducclon :
, términos q pueden traducirse como proyecciones persegmdns, esel

edman Tukey”(11974) a las proyecciones que sirven pnrn mostrar. ..

“Prqlecllon pursm

nombre ns:gnndo por.
en una, dos y en algunos casos tres dtmensnones a travcs de proyeccnones lmeales,’

conjunto de datos que ongmalmcnte se cncuentm en dxmensxou p. Bl procedlmlento ﬁxe";“

sugerido ongmalmente por Krusknl (1972) y puede ser resumldo mediante : el sngmcnle

esquema:
1. Elegir la dimensién & < p, en dondc se realizara la proyecclén' usualmente se toma k—z
2.- Elegir un criterio, que generalmente esta asociado a una ﬁmclon objetxvo 6 indxce el cual
se va a optimizar, Se escoge dependiendo de los objetlvos que queremos que cumpln Este
paso es el mis importante y mas adelante analizaremos algunos de los criterios més
conocidos, v :

3.- Evaluar el criterio. La importancia de este paso va en relacion al cuarto, debido a que en

esta evaluacion se b los posibles puntos criticos de la funcion objetivo.
losg P il

4.- Comenzar con la mejor, o una seleccion de la mejor, proyeccion encontrada en el paso
anterior y usar un programa dc computo Gptimo para encontrar el maximo o lm'nimo local.
Tradicionalmente se utilizan melodos del andlisis numérico implantados en alguna rutma

escrita en algun I dc progr ion, Fortran.

&t

5.- Presentar graﬁcnmen!e la proyeccmn seleccmnada e mterprctaﬂa

Considerando estos cntenos y por lo cxpuesto en el capitulo 2, los componentes prmclpulcs ‘

pueden ser constdcrados como un “caso pamcular de proyeccmnes persegmdns, dondc Ta
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funcion objelwo se deﬁnc‘por ln proporclon de varianza que explica cada uno de los

componentes. En esie aso s¢ maxumm la funcién objeuvo

Figura 1 Tres pcsxhlen proyecc;cne- de. cuatro cnnjunto- de datos:con ducribucxén Gauseiana -
eaférica centrada- en lcn vsrticun ‘da .un tetraeda regular. 3

dntos por lo quc 1o quedn muy claro quc emsta scp acion dc los grupos Por lo lamo si cl
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criterio es buscnr estructurns de ngrupamlemo, Ias proyeccxoncs buscndus seran la primera ¢

la segundn
De acuerdo
aphcar I’ tcmcn de proyeccmnes perseguidas es proponer un indice o funcién de

l“ expuesto hasta el momento, podemos decir que o paso importante para

proyecclon ; Como'sé mcnclouo el primero en publicar trabajos en relacion a la biisqueda de
’mdnccs que penmtnn distinguir, en una dimensién acorde (una o dos), conglomerados de
puntos que ongmnlmcme se encuentran en una dimension alta fue Kruskal (1972). El definié
un’ indice dg »c[ondeusaclon, basado cn los coeficicntes de la distancia entre puntos, Sin
enl‘bér:gyo sﬁ‘nlgoﬁimo no se llevd ‘a Ia practica. Pocos afios después Friedman 'y Tukey
(l974), quxenes utilizaron’ por primera vez el término “Projection Pursuit” para definir este
tlpo de proyeccmnes, desarrolluron un nlgontmo para detectar caracteristicas sobresalientes

de los dntos Aphcnrou cste nlgommo para la separacién de una mezcla de 15 distribuciones

esfencas bwanadas La separncwu fue’ efectuada al aphcar el algontmo anslando uno o dos

grupos lleranva nte. Tlémpo despues, Huber (1985) examiné diferentes indices teéricos,

plantexmdo i6n .en los cuales estos indices  pueden . ser

desnn'o]lados Casn snmult eamentc se pubhcaron trabajos de Jones y Sibson (1987) en
donde se proponfa un criterio basndo cn la mnumiuclon de la entropin de Shannon, Otro

indice propucsm por estos mvcstlgndores esta ‘basado en el tercero y cuarto momentos de

los datos proyectndos. Por otru pnrle Jee ( 1985) comparo cuatro indices para Proyecciones

Persegundas yen mcular cstudlo uno basado también en Ia entropia de Shannon.pero

constderando est macxoncs delas funciones de densidad por medio dc histogramas.

Fnedmnn ( 987)' etoma sus investigaciones sobre proyecciones perseguidas, publicando un

amculo donde plamea un cnteno basado, en una medida de no-normalidad de los datos

proyecmdos, sulxdea cousistio en darle un mayor peso a las diferencias de la parte central de

las distribucioncique a las colas, estimando las funciones'dc densidad de los puntos

proyectados a traves de desarrollos en términos de polmomms de Legendre, Por su parte

Yenyukov 1988) proponc un indice basado en la entropm dc’orden 3, . ,B>0 con un
desarrollo basado en las separaciones grandes de I'ls estadxshcns de orden. Por otro lado
Eslnva y Marnott ( 1994) proponen dos mdxces basados en lns coordemdns po]ares de los
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datos proyectados en.un plauo, ¢l “Polar Nearest Neighbour” (PNN), que puede ser

traducido como los puntos vecinos en coordenadas polares mis cercanos y ¢l de Ia distancia

radial media (R) los cuales tienen el Db_]ellVO de detectar y vxsuahzar estrucluras agrupadas
de datos, Por otra’ pane Hall (1989) retoma la propuesta dc Fnedman argumentando
tebricamente cierta mestabxhdnd en el indice propucsto por lo’ quc propone una variante de

él esnmnndo las ﬁmCIOIIES de densldad a pamr de polmomlos de Hermite. En el mismo

sentido son lo trnha_w de‘ Cook Bu_]n y Cnbrern (I993) qulcnes publicaron un articulo

dondc anallmn lo§ fndlce basndos en polmomlos onogonnles propucstos por Friedman y

u)réel de Hall (llnmado Hermite) y el que

pmponen eﬂns mlsmos (llamado Natural chmte), quc entrc otros indices mis presentamos

en este trabajo de tcsls

Recnemcmeme Nason ( 1995)" Im desnrrollado un : mdlce para proyecciones -en tres
dxmcnswnc g : erahmudo ‘el mdlce de momentos propuesto por Jones y Sibson (1987).
En otro orden de xdcus ylmcncndo la smnhtud con Componemes l’nncxpales, antes de aplicar

algun mdxcc de proyeccxones pcrscguldns debe cous:demse la escala en I que ongmalmemc

se mxden lns"vannbles' Dcsde el indncc propucsto por’ Fnedmnn v ’I‘ukcy se nota esta

preocupaclon lo’ cual motlvo la mtroduccxon de un tenn 0 dc dlspersmn en el mdxce con el
En

dc esfcrado de Ias vnrmbles descmo en.

ubjem'o dc co ! rcstur el cf‘ccto dc In escnln' actunhdad Io comun es considerar

pnmero el pr e seccnon l 9, cuyn objetivo es

el dc ccntrar y dnstnbulr los puntos ‘en ung hlpe csfera a ﬁn de tencr vnnnnu unitaria en

t.ualquxcr dlrec.cnoh “mtites de ln aphcncmn de algin {ndlce de proyccclon persegmda.

conocidos actualmente.

En las siguientes secciones s presentan a]gunqs de los indices m
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3.2 Kruskal y :
Kruskal fue el pnmero en ‘prop transformaci lineales de un conj de datos a fin

Ade conocer sus estructums “El propuso un indice de condensacion el cual esta basado en

; nnacmn del valor de la distancia entre los puntos. Este indice es

estandanzx por ) coeﬁcxcnte de variacién de la distancia entre puntos generados por una

dlstnbuclén Gaussmna El indice dio resultados insatisfactorios al aplicarse a datos

mxﬁcnales, pesar de haber estandarizado las variables por el coeficiente de variacion. Sin
embargo’ sus trabajos sugirieron una mayor investigacion al respecto, lo que hizo que se

propusicra la idea de esferar los datos para usar este indice.

3.3 Friedman y Tukey
El enfoque para proyecciones perseguidas dado por estos investigadores consiste en
encontrar transformaciones lineales que den a conocer aspectos sobresalientes de conjuntos

di ia entre

de datos multidimensionales. E! algoritmo proj ) eStt'l basado en la
puntos y la varianza de los datos proyectndos Este algontmo se desarrollo para el caso de

proyecclones en una y dos dimensiones sin I1m1taclones teoncas sobre la dimensionalidad de

los espacios de proyeccidn; las hmuacxones son’ pmctlcas ya que los procedimientos de

optimizacion del indice son dificiles de calcular para ‘el caso de mis de dos dimensiones. En

¢l caso de una dlmcnsion proyectando en una lmea dc dlrer‘:cl‘on kel mdxce se define como:

I(k) S(k)d(/f) '
donde sk} es la desviacién estﬁndar de los d" os pro ectados cn In lmea de dtrccc:on ky
obrerk A51 s(k) esta dada por la

dk) es la “dcnsxdad local” despues de proyectarlo i

exp resién:

(- q)n
sty=| Dz (k) z(k))2 /(- 2q)n

i=qn

1/2
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donde
: Q=g
z(k)- Zz,(k)/(l—Zq)n ’
R Y T B S

con 2= total depumos o

zifk) = proyecc:on dcl l»eslma punto - de Ia dimension ongmal P en ln lmea de dxreccnon k

9= ﬁ"'°°‘°“ dc puntos (Ccrcan a cero) en los’ extremos de I lmca que son ommdos del
calculo de ln desvmcxon estand P B

Por otra parte

con U' l

J) es una funclon | legldA de tal forma quc

sea e!promcdm de (.\), es decu' es

Para ‘el cnso de dos di fones, el fndxce es deuotﬂdo

onde 7: y I} ifépfeéeﬁtm Ia

direccion del plano de proyecc:o el lndlce se deﬂnc omo
Ik =5(R)s(DAGD)

con s y d definidos igual que cuando se proyecta en una dimensién, pero con -

Fricdman y Tukey aphcnron ste lgon 10 do o de datos amﬁcmles de mezclns de

distribuciones’ Gaussmnus centrndos

los vemccs de' mple_yos rcgulnres y a dos coruumos
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de datos reales. Particularmente eval el comportamiento del algoritmo en una mezcla

de 15 distribuciones con media en los vértices de un simplejo en dimension 14; todas las
distribuciones tenian varianza unitaria. El algoritmo se¢ desarrolla iterativamente y
observaron que solo se separaban uno o dos grupos de datos en cada paso. Esto sirvié para
que los autores notaran la problemitica de llevar este algoritmo en la prictica. Originalmente
los autores desarrollaron un programa Fortran para su indice y en la actualidad también se

encuentra desarrollado en el programa XGobi.

3.4 P.J. Huber

El enfoque dado por Huber a las proyecciones perseguidas, es el de una metodologia para
encontrar proyecciones interesantes de datos originales en una dimension alta, p. Parte de
algunos argumentos heuristicos en los que toma como base el hecho de que una proyeccion
es menos interesante si la distribucion de sus datos es parecida a la Gaussiana; para
fortalecer esta afinmacién toma como validos los siguientes argumentos:

i) una distribucion multivariada es Gaussiana si todas sus proyecciones en dimensiones
menores son Gaussianas.

ii) si la proyeccién menos Gaussiana esta relativ cerca de una Gaussiana, no es util

observar otras proyecciones.

iif) para muchas nubes de puntos en una dimension grande las proyecciones en una
dimension menor tienen distribucion aproximadamente Gaussiana.

En base a lo anterior, et problema consiste en buscar una medida de la distancia entre la
distribucién original de los datos proyectados y fa distribucién Gaussiana. Con estas ideas en
mente Huber propone los siguientes indices: v

a) El primer indice llamado “cumulantes estandarizados absolutos”, definido como

a3
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donde z es la proyccc on de Ios dalos originales X en dimension Py knesel cumulamv. de

orden m, dadn por la m-és:mn denvada del logaritmo natural de la fuuclon cnraclensuca'

Los tres mdxccs toman su valor minimo’ de’ cero cuando Ios dams tienen distribucién

Gaussnana
Huber prcsenta lu dlscusmn tedrica pnm Jusnﬁcar estos indnces pero no realiza ningtn tipo

de dcsarrollo computnclonal Por otra parte cn su documemo prcscnla algunas extensiones

ersegu!dns lnles como provecclones perseguidas y regresidn.

proycccwncs pcrscguldas y esumac:on d(. densulndes, proyecctoncs perseguidas v series de

tiempo’ cmrc otra' N
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3.5 M.C. Jones y R. Sibson :
Estos autores enfocaron su trabajo de proyecciohes' perseguidas como la bﬁsqucda de

proyecciones lineales, vistas como funciones de distribucién que difieran lo ma$ posible de la

distribucién G i En ia, su- interés 'se comcentra en ln medxda de: la e

diferencia entre la funcion de distribucion de los datos proyectados y la Gaussmna Para :
medir esta diferencia analizan las limitaciones pricticas que henc el mdxce basado en el
negativo de la entropia de Shannon propuesto por Hubcr, presentado en’esta tesxs eu ln‘ :

seccion 3.4

Para la estimacion de la densidad, /z), de los datos proyectados, utihzan el concepto de

“kernel density estimate ", que podria traducirse como esnmnclon de densndnd del nuclco, fa

cual esta dada por la expresion:

1a cual se calcula ¢

supongamos que es Ff;,(x),' [ tonces el mdlce se calcula como

fin7erer @ = 13 iy
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En casos practxcos lo mis comun es que la Gnussuma cstandﬂr seu unhudn cormo la fuuclon

bwamdo central de los dntos proycclado los cuales se definieron 'en la secc:én l 4 de cste

lrabajo

Los indices de momentos toman ‘su valo minimo. cero; pnra cl caso en quc los datos

proyectados tengan distribucién Gnussmnn

Por otra parte, estos autores dedican gnm lmportancm al proceso de esferado de las

vamblcs, mencionando que debera rcnllwse ames de aphcnr cualquu:r mdxcc de

proy , dando alg; ahemalwas dc desnrrollo, mismas que fueron prescntadns en la
seccion 1,9 de esta tesis.
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Los investigadores aplicaron los iudices a un conjunto de datos reales, mostrando que la

técnica de proyecciones perscguidas puede revelar mas claramente la estructura de los datos

que otras técmicas multivariadas, tales como comp tes principales y anilisis de

conglomerados.

Una propuesta reciente del indice de en tres dimensi ha sido pr da por

Nason (1995). El autor utiliza conjuntos de datos artificiales centrados en los vértices de un

tetraedro para demostrar que e§t¢ indice puede ser \til para mostrar conglomerados. Por

otra parte aplica el indice para anali r imagenes multicspectrales.

3.6 R.J.Jee”'

donde fes 1a fi
o de“k

definida por: L
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Estos indices alcanzan e! valor minimo cero solo en caso de que‘la distribucion f sea
de prayecci perseguidas, los datos deberan

st od,

Gaussiana. Al igual que en otros

-}

ser esferados antes de aplicar el algoritmo.
Jec hace una comparacion entre estas cuatro medidas en modelos poblacnouales basados en

las de distribuci Gaussi tanto para proyectur dalos de dos a una dimension, asi

como para datos en tres dimensiones en el plano, A’ continuacion ‘se descn’ben algunas
caracteristicas de cada uno de estos casos particulares . o

a) Proyecciones en la linea.

Aol 11040
3

Il) Cuando el

indices son maxmuudos por proyecclones en'que dos dxstn'buclones se agrupan en una y la

tercer dlsmbucnon es separada a pnmr dc lns otros dos (ver figura 2).
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Figura 2. En {a) se presentan tres distribucionee Gausaianae bivariadas con media en los
vectores en los puntos (-2,-2), (2,2) y (2,-2). Al proyectar estos puntoe en una lfnea, los
tres componentesc se separan aSlo en el caso del fndice basado en la estandarizacién de la
informacién de Fisher, (b). En (c) ee utilizaron los otros Iindices, el de la entropla, el L,
y el Ly, los cuales enciman dos de las distribuciones.

a2) Se analiza el caso cn que el modelo poblacional se compone de dos distribuciones
Gaussianas esféricas y la mezcla nuevamente tiene proporciones iguales, ca_rac!érizatiés
porque una distribucién tiene como media el vector (-2,0) y matriz de varianza la identidad;
la otra tiene media el vector (3,0) y matriz de dispersion la mattiz diagdnnl(z 2) .iLa'

optimizacién lograda en estos casos es similar en los mdlces de Fxsher, Shannon, y Ly,

presentando en todos los casos un tportamiento’ imodal dc ls dl:u cién. Sélo el
indice L”, muestra el comportamiento bimodnl de la poblacton ; !

b) l‘royecclon en cl plano

El autor aplica los indices de mformacwn de Flsher y.el de 1 entropia ncgatlva de Shnnnon

PRy

consnderando alap

camctenzada Or 'ser. ot

opumlzar producen resuhados numencamente dxferemes su compona!mento es muy sumlar
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El indice de la informacion de Fisher da como resultado una prdj}cccién que muestra los -
cuatro grupos de datos. El indice de la entropia negatiﬁ 'de Shénnoix, nisevamente como en

el caso univariado, muestra una dxsm’buclon grnnde cntre dos pequeuas :
'de densidad de Ia poblacion. Ex

En el caso tedrico se utiliza el hecho de conocer la

la practica es necesario estimarla de alguna man ra, As1 como Jones y Sibson (1987) utilizan

un estimador de densidad de nicl (Aemel_ dem:ty), en este caso Jee desarrolla un

estimador basado en histogramas de ncuerdo ’a las ideas de Terrel y Scott (Terrel y Scon :

1985). Para la aplicacion a conjuntos dc datos realcs, el anclio / de los mtervalos de los :

histogramas se considera igual. Es decu' si'se tienc un conjunto’ de pun!os proyectados

{zs,....za) con funcién de densid ‘f su cstmmdor por medio de lustogrnmas es:

T #fz, [ty stt,
Fe=
“ nh

donde los t;, son los extremos de los intervalos

para ,l,.,SzSi,

Entonces ¢l estimador del indice dé la éiiu«;;)ia negativa'de Slﬁinhpn es:

@In(f@Ndz

Por su parte, ¢! indicé'éfstaﬁdaﬁmdo dela infonnéciéﬁ de Fishér esta dado por la ekpresiéh:

T="7 I;E o+ ey + )

dondq nesel nﬁmero'dé puntosen’el i-ésimo intervalo.
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Estos estimadores son evaluados para diferentes tamaiios de muestras con conjuntos de
datos simulados, comparindolos con los resultados del indice tedrico. Se observé en las
graficas que el indice de entropia aparentemente presenta una ripida convergencia.

Los indices se apli a dos conjuntos de datos reales. En uno de ellos los indices de

proyecciones perseguidas revelan estructuras en los datos que no son detectados por
componentes principales. En el otro las proyccciones perseguidas no revelan mas

informacion que la mostrada por componentes principales.

3.7 J.H. Friedman
Continuando con sus investigaciones en tomo a las proyecciones perseguidas, Friedman,

retoma la misma idea de proyecciones perseguidas como la bisqueda de proyecciones

interesantes, definidas como llas donde la funcién de densidad de los p

q

proyectados difiere mas de la funcién de densidad Gaussiana. Sin embargo, en el desarroflo
del algoritmo, estas diferencias son mas importantes si se dan en el centro de las
distribuciones que en las colas. Al jgual que en los criterios presentados anteriormente los

datos deberén, previ ealp , ser esferados. Denotando como siempre los datos

dai,

proyectados por la variable z, Friedman propone la transformacién de estos datos por medio
de la expresion: )
T(z)=2d(2) -1

donde @ es la funciéon de densic_!ad ‘Gaussiana estindarizada acumulada, definida como:

- Con esta tr;ln_sfonm»(‘:ién”s .dgly'n‘:' qué[T‘ toq{é valores en el i r\(ilb [;l;l] ¥ como  tiene

distribucién Gaussiana, entonces 7. ¢ e una” distribucién uniforme. Por Io ‘tanto, Ia no-
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nomualidad de los p punt proyec dos z, impiica no-uniformidad de 7. La medida de no

uniformidad porr dman es:

con f, la funcién de densidad de z, ¢ es la funcién dc denstdad Gnussnma y t‘D es la inversa

de Ia funcién de densidad Gaussiana acumulada,

52

Ura estimacion de esta fi de deusidad tedrica se construye medmnte ln expanslon dc

JKT) por polinomios de Legendre, truncando ln suma al orden J Con base a esto lav

propuesta del indice es la siguiente;

l(a)—-Z(zm)Er[P,m]

donde los polmomxos de Legendre estan dcﬁmdos por

BM=2 {017 - (- DA
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El indice al su valor minimo cero, I T tienc, una dun:ribucxon uniforme, pero

como se esta usando un indice sproxnmado, en reahdad la chsmbuclén \nnforme no es lav
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Por otra pme Cook, Buja y Cabrera (1993 pags 225 250), proponen nuevos mdlces

Estc mdlcc ha sndo progmmndo en el

dcld:_ 1 dedlst-
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fl(x)—zN(Ol)+ N(a, 1)
d ‘.""fz(x‘)_ {N bl)+N(Ol)+N(b )

sausfncen la demgualdad

Por lo tanto, funcionan mejor las proy ‘que las proyecciones trimodales

cuando se usa el indice basado en la entropia of ejemplo en Ia mezcla de cuatro
distribuciones esféricas Gaussianas con centro enl vémces de un simplejo regular, como
en la figura 1 de este capitulo, el indice de eutropi de rden dos, es maximizado cuando

dos grupos estin sobrepuestos.

3.9 Eslava y Marriott

Estos investigadores proponen dos indices b en las coord

q 1

p de los p

proyectados en un plano. Suponen que cgéo‘ de esferado de las variables se ha

realizado previamente, por lo que el centioidé de los puntos proyectados sera la proyeccion

del centroide de los datos en la dlmenS| y Ia proyeccion sobre cualquier radio tiene Ia

misma varianza. La seleccién de cjes pa las prbyecmones es irrelevante ya que cada punto

se definira en coordenadas polares (r,O) ,' El radm es invariante bajo rotaciones en ¢l plano, lo

cual implica que las estadxsucas estaran basadas en la distribucion de 0 en un circulo. Por lo
T
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tanto, las proyecciones interesantes tomaiin como base la mcdiﬁa'dg no-uniformidad, en la -
distribucién de 0. Esto sugiere un criterio. i G

Una medida conveniente de no-uniformidad en el circulo es la distancia media, mimma entre

los vecinos mis cercanos en coordensadas polares (PNN), (en’ nglés mean Péld(:'Néizrést ‘

Neighbour distance), distancia que sc define como :
1 & PR
P=— X minf6; ~6;-1118; = 6;

i= S

donde

tanb; = -—’—2-

(z,|,z,2) son las coordenadas cartesianas pnra el i- ésimo pnnto proyectado i= I,. wmy

0¢=0,,, 0,=0,, con 0,,...,0, ordenados. El numer los conslderados, m,-. serén

aquellos que cumplan que su distancia radial desde el éngen‘sen mas grande que una
proporcion o de la distancia radial mixima rw... Es decir el i-ésimo punto seré considerado
s0lo cuando se cumpla que 7; 2QFmar dOnde rpay = mdx{r;,...ra} y 0sa<l. Este se puede
calcular muy ficilmente, ya que los valores de 6 son ordenados ripidamente en una
dimensién. El mimero de grupos a formar puede ser de cualquier tamafio, desde dos hacia
arriba, pero generalmente con mas de cinco grupos, este criterio tiende a sobreponerlos. El
miximo valor se da para una distribucién uniforme alrededor de! circulo.

Algunas limitaciones de entrada son: cuando se tienen observaciones que de antemano sean

interesantes y que se encuentran en un anillo, no serin detectadas.

Otro criterio propuesto se basa en la varianza de la distancia radial ﬁ definido como el

promedio de las distancias de cada punto desde la medis, es decir:

‘M=

=13,
n.

1

i
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donde 4} = \!z,-z| + z,-22 parai=i,.ny (zlhzi2) son las coordenadas cartesianas para el
i-ésimo punto, '_ ’

El miximo de R corresponde al minimo de la varianza de la distancia radial: como se ve a
continuacion:

n 2 n _ =
var(r =-I—Z(';~—R) =%Z';2-—R2=2—R2
h i=1

i=]

se ha considerado que los datos fueron esferados.
La practica ha sugerido que se obtiene una gran ventaja si los dos indices descritos
anteriormente se utilizan simultineamente. Es decir, s¢ calculan ambos y aquellas

proyecciones que optimizan uno de ellos o ambos simultineamente son interesantes.

3.10 P. Hall
El autor p una discusion tedrica ref al indice prop por Friedman (1987),

presentada en la seccion 3.7 de esta tesis, retomando el estudio de indices de proyeccién
mediante la estimacion de las funciones de densidad por medio de funciones ortogonales.
Critica el indice de Friedman, ;:l cunl se basa en el desarrollo de las funciones de densidad en
términos de polinomios de’Leééndl;e, mostrando que éste presenta una gran inestabilidad en
las colas de la funcion de densidéd y por fo tanto argumenta que no es una buena medida en
general de la desviacion de la densndad Gaussiana que tienen los datos proyectados.

Por lo tanto, Hall propone otro lndlce de medxda de desviacion de los datos proyectados de

1a densidad Gaussiana mediante el indice siguiente:
. ) : i
A= j (r@- ¢(z)}2

donde /12) es la ﬁmclon de densldad de los datos proyectados y $(2) es la funcién de
densidad Gaussmna
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Hail prop el d lo de las funciones de d sid ‘\pof’médio de los polinomios de

Hermite, por lo que el indice queda como:

1= Za, ——a0+2J—

donde a; es el valor esperado de las funciones de Hermite /i(z).

La estimacién del indicc para el caso muestral en el que tenemos 2 observaciones esta dada

por:
L 2 2
o . R 1
= - J -
Im Zoal '—a% o+ 2\/1?
i=
donde
n
P :
4 'anf'{ 7
El autor prueba que el empleo de polinomi 4de Hennile ayuda a pondcrar de mancra

pesada las colas de la distribucién de los datos- por el termmo e ‘lo que, pemnte

solucionar la pnncxpal objecion al indice propuesto por Fnedman 0 se reporta la puesta en

indice de Hermite,

3.11 Caok, Buja y Cabrera

de densidad de los datos proyectados se reahu una ex tcrmmos de los olmomlos

de Legendre, basados en la distribucion uniforme.’ Los investigadores’ pnrtcn por lo tanto de "~

la idea que, una proyeccion mteresxmte de los dntos sern aquelln enla’ que su funclon de

densidad este lo mas alejudu de ln densndad Gaussmna denotada por ¢(z)
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Los autores gencrahzan el mdxce propuesto por Friedman, considerando una transformacion,
cstnclameme monotonn T 91’—).‘71’ de la variable aleatoria z, tal que y = 7(z). Denotan como
JG ) ala ﬁmcmn de dens:dad de los datos proyectados y como g(3) a la funcién de densidad
de los datos transformados bajo 7. Considerando que la version nula de la densidad de f7z)
es ¢(z), y denotando por (y) a la versién nula de la densidad de g3y, definen una familia de

indices como:

fg(y) w(y) w(,v)dy
n ; .

Considerando la transformacion 7' ( ) = 2¢( ) l se uene el mdxce propues(o por Fnedman
Hamado e! indice de Legendre debldn a Ios polmomlos uulxzndos en su esnmaclon
Encontrando Ia transformacion mversn para obtener el mdnce en témnnos dc los dnos

originales prayectados, la transformncmn mversn queda como:

7@ 6
I{T'(z) r'(z>} e

6@

= [{f(2-6=)2
I{ ) (T'(z ))2

Considerando Ia transformacién propuesta por Fri dman este dice se transforma en:

Se  observa que, n»....:.‘ !
fluctuaciones de la dlstn'bucién

1/é(z) pondera hacm am’ba l

muy sensible a lns dxferencms de la normahdad ‘en las colas cie f(.) Sin embargo el problema

e
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PTE)

por una expansion finita de

es mas teorico que practi ya que la -c' a i6n es e
funciones. Este problema ya hnb(a sndo detectado por Hall (1989), lo que motivé que
propusiera un indice lltemmvo el cual pane de constderar 1a igualdad

o
(7‘(«»2

Despejando T'(z) queda:- :

wm

Por lo cual podcmos cons:derar a T(z) ‘como una aproxi ‘ﬁ‘ 1a distribucién Gaussiana

con vnmnza 2 Es dectr. i

por lo tanto el nuevo indice, como s vio en la seccion anterior, queda definido por:

fo [y ey

el cual es llamado el indice de Hermtle porque esta bnsado en los polmomlos de Hermite

mis natural que la de Haﬂ, Io cunl dn lugar ala propuesta del sxgmente mdxce B

e fre e e
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Los autores lo denommm mdlce Namral de Herrmte debldo a quc al lgual Que ‘el de¢ llall, )

esta basado en h expansmn dc 1) por polmomlos de Hermne

La optimizacion dereste' indicc s realizado par‘tii"de‘ln 'ex‘pah‘s‘iéynf qu'hoiinbmios de

donde

Los coeﬁclentes b/ fucron cal

778) qucdando como

i
,:221-0-] b21+l—0 1—012

Como los a dcpenden d’ fﬂ. A deberan esllmarse pam poder estmmr P Remterpretando a

como una esperanza ma!cmancn se uene ’
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= E(pi(2)6(2)) -

lo cual conduce a la siguiente estimacion obvia del muestréo;

n S
G=1d nE G ‘
24P

Por lo tanto la estimacién de IV ¢t do a M términos es: -

Los autores desnrrollnrnn este fnd:ce en un programa especml de Proycccxoncs Perscgundas :

llnmado XGobl, y dc acuerdo al objeuv de uscar posxbles‘ strucmras en los datos g

concluycron que los valores mas mteresuntes para M son_cero ] uno
Bajo estas condiciones encucmran los valores 6ptimos parn el caso de uno y dos termmos :

del indice estimado. : -
De mancra similar al de una dimension, estimaron el indice Natural de Hermite en dos

dimensiones, tn do polinomios hasta M términos como sigue:

4

iN " 2
M= Z(ay' =by)
1,j20,4+jS M

Este indice esta desarrollado en el programa XGobi con el nombre de indice Natural de

Hermite.
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3.12 Comentarios

-El objetivo principal de la de proyecci perseguidas es la de encontrar

A

proyecci que ay a la estructura subyacente en los datos multivariados,

particularmente, por ejemplo, conglomerados de puntos.
-Tradicional las proyecci mas inter son las que se realizan en dos

dimensiones, Sin embargo con el desarrollo de computadoras mis poderosas no se descarta

la posibilidad de realizar estas proyecci en dimensién tres, tal como lo indica el trabajo

de Nason (1995) quien ha desarrollado un algoritmo para encontrar proyecciones en tres
dimensiones generalizando el indice de momentos propuesto por Jones y Sibson(1987). Las

proyecci en una di ion mids que un interés pracuno tlenen un interés tebrico debido

a que su estudio puede ayudar en la seleccién de cmenos convenlcnles en el caso de dos o

tres dimensiones,

-El -specto mis mportunte dela técmca de pmye nes erse uldas es el de la scleccmn;]

Ios datos proyectndos Lo siguicnte es la mancra de estimar las ﬁmcxones de ‘densidad” de los'

dutos proyectndos que como hemos visto existen diferentes maneras. Todo lo antenor hace %

quc se tcngn unn gran variedad de proyeccioues de los datos.’

- Conmderando que el método de proyecciones perseguidas se b'lsa en la opumlmcmn' de los :

indlces de proyeccmn debera considerarse que no resulta facil cncontrar puntos opnmos .
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globales y muchas veces solo se encuentran puntos 6ptimos locales aun sin saberlo. Por lo
tanto se recomienda realizar mis de una proyeccién a fin de tener un panorama mis amplio
de la estructura de los datos.

- Es recomendable aplicar las técnicas de proyecci perseguidas iterati Es decir,

puede ser que al aplicar una vez la técnica se consiga observar algunos conglomerados de

puntos. Sera necesario aplicar la técnica en cada uno de los conglomerados a fin de observar

1 4

posibles estructuras suby es en los congl|

=3

- En un principio, un punto importante para aplicar la técnica de proyecci perseg;

era producir un algoritmo que pudiera desarrollarse ficilmente en una computadora ya que

hos dc los prog realizados involucraban una gran cantidad de calculos; esto

dificultaba que se pudiera trabajar con conjunto grandes de datos debido a las restricciones

que p ban las doras. G 1 ¢ los algoritmos se programaron en lenguaje

Y

Fortran.
En la actualidad se cuenta con un sofhvare computacional llamado XGobi desarrollado por
D, Swayne ’D Cook y A. Buja en e! instituto Bellcore (1994) donde se han desarrollado

dnez indlées d proyeccmnes persegmdns de los cuales cinco han sido descritos en este

) Fnedman y Tukey (1974), el indice de entropia propuesto por

_y pocos puntos en'cl chntro, el mdxcc'

Cenrml Mass lscﬂado pnra pro) ¢ mnes con alta’ conccntrncion de puntos en el

centro; y ﬁnnlmcntc el fndlce SA wress, el cu'll responde a proycccxoncs con dlsmbucmn dc‘

datos asnmet‘ cos En el cnpnulo 4 se presentan 3 ejemplos de apllcncnon en los cua]cs pnrn

facilidad nos rcfcnremos a estos indices con ¢! nombre asignado en XGobi.
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Este sqftware trabaja cn computadoras que funcionan con sistema operativo UNIX, en un
ambiente X-Windows. Para mayor informacion hay que comunicarse a la direccion
electrénica: dfs#bellcore.com del imstituto bellcore.

En los ejemplos presentados en el cnﬁitulo 4 sc muestran algunos grificas de proyecciones,
utilizando este programa.

-Es importante recalcar el proceso de esferar las variables que debera realizarse previamente
antes de aplicar la proyeccion de los puntos. El objetivo es garantizar la invarianza de la
escala, evitando aspectos que no tengan que ver con la naturaleza elipsoide de los datos.
Desde la propuesta de Friedman y Tukey sc tenia esta preocupacion, debido a lo cual su
indice contiene un término de dispersién,

- A continuacion se presenta la tabla 1, a wanera de guia para consulta ripida, en Ia cual se
resumen los indices teoricos de proyeccion presentados, la referencia bibliogrifica donde sc

publicaron y el soffware en el que se desarrollaron, si es el caso,
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Tabls 1. Indices de pmycccnn por ntur

(1987). What is projection
pursuit? (with  discussion). b
Journal of the Royal Statistical

Society, serie A No. 150,

Nil Autor/Afio/Refe Fonmh de lndlce i~ Términos en el indice - Software .

1 Kruskal, JH. (1972). Linear IndtcedeCmd:nmm S . {No se implemento
transformation of multivariate i :
data to reveral clustering In
Multidimensional scaling:
theory and applications in the
tbehavioural  sciences. Vol
I{eds. R.N. Shepard), London:

Seminar Press ‘

2 Friedman, JH. and Tukey, J. {a) 1(k) = s(k)d(k) A-gin = Programa Fortran
W, (1974). A projection [b) I0k,)=s(s(dlk,} .v(l)=[ i(:,(n—ik»’- 1Q-2qpm ‘ B
pursuit algorithm for togn
|exploratory  data  analysis. _san
IEEE Trans. Comput., 23. - k) zlzlj(r,j)mz-ry)

. izl j=

3 Huber, P. J. (1985). Projection a) L6 ] R Los ka(2) son los cumulantes de orden m.  |No se
pursuit (with discussion). Ann. = " mz implementaron
Statist.. 13 C10) :

b) 2[( L)
0=olf ( 7@ o
) 0= J'ln[f(z)y(:)d.-ﬂn[o. Bre] o R
4 Jones, M.C. and Sibson, R. : ‘. {Losk’s son los cumulantes de los datos. . |Programa Fortran
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5 Jee, R. (1985). A study on FiG) PR : - #(2) es 12 densidad normal estindar. {Programa Fortran
projection pursuit methods, o= “'j(f(z)f()& 1 A T T T SRR ST SR B
Ph. D. thesis Rice University, , :
US.A o "’Q f'ﬂ[f(-

6 Friedman, ) -~ H... (1987).
[Exploratory projection pursuit.
Journal American . Statistics.
Ass,, 82

= ; |Los Pi(T) son los pnlinqm’xmde).egendre.: Programa Fortran

2 e
- tapy: ZQ/+MZ[P-(n)]+l-Zm+n§ﬁa(rz)l+~ ,

~ZZ(’/+1xzk+nF’[r,(r.m(rz)]
jxu-l .

7 Yemyukov, LS. (1988).
Detecting structure by means
of projection pursuit. In
Compstat 1988 (eds. D.
Edwards and E. . Raun).
Physica-Verlag Heidelberg for
1ASC.

Iy éu‘:‘_[j(;)'f“dk Lrrie “‘ .. {Paraf >0 - X Nogimplemenln

© 67




Capitulo 3. Proyecciones Persegnidas

8 Eslava G. and Marriott FH.C.
(1994). Some Criteria for -
prajection pursuit, Statistics
and Computing, 4, pags. 13-
20. Vo

: .. {i-ésimo punto proyectado -

(r;, 8) son las coordenadas polares

Programa Fortran

9 Hall P. (1989) Polynomial
Projection Pursuit. The Annals
of Statistics, 17, pags(589-
605)

-0,

¥z) e la densidad normal estandar,

Nose implememo

10 {Cook., Bujay Cabrera (1993).
Projection Pursuit Based on
Orthonormal Function
Expansions. Journal of
Computational and Graphica!
Statistics, Vol. 2, No. 3.

* = [Ur@- e e

> 1 ¥(2) es la densidad normal estandar.

| XGoti -
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CAPITULO 4. APLICACIONES

Con ¢l objetivo de ilustrar las técnicas de analisis de” comp

proyecciones perscguidas, en este capi se p an tres ejemp

el segundo corresponde a medidas tomadas en una region del Amyazo’nas’

manera que sc da la regeneracion de plantas; finalmente se p un

con un conjunto de virus.

4.1 Crineos

Algunas civilizaciones antiguas en México tenian la co. bre de p ’destmq s recién *°

(%)

ha'éerl tal -

5 para ser dotes, guerreros, gobemantes, etc. Una f‘form

ticab cierta deformacion cr mediante la coldcacién dét

¥

similares,
El objetivo de la investigacion es establecer si tnl de
craneanas. Estadisticamente se traducé en “estable

poblaciones de craneos,

Aunque existén hxédicos y antropiélogos crineos

ite las

medxdas de todo el cuerpo humano y en nitjc{xlaf del craneo. En-base a esto, ¢l
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Departamento de Antropologia Fisica del Instituto Nacional de Antr(_ipdlog,ia e Historia ha
disefiado un instrumento para recolectar la informacion referente a las medidas del crineo
humato. ; =

En cada crineo se manejan 46 medidas subdivididas en crineo c‘:ei‘ekbnl,‘ crineo facial y

mandibula. Sin embargo, en reuni con antropdlogos fisicos nos dimos cucnta que, para

de estas medid son'r dundantes debido a que

h

el objetivo de la investigacion,
algunas o miden lo mismo sdlo que por pmes [} bxen ‘son - medidas altamente
correlacionadas. Por otra parte, muchas de las medldas “de ln cedula corresponden a
diferentes indices obtenidos a partir de algunas medidas bgse. _Ppr lq tanto, conjuntamente
con investigadores del area de antropologia fisica, se deteminé'ut@f cinco variables para -
el andlisis estadistico, las cuales se consideran basicas para déterininai las caracteristicas de
un cranco. A continuacion se presentan estas cinco variables y su gniﬁcadd fisico.

X1 = DIAMETRO ANTERO-POSTERIOR MAXIMO

X2 = DIAMETRO TRANSVERSO MAXIMO

X3 = DIAMETRO BREGMA BASION

X4 = DIAMETRO BIZIGOMATICO

X5 = DIAMETRO NASIO-PROSTION i

La figura 1 ilustra cada una de estas medidas en los craneos. Los da!os ongmales se -

presentan en et Apéndice 1 de esta tesis.

Figura 1, Medidae an los crénecs.La. variable %4 es la anchura de 1a cara.

e
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Debido al estado de conservacién de los crineos sélo se obtuvo una muestra compuesta de
55 casos, correspondiente a los craneos que estaban menos deteriorados, de los cuales los
primeros 30 casos corresponden a la poblacion de Cholula y los restantes 25 a La Cueva de

la Candelaria. Sin embargo, existen craneos en los que fue imposible tomar alguna de las

medidas, por lo que 11 datos fal repantidos como sigue: un dato corresponde '

a un caso de la poblacién de La Candelaria en la variable X2; tres datos son de la poblacion
de Cholula en Ia variable X4, siete datos son de la poblacion de La Candelaria en la variable

X4.; se decidié, conjuntamente con los antropélogos, sustituis estos datos faltantes por la

media dc la variable y de la poblacion a la cual corresponde el caso.

En la figura 2 se presentan las graficas de las variables individuales tomadas de dos en dos,
en las cuales sc observa cierta separacion de los grupos de crincos en algunos casos, por
ejemplo en Ia grifica de X1 vs X2, y en otros la separacion no es tan clara, por ejemplo en
1a grafica de X3 vs X5. W

X
2
X
3
TIPO
o "X
° - LaCandelaria 4
< .Cholula
X‘
5

Figura 2. Grdfica de las variables originales X;,
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4.1.1'Anilisis de ‘C‘i)"liipo'xviébte‘s ﬁingipales" )

En pnmer lugnr se realizd un nnahsxs de cumponentcs pnncxpnles con el cual se obtuvieron

los sagulcn!es resultad

5 nicdmnte el uso del programa SPSS

.loooz";

Tabla 1. Vﬂlcrgs carac:ar(aticos Y pnrcent:je d= varianza explicado por cada componente.

Se puede obsewar que es suﬁclcntc consnderar tres componentes principales para explicar

cerca del 90% de la vanacxon total de los datos. En la figura 3 se presenta una grifica de las
componentes prmclpales ordenudos en forma decreciente, contra su valor, es decir la grafica

denommndn Scree Plot, En esta grafica se observa que Ia caida mas pronunciada se ticne
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hasta las primeras tres componentes.” Este criterio grifico se utiliza cominmente en ¢l drea

de Psicologia.

20,

~o-—mcoeq-m

2

: Niimeto da Componante

Taplz 2, Correlacién entre los.componentes principales.y las variahles originales,

graﬁca correspond:eme en ln‘cunl obscrvamos que ‘existe una alta correlacion de las
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variables X1 y X2 con las dos componentes principales, teniendo una mayor correlacion la
variable X2 con la primer componente y la variable X1 con la segunda componente. La
varisble que presenta menor correlacion con las dos primeras componcntes principales es Ia
varisble X5. :

Circulo de correlaciones

11

Xz :§.o8
U ’§'°15 :
-1 VY
Siio2
te - S
- 05 % p2@ 0§ i1

Componente 2 | .
oY -

Figura 4. Correlacidn de la variables originales con las dos primeras componentes.

Por otra parte, una grifica que permite observar la estructura de los datos en un plano es la
correspondiente a Ia de los valores de pares de componentes principales para los casos que
componen la muestra. La figura 5 muestra la grifica de los dos primeros componentes

principales, los cuales explican aproximadamente el 73 % de la variabilidad de los datos, en

Ia cual se observa la separacién de los dos grupos de crineos. Esta grafica nos proporciona

elementos para afirmar que la hipétesis antropolégica de que la deformacién intencional de

los craneos si afecta las medidas cr les es verdadera. Por otra parte se observa un punto

que se sale del comportamiento general de los demas.
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C .2 N
0! .
m ¥ LA
Pt o L x
o ooy, :
F3 B S
n £o g0 1t R
. a0 0 PRI
oy . : ]
T L R
3 oK .
el ) PR, R
1.7 ° LA L3
2 R A e : Poblacién
B KR S ST e Candeea ¢
NE i X : PR oo 3
A 2 a 1 [P T ko
. Componenta 2 B . . -
Figura S, Gréfica gue wueatra los primeros dos componentes principales, . lcsé cuales explican

carca del 73 % de la variacién de los datoa. Ee clara la separacién de los dos grupcs de
crineocs. .

Muchas veces no basta con rep ar grafi e las observaci en términos de fas
dos primeras componentes, puede ser que algunas grificas de las componentes resﬁmes nos
revelen informacion adicional del comportamiento de los datos. En el caso del ejenplo
presentado, dado que las primeras tres componentes explican cerca del 90% de la variacion
total de los datos, en la figura 6 se presentan las graficas de las posibles combinaciones de
estas componentes principales. En este caso, la grifica que mejor separa los grupos
corresponden a las comp 1 y 2. La gréfica correspondiente a las componentes 1y 3
aungue muestra los dos grup parados, la diferenciacion no es tan clara. Por otra parte la

grifica correspondicnte a las conp es 2 y 3 no permite observar ninguna estructura de

grupos en los datos.
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-
N o
m °°&f o8
p | 0,%
. oo gk
‘o 2 s
1 ., P X x
Paoblacién:
= - o o
© LaCandelatia c o o
) o ob o <| @
X Cholula mi o GooME x 5
. P LI | «ye
. x x P
NN o
Comp 1 Comp 2

Figura 6. Se muestra la gréfica de los tres componentee principales entre si. 5e nota que
las gréficas de la primera y L} s contra la no distinguen
los grupos, debido a la poca varianza que explica cada par.

4.1.2 Proyecciones Perseguiday
Como mencionamos antes, en el programa XGobi se han implementado algunos de los

T}

en el capitulo 3, ademis de otros no tratados en esta tesis. Se utilizo este

14

saftware a fin de ar las proyecci de los datos originales del ejemplo asi como la

grifica de! comportamiento del indice, cuando es optimizado. Dada la caracteristica de la
técnica (exploratoria) y debido a que se tienen varios indices de proyeccién, el niimero de

grificas es muy alto, sin embargo, tanto en este ejemplo como en los dos restantes se
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decidié inchuir todas las grificas. Para fines de p ion y andlisis de los ejemplos s¢
deben selecci aquellas grificas que se id aporten mayor informacion.

Las grificas siguientes representan las diferentes proyecciones encontradas con los indices,

decidiendo respetar el nombre del indice asignado por los sutores del programa, teniendo la

ia con a los indices pri dos en el ionado capitulo como sigue:

)

Friecdman-Tukey es la propuesta original de Friedman y Tukey(1977); entropia es la

e

propuesta presentada por Jones y Sibson (1987); Legendre es la prop de Fried
(1987); Hermite es el indice propuesto por Hall(1989); Natural de Hermite es el indice

¥

son las sigui

desarvollado por Cook y colaboradores(1993). Las grificas ot
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Figura 7a. Ejamplm Crina‘al.v Griﬁﬁn de 1;:- puntos proyectados en dimensién dos utilizando
el indice de Friedman-Tukey. *". )

113001 .
(]

7.54e-02

Figura 7b. Ejemplo: Crineos. Comportamiento del indice de Friedman-Tukey al proyectar en dos :
dimeneiones.
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*
.
o...ﬁ: .
. L IS Al
. L4 ] . .
. .
”* PR % .
. -
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‘el
. .
s

Figura sa.’ Ejau\plm Crlnuo-. Grifica de lnn puntnl proyoet:-do- en dimanliGn dnn utilizando
el indlco de Friedman-Tukey Modificado, 3

-
3
-
=
o
o
g ] 11
3 X
~N
Comportamiento del fndice de Friedman-Tukey Modificado al

Figura 8b. Ejemplo: Crianeos.
proyectar en dos dimensiocnee,
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Figura %a, Ejemplo; Créneos, Gr&fica de los puntos proyectados en dimensién dos utilizando
el indice de Entropia, : .

-2.3704+00
g

-2.43e400

Figura $b. Ejemplo: Crinece. Comportamiento del indice de Entropia al proyectar en dos

dimensiones.

80



Capitulo 4. Aplicaciones

-.'o
.
T .
o?
P .
oe
e " .

Figura 10a. Ejemplo: Créneca. Gr&fica de los puhtél yrby-éudon en dimensién dos utilizando
@) indice de Entyropia Modificedo.

2.

W

Figura 10b. Ejemplo: Crineos. Comportamiento del fndice da Entropia Modificado al proyectar

-2.61e4+00

en dos dimensiones.
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Figura ua. Ejampln' crineoa. Griﬂca de los punton proyectados en dim:nnién de- utilizmda
21 indice de Legendre usando pounemlen de grade 1. : R

23902, .

1.38e-02

Figura 11b. Ejemplo: Crineos. Comportamiento del fndice de Legendre usando polinomics de
grado 1.
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Figura 12a. Ejamplo: Crineoa. aréfica de los puntn. pruyectado- en dimgnnién du- utiuzando
el Indiaa .de Lagendre usando polinomiocs de grade 2.

1.078-01

RN RN RENARRNARRARNRN NNARNEL

8.15e-02
| S—

Figura 12b. Ejemplo: Crineos. Comportamiento del fndice de Legendre umando polinomos de
grado 2.
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Figura 13:. Ejemple; crneos. Griﬂca de los puntos proyectades en diman-ién dos ntili:-ndo
el indice de Legendre con un polinomios de grado 7.

L&

4.40e-01

Figura 13b. Ejemplo:
grado 7.

Créneos.

Comportamiento del {ndice de Legendre usando polinomioa de
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Figura 14a. qumplox Crtneol. Gréfica de los puntos proyectados en dimen-ién dos utilizando
ol Indice de bagendrn. usando polinomics de grade 8.

5.38e-01

5.35e-01

Figura 14b. Ejemplo: Crineos. Comportamiento del {ndice de Legendre, usande polinomios de
grado &. ;
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 Figura 1Sa. Ejemplo: Crénecs. Grifica de 'los puntos’ proyccl:ndou en dimun-lén de- utilizando
el fndice de Hemite, utilhando polinomlou de rado 0. 2 . : : L

7.910-04 -
J

[T ]

3.156-05

Figura 15b, Ejemple: Crénece. Comportamiente del Sndh:e de Hamitg, utili:mdo polinomios de

grado cero.
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Figura 16a. EJémpla. Crineos. Grifica de loe puntos proyectados en dtmnn-ten do- uttlhando
@l indice de Hermite, con polinomios de grado 1.

1.09¢-02
!

1
&

5.90e-03

Figura 16b. Ejemplo: Crincos. Comportamientqd del fndice de Hermite, usando polinomios de

grado 1.
87



Capitulo 4. pplic:u:iones

|

.
.
.
LIS o
.
. - ®
® 9 . “e

Figura 17a. -mplm Crineu-. criﬂca ds los puntos proye:hadon an dimcnuen do- utilxzando
- Indice de Hamita, eon pullnmiel de grado 7.

1.158-01

A LI

251e-02

Figura 17b. Ejemplo: Crineos. Comportamjento del fndice de Hemin, ueando pulinema- de
grado 7.
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el !ndirce de Hermite, con polinomios de grado 8.

Figura 18a. Ejemplo:-Crdnscs, Gréfica de los puntos proyectados en dimensisn dos utilizando

1.28e-01

Figura 18b. Ejemplo: Crineos. Comportamiento del fndice de Hermite,
grado 8.

89
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Ngun 19.. l-:j-wlox Cr&nou-. Griﬁu da loe puntos prcyﬁ::adn- en diman-ién du- uuuzando
el (ndic- Natural de Hnmita, utilizando palinomio- de grado o, :

2.17¢-03

2.13e-03

Figura '18b, Ejemple: Crineos. Comportamiento del indice Natural. de ' Hermite,  utilizando
polinomioe de grado cera. : EE . .
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Figura 20a, F:jmplox ctlnao-. urlﬁca de los puntc- proyactadu- en dlmen-ién d 'utiliundo
el {ndice Natural d- Hnrni.l:n, eon paunomio- de gudo 1. R PR

o

|

2.240-03

Mgura 20b. Ejemplo: Créneos. Comportamientc del fndice Natural da Hemite, u--ndo
polinomios de grado 1.
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Figura 21a
el indice Natural:de Hermite, con polinomios de grade 7.

Ej.!‘l\plﬂ‘l‘ Crénecs, Gréfica de los puntoes proyectados en dimensién dos utilizando

5.14e-03
]

4.96e-03
[

Figura 21b. Ejemplo: Crénece. Comportamiento del fndice Natural de Hermite, usando
polinomios de grado 7.
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Figura 22a. ljomplox Crln-au. aunu de l.u- puntc- proyectados ‘en dim-n-tén dos ueiuundo
ol Sndtu- r.‘cner-l Maas, .

1.216-01

Figura 22b. Ejemplo: Crdnecs. Comportamiento del indxue central uﬁu al proyectar en dos
dimensicnea. : .
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Figura 23a, Ejemplox Créneon. uziﬁc- de lo- puntos pzeyccl:adon &n dimen-iﬁn da- u:uuandu
el fndice Holes. . ; .

7.11e.01
| —

Figura 23b., Ejemplo: Crénece, Comportamiento del Indice Halea ‘a1l prcyel:t-r en de-
dimensionea. N : . .
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Figura 2‘:.~ﬁjemplo: érinaoi. Gréfica de los puntos proyectados en dimensién dos utilizando
el fndice Skewness. g . : .

5.

-02

4,

Figura 24b. Ejemplo: Craneoe. Comportamiento del {ndice Skewness.
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Las proyecclones que pemuleu d:stlnguu' IBJOI' ln se uracmn de Ios dos grupos dc crineos
: ¥ Tukey, Friedman-Tukey
de grado 8, Hermite

son los corfesp di

con 'poi;}};mi d ios de grado 8 y el indice
Hnﬁﬁdd'lﬂolé ‘Enla’

caso 34 (ver péndice T)."A fin de‘ obscrvar la ’mﬂuencm de ‘este punto en las diferentes

ia de las grnﬁcas se ab! rva un punto mplco correspondiente al

proycccmncs, se ommo y se volvwmn 2 opmmzar alg\mos de los indices, Se vio que en
nlgunos de los mdlces como el de Fncdman-Tukey 4 el de Entropia, este punto no tenia
demasiada mﬂuencna, sin ‘embargo en algunos otros “como el Natural de Hermite s
obtuvieron proyecciones diferentes. En las figuras 25 y 26 se presentan las graficas
correspondientes a las proyecciones obtenidas sin el punto atipico utilizando los indices de

Entropia y Natural de Hermite respectivamente,
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Figura 2Sa,” Ejamplcn Cr&neen. Gréfica de "los puntos proyectadun en dimunnlén de! ucxuzandn
el fndice do Encrepia lin al punto ntiplne. - . N -

2

-2.56e+00

Figura 25b, Ejemplo: Crineocs. Comportamiento del indice de Entropia ain el punto atipico.
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Figura 26a. Ejamplal CrSnanl, ﬂrifica da los puntos proyeccadoa en. diman-isn doa utuizando
el fndice Nltural de Hermite.con polinvmn].o. de grado 0 sin el punto atipico.. '’ . .

219603

2.14e-03

Figura zsb. Ejemple: Crineos. Comportamiento del indice N.tur-l de Hermite ulando polinomicl

de grado.0 ein el punto atfpico.
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En la tabla 3 se presentan, a manera de resumen, los valores de los indices que optimizaron

cada una de las proyecciones presentadas.

Nombre del Indice Caracteristica’.; . Valor éptimo
Friedman-Tukey Original 1.13e-01
Fried Tukey Modificado 1,12e-01
Entropia Original -2,.37e+00
Entropia Modificado -2,39%+00
Legendre Polinomios de grado 1 2.39¢-02
Legendre Polinomios de grado 2 1.07¢-01
Legendre Polinomios de grado 7 4,70c-01
Lependre Polinomiios de grado 8 5.38e-01
Hermite Polinomios de grado 0 7.19¢-04
Hermite Polinomios de grado 1 1.09¢-02
Hermite Polinomios de grado 7 1.15e-01
Hermite Polinomios de grado 8 1.28¢-01
Natural de Hermite Polinomios de grado 0 2.17e-03
Natural de Hermite Polinomios de grado 1 2.55e-03
Natural de Hermite Polinomios de¢ grado 7 5.14e-03
Holes No se p a teéricamente [ 8.80e-01
Central Mass No se presenta teori 2.88¢-01
Skewness No sep teori 5.05¢-02
Entropi; Sin punto atipico -2,38e+00
Natural de Hermite Polinomios de grado 0, sin(2.19¢-03

punto atipico

Tabla 3.

Ejemplo: Crdneos. Valor gue optimiza sl fndice de proyeccién.

En el caso de los indices que se basan en desamrollos de polinomios pnra‘éstimnr las

ﬁmclones de densxdad se estuvo experimentando con diferentes grados de polmomlos, :

observando que despues de un cierto exp , las pro de los puntos eran’

stmxlnres, debldo a lo cual se decidio presentar los dos mdlces con polmoxmos de gmdo mas

bajo(ly200yl)ydosdcgradoalto(7y8) Lo i
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4.2 Plantas

En esta seccién se retoma un ejemplo reportado por Eslava Gomez G. (1993), donde se
emplea un subconjunto de datos que son parte de un amplio estudio realizado por Dantas
(1989) en I3 region del Amazonas en Brasil. El objeto del estudio es analizar la forma en quc
sc regenera la vegetacion nativa después de que utilizar procesos de poda y quema en una
cierta area. Los datos fueron recolectados en los afios 1979, 1980, 1981 y 1986, en cuatro
sitios diferentes en Para, Brasil. Las medidas representan el nimero de plantas de una familia
particular en alguno de los cuatro sitios y en un tamafio especifico. Los datos originales s¢
encuentran en el apéndice I de este trabajo.

Debido a que el interés se centra en tratar de localizar grupos homogéneos de familias de
acuerdo a su forma de regeneracion, mis que por su abundancia, se decidié trabajar con
proporciones, y no con ¢l numero de plantas observadas. Se puede pensar que cada
observacion en los cuatro afios representa un ‘perfil”. Por ejemplo para la primera
observacion Annonaceae que corresponde a 4, 3, 1 y 34 su “perfil” es (4/42, 3/42, 1/42,
34/42) ya que 4+3+1+34=42,

Si tratiramos de dibujar los ‘perfiles” en una sola grifica, los “perfiles” se sobreponen y son
dificiles de distinguir. Por ejemplo, en la figura 27 se presenta una grifica de los perfiles de
las primeras 10 familias de plantas.

030
080
Q.70

080
050
040

e
Figura 27. Grafica de los perfiles da las primeras diez familiae de plantas.
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Este caso es un ejemplo donde es jo emplear alguna técnica del analisis multivariado
para distinguir posibles estructuras de grupos en los datos. En particular alguna proyeccion
lineal de los datos medi la técnica de analisis de comp principales o medmntcA

algin indice de proyecciones perseguidas.
Debido a que las varigbles son proporciones, es claro que temicndo las’ tres pnmcras :

observaciones, Ia cuarta es una combinacion lineal de estas tres. Por lo tant

esta d dencia lineal, se decidio trabajar solo con las tres primeras pr

1 4

iones debido a

que este conjunto transmite la misma informacion en términos de va

4.21C tes Principal,

L ¥

Considerando que las varisbles observadas son los aiios y :

de correlacion siguiente:

197% 1980 1981
1979  1.00000
1980 -.13850 1.00000
1981 -.23274 .12869  1.00000

El determinante de esta matriz de conelncnon uene e valor de 0 92 Se observa que laS‘

correlaciones entre las variables son baJasA

En latabla 4 se muestran los elgenvalores de la matnz de con'elnclon asf como el porccntnje

de varianza exphcada Se puede observar que los dos primeros componentes expllcan cerca Lo

del 75% de 1a vnmclén de los dntos

Tabla 4, Eigenvalores obtenidon y eu porcentaje de varianza explicada.
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Por otra paste, cn la tabla 5 se presentan los valores de las correlaciones entre las variables

originales y los comp principales, observando una alta correlacién de lo id

(=4

en el aiio 1977 y 1981 con el primer componente, mientras que el afio 1980 presenta una

correlacion alta con el segund p e
Aflo  Comp tel Comp te 2. Comp te3
1977 - 71896 29430 162967
1980 56418 82474 03876
1981 .70928 -35770 -7,60743 .

Tabla 5. Correlaciones de lae variablee originales con los componantes principales.

circulo de .

correlaciones, presentado en la figura 28 y en el cual observnmos “qu el proceso ‘de lo que-

Los argumentos anteriores se repr grificar

sucede en el afio 1977 con las familias de plnntas es mverso a_lo que sucede en eI anyo de

1981. También observamos la alta correlacion de las vnnables originale: con Ios dos

pnmcros componentes pnncxpales

N

05 02 as 1

Componente 2
-}

Componante 1 :

Figura 28. Circulo de correlaciones. Se presenta 1ia ccrralacién da las varxnb!.en n!‘lgimlel
{afloa) con los primerce dos cemponantes principala- :

En la ﬁgura 29 se presenta la graﬁca de los dos pnmeros componen!es pmcrpales i

calculados a partir de las tres proporcxones tomxdns como vanables ongmnles En cs!e caso,
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observamos que los componentes principales no ‘resultan ‘ser de gran ayuda para detectar

posibles estructuras agrupadas en los datos.

N ®e3030DION
N
+

1+ ° .
o0 ° :

o.r‘ ° [ 0 o

. [

L d ’ fo

2 , o

'.4 PR

- 2 -1 20 1 2

. .. Componente 1 : o e
Figura 29, Grdfica  de. los. dos primeros componentes principales No : ee . obaerva ninguna
estructura’de grupon en los datos. .

4.2.2 Proyecciones Perseguidas

Para las proyecciones perseguidas utilizamos, otra vez, el progmma XGoby, pnra encontrar o

diferentes proyecci de los p , t como base Ios datosvesferados (es una
opcién del programa). Se incluye ademis una graﬁca de proyeccwn unhzando el mdlce dc Ta
'Ver Eslava (1989, png 1 19).

distancia radial media, PNN, propuesto por Eslava y Marno

Tonid.

Las repr i grificas

son las slg\uentes, :

103




Capitulo 4. Aplicaciones

Figura 30a. Ejemplo: Plantas. Grifica de los puntos proyectados en dimensién dos utilizande
el Indice de Friedman-Tukey,

1.19¢-01
)

Ly _Lommmmimmmy

8.68e-02

Figura 31b.Ejemplo: Plantas. Cowportamiento del fndice de Friedman-Tukey al proyectar en dos
dimensiones.
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Figura 3la, Ejemplo: Plantae. Gr&fica de los puntos proyectadcs en dimeneién dos utilizande
el indice de Friedman-Tukey Modificado.

U A Dbad o bbb aibndnddod odad il dl BRI IRDY {0 011 1 g7 ¢ O € 400 00 O G I O M

1.20e-01

Figura 31b. Ejemplo: Plantas, Comportamiento del fndice de Friedman-Tukey Modificado al
proyectar en doe dimenaionea.
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Figura 32a. Ejumpl’ex‘ Plantas .’
el fndice de Entropia.

-2476400

+2.49e+00

Figura 32b. Ejemplo: Plantas. Comportamiento del fndice de Entropia al proyectar en doa
dimensiones.
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Figura 33a., Ejempla:.Plantas. Gréfica de los puntos prnyec:ado- en dimeneién doe utilizando
el xndica da Entroph Modificedo,

2.47e400

Figura 33b. Ejemplo: Plantas, Comportamiento del {ndice de Entropia Modificado al proyectar

en dos dimensiones.
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Figura 3da. Bjamplo‘ Phntan. Gréfica de los puntos prayeetadol en dimen-iﬁn dn- utilhande
‘el . fndice de Legendre usando polinomiocs de grado 1. !

2.98e-02

Figura 34b. Ejemplo: Plantas. Comportamiento del fndice de Legendre usando polinomios de

grado 1.
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Figura 3Sa. Ejemplox Phntn. Grifica de los puntce proyect.dol en dlma
el Sndxca de Lagandre unndo polinomios de grado 2,

18:: dos :utillzando

Figura 35b. Ejemplo: Plantas., Comportamiento del Indice de Legendre usando polinomos de
grado 2.
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Figura 36a. Ejemplo: Plantas, Gr&fica de los pu;\tos proyectados en dimensién dos utilizando
el {ndice de Legendre con un polinomiocs de grado 7,

2.74¢-01

2.160-01

Figura 36b. Ejemplo: Plantas, Comportamiento del fndice de Legendre usando polinomios de
grado 7.
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Figura 37a. Ejemploi. Plant

el fndice de legendre,:usando polinomics de grado 8.

Gréfica de los puntos proyectados en dimensisn dos utilizando

3.142-01

3.11e-01

Figura 37b. Ejemplo: Plantas. Comportamiento del fndice de Legendre, usando polinomios de

grado 8.
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Figura 38a, Ejemplo: Plantas, Gré&fica de los puntas proyect.dnn en dimanlién dol utiliznndo
el - indice de Hnmlcc, utinnnde poltnoﬂ\ial de grado 0. T - :

2

1 |

2.19¢-03

Figura 38b, Ejemplo: Plantas. Comportamiento del fndice de Hermite, utilizando polinomios de
grado cero. N
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Figura 39a Ejamplox Pllnl::l. Grifica de los punto- prnyactadol en dime nién dou utui:ando
- el indica de uurwine. con polinomios de grado'l. A

1.20e-02

4.35e-03

Figura 35b. Ejemplo: Plantas. Comportamiento del fndice de Hermite, usando polinomics de
grado 1. :
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Figura 40a. Ejemplo: Plantas. Grifica de lon puntos proyectados en dimensién dos utilizande
el indice de Hermite, con polinomioa de grado.7,.7 - .

54

1.70e-02

Figura 40b. Ejemplo: Plantas, Comportamiento del fndice de Hermite, usando polinomice de
grado 7. s
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Mgun 41-. Ejemplox Plnntn. uriﬂca da lo- puntos proyecndo- en’ dimanllén dos utiuzando
cl indice de Hemiec..cen pelinnmiun de grade 8. e o B

3.01e-02

Fig:rﬂ 41b. Ejemplo: Plantae. Comportamiento del fndice de Hermite, usando polinomios 'de
grado 8. B i N
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Figura 42- Ejemplox Pllntl-, Grﬁtic. de lol puntca prnyactldoa .n dimennien dol util!zando
el fndice Natural de Hemir_e. uulizmdo pounomlos de gndo 0.

2.33m

2.11e-03

Figura 42b. Ejemplo: Plantas, Comportamiento del fndice Natural de Hermite, - utilizando
polinomios de grado cero. J
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.
. .
.
.
. .
.
. i
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. e
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.0

Figura 43a. Ej-mplor Plantu. Gréifica de 1e- puucc- proyeet-don en dimenu&n dos u:iuundc
el indice Natural de H-mh:e. con polinomice de grado 1,00 p i 2 -

2.

2.39%-03

Figura 43b. Ejemplo: Plantas. Comportamiento del {ndice Na!:ural da Hermite, unndo
polinomios de grado 1.
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Figura 44a. Ejamplm P]antln.icrlﬂca de 1Dl punte- prnyaetadon en dimen-i&n dos uciluando
el {ndice Natural de Hamita, <an ponnmxcs de gradn 74

398003

1.17e-03

Figura 44b, Ejemplo: Plantas. Comportamiento del fndice Natural de Hermite, usando
pelinomios de grade 7.
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Flgurl «5a, chmplnx Planta . Grifica de los puntos preyactldq- an diman-i6n dos’ utillzando
el lndiea cnacnl Mags, ; K B

449603

4.44e-03

Figura 45b, Ejemplo: Plantas. Comportamiento del fndice Central Mass al proyectar: en doo

dimensiones.
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Figura 45-. Ejnmploc Pl-nt.n. cr“
- el lndice Ilah .

dé’lol p‘\’l‘nho;}royre th o8 ;p di;nenuén dos utilizando

Figura 46b. Ejemplo: Pla;l:
dimensiones.

.’ Comportamiento 'del‘indica' Holes al proyectar en dos
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. .
.
.
.
e
. .
.
.
- .
.
»
. * b .
. . .
: .
. . .
.

Figura 47a. Ejesplo: Plan
el {ndice Skewness. B

Gréfica de los puntos p’rby-ct’a‘:lvai"an'dimé;uiﬁn doe utilizands

1.88e-02

4.026-03

Figura 47b. Ejemplo: Plantas. Comportamiento del §ndice Skewneas.
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Figura 48, Ejemplo: Plantas. Grafica de los puntol proyacl:aden « dimnnui&n du- utilllandu

el {ndice PNN propuesto por Eslava y Marriott,Valer que optimin al Sndiue m

En 1a mayoria de las grificas en aparencia no se visupﬁzan‘ posibles grupos en los datos, Sm g

embargo en la iilima grifica correspondiente a la proyeccion de los datos optimizando el

indice PNN, se observan cuatro posibles grupos.

En la tabla 6 se presentan, a manera de resumen, los valores de los mdxces que op!lmlzaron E

la proyeccion,
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: | Vator éptimo

Nombre del Indice Caracteristica
Friedman-Tukey Original 119e-01°.
Friedman-Tukey  |Modificado 1.20e-01.
Entropia Original -2.47e+€_00
Entropia Modificado -2.47;:740'_0“
Legendre Polinomios de grado 1 2.98e-02
Legendre Polinomios de grado 2 47e-0
Legendre Polinomios de grado 7 2.74e-
Legendre Polinomios de grado 8 3.‘{4e§01 k-
| Hermite Polinomios de grado 0 2, 2e-03
Hermite Polinomios de grado 1
Hermite Polinomios de grado 7 .
Hermite Polinomios de grado 8 e ALY ‘
Natural de Hermite | Polinomios de grado 0 2.33&-03
Natural de Hermite - | Polinomios de grnd& 2643-03
Natural de Hermite Polinonﬁiqé de 75:[56677 v 71398003
Natural de Hermite Poli_ndmios de gﬂdo 8 4.49¢-03
Holes - |No se presenta tebricamente | 7.91e-01
Central Mass " No se presenta teéricamente | 3.55¢-01
Skewness - - . :| No se presenta tedricamente | 1.69¢-02
PNN ;[ m =57, iteraciones = 49 0.0327

Tabla 6. Valor del Sydiea de proyeccién. Ejemplo: Plantas
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4.3 Virus

Se retoma un ejemplo presentado por Eslava y Marriott (1994), donde se compara un
de datos di a 61 virus, de los cuales 48 han sido clasificados en tres

4

grupos y 13 son no-clasificados. Los grupos de clasificacion son los siguientes:

Tipo Nombre del Grupo # de Casos
1 Hordeirvirus 3
2 Tobravirus 6
3 Tobamovirus 39
4 No-clasificados 13

A cada virus se le tomaron 18 medidas. Cada medida expresa el numcro de res:duos de .

icidos de moléculas y las d emos por las variables Xl, “ X]8 Se consxden que .

todas las variables son continuas a pesar de que algunas toman pocos valore s por ejcmplo ]

X8 que toma sélo los valores 0, 1 & 2; o bien X10 que toma los valorcs dc 0 l 2 3 4 é 7.

a2

Los datos originales se ran en el apé 11 de esta tesis.

4.3.1 Anilisis de Comp tes Principal

L

En la tabla 7 se p an los val btenidos para los primeros ocho elgen al

matriz de correlacion, utilizando todas las variables originales.

Componente Eigenvalor Pctde Var = Pct Acum e
XN EER

5.95
2,98 496 - i
2.34 62,77
1.76

. L

Tabla 7, Ocho . eigenvalor wAs_ del 30t ds 1a

vlrinbilldad de l.nl dltol

EnlnablaSsep esenanl

cinco pnmeros comp
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X1
X112
= X13-
X14
‘XIS
X16
X117
X187 (
Tabla 8. Correlaciones, de:l.
prlncipa!e-

En h f gum 49 se presenta la grifica del denominado circulo de correlaciones, en'cl cual scr e

observa ln correlacién - entre las” variables originales” con - los - dos’ primeros componemes

-
g.

|
k)
a
i

N 8~30300300|

componente 1

Figura 49, Grafica da lal cnrrehcionu entre lnl dol primeros camyenente- pr!ncipale. y las
variables originale-

En esta ﬁguta se observn,' entr otros aspectos, que exme unn alta correlaclon emre las

vnnablcs Xl X6 X12

X 1’5 ¥y X17 con ‘el primer componente prmclpal. Por otra panc las
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varisbles X8 y XI10 presentan correlacion bnja con _los dos primeros componentes
principales. La interpretacion real de estos rgsultgdos debern darse conjuntameme con un
investigador del drea de estudio. : : S
A fin de visualizar posibles estructuras e los dnlos, en la gura 50 se prescnta la grifica de

las observaciones cvaluados en los dos | pnm : te prmclpales

25
on o
c
0 4
m 15 ? aRo0
p
o
n
e 5T a0 . - :
n . o o Tipo de virus - -
: L AR w0 S e el o No clesticado .
L .& x oo o [ Tobmeus
,1 v x x ot Tobiavins ¢
A5 & Horein
X 1 0 1 2 : TE
Componente 2

Figura 50. Grifica de los dos primeros componentes principales que explican cerca del S0V de
l1a variabilidad de los datos.

Eun la grifica se observa que la familia de virus d inada Tobamovirus se ™™

repartido en dos conglomerados: uno que contiene solo virus de este tipo y otro en el que
aparentemente forma un grupo con dos virus Tobravirus y uno no clasificado. Los restantes
4 virus de la familia Tobravirus forman & su vez un grupo. Por otra parte, el grupo de los
Hordevirus forma un grupo con 4 de los virus no clasificados, por lo que se podria suponer
pertenecen a esta familia. De los restantes virus no clasificados la mayoria forma un grupo,
mientras que dos mis p estar aislados de cualquier estructura.

"
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4.3.2 Proyecciones Perseguidas

™

la

A continuacion presentamos las graficas de las diferentes proyecci obtenidas
aplicacién de diferentes indices de proyecciones perseguidas, utilizando como datos
esferados, cuatro de los componentes principales que explican poco mas dc 70% de la
variabilidad de los datos,

La mayoria de las graficas se obtuvieron el p XGobi, salvo las

correspondientes a las grificas que corresponden a los indices propuestos por Eslava y

Mariott en as que se presentan las graficas que los autores obtuvieron con estos datos.

En varias de Ias grificas obtenidas sobresale un caso atipico, (ver por ejemplo el indice de
Entropia en la figura 52); el programa XGobi tiene una opcion para identificar los puntbs
por lo que supimos que correspoude al caso 11. Las figuras 72 y 73 presentan dos graficas

de las proyecciones obtenidas con los indices de Entropia y de Legendre sin el ;iunio atipico,

ohtenid

observando algunos cambios en dichas proyecci con - respecto q4las'

originalmente,
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el {ndice de Friedman ’mkay.

Figura Sia, Ejemplo: Virus, Grafica de los puntoa prcyectadol en dlmgnllén de. utilizando

-1.59-01 .

1.580-01

128

Figura 51b. Ejemplo: Virus.Comportamiento del fndice de Friedman-Tukey.
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Figura 52a. Ejemplo: .Vii';u. Jrifici de ylcu ‘puntoe proyactados en dtmsr;lién dow utilizando
el fndice de Friedman-Tukey Modificado, : 2 . e

1.60e-01

1.46e-01

Figura 52b. Ejemplo: Virus.Comportamiento del Indice de Friedman-Tukey Modificado,
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Figura s:la. Ej-mplox Viru-. Gr(ﬁcl r.la los puntca prnyuc::dc- en dimc y iéﬁ'dé- \ii‘.ili}anda ’
el lndxca de Entropia.: - : PR R . N

-2.170400

-2.18e+00

Figura S3b. Ejemplo: Virus.Comportamiento del indice de Entropia.
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Figura S4a, Ejemplo‘ Virue, Gr&fica da loa puntc- prnyecb:do- en dimen-isn de- uciunndo
al (ndice de Entrcpi- modificade.

-2.17e+00

-2.18e+00

Figura S4b, Ejemplo: Virus.Comportamiento del fndice de Entropia modificado.
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s
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Figura s5a. Ej‘gﬁ@lox Vir;:‘.’.‘ ﬁrifica de los puntos proyectadas en dim
el fndice de Legendre con polinomios de orden 1.: . N

4.250-02

1.75e-02

Figura 55b, Ejemplo: Virus.Comportamiento del indica de Legendre, usando polinomios de
orden 1
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Figux‘-- S6a.Ejemplos vlru-.vyarltx:-‘a- lon puntos ﬁroy-étlde- en dimensién dos utilizando’
‘el fndice ‘d- Lagandre con pglineuie! de grado 2. .

< 2.00e-01

5.78e-02

Figura 56b.Ejemploi’ Virus.Comportamiento del fndice de Legendre con polinomios de grade 2.
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Figura 57a. Ejemplo: Virue. Grdfica de los puntos proyeét‘do- en dimensién dos utilizando
el Sndice de Legendre con polinomios de grade 7. . M

7.55e-01

5.95e-01

Figura $7b.Ejemplo:Virus. Comportamiento del fndice de Legendre con polinomios de grade 7.
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Figura 58a. Bjemplox virus. Grlﬂca de ln- puntos proy-etldo- en dimlmi6n dol utiu:ando
el imﬂce dt hgendn con polinomics de grado 8. ) N

7.95e-01"

7.94e-01

Figura 58b.Ejemplo: Virus.Comportamiento del fndice de Legendre con polinomics de grado 8.
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Figura 59a. Ej-mplm Viru-. Gréfica de los puntos proyect:adu en dimen-!.én du- utiluando
indica de Hermite con ponnoml.on de grido cero.’
'

1.58¢-03

11

2.35e-04
R
-

Figura 59b. Ejemplcx Virus, Ccm\porcami:nte del Indice de Hermite con polinomios de grado
cero,
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Figura 60a. I:jemplox Virus: ariﬁc. de los punto- proyectndo- en dhnen-ién du- ul:iunnda
el Indica d- Hnmite con polinomlu- de gradn 1. . - s

231e-02

I ENEY 1]

4.17¢-03

Figura 60b.Ejemplo: Virue.Comportamiente del fndice de Hermite con polinomios de grado 1
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Figur- 6la. Ejemplo: Virun. Griﬂcn de lc- puntos proyectados en dlman-xbn dos utillznndo
91 indice da Hemxte con pclinomiel de grade 7. R .

1.21e-01

1.19¢-01

Figura 61b. Ejemple: Virue.Comportamiento del fndice de Hermite con polinomice de grado 7.
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I-‘lgura €2a, Ejemplox V!.rul Gr(ﬂca de lo- punte. proya:l:-do. en dxmenlién do- utiuzando
Ql ind.lcc de_Hermite con polinomice de grado 8, E . e

1.390-01

1.38e-01

Figura 62b. Ejemple: Virue.Comportamiento del fndice de Hermite con polinomios de grado 8,
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N.gun :3. Ejnplax V rus’,’ ar(ﬂ.cn da le- puntn- proya:uda- on dim

‘utdlizando -
.ol Indi.c- Intunl du H-min con pnlinomta- de gnda care./ i - St

2.

[

2.11e-03

Figurl 63b, Ejemplo: Vimn.c:mpor::miento del indice Nl!:urll da Hemice con pnlinmiea
de grado cero. :
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Figurn 64a. tjnp!.us virul. orlﬁca de los punt:u preyccndcn cn diunﬂén do- uuuzmda
;) !mucc llnturnl. de Hermite con polinomics de gndo 1 }‘ P N

3.050-03

2.73¢-03
=

Figura 64b.Ejemplo:

4 Virua.Comportamiento del. fndice Natural de Hermite con polinomios de
grado 1. R - .

141



Capitulo 4. Aplicaciones

Figura 65:, I:jamplcx Virun. Griﬂc- ds lo- pun:o- pruyacr.adal en dimenlién de- utlluando
‘el . indice Natural de Hermite con polinomios . de grado 7.: f3EO

6.83e-03

6.65e-03

Figura 6Sb., Ejemplo: Virus.Comportamiento del fndice Natural de Hermite con pulinomio! de
grade 7. “
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Figura 66a; EJempler Viruu. ariﬂca da loe puntos prnya::ldnu en dimnn-tén dol u:t).!.:lndo
. el indxce Natunl de Hemit- con ponnmio- de’ gradn l. . ST

7.38e-03

7.37e-03

Figura 66b. Ejemplo: Virus.Comportamiento del fndice Natural de Hemmite ‘cen polinomice de

grado 8.
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Figura 67a.Ejewplo: Virua. Grifica de lon puntas proyectados en dimensién dos utilizando
el {ndice Holes.. : P Lo s : i R o .

893601

-6.71e-01

Flgura 67h.Ejemplo: Virus.Comportamiento del {ndice Holes.
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.e
.
.
.

Figura 68a.Ejemplo: Virua. Grdfica de los punto- proyechadc- en diman-iﬁn dos utilizando
el fndice Central Mass, 8 . .

3.40e-01

1.07e-01
F

Figura 68b, Ejemplo: Virue,Comportamiento del fndice Central Mass.
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Figura 69a. Ejamplox Vh—uu. Grﬁﬂc- de lol puncoa proyectadoa en dimsnsién don utilizando
al Indics skcwnun. .

5.05e-02

4.90e-02

Figura €9b.Ejemplo: Virus.Comportamiento del fndice Skewnesa.
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w?

Figura 70. Proyeccidén .que mimimiza . el. Indice  PNN, - propuesto  por Eslava -y Marriott,
PNN=0,0190 (me59) .. b sl e P ey B ;

Figura 71. Proyeccién de los datoo utilizando eimultansamente PNH y R. P = 0,028 y Rel.3549.
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Figura 72a.Ejemplo: .Virus, uraﬁca de loa pun:cn prayact:adn- en diman-xdn do- ucuizanduA
el {ndice de Entrnph ein el punto atipico. ; .

- 2.37e400

A OO B L ORDA S0 L D

-2.56e+00

Figura 72b.Ejemplo: Virue.Comportamiento del fndice de Entropfa ein el punto atipico.
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Figura 73a.Ejerplo: Virue. Gréfica de los puntos proyectados en dimensién dos utilizando
‘el {ndice de Legendre con polinomics de grado uno, sin el punte atfpico.:

-

321e-07

0920 O O 0 0 Y A

1.48e-03

Figura 73b.Ejemplo: Virua.Comportamiento del {ndice de Legendre con pelinomlos de grado
uno, ein el punto atfipico.
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Finalmente, en la tabla 9 se presentan, a nhn:ra de resumen, - los valores de los indices que

optimizaron las proyecciones.

Valor éptimo

Nombre del Indice Caracteristica ="

Friedman-Tukey Original

Friedman-Tukey Modificado

Entropia Original

Entropia Modificado

Legendre Polinomios de grado 1

Legendre Polinomios de grado 2

Legendre Polinomios de grado 7

Legendre Polinomios de grado 8

Hermite Polinomios de grado 0

Hermite Polinomios de grado !

Hermite Polinomios de grado 7

Hermite Polinomios de grado 8 39e-01

Natural de Hermite | Polinomios de grado 0 {2.30e-03 :

Natural de Hermite | Polinomios de grado 1 3.05¢-03

Natural de Hermite | Polinomios de grado 7 6.83&63

Natural de Hermite | Polinomios de grado 8 7.38e-03

Holes No se presenta tedricamente |8,93e-01

Central Mass No se presenta tedricamente | 3.40e-01

Skewness No se presenta teéricamente | 5.05e-02

PNN =59 0.0280 -

Rmean 1.3549

Entropia - -{ Sin el punto atipico -2,37¢00 :
Polinomios de grado 1, sin el{3,21e-03. .|

Legendrc_ ;

punto atipico

Tabla 5. Valor del fndice de proyecoién. Ejemplo: Virus
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CAPITULO 5. CONCLUSIONES

La representacion grifica como un medio para explorar datos multivariados es una de las

ideas mis explotadas en la distica, para la bisqueda de grupos o conglomerados de
observaciones, posibles puntos atipicos, etc., entre otros propoésites. El uso de
transformaciones lineales para proyectar datos que originalmentc se encuentran en una
dimension alta es una de las maneras mis natural de realizar dicha representacion grafica.
Aunque tedricamente la utilizacion de transformaciones lineales ticne muchos adios, ¢l
enorme trabajo de cilculos que implicaba levarlas a la prictica hicieron que no fucra sino
hasta en los Gltimos aiios, en que las computadoras han tenido un gran auge, que estas ideas
matemiticas han podido realizarse.

El Anilisis de Componentes Principales es de las primeras técnicas que retoman la idea de

encontrar nuevas variables a través de la aplicacion de fe i lincales a las

variables originales. El objetivo de estas transformaciones es que pocas de las nuevas
variables tengan 2 mayor variabilidad posible de los datos, para que la representacion
geométrica de estas pocas nuevas variables sirvan para revelar la estructura subyacente en
los datos muitivariados. En términos iticos, esta técni iste en encontrar la

descomposicion espectral de la matriz de correlacion de los datos originales. El uso de

programas de computo estadisticos permite los comp principales. En los

ejemplos presentados en el capitulo 4 observamos, en el caso de los crineos, que realizar un
andlisis de componentes principales permite revelar la estructura de dos grupos de datos con

lo que se puede suponer que provienen de poblaciones diferentes. Asimismo, nos pcnnm

visualizar una observacion atipica. Por otra parte, en el ejemplo de los vlru + técnicn

las plantas, la realizacién de un analisis de ¥ pri

ninguna posible estructura de grupos en los datos.

rctnentemcnte se ha explotado en la pracuca esta |de'1 at N .
Proyeccnoncs Perseguxdns ‘La mayona de Ios enfoque: presentados eneste trabajo sc.

SEIDENS B
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refi [} rar proyecci ‘i es” de los datos a través de la busqueda de
proyecciones que sean lo mas diferentes a la normalidad de los datos. Bajo este criterio se
tienen diferentes medidas o estadisticas para la no-normalidad de los datos proyectados, los
cuales son usados como indices de proyeccion. Dado que existen varias maneras de diferir
de la normalidad, implica que algunos de los indices de proyeccion presentados en este
trabajo tiendan a sobreponer los grupos de puntos o bien mostrar un nimero pequeiio de
grupos grandes entre otros aspectos.

Otro aspecto que esta invohucrado en la propuesta de un indice de proyeccion, es Ia manera
de estimar la funcion dc densidad de los puntos proyectados.

Tebricamente se puede demostrar que la mayoria de los indices funcionan de manera

adecuada para separar grupos sin embargo, en la practica, dado que estdn involucradas

de optimizacién numérica y de estimacién de funciones de densidad no resulta tan
ficil; es decir, es comin que varios de los indices encuentren numéricamente un éptimo
local, lo cual podria dar pie a pensar que es un optimo global. Por otra parte el hecho de
utilizar estimaciones de las funciones de densidad, produce que las implementaciones
pricticas de los indices no sean las que tedricamente se desean. Por lo tanto, es necesario

realizar con cuidado las diferentes interpretaciones de las proyecciones que se realizan,

En este sentido, es recc dable realizar alg i jones con 1 de datos

artificiales creados a partir de mezclas de distribuciones Gaussianas multivariadas centradas
en los vértices de un simplejo en dimension alta y evaluar los indices de proyeccion

propuestos.

FER ]
v

En relacion a la puesta en practica de los indices, general se on en un
programa escrito en fortran, sin embargo recientemente varios de los indices se han
desarrollado en un programa en lenguaje C llamado XGobi.

En el caso de los ejemplos presentados en el capitulo 4, observamos lo siguiente:

Los indices de Friedman-Tukey y el de entropia son muy lentos, lo cual supone una gran
cantidad de célculos. En apariencia no encuentran un dptimo, sin embargo la funcién tiende

a estabilizarse con el tiempo (Ia grifica es paralela al eje horizontal).” La modificacion
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realizada por los autores del programa acelera los indices, optimizindosc en el mismo valor
que en los indices originales.

Los indices basados en polinomios ortogonales (Legendre, Hermite y Natural de Hermite)
se comportan de manera similar, dando diferentes proyecciones de los datos. Es decir,
después dc un cierto grado del polinomio que estima la funcién de densidad de los puntos, la
grifica de los indices de proyeccion tienden a ser paralelos en un momento dado al eje
horizontal, en diferente valor dependiendo del grado del polinomio. Sin embargo las grificas
de los puntos proyectados son wmuy similares. En el caso del indice de Hermite, se
encuentran los dptimos hasta con 6 términos, sin embargo para grados superiores ticnde a
estabilizarse. El indice de Legendre con cualquier nimero de términos Is grifica del indice
tiende a la estabilizacion, El indice Natural de Hermite sélo alcanza su optimo cuando sc
manejan ¢l uno 6 dos términos en los polinomios pero la grafica de los puatos proyectados

A

lo

no muestra ninguna estructura en particular; con polinomios de exp mayor
mismo que en los indices anteriores.

En relacion a los indices restantes, dado que no se presentaron tedricamente en esta tesis, y
sélo en base a las graficas obtenidas se puede decir lo siguiente: el indice Holes, encuentra
separaciones entre los grupos, sin embargo no detecta las observaciones aberrantes. Los
indices Central Mass y Skewness no muestran la separacion de los grupos.

Por lo tanto, observamos que proyecciones perseguidas es una técnica que tiene mucho por
estudiarse tanto desde el punto de vista tedrico, estadistico o bien del anélisis numérico. Es
una técnica que cn la medida de su desarrollo y conocimiento general tendra mis aphcaclon
cada vez, dado las computadoras sofisticadas con que se cuenta hoy en dia.

Finalmente se puede decir, que el uso de transformaciones lineales en esmdxstlcn y

particularmente en analisis muMtivariado, es una herramienta potente para'

exploratorio de datos, si se requiere identificar grupos, observaclones nbemmtes o

estructuras no lineales que permitan extracr algunas conclusi de un conjunto dc datos' o

determinado.
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APENDICE I. DATOS
Este apéndice contiene los datos originales de los tres ejemplos expuestos en el capitulo 4.
A.L1 Datos del ejemplo Créneos

Las siguientes son los datos originales correspondientes al ejemplo de los crineos,

CASO TIPO X) X2 X3 X4 XS
1188 136 131 132 70
1181 128 129 129 65
I 172 131 32 130 67
1169 131 125 120 58
1182 138 133 133 70
1 182 )22 128 121 66
1 181 135 126 126 64
1171 128 138 130 61
1179129 129128 70

10 1 178133 7137 124 63
1176126 133 125765
1. 17613071340 828 772
1. 11887130 7132: 130 61
1 :

1
t
i
!

w
a
[ S T A S UV S g S S

157 150 133
1547



Apéndice [. Datos

49 2 157
50 2 165
512 162
52 2 1
53 2 143
54 2 160
s 2 53

Las variables utilizadas tienen el siguientes significado:

TIPO =Tipo de poblacion de la cual fueron extraidos los créneos:

(1 = Chotula, 2 = candelaria)

167
158
153
160
155
153

128
135 .
131
129
120
124

-138

138
121
141
127
132

132 .

X1 = DIAMETRO ANTERO-POSTERIOR MAXIMO
X2 = DIAMETRO TRANSVERSO MAXIMO

X3 = DIAMETRO BREGMA BASION
X4 = DIAMETRO BIZIGOMATICO
XS = DIAMETRO NASIO-PROSTION
. =DATOS FALTANTES
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A.L2. Datos del ejemplo Plaotas

Los siguientes datos cor den al ejemplo presentado en el capitulo 4 sobre -la

(g

regeneracion de plantas en la region del amazonas.

FAMILIA 1979 1980 1981
1986
1 Annonaceae 4 3 1 34
2 Bignoniaeceae 16 3 1n 10
3 Boraginaceae 1 2 6 7
4 Compositae 42 23 38 28
5 Cyperaceae 19 10 106 1
6 Dilleniaceace 2 1 5 19
7 Euphorbiaceae 17 - R U] 14 S ]
8 Flacourtiaceae 6 R En .8 ST 140
9  Graminae 42 Lo 38 22 D37
10 Gutliferae 15 0 o2 LMY 40, )
1 Heliconiaceae 45 i (2800 i e 2007 ATUETII03
12 . Lecythidaceae 8 RUREENS [ R R § e 25
13 Leguminosae 10 et R T g T T gy
14 Marantaceae 28 - e ; R 16
15 Melastomataceae 1t
16 Moraceae 56
17 AMyrtaceae 1
18 Pipiraceae 141
19 Rhamnaceae 2
20 Rubiaceae 2
2! Rutaceae 1.
22  Sapindaceae 1
23 Solanaceae 132
24 Tiliaceae 40
L Ulmaceae 31
26 Violaceae 6 ;
27 Zingibera ) BT
28 Amaranthaceae 2
29  Annonaceae 12
30 Bignoniaceae 10
34 Celastraceae 2
32 Compositae 53
33 Cwperaceae 19 . ool
34 Dilleniaceace 27
a5 Euphorbiaceae 1
36 Flacourtiaceae 1
37 Graminge 62 : ; S
38 Guttiferae 3 6 SRS T SRR - 101
39 Heliconiaceae 24 34 - 44 : 59
40

Lecythidaceae 1. s 5. 2 | ;e 46
16 '
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41 Leguminasae
42 - . Marantaceae
43 Melastomataceae

- 44 Moraceae

) Passifloraceae
46 Pipiraceae
47 . Rhamnaceae
48  Rubiaceae
49 Solanaceae
30 Tiliaceae
51 Ulmaceae
52 Vialacea:
33 Zingiberaceae
3¢ Annonaceae
35 Bignoniaceae
56 Burseraceae
57 Connaraceae
358 Dilleniaceace
59 Ewphorbiaceae
60 Graminae
6! Heliconiaceae
62 - Icacinaceae
63 Lecythidaceae
64-  Leguminasae
65 Marantaceae
66 Moraceae
67  Palmae
68  Pipiraceae
69 Polygonaceae
70  Polypodiaceas
7! Rhamnaceae
72 Rubiaceae
73 Sapindaceae
74 Sapotaceae
75 Salanaceae
76 Ulmaceae
77 Violaceae
78 Zingiberaceae
79  Acanthaceae
80  Bignoniaceae
81 Caricaceac
82 Euphorbiaceae
83 Gramineae
&4 Heliconiaceae
85 Lecythidaceae
86 Leguminosae
87 Marantaceae
88  AMonimiaceac
89 Palmae
90 Pipiraceac
o2 Polypodiaceae
92 Rutaceae

-
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93 Sapindaceae 6 4 3 3
94 . Solanaceae 12 7 5 0
95 Sterculiaceae i (] 3 2
96 Ulmaceae 8 5 2 0
97 Violaceae 2 8 8 22
98 Zingiberaceae 1 2 2 13

A.L3. Datos del ejemplo Virus

Los siguientes son lfos datos originales utilizados en ¢! ejemplo presentado en fa seccion 4.3
referente a los residuos por molecula de diferentes aminoacidos.

TIPO X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 X10 X11 XI12 XI3 X14 XIS X16 X17X18

25 12 8. 20 1000 6 21 4. 7178
26 13 720071000 6 21 47011780
25 100 70137006 LEN 5.
15 S18 2924 CEUN4 8 2
17 147 124 1 ELT b
2 ) 52 T3 2 20
21 ¥ SR I3 2 12
3.4 1 .3
£3.54 1 ‘3
0
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APENDICE II. INSTRUCCIONES DE USO DE PROGRAMAS

En este apéndice se presentan las instrucciones para realizar el anilisis de componentes
principales en el paquete estadistico SPSS, asi como algunas instrucciones para trabajar el

programa XGobi en lo que se refiere a las proyecciones perseguidas.

A.IL1 Anilisis de Comp tes principales en SPSS
Las instrucciones para que el paquete estadistico SPSS, realice ¢l anélisis de componentes

principales suponiendo que las variables originales son x1, x2, x3, x4 y x5 y que se va a

utilizar un archivo llamado craneos.dat son como sigue:

DATA LIST FILE =*CRANEO.DAT' FREE/
FACTOR
/VARIABLES x1 x2 x3 x4 x5 /MISSING LISTWISE /ANALYSIS x1 x2 x3 x4 x5
/PRINT INITIAL CORRELATION DET EXTRACTION
[CRITERIA FACTORS(S) ITERATE(25)
/EXTRACTION PC
/ROTATION NOROTATE
/SAVE REG(ALL) .

Si se quiere una grifica de los dos primeros componentes principales se dan las siguiemés

instrucciones.

GRAPH
/SCATTERPLOT(BIVAR)=fac2_1 WITH fac1_l
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A.1L2 Proyecciones Perseguidas en XGobi

XGobi es un programa desarrollado por BELLCORE (1994), que se gjecuta bajo’el sistema
operativo UNIX en un ambiente X-Windows. Para ejecutar el progrimq ‘se'le debe dar la
siguiente instruccion: '

XGobi archivodat

donde archivodat es el nombre del archivo en cddigo ASCII que contiene los datos del
ejemplo a trabajar.

Al entrar al programa XGobi aparece en pantalla el meni principal ubicado en la parte
superior, en 1a parte central de la pantalla aparece una ventana para realizar una grifica del
tipo X-Y. Si del ment principal se selecci la opcién llamada Tour, aparece del lado

izquierdo un menii que entre otras opciones coatiene lo siguiente: una opcion con el nombre

ProCmp, que si se selecciona el programa trabajara con los datos esferados en lugar de los
originales; aparece una opcion lamada PP Index Menu el cual permite seleccionar un indice
de proyeccion de un total de 10 indices. Al seleccionar un indice aparece una nueva ventana

en la cual se puede apreciar el comportamiento del indice cuando esta proyectando los

puntos. Si se selecci la ion Optimiz el indice buscard su valor optimo. Del lado

v P

derecho de {a pantalla aparecen las variables que sc estan considerando para la proyeccion
del indice. Basta con dar un click para seleccionar o quitar alguna de las variables.
Si s¢ quiere guardar alguna grafica en un archivo, debera seleccionarse la opcién 1/0 Menu

y seleccionar en estc meni la opcién Write.

Los indices que pueden ser seleccionados son:

El indice del Legendre: es el indice propuesto por Friedman (1987).
Elindice de Hermite: es el fndice propuesto por Hall (1989).
E!l indice Natural Hermite: es el indice prqpu‘ésloy por Cook y éolabomdores (1993).

El indice Holes: responde a proyecqion‘es que contienen pocbs:datos en el centro,

Elindice Central Mass: responde a proyecciones con altas concentraciones de puntos en el

centro.

Elindice Skewness: responde a proyecciones que exhiben asimetrias,
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El indice Friedman-Tukey: cs el idice original propuesto por Friedman y Tukey (1974).

El indice Entropy: Es el indice presentado por Jonesy Sibson (1987).

E] indice Binned Friedman-Tukey: da las mismas proyecciones que el indice Friedman-
Tukey sblo que optimiza mias rapido.

El indicc Binned Entropy: da las mismas proyeccionies que el indice Eatropy sblo que
optimiza mds ripido.

Por altimo se presenta una pantalla del programa:

Eg XGobit fles.beetied

e e el

[oation [ew caa ontealdealenc] |

: 0.6036
€2 N
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