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Presentación 

PRESENTACIÓN 

El análisis exploratorio de datos es un conjuntó de iécnicás que permiten un estudio global 

de variables o individuos en relació~ á síu/simÚitlld~~. 'difer~ciás o pCÍsibl~s e~niérur~s de· 

grupos. Estas técnicas suelen tener aplic~ciÓ~ ~íi'~~~o~·~e'j;;~e~i~áciÓ1í ;¡~·dlve;~Ós éomo 

la biología, la antropología; la .geol~gÍa~ 1Ía1¡;;~~~~t'eib.,:~ebido a\¡~~ e~ ;~u~has 
• • • ·; .;· .. . .. .'•.•·· •· .•. :.•.· ;;, ...... ; ,·~; ...... )'•· ¡ .•.••. '.·.' • 

situaciones es de utilidad con'océr si un conjwl'.o'de datos recolectados a partir de '.11últip1Cs 

mediciones en un objeto o O:~J~ó ·~:~~6~0 al~~\e~~ciií'ra%efl~ldtÍ,;~ t~e~ ~orno .· 
conglomerados, observaciones ; ab_erl:~!1ies;f ei~. l'.á : ~stndl~ic~'. éllél1t~: co~ .•. ilna' área· 

denominada análisis·'"1hitiJari~'do•q~e·~~.·d~di~a' á1 ··éstudiÜ'.de''in;;·~()~iihtó de: variables· 

aleatorias de manera sinÍJ;á:.'éa: · ESta área' Ír~dici~da1~í~nte: incluy6 viirii~ · técnfo_as como 

análisis de component¿s. priilcipal,es;. ~-~ális,is factorial, ''ánálisis de ..• corrciaCió~ canó~~ica, 
análisis de diiciri~~'ru;!é, ~~áÚsi~ d~ co~¿oi~er~~~s/~~c'á1~~i~~t~ n;;;.tid~~~i6ná1/análisis .. 
de correspo~d~n~Í~. 2~~:. ·7.,~·;~ . , . ··,; :, .. ··· '• .... ·· 
En particular, exi.stlm técn_icas eStadísti~~s niÚhiváriadas basadas e~ trá~~fo;.mad~nes lineales. 

cuyo objetivo ~s 
0

mos~rar la'est..iictur,a ele.los 'cl~;~s. d~inÍmrne~¡~ ~n 1má ó'dos di~ensiones. 
La téi:nÍ~a más ~~n~~~d~~cie)Síé tip~; r~cibe .~I: 11ombre de Anállsis de Componentes 

Principales, la cual es"Wi~ de l~s téCJÍicas explor~t~rias ciélimálisis mUJtivariado ~~s mtigua, -·.· ·' . ,'. ·.-. ... .... . . 

más conoéida, y quizás Já' más usada. En Íé~inos de álgebra lineal la téC11ica consiste en 

buscar la de~composición espectral ,de una matriz, q;1e teóricamente es positiva definida, 

aunque en ~asos p~ácti~os no siempre es así. 

Por otra parte,' en. aflos recientes, ha tenido auge una técnica denominada Proyecciones 

Perseguidas, del ingles Projectió1í Purstiit, ·también. basada en transformaciones lineales. 

Aunque la idea de realizar transformaciones lineales teóricamente tiene mucho tiempo, el · 

desarrollo reciente de esta técnica se debe al acelerado avance que en los últimos ailos se ha 

tenido en el uso de computadoras cada vez más potentes. La técnica _de. Proyeccio~_es 

Perseguidas tiene como objetivo buscar "proyecciones interesantes" de los datos ~ alguna 

dimensión, usualmente dos, que permita visualizar su estructura. Diferentes definiciones de 

lo qué es una proyección "interesante" han dado origen a pl~tear diferentes índices de 

proyección, debido a lo cual, se podría considerar que en realidad Proyecciones Perseguidas 
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es uu conjunto de técnicas que buscan encontrar la mejores proyecciones que penuitan 

visuali7Jlrla éstru~tur~'d~ l~s d~Íos. . . , . 
• ', .. -:::·:.-··:·'',:-1'~··: .. ~·,-:~·.c,•.',' ',.·- .. · .... ,. ·•. '~ 

Con estás ideas· w ment;;,' el ·~bjeÚvo de esta tesis es pr~sentar el usó de" transformaciones 

~~:~i;a::~;~;~~jb~~fci~~~:.;l1~~~i~~~~~~~1'.:;;J:j1é~t;1:s~g~;~~~fg;t>:•,::~i:: 
estadístiéo de los ejemplos pr~sentados, sino ilu5!rar, el tis~ de esta.s té.~ni~as ·en eI análisis· 

exploratorio '·de: datos~ Táinbiéu· Ütiliz8remos 'álgWios" de l~s . conéeptos clásicos' de la·· 

estadística, t~les co~o .ri~diá; v~rla~. ctlvariam..;.;· c~rr~la~ió~; llÜJ'cl6i1 de - d~11sidád; 
función d~ d'i~rlbÍlció11'/~t~'. ·. >; ·. 
Aunque la in~runl~nta~ión dé ~stas técni~as en computadora 1ios llevri .ÍÍrecta~ente al á~ea 

' ' .......•. ' .. , .,.. . - ... . ·- ··1; .. , ... - -··· 

del análisis 'i1umérlco; ~en est,e trabajo no .se profundiÍ.ará en este aspecto utilizándose 

software ya desa;oUado. ·En el ~aso del análisis de componentes principales, dado' qué es 

una técni~a d~s~n:~ua.da ;~n la lnayoria de los paquetes comput~cim;ales ~stadisticos 
comerciales hllr~~~s ~sci de ellos para desarrollar las aplicaciones prácticas; en partic~lar'se 
utiliza el p'aquete SPSS.' Para eÍ caso de la técnica de proyecciones perseguidas la mayorl~ de 

los algoritmo~pr~p~e~~s se han desnrrollado en el lenguaje de programación l'ORT~y . 
más recientement~ fa empresa estadounidense Be/lcore (Bel/ Com1111icatio11 _Research) 

( l 994), ha d~s~rrollado u~ programa, en lenguaje e, de gráficas dinámi~as para análi~is de 

datos lla,niad~· XG~bi, implantado en el ambiente X Windows bajo el si~emn':op~ratÍvo 
UNIX, el cu~l inclÜye la instnunentación de varios algoritmos pro!iuestos·;,o?difeientes 

investigadores ·en relación a estn técnica. En esta tesis se utiliza ~ste ·software para 

ejemplificar la técnica en tres casos prácticos. 

Ea bas~ a todd lo anterio~, este trabajo de tesis está organizado' de l~ fonÍla si~1iente: 
En el capitulo· 1 se presenta la notación que utilizaremos· n lo. larg~ ·dei°' trabajo. y algunos 

conceptos estadísticos gen~rales, tales como función de densidad, funclc\n de-.disiribiición, 

momentos, m~dia orit~1étic~;:·vari.an~1, ·co~;arianzu, corrclación;<·cuniJJari·~~~ ;./~stim~ción dC 
funciones de densidad.Asi~ism~ se introduce el concepto de esca1~oiie11th dc. la~·~a~ables, 
traducido del tém1ino inglés Scaling, y el de esferádo de las vnri~bl~s. tr~cluciclo d~Jté~ino 
inglés Spltering. En el c~pítulo 2 se pres~uta de manera extensa la ;écnlca >de AnálÍsis d~ 
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Componentes Principales, exponiendo desde un breve bosquejo bistórico, pasando por la 

descripción geométrica, algebraica y del calculo diferencial,. así. como . diferentes 'usos . que 

puede tener esta técnica en análisis de regresión niilltiple entre otros a;pe~t~s: !in e1 c~pil\alo · · 
3 se expone la técuica de Proyecciones Perseguidas concentrando la ate~cióÍ; del. ca1;ít;,io 

en la presentación de algunos de los indices de proyección más co~~cido~'~n rel.ación.'a esta 

técnica, propuestos por investigadores tales como FriednUm ·y Tukey;. Huber;. Jones ·y 

Sibson; Jee; Friedman; Yenyukov; Eslava y Marriott; Hall; Cook, Buja y Cabrera. En el 

capítulo 4 se presentan tres ejemplos utilizando datos reales, el primero referente a medidas 

de cráneos de dos civilizaciones antiguas de México; el segundo ejemplo corresponde a la 

regeneración de plantas en la región del amazonas en Brasil; por último se presenta Wl 

ejemplo en el cual se utiliza la técnica para clasificar un conjunto de virus a los cuales se les 

han tomado algunas medidas relacionadas con restos de moléculas de aminoácidos. Algunos 

conclusiones sobre los temas tratados se encuentran en el capítulo 5. Finalmente, se 

presentan dos apéndices: el primero presenta los datos de los ejemplos estudiados y el 

segundo las instrucciones del paquete SPSS para el Análisis de Componentes Principale~, así 

como una breve introducción a la aplicación de la técnica de proyecciones perseguidas 

utilizando el programa XGobi. 
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CAPÍTULO J. INTRODUCCIÓN 

En este capítulo se prese0ta·:1a n~tai:lón y algunos conceptos básicos que se empicaran a lo 

largo de la tesis; tales com~ rulición de distribución, momentos, cum~antes, esperan7.a, 

varianza; etc. A~imi~o. s~" ~res~nia\i d.i~ ~ro~~dioiícnt~s de estanda~iza~ión imp~rt~1tes 
para el tiatatÍtie~tÓ de "dat~s·oi~í1iJ~ri~dos: ~l d~ escalamien¡o y el d~ ~~er~Ú de las. 

variables, q~e d~b~n' ~~r'~on~d~iíiJ<ls antes dé i~ri~ar el 8lláÚsis d~ ~¿hip~ue~t~s princip¡les 

y el de proy~éCi.;~e~per~~S\ud~s respecÍiv~ment~.'·' 
1.1 Nota~i6n'.U:ii~ial ~ 
Se conSidcrnun; población como el conjuÚto' de objetos baj.iºest~·dio; I~~ ~u~les pueden ~cr 
plantas, p~rsonas, ci~dad6s, máquinás, etc, Para de;;otar dif~~e11i~s ~edidas realizadas en 

. . - . ' ' ,, ··,··.', .". ·' l 

tales objeÍos se Ütiliz8rá la variable X. Supondremos que teneái~s prneclidasdiferentes, lo 

cual da lugar á la.s ~aI'iables x,, x,, .. .,xp. Denotaremos po~ ,Y eÍ ~Ó~Í~ro de',elem~ntos _de _la 

población. Uná ru~estra de la población es WI subconj.it;t~ de 11. p~blaÓión y considerareru~s 
que su tamaílo "es dé 11 elementos. •,;-

1.2 Funciones de distribución 

Consideremos imtvariabÍe x que mide lllgwia característica ·de• un objeto. Sea /(.>:) la 

proporción de vecesq~é apare~e la 'virlabl; x ¡;n I~ poblnclÓn de e~~diCI. Lo función /(x) es 

llamada la función de densidad d~ la variable x, . 

Nótese que 

M. 

:L1<x;)= 1. 
i=I 

donde Mes el número de, vál~res diferenÍes de x. 

Aunque en Ja práctica es muy dificil que suceda, supongarnos que X es Ulla variable que 

puede tomar tin nú~~ro .inflnitóde valores, entonce~ se deberá cumplir que la serie infinita 

resultante sea convergente. Es decir 
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CXl 

Lf(x;> deberá converger a 1 

i=I 

Con esta idea se puede defitÍir uú~ nu~va funciÓti~ ll~da la fünción de distnl>ución, que 

denotaremos por F(x), co~~b sigu'e:,·.: . ».'; /. 1< - -. .. r ·~·~-·>: . -,·.'.. '.... . . 
r:<~·)"."'Lf(x;) ;parll~.<M 

Por otra parte, .si x e~ tilia. vari~ble:éonÚnun: ~to~ces .. ''se'pu~den construir rangos o 

intervalos para definir la función de \iistrib~i:Íón de i.'considc~Íd~. ~Stos rangos de tamai1o 

t.x y haciendo Clste ~íuuer~ t~~ p~q~~ñ~·~~,i;~ se~.P~~l>l~; I~ fül1ción F~) s<l de61iiría como: 

·;- ~<~r)·~,fi<u?du· 
A ful de manten~r la id~a de loqu~ pas;i'co~7 tn¿~~~';blg; dl;~rét~s se d~bcrá cumplir que 

.. 'í;,~ FCx)i. 1: 
x~á:> . .. 

Comúnmenie.la función F(x) .en el cas~ d;~cr~Ío y~o~tl~uo sud~ ~s~iibirse respectivamente 

como: 

r 

F(x)=. LJi(x) 
i=-oo 

·" 
F(.r) = f /(11)d11 

-00 

la función de distribución deberá cumplir ·que: 
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co 

LJi(x) = F(aJ)- F(~}= 1 
i=-a::J 

c:o ,'., :,.' ' 

ff<u)~u ~F(oo)'-F(-ctJ) = 1 
-c:o , .,, . ' l· 

• j• 

La inlegral de Stieltjes tiene la car~cteri~ica que en el casó discreto se reduce a w10 suma 

ordinaria y en el ca~o c~~t¡¡;~o;~l~·¡~t~~J'déCaubhy(K~ndall, 1977, pags. 15-16). En 

consecuencia, para áínbos c~~Ós 'ii~.~~riaÍiles,
0

diS.cret~s o contlnuas, Ja función F(x) se puede 

denotar por:. '.·.;: /:,.'·' --:;-- ::> 

. x·· { 

r:cx) "= 'f f<;1)du 

En adelante se considerará esta exjiresión para .referimos a la función de distnoución F(x) . 
. ··-- ._,_., ·-;-·· ·"·' 

í ~ -

t.3 Momentos u~lva~i~ifos. l\ledl~ ll;;t~éti~Z; ".ªr~llnza 
Si X es nna variable Íltilizadá para m'cdir .;;1a'ca'.:~ci~rÍstica 'de los ele'mentos de UÍÍa pob!Ítción 

.;o·" 

se define el mo111ellto 'de o~derÍ;, µ?-; de fos dlÍt()s.al~eilé<lor de un punto arbitrario a, por 

medio de la i~tegral de Sti~ltjes: 
,• 00 .· :- " . 

µ~ = f<x-a)r dF 

dondef(x) es 1a función de den~i;J,¡ci de 1a variab1i ~; dF=Jrx;dJ:. cuimdofes continua. 
. . ·.· .. · .... ·~ (, ... '.) ··· .. ; . . 

En particular el primer momento µ 1 ·recibe el' nombre de media .aritmética de los datos 
-.. ;;,,,. . ;<··: . \;:---"-~,> _;_~::.:._ .·.- .: ··a -

alrededor. del pw1to a y es usual deno.tarlo simplemente porµ.~. Es decir: 

co 

~·ª = f<.:r-a)dF 
-o:i 
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Si a = µ ª se sustituye en Ja expresión para µ~queda: 

QO 

µ~ =<f<~-¡iª)r dF 

el cual es llamado el momenio central de orden r, siendo co~IÍn denotarlo simplemente por 
:e• '- ~; ;~ ; ; ' h' "'."• ~. ,• ~ '•'• • 

µr. Otro caso particuiai e~· el lllo~e~t~ ~~ntr~I: d•e orden: dos que es conocido como la 

Varian7.8 de los datos ~(rededo~ ~e (a:~edia, fo ;C¿~; ~S ~a me~d~ de d;s¡Íérsión de los datos. 

Usuatlllente la variaÍi~. <:{d~ota pd;·~Í~bol~~;. •n's ~~~\/ · . 
•.•'. <XJ ,_;»,·-·-' 

ª2 ':= f<iL µa)~dF 
A la rafz cu¡d;ad~ positiva de la varianzá se I~ UaÍna I~ d~Sviació~·estándar de los datos y se 

denota ·por la letra cr. · ... 

Si ~n lugar de un~variable ~.se tiene ~a'.fultció~h(x), .e\:concepto de ~edin aritmética de 

esta función, denotado por E(h(x)) se ~xtiendc d~ ~era n'atur~I ~o~o: · -- .,:_- " . ,;. ·'·- . ,,._ .- -. - ,._ - -
QO 

E(h(~)) = f h(x)dF 
·-co 

. - :·· 
la letra E es usada debido a, que esta expresión suele llamarse. en. teoría de probabilidades, el 

valor esperado o esperanza de In fitnción h. En '1a literatura. estadístico escomún encontrar 

E(x) o ¡t para denotar la media de la variable x. · 

La definición de esperanzo de una función se expande para el casó en que la función dep~da 

de p variables, h(x,,x,, ... ,x,J, como a continuación se observa:·:. 

co- '00 - _,--- _' - ' 

E(h(X¡,X2, ... ,Xp)) = J ... f h(X1>X2, ... ,Xp)dF 

-00 -co 
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1.41\lomeatos bivariados. Covarianza y cor~~lacióa' 
Consideremos que se han reali~dd:il~~'n;~dld·~~/x,, xi, im una población determinada. El 

. a , ~ ,'. :: <. ,.:"'::-.~·._ .. '.:,:._.,, .<: ;- '.:-·:::-- . -: .-
momento bivariado µ,}' 2 de x1 alrededo'r de ci1 y·· x, 'alrededor de a, sé define como: 

.:~'.:, ';'..~--~ /< .· - -~>·· :· ._·,::,:- .. ,> -

µ~1·ª2 = ·J '.fcx(_; a1>rcx2 -az>" dF 
-00-00 

En esta expresión se observa ~i~ µ; r~pr~seni~ eir:ési;no ~mniento dex,; y ¡t.,, el s-ésimo 

momenlo de x,, Si~' es Ja ~~;¡¡; de, Ía ~~rlabl; ;/,y ~i ~s la ·m~dla de Ja,variabléxi, ~!onces 
¡tB se conoce eom~ •el monicnto c~Jiral bi~~1iado dé las vari~bJ.is x; y l:} . 
En partic~lar µj, es ll~~J~ I; ~ri~~rl~~ ;de ias vari~bl~~ x;: x,, L~ eX'Jlresión esenia en 

co co - ' 

cov(x1 ;.~2)=µ11=J Jc:c1 -µ 1)(~2 .:.µ 2 )dF 
-00-00 

donde fl¡ Y. fti son las medias aritméticas de X1 y xi respectivamente. 

Otra medida'imp6rtantc.de'~~la.elón enlre d,os variables es el coeficiente de correlación linea~ 
denotado por p(X1,X~), ét cÚaJ S~ define como: 

cov(.'t'¡ ,x2 ) 

cr1cr2 

00 00 

f fcx1 -µ 1)(x2 -µ2)dF 

-0000 

00 00 

fcxi -111) 2dF fcx2 -µ2)2dF 
-00 -00 

donde 01 y a, son las dcsviacion.es estándar de x1 y Xi respectivamente y -1::;; p::;; 1. 
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Nótese que si X¡ = x2 entonces p(x¡,x,) =l, Asinúsmo, si x, ,,. X2 pero !p(x1.x>ll "' 1, indica 

correlación alta entre. las dos variables. En sentido contrario si p(x1,x,) = o, indicaría no· 

correlación entre ellas: 

1.5 Cumula.u tes 

Los momentos no son el único conjw1to de constantes que descn'ben el comportamiento de 

una función de distribución. Los cumulantes son otro conjunto de constantes de este tipo 

cuyas propiedades son teóricamente más útiles en algu11ns circunstancias especificas. En esta 

tesis serán utiliz.ados en la constmcción de un índice de proyecciones perseguidas llamado de 

momentos, el cual se presenta en el capítulo 3. Fom1almente los cumulnntes univariados k1, 

k,,. .. ,k, se definen por In identidad: 

{ 
k2t k,.tr } µ 212 µ tr 

exp k1I+-+··+--+··· =1+µ 1t+--+-·+-r-+ ... 
2! rl 2! r! 

donde los momentos son definidos alrededor de 1111 ptmto a cualquiera. 

Kendall (1977, pags. 69-73) desarrolla esta e"Jlresión con el objetivo de C"Jlresar a los 

cumulantes en tém1inos de los momentos centrales. A continuación se presentan en forma 

e"Jllfcita la ex'Presión de los primeros 6 cumulantes: 

k¡ =0 

kz =µz 
k3 =µ3 

k4 =µ4 -3µ~ 
ks =µ5-I0µ3µz 

k6 = µ6 -15µ4µz -IOµj +30µ~ 
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De manera análoga para el caso bivariado los cWU:ulantes están definidos por la siguiente 

identidad: 
. . 

{
k10 ko¡ .·· ... · k~; r s ·_ ·} 

exp -1¡+ .. -. - .. 12. +. '·:+-. lrl.2+·· 1!0! 01.11 ,.~ ·rtsl > ··. : 

= 1+.e.!J!.1,{µ()¡1}~.'.'.i µ;s ~rl~~··· 
·. 1101 .. · . Ol}I . · .· ...•. rlsl .... ·• ·. 

De nuevo Kendall ( 1977, pags. ss~s7). d~· l~s 'e~r;sion~s ~K¡11ícitas para !ns cumulan tes en 

ténninos de los momentos cénirales bivariados. A ~óntüi~aciém se ~resentan algunas de estas 

e:<presiones: 

k11 =µu 

ki¡ =ii21 · ... -
k3¡ =µ3j-3µ2oi.i11 

k12 =µ2i;;.µ20J~2:::2~r,-
k4¡ =µ41-4µ~0µ¡1.-6µ2¡µ20. 
k31=µ32,-:-µ30¡.i()2.::.6µ21¡Í11-3µ20µ12 

ks1 = µs1~ s¡l4oit11_:101!31µ20:... 10µ3()µ21 +30µ20µ11 
.. · .. ,. -·>:: :···- ; •.. ··: .. : ., ... ·:· •. . . - 2 . 2 . 2 

k42 = µ42--:- µ40µ02 -:-8µ)1µ11 ;;.4µ3oµ¡2 -6~122µ20 -6µ2¡+ 6µ20µ02 + 24µ2w11 . .," .. ",.· .. ·.·· ·., 

1.6 Notació~ compÍi~1~n;aria 
Mencionamo~ ~ Ja s6cciÓi1 l. I qÜ~ utilizaremos N para denotar el tamru10' de la población y . - . - - . ' ' •. . . . ' ~-. ~ - .... ' - . .:.. 

p para el nútnefo de varÍ~ble~ o medidas ú los objetos: s~ '~c~Stun1brn <léuotar por X la 

matriz pobl~cio~:1 q~e ti¡;,;e como' col~mu~~ las·; ~~~a ble~ yconi°o ,'¡;fÍ~r~ri~s l~s N casos u 

observaciones de la población. Por lo t~;iio ia ~iriz X ti,;;te la fonna siguie;ite: -· 

r,,, x12 ,,, 1 - Xz¡- x22- X2p 
X= . 

XNJ XN2 ... XNp 

IO 
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Para el caso. de una muestra de tamaño 11, la expresión es la misma y sólo tendremos que 

cambiar N por 11. 

En el apartado 1.4 hablamos de las cov;manzas entre un par de variables; considerando 

además Ja varian~ de cada una de lasp variables 'se construye Já Í:íuítrlz de covarianza l:, 
. . , . (' ... , ··:·· . , . . 

denominada también matriz de dispersión,; lúual ésde 1á·ro~: · .. ' 

r cr¡2 

º''] l:= O'~¡ 
0'2 

2'. ª2p 

O'p¡ O'p2 0'2 
p 

donde a;¡ es la covarianza' entre las variables i y j, para i"') y a11 = a,2. Esta matriz tiene Ja 

caracteristica de ser simétrica y positiva definida. 

Asimismo, se define la matriz de correlación P como: 

P12 

1 

Pp2 

Ja cual también es simétrica y positiva definida. 

P.lpj 
P2p 

1 

En el caso ~uestral denotaremos por X¡ la ·media aritmética de In variable x1, por e;¡ la 

COVarianza entre dos Variables X¡, Xj y po.-~;¡ Ja correJa~ión, F.xp!ícitamente t~emos: 

para k= l, ... ,p 

11 - ' . 

ciJ =t,L:(xk; -x¡Xx~1 -x1} parak= l, ... ,p 
k=I . 

tt 
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cij 

rij = ~ 
C¡¡C .ff 

Por lo tanto si la matriz de observaciones .muéstrales.es: 

. rv Xl2 ,,, l Xz¡ X22 

:;~ X- . 
' - x:,. 

X11z 

entonces las matrices de eovarianza Y .. correlación muéstralés denotadas por C y R 

respectivamente están dadas por: 

rq C= c~1· 

Cµ¡ 

""[i: 

c12 

ci 

Cµ2 

r¡i. 
,1 

:~1 ' : . ; 

,·,. 
.... e~.::. 

A menudo estaremos hablando de la •. traits¡~ueka y de la inversa. de una matriz A, las cuales 

denotaremos por A 'y A",1 respc~tiv~rb~~te 
En la sección 1.2 se prcscnt~ la ide~-dc función d~ densidad de una variable; la función de 

,. ' · .. .'·.::.:· ., "' '·. '· . . :.·.' 
densidad teórica más: i,Ínport~nte para datos mllltivariados es la Gaussiana o nomial 

multivariadá; la fonna más üstial de escribirla es: 

· . /Er}i { 1 } f(x)=--exp -'-(x-µ)'E-1(x-µ) 
(27t) %' 2 ' 

12 
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donde x es ·el vector de variables, µ es el vector de medias aritméticas y 2: es la matriz de 

covarianza. Está función es muy utilizada ya que forma la base de gran parte Ú inferencia 

del análiSis mÜJtivariado. 

Otra fimciónieórica .{b¡ que nos. referi~emos e1i esta tesis, es la llamada 'X.2 (Ji:cuadrada). En 

el caso ~~riado e~ d~da po~ 18 e"Jlresióh: 

f(z{~ ~ex{-Jz)z~-l 
22 r(~) < · · 

z ~O, v>O 

donde z es una ·variable que denota la suma de los cuadrados de v variables con distribución 

Gaussiana e~ándar(medi~·,;,' O y vaÍillnza = Ú y. Í'(x) es la fun~ión matemática gamma. 

J. 7 EstinuÍcióri de densidades .. 
·¡·. 

En la sección 1.2 introducimos el ccinc~¡itci de función de'd~nsidad de 'una variable. En los 
'· '· . ,, ·: ' 

casos prácticos en los que· se trabaja· ~on wía muestra 'de la población no se conoce la 

función de den~dad poblaclonal de 1m; ~onjuntci Íle datos, debido a lo cual es necesario 

estimar dicha fwiciórí; Exlsién dlf~~ciit~tnié~odos de estimación; particularmente en esta 

tesis, en el capítulo. 3, nos referlre~os .ª·~~i!Da~i~nes de funciones de densidad a partir de. 

fw1ciones núcleo (kem~I fi111clloi1) entre 'ótras. Lá teoria al respecto se puede consultar en 

Silvcrman (1986). Es co'un\i; den~Íar por j(x) la estimación de la función de densidad 

f(x). 

t,8 Escalamiento de las variables 

Cuando s~ éstá realizand.o una investigación donde se miden diferentes caracterÍ~cá~ de un 

sujeto, e1i general ias variables que se utilizan son de diferente tipo ytien~ direfllÍltesescalas 

de medición. Por ejemplo, en un estudio donde se quiera caracteri?.aia ~·~cid~ J;~«só~as · 
adultas, con respecto a dos variables: la estatura medida en metros ~ .su ~es~ ·medido en 
kilogramos, se podria flícilmeote cometer el error de creer que la varian;.¡; de.la varlable peso 

13 
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será mucho mayor que la de la variable estatura debido a que las unidades son más grandes 

en ~ variablé que ·~~ otra, Este heclio nos llevaría a conclusiones erróneas al empicar 

técnicas de
0 

~áUsis Íii~tivariado, en particular ~l análisis de i:omponclltes principales. Esta 

téctÍica no es in~anl;;t~ ~O~ ;espe¿tO á Ía e~cala, C~lllO si Jo es por ejemplo Ja técnica dcJ 

análisis de regresión. 

En el capítul~ 2 se verá a d~talle que Ja tCÍcitic~ de análisis de componentes principales se 

basa en las varianzas y covarianzas de las/variables. D~bid:o a esto, antes de emplear la . 

técnica es recomendable escalar las vari~ble~ ~rigtnales. 
'-· ' ..... "'· . 

Existen diÍe;enies fomtas de· escal~n;iento cÍ~· las v~riabJcs, siendo Ja niás Úsada la· 

estandari7.8ción, la cual consiste en q~e a cada ~aríable se le resta la n;edi~y s~divide entre 

su desviación estándar.. ESto ini¡ÍÍi~a ~ue las vnrlables escafadns o e~andiÍ~das tend~án 
media cero y varianza linitaria. 

Es decir, si originalmeut.e:se tienen p variables x,, x,,. . .,xr entonces se·defuie Un.nuevo 

conjunto de p variables mediante la transfonnación: 

Z· = X¡ -X¡ 
1 

..jvar(x¡) 
i=J,..,p; 

estas nuevas variables serán Ja base paro realizar el análisis de componentes principales. 

Nótese que la covarianza entre dos variables estandari7.8das :1, : 1 es igual a la correlación 

entre las variables originales x1, XJ tal corno se demuestra a continuación: 

Otra fonna de escalar a las variables es la de estandarizar a las variables por el rango en 

lugar de la desviación estándar,' I~ ·cual no parece tener mucha utilidad; una fonna más es 

14 
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cuando se usan estimaciones ponderadas de la varianza a fin de evitar posibles distorsiones 

debido a la existencia de observaciones aberrantes. 

1,9 Esferado de las variables· 

"Spheri11g", témüoo que puede -t~~du~irse .como· ésferado de las variables, es el proceso de 

transformación de los dato~ ·riri~iu~l~s •~-ara ~ue la vari~1za :~ea. la· riusma · erí · cuáJqUier 
·, - . -.· - -... - . . . - . .. ,, 

dirección. Es decir si se tieué1i p variables al aplicar el proceso de esferado todos los puntos 

en el espacio p, se c!l~centrwi 'en.pron'i~di~·~n'u~a hiper:~sfera k ~sa •JÍriien~i~n, J() ~Üal es 

equivalente a decir qué las v~~able~ ~~ferad~s ;¡~u~n co~~ -~atni d; varl~n;:a~co~arlan7.a Ja 
matrizidcnddadl . . ---- - - ·->1 ··· •. .1.· -/J, ,· ___ · ' - - -'.·~- .. -· -·'.j:i i ·, -~·~·-

;_-:,,,- <• 

En ténninos _ algebr~icos el; esfcrado de•.-• Jos . varlables es el 'proceso ''de e~contrár · 

::::1~:i:i::;:s 1~er:: -~'.~~~~s·~~~~;s_·;:~¡ªb,~:1á:~.t~e~;:ilt2·~·~r~b:ri;~: :: 
recomendable que se realice íinlé~ éte iillucar una' téctÍ.icá cie Proyecciones' i'ersegúidas; a fin 

-- ,, -- -,e - - • •-- - - - -. - -o . - - - - - . ' • - ~ - . - ' - . . . • 

de evitar interp~etaci~n~_~'err6~~~s en }as pr~yeccion~s debidíi,11 1iis posibles escalas de 

medición de las variables ~rigbÍ~Jes. \ ; _ 

Revisando la liierat~-~ d~ 'álgebr~ liÚeal (St;ang, 1<m¡; en Ja part~ concerniente a 

transformacionés. lineales,: se afirma que si A es ·tina matriz simétrlcá ~ositlva defi~id~, 
entonces existe una ~t~ L, no singular, triangular inferi~~ que Cumple Ja igÜaldad A;.LL •. 

Esta fact¿riza~iÓ~ de J~ ma;riz A es llamada Ja descomposición de Ch¿Je~k)i. u; unicid~d d~ 
la facto~-~ió~ sici~ é~a~do los elemeiitos de la diagonal son positivo~. 
En el conte~o estadisti~o, se tienen una matriz X de dÚnensiÓn px11; p ~ariables y n · 

observaci~ri~s,' y ~a mat~ de varianza-covarianza :!: en donde Su inversa :2::1 es simétrica y 

positiva defutlda, por Jo que se aseiiurn que existe una matriz L que cum~I~ :¡;·1 ~;LL'. con L 

una matriz no' singular, triangular inferi~r. 

Si YrepresetJtan lamatlÍZde los datos esferados, entonces Y=L ·.\:.~bli~a a-que la matriz de 

dispersión sea la matriz identidad. Esta afimincióo ~ prue~~ ~ ~~ntl~uácló1;: 
Var (Y);, L 'Var(X)/, = L •(LL }"1 L = L •L • ·1 L'1 L = 1 

15 
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Por lo tanto se puede decir que la transfornlación Y"'. L 'X satisface los requerimientos para 

el esferado de las vari~bles: 
En el caso de una nm~str~ I~ Ínatriz'de varianza-covafÍ~ l: 5e est~ia por la matriz C, lo 

Este método presenta'serlos p;~blemas si los datos originales p~esetltan algwia'eS!ruciura de 
. ·- ... --. ···- ,. ····--·-·· ·- '. ..:. - ._,_, ,_-,, - :.:·.,·.:· -·'- · ... 

agrupami~ntó>AI ajíÜcar el proce~o de esferado de las variables a ~ste tlpode 'datos, ,la 
. .,. , ... - ' . - .... -·, .- '··"-, .:; .. · .' . 

estructura natural 'iíe Ió.s · dat~s ~e di~orsiona y .se cm;iplica aiill n1ás la poS11Íle identificación 

de la esin'..chiia ';je'iri;po~. Por ej~mplo, si los dat~s migi~~les ·~stlín agrupados en tres 

grupos con ~~ e~fll~tura definida, al aplicar ~I proceso de ~sferado estos grupos se 

distorsionarían (ver figura 1 ). 

l•l (b) 

Figura 1.En (a) lle muestra un conjunto de datoo con una estructura definida en treo grupos, 
que al eer eaferadoe se distorsionan, quedando como en indica en (b). 

Esta situación ha sido fuertemente criticada por Gower (Jones and Sibson, .dis.cussion., 

1987). La distorsión de la información puede ser •educida si se considera, que al utilizar los 

componentes principales en la transformación se introducen variables q~e\10 :·gener6n 

información, por lo que al considerar única~ente los cornponenies. q~c. ab~orlmn .lo mayor 
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parte de la variación de los datos originales y desechando los variables redundanles el 

problema se reducirá, y los grupos podrán ser difereociados aún eo esta situación. 

Geométricamente podria decirse que los datos originales son transfonnados de tal manera, 

que si originalmeote tenían forma elíptica, ahora tienen fonna esférica. 

Para la interpretación de resuhados de la aplicación posterior de cualquier técnica o índice 

de proyección deberá tomar eo cueota el proceso de esferado de las variables, realiudo 

previameote y esto no siempre es ficil; el esferado de las variables originales obscurece la 

interpretación eo términos de las variables originales. 

17 
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CAPÍTULO 2. ANÁLISIS DE COMPONENTES PRINCIPALES 

En este capítulo se describe una de las técnicas más antigua del análisis nmltivuiado de 

datos, se presentan tres enfoques diferentes: geométrico, algebraico y del cálculo diferencial. 

Se presentan algunas pruebas inferenciales que se pueden realizar suponiendo distnbución 

Gaussiana en los datos y se comenta el caso particular de cnando se tienen variables 

discretas. Se comenta sobre la utilidad de esta técnica en regresión lineal múltiple cuando se 

tiene el problema de multicolinealidad .. 

2.1 Introducción y breve reseila histórica 

El Análisis de Componentes Principales es una técnica que permite observar posibles 

estructuras, si es que existen, en un conjunto de datos multivariados obtenidos de una 

población, cuya distribución de probabilidades no necesita ser conocida. Es una técnica 

algebraica-geométrica que no requiere un modelo estadístico para explorar y/o describir 

estructuras o comportamiento de los datos. Es decir, no existe un objetivo inferencia!, se 

trata de una técnica exploratoria que consiste en obtener el máximo de infonnación con el 

mínimo posible de hipótesis. Sin embargo si se supone que la población tiene una 

distnbución Gaussiana, la muestra observada podrá ser utilizada para efectuar inferencia 

estadística a partir de pruebas de hipótesis que contnbuyan a conocer la estructura de la 

población original 

Los primeros trabajos que se conocen, relacionados con la técnica de Anüisis de 

Componentes Principales, se le atnbuyen a Karl Pearson ( 1901) quien publicó un trabajo 

sobre el ajuste de puntos en un espacio multidimensional a una línea o a un plano. Este 

enfoque fue retomado por Hotelling (1933), quien fue el primero en introducir el Análisis de 

Componentes Principales tal como se conoce actualmente. El trabajo de Pearson se centraba 

en aquellas combinaciones lineales de variables originales para los cuales la varianu no 

explicada fuera mínima. Estas combinaciones fonnan un plano que es una fimcióo de las 

variables originales, en el cual el ajuste del sistema de puntos es el "mejor" por ser mfoima 
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la suma de las distancias de cada punto al plano de ajuste. El trabajo de Hotelling se centraba 

en el análisis de las componentes que sintetiz.an la máxima variabilidad del sistema de 

observaciones; quizjs a esto se le deba el calificativo de "Principal".: Por inspección de estas 

componentes, que resumen Ji mayor proporción posibÍ~ d/I~ .~a~abj]jdad total entre el 

conjllllto de pw1tos, puede encontrarse un medio para clasificar ~' d~tectar relaciones entfe 

los puntos. Jolliffe (1986, pag. S-7) presenta un desarroUo·hi~Órlco nlás exténso de esta 

técnica. 
·. ;~·-·,' 

··'·· 

Probablemente en la actualidad, de las técnicas de illiiiu~s.-lDllJtivarlad~; la de Análisis de 

Componentes principales sea la más cor1ocida y po/1ri'.;:ani~''D1j5' Js~da principalmente 

como una técnica exploratoria. Los objetivos~~ ioÍ¡i~rt~;·es 'd.eÍ Análisis de componentes 

Principales son: · '-.'.•. -'.>· ·• .. ·'~';; 
-Generar variables transformadas que puedan :e~~~S'ar Ía inf~riiJ~¡ó'.f'éo el conj11Dto original 

de datos. s :.s: · 
. ' -. . : : ·.·'· ·. ,-·_·,. - . ·'. :, ; . :: '-. . ': : -~ ': '. .. 

• Ayudar a la reducción de la diniensionalidad del prÓble¡;¡;.. q~e se está estudiando, como 

paso previo para futuros análisis. '·S · .. ::'/ . 
- Ayudar a detectar algunas de las variables ori'sinale.s q~~ a~o~an poca información. 

. . ' . . . ~ - . 

2.2 Descripción Geométric• 

Dado un conjllllto de variables orighiaies x;, de iui co~j;mt~ de obj~tos de una población, se 

desea encontrar nuevas variables y, q~e ~an ~otacioll~s d~ la~ áot~riores,;pa~a é~li~llr mejor 

la variación del conjuoto de·.· d~tos:·: EsÚ~ n~évis ·· ~arlabl,es '~~d~ad~s •. se. Uaniao .·las 

componentes principales .. 'Supongamos q~e ~iilim~~s· i~~}~~~~s'~ k cAID~onéntes 
principales, enÍonces s¿. quiere que el ~besPa~io que' ello~ g~nerim ~o~t!en~~ el ."mej.or" 

panorama d~ visuaiG.a~iÓn de l~s datos eii. la. dim~~ó~ k. Fr~ci~~i~~1e;.te :. Jás ~riw'~ros 

variación en ambas variables y qÜ~ la ~aria~za may~~ I~ ti;;.;d~'~arl~ble x~. La idea es 
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realizar una rotación de los ejes ltasta lograr que el primero· de ellos· asimile la máxima 

varianz.a; esta rotación en realidad significa un cambio de base, que debe cumplir además que 

los nuevos ejes sean ortogonales. Si los nuevos ejes están definidos por las.variablesy,, y, la 

gráfica de las observaciones se vería como en la figura l. 

'r'¡ 

X¡ 

Figura 1 Se observa un conjunto dq obeftl"Vac:ionee originales en la C'Ual la variable x,. 
presenta la mayor variablidad; se realiza una rotación de ejes de manera que el primer eje 
aeimile la má.xima variabilid1.d de Jos datos, 

A las nuevas variables )'i, y 2 producto de estas transfomtaciones de las variables originales se 

les llama las componentes principales y se puede decir que el primero bastaria para explicar 

el comportntniento de los datos en un momento dado. En el caso más general, si se tiene un 

conjunto de p-variables que presentan uno cierta correlación, entonces las primeros 

componentes principales serán aquellos que absorban la máxima varianza de los datos. 

Algunas veces el primero o los dos primeros componentes principales, ordenados con 

respecto n la asimilación de varinnza, serán suficientes para mostrar en una dimensión o en 

un plano posibles estructuras y/o cnmportamiento de las observaciones. En términos 

estrictamente geométricos, las componentes principales definen los ejes principales de hiper-

20 



Capítulo 2. Análisis de Componentes Principales 

elipsoides en lio espacio de dimensión p; ·representándolos en forilla decreciente de acuerdo 

a su magnitud~ <>ir~ tipo de interpretaciones de las cómponeute~ pii~cipales, que pemúteu 

aplicar esta té~ni;a en investigación aplicadahan sido esciitos por Rllo (1964, pags. 329-

358). 

2.3 Descripción Algebraica 

Supongamos lllla muestra de una población de objetos con N observaciones :de p variables, 

las cuales representaremos con el vector x = (xi. x1, .. .,Xp). El problema consist.e en encontrar 
. ., .... ··-, •• !. 

p variables: y,, y: .... ,Yp que sean combinaciones lineales de las variables x', y que a la vez no 

estén correlacionadas linealmente. Es decir covú•1. Y,¡)=O para iotj .. Por.'io Í~to '·queremos 

encontrar p 1 constantes lg, iJ= /, .. .,p que satisfagan las Siguiente_s ec~~6i~~~s: 

y 1 =l11x 1 +112 x2+··+11px; 

Y2 = 12 ¡x¡ + '22x2 +·,.'. ·+l2pXp 

·.;·p· 

Y¡ =.tf}j!ijxl para 1 =l, .. .,p 

f=I 
"''. ;._.:·.·.·-.. :·· . . . 

Supongamos; sin perdida ~e generalidad, que cada una de las variables originales están 

medidas alrededÓr de SIJ~media, es decir su media es cero, lo que implica que la media de las 

variables ;·s t~mbié,¡ sea cero. Podemos eStablecer la condición de no correlación de la 

siguiente manera: 
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esto es valid~ para i~ y dcirid~ cú denota Ja él'.lv~rián7.á de .X; c'~i1 X¡; y Cr·r la:rnatriz de 
' ·' ' . - - -·, -- - -. _; ";: •, :·:·. :.",· :->. '~'-·: !' ·.• - ,: '-· •, - !" ,; 

covarillll7.8 ·muestra). 

Se puede observar que se tienen p(p
2
- j> ~e,~ric~i~~~s,~a~a'Ios ve~Í~~~sq~econtienen a las 

•, .. ···,.- ... ..:-.· ---· . -- •'' 

constantes Is, lo cual implica que se ten~illi v~rias solucio~es que satisfacen la condición de 
,- ·-- - ., ., 

independencia requerida. Por fo tanto, a fin. de tener una solución única, pedire~os que los 
,-- .. 

vectores f's sean ortonormales, es decir se debe cumplir que: 

~.' /. = {º·j '# k ,¿_,lji~ lj=k 
i=I . ' 

Reescnüiendo el problema en notación matricia.1 se tiene: 

En forma compacta se tiene: . 

J'=·L~--

las condiciones de ori~rnormalldad se 'escnü~n ~~m¿ //'~I donde J es Ja matriz identidad de 

dimensión p: Est~ dapaüia par~ desp~jiir ;-~n té~hiri~ d~}., de Ja ro~a: 
. . . ;/,,;L~ ':,,/'y =/t.~ =L~=-~ 

es decir.~= /y lo que implica q~e la' n~ c~rreln;ión d~ lasyssc p~ede.expresar como: 
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. E(yy') = E((lxXÚ)"),,; E(lxx'I') = IE(.u')I' =A, 

Por lo tanto se tiene la igualdad· ... · ... · ... ' 

.·. >icl·=A, 
donde A es una~trlz~~u cero~ fu~ra d; ¡¡~ag~naly oúineros A1,A:, ... ,Ar 

Si esta iguÍtld~d: s~~~¿rh~ltpll~a .. €cir'r: qu~d~ Í~ e~;ésÍón: .. • 

,. rc:1 .. ;,;,.'A, 
escnoiéodol~ e~ roriiia ~~Ú~ita~} : ; ': . < 

~lpj;[/11' 12! ... /pi] 
c2.P /1.2 122 . · · · I p2 
. : : = 

2lp:. i1~,· l2p lpp 

·¡:. ~;·;=~.~ ... · ;··.; ::· __ : :,. 
Cpl Cp2, 

['" 
. /21 i:r j /12 .122. ... A2 p .. 

l¡p ·.,2,, .•. ,,:· ·.· 
pp ··: 

en la diagonal. 

Al multiplicar los re~glones,de C por.,la p~mera colu~a de I se tienen p ecuaciones, como 

se ve a continuación: 

. .·, •. . ,._ 

C21f11 + C12f12 +••• '+C2pflp = f12A¡ 

Cp1l11 + c,,2112 + ··· +cpp/lp = l1pA1 
. . 

homogeneizando estas ecuaciones se tiene: 
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(cn-J..1)/11 + c12l12 + ... +c1¡}1p =O 

C21l11 + (c.ii~A.¡}112 + ... +c2¡}1p =O 

cp1lu+ 
0

cp21;~ ;; •• /rc;~~;.,/)l1p ~o 
Si las columnas de la ~triz I se

0 

denotan conio h 1,, .. '.,1/ .eníonces el sistema se puede 

escribir como: 

o bien 

(C~ A.11)11 =o . 
Un resultado de álgebra lineal dice q1ie eSie'~si~ni~ Íleóe ~ólu~ión diferente de la trivial si y 

. ., . - . l' ~' ' ' ' 

solo si el determinante del sistema homogénééi es cer~; es decir' 
: -· - - _- - - .. - - --·.:' ,_ ' ~ - .-·· 

=0 

Escribiendo lo anterior en notación matrÍcial ~ tiéne: 

IC~J..tlJ,;,O, 

Repitiendo este proces~·'par~ el. ;e~~ de Ía mÜJ1iplicadó11 de las matrices, se obtienen las p' 

ecuaciones: _'/i' -.·-; :. :_, 

' C/1 =>Á¡/;, .. Óz = ~1/2 , .. ., Clp = J..¡Jr 

lo que implica plantear las ecuaciones: 

IC-A.,IJ = O para i = /, .. .,p 
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compactando lanotaclón se puede es.~rib\r en genéral: . 

. . . ·IC-A!l=O· 
De acuerdo al álgebra llnea(1.i~ valor~~¡~ s~Uaman los. valor~s car11cterísticos de la matriz 

e y los vecÍorei 1 ·s.~~IT'.e~ondi~;11~ss~n iri~ ~~cl~res ~~~~ct~rl~i~os ~ Ú Ía ~srna matriz .. · 

Una v~z que s;; báÜ.en6ont~~~o los vÓlo~~s 'caráct~rl~lcos:..i,'.,i;'. .. ~.Áp se sustituyen en las 

resuelven lcis p siSterua~'de ecu~'cioÜcs, detcrit;inmido los vectores c~acteriSticos, que en 

otras palabras sÓ~ • los ~·oeficientes ·de las comb~~clones · linéale~ qu~ daián · las 'nuevas 

variables y~~~~ Íás prop·i~dadcs deseadas. . . . 

En base. a las condiciones de ortonormalidnd y d~bido a que la nilltríz C es simétrica y 

semiposiliva definida,}~ implica la existencia y unicidad de las soluciones, salvo'. en casos 

esp~cial~~. por ejcm¡ilo donde C = 1, es decir: 

cov(x¡,xj)=g 

con lo cual se tiene la ecuación característica 

ll-MJ=O 
lo cual implica que .t,=.t,= ···=A,.= /;en este cáso se tiene un número infinito de soluciones, 

o bien no es necesario transformar las variables ya que tienen correlación cero. 

Las co~bina'Ci~n~s 1ineale~ obtenidas de esta nÍa~era, denotadas por y 1, y2, ••• , y,. se 

denominan '~. ii'Ómpo11ellres pri11cfpa/es y los. valores. éaracterlsti~os c~rrespondcn ·.a sus 

varianzas. 

Es costumbre ordenar a estas variables de acuerdo a su tamaño,' la primera corresponde a la 

que tiene mayor varianza y 1a última a 1a que tiene menor vari~z.. umalmente se ies da .01 

nombre de primera, segu11da,.,., p-ésima c~mponellfé principal.·~~ sÍiribolos se tiene 

var(yJ =A.,; con A.1>..l.2>-;->A.,,. 
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Por lo tanto, se puede deCir que del t~tal de la variabilidad de los datos, la componente 

principal i explica ~ porc~ta.iJ eq~ivai¿~t~ al v;lo~ de la expresión: 

~i· 
· .. p ,:. 

> ·~~; 
-· · .. ·.::· .· •. ::·.i=l . 

Cuando las d~s prlmeros colllpon~~tes exJ>,-lica11 wrn grnn · pane de las varianza total, la 

represcntació;1 griiÍic~\ie ~sta~~~rl~blé~,~~~6_~;grAtÍca r~~umeu pár~ e:<plorar la estructura 
' 1 "'·"'. ,,. -.·· ••• , ~· .·• _,,, •• • ," •••••• "' ... , '. • .......... - ' , ' •• ' • • • • 

del conjillito. de ~b~e~acio~es: En caso< de que la; dos c~m¡lonentes DO e:<pliquen la mayor 

pane de la' ~~~~·,la~ ·gi~íícaf<lci\ ¡,~;~s .. ··d···.~ co~oói::;t~s ayudan a explicar el 
·"', ,_ "'· '" ,·,) .. 

comporta~!cíl~~ -~-~:.~os daúi~.>~_->.:·~\~~~-.~-;· .. : :<·.··· .•. ··.· ... -.· ·: .... _·._' :;_.·: :.-···· ~·: ... 

Un aspecw unp~n~t~t;e~t~r;;e~ qú~l;s ~omp~n~~tes p~cipales dependen de la escala 

::e:::~óL:éª;:~;ª1~f¡,~:~iJ~t~~~~!e~er·c····.r,:.ª.•.·.·.·.et.·~:f1ifii~~.-.t~r:,:s:ee:ed:~~: 1:: 

unidades d~ mcdida~~eari' la~ ~s grandes'.'.''. ,, -.. ' - "" ,_, '",-.. : -~-~ . '•-' ' - .· ·'·. ,., . · .. 

Como ya se vio en la sección 1.6, la foniia de evitar esÍ~probléDla; es el escalamie~tode las 

::!::Bi~i~;~&;~~~tj~!5t~:t~i:~:: 
matriz de cov~rianza s~á • sustitúida; pó;; ia '. nY~!riZ dé c~¡.;:~,a~ié>;~ dd.lás x·,; y :'lue ·· 1a 

~:::::i1::~::1ie~:n ::~;,~t:~~!:S~~:r1iuT~~:t1ft~:a~~:·1a~~~::t~:~s~~ •.• 105
·.• paquetes 

Para finalizar esta sección se'1rn~en ;alg'uíÍos com~tarios que rem!ir~án ~lgWIOS ~Spectos; 
respect~ a I~ té~~Íéa'd~ A~áli~i~ d·~ ConÍpon~n;~; p¡.¡;1cip~Íes: · . T . ; . .·• . . .. · 
l. Dado que la ma;~ C ~o~~spond·~ a una n;~trii de; cov~rianza: es ~osi~,i~a d~finida y 

' ••• ,· •••• , '· • • • '... • • •• <"• • 

simétrica, implica' quejteóricamente, 'sus.valore~ caracteristicosdeberán ser positivos y 110 

compleJos. Si~ e~bargo; ~n· fa~ráclica ,cilando esÍa ~~;;;;~~ ;~¡·~;a'Z~Ünera diferente a la 
. . ' ~ . . . . .. . ' . . . ·~ . . .. " 

de la suma de cuadrados mediÓs, o existen algunos e~ores mr~éri~os, ~ bi~n cosos faltantcs, 

se pueden obtener valores caracteri~icos negativos o co~plej~s .. un~ po~ible ~olución a la 
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problemática de los casos faltantes cónsiste en sustituirlos· por Ja medis o la moda de los 

datos que se ¡ie~en ~~n re'si>~cÍo a· la variable de la que se tráte, Otra~ solución niás drásÍica 

consist~ en ~~arel ~a!io ~ont¡,'le~() del ~nálisis. La decisión sobre Ja pó~üi~ ~lució~ 
deberá ser di~cuiido eón éí investigtÍdo'r del área de donde provienen IÓs datos: 

- . ·:.·,.,-.-. :.• ".· ;.,.· - . 
2. En el éaso eó q~e dos valores característicos o más sean iguales la solución n.o ~s única:. 

3. La suma de los ctiadr~dos de las distancias de todc;is los p~tó~ a iru p!il1to med.io es 

proporciÓnal a la suma de los valores característicos, que a su vez es igual á la ~im;a: de las 

varianzas ori~n~J~s; lá varian2a total S, y se dice comúnmente q~e Í:Í cóilqi~~~~~~i~~~ima 

explica una pro'porción ~ del total de la variabilidad de los datos. •.· s .. . . 
4. Un aspecto ~portanÍe e1i :~I uso de esta técnica es que no e~ hívarl:tÍÓt~ ~especto a la 

escala de m~dición .• Diferént~s escalas de. medición en las yari~bles órigiiiál.~s producirán 

diferenÍes tránsfo~a~io~es ó' ~ompÓn°eniés p.rincipales:. Lo más comiín ~s !Íabajar con las 

variables origln~l~s esta~da~da~ a t~ner~~dia <iero y v~iianza ~taíia, por lo que se 

trabaja con la matríZ 'de correla~ión en lugar de la matriz de covarianz.I. 
~-' <. i< ,. _ _. - \; -:;.> _.. , -

2.4 Descripci~n~esd~·~;;~ll~to de vista del Calculo Diferencial 

ComÓ ~mo~. ~terio;;n~te ~se. parte de un conjunto de variables x 1, x1, ... ,xp que detenninan 

las medidas de·· un sujeto' y se .desean encontrar transfonnnciones y1 · , ... , YP de tal manera 

que se plantea el sistenm: 

Yt =lu.~1 +l12x2+ .. ·+l1pxp 

y2 = t21 x 1 + t22x 2 +··+I2PxP 

con la restricción de ortononnalidad para los coeficientes /'s: 
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p {º'j .. k ~ ¡ .. ¡.k = 
~1)1 J,j=k 
1=1 . 

Considerando a los vectores 

X= (X¡, XJ,. •• ,Xp )'Y/¡= (/11,/12 .... ,l,¡¡) • 

se puede escn'bir la 1-és/ma componente princip_al como: 

y,= /¡'x 

Sin perdida de generalidad podemos suponer que en la componente principal Y1. se maximiza 

la varilll17.a. Es decir: 

var(v;) = varÚ1x);,, t/:Cl;, · 
donde C, como Siempre, es la matrli d~\ari~~z¡;~cov~rianza tnÍiest~al de X .. La restri~ción de 

ortononnalidad de las /'s se puede ;sen~~ en ~~!~~ion ~e~torl~J co1llo:; 

• ,,:¿;; 1 
Usando la técnica de multlplicadores de í.aiir"~ge: queda I~ ~xi,r;sión por n~~mizar: 

,' ~ '.'· ~-~~~--,<:-~~~. ;:_:-~'\ . .-' ;~':·j:_- ,-··-

11 'Cli -A(l1 '11 ~.1) · 
··,¡_,. ,, ¡ 

con .<un multiplicador de Lagrange. Derivruldo ~~~ resp~cto a 11 e iSualando a cero se tiene 

.· --- .-_,:.'' -.. ---.: . ·.:'_; '--;<. '.,,_.. :<,. -:-.·. -. \ .-· .-·, . . 

Observando la_ última exPr:slón" y de ác~erdd a la teoria del álgebra JinéaJ se sabe que ;. es . - . ·. : . . ' . ' . ···~- ,' - . . -~ .- - ' . ·" , ,. - . . . . - -

WI Valor Caracteristico de Ja maÍriz C y que /1' es'su C~rT~Spimdiente V~C!Or canicteristico. 

Recordando q~e Ía ~~resión " l,"C/1 es Ja va~anza d~;la variábJe y1, "y reali7.ando Ja 

sustitución de i:í, =ii, se tielle: • 

li"Ch=l'1;J1=).J"1f1,,;,-t 
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es decir, A. es el valor de la varianz.a_máxima.E~~on~es la CaJ1tidad ~Úe maximiza a l¡'CI, es 

A.1 quien es el valor más grande de lo¿ val'ores caracteristicos. 

En general la k-ésima Conipon~te'Princ~~l ~~ x 'es' y, y cwnp_le q~~ vareY•) = A.,.Se 

realizará la prueba de esta ali~~¡¿~·~¡;~ ~í'é~~~ k '"' 2, ~ª~ª-k.; 3, ª¡;;;~u~ es ligeram~nte 
más complicada sepuéd~ ~·~~u J~ rorin:~n;~y siri;u~¡.;,. 
Para el segundo componente principal y; "' 11 x su ,;arlan~ 11 ·ci; 's~ debe ma,rut;iU'r c~n la 

•• - "-·- -.·, •·. -, •• - .• · •. ; - ,·< _. 

restricción de normalidad l>l,=1 y con una segunda restricción_ que es ¡j¡- no. correlación 

entre las dos componentes principales, es decir 

cov(y,, Y2) = O 

lo cual implica que: 

. . 

cov(/1 x, 12 x) = 11·c12=12 ·c1,· == 12 'J..111 °=J..1/2 '11 = J..1l1 'l2 _,;,,_o · ... / ... _ .... _- ·. __ . 

en consecuencia se tienen las siguientes ecúacioÍ:tes.qu7 pueden servir como restricción: 

- ": ,': ', ·.'. 
escogiendo arbitrariamente _alguna de ellas; In úJtimn por ejemplo; se tiene que la cantidad a 

maximizar es: 

donde A. y p son ~ultiplicadores ~e Lagrang~. Derivando.' con respecto a /2 e igualando a 

cero, queda: _ 

•·c12-íf12-µl1 =.o 

multiplicando esta expresión por la ~uierda por'~¡ vector 11 'se tiene: 
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11 'Clz - ;,¡, ·11 - µJ, ·¡, = O 

como los dos primeros términos son cero y 11 ·¡, = 1 iltlplica que ¡.r-0, por lo cual se tiene la 

expresión 

Clz - Alz = O ~ Cl1 = Ali 

Es decir, se tiene otro valor característico para C, y como debe ser el más grande, tenemos 

que ..i=..t, (no puede ser igual que ..i,, porque iltlplicaría que 1, = 11 y 1111 = O lo cua_I 

contradice la condición de normalidad) con su correspondiente vector caracteristico 11. 

Repitiendo este proceso hasta la p-ésima componente principal se encontrarán los vectores 

característicos t,, 1,r .. , 1, de C, correspondientes a los valores caracteristicos ..i,, ..<,, ••. , A¡,· 

ordenados en forma decreciente. 

Como se ve, se ha llegado a los mismos resalhados, los valores característicos y los vectores 

característicos de la matriz C. 

2.!! Inferencia estadí.ttica sobre 101 Compoaenlea Principales 

AJ aplicar la técnica de Análisis de Componentes Principales, a menudo surgen dos 

problemas que descn'bimos a continuación. 

a) Saber escoger cuáles o cuántos de las componentes principales, que se obtuviero.n aportiÍn 

información y cuales no; es decir, donde esta la división de las componentes :<iue· se van a 

utilizar para la interpretación y las que se van a desechar. 

b) Si algunas variables originales están altamente correlacionadá~ . su ·aportación es 

redundante, por lo que seria conveniente desecharlas y ·;~~liÜr ¡¡;¡:anállsis ~dici~nal de 

componentes principales en base a un subconjunto de las ~arlabl~s orl~in~les.C .. · 

El primer problema ha sido amplianiénie disc~tid; p~r ~:rl~~ ~~t~~~s. Particularmente · . .. . . ., ··;: .... , .. ,. 

Knanowski y Marriott (1994a p~gs.' 8Z~84) presentan Wi ré'sumcu de algunas opciones de 

criterios que se han plante~d~ en ~St~ dis~~~lnt, l~s ~u~les so~ la~ ~igt1i~1es: .. 
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i) Si la proporción de varianu e"Plicada por las primeras dos o tres componentes es de 90% 

o más se pueden desechar las demás componentes. La decisión es subjetiva y puede ser 

ficilmente engañosa: una componente puede e"l'licar mucha de la varianu pero mucha de la 

información interesante está contenida en otras componentes. 

ü) Si algunas componentes tienen varianz.a por debajo de un cierto nivel hay que rechazarlos. 

Esta aseveración no tiene lógica alguna, por ejemplo, consideremos que las componentes 

principales se calcularon utiliz.ando variables estandariz.adas, si w1a variable es "casi" 

independiente del resto aparecerá como una componente con varianza ligeramente menor 

que 1, pero no hay razón para suponer que no aporte infonnación. 

lli) Realizar una gráfica de i contra ..t1 con los valores característicos ordenados en fom13 

decreciente. La gráfica caerá hacia cero severamente para las primeros componentes 

principales y después más lentamente. Sin embargo puede ser que estén inJJuyendo otros 

errores aleatorios en las variables. Esta gráfica suele lla1narse, sobre todo en la literatura en 

psicología, "Scree Plot ''. 

iv) Realizar alguna prueba estadística suponiendo distribución. Gaussiana en los datos 

originales. 

Se presentan a continuación dos de las pruebas estadísticas más conocidas que suponen 

verdadero este supuesto. . 

A) Mardia et al (1979 pags. 233-234) ~escrib~n tul ~stadí~ico para probar la ltipótesis de 

que la proporción de la v,ari~ciÓ~ ~~llc~d~ ~o/Ja~ prl~~r~-~ k ~omponentes es igual que un 

cieno valor W. La hipó!~~j~~D-ul~ ·,se' P'ta~ieá··~~~~-: '~:~> :',• 

Ho; ~=W conk'<p 
''fi..1:::'. 

··;=1 

El estimador muestra! d.e W,. W, tieiie una distrib~ción Gaussiana con media Wy variauz.a 
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vat(W) = 2traza(E) (W2 _ 2aW+a2) 
(n - l)[traza(l:) ]2 

donde I: es la matriz de varianz.a-covarianz.a poblacional y 

k 

~)-f 
a= 1= 1 conk<p 

p 

~>f 
1=1 

Se puede estimar var( W ), utilizando la matriz de varianz.as-covarianz.as nwestral C con las n 

observaciones y los valores característicos de esta matriz, es decir: 

p 

í: =c. y traza(E) = ~ l; 
. . i=I 

Donde las /1 son los valores caracteristicos muéstrales. Por lo tanto tenemos 

vfu.(W) = ... .. 2traza(C) · (W2 _ 2aW + a2) 
· (n .:.1)[1raza(C)]2 

En consecuencia, el estadlstico 

IV-w :: =.J.· A -N(O,I) 
var(W) 

puede utilizarse para construir, si se desea, intervalos de confianza para W, como sigue: 
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donde Z denota·· el valor de· la abscisa en m1a distribución Gaussiana, con una probabilidad 

de 1-a/2. 

B) Se quier~ pr~b:a/~u~his ¿.ltimos p-k valores característicos son iguales, es decir las 

últimas p-k\iomponeuies prlncipales tienen la misma valianza. Barttlet propuso una pmeba, 
' - ·.· ' 

que en su' ho.n.;'í· Ueya·~·uombre, para homogeneidad de varianzas, también conocida como 

de esferecidad debido a que implica que cu las últimas p-k dimensiones los datos están 

dispersos. ell una bip'eresfera y por lo tanto, el incluir IUlD de las compouentes en el análisis 
.·· .. '.' 

deberla implicar. la inclusión· de todas las restantes. La hipótesis estadística quedaria como: 

Ho: .?..µ = J..1~1 = ... = .?..¡+¡ 

El estadíStlco. para <!sta prueba de hipótesis se obtiene por el método de la razón de 

verosimilitud, co1i~iderarido que la expresión 

-2log(L) = np[a-1-log(g)] 

se distrlbuye ~pro~Í:id~meúte como una x.2 ~ do~de: 
L es la ra¡ón .de v.~~osimilitud ~P~~iend~ di~ribución Gaussiana mnltivariada 

n es el tamlmo dé' Ía ~ué~~a . • · 

p el número ;~taÍd~ yariablei ~bservadas 
a y g son la media ·~ritmética y geométrica de los valores car~cteristicos respectivamente 

Considerando únicamente los últimos p~k valores caract~rÍstic~s se tiene 

p • · ... 

~).í 
a· ,,; i=k+I ·,. y 
o P-:ck·, 

que son las expresiones para l~ 11ledia' aritmé;iéa y l~ media geométrica de los últimos p-k 

valores caracteristicos respectivamente: Por lo tanto ei estadístico de prueba queda como: 

-2log(L) = np[ao-1-log(g0)] 
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La propuesta de Ilartlett, citado por Mardia { 1979 pag. 236) es una aproximación que tiene 

la fonna: 

(
. 2p+ll) .... (ª) 

n - --.. (p - k) log -1!. 
. . 6 . . . . go 

-x.' rp.!+2)(¡~k-/)!2 

La distribución .de esta. estadistica'es.·asiutótica y muchos paquetes estadísticos la repmtan 

cuando se utiliza la rutina de componentes principales. 

Por otra parte Rao {1964) descnñe, In manera como el análisis de componentes principales 

puede ser utilizado paia probar diferencias entre los valores medios de diferentes grupos de 

individuos a través del análisis de dispersión, el cual es wrn generalización del análisis de 

varianza. 

2,6 Componentes Principales y Análisis de Regresión 

Consideremos w1 problema de regresión múltiple, en el cual algunas variables independientes 

presentan el problema de multícolinealidad, es decir existe dependencia lineal entre ellas. 

Este hecho trae como consecuencia que teóricamente los coeficientes de regresión no 

puedan ser calculados· ya que implicaría encontrar la inversa de wrn matriz singular .. Sin 

embargo debido a errores de redondeo, muchas computadoras si los calculan y si 110 se tiene 

conciencia de· este problema se llega a conclusiones erróneas. 

Un método. que ha' demostrado ser eficiente para evitar el problema de multicolinealidnd, es 

el de sustitiiir' Jas ·variables' originales por las primeros componentes principales, las cuales 

por construcción están no ·correlacionados entre si. Además puede ser que In eiq1licació;1 de 

la variabl~. d~pendient~ sea más fiícil de iuteq1rctar ya que el número de variables 

independientes es ~mcbo menor, lo que evita posible redundancia eu la información. Jolliffe 

(1986 ~ags. l29-l4~l presenta una amplia discusión al respecto, demostrando además que 

los estimado.~es del modelo de regresión usando las componentes principales no son 
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insesgados, a diferencia de los estimadores cuando se tiene el modelo de regresión con las 

variables originales. También muestra que. al incluir en el modelo los últimos componentes 

principales aumenta la varianza de Jos estimadores, pero, si hay una altá ,coÍTeladón de eStos 

con la variable dependiente se disminuye C1 sesgo. 

Por lo tanto, comparando el método de mínimos cnadrados·~o~_el,de Jas.~omponentes 
principales para Ja regresión se concluye que en problema~ 'd~· Di~lticoli~ealidad ~I segwido 

método es preferible, tanto para estimar los parámetros, como ~iii-~i~éÍ~~clo~aivariables ya 

que por construcción se trabaja con variables no correlaciona·d~s,-: 

2.7 Análisis-deComponentcs Principales para variables discreiJ;s 

En la consÍnicción de las componentes principales .no se particnl~riza explícitamente en el 

tipo de variabl~s que se están manejando. Sin embargo, en la mayo.ria de las investigaciones 

en que exi!ite la necesidad de utilizar la técnica del Análisis de Componentes Principales, las 

vari~bles empleadas son de diferente tipo: continuas, categóricas y/o dicotómicas. En un 

caso extremo, si se trabaja con variables continuas, se puede 'suponer. Í¡ue las variables tienen 

una -distn1nición Gnussiana multivariada, y aplicar por I~- tanto la parte de inferencia vista en 

la sección 2.5. En el caso de únicamente variables dicotóm_icas;' awi~ue &. interpretación es 

más complicada, la robusticidad del método permite lograr,~1'Óbjetivo: ~I de encontrar un 

número pequeíio de variables que expliquen el comportallli.;;)to de-las ~ariables originales. 

Alternativas similares al Análisis· de Componentes_ Prin'ci¡JaJes ~llr~maneja<e:sle Íipo de 

variables son descritas por Gower (1966 pags. 325'.338) yCg~(1972'p~~~- J )j~i2o). 
Por otro lado, si el estudio utiliza únicamente. varlabÍ~s o~d¡.;~~e~ y'di~itó~lca~ el ;,¡ét'odo de 

componentes principales no podrá ser utilizado para"iibt~~er'resultadoi confübles: Una 

alternativa. a esta situación es el llevar las variablesordi~al~~ 11 ~~riables' <li~~tónlicas. Para 

ilustrar, supóngase que se tienen dos variables x1 y·;,, d~ lll~ñeia que lá prlmera es 

dicotómica (to~ solo _valores O ó 1) y que la ~egunda es o~dinal (t~ma los valores 1,2,3). 

La variable x2 se puede reparametrizar como! 
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·{¡ Si .X2 = 1 
V¡.:. .. 0 si x2*1 {

¡ si 
V2 = 0 si 

de maner.a que er análisis' de compo~;~tes •. principales será realizado éim las va1iables 

dicotómicmi. Vi y ,.,;, < ' > , · .. • .. ··.· .. , . . . > < . . < ' · · ·. 
En resumen se p~edc decir qu~ 

1

1a técnl~á de coú1prinenÍ~s principales puede ser utilizada 

cuando: todas.!~ ~~rl~bÍ~~ ·~~n cÓnti;{~a~i la ~y~rla d~Ías.v~rl~bies's~~ contin~as y algunas 

son ordinales Ó tÓdas
1 !Jis varlables' son dicotómicas. En ét caso de que. se t~ngan variables 

' \ '·---,,, .·,,. ···-· .. _, ... ,, .. - ·, ' ·' '' 

dicotómicas con o~diit~tes o solo ~icolómicás, s~rá necesario reparametrizaf las variables 

ordinales a &'de .;;línej~r fu¡ic~~ei;¡; varÍ~bles dicot6.;;icas. 

2.8 Comentarios 

-La técniéa dct AnAtÍsis' de co.ilporieótes Prinéipates e~ muy útit como técnica eiiptorátoria y 
--·,.·. ---'"·""···- --· ._., .. ______ .-.- ... .· ·.·--

ayuda a . resumir .: y '. describu::' gráficalllente el ' cómportafilieuto de un conjunto de 
-,. ,_· .··,," .. '·:· ... _.,,_':: ·"··- ,. _, 

observaciones,: que eStán ': en ' una 'dimenSión . mayor a tres, incluyendo t.as posibles 

observacio~es atí;O:ru{t~s '~· atlpic~s' si' ~s' que existen; esto pcrinitirá, una 'vez' que : se 

identifiquen: estudiar 1~.tpri_~l!t~s c~ti~a~;de su comportamiento ''raro". 

-Atmque es un.a té(;llica'llhtiÍiua, en los últimos 1111os, ~on el desarrollo de las computádoras, 

su aprovechamient.ó Í1a ·~ido canalizado en gran medida en diferentes campos de 

investigación como fo biología, la aotropologia, la economía, etc. 
. . ' 

-La escala en la que se miden las variables juega un papel importante, ya que esta técnica no 

es invariante bajo transformaciones, solo en el caso de que todas las'vari~b!es se midan en la 

misma escala será similar utilizar la matriz de covarianza .. que. la ele c'orr~lación. En caso 

contrario, se récomienda utilizar la matriz de correlación. 

-La interpretación de los resullados dependerá del problema especifico. d.el que se trate, tal 

como se ilustrará con los ejemplos del capítulo 4. En el apéndice n se dao las instmcciones a 

seguir para la utilización del paquete estadístico SPSS con la técnica de Análisis de 

Componentes Principales. 
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CAPITULO J, PROYECCIONES PERSEGUIDAS 

En este capítUto ~e ·j,~escnta la .idea de proyecciones perseguidas, como una técnica para 

explorar d~tos ~;;¡tiv~~~clri~; el obje~ivo del capítulo es describir los diferentes útdices o 
·_.- .··" .. -.-·. . 

funciones de proy~c~ÍÓupr~puestos, y. desarrollados por diferentes autores . 
. ·.;_;;': 

J,l lntroduccló~ . 

"Projectio11 p11rsúit'', Íémuu~s cj'~e puéd~n trnducirse como proyecciones perseguidas, es el 

nombre asignad~ p~rFrl~;n y.'Tukey(J974) a las proyecciones que siiven para mostrar 

en una, dos y en ~1giciris ~as~s tres' dimensiones, a través de proyecciones lineales, un 

conjunto de datos que origln~Imente se encuentra en dimensión p. El procedími~nto fue · 

sugerido origútalmente por Kruskal ( 1972) y puede ser resumid~' rn~dumte. el siguiente 

esquema: 

1.- Elegida dimensión k < p, en donde se realizará la proyección; usualmente se toma k=2. 

2.- Elegir un criterio, que generalmente está asociado a una función. objetivo ó Indice, el cual 

se va a optimiz.ar. Se escoge dependiendo de los objetivos que queremos que cumpla. Este 

paso es el más importante y más adelante analiuremos algunos de los criterios más 

conocidos. 

3.- Evaluar el criterio. La importancia de este paso va en relación al cuarto, debido a que en 

esta evaluación se buscan _los post'bles puntos críticos de la función objetivo. 

4.- Comenzar con la mejor, o una selección de la mejor, proyección encontrada en el paso 

anterior y usar un programa de computo óptimo para encontrar el máximo o minimo I~cal. 

Tradicionalmente se utilizan métodos del análisis numérico implantados en alguna rutina 

escrita en algún lenguaje de programación, usualmente Fortran. 

5.- Presentar gráficamente la proyección seleccionada e interpretarla. 

Considerando estos criterios y por lo expuesto en el capítulo 2, Jos componentes prbÍ'cipales 

pueden ser considerados corno un caso particular de proyecciones perseguidas, donde la 
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función objetivo .s~ ~éftne por Ja proporción de varillnza que C"Jllica cada uno de Jos 

componentes; En ese c~sci. se maximiza 1a función objetivo. 

La idea d~ proycc~i~n~~ perseguidas. desde el punto de vista geométrico es la siguiente; se 

define un~ fuu~ió~'¡f¡, uiíe~!Ís, tambié~Uamado índice, ya sea en !ll, !ll2 o bien en \Jl1, que esté 

en relación a iW ~rl;eJ~·e~ecífico. Se pretende encontrar Ja proyección lineal que ~ptiri1iza 
esta función o l~dl~~. ~opthmzación deberá tener por objetivo, encontrar proyeccÍ~nes q~e. 
muestren las pó'sibles estruciuras en los datos, si es que existen. 

Para .. ilust~ar e~o sit~aciéJ/ consideremos cuatro conjuntos de ·. doÍos con wSribución 

GausSiankesfé~co; behii~dos ~ii los vértices de un tetraedr~ regÜla~ (fl~ra 1): En eSte caso 

existen tre;p~Si~Jiis pr~ycccion~s que muestran I~ estructura agrupad~.' .. 

Figura 1 Tres poaibles proyecciones de cuatro conjuntos de datos con distribución Gaueoiana 
esf6rica centr¡¡,da~· en" los. _v6rt.ices ·de. U!1 t~t~a,ec:Í~ regular• . . 

Se puede cibserv~r en esta figura ·que la prinieray Ja'segw1da pr~yec¿íÓnprcsentan una 

mejor idea de la est~ctt;á' de Jo~ d~t~s,'~ientras ~~e Ja t~~ée!~ sob~epone dos grupos de 

datos, por lo qu~· no' queda niúy claro ~ne e~i~~ sep~ra~ión •de J~s grupo~: P~i lo tanto, si el 
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criterio es buscar eStructÚras de agrupamiento, 'las proyecciones buscadas serán la primera ó 

la segunda .. 

De acuerdo 'a' IÓ eicpuesto'basta el momento, podemos decir que el paso importante para 

aplicar . la iéíiw~~. de proyecciones perseguidas es proponer un índice o fw1ción de 

proyecciÓn.;·C~mo:sc :mencionó el primero en publicar trabajos en relación a la búsqueda de 

índices qu.c ~eimltan distinguir, en una dimensión acorde (una o dos), conglomerados de 

punl~s que origíoalmcntc se encuentran en wrn dimensión alta füc Ktusknl ( 1972). Él definió 

w1 úuiice de co1uie11sac/ó11, basado en los coeficientes de la distancia entre puntos. Sin 

enibárgo su algoritmo no se llevó a In práctica. Pocos alias después Friedrnan y Tukey 

( 1974), quienes util.i7.aron por primera vez el término "Project/011 Pursuit" para definir este 

tipo de proyecciones,. desarrollaron un algoritmo para detectar características sobresalientes 

de los datos. Aplicaron este algoritmo para la separación de una mezcla de 15 distnliucioncs 

esféricas bivarladas. La separación fue efectuada al aplicar el algoritmo aislando uno o dos 

grupos iterativ~iri~nte. Tl~inpo después, Huber ( 1985) examinó diferentes Indices teóricos, 

planteando·· ~u~hÓs. ·\a~; os , de aplicación en los ~uales estos ú1dices pueden ser 

desarrollados:'' c~·~i súíluJtáneamente se publicaron trabajos de Jones y Sibson ( 1987) en 

donde se prop~~la •u;¡ ~rltcrio basado en la minimización de la entropin de Sbannon. Otro 

indic~ prop~~~o 'µ-~¡:·é-stósinJcSiigndorcs esta basado en el tercero y cuarto momentos de 

los datos proyect~do~. P~r.otra parte Jcc (1985) comparó cuatro índices para Proyecciones 

Perseguidas y. en particular estudió uno basado también en In entropía de Sbannon pero 

considerando'.· esti01acioncs de las funciones de densidad por medio de histogramas. 

Fried~(-1987) r~toma sus investigaciones sobre proyecciones perseguidas, publicnndo un 

artículo d~nd~ plantea un criterio basado, en una medida de no-normalidad de Jos datos 

proyectados;.~ idea consistió en darle un mayor peso a las diferencias de la parte central de 

las di.stribucim1cs que a las colas, estimando las funciones de densidad de los puntos 

proye_ctados a través de desarrollos en términos de polinomios de Legendre.~ Por su parte 

Yenyukóv (1988), propone un índice basado en la entropía de orden p, P>O, con un 

desarrollo basado en las separaciones grandes de las estadísticas de orden. Por otro lado 

Eslava y Marriott (1994) proponen dos índices basados en las coordenadns polares de los 
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datos proyectados en un plano, el "Polar Nearesl Neighha11r" (PNN), que puede ser 

traducido como los puutos vecinos en coordenadas polares más cercanos y el de la distancia 

radial media ( R ), los cuales tienen d objetivo de detectár y visualizar estructuras agrupadas 

de datos. Por otra parte, Hall ( l 989) retoma Ja propuesta de. Friedman argumentando 

teóricamente cierta btestabUÚJad en el índice propuesto por lo ·que propone uua variante de 
- ' . . -

él estímando las fll!lciones de densidad a partir de. p~Jinomios de I1emúte. En el mismo 

sentido son ·10 i:rab~jos dé Cook, Buja y Cabrera ( l 99J) quienes publicaron un artículo 

donde ana~ '1~~· ftÍdiC:~ ·b~sados en polinomios ortogonales propuestos por Friedman y 

Hal~ y proponen ~na vari~ntll del úidice 'de·H~ll basado también en el desarrollo de 

polinomio~ d~ H~nriÍté ~ara estÍmar las !iui'ciories dé densidad. Por otra parte estos autores 

desarrollarri~ ~- ~r~gra~ eó l~nilu;\i~ e, uaciiid~ XGob~ en el que se han programado diez 

índices de proyec~i~n-es per~g{iidas enÍre las q'úe s~ encuentran: el de Fliedman y Tukey, el 

de la entropia, ·~1 d¿ Frl~~- (u;~d; i..~~e~dre) el d~ Hall (llamado Hennite) y el que 

proponen ellos misn:i~s (ÚanÍad~N~túral He~niie), que entre otros índices más presentamos 

en est~ trab~jo de te~is. 
R.eciente~en;-e Na~~n (1995)ha desarrollado uu ·índice para proyecciones en tres 

dimensiones, gen~rali1.aÜdo el índice de lllom.ent~s propuesto por Jones y Sibson ( 1987). 

En otro orden.de ideas y haciendo la similitud con Componentes Principales, antes de aplicar 

algún índic~'de proyecciones perseguidas debe clJn~derllse Ja eséala en la que originalmente 

se mideri las varlables. Desde el ftÍdice propuésto por Frledman y Tukey se nota esta 

preocupación, lo ~uaim~tivó Ja httr~ducción de im térrnu;o,de dispcr~ión en el indice con el 

objetivo de confritrestar el efecto de In esc~ln. · En Ja' actu~lidad,' Jo común es considerar 

primero el proceso de esferado de fas vn~nbl~s. descrito'.;,; Ja s~écióÍt 1.9, cuyo objetivo es 

el de centrar y distribuir lo~ puntos en una hip~r-c~fer~. a fln ~e tén~r varianza tutitarin en 

cualquier dirección,. atÍt~s .de Ja aplica ció~ d~ al~ lndl~~ -d~ proyección perseguida. 

En las siguienÍ.es secc_iones se presentan algw1os. de Jos útdice~ más conocidos actualmente. 
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3.2 Kruskál 

Kruskal fue el prime~o ell ·proponer transfonnaciones lineales de un conjw1to de datos a fin 

. de conocer sUS estruéturas. El propuso UD Ílldice de co11densac/Ó11 el cual esta basado en 

coeficie;Íhs · d~ .'~arlación del valor de la distancia entre los puntos. Este índice es 

estanda~dci5p¿; el coeficiente de variación de la distancia entre 11untos generados por una 

distribuciÓn Ga~ssinna. El índice dio resultados insatisfactorios al aplicarse a datos 

artificiales, a•pesar de haber estandarizado las variables por el coeficiente de variación. Sin 

embargo sus trabajos sugirieron una mayor investigación al respecto, lo que hi7.o que se 

propusiera la idea de esferor los datos paro usar este mdice. 

3.3 Friedman y Tukey 

El enfoque para proyecciones perseguidas dado por estos Úlvestigadores consiste en 

encontrar transfonnaciones lineales que den a conocer aspectos sobresalientes de conjuntos 

de datos multidimensionales. El algoritmo propuesto eStá basado en la distancia entre 

puntos y la varianza de los datos proyectados. Este algoritmo se desarrolló para el caso de 

proyecciones en una y dos dimensiones sin limitaciones teó.ricas sobre la dimensionalidad de 

los espacios de proyección; las limitaciones san: prácticas ya que los procedimientos de 

optimización del índice son dificiles de calcular pa~a '~1 cas~ de más de dos dimensiones. En 

el caso de una dimensión, proyectando en una lín~a d~ di;~cción k, el mdice se define como: 

l(k)~ ;(k)d(k) 
donde s(k) es la desviación estándar de Ío~ d~tos:·proyectado.s en lo línea de dirección k y 

d(k) es la "densidad local" despúés de proyect~rlo~ sobre. k. Así s(k) está dada por In 

expresión: 

[

(l-q)11 . - ]
112 

s(k) = .Lczi(k) = ~ck))2 1 cf-2q)n . 
1=qn 
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donde 

(l-q)11 

z(k) = ¿z¡(k) / (1- 2q)n 
i=q11 

con 11 = total de puntos 

=;(k) =proyección del Í-ésÍmopwÍtox¡de la <Íillle~siÓ~ original¡} en 1á línea de dlfección k 

q = fracción de punt~s ( ~crcanci ~ cerci ¡ ~n. l~s\Xi~~m~s ·d~ Ja lín~á que son ouútidos del 

cálculo de la desviación e'~áll'cillf., 
Por otra parte 

con 

·,, ··:··,;,··¡·· -" 
d(k) = LLf<ru)L(R:...1¡¡) 

i=l}'.'I' 

; cúl)=~{ x pm·a x)O 
.. . .. . : : : _ • ? O . para .x SO 

f(r) es una función monóto~á de
0

creéÍenté eJi el intervalo (O,R); R es elegido de tal fonna que 

sea el promedio dé puntos contetiidos'en láventana
0

defiuida por la función L(x), ~~decir, es 

uno fracción deÍ1, nic:e~~hiá;¡d~s~.iu.s1~~tó ~~~ ~I uús~~"· -.. ·. · 

Para el cas~ de dosdi;;;.In~oÚ~s; el índi~e es d~notado pori(k)), dónde k y I representan la ·- .. ~ - . . .. . . . . 
dirección del plano \te proyección; el Indice se dellt{ó como: 

'. .. - >' .··· ·- - . 

con s y d definidos igual'qu'e curu;d~ se~~roy6ct~;:n una dimensión, pero con 
~ . . . . ' .. · r· . ,. , 

·"u ={l~;(k) ~z1 (~)]2i;[z¡(l)-z 1c1)]2f12 ---
Friedman y Tukey apJic~~on este ~lgoriu~o a dos co~jnnto de datos artificiales de mezclas de 

distn'buciones Gaus~ana~ ce.n°trndos ~11 los ~értices de si~1plejos regulares y a dos conjuntos 
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de datos reales. Particularmente evaluaron el comportamiento del algoritmo en una mezcla 

de 1 S distn'buciones con media en los vértices de un simple jo en dimensión 14; todas las 

distn'buciones tenian varianza unitaria. El algoritmo se desarrolla iterativamente y 

observaron que solo se separaban uno o dos grupos de datos en cada paso. Esto sirvió para 

que los autores notaran la problemática de llevar este algoritmo en la práctica. Originalmente 

los autores desarrollaron un programa Fortran para su indice y en la actualidad también se 

encuentra desarrollado en el programa XGobi. 

3.4 P. J. Buber 

El enfoque dado por Huber a las proyecciones perseguidas, es el de una metodología para 

encontrar proyecciones interesantes de datos originales en una dimensión aha, p. Parte de 

algunos argumentos heurísticos en los que toma como base el hecho de que una proyección 

es menos interesante si la distribución de sus datos es parecida a la Gaussiana; para 

fortalecer esta afinnación toma como validos los siguientes argumentos: 

i) una distn'bución muhivariada es Gaussiana si todas sus proyecciones en dimensiones 

menores son Gaussianas. 

il) si la proyección menos Gaussiana está relativamente cerca de una Gaussiana, no es útil 

observar otras proyecciones. 

iii) para muchas nubes de puntos en una dimensión grande las proyecciones en una 

dimensión menor tienen distribución aproximadamente Gaussiana. 

En base a lo anterior, el problema consiste en buscar w1a medida de la distancia entre la 

distn'bución original de los datos proyectados y la distribución Gaussiana. Con estas ideas en 

mente Huber propone los siguientes indices: 

a) El primer índice llamado "cumulantes estandarizados absolutos", definido como 

Q= lk111(z)I con m>2, 
(kz(z))m/2 ' 
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donde: es la proyección de los datos originales X en dimensión p y k.., es el cumulante de 

orden m, dada por la m~ésima derivada del logaritmo natural de la fünción carac1eristica 

definida por; . 

f,,, =(.d)"'in[E(i1=)] 
···., .. 1dt. .'. 

Si m = 3, Q es el val~~ ab~l~t~ d~ la asiÍtietria y si m = 4, es el valo~'abs~lu1é{dé la kurtosi.s. 

b) F.! sigui~Ít~ íodl~~ ;s Ít~liiado í~ i~formabión ~st~ndaifuda de' Fi~te;; ~I .Í~al es definido 
. i·'· ':1· .,, ,, , ·' , .. r 

como: 

·Q=~~ K~«::)2f(z)dz-I 
-_,,· ' '<• 

donde cr; es la varian:r.a~.e los datos proyectados: y/(:) es su f~!tción d.e densidad 

c) el últi;;;~ Íitdic~ ~~rre~Óóde a la estandarización negativa de la enfropía de Shannon 

définido comó:· 

Q= Jin[f(z)Jf(z)dz + ln[cr:~J 
basado e~ que si gcx) es la ,distribu'ción G;ussiana est~ndar: ;~t~n~es .se cumple: 

Jt~[g(x) ]g(x)dr= ~\n[c;x,&J 

;. '. 

Los tres índices toman su valor mínimo de. ce~o cua'ndo · los.· datos tienen distribución 

Gaussiana, 
. .·-: ' ' 

Huber presenta la discusión teóri~iÍ para justiÍic~r estÓs f~dices, pero no realiza ningún tipo 

de desarrouó ciínl~~ta~ión~t J>or otra rari~ ~n su. d~c~Íti~nto presenta algunas extensiones 

de las p~oy~d~iones, ~e;seg{iidasc t~les éÓmo proyecci,ones perseguidas y regresión. 

proyecciones p~rseguicÍ~s y e~imación 'de de'n~dades, proyecciones perseguida> y series de 

tiempo-cutre otras .. ' 
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3.5 M.C. Joncs y R. Sibson 

Estos autores enfocaron su trabajo de proyecciones perseguidas como la búsqueda de 

proyecciones lineales, vistas como funciones de distnoución que difieran lo más posible de la 

distnoución Gaussiana. En cousecuencia, su interés se concentra en la medida de la 

diferencia entre la función de distribución de los datos proyectados y la Gaussiana. Para 

medir esta diferencia analizan las limitaciones prácticas que tiene el índice ba5ado ·en el 

negativo de la entropía de Sbannon propuesto por Huber, presentado en. eSta tesis en la 

sección 3.4 

Para la estimación de la densidad, f(z), de los datos proyectados, uÍilizánel concepto de 

"kemel densily esl/mate ", que podria traducirse como estimación de ·densidad del núcleo, Ía 

cual está dada por la expresión: 

• 1 11 ( "-• ) f(z)=-~cp =----. -.1 
nw4.6' ,'u~,' .--

i=I · .. ··· 
. '.·:·· "' ·.,_ -

donde cp es la función kernel , w > O es un parámetro .. sua~dor. o ancho de ventana, z1 

(i=l, ... 11) son los datos proyectados:<¡> es un~fün~jó~no~~~at~a y'5e aprmduia a cero 

cuando su argumento tiende • lllás º~~º~ ii\miitll: lJ~ c¡s~Ú¡Íic~ de;ést~~ funclónes es la 

densidad Gaussiana. '":/' : ' 
. ' "·'· ,. 

En base a esto la estimación del indice dé entrÓpla, .en el cásode'qué
0

la proye~ción sea en 

dimensión uno, se calculará por la expre~b~:> . 

la cual se calcula emplea~do algu;i~ ;;;~t~a ~~iniéiV~ción nu!Dérlca: ·, 

Si empíricamente . se·. conocier~. la ·,~clón' de' di~niiución' de· los datos proyectados, 

supongamos que es F.(x),'en;onc~s ~j lndl~e ~ c~lcuÍa c~~o;. 
-o--~- - - : ·;, ' ~ -

frn{j(z))dF,,(z) = ~Lln(f(z¡)) 
l=I 
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En casos prácticos lo más común es c¡ue la Gaussianá est~dar ~a utili7.ada como la fiwción 

q> con anch~ de vcÜtan~ w;. n..,·2 (°Silverman,d986, pags.A4~48), el cual es.el .valor que 

minimizO el cu~chadci lll~di~ del Í:~o~ y la varianza ~ale ~o en cualqui~r di;eccióu debido a . 

que lcis ~to; ~ri ~r~a~e~Íe ~~rei~dos. ; ' ' \ ' . 

Ahor~ bien:si ~prciy~~~ió~~e ;ea_iÍín_;w{ pla~~~ elb1d!ce de ~trÓpfa,puedecal~ularse 
nsando la e5tbtMició~'d~' inuÍ fun~ióii'de denSidad biVariáÍ!a perci 'sit desarrbllo río es tan facil. 

i·._ ·. ''.-··. :,> .. ->.·:;.-.· ··::> '/< > .. ::).:,".:t·".; ·,";,::,:_>_>":'.)'·' _.:'.,'.:-'::~.··.-__ , .. : ~.-...-: .. 
Por lo tinto Jones y Sib!ion propone.o· iJna. apr()xiru:ició_n, a partir de ~·.índice basado en .el 

tercer y curiito mo~~~tOs c·~rilr~I~~ ·de los d~tos··p~~YC~táCi~·s:· . ;~~-~ -";1 ·,~_-'.· ·:,-.- ;-. 

Con esta propui:s1~: el fiirucé•de m~mentÓ~ ·e~ ~l caso de la ;~;¿yecci'ó'n -~~ 1má dim¿rislón es: 

lm= l~ [kf +±kü 
donde k1 = µ3, k• = µ., y Jl1 ~s ~l i·ésimo momento ~ent~al de los• d~;os proyectados, defmido 

en la sección 1.3 de~sta tesis, y k1 es ~l l·es/1110' cumul~1te (viír secdón i.s¡ 
En el caso de d~s dimensiones, el índice de moment¿s, 'i~'. e~a d~~Ó p~r la expresión: 

Im = 1~ {(kfo.+.3ki1./3!Í2 ~}J3h•±(k!of,~fS1/~~t2'+4'~í~ t~64)} 
donde k,, es el cumulaÓte bivariado' de ~rderi (r.~) d~do ~~r k,,;;;µ~; pa~~ r+s=J -~~iéne que 

k,o=µ.,o • 3, ·· kO.i = µ,,. • 3, k11 = µ31. ku,,;µ1~, k1i,,;. fÍ,; • 1 y ji~ ~s ~I (r,s) momento 

bivariado central de los datos proyectados, l~s c~al~s ~Cd~~ni~:on eJ\ la ~~ción 1.4 d_e este 

trabajo. 

Los índices de momentos toman sn valor,mÍni~~ cero',¡iara.el ca.so en q~e lós:datos 

proyectados tengan distn1mción Gaussiana. 

Por otra parte, estos autores dedican gran importanda · al proceso de esferado de las 

variables, mencionando que deberá realizarse antes . de aplicar cualqui~r indice de 

proyección, dando algiwas alternativas de desar::o.Uo, mismas que .fuer~~ presentada~ en I~ 
sección l. 9 de esta tesis. 

46 



Capitulo 3. Proyecciones Perseguidas 

Los investigadores aplicaron los indices a un conjunto de datos reales, mostrando que la 

técnica de proyecciones perseguidas puede revelar más claramente la estructura de los datos 

qne otras técnicas multivariadas, tales como componentes principales y análisis de 

conglomerados. 

Una propuesta reciente del ú1dice de momentos en tres dimensiones ha sido presentada por 

Nason (1995). El autor utiliza conjuntos de datos artificiales centrados en los vértices de un 

tetraedro para demostrar que .;ste indice puede ser útil para mostrar conglomerados. Por 

otra parte aplica el indice para anátizar imágenes multiespectrales. 

3.6 R.J. Jee 

El autor retoma .et e'studi¿ d~ p~~yecci~nes perseguida~ ~om.o I~ búsqu~da de proyecciones 

interesantes; Para él Wi~ ¡Í~oycccló'ú'~s ÜÍás iÜteicSalite cuando ÜÍásdm~~a dé la Í!istnl>ución 

Gaussinna .. ·. p;opo~~ ~~atro0 fu~i.6el b~~d~s; ~h"'m~dldas :de')1~~riofritatídad, retomando 

trabajos d~ algun~~ d~Jo¡ in~;~·¡¡ad~~~; ~~ci~~~d~~: t C. >i 
i) La información ~standariJda d~ H~~r présentad~ en la sección• 3.4-(b ). 

ü) El negatlvod~fa ~¡r~~¡~;d~ ~hiuÍn~.;:;s!&~:d~~da defo;'.;n~ qJe'et índice evaluado para 

la función Gau~iana vale ¿e~¿, Ver ;;¡;cción :i .2-(c) /' 

ili) La dife~encia i, enire do~ ~~iolÍe~ niediJ~ ¡,~r: 

donde fes la funciÓn de: densid~d de lá poblaciÓn de los datos proyectados z y cjl es la 

función de densidad Gaussiana con mediay van&n,;; iguál qu~ la fünción f.. 

iv) La diferencia entre dos flmcione~ d~ den~idid, n;edida por I~ métrica de Hellinger, LH. 
definida por: ·.· '" · . ' . . ... . . . . . 

Ln = ~fYi(z) _ ~Yi <zJJ2éiz 
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Estos índices alcanzan el valor mínimo cero solo en caso de que la distribución f sea 

Gaussiana. Al igual qne en otros métodos de proyecciones perseguidas, los datos deberán 

ser esferados antes de aplicar el algoritmo. 

Jee hace una comparación entre estas cuatro medidas en ~odelos poblacionales basados en 

mezclas de distn"buciones Gaussianas tanto para proyectar dato~ d~·-dcis' a una dimensión, así 

como para datos en tres dimensiones en el plano. A':_c~ntbtua~Íón : se d~scn"ben algunas 

caracteristicas de cada uno de estos casos particulares~;l~dci~:\:.· - -

a) Proyecciones en la linea. ,;~ .. ~;.;?:'.:'?'. ~\·~, 

a 1) Cuando el modelo poblacional/(x), esta d~finid,o ~~d ~~ 1~e~lad
0

~ ii~s distrlbuciones 

nwltivariadas Gaussianas esféricas, cada una -~o~·~~diii dÍf:~r~~te: ~ .;i_~t~ dé varianza de 

cada componente es t I, con /la matriz ideo':¡~~~. Í;:~'(¡~~~{ ;; 
~: ~,' 

,·, 3<- ,- ·; -

f(x) =f Ltl>(:r;µj';t1)_ 
. - ---;=1·:· ----

Jee estudio el caso particular cuando la-s m'~dias'-de 'cada' componente esta dada por los 

vectores: (·2,-2), (2,2) y (2,:2¡; en eSt'e~~so ~l~i!i'ce l>~~d~ e~ ia' ¡;formación estandarizada 
' ,. -... · .·· ' ' ' ' 

de Fisher favorece la proyección' en qué' las t~e~' distrib~ciones son separadas. Los otros 

índices son maxinú:r.lldos po~ ~r~ye~~ion~s ~~'que do~ dm~Íiuciones se agrupan en una y la 

tercer distribución es separada-a p~rtÍ~ de las otros dos (ver figura 2). 
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o:!§- 666 o® 
... .. .. 

Figura 2, En (a) ee preaentan tres diatribuc1onee O•uaaianaa bivariadaa con media en loa 
vectoreai en lo• puntos 1·2,•2), 12,2) y (2,-2). Al proyectar eatoa puntos en una linea, loa 
trea componenteD eei separan e6lo en el ca.so del indice basado en 141 eatandari:aci6n da la 
infotmilci6n de Fiaher, lbl. En (el ae utilizaron los otros !ndicea, el de la entropi•, el L1 
y el Ltt, loe cualea enciman doa de laa diatribucioneo. 

a2) Se analiza el caso en que el modelo poblacional se compone de dos distribuciones 

Gaussianas esféricas y la mezcla nuevamente tiene proporciones iguales, caracterizadas 

porque una distn1mción tiene como media el vector (·2,0) y matriz de varianza la identidad; 

la otra tiene media el vector (3,0) y matriz de dispersión la matriz diagonal(2,2). La 

optimización lograda en estos casos es similar en los índices de Fisber,. Shannon, y L 1, 

presentando en todos los casos un comportamiento unimodal 'de .la distn1m~ión. Só!Ó el 

índice L11, muestra el comportamiento blmodal de la población. 

b) Proyección en el plano 

El autor aplica los índices de información de Fisher y el de la entropla ~egativa de Shannon 

considerando a la población como wia m~ZÍ:la;de; euai~~ dÍ5infiÜciÓÓes GaÜssiruías ~~ériéas. . ' . . . ,- ~' , ... ' . - ' . . . ' . . . ---~ .. 
de igual proporción.' Cada componenté d~ la ·~;z~i~ íiéne '1~aírü d~ vári:iiibi lao'idc!ntidad y 

' '· ... _ .. ,, - ''..: --· ... ··.-'... . •"" ,. 

son localizadas en los vértice~ d~un simplejo con lados de l~n~d 6'unid~d~~: Jee sigue 

:0e:i:::i:~:~~al¡::::t~:E::d·N~:;d;:bi~a~~j:¡;; e~Í's:~::~~~:~::f ~~;ri±:·::: 
optimizar· el . •. h1dicé ~en'· un~~ dimensión, •y .. luego·· optimizar en. tÍná. segund~ · · dirección 

caract~rlzada pi,~ ¡~ ~rtrigonal a' ia ~'?l~ción 'unidbi;ensi~nal .. Allllqu~ Ía~ dos fo;.mas de 

optimiiar producén resuhadds nu~éricain.;:nte dif~entes, su co~ortamiento es muy similar. 
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El Indice de la infonnación de Fisher da como resultado tma proyección que muestra los 

cuatro grupos de datos. El índice de la entropía negativa de Shannon, nuevamente como en 

el uso univariado, muestra una distnliución grande enti'e dos p~queñas. 

En el uso teórico se utiliza el hecho de conocer I~ iuti~ión 'de densidad de la población. En 
, .. • 

la práctica es necesario estimarla de al gima mera._ Así como Jones y Sibson ( 1987) utilizan 

un estimador de densidad de núcleo (kemel density), en este caso Jee desarrolla tm 

estimador basado en histogramas de acuerdo á las ideas de Terrel y Scoll (Terrel y Scott 

1985). Para la aplicación a conjuntos _de d~t~~ r~alcs, el ancho h de los intervalos _de los 

histogramas se considera igual. És decir, si se tiene un conjunto de puntos proyectados 

{z,, ... ,z.}con función de densidad/, su estimador por medio de histogramas es: 

• #{z1lt;.:.1Sz1St1} 
f (z) = para 11.¡SzS/1 

. . nh 

donde los I;, son los e~reinos de los interValos " 

Entonces el cstinlador del. útdice de la entropía negatl~a. ~~ Sh~on es: 

i= jJf z) l~(J(z))dz 

donde 111 es el número de puntos en el 1-ésimo útteJValo. 
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Estos estimadores son evaluados para diferentes tamaños de muestras con conjuntos de 

datos simulados, comparándolos con los resultados del índice teórico. Se observó en las 

gráficas que el índice de entropía aparentemente presenta una rápida convergencia. 

Los índices se aplicaron a dos conjuntos de datos reales. En uno de ellos los índices de 

proyecciones perseguidas revelan estructuras en los datos que no son detectados por 

componentes principales. En el otro las proyecciones perseguidas no revelan más 

información que la mostrada por componentes principales. 

J.7 J.11. Friedman 

Continuando con sus investigaciones en tomo a las proyecciones perseguidas, Friedman, 

retoma la misma idea de proyecciones perseguidas como la búsqueda de proyecciones 

interesantes, definidas como aquellas donde la función de densidad de los puntos 

proyectados difiere más de la función de densidad Gaussiana. Sin embargo, en el desarroDo 

del algoritmo, estas diferencias son más importantes si se dan en el centro de las 

distnliuciones que en las colas. Al igual que en los criterios presentados anteriormente los 

datos deberán, previamente al proceso, ser esferados. Denotando como siempre los datos 

proyectados por la variable z, Friedman propone la transformación de estos datos por medio 

de la expresión: 

T(z) = 2C!>(z) -1 

donde <!> es la función de densidad Gaussiana estándarizada acumulada, definida como: 

· z· · 2 

cJ>Cz)=~Je:-T dt 
: -00 

- .. ··, .. '· 

Con esta tran~forma~ón se IÓgra ~é T t~'ioe valores~ el intervalo [-1,IJ y como z tiene 

distribución Gaussiana, entonce~ T ti~e ;;Da distttliúclÓn unfforllle. Por lo tanto, la no-
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normalidad de los puntos proyectados z, implica no-uniformidad de T. La medida de no 

llllÍformidad tomada por Friedrnan es: 

1 1 

J(!r<D-fJ2dT= frt(T)dT-f 
-1 ~. •. . 

donde/1(7) es la función de densidad de T, la c;i.¡ ~,.P!ícitámente est~ dada por la expresión: 

fr(1). ~{'~r~;~m 
con /. la función de densidad de:, ~ es la función de densidad Gaussiana y <!>:' es la inversa 

de la función de densidad Gaussiana acumulada. 

Una estimación de esta función de densidad teórica se construye mediante la expansión de 

/1(7) por polinomios de Legendre, truncando la suma al orden J. Con base a esto la 

propuesta del indice es la siguiente: 

1 J . 
l(a) =2' L(2j+ l)Ef.[P1 (T)]. 

J=•, . 
donde los polinomios de Legendre están definidos por: 

Po(f) =l 

P;(f) =T 

Para j >2 se define la expresión para P;(/') · coino: 
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El indice alcanza su valor mínimo cero, cuando T tiene. una disttfüución unlfonne, pero 

como se esta usando un indice aproximado, en reaÍidad hi: ~~ción uniforme no es la 

única que minimiu el indice. Para • el. ~a~Ó de un~ · ~stra, Jos .val.ores esperados, 

E}[ Pi ( T)] son calculados por los · correspondl~t.es proiiiedio~ muéstrafos; en 

consecuencia el estimador del 1n.licJ esta d~d~~~¿ ' 

i( a.)~ i .. t .. (.2¡····.+:l.;)···;{;.i f PJ···.·.···~·(···2·····.~(~'x;) ...... -.·•.I.)}·. 

2 

·J=I, ·.:·<·.··,1=:1 ·,•, .... ' 

donde z1 = a'x1 es la proy~d~ión'de!Úsi/110 punto. El fudice es ma.dmi7.ado con respecto a 

Si la proyecCión· se realiZa en dos dimensiones, el índice es! 
'· . :,.¡ : -.. -- _,_ 

,..!.•e ,·. • .-. ;---,,~ 

' . ,·J • '., ~; : .. ·. 1 J ..•. ·. . . . . 

/(a,f3) = -L (2f + I)E 2 [hqD]+..-~ (2.k +l)Jj'
2

[Pk(T2)]+ 
4 j=I · . .. 

4 
k=I •' 

. J~J-J·. ' ···•····•· ·.· ·.· .. · .. ¡¿ ¿c2J + 1)(2~ ~ l)Jj'
2(f1 C7i)Pk (T2)] 

:"· 'J'."l k=l • . , ... . ::.- :>,: ·-,: .. :·.•:·:··,,··· 

La versión mnestiat,' al ig;;al que .;u: el éaso'ÚO~irlado és obtcliido por l~ sustitución de 

promedios muéstr~es, ¡íará las ésp,i,',~,; ~voh1~'radas ·{;'. . .. . 

Empíricamente J Sé seleccion~'eo' el iÍiÍllrv~1<)}i,sj, ~tinque llo 's~ clelie de t~mar como una 

guía infabl>I;, debido a;que'~;~~ra~ma~o~·~~~-~I ~~o de ii'ftii~a, inás g;~de deberá ser 

el valor de J. 1 '1.'.F ·. '' · ·· · (;:'. :, 
·, ¡· 

Friedman aplico esÍ~ algoritmo a Í!Ós con_;u'nto~ de ~~tos sfuruJadosy 1 tres d~ datos réales. 

El índice jí;opÍi'e;¡o· por 'Fri~~l1n~'n ,ha··· dado ~rlge0 ·~, l~aba~s posteriores·· de otros 
i .. , '• .,, ... 

investigadores. EnparÍi~ár Hall (1989, p~glÍ. 589-6os)pre~enta uii indice teórico pues 

demuestra qu~ ei ú rri~ presCti1. cie~a meslabilidad ·en ras colas de 1as distnl>uciones. 
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Por otra parte Cook, Buja y Cabrera ( 1993, pags. 225·250), proponen nuevos índices 

basados en la expansiÓn de p~w{o~os on~g~oales, ·Este índice ha sido programado en el 

programa XGob~coo el o~¡;;br~ .i'e wdic~ d~ Le~eodre. 

l.8 L s. Venyukov 

El autor. h1terpr~i~ •. l~s .· ~royee~iones perseitiida~ c~mo w1a ~~t~dcÍlo~rá' pa;á · probar la 

;;::>~ ~ ;~:¿:J:f í~~~~:,~:s~~~h:~r:r;o~~z~:iie~t:tz:ld1::~:: 
de ord~ de los' datosprorcctadós. En la prácÚca! el l~dic~ tieiul~.ª ~~Íecdonar proyecciones 

que muestreo UD grupÓ g;:ande C¿D váÍios grupo~ p¿qllcllO;·O blen ~imPJes observaciones . - . . -- . ' . . . . "·- . . -· . -,~- - ~- ' ' .- ' , . 

que están a sil. alrededor. Et flldic~ est~· défillidÓ e~ ba~ a_ la éxjiresióo:. 

y el esthnador para el caso muestra! es: · 

' . . - . 

donde zru es la estadística de orden de los ·datos proyectados z1 ({=J,. . .,11), y r es w1 número 

entero tal qite;r<n/2; se sugie.~e i¡ueÍo~e'el ,;~lor·c.Jñpafa c. e (0.5,1.5); además 
•. ,' ;"·. > ... '. . .',' .... / i. ~' . .,,;. 2 ..... '. • •. ·: .: . 

(l+r)_=mio{n, i+r}; (i·r). '.".máx{ JJ-r}; po<Ótra parte, cr = es Úri estimador robusto para la 

varianza de los datos prb~e~tad~~-
Yenyukov ex11lo;a ~I co~p~~an:;i~nto d~I 1iídice ~ara IJ= 1~ i:i:m~ider~dó el modelo teórico 

de la mezcla de distrfbuci~nes Ga~ssianas d~ la ~igul~Ítte forma: .. 
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f¡(x) =1N(O,l)+!N(a,1) · 

f2(x) =l{N(:-b,l)+N(O,I) + N(b,1)} 
'3 ... '·' .. 

los valores del úulice para estos d~s· ~asos es: 

11 = (!+ %~ 2 ))~ (4n)-)~l{s + 4exp(-ta 2 
)} 

I¡ = (1 + tb 2 )Yi(41Í)-Yi:~ {3 +4~~<:db2.) + 2exp(-b 2
)} 

, ·'.:·>· :-:':·:' ' ·· .. ~ ' 

para Ji y¡, respectivamente. El indice parn Ji' es'tan grand~ como para Ji si las medias 
'. .., %', _.'' '·- .. ., 

satisfacen ia'desigualda& ... 

Por lo tanto, funcionan mejor las proye~ci~nes)~odales que las proyecciones trimodales 

cuando se usa el indice basado en la ent~~~1i'dé Ürd.;i; l. Por ejempio en la mezcla de cuatro 

distn1Juciones esféricas Gaussianas con centro en I~~ vértices de un simplejo regular, como 

en la figura 1 de este capítulo, el indice de ~tro~i;' de i.rd~ dos, es maximizado cuando 

dos grupos están sobrepuestos. 

3.9 E1lav• y M•rrlott 

Estos investigadores proponen dos indices basados ~ las coordenadas polares de los p1mtos 

proyectados en un plano. Suponen que e! p_roceso de esferado de las variables se ha 

realiz.ado previamente, por lo que el centroide de los· puntos proyectados será la proyección 

del centroide de los datos en la diriieitsió~' ;, y la proyección sobre cualquier radio tiene la 

misma varianza. La selección de.ejes p~~a'í:i~·proyecciones es irrelevante ya que cada punto 

se definirá en coordenadas polares (;,O) .. lÚ~adio es invariante bajo rotaciones en el plano, Jo 

cual implica que las estadisticas e~arlÍll iiasadas en la distribución de 0 en un círculo. Por lo 

.. 55 



Capítulo 3. Proyecciones Perseguidas 

tmto, las proyecciones interesantes tomai ÍD como base la medida· de no-uniformidad, en la 

distribución de O. Esto sugiere Wl criterio. 

Una medida conveniente de no-uniformidad en el circulo es la distancia media, mlnima entre 

los vecinos mis cercanos en coordenadas polares (PNN), (en' in~és 111~¡;,¡· P~/ar Nearest 

Neighbour dista11ce ), distancia que se define como : 

donde 

m .. •' ·•· 
P = .!.. ¿min{l01-0;-1l.l01 -:0;~il} 

mi=I . . 

tan0¡ = z;z .· 
z1.1" 

y (z;¡,z;2) son las coordenadas cartesianas para el l~ésimo p~to proyectado. i=/, ... ,m y 

9o=Om, 9,.. 1=0 1, con 01, .. .,9m ordenados. El nfui;erd él.e. p~·Íos .. ~oó~id.erados, m, serán 
'. -~ 

aquellos que cumplan que su distancia radial deSde el origen sea. más grande que Wla 

proporción a de la distancia radial máxima r...,. Es decir el 1-ésimo punto será considerado 

sólo cuando se cumpla que r1 <!ar..., donde r_, = máx{r¡, ... r.} y O~a<I. Este se puede 

calcular llDIY ficilmente, ya que los valores de 9 son ordenados rápidamente en una 

dimensión. El número de grupos a formar puede ser de cualquier tamaño, desde dos hacia 

am"ba, pero generalmente con más de cinco grupos, este criterio tiende a sobreponerlos. El 

máximo valor se da para una distnl>ución uniforme alrededor del circulo. 

Algunas limitaciones de entrada son: cuando se tienen observaciones que de antemano sean 

interesantes y que se encuentran en Wl anillo, no serán detectadas. 

Otro criterio propuesto se basa en la varianza de la distancia radial R definido como el 

promedio de las distancias de cada punto desde la media, es decir: 

- 1 n 
R=-LI) 

n i=I 
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donde r¡ = ~z¡7¡ + zf2 para i =J, ... 11 y (z¡¡,zn) son las coordenadas cartesianas para el 

i-ísimo punto. 

El máximo de R corresponde al mínimo de la varianza de la distancia radial: como se ve a 

continuación: 

2 
1 11 

- 1 11 2 -2 -2 var(r)=-~(r;-R) =-~r¡ -R =2-R 
ni=l ni=I 

se ha considerado que los datos fueron esferados. 

La práctica ha sugerido que se obtiene una gran ventaja si los dos indices descritos 

anteriormente se utilizan simultáneamente. Es decir, se calculan ambos y aquellas 

proyecciones que optimizan uno de ellos o ambos simultáneamente son interesantes. 

3.IOP. HaU 

El autor presenta una discusión teórica referente al indice propuesto por Friedmao (1987), 

presentada en la sección 3. 7 de esta tesis, retomando el estudio de indices de proyección 

mediante la estimación de las funciones de densidad por medio de funciones ortogonales. 

Critica el índice de Friedman, el cual se basa en el desarrollo de las funciones de densidad en 

términos de polinomios de Legendre, mostrando que éste presenta una gran inestabilidad en 

las colas de la función de densidad, y por lo tanto argumenta que no es una buena medida en 

general de la desviación de la densidad Gaussiana que tienen los datos proyectados. 

Por lo tanto, Hall propone otro Indice de medida de desviación de los datos proyectados de 

la densidad Gaussiana mediante el Indice siguiente: 

00 

I= ·.· f {f(z)- cjl(z)} 2 dz 
-«> 

donde f(z) es la función de densidad de los datos proyectados y tjl(z) es la función de 

densidad Gaussiana. 
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Hall propone el desarrollo de las funciones de densidad por medio de los polinomios de 

Hcrrnite, por lo que el indice queda romo: 

00 

i= ~a~_ .¡zao + 1,__ 
""-

1 ~ 2vn 
i=O 

donde a1 es el valor esperado de las funciones de Hermite h,(=). 

La estimación del indice para el caso muestra! en el que tenemos /1 observaciones esta dada 

por: 

donde 

" ª' =f,})1 
i=I ' 

El autor prueba que el empleo de polinomios de Hermite ayuda a ponderar de manera 

' 2 
pesada las colas de la distribución de los datos por ~!término' e-x lo qu~, permite 

solucionar la principal objeción al índice propuesto por Friedman. No se reporta la puesta en 

práctica de este índice y por lo tanto no se sabe de resultad~~ obt~nid~s' p~r ~I ~lltor. 
Actualmente este indice se encuentra desarrollado en el programa '~O.:bi 'IJ~j~ ~l no~bre de 

indice de Hermite. 

3.11 Cook, 8uja y C1brera 

El punto de partida para el trabajo presentado por los aut~re~,p~ite dél,fudice p~opúeSto por 

Friedman (1987), descrito en esta tesis en la secció~'J.{;f;¡; el c~al para ~~i~~ Í~ fun~ión 
de densidad de los datos proyectados se realiza una eX]la~~Ón i!ii t~~os'd~ l~s'polinomios 
de Legendre, basados en la distnl>ución Ímiform~/~s i~~~stigad~;~s ~~rt~ por lo tanto de 

la idea que, una proyección interesante d~ '1~s dato~ ~~r~' aq~ena' en la que ~ funció~ de 

densidad este lo más alejada de la densidad G~ussian~, denotada p~r lfiCz} 
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Los autores generaliztin el índice propuesto por Friedman, considerando una transfonnacióo, 

estrictamente moÍlóton~ T: !Ji-+91 de la variable aleatoria z, tal que y = T(z). Denotan como 

f(z) a la fimción de densidad de los datos proyectados y como g(y) a la función de densidad 

de los datos transformados bajo T. Considerando que la versión nula de la deasidad de f(:) 

es •(z), y denotando por IVÚ') a la versión nula de la densidad de g(y), definen una familia de 

índices como: 

1 = j{g(y)- ljl(y)} 2 w(y)dy 
9l . 

Considerando la transformación T(z) = 2cJ>(z/- J se tiene el índice propuesto por Friedman, 

llamado el índice de lege11dre, debido a l~s polio~~~~ utili~.ad~s en su estimación. , 

Encontrando la transformación inversa, pára olíieuer el índice en térmi~os de los datos 
. .. 

originales proyectados, la transformación inversa queda como: 

J = J{f(z) - cj>(z) }2 cj>(z)dz 
T'(z) T'(z) 

9l 

= j{!Cz)-cj>(z)} 2~dz 
9l (T'(z)) 2 

. 

Considerando la transformación propuesta por Frie~ este índice se transforma en: 

J{Jcz. ) - +e;)} :-1
-c1z 

·. · · Acj>(z) ~ 
9l:.. . /' , ,.. ·:: 

Se observa que, irónicamente,,el''mapeC>:'propue~o .por 'Friedman para reducir las 

fluctuaciones de la distnlmción ~las c~la~ h.ace ex~~iiiit.;nt~ t~Có~trario, ya que el término 

I/<f>(z) pondera hacia. aml>a las ~b~:irt~~~~~ en 1~~ ~~la~;:dej~do el indice de Legendre 

muy sensible a las dife~en~ias de la n~rinaHdad en bs ~ola~ def(z). Sin embargo el problema 
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es más teórico que práctico ya q~e la. estimación es realizada por una expansión finita de 

funciones. Este problema ya habla.Sido detectado por Hall (1989), lo que motivó que 

propusiera un índice ahemativo el .CIJAI parte dé considerar la igualdad 

Despejando T'(z) queda: 

~=I 
·.· (7'(z))2 

'l'(z)=~ 

. . - -.· . . 
Por lo cual p~demos considerarª. J{z)~omo una aproximación a la distnlmción Gaussiana 

con varianza·2: Es decir: 

T(z) OC:4ia;.J2(z);. 

por lo tanto el nuevo mdice, como se vio en ¡;¡ ·5-¡;cciÓ~ anteri~r. queda definido por: 

¡11 = f U<z) Xqic~)}2~ 
91 

el cual es llamado el Óldice de Hermite porque esta basado en los polinomios de Hermite 

para la expansión de las funciones de de~sidad. 

Bajo la idea original de Friedman de darriuís peso alcentr~ di; la c!Í~bución que alas colas . ' ... -·· ., .. , 
y yendo un paso más allá, los autores propo~ei; el .ü~()'de la transfürm~éió~ T(z) · ,;z, que es 

más natural que la de Hall, lo cualdnlug~r~ Ía prop~~sta del ~iSul~~t~~dic~:. 

¡N = fU<z)..:lf>(z)} 24i(z)dZ 
91 
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Los autores lo denominan mdice .Natural de Hermite, debido a qu.e al igual. que el de Hall, 

esta basado en la expansión def(z) por polino;wos de Hermite: 
' . . ' ' 

. :· ;,·:-. . .: ' :' 

La optimización de este Úldice es realizado. a partir. de. la expansión por polinomios de 

Hennite de/(:) y 4>(.:) como sigue: 

00:. . 00 . 

f(z)=Lª;P;(z) y ~(z) =Lb;p;(z) 
l=O . i=O . . . . 

donde los p¡{x) son polinoÍnio~ o~~gonales con respecto d~ ,P(x): 

Sustituyendo estas eKJ!re~iones e~ el Indicé Natilral de Hernilie se obtiene: 

donde 

a¡= f!Cz)p¡(z)lji(z)tfi 
9l . . 

b¡ = J$Cz)p¡ (z)~(z)dz 
9l .. 

Los coeficientes b, fueron calcula,dos ana~tica.mente por Abramowi.tz y Stegun ( 1972 pag. 

778) quedando como: 

(-1)¡ ((2i)I) t/Z 
b21 =··e· 2 1 b 0· 1· O 1 2 '17t·.- il· 21+ ']f+/:0, = ,,,. .. 

Como los a, dependen de/(.:), deberán estimarse para poder estimar I'. Reinterpretando a1 . . . 
como una esperanza matemática se tierie 

61 



Capitulo J. Proyecciones Perseguidas 

a¡= E ¡(P;(z)4'(z)) 

lo cual conduce a la siguiente estimación obvia del muestreo: 

• 1 /1 . · .. 

a¡ =-;¡-LP;(zj).(zj) 
J=I .. 

Por lo tanto la estimación de I' truncando.~Mtémooos es: 

·N: .. ·.·M:·. 2 

.1M '."L~ª; ~h;_) 
i=O ·· · 

Los autores desarrollaron. este Úl~ce eii ~· pr0~a111aesliecial de Proyecciones Perseguidas 

llamado XGohi, y de acuerd~ al ob)~li~i ~~ b~sc~~ p~sibl~s, e~~cturas en los datos, · 

concluyeron que los valores mAs interesantes para M son c~ro ó uno. 

Bajo estas condiciones encuentran los valores'óptimos.para el caso de uno y dos términos 

del indice estimado. 

De manera similar 11 de una dimensión, estimaron el indice Natural de Hermite en dos 

dimensiones, truncando polinomios basta M términos como sigue: 

ift = L<ªti -bij)2 
i,J?.0,i+J5M 

Este mdice está desarrollado en el prograina XGobi con el nombre de indice Natural de 

Hermite. 
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3.12 Comenlario1 

·El objetivo principal de la técnica de proyecciones perseguidas es la de encontrar 

proyecciones que ayuden a conocer la estructura subyacente en los datos muhivariados, 

particularmente, por ejemplo, conglomerados de puntos. 

·Tradicionalmente las proyecciones más interesantes son las que se realizan en dos 

dhneosiones. Sin embargo con el desarrollo de computadoras más poderosas no se descarta 

la postl>ilidad de realiur estas proyecciones en dimensión tres, tal como lo indica el trabajo 

de Nasoo ( 1995) quien ha desarrollado un algoritmo para encontrar proyecciones en tres 

dimensiones generalizando el indice de momentos propuesto por Jones y Sibson( 1987). Las 

proyecciones en una dhnensión más que un interés práctico tienen un interés teórico debido 

a que su estudio puede ayudar en la selección de criterios convenientes en el caso de dos ó 

tres dimensiones. 

·El aspecto más importante de la técnica de proye;~iones persegÍú.das es el de la selección. 

de un criterio conveniente de lo que constituye ~a p~~y¡:~clÓ~ inter~sante., La tend~ncia 
general es definir que una proyección es in°tereSá'l;1é' lnientra~ ~~ difl~;a 'de 1~ diSirÍb~ción 

·"" • ' • - '' •• - ' "' ' •• ' • • '" ' ;. •• < .... ···-· -~-.·. -

Gaussiana. Sin embargo, existen muchas manerás de que .;n·c~~juDto de d;tos'difierá de la 
. -· .. ' ' ' - - . ,·.· < ····•' ' "<· ~-- '', -- ,. .. 

distribución Ganssinna, por ejemplo: a) I~ cúiVa pucÍle1Í ser muy~ll;pÍnada (Íeptocúrtica); b) 
- . . ' - : \ ' - ,,. - '" ,;.,,,,,, _-,,_, '-'··~···-- - ·.· . - .. - - -

la curva puede ser a!Íimétrica¡ c) la curva puede ser rclati~amente'planá' (pl~ticfuticn); d) L~s 

colas de la curva pueden ser nmy pesadas (posibÍe presel1~ia de Óbs~~a~i~ie's a·b~ri~t~;); ~) 
Puede que la distrib~~iÍln .no. sea unin1odal sino· ~ml;lrl1od~l.iE~c •fü;h;;o 'c~s~ es 

particuJarroente inÍ~reSan;~ si el objetivo de los índices de proyecció~ e~;de;;~l~~ ~st~Jct~ras 
agrupadas en.los datos, por ejemplo el índice propuesto por Esla~a ;Marri~~. PÓ;·lÓ tanto, 

muchos de los índices.expuestos se basan en proponer alguna medida de. ~Ó-norro~Íidad de 

los datos p~oy,ectados. _Lo siguiente es la manera de estimar las furÍci~1Íes d~ :den:id~d'd.e los· 

datos proye~~dos, que como hemos visto existen diferentes maneras. Todo lo a~terior hace 

que se tenga una gran variedad de proyecciones de los datos. 

• Co~siderando que el método de proyecciones perseguidas se basa en la opti;niz.1bión de los 

Indices de proyección, deberá ~onsidcrarse que no resulta fiícil cnc~ntrar puntos óptimos 
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globales y muchas veces solo se encuentran puntos óptimos locales aun sin saberlo. Por lo 

tanto se recomienda realiur más de una proyección a fin de tener un panorama más amplio 

de t. estructura de los datos. 

• Es recomendable aplicar las técnicas de proyecciones perseguidas iterativamente. Es decir, 

puede ser que al aplicar una vez la técnica se consiga observar algw1os conglomerados de 

pw1tos. Será necesario aplicar la técnica en cada uno de los conglomerados a fin de observar 

posibles estructuras subyacentes en los conglomerados . 

• En un principio, un punto importante para aplicar la técnica de proyecciones perseguidas 

era producir un algoritmo que pudiera desarrollarse flicilmente en una computadora ya que 

muchos de los programas realizados involucraban una grao cantidad de cálculos; esto 

dificultaba que se pudiera trabajar con conjunto grandes de datos debido a las restricciones 

que presentaban las computadoras. Generalmente los algoritmos se programaron en lenguaje 

Fortran. 

En la actualidad se cuenta con un software computacional llamado XGobi desarrollado por 

D. Swayne, D. Cook y A. Buja en el instituto Bellcore (1994) donde se hao desarrollado 

diez Indices 'de 'proyecciones perseguidas, de los cuales cinco han sido descritos en este 

capít~lo: el pro(luest~ por Friedman y Tukey (1974), el índice de entropía propuesto por 

Iones y Slbs~ll- (Úis?{e! índicédeLegendre propuesto por Friedman (1987), el Indice de 

Hermite prop~esto p~rHall' (1989)y, el l~dic~ llamado Natural de Hennite propuesto por 

Cook, Buja yCabrer;(l~9:Í).·~~~ l¿Ji~:~.~ss~n~odificaciones del de Tukey y Friedman 

y el de la entr~pl~ ·a flÍ1 dia~~lei~j'.' el ~~~~~~o'de optimización de los Indices. Los otros tres 
=- ~· . .e--.. ". - • . - •. ;- " , - ·,_, • • . . . ' . • . . • 

índices desarrollados, (¡lle sólci' metici~ÓaiÍ10~ sin dardetaUes~ son: el lndic~ !lotes llamado 

así por~ue resiío~de ;· pro'):~ci~ioiíÜs ~ue j~nti~~~~ muy p~c~s punt~s én ei' centro; el ¡¡;dice 

Cenr~~I Mms qu~ est~ di~cliado para proyec~iones c~n alta concentración de pwÍtos en el 

centro; y finalmcnt~ ci Indice ~kew11ess, el cnnl responde a proyecciones con distribución de 

datos asm'.iétriéos. En el capítulo _4se presentan 3 ejemplos de aplicación en los cuales para 

facilidad-nos refcrireni~s a estos índices con el nombre asignado en XGobi. 
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Este software trabaja en computadoras que funcionan con sistema operativo UNIX, eo un 

ambiente X-Windows. Para mayor información hay que cnlllWlicarse • la dirección 

electrónica: dfsibeUcore.com del instituto bellcore. 

En los ejemplos presentados en el capítulo 4 se muestran algunos grá&as de proyecciones, 

uti!U.ando este programa. 

-Es importante recalcar el proceso de esferar las variables que deberá realizarse previamente 

antes de aplicar la proyección de los puntos. El objetivo es garantizar la invarianu de la 

escala, evitando aspectos que no tengan que ver con la naturaleza elipsoide de los datos. 

Desde la propuesta de Friedman y Tukey se tenía esta preocupación, debido a lo cual su 

índice contiene un término de dispersión. 

• A continuación se presenta la tabla l, a manera de guía para consulta rápida, en la cual se 

resumen los Indices teóricos de proyección presentados, la referencia bibliográfica donde se 

publicaron y el software en el que se desarrollaron, si es el caso. 
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Tabla l. llldkes de proyección po• .. ter 

Número 1 Autor/Año/Referencia· Fónnula de Indice 

Kruskal, J.H. (1972). Linear llndicedeCondmsación 
'uansformation ar multilrariate 
data to reverat clustering. In 
Muhidirnensional scaling: 
theory and appticarions in the 
1behavioural sciences Vol. 
l(eds. R.N. Shepard), London: 
Seminar Press 
Friedman, J.H. and Tukey, J. ,a) l(kl = s(k)d(k) 
W. (!974). A projeaion b)l(k.l=s(k)s(Od(k.I 
pursuit algorilhm for 
exploratory data ana1)·sis. 
IEEE Trans. Comput., 23. 

Huber, P. J. (1985). Projection 
pursuit ("-ith discussion). Ann. 
Statist .• IJ 

a) Q= lkm(:~. 
(kz(:l)m,2 

:

1

b) Q=a!J_(f"<:J).' f<='id:. __ · '..._._1 
- /(:)J ..•. 

e) Q= J1n[f(:l}f(:)d::+~.,";:-áU] 
!_Iones, M.C. and Sibson. _R. a)J=J!<:Jln(j(:))d:: 
(1987). What IS prOjectlOD , .. , ... • 1
pursuil? (with discussion). b) I,,,= .!.[ 2 1 z_] 
Joumal ofthe Royal Statistical i21.l3 + _¡-.t4 
Society, serie A No. ISD. . . : 

1!( 2 . . 2 ' ··~ 2 ) 
1,,, = Ul ~JD:; 3k2¡ :: JA;~2: ka3 + 

~kio +'4kf¡+6kÍz:;:4~f3 +k~)} 

66 

Términos en el indice 

(1 )11 ]
,, 

_.,1.¡ ,~<,,VJ-,{•n' '<' ·'•Jn 

!~J= f,f,J(ry)L(R-r9) 
i=lj=I 

Los k,.(z) son los cumulantes de orden m. 

1 
Los k's son loscumulantes de los datos. 

Software 

No se implementó 

Programa Fortran 

,No se 
implementaron 

Programa Fortran 
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. 1 ... R. (1985). Astudyon 
projcctton pursuil methodl. 
Ph. D. thcsis Rice Univcrsity. , 
U.S.A 

Friedman. J. H. (1987). 
'Exploratoty pn:;eaion pumaiL 
!Joumal American Statistics. 
,Ass .• 82 

Yenyukov. l.S. (1988). 
Detecting struaure by means 
of projection pursuit. In 
Compstal 1988 (eds. D. 
Edwards and E. Raun). 
Physica-Verlag Heidelberg for 
IASC. 

al Q =a; J(j.~?,~f,(:)d: '-1 

ib) Q= J ln[/(;)Jf(:Jd:+m(a, ~ 
'<lL1'.'.JV<z>.:+<i>~ . 

ldl Ln= Jg!{(;)<~~~:¡rc/: 
. J .. -, .. '<-.'_.-··.': 

/(a.)~} ~cij+t>~Hrí,<:>I 
: j=l -:" _ .. '..;,_,~:>~!,.-::·.: ' ,1 • 

1 J -.. ·_. '! 1 J . ' 

1ca.Pl°'4LPJ•llE2(P;Cli~+~(l<+llE2{!lcr,~+ 
j=I .•. : ..••• hl 

/J~}. ' -::i ·. ~ . __ : -,,' .- ' 
¡~~(2]~ IX2k+ l)li2[P1(7j)P,(TiJ) 

jzlj-=I ' 

lp =a~jf(:)'•Pct: 
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+cz) es ta densidad normal estándar . PnlgJama Fontan 

Los P,(T) so_n los ~linomios de _Ltgendre. , I~ Font3n 

ParaP >0 No se implemento 
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Eslava G. and Marriott F.H.C. 
(1994). SomeCrileriafor 
projection puBUit Sratistics 
and Computing. 4. pags. 13-
20. 

Hall P. (1989) Polynomial 
Projection Pursui1. The Annals 
of Stuistics, 17, pags.(589-
605) 

10 \Cook.. BujayC:ibtera (1993). 
Projection Pursuit Based on 
Orthononnal Function 
Expansions. Joumal of 
Computa1ionaJ and Graphical 
Sb.1istics. \'ot. 2. No. 3. 

Programa fOJ1ran 
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CAPÍTULO 4. APLICACIONES 

Con él objetivo de ilustrar las técnicas de análisis de componentes principales y . de 
~· '-' ; ·, ·, ' 

proyecciones perseguidas, en este capítulo se presentan tres ejemplos de· datos reales. El 

primer ejemplo corresponde a medidas en el cráneo de dos pobláciones del l\féxico aniiguo; 

el segundo corresponde a medidas tomadas en uoa región del Amazoíuis.p'ará ~nalízar la 

manera que se da la regeneración de plantas; finalmente se presenta un ejempI~· r~laci~nado 
con Wl conjunto de virus. 

4.1 Cdneos 
- .:•':":':· ' 

Algunas civilizacíones antiguas en México tenían la costumbre de predestui~~·:,'nüi~s re~ién 
- ,_•., :.-.--.- .. -,.·, 

nacidos para ser sacerdotes, guerreros, gobernantes, etc. Una' foniia fisica '.de hacer tal 

distinción consistía en que, al nacer los niños y hasta los 30 ó 45 dlas den~~ido~,se'les 
aplicaba cierta deformación craneana mediante la colocació1I de illbia¡~~~~d¡~ ~o~ ve;ldas 

alrededor de los cráneos de los recién nacidos; se bacía en esta e~~P.ª:~; 1~\id~ .d·e ,·~s niilos 

debido a que fisicamente se realiza la conformación de los huesos cranéllüos.::·_: '· 

Los datos que se analiz.an en esta sección corresponden á ~~~~~as de 'cl~s p~bl~ciones: 
Cl1olula y Cueva de la Candelaria. La información fue r~colé~tad~:po~oi~Ú~íler~(l9cJS) 
de las bodegas del Mosco Nacional de Antropologla. Est~dios an!i'.~jlciJóg¡b~~b:~ p~rmiüdo 
conocer que en la civilización asentada en el vaUe de Cholula·.:(t>ii~bla~Tiáxc~la). se tel1ia la 

costumbre de deformación craneana, contrario a lo que se~ab~'del.i'~~~ión.;senlada en 

la Cueva de la Candelaria (Coahuila) donde no se tiei.~\~~~~~~Út~: s¿b~e ~ci~umbres 
similares. 

El objetivo de la investigación es establecer si tal deroriktión ·~~ r~~lid~d ~¿ctó '1~s ~edidas 
craneanas. Estadísticamente se traduce en estab.Íe~;~ po~bles di!brenciasentre las dos 

poblaciones de cráneos. 

Auoque .existen médicos y antropólogos 

'; ,~'.: .>-_. ----·~ ·,; ~> --"""-=- ,., ',· 

que 'definen. iiíía gran' medida en los· cráneos . 

(craneometría) se han realizado esfuer~~s hr'.ro~~~t~C~~~á estlUld~rlur ~~ndi;l~eÚte las 

medidas de todo el cuerpo humano, y en pÍutlc~l~r del ~rhn~o. E~ . base a esto, el 
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Departamento de Antropología Física del Instituto Nacional de Antropología e Historia ha 

diseñado un instrumento para recolectar la infonnación referente a las medidas del cráneo 

humano. 

En cada cráneo se manejan 46 medidas subdivididas en cráneo cerebral, cráneo lilcial y 

mandi'bula. Sin embargo, en reuniones con antropólogos físicos .nos diffios cuenta que, para 

el objetivo de la investigación, muchas de estas medidas son redundantes debido a que 

algunas o miden lo mismo sólo que por partes, o bien son medidas ahamente 

correlacionadas. Por otra parte, muchas de las medidas de fo cédula corresponden a 

diferentes ú1dices obtenidos a partir de algunas medidas base. PO'r lo tanto, conjuntamente 

con investigadores del área de antropología física, se determinó utilizar cinco variables para 

el análisis estadístico, las cuales se consideran básicas para determinar las características de 

1m cráneo. A cootinuación se presentan estas cinco variables y su significado físico. 

X 1 = DIAMETRO ANTERO-POSTERIOR MÁXIMO 

X2 = DIAMETRO TRANSVERSO MÁXIMO 

X3 = DIAMETRO DREGMA DASION 

X4 = DIAMETRO DIZIGOMATICO 

XS = DIAMETRO NASIO·PROSTlON 

La figura l ilustra cada una de estas medidas en los cráneos. Los datos originales se 

presentan en el Apéndice 1 de esta tesis. 

Figura 1, Medidae en loo crineoo,La variable X4 ee la anchura de la cara. 
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Debido al estado de conservación de los cráneos sólo se obtuvo una muestra compuesta de 

'' casos, correspondiente a los cráneos que estaban menos deteriorados, de los cuales los 

primeros 30 casos corresponden a la población de Cholula y los restantes 25 a La Cueva de 

Ja Candelaria. Sin embargo, existen cráneos en los que fue imposible tomar alguna de las 

medidas, por lo que tenemos 11 datos filltantes repartidos como sigue: un dato corresponde 

a w1 caso de la población de La Candelaria en la variable X2; tres datos son de la población 

de Cholula en la variable X4; siete datos son de la población de La Candelaria en la variable 

X4.; se decidió, conjuntamente con los antropólogos, sustituir estos datos fllltantes por la 

media de la variable y de la población a la cual corresponde el caso. 

En la figura 2 se presentan las gráficas de las variables individuales tomadas de dos en dos, 

en las cuales se observa cierta separación de los grupos de cráneos en algunos casos, por 

ejemplo en la gráfica de X 1 vs X2, y en otros la separación no es tan clara, por ejemplo en 

la gráfica de X3 vs XS. 

TIPO 

X 
2 

X 
3 

X 
La Candelaria 4 

Cholula 

X 
5 

Q o 

ºál~&a 
o • ~OK 

ofEi'W 

"' -
o oº >l)c 

ºt~~-
o 

~~· 
o 

)(f 

" 
~o 

~ 

~~º ftf' ~ 
~· • ollP. ~ 

\ .i.:. ' ~.;'B. o .. ~ 

·~;;~ºº• 
.. o 

x2 X3 

Figura 2. Grilfica de laa variables orig.in•lee X¡, 
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4.1,1 Análisis de CÓmponentes Principales 

En primer lugar seieáÍwi úll análisis de componi:otes principales, con el cual se obtuvieron 

los sigui~Ótes resuitados,mcdi~te el usó del pr~grama SPSS. 

La matriZ de c~;{1a~Íóíi ~nt~e tiiSvariable~ orlginalés es; 

XI 
X2 
X3 
X4 
X5 

XI XL, 
1 

-.80755, 1 
.26617 :"03477 
.17286 ".!7048' 
.l 9296 : .09855. .26245 

•, ··~> -::;,,, :..;"'.'·. . 
El detem;inante d~ ~~~·i'ruitri;dé bo,.¡:elación és de .1247842 

En la mat~ ~b~e~im~~:1mii aitacorfeloción entre los variables XI y X2 que corresponden 

a la loÓgitud ,-d~('diár~Ciró antéro pÓSterior máximo y al diámetro transverso máximo. 

Probilblem~ni~ ~~ttrecho ilrigin~ que el valor del de1em1ina111e s~a pequeño. 

J>or otra pan~, ~· In ;~bla 1. se presentan los valores característicos de la matriz de 

correlació,Ó, asÍcomo el 'porcentaje de varianza que eXplicri cada con1po11erite. 

Componente Valor carnet. 

J,95047 . 

1,68630 , 33.7 72.7 

.77!69 15.4 88.2 

4 .49152. 9.8 98.0 

.10002 2.0 100.0 

Tabla 1. Valorll!!& caracteriaticoe y porcentaje de varianza explicado por cada componf!nte. 

Se puede observar que es,: suficiente considerar tres componentes principales para explicar 

cerca del 90% dcda v~ria~ión total de los datos. En la figura 3 se presenta 1UJa gráfica de las 

componentes principales .ordenados en forma decreciente, contra su valor, es decir Ja gráfica 

denominada Scree Plot. En esta gráfica se observa que la calda más pronllllciada se tiene 
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basta las primeras tres componentes. Este critério gráfico se utiliza comúnmente en el área 

de Psicología. 

E .. ,.-_;___;; _________________ -, 

1 
g . 
n 
V 

• 
1 " 

" 

Número de Componente 

Figura J, Gr.Sfic4' dencm.in.-.da Scree Plot, en la aual ee obearv.a que_ bastan treo_- componentes 
principales~- P•lrA obtener la dxima va1·iabilid.ad de loa datos;' · · ,, 

' ~ . ~·· ~ .. -

En la tabla 2 se preseutan los valores de las correlaciones entre h1s variables origin~les y cada 

componente prÍncipal. 

Componente 1 Componente 2 

XI ,84272 -.48563 
:,.·, 

X2 -.54717 , .80880 

X3 .65486 .49158' 

:0~6s1 ,", , , , ,07383 , , , ,, :,.22023 

:02285; : T :.01212 \ :':21393 

-.231Ú, ,',,: , ::52459", •-.02749 

X4 : .52938, .6~141·,; , :~5J49' -:05459 
-'<.-· 

X5 .48147 {l'.·~·. .43928";'' \ • . 1s314~~. ,,, ... -,04493 

absorben la mayor 

variación deJos datoS: e~ ~osttimbre rri~utlir'¡,~·~; ~~áfico las~orrelaciones de las variables 
- - ..• - <¡. . • '. • • • 

originales , con ',fas '~os: prim~~as' i:olllponc11tes,, prilÍ~ipaÍes. Este gráfico suele llamarse 

comúnmente, cíÍéul~ de c~;:;..;,~~iones." En ~I caso de este ejemplo, la figura 4 muestra la 

gráfica corr.;s¡Íondiente ~n la cuál. observ~Ínos que existe una alta correlación de las 

73 



Capítulo 4. Aplicaciones 

variables X 1 y X2 con las dos componentes principales, teniendo 11Da mayor correlación la 

variable X2 con la primer componente y la variable X 1 con la segunda componente. La 

variable que presenta menor correlación con las dos primeras componentes prÍllcipales es la 

variable X5. 

Circulo de corr•laclones 

X2 • t o.e 

8. o:a 
0.4 

0.2 

·1 -0.5 -0.2 

-0.4 

-0.6 

-O.e 
·1 

Figura 4, 

X'i 

~· •.1<3 

0.5 ;1 

Co1n Poftant• 2 
> ·: . .vJ., 

Por otra parte, WUI gráfica que permite observar la estructura de los datos en un plano es la 

correspondiente • la de los valores de pares de componentes principales para los casos que 

componen la muestra. La figura 5 muestra la gráfica de los dos primeros componentes 

principales, los cuales explican aproximadamente el 73 % de la variabilidad de los datos, en 

11 cual se observa la separación de los dos grupos de cráneos. Esta gráfica nos proporciona 

elementos para afirmar que la hipótesis antropológica de que la deformación intencional de 

los cráneos si afecta las medidas craneales es verdadera. Por otra parte se observa UD p11Dto 

que se sale del comportamiento general de los demás. 
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e •'~------------------., . 
"' p 1 • n . 
n o 

' • 

I • • 

. º º oJ.~a 
ofooo o; . 

. . Población 
IC lACandlllill1• . .. .._ _____ ~--~--~--~---1 o 'ChallM: .. .. .. 

Componenla 2 
Figura S, Orl.fica Q\l• 911Jeatra loa primeras dae componente• pr.tncipalea 1 loa cuale• eXplican 
cerc• del 71 ' de la variaci6n de lo• el.atoa. E• clara la aeparaci6n de loa do& grupos de 
crl.neoe. 

Muchas veces no basta con representar gráficamente las observaciones en términos de las 

dos primeras componentes, puede ser que algunas gráficas de las componentes restantes nos 

revelen información adicional del componamicnto de los datos. En el caso del ejemplo 

presentado, dado que las primeras tres componentes explican cerca del 90% de la variación 

total de los datos, en la figura 6 se presentan las gráficas de las posibles combinaciones de 

estas componentes principales. Ell este caso, la gráfica que mejor separa los grupos 

corresponden a las componentes 1 y 2. La gráfica correspondiente a las componentes 1 y 3 

a1ntque muestra los dos grupos separados, la diferenciación no es tan clara. Por otra parte la 

gtílica correspondiente a las componentes 2 y 3 no permite observar ninguna estructura de 

grupos en los datos. 
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Población: 
o La Candelaria 

1( Cholula 

e 
o b 
m 
p 

o 

o 

º0041>,,I( 
o <le • 

o 1( 

Comp! Comp2 

Figura 6. Se we•tra la grlfica de lo• trea componente• principale• entre •i, Be nota que 
la• gr,fic•• de la primera y segunda componente contra l.a tercera componente no dhtinguen 
loe grupca, debido a la poca varianza que eXplica cada par, 

4.1.2 Proyeccioaes Peneguidu 

Como mencionamos antes, en el programa XGobi se han implement1do 1lgunos de los 

índices expuestos en el capítulo 3, además de otros no tratados en esta tesis. Se utilizó este 

software a fin de encontrar las proyecciones de los datos originales del ejemplo asi como la 

gráfica del comport1miento del indice, cuando es optimiudo. Dada la característica de la 

técnica (exploratoria) y debido a que se tienen varios índices de proyección, el número de 

gráficas es muy aho, sin embargo, tanto en este ejemplo como en los dos restantes se 
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decidió incluir todas las gráficas. Para fmes de presentación y análisis de los ejemplos se 

deben seleccionar aquellas gráficas que se consideren aponen mayor información. 

Las gráficas siguientes representan las diferentes proyecciones encontradas con los útdices, 

decidiendo respetar el nombre del mdice asignado por los autores del programa, teniendo la 

equivalencia con respecto a los índices presentados en el mencionado capítulo como sigue: 

FriedllllD· Tukey es la propuesta original de Friedman y Tukey( 1977); entropia es la 

propuesta presentada por Jones y Sibson ( 1987); Legendre es la propuesta de Friedman 

(1987); Hermíte es el mdice propuesto por Hall(l989); Natural de Hermíte es el mdice 

desanollado por Cook y colaboradore&{l993). Las gráficas obtenidas son las siguientes: 
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.. 
. .. . . . . 
- .... . . ... .. .. 

• 1 ••• 

FigUra 1 ... Ejemplo1 CrAneoe. Orifica de loa punto• proyectados en dirnen•i6n do• utilizando 
el indice de Friedman•T\lkey.' -

Figura 7b, Ejemploi crAneou. Comportamiento del indice de Friedman-'J\.lkey al proyectar en doa 
dimen11ionea. 
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, 

ESTA 
SALIR 

• ·l· . . : -:: .. 

: 

, 
. . .. 

. . . . . 

TESIS 
DE LA 

Figvra la. Ejemploi cr&neo•, Orl.!ica do loa pu~toe proyectado• an dimenei6n dos utilizando 
el. indice de Friedman·1\lkey Modific.;r,do, 

, ...... ,_~....,:__.1.-~.LL~~~~~~~ 
~ 

Figun Sb. Ejemplo: Cr.lneco, Comportamiento del indice de Friedman•Tukey Modificado al 
proyectar en dou dimenaionee, 
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. . · ;·'· . 
' ... .... 

.. ·. I . . . . .. . 

FigUra. 9a. Ejemplo: C'r,neoa, Gr4fica de loa punto• proyectado• en dimen•16n do• utilizando 
•l indice de Entropia, 

Figura. 9b, Ejemplo: Cr~neos. Comportamiento del indice de Entropia al proyectar en doa 

dimenaionea. 
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.. 
. ~·· . . .. 

, . . ... . .. .. 
# ••• . ... :. -.. ' 

Figura lDa. Ejemplos Cr6neoa. Gr,fica de lo• puñto• proy•Ctado• en dimen•i6n do• utilizando. 
el tndic• de Entropia Modific•do. 

Figura lDb. Ejemplo: Cr4neoa. Comporta.miento del índice de Entropia Modificado al proyectar 

en dos dimen•ioneo, 
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.. .. 

'• 

. . 
,· 
, .· . .. .· .. ·~ · .. . .. 

Figura lla. Ejem¡)loi Cd.neoa, -Gr.ifica de loe puntOa proyectado& ~n ditaenei6n doe utilizando 
el i.ndice_ de Legendre Usando pal inomio11 de grado 1. 

Figura llb. Ejemplo1 Crineoa. Comport.amiento del indice de Legenclre ueando polinomios de 
gr.ado l. 
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.. 
• . . ·, ... ···:·· • . . . . . .. . . 

Figur• 12a. Eje~plo1 Cr,neoa. Gr,fica de loa puntos proyeCtadoe, en dimenei6n dos. utilizando 
el 1ndioe .de Legendre uaando polinomios de grado 2. 

1 ,,----------

l .l-111111111111111111111111111111111111 
;¡ 

Figura 12b, Ejemplo: Crl.neoe. Comportamiento del indice de Legendre unando polinomoe de 
grado 2. 
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.. ·'· ~ .. ··::-·: 

~. 

.. . . . . . 
.. 

FigUra lla, Eje1nplo1 Cr,neo•, Driifica de los punto• proyectado• en dimenei6n do• utiliz.,ndo · 
el_ indice de Legendre con un polinomios de grado 7, 

Figi.1ra lJb. Ejemplo: Crineo11. Comportamiento del indice de Legend.re usan.do polinomioe de 
grado 7. 
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. . . ... 
·: . . . . ... . •···· .. . ;~ . 

. ... 
.. 

Figura Ua. Ejemplo; cr4neo•. Gr,fica de lo• punto• proyectado• en dimenei6n dos utilizando 
el indice de Legendre, · ueando polinomio• de grado 8, 

~ ...lllLmll.lll!.IRRlll.lllll!Jlll.llll.IDIUllUlll.JDJL__ 
,,; 

Figura 14b. Ejemplo: Cráneos, Comportamiento del indice de Legendre, usando polinomios de 
gr.ildO 8, 
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:· .. 
.. 

.. 
• 

. . 

. ... . . . 
····~· 1. •.• •• 

Figura. 15•. Ejemplo; Crineoa. Gr"-fica de loa puntea' proyectados en dimand6n doa .utilizando 
al J:ndice da Hermite; utilizando polinomioa de gr011do o; ·- ,. -- · · 

Figur• lSb, Ejemplo: Cr4neoa, Comportamiento del indice de Henaite, utili:r..ndo polinomios de 
grado cero. 
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. . 

. . . . . 
1: .:~=. .. . • : . :-

Figura 16a. Ejemplo: Cr,neos. Gráfica de oe punto• proyeetadoa en dimend6n do• utilizando 
el indice de Hermite, con pol nomioa da grado l. 

i ~~-t ...... "'-~~-1-~~~~~ 
"' 

Figura 16b. Ejemplo: Crl.nco11, Comportamient. del tndice de Rennite, ueando polinomio• de 
grilldo l. 
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Figura 1 ?a, !i:jemplo1 Cr4neos, OrAfica de los puntos proyeetados en di~enei6n do• utilizando 
el índice ~e Hermite 1 con polinomio• de grado 7, 

~ .it.~~~1-....J..1.¡J:LIL~~~~~~ 
~ 

1 

Figura l?b. Eje111plo1 CrAneos, Comportamiento del indice de Hermite, usando polinomio• de 
g ·ado 7, 
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.· .. ~·· . . · . . .. . . . . . . ' . . . .. . . . . .: . · 

Figura Ua. Ej,emplo: Cr4neoa, .Or,fica de loa punto• proyectado• en dimenai6n doa utilizando 
el indice da Hermite, con polinomios de grado a. 

Figura lllb, Ejemplo: Cr~eoo, Comportamiento del Indice de Hennite, usando polinomios de 
grado a. 
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.. 

.. .. 
·. I : 

. . . 
I •, :• .. ·~·· . .. 

Figura 19•• Ejemplo: ·crAneo•. Gr4fica de loe puntoa proy•ctado• en dimenai6n dos utilizando 
el indice "•tural de Hantite, utilizando polinocnioa de grado O. 

Figura 19b. Ejemplos Cd.neoo. Comportamiento del indice Natural. de Hermite 1 • utili::<lndo 
polinomio• de grado cera. 
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. . ·. 
• -! ..... :-. . . . . : .. . . 

. .. . . . . . . 

Figura 20•. E;lemplo1 ~Aneo•~· ·a~'fica de l~a pu~t~.· proyectado• én dimen8i6n ·doa utilizando 
al índice Natural ,de Hennita 1 con polinomio• de grado 1. · 

~ t1; "'f ;._--il--~~..U..~~-
Cli 

Figura 20b. Ejemplo1 Criilneoa, Comportamiento del índica NiltUral de Hermite, uaando 
polinotnioe de grado 1. 
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\ . . . 
.. 

. "': .;i . · _, ' . 

Figura 21•. Ejemplo,1, Crineo•, Or4fic:a de loe puntos proyectados en dimen•i6n do• utilizando 
el indice Natural de H•rmite, con polinomio• de grado 7, 

I 

1-l--Jµ•ilJUllUIJUIJ ... ll.IUDJUUa .. 
Figura 21b, Ejemplo: Cr'-neoe. Comportamiento del indice Natural de Herrnite, U•ando 

polinomio• de grado 7. 
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. . -. . . . . . .. . . ... .. . 
lit.: .. . . 

. . 

Figura 22a. Sjemplot Cr'-n•o•, Qr6fica de loo punto• proyectado• ·en dimend6n don utilizando 
el indice Ceatl"al H•••· 

Figura 22b. Ejemplo1 Cri.neos. Comportamiento del índice Centr.il Maso al proyectar en doa 
dimeneionea. 
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. . .. .;( . .. . .. . . 
... . · . . . 

.. 
. . 

.. . . 

Figura 2Ja~ Ejemplo1 Crl.neoe. ar.tific.v. de loo punto• proyectadoa en dime'1ei6n do• u-tiliza.ndo 
el indice Holea, 

Figura 2Jb, Ejemplo: Cr.tineoe, Comportamiento del indice Holee ·al proyectar en da• 
dimenoianee. 

94 



Caphulo .:. Aplicaciones 

. ' . .. 
':i.f. .,. .. : 

. . . . . . 
... 

Figura 24a. Ejernplo1 crineo•, Gr'-fica de loa punto• proyect.adoe en climen•i6n do• utilizando 
el indice Skeirmeaa, 

Figura 24b. Ejemplo: CrAneos, Comportamiento del indice Skei.mess. 
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Las proyeéciooes qu~ pen'oiteo distinguir 01ejor la separación de los dos grupos de cráneos 

son los corr~s¡l~odi~tc~' a los fudices . siguie~tei: Frl~dmim-Tukey, Friedman-Tukey 

modificado,' Entropía,' Ent:opía llHldmcado,; ~g~dr~ co¡'pólioomios :de grado 8, Herrnite 

con Pºth;ºod;,~ ;¡.; gr¡d~ o: 7 ~s; N~tui~de •1eiidt;~¿º~1;'oli.i~w~s de uado s y et índice 

Ua~dÓ 'Holes. ~ la' f y orí~ d~ la~ páfica~ ~ obs~~a uii punto ~típico, correspondiente al 

caso. 34 <ve~·a~é~di~e';,>FÁ n~' de observa~ la ioflu~ncia de este punto en tas diferentes 

proyecciones, se -;)~e\ .y se volvieron a op~r algunos de los indices. Se vio que en 

algunos de los índices como el de Friedman-Tukey o el de Entropía, este punto no tenia 

demasiada influencia; sío embargo en algunos otros ·como el Natural de Hermite se 

obtuvieron proyecciones diferentes. En las figuras 25 y 26 se presentan las gráficas 

conespondieotes a las proyecciones obtenidas sin el punto atípico utilizando los índices de 

Entropía y Natural de Hcrmite respectivamente. 
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.. . , .. . , . 

Figura 25a, Ejempla1 Cr4neos, Gr,fica de loa puntos proyectados en dimensión dos utilizando 
el índice do E':'~ropí~ •in el punto atípica, 

Figura 2Sb, Ejemplo: Crl.neoo. Comportamiento del indice de Entropía sin e] punto atípico. 
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. ... . . ... . ': .. . . 

·:. 

: .... 
.. 

: 

. . . ' 
Figura 2Ga, Ejemploi' Cr.ineoa; Orl.fic~· da loa puntea proyectados en.dimenai6n doa utilizando 
el indica Natural de Hermite con polinomoioa de grado O ain el punto atípico. · · 

~ ....... ~~..J.....J.L~~
N 

Figura. 26b, Ejemplo1 Cr.ineoa. Ccmport•miento del índice Natural de Hermite u•ando polin~ioa 

de grado O ain el punto at.{pico, 
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En la tabla 3 se presentan, a manera de resumen, los valores de los fudices que oplimi7.aron 

cada una de las proyecciones presentadas. 

Nombre del Indice Car1cterística .· v~lor óptimo 

Friedman· Tukey Original 1.IJe-01 
Friedman-Tukev Modificado · .. I.l2e-OI 
Entropía Original ·2.37e+OO 
Entronía Modificado ·2.39e+OO 
Legendre Polinomios de grado 1 2.39e-02 
Legendre Polinomios de grado 2 I.07e-01 
Legendre Polinomios de grado 7 4.70e-OI 
Lel!endre Polinomios de !!fado 8 5.JRe-01 
Hermite Polinomios de grado O 7.19e-04 
Hermíte Polinomios de grado 1 l.09e-02 
Hermíte Polinomios de grado 7 l.15e-Ol 
Hermite Polinomios de llfado 8 l.28e-OI 
Natural de Hermite Polinomios de grado O 2.17e-03 
Natural de Hermite Polinomios de grado 1 2.55e-03 
Natural de Hermite Polinomios de RTado 7 5.14e-03 
Ho/es No se oresenta teóricamente 8.80e·OI 
Ce11tral Mass No se oresenta teóricamente 2.88e·OI 
Skew11ess No se oresenta teóricamente 5.05e-02 
Entrooía Sin ounto atíoico ·2.38e+OO 
Natural de Hermíte Polinomios de grado o, sin 2.19e-03 

1 ounto atíoico 
Tabla J. EJ•mplo1 CrAneoe. Valor que opt1miza el indice de proyección. 

En el caso de los índices que se basan en desarrollos de polinomios para estimar. las 

funciones de densidad, se estuvo experimentando con diferentes grados de poliÚomios, 

observando qÚe después de un cierto exponente, las proyecciones 'dttos ·¡;¡;¡{tos eran 
;' .·,.o.' ., " . 

similares, debido a lo cual se decidió presentar los dos índices con· polinomios de grado OIJÍS 
.' ' 

bajo (ly 2 ó O y 1) y dos de grado alto (7 y 8). 
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4.2 Plantas 

En esta sección se retoma 1U1 ejemplo reportado por Eslava Gómez G. (1993), donde se 

emplea llll subconjunto de datos que son parte de llll amplio estudio realizsdo por D8Dtas 

(1989) en la región del Amazonas en Brasil. El objeto del estudio es analiur la forma en que 

se regenera la vegetación nativa después de que utilizar procesos de poda y quema en una 

cierta área. Los datos fueron recolectados en los años 1979, 1980, 1981 y 1986, en cuatro 

sitios diferentes en Para, Brasil. Las medidas representan el número de plantas de una familia 

particular en alguno de los cuatro sitios y en un tamaño específico. Los datos originales se 

encuentran en el apéndice 1 de este trabajo. 

Debido a que el interés se centra en tratar de localizar grupos homogéneos de familias de 

acuerdo a su forma de regeneración, más que por su abundancia, se decidió trabajar con 

proporciones, y no con el número de plantas observadas. Se puede pensar que cada 

obseivación en los cuatro años representa un "perfil". Por ejemplo para la primera 

observación Annonaceae que corresponde a 4, 3, 1 y 34 su "perfil" es (4/42, 3/42, 1/42, 

34/42) ya que 4+3+1+34=42. 

Si tratáramos de chl>ujar los ''perfiles" en una sola gráfica, los ''perfiles" se sobreponen y son 

di6ciles de distinguir. Por ejemplo, en la figura 27 se presenta una gráfica de los perfiles de 

las primeras 1 O familias de plantas. 

Afto 

Figura 27. Gr,fica de loa perfiles da laa primeras diez familiae de plant:aa. 
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Este caso es un ejemplo donde es necesario emplear alguna técnica del análisis nwltivariado 

para distinguir poS11>les estructuras de grupos en los datos. En panicular alguna proyección 

lineal de los datos mediante la técnica de análisis de componentes principales o mediante 

algún indice de proyecciones perseguidas. 

Debido a que las variables son proporciones, es claro que teniendo las tres primeras 

observaciones, la cuarta es una combinación lineal de estas tres. Por, lo tanto'. ~"virt~d de 

esta dependencia lineal, se decidió trabajar sólo con las tres primeras pr~porclones debido a 

que este conjunto transmite la misma información en términos de vari,u;za:} 

4.2.1 Componentes Princip•le1 \ .. -

Considerando que las variables observadas son los ailos y los c~sos las dife¡entes familias de 

plantas, al realiur el análisis de componentes principale~ se ~.~Íuv~'~"~rltner lJgar fa matriz 

de correlación siguiente: 

1979 1910 1911 
1979 1.00000 
19'0 -.t38SO 1.00000 
1911 -.23274 .12869 1.00000 

El determinante de esta matriz de correlacióndene el yalor de o,.92.,Se observa que las 

comelaciones entre las variables son bajas. 

En la tabla 4 se muestran los eige11val~~es d~ la nlli:t~ d~ correlaciÓn á~j como él porcentaje 

de varianza explicada. Se puede ~bse~~~ qUe J~~-d~~ pfÍRler~~·é~~~~eni~s explican cerca 

Component~ Eigenvalor: Pct de-Ya~ Pct Acum. 

1 
2 
3 

;1.33,828 ....... 4.6 •• ·'•44.6i 

'.89476: . 29.8' . 74.4 ¡ 
- ~.76695. .25.6 - .• 100.0 

Tilbla 4. Eigenvaloree obtez:iidoo y eu porcentaje de varianza explicada. 
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Por 01ra parte, en la tabla 5 se presentan los valores de las correlaciones enlre las variables 

originales y los coDljlonenles principales, observando nna alla correlación de lo acontecido 

en el ailo 1977 y 1981 con el primer componenle, núentras que el ailo 1980 presenta W1a 

correlación alla con el segundo componente. 

Afio Componente 1 Componente 2 Componente 3 

1977 
1980 
1981 

-.71896 
.56418 
.70928 

.29430 
.82474 

-.35770 

.62967 

.03876 
.· .60743 

Tabla 5, Correlaciones de lao variables originaleo con loa componente o principal ea. 

Los argumentos anteriores se representan gráficamente en _el -denominado circulo de 

correlaciones, presentado en la figura 28 y en el cua,J obse..V~;os·~~e ;~l-proceSÓ de lo que 

sucede en el m1o 1977 con las familias de plantas es i11v(;..°¡0'81ó~u~~c~J~·.;;¡-'.~I afio de 

1981. También observamos la olla correlación .de las ~ariables_ Órigirrnles.'' con. IÓs ·dos 

primeros CODljlonenles principales. 

0.8 • 
0.8 

N • 0.4 

i 0.2 

·1 .().5 .().2 0.5 § .(),4 • 
.().6 

-0.B 
·1 

Componente 1 

Figura 28. CiraJlo de correlacioneo. Se preoenta la correlación de laa variables originales 
{ai!.oa) con loo primero• doo componente& prinoipalee. · _ , 

En la figura 29 se presenta la gráfica de··. los dos prunllros ·componentes principales 

calculados a partir de las tres proporciones tomadas éomo variables orlgmale~. En eSte caso, 
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obseivamos que los componentes principales no resultan ser de gran ayuda para detectar 

posi"bles estructuras agrupadas en los datos. 

e 
o 
m 3 
p 
o 2 
n .. 

o o o 
D D D o\o 1 D;. 19 

-, D.~D~:oºct,·ºD D D 
D : 9: Dd~ae ººo ' D D o 

o\Cb oºoOaoo oººo~ 
o o 

2 ·1 

'~º .. 

Componente 1 
Figt.1r~ 29, OrAfic~ de loa do• primeroa componentes principa.lea. No ae observa nlngl.ln• 
e•tructur• de grupo" en loa datos. 

4.2.2 Proyecciones Perseguidas 

Para las proyecciones perseguidas utiliz.amos, otra vez, el progranía XGoby, para encontrar 

diferent'es proyecciones de los pwitos, tomando como base ,h1s _datos esferados (es una 

opción del prograD1J1). Se incluye además una gráfica de proyección ~tilizando elí~dice de-la 

distancia radial media, PNN, propuesto por Eslava y Marfiott: V~~-Esl~~a (198!Í, pag. 119). 

Las representaciones gráficas obtenidas son las siguientes: 
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.. 
. . : . 

... 

·. . . . .. . 
·. 

. ..... 
•• ·~ ... -= •••• 
'· ... ,. .. ~:· . .. · ..... 

. . . 
Figura JOa. Ejemplo: Plant.u. Gr-'fica de 1011 puntos proyectadoa en dimenai6n dos utilizando 

el Indice de Friedman•Tukey, 

~ 
!--~_,_~~r'f---LUll_-WDJmml!JU!m 

Figura Jlb.Ejemplo: Plant.;i.a, CQtttPortamiento del Indice de Friedman-Tukey "'l proyectar en doa 
dimen11ionea, 
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. . 
, 

·. . . ' ...• 
.. 

. . ... . · .... ~ .. . ' •·'" ,.: . .. ··-=· .... : . . 
' . 

. ·. 
Figura Jla. Ejemplo: Planta•, Orifica de lo• puntoa proyectadoe en dimanei6n doo utilizando 

el .indice de Friedm«n•'I\akey Modificado, 

j.n11uuma.JD.MJl!WD;U!JlllUUJUmH!mlW!!lln!WWlll!D.U 
-

Figura llb. Ejemplo: Pl.il.ntao, Comportamumto del índice de F'riedman·Tuk.ey Modificado al 
proyectar en dos dimenaionea. 
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. . · .. ~:. ~· ..... f :. .••• 
• _.•c.::·'! . . .. . . 

•' 
··=~ .... . . . ... 

.. 

. . . . . 

Figur• J2a, Ejamplo: Pla~~~~a. Gráfica de lea puntos proye~tadoe en dirrlenaid~··~c~ utilizando 
el !ndic:e de Entropía. 

Figura J2b. Ejamplo: Pl~tao. Comport•miento del Indice de Entropía al proyectar en dos 

dimensiones, 
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·. 

.. 

. ... . . . .. ....... . , ..... 
':·~···· •. .. : ··· ... . . 

. . 

.• 

.. 
FigUra lla. Ejempla1 Plantas. Orifica de loa puntea proyectados en dimenai6n doe utilizando 

el _indice de Entraph Modificada, 

Figura llb. Ejemplo: Plantas, Comportamiento del indice de Entropía Modificado al proyectar 

en doa dimeneionea, 
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.. . ... . . : ... . 
·-: ·:.i¡ ·:. . . : ...... .... . . .. . . . . 

. . . . ·. 

. . . 

Figura J4a. Ejemplo: Phntaa, Gr4fica de loa puntoa proyect .. doa en dÍ.men•i6n dOa utilizando 
el .índice de Legendre Uailndo polinomio& de grado 1. 

Figura 34b. Ejemplo: PliUttaa. Comportamiento del indice de Legend.re uaando polinomioa de 
grado 1. 
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·. . 

.. 

:• .. . . . ·. ... ·.. . .. . . . ~~ .... . . -. . . . . . .. . :··"- ·:: . . 
. ·= . . . . ' 

Figur-. JSa. Ejemplo1 Plant.••• Gr4fic:a de loe punto• proyac:tad"ae en dima~ai6n dos ,utilizando 
el indica de Legendra uaando polinomio• da grado 2, · 

~;-----------~ 

Figura lSb • .Ejemplo: Plantas. Comportamianto del índice de Legendre usando poliuomoa de 
grado 2. 
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. . . 
: ·· .. . · ... • r 
. :.:':·r . ' 
. . ·. 

.. 

. . . 
• 

. . . .... . . 

Figura lh. Ejemplo1 Planta.e, Orifica de loa puntoe proyectados en dimenai6n doa utilizando 
el indice de Legendre con un polinomio• de grado 1, 

l~_JIJIU.Jllllljl!JIJllillUUIUllUlllJU 
.,¡ 

Figura l6b. Ejemploz Plantao, Comportamiento del indice de Legendre Ullilndo polinOl!lioa de 
grado 1. 
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. . . . . . .· · . . . • .:1 . . . . . . . . . . .... 
;·~ .. 

. . . 
. . . ..... . . . :· . f. . 

.. 
. . . . 

. . 

FigUr.a J7a. Ejemploi Planta•~ Orifica de loe puntee proyectados en dimenai6n do8 utilizando 
el indice de Lagondre, usando polinomios de griildo 8, 

l----
~ .., 

~ 'lflllrllff 

::i 

Figur.a J7b. Ejemplo1 Plantas. Comportamiento del índice de Legendre, ueando polinomioo de 
grado 8. 
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. . . ... ..• . . . . . . .. ·. : .. •. .. : .. : .... "~·· .. '. . . . . .. . . . 

. . . 

. . 

Fig\lra l8a., Ejemplo: Planta.a, Or.tfiea de loa puntos proyeetadoa en dimensión doe utilizando 
el indice de Herrnite; utilizando polinomio• de grado o. 

Figura 38b, Ejemplo: Planta•, Ccmportarniento del indice de Hennite, utilizando polinomio• de 
grado cero. 
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. . ... . : .. : . ~ ·\' . : . : .. , .. ,. ·: . , .... .. . '• 
· . 

. .. 

. ... 

.. 

Figun. 39a ,· Ejemplc1 Planta•. G.rlifica de loa punto• proyectado• en °dimenai6n dos ,.utilhand~ 
el ,indice de Heruiite, con pcl1ncmic• de grade 1, · 

Figura J9b. Ejemploz Plantae. Compcrtamientc del indice de Hermite, ueando polincmioe de 
grade l. 
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·. 

: ·\ .. 
:.: .. , .. :•••' .. · ... '.:.' . . . . ... . . 

.. . 

. . 
·' . . ... . . 

. . 

Figura 40a, Ejemplo: Plantas, Gr,fica de· loo· puntos pÍ-oyectadoa en" dimen1i.6n dos utilizando 
•1 indice de Hermite, con polinomioa de grado 7. 

Figura 40b. Ejemplo1 Pluitas. Comportamiento del indice de Jlermite, usando polinomios de 
grado 7. 
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.. 

.. 

.. ·.· . . : . •'" 
' •• 11' • .•.• .• . . , .... ... . , . ,. . ... . . .... · . .. . ·: .. 

. ,. .. 

Figura 41a. Ejemplo1 Pliuitae; ·adfica _de lo• purlto• ·proyectad_o• eri· dim~·nai6n doa utiliu.ndo 
el indice de ~e~ite,·. con polinomioa de groildo 8, ' 

~ o ...._....,...__....w ..... ~-
C'Í 

Figura 4lb, Ejemplo1 Plantas. Comportamiento del indice de Hermite, usando polinomios de 
grado 8. 
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. . 
. . . ,, :··: ... •.... .· . 

.. ·,:.:=·· 
. : : •9111.. . .. . . . : . ~·' 

. ·. 

.. 

.. 

. . 

"' ' . ~ . ' . 
Figura 42a. E:lempÍ01 Phntae, orá~ica ~~ loe puntos proy8c~ad~• eÍt dim-~neión do11 utiliZando 

111 .Cndice Natural de Hennite, utilizando polin~ioe de gr~do ·O. 

~..=!~:....__i_~~-1-~~------~~~~...L~~U 
~ 

.,; 

Fig1.1ra 42b. Ejemplo: Plantae. Comportamiento del indice Natural do Hermito, utilizando 
polinomioo de grado cero, 

116 



Capi1ulo 4. Aplicaciones 

. .. . . ' ... 
'( ,:~:.·.· .. . . •. ·~·';: . · .. . :: : 

. . . 
. '· . . . . 
. . 
. . . 

·. 

Figun 4Ja. Ejemplo1· Plantas. Gd.fica de loa puntos proyectados en dimenai6n· doa utiliunclo 
el !ndiee Natural de Hennite, con polinomios de grado 1, 

Figura 4Jb. Ejemplo: Plantas. Comportamiento del indice Natural de Hermite, usando 
polinoniioa de grildo 1. 
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.. 
.. 
. .. . .. .. . . . . ... -' ..... . 

: · .. :·: .,-: -~ ~· ·: .. . . . . . 
.. 

.. 
Figura 44a, Ejemplo: Ph.ntaa, Gr.6fica de loa punteo proyectados en dimenai6n doa utilizando 
el indice Natur•l de Hermite, con polinomios de gr,..do 7. 

Figura 44b, Ejemplo: Plantae. Comport,;i.miento del indice Natural de Hennite, usando 
polinomioo de grado 7. 
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.. 

. . 

. . ... " . . . . ... · : :'·s ti_:. 
# •• :: ., ••• ~ . ... . . . . . 
~ 

.. 

. . . 
Figura Oa, Ejemplo; Planta•. or¡fica de loa punto• proyectado• en dimend6n doa utilizando 

•l 'indice Ce.otr•l H•••· 

Figl.lra 45b, Ejemplo~ Planta11. Comportamiento del indice Central Mass al prpyectar en doo 
dimen11ionea. 
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. . . . 

. ·. 
... . . :' ... 

' . .. . ....... 
·~ ..... . : ~ .. ·: . . . . . . . . , . .. . . .. .. . ... 

. . · . 

Figura ua: Ej.n1plo~1 Planta11. GdfiC~ de ·los pUntoa-·Pro~ctadoe en dimensión dos utilizando 
el indice: Holee. 

Figura 46b · Ejemploi Planta•. Ccmportarniento del' indice Holea al proyectar en doe 
dimenaione:a • 
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~ .· .. · . . ........... ·: · . . ·~· . "-·: .'·.;· . . . . 

.. 
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Figura''ª· Ejniploi Planta•. Grifica da lo• punto• proyecta.~9--en- d.ime;,.i6n do• ·utUhando 
el in.clic• Sk.et1U•••. 

Figura 47b. Ejemplo; Pl~t••. Comportamiento del fndice SkntmPS#, 
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Figura 48. Ejemplo: PbntH. GrAfica de loo punto• proye:Ctadoa C!lh dimen~i6n ,~º~ utilh:ando 

el indice PNN propueato por EalaV.J. y Marriott,Valor qt.18 optimiza el ~ndice .PMM • 0,032.7.* 

En la mayoría de las gráficas en aparencia no se visualizan-poS11Jl~s giuJ!os •en I~~ elatos. Sin 

embargo en la última gráfica correspondiente a la proy~~~Ói;' d~)?~ cÍ~;~s' optmi:Íuttdo el 
/:'/ =~;'.;, 

Indice PNN, se observan cualro posibles grupos. . . --:-~ - -. ; . . ': ; ' ; " -',-

En la tabla 6 se presentan, a manera de resumen, los valorés de. los úÍdices que optimizaron 

la proyección. 
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Nombre del Indice Caracterlstica Valor óptimo 

Friedmao-Tukey Original J,19e-Ol .· 

Friedmao-Tukey Modificado J.20e-OJ 

Eotropla Original -2.47e+OO 

Eotropia Modificado -2.47e+OO. ·. 
Legeodre Pofutomios de grado 1 2.98e-02 

Legeodre Polinomios de grado 2 J.47e,OI 

Legendre Polinomios de grado 7 2.74e-OI. 

Legeodre Polinomios de grado 8 3.14e'.o¡ . 
Hermite Polinomios de grado O 2.72e-03 . 

_._.";~ ·,· ,'. 

Hermite Polinomios de grado 1 J.20e-02. 
•-•u 

Hermite Polinomios de grado 7 5.06e-02 .· 

Hermite Polinomios de grado 8 ·. 3;43~:02 .•... 

Natural de Hennite Polinomios de grado O 2.33e-03 

Natural de Hermite Polinomios de grad~ 1 2.64é-03 

Natural de Hennite Polinol11ios de grado 7 · .. 3.98e-03 

Natural de Henoite Polinomios de grado 8 4.49e-03 

Holes No se presenta teóricamente 7.91e-OJ 

Central Mass No se presenta teóricamente 3.55e-OJ 

Skewness No se presenta teóricamente J.69e-02 

PNN .. m = 57, iteraciones= 49 0.0327 

Tilbla 6, Valor del indice de proyección. Ejemplo1 Pl.antae 
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4.3 Virus 

Se retoma un ejellljllo presentado por Eslava y Muriott (1994), donde se compara un 

conjunto de datos correspondiente a 61 virus, de los cuales 48 bao sido clasificados en tres 

grupos y 13 son no-clasificados. Los grupos de clasificación son los siguientes: 

Tipo Nombre del Grupo #de Casos 

1 Hordeirvirus 3 
2 Tobravirus 6 
3 Tobamovirus 39 
4 No· clasificados 13 

A cada virus se le tomaron 18 medidas. Cada medida expresa el núme~o de residuos de 

aminoácidos de moléculas y las denotaremos por las variabl~s XI,. .. , X.18. Se considera que 

todas las variables son continuas a pesar de que algunas toman pocos valores, por ejemplo 

X8 que toma sólo los valores O, 1 ó 2; o bien XIO que toma los valores:dc0, 1,.2; 3, :4, ó 7. 

Los datos originales se encuentran en el apéndice 11 de esta tesis. 

4.J.1 Anjlilia de Componentes Principales 

En la tabla 7 se presentan los valores obtenidos para los primeros ocho eigen~l!ores de la 

matriz de correlación, utilizando todas las variables originales. 

Componente Eigenvalor Pct de Var Pct Acum 

Tabla 7, Oc o eigenvaloree 
variabiliad de la• dato•.· 

1 
2 
3 
4 
s 
6 
7 

S,95 
2.98 
2.34 
1.76 
1.16 
1.02 
.61. 
8 i.46 

- . -- . ·- - -

En la tabla 8 se prese1ltanlos.~al.~re~.delas corr~laciOIJeS ~lte las variables originales y los 

cinco primeros com¡Íonéntes prm~ipales. · 
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Componente 1 Componente 2 Componente J Componente 4 ComponeDle S 

XI 
X2 
XJ 
X4 
X5 
X6 
x1· 
XI 
X9 
XIO 
XII 
Xl2 
XIJ 
X14 
Xl5 
X16 
Xl7 
XII 

.77729 .10437 
-.59465 -.36358 
-.16016 .62491 
. 66285 -.41346 
',44414 .51342 
. 83616 - .11462 

. ; .64838 . .476JO 
::.0 .12222· •.26109: 
· ' :55930 -.32583 
'':.19494 -- - .10006. 

-.::.44068 •'l'). " -.60691 :: 
'.75811. - : .01993 ~ ;: 

/\39189.-: :_: .:-.09029'-f-

~:;~~;; :· .. p~ :~~~~: : \ 
,-_: '45304 ·: ::-'- -.... - 74938 : . 
" . 1260 i-' "-'~:20105 '. . 

· ;_.Jo504 ·:: ·-~:m 11: 

.00185 .28352 

.20668 .37053 
·.08723 .53303 
.25593 - ·.23924 . 
,02800 - ·.38252 
.08595; .41492 . 

-',02191 ;,11977 : . 
.. 52235; ;_:_,'.- ':• .19634::. 
.~.49801 • /.33409-,· 
-· 77890 ::·.:11169. -· 

._··-.:3564l) - ... .• 32154, 

>:~~~!~- ; -·:~~¡,_, 
i ·.59459 ,- :. . •. 02369 ,_' 

:<16999 ::'_·' .• 10150940.< 
. ":21919;;: ~ 

- ·: '.37263 - ·;,21919 i 
:.·.ll633 :- :.,~.63577" 

·.10788 
•.03012 
.06217. 
.23365 
.30617 
'.03821 

. .-.04502 
·-.10257 
;.27619 

: .13122 
" .10999 - _. 
. ·.42329 

.": ·.41956 
•'.:-,13922 . - . 
-.·.02319 

J3966 
'•.01704 -
-;;.06402 

T~l• 8 .. Correlacione• de la• ; variable• . originales , 1011 primero• cinco . componentes 

::"~
1

::~-·~9 ~e-pies~t::-iráfictL d~~-~i~~~ocírc~o·.de. ~o~e1ifíone~·~n _el cuw se 

observa ia c~n::bi~ió~¡ mir~ l~s-vll~~bl~s\;tigi~~l~s con ·~~ "J~/;iti~~fcis ~~.ii~~~;nt~s 
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En esta figura se olisé~~. ~!re ~~~s aspectos, que ~xiste u~a alta correlación entre las 

variables Xl,X6, xí2: Xts'~'xi7 ~~nel prlme~ ~omponente principal. Por otra parte las 
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variables XS y X 1 O presentan correlación baja con los dos primeros componentes 

principales. La iuterpretación real de estos resultados deberá darse conjuntamente con un 

investigador del área de estudio. 

A fin de visualiz.ar posibles estructuras en los ;btos,· en 18 .figura SO se presenta la gráfica de 

las observaciones evaluados en los dos prim~ros c~~o~entes prln~ipales. 

2.5-...--------------,---------¡ 
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o o 
Tipo de virus 

t ( / ( o No ~IHiictdO e •.5 ·" 
'l(O 

~-
( Toblmo~rus 

( º Tobravirus ( 

·1.5 A Hordelrltrus 
-2 ·1 3 

Componente 2 

Fig\lr• 50. Orifica de loa doe primero• componente• principalea que explican cerca del SO\' de 
la variabilidad de lo• dato11. 

En la gráfica se observa que la familia de virus denominada Tobamovirus se encuentra 

repartido en dos conglomerados: uno que contiene solo virus de este tipo y otro en el que 

aparentemente fonna un grupo con dos virus Tobravirus y uno no clasificado. Los restantes 

4 virus de la familia Tobravirus fontlBD a su vez un grupo. Por otra parte, el grupo de los 

Hordevirus forma un grupo con 4 de los virus no clasificados, por lo que se podría suponer 

pertenecen a esta familia. De los restantes virus no clasificados la mayoria forma un grupo, 

mientras que dos más parecen estar aislados de cualquier estructura. 
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4.3.2 Proyecciones Perseguidas 

A continuación presentamos las gráficas de las diferentes proyecciones obteuidas mediante la 

aplicación de diferentes índices de proyecciones perseguidas, utiliz..ando como datos 

esferados, cuatro de los componentes principales que explican poco más de 70% de la 

variabilidad de los datos. 

La mayoria de las gráficas se obtuvieron mediante el programa XGobi, salvo las 

correspondientes a las gráficas que corresponden a los indices propuestos por Eslava y 

Marriott en as que se presentan las gráficas que los autores obtuvieron con estos datos. 

En varias de las gráficas obtenidas sobresale wt caso atípico, (ver por ejemplo el índice de 

Entropía en la figura 52); el programa XGobi tiene una opción para identificar los puntos 

por lo que supimos que corresponde al caso 11. Las figuras 72 y 73 presentan dos gráficas 

de las proyecciones obtenidas con los índices de Entropía y de Legendre sin el punto atípico, 

observando algunos cambios en dichas proyecciones con respecto a las ·obt~nidas 

originalmente. 
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. . 
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. 
.= ··: •• . •' : . .,, .... . . 

Figura Sla. Ejemplo1 Virus, Gr.ifica de loe puntos proyectadoa en dimenai6n doa utilizando 
el indice de Friedman-Tukey. 

.. 

Figura Slb. Ejemplo: Virus.Comportamiento del indice de Friedman-TUkey. 
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. . 

Figura 52a, E:lemplo1 ·viÍ-Ua. G~'fica de la• punto• proyectado• en dimensión da• uÚlizanda 
•l indice de Friedlna.n•Tukey Modificado, 

l...a..IJJIJIUlllUl.llUllJllLlll.lllllJMllJlllUlllUWJllUll.lll:JllJW.lllLIWWJlllUlllUlllUWl.IL. 

"': 

Figur<iti 52b, Ejemplos Vin1111,Comportamiento del indice de Frhldman-Tukey Modificado. 
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Figura Slil.. Ejemplo1 Viru•. 'arAf,ica :da loa puntos proyectado• en dimensi6n·dae Utilizando 
el indice de Entropia, 

i ..IU!llllmmJllt___ 
c¡i 

Figura Slb. Ejempla1 Virua.Comport•miento del indice de Entropia. 
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Figura 54a, Ejemploi Virus, Gr,fica de lo• puntos proyectado• en dimenai6n do• ueilizando 
, el indice de_ Entropía modificado. 

Figura 54b, Ejl!'mplo1 Virus.Comportamiento del indice de Entropia modificado. 
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Figura 55a. Ejemplos ViN•· Gráfica de loa punto• proyectado• en dirn•n•i6n do• utilizando 
el 1nd_ic• de Legendre con polinomio• de orden 1, - - ' - · 

~ J.dJ-_.!11.Ul..ll!Jll!.llUl!IUBJl!JIUI 

-
Figura 5Sb, Ejemplo1 Vin:ia,Comportamiento del indice de Legendre, usando polinomios de 

orden 1 
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Figura S&a.Ejeinplo1 Viru•, ·Gr,fica' de loa· punto• proyectado• en diMnei6n do• utilizando 
el indice_ de ~gendr~ con Pc:>lincmio• de_ grado 2, 

~ .Jl!::_-l~-L-L...L..~L.l.-l~~JW'-'WIUW1JWl.WILLWUlllUll ... UL 

Ul 

Figu.r.a S6b.Ejemplo1 Viru•.Comport.amiento del indice de Legendre con polinomios de grado 2, 
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..... . . 

. . . . : ..... 

.: . . . . . .. 

' . . . . 
FigUn 57i!.. EjemPl"a1 Virua, ai-.lfica de, loa pw¡~oa proyect .. doa en dimend6n dos utilizando 

el. ~ndice do Legendre con polinomioa de grado 7, 

Figura 57b.Ejemplo:Virua. Comportamiento del indicl!ll de Legendre con polinornioe de grado 7, 
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Figura s1a.Ejemplo1 Virua, Gr,fica d• la• punto• proy•ctadoa en diman.i6n doe utiliz.l.ndo 
el tndic:e de Legendr• con polinomio• de grado 8, · · 

Figura 58b.Ejemplo: Virua.Comportamiento del indice de Legendre con polinomios de grado 8, 
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. . . ., . 

.· ·-. . 
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FigUra 59a,Ejemploi .Viru•, Gr4fica de los puntos proyect"ado• en diinenai6n doa utilizando 
el indice de Hermite con polinomio• de grildo cero, 

Fivura 59b. Ejemplo: Virus.Comportamiento del indice de Hermite coa polinomioo de grado 
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Figure 6oa.Ejemplo1 Viru•~ · ~r~uca ,.d~; ~o~·, ~un~o• ;~oYectado~ e~ .din;enai6n dca ~tiliza~do 
el indice de He~it.e con polinomio• de graido 1. 

Figura GOb.Ejemplo: Virua.Comportamiento del indice de Hennite con polinomios de grado l. 
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. 
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.. . 

Figura Gla. Ejemplo: Virua. Odfica de: lo• puntos proyectadoa en dimenai6n do• utilizando 
el índice de Hermite con polinomio• de grado 7, 

Figura 6lb. Ejemplo1 Viruo,Comportamiento del Indice de Hennite con polinomio& de grado 7, 
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.. . . . ... . . .... ' .. . ·. 

Figura Ua. Ejemplo1 Vin.i•. Gr,fica de loa punto• proyectado• en dimend6n do• u.t.ilizando 
el índice de Remite con palinomioa de grado a, 

Figura 62b. Ejemplo: Virus .Comportamiento del indice de He:nnite con polinomio• de grado e, 
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l 

. . . ..•... · . . :,. ··. . · . · .. 

Figura 'Ja.Ej.é.plo1 Virú9.' Or'f¡~. ~e lo• puntee pr~~ect•do• •n dimeneid~ -d~• .utUiZando 
el 1ndic• Matural de Remite- con polinomio• de grado cero; -

~ ....11!""'-~~~-'-~..._ ................... ~ 
;;¡ 

FigUr• 6lb. Ejemplos Virua.Camportatniento del indice Natural de Hermite con polinomios 
de grado cero. 
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Fi;ura Cf.a.Ej1t11Plo: Viru•, Or6fiC'a d• loe punto• proyect•do• en di .. nd6n- doa utilizando 
•l indice Rat\iral d• He~it• con polinOlftiO• de, grado 1. 

Figuril 64b,Ejemplo: Virua,Comporta.miento del índice Natural de Hennite con polinomioa de 
grado 1. 
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FigUra 6Sa, E-je"mplo: Virua' cr.ifica do loa Pu~toa prayectadoa en dimenai6n" dd. ut.1uZando 
el-indice Natural_ de Hennitl!I con polinomio• d• grado 7. 

·. 

' 

Figura 6Sb, Ejemplos Virus.Comportaml.ento del indice Naturill de Hermite con polinomioeo de 
grado 7. 
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Figura 66a, Ejemplo1 Viru•. Gr.ifica de lo• punto• proyectados .en dimenei6n· dOa-utiliz-ando 
el indice Natural de Hennite con polinomio• de grado 1, 

~ 
{!. .................. CJIW.lllUWl.lllLUllLL.~~ 

~ 

Figura 66b. Ejemplo: Virus .Comportam1ento del índice Natural de Hennita con polinomioe de 
grado 8. 
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Figura G7a.EjBl'lplo: Virua. Orifica de loa pu"nto• proyectado• en dimlfnd6n doa utili&ando 
el indice Holea, 

~ ~ ...... ~~~~-'-~.1-.LJ.Jl.l.m<L.. 

<O 

Figura 67b • .tjemplo: Virt.1a.C091pOrt_.ient.o del J'.ndice Holea, 
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. . . . 
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: .. ~: . ... .. . . ,,. 

Figura 6la,Ejemplo1 Virus. ar.tfica de lo• punto• proyectado• en dimen111i6n dos utilh~ndo 
el indice Central H•••· · · 

Figura Gab. Ejemplos Viru•.Camportamiento del indice Centr•l H•••· 
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. . . . 

. .. · . . . . 
:' :..: : .. . 

Figura na.Ejemplo:· Virua, ''aráfici. de ·1oa punt.~a Proyect~doa en dimenei6n doo utilizi..ndo 
al indice Skewaesa, 

Figura 69b.Ejemplo: Virue.Comportamiento del indice Ske'llltlese. 
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Figura 70. Proyección que mimimi:a el indice PNN, propuesto por Eslava "!_ Marriot~, 

PNN•0,0190 Jm•S91,_ 

. . .. ' 

. ! ·" ~ 

, ,. 
. . . 

.. . . 
~ . 

: • 

.. . .. 

• • • 

Figura 71. Proyección de loa datoo utilizando eimultaneamente Prm y R. P • 0,028 y R•l,l549, 
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Figura 12a,Ejemploi Vil"Ua. Orifica de loo puntea proyectildo• en dimend6n do• utilizando 
el indice de Entropia sin el punto atlpico, · , 

8 
~ ..lillJllllllllll.UIJllUIDl!Ul•BllJIJ!llUl!!lll.!mJ:J!ll!lllllll'llill1l!llli!HJIH'!llH.DIIWJ1!.J!!J11111»JJJJJJllllll!!!.l!JJlliJJmi.lllllll!lllJ! 
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Figura 72b,Ejemplo: Virus.Comportamiento del indice de Entropia ain el punto atípico. 
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Figura 73a.Ejniplo1 Virua, ar¡fica de loa puntea proyectadoa en dimenei6n doa -utilizando 
el ·indice de Legendre con polinomio• de grado uno, ain el punto at!pico. 

~ .JJJUUllllWlllJUIUlllLWILlllllJUIUlllLllllUWl.lllil.lfillJIJ[Jl1IUlilUll!LllllJ!llll 
"": 
~ 

Figura 7Jb.Ejemplo: Virua.Comportamiento del indice de Legendre con polinomios de grado 
uno, ain el punto atípico. 
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Finahnente, en la tabla 9 se presentan, a manera de r~snmen, ·los valores de los mdiccs que 

op timimron las proyecciones 
"·" 

Nombre del ladke C•racterútica 
' 

v.1~róptimo 

Friedman· Tllkey Original l,S9e-OI · 

Uio~~i. · " 
Friedman· Tukey Modificado 

Entropía Original ·2.17e+OO 
; ; ·, >¡ ~-- -

Entropía Modificado ·2.17".tºº 

Legendre Polinomios de grado 1 4.2Se-_02 ;:: ·' 

Legendre Polinomios de grado 2 2.00e-01 " 

Legendre Polinomios de grado 7 7.SSe-01 
',, : 

' 
Legendre Polinomios de grado 8 7.9Se-OI < " 
Hennite Polinomios de grado O l.SBe-03, 

Hennite Polinomios de grado 1 2.31e-02 
,, 

Hermite Polinomios de grado 7 1.21e:o1: 

Hermite Polinomios de grado 8 l.39e-OI 

Natural de Hermite Polinomios de grado O 2.30e-03 

Natural de Hermite Polinomios de grado 1 3.0Se-03 

Natural de Hennite Polinomios de grado 7 6.83e-03 

Natural de Hermite Polinomios de grado 8 7.38e-03 

Holes No se presenta teóricamente 8,93e-OI 

Central Mass No se presenta teóricamente 3.40e-OI 

Skewness No se presenta teóricamente S.OSe-02 

PNN m=59 0.0280 

Rmean 1.3549 

Entropía Sin el punto atípico -2.37e00 

Legendre Polinomios de grado 1, sin el 3.2le-03" 

punto atípico 

T.;i.bla 9. Valer del índice de proyecoi6n, Ejemplo: Virus 
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CAPÍTULO 5. CONCLUSIONES 

La representación gráfica como un medio para explorar datos multivariados es una de las 

ideas más explotadas en la estadística, para la búsqueda de grupos o conglomerados de 

obseivaciones, posibles puntos atípicos, etc., entre otros propósitos. El uso de 

transformaciones lineales para proyectar datos que originalmente se encuentran en una 

dimensión aha es una de las maneras más natural de realizar dicha representación gráfica. 

Aunque teóricamente la utilización de transformaciones lineales tiene muchos años, el 

cnonne trabajo de cálculos que implicaba llevarlas a la práctica hicieron que no fuera sino 

hast1 en los últimos años, en que las computadoras han tenido un grao auge, que estas ideas 

matemáticas han podido realiz.arse. 

El Análisis de Componentes Principales es de las primeras técnicas que retoman la idea de 

encontrar nuev1s variables a través de la aplicación de transformaciones lineales a las 

variables originales. El objetivo de estas transformaciones es que pocas de las nuevas 

variables tengan la mayor variabilidad posible de los dalos, para que la representación 

geométrica de estas pocas nuevas variables siivan para revelar la estructura subyacente en 

los datos multivariados. En términos matemáticos, esta técnica consiste en encontrar la 

descomposición cspectr1l de la matriz de correlación de los datos originales. El uso de 

programas de computo estadísticos pennite calcular los componentes principales. En los 

ejemplos presentados en el capítulo 4 observamos, en el caso de los cráneos, que realizar un 

análisis de componentes principales perrnite revelar la estructura de dos grupos de datos con 

lo que se puede suponer que provienen de poblaciones diferentes. Asimismo, nos pennitió 

visualizar una observación atípica. Por otra parte, en el ejemplo de los virus; la técnica 

pennite clasificar y reclasificar al conjunto de datos. Sin embargo en el cas~ d~l:·ej~:mplo de 

las plantas, la realización de un análisis de componentes principales no 'pemti1d observa1' 

ninguna posible estructura de grupos en los datos. 

Con la idea de que proyecciones lineales pueden revelar ~araétérí5tiéas .de i~·te~es dé los 

datos, aunado al acelerado desarrollo en los último~ ~ñ~sc:·'de :las'' c~~1p~~~do~as, 
recientemente se ha explotado en la práctica esta idea a tr~vés de una,.téc~ica de~ominad~ 
Proyecciones Perseguidas .. La .mayoria de Jos enfoques. -pr~s~~tado.s en est'e trabajo se 
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refieren a encontrar proyecciones "interesantes" de los datos a través de la búsqueda de 

proyecciones que sean lo más diferentes a la normalidad de los datos. Bajo este criterio se 

tieaen diferentes medidas o estadísticas para la no-nonnalidad de los datos proyectados, los 

cuales son usados como indices de proyección. Dado que e7risten varias maneras de diferir 

de la normalidad, implica que algunos de los indices de proyección presentados en este 

trabajo tiendan a sobreponer los grupos de puntos o bien mostrar un número pequeilo de 

grapos grandes entre otros aspectos. 

Otro aspecto que está involucrado en la propuesta de un índice de proyección, es la manera 

de estimar la función de densidad de los puntos proyectados. 

Teóricamente se puede demostrar que la mayoria de los índices funcionan de manera 

adecuada para separar grupos sin embargo, en la práctica, dado que están involucradas 

cuestiones de optimización numérica y de estimación de funciones de densidad no resulta tan 

ficil; es decir, es común que varios de los indices encuentren numéricamente un óptimo 

local, lo cual podría dar pie a pensar que es un óptimo global. Por otra parte el hecho de 

utilizar estimaciones de las funciones de densidad, produce que las implementaciones 

prácticas de los índices no sean las que teóricamente se desean. Por lo tanto, es necesario 

realizar con cuidado las diferentes interpretaciones de las proyecciones que se realizan. 

En este sentido, es recomendable realizar algunas simulaciones con conjuntos de datos 

artificiales creados a partir de mezclas de distribuciones Gaussianas multivariadas centradas 

en los vértices de un simplejo en dimensión alta y evaluar los indices de proyección 

propuestos. 

En relación a la puesta en práctica de los indices, generalmente se impl~mentaron en un 

programa escrito en fortran, sin embargo recientemente varios de los indices se han 

desarrollado en un programa en lenguaje C llamado XGobi. 

En el caso de los ejemplos presentados en el capitulo 4, observamos lo siguiente: 

Los indices de Friedman-Tukey y el de entropía son muy lentos, lo cual supone una gran 

cantidad de cálculos. En apariencia no encuentran un óptimo, sin embargo la función tiende 

a estabilizarse con el tiempo (la gráfica es paralela al eje horizontal): La modificación 
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realizad. por los autores del programa acelera los índices, optimizándose eo el mismo valor 

que en los Indices originales. 

Los índices basados eo polínomios ortogonales (Legendre, Hermite y Natural de Hermite) 

se comportao de manera similar, dando diferentes proyecciones de los datos. Es decir, 

después de un cierto grado del polinomio que estima la fwición de densidad de los puntos, la 

gráfica de los úulices de proyección tienden a ser paralelos en un momeoto dado al eje 

horizontal, eo difereote valor dependieodo del grado del polinomio. Sin embargo las gráficas 

de los puntos proyectados son muy similares. En el caso del índice de Hemúte, se 

encueotrao los óptimos basta con 6 ténninos, sin embargo para grados superiores tiende a 

estabilizarse. El mdice de Legendre con cualquier número de térmÍDos la gráfica del indice 

tiende a la estabilización. El indice Natural de Hermite sólo alcanu su óptimo cuando se 

maoejao el uno ó dos términos en los polinomios pero la gráfica de los puntos proyectados 

no muestra ninguna estructura en particular; con polmornios ile exponente mayor sucede lo 

núsmo que en los mdices anteriores. 

En relación a los mdices restantes, dado que no se presentaron teóricamente en esta tesis, y 

sólo en base a las gráficas obtenidas se puede decir lo siguiente: el indice Holes, encuentra 

separaciones entre los grupos, SÍD embargo no detecta las observaciones aberraotes. Los 

índices Central Mass y Slu!w11ess no muestran la separación de los grupos. 

Por lo tanto, observamos que proyecciones perseguidas es una técnica que tiene mucho por 

estudiarse tanto desde el punto de vista teórico, estadístico o bien del análisis numérico. Es 

una técnica que en la medida de su desarrollo y conocimiento general tendrá más aplicación 

cada vez, dado las computadoras sofisticadas con que se cuenta hoy en dia. 

Finalmeote se puede decir, que el uso de transformaciones lineales en estadística y 

particularmente eo análisis mullivariado, es una herramienta potente para· .CI análisis 

exploratorio de datos, si se requiere identificar grupos, observaciones ab~~aiites ~ 
estructuras no lmeales que pennitan extraer algunas conclusiones de un conj~to.:de .datos 

determinado. 
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APENDICE l. DATOS 

Este apéndice contiene los datos originales de los tres ejemplos expuestos en el capítulo 4. 

A.Ll Datoa del ejemplo Crlineo1 

Las lliguieotes son los datos originales correspondientes al ejemplo de los cráneos. 

CASO TIPO X 1 X2 XJ X4 X3 
1 1 185 136 131 132 70 
2 1 181 128 129 129 65 
3 1 172 131 132 130 67 
4 1 169 131 125 120 ,. 
5 1 182 138 133 133 70 
6 1 182 122 125 121 66 
7 1 111 135 126 126 64 
8 1 171 128 135 130 61 
9 1 179 129 129 128 70 
10 1 178 133 137 124 63 
11 1 176 126 133 125 65 
12 1 176 131':134 121 72 
13 1 185 ' 130 · 132 ' 130 61 
14 1 179 • 134 , 123 128 63 
15 1 172. 137 139 · • ..; 70 
16 ' 1 182 ·' 134 ·•.133 ·. 131 71 

· 11 1 131,'135,'.:137.130 71 
11 1 119 .. 132 .. '135" 121 n 

. 19 I" 112 '133 ·: 136 '130 . 70 
20 1 186 ·. 137 . 137 :.137'. 70 
21 1 176 '137 ,·132 " ... :"61 
22 1 112 : 133;;¡34,'139/72 

~ : ::~ t:!~:;g~n~~f~· 
25 1 .189."131/137'.·'.131\66''• 
26 • I ·.:•179·•121t1Ji;'l30c67~ 
27 l·.177. 13);:136.,133 67, 
21 1 :· 113 ' 130 . 132 .134 :' 71 
29 1 110 129. 132 ' 132 70 
30 .1 · 112··.140 .. 136 ,, . 69 
31 2 171 156 132 13' : 78 
32 2 '147 lll 121 121 . 68 
33. 2 151" 167. 145 131 65 
34 2 151 147 101 120 63 
35 2 159 165 136 128 70 
36 2 147 157 132 129 81 
37 2 176 141 129 67 
38 2 154 162 138 140 65 
39 2 167 136 129 63 
40 2 135 161 128 41 
41 2 144 170 129 72 
42 2 144 161 132 74 
43 2 160 175 141 135 66 
44 2 146 163 129 124 67 
45 2 166 161 141 91 
46 2 158 162 127 125 68 
47 2 153 165 138 140 67 
48 2 1.57 159 133 126 71 
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49 2 157 167 128 135 63 
50 2 165 1is 135 131 67 
51 2 162 153 131 121 61 
52 2 171 160 129 141 75 
53 2 143 155 120 127 63 
54 2 160 153 124 132 66 
55 2 153 132 66 

Las variables u1iliudas tienen el siguientes sigoificado: 

TIPO =Tipo de pobl•ción de la cual fueron extraídos los cráneos: 

(1 = Cholula, 2 =candelaria) 

XI = DIAMETRO ANTERO-POSTERIOR MÁXIMO 

X2 = DIAMETRO TRANSVERSO MÁXIMO 

XJ = DIAMETRO BREGMA BASION 

X4 = DlAMETRO BIZIGOMA TICO 

XS = DlAMETRO NASIO-PROSTION 

. =DATOSFALTANTES 
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A.l.:Z. Datos del ejemplo Plantas 

Los siguientes datos corresponden al ejemplo presentado en el capitulo 4 sobre la 

regeneración de plantas en la región del amazonas. 

FAMILIA 1979 1910 1911 
1916 
J Annonaceae 4 3 J 34 
2 Bignonlaeceae 16 3 11 JO 
3 Boraginaceae 1 2 6 7 
4 C-posi/<1< 42 23 38 28 
j Cypuauae 19 10 t06 21 
6 Dillnriaceace 2 1 5 t9 
7 EuplrDl'blaceae t7 14 14 21 
8 Flacourtiac1ae 6 J 5 t4 
9 Gra/Jlinae 42 35 22 . 37 
/O Gull/fera11 15 2t 17 40 
// Heliconfaceae 45 128 209 103 
12 !Acythldaceae 8 10 5 25 
/J fAB1tminasae JO 11 JO 73 
u Marantaceae 28 2 38 16.-
/j MttlattomaJQCflOe 11 1 .. '5. 15 
16 M°'""ª' 56 JO 33 105 
17 Af)lrlaceae 1 1 1 5-
18 Pip/rac•a• 141 . 33 . 20 16 
19 Rhamnaceae 2 9 34 . : 2 
20 R11hlac1ae 2 1 J 8 
21 RMlaceae 1 ·J 'º io 
22 Sapindacoa• 1 o 1 35 
23 Solanac11ae 132 16 21 28 
24 Tiliaceae 40 24 47 71 
2J Ulmaceae 31 ·1 7 o 
26 Violaceae 6 2 ·19 26 
27 Zingibera 1 s 6 8 
28 Amaranthaceae 2 ·2 s o 
29 Annonaceae 12 2 7 63 
JO Bi¡:nontaceae 10 13 15 26 
JI Celastraceae 2 o 1 10 
J2 Compru'itae 53 96 63 41 
33 Cyperaceae 19 .. J35 - lOO- 9 
34 Di//eniaceace 2 4 13 .23 
Jj Euphorbiaceae 1 J 3 12 
36 F/aC'ourtiaceae 1 2 7 40 
37 Graminae 62 96 29 SI · 
J8 Guttiferae 3 6 14 JO! 
39 lle/iconiaceae 24 34 44 59 
40 ¿ec)•thidaceae J 5 2 46 
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41 leguminusae 8 107 201 185 
42 Mlll'anlaceoe 18 18 12 59 
43 A/1/astomataceae o s s 13 
44 Aforacttae 64 27 56 283 
45 Pa.uijltwacea1 3 1· o 14 
46 Pipirac•ae 93 84 8S 41 
47 Rhawmaceae 3 34 IS o 
48 Rubiaceae 2 1 4 69 
49 Solanaceae 102 .8 38 46 
j0 71/iuceae 28 i18 26 141 
SI Ulmaceae so 1 4. o 
52 Violaceae 3 12 7 46 
53 Zingiberacea11 9 4 9 178 
54 Annonac1ae 1 4 1 o 
jj 8ig1w11iaceoe 40 41 28. 23 
56 8111'.'i,,OCIQtf 4 4 ·9 9 
57 Connara"ae 1 ·1 4 4. 
58 Dillarlaceace 4 1 1 o 
59 h.'llphorbiaceae 71 3 6 1 
60 Gr1111tinae 103 57 99 148 
61 Ht11icunioceae 71 62 72 21 
62 /C'acinaceae o 2 1. 1 
63 lecytltidaceae 21 23 26 37 
64 úgumlnarae 42 35. 69 53 
65 Alarantoceae 3 4·. 9 4 
66 Jluraceae 1 2 9 6 
67 Pa/mae 7 5 6 o 
68 Pipirac1a1 1 3 s ".6 
69 Polygonaceae o 3 2 -2 
70 Polypod/aceas 34 13 35 22 
71 Rhamnac.a1 SI s 101 5 
72 Rt1hlacea1 4 o . s 3 
73 Sapindaceae 6 o. 11 1 
74 Sapotac.ae 1 ·2 2 1 
75 Solanaceae s 2 12 o 
76 Ulmaceae 19 1 1 o 
77 Violaceae 9 4 20 17 
78 Zingiberaceae 1 1 1 3 
79 AcanthaC'eae 3 2 1 o 
80 Bignoniaceae 68 41 39 66 
81 Car/caceae 9 1 9 4 
82 E11ph01·biaceae 272 . 85 65 42 
83 Gram;,,eae 42 14 26 59 
114 f/eliconiaC"eae 243 143 115 98 
85 lec.t•thldacf!ae o ·4 1 1 
86 leguml11osae 11 18 14 13 
87 Afarantaceae 2 3 3 3 
88 Alonimiaceae ·5 3 .¡ 
89 Palmae . 12 20 22 8 
90 Pipiracea1.• 4 3 9 6 
91 Polypodiaccac o l 1 4 
92 Rutaccae 11 1 
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9J Sapindaceae 
9~ Solanaceae 
9J Stercu/iae1ae 
96 Ulmaceae 
97 Violaceae 
98 Zingiheraceae 

A.Ll. Datos del ejemplo \'irus 

6 
12 
1 
8 

4 
7 
o 
5 
8 
2 

3 
s 
3 
2 
8 
2 

o 
2 
o 
22 
13 

Los siguientes son los datos originales utili:zados en el ejemplo presentado en la sección 4.3 
referente a los residuos por molecula de diferentes amino1cidos. 

TIPO XI Xl X3 X4 X!I X6 X7 X8 X!I XIO XII X12 XIJ X14 XIS X16 X17 XII 

t 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
1 
9 
10 
ll 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
11 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 

158 



Apindicc l .Datos 

159 



Apéndice 11. Jnslrucciones de uso de programas 

APENDICE 11. INSTRUCCIONES DE USO DE PROGRAMAS 

En este apéndice se presentan las instrucciones para realizar el análil;is de componentes 

principales en el paquete estadístico SPSS, así como algunas instrucciones para trabajar el 

programa XGobi en lo que se refiere a las proyecciones perseguidas. 

A.U.1 Análisis de Componentes principales en SPSS 

Las instrucciones para que el paquele estadístico SPSS, realice el análisis de componentes 

principales suponiendo que las variables originales son x 1, x2, x3, x4 y xS y que se va a 

utiliur un archivo llamado craneos. dat son como sigue: 

DATA LIST FILE ='CRANEO.DAT' FREE/ 
FACTOR 

NARJABLES xi x2 x3 x4 xS /MJSSING US1WJSE /ANALYSIS xi x2 x3 x4 xS 
/PRINT INITIAL CORRELATJON DET EXTRACTION 
/CRITERIA FACTORS{S) ITERATE(25) 
/EXTRACTION PC 
/ROTATION NOROTATE 
ISA VE REG(ALL) . 

Si se quiere una gráfica de los dos primeros componentes principales se dan las siguientes 

instrucciones. 

GRAPH 
/SCATTERPLOT(BIVAR)=fac2_1 WITH facl_I 

160 



Apéndice JI. Instrucciones de uso de prog.rantas 

A.U.2 Proyecciones Perseguidas en XGobi 

XGobi es un programa desarrollado por BELLCORE ( 1994), que se ejecuta bajo el sistema 

operativo UNIX en un ambieute X·Windows. Para ejecutar el programa se' té debe dar la 

siguiente instrucción: 

XGobi archivodat 

donde archivodat es el nombre del archivo en código ASCII que contiene los datos del 

ejemplo 1 trabajar. 

A1 entrar 11 programa XGobi aparece eu pantalla el meuú principal ubicado eu la parte 

superior, en la parte central de la pantalla aparece wia ventana para realizar una gráfica del 

tipo X· Y. Si del menú principal se selecciona la opción llamada Tour, aparece del lado 

izquierdo un menú que entre otras opciones contiene lo siguiente: una opción con el nombre 

PrnCmp, que si se selecciona el programa trabajará con los datos esfcrados en lugar de los 

originales; aparece w1a opción llamada PP lndex 1\lenu el cual pennite seleccionar un índice 

de proyección de un total de 10 Indices. Al seleccionar un indice aparece una nueva ventana 

en la cual se puede apreciar el comportamiento del índice cuando esta proyectando los 

puntos. Sí se selecciona la opción Optimiz el índice buscará su valor óptimo. Del lado 

derecho de la pantalla aparecen las variables que se están considerando para la proyección 

del indice. Basta con dar un click para seleccionar o quitar alguna de las variables. 

Si se quiere guardar alguna gráfica en un archivo, deberá seleccionarse la opción 1/0 l\lenu 

y seleccionar en este menú la opción Write. 

Los índices que pueden ser seleccionados son: 

El índice del Legendre: es el índice propuesto por Friedman ( 1987). 

El índice de llermite: es el indice propuesto por Hall ( 1989). 

El índice Natural Dermíte: es el índice propuesto por Cook y colaboradores ( 1993). 

El índice lloles: responde a proyecciones que c11ntie:ien pocos datos en el centro. 

El índice Central 1\lass: responde a p~oyeccío~es 'c~n altas concentraciones de puntos en el 

centro. 
' ' 

El índice Skewness: resÍ>oude a proyeccio~es que exhiben asbnetrias. 
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El úulice Friedmao-Tukey: es el índice original propuesto por FriedmaD y Tukey (1974). 

El úulice Eotropy: Es el úulice presentado por Jooes y Sibsoo ( 1987). 

El úulice 8illoed Friedmao-Tllkey: da las mismas proyecciooes que el índice Friedman

Tukey sólo que optimiza más rápido. 

El índice Bioaed Eotropy: da las mismas proyecciones que el íodice Eotropy sólo que 

optimiz.a más rápido. 

Por último se presenta tma pantalla del programa: 

¡¡¡¡ .. x-¡¡;;¡;t:·71·;•-:i;;;.-.;·¡:;¡¡-· ............ - ... --.... --·---·-.. ·--.. ·---.. ·-·--... -.... - ....... -----.. -·--·-·--·--il 
Rotatt l scalo ll &rush !l 1d1ntlfy\ Optlons New Data 

.,.. ..... \.. 
# : •• & ... 

~ . . .. •·.~· ... • :,,__ • # • 

. . . . 
····~. --... ..---
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