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RESUMEN

PERDIDAS DE PRESION DEBIDAS A FRICCION
EN DUCTOS CON FLUJOS OSCH.ANTES

Se estudia la disipacion de energia debida a friccion
en flujos oscilantes dentro de ductos. Se resuclve la
ecuacion de movimiento para un flujo laminar oscilante
dentro de un cilindro recto y se discute el comportamiento
det flujo. Se encuentra la disipacion de energia y la
pérdida de presion por friccion para ese caso. Ambas son
funciones de un namero de Reynolds modificado
(Rm=wa2/v, donde w es la frecuencia de oscilacion, a es
el radio del cilindro y v es la viscosidad cinemdtica del
fluido). También se obtiene una relacion algebrdica entre la
pérdida de presion y la velocidad promedio del flujo, que
en general da una relacion distinta al resultado para flujos
laminares unidireccionales.

Se proponen experimentos con tubos en U, en los que
una columna de fluido se pone en movimiento oscilante por
medio de la gravedad y compresion de aire. Se encuentran
los pardmetros que juegan un papel importante cn el
fenomeno y se obtiene la ecuacién que modela al
movimiento de la columna de fluido. Se construye el
dispositivo experimental v se discute como se realizarin
los experimentos y cémo se analizaran Jos datos en
trabajos futuros.



INTRODUCCION

En los ultimos afios, la importancia de encontrar y aprovechar fuentes de energia
altemativas ha ido en anmento, tanto por la necesidad de buscar otros recursos distintos a
los hidrocarburos, (recursos que ahora se saben finitos y mity contaminantes), como para
cncantrar una manera de produciy energia # bajo costo, lo cual serin de gran beneficio para
un pais como México,

En este siglo se han desarrollado varias técnicas para aprovechar la encrgia del oleaje
marine, principahnente para producir electricidad. En paises como Inglaterra y Noruega, por
ejemplo, se han construido varias hidroeléctricas cuyo motor son precisamente las olas del
mar. Hay otras maneras de aprovechar este tipo de energia. Un grupo de investigadores
mexicanos [13,14] estan desarrollando un sistema de bombeo por resonancia que utiliza al
oleaje marino para bombear agua de mar a lagunas costeras, ya sea para limpiarlas de los
contaminantes que se han ido acumulando debido a un tiempo de residencia muy largo del
agua dentro de éstas, y/o para introducir agua de mar rica en oxigeno, nutrientes e inclusive
larvas en lagunas cuyas barras han permanecido cerradas a falta de mayor transporte litoral o
por la disiminucion en la descarga de rios. Esto ltimo puede servir para restaurar en estos
sistemas los crinderos bioldgicos, principal fuente de ingresos de las comunidades que viven
alrededor de la laguna, y resulta ser una alternativa de muy bajo costo comparada con las
soluciones comitnmente usadas, como lo es el dragado de barras {13),

Enla mayoria de los sistemas que utilizan la energia de oleaje para producir otros tipos
de energia o para realizar un trabajo mecanico especifico, como es el caso de los sistemas
mencionados en el parrafo anterior, se encuentran flujos oscilantes dentro de ductos. En el
diseiio de dichos sistemas es de gran importancia el tener un modelo preciso para el flujo
promedio. La manera como se acostumbra modelar a estos flujos es utilizando la ccuacion
de Bernoulhi (que supone un fluido ideal, no viscoso) y simulando los efectos viscosos con
un término adicional que se puede escribir como una pérdida de presion por friccion, el cual
solo depende de la velocidad promedio y de las caracteristicas geométricas det flujo. Para
obtener la forma de dicha dependencia, sucle ser necesario recurrir a la experimentacion. En
¢l caso de flujos unidireccionales dentro de ductos, las pérdidas de presion han sido muy
estudiadas y la relacion entre éstas y los distintos pardmetros caracteristicos del flujo se
conoce bastante bien, y se encuentra en cualquier libro de hidraulica. Para el caso en el que
¢l flujo es oscilante, conninmente se utiliza un modelo que depende del cuadrado de la
velocidad promedio, con una constante de proporcionalidad (conocida como factor de
friccion) cuyo valor se ha dado sdlo para algunos casos, por fo que resulta comin el tener
que ajustar dicho valor al caso que se esté analizando. Esto iltimo es lo que motivo el
estudio de esta tesis, con el objetivo de investigar la dependencia del término de friceion con
las caracteristicas fisicas y geométricas del flujo oscilante, y asi buscar un resultado mas
general que evite el tener que recurrir a la experimentacion cada vez que se desee encontrar
ta pérdida de presion asociada a un caso dado.

Esta investigacion tiene una componente teorica y otra experimental. En el capitulo
dos se estudia un caso simplificado de manera tedrica y en el capitulo tres se proponen



experimentos con tubos en U y se describe ¢l desarrollo y construccion del dispositive
experimental que se usard en el futuro para obtener resultados para un caso real.

‘d



Capitulo 1
CONCEPTOS BASICOS

Es importante decir que en este capitulo se introducen solo los conceptos de la
mecanica de fluidos y de Ia hidraulica que son necesarios para desarrollar ¢l trabajo expuesto
en esta tesis; se hace un recuento de las herramientas utilizadas en los capitulos siguientes.

1. Mecanica de Fluidos

Un fluido es un material que fluye. Un material fluye cuando, al aplicarsele una
fuerza, éste se deforma sin limite (esto depende del tiempo de observacion, pues un vidrio es
un fluido si consideramos tiempos de observacion de muchisimos ailos, pero si reducimos el
tiempo de observacion a un dia, el vidrio se comporta como un solido). Esto es, un fluido
tienc la caracteristica de que, al verse sometido a una fuerza de corte, s¢ produce un
movimiento relativo entre sus capas, el cual continua hasta que se deja de aplicar la fuerza,
sin importar la resistencia que el fluido ofrezea a dicho movimiento, Asi también se tiene que
no existe movimiento relativo entre capas de fluido en ausencia de fuerzas de corte.

Los fluidos pueden clasificarse a grosso modo en lignidos y gascs. Los liquidos son
fluidos tales que al confinarse cierta cantidad en un recipiente, su forma geométrica
corresponde al recipiente que lo contiene. En liquidos muy espesos (como la brea) esta
caracteristica no es cvidente, dado que la resistencia que ofrecen al movimiento relativo
entre sus particulas es grande, pero si se cspera el tiempo necesario, es posible observarta.
Una cantidad de liquido tiene un volunien definido que sélo varfa con la tenperatura y/o la
presion, y si dicho volumen es menor al del recipiente que lo conticne, el liquido sélo ocupa
parte de él. Un gas, por el contrario, al verse confinado en un recipiente, se expandira hasta
ocupar todo el volumen de éste. Otra caracteristica de los gases es que, en general, son mis
faciles de comprimir que los liquidos. Es decir, cualquicr movimiento del fluido que
involucre variaciones apreciables en la presion implicara cambios en el volumen por unidad
de masa mayores para un gas que para un liquido [2].

Para estudiar el comportamiento de los fluidos de una manera cuantitativa, se recurre
a la hipotesis del continuo, en la que se trata al fluido como una distribucion continua de
materia, sin tomar en cuenta el comportamiento de las moléculas individuales que lo
componen. Esta manera de tratar a los fluidos funciona bien siempre y cuando el camino
libre medio de las moléculas sea muy pequeiio comparado con la escala fisica mas pequeia
del flujo bajo estudio (el didmetro del cilindro alrededor del cual escurre el fluido, por
ejemplo) [3]. En vez de moléculas, se habla de elementos o particulas de fluido. que son
pequedias cantidades de masa de fluido tales que contengan una cantidad suficicute de
moléculas como para que se pueda despreciar ¢l efecto individual de ellas, y que las
caracteristicas promedio de dicho conjunto determinen a las caracteristicas macroscopicas
de todo el fluido.

1.1. Ecuaciones que gobiernan al movimiento de un fluido

Para deducir a las ecuaciones que describen al comportamiento de un fluido, se
supone que en cada punto se tiene un valor dnico pava la velocidad (), presion (p),



densidad (p) y demis variables de campo (hipatesis del continno), y que éstas varian
continuamente con el tiempo y la posicion. Pidiendo que la materia obedezca a las leyes de
conservacion de masa, momento y energia, se obtiene un conjunto de ecuaciones
diferenciales que involucran a las variables de campo, de manera que al resolverlas se
obtenga ¢l valor de éstas para cada instante en cada punto del fluido.

Es necesario escoger un sistema o marco de referencia en el cual formular las leyes
de conservacion. El sistema euleriano es en el cual se suelen resolver la mayoria de los
problemas. En ¢€l, las variables independientes son las coordenadas espaciales (x,y,z) y el

- tiempo t, y las ecuaciones se deducen a partir de estudiar lo que ocurre en un volumen de
conrrol (pequeiio volumen en el cual caben muchas moléculas) fijo en el espacio, de manera
que, para instantes fijos de tiempo t, tenemos dentro del volumen a diferentes particulas de
fluido de las que se encontraban um instante antes. Es decir, nos fijamos en un punto y
observamos el contportamiento del fluido con el tiempo. El otro sistema de referencia es el
lagrangiano, el cual se fija en una sola particula de fluido y sigue su evolucion en el tiempo,
Aqui las variables independientes son el tiempo inicial y la posicion de la particula en ese
instante (Xq,Y0,Zg,to), pues la posicion de la particula para cualquier tiempo posterior se
calcula a partir de las componentes de la velocidad; este sistemna nos permite introducir
directamente a las leyes de la fisica [3].

La relacion entre las derivadas lagrangianas (o materiales) y las eulerianas es la
siguiente:

Da da .
-B;=;§?+(II'V)(Z, (L1)
[nf}mm"/(u/m), widoriaimas

con o una variable de campo [3).

El teorema del transporte de Reynolds nos sirve para transformar la derivada
material de una integral de volumen en una integral de las derivadas eulerianas. Lo que nos
dice es que, si estamos viendo como cambia la propiedad o del fluido en un volumen de
control V, la evolucion temporal de o queda determinada por [3]:

%jvadv=jv[—§%+v-(aa)}dv. (1.2)

I.L1. Leyes de conservacién

Conservacidn de la Masa. Si nos fijamos en la evolucion de una masa de fluido cuyo
volumen V elegimos arbitrariamente, veremos que su tamafio y forma cambiaran con el
tiempo mientras que su masa permanecera constante. Esto se expresa como:

D n_flcp - .
b—tjvpdv— 0~IV[E+V'(pll)]dv,

y como vale para todo volumen entonces
I .
= g’%+V-(pu)=0, (1.3)

a esta ecuacion se le conoce como ecuacion de continuidad,



Cuando las variaciones de la densidad del fluido pueden ignorarse, se dice que el
fluido es incompresible, esto es, al seguir la evolucion de una masa de fluido, no solo su
masa permancce constante, sino también sy volumen. En estc caso la ccuacion de
continvidad se reduce a:

D .
T)t_ £ =0 (coordenadas lagrangianas),
V.i=0 (coordenadas eulerianas). (1.3b)

Hay fluidos incompresibles en los cuales la densidad no es constante en todos lados. Un
gjemplo son los fluidos estratificados, en los que las particulas de fluido se mueven en
superficies en donde la densidad es constaute, pero el valor de la densidad para cada

. . . D
superficie no es el mismo. Asi pues, aunque E(—p: 0, Vp=0,

Estrictamente, sélo se puede hablar de fluyjos incompresibles, dado que un mismo
fluido puede comportarse de manera incompresible bajo ciertas condiciones y compresible
bajo otras. Para ver cuando se puede usar la suposicion de incompresiblidad en un flujo
dado, se utiliza un pardmetro adimensional, Hamado nimere de Mach (M=v/c, donde v es
una velocidad caracteristica del flujo y ¢ es la velocidad del sonido cn el fluido). Este
paramétro sc obtienc al desarrollar en serie de Taylor a la densidad en funcion de fa presion
(a temperatura constante), alrededor det estado de equilibrio (po, po):

o

/)
= p ot (PPt
pP=p, (0 p]a(p Pa)

donde p, y p, son la densidad y presion del fluido en equilibrio,

p )
Como | 2| =¢? [12] entonces:
ap/,
£ 1+ M?p'+.., donde p'= g)-‘p_ (1.3¢)

Si en la ecuacion de continuidad sc adimensionaliza a la densidad con p,, a la presion la
escribimos en términos de p’, a los tiempos, longitudes y velocidades los adimensionalizamos
con una longitud | caracteristica del flujo y con la velocidad v, y utilizamos la ecuacion
(1.3c) a primer orden, entonces la ecuacion resultante es:

T

V.it+M? {-{7—,-*]’- +V - {p* F/‘)Jl =0, {1.3d)
. ol

en donde se observa que sélo si M es pequeiio se puede hacer la aproximacion de
incompresibilidad (el apostrofe indica que las cantidades son adimensionales).

Conservacion del momento lineal, Resulta de aplicar la segunda ley de Newton al volumen
de fluido que nos interesa estudiar. Las fucrzas que actian sobre una masa de fluido se
clasifican en fuerzas volumétricas o masicas (como la gravitaciona! o la clectromagndtica) y
fuerzas superficiales (como las fuerzas de presion y las fuerzas viscosas). Las fuerzas
volumétricas dependen basicamente de la masa en cuestion y son fuerzas externas; fas

~



representaremos como fierzas por unidad de volumen. Las fuerzas de superficie se deben a
lo gue ¢f resto del fluido ejerce sobre un volumen dado de éste, son de corto alcance y se
representan como fuerzas por unidad de drea, es decir, esfuerzos. Las componentes de
dichos esfuerzos pueden representarse como componentes de un tensor de rango dos (),
de manera que o, representa a Ia componente del esfuerzo que actiia en el plano xj=cte y va
en la direccion de xj . Asi se tiene que el esfierzo que actda en la direccion xj es Py = oy n;,
con ii el vector normal a la superficie donde se esta aplicando el esfuerzo. Si las fuerzas

volumétricas estan dadas por £, entonces la conservacion del momento implica {3}:

i‘%{ pu,dr = [ o nas+] rar;

D oo, .
= a«,{_p\;jd;/=[;ﬁ—;‘:~ av + fav, (1.4)

en donde sc utiliza la convencion de suma de Einstein para tensores (se suma sobre indices
repetidos).

Conservacion de la Energia. Resulta de aplicar fa primera ley de la Termodinamica a un
clemento de fluido en movimiento. La primera ley de la Termodindmica sélo se puede aplicar
a sistemas que empiczan en un estado de equilibrio y terminan en otro estado de equilibrio, y
nos dice que el cambio en la energia interna del sistema termodinamico que se produjo al
pasar de un estado de equilibrio al otro, ¢s igual al trabajo realizado por las fuerzas que
actiian sobre €, mas cl calor afiadido. Los fluidos casi nunca se encuentran en reposo, por lo
que cn general no se encuentran en equilibrio desde el punto de vista termodinamico. Para
poder aplicar la primera ley a una masa de fluido sc utiliza la hipotesis de equilibrio local, en
la que se supoune que cada clemento de fluido de dicha masa se encuentra en cquilibrio
termodindimico, por lo que podemos hablar de las variables termodinamicas asociadas a éste.
Adems, la primera ley debe aplicarse a la encrgia interna y cinética del fluido en conjunto.
Con lo anterior se pucde hacer un balance de energia; la variacion temporal de la energia
(interna y cinética) del flujo queda determinada por fa suma de los trabajos efectuados por
las fuerzas volumétricas y las superficiales (por unidad de tiempo) durante el mismo evento,
mas ¢l calor que haya sido afiadido (también por unidad de tiempo) [2,3}. Si e es 1a energia
interna del fluido y 4 el flujo de calor que sale del volumen de controt V, lo anterior
implica:

'Q—IV(pe+«;-pﬁ'ﬁ) v = jsﬁ.iids-»jvﬁ-de-jsq-ﬁds;

Dt
de e au, 74,
D Pt PU, e = Ot e 1.5
P at P L(T’.\(k Pox, ! ox, (1-3)

Para resolver los sistemas de ccuaciones que resultan de las leyes de conservacion,
es necesario dar mas informacion sobre el fluido que se quicre estudiar, pues el problema,
hasta ahora, no esta matematicamente cerrado. Hacen falta mas ecuaciones, unas son las
ecuaciones de estado de fa Termodinamica, que nos relacionan a la presion y a la energia



interna con la densidad y la temperatura (T) en un elemento de fluida (pp(p,T) y e=elp,1)).
y otras que resultan de ciertas suposiciones y caracteristicas del fluido en cuestion. A estas
ltimas se les Hama ccuaciones constitutivas {3},

1.1.2. Ecuaciones constitutivas

Viscosidad. La resistencia que presenta un fluido a los esfuerzos de corte que intenten
mover a uua de sus capas sobre otra, se atribuye a la viscosidad def fluido. Newton postuld
un modelo para un flujo rectlilinco y paralelo, en ¢l cual el esfuerzo de corte viscoso entre
dos capas adyacentes de fluido es proporcional al gradiente de velocidad normal a fas capas,
Esto es, si el flujo va en Ja direecion x y ) es la direccion perpendicular al movimiento,

- U .
entonces el esfierzo de corte queda dado por: e, = -3~ donde p>0 es la constante de
Ay

proporcionalidad entre el esfiterzo de corte y los gradientes de velocidad, y se le conuce
como coeficiente de viscosidad cortante. p solo depende de las propiedades locales del
fluido. La mayoria de los fluidos cumplen con ¢l modelo de Newton y se conocen con el
nombre de fluidos newtonianos. Las hipatesis que deben satisfacer son que el fluido sea
isotropico, la resistencia al movimiento relativo entre capas adyacentes dependa solamente
de los gradientes de velocidad y que dicha dependencia sea lineal (2,3]. Conviene introducir
de una vez a la viscosidad cinemdtica, que es cl cociente v=j/p, y sucle aparccer
frecuentemente al resolver problemas de fluidos. Este trabajo solo pretende estudiar fluidos
que satisfagan al modelo de Newton, como el agua, por lo que de ahora en adelante al decir
fluido nos estaremos refiricndo a un fluido newtoniano.
El tensor de esfuerzos para un fluido incompresibie es de la forma:
. Au, Ay
a5 =-pd; + Ec, donde ey = p :°x| (;*\T
A Ec; se le conoce como el fensor de esfuerzos de corte o viscosos, E} primer sumando del
tensor de esfucrzos se refiere a los esfuerzos normales, ahi p es la presion termodindmica y
8; es la delta de Kronecker. El signo meuos es por convencidn, pues los esficrzos normales
se consideran positivos cuando tensan. El tensor de esfuerzos de corte se obtiene al utilizar
las hipotesis del modelo newtoniano y la conservacion del momento angular. La ccuacion
1.6 es otra ecuacion constitutiva 3],

(1.6)

Flujo de calor. La transferencia neta de energia cinética del movimiento molecular en un
medio, o conduccion de calor, ocurre cuando existe una diferencia de temperaturas en éste,
de modo que se presenta un flujo neto de calor en la direecion en la que la temperatura del
medio disminuye. La ley de conduccion de calor de Fourier ¢s una manera de cuantificar este
hecho. Las hipotesis que estan detras de clla son que, para variaciones pequefias de la
temperatura con la posicion (i.e., | VT | pequeiios), el flujo de calor sdlo va a depender de fas
propiedades locales del fluido y de los valores locales de Ty VT, y que Ia relacién entre el
flujo de calor y el gradiente de temperatura es lincal. esto es, nos quedamos con ¢l desarrolio
en serie de Taylor a primer orden del flujo de calor cn funcion de la temperatura. Si ademis



s¢ supone que ¢f fluido es isotropico y homogéneo, entonces el factor de proporcionalidad
¢s constante:
o

v
<X

(1.7)

q,=~k

donde k>0 es el coeficiente de conductividad térmica. La razon por la cual la constante que
resulta del primer término de la seric de Taylor ¢s cero es que cuando el gradiente de
temperaturas es nulo, no hay transferencia de calor. Esta es la otra ecuacion constitutiva que
faltaba para tener al problema matematico cerrado {2).

1.1.3. Ecuaciones de Navier-Stokes (caso incompresible)
A las ecuaciones que resultan de las tres leyes de conservacion y de las ecuaciones

constitutivas 1.6 y 1.7, se les conoce con el nombre de ecuaciones de Navier-Stokes. En el
caso incampresible, éstas quedan reducidas a:

V.i=0, (1.3b)
I v f
i V=t A+, (1.4b)
ot P p

de .
P -(;{+pu've=kAT+(b, (1.5b)

con A=V.V ¢s el laplaciane. En la tltina ecuacion
2
1 du, Au,
(I) = - s + e N :
2 H ox;  Ox;
se conoce como funcion de disipacion, y mide cuanta energia mecanica se convierte en

energia térmica debido a la viscosidad. Asi pues, ® es la energia disipada por unidad de
tiempo y volumen:

(1.8)

,_dE,
fv(bdl' = (1.8b)
donde Ej es la encrgia cinética del fluido contenido en V {3,5].

La suposicion de incompresibilidad hace que la ecuacion de conservacion de
motnento y fa de conservacion de la energia estén desacopladas, lo cual simplifica mucho al
problema, dado que se puede encontrar la distribucion de presiones y velocidades sin tener
que usar la ecuacién de conservacion de la energia. Una vez teniendo esa distribucion, se
puede encontrar al campo de temperaturas en el flujo.

El conjunto de ecuaciones dadas arriba deben satisfacer condiciones iniciales y
condiciones de frontera. Las condiciones de frontera que se utilizan son las de Dirichlet o de
Neumann (para fronteras cerradas), lo cual fisicamente se traduce en especificar a la
velocidad en las interfases. Cuando se tiene a un fluido de expansion infinita, la condicion de
frontera que suele utilizarse es que para [F] — oo, [il] = 0 [3]. En esta tesis se estudia a un
fluido confinado entre limites solidos, en ese caso Ia condicion de frontera es conocida como
ta condicion de no-deslizamiento, que consiste en que la velocidad cn los elementos de
fluido adyacentes al limite solido debe ser igual a la velocidad de éste (esto es, si Uesla
vetocidad de fa pared, entonces la velocidad del fluido en la pared es i7 = U), lo cual es una



consecuencia de que las componentes de la velocidad (tanto normales como tangenciales)
deben ser continuas en la frontera. Esta condicion ha sido verificada observacionaliente en
flujos en condiciones normales [2] y se puede explicar con ¢l hecho de que una frontera
salida, por mas lisa que sea, tiene irregularidades que en general son mas grandes que las
moléculas del fluido, por lo que una parte del fluido quedard retenida en  éstas, ademas de
que algunas moléculas se pegaran a la superficie por adherencia, esto es, se veran atraidas
por las moléculas del salido.

1.2. Lineas de corriente

Son las lineas de campo de la velocidad. Esto es, son lineas tales que, en todo punto,
son tangentes al vector velocidad. Si el flujo no es estacionario y la velocidad cambia tanto
su magnitud como su direccion con el tiempo, también cambiaran las lineas de corriente.

1.3. Nimero de Reynolds

Si hacemos una comparacion entre las magnitudes de los términos que aparecen cn la
ecuacion de conservacion del momento, obtendremos nimeros adimensionales que nos
daran bastante informacion sobre ¢l flujo que estemos estudiando. Analizando entonces 4 la
ecuacion de momento dada por (1.4b), tendriamos que analizar a cada una de las tres
ccuaciones que resultan de las tres componentes de ii. Supongamos que tenemos un flujo
unidireccional. Estudiando a la ecuacion correspondiente a la dircecion de la velocidad,
tenemos que: si {a velocidad caracteristica del flujo es Ve, la cual tendri variaciones a lo mas
de si misma en un tiempo caracteristico T y una longitud caracteristica L., y si la componente
de f en esa direccion tiene variaciones en ese ticmpo y longitud caracteristicos de a lo mis
fg, los drdenes de inagnitud de los miembros de la ecuacion son:

72 7
!@_+’;£_z{l7.!i[+.‘/_;_€.+_[£_; (]())
T L p [ p
el lado izquierdo de la igualdad representa la magnitud de las fuerzas inerciales y el lado
derecho a las fuerzas debidas a la presion, a los esfuerzos viscosos y a las fuerzas externas,
respectivamente. se puede comparar al término de las fuerzas inerciales con el de las fuerzas

viscosas, obteniéndose lo siguiente:

LVe ) .
Re= - comparando con las aceleraciones convectivas, (1.11)
U
2

Rm= ™ comparando con {as aceleraciones locales. (1.12)

El tamafio de estos parametros nos dice que tanto mas grandes, o chicas, son las
fuerzas inerciales respecto a las viscosas para un flujo dado, lo cual nos brinda mas
informacion sobre el comportamiento del flujo. Osborne Reynolds (1842-1912) fue el
primero en darse cuenta de la importancia que tienc el pardinetro adimensional asi
coustruido y es por eso que lleva st nombre. Sus experimentos con flujos unidireccionales
dentro de tubos mostraron que el valor del paramctro Re sirve para indicar si el régimen es
laminar o turbulento. Reynolds construyo el parimetro adimensional tomando como

10



longitud caracteristica al didmetro del tubo y como velocidad caracteristica a la velocidad
promedio del flujo. Lo que descubrio es que para Re pequeilos se tiene un flujo laminar con
un perfil determinado y fijo y que cuando se sobrepasa un cierto valor critico de Re
(aproximadamente 2000), el flujo se vuelve inestable y se hace turbulento.

1.4. Ecuacidn de Bernoulli
Es la ecuacion gue resulta de hacer la suposicion de fluido ideal, (es decir, fluido con

viscosidad cero) en la ecuacidon de momento de Navier-Stokes, y que las fuerzas son
conservativas. La ecuacion de momento (1.4b) puede reescribirse como:

é_l.'.+v(_l_ﬁ.ﬁ).ﬁx(Vxﬁ)=-—VB—+VG;
ot 2 P
de donde
glt‘-+v(j£’éi+%ﬁ-ﬁ-c)=ﬁx(vxﬁ), (1.10)

donde G es ¢l potencial de 1a fiterza conservativa, por unidad de volumen (F=vG) 3]

) . \ . , ) ait
Flujo estacionario. Cuando la velocidad del fluido no varia con el tiempo e 0 se puede
multiplicar escalarmente por Ui a la ccuacion anterior e integrarla a lo largo de una linea de
carriente, con lo cual se obtiene que:

I P +%ﬁ -ii- G = constante en cada linea de corriente (1.10b)
Je

Flujo irrotacional. En este caso V x1i=0, lo cual implica que la velocidad se puede escribir
como ¢l gradiente de un potencial de velocidad ¢ tal que = Vg, y sc obtiene que, al
integrar sobre una linea de corriente, la ecuacion queda:

& edp |

LV V-G = F(t 1.10

S8 V-G RO (1.100)
donde F(t) es una funcion del tiempo que se puede quitar sin pérdida de generalidad después

de haber hecho la integracion sobre las coordenadas espaciales [3].

Cualquiera de las dos versiones de la ecuacion de Bernoulli tienen la ventaja de ser
ecuaciones escalares, por lo que el problema matematico se simplifica, y es valida siempre y
cuando los efectos viscosos sean despreciables.



2. Hidrdulica
2.1. Friccidn en tuberias con flujos unidireccionales

Por todo lo que hemas visto hasta aqui, tenemos que e una tuberia lisa en la cual
hay un flujo laminar, la resistencia a dicho flujo se debe al esfiierzo de corte viscoso entre las
particulas gue se mueven en recorridos paralelos con diferentes velocidades, Se dice que
dicha resistencia al flujo se debe a la friccion en las paredes, o friccion en la tuberia, y se
puede ver de esa manera dado que la viscosidad del fluido tiene cse cfecto precisamente por
la presencia de la pared de la tuheria. Si el flujo es turbulento, el esfuerzo cortante viscoso
se ve awmentado por los innumerables vortices o remolinos que acompaiian a la turbulencia,
y las tuberias con paredes asperas o incrustadas tienden a ammentar dicha turbuleneia. Al
en este caso, 1a resistencia es puramente viscosa, pero se refieren a ella como fiiccion en la
tuberia {7}

2.2. Pérdida de carga (hp

Para mantener el wovimicnto relativo entre capas adyacentes de un fluido, se debe
realizar un trabajo, o lo que es lo mismo, administrar energia de manera constante en contra
de las fuerzas viscosas. La energin necesaria para vencer a esta “friccion” del fluido se
transforma en energia térmica, la cual awmenta la cnergia interna y temperatura del fluido y
termina disip;’mdose en forma de calor transfesido por el fluido a los alrededores. Por ello,
toda csa energia térmica puede considerarse (para fincs practicos) como perdida para
siempre, En hidrdulica, a esa pérdida de cnergia mecinica se le acostumbra expresar por
unidad de peso, y se le conoce como pérdida de carga por friccion, y representa a la
cantidad de energia mecanica que se convierte en energia térmica por efectos viscosos {4,6].

La razon por Ia cual este concepto es imiportante en hidraulica es que, al estudiar
flujos para los cuales las ecuaciones de Navier-Stokes resultan muy complicadas y/o en los
que solo interesa conocer la evolucion temporal de las variables de campo promedio, un
posible procedimiento a seguir es utilizar la ecuacion de Bemoulli y correpir In falta del
ténmnino viscoso afiadiendo un término de friccion (dado como una pérdida de carga) que
produzca la misma disipacion de euergm que los esfuerzos viscosos reales. Para el caso de
flujos en ductos, se utiliza la ecuacion de Bernoulli (1.10) con las siguientes suposiciones;

s ¢l fluido se mueve como cuerpo rigido con la velocidad promedio del flujo,
o ¢l movimiento del fluido se debe a una diferencia de presion entre los dos extremos de fa
linea de corriente,
e latnica fuerza externa es fa de gravedad,
al integrar a (1.10) sobre uma linca de cordente con vector direccion § y fongitud L, y
dividiendo todo entre g (aceleracion de la gravedad) se tiene:
Ldv, PLitali

p d Py +Ik sds-hj, (1.10d)



donde Vp es la velocidad promedio del flujo y k el vector unitario en direccion de la fuerza
de gravedad.

2.3. Pérdidas de carga por friccion en tuberias con flujos unidireccionales

Caso laminar. Al flujo unidireccional y laminar dentro de una tuberia de seccion ciscular se
le conoce como flijo de Hagen-Poisenille y es uno de los pocos problemas que tienen una
solucidn analitica en nccanica de fluidos. Lo obtenemos al aplicar un gradiente de presion
constante en la direccion del eje del tubo (Vp = ~1$Pn con & en la direccion del cje def tubo).
El perfil de velocidades es parabdlico, y queda dado por:

M(R):——[—)ﬂ-(nz—Rz), (L11)
dp
donde a es el radio del tubo, R Ia distancia radial medida desde ¢l centro del tuboy zva en la
direccion del eje del cilindro.
El esfiterzo de corte para este flujo es:
Ec,,(R) = %R,R . (1.12)

Para caleular la pérdida de carga, lo que se hace es calcular el trabajo que realiza la
resistencia viscosa del fluido al movimiento de éste en una longitud L del fluido y dividirla
entre el peso de ¢sa porcion de fluido, lo cual resulta en:

Lav
uldy (1.13)
a‘g

donde i7 = —%f es la velocidad promedio del flujo.
Y

h =6

Caso turbulento. Henry Darcy ( 1803-58) realizo varios experimentos para determinar cual es
la diferencia de carga necesaria para forzar al fluido bajo cierto régimen estable a través de
tuberias. Sus investigaciones las hizo para flujos en condiciones turbulentas, con tubos
largos, rectos, lisos, no obstruidos y de didgmetro uniforme y encontro que la disipacion de
energia resulta en una caida de la carga en la direccion del flujo [6]. Si la seccion transversal
es uniforme y el flujo se ha desarrollado totalinente, esta caida se da de manera uniforme:
' [ - A_p - {f_ .i:i_i A l

1, = e~ Dig (Formula de Darcy), (1.14)
donde 77 es la velocidad del fluido, D es el didmetro del tubo y f es un factor de friccion
(adimensional).

El estudio de este tema ha Hevado a resultados mads generales y lo que se sabe
actualmente (Russell, 1968 [7]) es que la pérdida de carga es:
- Independiente de la presion bajo la cual escurre ef fluido.
- Proporcional a la longitud de la tuberia.
- Proporcional a cierta poteucia (positiva) de la velocidad.



- Inversamente proporcional a cierta potencia (positiva) del didmetro.
- Variable con Ia mugosidad de ia tuberia cuando el flujo es turbulento,

on

L . .
listoes, h, =K D donde X es una constante que depende de la rugosidad.

Los experimentos muestran que » varia de valor, siendo n=1 para flujo laminar. Para
tutbulenta 1 €[1.7,2], (n pequeiio implica tuberia lisa y n grande es para una tuberia

rugosa). Para tluje laminar v=2y x e[l.O, 1‘3] para flujo turbulento.

2.3.1. Diagrama de Stantou

Nikuradse (1894~ ) (6] hizo un diagrama que relaciona al factor de friccion (f) con el
nimero de Reynolds (Re) y la rugosidad de las paredes de los tubos, La manera como
cuantifico a la rugosidad fue mediante la rugosidad relativa (€ =k/D, con k ¢l tamaiio de las
protuberaucias y D el diametro del tubo) y para hacer su diagrama utilizd tubos con
rugosidad uniforme. Lo que encontro fite que:

- Para flujo wirbulento, (i.e. Re>2000), /* solo depende de 1a rugosidad.

- Para Re cercano al critico las curvas para cada e coinciden con la curva para tubas lisos.

- Para flujo turbulento, a mayor €, la curva se ramifica para valores de Re cada vez mas
bajos.

El diagrama resultante se conoce como diagrama de Stanton, en la figura 1.1 se
muestra éstc en una version mas completa, modificada por Lewis F. Moody {6].

Se puede clasificar al diagrama en tres zonas:

- ZONA LISA DEL FLUJO: Region en la que las curvas coinciden con la curva para tubo
liso.

- ZONA RUGOSA: Region en la que Ia curva sélo depende de la rugosidad,

- ZONA DE TRANSICION: Nimeros de Reynolds entre 2000 y 3000, es la region
intermedia entre las dos zonas anteriores.

Experimentos similares a los de Nikuradse se han hecho con tuberias de distintos
materiales, en los que la rugosidad no es uniforme. El comportamiento det factor de friccion
es idéntico, excepto que las curvas estan algo movidas en la zona de transicion. Haciendo
una comparacion del valor de f para los resultados de Nikuradse permite especificar un
tamaiio de grano de arena equivalente, cou estos tamaiios equivalentes Moody hizo un
diagrama moditicado para varios tubos comerciales ordinarios [6].

Se han propuesto varias formulas empivicas para describir algunas de las partes del
diagrama de Stanton que tiencn validez para cierto rango de Re y, en algunos casos, solo
para ciertos materiales [9].

Es importante observar que se ha encontrado experimentalmente que la forma
geométrica y el espaciamicnto entre las irregularidades en las paredes de las tuberias tienen
an efecto importaate, el cual no es considerado en la rugosidad relativa utilizada en el
analisis anterior, y todavia no se tiene un resultado confiable de como cuamtificar la
rugosidad {7].
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Carsten [15] propone usar en el caso de flujos oscilantes fa misma forma de la
pérdida de carga que la que se usa para flujos permanentes, sdlo que con un factor de
fiiccion diez veces mayor.

2.4. Pérdidas de presion

Nosotros no hablaremos de pérdidas de carga en este trabajo, sino de lo que
denominamos pérdidas de presion. Esto es, hablaremos de la fuerza viscosa total por unidad
de drea que actita sobre el fluido, y no del trabajo por unidad de peso renlizado por ésta. La
relacion entre la pérdida de carga (hy) y la pérdida de presion (Apy) es Ap=pg hy, donde p es
la densidad del fluido y g la aceleracion de la gravedad.

2.5. Teorema nde Buckingham (andlisis dimensional)

Este teorema asegura que en un problema fisico en el cual participan # cantidades
(velocidad, densidad, viscosidad, etc.), en las que hay involucradas m dimensiones (longitud,
masa, tiempo, etc.), las cautidades se pueden acomodar en n-m parimetros adimensionales
independientes, lamados parametros 7, y que éstos estan relacionados por una ecuacion de
la forma: f{m),nz,...,00)=0. Una vez que se tiene esa ccuacion, s¢ puede despejar a
cualquiera de los pardmetros m; en términos de los demds. De esta manera se puede
encontrar como depende una cantidad fisica de las demas cantidades involucradas en el
problema. La utilidad de éste teorema es que se reduce el niimero de variables involucradas
en ¢l problema original, y se obtienen fos parametros que son importantes en el fendmeno
que se estudia, lo cual resulta muy util cuando se planea encontrar experimentalinente a ta
cantidad desconocida. Streeter [11] describe el métedo para encontrar a dichos pardmetros.
En resumen, lo que hay que hacer es:

o cncontrar las variables pertinentes que estén involucradas en el probiema,

e escoger a i de esas variables, que contengan a las m dimensiones del problema y usarlas
como variables repetidas, cuidando de 1o escoger a la cantidad que se guicre determinar
i ese conjunto,

o escribir a cada uno de los pardmetros 7; en tériminos de las variables repetidas y una de las
cantidades fisicas restantes, con exponentes desconocidos,

o obtener el valor de los exponentes para gue los parametros 7i; sean adimensionales,

o establecer la relacion funcional para la n; deseada: my=f{my,..,Kis, Tivtreo, Tnm)s

recombinar, si se desea, a los pardmetros m;. Esto se puede hacer elevindolos a potencias o
multiplicandolos entre si, manteniendo siempre ef mismo nimero de éstos (1-m).



Capitulo 2
FLUJO LAMINAR OSCILANTE DENTRO DE UN CILINDRO
CIRCULAR HORIZONTAL

Nos proponemos encontrar la pérdida de presion debida a la friccidn, es decir, por
efectos viscosos, en el caso de un flujo laminar oscilante. Este se obtiene al aplicar un
gradiente de presion que varia arménicamente con el ticmpo sobre un fluido incompresible,
¢l cual esta contenido dentro de un cilindro circular, recto, de longitud infinita y colocado de
martera horizontal, Nos fijaremos en el flujo una vez que se haya desarroliado por completo.

1. Velocidad

Empecemos encontrando el campo de velocidades correspondiente. Se utilizaran
coardenadas cilindricas para los cilculos, Sea a el radio del cilindro, el gradiente de presion
se aplica en la direccion deleje del cilindro (k) y es de la forma:

Vp = -kRe(P,e™ ) = -kP, cos(wt), 20

donde Po es una constante (diferencia de presion por unidad de longitud) y w es la
frecuencia angular con que oscila ¢l gradiente de presion ( el menos es para que con w=0,
i.c., flujo de Poiseuille,.tengamos que el gradiente favorezca al flujo en la direccion de k).

vp
ey
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Figura I. Diagrama del cilindro infinito de radio a, deniro del cual
se tiene a un fluido de densidad p y viscosidad p, sujeto a un
gradieme de presion oscilante en la direccion del eje del cilindro.

Por simetria, podcmos suponer que la velocidad del fluido no dependera de la
coordenada nngulnr Dado que estamos aualizando al caso laminar, la direccion de la
velocidad ird en la misma dircccion que el gradiente de preqmn (k) y dado que el
movimiento del fluido se debe tmicamente al gradiente de presion. se espera encontrar la
misma dependcncm temporal en la velocidad, salvo por un posible desfasamiento, Con esas
suposiciones, se propone la siguiente forina para la velocidad;

v=Kv(r,z1) = RRe{u(r, z)e™}; (2.2)

donde u(r,z) es una funcion compleja.
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La funcion velocidad debe satisfacer a las ecuacioncs de Navier-Stokes, con las
condiciones de frontera correspondientes (seccion 1.1.3, capitulo 1),
La ecuacion de continuidad (1.3b) implica:

V-V=0=>%V;=0:>v=v(r,l), u = u(r); (2.3)

esto es, la velocidad soto dependera de la coordenada radial y de la temporal.
De la ecuacién de conservacion del momento (1.4b) solo queda la componente z, y
por la forma propuesta para la velocidad y el gradiente de presion, resulta

v 1dp v av
e )

A pdz o\ ar (24)

ar

con la condicion de frontera de que en la pared el fluido esté en reposo, es decir: v(r=a,t)=0
para toda t, y la restriccion fisica de permanccer finita para toda r y , es decin:
Mr, 0] <o Vi e R, re0,a].

Dado que la dependencia temporal cit todos los ténninos es la misma, fa ecuacion
que teniamos se reduce a una ecuacion para u(r). Al dividir todo entre v y desarrollando la
derivada, adimensioualizando a la coordenada radial con el radio del cilindro (R=v/a), la
ecuacion para u(R) tiene la siguiente forma:

cd%u 1 da jwal Poa?

e e o e 18 22

AR R v T pv (23)

La solucion general a esta ecuacion s compone de una solucion particular de Ia
ecuacion (2.5) y 1a solucion general de la ecuacion homogénea.
Por inspeccion, se encuentra a la siguiente solucion particular:

iPo
u, :-;\;; (2.6)

falta encontrar la solucion general de

d*u 1 du iwad®
e e e e ey = (), 2.5b
dR? RdIR v ( )

Esta ecuacion se puede reescribir al hacer el cambio de variablc
peCR—
2= R~ = RyiRm ,

‘D
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como

d’ 1d
d“z(’Z)Jr;. *L:’gfz ~u(z)=0, (2.5¢)

que ¢s la ecuacion modificada de Bessel de orden ccro, cuya solucion general es
w(z)=Clo(z)+CaKo(z) donde fo es la funcion modificada de Bessel de primera clase de
orden cero y Ko la funcién modificada de Bessel de segunda clase de orden cero. C1,Cp son
constantes [9]. Dado que z es una variable compleja, la solucion se puede descomponer en
su parte real ¢ imaginaria, apareciendo eutonces las funciones de Kelvin:

ber(RyRm ), bei(RvRm ) (parte real e imaginaria de Io(z)), y ker(R\fﬁfﬂ),kei(R\/ Rm)

(parte real e imaginaria de Ko(z)). (En ¢l apéndice s¢ muestran las expresiones para las
funciones de Kelvin).

Se observa que el comportamiento de la solucion esta regido por el wimero de
Reynolds Rm=1wa’/v , en el cual se tiene como tiempo caracteristico al periodo de
oscilacion (escrito en términos de la frecuencia angular) y como longitud caracteristica al
radio del cilindro (ver seccion 1.3 del capitulo 1). Es importante observar que uo es ¢l
numere de Reynolds que se suele utilizar en flujos unidireccionales dentro de tubos
(Re=1pD/v, donde Vp es la velocidad promedio del flujo y D el didmetro def tubo), pues
son otras las cantidades fisicas que lo constituyeu, asi que no es posible extrapolar los
resultados obtenidos para Re en flujos unidireccionales al caso de Rm en el problema que
estamos analizando.

Volviendo a la solucion general a a ecuacion (2.4b) en términos de Rim y del radio
adimensionalizado del cilindro:

u(R) = Cyfbes(RyRin )+ ibei(RvRm )+ Co [ker(RvRm ) + ikei(R VR )]-%. (2.6)

Para que (R, T) (con T=wt, adimensionalizamos al tiempo con la frecuencia angular)
satisfaga las restricciones impuestas sobre v(r,t) ¢s necesario que:

*  MRT) <o | uR)e" |<o.

Como la norma de ¢iT es menor o igual que 1 para toda T, basta con que u(R) sea
finita para toda R. ber(RvRm ) y bei(RvRm ) convergen para toda R, pero ker(RVRm) y
kei(lw Rm) divergen para R=0, por lo que con C2=0 tenemos que se cumple la restriccion.

* v(1,T)=0 =u(l)e" =0 paratodaT.



Aqui es nccesario que u(1)=0 para que sc cumpla la condicion de frontera, eso implica que:

Po |

\:';; ben( R\[I—(E) + .BJ(R \ﬁ{m) '

Sustituyendo Cj y Cp en u(R), y au(R) en v(R,T) tenemos gue

R IR
V(R,T) = kRe[u(R)e"]| = k—p%[p(k)cos'r +I(R)senT], (2.6)
donde
P(R)= A -ber(RvRin )- B-bei(RVRm ), (2.6a)
I(R) =1-(B-ber(RYRm )+ A -bei(RVRm )), (2.6b)
A bei(\/Rm) B bcr(\/ Rm) (26
= — y = -, 2. c)
ber? (\/ Rm) + bei 2(\/Rm) ber? (J Rm ) +bei z(ﬁim)
Ya tenemos al campo de velocidades, analicemos su comportamicnto antes de
continuar.

2. Comportamiento asintitico

Veamos que resultados fisicos nos esperarfamos encontrar cn los casos limite en que
la frecuencia es nmy grande (w—» ©) o muy pequeiia (w—>0), para ver si el resultado

obtenido para el flujo es fisicamente posible.

w —» co: Dado que no es posible fisicamente que la velocidad del fluido en algiin punto sea
infinita, cuando la frecuencia de oscilacion es muy alta, nos esperariamos desplazamientos
del fluido despreciables, es decir, el limite en que w — o es ¢l caso en que tenemos al fluido
parado, i.e., V(R,T)=0 para toda R y T. 8i sucamos ¢l limite cuando w tiende a infinito en
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nuestro resultado para v(R,T), obtenemos que, efectivamente, nuestra solucion tiende a
[HURVE

w—»0: Para frecuencias bajas, el gradiente de presion tiende a ser constante, y ¢l flujo tarda
cada vez mas en cambiar de direccion, por lo que en ¢l limite nos esperariamos encontrar a
un flujo unidireccional debido a wn gradiente de presion constante, que corresponde al flujo
de Hagen-Poiseuille (Cap 1, seccidn 2.3). Al sacar el limite cuando w tiende a cero en
nuestra solucion obtenemos que:

. Poa?
R, T)——sok —f}[i -RY, 2.7)

que es el perfil de velocidades para el flujo de Poiseuille (ver ecuacion 1.11).

Con esto concluimos que nuestro resultado para ¢l perfil de velocidades del flujo a
describir si cumple con los resultados fisicos esperados, por lo menos en los casos
asintoticos, y podemos entonces confiar en que para otros valores de la frecuencia, nuestro
resultado matematico nos describa fielmente fo que queremos fisicamente, Aprovechemos
pues para sacarle informacion a nuestra solucion, Por ejemplo, encontremos el esfuerzo de
corte que actia en las capas adyacentes de fluido, pues el valor de éste en la pared va a ser
quicn nos dé infonmacion sobre la magnitud de las fuerzas viscosas.

3. Esfuerzo de corte

Encontremos al tensor de esfierzos cortantes. De la ecuacion (1.6) se tiene que,
dado que la velocidad solo tiene componente en la direccion de 2, las (micas componentes
distiutas de cero del tensor de esfiierzos son:

: e év(t‘,t))~ ﬁ((?v(R,T))
EcEE,,,,—E,,,-u( o )" aUAR ) (2.8)

por lo que el esfuerzo de corte resultante queda dado por

E (RT)= Rl’“&‘—;—[s,(k)coﬂ +E,(R)senT], (2.9)

donde E{R)= (A +B)ber(RVRm)+(A - B)beiy(RvRm) (2.92)
y

Ea(R)= (A-B)bery(RVRm)- (A + B)bei} (RvRm), (2.9b)

coit A 'y B dados por las ecuaiones 2.6¢.

El esfuerzo de corte en la pared sc obtiene al sustituir R=1 en E(R,T).
20



Estudiandn cstos dos resultados, el perfil de velocidades (2.6) y ¢l perfil de
esfuerzos de corte (2.9), podemas damos una idea del comportamicnto del flujo.

4. Comportamiento del flujo para distintos nimeros de Reynolds

En las figuras 2a y 2b se ticne la grifica de la velocidad versus la distancia radial para
varios numeros de Reynolds, en T=0, que es ¢! tiempo para el cual ¢l gradiente de presién s
maximo. Se observa que el flujo alrededor del eje se va desfasando del gradiente de presion
conforme aumentamos Rm, Solo para Rm<1 tenemos que ¢! desfasamiento es practicaments
cero, mientras que para Rm>40 tenemos al desfasamiento maximo de n/2, y que micniras
mayor ¢s ¢l nimero de Reynolds, la region en 1a cual el desfasamiento es de n/2 s¢ hace cada
vez mas grande, Cerca de la pared tenemos que ¢l fluido se mueve en fase con el gradiente
de presion.

VELOCIDAD VS DISTANCIA RADIAL.  VELOCIDAD VS DISTANCIA RADIAL

(T=0) (T=0)
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E b—— g o
é 8 g 06+
§ é’ "
- -~ 02t
< 2
2 . ——
c o]
z l 2
a2 S : " g o |
o« 0 02 04 0,6 03 1 e Q 0.2 0.4 0.6 08 1
@ DISTANCIA RADIAL (R) © DISTANCIA RADIAL (R)
g _Rm=0.5 _Rm=$ _ Rm=10 i _Rm=500 _Rm=1000
v Rm=20 __Rm=40 _ Rm=100 v _Rm=5000  Rm=10000

Figura 2a Figura 2b
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VELOCIDAD (4R, T))

ESFUERZO DE CORTE (Tc(R.0)Tm(0))

o5

En cuanto al esfuerzo de corte (figuras 3a y 3b) en T=0, sc ticne que conforme
aumentamos a Rm, ¢} esfucrzo de corte cs cero en una region cada vez mayor alrededor del
eje

ESFUERZO DE CORTE VS D. RADIAL

(T=0)

]

— Rm=0.5

02 04 0¢ 08

DISTANCIA RADIAL (R}
~Rm=5 _Rm=10
Rm=20 _Rnrd40  __Rm=100

Figura 3a

ESFUERZO DE CORTE VS D. RADIAL

ESFUERZO DE CORTE (Te(R.0)'Tm(0))
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Figura 3b

En las figuras 4 a 7 s tiene la evolucion temporal de algunos perfiles de velacidad y
esfuerzos de corte para tiempos en 0<T<n, Sdlo para Rm<1 sc tiene ¢l perfil de Poiseuille
para todo T, y sdlo en ese caso sc tiene que el cambio de direccion del flujo se da al
mismotiempo en todos los puntos, i.e., hayun T para el cual la velocidad y el esfuerzo de

POISEUILLE (Rm=0.5)

TwnPl20
018
o
\-
['N] NS
008
0 T e ——
0 02 04 0,6 08 i
DISTANCIA RADIAL (R)
—F0 ) _teS =7 __0=10
Figura 4a

™~
o

ESFUERZO DE CORTE (Ec(RT))

POISEUILLE (Rm=0.5)

T=nP120

0 e

N e e e e e

Q 02 04 06 0.8 i
DISTANCIA RADIAL (1)

—re ! =l

Figura 4b



corte son cero en todos los puntos del fluido. Conforme s¢ aumenta Rm se tiene que ¢l
cambio dc dircccion del flujo sc da antes cerca de la pared que en cl centro, lo cual implica
quc hay ticmpos para los cuales se tiene flujo en ambos sentidos,

Rm=30 Rm=30
s Toobi20 TeuPl/20
I 1,9
e et e i
Lr \\\ 1
—‘\\ -~
2 0.3 \ ! os |
\ /
O D .
< 0
RN, £
" 7 8 -8
- 2
o p—————— a
S E -15 -
0 0z 04 06 0B 1 & 0 02 04 06 o8 |
DISTANCIA RADIAL (R}

DISTANCIA RADIAL (R)

—~=l0 =l _rei9 =32 027 _uel0 _uel§  _asi9 =22 w27

Figura 5a Figura 5b
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T=oPl/20 T=0PV/20
1,3 0,3
" 02t
a ! Eoort
g i
§ o -
5 - E +0,1
[}
8 0 " g «0,2
<3 a .93t
E -0,8 0,4 R N N
0 0.2 04 0.6 0,8 i 0 0,2 04 0.6 08 1
DISTANCIA RADIAL (R) DISTANCIA RADIAL (R)
..... 0 s __mlD -0 =y __rell
=15 __n=17 =20 mly __o=l7 =20
Figura 6a Figura 6b

También se observa que para Rm>100 1a velocidad de los puntos entre 0<R<0.5 es la
misma; que esta region se hace cada vez mis grande conforme Rm aumenta. Por ende, los
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esfuerzos son cero en esa region, mientras que se hacen cada vez mas grandes alrededor de la
pared del cilindro, Para Rm>1000 se tiene que ¢l 80% del fluido se muceve con la misma
velocidad y que los -esfuerzos de corte son distintos de cero solo en 0.8<Rgl, y para
Rm>10,000 mas del 90% del fluido se mueve como cuerpo rigido y los esfuerzos de corte
solo son importantes entre 0.9<R<1.

T=nPi’20 T=nPi/20
1.5 1
= 05
- 1 =
8 2
e a ¢
2 03 E
= 05
o :
| =
L X = - . 1.8 g
04 0,5 0,6 0,7 08 09 1 04 0.5 0.6 0.7 0,8 0,9 1
DISTANCIA RADIAL (R) ] DISTANCIA RADIAL (R)
—Ww0 s 10 =0 _n=5 _n=l0
1S .l P20 =S _n=l7 _n=20
Figusa 7a Figura 7b

Esto es lo que sc obtiene de cstudiar la solucion, pero jcudles son las razones fisicas
por las cuales tenemos ese comportamiento en el flujo?. Pues bien, si nos poncmos a pensar
en la sincronia del flujo ‘con cl gradicnte dec presion, ¢s de csperarse que para periodos de
oscilacion largos del gradicnte de presion (i.c. Rm bajos) el fluido tenga cl tiempo necesario
para reaccionar a los ligeros cambios cn cl gradicnte de presion. Ademas, si recordamos que
Rm nos da la razén entre fucrzas incrciales y viscosas (seccion 1.3 del capitulo 1, ccuacion
1.12), Rm<1 implica que las fucrzas viscosas son mas importantes que las inerciales, por lo
que la viscosidad sc encarga de que el cfecto producido por el gradiente de presion sobre ol
fluido cerca dc la pared sc transmita al fluido en toda Ia seccion del cilindro, y asi el fluido sc
musva sincronizado con cl gradiente. Para Rm>1, las fuerzas incrciales son mas importantes
que las viscosas (JOJO!: csto Iejos de la pared, cerca de la pared sicmpre predominaran las
fuerzas viscosas) de mancra que lcjos de la pared, la incrcia del fluido hace que “tarde” en
frenarse, pues la presion actuando en sentido contrario al movimicnto det fluido tiene que
ocuparse en frenar la incrcia de éste, onigindndose asi un desfasamicnto; micntras que mas
cerca de la frontera, las fucrzas viscosas ayudan a frenar a las de inercia, respondiendo cl
fluido antes a la scfial de presion, de ahi que ¢l cambio de direccion se dé antes cerca de la
parcd que en cl cje. Conforme¢ Rm aumenta, la region cn donde las fuerzas inerciales
predominan sc va acercando cada vez mds a la pared, por lo que los csfucrzos viscosos se
restringen a una zona cada vez mas pequeiia al lado dc [a pared, y como la zona en la cual la
velocidad tiene que disminuir del valor promedio a cero se reduce, ¢l tamaiio de los esfuerzos
aumenta.
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Para hacemos una idea del orden de magnitud de Rm para los casos que nos
interesan, si consideramos que nuestro fluido es agua, entonces un Rm de lo mas bajo que
pudiésemos conseguir serfa teniendo al fluido oscilando muy lentamente dentro de un cilindro
muy angosto, Si la frecuencia fuese de 0.5 rad/s (eso corresponde a un periodo de oscilacion
de unos 15 segundos) y el cilindro tuviera un centimetro de ancho, el Rm correspondiente es
de aproximadamente 10, A nosotros nos interesan los nimeros de Reynolds correspondientes
a los dispositivos mencionados en la introduccion, y en los prototipos de éstos. Esto
corresponde a Rm e(1x10%,1.5x10%). Para esos valores, la solucion para el caso laminar nos
indica que el fluido se mueve pricticamente como cuerpo solido, es decir, con la misma
velocidad para toda R excepto muy cerca de la pared.

Alhora que ya tenemos una idea de como se comporta el flujo, encontremos lo que
nos intercsa para la experimentacion y/o la aplicacion practica de este problema; calculemos
la velocidad promedio del flujo, la pérdida de presion por efectos viscosos y la energia
disipada,

8. Velocidad promedio

Como vimos en el comportamiento del flujo, para los valores de Rm que nos
interesan, la velocidad de! fluido es practicamente la misma en todo el cilindro, excepto muy
cerca de las paredes, por lo que la velocidad promedio en la seccion transversal del tubo es
una cantidad de interés practico, dado que en ese caso se puede suponer que el fluido se
mueve con la misma velocidad en todos lados y que el valor de ésta es el de la velocidad
promedio (Vp). Promediando a v(R,T) en la seccion transversal tenemos (n vector normal a
la seccidn transversal), -

2z |
) e . | '
vp(T)=§gv(k,T)-n da=;—a-2~£ {v(R,T)RdeG,

=V (']‘)=IA(?—(l 2 VI(Rm)cosT + V2(Rm)senT];
p a 3
(pw)

= Vp(M)= ﬁfg_ —g—‘-’-[VI(Rm)cosT +V2(Rm)senT}, (2.10)
pay?
donde
VI(Rm)= (B - A)be (vRm ) +(A +B)oeiy(VRm) (2.10a)

V2(Rm)= ‘/—'i‘—;- +(A +BYoery (VRm ) +(A - B)bei (vRm) . (2.10b)

Para Rm entre 0 y 1000 ¢l desfasamiento de la velocidad promedio respecto al
gradiente de presion va disminuyendo de m/4 hasta -3n/2, Para valores de Rin mayores a
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1000, la velocidad promedio estd desfasada del gradiente de presion en -37/2, por lo que
varia en cl tiempo como un seno. En el apéndice se tienen las expresiones asintoticas para las
funciones de Kelvin, las cuales son una buena aproximacion para Rm>1000, y a partir de
ellas se observa que, para esos valores de Rm, V, es aproximadamente cero mientras que V,

tiende a \/Rm/2, lo cual explica el desfasamiento,

6. Pérdida de presion por friccion

La pérdida de presion debida a friccion esta dada por: Ap, = F, /A, donde F,, es la
fuerza debida a la viscosidad y A es el drea de la seccion transversal. (ver Cap 1, seccion
2.4). Calculemos entonces a la fuerza debido a la viscosidad que actda sobre una longitud L:.

FV, =§Saijnida;

0 0 E,(r,t)|2md:

= F, (1)= Ia”(r,t))t,da=J;L o o0 o | 0|

Cllindro Ec(r, t) 0 0 0 .
= i‘v(T)=ﬁZHaLLEu(l,Tyt=2naLEc(l,T) (2.11)
y la fuerza viscosa por unidad de longitud es f, (T)= 27 aE (1, T) (2.12)

Asi tenemos que la fuerza viscosa depende lincalmente de la longitud, por eso serd mas
conveniente usar a la fuerza por unidad de longitud. Usando estos resultados, tenemos que la
pérdida de presion por unidad de longitud es;

Ap/L= 2E.(1,T)/a . (2.13)

Analizando el comportamiento de dicha funcion se observa que, para Rm entre 0 y
1000, el desfasamiento con el gradiente de presion varia de n/5 hasta -9n/5, y que para
Rm>1000, ¢l desfasamiento se mantiene en -9n/4 (i.e.-n/4), lo cual implica un desfasamiento
con respecto a la velocidad promedio de -3m/4, aproximadamente. De las expresiones
asintoticas dadas en el apéndice se encuentra que para esos valores de Rm, la magnitud de
E, es comparable con la de Ey, lo cual explica el desfasamiento.

7. Energia disipada
La energia disipada queda dada por (.84 esto es:
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En nuestro caso tenemos que .

_ﬁ_\iﬁ.(yv 2(-(2_\13_*_'@11_] zﬁV(f t) ZI.L(I',!)
ax;  Ix,

X; ax, Ox, or H
2L 2ra 2L 2x1
= —al= ={ | [(Ectr.0) rrdei: = j | [(Bc(r,T)? RaRda: ;
#0 00 0 00
2,2
%L %}' [F.(Rcos’T + F, (R)cosTsenT + F,(R)sen TJRAR  (2.14)

donde: F,(R) =E,*(R), Fy(R) <2E,(R)E, (R) y F,(R) =E,*(R).

Promediando a la energia disipada en un periodo de oscilacion;

dEk 1 dEk dEk
<—J{‘>‘ 2,,.“0 ( )dt 2790 ( (1))
=><9-f—;— >= ALRis /(.:7)’ (B~ Aber,(VTam) +(4+ Bber,(Vom)).  (2.15)

H

En las figuras 8a y 8b se muestran las grificas de la energia disipada promediada en
un ciclo versus w y versus a, respectivamente. Aqui observamos que ésta disminuye
conforme se aumenta la frecuencia, mientras que aumenta conforme avmentamos al radio del
cilindro,

o i !
ol 12 |
0,09 i
0,00 1E !
dE, \ o dE, i
— ) 008 — (%) .
dt 008 dt [ XN 4 :
0,04
0,03 [N d
0,02 at
06,01 'L
0 L}
¢ 5 100 150 200 ¢ e {7] 150
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Rnya,v fijos) Rm(w,yv fijos)
Figura 8a Figura 8b
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8. Pérdida de presion en funcién de la velocidad promedio

Esto es lo que més nos interesa encontrar (ver seccion 2.2 del capitulo 1) y para ello
se grafico a la pérdida de presion versus la velocidad promedio para varios tiempos,
obteniéndose lo que se muestra en las figuras 11a,b,cyd. Como las dos funciones tienen
la misma frecuencia, las ticas  graficas posibles son circulos (si es que las dos seilales
tienen la misma amplitud y estin desfasadas en n1/2), elipses (ya sea rotadas con respecto a
los gjes Vp y Apy cuando haya un desfasamiento distinto de nr/2 (nimpar), o paralelasa

Ri=0.4
10 Rure=30
N} "
20 i L 4
wk 8
Ape /]
a0 b / AlJr
20 b St
X (I o 0
e - + 13 L - s L
0,6 0,4 02 L] 92 03 06 Ls ) 03 " 08 1 18
Vi
P Vp
Figura l1a Figura 11b

estos cuando el desafasamiento es un/2, (n impar)) o rectas (si las dos sefiales estan en fase)
[8]. Dado que el desfasamiento de la pérdida de presion con la velocidad promedio varia
mucho para Rm<1000, tenemos que hay algunos casos en que la relacion es lineal (fig.11b),
otros casos en que tenenos una elipse con ejes paralelos a los ejes forniados por Vp y Apy
(fig.11c), y, en general, una elipse rotada (fig. 11a,11d). Ademis, como la fase de la
velocidad estd siempre adelantada a la fase de la pérdida de presion, el sentido como se
recorre la trayectoria es contrario al de las manecillas del reloj.

Rm=50 Rin=10,000
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Figura 11c Figura 11d
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Para Rm>1000, la grafica que se obtiene es una elipse cuyo eje principal forma un
angulo 0 (con O entre 0 y n1/2) entre el eje principal de la elipse y el eje de Ape (fig 12), pues
el desfasamiento entre ambas funciones es siempre de 3n/4. A nosotros nos interesan los
Reynolds mayores a 1000, y para ellos se tiene que ambas funciones obedecen la relacion:

AVp® +2BVpAp, +CAp* +F =0 (2.16)

con A, B, C y F constantes,

Rm=10,000
[
\ PXa, ;)
Pi(b,b,)
0,5 9
AP

05 F

34k

l.s N L ' '

-1.5 | 0.5 0 0,5 | 1,5

Vp
Figura 12

Para un nimero de Reynolds dado, el vértice y ¢l extremo del semieje menor
mostrados en la figura 12 se pueden encontrar a partir de la grafica, encontrando los tiempos
correspondientes a esos puntos, teniendo que a;=Vp(Rm,T2), a,=Ap,(Rm,T2), y
by=Vp(Rm,T1), by=Ap(Rm,T1), con TI<T2, Asi se tiene que la longitud de ambos
semiejes se puede calcular usando el teorema de Pitagoras:

82:" 312 +a22 y b2=b|2 +b22
y a partir de ellas, el dngulo 6 puede determinarse, por ejemplo con el seno:
sen(0)=a, /a.

En términos de estas cantidades, las constantes de la ecuacion (2.16) quedan dadas por:

A=a’cos’0+b*sen’6,

B=(b-a)senBcos0,

C=a’sen’0+b’cos’0,

y = -a’b?.
Resolviendo la ecuacion (2.16) para Ap, se obtiene:

~2BVpz J4(B* - CA)Vp® - 4CF
Ap((Vp)= P J ( 7C AL . 2.17)
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De la figura 12 se deduce que, mientras Vp disminuya, el signo de la raiz debe
tomarse positivo, mientras que cuando Vp aumenta, se debe tomar el signo negativo,

La ecuacion (2.17) nos da la relacion funcional entre la pérdida de presion y la
velocidad promedio para Rm>1000 en el caso de flujo laminar. Este resultado nos da algo
muy distinto a lo que se obtiene para el flujo laminar permanente (ecuacién 1.14), en donde
el comportaniiento es lineal.

Como comentario, las graficas de las funciones mostradas en este capitulo se
obtuvieron a partir de programas en Turbo Pascal 7.0, que calculan el valor de las funciones
de Kelvin para cualquier nimero de Reynolds y grafican a las funciones (o guardan los datos
de las graficas en archivos de texto) para distintos tiempos, distancias radiales y nimeros de’
Reynolds.
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Capitulo 3
PARTE EXPERIMENTAL

1. Planteamiente

En la parte tedrica sc resolvid ¢l problema del flujo laminar debido a un gradiente
de presion oscilante dentro de un cilindro circular recto y se encontré ta encrgia disipada y
la pérdida de presion asociada para ese caso. Para la aplicacion que se le quiere dar a los
resultados obtenidos, hay que explorar si los flujos con los que nos enfrentaremos en la
realidad tendrdn un régimen laminar, por lo que es necesario recurrir a la experimentacion
para obtener resultados aproximados de lo que ocurre en el fluyjo y asi saber si lo obtenido
en el capitulo anterior sc aplica al caso descado, ademas de obtener resultados
experimentales para otros regimenes, como vimos que se hace en hidraulica. Dado que el
abjetive principal de esta tesis es encontrar la pérdida de presion en dispositivos reales en
los que se encuentren flujos oscilantes dentra de ductos, propusimos unos experimentos
para lograr dicho fin.

Para lograr un flujo oscilante decidimos utilizar a la fucrza gravitacional actuando
sobre una columna de fluido contenida en un tubo en forma de U, a la cual se le cotoca en
un principio a una distancia F por encima de su posicion de equilibrio y lucgo se le deja
oscilar libremente, midiendo las alturas que ésta aleanza con distintos tiempos. Bajo la
suposicion de que la columna sc moverd como cuerpo sdlido, aplicando la ecuacion de
Bernoulli con un término adicional de pérdida de presion que modele los efectos viscosos,
se puede obtencr una ecuacion que simule el movimiento de la columna (ver seccion 2.2,
ecuacion 1,10d en el capitulo 1) y el término de friccion podrd determinarse a partir de las
mediciones experimentales. De esta manera, podremos obtener la velocidad promedio del
fluido y la magnitud de las pérdidas de presion por friccion para todo tiempo.

Para planear nucstros experimentos, hicimos primero un wndlisis dimensional del
problema para encontrar los pardmetros que juegan un papel importante en el
comportamienta de! flujo.

rge, ® ] .

Siguiendo los pasos para el andlisis dimensional segtin Streeter {11], enunciados en
la seccidn 2.5 del capitulol, empecemos par identificar a las cantidades involucradas en el
problema.

Tenemos un tubo en U cuyo radio de curvatura es R y radio interno a, el tamafio de
las rugosidades en sus parcdes cs Rg, dentro hay wna columna de fluido de longitud L,
densidad p y viscosidad dindmica p1. Solo nos restingiremos a experimentar con agua, dado
que se quieren aplicar los resultados para agua de mar, cuya densidad y viscosidad cs
aproximadamente la misma que la del agua de la llave, Para iniciar el movimiento de la
columna, ésta sc eleva hasta una altura inicial H desde la cual se deja caer. obteniéndose
(por accion de la gravedad) un movimiento oscilante de frecuencia angular w. Este es un



movimiento acelerado, por 1o que la velocidad de la columna es una funcion del tiempo y
dado que suponemos que la [riccion en el movimicnto va a estar relacionada de manera
importante con ta velocidad def flujo, tenemos que la pérdida de presion va a ser también
una funcion del tiempo, i.c., instantanea,

Consideramos que la cantidad Vm=Hw puede servirnos en el andlisis dimensional,
pues dado que es la velocidad maxima que pudiera obtener el flujo (si la friccidn es
despreciable se tiene un movimiento arménico simple y la velocidad méxima queda dada
precisamente por Hw) csa cantidad puede resultar util para identificar a un flujo laminar de
uno turbulento.

Entonces las variables que consideramos participan de manera importante cn el
problema son: R, L, a, Rg, H, w, V (velocidad instantinea de la columna), Vm, g
(aceleracion de la gravedad), p, p y Apg(pérdida de presion debida a friccion); y es justo
la relacion entre Ja filtima variable y las demds lo que queremos encontrar,

Ahora bien, al hacer el andlisis dimensional cs importante escoger de mancra
conveniente a las variables repetidas, de manera que se faciliten los experimentos y sea facil
y viable realizarlos para obtener la informacion necesaria. Después de haber considerado
distintos conjuntos de variables repetidas pensamos que lo mds adecuado ¢s usar como
conjunto a g, p y Vm y excluir de las variables itnportantes del problema a H (dado que se
encuentra inelufda en la Vm=Hw). Lo que queda entonces cs

F(L,R, a,Rg,Vm,w,V,g.p,11,Ap¢)=0

y (a, p, Vm) como conjunto de variables repetidas. Los parametros adimensionales que se
encuentran son:

ay=Lia, ap=R/a, a3=Rg/a, ag=V/V, as=wa/Vm, ag=Vm'/gq,
ay=aVmp/p y ag=ApdpVm’,

multiplicando a ag por ¢l cuadrado de a4 y a as por a7 nos queda
ag'=AppV' y ag'=wa'ply,

entonees
F '(a),22.a3.,04"a5,a6,47,28")=0

implica
ApfpV=f(a].a2,a3,04',25,86,27). 3.1



Se espera una dependencia lineal con fa longitud de fa columna, por lo que nuestro andlisis
dimensional nos Heva a fa conlusion de que fa pérdida de presion es de la forma

1 LV?
Ap= I—)-T— f(R/a,Rg/a, ViV wa'lv, Vi'lga, aVm/iv), (3.1h)
[4

donde v=pp es la viscosidad cinematica del fluido,

Las razones por las cuales el haber escogido asi a los pardmetros nos parcee lo mds
adecuado son las siguientes:
*  Sdlo se tiene un pardmetro que depende del tiempo, lo cual facilita el disefio de
experimentos para encontrar la refacion { buseada.
* Se tiene que la Apy va, en principio, con una dependencia en V' (hasta no encontrar
influencia importante en ¢l término Vm/V), que es lo que nos esperamos, dado que
experimentos con flujos oscilantes parecen mostrar que ¢s una buena aproximacion [13} y
que los modelos mds comunes usan esa dependencia. Carsten {157 usa este modelo con un
factor de friccion igual a 10 veees ¢l factor correspondiente para fujo unidireecional (ver
seccion 2.3 para los valores de dicho factor en el caso de flujos permanentes).
* Recanacemos a dos nimeros de Reynolds (Rm=wa'/v y Re=aVm/v) y a un nimero
de Froude (F=Vm'/ga).

El disefio que se propone es un tubo en U dentro del cual hay una cofumna de agua
de longitud L. Los valores de los mimeros de Reynolds para el dispasitivo de dimensiones
ocednicas del que se habld cn la introduccion son aproximadamente Re=1x10" y
Rm~1.5x10°, esto corresponde a Hx=1.5m, w=0.63 rad/s (que corresponde a un periodo cn
las olas promedio de 10s), Vin=0.9 nv/s y a= 0.5m. Si la columna de fluido dentro del tubo
en U se pone a oscilar imicamente por gravedad, Ja frecuencia de oscilacion correspondiente

estd dada por
20
W= \/ig (3.2)

Si el tubo en U se quiere construir de dimensiones tales que quepa en el laboratorio,
entonces 1a longitud de la columna de fluido debe estar entre 1 y 3 m. Con esa fongitud se
abtienen frecuencias entre 2.5 y 4.4 rad/s. Si el radio del tubo en U esta entre los 3y 10 cm
y si se logra obtencr una amplitud de movimiento mdxima de unos 40 cm, cnlonu,s fos
ntimeros de Reynolds que se pueden oblener de esta manera estin enire Ree(1x10%2x10%)

y Rme(2x10 3 4x10"). Es decir, nos falta upn orden de magnitud para alcanzar los Reynolds
de dimensiones ocednicas, Con el fin de obtener ficcuencias mas altas y cubrir un rango un
poco mds amplio en los valores de los nimeros de Reynolds del experimento, se decidio
colacar una camara de compresion en fos dos extremos de fa U (figura 3.1).

(9%
(9%}



La cémara de compresion funciona de la siguiente manera: cuando la columna de
agua sc encuentra i la posicion de equilibrio, tenemos un volimen Vo de aire dentro de la
camara y una presion Po jgual a la presion atmosférica. Cuando fa cotumma de Nuido se
mueve y aleanza una altwa x desde su posicion de equilibrio, va a tener Jugar una
compresion, pues ¢l volimen de aire dentro de fa cimara cambia de Vo a 'V, eon V=VoF
AX (donde A ¢s ef area de fa seccidn transversal del tubo en U y el signo depende de si el
volumen dentro de la camara disminuye (-) o aumenta (+) conforme X aumenta), y la
presion cambiard a un valor P. Si suponemos que dicha compresion es adiabitica, entonces

tenemos que: PVY = PoVe' {y- factor de compresibilidad del aire) y asi obtenemos al
valor de la presion como funcion de la posicidn de la columna de agua, i.c.,
y (.vc))'7 ( Ax]" .
P(xy="P (-—~—— =PHF—] . .
()= P v F7 (3.3)

Asi pues, si, Vo1 ¥ Vo2 son los voltimenes de aire correspondientes a ta cimara | y 2
cuando a columna de agua estd en equilibrio, tenemos que la diferencia de presion entre las
dos superficies libres de la columna de agua cs

pop=prlh Ax)” 1 ax)”
e L T +’i;““ . (3.3b)

ol 0l

Con este disefio, podemos obtener a la ceuacion que modela el movimiento de la
colmmna de fluido, aplicando la ecvacion de Bemoulli y agregando ¢f término de friccidn
(ver ecuacion 1,10d y seecion 2.2 del capitulo 1):

ou [P & Ap,
L6(+[p] +_[lgd.s— 5 |

Ped)
ol P, A ( Ax]”" 2g p
mat’erL(l—V,,,) —lJrVu2 +L.\—fD. (34)

La frecuencia con la que va a oscilar la columna de agua se pucde obtener de
manera aproximada para desplazamientos pequedios sin friceion . Para ese caso:

, (_1__] ,(1) ,,(_L+_J_]
an an 4 - y - Vol Vul

y la ccuacion (3.4) queda:
F+wiv=0,

2g Py Al 1 |
2|28y Ay o]
donde w- = L 1+ 2ap [V.,u FV‘ ] ) (3.5)

42
que es la ecuacion de un oscilador anménico con frecuencia w.
La formula anterior permite caleular a la frecuencia para un experimento dado y ¢l
rango de frecuencias se puede ampliar si se construyen las cimaras de compresion de
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Figura 3.1, Tubo de U con dos cdmaras de
compresion
manera que se pueda variar facilmente al volimen de aire contenido dentro de cllas,
obteniéndose asf un nimero de Reynolds Rm mayor al que se obtienc por accion tinica de la
gravedad. Dado que las amplitudes de movimiento de la columna de fluido serén cada vez
menores conforme se tengan frecuencias cada vez mas altas, el valor de Re no se podra
aumentar de esta manera,

Considerando todo lo anterior, se decidio construir un tubo en U de unos 4m de
longitud, cuyo didmetro se variaria cn cada experimento entre 3cm y 10cm y cuya curvatura
también se variaria de experimento en experimento, teniendo como radio mdximo 60 cm,
Las camaras de compresion se pensaron hacer con tubos cilindricos de acrilico de 95 em de
longitud , 14.5 cm de diametro interior y 0.5 mm de espesor (pues se contaba ya con tubos
de acrilico de ese tamaiio).

Para obtener las medidas de la posicion de la superficie libre de la columna de agua,
se utiliza un sensor electronico de alturas, ¢l cual consiste de un capacitor hecho con un
cable forrado doblado y otro cable sin aislante que hace el papel de tierra, colocados en la
pared interior del tubo. Con un circuito clectronico se mide el voltaje del condensador (cuya
capacitancia variard con el nivel del agua que hace el papel de dieléctrico) y se amplifica
dicha sefial para mayor precision en las medidas. Mediante una calibracion se puede
obtencr la relacion entre el voltaje del capacitor y la altura de la superficie libre de la
columna de agua.
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4. Construccion
4.1. Primeros dislmsirivos
4.1.1. Tubos de aerilico

I primer dispositivo se penséd construir con tubos de acrilico, usando 2 tubos para
las partes rectas y uno doblado a manera de un semicirculo con el radio de curvatura
deseado. Cada camara de compresion consistirfa de un tubo de acrilico de 14.5 cm de
didametro (mayor al def tubo en U), scllado cn ambos extremos, dentro del cual se colocaria
la parte recta de la U. Todo el dispositivo se montaria sobre una tabla de triplay, colgada
sabre un eje en la pared del Iaboratorio. Pensamos hacer experimentos con tres tubos en U,
de 5.1, 6.4 y 8.9 cm de didmetro interior. La longitud de los tubos de acrilico que se
cansiguieron fue de 1.80 m, asi que se penséd usar un tubo partido a la mitad para las partes
rectas, y uno entero para la parte curva,

Para variar ¢l volimen de aire dentro de las czimaras de compresién, se penséd
introducir agua en el espacio entre el tubo de la camara y el tubo en U, a través de una
manguera colocada en la parte inferior de la cdmara, de manera que el nivel del agua se
pudiera variar a placer (figura 3.2).

Figura 3.2, Cdmaras de compresién hechas con
tubos de acrilico

Con estas ideas, s¢ prosiguid a construir el dispositivo.



Cimaras de compresion.  Las cimaras de compresion se taparon con laminas de acrilico
del mismo espesor, scllandolas con silicon. A una de las tapas se le hizo un orificio del
tamaiio del didmetro exterior del tubo en U con el cual ibamos a experimentar primero,
Dablado de los tubos. Este tue ¢l principal problema al que nos enfrentamos. Experiencias
pasadas [13] mostraban que es posible obtener cierta curvatura en un tubo de acrilico si dste
se llena de arcna fina y se calienta lo suficiente, pues una vez caliente, resulta posible
doblarlo con las propias manos. Para esos experimentos se doblo un tubo de 5.6 em de
didametro y 50 cm de largo, lendndolo de arena fina para construceion y calentdndolo a
baiio maria con vapar de agua dentro de un horno fabricado con famina de hojalata,

Con esta misma idea, se hizo un horno mas largo, para que cupieran los tubos que se
guerfan doblar. Ademds se construyd un molde donde colocar al tubo una vez caliente y
darle la forma de semicirculo descada, £l molde consistia de veinte piezas de madera como
la que se muestra en la figura (fipura 3.3). Se hicieron tres juegos, cada uno con el arificio
del tamafio de uno de los didametros de tubo que se usarian, Estas piezas se colocaban en
una tabla de triplay , de manera que formarm el semicircuto con el radio deseado (figura
3.4). La forma de las piezas junto con la arena dentro del tubo tienen como tuncion el
mantener la forma de la seceion transversal de éste durante el doblado.  La arena que se usd
para mantener la forma del tubo fue arena sitica malla 30/40, esto porque ta forma y tamaito
de esta arena permite que quede bien compactada.

Una vez que se Wvo esto, se prosipuia a calentar a}  tubo de 5.lem de diametro
interior para doblarto con el radio de curvatura mids grande que se iba a usar: 60 cm, Se
dejo al tubo calentarse unos 15-20 min. dentro det horno y fuego se intentd doblarto dentro
det molde. Esto se logrd solo en un pequeiio pedazo, pero en la mayor parte del tubo el
acrilico se arrugd y deformd, perdiéndose {a forma de la seccian transversal (figura 3.5). La
causa que primero se nos ocurrid fue que faltaba calentar al tubo mueho mis de o que se
habfa calentado. Consultando a las personas que trabajan en el talier de plasticos en la
facultad de Disefio Industrial, se nos informé que ¢l método usado por nosotros era
practicamente el mismo que el que cllos manejan y nos mostraron una tabla en In que se
indica que el acrilico se tiene que calentar entre 140 y 160°C para ser moldeado, por lo que
decidimos calentar al tubo a esa temperatura y hacer un intento miis.  También decidimos
calentar al tubo por partes, ¢ irlo doblando por pedazos. Para ello construimos otro horno
con una lata de hojalata de seccion cuadrada de 30 em de lado y 40 cm de longitud, A
ambos extremos de la lata hicimos un orificio del tamafio del diagmetro del tubo a doblar y
ademas colocamos una base (tambicén de hojalata) para que ¢l tubo descansara sobre ella y
no se deformase por el peso de la arena cuando estuviera caliente. Luego hicimos varios
experimentos con una mezela de glicerina v agua, para ver qué proporcion de glicering se
debia tener para que ésta hirviera mds o menos a unos 140 grados centigrados. Usando esa
proporcidn, decidimos desdoblar ¢l tubo que doblamos sin éxito la primera vez. Asi pues,
fuimos introduciendo y calentando al tubo empezando por uno de sus extremaos, con la idea
de enderezarlo lo mejor que pudieramos con las manas y ¢f molde que habiamos usado para
daoblarlo. Nos sorprendimos al notar que no era necesario hacer ningin esfuerzo mecénico
sobre el tubo para enderezarlo, pues lo que observamos es que bastaba con calentar cierta
parte del tubo y ésta solita recuperaba su forma inicial, atn en las partes mds arrugadas y
deformes. Esto es, el acrilico de los tubos ticne memoria y tiende a regresar a la forma
original que tenia salido de fabrica. Una vez que el tubo recuperd su forma inicial,
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observamos cierta deformacion en la seccion transversal del tubo, Al calentar ¢ intentar

doblar la siguiente parte (adyacente a la que ya estaba doblada), nos topamos con el mismo

problema que cuando intentamos doblar al tubo entero; cl acrilico se arrugéd en la parte
interior del semicirculo y, al estirarse en la parte exterior, dio lugar a un apachurramiento de
la seccion transversal. Esto sucedid a pesar de que el acrilico se encontraba bastante
moldeable a la temperatura que lo sacamos del horno. En pocas palabras, no logramos
mejorar el doblado del tubo como habiamos pensado,

Con esla experiencia nos convencinos de lo siguiente:

o Es pasible doblar tubos de acrilico con éxito (i.e,, sin deformar su seccién transversal)
siempre y cuando se quiera un arco quc no cxceda cierto dngulo mdximo y cuya
curvatura sea bastante grande (como el caso del tubo doblado por Czitrom, et.al.[13]).

e Para obtener un tubo de acrilico doblado mds que ¢l &mgulo maximo mencionado arriba
parece necesario que se fabrique asi desde un principio, y no intentar doblar un tubo que
se hizo recto en la fdbrica, pues al exceder dicho dngulo, el acrilico en fa partc exterior se
va a estirar demasiado mientras que el de la parte interior se va a contraer de mas, dando
como consecuencia que la forma de la seccion transversal se pierda y que el acrilico se
arrugue, Viene siendo equivalente a tratar de curvar un tubo hecho con una hoja dc

papel...

Czitrom, et al, [13] ya habian buscado una fibrica que doblara o hiciera unos tubos
con la curvatura deseada para esos experimentos y no se habia encontrado una que lo
hiciera por menudeo y en corto tiempo, era indispensable buscar otra manera de resolver el
prablema.

4.1.2. Tubo d¢ manguera

Encontramos unas mangueras hechas de hule con una espiral de PVC, que se
utilizan para aire acondicionado principalmente y que ticnen la ventaja de que las hay en
varios didmetros, y que su forma de oruga las hace muy tlexibles, de manera que cs posible
doblarlas sin perder la forma de la seccidn transversal. La desventajas que ofrecen son:

1. no son completamente lisas en su interior y esta rugosidad se hace mayor cuando se
doblan, pero consideramos que ¢l tamafio de dichas rugosidades no va a influir
demasiado en el comportamiento del tlujo,

2. no son transparentes, fo cual no permite la visualizacion directa del flujo.

El nuevo dispositivo tendrfa una unica diferencia con el anterior: 1a U se haria con
manguera. Las cdmaras de compresion serfan las mismas que las del dispositivo anterior,

Asi pues, se compré una manguera de Scm de didgmetro interior y 4 m de longitud,
Para darle la forma de U se utilizaron a las piczas de madera que se fabricaron para doblar a
los tubos de acrilico como sostén, colocdndolas sobre una tabla de triplay (187emx122cm)
con la forma deseada. Luego se colocaron las camaras de compresion como se pensaba
hacer con los tubos de acrilico. Para poder hacer la calibracion del sensor de alturas, se
colocd un tubo de acrilico (0.9 cm de didmetro y Im de longitud), paralelo al brazo dela U
en el cual se tenfa al sensor de alturas y conectado a ¢sta por medio de una manguera
(figura 3.6).
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El prablema que se nos presentd en este dispositivo fue que no logramos sellar la
cimara de compresion al tubo en U, Se intento con silicon, y después con varias capas de
pegamento para PVC y silicdn, y en ambos casos se encontraron fugas al llenar las camaras
de compresion con agua, las cuales no eran nada pequedias, por cierto. Fue entonces cuando
surgio la tltima idea.

Figura 3.6. Tubo de manguera con chmaras
de compresion de acrilico.

4.2. Dispositivo final

Para resolver el problema anterior, se decidio utilizar a la misma manguera como
camara de compresidn. Esto es, s¢ prolongd la manguera en ambos extremos de la U, de
mancra que se tuviera el mismo volimen de aire que el maximo que se podia obtener con
las camaras de compresion anteriores y se tapd a ambos extremos con tapones de hule bien
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ajustados y amarrados a la manguera. Para variar ¢l volimen de aire dentro de las cimaras
al realizarse los experimentos, se corta (o se pega con duct tape, segin sea el caso) ol
pedazo de manguera con el voliimen de aire que se desea quitar (o aumentar) (figura 3.7).
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Figura 3.7b. Esquema del dispositivo final.

Para variar las rugosidades de las paredes del tubo, se piensa utilizar arena silica de
distintas granulometrfas (mallas 8/14, 20/30 y 120/130) pegada a la pared interna de éste.
Para ello se corta la manguera a lo largo en dos mitades, a cada una se le ponen varias capas
de pelicula separadora y se le esparce la arena silica. Encima se ponen varias capas de
barniz y cuando estd seco todo, se vuelve a unir la manguera con duct-tape. La pelicula
separadora sirve para poder quitar la capa de arena de nanera relativamente ficil, para asi
poder poner una capa de una granulometria distinta una vez que se haya terminado de
experimentar con la granulomeria anterior. Esta idea surgi6 para el primer dispositivo y en
los tubos de acrilico funciona muy bien. No se han hecho pruebas todavia para la manguera
dehule.

Se decidio dejar la realizacion de los experimentos y el analisis de los resultados
experimentales para otro trabajo. A continuacion se da una explicacién de cémo se planean
realizar los experimentos, del software que sc utilizard y de cémo se van a analizar los
resultados.

Una vez montado el tubo de radio, curvatura, compresién y longitud de la columna
de agua deseadas, se inicia el movimiento de ésta iltima moviendo a la tabla sobre su eje
con un movimiento oscilante con la frecuencia natural de oscilacion del sistema. Una vez
que se obtiene la altura inicial deseada, se fija la tabla con ayuda de la mariposa y se
empiezan a recopilar datos en la computadora,

Para automatizar ¢l proceso de obtencr la frecuencia natural de oscilacion y el valor
de los pardmetros adimensionales para un experimento dado, se realizé un programa en
Turbo Pascal 7.0 para calcular dichos valores en términos de la geometria del dispositivo
experimental.
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La tajeta digitalizadora que se piensa utilizar es una interfase de medidas (16
canales) y control con una resolucidn de 13 bits, y el software para la recopilacion y analisis
de datos es el Datacan V de Sable Systems. La computadora que servird para hacer este
trabajo ¢s una PC AT286, con 2Mb de memoria RAM. Con el Datacan V se van a recopilar
los datos, quitar el ruido de éstos y realizar todos los calculos estadisticos.

Bl valor del factor de friccién se piensa obtener comparando los datos con un
modelo numérico de la ccuacion que gobiema el movimiento de la columna de fluido (3.4),
¢l cual se programd en Turbo Pascal 7.0. La manera como trabaja cste programa es la
siguiente; el programa recupera los datos desde un archivo de texto (obtenido por medio de
Datacan V) y los grafica junto con la solucién numérica para el modelo, en la cual se dan
varios valores para el factor de friccién, hasta obtener el que dé la mejor aproximacién, De
esla manera, se obtiene un valor del factor de friccion para cada experimento, Estos valores
se grafican posteriormente contra los distintos pardmetros adimensionales para obtener una
relacion entre éstos y la pérdida de presién,

Los valores de las cantidades fisicas involucradas que se piensan utilizar son;
a€f2.5¢cm,7c¢m], Le[lm,2,6m], He(0cm45cm] , we g2.7rad/s,24rad/s],
Rge[0.125mm, mm] y, como s6lamente pensamos utilizar agua, v=1mm™/s, por lo que los
valores que se piensan cubrir de los principales pardmetros adimensionales son:

Fe[0.2,18], Ree[7x10%,1.7x10°] y Rme(1x 10, 1.2x10°}.
Los valores correspondientes al sistemna de bombeo por resonancia mencionado en la
introduccion [14] son:

=0.2, Re=7.5x10* y Rm=1.5x 10%, por o que los experimentos pretenden inclufr esos
valores, o por lo menos valores cercanos a ellos.
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CONCLUSIONES
En este trabajo se llegd a los siguientes resultados de interés:
Para cl caso laminar:

o Se obtuvo la solucion analitica para el flujo laminar oscilante dentro de un cilindro
recto ¢ infinito, producido por un gradiente de presion que varia armonicamente con ¢l
tiempo (ecuacion 2.6).

o El comportamiento de la solucion anterior depende de manera importante del ntimero
de Reynolds: Rm=wa*lv , donde a es ¢l radio del cilindro, w la frecuencia angular de
oscilacion y v la viscosidad cinematica del fluido (figuras 2 a 7).

o Para Rm>1000 se tiene que:
- La velocidad del fluido es la misma en todas partes excepto en una region muy
cercana a la pared, i.e., el fluido se mueve pricticamente como cuerpo rigido.
- El flujo esta desfasado del gradiente de presion en n/2.

o Se calculd la velocidad promedio, la pérdida de presion y la energfa disipada por
unidad de tiempo, en funcién de Rm, promediando a ésta Gltima en un periodo de
oscilacion, (ecuaciones 2,10, 2.13 y 2.15 respectivamente).

e Para Rm>1000 se obtuvo una relacion entre la pérdida de presion y la velocidad
promedio (ecuacion 2.16), cuyas constantes se pueden determinar a través de las
funciones (2.10) y (2.13) y graficando a la pérdida de presion contra la velocidad
promedio . Esta relacion en gencral no es lineal, lo cual da un resultado distinto al
obtenido para flujos laminares permanentes dentro de ductos (ver seccion 2.3 del
capitulo 1),

Para el caso experimental:

e Se presenta una manera de obtener la pérdida de presion en un flujo oscilante real,
mediante experimentos con tubos en U, en los que una columna de fluido se pone a
oscilar con ayuda de la gravedad y de unas camaras de compresion de aire,

e Por analisis dimensional, se obtienen los parametros adimensionales que juegan un
papel importante en el experimento (ecuacion 3.1b).

o Se construyd un dispositivo experimental en el cual se mediran los desplazamientos de
la superficie libre de la columna de fluido contenida en el tubo en U mediante un
sensor de alturas.



o Sc obtuvo la ecuacion que modela al movimiento de la columna de fluido (ecuacién
34

o Sc explica como se recopilarin y analizaran los datos obtenidos por el sensor y se

muestra ¢l programa con ¢l cual se obtendra el valor del factor de friccidn para cada
experimento.

Se deja para un trabajo posterior la realizacion de los experimentos y el analisis de
datos correspondiente,
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APENDICE

Funciones de Kelvin

Series Ascendentes (v.x reales, x20, n natural) [1.9]:

LV« cos{( v+ k}n[
ber, (.\')=(5.\') (Z\ )
k=t

TRV k+1)

gt

, LY
bei (x) = (2 )420 !l(v+k+l)

4h

-0, Ly
1y |
kcr(x):—{log(-i.) +y f’)L‘I (x) #~~hu(\)+Z‘: ("l\)'. —((2k),

4k2
] n (_l)k( )
kei(x) = ‘{108(5~\')+Y }/)L‘l (x)- IJL’I(.\)-f'kZ” W(ﬁ 2k +1),

1 |
donde y = [lim {l +o+.+——log n} =05772... eslaconstante de Euler,
- 2 n

y ek=3h

Expansiones Asintdticas de bei(x) y ber(x) para v fijo y x grande [1]:

.y

ber,x » 7.—':: 20 cosa e senf
bei,x s == ¥ senu +¢°

\ 2n x
donde

=(V/\ﬁ)+(%v“é}‘ y B =a+§-.
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