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Introduccion.

El problema de ajuste de un modelo a un conjunto de datos con errores en las
observaciones tiene una rica historia y una considerable literatura. Sin embargo,
los problemas donde también existen errores en las variables independientes han
recibido poca atencidn.

Los errores en las variables independientes siempre ocurren, pero general-
mente son ignorados en las técnicas de minimos cuadrados lineales y no-lineales,
Aunque cabe mencionar, que si estos errores son relativaniente pequefios con res-
pecto a los de las observaciones de la variable dependiente entonces ignorarlos
usualmente no degrada seriamente la precisién de los pardmetros estimados.

En algunas dreas, las técnicas de medicién son tan precisas que los errores en
las variables independientes son significativos comparados con los de la variable
dependiente. Un ejemplo es la calibracién de dispositivos electrénicos, medidores
de flujo y calorimetros, otra clase de ejemplos proviene del ajuste de curvas y
superficies.

El objetivo de esta tesis es estudiar un algoritmo eficiente para el problema
de ajuste de un modelo a un conjunto de datos, considerando que todas las
variables estdn sujetas a error.

En el capitulo I desarrollamos ¢l ajuste de pardmetros al modelo lineal con-
siderando soldmente errores en las ordenadas (ajuste ordinario) y paralelamente
las ideas del ajuste considerando errores en ambas variables (ajuste ortogonal),
ésto lo hacemos con el objeto de introducir al lector a las dificultades del pro-
blema y de como superarlas, para hacer méds fécil de entender el caso general.

En el capftulo IT generalizamos las ideas del capitulo I tanto para el ajuste
ordinario como para el ajuste ortogonal al modelo multiple, cuya presentacién
es nueva. ,

En el capitulo ITI consideramos el problema ordinario de mfnimos cuadrados
no-lineales; en primer lugar tratamos brevemente el método de Gauss-Newton
y Gauss-Newton Modificado y posteriormente el de Levenberg-Marquardt en
forma extensa por ser la parte medular del algoritmo del ajuste ortogonal no-
lineal.

En el capitulo IV desarrollamos las ideas del ajuste ortogonal del mode-

-



lo no-lineal, primero consideramos un ejemplo para ilustrar las ideas que per-
miten simplificar el problema y convertirlo a un problema ordinario de mfnimos
cuadrados no-lineales, asf el caso general no-lineal se sigue de inmediato.

En el capitulo V presentamos una breve reseiia de un paquete de subrutinas
en FORTRAN, ODRPACK, que realiza ajustes tanto ordinarios como ortogo-
nales usando el algoritmo descrito en este trabajo, con é] resolvimos algunos
ejemplos que presentamos al final de este capitulo. Este paquete fue hecho por
Paul Boggs [6] y sus colaboradores en el National Institute of Standars and
Technology y estd disponible en la INTERNET (netlib).

Finalmente presentamos algunos apéndices que complementan el material
desarrollado en este trabajo. |

El proyecto que nos deja este material es realizar un programa que sea de

uso fdcil para las personas que lo quieran aplicar a casos sencillos,

vi



Capitulo I

Problema de ajuste de parametros del modelo
lineal.

De los posibles modelos que pueden ser ajustades a un conjunto de datos, el
més comin es el modelo lineal; ya sea por simplicidad o porque es una buena
eleccidén de ajuste para los datos. En nuestro caso quisimos discutir este tipo de
ajuste como una introduccién al problema de ajuste de pardmetros del modelo
no-lineal,

El problema de ajuste del modelo lineal lo plantearemos en base a dos ideas,
una considerando las distancias verticales y otra considerando las distancias
ortogonales de los datos al modelo, obtendremos la solucién en ambos casos,
para que finalmente comparemos similitudes y diferencias; asf como establecer

conclusiones.

I.1 Planteamiento del problema de ajuste ordinario de
pardmetros del modelo lineal.

Un problema clésico en el 4rea de Estadfstica es el ajuste‘ de pardmetros a
una recta bajo ciertas suposiciones, nosotros trataremos este problema en los
aspectos numéricos. Nuestro objetivo para este efecto, es ajustar al conjunto de
datos coordenados, de la forma :

{(@iyi): para i=1,...,n} (i.1.1)



T R R

al modelo lineal:
m(z; B) = fo + Bz (i.1.2)
dondez € Ry B = (§).
Para desarrollar Jas ideas del planteamiento de este problema, nos apoyare-
mos en las jdeas grificas , por lo que pensemos que la recta que ajusta a los
datos (i.1.1) es £ = fp + Bz y denotemos con ¢; a la distancia sobre las or-

denadas (distancia vertical) del i-ésimo dato a la recta £ y que gréficamente lo

/4‘f=po+p1l
LT R —

observamos asf:

X, X

Figura 1.1: 1dea grifica del ajuste ordinario a una recta.

Si consideramos el conjunto coordenado {(z;,l;) : para i = 1,...,n}
donde £; = 8y + Biz;, es clara la siguiente igualdad:

=y~ para i=1,,..,,n , (1.1.3)
de esta igualdad obtenemos :
yi=P+pfei+e para i=1,...,n (i.1.4)

a partir de este momento utilizamos notacién vectorial, por lo que denotamos:

€1 n z

- €| _ b2 — ) ,

E=) .| ¥=|. y X=]. (1.1.5)
€n Yn Ty



asf la expresién escalar (i.1.4) la escribimos en forma vectorial como:
Y =051+BX+E

el simbolo 1 representa el vector unitario, cuyas entradas son el escalar uno,
nuestro propdsito es calcular 8y y 8, de tal manera que las distancias, €;, sean
lo méds pequefias posibles. Uno de los posibles caminos para obtener la recta
que mejor ajusta a los datos es minimizar la norma al cuadrado del vector €, es

decir, planteamos el problema con restricciones como :

1 2

min 3 ||€
in 7]
sujetoa V=Kl +HX+E

de la restriccién despejamos € y sustitufmos, asf obtenemos el siguiente problema
de minimizacidn sin restricciones;
. 1) = - =\ 112 .
min 3| ¥ - (&I +A%) | (i.1.6)
B

el factor un medio es sélo para eliminar constantes al momento de derivar para
resolver este problema, lo que haremos en la siguiente seccién.

En general, el vector  se le conoce commo residuo, pero lo denotaremos como
(5):

7(B) =¥ - (Al + %) (i.1.7)

aunque es una funcién que depende del vector 3, algunas veces sélo la escribire-

mos como F, bajo estos términos otra manera de escribir el problema (i.1.6)
es:

mn 3FOI

en las secciones subsecuentes el término de residuo nos serd de gran utilidad, en
especial para fijar ideas.




RGNt S T ST S S o

P AT

{

I.2 Solucién del problema de ajuste de pardmetros ordi-
nario del modelo lineal.

Recordemos, que para encontrar un minimo de una funcién, obtenemos los pun-
tos criticos, derivando dicha funcién e igualando su derivada a cero, en este caso

como es una funcién de JR" a IR calculamos el gradiente de la funcién :

@)= 37-Gi+s% |’ G2
entonces el problema (7.1.6) se simplifica a:
min /(B) | (i.2:2)

si calculamos las derivadas parciales de la funcién f con respecto a los pardme-

tros Bo y /3, obtenemos.
7%

5’%‘ =-%[¥- (Bl +5%)]

las igualamos a cero,con esto obtenemos un sistema de ecuaciones lineales para -

—T' (7= (BI+A%) ]

los pardmetros de la formas:

1.y (1.2.3)

wl
il

Bol' - T+ 51
ﬂoi‘*i"’rﬁ]f"i = x 'y (i.2.4)

estas ecuaciones reciben el nombre de ecuaciones normales del problema de
minimos cuadrados lineales (i.2.2); despejamos f; de la ecuacién (i.2.3), obte-

nemos:

-t -t
i.v— .
=L YAl X (.2.5)

como T € R" entonces T T = n; sustituyendo By en la ecuacién (2.2.4) tenemos

el desarrollo:

(ily_ﬁx-g._i)(i.i.).‘*‘ﬁ]ibi =%,

T y-4T DE D +ns%x = o% .y



de aquf despejamos el parémetro §i:

n*?4VW@T) (.2.5)
X

=l ol
-1 %)
otra forma de escribir estas expresiones es en términos de las medias cuya

definicién es:

Definicién ¢ Sea @ € IRY, definimos como la media de @ como:

(-
‘u

Ll

Hy =

“I

Una forma natural de extender esta definicién es:

Definicién : Sea ¥,T € IR, definimos como la media de ¥ y @ como:

L
ll!ll l

Con estas definiciones, las expresiones para By y £ son :

Bo = ity = Bipiz (i.2.6)
_ Hzy = lzlly ,
m—TIﬁf' (1.2.7)

I.3 Planteamiento del problema de ajuste ortogonal de
pardmetros del modelo lineal.

Como en la seccién .1 suponemos que al conjunto de datos :
{(xi,ys): para i=1,...,n} (i.3.1)
les queremos ajustar un modelo lineal de la forma:
m(z; B) = fo + Pix (i.3.2)
dondezx€ Ry f= (g“’)
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Habfamos dicho que nuestro propésito es ajustar una recta a los datos (7.3.1),
pero ahora consideramos la distancia ortogonal del dato i a la recta, la cual la
denotamos como d;, imaginemos que la gréfica correspondiente es:.

Y

{=Po+Px

yl L S LLIE CXTERLEETIRTYP SRV

X3 Xi X

Figura 1.2: Idea gréfica del ajuste ortogonal a una recta.

como podemos ver en la gréafica, €; es la distancia sobre la ordenada y §; es
la distancia sobre la abcisa del dato i a la recta, si utilizamos el teorema de

Pitdgoras encontramos la siguiente expresién para d;:
d? = e? + 67 ara i=1,...,n (i.3.3)
] — " (] p — ’l..’ » ", .

Hemos mencionado que preferimos manejar vectores que escalares por fa-
cilidad y para evitar uso de fndices confusos, ademds de la notacién usada en
(.1.5), construimos con la misma idea los vectores d y § como:

d; &
- d. -
5 :2 y F= L)
d, n

como nuestro objetivo es encontrar la recta que mejor ajuste a los datos, en
este caso también lo haremos en el sentido que las distancias ortogonales sean
minimas, por lo que minimizamos la norma del vector d planteando e! problema



como:
11112 R
minj ([ d 1.3.4
in |3 (3.4
sujetoa  §=Rl+G(X+58) +E

como Z es el vector de pardmetros que depende en forma lineal, lo despejamos
de la restriccién (i.3.4) y lo sustitufmos en (i.3.3) para obtener:

& = (i~ [Bo+ Az +6)) +8 para i=1,...,n

consecuentemente (2.3.4) lo transformamos en un problema de minimizacién sin

restricciones de la forma:

mn 3 {||7-1&T+mE+O| + | 3]} (1.3.5)

B
observamos que resolver este problema de minimizacién implica obtener (n + 2)
pardmetros, es decir, el niimero de pardmetros serd tan grande como el mimero

de datos, lo cual complica considerablemente el problema.

En este caso también construimos la funcién:
t5(B,8) =¥ - [Bo1 + 1 (X + )]

la cual la llamaremos como residuo ortogonal y asf escribimos e} planteamiento
del problema (i.3.5) como:

mn (|R@D["+ |5])

al vector Ts, lo podemos escribir en términos del residuo ordinario ¥ (definido
en la seccién I.1) de la siguiente forma:

Ts=F—f0
por lo que otra forma de escribir el problema (i.3.7) es:
n%n 3 {(F — Br8)!(F - r6) + 513}

esta expresién del planteamiento del problema la utilizaremos en la siguiente
seccién, para desarrollar un método de solucién para este problema.
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I.4 Solucién del problema de ajuste ortogonal de
pardmetros del modelo lineal.

Para resolver el problema de ajuste de pardmetros a una recta via distancias
ortogonales, seguiremos el mismo procedimiento de la seccién 1.2, En este caso

la funcién a minimizar es:
stn) = 3 {(® - B3)(x - ;8) + 5'5)

donde 5 = (?)
Por lo que el problema que resolvemos es:

m';n fs(n) (i.4.1)

calculamos las derivadas parciales de la funcién f5 como;

o =(pF-nr1

0k =(p3-1(®+9)

Ofi g (aF-r)+3
= -5+
FY; Bi(Bi6—T) +
a estas derivadas parciales las igualamos a cero, asf obtenemos el siguiente sis-
tema de (n + 2) ecuaciones para los pardmetros By, By y 6:

(BE-5)1=0 (1.4.2)
(B8 —F)' (X+8) =0 (i.4.3)
Bi(AE—F)+6=0 (1.4.4)

si aplicamos la transpuesta y multiplicamos por el vector uno a (i.4.4), ademds
utilizamos la ecuacién (i.4.2) obtenemos la siguiente relacién:

3.1=0 (i.4.5)



si ahora , de la ecuacién (i.4.4) despejamos el vector 6 obtemos:

. .
b= ﬂ¥+1r (i.4.6)

con esta igualdad y a partir de (i.4.5) concluimos que la suma de los residuos
es igual a cero, que es un resultado muy conocido en Estadistica. Observamos
que podemos despejar By de (i.4.2) y esto se nos facilita por la ecuacién (i.4.5),

asf obtener: .
— '—— . —— —¢ . T
ﬁo—n(yt 1-4% 106 1)

que escrita en términos de las medias queda como:

Bo = 1y = Btz (1.4.7)

que es la misma relacién que obtuvimos en el ajuste ordinario de pardmetros
lineal, a diferencia de este, el cdlculo de B, es diferente. Con esto, nos resta
obtener una expresion para el pardmetro 3, esto lo haremos de la ecuacién

(¢.4.3), de la cual obtenemos:
AiF A+ B (X +8) ~F (X +B8) + oI X =0

si ahora utilizamos (1.4.6) y (7.4.7) para simplificar esta igualdad, obtenemos

una ecuacién cuadrética para By de la forma:

n

CES [(Hey = 12by)BY + (a2 — 2 + B2 = py2)Pr — piay + Hzity] =0

como n es distinta de cero implica que 3, satisface:
(Hay = Heg)B] + (s = 13 + 1 = 1y2) By = zy + pizpty = 0

esta ecuacidn ticne siempre solucién real, para observar esto, haremos las si-
guientes asignaciones;

@ = [lzy — [izlly
b= paa =2+ pd -y

con esto la ecuacién la escribimos como:

aff} +bB —a=0
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calculamos el discriminante A de esta ecuacién de segundo grado:
A =b? +4a?

como siempre es positivo, obtenemos dos rafces reales; pero ahora nos enfrenta-
mos a otro problema pues no sabemos cual de las dos soluciones minimiza las
distancias ortogonales, por lo que decidimos sustituir las expresiones de B y &
en la funcién objetivo de (i.4.1) y asf obtener una funcién de $; de la forma:

f(B1) = '1'4%/'3? T'F (1.4.9)

donde ¥ depende tanto de B, como de 5 por lo que sustitufmos (i.4.8) en la
expresién del residuo (4.1.7), por lo que obtenemos:

F=§-2f

que s6lo depende de un pardmetro, por lo que resolvemos €l problema:

min
b 1+ ﬁf

otro camino que podemos tomar es graficar la funcién (4.4.9) y las dos soluciones

rr,

de la cuadrdtica para saber cual corresponde al mfnimo. Esto lo veremos en la
seccion 1.5 mediante un ejemplo pero antes haremos un anélisis de la solucién
en términos del coeficiente de correlacién utilizado en Estadistica.

I.4.1 Anadlisis de la solucidn del ajuste ortogonal lineal.

En esta seccién analizamos la solucién de la ecuacién de segundo grado de B
obtenida anteriormente, que es:

(Hay — Hetty)BY + (Mot — B2 4+ 12 = @) By — pray + pzpty =0 (14.1.1) -

con respecto a la correlacién de la variables z y y, su definicién en términos de

nuestra notacién es:
Hzy = jizfly

Vit — ik \ﬂ:m -4l

e (1.4.1.2)

10



para evitar confusiones, a la solucién de B, del ajuste ordinario lineal, la deno-

tamos como: .
lry — Mz}t ,
By= L;v__’,_li (i.4.1.3)
T

[+
con esta notacién escribimos (i.4.1.1) en términos de py 8, como:

By

B} + (i-g—; f—1=0 (i.4.14)

de esta ecuacién conclufmos la siguiente propiedad:
Prop: Los puntos criticos corresponden a dos rectas ortogonales entre sf.

Utilizamos la férmula general para ecuaciones cuadréticas para obtener las
dos soluciones de (i.4.1.4):

—(e*- B ﬂ:\/e2 ﬂ12+4ﬂ1 et

2 ﬂl e
si sélo trabajamos con e} radical para simplificar obtenemos:

P =

c2 c2 02 od o2 o2
(- B)+4p8,¢" =4 -20 By + By '*2'4 By ¢t +2¢ ﬁl ~2¢* By

= (¢* +51) + 46" B, (& —1)

con esta simplificacién las soluciones de (i.4.1.4) estdn dadas por:

02
02 Y -
~(e*- By) £ (+B)) |1+ i ﬂ 92 1

2
P = 5 Ch ﬁ ) (i.4.1.5)

26 &

como observamos esta solucién a simple vista es muy dificil de analizar por lo

que hacemos la siguiente aproximacién:

492 ﬂ, (92 - 1)
(*+ ﬂl)z

lo haremos pensando en la funcién:

—¢ (1.4.1.6)

V()= 1+€

1
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donde .2
_ 4% By (8* - 1)

(*+ 53)2

si suponemos que | £ | << 1, obtenemos la siguiente aproximacién de primer

§

orden:

ER —2

por lo que sustituyendo y simplicamos obtenemos:
(1.4.1.7)

si esto lo sustitufmos en (i.4.1.5) tenemos que la primera rafz tomando el signo

positivo es:

° 02
2
prabl_EEh, (i.4.1.8)
e 26, ¢
y la segunda raiz tomando el signo negativo es:
02
2
B 4 EEP, (i.4.1.9)
B 2B ¢
que sustituyendo (.4.1.7) en estas dos soluciones obtenemos:
© o
2
-1
Bf ~ % + @-14 Z :
&+ By
©
. 1 (@-15
L s
Ay &+ By

ahora analizaremos estas dos soluciones de acuerdo a los valores de g%

e Si g? ~ 1 entonces
ferg zﬁl
que es la solucién del ajuste ordinario lineal, que en realidad es lo que
nosotros esperdbamos y la otra solucién es:

By m—+

que corresponde a la recta ortogonal.

12



1.5 Ejemplo

Una vez realizada ]a teorfa del ajuste de pardmetros del modelo linea) tanto or-

dinario como ortogonal, la ilustraremos con un ejemplo, es decir, consideraremos

los siguientes datos:

Tabla 1.1: Datos para el ajuste ortogonal y ordinario a una recta.

X 0 0.9 1.8

2.6

3.3

44

5.2

6.1

6.5

74

y 16,9 | 54 | 44

4.6

3.5

3.7

2.8

2.8

204

1‘5

para ajustarlos al modelo lineal:

m(z; B) = fu + Pz

como habfaimos mencionado antes, como primer paso calculamos las dos rafces

de la cuadrdtica, las cuales las graficamos con la funcién (i.4.9), como lo muestra

la siguiente figura:

18

1] S

1113

48k o

L[] SO

28k i

18

(7.5 "R, ..............

SETTITTRITPITTTLN [¥ PITPITTSS

...................

-6

Figura L3: Mfnimo y méximo de f(8;) = I—J:Ev{ T'T.

aquf nos damos cuenta cual rafz corresponde al mfnimo y cual al méximo, por
lo que podremos seguir dos caminos para obtener dos soluciones a este proble-

13




ma, una via regresién ortogonal y otra por regresién ordinaria, las cuales las

utilizamos para obtener las siguiente grafica:

e e

datos -=) o : ajustados -=> X @

Figura 1.4: Rectas obtenidas por ajuste ortogonal y ordinario.

aqui también graficamos la recta correspondiente al méximo.

14



Capitulo 11

Problema de ajuste de pardmetros del modelo
multiple.

En el capitulo anterior mostramos el problema de ajuste de parémetros a la
recta, ahora trataremos el caso general, en el cual ajustaremos p pardmetros,

tanto para el caso ordinario como para el ortogonal,

II.1 Planteamiento del problema de ajuste ordinario de
pardmetros del modelo miltiple.

Vamos a generalizar las ideas del ajuste ordinario a la recta, al modelo general
de (p + 1) pardmetros.

Pero antes de esto, lo haremos para tres pardmetros y posteriormente con
la experiencia ya obtenida se nos hard natural generalizarlo sin necesidad de
hacerlo paso por paso, para esto suponemos que el conjunto de n datos es de la
forma:

{(zi1, zi2,y:); para i=1...n} (ii.1.1)

le queremos ajustar un modelo definido como:
m(z1,z2; B) = fo + fiz1 + o2 : (i4.1.2)

donde zy,z, € Ry B es un vector cuyas entradas son los parémetros a estimar,
de la forma:
Bo

B=15
Ba

16



y ademds, sea p un plano en JR® que ajusta a los datos (ii.1.1), lo cual

graficamente lo podemos ver como:

Figura 11.1: Idea gréfica del ajuste ordinario a un plano.

en la grifica denotamos con ¢; a la distancia vertical del dato 7 al plano p, es

decir:
& =W~ P
donde
pi = Bo + Bizwiy + Batiz

es el punto sobre el plano p correspondiente al punto (z;1,zi2).

Nos gustaria que p sea el plano que ajuste mejor a los datos en el sentido

que las distancias verticales de los datos al plano sean minimas, por lo que el

planteamiento es:
. 14 = 12
min 5 ||
B
sujeto & ¥ = Bl + 1% + BoXz + E

construimos el vector € como:

n—nm
_ Y2— D2
E= .

Yn— Pn

es equivalente resolver el problema sin restricciones:

n%n LT~ (BT 4+ 8% + Bi%) |

16

(.1.3)

(1i.0.4)



el vector residuo en este caso lo escribiremos como:

F(B) =¥ — (Bol + Bi%1 + fa%a) (i1.1.5)
donde
Ty 12
- T2 _ 99
Xy = . y X2= .
Tn) Tn2

si observamos (ii.1.5), € residuo lo podemos escribir de la forma:

1 2y a1y
e |1 oz oz Ao
@=y-|. 7 | |a
o : 5
Ll Tn1  Tn2 |
si denotamos: N i
1 an zp2
1 znn zp
X= . .
Ll Tnl  Tng ]

finalmente el residuo lo escribimos en forma matricial como:
rf)=y-Xp

por lo que (74.1.4) lo escribimos como:

min L (v-xB) (v-XB) (ii.1.6)
0 que es lo mismo:
min }||y-XB I (L)

Caso general.
Con lo anterior podemos generalizar ficilmente para (p + 1) pardmetros, es
decir, en este caso el conjunto de datos es de la forma:

{(xihxﬂv-'nmip:yi); para i=1...n}

17
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y el modelo lineal general es:
m(mnxm v smp;ﬁ) =f+fz+ ...+ ﬂpmp

en este caso cl planteamiento es el mismo que (71.1.6) pero no B y X, ahora
serdn de la forma:
Bo 1oan . @y
—_— ﬂl 1 T2y v .’EQP
B=|.1 ¥y X=[{. . :

.
3 . .
. .

ﬁp 1 .’vm vee wnp

para el mejor manejo de esta matriz la escribimos de la forma:
X=[1 M]

por lo que la matriz A queda definida como;
11 T2 e Typ

gy Ty 0 Ty .
M={ P (i4.1.8)

. .
» . .
. . .

Tpy Tpy  ves :c,,,,

con esta notacion el planteamiento del problema lo escribimos como;
— AWL - A
min 3 [¥- (AT +Mﬂ) | [7- (a1 +Mﬂ) ] (1.1.9)
8

donde 3 es el vector de pardmetros excepto Sy de la forma:

B

p=|"

Br
de aquf es fécil observar que el vector residuo en forma matricial es de la forma:
r=y- (4T + Mﬂ“) (#.1.10)

y consecuentemente en forma vectorial es:

P
F=y- (ﬁoi+ Y ﬁ,-i,-) (#1.1.11)

j=1

lo cual nos permitird un mejor manejo de ellos en secciones posteriores.

18



II.2 Solucién del problema del ajuste ordinario de
pardmetros al modelo miiltiple .

Para resolver el problema del ajuste ordinario del modelo miiltiple utilizamos el

planteamiento (1i.1.9):
mn } [7- (&7 + M) ]' [7- (6T +M§) ]

donde M es una matriz de n x p.
Calculamos el gradiente de la funcién :

f— — a ‘ — -
1@ =4 [y~ (8T +MB) | [y~ (&T+M5)]
que es un vector de la forma:
Tt [y - (ﬁoi+ Mﬂ) ]
ViB) =
M [y - (ﬁoi+ Mﬁ) ]
si lo igualamos a cero obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:
T [y— (ﬁoi+ MB) ] =0
(1.2.1)
M [y— (50I+MB) ] =0
como ya habfamos mencionado estas son las ecuaciones normales correspondien-

tes al caso ordinario miltiple, de la primera ecuacién observamos que la suma

de los residuos es igual a cero y ademas también de esta despejamos B, y asf

obtener:

e -

que en términos de las medias queda escrito como:
b=y~ (1.2.2)
donde 77 es el vector de las medias de los vectores Xi,X2,. . »wXp €s decir:

I‘.‘n



A A g o v g e

T i st 3

S

si sustitufmos el valor de f§; en la segunda ecuacién de (44.2.1) y simplificando,

obtenemos:
M [-y-—u,,i‘— (M-I-;z‘)ﬁ] =0 (i4.2.3)
a partir de este sistema es claro denotar:

y=y- [lyl (ii‘2'4)

es decir estamos denotando al vector menos su media esto nos ayudara a sim-
plificar (i7.2.3) y férmulas posteriores, anélogamente lo haremos para:

B =Xy —p,,1 para k=1,...,p (41.2.5)
y finalmente definimos a la matriz M como:
M = &% | (ii.2.6)
con esta notacion escribimos el sistema de ecuaciones (i4.2.3) como:
M ( §— Mj ) =0 (#.2.7)

observamos la necesidad de escribir este sistema en términos de las medias, lo

cual lo haremos a partir de la relacién:
M= M+1g (i1.2.8)
entonces ahora (74.2.7) es de la forma:
~ — ‘ -~ A
(M+1;2‘) (g—Mﬁ) =0

pero si verificamos que se cumplen las siguientes igualdades:

Tg =0
M =0

entonces podemos escribir este sistema simplemente como:

it (g — MB ) =0 O (5.29)

20



que corresponden a las Wltimas p ecuaciones normales escritas en términos de
las medias, de estas ecuaciones obtenemos el vector 3 y una alternativa para
hacer esto es utilizar la factorizacién QR de la matriz M, es decir:

M=QR

donde @'Q = I y R es una matriz triangular superior, esto lo sustitufmos en

(#4.2.9) y obtenemos el siguiente desarrollo:
M3 = M'§
(@QR(QR)B =(QR)j
RQQRS  =RQY§
R'R3 =R'Q'§

Rp = Q'
finalmente, resolvemos este sistema equivalente a (ii.2.9), por sustitucién hacia

atras, ya que / es una matriz triangular superior, asf evitamos calcular la inversa
de M.

II.3 Planteamiento del problema de ajuste ortogonal de-
pardmetros del modelo miltiple.

Plantearemos el problema de ajuste ortogonal para el modelo miltiple, es decir
para p(n+1)+1 parémetros, el porqué de este nimero lo veremos més adelante.

Como en el caso ordinario miltiple primero lo haremos para tres pardmetros
Y posteriormente generalizaremos las ideas, por 1o que el modelo que utilizamos
es:

m(z1,22; B) = Bo + 121 + Bo2 (ii.3.1)

lo ajustamos al conjunto de datos de la forma:
{(zir, 22y ys) para i=1...n} (11.3.2)

21
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para graficar esto suponemos que p = g + f121 + (22 es un plano que ajusta

a los datos:

Figura 11.2: 1dea gréfica del ajuste ortogonal a un plano.

en cste caso usamos la idea de distancia ortogonal del dato i al plano p, la cual

la representamos con d;,
Como ya hemos mencionado, minimizaremos el cuadrado las distancias d;,

las cuales las calculamos como:

d? =6} +€? para i=1,...,n (i1.3.3)
de acuerdo a la gréfica, la distancia 6} es:

62 =64+ 6% para i=1,...,n (ii.3.4)

puesto que dos veces aplicamos el teorema de Pitdgoras, por lo que sustituimos
(#.3.4) en (i1.3.3) obtenemos:

& =64 + 65 +€! para i=1,...,n (11.3.5)

con los elementos que hemos adquirido, el planteamiento del problema con res-

tricciones es :

" 1 -a 2
Join | d|

sujeto a ¥ = Bl + (X1 + 61) + fa(X2 + 63) + &

22



donde

d & by

— d, & - 62 ;

d= 2 E= 2 y &= ,J para j=1,2,
dvn En 6""

que es equivalente resolver el problema sin restricciones:
min}{ [F- [AT+A4E +8)+ A&+ W)+ 6]+ &'} Gise)

donde

S
]
D ol

para simplificar notacién,

El residuo ortogonal en este caso es:
T =Y~ (AT + (% +8)+ By(%2 +5)) ]
este residuo lo escribimos en términos del residuo ordinario ¥ de la forma:
t5(n) =T(B) — (5151 + B252)

asf ¢l planteamiento del problema de ajuste a un plano, por medio de distancias

ortogonales, con notacién vectorial es:
. ot AT
min %{rﬁro +8,6, +6232}.

Caso general,

El objetivo que perseguimos al plantear el problema del modelo lineal para
tres pardmetros es que de manera natural generalizemos para (p+1) pardmetros,
es decir, ahora queremos ajustar el modelo miiltiple de la forma:

(21,22, ..+, 2p; B) = fo + L1 + +++ + Bpap

al conjunto de datos:

{ @iy 22y oy Tipy i) 5 para i=1...n}

23



lo cual lo logramos resolviendo el problema de minimizacién:
1)+ S
in 54 T 8,65 1.3.7
o 15 s

donde 7 es el vector de todos los pardmetros a calcular de la forma:

boeo O wl

bp
y a su vez los vectores que componen este vector son:

)y
= [Bo _r .
ﬁ:[h] y 6= : para j=1,...,p
B

donde A lo definimos en (#4.1.9) por lo que tenemos un total de p(n + 1) + 1
pardmetros que calcular, en este caso se incrementa pn con respecto al caso
ordinario, pues en este calculamos (p + 1) pardmetros.

También la expresién del residuo ortogonal la generalizamos de la siguiente
forma;

P
Ts=[F— ) 65 o (4.3.8)
j=1

donde ¥ es de la forma (44,1.11), con todos estos elementos podemos ya buscar
una solucién a este problema, tratando de obtener un procedimiento parecido

al de la seccién 1.4 que reduzca el trabajo que implica resolver este problema.
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II.4 Solucién del problema de ajuste ortogonal de
paridmetros del modelo miiltiple.

En esta seccién desarrollaremos las ideas para resolver el problema (ii.3.7), el

cual escribimos a continuacién:
L
min  § {6+ 8% (i.4.1)
i=1

construyamos la funcién G : RP+DH — Rr(P+)) de la siguiente forma:
Ts(n)

&

Gm)=1 .

[

donde ¥5(n) la denotamos en (ii.3.8), con la definicién de esta funcién, (ii.4.1)

lo escribimos en una forma més compacta:
| 2 .
ming | G|l (11.4.2)
seguimos el mismo procedimiento, calculamos el gradiente de la funcién :

f) =41 G |

de la siguiente formas:

Vf=JLG
donde Jg es el jacobiano de la funcién G, que al calcularlo obtenemos una matriz
de la forma: _
=1 & +8) o —®+8) ~Pula ~Baln o+ —Ppln]
Onx1 0nx1 Onx1 In On v 0,
Jo = Onx1 0nx1 Onx1 0, I 0,
-onxl onxl e Onx] 0,, 0" ved I" B
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al multiplicar este jacobiano por la funcién G obtenemos:

( --i-lfo
~ (X1 + 6,)'Fs

~ (X2 + &)

vf

Il

~iTs + 6

—BaoFs + 6,

—BpTs + 311

\

)

)

como ya tenemos el gradiente, el siguiente paso a seguir es igualarlo al vector

cero, con esto obtenemos un sistema de ecuaciones,

el cual lo escribiremos sustj-

tuyendo ¥5 por (i1.3.8), por consiguiente el sistema de p(n+1)+1 ecuaciones

resultante es: ,
T() B;%; ~¥]
i=1
(%1 +61) [0, 855 — k]
(%2 +82)![X0., 4;5; — ¥

(% +85)' 5y ;55 — 7]
Bl by - 7] + 5y
Bel3li1 i — ] + 5,
o351 Bi%5 ~ ¥ + 3,

26
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colocamos una numeracién por bloques de sistemas de ecuaciones que serin
importantes para nosotros, es interesante observar que el bloque (ii.4.5) es un
sistema de (n x p) ecuaciones, que tal vez a simple vista no podamos identificar.
Para reducir el nimero de pardmetros a calcular seguiremos un procedimiento
parecido a I.4. Para esto de (ii.4.5) tomemos sélo la {-ésima ecuacién para

evitar confusiones pues para las demds ecuaciones de este bloque es anilogo:

P
Be [Zﬁj-gj —f] +8=0

J=1

si la multiplicamos por el vector T' y por la ecuacién (i4.4.3) obtenemos:

T.5,=0 (i3.4.6)
también obtenemos una expresién de 5 en términos de las medias, si la despe-
jamos de la ecuacién (ii.4.3) y adicionalmente utilizamos la igualdad (ii.4.6),
con esto obtenemos: ,
Bo=tty— Y Bjtta, (i1.4.7)
i=1
si la escribimos en forma vectorial queda como:

Bo = py ‘l_“ﬁ

donde Ji lo definimos en (ii.2.2); como Gy quedo expresado en términos de los
parémetros 31, 32,...,0p, nos sugiere tratar de escribir a las 3,-’5 en términos de
estos pardmetros, por lo que escribimos (ii.4.5) de la forma:

B L5 B8 +81 ~BF =0
B E?:q ﬁjéj +b—foF =0

Bp X re1 Bibi+ 6~ BF =0

en el siguiente paso desarrollamos las sumas con el fin de tener una mayor
claridad de la estructura de la matriz asociada a este sistema de ecuaciones
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lineales con respecto a los pardmetros é;,8,...,0p:

(B +05 + BBl + Bifsds + ... + BBl = BiF
BaBily + (B+1)8 + Bfshs + o+ Bl =
Bifiby + Bubrby + (B+18 + ... +  Bafpdy = BiF

|
®
"

Bbros + BBl + Bfsbs + ... + (B+1)E = GF
escrito asf no nos queda duda que el sistema de ecuaciones anterlor, Jo escribimos
en forma matricial como:

(B +1), BBy BiBsly ... BiBpln &7 [BE
Bafiln  (B+0DI Bfsln .. BaBpla b2 o
Babir I Baboln  (B2+1)I ... BaBpln by | = | BT

L BBl BBl BBl ... (B+DLILE] LaF
utilizamos la definicién del producto de Kronecker o Tensorial (ver apéndice A)

el sistema es equivalente a:

F(BE+1) BB BB ... BB ] (67 B
BBy (BE41) BBy ... B 6y B

BBy BB (BE+1) ... BBy |®L|&|=|B|6F (ii4.8)
L BB BB BB . (BN L1 LB
si denotamos -
by
5-|®
&
entonces (i4.4.8), lo escribimos como:
[(+88) @ L] 3=per (1.4.9)

Una vez que obtenemos esta expresidn recordemos que nuestro objetivo es
despejar los vectores 6;’s en términos de los pardmetros f; para j = 1,...,p,

para esto calculamos la inversa de la matriz (I + AB") que intuimos tenga una
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estructura similar, por lo cual la escribimos como:
(hp+B3H" = I, -vw

donde @ € IRP; como estamos calculando la inversa entonces se cumple la si-
guiente igualdad:
(I + BB (I, — Tw) = I, (i1.4.10)

si realizamos las operaciones y hacemos la siguiente asignacién:
U=183 donde 7€ R,
obtenemos la siguiente igualdad:
v ) . 112
BB -0+ |8 N=0,
como 3 # 0 por lo tanto obtenemos:

e 1
= —
1+ | 4]
por lo que finalnente obtenemos la inversa deseada:
Ap
112
t+ | 4]

7

(I + ﬁﬁ')”l =1~

multiplicamos por esta matriz inversa a (ii.4.9) y asf despejar &

5 = Ip-—-@% o I,| (3&F)
1+ ] 4|
= ﬁ.——ﬁ“‘: 7| ®F
1+ |4
ﬂ. 2
= 1——-"—“—7. (Be¥)
1+ | 8]
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por lo que finalmente llegamos a la expresién:

F=— (B o)

1+ 4]
de aquf obtenemos una expresién para 8y, en términos de f:

3k=—-—-—ﬂ"———2F para k=1...p (71.4.11)

| 4]

una vez obtenidas estas expresiones, nuestro problema se reduce a resolver el

sistema (ii.4.4), este sistema de ecuaciones depende tanto del pardmetro § como
de B, por lo que lo transformamos para que sélo dependa de ,@, para esto con-

sideremos la k—ésima ecuacion:

)4
(=i + 8)'D_ B;8; ~F] =0

J=1

basta simplificar esta sola ecuacién, puesto que para las demés es anélogo, por

lo que sustituimos (#4.4.11) y simplificamos para obtener:
A 12 t
[(1+ “ i “ )i‘k+ﬂki’] F=0 para k=1,...,p
con esto ¢l sistema de ecuaciones (#1.4.4) lo escribimos en forma matricial como:
2 A
[(1 + " 8 || )M 4 ,BF'] F=0 (#8.4.12)

donde M es la matriz definida en (ii.1.8).

Ahora sélo nos falta sustituir el pardmetro Sy por su expresién, el cual estd
involucrado en el residuo ordinario F, para esto utilizamos (i4.2.4), (i1.2.5) y
(#1.2.6) para escribir el residuo como: .

F=j—Mj (1.4.13)

asf el sistema de ecuaciones (#i.4.12), en estos términos es;

[(1 * “ 5 ||2)M +. (5 - MpB)B" '(g - MpB)=0 (i1.4.14)
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bueno, pero este sistema nos gustarfa escribirlo en términos de Jfl, para esto

utilizamos (ii.2.8), para transformar finalmente las ecuaciones (ii.4.14) a:

1+ | 8| )itta - 528) + - J1BY G - 1) = 0
que es equivalente a:
(+ |8 i -1th)+4 | G- 51B) | =0
[(1+ | 8] s3t + -3 ﬁ)ﬁt]'(y—fm) =0

Si observamos detenidamente (#i.4.16) y suponemos que:

entonces obtenemos:
M(§—MB)~0

(ii.4.15)

(ii.4.16)

(1i.4.17)

que son parecidas a las ecuaciones normales escritas en (i4.2.9), por lo que

interpretaremos que la solucién del sistema (i4.4.16) es parecida a la del ajuste
-]

ordinario, la cual denotaremos como 3. Con esta primera observacién podemos

establecer un primer método de solucién.
Método 1,

e Calcular la solucién S, del sistema de ecuaciones

2

A |12, ~ . o . ~
(a+ || 8| )it - 528) + 8 | @ - 32 |

(]
tomando como punto inicial 8.

e Obtener £ con la expresién

Bo = py — I_“»éa
® Obtener § con la expresién
- 1 P
o= 12 (ﬁl ®r
1+ 11 5

3



Bueno pero si no se cumple la suposicién (ii.4.17), tal vez no estemos cerca
del mfnimo y con el método anterior no obtengamos este. Por lo que una alter-
nativa que se nos ocurre es utilizar la expresién (ii.4,13) del residuo ordinario ¥
y sustituir (#4.4.11) en la funcién objetivo:

de nuestro problema original (ii.4.1), para que sélo dependa del vector B, esto
lo haremos por partes, primero sustitufmos (ii.4.11) en el residuo ortogonal, con

esto obtenemos:

= ——— T
v+ [ 5]

y si ahora también sustitufmos (74.4.11) en la suma restante, obtenemos:

S

R

2

—L L FF

y con estas dos igualdades obtenemos la funcidn que depende del vector de

pardmetros /3, de la forma :

F(B) = ————1—;—5—?'? (1i.4.18)
e [

con esto transformamos nuestro problema de minimizacién (ii.4.1) a:

et

min -————f—r 3

Coas A

con esto podemos establecer el siguiente método alternativo.



Método 2.

e Calcular la solucién f‘)m de

-

min T

1
a8

°
tomando como punto inicial 8.

e Obtener B3y con la expresién

e Obtener § con la expresién

1

a

Bm

8= 2(ﬁm®-f)

1+

con esto nos queda claro que reducimos nuestro problema a calcular p

parametros.

I1.4.1 Ejemplos.

Hustremos la teorfa desarrollada del ajuste de pardmetros del modelo multiple
por medio de dos ejemplos aplicando el Método 1 y el Método 2 de la seccién

anterior,

Decidimos obtener los datos aleatoriamente por medio de la N(0,1), para

ambos ejemplos y ajustarlos al modelo:

m(zy, T; B) = fo + fiz1 + Bax2

es decir, a un plano, pues en el caso miiltiple para p = 2 alin tenemos la ventaja

de poder gréficar.
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Ejemplo 1 :
En este primer ejemplo consideramos veintitrés datos, escritos en la siguiente
tabla:

Tabla IL.1: Datos obtenidos aleatoriamente por medio de la N(0,1).

i | x X y i | xg X2 y

1 0.8089 | 0.2893 | 5.5458 13 | 07558 | 0.7065 | 81262
2 0.9317 | 0.5374 | 8.4060 | 14 | 0.4622 | 0.7417 | 6.0289
3 0.6516 | 0.5144 | 6.9491 15 | 09514 | 0.0191 5.7857
1 0.2152 | 0.1034 | 3.5739 | 16 | 0.6327 | 0.8860 | 8.0434
5 0.6796 | 0.4140 | 6.0816 17 | 04393 | 0.5250 | 5.0179
6 0.9089 | 0.5767 6.8848 18 | 0.8247 0.4633 | 6.2497
7 0.2501 | 0.8766 | 5.5556 19 | 0.6890 | 0.0652 | 5.8154
8 0.8609 | 0.4400 | 7.8886 | 20 | 0.7022 | 0.7134 | 64503
9 04713 | 0.7297 | 55797 | 21 | 0.9871 0.4889 | 7.9168
10 | 0.5060 | 0.8693 | 6.6863 | 22 | 0.9544 | 0.6677 | 83642
11 | 0.6004 0.7156 6.3187 | 23 | 0.8513 0.6820 | 6.7133
12 | 0.8176 | 0.8007 | 8.0027

como primer paso graficamos la superficie correspondiente a la funcién (ii.4.18),

que observamos comao:

Figura 11.3: Gréfica de la funcié 8) = —
g a funcién f(5) Wr T
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aquf observamos claramente un méximo, pero no distinguimos el minimo,
aunque éste existe. Graficamos las curvas de nivel de la funcién (ii.4.18) y
las soluciones obtenidas de los dos métodos, asi como la solucién del ajuste

ordinario:

Figura I1.4: Curvas de nivel de la funcién f (ﬁ) = mi‘*?.

en cste ejemplo tanto la solucién correspondiente al Método 1 como la solucién
del problema de minimizacion del Método 2 coinciden, por lo que en ambas
resuclven satisfactoriamente el problema.

Ejemplo 2 :

El conjunto de datos de este ejemplo lo escogimos para mostrar el caso en



S emeRiemremmee

que el Método 1 no obtenemos un mfnimo sino un méaximo:

Tabla 11.2: Datos obtenidos aleatoriamente por medio de la N(0,1).

o

x1 x2 y i 1x %2 y

05097 | 0.2618 | 1.1416 | 11 | 0.7671 | 0.0342 | 2.6285
0.8258 | 0.7116 | 5.2413 | 12 | 0.0617 | 0.5238 | 2.9150
0.8343 | 0.3784 | 4.0072 | 13 | 0.5193 | 0.0316 | 1.9954
0.7264 | 0.2006 | 2.8553 | 14 | 0.9201 | 0.7532 | 3.6687
03294 | 0.2326 | 2.7810 | 15 | 0.2205 | 0.5916 | 2.7801
0.8021 | 0.4361 | 1.5660 | 16 | 0.2046 | 0.8229 | 1.9193
0.6318 | 0.4695 | 0.9206 | 17 { 0.0890 | 0.3296 | 3.2755
0.0453 | 0.8612 | 5.3043 | 18 | 0.6997 | 0.2321 | 2.8307
0.0414 | 0.9772 | 4.2728 | 19 | 0.7065 | 0.5365 | 1.2203
0] 01533 | 0.4445 | 1.8073 | 20 | 0.4946 | 0.1306 | 0.2687

= O 00 =3 O O oo WO N

graficamos la funcién (71.4.18) utilizando las datos de la Tabla 11.2:

Figura IL5: Gréfica de la funcién f(f) = —L——¥'F.

aquf también observamos el méximo, pero no el mfnimo, por lo que graficamos
sus curvas de nivel con las soluciones de ambos métodos y la solucién ordinaria,
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lo cual observamos como:

observamos que tanto la solucién ordinaria como la solucién del Método 1
se aproximan al mdximo de la funcién (ii.4.18), mientras tanto la solucién del
Método 2 se aproxima al minimo, por lo que recomendamos utilizar e] Método

2, pues nos asegura que se aproxima al minimo,
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Capitulo III

Métodos de solucion para el problema de
minimos cuadrados no-lineales.

El problema central que nos interesa tratar en este capftulo es el problema de
minimos cuadrados no-lineales, para resolverlo existe una extensa coleccién de
métodos , nosotros revisaremos los métodos de Gauss-Newton, Gauss-Newton
Modificado y Levenberg-Marquardt, De los dos primeros sélo daremos sus ideas
principales, como antecedente del tercero, puesto que este 1ltimo lo desarro-
llaremos con mds detalle para utilizarlo como parte del método de mfnimos
cuadrados no-lincales con distancias ortogonales que trataremos en el siguiente
capitulo.

Consideremos la funcién no-lineal G : IR — IR™ de la forma:

91(7)
e(m) = 9 fn)

Im(77)

con’j € IR'y g; una funcién no-lineal para i= 1,...,n; definida esta funcién
planteamos el problema de mfnimos cuadrados no-lineales como:

min 31| 6@ I 8.1)

La Idea general de los métodos para resolver (3.1) es construir una sucesién
{7k} con la caracteristica que converja a la solucién 7* de (3.1).
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III.1 Método de Gauss-Newton.

En este método para construir la sucesién 7, suponemos que conocemos el
elemento k-ésimo de esta sucesién y a partir de este elemento obtener 7.4, para
esto aproximamos localmente la funcién G, por la parte lineal del desarrollo de

Taylor, en una vecindad de %, es decir:
G(7) ~ G(7) + G' (M) (7 - ) (iti.1.1)

donde G’ es el jacobiano de la funcién G, De aquf resulta natural seguir la

siguiente notacién para lo que resta del capftulo:

G(M) =Gy

G!(ﬁk) = JGh

5 =7-1
con la aproximacién (i7.1.1) la iteracién de este método es: .
© Mty = T + Si
donde 5, es la solucién al problemas
min |G+ Jg 5| (4i1.1.2)
observamos que las correspondientes ecuaciones normales de este problema de

minimos cuadrados lineales son;
1 = 1t
(J6,J6, )8 = ~Jg, Gy .

La convergencia de este método local es usualmente lineal y es mejor a
medida que || G ||2 es pequeita en la solucién, como estamos construyendo una
sucesidn que converja a la solucién de un problema de minimizacién es légico
pedir que se cumpla la siguiente desigualdad :

I Gl > || Grga |IP

pero en la prictica se observé que en algunos casos estd desigualdad no se
satisfacfa, por lo que modificaron este método para lograr una disminucién del
valor de la norma de la funcién G en cada iteracién.
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III.2 Método de Gauss-Newton Modificado.

Como lo habjamos dicho, en esta seccién explicaremos las modificaciones al
método de Gauss-Newton para evitar su divergencia, introduciendo un algoritmo
de Bisqueda de Linea, transformando la iteracién de Newton a:

. J};‘JG;.E = -—Jickck
® Mhyr = Tk + kS

donde oy se elige de tal manera que satisfaga las condiciones de Wolfe-Powell
[14), las cuales son:

L d(ar) < ¢(0) + 016 (0
2. |é(ar)| < a2|¢'(0)]
donde ¢(a) = 3 | (7 + arsi) I* y en la préctica los valores que se usan son:

oy=10"" y 0,=09
I11.3 Método de Levenberg-Marquardt.

En la seccidn anterior describimos como modificar el método de Gauss-Newton
para asegurar el decrecimiento de la norma de la funcién G en cada iteracién. En
esta seccion desarrollaremos dos ideas, las cuales a primera vista pensarfamos
que 1o tienen relacién alguna, pero concluiremos que son dos formas de abordar
¢l mismo problema.

En primer lugar retomemos el problema de mfnimos cuadrados no-lineales
que nos interesa:

min } || GG7) | (13.1)

al resolver este problema por el método de Gauss-Newton, en cada iteracién
resolvemos un sistema lineal de la forma:

(J:‘;,, ‘ch )E = "Jé.'. Gk
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un problema comin que se puede presentar al resolver este sistema, es que la
matriz Jé‘; Jg, sea singular o casi singular, para evitar estos casos, corregimos
los elementos de la diagonal de esta matriz sumandoles un nimero positivo A y

asf resolveremos el sistema:
(J}hJG, +AM)E= —-Jéka (111.3.2)

se observé que en la prictica funcionaba, aunque no hemos dicho como elegir el
pardmetro A,
Para tratar de entender la eleccién de ), consideremos a § cono una funcién

de ) de Ja siguiente formas:
5(\) = —(Jg,Ja, + M) gi

donde
9 = J§, Gy

es el gradiente de Ja funcién 1 || G(7) ||*.
A partir del planteamiento anterior podemos analizar los siguientes dos pun-

tos:
1. Si A = 0 entonces § es Ja solucién de Gauss-Newton, es decir tenemos:
§(0) = ~(J&Je) g
la cual la denotamos como gy .

2. Ahora si dividimos a (ii%.3.2) entre A obtenemos:

JtJo - _—g
(T“)"",\“

entonces cuando A >> 1, tenemos la siguiente aproximacién
.—g
Ny -2
s A

por lo que intuitivamente observamos que & tiende a cero, si A tiende a
infinito,
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Con estas dos observaciones podemos decir que §()) es una funcién decre-
ciente y a medida que ) crece, §() se aproxima a —-% , con esto construfmos la

gréfica de 8()) como:

S(h)

-0

N son s(0)

Figura I11.1: Gréfica de la funcién 8()).
asf que dado A obtenemos una 5()), por lo que la iteracién quedarfa como:
® Trpr =T+ s(A).

Para desarrollar la segunda idea, recordemos que el método de Gauss-Newton
tiene convergencia local, pues utilizamos la aproximacién lineal (i4i.1.1), lo que
nos sugiere incorporar la idea de regién de confianza, es decir, si en una vencin-
dad dada es aceptable dicha aproximacién a la funcién, asf el planteamiento del
problema, nos queda:

I ?;Ilﬁ’n N 111G+ Jg 8 |1 (i4.3.3)
<

donde A es el radio de la regién de confianza. Este problema graficamente lo

veremos asi:

Figura II1.2: Idea gréfica del problema de minimizacién con regién de confianza.
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entonces dado el valor de A obtenemos un valor de §, es decir, obtenemos una
funcién del radio de la regién de confianza la cual denotamos como 8§(A), por

lo que en este caso la iteracién queda como:
® Taa = Ty + Bk (A).
Algunas propiedades de §, que podemos observar son:

1.8i A > | 8cn | entonces §(A) = Sgn, donde Sgn es la solucién por

Gauss-Newton.
2. Si A tiende a cero entonces §(A) también tiende a cero.

3. §'(A) &~ —cAg para 0 < A << 1y ces una constante.

entonces la gréfica de § es de la forma:

Figura I11.3: Griéfica de la funcién 8()).

Para observar que relacién existe entre § y 8, resolveremos el problema
(iii.3.3) por el método de Multipicadores de Lagrange, por lo que definimos

a la funcién L como:

| . S .
L(s,,\)=§||Gk+Jg,,s||2+-§(lls||2-A2) con A>0

ot
e
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calculamos los gradientes con respecto § y :\, obtenemos:

VL = Jb,Gy+ Jb,Jg, 8 + N5

=2
ViL = sl —~A?

igualamos los gradientes al vector cero y despejamos, para obtener las condi-

ciones de optimalidad:

(J&,Ja + MB(Y) = —~JE, G
\ (11.3.4)
o] =ac

de este sistema de ecuaciones, concluimos que A depende de A, por lo que lo
escribimos como:

5(30) = 5(3(a))

si elegimos A = ) entonces observaremos que (iii.3.4) es el sistema (i1i.3.2)
que obtuvimos para §(A), asi podemos concluir que § y § representan la misma
funcién pero con diferente parametrizacién, puesto que la recorren en distinta

direccion, por lo tanto:

5(A) =8(\(8))

asf, dado ¢l radio de la regién de confianza, queda determinado el pardmetro ),
que anteriormente no habfamos especificado como elegitlo.
Si suponemos §* es una solucién de (4i1.3.3) entonces ° = 8§()\*) para alguna
A >0, es decir :
B(\') = =(J, o, + M)V, Gy

para esta solucion tenemos dos posibilidades:

1.SiA >0y || 8()) ||* = A? entonces &' es la tinica solucién.

2.8i M =0y ||50)|* < A? lo cual nos quiere decir que 8 es la solucién
por Gauss-Newton, es decir §* = 8gy.
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Figura IIL4: 1.\* = 0y|| 5(0) |* < A% FiguralIL5: 2.3 > 0y|| 5()) ||* = A%

A partir de las ideas que hemos planteado, podemos establecer el siguiente

algoritmo para resolver ¢l problema :
nin §16a I
ALGORITMO:
1. Dada Ay > 0 encontrar ) > 0 tal que

I5) I = a?

2. Calcular §()) de
(Tb,Ju + MYS() = ~J5,G
3.8t |G I 2 | GG+5) I
entonces .p.g = T + 8k ¥ evaluar Jg,,,
sino My =M ¥ Jou = Ja

4. Elegir Apq

Este algoritmo es muy general, por lo que en las sigujentes subsecciones

explicaremos como calcular en forma eficiente y robusta cada una de sus partes.

La teorfa general que se generé a partir de estas ideas se encuentra en los

apéndices B y C.
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III.3.1 .Solucién del problema estructurado del prob-
lema de minimos cuadrados lineales.

En esta seccién discutiremos como resolver el sistema lineal de la forma:
(JéJ(; + AD‘D)'s' = —J&G (i1i.3.1.1)

un camino sencillo, para resolver este sistema de ecuaciones es por medio de
la factorizacién de Cholesky, pero si A = 0 y Jg es muy cercana a una matriz
singular, cabe la posibilidad de obtener overflows o underflows al realizar el
producto J Jg, por lo que un camino alternativo es observar que (7i4.3.1.1) son

las ecuaciones normales del problema:

PN

el cual resolveremos en dos etapas siguiendo las ideas de Golub {16}, pero con-

2

min (1i.3.1.2)

S

siderando pivoteo.
En la primera etapa, calcularemos la factorizaciéon QR con pivoteo de Jg,
obtenemos:

JelIl=QR - (i4.3.1.3)
donde:
¢ () cs una matriz ortogonal, es decir que Q'Q = I.
e R es una matriz trapezoidal de m x £ de la forma
K -k
R=" (T S )
m-k\0 0
¥ T es una matriz triangular superior no singular de rango x.

e II es la matriz obtenida del producto de las permutaciones elementales,
que realizamos en e} proceso de realizar la factorizacién QR del jacobiano,
por lo que IT es una matriz ortogonal.
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Si suponemos A = 0 y ademés utilizamos (i1i.3.1.3) el problema (#ii.3.1.2)
nos quedaré :
min || (QUM)(IT'5) +Q'G ||° (iii.3.1.4)
5

para simplificar sélo tomemos de (#ii.3.1.4) la siguiente parte :

(Q'JI)(I'5) + Q'G = [z ‘3] (I's) + Q'G (111.3.1.5)

para multiplicar por bloques haremos las siguientes asignaciones:

w[] » ao-[}

sustitufmos en (i1.3.1.5) para obtener:

wammses =[] L

e

entonces el problema de minimos cuadrados (¢i4.3.1.4) lo transformamos a:
[Ty + Sz] [c]
-+
0 d

min{ || Ty+(Sz-+0) P+ | |}

2

min
%2

0 que es lo mismo y més claro:

como tenemos un problema de minimizacién y || d ||? es una constante es equi-
valente resolver :

min || Ty +(Sz +¢) |

shora, sabemos que T es una matriz triangular superior y no singular; por lo
que dado z implica que :

y=-T"Sz+¢)

como T' es una matriz de orden «, tenemos un sistema lineal cuadrado, entonces
las soluciones son de la forma:

. [—T“(Sz +c)]

z
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y z € R**; por lo que obtenemos una infinidad de soluciones, en particular

asignaremos cero a z, por lo que §(0) tiene la forma:

[T ¢
50 =1
0 =n|" ]
1 A O] [c]
"l o ofld
=1 -7 O] Q'G
"l o o
si denotamos a la pseudoinversa de Jg como:
-1 0
Js =11 '
G [ 0 0] Q

entonces finalnente escribimos a §(0) como:
5(0) = J;Q'G.

esto es todo lo que se refiere al caso A = 0, por Jo que ahora nos corresponde

analizar para el caso A > 0, por lo que resolveremos el problema:

o]+

si utilizamos (i41.3.1.3) y como habfamos mencionado antes (iii.3.1.6) equivale

2
min

(i44.3.1.6)
S

resolver el problema:

Q 01 Jg I Q@ 011G
[o nf] _,\%D]m”[o e [o]

2

min
§

(i44.3.1.7)

ya que la matriz [ 0 es una matriz ortogonal. Reducimos (ii.3.1.7) a la

Ht
forma;

2

Q'JgI ] Q'G
i s 11.3.1.
min [/\%H'DH B+ [ 0 ] (#41.3.1.8)
para facilitar el manejo de (7ii.3.1.8) denotaremos:
- [shon]
= |\imtom
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aquf vale la pena que analicemos la estructura de esta matriz:

R
P=]0
D)

donde:
e R es una matriz de orden £ de la forma:
B [T S ]
“lo o)’
o T es la misma que ya habfamos descrito.

e D, es una matriz de orden £ de la forma

1
Dy = )2II'DII.

como observamos R' es una matriz triangular , si consideramos al jacobiano
singular o casi singular, esta matriz también lo es.

En la segunda etapa calculamos la factorizacién QR de la matriz P lo cual lo
podemos hacer por medio de una secuencia de rotaciones de Givens, obtenemos:

iy
P=Ww ]
0
donde:

o W es una matriz ortogonal.
¢ R, es una matriz triangular superior no singular de orden ¢.

Con lo anterior el problema (#ii.3.1.8) queda:

SJrev( ]
o[-

0

2
min

141.3.1.9
! (3 )

si denotamos:



y sustitufmos en (iii.3.1.9) tenemos:
n;_in{ | Rall's +c |’ + |l ||’} (i1.3.1.9)
puesto que | d ||* no involucra a §, es equivalente resolver el problema:
min || RAIL'S + ¢ I (4.3.1.10)
por lo que la solucién al problema (441.3.1.6) cuando A > 0 es:
§()) = ~IIRy'c

lo que debemos hacer notar es que en caso de que A cambie, sélo calcularemos
la segunda etapa,

I11.3.2 Actualizacién del radio de la regién de confianza.

La actualizacién del radio A depender4 si la aproximacién lineal (iii.3.2) de la
funcién || G(77 +5) |* es buena en la regién de confianza determinada por A,
una forma de medir esto es por medio del cociente de reduccién, que esta
definido como el cociente de la reduccién real entre la reduccién esperada,
es decir: ) 2
NEG) II - 1 G@) + Jo(@)8) |

Notamos ficilmente que si G es una funcién lineal entonces p(§) = 1 para
toda 5y si J(7)'G(7) # 0 entonces p(5) tiende a uno si la norma de 5 tiende a
cero,

Para calcular eficientemente p(8) podemos escribirlo como:

| lisa+a) ?
6@ I
| Jo(@s I || Ds |f*
o)k te@mI*
donde el desarrollo para llegar a esta expresién lo explicamos en el apéndice D.
En (i4i.3.2.2), observamos quesi || G(fj +8) ||* > || G(7) ||* entonces p(8) < 0,
pero en nuestro algoritmo no aceptaremos valores negativos, por lo que en esta

(i41.3.2.2)
+2)
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situacién asignaremos p = 0. Entonces el rango de valores de p es el intervalo

[0,1].
El criterio de actualizaciéon que generalmente se utiliza en la préctica es el

siguiente:
e Sip2 % entonces incrementamos el valor de A, multiplicindola por una

constante mayor que uno.

o Sip<yp>1nocambiamos el valor de A.
e Sip< % entonces decrementamos el valor de A,

Para decrementar e radio A, seguiremos la propuesta de Fletcher, la cual
nos sugiere calcular el minimo de la funcién cuadritica ¢(6) que ajusta a los
puntos 6(0), §'(0) y 6(1) donde la funcién & estd definida como:

- 2
5(0)=3 [ GG +0) |
que realizando los cdlculos, localizados en el apéndice D, obtenemos la sigujente
expresién para ¢
<02 (= 2 2 =
g0 =3 G '+ EIEGW+G I G+ I - F I G |I* ~8T6G)6?
si denotamos el minimo de esta cuadrdtica como p, su expresién correspondiente
es: .

'2-7'

2
%[1_ ncun]w

I G I
_ Jo I? D 2
donde 7 = ’( TR )

Entonces para decrementar el radio A, seguimos el siguiente criterio:

n=

o Si pt € [g5,3) entonces decrementamos A multiplicindola por p.

o Sipug [T‘(-,-, %] entonces multiplicamos a A por el extremo més cercano de

este intervalo a p.
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II1.3.3 El pardmetro de Levenberg-Marquardt.

Calculamos el parémetro de Levenberg-Marquardt, como un nimero positivo A

que satisface:
| Ds(A) || -A =0

si denotamos a esta funcién como ¢()), no es necesario calcular la rafz exacta de
esta funcién puesto que éste no es nuestro objetivo final, sino que sélo queremos

una aproximacién de ésta, para lo cual calcularemos A tal que :
[¢(N)| < oA (i41.3.3.1)

donde ¢ € (0,1) es el error relativo en || D§()) ||, en la préctica ¢ = 10~! pro-
duce buenos resultados, para obtener una aproximacién de la rafz de (14i.3.3.1).
Aquf es importante considerar un caso especial de ().

Caso Especial,

Si ¢(0) < 0 entonces las gréficas correspondientes son: |

Figuras I11.6 y IIL.7: La solucién de Newton est4 en la regién de confianza,
si ¢(0)<0.

donde 7y es la solucién de Newton. Si gy pertenece a la regién de confianza
entonces el valor del pardmetro A es igual a cero, por lo que a partir de este
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momento suponemos que A es mayor que cero, para este caso la grifica es:

7
Y

Figura I11.8: Si A>0 la solucién de Newton no pertenece a la regién de confianza.

Es de gran ayuda saber como es la gréfica de una funcién, en este caso la
de ¢()), para esto recordemos que en la seccién IIL.3 conclufimos que () es
una funcién decreciente y como demostramos en el apéndice D, que la derivada
de ¢(\) es siempre negativa podemos concluir que ¢()) es una funcién continua
estrictamente decreciente convexa para A > 0y ¢()) se aproxima a ~A cuando
A tiende a infinito, por lo que existe una tnica A* > 0 tal que ¢(A*) = 0, como

se muestra en la siguiente gréfica:

]

$0)

Figura 111.9: Griéfica de la funcién ¢(A) = || Ds() | ~A .

~A

b4



por lo que ahora uno de nuestros problemas es determinar una aproximacién a
), para esto es usual que, dado Ag, un valor inicial, utilizar el método de Newton
para generar una sucesién Ax que converjaa A*. Pero por la estructura particular
de este problema nos permite derivar una iteracién mucho mas eficiente, para
construir esta sucesion, la cual fué propuesta por Hebden (1973).

Cilculo de la aproximacién del cero de la funcién ¢()).

Sabemos que § satisface las ecuaciones (ii.3.1.1), es decir:
(J&Jg + AD'D)s = —JLG
de éstas tenemos el siguiente desarrollo:
DY D ' JEJeD ™! + M)D§ = -J4G
multiplicamos por D~*:
(D™'JEJeD™ + M)Ds = -D'JLG
st denotamos como J = JgD~! nos queda:
(JtJ + AI)Ds = -J'G (i11.3.3.2)
calculamos la descomposicién de valores singulares de J,
J=UgV (i11.3.3.3)
donde:
¢ U y V son matrices ortogonales.
¢ ¥ es una matriz diagonal, la cual la escribimos como:
¥ = diag{0; : 0; es el i-ésimo valor singular de J para i=1,..., £}

sustitufmos J por su descomposicién singular en (1ii.3.3.2), tenemos:

(VEUHUSVY) 4+ MDs = -VIU'G
[(VE2VY) 4 A1) DS = -VIU'G
V(S + M)VDs = -VIU'G
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multiplicamos por V! y denotamos z = U'G:
(2 4+ A\)V'Ds= ~%z
multiplicamos por la inversa de (2 + AJ):

VIDE = —(S?+ A)~'Sz

[ 0121
T2

VIDS = —(S24 M) |

| 0¢ze

donde z; son los elementos del vector z, simplificando obtenemos:

Q
L3

S
+
>

S
4+ la
>

VDS =

Q
143

- 0'[ + A -
finalmente obtenemos la norma de este vector como:

4 2
= = Oi%
s = | vios | =3 [ 75

=1

por lo que concluiremos que:

B()) = [i [0;‘:" Ar]% ~A

i=1

de esta igualdad, es natural proponer la siguiente aproximacién a la funcién ¢:

a

b+A_A

$(N) ~

donde (b+)) # 0y $()) = bTa'X_A’ calculamos las constantes a y b suponiendo
conocida )i y ademés las siguientes igualdades:

$O) = $(M)
¢O) = ¢' (M)
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de estas condiciones obtenemos el sistema:

a
v A = (M) (i41.3.3.4)
% =y i

TN &' M) (141.3.3.5)

de (44.3.3.4) obtenemos:
a = (¢(M) +A)(b+ Ar)
y de (4ii.3.3.5)
—a=¢' (M) + M)’
de estas igualdades obtenemos la siguiente ecuacién:
(o' M)y + (M) + A] =0
donde v = b 4 Ak, como v # 0 es equivalente resolver:
)T +o(M)+A=0

de esta ecuacién obtenemos los valores para a y b

_ Q) + A2
. = L(_,)WL

¢'(
p =B +AL
&' (M) k

sustitufmos estos valores en el modelo ¢()) tenemos:

[¢§M%A+ AP
TN ¢ (Ax _
¢(A)_J~—(—;-L—]¢Ak +A+Ak—A 4

é (Ax)

puesto que queremos una aproximacién a A*, tal que ¢(\*) = 0, entonces A4

tiene que satisfacer $(Ak+1) por lo que tenemos:

[6() + A

¢('\k) —-A =0

[¢£'\k2+A]2 _ [o() + 4]
AR = F0w TN
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B

‘
£
;

s + AP | [6(M) + A
= R + T

My =

- (S [ -

- - [0 [20].

Finalmente para calcular los elementos de la sucesién {A;}, suponemos que

conocemos ). entonces el siguiente elemento lo calculamos como:

¢('\k)] [(b(/\ki'*‘ A]

Mers = B - [¢‘(z\k)

es muy parecida a la iteracién de Newton, corregida por un valor, lo que nos
permite una convergencia mis rdpida, ademds si estamos cerca de la solucién
implica que ¢(\t) = 0, por lo que es muy aproximada a la iteracién de Newton.

Como ya hemos explicado como calcular la iteracién del pardmetro A, para
asegurarnos de su convergencia hacemos una iteracién protegida, por lo que
ponemos la condicién a M, de pertenecer al intervalo [£k,uy), es decir, asignar
un limite superior 1, y un limite inferior {; al elemento Ay, en caso que Ay no
pertenezca al intervalo, entonces la calculamos como la media geométrica de los
extremos delos intervalos; antes de que escribamos este algoritmo; veremos como
inicializar los extremos de este intervalo. Para el lfmite inferior supodremos que
Js ¢s no singular, entonces ¢'(0) estd definida y por la convexidad de ¢(\)

asegurainos gue:

__9(0)

fo=-221

¢'(0)

es una cota inferior de )*, tal que ¢(\*) = 0, lo cual observamos en la siguiente
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grifica:

$()

$(0)

Lo \ A

Figura 111.10: Gréfica de la cota inferior inicial , {o.

~A

pero si Jg es singular entonces £y = 0. Para obtener el limite superior g inicial,

la calculamos como:

JGeDYG |
As

pero no vemos a simple vista el porqué de esta igualdad, por lo que la expli-

‘u,o:

caremos a continuacién, de la expresién (#ii.3.3.2) obtenemos:
SN = || (JtF + )16 || —A (111.3.3.6)
usamos nuevamente (i1i.3.3.3) la descomposicién de valores singulares de J
obtenemos la siguiente igualdad:
(JT+AD =V + ANV

obtenemos la norma de esta matriz para obtener una desigualdad que nos serd
de gran utilidad:
|| (T 4+ A1) || = | v+ a0 |
< IV E+an v
= || &+

, 1
< maXiz),.. 0 | 7753

IA

1
X
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finalmente obtenemos una cota superior, es decir, tenemos:
== 1
“(J'JHI)””Sx
después acotamos (ii1.3.3.6) de la siguiente forma:

() s|“ﬁj+AD4””ﬁG”—A

S%”ﬁG”_A=%Q) (11.3.3.7)

como queremos una cota superior de ¢(\*), de la desigualdad (i74.3.3.7) obser-
vamos:

o 0=¢()) < da(X)

o d(ug) < Palup) =0

las cual las observamos en la siguiente gréfica:

—

@\\&\ﬁﬁ__ A
$al)

-A O

Figura IIL.11: Gréfica de las funciones de ¢()) y da(A).

observamos que el valor de la funcién ¢ en una cota superior de \* debe ser

negativa o igual a cero, esto se refleja en (iii.3.3.7), de la siguiente forma:

(M) <0

por lo tanto: v
L] 0]-a=0
uo '

60



de aquf obtenemos la expresién a la que querfamos llegar:
| 7]
Ug = A
Con estos elementos ya podemos escribir el algoritmo para calcular el

pardmetro A de Leverberg-Marquardt:

ALGORITMO :
Dadas Ao, g, £, A, 0 = 1071,
Para j =0,1,...,converja
1. Si \; € (¢;, u;) entonces

Aj =mazx {10’3uj, (lju,-)%}

2. Evaluar ¢();) y ¢'();)
Actualizar u;
Si ¢();) < 0 entonces
Uz = Mg
sino
Ujy) = Uj
Actualizar £; como:

ey = max{l,-,/\j - .g(_(’}%}

3. Obtener Aj4; como:

Ajr = Aj — [j'(();;)) [¢(Aj)A+ A]

4. §i |¢(Ajq1)] > oA entonces
ir al paso 1.
sino TERMINAMOS

En el paso 1., como ya habfamos mencionado, cuidamos que A€ ¢, uz}, en
caso de que 1o suceda esto, se reemplaza el valor de A; por el punto (fcux)?, el
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cual esté sesgado en direccién a £}, pero para preveer el caso de valores £ <<'1
y en particular £}, = 0; M le asignamos el valor de 10~3uy.
En el paso 2. para actualizar uj y £}, observamos la siguiente grafica:

(N1
lk * Uk
ety —+—1} + A
N SR
-A

Figura 111.12: Actualizacién del intervalo [£k, ug).

Primer caso
Como A € {{,ux] en este caso consideramos que ¢(\;) < 0 lo que implica la
desigualdad:

A<M <y

entonces )4 toma el valor de A.
Segundo caso

Si ¢(Ar) > 0 entonces actualizamos £ tomando el valor que esté més cerca
de A* entre )\ y la iteracién de Newton que en este caso es:

W=n- (a%0)

e —

¢'(M)
No es muy diffcil mostrar que este algoritmo siempre genera una sucesién
que converge cuadriticamente a A*. En la prictica sélo dos iteraciones son

requeridas aproximadamente para satisfacer el criterio de parada cuando o =
1074

-
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I11.3.4 Resultados tedricos.

El siguiente algoritmo nos lo propone Moré (18}, de acuerdo a los detalles tedricos
que explicamos en las secciones anteriores:
ALGORITMO (iii.3.4.1):

Dada o € (0,1).

1. Si ” Dy Jg, Gk ” < (14 0)A; asignar Ay =0y 5 = JG, Gk
en el otro caso determinar A; > 0 tal que si

e
1\2 Di

(1=0)Ac £ | Dis || £ (1 + o)A,

0

_ [Gk]
§) = -

entonces

2. Calcular el cociente de reduccién py.
3. Si pr £ 0.0001 asignar gx41 =1k ¥ Jo,,, = JG,-

4. Si px > 0.0001 asignar 741 = 7k + Sk y calcular Jg,,,.

o

LSk < 11 asignar a Ay, un punto del intervalo

11
[mA,,' EA"] ‘

6. Sipr€[3,3] y M =00sip>$ asignar
A1 =2 || Dy ||
7. Actualizar Dy,

La prucba de los resultados de convergencia es un tanto largo y por esta
razén no serd incluida.

Teorema ¢ Sea G : JR® — IR™ una funcién continua diferenciable en IR" y
{7} una sucesién generada por el algoritmo (#4i.3.4.1) entonces

liminf || (Ja, )G |f* =0, (11.3.4.2)
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Este resultado garantiza que eventualmente el tamaiio del gradiente sea
pequefio a medida que k tienda a infinito.
Por supuesto, si {Jg,} es acotada entonces (iii.3.4.2) implica el siguiente

resultado que es mas estdndar,
liminf || J5,Gi || =0 (1.3.4.3)
k—+00 *
Ademés podemos demostrar que si G' es uniformemente continua entonces:
. t 2 _ oer
Jim | J6,Ge || =0 (i1.3.4.4)

Powell y Osborne, también han obtenido resultados de convergencia global
para sus versiones del algoritmo de Levenberg-Marquardt. Powell expone un
algoritmo general para minimizacién sin restricciones la cual es un caso espe-
cial de (#14.3.4.1) con 0 = 0 y {D;} constante, Para este caso Powell obtiene
(1i1.3.4.3) bajo la suposicién que {Jg,} es acotada.

El algoritmo de Osborne controla directamente {A;} en vez de {A} y per-
mite que {D;} se elija por (6.1) y (6.2). Para este caso él demuestra (#ii.3.4.4)
bajo la suposicidn que {Jg,} y {M\+} son acotadas.
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Capitulo IV

Problema de ajuste ortogonal de parametros
del modelo no-lineal.

Ya hemos estudiado el desarrollo del ajuste de pardmetros por medio de distan-
cias ortogonales para el caso lineal, ahora discutiremos este ajuste para funciones
no-lineales, del cual también aprovecharemos su estructura para disminuir la
misma cantidad de pardmetros que en el lineal.

Primero consideramos el ajuste al modelo lineal general, del que pensamos,
que tal vez podamos aun explotar su estructura de manera més eficiente que
en el no-lineal y si esto no es posible, nos servird como una introduccién a la

solucién de este problema.

IV.1 Planteamiento del problema de ajuste ortogonal del
modelo lineal general.

El modelo lineal genera) estd definido como:

m(z; B) = Bovo(z) + Pripr(z) + -+ + Byipp(2) (iv.1.1)

donde y; : IR — IR son funciones no-lineales con respecto a x. Nuestro problema
es ajustar e] conjunto de datos:

{(zi,yi): para i=1,...,n} (iv.1.2)

al modelo (iv.1.1), resolvemos este problema minimizando la suma de los cuadra-
dos de las distancias ortogonales del dato i al modelo m, que gréficamente lo
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observamos asf:

Yit&
Yi

Figura IV.1: Idea gréfica del ajuste ortogonal no-lineal.

Si seguimnaos la misma notacién del capitulo I, entonces d; es la distancia del

punto (zy,;) a otro punto (z-+4, yt;) sobre la curva m, por lo que tenemos la
siguiente igualdad, en términos vectoriales:

= 112 - =12 »

[d|*=lzl*+ |8 (iv.1.3)
asi el plantcamiento del problema de ajuste ortogonal del modelo lineal general
lo planteamos de la siguiente manera:
min 1|4 (iv.1.4)

BiES
sujeto 8 ¥ =L@y + AP+ + Bppp — €

donde las funciones §; para i=0,...,p, las consideraremos que sélo depen-

den del vector de pardmetros 8, puesto que el vector de las abcisas de los datos
X esta predeterminado, por lo que las definimos de la siguiente manera:

wi(m+h)

Bi(6) = i (mf%)

.

i)
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entonces P; es una funcién con dominio y rango en R".
Utilizando la igualdad (iv.1.3), podemos transformar el planteamiento
(tv.1.4) a un problema sin restricciones, de la siguiente forma:

mﬁin 3 { | Bo%o + BBy + -+ + BpBp — ¥ “2 + |8 ”2} (iv.1.5)

donde 77 = (g) En este caso €l residuo ortogonal es:

T5(7) = foBo+ A1+ + B, — ¥

si definimos a la matriz A como:

A(8) = [Po(6)]@1 (6)] -+ - 2 (8)] (iv.1.6)
entonces el residuo lo escribimos de manera méds compacta:
Fs(M) = A(6)B~¥ (iv.1.7)
por lo que un planteamiento equivalente & (iv.1.5) es:
min 3 { | 4@B-¥ "+ |3}

observamos que si fijamos & entonces tenemos un problema de mfnimos cuadra-
dos lineales, es decir, resolverfamos un ajuste ordinario de pardmetros, por lo
que claramente se refleja la estructura del modelo lineal general.

Con la observacién anterior, pensamos que dado & podrfamos determinar
un éptimo para By, con estos dos linearizar la ecuacién cuadrética, alrededor
de (B, b0), corregir 8; = 8y + A y repetir el proceso, esto lo vamos hacer
de manera muy simple usando el método de Levenberg-Marquardt, asf como la
estructura del jacobiano de la funcién G.

De acuerdo a la definicién de norma de un vector, podemos construir la
funcién G : IR™P — JR?, de la siguiente forma:

Fo(ﬁ)]

o ="

y asf escribir el planteamiento del problema (jv.1.5) como:

(iv.1.8)

min } | GG3) P
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entonces tenemos un problema tradicional de minimos cuadrados no-lineales,
pero con el defecto que tenemos n +p pardmetros, conmo consecuencia del ajuste
ortogonal, pues en el caso ordinario sélo resolverfamos un problema de mininios
cuadrados lineales con p pardmetros, es decir estos se incrementan tanto como
el nimero de datos, que en la préctica suele ser muy grande, por lo que ex-
plicaremos, en la siguiente seccién, como resolver este problema reduciendo el

nimero de pardmetros a p.

IV.2 Solucién del problema de ajuste ortogonal del mo-
delo lineal general.

Para resolver e] problema de ajuste ortogonal al modelo lineal general:
. —\ 112 .
min }1 () | (f0.21)

nos basaremos en el método de Levenberg-Marquardt. De acuerdo a la notacién
utilizada en ¢l capitulo tres, la k-ésima iteracién de este método aplicada a
(iv.21) es:

e Suponemos conocida 7y,

o Obtenemos 8, solucién del problema:

i 116 I w22

donde § =7 — 7 y D es una matriz diagonal de escalamiento.
¢ g1 =T + Bk
por el procedimiento del método, 8, satisface el siguiente sistema de ecuaciones:
(J6.J6, + ADLDy)B()) = = J&, Gy (iv.2.3)

donde A > 0, como la notacién podrfa llegar a ser muy pesada por
el subindice de la iteracién, k, lo omiteremos en la notacién de las
matrices pero lo dejaremos en la de los vectores para recordar que
estamos utilizando informacién del paso anterior.
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Si observamos el sistema de ecuaciones (iv.2.3) podemos concluir que son las

ecuaciones normales correspondientes al siguiente problema de minimos cuadra-

Je 1. [Gh
[A%D]” [ 0 ]

la idea principal es la explotacién adecuada de la estructura del jacobiano de G,

dos no-lineales:

min (iv.2.4)

Jg, el cual, lo calculamos a partir de (iv.1.8) y asf obtener:

n

P
n o sm oy (@)
ap 05

Jg =
8 a5
n 5-5 -52

si consideramos los bloques de izquierda a derecha y de arriba hacia abajo,

entonces cada bloque estd definico como:

o El primer bloque es fécil de calcular a partir de (iv.1.7), puesto que esta

expresién depende linealmente de f, por lo tanto obtenemos:

ar5(7)
a8 =4

donde la matriz A la definimos en (iv.1.6).

¢ El segundo bloque es una matriz diagonal, que denotaremos con V ,la cual

estd definida como:
V= dmg{Zﬂ, %ggﬁ) , para i=], ...,n}

por lo tanto obtenemos:
OF5(7)

=V,
a6

o El tercer bloque es la matriz cero de n x p, puesto que derivamos § con
respecto a 3, es decir:

0 .

3
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e El cuarto blogue es una matriz identidad de orden n, ya que estamos

derivando & con respecto de él mismo, asf obtenemos:

'_—'-=In.

a6

Con esta explicacién la estructura de Jg es de la forma:

p n
nfA V
Jo = 10.2.5
¢ n<0 I,,) (iv.2.5)

de acuerdo a esta estructura, s natural dividir a los vector § y G} de la siguiente

@) rasl) e

donde B, y 6, son de la forma:
ﬁs = —ﬁ— - ak y ﬁ € ¥
b, =6-8, y beR

forma:

a la matriz D también la dividimos de acuerdo a las mismas dimensiones de la

siguiente manera:

P n
1
iS 0
p=P ("5 ¢ (v.2.7)
n 0 T

entonces sustituyendo las igualdades (iv.2.5), (iv.2.6) y (iv.2.7) en el problema

(iv.24), lo transformamos a:

AV o |I°

. 0 I, | [B bk

m 1 s o [15]+ ]

0 AT 0

cuyas ecuaciones normales de este problema son:
AV "
Aorst 01| o L |[B A0S 0 1%
[V‘I,, 0 ATt | xS o [3,]=_[V‘I,, o Airt]|o
0 MT 0
(1v.2.8)
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como ya hemos mencionado D es una matriz de escalamiento no singular, no
necesariamente diagonal; pero nosotros vamos a suponer que lo es para el resto

del capitulo, por lo que denotaremos:
§'8=8% y T'T=T2,

Al utilizar esta notacién y realizar las operaciones por bloques en (iv.2.8)
obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones no-lineales:

(A'A+2SHB, + AV, = -A'F, (1v.2.9)

]

VtAB, + (VV + 1, + AT?)8, — (VT + I,6;) (10.2.10)
Si P = V'V + I, + AT? entonces observamos que de (iv.2.10) podemos
despejar &; en términos de J3,, de la siguiente forma:
6s = =P Y (V' AB, + V'Fy + I,6}) (1v.2.11)
sustitufmos &; en las ecuaciones (iv.2.9) para obtener un sisterna sélo en términos
de B,
(AT, = VPIVY A+ )82 B, = —A'Fi + A'VPYV'E + L5)
si observamos cuidadosamente, podemos afirmar que son las ecuaciones nor-

males del problema de minimizacién:

(In - VP-'V')% -~ [(n— VP-IV')%[-n + VP Ve + L&)
[ \iS ﬁ‘+[ 0

min %
A,

(iv.2.12)
para poder reducir este problema, analicemos la matriz P de la siguiente forma:

o V'V es una matriz diagonal de la forma:

V'V=diag{[2ﬂ,6‘p’(ﬂ+&] ; para i=1,,..,n

esto lo conclufmos a partir de (iv.2.5)
e T es una matriz diagonal de orden n, la denotamos como:
T =diag{r;: para i=1,,..,n}

puesto que T es un bloque de la matriz de escalamiento D. -
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Con ésto llegamos a la conclusién que P es una matriz diagonal de la forma:

P = ding { [E B a%(%s)

4+14 At} para i= 1,...,71}
j=0

donde denotamos a 9; como:

ZﬁJ 6%(“’:‘*‘&) .

Con esto es inmediata la inversa de la matriz P:

1 ,
Pl= dlag{m; para z=1,...,n}

ya es facil deducir la forma de la siguiente matriz:
- . 1 ,
(I,-VP 1V‘)=dmg{:}—'_-7}_—i; para z=1,...,'n}

donde w; = Tf\?f y como A es positiva, no hay problemas para obtener la rafz

cuadrada de los elementos de esta matriz:

1
(1, ~\/P“1V‘)%=dia L% ara i=1,...,n
n g L] p Yoo
]

a csta matriz la denotamos con la letra M, es decir:
e
M=(I,-VP 'V
por lo tanto su inversa es también una matriz diagonal de la forma:
1 _ 1 .
M~ = diagq [wi +1)2; para i=1,...,n

la importancia de la matriz M radica que a partir de esta matriz podemos sim-
plificar la expresién del problema (iv.2.12), para lograr esto, si denotamos a

E = I+ AT?, podemos verificar facilmente que se cumplen las siguientes igual-

dades:
e a) VP-l= MWVE-

b) P-V!= BVt (f0213)
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por lo que escribimos el problema (iv.2.12) en términos de la matriz M, dela

forma:
)
min  } (iv.2.14)

[MA ] o [M"‘[—i‘k + VP Y (V'Fi + 1,,3,9]]
B,

aig) P 0

aun simplificamos un poco més la expresién de este problema utilizando las

igualdades (iv.2.13) y obtenemos la siguiente equivalencia:
M= + VPN (V' + 1,8)) = M[-Fy + VE 8]

que si observamos (iv.2.14) es obvio cual término simplificamos, por lo que lo
podemos escribir como:

[J\{A] - [—M[F,, - VE-lInEk]] 2
A28)7° 0

min 3 (iv.2.15)

b,

esta estructura ya es muy conocida por nosotros, hemos llegado a un problema
de minimos cuadrados lineales para §,, el cual lo observaremos més facilmente,

si denotamos como:
J=MA y §=M[-T+VE'I,5)
entonces escribimos a (iv.2.15) de la siguiente forma:
J 15 [§
1 +
FALEH

Resolver este problema implica obtener la factorizacién QR de J y eliminar

2
i 1
min 3

1 -t
A28 para obtener la solucién f3, y con esta solucién obtener 3: a partir de:
b: = —E[V'M*5, + AB, — VEI8) + I,6)

esta Wltima igualdad la obtenemos utilizando las igualdades (iv.2.13) en
(iv.2.11).

Por lo que finalmente la (k + 1)-ésima iteracién queda definida como:

.ﬁ-k-l-l:.ﬁ:"'ﬁk
Bkt1 = 8, + O

con esto cumplimos nuestro objetivo de resolver sélo para p pardmetros.
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IV.3 Ajuste ortogonal de pardmetros del modelo no-
lineal.

Ahora trataremos el ajuste ortogonal del modelo no-lineal de la forma:
f(x;B)
es decir, es el caso mds general donde la funcién es no-lineal también con respecto
al vector de pardmetros f, por lo que para nosotros es inmediato el plantemiento
del problema:
. -\ 112 ,

min 41 GG | (iv3.2)

donde la funcién G tiene la misma estructura que en los casos anteriores, es

decir: e = [Faéﬁ)] y f= (g)

pero en este caso, el vector residual ortogonal queda definido como:

F@t6; B) — 1
B F(or+6; B) — 12
5(77) = :

f(zn'*‘dn-ﬁ) —¥n

si resolvemos el problema (iv.3.1) por el método de Levenberg-Marquardt, en-

tonces Ja iteracion de este método estd definida como:
o Suponemos conocida .
¢ Obtenemos 8y, solucién del problema:

e, WOl o

donde § =7 — 7, y D es una matriz diagonal de escalamiento.
® Tpy1 = Tk + B

Por el desarrollo de este método sabemos que resolver (iv.3.2) es equivalente
a resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

(J&h Jg, + ADLD)E(N) = —J‘GhG,,
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para A > 0. Hasta este momento este desarrollo es igual que el del caso lineal
general, incluso la estructura del jacobiano de G es la misma que la del caso

anterior, es decir:

p n
nfA V
Jg =
n\0 I,
P n
n [ 8lt68)  fzt50)
a8 86
Je =
85 8%
n 5-5 '53

calculando cada uno de estos bloques observamos que los dos 1ltimos son iguales
al del jacobiano del caso lineal general, por lo que sélo definimos los dos primeros

bloques:

o A es una matriz de n X p que depende sélamente de los pardmetros 6 y 3,

el clemento A;; es de la forma:

A = 0 (athi B)
1y = aﬂj .
o V ¢s una matriz diagonal de n x n de la forma:
Vv =diag{g—(—a;%ﬁﬁ-)-; para 1= 1,...,n} .
i

Observainos que la matriz Jg tiene la misma estructura del jacobiano
(1v.2.5), por lo que no es necesario repetir todo el desarrollo de la seccién an-
terior para reducir el mimero de pardmetros a calcular, sélamente escribiremos
brevemente el algoritmo para resolver el problema (iv.3.1).
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ALGORITMO.

1. Suponemos conocida By y 5.

2. Obtenemos la solucién B, del problema:

N

min

B,

[MA] - [M[—Fk + VE-II,.m] “2
1
A28)"° 0

3. Asignamos Ek-n = By +-ﬁ-:
4. Calculamos 5, de la expresién:

b, = —E[V!M* Ty + AB, — VE™'I5;) + I.5))

5. Asignamos &4 = by +8,.
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Capitulo V

ODRPACK

En las primeras secciones de este capitulo haremos una breve referencia a una
coleccién portétil de subrutinas escritas en ANSI FORTRAN 77, pﬁra el ajuste
ortogonal de un modelo a un conjunto de datos, ODRPACK. Inicialmente, su
disefio fue para el caso en que todas las variables estén sujetas a errores significa-
tivos, en el cual se implementd un algoritmo eficiente para resolver el problema
de ajuste ortogonal ponderado [3] y [5), en el cual se minimiza la suma de los
cuadrados de las distancias ortogonales ponderadas de cada dato a la curva des-
crita por el modelo, pero también puede ser utilizada para resolver el problema
ordinario de mfnimos cuadrados en donde todos los errores son atribuidos a las
observaciones de la varible independiente.

Las caracteristicas mas importantes de ODRPACK son:

o s ficil de usar, provee dos niveles de control para los cdlculos, puede
opcionalmente imprimir reportes, no tiene restricciones de espacio adi-

cionales a los de la computadora en la cual se trabaje.

o Resuelve tanto problemas implicitos como explicitos e incluso para datos
multirespuesta, es decir, datos donde cada observacién es multidimen-

sional.

e Las derivadas necesarias ( jacobianos ) se aproximan numéricamente, si
éstas no son proporcionadas por €l usuario y en el caso contrario provee
un procedimiento para verificarlas,

¢ Se pueden realizar andlisis ponderados o no.

o Algunos pardmetros se pueden considerar como constantes, fijando sus
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valores, de esta forma el usuario puede examinar los resultados obtenidos,
al estimar los pardmetros restantes del modelo general sin reescribir la
subrutina del modelo.

o Tanto la matriz de covarianza como las estimaciones de los pardmetros del
modelo pueden ser proporcionados opcionalmente,

o El algoritmo de escalamiento de ODRPACK compensa autométicamente
problemas pobremente escalados.

e El algoritmo de regién de confianza de Levenberg-Marquardt implemen-
tado en ODRPACK, requiere un esfuerzo computacional del mismo orden,

que se requiere para el problema ordinario de minimos cuadrados.

o El codigo es portdtil y facil de usar con otras bibliotecas de subrutinas en
FORTRAN.,

Aunque ODRPACK tiene estas caracteristicas sélo nos referiremos breve-
mente a aquéllas que consideramos importantes para este trabajo,. De estas ca-
racterfsticas cabe mencionar, que sélo trataremos el ajuste ortogonal implicito
y no lo haremos para el caso de multirespuesta por ser la notacién pesada a
comparacién con la que hemos estado trabajando, en lo que se refiere a la ma-
triz de covarianza no la utilizaremos ya que el objetivo de esta tesis es hacia el
aspecto nimérico y no hacia el estadistico.

En la tltima seccién, utilizaremos este paquete para dar algunos ejemplos

de ajuste ortogonal.
V.1 Especificando la tarea.

El usuario tiene la opcién de especificar las caracterfsticas de cada problema

para ser resuelto, como las que a continuacién se describen:

e S el ajuste es ortogonal implicito, explicito o es un ajuste ordinario de
minimos cuadrados.

o Si los jacobianos necesarios serdn aproximados por ODRPACK usando
diferencias finitas centrales o diferencias finitas hacia adelante, o si el



ESTA TESIS B CEBE
LR DE LA BIBLIViEGA

usuario proporciona el cédigo para calcularlos y si éste es el caso, también
‘tiene la posibilidad de indicarle que deben ser verificados.

o Si la matriz de covarianza V3 y la desviacién esténdar o5 deben ser cal-
culadas a partir de valor estimado de B, y si los jacobianos deben ser

recalculados en la solucién.
o Silos errores 4 para i=1,...,n han sido inicializados por el usuario.

o Si el ajuste es una reinicializacion, es decir, si el ajuste usard informacién

guardada, para continuar de un punto previamente encontrado.
e Si los datos son multirespuesta o no.

o Si algunos de los pardmetros §; para i = 1,...,py & para i =
1,...,n debe ser considerados con valores fijos, permitiendo al usuario
examinar los resultados obtenidos para el modelo general determinado
por el resto de los pardmetros, sin la necesidad de reescribir rutina del

modelo.
¢ Si debe realizarse un anélisis ponderado o no.

o Silos pardmetros 3y 8 para i=1,...,n son escalados para compensar
los casos donde las magnitudes de sus valores existe una gran variacién.

V.2 Ajuste ortogonal a modelos implicitos.

in el problema de ajuste ortogonal unidimensional a un modelo implicito, no
hay distincién de una variable dependiente, por lo que los datos deben satisfacer:

m(z; +6;6)=0 para i=1,...,n

para x; € IR, cuyo planteamiento queda determinado como:

n ’ '
min ) wsff (v1.1)
M i=]
sujetoa m(z;+6;8) =0 para i=1,...,n
dondews, € R para i=1,...,n denota los pesos, los cuales son mimeros po-
sitivos. Las restricciones en (v.1.1) no son consideradas lineales en &, por lo que
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no pueden ser eliminadas, para transformar el problema a uno sin restricciones,
como en el caso explicito, por lo tanto el problema de ajuste ortogonal a modelos
implicitos se debe resolver de manera diferente.

ODRPACK encuentra Ja solucién a este tipo de problema usando el método
clésico de la funcién cuadritica de penalizacién y una sucesién de problemas de
minimizacién sin restricciones son solucionados para una sucesién de valores del

pardmetro de penalizacién que tienden a infinito.

V.3 Valores iniciales.

El usuario debe proporcionar los valores iniciales de los pardmetros By
6 para % = 1,...,n, los usuarios familiarizados con el problema ordinario
de minimos cuadrades no-lineales saben de la importancia de obtener un buen
valor inicial para 3, en este caso tiene la misima importancia, pues buenas apro-
ximaciones iniciales pueden causar un decrecimiento significativo en el niimero
de iteraciones requeridas para encontrar una solucién, y tal vez con una mala
aproximacién inicial podria no converger a la solucién,

Cuando el usuario no tiene conocimiento de cuales serfan los puntos iniciales
convenientes, se le recomienda realizar un andlisis preeliminar para obtenerlos.

Los usuarios que no provean informacién sobre la escala se les recomienda
dar la aproximacién inicial diferente de cero para alguna g;, pues un valor cero
podria causar un escalamiento incorrecto.

En el ajuste ortogonal también es importante obtener una buena aproxi-
macién a los errores §; para i=1,...,n, el valor por omisién de ODRPACK
es inicializarlos como cero, lo cual no causa problemas como para el valor inicial
de B, pero observamos que si inicializamos de esta forma equivale a resolver un
problema ordinario de mfnimos cuadrados en la primera iteracién, es decir , es
como si pensaremos que sélo la variable dependiente contiene errores, esto puede
ser conveniente en algunos casos pero en otros no. Un camino, para saber si es
conveniente o no esta inicializacién, es graficar los datos y la curva descrita por
el modelo y f inicial, en su caso determinar los mejores valores iniciales para
estos pardmetros.

Por ejemplo, si la grifica muestra que Ja distancia vertical del dato (z;, ) a
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la curva estd mds distante que la correspondiente distancia ortogonal, entonces
probablemente 5; debe no ser inicializado con cero. Esto podria ocurrir cerca de
una asintota, de un maximo o de un minimo local, en cada caso, es apropiado
inicializar §; como la distancia horizontal del dato a la curva.

V.4 Pesos.

Los pesos pueden ser utilizados para eliminar observaciones del andlisis, para
compensar varianzas diferentes o correlaciones en las variables y y @, o simple-
mente para modificar el efecto de varios errores € y § en el ajuste,

Pero dado que nosotros no tenemos experiencia en el ajuste ponderado,
recomendamos a las personas que esten interesadas sobre este tema consulte
User’s reference guide for ODRPACK - software for weighted orthogonal

distance regression, [6].

V.6 Valores por omision.

La disponibilidad de valores por omisién es una caracterfstica versétil que nos
proporciona este paquete de subrutinas, pues nos proporciona la posibilidad de
no involucrarnoes con la mayorfa de sus argumentos, & menos que el problenia
a resolver requiera de otros valores. Para indicar que se van a utilizar estos
valores por omisién se debe asignar a los argumentos correspondientes un valor
negativo. In el caso de arreglos se asigna al primer elemento un valor negativo,
por lo que sélo se utilizard este escalar en lugar del arreglo lo que permite
minimizar espacio y eliminar la necesidad de declarar estos arreglos.

Los valores por omisién de ODRPACK han sido considerados razonables
para un gran nimero de problemas.
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V6 Ejemplos.

En esta seccién presentamos una serie de ejemplos sobre ajuste ortogonal, de
los cuales obtuvimos su solucién con el paquete ODRPACK [6].

Realizamos una versién especial en FORTRAN con este paquete, para ajus-
tar datos a un polinomio de la forma:

y=Po+ P+ Box’ + ...+ PpaP
de esta versién obtuvimos la solucién de los dos primeros ejemplos.

1. Ajuste ortogonal lincal ponderado.

Aunque en el capitulo I hemos ilustrado el problema de ajuste ortogonal li-
neal con un ejemplo, aqui quisimos mostrar otro ejemplo de este tipo, pero ahora
realizando un ajuste ponderado, para esto, utilizamos los datos del artfculo de
York [29], los cuales los escribimos a continuacién con sus respectivos pesos:

Tabla V.1 Datos para €] ajuste ortogonal ponderado.

i x y px Py
1{ 00| 59 | 10000 1.0
2| 09 | 54 | 10000 1.8
3| 18| 44 500.0 4.0
4] 26| 4.6 800.0 8.0
5| 33| 35 200.0 | 200
6 | 44 | 3.7 80.0 | 20.0
71 52| 28 60.0 | 70.0
8| 61| 28 200 | 700
9| 65| 24 1.8 | 1000
0] 74| 15 1.0 | 500.0

El modelo que le ajustamos a estos datos es de la forma :

y=PFo+pz
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iniciaremos las iteraciones con el punto 8 = (2.5 , 1.5)%, por lo que

inicial es:

la gréfica
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Figura V.1: Gréfica de los datos y del modelo en el punto inicial.

ODRPACK obtiene la solucién B = [5.4799099 , —0.480533241}', en seis itera-

ciones, por lo que la grifica del ajuste es:
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Figura V.2: Gréfica del ajuste ortogonal lineal ponderado.
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2. Ajuste ortogonal a un polinomio ciibico.

La importancia de la familia de los polinomios, nos motivé para presentar,
como segundo ejemplo el ajuste a un polinomio de tercer grado de la forma:

y = By + Bz + Box? + Paa®

para construir los datos, primero particionamos el intervalo (-8 , 12] en 15

partes iguales de la siguiente forma:
x;=-8+ ?2 *i1 para 1=0.,.156
15
después evaluamos las ordenadas como:
yi =53 —492; — 22? +2) para i=0...15

tanto las ordenadas como las abscisas las perturbamos con un niimero aleatorio
de una distribucién uniforme de rango [-0.5, 0.5), asf obtuvimos los siguientes

datos:

Tabla V.2: Datos obtenidos por un polinomio ciibico.

i x yli x y
11} -78187 | -223.7248 | 9| 3.1221 | -51.9440
2 | -6.7809 15,9525 | 10 | 4.0561 | -67,2103
3(-54456 | 687835 | 11 | 4.9815 | -139.5274
4 |-4.0003 } 112,0990 | 12 ) 7.1500 | -98.1697
51-3.0191 | 127.9403 | 13| 7.9088 26,7540
6]-1.2461 | 62,7074 | 14 | 89752 | 273.1805
71 0.3456 44,4293 | 16| 10,7316 | 531.6133
81 14234 | -60,8309 | 16 | 11,7521 | 870.0335

El ajuste que realizamos no fue ponderado y lo iniciamos con el punto:

B =659, -436, -2.7, 1.2}'
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entonces la iteracién inicial graficamente la vemos asf:
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Figura V.3: Grifica de los datos y del modelo en el punto inicial,
ODRPACK obtiene en treinta iteraciones, la siguiente solucién:
P = [38.5613368 , —47.5090224 , —2.74540397 , 1,02546682)"

por lo que la gréfica final del ajuste es:
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Figura V.4: Gréfica del ajuste ortogonal al polinomio y = 8y + 8,2 + By3? + By,
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3. Ajuste ortogonal implicito.

Para ejemplificar el ajuste ortogonal a un modelo implfcito, consideramos el
segundo ejemplo de la gufa del usuario de ODRPACK 6}, en el cual se tomaron
las siguientes 20 observaciones de una radiografia de una prétesis de cadera:

Tabla V.3: Datos obtenidos de una radiografia de prétesis de cadera

i x y[i x y
1]1050]-012] 11| 1.34 |-597
2|120(-0.60[12] 0.90 |-6.32
311601)-1.001} 13{-0.28 | -6.44
41186 (-1.40 |14 | -0.78 | -6.44
51212 ]-254]15]-1.36 | -6.41
6|236]-3.36 |16 |-1.90 | -6.25
71244 |-4.00 | 17 | -2.50 | -5.88
81236 |-4.75 | 18 | -2.88 | -5.50
91206|-525(19-318 |-524

10| 1.74 | -5.64 | 20 | -3.44 | -4.86

dada la naturaleza del problema, se ajusté el modelo cuadritico de la forma:
Ba(y = B1)* + 24y = Br)(z — o) + Bs(z — )2 =1 =10 (v.2.1)

donde y representa la distancia vertical y = la distancia horizontal al origen.
Decidimos utlizar el siguiente punto inicial:

B=[-0.1,01,01, 01, 01)

por ser un punto lejano de la solucién, esto lo podemos ver si evaluamos este
punto en (v.2.1) y denotamos como:

t=z-B, fJ=y-5
y ademés realizamos algunas operaciones, llegamos a la siguiente ecuacién:
g=&+10
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por lo que nuestra primer funcién que ajusta a nuestros datos es un par de rectas

paralelas, que graficamente observamos asf:

18 T T T T

~

-2

-4 H L X i
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 ] 1

Figura V.5: Grifica inicial del ajuste es un par de rectas.

como observamos estdn muy lejos de ajustar satisfactoriamente los datos. La

solucién que obtenemos en veintiocho iteraciones es:
B = [~0.9993808 , —2.9310485 , 0,0875730 , 0.0162299 , 0.0797538)*

Al evaluar en en este punto la gréfica resulta ser:

-7 -6 -5 - -3 -2 -1 ] 1

Figura V.6: La grafica final del ajuste es una elipse,
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4. Ajuste ortogonal a una funcién de Kowalik y Osborne.

Por 1ltimo presentaremos el ajuste ortogonal implicito de una funcién de

Kowalik y Osborne definida como:

Pa(@+B) . o
x(z + Bs) + P

al siguiente conjunto de once datos:

Tabla V 4: Datos para ajustar la funcién de Kowalik y Osborne.

i x Yy

4.0000 | 0.1957
2,0000 | 0.1947
1.0000 | 0.1735
0.5000 | 0.1600
0.2500 | 0.0844
0.1670 | 0.0627
0.1250 | 0.0456
0.1000 { 0.0342
0.0833 | 0.0323
0.0714 | 0.0235
0.0625 | 0.0246

I & oW N =

—
- 0O O ™

En este caso tomamos como punto inicial:

f=[-0.25, 039, 0415, 0.39]"
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por lo que grafica correspondiente a estos pardmetros iniciales es:

T T T T T
H . . ¢ : H

: ]
; )
[] 1 2 3 4

Figura V.7: Grifica de los datos y del modelo en el punto injcial.

obtuvimos como aproximacién final del éptimo, al vector:
B = [0.193132119 , 0.179413870 , 0.118492054 , 0.130645862]*

cuya grifica es:

Figura V .8: Gréfica final del ajuste.
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Apéndice A

Producto de Kronecker.

El producto de Kronecker es una operacién tensorial la cual es una generalizacién
de la multiplicacién de una matriz por un escalar. Si tenemos dos matrices Apxn
¥ Bpxq, €l producto de Kronecker de A por B, A @ B, es una nueva matriz con
mp renglones y nq columnas, las cuales se obtienen reemplazando cada elemento
bij de la matriz B por el siguiente arreglo:

bijan  bjayy e+ byjay,

bijany  bijaxm -+ bijag

bijA = . .

b:‘;'aml bfjam2 tee bl'jamn

Este producto generalmente no es conmutativo:
A®B#BQ®A

Por ejemplo, si la matriz B es :

b
B [bn 12]
bn by
el producto de Kronecker de la matriz A por la matriz B es:
A biA
A@B=]|™ 12 ]
bnA bpA

En particular el producto de Kronecker de la matriz identidad de orden n
I, por la de orden m I, es igual a la identidad de dimensién mn:

In ®Im = Inm
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Similarmente, el producto de Kronecker de una matriz diagonal por otra

diagonal es una matriz diagonal.
El producto de Kronecker puede ser combinado con productos matriciales

convencionales y entonces tendrfamos las siguientes propiedades, suponemos que

las dimensiones son compatibles:

1. (ABC)®I = (Ael)(BeI)C®I).
2. (A®GB®C)YDRE®F) = (AD)®(BE)®(CF).
3. (A®BoC)™! = A"'eB"'gC™!.

4. (A®BoC)} = A'®B'®C.
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Apéndice B

Propiedades de las funciones cuadraticas.

Las funciones cuadréticas juegan un papel muy importante en el desarrollo de
algoritmos para resolver problemas de optimizacién. Por ejemplo sabemos que
en una vecindad de un minimo local de una funcién f : JR® — IR, al aplicar el
método de Newton necesitamos que el paso wi sea el qué minimice el modelo
local cuadritico:

T(w) = V f (@) w + 3wV f(z)w (b.1)

de la reduccién esperada en f, es decir:
S+ w) = o) = Vf (o) w+ Juw' V2 f(z)w

donde w = a:— xy, por lo que es importante entender las propiedades de las fun-
ciones cuadréticas y proveer algoritmos numéricos estables para minimizarlas,
el siguiente resultado describe completamente la minimizacién sin restricciones
de las funciones cuadrdticas.

Lema B.1 Sea ¥:R" — R una funcién cuadrdtica de la forma:
¥(w) = g'w + Jw'Bw (b.3)
donde g € IR*, B es una matriz simétrica de orden n.

1. La funcidn ¥ tiene un minimo si y sdlo si B es positiva semidefinida
¥ g pertenece al rango de B.

2. La funcion ¥ tiene un inico minimo si y sdlo si B es positiva
definida.
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3. 81 B es positiva semidefinida entonces cada solucion de la ecuacion:
Bp=—yg
es un minimo global,
Prueba

1. <=) Primero suponemos que B es positiva semidefinida y g pertenece
al rango de B; entonces existe un veclor p que satisface'el siguiente
sistema:

Bp=-—yg (b4)

i evaluamos en (p + w) la funcidn cuadrdtica (b.3) y ademds uti-
lizamos el hecho que coineide con su desarrollo de Taylor, obienemos

la siguiente igualdad:
U(p + w) = ¥(p) + 1w'Bw + (Bp + g)'w
©al utilizar (b4) llegamos a:
U(p+w) = ¥(p) + Jw'Bw
como sabemos que B > 0, es inmediata la siguiente desigualdad:
Y(p+w)2¥(p) YweR" (b.5)
por lo tanto p es un minimo de V.

1. ==) Si ahora suponemos que p es un minimo de ¥V entonces sabemos
que: ‘
V¥(p) =Bp+g=0

y que el Hessiano de ¥:
Vi¥(p) = B
es pogsitiva semidefinida.

Para establecer 1. y 2. nota que (b.5) se cumple si Bp= —g y B es
positiva semidefinida y que la desigualdad estricta sucede para w # 0
si y solo st B es positiva definida. &
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Para obtener el minimo de ¥, como primera opcién calculamos la facto-
rizacién de Cholesky de B, esta factorizacién existe si y s6lo si B es positiva
semidefinida y en este caso se construye una matriz triangular superior R tal
que:

B=RR
si un elemento negativo de la diagonal es encontrado durante el proceso de la
factorizacién, entonces B no es positiva semidefinida y por el Lema B.1 muestra
que la cuadrética ¥ no tiene minimo, en el caso contrario si los elementos de la
diagonal de R son mayores que cero entonces el minimo es calculado resolviendo
el sistema:

Bp=-g
que equivale a resolver los sistemas triangulares:

Ry =—g
R'p =v
Pero si los elementos de la diagonal de R son positivos y por lo menos un
elemento es igual a cero, entonces B es positiva semidefinida y singular, en esta
situacion podria ser posible calcular una solucién p, pero desde el punto de vista
numérico este cdlculo es inestable, porque bajo pequefias perturbaciones pueden
transformar o B a una matriz positiva definida o a una matriz indefinida,
Sabemos que en una vecindad de un minimo local de f, el Hessiano es posi-
tivo definido y por el Lema B.1 muestra que el modelo local cuadritico (b.1) tiene
un tinico minimo, por lo que este caso el minimo del modelo local cuadrético es
un razonable paso para el algoritmo de minimizacién. Sin embargo, lejos de un
minimo local el Hessiano V2 f(z) podria tener un eigenvalor negativo y por el
Lema B.1 nos dice que este modelo local cuadrético no tiene mfnimo, en efecto,
este modelo no estd acotado inferiormente. Hay muchas opciones para superar
esta dificultad, una posibilidad es modificar el modelo cuadrético, sumando una
matriz positiva semidefinida E(z) tal que:

S = V?f(z) + E(z)

sea positivo definido. Cuando B es reemplazada por la matriz S, el cdlculo del
paso se puede realizar como ya se describié anteriormente.
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Otra posibilidad es restringir la regién en la cual suponemos que el mode-
lo local cuadrdtico es apropiado. Localmente el modelo provee una excelente
aproximacién a la reduccion esperada de f, por lo que es razonable restringir ¥
sobre la regi6n:

{w: |w|<Aywe R")

para alguna A > 0 y calcular el paso, como el minimo de ¥ en esta regién,
esta idea da origen a los métodos de Region de Confianza que trataremos en el
apéndice C. El siguiente resultado caracteriza las soluciones globales del pro-
blema de minimizacién de la funcién cuadritica sobre esta regién restringida.

Lema B.2 Sea ¥ :R" — IR una funcidn cuadrdtica de la forma
¥(w) = g'w+ Juw'Bw
y dada A > 0.Un punto p € IR* es la solucidn del problema:

¥ (w) (&.7)

min
fhwl<a
siysolosi |pl| <A yerziste A 20 tal que
(B+Mp=~g; MA-|pl)=0 (6.8)
con. (B + M) positiva semidefinida.

Prueba.

Supongamos que A y p satisfacen (b.8) con || p|| < A y (B+ M) positiva
semidefinida, entonces por el Lema B.1 implica que p minimiza la funcidn
cuadrdtica:

fi(w) = gw + Jw!(B + ADw
entonces W(w) > ¥(p) lo cual implica las siguientes desigualdades :

gw+ juw'(B+Aw 2 g'p+ 1p(B+M)p
¥(w) + Ju'w 2 U(p) +3p'p (6.9)
¥ (w) | > U(p) + 3(p'p — w'w)
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hasta aqu? dejamos esta desigualdad y ahora trabajaremos con la siguiente

igualdad, la cual tenemos como hipotesis:

Ma-1el) =0
Ma=1lp)A+Ipl) =0
Na? = |ip %) =0
AA? =xpl?

esta igualdad la utilizamos en la desigualdad (b.9) y asi obtener:

U(w) 2 ¥(p) + A
2(A% - || w?)

por lo que si || w|?® < A? entonces podemos finalmente podemos concluir:

T(w) 2 ¥(p)

por lo tanto p es la solucidn del problema (b.7).
51 ahora suponemos que p es solucion de (b.7), esto implica que p
cumple:

Irll <A
por lo que analizaremos dos casos.
Primer caso :
81 suponemos que || p|| < A entoces p es un minimo del problema sin
restriceiones:
min ¥'(w)
w
por lo que p satisface el siguiente sistema de ecuaciones ;
Bp=-g
con B positiva definida, esta igualdad la podemos escribir como:
(B+0I)p=-—g

es decir, considerar A=0 y como ||p}| <A es inmediata la igualdad: .

Ma-fpl)=0
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Segundo caso:
Si || pll = A entonces p debe también resolver el problema:

ins ()

un camino posible, para resolver este problema es por medio del método
de Lagrange €l cual garantize la existencia de A, tal que p y ) es un punto
critico de lo siguiente funcion:

L(w,\) =¥ (w)+ A
2(wtw - A?)

ehora si calculamos el gradiente de la funcion L, obtenemos;

+ (B+ Aw
VL= [gl (t 3 ]

3 (w'w — A?)
como sabemos que p es solucidn de (b.7) implica que el gradiente evaluado
en este punto es 1gual e cero, por lo que tenemos el siguiente sistema de

ecuaciones:

;p-al) =0
por lo tanto para esta A y p se cumplen las siguientes igualdades:

Ma-1pl) =0

que queriamos, mds aun como p es una solucidn de (b.7) tenemos que (b.9)
¢s vilido para esta A yp, pues |w| = | p|.

Para demostrar que (B + M) es positiva definida, lo haremos a partir
de la siguiente desigualdad:

Tw) 2 ¥(p) siful s (b.10)

que sabemos que se cumple por hipotesis, si sustituimos el valor del gra-
diente g de (b.8) en esta desigualdad, y realizando operaciones obtenemos
que;

Fw=p)!(B+M)w-p) 20

de esta desigualdad concluimos que (B + ) es positiva semidefinida.
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Para mostrar que A > 0, utilicemos el hecho que la desigualdad (b.9):

T (w) > ¥(p) + )
2pip - ut)

es vdlida para toda w € IR", ahora st suponemos que A es no positiva

entonces de esta desigualdad obtenemos:
U(w) 2 ¥(p) para |uw|2 |p|

como p es solucion de (b.7), concluimos que p es un minimo sin restric-
ciones de U, lo que implica que A = 0; por lo tanto A 2 0 como se queria.
&

Una complicacién inmediata, que se presenta al tratar de resolver (b.7) se
debe a la restriccién no-lineal, por lo que en general no podemos utilizar un
método directo.

En efecto, si g = 0 y B tiene un eigenvalor negativo entonces una solucién pl
a (b.7) debe ser un cigenvector de norma A correspondiente al eigenvalor més
pequefio de B, por consiguiente un método general para resolver (b.7) debe
resolver un problema de cigenvalor simétrico en este caso especial, puesto que
nos interesa soluciones globales de (b.7), podria parecer que un algoritmo que
resuelve (b.7) ¢s limitado y bastante costoso; sin embargo, ahora mostraremos
que existe un algoritmo que produce una solucién cercana a la optima de (b.7)
en todos Jos casos y en pocas iteraciones.

No es dificil probar que (b.7) no tiene soluciones con || p||= A siy sdlo
si B es positiva definida y | B7'g|| < A ; si (b.7) tiene una solucién en la
frontera de {w : |jw || < A}, entonces el Lema B.2 muestra que es razonable
esperar que la ecuacién:

lpall=4 - (b11)
donde
Pa=~—(B+al)"g

tiene una solucién a* = A > 0 en (—\;,00), donde A < 0 es el eigenvalor més
pequefio de B, como (b.11) es un problema de encontrar el cero de una funcién
escalar en o que puede ser resuelto, por ejemplo por el método de Newton, pero
el incoveniente que surge es que en cada evaluacién de p, requiere la solucién
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de un sistema de ecuaciones lineales , por lo que es importante observar la

estructura de esta funcién para realizarlo en pocas evaluaciones.

Para resolver (b.11), Reinsch [21], [22] y Hebden [17] independientemente
observaron que podfan tomar ventaja del hecho que la funcién || pa ||2 es una
funcién racional en @ con polos de segundo orden en un subconjunto de los
eigenvalores negativos de la matriz simetrica B. Para ver esto consideramos la

descomposicién de valores singulares:

B =QAQ'

con A = diag {}1, X2, .., \n} ¥y Q@' = I 'y observa que:

,.’,2

" .
2 __ 10t 12 — J

17 I = || QA +al) QY ||* = X:: ot oy (b.12)

donde 4; es el i-ésimo componente de Q'g. Una vez conocida la forma de'la

funcional (b.12) muestra que el método de Newton podria no ser muy eficiente,

st es aplicado a la funcién:

e1(@)= [[pall—A

una razén para esto es que ¢ tiene un polo en =)y y por esto el método de
Newton tiende a realizarse deficientemente cuando la solucién de (b.11) esta
cerca de —);. Reinsch y Hebden sugirieron que es més eficiente aplicar el
método de Newton a la funcién:

1
" Pa "

1
pa(a) = & =
Esta funcién no tiene polos, y es casi lineal cerca de la solucién de (b.11).

La iteracién de Newton aplicada para encontrar un cero de y; toma la siguiente
forma: '
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ALGORITMO b.13
1. Dadas \yy A> 0
2, Para k = 0,1, ..hasta converger
(a) Obtener la factorizacién
B+ M = RiRy.

(b) Resolver el sistema
RiRip = ~g.
(c) Resolver el sistema
Rigk = pre
(d) Calcular A4+1 de

npkur[upkn—A]
Apa1 = I + .
= [nqku A

Si ciertas precauciones son tomadas, entonces esta iteracién bésica puede ser
usada para resolver (b.7) en la mayorfa de los casos. Sin embargo cuando B es
indefinida, existen casos en los cuales la ecuacién (b.11) no tiene soluciones en
(—=A1,00) y entonces ¢l algoritmo (b.13) falla. Esto sucede por ejemplo cuando
g =0y B es indefinida. Podrfa suceder también cuando g # 0, como vemos en

5[ 3] v e=[)]

entonces Ay = —1ysi a > 1 entonces || pa ||* < 3, en este ejemplo g es ortogonal

¢l siguiente ejemplo. Si

al eigenespacio de B correspondiente al eigenvalor més pequefio, definido como
Si={z : Bz=M\z z#0}

y en general esto sucede siempre que (b.11) no tenga soluciones en (—A;,00).
Para ver esto es suficiente notar que si g es no ortogonal a S;, entonces 1, # 0
en (b.12) y entonces

Jm lpall=o00i  lim pa|l=0
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por lo que pequefias perturbaciones de g conducen a un 4; no cero. Sin embargo
en muchos casos g es casi ortogonal a Sy, y en estos casos un algoritmo basada
completamente en el método de Newton podria requerir un nimero grande
de iteraciones, lo cual no es aceptable ya que en cada iteracién se requiere la

factorizacidén de una matriz.
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Apéndice C

Métodos de regién de confianza.

Una modificacién importante al método de Newton, es considerar el modelo
cuadritico solamente en una regién de confianza restringida, esta técnica la
mencionamos brevemente en el apéndice B como una motivacién para el Lema
B.2; su uso para la globalizacién del método de Newton ha resultado en al-
goritmos confiables con buenas propiedades de convergencia. En esta seccién
introducimos las ideas principales de esta aproximacién y establecemos algunas
de las propiedades basicas de convergencia.

Sea f : JR* — IR una funcién de clase C%. En el método de Newton con

estrategia de regién de confianza, cada iteracién zj tiene una cota Ay tal que:
f(zr + w) = f(zr) + Te(w)

donde

wl| < Apy
Ui (w) = Vf(zr)w + $0'V2 fla)w

¢s el modelo cuadrético de f en una vecindad de la iteracién zy.
Esto sugiere que podrfa ser deseable calcular un paso sj el cual resuelve
aproximadamente el problema:

Wi(w) (c1)

si el paso es satisfactorio en el sentido que z} + sx produce una reduccién sufi-

min
wlishe
ciente en f, entonces A puede ser incrementado y si el paso no es satisfactorio
entonces Ay podrfa ser decrementado. El siguiente algoritmo espresa estas ideas

con més detalle,
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ALGORITMO c.2
Sean 0 < u <7< 1y0 <y <7 <1 <43 constantes dadas.

1. Sean 29 € IR® y Ag > 0 valores iniciales.
2. Para k = 0,1, ...hasta converger

(a) Calcular Vf(z1) y V2f(21).
(b) Determinar una aproximacién a la solucién s, del problema (c.1).

(c) Calcular
_ flex+ ) = flax)
pk = \I’(Sk) .

(d) Si pr < p entonces disminuir Ag por un punto del intervalo

[71 Ak, ')’2Al']
eirab).
(e) Calcular ap41 = zk + ke
(f) St pr < 7 entonces disminuir Ag4q € [12A81 Ag)s

(g) Si pi > pt entonces aumentar Aj.q € [Ag, 130

Tista es una forma bésica del método de Newton con regién de confianza,
una variante interesante de este algoritmo incluye una matriz de escala para las
variables, que con esta variacién el subproblema (c.1) es reemplazado por:

1 o, P
donde D}, es una matriz no singular.

No discutiremos esta generalizacién aquf; sin embargo, es importante notar
que todos los resultados presentados aquf se cumplen para esta variante si {Dy},
cuya condicién de la matriz D}, esta uniformemente acotada. Tal modificacién
puede ser importante en la practica cuando las unidades de la variables tienen
escalas diferentes.

No estamos interesados en resolver el problema (c.1) con gran precisién, sino
que nos interesa proveer condiciones relajadas para aceptar una aproximacién
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de la solucién s del problema (c.1) las cuales son suficientes para forzar la
convergencia de la sucesién {x)} generada por el algoritmo (c.2).

Si ¥}, es el valor éptimo de (c.1) y si la aproximacién s a la solucién de (c.1)
satisface:

=Ui(s) 2 B Wil skl < BoAe (c4)

para constantes 3; > 0y B2 > 0, entonces es posible comprobar que bajo ciertas
condiciones de f, la sucesién {z)} es convergente al punto z* con Vf(z*) =0y
V?f(a*) positiva semidefinida.

No es dificil obtener un vector s; quesatisfaga (c.4), aunque requiere atencién
de ciertos detalles. Por ejemplo, dado o € (0,1) el algoritino de Moré y Sorensen

[19), encuentra un vector s tal que:
Up(st) =W < 0@—=0) [Wil; skl < (1+0)Ax

proporciona ¥} # 0.

Por supuesto, si ¥} = 0 entonces Vf(z;) = 0 y V2f(z;) es positiva
semidefinida, por lo que Algoritmo (c.2) termina en zy.

También es relevante mencionar que si ¢ = 0.1 entonces el costo de este
algoritmo c¢s muy razonable. En promedio, la solucién aproximada de cada
problema requiere menos de dos factorizaciones de una matriz simétrica definida
positiva de orden n.

La condicién (¢.4) puede ser expresada en una forma alternativa la cual es
mds conveniente para las pruebas de convergencia. Si pr € IR" es una solucién
al problema (c.1) entonces el Lema B.2 implica que existe un pardmetro A, > 0
tal que:

(V2/ () + WD) pe =~V ()i (A= [ pe ) =0

Ahora, sea R{.Ry la factorizacién de Cholesky de V2 f(z) + \iJ, entonces:

3= 5 (1 Repe I + Merd) e

esta expresién para ¥} muestra que si (c.4) se cumple entonces:
~Wi(se) 2 36 ( I Repe | + /\kAz) (c.6)
y de este modo las iteraciones {x;} generadas por el Algoritmo (c.2) satisface:
1) = faen) 2 Jus (1| Rip I + Mear}) (e7)
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estas desigualdades son fundamentales para la prueba de nuestro siguiente re-
sultado.

Teorema C.1 Sea f:R" — IR una funcidn de clase C? sobre un conjunto
abierto D y suponemos que el punto inicial xy es tal que el conjunto de
nivel

Q={ze D : f(z) < f(wo)}

es compacto. Si la sucesidn {xz}} es producida por el algoritmo (c.2),
donde s satisface (c.4) entonces o el algoritmo termina en z¢ €  porque
Vf(ze) =0 y VS (x¢) es positiva semidefinida, o {x}} tiene un punto limite
z* en Q con Vf(z') =0y V'f(z*) es positiva semidefinida.

Como la demostracién de esta teorema es larga y tediosa no la presentaremos
aquf {20].

Los resultados que hemos establecido son solamente un ejemplo de los resul-
tados de convergencia para el Algoritmo (c.2) bajo la suposicién (c4) para si.

Escribimos a continuacién resultados conocidos:
1. La sucesién converge a cero,

2. Si 2* es un punto limite aislado de {zx} entonces V2f(z*) es positiva

semidelfinida.

3. 8i V?f(z*) es no singular para algiin punto lfmite z* de {z;} entonces
{1} converge a z*.

De estos resultados, el segundo es caracterfstico de la aproximacién de la
regién de confianza y es el \inico resultado que no se cumple para e} método de
Newton con busqueda en la lfnea.

La diferencia entre las dos aproximaciones es de importancia teérica. Desde
el punto de vista préctico , sin embargo, se puede argumentar que una diferencia
importante es que con la aproximacién con biisqueda en la linea, la biisqueda
para en valor de la funcién menor ocurre en subespacio unidimesional, mien-
tras que con una aproximacién de regién de confianza no es restringida a un
subespacio de menor dimensién.
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Apéndice D

Calculos adicionales.

En este apéndice presentamos desarrollos, que omitimos por claridad en el
capftulo III,

D.1 Ciélculo del cociente de reduccidn.

En la seccién I11.3.2 definimos el cociente de reduccién como:

p(5) = —L G I~ G +8)|°
1G@) 1P~ 1| G@) + Jams) |

aquf realizamos las reducciones necesarias para obtener una expresién, en la

cual no involucra la diferencia del denominador, para desarrollar esto, primero
escribiremos p como:
G- 1Gs I?
NG =16+ 6w

donde G4 = G(n +8). Si utilizamos el hecho que § satisface (iii.3.1.1)

(d.1.1)

(J&Jg +AD'D)§ = ~JLG
multiplicamos por &, obtenemos:
§'JLJGE + N6 D' Ds = -8 JLG
que es lo mismoj; si utilizamos la notacién de norma de un vector, nos queda:

I JeB | + A || D8 ||* = ~8' 4G (d.1.2)
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Ahora desarrollamos el dendminador de (d.1.1) y ademas utilizamos (d.1.2), asf

obtenemos el desarrollo:

IGIP- |G+ JeE|* = G'G~(G+ J5)'(G+ JoB)

= G'G—(G'G + 28! JLG +5 T, JGE)

-G + || Je8 ||

2| JeB I + A 1l DEI*) = | Jo5 |I

= || Jes|*+2x| D5 |?
que finalmente nos queda la igualdad:
IGI? - |G+ J6s|*= || e8| +2)| D5 |* (d.1.3)

aquf cumplimos nuestro objetivo de evitar la resta, evitando asf errores de re-
dondeo, ya que obtuvimos una expresién positiva puesto que A 2 0.
Reescribimos a (d.1.1) con la expresién (d.1.3) y ademés de dividimos tanto

el denominador como numerador entre || G |?, asf obtenemos:

e
- ——
- IG1 (d1.4)
| Jes |)® | Ds |I*
7+ 2A )
Gl Gl

esta es la expresién final, es la que calcularemos, ya que si de (d.1.3) despejamos
la || G |* de la siguiente forma:

IGI2 = || J6B |2 +2A || DB |2+ || G+ J65 |2
conclufmos ficilmente que se cumplen las siguientes dos desigualdades:
e lGIP2 | J6E
o |GI*222|| D5|f con A0,

con estas desigualdades conclufmos, que el célculo del denominador de (d.1.4))
no provocard algin overflow y ademés es siempre positivo, aun considerando
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los errores de redondeo, y como habfamos mecionado en III.3.2, en el caso
G+ |? > || G|? asignamos p = 0, por lo que no calculamos (d.1.4) y por
consiguiente evitamos un posible overflow.

D.2 Ciélculos del ajuste de la cuadritica ¢(6)

En IIL3.2 planteamos el problema del ajuste de una cuadritica de la forma:
q(0) = a1 + @30 + a36? (d.2.1)

a los puntos 6(0), §'(0) y 6(1), donde la funcién § esta definida como:
50)=511Gw+0)|*

para que finalmente, calculemos el mfnimo u de ¢(6).
Consideremos que g(f) tiene que ajustar a los puntos §(0), 6'(0) y 6(1), de
aquf obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones para ay, az y ag de la forma:

@ = jlGI’
ag = '§‘JéG
M + o + a3 = |G|

observamos que es un sistema de ecuaciones sencillo de resolver, ya que a; y a3
tienen explicitamente sus valores y a3 queda como:

o=} |G+ '~} |G| ~505G
por lo que la cuadrética g(9) es de la forma:
90 =3 IGI'+EIGW+ (31 G+ IP -} I G| ~5I6G)P

para calcular el mfnimo de esta cuadrética, primero obtenemos su derivada,
pero para falicitarlo utilizamos (d.2.1), la cual queda como:

q (6) = ag + 2a30
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igualamos a cero y despejamos para obtener el valor para 0:
" 20y
es un minimo con la condicién que la segunda derivada sea mayor que cero,

como ¢"(0) = 2as3, por lo que si ag > 0 entonces:

=

2a;3
en este caso obtenemos el valor u explicitamente con el siguiente desarrollo, en
el cual utilizamos la igualdad (d.1.2) :
SILG
231G+ IP - } I G IP - +'J6)

po= -

1 I6G
LG I = 1G4 1) +595G

=3 (1 Jes I+ 1| Ds |F)
LG P= 16 I?) - (1 Jas I+ Al Ds )
siT=-— ("T'Zﬁ”: -+ '\JWDFEI}I;) entonces :

asi obtenemos la expresién final para el mfnimo u de la cuadrética g(6).

D.3 Cdlculo de la derivada de ¢())

Finalmente discutiremos como calcular ¢'()), para esto utilizaremos la igualdad
(#41.3.3.6), que escribimos a continuacién:

an="UV+uer”-A
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de la igualdad (71i.3.3.2) obtenemos:
Ds(\) = —=(J'J + AI)"\'G
calculamos ¢'()) por medio de (447.3.3.6), asf obtenemos:

8 " (JF +A1)L TG ”
)= ———

Ahora calculamos la siguiente derivada para calcular indirectamente ¢'(A):

o|| i+ aryriG ”2
F))

calculamos la siguiente funcién:

=2" (1 J + An-LG "q&’(A) @d3a)

| @i+anire ||2 = (JIGH(JF'T + M2 TG

calculamos la derivada explicitamente de esta funcién con respecto a A; nos
queda;

o|| 7 +anyiie |

| ] 5 i

con estu igualdad y (d.3.1) obtenemos :

= =2(JG)'(J'J + A2 TG

~(J'O)N(J T + \)3 TG

</"()\) " (j‘j+ AI)-]J;‘G "

il

=(J'GY(J'J + M) (JT + AN NJIT + M) TG
|| (J'J + A UtG ”

_ =[DSO)HJIT + M) DA
- D5

Por el momento dejamos este desarrollo y haremos otro que nos servird para

(d.3.2)

]

m



continuar con el célculo de la expresién de la derivada de ¢()):

(BT + AN =[(JD"W(JID™)+ M)
= [D{(JN)D™ 4 M)
= [D™Y(J'J + AD'D)D~1)]7?

= D(J!'J + AD!D)-' Dt
sustitufmos esta igualdad en (d.3.2) y obtenemos:

_ =[D'DEON}(J' + AD' D)~ D DE()]

7o) EEQL]
si g(A) = D5(\) entonces:

o (D' + ADD) (D g(N)]
d) = e T

(d.3.3)

De acuerdo a lo que trabajamos en la seccién I11,3.1 obtenemos facilmente

las siguientes igualdades:

-R’-
1A
=10
[o I [A2D
[ D) ]
r R' 1
R
wt| o =[ *]
0
| D)

todos estos bloques estdn definidos en dicha seccién,
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Las igualdades (d.3.4) y (d.3.5) las utilizamos para el sigﬁiente desarrollo:

J?
JtJe+AD'D =|J} A%D'][ 1¢ ]

A2D
1@ 01[@ 077 J&
=[Jg A?D‘l[o n] 0 n‘HA%D‘]
-R,.

=II[R" 0 D4]| o | I

D,

R

=II{R" 0 Di|wwt| o |

D,

=TI[R} 01[};*]11'

= HRE\RAH'
con esto obtenemos finalmente:

JJG +AD'D = ILR, RyIT*
¥ como consecuencia de esta igualdad obtenemos:

(J&Jg + AD'D)™! = (ILR\ RyIIt)~?
= [(RI) (R}

= (R\I)™ (RyIT)™

13



utilizamos esta igualdad para reducir aun més (d.3.3), obtenemos :

-1 -t
¢'(N) ="[D"1(A)]t (Rﬂ};)q(A)(RAnt) [DtQ(A)]

- ” (RzH')_' D'q()) ”2
R

— || Rzt ||°
Ta T

(et

2

=g
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