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Capítulo 1 

INTRODUCCIÓN 

Las losas de concreto reforzado apoyadas sobre el terreno son elementos 
estructurales muy cotmmes; sin embargo, la gran mayoría presenta 
agrietamientos excesivos bajo condiciones de servicio. 
Por lo anterior, es evidente la necesidad de establecer w1 método de análisis 
racional que pennita incorporar las características de defonnación intrínsecas 
del suelo (asentamientos) y considerar la rigidez propia de la cimentación. Para 
tal efecto se empleará la teoría convencional de placas delgadas1 en presencia 
de una base elástica. 
La interacción suelo - estrnctura se establece con base en Ja igualdad de 
desplazamientos entre suelo y estrnctura. Esta condición se logra con la ayuda 
de la solución de Newmark para el cálculo de desplazamientos verticales en el 
suelo y de expresar Ja ecuación diferencial de equilibrio de placas en flexión, 
mediante el desarrollo en diferencias finitas. Así se obtienen los 
desplazamientos de la placa y la distribución de momentos flexionantes y 
fuerzas cortantes en toda la placa, lo cual resulta indispensable en el diseño de 
losas de concreto reforzado; al tomar como base estos resultados se efectúa la 
distribución del acero de refuerzo, mediante los siguientes procedimientos: 

a).- Esfuerzos de trabajo 
b).- Método plástico o de resistencia última. 

Con los criterios ya mencionados, se analizan en este trabajo losas cuadradas 
con bordes libres de 3, 4.5 y 6m, con peraltes de 15, 22.5 y 30 cm 
respectivamente, apoyadas sobre diferentes suelos, se presentan los resultados 
obtenidos y las recomendaciones pertinentes. 



Capítulo JI 

ANÁLISIS EN FLEXIÓN 

Para el estudio analítico se recurrió a la teoría de placas en flexión, donde se 
establecen las siguientes limitaciones e hipótesis: 

1.- La fonna de la placa es un rectángulo. 
2.- El espesor de la placa es constante y pequeño comparado con sus otras 

dimensiones. 
3.- El material de la placa es homogéneo, isotrópico y continuo. 
4.- El material de la placa es elástico y obedece a la Ley de Hooke. 
5.- Los esfuerzos en la placa permanecen abajo del límite de 

proporcionalidad. 
6.- Las defonnaciones son pequeñas y no alteran la geometría de la placa 

(Teoría de defonnaciones pequeñas). 
7.- Se acepta la existencia de una superficie neutra a la mitad de la altura del 

peralte de la placa. 
8.- Las nonnales a la superficie media antes de la deformación, permanecen 

nonnales a la superficie después de la defonnación. 
9.- La superficie neutra de la placa es horizontal y permanece sin esfuerzos 

durante la defonnación. 
10.- Las cargas son ortogonales a la superficie neutra. 

Definición de placa. 
Se considera que el cuerpo elástico mostrado en la Fig. 2.1 recibe el nombre . 

de placa cuando se cumple lo siguiente: · · · 
-· ,·,. 

O:::;x::;a, O:::;y::;b, -:.::;;·z::;;~ talqueh<<áyh<<b.' 
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Fig. 2-1 Sistema de coordenadas y dimensiones de una placa rectangular. 

Ecuación diferencial para placas en flexión. 
Se considera una placa en flexión debida a una carga distribuida que actúa 

perpendicular a la superficie neutra de la placa. Bajo esta carga la superficie 
neutra se desplaza y adquiere la fonna de una superficie curva (superficie de 
desplazamiento) definida por la ecuación: 

Donde: 

w = J(x,y) 

w = Desplazamiento vertical de la superficie media. 
x,y = Coordenadas de un punto de la superficie neutra. 

(2.1) 

Se supone que la superficie neutra es horizontal y que contiene a los ejes 
coordenados X y Y, con el eje Z proyectado verticahnente hacia abajo 
(Fig. 2-1). Debido a la acción de la carga q, se tendrán en las caras de un 
elemento diferencial, momentos flexionantes, momentos torsionantes y fuerzas 
cortantes (Fig. 2-2). 
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Fig. 2-2.a) 
b) 

. Fig.2-2a 

'· .: - . :. . - ' . . . : :_ . 

Placa en flexión. . . . . · . . . . , · · .. · .. · .. 
Fuerzas que actúan. sobre .un de111ento dife~encial de placá. 
Esia .figul'~ tcm1bién iri'dicd las di~eccione:;: positivas de · las 
resultantes dé. esfuerzo}> 
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Para mayor claridad se han separado los elementos mecánicos en dos grupos: 
Fuerzas de cortante (Fig. 2-3a) y momentos de flexión y torsión (Fig. 2-3b). 

Vy 

Fig. 2-3a 

Fig. 2-Jb 

Fig. 2-3. Fuerzas que actúan sobre un elemento diferencial de placa. 
a) Fúerzasd.e superficiey cortantes. . · 
b)· Momento de flexiónytorsión. 
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La estática proporciona tres ecuaciones, para lograr el equilibrio del elemento 
diferencial: 

1.- L,Fz =O 

2.- L,Mx=O 
3.- L,My=O 

Si q es la intensidad de carga distribuida sobre la superficie de la losa; entonces 
q dx dy será la carga que actúa sobre el diferencial de elemento. 
De la primera condición y al considerar la carga distribuida, se tiene: 

L: Fz= O 

al simplificar: 

óVx• ·.··ov; . . 
. -á-_ +-0'-+q::O (23) 

'.:-· .: . ·' ,. '·· 

De la seguiida condición de equilibrio: 
~ . . . - ' . . . 

(2.5) 
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De manera análoga, al utilizar la tercera ecuación de equilibrio y por im 

procedimiento similar se obtiene: 

(2.6) 

Al derivar las ecuaciones (2. 5) y (2. 6) -c011 réspecto aX y Y se ol:Ítíel1eri: 

al sustituir estos resultados en.la eci1aciólff.f~)-yy~ qüe·-& .. (;,,,;Myx>' ¡)~~'lograr 
la igualdad de esfuerzos cortantes 'txy Y>j;/~#jobti~né: - -- · :----- - .•. -- -- -: 

-:~.::·· , ' . ~ ' -

.. , - '(2.7)-•. 

al simplificar la ecuación(2:'7}s~ ()IJti~n~: 

(2.8) 

Esta igualdad es una ecuación de equilibrio y es independiente de la relación de 
Poisson o de que la placa sea isotrópica u ortotrópíca. 

Relación entre momentos y desplazamientos. 
Para resolver el problema de placas en .flexión se debe expresar la ecuación de 
equilibrio de fuerzas (Ecuación 2.8), en términos de los desplazamientos w. Las 
resultantes de esfuerzos (Fig. 2-4) se relacionan con los esfuerzos crx, cry y 'txy 

como sigue: 

,, 
Mx = fbaxzdz (2.9.1) 

2 
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M ">' = Jt: T xyzdz 
2 

(2.9.2) 

(2.9.3) 

De las relaciones constitutivas de la teoría de la elasticidad, se establece la 
relación entre el esfuerzo y deformación para materiales lineahnente elásticos, 

8 =_!_(<Y - U<Y ) 
X E X y (2.10.1) 

e. =_!_(<Y - U<Y ) y E y . X 
(2.10.2) 

(2.10.3) 

Los· esfuerzos ~n fullcióh él~ las defonnaciones resultan: . f . .. ' ~ ' 

(2.Il.2) 

(2.11.3) 
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A su vez, las defonnaciones unitarias Bx , By y "/xy se pueden escribir en 
función de los desplazamientos: 

(2.12.1) 

óv 
e=-

Y 0i (2.12.2) 

(2.12.3) 

Como la placa es delgada y las deformaciones por flexión pequeñas, se supone 
que las secciones transversales inicialmente planas pennanecen planas y que la 
superficie media adopta m1a· configuración clefonnada sin que cambien sus 
dimensiones. Aceptada esta última hipótesis y con la ayuda de la figura 2-5 se 
tiene: 

. OIV , 
u=-z a 

. ;ó'aJ 

V:: -~;~o/<~.'. 
-, ¡· 

(2.13.l) 

(2.13.2) 

My 

;" · .. · .. 

Fig. 2-4 Diagrama de esfuerzos y resultantes de esfuetzos porunidad de 
longitud en/a sección de corte. . 
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Fig. 2-5 Desplazamiento lineales u y v. 

Las deformaciones lineales y angulares en función de los desplazamientos u y v 
se obtienen al sustituir las ecuaciones (2.13) en las ecuaciones (2.12): 

(2.14.1) 

(2.14 . .2) 

. (2.i4.3J 

al sustituir en la ecuación 2.9; 1 a crx por su valor dado por la ecuación i. l 1.1 e · .· 
introducir las ecuaciones 2; 14,ly 2.14.2, se llega a: · ·· 

Mx = ~ (l-Ev 2)(ex +v~Y)zdz 
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(2.15.1) 

Donde: 

De manera análoga se obtiene: 

(2.15.2) 

La relación entre el momento de. torsión y la torcedura se obtiene al sustituir en 
la ecuación 2.9.3 a 'txy por su vatordado enla ecuación .. 2.11.3 y usar la 
ecuación 2.14.3, se tiene: 

J
,,_ E . 

MXJ. = -~2(I+vl">'zdz 

E rl! ( .. ·· b'2w_}··. .: 
=---J2,, -2z--. dz 

2(1- v) -2 < &o/ .·· 
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Por último: 
, •• , , , , , __ ', é)2(i) 

M '=-D(l-v)­""' . ,, • ¿oc.qi (2.15.3) 

. ··:. : - ,:··; > - .... .,... __ ._-.. . ,.· 

El ténnino 02~0' representa la torcedura, esdc;:~ir, el c~bi_ó d,~}ape_nqie?te 
en la dirección X según se avanza en la direcóión'Y· \C _ _ . · -----

-._·:.~ .. -: ·:-· '. . 
... ··,, 

AI diferenciar dos veces las ecuaciónes ;ril.5Jcori respe~toa x ;i. s~ tiene: ' 
- :·. ' .••. • 1- . ;, . . l 

ª~"!~-o(~~;~::,;;} :r> {:/~··<::;_·_·, 

Al sustituir las ecuaciones:(.iJ6/~n l~ ecúaóión de equilibrio (2.8) se ti~l1~: __ -
' . : . :~: .; ,'.: 

(2,l7) 
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Para simplificar la expresión se introduce d operador de Laplace en 
coordenadas rectangulares. 

(2.18) 

donde: 

2 02 .. . 02 ... d. dºfi . l d L 1 V ... = ª 2 + 
0

¡2 , opera or 1 erencrn e ap ace. 

La ecuación 2.17 permite el análisis general de placas delgadas, con cargas 
normales a su plano. El resultado de esta solución es la ecuación de la 
superficie curva definida por la ecuación 2.1, además debe satisfacer las 
condiciones particulares de frontera establecidas en la placa. 

Relación entre cortantes y desplazamiento. 
al diferenciar la ecuación de momento de flexión y torsión de las ecuaciones 
2.15 se tiene. 

av!x [0\11 . ó'
3
w J --;¡;-=-D al +u &-o/2 

av1y -_ ?[_~-~~E_:·:_. ---_--.• _'ohv_·J : 
a¡-.=~I) o/J+Y:a~o/ ·_.·. 

/Mxy . .. : ;J·L ~ 3;v __ 
~ =,':~D_(Ic- u~ ox~o/ : 

(2.19.4) 
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Sustituyendo las ecuaciones (2.19) en las ecuaciones (2.5) y (2.6), se obtienen 
las fuerzas cortantes: 

(2.20.1) 

(2;20.2)•·· 

Condiciones de frontera. 
Se establecen las condiciones de frontera para una placa rectangular, en la cual 
los ejes X y Y coinciden con los lados de la placa, como se indicó en la 
Fig. 2-1. 

Borde empotrado.- El desplazamiento a lo largo de este borde es cero y el 
plano tangente a la superficie elástica a lo largo de este borde coincide 
con la posición del plano neutro de la placa. Al suponer que el borde 
empotrado coincide con el eje X, se obtiene que las condiciones de 
frontera a lo largo de este borde son: 

(ó'w) (w) =O · - =O 
y:O ' 0 y y=O 

(2.21) 

Borde libremente apoyado.- Sea el borde de la placa y = O libremente 
apoyado, el desplazamiento w a lo largo del borde será nulo; este borde 
tiene libertad de giro alrededor del eje X y por consiguiente los 
momentos flexionantes My resultan nulos a lo largo del borde. Las 
condiciones de frontera resultan ser: 

(2.22) 
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Borde libre (sin apoyo).- Si el borde x = a de la placa es libre, no podrán 
existir a lo largo de este borde momentos flexionante, torsionantes y 
tampoco fuerzas cortantes verticales; condiciones que resultan en: 

(2.23.1) 

Sin embargo Kirchhoff demostró que una de estas condiciones es redundante y 
que dos condiciones son suficiente para detenninar los desplazamiento w de la 
placa. También demostró que la doble condición que se refiere al momento 
torsionante y a la fuerza cortante, es equivalente a una sola que considera una 
fuerza cortante estáticamente igual a los dos efectos suplidos, que resulta ser: 

(2.23.2) 

donde: 

V' X = Fuerza cortante ~fedtl\ra sobre un borde libre 
, .. · .. ·'-· ·<•'·'·. 

La condición de momento fleXicmruÍte ~ulo a lo largo del borde libre se obtiene 
al igualar a cero la expresión 2.15.l. ·. 

(2.23.3) 

Las expresiones 2.23.2 y 2.23.3 representan las condiciones de frontera para el 
borde libre de tma placa. 

15 



Capítulo 111 

REPRESENTACIÓN DE PROPIEDADES DEL SUELO 

Módulo de reacción. 
El módulo de reacción k,, es tma relación conceptual entre la presión del suelo y 
el correspondiente asentamiento. 
Matemáticamente se expresa como: 

donde: 

q 
k =­

.r o 

ks= Módulo de reacción del terreno 

(3-1) 

q = Intensidad de la presión del suelo . . . 
8 = Asentamiento promedio ante tm incremento de pre~ióri '. 

La teoría del módulo de reacción vertical se basa en dos suposiciones 
fundamentales8

'
14

: 

a) La relación le entre la presión de contacto p y el correspondiente 
asentamiento o es independiente de la presión. 

b) El módulo de reacción vertical en la base de una placa rígida cargada 
concéntricamente apoyada sobre una superficie horizontal tiene el mismo 
valor en cualquier punto de la base; en otras palabras, el módulo de 
reacción tiene el mismo valor para cada punto de la superficie sobre la 
cual actúa la presión de contacto. 

En la Figura 3.1 se muestra el tipo de curva que se emplea para obtener ks . Es 
evidente que el valor depende de si es m1 módulo tangente o secante y de las 
coordenadas de q y o . 
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El tipo de prueba que se realiza para la obtención del ks es la llamada prueba de 
placa. Este tipo de prueba se efectúa con placas muy pequeñas debido a que el 
suelo tiende a sufrir mayor asentamiento en la zona de mayor intensidad de 
esfüerzo, de aquí que los esfüerzos y asentamientos debajo de la placa no sean 
unifonnes. Sin embargo, aún con placas de pequefio diámetro, ya sea de 450, 
600 y 750 mm, se tiene el problema de detenninar ó debido a que la placa 
tiende a ser menos rígida por lo cual es dificil obtener asentamientos constantes 
en toda el área de la placa (definición de k,, ). 

Fig. 3-1 . a).­
b).-

p 

q=PIA 

Fig: 3-la 

y 

l 
·. Fig. 3-lb 

Prueba de placa con tres placas concéntricas . 
Módulo de.reacdónstipuesto (lineaOA). 
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Una forma de incrementar la rigidez de la placa consiste en colocar placas 
concéntricas más pequeñas; sin embargo, en cualquier caso la obtención de los 
datos necesarios para asignar un valor razonable al módulo de reacción ks 
requiere de que se aplique mm presión unifonne sobre la superficie del suelo, 
para después medir los asentamientos en los diferentés puntos y dividir la 
presión unitaria entre el asentamiento medio de los mismos puntos y así poder 
tomar un promedio de los valores obtenidos. (Fig. 3-la). 
En problemas relacionados a vigas sobre cimentación elástica, el valor de ks 
usualmente se considera como una propiedad constante del suelo. Sin embargo, 
el módulo de reacción depende de las propiedades del suelo y de las 
características de la cimentación. 

Los principales factores que influyen en la determinación de ks son los 
siguientes 11

: 

a.- Distribución de la carga. 
b.- La geometría de la superficie de cimentación. 
c.- Estratigrafia del suelo. 
d.- Características de compresibilidad de los estratos de suelo. 

Valores de k.. recomendados 
Para la Ingeniería siempre ha sido de interés la evaluación precisa del valor de 
k,,. No obstante, solo se pueden detenninar valores aproximados, por lo cual no 
se justifican refinamientos matemáticos. 
Terzaghi ha establecido fórmulas empíricas para el uso de los valores de k,,. Las 
recomendaciones se basan en pruebas hechas en campo al utilizar placas 
de 1 ft x 1 ft. Este método debe ser empleado con cuidado, ya que solo es 
aplicable a condiciones en las cuales la profundidad del suelo afectado por el 
ancho de la cimentación pueda ser considerado cercano a la superficie y 
aproximadamente isotrópico; además, es posible extrapolar los resultados de la 
prueba de placa a áreas .mas grandes. 
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L . . . d d T hº81115 1 l as siguientes expres10nes son recomen a as por erzag I • • en as cua es 
se considera el efecto del tamaño de la cimentación. 

Para cimentaciones sobre arena (suelo no cohesivo): 

(
Bf +1)2 

k =k --
s ' 2Bf 

(3.2) 

Para cimentaciones sobre arcillas, cuando la presión de c~nfacto es inferior a la .. 
mitad de la capacidad de carga ultima del suelo. 

Para cimentaciones rectangulares sobre arcillasde dilll~llsi~nes~··· /"{~t ~:· 
k =k.(m+0.5) 

·' 
1 l.Sm 

donde: 
ks = Módulo de reacción bajo Ja cimentación de ancho B (F x L-3). 

k1 = Módulo de reacción obtenido de una prueba de placa de lft x lft. 
Br= Ancho de Ja superficie de contacto en (ft). 
m = Relación de aspecto de la placa (m = B/L) adimensional. 

Otras expresiones que toman en cuenta el efecto del tamaño y la profundidad 
en cimentaciones cuadradas son15

: 

Para suelos granulares: 

(B f + 0.3)2

( 2D f.) k =k --- l+--
s i B B 

f ., f 
(3.5) 

Pero: 

(B ~0.3)2 

k,::;2k1.· _f_. -· 
. Bf . 

19 



Para suelos cohesivos: 

(3.6) 

Donde ka y kh deben ser evaluados al menos por dos pruebas con diferentes 
tamafios de placa, por ejemplo placas cuadradas de 300 y 600 mm. 

Las siguientes expresiones10 permiten obtener el módulo de reacción con 
empleo de datos obtenidos del suelo en pmebas de laboratorio: 

a) 
E,84 E 

k ==o 65 12 _._f -"-
SB • Ebl I-v2 (3.7) 

donde: 

ksB =: •·· ksB (F x L-2) 

Br== · Ancho de la cimentación. 
Eh = Módulo de elasticidad de la cimentación. 
I = Mómento de inercia de la cimentación. 
Es= Módulo de elasticidad del suelo. 
u = Relación de Poisson. 

b) (3.8) 

donde: 

mv = Coeficiente de compresibilidad volumétrica del suelo, 
obtenido de una prueba de consolidación. · 

H = 0.5Br a Br. 
Br = Ancho de la cimentación. 

Los valores de k1 recomendados por Terzaghi8
•
11 se dan en la Tabla 3-1, la cual 

puede servir como una guía para la estimación del k8 • Sin embargo, estos 
valores se deben obtener de pruebas de placa realizadas en el sitio de interés 
para considerar en forma específica las condiciones del subsuelo y áreas 
cargadas. 
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La tabla 3-29 se puede usar para est1rnar el valor de ks para inferir en una forma 
aproximada el orden de magnitud del módulo de reacción ks al emplear alguna 
de las expresiones 3 .2 a 3 .4 

Tabla 3-1. Valores promedios e' k1 para placas cuadradas de lft (305 mm) 

Tipo de suelo 
Valor promedio de k1 Intervalo de valores de k1 

Tons/Ft3 Ka/cm' Tons/Ft3 Kg/Cm3 

~ 
40 1.29 20-60 0.64-1.92 

"' e: 130 4.17 60-300 1.92-9.62 
~ 

Densa 500 16.1 300-100 9.62-32.1 

Rlgida 75 2.41 50-100 1.60 -3.21 

"' l Muy Rlgida 150 4.82' 100 -200 3.21 -6.42 

Dura 300 9.64 300 9,60 

1 Ton =2,00Dlb. 

Tabla 3-2. Intervalo de valores para el módulo de reacción ks * 

Módulo de reacción ks 
Tipo de suelo 

kcf kg/cm' 

Suelta 30 -100 0.48- 1.60 

"' ... 
e: 
~ Media 60 -500 0.96- 8.01 
<( 

Densa 400 - 800 6.41 -12.81 

~u :s: 200 kpa (2.04 kg/cm2) 75 - 150 1.20- 2.40 
~ 

200 :s: Qu :s: 400 kpa (4.08 kg/cm2
} ·~ 150- 300 2.40- 4.81 

<( 

~u> 800 kpa (8.16 kgfcm2} >300.00 >4.81 

* Los valores indicados sirven como guía para la estimación de ks, cuando se utilicen las 
expresiones 3.2 a 3.4. 
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Capítulo IV 

LOSAS CON INTERACCIÓN CON EL SUELO 

Método de diferencias finitas 
El método de diferencias finitas sustituye la ecuación diferencial de cuarto 
orden para placas en flexión (2 .17) por ecuaciones en diferencias finitas. 
Para usar el método se divide la superficie de la losa en fonna de retícula, en la 
cual cada nudo representa un desplazamiento desconocido, después se escribe 
la ecuación 2.17 expresada en diferencias finitas en cada nudo de la retícula y 
fmalmente se resuelve el grupo de ecuaciones para obtener los desplazamientos 
desconocidos. 
Este método también se emplea en problemas de interacción suelo-estructura; 
para ilustrar la obtención de las ecuaciones en diferencias finitas se considera 
una placa rectangular con bordes libres apoyada sobre un medio elástico, bajo 
la acción de cargas unifonnemente distribuidas. 

Expresiones en diferencias finitas para las derivadas parciales de la 
función w=w(x,y) mediante diferencias centrales. 
Es necesario establecer una secuencia ordenada, al numerar los nudos en la 
retícula que rodean al punto para el cual se pretende establecer un valor de la 
función. 
El orden de numeración adoptado es el que se indica en la figura 4-1 para un 
módulo de retícula previamente establecido. Esta convención será valida para 
cualquier derivada parcial de la función w = w(x,y) indicada en la tabla 4-1 y en 
las expresiones 4.3. · 
Para el problema de flexión en placas se asume que la superficie de la placa se 
divide en una retícula con igual módulo en ambas direcciones de los ejes 
coordenados. Con ayuda de la figura 4-lb se establecen las relaciones para 
expresar las derivadas del desplazamiento de la placa en diferencias finitas, en 
un punto O de la superficie de la placa. 
Las expresiones se resumen en la tabla 4-1 1 

•
2

• 
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+X 

Supedicie dela placa - -,. -
j ' fi 1 
1 1 
... I 

+Y 
J 

.... ~-

• -f 1- A.•Longituddel11u:lfcula 

Fig. 4-Fa 

Fig. 4-1. a) Retícula . cuadrada· para· establecer• la ecuación diferencial de 
placas enflexiónen diferencias finitas,· 

b) Secuencia de numeración para el nudo O. 
. . . . : ' 
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·. Expresiones en diferencias finitas para las derivadas parciales 
de w = w (x,y), establecidas en diferencias centrales 

fw1; +2w4 .-iw2 +w10 

" .;~,}t3J;3} 
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De forma similar se pueden escribir los operadores diferenciales en diferencias 
finitas. 

(4.1.1) 

(V4w) 0 = ~4 [20w0 -s(w1 +w2 +w3 +w4 } 

+ 2(-w5 +w6 +w1 +w8 } +w9 +l11
10 +w11 +w12 ] 

(4.1.2) 

Las expresiones en diferencias finitas para V2w y V4w dadas en las ecuaciones 
4.1 se han establecido para un punto arbitrario el cual esta localizado lejos de 
los bordes de la placa, un ejemplo es el caso cuando los desplazamientos w0, 

w1, w2, •.. w12 caen dentro de la superficie de la placa (Fig. 4-2). 

Placa apoyada sobre un medio elástico. 
De la ecuación 2.17 se tiene que la ecuación diferencial de placas en flexión 
apoyadas sobre un medio elástico es: 

(4.2) 

Las condiciones establecidas por Kirchhoff, para una placa rectangular con 
bordes libres (Fig.4-2), son : 

(4.3.1) 

. (43.2) 

. ,- . . 

.. (433)' 

(4.3A) 
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Como condición adicional, se debe cumplir que la fuerza de esquina sea nula1
; 

por ejemplo en la esquina x=L y y=B se tiene: 

[
ó'

2w] - -o &;cy r=L -
Yo<B 

(4.3.5) 

Al considerar la retícula mostrada en la figura 4-2 donde los bordes x=O,L y 
y=<O,B, cumplen con las condiciones de borde libres (Ec. 4.3) y al sustituir la 
ecuación 4.1.2 en 4.2, se obtiene la ecuación diferencial de placas en flexión 
apoyadas sobre un medio elástico, expresada en diferencias finitas. 

20w0 -8(w1 +w2 +w3 +w4)+2(w5 +w6+w7+w8)+ 

· % IM0 A:1 
w9 +ww+1.v11 +w12 =qº·D --¡¡-

(4.4) 

----L • 

·1-1--+--l:f =fR +X 

+Y ( A 1 

Fig. 4-2. - Retícula para establecer las· ecuaciones en diferencias finitas en 
una placa rectangúlar sobre un medio elástico. . 
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Se pueden establecer expresiones equivalentes para nudos en el borde o cerca 
de éste, empleando las condiciones de frontera (4.3.l a 5) en combinación con 
la expresión 4.4. 

En la figura 4-3 y 4-4 se resúmen expresiones equivalentes a 4.4. 

Fig. 4-3. - E,cuc¡cihne~~ para é{ análisis de una placa rectangular apoyada 
sobre un medio élástico éxp1;esada en diferencias finitas, para 
nudos.sobi·e él borde o ceh:a de él. . 

Caso i 

{19w0 - s(w, +;3 ~;~¿)--(J·(iv);vi +(;-e ¿)(w
5 
+~J + 2(w

1 
+w

8
) 

. ··. ~· kivdA.4 :. ; ~F . ·. 
+w9 +w" +w,2},; ·n.·.·-%n=c º: 

. :. ·.< ::···.:/.~.:· ..... /~·:·· .. ( 
w10 = -w0 + 2iv2 -:- v(<_:.2w2 +11•5) 
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Casó ii 
. ,, ·,: . ·- - . . 

· ... {(s-4v.-3J2)j
0
·-(4--·2u ,-2v~)()V1 +l~3)-(6-2V)w4,+(2- v)(w

1 
+w

8
) 

+%(1-v 2,)(lv~·+)Vn)~:~v12}~:~;~~2%·:~=0 ·. . 
' ".' ··- f ··;' ., ';'. ~- ;~} 

w2 = 2(1~ v)w0 -- ~(i-J;+:lYj):i:w~·: .· 

:: = ~;-~~:hPí~2m:j~\;,; ;:. • .••. -.. _. ·· .• · . . · ... · · 
w10 = 6(2+2v---ü2 )uí0 +(4v,2

- 81.1-:. 4)w1-' 4(1+ 2v-,- v2 )w3 + 4(v ___; 3)w4 + 2(2- v)w1 

+2(2:-·~~u~_s':j~(i~v)~v~+(i-v)liw1 1+w12 . · · · 

Caso iii - , .. 

{(3- 21J;-v 2}¡¡1
0 -;( (3- 2v .- v2}(w3fw4)+2(1-: v )w1 +%(1 ~ v2)(w11 +l11

12+ 
+ ~~4D~º:~~f .~?e .. 
W1 =2Wo-:c:W3¡ 

w2 =2w0 ,~\114 ,,, •: "·'··.··;:.·•• 
W5 = -21.Jlt;ó+2(i+ J)(iv/tl~4)'_: 

:: : :~ :r~lsr;~¡?rt:~J=:::. .. . .. · · . . ... . . 
W 9 = 2( 6•-i2)1Yof 4{v·~~)lk74(2.i Ú:_!J 2)w4 + 4(2- v)w1 +wu+2(2- v)vw12 -

w10 ·=2(~3"p2)i~~,~-~(2+li .::_v 2)w3.+1(v.~ 3)w4 + 4(2--.·v)w1 + 2(2~v)mv11 +w1~· 

Caso iv 

f1(
15 _ 4u~2-u2\- -(;2;u-'v•)w-(L2U-2u')'~¡, -Ú--2v)w .. 

"L 2 .. 2 Yº.·, ..... ,. le..· ... ····.·.·_·• ... 3 · .. · 4 

+(2-v)(w1+lvs)+f{i-v2)w11+w12}+k;~
4 

-%:~ =Ó 
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w2 = 2(1+ v)~v0 -v(w1 +w3)-w4 

w5 = 2w1 ....:·w.•. 

w6 = 2(1 f-J)1v3 .:_ u{ll'0 +1v11}-w1 
% =2W1 -W~. >< > ... ·.. .. ·:· . ,· . 
w, 0 = (12+rnvLsv2}1v0 L2(2+}v- v2)w1 -·4(1+2v- i> 2 )w3 + 4(v- 3)w4 + 

.· 2(2 7 v){Ji11+w.}+(27 v)~;,+% · 

Caso 

W9 = 2(1 t v);I'; .{u(iv; +1~8}-~J1~> 
w

10 
= 2(1;Ju}w2·~ ti(1i1;~·1~6) .:\v0 

donde:· 
qo = Intensidad de esfuerzo en el nudo O 
A, = Módulo de la retícula. 
\) = 
k= 

D= 

Relación de Poisson para el material de la placa. 
Módulo de reacción del suelo. 

Eh3 
•• 

( 
2 ) ; Rigidez de la placa. 

12 1- l> 

-.·.:_-·· -:, ..... · ... 
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Caso i 

Caso it 

; 1 ; ', ' •• ·" ,: 

Fig. 4-4. Operadores en diferen~iasfinitas ~ara puntos sobre el bordé de la 
placa ycerca de éste: · · ··. · · · · 
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Continuación de la fig. 4-4. 
Caso iii 

Caso iv 

Casov 
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En la obtención de las ecuaciones en diferencias finitas para la flexión en 
placas, hemos asumido que la carga externa q(x,y) es distribuida, de tal forma 
que se asigna a cada nudo en la retícula una intensidad de presión promedio, 
con unidades de esfuerzos. Además de este tipo de carga distribuida, también 
se debe considerar el tipo de carga concentrada externa que puede ser aplicada 
sobre un área localizada en un punto. 

Cargas externas concentradas. 
Cuando una carga externa concentrada actúa en un punto de la retícula 
(Fig. 4-5a), su intensidad puede ser representada en forma aproximada por la 
intensidad promedio tomada sobre un área de')}. 
Cuando la carga concentrada Q0 actúa en un punto arbitrario dentro de la 
retícula, similar al mostrado en la Fig. 4-5b, la intensidad de esfuerzo en los 
pw1tos de la retícula 1,2,3 y 4 se pueden aproximar por: 

(4.4.1) 

::·.::::::.::::::: ... ] 
<.· 1 <'. --

a 

Fig. 4-5.- Efecto de ~arias conc~ntradas .· .. 
a) Fúerza coni::enírádaen el nudo "O'' 
b) Fuerza éoríceniradá en Un punto arbitrario 
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De lo expuesto anteriormente, es posible establecer la siguiente metodología 
para obtener la matriz de rigidez de una placa expresada en diferencias finitas. 

Procedimiento: 

1.- Se divide Ja superficie de Ja placa en un número apropiado de secciones 
cuadradas, como se ilustra en la figura 4-2. 

2.- Se escribe una ecuación en diferencias finitas para cada nudo de la 
retícula, utilizando para ello la ecuación 4.4 para nudos interiores, y las 
expresiones indicadas en Ja figura 4-3 para los nudos sobre el borde de la 
placa o cerca de éste. 

3.- Con el paso anterior, se establece una ecuación para cada nudo de 
desplazamiento desconocido. Por ejemplo, para el caso de Ja figura 4-2, se 
tienen 54 desplazamientos desconocidos dentro de la superficie de Ja 
placa. De aceptar la simetría de Ja placa y que la carga esta unifonnemente 
distribuida, es posible reducir a 15 el número de incógnitas 
(desplazamientos). 

4.- A partir del paso 3 se puede obtener la matriz de rigidez de la placa 
expresada en diferencias finitas. 
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Carta de influencia de Newmark para el cálculo de desplazamientos 
verticales en cimentaciones elásticas. 
Se describe un procedimiento gráfico para el cálculo de desplazamientos16 en la 
superficie de un medio semi-infinito, elástico, isotrópico y homogéneo, sujeto 
en la superficie a cargas unifonnemente repartidas. El desplazamiento para 
cualquier fonna de la superficie cargada, se calcula al contar en la carta el 
número de cuadros cubiertos por la planta del área cargada, dibujada a una 
escala apropiada. 
La gráfica 4-1, se utiliza para el cálculo de asentamientos en la superficie, para 
cualquier valor de la relación de Poisson v. 

Procedimiento para la utilización de la carta de Newmark. 
1.- Se dibuja una figura del área cargada a una escala tal que la longitud base L 

(Gráfica 4-1), sea igual a la longitud del segmento L de la gráfica. 

2.- La figura se coloca sobre la gráfica, haciendo coincidir el punto en que se 
desea calcular el asentamiento con el origen de la gráfica, por ejemplo para 
cada nudo en la reticula de la figura 4-2. 

3.- Se cuenta el número de cuadros cubiertos por la figura. 

4.- El asentamiento se calcula aplicando la siguiente ecuación:· 

donde: 
80= Asentamiento. 
p = Carga uniformemente distribuida. 
L = Longitud base, el cual es igual a la 

longitud L del segmento de la gráfica. 
E= Módulo de elásticidad del suelo. 
n0= Número de cuadros. 

(4.5) 
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Carta de Newmark 

Gráfica 4-1. Carta de influencia para desplazamientos verticales en la 
superficie. 
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Interacción suelo - estructura. 
Para ilustrar el procedimiento a seguir en la interacción suelo - estructura, se 

considera a una placa rectangular con bordes libres, apoyada sobre un medio 
elástico, bajo la acción de una carga unifonnemente distribuida. 
El procedimiento se resume en los siguientes pasos: 

1.- Se establece la matriz de rigidez de la placa expresada en diferencias 
finitas; para ello se escribe una ecuación en cada nudo de desplazamiento 
desconocido utilizando la ecuación 4.4 para el caso de nudos interiores y 
las expresiones resumidas en la figura 4-3, para nudos sobre el borde de la 
placa o cercanos a éste. 

2.- Con la ayuda de la solución de Newmark se obtienen los desplazamientos 
verticales que experimenta el suelo inducido por las cargas externas que 
actúan en la superficie (Ec. 4.5). 

3.- La interacción suelo - estrnctura se establece al considerar que el campo de 
desplazamientos presentes en la placa (paso 1) son iguales a los 
asentamientos que sufre el suelo (paso 2). 

4.- Se resuelve el sistema de ecuaciones (pasos 1 a 3 ) para detenninar los 
desplazamientos de la placa. A partir de estos desplazamientos se pueden 
obtener los elementos mecánicos en toda la superficie de la placa por 
medio de las expresiones 2.15 y 2.23; las derivadas parciales se expresan 
en diferencias finitas con la ayuda de la tabla 4-1 y con la numeración 
establecida en la figura 4-1 b. 
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Capítulo V 

OBTENCIÓN DE ELEMENTOS MECÁNICOS 

Con la finalidad de mostrar el procedimiento de cálculo para obtener la 
distribución de elementos mecátúcos en toda la superficie de la placa, se 
propone el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 5.1 
Se desea obtener la distribución elástica de momentos flexionantes y fuerzas 
cortantes en la superficie de una placa cuadrada con condiciones de bordes 
libres y dimensiones de 6.0m con peralte de 30cm. Considérese la interacción 
suelo - estructura. 

Datos: 
- Material de la placa: 

• Concreto 
f'c=250 k/cm2

, clase 1 
• Relación de Poisson = O .20 

- Suelo de cimentación: 
• Tipo de suelo: Arcilla rigida 
• Módulo de reacción = 1.2 kg/cm3 

• Módulo de elasticidad = 20 kg/cm2 

• Relación de Poisson = O .45 

- Cargas: 
• Peso propio= 0.072 kg/cm2 

Solución: 
En la figura 5-1 se muestra wia retícula de 4 x 4. Esta se emplea para establecer 
la ecuación diferencial que gobierna la flexión en placas apoyadas sobre un 
medio elástico en diferencias finitas (Ec. 4.4). 
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11 . 12 

+X 

13 18 19 20 21 

27 28 

36 37 

49 54 55 

58 62 63 

Fig. 5-1. Retícula de 4 x 4 para est'ab!ecer las ecuaciones en diferencias 
finitas; 
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El análisis se resume en los siguientes pasos: 

1.- Cálculo de asentamientos. 

Los resultados obtenidos con la ecuación 4.5 se resumen en la tabla 5-1. 

Tabla 5-1. Asentamientos en la masa de suelo obtenidos con la solución de 
Newmark 

1 
Nudo 

1 
No. de cuadros 

1 

Asentamiento 

1 !mx10"') 

15 27,22 93,77834 

16 35,49 122,27014 

17 37,6 129,53952 

25 .. 48,14 165,86915 

26 .. .. 5.3.7 185,00724 

35 . .. . . '55,84 . 192,37996 

.. é <. 
. . 

2.- Obtención de la matriz de rigidez de la placa expresada en diferencias 
finitas. 

Se establece una ecuación en diferencias finitas para cada nudo de la 
retícula mostrado en la figura 5-1, utilizando para ello la ecuación 4.4 y las 
expresiones resumidas en la figura 4-4. 
Para este ejemplo se tienen 25 nudos (desplazamientos desconocidos) en la 
superficie de la placa, debido a que la losa es simétrica en cargas y 
geometría; es posible reducir a 6 el número de desplazamientos 
desconocidos (nudos de la retícula). 
Los resultados se indican en la tabla 5-2. 
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Tabla 5-2 Matriz de rigidez de la placa en diferencias finitas 

Nudo W11 W25 w,. W27 W33 W34 W35 W3e W37 W42 w., 

54 1.00 

45 1.00 2.00 -8.00 1.80 1 

44 1.00 2.00 -8.00 2.00 1.00 -8 

35 1.00 2.00 -8.00 2.00 1.00 -8.00 21.17 -8.00 1.00 2 
. 

53 1.00 1.8 

55 0.48 

Continuación de la tabla 5 2 - ... 
' .. 

w.; Término de carga 
Nudo W44 w •• w .. W51 w., _..W53 _·_ ·. W55 X10 .. 

54 1.80 -5.60 1.80 0.48 -3:52 7.18' -2.56 351.28387 

45 -8.00 19.17 -5.60 1.80 -5.60 1.60 702.56774 

44 20.17 -8.00 1.00 1.80 -5.60 1.80 702.56774 

35 -8.00 2.00 1.00 ' 702.56774 ------------------------
53 -5.60 1.80 0.48 -3.52 7.66 -3.52 0.48 351.28387 ------------------------
55 1.60 -2.56 0.48 -2.56 2.85 175.64193 

3.- Interacción suelo - estructura. 

La interacción suelo - estructura se establece al considerar que los 
asentamientos (paso 1) que experimenta el suelo, son iguales a los 
desplazamientos que sufre la placa (paso 2). 
Por simetria y con ayuda de Ja Fig. 5-1 se tiene: 

ll'¡s =W19 =Ws¡ = Wss = ff'i 
11'16 =11'18 =lV24 = w28 =W42 =W46 =Ws2 =W54 = fV¡ 

W11 =W33 =W31 = W53 = JJ".i 
11'25 =;W21.=;¡,43 ::0 W45:: w:i 
11'26 =W34 ;,l¡,36 =;=W44 = Ws 
W3;=ff';;· 
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Las ecuaciones obtenidas considerando la interacción suelo - estructura se 
indican en la tabla 5-3. 

Tabla 5-3 Matriz de rigidez (placa) con interacción suelo estructura en 
diferencias finitas 

W1 W2 W3 W4 Ws w. Término de carga 
Nudo 

X104 

-2.56 2.28 -3.52 -5.60 2.80 º·ºº -875.0559 54 

1.60 -11.20 3,60 2.00 -16.00 2.00 -3172.8428 45 

0.00 5.60 -5.60 -16,00 5.00 -8.00 -3724.7454 44 

0.00 0.00 4.00 8,00 -32.00 < 0.00 -4065.8401 35 

0.96 -7.04 0.00 3.60 <5.60 . 1.00 -989.4688 53 ---------------
0.00 -5.12 0,96 1.60 º·ºº 0.00 -265.7684 ·. 55 

4.- Obtención del campo de desplazamiento en la superficie de la placa. 

De la solución del sistema de ecuaciones simultáneas (paso 3) se obtienen 
los siguientes desplazamientos: 

93.4075 870287 

132.934107718 

105.618119692 4 

195.913022884 xlO- en metros. 

189.238023807 

211.162085731 

Los desplazamiento en los nudos restantes de la retícula se obtienen por 
simetría. La figura 5-2 muestra la configuración deformada de la placa, con 
interacción suelo - estructura; en la figura 5-3 se representa la 
configuración, en planta, de los desplazamientos verticales. 
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Fig. 5-2. Configuración deformada de la placa con interacción suelo 
estructura. 
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Fig. 5-3. Curvas de igual desplazamiento que experimenta una losa 
cipoyada sobre un medio elástico con bordes libres. 
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5.- Cálculo de desplazamiento en puntos dentro y fuera de la superficie de la 
placa. 

Para la obtención de estos desplazamientos se emplean las expresiones 
resumidas en las figuras 4-3. 
En la tabla 5-4 se listan los resultados obtenidos. 

Tabla 5-4. Desplazamientos dentro y fuera de la superficie para los casos 
indicados en la fig. 4-3. 

~ 
Desplazamientos (m x 10'2) 

11 .. ¡¡¡ hi V 
Ecuación 

o ,. .. 
Wo 1.850072 1.295395 ::: .. 0.937783 ·. /: : 1.222701 . 1.658691 1.923799 

w, 1.959130 
.· 

.1.32!Í341' :.::',,' 0.546225 ' 0.934075 1.329341 1.892380 ~·,..· 

W2 
.. 1.056i81- '.''.0,684831 ·;.··:· o.546225' .... 0.577301 1.329341 1.892380 

W3 
.. 

"'<.'1:959130 : · .. :: 1.329341 : ·"-' 1.329341 . .1.056181 1.892380 1.892380 

W4' .. : 2.111620 'iÚ9:ÍJ8Ó 
. 

Ó29:i41 1.959130 1.892380 1.892380 .· 

Ws. :, ' : :' i'.329341 : 
:o.785394 :o.294139 0.538810 0.934075 1.959130 

w, ··; 1 ;: 

1:329:Í41' l.:·'· 0.785394 
.. 

0.832495 0.132046 1.056181 1.959130 

.. :w1 '·. ·. . :, . ·. 1.892380 '1,959130: 1.959130 1.892380 2.111620 1.959130 

••• 

wa·_; ' :,/ Úi923áci i.959130 •. 0.832495 1.329341 · . 1.056181 1.959130 

· .• w~·>·· . ,.. (:Í29:Í4i 1:. . o.934Íl75 : 0.726620 . 0.645450· 1:133675' '1.056181 

·w,,\· ·.·.·. .. 'ci.153025 ,0.425200 0.726620 -1.254303' ,:·:·. Li3:Í675 . '1.056181 

wi(':':.:.·. .. 
1.329341 0.934075 1'.056181 1.329341: ¡:•' .1.95Bi3o 1.056181 

W12 1.892380 2.111620 1.056181 i.892380 :.• 1.959130: .. 1.056181 

6.- Cálculo de elementos mecánicos. 

Para la obtención de los elementos mecanicos es necesario expresar las 
ecuaciones 2.15.l y 2.23.2 en diferencias finitas; con la ayuda de la 
tabla 4-1 los momentos flexionantes y fuerzas cortantes correspondientes a 
los desplazamientos del paso anterior (tabla 5-4), se indican en la tabla 5-5. 
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Tabla 5-5 Elementos mecánicos en una losa cuadrada de 6m con interacción 
suelo - estructura. 

Elementos mecanlcos en dlrecc16n X* 

Linea 
H " " " H 
u Momento Cortante u Momento Cortante u Momento Cortan t. u Momento Cortante u Momento Cortante 
' (Ton-m) (Ton) ' (Ton-m) (Ton) ' (Ton-m) (Ton) ' (Ton-mJ (Ton) ' (Ton-m) (Ton) 
' o o o o 

15 ·19 15 0.00 0.00 16 10.08 ·216 17 ·1.50 º·ºº 18 10.08 2.16 19 º·ºº 0.00 

24·28 24 º·ºº 0.00 25 2.65 1.60 26 ·2.57 0.00 27 2.65 -1.60 28 º·ºº O.DO 
-

33-37 33 º·ºº 0.00 34 11.27 16.48 35 1.74 o.oc 36 11.27 -16.48 37 º·ºº O.DO 

42-46 42 O.DO 0.00 43 2.65 1.60 44 ·2.57 0.00 45 2.65 -1.60 46 O.DO O.DO 

51°55 51 0.00 0.00 52 10.08 ·216 53 ·1.50 º·ºº 54 10.08 2.16 55 O.DO 0.00 

* Por simetria se obtiene los momentos y fuerzas cortantes que resultan en la dirección Y. 

En la tabla 5-6 se indican los niveles de defonnación unitaria obtenidos, 
expresión 2.14.1 expresada en diferencias finitas; en la fig. 5-4 se muestra la 
representación en planta del nivel de defonnación unitaria que experimenta la 
superficie superior de Ja losa. · 

(2.14.l} 

Tabla 5-6 Deformaciones unitarias en la superficie superior de una losa 
rectangular apoyada sobre el terreno con interacción suelo-estructura. 

Deformaciones unitarias en la dirección X (x 104
) 

Linea 

[[3 N N N N 
u u u u 
D D D D 
D o o o 

15-19 15 0.00 16 3.44 17 -0.3€ 18 3.44 19 º·ºº 
24-28 24 0.00 25 1.01 26 -0.43 27 1.01 28 0.00 

33-37 33 0.00 34 3.73 35 0.61 36 3.73 37 0.00 

42-46 42 0.00 43 1.01 44 -0.4 45 1.01 46 0.00 

51- 55 51 0.00 52 3.44 53 -0.3 54 3.44 55 0.00 
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5.79 

5.43 

5.07 

4.70 

4.34 

3.62 

e 3.26 
o .. 
11 2.69 

2.53 

2.17 

1.81 

1.45 

1.09 

0.72 

0.36 

5.79 

5.43 

5.07 

4.70 

4.34 

3.98 

3.62 

3.26 

2.89 

2.5.3 

2.17 

1.81 

1.45 

1.09 

0.72 

0.36 

Fig. 5-4. Curvas de igual valor de las deformaciones uni,tarias en Xque se 
desarrollan en la superficie superior de la losa, con interacción 
suelo - estructura. 
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En este ejemplo se ha mostrado una forma sencilla y racional de considerar la 
interacción suelo - estructura; permite obtener la distribución de elementos 
mecánicos en toda la losa, la cual es de utilidad en el diseño de losas de 
concreto reforzado. 
Para estudiar la influencia que tiene el tipo de terreno sobre el que se apoyan 
las losas, se efectúo el análisis de tres losas cuadradas con dimensiones de 3.0, 
4.5 y 6.0 m y con peraltes de 15, 22.5 y 30 cm respectivamente, en suelos con 
diferentes grados de compasidad y características de deformación. 
Los resultados se resumen en las tabla 5-7 y 5-8 y en las figuras 5-5 y 5~6. 

De estos resultados se concluye lo siguiente: 

Los elementos mecánicos de losas apoyadas sobre el terreno dependen del 
tipo y características de defonnación del suelo sobre la cual se desplantan, 
siendo factible la obtención de diseños óptimos en la medida que el nivel de 
defonnación del suelo no sea un parámetro importante a considerar en el 
diseño. 

Es evidente la gran importancia de mejorar las condiciones del terreno ya 
sea mediante procesos de compactación, estabilización de suelos por 
medios químicos, etc., antes de efectuar el colado de las losa in situ. 

47 



Losa cuadrada de 3 m .. 

. TipD de arena Suelta edla Densa 

ks1~ lTon!m'I 480 960 11 6410 
=-r.I> ,.,. __ ,_,, 1000 5000 11 10000 

Módulo de Po\sson = 0.2 

Momentos v fuerzas conontbs en dirección ) 

(1) 
(2) 
(3) 
( 4) 

Punto Momento Reacción Momento Reacción ·- .• ~\ ,.,. __ , ·- -~' ·---· 
1 

15 o o o o 
0,s y s 0.38 16 0.380 -0.135 0.102 -0.032 

1 17 0.082 o 0.036 o 

1 24 o o o o 

Zona<3> 0.3~sY s1.12 25 0.212 0.043 0.062 0.005 
26 0.075 o 0.028 o 

'¡ 33 o o o o 
1.12 sY s 1.88 34 0.436 0.752 0.108 0.138 

1 35 o 186 n 0051 n 

Momento'
1

de Análisis 
rTon-m' 

0.436 0.108 

Peralle(4) 1 !Teoría elástica 10.2 7.6 
lcml 1 ITeorla rirástlca 8.3 6 .. 6 

Desplazamihnto máximo 
1.J~, 0.996 0.192 

Módulo de rckción. 
Módulo de el~ticidad del sucio. 
Solo se indica~ los valores correspondientes a la cullrtn Parte de In losa. 
Considera un r cubrimiento de Scm (RCDDF}. 

Losa cuadrada de 4.5 m. 

Tipo de re na a Media 

ks<H <To ntm'I 480 11 960 
,,,ro ITo h1m'1 1nnn 11 5000 

Momento Reacción ,.,._ _, 
~--' 

o o 
0.042 -0.013 
0.006 o 

o o 
0.012 0.008 

-0.008 o 
o o 

0.035 0.076 
n nnA n 

0.042 

6.6 
6.0 

0.104 

11 

11 6410 
11 10000 

Módulo de Poisso~' = 0.2 

· tue"a~ eo..t-~ .. •es en rfjrac-1.t- )( 

Punto Momento Reacción Momento Reacción Momento Reacción 
,.,. ___ m\ , ... ""' ,.,. __ .m\ ,.,. __ , ,.,. ___ , ,.,. __ , 

Osy ~0.56 
15 o o o o o o 
16 1.242 -0.299 0.327 -0.069 0.087 -0.022 

1 17 0.236 o 0,104 o -0.033 o 
24 o o o o o o 

Zona 13l o.56 s y 's 1.69 25 0.665 0.106 0.187 0.015 0.027 0.031 

' 
26 0.20? o 0.073 o -0.097 o 
33 o o o o o o 

1.69sY i;2.81 34 1.418 1.708 0.342 0.318 0.045 0.192 
35 0577 o º'"~ o .nn~7 n 

Momento de 1á/lsls 
'1'on-ml1 1.418 0.342 -0.097 

Peralte<4l 1 Teorla elástica 14.3 9.6 7.4 
lcml 1 Teorla elástica 11.0 7.9 6.6 

Desplazamiento rháxlmo 
, __ , 1 2.255 0.438 0.253 

(l) Módulo de reacción\ 
(2) Módulo de elas<icid•\d del suelo. 
(3) Solo se inWcan Jos vplores correspondientes a la cuarta parte de In Josa. 
(4) Considera un rccubrunicnto de Scm (RCDDF). 

Tabla 5-7 Result~do del análisis de losas cuadradas de 3, 4.5 y 6m apoyadas 
sobre tena con interacción suelo - estructura. 
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Continuación de la tabla 5-7 ... 

Losa cuadrada de 6 m. 

Tipo de arena Suelta 11 Media 11 Densa 

ks('I (Ton/m"l 480 11 S60 11 6410 

Es(2) ITonlm'i 1000 11 5000 11 10000 
) 

Módulo de Polsson = 0.2 Punto Momento Reacción Momento Reacción Momento Reacción 
'T"-.m\ 'T"-' 'T--.-· ITnn\ 'T--.m\ 

,T __ , 

15 o o o o o o 
O,;y ,;0.75 16 2.847 .Q.520 0.736 -0.118 0.076 -0.024 

17 0.463 o 0.209 o -0.208 o 
24 o o o o o o 

ZonaC3J 0.75" y < 2.25 25 1.456 0.205 0.396 0.034 -0225 0.076 
?6 0.359 o 0.126 o -0.390 o 
33 o o o o o o 

2.25 "y < 3.75 34 3.234 3.066 0.761 0.576 -0.063 0.380 
•5 1.?d6 o 0313 o -0?09 o 

Momento de Análisis 
3.234 0.761 -0.3SO ITon-ml 

Peralte<4J 1 Teorfa elástica 1s.1 11.8 s.8 
tcm\ 1 Teorra elástica 14.1 S.4 8.1 

Desplazamiento máximo 
4.035 0.788 0.483 , __ , 

(1) Módulo de reacción. 
(2) Módulo de elasticidad del sucio. , . • 
(3) Solo se indican los valores con-espondientes a Ja cuarta Parte de Ja losa. 
(4) Considera un recubrimiento de Scm (RCDDF)._ 
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Losa cuadrada de 3 m. 

!=====Tipo de arcill=ª====91=====;RC'íg71d,,.a====lJ=H===M=u'::y':'r::íg;=ld=a====lF====º~ur;;:a;=====t! 
c:::::==~~===J~~200~0º~=~~ ~~o: : ~~~~ 

~ome ~~~~~~~~~~~~ec~c~ió~n~X~~~;¡;,~ Módulo de Polsson = 0.2 Punto IF=Mil':'ome='n5tC:o=f~§.~ =Momento 1 Momento Reácción 
•Ton-m\ ITon\ ITon-ml /Ton' /Ton-m\ ITon\ 

O<y <0.38 :~ _ 1.56~-= -o.6~ :=-0Jl4fj-____ -_,o"'.2"'17~--11 ___ o='."'º7'"'~"-+--·""º"'·º"'37~_1 
17 0.110 o 0.07~ o -0.024 o 

ZonaP> 0.38<y <1.12 -Ts- -¡¡To}---o~ ---D.1af 1--D.19~ o.oc~ 1. o.03~ 
26 o.055 o - o.149 1 --o -----0-.0~5~0-" ____ o_" 

1.12<Y<1.88 
33 o o~ o o o 
34 1.807 3.942 __ -_-_,,2".o"'5_,,_o_11 ___ 0'"."'º7'"'2~-+--"'º"''2"'8_,_1 _8 
35 0.600 o o -0.013 o 

Momento de anállsls 
ITon·ml 

PeralteC"J 1 Teoría elástica 
lcml 1 Teorfa elástica 

Desplazamiento máximo 
lmml 

(l) Módulo de reacción. 
(2) · Módulo de elasticidnd del suelo. 

1.807 

15.4 
11.8 

5.123 

(3) Solo se indican los valores correspondientes a Ja cuarta parte de Ja Josa. 
(4) Considera un recubrimiento de 5cm (RCDDF). 

0.721 

11.6 
9.3 

2.633 

Losa cuadrada de 4.5 m. 

15 o o o 
0<Y <0.38 16 4.766 -1.292 1.674 

17 -0.132 o -0.768 
24 o o o 

Zona<3> 0.38<Y < 1.12 25 1.753 0.788 -0.026 
26 ·0.450 o ·1.139 

-ªL o o 
1.12<Y < 1.88 34 5.426 9.070 1.762 

35 B ·O 
Momento de análisis 

5.426 1.762 on-m 

Peralte<4> Teorla elástica 23.1 15.3 
cm Teoría lástlca 16.7 11.7 

Desplazamiento máximo 
11.703 6.100 

(J) hfódulo de reacción. 
(2) Módulo de elasticidad del suelo. 
(3) Solo se indican los valores correspondientes a In cuarta parte de la losa. 
(4) Considera un recubrimiento de Scm (RCDDF). 

o 
0.540 

0.554 
o 
o 

4.814 
o 

0.128 
-O. 16 

-0.167 
·0.338 

o 
0.064 

0.079 

7.2 
6.4 

0.361 

-0.338 

9.5 
7.9 

o.aso 

o 
-0.056 

o 

0.106 

0.685 

Tabla 5-8 Resultado del análisis de losas cuadradas de 3, 4.5 y 6m apoyada 
sobre arcilla con interacción suelo - estructura. 
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Continuacion de la tabla 5-8 ... 

Losa cuadrada de 6 m. 

Tipo de arcilla Rígida 11 Muy rígida Dura 

ks('J ITontm'l 1200 11 2400 11 4810 
C:c.(2) ,..,._ .1_2.. 200 11 400 11 3000 

Momenfns fle lonantes v flle---"': r.o- .. •-s en rUrer.clón )( 

Módulo de Polsson = 0.2 Punto Momento Reacción Momento Reacción Momento Reacción ,T ____ , 
<T--' •T----· /Tnnl /Tnn--' ITnnl 

15 o o o o o o 
O,;y ,;0.75 16 10.075 ·2.162 2.744 ·0.826 ·0.024 -0.062 

17 ·1.502 o ·3.011 o -0.830 o 
24 o o o o o o 

Zona(3> 0.75" y "2.25 25 2.647 1.598 -1.571 1.183 -0.800 0.242 
26 ·2.574 o -4.206 o -1.204 o 
33 o o o o o o 

2.25" y " 3.75 34 11.269 16.480 2.586 8.913 ·0.274 1.314 

~· 1739 o _.,nas o .o 925 o 
Momento de análisis 

11.269 -4.206 -1.204 ITon-m\ 

Pera/te1'º 1 Teoría elástica 31.1 20.9 13.5 
/cm\ 1 Teorfa nlástlca 21.9 15.3 10.5 

Desplazamiento máximo 
21.116 11.157 1.612 , __ , 

(1) Módulo de reacción. 
(2) Módulo de elasticidnd del sucio. 
(3) So Jo se indican Jos vaJorcs correspondientes a la cuarta parte de In losa. 
(4) Considera un recubrimiento de 5cm (RCDDF). 
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Fig. 5-5. Resultados del análisis de losas cuadradas de 3, 4.5 y 6m ""''"'"r1"" 
sobre arenas, con interacción suelo - estructura. 
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Continuación de la fig. 5-5 ... · 
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Fig. 5-6. Resultados del análisis de losas cuadradas de 3, 4.5 y 6m apoyadas 
sobre arcillas, con interacción suelo - estructura. 
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Continuación de la fig. 5-6 ... 
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Capítulo VI 

TAMAÑO RECOMENDABLE DE LOSAS DE PISO 

En el ejemplo 5.1 se obtuvo la distribución de momentos flexionantes con 
interacción suelo - estrnctura de una losa cuadrada apoyada sobre un medio 
elástico; ahora se procede al dimensionamiento, basado en los dos critérios: 
esfuerzos de trabajo y el procedimiento denominado método plástico o de 
resistencia última. 

a) Fórmulas a usar (Teoría Elástica). 

• Esfuerzos de Trabajo18
: 

fe= 0.45 f'c 
fs = 0.50 fy 

• Relación modular: 
Es 

n=­
Ec 

• Constantes para diseño: 
1 

k=--
1+ fs 

njc 

. 1 k ]== --
3 

R~J_ je k j 
2 

• Momento resistente de la sección: 
MR=R b d 2 

• Peralte requerido por flexión. 

d=~ ~ 

(6.1) 
(6.2) 

(6.3) 

(6.4) 

(6.5) 

(6.6) 

(6.7A) 

(6.7.2) 
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b)Formulas a usar (Teoría Plástica). 

• Constantes para diseño 19 

fe= 0.8 f' e 

" ,,. ~ 2 fe= 0.85 r e si re~ 250 kg/cm 

f'e = l.OS- 1~:co) te si f"e >! 250kg/cm2 

• Porcentaje de refuerzo balanceado 

. (fe 4800 •) · · 
p(%) = -. . .. xlO. O . ¡;, Íy+6000 ·. 

_: ; ', . 

• Momento resistente de Ja sección. 

donde:· 

FR 
b 
d 

q 

p 

As 

MéF¡¡h'd2 fcq(l-0.Sq) . 

0.9; Factor de resistencia 
Ancho de la sección 
Peralte efectivo 
Pfy 

f c 

A_ 
hd 
Área del refuerzo en tensión . 

• Peralte requerido por flexión.· 
. d = 1:4 Mnnd lisis ·' .. . . 

F'¡¡ J e q (1-, 0,5q)b · 

(6.8) 

(6.9.1) . 

(6;9~~) .·· 

(6.10) 

(6.ll) 

(6.11.2) 
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Datos: 
Materiales:· 
• Concreto. 

f' e= 250 kg/cm2
' clase 1 

• Acero. 
fy = 4200 kg/cm2 

Momento máximo= 11.267 ton - m (del ejemplo 5-1) 

En la tabla 6-1 se resumen los resultados obtenidos al utilizar el procedimiento 
de esfuerzos de trabajo, expresiones 6.1 a 6.7. 

Tabla 6-1. Peralte total requerido, teoría elástica, en una losa cuadrada de 
6.0 m con interacción suelo - estructura, apoyada sobre una arcilla 
rígida. 

i:sruerzos ae 
n k J Mm ax R b d h' 

traba10 (cm) 
Material 

f, '· (Ec.6.3) (Ec. 6.4) (Ec.6.5) (Ton-m) (Ec. 6.6) (cm) (Ec. 6.7.2 (cm) 
(kg/cm') (kg/cm'I 

Concreto 112.5 
9.0 0.3253 0.8916 11.267 16.31 100 26.1 31.1 . 

Acero 2100 

•Considera un recubrimiento de 5cm (RCDDF). 

En la tabla 6.2 se resúmen los resultados obtemdos al aplicar el método 
plástico, expresiones 6.8 a 6.11. 

Tabla 6-2 Peralte total requerido, teoría plástica, en una losa cuadrada de 
6.0 m con interacción suelo - estmctura, apoyada sobre una arcilla 
rígida. 

fe fy 
(e fe 

Mánalisis b d 
'I\"' 

Material kglcm2 kglcm' 
t(%) Q (cm) 

(kglcm'¡ (kglcm2
) 

IEc.6.Bl IEc. 6.9.11 
(6.IO) (Tun-m) (cm) 

(Ec. 6.11.2) 
(cm) 

.· 
Concreto 250 

200 170 1.905 0.4705 11.267 100 16.9 21.9 
Acero 4200 

•Considera un recubrimiento de 5cm (RCDDF). 
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Con los procedi~entos anteriormente descritos se determinaron los 
peraltes requeridos en losas cuadradas de 3.0, 4.5 y 6.0m apoyadas sobre 
diferentes tipos d~ suelo, los resultados obtenidos se resumen en las 
tablas 5-7 y 5-8. 1 

La figura 5.5 y 5.6lmuestran la influencia que tiene el tipo de suelo sobre 
los desplazamientos, peraltes y momentos flexionantes en losas apoyadas 
sobre el terreno, cdn condiciones de borde libre. 

1 

Cabe hacer mención que el problema de diseño puede considerarse como 
un proceso cíclico ae aproximaciones sucesivas. 

1 

' 
1 

Revisión por Esfuerzo {fortante. 
1 

1 

a) 

b) 

1 

Datos: 
Material 
• Concreto 

f'c=250 kr cm2, clase 1 

Fuerza cortante= 6.480 ton./( del, ejemplo 571) 

Fórmulas a utilizar: 

Esfuerzos de trabajo (Teoría Elásti¿á) . 
• Esfuerzo cortant~ máximo perrrtlsible : 

vmax = 0.8 ffc . . 

• Esfuerzo cortante achiifilte en. lá secéÍóli . 
V = Vanálins 

act bd 

Método plástico 
• Esfuerzo cortant máximo ¡:>ennisible 

vmax=0.80. 
.. :- ,.·-_·: ':' '.· ~ 

• Esfuerzo cortant en l~ ~ección . 
1.4V.ná li.<is 

vu = F, bd 
R 

(6.12.l) 

(6.12.2) 

(6.13.1) 

(6.13.2) 
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En la tabla 6.3 se resumen los resultados obtenidos al utilizar ambos 
procedimientos de diseño, teoría elástica y plástica. Es importante observar que 
el peralte requerido por flexión, teoría plástica, no satisface la revisión por 
esfuerzo cortante, por lo cual es necesario incrementar el peralte efectivo de la 
sección a 25.5 cm. 

Tabla 6-3. Revisión por esfuerzo cortante, en una losa cuadrada de 6.0 m con 
interacción suelo estrnctura, apoyada sobre una arcilla rígida. 

re re b dftl d121 Esfuerzo 

Material (kg/cm') (kg/cm') (cm) Tea ria (cm) (cm) Actuante Permisible 
hl'l 

(kg/cm') (kg/cm') 

Elástica 26.1 19.7 6.31 8.38 31.1 
Concreto 250 200 100 

Plástica 16.9 25.5 17.07 11.31 30,5 

( 1) Peralte requerido por flexión. 
(2) Peralte requerido por esfuerzo cortnnle. 
(3) Considera un recubrimiento S cm. (RCDDF) 
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Capítulo VII 

ARMADOS DE REFUERZO RECOMENDABLES 

Con los momentos flexionantes obtenidos para la losa cuadrada del ejemplo 5 .1 
y con el procedimiento de esfuerzos de trabajo, se diseñó el refuerzo principal, 
para cada sección en que se dividió la losa, en su etapa de análisis (Fig. 5-1). 

Fórmulas a utilizar: 

• Acero principal por flexión13
: 

M 
A,=~ 

Js } 

• Refuerzo por cambios yohunétricos12
: 

660x1 .•. · 

a,= J.Y(x
1 
+loo)·· 

donde: 

(7.1) 

as= Área transversal del refuerzo colocado en la dirección qÚe ,se · · 
considera por unidad de ancho de la pieza, (cm2/cm). . · 

X¡ = Dimensión mnúma del miembro medida perpendicularmente al 
refuerzo (cm). 

Si x1 no excede de 15 cm, el refuerzo puede colocarse en una sola capa. Si x1 

es mayor que 15 cm, el refuerzo se colocará en dos capas próximas a las cartas 
del elemento. 
En elementos estructurales expuestos directamente a la intemperie o en 
contacto con el terreno, el refuerzo no será menor de 1.5 as. 
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De la aplicación de las fónnulas 7 .1 y 7. 2, junto con los momentos flexionantes 
dados en la tabla 5-8 para una losa cuadrada de 6m, se obtienen los datos que 
se resumen en la tabla 7-1. 

Tabla 7-1 Acero de refuerzo (lecho inferior) para una losa cuadrada con 
interacción suelo - estructura. 

Acero de refuerzo en dirección X 

Sección ~~µomento Area de acero (cm') Oist 
·- . 7.1) (Ecua. 7.2) de refuerzo 

0.000 -
Y=O.O m 16 10.075 20.620 2.72 #6@ 12cm 

17 -1.502 3.070 
24 0.000 -

Y=1.15 m 25 2.747 5.420 2.72 #4 @20cm 
26 -2.574 5.270 
33 0.000 -

Y=3.0 m 34 11.269 23.060 2.72 #6 @12cm 
~5 1.739 3.560 

·,· .. : 
Notas: 

1.- Solo se indican los valores correspondie.ntés aJi'.(6~arfaparte de la 
losa. ·'.:'. : ,.·)::>; · .. · . . . 

2.- La distribución del refüerzo indicada ~ehJa fabla 7..:1 ·aplica en 
ambos sentidos. . .·.. ': , . ,. .. :·{ .:: ... ·· :\.. . .. 

3 .- Se emplea refuerzo en el lecho superior deja.Josa d~l # 4 @ 20 cm 
en ambos sentidos. : ·> : '.; ;;,.':,;;:x.· .. ·.·· : 

En la figura 7-1 se indica la distribución en planta del acero de refuerzo, para el 
caso de una losa rectangular apoyada sobre el terreno con interacción suelo -
estructura. 
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i Losa 
1 

75 150 75 l 300 

+ ···t 6#4 t ... t + 

Acotación: cm 

Figura 7-1 Distribución del refuerzo longitudinal en planta (lecho inferior) 
para una losa cuadrada de 6 m con interacción suelo -
estructura. 
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Capítulo VIII 

TIPOS DE JUNTAS COMUNES ENTRE LOSAS. 

Los tipos de juntas que se emplean en pisos de concreto son las 
siguientes: 

1.- Juntas de expansión. 
2.- Juntas de contracción. 
3.- Juntas de construcción. 

En la figura 7-1 se muestran los tipos de juntas mencionados. 

SttJador•lhUco 
B1ndacomprknlbl1 
deBlleno 

Junta de expansión 

Junta de contracción 

Fig. 7-1. Tipos comunes de juntas en pisos de concreto. 
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continuación de Fig. 7-1... 

h 

Junta de construcción 

P•l'llll•d• Dlimetroct.1 ......,.,, EspacllUrilnlo 
lalohPUo. pa•aJlntaPUIJ. ""• C.A.C.Pllg. ... ,. " 12 

7~ ' " 12 ... 1-1/.( " 12 

120-150 "' <00 '" 180-200 " 400 '" 130-280 35 "º JDD 

Juntas de expansión con barras pasajuntas 
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Cuando se esperan asentamientos altos se recomiendan las siguien-
tes juntas con la finalidad de proteger los bordes de la losa. · 

Ángulo de acero 
a va Iza o. 

--· • ... "'* ... 

.. oq: 

·.· Bo,. A .. 

.· 1"(25.4):. 2112"(63.5) 

1112"(38.1), ·. 31i8'(79:4) 

.z·(so.e¡ . 4'.(101.6¡ 

:·. 

. . . 

Altura Movimiento 
:An~o Horizontal 

· .:~. ,:z'(so.e¡ 2118"(54.0) 31~'(9.5) 

2112".(63.5), 2314"(69.9) 112"(12.7) 

0112''(88.9) 3112''(88.9) 9/16"(14.3) 
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1 

1 

1 

e a :e í t u l o 
¡ IX 1 

RECOMENDACIONES PARA DISEÑO 

Se ha presentado en este trabajo la aplicación del método de diferencias finitas 
al problema de interacción suelo - estructura, para losas apoyadas scibre el 
terreno, con bordes libres. · 
Para el diseño es conveniente tener en cuenta los siguientes aspectos: 
1.-La exa"ctitud del método de diferencias finitas depende del módulo ~ de la 

retícula establecida, por lo cual es conveniente emplear retículas finas ¡ 

1 

2.-Las expresiones resumidas en la figura 4-3 solo son válidas para: losas 
rectangulares apoyadas sobre el suelo con condiciones de bordes libreS 

3.-La interacción suelo estmctura se establece al considerar que eCcanipo de 
desplazamientos presentes en la placa son iguales a los asentamientbs que 
sufre el suelo. 1 
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Capítulo X 

COMENTARIOS FINALES. 

El principal propósito de este trabajo fué la de revisar un método de analisis 
que permitirá incorporar en forma racional las características de deformación 
del suelo y la rigidez propia de la cimentación. Por tal motivo, se propuso 
utilizar el método de diferencias finitas para estudiar el problema de interacción 
suelo - estmctura y se aplicó al problema de losas rectangulares apoyadas sobre 
un medio elástico, con condiciones de bordes libres. 
El procedimiento propuesto se explicó detalladamente en el capítulo V y se 
utilizó para analizar tres losas, con dimensiones de 3, 4.5 y 6m, y peraltes de 
15, 22.5 y 30cm respectivamente, apoyadas sobre diferentes tipos de suelos, 
con características de defonnación diferentes (módulo de reacción). 

De los resultados obtenidos se concluye lo siguiente: 
1.- Los elementos mecánicos obtenidos aumentan a medida que las 
características de defonnación del suelo se incrementan. En otras 
palabras se tiene, que para una losa apoyada sobre un suelo altamente 
compresible se requieren peraltes mayores debido a que los elementos 
mecánicos aumentan. 

2.- El módulo de reacción del suelo es un factor importante en el diseño 
de losas apoyadas sobre el terreno, por lo cual es conveniente lograr una 
compactación adecuada en el terreno sobre el cual se piensa desplantar la 
losa. 
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