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INTRODUCCIÓN 

El análisis de frecuencias es un grupo de técnicas matemáticas y 

estadísticas empleadas para describir la ·probabilidad óe 
.. ' . . 

ocurrencia 'de un ··evento. Este grupo: de técnicas· constii tuye unO de 

los métodos' aplicados por los hidrói'ogos para. ~sti~ar las 

probabilidades ~soctddas ¿on los 'eve~t~~' de ;dis¿fió•. Muchas 

criticas p~eden~~élJ.i;él~'se ~i;'~é~;ciC)/Y~ las é:o':!~id~~~ci<on~s para 

su uso¡ si~ ;~ba~go::~re,:;al~~~i: 'qu~· :.éste es···· uno d!.i los p;,cos 

métodos dis~~..;i6i~·s;y~~~j~•;ique ot~o~'no pr§b~bil Íst)éos. 

El análisis de 
·. ~---,-<-. ·\:_~_ . ;_?.·:· . .-·~L. !-~~~> -:~-: 
ffecÜenc ia~ ··se. eciipl.ea no como una 

:· ~ ,,_ 

herramienta' enf l a. .. ·aC:t•/ertenc ia de desast'res, 'si n6°taÍnb ié'fi, como un 
medio de introdJc'i~ dise;;os·.·•··¿fi.¿i;nte~: . c~an~~ ~fu~a·••est~u'ét~ra. 
hidráulica, ;~~c:~ubdis~~él~a§~.5·~a:\:~~·.;d~tos 6 ~'ét~oaC>;.~·i~aciE!¿ti~d~s, 
los resultados son•iobviamente" •rament~bl'es; ·e:: •cie~~á'b'l e . que 1 o 

anterior ncl~cJr~-ª'1:frecU~~t,~mE?nt;:'y así el hid~ÚC:,go,igi.ial~ndo •la 

no-falla con.et' éxitÓ; 1~-s~tÍsfélc~
1

~o~ su técnic~'é::le ;d(~eí>ci.· La 

no-falla signíficá,5• no'~ ~~~;~ai:i~riie'rtt~ .·un·'• ~ii~~c;'' efiéiente. 

Fr-ecuentemente las est~ü'é:tlira~i s'on sbbredts~i'(ad~s y p6r- ; l6 · t~~to 
muy segur-as,· pero t~ínb'ién ·,,)~y 'co~t~s~s.' Ú_n •.;diseño . ·~~rdadéramente 
ef íc iente sól ~:·-~~·~á'.:·,:~i ~~;ri~~d~- 'CO~O .. "un-:·resUl't.ád·o·- :-~~.d~ ·_ '-~-~-t'~·d,¿i,~c~<\::_que 

0

riesgo y ~fiáli si~ ·~~·· f~eC:L~~~Ía~. ,: 
._- ___ .,,_, 

. . 

Es posible lrg~men~a} ···cios ' 

frecuencias de ª~~~idas' ~ar~ una re~iÓri•'puede 'ser . pr~fed~le' 
lugar- de aquel d~~~rf'.l:l11adCl;p~r·;,, un sitio en e~p~

0

cÚfc,c)L 
;~-,-·o---, ------=,·- - -o;-.~ •. _¿., ... :.·-·--···- - - -

-:.·.-·• - .,,-~ 

a> Debido a la posible·var.iación muestra! ·en .Una.sóla.esta~ión' 

registro, cual~ui~ra~ált~i.;.para ;.ü~ha ~st~~i~n esÚ slJ..J~ta'a 
cierto error• 

información de '.'::::<·.: ... _ (. •' >:> 

-.- .· 

de 

eri 

de 

un 

bl Existen mucho más 

r-equeridos, que s tios' en 

disponible. Esto s gllifica 

los 
··.:'· .. ;-'·. '. 

los· 'cual es. 

datO's hi~~Jl ógico~ 
t6~m~ci6~ 

son 

esta 
·que. es for-ma de 

1 



análisis, por la cual se transfier.a información a partir de 

aquellos 5(tios en ~ue se disponga a sitios donde no se cuente con 

el 1 a. 

Existen dos 'tu~ntes'•prihci.p~les d~/ err:or en el\; empleo de•• una 

distribUción i:ie;.f~eó.1enci'a°~:;•Pª!ª·estim~r': Ías magnitúdes i:le los 

eventos asociados ~ori•su p~obilbilcÍacJ ele; 6curr'Émc ia. La pdme~a, es 

aquella en iá qt~.~·¡,; desC:onocé•·••cual ;~~:las:;rn~c~a's· ~i~t~il:>¿~iones 
disponible;. E.!;;' ia :: ... ~e~da'c:l~?~.;· •l:listr~bución; ;clia1·•·.•·.:,es la 

di st r ibuc) ó'f"l~· si. en. cua l'q~ier: 'Jrt ÍCJ í o~ ev~ntos ocu~r:el1 ,dé, Ínaner'a 

natural· ..• Esto es 'impo~t ~nt'e :clel:J ido' ·a q~e;~l;· pe~ ioclo(de····:rf;;~ Íst ro'• de 

la muest~á ci(;;¡Jbnibi~ es ~;.jajrn~~te'.;peq~e~o; mi~rít; ... s· que los 

eventos .i' ei~(i'rll~r'/~~8 requerfdos',generalmente paraiún ;;~~Tocio de 

retorno 9;,á,,;·d~: í_~.m~y~ri~!de iá~·dtstrib
0

l:i~'r()ñ~~·1:re,.;e;,.; ¿n~· forma 

similar.•en la parte 'central pero clifÍe~~n' :~~~lia~;;,'~;te en· •sus 

extremos.· Po~'io~~e: ~~>,•'PJ~ible Cljusta; varias ·•:distrÍbucton~s. a 

los datosm~~~t:r·~ies.·y· ~bt~A~: .. con·.;d.úer'~l1tes' estima~ores• .1os 

eventos r~11~i.'ci~~cl6~ :c6n,'s¿s;~er:iod~s ,de retd~·~;;, t1< ;,;:¿~bá de 

bondad de· aJ(i;.te' Ctí i ...:c~adr:~d~ y .otras'; si mi.lar es pueden ~~p l ears~ 
para selecéion'~r .,la cl

0

ÍS

0

tr;ibuc ión que mejor :~é~c~ibe el 

comportamiento d.e los. dato¿; sin embargó, esto no :supera el 

problema b~s'i'co~ 
• - - - " e ~ . -

Por otra parte, una ve/'que la distr:ibución ha siclo s.elecc ionada, 

la segunda fuente de. error se· hace ~·re~ent'e. Los ·parámetros 

estadísti~os dela ,'di~t{ib~ciÓn de p~ohal>iiici~d deben•esti~ars~;~a 
partir d·e-.~ ~~tO:~·;~~~ -ra·-;;mu-e·s-t r·a.:--~p~·r·, _1 ~ ¿-~~-~ ~: - ;-;~ ~.~'.-~Ue,~t ;ª -_-- de ·> ··.d-at-os 
esta sujetaal e;r~~i:!~J'.''méto'cio de ajuste .. que·.mi~t~iza'esto5: 
errores y debe'• .iJor 1 o tant~; se:~ 1 o más e f i c ient ~m~ll t~. po's i ble. 

En virtud· de 1 o ariter i.Ílr; .. se djspr~~de ra · i~por~~nc ia: de .. cónt inuar 

investigándo y. 'pe~fec¿iona~~·ci :.l.os! métodos ;\,, t,écnica~ de los 

análisis hidr.ol .ógi'C:os. 

Dentro de éstos ~étodos y tÉ!c'nic~~ se er{cuent/a .el·., y'a--mencionado 

análisis de frecLÍenc {~$ de eventos hidroÍógicos extrf;?;nos~;EÍ .cual 

requiere de la' estimacióri de ci~rto{g~sto cie'di~er;~ 
, ,' 

Qr·,· -- asociado 

2 



Dentro de los diferentes métodos de estimación de parámetros· 

que se cuenta en el análisis hidr~Íó~{co de 

ti ene el Mét.odo- de' ~xiu EnÚop.ia CPOME>, 

eventos' -- extremos 

el cual--__ ofrece 

con 

se 

una 

alternátiva con buE!ri'~c;,ri~C>~f.'l~_ientó en la esti,;.a~ió;; de'parálnetros 

CSingh, v.:p. <J;,cisl~~h, K;/ 1987; ,/{980; 
; ... _·¡ >· ~·-:,; 

Phien, H .• N., 1980,,·•198~, '1987> 

se- ha La aplicación·de1:p'Y.incipio de· 

llevado _a c~bC>.~n; el>~'am~6 J~r'a'nál'is'is: htdrólógico;sino t~mbién 
en el de,'hfdrául ica''í:Je tU~~r'í'as y canales. Ha ~-;;iciC>;e~pleaciC>- ~n la 

model ación de 1 a di stribuc Íón. vet~ ic.iL cie '! ii; ~ef()(: fd<!~Í es fuerzo 

cortante y- <:o~c~Mt~~~-ión':. ~e~; sedimento~ ;;•;..spenijidó'-eri \~ª~~1es 

abiertos céj.,J.~ 'Ch~o-;-LiÚ,; J.98_~_,_·_._·l¡a '_._._.•_¿_'vn_ .. _ ,1•-• __ 01c~_-_--._--_1'_d·_da•---.-d~·~-•c .••. P:. __ ai,_pr••-_'._ca_ ··-1-·ó~ • . ~e- 1 a 
distribuc.ión ·'bi~Ú-mensfon·a1<·d~ ~ una; sección 

transvers~l ;ci~- _un '~~~al éd{tuic_~a<:l;.;{¡~·. U 988; •.~1,909;•/ 19~\ /. 1992; 

Barbé; o>"E~-~ ;•éruis~'/ J.•:Ff, ~~n'ci '!3ingtí; v)p;. 1991)¡.' en'ée~tudicis 
de conflabiric:!ad•y flexibiÚdad;b.'lJC> coridÍciC>n~s/d~ falla;·~~ ~edes 
de distd~ÚciÓ~ de agu~' pot'abl e CAw¿ITial1):K.~fi. ;<· ~~>a1 ;, -1991; Xu, 

Chengchao:, ;nd Jo~i t't i' P~ui ~;'; 19C;)°i); -~;:; .la der i váC: i Ón~• ~E?' una 

nueva ~C:uac i~n d~; l"a ;d i~t; ibU~ i Ó~ · · 
cch iu étiao_:Lfu', ~t ~L, : ¡99'3,; 

··. _tuberÍ as 

':~\: . ~:· .; ·. -: :.": <<_,_" . .: ::.,,. '':. - . 

En este tr~b~Jo se d~sarrol la 'una al ternát iva 

frecuenciasde,\eventos hidro.lógicos extremos/ m~dia~"te'. t1 _ ... uso 

la distribu~ión logtsti~a 
marginales •. tip.;·G~o'ibel ,CBEV11>: 

Los objetivos -espec ff i e os Cíe' 

·de 

de 

con 

1. Desárrollar'el ·esquema de estimación de parámetros: por el 

M~tcid~ d~i. .. Pri~cipic)'~~-~á~i~a E~~ro~í~ de la Distribúción 

Log¡sti~a'.:Bi~_i~i~da con ni_;;rginales de, Valores Extremos 

tipo l CG~~b~l) 

2. _Determinar'..- la reducción en la variabil_idad de los 

parámetros para la estimación conjunta~ bivariada en 

4 



con un período de retorno T (años>, en una estación para la cual 

el período de registro n es mucho menor. que T. La variabilidad de 

los estimados de Qr, basada en ei reg .. isti():d·e,una: sóla estación, 

ha provocado.la ,busquedade.rnétodos de estilll'ación regional para 

mejorar su estimación> Estos<<• 'f11étocioi· cC:n~¡,j~y.~;,·/ la< información 

proveniente·de ,ot,ra u otras·'~~t~;~·ig~~~ \~cinas ClU7° Tpresentel"l una 

buena ·correi Cié: ión con;. Ias·m~est~a·'eii'. estudio y·qlle ,posean una ... mayor 

longituc:f de p~r.íodo' de registr6. ·' 
•'-' ··. . 

Existen •mucho~ méto~CJ~ i,d~ 'a~~li~is de 

(Cunnane; 1'9es), ·>J~C)< de ellos es. ·empleo· de 

distribuciones: 

contLtu~i~n~s) ,·h'an' sidopüblicadás ·en 'la ;.literatura 

relacionadas •a1. pr~b'iellla 'él~ n1~J~V~r i .f ~~~·i~a~i'Ón ... ~e• •·p'ai.imetros 

Muchas 

. 

mayoría de usando di strf buc ion'e;;s·'.IJl¡,:á'..t ivari ad.;,s /•.s in~·~~tiá¡.:g·~;·~ 
ellas se h~n cC)~¿'ent;~i:t6 

l ª' "' .· .... •' 

. ( Arider,son, 

1957). 

Rec iente.nie.nte, la 

sido aplicada ,(a 'la solución de ,prob·l~~~s tiid~ológicos; .Los 

fundamento!:;. t~ór ic~i c!e>t a~ aprox f~aé:'i 6,:, fueróri d~dbs '.hace• ~.15 de 

30 años fot'.imb~l, ·195~, 1959, !960a, .ú~60i:i, ' l.9s7; Tiago: de 

Olive ira;. l9S~/ f97S~,• 19?Sb¡ GaÍ·a~bC)~; 1~7~,, i 97s), ·.pero /ellos 

han tenido '(111Gy/ ,;,º¿º i~;~cf<>' en ei . campo de• la: hid~o1o~ía. 
Posterior~ente, .mu~~6s ~6;étejos ·bivariados de.•·va.1óres E'~tremos 
comenzaron a aparecer en• la 1 iter-atura áiago de 01 i:.;;e1r'a, ¡ 1982>. 

un grupo. part i.c:0 ~re~trecd1 ios·~~hnL-í<:;~':. :1116d~tci~··' ciifer;nci~bí";s, 
los cuaie,~ 'ruér;,n e~tÚdiados 'por ;Rueda d981);. Ra~n~1> ú~e5; 
19B7a, 19s7ti) /sus resU1 t'~dos d~")l.Jest'r;;.~.tjl.J~ ~~ 'ótit.i'eA~n ~é.ióras 
significa(i\ias·en la.' fas~' de ~~ti·~~~i.ón de 'p~rám'ét/os, en la 

reduce i ón :~e;1'·-;i .•. \~Vi·~~/hdad•~e i6s,gdstos
0 

de ··cli
0

séfi6'i;?~1 .cálculo 

de los 1 ímites'd~. co~'rianza para .valo~es:d,e diseño; ,¡:ic,; lo que el 

análisis de fr~~uen.cl~~ a.t~áve{ciE? distribtJciones :m~ltivariadas 
de valores ~xt~em<ls i::eJ:lresentá un .\~mpo prorriet~dó;,: de 

i nvest igaCi óll, .adenÍás de que está en' gran part é. i ne~~lorado en el 

sentido de,.a~li~caciones hid~ológicas. 
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comparación con 1 a 

individual. 

univariada para cada estación 

3. Aplicar 1 a met'odol og í a . propuesta, al '.análisis de 

frecuencias·de,:ga's'tos máximos"" anuales' en dos regiones 

hidrolÓgÍcás de_ la Repóblicil .Mexkána~ 

Se ano.ta 

estudio, 

comunes~ 

que el d~sarroll ~ de 11 ª abrbximac ión btvL id~ª', .en- ·éste 

registro de' 

La contribu~ÍÓn _gLnLa1<ci~ g.inLs"tig~~ i'ón es la.: de 

presentá~;u~il alter'nilt i ,;/a,--~- 'ciernost ~ª~···· qlJ.; 'i a·• 

distribucia~~~¡,'¡;;,:~~iacl~~ deX -J~1é:>~es'; ~xtr~ITI6s, a1 ;án~1isis de 

frecuen~i,ascl~ e,;,ei'it~s'i~~~-?emo;.:; 'rneJo~il .. ía~- til~es de ~~t\in'a_~ión de 

parámet_.~o~-~ ,"y_~_-:-~·J .~-~-~\--~-~.1 ~~=-:·~_e:,~.~-~v:~~-~~~: de_:,: _d.i'SéiiO=~- · -

,, - . ' /- - ' 

ilplicac tón de las 

traerá cor:isigo'sensibles ahorros en l¿,~ costo~ d~ c~~~tr¿~ci.ón 
en· la .• seguridád de las.-. obras 

y uso de 

planicies d.;· ... inundac i_ ón. 

de 

las 

Por óltimo, cleb.e·menciOnarse que-.~l tr~b~·j.; de investigación se ha 

estructurado ·c:i~: r; '5iguie~te Ma~er'a:· 
/ ." ~ . : -·, ~ ~ .. _ .· > ' 

En el Prime;'. Cci_pítÜl o 'son~pres'eritad_os. los Métodos má's' empleados en 

la Estimación. fU~ci~~es>de ~ist;ibl.Íción de 

probabilidad~ 

En el Segundo 

Principio de· Máxima 

un i variados~--

y 

el ori~en dei Método del 

su 

En el Tercer Capítulo se-describe el desairolio de la teoría de 

los valores _extremos y . .las ·características· de·' l·as distribuciones 
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univariadas y bivariadas de valores extremos. Así también, en éste 

mismo capitulo, se desarrolla un afgoritmo para d~terminar los 

parámetros 

Dist.rJ.bucJ.ón de varares ExÚe~~. Tipo· 11 CBEV11). 

estimadores de máxima ~ntropia d~ los de la 

En el Cuart~ CapÍtulo se an"a1izala et'ic:iencla de.los estimadores 

por máxim·a entropía para ~l moct¡¡;·lo BEV11; ~omparadCi con el modelo 

univariacto; 

En el Quinto Capítul'o 
' " . ~. 

análisis· de frecuencias 

hidrométricas. 

·el algoritmo p~cipuesto ~l 

anual es de 25: ·esí: ai: iones 

Por úl.timo¡ en el Sexto c~i:>Üú10, se p~esentan las co~clusiones 
se ofr~cen l~s reéome~da~ion~.,; dl;!rivaéias de, la in\le~tlgac.iórÍ. 

y 
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CAPITULO UNO 

MHODOS DE ESTIMAClóN DE PARAMETROS 

En general, los pr6blemas hidrológicos son analizados a través del 

uso de un model~_. ·--El - modelo puede ser una conceptualización,- una 

relación émpíri¿a, ! un dispositivo físico; o un conJunto de 

expresiones mCifefuáti'~as, estadísticas y/o empíricas. La''mCl_yorÍa de 

los model~s hid;:;~fóg'i;~os pueden clasificarse como deterininísficos, 

paramét;:;'i cC>s; ' 'est'oc ásÜcos'; .o una combinac'i ó~ - d~! ;¡;;lfos. La 

divisió~ ..:~1:;e_.; est'éi5':tres tipos básicos d~,; ~o;~~J.()é 'nci; esta del 

todo bien 'defi~tt~ci~'. .~se ~u~de pens~r; que los 'inbd-elos estan 

formados';' dé ~l ~Urlé~.:~.;,\¡b inác ¡'ú1 de ca'd'a', com;onente' de Í o'~ ~¿~les 
representar! un E!~~~~t~o;cc:lnt'inuo- d'e niodelo~ Í•tipo" vaf,iando de~de 
completainerit'é ' ün lado co;;;pl-~ta,;;~nte 

•r .:-:, 

estocástfco- por'-

Un modelo completamente' deterrni~ístico:sería aquel que es _obtenido 

a través; de relacione's fis{áis''y' 'no re;quié;e-- de datos 

experime~~~ie~ par'a·sü'a.plicac''(ón.·'Un ni~~elo ba~~ITl~t;ico ¡Ju'ede ser 

considera~C> come) Jn'de!t~;:;miní~tico'E!~ e;I sentido de que una 'vez 

que los parirn~t~o~-; d~i;>modelo son determinados, __ el ,mod-¡;-lo siempre 

genera l~ niis~a.sa:íl~a .;l~Cl.rti~ d~da·i~formaciónde entrada Por 

de 
'""<"" -~ .: , ' ·- '·-· -

otro lado, un'.rnÓdeIO·paramétr.ico_'E!s est'ocást'ico¡en el-, sentido 

que 1 os parim~f /o~- E!stim~d¡;s;>d~~;j~cÍen;ci~'éci!i(' d~to~; -C>l:>s~r\tacl~s y 

Un >Ínodel o 
estocást ú:6 es aq~~l;;en el ~¿a_l-l~s ~al idi~ ~~o~\ pré~ecibl~s. sol o 

en un sentido estad í'st i~o .• E:n~u_n_ ,_ 111~i:i;i~ _ esta2'ást ¡¿~; ''S~i:~ :E!m'J:>ieo­

repet id0 i:!e "úri ''9~cu~6""ci;;é:!º d~_E!ritrada~''del niC.dE!r~ 9E!~e;.,;• salidas 

que no son las m'is-~as pero'.~ig~~;,•'cie;toi~o'ci~1~ E!~t'Clci~~ti~o:· 
;_: ... ~·- .. :.:. :".·_. •\ / 

Uno de los probl~m~s ~á's cC>munesenhidrologia es•la estimación de 

una avenida_ o seql.l~~i de dise~o a_ 8ahir de un ~eg{st~Ó de 

escurrimientos i6Cl~t~~t~ ~~rtó.i DibÚJaÍ1do_ cd- Ínagnttúci de -- los 

eventos m~didos, ;~i~Cl~o~ ga~tos :má~i~o~ a~uále~, .;;lgún- _tipo de 

modelo e~ gel'l~rCII'~~nte' apa;~~te. La ~regJrit~ ~{cóm6' ~m~1E!.'1r este 

modelo para extE!nder lo~ dat()sdipclnibil;'s y estimar el evento de 
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diseño. 

Si se dispone de un gran número de eventos observados o medidos a 

partir de un perfod~ de registro al menos tan largo como el 

per{odo.de retorno del.evento de diseño a' estimarse,· entonces el 

problema se sifllpl i fica. En· el éas~ ~x~r~mo; si's~ cont~ra con una 

muestra bastá~t~ gra~~E!, dfgam~~ un, millón~ de evento,s; .entone.es e.l 

evento de'-ciis~ñc:l y su .intervalo '.de, ~<:,~fian~a 'podrí<I derivarse 

directameFt~?d~,1o!i ciatos.d~·la mJestrª<ºªdº c¡u~, ~a.i: can~i~ad de 
datos hid~oÍó~\c6s~'no ~c,k.f:l-::is'ibl~~!JE! ~tite~~;;!,'')'~ ,;¡~;;;~ti-a 1 de· ~atos 
di spon ibÍe dE!bE!ráJ.t il i~ a¡.. se ·ka¿a 'ajustCl~Íes' úlla:: bi ~~/;_ buc'ión de. 

frecuencias, la cu~l a.·csJ v~z;~~r~,~~ple~d~···parCI-. extr-~B~1CI~ los. 
' • < ' , ;~-::. 

eventos·• de 'dis'eño., ~:.'.:y_a· '.sea· la 

estimación dE! su~ ~a?á,;;E!t_.;'.o~.·-

una Como ya se ha men~i~na~~. 1 ()s 'paiáméfros 

función dedist tbüciónC:;ip~rtirci'E! los ·dat~s d~· una '.muestra. 

Existen, pbr supúesto,' muchas técnicas;por lo's ctlales' ()b~e~er-, la 
estimación cle~p'a~ám~tros: rPbr ~\o qÚe~e~' p~~·il;\; ;~·egu~t~r~e ·.¿cuál 

es el ca'minoit1h~·5 "1Ci~c\!1ado p~~;: s~ ~sri~Cl~ ió~?~ ¿QJé' ~ig~Ífica ' el 

mejor es:~¡m.;i~~r~ -~ .. Zii~tos -~on.·:·1os ú~i.:~·!i E!~tirii~a.;;:es?. 
. ,. ' . .... - '• '·· '·' ' . " . ' ' .:.-:::·.:- .. '.;J· -'.··. __ ._--:- .,, ____ ··, ; . . :·:·-_::;·~. -~< -=':. - ·:~: ;~;--. -- ~::- ,··, > .. .. 

Cada est i~a'cio; de• ún parámetro es ¿n;,.. func ión_,de. los val ~r~s de 1 a 

muestra, lbs ¿ual~s 's()~ ~b~~y-.j~~i()~e~· de una variable aleatoria. 

Asi, el propi() ~arámE!tr~:e·~t;i.Ín~d¿ es un~ ~~·r{abl~· ~{eaioii~ que 

Un e~tirn~~()r obtenido a tiene su pr~pia:distribuci'óri'•muestral. 

partir de un grt'..'pó de váÍore~ b·~~de ~ey-.: ~o~~iderad~ ;~()~º un ~~l 6r 

observadÓ de J._n~_v;iJ. Cl_~l¡; ia l ~~;o;i~. 'Por> lo~cual;'i ii a· bc:inda.éi ·de un 

estimador- p;__;ede ~E!r j¿~g-~do 'á ~ar'tir de>'sú distribución. se•. ha;~ 
real izado e~c~lenr~~ d¡s¿usiC:l;~~s '~C:ltír~ ~1ij~k()~i d~;E!st6~' lre~G.ltacio.s 
que han sido r,epÓ;~~dos b6/ :KÚczera '<1983a, Sorooshiari 

··,.: ,··'·, .· ... ,, 
( 198121) , Soro.osh i ari. y . 

Existen difere~te~ t.écnic~s de estimacfóri'..de:los parámetros de los 
.< .. ,,,·· ... 

modelos hidrológ~c(Js• Los Métodas,df1'fómantos '<Nash, 1959¡ Dooge, 

1973) y Cumu1antes CDooge~ 1973; Harl;,;y;. {967;· Q•Meai~, 1968¡ Van 

de Nes y Hendriks, 1971) •. Algunos otro~ rnétodo~pC:l~ul~r.es lo son: 
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el Gráfico CYevjevich, 1972>; el Método de Medias Incompletas 

CHoughton, 1978); el Método de Momentos de Probabilidad Pesada 

(Greenwood et al., 1979)¡ el Método de 'Momentos 

1900, 1983; Sh~ader. ~tal., l9B1); el de Esti,jción de la Máxima 

Verosimilitt:Íd CO~~~l~s, ¿larke, y Newton, 1976; s6roosh'i~ri,. Gl.lpta, 

y Ful ton,· 1983;.Ph),en y Ji~ajirájah/ 1984); elMét.'odo 'de Mirlimos 

Cuadrados CJcm~s; l971; Shy~~r; 1972; B~e~; f97s'~,.<19~~b~·; <·~¡ de 

EsUmaciÓ.; Cié p,,;;::ái.ei'~~S: Restl".ingidos · <Natal e y: -Fcici~~·i ,. '{974; 

Todini y Walli~, .:~;7i'>; el : ~~ E;;;ti~.;i{>..; ~~ay~si·.a~J CNatal'e y 

Todini, 1974;· Kucz¿ra; , .. 1983a,· ·1983b);···1os ,;,~tl;;dó~·d;;, Opúlflaci.ón 

CHimmelbl au, 1972; ~Ro~~n~rcick/ ;95'0~ Palmer;; <1969;' OeCol.l~s'ey y 

snyder, 1959; s'C>~~ci~hian, •{9s0í ;s~rboihian. y. ··Gupta, 

Sehitoglu, 190;,;· el Í:le'.Regre~.i¿;n·;,. carr~1.;Ción <Y~vj~~icn, 
1983; 

1.972; 

Clarke, Í973>; 'y . el 

<Tribus,: 196CJ)>· 

de · Máxima Entrop.ia 

1 • 1 METODO DE 'MOMENTOS p ARA .SISTEMAS CONTINUOS' 

Este mét'odo frecuentemente para estimar 
, . , . 

parámetros cii;, modelos hidrológicos I.fneales CNásh, ·1'359;YDiskin, 

1967; Diskin ysoAe~/1968; Dooge, 1973) y cons''i~te; .;bá~ií:a~ent~. 

Def'inición. y; 

Sea x una 

satisface ~l g~~a con~ ici¿n f.;~cesar ia. 

M~ de f <x> co~ ~esp~'c{C) a un punto 

como: 

Esta es la . . empleada 

estadística la defjnic1~n es: 

(1) ·. 

J ex,- a)"f<x> dx 
-co 

(1) 

J f<x> dx 
-co 

en Ingeniería. 

9 

cie' ·densidad que 

r-ésimo momento 

d~finirse 

(1.la> 

Sin embargo, en 

(1. lb) 



Las dos definiciones anteriores son numéricamente equivalentes. 

Anál ogam'ente a, 1 a ec.uac ión < L 1 >, el. momento absoluto w: de orden 

r con respecto.al punto ~a" puede ser definido como: 
~ . . 

j " • 

00 :· . ·r .: . ' 
1 X -, ~ 1 • f (X) dx J 

-:oo 

donde: '• :.', 

M 

w 
r 

a 

f<x> 

denotá .¡¡;l, mome'nto 

mo~~rit o a~sC)'1 ~t;; 
orden del; ~C)mér1to, y debe ser ~ 0 

punto :c6n r~·s¿ecto del cual se toma el momento 
f un~·i,6-~:::~d-~····~ú~~~S i-&~-d ·d"~·· i ·a ~·~,. i ~b·l~ ·X 

Cl.1c> 

' ··- . ·,-. '·· ,. . _-: ' -. . . 

Ex is ten algUn~·s ~f4G'lO~nesque Pº!5~~n m6me;nfos ·~~ orden inferior, y 

otras qué.no. po~een:'algurio,''•excepto\el mOmeiito,de º":den cero.· Sin 

embargo; si:Ll"ri ~¡,~!;!~to, d~ Órci'e~ superlc:ir ~x,iste, los momentos de 

todos los o~den;;;s ·'rnte'ri6r~s deb~;.,;existir; 

oo o· r <i:c:-a> 'f(x) dx J f<x> .dx 1 
-:oo -oo 

Así, el momento de .. orde;ri,,,cero:es el. área bajo la curva, 

por f(x) y sÚjeta a -oo.< X ( a>. 

definida 

Si r 

µ - a 

dondeµ es, el 'centr:oide del área o media. Asi, el 

es la media'.pes,,;da cc:in'ré'spe¿to'.al p·unto "a','. 

primer ~o~entc:i:propc:>~<:Í~ná:ia m~dfa. Cuando•a 

r-ésimomo~e~t6 ~-o~)elacióM'a Ía medi~ es: 

CI) 

f <x-µ>rf<x> dx 
-oo 
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pr.imer momento 

µ, 

uau:- 0, 

ent'onces 

el 

el 

(l. 2> 



En particular, si r = 
Q) 

f ex-µ> f(x) dx 
-oo 

1 y a = µ , entonces: 

µ - µ 0 

A partir de aquíi'' se omitirá el supeiríndice ( .. a ) si el momento es 

tomado con ~e~pe~t~ :,~ 0. Las ~;¡;plectades que describen los 

momentos:, función ~specifica ~uE'cl~n ser 

Mo = 
Mt = rE'~Y:as~ d media\ 

M~ va~ianzat; ;,u~.-1,'.medida, de dispersión de la 

rE'IaciÓna' 

función con 

-. '. . ··, .. ' .:;~: '~ < 

medida',é!e císfpetiCía (sesgo) de, la función, 

Ejemplo 

A manera de aplicación/de /os'ant'E'riores conc'ept.os~ consideremos 

una función fC)(>~ a· é-ax; d~n'~e'x'> 0 [ Y' a > 0. ,Para la cual se 

determina~án,1osr-'-ésimo;;;m~níE'nt~;;con respectoª la media y ei 

origen Mµ y M , resp~cti~~.m~nte. 
r r · 

se tiene. 

r' Cx-µl .expC-axl dx 

Por lo que .. 

-ax -e 

00 Q) 

aJ X e-ax.,:dX.- aµ f e-ax dx 
o o 

y así sucesivamente. 

Así mismo 

Q) 

M 
r af 

o 

r -ax 
X e dx 
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por lo tanto 

M 
t 

-ax -e 

a(- X 

a 
-ax e 

' . . : .. . 
y así·sucesivamente. 

2 a 

-ax e a 

Función ~ne~adoi:-a d~ Momeni.os CFGK> 

Los momentos de una fúnciÓl1 pueden de.terminarse tanto emp~eando 
directamente.'su·d.É!tir=.

0

ic;ió~ en 'la' ecúaci~·n (1.1) o usando la 

función gene~·acÍ.;r~ 'de'mí:lméntos CFGM>, ~eno{~da por GCE)>· La FGM de 

fcx> puede\~~r: 

GCe) E ( 1. 3) 

. . 

donde E C. • ;,,s.el operador. espera~a f 

. IX> ' .. >' •.: 
· ex· 

6Ce) = J e· 'f.Cx)c d~ 
-oo . . 

( 1. 4) 

Si 6Ce> existe, entonces :e~taé es cont'inuamente di ferenciable en la 

vecinda~ de~.ori,gén.: Si GC~) :~n}a É!cÍ.iaciÓn Cl.4> es derivada r 

veces con resip.ecto.a;e, se tiene: 

a:i 
= f _:00~( é,éX 6(9) f(x) dx 

Si e = 0, entonces 

GCe> · f(x) dx Mr (1.5) 

El primer izquierdo es: interpretado como la 

r-ésima deycivacl~ de GCe> evaluada para e = .0 •. Así, los momentos de 

una función pueden'obtenersepor.diferenciaCión d~ suFGM: 

Ejemplo 1.2 

A continuación se determina la FGM de la función del ejemplo 1.1, 
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y los momentos. 

I
oo ex -ax 

GC0) " a e e dx 
00 

aJ er-1a-e1x1dx " a 
a e 

o o 

M " 
dr GCel 

dar· le=o = ·e-·· ª-.) 1 " .. r' ·a-e 
0=0 

a 1 
r+1 Ca-el e=o 

1 
r!-­

r 
a 

M 
o 

M 
1 

M z 

a 

2 

az 

y así sucesivamente. 

Función Caracteristica CFC) 

Oesafortu'.;,ada~~rÍ'te¡ La FGM no siempre existe. Por-· lo que, en 

ocasiones· es meJÓr--traba.for con la función característica CFC>, la 

cual exis~~·-si~mpre. U~a función caractedstica puede. ser definida 

como: 

C<e> 

CCel 
00 ·~ ' r e'~x f(X) dx ( 1. E» 

,..00 

donde CCe> puede '.ser -consid'erada ~omo una integral transformada 

de f<x). 

,• 
La integral - C<e> •_- con_11ergE¡> 

funciones· de- nuestro 

absoluta -y- uni-form-emeñté para las 

teoría -1 i,.;e~l de sistemas 

hidrológicos. 

Si C<el es di fer.ene iada r v~~es .. c.;n ··respecto a e, 

e< a> " < L/ J 
Ql 

-co 

CCe) 1- "-<ilr J 
00 

x"- f<x> .dx. 
e=o -oo 

Ci>' Mr 
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despejando Mr M 
r 

( 1. 7) 

En esta form'a, los momentos de una función pueden obtenerse 

diferenciando la función carácteristré:a' é:~rr~~P~~d:ieiite. Por 

consiguiente, si'CC,e) e:s~onocfd~,e~····forma '';;_;xplicita, entonces, 

pueden conocerse 

' .. "·.: 

Considerando.láfunción d~d:a e,n>el ejemplo 1.1, se determinará su 

FC y los m,omento~., , 

cea> 

cea> 

cri , 
aJ 'expCi e,x).'exp<'-a x> dx 

o 

exp [-Ca -

~ cce> j : ·= r1 (¡)' ---·ª-----1 co' M 
de' ·:, a=o Ca - ie>r+• e=o = r 

Por 1 o ci'ue 

e Ce> '""'º 
M 

o 

1
,, ,,· r1( ! )' 
9=0 = 

.- ·M ·= 
,1 

M 
2 

'2 
2 a 

"' 
y así sucesivamente. 

Los momentós de una función f Cx> 'tambi~n pueden 
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empleando la transformada de Fourier¡ 

FCw> 
00 

T Cf(x)) = f f(X) 

-oo 
. . 

En la que T denot·a .1a:transformac:la de Fourier. Diferenciando la 

función FC~>:r ~e~es con ;e~p~ct~ a w y evaluando la derivada para 

w = 0, se tiene: .. -· 

fCx) ~x. C-'i:Ír M ( 1. 8) 
r 

Por lo c¡ue,._ si la·· transfc:irmada de Fourier . ·d·e una función es 

con oc ida, s~s m~mentos C(.)~- r~speC"te> -al· 6r i gen pÍiederi obt'e_ri~r~e por 

di ferenc iac.i ón. 

Ejemplo_L_4 ·_ ,_• • - -

Empleando la transform~da de'Fc:iurier se 

de la función .. dada en -ei. eje,;lpl 6 .· 1. i. 

FCw> 

FCw) = a + -iw._ 

Por lo que 

FCw> 

M 
r 

por lo cual: 

r! 
r a 

y así sucesivamente. 

Y! a 

M 
1 

Transf'ormada de Lapla"ce · 

a 

Para ciertas.funciones la·integral representada por GCe> o F"Cw> 
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puede no existir. Es entonces necesario emplear la ~ransCor.ada de 

Laplace. En funciones que· son cero p'ara x < 0, puede emplearse la 

transformada de Uípface ordinaria, en la cual se tiene: 

Ol 

F Cs) L Cf<x>l.=J 

º-
En .funciones· que .t_i~nen valores para x < 0, 

transform~d·a de:i,,;ipi'~~·e bilateral; dada por-: 

/~;:xY FCs) 

. ' 
' .. -

L CfCx>l 
"·c.-m 

se debe emplear la 

Diferenciando:¡.: veces ía't¿i,ci.6~ Fes>. con respecto a s y evaluando 

la d~~ i ~ad~;;bci~a •~< :=;0~· ~;~ ~ 

ciO 
,J c:..r)r .xr icx> dx. C1. 9) 

o 

L¡¡place de una (unción 

conocida, sus ~~,.;e;,t'~~ i:>'ueden ,°C,~teneírse por d.i ferendación. 

Ejemplo 1. 6 . . ' 

Por medio de. la transform.ilda de. Laplace 

momentos de0 ¿ ~~~c'ió~ ~~l; ejemplo 1. 1. 
,", :.,.,.:~<· 

.· ,. 

F'"Cs> exp C-Ca .+ s> xJ dx 

F'"Cs> a 

M 
r 

por lo cual: M 1 ·o 

M 
~ a 

M 2 
:z a z 

y asi sucesivamente. 
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Cambio de Puntos de ReCerencia para los Momentos 

Oigamos que a y .b ·so·n dos constantes y ·c= b. 

r-ésimos momentos de:· una • fllncióri 'con 

respectivamente; 

t iene1 

<x - a)r = (x - .b + b. - a)r: 

entonces, 

·. -.. •.:' " 

sustituyendo la .ecuac.ión .CL 10>;. se tiene: 

00 :·-¡. 

J E: 
-oo 

r 

E ( 
j=o 

r 

)' E j j:o· 

·a. Denotemos 

respecto a a y 
~ . . -· ' 

i:, inomi Ci1 nie.:ite, 

los 

b, 

se 

(l. 10) 

<1.11a> 

La ec. (1. 11a> prop()r,ción<l el r-ésimo momento de una función con 

respecto:. a• a en té'~minós de -su r.:.ési~o momento · y ·'momentos 

inferi~r~s.con ~e~pe!~'tC:,'.~ b. E~cir.ibi~ndo los sufijos como,·í~dices 
de pote',:,cia c'~i.n tnt~~pl"et~C:iÓ~ de 'eÚ6s como' talés excepto, par:-a 

los propósitos deÍ des~~r.:,i lo) simbólica mnemónica~ de 

1 a ec. · e 1 ;na>, .cseºTiene':· 

en la cual c~l:>Jres ií)t~rprE!tada como. para 
part i e ul~ar-··t·z-:arrios '-- ':'t«;:~-~~do como el origen y 

centro'ide o e( pril!lE!; nÍomento <c= b= µ>, se tiene: 

M 
r 

r 

= E ( rJ. J.<µ> j M~- ,· 
j=o 

17 
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toda .r. 
11 b.11 como 

Si 

el 

< 1. 12a) 



La forma simbólica mnemónica de esta relación es1 

para toda r ( 1. 12b) 

En particular esto condu~e a: 

M Mµ = i 
o ·o 

M Mµ + ,;,µ = µ 
s s µ·.,o 

M Mµ _+ ··2 

2 .. 2 
µ 

M Mi:' + 3 µ: Mµ + 9 

a 9 2 
µ 

M Mµ + 4 µ Mµ· + .. 6 Mµ µ2 + 
.. .. .. a: 2 

µ (1.12c> 

Y así sucesiv~~ente. La ecuación (1~12b) puede manipularse para 

expresar. Jos mo~ento~ C:o,.; respecto' al" centroid~ en tér~ino~ de los 

momentos con respecto a1.;órig¡,;n. En particu1a.r, i;.~to proc:h..iC:e 

Mµ= 0 
s 

Mµ= M µ 2 

2 2 

Mµ= M ..e· 3 M µ + 2 µ 9 

9 9 - 2 

Mµ= M · - 4 M µ + 6 µ 2 M -3 µ' 
.. ., '9 -·· .. 2 ' 

La ecuación '<L12d púede dertva;se -dir~ctamente. 
r-ésimo momento con rÉ?sp~cto .al-punto b 

Desarrollando binomialment-e: 
' . -

"' ::. ' ·, > '.- ,· ~· 
- a -b + a> = . ( x - a 

'·' !' . ·. _,·_ 
' ' . 

( x - b) r = ; Í: ( ~ ) ( x -: a) r...: j ( ;_e ) j 
j =o_: J•:- - . • ·' 

Sustituyendo en la ~~~re~iÓn. general para M> 
J E 

-oo j =O 

18 
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Escribiendo el 



r 

I: 
j=o 

La forma ,sfmbÓlica mnemónica de esta relación es: 

En 

r 
Mµ . E .. 

j:O 

así 

= 0;y c= b = µ, entonces: 

:· J 
µ M . -r.- J 

para' toda r 
,. 

< 1. 12e> 

( 1. 12g) 

( 1. 12h) 

Así también;> los c~~f ic i'entes en 1 a ecuación'< 1; 12h > '.:son · , aquel 1 os 

del des~rrc:>1 i o b 'i~.:;mial .• L.ás potencias (¡~, lo~ térini,,;.;~ cdnten ÍE!ndo 

µ son pcit~ncias reales;. las ~c:>~~·ncÍa~ de:: los té;rnir'ios ~o~tf;nt~n'clo 
M no son potbn~i~~ r~ales sino sólo 

-,.. ,·;;, ·. '.<:.~ 

concern'rentes. 
' ' - -- -. ' ~ - _- ' . . . . . ": 

·~ . ·. 

Propiedad de ··rnvai-ianza 
... ·- ,,. ~ 

rnc>'mentos 

Los momentos. 'ti:':n~n Ún~ p~opiedad .de invarianza, la'cúal establece 

que c'úalldo los }~a¡o;e~ var.iables son ~ultipl ica~os 
constant~, .. e{~.:,ésim6 ~orn~ntoMre~multÍplicado por ar. 

evident~'debido a s~deftni¿ió~; . . . . · .. :·; . 
. ·-: .. _ ':-' : 

Teorema de Mé>~rit~~ 

por una 

Esto es 

Los momentos son•utilizados en el 

anál i sis 'y s i~,t~~i; d~ ,~i ste~as ~id~oÍ: Ó~ic;:is. Na~h •'e Ú~S'3> deri VÓ 

un teorema relacion~ndo:l~s momentos cie'en~r<ld~ •• ;;al,id~,'e impúlso 

respuesta de' sisfenias únéale's con >!".e~p~ct6 a ~~s: cent~é>icÍes 
correspondi;i.:lée~:>riid~in y~e6h~11 ····c1'368> .. ···e·~t¡;¡~dieré>;, est'e;t~é>r~rna '·a· 
los momentos d~ ~st'~s ftl~ciog'es . to~acÍÓs con ~~spe¿\:~ <~ · pu'~tos 
arbitrarios; A'c.;iifint.ia¿i6ri se'cleri~a el teo;'t?'ma ile 'Riom~ntos dé 

Nash y p.;steri6rmente'.se conside)'a sU:_extensi.ón. 'La~ deriJacÚmes 

pueden realizarse empleando el desarrollo binomial o porc medio de 
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la tranformada de Laplace. 

Uso del Desarrollo BinorRtal 

La operación cÓnv61uciónl que puede interpretarse como la 

superposición '-de' integral.e~, ,para un sist-e;ma lineal 

t iempo-imia;Íaf'lt~'. e~ ;n.;~tr~do en la F'tg. t. 1. Pór convénienc ia 

asume que.las integralesdel~s funciones·d~ entrada; salidá, 

impulso ré~~i.i~it::a'f~6~'-t~das normalizadas a -iá 'l.lriic:l'.{d¡s_in ¡¡¡lllbargo, 

esta consi'dé~.;.:-::ión'/no -'e~ es~f'l~i~l 'para'1a-'v~1iciéi _dé las 

conclusiones; Digamos que él; tJ ~ c'''sean los ce-;;t'~o~ici~ --las áreas 

de las funciones :ci~'': ~a1\d~, >entr'aáa;-'é•imbuf~a- ·~e-spu-~sta, 
respec't i.~ªíl!enté> E,l c~f'lt;ó d~i .ir;,;a ~d'é ~a{id~; se 1 c:>~~J.-izará 
siempre después\ que ~l;~~nt~oid~ del áreai'ete5'el1t;'ada por c. Esto 

implica la_-r~~aci~;, ;;e~t~~ - e_l primer /m~~érit~ con !respecto al 

se 

e 

origen, 

a = b + c. 

MºC > 1 y Ct.13> 

Escribiendo _.la_ rr;itegral .de la convolución para _la sal ida en r, 
•; -:-CX> 

yCr> _=f X(T) h(e) (-1.14) 
-O 

_·, ' 

donde ··r -= e +·-T 

El. r-'ésimo. momento -_de-:_"y" _con respecto al centroide "a" puede 
expre_sar_slO'_ 

00 

fy<r>,r,r dr_ 
O: 

en_ •' , - , ;. ' 
Jy<r> <e +. T> de 

. o 

Puede desarrollarse Ce 

r 
I:(r)er-jTj 

j=o· 

por ~na, serie binomial, por lo que: 

20 



de tal forma 

Recordando. que: 

. 00 

J x.(T) Tr dT 
o .. 

00 

M:<h> = fh<e>.er de 
:.o 

Entonces: 

r • (1) • 

,,; E(r 
j=O 

x(T)TJ dT ·J h(e)er-J de 
o 

(h) . -

Eser ibi en do .. i<a JO~Ína. ~i~bó.l ica •innemón i ca: 

M~<y> = c~b(x) M':Ch)f 

Este es el: teor~m~'.de mome0t~~ 
~'"¡ ··>. ·'·:t. -;.•• :' •e,<}{ ·~\: 

<1.15> 

(1.16> 

Así, el teore~a 00 de';;momehta'~·· proporciona el. r.:.:ésimo.inomento .de "y" 

en términos'de~todos loém6';¡,.~kt6~ ciE! ''y..'.: ;'és~mo'o~de~ e rifer,iores 

de "X" y a~G~i·16~ et~ . oít1": s~ . <.;b~er'~a que .. s .i . 'lo~ lllomen.t.os son 

evaluados ~~ce~ l8á~'~nte ~ara r:c : 1, 2, 3,. ;~ , habrá , sgl o una . 

incógnita en C:ad~~e~Uai: i ón .~sl a~.C:lial ~e!;réé1~111'ollleñto ;;;~~;;;_ d~,-:·;;~~. : en 

la ecuación respectiva. Así, es posible obtener de los. momentos 

conocidos. x < t >Le,:y c't: > los.·· "16me~tos de~C::oñ'~c ido;a de '11 <t >. Se. pueden 

escribir Ío~:<pYoÍmer6s ~l:iatr6 m6m~nt~s como: 

MµCy> MµCx) MµChl 
1 1' ,t• 

Mµ<y> Mµ(X) +:· M¡.iChl 
2 2 2 .• 

M~<y> Mµ(X) +· M/J<h> 
3· 3 

MµCy> Mµ<x> + MµCh) + 6Mµ(X) Mµ<h> 
' ' ' .z 2 

21 



X· CENTROIDE 

X ( t) d'l 
-ENTRAD .... X 

--b--+--r--1 
h ( tJ 

y ( t J 

t 

Figura 1 :1 Operaci~n ~onvoli.JciÓn de jn sistema tiempo-lnvariante 
lineal. · · · 
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Por lo que es posible evaluar los momentos de "h'' a partir. de los 

de ºx" y uy". 

Uso de la t.ransf'ormada de Lapl.ac·e 

La int.egraL de la con.voluc iÓn .. : puede escribirse de forma al terna 

como: 

yCt) = 
- --·-

Si se toma láitransformada de Laplace de esta ecuación, se obtiene: 

YCs) e i. 17> 

donde s; es'la variabl47 Laplaciaria, 

Y, X, H; son Lis \,transtC>rmadas de Laplace de· y, x, y h, 

~:-,·-~-- ·:'._··-: :·~(,_ ".;_ ·>-_-' i .---~ 

Adoptando 1 á ncitac i Ón .D= d/ds, X é~) = 

diferenciando la ec~~c'ión r 

·r 

·--;DºX'(S">-, 
veces us\;indo · lá ,regla 

~~·· p~C>cti.u: fo, .se· .. ti 'en~i 

Dr<Yl =.E ( r) cor·) X> coiH) C1.1Ba> 
j=o 

o en forma:s:imbÓlica,· 

( 1. 18b) 

,· '·, - ' 

Se hace.nota~ que los.términos ~n .el desarrollo son derivadas, 

potencias de los'tÉ!~minos, ~Y el priin~ro y el ,IJltimo término, 

cuales incluy~n la~ derivadas de o~den cero, son: 

H<s> XCs> y XCs> 

23 
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De la ecuación (1.9> es claro que 

dr 
Y<s> 1 

(-l)r Mr<y> 
ds r a=o 

(l. 19> 

dr 
X <s> "·(-1 )r, Mr(X) 

ds r 
:-lill=O .... .. 

( 1. 20) 

. ;,: 
dr 

H<s> 1 / . .:1>~···Mr<h> 
ds r ""° 

(l. 21> 

. . 

sustituyend'o laseé:uacionés <1.19l a <1.21> en Cl.18>, 

Escribier:ido 11gunos términos explícitamfote, .se tienes 

~ cii ~ (~). +.2M (x) M (h) + M (x) M (h) 
O 2 ~I 1. ,. 2 i"·O 

M" <y> 

Mz<y> 

M3Cy> M--c>t> '.M :_.<-h><>+::::3·M ... :Cx>···M·-·:--(~h, ,+· '.3M ·cx)'.,:M~·;cti>. + M ·ex> M -<h> 
·- ---~~ :··- :·:::·~:> .. ~~ '· ' --- -;I··- 'ºz 2'º---· ·--- .t -· 3 O 

suc esi vamen te. y así 

La expresión general puede ·es~ribirse. en''· forma de ·un desar·rollo 

binomial '~omo;:· 

M Cyl 
r frc;> + (1, 22) 

Los término·s en la momentos, no potencias, 

donde el. prlm~~o:y últ.imo términos incluyen móment6s de o~d~n' 
cero. Estas:sr.ln'~16s.inomentos 'cori c-r~~peC:'í'6 ·~1· origen, ··~. mejor 

dicho, el ~e~t'~c:>ici~'cie .1~~ ~;ea!i •.. Llr~st~i~ciÓn·es.p..:i~;;ta ;n las 

unidades Í:le. ~n~~~daf? s11id~. si se desean ios mom~~tbs con 

respecto al ~en'tY'.6id'e, ~s''t~bn ~bt~nerl~!;; empie1,:;do .la relación 

desarrollada ;en: l~s ·~c~ac'io~i.s ( 1. 11) y e i .12). 

Uso de. J.a., ~rallS~o~~&a \de Four.Íer .. 
. J. ~ :·.· ¡ . : 

Si se toma la Úránsf~~rna~a de 

convolución,::se .t i~n~": .·:,., 
Fourier de la integral 

,· Q): 

try<t>J = •[J
0

x<T> h<t - Tl dT] 
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entonces se puede mostrar que: 

y(..,) X<w> H(w) ( 1. 23) 

en la que_ Y, X', y_ l;i scm las_ tran~formadas de f"ourier ·de y, x· y h, 

respectivatii°~nte,··y ~es -ia variable de F:ourier. Diferenciando la 

ecuación <1~~2~) r. vec~s "1rnple~ridÓ Ía r:~gla:de Leibnitz, se tiene: 
,:'"''·:· 

,· .· ~' ._ ' _:_: '. 

o siguiendo la c¡~v~~~ión 
_,; " . - ., ~-::~--;~-- .. :·' ' r 

Dr<Y> = CDXCw) +. DtfCw2 J. 

con o "'.' d/dw, XCwl ·= o~l<cw> 
:_~ .. _-, ~ · .. 

i· «·• ·.·.::.·>· '• . . . 

De la ecuación q;ei ;se observa··que:>• 

dr 

dw' 
dr 

dwr 

dr H<w>._., _ = )-d)r M (h) 
dt,/' : ~-O .-··. - r·-

---,·-. 

< L 18>, 

( 1. 24) 

Sustituyendo estás _expresiones en la ecuación (1.24), se tiene: 

' ' ' 

o en forma ~i_m__b_ól)ca;-_ 

la cual es la.misma que la ecuaci~n Ct.22>. 

Ejeq>lo 1.6 
. '. - - ' '.· ,-' 

Consideremos_ un sistema _lin~al de:,tiempo-invariante cuya unidad 

impulso respuesta <UtR> es{a'~~da ¿'ar: 

hCt>=expc;;.:·t) 
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Cuando está sujeta a la entrada: 

{ 
0<t~D x(t> = xo,-- -

_ _ 0, de otra forma 

1 a sal ida generada es: 

y(t) 

en la cual, 

.· . ~ ··.'. . 

Determine111_os los m6in~ntC>s :cle,yc{) p~r eL,teorema de 

como calculándolos ;en-~forma Tnélependiente. 

momentos 

••--__ --_ \ -·-·---- . X < -... -... -. -__ ···.-~ ConsiderenÍos~lafu~~iÓn hC _) _n~~m-~liz~da>sl.I r-é;;;imo -momento 

respeéto al-origen es':'obten_ido ~onioF 

MCh)=r! 
r 

así 

con 

La f une i 6n -x C t )/se no~mali z~ di v~ di éndol a 

momento con respecto 'al origen es: 

x O;. Su r-esimo o- . 

or 
M < x> 

r r +_ l. 

: <:·< ···> 
Por consiguieríte, el r-ésimo momento de y<t> es obtenido por el 

teorema de .~o~ento~ éomi:l: 

É CJ 
j=o _i . 

r --:j . .,. t· 

__ ,.. -·-v--
+ ~·-

02 
:r::+ri+.2 

y así sucesivamente. 

ji 

Ahora, calculando los momentos de yCt> independientemente y 

verificando sl ~llosconincid~n con los calculados previamente. 

2G 



Primero se calcula el ~rea bajo la curva, Ay, 

D 00 

Ay J X
0

r1 - exp<-t)J dt + J,y
0 

exp[-(t - O>l dt 
·o :D 

X O o 

' ' ' 

La función norma,l izad~ y<t > es: 

0 ,~ t :$ O 

t ~ O 

donde: 

Y._7 -~ r1 - exp<-O>J 

Por lo, cual, 

D 

Jt ~ .. ,[1 -exp<.:_t>Jdt + 
O' 

dt 

,,!' 
Ir 
·--o.­
~ 

exp[-(t,-0> J dt 

+ 

+ y ._'[-tz~"-cL-D>_'._ 2te-tl-D>_ 2e-c~-D>JJ: 
02 ,, 

:3+0+2 

1 
--o [ 

t' +ts -t 3· tz -t '"<t··.e~L_ -l> 1º -;r- · . e - , e , + e e . , 
0

+ 

Q) 

+ Y/-t~e-tl-D>+ 3 tze-cl-D>_5 te ... clc:D>+ Ge-<l;.;D>J 'º 
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y así sucesiva.mente. Por lo que puede comprobarse que estos 

momentos so·n los ·mismos. que 1 os . obtenidos por e 1 

momentos. 

teorema de 

Mo111ent.os con rel.ac.ión a ui.; J:..t.o: ar~Ú.1·a~.i~ 

El teorema d;;; momentos ;tambi~n:., se apl ic a si los momentos son 

tomados con re~p~ct6 :;., un ~~¡,t~ njo ~!"bi t~ario. Digamos qu~ 
punto 

00 

M~Cy> Jet 
o 

Sustituyendo. la ecu~.ción. <:1.~ 14), se tiene: 

00 'l· 

M~(y) = J rct'. - a)r X (T) h Ct - Tl dT dt 
O O.· 

Cambiando ~l ord~ri de inte~~élc Í.Ón, 

00 

M~Cy> = dt dT 

o M~Cy> 

este 

( 1. 25) 

La integral doble es eJaluada: erí él plano Ct,T), como se muestra 

en la Figur:a-'i.2.'se~valua.la l~t~graLfnterior haciendo.u= t-T, 

00 .. CD':'. 

f (t - a>"h(r;;; TFcit'. - rc:r: + (u :-~,;))'r h(u) .dU 
T .O' 

' ' 

Desarrollando .-el: término en. c.;.~chetes' con: la· serie binomial, 

00 

J (t - a)rh(t - T) dt 
T 

JQ), Er. (. r ) T,r-.'._j ~cÜ> Cu - a)j du 
.. :· ' J" 
Q. j=~'. ' 

r 
Tr:'j 

: 00 
:,¡¡) j = E ( r ) f ;Cu h(ul du 

j=o j' o:· . 
r 

r-j M~Chl =E ( r 
) T. 

j=o J 
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t =o 

t 

Figura f.2 (a) Re~iÓhen;&1';;~J~no(i.f) cu,bierta por la integral 
de la convolución. e; ... ·· . . . 

-~--~-: ,""-~.'7,-.oc,-'~. __ ,._ 

( 8) 

( b_) ·. 

. .• ~,,'o . ·. . r2 
Figura 1.2 (b) Regiones e'n los planos (j , i) y (r 

1
. r

2
) cubiertas 

por la doble sumatoria .. 

29 



Por lo cual, 

Mª<y> 
r 

00 r 
= J X(T) E ( ~ ) Tr-j 

o- j=o J · 

r oo . 

M~(h) dT 
J 

=E ( r _)M~Ch_ >_ J
0

_ •• Tr-J X(T) dT 
j:O, -

= É ( r 
j:O .j 

(1.26) 

La ecuaciórii an~eriorpued~ ~~cribirse en forma simbólica compacta 

como: 

Cl.-27a> 
' ·- ., > , 

En la ecu:cÍ6n· c1~26)e1--d'~sarrollo·es 'real izado de acuerdo al 

teorema.bi'n6~¡~1}~~ di.;ei~u~ si los momentos de "yu •Y ,;~hº son 

con oc idos 2o* '/e~~~-~~;'-~- ~,, -~~~\o~"~ .. , tif1t~ílce,s/ 1 os:-- momef1tt:>s-- de 

"x" son obt~nido~°i~on respecto ~l -origen. Además, si la <e.=-~ac i6n -· ·- ,'-- ,._,, --" '. ., 

0.14>- es expre!;'a_da:enótr_a forma equivalente <ecuación CL4)), la 

Mª< > r Y ( 1. 27b) 

Esto quiere decir-· que si .-los momentos de "x" Y .. "_y" son conocidos 

con reSpect·9;:·-~ '.:"•'.'~·_._;:·~ ,.ent·orú:_es.' i:OS\,'.,.-~m~·nt··os··· d~ "h" son-'.obten.idos· co~ 
respecto al 6;ig'e~~ 'Si •a·= 0, se 'puede _ver que. las :ecuaciones 

<1.26) y <L27>-sor1 :Idé~tic~s a '1a'~Úi'aé:dn <1.22>. 

Teorema General 

Para la general i2aci6n del teorema ;de molllento's CNash, 1959>, 

siguiendo atenta~e;,tE! el trab~Jo d~-~Dl~kin y B~~e~ cÍ96B>; Digamos 

que se tiE!íl~ntr'~s,'p~l1tos.arbitrario~:a b ye con r~~IJE!bto a los 

cuales los m~nl~;,~·.;s. ·~~ /¡t>, xCt) y hCt>, son tomados 

respectivamen{~.-~e{t\ane también que, par::a t ~ 0, xCt>=0; y 

h et> =0. ol;!f i~a~~:s lo s-ig~ iE'nt'e: 

Mªc > r y 
00 

J<t - a)r y<Ü dt 
o 
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O) J <t - b)r x(t) dt 
o 
O) 

J<t -C)rh<t) dt 
o 

Derivando la relac.ión entre MªCy), Mb<x) y M0 <h), empleando, el 
· - ·, · . · .. · r . r r -

desarrollo binoÍnial .~sÍ como la transformada de Laplace. 

. . 

Uso del Desarrollo ''Binomt.al 

Primero ie deriva la:reiación entre Mª<h> y M0 <hl así como también 

entre Mª<xLy ~bcxr. Escribiendo .r r 
r _'/· r 

La anterior ecuación tarribi"én Pl;l~d~ E?scribirse como: 

h(t) dt 

-~·c) j ti< t) dt 

.: ~. :' 

Simbólicamente, se:t i'e~e: 
-:=::-¡-.o-·'-.-

( 1. 28) 
:._ ''-

Por analogía:. 

(1. 29) 

En las ec.Úa,~ione~ {i.:28) y Cl.29) los desarrollos son. llevados a 

cabo b ino~i';;.l~~nte do~d~ la 'potenc i~s de ... (c ~ a) y ~ (b; ª'· son 

reales pe~O ~e~;~semt~n: el ord~n de los momentos. ~~S; ecuaciones 

<1.28) 6 <1.29). son una expresfór{ 
"--·-_,,-
generoal que relaciona los 
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momentos de todos los órdenes de cualquier función con respecto a 

dos puntos arbitrarios. 

Puede particularizarse en la ecuación (l.29> haciendo a 0, 

M .( x) ( 1. 30) .. 
: ,·, 

Sustituyendo ia!ó ecuaciones (1.28>- y <1~30> en la ec:uación (1.26>: 

. . ,. 
,/ '.'. :.- ' 

escribiendo los co!?tici~nte~·binomial'es ·de 

tenemos: 

( ~ )( t ) ( r-j le 

(1.31) 

( 1. 31) • 

_ .. 
=,E, 

j=o ~i.=·0 
br-j-Jc .-.~~(h)M~<x> 

- < -· \ ,· ' . . . ,' - ' _, ' ( 1 • 32) 

La ecuación 0032> ;s•sÍrni1~/-a.1 des'arro11C) btn~mial 5 
de la suma de 

cuatro vari~bl~s; Dtg~rnÓ~ ~u~ A•r Az{ As Y A' ~e1'r, ~sa~ v~~iables. 
Entonces: 

r =o r =o 
• ·2 

r =o ·ª ·-
r ,r r r 

------------·A • A z. A 9 A.' 
·- 2· 9 ·' 

Donde r = r- r- r• 
... :l. ., z" 

( 1. 33) 

Ayudáridose de la ~cüacÍón (1.33) para simplificación de la 

ecuación <1.32>, haci~ndo: 

r ,=. r - j - k 
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Esto produce r.+ r
2

+ r
9

+ r,= r. En la ecuación (1.32> los límites 

de la sumatoria de k pueden cambiarse en términos de r
9

1 de Ck, 

r-jJ a cr;
9
,,,r - r

1 
- r 2J. Los límites de i pueden convertirse de 

Ci, jJ a•·cr
2
.,r - r

1
J. Así-también,. los-lÍmites cie j se pasan de 

Cj, rl a crs' 'rl. Los últimos dos.'dimites pueden obtenerse 

considerando ei''m~p~o·cie;í '~l;ano -.(j, f> ha~i~ el plano (r ,.r2) y 

sel'i.alando ~LÍ~ '1á i L~~~~ ~= J ~~\t;arisi6r~~d~'.~~ 1 a 1 Ínea r = 0, y 

la linea i.='0 en f~'1 L~;~ y i'~ '1ínea '¡;; r en :a línea 

en la;figLÍra 1.2. r = r - r· s 2 

Así, 

r 

E I: 
r =o r··-=o s .. 2 . 

' .. :¡ . . 
-·-- - -

La ecuación ·o .34) .•pÚede ·e~érÍbú.-!5e siinból icamente como: 

' ~ :,. : .- ·.-... -; .-: ' 

Cl.34) 

C1.3Sa> 

(1.35b) 

donde s = c - a + b; es una 'combir\ación lineal .. de las veces con 

respecto a los cualiis 'los mo.meritos son tomados: Disk)n :y B~neh 
C1'368> denominaronaS'éomo 'tie~p'c, carac~~rístico: L~; • .,;cl.l~~i,Ón 
Cl.35) puede obte~-~;~ie·~ f.;rm.;J. Riás C!rY.ecta como. 'se;; ~xplica a 

: . io'.: __ -;:~·/- -~o'.óo,_- :o./· -.:._· 

continuación. Es-cribiendo 'el desarrollo,_binomial 'de. la suma 
cuatro variables c-~mc:>:·:·"' 

--. ··:-r ... ·r· r-:; . 
CA +A +A +A >':=:i:LE '~E ·-·~~~~----~~ 

1 2 8 
·. ''. 'j::=-~:·~.i=:=O dc=o 

Una compiri~Íó~ ~on' 1~ ~cuaci6n 
la ecuadón ( t .'35L 

C 1. .32), .conduce i rimed ·i at amente 

de 

a 

Las ecuaciones•.< 1.33)' a CL35) son expresiones. alternativas para 

el teorema g~~~ral de, m.omento~¡ del cual, el' teorema de momentos 

de Nash es un caso especial. 
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Uso de la Transrormada de Laplace 

Oigamos que las Transformadas :de Laplace· de las funciones yCt), 

x<t>, ·y h<t> ~~ri cieriotad~s, ·;esJts!ctidame,:;té, por Y<s>, X<s>, y 

H<s>; donde 'éstas ~LriC:iones ti~n~ri;) sus orígenes ·en t= 0,. 

Considére~e<tambi~n; tjúe'éstas fGnái~;,es son de~pl-azadashaciá la 

derecha por'a,' by é:; res¿ec·tf~ament~I 

y (t). 
t . 

X (t) 
t 

y(t,-a) 

)( (t-b) 
' ~ : o-

h <t-c> u, e t:-c > 

< 1. 36a) 

C1.36b) 

<1.36c) 

', , ' . ' " . ~< :-· <' ' 
donde u·Ct ...:. a) es el intervalo unitario de lacfunción~-p;fra t'= a. 

Las Tra~sforma~a~ de i:.áplace ·de y
1
<t>, x 1 <t~ y hi'ct> 'pueden 

escribirse; u!i;áf1c:f;;.·ei ~eb~~m~para el desplazamiénto, como: 

Y (s) 
t 

X <s> 
t 

H Cs) 
t 

Yes> exp(:-~s> 
X <s> exp C:--b~) -

H(s> exp(.:..cs) 

C1~37a> 

( 1. 37b) 

e 1. 37c) 

Los moinentos''d_e y._ct> c,on respecto a su origen _son igual a los 

momentos de yct)'_con respecto ai pun,to.t= .,-a, de tal maneraque: 

-a . 
M Cy) = M. <y> 

r 1 ·r 

Los momentos- de ___ -y
1
(t) __ ·:;pu~den _:· Óbterierse-· ·dlferenciandri su 

Transformada .de,Laplace y e~aluándola para s= 0. Tomando la 

r-ésima deYiváda de l;a ec.:.iaciJn 

Leibn i tz, .. se 
0

t ien~:' 

Evaluando, para s= 0, 

M Cy ) ,; CMCy) + aJr 
r t 

o también, 

M;ªcy> = CMCy) + al" 

la regla de 

r 

I:j;,~ ,~ -) ror-j Y<s> l Ojcexp c'."'."as) ~ 

(1. 38) 

( 1. 39) 
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Si se convoluciona x
1

<t> y h
1

Ct>, entonces 

t 
y

2
(t) = J X

1
(T) h

1
Ct-T) dT 

o 

Tomando su Trans.fÓrmada ·de;Laplace,· 

V (s) 
2 

' :· :· ,·, : 

X'<s> H <s> =:X<,,;> ~<s.· ... > expC-:-<b+c>sJ . . .. 
. ·.·. ;· 

(l.40) 

<1.41) 

Eliminando ·v.<s>,. X<s:i, H<s>; y V<s> empleando las ecuaciones 
. . ·. 2.· ••.· .. :·.··< '·· 

<t.36>,· <1.37>, y P:.41> 

y <s> == • 
o 

·!_·-

exp[ é::(b ,+ c -a> sl 

y < s> • x··<s> H <s» expCs S)' 
• -· i,·: .: 

en 
: j j 

la éu.11, .s= b 

La relación 'ent.~e· los momentos de y <t>, x <t>, 
·.·_; '•. . _,. ' - . -1 - .t. •' .. ' -

obtenerse, como Í.o éxpl lc'ado anteriormente, 

( 1.42) 

-Y h <t) pueden . -. -. ;,: 
diferenciando la 

ecuación c1;4~> .. con·~esp~cto'a ''s" }' eval~a~d_o 
s=0. Esto:gen~ra 

la 

: ; -~··. . .. ' . 

M <y ) = CMC~ >- +:M(h > - Slr 
r • 1 '.': ·• _. 1. 

Por lo que-­

M-ª <yl = ·CM-b<x> + M"'.".Ch) -: Slr 
r ··. 

Si se asume c¡ue;a;.b,-~ycc sean negativas, a;,, -a
1

, 

entonces:·9;· -s ·y.la ecuación (1.44) es idéntica .. ·.: ... .. 
( 1.35). 

. . 

:Inversión ~~ ·Mo,;_,.~t.os 

- -

b= -b •' 
a la 

(1.43) 

(1. 44) 

c= -:c
1

, 

ecu.ac ión 

En el análisis y síntesis d~-~istemas lineales ~i~rol6gicos los 

momentos pu~den e~plea~se como ~a~ámetros para representar la 

función de re~pue~t~>sin embargo, .es posible pregllntarse si la 
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función de respuesta puede derivarse a partir de los valores 

conocidos de los momentos. Recordemos que1 

Si los momentos con r-·especto ·al· origen son conocidos para una 

función de . tliJé"n ' a:lu,~tl?, la t ;aris f o~m;;:cl~ de Lap la¿e · puecie 
' :.·,.·-:· ·,-_, ·. , 

e>cpresarse en té'rmino's de éstos mo,.;entos por medio de la serie de 

Taylor, 

00' 

F"<s> =E 

de Laplace 
. ·.. .,, ' ,_.;: ,, .. ·_ ,-. 

proporcion~.<:ierta.:inform,ac_ión acerca 'del compcfrtamiento d&···,la 

función Cirig-i'nai>lllol:it:istanté; si·~; de~Í?aconocer '¡;xplí¿i~amente 
en torma ·e~act~ ·la. ·iurí~'ióri ~~~g1~t.;'(.es n~~esario• i;:,S~ri:rr 
numéricamente· fa transformada de La~lacé'~ .Esto tal vez pueda 

realizarse m
1

ás e!,icierit~mente al ut il i~ar funciones orto~c:>naÍ~s~ 

Moment~s AdimenSio~les -. 

A menudo, es con ve~ ik'nte> emplear. los 

cuales son'independient~s ~rio'' de otró,. en la - ~~1f~'ra~i~n del 

modelo. Na~h c.1''359)>~mpleó momentos adimensional~s con re~pecto a 

la media definidos como: 

Mµ 

= 2· m 2 <M >2L<M > 
1 o 

(1.45) 

Mµ 
= 9 m 

9 CM >ª <M ) 
Cl.46> 

1 o 

Mµ 

= ' m 
' CM 

,. 
CM ) ) ' 

Cl.47> 

1 ,O 

Donde m
2

, m
9 

Y. m,. son denominados generalmente parám.etros: de 

forma. El objeto de dividir- por el primer· momento es para -r'érliover 

el efecto escala-tiempo de momentos superiores y así hacerlos 
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adimensionales. Estos parámetros de forma pueden emplearse para 

comparar modelos hidrológicos construyendo un diagrama 

contra m
2

, como es sugerido por Nash <1959) y lo hecho por 

(1967), O'Meara <1968), y Dooge (1980). 

1.2 METODO DE MOMENTOS PARA SISTEMAS DXSCRETOS 

Def'inición 

de m
8 

Harley 

Si la función es discreta, representada como f ·• j= -oo, ... , 
J 

0, 1, 2, ••• , oo, entonces su r-ésimo momento con respecto 

-1, 

al 

origen o cualquier otro punto arbitrario puede · det'irii.rse. Por 

conveniencia digamos que el punto arbit"ra'r."i(). ·es ·el "origen. 

Entonces el• r-ésim,; mo~ento es defi~ido comC>': 

00 

I\= E m'tni (t. 48) 
m=-Q) 

Se considera aquí que- fm es normal izada, esto es, 

ClO 

E fm = 
m=-0:> 

Por otro 
ClO 

.lado, 

E mrfm 

M= m=-m 
r ClO 

E fm 
m=-m 

Función Generadora de Mo,_nt.os · CFGMJ 

(l. 49) 

(l. 50) 

Nuevamente, 

determinarse 

generadoras. 

los .una función discreta pueden 

directam~~~~ ¡:~e. su definicioi, o 

x .. es ·· dis~rli!t;: y •toma Si 

probabilidad pj' ent'~n~e~. 

G<e> = E e 9
j p. = Ec~f3A: 

j . J _: ( .... . • : . 

. empleando. funciones 

1 os J val ores con 

(l".51) 

en la cual P C:. •Les Ia•.iunción .. ~en~radora'_~ de probabilidad. 

r-ésimo momento pu~de dete;mina~~~ c:lite;enciando G<e> r veces 

El 

con 
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respecto a e y después igualando a cero. 

1 
= M 

e=o ·.r 
( 1. 52) 

:·· •,_: ':: ·' 
Para funi::ioneis discY:etas la .Z'."'transformada puede emplearse como 

una FG'1; é:fé'·r~ mism~': f~r~~··ccim:b '1a transformada de Laplace es 

empleada' para tunC:icind~•¿¿~ti'~t.las. í..a z-transtormada de la tunción 

f. es definid~ par;,; el caso• b'il~teral como: 
J 

•.\,' .. ·.··· .. · 
y para el caso.• unrfat'eral' como:· 

00 ,. ';: :_·.-: 

Z<f/ = F(z) =j~o'f/-j 

(1. 53) 

( 1. 54) 

en la cual F.Cz) ;;ignifica la Z'."'transformada de la fur'ici6n 'fj" · En 

la mayor.ía d~ lo~: casos hidrológicos, f .. = 0, J < 0 así. la 

transformada bi lat~ral ~e reduce al caso u~ilateral; Los .,m;;mentos 

de f. con respe~tb ~:i :o~igen puei:fen ~bt;ner~e d~ la z:_~~a~sf(;rmada 
de l ~ sigu.Íente man'~Y.~: 

Q) 

M =I: f. =F<z>I . •· 
o j= -a> J " ' z ': 1 

Q) 

M =E Jf.. 
1 j=-oo· 

d 
-z dZ F<z) 1 z=1 

M=E J 2 f.=-z~[.:_z d F<z>]j'. 
z j=-oo J . dz.· : ·-az- ' z=1 

d 

( l·. 55a> 

('1;55b) 

< l; 55c > 

'• .. <z>]. ·}· .•.··'] ,. 
,'.·. .- ._ -- z=s 

( 1. 55d) 

y así sucesiv~me~·tei' · : · ' · " ·· 

En 1 a misfll~ fo~·m;, ~Í teorema :drtiJ()~~~tos deY:ivado para funciones 

continuas; es. vá1 ido también ~ara ~tu~ci.;~6!~ disé:~~ta~: E:sto puede 

comprobars~, n~t~~~~ qu~ ~a 'Z-transfo~m~da de la sumatoria de 

con vol uc i ón, 

j 0, 1, 2, ••• ( 1. 56) 
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genera a 

YCz) = XCz) HCz) = HCz) XCz) C l. 57a> 

- - -

la cual es idéntica a la- ecuación Ct.17). Tomando logaritmos de 
- ',·';, ·~-. 

b01se e, se tiene: 

Ln YCz) = Ln: XCz) '+ .Ln HCz) ( i. 57b) 

Ej e111¡>l. o 1 _• _7 

Calculemos los momentos ~-on_ r-°especto al orig_en y con _respecto al 

centroide de la ~i~~iente furici¿n 
.' ··,. 

f = ( 1 - •_ )• __ (:,· a . -) j 
j ' __ 1-.+;a_,_l-:+:_a_' 

. -. -~/::- '.--;·· _. ·'".- ... 

Esta función es el impu/s'C> 'unitado ,de un• almacenamiento 1 ineal 

discreto Cde un t iem;:io de'•retr-aso a > 0 >. 
Primero se obtie~~ la- z-fransformada:_de fj y a éontinuaciÓn los 

momentos, por lo que 

M = 
2 

Similarmente; 

M = 
1 

{-z d 

z 
F' ( z > = C l + _ az) 

___ ._oo :-

Mo =:E ';= rcz> lz:1"'. 1 
"J';O ,_; --

[~z =zF.cz>)I < = a 
. . .· . :, _.2=1. 

µ 

d F:Cz;] 
z=t 

a C2a+ 1) 

N = ac1 + 2a)c1:+. 12a_ + 12a~> _, 
y así sucesivamente. 

Por otra parte, los momentos de f. _con respecto a. 1 a media son: 
- J. - . : 

Mµ=aC1+a> -11- __ - - -
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Mo,..ntos Factoriales 

Mµ = a(l + a)(l + 2a) 
11 

Bree <1977) señ'al'a que los momentos factoriales en lugar de los 

momentos ordinari(;s."c6nc:ii'Jcen, ·~,; g~n~r"ll, a un mejor .método .de 

estimación de p~;~~etros• ~ar~ sÍ.~~e~~!; discr:etó~. El r-ésimo 

momento faet6~ial :;M;.
1 

'de ; f] fº~,:/~~pecto /al ori~en puede 

definirse. <Kencia1y: y.stUaY.t,"19sa>;como:· 

(1.58) 

r> ! o. 59) 

Los momentos factoriales t<imbién pueden'defin.irse con respecto a 

cualqui~r''puiit:6 "ai;,. a:~rfr!rio~· 
(1) 

Mª (f.> =E 
e rl J j=·-oo • 

Por desarrollo. di recto, 

y contrariamentei 

·.a· 
M: 

z 

,· 

= Mi~1 '' +' wMi u 

M: 11ia] + 3.~~i~l~ ~:w~Mi.1 
Mª - Mª + GwMª: + 7'1J2 i1ª ·:.;:·wªt1ª 

4 -. r4J [llJ·· . •[21 · IU 

( 1. 60) 

en donde w es el intervalo de dato'~ (p~ra di~cretizac ión>, el cual 
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se asume como unitario en la ecuación Ct.60). Los momentos 

factoriales cumplen también las ecuaciones Cl.11) y Cl.12> de tal 

forma quer 

11ª Cf .> ·= É ( ~)11b·-•-. c1
jJ 

rr> J j=o:--J_ -1.--.1> 

la que puede'.escri~irse simbólicamente como: 

Función -Generadora_ de Mo11Bnt.os Fact.orial CFGMF) 

Si la func1ón generadora de frecuencia P<x> es1 

(1) 

PCx> = J:: 
j=_o 

entonces al reemplazar x por C1 + x>, _se··tiene: -

(1) 

Pct + x> =E ·o + ·x>j p~ 
.J 

j:O -

(1.61) 

( 1. 62) 

Por lo tantÓ,_P'Cl~+ x) es una 

factorial . CFGMFJ, .en· la quE! 

coeficiente·~~ ~t/i!. 

g~n.~r<td<;>ra de momentos 

i es el 

Los momentos factoriales· --de la 

Z-transfo~m~d~. f>i~~~o~ que; B sea .. el a~t~r,ior cai'nbi6 orden. 
---ó· --- -;- - -
de 

Entonces:_ 

co_ 
=J::t.I:-( 
. :j=O J; i:o•: - -

co·-·- :'~ 
] =.E e-~~ ·.E r/'1 

•=O •• J=O · 
(1. 63) 
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lo que también puad• anotars&, como1 

( 1. 64) 

donde g(B)=i F"<z>I · -.~· 
. · z=D· 

Teorema.Factori.lil c:le Momentos 

' . ' . 

A partir de la 'z-trél.nsformada de la sumatoria de la convolución en 

la ecuaci6ri CL57~>; pÚE;éle c>i:itenerses 
e ,.. ' ' .. -

( 
1 ·) .·.(.· L·) :·(··1 ) 

Y---= X --- H ---1-B .. ·:·, -•.1-B- .. • •: .. •.1-B. 
( 1. 65> 

y de la aplÍcaciÓl1cleia'.eC::uaci6n (1.63>, se tiene 

(1. 66.a). 

r . ' oo ... _ [<-:-B>.r·.]· 
X (-i---e-}= I: M[r/x> . r ! -

· .. r_=o , 
(1.66b) 

H( l:B )~ r~~M;~/h>j e-~~~] C1.66c> 

Sustituyendo la 'ecUaci6.n 1.66) en la ecuación <1.65> resulta 
."-'.~~. _.: : ·: ;.r~:\ ,., 

M Cy>= CM Cx):::+JF<h)Jr:. ;• para<r'=·1, 2~'··~ 
CrJ U , ~····' D :. . , · · 

> • 

El teorema-· fa.ctor ial -•de. ,:ffiom~ntos · es_· válido con 

al 

',. ·:. 

Aplicando ladefiniC:'{:óri d~ la funC:iÓn g'ener;ador:~, para calcular 

los momentos. factoriales.de_ la fu~-ct'ól1 d~Í 1 ~j¡;;;.r:>io l;--7, se tiene: 

M r ! ar 
11"1 
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1.3 METODO DE CUMULAHTES 

Los Cumu.lan~es <Dooge, 19731 Harley, 19671 O'Meara, 1968¡ Van de 

Nes and Hendriks, 1971) son 'otro grupo de métodos para estimación 

dll! parametro$ de modelos: hi_drológicos. Ellos son, desde un punto 

de vista teórico, ma;; 1.'.atÍles· que los momentos. 

Es posible ~Úmulantes empleando tanto la FGM ó la FC. 

La función g~neraclci;~ ·c1:e C:umulantes FGC, denotada por K<e>, ~g el 

logaritmo de. FGM·:-ó:FC; 

K<e>= Ln G<e> < i.6e> 

o 
K<.e>= Ln C<e> ( 1. 69) 

Así, los cumulantes· se ·cie'finen como: 

( 1. 70) 

o 

<1.71) 

donde K es el r-ésimo cumula;,:{.,;. Se. h~ce not~r qúe mientras M es 
r . ·. -· ,_: .;,. : :::':,,. ----=----~; __ .o'·-~--- '---~::~_.:c.·--~- _;__r :· 

el coeficiente de'Jú-e)t/r!~ /E;ri; -c<E.>; "K;••>es·-· el-coeficiente ·de .. -:;~ _-' .: ~- . -
Cie)r/r! en Ln· CCa>;,: ·_;;i· existe. una. expresión .en· series de 

potencia. A~í, · .es:• po;;ible' det~rriii~a) los cumulantes 

diferenciación .tanto ci~1 L~-GCa>-o l.n ¿<~>, 

K = 
r 

K = 
r [~.Ln C<(;)_>]·I 

der . · . &=o 

por 

<1.72a> 

(1. 72b) 

En forma similar, si la transformada de Fourier o la transformada 
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de Laplac& de la función es conocida, Kr puede determinarse con: 

<1.72c> 

o 

1< = <-u"[L Ln .r<s>] 1 
" · ds" .. ""° C1.72d> 

Ejemplo .1~9 

A cO'nt.inuación·•se determinan los cumulantes dir la función del 

eJemplo 1·.:t.•·9~,f~~~Í.Ó~G<e> como ~e Í~dic• ~n el ejemplo 1.2 es: 
:··:·-· 

G<e>= 

Por lo tanto,· 

K<e>= Ln G<e> 

K - (r - 1> !I -
" <a - e>" ·~~ 

(\' - l) ! 

Especificame~te, 

y asi sucesivamente; 

f( = 0 
o 

f( = s ·a 

I<·= 
z az 

K = 1 
9 aª 

Relaci.ón ent.re clJ.nUian~~sy Moinent.i3s 
,· .. · _·=-- - ·"·. ,- ; . r .~ .. --... .:'·-' '; 

Empleando la .funció;, gen~radol"a, se puede 

entl"e cumulantes ~ mome~tos. C~ando e= 0, 

G(e) 

Ln C G<e> l 

= 1 

0 

poY- lo t anto1 
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Para r 2, 

P.ar.a r = l, 

K = z· 

l d 
--¡ne) d9 Ge e> l e:o 

d G<e>I';.,,• a. M =, µ 
d9 ·· :, 9=o a 

dz. 
Ln G<e>.1,,.__• .. d4 .. -o 

t1 - CM )Z. 
'.Z <ª' 

-\ e .-

dGCe) 
de 

Cl.73a> 

Cl,73b) 

en la cual, al rel ac io~ar lc>s:~¡j;;¡e;~to~ con respeé:to al or ig•n 

los momentois co~ r~spe~fo ai ~!ritr~id.e, se tieiie: 
'' ;·':\; 

con 

i<=·'Mµ 
z ',,> 2•. <l. 73c) 

Por di ferenc iac ión adklonaÍ, '.IJuedEi demostrarse que: 

~9=JM9- :3Mfo
2
:+ 2M: ( 1 :73d) 

la cual es por deÚnic ión M • Asi. 
.. 9' 

Cl. 73e) 

Similarme'nte, diferenc ian·do sucesivamente se puede demostrar que1 

(1.73f) 

En t•rminOS;':'d¡;; :mom
1
éintos .con'respe,cto al centroide, SI!! :tiene: 

<1.73g) 

' ;;_ 

Similarmente, 

( 1. 73h) 

y así suceisivamente. 
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En forma inversa, 

Propiedad de.:rnvarianza 

M = I< 
t s 

M = I< + K
2 

2 2 t 

M = K + (21<+ 
3 a 2 

M = K + 4K K + 
' ' 8.: t. 

(1.74a> 

( 1. 74b) 

K
2

>K C1.74c> 
s t 

31< 2 + 
·:·z 

6K K2 + K' 
·2 t t 

<1. 74d) 

Si una función de.fY"ec~~nci~ es'rnLAltiplicada por una constante, 

entonces.el r:'.:~~in:io cumularlt:e sera·multipli~ado por é!;ita constante 

a una potenciar. Esto'es evidente :c:1·;¡,ido a su' defiriÍciÓn. Los 

cumul antes t i'~n~n •;,t~á p~opted~ct~e .;.~;or ·i~p~r°t'an1á~. pr-áct lea. Si 

el origen es recorrido, e}primer é'umulante'es.modificado"por la 

cantidad ~úe/ es l'"ecol'",r\dél, : pero :todos los demás /~umulantes 
permanecen ~in cambio: Los d.ulli.il'antes'son ágÍ fnvaY°i"a;¡tes bajo un 

cambio de origen. Por' lo que unatra~sfol""mación lineal: 

deJa a los cumulantes inalterados hasta que la constante b sea 

incluida y multiplicada i<:r por ¿Ta e~~e~ción de esta l>r<_>piedad 

es el primer cumula;,te, a Íá ~E!di.a. 

Ejemplo 1.'10. 

Se demuestra a cent i.nuac i ón, cumul antes de todos 

órdenes, -excepto el de primer '6~cilirl peí':nianece constant_e 

respecj;o 'a?l a posa ión·del :~~B·.t:b' de'f'.~ecfe~enC:: f~c. "' 

los 

con 

Si elor;i,gen:es modifica~o'.ciE!1"~'~ a '~b" en la ecuación 

(1.6>, donde c ,:;b a ~6'1110·1~ ~.rlt~r-ioY:~ ~rlt~n~es el efect6' sobre 

C<e> es u¡,o<de.·susmJiúpli'c¿l'l"ct~s pór expc.· L¡ex>i. para 

JexpC iexHCx>dx ll~g~ a ;;;e!rJe~pci?,c~ - c)') f<~Sdx. Por lÓ cual;•, el 

efecto sobrE!.L'j,:c<a>: es prÓpf~ITlent~ ~gregar ~-. té;,.;;inó -iec,· y 

consecuente~e;,'1;e los 'cciefici.~r1t~s . en· tn . ccé> son .·.·¡¡,variables, 
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Teorema de los C'lDllllantes 

Un teorema relativamente. ·sene i 11 o puede derivarse de la relación 

entre los cumuloantes de entrada, la función de respuesta, y la 

soal ida (0' Connor y · ·Nash, 

ecuación (1.17), .se.tiene: 

1968). Tomando el logaritmo de la 

' . 

LnCY<s> l= Ln:CH(s)J +, LnC.X <s> l ( 1. 75) 

diferenciarido,r've~es ···ambos lados de la ecuación anterior y 
. :,' :.\,, ·::·. 

evaluando la'derivad.a p.a,r.a<s = 0, se obtiene: 

. ;.. r.= 1, 2, ; .••. ( 1. 76) 

Asi, para un · sis~ e;Cl 1 i~~a1~. de ; t ie~po_;invar i;;mte~· el .. r-ésimo 

cumu1arite de ~sali~.Í<es igJa1 'a la :5u:m~~·'áe 1Ós r_::ésimo .cumulantes 

de entfada y .1 a funci óri de -.::~~·~~~~~ª f E:xtepto IJ'ara ; ~¡> ;primer 

cumulante, todos);1ós clemássori (n~ep..;;ndientes''.'C1~1'•punt~'i:le 
refererÍ~ i a. La forma\s~,!"Pl e~del teorem¡:"'de · móm'e~tos:'d~. 'N~sh' ~ªI'ª 
el segundo y -~ent.;:oide,: se ha 

visto · qúe : . ~umul~ntes, 
respec ti \¡ament'e: · 

. . :.,: .. :.. '; :. ·'· ·.. > .. _. ; : . :>~ 

Una muy signi'fi~.at}va é:Cln~eci.ie~c ia ,de. ~ste teorema para sistemas 

l ineal es de ~tiempo..:.invar i ante'es como se expÚca. ;i;' ·~ont iiluac fó~. 
Si un si~t~m:.;;•: ~s .: r:!;!pre;;e'ntildci por una }~~c~:da:. dei: elen;entcis 

lineal es, •.,··ei~t~~~~s 'e~' ~.:.é~i~6 ó'~u~u{ante del 'h i~r;~~~m~· Í.~!:ó_Li~tán~CI 
uní tario · <H~uS d~ [a_:~~c~~~·~ i~Li9~,~Ú:il~ .. 1·~·•·i;¡üma' ;lcie':~ fos · ·y...:.ésimCls 
cumulante~ '.cte:"i6~ HIUéié Íos elementos ;iridividuáles •. Esto püede 

demo!itrar~~ cb'ri :í~ ab1 i'ca~i~~ !iu~'e~iv'<l del t~orema i:t'll! cumulll~tes 
de cada elem~~to d·~ Í~ c:'aic~da. De '.tal 'tórma quel .. 

N 

K Ch)= E K Ch.) 
r i.=:l ~. '" 

en la cual hl es.el''0 HIU del r-é!iimo,elemento y N es el 

elementos'en la cascada. 

47 

(1. 77) 

nl'.tmero de · 



Eje!llplO 1.11 

Considerando el ejemplo 1.6. Determinemos los cumulantes de y<t> 

independientes así como por el .teorema. d~ cumu.lantes. 

La función hCt > es 'nor~alizada. Su GCe> es: 

. . 

GCe>= fe9l~-\it;, l'e'.-tÚ'-ei dt= 'f""""=""0 
· o · o· 

Ln Ge e>= -Ln < 1 '-· e> 

Por lo tanto, 

K <h>= t· A . 
" '.· .· 

K ·Ch)=-1· .. z -· .. 
y así suce~ivamente~ 

La funciÓn xCt) es·. normalizada ·dividiendo ·entre 

logaritmo natüral de- la F_GM 

Por lo tanto, 

y así sucesivamente: 
'" ' -.; 

La func_i6n'_y~t) es 

'O 

Por lo tanto: 

y así sucesivamente. 

Í< (y>= '1 +, 
A ;,· ,·' 

D 
-r 

X 0. 
o 

El 

Aplicando el teorema de.momentos.se'encuentran los cumulantes de 

"y" como fueron obtenidos eri :forma directa. 
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CuaJJ.antes AdiJRensionales 

En la misma forma que lo~ momen~.os adimensionales, los cumulantes 

adimensionales han sido encontrados ~tiles en la calibración de 

modelos. Estos pu,,;den ~efÍnÍ.rse como:> 

Kz s "' m <t. 78a) 
2 <K•>2 2 

K 
= a s m 

z CK >ª 8 
(1.78b) 

f. 

K· z· .. 3m s = m .. <K >' 
.. z 

<l.78c) 

f. 

Estos cumulantes .:.adi.mensionales también pueden denomlna\'se ·como 

parámetros. de forma y emplear.se para .comparar modelos 

hidrológicos. 

Un cumulant.'e"f'áctoriál{ K puede definirse! como ~l coeficiente· de 

er/r! ~n el ,des~;foll() ~:1 26~.ár~itmo d¡;; la F'GMF'. La función 

generadora de cÚmúlante f.Éicto~i~l <F'GCF'> es por 16 cual definida 

tanto de Ll"I P<x'> {b,;;b de Ln y(B); 

Ln g<B>= Ln. <l. 79a) 

En la cual K . es .el·.- r·-ésimo cumulante factorial. rrJ Esto puede 

denotarse· como: 

dr .·•. ' , . ; j. 1 
K = -- Ln .· F' -- . rrJ r · . (z,J .·.··. 

dz ; .·i . · : : .z=• 
( 1. 79b) 

La relación entre 'e U ni u i'an tes y cumulantes factor{ales son 

forHlmente si~Ú<!Áres 'aquel. los entre momentos y 

factoriales. ·Análogamente a la ecuación (1.61), con 

momentos 

intervalo 
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unitario, 
K = K 

lf.I .. 
K K - K 

121 2 .. 
K K - 3K + 2K 

1111 D 2 .. 
K K- GK + 1 lK GK 

161 ' D 2 .. C 1. 80a) 

y así sucesivamente. 

Contrariamente: K K +· K 
2 IZI (U 

K K + 3K + K 
9 191 121 .cu 

K GK. + 7K + K 

' · 1a1 .. · 121 .. 11.1 

( 1. 8111b) 
y así sucesivamente~ 

" ~ .. - . -~--~ . 

El teorema de cumu}antes factorial ;t.;~bién'puede'de¡;:.i;,;arse de la 

misma f~riiia <:6;;;~' el> t~ci/e~a ·de\'c;tlmü'1 ~rites''or~dinar i~'S •. ,f"ei~lllal mente, 

estos teoremas< i'8n s i~¡;¡i~ar~~ en· aj:ia'r iE!ncia~ De t.~l manera~ . 
.. , 

Y.= 1, 2, 3, •• ~ 

Ejemplo 1~ 12. 

A partir de l'a función' del• ejemplo . 1.'7. son calc~lado's los 

cumulantes factor'ial~s.: 

Aplican.do la ecuación (1.80a), se tiene que: 

K (r - 1) ! Kr 
lrl 

r= 1, 2, 3, ••• 

1. 4 METODO DE MEDIAS INCOMPLETAS 

Houghton C 1978) desarrolló este método para estimar. 1011 par-'metros 

de la distribución Wakeby. El método no emplea.momentos superiores 

al de primer orden y genera es;t imadores e·~tab.l es con poco sesgo. 

Se emplea una combinación de medias ·caícül~das sobre sólo una 

parte del rango. Para explicar ést~· m~todo'; de acuerdo a Houghton, 
. ..,,,_ :. 

se considera una muestra·de ·N observaciones ordenadas 
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x
9

, ••• ,xN, que tienen una fu~ción de densidad 

fCx>. Si se calcula la media x, entonces se tiene1 

Q) 

X = f X f (X) dx 
-oo 

de probabilidad 

(l. 82) 

Digamos que Y": FCx>, donde f".CX> es la función de densidad 

acumulada: Ent.:,nces, x = F""'1 cy>, y dy = fCx> dx. 

1 .. 

x =··r· F;-'c > dy . . . . y·. . (l. 83) 
o. . 

Como ilustración, cónsidéresJ un caso especial de la distribución 

Wakeby, d~fÍ~ida C:~~~: 

x= c < 1 - F ) ~d + e et. B4> 

donde c, d.. y e son ::pa~~~etros y 

- " 
FCx> J f(s) ds (l. 85) 

o 

Sustituyend~Ta>ec'uac.ión Cl.84) en la Cl.83>, se tiene: 

e + ( 1. 86) 

x quedará entr~ dos·cobservaciones adyacentes en la muestra y la 

se dividirá ~f~~tiv~inellte ~n .dos grupos dis.1ul1tos. A contin..;:ac.ión 

procede a ~alc~l~~ '1 a :m~di a del grupo• suJeri~~, dig~m;;S que. Se<'J. 

xs, como se muE'~tf.~~·~n--1~ F:igur~.i~3>Po~tE'~i~r~en~e~\:~!i;e,· ca1cli1.i 

la media d-etodas. las'.otiseY:vaé:fones sUperiores a )(.,, denominando' a 

ésta como ~9¡{¡·~·<:·¡"~C~~p·(~t:at; .. ;ci;< ~:·· ~~í·:;/~Uc~·~i·~··á~~ri't··~; · ~~~~ '.~;·~alcular 
éstas medias, 

en el @spacio 
c:IE'~ in ase .coín~ x< a.b>. 1 a·n~edi a de~. inter;~ª!º < xª, xb > 
x.o. del ,int~r.valo <a, b> en el. espacio F'; Por. lo que 

b 

xca.b>= -,..b--a- fa F-"<y> dy ( 1. 87) 

Los puntos extremos son.determinados por funciones de Ni. Por 
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(x) 
Fx 

N3 

N2 

1 

Nt 

Figura f.3 ~Cálculo de medias incompletas 

52 



ej11mplo, 

X z 

1 
1 J [c(l - f")-d+ el dF 

1-(N /N) <N -'NI z .2 

N 
-¡f-) 

Asi mismo, 

N . c 
x,= e(l - Nz)+ ~1--d~ .. [l .. · _ ~]-d+s 

N. ¡ 

(t. 88) 

i= 1·, 2, 3, .•• ( 1. 89) 

Las med i.as incompletas'· xi . y 1 á cor~espond i;.,nte •Ni púeden 

relacionarse eón i:()s"/pa:rá.metí-Ós :<·do;;i1'á ci'i stdbuc iórl WakE'by. en una 

inversa. 

Las primeras .dos ~~días inc6mpl eta~ ~on· ~mp(e~da~ p.ar.ª. '.~;al~úl.ir c ··._ L-,., 

y e. Si d. es especificada, entonces la relació.h ~s•line~l.en: e, y 

e. Houghton~~·l Í~Ó e~ti:" proC:ecitm.Íento ... á. ;,¡~e~l;r,;tsi°peq(iE'rr.is.·. <N=20). 

Consideró un val,:;r de d•y e;;t¡fiió'c ybpo\;:.'·~~~li~i~ de. regresión 

1 ineal. Pár:a .48 regvi.es ... ct.·.·r1;.'n(:'.ds.·;..~·dd·.·e·.·······:dae;.v·····0en0' 2id.•.:as·. <.~6li~t~n; '. 1978) se c;t>{uvo 
que d estaba en ~la - .. El .6b~er\;6; que· i.a a~enid~ 
estimada de.T...:affos CT.S100>'no fué muy sensÍ.ttvapara 

para un pequeffo ·margen alr'ededcfr de· sú vec.i ndac! '. .. 

a1 menos 

. . • 

El método de ·medias i ne olllpl et ás cÚalquier 

función q~e sE'.ii ~xpre~acl~,~~ fÓrm.a in;;el"sa~ c~ino ~je~plos de: estas 

se tienen .las iullé:iones'el<ponencialés' y de v~1C>Y.E'~ 'é:xtr:émos ·tipo 

r. Sin embargo,~i la·fun<'.:ÍÓnno ~U~de;~x~r~:s~r:s~ ~á<'.:ÚlliE'llt~ 

.puede 

fl!n 

forma i nvE'rsa •'· e~tonces •·. e~ta·•·r~l ac i;;,, podr\i(a rio_ sJr ·t:~·~·. s~~c i11 a; 

Como un c~~Ó~p.arttcul~r se tiene· i·a:''distc:;r°ibuci;~;,7 lrign~~mál o la 

log-Pearscm tipo IIL 

Eje111Pl o 1. 13 

Consideremos 

tipo I <Gumbel > 1 

f<x>= a exp[-acx - b> - expC-a<x -.b>l], 
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Determinemos los parametros • y b por el 

incompletas, 

m6todo de medi•• 

X 

F"Cx>= J f(x)ds 
o 

J: a exp [-a(s - b> - expC-a(s - b) l] ds 

exp[-expC-a<~ - b)]] 

' ' ' 

Tomando dos ve~es;logaritm~s deF"(X) Y despejando X se tiene1 

x= b -
ª' 

Ln c-t.::.í F<>i>J 
': . . ii· ... ,-' ··,, j :.- - - .·; ·-

Esta es la".forma ,¡n;,,'~rsa de la di.;'trib~c ión de Valores 'Extremos 
' . _, ·-· 

tipo 

:>· .·· <· : 
Para una m".'"E!;tri_l. ~.e ord~naclos ~s' x2;, >xa, 

puntos extreniós son d~te;;mfnados por' la funéionés 
·~--·• ·~~·-· los 

N,<Por eJP.mplo, 

x,c Cl _ <~.·/,N)~;/ , [b ~ a L~<= ¿n ~>}•-
·.: &. -~i- :,· ... Ni./~''t ·. . - _( .. . ·'.: i ,. :. - .. '· • . .. ·. 

. - . ' ., . ' .. · ' ·.' --~·º' 

El primer t'érlllino:de~t;o'del integrando' puede escribirse como: 

s 
r b dF" 
JN,/N 

• 

N b[,1, - d ·], ,:;¡¡-

El segundo término dentro,del ;in~egr~~d6 puede expresarse· como: 

s ,,',, "·- > ',( i ; ' ' 
J, Ln <- Ln n dF";:' f, • . • Ln < Ln ,,.-•., ciF" 

Ni./N -. · Nt~No· ··.,· . 

Digamos que, u=-Ln, ~--···J Entc::inces~F;:' exp<-ü> y•dF"= · ·-exp<-u>du, -

lo cual, 

t 

JLnN/N.Ln uC-exp<-u>l du7 
• 

Expresando el términoexp~nencial'comouna serie, 

LnN/N [ , '. ' 2, : ' :3 

J 
0 

1 - u + ~ ! - ~ ! + ••• ] Ln u du 

LnN/N 

f 
o 
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Realizando la integración término a término, se tiene: 

J Ln u du = u Ln u f-!J- u du = u Ln u - u 

·2 .. 

i 2 uz uz 
J Ln du Lnu u -:-J u du Ln -u u :-y- :-y- :-y- u --;¡-u 

., a·· 
' 1 ·' a :';a a 

J u2 Ln Ln. 
·u :_r u du 

. U. u u du = u ··--a -:3 ~ .. Ln u .. - "'"9 u 

a, .. Ju Ln ú .. u' -J· . 1·, ·4u' du u' u' 
--;¡- Ln u - ~ ,:~ u. -

éstas en el ·integrando Y asi 
''' ·. :·.-

pr inc ip.al ,' se 

LnN/N. J .. L 

o 

(u Ln u - u -

.,. u 

[- Ln u {~ u + 
uª·+· .'u' 

3T 4!. 

Por 1 o tanto, 

~ 
N. 

x,= Cl- C~./N)) b (1 - +) 
L 

+ 1 
a (Ln N }E e-~ ~j Ln (2±..) +E e~! ~j Ln ( NNi.)] 

~ j=s . .J · Ni. j=s .J .,J 
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Simplificando, 

X. • 
b + • 

N ) 
111 

<-1 > j 
~. j ~ .. --::n- Ln(-* J + 

• 
11> (;..;l) j 

+ E j ! j 
j=t-

Ln( ~t )J 1 

Los par.imetros a y b pueden est imarse:c-alculando x 
t 

NIN1. y --N/N
2 

1. 5 METODO _DE : MOMENTOS DE - PROBABILIDAD PESADA C MPP> 

( 1979) introdujo este método y 

iz: l, 2, ... 

y 

demostró 

utilidad pa,:a determinar los pa~~·llletros de las distribuciones 

su 

_en 

las cuales~rá!!iiformas inver.sas de"las expresiones x = x<F"> púed-en 

definir~e.~x~li.~itament.e. Ell~s'. derivaron relaciones entre los 

pará.m~t~os' y 1 ()"~ MPP_p~r.;¡ las dist,:ibuc iones Lambda general izada, 

Wak~tiy, W~ib~11'; ·C3:u111tf!1~ ¡Lo~gi~tY~o y Kappa. Digamos que una 

func iÓn de- cÍístribuci6r, de ¡:irobabil idad sea denotada por F"= F"<x>= 

PrX ~ xJ; Énton'be~, lo's MPP pued~;:; d~finirse como: 
- ';e"•' 

t: . < 
Jrx<F>J'F-Jc1 - F">k df" 

-o 

- ' . . -
- .i, j . ·. le 

Mi.,j,k- E[)( F <1 - F> • J (t. 90) 

es el· probabilidad pesada de orden 

námeros ] ~s eÍ 6i:ier~d~-Y. esperanza, e i, j y k son 

reales. Si j = •·k ".' un •. entér.o. no. negativo, entonces 

Mi.'o,o ·repr~se.n~a--•-~1 mC>niént-~ ~onV°encfon~l?d~'.o~d¡;n-.(-~~n respecto 

al origen.· Si. M .. : ·. existe .. y x. es una funcfón continua de F, 
. "•º•º·,·-."': -

entonces Mt,j,k ~xiste pára todos_ los nOÍneros· reales no negativos 
j y k. 

Para un entero no negativo j, k, 

le 
M =E ( 1e )<'-1>~ .. 

i.,.O,k j=O \.,.J,.O 
( 1. 91) 
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j j k 
M. · = E ( k ) < - l ) Mt,o,k 

«J,O k=O 
(1. 92) 

Si Mt,o,k exi;;t~,.Y X· es una función continua de· F, entonces 1'1;.,j,o 

existe. ·cuando la inver.sa x =· x·cn de ·1a distribución ·F= F·<x>·· no 

puede ser def iriid.il anaUÜcam~nte, en ge':'~ral :púede '•ser' di He h 
derivar ~nai1ti~~meríte M~¡j,k" 

Cuando i, j y '.k son neg_,;{i_;,ó,;,:~ ~l mom~nto' de 

probabil idacl p~sacla 'J/.·~>d~~, (i ;'ji ··i<r; M:):;~, es p',-opo;c~on,al a 

ECx~ : 'J, :'el' {_;é¡i~~ molTie~tn con ~·~~pecto al origen del 
J+•, J:t-k.+'-.;' . '· -.·._ :. . ··:· . ;:._ .. · ;,:-, ·': - ''.· ·, . - _· ::.-- :_ ~-. - : 

estadist ico.de orden <J• + ... 1 )' para una mues.tra de tamal'fo ·n ;;, ·k+J+l. 

Simbólicamerite, 

(1.93) 

Especi f icamente,· 

t .. · Mt, j ~k 
ECx j+1, j+lé+1·J = BCJ· + 1, k +1 J ( 1. 94> 

donde: BC • J denot'a la función beta. Si j 0, se· t·iene: 

( 1. 95) 

Aqui <k+I) M · ·. repies~ntán el i-ésimo momento con respecto al 
:i, o·~ k < ·. :.- . ·.· -:, . -- - - . 

origen del ~!;;tadi}?t}co de_ primer'.. ¿,rden~para -una muest~~ de t~ma~o 
k + 1. Por .otro l ad()'• 

ECx~ . J 
J+i.,J+t. 

(1. 96) 

donde <J + 1.>.~t; j,o r,i:?PY"e;5enta el i:-ésimo momento con respecto al 

origen del estadistico .. de orden <J + 1> para una muestra de tamal'fo 

j + !. 

El valor esperado · .. del rango de x en una - muestra de tamario 
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n = k + ~ J + l puede escribirse comoz 

ECx - x l 
n,n .f.,n 

nCM M > 
.f.,n-t,,O t,.o,n-.t 

( 1. 97) 

.1. 13. Det.ernii n.emoli 

Como en el eJempfo anterior, 
. ; ' 

F= expC~expC-aCx - b>~l 

y 

Debido a que tiene dos paráme'fr~s, necesar.io determinar 

MPP. cuando i = 1; J;. k·.;:0;~~~t6ñ•~es'por d.etili:ició;, 
.·.·-·,· .. _. 

M . = frxff>J Fj Cl - f>ºd~ 
.t,J,O O - ~ _:.';. -:,-; -'<-_O.:.:·:'<-'-·. 

J: 'h- ,~-. L'.n(~l.nFl¡]F~ 

M = b.,.· __,b-~ 1. ·. [·.Ln····Cl.·. +.J .. > + e .. ]· 
t,j,o 1 ~··J ~ 'ª .· •• . L+ J. .·.···· · •· 

donde ees~l ~~me;o deEÜler+ 0.S772. Puesto que: 

j . . 

M. ·o= I:.(~ 
"•J• k=o_. - -~ 

= M ... 
.t.,o,o_ 

Por lo cual, ... 

M - b .+ 
'·º·º 

M. le 
~·~· 

M 
·l,O,lc 

M 
· t,O,l 

M, .•. o ~ + +[Ln 22 + e] 

sus 

dos 

donde M es eÍ momento ordinario de primer orden con s.o.o respecto 
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al origen. 

M 
t,O,t 

M 
1,0,.i. 

Por lo 

M 
1,0,0 

ó 

y 

a 

.i 

f b dF 
o 

b - b 
~ 

b 
~+ 

b 

LnC-Ln F>]<l - F> dF 

l+ Ln c...:Ln f"> dF 
o 

s t 
JbF dF + f . a F Ln < -Ln F > dF 

O O· 

/-}-- Ln<.'.'"Ln F> dF + / ! F Ln<:._Ln F> dF" 
·o · o· 

e e:· 

~ 
+ -a-·· 2a 

b + 
~ 

cual,, 

2M 
1,.0,t. 

. Ln·i2 

Ln 2 
.a 

b= M 
:1,.0,0, 

-, . ' . \ ... ~; . /:'. 

e 
a 

a 

1. 6 METODO DE MOMENTOS 'MEZCLADOS. C MMIX:> ·•· 

Rao <1980, 1983) ~r6pu~óun método:de momentos mezclados para el 

ajuste dé la•ciistritiuéiónt.:og:.:.pe_ar:son Tip'~'.:(L~T): III. El .'m~todo 
MMIX es apriC::bT~·:;~~··.-cu~-~~iE>r'. di;;t;;.ibúci~n <d_e p~.;babÜid~d 
logarítmica_ •. Como lo sugiere su ~gln~~e~ ''.el méto~o t1i11'x esta 

basado en los '.'.l!li;~~r'tt'~s' ,¡;E.zcl;i~~~ de··' los datCI~: :;;rigin:J.es y 

transf or~ado~ 1 o~~; d~i'C: ,;~~~t'E!. ·A~T;. s;;J.o··~·~ ~~ ifi'ia~>1 o~;.p;il!l~ros 
dos momentos <m~dt'a ~ }arf~_nza> de l'or¡j~to~·. Po; eJ~lllp1;;/ si .se. 

desea ajustar la distribúció~ Lf>T , 1IJ,.' s~~ :~a~á~~~;.;,~ puei:ie!n 

estimarse por déis caminos: l > El prinÍ"'r mét6do emplea la media <x> 

y la varianza es:> de los datos o~ig.tn~l~s y la 'media de los 

59 



v•lores logarítmicamente transformados <y>¡ y 2> El s&gundo m•todo 

emplea la media de los datos originales XJ la medi• y y l• 

varianza 5 2 de los datos logarítmicamente transformados. Rao 
y 

<1980) demostró por ex~erim&ntación de Monte Cario que el primer 

método posee superiores propiedades estadísticas 

comparado con el segundo. 

EjeJllPlO 1.15 

cuando es 

Digamos que la distribución Log-Pearson Tipo lII tiene los 

parámetros a, b, Y.:' c., y sea y= Ln x. La func i ón de dam1 i dad 

(distribución Pea~s6n Tipo Ill) de "y" esz 

f<y>= -1.!!L cacy· - c>1".'7"1 expC'-a<y - c>J 
rcb> · . · ·: .· . .. ·• 

La función de den~idad •de l~ distrÍb~ción LC!g-Pearson CLPT> Tipo 

l II es: 

.J2..L. f<x>= rcb> 
•'' /' 

-o- - - ,-, 
. ---

Para que la distribución LPT llI:·5~~ s~;;g~da)p;;;;itivameríte, a > 0, 

c s y < co, Y.'. ex~cc) s. x · < :~:·" PrO''c~die!ncíC> ",/ det~rmi;;ilr .los 

parámetros.ª• .b, y .e por.el ~é~6ci~~~1x,\s~·Pie~e· 
' ·'·: ·... . . ,<: .' -~--·-:_ .. 

Sean y, 5
2 

y C / v~ri~~za y eÚ cbeficie;;tE.'·de 

de 1 a dis~¡... ib~¿~ .)¡;; ;Pe~r~on Tip~ · <·PT; t'iz:·s~il~ >;¡ ~· s2 iii . media 

varianza de la di~tri~~ción PT ul; ;de acu;;...~r;; a Ra~'.ct'9a3>', 

y 

52 
y 

e 
ax 

b = 

c + ba°'.~ 

ba-z·. 

5 2
· -2 

Ln (-·-: _-:-.-.-x-. ) 
·x 
.. 2 

Ln(<l '- l/a) ·)· 
Cl -.2/a> 

c = Ln x + b Ln (1 - +) 
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Reordenando la expresión para by r•solviendo •xplícitamente para 

el par.imetro "a", a partir d1t un v.al or conocido de b, 

a = 1 ± (1 + +r· !11 

donde 

-z 2 : -

z = [ x +S,c]b-t_ 1 
x-z - - , 

El parámetro "a~'. tiene el mismo signo di;! ~•y' el cua_l depende de 

b, Por lo qué,; un est'imador in'i~ial 'dé e proporcionará un 
.,-_,, __ • __ .. •: ,•, ,;. - -- - :._,, : : -· -- -_,,•Y, 

est im.ador inicial ·de- b ·.y _el signo - al gebrAico de a; ·Los estimadores 
:•,' ,'.'.;, ;· -

finales de los parámetros pueden'·obtenerse i:onío sigue. Calcule 

y ª• después c. caici.íYE?k~ ª~~;ii/ J~ íos va1~r~~ de a, b, y 

obtenidos anteriorm~,:;te. ~~pÚá.nse · 'los'-~á1C:1.Aios hasta que 

calculado sea igual; á{ talÓ~ ~tob~~¡.:V.;¡d';; aJU~tá'ru:i(; -b. 

1. 7 NETOOO DE ESTIMA~~~ DE MAXINA vZR~MI~IJ~- ~tcLl 

z 
c 

y 

Sea f<x; a, a, .•• -; a >•una:funtiÓii'de densiciád de- probabilidad 

(fdp> de / con
2

:~~~~~1TI;t;~s-~., i = 1, ·;,~.'.,- m, -~p~~~ ·;~tÍ~ar.se; 
Digamos que ex ¡5t;,, ~~~ :~~~;;~·~_¡ ~leator i a {, x 2',-~ •• '.~: .x el~ 

-.-~ .. ,:.~:~- .\. :~>:·::-.:·:~ .. - '.<<'.''--._:·-::~\>>;~'..;·:;·~<;~"'.·.<----~-:,:: -~:~,.·r_::·_··-L~_:_·, ____ c:; .-,)· .-. - .. -.. .... _n .. ·: 
esta 

función de densidad. Entonces•su-•f_dpconjunta:_,~s-f_<xí.':x 2 ! :•,><
8

, ••• , 

xn; ª•' ªz•·:· •.-. ~~>.Deb~d()~,•qUe1á mue!;\tr~ és aléaforia; la fdp 
conjunta pu~de escribirse co'mol 

a .. 
t' 

- -
'• .. ,, a > _m 

Interpretand() en ºfcfrma {on?erffÜal~~ la:pr;babfit~a~: de obtener un 

valor d~d~ de x, ~i.g~tºi ~i·-~~épr,g_~~r~-i~~~.L•.ª ;~!~.~·;-ª•' ªz'' • • • 
am), Pór ~trc:i. lado,• la:• probabilidad·· de .obtener la muestra 

aleatoria x ~·.• •• :;-~ ':.e~: a --p~rt-ir de la población de x es 
1' 2 ' n 

proporcional ·a1 · _;pr o'cluc-to de sus dens idad&s de probab il i dad 

individuales o sU' fd~·-~onjunta. Esta fdp conjunta es denominada 

también como-1a•f.uric16n de verosimilit.ud o función NL, denotada 

por L, 

n 

L =nt<x.J 
t::.s " 

a > 
m 
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Los parámetros a,, = 1, 2, ••• , m, son. desconocidos. 

El método de máxima verosimilitud estima .los parámetros 

desconocidos al maximizar l.; '.e~fo'es~ ·~axI,;.tz~;ncio: ia 'ver6~tmi l i tud 

de que l~ muestl'"a baJO con~ideracÍ(Hl':e~rla ~nic~ que pclclr'ía ser 

obtenida·: si·~· •6bs'e~·:_,a¿iclnes 'aleator.i'as·· tJe~·~;; · '~~1'~~~i6nádas 
partir de f<x; :a)ar=:·~m). Lo~ t~l~resde. t'os· pa~~i.i~t~6s así 

obtenidós soíl ?C:é:moci,dps• con;p:_. io;;¡_ estimadores'. por iúxba 

verosimiÚt:~. IJél,ici§"~. 9~et.ccl~{i_n l.}sf a1c~l1z~ ta~iJién. su má.x tmo 

para valor.~_; .~;p_e.fitjc~·~*~ d,.e,;a[i;; ( = 1~ • ~· ••• ",'. m, como lo hace L, 
la función ML.~también.'puede._expres.arse como: 

~><"' __ ·,: 

a 

Ln L= L* 

n· 
= nLn· fC)\';' 

'-=:,•. 
a ) 

m 

El proced imiérito • pa..-a,o e·~t Í~ar los parámetros 

del punt O "d~gd~ "1 a f:..~c i.;,,,} al can~a L. SU 

diferenciaciónd~ i.:•6dé Ln l._~~rcialmente 

( 1. 99) 

o la determinac.ión 

i:ná.xii:no, "tmi:>1i'ca la 

con respecto a cada 
·: ... ;·· ,. ,. ' .. , .· . 

lo que, esto ·genera m 

81..<a,, 
~~..::..~-"~~'--~..:.:.:..~~ ·='0 

:a .)· 
-m 

0 

0 (t. 100) 

Estas m ec_uacio~es. con m ,inc.ógnitas pueden resolverse para lo5 m 

parámetros 'de~con~ci.~os. Varios ,investigadores han empleado éste 

m"todo en: hfdro1cl9:fa•coo,u~la~, Clarke, y Newton, 1976; sclrC>oshian, 

Gupta, y F"ulton, 19e3; Phien y Jivajirajah, 1984). 
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Eje111p.lo 1. 16 

Obtengamos los parámetros por el método ML de la función: 

f(x) a expC-ax>, x > 0, a > 0. 

sea: 

L = an exp[-a I: x.J 
. . .1 

Tomando su logaritmo, 

Ln L = L* = ·~· L:n: a '_ a . J: xi 

Diferenciando con respecto a ''a" e igualando a cero, se tiene 

a = n 

METODO DE MI fuM05 CUADRADOS C MMC) 

Sea uná función y= .fCx; a, a , .• ~·,a>, donde.a:, 1' 2, ... ' 
-'o·-.-:__.""'"'_. /- __ ~ ·--'"- :·:, -o..-·,._~ . _ .• 2 :~- :: -o:· .. . · .. m,. - '. ~'- -- L -_ .· 

m, son p:ar~ine.tr:os·a,.esti'!'ar,o¡;e. ·.El mét.odo de mínimos cuadrados 

CMMC) implica la esfimaciÓÓ de los p~;::.á_~~trClspor mint~iz~ct~ de 

la suma de l.;s cüaí::t;;:'acios de t.;das las. desviácio~es. e;:;t;;:;,; los 

valores ~bser:-J~ciC::,~):~1¿s: é:alculádos deO'y". Matemáti~~mente, 
suma s puede exp.resarse. comc:i:. 

esta 

s = I: d~ 
i.:::t \. 

n 
s 

··":· 
donde y ci> .es el i'-'ésimo valor ,observado 

' o ' ' 
i-ésimo valor c\l~~i~ci~ d:;; "y'', y n 

observacion~s/:E1 niini~o' de ·s en la 
obtenerse dife;;:¡¡;nC:'iá;,ci~ ·'·S p~rcia'lmi:nte 
parámetro e igua1aFcii:.,~'cé~6·,.····· 

n 

cJJ:Cy Ci> 
i.=t ~ 

. ' .. ' 2 
f.<x,;_,· .. a~·, a , •.• ,a >J 

.. A .... 2 . .m 
0 
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de .. uyu, el 

·> m. es el nómero de 

ecuación e 1. 101 > puede 

con respecto a cada 



a , ••• , a > l 2 

2 m 
0 

n 
a¡;cy <i> t<><i: ; •. • 

i.=.t o .: 0 (l.102> 
•¡j;J. 

•m 

Estas m ecuacicin;~~; '·camíJnment·é;ll~madas:ecuaCiones norn1ales, 

obtenidas .P~~,¿Ci·~ ~~tim;i'c fó,.; dé i~·s. lll'~a;Am-etrC:.~~ 

Ejemplo 1~17' :~. 
, .. · -;/ .-

son 

Sea una-:li-nea recta·expresada como y ='a,+·:·bx. Determinemos los 

parámetros .a y:,b por r'11'tb p¡.,:a u~o'!l~muestr-~ de n vaÍores de 11.x" y 

"y .. , 

n 

Di ferendandc{s' pa:rci~lrrlf;inte con respecto a "a" y "b" e 

cada vez coii éero; se t i~ne: 

0 

. -. - -. ',-;.,: ·, : :.. . ~ .. . . '. : 

Las ecua.e i~~~~ normales son entonces: 

'-~:: -~\ ·.: >~''.: _· ·_' ' 

igualando 

En todas esta~: eéuac i!:mes. 1 os·, términos de .las sumatorias -son 

conocidas a p.Íi[tir/ci~·l~ muesfra:'· P;;,r lÓ q(i;~ .J.c,;;:po'!lrAmetr¡;s a y b 
' ; ".-:: .·.:'-; ::,-:· '. 

pueden determinarse'.: res'Ol viendo estas __ ec_uac iones~ 

Ejeniplo 1.18 

Sea la expresión y = a +. bx __ + Determinemos -los -parámetros a, 

b, y e por MMC p..-r~ una:muestra de m valÓres.de x e y, 

64 



Siguiendo el mismo procedimiento. Determinando S como1 

n 
S= I: CY (i) - a - bx,- cx~J 2 

i.=.t o 
' ·. ' . . ~ 

Diferenciando·'.-S parcialmen.te c·on:réspecto a· "a", ºb" y "e•• e 

iguala~do c~da vez c(,~ d~~;:,:'~esu'itan tr~s ecuaciones normaleu 
.·;" 

· .:' .. "·: .-: •Tz·.·:·:.. ... :.·· 
an + b ' E X, L + c I:; ~ L ".' E YC) 

E + b E 
2 +.·c: E 

'•··s 
.E a X. X.:· X," xLyo 

L L ,.- .. 

E I:' ·2 
a X. >\Yo L 

Estas ~~~ol~erse para a, b, y c, 

todos 1 os• tér.mÚ'lC>s de'la s~mator ia son .conocidos a 

debido a que 

partir - de la 

muestra•· 

Ejemplo 1.19:. · 
m. 

Sea un modelo li_neal general expresado como + Ea.x .• 
. ,.,~--~~----·-;~,:-.:···.·;,> ' ·-·' ... :.'.i:.t .. --~·:·\. 

Procedamos a e~tÚiiar' los pará~etros a,, i - 0; .m, a 

partir de ll~~ ~tJe~tr:a ~-en 'vaÍo~~s d~~ ·~, x1, x
2

, •• .,, ~,;,• n > m. 

Esta exp~IS!si~· es siEi lar-- en. la. forma a la- ecuac i_ólÍ '1 i~-eal del 

ejemplo 1 :iL P~~ · 1_0- cllh, !.a~;e'~u~ci<l~~s de aqu~1.:eisemp10 pued,;;ri 

ser extendidas al ~asa'-~i;;ne~~i-: sigui~~~-º el níi'smo i>'~o~~di.~ie~to, 
las ecuaciones• 

na0 + a¡. E).X¡; .• +.~a2;I:.'.x~.+,a; E, 

ªoE xt+ ª1. Ex~ +~_ª2 E- xf.xz .+.<Js Efk¡~~'.t 
ªoE xz+ ~. Í: x~xz + 

como: 

a~;I:~x,:= I: y 0 

i)I: ~)m;Ex>o 
a E ~\ = E x y 

.m . 2 m: , <..2 o 

z· 
ªm E X;;,":' E XmYC) 

;: : .. ·:.-:·- ··.< ---~~-.. -/-. ···:<,' _._:: ,· 

Estas, son tantas_ec.uaciones;~omo incÓg~itas,~etengan• Las cuales 
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Represen~ación Ma~ricial del MMC 

La mayoría de las ejecuciones de cálculo en el ajuste de modelos 

de variables multiples de datos observados pueden expresarse más 
. . . . . - ' . . 

empleando notación matric iaL Las 'ecuac iónes eficientemente 

normales en el método de mínimos cuadrados a "menudo ·pueden 

reducirse a la forma: 

X A V (l. 103) 

donde X es la matriz de dimensiones Cn + 1, m + 1>, A e~ un ;;,e~tor 
de parámetros é::t~ dimensió'n (~ + 1, 1>, y V: es .un vector de 

dimensión Cn 

vectores con 

transpuesta. 

~- 1, 1> !;,e ~~~~t~rá en .~st.a.~e~ciÓn a l~~;~a~ri~e~ .o 
letras· mayúsculas\ El ·'.superíndice•· T sigñ{f iéará '• la 
··L~· ~e;~i'a~ió~\ entre datos obs~r~ado~ y datos 

calculados de 

D 

=·1, 2, ••. rn. 

La suma de 1 os•• ¿uad;.'ad~s de las desviaciones puede obtenerse 
enlplearl-do. e'.i~~:-b·~;-~~-~-¿~t~~--'.f·~<t-~~~:b·,: ~.:.-~í<cl:'a·{ es ~~encorítrado mul t i-pl {~a,~do 
ó por su tr.Éin~~J~sta: l)T; 

XAJ 

(1, 104) 

Debido a que A y V son vectores columna, sus transpuestas son 

vectores renglón. Así, el segundo y tercer términos del' lado 

derecho de la ecuación Cl.104) estan en forma escalar. Debido a 

que en un escalar su traspuesta es el mismo, se tiene: 
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Diferenciando con respecto a A e igualando con cero, 

vector 
> ;·,·:· 

valores observados de las 

pueden determinarse como: 

- -, :,, .·. '>.-:· ~ -
variables~ 

generados a partir de 

L~'5· parámetros entonces 

e t. 11115> 

La ecuación Cl.105) expresa una·solución ;de' mínimos cuadrados en 

forma compacta. 

1. 9 METODO DE MININOS CUADRADos NO LINEALES 

-- .. · 

La mayoría de los procesos hid,roÍógic.os 

adecuadamente por inodelCls\ lin.;.á}e~. Por 

no 

lo 

pueden representarse 
- • .,_ ~-. ~ ·_;_' - - ~ -· .e 

que se recurre· a 

modelos no 1 ineales. El mét~dCl de 'mÍntmos cuadrados, d-iscuÚdo 

anteriormente en el c~nte~to-CI~ Jnod~los lineales, puecie ~~t~n'd~.-'sé 
a modelos no 1 i~~ales. ELm~tCldo• ci~t lll'í'n imos 'cu~d~ad~s no f¡~~~i es 

es un proc:eso ~-numér,i·¿¡, ,qu~·~. 'f.ncórpol'"'a . ~ati~f~ctCliia,.;e~t~ el 

objetivo del método.de mínimos cuadrados; Sn~d~~ Ü~72, ;.fg~e> lo 

ha empleado\ex'ten~i.~ament~ y' dá una·,··. ~xcel~nt~ cifséu~ió;; _;sobre 

éste. Par;a rrio~'ivar la dtscusi.ó~ del método di? mÍniin6sc~lladrados no 

1 ineales, c6'nsidérese iiil estilll~ción 'd~ los parámetros a, b, 

en: 

b 
Z = a X C L-106) 

Aquí b y c son los parámetro de· ,forma, los cÚales no pueden 

estimarse·p~r~Lmétodo 'lineal de mimimos cuac1radc~.'.Hacfend~ una 

transform~c iÓn.• log'aritmica, la .ecuación Ú .106> pua'de · eser i b irse 
.·. '·. ·,,, ·.· ... _·: 

en forma 1 inéal :cómo: 

Ln z Ln a + b Ln x +.e Ln, y . e 1 .107> 

Para aplicar él ·método de minimos.cuadrados;a .la ecu'ación Cl.107>, 

el objetivo_ debe establecerse--en térfllinCls'de 'Ln :z~' L'.o 'cual es 

diferente que el objetivo inicial, en térmi,nos de .z. Este cambio 

67 



en el objetivo puede generar una pronunciada distorsión dando 

mayor peso a valores peque~os de z y menor peso a valores grandes 

de z. 

Al modificar la ecuación (1.106>, esta queda como: 

z = a<x - d)b Cy-'e)c (1.108) 

donde d y 'e son:'ios limites de ,x e' y, los, cuales también pueden 

llamarse pa~ám~t~~s :dé; f¿rRla. 'E:s 'claro que no es •fácil lineal izar 

la ~cuac i'ó~'.c 1§ Í.08} ···~.través de transf::,rmac ió~ • logaritmica. Aún 

cuando b =~;,;;,1·,,;;.~ta n~ ~uedelle~árs~·a la forma lineal, como 

su forma· 

z = C1. 109) 

combinación , lineal de cuiatro 

términbs, ';,;i,:¡ ~m&~h;iJ; i os ~r~dÍJcto~ el~ .. sus pcÍ~áme;t_ros-~ son :del 

tipono lilie~l. f>?;·_1C, qui:' .lo¿h~t~~~tl'°os no'p~eden obten~.:~~ ~or 
el métod6 de::;;,;;,¡·,;,~s icuad~ados• 'se puede argumentar ciu~'~i proceso 
de prueba ·y> ~~~C>r ,·pod~ 'a, ·~rnp' ,l~a~S~ ai' 'p"·.'r.gp' o ... -',n. e.-.·.·r. '.'. V~l~re~' ;i:fe;·, los 

pará~etros ~~a~t~ q~~ ~:.;~~~d¿Att'~n ·1.ós •. va1'Clre~ ;que··.11a'iian -mínirnó .e1 

residuo de la 's~m~ d~ ;rc:í~ i cu.iélr.iíé!~s/ sin ~~~ar~o, • ei~tk no es 

recomendable pairátC:i'erto•ni:lmero ''~ignific'<ltivo :ci~ 'par~,;.~tr~s de 
model'os. Si ul1 'ffi'odelo 'ccinti~~~'m ~¡r~-~~i)i:>s y se •intenta k niveles 

para cada ~a~á~~ti~ci; •' d.:i~bnce~ eÍ~ ;,~,;.eró de ccírlll:Íin~·~ i'o~,e~ de 

parámetros .~~:k~: como. ~~e'~e'b~-s~r~ar.~~}en ·r<l --T~bl~:Lí,:~f:_n~rii~ro 
de interlt~s,j;·é_qúer:~ici9si para>'ev~i uar(tod~s'' 1 ásé ~';,-;;."t;'i~¡c iones··,, para 

encontrar el :·~-~Jor~.9r"Jpo~'d~>· par.imetr:os; '.llega a , ser demasiado 

::::de::::::· •• q~=~t\~t-t~;:~·=~~·~fj~t:~1~r1.·;d~;T:o:r~~: ic~a~i:etd::e.~::~ 
¡ terac iones i;-.é1:Kiva~ente.·menore~~ 

basado:, en el 
desarról 1 o de la'.ser'ié 'de '.Tayi6r- :d·~:¡ ~··.· "fun~i ó~ ''cuy'6'$ ···.~~.;:~metros 
van a dete¡;.min~r~~; 26n:;li~n~ ;~·tes ~e:pres~ntar el inét6do par:a una 

función que te~ga. m.p~/ámetr>os, pirilll.ero se cCln'side;~ una función 
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Tabla 1.1 
Número de combinación de parámetros, 

Número de 
pa'.ámetros 

5 

10 

15 

20 

3 
;2.4 

5.9 

l. 4 

no 1 ineal d.e un. parámetro: 

y /Cx; a) 

- . '..'¡:· 

X 

:·x 

X 

Número de niveles 

4 

10
2 1.0 X 102 3. 1 

10' l. 0 x· úií" 9.8 

10." 1. l X 10<> 3. l 

5 

X 102 

X 10• 

x· 10•0 

( 1. 110) 

donde se ~equieY:e'.un•valor·óptimo de "a" para un grupo de valores 

di!! X e.y •. :P~·rci'un valor diferente de ·"a", digamos a+ h, donde :·h 

es un peque~.; .incremento, el valor de 1 a función puede expr~s.iir:se 
por1 

/Cx '· a:+ h> '(1.111> 

El desarrollo ~e~l~ serie de Taylor de fCx; a + h> genera: 

,. 
/Cx a + h> ¡ex ; a> + h/ Cx ; a) 

... :h;, \, 
+ - .. -'-JCx 

2! 
Cx a> + R . Je 

Cl.112) 

ó 

' hz· . ' ' y + h /. C x ; a) + . -· -·- f C x ; a) + 
,2! 

donde el término r!"sidúal ,, 

:Sa:.+h ( 1. 113) 

: . ' 

Es necesario reliza~;d:os.eta~a.~:···primero, :para encontrar un val.ar 

óptimo de •iai;, 5~ C:a~bi.a ''a"\p.;r ~:+11:}' se,ca1Cu1a tcxi a+ h> y 

después se ~onsigu~ el i,,crementb ci~i parámetYo y : se calcula la 

función hasta que. el valor de ·~a" r~que~id~ s~a ol:>tent'do; s'éigundo, 

en la práctica, no se r~q¿i~rE' un d1t!Oarrollo muy exacto de la 
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función por la serie de Taylor en la ecuación (l. 112). De esta 

manera se encuentra "a" ajustando al menor residuo de la t1uma de 

1 os cuadrados. 

Si ahora se ext'iende :lo, anterior para el caso donde la función 

toma una 

,._. . .': 

Y= /<x._,xz•~··•xn1;.~¡·ª2•···ª1c' (1.114) 

Nótese que x., i · - , ··2/ . . :; ;· m, son f iJos· y a., 

SOn COnsicler~dO~ ·~a;;.i~bleS. DtgamOS que h,, L Í 1, 2, •o o; k, 

denota incremen~o~, el.e l?s:pa~~fluiitros a,, i = 1; 2,~··• k. ;E;,tonc.,;s 

desarrollando la'ful'ldÓnen l'~ ecuación Cl.114) -por la,c sef:ie.·:·de 

1' 2, ••• ' k, 

Taylor, se tiene::, 

donde (h._ 81'!.,a1 + h 
2 

8/ 8a
2

+ • . • +hl< 

operador diferencial .de la función f<x , 
.. ' .... .. a_., 

(l.115> 

repetido 

a ••• ' •2 

(1.116) 

Si se limita 

diferencial, se t'ie~~; 
•cíe la ser.ie de Taylor a la primera 

(1.117) 
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Como un ejemplo considérese una 

parámetros. Entonces: 

y = y + -__ t.·. h.' ltf 

.. ;!t .... ' /ta; 
J 

Esto gen_era: 
- , __ -

d = y - y ;,;'\' h "' 
.. ' '' -j~ .. : j ', "ª ' . .. , 

func i 6n que tenga cuatro 

Cl.118) 

(1.119> 

La ecuación 'o.1\~>-.-PY:ºP~rciona la diferencia entre los valores 
'. ' ' .~ ., -

observados de f y los:est imadas con el _valor espec .'. fi_co ,de-. los 

parámetros. Así,_ (~~Í:lific~~do ;cad~ parámetir_o con un apr:opiado 

h~cia Y • 
' .. 

parámetros 
incremento h, 

Interpretando di f~-;~~¿\~1 ~e~t~, 
se •'cambia' -~l- valor -func tonal de y 

eliminando el errC>r y.. '-- Y•> o d. 
'- ; 

_- :. , ,·:=.- - / ;. ',./< ·,_-::: . -T: ~;> -:_·_. 
El método no lineal de ''mínim_os' cuacir~d"~s- es -e~_ef,!,C ialmente un 

Pm:n°c1' emo
50

sdc eua' -daJr- ua, sd· •• ot es ___ ·r
1

e'i npee_t.;'
1
1' '_d-_ Pa-··_ºm., re_ •,-n_i'et·_.e

1
_ -,· <:_ ~~ l,! 'éelnp ~-f!~f1:~o '--~--·dlaes __ :_-·~l··--a~~--. __ e}uc. _·u:'a1~c ni' e6_._._sn_.- de 

• l~s;p'arámet'r~s no 

lineal son eséiÍrl~dó'~ p-.;.r~ una prec(síóñ:ci~se!á.i:!a; _5¡:;~~:compara la 

ecuaci6~ 'c1l 1í9). ~~n un caso ~e~E.'.~~J.,\ ;~~k~e,·, Aci~.;;·~~e)/cl~~- son 

similares en• --su-·- ~~fr~cttl;~- :lineal_ ;eemiiTá.z~-;,do ·i:..¡'•;;po~ d, 

reemplazando ~!~ po; las -derivadas~par:C:f~les'i -1y-: r~~m'J1'azando a•s 

por hí_~·/~6r; 16:'que,é~t.; permite\calé:ular h!s com~_co~~identes~e 
regresión .•Las -~cu~cfbnes n6r~~l~s son'. f~rrll~das ,:- de-.--- <Jf lita, i y d. 

Contin~a~ciCI i'a .e~~iu'aci¿r\ _de h(s,. s~ 1Íega~ ~·te~~~ nt'.i~"';;~· valo~es 
de losp~rám~t;os: 

.' L -. .. .· _. , ·,· ,, 

--,-'o~-•--¡-·'•-

ªi.,j+:l a, .+h .. 
.,'-•J \., J 

<L120> 

donde.; significa la .Úeraéi6n: Este ~_".'~c~so es rei=>etii:to con estos 

nuevos valores C!ei los ~~ráme'~r;;s~ ·Én ótras paiabras; se - ~a1cÜ1an 
las diferencias y lasde;ivadasparciale~ y/·d~s~~é!air-3~ h!~. EstO 

genera mejores val ~,;es ,d~ los pa,;~~et~os. Se: ,;e~Ú:~· ~1' 'p~ó~eso 
hasta que los cambi~~;i;;r) Í¿~,'h!sÍl~g~ri a ser muy•p;,.;q;ie~6s; Lo' que 

implica que los a!s n'~ p~eden ·~~j~~a~se y E d 2 es ~n minim~. Por 
' • ' .... - • l 

lo cual, se concluye' el'. proceso. -
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Sin embargo, para implementar: este método, se requiere calcular: 

las derivadas parciales de la función. Esto implica que la función 

tenga una forma relativamente· sencilla, la cual pueda ser. 

difer:enciable. La mayo~i.a' de Tos:··mo'dJ'1o's hidrolÓgic()~ no son 

ecuaciones senc¡'lla~; Pti~ eje~~10; un modelo ·. emplea~do 
precipitación podría' ~e9d~,.-.1r: una'<fl.lnc1óii exp1 í~it~ i:>~~~ :1a 

representación dei: hiet'ograma: ,:de 'lluvia: Tal furi'ciÓn' 'étr;; • la 

precipitación; c~fri· @,,;ti~h~'o; 'r1C>. ci'ex'i'~t'~> La 'qJ~) se .. •r;;a'iiza 

comunmente es :;toñia';- · irÍc.reÍnentos discr:et:'os.de. t lempo~ :Por .. 1 o que. es 

necesario un, ~~~C:~c:! 'imie~t~' t:'µ~l'"~ ·.···• do~ tor:~á/ i·t~i~~· ·tune iones~ un 
pr:oced imento adeéi'.;~cj() 'csíl')lc:lér'; {980) ';e;,; ~l j'.ffiét'bd6 < d·~ ; c:11·,·~r:'~nc i .Is 

finitas par:c'i~l ~~nt e' ~i ~·i~\~'á~/ ·'~6~J~ ·' la S ~·Íferenc ias cii,;;id telas 

reemplazan a l~ derivada' ~.i~~Í:a1 ~11· l'.;¡ eé'uadó;¡ 

Oigamos que y denSt;á 'el val,:o; ctlctÜad~ de ••y•ó;' La relación &núe 

ye y el p~ráfTl,frr:~ ·~~·· ·~u.~i:1.~ .. ~~Pµ;.,5ar'~~ ¿~~6 y:~_''.cai <ver <~f'.i9~r:a 
1.4>. La derivada par:ci'aP8f/c7a;evaluada•pará a :es:· 1a;:~,i~9~,.;t~'cic;! 
ésta re1~é: ió~" e'~ d ·~V•>. ',;ª~~ 6bten~~· la' der:iv:c:la µ~y: ~tt~~;~nc.ias 
divididas;•. ~ec~mht·: ... :•;;;inc~e'me'~tá~t:l'ó1a Í.i'~e~~~~~t.; e.1:1·\~~:c ···Un 
nuevo valor puede c'áYd:.í1 .. ár.siit ele y ~e coY.responciiente ª' a~..:· Aa;; . La 

::--.-: __ --:·-_-;_.:>.:~:-'--.--.o .:.}_,··e:,~;-::~!.;~.:_:;·.=;-,-;":---~~:('.-.- -.c.i.-;\ ~;.,:·,-~:,:·:>· .·::-·, .. ~,_,:_ .· -,',, :·~: - , _ ._ "'·. - O ," 

pendiente de 'l a·:.1 íneia entre ·los dos: puntos< ca·+ Aa ;' y· > y <a , 
.·.·· ,,. . ·• .. ·~·;.:·.;:;:,::,· •::: ::. ,,.· :: . o . :<.º:• .. et .. : •.. · .. o 

Y> es dada simplemente.como ·cy -y >/.O.a ;.:Par:,:un pequeffo valor ... de 
e :_._ :: '--.. -.\: ... :.-: :'\··>:-. -.'--:·-~' .. :_ '_>:;_ :';c1Ó·_;.,c.-:: \--~-: ,-i··· .-":::\ :"=::< --~_;·-·;<,_--.--<··-·.~·:. ; .. :,_~-- ·· 

"ª, IJf/IJa y <y''::-y•>/:Aa' no camb-iar-á. -significativamente y,:puei:te 

po~ lo tantp r;ei!ni~n~,z~r.':é '·por: l~ últ Íina'; . Po;:·· o'i:ro ::lad6',: · C~¿ 
der: i vadas par~ i'~lesf~orr:¡,;sporÍdie'rÍt'es a• 6i:r6 p~r~m¡.,t';o '.~u¡..de~' ser 

evaluadas~ Así,Y~ ec¿a~ión ti:'i.1'3~ puedé·expresarsé como: 

donde y o.L' · i ;= 
': -

corr:esponciient'es .;- los. 

.- '¡• 

Y(>z7. ye 
• Aa - 'z:•· 

·. - ---~- .. :>:'·.·::<.·>.Y,?· ¡;.: ,. 

"yll 

Sin embargo, puede ser i:ti He u>o'IJt~rÍer mínimos 
cuadrados no 1 Ín'~;if ¡s;' ~l iAi~:i~/ con:' u~: Va'ror -~~P;~ ~f icl-> del 

par.imetr:o, el mé~6~o p;~ei:ie ~o·n:v~r:~i~ a'~~ Íni~imo lClc~l ~l ~tia1 no 

es el mínimo ~l\ob~l b~~~a~o': Lo ante;i~r J;._.ed~ 
1

ver:ifi~ar:se. 
inicial izando el 'm'ét6do para di fer'~ntes v~lor:es inicial~~ ·-~e los 

úna 
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valor estimado v º 
V 011-----------7'·~"'·~ 

! - . ~ :· 

V.f( a) 
Vct ·Ve 

~ Pendiente • -­
,,,,. ... ":" -- '._· .. : - ' 68 

Figura 1.4 Défiíliciónde la pendiente por.diferencia 
finita dividida ·· · 
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parámetros para observar si se obtiene el mismo valor mínimo. El 

proceso de convergencia puede no ser monol itico¡ esto es, la 

i-ésima iteración puede algunas veces ser inferior a la 

(i-1)-ésima iteración. Esto puede ser corregido minimizando el 

error de redondeo. Algunas veces, dos diferentes grupos de valores 

de parámetros proporcionan el mismo valor mínimo de la suma de los 

cuadrados de la desviaciones. La solución que sea seleccionada 

deberá estar basada en consideraciones hidrológicas. 

1.10 METODOS-DE.OPTIMACION 

El< is te una gran _variedad _de métodos·. de 'opt imac ió_n' CRosenbrock, 

1960; Pal~er,• ~9G9; DeC~ursey y Snyde;.,, 196'3; Hif11mE!_lblau, l972; 

Sorooshian, 1980¡ Sorooshian y Gupt;,¡, 1983¡ '.SehitoglÚ, -1983>, los 

cual es pLt~den - empl eay-se_ para est irriar - 1 ()~--- p1rá'metros -. de los 

los metod;;,s de ~ptimaé: iÓ~ r_e,q_uieren modelos. TodÓs - la 

especificáción<de una fu~~t-~n obj~tivo () un•cr-iterio de err0r; 

Funciones 

El concept~ de la determinación óptima de los parámetros del 

modelo automaticamente requie¡re que ·'._la -función objetivo _sea 

compatible~¿on el uso propuesto. Si~ emb~rgo, es. ~l~i¿il definir 
::; .-º:.· -_. -' 

un criterio -de error, el _cual, al ·:·1regar a 'la '.•mini-_mización, 

producirá valores óptimos_ de_ '1cis paráme_tr:os desviarse 
. ·- . 

inadecuadamente. Una comparación ,de modelos también .i:-e;qui_ere que 

la misma función objetivo sea empleada en la detérmináé: ion de 

~Óci~1();;. Un número de. fÚnciones 

objetivo han·.s'ici6 é~gl~ad.i~--;o sug~r)d~s -en h fifrofOg ¡~- .'< 5-i sk in 
Simon, 1977>. Algurios'de eíi~~ son i.nciic~dos ~ contin~a~iÓn~ 

y 

-::,.:- ,·.:· -. .· .. ,: / __ ~· -,. -! . ' .. 

Swna de los Cuadrados de las ~~~¡a6iones 
. . ' _: : '.'· : ~... ~ 

,-, ''· '.: . 
La función objeti-vo_ basada en' la suma· de los cuadrados de las 

desviaciones puede ser ~~fi~ida como: -

( 1. 122) 
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donde F es el índice de desagregación o error, y
0

<i> es el i-ésimo 

valor observado de la variable, "y", y•<i> es el i-ésimo valor 

estimado de "y", y N es el número de 'ob!lervac iones •. · Cuando es 
- ·. __ ,_ 

dividida por N,. esta F es anál~ga a la varianza residual de un 

an.il isis de regresión. La minimización de >F es· diseñada para 

igualar la'cú~~:a"b'Jmpleta de •·>~au~que.el máyor pes~.es~~.asig'nado 
a sus valores m~yo~:es. En~ el: pro'~~~~ de) i~~~{a~tJi C:cie, la curva 

:::::~:: • ·v:~º~~:~il:i:~r zrs~·~!g~;:nt[: ~Eii:~~!tt~st~ei[.,;J: tg::~:r.a: 
un mal aJuste;d~\ l·~ cÚ~~a •. a.Pf ... e.icc····t~a.~.d~',Ca(Jtr'b( defecto;id,¡;{ '~s'~-'i \fun~i.6n 
objetivo, es,~l deque es fuerteinent'epor' r;;,; \.deficiente 

sincronización de tieÍrlp6 >~nt"re' laE. dei~el"ldientes e 
independientesi . ''." :,.:." ·. '·" .·:· " ··'" 

Los val ores de F:·p~eden calcul ~rse p'a;a ~ada. eive~to si; se requiere 

el ajuste para un evento ind i;ti'dúal > Si i()s: pa~im~t:h?s ,,del " ~<:)d~l o.· 

van a ser optimádos•s'ób'Ye Ún grupo dé eventos, <é~t:()ríces if'" ne~esÚa 
evaluarse para eL g~u~~ ~C>~plet~. En e'stecasoF será'. un i~dice 
muy deficiente·de l'a· medida de .c1Js~gr~g~cib.n,;,'. debido: 'a qÚ~· ,.el 

evento que tiene el mini~o peso pued~ ~'er·; ~l 
todos. Esta es una muy severa; i'imitaé: iÓn 

avenidas. 

para 

Suma de los cuadrados .de las cle~vi.¡ciories pico 

Esta puede expresarse como1 

F = ~ Cy (j > ji,.• po 

el 

de 

de 

(1.123). 

donde y (jJ es ef~j-~~imo valor pico observado. de la variable 

"y" 1 Y p:~j) es el' J;_¿Si~o val ci¡r pi·~o est'trnado de "y" y N es el 

número de valoµe's pico' en 'el' grupo '.de optimáci6n. Esto es 

particularmente r~~ollíe~dabl~ en 'estudios ·d~ avénidas y parece 
tener a1 guna~-f-, - ~·~ract·e·r.f:"~t·i ~:-~,s ,_.,.. ·\it'·;:~~i"·i v·~~--~ Obvi·~m~nt·e~.: ·- i"a~· 
cantidades picos de m'ay()r. p~so son "~!;;'i:~nad~~ a 1°()$ picos '~~yor~s. 
Implicitamente, se'a~~me d~~d.,;.u~

1

pt..mt6 de 0 vi~t~ de riesgo; 

las pérdidas se incr~mentan'parab¿l icame.:ite c.;11 el pico. º .. 

que 
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Si F' es dividida entre el n(Jmero de eventos, resulta el promedio 

del cuadrado del error •. · Esto demues ra , .. en promedio; ·cuanto error 

ocurre cuando se r·eal iza l·a o'pt im·a·c 6ri ·sobr~ un. grupo de· eventos. 

Debido a que se requ(eren .solamente·. ;los: vai'6rFi~<•picC)· .. de' cada 

evento, es computacional mente eü'~ ienfé •. si ni embargo,·'su .. uso no .es 

recomendado donde los'.picC)s no son U11a • {~po~t.;.nte :,.;cc:ll1~;idl'?rac iál, 

como en el caso ele; 

Sullla de los cuadrJ~o~ de .. l.as. def~iadon~s logar.i t.micas 

pico y volwnen 

La función ob3et.iv6· c'ompre11de dos componentes: 

M 

F' = \'.cLn y <J>:-Ln.y (j)J
2 

s j/tf. , po'- p• · 

F' 
2 

~· CLn J .. , 
entonces: 

del ·gas t. o 

( 1. 124) 

( 1. 125) 

(1.126) 

donde V (j) es el j--é~imo vt'.>lumen observado de la variable ''.Y'.', 

V (j) e: el j-:ésimo v~iu~°e.:.I estÍ.madC:/d,e ''y;', y "a" es ·•un factor 

p:sado sele~ci6n'ado arbitrariamerít~c0 ~ .;.·~1>. 
::: :. ·.>· -- .. " --- . ·- '._ ::. : .. : .... ~~-;:> ·: 

Es evidente. que e~ta func i6n bb}~t'ivo da .peso tanto al volumen 

como a la caract~~1s'tica'.de·f¿~;n·~ de ''y". El. ~~r6r ~~tre los 

valores Óbs~rv~d~~) ~stimac:lo~·.se ···calcula el1 tér~iF1osde las 

deevs1· vt ai arcqi ubne·. esl;o•·.·sl.:o ..•. ·.•.··Pg.aa····r?.~'mt.·.·.e~-ticr:. oass.··.~.·.·v···~aynafnl uga;.; d~. 'unidades ·~-.i~u?~l·e~s;· para 
.. ··~··· ~~ri•s~sg~~b~ para. <ajÚsfar. s61 o 

eventos de 9fal1; ~~g~lt~C:t; F>áY::a ti~'.:er: \¡¡>~ fúnli~ >ot:í'jet'i~o más 

flexibl~, 'se intr:ociuce.una )~o~~tal")t~ ~rbi.t;ar;,i.a'¡ como se muestra 

La.: const.ante puede ~ji~~cic::>~a;~e en la ecuación de 

acuerdo con el'en:f~~is que sea· propuesto en un 

componente .e.rrc:ir ·µarticul·ar .• 
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Su.a de J.os cuadrados de J.as desv.lac.lones l.ogarit.-.icas de t.ielllpO 

normal.izado 

Esta se define como: 

F =" CLn T (j) 
;. o 

Ln T Cj) 12 . ( 1. 127) 

donde T,(J)' es el 'ti~mp,~ norm~lizado observado para el j-ésimo 

evento; T<J> ;;sel ti,~~p'o ~or~ali~ad'O e~tinÍado para el j-ésimo 

evento. E; ;L~mp~ ~or:m~l i~;,,.d~' pl.E!d~ ser. definido de mÚchas 

maneras; Lo cuaf sin' eiribargo no es :;~c\~m~nd~tJÍe en fod()s los 

problema~ ~~,' ~:d~l6'~ :~d~: ~~~\~aci6n: ''Puede· ser: un critei.io 

recomendilbl~ donde"s~:)ót>{~~~.;,.;.:. '~c>ÍucÍ.o~e~: adi'mensionales. >si la 

curva de aj~ste ,~~:b~~11~ empleando 'esta.functón 6t>s~H"º· E!ntonces 

i a est ruC tuY.iSl"'\d~l .~o·d.~l O. s·e'rá~.-- i'a·-·. ade·é~ua-da~, 

relat)vas'elev~das a la potencia "a" 

(1.,128) 

'' 
Para a = 1, esta:: fÚnc ión obJet i~o.' asigna igual énfasis en los 

valores de :uy•< ·Esto '.~Si' de, h~cho; 'Jf1a, (;erdadera~ ~,o·~~al iiacióri de 

la ecuación' < 1; t23>'. Para a > l, E!1 efect6, serA ~ju~tar el mejor 

valor meno~. ~stci ~ue~e' ser más apropiado para el a']u~t~ de 

modelos de seq~ Ías .> 

Todas la· funciones objetivo· anteriores comparten algunas 

propiedades comunes, d_en.tro d~ las ·c~ales: .. pueden 'm.enc ionar_se las 

siguentes: 

1> Para una cier.ta clase de p~oblemas C:f<ni~Ú~}os lineales>; el 

contorno de F i lega ~· :1C>rmar supe~fi¿~~·~ cJcicirá.t icas, las cuales 
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son ajustables a muchas técnicas de optimación potencial. 

2> Para modelos lineales, F ti~rie signi~i¿ancia estad!stica, 

debido a que F/CN-1> (donde N = n(Jmero de puntos dé.datos>. es la 

varianza y puede ser empleada para conocer 'lo~: 'llmites de 

confianza sobr~· 1 os ~arállietros opt inia~o~ <~~J~iÉ!ndc:; ·~IJ; l!!xi ste 

dependencia ·~n~/e;lg~ ~u~to~ de dx~·c,~).'.' · 

3) Para ~redl~ción de a~e~i~as~: el ~~~.;;'énfasis<es''~~i~~~do sobre 

el ajuste del pico niáx~rÍÍC>:ci~·r~ • ~ve;ni~a' de un · tiiJ~~gc~~~;g;i Las 

ordenadas pico tienl!!ri' ~ menudo'u~ orcll!!n d~ magnitud lll~ygr ;q~~ la 

ordenada promedio "y 0
.•; por •. 10 cual, ~~er~~rse . a iguales errores 

absolutos significa 'propoY.cional. error en las 'ord~~adas 
superiores, 

su.a de di:ferencias ahso1utas 

La suma de las'diferencias'absolútas•·puedee~presarse como: 

<1.129) 

. "' 

Esta función o~jetivo·l!!sestable en el ~~~ttdo de que la reducción 

de F garanti;a un'~ red~c~ió¡.; ~n l!!tiárea entre 

asigna menor. ér{f a~i~.· e,.;- ordenaéfas. J~~~rfores 
~~>,. 

. . 

Suma de los cuadrado~ .d~' 
.. ª .. 

elevadas la La suma de 1 oS - ~Úadr.ados ·de ;. 1 a.s . d.e·~~-i ~c.i ones 

potencia "a" 'pued~·e~~Y.~sars~ como: 

...• a 
Y;_< u 1 ; . a = 1 , 2, • (1.130) 

Incrementando. "á~· el énfasis en el 

asignado sobre. v~lo;es s~per iores. 

ajuste es incrementalmente 
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Di~erencias ~bsolut.as de gastos pico y sus tiempos 

Las diferenci•s ábsolutas de los gastos pico y sus tiempos son 

expresado~ co~o: 

F 
2 

y .' j) ~ y ( j ) · I po -- , p• 
. y :(j) ;. 

__ po 
.. ., ' 

t (j)..,t.cJ>I po · --.- pe 
. t .. ( j) 

pe 

F = a F + < 1 - a) F 
• 2 

(1.131) 

(1.132) 

( 1. 133) 

donde t (j)'esel tiempo pico observado para·e1. j:-ésimo evento y 

t (j) :; el t i~mpo pico estimado para el J-é¡,;imC> ~vento. 
pe ., 

Si se asigna· ·tanto:.;¡- F 'entonces ·"a" 

deberá. ser ~~5; E~ta f~nciÓl'1 puede !;;e~ einpieada en el;aju~te de un 

sólo punto ell ia ~urva';para' éa;da ~~einto,. porr i:!j~"1pio, el 'gasto 

pico del hidro-grama y su: t i'ia'mp'o. 

Di~erenci a -- absoluta 'idel gasto -picó 

' .,.':, 

La diferencia~~ioluta.~ei ~asto pico es: 

F y <i_> -.·-__ Y•·_ <_i>_, po · ,- . -pe . , 

y . ( i) --
( 1. 134) 

. po, . . '., 

Esta es uÚ1•i;~da fr~c~entemente sólo en el ajuste del gasto pico. 

En el siguie~te capit~lo se expone el método del Principio 
-, , -, . . ·-

Máxima Entropía, su or;tgen y aplicación a modelos univar.iados; 
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CAPITULO DOS 

Ml:TODO DEL PRINCIPIO DE MAXIMA ENTROPIA CPOME> 

a.1 ORIGEN DEL METOOO 

El concepto de entropía fu~ primero introducido en termodinámica, 

donde se empleó para proporcionar un planteamiento de la segunda 

ley de la termodinámica. Posteriormente, .la mecáni.ca ,estadística 

proporcionó '~n·~;,cbneix ión e~tre ,T~ p~6J:,i.e'd;;.d '' mácroscóp'icá de. i á 
entropía y. ~l ~st,a,do microscópico cl~l \.fst'.;ii!i~. ..La\ e'ri~"?o~'Í~; fue¡ 

matemát ic~,,;~~t~', ~.~P;~sent~da por Sh~Íi,:¡bn;< l~~a» y de~de t~~to~~~s 
ha sido Ii.iiÍll'ada' 'ra'.' runC:'i. óri de el1trop 1 á d.~ stíannon tsi::h > sti~~nrin y 

Weaver (l~~~T ri.te'~o~i16s~ri:neros'e~ introducir», ~1'.'c6ne:'~p't() ,.de 

entropiaen.la teor;ía de i~i..;1()~~a~1ó~',<1e1.qu~e,se, des.cribe.como 

una "medida de ctné:er,tieíi:11T!b're cie uña''variable a1'~atól-\a 00 '(j~y~~~. 
1958). 

' ' ' 

...-. ___ <:· ·' '._-- ___ .. :.':':, -_ ; -- '. .... 
Existe s iempl;".e :i.'nc~r~t tdúmbre,e~ 1 as .variables, y en. 1 os 'pa~'ámetros 
de los modelo~ i~~l {C:'a~os en los e'studii:>s/ ~1cirái'.i1"i'c~;. : e 

hidro! ógicCi~, t~l.es ¿'~~() ~~ velbctd~d d~l:•;t1'u:;~, C:oric'~~t;a~·-ió~ del 

sedimento, es fu~'rzo, C:~ria,:¡'t;e; e'~cl.lrrfmiento; prec ip i tac ión; .. · etc. 

Esta incertidllmbre es;d;¡;bido',a 'fa aleatoriedad~····~ l~), 1'~-cilpa~idad 
para h~cer .• fr:~ntki .~ ciqu~l la., 

El concepto. de». entropía·· y ha . sido 

empleado en. la ,,;~cá~ica •estadlstica 

.194~;.\::6~1 dman i ' · 1953), 
la teo~ia~~~~ la <inf.ºf:.rnªc ión 

<Shannon, cual 1 a. entropía es 

cuantitativamÉ!nt~ definfda en-té~minos de Prob.ibilidad para una 
variable disc;eta como: 

ICxJ 

donde: 
.-'.- . ' ~ . - ' ' 

K es l;¡ c'o~stante d~ ,Boltzmann, es un factor de escala, 

depe~d~ d~ ia ;,¡el~cción de las unidades de medición. 

P (xj) es la <a prioriTprob'abil'idad (f~nción masa) de un sistema 
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iniciando en el estado xj, el cual es un miembro de Cxj, 

J=1,2, ••. }. 

La constante K puede absorber~e en la base del logaritmo, 

manera que la. ec; c2~1>'pu.ed~ expresarse simplemente por 

ICxl E pCxj) Ln. P.<xi>.: 

de tal 

(2.2) 

la ecuación·c2.1><es 'proporcional a la entropía·<Leopold .. 'L. B., y 

Langbein, W. ·~';, 19G2>. O~ ac~e~do ai C:on~epto de:.entropÍa, '.~n una 
· .. ·- .,. - "_; .!', '·,·_ ... ·. - ' ... ··. ·.··- - - ·. . .... __ . . -

condición deestado~de·•equÚibrio un si!;;temél'ttendé a ma~imizar la 

entropía. baJo La· deY'. r~;c ión 

Just i f icac i ó~ del p~i í-ic i~io de l,3 ~áx)ma{ ent rop¡a • tJé.: '. empr'endida 

poY'. Jayné~ c~9~;;· y st16re y 
·.- 3·:·-,::-:·,:·,_:_._ ~:.:. 

Para proporcionar un ~ig~i/icadci físico· a la entropía d~fini.da por 

la ecuación c2.2> dig~níos: qGetp~Cxjl;i> ~e~: lac" ~'y:~,~~1Ji1i.<:laci 
condicional . ca posteri6rf) de' un, ~istemélc\~iC:'iánci6 eri· eT: e~tado xj 

después de que se h:ii· tom~cl~ un d~to d~ {~ ~u~~tr~, 16 ~u~ :indica 

que el 'si~tem'a·se ~ricu~n~;;:á enei~~t,;do ~j •.••. ;j denot~ ·~l; d~tC> 
medido,~~~al'.~c:l~comC>',;j, el cual •pu~de inclúir un error'.i::f que. el 

verdadero esfado seái (xj :{ VJ) .en el qU'e .J{~s;:el err6r .'er{o ;j·. La 

probabilidad~ ~rlori ;~cxi> ,Í'.l~l:·sfste~~ i.nici:iÍndo_en el :e;;;téldo Xj 

es la probat:?Úid:Í.<~t ~inel•dat6in~e~tr'3.l0'·~~-·.a~l.ie~do con l~; teoría 

de la infC>rmaci¿·n•CG~ldman, fg53), el contenido,de infor~ación de 

los datos: es d~fiAid6 ~o~'a: 

pCxj 
Ln pCxj) (2.3) 

,... 
Si los datos de la muestr:a, tienen alguna confiabilidad, pCxJI xj) 

sería m~yor que/'p(xj). Entre mayor sea· la r~zón pC~Jl;J) a; ·~Cxj>, 
se tiene mayo~ con~enid~ de inforn!~cfóri de los date;;!>.' Si la 

medie ión es pe~tkc~a, de tal manera que el ~rror medi~o: <ruido> es 

cero, entonce!> pcxj¡;;>=' 1.y:la i,.;~orma~I~n de los d~t6~ como es 

definido por la ecuación C2.J> lle~a a' ser- -Ln-p(xj); O~do qüe0 s 
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pCxJ> :S 1, a menor probabilidad p(xj), le corresponde mayal" 

contenido de información de los datos. Por lo tanto, 

ICxl como es definida por la. ecuación (2.2) es el 

información promedio por dato muestral. 

la entropía 

contenido de 

estado .de la 

variable·x es c;ol'ltínu.a., la .e.ntropía .se expresa, ·.en lugar. de la 

ecuaci~n <2,2>, como: 

I ( X ) "' -I f ( X ) Lri' f ( X ) d X (2.4) 

en la que, f<x:)esla·•funciónd~densidad de·prob~bill~ad, de tal 

manera ~uE! f'<x'l'dx .es la ~robClbil iclad dE! que la variable .dE!cÍarada 

inicie E!nt~E!Xx, x + dx>. f<x> por ·si misma<no es una 

probabiÍicJácJ; a~í i:>uE.!Cle ser;más'gr~ri'~'e: ~ue·'{a, ~nidad 
y, de a~u'Íq~e, Ln fcx) r/uE!ciÉ-: ser ~osltito. Por lo tan~(); .la 

entropía par;;i'~c:Íistrii:iu'ciones coi'itinú~s-'c~lllc; es defiriidá '.por .. la 

ecuación <2.4),pu.É!~r;li'E!g~~:Cl;!:(erine'~~ti""a;• ~~'nqu~ pa~a:· el· c~so 
discreto la entí-:opiá c~mo~es defiÁ'ida pOr ra ecl.lac Ión 'c2;~) debe 

ser positiva¡:ilJl.le~toqJE! ;;<~j>\e~una.•p~btía~1i"ic!áci~ cfe,·ta1., ni~in~ra 
que Ln p ( Xj) 'es'. '~}~~p?~1 ne~~~ fva:· 

' ' . "~-. ', . "" ' . ,._·.~;:~- ·-;"~ 
- . '.• " 

La máxima· máxima infcmnaci~n i obtE!nida· 'e;,trnpía, significa 

(mensajes) de los datos con :'~~~~~C to a·.• 1i'v~r iatll ~':E!~t~bl~~cid~ . X r. 

la cual, de· .. a¿ue'~do, ·con ·las ecuaciones• <2.2) o ''(:i;4i, es, 

respect i~an;·~ntE!;;.E!~l.li t~i e'~t~······CI•: l} rliáxim.i 'in~e/t i ~J~ti;E!·· ¡;¡;, •x' ant~s 
de ser med¡d;yP~rt í6c•cS~1'; · .... J~a>di~~'/1til.i~iÓn~ dE!:i*~~ii~il.id~d 
uniforme cCl'~p;i~~.ij ~ob;e l'os l ímit.es ~é ><•· cia':,.·íCIL unCI '·máxima 

entropía. E~ Y"~aJjcJad, · debicld;: á : va/ias r~!5tr¡C:~io~~~.; la 

distr ibuC:ió~ d~E!,.f:lr:~b~~;i1,1c:la~.;a;·m~n~d~• •".;•¡,u~~e'; ~·e~''· un'if~~;,.e;' · La•· 

entropía, como, es' definida por' la: eé:uac'ión' (2. 2) ''o; (2~.4)', :< es una 

medida de ince'r~id~;;,ti~e, ''a1e;~·tc:>~··iE!~~cÍ 'o·· como · ···~~·,·, aproxima una 

di st r i bue i Ón a. pri~Z:i.i'.de . p~ob~'!Ji l ~.d~d.:s~Ín~J ~~te ~···, Ía ci'fairÍbuc i ón 

uniforme.· Esta es cer.o ;~ ún,,c'~'~o ~'.:.rament~ •determt'~í~tico• en el 

cual la fun~i~~ 'o;'a~~ 'de p~C)b•~¡,'ií icÍ~,cÍ }p(xj>= 1 \./ p(x•>= 0••' para 

toda i difere~f~'rt~;,j:· Ai :~~~i~~z·~,..· la ';ritr'.bp'ía de un. c~i~t¡;ma, 
esta hará l~ di~tr {bu~ i ¿~ de','.ir'c:lbábil.id.;d ¡tan üni forme/ como l s~a' 
posible, mientras· ~'atisf~g~ las ;·~stri~~iorié's'. Las i'~yes de la 

probabilidad· ctUe gobiern~n un sistema y la' CClrr~spondiente 
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magnitud de entropía dependerá, por lo tanto, de las restricciones 

prevalecientes. 

Para mayor claridad del· concep'to'.dé entropía, c'onsidere un' sistema 

h idrául icÓ' y s~ponga que una' p~rsor1a de~.ea e'st imar' eJ'. estado en el 

que se encuentra tal sistérna.' De acl.l~Y"ei'6 .con \;el 'c;~~i;~pto; de 

entropía~ 'é1/~f~{~md \i~ncJ~C ~· ,;;a~i~i;',ii/i la•·· .•. ,;~d6ái¡ Ci.e;, 

maximizar id irl~~Y°tÍd~~~re: la ialeatOriedad 6 el. de'sorden>. La 

persona. e~pleé i a eÍ··· principio de ... máxfm.{ entrop í ~·· e~ l~ ~C>~el•ac: ió~ 

::1 u:: ~:::~: 1t~: i~:·~:ff~t~:2~?~:;:~:::i :l:ir eC: :.::sepo::l~:~:e:r:~:~ 
la distrib~cá11· ·,; <'Poiit;ri;,;~i de ~rob~bil;idád . por el 

aprovechamiento del 'a J,r(o;i. ~.' 

los 

CChr ist ens.en; 

<:·. >:' :<;-' '· .;· ~- -_:: - .- ., - ; __ .:_: 
Como se ha• expUe!;;to.·. anter: iormente, ~ aentr~pía.·d~notadá como Ir xJ 

O I ( fJ, es ur!'a m;;;d lda.,numér i ca de, incert idÚmbr'e asoc i Cida con f (X) 

en la descri~cróf,~d~ l~·· ~.;:Y"iab~·~; 'Ci1~ator-iCi ºx",y es definida como: 

: .. :«:o· .. 
IrfJ IrxJ '-K}';t<x); L.n•.rtcx);J dx; 0 s. x,S co 

La ecuación <2.s,\u~d~ simpl,ificar~e como: 

ICf J IC xJ 
..... ~· : 
.•f;tcx) 

o 

C2.5> 

(2.6) 

'Se puede col'lsidel"ar ·~· 1rfJ C:omo'el .. valor.mediode .-Ln r fe x >J. En 

realidad, -,I m'icte la'int~risiddd.y +I · mtde: la debilidad de t<><>. La 

SEF' permite l~ selecciónde 'fCx; que. mini~ice la' inC:ertidu~i:ir'e. Se 
- .!.~ ----:- -. _. - . ' ' . . - . . . . • -

hace notar que fCx> satisface los 'ax'iomas'de. la 'probabilidad, por 
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lo que: 

11) 

J f(s) ds 
o 

Para un sistema discreto, 

IC f l 

(2.7) 

(2.8) 

Jaynes <1961;: 1982) formuló 'El Principio de 14.áxima Entropía 

CPOME>; de·acu~~do con' el cUal,, el miriimó sesg() f.Cxf ,es. obteritdo 

maximizáricl~, ::1.;;· ~.e~t~:bpÍa sujeta 'a la infor:'mai::ión' dada. 

Matemát i~ame~t~,. ~sto ~uede.: estable¿~r~e' é:"ómo 

restr ice iones: e ii~eal~~nte in~~J~~ci{~~t~~ en: 1 a 
;i.-· 

11) 

Ci.= s gi. (X) ·f(x)" 
o . . . . . : " ' 

Donde 9. ex) son algunás' fun~iones .cuyo promecliCÍ superior 

son esp~ci f icáifos,: ~ritoA~es ei máximo de I s~Jeto a 1 a 

<2.9> esta dado'p;r: 

f(x) .exp [ '-á···:·· ' o 

n 

de f (X) 

ecuación 

(2.10) 

Donde a., i= 1, 2, •.. , m,'son, los multiplicadores _de Lagrange y 
~ - - -.. - ·, .. . .: 

pueden deteY-.minarse de las ecuaciones <2.9) ,·y <2.10) con la 

ecuación (2; 7);. Esto . púede._ v;ealizars;e como-- se• "expresa 

continuación. 

Según POME, se. maximiza :1a ecúac,ión <2.6) o <2.8) sujeta a 

ecuación <2. 9). I [ fl :: puede maximizarse por el mé.todo 

multiplicadores de La'g~1hge. Ei cual intr6duce" parÁmetr6's 

la 

de 

a, a , ••• ·,a\ que ¿~;\;~le¿~i~riande t~l form~"qu.·.e las 
.t z ,' m~ _.' F, 

variaciones 

en una función de J'c x > · des,aparez can.: Por. lo 'tanto, 

l[f] a o 

m 

+ E ai.Ci. 
. t =: .t 

<2.11) 

Para estimar lo~ parámetros de una determinada función implica 
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tres pasos básicos: 

1. Especificar las restricciones basadas en datos experimentales 

requeridos par~ derivar la función¡ 

2. Construir el mút iplicadC>r de Lagl""ange sero¡ 

3. Derivar la restricciones y los 

multiplicadores de 
:;·.~-.- ~~;''.': \·. 

Consecuentem~n~<;;;,".. .. no .. ser. :"conveniente para 

cualquier .fún~ ¡•¿,.; a~b i ... trar'fa.'pE!rC>~e~; <sú1. emba~g6; ·•apl;i ¿o3,b1 ei ·a 1 a 

mayoría de: l~s fu~ciones;d~ distribución comlJnme~te ·• E!mpleadas en 

hidrología. 

Di gamos que seitiene un,;t flJn~'i Ón de 1 a. forma; 

f (X) (2.12) 

donde g .. Cx) son funcio'nes .. conocidas y 
\.· . ' -

ot y k" son. const.:intes.· 

Aplicando POME·a la·.ecGa~ión·c2.12), explí.citamente.se construye: 

·m 
[[fJ -Ln ot·-:- _k ECLn xJ +.E.a .. ECg.<xn 

;i:=:&.>·"'. : \. 

·-·.,o· .. ·.··--· --

Es pOSiblei""ént"oÍl.ces/ fnteñtar ma"xlmfzar . I [ fl 

xJ y ECg.Cx)J, 
• / ':" __ \. :- .. ·'o· 

~eaio de empíricos, 

restricciones ECLn la cual 

numér i c amen.t ei por 

función de la ~~u"~ción 
'-:~:. ·/:; - ~ ·-'. 

puede 

para 

Para maximizar ICfL.sustitt'.iyasela .. ecuación c2.10> en .. 

lo que 

Q) 

J exp Ca - E a. g_. Cx)l __ dx 
L º \:=~ " " ·J 
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Tas 

evaluarse 
.. ··-··.' .,'., 

obtener la 

(2.7), por 

(2.14) 



obteniéndose: 

Los multipli~adores de Lagrange son 

restricciones por 

Da 
o - ---

También p~ede'demostrarse que: 

"2ª o 
2 

"ª1. 
.varrgi. Cx>l 

relacionados 

g.Cx>l 
J 

C2.1S) 

con las 

C2.16) 

C2~17> 

Con los mültipl'icadores _d~ _Lo¡i_grange ... estimados de la ecuación 

C2.16) y c2.t7), l~ _h.u1ción dada,;por C2;10><ces··únicamente­

definida. Es't.;~implÍc~ que los - pa.rámetro;,. en la funi:'ión sean 

únicamente rei~¿{onadós co~ los muÚi~Íiéadores de Lagrange. El 

procedimii;;nto _es ilu~trado con Uri eJe~~l~ CvE!r 2.3>; 

2.2 EL METooo ·DE • MAXINA • E:ITT~oPrA., EN FO~·- DE DIAGRAMA DE FUJO 

A continuación s~,p~esenta el>m_étodo.de Máxima Entropía 

de diagrama de flujo. 
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APL:rCAC:rON 

DEL METODO 

POME 

INICIO 

si: gen~.Y:a Ji~;: f~;,c i.6n a .. . . 
fCxl"'. expC'.Ca '-E a. g. Cxl'J 

·:'_- ·-·~·,_,., - ~~-- ~-i.:-~ t_·::_./~:.:-:_ ... _:- -~~ __ .;:_ -~> 
'son los multiplicadores 

·cumplir 
C5) en ;c3>Mpor lo:qu:: ··•· ....•••. 

[ ~x~c~~otF:. ~L ~te~) J ;dx. ~' 1 

De ·los dos pr~cesos ~11te...iores,. )guale las 
ecuaciones (9)'y ClU't. y especifÍquese •·los 
est.imadores en· términos.·de·'~r;estr ice iones. 
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2. 3 APLICACION DEL METODO POME A MODELOS UNIVAJUADOS 

Como ejemplo, se aplicará el Método del Principio de Máxima 

Entropía a; la Función de Distribución Gamma de dos Parámetros y a 

la Función de Distribución de Valores Extremos Tipo 1 CGumbel>. 

Eje111pl.o 2~ l 

Se detérminarán lós parámetros a > 0 y b > 0 de la función: 

. . - -

1- ·x:b-•;[ X] 
fCx>= -.-.--· (-. -· ) .. exp -. -. arb _a.· · · .. ·a 

X ) 0 C2. 18> 

Esta funciórÍ ~s•un~ ·~i2trib~ci6n gamma de· dós parámétros y es 

empleada freclA~ntem~~t~ ·eñ hidr~i6gia. Primero, .se necesita 

deducir 1 as r~~~ .. ) c'~ i~n~s r~qil~rT~as ~~-~ª derivación de f (X). 

Para este fin, ap.l icando {ai~~finictÓ~ .de Entropía, .se •tiene que: 

I[ f J 

1C f J 

00 . 

J fCx>. LnUCx> J dx •· 
·O 

oo Ln [. . 1,'·· .•. 
Jo fe x > ···. _aí'b X '] ·~> dx 

Q) 

-J f<x> CLn 1-;LriCarb) + Cb - l>(Ln x, - Ln a> ,:. 
o 

00 

f f.Cx> arb +. Cb - 1> 
o 

00 : 00 

X 

a. J .dx 

J[fJ CLn .arb + Cb ,- 1> .. Ln aJJ,'Hx> dx - Cb o .. 1 >J, Ln x Hx> :dx + 
:º -

oo· 
+_ a .J x f~x> ~x­

o 

Dado que cumple los axiomas de la probabilidad, 

siguiente restricción: 

00 

J f(X) dx = 1 
o 
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Por lo que hacen falta dos restricciones, las cuales se obtienen 

de la siguiente ecuación ~eneral, 

Ci. 

CD . 

f gi. (X). f (X) d x. 
o 

(2.21) 

Cuya apl icac.ión. a •.la ecuación 

restr ice i~nes es~ec if i.C:as: 

<2.19), genera las siguientes 

CD f x fcxj d~ _:E[~J 
o 

CD 
J Ln x f<x> dx,,= .ECL.n xJ 

o 
;,- :._,: 

Por lo que·l·~:.funcióri~a maximizar;· es decir, el····minimÓ 

(2.22) 

(2.23) 

sésgo de 

f ex) . ci;;ns iste~.te ¿en Ús; ·~e·~t r;icc iones 

por POME, y de la ec'i.iac'i óri ~~nerCll : 
anteriores. es determinado 

f<x>=· exp <2.24) 

toma 

f<x> = ex~[-~~~ (2.25) 

,·, ·:-=- ;:· - - - -

donde: a ·,:a y•:a ··son ·los multip{ icadC:>res de Lagrárige; .. ,Debido 

que sati:fac~ iC>;/'a~ion;hs de l~ prob'abiÚdad,. susti.tó~ase la 

a 

ec. 

C2. 25) e;:, 

CD 

J fCx>dx C2.26> 
o 

.. . ... 
Si de la eC:Uaci6n.:anterior'se despeja a

0
, se tiene: 

Jmec-a.o-.a..>e -:~2 Ln 

o 

xl. 

dx 

JCDe-o.º er-a.•x ·- a.2Ln .xldx 

o 

.1 
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00 

J 
o 

-Q 
2 

Ln x· 
e · dx 

dx 

Al resolver la integr~l, haciendo: 

y a X .. 
por lo que: 

expC-y) - 1-dy 
a .. 

. 1 
-Q. 

2 a a ... .. 

(2.27) 

00 -c. 
J y 2 exp e-y) dy 

··º 

Empleandola·definición dela función gamma, Abramowitz y Stegun 

C196S>, se tien~ q~e: 

00 -Q 

J Y 2 expC~y)dy 
o 

ro-a > 
2 

por lo que: 

a 

1 ·· rc1-a > •-a. '" ,. 2 
2· .. 

Aplicando logaritmos a la _ec. anterior, se tiene: 

a o [ 
1· 

Ln ·--­
t. - Cl- -

a .< z· .. 
a Ln re 1-a •) - < 1 - a.> Ln a o 2 2 :l 
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Si de la •c. <2.27> se despeJa a
0

, 

(1) 

a = Ln J exp (-a x - a Ln x) dx 
o o" s z 

(2.29) 

Por lo que.,para maximizar <2.29>, los multiplicadores de Lagrangl! 

son relacionados:c:pn las rest.ricciones dadas por: 

Ci. 

por lo que,' diferenciando la ecuación integral c2;29) para 'aº con 

respecto'· a ª .. y ~z' se' tiene• 

00 

Sea u J 
o 

por 1 o que: 

sabiendo que: 

"ª o 

"ª .. 

expCa > 
,,, O,. 

.. u' 

, u• 

u 

Q) -a.-: X 

= J·.~x .e·" 
-:.::a, a.;-.:.. X 

e 2 .dx 
',o 

a) 

f-:-~ expC-a x --' a Ln xl dx 
' o,' '< :::· .. ; z 

"ª o 

a> 

J :-X expC:-a x ..:a Ln xl dx,· 
' ' 1 z ., (1) o 

¡¡¡;-
• expC a 0 J 

iJa o 
Da 

1 

:-J:,x expC'."7a ., - a x - a Ln xldx 
o .,. ' 'o 1 z 

00 r X f(X) 

o 
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Ahora, obteniendo 

Da 
o 

¡¡a 
2 

ila o 
aa:::-

2 

Da 
o 

Da 
2 

ila o 
ila 

2 

CD 

J -Ln 
o 

(J) 

x exp[-a x -a Ln xl dx 
; .. 2 

JexpC-a~~ xl dx_ 
o 

m· ' 
-JLn. xl · dx 

.O -

xl dx 

., ( )() 

xl (2. 31> 

También, de la ec. ·c2.2a> puede obtenerse y 
ila o 887"' _por 1 o que 

donde: 

éta' 
o 

.-Da-
- 2 

ila 
o 

éta 
-- f. 

a -1 
2 

a 
f. 

_..ª8 
Ln r < 1 - a -> + Ln a 

., - 2 f. 
- 2 

:a
2 

Ln r, <l - ª:? <= - "'.< 1 - a2 > 
--~- --

en la cual, ipC-J 'es la'tJncióO digámma. 

por lo que: 

ila
0 

aa-- Ln 
2 

2•-

Igual ando las expresion~s para Da
0

/i1a
1

, 

C2.32>, se. tiene: 

ecuaciones 

ila 
--2..= -Etxl 
"ª f. ; "ª o 

-¡;a 
f. 

a - 1 
-2 

a 
f. 
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(2.32) 

(2.33) 

(2.34) 

(2.30) y 



a - 1 z 
a 

a 
= - ECxJ 

si K = 1 - a z 

se tiene, 
K 
a a 

ECxJ (2.35) 

haciendo. l.o mismo para i1a
0
/ita

2
, ecuaciones <2.31) y (2.34>, se 

tiene: 

Ln ª• -~>poo ~ - ECLn xJ F Ln ª1 = y.i<K> - ECLn xl 

de la 

Sustituyendo ·.la· ecuación <2~37) en la <2.36), se tiene: 

Ln K - Lri Ec~:í 

'#<K> - ECLn xl 

JcK >. _;;. ECLn. X J . 

ECLn xl 'Ln ECxJ :~~K>:-Lnt<. 
,.. -

La ec. <2.38) puede•.utilizirse 'par'a • determinar K, que 

Sustituyendo .. '!
0

, .tiene: 

fCx> 

f (X) 

ex~[-L~ .:.. a 2> - (~2 "." .1) Ln~:a¡ .-::a~x"-:- ia2Ln x} · 

e~~[~2n r<Í a>+ <1 - a·>'l.f; a ax. - a·Ln•x]" 
•. · Z, z., 1·.· · 1 Z, 

exp [.:..t..:fl. 
, .'él. , _:'CL · ,,~"· 

a > f Ln a 
2 ~ x 

2: .1 1 

e' i.-·a. ,• > 

(

. ~[ :;,Z J. -a] 
: ¡ +. aix + Ln x 2 

. r<t,-a' ,•. 

'<1-'a' l a ····. z 
1 

r < 1-a > z 

' ' .z ' 
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(2.38) 

al ser 
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hac iendo1 b = 1 - a (2.4111>¡ a b (2.41) 
z z 

(2.42)¡ . 1 (2.43> • . -- a .. a a .. 
SI! tien111 

<2.44) 

desarrollando 1 o 

(2.45> 

(2.18) 

la que es precisamente Ciistribución Gamma de dos parámetros. 

Como conclusión se .ha ~btenid~ q~~; 
b:·., 1 - a· 

1 2 
(2.40) 

(2.42) 

Sustituyendo las ecs. <2.40>, C2 • .:Í.2> y K = 1 - a
2 

en <2.37>, se 

tienes 

ECxl = 

ECxl 

K 
a .. 

ab (2.46) 

.. ·. 

dado que K = 1 - a
2

. = b, s~.stituyei;ido en ec. (2.38>, sil tiene: 

1 ECLn>xl'-:: Ln¡Ec~J = Í¡¡(b) L Ln b (2.47) 

··constante·. 
. 1 

Por lo que, los paJ.-~m~t ros a y b, de la F"unc i 6n de O i st r ibuc i 6n de 
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Prob;abilidad Gamma, son esp11c i f i e ados en términos 

restricciones, dadas por las ecs. 

ecuaciones <2.48> y <2.49>. 

<2.46> y <2.47> o por l;as 

&Xp CC~(b) - constante)] - b 0 

ECxl 
a = --b--

Ejemp1o 2~2 

Sea la F'unción de Distribución de Probabilidad de 

Extremos Tipo ,r <Gumbel>: 

f" (X) 

donde: 

-e e 
-Cx-ul/á -e-y 

e 

-oo :$.X- :S_ 00 

Ol 

u 

y 

pará~~tro de~fbrma, 
pará~~tro-de ubicación, 

y cx"'uJ/a 

La función de d·~nsid~d·:ies,obtenida por-diferenciación 

C2.50) con 

f<x> 

f<x> 
-cx-ul/a e:. . 

Aplicando la definición• de el'ltro~1ia/: se tiene: 

00 

l [ f(X) ] 1 f<x>•Ln C f<x> l .dx 

-oo 
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de 

<2.48> 

<2.49) 

Valores 

<2. 50) 

ec. 

(2. 51> 

<2. 52) 



des•rrollando Ln C fCx> J, 

e f ) J L OI -
~e-Cx-uJ/a] - Cx-ul/a Ln Cx = - n L (2.53> 

Bustituyendo la ec.C2.53>'en c2.s2>, 

(1) CD 

'J : J ... ··· -éx-ulla •·J···••[x--;;---u .] ICfCx>J., Ln a.· rcx>.; dx +. ·e· .. fCx>. dx + ·.·. - fCx> dx 

-(1) .-co. (2.;54) 

dado que la función fCxS'satÍsfa~e~los •xiom•s de· la probabilidad, 

debe satisfacer la siguiente·rest~icciórÚ 
(1) 

J f(X) dX 

-oo 

(4.55) 

por lo que hacen fai'ta dos restricci.ones más, que se ',obtienen de 
1 a ecuación general·: 

Ci. 

(1) 

J gi.Cx> f(x) dx 

-co 

que al aplic.ar a ·1a ecuación <2.54>, 

específicas: 

(1) 

J e-Cx-ul/a f<x> dx 

-oo 

(1) 

J [ x : u ] tcx) dx 

-oo 

E [ e-Cx-uJ/a] 

donde u y a son los paráinet.ros, 

OI ( IX> 
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genera restricciones 

<2.57> 

C2.58) 



Por lo que la función a maximizar¡ es decir, el mínimo sesgo de 

f<x> consistente con las restricciones anteriores •• deter•inado 

por POHE, y de la ecuación general: 

f<x>= e>i:p at g i (X) ] <2.59) 

toma la 

f(x) = exp {-ao a•( x : u ) - az exp [- ( x : u )] } (2.60> 

. . 

donde ao, a•. y az· son 1 os mult ipl i_cadores de :Lagrange. 

Debido a que~cumplé lo~ axiomas de la probabilidad; sustitúyaS& la 

ec. <2. 60> en 

00 CD 

Jf<x> d>!­

-co 

exp<ao) 

.. -,-; ,- --.~ 

=··H~g, 
:.:a):c· 

integrando la 

haciendo: 

w 

Q u )] J dx = 1 

(2~61> 

(2.62) 

<Gradshteyn and Ryzhik¡ 1990>, 

para x -oo , w 00 
-

; par:;;;· )( 00 w 0 
dw. = e~Cx-ul/Q <~1/a) dx 

dw .. = :cw/a) dX' 

dx =. (Q/W) dw 

por lo que: 

o 

exp (ao> -aJ 
e -az w dw C2.63) 
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•XP <ao> = 

ahora, sea1 

t 

dt 

dw 

por lo que1 

exp <ao> 

o también";· 

00 

a J w aa-a 

o 

az w 

= az dw 

= dttaiz 

.o 

-az e 

w 

w dw 

t/az 

-t • dt 
az = a . 

Si de la ecuación <2.GS> se des;peJoa ao, 

ao "' Ln .a - at Ln az" +·Ln rC;u) 

(2.64) 

00 

o 

(2.65) 

(2.66> 

(2.67) 

Si de la ecuación <2.67.>, se.deriva parcialmente con respecto a at 

y az, se tiene: 

- Ln az + 1¡11(aa> <2.68) 

dondes y.r<·> es la función digamma. 

"ªº Clii' = -aa az (2.69) 

•, _:.J ·/>. ~:.:;·: 
Por otro lado, ~.e.'!ipeJafld() de la ecuación <2.62) ao, y derivando 

parcialmente con riisp~C:to a .aí. y az, se ti11ne1 

00 

ao = Ln J exp f aa( x : .u-J - az exp ['" ( x a u )]} dx (2.70) 

-oo 
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obteniendo 

-H >< a u Jexp {- at ( ~) - ea exp [-( >< a u )]} dx 

-m 

"ªº -¡a¡- -.E 

-m 

a> 

"ªº ¡az I ~ -cx-uJ/ot. 
~ f<x> dx 

-oo 

Bao __ E 

"ªª -
igual;mdo ia C2.71>, 

- Ln az + lpCaá = '_: ~::r-x-· -'--'-''-­

Haciendo, y= Cx-u>/a Cvari~tiÍ.e.reducida> 
- '.", '< ' 

1 ~cy] ... Ln az ·_ .Y1Ca1) .. r 
i00 

(2.71> 

(2.72> 

(2.73) 



igualando la •cuación <2.69> con <2.72), &• tivnv1 

Dado quv1 

E [ >e ~ u ] = EC y J = 0; 5772 

0.5772 1 constante de Euler. 

y 

E C e-y J .1 

. ªª 
az 

Sustituyendo l.a vcuaciÓn C2.76) en la C2.74>, 

a:a. 
az 

por lo cuál a.t y az pueden.tener los valores: 
--~ '. -' - .. - . 

c2. 74> 

(2.75) 

(2.76) 

(2.77) 

a.t y (2.78) y (2~79) 

<2.78> y C2.79> en C2.73>~ 

(2. 80) 

fCx>= e>cp {-L~ OI +' ªª Ln az .. -L.~ r.ca•> - aa[)( ~u ]-

az e>cp [-(~ )] } 

f(>c)= °' rcaa> exp {-a•e ~ u] - az exp [-e ~ u)]} <2.91> 
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sustituyendo las •cuaciones (2,78> y (2.79) •n la ve. (2.81>, 

f<x>= 
OI 

exp { -[x ~u] exp [-(>< ~u)] } 

la cual es precisi~mente. la ·distribucfón EVt. 

Los estimadores u y a por el Método de Maxima Entropía se obtienen 

s•leccionando valores de u y a de tal manera que sv cumplan la• 

•cuacioneB (2.75> y <2.76>. 

UN ALGOIU TNO PARA LA ESTI NACION DE 

LA FUNCION DE DISTJUBUCION DE 

EXTREMOS TIPO I C GUMBEL> A PARTIR 

ENTROPIA CM•todo de Phien <1987)1, 

LOS PARAMETROS a 

PROBABILIDAD DE 

DEL PRINCIPIO DE 

Y u DE 

VALORES 

MAXIMA 

Las restricciones del modelo <EVI> obtenidas a partir dvl Método 

de H~xima Entropía, ecuaciones (2.75 y 2.76>, pueden escribirse 

como: 

p EY Ny 0 

Q=EV-N 0 

donde: 

y 

V 

y 

N 

se débé interpretar como .. I:. 

es la v~ri~~le reductda .. •=•. 
e-~ 

0. 5772: es 1 a e ()ns't a,.;t~ de. Eul er. 
-;:·- ,, ,· '· .-

El método .. de:•Ne~t()n'<Ri~·~. 1~:~~/<í~ .• ~·~·~ .. ~.···· 
este si~te~a'FÉf 't'a:i' J~s~, el sistema de 

(2.82) 

emplearse para resolver 

por· 

<2.02> puei:l&:r:esolverse iterativamente comos 
. ·"' . ··",'; .. ""'•" ,_., ·. 

[
ª] . ·· ...•.... [•·.····.ª~·.·.•.·.· .... !.··.·.···. · ... · .... d~··.p···.·.·.·.·.···J.·• .. = .. · .. : - R ... 
u . ·.u···· ··· ·Q: 

i.+A ··:, .. ¡,··. . , ·... i. 

<2~83) 

donde todos los·.términos de la derecha son evaluados con los 
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valores conocidos Ci) de los estimadores a y u; y la matriz CRJ 

está dada por: 

R =[E 
ila· 

N'y - NJ 
.EV 

<2.84) 

y V 

Aproximando los elementos de .la matriz CRJ por sus esperanzas se 

obtiene CPhien, 1987>: 

: r y 

~ 1 - r> 
_:] <2.85) 

donde: 

a (2.86) 
N 

Por lo_tanto~ las.c6rrecciones para lo~ estimadores, a y u, por 

Máxima Entropiae~taA dadas por: 

da ~ <P.+GI> du <2.87> 
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2.5 RESUMEN DEL ALGORITMO DEL METODO PONE APLICADO A LA 

DISTRIBUCION DE VALORES EXTREMOS TIPO 1 

A continuación se presenta en forma resumida el algoritmo y su 

respectivo diagrama de flujo del método de Máxima Entropía 

aplicado a la Distribución de Valores Extremos Tipo I. 

Adicionalmente, se ejemplifica su aplicación a dos estaci"ones de 

registro. 

A l G O. R 1 T M O : 

1. Estime·· 1 os· OI y 

denotados com6. ~º ~ uo.• ' • ·•·•·•·· • .. · .. ·.. •. ·• .: . .·• 

Calcule P.y o'di/~~u~rd() a la ~cuaci6n\C2;82>J Si 
5tan~~ 2. 

3. 

se aproximan a cero,•entonces 

contrario'can~i~t'léc~n e;~.paso·.3~· 
Calcule! f_;.s correccione-s'dci.y,dude 

proceso; ,de lo. coni:ra~io co~'tin¿e? 
4. Calcule los 

~ -= Ol·~"~~-:·~d ;.: Ui 

y regrese'.;¡ ~~~i:, 2. • 

P. y 

Cuando se, C:óncluye:ei 

denominados co,;,o los. 

proceso, los ,valores de' l.os est iinadores 

1'11xima Ent~opía: . ' .- ,· . . . 
··-- ·-,-- ,- - - .-

c ont i nu~c i ón se. describe En el 

u 

Q 

lo 

el 

son 

el 
-·.:· ··,, 

desarroll.o ºde: la t~oría. dei los valores ºex.treºmos. ··y las 

carateristicas d~ las dist~ib¿c·i~n'es univár:iacla.s /tiiJ:;.riadas .. ÁsÍ 
también, se d~s~;/~11a un. alg~rítmo para c:1.;;1:~~mi.n~r les 

estimadores por M.tÍx i;;;a < Ent rop í ~ de· los parámetros 

Distrihuc~ón °de V~lo~e~ Ext.reJnOs Úp? U.· CBEVl l >. 
de la 

1'!14 



DIAGRAMA DE tLUJO DEL 
METODO DE MAXIMA ENTROPIA 
APLICADO A LA tUNCIDN 
EV 1 < GUMBEL> 

inicio 

·"' ..... . ''':. ·' y(i), +. sumy" 

EXPc;-;-yCi_> ~·· + s~me>'. 

fin 
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Al'LICACION DEI. METODU DE MAXl~IA ENTIWl'IA A DOS ESTACIONES DE REGISTRO. 

TABLA 2.1 GASTOS MAXIMOS ANUALES: EN MILES DE flJ/s 
TENNESSEE RIVER ATCllA'ITANOOGA, 1875-1931, 57.AÑOS DE REGISTRO. 

AÑO <1ASTO AÑO 'AÑO 

1875 Jí>I 1885 .. 26tJ . 1895 
1876 349' 1886 259, '1'896 

1877 3 IU .: 1887 '25•1 ;1897 
1878 285 1888 < 254 189ÍI' 
1879 283 "' 1889 252· 1899 
1880 275 189(} 252 1900' 
1881 271 1891 252 19111 
1882 269 ' 18112 248 19112 202 
1883 267 181JJ 248 1903 201 
1884 266 18'14 241> 19114 195 

TABLA 2. ESTIMACION DE l'ARAMETIWS 
MOIJELO: FUNCION IJE DISTRIUIJCION llH l'ROllAllll.llJAD 

DE VALORES EXTREMOS TIPO 1 (GIJMllEI.) 

METODO: I' A R A ~I ET I\ OS: 

JI " 
MOMENTOS: 182.3513 •ISA048 
MAXIMA VEIWSIMILITUIJ: 1811.5741 51.9509 
MAXl~IA ENTROl'IA: 17').6(192 511.0514 

TAllLA 2.3 <1ASTOS MAXl~l!JS ANUAi.ES: EN 1113/s 

1909 

1910 
1911 

il912 
'1913 
'1914 

ERROR. 
f:STANDAR 

I0.870ío 
10.9262 
I0.37011 

ESTACION ~IEZCALA, RIO llAl.SAS. rnw .. 1962-1976, 15 AÑOS DE RECJISTRO. 

AÑO GASTO AÑO GASTO AÑO GASTO 

1962 1453.U 1967 2336.() 1972 1416.0 
JC)(1J 914.0 1%8 968.U 1973 2432.0 
19M 870.0 1969 2SMUJ 1'174 f.161.0 
1%5 f.IC.0.0 19711 1338.0 1975 1330.0 
1966 861.() 1971 1691.0 1976 2439.0 

TAllLA 2. ESTIMACION DE l'Al\AMHROS , ·. . 
MODELO: FIJNCION DE DISTRIBUCION OE l'ROBAlllLlllAI) 

DE VAi.ORES EXTREMOS Tll'O 1 (GUMllEI.) ., 
~. . .. '. \. 

~IETOIJO: . I' A R A M E TI\ OS: 

:1• u 

MOMENTOS: 1298.7312 468.4593 .; 
MAXIMA VEROSIMILITUD: '1269.9120 ,·· 455.6639 
MAXIMA ENTROl'IA: 1300.66111 465.1160 

106 

ERROR· 
ESTANDAR 

201.2467 
209.0581 
202.7717 

GASTO . ,\ÑÚ . GÁSTO 

'178 ' 
'.167°. 

166: ' 
'164 
.163 
1°<>2"' 
157,, 

d46' 
146 
143 

142 
134 
133 
125 
123 
108 

85.9 ' 



CAPITULO TRES 

APLICACióN DEL MtTODO DE MAXIMA ENTROPIA A LAS 
DE DISTRIBUCióN BIVARIADAS 

FUNCIONES 

3.1 ENFOQUES EN EL ANALISIS DE FRECUENCIAS DE AVENIDAS 

Por un largo tiempo el hombre ha buscado, por algún medio, 

predecir y controlar,· l'as ·avenidas;. sin embargo, debido que ··estos 

eventos son ~s~~~ i~Í~~·~{e "~i~a'to~ibs, es necesario q~~ · apropiados 

procesos estadí sti~os ·~e~n d.esa.r~ollados, ~on e.l .f il1~~de d.i ~eñar:~ de 
una man~ra, mÁs ~aÚ s f a;C: t:6"ri ¿¡;: l~s e~t~u~t~rél's :h i;dráÚl i'.:ás: La 1 ar,ga 

espera de·la'•técni~a.:d~f'élÚnsf~ de frecÚenci.;,s ide ávenidas llegó . . 
a la realidad a principios del sigt'o'xit,/y desde entÓncés; 'se' h~n 
ten ido significCI\ iv()~ ~\fán~e~.; .v~rios, ~n f6dú~~~h~~{~~db': p~opt.Íestos 
para estudiar este.P~~biem~: si?ri'es ,;¡nÍ.télle~'y pélrci.fi1'€>~de>g~stos 
máximos, An.ál is is. local y.• regional' Enf6ques. uni.vada'dÓs y 

multivaria.dos, y'.: En'r~:q'ües•par'a'mét?'icos :y •n8-p~rélrnétric'6s• de· 

anal is is de frect.lenci~s de avenidas~ 
. : '~ .. <:·. ' . . :.. ·,. '.· ··;. ', . i ' . . 

La mayor parte de .los estudios 'en el pasa'.do h~n .sid~ rE>al iz~dos a 

través del uso de di.stribucionE>s univar,iadéls. Cuat~o · .. ·tmpo~tantes 
resultados r;~la,tivoscon~l~nálisi~ de fr~cue~cias de a\/enidas 

han sido derivéldéi~; lo~ cuale~ se; ihdicCln a cin'ti'ii'uació'n: 

1. La identificac-ión del tipó de función dé distribución de 

probab i 1 i dad qué m~j or se aj tist a a .1 CI d, str.i b~c i ó_ri.. de ··· freéúenc i as 

de los datos reate;;;:~~ sido una pr~g;.;;.,t~ clave 'eri ~i'a~á{isis de 

frecuenciasd~ÍaverÍid~s <Wood a~d.Rodrígurn.,-Iturb~,· 1975>. Se .. tian 

realizado varios·· . esfuerzos para proveer .bases físicas 

estadísticas para seleccio'riar Una. f!unc~óri de 'ciistribu'ción 

probabiliÍ:lad,·.pero ell'oha caus,;id6mayo/ c~ntrov~~sia entre 

hidrólogos. 

y 

de 

los 

2. Cualquier~uevo ~niotjue para el anal isis de free u ene i as de 

avenidas debe ~6strar, en todo caso, que los parámetros estimados 

son más confiables que aquellos calculados a través de enfoques 

11217 



existentes. Una comparación puede realizarse ent~e las varianzas 

de los parámetros estimados basada en los diferentes métodos. La 

proporción decintorma~ión 're1ativCI es un·camino conveniente para 

llevar a cabo ta1·c()lll~ar:~ctón. 

per:fecc1ona;~f~n~o>de• una ine~od()i~~ía ·para 

a ~·ar:t i~ . d~ ~~t~c io~es trans fereríc (.; aE? 
de medie i ón <co,::; ~eg i st~o~ ~ás am~l io~ a a:~~e¡{j ()s b ();, ?~~ i~t~os máS 

cortos es una firial.'idad.: E'~f():.~eJ6rar'ía'; y~· estima2i'6r1' de los 

parámetros re~u~r Í cid~ • para ll ~va~· a '~abe>! '.'.;~i . :~ríá1 Ísi s de 

free u ene i as ~e· ·a ven i J~s. Tos .en r oC!J~s comu.ne,s, par: a •. t r~n~terenc i ª 
de información; ~etjuiE?~~rí l·~ 'ríor~afizacióríde l()s C:latC>s''~on eÍ fin 

de aplicar la~,~~toc:f~1()~í.as~~s~r:roll'~cÍas' ba.fo:• ia· .. ·cohdicióri. de 

normalidad. Sin. ~~b~;~C); ··C11:~ún m~J~rami'ento :~Jecj.;;· se~ . obtenici() 

empleando pro~ed i mi <;>,,to's ~pl i e ª.~.1.es par: a ~ar,i ~?les'. nc;:i-noY:mal es • 
. -···. :. . 

.· -''. ;. 

es tan 4. A menudo, Jos datos de ~astes ~áximos an~al~s no 

disponibles,'donde·.·s~·~··equieY.en; b()~ ~S~mpio,i agÚas abajo 

confluencia de dos ,..·í ()s,' Si 1 os da'to~ · son ci isp6n i bles 

estaciones hidroinétri~as aguas ~~;ibX dela confluenci~; entClnces, 

de 

en 

l.a 

dos 

la distribución .J ocal de a'venidCI~ de-:105 dos sitios pueder{ ser 

emple~das pi~a d~t~~mi~a; l~s prb'b~b{i idad;s d~· los 'ga:;;t()s aguas 

abajo de 1 a conf·l~eríci~. El uso .. de dÍsfribucfones bivariadas y :: -- . .- .. ,. ·. ·' 
multivariadas,• én gene·~·aL,_ 

atacar este pr()b.Iema~ 
.: .o>",·.. ' ·" · ... : . ' 

Las distribuciones uni~~riadas hah .sirlo<arnpl-iamente:· ciesairolladas 

y aplicadas pa~a-,;/r an~/i~st°;;;'de fr~eu~~c;:~~~~ avení das; Unamenor 

atención han tenido las{di~tr\bucione~ m~ltiv.;;ri.ada~. 

efectos i nde~e~bl e~ · cie 

par:a reducir .·los Los proyectos .de r:di'ntrol 

las cuai'es ocurren 

aleatoriament,;. 

Un proyecto que el'irninaüe todos.los efectos negativos en un año, 

puede no ser sufid1ente para proveer. completa protección al año 
siguientr,, por lo bue iós proyi~ctos- so~ diseñados con base en el 

11218 



análisis de un amplio rango de avenidas. 

En el análisis de gastos rnáximos anuales, se han maneJad6 diversas 

funciones de dfst~iti~ctón :dé ·~robab-ilidad como opciones; para 

modelar a l~·s mS~s~/~sq~~ se ~~t,~n analizando. Dentro:_de .ese 

grupo de distri.bu~ione~ de 'probabi{i~ad, __ d~~t'a~á '1~-- .muy cón6c.ida 

distribl1~ fó,:;¿de v~J.i~-e~ ~~tr~~ds G¿·lll~ei ,CTi¡:i;; Ú ;. 
1

Las •·-_,-otras dos 

distribucf~nes-eké:~lllas son n1eno~ c6nocid.iis: F:ééhet T!Pº y 
" .. ·:-.... ~·:.': 

Weibul 1 :· 

funcional 

'tia 

-_-___ ---· .. ;·. >',··' ,;; -· ,_ 
El nombre i::le -Val ores -Extremos .es .:asi gnacicí;a . 

debido .a q;:¡e pt1edei, ~b(e~~r~~ c6m~ ;;i~t;ibUci~~~s :1 imite en.'-+ oo) 

de l.os val 2iy-es Oiás gran.des . Eiiitre -__ · ·n•• war i~~Í ~s - i'a1e~~6r ias 

independient.;,~,' ~ad~-·Uri'á t~nfe,.;clo 1'3 rnisma ~-i~tY:'·11JU¿i¿~ contii.~ua. 

Las condiciones 

.· ·:_:: '·' ., .. , . 

al Las ob'si;;rvac1ones de>l'a_ cu.ál los'_valores 

deben ser lndepe,.;die~te;;; 

-distribuciones 

b) Las observ~é:ionesdeben-ser_ confiables, y estar hechas _b_aj_o 

idénticas ·~ondic'i"orf~~; 
~-> ·:_· ) '.'.~- ·: ·-.,.. _.;· -:_-~ .. '... . . •. ' 

c > El número. ct'e.'.2o1Js~rvác iones _ex:tremas, n, debé_ ser gr-ande'. El qué 

tan grand~ ~~be·~~~.l'ldep~,.;de d~ ~a;d:istribución inicial y del 

grado de p;~tisi ón bu~c;,;id?,' ;y 

d) La distribución, inicial, de '1a cual son tomados los valores 

extremos;_ deben per.te_necer::- a uno de _los tres tipos menciÓnados 

anteriormente. 
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3.2 SOBRE EL DESARROLLO DE LAS.DXSTRIBUCXONES DE VALORES EXTREMOS 

La teoría de .lcis valores e~tremos describe el comportamiento 

aleatorio de lo's enésim~s v~i~res'..hás gra~de'·o .más pequel'los de una 

muestra -de dat-65. 

<extremos comenzó en 

~rt¡€uiode L. Von:,Bortkiewic_z, donde se 
~ . - . 

pone de fas v'.ií1or'es' más . muestras 

tomadas de· poblaciones nueva 

distribución> 

En 1'323, 'R. V~~ también ·en·.· Alema'nia, irifroduce el 

fundamental·. con~epto ~citeiná~icd: d~l v'a'ror; ~~~e~-~ciof éie'í ~l ~~e,:;to 
más grande de ~~a mu~~t~a;de da~_o~i~d~'n801 .con esto,'"el in~iéi·~· al 

estudio de fa:- dist~i'3-uc ión 'iisintÓti¿a·· cie'! ~~1'8~E's• '~xt;~~C)s en 

muestras de'distrÍbÚcio~~s" norma'le·s~.:Los .já¡(;',:.e,s··--'~á~ Jy-a~de,s. en 

muestras difere~tes-ci'1~~no~ln;í L. : Oodd 

en 1923. 

En 1925, L. H. c. TippetobtUvó,lasprobab·il¡d~des.dé los valores 

más grandes pay-a• 

distribución 
.;·:· . :· ', ' 

En 1927, M. F'r~cllE't' p·~bl ic~' el ·primer artículo donde describe 

obtención de la distribu~ión,asintótlc~ 
una clase de tndividua'í. 

una 

la 

de 

En 1928, R. Fisher•y L.~ H •.. c .. Tippet' púb'iicaron el art icúlo que 

es considerado el c'iiniemto de l'a i:eoriá a'sintóflé''a. -de lás 

distribuciones cle>va'í.'or~s·extre~'o~. Elios ~ncon~raron, en forma 

independiente, i~~ di.stribuci6n .· asinÜt i.ca de· Fréchet, y 

construyeron otr~s dos~ 

R. Van Mises· 

condiciones 

: ·' '· 

Cl~35) y A. 
necesarias 

G~edenko C1943> contribuyeron aL dar 
-·y· su f ic i ente_s para validar 

distribuciones asintót'{cas para los valores más grandes. 
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Los desarrollos teóricos de los años veintes fueron seguidos en 

los años treinta por aplicaciones prácticas usando, los 

estadísticos de.valores extremos<de distribuciones del t·iempo de 

duración.de la vida humana'· CGumbel'~ 1937>, 

Desde 

extensi vaniente a .'otro's campos. q'ue 

datos ,;;e~e<:>~c'.;1ógic<:>~, · • ~fecto~ 'd~ / 

sobrevivenci~· de_. ;,;;i.:Y"<:><:>rg~ni~~o!;;, etc:, 

r~siste~Ú,;¡¡ .de 

: ~~Í ic~dos 
·~"i,~ni~s, 

Con respecto a su· á'pl icaCión an'áusis:. de frecÚenc ias de 

gastos máximos ~rni~irno~/·s·ec:uent'a',con.los artículos:~E.>~hos por 

CÍ94l,:. t-94~,:194s)~t947,~. ..· Gumbel 

En artículos pioneros,· Gu,;;bel·''(f959; 1~60a>, propon~ al gunbs •tipos 

de di str ibuC: i i>n~s' ~xponei~C: i~1~~- b iva'~[~cl~s. ( F><:>ster iorn;e.:ite, 

mismo <Gumbel, Í960b; \962, f9G7> exte~dió su teÓr,ia 'a 

distribuciones mutti.;.,~·riaba~'de ¿arci~e~ extr~mos~ 

' 
Los trabaJos•de c1arke (19s0>,- Rueda ( 1985) 

reportan redL~~io~e~~ ~Ígn Íii:~ at i ¿as , en 

parámetros estimados .meciiaílt E.> Tas di stri buC:'i;;'nes~b i v~~ Íadas~ 

Después de est~s t~a~aLs;•'T~kahashi C1~~7,.19ss) reportó ~lgunas 
propiedade~ 0 _de .~l~s-;"'~i~:tr,ib~ci6~es\ mul0tfV~Vi~d~s-·<c:fe ~-,, valol"es 

extremos;. E:~~ aÍ a'~t~ . Cl 991) •re..ai i ZÓ Gn e~f~di~ sbb~e las . funciones 

de distribucióíl.'c!e py-o~abilidad trivariadas de valores extremos 

aplicadas en· hÍÍ:lrologia; · 

3. 3 ORIGE~. cARAC:TERi~Ic>.$ Y PR()PIEDADES DE LAS. oisrRI:eucroNEs 

UNl: VARI M,k;: oE:'• ,,:.¡r..oRES 'EXTREMoS 

Las distribuciones de valores extremos fueron obtenidas como 

distribuciones límite de los valores más grandes. o más peq~-~ños .de 

una muestra. 
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Si x<l>, xC2>, 

continua F<x>, 

... ' xCn> es una muestr~ aleatoria de una población 

el r-ésimo valo~ más grande es ll~mado el 

estadístico de r-ésimo orden;~sG ~alor será - de~otado como xrrl. 

Por 1 o que; el · tnás peqúéño \/~} or .. .ri~estral : 1 e!~- Í< [ 1 l ,.y :el; másc grande 

es x[nl. PÜ~sto;~ue•l~ ~i!5tribu¿i
1

Ón,;d~ l~s )¿r5', F"<x>;i ;~~~dé ser 

interpret~d~c(),.;~-{a'. pr~b~b;ilidad,de que X·tenga'~n;-~a'.1.!i~ .iie~o~ o 

igual a algún: ,valor e;~p~C itic6', X 1 }a ' prob~bf 1 idad <c!~f que 

exactamente /el~ las x•s é:'aiga'cie~tro del irÍté~,;i11C> -~e;/a:cl() c:.:<XÍ,xl 

y Cn-j) c~r~a', en el' i.~f'e~v.i16 -~bierfo (x Ín>' esCi'obte'nida 

sustituyendo FCx>;p¡;r_la p·;()·b~~i¡idad en la serie binomial: 

( 3. 1) 

·'-- ,.,-·~ 

El RVento x[r] s z•ocurre si y.solamente si, r o más de las xCt)'s 

caen en el inter,valo_.-: C-oo, Zl. Por lo que: 

xrrl 
n 

=E(~) 
,.: j~r 

Fj C Z) [ 1-

1 os• miémbl".os· más 
" ':. : ~ ' '. 

En particula:r, la.función de. .disb· ibuc i ón de 

FC x[nl > C3.3) 

Si exist~ una forma,l.imite para los val~res más grandes de x, 

Lim (3.4) 
n --. oo 

esta es llamada l~ distribución asintótica de los valores más 

grandes. -

Se dice que F,C_ x[nl >.es .una distribución estable para los más 

grandes valores, si existen coéfj¿ientes de.atracción' an y bn > 
tal que: 

0 

(3.5) 

Esta ecuación fü~-obtenida por Fréchet ( 1927) y es llamada el 
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postulado de_es~abilidad. 

Las distribÚci~~es limites fueron obtenidas al resolver la 

ecuación <3 •. s>':c-bni'iderando-el valor de a= 1 para-la distribución 

Tipo I CGÚ~b~1J) ~~.;, 1 para l~s di~tribu;iones Tipo II CF"réchet> 

y Tipo III CWe_ibull>, su forma final es: 

Dist.ribt1é:¡Ón GL~1-
FCx> = expC~expC- x>l 

Dist.ribui:t'ón Fréchet. 

FCx> 

FCxl ex_p -x-;r>_, 

Dist.ribución Weibull 

FCxl 

FCxl expC - ·-C- ,;,f1, J 

-CD ( X ( + CD 

si X ( 0 

si X ~ 0 

si X ~ 0 

si X ( 0 

(> > 0 

(3. 6) 

(3. 7) 

(3. 8) 

C3; 9) 

(3. 1111> 

·'. - -

En 1955, Je-nk-inson ·obtuvo :la solución general- de• la ecuación 

funcional queidebe.satisfacer los v"ai~re~ e'~tre~o~ CecLaC:ió~ 3;s>. 

La sol u~ ión-••resuÍ tante ha' sido 11,,;mada -."Lá Di~t~ibLción G'e~eral•·• de 

Valores Extremo¿,; (G\16, la ~uaí ~~2r~s~~t~ ci.ire~tament~ -·-a· las 

distribuciones n y ÍÍ l. La d i~t~ibucd~ ;Úp6 °l' re~ul ta como una 

condición limite de la di~ty-ibució~-g~l1eral ~~ v~16res e~t,...;;.m~s. 
-~~-..:.~-:___:=~:~ _. __ ··. ·- ----

._ ·.·.-'. >:. 
Cada distr-ibución esta caracterizada.poy- el 

parámetro .de forma; (>, es~ecí ficam~nt'e: 

al Distribu~ión . Tipo 

b> oistribución _:Tipo 1i:. <Fr_échet>; 

el oistri~u-~i~l1 Tipo:111 CWeibulll; 
' ,' .... _ ··,··- .. ,·.-

Origen de la Dist.ri~u~ión G~ ·. - ,- . 

·-:'::_ ' --·.-- , , 

_valor 

para 

para 

para 

_·que toma el 

(>. 0 

(> < 0 

(> > 0 

Considérese J.i: m.uestr.as, .cada-una ,de tamaño n, que han __ sido _tomadas 

de la misma pob(adón:- Eri cada muestra existe un valor máximo y el 
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valor máximo.en las.N x n observaciones es el máximo de los N 

máximos valores tomados de ·múestras· de. tamaño n. La distribución 

del valor máximo en 'las N X .n observaciones tenderá. hacia l_a 

misma expresiÓn;~~in'tÓ~ié:'a tal y como '1a· distribución del •valor 

máximo en 1 as mJ~st;:'as de tani'~ñ~ n; :si~mpr~ y ;c~ando taF ~si~t~t~ 
exista. 

Dado que ~na transfc:,;m~ción· lineal cno :~ambi.;i. ra: forma de la 

distribución, la·probabÚidad d(c?qi,ie·e1· valor.máxi·~º ;.~~·,~~Ac:,r que 

X, debe seriigual X l~ ~r6b,~bÚidad de una fu~ción•' "úh·e~l. ci~ .x, 
rnumbe1; 19ss>i la <:: ~~1.e~ 're~re~eiAt:.ada. por \ ~ . ecuaC:'i ó'ri <3. 5) • .;• 

e~~--[~~-:Y',")} /tom~n~o•ctoi Veces, el' 
'. _:;.,," 

Suponiendo que.'F 

natural en· (3.5) se.ti~;,.; 
"'\ ~·-- :': '. 

---, 

Ln(n) y<x =-y(a x+·b·.) 
'<'n_ 0 :" • , n 

Si se desar~olla <3;11) 

se llega a la··sigUienteiexpr~si_ó~: 

Ln Cn) -y <b 
, n. 

CX - X ) 2 

+ 
2 

º" 

:\'./.~ 
a· X 'j' 

n, -o_.-. 

logar: Úmo 

-. 0, 

(3.12) 

y dado que'la e'cua~fón _(3.12) es válida para:;eP rang·o de valores 

de X, pue'~en obfa~~;~~ 

y Cb + a 
n n 

Y'< X ) 
o 

+.a 
n 

0 

. . 
donde Ct) esta: asociado al cirden de la derivada 

usando <3.13), (3. l4) y .(3.15), se .tiene: 

y' 11 < b + a . x·. ' 
n n o 

114 

(3.13) 

(3.14) 

(3. 15) 

y para t 1 , 

(3.16) 



El miembro de.1a derecha de .1a·ecuacióri e3,16J~ depende sólo de t, 

y puede esc~ibi~se como el. Dado que para ~alores que varían de n, 

eb +a x.> toma todos los valores en el .·rango de X, s'e tiene que 

Pª~ª t ~ 1~ 9 ~~e~'ailn~~t:~. (3: 16> >s~ trá~sto~ln~ en:. 

•'' '- ·-,.-
1 • ,._' ' 

que al·difer:encial-:1.i con,.respe~.to .. a X queda: 

y la 

e = t 
l+A 

de donde 

el = et - 1 > -' 

··para t 2!:: 

de las ecuaciones e3.17> y (3.20): 

E Y' 
' . . ' 

<X > 
o 

la.expansión cie'.:ycx> en potencias de ex - X > es: 
o 

ye X> 

e3.17) 

e3.18) 

e3.19) 

e3.20) 

e3.21) 

e3.22> 

y sustit.uyendo Y.ex~> como aparece en e3.21) y haciendo los cambios 

de variablesde:y.'~Xó> por W, eL por k.y 1/kw por a, se tiene_que: 

1 
00 ex - X )l 

ye X> E 
o 

k l· 
l=A .t a 

e3.23) 

esto es: 

1 
[1 

ex X 

º'] ye X> Ln -k- a e3.24) 
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<X - X > o 

y'< X> 

a < 1 

y de <3.13) y (3.14> finalmente se tiene: 

nk a 
n 

b = <X .+ a> 
n o: 

k < L -. n > 
: .. ' ·,. ,' 

La ecuaciÚ1 <3.5> 'puede é'séribirse como: 

Fk <Xº+ ex, Xº> ) =;P:<X~+..-0•- 'nk; +. ¡,k<X Xº) 

la cual, situ~ndci ar~i~rariamente el origen de .. X donde Y 

produce fin~lmeni~~la sCÍlu~fón general a·parti~ de (3.25); 

X=a<1-· 

o bien, su· inv.er.sa: 

y<X> 1 
-k- Ln Cl -

(3.25) 

<3.26) 

(3. 27> 

(3.28) 

<3.29) 

0, 

(3.30) 

(3.31) 

de 'Si en esta sol~ci'ón'. se 'considera l'a existencia de Ún parámetro 

ubicación ';Ir .y si ·1a' ~onst~nte a repr~serita el co~i~n~~·· del 

parámetro de foY.ma ¡~ ~obr~ ei J~~ámet ro 'de e~c~la a, se ti ene la 

forma fin al de \~'funéi ón d~ ~!i k~'~i.l:>uc i Ó~ d~ ~r~bab i Í f~a'd .. de, la 

distribución g~~~r~i cie vá1CÍ~e!' r,;xtremos' <GV~>, ;·.;l ~u~l e~: 

F< X> (3.32) 

La función de de~sidad,~e protJ~bildad es: 

( X a - U J ~ ] 1 /~} 

( 3. 33) 
donde: 

u es el paY:ámetro de Úbicac ión 

a es el parárlletY.o de ¡¡;scal a, a > 0 . . ... 

~ es el parámetro de forma 
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Las características y propiedades de las distribuciones Gumbel y 

GVE son de acuerdo con NERC C1975): 

al Dist.ribución'de Valoi::es -E~t.remc>~-,Tipo ·r :CGullll:iel) 

La función de_dist¡;.ibuciÓn ~~u~¿ia'c:la ~s: 
o:,i".-:'· ·-

' -<x.:...u>/OI~': 
-e -

e FCX> 

La función de densidad Je proiabi l i dad es: 

fCX> 
ot -

donde: ' _ _ -: 

u es el parámetro de ybicac i ón -

a es el p~rámhro d_e•escala, a > 0 

(3.34) 

(3. 35) 

,; .--,,, '·. 

la moda está-en x_~ u , ia med(a,~varianza y el sesgo son: 

Media = ¡, "' E'c x) = ~-- + -C'ct' = u 0; 5772 a (3.36) 

(3.37) 

sesgo= g~ = 1.14 

la variable- .x,_por: 

y = X - U 
ot 

(3.39) 

La función de dist~ibuclóM acumulada ~e l~ variable reducida ~s: 

- _-·-~~-; 

F C X) 

y su función de densidcÍd de:probabilidad es: 
-- :..y 

e e -y -'- e ) f<X> 
ot 

la media y l~ varianza de la variable reducida son: 

µ = 0.5772 

2 
rr 

-s 
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b) Dis~ribución general de valores extrelllOs GVE 

Las caracterí~~ic~s y pro~ie~~des para esta distribución deben ser 

establecidas p~~~;;c~da'ü~Cl;-de sLis·_ramas. 

La relación entre la GVE y la variable reducida de valores 
~ ' ; . '. . . . -

extremos .Tipo:.r·es: 

x = u + el: W 

y 

w 1 - e ..:ffy 
e----,,~,---

e3.44) 

e3.45) 

donde W es la variable reduci_da general _de '."ªlores extremos; 

La distrib_ución_ gerieral de va_lores extr_emos·es del Tipo II cuando: 

et > 0¡ ~ ( 0¡o e3~46) 

si la variable re:ducida y para )a distribución de valores extremos 

Tipo II 

y = 1 - e3.47) 

sus distribución y _densidad son: 

G Cy) 

y 

g Cy> = -

la media y _varianza _de'las variables redu.cidas son: 

µ = re 1 +_ ~- > 
a

2 = re 1 .+ 2~ > .-/r~C 1 '+ ~ > 

donde re·> representa la_ función gamma completa. 
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El sesgo correspondiente es: 

_·,; :_, ,-
(3. 52>. 

la median.a y la •moda de, t~ va~i~ble reducida son: 

mediana (3.53) 

moda (3.54) 

< 0. (3.55) 

La distribución gen.er~L.'.de •_.valor-es extremos es del Tipo III 

cuando:· 

a > 0 (3;56) 

si la variable reduc.ida . la distribución de valores 

extremos tipo I rr .·se .e'~á.ibe como: 

-y (3.57) 

sus correspondient~s f~~ciones de distribución y densidad son: 

G <y> 

y 

g (y) (2.59) 

la media y,varianza de las variables reducidas son: 

µ = - re 1 + /3 (3.60) 

o-
2 

= r < l + 2/3 <3.61> 
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El sesgo correspondiente es: 

- re 1 + 3~ > - 2r3c 1 + ~ > 
g= 

(3,62> 
' . _:,, 

la mediana:,Y .1á·:modll':d~ ·la:variable''reducida son: 

medianá y*·= .-'C (3.63) 

moda ytt (3.64) 

. . . 

La función de mome~tos ·en su forlllª gene.ral es: 

(1 > 0 (3.65) 

3.4 ORIGEN,; CARACTERisTICAS Y PROPIEDADES DE. LAS DISTRIBUCIONES 

BIVARIADAS DE VÁLORES EXTREMOS 

las distribu~iones 'Lniv~riad~s h~n sido desárrolladas y aplicadas 

ampl iam~nt~ ~n }1 ~nál Ísi'5 . cié? 'trec~enci~s. en· .hidrología, ·.·sin 

embargo, poca; atenc'ión· se le ha dadÓ, aL.estudio de la,_aproximación 

Los artículos pjoneros. de' Fink.elitein 

-.;-:o.·=.=·-. i·" - - . 

Una distribuc1ón a~;n~ótlc~ 
sjguientes ~ropi~d~des: •. 

_bivariada 

: . 

. ( 1953>, Gumbel 

-· --· .-. 

.•caracter.Íza 

a> Las distr;ibÚc)ones marginale~'ison;a~intótica~ e~tremas, 
b> Es estabie cc'~mpl~.eÍ dci~tul~~d?cl'e.estabilid~d>, 

- . . . >. , . . ' . . ~ ... ' : . ;. : -: . -; .• . : .. 
c> Posee Una. función de';dénsidad,, y 

por las 

d) Se el imi,,:a ~l ~Clso .triJicÍl<d~~cfe rá distrib~ción multivariada 

es el producto de la!;.c:J¡~~ri~~cio~es margin°al~s extremas. 
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Origen 

Sean CXL, Yt) pares de variables"aleatorias independientes, cada 

una teniendo la mi~ma distribución conjunta FCx, yJ. Puesto que 

XL, ••• , Xn ,son varicÍ~l es: ~fe~torias cent ínuas, :independientes e 

identicamente di~tribuida~'. :'es ~os~ble encontrar trafisformaciones 

lineales: 

X = a X (3.66) 
n n ma.x 

tal que Xn ,t~ng·a una distribución límite Cpara .n ~·oo J,qi.Je sea 

uno de los\tre~·:,Í;';ip~s 'de: distribuciones de valores extremos. Habrá 

tambiénl.J~a tr~nsfo~m'ación: 

y c Y + d (3.67) 
n n max .. n 

-· c.-'-· 

con propiedadés similares. 

La función de distribución conjunta de Cmáx XL,. máx YU es: 

Pr { máx XL S x, máxYi S y } = Fn Cx, y) (3.68) 

Denotando la función de distribución acUmulada .bivariada por 

FCx,yl ,, se tiene:· 

FCx, yJ Lim. [. a .X +· b 
n n ' . c ·-,n y.+ (3.69) 

Esta ecuación-'es~;uria exTensión de las ecuaciones C3.4J y C3.5J. 
. ,. . (°'.: .. _,'; 1 "'~ 

La distribución conJuf1t~ t.Í~tte ele x.···y Y Cpara n-+ 
. ,,: ... ,. ·- · ·· ,::.'.:--:-···-··' -; _:·:-·~;:\~··:'."<.(' ·:: n_ , ·:n 

distribUción bivariada.de:iiciloies"extremos; 

ool es una 

'. ..... . .-: . '·,,.·.-·- '; ··"- ·, ', .. ,.:,__.; 

Entre las dis~iib~cioAes bi\J~riadas -•.• se. encuentran 1 os. •) 1 amados 

1110delos ~Ú~re~~i~~i'~~ (~qJ~{~·Js.i~u~ {uent an con una función. de 

densidad> --~-'. l'C>s i:.~ 'dúer.;ri~l~b{~~; Entr~''1C>s de la 2ú1~~ cl~se se 

encuentran C;i~~o de 01 iveir~; 1982>: el., li.odel;., ( Biextrem0, el 
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modelo Gumbel y el modelo Nat.ural. Estos modelos no cuentan . con 

una función de densidad de probabilidad expi{~ita, lo cual hace 

que la estimación de parámetros .sea;~_uy_ cÓmplicáda: 

'· ,.'.: 

Entre 1 os modelos dit'erenci_;.b¡;s sf> t.'i.i~~n: el mde1<'.>; iogisÜco y 
.~'-""' ' ' 

el modelo mezclado. Tal.es nombres~ 1 es .fueron .·asi'gnádos ;:debido a 

que en el primer cas~; 11a;dÍ.f~~E!nci.'o3 de la:s. ~¡rra:~1~;; r~ducidas, 
cuando ambas margi·~.Úe~ .~6n 'dis~H~~{i~n~s Gl.Jm'b~i, tYe~e una 

distribución logÍ~ti~:;;; ~s~An~~;" 'En e!1 <s~·guncfo • c~~º' eÍ' modelo 

tiene una función d·~ de~én~e~c'ia que parte de u~a >mezc\a de. las 

funciones marginal ~s· para '{ei5· . c cí5C:,s · ··de · :i ndépendenc i a y 
- -··· ...• -. ,¡,- ·' :· •. -o. -":' ;· .,._, 

dependencia, .ci.la~do ;is_tcís ,_son· d istr ibúc iones -Gumbel. 

en EL "ººELo L.:oorS-iíC:o 

Este model~ tiene . forma: 

FCx, y, m>. exp <r·-[c -' Lh FCx> )m + C - Ln FCy> >m r/m} 
(3.70> 

donde: 

m es el parámet r:o de_ asociación", 

FCu) es la función de distribLÍción marginal de u.• 

m ?:: 1 0.• :S p :S 1 

Para m = 1, ·distribución bivar_iada SE! reduce al 

producto de su~'margi~~les: 

FC x,y,m.> =-•Fc°x>•F.Cy> (3.71) 

el cual represe_nta el caso 

Este modelo es de:la ~orma: 

FCx,y,a> FCx>.FCy>. exp-{a•.·.·•[ ·- Ln F<x> +-,-L-n-_...,F,,...,..<y....,..> 

(3.72) 
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donde: 

a es el parámetro de asociación 

0:Sa:S1, 

para a = 0, ,se. tiene' el 

ecuación C3.71> • 

. ''·· ;· 

caso de independencia, similar a la 

Dado que_ el mcidei'o:)ogístico bivariado tiene .mayor versatil_idad 

que el ., mÓdelo '.mé'zciacio'. Campl 'ios rangos del coeficiente de 

correlaC:iÓn y del· Ín,~ice de de~~~ci~'1;~i~; ··los cúales 'pÉ>rmiten 

alternativ~s·m¡s ~llá(cfel caso de inde'pendencia)¡ es acons~J~bÍe 
<Raynal i'9'as) '~{J · 'a~l i'C'a~ i'ól1 a . l;,.; de ~robÍE!lll~~ de 

análisis de. i~E!cu~n-C:ias 

Gumbel <1962> ~~-~tró ' seis ···de distril:i.ución 

b i variada; .;n~di.ah~;~ ~l ;.empieo de 1 as tres :is íntot'as como.: fÚnc iónes 

marginales ,de~t;~o':é!E!1 ~oc}elo ;)~~í~tfc~. Rayl1al. C 1985) ·redujo las 

posibles 'cÓmbinic ~óiies<a :. tres; al util iz.3r a 'la ~t's'áibuc ión 

general de;·valo;~s',exÚJ~os'.'~Cl~o Ju~cÍón~~~ginaL A estas 
·: 

ha asignado los 

siguiente~: 

a) Distribución de ,Valóre's Extremos Bivariado Tipo 11 

Distribuci¿n BigumbeL: 

b> Distribúción:de Valo~es Extremos 

DistribÚc ión_ G~ml:lei-~vé. 

Distr ibÚc i Ón :,BigeílE!~~·í .de Val o'~e~ Extrelllos: 

nombres 

CBEV11>, o 

o 

o 

Además, 1 as 
;' -:····.· '.-... .· .. ·,·. ·.· : ... . 

distribució_n acumulada y funciones de 

siguientes 

densidad, 

funciones 

para las 
de 

tres 

combinaciones de funciones marginales del 

bivariado. 
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•> DJ:STRXBUCJ:ON BEV11 

F"Cx, y, u1., ru, uz, 012, m>= exp 

-me y· uz 

+ .az e 

lC - Ul 

cu. 

) l 1..-m 

} 
(3. 73) 

-:me x - u1 '> 
'a.·· 

-:me y uz 
_az-. 

f(x, y, u1, a., úz, Cll2r;. m>= _e :/ e 

+ 
.-me y·- uz > 

--, az: 
e 

b) DJ:STRXBUCJ:ON BEV12 -, 

f" ( X r y r Ut 1 CU. 1 U Z r Cll2 1 (32 1 m>~exp {-[ 

(1 - ( y - uz 
Ol2. 

Ut 

e 

+ (1 - ( y ~ uz >fhf m/(32) f"'m } • 
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-m< X - u• > ) <ml(b.> ]Cl/rnl-Z 
[ cu 

(1 - ( 
y - uz >(h e + az 

X - Ul ) - ) <ml(b.> 
{ Cm - 1 [ 

-m< 
(1 r/rn} cu + - ( 

y - uz 
>(h ) + e az: 

.<3. 76) 

e> DISTRJ:BUCION BEV22 

F"<x,y,u.,c:u,~•,uz,az,(b.,m>= exp ·{ 
. . - m..-n• 

• [:.•.(1 - ( X - Ul ·) .. -.~ . .-1 ... ' I' . . - - - . a.,.- ... . -- - + 

(1 - ( y -•uz 
OlZ } 

-1 ·.·-[1. '- (-~-x .-.-u• -.-._-_.)<_m . ..-~. •>-1 
f<x,y,u1.,c:u,~••u2,"'2,(b..m>= ru az _ ... ott. ->(3_• : : 

>(b.f m/fhl~1 

{- [ (1:...c 
·. ml(h 

1....-m} 
exp >~) : 

[ (1-< 
X - Ut + '--uz } Oll 

(3.78) 

3.5 METODO DE MAXIMA ENTROPIA APLICADO A MODELOS BIV.ARIADOS 

Se puede extender la definición de la entropia de una vari•ble 

aleatoria a varias variables aleatorias. La entropía de un grupo 

de variables aleatorias ><•, xz, ... , xn con función de densidad 

f(xt, xz, ••• ,xn) es definida como <Cover, T. M., y Thomas, J. A., 
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1991): 

ICxs,x2, ••• ,xn>=-Jtcx1,x2, ••• ,xn> Ln fCxs,x2, .•. ,xn>dx1 dxz •.. dxn 
(3.79) 

En el caso particular de"d~s variables aleatorias x y Y•. con 

función de densfcÍad.conjunta f<x,y>,· la entropía ·.esta definida 

por: 

y=OO ><=<X> 

! C x, yl ·:-'J··· J. ,fcx,y> Ln rtcx,y>l. dx dy (3.80) 

x=o 0 :s X :;; 00 

0 :;; y :S. 00 

Se hace notar que fCx,y> .;;aÚsface.los axiomas de la probabilidád, 
,. '., --: 

por 1 o que: 

J f fCx,y> dx dy 

El mínimo sesgo fCx,yl es .obtenido maximizando la entr.op.ia sujeta 

a la inf~rmaci6'1 da~a. Matemáticament~, esto pUede •:establecerse 

como sigue:. dadasn restricciones C:• lin~aÍmente indepen'~i·~·ntes en 
·. ' t.• .. · . ' • 

1 a for.ma: 

y=<X> x=a:>. 

1, :z, .-._., m 

. . . . . 

Donde g.Cx,y> .. son.Cl!gl.tnas fun~iones•. cuyp promedio 
\, ) . • .-. 'o ,· ~)< .. :·:. ;.'"·_:·; .. ~:..::::. 

f(x,y> son especificados·, entonceséel máximo de 

ecuación (3.02'). est·~ dado po~: 
' . ; : -. :: :: ·. ', .. ·.:_;·.~. 

f<x,y> exp .. ·[-a··.·.:..ª~-· ;.<x,~>] 
,º·:··t·=~1' __ ::~ . \. ' . - -

(3.82). 

superior de 

sÚjeto a la 

Donde a,, i= 1, •2,, ••• , m; son l_os multiplicadores de Lagrange y 

pueden determinar~e de las ecuaciones <3.82> y ( 3. 83) con l a 
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ecuación (3.81). Esto puede realizarse como se expresa d 

continuación. 

Según POME, se maximiza la ecua~ión c3;a0r sujet~ a la ecuación 

C3.82>. ten pl.tede:ser rlia~(n;í.z'1'Ci~ ~a'r ~1 método de multiplicadores 

de Lagrang~.'L;, c~ai,.,i.~-~~o~~~;~.~.3~:.~~~Y~.sY(~:=l/, ª•' .ªz·~·~·ªm' 
que se sefeccionan;de.':tal,-'forma.que:·.ras variaciones en una función 

de fCx,y> Cle!;;~par-'ez~ah;<'Por. lo. t~~éo,' 
m 

IC f l (3.84) 
. . . . 

Para derivar. un método con el, fi~·.d~ estimar los parámetros de una 

determinada inlplica tres 

pasos: 

l > Especificar las ~~;,tricci.6~E'!s 
2> Constr;uir ld ~u~cló~ de p;,;rtÍ~iÓn de mLJlti~licadores 

3> ~=~:~~~~~a Yr~laó 6n er~fr~ Ios\;~1fipl i:aio;:s de Lagrarige y las 

de 

rest rice: i'ones: 

·,;, . 

Consecuentemente, este método 'pLÍede no .ser conveni_ent'e par;a 

cualquier fLJ~ción ar;bi t r.a~i a;,pef o es, . s ¡'n ,:embargo,' apl icab 1 e a 1 a 

mayoría de 1 as :fúnc i'~ne;,;¡ c:IE'! >c!i~t ;;.ii:ílJc.i 6n ~~mun~e~te empleadas en 
'··'' 

h i drol og.ia. 

Oigamos que se:_:tiene ~l"lafunción de' la .forma: 

f<x,y> .. ·:xxk\q~~il[~~~~: i;'~··Y-~r (3.85) 

., ... 

Donde g,cx;y> '.~o~ fu~'cionE'!s, coriocid~s y 

Apl icando,POME .• ~\1a·ec:~c16n C3._85), ,expl,ícitamente -se construye: 

lCfl= -Ln oc -q EÍ:Ln.yl -k ErLn x'l C3.8G) 
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Es posible entonces, intentar maximizar ICfl sujeta a las 

restricciones ECLn )(], ECLri yl y ECg;}x,y>l, l'a cual pu•de 

evaluarse numéricamente por medio de datos apmpiricos, para obtener 

la función.de la ecua.~ión' C3.B5>'. 

Para maximTzar IC(l se. ~u~tituye ¡:~ 'eÍ::uaci~n (3;93) en la ecuación 

<3.81>, p'or,lo 
1·,· 

y=a> x=m -

J J exp. 

y:O x=O 

obteniéndos~: 

y:Q) 

a
0

= Ln J fexp 
y=o x=o_ 

.. ""' ' -

-E al g;.Cx,y>] dx dy 
. \.=• 

Los muitiplJ~a~ore~ de Lagrange' son 

restricc~on~~p6r: 

También se p_uede._mostyár .que: 

"2ª 
- ---º-

2 

"ª• 
= varCg:<x,y>l-; 

: . ";,_. \. _-. -. ··> ---·. 

(3.87) 

(3,88) 

relacionados con las 

(3~89) 

<3.90) 

Con los multiplicadores de Lagrange estimados de la ecuación 

(3.89) y (3.90), la función dada por C3.83> es únicamente 

definida. Esto implica que los parámetros en la función sean 

únicamente relacionados con los multiplicadores de Lagrange, 

3,6 APLICACION DEL METODO DE MAXIMA ENTROPIA A LA FUNCION DE 

DISfRIBUCION BIGUMBEL CBEV11> 

Primero se desarrollará la aplicación del Método de Máxima 

Entropía a la Función de Distribución de Valores Extremos 

Bivariado Tipo 11 <BEV11> o Distribución Bigumbel, para el caso de 

independencia y posteriormente para el caso de dependencia. 
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APL!CACION A LA DISTIUDUCION BEV111 CASO DE J:NDEPENDENCIA 

Para el caso de independencia, la función conjunta de distribución 

de próbabilidad FCx,y> para la BEVll, es igual al producto de sus 

marginales, por lo que: 

FCx,y> = FCx> FCy> 

donde: 
-[~J 

-e cu: e (3.91> FCx> 

y FCy> = (3.92) 

Considerando las vari~bles reducidas: 

'U = 
y 

w = y 

se tiene: 

FCx, y) (3.93) 

- - . 
Para encontrar.la' función de' dens dad· conjunta, se tendrá que 

derivar pardálln'en~~ l:o~ res'pect'o -· éada variable: 

f<x, y> 

il F<x, 'y) 

ilx 

ti FCx, y> 
ilx by 

fCx, y> as \-:. az ~· 

-e-v_ -v -
e e 

e- _1_._> 
ClZ.· ' 

(3.94) 

(3.95) 

A continuación, ~e~pués ~~eh~ber encontrad~ la-función de densidad 

conjunta, se p'rocede'~ l'a det'ermina~'/ó¡.;- de -los parámetros ru, az, 
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ua y uz de la Función de Densidad Bivariada Logística con 

marginales de valores extremos Tipo I. Caso de independencia. 

Sea: 

fCx, y> cu OI% 

la función BEV11,·;pára. el casó de independencia. 

donde 
X - uz s . x" s u - 00 00 

(<) 
y ;_ .·oo $ :y $ .oo: 

Aplicando la définicÍóA de e_r1t~~piil se .tiene que: 

>c=OO 

IC f J -·r f f<x 

><=-a> ·• Y=:-00 
-;'· :-·: 

desarrollando Ln~[f(~, 

Ln Cf<x, y>J ·-e ·. -w .. •}· . e . 

Ln 
. " , -. - -·; _·. :" . . ~ 

la escribirse co'mo': 

Ln Cf<x, y>J. 

Sustituyendo.la ec~ ¿~~ge) 'eri la C3.9G>; se tiene: 

IC f l 

:+a:Í 

Ln <cu ··CAZ)• J(f 

+a> 

-oo 

'+a> 

•. (' x . - Úa) f ex 
' ·, Oli. ·' . . ' • .. 

(3.95) 

<3.96) 

<3.97) 

(
y-:. uz) · 

·OlZ 

.(3.98> 

y> dy dx + 

+f Je cu· f(x, y) dy dx .+ JJ e Y .,.u 2 >f<x, y> dy. dx + 
OIZ· 

-oo -oo 
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+oo -< y - uz> 

+ J Je fCx, y> dy dx 

-oo 

dado que cumple los axiomas de la probabilidad, 

sigui~n·t~ r~stricci6n: · 

J Jtcx, y> dy>dx 

x=-oo y=-00 ; ,'· .-

(3.99) 

se tiene la 

(3.100) 

restricciones de 1 a Ec. (3~99) se obtienen de la 

ecuaciÓn ,ge,.;~rali 
x=oo y=.oo 

Cl J J (3.101) 

x=..:oo 

que al apt'i.'~dl'" ~ la ecuación C3.99>'¡ se tienen la.s restricciones 

x=co 

f (3.102) 

x=-a> y=-CD 

><=00 y=oo -( x ·.·~ u1) 

J e f f (X, y) dy, d X (3. 11213) 

><= -oo y=-00 : 

x=lll 

J f tcx, .y) dy dx E 1: (3. 104) 

x=-oo y=-00 

x=OO y=OO 

J J 
y 

e ,f ( x, y>· dx =:' E (3.105) 
x=-co y=-a>' 

por lo que 1 a fun~ {~n a ,max imiz:.a..-:¡ 

f ( x, y) consi~t~nt~ con l~s: r~strtcc ibn~s 
determinado .• p~~>P~M~, 

sesgo de 

anteriores, es 

fCx,yl 
(3.106) 
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toma la forma: 

f<x, y> = exp {- ao - as 

donde ao, as, az, aa~y ª' 

(X - US» 
ou 

Debido a que· cu~ple/ 
sustituirse la.ec. <3.107> 

X=OD y=OD 

J Jt ( x, 
x=-oo y=-oo· 

x=oo y;.a) 
'-. "' 

exp <ao>='J J; 
x=.-oo y;; ~oo r 

:'.'·.t:.:,· : .. " 

-<~> cu - az e 

(3. 107) 

de Lagrange. 

puede 

- Ut 

(3. 109) 

(3.109> 

a continuación se procede a resol ver 1 Cl ecuación (3. 109). 

haciendo un cambTo d~·~a~iab1e, 

sea; X = 
eva 1 uando. 'el 

J 
a<x,y> 
il< v, c.>) 

y - 012 LnCzla•l + uz 

-as t 0 
cuocztz 

0 - OIZ Z 
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evaluación de términos: 

[x-us] - [ t ]ª" as -- = Ln --Qt _ az 

[x-u•] 
az e Qt = - t 

]
ªª - ªª [Y:~z]= Ln [a: 

-[y~~2] 
- ª' e = - z 

realizando el _cambio de ~ariable, se tiene: 

-z=o .t=·o___ · " · 

exp<ao>= cu azJ> J~x~{Ln[a!. r•-
z =00 t=;.; : - " 

t + Ln(a: fª- z}t z dt dz 

(3. 110) 

1 a ecuación· anter'ior:'' también pÚede' expresarse como:. 

z=oo ·¡;;,;~ 

exp <ao> (3~111) 

z=o 

empleando la def.in'ición de.la función.gamma,:ecuación"•<6.1 •. 1> pag. 

255, rnbra~owitz aAd:~~~bui;i, 1965>; la ecuación <3.111> queda 

como: 

exp <ao> rea,) reas) .,(3.112) 

Aplicando logár:i,t',T¡o~ a la ecuación c3;112>,-

ªº Ln ~ + Ln, az - ·ª' Ln az - a~ Ln, ª' + Ln_ r(a¡) + Ln" rcaa) 

(3.113) 
• ' ' i '. ' '.:' < • 

También, '!.e fa. e~uac ión_ á. 109> ·se pu6?de .~~tener, ao," d~ tal forma 

que: 

-r~~
2

Jt_. 
e FY dx ªº Ln J y.f=_:."_-xp{-_-_ª ·[x_-u']-a e-I_x~~']_a [y_-uz __ ]-a - - ' "º" · 2 - a Q2c , ' 

y=-co -- - -x=-m 

(3.114) 
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Por lo que, para max mizar la ec. C3.114> se tiene que derivar 

parcialmente ao con especto a: a•, az, aa, ª'' de tal manera que1 

para "ªº ila• , .. se tiene: 

:+JJ00 [x-u~]· ·· ·{······· • .•. ·. [-x.::Lu]. ·.· 
[x-'Í..u.] . :-· , [y-uzl 

e~ . a• -a9 [r-.. •-:-·.~-2-:J~a~e- ~ Fx. dy --- exp -a ---. -a 
-'oo ·. cu . ; , . , e• a~ . · z 

"ªº ~= 

teniendo en cuenta c¡ue:_ 

expCao>= 
+oo.·.··.······{· c.·,· ·'.[x.::u¡]' 
I ·rexp·.· -a --. -a J' · . • · a•·. · z 
-oo 

se tiene: 

[x -u•] [y;;.uzl 
- --¡;¡-;-- ; . ·r· . --u~. ·1· .· . - ~ r' . e. -a Y __ -a e x 

9 . OIZ· ' · 

dy 

dy 

por lo que la ecuación aiitedor también, puede ~xpresarse comos 

x=oo·, y=oo 
eta o -J r --= 
ila• 

x=-oo 

Ahora para "ªº ;;az-

I+~exp{-a [·.x_· -ua_·.··1·· ~·~ 
J' a ' a• · z· 

-oo . 

f<_x,y> dy dx [X ua ] - E 
Ola:' 

(3.115) 

e dy 
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de forma similar al caso anterior, se tiene: 

IJao +co .~ [x;_~'] .{·~.. . . •[·x-ut]• ~t;.~'l • [y-uz] .· . -[y;.~2]1,. 
Fa"Z=-JJe ··• .. •.·• ,exp -:-ao-'.1, Olt•' "(a2 e -~S ; otz -a,e rxdy 

-.., 
la ecuación ant~r~or' ta~biér\. ~u.id~ expresa;se co,~o: 

x=a> 

::~ - - J 
x=-CO • • • . l 

•: ·.:.. (3.116> 

siguiendo e1 .• rÍt
1

ismoprocedirn.iento·qUeel~indicado para obtener las 

ecuaciOnE-s (3.115} :3~i16{se tiene, 

y:'a> 

J/ dydx = 
x=ai. 

::: = -J 
. (3. 117> 

"ªº "ª' = - J 
x=-co 

•(3.118) 

Así también,· .de· la ecuación <3 ... 113)· .. ,·. se··pu·e·d·e ·o.bte· n·e·> ·8ª 0
, ·. ' .'. .• ' .. ·ªª t para 

i=l, •• , ,4¡ por ·lo que: 

ªªº - Ln + .. >p( as):•,·-
"ª' 

az 

ªªº = ª' Ta'2 az 

Bao - Ln + >p( as> hi ª' 
Bao as 
Ba, ª' 
Igualando las ecuaciones (3.115). a 

<3.119> a <3.122>} ~espect iv<lmente, 

E [ x ~ ut l= Ln az - >µCa¡; 
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(3.119) 

(3. 12111) 

<3.121) 

(3.122) 

c3.tte> con las ecuaciones 

(3,123) 



E [ e-[x~~·]] a..t 

a.2 

E [y - U2 ] "Ln, ª' -Gll2 

[y-uz] 
E [e- CX2. ·1 ·= ªª 

a.4-

Se puede comprobar que: 

E [ e-[x~~·1 J 
E[ y ~uzl= y 

E[ e-[y~~2J1 ·1 

VJC a.a) 

donde: r 0.577.2; CEs la constante de ·Euler) 

(3.124) 

(3.125) 

C3. 126) 

(3.127) 

(3. 128> 

(3.129> 

C3. 130) 

igualando las ecuaciones ~3.124>: y (3.126) con c.3.12_8) y (3.130), 

respectivamente, 

a..t 

az = l 

= 1-

por lo que as, az, aa, ·ª'.pueden tomar los valores· siguientes: 

a.t az ªª (3,131) 

- . 
que cumplen las r~stric fones indicadas por las_ (3, 123) 

a <3.126). 
.· - - .' . - ' '.· ___ .; 

Sustituyendo ao, ecu_ación (3.113.>, en f<x,y>, ecuacá'",c3_.107), se 
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tiene, 

f<x,y>=exp{- Ln (:U - Ln az +as Ln az + as Ln ª' - Lnrca1> -

-[x.-u•]. ..:_fy .. -uz.] 

a. --- -a [X-:US] 
• .()(. z 

<llS · [ _ '] t <llZ . }' .· e · · ~a··· Y uz -a e:> · : .. · 

' "' ª. :~l! ' ' ' ' , (3.132) 

como:. 

f (X 1 y) reas> 

~~~ala .,.;crm-'1: 

f (X 1 y) 

1 a cual es precisamente 1 a ~i<.;itr i~uc i ón· : BEVll' -para el 

independeiicia~ En 'vfrtti:cl, de lo expu~s~:O ~n~'er\or;m~nte;. 

(3.133) 

caso de 

concluir que, l.os eitimádo~E:!~ w, ús} ~;':/ u'z · por 'et' rÍiétoC.6 dé 

máxima entrc;p!a ~e:;;, ~b·t~nici6's s~leccio~anc:IC> valo~e~ ~e'~. u~,. <llZ,. 

y uz que cumplan' las restricciones indicáciás por -l~s :~cúa~i~nes 
(3.127> a <3.130>; lo'.cualcomp~~eba qué, p~ra é~te c'!.so, el 

proceso es equivalen'te:·~i ;s~·,;()b~~r~n'e~ , los estimadores de los 

parámetros de manera univariada; para lo cual, s'e p_u'.ed~ ~pl,icar el 

algoritmo expuesto en .la sección 2~4. 
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APL:ICACION A LA D:ISTRZDUCION DEVU 1 CASIO DE DEPENDEHCJ:A 

Para el caso de dependencia, la función de densidad bivariada 

logística con marginales de Valores Extremos Tipo I, BEVJJ, es: 

f<x,y>= FCx,y> 
[-mr~J 
Le ª" + a11 az 

y - uz . 1 · 

+ e -mC-az-ll-;;-} 

donde: x - _. Li!J 
F"<x, y>= :l!xp{- [e-m~---:-ru-- + ~-me Y~ u~] mª} 
-oo<x<oo 

cu >·0 

m > 1 

- Oll <_ y ~- 00 

.az .>,0-· 

Aplicando 1 a .d~f in ic ión de 

<3. 134>, s~ ti~;:;e; 
entropía 

y= .oo x_= óo 

a la 

I[ fl L ·.f f.<x;y> Ln [ f<x,y> J dx dy 

_ y=-oo .x=-oo 

por lo que; 

y:_ 00 x= 00 

IC f J JJ :{p~c~ az> +. mr-x--=-

Y=~CD 

-mcY - UZJ·]· _·---.. •· .... az . m-e ·: -. ' 

(3. 134> 

(3.135) 

función de densidad 

(3. 136) 

- ... - -- -x - ·us -
+ (e -;-mC °'" J + 

f<x,y> dx dy 

(3. 137> 

dado que f<x,y> cumple los axiomas de la probabilidad, se ti.ene 
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la siguiente restricción: 

y= oo x= oo 

J f fCx,y> dx dy (3.138) 

y=-a:> x=-CD 

y las restantes restricciones requeridas para l.a derivación de la 

la ecuación·tc/;y)' se dedllce~ 'de la ecuación 

ecuación ~é~~;..~l : 
'"Y=''° ,: x=· )-~,'= 

Ci. r ;ng~Cx,y> fCx,y> dx dy 

y=::.oo· 

por lo cuál; 

y= oo x= a) 

J JJ~<~u-•J1c~¡y> dx dy 

y=-oo x=-oo 

y= oo x= .. oo: 

J f [Y ~u:~J;c& y)·d-;x ~Y 
y=-oo x=-oo 

y= oo · x= 

E r-x ~ut] 

(3.137>, 

J J 
-mrY - u~J- t 

+.e _ .otz <] m f(x,y> dx dy 

y=-oo x=-oo 

• 
~} 

J I 
y= 00 ><=. 00 ... •.. - -· .. ·--

--m[~J 
Ln [e cu·. f Cx,y> d.x dy -

y=-oo x=-oo 
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aplicando 

(3.139) 

(3.140) 

(3.141> 

(3.142) 

(3.143) 



y= a> x= a> x - ui y - ua a 
Í.e-mC--¡;¡--J + e-mC-o¡z-l]-;;;-.} [ f<x,y> dx dy = 

y=-a> x=-CD 
y - ua· a · 

-me-. J]:,--}:}. 
e .oor• •. ··•·• .m .··· .•••. - : :; .·:- .... ". ' 

<3.144) 
: .. ·,- ,. ;:-·-

De acuerd~ co~ ~l ~i::.incipio ·.·ci~ >~.ixi~: LE!ltr:o~i'~: (Ja'ynes,, 1961, 

1982>, ~i mi~i~~ ·.sesgo ·•de f<x;y> ·;~s :·"obtenido '•m~\úmizand~ la 

entropía ~l.Íjet~ ~ ·1a'•·i~for~~ciÓO ~~opol'"C:i'6;:;ada. Asi, 
general¡ 

f<x,y> 

y - uz> _ 
Q2 

(3.145) 

-mcY - UZJ 

+e .·012.] 

(3. 146) 

donde: ao, , a5 son los .mtiltiplfc,;dore~ de .Lagr:ange. 
'-<,:::·:.·-. t··;-

Sust i tuyend.; la.ec. <3;l46) en'<3.°13B>, 

y=a> x=m 

J 
y=-a> x=-a> 

:: . . ·. -; 

- a5Ln{<m-l> +(e-~Cx :,usl + e 

(3.147) 
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D•speJ•ndo exp<ao) de la ec. anterior, 

y=m 

expCao>= -J 
y=-oo 

x=O:> , 

J x::: J- a•{-~-:-_~---• } a2 
(-' _Y_:-~-2-)-

- ' 

- ' ' 

-mrY~l 
_e az - ] 

(3.148) 

por lo que;. laeC:-Lacióñ integral c3; 14S) Herle!que 

la que tairibién ~¿~d~f~~p;i'~~ar~;; c-~,;o: 
ser resuelta, 

·;~~: ,:.: .. , ;··:· :::.:.·' ::._.,. :,-;:.::<.: .. '.' .·:· .-,:._<':: _:-

. I t:~~{cf ;~¡{;.~·],e¡/¡['---·--·~----~--2] ~ exp Cao) 

' ; ·:.·.- .' 
- X: - U l. y .::_ J2 : t: --: ' 

{ 
.,-m[---_-l_ -mC----l - _}-a:s' 

• <m-t> +[e -_'- -a1-- + e a_2 --J'\ -· <dx dy 

haciendo un: 

Sea1 - Oll.' 
X = - m_ 

'~ ':._ ·~ . 
Evaluando el .. Jac()b_iano; 

ax'' 
-:··--~J(-#)m.,-.1. 

y 

Oll. 

m 

y - U2 

-mr~l __ ]-:"ª' 
e - - " • 

(3.-149) 

- ~ Ln s + U2 m· 

J s [G:Jm~ s l 
iJy: 
cJs ,, 0 

J at' a2 m- 1. =--- r 
m aam 

-~ 
m 
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Evaluación de términos: 

Ln[f :af- s] ª; 
as 

-az ( y ~zuz r = Ln. <s> m 

- r 

Ca•>m · -<a•>m as r 

La nueva reg i 6n · d.e 
.. 

para x +oo 
m··. 

oo<--· -> 
e . .OI&· ~ ( r ·Jm --- .:- s .· :· ·•aa ·· 
por lo que:.· 

para y .co 

-03(- ~) 
e OIZ s por 

para y + co 

e 

= {<. m-1) + _r_·_}-a:s 
: . as 

· .( r J. m .. 
ex>·=. -as. - s 

. (X) 

0 ( r. )·m 
a& - s 

s (X) 

s = 0 

Efectuando el cambio de vart~bie e~- i~ ec, C3.149> se tiene: 

expCao> = ~· Ol:z • ª' m 
mas.· 

m aa 

. {<m-1 > + 
r 
as 

J: .. 
r=o· s=o· 
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az 
-- s 

(s) m 

<3.150) 



Evaluando la integral en _ds, h•c iendo1 

Is ds 
-~ 1.>_ 

<s> 
s=o - -

Empleando la definici¿,, de :la función Beta <Dwight, H. 

en la forma: 

s=a 
· b-i - c-t s (a - s> - ds 

s=o 

b+c-1. a - r<b> r<c > 
r<b + c > 

se tiene que: ca1.+a2-m1 
r 

r< a.:> Í'< ~> 
----- m-- ., - -- .m 
f('aa+·az>· 

-- - -m 
Is 

-.:_:-~:::/-- ·,-;-:>. 

Sustituyendo la ec • (3; 152> é3:i.s0) se tiene: en· ec·. 
'< '. '.- ---

- a,---m--
exp ( ao> = - <lU<XZ as ' 

" Cat+az> ~: :: , .~!~7~1 : 
1
{Ii« ·-,,-1 :. r 

Sea: 

A 

m as - .. ·-: 

'- Cat+az>.: m_ as- _ • -_ ---
·B 

m ' ,._,. : '.; ~;:o:, : 

as+ !·-a·z ..:a,f_fn:..· • 
• r __ , ,,- - _ _.,,_ •'\_:·-_:--

' re ª'' +,-az) -
-'- m-: ---

por lo que·la ee:.·· C3._l!')~> __ que~a'_ce>mo:, 

expCao> 

r=co , 

A•B• J'{cm 
· r=o_. 

-_ - : -·a5 
-1> + __ r. ··} 

_as ,, 

r=co._ 

Sea: J 
z-·1 -r Ir = · -_r ____ e _____ _ 

{cm-"l>+ a: Jl5 r=o 

z-1 
,r 

dr 

-r 
e dr 

(3.151) 

e., 1961> 

(3. 152> 

(3.153) 

(3.154) 

(3. 155) 

Haciendo algunas operaciones con el denominador de la ec. integral 
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<3.155), tenemos que: 

Sustituyendo.iaE!c.<3.156>·'~n'la ec.<3.155>, se tiene: 

-a5 
Ir =<m-1> 

r=-oo 

(3.156) 

(3. 157) 

Aplicando la ~cua¿i~~'~CI~ 3. Tabla No.92, pag. 135 (Bierens De 

Haan, D., 

r=oo z-1 J e -kr ___ r ____ dr 

Cl .+ t rJª 5 

r=o 

donde: k = 1 

r<z> E. 
n=o· 

rca5+n> rcz+n> tn 

· rcn+t > kn 

Aplicando la ec •. (3.158) eri (3.157>, se.tiene: 

<m-l).,.a5 r<z> ?itrca~+n)~(z+n> 
.n=o•· · f('n+·l> 

Ir 

<3.158) 

(3.160) 

Sustituyendo~la ~c~~ 

equivalenc tas ~·ara/ 
y recordando las 

'; :.'· '•' ' . '·; : 

··. · ·· . re~> r(E,. 
exp <ao> "' OUO<Z ·ma•.,-(as+az);(. : .-1 •);._~5. -. ·, m. ·-. m · r<a•+az-m as .-.. - · .. · .. m- · ' . • 

m. r'c •:·as+az ) 
... m --

:~:-----==-.-__ "":·...,·--.-.. -.. _-__ -_-.. -.-.. -. -I-a-a_·.,·._1_~-.t 
.. . . . 

Aplicando logaritmos a la ec •. ·fa.161>,. 

ªº Ln<~> m ·. 

+ Ln r( 

Ln r( ~> + 
m· 

+ 

<3.162) 

Obteniendo las deri~~das ~arC:ial.es Bao/itas; donde =1, ••• 5 se 
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t ieniu 

"ªº ila1. 
-Ln aa + 

m 

+ :ao {Ln e~: rcais+n~~~~:;az-mú+ri> .;[uc~~O r1r 
donde \Pe • > , es 1 a func i 6n di ga~ma~. 

: ": ,· .:>: 
Si se desarrolla la derivada•parcial 

ec. (3. 163), 
"1·:·:_ ; 

~::_. -_:-· .·._<_:: .. :. _ _,.':.:._ ,··"',··_. ·;:: "'.:· ,¡·' 

rcais+n> 'r'é~'1+~2'..:ma,+n) 
rcn+1) .: 

·eieí 

·.· ··.··•······ ·a'.>:. ;, ;,/ ·. 
rli:CO h;iis+n) 8at:f'~~H+~z_:-~~~t'?I> 
n=o 

x=o• 

último término 

·x=oo. :.· •. . :· ·:· 
éJ: •. · .,··f. ·.: <aita2~ma,+ri- .. >Ln .x -x 
c'ta1 .. ; e> .. • ... ·: . .. e dx 

. X':'O: 
x=oo · 
·.J .. ·. ú+a2-ma4+n- .. ~ . --x . - -

x=o 

e 3. 163> 

de la 

(3.164) 

C3. 165> 

Aplicando 1 a e~ •. No 

1957>: 

De Haan; ·D., 

x=a> 

e ·• Ln x dx I X
p-1 -qx · 

x=o 

donde: p 

q 

Z' Cp> 

.. 
a1 +".a2 - m ª' + n 
1 

d 
. dp • Ln. rcp> 
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Aplicando lo anterior en la ecuación e3.165) se tiene: 

il . . • 
-- rea1+az-:m a4+n>= rea1+az-m a4+n) • ipeat+az-m a4+n) iJa1 · · · ·. ., .. e3. 166) 

ci1~4> sustituyendo. 1 a ecúaC:i~n eá, 166> ··en 

:.· ....•. · ·········/ 

y: ésta 

(3, 163), 

en la ec. 

::~ = - Ln as + .. :;¡¡-·Jeª.~) -·:!, ipea~+~z_:.m a4) + 

~:.~· rc~5i;¡.iºj rea:S+az'.:ma'4+n>ipe as +az -'ma4+n) 
" · <·F<n:+-1> 

+ n=o 

haciendo lo m.ismo para 

<tao -¡¡¡;:z= - Ln as+. 

n'it' re aiS+n> re ,&+~z·..:.111a .. +n> Y,cá.i+az.;;m~4 ... n'>' 
n=o ·. .:i5r;';,~n+t.> ····· 

+ 

Ahora para 

obteniendo: 

"> ·,,;- 'o·; 

por lo que la' ecu~~ión e3~ 169) :~ueda •como: 

<tao m 
aa:9 - ------'---

n=oo n 
n~o ...,------=,--,----~-----. [ as e 11)-1 ) 1 
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n 

ªª 

+ 

e3.167) 

(3. 168) 

, e3. 169) 

(3.170) 



Ahor-a par-a ilaoiiJa4, 

ªªº 
ªª' 

n=oo re a!S+n) reas~a~-m·a,+n) ' [ '1 ' ]n 
E rcn+l>' . ascm-1 > · 

n:;:o· 

desar-r-ol l ando. eL sigui ente, ·tér:min6, 

·x=co. 

" re + . > ·.a .>J .. · .. · 'ª.·.s+a'z-ma,+n-s.>L·n x· -x Ta<i as .az-ma' =Ta"i , ; e :· · : , ·:. , e dx = 
. . - :·-· . . : 

" ·-··-' 

(3~171) 

Aplicando la ecuación·N~•l Tabla 353, pag; 496 ,<Bier:e~s De Haan, 

o.' 1957)' 
donde: p = as+ a2- ma,+ · n 

se tiene, 

~ = m Ln as - m 
"ª' 

E 
reais+n> reai+.i~=maún> 

rcn+lL n=o . ·,'-

Ahora para ilaolaa.,, 

(3.172> 

ªªº iiii5 

nit ~c~is~n>ipcais+n>rea • ..:az-ma,+n>[ .. . 1 f 
-Ln <m-1> + ~n_=~º-·~~-·~···~··-•_r_«_n_+~··~1._>_·~~"-·~~;._~·;._· ~·-·~-ª~ª-e~m_.~~-~~>~ 

n=00 rcas+n)' reaíi.+az':-ma,+n> 
E rcn+l> n=o e3.173) 

147 



Por otra parte, si de la ecuación (3.149) se despeja ao, se tienes 

+ 00 

ªº Ln JJexp{- at 

- 00 

dx dy 

(3.174) 
. . ·: . 

Asi también; p~e'de-ii ~btenerse. lrao/6aL, 

donde: i= 1,:':., 5, "~~ la ~bua2ió'n<c3;~7~>, por lo que, 

procediendo a ob~~ne~ aa~l,~a~, se/tie~E'=·· 

"ªº 
"ªª 

+oo .. 

(
X. -ua)-
: Olt . ,,.. ' 

- a2 (y-u2. J. . ·· --- - ªª a2 · .. 

·..:a,·· 

r~m (-x-"u~)· ...•.. -~[y-·-u2).:'] :· }.: .•. ('.-m __ ·.·_·(·~_:_¿_._'J. _--:m._fr .. U2)·]-ª' 
Le.::'~'+e· az ,J_ :'-te: ª'.+'e-La2 __ · .· 

{cm-1, + [;me:~')+-;m~i~ 2)] •. ;· ;Yª~ dx··.d; 
. ··: - .: ..... ··- . (3.175) 

" '.~. ', '; ' '':·- ··. ~ ' . : :. 

donde puede :obs.~r..;~rs~ queoei :denpminador de)l~.'ec~a~ión a'nterior 
es exacta~erit~ 1..;:;~P~~º~ió'~'ex~Cao->/ ec~aciÓn «3~'149-,, por fo que, 

la ecuación .C3. 17~>:' p~~·if~· ex~resarse como: 

+oo 

(

Y. -u2) [-m (x-ut) 
~~ - ªª Olt .a2 e . + 

. . 
-oo 

-m (y:~2J.].: ·}· : f-:-m_(_ x.,-~·r ;_.:c1n_ (-y~~~_l]·-.e1· 
+e ·•·Le· !'l.· +.E!.·· ... 

1<l8 



la ecuación anterior se puede expresar como: 

+oo 

"ªº . JJ(x:~') Bai ~- Hx,y> dx dy 

-oo . 

por lo tanto;· ~e··tiene que: 

::..-. ! :: ',. ~.~; 

Ahora, para iJa¡,,liJaz; ;·siguiendo el 

para obtener la ~í:uac iÓn c3: 176), 

ªªº élaz 

+oo 

JJ(y~~2) .f<x,y> dx··dy 

-oo 

por lo tanto, 

~ismo procedimiento 

se tiene; 

Ahora, para ·a~f:,1aa~, sig~iendo el .mismo 

para obt~n~r l~ e~úaci.ón (3.176>, 

procedimiento 

+oo 

. 1·r·· r.:m (>(_:~,)· •• -m fr-Uz)]< 
L~ :?~ '"°''--.+.·.e ·:-~l- ~~ ·: tcx;y> dx dy 

-en 

por lo tanto, 

ªªº "ªª 
.·.·{···.r~~(·~~~~~)·.··· .:..m fy-uz) .. ]. :•·}·· 

= - E .. le • ot~ + E1 t otz ..•. ·•. 

Ahora, para élaoléla,, s:iguiendo::e1 ·,mismo procedimiento 

para obtener la ecuación''c3. l76), 

+oo 

JJ Ln[;me:~'L ;m(Y~~2)] t<x,y> dx dy 

-(X) 
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(3.176) 

efectuado 

(3.177) 

(3.178> 

efectuado 



por lo tanto, 

(3.179) 

Ahora, para 8a'olaa'!J, .sigl.liendo. el,· mismo procedimiento efectuado 

para obtener Ía e~uación c3:17G), 

::: • ~ 11 Ln {:•~I> * ¡Ú~~'.Jt :•(~;·11: J f«, Yl d• dy 

-ex» 
por lo tanto; ... 

Bao 
8a'!J 

(3. 180) 

A continuación -se· p_roc_edi 6_ a obtener' las- esperanzas ·e_xpl'"~sadas por 

las ecuacio;,e;,;--c3.17G> a <3.1a0>1 las cú,;¡res representan ias 

restricciones efecto .se ,re¿o~i~nif.,;_ ver el 

Apéndice_ A. 

seguido.- en ei _Apéndice . . . 
Considerandoel ~rocedimiento 
rest rice iones del~_mod_el o' BEV,11, se:: expresan como:· 

E [ x ~U1 J :c y 

E { [;m [X : U1) + ;m (Y ~ U2)] : } 1 + 
m 

E [Y ~ uz ]=cr 

E { Ln [;me ~u1) ~ ~~~ ~u~nfJ 1 - m r 

E [Ln {<m - 1) + [;~(x:·_:t~~J+~m(Y ;u;;)],.:}]:= 
. . . 

Ln<m-l> .¡. 1 - 'emc 1 [L;, Cm-l)J 
-_m· 

donde: r 0.5772, es la' constante 'de EuÍe~. 
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A, las 

(3.181) 

(3.182) 

(3;193) 

(3.184) 

(3.185) 



3. 7 UN ALGORITMO PARA LA ESTrMACrON DE LOS PARAMETROS as, ua, az, 

uz y m DE LA FUNCrON BEV11, A PARTrR DEL METODO DE MAXIMA 

ENTROPrA 

En éste método los· ·parámetros as, ua, az, uz y m deben 

seleccionarse par_a_~umpÍi'r/los restricciones señaladas por las 

ecuaciones (3.181.) 'a '(3.185). Las cuales también pueden escribirse 

como: 

. ., , 

p E [ x :.u~ .l-: ·~ r 0 (3;186) 

E ft~;C" ~"'.Ú. ~:t :.~.")] ~1- "(• + + )· o Q 

(3.187) 

R (3.188) 

s - N e 1_ - m r> 0 
(3.189) 

(3.190) 

donde --N es 
• ., ::: ,· ' '.°"' ,. ;.:, ;· -·. '. ,: :· :. ;·. :_ :: 

Se hace, 1 a· 

el símbolo 

a:claración ~~·:que; en:t~d~s,losi casos: donde se indique 

de su~ato/d ( i ) i ést.~ cl~beY:°á i~te-rpr~t~rse como: 

fo c~ntrario. 

El método de' emplearse para resol ver 

éste sistema_ de e~uac:"iones. Pbr i'o cual, el s{stema formado por 
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(3.186a3.190> puede resolverse iterativamente como: 

Ui 

Ol2 

uz 

p 

Q 

R 

s 
T 

donde todos .los t~rmi~b~' d.,. ·la . de~echa son evaluados 

valores con~cicto'~ C~n-et',eist~d~ i;~e los estimadores cu, 

uz y m; y la mat'~iz CMJ ~staYd~da° por: 

CMJ 

Aproximando los 

''· >8P 
8Q' e'~ 

·au, 
"aR 
· 81.u 

."5 
•;a;:¡¡ 

-~ - - : ' -. - .- - .. 

• BT• 
81.u 

8P 8P 
8cü 8üi 

00 8Q 

8cü Duz 

8R 8R 
lJCA2 Duz 

as 8S 
iiiii Duz 

lJT 8T 
éJOl2 8uz 

la 

correspondientes espera¡:;z~s,. se· obt i'e'n'e: 

E[::] '·._· [::,] •· ... ' [8P] E 7iO.i E [::2] 
E[!:.] E[~,] E[~] E[~2] 

CMJ E[:.] E[:,J E[~] E[!:z] 

E[~] E[:,] E[~] E[:2] 
E[:~] E[~,] E[::] E[~z] 

8f' 
8m 

8Q 

itm 

8R 
8iii"" 
as 
Dm 

8T 
¿;¡ij"'.' 

E[: J 
E[:] 
E[:] 

E[:] 

E[!:] 

(3. 191> 

con los 

Uf., ca, 

(3.192> 

por sus 

(3.193) 

donde cada uno de los elementos de la matriz CMJ se expresan más 
adelante <También ver Apéndice B>. 

En forma general, el ~i~oritmo propuesto se puede explicar con el 
diagrama de flu.jo mos t r'ad.o 'en - la F"ig. 3.1. 
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MATRIZ CMJ 

M=-N 

donde: 

f <m> = 

.1 

1 
Olf. 

' -. - ,·· ,' 

0 

.-m-:a. >:·. · -. .'m-· .. 
1+ ye, +.Ln<m-t>.e. ' .. + 1-

. m . . 

m-t m-f. (1) (-l·)k('"-1·>k-,1. r ;,,_ ... · +e m+.~E .. m. +~ 
m<m-1> m.,k=t ,· k! · . · ·. m: 
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0 0 

(3.194) 

Ln(m-l>~em-s __ 1_ + 

m2 . 2m8 . 

'·.·em ... · - '···1"·[· ·OO · · ·'Je· ' · · k] 
E <:t>k~m~~ > 

. mz > . k=s . . <15> 



Fig. 3.1 UN ALGORITMO PARA ESTIMAR LOS PARAMETROS ou, u•, az, uz y 
m PARA EL MODELO LOGISTICO BIVARIADO CON MARGINALES DE VALORES EX­
TREMOS TIPO I CGUMBELJ A PARTIR DEL METODO DE MAXIMA ENTROPIA. 

-- ~:... . ,., 

CPARJ . =~~~~1>+' 
i +t,·; :.· .. ': --~. t· ',' 

+ CDP~;.' · 

NO 

inicio 

se lee: número de a~os de 
registro nd, datos xCi>, 
yCi>, y tolerancia tol. 
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En el Apéndice e se presentan las subrutinas generad.as P.ara .. éste 

algoritmo, las cuales estan en el Lenguaje de 'progl';ama~ión 

Gluick-Basic. 

En el programa principal. <Ver Apéndice :.,e>,\ denominado 

BEVl 1-ME. ~~S, •- ~.,i asi ~l'l.in .v~!c:l;;:~s · a algi.i~.3.s . consti~ntes ·.,·-· qu~ son 

h
reacqeuerl .. aidal• __ .ese Pt_. -·u~rr ªa• - ed_ •• ,el'.l·;;f n~nu'· cm.,e,i ºr,'_no··· -~-drr!ei ~na:n,ºo,s' d,_dee1,'-· -~·e;gog1'sr.at' mr: o~ ~ .•• y. a~ í -- ' ta.ml:J i ~l'I o se 

_ .-- _ . . iió~ datos de Ia 

estacionesN6~'.1 y~b. ~f Ios cu~l~s se a.signan _a; l~~ v~ri~~~es 
nd, x(i)~y y(i)~ 

En éste mismo cuerpo del 

!iUbrutinas: 

progra"'a se hace el llamado a las 

PARINL 

MATRIZM. 

APROXINVER 

INVERSA 
. ;.--:·· 

GENPGIRST 

PRODUCTO 

DIF"PAR 

En la subrütlna ~ARINI, se-'estiman los 

forma univariada:para cada _e'stación 

Entropía. 

parámet r,-os in i e i a 1 es en 

por -el método de Máxima 

En la subrutiná MA°iRIZM, se calcula-n. los elementos· de la' matriz 

CMl, de acüerdo_ ~·-lo indic~do por la e~uáciÓ~- <3~19~>; afe;'d{á~d~Iá 
por un sig~o n~ga.t iv;,, , . ··• 0 , • O 
En la subrutina APROXINVER, se pr'ocede ,a i.nvertir,•la matriz. CMJ. 

En la subr.itina INVERSA; se mejora la 'aprcixiniaciórÍ,•a-;c¿át:ro 

e i tras signi i icátYvasr ae-· la ;.;at:r iz ·inversa r0rEVi·. 
de la matri.z cfe·Y'~stduos CRJ,.cLuthe _;;tal: 1981)~ 
En 1 a subrut iria G~NPQRST, se ev.3.Í ¿~ :1 a .. m1'trú qtie 

como matriz. de re:str'icc(ones CPQRSTJ, de acl.ie;;:dc;< a lo in°di~ad.; por 

las ecuaciones ~3.1e6'a3.Í~111).···--
En la subrutil'la'PROOUcTb, !aerealiza la·mutiplicación 

CMINVl por CPGIRSTJ, asignando el p~oduct6 .a la, matri~ CINPQR:Í. 

En la subrutina OIF'PAR, se asigna a ·la mat~i·; COPl los 
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también en esta subrutina una función de error CZHIN>1 la cual se 

interpretará como la sumatoria'd.e los' c·uadrados de· cada elemento 

de la matriz de restricciones CPQRSTJ, es decir~ 

:s 
ZMIN E(. 

l =~ 

donde cada elemento!;/ por las 

La intención· ·de· proporcionar no .. el .que genera el 

método, sino ~u~i ;,C:r~~ent6s p~r:c i~Í~s, ~;.con 1 ~ 'f i~al idcid de que 

~:r ~u~=~:n~~:v:r;:~t.;~ /~~ •.. ::rr;:r:t:to~:;~f a=~s· ~:::í~f n t :e ·~=va~·~= 
estimadores para el é'.iiso dond;;; se en'cJ~ntre un valor. ñi'í.-limo'id~ la 

función cíe ~r.ro~ que Cpara;e!i. estaclo/a~t~rior: nr. 

El programa final i2:a prpporcionando lo'~· valores de ··los .. nuevos 

estimadores de Tos parámetros; sí. los i'l'icrer.l~ntc:l~ d~ éstos son 

menores que la to!.~;~~ i~ ~s~é~ i f i~~da'· 6 ··¡ ~s nu~vos ~;,cr~in~~tos de 

los estimadores no ~~neran uná. ~educe i ón' del valor de í'a · función 

ZMIN. 
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CAPfTULO CUATRO 

EFICIENCIA EN LA ESTIMACióN DE PARAMETROS 

4. 1 ASPECTOS GENERALES 

Los parámetros de las distribuciones de probabilidad de gastos 

máximos anuales, en una estación cualquiera, pueden estimarse de 

varias formas, ya sea emplean~o los registros históricos en esa 

estación, de estaciones·vecinas o utilizando uno u otro métiodoc:le 

estimación. La pregunta:que·surge es: ¿Cuáles estimados ·son ~más 

confiables? 

de parán1etY.(), · si e1 .P'.Vámetro 

pob1 ac ioná1··• é~ ·~e~~~n~c ic:1~: ·~;,; é1 ·-·~;.."~ciº • J~~-~6~rT~,:;~ ~····· ·d~-· :~~i;, ·t~1 
estimador· s'~a u~a: repr~sentación• •'cerca_na· 0 cier .·p;a,.:·á~~tro 
poblaciÓ~~1.;~~·c~~iÍ~Í:i¡Í tct~'°d p¿~~fi! ~u~nttfi~ar-se ·a:. ·{~~vé~· de 

varias ~f?didas, coinci'i el! s_~dgo; ·~1'.;~hcir< ~~cli¡; <c~ad~~tico la 

varianza, es. decir, utilizando las P,rot:tie_daÍ:f~s ~~t~t:II~f¡~~~ de los 
::- .. ,-:'°:.-,-:·· 

est imadoreis. 
,., .. ' 

Para propósitos de éste ~stuclio, los Índices '.d~no~~~,i;d6~:· sesgo 

promedio r~latfv()~ ~;..~.;/ medi~·cuaclrático; d~d~s:e~ w;;iLi~ }'Wood 

< 1985) fue~ori' ~Í:f~l:>t~dos ~q~rF :is:i t~~tii.én, i ~~ ;Índi~~~ 'd~nominados 
como sesgo;é Jei i~i~o-.e~ .··~:a~~~( i'902{f ~f iti ~,:;~ iá •sd~ •.:o~~ider~dos. 

Con el fin de compirar i 1 a etic ienda de los' estimado:~~ obtenidos 

por el Métoc:loc:lé.i1.i.ximaEn_tr6i:>_ia'Lpa-..;a.:z;el i~~odel6 ;BEVÍl~'.;: ·~se .ha 
tomado como referencia .el e~tUcfio )~~liz'aé:i'6: p·~·~ 'p'g·i;~n 0987.>, 

donde se rE!vi~~n algunos ~~todos Í:f e? ~~t'~,.;ic: tó~ c:le';. pár~m~fros p~ra 
la distribución d~ v~16r;iE; ext'r~m6!0'· (ipo ·"<Gu~i:i~i>'. En ése 

estudio flJ~;on anal:izaclc>~ c¿at'~6 iriét6cio!O de ~sti~~hin {~noc idos 

como: Mét.odo ,de,M,omento!O .<MDM;, < ~ét~~~) dio. ~~xi~~:, V~r6!0imilit'._;d 
<MMu, Méte'éio de-Maxima·E~t~~Pi~ cPo~i:',; }'Métbclo·d°~. de 

Probabilidad Pe~acf~ ~~WM). 

Phi en (19EJ7) real izÓ un estudio de .simulación para· 'évaluar· el 
' .. · "' 

cr i ter io·s 
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comunmente empleados. Utilizó muestras de tamaño n de 30, 40 y 50, 

donde para cada muestra de tamaño n~ una muestra de n variables 

EV1 fué 'gé-ner<lcl~, ~.;.cla una de las cuales se :.;b~uvo con: 

x = u - a Lri r ...: · Ln < _u > J < 4. 1' 

donde u l?s uri número aleatC:.ri'o ~on - Ji~~¡;it-/u~i~,~~ ~ni f;;riile en' el 

rango (0,1>. ~~/a ',C:~dél mue,~'t~a >ic'.::~'- difé~'erit~~- .i~b·~~~s de 

est imac iónd~ _¿~;r'ám:e;rc:ís' s~; aí:>l i;~aro~~~aj~ ';oi:ltgn~r) os ; . di ~~r~ntes 
estimadoresOP~~~ las N ;~~~t~~,;/:;~~n~r~d,,is sl?;¿.Ücú1.iiron el'_,sesgo 

promedio ~1?1~t{Jo'.' 1?1 er;ror me~i() C:ú'adY:át'iC:o (~MS~; Y, la 

e f ic a ene 1 ª 0dci i.o~ -est 1m.ii'ciC:.r~¿ f>~1en !;é1é<:C: iC:i,,-ó de 

muestras N i~'u~·l·:.;. 3000 d~~i.~o -~ ~~!? l ~s,valores c~l cul'~d:c:ls de los 

índices - de co.m1=1~~~t~in1e~~6: eran 'l igeraménte < :~~~bi~~t;,;s para 

cualquier incr..;~E!nt;,;C:te tamaño N; L()sé v~l~res ~()bl~ci6ri-'l1~s de _los 

parámetros u y 'a;··empleados en los 'éx'peri~E!nt6s;d~; f'16rité ¿Vi6 . se 

estimaron de un'?e~i~t~o ~eal de gastos-~áxim()~ ~~u~le~ obtenidos 

por Jowitt,Cl979;·p. :3;_~.,l~s cl.Íales ~o~Ü = 17~.GBB ·~----~ ~ sf11.0ee. 

- -
1 • • • 

'·ª GENÉ:RACION:SINTETICAéDE MuESrRAs'BIVARIADAS 
·~:\· ,_\~·, ~>·_.· .~;~-. 

eficienc~a de jo~jst'imado~es bivariados 

de los p~ráme~rC:.~.por Máxiin.i Enfropía',d~l modelo. BEV11, se han 

generadb s intét f~_élmente var_i os - ~~.jp()s ele ~~l?~tr~s ;•• Para 

propósito, ·la p~~~ja aléatoria bivélri~da (xi, ~~) ha sido obtenida 

sigui en do i l ~ rne¡()dolo~í1> suge~i~,;i. p.;r. Busl enko)t ,:<11. ; . ( 1966) ¡ . el 

Con el .fin de évalu.a'r·.la 

este 

' .:_;.::-·· 
1.- Transforme· el' número -aleatori'o> R1 con distribución 

2.-

u~Uo;m~ ~~ ei'. i~te;~~lci c0,\) en yl¡ el. ~~al tiene la 

distrib~ción~al'."ginal F<y); 

Sustituya yl y. u;~ nuevo n-úrnero , ~-leatorio R2, el cual 

tiene la mismacdistrib~CiÓn'd~.R1,'•e~l:a r~1'<lción de la 
' ., . -. ., . ' 

función de cHstrib~ción c~ndici()nili', la función de 

distribución· ~i~ariad~, y función dé. de11sidad 
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margin,al 11 y 11
: 

F ( x 1 yi. ) 

• i 

8f" (X, yi.) 
8yi. 

<4.2> 

donde w es eLdom
1

inio de. la variable de'..difer.enciación. 
>:.~. .:·: :.:.:" . ,/\, '.':·.->.:;>< ", .. '.: '' 

Ahora, se neces.ita ·;esolv'er':la.ecua~'.ión·:c4.2>·para xi.. La ecuación 

<4.2> para ~1 caso de ;1'á di;~t~itiu:iÓn ~~v1Ft~ina1a t0rAa:· 

+ 

-<4.3) 

La inversa de la fu_n2ión ~.e; di~tr.ibuéi'ó~ de. y,, requerida para 

transformar. el nÓ~e~o ~l eá'tor io urího~in·~mente d istr¡bu ido 'tiene la 
forma: 

y = .. <4.4) 

Como puede ob~er~arse, la .ecuación (4. 3) no tiene solución 

explicita. f"ol'." o, que, el .. esquema l"lumérico llamado ,Método de 

Regula Falsi ha sid6~mp\~ad.;·p~r~re.~o'lv~/1áecuaC:ión <<1.3>; El 

método es descrito .en éarnahari ~tal •. (1959); 

Asi, la· ~~c'í..l~~áii; de- '.~are..Íci°~ ce núiner.os •e xi.i' ~i.> ~-.·. t lene Ía ·.· ··función 

que. la 

se 

estiman P.or 

emplear 1 os•.~ Óm() .,;a.1 br~s· i 11 i~ ial~s 1 en 

·lo 

expuesto, por una· vez que. los 

son comparados con 'los estfinac:lós por Phien Ü987>. 
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Como se ha mencionado anteriormente, con el fin de. comparar la 

eficiencia de los estimadores de la distribución .BEV11, por Máxima 

Entropía, se han considerado como valores poblacionales de los 

pal'"ámetros us y ·= lo·s· ·mismos que· los anal izadós·· :,·de.' ·manera 

univariada p~r Phi~n C1987>i ,y l.;s valor~s d.;U~, "'2 ~ m han sido 

propuestos como 150. 203, S39.IÍl64 y 2.0 ~e"~~~cúV'alnent¡,;.' 
- . . . ' ·: ::-.- .- :~.. ': -, .-.:- ,:,· 

Se ut i lizÓ el, iarr~glo .;¡uestral presenta~o en i a'. Tabla 4.1, 

analizando fres opci'one~J~~.ci'e~e'1~~i,?cl~i't11n~~o dela muestra y 

su longitud. 

TABLA 4. t COMBI'N~C~§O~S PR~Pt.E~~ PARA 
LAS MiJESTRÁS~;EN~.LA;'.F;ASE DE' SIMULACrON 

4. 3 :C NDr CES DE 

Los indices d'e comporta;iemto dados .en Wallis y Wood <1985) fueron 

adoptados 'en éste'iiost~di~. E~tos son def.inidos típicamente. para el 

parámetro e y'pGede c.3'.1C:~1arse;por experimentos de simulación: 

sesgo promedio C rei.at.i vo): 

sesgopr 

RMSE 

donde: 

{ 
1 . N.c(' .. · ·· .. ]2}1/Z N.I: rel (El) . ·. 

L=1 . .. ' 

N es el n~mero. de réplicas. 

rel <e>: es el error rel at i'vo en la estimación. 
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relCe>= ce - e> I e 

e: es el parámetro. 

e: es el estimador. 

otro índice própues.tó en el análisis es el denominado como sesgo, 

el cual es de.ti.;, ido en Í-laari C1982> como: 

sesgo 

sesgo'= ~r e J - e (4.7) 

donde Er • J es~el operador e~perariza • 
. - . ' 

Estos índices son e~pl eados ,;para 1 os parámetros cu, u1, az, uz y 

m. ~ .. - ·-: '-;-·_ '-•-

Para que 

deberán 

~n -~étC>do·d; ···ést in1a~ión.· sea más.aproximado,, éstos índices 

~a"t6~~~ ~inim6~ y cuando v.,;rios métódos son tener 

éteberá consi&erarse 

como el meJcír ·o más efic ierite; 
J" 

Comparación de~ ef'.icienci.as 

La eficiencia relat·iva<del. Método I compar.,;da con el Método .II en 

la estimación del pará~~tro ~de la misma•muestra, puede definirse 

como: 

eff = Vare ;lbétodo.II> /'.vare ~ll'létoªº·· I> 
- ·-' ,- . . . -~,...--- =:-'--•;-;--- ,-oo;·-----~ - -- . -. 

c4.B> 
'~~~ ·_--;: 

Obviamente,. cuando •1 ~ :·ef {cienc i.a es• mímor- qúe uno, el. Método· r es 

menos éi identE!. que- ~l ~éfo~J r .Í -~~ l~ est im-'lc i Ón del p~rámetro e. 
En éste est~dio; ;~e ~E!~li~'a la compárac:"ión con el Mét6do MML, 

debido a que é~te ~r;e>ct~c~' E!~ti~id~/e;; con váY.i~íiz~ a!Üntótiica 
·' ·:¡:~: ·<_~ .. :~:.ff~;-:{~nc:{a-« .. : :>-pu:~d-~ ._·eva'í u~~r~e mínima •. <Conse~uéntémE!nté; 

convenientem'IS!'~t~ ~m~!IS!and? 1 a fórmula aprox im~d~ ~e. i as varianzas 

de los est iinaciores; 

De acuerdo a"Landwehr et al C1979>, F"iorentino y Gabriel e (1984>, 

1G1 



la eficiencia relativa entre dos métodos de estimación para el 

parámetro e puede expresarse en términos del 

cuadrático CMSE) como: 

ef f' MSEC ;¡MétOdo;,z I> 1. MSEC ;¡Método I> 

error medio 

(4. 9) 

: .. · ... ' ~· i: ,; : > •.••. .··,:. . 
donde MSE ·'= .RMSE.;. Por. lo· que puede ser 

experim~ntosd~~o~teCarlo ·~ara dos 

fácilmente calculado 

c ~a fesq~ i ~ra. 
en 

> ·: :' 

En la Tabla'·:. 4:2 se' 
simulación ~~C11i~add p:ol'> y 'en 

presentan 1 o~-'. obt~nfdos ~rí ~~te e;.¡t'¿d io. 

~< .:; ; . ,: -. ' 
Análisis de· Résul tados 

·:_::, f- ';...··:. 

A partir~de'10s-re'sJ1t'~dos.pr~séntado~ en la Tabla 4.3, 

de 

4.3 se 

puede 

Como puede •()6~e~~~rse, con(or~e,se inerementa el ·\am~ño de 

muestra ·i;;x iste un decremento del valor de los :'iricii~es 
la 

de 

comportamientC> d~ los ~~tiní~dores~ Con r~i~aón •E.anl• .. t···.·.r~.-.º~Ps.g1;ao ·.- p~<lmedio 
relativo, 1 os 'esti'níacio?es bi'v'.i~ iadospor.M~x tma bPe~~~tan 
un mejor é:c:illlpo~t~mi:erit6 que los '(lbteriido~>d~ 'mariera •.linivC1riad.ii poi" 
los Método;; c:fi;; ·M<lníeritos', Má~inía 0~~o~i~t(it~d.'y :oM~~i~~ )E:ritr'opia. 

Si se ínter~~ª en ~'áti~~d·b~~~ no !Oe.;;91~os •el Método PWM ,sigue 

siendo la ~eJoY. eli;;c~'ión, sigu,iendb en ~e~¿ndC>: término los 

estimados b i ¿.;¡;"i ~c:los por: POME. Sin,. eil'llb~r.9o; _ ~( se. _ irit¡;;r~sa · en 

tener valo~_e~.~ínimBs~d~;Rf.isé:; 'erítonces~'ef Mét-6ci~ MML es ~1 más 

apropiado, ~¿ciUrid~s~ · ~¡;;1 ~e•¿ ion ar también los ' , est i;~dol"~~ 
bivariados p6r ,PÓMí::;:C Con re~~eét6 ~l se;;go p~()~edio ~el~Úvb y ,al 

RMSE, el· ·mÉ'tci~~: ~OME ·urii\.'ari"'do tiene· "11 menos el mismo 

comportamient6 ~u~ ~J.. ;~ML; .: como ' ut.;'á .;.¡ ter.:lati:va,. podría .ser 

seleccionado ta;nbiénel· ~Úoci~: · POME ·,univ~r¡a'cic, y·,· bi..;.a>i.iido. en 

lugar del mét;6d~·~~{. ~dlci~n~i~ent~, ~º~;· pu~de ob~erv~rse, la 

eficiencia di?L métod,o POME bivari~do presenta un adecuado 

comportamiento co,:; r:elaciÓn a los.demás métodos en 5=°.mpet.;ncia . 
. -.<. _·.' " -~- - ' ; ___ . - .: 

Por lo ante~ior, es posible aseverar que el método POME biva~iado 
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ofrece una alternativa en la estimación conjunta de los parámetros 

de cada distribución márginal del t ipo_EV1. 

TABLA 4. 2 RESÚLTADOS DEL PROCESO DE SIMULACION DE Los 'º ESTIMÁJ:>oRES 
OBTENIDOS EN~FORMA,'UNIVARIADA 

índice 
( X ) MML POME PWM 

n=30 
sesgopr 2.4 2.0 -0.3 
RMSE 14.2 14.7 16.3 
ef f' 100.0 93.3 76.8 

n=40 
sesgopr 2.0 1. 7 -0. 1 
RMSE 12.4 12.8 14.4 
ef f' 100.0 93.8 74.2 

n=50 
sesgopr 1.6 1. 3 0.0 
RMSE 11 . 1 11. 4 12.6 
ef f' 100.0 94.7 75. 1 

Fuente: Ta.bla. 4. pa.g. 202. Phien C1PO?L 

TABLA 4.3 RESULTADOS DEL PROCESO DE SIMULACION 
DE LOS ESTIMADORES POR MAXIHA ENTROPIA OBTENI ..:. 
DOS EN FORMA BIVARIADA' 

---

.-
indice Ol1 - U1 Ol2 U2 m 

p o M E 

n-30 
sesgo -0.94 0.62 1.66 -0.33 0.03 
sesgopr 00 1.9 -0.3 -1. 1 0. 1 -1.3 
RMSE 00 15.7 5.5 22.5 6.0 11. 3 
eff' ºº 81.8 96.4 --- --- ---

n=40 
sesgo -0.80 0.73 1. 51 -0.33 0.01 
sesgopr 00 1.6 -0.4 -1.0 0. l -0. 7 
RMSE 00 14.4 4.8 19.9 5.3 9.3 
ef f' 00 74.2 95.2 --- --- ---

n=50 
sesgo 0.72 0.43 l. 38 -0.24 0.22 
sesgopr 00 1. 4 -0.2 -0.9 0.0 -1. 1 
RMSE ( 7.) 12.3 4.3 16.6 4.6 8.5 
ef f' 00 81. 4 95.4 --- --- ---
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5.1 ASPECTOS GENERALES 

CAPITULO CINCO 

APLICACIONES 

El objetivo principal en éste capítulo es la aplicación de la 

Distribución de Valores Extremos Bivariada Tipo 11 o 'oistri~ución 

Bigumbel, BEV11, al análisis de frecuencias de gastós 'niáximos 

anuales en dos regiones de la Repábl ica Mex'icaná; 
'.::"·,.;_·, 

La región A, Fig~l'.'1;5.11 e~tá fo';mada' por 2Í: estacionés, las 

cual es e:5tán local izadas en ;,las C'UenC'~s,'d~ ;'.1 ~~·· • ú'o~ El , Fu~rte, 
JtiiCa~ en Sinaol a,' Cul i'iiC'án;· Saf'l lor~nzo; EÍ eta ,y 

los estados d~·Chi~Ll:;¡t;~~ /,sinaloa. 
'.:"\ :~~-• •, > !.::~:· ',•>~- ,·e-~~'' • - ' -

La región· Eí,,F~~Ll·t~;5h;·e!ót'.~ t6l'"~ácliipci~ 20 ··estaciories' que 

ubican en ia: 1 i~ni~d~ C:uenc~ c:iel P~J~1~ab~,.;·. Estas ~st~ci.ones 
en ' d~ ' c:i~xac t ' ~J;,;ti'1 a 

Veracruz. 

. ' ' ' . ; 

se 

se 

y 

Las Tablas 5.,f y 5.2 indÍcan''los nombres, l'ocalización, :áreas y 

periodos,cie,registY.6 de las e~taci6~S!~ Llbicadas ~~las regiones A 

y B. 

Cabe señalar regiones en estudio, sólo se 

seleccionado ~qJe'11as ~stac ío~es que pre~e~~~n meJ~~ ajuste a 

han 

la 

distribución Llniv~;iad~ GÚ~bel, co~o:aprcix{máci~n i,.;iciai,:y_a la· 

aproximación. 'tr'.;ivárlaci.,;;~;;c:.;n:; ;;;~;·~Úial:_ i(;umbel; '.de acuerdo al 

análisis reánzado p6r EscaJ.:~nte·C1991), pa~a lo que se re~omienda 
ver las Tabla~~5:3 

~7.> 
6. 2 PROCESO ,DE ANALISJ:S 

Con el fin de CY'.iterio 

.se .. : estiman 

de' comparación, para 

de 

las 

· 1 a estaciones sele~ctori~das, 
distribución de, valores. extremC:.s Tipo 

univariado por' los métodos de Momentos, 
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T ADLA l.1 DESCRIPCION Y CARACTERISTICAS DE LAS ESTACIONES , 

NOMBRE DELA ANOS DE PERIODO DE 
Nn ESTACION "REGISTRO REGISTRO 

ACATITAN . 26 19ll 1980 
BADIRAGUATO ., . 23 195, 19HI 
CHINIPAS .·. CIIIllUAfílJA l09H ll 1966 1980 
CJIOIX· SINALOA·' 1403 2l 19l6 19HU 
GUATENIPA SIN ALOA H2l2 16 196l 19HO 
IIUITES SINALOA· :·26020 39 1942 l9HO 
IXPALINO ·, SIN ALOA' --

6llí6 2H 19l3 19HO 
JAINA SIN ALOA ·, ,Hl79 39 1942 1980 
LA llUERTA SIN ALOA 6149 12 1969 l9HO _ 

IO LOS MOLINOS SINALOA' '3763 111 1961 19?0 -

11 NARANJO SINALOA 2064. 42 1939 _ l9KO. 
12 PAi.O_ DULCE ClllIIUAJIUA, ,' 6323 - 23 19lH 1973 
13 PIAXTl.A SINALOA ; .lJ0.7 16 19l8 . 1973 
14 SAN FRANCISCO SINALOA 17lll 32 1942 1980 
ll SAN IONACIO ClllllUAÚUA; . -12166' 14 '. 1967 19KO 
16 SANTA CRUZ SINALOA '' H919 37 . 1944. '19KO 
17 TMIAZULA SINALOA, •'2241 18 1963 

,_ 
1980 

IH 'fECUSlAl 1A SINAÜ>A .·371¡¡ ll '19l9' 
,o-

•'1!liJ 

19 TOJf,\YANA SINÁLOA l281 2.1 l9l8 1980 
20 URIQUE 11 CIJII!UAlfüA',.' . 4000 

' 
13 '1968 1980 

21 ZOPILOTE SINALOA (i(j(i 42 . 1939 1980 
' ,_,-, ,_, __ , 

Fucnlc~ C. Esc11hmlc S., TclÍii; Ooctoruf, "FÚNCIONES DI! DISTRl· 
BUCION DE PROBABILIDAD TRIVARIADAS DE VALORES EXrREMOS Y SUS 
APLICACIONES llN llil>ROLOOIA", 1991. 
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TADLA 5.2 DESCRIPCION Y CARACTERISTICAS DE LAS ESTACIONES 

EN LA REGION B 

NOMBRE DELA UUICACION _ AIU\A 

No ESTACION ESTADO 

ACllOTAL VERA CRUZ 

AMAPA VERACRUZ:-

ANGEL R: CADADAS VERACRUZ -: 1970 
APAOLA O AX A CA 1970 
A.XUSCO PUEBLA . 1970. 

AZUETA OAXACA 1970 
BELLACO VERACRUZ . 1970 

CALAPILLA OA.XACA 1º970 

9 CANTON OA.XACA 1411.18 _1970 
111 CUATOTOLAPAN VERACRUZ 7090 

._ 
'1970. 

JI CUICHAf'A VERACRUZ 17J2 .. 1970 
12 DOMINGUILLO OAXACA 69.S •1970·· 
1.1 JACATEPEC OAXACA 1117 18. 

0

1970 
14 LA ANGOSTURA OA.XACA 6514 16· 1970· 
15 LA ESTRELLA OA.XACA 774 17 1970 
16 LA JUNTA OA.XACA 11878 17 19l4. 1970 
17 LAS PRIETAS VERACRUZ 216 22 - 1949:-:- 1970--

IR LAUCHAPAN VERACRUZ 147H 22 1949 .1970 
19 MATAMBA OA.XACA 214.1 14. ·.1957' "··,·: 1970 -· 
20 MONTE ROSA OA.XACA 2870 14 1957 1970 
21 PAPALOAPAN VERACRUZ 212.16 22 1949 1970 
22 QUIOTEPEC OA.XACA 48.12 22 1949 - -1970 
2.1 SANTO DOMINGO OA.XACA 12681 17 l9S4 1970 
24 TEPELMEME OAXACA 167 15 1956 1970 
2l TOMELLIN OA .. 'X'ACA 780 12 '19l9 • 1970 
26 TUXTEPEC OA.XACA ll719 111 1961 1970 
27 XIQUILA OAXACA !078 16 l9l5 1970 
2H ZAPOTE OAXACA 6JJ ll 1956 1970 

Fuente: C. Esculante S., TcRis Oocloral, ''FUNCIONES DE OISTRI· 
BUCION DE PROBABILIDAD TRIVARIADAS DE VALORES EXTREMOS Y SUS 
APLICACIONES EN HIDROLOGI,\", 1991. 
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TABLA 5.J ERROR ESTANDAR DE LA Mrr.JOR DIS'J'RlllUCION DE CADA APROXIMACION UNIVARIADI\, BIVARÍADA Y TRIVARIAlli\, 
PARA ELEGIR l.A DISTRIBUCION I'INAL DE VALORES r~xTREMOSEN LAS ESTACIONES DE LA REGION A. 

NO~IUREDELA DlSTRIDUCION DISTRIUUCION 

No ESTACION UNIV ARIADA E.E. JJIVARIADA E.E. E.E.:: 

ACATITAN GVE 244.4 GVE{D) 29l.5 VET222 · : ."'- . 253.9' 
BADIRAGUATO G 6tí0.9 G(U) 13Ú' ,, VETi1:z<0v1i, 

'. ;"~:. 5ji1.s"" 
,. ___ '~ 

CillNIPAS G IHO.I VEUll 142.l' VETll2(GJ:.: .. : 134,N '·' 
CJIOIX avr:. 87.7 VEU22(GVE) 79.4' ·.· VET222,;' )/_ 5H.8 ¡ 

GUATENIPA G 46K.2 GVJ!(B) IJ8J.2 ·VET112(G) . 378,9"' .. 

llUITES GVE J020.4 GVE(B) 1127.9 '\ VETl22 (OVE) 831.9 

IXPALINO CiVE '37.9 VEBll 70l.9" :·.VET222.: - 393 
JAINA OVE 420.J , VEB l 2(0VE) 633,4' VET222·· " 531:3 ' 
LA HUERTA OVE 192.3 VED22 277.6'' . VETI 12 (OVE) 192.9 

111 LOS MOLINOS GVE 17.3 OVE(ll) 12.4' VET222 12.1 
11 NARANJO GVE 114.4 GVll(U) 164.6 VET222 1114.7 
12 PALO DULCE GVE 6)5.9 .VED22 :, 310.9 VET222 267.2 
1.1 PIAXTLA OVE 69J,J ,VEB22 - I072.2 VET222 871.9 
14 SAN FRANCISCO GVE 3lll.8 VERii 746.9 VET222 401.5 

" SANIClNACIO G 4l2.7 av1;¡0¡ 834.7 VfiTl22(G) 328.8 
16 SANTA CRUZ OVE 497.2 CiVE{JI) Jl9.6 VET222 259.6 
17 TAlllAZULA CiVE 69,2 e .G(ll) 82.4 VET222 40.5 
IN TECUSIAPA OVE 2.11.8 VEBl2 (OVE) -· 222.0 VETl22 (OVE) 212.1 
19 TOllAYANA o 128.6 .VE1!12(G) 104.4 VfiTl22(G) 120.9 
20 URIQUEII o 7J.9' VEB22 8l.9 VET222 70.J 
21 ZOPILOTE o 49.7 OVE(llJ 72.2 VETll2(G) .17.2 

G=GUl\IDEL OVE= GENEl!AL DE VALORES EXTIUlMOS E. E.= ERROR ESTANDAR 
(G) y (GVE) INDICAN QUE LAS ESTACION TmNE DISTRIDUCION MARGINAL GUMBEL o OVE 
EN LA F!JNCION BIVARIADA o TRIVAIUADA. 
(D) DEI. ANALISIS DIVARIADO (RA YNAL, 19Hl). 

Fuente: c. Escalnnlc S., Tesis Doctoral, "FUNCIONES f)E lJJSTRJllUCION DE PROBABILIDAD TRIV ARIADAS DE V AJ~ORES 
EXTREMOS Y SUS APLICACIONES EN lllDROl,OGIA", 1991. 
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· DISTRIDUCION 
: SELECCIONADA 

: Univariada OVE 
VETJl2(GVE) 
VETll2(G) 

VET222 
VET112(G) 
VETl22 (OVE) 

VET222 
Univariada GVE 
Univnriada OVE 
VET222 
VET222 
VET222 
Univarinda OVE 
Univariada OVE 
VET122(0) 

VET222 
VET222 
VETI 22 (OVE) 
VEDl2(G) 

VET222 
VETll2(0) 



TAllLA 5.4 ERROR ESTANDAR DI! LA MIUOR DISTRIBUCION UNIV ARIADA Y TRIVARIAIJA PARA 

ELEGIR LA DISTRIBUCION FINAL DE VALORES EXTREMOS EN l.AS ESTACIONES DE LA REGION B 

NOMBRE DELA 
No ESTACION 

ACllOTAL 
AMAPA 
ANGEL R. CABADAS 
APAOLA 
AXUSCO 
AZUETA 
BELLACO 
CALAPILLA 
CANTON 

111 CUATOTOLAPAN 
11 CUICllAPA 
12 DOMINGUILLO 
13 JACATEPEC 
14 1.A ANGOSTURA 
l l LA ESTRELLA 
16 LAJUNTA 
17 LAS PRIETAS 
IH LAUCllAPAN 
19 ~IATMIBA 

20 MON'fl!ROSA 
21 PAPALOAPAN 
22 QUIOTEPEC 
23 SANTO DOMINGO 
24 TEPELMEME 
2l TOMELLIN 
26 TUA"fEPEC 
27 XIQUIJ.A 
28 ZAPOTE 

DISTRIBUCION, . 
UNIVARIADA E. E. 

G 34.HJ 
GVll 3tl.2l 
OVE .42.39 
GVE 8l.HI 
OVE 12.65 
o 75.79 
GVI! 189.28 
OVE 56,57 
G , 26S:6J 
G V ll 328.16 
GVE 32.27 
G V E 10.99 
G V E _____ .:. I04.25 

G 26.23 
G 93.43 
OVE 94.11 
G V E 27.47 
G 70.63 
GVE 78.Sl 
OVH 174.0.5 
GV E 30l.62 
O V E 86.90 
GVE 117.0l 
G V E 20.71 
G 24.36 
G V ll 29l.19 
G JJ,49 
G V E 63,HH 

lllSTRIBUCION 
TRIVARIADA 

VETl12(0) 
VET222 (GVE) 
VllTll2(Cl) 
VET222 (ClVE) 
VET112(CI) 
VETll2(Cl) 
VllTll2(Cl) 
VETl22 (CIVE) 
VETI 12 (CIVE) 
VET222 
VETl22 (OVE) 
Vll1'122(GVE) 
VETl22 (CIVE) 
VETl22 (OVE) 
VETll2(0) 
VETI 22 (OVE) 
VETl22 (GVE) 
VET222 
VET222 
VET222 
VETI 22 (GVE) 
VET222 
VETl22 (GVE) 
VETl22 (OVE) 
VETl12(G) 
VETll2(G) 

·VETlll 
VET222 

E.E. 

43.63 
20.3l 
34.02 
H8.03 
111.ll 
60.32 
IHl.6H 
62.0l 

2JJ.l3 
227.5H 
11.97 
7.49 
73.l4 
23.47 
95.42 
HU,54 

26.17 
S4.H2 
llll.93 
IHl.07 
25H.14 
78.0S 
127.41 
14.IH 
16.0ll 

2.10,77 
2H.4S 
68.27 

G= GUMBEI. OVE= GENERAL DE VALORES. E.XTREMOS:,, : E. E.= ERROR ESTANDAR 
(G) y (OVE) INDICAN QUE LAS ESTACION TIENE DISTRIBUCION MARGINAL GUMnEL o GVE·: 
ENLAFUNCIONBIVARIADAoTRIVARIAIJA. . . . " . 

Fuente: C. Escnlanh: s., Tesis Om:hmtl, "FUNCIONES DE OJSTRlBUCION DE PROBABJÚ.:. >o---'.-:;---

l>AD TRIV ARIADAS DE V Al.ORES EXTREMOS \'SUS APLICACIONES EN HIDROL,OGIA", 1091. 
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DISTRIBUCION 
SELECCIONADA 

Univari11d11 OVE 
Vl!T222 
Vl!'fll2(0) 
UnivarimJa GVE 
Vl!Tll2(0) 
VE1'112(0) 
VETll2(0) 
Univari11Ju OVE 
Vl!TI 12 (GVE) 
VET222 
VE'f122 (GVE) 
VETI 22 (OVE) 
VETJ22 (OVE) 
VETJ 22 (GVE) 
VE1'112(G) 
VETJ22 (GVE) 
VETl22 (GVE) 
VET222 
Univariada GVE 
Uni\'ariadn GVE 
VllTl22 (OVE) 
VET222 
Univariada GVE 
VETJ22 (OVE) 
VE'f112(0) 
VETJ12(G) 
VETlll 
Univariada GVE 



MAxima Entropía; y para la distribución de valores extremos 

bivariada BEVll, por el m~todo de Maxima Entropia, d• acu•rdo al 

algoritmo desarrollado en el capítulo tres. 

El proceso de anal isis ha sido &l !;¡iguiallte1 

l. A partir de las Tablas' 

estacionvs basicas y se c::;n~tÚu'yeron los 

se seleccionaron las 

grupos (Tablas S.5 y 
·.· '_,·''.,--i;.· 

s.6> para análisis bivariádo~ 
~ ;: '' 

·. :.,·· ·-.-_ 

2. Se pro~edió'ú':•estim'a~ los parámetros para la distrib~ción 

Gumbel c~',:iic,;~~i~da) ·por> 16s Métodos de Momentos, Máxima 

VerosimiÍitl..lci; ~ M~ÍcilÍÍa Entr6pía de acuerdo a Phien <1987>; ási 

como sus cor?espon-dientés errores estándar. 

3. Para los grUp~~ fo}~.~~~.· fueron estimados los parametros del 

modelo BEvi1P'po'reftt1étgÍ:l'J d~ Máxima Entropía con el algoritmo 

desallorradÓ eri el tres¡ así como sus respectivos .;rrores 

estándar.· 

mediante la distribución bivariada BEVl l resuelta por 

aquellos proporci~na,~~i ~¿;; l; dÍstribuC:iÓn uriivariada 

diferentes met6d:cis de'.estim~C:Í:óll ~ri ~s~l..lciÍO. 
: :·{:_~--'. __ / .- - --_-_- . :' 

f>OME 

con 

·con 

los 

En 1 as Tablas S. :S· Y. ·~·;·5·,,, se Jpresen"tan l'as estaciones seleccionadas 

y los grupos dé estaciones form~do~ pa;1 ei'~llaltsis bivariado de 

ambas regiones bajo estudio. 

TABLA S.5 ESTACIONES SELECCIONADAS Y GRUPOS FORMADOS 
PARA ANALISIS BIVARIADO DE LA REGION A 

ESTACION GRUPO FORMADO C. DE CORRELACION 

t. BADIRAGUATO 
2. CHINIPAS 
3. GUATENIPA 
4. SAN IGNACIO 
5. TOAHAYANA 
6. URIGIUE II 
7. ZOPILOTE 

BADIRAGUATO-GUATENIPA 
CHINIPAS-URIQUE II 
SAN IGNACIO-URIQUE 
TOAHAYANA-ZOPILOTE 
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0.48 
0.58 
0.60 
0.11 



TABLA 5.6 ESTACIONES SELECCIONADAS Y GRUPOS FORMADOS 
PARA ANALISIS BIVARIADO DE LA REGION B 

ESTACION GRUPO FORMADO C. DE CORRELACION 

1. ACHOTAL ACHOTAL-BELLACO 0. 2G 
2. ANGEL"R. CABADAS· APAOLA-DOMINGUILLO 0.52 
3. APAOl.A. . APAOLA-MATAMBA 0.65 
4~ AXÚSCO , ANGEL. R. CABADAS-LAUCHAPAN 0. 72 
5~- AZUETA AXUSCO-LA ANGOSTURA -0. 04 
6. BEl..:Í:.ACO AZUETA-PAPALOAPAN 0. 64 
7 ·cANTON ·• ·. AZUETA-TUXTEPEC 0.66 a: LA'ANGclSTURA LA ESTRELLA-TUXTEPEC 0.30 
9 .. LA ESTRELLA TOMELL I N-APAOLA 0. 1 9 

10. LAUCHAPAN XJGIUILA-LA ANGOSTURA 0. 7.4 
11.··TOMELl.:IN' CANTON-LA ESTRELLA 0.G0 
12. TUXTEPEC CANTON-SANTO DOMINGO 0.80 
13• XIQUILA PAPALOAPAN-JACATEPEC .0;51 

TUXTEPEC-JACATEPEC 0;50 
JACATEPEC-LA ESTRELLA .. 0;91 
LA ESTRELLA-SANTO DOMINGO 0:'69 .. 

Se hace •notahque los ~;~po~ asi formados constituyen de las 

triadas estab1·e~idas 'i'ara,e1( ana1 is is tri~arT~á¿;: acuerd'o . a 

E!lcal ante ;(.t991>'> ,asÍ t'am~i,~n/'3.e .. ~e~al'a 'que~i··f~eron~· :~¿~~:;d:~i~as 
otras e~t ... ~Yóne?s'.pa~a complementar i'ós g;;.upo'3< de anali~i~:. ·.· El 

análisis r~aÚzado'~en·~'ste; .~~ti.lcii() fue' hechÓ: con ~fa!ii.~ci~s' d~ 
registro cc:lirii.;ri~s ~e:rc>s_g;;.upos:d~esta~ió~ei!. formad~;,;; d~l~ misma 

forma para ~(: ~~.hi~i~ ur!Ívad~do, .~o~ ~l 1'i'n d~ ten~r las 

condiciones. én e1 .P·~()'céso de.c6mparación. 

. . . 
En las Tablas S;7' y s:~i se m~es'trán los pa~állleitros est.imádo'3 por 

los métodos POME bi:;;arÍ.a_cici/l'ioiÜent~s,.MA)(ill\a Verosimi1itJd y POME 

un i variado de las estaciones sel ecci.ona¡j~side ia-regi Ón;·A:;Ve;' 

Los errores estánda~<(É:i:'.~'i°-,;;¡~tT1~' ~;r;oxiínaciones .t,i;,,.~rL;ida y 

univariadas de los modelos CÍJus\;ados son i~dicados en la Tablas 

5.9 y 5.10. 

La selección por_,:gru_p:o del• ~eJ'or método .. de estimación: de . la 

aproximación biv~r;,i.ida •y univ~~iad'as ~e puede' ,observar en las 

Tablas 5.11 y S.i2~~ 
'. ~ 

V por último, los parámetr'os finales· y la·- elección de •1a mejor 

aproximación de f'as e~tacfones analizadas. de las regiones A 

son presentadas eri Tas TabÍas 5.13 y 5.14. 
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TAllLA S.1 PARAMéTROS ESTIMADOS POR LOS METODOS POME UIVARIADO. MOM, MMI. Y l'OME UNIVARIAOOS. DF. l.AS ESTACIONES 

SELECCIONADAS DE LA REGION A 

GPO. ESTACION N Al.FA 1 MU 1 m ALFA (UNIVARIAOOI M 11 !UNIVARIAOO) 

(AÑOS) l'OME DIVARIAOO MDM MML POME MOM MML l'OME 

1 DAIJIRAOUATO 17 163.5409 340,7460 1.5127 177.5261 Ull.402.5 179.242H JJ2.7644 332.7217 JJJ.7736 

OUATENIPÁ 1269.3951 1137.5304 1127.134.5 1020.6790 1166.4987 1217.1062 1227.6512 1194,3845 

2 ClllNIPAS 13 479.1153 743.2997 1.7784 4.S9.94.54 445.4.185 456.SOOO 7.54.281.5 7Sl.92J4 7.56.270.1 

URIQUE 115.2012 218.7.16.5 125.4925 121.3807 120.4298 212.7945 216.1903 215.7168 

3 SAN IGNACIO 13 Ml .. 1261 1264.4.586 1.3357 766.3859 5'18.3101 6.59.6957 1 JIJl.&608 1234.0S9J 12SJ.4441 

URIQUE 123.!046 214.1888 125.4925 121.J807 120.Jli1J7 212.7945 216.190.1 215.1515 

4 TOAHAYANA 23 4.54.3491 712.8725 1.1054 452.3831 4S0,7HOI 457.9154 713.9644 707.89.17 710.7711 

ZOPILOTE 213.0180 277.3060 207.8228 211.6164 211.34!0 280,3023 278.3882 278.271.5 

TAllLA 5.8 l'ARAMETROS ESTIMADOS l'OR LOS METODOS l'OME íllVARIADO. MOM. MMI. y ro~m UNIVARIAOOS, DE LAS ESTACIONES 

SELECCIONADAS DF LA REOION 11 . . . 
Gl'O ESTACION N ALl~A 1 MU 1 m ALFA (UNIVARIAIXl) MU (UNIVARIAOO) 

(AÑOS) POME BIVARJAOO MCJM MMI. l'OME MOM MML POME 

1 ACllOTAL 22 IHJ.9615 424.34.50 J.J.591 145.0648 21 l,JU>fJ 189.4180 446.8572 434.8756 421.25.59 

OEl.LACO 1<18.4420 554.6381 245.9130 143.8802 IM.3837 50?,9188 551.3232 556,9188 

2 APAOl.A 14 74.52S7 52.M96 1.1297 104.9477 57.2019 68.7802 35.0(154 53.25.18 55.9419 

DIMINGUILl.O 24.2807 35.918J 37.4972 2.l..1258 27.Hll 28.2846 3.l.1156 .14.1404 

J APAOLA 14 7.l.7532 5.l.0721 1.886'1 !04.9477 57.2019 68,7802 35.0654 5.1.2538 55.9419 

MATAMllA 162.1281 254.3748 196.7147 16U627 174.3570 234.3818 242.9342 241.2870 

4 ANGEL R. C. 14 91.19(14 148.1658 2.0985 99.013.1 92,5167 94.0081 143.6337 145.9227 146.5228 

LAUCllAPAN 131.0041 284.0309 124.2525 127.1806 127.47.19 287.9223 285.9398 286.0630 

5 AXUSCO 12 24.9548 52.5126 1.045.1 28.0444 24.9683 26.0531 50.7290 51.4153 51.8184 

LA ANGOSTURA 91.8484 208.4112 85.1993 89,0980 8!L1480 2122383 210.7463 210.4208 

6 AZUETA 22 162.2772 835.6943 1.5678 172.2686 153.2757 162.167.1 829.9215 812.5811 835.1581 

PAPALOAPllN I044.083S 3448.9195 1013.4763 966.1116 1051.8.lU .1455.1885 3464.8733 3444.5896 

7 AZUETA 10 159.1274 82.1.7691 1.79.10 194.4076 144.4137 163.7646 803.3849 815.44.15 821.0725 

TUXTEPEC 4<18.2652 2'195.3413 525.9728 422.8769 457.1714 2961,8003 2990.0542 3001.5100 

8 l.A ESTRELLA 10 222.1165 1145.8156 1.3653 218.9855 244.41.14 2.15.2581 1147.8982 1142.8712 1138.5054 

TUXTEPEC 486,2466 2985.3220 525.9728 422.8776 457.1776 2961.8003 2990.0542 3001.5100 

9 TOMl(LLIN 12 72.9818 IOH.2025 12168 68.897.1 68.7052 69.5343 110.5647 109.8589 ll0.1970 

APAOLA 31.8717 41.7712 .1.1.1012 J.1.0715 31.5490 41.0602 40.6091 40.8016 

10 XIQUILA 16 IO.l.0648 229.0686 2.0411 100.8450 102.2431 100.7646 230.3532 231.0542 230.3996 

l.A ANGOSTURA 89.1816 213.9565 86.9731 92.0722 91.2024 215.2353 213.1726 212.7940 

11 CANTON 17 595,5617 2019.7968 1.9759 697.5685 562.3197 598.7242 196-0.8818 20052691 2017.9364 

l.A 1'5TRELLA 287.9904 1174.5410 291.8152 284.5258 286.4496 1172.3243 1174.6250 1115.4215 

12 CllNTON 17 í.09.3602 2011.5800 2.0687 697.5685 562.3197 598.7242 1960.8818 2005.2697 2017.9364 

STO. DOMINGO 289.5342 724.1695 312.2084 291.3015 294.8415 711.0237 116.0735 721.0447 

13 PAl1ALOAPAN 18 841.9725 3482.1899 1.4652 988.4019 852.1235 898.41.16 3396.8679 3432.1528 3448.8105 

JACATEPEC JIJ0.3620 1250.4912 385.1989 351.9526 366.6475 1253.4349 1258MOO 1264.1431 

14 TUXTEPEC 10 448.3244 3006.7415 1.9490 525.9¡28 422.8769 457,1715 2961.8003 2990.0542 3001.5100 

JllCATEPEC 279.5088 1159.:UJS 287.8798 254.7010 274,3294 1154.5313 1158,6945 1162.3528 

IS JACllTEPEC 17 .115.9537 1239.3207 2.2716 351.5457 316.3579 329.5102 1218.7294 1226.5311 1231.4486 

LA ESTRELLA 297.5382 1169.0020 291.81l2 284.5258 286,4495 1172.3243 111H250 1175.4216 

16 LA ESTRELLA 17 282.4017 1177.7345 1.9836 291.8152 284.5258 286.4495 1172.3243 1174.6250 1175.4215 

STO. DOMINGO 298.7185 718.7.122 312.2084 2813033 294.8475 711.0237 716.0737 721.0447 

NOTA. N. Es el pcnoJu comun de rc1ustro. 

174 



TAULA 5.9 ERRORES ESTANDAR (E.E.) DE LOS MODELOS BIVARIADO Y 

UNIVARIAl>OS AJUSTADOS, DE LAS ESTACIONES SEL!iCCIONADAS 

Df: LA REGION A. 

aro ESTACION N DIVARIADO UNIVARIADOS 

(At710S) POME MOM MMJ. 

1 UAIJIRAGUATO 17 70.3484 60.7697 58 1570 

GllATENIPA 323.6880 382.2672 468 2l8'1 

2 ClllNIPAS 13 159.3915 170.8000 183.0990 

URIQUE 76.1149 72.8811 73.8568 

3 SANIGNACIO 13 427.7003 355.3909 468.9879 

URIQUE 73.4906 72.8811 73.8568 

4 TOAllAYANA 23 124.7604 1260356 128.6210 

ZOPILOTE 44.3849 48.4992 45.3891 

TAULA 5.JO ERRORES ESTANDAR (E.E.) DE LOS MODELOS UIVAIUADO Y 

UNIVARIADOS AJUSTADOS, DE 1.AS ESTACIONES SELECCIONADAS 

DE LA REGION ll 

POME 

59.7676 

360.3122 

173.0JJ2 

74.2797 

415.1301 

74.2986 

122.5408 

45.6711 

aro ESTACION N Al VARIADO UNJVARIADOS 

(At710S) POME MOM MMJ. POME 

1 ACllOTAJ. 22 71.3949 67.1438 89.2810 74.0698 

BELLACO 203.1245 191.0224 215.8314 204.7715 

2 APAOl.A 14 89.9527 84.8266 98 8754 92.2452 

DIMINGUll.LO 30.0460 24.9429 30.9842 28.2904 

3 APAOLA 14 90 2402 84.8266 98.8754 92.2452 

MATAMIJA 103.2589 79.6983 106.0875 93.8737 

4 ANGEL R. C. 14 43.4538 38.4341 42.8074 41.5182 

LAUCllAl'AN 39.8716 43.8639 42.0912 41.8451 

5 AXUSCO 12 13.2336 11.0323 13.4412 12.3930 

LA ANGOSTURA 27.8730 31.7919 29.1539 29.7863 

6 AZUETA 22 68.5955 63.5128 75.7994 68.6596 

J>APALOAJ>AN 282.2855 289.1871 345.6969 277.4272 

7 AZUETA JO 126.2786 108.4671 139.1498 123.4338 

TUXTEl'EC 288.9451 255.3070 327.3730 296.4785 

8 LA ESTRELl.A 10 83.8783 86 0013 68.1271 75.4917 

TUXTEPEC 277.3630 255.3070 327.3724 296.4784 

9 TOMELLIN 12 21.1854 24 0004 24.3657 23.5289 

APAOLA 14.7227 14 0046 14.1276 13.7655 

.10 XIQUILA 16 31.2500 32 6926 JI 4656 32.7471 

LA ANGOSTURA 27.9520 29.2927 26 2323 26.8590 

11 CANTON 17 367.3133 315.0569 394.8555 365.2835 

LA ESTRELLA 98.5461 96.0637 JOl.2817 99.5821 

12 CANTON 17 358.6360 315.0569 394.8555 365.2835 

STO. DOMINGO 125.2928 110.6256 133.9456 121.5557 

ll PAPA LOA PAN 18 464.5689 368.6562 464.2648 422.8216 

JACATEPEC 105.3345 !09.1571 140.0753 124.0969 

14 TUXTEPEC 10 302.6426 255.3070 327.3730 296.4785 

JACATEJ>EC 111.5435 104.6725 126.7320 115.9220 

IS JACATf:PEC 17 IJ7.4 I09 109.3798 139.6391 126.0194 

LA ESTRELLA 92.5894 96.0637 JOl.2817 99.5822 

16 LA ESTRELLA 17 102.3897 96.0637 101.2817 99,5822 

STO. DOMINGO 118.9034 110.6256 133.9440 121.5557 

NOl A: N, Es el periodo cumun de rcg1s1ro. 
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TABLA S.11 SELECCION POR GRUl'O DEL MEJOR METOOO DE ESTIMACION DE LA APROXIMACION UNIVARIADA Y BIVARIADA, 

DE LAS ESTACIONES DF. LA REGION A. 

GPO. ESTACION N APROXIMACJON UNIVARIADA APROXIMACION POME DJVARIADA APROXIMACION 

(A1'10S) E.E. METOl>O ALl'A MU E.E. ALFA MU SELECCIONADA 

1 UADIRAGUA TO 17 .S8.IS70 MMI. 181.4025 332.7217 70.3484 16J . .S409 340.7460 MML-U 

GUATENIPA 360.3112 l'OME 1166,4987 1194.384.S 323.<1880 1269.39.SI l Jl7.SJ04 POMr~o 

2 ClllNlrAS 13 170.8000 MOM 4S9,9·t54 754.281.S 159.39JS 479.llH 743.2997 POME·O 

URIQUE 72.8811 MOM 125.4925 212.7945 76.1149 l IS.2022 218.7365 MOM-U 

3 SANIGNACIO 13 355.3909 MOM 76(1.3859 1191.8608 427.700) Ml.3261 1264.4586 MOM·U 

URIQUE 72.8811 MOM 12.S.4925 212.794S 73.4906 123.1046 214.1888 MOM·U 

4 TOAllAYANA 23 122.5408 l'OME 457.9154 710,7711 124.7(104 454.3491 712.8725 l'OME·U 

ZOPILOTE 45.3891 MMI. 211.fiJM 278.3882 44 . .:\849 21:\,0180 277.3060 l'OME·O 

TABLA 5.12 SELECCION POR GRUl'O DEI. MfüOR MlfíODO DE ESTIMACION DE LA APROXIMACION UNIVARIAllA Y DIVARIADA. 

DE LAS ESTACIONES DF LA REGION 11 

GPO ESTACION N 

(A1'/0S) E.E. 

1 ACllOTAL 22 (17.14311 

BELLACO 191.0224 

2 APAO!.A 14 84.8266 

DIMINGUILLO 24.9421} 

3 APAOl.A 14 84.8266 

MATAMUA 79.698] 

4 ANGEL R. C. 14 38.4341 

LAUCllAl'AN 41.84ll 

5 AXUSCO' 12 11.0.123 

LA ANGOSTURA 29.1539 

6 AZUETA 22 63.Sl28 

PAPA LOA PAN 277.4272 

7 AZUETA 10 108.4671 

TUXTEPEC 2ll.3070 

8 LA ESTRELLA 10 68.1271 

TUXTEPEC 255.3070 

9 TOMELl.IN 12 23.5289 

APAOLA 13.76S5 

10 XIQUILA 16 31.46l6 

LA ANGOSTURA 2(1,2323 

11 CANTON 17 315.0569 

LA ESTRELLA 96,0637 

12 CANTON 17 31l.0569 

STO. DOMINGO 1 I0.62S6 

13 PAPALOAPAN 18 368,6562 

JACATEPEC lll6.IS71 

14 TUXTEl'EC IO 25S.3070 

JACATEPEC 10.f.6725 

IS JACATI!PEC 17 109,)798 

LA ESTRELLA 96.0637 

16 LA ESTRELLA 17 96.0637 

STO. DOMINGO 110.6256 

NOTA N, Es el periodo comun de rcgtslro. 

U,Univariado 
ll, Divnriado 

APROXJMACION llNIVARIADA APROXIMACION POME HIVARIADA APROXIMACION 

METODO ALFA MU E.E. Al.FA MU SELECCIONADA 

MOM 145.06-10 446.8572 71.3949 183.961.5 424.3450 MOM-U 

MOM 24S.9!JO 501J,IJl88 203.124S 168.4420 5S4.6381 MOM-U 

MOM 104.9477 3l.ll654 89.9527 74.52S7 S2.6496 MOM·U 

MOM 37.4972 28.2846 J0.0460 2·t.2807 35.9183 MOM·U 

MOM 104.9477 35.0654 1>0.2402 73.75:12 53.0721 MOM·U 

MOM 196.7147 230818 IOJ.2589 162.1281 2S4.374R MOM·U 

MOM 99,01)] 143.6337 43.4538 IJl.J9M 148.1658 MOM·U 

l'OME 127.4739 286.0630 39.8716 IJl.0041 284.0309 POMll-B 

MOM 28.0H4 50.7290 13.2.136 24.9548 52.5126 MOM-U 

MML 89.0980 210.7463 27.8730 91.8484 208.4112 POME·D 

MOM 172.2686 829.9275 68.S95S 162.2772 835.6943 MOM-U 

POME 1051.8385 .1444.5896 282.2855 1044.0835 3448.9795 POMll-U 

MOM 194.4076 803.J849 126.2786 159.1274 R23.7691 MOM-U 

MOM l2S.972R 2961.800.1 288.9451 468.2652 2995.3413 MOM-U 

MML 244.4134 1142.8712 83.8783 222.1165 1145.8156 MML-U 

MOM 525.9128 2961.8003 277.3630 486.246(1 298l.J220 MOM·U 

l'OME (19.5343 110.1970 21.1854 72.9818 108,2025 l'OME·O 

POME 33.1012 41.0602 14.7227 31.8717 41.7712 l'OME-U 

MML 102.2431 231.0542 31.2500 !03.0648 229.0686 POME-B 

MMI- 92.0722 213.1726 27.9520 89.1816 213.9565 MML-U 

MOM 697.5MIS 1960.8818 Jl17.JLU 595,5617 2019.7968 MOM-U 

MOM 291.8152 1172.3243 98.5461 287.990.t 1174.S410 MOM-U 

MDM 697,5685 1960.8818 358.6)(¡{) 60'J.3602 20ll.l800 MOM·U 

MOM 312.2084 711.0237 125.2928 289.5342 724.1695 MOM·U 

MOM 988.4019 3396.8679 464.5689 841.9725 3482.1899 MOM·U 

MDM 38S.l989 1253.4349 105.3345 390.3620 12l0.4912 POME·D 

MOM 525.9728 2961.8003 :102.6426 448.3244 3006.7415 MOM·U 

MOM 287.8798 llS4.5313 lll.S4J5 279.5088 1159.3315 MOM-U 

MOM 351.l4S7 1218.7294 137.4(09 31S.9537 1239.3207 MOM·U 

MOM 291.81l2 1172.3243 92.5894 2fJ7.SJ82 1169.0020 PO ME· O 

MOM 291.8152 1172.3243 102.3897 282.4017 1177.7J4S MOM·U 

MOM 312.2084 711.0237 118.9034 298,7785 718.7J22 MOM-U 



TABLA 5.13 ERRORES ESTANDAR DE LA APROXIMACION lllVARIAOA Y DI: LA MfüOR UNIVARIADA PARA SEl.ECCIONAR 1:L MElOR 

METODO DE ESTIMACION DI' PARAMETROS DE LAS ESTACIONES ANAi.iZADAS UE LA REGION A. 

ESTACION APROXIMACION UNIVARIAOA Al'ROXIMACJON POMI: llJVARIAl>A APROXIMACION 

GRUPO E.E. Mlffül>O Al.FA MU GRUPO E.E. ALFA MIJ SFJ.ECCIONADA 

DADIRAGUA TO 1 58.IS70 MMI. 181.402S 332.7217 1 70.3484 l6J.5409 340.7460 MML-U 

ClllNlrAS 2 170.HOCIO MOM 45Q.9H4 75·1.28U 2 ISIJ.3915 479.1 ID 74.l.2997 POME-D 

GUATENIPA 1 360Jll2 POME 1166.4987 ll'J.t.J84S 1 J23.<1880 12l19J'JSI l 137.SJ04 l'OMr:,-.B 

SAN IGNACIO 3 J.SS.3909 MOM 766.3859 J llJl.8608 3 427.7003 Ml.3261 1264.4586 MOM·U 

TOAllAYANA 4 122.5408 l'UME 457,9154 710.7711 4 124.7604 454.3491 712.8725 POME--U 

URJQUE 2 72.8811 MOM 125.4925 212.7945 2 73.4906 123.1046 214.1888 MOM-U 

ZOPILOTE 4 45.3891 MML 211.6164 278.3882 4 44.3849 213.0180 277.JO<iO POME-D 

TABLA 5.14 ERRORES ESTANOAR DE LA APROXIMACION IJIVARIADA Y DE LA MElOR UNIVARIAIJA PARA SELECCIONAR EL MElOR 

Mb"TODO DE ESTIMACION DE PARAMETROS DE LAS ESTACIONES ANAL17.AllAS DE LA REGION D. 

ESTACION 

GRUPO E.E. 

ACHOTAL 1 67.IHll 

ANGEL R. C. 4 .18.4341 

APAOLA 9 IJ.7655 

AXUSCO 5 1 f .032J 

AZUETA 6 63.Sl2H 

BELLACO 1 191.0224 

CANTON 12 315,0569 

OIMINGUILLO 2 24.9429 

JACATEPEC 14 IOH1725 

LA ANGOSTURA 10 :!6.2J23 

LA ESTRELLA 8 68.1271 

LAUCHAPAN 4 41.8451 

MATAMDA 3 79.698) 

PAPALOAPAN 6 277.4272 

STO. DOMINGO 16 110.6256 

TOMELLIN 9 23.5281J 

TUXTEPEC 14 2.5.5 . .1070 

XIQUILA 10 31.4656 

NOTA. U, Umvanado, 

O,llivariado. 

APROXJMACION IJNIVARIADA 

METO DO Al.FA MU 

MUM 145.0MO 446.8572 

MOM 99.0IJJ 14).6337 

POME .1.1.1012 41.()(102 

MOM 28.0444 50.7290 

MOM 172.2686 829.9275 

MOM 24.5.91.10 5011.9188 

MDM 697.56115 1%0.88111 

MOM 37.4972 211.21146 

MOM 287.87!18 1154.5313 

MM!. 92.0722 21.1.1726 

MML 244.4134 1142.8712 

POME 127.47.W 211l1.06)0 

MOM 196.71-17 234.3818 

l'OME 1051.8.185 .1444 . .5896 

MOM 312.2084 711.0237 

POME 69.5343 110.1970 

MOM .52.5.97211 2961.11003 

MML 102.2431 231.0542 
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APROXIMACION POME BIVARIADA 

GRUPO E.E. ALFA MU 

1 71.3949 183.9615 424.3450 

4 43.4538 91.19M 148.1658 

• 14.7227 31.8717 41.7712 

s IJ.2.136 24.9548 S2.Sl26 

6 68.5955 162.2772 835.6943 

1 203.1245 168.-1420 554.6381 

12 .1S8.63W 609.3602 2011.s800 

2 30.~60 24.2807 35.9183 

13 105.3.145 .1 1J0,3li20 12.50.4912 
10 27.9520 89.1816 213.9.565 

H 83.8783 222.J 165 1145.8156 

4 .19.8716 l.ll.OO•ll 284.0309 

3 10.1.25119 162.1281 2S4J748 
6 282.285.5 1044.083.5 3448,9795 

16 118.90J4 298.7785 718.7322 
9 21.1854 72.9818 IOB.202.5 
8 277.3630 486.2466 298.5,3220 
10 31.2500 103.0648 229.0686 

APROXIMACION 

SELECCIONADA 

MOM-U 

MOM·U 

l'OME-U 

MOM·U 

MOM-U 

MOM-U 

MOM-U 

MOM·U 

MOM-U 

MML-U 

MML-U 

POME-0 

MOM-U 

POM&U 

MOM-U 

POME·ll 

MOM·U 

POME-0 



La comparación gráfica entre las distribuciones teóricas e 

históricas por l~s ~iferentes métodos de estimación de parámetros, 

de algunas es,ta,ciones selec~ionadas son, pr,ese11tadas en el apéndice 

D. 

5.3 SELECCI~ ~E¿<T.iPODE oisriuoU<:í:ON DE VALORES,EXTREMOS 
~'::'' ,,-' .·. . ·~ .. ,_' - .. -~' :: . ~ ," . 

de distribución de El criterio cí~ ~~~ec~i¿ri· 4~egi~o 
valores~xfrenios; ¿:uemejor se,aJusta:a la~~~stra de datos, es el 

de1 errorE!~t~~ci~~·.ci::it'i?', 1900>~ 

(5, 1) 

donde: 

Xi. 

Yi. 

son .Jos 'datos históricos,' para i = 1, •• ;, ,N. ... _ ·;. . . ·. . 

son•Jos"event'os ca1Clí1ados a través del modelo matemático y 

para niv~i¡;~ d~ p;oba~Ílidaci iguales a los de los· datos 

históricos, or,denados en forma dec?e~ ient~ de m~gnit~~ para 

N 1 es el" tamaflO···de: la muestra. 

mj: es el '\~~~~º ~;·.de < pará~etros que describen: el modelo 

mat~m~ti~o:'ni'1 2; pa?él i-'li Distribución i:l,e va10Y:~s·E~tremos 
Tipo ?:- <Gumbel 

',: .~>·; :: .\ . ' ~ 

La di str-~t>IJ<:i~f1~·;~1,1;!9 ida, será aquefl a que ·proporcione' éi min imo 

,, ;·, ·>-· '->" ': ','' ': 

5.4 LIMITES DE cokrtw.foE ~NTOS DE. DISERO '.-,- . 

El anál isis'de, fr:e~tenciasc,de gast.os máximos anuales'· es. usado para 

proveer la m~gnitud }·trec~e·~~¡~ c:fe:.év'~n{b~ d~ diseño con el fin 

de definir las llanu~~~ ci~;; in°uhciaci2ri; '~i tCl'níaño de lás 
-:-- ;" '·: ; 

estructuras hidráulicas,'y.si'Y:ve, como áyu'da en • .. la pi'aneación y 

manejo de las cuencas hidrol ógi~a~. Los e~entos de dis~Flo pueden 
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s•r d•finidos analíticamwnte usando funciones de distribución de 

prob~bilidad, pero sus correspondientes limites de confianza no se 

obtienen tan fácilmente. 

Los limites de co~fianza:: son'', empleados para ,estimar las 

incertidumbres asociadas c6n' la ~et~r~inadión d~ los eventos de 

diseño para periodos'de·retorno ésp~cÍfi~();i;;; , 

. ·.-. . .- {:?·· :· .,;· ~·.':. -.: ' 
En virtud de que, úna'.distribuci'ón;de fr~~ue~cias únicalllente,es, un 

estimado de ,la mue!itra de;dert'a>poblaéión;·,;es 'probál:iúi!> que otra 

muestra de ig¿ai/1~ri~itúcl;;~;:1'~1 misma.córriente', ~~~o' tóiria'dá en 

diferente t ie~i:>c:l; produ]e~Ci ~n~ cih,~~~ht~ curva élé f~e~u~;,c:ias. 
Los limites éle'' ~ón-'háfiza: ()'~ ni.is propiaménte,. i"c.5' int~r'0.i.ío~. de 

confianza, defi11en 1 e(; lárlgo :: ... cÍ~n~~6· ciel' ~·¿al .·. éstás ~CcJrvás de 

frecuencias espt?r;-adas · ·.a. éub icarse · con ... c.iert·() rí ivé1' de 

Posteriormente; de~~~é~ d~.h~b~;. obtenido los estimadores.de a y 

u, es posible calc~i.'a~·Ícis't;!t.~nt()~d~ cli~eño. p'araSe1·é:~s6que nos 

ocupa, de·las éstacfones:!;i~lecé:i9n?dis que tienen una distY.il:>ución 

Gumbel, los ev~i;{()5'.'Ci~',dt~~f;-6 sc:l~ 'determin~dos por la siguiente 

fórmula .:1977): 

donde: 

YT 
.... 
QT 

u, a 

(5.2) 

(5,3) 

es el valor .de la .variable reducida correspondiente a T. 

es éi gasto asociado (~9 /s) con T á~os d~ periodo 
retorºno;• 

1 

sClnlos. ~~timadores de momentos, máxima \ierosi,;.:ilitud, 

má~ :i.má eri'fr()p i'c.' de 1 os ~ar-'á~~tros d~ :~t,·i e ac i ó~ y ese al a 

la cÍi.~tri.l:JuC:ió·¡, ~üir.~el, r:e~p~cti~am~nte. 

de 

o 

de 

Asumiendo que los parámetros estimados están normalmente 
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distribuidos, los límites de confianza pueden ser escritos como 

CTiago de Oliveira, 1972J Mood et' tal, 1974)1 

"' Q -± Z Var CQ > 
.-T OI a T 

(5.4) 

donde: 

LCCQ > 
T 

es el límite de confianza superior o_ inferior 

vaiC>; del'gastó'S ~m9/~). 
- -T-

para el 

es lu var.tabl~- 11C>rmal _estándar para un nivel de 

"' Var CQ > a T 

con fra~i a o;; 
es la varianza a°".in~ó;:ic~ deLga~to QT. 

La varianza asintót ica.-un't'J~riad~ de· 1os - eventos 

calculados como CNERC, 1.J;';s): ;· 

Para el caso de la 

CGumbel >: 

"' Var CQ > a T 

donde: 

de ._ di seflo son 

Tipo 

Vara< • ) y<Cov~C .- >• són;-las ·varianzas· y covarianzas .asin'toticas 

de los parámetros de ·:1a-dist-;i'~u{i6~ 
;.· .. 

Para el i:as~ deL Método de f'ii",nientós; 

los résultiacios dad~s--.;;~ 
que1 

Vara C a 

Vara( --- -- -·-· az_ u > ,,;« 1:1s8 N 

Cova Ca2
, 

,:· .·',.: ,:·= 

-=_dll.096 
' z 
Q 

-¡¡¡-

Por lo que ,la -~cuai: i.Ó'n ;cs._5>, para éste caso, 

como1 

Vara CQT) ., + l. 1,00 V~ ] 

donde VT esta definido por la ecuación C5.3). 

180 

chow -et 953> Y 
272>, se tiene 

(5.6) 

(5.7) 

(5.8) 

se puede expresar 

(5.9) 



Para el caso del Método de Máxima Verosimilitud,, la varianza y 

covarianza asintóticas de los parámetros se expresan CKtmball, 

1949> como 1 

u 

a 

... 
a>. 

es ~l ¡;;~~i~~dorde .máxima 

esca1á1 

:<0<·.· .. •• 2< S7·~·0··.·· .. · •. :-':: . 
·0.6079 

cs. 10> 

de~ . parámetro de 

N 

a 

1 es el tamaño de muestra usado para estimar los parámetros. 

1 es un ~ubín~&e ~u~ indica ~sintótiio. 

... . 2 

Vara Cu>.• 1.1087 ~· 

... 
Var Ca> a 

... 
Cov a Cu, a> 

2 . .· .a 
•0.2570 -w-

C5. 11) 

(5. 12) 

(5.13) 

considerando ia~ ~cuáciones CS.11, 5.12, 5~13> la ecuación C5.S) 
- .' ·-~<-

puede expresarse como: 

... 
Var CQ > a T 

·. ~~<· (. . 
= -N-.• :[1. 1087 + 0~5140 \'.T• 

donde YT. esta d~fi~icí~ por-: l~ e·c~~ci~nC5~3> •••• 
-'." -~- - -'--~- '""''~o 

.C5. 14> 

En el caso deÍ, M~todo de Máxima Entropía; PhÍen·•C19B6> 'ha derivado 

las EPxpresi~n~;.; •pa~a las varianzas-C:o0~rian~á~ d¡;; fas' e~Úm~dores, 
la& cuall!!s se expresan a continuac.ión:«« 

Var ªe a 

Vara C u 

ª2 
0.64S0 N 

ª2 
t.11s0 N 

es.is) 

CS.16) 
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z ..... 
Cov.a(Cll, u> 

..... az 
CovCu, a> = 0.2730 N <5.17> 

Por lo cual, la ecuación-(5.5>,·-para-éste caso puede expresarse 

como: 

:Z [1.1150 + 0.5460 YT + 0~6450 Y:] (5. 18) 

donde YT esta definida por la ecuación (5.3>. 

5. 5 ANALISIS DE RESULTADOS 

e:n base a los r&sul tados mostrados en _las Tablas 5. 7 a 5. Í4, puede 

expresarse lo siguiente: 

al En general, los errores estándar- que pl'."esenta el ajuste- de 
parámetros por el Método Bt.>i~~ia'do d1/ Máxima Entropía, 

comp•rables con aquellos ~bt~nido!i ~e,'ma~era Univariad~ por 

Métodos de Momentos; MÚimá Verosimilitud y MAxima 0 El1tr;;pía? 
~-· --.- .- ·::':· :. - -

:los 

son 

los 

' :. ;• 

Considerando los-grupos analizados indepencÍier!tes unos de otros, 

se comenta que: 

b) Para el caso de)as estaciones ~seleccionadas de' la -1".egión · A 

<Tabla 5. ii>, ei 37;5: 'l. -de ell~;¡¡ pre~e~tan Jn .ñ~Jbr~~a]i.aste>por la 

aproximación bi"va~i~d~ d~ t1á.Qi~~. ErJtr~pia, 'ei 37;5 Y. por la 

apl".oximación univ~~I'aci~ d~ Mo~e~to~, e1 12;5.r.IJo~ '~i método -de 

Máxima Verosimilitud, y el 12.5 X por Ta :~p;C>~im~ciÓn uni\lar:iada 

de Máxima Ent_ropi,¡¡• 
~--=.-X..; .'o--'-'=-;-o-·:--o::--. 

c) Con respecto a lase~t~~To~es>sel-~cciona~as de ... la región B 

<Tabla 5.12), e1;',1e'.75 Y. ~-fe~~~-ta'A un meJor ajuste por la 

aproximación biv~;¡~·Ja de Máxima' E~t;opiai el 68.75 Y. por el 

método de Momentos; el 6.'25 r: por el de 'Máxiffi~ verosimilitud, y el 
: : •-; ,. ·~ . • ' . ",>. -' - ·.: ,.. . -· : 

6.25 Y. por la aproximación u'nivariada POME. 
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Por otra parte, considerando el total de estaciones seleccionadas 

de cada región en estudio, se obs•rva: 

d) Tomando como base los, resultados indicados.· en l,a Tabla 5.13, de 

las estaciones analizadas de:1a•r;gión~A;.•e1 42;;86':t.pri;is~ntan un 

mejor ajuste por la· aproxiinac_ión bivariada de' Máxima Entropía, el 

28.58 ;t, de las estacrC>nes .se ~Justar6n ~ejor. •por 'el método de 

Momentos, el 14;_297.por:;é_imétododeMÚimil Verosi;nilitÜd 'y .. el 

14.29 ;t, por el. m~t~cl() PCJME urii,;ar lado.··· .. _ 
.:!·._ ·. ~· : <. >.:; . :·;:\·-__ : ~;~ '.. -

e) En la misma fClrma, tomarido c~m~;l:>'~se l()s• resültados indicados 

en la Tabla 5. 14, de las e!>tac'iC>p~~ º~n<ll i~ada~de l~, regió~ B, el 

16.67 ;t, presentan un mejor ajuste'•por' i'a áproxfmadón bivariada de 

Máxima Entropía, el. 61.11 Y. de las•;•éstac iones· se·•· ajustaron ¡,.·ejo'r 

por el método de Momentos, el n; l l Y. por el méf'()dci 'de':'· t·Íáx tma 

Verosimilitud y el 11.ll X por el ríiétC>dC) ~OÑE uni~~';iado: 
- ~ .. -. 

Ahora bien, considerando en fo_rfj,.3'.~lobal las estaé:iones -anal izadas 

de las dos regiones, se puede'- observar ·que: 
~ ' .;>". : ' :.::· .< .. 

f> El 24 :t. de . .las e;;tac i~~6!~ bre~e~t~n .un mejor ajuste ·.por la 

aproximación biva..:iada d~ Máxi;na•.E~trC>pia, el· .s2· X e 

mejor por el método de· t1()ii;'~~td~H eJ. 1·2 i por el método 

Verosimilitud y 
0

el l'~ X pÍ:>r: el ~étb~o P.;M~ un i ~ar i~do. 
de Máxima 

Un comentario adiciorial __ qu_e,es;;i·~~or.t.inte l'"esalta~ ~s el- de ·que, 

al1n en los casos donde' el••c.;~fict~ríté de· ~()rrelac·i~n ·de·. ill.gí.uios 

grupos de estaciones 
0

h~ s0id~ muy b~.;~; l()s ~ ~~tf~~-~c:l~e~·· de 1 os 

parámetros proporcionaionu~ l:>Úen aJu~te del·~6del~;-;por lo que se 

desprende como recomen~~ci·ó~, ~u~ncib s~. ~~al.ice el análisis' de 

frecuencias de avenidas.baJo:esta metodolgía no sean ~~~c.irtados 
1 os grupos de est ac i ~ne~ as oc i ad~'s ' por su bajo. coefictent~ de 

corre! ación. 
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Por otra parte, tomando en cuenta los anteriores resultado& pued• 

concluirse que: 

La aplicación de la distribución de eventos ext~emos :bivariada, 

BEVll, por el Método de Máxim.~ ~ntro~ia'i;:,.¡;j;;ra la cil1 idad de los 

estimadores de los paraniet~os y · P~Y; lo ti.nto tef ajuste 
proporcionado por otros· ~éf'oci'~9·;. ¿ni0a'ri~d.;5,: en la 

práctica hidrológica; ~6r'J 'lo qÜe p~Ío>;;eri~il' tri.i 
sigñificativa en la precisión de ta1E!s ;..sti~ad.;;res y ofr~¿e>una 
buena alternativa en el . análisis de; frecuencias di;; gastos máximos. 

{ ,-
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CAPITULO SEIS 

CONCLUSiotES Y RECOMENDACIONES 

El obJetivo g~neral de este estudio ha sido el de aplicar el 

Principio de.Máxima Entropía <POME> para estimar los parámetros de 

la Distr.ibucIJn Logística Bivariada de Valores; Extremos, util Úad.i 

en el aná!fsis de frecuencias. Los objetivos específicos pJ,~cl~n 
expresarse como: 

a> Desarr611~r 1~· aplic.ación del Principio:d_e Máxima Enfr_op.ía al 

Modelo Logh;t i~o Bivari~i::!c:; BEVÚ. 
-:-,, 

de meJor;;.mieríto .en de los 
' ' . ' . ' 

parámetros de 
b i variado resuel fo ¿~; PD'1E:'. 

- aplicádo el enfoque 

c> Aplicar el Modelo BEVll, a algunos 

problemas del ~nál isi~ dÉ! ,frecuencia~. 

Los estimadores de los parámetros por POME del modelo BEVll han 

sido obtenidos numéricamente; emplea~do e'1 aÍgoritmo desarrollado 

en el capitulo tres. 

CONCLUS:J:ONES 

Varias conclusiones pueden extraerse del presente _estudio: 

--oc-;- --

a) Los parámetros de la:oTstribu~ión de:Valores•Extremos >Tipo I, 

Gumbel, pueden est i~ars:~ con mÉ!Jor_ ~p~ox\~~c iJn','. c~~~~é>"- se einpl ea 

la distribución bivaria'cla BEV11 por ~edil:> d~(Princtpi~ el; Máxima 

Entropía. 
. . 

.. · - '; ___ ,· ,:_ ... ·.-·:. ,'·_' 

b> Aunque el modelo es una aproxi.mación del fénómeno. físico real, 

éste proporciona resul t~dos ~az'();,~bÍ~s para 1 os grupos de parejas 

de datos con tamaños. de ~uestra~ ~()¡..t,;s~ 
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c> El des•rrollo de la aproximación bivariada por POME, amplía el 

conocimiento de la funciones de distribución d• probabilidad de 

valores extremos. 

d> Se ha demostrado, a través de Procesos·::~de s'-im~l~~.:i.Ó't1 Monte 

Car lo, que los est imadore.s "biv~ri~d(,s ·µ~r ;: POME:,, 'del modelo en 

estudio, en cuanto al sesgo p~ornedrc; ~eiat'i~b,/p~~s~ntan un meJoY 

comportamiento que los ol:>tE!~ido51' d~ r',.;~n~r'.a; ~l'livariada por los 

métodos de Momentos, MáximB:~ve~osiíliú'itÜd Y f>OME. Con respecto al 

RMSE y a la eficiencia'cí~l ;rié~i:ici'b ~O~E bivariado, éste se comporta 

adecuadamente con reÚ1ciÓn ~; lo51:d~Rlá~. Rlét6d~'.S en competencia, por 

lo que ofrece una '.a1t"er~at/i;,;'.a ·~r,~:c:ia'> E!st ima'c1'-6n conjunta de los 

parámetros de cada_,di~~~ib¿cióri M~rgin~l' del Tipo EVl. 
-.,.-.. ··,-· .. '·.-' 

e) En base al' criterio el ajuste de. 'selec~\6~ propüesto, -

poYpOYC ionado po'r. el ~étodo POME aÍ Rlodel.o BEVÍ 1 ha resultado ser 

la mejor opción p~~a un no de~preci~b1~,n~mé~6 de casos, entre los 

métodos en competen e i a: 

El 24 :r. del total de las-estaciones analizadas se ajustaron ·mejor 
-- • 1 

a la aproximac:ión bivariada POMEJ el-52 :r. al'-método'·:MOM, el 12 :r. 
al de MML y el otro 12 'l. a h a~roximacfón PclME•i:il'liJa~1~d~: 

RECOMENDACIONES 
', ·:·. ' 

Es posible recomendar el 'empleo de las,_ distribl.iciones·: bivariadas 

de valores extremos par.~ ei .ariá1 i~i!. ci~ lluvias~.:ET.:~,;.;;,"t;é¡;;~C)':.'q-J~ se 

sigue paya éste análisis es ,simii ar al<deiscdto pa~a e el ;;'c~~o ' de 

gastos, sólo que en éste caso ·~-~ tra'b~ja:~~c::>~ \ciC)~ '. ;;,í~Í~bles' las 

alturas de prec:ipitac:ió~cpara los-c:los'süios ;i:te·"a:ri~ii;i'~; -~p._ y 

hpbJ las que se toman '~ara' una ~¿-~~¿ Í.'ón; -~-.;'ro'úrl d . ~~e cÍe~erá 
c:onsiderarse constante para ~~f-~~ir' u~a ~Íe;fa distribución dé 
probabilidades de ;las. va;i~~l~s deiamb(;s ·~i;l.C>)s. 

-·" :- .·: - . -::,>- ' 

En virtud de 

aproximación 

que existe i..n:a bJ~,;"·ª .proporción _de casos e~ el que la 

POME b ivariélda' al'·Ú~ada él1 ~ods,;lo BEV11 - ofrece la 

mejor opc i 6n de a
0

ju~te; se pod~ ¡-~ -~s~~rar que su desaroll o a las 
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restantes combinaciones del modelo logístico bivariado, cubra un 

mayor campo de mejores al_ternativas, que ayuden en la estimación 

con menor incert idumb"."e de 1 os -eventos -de di serio. En cuyo 

desarrollo ya se está trabaJ_ándo actuál~ente;--

El Principio de )Máxima - Enfropía pÚede ser- empleado . eñ el 

desarrollo de·-m6c1~1-<:Js'ci~ dist;ibu~iÓ~ d~-rprobabiliciá'é:I; sencillos 

pero significati~3s.id~ .valor pr~cnco, · ..•. e~ ··el ·~nál i~is cie 

~==:~e~: ~::l ::~ :-l:~~b~i~~:f '~;.¿=g:~l ;r;':n~:1:;::~-~~:::t á:::r~~: ~s:: . 
-.· 

coeficiente de· i0a~-G~ ¡'~'1} son 1 a:" única '. i rí formac i Ón . a priori 

requerida como parámetros ._c:le _1a ciistribuc'ión./E'.stá-ciistrit:íUéión· se 

puede considerar como'uñ. modelo é<:lns\.;;tÍ?rit;• di\; ~ésgo. ";;d~i~c:, ~o;, :Í~ 
cantidad. de i~fo~Ín~~ iÓn d i~pcil'1 il:J1;i;!. ~-~on'uga, ··• 1972>. 

~ ~ 
". ' - ~· .-~ ' 

-. 

Por otra parte;. ~tá,¡;t:í ién ;puede sen 'apl i·c~~~ 'el Prfncipfo ·ae · MA,,(i~a 
Entropía para• d~r(~~~ · Ínodeios l:Íi,)áriad<:ls que tmpli~Jen otras 
parejas dé>. '.;.~;i~bl~sl -espec-Ífi~~~e~t~ 'cie~ .· p.roC:eso 

Ll uvia-Escu;~ ¡~iehto -~-. p;.'ociu~~ iÓ-n de, Sed imento;.;EsC::urrimiE!nto .. 

·'- i 
En el primer maximi_zada la expresiÓri:·dé _la entropía 

condicional, sujeta •a ciertas ;;bt-~n~~ 
'. .: ' - : _ -~! ··~ '. - - , .. ·'.- • , • . 

restr_icc iones para 

y, ~repr~~~,'.lt'~l'1do 
escurrimiento,··· cÍ~d~ )a ocur'r~~da de una: vari.;~ie 

,, . - '" ' : .· 
distribucióncondic.(onal· de•una variable 

la 

el 

____ x, 

del representando la T1Üvi'a;. Lá''di.st'ribU~iór'i result~~t~''a ··partir 

proceso d~ m.;.Ami~ac,ió~ es el ";nínimo pr:~jUÍcio .;;ri a · ~signación 
de probabl idad~;; ·~n ba~e :a la lnforma'ci~n dada'.:. Los par~m~tr<:ls de 

:· ' ' -·--,'· - ... -·: ·'· , >·:· '--~ ; - . : __ <· ' __ ·.:··. _.-·:··. . . . ";:,·_ . .....;-_::_' ,;' 
1 a d istr i_b~uc i Ó(l~ es tan ibá'sados:Ceri--la; in f o'rmac ión ~a.c'~pric)rc- de 

serie c:•omb · la ~ov~rtá'nza y 
~ . ::'. . ' 

media CSonuga, 1976>~ 
::.'':, ' ., 

--:·.. ·, 

En el segundo case;, e(princ ipio.i de . Entropía,. puede ser 

aplicado para d~ri~a~ un•m'o'ctelo estC>cástic.o par~ la generación de 

sedimento que proviene cii;!'';aguXs ~r;i.b~ de ila cu~n~~.-P6r ITledio de 

loa maximización .. de la entr~¿ia'. C:i:lnd_i~ior:;al,-- sujeta: a ciertas 

restricciones, es po~ib ~ obte~e~ una distribución d~ probabilidad 

d11 la generación de sed mento condicionada en la dist~ibl.ición de 
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probabilidad del volumen de escurrimiento directo. Esta 

distribución resulta con mínimo prejuicio en la asignación de las 

probabilidades en base a-la:infoim~ción dada. ..... ,:,_·;:_ 
Los parámetros de 

esta distribución son deternÍi,:;ados:co,:; tal información a priori. 
'; • .. - -:· .. 

del volumen de escurrimiento directo y ;el _secHm'ento generado, como 

la media y co_varianzil c's'i~~h and 'i<rst~n-6vi¿; 1987>. 

-' -':~~- ~- . . ;-~.'. ;~·::_ 
No se puede deJa_r: de': mencionar ~que, •·en varias .ir:eas donde el 

método POME -ha'- sido ~plicado; ~~e -h~n > obterlidos resultados 

-aat isfactor:ios ¡en, la d~~c~ i~c lón d-~- J;(){~sós dcl~ci~ 'existen ,datos 

insufic ;:~.:;~~~. 

Por último,: cabe•·menc;_ionar ;que .·del' presente 

trabajo tia sido el de ;;;xtender el ~()r1oci~i~nt6'· del ~;¡~c t~i~ de 

Máxima Entropía en la estimación de-. los -parám~t'ros · del .Modelo 

Logístico Btvar.iado con Marginales EV1. 
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APtNDICE A 
EVALUACióN DE ESPERANZAS 

CRESTRlCCIONES DEL MODELO] 

[ x::.u•] Sea: El = E ~ 

su esperanz• esta definida como1 

+ OD 

El = JI ( x ~ua J f(x,y> dx dy 

- OD 

CA. 1 > 

sustituyendo f<x,y>, ec. <3. l34>r.,.en la expresi_ón· anterior, se 

tiene: 

El = - 1
-­cu OIZ 

y= OD 

J 
y=-ao 

x= ~ .- . 

I e :u~·J. e-m[:f :.u·y. [>' :~uz]J . 
º:'~-: - :;;_' _,.-,... ·-=:: . -- . - ---

x ='-ao '' 

. -~· t ;. "'J • tt~~·f Il~ .. J~te :.u;J • ;H' :. "'lJ : -: 
• {<m-l> 

+ [ ~m(><. :~utJ+ ~m(Y otzuz)] ~} dx dy 

haciendo un cambio c::I~ ~vci~Í.able; 

sea: X = . ;1' [~Lfü~~ ,; 
, -.:e·-· .. _:-:-~- -~:--.:: :·· -, 

evaluando el Jaco~ia~o: 

J 

J 

él<x; y>·= 
élCu, v.> 

m-s 
ott az u 

Evaluación de términosr 

e ~ us) = - {-Ln<u'"-v> 

ax 
7iV 

z 

y 

cu 

=: 

0 

201 

otz'. 
m 

m-t 
u 

Ln v + uz 

OIZ 

m V 

<A.2> 



()I' - U:I) 1 l--c¡z- m - -¡¡¡-Ln v 

• -m[ e :.u') + r :auz) ] = [ Um_ V ] V 

-[;mf' :.u') + ~mr ~uz)] ~ 
e 

[~m r :. U&) + ~m r :a UZ)] ~ -:1 

{cm-1 > 

Región de integración Ruv: 

)( = - 00 

- 00 .. 

af. Ln<um- v> + Uf. 
m 

Ln cum-: v>. 
m oo=u-v 

u = 00 

V = 00 

-u e 

f.-Zm 
u 

Real izando el cambio de variable, 
m 

u=m v=u 

El .. - ~a J J (cm-1> + u] u-m 

u=o v=o 

r•solvi•ndo l• integral en dv, 
m vau 

Iv I Ln cu"' - V) dv. 

v=o 

-u e 

para: x = + oo 

e-oo um - v = 0 
m 

V .. U 

para: .y + Q) 

0 

[LnCum~v>] dv .du 

Aplicando le •cuación No. 620, pag. 144, CDwight, 1961>, 

111 v=u 

Iv = J Ln Cum - v> dv s: -<u.m - v) Ln<um - v>. - v 

v=o 

202 

111 
v=u •·-~ 
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<A.4> 

sustituyendo la ec. CA.4> en CA.3>, se tiene: 

u=a> 

El "' - ~z J (cm-1> + ~1u~m é~u [- um. + llm<L.n um)] du CA.S> 

- . =º . 
La ecuación CA.S> tá-m~ié~ :~~e;.de es¿ribirse comen 

u=a> 

El = :z J{cm-p 
u=o C - · . .. . CA.6) 

resolviendo las cu¡~ro.:int~gl".alj¡!5 d~ la ecuaciÓnCA.6>, se tiene: 

Is Cm - l> 

a> 

I:a "" f e-u u :.du­

o 

.o o 

aplicando la ~cuai:ión N,o .• -:865.901, pag •. 248, <Dwight, 

ecuación anterior 

la = m<m u r 
donder r 0. 57_7'2, <Constante d& · Euler >" 

,_ a>. 

l• = - J u e-u • ·.Ln um Ln C11u> du 

o . ·-

aplicando la ecuación 

ecuación anterior qued~ CC1;bl · 
24e, <Dwight, 

I• = m<r - 1> 

1961>, la 

1961>, la 

sustituyendo las expresiones para. ll., ••• ,I4., en la ecuación <A.6>, 

se t ien1111 

El (cm-1> + l + m<m-1> r + m<r - l> ) 
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El • y 

por lo que se concluye qu111 

El"' E [ >< ~ Ut ] = Y CA. 7) 

Se•• 

<A.B) 

su esperanza est~ definida como: 

E2 f(><,y> d>C dy 

- a> 

sustituyendo fC><,y>,-"ec •. (3.134>, en la expresión anterior, 

y=a> 

E2 l "'--- l cu az 

y=-m x=-a> 

- Ut) -m (Y :.: l.lz) .. ] .. ~ .. (>< - Ut) 
at l az._._•· .. '""'·_. . ~-m ----+ e. . , . . .. ott ..... ·:, e 

-m (Y ~uª)_].: -z 
+ e l . • 

• e 

CA.9> 

consider•ndo el mi•'!'.º cambi_o de variable que en el caso •nterior, 

y evaluando un térm.ino nuevo, 

-m ---- m ( y ;:;_.··.UZ)] ...!...-z 
+e··Olll·· · 

Real izando el cambio de 

simplificaciones, sa tiene: 
m 

z-zm .. u 

variable 

E2 = ! J Je-u u•-m [(m -1> + uJ dv du 

u=o v=o 
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y efectuando •lgunas 

CA. 1111> 



resolviendo la integral interior, 

u=CD u=oo 

.. Jrm-1> 
-u 2-a 

l f -u C<m 1) uJ du e u + E2 = - e u - + 
m m 

u=o u=o 

resolviendo la :int.agral:endu, 

E2 "' 

por lo que 

{ (X - Uf.). (Y - U2) ..!._} 
E2 "' . E .• [;m CiC .· + ~T l~ J m 1 + m 

CA. 11> 

<A.12) 

su esperanza esta definida comor 

+ CD 

E3 -- JI ()" -azu2) l f (X 1 y) d X dy 

- CD 

y dado que E[ y~ uz] tiene la misma estructura que E[ x ~ Ut] 
también se puede concluir quer 

E3 = E [ y ~ uz l = . r <A.13> 

Sear 

E4 "' E Ln [;fll ~ + ~m l---¡;z-: ] { (x - us) fr - uz) } 
<A.14) 
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+ 00 

E4 .. JJ { Ln [;me ~ us) + ;m~ ~uz)] } t<x,y> dx dy 

- 00 

sustituyendo f<x,y>, ec. (3.134>, en la expresión anterior, 

l y•Joo. ·•JX"'fQ)~-~[>< -'-u•). -m(~.)·J·} ~~r.e ~u•]+~ ~uz)] 
E4a --- · Ln ., . ·cu · ca. . e • 

cu az .••.•...•. ,•e,;·. +e· · .. · 

-m~)]: -a 
+!ll-az • 

<A. IS> 

consider•ndo el mismo cambio de variable quv .en el caso antvrior, 

y evaluando el nuevo término, 

R••l izando el 

simplificaciones, 

u=oo 
m 

v=u 

cambio de variable y efectuando 

E4 = -u e [<m--1> +.u]- u-m dv du 

u=o v=o 

resolviendo la integral interior, 

u=O> 

E4 "' J[Ln u] e-u[<m -1> + uJdu 
u=o 

u=oo 

E4 "' Je- <m-1> e-u CLn <llm>J ~···.e-u u CLn <l¡'m>l Jdu 

u=o 

algunas 

<A. 16>. 

resolviendo la integral en du, apl.icando las ecuaciones BSS.901 y 
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1961>, 

E4 • -<m - 1> r - <-1 + r> =·1 - m r 

por lo que se concluye que: 

E4 
{

. . . · [_111 .(>< ,·•';;; us)··.. .:...m fY - uz)]_ .} E Ln e . ru ., •+ e l az . 1 - m r 

E5 = E{Ln {cm - t> + (;m(x :_u•J ~ ;m(Y ~uª)]: J} 
BU esperanza está definida como1 

E5 

- 00 

sustituyendo f<x,y> 

E5 cu 

,-:.~.-· - ··,, -- --,- -. 

[;me ~.u·]·/;~(\ . 

. {<m-1>+[ ;mfx:~~~·)~-+,~;~ir:·~züz)]¡!}dx dy 

considerando .e:1··•.'i1~~~.c:~¿~.~.de va,ri~ble 
y haciendo algun~~(simpl ificae'ionés, 

E5 .. 

u=o .v=o 
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-~ue &fn .el caso 

<A. 17) 

CA.18) 

dxdy 

<A. 19) 

anterior, 

<A.20> 



r••olviwndo la int•gral •n dv, la •cuación ant•rior t0111a la forma• 

E5 • } J {Ln[<m-1> +u]} e~u· .. [~~ - 1> + uJ du 

u•O ' -· ,-.·:., , __ ·· . >: <··~· 

la ircuo1ción anterior t~~bien i:iu~i;t!" 1Pscribirse.• c,omo1 
·.: · .. "!:~;·_·_;'../> ; .. ,: 

úS:CD·· 
: .. ''·: ,., __ . ' 

E5 • m;l J LnC Cm-1 > +: ul ·.: •""" 

u=o 

du + • !,J.~nc'¡m.:.1", + ul • .,-u u,du 

··· ,. <A.21> 
u=o 

r•alizando otro cambio. de!variatil~j 
sea1 w <m-1> • + ú 

w - <111;_1> 
r 

' 
·~j;¡:é u 

0 .'• 

, ~~ ti~~e= u parar u. 

dw du. 

efectuando el.;~'él'rlltiiC>~ de' va~{able 
•cuación CA;21> t'c)mci.1él fo;;.ma• 

v=oo·· 

: 00 

E5 • m;i· j;""":~'~:_>;Lri·w>:dw>+ ···:-:
1 J e-v w <Ln w> dw -

v.=.m-s 

v=co 

m-1 .• J.. _.;,+cm-'·s·; e L 
-

111
-- . e ... ·,. n w> dw 

v=·rn-s. 

de talmanl!!'ra que la:ecuación anterior queda como: 

v=m 

ES .. e:-s·r~}~~~ CLn w> dw 

v=rn-s 

resolviendo ia·ecuación <A.22> porpartes, haciirndo: 

P w<Lnw> .J <dp•Cl.+Lnw>dw 
dq•e-"'dw qa-e-v 

. : 

loa ecuación CA.22> toma•1a·formar 

v=oo 

E5 • e:-•n- w <Ln w> e-v1:::_., +Je":" C1 + Ln w> d"' } 

v:sm-• 
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la 

<A.22> 



r••lizando oper•ciones, la •cuación ant•rior queda comor 

.'VmC» 

.... -. { ES = -m- (m-1> Ln(m-1> • 
..:el-ti f -v dw • + • e 

,-:v=m-a 

l• •cuación ai;i_t,litr.tor i:lll~de ,e_><Pr,esarse como1 

ES • ·:-• { oi · +'Q2 ¡ ~3 J 
donder 

Ql = <m-l> Ln<m-1> • 

ve CD 

-lm-U 
e 

Q2 "' I .-v dw = e-(,,,_.) 

v=m-a 

v=CD 

Q3 = e I -v Ln w dw 

v=m-a 

v=m 

+ J .-v Ln 

Vl:l'Jl-i 

re&olviendo la_. integral CA.27> por partes, hacil~ndos 

Ln w 

dw • e-v 

df -
1
-dw w 

por lo que la ecuación (A.27> queda como1 

v:CI) 

Q3 ... -<m-u CLn <m-l>l +'j-(::5";-' dw 

v=m-•:,:_ 

w dw } 
<A.23) 

<A.24) 

<A.2!5) 

<A. 26) 

<A.27> 

<A.28> 

aplicando las ecuaciones s.1;--1 ... y 5~1.10 CAbramowitz and Stegun, 

1965), l • ecuación <A~ 2B> qJ;;ci:.i com~:-
, .. :,'~(\'.. 

-cm-u -- _: :. ' 
Q3 = e CLn <m-l>J -,r - Ln<m7l> <A.29) 

sustituyendo las •cuaciones CA.25, 26~y_29) •n. la ,ecuación <A.24>, 
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la •xpre~i6n para ES quada co11101 

ES 
m-t e ., __ 
m 

[<m-1> ,Ln<m-1> • 'e-<m-t> '+ e-<m-t> + e-<m-UCLn <m-ÚJ -

; " CÓ' ' k '; k 

Y - Ln<m~l> ~~~/~,l.>k.<,¡¿7D ] <A.30> 

:: · .. :;. ', 

realizando algunas 'sifllpfi fic_;.c ioiles, fa 'eC:Ua~ i 6n anté'r ior puede 

expresarse comos • .•• , ... , .. i : 
... .:~ .· .. ! ' 

- e •.CLn"Cm-1>J 

Resumiendo, s~ tiene fo sigui'e,,te1 

El= E [ x :_u'J 

E2 ,. e{ [;me ~ Ut) + ;m ~ :z UZ)] ~ } = l + 
m 

E4 = e { Lnj;mt:_~')+,;mr :zu2JJ}.~ i.-m r 

E5 + [;me ';,u') + ~m.(~ ;~~)J ~ }J = 

'. ~-. ·. '• _' ' . : 

t e"'-'cLn c~-1 > l • - ..... en>-' Ln <m- l) + ------..;__-,-.;.;;.;c_.;..;....;:'---'''-'--;;..;..­
m • 

21111 

,,,;_' e . 
m 

CA.7> 

<A. 11 > 

<A.13> 

CA.17) 

<A.32> 



APtNDI CE B 
ESPERANZAS 

CMATRIZ Hl 



S••• 

APtNDI CE B 
ESPERANZAS 

CMATRIZ Ml 

p = E [ lC ;... Ut J - N y = 0 

dond111 y= 0.5772, es la constante de·Euler. 

<8. 1 > 

Se hace la aclaración.que en todos 'los casos donde se indique el 

símbolo de la 11umatoria :E: >, é~tJ d~berá inteYpr11t.Arse como1 

E , 
i.=• 

'._,..::. : .. ( :".·/. ;~: :':: ·,,. 

a menos que. se indiqu~ lo coñt~a~io. 
'" - . 

Las derivadas parcialP.S de .la . (e.1>.con rE!specto a cadA 

de uno de los parámetros oo.,· l.ÍI.~ •. ca, ·,m;·· :.:de· '{~:· función 

dilitribución de probabilidad BEVli esta .dada p~rl 

(8.2> 

C8.3) 

6P 0 -¡c¡¡z= (8.4) 

llP 
auz"' 0 (8.5) 

6P 
-añ= 0 (8.6) 

Sea1 

N(t + +-)"' 0 <B.7> 

Las derivadas pare iales de·~la. ecuación .<B. 7>' con respecto a cada 

uno de los parámetros cu, .ut, ·"0cz; •uz iy m; de la función de 

distribución de probabilidad:rXBEVlÍ 11!~ia.Í:l~d~ por1 

(8.8) 
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N E n~m (~) +. [
Y - uz)] ~-A -m --- m . Ola . 

e.· 
•. , ·_. ' -:e ,. __ 

cu N 
ce.9> 

E 
"° N 
am ·--OIZ 

ce. 111u 

E 

"° N 
Alz az ce. 1 i> 

: = N t{[~m(>< :.u'J + 

[-i-] [~me :s Ui) e :s Uil + ;mf ~zffJr:~U~Jl­
_l i-m(x 

z e 
m 

:. us) + ;m~ :2u2J}•Ln[;m(~ :/is}+;~~ ~~zl]} ~ + 

+ 
N 
mz 

Sea: 

R = I: [ y ~ uz ] - N r = 0 

ce. 12) 

ce. 13> 

Las derivadas parciales de la ecuación ce.13) con respecto a cada 

uno de los par4metros cu., us, az, uz . y m, de la función ·da 

distribución de probabilidad eEVll e!Sta_dada por1 

cJR 
0 ce.14> --= 

Ita• 

~- 0 ce.15) iA.u 

E [y - uz ] 
~= - .!!_ 

<U ce.16) 
Ocia .,.. N 
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<B.17) 

<B.18> 

S1ta1 

f, (>< - u:1.) (Y - uz) } 
S e I: t·n [;"' ---CU- + ~tfl -a;- ] - N ( 1 - m )") m 0 <B. 19) 

La• d1trivadas parcial11t1 de la ecuación <B~l<J>.con r.1tspecto a cada 

uno de los parámetros cu, ua, az, uz y•_ m~ "·de: \la --fu!lción -d• 

di•tribuc ión de probabilidad BEVll est• d~d~-pol"r 
,.~ .. ,., 

<B~:20> 

(B.21> 

.CB.22> 

as __ .. 
Ala 

.!!_.!!!... { r-m [>< :. Ut) -m (y - u_z)]; .... -in ~ _ ~ UZJ}.::: l 
aa I: Le + e - Cl2 • ~ • e - _- N 

;-_ -,~ - - ' 

CB.23> 

-NI: {[;m(>< :,u:1.) + ~-~~ ~zuªJY'· 
·' - ... _-, 

[e-me :, Ut) e :,U:I.)+ .~:;(y ~:.~Z)y :z UZ)]} {-- + N r 
<B.24) 

Sea a 

Íi l em-:1.CLn <111-l> J - y. m-t 
NlLn<m-1> + - m • 
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La& derivadas parciales de la ecuación <B.25> con respecto a cada 

uno de los parámetros '*• u1., az, u2 y m, de- 1 a función de 

distribución de probabilidad BEVll esta dada porr 

ar .~ .... 
5:Ja OCI. '-

8T = ~ .... 
auz 0(2 ... 

ar 
-;;¡;; 

' ,''., ;, ,·'·; .. ·; . -

r -me ~-US.) __ ·r·~ -~· Uf.)·.· ....... -111 fi'_.-. - _• uºz)fy - UZ)-] -
Le - - - oca •· + -• . F ocz . - l _ocz . 

-: - . ~ •. e • ::.·: • ' '. • ; . ; . ., :'; ' : 

-·ry -m 
e- --
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m-1. 
+ e 

m 
00 <-l)lc(m-l)Jc-1. r·"'. -t • .. ...-.. ]·[:.(JI (-l)1c(.,-1)1c]} 
J: k. · + """'iñ. - ·· a .·. I: . . 1<· k ! ··· · 

k=I. ••. ·k=I. 

111 ¡ 
i> + 

(B.; 30) 

A continuación se procede a evaluar las ••P•ranzas d• la• 

ant•riores derivadas parciales. 

s ••• 

EPI = IJIP = E[ IJf' ] &la -¡;a¡ 

su esperanza esta definida como1 

+CQ 

EPI = - ~ JJ[ x ~ua] f<x,y> dx dy 

-m 

(B.31> 

sustituyendo f(x,y>, ec• :<.3.:134>;· · .. ;eri la expresión anterior, se 

t iene1 

EPI =-

' .. - , -:· 

• {<m-1> + [~~e ; .. ~ª); ;m(Y ~2~2ly~} dx 

haciendo un cambio de variable, 

.r = 

X = ~ Ln <u"'- V) + UI. 
m 

"()(,y) 

"(U, V) 

217 

y = -

cu 
um 

0 

QZ 

m 

u"'-1 

V 

l. --· "' 

dy <B.32) 

Ln v + ua 

Oll. 

m<u111 
:... V) 

OIZ 

111 V 



J 
m-1. cu Ol2 u 

Evaluación:de términos1 

(x :.us) ·.= . 1 L. · m > _ ·--¡¡¡-. n<u.-v. 

(>' :zuz) = _ _!_ Ln. v 

-[;me ~~-1 + ;7fr' ~~z)J ; 
e e -u 

. . - - ·-

-m (y ~~zl]'. :~ -z .. · 1.-Zm 
+ e,',,,. ,. >; .:· ·':.: . =.,u 

Región de tnteg,.ac ión Ruv1 

para1 x ... ·-"'ti>" 
·c:u .': ··m:· 

ao . m cLnCt.i, - .v) + u1. 

m 
U - V 

U a O) --

para1 y = .-ao 

Realizando el cambio de variable, 

u=O> v.=um 

-:,1> +.u} 

para1 x .... + a1 

e-ao Um: - V·= 0 

V 

P.ara1 y 

V 

+ ao 

0 

EPl• ~ J ·J· [cm'-1> + u ] u-m e-u • Ln<um-v> dv du 
cu m . . 

uCo .v=o 

218 

(8.33> 



resolviendo la int•gral en dv, se tiene1 

'" v ..... 

lv J Ln (um - v) dv 

Aplicando la ecuación <620), pag. 144, <Dwi ght, 1961>, 

m vau 

lv • J Ln <u'" '.""V> dva "'.'<u"''- v> Ln<u"' - v> - v 

v:zo 

sustituyendo la ec; (8.34) en (8.33>, ~e tiene: 

u=m 

EP1"' a& N,.z I [<m-1> +u}u-me-u [- urn +u"' Ln u"'] du 

La ecuación (8. 35) también pued& escr;ibirse com.01 

u e CD . . 

(B.34) 

<B.35) 

EP1=-ru ~z J{<m ... 1> e~u+ u e:-u_<m-Í> u"'- :u e-u Ln u"'} du 

U:ó; 
<B.36) 

e -. •• ' 

resol viencló las. C:uatro integral e~ ele la ecuación (8, 36), 

•(D 

h = <m - 1) J~-u· du m ....: 1 

:o 
CD 

lz .. I -u du. e u 

o 

la -<111 -1> J e-:u •. Ln u"' du'= m<m - ·o Je-u Ln <llu) du 

o o 

aplicando la &cuac i ón 865; 901; pag. 248 <Dwight, 

•cuación anterior queda comer 

la .. 111<m 1> r 

dondl!I y = 0.5772 (constante 'de. Euler) 
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1961), la 



(11) m 

I• = - Ju e....,. Ln u"' du., m Ju •-u. Ln <1/u) du 

o o 

•plicando l.a ecuación 865.902, p.ag. 248 <Dwight, 1961), l• 

ecuación anterior queda comos 

I• "' m<r - 1 > 

sustituyendo las expresione!I para h, ... ,1.-, en la ecuación 

(8.36), 

EPl = - (<m...:1> + 1 + m<m-l> r + m<r - 1)} 

real izando algunas ope~aciones, la ecuaci'ó'n.anterior queda COlllOI 

EPt .. - N 
a¡-r .<B.37) 

Sea: 

EP2 =~= 
ikls E [ ::,] <B.3B) 

se puede comprobar que: 

EP2 ,. - N 
cu <B.39) 

tambi~n se tiene que: 

EP3 ilP 
= CiQZ= E[~]= c)Qz 

0 <B.40) 

EP4 =~-= E[~]= 0 <B.41> 

EPS m~= E[:]= 0 

""' 
(B.42) 

Seas 

EQt "" e[:,] '"'--= cJcxt. 
<B.43) 
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su ••P•r•nza •sta definida conio: 

- N I+Joo f-m(x - u') -m(Y .:. uz)]~ -& 
EQ1- (U Le ot& + e Cl.z (

x-u ') ' -m --- x-u1 
. a& (--.-) fCx,y> dx dy e ·cu· 

-oo 
sustituyendo f ()(,y>, éc. (3~ 134), en ·1 a' l!>epresi ón' anterior, 

EQ1 .. :.:i.~ J¿# ~;~·1 .-;r.,;~.~?·J 
y=-oo.' Íi=:::Q):: 

• • 
~~ f ~~~!J·,_:¡ic :e[~\ ~ ;. ~· J 

. {cm-1 > +. 

Considera~d~ ~l mismo cambio•·cie: variable' que. eri el 

y evaluand~\1os.;ié;1T1in'~'s'•.1alt.~n~e~;. 

+ ·t;~~2J]._. m. 

: .• ··' •. :< -.·CU .- vl
2 

V 

[;me:. u•J+ ~~Y ~uz)]: -a= uMm 

caso 

Real izando el .cambio de variable y efectuando 

simplificaciones, 

-- m. 
u=Q) y,~u"'"""°.--

EQ1"'- ~r· 
a& 111 

u=o. 

HLn<ü,'."~v)J Cum-v> 

.v~·c, ... ' 

rvsol viendo la integiral e~ dv, 

m v=u . m 
v=u 

221 

+.u.'] 

z --· m 

CB.44) 

enterior, 

algunas 

dv du 

CB.45) 



Aplicando las ecuaciones (620) y (620.1) pag. 144 CDwight, 1961>, 

se ti11ne1 

uzm m . uzm 
Iv • -rCLn u J.- -¡¡--

sustituyendo la ecuac.ión CB.46> en CB.45>, 

u=Ql 

EQl=- ~-··J[ü;!"·Ú.n 
cu m . . . 

u=o_· 

desa..-rollando la 111cuacióií ant•rio..-, 

u=m 

(8.46) 

[<m·-1 > + u J du 

<B.47) 

EQl=- _N __ Jfm<m-1> 
Oll. mz l 2 

-u u {Ln ü> + m -u uz <m-1) -u e ·~ e <Ln u> - ---¡¡---. • u 

u=o 

e z --u }. '· 
- - 4- u .. du 

aplicando 1 a ecuación <4~ 352, 4> f>ag. 572 <Gradht,~yn and Ryz~ik, 
1980>, se tiene: 

E~t =-~ t<m;1.> •. r• c2> + .;-r• (3> ·-~ ·~_;<~;•> ~!:<:2> 

real iz:d: ope..-aciones ~-·· agrup,~mio té .. min_:s, 

doride1 

Seai 

rc.>1 es la función gamma; 

\11<.>r es la función digamma.· 
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r<~> } 

<B.49) 

<B.50> 



•u ••P•r•nza ••t• d•finida como1 

EQ2 • ~: Jfr;me :. u•) + ~m~ ~uª)] ~ - • ;mCX ~ u•J tcx,y> dx dy 

- 00 

sustituyendo f(x,y>, ec. <~.134>~ en la expresión ant•rior, 

Y"' oo 

EQ2 "' 
CU:Q8 J 

. _-¡;·L ;~:7) ·~-~~ ~:li:JJ; [;•l ~ "') _,. fY - uz)]. ~ -• 
+ e l .aa .· . • 

:~: > ' - , ' • 

• {<111-1> + [~~e ~ .. utl,";.~~~. :zuz)] (B.51) 

,-,. <.-.· .'- -:-- ,·_;·;. ·.-. 

considerando el .. fll·i~mcí:c~mbio de var.iable que en el caso 
~;-;~. ' 

anterior, 

Hta expresión ~iÍs!da~como:; 

U=~·: __ · -~-~~~-lm-, 

u=o v=O· (8.52) 

resolviendo la integ~cÁl interior,. la ecuación (B.52) 'queda COlllOI 

u:OD 

EQ2 
2 :. mJ e-u u ~(<ln:t > <B.53> 

u=o 
~--~ -... ~~'- ~--

desarrollando f.;"éé:uación•ellterior, 
;· . J . : 

·u=O> - , 

EQ2 2 :. ~n(·~::.,~-u u ~ e:" ~ª} du <B.54> 

u=o 
- .. : ' 

r••olviendo la ecuación· anterior, 
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la ecuación anterior tambi•n pued• expresar•• comos 

EQ2 • 

Sea1 

N 
OI& 

+oo 

{& + 0.5} 

EQ3= :2JJ[~m e 
-oo 

<B.S5) 

CB.56> 

siguiendo el mis1110 procedimiento indicado para la obt.Pnción de 

EQl, ecuación <B.49>, :se tiene que: 

EQ3 • ~. {-3 ___ 2~y __ 4..-"1_<_3_>_ +· _l_ + y 
2 

l.· } 
~ 4m 4 mz 

(8~57) 

Seas 

su esperanza est.i definida. como:."· 

+ 00 

EQ4 .. :a JJ[~me ~u') 
- 00 

siguiendo el mismo procedi.~i~nto.)~di~~do 
EQ2, 11cuación <B.55>, se tiene''que1' 

EQ4 = N 
Clll {~+ 0.5} 
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<B.58> 

;in~ ;.u•J_ ux;y> dx dy 

-para la obtención 
( 

de 

<B.59> 



s... ¡ 

1 

EQ:S = : ,. E [ : ] <8.611t> 

su esperanza J~ta definida como1 

.... :¡j { Jr;·r ;:·1 • :-'-' ;;. ··11 ! -· . 
I roo .. (X l U&) (X·_ Ú&J . .f: ..;fll (Y :a Ua) '~)] 

• <- ;¡¡-> L; T ---¡;¡¡-- .. ··e t l OIZ 

,.! [;me :,u') + ;m(r :.uª)] ~. Ln(;'"e :_u') + ;m(Y :_u!J]} + 

+ -
1
-} f<x,y) dx dy mª 

expresando la ecuación anterior en la forma1 

1 
EQ:S = EQSa + EQSz + EQSu 

donde1 

+ .oo· 

EQ:s, = - : JJ[e-me :_ u'L .;=-m~;:_uªJ] ~ -• . 

. [;• [' ;:·) [~ l:·¡ + ;·l' ;;, .:l [';;, "")] '"·y> •• dy 

•••.. - .= Ar;r [';;. ··1 • ;;r;;, ··11 ! . 
f-111 r~J -m (y - uz)] • Ln l• 1 ClU · + & aa f(x,y) dx dy 

1 

+ 00 

EQ5• = ! 

f<¡x,y> dx dy = 

1 

N 

- CID 
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(8.61) 

<8.62> 

<8.63) 

<B.64> 

(8.65) 



ProclPdi•ndo a resolver la ecuación <B.63>, sustituy•ndo f<x,y>, 

•c. <3.134>, en aquella mis"'ª• 

Y"' oo 

EQ3:t =- - N J 
m ª"' cu 

X'" 00 

I [e-"'e : ... u·t e-111(Y ~ uz)]: -lt. 

(8.66) 

considerando al mismo cambio de variable que en los casos 

anteriores, y evaluando el término siguiente1 

.. - i.-{<um - v> Cln~:'::'"' - v>J + v <Ln v>} 

por lo que r•al izando el ca,.bio de variable y efe'ctuando - algunas 

op•raciones, la ecuación <B.66) queda como: 

m 
u=a> v= u 

u=o v=o 

la 11euación CB.67> también puada escribir•• comor 

EQ3• 

m.,:·. 
v= u 

J{u"'~~Ln<~!'.'.;;v>;;rc~:..1f+IJJ .-u ~·'"2"' 
u=o v•O 

CB.67> 

v.Lncu"'-v>. 

e cm.,-1 >+ul e-u u•""zift-} dv du 
--- - (8~68) 

. .. .,,., 

r•solviendo la integral en dv, haciendor 
m v= u 

IVll. • J Ln Cum-v> dv 

v=o 
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aplicando la ecuación <620> pag. 144 <Dwight, 1961>, ••tiene qu•• 

••a• 
m 

v= u 

Ivz = J v • Ln<um - v> dv 

VIOO 

aplicando la ecuación <620.1> pag. 144 <Dwight, 

que1 

Ivz = - 3 
4 

Zm 
uzm + _u __ 

2 

seas 
m 

v= u 

Iva .. J.v •. Ln v- dv 

vao 

aplicando 1a-·ecuación <610.1> pag •• 141 <D~ight, 
que1 

lva = 
u•m uzm 

.- Ln um - -
4 -2-

<B.69> 

1961>, •• tiene 

<B.70> 

1961_>, •• tien• 

<B. 71 > 

Sustituyendo las ecuaciones <B.69,_,70 y 71> en <B.68) y rvaliz~"do 

algunas operaciones, 

u=m 

EQ3t = m: J{m<m-1> e-u u<Ln uL-

u=o 

{-e-u uª} du <8~72> 

Aplicando la definición de la función Ga111111a, ecuació_n <6~1.t>.pag. 
''" ,·· 

233, <Abramowitz and St&gun, 1963>, y la •cuación <4.33~~4> . pag. 

376 <Gradshteyn and Ryzhik, 1980>, 
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A continuación se proc•der4 a evaluar la ecuación 

sustituyendo fCx,y>, ec. <3.134>, •n','~quella 11ismo11, 

y= QO 

EQS2 = -

(y-u2)]~ -m --- 111 
+ " Q2 

• [. -m (-)(-:-~-·-t ;m (-)(-~-·.~-·-fü '·~. 5~{fJ-. ;; [ ;~ (-)(-:-~-·-t 
.. -:.<~':\ \"; 

(9.73) 

<B.64>, 

dx dy 

(8.74) 

considerando el mi~~~'. cambio . de variable que en los casos 

anteriores, y evaluarido;'ei nuevo •~érmino, 

. ·~ 

real izando 6!1 cambio de ..... ~riélbl~, y simpl i fic•l'ldo se t iener 
,<, . ~,,·m·· 

u=OI:> .v=: ~:·.u 

EQ5a "' m~ f · J<.~n. un.'> e~~ Úi-m ;[<m-'t > + U J d~ du 

u=o v=o . . 

resolviendo la int.,;gral en .dv, 

u:c:O· 
·----,--;;o -.----· -

EQSa • - ,.: f~~um> e-u u [cm-1) + u]du 

u'::o 

la ecuación anterior también puede escribirse .comot. 

u=oo 

EQSa • - 111~ J{m<m-1 > CLn u> e-u u + m(Ln u> e- ~~} dLI 
U>:O 

(9.75) 

<9.76> 

aplicando la ecuación <4.352,4> pag. 576. (Gradshteyn arid Ryzhik, 
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EQSz = - m~ {m<m-1 > r• <2> + m r• <3>} 

re•ltzando algunas operactonets, la ecuación' anterior qu&da cot90t 

N { 2 EQ5z ,. 
1118 

r m 

EQS = ~ [1 - ..!.] 
2m2 m 

Seas 

ER1 = c1R = E [ ilR ] 
c'Jas cJcu 

aR = 0 
"ªª 

por lo tanto1 ER1 

Sea: 

ER2 a :, .. E[:,] 

~- 0 cJua 

por lo tantos ER2 

aR [cJR] ER3 a~2= E --
"""'" cJaz 

<8. 77> 

<8.78> 

<B.-79) 

0 (8.80) 

(8.81) 

0 

(8.83> 
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su •sp•r•nz• esta d•finida co~or 

+m 

ER3 • - :a JJ[ y -:nuz ] f<x,y> dx dy 

-Q) 

procediendo en forma semejante a lo indic•do para la obtención de 

la •cu•ción <B.37>, se tiene, 

N ER3 ., - (ii r 

Sea1 

ER4 = ~ .. 
' ouz 

dado que: cJR _ .. -
A.lz 

N 
az 

por lo tanto : ER4 

Sea1 

ER5 =~= E[:] ch 

d•do que cJR a¡:¡a .. 0 

por lo t•nto1 ER5 .. 0 

Sea1 

ESa .. ~=E[ "5] acu Oou. 

N 
az 

su esper•nza está definida comor 
+el) 

<B~B4> 

<B.85> 

<B.86> 

CB.87> 

<B.88> 

(8.89) 

ESI = ~.mJJfe-m(x:~•J + e-mf~J1-• -m(x-ua) ~ ~ -· l ~ e oca {x~~ª) f<x,y> dx dy 
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sustituyendo fCx,y>, ec. (3.134>, en l• expresión •nt•rior, 

Yª '° 

ESI ., N m J ce• zaa 
Y'"-'° x=-<0 

r-· (x-u•] -m (y-uz __ )]·~ 
- Le l'u + " l ccz. 

• e 

(x-ua) (y-ua) !..} . {cm-o+[ ;m Cil + ~m CiiZ ]m dx dy 

aplicando.el mismo 'cambio de variabl• que en los casos 

y real izando alj1unas open1c iones, 

ESl .,_ 

. " 

(8. 90) 

anteriores 

CB.91> 

de acuerdo a •la ecuac.ión CB.46> la integral· en dv queda. definida 

como: 

"' vcu 

IV I . uª"' CLncu"'-\1> J <um-v) dv = -
2
-.-CLn u~l 

v=o 

por lo que l~ e.cuac i 6~ 

u=a:i 
' y •. · 

- .~J~c:J o-· ~-:me <in-1 >.+u] du 

u=o 

la ecuación anterior también puéde expresarse como• 

u .. o 

-u } 11

4 
u du 
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(8.92) 

CB.93) 



Aplicando la definición de la función Ga111111a, ecuación <6.l.l> pag. 

2SS, <Abramowitz and Stegun, 1965>, y la •cuaci6n <4.3S2,4> P•O· 

576 CGradshteyn and Ryzhik, 1980>, 

es1 .. - _N_ fmcm-l> r• et>+ m r•c2> ftl<*l 2 2""" 

est .. N [~ ar 2 - 0.25 ] 

Sea1 

su esperanza est4 definida como1 

<m-1 > ro> ---..--

Es2 = Na~ jj[~me ~u•)+ ;int ~u~~]-s e-mK~u') 
-Q) 

~} 

CB.94> 

<B.95> 

f<x,y) dx dy 

sustituyendo f Cl<,y), ec. (3~·134> ,· en la expr&sión anterior, 

y= co 

ES2 ,. N m 
z J OU. CllZ 

-m -- -m -- : m t (x-us) ~y-uz)1 .. ~ - e OIS + e CllZ '. 

• e 

aplicando el mismo cambio de variabl• que en los casos anterior•• 

y efectuando algunas operaciones, la ecuación anterior queda c011101 

u=CD v=u 

ES2 = N J a& 
u=o v=o 

m 

ce. 97> 
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resolvi•ndo la integral en dv, 
m 

v=u 

J 
uzm 

Jv .. cu"'-vl dv - ~ 

v=o 

sustituyendo la ecuación CB.98> en <B.97>, 

u=o 

resolviendo la ecuación anterior, 

ES2 .. 2:._ [<m-1> re 1> + rc2>] 

realizando operacionei;;, la •cuación ant•rior-qu•d• co11101 

N 111 
ES2 • ya¡-

<B. 98> 

<B.99> 
- - . ~ ' -

Siguiendo el mismo procedimiento que el expuesto para la obtención 

de ESl y ES2, se tiene que1 

ES3 as E[ :Saz] ~r~ --"' aaz otZ 2 

ES4 = as E[ : 2 ] 
N m --= 2 otZ auz 

Sea1 

su esperanza estA definida 
+.., 

comos 

- 0;25] 

ES5 • - N JJ n~m e :, us) -111 ~)]-s 
+ e l-:- cu . • 

-CJO 

CB.100) 

CB.101> 

CB.102) 

r.-mf' :,u'Je :,u')+ .-m(y ~uz)~ :_uª]] - r} rcx,y) dx dy 

(8. 103) 

233 



h•ci•ndo1 

ES3 • ES5a + ES5z 

donde a 

ESSa 

y 

+oo 

N II r f<x,y> dx dy m N r 

-oo 

+oo 

E95z .. - N II {[;me :. U•) + ;m P' :. UZJr•. 
-oo 

ce. 111t3> 

CB. lr.i> 

procediendo a resolver la ecuación anterior, sustituyendo 'fCic,y>, 

ec. <3. 134), 

x= oo 

ESSZ"' - J.-m[e :,u')+~ :_uz)]. 

Y"'.-OO xa-ao 

-m -- -m ~- m (x-ua) (y-uz)]!.... 
e aa + e az -m --- -m -- m 

[ 
(
ic-ut) (y-uz)]!....- • 

e at + e az 

(
x-ut) (y-uz) !.... 

• {cm-l>+[ ;"'a&+ ;m ~ ]m} dx dy <B. lllt7> 

aplicando el mismo cambio de variable que en los c••o• ant•riores 

y realizando algunas operaciones, 
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d• acu•rdo a las ecuaciones <B.71> y (8.92> la int•gral en dv 

qu-.:ia COlllC)I 

m 
v:.u 

lv .. fccum-v>CLn <um-v>J+v<Ln v>J dv = 2[ u;m Ln um ~] 
v=o (8.109) 

•u•tituyendo la ecuación anterior en <B.109>, 

u=oo 

ES5a= 111~NJ[ u;m Ln um CB.110) 

u=O 

haciendo operaciones, la 

•xpre•al'"se como: 

u=CIO 

U•O 

ecuación ante..-ior tatllbién 

-u m e u<Ln Li>, - -.-u u} 
4 ·.·· . 

,· .·., -: ... 

Aplicando 1 a definición de. 1 aÚUnción· G~m'111a;~::ecuad ón. (6~ 1.1 > 

255 1 <Ab..-amowitz and StegtJn, i9s5> ,· y ti. ~cÚa~TóX é4:a5~,4>. 
576 <Gradshteyn and Ryzhil<;' 19em), • 

ES5 z = :
2

N {m<m-;> r'C1)' + ni r;<2> _ <111-1)/Cl> _r<!.>J 

..-•al izando ope..-aciones la ecua~iÓn ~ntel'"io..- ~LIJda cofllOI 

puede 

du 

pag. 

pag. 

ES3z = N [ ~- r] CB.111> 

sustituyendo las ecuaciones <8.105 y B.111> en <B.104>, 

N 
ES5 .. "2iii 

s .... 

ET! lff = c;as= E [ .!!!_) cJots 
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- l. (>C-UI.) -111 CU- (>C-UI.) 
e Cll& 

fhc,y>d>Cdy 

sustituy•ndo f<x,y>, ec, ,(3,l34>, •n l• expresión •nt•rtor, 

y:OO 

ETl = __ N __ J 
ou. 2 i:xz 

yc-oo x=-oo 

-· --(>C-Ui) 
e,' at + 

(y-ua) a 
;"' t CiZ ] ,;;- -• dx dy 

<B. ll4> 

apl lcando •l 111hmo .camb'iCI, ~dé .. ~al".iabl•• 
•nteriores y real izando i.'io.:.;na~ c;~l! .. ~dones, 

los CA.otl 

ETl '" 

ETl • 

ETl '" 

u=o 

'.- ~':;, ·:;_:· ¡ 

z~,-·; :.:-: 
u .CLn· 

2.'' 

e-u u<Ln u>: 

~:.U· u•-- dv du <B. 115) 

lifc':iac i 6n anterior .queda co.or 

<B.116> 

Aplicando le definición de la función Gamma, ecuación (6,1.1> pag. 

255, CAbramowitz and Stegun, l9G5>, y la •cuaci6n <4.352,4> P•O• 
5?6 CGradshteyn and Ryzhik, 1980>, 

ETl .. _ 
1112

N a.. {111 r; <2> _ re¡>} 
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re•liz•ndo •lgunas operaciones la ecu•ción anterior qued• COfllOI 

ETI • 

Sea• 

N 

ª' 

ET2 6T = Ci:ií. .. 

[ 
r - 1 

2 111 + -ª ] 
4 ,,.z 

su esperanza está definida como: 

<e. 111> 

<B.llB> 

- • ex-u•] -·--e ª' 
f<x,y> dx· dy 

su•tituyendo f<x,y>, ec. (3.134>, en. la expresión anterior, 

y=ao x=oo 

ET2 = N I 
aa 2 az 

I e-m[2e ':,U•J + ~ ~ uaJ] 

y=-m x=-co 

(x - u•) 
[ 

-m --¿;¡¡--
- . 

.a 

-mÍ>' 
+e l 

- uz1·· .... ~· : . 
a~.·. l"M[ ;"!t:~'l + (

y-ua) z 
e az "' dx dy -m -1--• 

<B. !HU 

aplicando el mis~o .cambio de variables qua en 

•nteriores y real izando,··~1'g1.ma!i operaciones, 

los casos 

ET2 = N I ¡¡¡--a¡ <B.128) 

u=o v=o 
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re•olviendo la integral interior, la ecuación <B.120) qu•d• co11101 

u=CO 

N I -u ET2 = 2111 cu e u du 

rewolviendo esta ~ltima integral, 

ET2 N rc2> = 2iiiliS 

por lo que la ecuaci 6n. ai:iterior ·queda com~: 

<B.121) 

N ET2 = 2m .~ <B. 122> 

Siguiendo.el mismo prcicedi1niet1to que el. i·~
0

dicado para obteney ET1 

y ET2, ecuacione!i CB.117 y B.122>, 

ET3 8T E[::] N [ r - l 
1 ] -- = 2 m + cJaz QZ .~ ,,;z .· 

(8~123> 

ET4 .. "T = E[b'T] N 
~z auz 2m ca 

<B.124> 

Sea: <B~l25> 

•u esperanza esta definida como: 

ET5 N 

-oo 

• {1- ! [ ;m(x 

[e-m(>< :,uª)l~~:u~)+-e.:~(Y :~u~i)f :zuz)] 

+ 

m-t 
+ e .. 

:..;"°,ªcLn<~-l)l+ y em-t 

m 

m-a 
+ a - 111 + 

m<111 1) 

•~~ T" (-1) (m-1> f( >'d d m- ']loo k "]}} z ""' k k ! x,y >< Y 
111 =• CB.126> 
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l• •cuación CB.126) pued• expr•••r•• COfllOI 

ET5 = N [Ers .. + ET5z + ET5a + ETS•] CB.127> 

donde1 
+m 

ET5• =JJ{cm-1>+[ ;"'e :.. u•J + ;
111 P' ~ uz)]: r·~cx,y> dx dy 

-m ce. 128> 

+m 

ET5z a - m JJ{cm-t>+[ ;me : .. u•] + ~m~ ~ uz)] ·~ r• . 

ET5ll = - -1
-

"'z 

-m 

+a> 

JJ{é111-u+.[ ~me : .. ~·1 + ~m ~ ~z uz)] ~ r· . 
-m 

CB.129> 

··.·•·•i...:m (x-.u•] -m (y-ur:)] L .. n ··· a.. + l aa 
•.·: e . : e 

fCx,y> dx .dy 
· CB.130> 

+ 

+ rem-• - l!!m-•][ E (-l)lc(m-l)lc]} fCx,y> dxdy 
L "' mª le=• k k! 

CB. 131> 
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dond• I• •cuación <B.131> qued• como1 

m-.t. m-• 
e - m e 

+ 111(111 - l) + m e::•1 l~, <-O: <:!ºk]} 
<B.132> 

Procedi•ndo a resolvGPr,",'las· restantes ecuaciones, se 

sustituyendo f<x,y>, ec •• ·<:3>134), en la ecuación CB.128>, 

t i&Ol!PI 

ET5• = ···~ .. r ... ··.·. :··.···.·.,·[.(><· . .:: U•) fr_ - uaJ] "fé:'!' . ' cu + l---¿;¡z-

-[ ;m(>< ~ .. Ut) 
•• 

(
x-ua] -m --

e cu + 
fr_-uz)] ~-z 

-m le¡¡- m ~>< dy • 
ce. 133> 

considerando el mismo cambio de vari•ble que en los casos 

•nteriores y efectu.i.n'cto algunas operaciones, 

ET5a = 

m 
u=oo v=u 

u=o v=o 

dv du = 
u=m 

! Je-u du " 

u=o 

por lo que la ~cuación anterior queda como: 

ET5a"' m 

rc1> 
111 

<B.134) 

Ahora, sustituyendo f<x,y>, ec. (3.134>, en la ecuación <B.129>, 

y=ao 

ET5z,.- --=--J 111 CU OIZ 

x=oo 

J. -m[~~~ªJ+ ~~~ª)] 
y=-a> x=-co 

• ( ;m(><~~ª) 
2 

+ ~m (y~~ª)] -m-a [.-me~~·] e~~·]+ 
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-111 fr_-uz)] ~-
+ 

9 
l-az 

-m ():'-u:a) fr_-uz)] 
e l-a:a lc¡z- dxdy 

(8.135) 



considerando el mismo cambio de variabl~ qu• •n los ca•os 

ant•rior•s y efectuando algunas operacion••• 

m 
u=CI) "=u 

ETSa"' :.J J[<um-v> CLn(um-v>l + v<Ln v>] e-u u'-ª"' dv du 

<B.13E» 
u=o v=o 

d• acuerdo a la ecuación <B.109) la ecuación anterior queda co111e1 

u=llD 

ETSa = :.J[u2 m<Ln um) -
2 :{:.}~.-...,ut-z~ dÜ 

u=O 

Ja ecuación anterior también pu(!d•·1Hicribirse como1 

u=llD 

ET5a • :. J{m(Ln u> 

u=o 

e -u 
u -

2 ... - .. 

4 

(8.137> 

Aplicando la definición de 1 a función Gamma, ·ecuación <6.1. 1 > pag •. 

255, (Abramowitz and Stl!!gun,· 19G5); y la eéuación (4.352,4> pag. 

576 <Gradshteyn and Ryzhik, .i~~·~:,·· 

ET5z "' _!_ Ím r• <2> -m•t 

.. -~: ;·::> 

2 rc2>}·· ••.. ~· :1 '.flA. ( 1 - r> .. ··· -· 0 •. s}· 
4 .. · ,. ,n•·l>. 

.... - :~-. . :,;·"' .. ': ... ' ... · . . ·, .. 

r•al izando operaciones, l á Cec1:1ac i.~n anterior queda comos 

ET5z 

Ahora, •ust ituy~llcto~,f <l<,~>, ec. (3.134>,. en la ecuación 

y=llO 

<B.138) 

(8. 138), 

Ers ... - (
x-ut) ~-uz) 

Ln [~111 
Ci& + ;

111 tCiZ ] 
y=-llD x=-oo 

-[;me~~') 
• • 

(Y~ª)]~ . z 
-m ~ "' ··[ -m(-x-u') -mÍY_-u_a)] -;;--a 

+e e cu +elaa 
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aplicando el mismo cambio de variable que en los casos ant•rior•s, 

y afectuando algunas operacionas, 

m 
u=OO v=u 

ET5s =- _l_ J JmcLn u> e -u u'-:-m. dv du 
m" . 

CB. 1411t) 

u::o ,v::O 

resol viendo i.a 'Íllteg;af en dv. 
u::Q) 

ETS• -u 1[ ] <Lnu>e· udu:='-
1118

lm.r•c2>. 

por lo que la ecua~iÓn anterior qÚIPda COIAOI 

ET5a = :~ [r m - m] (8~141) 

:, ''_. ''· ' 

sustituyendol'as ilcuacionesCB~132, 134, 138 y 141> en laecuación 

<B.127~•. 

+ 
1-em-•cLn<m~l>J-· 

"2' 
m." 

realizando alglJnas sim~.l ificacto,,Oes, lcÍ: ecuación anterior queda 

ET5 

r9
m-s 

+ -- -m 

· m.::a · oo · le ..... Je. 

e .. · ·.·] [ .~ .. <-1) <m-1 > •]}· 
2· "···.·kk! 

m k=• · . 
<B.142) 
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APtNDICE C 
PROGRAMA 131EV11-ME. DAS 



APENOICE C 

'NOMDRE DEL PROGRAMA: DEVll·ME.DAS 
'ELADORADO POR: /OSE Y. OOMINGUEZ ESQUIVE!. 
'DIRECTOR DEL TEMA DE TESIS: DR. CARLOS ESCAl.ANTE SANOOVAL 

'POR MEDIO DE ESTE PROORAMA SE ESTIMAN LOS PARAMETROS DEL MODELO: LOGISTICO DIVARIADO CON MARGINALES DE VALORES 
EXTREMOS 11PG I, GUMOEL. (llEVI 1) 

WID'rn "LPTI:", 2SS 
LPRINT CllR!(27); "O"; CllR!(IS) 

CONST np% .. S, IDEL,_~"" S: CICLO% .. 2: nd .. 25 
DIM X(i • 1 TO nd) AS DOUULE, y(i • 1 TO nd) AS OOUDLE, 7.X(i •O TO nd) AS OOUDIJl, ZY(nd) AS DOUDLE 

~ OIM PARO(np) AS DOUDLE, DIFPAR{np) AS lXlUHLf:, M(n¡J, n1l) AS l>OUDLE, MINV(np, np) AS L>OUIJLE, NOINV(np, 1111) AS OOUDÍ.E 
DIM IDEN(np, 11¡1) AS l>OUUl.E, MIDEN(np, np) AS DOUHl.E, R(np, 11¡1) AS OOUDLE, Rl(np, up)AS L>OUDLE 
DIM RNOINV(np, np)AS DOUULE, PQRST(np, 1) AS llOUDJ.E, l'QRSTi(np, 1) AS OOUULE, INl'QR(np, l)A5 OOUDLE 
DJM Z{IOEL + 1) AS OOUOLE, QQPAR{llJ') AS DOUOLE, A(np, 2 • np + l) AS DOUDl.E, B(np, np + 1) AS DOUOLE, C(np, np)AS OOUOLE 
DIM alfo1(3), alía2(J),mul(J), mu2(3) 
DEFINHK 
DEFDDLA·F, L·M,P·T, V, X·Z 

PARAMI:.IRO INICIAL 111 ... pARO{S) "'2 
PARO(S) • 2: ' M 1 

'''''"'"
11

• 111 INICIA PROGRAMA PRINCIPAL ''"'"11 •1t•• 111 u•u .. • 111
•

1111111 

CLS: 
'LECTURA DE DATOS PRINCIPALES (CONSTANTES) 
CONST tol# "' .0000 I, 1'111 ,.. J. l •t 1 SIJ26S4#, GAMA# 111 .5772156649# 
CONST DIGAMA3# • .9227843351#, ü1GAMA4# • l.2561176684# 
FOR ircgistros • 1 TO 20 . 

rAR0(5) • 2 
READnd 

LECfURA DE DATOS DE LA cslacion Nu 1 )' Nu 2 
READ cslncionlS 

FORia: 1 TOnd 
READ X(i) 

NEXTi 
READ cstacion2S 

FORi• I TOnd 
READy(i) 

NEXTi 
GOSUD PARINI: 'SE ESTIMAN PARAMlríROS INICIALES, DIRECCIONES +100 

10 GOSUD MATRIZM: 'CALCULA MATRIZ (MJ. DIRECCIONES +SOO 
oosun APROXINVER: 'VA A INVERTIR LA MATRIZ (M(; PRIMERA APROXIMACION 

'(NOINVJ- [M("(·I), DIRECCIONíoS +600 
GOSUD INVERSA: 'SUDRUTINA PARA MruORAR LA APROXIMACIDN (A CUATRO 

'CIFRAS DECIMALES) IJE LA MA'llUZ INVERSA (MINVER(, 
'DIRECCIONES +700 

GOSUO GENl'QRST: 'SE GENERA LA MATRIZ DE RESTRICCIONES: (l'QRSTJ, 
'DIRECCIONES .f 800 

GOSUO PRODUCTO: 'PRODUCTO IJE MATRICES JINl'QRJ=[MINVJ'(PQRSTJ 
GOSUD DIFPAR: 'SE OBTIENEN LOS NUEVOS l'ARAMETROS, DIRECCIONES+ 1000 
FORi .. J T011p 

IF (<lp(i) ' imin) .. O TI IEN 20 ELSE 1 S 
NEXTi 

IS nmx .. O 
FORi= 1 TOn¡1 

IFdp(i) • imin • 5 > 101 TllEN mn .. dp(i) • imin • S 
NEXTi 

IFmax ""O TIIEN 20 ELSE 10 
20 IF ircgislros.,. l TIIEN 25 ELSE 26 
25 LPRINT"TADLA 5.5 ESTIMACION üE PARAMETROS DEL MODELO DEVl·I DE LAS ESTACIONES SELECCIONADAS• 

LPRINT "DE LAS REGIONES A Y U" 
LPRINT"AN A LISIS H 1 VARIADO" 

26 LPRINT eslacion 1 $, estacion2S 
l.PRINT"[PQRSTJi (PQRSTJi+I ESTIM i INCREM ESTIM i+I ZMIN i ZMIN i+I l[ij i I(~ itl" 
l.PRINT"--=-----,----=---------------------· 
FORi ... I TOnp 
LPRINT USING "#####,####"; l'QRSTi(i, I); l'QRST(i, 1 ); QQPAR(i); dp(i)' imin; PARO(i); ZMINA; ZMIN; ENTROPIAI; ENTIIOPIA2 
NEXTi 
NExT ircgistros 
END 

'
111111

'"''
11

• FINALIZA PROGRAMA PRINCIPAL '''''""'""'111 u 1
••

11
••

11
••

1
•

11 
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PARINI: 'SUBRUTINA DE ESTIMACION DE PARAM~"ll<OS INICIALES, DIRECCIONliS +100 

'CALCULO DE LA MEDIA 
SUlllJIL •O:sumy •O 
FORi .. J T0111J 

sunu: • sumx -+· X(i): sumy., sumy t y(i) 
NEXT i: xmcd .. sumx / mi: yme1I • sumy / mi 

'CALCULO DE VARJAN7.A 
v;1.rx 20 0: vary .. o 
FORi ... ll'Om.J 

\tar.c=vnn:-t (X(i)-iunc11)"2 
vary • vary + {y(i) - ymctJ)" 2 

NHXTi 
vnrx •van:/(nd-1) 
vary .. vary/(nd- 1) 

'PROCESO: PARAMETROS ESTIMAr>OS l'OR MOMENTOS 
nlfal(l)c(6 • v;ux)" .51 PI: PARO(I) .. alfal(I) 
mul(I) .. xmed ·GAMA' nlfal(I); PAR0(2)a mul(I) 
alfa2(1) .. (6' \'ary)"' .SI PI: PARO{J) ª alfo2(1) 
mu2(1) .. ymcd-GAMA • alfa2(1): PAR0(4} • mu2(1) 

'EN ESTA SUBRUTINA SON ESTIMADOS LOS PARAMETROS INICIALES POR POMF~UNIVARlAIXl 
'f'ROPORCIONANOO COMO SALIDA: 
' PARO(I) 

l'AR0(2) 
PARO(J) 
PAR0(4) 

RETURN 

~·A_TRIZ~:·sullRUTINA PAR¿ E~~~-U~~~~::!~CCIONES ·~--­
M(I, I)• -GAMA IPARO(I): M(l,2)•·1 ll'ARO(I): M(l,J)•D: M(I, 4)•0:M(I, l)•O 
A=(.3-2' GAMA-4•DJGAMAJ)/(-1'1'ARll(S)} t 11(·1' (PARO(S))"2) •(GAMA· 1)/2 
U= I / (2 ' l'ARO(S)) t .5 
M(2. 1) •A/ l'ARO(I): M(2, 2)" O/ l'ARD(I): M(2, .1) •A I PARO()): M(2, 4)• D /PARO(J) 
M(2, 5) =(I • I / PARO(l))/ (2 • (l'AR0(5))' 2) 
M(.1. I) •O: M(.1, 2) •O: M(.1 • .1) •-GAMA I PAR0(.1): M(J. 4) • ·l iPARO(l):M(J,S)•O 
C •GAMA ' PARO(l) / 2 • .25 
M(4. 1) •C/PARO(I): M(4,2J•l'Al<O(l)/(2' l'ARO(I)): M(4. J) •C/PARO(l) 
M(4, 4) = PAIW(S)/(2 • PARO(J)); M(4, 5)"' l /(2 1 PARO{S)) 
O .. (GAMA· 1) I (2 ' PAR0(5)} + 11 (4 • (PARO(S)) "'2) 
M(l. I)• O/ l'ARD(I): M(;. 2) • l /(2' l'ARO(I)' l'ARO(l)): M(l,J)• D/l'ARO(J) 
M(l. 4) • l /(2' PAR0(.1)' PARO(l)) 

K •O: LFACTK • 1: DI• O: 1>2 •O 
500 K=K+I 

LFACTK • LFACTK ' K 
SUMKI •(·I) • K '(PAR0(5) • I)' (K • 1) I LFACTK 
SUMK2•(·1J•K' (PAR0(5)· I)' K/(K' LFACTK) 
DI• SUMKI t DI 
02 • SUMK2 + 02 

IF AOS(SUMKI)<• .0000001# ANO AOS(SUMK2) <• .0000001# TIIEN 510 [LS[SOO 
llO pi •EXl~l'ARO(S)· I) 

1>2 • (LOG(PARO(SJ • 1))' pi 
PJ •pi I PARO(l) 
P4 • PJ I PARO(S) 
PS,.,GAMA'pl 

M(S,l) • (1 +Pl t p2)/ PAR0(5) + (1 -1'5 • p2)/(PAR0(5)) • 2 • l /(2 • (PARO(l)) • J) 
t(pl • l'ARO(S)) I (PARO(l) '(PAR0(5) • 1 )) + PJ' DI t (P.l • 1'4)' 02 · "- . . . -

FORi,.ITOnp 
FORj• 1 TOnp 

M(i.j)•(-l)'M(i.j) 
NEXTj.i 

RETIJRN 
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Al'ROXJNVER: 'SUBRLITINA PARA JNVERSION DE LA MATRIZ M: No DIRECCIONES t600 

FORi•ITOnp 
FORj .. 1 T011p 

U(i,j)•M(i,j) 
NEXTj,i 

EPS = .00000001# 
FOR K • I Ton,, 
FORj..,ITOnp+I 

A(K,j) • U(K,j) 
NEXTj 
FORj .. np .. 2 T02 • np+ 1 

A(K,j)•O 
NfoXTj 

A(K,K· I + np+2)• I 
NEXTK 

GOSUU IMPREM: 'SE IMPRIME LA MATRIZ !MI 
'COMIENZA EL PROCESO DE DE REDUCCION DE GAUSS·JORDAN 

FOR K = 1 TOnp 
'SE APLICA LA ESTRATEGIA DE PIVOTEO PARCIAL 

MAXPIVOT • AUS(A(K, K)): NPIVOT • K 
FORi = K TOnp 

IF MAXPIVOT >• ADS(A(i, K)) GOTO 600 
MAXPIVOT • AUS(A(i, K)): NPIVOT • i 

600 NEXTi 
JF MAXPIVOT >"" El'S GOTO 610 

610 IF NPIVOT = K GOTO 620 
FORj .. K T02 • np + 1 

SWAP A(NPIVOT,j), A(K,j) 
NEXTj 

l120 O., A(K, K) 
f0ftjc2' np .. 1 TOKSTEl'-1 

A(K,j)=A(K,jJ/D 
NEXTj 
fOlti= 1 TOnp 

IF i = K GOTO 630 
MULT=A(i,K) 

FORj"' 2 • up+ J TOKSTEP-1 
A(i,j) • A(i,j)-MULT' A(K,j) 

NEXTj 
6JO NEXTi, K 
'LOS VALORES CALCULADOS DE IMJ"(-1) SE LE ASIGNAN A LA MATRIZ fNOINVJ 

FOR KA ... 1 TOnp 

JJ "º 
FORj =np + 2 T02 • llJI_. 1 

JJ ... JJ + 1 
NDINV(KA, JI)• A(KA,j) 
MINV(KA, JJ) • NOINV(KA, JJ) i(nd) 

NEXTj,KA 
GOSUD IMPREMINV 
GOSUB IMPREIDEN:' INPUT JY . 
'EL PRODUCTO DE MATRICES fNOINVI' IMJ SE LE ASIGNA A LA MATRIZ fNOIDENJ 

FORi .. I TOnp -", . 

1:0Rj .. 1TO11p 
NOIDEN(i,j) • C(i,j) 

NEXTj,i 
RETURN 

0

IMPREM: '••••••••n•• IMPRESION DE 1.A MATRIZ(MJ ••!••~•·•~•••.~·-"~-·-~·~·--·-

PRINT NMATRIZ AUMENTADA (MJ, ya csla mulliplicada por -1 :" 
FOR KA .. 1 TOnp 
FORj-1TOnp+1 

PRINT USJNG N####,#lllW; A(KA,j} • nd; 
NEXT j: PRINT: NEXT KA 

RETURN 

IMPREMINV: '•••••u•• IMPRIME LA MATRIZ INVERSA {MJNVJ '""'"""'"'' 
l1RJNT"MATRIZ INVERSA (MINVJ,yacsta ruulliplicadta por·I :" 
FORKA 12 1 TOnp 
FORj"'Up+ 2T02' np+ 1 

PRINT USING "1111#1#1##.11#•; A(KA,j)/ nd; 
NEXT j: PRINT: NEXT KA 

RETURN 
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IMPREIDl!N: .......... VERIFICA EL PRODUCTO DE IMJ POR (MfNVJ n••••"'" 

PRINT "EL PRODUCTO DE LA MA'IRIZ l'OR SU INVERSA DEDERA SER LA MATIUZ IDENTIDAD:" 
FORi• I TOn¡l 
FORj• I TOnp 

C(i,j)•O 
FOR K• 1 TOnp 

C(i,j)"" C(l,j) + D(i, K)' A(K,j +np + 1) 
NEXTK,j, i 

FORi•ITOnp 
FORj .. ITOnp 

l'RINT USING "####.####"; C(i,j); 
NEXT j: PRINT: NEXT i 

PRINT "A TENCION :LAMA TRIZ INVERSA PUEDE NO SER LA CORRECTA.":' INPUT IV 
RETURN 

INVERSA: 'SUBRUTINA PARA MEJORAR l.A APROXIMACION A LA INVERSA DE LA MATRIZ (MJ 
:(MINVJ, DIRECCIONES + 700 

APROX • .00001 
'SE GENERA LA MATRIZ IDENTIDAD (IDENJ 

FORi .. ITOnp 
FORj"* I TOnp 

IF i • j 'lllEN IDEN(i,j) • 1 ELSE IDEN(i,j) •O 
NfiXTj,i 

'SE GENERA 1.A MATRIZ DE RESIDUOS (R( 
FORi•ITOnp 
FORj ª 1 TOnp 

R(i,j) • IDEN(i,j) • NOIDEN(i,j) 
NEXTj,i , 

'INICIA PROCESO PARA MEJORAR LA Al'ROXIMACION DE LA MATRIZ INVERSA (MINVJ 
FORi .. fTOnp 
FORj .. 1 TO nft 

MINV(i,j) • NOINV(i,j) 
A(i,j)•R(i,j) 
D(i, j) • NOINV(i,j) 

NEXTj,i 
GOSUDMMULT 

FORic 1 TOnp 
FORj = 1 TO np 

RNOJNV(i,j)• C(i,j) 
NEXTj,i 
FORi=ITOnp 
FORj • 1 TOnp 

IF AllS(RNOINV(i,j)) <• APROX 'lllEN 710 
NEXTj,i 
FORi= 1 TOnp 
FORj =-1 TOnp 

MINV(i,j) • MINV(i,j)+ RNOINV(i,j) 
NEXTj,i 
FORi"" ITOnp 
FORj"" I TOnp 

A(i,j)•R(i,j) 
ll(i,j)uR(i,j) 

NEXTj,i 
GOSUDMMULT 
700 FORi•ITOnp 

FORj=_J TOnp 
R 1 (i, j) • C(i, j) 
A(i,j}•R(i,j) 
D(i,j) • NOJNV(i,j) 

NEXTj.i 
GOSUD MMULT 

FORialTOnp 
FORJ ª 1 TOnp 

RNOINV(l,j) • C(i,j) 
NEXTj,i 
FORi .. ITOnp 
FORj• I TOnp 

IF AllS(RNOINV(l,j)) <• Al'ROX TllEN 710 
NEXTj,i 
FORl• 1 TOnp 
FORj• I TOnp 

MINV(i,j) • MINV(i,j) + RNOINV(i,j) 
NEXTj,i 
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FORi•1mn11 
HlRj - 1 TO np 

A(l,j)•R(i,j) 
ll(i,j)•Rl(i,j) 

NilXT j, i 
CICLO •CICLO • 1 
rRINT "MATRIZ INVERSA (MINV(, CICl.O• "; CICl.O 
FORi..,ITOnp 
FORj m I TOnp 

PRINT USING MllHllllllllll#ll,llHlllf'; MJNV(i,j) I nd; 
NEXTj: l'RINT: NEXT i 

c;osun MMULT 
GOT0700 

710 FOR i .. l TO 1111 
FORj • 1TO1111 

MINV(i,j)•MINV(i,j)/ml 
l'RINT USJNG "1111111111111111111111.Hll#H"; MINV(i,j); 

NEXT j: l'RINT: NF.XT i 
RETURN 

----------------~---··------·-----· ----------· 
MMULT: 'SllURU11NA rARA MUi.Tii'i.ICACION OE MATRICES 

FORJJ-ITOnp 
l~OR JI,.. 1101111 

C(ll,Ji)•O 
FOR KI ~ 1 T01111 

C(IJ, Ji)• C(ll, Ji) • A(ll, Ki)' O(KI, JI) 
NEXT KI, JI, 11 

RIJTURN 

GENl'QRS L 'SE ül,NF.RA l.A MA'I RIZ i>E RES fRICCiONfoS (l'QRST(, DIRECCIONES •800 

·---------·--·~-........ ----
'ENESTASUDRUTINASEGENERA Y EVAl.lfA LA MA'IRIZ OH 
'RESTRICCIONES: MATRIZ (i<JRST( 
RETURN 
• ___ <>=,..~=-==~,,,.-:-==,,,,,...,.,..,_ ... ~=~----··------------~------· 
l'RODUCTO: 'MULTil'l.ICACiON DE MATRICES flNrQRJ• IMINVJ'(i'JRSTJ 

·--=~--~·-~------.. --.. ·------· 
FORll= ITUnp 
FORJI• 1 fOI 

INl'QR(ll, JI}- O 
FOR KI"" l T0111, 

iNrQR(ll,JI)• INPQR(li.JI) • MINV(ll,KI)' l'QRST(Kl,JI) 
NEXTKl,JI, 11 

RETURN 

DIFPAR: 'SH ODTIENE EL INCREMEN ro l>E l.OS NUEVOS PARA METROS, DIRECCIO~IES t f 000 

FORi"'I TOn¡i 
dp(i) = INl'QR(i. 1)/ Jl)!il.: r)f)l'AR(i) ""PARO(i): l'QRSTi(i, 1) ~ rQRST(i, 1) 

NEXTi 
Z(O) • (rQRSHI, 11)' 2+ (l<JKSH2. 111' l • (l<IRST(J, 11) 'l • (l'QRST(4, I))' 2 1 (l'QRST(5, i))' l 
ZMINA=7~0) 

FM • EXP(E)/ PARO(S) '(EXl'(·E)' (E' LO<l(E) • 1 • l.OG(E))-GAMA- LOG(ll)- El) 
ENTROPIAI n l.CXi(PARO(/) • l'ARO(.lJ) f. 2' PARO(S)' GAMA t (PAR0(5) ~ l)IJ1ARO(S) • (I / PAR0(5)· 2)' FM 
FOR !DELTA., 1 TO IDEL 

FORi.,ITOn¡1 
PARO(i)"'PARO(i) + ilp(i) 
NF.XTi 

GOSUO GENrQRST 
Z{iDELTA) • (PQRST(i, IJ)' l • (PQRST(2, 1))' 2 '(l'QRST(.1, 1)) '2 ·• (l'QRST(4, 1))' 2 
• (rQRST(S, 1))' 2 

NEXTiDELTA 
imin=O 
ZMIN = Z(imin) 

FORi= I TOIOEL 
IF ZMIN <• Z(i) THF.N 1010 El.SE 1000 

1000 ZMIN • 7,i) 
imin"'i 

IOIR NEXTi 
FORi"'ITOnp 

PARO(i) .. QQPAR(i) + dp(i)' imin 
NF.XTi 

GOSUB GENPQRST ™. EXr(E)/ rAR0(5). (EXl'(-EJ. (E. l.OG(E) + 1 + LOG(E))-GAMA- LOG(E)- El) 
ENTROPIAl = LOC'~PARO(I)' rARO())) + 2' PARO(S)' GAMA t (PARO(S) + l)/rARO(S)-(1 / PARO(S) - 2)' FM 

RETURN 
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'DATOS: 

'' REGION A ' ........................ 
·-~--·---------
DATA 17 
'ESTACION: DADIRAGUATO, UUICACION: SINALOA, AVOS DE REGISTIIO: 23, PERIODO: 1959-1981 
DATA "DADIRACiUATO" 
'DATA J<il, 435, 276, 4220, 420, 236 
DATA 213, 922, 480, 4JS, 64, 250, 435, 470, SBS, 600 
DATA 290, J20, 250, 245, 8'>0, 434, 516 
'l~~TACION: GlJAltNlrA. IJOICACION: SINALOA, AVOS DE REGISTRO: 17, PERIODO: 1965-1981 
UATA "GUATENll'A " 
DATA 675, 565, 20.17, 5000, 435, 798, 1670, 4230, 2431, 1717 
DATA 488, .1127, 451, 860, 3050, 825, .1392 
'=-= ..... =====-"""'~~· _,.,,,...., 

DATA IJ 
'ESTACION: ClllNll'AS, UlllCACION: ClllllllAllUA, AVOS DE REGISTRO: IS, PERIODO: 1966·1980 
UJ\TA "CllJNIPAS " 
'DATA 40(1, 843 
DATA J63, 721, 417, 1420, 1152, 1516, 1742, 430, 420, 7S2 
DATA 1446, 21SR, 720 . . . . , 
'f~~TACION: URIQUE, UDICACION: ClllllUAllUA, AVOS DE REGISTRO: 13, PERIODO: 1968-1980 
DATA "URIQUE " . .., 
DATA 216, llS, 88, 308, 274, 319, 354, JOR, 29,1, 79 
DATA 300, 716, JJH 

~=--~=--DATA 13 · .. 
'ESTACION: SAN IGNACIO, UUICACION: ClllllUAllUA, AVOS DE REGISTIIO: 14, PERIODO: 1967·1980 
DATA "S. IGNACIO" . . 
'DATA D41 
DATA 1164, 960, 860, 884, 1740, 3075, 1897, 1002, 4020, 861 . . . 
DATA 1696, 22!0, 876 ., ;: ._:· . 
'ESTACION: URIQUE, UDICACION: t'lllllUAllUA, AVOS DE REGISTRO: 13, l'ERIODO: 1968-1980 
DATA "URIQUE " . . 
DATA 216, 115, 88, 308, 27•1, Jl9, 354, 308, 293, 19 
DATA JOO, 716, 338 

DATA 23 
'ESTACION: TOAI JAYANA, UUICACION: SINALOA, AVOS DE REGISTRO: 23, PERIODO; 1958·1980 
DATA "TOAIJAYANA " 
DATA 1560, 343, 22.llJ, 793, 888, 1814, .192, 329. 812, 1251 
DATA 1298, 295, 31 J, 1060, 878, 1570, 963, 368, 8:m. 672 
DATA 1500, 1930, 331 
'ESTACION: ZOl'ILOTH, UOICACION: SINALOA, AVOS DE REGISTR0:42, PERIODO: 1939-1980 
DATA "ZOPILOTE • 
'DATA 162, 35, !O, 400, 819, 110, 116, 194, 23, 690 
'DATA 776, 182, 15, 386, 487, S·I, 206, 377, 70 
DATA 1030, 334, 177, 230, 331, 806, 82, 293, 61 I, 710 
DATA 452, 10, 838, 318, 27S, 518, 296, 51>1, 508, 370 
DATA 93, 43, 320 

'' REGION O• ....................... 
'=======-------· ~==· 
DATA22 . . . 
'ESTACION' ACIJOTAI, UBICACION: VERACRUZ, AVOS DE REGISTRO: 22, l'ERIODO DE REGISTRO: 1949-1970 
DATA "ACllOTAL " . 
DATA 352, 451, 506, 541, 327, 524, 654, 464, 532, 6.18 
DATA 339, 913, C185, 432, 659, H9, 546, 803, 59t 704 
llATA 14, 546 
'ESTACION: BELLACO, UDICACION: VERACRU7, AVOS DE REGISTRO: 22, PERIODO DE REGISTIIO: 1949·1970. 
DATA "BELLACO " . .. .. 
DATA 499, 486, 596, 740, 408, 499, 781, 534, 510, 733 
DATA SJB, 830, 674, 400, 500, 542, SJJ, 745, 485, 734 
DATA 1950, 624 
'•====· 
DATA 14 
'ESTACION: Al'AOLA, UDICACION: OAXACA, AVOS DE REGISTIIO: 14, PERIODO DE REGISTRO: 1957-1970 
DATA "AMOLA " . . 
DATA 74, 543, )2, 41, 90, 22, 118, 6, 18, 64 ( ::"; :" .... 

·~~+~el¿~, ~Ml~~Ul~1~o. UDICACION: OAXACA, AVOS DE REGISTIIO: IS, ~~~,(l~ DE ~EGis1110: l9S6-l970 
DATA "JlOMINGUILLO" .. ' . . 
'DATA 43 
DATA 4J, 60. 30, 89, JI, 19, 29, 26, 17, SR 
DATA 59, 18, 200, 20 '••======------=----------
DATA 14 
'ESTACION: Al'AOLA, UDICACION: OAXACA, AVOS DE REGISTIIO: 14,PERIODODE REGISTRO: 1957°1970 
DATA "AMOLA " 
DATA 74, 543, 32, 41, 90, 22, 118, 6, 18, 64 
DATA 74, 22, 121, 114 
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'ESTACION: MATAMDA, UDICACION: OAXACA, AVOS DE REOISTIIO: 14, PERIODO DE REGISTIIO: 19Sl-1970 
DATA"MATAMUA " 
DATA 86, 939, 192, 668, 38S, 168, 393, 142, 121, 211 
DATA 299, 240, 703, 264 

DATA 14 
'ESTACION: ANGEL R. CAllADAS, UDICACION: VERACRUZ, AYOS DE REOISTIIO: 14, PERIODO DE REGISTIIO: 1957-1970 
DATA "ANGEL R.C." 
DATA 126, 190, 2U, 404, 128, 94, 72, 129, 227, 236 
DATA 500, 243, 234, 200 
'ESTACION: LAUCllAPAN, UDICACION: VERA CRUZ. AYOS DE REGISTRO: 22, PERIODO DE RliGISTRO: 1949-1970 
DATA "LAUCllAl'AN " 
'DATA 452. 390, SOi, 764, 491, 343, 1192, "54, 
DATA 183, 492, JC,8, 656, 213, 203, 429, 330, 364, 384 
DATA 6IO, 394, 4.16, 17.1 

·-------~' 
DATAl2 
'ESTACION: AXUSCO. UDICACION: l'UEDLA, AYOS DE REGISTRO: 12, PERIODO DE REGISTRO: 1959-1970 
DATA "AXUSCO " 
DATA 52, .18, 23, 44, 129, 1.16, 62, 96, 61, 35 
DATA 55, 12 
'ESTACION: l.A ANGOSTURA, UlllCACION: OAXACA, AVOS DE REGISTRO: 16, PERIODO DE REGISTRO: 1955-1910 
DATA "L.ANGOSTURA" 
'DATA 452, 123, 267, 268 
DATA JSS, 381, 175, 409, 220, 212, 103, 269, 197, 132 
DATA 431, 253 

DATA22 
'ESTACION: AZUETA, UDICACION: OAXACA, AYOS DE REGISTRO: 22, PERIODO DE REGISTRO: 1949·1970 
DATA "AZUETA " , 
DATA 702, 750, 974, IJ20, 942, 1017, 915, 947, 705, 1623 
DATA 125, 1270, 975, 735, 750, 741, 770, 822, 733, 1320 
DATA 1404, 906 
'ESTACION: PAl'ALOAl'AN, UlllCACION: VERACRUZ, AYOS DE REGISTRO: 22, PERIODO DE REGISTRO: 1949-1970 
DATA ~l'APALOAPAN " 
DATA 2336, 6228, 3803, 5358, 3632, 4645, 426.5, 5166, 2660, 6825 
0ATAJ700, 43'10, 4290, 3231, 3060, n47, 2920, 3120, 2450, 3414 
DATA6850, J048 

DATA 10 
'ESTACION: AZUETA, l/lllCACION: OAXACA, AVOS DE REGISTRO: 22, PERIODO DE REGISTRO: 1949·1970 
DATA "AZUETA " 
'DATA 702, 750, 974, 1320, 942, 1017, 91S, 947, 705, 1023 
'DATA 725, 1270 
DATA 975, 73S, 750, 741, 770, 822, 733, 1320, 1404, 906 
'ESTACION: TUXTEPEC, UDICACION; OAXACA, AYOS DE REGISTRO: 10, PERIODO: 1961-1970 
DATA "TUXTEPEC " 
!>ATA 4235, 2150, 2562, 3340, 3015, )263, 2780, 3002, 4669, 3038 

DATA 10 
'ESTACION: LA ES11!ELLA, UDICACION: OAXACA,AVOS DE REGISTRO: 17: 1954-70 
DATA "LESTRELLA" 
'DATA 1042, 1679, 1113, 889, 2JOS, IJ70, 16S2 
DATA 1418, 1366, 1075, 999, 1673, 815, 1234, 1194, 1707, 1262 
'ESTACION: TUXTEPEC, UDICACION: OAXACA, AVOS DE REGISTRO: 10, PERIODO: 1961-1970 
DATA "TUXTEPEC • 

0

DATA 423S, 2750, 2562, 3340, 3015, 3263, 2780, 3002, 4669, 3038 

DATAl2 
'ESTACION: TOMELLIN, UDICACION: OAXACA, AYOS DE REGISTRO; 12, PERIODO DE REGISTRO: 1959-1970 
DATA "TOMELLIN " , . . . . . , 
DATA 46, 250, 153, 54, 203, 102, 306, 72, 57, 167 
DATA 2S6, 138 . ·. , 
'ESTACION: APAOLA, UDICACION: OAXACA, AYOS DE REGISTRO: 14, PERIODO DE REGISTRO: 1957-1970 
DATA "Al'AOLA " 
'DATA 74, 543 
DATA 32, 41, 90, 22, 118, 6, 18, 64, 74, 22 
!>ATA 121, 114 

DATAl6 , ... :. .i' '. ·, · , 
'ESTACION: XIQUILA, UDICACION: OAXACA, AYOS DE REGISTRO:' 16, PERIODO DE REGISTRO: 1955;1970 
DATA "XIQUILA " . . ', 
DATA 618, 306, 236, 251, 410, 281, 81, 361, 281, 169 
DATA 149, 361, 232, 208, 440, 233 
'ESTACION: LA ANGOSTURA, UDICACION: OAXACA, AVOS DE REGISTIIO: 16, PERIODO DE REGISTIID: 1955-1970 
DATA "L.ANGOSTURA" , , . , 
DATA 452, 123, 267, 268, 355, 381, 175, 409, 220, 212;, , 

0

DATA 103, 269, 197, 132, 431, 253 
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DATA 17 
'EST ACION: CANTON, UDICACIDN: OAXACA, AVOS DE REGISTRO: 22, PERIODO DE REGISTRO: 1949-1970 
DATA "CANTON • 
'DATA 937, 2950, 2308, 2572, 1565 
DATA 2176, IR.15, 2175, 1287, 4880, 1958, )060, 2505, 1609, 1725 
DATA 1845, 2470, 2443, 1685, 2355, 3960. 2212 
'ESTACION: LA ESTRELLA, UDICACIDN: OAXACA, AVOS DE REGISTRO: 17: 1954·70 
DATA "L ESTRELLA " 
DATA 1042, 1679, 1113, 889, 2)05, mo, 1652, 1418, 1366, I075 
DATA 9?9, 1673, 815, 12J4, 1194, 1707, 1262 

·--=-~---------· 
DATA 17 
'ESTACION: CANTON, UDICACION: OAXACA, AVOS DE REGISTRO: 22, PERIODO DE REGISTRO: 1949·1970 
DATA "CANTON " 
'DATA 937, 2950, 2308, 2572, 1565 
DATA 2176, 1835, 2175, 1287, 4880, 1958, 3060, 2505, 1609, 1725 
DATA 1845, 2470, 244.1, 1685, 2355, 3960, 2212 
'ESTACION: STO. DOMINGO, UDICACION: OAXACA,AVOS DE REGISTRO: 17: 1954-70. 
DATA "STO. DMNGO." , , , 
DATA 1260, 1242. 650, 392, 1670, 825, 1300, 968, 545, 734 
DATA 495, 712, 678, 543, 724, 1697, 656 

DATA 18 
'ESTACIDN: PAl'ALDAPAN, UDICACION: VERACRUZ, AVOS DE REGISTRO: 22, PERIODO DE REGISTRO: 1949-1970 
DATA "PAPALOAPAN" 
'DATA 2336, 6228, 380.1, 5358 
DATA 3632, 4645, 4265, 5166, 2660, 6825, .1700, 4390, 4290, 323L 
DATA 3060, 3747, 2920, .1120, WO, 3414, 6850, .1048 
'ESTACION: JACATEPEC, UBICACION: OAXACA, AVOS DE REGISTRO: 18: 1953-70 
DATA "JACATEPEC " 
DATA 2396, 1257, 1518, 1134, 975, 2593, 1860, 1624, 1804, 1252 
DATA 920, 1033, 1233, 943, 1580, 1388, 1995, 1059 

DATA 10 
'ESTACION: TUXTEPEC, UDICACION: OAXACA,AVOS DE REGISTRO: IO;PERIODO: 1961·1970 · 
DATA "TUXTEPEC " 
DATA 4235, 2750, 2562, 3340, 3015, 3263, 2780, 3002, 4669, 3038 
'ESTACIDN: JACATEPEC, UBICACIDN: OAXACA, AVOS DE REGISTRO: IB: 1953·70 
DATA "JACA TEPEC " 
'DATA 2396, 1257, 1518, 1134, 975, 2593, 1860, 1624 
DATA 1804, 1252, 920, IOJ.1, 12.13, 943, 1580, 1388, 1995, 1059 

DATA 17 . 
'ESTACION: JACATEl'EC, UOICACIDN: OAXACA, AVOS DE REGISTRO: 18: l95J.70 
DATA "JACATEPEC • 
'DATA 2396 
DATA 1257, 1518, 1134, 975, 259.1, 1860, 1624, 1804, 1252, 920 
DATA 103.1, 1233, 94.1, 1580, 1388, 1995, 1059 
'ESTACION: LA ESTRELLA, UBJCACION: OAXACA, AVOS DE REGISTRO: 17: 1954·70 
DATA "L ESTRELLA• 
DATA 1042, 1679, 1113, 889, 2305, 1370, 1652, 1418, 1366, 1075 
DATA 999, 1673, BIS, 1234, 1194, 1707, 1262 

DATA 17 
'ESTACION: LA ESTJUlLLA, UDICACION: OAXACA, AVOS DE REGISTRO: 17: 1954-70 
DATA "L ESTRELLA • 
DATA 1042, 1679, 1113, 889, 2.105, 1370, 1652, 1418, 1366, 1075 
DATA 999, 1673, 815, 1234, 1194, 1707, 1262 . 
'ESTACION: STO. DOMINGO, UOICACION: OAXACA, AVOS DE REGISTRO: 17: 1954·70 
DATA"STO.DMNGO" 
DATA 1260, 1242, 6SO. 392, 1670, 825, 1300, 968, 545, 734 
~ATA 495, 772, 678, 54.1, 724, 1697, 656 
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AP~NDICE D 
CURVAS DE FRECUENCIAS EMPXRICA Y A.JUSTADA MEDXANTE 

LAS APROXUIACXONES UNIVARXADA Y BIVARJ:ADA PARA LOS 

GASTOS MAXXMOS ANUALES 
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FIGURA D.L 
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Cur~o.s de frecuencias. e~pir-ica. y a.jüsta.clo: Mediante lO.s O:proxiMO:c:ianes 
y bivo.riC1clci peí.ro. los go.stos Mo.XiMOS o.nu.ales ele. lo. esto.cien: BADIRAGUATO. 
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FIGURA . D.2. Curvo.s de frecu~ncia.S e~pirica.. y o.justa.da. Media.nte la.s . a.proxiMO.Ciones 
univa.ria.da. y bivO.ria.cla. pO.ro. los ga.stos rio.xiMos a.nua.les ele La. esto.cion= CHINIPAS. 
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FIGURA 'D.3: ·· C~rvds ele .frécüencicis ei-ipiricó.' y o.justo.dci riieciicinte Lo.s o.pr::oxirio.ciones 
univ~rio.cio. y b;.;,6.~1;6.cio. puro. los go.stos McixiMos o.n.uoles de lo. esto.cien: GUATENIPA. 
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FIGURA · D.6: Cu~vds de frecúencias, eMpiric~ y aJustO.da Mediante· la?, éiproxiMaciones 
univariada y bivar';ada ·para ·los 'gastos Mci'xirios O:iiutiles de la estacion: AXUSCD. 
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FIGURA D.7. Cur~Qk. de frecuenciQs eMpi~iCQ y QjustodQ MediQnte lQs Qproxi~O:ciones 
univQriQdQ y. bivQriOdQ pQrQ ·los. gost.os MQ~iMOS Qnunles de [Q. estQcion: JACATEPEC. 
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FIGURA D.8. · Curvas de !Frecuencias eMpirica y ajustada Mediante. las ;aproxiMac:iones 
':-fnivariacla y bivariada para los gastos 'MaXiMOS >cinuales de 10: estacion:- LAUCHAPAN. 
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