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INTRODUCCIÓN. 

Un continuo es un espacio métrico compacto y conexo con más de 
un punto. Dado un continuo X, los hiperespacios de X son colecciones 
de subconjuntos de X con ciertas propiedades. Los más comunes son: 

2x ={A e X: A es cerrado y no vacío}, 
C(X) ={A E 2x: A es conexo}, 

Fn(X) = {A E 2x : .4 tiene a lo má~ n elementos} y 

F(X) ={A E 2x; A es finito}. 

A estos hiperespacios se les dota de una métrica, la de Hausdorff. 
Los tres primeros hall sido ampliamente estudiados. Sin embargo, el 
cuarto ha recibido poca atención. Quizá esto se deba a que los tres 
primeros son continuos, mientras que F(X) está müy lejos de ser com­
pacto. De hecho fas propiedades más elementales de F(X) no han sido 
publicadas en ningún lugar. 

En este trabajo estudiamos la estructura tOpológica de F(X). Lo 
hemos dividido en tres capítulos. Estamos suponiendo que el lector 
tiene los conocimientos de un primer curso de topología y que conoce 
los aspectos fundamentales de la teoría de hiperespacios. Es decir, con­
sideramos que el lector está familiarizado con la métrica de Hausdorff, 
suponemos que sabe que los hiperespacios son compactos y conexos 
por trayectorias. No incluimos la discusión de estos temas por dos ra­
zones: primero para centrar nuestros esfuerzos en discutir al hiperespa­
cio F(X) y segundo porque estos temas se pueden consultar fácilmente 
en el libro de Nadler Hyperspaces of Sets" (11]. Dos referencias en 
español que tratan de hiperespacios son [9] y (1]. 

. . . 

Además de los' corioC:imientos de hiperespacios mencionados en el 
párrafo anterior¡ para e~te frabajo, necesitamos desarrollar Y. adaptar 
algunas otrás· herramientas de este tema. Esto es lo que hácemos en el 
primer capítulo. · · 
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En el segundo capítulo, estudiamos las propiedades topológicas que 
cumplen todos los espacios de la forma F(X) (sin importar de qué 
continuo X se trate). 

En el tercer capítulo, estudiamos cómo las propiedades de X inducen 
propiedades en F(X) y viceversa. 
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Capitulo 1 

RESULTADOS 
AUXILIARES. 

Como su nombre lo sugiere, en este capítulo incluimos las definiciones 
y los resultados propios de hiperespacios que necesitaremos para el 
análisis de F(X). Como advertimos en la introducción, estamos supo­
niendo que el lector tiene alguna familiaridad con la teoría de hiperes­
pacios. Por esta razón incluimos aquí sólo resultados que. siendo de 
hiperespacios, son más especializados y que nos servirán como her'. 
ramienta. 

Definición 1.1 Un continuo es un espacio topológico métrico, com-
pacto y conexo con más de un punto. · 

De ahora en adelante todos nuestros espacios serán continuos. 

Definición 1.2 Los hiperespacios son. esp~ciói~o~~ÚtuÜ~s por una 
clase especi'fica de subconjuntos de un espado'dádo: '.:.; Ve'am,;s. algunos 
de ellos: dado un continuo X, se de fin.e>:.< '" ,... •,·'.'' · ·· · ·· ·,, 

2x = {A e X: A es c~~nzd~ i/X#0} 
C(X) = {A {~X : A é~ conexo} > 

Fn(X) = { ~ E 2x : A tie.ne a /ci mds ri puntos} 

9 
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El objeto de estudio de este trabajo es el hiperespacio de todos 
los subconjuntos finitos del continuo.\'. el cual introducimos a conti­
nuación. 

Definición 1.S Denotamos por F(X) al conjunto de todos los subcon­
juntos de X que son finitos; ts decir, 

oc 

F(X) = LJ Fn(X) 
n=l 

Para los hiperespacios se define una métrica de la siguiente manera: 

Definición 1.4 Sean (X,d) un continuo, e:> O y A E 2X definimos 

Nd(e:,A) = {x E X: existe a E A tal que d(a,x) <e:}, 

La métrica de Hausdorff para 2x inducida por d, Hd : 2x x 2x -+ 
a+ U {O}se define como 

Hd(A,B) = inf {e:> O: A e N(e:,B) y Be N(e:,A)}. 

Una demostración de que Hd es una métrica se puede ver en {11}:5i 
a E X, la bola de radio e: alrededor de a ;.esjelicorijuntoBf (á) = 
{xEX :d(a,x) <e:}. Así, B!1 (,<\)"" {BE:2~,:Í((¿·;s)<e} es/a 
bola de radio e: de A E 2x .Nótesé que N(i, AL= u;eiBf(a); por lo 
tanto N(e:,A) es un_ abierió'en_'.X:~. ' <· •. ;.- · ·- ·'"'"' · 

Cuando no haya' l~gar a confusi6J1, escribiiemcis B~ () ~n lugar de 
B: (), H y noH~ ,'N(i') por Nd(.; j y tambié~- B,()en vez deB!' (). 
A H la llamaremos si1npl~fi-i~J1te lá métri~á de Hau'sd~rff. ,, .-.- -- -

', . ·, ,' - . .. . . . ~ . , .. 

. . . - . 
Lema 1.1 11 (A, B) <e si y sólo si A e N (e;B) y B e N (e, A). 
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Demo1tracidn. (~)Sea e: >O, supongamos que H (A, 8) < :. 
entonces existe : 1 <e: tal que A e N(e:i,B) y Be .\'(&1 1 • .\) pero 
rlaramente .. \' (Ei. B) C N (e:, 8) y N (e:i. A) C .V (e, . .\). Por lo tanto 
A e l1i (E. 8) y 8 e N (e,.4). 

( <=) Supongamos que A e N (e:, 8) y 8 e N (e:, .4). Consideremos 
la familia U = {.IV (6, A): O< 6 < .;}, tenemos que U es una familia 
de abiertos. Dada b E 8, b E N (e, A), entonces existe a E A tal 
que d(a,b) <e:. Sea 6 en el intervalo abierto (d(a,b),e). Entonces 
d (a, b) < 6 y por tanto, b E N ( 6, A). Por lo tanto U es cubierta abierta 
de B. Como B es compacto, existen n E N y 61 < 6a < . .. < 6n 
con 6; e (O,e) tales que Be U:':1 N(6;,A) = N(6n,A). Luego, existe 
6n E (O, e) tal que B C N (6,., A). De modo análogo concluimos que 
existe r¡ E (O, e) tal que A C N (r¡, B). Sea e1 = max {r¡, 6,.} entonces 
.·le X (e., 8) y 8 C 1\' (e1, .4). Por lo tanto H (A, B) :Se, < e. 1 

Definición 1.5 Sean X un continuo y U1 , ... , U,. una familia finita de 
abiertos de X. Definimos 

(U1 1 ... 1 Un} ={Fe ~(X):'F:~Q.ll; y{.~~;~0·. par~i =·l,'. .. ,n} 
Lema 1.2 SealiXtin'continuo y U u~· abierto en X; entonces 

'·.:.,.,· ~- ·.» .• : .. - - ... ·:_~·:·'; ,· _,,·.;;, -'-, ~~~·/·.~·>,;,. ' -.-.-

a) A = { F E F (X} :'F e U}~s ~n ~bierto e~ 2x, 
b) B = {F~ 1F·(·~):•;:k(J~:0}{e~·~~'abierio.ei12x:··· -. ·, -:· ;-·_:,.-~-- ; ,,:::'.' :~·-·:';_"· ~r:. _;~-,-::.; : :··"-: \ :~.:_'.~:~-···: .... l::;'..::: .>:. -:.;:'.·-'>·~_::--

Demostración.\. a}'Sea:ft/,;), {x1;;'.'.'xS e'Á:: Como F .e U, 
entonces x; E U:para;toda'i>=:i:¡;;;';;n;'asíque'eícisten.72.números 
positivos 61,. .. , 6,;, tales <ÍÚ~ .B6;(xi)cp:par~ i ,;:~ i; .:., n: Sea e = 
mín {61, .. ., 6~}·. Afirníamos·que'B,(F)'c'A; sea"J eB,'(F);entonces 
por el lema 1.1; ···· · · • · ' • · · ·· · · 

J cN(é,F) = lJ8,(x;)c u · 
' .... i=l 
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entonces J e U de modo que J e .A. Por lo tanto B, ( f") e .A. Por lo 
tanto .A es abierto. 

6) Sea F e 8. Como F n u ~ •. existe Xo e F tal que Zo e fl. 
Dado que U es abierto, existe e > O tal que B. (z0 ) C l". Veremos que 
8, (F) e 8. Sea Je B, (F) entonces J e .\"(e, F), es decir que para 
toda y e J, existe z e F tal que y e B, (x ). Entonces J n B. (.r) 'Í' 0 
para todo z E F, en particular J n B< (z0 ) i= 0. En consecuencia 
J n U i= 0 pues B, (z0 ) e C.:, de ahí que J E 8. Por lo tanto 8 es 
abierto. Con esto concluimos la prueba del lema. 1 

Teorema 1.1 Sean X un continuo y Ui. .. ., U,. abiertos de X. Sea 
U= (U1, ••• ,U,.), entonces 

a) U es abierto en 2X. 

b} (j = { (U1, ... , U,.): U1, •••• U,¡ son abiertos de X y n E l'J} es base 
de la topolo!Jl'a de F (X). · ·· · · . 

Demostración. a} Sea V= u:;, 1 U;, entonces, l'_es u{'abi~rfo fijo 
en X, y según el lema 1.2 A= {Fe F(X) .: Pc;V}'.es,ún;abierto 
de 2x. Consideremos ahora 8; = {FE F(X): J'.' n'U/f0}para i = 
1, ... , n. Entonces, por el mismo lema 1.2, 8; es abiértÓ .. Por.lo tanto 
8 = n;'., 1 8; es abierto. Observemos que · .,·;,'.• ~: .. · 

8 = {Fe F (X) : F n U; i= 0 para t~da /:;/i, .. ;, ~}. 
Por lo tanto, U es abierto, pues U= A n 8. 

b) Ahora demostremos que (j esbasll dé la.topología df!F(X). 
Sean .A abierto de F (X) y Fe A, supongár~os''~':= {z;;':h; z~} e .A. 
Debemos demostrar que existe,U __ dé;lá'forma 2 (U.;·:;~, Un)_;con los U; 
abiertos en X, tal que F.e U cA:;Como'.J'.'.eÁtYA es"a.biertó, existe 
e> O tal que B, (F) e .A.Paraí:ada {e {1;:·.:,íi}elegimos un abierto 
U; tal que x; e U; e B, (x;). (Podríamos 'escogerU; = B, (x; )). Enton­
ces definimos u= (U¡, ... ,Un); Es obvÍoquePeUy qúe u E {3. 
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Veamos que U e A. Sea J en U, entonces J C ui·;, sea y E .J 
entonces y E U; e B. (z;), lo que implica que J e 1\' (e. F). Como 
JnU; f. 0 para toda i, entonces existe Yk E J tal que Yk E U; C B. (.ri), 
de manera que d(yk, .r;) < e y por consiguiente, F C N (e,J) . ,Por lo 
tanto, JE B. (F) e A. es decir que JE .A. Por lo tanto.Fe Uc A, 
lo que significa que a es base de la topología de F (X) . 1 .. . 

Definición 1.6 la topolog1'a para F (X) genemda por ~~se Íla~'a la 
topología de Vietoris. ",: · : · · · 

,..'.>. 

Corolario 1.1 La fopologfa de Vietoris y la genemda por la métrica 
de lla11.9dorff coinciden. · , . 

Lema 1.3 Sean {An}n, {B,,}" sucesiones en 2~¿~~n An CBn. Si A 0 

conve1!Je a A y Bn conve1!Je a 8 entonces A cB,/\, ···' ~· · 

Demostración. Sea e> O'. A,, ~A y:·or:.:.-k-ii1{ptica~q~e exist~ 
NEN tal que sin~ N, H (A;.;A)·<'.:fy H (B~i B) <} Ei1tonces, si 
a E A, existe x E 1tn tal que d (a/x) <:·.F. Pero x. también está en' 8 0 

pues An e Bn, y por tanto existe (E B tal que d (.r, b) < ¡. ' 
Por lo tanto d (a, b) ;<·e·;'.esto ·10 podernos hacer para todo e ::> O. 

Entonces d (a, B) =O, (rec(;¡.(le'll1os'que-B es compacto). Tenemos pues 
que dada a E A existe b e:tB talque d(a,b) =O. Esto significa que 
A e B.'1 . . . 

: : -~-'.~'.·. -;:.· 

Lema 1.4 Si r¡ es un subJ~njunto ~errado de 2x. y A = UBe,; B en­
tonces A es cerrado en·x:• ' 

' . 
Demostració,n. ·Sea {a~}" sucesión de eleníentosde ;, tal ,que 

.· - , -; - . ,_, -·-· -, . 
an-+ a. ·.- - . . .·. .. -,.' \.~;. _._. ,-.<:, 

Dada ·n, como an·E A, tenemos.queª" e.B,par_a algúnB E r¡,' 
llamémosle Bn . . Consideremos Ja sucesióncleBn~forma<la'asCEutoáces 
{Bn}n es una sucesión de elementos de r¡;'qúe;e~.Íln cerrado de 2x. 
Como 2x es compacto (ver [11)), existd iina¡subsucesióri {Bn4 }k de 
{Bn} n la cual converge a un elementoB E r¡.-Ya que {a,.4 } C 'Bn4 , por 
el lema 1.3, {a} e 8 E r¡. Por lo tantoª. E A. 1: 
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Lema 1.5 .Sta G: .'< .... )" unafu11ción contillu'a, entoria:s'la'¡unción 
e;·: 2x .... 2Y dada porG· (A)= G(A) (la'irnage,¡6ajoG del conjunto 
.-t) es una función continua.. , -·<·.,:~~.:- '·· ',1 >..;~:·. " 

Demostración. Xotemos q~e G· ~dbi~nd'~firi'iáa pues la imagen 
continua de cerrados es cerrada al sef'.:~:;);:E~compáctos. Como G es 
continua en un compacto; es'uriiformem~!lte•¿ciritínuá. Sea:: >O, en­
tonces existe 6 >O tal que si dx(X;'y) < .S ento'nces dy (G(x) ,G(y)) < 
::. Sean A,B e 2x tale~ que.H(A,-8) < 6, así que A e N(6,B). 
Es decir, que para tódo'a 'e:'.4':'exisie b E B talque dx (a,b) < 6, 
y entonces dy(G(a) ,G(b)),;:= é> Por lo tanto G(A) C N (e,G(B)). 
Análogamente se conclijy'e que G(B) C N(e,G(A)). Por lo tanto, 
H (G (A), G (B))=:= H (G~.(A) ,G" (B)) <e. Así que Gº es continua. 1 

/'· "·,;\\ 

Para faciHt:rJo~ la n~i~~,i~~, vamos a definir un conjunto especial 
de núri1éros positivos qu~ée~iárán en función de cada conjunto finito 
FeF(X); ;;f' .-~· ' · .. 

. -'-·'. 

Defini~lón i:7 SialJ'x '~n c~ntin~o i/d fo métrica de ·x. Sea 
F = {xi, ... ; xSE F (X) un conjunto finito, defi~imos 

· •. 1 ··- ( •. ._, ~ '- • • o· ' ; '·.',-~. ,. ~ · ~ '·):: , ••• 

····¡;· ( f)·,~·· { é::>;~:-;,~~·,~-~!~;k' <:1·.·-~~l.}:i· =Jiil}'' 

A cualquier e e,n f (F) le;lfo~~,,io~·~~sil~~. b~ena d~ P. 

Observemos·~~~' si·~ Je(h,Ia~; b~l~s alfed~d~~ dec~da uno de los 
puntos de Fson. ajen~~ en.tie.si/csto es; B.(x¡) íl B.( xi)= 0 si.i =J j. 

El• lema'i.J'y' ~Í T~~r~~~'1.:3 pertenecen a la te~ri~' d~ conti~uos. 
Son una hcrramie11ta muy útil en la teoría <le hiperespacios.: Entre 

'otras' cosa< la ha~~ para probar que los hiperespa'cios sorí conc~os por 
trayecto~ias, Su• d~mosti-ación es· técnica y está bien, explic~da. en el 
libro de NádledloJ> ' . . . . e ·' . 

. . - .· . . :-:".,.•:,. ! . "." (; 

Los siguientcsre~ultadosnos serán l~UY ,útiles en lo' post~~ior; pel'O 
los enunciamos desde ahora. · 
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Lema 1.6 [5.5 de {JO]J Sea X un continuo no degenerndo. Entonces 
X contiene un subcontinuo propio no degenerndo. Más aún: si A es uu 
subcontinuo propio de X y u·es un subconjunto abierto de X tal que 
A e ll, entonces existe un subcontinuo B de X tal que A e B # A y 
Be U. 

Teorema 1.2 [5.6 de {10/J Teorema de los Golpes en la Frontera. 
Sea X un continuo y sea E un subconjunto propio y 110 vado de X. Si 
K es una componente de E, entonces KílFr(E) # 0. 

Demostración: . Supóngase que K n (x - E) = 0. Entonces, 

puesto. que J<_ 4. 0,··.y····. X.-... E. t_. 0, K es un. subconti~o propio d. e X .. 
Ademas, haciendo.U•=;= X- (X - E), tenemos que K e UcF} y U 
es abierto en X. Pór Jo tanto, por el lema "1.6, hay un continuo B tal 
que K e B iJ<·yB e u. De manera que B es un co~junto conexo 
que contiene propiamente a K y B e E . Esto contradice el hecho de 
que K es una'componente deE. 1 . . 

Teorema l.3 [5.2 de {10/J Teorema del Cable Cortado. Sea (X, d) 
u11 espacio métrico compacto {no necesal'Íamente continuo) y sean A y 
B subconjuntos cerrados de X. Si ningún subconjunto conexo de X 
intersecta tanto a A como a B (equivalentemente, ninguna componente 
de X lo hace), entonces X= Xi U X2 donde Xi y X 2 son subconjuntos 
cerrados y ajenos de X con A C X 1 y B C X 2 • 
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Capítulo 2 

PROPIEDADES 
GENERALES DE F(X). 

En este capítulo mostramos las propi<'dades que tiene F (X) para cual­
quier continuo X. :\luchas de los resultados de este capítulo y del 
siguiente son elementales, la mayoría no aparece en la bibliografía sobre 
el terna, y en este sentido, son originales de ~ste trabajo. , 

Si tenernos dos continuos X y Y, con d y r. mét~icas para X y 
para Y, respectivamente y si z1 == (x 1,y1).Y z2 = '(i2,y2) con xi, 
:z:2 E X y Y1iY2 E Y, entonces D(z1,'z2) .. = máx{d(x1.x2),r(y1iy2)} 
es una métrica para X x Y. Además, la topología generada por D es 
equivalente a la topología producto para X xY. 'Este resultado sigue 
siendo válido cuando tenemos un producto finito de espacios métricos 
(4.5;7 de [i]). 

Proposición 2.1. Sea X un conti~iuo y d la métrica de X. Sean a, b E 
X" y sea D (a, b) = má:z: {d (ai, b1), ... , d(an, bn)} la métrica para X". 
Entonces la función J :X"-+ F~ (X) tal qucf (a 11 ... ,an) = {ai, ... , an} 
es continua y suprayectivá; ·' · · ·'· · · · 

' ' 

Demostración. Veamos primero que f es suprayectiva. 
Sea {a1 1 ... ,ak} =A E F11 (X) con'k :S n_ 
Caso l. k = 11. · 

17 
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Enestecaso(a1, .. .,a.)EX" y f((a¡,. .. ,<l.))=A. 

Caso 2. k < n. 
En este caso hagamos ª•+i = ... = ª" = ª•·. Entó~'ces · 

Por lo tanto fes ~~p~af~di\:i.;: . 
;:· . ,~(·' -'·'.r'. .. 

Probemos ~hora I~ contin~idad de J. 
Sean Á'= (x1 1 .::ix.) E X" ye > O .. Aseguramos que si B = 
(y1 , ... ,y.) e X~ es till que'D (A;B)< e, entoncesH(J(A) ,f (B)) <e. 
Estod~mostraríi éjue fes continua'. S_~pongámo~ ento11ces que D (A; B) 
<e. Erito1lces d(x¡, y¡) <e para toda i (Des lil. distancia del máximo). 
De aquí que pará cada x¡ E /(A); existe.un ¡juntó yi.E:/.(B}'tal 
que d (x¡, y¡) <e. Esto muestra que f(A) cN(e,f (B)). Similarmente, . 
f (B) e N(e, f (A)). De manera qu~ H (/(A) •. 1 (B)) <e:. Po~ lo tanto, 
fes continua. 1 · · e::•··· · .. ···' · ·. · ·· ·· '·· •:: r: 

,.,,, .- -,·-~·.: ·"" 
"·:--
::·.:-. 

Corolario 2.2 Para toda n E ~,".'.A·cx) es c~:n1i·~~t~'y conexo. 

Demostración. Como x}.s'·~ri ~bnti~~~·. ~~~~~¿~~x~'tá~blén es 
un continuo, de modo que X~ es compacto y conexo:; Sabemos que la 
imagen continua de un coiilpá:cto.es compact~ y la iinagencontinua de 
un conexo también es un conexo>· Por.lo tanto Fn (X),es compacto y 
conexo.1 .· · :.···•· .. ·•·•··.'.,·.;·.:•·t:·········...,. ·. 

- ·,.'''• . ,-

De este resultado se de~prend~ in~cicliatamente. el siguie~·te coro· 
lario. 

Corolario 2.3 Fn (X) es cerrodo en 2-". 

Corolario 2.4 F (X) es unión numerable de compactos. 



Teorema 2 . .f f'(X) es denso en 2·f. 

Demostración. Queremos demostrar que para todo A E 2-' y para 
todo :: >O • existe FE F (X) tal que FE B, (A). 

Sean :: > O y • .\ E 2x. :'\olemos que 

LJ 8, (z) 
.re,.. 

es una cubierta abierta de A. Como A es cerrado, A es compacto. y 
entonces existen z1, ... , .l'n E A tales que 

" A e UB.(z;). 
i=l 

Afirmamos que F = {z1, ... ,zn} está en'B.(A). Probemos para ello 
qüe'/l(A.B)<e.Setieneque · · · · 

>:' .. ' ~-·:<,~·::.:·_' .. _>:·-~_·:,~:, .. _:': -. "·-:: ~ 
A cUB;(i;)=:N'(e,F). 

_ .. ·i=l' -···" . 

Por otro lado,P; {;.;;':'.,~~}~o~.z';~n.A, entonces, F C N(e,A). 
Así, ' .. ·.·:·· .: ·,, ... :.:· :,.::":.'."" ··!'·<:"--• ·'··. ·.·•::: ' 

H(A;f!) <.e . , 
Entonces FE B, (A). Piir IÓ taíi"t~ ~ (X)~s dénso en 2x. 1 

Teorema 2.5 F (X) es conexo. 

Demostración. Tenemos, 
! _, ca·: : .- _;· 

F(X) = LJFn(X) 
· n=l· 

Donde Fn (X) es conexo para todo n EN .. Es Claro qúe i,.(X) e 
Fn+• (X) y por consiguienté,f1 (X) e íl~eN Fn '(X}. Entcmc~s, F (X) 
es unión de conexos con in_te~se~cié:ín diferente, del: vaaó, 'por lo tanto, 
es conexo. 1 

--··-, 

De este corolarioy,'de(heC:h~·q~ci'Fc'Xl es.denso en 2x (Te~rema 
2.4), obtenemos el siguiente cÓlorario. ' ' ' ' ' 
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Corolario 2.5 2• es conuo. 

·. Este es un camino muy elemental para probar que 2• es conexo. El 
procedimiento clásico consiste en probar que 2K es <"onexo por trayec­
torias. Esto se hace usando arco• ordeoaclos lo cual es un proceso largo. 
(Ver (11)). 

Lema 2.T • Sea X un continuo 11 sea d : X x X _. R la métrica 
de X. Sean F = {:r,, ... ,:rn} E F(X) 11 p t. F fijo en X, y sea 
E E E(F) tal que d(p,:r;) >E para toda i = l, ... ,n. Entonces F(X)­
(81 (xa), ... , B. (zn)) es cone.ro. 

Demo1tración. Sea A = (B. (x1), ... , B. (xn)). Tomemos B E 
F(X)-A,digamosB= {111, ... ,bm}· Si logramosconectaren F(X) 
-A a 8 con {p}, habremo1 terminado. Recordemos que A es el con­
junto 

{ K E F(X): KílB. (.r;) i: 0 para toda i y K eº B, (x;)}. 

De esta manera ya que B !/. A, tenernos dos casos: 

" B </. LJ B,(x;) o B n B.(x;) = 0 para alguna i 
i=l 

Caso l. B </. Ui=i B. (x1). 

a) Supongamos primero m = l, que~ decirq~e B ,;.;·{b}. Entonces 
b !/. B, (:.r;) para ninguna i = l¡ .. ;¡-ri;~: •:: / •:,· 

Sea 81 ··.·==· .{p,b} .• y~sean f;;,fBI> ;,·X :'....; J?(X), definidas por 
f B (x)=.,{x} ,U B y/á,'(x) '.=:{x} ú (81~ {b} ):EsJácil veri~ 
ficar ~ue és.t'as rlJil~iones.:s?ncó~tiiiuas.:Pór lofant'o'U1 .= / 8 (X) 

···y Z!~,~·¡,;;cx)"iio'ii"éoiíexos: ~Ademlís·fi (b),-::''.,B e u,y B, == 
{p, b} = /B(p)t~mbién esta en U,. Se obtiene tambié~cque B1 E 
U2 ya que:B¡':<=JB¡(b). ComofB¡(p) = {p}, {p},está en U2. 
Hagarriofu:.;..U,UU2, como'.81· pertenece a: u 1nu2.·entonces 
U es conexo. 'Dado que todos los 'elementos de U tienen a. b o a. 
p, tenemos que U e F (X) - A. Por tanto U es un ~onexo que 
contiene a.E y a {p} en.F(X) - A. 
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. . 

b) Supongamos ah.ora que m >.J y B <t: U'/:;.1 8, (x;), entonces exis_te 
j E {l, ... ,111} talque6/eselelnj!~todeBfbirfB~(x;)para•. 
ninguna i =: l,' .. :; n.C P?dJmós supoí1er. ~in p~rdcr·generalidad · 
que,b,;; es e~e 6J; k~~aJ6; :iX,~~-'F(X) .taliql!~ /bT(z) ~r~{.r }.U• . 
(B - {61} ).•Lafunéióri /b1 éscontinua; por lo .tanto U1 · = fbl (X) 
es conexo en·F (X); . . . . . . . 

-.;:; 

Ob~ér~~mos;~~é8~·~~)6';.'{b) y' que 81 = {p, b2, ... , bm} ···:: /~, (p) .. 
pertéríecen aUt'Por'ofro lacio, bm E B - {b¡}, esto implica que. 
paratódo c,'e:f6;'(X); 6~·e C y como bm í/: B, (x;) para ninguna 
i = l,u;; n,'eíitonces U1'n'A = 0. .:. ··· 

Hasta aquí n~ci:i~s;constrüido un conexo U1 que couéeta a B 
con 8 1 y iío .. intersecta: a ,A. Consideremos. ahora/b; : X-:-+ 
F(X) defi'iíidá'.é_a'móib;(x) =.'{x} u(B1 ...:{b2})> Clá~amente 
/b; también.ás'·co~tin'ua, á'sí quJ U2 ~ {b, (X) 'es u.n conexo que 
contiénea' 8 1 ;(haciendo'x.=.62);· y'a· 8 2 = {p;bd, :.;; bm}'(cuando 
i = p). Da~_ó;qüé'?"e B¡yp:íf;n; (x;)pa~a·ningúriil' i:;, 1; .. :;ri, 
entorÍces'paratÓ.do'C·eU2; se iiéne que C nciéstá'cóÍ1téríido cr1 
Ui::1B.: (x;); d~ tal fól'rria: C¡~eU:ííl'A= 0. · · · ···•· · 

; ··:·;.-_· ·> ;.,. 

Seguimos coll este prC>c~di~ellto hasta'. ~llc¿ntrar llll do~exC>úm '-I 

que conéCte a B,.~1 = {p, b,n} é:hnBm :,;' {p}. Sea U = L)¡~;¡ 1 U;, 
entonces U es conexo; En efectC>¡U;ílU;+I ;1;_0 coni =d, ,';,, m-2 
ya que por la form!l- en que fúimos construyérído nuest'r~s conexos. 
U;, B; E U; ílU;+1 para toda i = l, ,:., m - 2, de, modo que los · 
,U; son conexos qué se interscctaó dos a'dos~ por Io tanto U es 
conexo. 

Construimos un conexo Ü que ~onecta a cualquier B E F (X) - A 
tal que B t/. Ui::1 B, (x;) con el punto {p} en F (X). 
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' :·. - .·, 

Caso 2. :\nalicemC>~ ah'ora·e1c~s~c1J~iicÍo:B'erP(X)\j_4.~,B.c 
Ui.: 1 B. (x;) y 8(1 B. (i;) = 0 ;parií;algu11a' (e{{l;\'~'.;rí}.tB•tiene la 
forma B = { b11 ... , bm};<Supongálll~s sin· perdida dé generalidad¡ que 
Bn B, (x.) = 0. Supéingámos ~'ali:ibiérí qÜe.~' E ;B; (x1). Sea'i.4 la 
componente de B.( :r¡) que.conÚené ~ b1: .'. i ' <' · '·· ' · 

" 
Por el Teorema de l~s G~lpesen la Frontera 1.2. A(lFr(B.(:r¡)) 

f= 0. Elijamos e E A(lFr(B.(:ri)). Sea J : A:-+ 'F(X) tal que 
f (x) = {x} u (B - {bi}). Entonces f (A) 'es co'ne~C> ~ri';f;{\J'.dado 
que f es contin~a y ::Í es conexo. Además, . B ~~tá ~~ »j. (li}.( c~~ndo 
X = b¡) y haciendo X = C1 entonces 8" = { C1 b2, "'t bm}. tarnbién' está en 
f (A'). Pero B· r/. U~ 1 B,(x;) pues e E A(1Fr(B,(x1))implica que e· 

r/. B, (x¡) para ninguna i = 1, ... , n. · 

Por' el Caso 1, podemos conect~r a 8° con {p} ~edia'~t~ ~~ c~ne~o 
U1 ~()nl4;nid~ en;F_(X°l :-. A. Por. otro .l,ado, se t.ie11~A~.~;~'(:4)riA,"= 0. 
En ef~Cto.ya q~é A és componénte de B. (xi)"y.por la"él~~éión de e, 
A n B. (xi) ~ 0.para todo }E {2, ... , n};níás'precis~i'n~rite, si a .E A, 
a ~.B.(x;) para,nin'gúnj•·e.{2,.::;n }; J;;ri í)¡¡rti.clllar·A íl B~ (x.)·= 0. 
De ilquíque/pa~il'iodo pcri·I(/i) ;.cíll.1.'(~n) =•0.) Poi:,lo tanto 

j (A') (lA:O 0 y~~ton~esU O:J (/t) Üu; ~~u'¡; conjunto conexo que 
une a B. con {p} y U r::_ F, (X) :-A Esto co111pleta el análisis del Caso 
2. Por.lo.~~1Úo,F(X)'.:':•.Aé:c<;>n,e~o:'1:r.·;.•·· · · · 

2'·: .. ·_.:( ',~·"···.~.·.·;· :: .•. ~,:·" '. . ,- -:. ':> •• ~ ~-' 
:,· .. ,_-', ,, .. ,,-

Deftnició~·. 2.8'..'séll;,f. dri k~fi~~¡o·t~~~lógic~ y p e X, se dice que p 
separa'a'X'si:X.:::. {p} . . . . 

' . ' . . . . ~~'' 

Teorema 2;~; Ning~I! p~nt~.de) ('~) lo s~para. 
Demostra~lón~ .Deb~mos probar:que para cualquier punto A E 

F(X) , F(X)..:.: {A} es conexo. Sea A E F(X), supongamos que 



..t =: {J'¡ ...... r 0 }. Tenemos que 

{A}= íl (B, (.r¡}, .. ,, B.(xn)) 
t>O' 

" "'' - • • + • :. : ': - :;.. :·"-i·': ,;·:.;. '·'.' ·~:..., .:, ;,. ;':' ' . . . . -.~ .. :- >- ·' ' J 

En partkulár existe eo :> o'talqUe.(B;~(.i:¡}, ... ,B,Jin)).# F(X). 
Entonces< ' ·. ; ; '' ;:· ':•) ·.·; X':. .~ ··.: , · . · · ., .·., 

··· ·" · '{Af :d'i (;) .''(B.'( xi), '.'.;,8, (x~)) ' 
1

·--.:·_-- ~:-- ·,-ó'<r«~~·:"';~-'-·:_:·~·" .. ·: ··."···.--,~; , · 
De manera que 

F (X) __: {A} = F (:\');_l(ílo~é<é~ (B, (xi), ... , B. (xn))) 
.. . = Uo~.·.;.~ (F (X)..:. (8, (x1); ... , 8, (xn))). 

. . - ' ~ . -

Consideremos ahora·6. y e: ,d<?s números positivos tales que 6 f. e: y 
O < 6, e < e0 Supongamos, sin perder generalidad por ello, que 6 < e:. 
Entonces (Bs(x1) , ... ,B5(x,.)) e (B,(x 1), .. .,B.(x.)), de mo~o que. 

F(X) - (B. (x¡) ' ... ,B~(;.)) e F(X) - (86 (x1), ... , Bs(x.)). 

Por lo tanto, 

F (X) - (B.(x;), :.,,B. (xn))íl F(X) - (B6 (x1), .::,/J6 (x .. )}:f 0. 
-º • - . . .. , .· __ -,.: -" 

Pero por el. lema'2.7isábei'llos"que F (X)::.; (B. (x 1); ; • ., B, (x .. )) es 
conexo, entonces .. /:. ''ic • · · · · · " · 

. :',, 

es conexo.:Pó~ l~ t~nt~Ano ~e~ara. a'F(X); 1 

. >Y· .. ·.·.· .. ·. 
Definición.· 2.9'sea X un ·espacio métrico, 

. ¡ -, 

l. X es a~~sindético si para cualesquiera dos puntos p :/:- q en X 
exisÚ un siibcontinuo A de X tal que p E JntA y q \i A. 

2. Si en la definición anterior pedimos.que Á sea un subconjunto 
cerrado y concia en lugar de un continúo, e~tonces X ~e /lama 
aposindéti~o con cerrados. · · 
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Teorema 2.7 F(X) es aposindético <.'OTI cerrados . . 

Demostración. Tenemo:; que demostrar que para cualesquiera 
A, BE F(X) con A i B, existe un suh~onjunto cerrado y couexo A de 
F (X)-{B} tal que A E lntA. Sean A = {a., ... ,an} y IJ = {b1i ... , bm} 
en F(X) con A:/: B. Sea p E.\' fijo tal que p '/.B. Elegimos e E E: (B) 
una epsilon buena para B tal que 

i) d(p,bi) >e para todo j E {1 1 ..... m}. 

Y además: 

a) Si A C B, entonces existe j E { 1,.:., m} tal que bj i¡É A; en este. 
caso tomamos e> O tal que B~ (hj} n ít = 0: ' 

. '; '-. :~ . 

b) Si Be A, tomamos i E {1, ... ,n} tal:q~~-~;f.B.~h.~~te caso; le 
pedimos a e que cumpla O, (a;)n'B ·,;f.· · •·· ···. · .. · 

De este modo A~ (B, (bi) , ... ,B.(b2'))i'~ás aú~AE(f~tF(X) 
- (B, (bi), ... ,B.(bm))). Ya sabemos por el ,Tfiórema Ll que ··. . 

. '·;::· ·,-;:-;::.' .,- ' 
(B, (b1) ,:~.;B;(b1R)) .··.·. 

es un abierto, de manera que F (X )7 (B/(/ii}', ... : B~ (6,i.)) 'es un ~er~ado. 
Elejimos e de tal modo que se satisficiera.el.lema 2.(; así que F (X)-; 
(B, (b1), ... ,B. (b,,;))es conexo. Por lotantot:F (X)~(B, (~1 }'; ... ;B,(bm)) 
es un subconjunto cerradÓf~oncxo def(X) 7'· {11} que contiene a A 
en su interior. Podo tanto p, (X) is ápo~indético co~ cerraclos~ 1 

··,;- .... ,···,'·r! . . : ,,,, ::. ··L ', -' 

Definición 2.10 Sea ~:L·'es~acio:t~p~/6gico •. 
J. ~:;':·~:: :;JiJ;~11~~1~f r~:.:.;t;, ;'~;,;; ;, X li<n< 

una base {3 de abiertps talque dim(JrU) $ n.:. Fpizra todo fJ E R. 
Finalmente decimos;·que"dim·); .;;. h si dimX :::; n pe;, no se 
cumple que dimX :::; íi .:::: L' En el .caso en r¡ue; para ninguna 
n E N' dim X :5 n,. decimos que dirñ X =.OO. 



2. Dada pe X, se dice que dimx (p)(dimensiónde X en p} es mayor 
o igual que n si, para todoábier;toU de X tal 9ue pe U. se tie.nc 
que dim U~· n. :Decimos que dimx (p) =xi si dimx (p) ~ 11 pum 
toda 11. 

Teorema 2:s 
X~ l. 

Demostraeión;-Suponga~1osque, por .el contrario, di~1(X) < 1. 
ComóXes no'degenerádo,X:f. 0, así que dim X,,;; O. Est¿ ~igriifica 
que X tiene un abase de abiertos /3 tal que dim (f rU)5: :.._ l para tocio 
U e (3. O sea que frU = 0 para tocio U e /3. Pero esto 'no es posible 
en un con~xo no d~generado. Por lo tanto, dim X ~ r: 1 ' ' ', 

·,.· 

·.Vamos au~~rel ~iguiente resultado conocido ele l~ t~orÚ dé<li!l1e~ió11. 
'- : :-~ ,,_ ,, ~ 

Teor~~¡.i9 . SiX1 ; ... , Xn son continuos 110 dege~erodo~, ~11/011ces 
dim(X1 X '.''. X Xn) ~ n. ' ' '.; 

Lema 2'.8 Sean N e N y X un coniinuo, 'enton~s ttfdo r1bi~~to110 
vacío U de X contiene N subcontinuos 110 degenerod~s de ·X ajenos 
dos a dos:?.' , , 

¡ De~~~traci'J~. S~an Ne N,X uricontinu~'y u abierto de X; 
Seali X¡; ••• ;x,v e u con X¡ =I Xj si i =I j. Tomamos/ . 

p = ~mín {d(x¡,x;): i = l, ... ,N, j =1,.:. .. , N}. 

Definimos W¡ = Bp(x¡) n U para i = 1, .. ., N, W; es. un abie~to de 
X y W¡ n W; = 0 si i :f. j, Sea V¡ abierto tal que x; E V; y V; e W; 
con V; =F X. Tomamos A; la componente de V; que coniiene a {x¡}, 
(A; existe pues {x¡} es un subconjunto conexo de V;). ,Cori10 V; e IV¡, 
por el teorema 1.2, de los Golpes en la Frontera, A¡ n (X -Vi) =F 0. 
Así, dacio que {x¡} e Vi. se tiene que {x¡} #- A¡ e V; e W¡, Hemos 
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rnnst.ru1dn :\ subcontinuos propiós de X tal~s'que Af~c W;; d~modo 
qm· .·1,0 Ai =/. 0 si i =/: j. AclemáS tOdos.'están ~Ónteniclos'en'.U. 1 ·· 

·':"·.,'l.::-· ... <;::> _\:; ..•... · .,., ' .. ' 

;~ .. >:~ >~ 
Teorema 2.10 F (X) tiene dimensión i~fi~)ia'e.'n ~¡d~ un~ de sus pun-
tos. ~::'·':-.r~.~ ->; .J~' 

Demostración. Sean A= {z¡, .. ;;~~~i};;E '.F(X)~;. :v,.é N., Sea 
e una epsilon buena de A. Por éUéma 2.s:en''J.1/(zí)'~!{z"¡}' líay iV 
subcontinuos ajenos y no dcgeuer&dos i'Aí;;;'.i/A~ dé'X:. Seá f ! · A1 x 
A2 x ... x AN-+ B.(A) definidacomo'/(ai,:;qá.\r).h{a1;:.:,aN}UA. 
Razonando como en la Proposición 2j; ~é·sigue'qu~:¡ és continua. 

·.->-;-~:;~.:,. ·-·.·' '. . . . . ·~"::·;. 
' ,':~.J ·.-. "'~ .;_ ··>·':/' 

Veamos ahora que fe~ iriy~d¡v;. •f· :; :.:;' . . 
Supongamos que { a1, •• :, atd U A = { b1 / .. ; bN} ÚA,'ya que e es buena 
para A, {ai. .. .,a,v}n:.t ·;, 0 = {b1;; .. {b~}nA, dé rríaneraque {a¡, .. .,aN} 
= {b,, .. ,b,v}.Dadoque{a'i','.'..\aN}OAi:= {á;}y'.{bi'i•',:.;bN}nA; = {b;} 
para toda i 1 ento"~cés a;:::. b; pára' ió'da:L'Por lo tárito fes inyectiva. 

~:r._~.:.',::-.·, ··.:· '.- .~.' 

Sólo falta ¡>fC>b~r que 1r1ifc B. (A). / < r. . 
Sea B Ef (Aí x ::·."xAN);con B=Ja1;:.,a,..Ju.'.4 y con (a., ... ,aN) E 
A, x .'.;:x ·itt.·> QÓ~o A,;,::.,AN'. dB;(z{};ieritonc:es d(a;1z;) < e 
para toao;i =.é,J,';.;;~N/;Entón~es {a;;'.~.;aN} e· B,;(xl). Por tanto. 
{a,; ··íªN}UA CN (e,'"A), ycomoA C N (e~ {a., ... ,aN} U A); tenemos 
que H(,4;{a1 1 ';:,d;v}uA):< e'. ~orlo tanto lmf cB.(A). Dado que 
A, X A2 X ... X A..i :es compacto, entonces este producto es homeomorfo 
a lmf. Por el teorema 2.9; tenemos Í¡ué dim (/mf) ;:::. N. De aquí que 
dim B. (A) ~ N. ·Esto concluye la'. prueba del Teorema. 1 

Teorema 2.11 Sea X un c~nÚnuo, .entonces F(X) no es localmente 
compacto en ninguno de sus puntos. · · · · 

-~:~· 

Demostración~ SeaA,; {~ 1 , .. ,, cin} E F (X). Supongamos que A 
es una vecindad compact'aen F(X) de A .. Sea e buena para A tal que 
B. (A) e A. Entonces p:i;r'el l~ina 2.8, existé Pun subccintinuo de X 
en B. (at). Según la proposición 2:4, F (P) es denso en 2P e 2x; por 



lo tanto existe una sucesión (Pn)n C F(P) tal que Pn -:-+P. Entonces 
. .\U Pn ..... A U P. Pero A U P no es finito. co-ntradiciendó el hecho de 
que la \'ecindacl compacta A está coriteidda en F,(X). 1 ·. 

·;-y;.: -. ~,,::.- ·' ¡• '-~-º :· 
,. 

Definición 2 .11 Cn subconjunti/A ;dt' ~-~ ~;p~éi~0nidtrico~ es denso 
en ninguna parte en X si A tiene interiOr úaéío~''-i'U .\ ·: .. : -

: ~;.: '~; ,, ' 

Definición 2.12 Sea X es:u~ esp~ci~ ir;ét~ico 

1. Si X e,< la unió~ d~ ;;~~~%·~¡¡¡~\~~;~-~)J}¡~··~e.~:~ó~ju~'tos densos 
en ninguna parte se'.di~~;qutx e~'de lá'prÍm~ra categoría. 

• • ' • •• • • -· • - •••• 1 

!!. Si X no es de la prirll~;a 'ca[~~drla; ie·:ij¡~~-,~~-~ ~; d~ la segunda 
categoría . . ,,, ·.' _..,. ··' - ::-·- -:· ,._,_,--,_:.-• '--" .... ,,;_ "' ·· · 

--- '':\·'..'i,:::··>~(.-·-

El siguiente r~sul.tadÓ es ~~a·:::o&~ecueh~i{sifripl~'d~ la definición de 
<len si dad en ríingúna parte y de- la foguláridad 'dé los espacios métricos. 

,. · · . <. ·.":'.: x;._.;'.> ·\-.>}>::.:h .. ;i:/~"·~~~7:: .. ·-:,~-:~·-.:_c,--L·)~\::_>;-~~- ., --
Lema 2.9 Un súbco,njunfo A de _un_ é~pái:io •niétri.co X es' denso en 
ninguna parte en X si iJ só/~ sCc:dda conjunto r;biútónó vacío en 'X 
contiene una bola abi~~tri-~'uy'a'i:err~dura e5 aje'll~ ·¿~A. 

Teorema 2.12 [Te~r~ma d~ I~ d'~tego;íade Baire]. Todo espacio 
métrico completo es de la Segun'da· Cáte901{a. 

Demostración.· SupÓngamos que el Teorflma es falso, sea X un 
espacio métrico completo que no es de la segunda categoría. Entonces 
existe una sucesión {An};:'= 1 de conjuntos densos en ninguna parte cuya 
unión es X. Por el lema 2.9, el conjunto abierto X debe contener una 
bola abierta 8 1 tal que 8 1 nA1 = 0. Podemos elegir la bola B1 de tal 
forma que su radio sea menor que l. 

Como 81 es un conjunto abierto uo vacío. debe contener una bola 
abierta B2 de radio menor que ~ tal que 8 2 es ajena de A2 • Siguiendo 
con· este procedimiento; construimos una sucesión { B,.} ::°=1 de bolas 
abiertas de tal manera que el radio de Bn es menor que ~y B,. íl An = 0. 
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La sucesión { rn} rÍ de centros de.~stas bolasa~ierta~; es u1.1a sucesión 
de Catichy, y como'~ es c?mpleto,' conrerge a un· J>1lnto zen)(; Como 
z E Bn para to'dá 'ni enton.ceá ~A~\ para' toda n'. 'Así,' la '1;111ión de 
los conjunt<isAn's riá.pue~é ser iguátá•X;'co'ntra~ió,ala suposición de 
que}( era de la primera é:ategorla,·; Poi lo)anto;• lós espacios met ricos 
completos' deben Sef·'dC: la Ségu-ild~ :é.ate·gon·a:·~'~_.-.~~:: ~~.~'.-·~,~,;-~ .. ~·~:)\:,.!? . .:':-,· .. 

>:·_,_ ~<<:~ ;:., . .'~:~,,, <=:< ~·:> ·-~;"' >· 
: ·:~.,' ;,.:.· ,.' .. · :._·. :: :"~.'~, ' . 

Proposición 2.2 Sea X ·u~ co~ti~~~/-e~i~n~s'F(X);10 e:~ una Ín­
terseccion numerable de 'abiertos d~ 2x; ei:ac~·¡¡:./no es unco11junto' G5 
en 2x. ·· ······· · · •· .,. .. · · · 

Demostración. Sea Xún ~ollb~~J"s~~origa~b~ que f' (X) es uu 
conjunto G6 en 2X. Entonces ·· ·. · · · · · 

¡;'(X)= ñ Un 
. _ , ,-_ ~-:..,.:. · n=l 

Donde Un es abierto en 2~. Enl~n~es .. · 

Por lo'fantO · , · 

2x ,.;p(x{d(u~r·(2,.; ~u:)) . 
"':.·· (u:::=íf,n (X)) u.(u~= 1 .(2x .7- u,.)). 

Observemos que Fn (Xfson ·conjuntos. C:c~radoscmi · ir1tcrior vacío 
para cada:n E N: En'efecto/sÜpongam~s p()reFcoutrario que /ni 
(F,. (X)) #'0./Sea A. = {ri •'.:., x:k} cmi k s_:ri _en Jnt (F,¡(X)). En­
tonces existe t: > O ta)qu~B. (A) c1iit (F~ (X)). SÜporlgarnos que 
k+m = n, m ~O. · · .. · · · · 

Como enB, (xSe~ls~~un númcroinflnit~ d~puntosde X, podemos 
tomar m + 1 puntos yi, ·::~Ym+1 de X ~ontenidos en B. (ri). Entonc~s 
B =A U {ur .. ::,Y••+r} es Ün finito que está cn'B.(A): pero B:nci 
está en F.(X). Por lo tanto B.(A) rt. lnt(F.(X)), lo cuales una 



contradicción. Por lo tanto, F,, (X) es un conjunto denso en niuguna 
parte. 

~omo (2:~·-:~.) n',f (~)70 y_F(~) es _denso en 2x,tenemos que 
el conjúnto 2~;-U0 también es cerrado en 2~, cori interior vacío, para .. 
cada n; y podó. tanto, densci 'en' ninguna parte. . ' 

'' ·~-'..·,--·.···\·" -·/·.··-: __ -,_·--·--·- ~~:_ .. ,1.,·.~-' ·. - ~:· 

-.'.:.;-'.:.:>. ~~-:- ;"t~ , .. 

Así, heírios eierit;ci. ~"2~, ~orn~· ~~a ·uhi6ri ii~rnerable de conjuntos 
densos en riing~na parte y plir cLTe0r~ma 2.12; est() no es posible ya: 
que 2x es métrico co~pacto.1 ··. . . .. · . 

Una meta usual en,l~ teoría de hipei'espacios es la construcción de 
modelos, es decir,· laco~stfucéión de espacios topológicos descritos .de 
manera simple, que só·n homeomciifos al hipereilpacio, Por ejemplo, se 
sabe (ver [5Jfquesi X es localmenfo.conexo entónces 2x es homeomorfo 
al cubo de Hilbert/'[O, l]x [O, 1] x .. ,". Pensando en Ja posibilidad de 
encontrar modelos para F (X}°observando las propiedades topológicas 
de algunoscspácios F(X),'.pensamos en lá posibilidad de que F (X) 
fuera·. homéormórfo ·a.· un prodúcto. numerable. de rectas. El siguiente· 
corolario nosmuestra'qtie esto ~o es posible, los productos numerables 
de rectas son completániente'metrizablesmientras que F(X) nunca lo 
es. 

. . . 

Cor~lario 2.6 F (X) nun~~ escompletamente metrizable. 

Deinó~tr~ción. C·~rnBJ(X) no esun conjunto G6, entonces según 
24.12 de [12], F (X)" no es completamente metrizable. 1 
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Capítulo 3 

RELACIONES ENTRE X Y 
F(X). 

En el estudio de los hiperespacios, las siguientes preguntas surgen de 
manera natural: 

¿Si .\' tiene una propiedad topológica 'P entonces F(X) también la 
tiene? ... 

¿Si F(X) tiene una propiedad topológica 'P entonces}( también la 
tiené? · . .· '' · .... " · · ·•· •.:· · · ··· ... '" ... , ... 

. . .. . . 

En este ca'pítuloabbrdani~s estas pregunt~scuarido 'Pes conexidad 
local, cónexidad'pór.frayectorias y 'cóntractibilidad. '·" ' ·. · · · ··· 

.. ·;- ,,·:;· ... ··.,· -·.,.. . •. -

Teorema 3.13 Sean X. un conti~uo y F = {x1,. • ., ~~} é~ F (X), X es 
localmente conexo en X¡' ... , x~· si 'y ~ólo~(p (X) es localmente conexo 
rnF. . . . ., ..... 

Demostración. ( =>) Sea A un abierto de F (X) tal que F E A, 
entonces existe e¡ tal que B,, (F) cA: Sea e: 2 una epsilon buena para. 
F, y tomemos e= mín{e1,e2}. Entonces B,(x;) es un abierto que 
contiene a x;. Como X es localmente conexo en x;, para toda ·i E 
{l, .. ., n} existe un abierto conexo U; tal que U; C B, (x¡), para toda 
i E {L .. ., n }. Procediendo como en el Teorema 1.1 tenemos que U = 
(Ui, ... , Un) e A. 

31 
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Sólo falta demostr~rquc U es conexo; . .·· .· .. · . . 
Sea/( e U con'in ele!l1entos''. Eiitonces K Cl/i' U ... U U.,~ int~rsecta 
a todos los U;: Hacchios Z ~ u1m. x':: .• ~ Ú;:' C'.\"'" (X"'" significa d 
producto de mn co¡Íiasde·Xiy,¡U¡~iel de'm.copiasde U;).Saix;m~s 

:-=:f :~~l~I~~i~~:~?t1~~~~ii~~j&%s~~t~,~1 
i E {l,.;.;n}i'Kn U/es ún cÜlijüñto'no vaCiocon a!<? más, m puntos, 
así que,·r~pitien'd~''.alguii~s ~i' líace''.fillta.i'.'~ºdémos; poner K n Ui. en 
la forrha.If Q~lr/'(fi~{y¡·¡·:r;·;;;~?it~;y(;:!;)~~t; r·:~lítonces él punto y·~ 
(y¡, ... ;y,,;n) eZ,yK,;J,,(y),e)'Bi(~~fomos queF: {x¡, .. .,.r.}E 
BK. De mánera que u:,.;. Uié~ B~;.'Y! f'.E íli<euBJ\. Entonées U e.s 
unión de conéxos coll inieiseccióii diferente del vacío; Por 10 tanto U es 
conexo, y por lo taiifo;'F (X)"es lócálmerÍte cpnexó éri F. 

. . . . ~~- -:·. i..:·-~;_~;:_·:~~·<l~~:: }~~:;j·;~ -~;J;~-t:·~:,'.:_: .. , -~·-~:::i'.;.,~::;~:.:-.~::. ;:/::._;~:;·; >. ¡i; ,' ·.:{)~~~~.·· ,/~: '. ·. < . ' .·. ·: 
(<=)Sea P(X) localmente conexo en P := {x1, ... ,x.í}. Sea x; E P 

hay queprobar qué parii: todó:abierto~ W¡ dé·X:tal que x;. E, W;, cxisteu n 
abierto coíiex~''ltiíai}¡u~ xi e;:A/(: Wi': Sé~ lf; un abÍérto de X tal que 
x; e W;:,sean'·s·una'i:leltá,buenaparáFsO-;e{ú»O :·B" (xi) c_W;}, 
ahora tomemos e:;.;;%iii'{ 6/2;·'U¡};'de ~st~:rnó'do','B¿ (xi) nB, (xi) =. 0 
si i ~ jyB, (x;),c'iy;.'? ~ ;¡ ": ( : ~· · "· 

Sea U;·;,./iJ/tx;),c6·n~i·<l¡¡~~osjUi, .'..,u:),:~ue e~'~~· a·biertci de 
F (X) que contienea F. Entonces eÍdste un abierto COnC!xb u de F(X) 
tal que u é: (U1,r .. ;U,;.): Sea Ai:={x e U; :exi~te;I<eu tál qlie x e 
K}. A; n~ ~s vado pues X¡ E A;. . . 

Dem~stremos qu~ A; es abierto. Sea x E A;, entonces existe K E U 
tal que x E K y como U es abierto, existe e1 '.> O fatisfaciendo qtic 
B,; (K) CU. Tomemos y E B,1 (x). Queremos encontrar un J en U 
tal que y E J. Sea J = [(U {Y}. Como-;¡ (y, x) < ei, entonces J e 
N ( e1, K); es claro que [( e N ( e1, J). Ten'cnms 'asíque I! ( J, 1\) < e¡, 

es decir, J e B,, (K) e U, y entonces, y ,E A; lo que significa que A; 
es abierto. 

Falta mostrar que A; es conexo. 



:1:1 

Supongamos por el contrario que A; no es conexo; es decir que existen 
abiertos no \"arios By C de X tales que BnC = 0 y 1t; = BUC. Sean 

!:={/\eU:FnB=0} y .:T={KeU:FnB-;.0} 

e y .:J son no vacíos pues 8 y e no lo son. 

Basta demostrar que C y .:J son abiertos, y ellos formarán una dis­
conexión de U lo cual será una contradicción;, Dada K E .C;/\nU; C A;, 
así que KnU; e C. E~tomuestraqueC; {WE u: Kcp U (Ü#;Ui)}, 
entonces gracias al lema 1.2/ .e y J' son abiertós,' ' . ' ' 

-'·:/:··:·.::: 
' . ,,~.· ' 

Así, para· cualquier ibiertoW; de ii;'existe.un abierta y conexo' tl; 
tal que x; e Aí cW¡¡'ipar~'t;;da':,i'é {l~i ... ;ri}.'•Por lo tanto X es · 
localmente conéxo éó'x/para t'cldá\i 'e{!','..:; nr •. ' . . 

-:.-~\):.··:·?···, 
~: ~ 

···J-.'; 

~ !:'.· - .,.,_ 
-·-:-:·:r,' · .. -.-.. ' ·, > 

Teorema 3.14 Un coniinuo Xes localmente conexo si y sólo si F (X) 
es localmente conexo. . · · 

Demostración:.(~ f Se~ F. E p (X) C!!alqui~;á, F es. de la forma 
F = {xi, ... , x~};' Corrio X es' loéálmerite conexo én X para todcí X E X. 
en particular X es localment~coríexo éri x 1; ... , x~: Por ~I 'feo.rema 3.13, 
F (X) es locálmenie coriéxo en p,'. Pór lo tanto,' F (X) '~k localmente 
conexo, "~- :;·,- ;·<- .:· º·· .(,-:_;.· . , . -- _., .. · :. · . · · --· \ - -·, 

( *=) Dado qÚe 'F (X)',es !oC:a!ñ'.i~rit~ <:ollexo e~<p para todo F E 
F (X), en particular€(~) es localmerÍte' ccinex,o en J: para' todo P E 
F1 (X)¡ esdeéir,'F (X) es:I~calmente'.coneiio en F, = {x} para todo 
x E X. Entonces, por el Teore~a 3;¡3;:x es;!Ocalménte'conexo en x 
para todo X EX. 1 . , ,, .... 

Teorema 3.15 Si X, es conexo por trayectorias entonces F (X) es 
conexo por trayecÍorias; 
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Demostración. Sean A= {a 1 ••• :;an}fB'd,; {b¡;·;i.,'bm}.en'F (X), 
queremos encontrar. una' función· coritin'ua"a~:i:[o; I] '":-+'P (X) 'tal ·qué 
o (O) =A y o {I) =B. :,:: , ...•. ·· :~: , ,·: ,° ..•... · \ .... ·... . 

Como Xes conexo'por traycetoriás, dadCl.s'üj éi;A:y b/EiB,éxiste 
¡;; : [O, l] ~X uri~ fun~ión'.coiitiii'uatal'q'ue:(1;; (O)''= a; y/;; (1) = 
b;. Sea o (t) := {'1;.i{l}T'l.$},'.$1'1!i1:~y:'. Jí::;•Js m};·:entónces tenemos 
quea:[O;l)~F(X)iy'- ····· · ··· ····· 

ª(o)= x~¿~/lli;(~>:E:{~;J(o¡:{ª'./·~i·y\:~:}~~}.= {a,,····ª"> 
a (1) ::; B pues o(l)'d: {'Y;; (1): 1 :S· i':S·n'yJ::S·J S m} = {b., ... , bm}· 

{l. ~::t~Jtl~~Ji~~~~r i~~~B~iJ:~:~:~ ·;~.; .~ 
manera,que'!, ¡.~~.ti~~ '.M,iinpUck'1(¡'ue'.J bi)(s)j'j;j (t)).<.c para. toda 
i, y para t~daoj'. .sea. '6~,.;;m.ín {6;/il':S i :S n /y UI ·::; f:S m}. En­
tonces si js-.:t¡ .<6, sétieneqUé'd(¡;;(s);j;j(t)L<::¿::p<i'ratoda i, y 
para toda}, de rriódéí'.'que 1i}(s)éB.cbii (t))' Y':1ij (.S) É n; (1i; (t)); 
equi valentemCrit~;'(·.;·;~_;·c > .:\· -<,, :_' ·~· <·. ; C., ; r ·~~-~':-: 

{¡;} (s): rs i:::; n.y 1·:5I~m} e Üi<i¿ ;•<¡<;,;B. (,Y;/(t)) 
{ ¡;; (t) :) ~.'. :S ~·Y ,1.::Sj :S 1~} CU1$í$n.'1$;$.ri ·.~~ (¡ü (s)) 

~f :?tict~:.~Ml,~;2.fü~): r, ';m .~···~ 1'· • Í;)). ·•• 
Por I~ tarít~, F(X:) es conexc/po~¿t·r~yé~torias. I' 

Con ·respecto a la preg1üíta isi F(X) es conexo por· trayectorias, 
entoncesX.es .conexii pa'r. tiayectoria~?; c¿mo veremos a continuación · 
la respiÍesta es afirmativa! ''\/ ' ' ' ,. 

La ma,nera ~n qu~ n~s iinaginamos esta situación es la siguiente: 
Supongamos' que: f( X) e'S c¡;nexo por trayectoria; dados dospuntos ¡) 
y q en X; lo~. púntós {p}' y ,{i¡ }de F(X)se pueden conectar por una 
trayectoria.\ eri P(X) la cual podeií1os representar como én el siguiente 
dibujo: · · .· ·. 



3-·"l 

(q} 

o 

Aquí ~ ( t) es el conjunto finito de puntos de X que se encuentra en 
la línea.vertical que pasa por el número t. 

Una mall~rad~ prohaielteorema, debida a D. Curtis y N. ToNhu 
[6} es mostrando'qlléliL úÜióll A de los elementos d.e la imagen de) (lo 
qué se ve:er{eI!dibujÓ)e~'un·~Ubcontinuo localménteconexci de X. Se 
sabe del ,teorei;:;ade Hahn'Má.zurkiewicz que !Os contlnuos· localmerite 
conexos so~ :~o nexos p'C'.,r't~a}:'ec~cirias; de ;:minera que -~n A. (y eri ton ces 
en X) tiene que haber una tr~yectori.ique una a p c~n q; . ;(" ' 

.:!.-· :.;:.~: ;~~·.~t:If:,:.::.;;:.;~~-· '.:~.''.'. ... : ·:':-:'" ;<', .. ·.''' ·,:;:,, ,Y/,, ·;·~ · ::~¡· :·:.:t~:. >1>-·· 
' )' :::· "'. ".};,-,_.,f'~,{:·~,J': /:< '.·:;_:.;::\«·-~-·'.:.':_'.'<'-~.;;_'_:'.,~·-·,.,:_. ___ '··-·-:'.>:-'/.'.:·.;y~ ... \-:· .. '.·:.'./·: e\:>:·":;'..",, 

Nosotros· ofrecen;¡os ótra maner¡i .de probarlo;• co11sist~. en escoger 
adecuadamente puntos. d~ . .A é queco.nstitÚyén un~-. tniy~ct().ria. en ··X 
que une a ·¡/c~n•q; __ N~e~tr~1pru~ba.'es Jarga -~ero eleriíé'otal ~l 'cons 
tructi_va, ._la.· hemos; incluido. aquí•. porqüc ;no hace i.t~o ·del teorema de 
Hahii_~ Mazurkiéwiéz ;·estefoo;é~a d.iisi~o •. de· 1a' teol'ía'éle-·cóiltln.1.los ·n~ 
es sencillo ~r 110 sicmpre'es estudiado'erÍ los pdríieró-s cursos de topológía. 

': . . . -, ·;. . . ¡ --·; . : .:~:, ,: " í "~-" - ' ' - '·~ - .. ' -

· Vea~os p~lmero' lL>rU~~a del Teorema de_ óJ Curt;s y N. To Nhu: 
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Teorema 3.16 Sea ,,\,fe F(X) compacto y loca/mente conezo. En­
tonces U.\;f e X es compacto y localmente conexo. 

Demostración. La compacidad se desprende fácilmente del lema 
1.4. 

Demostremos que UM es localmente conexo. Supongamos por el 
contrario, que JI = U ,\,f no es localmente conexo. Entonces existe U 
abierto de M y existe C componente de U tal que C no es abierta. Es 
decir, existe X E Fr,..,(C) n c. Sea Eo >o tal <1ue B,. (x) n Me u. 
Para cada m E N, B •• ¡m (x) n M lf. C. Así que existe un punto 
Ym E B,

0
¡m (x) n M que no está en C. Como cada Ym está en ,\,f, está 

en un Fm E M. Dado que M es com.pacto, podemos suponer que 
Fm -+ F para algúri.:.J'.'.E M. Por el lema 1.3, tenemos qúe x E ;F.Sea 
F = {xi, ... ,x,.}. Seae;e f:(F)con e< e0 y 2e E t' (F). Entonces F 
está en (B, (xi), ... ;B;(x~)} n:M 1 que es abiértoénM; entonces existe 
unabiertoyconexoVenM tal que FE V C (B,(xi) ¡ ... ;B,(xn))nM. 
Sea W = U{EnB/(z): E eV}. . . . . . 

. D~mostremos que W es conexo~ •• . ··'· .· ·.·. . 
Supongamos que W = HU K con H y K abiertos en IV ); tales· que 
H n K ~ 0. Como F E V, entonces F n 8, (x) e IV así que x e° W, 
pues x·e F. Podemos suponer que x E H. Sean 

. . . •' ' 

?í.={EeV:EnB,(x)cH} y K={EeV:EnB.(.~·)~H} 

·• Entonces V = ?í. U K con ?í. n K, = 0. Dad~ que ~,E \)Y·{;f = 
F n B, (x) CH tenemos que FE ?í.. Dada p e·K,'p E Wy entonces 
existe E E V tal que p E En B, (x) nK. De modo que Be A:i es decir 
A:# 0. 

Ahora demostraremos que ?í. es cerrado en V. . . 
Tomamos {Ek}k C ?í. tal que Ek-+ E con E E V. Sea q E En B, (i). 
Supongamos que q fj. H. Ya que Hes cerrado en W y q E W, existe ó > · 
O tal que 86(q) n H = 0 y Bs(q) e B,(x). Entonces existe k EN 
tal que H (Ek, E) < ó por tanto existe p E Ek tal que d (p, q) < ó, de 
manera que p E Ek n B, (x) y p <t. H lo cual es una contradicción, por 
lo tanto, En B, (x) e H. . 
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Vamos a demostrar ahora que K. es cerradocñ V. Sea {E'1;h C K. tal 
que Ek ~E con E.E V~ ,Cmiio E E V. ¡.;,nB,(x) es finito,\110.\~acio y 
está contenido en IV. Supongamos qu<! E(l B, (x)n /( ''= 0.· l\ cerrado 
en W ,implica que éxi~té S > O tal.que.N (~.En B, (z)) O.K; :: 0 
con S < c:.,Seak.tal que'l/(Ek:E) <,.s .. Com().E•LE,K.¡'cxistc 
p E (Ek n B, (x))- H; En.toiíccs p E Kí para p c.~íst.ej E{E;,d() tál 
forma que·?(p;q) < 8, q E B~(x1) u'..~ u B, (x~) ¡mes: E i;:' V:{Pf'rn 
d(x,q)'< e +s < 2é y, coilio 2o E t"(F):teucrr10s'c1íie'q'.É B,(.~); lo 
que implica que p E N(S, En B, (.i:)) y cntonccs'p ff\; :Esto es,una 
contradicción, por lo tanto, EnB, (x)nl\ f:. 0'ásíque"E~E K.!l~í'1io1ié1•s 
A: es cerrado en v. . . . \ . . ·;: ,i .. ' ·~'." " . . 

Esto demuestra que V no es conexo,~(()éu~lcsuúa'contracliccicin. 
Por lo tanto W es conexo. Observclllos que IV e t,r:y'.i: E; 11'; entonces 
W e C. Ya que Fm -+ FE V,. Y es:abiertoén,\¡fi cn~ouci~s:existc 
me N tal que Fm E Vy d(x;x.;;í <·e;entonl:es"x;.E: F.;;nB;(.T) e w, 
esto implica que X.;;. E' e·'' Esto.contradice l~'elecciórí 'de':f ,-.•'y prtteba 
que ,\fes loca)meíitc .. ~~ñé~-~.~~l.S ~·-;:~"?>; -_,.,~·~~~·~V'.:·-··;~ ... ~-·~: .. ~-.- -·· · ·--· . . 

r;_., ~' ';, ·,-,;; ·. :<;, ' 

.. ~'. ·. 

Teorema 3.17 Si F:(X) es COf!~~o·por lrayéclo~ias, Í:ntonces X es 
conexo por trayectoriás,'i·'"., e A'",. 

Demostración. selr:~;'/e.x, com~ {p}, {ql E FTq', c~tonces 
existe una trayectoria •1 : [O; I] -'--> F (X) tal c¡ue ¡(O) = p y ¡ (1) "= q; 
Sea M = lm¡. Entonces _.\,f es un subcontinuo localmente, conexode 
F (X) (Teorem'a d~ H,ahn-Mazurkiewicz, 31.5 de [12]). De riianéra <¡ue 
M = U."1es1in'subcoritinuo localmente COllCXO de X. n.~ aquí qtÍc (:!! .2 
de (12]) M es'conexo,por trayectorias. Y como p,q E .H; entonces p y 
q se pueden·coriectár por una traycctoriae11 M (y entonces en X). Por 
lo tanto X es ca.nexo por trayectorias. 1 

Ahora presentamos nuestra demostración. 
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Lema 3.10 Sean,\ : [O, l} --. F(X)u11iifunció11 continua, O :S s < 
t :S l y C (s, t),,; U {.\(r): s :Sr :S t}: Sea 'if compó~enie de C (s, t). 
Entonces ttnA(t)f. 0 #·itn.\(s). - > ·· ··· · · 

)•'. ... 

Demostración .. _ Obs~~v~mhs,c[u~;C(~,tf Js ~e~r~d~i·· En efecto, 
como A es continua; tené¡;,-o(qúé {.\(r) : s :S r :5 t}. es'Un cerrado° de 
2x, pues es la imagen coritin\.iá del 'compacté> [s; i] :De'modo q~epor el 
lema 1.4, C (s, t)'es un cer~adó de X.) ·'"· •j ? > •: .• ·, ' 

Supongamos ahora'qu~'Án"A-( t{;,,;'0.;;;,···;,; ).: '· t ;_·· __ ., -_ ,. ; .·-•-
Dado que A es cerrado. (po~ se~ lá' c;ompo~e~ú~;d~'~h< cerrado)/ p~denicis 
aplicar elTeorema del Cáble Cortado (te0rema 1;3). E~té>'és, peidemos 
encontrar JI, K cerrados ajenos tales que'· - · · · 

C (s, t) =Hu K r 'Ac'if,:A(i)~ f(. 
Consideremos ahora los conjuntos _ · : • ;•. · -, ;, _ ;·: , . · __ _ 

E= {r É [s,t]: Á(r) n H,,; 0}1,c _F;, {~E [s~t] :'Á(~) n'H40}' 
aseguramos que E y F son ~onjuntos abi~rt()S y cerradosde- (s, t], de~, 
mostrémoslo: Sea · · · ' 

g ={DE F{X): D n JI= 0} =.{DE F{X): De X - JI} 
. ., . 

Por el lema 1.2 sabemos que g es abierto. -De modo que 
E= [s, tJ n A- 1 (Q) es un subconjunto abierto de [s, t]. Ahora sea Q1 = 
{D E F (X) : D n X - K f. 0}, por el lema 1.2, Q1 es un abierto de 
F(X). - . - ' 

- -

Observemos qu~ [s, t] n A- 1 (Q1 )= {r E [s, tJ : A(r) </:. K} = __ _ 
{r E_ [s, tJ: A(r) n JI_ f. 0} = F. Entonces F también es un subconjunto 
abierto de [s, t]; De manera que tanto.E como Fson á.biertos'y cerrados 
en [s, t]. Notemos que BU F = (0,1]. Esto_ sig~ifica qtiealguno de E 
o F tiene que ser vacío. Pero E = {r ! A(r} n [{,,:;, 0} f. 0 pues t está 
1 • -- - -- ---a 11. 

Ahora, como H no es vácío, podemos tomar x E H, entonces, x está 
en >. {r} para á.lguna r. Luego, existe r tal que >.(r) n JI f. 0. Lo cual 
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contradice el hecho de que F tiene que ser vacío. Por lo tanto, .4n.\( t) :F 
0. De manera totalmente análoga, se concluye que A n .\(s) f= 0. 1 

Lema 3.11 Stan C (s, t) = u{.\ (r): s $ r $ t} y A (s,t) una com­
ponente de C (s, t). Entonces A (s,t) n .\ (r) f= _0, para todo r tal. que 
s < r <t. 

Demostración. Sea r tal que s <: r < 'I'. Consideremos e (s, r) = 
UP(q):s<q<r}. .·· · .. : , .. · 

Entonces C (s, r) e C(s; t). Por é_l lema anterior podemos elegir un 
punto p E .\ (s) n A (s, t); Sea~;.f (s,I") la componente de C (s, r) que 
tiene a p. Entonces A (s; r),·c:;:f(s; t); por el lema anterior .4 (s, r) n 
.\ (r) f= 0. Por lo que A(slt) O,\ (r) 'f. 0. 1 · 

. ., ·,_ '.< . -. »: , 'J'r .··>, . 

. ~::,,; _;:.~,:-~.··.~{~ :~,:~-::. :~~:·.' ..:~·'.\~: ~:,:·e" ~-: : .. , 
··.t:'.':":::-···; -

Lema 3.12/st:~:· . .W( rd.~riH}J:'(x) ¡~~~iin.ua y,sc'á e:> o,·'.en~on~s 
eziste .s;>:o tál'qüe;si s $'t;·~t :.__.s'<: .S, Q (s;t) ¡,;;,U{.\ (r);i s $ .r $ t} 
yA_(s;t) es :~á·co~p~~.entédÚJ (s, t), e'nton~s diám(A(sit))< c.· 

Dem~str~c~~~!·"~:~~-c~~ io•):1'.·~···¡ri;\¡,:~:(t)'E'~·(x),e~····d~cir 
.\(t) =,{xi;u;~·x~} s~_a:n:e:'te t:(X(t)) éo~ci,'.::'fy pf~mín{e/2,ci}. 
Como··.\ .es continíííi.'·en'[o;1)~ 1para'toda' t•el[O;l) existe.SI .ta1··que _si 
Is - ti< .Siéntonci;iH.(.\(t)';.\(s)) ;¿¡;;¡2:.sea:;• ;;, '/'" . 

··· · , :,~¡f 'lJj.1;:or::g.1u~l~1:~~y;, .·. 
Como t E B1,entonc~s e = u' Bt é~'u~a ~ubi~rta ~bierta'de ¡ . Pero 

... • .'·' ""'. , . ··)·",' .IE(0,1).?,;:"l''.'.:.'',;:;::~:~.-''.·~·;,;;;•c•j\:';:;; .. ·:., ""' .· .· 
[O, 1) .es compacto, entonces existen.'t¡°, .·;;t,¡' e.[O,·I) tales que l)n B1 es 

· " : · .... ' : :.:"- :· .. <.;· .. '/ <· . ::":., ·><· ·}· , ~·.-'·~· :· :/:: ·::.· . i=I ._,. ': ~ 
una .cubierta finita de /; Sea ó :e= !mín { 611 ;'.:.¡ .Sin}:' Claramente ó > O. · 
Sean t,s E [O, lj tales que s $ t yt-:s _'.< ó; Existe Ünnúmero natural 
m tal que 1$ m $ n y t E B1.,:; enfoii~ces lt:..'.. t.;.I <~ ~ 

..... , .·; . 
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Dada r E {s,tJ, tenemos que lr-lrnl < 6,.,, así que ff(,\(r),A(tna)) 
< t1f-. Esto muestra que 

C(s,t) = U{A(r): s $ r $ I} C N(e,m,.\(lm)). 

Como e,., et' p (tna)), N (e,.,.\ (tna)} es una unión ajena de \'ecind~des 
de radioe1,,. (una por cadaelementorle .\ (lm)). Entonce~ 1.a rnmponcntc 
A (s, t) debe estar contenida en una de ellas y, 'por tanto :l (s, t) está 
contenida en una bola de radio i· Por tanto'aiáin ;·;·&(~·; t)< e. 1 

~ ";' i - ,· 

Teorema 3.18 Si F(X) e.s coriezo por trayectorias; ento11ces X rs 
conezo por trayectorias. 

Demostración. Queremos probar que dados p,'q .E X, existe. una 
función continua o : I-+ X tal que o(O) = p y o(l) ~ q. Sean p, q E X, 
con p ¡. q. Como F(X) es conexo por trayectorias, exist,e una función 
continua A:/-+ F(X) tal que A(O) = {p} y A(l)=i{q}':'Pa~acáda 
n E N sea 6n > O un número que satisfaga el lémá•3.I2 p'ara ·e,,,;;,1; 
Tomamos una partición Pn, O= t¡;' < tj' < .. : < t~(n);,; l dc!(O,!Jt~I 
que 'i - t¡_l < mán {.s-"·-~L 2,, ';·. . 

... ~.-,:· .... ··,. : -.,. - ' ' , ,._, '--:: '.' ·. ':: ' .. ·; :_'. \:_, ;,._ :.:·: 

Sea A~ una componente de. C(t0;tj' )'. C()rno P()r {!l lernaJ:!O, '.AJ n 
A(tj')-:# 0 y como A(tj')¡c C(tj';t;;), '¡)o'demos e!eii!:u~a'.éomp~ncnte 
A~ de C(tj',m c¡u~.intersecte a\Aj',n~(tj')~ ComoA~ n-'{t2) 'iF 0:y 
A(t~) C C(t:¡, t~),'es posiblé elegir una éolIJ¡>oÍlen~e A~ de C(t:¡~· t~) que 
intersecte a Aa.n A(t1)· · '·'" ''.'}''' ;e;,,,. :: ' .. 

Siguiendo con este procedi~i~Jf~-!~~ ~~~s't~~~é'~'c~~j~rÍt~~ .47, Á;·, ... , 
A~¡n) donde A¡ es una componeniide,C(t?.:i'it¡) )'.Á;'nA{+lflA(tr) # 0. 
Sea ·· ,., · .. · 

e(n) . , :'. , '. .. 

A"= U ([1¡_1,1¡] x{Ai})'c ¡o, 1¡ x C(X), · 
n=l 

entonces An E 2rn.i) x C(X) y como 2ro.i) x C(X) es compacto, existe una 
subsucesión de (A,,)n convergente ahí; esto es, existe una subsucesión 
(An,)k de (Án)n tal que (A,,,)k--> A con A E 2[0,J) xC(X). 
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Sea t E [O, l], paradcfinir a(~) hacemo~ e,I siguit;nt~ p~oceso:, 
Sea er E &(..\(t)) y sea cS, >o colllº· en la'définicióu de la (O~tinuidad 
de.\ para 1· Sea i~,·e ~' taLc¡ue, t:< niin{7.~ }.Y·H~~~N,A~m) < 
min { 7, ~}.par~ toM;i¡'~ .y.;oo!1d~ 11:~~~-º1il 1~111étrica''dc Haus­

dorff para 2r0 !
11 ·~<~>:·~Y \:'?·· :/ \r:x~.:~,,~;,,:;q;; ¡ ·'' < · .. · ··• · 

Si m ~ N, sea i'.E''.{1;2,;;;; e(n;;;)}:,tal,c¡ue t E [fi'.'."1; t~·~·), entonces 
(lema 3.11) .\(t) r}Ai'::''~ 0:s~a }'J;n;e ,\(i)n /1;·~·(:~.?r la cl~c¡:iór1,~e'p,,,. 
diám A~m <: ..L <:: l:c<>L"<: u éntonces'A~"; 'c'1B;1(¡i• fpo1: fo ia1ito · 

• "'" ~,.m;,7"';'.:..:f"t;:,. 4. ~.·~t~·- ,.,.. .. ··.,, ·"·• .. !.':~,·~·, "•J·•· -·'·""· ... '. ··-·> ··,.- ;·.:¡- , 

A?"' tieneexactaniente'tin'punto.de..\(t) (pues el E t'(,\(t))) Definimos 
a(t) como esé puilto/'es''_dccir'a{t),,,; p;"; . ·; ., i.;\'i <'. 

i~-- ;", '-.·i= . -~·i.· ·:\:· ¡·.(\<·-~ . -

Veamos que Pi" ~~'dep~nde de i, Qúcremos \:er ~,;;~ ~¡-i e' [1?-:P t?] 
y t E [t7_ 1,i¡J, con i ;¡, j, entonces p~ ,.;, p~ (po~'es_té f11oméni°'' le' 
ponemos dependencia de i y de j a pr). Este .caso solo,'oct1rfe ~uanto 
tes un puntci dé la partición, o sea ·cuando i ::::j+í.o i ~I::- L En 
cualquiera de 105 dos casos, por la construéción de'J~sAr .. t~liemos é¡ue' 
~(t) nArn Aj ~ 0, pero Pi', es el único·punto:.c1é:,\(1)n.A;i y Pí~es'el 
únicopuntóde..\(t)nA¡,asíque1'4=1'0· .·.· .:,;··• ;·· 

, Mostremos ahcira que p'{' tampoco depend~:de m:<Esio es c¡Üe Pi" = 
pf paratodom ~ N. Seam ~·Ny·sé~{talque:t E•[t¡':'.'1,trmJ 

como 1f(1~m,AnN) < mí~ { ~;J} .. ·e~~o~5es,.~i P<~s la ~étrica de 

[O, 1] x G(X), ten~_mo~ .. qu~p((t;'1f'."),'(s,j\j~)),< .mín {~. ~} para 

algún (s,1J";) EÁ,,n~~E:n.pa1rt!cu!fr 1 l~ 7/1~ ~yH.(A¡m ,A'JN) .< ~ 
en to. nces A.· " .. N·····. c.·1 .. v.·, (.~.· .. ···.·.A.·~.·.;,,).í•y' • .. cº.·.ín···.· º .. : .. d. 11 'ám.·.~.A".· N. ··.< ... ..!. .< ... ,"u tenemos .J.c-,-. - . · _ 4 1 , •. ·'. ..,. - .... " - ·, ·- '1• : nm '" ·I' , 

que Ajm C };1~(p'{').::·sé~JE: {l,_2, ... ,e(~N)}talque t E [t/!¡,1/"']. 
Supongambs'ji§(éj~~Pl()'c¡J~ 1.·:ss, ·~n.tbnc~s 'dada r., E', [tí'.:'11 tjN], se 
tiene qué lt ~ rl < 6,"; En'~féctOpues \ . , . . . 

. ,.:, ' .. • .:~.. -.· . - . • ·:·, - - -,-, -· -· ..o'-' _.-". - -··, ' .. o - • 

a) Sir E [tfE,if~ j '~~t6~c~s ~o;',c~nstrucción de la partición, jt - rl 
,-, ~· ·.·· · ., ' ,. ' ~ ·.: ;· ·v·v · 

b) Si 1· E [t,sjentonces ir'-'- ti$ Is::.:.. ti<~ y 
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c):Si F' E~ {tj~11 tJl'J ~#,t~n~~s!~~.t(~ ¡P ..... ~¡ '.{¡.s -ti < t {f./·< 
~.+t.~6, . . . . 

-: ."'' '"?: ~·' 

Por lo tanto, dada r.e:[11~ 1 ,tj],ft._'.""'. rj <61 y é!i(óiíces'H(>.(r), ,\(t)) 
< r;. Poflo ta~~oºU{.\(r) )/.:'/$r '$·tj:~ff=w:(~·;,\(t)). Consider: 

emos'a~-~w~1,~~~ii,?,~?é•'.+;~rk·~~~i ~r~ .~:47·'' e: c(tf!a'í tJ.Y) 'pero 

sabe~os qú~',C{tí'!íi.'7;~};S¡·~~·.(~;~~-(t)).!~nt()n~~s exist~p e .\(t) tal_ 
que A cB7(1>).:'..•P,~r~;~.~~~~~()~.,~~~ /lj~ ºC://!f (Pí").;lue~o.B!f(P'/') n. 
B!J.(p) .i' 0 y por)aelecc1011dee1; Pi;= p. Por lo tantoA/·' e B!J.(pj"). 
P.;r defiÍJi~ióil•,;¡.; E•Aí'~f'l .\{t) énÚ:mces pf:e B!J.(Pí") n ,\(t). Por lo 
tan~~ pf ~ p¡n_. :;.\:,;~(.; ;:,'.:. ,•· }; . . ;, : ·:. .·· ·· ' , ·• 

N~s ~u1íaií~-,~~r6Ítilli~\ t~r~~~~ ~(t)'e~té bien definicla,:que. '.· . 
a(t) :=: p'{' 'no depénd~ ni d~~ni'ni deei~ Sean.e:; er.> O yN1;N./E N de . 
modo que p¡~1i? 'Q'( t )'tomando eb. q{"~ :,;; ci( t). tOmacndo, e~:.Queremos 
demostrár qué'pf1_·,; ¡ifV', .• Si m>max'{NÚN:I} ;'por)Ü.que a~abamos 
de vér, p;" i== pf:1 •y9~.;:_1¡¡v1 • Co;no p;",es e,l únic~ punt'¡, (l~·Á(t)'n A¡ 

~~q~:~:.:~~~i~i~r~;;:~\~-"~t~2.1~;l1°r~tiiAl:f-~~;~J~.!JZ~!~sªq(~;-·· 
está bien' definida;';,.-, · "' ••: 

-''',- .;_.,:. ~.:·- .... <' 
•:·;!:·,·:'·e'•-':-

Pr()bemo~ qlle;o(O) =:: p y a(l) = q. Tenemos q~~a(Ófe'A(O) n 
Aj'"',; {p}púes',\(0) n A~"' :f 0 y .\(O)= {p}. Ahora, n(l) E .\(1) n 
A~¡';; .. >= {'}Jp~es -'(l) n A~(:: .. >:¡. 0 y -'(l) = {q}. " 

. Sólo. r!1dmostrar la continuidad de a en t. Sea e> o y si:~'c>O 
como en el lema3.12 para esta e. Aseguramos que si Is ..... ti <J en'toíú:és 
d (a(t), a(s)) <e. Supongamos pues que is - ti < ~ y qués<',·. Para 
definir a(s) y a(t) tenemos definidos e:,, .:, y podemos pedir.que.e;, 
e. < e. También están definidos ó,,{1,, 1\', y N,. S~a m E N tal que 
m > max {N., N1} y ;!¡- < ~· Por definición ·: ·:. :. . 
{a(s)} = .\(s) n Aj"' y {a(t)} = .\(t) n Ai"'· Como,s < t; j .$ i_. Con­
sideremos A =Aj"' U Aj.¡n1 U ... U Ai''" E C(X), así qt1e ..t C C(tj~1 , ti''") 
y A es conexo. Notemos que 



1 t¡''" - tj.'.'..'1 I= lti'" - ti+ jt - sj +Is - tJ'"I :S ;!; + ~ + ~ < 6~ 
Por el lema 3.12, las componentes de C(ti'"', tj'") tienen diámetro 

menor que e. En consecuencia diám .4 <e. Por definición o(.s), o(t) E 
A, por tanto d(o(s),o(t)) < e. Por lo tanto o es continua. Hemos 
concluido la prueba del teorema. 1 

Definición 3.13 Sea X C Y decimos que X es contrai'ble en Y .si 
eziste f : X x I -+ Y y eziste una Ya E Y tales que f (x, O) = x 
y /(x,l) = y0 para toda x E X. Observemos que si X es contra1'ble 
entonces es contraible en Y para todo espacio Y que lo contenga como 
subespacio. .,i.: 

Proposición 3.3 Si Fi(X)es contra1'ble enF(X), entOrices F(X) e~· 
contra1'ble. · :.· ·· · · · 

Demostración. Supongamos.que. F1 (X)~~ contraible en• F (X), 
entonces existen una función continuai\;.•c: :"·~X:.;·>:;-,. 'o<>:··· ''· 

/: F1 (X) x I-+ F(X) y F. e'.f'(X).tal~s~~~J({q} ;O)~. {q} y 
/ ( {q}, 1) = Fo para todo puntO{q} de'F1 (X)•; · 

Sea A = {xi, ... , zn} e· F (X); definimos{ -
·-,-., . .,:,_ 
'n· - ·.· , 

g(A;t) = LJ/({z;};t) 
i=l '• 

Entonces tenemos que . . 
g(A,O) = Ui':.lf({z;} ;o) 

= u;::.Jx¡J·. 
={x1 1 .. :;xn} 
=A.: 

y g(A,l) =Uf= 1 /({x;},l) 
= Ui'=1Fa 
=Fo·· 

Demostremoi/q~~ ~'es' ~onti~ua. · .• . . '.· 
Sea e > O, como J es.contiriuá; .eÍdste c5--> O tal q~e si H ( { q} , {p}) 
< c5 y jt - si< c5; entoricesH(f ( {p}, t) ,J ( {q} ,:S)),<: e. Sean A, BE 
F (X) y t; s E [O; lj: tales que H (A, B) '< c5.:y jt.:.:.:. sj <:: c5, entonces 
A C N(c5,B), es decir, que para cada a. EA existe,b E B tal que 
d(a, b) < c5. Así que H ({a}, {b}) < c5 y entonces · 

, ' . ,. \· ' ... 

H (! ({a}, t) Jc{b}, s))\ e; 
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Esto implica 11ue /({a}, f) C .V (e,/ ({llJ, s)). De manera que 

g(A,1) = u.u/({a} ,t) e N(e,u..,e/({6} ,.,¡)) = N(t,g(B,.;)). 

Análogamente concluimos que g(B. s) e .'V ($,g (.4,1)); lo que aignifica 
que H(g(A,t).g(B,s)) <e. Por lo tanto ges continua. Esta es la 
definición de que F (X) es contraiole. t 

Corolario 3.T Si X es contraíblc cnlonct:s F (X) también es con­
tra11'lt. 

El recíproco de este Teorema no es cierto. Veremos que F (X) puede 
ser contraíble aunque X no lo sea. También veremos un ejemplo en el 
que F (X) no es contr&i'ble. Abordemos primero este segundo caso. 

Ejemplo 3.1 Sea X como en la siguiente figura, entonces F(X) na 
es contraí'1le. 

Demoatración. 



'1 

X= (u~=•'ln) u (u:., 1Bn) 
Con An = pa;; y Bn = rbn, donde ab denota el segm<'nto de a a 6. 
Obiler\•emos que la sucesión { An},. converge a A = pq y { Bn}" con­
verge a B = qr. Las sucesiones {an},. y {bn}n con\'f'rgcn ambas a q. 
Empecemos la demostración. 

Podemos suponer que existe G : F (X) x [O,!] -+ F (.'<) tal que 
G(A,O) =A y G(A, l) = {p} para toda A E F(X). Sea 

t.= max{t E [O, l): G({q} x (O,t]) :;= {q}} .. 
' ' ':•,t . ' ' 

Demostremos que { t E [O, l J : G ( { q} x {O, t]) =':: { q}} es un conjunto cer­
rado. Consideremos la función h : X>:( [O;'l]'.tal qÚe h(a;'t) = {a} x 
[O, t] E C(F(X) x [O, l]). hes uiiafun'ción~continua." En éfecto; dada 
e> o, si d(a,b) <e Y.Is ~tl:<e;~nt'Onc~~sdilramerÍteH ({a}, {b}) <e 
y H ([O, s), [O, t]) <e: PorJo'tanto;)i(((aLx [O, t]); ( { b} x [O, s]))< e 
donde 'Hes la métÍ'icá'de HaÚsd~rft'paraC(F(X)'x [O,'l)). E1itonccs ·. 
la función ~(t)'.:::i~(G,.{q}¡¡:;;:~:'~~:~;t·,,;,'f;Wi' ~·.'' •.·.·.·· ....•.. ·. 
X [O, t)) és continllá; pues:es una rest~icción de;h seguida de la función 
imagen haj~G(lémáS1.s)}'~~ióif~.1~({q}fC::[0;'1Jy .. ·. , . . __ .,. ·-· - .,.,±_-·,,_.,,- ... _ - ., .. _._.-, ,, ' . ,. . ' . . •· ·.·-

· iµ-~ ({~})'~'ú~'.¡0;1i;::~·fr~j x'¡o;tJ);;·{~}}. 
Por lo tanto, { ;··~ '¡ri', iJ; d ( {; r~ '¡ó', ~Jl ~:, {'i/}{~s,;cerrado . 

. 'f:".: \ · .. :,·. ~.¿ ·~<· -_ ;> ":;._\.:f 

·Sea A ='. {Ae1f"' (X}fp,r ~;:Á}', por ~l ·l~ina 1.2, A es abierto en 
F(X); Yténemósqú'~G({q}';t~)·=;{q}'E A; entonces t0 i= l. En­
tonces exist~;t}';c>''"t~Haliqúe G({q}o,t)) e A, G({q} ,ti) i= {q} y 
G({q};t)'eA·:¡)ara:tíidótTe,;[ti;·;t1]! Entonces G({q} x [O,ti]) e 
A. Como {a;;} ~/fo};:"ypor/e1Hema·l.5;:existe N E N tal que 
G ( {anl x [O, ti])c:.4,para todo'n ;::: N: Entonces G ( {an} x [O, t1]) es 
un conexo que' tiéne' a'a;,'y rió tiene a p. De inodo que G ( { ª"} X [O, t ¡)) e 
An para todo n ;:::.N>Por loíilntó G ( { q} X (O, ti]} e .1. 

'Similarméntese ¿¡;~·du;eq~e,G({q} X [O, t1]) e B. EntoncesG( {q} 
x [O, ti])c-A n B'=:-'{q}, 'ásí que G ( { q} x [O, t1]) = {q }, lo cual con­
tradice la elección' de t0 • Por lo tanto F (X) no es contraible. 1 · 
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Para hacer esta prueba nos basamos e11 las ideas de la demostración 
del teorema 2 de [4), las adecuamos y completamos. 

Para ver que F (X) puede ser contraal>le aún cuando X no lo sea, 
consideramos la circunferencia 8 1 en R2 . Probaremos que F (S1) es 
contraible. La prueba es constructh·a y elemental. Primero llevaremos 
mediante una función continua cualquier punto p de la circunferencia 
a un conjunto que consta de dos puntos: al formado por p0 = (1,0) y 
al punto q tal que 1' dista lo mismo de p0 que dl' q. Después llevamos 
con otra funció11 continua, el punto {p0 .q} E Fi(S 1 ) al punto {p0 }. 

Esto se hace en F3 (S 1 ). Esto demuestra que F1 (S1) es coutraal>le en 
F3 (S1 ) e F (S1 )¡ y como se enunció y demostró en la proposición 3.3, 
esto significa que F (S1) es contraible. 

La prueba que ofrecemos de que F (5'1 ) es contraible en F3 (S1 ) es 
una prueba elemental y muy geométrica. Usando teoremas que apare­
cen en la bibliograña es posible dar demostraciones más cortas de que 
S 1 es contraible en F3 (S1). Un primer camino para hacer esto, es 
usar el teorema de Boot que asegura que F3 ( S 1) es homeomorfo a S3 

(la esfera de dimensión tres). Como es sabido, el grupo fundamental 
de S3 es trivial y entonces cualquier círculo dentro de él (en particular 
F1 ( 8 1) ) es contraiblc en él. 

De manera que el lector que quisiera conocer completa esta prueba, 
tendría que leer primero el artículo de Boot 1 [2). Seguramente estaría 
también interesado en leer el artículo de Borsuk [3] en el que aseguraba 
haber probado que "F3 (S1) es _homemorfo a S 2 x S 1". Si hubiera 
sido cierto el resultado de Borsuk,· el. nuestro no sería verdadero (pues 
el grupo fundamental de$~.Jx'.,S1 :sonJos enteros). Como se ve, hay 
que ser cuidadosos en esf~ tema pues ofrece posibilidades de cometer 
equivocaciones. _.: •. :;:;;:,;~¡:;>;¡···,º·;.,~-, · 

:.~: :_. 

Otra manerl,·d~1·piol>~r;quebs 1 ) es contraible es usando el teo­
rema de D. Curtís y N:,To'Nhu"queasegura que F(S1 ) es homeomorfo 
a 1, que es elconjúnto dé'puiitos e'ri el. cúbo de Hilb~rt cuy~s ~oorde­
nadas sori casitodás, iguales a cero .. Siguiendo esté cániino, el lector que 
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quisiera conocer la prueba completa, tendría que estudiar por lo menos 
un curso completo de topología de dimensión infinita. El artículo de 
Curtis y To ~hu [6], es de la serie de artículos que se publicaron en las 
décadas de los 70 y los 80 en los que se usaron las técnicas de topología 
de dimensión infinita y las caracterizaciones de espacios como 1,, Iª y 
el cubo de Hilbert, para encontrar modelos de los hiperespacios. De 
esta manera resolvieron preguntas antiguas de hiperespacios (algunas 
tenían más de 40 años de ser atacadas). 

Para ver nuestra demostración, necesitamos unos resultados previos 
y definir una métrica en s•. 

Sean p, q E S 1 definimos la siguiente función 

d (p, q) = mín {long pq, long qp} i 

Donde long pq denota la logitud del arco de p a q r~corrido en sentido 
positivo. Por la definición de longuitud de arco que ·se ve en cursos de 
Geometría, y considerando que tomamos puntos de ·,s:•; sa~m,os que · 

d(p,q) =.mín {long pq, long qp} = mín {lllp -991, 2;-.~ IBp--991} 

Donde llp es el ángulo que formap con p0 = (1, O) rec~r;id~ ~n el sentido 
inverso a las manecillas del reloj y O< llp :5 271"; Es fái:il'demostrar que 
d es una métrica para 8 1 • · · · · 

Lema 3.13 Sean p,q E 5 1 y d definida como arriba. Si d(p,q) < 
d(p,p0 ) 1 entonces d(p,q) = lllp - ll9 j. 

Demostración. La situación se ve en el siguiente dibujo. 
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Veamos que d(p,q) no puede ser igual a 2:r-l8P - 81 1. Supongamos 
por el contrario, que d(p,q) = 2ir -18P - 89 1, entonces como d(p,q) < 
d(p,pa), tenemos que 

2ir -18,, - 891<8p ....... (1), 
2ir -18, - 8,I < 2ir - 8p ...... (2) 

Así, tenemos dos casos. 

a) Si 8, - 89 > O, entonces por (2) sabemos que 211' - (8,. - 99 ) < 
2ir - 8,. y por lo tanto, 89 < O, lo cual es una contradicción. 

b) Si 8., - 89 :SO entonces de (1), tenemos que 211' - (89 - 9,) < Or, 
y entonces 2;; - 89 < O de modo que 97 > 2ir, que también es una 
contradicción. 

Por lo tanto, d(p,q) = 18,, - B,I. 1 

Lema 3.14 Sean p = cosa+ isena, q = cos {J + isen{J. Sea {J' = {J 
(mod 2ir). Si la - .B'I < 211'1:ntonces d(p,q) S la - .8'1· . 

Demostración. Te~emos q~~~'(;; q)~ mín { IO,, -. 091 ,'2~ - IÓ,. - 09 I}; 
Con O, E (0,2ir) y a:: O,; (mod 2ir);o.¡·e [0,2ir) y p:: 09 (mod 2ir). 
Así, escribimos: · '"'·· :::.:, .. :;1::; .. ;~·,·::/ ·• ·· 

a=º•+ Ún con~º É (o, 2ir] ~ TI e'Z. 
{J = {J.+ 2irk con' P. E: (O, 2ir)'y k E z. 
/3' = /Jº ~ ~~~--c~n>n.:~:-~·_;_:,,:· ._: __ · --::_ · ... : .. 
Por la desigualdáddel tfiádguÍo téne;:¡;os 
2ir lm -ni -:c.lcr.;.-:::/Jol $ ln.-¡1/- 2ir (m -n)I 

.. \ .. ·•· .· . .. ':"' lo ..:. P'I < 2ir,. . .· . 
Entonces. 2n: 1171-:;.nl < 211'+ 211', así que lm - ni < 2, es decir, 

lm-nl :51« . · · · 
Esto significa que m = n o m ,,,; n + 1 o m = n - l. 



a) m = n. 

Sabemos que d(p,9) !: !o. - i1ol 

b) m = n + l 

= lo - 2wn - (fJ' - 2:rm)I 
= lo-(J'j. 

Entonces a - (J' =(a.+ 2wn) - ((J.+ 2w (n + 1)) = 
= 0 0 + 27rn _; (J~ - 21r (rí + 1) 
= º" -, (J~ ~ 2 .. < o f ... . . ' ' 

De manera que (J' >o, y,como lfJ' ~.'ol < 21r, se tiene que 
1(/1' - o) - 2.- (m- n)I = ;-: (/l'..':::.:'..a)\f. 21r (m..;.; n). Así que 

d(r.ii> s 2ir.::..1.ai:...·;:r~rs 2 . · 
·. ~.211'.:-'.l((J'~o) 7 ~1r(m,-:-n)I 

=2i,+(.8'.::: o).:.:. 2:r (m ...:.n) .' 
?= 1.8~,;::.o¡; '. ; X •,{''!;. ''· ·.. . 

En este caso; ~'.-(J1,,; (o. +'ú'n)--((Jd+ 21r (n "'- 1)) · 
~ º• .:.:.p.+2ir (~ ~ (n '- 1)) , · 

Por lo ta~toi a i ¡¡<7"~,~~-:~:~:iñ"·~~~·~ < . . 
Pero sabemos que d (p, q) :5 lo.•7 Poi/ .;t • .. •··. • · 

... ···· ,;2iT-:l(á..;.;2:r11)-(¡1'-2:rm)I 
· ::=.2r~:l(a':...'fJ')";-2:r(l1 - m)I • 

,, ) ~ 2i-: 1( á;::.. /J'}';:;, 2irl 
: , ,; 2ir~_;· (~(a~ (J') + 2ir) · 

; ¡ ;~Óf J.tá~;.j,~':>~ 211' ''' .' 

Con esto, se concluye la prúébá: del lema.I 

-19 

Definimos ahora, 'para ~adii"p'e S1 1i f~\i~icSn (Jp (t): [O, 1)-+ 81 tal 
. ' ' ~ '. ' .· 

que 
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Donde 1, 1e toma en el intervalo (O, 271'] y P• = ( l, O) 

p 

O SIS 1· e,IZlr 

Ob11ervemos que esta función lleva el punto p hasta p0 • Las fun· 
dones /Jp y {J, para p,q E S1 caminan siempre con la misma \'elocida<l. 
Así, si q está más cercanp por arriba de p0 que p, tardará más en llegar 
que p. Una vez que llega a p0 , la función se mantiene constante, como 
IN! ilustra en la figura. 

Lema 3.15 Sea p E S 1 , p 1' p0 entonas, paro todo e >O criste 6 >O 
tal que si d(p,q) < 6, entonas d (,3p (t), ¡11 (t)) < e. 

Demostración. Sea e > O y tomemos ó = mín { Í• d (p,p.)}. Sea 
q E S 1 tal que d(p,q) < ó. Tenemos cuatro casos. 

Caso l. O $ t $ 1 - ~ y O $ t $ 1 - ~· 
Por el lema 3.13, d(p,q) = 191 . ...;. 9pl·· .. . •. · 
Entonces d(/1p (t) 1 /J1 (t)) $ 1(91 + 27Í"t) ;- (9p + 211't)i 

=, 19, ~.BpF< e: {, .. 

Caso~· O$ t $ 1 ~:~ ;',Y,j(9:1~7.# .. ~~t.:S,L: , ,. 
Las desigualdades.O :S t $ 1-~ ,:1mphcanqueO ~ -211'1~9p-2ir, 

entonces · 

2ir~21!'(1-t)~9 ....... (1) 



¡¡¡ 

Por otra ¡mrte. 1 - ~ S t ::; 1 implica que 01 - :!r. ~ -2r.t ;:: 
-2r., así que .' ·' 

'· ~ 2if ( l - t) ~ o .. ; ..... (2) . 

Entonces tenemos d(¡j,, (t), 39 (t)) S l2:r .;;;(Í~';+ i;t);¡, ;q~~Po~ ( 1) 
esto es igual a · ·· · ' · " · ,. · ' ; · ' ; · · · 

7:: 2ir,(t;'.#)¡--~p :. 
·lema 3.13, 

~ I~ ~ 11,,; 'p0r<(2); V seg1í11 el 
., <·.:.:.·li >-: < .. 

Caso a. 1 - !R. < t < 1 \' O < t <: l ·-- !S.. ª" - - .. - . - ·. 2Jr ,- ;' 
Entonces, O,, - 2:r ;:: -2:rt ~ "7211'. 
Por lo tanto, 

(3) 

Por otra parte fo :S (~ i"~ ~;'(l~plica que 
O .S;27r,f S 2.n: .70, ; .así que, 

,{i27r(i'~'t)··~·u;; ·••··. . (·l> 
,,• - •, v) ' ' • "••"• -

Entonces·. ·.d(f~~(t), ~9 (t))1:(~0,p9 '.(t)) ' 
·· s l2:r.::.: (0,'+2:rt)I y.por (4), = 2ir (1.:... t)-0, y por.(3), 

·S o,,·:...::o,' · .· .·. 
=.=d(p;q)<e. 

Caso4. 1-·~·s;t::;l y l-~St$1. 
> : . . :. . '. . . . 

Entonces d ({J,, (t), {39 (~));== d.(p0 ;p0 ) <: i. 

Por lo ta~t<>, en cu~lquier ca;o; ~¡ d(p,q) <: ó, entonces 
d(/3,,(t);f3

9
(t)) < e;I .· . 



52 C . .\PiTULO .'l. RELM'/ONES E.VTRE X Y F(X). 

Lema 3.16 Sea p E S 1 con p =/: p0 , entonces para fodo é ~ O eziste 
é > O tal que si d(p,q) < é y Is - ti < 8; ~11ton~s d (¡3,'(t), (Jq (s)) < é. 

' ' 

Demostración. Sea o > O y sea 8 =: '71.Í~ { 4i. ¡,.; 1 };donde 81 

satisface el lema 3.15 para i· · " . , . :,::•.· · '' • 

a) Supongamos que s $ t $) '.._ ~· .':.~C • 
Apliquemos el lema 3.14'~'l~s·;uritos Pq (t), y .8q (s). Haciendo 
(J9 (t) =cosa+ isena y (J9 (s) = cosfJ+ isen(J, con a= fJ9 + 2ll't 
y .B = 09 + 2JTs. Obviamente tenemos que 09 + 21Ts = 09 + 21Ts 
(mod 211"). . 

Entonces se tiene, , 

pues Is -:: t 1 < L.· 

Por lo tanto, d ((J9 (t); p9 (~)f $·27r lt .:2~~1 

·.··· ... · .. ·.· ..... ·. :. ·.. · .·~· .. E:i2~<·t;·~ t. 
dado que lt .;_si tambiénes menor que, 'f.r· 

< ·~·~··: :.~·. :«:., ·:,_':''.'·L ... :. ,'.,.:,::; ·_ .- ·.· -.·., ' 

Por otro ladÓ,~omo d(p;q) <81 ,'e~tonces d((J, (t) ,(J9 (t)) < ~· 
De modo que . . ·' ; · . · , . 

·· d(fJ~(t) ,\(J9 (s)),~_d(fJ,(t) ,'(J~(t)) + d(¡39 (t) ,(i9 (s)) 

.2 f+ ~ = ~.: • 

b) Si t < s $ 1 - .!.. . • .. > .. . 
. :· , 2w, :'.-:··· )" _. .._· -·:.--.<·;.,<· ~-\ : .' ... · ,,_·,:.: . __ . _ , . 

Hacemos nuevamente (J;, (t) = cosa+isei1a y ¡39 (s) = cos-y + 
isen,B con a :: 09 + 2JTt y f = 09 + 2ir s: E\;identemente, Oq,+ 2ir s :: 
09 +2ir.s(mod27r).''·;; '.: ··::,, •.. · ·: · · 

Entonces 

1(09 + 2irs) - (09 + 2irt)J = 2ir (s - t) < 2rr 



ya que Is - ti < l. 
Po.r I~ ta~to, según el lema 3.14. d(J9 (t), ,17 (s)), S 2r. lt - si 

< 211'. fi = f, 
pues lt - si < 6 S f;. . .·. . 
Además, como d(p,q) < 6., (que satisf¡~eál~ma 3.15), entonces 
d(/Jp(t),¡1,(1)) < i· . ''· 
Por lo tanto, 

d (/Jp (t), /J9 (s)) S d(/Jp (t) ,i¡j9 (t)) + d (,89 (t), /J9 (s)) 
. . . , ·- ._ ~- .. ' ' 

(•<t+t~.·~; 

) S
• . > l' 8 . . ,··,~::\::_.-

e . 1 s,.t _ .. -::. j! .. . ..•.. :: ·:. •.•. • .... ·. . . . . 
Entoncé~ ~(.á;(t) 113; (~)) li(~,;(t)\¡39 (t)) + d (p.,p.) <e Esta 
última desigualdad es por el lema 3.l3. 

d) Si s.~·1\?it¿~z· :.: .. '~·~. '.. ;' .. 
Sea t.~.1\--·~·. ~~z~~ª.~~?,·c()d.~~·f!l,<:~~a), •... 
d(89 (t.),P9 (~)'):'.i:.pp~-;a··~9 (t.j==·p~· ~· /J;(t): .. De manera que 
d(¡39 (t); {J9 (s)) ·<'i: · De:'áquí que d(/J,; (t), (J9 (s)) <e. 

;_~:, ;,''·';-· ... ·, ,., \" ,, ".;: ~;, 

e). Si t~ l~#As:'' .;: "/, •;;,.·;jA'':C .. 
Seas; ,; i -:·~y~~r e!.<:ª~º b,),t~!1~mrisqu~'d ((Jp (t), (J9 (s.)) < e . 

. Pero (J9 (s.) =Po= ¡39 (s).éAsi que d(/Jp (t), (J9 (s)) <e . 
. · · '~·- · ; :<~ >·.: - "-."-:-·::_~~ . ;~~'.: ~--<-~,; · L;~- :¡:.~~_, !f~·,· 

Hemos terminado.~on es.to la d~mo~trá:cióndel lema: 1 

Lema 3.1 T El ~onj~nto .A = {A 'E ;2 (;1) : p0 .e:A} • es contra{b/e en 
Fa(S1)~ . . . 

Demostración. Tenemos que demostrar que existe u~·a función 
F: Ax I-+ Fa (S1 ) continua tal que F(A.O) =A y F(A.1) ,;: A 0 

para todo A E .A y para algún A 0 fijo en. Fa ( 5'1) •. 
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Sea a:/-+ S 1 tal que o (t) = (cos2irt,sen2irt): Enton~es a es una 
función continua. Sea A.= {p.} E FJ(S1): Seaf'!'A x I:.:;.; FJ(S1) 
definida como F({p,p.} ,t) = {p.,o(t) ,,8p(t)}. Entonce~ · 
tenemos que 

F ( {p, p0 } ,O) =,{p0 , o (O), ,Bp (O)} := {~., ~~?j)t_~ {,1~.,IJ}: 
F ( {p, Pa}, 1) = {p.,a (1), ,BP (1)} = {p.,po','po'}. =;: {¡>~}:,;::: A0 

<:'•"' /'"':~:,,:.·.:..~~!Ji·>> ·1,,.;··_:' :·:-· -
Ahora demostraremos la continuidad de F.e1itodo,ptirito.difere11te 

de {p.} . . .. .'. J .. ;. ;.{;}. \'' : · > · · 
Sea A= {p,p0 } E .A, con A°"' {p.}.· :'.:- :: .. ,,_:'.''·"'.'': · .. ;' ·.< ... : . 
Tenemos que demostrar que para todoé :>0.~Íciste 6 ~ O tal que si 

H(A,B) < 6 y Is- ti< 6,entonces\ ll(F(A/i)',f(Bjs));< e;, 

Sea e> O y sea 6 = mín{cl'a,62,d(p;'p.)}¡\donde'ójs¡¡tisface la· 
continuidad de a para e: y 62 cumple ellema'3.f6 'paraJ~ misma e y 

para P· . . . ;-:~): .::,:::~---_:,~:2:~_/):~~ i_~;~>~~-;~~\;f :?tf t_-~-~~\:.:_'. '.~~i<·, : 
Supongamos que H (A, B) < 6 con'B.:= {po';q}Y p"=f:,q )•.~Is - ti< 

6 entonces como p 't 85(p~) y {p;;pf:c'N(li,{p~'{q}) ~~ {p.iqLC. 
N (6, {p., p}), se tiene que p E 85 ((¡)y q ecB6'(p) ,'eiitoríces ;¡ (p, q)< ó 
y Is - ti< 6. Por lo tanto < ::_:- :+';);:!)';i';.;r'}~ '~~ ; 

d <ª (t). º (~» '.~e::i; i~: ;(dp (t) ;./3q <~)> ~ -~. . 
' : ,··.;< -í .. :,;,_<_ ._-,:_.,· .. :cy., ·>{..-·-,:>:/:'. <'-.'··/"c.:'.>'\:•_:~_~·; ;;..,.· . .',-"c.-· ·. 

Entonces a (t) E B, (á.(s)); a (s)E-'Bi (a(t)) f,B; (t). E B._({J9 (s)),' 
{J9 (s) E B. (¡1p (t)) .. ):' coino]J~ 'e B,(p.)'tenemosqÜe ) ·. . 

fa (t) ¡{J;'c¡);~~}:'~ ~fe~; {~(})',¡9q(:)Tt:}). 'Y·.· 
·. {a (s r;'fi;(s )';p:} .CN(e::'tá.(t)\[Jp'(t); ¡)~})o ·. 

De manera~ue·:, '1i{~{A',J')','~(B,~))•·<·i.~orló'ta~to, Fes 
continua eó todo.'íf~ {p~f:. (1,\.;:'u : r < •:;:. ,. 

. - ;» . ,; ~'." :::, '• -- ':-'-·. ~. ,.¡- - ., -. 

Demostremos ,ah6~a~u~ f'~s'~ó~iin~a en '{p~} . 'i . 
de !e;a~:~~i·_~8;~:'.t (.~~~.{_~•l•:i:~ ['.d~~5ó1_,.satisface,.)a cóntinuidad 

Casol._S~~o~ii~~tC{~e p'está'pÓrarrih~ dep0 : •• . •....• 

Supongámós qué.H({p~;p}'i{P.;}f<''ó;;; Y• js-, ti< 6. Entonces 
d(p,p.) < ó y .is -;;.tl·<;c.pbseryemosque p por arriba de p0 y 
d(p,p.) < ó implican que d(p,p0 ),,;. OP. · ;, 



l. Supongamos que Os; .s < 1 - ~· 

0SIS1· \1211 

Entonces d(a(t),,Bp(s))::; d(a(t),a(s)) +d(a(s),,Bp(s)) 

<i+i 
ya que d(a (s), ,Bp (s)) = l2irs - (9,;+ 2irs)I 

= 10,1 
= d(p;po) .< 

. ~i~é.:· ' .. 
Como además d(a (t) 'a (s)).,< ~.y Po.E B. (Po), se tleneque 

F ( {p,po}, s) = {a(s)~'~p·(~')rpo} CN·(~,;'{a(t)~ ~~}) ;;·¡v (e:, F ({Po}, t)), 

F ({Po}, t)=' {a (t) ;,Jo} CN (~~ {~ (sf;p;(s); Po})= N(e, F ( {p,po}, s)) 

Por lo tan~o H (F(fp;p~f.~) ,j({p~} it))< e:.• 

2. Ahora supongamos que 1 - ~ :::; s ::; l. 
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Entonces ,B,. (a) = p0 , así que {J,. (s) E B. (Po). Como la~ ti < 6,· 
d(a (t) ,o(s)) <e. De manera que · 

F ({po,p}, s) = {o (s) ,p~} e N (e, {Cl' (t),po}) = N (e, F({po}, tÚ, 
F ({Po}, t) = {o (t) ,pó} CN (e, {o (s)';po}) ='= N(e, F( {p,po}. s)) 

. ~ - ·-~ ·~ ~·::. • •• - ,-,; '""'~: •·. ,~:.-. - ···<' . ' 

Por lo tanto ·11.(F'({~,p~}',s),F({p~} ;t))';¿·¿ ····· 
' . . . -- . . . ._ '.~ . '. ·~ '" - .. -' ·;, ¡ -. . . 

Caso JI. Supongam~s q~~·;~~fat~~~bij~.d~p0 .' e••·. . .. 
Supongamos que H({p;;p}'; {pH) <'? ·,y'.' Is-: t1<6, entonces 

d(p,p0 ) < 6. Notemos que si p está:por abajo de p0 , y d(p,p0 ) < 6, 
d(p,p

0
) = 2ir - 8,.. . .. ' . ·. . . ' 

l. Primero supongamosqu~·o {s· ~ }_"~:·.' ·. . 
Entonces O::; 271'.s <'.2ir-.8P"< ~._'De mod~ que()< 2ir -
(8,.+2ll's) <ir. Entonces; d(,8p(s),p0 ) =2ir -.(8p+2irs), así 
que d(,8,. (a) ,po) S d(p,po) ,<e~ Por lo tanto /3" (s) É 8, (pó) y 
o(s)EB,(o(l))ycntonces ·. ·•·· ·•· ..... · . 

F({p,po} ,s) = {o(s) ,,Bp(s),po}C;\'(e,{'o(t) ;po}) 

= .V(e.F({p0 } ,t)), 



F({p0 },t) = {o(t),p0 }CN(e,{o(s),¡3p(s),p.}) 

. = N (e, F({p,p0 } ,s)) 

Por lo tanto H(F({p,Po} ;~),F({p.} ,t)) <e. 

2. Ahora supongam~s ~üe {:_ ~ !S 8c . 

Entonc~s. {lp <sr~-~dtX,~~t;r~5t{ •.. · · .. ·.. .. · 

· .· .. ·•·· \H({á(t),p~}';{a(s),p.}) <e '·:., "J·::·,-. , ·" ~·. Y· ' 
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.· ·. ·>· 'r:.: - =--:-,'- ,.,·:,. /_~¡ .-~,:-_::-::/ ',<}-: _,· ,, -.. .. , .-
Por lo tanto;·H. ( F ( {¡ií p~} ~ s) ; f' ({Po} , t)) < e. Por lo tanto, F 
es contin'üa éíi' {p~r; luego r: es 'có~tinua en A para todo A E A. 
Porló tanto'Aes·coiitríuble•en•f'3 (S1.),• que es.la áfirmaéión del 
lema .. 1.: ,..;:: .. ' ''"' ;,··"'·"''.. . . ... · . . . . . . 

·::-·:,:\·:\ 
\,-·:>.:'_:._-

Lema 3.18 Exi~t~ 'un~f~~i:ió~ continu~ G : 8 1 x [O, l] -+ F 3 (S1) tal 
queG(p,O)={p} y 'G(p,l)E.AparatodapES1 ;.'. ' • · · 

Demostración.·· ·s~a~~:;;'{c6~.o;,·~~~O~) uri. p:u~fa· ~e-~··.•• J)efinirnos 

G (p, t) = {(cos (Op + O"~t) ;sen (O~+, iTpt))l(co~ (OP..: ~pt)~~en (Op - O"pt))} 
,· "'"" ;' . 

donde O'p = mín {2ir :-:- Op,Op}: · > , ·' , .;•.·.· . •>· , 
Esta función bifurca el punto p y lo lleva a.dos ¡motos/uno p.; y 

otro el punto q.tal que d(p,p.;) := d(p,q); • · '· '''''' ':•'' · 
Para probar la contiÓUidad de a; primero obsérvemos que la furición 

p-+ Op es continua eri el subconjunto ábiel'to 8 1 :.:{p~}:deS1 ;;Dé a'quí . 
que las funciones p.:::... O'p y •·· · : r• :•:/ ··:''; ):~: ,¡c.;.. :; :'.\'"' 

, ~ -" to.·.' ' -~· ., ~ :' ,., , -. · _: ~', ' 

(p, t) -+ (( cos (Op + O'pt), sen (Ó~+~~t)), (cis(~P _:: iT)).sen(o~-~ upt))) 
- '_-·-.·-.:;---_º . ',;• __ :· ~-_._,.:>.· ·::.;_ ~-'.·.-·»·.-::·-::::-·-:."' _;·;·:·-::·(·:.·. :·.:q'~{}'.>;~-

de (S1 -{p0 }) x [O, l] en·~t x S 1 es continua.'Entonces al componer esta 
furición con la función (z;w) -+f ziw} deS~ X S 1• eri F2(S1), obtenemos 
una funcion é~ntin,ua (ver Proposición 2.1): Pero está.composición es 
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precisamente 1~ función G . . Por tanto e: ~s contiuua en .el conjunto 
abierto (S' - {p.}) x'[o;· lJ de.S' x· [o, 1]. ..• . 

-. :~ ·:""-/!·':',:·y·" ~.·.;;· .:·:" ... :· .. :'· ;,''. :. ;~-~: 

Nos falta comprob~~ quéG;cscriiitillua «n ;lo.~ punt~s de la forma 
(p0 , t).Ob~er~·eñí()s'_qu~;.a (p~'ís) ~· {¡)~; p~}·;;d {p.}p~ratocla se.[O,IJ. 

~~;.~.; .. ·~.t~'2°F~!~:,~~¿~·--,~·~i;:.::~~;~[~.;?pf-~:~:~~1;lW{~¡;·; 
o .míñ {~ir.~ .. -ii~-} ~:o~•.:5~2~; i'~n i;l,'pri~~~.(casa,.·u,;_=..op;.·· .º ·< 
Op+ups < 20~ <'e/•f:s0/5, o;'._'up's'.< o/<·e·::y; .H (G (p,'s) .ii~) <e. 

2~ .·~i.·.~1;*f~~i~!~~;~f~~l:±.~~~º?~(~:~::~:~1::;s'.~: ~~-~~;2: 
De manera que 2~-:; e< o,; +u,;.s,$ 2ir,•,:y;2;r_~ e<.9p -::-.ups $ 21!'. 
De aquí que H (G (p;sf; p~)'< ~;" Po'r':tar\t0''il (G(p, ~i, G (p~, t)) < e 
cuando d (p, p0 ) < <5. Esto' tern1iria Jii: prueba de la córitiiíuidad de G y. 
en consecuencia la del lema.·· Í ·: :.• .. "·. . .. · . · 

Demostración. Sea H: S 1 ~~¡o,)LSJi'J (S 1 ),d~finidapor. 
JI ( t) _ { G (p, 2t) :, OC < ,Ó $ t ~ t 

p, - F(G(p; 1) •. 2t..::. 1) "f 5: t $ ¡· 
: ' - ''"; :' ;.',~ ... ·~ .~ . .. . 

donde G y F son las funci~he~.dcifinid~s en.J~s lemas 3;18 y 3.li 
respectivamente. < -:~·\.~ >> , ... ~ ~~> :<~· . . .-< 

H es una función co~tin~~ J,;"J~: Í.;; ~o~ti~uicÍ~d deGy F. y porque 
G (p,2 (m = G(p, 1) E _,it y~'::I;j(q(pil}i2,0) ;-'l) =;P(G(p,l) ,0) 
= G (p, l) para toda p E s• ~ Obsérvemos que para'toda p E S 1

1 

~--. -- -,,--, .. 
. _;;. ~ . 

ll (p,O) = G(p,O) =; p '.Y" G(p, 1) = F,(G(p, 1), 1) =·p • 
. ;i .. , - ' ., "· '.-. -·· ···"" .-, -

Esto significa qu~ F1 (S') ,·'q\1e es homeorÚo~fo ~ S~, es coutraible 
en F (S1). Por lo ta1Íto,'poi la proposición 3.3, F (S') es contrruble. 1 
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Teorema 3.20 Sfa X conezo por trayectorias, El grupofundame11lal 
del F(X) es trivial. Esto es, íl1 (F(X)) "={O}. · 

Demostración. Tenemos que demostrar 'qüe para. tci~la función 
H: S1 --. F(X) existe una función f :S1'x [O;l]:..::+--;F(X) yeidste 
A. e F(X) tales que f (p,O) = /1 (p) y f (p,l)..: A~' para't~da />E s1

• 

Sea H : S1 x [O, 1) --. F(S1) como en la demostración\foFteorerna 
3.19. Por este mismo teorema 3.19; sabemos\:jtie e~isten'una fuución 
g : F(S1

) x (O, l] --. F(S1
) y 8 0 e _f'(S.1)'tales ,~ue g (B,O) =:By 

g(B, 1) =B. para todo Be F(S1). • ,' · , '·· '. •. ;; .. , 

Definimos íi: F{S1)-> F(X) como Íi(B) =: U,;f:~H(p). Ob­
servemos que Íi({q}) = H (q) para tod~ q'es 1 :·s~~ ¿; ;;.Uie8.IÍ(b) 
y sea f (p,t) = íi (g ( {p}, t)). • E~tonces.tenemó¿ qué ·• .· . . 

.. :'; ·:;~- :.,: .. .--:: .\. :;., 

Esto termina la~pf~~~~:·r~ 

El teorema ·.3:2o ~s~g'u~~ qÜ~'•p (X):n~\tiehéa·guje'rósdetect~blcs 
usando. el -grupó fundamenta!;; ?on r~specto 'ii.'otra: he;rarni~ntapárn 
detectar agujeros,A:Jllane~ [8], ha:n1()sti:ádo: que si X e~. localmente 
conexo, entonces ·F (X)'~s .unicohérente. Siñ embargo, no se. sabe .si 
esto es cierto sin la hipótésis· dé conexidad local. ' ·. . ' 

PROBLEMA L. ¿Es}' (X) uliicoli~r~hte para\odo continuo X? 
En el teorema 3.19 vi in os 'é¡u~f'. ( S~ )'és c~ntiaíble; En el ejemplo 3: 1. 

mostram~s que existe~ esp:a~ios~j\" pa~¡¡,}cís que F (X) ,no escont~aible, 
A un que nosotros .nó, sa.bémos.ni ·, siquiera·si .la siguiente preguiiiá. tiene 
una respuesta afirmat.iya: ' ·. · ' · · · .· · · 

con~~~l~~EMk{ i.s¡ X es locallllenté conex~, entonces F;(X) es 
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Hemos pensado en muchos espadoslocalrne~te cone~os y para todós 
ellos nos hernos convencido de que f: (X) es con.tra1ble. Además es 
conocido ([13]y' 16.7 ,de [11]) qiie'la conéxidad locaFen ·x implica la 
contractibilidad en los hipére~pacios C (X) y 2x. ' . . 
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