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INTRODUCCION.

Un continuo es un espacio métrico compacto y conexo con mas de
un punto. Dado un continuo X, los hiperespacios de X son colecciones
de subconjuntos de X con ciertas propiedades. Los mds comunes son:

2X = {A C X : A es cerrado y no vacio} ,
C(X) = {A €2X:Aes conexo} '
F(X)= {A €2% : Atiene a lo mas n elementos } ¥
F(X) = {A €2X:Aes ﬁmto}

A estos hnperespacxos se les dota de una métrica, la de Hausdorff.
Los tres primeros; han s:do amphamente estudiados. - Sin embargo, el
cuarto ha recibido poca atencién. ° Quizd esto se deba a que los tres
primeros son continuos, mientras que F(X) estd muy lejos de ser com-
pacto. De hecho las propiedades mds elementales de F(X ) no han sido
publicadas en ningtn lugar.

En este trabajo estudiamos la estructiira topolégica de F(X). Lo
hemos dividido en tres capitulos. Estamos suponiendo que el lector
tiene los conocimientos de un primer curso de topologia y que conoce
los aspectos fundamentales de la teoria de hiperespacios. Es decir, con-
sideramos que el lector estd familiarizado con la métrica de Hausdorff,
suponemos que sabe que los hiperespacios son compactos y conexos
por trayectorias. No incluimos la discusion de estos temas por dos ra-
zones: primero para centrar nuestros esfuerzos en discutir al hiperespa-
cio F(X) y segundo porque estos temas se pueden consultar facilmente
en el libro de Nadler Hyperspaces of Sets”[11]. Dos referencias en
espa,nol que tratan de hxperespacnos son [9] y [1]. Sl

Ademas de Ios onocxmlentos de hlpercspacms mencnonados en e] ;
parrafo’ antenor, para este trabajo, necesitamos desarrollar y. adaptarf'
algunas otras' herramlentas de este tema. Esto es lo que hacemos en el
prlmer capxtulo e ; g :




En el segundo capitulo, estudiamos las propiedades topoldgicas que
cumplen todos los espacios de la forma F(X) (sin importar de qué
continuo X se trate).

En el tercer capitulo, estudiamos cdmo las propiedades de X inducen
propiedades en F(X) y viceversa.
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Capitulo 1

RESULTADOS
AUXILIARES.

Como su nombre lo sugiere, en este capitulo incluimos las definiciones
y los resultados propios de hiperespacios que necesitaremos para el
andlisis de F(X). Como advertimos en la introduccién, estamos supo-
niendo que el lector tiene alguna familiaridad con la teoria de hiperes-
pacios. Por esta razén incluimos aqui sélo resultados que. siendo de
hiperespacios, son mds especializados y que nos servirin como her-
ramienta.

Definicién 1.1 Un continuo es un espacio. topologzca metr:co, com-
pacto y conezo con mds de un punto. ‘ ; Ll

os algunos

c(xy={A€2¥:a :
F"(X) {A € 2x A ttene a lo mas n puntas}




10 CAPITULO 1. RESULTADOS AUNILIARES.

El objeto de estudio de este trabajo es el hiperespacio de todos
los subconjuntos finitos del continuo X. el cual mlroduumos a contj-
nuacion.

Definicion 1.8 Denotamos por F(X) al conjunto de todos los subcon-
juntos de X que son finitos; es decir,

F(X)= ,,C_j, Fu(X)
Para los hiperespacios se define una métrica de la siguiente manera:
Definicién 1.4 Sean (X,d) un continuo,e >0 y A € 2X 'deﬁnimos
Nu(e,A) ={z € X : eziste a € A tal que d(a,z) < €},

La métrica de Hausdorfl para 2X inducida pord Hy:2% x 2%
R+ U {0}se define como

HiA,B)=inf{e>0: AC N(E, B) y B = N(s A)}

‘Lema'l.1 ‘H(A,B)<esiysdlosi ACN(5B) yBCN(z,A).
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Demostracién. (=>) Sea = > 0, supongamos que H (A, B) < =,
entonces existe £, < £ tal que A C N(&,B) y B C N(er,A) pero
rlaramente. N (61, B) C N(z,B) y N(&1,A) C V(c, A). Por lo tanto
ACN(e.B)y BC N(s,A). :

(<) Supongamos que A C N (¢, B) y B C N (¢, A). Consideremos
la familia ¥ = {N(6,A):0 < & < ¢}, tenemos que I es una familia
de abiertos. Dada b € B, b € N (g,A), entonces existe a € A tal
que d(a.b) < £. Sea 6 en el intervalo abierto (d(a,b).e). Entonces
d(a,b) < é y por tanto, b € N (6, A). Por lo tanto U es cubierta abierta
de B. Como B es compacto, existenn € Ny 6§ < §; < ... < §,
con & € (0,¢) tales que B C U, N (6;, A) = N (6,, A). Luego, existe
b, € (0,¢) tal que B C N (6,,A). De modo anélogo concluimos que
existe n € (0,¢) tal que A C N (n, B). Sea £y = max {n,6,} entonces
ACN(s,B)y BC N(e,A). Porlotanto H(A,B) <e; <¢. 8

Definicién 1.5 Sean X ‘un continuo y Uy,...,U, una familia finita de
abiertos de X. Definimos - : .

N {EQG.FI s

posmvos 6,_ 6,., talgs
min {6;,..:, 6, } Aﬁtmam
por e] Iema. 1. 1
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entonces J C U de modo que J € A. Por lo tanto B, (F) C A. Por lo
tanto A es abierto.

b)Sea F € B. Como FNU # @, existe r, € F tal que z, € U/,
Dado que U es abierto, existe ¢ > 0 tal que B, (z,) C L. Veremos que
B,(F) C B. Sea J € B, (F) entonces J C .V (¢, F), es decir que para
toda y € J, existe z € F tal que y € B, (). Entonces JN B, (z) # 0
para todo z € F, en particular J N B.(z,) # @. En consecuencia
JNU # 9 pues B, (z,) C U, de ahi que J € B. Por lo tanto B es
abierto. Con esto concluimos la prueba del lema. @

" Teorema 1.1 Sean X un continuo y Uy, ...,U, abiertos de X. Sea
U =(b,...,U,), entonces :

a) U es abierto en 2X.

b) B = {(Uh,...,Un): Uy,....Us son abiertos de X v, n € N}es base‘
de la topologla de F(X). &

Demostracién. a) Sea V =, U,,entonces ! esun blerto ﬁjo :
en X, y segin el lema 1.2 A4 = {FeF(X): ‘F.C!
de 2X.  Consideremos ahora Bi= {FeF(X):Fn
1,...,n. Entonces, por el mismo lema 1.2, B;:e
B = (., B; es abierto. Observemos que "

b) Ahora demostremos que ﬂ es. ba
Sean A abierto de F(X)y F € A/ sy
"d

ces deﬁmmos U

(Ula



Veantos que ¥ C A. Sea J en U, entonces J C UL, sea y € J
entonces y € U; C B.(z;), lo que implica que J C N (c. F),.Como’
JNU; # @ para toda ¢, entonces existe y; € J tal que ye € U; C B, (1:.),
de manera que d(y:, Z;) < ¢ y por consiguiente, ¥ C .V (¢,J) .. Porlo
tanto, J € B, (F) C A, es decir que J € A. Por fo tantoFeuCA, ‘
lo que significa que 3 es base de la topologia de F{X). 8 :

Definicidn 1.6 La topologia para F (X) genemda por'

topologia de Vietoris.
Corolario 1.1 La topologia de Vietoris y la genemda po a‘(ne'trri‘ba -
de Hausdorff coinciden. R

Lema 1.3 Sean {An},, {Ba}, sucesiones en
converge a A y B, converge a B entonces ‘A C B

Demostracién. Sea ¢ > 0.°A,°

N e N talquesin> Ny H(A,,, : Entonces si
a € A, existe z € A, tal que d(a,7) Pero T tamblen csta Ll] B
pues A, C B, y por tanto qued(z,b)< 57

podemos hacer para todo £50.
emos que B es compacto). Tenemos pues
‘tal’ que d(a b) = 0. Esto sngmﬁca que‘

Por lo tanto d(a;b)
Entonces d (e, B) = 0, (re
que dada a € A exxstc b
ACBe

Lema l 4 8 7 ‘es un

n cénjdnto‘éqrt‘ado de 23"«.'y ‘A = UBenB 'enf
tonces A ‘es cerrado en X : : :

Demostracnon Sea {a,,} sucesnon de elementos ‘de’ A ta] quc
a, —a : :
Dada n, como a,. € A tenemos q

{Bx}, es una sucesnon de elementos d
Como 2¥ es compacto (ver [11}),- existe ‘ina’su sucesxon RO de
{8}, la cual converge a un elemento’B € n. Ya que {a,,*} c B,.,‘, por
el lema 1.3, {a}CBGr; Por]otantoaeA S
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Lema 1.5 .StaG: X — Y una fuuc:on co_r : ices “laxfunclon
G :2Y = 2Y dada por G* (A) = G(A);(Ia magen bajo G del conjunto

A) es una funcion continua..

Es decir, que para todo ‘a
y entonces dy (G (a); G(b)),

Deﬁ ICIO 1.
= {Ih

‘ tra\ector S,
: llbro de \'adler [10

Los sxgulentes resultados nos scran mm utlles en 1o postenor, pelo :
los enunciamos desde ahora : B . : .
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Lema 1.8 [5.5 de [10]) Sea X un conlinuo no degenerado. Entonces
X contiene un subcontinuo prz_)pio,no degenerado. Mds atn: si A es un
subcontinuo propio de Xy U es un subconjunto abierto de X tal que
A C U, entonces existe un subcontmuo BdeX talque ACB#Ay
BcU.

Teorema 1.2 [5.6 de [10]] ‘Teorema de los Golpes en la Frontera.
Sea X un continuo y sea E un subconjunto propio y no vacio de X. Si
K es una componente de F entonces KN Fr(E) # 0.

upongase que K N (X E) 0. Entonces,

- E 8, K es un subcontinuo propio de X.’
: X E) tenemos que'’ X C U < E'y U

que contlene mexiie a l\ y ‘BCE. Esto contradlce el hecho dc: :
que K es una componente de E‘. D >

Teorema 1.3 [5.2 de [10]] Teorema del Cable Cortado. Sea (X,d)
un espacio métrico compacto (no necesariamente continuo) y sean A'y -
B subconjuntos cerrados de X. Si ningin subconjunto conezo de X
intersecta tanto a A como a B (equivalentemente, ninguna componente‘ '
de X lo hace), entonces X = X, |J X, donde X, y Xa son subcon]unlos )
cerrados yajenosde X conAC X, yBC X, .
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CAP/TULO I. RESULTADOS AUXILIARES.



Capitulo 2

PROPIEDADES
GENERALES DE F(X).

En este capitulo mostramos las propiedades que tiene F'(X) para cual-
quier continuo X. Muchos de los resultados de este capitulo'y del
siguiente son elementales, la mayoria no aparece en la hlbhograﬁa sobro
el tema, y en estc sentxdo. son orlgmales de este v.rdbajo :

Si tenemos dos continuos X y Y. con d- yr metncas para X y
para Y, respectivamente 'y si‘z; . (z,,y,) Ya = (Iz,yz) con xy,
T2 € X'y y1,¥2 € Y, entonces’ D(q,q = mdz {d(z1.T2), 7 (31, 92)}
es una métrica para X' x Y. Ademds, la topologxa generada por D es
equivalente a la  topologia prodiicto para ‘X x Y. Este resultado sigue
siendo vélido cuando tenemos un producto finito de espacios nétricos
4. 5 7de [T ]) ’ ‘ :

Proposicién 2. 1 “Sea X un® contmuo y d la metr:ca de X. Sean a,be
Xn -y sea D (a, b),_ mdz {d(a,,b;), yd(an, b))} .la métrica para X"
Entonces la funcidn f: X = F, (X) _talqucf(a,, wan) = {a1,..,an}
€s contznua y suprayectwa e ‘

Demostraclon. Veamos pnmero que f es suprayechva.
Sea {ai;:. ,ak}—AGF(l\)conL<n_ : ,
Caso 1.k = n, .

17



18 CAPITULO 2. PROPIEDADES GENERALES DE F(X).
En este caso (ay,...,a,) € X* y f((ay,....as)) = A,

Caso 2. k< n. SR T
En este caso hagamos a4y = ... = 'a,, = qk,‘— Entonces -~ -

a,,) € X" = A ‘

‘(al, ...,ak,ak“,

Por lo tanto

Probémds
Sean A= (z,,
(yh »yn) € X"

la contmuldad de f - » i

LZ) €T y e >0 Aseguramos que si B =

es tal queD (A B) <eé, entoncesH(f (4), f(B)) < e
S .

fes contmua []

Corolario 2.2 Para todan E
Demostracién. Cérﬁc}X

un contmuo, de modo que; X"

conexo. i

De este resultado se desprende mmcdlatamente e

iguiente ‘coro-
lario. IR

Cbrolarip 2.3‘1';',l (X)es 'cerﬂido en2¥.

Corolario 2.4 F(X) es unidn numerable de compactos.



Teorema 2.4 F(X) es denso en 2.

Demostracién. Queremos demostrar que para todo A € 2¥ y para
todo ¢ > 0 , existe F € F (X) tal que F € B, (A).
Sean = > 0 y A € 2¥. Notemos que
U B, (.t)
€A

es una cubierta abierta de A, Como A es cerrado, A es compacto. ¥
entonces existen ry,...,r, € A tales que

AC U B, (Il
=1
Afirmamos que F = {z,,.. ,.t,.} esta en Bg (A) Probemos para ello
qiie’H (A, B) < =, Se tiene que, .

Por ot ro lado F:
Ast, 7

Teorema 2.5 F(X) es conezo '

Demostracién. Tenemos

Donde £, (X) es conexo
Fo41(X) y por consigui
es unién de conexos con
es conexo. { . ;

De este corolano y.del:h
2.4), obtenemos el sxg e



20 CAPTULO 2. PROPIEDADES GENERALES DE F(X).

Corolario 3.5 2¥ es conero.

* Este es un camino muy elemental para probar que 2¥ es conexo. El
procedimiento clisico consiste en probar que 2% es conexo por trayec-
torias. Esto se hace usando arcos ordenados lo cual es un proceso largo.
(Ver [11)).

Lema 2.7 . Sea X un continuo y sead : X x X — R la métrica
de X. Sean F = {zy,..,2,} € F(X) yp ¢ F fijoen X, y sea
e € E(F) tal que d(p,z;) > ¢ paratoda i =1,...,n. Entonces F (X) -
(Be(%1)y+..s B (2)) es conezo.

Demostracién. Sea A = (B.(z4),...,B:(z.)). Tomemos B €
F(X) - A, digamos B = {b,,...,b,}. Si logramos conectar en F(.X)
—A a B con {p}, habremos terminado. Recordemos que A es el con-
junto

{Ke F(X): K[)B.(z:) # 0 paratodaiy K CUB,(:. } o

De esta manera ya que B ¢ A, tenemos dos casos:

Be 0 Bi(z:) o BNB(a)=9 pﬂ,r?'?lls‘m;a P
=1 .-
Caso 1. B¢ U, B (zi).

a) Supongamos pnmero m= l ,-que es dec que B

{b). Entonces

U,

: ado que todos los elementos de u henen aboa

Py tenemos que U C F(X) = A Por tanto Ll es un conexo que
‘ contlenea.Bya{p} en. 1"(’{)— :



que Bl = {p1b21"‘ m} = ffn (p)‘

A’trundo un conexo Zl. que conecta a B
A Conslderemos _ahora’ fi;

conexo que,",
b} {cuando™.*

Ui, B € L(.ﬂll.+1 para tod i
Ui son conexos que se mtersectan dos a:dos por lo tanto L( es
conexo. v : - . -

Const.rulmos un conexo L( que conecta a cualquxer B e F(X)
tal que B ¢ U,_1 B, (z,) conel punto {p} en F(X) :



(&)
~

CAPITULO 2. PROPIEDADES GESERALES DE F(X).

Por el Teorema de los Golpes en lak Frontera 1 2. ANFr (B (:cl))
# 0. Elijamos c'€ AnFr(B. (1)).- Sea f : A F(X):'tal que‘
f(z) = {.1:} U (B {bl}) Entonces f(A) es conexo €

z =b) y haciendoz = ¢, entonces B = {c, bz, ,,,} tambnen estd en ’
f(4) Pero B* ¢ UL, B: (zi ) pucs c€ Aﬂl’r(B (ar;)) lmp ufa.'que c"" :
¢ B, (z.) para nmguna i= l ‘ s R

» y'p e X, sedice que p



A= {21 al) fenemos que .

{A} = n <B (tl)v B (In))

< (ﬂ <oty (B; (zl)9 BE(IH})) :
Joce<e ‘F(X)~(B (x1) 500 Be (tu)))
Consideremos’ ahora 6 y & dos ‘niimeros positivos tales que 5 ;é ey

0<ée<s, Supongamos, sin’ perder generalidad por. ello, que § < &.
Entonces (B.s (z;) B (.’t..)) (B. (zl) . Be (z,,)) de modo que

(136 (rx) Bs (rn))

Por lo tanto

F{X) - (B (z,),

Pero por el lema
conexo; ent

Deﬁmcnon ,2.9 un’ espaczo metrzco,

1. X es aposmdetlco st para cualesquzem dos punlos pEgenX
ezzste un. subcantmuo A de X tal quep€ IntA Yy q ¢ A :

2 .St en la defnzcwn anterwr pedimos. que; A sea’ ‘un subcon]unlo
cerrado y conezo en lugar de un contmuo, enlonces X se Ilama
aposmdetlco con cerrados.
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Teorema 2.7 F(X) es aposindético con cerrados.

Demostracién. Tenemos que demostrar que para cualesquiera
A,B € F(X)con A # B, existe un subconjunta cerrado y conexo A de
F(X)~{B}talque A € IntA. Sean A = {a,,...,a.} y B = (b, ..., b}
en F(X) con A# B.Sea p € X fijotal que p ¢ B. Elegimos ¢ € £(B)
una epsilon buena para B tal que ‘

i) d(p,b;) > € paratodo j & {l ,m’),.‘
Y ademis: '

a) Si A C B, entonces existe j € '{1 ,m}‘tal que b %t en este
caso tomamos £ > 0 tal que B, (5;)N'A x)

b) Si B C A, tomamos i € {l,...,n)_
pedimos a & que cumpla B, (a;) Y

De este modo A ¢ (Be (b) ..., B (4
~(B.(b1) ;s Be(bm))). Ya sabemos p

(Be (b1) ..y Be (b)) s cone:
es un subconjunto cerrado y.con
en su interior. Por lo tanto F (X)

'»—f.n‘sz dlmA <'n pem no' se
cumple que dlmX < n=1.En el caso en que, para nmguna )
n €N, dlmX < n, deczmos que dlmX ‘oo; . :




2. Dada p € X; se dice que dimy (p)(drmenszon de X enp) es mayor
o igual que n si; para todo abierto U de X tal quep € Ul se. liene
que dimU > n: Dec:mos que dlmx (p) sz dlmx (p) > n para .
toda n. o :

Teorema 287
X>1 o

Si X ‘es un‘continuo’ no degenerdo, entonces dim

Demostraclon Supongamos que, por el contrano dlm(X ) <l
Como“X ‘es'no degenerado, X'# 0, asf que'dim X =0 Esto'( gnifica
que X tlene \una base de abiertos  tal que dim (frU) <:=1'para‘todo
UepB. 0 sea que frU = 0 para-todo U- € ﬂ Pero esto o es posiblé

Demostraclon Sean’ N G N X un contmuo y-U abierto deX
Sean :c., ,.‘BN € U con T # T stz 75] Tomamos

= %min {d(z.-,zj) ti= ,N,J =L N
Definimos W; = Bp(z;) N U para i = 1 N W, es un abxerto de -
XyWinW;=0sii#j. SeaVablertotalque:c.GVyVCW

con V; # X. Tomamos A; la componente de V;: que conticne a {z;}.

(A; existe pues {z;} es un subconjunto conexo de ¥;). Como V; C W;, " °
por el teorema 1.2, de los Golpes en la Frontera,  A; 0 (X — V) # 0.
Asi, dado que {z;} C V. se tiene que {z;} # A; C Vi € W,;. Hemos
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constriido N qubrontmuos propnos de"
que A0 A; £ 0sii# . Adamast

Teorema 2.10 F(X) tiene dvmensxon mﬁ
tos. .

Demostracion. Sean A = {z,,
¢ una epsilon buena de A. Por el’
subcontinuos ajenos y no dcgeuer:adOs
Az X ... x AN — B, (A) definida co
Razonando como en la Propos'

Veamos ahora que f es myec
Supongamos que {ay; .. ,aN} UA
para A, {ay, ...,ax}NA =
= {by, .., ,v} Dado ue {a
para toda ,:,'

,aN} C 'B: (::,) Por tanto :
: ,aN} U‘A); tenemos
'r lo tanto lmf CB. (A). Dado que

‘ . a,.},_E F(X) ; Supongamos que A
es una vecindad compac “F(X)'de A. Sea e buena para 4 tal que
B.(A) C A. Entohées por’el lema 2.8, exlste P un subcontinuo de X
en B.(a;). Segun la proposncnon 2 4 ["(P) es denso en 2P C 2%, por




lo tanto existe una sucesion (Pn)"‘ C P) tal que P —{j‘P Entonces
AUP, - AUP, Pero AUP noes ﬁnuo. contradiciendo el hecho de
que la vecindad compacta A estd contenida en F.(X).:

" Definicién 2.11 Un subconjunto’A de un ‘espacio metrico'X es q&:néo

en ninguna parte en X-si‘A’tie
Definicién 2.12 Sea X és

1. 8i X es la unién.d
en ninguna parte se

Teorema 2.12 [Teorema gorla de Balre] Toa'o espaczo’_
metrzca completo es de la Seg da Categona :

" Demostracién.: Supongamos que ‘el Teorema es falso, sea X un‘
espacio métrico completo'que’no es de la segunda categoria. Entonces
existe una sucesién {An}7>, de conjuntos densos en ninguna parte cuya
unién es X. Por el lema 2.9, el conjunto abierto X debe contener una
bola abierta ‘B, tal que By NA; = 0. Podemos clegir la bola Bl de tal
forma que su radio sea menor que 1.

Como B; es un cOnjunto abierto no vacio. debe contener una bola
abierta' B; de radio menor que § tal que T; es ajena de A,. Siguiendo
con-este- procedimiento,’ constrmmos una sucesion {B,.},,_1 de bolas
abiertas de tal manera que ‘el radlo de B, es menorque L y B.NA. =0

v



Proposncmn 2.2 Sea X un conlmu
terseccion numerable de abzertos de 2% es’

contraho que lnf " .‘
Int([1 (X)) Ln-.’

tomarm + 1 pﬁntos .
B = AU {n,-. ,y,,.+,} es un ﬁmto que estd ‘en’ ‘B, (A) o ;
estd en F (X). Por lo Lanto B (A) 7 Ine(F (\)) lo cualesuna
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rontradlccnon. Por lo tanto,’ F,,( \’) es un conjumo denso en mngund
parte. . : : : ,, :

modelos es r ecx:, la constru cién d' éspacnos topologxcos descritos de -’
manera simple, Que son’ homeomorfos al hlpereepac:o. Por ejemplo, se -

sabe (ver [3]) que si X.es localmente conexo entonces 2% es homeomorfo ;'
al cubo de:Hilbert: “(0 1] [o; 1%, Pensando'en la posibilidad de

encontrar. modelos ‘para F(X ) observando las propiedades topologncas
de algunos pacios F(X) pen mos enla posibilidad:de que F (X) -
fuera: homeormorfo aun
corolano nos muestra que esto 0 es posible, los prodictos’ numerables
de rectas son’ completa en tnzables rmentras que F (X) nunca lo
es, ; ; : Sl

Cordléi'i(; 2, 6 :F( ) '1 es co plelamente metrzzable

Demostracxon. Como F. (X) 10 es un conJunto Gs, entonces seglin
24.12 de [12], X) no_es completamente metrlzable l ;

d to numerable de rectas.” El'siguiente” "
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Capitulo 3

RELACIONES ENTRE X Y
F(X).

En el estudio de los hiperespacios, las siguientes preguntas surgen de
manera natural:
.Si X tiene una propiedad topolégica P entonces F(X) tambxen la .
tiene? )
SoSi F(z\) tlene una propxedad topologlca P entonces X: tambxen la_ .
tiene?, . .

En"esté ca'pf'i'\ilo by dam se's‘tag preguntas cuand ;gs cqn_ex@ad
)ocal conexxdad por.trayectorias y contractibilidad. RO

Teorema 3 13 Scan X un conti :
Iocalmenle coneza en .1:,, z,. si:y sdlo si F(X) es localmente conezo'

en F

Demostraclon (=>) Sea A un’ ablerto de F(X) ta.] que F € .A- N
entonces existe 7 tal que By, (F) c A Sea ¢; una epsilon buena para:
F,'y tomemos £ = min {e,,é2}. Entonces B, (z;) es un abierto que
contiene a z;. Como X es localmente conexo en z;, para toda i €
{1,...,n} existe un abierto conexo U; tal que U; C B, (z;), para toda
i € {1,..,n}. Procediendo como en el Teorema 1.1 tenemos que I =
Uy Un) C A

31
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J Uy e intersecta .
(Xm0 significa ¢l

= {1'!1 e 1Tn} Ef’
Entoncesll es

}o Sca .7:. € F :
i € W,,exlste unf .

| K }

A; no es vamo pues zi e A

Demostremos que A es abxerto Sea z E A,, entonces existe I\ E u: . ‘
tal que z € Ky como U es abierto, existe ¢, >0 fahsfacnendo que
B., (K) C U. Tomemos y € B,, (z), Quers qs:‘yencontrar un:J en'Yd.
tal quey €:.J.:Sea J = K U {y}. Como’d(y,z) <’e1, entonces J 'C

N (&1, K); es claro que K C N (e1;J). Tencmos asf que:H (J,K) < &1,

es decir, J C B, (K) C U, y entonces y e Ay lo que slgmﬁca que A

es abierto.

Falta mostrar que A; es conexo. "
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Supongamos por el contrario que A; no es conexo; es decir que existen
abiertos no vacios B y C de X talesque BNC =8y 4; = BUC. Sean

c={l\’eu:FnB=0} y J={KeU: FnB#G)

L y J son no vacios pues B y C no lo son.

Basta demostrar que L.y J son abiertos, y ellos formaran una dls-
conexion de ¥ lo cual serd una contradxccxon ngal\ E'C K ﬂU C 4.. :

Teorema 3.14 Un ¢
es localmente conezo. :

: para todo F‘ €
F para | todo Fe

z € X Entonces, por e 'I‘eorema 3 13 "X es'-localmente conexo en'z
paratodozGX'lf :

Teorema. 3. 15 Sz X es conezo por trayectorza.s entonces f(A) es
conero por traJeclorzas :
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Demostracnon. Sean A

1an}

’ < TIL} = {bh m}

para toda i €
> O ‘de_ tal




A

{r} (@)

-~
-

-

“Aqui-A(2) es el conjunto finito de puntos de X que se encuentra en
la hnea. vertlcal que pasa por el niimero ¢.

Una manera de probar.el teorema, debxda a D Curtis y‘N To Nhu ‘
1 de los elementos de la ‘imager dg A (lo ,
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Teorema 3.168 Sea M C F(X) compacto y localmente conezo, En-
tonces | J.M C X es compaclo y localmente conezo.

Demostracién. La compacidad se desprende facilmente del lema
1.4,

Demostremos que {J M es localmente conexo. Supongamos por el
contrario, que M = {J.M no es localmente conexo. Entonces existe U
abierto de M y existe C componente de U tal que C no es abierta. Es
decir, existe z € Fry(C)NC. Sea €, > 0 tal que B, (z) "M C U.
Para cada m € N, By,m(z) N M ¢ C. Asi que existe un punto
Ym € Beym (r) N M que no estd en C. Como cada yn, estd en M, esta
en un F, € M. Dado que M es compacto, podemos suponer que

) Fm — F para algu F. ‘M Por el lema l 3 tenemos que zeF. Sea

= {zh 1zn} )
esta en (B, (z1),...Be M
un abnertoy conexc ¥ én M tal que F G V. C (B (:c,) yen
Sea W = U{E'ﬂB.(:c) E’EV} , o

‘ f_’ Demostremos que W es conexo. T

B Supongamos que W =HUK con Hy K abxertos en lV ¥ taleb quc~
CHNK =0 Como F € V, entonces Fn B/(z) C W asi que T € Wi
pues z G F Podemos suponer que z € H Sean ;

.H - (5ev: E”B(")C”} v 'C—{Eev'EnB(z

Entonces V=HUK con HNK = 0. -Dado que : v

. F N B.(z) C H tenemos que F ¢ H, Dada peE l\, P E W entonces :
~‘existe £ € Vtalquep € ENB, (z)NK. De modo que Ee A, es decir

K#0. :

Ahora demostraremos que M es cerrado en v o
Tomamos {E:}, C M tal que Ex — E con E€ V. Sea q € Eﬂ B, (.2:)
Supongamos que g ¢ H. Yaque H es cerradoen W y g € W, existe 6> -
0 tal que Bs ()N H = 0y B;s(q) C B.(z). Entonces existe k¥ €N
tal que H (Ei, E) < § por tanto existe p € Ej tal que d(p,q) < 6, de
maneraquep € Ex N B.(z)y p ¢ H lo cual es una contradlcclon, por»
lo tanto, £N B, (z) C H. -



Vamos a demostrar ahora que K’ es cerrddo en v Sea {Lk},‘ C L 1al
_que Ey'— E con E eV, amo £ € Vi EN B, (z) es finito, 1o, vacio Y
estd contenido en W; Supuugamoa que Eﬂ B ()N K = o K cerradoﬁ )
en W. xmphca que’ exxsté & > 0 ta.l e Nk

cont,rad:cclon, por lo tamu E f'\B (:z)
Kes cerrado en'V.

WCCYaqueF,,,-—ol‘E
mENtalqueF eVyd(z:

tonces X es

Demostracién. Sean: . X, como {p} {q} € F( h cntonces
existe una trayecton 001 F(X) tal que y(0) = p v. 7(1) =q.
Sea M = Imvy. Entonces M es un subcontinuo localmcnte ruuexo de
F(X) (Teorema de’ Hahn-Mazurkiewicz, 31.5 de [12}). De manera que
M =UMesin subcontmuo localmente conexo de X De Aqm que (31.2
de [12)) M es'c nexo por trayectorias, Y como p.q € M. centouces py.
qse pueden conectar por una trayectaria en M (y entonccs en X) Por‘
lo tanto X es conexo por trayectorias, §

~-Ahora preSentamos nuestra demostracion.
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Lema 3.10 Sean A ::{0, 1] P F(.\ afuncxou conhnua 0 <ls <
t<1yC(st)-—U{,\( s de’

C(s,t) HUK:

Consxderemos ahora los conjuntos
E={rels,t]: A(r)NH = 0}, re[st]:z\(r)ﬂﬂ#ﬂ},’
aseguramos que E y F son conjuntos L rtos y. cerrados de {s,1],. de-/

mostrémoslo: Sea i o
G={DeF(X): Dnu—-@}-{DeF(X) DCX H}

Por el lema 1.2 sabemos que g es ablerto ‘De modo que :

= [3,2)N A~ (@) es un subconjunto abicrto de [s,¢]. "Ahora sea Q,
{D € F(X) DnX - K- :;éﬂ} -por. el lema 1,2, Gy es un ablerto de
F'(X )

. Observemos que [s t] n A l(g,) = {r € [s,8]) A(r) ¢ l\ } =
{refst]:Ar)n H.# 0} = F. Entonces F también’es un éubcon_]unto
abierto de [s; HE De manera que tanto E como F' son ablertos y cerrados
en [s,t]. Notemos que ‘EUF'=1[0,1], Esto s:gmﬁca que alguno de B
o F.tiene que acio, Pero E = {r z\(r ﬂ Il = 0}# (0 pues t estd

Ahora; como H - no es vacio, podemos tomar z € 'H/,Aen‘t“c‘m‘ées, T estd
en A(r) para alguna r. Luego, existe r tal que A(r) N H # 8. Lo cual
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contradice el hecho de que F tiene que ser vacio. Por lo t'a"nto,k AnA(t) #
0. De manera totalmente aniloga, se concluye que AN'A(s) #0.'8

Lema 3.11 Sean C{s,t) = U{A(r):s<r & t} "'yﬁ(s t)‘ una com-
ponente de C (s, t). Enlonces A(s, ¢) p) A(r) 76 0 ~para todo r tal que
s<r<t

Demostracién. Sear tal que s<r<t. Cohsideremos C(s,r) =
Ufr(g):s<g<r}). ~ '

Entonces C (s,r) C C(s,t) P
punto p € A(s) N'A(s,t):-Se
tiene a p. Entonces’ A(
A(r) #0. Por lo

el lema anterior podemos elegir un
(s;r) 1a componente de C (s, ) que
)y p‘c’w}gl lema anterior A (s,r) N

I+
B <5+6' <51 :
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Dada r € [s,¢t], tenemos que |r —,,] < &, asi que H (\(r},A(tn))
< &a. Esto muestra que .

C(s,t)=UfA(r): §<r<t}C1\'(,m, Im)).
Como ¢y, € £ (A(tm)), N (€tm, A{tm)) €5 una unidn ajena de vecindades
de radio £,, (una por cadaelementode A (1,,)). Entonces la componente
A(s,t) debe estar contenida en una de ellas y, por tanto A (s, ¢) estd
contenida en una bola de radio £. Portanto dz ,(";‘). <e 8

Teorema 3.18 Si F(X) es conezo por traye orms, cntonees X rs
conezo por trayectorias.

Demostracién. Queremos probar que dédd§ p,'}l € X existc una
funcién continuaa : I — X talque a(0) = p y a(l) = q Sean p,q € X,
con p # q. Como F{X) es conexo por trayectorlas ‘existe una funcién
continua A : I — F(X) tal que A(0) = {p}-y A(l {q}‘ Para’ cada
n € N sea 6, > 0 un nimero que satlsfaga el Iema’ Ly
Tomamos una particidn £, 0 = tg < <. i< te(n

que {7 — 7, <mm{ ,.,"}

, "(t_, 4

A} de C(tht5): que lntersecte‘
At3) C C(t3,¢5), es posi "
intersecte a AJ n A(t")

Sea A} una componen e de

Slgmendo con este procedlm
Af(n) donde A} es una compone
Sea ;

entonces A, € 2(" ‘] x c(x) y como 2[0 1] x CX) es s compacto, existe una
subsucesién de (A, ), convergonte ahi: esto es, existe una subsucesnon
( "k)" de (A ) tal que (Aru)k - A con .A € ‘7[0 1} x€(X),



Seat e [0 1], para dcﬁmr o(t) hacemos el snguleme‘proteso'.
Sea ¢, € .,(A(t)) v I
de A para Sea ]

mm{ } para todo 'm

dorff para_2 i

ponemos dependencla de iy de ja pi ) Este caso sélo ocurre cuanto-

ueit! G [t{‘_"‘l,t""']
ity {netrlca de

m
, (A"“ ) < &
< Loz y tenemos
3 uet’e [z"N ().

€ {1 nt"N] se

'b) Sir€[t,s] entonces |~ f| < [s= f < &'y




CAPITULO 3. 'RELACIONES ENTREX Y F(X).

definir a(s) y a(t) tenemos deﬁmdos Ety E5 ¥ podemos pedxr que, :
- g4-< €..También estan definidos 4&,,6,, N5 y Ny Sea m: N tal que"

m > max{N,,N,} y £ < {. Por definicién ~ SENL
{a(s)} = A(s)n A}m y {o(t)} = Mt)n AP, Como s < t, i< i Con-
sideremos A = A7 "'UA";",U UAlm e C(X), asi quc lC C(t""' glim)
y A es conexo. Notemos que




43

[ €3m —~ g0m )= [e7m — 0] 4 |t = 5] +|s L T I R )

Por el lema 3.12, las componentes de C (/™ t} ) tienen didmetro
menor que ¢. En consecuencia diégm A < e. Por definicién a(s),a(t) €
A, por tanto d(a(s).a(t)) < €. Por lo tanto a es-continua. Hemos
concluido la prueba del teorema. @ )

Definicion 3.18 Sea X C Y decimos que X es contraible en Y . si
eziste f : X x I — Y y eziste una y, € Y tales que f(z,0).= z
y f(z,1) = y, para toda z € X. Observemos que si X es contraible
entonces es contraible en Y para todo espaczo Y quelo contenga como
subespacio. : :

Proposicion 3.3 Si Fy (X)es contra:’ble en

entonoesF(X) ‘e.’sjj o
contraible.

Demostracidn. Supongamos que £y (X)es. contraible.en: F(X ) s
entonces existen una funcnon cont ua <

f({q} 1} = F, para todo punto’ {q}
Sea A= {1‘1, szn} EF(X), definimo

Entonces tenemos que :

S0 =ULS (=)0 v

,’g("A,i)'— ,f({z.} 1

'—l-fl‘7

y |t—-s| <“6 ‘entonces
“existe b € B tal quc

F(X)y. ts E [0 1}:tale que’ H(A B) <
ACN (6 B)es decn‘, que. para’cada’ ai€
d(a b) < 6 Asl que H({a} {b} )< 6y entonces

H(f ({a} t) f({b} ))<= E
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_ Esto implica que f ({2} .1) C V (s, f({b}.s)). De manera que

9(A,t) = Useaf ({a} ,8) C N(e,Usenf ({8}, 3)) = N (£,9(B.3)).

Anilogamente concluimos que g (8. 3) C N (¢,9(A4,¢)); lo que significa
que H(g(A,t),9(8,3)) < e. Por lo tanto g es continua. Esta es la
definicion de que F (X) es contraible. §

Corolario 3.7 Si X es contraidble entonces F(X) también es con-
traidle. .

El reciproco de este Teorema no es cierto. Veremos que £ (X) puede
ser contraible aunque X no lo sea. También veremos un ejemplo en e}
que F(X) no es contraible. Abordemos primero este segundo caso.

Ejemplo 3.1 Sea X como en la siguiente figura, entonces F(X) no
es contrmble.

Demostracién.,




X = (0%,A.) U (TZB.)

Con A, = pa, y B, = rb,, donde ab denota el segmento de a a b.
Observemos que la sucesion {An}, convergea A = 5§ y {B.}, con-
verge a B = g7. Las sucesiones {an}, y {b,}, convergen ambas a ¢.
Empecemos la demostracion.

Podemos suponer que existe G : F(X) x [0,1] — F(X) tal que
G(A,0) = Ay G(A,1)= {p)} para toda A € F(X). Sga v

t,=max{te[0,1]: G({q} x[0,¢]) = {q}»}; :' ? “"? ERE

Demostremos que {t € [0,1] : G({q} x [0 t]) = q}} esun conjunto cer-‘ .
rado. Consideremos la funcién &’ ] qu'e K (a;’t) ={a} x
[0,¢] € C(F(X) x [0,1]).: kies,una fun tinua.” En efecto, dada

e >0,sid(a, b)<ey[s—t( iton e H ({a}, B <e
P )5 ({6} X 0,8)) <&
’[O l]) Entonccs‘

ilema ‘1.5, existe N € N tal que
“N: Entonces G ({a,} x[0,t1]) es

G({q} x[0,01]) C 4.

- *Similarmen G({q} x:[0, t!] ) C B. Entonces G( {q}
x[0,t.))C:AN:B-= {q),/asi que G ({g} x [0, 1)) = {q}. lo cual con--
tradxce la e!eccxon de l,, Por lo tanto F(X) no es contral’hle [ RO

ap.:Demodo que G ({a,} x,[O,t,]_) C
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Para hacer esta prueba nos basamos en las ideas de la demostracion
del teorema 2 de [4]. las adecuamos 3 completamos.

Para ver que F (X) puede ser contraible atin cuando X no lo sea,
consideramos la circunferencia S' en R?. Probaremos que F(S!) es
contraible. La prueba es constructiva y elemental. Primero llevaremos
mediante una funcién continua cualquier punto p de la circunferencia
a un conjunto que consta de dos puntos: al formado por p, = (1,0) y
al punto ¢ tal que p dista lo mismo de p, que de q. Después llevamos
con otra funcidn continua, el punto {p,.q} € F;(S") al punto {p,}.
Esto se hace en F3(S'). Esto demuestra que F (S!) es contraible en
F3(8') c F(S'); y como se enuncié y demostrd en la proposicidn 3.3,
esto significa que F (S') es contraible.

La prueba que ofrecemos de que F (S') es contraible en F3(S!) es
una prueba elemental y muy geométrica. Usando teorenias que apare-
cen en la bibliografia es posible dar demostraciones nds cortas de que
S! es contraible en F3(S'). Un primer camino para hacer esto, es
usar el teorema de Boot que asegura que F3(S!) es homeomorfo a §3
(la esfera de dimension tres). Como es sabido, el grupo fundamental
de 53 es trivial y entonces cualquier citculo dentro de él (en particular
F, (S') ) es contraible en él.

De manera que el lector que quisiera conocer completa esta prueba,
tendria que leer primero el articulo de Boot , [2]. Seguramente estaria
también interesado en leer el articulo de Borsuk [3] en el que aseguraba
haber probado que “F3(S') es homemorfo a S? x §'". Si hubiera
sido cierto el resultado de: Borsuk, el nuestro no seria verdadero (pues
el grupo fundamental-d Su son ‘los enteros), Como se ve, hay
que ser cuidadosos en 5 ofrece posxbnhdades de cometer
equwocaclones. -

Otra mangra de: probar:que F (S,l) es’ contra.l’ble es usando el teo-
rema de D. Cur
alj que es el~con_|unto de puntos en “el’cubo’ de; Hl]bert cuvas coorde-

nadas son cas: todas iguales a cer Slguxendo este cammo Jel lectox quc

segura que F(S!) es homeomorfo' "
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quisiera conocer la prueba completa, tendria que estudiar por lo menos
un curso completo de topologia de dimension infinita. El articulo de
Curtis y To Nhu [6], es de la serie de articulos que se publicaron en las
décadas de los 70 y los 80 en los que se usaron las técnicas de topologia
de dimensidn infinita v las caracterizaciones de espacios como (%, y
el cubo de Hilbert, para encontrar modelos de los hiperespacios. De
esta manera resolvieron preguntas antiguas de hiperespacios (algunas
tenian mds de 40 afios de ser atacadas).

Para ver nuestra demostracion, necesltamos unos resultados previos
y definir una métrica en S'. :

Sean p, ¢ € S! definimos la siguiente funcién

d{p,q) = min {long pg 73, long W

Donde long By~ denota la logitud del arco de pa q recorndo en senhdo :
positivo. Por la definicién de longuitud de arco que :
Geometna, y considerando que tomamos puntos de’

d (p,q) .min {long ~pq,long gp} =

Donde 0, es el angulo que forma p con p, = (1 0) recomdo n el sentldo
inverso a las manecillas del reloj y 0 < 6, < 2r/ Es facnl demostrar que
d es una métrica para S'. e

Lema 3.13 Sean p,q € §' y d deﬁmda como arnba. Sz (p,q) <
d(p,p.), entonces d(p,q) = |0, — 6,|. : : et

Demostracién. La situacién se ve en el siguiente dibujo.
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Veamos que d(p, q) no puede ser igual a 2= - |8, — 8,|. Supongamos
por ¢l contrario, que d(p,q) = 2r — |8, — 0,|, entonces como d(p,q) <
d(p,p.), tenemos que

210, —0, <8, ...... (1),
2 — 0, — 0| <27 —6,. .. ... (2)

Asi, tenemos dos casos.

a) Si 8, — 0, > 0, entonces por (2) sabemos que 27 — (0, ~ ;) <
2x — 0, y por lo tanto, 8, < 0, lo cual es una contradiccion.

b) Si 8, - 8, < 0 entonces de (1), tenemos que 27 — (6, — ;) < 0,,
y entonces 27 ~ 0, < 0 de modo que 8, > 2r, que también es una -
contradiccion.

Por lo tanto, d(p,q) = |6, ~0,|. &

Lema 3.14 Sean p = cosa + isena, ¢ = cosﬂ + zsenﬂ Sea ﬂ' =
(mod 27). Si |a - ﬂ'] < 2w entonoes d(p,q) < |a ﬂ] :

Demostracion. Tenemos qued(p,
Con b, € (0,2r] ya=
Asi, escnbnmos

€(
ﬁ .+ 27|'k COﬂ ﬂa € (0 21r]
B = ﬁn+27rmconm€Z
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a) m=n.

Sabemos que d(p,q) € la, - 3| .
= ja~2xn - (,@'-— 2-rm)|
= ja—1.

b) m=n+1

Entonces a — ' = (a, + 21rn) (ﬂ,f+j21r(n + 1)) = '
—‘a,,+21m'—- ﬂ,—?n(n+l) )

De manera que 8. > a, y.c |: < 21r, se tlene que -
(B~ a)~ 21r (m —-n)l 1r(m (a)‘ ‘Asi que

que

B, () = { (cos(0 +27rt) ,Vsen(o +27rt)) si 0<t<l—k
s P Po SR sll-—--&<t<1
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!

Donde 6, se toma en el intervalo (0,27] y p, = (1,0)

RE
LT x

0sts1- 028 *-g2xsts

Observemos que esta funcidn lleva el punto p hasta p, . Las fun-
ciones 3, y J, para p,q € S' caminan sicmpre con la misma velocidad.
Asf, si ¢ estd mas cercanp por arriba de p, que p, tardard més en llegar
que p. Una vez que llega a p,, la funcién se mantiene constante, como
se ilustra en la figura.

Lema 3.18 Sea p € S, p # p, entonces, para todoe > 0 criste § >0 .
tal que si d(p,q) < 6, entonces d(3,(t),5,(t)) <e.

Demostracién. Sea ¢ > 0 y tomemos § = min {2,d(p, p,,)} Sea
q € S! tal que d(p,q) < 6. Tenemos cuatro casos.

Caso1.0<t<i—-2 .y 0stg1-f2

Por el lema 3.13, d(p,q)-|0 —0[ N

Entonces d(f, (¢), ﬁq ®)< |(0 +

Caso 2. 0<t<1

Las desxgualdades 0
entonces

2,r> 21r(1 —t) > o, : . (1) .



Por otra parte. | — %{- <tgl implica que 0 - 2 w2 —=2nt >
~2r, asi que sy e

8,22x(1-)20.

esto es igual a

‘lema 3.13 ,

Caso8. 1-2<t<1y ‘
Entonces, #,-27 > =2rt > 2
Por lo tanto, :

Por otra parté }}\0

B +5ﬂ)|? yopor (4),
@,

Caso 4.
Entoncés )

Por lo tanto en cualquier. caso, si d(p,q) < s, entonces

d(B (1), ﬁq(i))<e .
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Lema 3.16 Sea p € S con p # p,,,‘ cntonces para lodo E: > 0 ezule
§> 0 tal que sid(p,q) <6 yls— t| < 6“" ntonces d(3, (t) ﬁq (s)) <e.

Demostracion. Sea e >0 y sea’
satisface el lema 3.15 para §. :

a) Supongamos que s < ¢ < 1-

Apliquemos el lema 3.1
B4 (t) = cosa + isena y. By (s) = cosﬁ + 1sen,@, con a= 0, + 2nm¢
y 3=0,+42ns. Obvxamente tenemos’ que 0 +2rs.= 0, + 2ns
(mod 27r) : SR

Entonces se tiene

b) Sit<s< 1 —'
Ha.cemos nuevamente By (

isenf con a = 0, +27rt ¥y
20,4 27s (mod 27r :

Entonces

i I_(bq + 2’#‘5‘)":—:;(0; +2rt)| =2r(s—1)<2r

flisena y 4, (S) = cosy +.
q+21rs Eudentemente 0 +27rs =




ya que ls-tl <.
‘ ~Por lo tanto, segun el lema 3.14, d(@ (t) kA (s)) < "r It - s|
e < J,r .l. = l

pues [t ~s| <6< &
Ademds, como d(p,q) < &, (que sat
bd(ﬂp (). 8y (8)) < % :

Por lo tanto,

0s que d(ﬂp (t) By (s.)) <e.
By (), ﬂq (3)) <e.

Lema 3 17 EI con]unto .4‘ -.{A E F'2 (S ) ‘A}ves: éqritrabfbl‘e en’
Fa(S‘) OREIE Ay i

: Demostracnon Tenemos que demostrar que" exlste una’ func:on
F : A x.I — F3(S') continua tal que F'(A 0)'="Ay F(A 1) A‘7
para todo A € A y para algun Aa ﬁ_]O en F;,(.S‘) A
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tenemos que

F ({p.p.} ,0) \{Pa,u(o) ﬂp(o)}—{pam r}
F ({p,p,} 1) = {po,a (1}, ﬂp(l)} =v(P )

de {p.}.
Sea A= {p,p,} € A, con A # {pa}'t
Tenemos que demostrar que para toc

H(AB)<é y |s—tl<6 entonces
Sea e > 0y sead = min {6.,62,d(p

continuidad de o para ¢ y & cumple el lema’

para p. R
Supongamos que H (A, B)<6c q YD # s=t<.

6 entonces como p ¢ B;(p,,), ‘1{ (6,:4p35q)) v A paig -

Observemos qu P por amba de Py
d(p, pa) < 6 1mp ican que d(p,p,, :
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1. Supongamos que 0 < s <1 — ;f;

A'

ﬂ (s)

0<8s1- %/2!
Entonces d(a(t),f,(s)) < d{(a(t), ﬂ(s)) +d(°' (s); ﬂp(-’))
<L+%
ya que d{a(s),B,(s)) = |2rs — (0 + 21rs)|

Como ademas d (d
F({p,po}, ‘9)

: e 8 SR ,
2. Ahora supongamos que 1 - = 5 s 5 1 o
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R, =H,0)
afs)

afY)

1-0/2:5:51

Entonces §; (s) = p,, asi que f§,(s) € B, (p,) Como Ia = tl < 6,
d(a(t),a(s)) <e. De manera que © R,

F({p,,p},s) = {a(s), Po}CN(e. {a(t).po))—
F({p.},t) = {a(t),p} C'N (e, {a (s),p.})

Por lo tanto H(F({

N@Faghmr
E,.E’({Pvpa}\v"v‘)) L

{0, entonces

(0, + 27s) <. Entonces," (P ’ s
que d(f,(s),p,) < d(PaPo) < e Por 10
a(s) € B (a (1)} v entonces " ¢
F({pypo} ) = {a(s) BP(S)apa} C ‘\' (51{‘1(’)4%
' V(f F({Po} 1); ’



r<{p;}.t)‘

{a (t),po} c N(e, {a (s ﬂp (5),pal)
4\'(E,F({p,p,,} 3))
Por fo tanto H(F({p,p,} s) F({p.,} t)) <e.

donde o, = min {27r 0,,,0,} s
Esta funcién’bifurca el punto P y o
otro el punto ¢, tal que d(p,p.,) = d(p,q)

funclon con la funcxon (z;w) = {z sw}ldeS .S" en Fy (S‘), obtenemos
una’ funcnon contmua (ver Proposxcnon 2 1) Pero esta composxcxon es
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respectivamente.

H es una funcién can 3 n
652 ()) =G €4
=G (p,1) para tqdz}'p € St

A 4

" (p,O)

Esto s:gmﬁca que Fi(Sh,a
en F (S}, Por lo t‘.anto por la. proposrc:on 3 3 F(S') <_s contraa’ble [}
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Teorema 3.20 Sea X conezo por trayectorias, El gru ofumlamcnlal :
del F (X)) es trivial. Esto es, [1, (F(X)) = {O} '

Demostracldn Tenemos que demostrar‘ ue. par toda funcnon

A, € F(X) tals que £ (1,0) = 1 () y £(p1) = A, para
Sea H : S' x [0,1] — F(S') como en'la demOStracxon
3.19. Por este mismo teorema 3.19, sabemo:

g: F(S') x{0,1] - F(SY)y B, GF(S'

PROBLEM:
contrafble" U




6 . CAPTULOS. RELACIONES ENTRE X Y F(X).

Hemos pensado en muchos espacios, ocalm v_para todos
ellos nos hemos con\encxdo de_que’ (X) es contran’ble Ademds es
conocido:([13]::16.7 de- [ll]) qie la’coneéxidad local ‘en” \’ 1mp1|ca la
contractlbllldad en! los hlperespacnos C' (X) y:2 A . :
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