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INTRODUCCIÓN 

Dentro del campo profesional del área de la licenciatura en Actuarla se ha 

observado que existe la necesidad de desarrollar un sistema de trato personaliz.ado 

en el c:Atculo de las primas, que pennita la reducción o aumento de éstas, a efecto 

de que sean correspondientes al riesgo real de cada asegurado, y asl producir una 

situación atractiva para la captación de un mayor número de contratantes. 

Por tal motivo se requirió investigar si existía algún sistema o teoria que 

pudiera ser utiliudo para satisfacer esta necesidad. En Estados Unidos de 

América, durante la segunda década de este siglo comellW a desarrollarse una 

teorla para el c:Atculo de las primas de trabajo. En éstas se manejaba una prima 

correspondiente al sect.or a que pertenecla cada trabajador y otra calculada de 

acuerdo con su experiencia; el peso que se le otorgaba a cada prima estaba 

determinado por un llamado factor de credibilidad, de tal forma que la suma del 

peso de las primas fijaba la aportación óptima. 

Esta teoria, llamada Teoría de la Credibilidad, es la más aceptable para la 

solución del problema de asignación de primas, obteniéndose asl una cartera más 

sana. Por lo que el objetivo principal del presente trabajo es el proporcionar una 

introducción a la Teorla de la Credibilidad explicando por qué ésta lleva a un 

sistema de asignación de primas más justo. 



Para el desarrollo y comprensión de este tema se requiere de los 

conocimientos de Seguro de Daftos, Seguro de Vida, Cálculo Actuaria!, Cálculo 

Diferencial e Integral, Probabilidad y Estadistica. 

El capitulo 1 se refiere a los origenes de la Teoria de la Credibilidad, 

resaltando la necesidad de que ésta sea utiliuda en nuestros tiempos. 

En el capitulo ll se revisan conceptos de probabilidad y estadística asi como 

también se da a conocer el concepto de Conjugadas; herramientas útiles en la 

Teoria de la Credibilidad. • • . · 

El capitulo m presenta el modelo matemático que se utiliz.a en la Teoria de la 

Credibilidad. 

En el capitulo IV se revisa el Teorema de Jewel~ dada la importancia que éste 

representa en la Teoria de la Credibilidad. 

En el capitulo V se exponen dos modelos matemáticos de la Teoria de la 

Credt"bilidad, el de Bílhlmann y el de Bilhlmann-Straub. 
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CAPÍTULOI 

Teorla de la Credibilidad 

Este capitulo se refiere a los origenes de la Teoria de la Credibilidad y como 

ésta representa una solución a diferentea problemas. 

1.1 Teorfa de la Credibilidad: una solución para el problema que enfrentan 

lu ueguradoras me:dcanu 

Uno de loa principales problemas al que se enfrentan las compaillas 

aseguradoras en México es la falta de interés y confianz.a de los asegurados, en la 

protección que se lea brinda, que incluso se percibe en las mismas personas que 

integran el medio asegurador. 

Este desinterés o desconfianz.a comienu cuando al sufrir el siniestro no 

obtienen toda la protección que su agente de seguros les habla garantizado, con lo 

que se dan cuenta que no recibieron una información veraz y oportuna, dando por 

resultado que se sientan defraudados o engañados por parte de la compañía. Este 

sentimiento al ser transmitido a sus familiares, amigos o conocidos, donde pueden 

encontrar otras personas en una situación semejante, origina un pensamiento 

generalizado de rechazo y resentimiento hacia las compañías aseguradoras. 



Esto no puede ser atribuido siempre de manera directa al agente, ya que 

tambim puede 1er reDejo de una deficiente capacitación por parte de la 

ueguradora, toda vez que en la actualidad se les inculca un esplritu de superación 

basado en las ganancias económicas que pueden obtenerse a través de la venta, 

descuidando de manera involuntaria el conocimiento pleno del producto. 

Sin embargo, se te puede imputar de nwiera directa al agente cuando, 

nlllentendiendo el sistema capitalista en que vivimos, considera dolosamente la 

venta de seguros como el gran negocio de su vida, utilizando como medio 

principal para la obtención de sus ganancias un análisis superficial, sin tomar en 

cuenta las necesidades reales de cada uno de sus clientes potenciales. 

Otro de los problemas que se presentan en tas aseguradoras es la gran 

delerción de 1111 clientes, ta cual se debe principalmente a que 101 asegurados 

buscan una empresa que tes ofrezca más por un menor costo y, de manera 

secundaria, la renuencia que con el paso del tiempo presentan los asegurados para 

continuar con el pago de una prima determinada que cubra un riesgo o 

eventualidad que, en su manera de pensar, consideran nunca llegará a darse. 

Ahora bien, aquellas personas que contrataron un seguro, y que realizan sus 

JlliOS de llWlel'll puntual, aun privándose de otras cosas y tonwido ciertas 

medidas que hagan que su indice de riesgo no aumente e inclusive disminuya, lo 

hacen pensando en que su economía se verla realmente afectada si llegase a ocurrir 

el siniestro; por lo que a través del tiempo consideran que se les debe de dar un 

trato preferencial. 
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Esta situación lleva a reconocer que el tarifar con el método de primas 

niveladas, para asegurados con cierta antigQi:dad. ya está fuera de la realidad, en el 

sentido de que el calcular una prima igual para todos los asegurados de una 

determinada cartera resulta injusto, ya que para aquellos a los que verdaderamente 

les corresponde una prima superior, debido a su alto Indice de riesgo, les resulta 

favorable, pero actúa de manera contraria para los que están por debajo de ese 

Indice. 

Por lo tanto, una de las principales tareas de las aseguradoras, además de una 

verdadera capacitación a sus agentes y sin lugar a dudas un excelente servicio, es 

el que determinen tarifas preferenciales, para asl ofrecer primas más bajas a 

aquellos asegurados que tengan un mejor comportamiento ante el riesgo, ya sea de 

acuerdo a ciertas caracteristicas que presenten, como la instalación de diferentes 

tipos de alarmas, la capacitación de su gente, seilalamientos, información, etcétera, 

o a otras disposiciones que influyen de manera significativa en la ocurrencia o no 

del riesgo; lo cual hace sea fllvorable para la empresa, en tanto que con este 

método se obtiene una cartera más sana. 

La Teoria de la Credibilidad le hace frente a este problema, ya que con ésta se 

logra que una prima disminuya o aumente dependiendo de la negligencia o buen 

comportamiento del asegurado ante el riesgo al que está expuesto. Esta teoria da 

origen al diseilo de diferentes modelos que proporcionan buenos estimadores para 

tu primas de riesgo individuales. 
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1.2 r. Teoria de la Credibilidad como solución para la1 cartera 

beterog~neu 

Lu carteru de una compallía aseguradora pueden clasificarse en homogéneas 

y heterogéneu. Estos táminos se les otorgan en el sentido de que en las primeru 

el riesgo que se está cubriendo es de la misma naturaleza para todos los contratos, 

mientras que en las heterogéneas no ocurre asl. 

Cuando se habla de una cartera homogénea, las variables aleatorias que 

denotan las reclamaciones son independientes y tienen función de distribución 

conocida, por lo que es válido el aplicar la misma prima sobre todos los· contratos 

que conformen dicha cartera. Ahora bien, si el riesgo a considerar difiere, lo que la 

mayoria de las veces ocurre, o se quieren tomar en cuenta ciertas características 

del asegurado, como su experiencia, que hacen que su riesgo no sea el mismo, lo 

que indica que se está hablando de una cartera heterogénea, entonces se tendrá que 

buscar otro método, diferente al de primas niveladas, para el cálculo de la prima. 

Debe seilalarse que, cuando las propiedades que se observan son similares, 

pero las distribuciones y los valores esperados de las reclamaciones difieren, 

también se estará hablando de carteras heterogéneas. 

Al encontrarse uno con el problema de heterogeneidad, se puede proseguir a 

uociar riesgos con propiedades similares en un subgrupo "homogéneo", pero en 

este caso, una prima nivelada no es conveniente para la determinación de una 

prima de riesgo individual, debido a que una prima nivelada implica que la 
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distribución del riesgo es conocida, y en pequellas subclases la experiencia de 

reclamaciones que se tiene no es suficientemente confiable para estimar las 

características de la función de distribución. 

Se observa, con ello, que para calcular primas preferenciales, es necesario el 

considerar ciertas características propias del asegurado, las cuales lwán que las 

carteras sean heterogénea&, por lo que la determinación de estas tarifas a través del 

método de primas niveladas debe ser descartado. 

La Teoría de la Credibilidad es una técnica que sirve para detemúnar las 

primas de seguro de aquellos contratos que pertenezcan a una cartera heterogénea, 

en caso de que la experiencia de reclamaciones de cada contrato sea pequefta o 

irregular, pero la experiencia de la cartera sea extensa. Se dice que credibilidad es 

el arte y la ciencia de usar ambos tipos de experiencia para ajustar las primas de 

seguro y mejorar su precisión. 

1.3 Origen es de la Teoria de la Credibilidad 

Ai'ios antes de la Primera Guerra Mundial, en Estados Unidos de América 

surgió en el seguro contra accidentes de trabajo la fórmula general: 

C = (1-z)B + zA 

donde: 

A= prima de una compaftla. 
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B =prima de su sector industrial, es decir para una clase ocupacional particular. 

z = factor de credibilidad de experiencia individual de la compaftla. Con OS z SI. 

Esta fórmula fue propuesta por Whitney, con la cual pretendió lograr un 

balance C entre los dos extremos A, que representa la prima individual y D, factor 

que indica la prima colectiva. Observando z se tiene que : 

- Cuando z = O, la prima individual es igual a la prima colectiva, lo cual es 

aceptable, como ya se ha mencionado, sólo para carteras homogéneas mas no para 

las heterogéneas. 

- Cuando z = l, se toma en cuenta solamente la experiencia propia de cada 

compaftla, es decir, la experiencia individual, y esta información en general es 

escasa y limitada, por lo que este estimador en la práctica no seria usado. De 

hecho, si no se tuvo ninguna reclamación en esa compaftla o se hablase de 

compaftlas nuevas, este estimador seria completamente inadecuado. 

Es por ello que el factor de credibilidad "z" juega un papel muy importante ya 

que como se observa, "z" expresa el peso asignado a la experiencia individual; ante 

esto, Bühlmann propone que el factor de credibilidad esté expresado por: 

at 
z=----

s• +at 
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donde: 

t =periodo de la observación. t e IN 

a = par6metro que refleja la heterogeneidad de la cartera, es decir, indica el grado 

de •soJicluidad" entre los diferentes grupoa. a> O. 

s• = medida total de la variabilidad del resultado. 

Observando el factor de credibilidad se tiene: 

- Si t -+oo, => z -.1. Esto es, cuando existe más experiencia se puede tener 

mayor confianz.a sobre las primas de riesgo individuales. 

- Si a = O, => z = O. Cuando no hay heterogeneidad de la cartera, el mejor 

estimador lineal para la prima de riesgo, será la media de las reclamaciones de toda 

la cartera. 

- Si a --. oo, => z -.1. En este caso el resultado de la colectividad no 

contiene información que refleje el comportamiento del riesgo individual 

especifico. 
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- Si S' ~. => z -+O. Cuando la variable de experiencia de las reclamaciones 

. con un par6metro de riesgo fijo retleja un alto grado de variabilidad, la información 

individual no servid para hacer una buena estimación de la prima de tarifL 
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CAPITULOII 

Elementos Blisicos 

2.1 Variables Aleatoriu y Funciones de Dutribucl6n 

Antes de proseguir con Teoría de la Credibilidad, es necesario revisar ciertas 

propiedades y la ternúnología de variables aleatorias y de funciones de 

distn'bución; con lo que se debe estar farniliariz.ado para un mejor entendimiento y 

comprensión de los modelos que se presentarán en los próximos capítulos. 

Para ello, se empeurá con la definición de variable aleatoria. 

Al realiz.ar un experimento E se pueden obtener diferentes resultados, al 

conjunto de todos los posibles resultados se le llama espacio muestra!. A la función 

que asocia, a cada resultado del experimento e, un número real se le llama variable 

aleatoria. 

Definición 2.1. Sea un experimento E y S el espacio muestra! asociado con el 

experimento. Sea X= X(s) la función que asigna un número real a cada uno de los 

resultados se S. A la función X se le llama variable aleatoria. 
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Definición 2.2. Cuando la variable aleatoria solamente puede tomar un número 

finito o numerable de valores se le llama Wll'iable aleatoria discreta. 

Definición 2.3. Una variable aleatoria cootinua es aquella que puede tomar 

cualquier valor dentro de un intervalo a lo largo de una linea recta. 

Una variable aleatoria muy útil, dentro de esta revisión es la función 

indicadora Ix la cual se define a continuación. 

Definición 2.4. Lafanclón indicadora de X. I. está definida sobre todos los puntos 
seSpor: 

1. (s) 
si SE X 

si st! X 

La probabilidad de que al realizar un experimento, X tome el valor de x, esto 

es que P(X = x), se obtiene precisamente sumando las probabilidades de todos los 

puntos de S que tienen asignados el valor x. 

Definición 2.S. Lafanclón de probabilidad para X es una función, denotada por 

Px(x), de una variable real x y se define como: 

p x (x) =P( X =x) 

para toda x real. 
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Lu propiedades de una función de probabilidad son: 

(1) p x (x) C!: O. Para toda x, 

(2) ~ p x (x 1 ) = 1 
xie lx 

En ocasiones es de mayor provecho el conocer la probabilidad de que al 

realizar un experimento la variable aleatoria X arroje valores no mayores o iguales 

a x, más que por obtener un valor especifico. Por ejemplo, una compallla de 

seguros está interesada en saber la probabilidad de que al ocurrir un siniestro el 

monto de la reclamación sea superior, o menor o igual al total del deducible, mas 

no en que sea igual a éste. Por lo que P(X > x), o su complemento P(X S x), serian 

las funciones convenientes, y no P(X = x). Estas probabilidades se pueden conocer 

a través de la función de distribución. 

Definición 2. 6. La función de distribución para una variable aleatoria X, denotada 

por Fx (s), es una función de una variables tal que 

(1) el dominio de definición de Fx es la línea completa de los reales, 

(2) para toda s real Fx (s) = P(X s; s). 
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La función de distn"bución para una variable aleatoria discreta está expresada 

por: 

F x(s)= I. p x(x). 
x!i:1 

Las propiedades de una función de distribución son: 

(1) OS F x (s) S 1, 

(2) lfm Fx(s)=O, 
l-+-00 

1lm F x (s) = 1, 
1--t.+w 

(3) F x (s 1) S F x (s 2 ), para toda s 1 S s :z. 

(4) lfm F x (s+ h) = F x (s), para todas e S, en que h >O. 
b-+o 

Para revisar la función de distribución de una variable aleatoria continua es 

necesario conocer la función de densidad de probabilidad. 

Definición 2. 7. Lafanción de densidad de probabilidad para una variable aleatoria 

continua Y, denotada por f v (y), es una función de una variable real y, tal que: 

(1) el dominio de f v es la linea completa de los reale1, y 
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(2) para todo número real s 

por lo que 

1 

F v(s)= J fv(y) dy, 
lnflv 

fv(s) = 
dFv(s) 

ds 

Otro upecto importante es el conocer el valor promedio o valor esperado de 

la variable aleatoria X. Por ejemplo, en una compallla aseguradora o en aquellas 

que están relacionadas con la incertidumbre, el saber el promedio del monto de 

reclamaciones que se puede tener es de vital importancia; es por esto que a 

continuación se hará un repaso sobre los valores esperados. 

Definición 2.8. Para una variable aleatoria discreta X, su wzlor esperado se define 

como: 

E[X] = l: xp x (x). 
xe lx 

donde p x (x) es la función de probabilidad de la variable X. 

Definición 2. 9. Para una variable aleatoria continua X, su wzlor esperado se define 

como: 
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S!JJ>Ix 
E[X]- J x fx(x)dx. 

Inflx 

clOnde f x (x) es la función de densidad de probabilidad de la variable X. 

Siempre y cuando ambas sumas existan. 

El valor esperado de X elevado a una potencia entera se conoce como el 

momento de la diatribución de X. 

Definición 2.1 O. El m-isimo momento de la variable aleatoria discreta X ea: 

E[X•)"' ~ X¡• Px(x;). 
X¡E lx 

Para variables aleatorias continuas, el m-isimo momento está dado por: 

Suplx 

E[X•] = J x•fx(x)dx 
lnflx 
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Además del valor esperado de una variable, existe una medida de dispersión, 

misma que es de gran utilidad para definir de una manera más precisa la 

distribución de una variable aleatoria. Esta medida es llamada variancia. 

Definición 2.11. Sea X una variable aleatoria. La Wlriancia de X, denotada por 

V(X) = a• se define como sigue 

· V(X)=E[X• ]-B• [X]. 

En la mayoria de los casos prácticos se trabaja con más de una variable 

aleatoria a la vez, es decir, al realizar un experimento el interés puede estar basado 

. en dos o más observaciones, por lo que es muy importante revisar el 

comportamiento de variables aleatorias bidimensionales. 

Definición 2.12. Sea un experimento e y S el espacio muestral asociado con el 

experimento. Sean X = X(s) y Y = Y(s) dos funciones que asignan un número 

real a cada uno de los resultados s e S. A (X. Y) se le llama variable aleatoria 

bidimensional. 

Análogamente al caso de variables aleatorias unidimensionales, se revisarán las 

definiciones de algunas funciones y sus propiedades. 

IS 



Definición 2. 13. (a) Sea (X, Y) una variable aleatoria discreta bidimenaional. Con 

cada resultado posible (X;, ~) se asocia un mímcro p(¡q, ~) que representa 

P(X=x¡, Y=yJ) y que satisface las wndiciones siguientes: 

(1) p(ir¡, YJ) :!: O para todo (x,y), 

(2) l: l: p(ir¡ • Y;)= l. 
ylely xieix 

La función p definida para todo (Xi , y; ) en el reconido de (X, Y) se llama 

función de prolKlbilidad conjunta de (X. Y) . 

(b) Sea (X. Y) una variable aleatoria c::ontinua que toma todos los valorea en 

una región R del plano euclidiano. La jimción de densidad de probabilidades 

conjuntas fes una función que satisface las siguientes wndicioncs: 

(3) fl:x. y)~ o para todo (x,y) e R, 

Supix Sup Jy 

<4> I l ttx.y> dydx = 1. 
lnflx JnfJy 
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Definición 2.14. Sea (X, Y) una variable aleatoria bidimensional. La función de 

distribucl6n (f.d.a.) Fx,v (x, y) de la variable aleatoria bidimensional (X. Y) está 

definida por: 

Fx,v (x,y)""P(XS x,YSy) 

para todos los pares reales (x,y). 

Si F es la f.d.a. de una variable aleatoria bidimensional con función de 

densidad de probabilidad (f.d.p.) conjunta t; entonces 

f{x,y)"" 
& F(x,y) 

h8y 

En ciertos casos se desea saber la probabilidad de que X "" x cuando Y "" y, o 

a la inversa, la probabilidad de que Y"" y dado que X= x. A las funciones que nos 

proporcionan dicha información se les llama función de probabilidad condicional 

de X y Y respectivamente. 

Definición 2.15. Para el caso discreto se tiene que la fanción de probabilidad 

marginal para X y Y están dadas por: 

respectivamente. 

P(x) "" l: P(x,y) y 
ye ly 
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Definición 2.16. En el c:uo continuo; IQ fla función densidad de probabilidades 

conjunta de la variable aleatoria continua bidimensional (X, Y). Se define g y h 

como las fanciones de densidad de probabilidades marginales de X y Y, 

respectiV1D1ente como sigue: 

Suply 

s<x> = I fl'.x.y)dy; 
lnfly 

Suplx 

h(y) = 1 ftx,y)dx. 
lnflx 

Definición 2.17. Sea (X, Y) una variable bidimensional discreta con función de 

probabilidad conjunta P(~y). Sean P(x) y P(y) las funciones de probabilidad 

marginales de X y Y respectivamente. Lafanción de probabilidad condiciona/ de 

X para Y= y dada, está definida por 

P(x,y) 
P(x\y) = ----

P(y) 
conP(y)>O. 

Lafanción de probabilidad condicional de Y para una X= x dada se define 

como: 

P(x,y) 
P(y\x) = ---

P(x) 
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Definición 2.18. Sea (X, Y) una. variable bidimensional continua con función de 

densidad de probabilidad conjunta f(x,y). Sean S(x) y h(y) tu funcionea de 

densidad de probabilidad marginales de X y Y respectivamente. La función de 

densidad de probabilidad condicional para X dado Y=- y, está definida por 

f(x,y) 
f(x\y)"" ----

h(y) 
conh(y)>O. 

La función de probabilidad de densidad condicional de Y para una X = x 

dada se define como: 

f(x,y) 
f{y\x) • ---

S(x) 
cong(x)>O. 

Las funciones condicionales 111teriores satisfilcen todu tu exigencias de una 

f.d.p. unidimensional. 

Una propiedad que se presenta entre lu variables es la dependencia o 

independencia entre ellas, esto es, en ocasiones para que ocurra X es necesario que 

suceda Y o a la inversa, en este caso se diria que X y Y son variables aleatorias 

dependientes. También puede ser que no necesariamente tiene que ocurrir Y para 

que X se presente, si asl sucede entonces, X y Y serán variables aleatorias 
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independientes. Por ejemplo, para que la cobertura de gastos médicos, en un 

NprO de automóYiles, sea reclamada ea necesario que haya ocunido d accidente 

automovillstico. 

Definición 2.19. (a) Sea (X. Y) una variable aleatoria bidimensional disCreta. Se 

Clice que X y Y son vuiables aleatoriu lndependien#s li y sólo si p(xi, Y.i ) = p(xi) 

p(yj) para todo i y j. Esto ea, 

P(X .. xi, Y= Y.i) = P(X =xi) P(Y = Y.i), 

para ~odo i y j. 

(b} Sea (X. Y) una vuiable aleatoria bidimenlional continua. Se dice que X y 

Y son variables lleatoriu independientes si y sólo si t{x,y) = g(x)h(y) para todo 

(x,y), en donde fes la f.d.p. conjunta, y g y h son las f.d.p. marginales de X y Y 

rapectivamente. 

Definición 2.20. Sea (X. Y) una variable aleatoria bidimensional; j)xy, es el 

coeficiente de OOl'"f'lllación, entre X y Y, y se define como sigue: 

E { (X-E(X)-](Y-E(Y)]} 
PXY ---------------

[V(X)V(Y)]"' 

Definición 2.21. El numerador de p xv se denota como a xv o Cov(X. Y) y se le 

llama COllQTiancia entre X y Y. 
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Cov (X, Y)== <J XY ==E{ [X-E(Y)][Y-E(X)] } == E(XY) - E(X)E(Y). 

Es conveniente hacer notar que si X y Y son independientes entonces, 

Cov(X, Y)= O, puesto que se tendría: 

Cov (X, Y) == E(XY) - E(X)E(Y) == E(X)E(Y) - E(X)E(Y) ==O. 

Definición 2.22. (a) Si (X, Y) es una variable aleatoria discreta bidimensional, Ja 

esperanza condiciona/ de X para Y== y se define como: 

E(X\y) == l: X; p{X¡ \y). 
X.e Ix 

(a) Si (X, Y) es una variable aleatoria continua bidimensional, se define Ja 

esperanza condiciona/ de X para Y.= y dado como: 

r lx 

E(X\y) == X f{x\y)dx. 
lnflx 

La esperanza condicional de Y para X= x dado se define análogamente. 

Si X y Y son variables aleatorias independientes. Entonces: 

E(X\y) = E(X) y E(Y\x) = E(Y). 
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2.2 Conjugada 

2.2.l Diltribucl6n a priiri 

Para estimar el valor de Jn parémetro desconocido 9 existen métodos 

clúicos, como por ejemplo el de ~mentos o el de máxima verosimilitud; en estos 

procedimientos basta con los datos de la muestra para lograr una estimación de 9, 
', 

de hecho si existiese más infonnación no se emplearía es estos métodos. En caso 

de que puedan utilizarse datos ~cionales con relación al valor del parámetro 

desconocido, para fonnar una distribución a priori para el parámetro 9, entonces 
1 

se pueden usar los métodos Bayes¡anos para estimar 9. 

Esto quiere decir que con la iliferencia estadistica se busca el determinar, con 
1 

base en los valores de X; , la regióli donde se encuentra e, pero en muchos casos 

se puede pensar que es más prob.Jile cierta región de '2 que otra para los valores 
1 

de e. Es decir, incluso antes de o~tener los datos se puede tener conocimiento o 

experiencia previa que indique po~ibles valores o regiones en donde e se puede 

encontrar. 

Lo anterior puede represen~ en ténninos de distribuciones de probabilidad 

de 0. A esta distribución de prob~ilidad se le conoce como distribución a priori 

de e. <~ (9)) . \ 
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2.2.2 Diltribuci6n 1 po1terlorl 

Suponer que t variables aleatorias X1, ... ,X. fonnan una muestra aleatoril de 

una distn"bución para 11 cual su f.d.p. es f(x\9) y que el valor de 9 es desconocido. 

con f.d.p. a priori ~ (9). 

La f.d.p. conjunta de X1,. .. ,X. es: 

ftx1, ... .x. \9 ) = ftx1\8 ) ... ftx.\9 ) = ftx \9 ), 

y 11 f.d.p. conjunta de X1, ... ,X., 9 es: 

ftx\9~(0) 

de dimensión t+ 1. 

La distribución marginal de x puede obtenerse integrando esta f.d.p .. conjunta 

sobre todos los valores ¡Íosibles de e 

s<x>= I ttx \9 ~ca> d9. 
n 

23 



. . . La f.d.p. condicional de 9 dado X1 "'X1 ••••• x. - X. es: 

[iU\9~(9)) 
~(9\g)= ------

~)) 

~ (9\g ) es la distn'bución a poskrlori de e. 

para9E Q, 

Si la distn'bución a posteriori ~ (9\g ) pertenece a la misma familia que la 

distribución a priori ~ (9), entonces se dice que ~ (0) y ~ (0\g) son conjugadas . 

Teorema 2.1 Suponer que X1 , •••• X. es una muestra aleatoria de una 

distnl>ución Exponencial con parámetro desconocido 0. Suponer que la 

distribución a priori de 0 es Gamma con parámetros to+ 1 y Xo tales que to + 1 > 

o y Xo >o. Entonces la distribución a posteriori de 9 cuando Xi = X 1 ( i = l, ... ,t) 
es una Gamma con parámetros to + t y Xo +I: X; • 

Demostración: 

ftx\9) = 9 [exp (·9 x)J 

dondex, 9 >O 

f{X J , ••• ,X t \9)"' 9 1 (exp (·91: X 1 )) 
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,.:_:; .. ·· .·· 

y como Ja diatribuei6n a priori de 9 es : 

donde: 

(8 lo exp (-8 Xo) Xo lo+I) 

~(8)--------
r(to +t) 

e•exp(-8 iro) 

C(to, Xo) 

r(to+J) 
C(tó,Xo) "' -------

· xo.,.1 

entonces, 

[81 exp (-8:t X¡ )][8 .. exp (-8 Xo )] 
fl.x\8)1;(9) = -----------

C(to ,Xo) 

uf, la f.d.p. condicional de e dado X 1 = X 1 ..... x 1 ==X 1 es: 

[8 1 cxp (-81: Xi ))(8'" exp (-8 Xo )] I [C(t o .Xo )] 
~(9°1&)= ------------

Ice• exp c-e:r.X; ))[e'" exp e-e Xo )J / [C(t º ,Xo )J de 

2S 



9- exp(-9 (1: X¡+ X o)) 
-------------~--

Je- exp [ &(l: X¡ +xo)) de 

multiplicando y dividiendo por una constante e tal que 

r <to +t + 1) 
C=--------

=e (t+to .iro +:t xi> 

se obtiene que 

; (9\x)--------
e (t+t o, iro +:tx¡ > 

por lo tanto ; (0\x ) es la distn"bución a posterior/ de e, la cual se distn"buye 

como una Gamma con parámetros t + to y Xo + :t x ¡ por lo que ; (9) y ~ (9\¡) 

son conjugadu. 

• 
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CAPÍTULO 111 

El Modelo Matemático de la Teorfa de la Credibilidad 

3.1 Resultados Preliminara 

En la Teoría de la Credibilidad el primer paso a seguir es el determinar las 

características de los asegurados que hacen precisamente que el riesgo difiera y 

que influyen en la prima; para ello pueden emplearse métodos estadísticos como: 

Componentes Principales, Dis,criminación y Clasificación. De esta manera la 

cartera estaría dividida en distintos contratos. Un ejemplo es el separar la cartera 

de automóviles en contratos basados ya sea en el color, tamailo, la edad del 

conductor o el tipo de alarma, claro está, con un previo análisis de que dichos 

factores intervienen en el riesgo, además de que cada uno proporciona una 

información particular. 

Desafortunadamente, también existen ciertas propiedades que afectan 

directamente, pero que no están a nuestro alcance o no pueden ser observables. 

Retomando el ejemplo, en el seguro de automóviles no todos los conductores . 

tienen la misma habilidad o cuidado para manejar, características que influyen 

demasiado para que ocurra o no el siniestro, pero que al mismo tiempo no pueden 

observarse. Es por ello que también se considera la experiencia de las 

reclamaciones pasadas, ya que puede ser una gran representación entre lo 
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observable y lo no observable, ea decir la experiencia propia es capaz de reflejar 

gran parte de em caracteristicu "escondidas". 

Entonces, se define a 9¡. como el parámetro que expresa las caracterlsticas de 

riesgo del contrato j en el periodo s, donde j = l, ... ,k y 1 = l, ... ,t. Por lo tanto, 

todas las diferencias existentes entre los contratos y periodos son causados por 

distintos parámetros 911, 912 , ... ,e.. y es en este caso cuando la Teoria de la 

Credi'bilidad es aplicable; ya que de no ser así -esto es si fuesen iguales-, se 

hablarla de carteras homogéneas y, como se ha mencionado, la Teoria de la 

Credibilidad se aplica a carteras heterogéneas. 

En casi todos los modelos de credibilidad se asume que los 9,1o son 

homogéneos en el tiempo, es decir son estacionarios, por lo que se considera 

entonces 91, 9z , ... ,Sr.: . 

Como se dijo anterionnente, en la realidad los 9j son desconocidos o no 

observables, por lo que se deben tratar de estimar lo más confiables posible, 

buscando obtener primas de credibilidad exactas. Por tal motivo, estos parámetros 

se considerarán variables aleatorias. Para ello se empleará la notación utilizada por 

Bühlmann y se denotari como U(8) la función de distribución de estas variables, 

U(8) es llamada también función de estructura. Como puede observarse los 

contratos serán parecidos, puesto que los parámetros de riesgo aj, de todos los 

contratos, tienen la misma función de estructura U(8) pero a la vez diferentes ya 

que el parámetro aj no es el mismo para cada contrato j. 
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Ahora, sean X;. variables aleatorias que indican la experiencia de las 

reclamaciones. Generllmente se interpretan estas variables como la reclamación 

media en el periodo s, pero se les pueden dar otras interpretaciones, por ejemplo 

dos de ellas son: severidad o tamallo de la reclamación y frecuencia de la 

reclamación. 

Para una mayor comprensión, lo anterior se expresa en la siguiente matriz: 

variable de estructura 

2 

j=l 

e, 

X11 

x .. 
X21 

x .. 

.. 

Lo que indica que el contrato j está descrito por el vector 

( 9; ,X¡1 , ... ,X.il}=(0¡ ,X¡). 

Para el modelo matemático se considera X para un contrato y un periodo fijos. 
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Sea 1 • 1 y 111póngue que U(9) es conocida. 

ftx\9) es la función de densidad que descn'be el monto de redamación para un 

contrato con parAmetro de riesgo 9 "" 8; entonces se calcula la función de 

demidad t(x), para un contrato de la cartera elegido al u.ar. 

Por lo que, 

flx) = I f(x\9 ) dU(9 ). 
e 

En el caso discreto, significa que la probabilidad del monto de la redamación 

x, P ( X = x ), es igual a la suma, sobre todos los contratos, de las probabilidades 

condicionales de un monto de reclamación x ( p(x\9 = 8; ) ) multiplicado por el 

volumen (peso) del contrato ( p(9 = 8;) ). 

Siendo asi que la probabilidad de que el monto de reclamación sea menor o 

igual a y está dado por: 

y 

F(y) = I flx) dx. 
lllflx 
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Entonc:es, la prima colectiva, es decir, de toda la cartera sin importar el 

parámetro de riesgo e, está dada por la esperanu del monto de la reclamación, 

que se expresa de la siguiente manera: 

Suplx 

E [X)= l X ftx) dx 
Inrlx 

y la prima del contrato, considerando riesgos distintos, se obtiene mediante 

Suplx 

E [X\0] = J x ftx\8 )dx. 
lnflx 

Antes de proseguir se revisarán dos lemas y un corolario para la demostración 

de covariancias que serán de gran utilidad para el modelo. 
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úma 3.1. E [X]= E [E(X\0)]. 

Demostración: 

Sea 

'I' (9) = E(X\fFG) = l X ftx\8) dx, 
X 

como 'I' (9) ea una variable aleatoria y la función de clistnoución de 9 ea U(8) se 

tiene 

E['I' (9)) = J E(X\9) dU(8) = J [ J x ftx\8) dx] dU(9) 
n n x 

por el teorema de Fubini se llega a 

Jx cJ ftx\8 ) dU(&) ]dx = J x ftx) dx = E[XJ 
X 0 X 

• 

úma 3.2. Fijando un contrato se considera X1 ,. . .,X. observados en t periodos, en 

tal caso 

Cov (X.. ,X. ) = E[Cov (X, ,X• \9)) + Cov [E(X, \9),E(X. \0)) 
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Demostración: 

Seubeque 

Cov(X,,X,)• B {(X, -E(X, )][X, - E(X 1 )]} 

=B(X,X,)-E(X, )E(X • ). 

Cov (X, ,X, \9=6) • E(X, X, \&=e ) - E(X ,\9=6 )E(X, \9=;8) 

entonces, 

E[Cov (X, ,X, \0)) = E[E(X, X, \0) - E(X ,\0)E(X, \0)] 

por el lema 3.1., 

· =E(X,X,)-E[E(X,\0)E(X,\0)] (1) 

Por otro lado, se tiene que 

Cov [E(X ,\0), E(X, \0)] 

¡ 
1 
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• E[ E(X ,\9) E(X, \8)] • E( E(X ,\9) ] E[ E(X. \9) ] 

pordlema3.l., 

=E[ E(X ,\9)E(X. \9) ] • E(X, )E(X 1 ) 

IUlllllldo (1) + (2) 

E[ Cov (X, ,X, \9) ] + Cov [E(X ,\9), E(X, \9)] 

=E(X ,X,)· E[E(X ,\0) E(X, \9)] 

+E[ E(X ,\9) E(X, \0)] - E(X, )E(X,) 

=E(X,X, )·E(X,)E(X,) 

=Cov(X,,X,) 

con lo que se obtiene el resultado deseado; 

E[Cov(X, ,X, \9)] + Cov[E(X ,\9),E(X, \9)] = Co"°"X.) 
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Corolario V(X) • E{V(X\9)] + V{E(X\9)] 

Demostl'lci6n: 

por el lema 3.2, 

por lo tanto 

V(X,) • Cov (X, ,X.) 

• E[Cov (X, ,X ,\9)] + Cov [E(X ,\9), F.(X ,\9)] 

= E{V(X ,\9)] + V[E(X ,\9)) 

V(X)-= E[V(X\9)] + V[E(X\9)] 

Retomando el modelo, éste supone: 

i ) X1 , ••• ,X , condicionalmente independientes dado 9. 

il) F.(X ,\9) = E(X .\0) y V(X ,\9) = V(X • \9) para toda r, a. 

Con la siguiente parametrización: 
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J1 (8)"' E(X r \9), 

m=E[µ(9)] =E(X,), 

1"' V[µ (8)] = V{E(X r \8)], 

I' .. E[ V(X r \8)]. 

donde: 

µ (9) indica la prima media de riesgo del contrato. 

m denota la prima media del colectivo de riesgo (cartera). O sea, el 

promedio ponderado de las primas de riesgo individuales. 

a mide la dispersión de la prima media de riesgo individual, es decir indica la 

heterogeneidad dentro de la cartera. 

· 1 • representa la medida global de la dispersión total existente entre los datos 

de toda la cartera. Esto es, mide la dispersión de las reclamaciones, 

ponderada por el colectivo. 

Es interesante observar los comportamientos que las variables tendrían entre 

si. Se tiene, entonces, que: 

J.1.1. Cov(X,,X,)=a 

Cov(X. ,X.)= V(X,) =a+ s' parar=s 
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Demostración: 

Por el lema 3.2., 

Cov (X,, X. ) = E[Cov (X,, X. \9)) + Cov [E(X.\9), E(X. \9)) 

pero como X. es condicionalmente independiente dado 9 de X. y ellas a su vez no 

dependen del allo, entonces 

= V{E(X.\9)] = a 

por otro lado si r es igual a s se tiene, por el corolario, que 

V(X. ) = E[V(X. \9)) + V[E(X. \0)) = s• + a 
• 

Con esto se observa que, la covariancia entre las variables X. y X. cuando s y r 

son distintas, es igual precisamente a "a", ya que se estará hablando de la medida 

de heterogeneidad entre ambas. Si r es igual a s, entonces la variancia de la 

variable está determinada por •a + s• •. 

3.1.2. Cov (X. ,X. \9) = O para r¡ts 

Cov (X. ,X. \0) = V(X. \0) = <J' (0) parar= s 
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. ,:·· 
Denlostración: 

cómo X. y X. son condicionalmente independientes dado 9 

Cov (X. ,X. \9) =O 

V(X , \0) = a- (9) 

por definición. .. 
Como se vio en la demostración anterior, la covariancia condicional entre las 

variables X, y X.. para r diferente de s, es nula, lo cual se debe a que las variables 

son condicionalmente independientes de 9. Ahora bien, mientras que cuando r y s 

son iguales se está refiriendo a la variancia muestra!. 

3.1.3. Cov [µ (9), X,]= V[µ (9)] =a 

Demostración: 

Cov [µ (9), X, ] = Cov [F.(X.\9), X, ] 

por el lema 3.2., 

· =E { Cov [F.(X.\9), X,\9] } + Cov { E[F.(X.\0)\0), E(X.\0)} 
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= E[O] + Cov[E(X..\9), E(X..\9] = V{F.(X.\9)] • V[µ (9)] • á 

• 
Con io c:ual se tiene que, la covariancia que existe entre la prima media de 

riesgo del contrato y la variable X. expresa el grado de heterogeneidad •a•. 

3.2 Modelo de CndlbUldad Uneal de BUblmana 

Las siguientes hipótesis fueron propuestas por Bohlmann para este modelo. 

1. Dado 9 las Xi. ... ,X. son independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.) con 

ftx\8) conocida. 

2. E(X' ) < oo , es decir es finita. 

3. La función de estructura U(G) es conocida. 

Estas hipótesis son más fuertes que las analizadas previamente. 

Es importante sellalar que en la práctica la hipótesis 2 siempre se cumple, sin 

ocurrir lo mismo con la 3. 

Como lo que se desea es calcular primas preferenciales, entonces el problema 

consiste en hallar un estimador deµ (9), o sea, la prima de riesgo del contrato. 
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Solución: 

Bajo las hipótesis (1) y (3) se puede calcular el valor exacto de: 

µ (9) - E(X ,\&=e ) 

lin tener que recurrir a la eatimac:ión estldlstica. 

Sea S(xi, ... ,x. ) el mejor estimador, basado en las observaciones de las 

.reclamaciones puadas. 

Se minimia una función de pérdida cuadrática g tal que: -

p (g) =E {[µ (9) • g(x 1 ,xz , ... ,x, )] • } es mlniml, 

y la esperama del g óptimo que minimim la función de pérdida cuadrática es: 

S(x1 ,x2 ,. .. ,x. )• =E[µ (9)\x1 ,xz , ... ,x. ] 

al cual se le Dama estimador a posteriori de Bayes. Siendo éste el estimador de 

credibilidad exacta. 
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B!lhlmann comenta que aunque s• ea precisamente el valor exacto de µ (9) · 

cuando t(x\8) y U(8) son conocidas, no puede aplicarse, ya que en la práctica es 

dificil que dichas funciones se cono7.Clll, y en caso de que U(8) y t(x\8) se 

coilocieten, loa c61culoa para integrv S(x1 , ... ,x,)• reaultarian bastante 

complicados. Para evitar este tipo de problemu BOhlmann propuso reltringir el 

espacio de loa estimadores g• a funciones linealea de X1 , ... ,X.. 

t 

S(x1 , ... ,x.)=Co +:E C.X. 
PI 

Ahora el nuevo problema de eetimación es: 

t 

p (Co ,C1 ,. .. ,C.]= E{ [µ (9) - Co -1: C. X.]• } 
... 1 

Igualando a cero y calculando la primera derivada parcial con respecto a los · 

coeficientes se obtiene u11 sistema lineal de t+ 1 ecuaciones 

E[µ(9)-Co -:E C. X.J=O (1) 
PI 

y 
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E{ X,[µ (6)- Co.}; C. X.]} =O parar• l, ... ,t (2) 
PI 

nmltiplicando (1) por E(X,) y restúldoselo a (2) se obtiene 

t 

E[X.JE[µ(9)-Co -l: C. X.J·E(X.(µ(9)-Co .}; C. X.]} .... .... 

• E[X.] E[µ (9)] • E[X.] E[Co] -E(X.] E[}; C. X.] .... 
t 

-E[X. µ(9)]+E[x,Co]+E[X. l:c. X.] 
.-1 

= E[X.] E[µ (6)] • Co E(X.] • }; C. ECX. ]E[X.] .... 

• E[X. µ (0)) + Co E[X.] + l: C, E[X. X.] 
rl 

= E[X.] E[µ (9)) - l: C. E[X.] E[X.] - E[X. µ (0}] + l:. C. E[Xr X.] 
FI 
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>:. ·. 

.. '"'E[X.]E[µ (0)) -E[X.µ (0)) • ~ C. E[X. ]E[X.] + ~ C. E[X. X.] 
·.'.:, 

por lo que 

rl .. 1 

t 

= • Cov [X., µ (0)) + ~ C. { E[X. X.] • E[X. ]E[X. ] } 
rl 

t 

= • Cov [X.; µ (0)) + ~ C. Cov [X. ,X.] 
.-1 

t 

Cov [X., µ (0)] = ~ C. Cov [X. ,X. ] 
.-1 

.por3.l.3., y 3.1.1., se tiene que 

t 

·=~c. (at+s') 
.-1 
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y la solución es: 

· coino · 

.. +at 

m•E( µ(9) ]=E(X,) 

entonces, por (1) ae tiene 

Co =(I-l:C.)m 
s-1 

luego, 

siendouí, 

. (•' +1t) 



por lo tanto, la prima de riesgo del contrato es decir, el estimador lineal de 

credibilidad es: 

g(x1 ,. •. ,x. )• ""(1-z)m + z X .. M" 

donde: 

X=(E X.)/t ... 
Al observar el factor de credibilidad z = at I (s• + at) se tiene lo siguiente: 

1. Si t -+ oo, => z -+ 1. O sea, cuando se tiene mucha experiencia, ya que se 

adquiere a través del tiempo, se tiene un factor de credibilidad de 1, lo que 

conduce a una prima individual. 

2. Si a=O, => z=O. Cuando no existe heterogeneidad dentro de la cartera, se 

empleará entonces el método de primas niveladas. 

3.· Si a -+ oo, => z -+ l. Si se habla de riesgos distintos puesto que no hay 

homogeneidad en la cartera, entonces se debe tomar en cuenta una prima particular 

para cada contrato. 

45 



4. Si 11 -+ oo, => z-+ l. Cuando la variancia de toda la cartera tiende a ser 

demasiado grande, es decir si existe mucha dispersión de datos de toda la cartera, 

entonces se deberán calcular primas especiales para cada contrato. 

Como se observa, la Teoria de la Credibilidad, además de otorgamos ciertos 

métodos para el cílculo de primas, nos da gran infonnación sobre el 

comportamiento de la cartera, en cuanto a su heterogeneidad. 
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CAPÍTULO IV 

Credibilidad Exacta 

4.1 Teorema de lewell y la Credibilidad Esacta 

Para ciertas selecciones de f(x\9) y U(9) el cálculo de la prima de credibilidad 

eiw:ta de Bühlmann, definida por 

g(X¡ ,. .. ,X. )• = E{Jl (9)\x1 , .•. ,Xz ], 

Cuando para algunos fy U el estimador lineal M" eoincide con el valor exacto 

de g•, se dice que ocurre la credibilidad exacta. 

Jewell comprobó que la credibilidad exacta sucede si fy U son conjugadas, en 

particular para la familia exponencial (con parámetro unidimensional). 

Teorema de Jewel/ 
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Para la familia exponencial 

con x e X se tiene que: 

[p(x)exp (-8 x)] 
f{x\9) = -----

q(9) 

I) La conjugada de f\'.x\9) ea 

q(O),.e""°' 
U(9)= ------

C(to,xo) 

con e e 9 

para to• S'/a y Xo •mto 

·donde: 

r(to+I) 
C(to, Xo) = -----

x o IO+I 

. t 

· il )x = 'f. (X¡/ t) es un estadlstico suficiente para 9, 
i•J 

iii) Ocurre la credibilidad exacta. 
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Demostración: 

I) 11e tiene que ver que la diatn'bución a priori U(9) pertenece a la millna familia 

que la dittn'bución a posteriori U(9 \x1 , ... ,x. ). 

t 

fl:x1 \9) ... f(x. \9) U(9) 
U(9\x1 , ... ,x.) = ---------

f f(x1 \9) ... fl:x. \9) U(9)d9 

fi [p(Xi) exp (-9 x ¡ )lq(9)] [q(9) o1o exp (-Xo9 )/C(to ,Xo )] 
1-1 . 

t 

f Il [p(x;) exp (-9 x; )lq(9)] [q(9) ... exp (-x:o9 )/C(to ,Xo )] d9 
n 1=1 

exp[-9 (l: X¡ + Xo )] q(Q) -(IO+I) 

f exp[-9 (}:Xi +X o)] q(9) -(IO+t) d9 
n 

multiplicando y dividiendo por una constante e tal que 

C =C(to+l, xo+l:x;) 
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·se obtiene 

exp[-8(l:X1 +X O)) q(9)-00+t) 

C(t o-11, x o +.t x 1) 

Como se observa la distribución a posteriori pertenece a la fiurulia 

Exponencial con parámetros :t X;+ ~ y to+ t. Por lo tanto la conjugada de f(x\9) 

es la distribución a priori U(&) la cual pertenece a la misma familia que 

U(8\x1, .. .,x.). 

il) Para verificar la suficiencia de X, se utili7Ará el teorema de Neyman. 

Teorema 

y es suficiente para e si existen funciones g y h tales que 

f(x 1 , .. .,x 1 \8) = g{y\9) h(x 1 , .. .,x 1) 

·donde h no es función de 0. 

A qui, 

so 



t 1 

ftx1,, . .,X 1 \0) = [fi p{lC;)] exp (-8 l: X¡) q((;)) •I 
i=I iml 

lo que puede factoriwse de la siguiente manera: 

t 

[q(9) ·• exp e.a t x >J en p(x 1 >J 
i•l 

donde: 

y 

t 

[flp(x i )) = h( X 1, ... ,X 1) 

i•l 

por lo que x es suficiente para 9. 

iii) Una solución es calcular directamente la esperanza a posteriori de µ (0) y ver 

que es igual a (1-z) m + z X. 
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p(x)exp (-8 x) 

q(8) 

00 

q(8) = J p(x) exp (-8 x) dx 
o 

derivando con respecto • e se obtiene que 

00 

q'(8) = - J x p(x) exp (-8 x) dx 
o 

00 

= - q(9) = - J {[x p(x) exp (-8 x))/ q (8 )} dx 
o 

00 

= -q(9) = • J X f{x\8 ) dx = - q(9) E[X\S=e ] 
o 
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-q'(8) 
E(X\&=e)=~---

q(8) 

calculando la derivada de U(8) con respecto a 8 se tiene: 

d (q(8) "'" exp (-8 X o)) 
U'(&)-------'------

(C(t o ,X o)]d8 

q(8) "'"(·X o )eiq> (-8 X o) 

C(to ,xo) 

(-to q(8) " ... 1 q'(8)]exp (-8 X o) 

C(to ,Xo) 

factorizando se tiene 

. . 

q(8) "'° exp .(-8 X o) (•X o ~ t o_q(8)"~ q'(8)J 

.. · C(to,xo). 

SJ 
·l. 



. · q(&) ... exp (·h o )(-x o + to E[X\9=&]} 

C(to,xo) 

= U(&)[-x o +to E(X\9=e )] 

· como se sabe, la prima de riesgo es cuando 9=Q, 

µ (9)=E(X\9=e ] 

por lo tanto 

U'(&) =U(&)[ •X o + t oµ (9)) 

ahora, integrando con respecto a 8 sobre n y suponiendo que U(8) = O eti la 

frontera de n 

se obtiene 

00 

f U'(Q)d8 =O 
n 

f U(8)[t oµ (9)-x o ]d& =O, . 
o 
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por lo que 

por I) se cumple que 

00 00 

J toµ(0)U(6)d8 = J U(6)xod6, 
o o 

00 00 

t o I p. (0) U(9)d9 =X o I U(6)d9 
o o 

to E[IL (0)) = X o 

Xo 
E[IL(0)]=-=m 

to 

E[µ (9)\x 1 , ••• ,x.] = -----
to +t 

Como ya se tiene que x o = m t o y t o = s• /a en Ja familia exponencial, se 

puede reescribir (1), la prima de credibilidad exacta, como: 

E[µ (0)\x 1 , ••• ,x,] = (1-z}m + zX 
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. . . at ., .. 
. ·. di>'nde z.·,.;•. --

s• +~ 

•Ejemplo: 

Calcular la prima exacta de credibilidad E[µ (9)\x1 , .. .,x 1 ] para el modelo ... 

ExponenclaVGamma. 

f{x\9) =e exp (-6 x) 

utiliz.ando el teorema de Jewell, sea: 

setlene 

,.·,:·. 
.···,' 

por lo que 

l 
q(9)=- y p(x)= 1 

e 

00 

. q(9) = J exp (-9 x) dx 
o 
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por lo tarlto 

entonces, 

Ahora bien, 

·oo 

J exp (-8 x) dx = (1/9 ), 
o 

q'(8) = -1/&. 

q'(8) 
µ(9)= -- = 

-q(8) 0 

m =E[µ (9)] = E[l/8] 

a =V[µ (0)] =[118 ] 

(J 1 (9) = -µ '(9) = -d(l/8 ) = (1/8 1 ) 

s' = E[l/8 •]=a+ m • 

8'°exp(-8xo) 
U(9)=-----

C(t o ,Xo) 
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donde: 

r(to+l) 
C(to,xo)•---

x O lo+I 

Calculando la primera derivada de U(8) con respecto a e se obtiene 

to8'°"1 exp(-8xo)d9 -xo8'°exp(-8xo)d8 
U(8)=---------------

C(t o ,Xo) 

8 IO exp (-8 Xo) ((t o/8) • Xo ]d8 

C(to ,Xo) 

= U(8) [t o11 (9) • X o ]d8 

integrando ambos lados 

J U'(8) d8 = f U(8)[t oµ (9)- X o) d8 
o o 

suponiendo que U(O) = O en la frontera de O 

SS 



O=to/µ(9)U(8)d8 -xo/ U(8)d8 
n n 

O=to E{J1(9)]-xo 

por lo tanto 

E[µ (9)] •xo/to =m 

como ya se demostró en el capitulo ll que son conjugadas, entonces la distribución 

a priori es de la misma familia que la a posteriori, pero esta última con distintos 

parámetros, entonces la prima exacta de credibilidad o el estimador lineal de 

credibilidad para e.1 modelo Exponencial/Gamma es: 

con z= --. 
t+to 

Xo +l:x; 
E[µ (9)\x 1, .. .,x1] = -----

to +t 

=(1-z)m+zX 
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CAPfTULOV 

Modelos de Credibilidad de Bllhlmann 

Loa métodos de Credibilidad a empleane para el cálculo de piimu dependen 

indiscutiblemente de la info11111Ci6n que se posta y por supuesto de los intereses de 

cada compallla. En este capitulo se expone el Modelo Clásico de Bühlmann y el 

Modelo de Bühlmann-Straub, sei'ialando la diferencia existente entre ambos. 

También se presenta un ejemplo numérico para cada método. 

S.1 Modelo Ciático de BOhlmann 

La credibilidad exacta de Bühlmann es aplicable aiando existe homogeneidad 

en el tiempo; es decir si las variables aleatorias X ,¡. que representan los montos de 

lu reclamaciones no se ven afectadas con el transcurso del tiempo. Además los 

contratos correspondientes deben tener el mismo número de participantes o igual 

volumen de prima. Si no cumple con lo anterior debe utilizarse otro modelo para la 

estimación de la prima. 

En este modelo se tiene para cada contrato 

(0, X¡, , ... ,X.il )' = (0; .~; )' 
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. donde: 

j =número de contrato; 

r•periodo; 

El modelo supone 1111 siguientes hipótesis además de tu ya propuestas en el 

modelo de credibilidad lineal y exacta de Bühlmann, visto en el capitulo m. 

l. Los contratos son independientes e idénticamente distribuidos (i.i.d.). 

2. Para cada contrato j las X J• , .. .,X it son condicionalmente i.i.d., dado 0¡ . 

Esta hipótesis indica la homogeneidad en el tiempo, asl como la independencia 

dentro de los contratos. 

En este modelo el estimador de credibilidad exacta es el mismo al que se vio 

en el capitulo m, o sea: M' = (1-z)m +x m. Como se sabe, los parémetros para 

este· estimador son: m. s2 y a, los cuales a su vez deben ser estimados, para ello 

necesitamos la siguiente parametrización: 

M¡=(l/t):E XJr 

r=I 
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JI. (0)-E(X ;\E*; ) 

k 

. m=E[X;J=E[µ(9)]=Mo = (l/k)l: MJ 
J-1 

k 

para todar 

a=Var[µ(9j)]=={ [l: (M¡ -Mo)•]/[k-1)}- [s•/t] 
j-1 

y la variancia es isual a: 

k t 

s• =E[a •(9¡)]==[ l: l:(X; -M1)• ][l/k(t-1)) 
r• .-1 

El estimador de credibilidad ajustado para 11 (0) es: 
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M"¡ =(1-z)Mo +zM¡ 

donde el factor de credibilidad z ea: 

at 
z=------

at+11 
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Ejemplo llUIDáico: 

Para los datos de Hachemeiater en loa que se consideran observaciones 

durante 12 periodos de una cartera con 5 contratos, calcular las primas de 

credibilidad mediante el método de Bllhlmuut. 

XJr 
j=l j=2 j=3 j""4 k-5 

r-1 1,738 1,364 1,759 1,223 1,456 

2 1,642 1,408 1,685 1,146 1,499 

3 1,794 1,597 1,479 1,010 1,609 

4 2,051 1,444 1,763 1,257 1,741 

5 2,079 1,342 1,674 1,426 1,482 

6 2,234 1,675 2,103 1,532 1,572 

7 2,032 1,470 1,502 1,953 1,606 

8 2,035 1,448 1,622 1,123 1,735 

9 2,115 1,464 1,828 1,343 l,607 

10 2,262 1,831 2,155 1,243 1,573 

11 2,267 1,612 2,233 1,762 1,613 

12 2,517 1,471 2,059 1,306 l,690 
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· En la actualidad, existen progrunas con los que rApidunente se calculan estas 

primas de crech'bilidad, no obstante a continuación se mostrari paso por paso el 

procedimiento, para tener una mayor comprensión y entendinúento del método. 

Paraj =! 

k-5 t-12 

Mo •m•c::E :E X¡, )/(tk) - 1,671 
¡.1 r-1 

t-12 

M 1 "". ( l/t) :E •. X 1r = (1112) (24, 7~ = 2,064 

t · .. · 

:E [cX ~ -M i) •] = 676,642 
P.I 

(M1 -Mo)' =(2,064-1,671)' = 154,305 

1 

(l/{k(t-1)}] ;E ((X Ir -M 1) 1 ) 

r=I 
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.. ··· .. · 

12 

• [l/SSJ :t [(X k -2,064) 1 ] • 12,303 
r-1 

De igual manera para j • 2, 1e tiene: 

Cuandoj=3 

Mz =t,Sll 

12 

l: [(X:ir -M2) 1 ]=221,617 
r-l 

(M2 -Mo)' =25,766 

12 

[1/55] :t [(X:ir-1,511)•] "'4,029 
r-1· 

Mj • 1,822 

12 

:t [{X;i. -M,)•]=723,148 
r-1 



. finalmente, para j = s 

(M3 -Mo)' •22,746 

ll 

[l/SS) :t [(X,, -J,822) •] • 13,148 
r-1 

M• = 1,360 

12 

:t [(X., -M•)'] .. 817,929 
r-1 

CM• -Mo)' =96,524 

12 

[1/SSJ:t [(X.-1,360) 1 )= i4,871 
l"I 

M, =1,S.99. 
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12 

I: [(X,, -M,) •] •92,891 
r-1 

(M, -M 0 )• .. 5,247 

12 

[1/55) I: [(X,, -1,599) •] = l,689 
r-1 

l k 

s • = [l/{k(t-1)}] I: I: [(XJr - MJ) •] 
r-1 .i='l 

12 5 

= [1/55) I: I: [(X Jr -M J ) •] -= 46,040 
r-1 J-1 

k 

a -= [l/(k-1)) I: [(M J - M o)•] - [(l/t)s'] 
J-1 
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·5 

.. (1/4] l: [ (M¡ - 1,671). J - (46,040/12) = 72,310 
j-1 

Z'"' at/(s 1 + at) = (72,310•12)/ (46,040+ 867,720) = 0.94961 

por lo tanto, los estimadores individuales para cada contrato j son: 

Mº¡ =(1-z)m+zM¡ 

Mº 1 = (1 • 0.94961) 1,671 + 0.94961 ( 2,064) = 2,044.04 

Mº 2 = l,Sl8.S9 

Mº, = 1,814.23 

M• • = l,37S.99 

Mº s = 1,602.23 

Con estos resultados se observa que a los contratos 1 y 3 no les resultó 

tavorable la estimación, debido a que la prima aumentó, lo cual se debe a que 
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realmente el riesgo ea mayor del que se considetlba; lin embargo para los 

contratos 2, 4 y S les fue conveniente que se tonwa ·en cuenta 111 propia 

experiencia, ya que la prima disminuyó notablemente. 

70 



5.2 Modelo de BOlalmaaa • Straub 

El modelo de Bühlmann-Straub generaliza el modelo clásico de Bilhlmenn con 

· la introducción de pesos (volúmenes), los cuales si pueden variar en el tiempo. 

Elltol pao1 se refieren generalmente al número de contratos que estAn agrupados 

ea un contrato promodio. 

Sup6nsase que se tienen las siguientes primas: 

1500, 1200, 1800, 1650 y 1300, 

entoncea la prima promedio es de 1,490 de un volumen o peso de 5 y para los 

cilculos ésta se tomará ya como la prima de un contrato con peso 5. 

La notación empleada en este modelo es, además de la utili7.ada en el modelo 

clásico, la que se muestra a continuación: 

número de contrato j= 1,2, ... ,k. 

q = periodo q = 1,2, ... ,t. 

w .it '"' peso de un contrato j que puede variar a través del tiempo. 

Se considera que el valor esperado del tamaño de las reclamaciones, 

expresado como una función del parámetro de riesgo 0¡ , es el mismo para todos 
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los contratos. Y además del factor de pesos w, la variancia tambim es la núsma 

función dd parimetro de riesgo. 

Asi que las consideraciones del modelo BUhlmann-Sttaub pueden ser 

fomiuladas como: 

l. E [X.N\0j] =µ(9) 

[Var[Xjr\9;] -=a• (9;)/w; 

[Cov [X ¡r ,X ¡q \9,¡ ] =O, 

2. Loa contratos j "' l ,. . .,le son independientes. 

Las variables e, ..... e.. estAn idmticamente distribuidas. 

Las observaciones X ;r tienen variancia finita. 

para toda w .ir > O; 

ntq. 

La notación empl~ en este modelo se presenta a eontinuación. 

El número total de los contratos que realmente se está considerando es w .. 

k k t 

w .. = l: w j . = l: l: w Jq ; 

j=I j-1 Cj"'I 
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El factor de credibilidad del contrato j es 

z¡= 
(1' +&Wj .) 

· z. representa el factor de credt'bilidad de toda la cartera 

" z.=I ZJ 
jal 

El promedio del monto de reclamación por siniestro que ocurra en el contrato 

j considerando el volumen o pesos está expresado como: 

t 

x¡.=l; (Wjo¡IWJ.)X¡.¡; 
q-1 

Mientras que el pronÍedio del monto de la reclamación por siniestro en toda la 

cartera es 

" X... = l; (w ¡ . /w .. ) X¡. ; 
;-1 
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donde: 

ZJ= 

k 

x~-l: (Zj/z.)XJ•• 
.i-l 

&Wj. 

aw¡.+s• 

Los estimadores insesgados de m, s • y a ion: 

m=x .. 

k t 

s • =( l: l:wJr(XJr -x;.)' ]/[k(t-1)] 
j=I r=l 
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y 

k k .· 

a={w .. [l: w¡.(x;w-x-)'-(k-1)1 1 ]}/{w.• -l: w¡.•] .... 
J-1 ,f-1 . 

Los estimadores lineales de credibilidad de µ (8) son: 

Mª¡ =(1-z¡)x .. +z¡ x;w 

donde: 

(awj.) 
·z¡ = 

(aw j. +s•) 

Para el cálculo de m se necesita x -. por lo tanto también z ¡ ; pero el 

estimador de z ¡ depende de m, a y s •, entonces éstos son pseudoestimadores -

los cuales reciben el nombre de pseudoestimadores de Vylder-. 
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Ejemplo numérico: 

Para los datos de Hachemeister dados en el ejemplo anterior calcular las 

primas de credibilidad mediante el método de Bühlmann·Straub, coDBiderando los 

siguientes pesos: 

W; 
j=l j=2 j=3 j=4 k=S 

r= 1 7,861 1,622 1,147 407 2,902 

2 9,251 1,742 l,3S7 396 3,172 

3 8,706 1,523 1,329 348 3,046 

4 8,575 l,SlS 1,204 341 3,068 

5 7,917 1,622 998 315 2,693 

6 8,263 1,602 1,077 328 2,910 

7 9,456 1,964 1,277 352 3,275 

8 8,003 1,515 1,218 331 2,697 

9 7,165 1,527 896 287 2,663 

. 10 7,832 1,748 ),003 384 3,017 

11 7,849 1,654 1,108 321 3,242 

t=12 9,077 1,861 1,121 342 3,425 
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Estos pesos significan, por ejemplo, para el periodo 1 del contrato 1 que de 

7,861 contratos se calculó la prima promedio y el resultado fue 1,738. 

Al igual que en el ejemplo del Modelo Cláaico de BOhlmann, se determinarán 

las primas paso por paso a través del método de Bühlmann-Straub. 

por lo que 

como 

entonces, 

w 1. = 100,156; w 2."" 19,895; w J."' 13,735; 

w 4 =4,152 y w' = 36,110 

W.= 174,047 

12 

x,1w=1: (wJti/W¡.)Xjt¡; 
q=l 

Xz. =1,511 

77. 



y 

de aaierdo con 

se tiene que 

. x,.= 1,806 

x. = 1,353 

x,. • l,600 

5 

X.. =l: (wJ.lw .. )XJw; 
J-l 

X- =l,86S. 

Por otro lado se observa que 

5 

si =[J/{k(t-1)}][ :E W;r(X;r-XJw)') 
J-1 

= [l/55) [7,651'601,426] = 139'120,026 
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y ·. 

entoni:es, 

a 

5 

ESTA TESIS HI DEBE 
'\AUR DE LA ilBUOTECA 

[l: W;.(X,;.-X-) '] = 10,010'143,322 
J-1 

5 

l: W ;. ' = ll,936'6S6,479 
j•l 

174,047 [I0,010'143,322-(S-I) (139'120,026)) 

174,047 • - ll,936'6S6,479 

1.645381722 E+IS 
-------89,639 

l.83SS70174 E+IO 

y el factor de credibilidad para cada contrato es: 

awj. 
z; 

s' +aw; 
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y 

luego, 

z 1 =0.98474 

Z2 '"'0.92764 

z, •0.8848 

z. -=0.72791 

z, =0.95879 

5 

z.= ~ Zj =4.49755. 
j-1 

k 

x .. =~ (z,tz.)X.iw. 
j=J .. 

X1w =4Sl 

Xz. ·,;;312 
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x .. •219 

x,., =341, 

por lo que, 

k 

m=l: x .. = 1,684 
J-1 . 

· por lo tanto las primas son: 

M" 1 = (1 - 0.98474) 1,684 + 0.98474 (2,061) = 2,0SS.17 

M" 2 = 1,523. 71 

M" J = 1,793.44 

M" • = 1,442.97 
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M", = 1,603.29 

Como se observa, al utili7.ar este método se tiene, al igual que con el modelo 

clúico de Bllhlrnann, que 101 portafolios favorecido1, por haber empleado 

c:aracterlsticu que representan el riesgo real que existe en ellos, son loa contratos 

2,4yS. 

Ahora, haciendo una comparación con los resultados obtenido• a ttavá del 

modelo clúico de Bühlmann se nota que al considerar los pesos, es decir, la 

ponderación que toma en cuenta el volumen, las primas de loa contratos 1, 2, 4 y S 

se incrementan, afectando m6s al contrato 4, pero Is del 3 disminuye. 
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Conclusiones y Recomendaciones 

El desarrollo de la Teoría de la Credibilidad sienta sus bases en el modelo 

clásico de Bühlmann, mismo que es mejorado con el llamado modelo de 

Bllhlmann-Straub al introducir la ponderación de los promedios. 

Sin embargo, también este modelo presenta limitaciones al requerir, por las 

características del riesgo, particiones o subdivisiones de una cartera que ya ha sido 

dividida en distintos contratos. Asl, por ejemplo, en el ramo de automóviles, se 

debe hacer la distinción entre autos particulares y los de servicio público, en virtud 

de que esta característica está relacionada estrictamente con la ocurrencia del 

riesgo. Al aplicar el modelo de Bühlmann-Straub es necesario subdividir, a su vez 

esta clasificación. 

Ante esta limitante surge el modelo jerárquico de Jewell, el cual subdivide en 

primer lugar a las subcarteras y posteriormente divide por contratos. 

Consideré importa,nte el hacer mención a este modelo debido al gran avance 

que representa éste para la determinación de primas más justas. 

El modelo jerárquico de Jewell generaliza el modelo de Bühlmann-Straub 

tomando una cartera con dos o más niveles jerárquicos. La cartera se divide en 

subcarteras o sectores que compartan algunas características de riesgo. 
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Cada subcartera tiene su propio parámetro estructural 9,, p = 1, ... , P el cual 

explica las caracterlsticas comunes del riesgo. 

Cada contrato del sector p tiene su variable de estructura 9 P.i , j = l , ... ,k , , 

con la misma distribución de 9, . 

De cada periodo r resulta una observación X p¡, para cada contrato j del 

sector p, r = 1, ... ,t P.i· 

Al igual que el modelo de Bühlmann-Straub, también se toman en cuenta los 

pesos W,;r. 

El modelo de Jewell resulta ser muy útil tal como se muestra en los siguientes 

ejemplos. 

1. En el ramo de incendio, suponiendo que existen diferencias intrínsecas entre 

los siguientes factores, puede dividirse la cartera primeramente en los sectores 

privado e industrial. Posterionnente se dividirá de acuerdo con la zona donde se 

encuentre el edificio y, por último, en el tipo de construcción y acabados. 

2. Terremotos. La primer división es de acuerdo con la zona y luego con el 

tipo de construcción. 
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Este modelo es muy flexfüle en cuanto a la división por sectores, sólo se debe 

poner cuidado eapecill tanto en identificar bien la subdivilión como en comprobar 

que realmente dicha subdivisión sea significativa. 

Con este modelo puede lograrse mayor homogeneidad dentro de sectores, por 

lo que tu primal de c:recbDilidad reflejan mejor el ria¡o. 

Al aplicar la Teoria de la Credibilidad, las tarifas se obtienen considerando 

tanto la experiencia individual como la colectiva, tomando en cuenta el peso de 

cada una de ellas de acuerdo con el riesgo real. El efecto de su aplicación consiste 

en originar que las primas de seguro aumenten o disminuyan, de acuerdo con la 

experiencia observada. Esto, a su vez, ocasiona una captación cada vez mayor de 

"buenos riesgos•, por considerar tarifas preferenciales y por lo tanto se hace. de 

6ste un proceso sumamente deseable en la selección de riesgo. 

Supóngase que la compaftla •x• decide calcular las primas usando Teorla de 

la Credfüilidad, mientras que •yw y •z• continúan con los métodos clúicos; los 

asegurados de •x• que han tenido un mal comportamiento, al darse cuenta que en 

otru compalllas les ofrecen mejores tarifas se cambian a éstas, y los asegurados 

que pertenecen a •y• y •z• al saber que •x• les brinda una tarifa personaliz.ada, 

que premia el buen comportanúento, se van a "X". Al transcurrir un tiempo, la 

compallla •x• tendrá una cartera más sana, al mismo tiempo que "Y" y •z• 
tendrán más reclamaciones, lo que hará que estas últimas estén prácticamente 

forzadas a utiliz.ar la Tcoria de la Credibilidad. Como consecuencia los asegurados 

se preocuparán por tener un mejor comportamiento en cuanto al riesgo que corren, 
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ea decir, tratuin de evitar que el siniestro oc:urra, reduciendo la probabilidad de 

ñe11JO. 

Los métodos de la Teorla de la Credibilidad pueden utiliz.lrse a 111 vez para 

proporcionar información sobre la homogeneidad o heterogeneidad que existe 

dentro de Ja cartera. 

Con el presente trabajo se espera haber despertado el interés al lector sobre 

esta teoría para que con ello la conozca más y se d~ cuenta de la ñqueza que 

existe en ella; y asl coopere al logro de un aVllllCe importante en sectores como el 

asegurador y financiero, particularmente en México. 
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