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1 Introduccién

En este trabaja se estudian las probabilidades de transiciéu vibracional presentes en una
colision unidimensional entre una particula sin estructura y una molécula diatdmica.
Esta dltima es modelada por medio de un oscilader anarménico el cual expresainos
como un polinomio de cuarto orden y utilizamos la aproximacidn semicldsica, es decir,
el movimiento relativo entre el proyectil y la molécula se describe cldsicamente mien-
tras que los grados de libertad internos de la molécula son descritos por medio de la
mecdnica cndntica. Para la interaccidn entre el proyectil y la molécula usamos una funcién
exponencial repulsiva propuesta hace algin tiempo [1). En dicho trabajo se hizo un
calculo numérico de las probabilidades de transicién vibracional usando un modelo de os-
cilador arménico para la descripeién de la moléenla y haciendo un tratamiento puramente
cudntico del problema, Posteriormente [2) se realizd otro calculo lambién puramente
cuéntico utilizando también una funcién exponencial para la interaccién dtomo-oscilador
y tomando tanto a un potencial arménico como a uno de Maorse para la descripcidn de la
molécula, Se enncontré que la inclusion de términos no arménicos en el potencial molecular
es importante y modifica significativamente las probabilidades de transicidn, en particu-
lar, al tratar con moléeulas heterouncleares y con energias de colision grandes By =~ 10w
siendo w la frecuencia caracteristica del oscilador.

Es importante hacer notar que en tratamientos anteriores al nuestro, para aproxi-
mar el potencial intermolecular se habhfan incluido a lo sumo términos de orden cuadrético
en el desarrollo [3] dando como resultado un Hamiltoniano que en aproximacin semicldsica
correspandia al de un oscilador paramétrico linecalmente forzado. Nosotros mantenemos
términos de hasta cuarto orden en el desarrollo del potencial intermalecular,

Para manipular a los términos de orden superior al cuadritico, definimos operado-
res de creacién a! y aniquilacién a que cumplen con las relaciones usuales de conmutacién
y en términos de los cuales podemos escribir al operador de posicidn x de forma tal que al
tomar las potencias ® y 24 obtenemos operadores que pertenecen al algebra generada por
los aparadores @y % De cota manera pedemos incorporar infarmarcidn proveniente de

los términos anarmonicos dentro del dlgebra del oscilador arménico cuya solucién podemos
obtener en forma exacta.

En el capitulo [l haremos una breve descripcin def problema del oscilador arménico
unidimensional, En el capitulo I1I se introducen los operadores de creacion y aniquilacién
as{ como e] operador de nimero y se construyen la base y el espectro del operador de
ntimero. Posteriormente se describe el trabajo de Cazdy y Micha [3] en el cual se utilizan
niétodos de tipo algebrdico para la construccidn del operador de evolucidn temporal y
se calculan las probabilidades de transicidn para un modela de oscilador arménico para
la diatédmica. En cl capftulo V se trata el problema de transferencia de energfa dtomo-
oscilador anarmduico siendo este el tema principal de esta tesis. Finalmente, en el capitulo
VI se deseribe una aplicacidn del método algebrdico para la colisién entre dos osciladores
armdnicos [4].



2 Oscilador arménico

La ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo para un oscilador armdnico, es decir,
la ecuacién para una particula de masa m con energia potencial [5]

Viz) = -;—kmg,

es
B dy
T 9m da? + kx v =Ev. 1)
Haciendo el cambio de variable,
' z= —-h-'—é con w= —-,
mw m
la ecuacidn (1) se transforma en
&y
T+ O=e=0 (2)
con _op
=

El comportamiento asintético se obticne cuando £2 — oo, A —£* — —£2, de donde
tenemos :
d¥peo

dfg = 521’)00:

cuya solucion es,
2

Yoo “e‘lrs

en donde hemos tomado el signo negativo en el exponente, lo cual corresponde a la solucién
fisicamente aceptable {6].

Proponemos pues para la ecuacién (2} una solucion del tipo

BE) =eToE) 3)
obteniéndose la siguiente ecuacidn que debe satisfacer la funcidn ¢(¢)
¢" - UF + (A~ 1)p=0. (4)

Esta ecuacién puede resolverse por el método de series de donde se llega a la siguiente
relacion de recurrencia para los coeficientes del desarrollo

Qg EFF2 2= -1)

axé (b + 1)k +2)

&, (8)
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Por inspeccidn de la ecuacion anterior notamos que la serie se corta si
A=2k+1,

es decir, cuando el numerador de la ecuacidn (5) es cero. De la definicién de A obtenemos
los eigenvalores de la energia

En = (n+ ). (6)

Las soluciones polinomiales de la ecuacion (4) que pueden construirse cuando (A1) = 2n
con 1 entero, son los lamados polinomios de Hermite de grado n. La forma completa de
las eigenfunciones es

it w
Uy(z) = C,lil,,(‘/—,h—-m)e:cp(-%fl—l-m?), (N

en donde H, denota un polinomio de Hermite de grado n y C, es una constante de
normalizacion,

3 Operadores de creacién y aniquilacion

En algunos problemas y en particular para el problema del oscilador armdnico, una re-
presentacién muy conveniente en la cual evaluar log valores esperados de observables es
la llamada representacion de ntmero. Consideremos inicialmente un oscilador arménico
unidimensional, y definamos las variables adimensionales

‘ H
)= [Bg, P= e =
Q Rl vmhw hw

En términos de éstas variables el Hamiltoniano queda

H=5(P"+ Q)

y el problema consiste en encontrar sus eigenvalores y cigenvectores. Los operadores
hermitianos @ y P satisfacen la relacidn de conmutacién

@ r =1
Definimos ahora a los operadores
a = VEQ+iP) ®)
o = SVEQ-iP) )
cuya relacidn de conmutacién es:
[¢,a'] = 1.
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Reescribiendo el Hamiltoniano en términos de los operadores a y af, obtenemos
1
H= E(aa’ + ala)
o bien )
H=N+-
*3

en donde hemos introducido el operador de nimero N = ala. Usando las relaciones de
conmutacion es ficil ver que

Na=a(N-1), Nd =a(N+1)

Para lo siguiente es conveniente considerar el siguiente teorema cuya demostracién no
daremos aqui’ (ver Messiah vol I cap. XII),

Sea [v) un eigenvector de N y v su correspondiente eigenvalor, entonces
Necesariamente v > 0,

Siv =0, av) = 0, si no, alv) es un vector no nulo de norma v(v|v) y es un
eigenvector de N con eigenvalor v — 1.

a’|v) es distinto de cero, su norma es (v + 1){v|v) y es un eigenvector de N con
eigenvalor v+ 1.

Usando las relaciones anteriores vemos que:

Nalv) (v = 1)a|v) (10)
Natly) = (v+1)allv). (11)

Para construir el espectro y las eigenfunciones del operador N vemos que si v > 0 se
puede aplicar el teorema anterior al vector a|v) cuyo eigenvalor es v — 1; consecuentemente
v—120. Siv>1,el teoreina se puede aplicar a ¢®|v). Se puede entonces construir el
conjunto de eigenvectores

alv),a*l),a®|v),adlv),... u

con los eigenvalores correspondientes
v=1Lv—=2,,..,v=p...

este conjunto es finito ya que todos los eigenvalores deben ser positivos. De la misma
manera podemos aplicar el operador a' a un estado [v) y construir un estado con eigenvalor
v+ 1 y asf sucesivamente.



El espectro de eigenvalores del operador N estd formado entonces por el conjunto
de los niimeros enteros no negativos. Al aplicar los operadores a, a! a un vector de estado
|n) obtenemos

alln) = J(n+Dn+1) {12)
ajn) = Vnjn-1) (13)
ald) = 0 (14)

Cualquier vector de estado |n) del ascilador arménico puede construirse aplicando
el operador a' n veces al estado de cero cuanta por la relacién

In) = (n!)~%a""0)

Los vectores construidos arriba son orlo-normales, eigenestados del operador de nimero
N y por lo tanto eigenestados del oscilador arménico.

Para un sistema formado por N asciladores armdnicos, o bien un sistema con N
grados de libertad, construimos los operadores de creacidn y aniquilacién de cuanta del
mado i, gj, az que estdn relacionados con los operadores ¢; y p; siendo g;, p; los operadores
de posicién y momento del oscilador ¢, por medio de

4= %——;ﬁ]%q.- + i[2muwh) 7 p; (15)
D= 15 - dlemah) ¥ (16)

Que satisfacen las relaciones de conmutacion:
[ahai} = [a!s”}} =0, [aha}} = b

Escribimos el estado base del oscilador en V dimensiones como el producto tensorial

[0) = {0)110)2...10)w (17)

en donde
@]0) = ap0) = ... = an|0) = 0 (18)

y el estado que corresponde a n; cuanta del oscilador ¢ es:

de donde, un estado con M = ny 4+ ny + ...+ n, cuanta de excitacién es de la forma

{1,007, ey ) = (n,!ng!...n,,!)"%a{r v .a;ﬂO) {19)



Las observables N; = a,ta.-‘ i = 1,2,...,p tienen cada nuna de ellas un espectro
formado por el conjunte de enteros positivos y su suma M = 3, N; da el nimero total de
cuanta.

El conjunto de operadores N; forma un conjunto completo de ohservables que
conmutan entre sf, Todo operador de 1a forma ala; conmuta con el hamiltoniano y por lo
tanto es una constante de movimiento.

4 Oscilador arménico - atomo

En esta seccién consideramos el trabajo desarrollado en la referencia [3] donde se estudia
el problema de la transferencia de energfa traslacion - vibracién en una colisién entre una
diatémica BC con un proyectil sin estructura A, Para describir a la molécula diatémica se
utiliza un modelo de oscilador arménico unidimensional. El hamiltoniano no perturbado
del sistema es

Ho = [T + W(q)] (20)
siendo 7 la energia cinética y W(q) la energia potencial de oscilador
Wia) = smla ~ ) (21)

m y w son la masa y la frecuencia respectivamente, gy la posicién de equilibrio. Este
sistema puede ser excitado por una fuerza externa cuando se acopla con sus alrededores
por medio de un potencial de interaccién. En este trabajo se considera

V=V({r)=Des,
que puede escribirse como
V=V(Rq) = De~(Sert, (22)

en donde p = —TE—, q es un pardnetro que define el alcance de la interaccion. En

nuestro caso tomamos e = 0,02 um, R es la distancia del proyectil al centro de masa de
la moléculay q es el desplazamiento del oscilador con respecto a su posicién de equilibrio.

En la aproximacidn semiclasica se resuelven las ecuaciones de Newton para la
coordenada R obteniéndose [11]

siendo F laenergla cinética del proyectily 1 la masa reducida del sistema po = %ﬁ‘l
Entonces, en aproximacidn semiclisica, el potencial queda escrito como

Vig 1) = &(t)e".

7
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Expandiendo la exponencial alrededor de la posicién de equilibrio se obtiene
V= F(t)g+ G(t)e® + ... (23)

con F(t) = £®(t) y G(t) = }(2)*®(!). Este acoplamiento produce transiciones entre los
distintos estados vibracionales del oscilador. Ya que en trabajos anteriores se considerd
solamente al término cuadrdtico en el desarrollo, en éste trabajo se hizo una aproximacion
conservando a los dos primeros términos de la serie, Tenemos

H(t) = Ho + Vi(t) + Valt), (24)

con Hy el hamiltoniano interno del oscilador arménico.

Para resolver la ecnacién de Schrédinger de este problema constriiremos el ope-
rador de evolucidn temporal. Las funciones F' y (¢ definidas arriba son funciones reales,
integrables en el tiempo dentro del intervalo (—o00,00) y que cumplen con la condicién:

tlig:nm F(t) = !—xjgloo G(t) =0.

De esto se implica que para tiernpos anteriores y posteriores a la colision la molécula estd
libre. Definimos el vector de estado en el diagrama de interaccion [;()) como

[r(0) = expf = s(1), (25)

siendo |1hs) €l vector-de estado correspondiente en la representacién de Schrédinger y
donde introductmos el operador de evolucidn temporal en la representacién de interaccion
U

[i(8)) = Uit to)lthu(to)). (26)

el cual cumnple con las condiciones iniciales
‘lixp Ui(tyto) = 1. {27)
d '}

Vemos que encontrar el operador Uy es equivalente a encontrar la solucién del problema.
El operador de evolucién Uy satisface la ecuacion

in( ) < i, ), (28)
con
Hy = exp[~iflgt[R)[Vi{t) + Va(t)] expli Hot/h)]. (29)

La amplitud de probabilidad de transicién entre los estados |i),]f) estd dada por el ele-
mento de matriz del operador de dispersidn § y la probabilidad de transicién por su
mddulo al cuadrado

Pri = | (41816 ? (30)

8



siendo 1), |¢) eigenestados del oscilador no perturbado y § el operader definido como
(8]
S = U(t — 00,y = ~o0). (31)

Primero calcularemos el hamiltoniano en el diagrama de interaccion, A partir de la
ecuacién (29) obtenemos

HM (1) = exp[~iHot/h]Vi(t) expliHot/h], k =1,2. (32)
E! producto de exponenciales de la ecuacidn anterior puede expandirse coma [9]
explaA]B exp(—ad] = B+ alA, B+ %a“[A,[A. B+ sl! A AW B+ (33)
Para simplificar los cdlculos se identifican los siguientes operadores

21 = (8)*, 25 = kMgp + pg), 73 = ()%, 0y = Ky 25 = Ip,ze = 1,E = hikh.  (34)

Con & y A constantes con unidades 1/longitud y 1/momento respectivamente. El Hamil-
toniano no perturbado es entonces Hy = z3/(2mA?) 4+ mwiz, /(2x?), mientras que la inte-
raccion contiene a los términos Vi (t) = F(t)xs/s y Va(t) = G(t)x,/«*z. El Hamiltoniano
en la representacidn de interaccién queda como

H;”(t) = P(t)[2q coswot + (K[ mwe s sinwot]/ K (35)
HP @) = (%)G(t)[z; cos® wot + ( K/ Amwg)2aa sin? wot + (K/ Amwg )@ sin wot cos wet].
(36)
De acuerdo con Magnus {10}, se propone una solucién de la forma
6
Uit o) = H exp(—anty). (37

n=l

Sustituyendo en la ecuacidn diferencial para el operador de evoluctin temporal {; se
abliene

[ n-1
L {an(OIT O] = fut)}zn = 0, (38)
en donde las funciones f,(t) estin dadas por
fi = G(t)cos® wt/(hxr?),
fr = [k/(Amw)]G(t)wat cos wol /(h?),
s = [6/(Amw)PG(t) wot/(he?),
fo = F{t)coswet/(he),
fi = IfOman)]Fithuot /(i)

fo = 0. '



Desarrollando Ja ecuacién anterior se encuentra el siguiente conjunto de ecuaciones dife-
renciales acopladas, de primer orden, para los coeficientes ay(t).

Gy ~ 48l fs+ My fo ~ L =0, (39)

ay = f~2fay [, ‘ (40)

a3 = fyexp[—4éaa), {41)

dy = exp[2ag)(f4 — 261 fs), (42)

ds = 2fos fiexp[2€an] + fs(exp{—2fay] — 4€* iz exp[2€es)), (43)
e = Eagds. (44)

Resolviendo la ecuacién diferencial no-lineal de primer orden para aq(t), los otros
coeficientes oz, 3,...,06 pueden ser obtenidos por simple integracidn [3]. Para resolver la
primera ecuacién se propone la sustitucion

__h)
26Qh ()

oy =

y se obtienen las ecuaciones

G = 2(£2Q1 + 171,
P = =2¢(N1Q1 + LB

Para encontrar los valores de las variables @y y P; se utiliza el algoritmo DE(ver L.F
Shampine y M.K Gordon, Solucién Computarizada de Ecuaciones Diferenciales Ordina-
rias). La ecuacidn para a; se resuelve utilizando el valor de o), e integrando

1
2
Para aj se utiliza el mismo método. Introduciendo una nueva funcién Qa(t) obtenemos
)

%Q(t)'

escogiendo ahora otra funcidn Py(t) de la forma

P =1+ P (t)Qa(t)]/@x(t)

sustituyendo en la ecuacién para &3 obtenemos las mismas ecuaciones que para oy, que
se resuelven numéricamente. Finalmente, para encontrar ey y o se hace una simple
integracién numérica de la forma

(\’2"—"(

Yin @a(¢).

as

oy = Ly,

Qs = L'z.

10



Con

it

aun = Lit) = [ @UQE) + RERWY

Las amplitudes de probabilidad de transicién se calenlan en la representacién de coorde-
nadas usando

L2, (45)

(PulSlen) = (PulS(g,p)len) (46)

cuya expresion explicita puede verse en la Ref. [3]. La probabilidad de transicién vibra-
cional entre dos estados n y m es:

1 dm &
nm = m'[ixﬁml(“vﬂ)]aﬂﬂl? (47)
en donde
I(e) = [ [ daidgal (@i ) K (@, 02)P (i ). (48)

K es la funcién de Gauss y I' es la funcién generadora de las eigenfunciones del oscilador
armonico.

4.1 Resultados numéricos

Como una aplicacion a este modelo se calcularon las probabilidades de transicion 0 —+ 1y
0 > 2 para los sistemas Hy + He (molécula de hidrégeno, atomo de helio) correspondiente
a un sistema ligero y Cy+ H, (molécula de carhono, hidrdgeno) en donde ¥, es considerado
un proyectil sin estructura y que corresponde a la colisidn de un proyectil ligero con un
blanco pesado, Eu los cdlculos se utilizaron las siguientes unidades: masa 1.67 x 10~ g,
longitud A = 10~8¢m, tiempo 10745, La energfa se midié en unidades de fiw/2.

Sistema 1 cortespondiente a Hy + He, my =4, mg=mec=1, a=0.200,a=
0.314 en donde ¢l pardmetro « estd relacionado con la frecuencia del oscilador através de

il

o= [
ay pw

Los resultados se encuentran graficados en las figuras 1 y 2 en donde la linea pun-
teada muestra el efecto de la inclusidn del término cuadratico. En el eje de las ordenadas
se grafica la probabilidad de transicién en escala logaritimica mientras que en las abcisas
se dd la energfa total de colisidu.

Sistema 2 correspondiente a Gy + H, definido por los pardmetros a = 0.129,my4 =
2,mg = me = 12, = 0.200. Los resultados se muestran el la figura 3. En este caso se
trata de un sistema con un proyectil ligero y un blanco pesado. Aquf el pardmetro o es
mucho mis pequefio que el utilizado en el sistema anterior. Para mostrar el significado
del pardmetro o se graficd (en la figura 4) la probabilidad de transicion para el sistema
2 pero suponiendo un valor de a = 0.314. Comparando las figuras 1 y 4 se nota una



importante diferencia al cambiar el valor de a. De estos resultados, vemos que si el
pardmetro a es lo suficientemente grande se tiene que incluir ¢l término cuadratico en
la expansién del potencial, El elemento de matriz ({0)¢?|0)) mide el desplazamiento de
In molécula con respecto a su posicidn de equilibrio, un valor grande de a implica un
moda vibracional suave, lo cual explica que la aproximacién lineal no sea aceptable. Esto
puede ser mejorado con la inclusidn de nn términe de segundo orden en el potencial de
interaccidén.



SISTEMA  He-Hg

Me=4 mMy=ITo= 1
s=02 0=03
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ENERGIA TOTAL
Figural: Probabilidad de transicién 0-1 para el sistema Hy + He (linea quebrada) poten-

oinl

cial lineal; (- ) potencial lineal mds cuadrdticor (—) potencial tntal {avponencial)(e)
resultados de Secrest y Johnson.



PROBABILIDAD DE TRANSICION(0~>2)

SISTEMA He-H,
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Figurg2: Probabilidad de transicién 0-2 para el sistema H, + He (lfnea quebrada) poten-

cial lineal; (---) potencial lineal mds cuadrdtico; (—) potencial total (exponencial);(s)
resultados de Secrest y Johnson.



SISTEMA
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Figura3: Probabilidades de transicién 0-1 y 0-2 para el sistema H; + C; (—) potencial
lineal; (---) potencial lineal més cuadriticoj(e) resultados de Secrest y Johnson. Los
resultados para el potencial total (exponencial) coinciden con los resultados del potencial
lineal més cuadratico,
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tal {(exponencial).
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5 Transferencia de energia atomo-oscilador anarmé-
nico

En la seccidn anterior estudiamos el efecto que tienen términos de orden cuadritico en el
potencial de interaccion sobre las probabilidades de transicién vibracional de un oscilador
armoénico, encontrando que la importancia de éstos depende de que tan suave sea el modo
vibracional de que se trate. En esta seccidn, consideraremos a un oscilador anarménico
con términos clibico y cudrtico ya que para ciertos sistemas moleculares heteronuclea-
res, la aproximacion arménica no es aceptable ni siquiera en transiciones que involucran
estados cercanos al estado base,

5.1 Oscilador anarmédnico

Obtendremos una solucidn aproximada para la ecuacidn de Schrodinger dependiente del
tiempo con el hamiltoniano

H =Ho+ V(1) (49)
siendo My el hamiltoniano correspondiente al oscilador anarménico sin perturbar
2
Ho = 5—— + %mwz.’c’ + Mo 4yt = Hio + W (50)

aquf A’ y 4 son constantes de anarmonicidad, = es el desplazamiento a ambos lados de
la posicidn de equilibrio y V(r) la interaccidn entre ¢l prayectil y el oscilador la cual
tomaremos de acuerdo con Secrest y Johnson {1}, como una funcién exponencial repulsiva
entre el dtomo incidente y el primer idtomo de la molécula.

Como hentos discutido ya anteriormente, en la aproximacién semula.swa la inte-
raccion V(r) puede escribirse como {7} (ver apéndice B).

V(r) = F()V(2) (51)
con F(t) = 0 cvando el tiempo tiende a +oo. En esta aproxinacién el potencial contiene

tinicamente las coordenadas internas de la molécula.

Para obtener las probabilidades de transicion entre log diferentes estados vibra-
cionales de la molécula se trabajard en la representacidn de interaccion en donde el
movimiento del sistema no perturbado puede ser separado del movimiento del sistema
total, El hamiltoniano en la representacion de interaccién es

Hi(t) = FOUN LV (x)olt) (52)

siendo Uy el operador de evolucidn temporal correspondiente al hamiltouiano indepen-
diente del tiempo Ho.



Up(t,to) = e~ Molt=ta)/h, (53)

Un problema que tenenos que enfrentar al escribir el operador de evolucién temporal de la
forma anterior, es que debido ala presencia de los términos ctibicos y cuarticos, el conjunto
de operadores en Hg no forma un conjunto cerrado bajo la operacién de conmutacion,
por lo cual no es posible obtener en forma exacta el Hamiltoniano en la representacién de
interaccién H;.

Para obtener un operador de evolucion Uy que nos permita construir al Hamilto-
niano en la representacion de interaccidn expresaremos a las coordenadas y momentos en
términos de los operadores «, of

ﬁ ﬁmw
PO t =1 t h4
L= V - ((l+(l ), p= lv D) (a (l). (d{)

El hamiltoniano del oscilador no perturbado Hy queda entoces de la siguiente manera

HO = Hho + H] + H’ (55)

en donde |
Hio = hw(ala + 7h (56)
Hy =3Me + a'] + 6y[a* + 2ata +a” + %], (57)

siendo H; el hamiltoniano de un oscilador paramétrico linealmente forzado [3] y
H = Aa® +3ala® + 3at’ a + o) + 1[a* + data® + 6a” + 4at a + o' (58)

con
h

¥

mw);’ ’Y=’Y'('2E;)2- (59)

La etuacidin {55) es una cxpresidn cxacte del hamiltoniane Mg, De los 15 aperadaores mie
aparecen en Hy extraeremos un subconjunto que contenga términos lineales, cuadréticos y
bilineales en los operadores bosonicos de tal manera que formen un conjunto cerrado bajo
la operacién de conmutacién. La parte restante, la cual no forma un conjunto cerrado
bajo la operacién de conmutacién serd despreciada en esta primera aproximacion, Notese
que en H, se incluye informacion de la parte no-arménica del oscilador,

A= X

[N

b

Los primeros dos términos de la ecuacion (55) serén considerados como una apro-
ximacién de primer orden para el hamiltoniano total H,.

Utilizando el hecho de que el operador de evolucidn tern poral puede ser escrito como
un producto de exponenciales cuando el Hamiltoniano del sistema es una combinacién
lineal de operadores que forman un algebra de Lie, esto es, cuando el conmutador de
dos elementos cualesquiera del hamiltoniano pertenece al hamiltoniano [12], podemos
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aplicar la transformacién dada por la ecucidn (32) para obtener el hamiltoniano en la
representacion de interaccion.

Usando la descomposicién dada en la ecuacion (85), obtenemos que el operador de
evolucién temporal correspondiente al Hamiltoniano no perturbado Ho es de la forma

Uy = Unolh, (60)

sustituyendo en la ecuacién diferencial para iy obtenemos las ecuaciones diferenciales

ihdUn, = Hiolhho (61)

hol, = (U} Hiholth = H (U, (62)

con condiciones iniciales
Uno(to, to) = U (to, to) =T

] e ¢ I 3 .
Lainteraccion H,(?) en la ecuacion (62) es obtenida transformando a los operadores
de creacién y aniquilacién que aparecen en H, de la siguiente manera

Ul = ae™, UL alUy, = ale™.

El Hamiltoniano transformado puede escribirse como una combinacién lineal de los mismos
operadores que se tenfan en H; pero con coeficientes @, (),

8
Hi(t) =Y du(t)Xn.

n=l

Debido a que el conjunto de operadores que aparecen en Hy(t) forma un 4lgebra de Lie
finita, podemos escribir la solucion de la ecuacion (62) en la forma de un producto de
exponenciales [13]
U=1] emomtn (63)
n=1
con funciones complejas dependientes del tiempo ay(¢) por determinar.

Escogemos el siguiente orden para los operadores
2 b
M = a'a, A‘Q = (l' f X;; = a’, (1’4 =q, 1115 = (lz, (Va =]

esto es, operadores de aniquilacidn a la derecha y operadores de creacién a la izquierda.
Esta forma de ordenamiento, llarnada forma normal es conveniente en el momento de
llevar a cabo la evaluacién de elementos de matriz. El ansatz dado por (63) permite
obtener el operador de evolucidn temporal para el hamiltoniano H,(t) el cual contiene
informacion concerniente a la parte anarmonica del oscilador, Sustituyendo la ecuacién
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(63) en la ccuacién (62) obtenemos para las funciones complejas o, (t) el conjunto de
ecuaciones diferenciales acopladas de primer orden [13]

hory = %(4’1 — dpsaze™i™), (64)

Aoy = %((}526%" - 4ol pse M), (65)

dhay = %(4’36“’ ~ 204e™"), (66)

s = H(gae™ ~Zagde™), (67)

dos = %%c'?“‘, (68)

Buoa = 35 — aabie™ + (] ~ Zaa)se™"). (69)

Estas ecuaciones se resuelven numéricamente usando la subrutina DE [14].

5.2 Interaccidén atomo - oscilador anarménico.

El problema que consideraremos a continuacién es la construccién del Hamiltoniano en
la representacién de interaccion. El tipo de colisién que trataremos es ineldstica, es decir
que hay transferencia de energia (traslacién-vibracién) de modo que deja perturbada a la
molécula. Por lo tanto tenemos que resolver la ecuacién de Schrodinger que describird el
comportamiento del sistema durante la calisién. El hamiltoniano en la representacién de
interaccidn se obtiene a partir de

H = UV ()lUo, (70)

donde Uy es el operador de evolucion temporal correspondiente al hamiltoniano indepen-
diente del tiempo y V(1) es la interaccion entre el proyectil y el blanco en la aproximacién
semiclasica. Haciendo un desarrollo de la interaccién en series de Taylor, manteniendo
términos de hasta cuarto orden, obtenemas

1
Vaelt) = Y duft)a™ (71)
n=l

Escribiendo ¢l operador de desplazamiento x en términos de los operadores de creacién y
aniquilacién encontrames que el potencial contiene el mismo conjunto de quince opera-
dores que aparecieron en Hp. ‘Transformando a los operadores a y a! para construir M;

tenemos que
Ulally = dya' + daa + ds!, (72)
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en donde

5 ) ,
d] = QTI;QJ(E(”-HM - 2a2€-nl+lwt)' (73)
5 , )
dy = ém(gaseawwt +(1- 4&2(15)6"“”"“"), (714)
h ; i
dy = %(a.,e"'*'”' — (o3 + 20204)8"“”""')- {75)

Para transformar los términos de orden superior presentes en la interaccion haremos
uso del operador unitario U, Tenemos por ejemplo

Ue*Ue = UdzUoldl zldo.

El hamiltoniano en la representacién de interaccidn entonces es expresado cormo

15
1) = 32 90 (76)
n=
Con ¥, funciones conocidas las cuales son obtenidas de una forma directa y los opera-
dores X, son abtenidos a partir de los operadores «®, n = 1, 2, 3, 4 escritos en términos
de los operadores a, a' expresados en el orden normal establecido anteriormente, Ahora
podemos escribir
i) = My () + 1P (L), (17)
donde .
1 =Y w,X,,
n=l
es un subtonjunto de H;(t) que forma un algebra finita de Lie. Ll operador de evolucién
temporal en ¢l diagrama de intetaccidn es entonces

Ur(t, to) = U 8 UP (1 t) (78)

y U}” puede ser escrito como un producto de exponenciales. Conocido el operador U,“)
podemos transformar ”H(,z) para obtener un nuevo potencial de interaccidn, el cnal con-
tendrd operadores que cierran el dlgebra y otros operadores que no la cierran. Este
potencial puede ser separado como una suma de dos términos, uno de los cuales contiene
seis aperadores que cierran el dlgebra y cuya solucién puede obtenerse en forma exacta
y ¢l otro, que conticne nueve operadores que no cierran un algebra y cuya solucién tiene
que obtenerse aplicando algin ofro nedio de aproximacién, Designaremos por Py a las
probabilidades de transicidn obtenidas en la aproximacién en que se escribe el operador
de evolucidn temporal en la representacion de interaccion &) como

Uplt, tg) ~ U, (79)

l)l
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Prz a las probabilidades de transicidn obtenidas en la aproximacién en que se escribe ¢l
operador de evolucion temporal en la representacion de interaccion #; como

U(t to) ~ UIy® (80)

y el subindice n = 0,1 indica el nivel de aproximacién usado en la evaluacién del operador
de evolucion temporal 2y, n = 0 corresponde alfy = Up,, n = 1 corresponde aly = Uj,l;.

El operador de evolucién temporal en la representacion de interaccion es U, (t, to) =
[1;U, j = 1, 2 donde cada uno de los operadores &} tiene la forma

) 6 R
UP(tyto) = [T W0 = 1,2 (81)

ne=l

El conjunto de operadores que aparecen en 'H(”(t) es el mismo que aparece en
H (1), las funciones ﬂ(’)( t) satisfacen el conjunto de ecuaciones (64-69) con la substitucién
BY = @ o = Ul

Para obtener las probabilidades de transicidn entrc los diferentes estados vibra-
cionales de la molécula, se tienen que evaluar los elementos de matriz del operador de
dispersidn S entre los eigenestados del oscilador sin perturbar [15). Para el caso de un
oscilador cudrtico, la teoria de perturbaciones falla para practicamente cualquier valor
del parametro de anarmonicidad. Esto puede ser superado cambiando la frecuencia del
oscilador escogiéndola de tal forma que minimize el error. Lste cambio puede hacerse
para cada uno de los estados del oscilador pero entonces los distintos eigenestados de-
jaran de ser ortogonales entre si. Aqui se seguirdn dos aproximaciones para construir los
eigenestados del oscilador armdnico. La primera hace uso de la teoria de perturbaciones
de segundo orden, donde tenemos la siguiente expresién para las eigenfunciones {15)

'

LIV |m) (le’Im)) (k]V'[n}(n|V'|m) ]
Ly — By n (Em - Ek)(Em - En)

Py = ¢n + Z B [ (82)
en donde V' = Hp, + Hy ~ Higpo. Debido a que la perturbacién contiene operadores
de creacién y aniquilacion de hasta segundo orden las eigenfunciones vibracionales ¢,
del oscilador anarménico son expresadas en términos de las eigenfunciones del oscilador

arménico ¢ como
n42

Y Cidy (83)

kz=n=2
Las amplitudes para una transicion de un estado nicial 1 a un estado final f estan dadas
por
Ajf = ZC,:(tﬁk]U[(l ~ 00, g ~+ —00) |1 C) (84)
K

con
[=-2<k<f+2, yi-2<I<i+2



En la segunda aproximacidn {13 el hamilloniano Hy es transformado en un oscilador
armonico, con una frecuencia efectiva diferente por medio de la aplicacién de una trans-
formacién unitaria. Primero se hace un cambio de base de los operadores a, at a un nuevo
conjunto de operadores b, b relacionados con los antertores por medio de las ecuaciones

b= ta+tyal + 7,
b = tya+tat 4T, (85)

i

Pidiendo que e! hamiltoniano en la nueva hase sca el de un oscilador arménico, se obtiene
para los coeficientes de la transformacion las siguientes condiciones

6“/12

tl =
6y + (1 + /1 + 247/ hw)hef2

.- (6‘7 +{1+4/1 +2‘l‘7/hw)hw/2) 1/2
! hw\/l + Uy fhw

=3
b = T+ (86)
dy = ((97+hw/2ts —6v4,)(t; — t)
dy = (6t — (37 + /)t - ta), (87)

de tal manera que el hamiltoniano queda como
H(b, b, T) = ho' (b0 4+ 1/2) + 6E, (88)

siendo la nueva frecuencia

W = w1 4+ 24y/hw {89)

y el corrimiento en el origen de la energfa

5E = -37 + (t| - tz)ia(ﬁ'/\ + (l] - tz)l;;(ﬁw + 24(.0)). (90)

Al transformar al potencial de interaccidn V(t) se obtiene

15
Vic(b, 6') = 37 6 (t) Xin. (81)
mz=]
La interaccidn contiene el mismo tipo de operadores que el conjunto original, pero en
términos de b y !, La diferencia entre la interaccion original y la transformada estd en los
coeficientes 8y, (1), dichos coeficientes contienen informacién relativa a la parte no arménica
del oscilador inicial. En esta aproximacion, donde el oscilador anarménico es remplazado
por un armonico, se tiene la ventaja de que es posible evaluar las probabilidades de
transicidn con los elementos de matriz del operador de dispersién entre los eigenestados
de este nuevo oscilador arménico.
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5.3 Probabilidades de transicién

Para evaluar las amplitudes de probabilidad, primero consideraremos el efecto de los
operadores a,a' en los eigenestados del oscilador arménico ¢, = In).

afln) = ‘laz—i!—m—[ry— k) (92)

(n+k

(t"‘In) —L|n A+ k). (93)

Considerando ahora. ef efecto de e~ y c‘/”“"‘ en el estado |n)

Pmas QP Pmax ) .
Byl — B - (—ﬂa)'\/" nl .
i) = 35 ey = §5 I i - (%)

donde ppg, =ny ' ’
e n) = ¢="|n) (95)

En este trabajo analizamos diferentes aproximaciones para el calculo de las pro-
babilidades de transicién vibracional. Por una parte tenemos que definir la aproximacton
al Hamiltoniano no perturbado dado por la ecuacién (55). Llamaremos Fy, a la aproxi-
macidn obtenida cuando el Hamiltoniano no perturbado esta dado por la ecnacién (56)
cuando lo aproximamos por un oscilador arménico, P, cuando aitadimos aquella parte de
la interaccién que cierra un algebra, esto es, tomamos como Harniltoniano no perturbado
a la suma de las ecuaciones (56) y (57) en tal caso, el operador de evolucion es Uy =
Uél) = [18.; e~ Finalmente P, es la aproximnacién obtenida cuando hacemos uso
de la solucién L(é” para transformar aquella parte de la interaccién que no cierra un
iilgebra (ecuacién (38)) y obtenemos una interaccién que contiene una vez mds términos
que cierran el al%ebm y termmos que salen de ésta. En este caso el operador Up estd
dado por iy = Vsiendo LIO y L(o productos de exponenciales. Por otra parte, el
Hamiltoniano en ld representacxon de interaccion H,(t) dado por la ecuacién (76) cons-
ta del mismo conjunto de operadores que el [Tamiltoniano no perturbado. Por lo tanto,
podemos aplicar una vez mais la descomposicién descrita anteriormente para aproximar
Uy y obtener diferentes aproximaciones para el operador de evolucién temporal en la re-
presentacién de interaccién f;, La siguiente tabla resumne las distintas aproxiinaciones
que usaremos



Tabla de aproximaciones

Pa = Uo=1Uno Uy = U}l) =TI, e~onen
P = Ui=Uy U(l)um
Py = U= u(l) _ I-IG e=Prin 14, (1) “6_ e=nen
Py - Uy u“’ = g_, e Fnin U = u}“u}"

En la aproximacién Py, (n=0,1), el operador de cvolucién temporal en el diagrama
de interaccién U; es un producto de seis exponenciales. El resultado que se obtiene al
calcular sus elementos de matriz entre estados n, n’ del oscilador arménico es:

ol

p n- 2p r 3 )A- w'=2K (-5 )a
A = Valn!! ~fe-tn'fy ﬂ5) Ba 3
n Tlln € pzo p‘ et 7‘ & ' "go s!(n, — 2k — 3)! (96)
con la condicién
n-2%k-s=n-2-r

la cual es consecuencia de la ortogona!idad de los eigenestados del oscilador arménico. En
la aproximacion Ppy

AD = (U UP ) = 5 () (m P 97)

m

en donde se introdujo la descomposicién espectral de la unidad

nzl [m)(m| =1, (98)

Las probabilidades de transicién entre los estados vibracionales n y n’ en cualquiera
de lag aproximaciones descritas arriba, estdn cladas por el valor absoluto al cuadrado de
las amplitudes de transicion correspondiente A,m,.

54 Resultados numéricos:

Una vez que hemos calculado las probabilidades de transicidu en una colisién entre un
atomo sin estructura y una molécula diatémica usando un método analitico aproximado,
tenemos que comparar ahora nuestros resultados con los de otros autores [1] [2].
acuerdo con Secrest- Johnson la interaccion dtomo-molécula es de la forma {1]

W(Ryz) = Eoe T (99)

en doude It es Ja distancia entre el dtomo y el centro de masa de la moléeula, L es un
paramétro que caracleriza ¢l alcance de la interaccion, cuyo valor para los sisternas mole-
culares que utilizamos en este trabajo es de 34, p = m./(mp-+m.) y 1 es el desplazamiento
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de la molécula con respecto a su posicién de equilibrio. Suponiendo que |2| < L €l cfecto
de las vibraciones para el cdleulo de la trayectoria R(t) es pequeiio y el potencial E‘oe'%
proporciona una buena aproximacion para encontrarla, En esta aproximacion, se ohtiene
un potencial de interaccién dependiente del tiempo dado por

Vpelz,t) E‘qsech’(\/;E;%)e‘i5 = F(t)eT. (100)

Sustituyendo en la ecuacién
H:c ='Ho+l/,¢(:l:,t) (101)
tenemos
Haolt) = Ho + F(t)eT, (102)
Desarrollando la interaceidn en series de Taylor y manteniendo términos hasta cuarto
orden obtenemos .
Hie(t) = Ho+ ) 0i(t)2’ (103)
izl
en donde las funciones §;(t) tienden a cero cuando t — oo, Para estudiar la convergencia
¥ la regidén de aplicabilidad de la serie de transformaciones hechas aqui, se calcularin las
probabilidades de transicién usando el método de canales acoplados (BS) para el caso
cuando la molécula es modelada como un oscilador armanico y el potencial de interaccién
contiene términos lineales, cuadréticos, cibicos y cudrticos, Comparando los resultados
obtenidos con las aproximaciones Po;, Py;, BS y OAEXP (oscilador arménico) [2] en
funcién de la energfa de colision, se observa que los téminos anarménicos en el potencial de
interaccion fueron tomados en cuenta de forma correcta con la serie de transformaciones.
Como se puede ver en la tabla 1 para valores de la energia de colision mayores a 8w,
el método algebrdico proporciona resultados muy cercanos a los resultados numéricos
exactos (en la aproximacidn semicldsica) BS; se nota también que los resultados puramente
cuanticos de Clark et al OAEXP difieren de los resultados semiclasicos BS. En el cdlculo de
canales acoplados hicimos un desarrollo de la interaccion en series de Taylor conservando
términos de hasta cuarto orden en la coordenada de desplazamienio, mieniras yue en of
calculo de Clark et al. se consideré la exponencial completa.

Tabla Nitmero 1. Probabilidades de transicién (0-1) como una funcién de la energfa
de colisién en las distintas aproximaciones discutidas en el texto.
Sistema H, — —-He

E/Ey P Py BS OAEXP

4 9.20(-4) 9.73(«4) 9.84(-4) 7.20(-4)
6  3.50(-2) 3.76(-2) 3.89(-2) 2.95(-2)
8 1.38(-1) 1.47(-1) 1.55(-1) 1.33(-1)
10 261(-1) 2.73(-1) 2.87(-1) 2.92(-1)
12 345(-1) 3.49(-1) 3.59(-1) 4.28(-1)
16 3.44(-1) 3.20(-1) 2.96(-1) 4.07(-1)




Para valores grandes de la energia de colisidn la discrepancia entre las aproxi-
maciones Poy y Poy con BS llega a ser importante lo cual indica la necesidad de més
transformaciones si es que se quiere aplicar el método en esos rangos de energfa,

En la figura 5 se muestra el logaritmo de las probabilidades de transicién del
primero al segundo estado excitados (1 — 2) obtenidas en las aproximaciones Pyy, Pg,
y los resultados de Clark y Dickinson QAEXP, y OMEXP (oscilador de Morse) para el
sistema caracterizade por los pardmetros a = 0314, D, = 9.300, my =m. =1, m, =4
correspondiente a un dtomo de Helio que choca con una molécula de H; en funcion de la
energfa de colisién medida en unidades de fiw/2, Las constantes de anarmonicidad A y
que aparecen en Ja ecuacion (57) quedan expresadas como A = ~hwy/X./2, v = HhwX,
siendo X, = 0.03 para ¢l sistema molecular que estamos considerando aqui{16].

Se puede ver de la figura que la aproximacién Py discutida en esta seccidn arroja
resultados mds cercanos a los del oscilador de Morse, con tratamiento cudntico OMEXP
{cuadrados) que los resultados del oscilador arménico con tratamiento cuantico QAEXP
(cruces) en todos los rangos de energia considerados aqui. De aqui vemos que el com-
portamiento cualitativo de las probabilidades de transicién en funcién de la energia de
colision es apropiado.

La figura 6 muestra el logaritmo de las probabilidades de transicién (0-1) y (0-3) en
funcion de la energfa de colision medida en unidades de hw/2 para el sistema caracterizado
por los pardmetros o = 0.314, D, = 9300, m, = my = | y m, = | correspondiente a
un dtomo de Hidrdgeno que choca con una molécula de H, (Hidrégeno). Los resultados
de Clark y Dickinson para el caso del oscilador de Morse OMEXP son mostrados por
los cuadros en la figura, los resultados semicldsicos Pj; por una linea continua, y Py, por
una linea quebrada, Se puede ver que para este sistemna la importancia de una segunda
transformacién para el tratamiento de) potencial de interaccidn no mejora los resultados
significativamente. Fsto se explica por el hecho de que la masa del dtomo incidente es
igual a la del dtomo de! blanco y los efectos de anarmonicidad no son tan importantes,
Para este sistema los resultados obtenidos con la aproximacién semicldsica dan una buena
concordasncia con los resultados cudnticos en ambas tansiciones y en los rangos de energia
congiderados,

Finalmente, en la figura 7 se grafica el logaritmo de las probabilidades de tran-
sicion (0-1) para el sistema CIH 4 H, (itomo de helio, molécula de cloruro de hidrégeno)
caracterizado por los pardinetros o = 0.520, D, = 14.700, m, = 35, mpy =1 m, =4 en
funcidn de la energia de colisién. Debido a que {a masa del dtomo incidente es del orden
de la de} primer dtomo de la diatomica, y la masa del segundo dtomo de la diatémica
es mucho mayor que la del primero, es de esperar gue los efectos de anarmonicidad sean
importantes adn para transiciones cercanas al estado base. Debido a que no encontranos
resultados cudnticos o semicldsicos de otros autores para este sistema, se grafican los
resultados semicldsicos Pyy (linea continua), P2 {linea quebrada) y BS en donde uti-
lizamos el método de canales acoplados con la molécula diatdmica modelada por un osci-
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Figura5: Logaritmo de la probabilidad de transicidn (1-2) en aproximaciones Py, (linea
continua), Pz (linea quebrada), OAEXP (cruces) y OMEXP (cuadrados) como una
funcién de la energ'ia de colisién total medida en unidades de hw/2 para el sistema

Ha + H..

lador armdnico y la interaccidn entre el dtomo y la dialémica contiene términos lineales,
cuadraticos, clbicos y cudrticos. Se puede ver que aiin para cnergfas de colision bajas
los resultados obtenidos con las aproximaciénes Py, y P; difieren considerablemente de
los resultados exactos BS, indicando la importancia de la anarmonicidad de la molécula;
también se nota que la diferencia entre Py, y P, se hace mas importante conforme la
energfa de colisién aumenta.
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6 Colisién molécula-molécula

En una colision en una dimensién el proceso mas simple después del tratado anteriromente
es el de una colisidn entre dos moléculas diatémicas. En esta seccién se estudian las
probabilidades de transicion vibracionales para un sistema que consta de dos osciladores
paramétricos linealmente perturbados con un acoplamiento bilineal [17].

Las moléculas son modeladas por medio de osciladores arménicos en una geometria
colineal, El Hamiltoniano resultante es de la forna:
K 9 S L L

H=—iom " omd? “amaa 13 mlw,q,+

1
SMORT S Og  2ms 02 Smawdqh + V(g g2, R)  (104)

2
en donde R es la distancia entre los centros de masa de las moléculas, ¢; es el desplaza-
miento del oscilador i con respecto a la posicién de equilibrio, m; es la masa reducida
del oscilador ¢ y V(qy,q2, R) es el potencial de interaccion entre los dos osciladores. En
la aproximacidn semicldsica se resuelven las ecnaciones cldsicas de movimiento para R(t)
despreciando las vibraciones en los osciladores obteniéndose un Hamiltoniano simplificado
que involucra las coordenadas internas de cada oscilador y un potencial de interaccién de-
pendiente del tiempo

H-’C(t) = Hﬂ + V((Ih 'I27t)a (105)
h2 d2 1 2.2 h2 (12 1 (1) (2)
°=—'271?T7171—}‘-+ Fmw; = S qu + = nuw,q2 ~ My +HY (106)
con - i
(. Zf S
Ho' = g d T ™
hbar? &* 1 ,
HP = BT + 2mgw§q§.

desarrollaitdo la interaccidn en series de Taylor alrededor de la posicién de equilibrio de
cada uno de los modos normales y cortando la serie después del término de segundo orden
obtenernos

1 1 ,
Hae(t) = Ho+ Fr(t)qu + Fa(t) g2 + EGn(t)Qf'F §Gzz(t)flﬁ+ Grz()qrqa+ V'(q1y qust) (107)

adonde
av
Fi(t) = (%)vquﬂh (108)
&V
Gi!(t) b‘(’]’i—(l';)m:qz-'-o- (109)
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Ademas, se tiene que estas funciones tienden cero cuando ¢ — +oo, Fy conveniente
separar al hamiltoniang en la aproximacién semicldsica H,, como

Haelt) = # () + HP (1) + 20! (110)
HO(1) = i) 4 Fi(t)g; + %G'i;(t)q,-’ (111)
V() = Gia(t)qiq, + V(g ga,t) (112)

en donde ha quedado expresado como la suma de dos osciladores paramétricos lineal-
mente forzados - cuya solucién conocemog - més un término de acoplamiento entre dichos
osciladores,

Pisaan = (9, 9121518, i, )2 (113)

El operador de evolucién temporal Ui(t, to) se escribe en forma de un producto
U = Uy (114)

siendo cada uno de Jog Up ol operador de evolucign temporal correspondiente 5 un
oscilador paramétrico linealmente forzado y el tltimo término l(,m) tal que

ihauf' (@) 002), 1), 2y, (1) (12) 31 ,(12)
5 = U U U, (tito) =V, OU; ™ (t,1). (115)

De acuerdo coy o visto anteriormente,

Uy = 1 viiy (116)
n=|\
con
v = exp|—iay;(t) X)), (117)

Aplicando los operadores u podemos construir a I mmeva interaccién V('3 cuya forma
resulta ser:

V) = ¢4 P10+ 2z + dapy + by, +
bsq1q; + Psqip; + b2q0m) + Sapipe (118)

¥ en donde las funciones ®;(t) dependen tambiéy de las ay,;(1) que aparecen en la soluciéy
de los osciladores paramétricos linealmente perturbados, K conjunto de operadores que
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linealmente perturbado, Por esto, se usard un método de aproximnacion para el operador
de evolucion temporal para el residuo del acoplamiento, Si V(19 ¢g equeiio, es posible

; p f pequefio, es p
aplicar teorfa de perturbaciones

(12) — ___i_ C )18 ’
UMty 1) = 1 h/m Vi(¢)a, (119)
Sustituyendo en la expresion para las probabilidades de transicién obtenemos
Pazapys = |(¢/1|5§”|¢n)(¢/2|3:(2)l¢n)
i
5 2 1S ) (615 ldya) x
nin

(bl |~ VD)t ) (120)

v}”’(t) contiene winicamente términos lineales y bilincales en los operadores Pyqvorlo
cual la sumatoria sobre ny Yy ng contiene sdlo 9 términos. Otra aproximacidn se obtiene
haciendo una expansién en términos de funciones de base y utilizando tantas funciones
como sea necesario para obtener la convergencia numeérica deseada. Finalmente, susti-
tuyendo la forma de producto en la expresion para los elementos de matriz del operador
de dispersion se obtjene:

Paizs nia = (01612l S{VS 8™ g pi2) 2, (121)

usando una vez mla descomposicién espectral de la identidad,

Poigapipa =1y, ((/>/lls;l)kﬁm)(¢/2lf1(2)¢,.2) X Airimninz|? (122)

nin2

. 2 . .
con las amplitudes Aitizning = (¢,,,¢,,2|S,“ )Iqb.-l(ba) dadas por ta solucién de las ecuacidnes
diferenciales

thAianny = ~(En + Evz)Aitianina+
expli(Euy + Ewa)t/h] 3 Anviainiz

312 ]
X expl=i(En + E)t/R)busbual Vi 1 ). (123)
6.1 Resultados numeéricos

Para modelar la interaccién entre los osciladores se usé una funcidn exponencial repulsiva
entre los atomos mds cercanos de cada oscilador U(z) = Dexp(—az) con D Y a constantes
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que definen al potencial y z la distancia entre los 4tomos que colisionan, Elegimos a =
° 14 e . .

5.04~1, D = E con E la energia de colisién y R la distancia entre los centros de masa de

cada molécula medida tomando el punto de retorno como el origen de coordenadas.

La energia de colision E se obtuvo a partir del promedio de las velocidades en
forma tal que la reversibilidad microscdpica es restituida. El potencial usado en los
célculos después de desarrollar la exponencial es dado por la ecuacidn (108) con Fi(t) =
Eavyisech®[(E/2u)Pat] y Gij(t) = Ea’yivjsech®[(E/2u)'/at], donde  es la masa re-
ducida del sistema. Si]a geometria colisional de las dos didtomicas es AB+CD, se tiene
7 = maf(ma + mp)y v2 = mp/(mc + mp). El término V' en la ecuacién (108) fué
omitido,

Se usaron las siguientes aproximaciones:

(o) Osciladores arménicos independientes linealmente perturbados,
() Qsciladores paramétricos independientes linealimente perturbados.

(B) Osciladores paramélricos linealmente perturbados con el acoplaniento residual tratado
con teorfa de perturbaciones de primer orden.

(+) Osciladores paramétricos linealmente forzados usando un desarrollo en términos de
una base hasta obtener convergencia numérica.

(o) Resultados de Skodje et. al. [19)

De la figura 8, se puede ver que los términos cuadraticos en el desarrollo de la
interaccién son importantes aiin para energias de colisién relativamente bajas, Tamnbién
se puede ver que para €] sistema HF + H, el efecto del acoplamiento residual V,(m(t)
es muy pequefio y teorfa de perturbaciones arroja buenos resultados (ver tabla 1). Un
comportamiento andlogo se encontré para el sistema HCl + Hy,

En la figura 9 se muestra la probabilidad de transicién £(00 — 01) para el sis-
tema Ny -+ Oy e lus diferenles niveles do aproaiinacidn mercionados antericrmente, Los
resultados de Skodje et, al. fueron obtenidos despreciando transiciones de dos cuanta (de
doble salto) debidos a los operadores provenientes del término bilinial en el potencial de
interaccidn, :

Tabla Nimero |

Probabilidad de transicion P{00 — 10) para el sistema H, + FH. E es la energia
total por encima del punto cero.

E(fw) Expansion Perturbacion  Oscilador Paramétrico
20  0.163 x 107* 0.162 x 10~* 0.163 x 10~*
3.0 0.231 x 107! 0.231 x 107! 0.232 x 10!
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Se puede ver de la fignra 9, que los resultados obtenidos al usar un desarrollo en
una base (cruces) incluyendo tantas funciones como sea necesario hasta obtener la conver-
gencia deseada, caen entre los resultadas obtenidos usando dos osciladores paramétricos
independientes (triingulos) y los abtenidos usando dos osciladores paramétricos acoplados
por una perturbacién bilineal (cuadrades). Un hecho interesante de éste método es que al
aplicar teoria de perturbaciones se obtienen resultados razonahles también para energias
de colisidn relativamente altas. La misma clase de compartamiento encontrado para el
sistema N + Oq fué encontrado también para el sistema N, +CO. En ambos sistemas se
tiene una relacién de masas semejante entre los dtomos que calisionan.

En el cdlculo numérico hacienda un desarrollo en una base, el nimero de funciones
requerido para alcanzar convergencia depende, como es de esperar, de la energfa de colisidn
y de los estados bajo consideracidn. Por ejemplo, para el sistema N3+ CO y una energfa de
calisién de 5.25hwy, se requirid de 6 funciones base para cada oscilador para la transicidn
(00 - 10). Se puede concluir que;

(1) Los efectos del término cuadratico en el desarrollo del patencial de interaccidon in-
cluyendo operadores de dos cuanta {crecidn y aniquilacién de pares) son no despre-
ciables

(2) Los resultados obtenidos con teorfa de perturbaciones pueden ser usados -al menos
de una manera cualitativa- alin para energfas de colisién relativamente altas siempre
y cuando los osciladores paramétricos sean descritos adecuadamente.

Los procedimientos seguidos aqui, en los cuales se incorporG en forma exacta parte
del acoplamiento, es un tipo de generalizacin al diagrama de interaccién que puede ser
aplicado a otras dreas de la fisica.
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Figura 8: Probabilidad de transicién P(00-01) para el sistema HF — Ha, » osciladores
arménicos independientes linealmente perturbados; A, osciladores paramétricos indepen-
dientes linealmente perturbados; O, osciladores paramétricos linealmente perturbados con
e} acoplamiento residual tratado con teorfa de perturbaciones.
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de aproximacién: A, osciladores paramétricos independientes linealmente perturbados;
+, osciladores paramétricos acoplados usando un desarrollo en una base, O osciladores
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resultados de Skodje et, al.
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7 Conclusiones

En csta tesis se desarrollaron métodos de tipo algebrdico para caleular la transferencia
de energia iraslacidn- vibracién presente en una colisién colineal entre un dtomo y una
molécula diatémica modelada por un oscilador anarménico, La interaccién entre el dtomo
y la diatémica fué modelada por medio de una funcién exponencial repulsiva, y se hizo un
desarrollo de la misma en series de Taylor manteniendo términos de hasta cuarto orden.
Se obtubo una aproximacion al operador de evolucién temporal y con éste se calcularon los
elementos de matriz del operador de dispersidn obteniéndose las amplitudes de transicién,
encontrdndose que las probabilidades de transicion dependen fuertemente de la presencia
de los términos anarménicos,

Concluyendo, se propuso un método algebrdico para la construccidn del operador de
evolucidn correspondiente a un hamiltoniano de un oscilador paramétrico forzado. Para
hacerlo, se considera aquella parte del hamiltoniano cuya solucién es conocida y cuyo
operador de evolucidn temporal puede obtenerse en forma cxacta, esto es, se resuelve el
problema de un hamiltoniano cuyos elementos forman un algebra finita de Lie. Usando
este operador se pasa a una representacién de interaccion generalizada cuyo hamiltoniano
puede ser expresado como la suma de dos términos, uno de los cuales forma un élgebra
finita de Lie y el otro no. Para éste iltimo se utiliza teoria de perturbaciones.

Debido a que no conocemos resultados experimentales para las probabilidades de
transicién vibracional en colisiones atomo-molécula o bien molécula-molécula, hemos com-
parado los resultados obtenidos con el método algebrdico desarrollado en esta tesis con
resultados cudnticos numéricos ‘exactos' de Secrest y Johnson quienes propusieron la
funcién exponencial para la interaccién y encontramos una estupenda concordancia entre
nuestros resultados y los publicados por ellos. Esto nos da una indicacién de la validez
tanto de la aproximacidn semicldsica como de las aproximaciones que hacemos del poten-
cial de interaccidn,



8 Apéndice A: Aproximacion semiclasica

En ésta aproximacion, el movimiento relativo entre el proyectil y el blanco es tratado
cldsicamente, mientras que los grados de libertad internos son tratados con mecdnica
cudntica. Esta aproximacidn es vilida cuando la longitud de onda de la particula es
pequeiia en comparacion con la distancia bajo la cual el potencial cambia apreciablemente,
La suposicién bdsica consiste en supaner la existencia de una trayectoria clisica media
r(t) para el movimiento relativo, obtenida a partir de un potencial central promedio V(r).
Como consecuencia, se tiene que el operador de energia cinética relativa priede omitirse
del hamiltoniano, para ser reemplazado por un potencial de interaccién dependiente del
tiempo V(r(t),z) en donde = denota a los grados de libertad internos del sistema.

Consideremos las probabilidades de exitacién vibracional en aproximacién semiclasica
obtenidas por Rapp y Sharp [20] para el oscilador arménico.

El potencial es de ta forma V(z) = Ee™* en donde E es la energfa de traslacién
media, £ = jmi?,

La variable traslacional  y el tiempo ¢ estdn relacionados por

(It 1 = (AE-Vie)) (E ]_5 =5 -e"‘"”-*'
o(z)
Para llevar a cabo la integracidn es conveniente hacer la sustitucién
1'(!.1.‘

sechf = ¢

en términos de la cual
b= [ = o) tde = 20/a0
D Jo !

de donde ab
= sechQ(-—z—) (124)

ESTA TESIS No mepe
VLR BE LA BIBLUIEA
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9 Apéndice B:
Cilculo de amplitudes para los estados n, 0’ n — n/

3
At = {nl]emProt g=in! g=fuuto g-fra g=Paa® o-fol )

Considerando que la exponencial con 6 es un nimero, no afecta a los operadores y la
P k)
podemos sacar sin alterar nuestro clculo, Para e~#2" aplicando a la izquierda tenemos

<nl'e-ﬁzn" = Eﬂl f2a N "

a.-O
Z( &) B
=0 8l
8l
o3 ﬂl‘ i) o nl!
= 1 PR o L
) .E_% = L ey (125)

Aplicando e=%2¢' a 1a izquierda

(n' ~ 2sje=Paet

it

(ot -2

= z-——an 2s]
t=0
= Zw—-an 2s]
t=0 '
"E‘f’ﬁ;' (n! ~ 2s)! (
L T\ o)

0! =2 — ], (126)
En los casos de ¢/ y e se aplican a la derecha,

—paatyy o g (B gy R (B [
eP |n)—,§)——l)—!5—a2 In)-’g-—ﬁa——- mln-—?p)

Para e~540

i (=)’ g A R
e M~ 2p) = gﬂ g o) = q):a 7\ q),lr 2~ q)

Reagrupando y simplificando términos semejantes abtenemos

s (=B5)" "X (=) !
Ann = PRIV ;
E% A& Vona
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n'/2 2 n'~2s ;t 1 ,
’Zd:) T ; -t-l-‘/-———————-(n, Y t)!<" ~2—tn-2p—gq)

Debido a que los estados de ndmero son funciones propias del oscilador arménico, entonces
prop.
se cumple que
(W =2~tn-2p—q)=dn'~2—t,n-2p—gq

Aplicando la desigualdad anterior obtenemos la expresién final para las amplitudes
Anm,

Aun = Vilnlle~(Gatn'ta) "Xl‘j (Bl "5 (=) nf )Y ()

p=0 P! q=0 q! a=0 8! =0 t!(n’ ~2 - t)!.
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