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1 Introducción 

En este trabajo se estudian las probabilidades de transición vibracional presentes en una 
colisión unidimensional entre una partícula sin estructura y una molécula Biatómica. 
Esta última es modelada por medio de un oscilador anarmónico el cual expresamos 
como un polinomio de cuarto orden y utilizamos la aproximación serniclásica, es decir, 
el movimiento relativo entre el proyectil y la molécula se describe clásicamente mien-
tras que los grados de libertad internos de la molécula son descritos por medio de la 
mecánica cuántica. Para la interacción entre el proyectil y la molécula usamos una función 
exponencial repulsiva propuesta hace algún tiempo [1]. En dicho trabajo se hizo un 
cálculo numérico de las probabilidades de transición vibracional usando un modelo de os-
cilador armónico para la descripción de la molécula y haciendo un tratamiento puramente 
cuántico del problema, Posteriormente [2) se realizó otro cálculo también puramente 
cuántico utilizando también una función exponencial para la interacción átomo-oscilador 
y tomando tanto a un potencial armónico corno a uno de Morse para la descripción de la 
molécula. Se encontró que la inclusión de términos no armónicos en el potencial molecular 
es importante y modifica significativamente las probabilidades de transición, en particu- 
lar, al tratar con moléculas heteronucleares y con energías de colisión grandes Em 	10/ico 
siendo ‘,.) la frecuencia característica del oscilador. 

Es importante hacer notar que en tratamientos anteriores al nuestro, para aproxi-
mar el potencial intermolecular se habían incluído a lo sumo términos de orden cuadrático 
en el desarrollo [31 dando como resultado un Hamiltoniano que en aproximación semiclásica 
correspondía al de un oscilador paramétrico linealmente forzado. Nosotros mantenernos 
términos de hasta cuarto orden en el desarrollo del potencial intermolecular. 

Para manipular a los términos de orden superior al cuadrático, definirnos operado-
res de creación at y aniquilación a que cumplen con las relaciones usuales de conmutación 
y en términos de los cuales podemos escribir al operador de posición x de forma tal que al 
tomar las potencias x3  y x4  obtenemos operadores que perten1Ten al álgebra generada por 
1:3s.  operadores x y x2. De elna manera podemos in,-nrporsr inforrnnriAn proveniente de 
los términos anarmónicos dentro del álgebra del oscilador armónico cuya solución podemos 
obtener en forma exacta. 

En el capítulo II haremos una breve descripción del problema del oscilador armónico 
unidimensional. En el capítulo III se introducen los operadores de creación y aniquilación 
así como el operador de número y se construyen la base y el espectro del operador de 
número. Posteriormente se describe el trabajo de Gazdy y Micha [3] en el cual se utilizan 
métodos de tipo algebráico para la construcción del operador de evolución temporal y 
se calculan las probabilidades de transición para un modelo de oscilador armónico para 
la diatómica. En el capítulo V se trata el problema de transferencia de energía átomo-
oscilador anarmónico siendo este el tema principal de esta tesis. Finalmente, en el capítulo 
VI se describe una aplicación del método algebráico para la colisión entre dos osciladores 
armónicos [41. 



es 

2 Oscilador armónico 

La ecuación de Schródinger independiente del tiempo para un oscilador armónico, es decir, 
la ecuación para una partícula de masa m con energía potencial [51 

V(x) = 2  kx2, 

ti2 d21,b 	1 

2771 dX2 	2
, 

— kr 2111 = E111. 

Haciendo el cambio de variable, 

h 	
1n' 

con = 
711W 	 711 

la la ecuación (1) se transforma en 

d20 
+(a - (2 )0 = O 

con 

El comportamiento asintótico se obtiene cuando 12 	oo, A —12 	—12, de donde 
tenemos 

cuya solución es, 

11)co CX e 
en donde hemos tomado el signo negativo en el exponente, lo cual corresponde a la solución 
físicamente aceptable [61. 

Proponemos pues para la ecuación (2) una solución del tipo 

li)(1) = e-4  0(1) 	 (3) 

obteniéndose la siguiente ecuación que debe satisfacer la función 0(1) 

O" — 2e1'+ (A — 1)0 = 0. 	 (4) 

Esta ecuación puede resolverse por el método de series de donde se llega a la siguiente 
relación de recurrencia para los coeficientes del desarrollo 

ak+21k+2 	2k — (A — 1)  
ahlk 	(k + 1)(k + 

3 

(1)  

(2)  

tp 
del 	1221)°°,  

(5) 



Por inspección de la ecuación anterior notarnos que la serie se corta si 

A = 2k + 1, 

es decir, cuando el numerador de la ecuación (5) es cero. De la definición de A obtenemos 
los eigenvalores de la energía 

En  = (n + 
1 	

(6) 

Las soluciones polinomiales de la ecuación (4) que pueden construirse cuando (A —1) = 2n 
con n entero, son los llamados polinomios de Hermite de grado 11. La forma completa de 
las eigenfunciones es 

n'Ira 	nao 
Tn(x)= Cniln( 2h 

en donde 1/n  denota un polinomio de Hermite de grado n y Cn  es una constante de 
normalización. 

3 Operadores de creación y aniquilación 

En algunos problemas y en particular para el problema del oscilador armónico, una re-
presentación muy conveniente en la cual evaluar los valores esperados de observables es 
la llamada representación de número. Consideremos inicialmente un oscilador armónico 
unidimensional, y definamos las variables adimensionales 

(2‹  =  
h  q, 	= — 

4717 
	 II 

En términos de éstas variables el Hamiltoniano queda 

H  _,_1  ( p2 +Q2 )  

y el problema consiste en encontrar sus eigenvalores y eigenvectores. Los operadores 
hermitianos Q y P satisfacen la relación de conmutación 

[Q, P1 = i. 

Definirnos ahora a los operadores 

a = —
2
12-(Q + iP) 

t 111(Q — iP) 
2 

(8)  

(9)  

cuya relación de conmutación es: 	
[a, a tl = 1, 

( 7) 



Reescribiendo el Hamiltoniano en términos de los operadores a y at, obtenemos 

1 
f/ = 1(aat + ata) 

o bien 
1 

H = N + 
2
— 

en donde hemos introducido el operador de número N = ata. Usando las relaciones de 
conmutación es fácil ver que 

Na = a(N —1), Nat = at(N + 1). 

Para lo siguiente es conveniente considerar el siguiente teorema cuya demostración no 
daremos aquí (ver Messiah vol 1 cap. XII). 

Sea ¡y) un eigenvector de, N y v su correspondiente eigenvalor, entonces 

Necesariamente y > O. 

Si v = O, aly) = O, si no, n'y) es un vector no nulo de norma v(vly) y es un 
eigenvector de N con eigenvalor v — 1. 

45) es distinto de cero, su norma es (y + I)(y¡y) y es un eigenvector de N con 
eigenvalor v + 1. 

Usando las relaciones anteriores vemos que.: 

Naiv) = 	— 1)alv) 
	

(10) 

Nativ) = (v -1- 1)atIv). 	 (11) 

Para construir el espectro y las cigenfunciones del operador N vemos que si y > O se 
puede aplicar el teorema anterior al vector al u) cuyo eigenvalor es v-1; consecuentemente 

— 1 > O. Si v > 1, el teorema se puede aplicar a a9u). Se puede entonces construir el 
conjunto de eigenvectores 

a lv), aly), a3ly), aly), 

con los eigenvalores correspondientes 

y-1,y-2,...,v—p,... 

este conjunto es finito ya que todos los eigenvalores deben ser positivos. De la misma 
manera podemos aplicar el operador ata un estado u) y construir un estado con eigenvalor 

+ 1 y así sucesivamente. 

4.9 



El espectro de eigenvalores del operador N está formado entonces por el conjunto 
de los números enteros no negativos. Al aplicar los operadores a, al a un vector de estado 
In) obtenemos 

ala) (12)  V(a + 1)In + 1) 

ala) = nIn - 1) (13)  
al0) = 0 (14)  

Cualquier vector de estado In) del oscilador armónico puede construirse aplicando 
el operador at n veces al estado de cero cuanta por la relación 

= (n!)-latn10) 

Los vectores construidos arriba son orto-normales, eigenestados del operador de número 
N y por lo tanto eigenestados del oscilador armónico. 

Para un sistema formado por N osciladores armónicos, o bien un sistema con N 
grados de libertad, construimos los operadores de creación y aniquilación de cuanta del 
modo i, ai, al que están relacionados con los operadores qi y pi siendo ah pi los operadores 
de posición y momento del oscilador i, por medio de 

ai  1-27-1 
+ i2MWihril  

	

tnwi 	 (15) 

a; = 	 pi. 	 (16) 

Que satisfacen las relaciones de conmutación; 

	

[04, ail = [at 	= O, [ai, 	= 5i.i 

Escribimos el estado base del oscilador en N dimensiones como el producto tensorial 

10) = 10)310)2-10)N 	 (17) 

en donde 
adO) = a2 I0) 	(L,v10) = O 

	
(18) 

y el estado que corresponde a ni cuanta del oscilador i es: 

1ni) = (7 	1 0)i ni. 

	

de donde, un estado con M = u1  + a2  + 	+ np  cuanta de excitación es de la forma 

np) = (1111112!... 1,1)-1(11 —410) 
	

(19) 
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Las observables Ali = 	i = 1,2, ..., p tienen cada una de ellas un espectro 
formado por el conjunto de enteros positivos y su suma M = E Ni da el número total de 
cuanta. 

El conjunto de operadores Ni forma un conjunto completo de observables que 
conmutan entre sí. Todo operador de la forma a;ai conmuta con el hamiltoniano y por lo 
tanto es una constante de movimiento. 

4 Oscilador armónico - atomo 

En esta sección consideramos el trabajo desarrollado en la referencia (31 donde se estudia 
el problema de la transferencia de energía traslación - vibración en una colisión entre una 
diatómica BC con un proyectil sin estructura A. Para describir a la molécula diatómica se 
utiliza un modelo de oscilador armónico unidimensional. El hamiltoniano no perturbado 
del sistema es 

xo = ír +W(q)] 	 (20) 

siendo T la energía cinética y W(q) la energía potencial de oscilador 

1 
W(q) = •-•2"4)2  (q 021 

m y w son la masa y la frecuencia respectivamente, qn  la posición de equilibrio. Este 
sistema puede ser excitado por una fuerza externa cuando se acopla con sus alrededores 
por medio de un potencial de interacción. En este trabajo se considera 

V = V(r) = De-1, 

que puede escribirse como 	

V  V(R1q) = De-(1) epl 
	

(22) 

en donde p — 	a es un parámetro que define el alcance de la interaceión. En 
nuestro caso tomamos a = 0.02 nm, R es la distancia del proyectil al centro de masa de 
la molécula y q es el desplazamiento del oscilador con respecto a su posición de equilibrio. 

En la aproximación semiclásica se resuelven las ecuaciones de Newton para la 
coordenada R obteniéndose [111 

e 	sech ( 
2E 
p a 

siendo E la energía cinética del proyectil y p la masa reducida del sistema p mA('"13+"'0)  m A +m B4-nic • 
Entonces, en aproximación semiclásica, el potencial queda escrito como 

V (q,t) 	4(t)ei'l 

7 

(21) 



Expandiendo la exponencial alrededor de la posición de equilibrio se obtiene 

V = F(t)q + G(i)g2  + 	 (23) 

con F(t) = 11(0 y G(t) = 1(1)2I(j). Este acoplamiento produce transiciones entre los 
distintos estados vibracionales del oscilador. Ya que en trabajos anteriores se consideró 
solamente al término cuadrático en el desarrollo, en éste trabajo se hizo una aproximación 
conservando a los dos primeros términos de la serie, Tenemos 

	

1-t(t)=1-to + V 1 (t) + V2(t), 	 (24) 

con lo  el hamiltoniano interno del oscilador armónico. 

Para resolver la ecuación de Schr8dinger de este problema construiremos el ope-
rador de evolución temporal. Las funciones F y G definidas arriba son funciones reales, 
integrables en el tiempo dentro del intervalo (—oo,00) y que cumplen con la condición: 

	

lim F(t) = i  li 	G(t) = 0. 

De esto se implica que para tiempos anteriores y posteriores a la colisión la molécula está 
libre. Definimos el vector de estado en el diagrama de interacción 101(/)) corno 

= exPi —t ,-
ot
--1105(t)), 	 (25) 

siendo 1/Ps) el vector de estado correspondiente en la representación de Schr5dinger y 
donde introducimos el operador de evolución temporal en la representación de interacción 
U f  

	

10/(1)) = tir(1, 10)10/(10)). 	 (26) 

el cual cumple con las condiciones iniciales 

lim U/(t, to) = 1, 	 (27) 

Vemos que encontrar el operador U1  es equivalente a encontrar la solución del problema. 
El operador de evolución 111  satisface la ecuación 

dUr(t, io) 
ih( 	di 	) — 	to), 	 (28) 

con 
.11/ = exp [ — Hot./11 [Vi  (i ) V2 (I ) expti Hot/h1. 	 (29) 

La amplitud de probabilidad de transición entre los estados ii),lf) está dada por el ele-
mento de matriz del operador (le dispersión S y la probabilidad de transición por su 
módulo al cuadrado 

Pfi = 0/1810i)l2 
	

(30) 
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siendo 10;),141/ ) eigenestados del oscilador no perturbado y S el operador definido corno 
[8] 

S = 	--+ oo,t0 	—oo). 	 (31) 

Primero calcularemos el hamiltoniano en el diagrama de interacción. A partir de la 
ecuación (29) obtenemos 

1-11k1(t) = expf—i11011h1Vk(t)exp[i1l0t/h1, k = 1,2. 	 (32) 

El producto de exponenciales de la ecuación anterior puede expandirse como 19] 

exp[atI1B exp[—a,4] = B a[A, B]+ la2[A,[A, B]]  3la3[A,[A[A, 8 ]11+ 	(33) 

Para simplificar los cálculos se identifican los siguientes operadores 

xi  = (^9)2, x2 = KA(qp pri), x 3  = (Ap)2 , x4  = sq, x5  = Ap, x6  = 1, e = tatcñ. 	(34) 

Con tc y A constantes con unidades 1/longitud y 1/momento respectivamente. El Hamil-
toniano no perturbado es entonces 110  = x3/(2mA2 ) mw3x1/(20), mientras que la inte-
racción contiene a los términos VI  (t) = F(t)x 4/K y V2(t) = G(t)x 1 lK2x, El Hamiltoniano 
en la representación de interacción queda como 

/1111(t) = F(t)[x4 cosw0t (K/Amw0)x5  sin w0t]/K 	 (35) 

1112)(t) = (— 
2
)G(t)lx 1 cos2  wat (K/Arnw0 )2x3  sin' wat + (K/Amw0 )x2  sin w0t ces wat]. 

ts: 
(36) 

De acuerdo con Magnus [10], se propone una solución de la forma 

6 

1)/(1  y 10) = fi exP( —anzn), 
	 (37) 

n=1 

Sustituyendo en la ecuación diferencial para el operador de evolución temporal Uf se 
obtiene 

6 	n-1 

E{Sn(t)1111—i°"xl Ín(g)}sn = O, 
	 (38) 

n.1 	j1 

en donde las funciones f„(1) están dadas por 

f l 	= G(t) cos' w0t/(ttn2 ), 
f2 	= [n I (Ainwo)]61(t)wo t cos wat 1 (li n 2 ), 

= 	En (Arnwa )12C7(t)2wat I (li N 2), 

f 4 	= F(t)cos wot I (hrz), 

f5 	= isq (Amw0)1r(t)loot 1 (IN), 
fa = O. 



Desarrollando la ecuación anterior se encuentra el siguiente conjunto de ecuaciones dife-
renciales acopladas, de primer orden, para los coeficientes a„ (1). 

dt — '112  alf,3 	41a1 f2  - ft = 0, 	 (39) 

d2 = f2 	2enjf3, 	 (40) 

a3  = 	exPi —*ea], 	 (41) 

= exp[21a21(f4  — 21ai  fs), 	 (42) 

IXs = 21a3fi exp[2/a2] + f5(exp[-2/021 — 412a103  exp[21a21), 	(43) 

da = 1a4d5. 	 (44) 

Resolviendo la ecuación diferencial no-lineal de primer orden para (4(0, los otros 
coeficientes 02, 03,...,08  pueden ser obtenidos por simple integración [31. Para resolver la 
primera ecuación se propone la sustitución 

= 
2CQI(t) 

y se obtienen las ecuaciones 
= 21(f2Q1 + 

Pi  = —2¿(ftQt + f2Pi). 

Para encontrar los valores de las variables Q1  y P1  se utiliza el algoritmo DE(ver L.F 
Shampine y M.K Gordon, Solución Computarizada de Ecuaciones Diferenciales Ordina- 
rias). La ecuación para a2  se resuelve utilizando el valor de ab  e integrando 

02  = (-
1  

)141 (1). 

Para a3  se utiliza el mismo método. Introduciendo una nueva función Q2(t) obtenemos 

Q2(/)  
"3  = 2¿Qi (t)' 

escogiendo ahora otra función P2(t) de la forma 

P2 	+ P1(t)Q2(t))/Qi(t) 

sustituyendo en la ecuación para (13  obtenemos las mismas ecuaciones que para al , que 
se resuelven numéricamente. Finalmente, para encontrar 04  y as  se hace una simple 
integración numérica de la forma 

aa = Lt , 

05  = 

10 

P1 (1) 



Con 

Cli+3 = 	= Ldeif4(e)Qi(e) P5(11)Pi(e)) i = 1 , 2. 	(45) 

Las amplitudes de probabilidad de transición se calculan en la representación de coorde-
nadas usando 

((pm 	= (sonils(q.p)lson) 
	

(46) 

cuya expresión explícita puede verse en la Ref. [3J. La probabilidad de transición vibra-
cional entre dos estados n y In es: 

1 	dm di' 
nm = 	 (a, na=0=012  nonti da"' r1/3" 

en donde 
1 (a, fi) = 	dgi d92r(qi ; a)K (qt , q2)r(q2; (3). 	 (48) 

K es la función de Gauss y r es la función generadora de las eigenfunciones del oscilador 
armónico. 

4.1 Resultados numéricos 

Como una aplicación a este modelo se calcularon las probabilidades de transición O -4 1 y 
O 	2 para los sistemas 112+ He (molécula de hidrógeno, átomo de helio) correspondiente 
a un sistema ligero y C2+ 112  (molécula de carbono, hidrógeno) en donde 112  es considerado 
un proyectil sin estructura y que corresponde a la colisión de un proyectil ligero con un 
blanco pesado, En los cálculos se utilizaron las siguientes unidades: masa 1.67 x 10-24  g, 
longitud f1= 10-8cm, tiempo 10-143. La energía se midió en unidades de tico0/2. 

Sistema 1 correspondiente a 112  + II e, rnA  = 4, n'u = mc = 1, a = 0.200,a = 
0.314 en donde el parámetro a está relacionado con la frecuencia del oscilador através de 

1\I h 
= 

a pu,' 

Los resultados se encuentran graficados en las figuras 1 y 2 en donde la línea pun-
teada muestra el efecto de la inclusión del término cuadrático. En el eje de las ordenadas 
se grafica la probabilidad de transición en escala logarítmica mientras que en las abcisas 
se dá la energía total de colisión. 

Sistema 2 correspondiente a C2  + 112  definido por los parámetros a = 0.129, rnA  = 
2, mi3  = me = 12,a = 0.200. Los resultados se muestran el la figura 3, En este caso se 
trata de 1111 sistema con un proyectil ligero y un blanco pesado. Aquí el parámetro a es 
mucho más pequeño que el utilizado en el sistema anterior. Para mostrar el significado 
del parámetro a se graficó (en la figura 4) la probabilidad de transición para el sistema 
2 pero suponiendo un valor de o = 0.314. Comparando las figuras 1 y 4 se nota una 

11 
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importante diferencia al cambiar el valor de a. De estos resultados, vernos que si el 
parámetro a es lo suficientemente grande se tiene que incluir el término cuadrático en 
la expansión del potencial. El elemento de matriz ((01q210))1 mide el desplazamiento de 
la molécula con respecto a su posición de equilibrio, un valor grande de a implica un 
modo vibracional suave, lo cual explica que la aproximación lineal no sea aceptable. Esto 
puede ser mejorado con la inclusión de un término de segundo orden en el potencial de 
interacción. 
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SISTEMA Hé-112 
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Figural: Probabilidad de transición 0-1 para el sistema H2  + He (línea quebrada)•poten-
cial linera; ( • ) potencial lineal más. cuacHtico: (—) potencial total (exponenrial);(*) 
resultados de Secrest y Johnson. 
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5 	Transferencia de energía atomo-oscilador anarmó- 
nico 

En la sección anterior estudiamos el efecto que tienen términos de orden cuadrático en el 
potencial de interacción sobre las probabilidades de transición vibracional de un oscilador 
armónico, encontrando que la importancia de éstos depende de que tan suave sea el modo 
vibracional de que se trate. En esta sección, consideraremos a un oscilador anarmónico 
con términos cúbico y cuartico ya que para ciertos sistemas moleculares heteronuclea-
res, la aproximación armónica no es aceptable ni siquiera en transiciones que involucran 
estados cercanos al estado base. 

5.1 Oscilador anarmónico 

Obtendremos una solución aproximada para la ecuación de Schródinger dependiente del 
tiempo con el hamiltoniano 

= +V(r) 	 (49) 

siendo 910  el hamiltoniano correspondiente al oscilador anarmónico sin perturbar 

+ 2 
.7)2 	1 	2 2 + lío =— t110) X1\'x3 + y'x' Itho + 	 (50) 
2rn  

aquí A' y son constantes de anarmonicidad, x es el desplazamiento a ambos lados de 
la posición de equilibrio y V(r) la interacción entre el proyectil y el oscilador la cual 
tomaremos de acuerdo con Secrest y Johnson [lb como una función exponencial repulsiva 
entre el átomo incidente y el primer átomo de la molécula. 

Como hemos discutido ya anteriormente, en la aproximación semiclásica la inte-
racción V(r) puede escribirse como [7) (ver apéndice B). 

V(r) = P(t)V(x) 	 (51) 

con F(i)--> 0 cuando el tiempo tiende a ±oo. En esta aproximación el potencial contiene 
únicamente las coordenadas internas de la molécula. 

Para obtener las probabilidades de transición entre los diferentes estados vibra-
cionales de la molécula se trabajará en la representación de interacción en donde el 
movimiento del sistema no perturbado puede ser separado del movimiento del sistema 
total. El hazníltoniano en la representación de interacción es 

7-11(1)= noutl(t)vmuo(i) 
	

(52) 

siendo U0  el operador de evolución temporal correspondiente al hamiltoniano indepen-
diente del tiempo 
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1(0(1,1o) = e-ina(t-go)/h. 	 (5:3) 

Un problema que tenemos que enfrentar al escribir el operador de evolución temporal de la 
forma anterior, es que debido a la presencia de los términos cúbicos y cuárticos, el conjunto 
de operadores en ho  no forma un conjunto cerrado bajo la operación de conmutación, 
por lo cual no es posible obtener en forma exacta el Hamiltoniano en la representación de 
interacción 

Para obtener un operador de evolución 110  que nos permita construir al Hamilto-
niano en la representación de interacción expresaremos a las coordenadas y momentos en 
términos de los operadores a, at 

Ir. = —la -r- a I, p= i ---k a — ap \I 
2m u.)  

h 	' 	J_ t \ 	.ihmwt t 	\ 	 (54) 

El hamiltoniano del oscilador no perturbado 7-lo queda entoces de la siguiente manera 

no 	1-tho  + 7-fi +1-e 
	

(55) 

en donde 

= 12w(a1a + ), 	 (56) 

	

= 3A[a at[ + 67[a2  + 2ata at' 	 (57) 

siendo 111  el hamiltoniano de un oscilador paramétrico linealmente forzado [3] y 

7-e = A[a3  + 3ata2  + 3at' a + ata ] + 7[a1  'Iata3  + 6a t2  4at3  a + a te ] 	(58) 

A 
h 	

= = 7i( Inu.)  ) • 2rnw ' 	
(59) 

LA, euoa,:ión (55) es una expresión exacta del hamiltoniano ?Yr,. De !os 1 5 ormIdorP9  que 
aparecen en 1110 extraeremos un subconjunto que contenga términos lineales, cuadráticos y 
bilineales en los operadores bosónicos de tal manera que formen un conjunto cerrado bajo 
la operación de conmutación. La parte restante, la cual no forma un conjunto cerrado 
bajo la operación de conmutación será despreciada en esta primera aproximación. Nótese 
que en 1-ti  se incluye información de la parte no-armónica del oscilador. 

Los primeros dos términos de la ecuación (55) serán considerados como una apro-
ximación de primer orden para el hamiltoniano total Tío. 

Utilizando el hecho de que el operador de evolución temporal puede ser escrito como 
un producto de exponenciales cuando el Ilanultoniano del sistema es una combinación 
lineal de operadores que forman un álgebra de Lie, esto es, cuando el conmutador de 
dos elementos cualesquiera del hamiltoniano pertenece al hamiltoniano [12], podemos 
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aplicar la transformación dada por la ecución (32) para obtener el hamiltoniano en la 
representación de interacción. 

Usando la descomposición dada en la ecuación (55), obtenemos que el operador de 
evolución temporal correspondiente al Hamiltoniano no perturbado 'H0  es de la forma 

Uo = UnolA, 	 (60) 

sustituyendo en la ecuación diferencial para /10  obtenemos las ecuaciones diferenciales 

ihatilho = nhollho 
	 (61) 

ihü,U1  = Mo nitihojui = l4(t)U1 
	 (62) 

con condiciones iniciales 
140(10110) = III 	tO) 

La interacción Hi(t) en la ecuación (62) es obtenida transformando a los operadores 
de creación y aniquilación que aparecen en 1-l1  de la siguiente manera 

lloaUho 	ltatUhc, = at eiwt 

El Hamiltoniano transformado puede escribirse como una combinación lineal de los mismos 
operadores que se tenían en Hl  pero con coeficientes 0,i(t), 

n1(1)=0n(,),Y- ..1 
Debido a que el conjunto de operadores que aparecen en 1-íl(t) forma un álgebra de Lie 
finita, podemos escribir la solución de la ecuación (62) en la forma de un producto de 
exponenciales (13j 

1,1= la 	
(63) 

n=1 

con funciones complejas dependientes del tiempo cr„(t) por determinar. 

Escogemos el siguiente orden para los operadores 

X1 = ata, X2  = at2 , 	= at, X4 = a, (1'5  = a2, (1-'6  = 1 

esto es, operadores de aniquilación a la derecha y operadores de creación a la izquierda. 
Esta forma de ordenamiento, llamada forma normal es conveniente en el momento de 
llevar a cabo la evaluación de elementos de matriz. El ansatz dado por (63) permite 
obtener el operador de evolución temporal para el hamiltoniano 'H (t) el cual contiene 
información concerniente a la parte anarmónica del oscilador. Sustituyendo la ecuación 
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(63) en la ecuación (62) obtenemos para las funciones complejas cr„(t) el conjunto de 
ecuaciones diferenciales acopladas de primer orden [13) 

= 71-(161 	4(/)50 2e-2a 1 ), (64)  

=h 
(65)  

Ota3 = 
, 

(66)  

8104 	_1(04e-a, - 20305e--2.1), (67)  

atas = —9,5e-2al 
 , 

un = -it 566 - 	+ (nj - 2o2 )56.5c-2'1 ), 

(68)  

(69)  

Estas ecuaciones se resuelven numéricamente usando la subrutina DE [14]. 

5.2 Interacción atomo - oscilador anarmónico. 

El problema que consideraremos a continuación es la construcción del Hamiltoniano en 
la representación de interacción. El tipo de colisión que trataremos es inelástica, es decir 
que hay transferencia de energía (traslación-vibración) de modo que deja perturbada a la 
molécula. Por lo tanto tenemos que resolver la ecuación de Schródinger que describirá el 
comportamiento del sistema durante la colisión. El hamiltoniano en la representación de 
interacción se obtiene a partir de 

WV(t)110, 	 (70) 

donde /10  es el operador de evolución temporal correspondiente al hamiltoniano indepen-
diente del tiempo y V(t) es la interacción entre el proyectil y el blanco en la aproximación 
semiclásica. Haciendo un desarrollo de la interacción en series de Taylor, manteniendo 
términos de hasta cuarto orden, obtenemos 

4 
V„(i) = E 4,„(t)s". 	 (71) 

n=1 

Escribiendo el operador de desplazamiento zr en términos de los operadores de creación y 
aniquilación encontramos que el potencial contiene el mismo conjunto de quince opera-
dores que aparecieron en no. Transformando a los operadores a y al para construir 7-11 
tenemos que 

4.% 

tlitxtfo  = dl at + t12 0 + (131, 	 (72) 
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en donde 
h (1,1  = (1,,i +iwt _ 2a2e-,,I +iwt, 

1, 2rnw • 

,„ 	, 4.¡,,,, 	, . 
d3 = ----(ZaSe'S  ' - - + ( i - 11(1205 )e-a 1 l'iWI),  

2mw '  

h 
(13 .= 5;77,„(a4c°14- '''' — (03+ 2a2a4 )e-""-'). 

Para transformar los términos de orden superior presentes en la interacción haremos 
uso del operador unitario Uo. Tenemos por ejemplo 

/4,x2U0  /4x/Vaxtio. 

El hamiltoniano en la representación (le interacción entonces es expresado corno 

fl1(t) = E 111,(1)X„. 

15 

(76) 
n=1 

Con T„ funciones conocidas las cuales son obtenidas de una forma directa y los opera-
dores X„ son obtenidos a partir de los operadores x", n = 1, 2, 3, 4 escritos en términos 
de los operadores a, al expresadas en el orden normal establecido anteriormente. Ahora 
podemos escribir 	

'NI(t) = N;11(t) +101(t), 
	 (77) 

donde 

1111)  E W„X„, 
n=1 

es un subconjunto de 7-ii(1) que forma un álgebra finita de Lie. El operador de evolución 
temporal en el diagrama de interacción es entonces 

tír(1, 	= /41)(I, t„)/42)(1, t„) 	 (78) 

y 141)  puede ser escrito como un producto de exponenciales. Conocido el operador Mi)  
podemos transformar 1-421  para obtener un nuevo potencial de interacción, el cual con-
tendrá operadores que cierran el álgebra y otros operadores que no la cierran. Este 
potencial puede ser separado como una suma de dos términos, uno de los cuales contiene 
seis operadores que cierran el álgebra y cuya solución puede obtenerse en forma exacta 
y el otro, que contiene nueve operadores que no cierran un álgebra y cuya solución tiene 
que obtenerse aplicando algún otro medio de aproximación. Designaremos por P„i  a las 
probabilidades de transición obtenidas en la aproximación en que se escribe el operador 
de evolución temporal en la representación de interacción U1  como 

¿fi (t, to) c‘_.' 	 (79) 
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Pn2 a las probabilidades de transición obtenidas en la aproximación en que se escribe el 
operador de evolución temporal en la representación de interacción U1 como 

til(1,10) ¿Cu¡' ) 
	

(80) 

y el subíndice n = 0,1 indica el nivel de aproximación usado en la evaluación del operador 
de evolución temporal U0, n = O corresponde a U0  = Dho, n = 1 corresponde a U0  = UhoUi. 

El operador de evolución temporal en la representación de interacción es bli(t, t0) 
j ji  UP), j= 1, 2 donde cada uno de los operadores UP)  tiene la forma 

UP) (t, to) 	 j  = 1, 2 	 (81) 

El conjunto de operadores que aparecen en 74i)(1) es el mismo que aparece en 
1-1/(t), las funciones 01,i)(t) satisfacen el conjunto de ecuaciones (64-69) con la substitución 
13i) 	a,  Y 0. -4  /P(ii). 

Para obtener las probabilidades de transición entre los diferentes estados vibra-
cionales de la molécula, se tienen que evaluar los elementos de matriz del operador de 
dispersión S entre los eigenestados del oscilador sin perturbar [151. Para el caso de un 
oscilador cuártico, la teoría de perturbaciones falla para prácticamente cualquier valor 
del parámetro de anarmonicidad. Esto puede ser superado cambiando la frecuencia del 
oscilador escogiéndola de tal forma que minimize el error. Este cambio puede hacerse 
para cada uno de los estados del oscilador pero entonces los distintos eigenestados de-
jarán de ser ortogonales entre sí. Aquí se seguirán dos aproximaciones para construir los 
eigenestados del oscilador armónico. La primera hace uso de la teoría de perturbaciones 
de segundo orden, donde tenemos la siguiente expresión para las eigenfunciones [151 

Wn 	
f 	 „

1  
	(rn Virn) 	(k 	(n V'Im) 

= 	wk I  Em — 	En,— E k 	(1%m —  E k)(-Ein — En ) j 	(82)  

en donde V' = 'Hho  + 	hura. Debido a que la perturbación contiene operadores 
de creación y aniquilación de hasta segundo orden las eigenfunciones vibracionales (by, 
del oscilador anarmónico son expresadas en términos de las eigenfunciones del oscilador 
armónico lb como 

n+2 

= E ckok 	 (83) 
k=n-2 

Las amplitudes para una transición de un estado inicial i a un estado final f están dadas 
por 

= E CZ(Ok 114(1 —4  035 10 	— 00)104 	 (84) 
k,1 

con 
f — 2 <k< f+2, y i-2<I<i+2. 
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En la segunda aproximación [13) el hamiltoniano "110  es transformado en un oscilador 
armónico, con una frecuencia efectiva diferente por medio de la aplicación de una trans-
formación unitaria, Primero se hace un cambio de base de los operadores a, al a un nuevo 
conjunto de operadores b, lit relacionados con los anteriores por medio de las ecuaciones 

t;at + 131, 
t 2a. + tiat + t31, 	 (85) 

Pidiendo que el harniltoniano en la nueva base sea el de un oscilador armónico, se obtiene 
para los coeficientes de la transformación las siguientes condiciones 

6712  

+ (1 + J1 + 247/hw)//w/2 

Z2 	= 
(6.7 +  (1 + 11  + 2,1111,)h42 )1/2 

t3  = 
—3At 2  

d 2 	d3  
d2  = ((97 + in...)/2)t2 	67/1)(11  — 13) 

d3  = (6/12  — (31 + /ny/2)/1)(1i  —'1 2), 

de tal manera que el hamiltoniano queda como 

1-t(b, bt, 2) = liwt(bt b + 1/2) + 5E, 

siendo la nueva frecuencia 
w\/1 + 2411hw 

y el corrimiento en el origen de la energía 

5E = —37 + (1) — 12)13(6A + (fi — 12)13(L) + 24w)),  

Al transformar al potencial de interacción V(t) se obtiene 

1.5 

bt) = E <5.(1))(m. 	 (91) 

La interacción contiene el mismo tipo de operadores que el conjunto original, pero en 

términos de b y bt, La diferencia entre la interacción original y la transformada está en los 
coeficientes 5,,,(1), dichos coeficientes contienen información relativa a la parte no armónica 
del oscilador inicial, En esta aproximación, donde el oscilador anarmónico es remplazado 
por un armónico, se tiene la ventaja de que es posible evaluar las probabilidades de 
transición con los elementos de matriz del operador de dispersión entre los eigenestados 

de este nuevo oscilador armónico, 
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5.3 Probabilidades de transición 

Para evaluar las amplitudes de probabilidad, primero consideraremos el efecto de los 
operadores a,at en los eigenestados del oscilador armónico O, 	In). 

ak 	= Ihn  71!  k)!  In, k) 

„t' i n> 	\pn  + k)!In  + k). 
n! 

Considerando ahora. el efecto de Ca," y c-filu t a en el estado in) 

Pmaz P 
PM" )"  

CP"  in) = E .==tal'in) = E 
' 	 p=0 	P. 

donde N., = n 	
e-rila t 	= C-(31111) 

En este trabajo analizarnos diferentes aproximaciones para el cálculo de las pro-
babilidades de transición vibracional. Por una parte tenemos que definir la aproximación 
al Hamiltoniano no perturbado dado por la ecuación (55). Llamaremos Po„ a la aproxi-
mación obtenida cuando el Hamiltoniano no perturbado está dado por la ecuación (56) 
cuando lo aproximamos por un oscilador armónico, Pi„ cuando añadirnos aquella parte de 
la interacción que cierra un álgebra., esto es, tomarnos como Harniltoniano no perturbado 
a la suma de las ecuaciones (56) y (57) en tal caso, el operador de evolución es Uo = 
/41) = frn=.  e_.„:„. Finalmente P2, es la aproximación obtenida cuando hacemos uso 
de la solución te)  para transformar aquella parte de la interacción que no cierra un 
álgebra (ecuación (58)) y obtenemos una interacción que contiene una vez más términos 
que cierran el álgebra y términos que salen de ésta. En éste caso el operador Uo  está 
dado por Uo = UPUP)  siendo 	y td2)  productos de exponenciales. Por otra parte, el 
Hamiltoniano en la representación de interacción 9-f f (t) dado por la ecuación (76) cons-
ta del mismo conjunto de operadores que el Hamiltoniano no perturbado. Por lo tanto, 
podemos aplicar una vez más la descomposición descrita anteriormente para aproximar 
Uo y obtener diferentes aproximaciones para el operador de evolución temporal en la re- 
presentación de interacción 	La siguiente tabla resume las distintas aproximaciones 
que usaremos 

ge 

(92)  

(93)  

(94)  

(95)  
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'rabia de aproximaciones 

Par —› u0 =  Uno— 	 ul = M I)  = n1.1 e —C'"2n  
P02 	--> tia  ...= ,,,nho 	 111 = 141)142)  

Pll 	---> 
110  = 141)  = n1=1 e-0,--  u, = uy)  = nn6=1  e-7.1'n 

P12 	--1  110  = 11,11)  = nri.11-i"1" 	
ui.  = tij1)/42) 

En la aproximación P„1  (n=0,1), el operador de evolución temporal en el diagrama 
de interacción U1 es un producto de seis exponenciales. El resultado que se obtiene al 
calcular sus elementos de matriz entre estados n, n' del oscilador armónico es: 

a 	2  

A„„, 	isfol7.e-P8+"'al É
Pt

5?) -Él' (-134)r 	(132 )k  "'J.-1K 	(-03)3  
L, 	 (96) 

P=° 	r=0 	k=o k! 	.,=O s!(n' — 2k — s)! 

con la condición 
— 2k — s = n — 2/ — r 

la cual es consecuencia de la ortogonalidad de los eigenestados del oscilador armónico. En 
la aproximación Pn2  

(nn), = (n'IM11/42)1n) = E (n11.11 1)¡ro)(0142) 1n) 	 (97) 
rn 

en donde se introdujo la descomposición espectral de la unidad 

E Im)(rni = 1. 	 (98) 
771 

Las probabilidades de transición entre los estados vibracionales ro y n' en cualquiera 
de las aproximaciones descritas arriba, están dadas por el valor absoluto al cuadrado de 
las amplitudes de transición correspondiente An(in,. 

5.4 Resultados numéricos: 

Una vez que hemos calculado las probabilidades de transición en una colisión entre un 
átomo sin estructura y una molécula diatómica usando un método analítico aproximado, 
tenemos que comparar ahora nuestros resultados con los de otros autores [1] [2]. De 
acuerdo con Secrest- Johnson la interacción átomo-molécula es de la forma [1] 

(99) 

en donde R es la distancia entre el átomo y el centro de masa de la molécula, L es un 
pararnétro que caracteriza el alcance de la interacción, cuyo valor para los sistemas mole-
culares que utilizamos en este trabajo es de 5;1, p = mel(mbi-mc)y x es el desplazamiento 
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de la molécula con respecto a su posición de equilibrio. Suponiendo que lxj < L el efecto 
de las vibraciones para el cálculo de la trayectoria R(t) es pequeño y el potencial Roe" IL-1  
proporciona una buena aproximación para encontrarla. En esta aproximación, se obtiene 
un potencial de interacción dependiente del tiempo dado por 

v„(x, t) = Eosech2( 

Sustituyendo en la ecuación 

tenemos  

E t 
)

21*--- e 	F(t)ef 
2µ L 

Itic =lío+ v„(z,t) 

(100)  

(101)  

(102)  wo + p(i)ef, 
Desarrollando la interacción en series de Taylor y manteniendo términos hasta cuarto 
orden obtenemos 

71.(t) = no + 	t:Di(t)x' 	 (103) 
i=i 

en donde las funciones li(t) tienden a cero cuando t —› ±oo, Para estudiar la convergencia 
y la región de aplicabilidad de la serie de transformaciones hechas aquí, se calcularán las 
probabilidades de transición usando el método de canales acoplados (BS) para el caso 
cuando la molécula es modelada como un oscilador armónico y el potencial de interacción 
contiene términos lineales, cuadráticos, calcos y cuárticos. Comparando los resultados 
obtenidos con las aproximaciones P01, Po2, BS y OAEXP (oscilador armónico) [2] en 
función de la energía de colisión, se observa que los téminos anarmónicos en el potencial de 
interacción fueron tomados en cuenta de forma correcta con la serie de transformaciones. 
Como se puede ver en la tabla 1 para valores de la energía de colisión mayores a 8tico, 
el método algebraico proporciona resultados muy cercanos a los resultados numéricos 
exactos (en la aproximación semiclásica) BS; se nota también que los resultados puramente 
cuánticos de Clark et al OAEXP difieren de los resultados semiclásicos 13S. En el cálculo de 
canales acoplados hicimos un desarrollo de la interacción en series de Taylor conservando 
términos de hasta cuarto orden en la coordenada de desplazamiento, mientras que eu el 
cálculo de Clark et al. se consideró la exponencial completa. 

Tabla Número 1. Probabilidades de transición (0-1) corno una función de la energía 
de colisión en las distintas aproximaciones discutidas en el texto. 

Sistema 112  — 

E/Eo Por P02  BS OAEXP 
4 9.20(-4) 9.73(-4) 9.84(-4) 7.20(-4) 
6 3.50(-2) 3.76(-2) 3.89(-2) 2.95(-2) 
8 1.38(-1) 1.47(4) 1.55(-1) 1.33(-1) 
10 2.61(-l) 2.73(-1) 2.87(4) 2.92(-1) 
12 3.45(-1) 3.49(-1) 3.59(-l) 4.28(4) 
16 3.44(-1) 3.29(-1) 2.96(-1) 4.07(-1) 
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Para valores grandes de la energía de colisión la discrepancia entre las aproxi-
maciones Pot  y P02 con HS llega a ser importante lo cual indica la necesidad de más 
transformaciones si es que se quiere aplicar el método en esos rangos de energía, 

En la figura 5 se muestra el logaritmo de las probabilidades de transición del 
primero al segundo estado excitados (1 — 2) obtenidas en las aproximaciones P11, P12 f  
y los resultados de Clark y Dickinson OAEXP, y OMEXP (oscilador de Morse) para el 
sistema caracterizado por los parámetros a = 0.314, De  = 9.300, mb = mc = 1, m4  = 4 
correspondiente a un átomo de Helio que choca con una molécula (le 112  en función de la 
energía de colisión medida en unidades de 642. Las constantes de anarmonicidad y 1,  
que aparecen en la ecuación (57) quedan expresadas como a = —AwVXJ2, y = 
siendo X, = 0.03 para el sistema molecular que estamos considerando aquí[161. 

Se puede ver de la figura que la aproximación P12 discutida en esta sección arroja 
resultados más cercanos a los del oscilador de Morse, con tratamiento cuántico OMEXP 
(cuadrados) que los resultados del oscilador armónico con tratamiento cuántico OAEXP 
(cruces) en todos los rangos de energía considerados aquí. De aquí vemos que el com-
portamiento cualitativo de las probabilidades de transición en función de la energía de 
colisión es apropiado. 

La figura 6 muestra el logaritmo de las probabilidades de transición (0-1) y (0-3) en 
función de la energía de colisión medida en unidades de ho.)/2 para el sistema caracterizado 
por los parámetros a = 0.314, D, = 9.300, ma  = inb = 1 y mc  = 1 correspondiente a 
un átomo de Hidrógeno que choca con una molécula de H2 (Hidrógeno). Los resultados 
de Clark y Dickinson para el caso del oscilador de Morse OMEXP son mostrados por 
los cuadros en la figura, los resultados semiclásicos M i  por una línea contínua, y P12 por 
una línea quebrada, Se puede ver que para este sistema la importancia de una segunda 
transformación para el tratamiento del potencial de interacción no mejora los resultados 
significativamente. Esto se explica por el hecho de que la masa del átomo incidente es 
igual a la del átomo del blanco y los efectos de anarmonicidad no son tan importantes. 
Para este sistema los resultados obtenidos con la aproximación semiclásica dan una buena 
concordancia con los resultados cuánticos en ambas tansiciones y en los rangos de energía 
considerados. 

Finalmente, en la figura 7 se grafica el logaritmo de las probabilidades de tran-
sición (0-1) para el sistema C/i/ + lie  (átomo de helio, molécula de cloruro de hidrógeno) 
caracterizado por los parámetros a = 0.520, De  = 14.700, rna  = 35, mb = 1 tu, = 4 en 
función de la energía de colisión. Debido a que la masa del átomo incidente es del orden 
de la del primer átomo de la diatómica, y la masa del segundo átomo de la diatómica 
es mucho mayor que la del primero, es de esperar que los efectos de anarmonicidad sean 
importantes aún para transiciones cercanas al estado base. Debido a que no encontramos 
resultados cuánticos o semiclásicos de otros autores para este sistema, se grafican los 
resultados semiclásicos Pu (línea continua), P12 (línea quebrada) y BS en donde uti-
lizamos el método de canales acoplados con la molécula diatennica modelada por un osci- 
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Figurat5: Logaritmo de la probabilidad de transición (1-2) en aproximaciones P►►  (línea 
continua), P► 2 (línea quebrada), OAEXP (cruces) y OMEXP (cuadrados) corno una 
función de la energ'► a de colisión total medida en unidades de hco/2 para el sistema 
H2 + He. 

lador armónico y la interacción entre el átomo y la diatómica contiene términos lineales, 
cuadráticos, cúbicos y cuárticos. Se puede ver que aún para energías de colisión bajas 
los resultados obtenidos con las aproximaciónes P►►  y P12 difieren considerablemente de 
los resultados exactos BS, indicando la importancia de la anarmonicidad de la molécula; 
también se nota que la diferencia entre P►►  y P12  se hace más importante conforme la 
energía de colisión aumenta. 
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(línea continua), P12 (línea quebrada), OAEXP (cruces) y OMEXP (cuadrados) como 
una función de la energía de colisión total medida en unidades de hw/2 para el sistema 
112 + H. 
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Figura 7: Logaritmo de la probabilidad de transición (0-1) en aproximaciones P11  (línea 
continua), P12 (línea quebrada) y BS como función de la energía de colisión total medida 
en unidades de hui/2 para el sistema CU/ -I- He. 
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6 Colisión molécula-molécula 

En una colisión en una dimensión el proceso más simple después del tratado anteriromente 
es el de una colisión entre dos moléculas diatórnica.s. En esta sección se estudian las 
probabilidades de transición vibracionales para un sistema que consta de dos osciladores 
paramétricos linealmente perturbados con un acoplamiento bilineal [17J. 

Las moléculas son modeladas por rnedio de osciladores armónicos en una geometría 
colineal. El Hamiltoniano resultante es de la forma: 

h2 02 	h2 02 	e 02 
2 2 	1 	2 2 	Ti/ n 	—2M 8R2 - 2rrti O q? 2rn,2  Od 2 — - 	+ -miw, qi 

-r 2—tri2w2 q2  v kgi,q2,R) (104) 

en donde R es la distancia entre los centros de masa de las moléculas, qi es el desplaza-
miento del oscilador i con respecto a la posición de equilibrio, mi  es la masa reducida 
del oscilador i y V (qi  , q2  , R) es el potencial de interacción entre los dos osciladores. En 
la aproximación serniclásica se resuelven las ecuaciones clásicas de movimiento para R(i) 
despreciando las vibraciones en los osciladores obteniéndose un Hamiltoniano simplificado 
que involucra las coordenadas internas de cada oscilador y un potencial de interacción de-
pendiente del tiempo 

rlo 	
h2 	(12  

itc(t) = ho 

1 	h2 	(12
2dd 

q21 1), 

_771, (.02 „2 
2 	2 	212  

no) + 74).  
° 

(105)  

(106)  = -
2m1 dq? 2 

-rniwb? - 
2m 

con 

7101 	
1 

= d2 -77214q1) 
2774 dql 2 

h 6(17' 2  d2 	1 
- 	 771 2w1q1, 

2rn2  dqj 2 

desarrollando la interacción en series de Taylor alrededor de la posición de equilibrio de 
cada uno de los modos normales y cortando la serie después del término de segundo orden 
obtenemos 

1-1.W = 	+ Fi(t)qi /72(/)q2+ 
2—Gir(/)41+ 2-1  G22(t)q1+ G12(0(11(12+ 	q2,t) (107) 

adonde 

OV 
F;(1) = (7j-ji)q,s,,=0, 

2V 
G if (I) = 	41-- (12 =-0 	 (109) 

(108) 
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Además, se tiene que estas funciones tienden a cero cuando 
t 	±oo. Es conveniente separar al hamiltoniano en la aproximación semiclá,sica fl como 

n.e(i) = 	4.14,2)(i) v(12)(1) 
(110) 

n(i)(t) = 14,i) 	Pi(i)qi 	
(111) V('2)(t) 	G17(t)oq2 + 	q2, 1) 	 (112) 

en donde ha quedado expresado como la suma de dos osciladores pararnétricos lineal- 
mente forzados - cuya solución conocemos - más un término de acoplamiento entre dichos osciladores. 

Para calcular las probabilidades de transición de un estado vibracional i
), i2  a un 

estado final fi, fa 
 se utiliza el formalizino desarrollado para el caso de un modo normal. 

Hay que evaluar los elementos de matriz del operador de dispersión 
S entre eigenestados de los osciladores armónicos. 

Pihi2-+Ibh = 1(d'110,12115.10ii<15i2)1 2 
El operador de evolución temporal /.4(t, to) se escribe en forma de un producto 

iii1)1,42)1412) 
(114)  siendo cada uno de los UY' ) 

 el operador de evolución temporal correspondiente a un 
oscilador paramétrico linealmente forzado y el último término 4

2)  tal que 
ihOU(12)  

at 	
14)542)tmli2)10142).1412)(1,  to) 	vi(12)(oup2)(t) to).  

(115)  
De acuerdo con lo visto anteriormente, 

= 	Y(i)(1) 
n=1 

C011 

e(i) = 	
(117) 

resulta ser: 
Aplicando los operadores U(k) 

 podemos construir a la nueva interacción 1412)  cuya forma 

VP 2)(t) = 4,0 +X191+ 12q2 + (193p, +'14P2  + 
4,50q2 + 05<hp2  + (D7q2p, + 4)8p, p2 	 (118) 

y en donde las funciones 'i  (t) dependen también de las Nj(t) que aparecen en la solución de los osciladores paramétricos linealmente perturbados. El conjunto de operadores que 
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aparecen en V/12)(1) no es cerrado bajo la operación de conmutación, por lo cual no 
se puede aplicar el procedimiento algebráico desarrollado para el oscilador paramétrico 
linealmente perturbado. Por esto, se usará un método de aproximación para el operador 
de evolución temporal para el residuo del acoplamiento. Si 14121  es pequeño, es posible aplicar teoría de perturbaciones 

42)(4 lo ) = 1 — 1:01)112)(e)de. 	 (119) 

Sustituyendo en la expresión para las probabilidades de transición obtenemos 

(120)  

V112)
(t) contiene únicamente términos lineales y bilineales en los operadores p y q por lo cual la sumatoria sobre n1  y n2  contiene sólo 9 términos. Otra aproximación se obtiene 

haciendo una expansión en términos de funciones de base y utilizando tantas funciones 
como sea necesario para obtener la convergencia numérica deseada, Finalmente, susti- 
tuyendo la forma de producto en la expresión para los elementos de matriz del operador 
de dispersión se obtiene: 

i2-4/1 /2 = 1(0110f2
isy)sj2)sy2)10iloi2)12,  

(121)  

usando una vez mla descomposición espectral de la identidad, 

Ati2-3/1/2 -= 1 E (o1.4)ionixonuron2) X Ad i2n1 '1212  ral n2 

con las amplitudes Aili2tilra2 = (Ovil 0„21S%12)10i10i2) dadas por la solución de las ecuaciónes diferenciales 

itutai2nin2 = —(En: + Enz)Aaoninz+ 

expti(En: + En 2)1/111 E Aiiimi2 
I112 

x expi—i(En + E12)t/lilcfini0„21Vr)10n012). (123) 

6.1 Resultados numéricos 

Para modelar la interacción entre los osciladores se usó una función exponencial repulsiva 
entre los átomos más cercanos de cada oscilador U(z) = Dexp(—az) con D y a constantes 
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que definen al potencial y z la distancia entre los átomos que colisionan. Elegimos a = 
D = E con E la energía de colisión y R la distancia entre los centros de masa de 

cada molécula medida tomando el punto de retorno como el origen de coordenadas. 

La energía de colisión E se obtuvo a partir del promedio de las velocidades en 
forma tal que la reversibilidad microscópica es restituida. El potencial usado en los 
cálculos después de desarrollar la exponencial es dado por la ecuación (108) con Fi(t) = 
Enyisech2 [(E12i1)112 ati y G,1(t) = Ea2 ntryisech2 RE12µ)112 0, donde iz es la masa re-
ducida del sistema. Si la geometría colisional de las dos diátomicas es Arli-CD, se tiene 
ryi = mA/(rnA + in) y '72 = nin/(mc mD ). El término V' en la ecuación (108) fué 
omitido. 

Se usaron las siguientes aproximaciones: 

Osciladores armónicos independientes linealmente perturbados. 

Osciladores paramétricos independientes linealmente perturbados. 

Osciladores paramétricos linealmente perturbados con el acoplamiento residual tratado 
con teoría de perturbaciones de primer orden. 

Osciladores paramétricos linealmente forzados usando un desarrollo en términos de 
una base hasta obtener convergencia numérica. 

(o) Resultados de Skodje et, al. [19) 

De la figura 8, se puede ver que los términos cuadráticos en el desarrollo de la 
interacción son importantes aún para energías de colisión relativamente bajas. También 
se puede ver que para el sistema II + H2 el efecto del acoplamiento residual 1412)(i) 
es muy pequeño y teoría de perturbaciones arroja buenos resultados (ver tabla 1). Un 
comportamiento análogo se encontró para el sistema 110 -1- 112. 

En la figura 9 se muestra la probabilidad de transición P(00 	01) para el sis- 
tema iv"2  ±02  en :us dliereotes ul Vt,:eb 	t./Á; iiiitei611 mencionados anteriormente. Los 
resultados de Skodje et, al. fueron obtenidos despreciando transiciones de dos cuanta (de 
doble salto) debidos a los operadores provenientes del término bilinial en el potencial de 
interacción. 

Tabla Número I 

Probabilidad de transición P(00 --> 10) para el sistema /12  I- Pll. E es la energía 
total por encima del punto cero. 

E(h(4) Expansión Perturbación Oscilador Paramétrico 
2.0 0.163 x 10-2  0.162 x 10-2  0.163 x 10-2  
3.0 0.231 x 10' 0.231 x Ir' 0.232 x 
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Se puede ver de la figura 9, que los resultados obtenidos al usar un desarrollo en 
una base (cruces) incluyendo tantas funciones como sea necesario hasta obtener la conver-
gencia deseada, caen entre los resultados obtenidos usando dos osciladores paramétricos 
independientes (triángulos) y los obtenidos usando dos osciladores paramétricos acoplados 
por una perturbación bilineal (cuadrados). Un hecho interesante de éste método es que al 
aplicar teoría de perturbaciones se obtienen resultados razonables también para energías 
de colisión relativamente altas. La misma clase de comportamiento encontrado para el 
sistema N2 4-  02 fué encontrado también para el sistema N2 + CO. En ambos sistemas se 
tiene una relación de masas semejante entre los átomos que colisionan. 

En el cálculo numérico haciendo un desarrollo en una base, el número de funciones 
requerido para alcanzar convergencia depende, como es de esperar, de la energía de colisión 
y de los estados bajo consideración. Por ejemplo, para el sistema 155+CO y una energía de 
colisión de 5.25hwN, se requirió de 6 funciones base para cada oscilador para la transición 
(00 - 10). Se puede concluir que: 

(1) Los efectos del término cuadrático en el desarrollo del potencial de interacción in-
cluyendo operadores de dos cuanta (creción y aniquilación de pares) son no despre-
ciables 

(2) Los resultados obtenidos con teoría de perturbaciones pueden ser usados -al menos 
de una manera cualitativa- aún para energías de colisión relativamente altas siempre 
y cuando los osciladores paramétricos sean descritos adecuadamente. 

Los procedimientos seguidos aquí, en los cuales se incorporó en forma exacta parte 
del acoplamiento, es un tipo de generalización al diagrama de interacción que puede ser 
aplicado a otras áreas de la física. 
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7 Conclusiones 

En esta tesis se desarrollaron métodos de tipo algebráico para calcular la transferencia 
de energía traslación- vibración presente en una colisión colineal entre un átomo y una 
molécula diatómica modelada por un oscilador anarmónico. La interacción entre el átomo 
y la diatómica fué modelada por medio de una función exponencial repulsiva, y se hizo un 
desarrollo de la misma en series de Taylor manteniendo términos de hasta cuarto orden. 
Se obtubo una aproximación al operador de evolución temporal y con éste se calcularon los 
elementos de matriz del operador de dispersión obteniéndose las amplitudes de transición, 
encontrándose que las probabilidades de transición dependen fuertemente de la presencia 
de los términos anarmónicos. 

Concluyendo, se propuso un método algebráico para la construcción del operador de 
evolución correspondiente a un hamiltoniano de un oscilador paramétrico forzado. Para 
hacerlo, se considera aquella parte del hamiltoniano cuya solución es conocida y cuyo 
operador de evolución temporal puede obtenerse en forma exacta, esto es, se resuelve el 
problema de un hamiltoniano cuyos elementos forman un algebra finita de Lie. Usando 
este operador se pasa a una representación de interacción generalizada cuyo hamiltoniano 
puede ser expresado como la suma de dos términos, uno de los cuales forma un álgebra 
finita de Lie y el otro no. Para éste último se utiliza teoría de perturbaciones. 

Debido a que no conocemos resultados experimentales para las probabilidades de 
transición vibracional en colisiones átomo-molécula o bien molécula-molécula, hemos com-
parado los resultados obtenidos con el método algebráico desarrollado en esta tesis con 
resultados cuánticos numéricos 'exactos' de Secrest y Johnson quienes propusieron la 
función exponencial para la interacción y encontramos una estupenda concordancia entre 
nuestros resultados y los publicados por ellos. Esto nos da una indicación de la validez 
tanto de la aproximación semiclásica como de las aproximaciones que hacemos del poten-
cial de interacción. 
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8 Apéndice A: Aproximación semiclásica 

En ésta aproximación, el movimiento relativo entre el proyectil y el blanco es tratado 
clásicamente, mientras que los grados de libertad internos son tratados con mecánica 
cuántica. Esta aproximación es válida cuando la longitud de onda de la partícula es 
pequeña en comparación con la distancia bajo la cual el potencial cambia apreciablemente. 
La suposición básica consiste en suponer la existencia de una trayectoria clásica media 
r(t) para el movimiento relativo, obtenida a partir de un potencial central promedio 9(r). 
Como consecuencia, se tiene que el operador de energía cinética relativa puede omitirse 
del hamiltoniano, para ser reemplazado por un potencial de interacción dependiente del 
tiempo V(r(t),x) en donde x denota a los grados de libertad internos del sistema. 

Consideremos las probabilidades de imitación vibracional en aproximación semiclásica 
obtenidas por Rapp y Sharp [20] para el oscilador armónico. 

El potencial es de la forma V(x) = Ée7" en donde É es la energía de traslación 
media, É = Ins02. 

La variable traslacional x y el tiempo 1 están relacionados por 

dt 	f2(I 9(X))1"4  v-  (1 
dx 	v(x) t 	rn 

Para  llevar a cabo la integración es conveniente, hacer la sustitución 

secli0 = e"h" 

en términos de la cual 
1 t 

t = 	I - (1 - e"")-2 dx = 

de donde 
c'" 	

2 
= sech9(—"  ) 

 
(124) 

ESTA TESIS NO SEBE 
DE LA Bilidu11111 
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9 Apéndice B: 

Cálculo de amplitudes para los estados n, n' n -› n' 

A. = (nt ie"P'"t e-livit e-°"(°e'll'"e"135 a2 e-'3611n) 

Considerando que la exponencial con 06 es un número, no afecta a los operadores y la 
podemos sacar sin alterar nuestro cálculo. Para e-Otal'  aplicando a la izquierda tenemos 

n e -'81412  e°  PI 2 	/ 
= ((E -nt 'rn I 

i.o s• 
(É°  T(naitauni i  

0=0 	•"'• 
ni 

03 n» 
'

, 
mi fa23 71/1 = 5-••• Oía I 

 (n' - 
n'

2.9)
(n' 191 

l  
(125) 

0=0 a=0 s ‘•-•.' 	' 	' 	V ' 

Aplicando e-02"1  a la izquierda 

(n' - 2sie-P2at = 1((le10";:artnn: - 22:1 

= 
t=0 ti 

= E.05-(atn,  — 2.51 

	

,=. 	I! 

	

n'-2.114.i 	in,  — 2s)!  
= 	 (126) 

	

E "i'I 	(n" - 2s jt)l (tti 28 ti.  

	

i=o 	• 

En los casos de j'o' y el'+' se aplican a la derecha, 

CO 

e-‘35d ln) = E 
 ( 

`-'

a 
	519 a2Piti) = (-115)P 	! 	In 	2p) 

p.o 	P! 	p 	p! 	(n - " 2p)! 

Para e-  P4° 

e-P4" in - 2p) = E 	aq - 2p) = 1E-2P  7(—/341 (11 21*  In 2p - q) 
9=0 q' 	 9=0 

(n - 2p - q)! 

Reagrupando y simplificando términos semejantes obtene nos 

1 
„„ = 	 (-0s)P 

p! 	q! 	(n - 2p - q)! 
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n'/2 a». W-2/ a.t 	  

E E 
$.0 	 (n' — 2s — 1)1

(rtt 	' — 2s — tln — 2p — q) 

Debido a que los estados de número son funciones propias del oscilador armónico, entonces 
se cumple que 

(n' 	2s — 	— 2p — 	Sni — 2s — t, n — 2p — g. 

Aplicando la desigualdad anterior obtenemos la expresión final para las amplitudes 
Ano n. 

A„,„ ‘/Wie-(06+nliga) 2(-0 P 6) E  (-Í3  )9 12  4 "-, -01), 	—132)t  

p.0 	Pi 	q.0 ql  atS0 si 	t 11(n'  —» 2s — 
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