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INTRODUCCION

Pensando en qué tema desarrollar en esta tesis, me ha parecido
conveniente seleccionar éste acerca de dlea, una funcidn que sirve de
enlace entre las matemiticas determlnisticas y las probabilisticas;
unifica a éstas Ultimas y sugiere otras; y se esparce prolificamente
“por el ancho mundo de las Matemiticas.

Asentada en la probabilidad tebrica es al mismo tiempo util en la
clencia actuarial y en otros campos de la matematica pura o aplicada,
con rasgos de sintesis bien definldos y de esteticidad. Trataré este
asunto, en la manera de lo posible, en forma intuitiva y tal, para
quien no todo resulta evidente. A partir de 10 concreto y sin
perderlo de vista llegar a resultados formales; pero gradual y
consecusntenente. Se habla en este trabajo no sélo del aspecto formal
sino que tamblén se discurre acerca del contenido de 4lea,

A ls que vamos a analizar aqui es a la funcién que llamaré dlea;
se trata de! modelo matemético de una ley natural, z = ="/ n, con x
y n complejos, que satisface a la ecuacién diferencial

nz - g'x =0,

En este trabajo, de forma preferente, nos ocuparemos de las éleas
con x arriba descritas; sin por eso al menos mencionar cuando hays
lugsr, ys que también las hay, a las dleas con n fracclonarlo, en
cuyo caso, el factorial de nuestra funcién en el medio continuo se
calcularé mediante la funcién Gamma.

Hace tiempo tuve la idea de que algunas funclones de densldad de
probabilidad tenian algo en comin, adicionalmente a las propiedades
que se piden a las funciones de densidad de probabilidad. Con el
tiempo esta suposicién nos ia hemos demostrado en algunas, por cierto
las mds usuales, sl no es que las més importantes funclones de
densidad, wmedlante éles. Asi mismo, al hojear cusiquier libro de
matendticas a cada paso nos encontramos con suma frecuencia a la
funcién alea, per se o en el nimero e. E! resultado de éstas dos
investigaciones en las matemdticas deterministicas y probabilisticas,
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es el que me propongo narrar en los capitulos segundo y tercero,

En la eleganclia de los numeros e, i, ®m, los cuales tienen como
componente principal a 4lea, segin en su lugar veremos, haremos
hincapié en los lugares lnnumerables en que esparcidos se hallan en
el campo de la Matemdtica que aqui citaremos; mas no serdn sino una
minima parte de los que son. Casl en cualquler lugar de Matematlcas,
a cualquier nivel, se nos presentard una alta probabilidad de
encontrar dleas. Todo mundo sabe del extenso uso de los numeros x, 1,
@; pero cabe cuestionarse porqué.

Responder a esas interrogantes es incursionar dentro de la
naturaleza misma de nuestra funcién; pero no vayamos a pensar que en
n, 4, ¢ y en las férmulas en que estos nimeros intervienen, ha ya
agotado su presenclia; de hecho, cualquiera puede comprobar que existe
en forma directa y auténoma en otras foérmulas. Realmente su
intervencitén vgr. en e, s6lo nos muestra a dlea en una suma; pero
también en la operaciéon producto, resta, divisién, potencia y
radicacién, pudiendo ser operando u operador, se encuentra. En lo
anterlor se desgcubre el cardcter unificador, sintetlizador de nuestra
funcién., Nada nos debe extrafiar que si el nimero -e- es el rey en las
matomdticas, la funcidn Alea es tu énima. Y sl aquella es fundamental
en el AnAlisis Matemitico y en el Cilculc de Probabilidades, corre
4lea una suerte pareja.

Al migmo tiempo, en la busqueds de la funcién alea, descubrimos
sus caracteristicas { Campanoides ), las cuales le visten de cierto
rasgo estético. La consideramos simétrica en el sentido de que tanto
en el numerador el exponente y en el denominador el numero, cuyo
factorial es, son idénticos. En honor a,la verdad es a este rasgo que
me fi1)Jé en su existencia: la forma, como dirfan los antiguos.

En realidad, dlea estd formada por elementos, nada complicados. De
ahi su simplicided y elegancia. Son operadores algebraicos
fundamentados en la multlplicacién y no es exagerado afirmar que ya
en los estudios primarios la encontramos.
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Voy a tratar en este asunto de seguir a Sir [saac Newton, quien
recomendaba que: in scientils adiscendis exempia magis prosunt quam
praecepta. Y también esta conseja: quien escribe una vez lee dos. No
por otra sino por esta razéon es que alghnas veces puedo ser
repetitivo al Insistir en algin concepto; hasta que se tome
conciencia de él. También daré reconocimiento a los hombres
for jadores de los temas que vaya tratando llamédndoles por su nombre
completo y citando el tiempo en que vivieron. Sin perder rigor en la
deduccién ‘'de dlea, mas conveniente me ha parecido hacerla en cierta
forma intuitiva, para ser congruente con el paArrafo anterior.

La secuencia de los capitulos en que dividiré esta exposicion es
la siguiente: un capitulo que nos sirva para explicar la esencia y
existencia de Alea, su nombre y su notacién. Otro més en que haremos
un recorrido por diferentes ramas de la matemdtica deterministica en
que #&lea figura como componente probabilistico. El tercero, esté
dedicado a poner en términos de dlea a varias funciones de densidad
de probabilidad con el objeto de hacer notar que forman el grupo de
densidades campanoides, e Iigualmente interpretar segin nuestro
enfoque a las funcliones generatrices y caracteristicas, y a las
transformadas de Laplace y de Fourier. En el ultimo capitulo se habla
de las aplicaciones précticas de 4lea en el ciiculo de Probabilidades
y en el Célculo Actuarial y, para finalizar, las conclusiones o
valoracién del objetivo inicial. Agradezco en todo lo que vale la
invaluable intervencién en esta tesis a als sinodales:

N. on C. Nargarita . Chivez Cano.
Dr. Carlos Alvarez Jiménez
Act. Aurora Valdés Nichel

Act. Hortensia Cano Granados
Mat. Maria de la Luz Wiflez Norales

consistente en su atenta direccién y revision paciente.
México, D. F., septiembre de 1995.



El arte de la demostracién matemética a menudo conmiste en
hallar un marco de referencia en el cual lo que se trata de demostrar
sea casi obvio.

Mark kac y Stanislaw M. Ulam en
Matemdticas y Léglca, Monte Avila Ed,,1969. pagina 98



INTRODUCCION
CAPITULO I
A).-
B).~
c).-
D). -
CAPITULO II
A). -
B). -
C).~
CAPITULO [II
A).-
B). -
C).-
D).~
CAPITULO IV
A). -
B).-
CONCLUSIONES
APENDICE
BIBLIOGRAFIA

CONTENIDO

DE ALEA EN SI

ETIOLOGIA Y DEFINICION

NOMENCLATURA

NOTACION

REPRESENTACION GEOMETRICA

ALEA EN LAS MATEMATICAS DETERMINISTICAS
ALGEBRA

TRIGOMOMETRIA

CALCULO Y ANALISIS

ALEA EN LAS MATEMATICAS PROBABILISTICAS
FUNCIONES DE DENSIDAD

FUNCIONES GENERATRIZ Y CARACTERISTICA
TRANSFORMACION DE FUNCIONES

EN TORNO A LA LEY DE LOS GRANDES NUMEROS
APLICACIONES

LA FUNCION DE DENSIDAD ALEA

LA RESERVA EN PLANES DE VIDA INDIVIDUAL,
PENSIONES Y PRIMA DE ANTIGUEDAD.

GRAFICAS DE FUNCIONES DE. DENSIDAD
Discretas
Continuas

pagina

24
26
27
33
a3
R ]
35
68
70
93
96
99
105
105

105
112

115
119
127



CAPITULO I

DE ALEA EN SI
A). - ETIOLOGIA ¥ DEFINICION

Alea es una palabra esdrijula, derivacién del verbo alear, cuyo
significado es mezclar y combinar, como en el juego de dados, en que
se agitan primero y se tiran después para observar la combinacién
regsultante, con la cual palabra, deslgno a la funcidén 2z = x"/n!

Probablemente qulen primero dlé una aplicacién a esta funcién haya
sido John Naplier, matemédtico escocés nacido en Edimburgo en 1550 y
muerto ah{ mismo en abril 4 de 1617, el cual pensé que cualquler
cifra se podfa expresar en forma exponencial e inventé los logaritmos
de bagse e, que llevan su nombre,

La funcién 4lea, ani{ como también las exponencial y logaritmo
natural tienen msu origen en la hipérbola equilétera, y msu
distridbucién campancide representa a las etapas de crecimiento y
decremento naturasles.

Los que slguen son varios ejemplos que muestran a 4lea en
diferentes escenarios a fin de que intuitivamente nos acerquenos‘ s Su
concepto para después hacer su formal definicion, .

Entléndese como ponderaclén a la acclén de pesar, pesar con una
pesa, compensar, equllibrar, contrapesar y, en un sentido mas lato,
quitar el exceso de peso a una cosa por medio de una pesa
cuantificable explicita o tacitamente, exceso medidc en nimero de
veces. Por elemplo, sl se tlene n nimero de elementos, entre los
cuales hay "1 lguales entre si y n, iguales entre sf{, n! es el nimero
de permutaciones (n = n, ¢+ “2)' n‘! y nz! es el numero de
perautaciones de la clase 1 y de la clase 2, respectivamente;
entonces, n! estd excedido en n‘! y tamblén en nzt; por ésto debemos
ajustar, equillbrar, compensar, ponderar a n! asi: n!/(n‘!‘ "z”; de
egsta manera, tendremos el nimero correcto de permutaclones,
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Sea n, el resultado en el tiempo 1. Sea dl el numero ordinal de
aparicién del resultado . En el tiempo i la ponderacion de cada
resultado viene dado por el cociente de "1/d1' Ahora bien, la
ponderacién ( peso ) de la funcién que sospechamos representa a
nuestro fendmeno en el tiempo i, es Ja ponderacién compuesta
resultado de multiplicar las ponderaciones individuales( ins
cocientes ). A esta ponderacién compuesta le llamo dlea.

La ponderacién hasta el tiempo t viene dada por

Alea = (nl/d‘) ("3/‘3) (“alda)"‘("z/dz)
- ("1"5“3"'"x) / (d‘dzda...d‘)
entonces
Alea = 1 (nl / d‘)
3 Nn‘/ M‘
con el barrido de la multipiicacién de 1 4 t. Las n es la sucesién
de los entes objetos de la ponderacién (ponderados) y las d‘ es la
sucesién de los entes que describen cémo se va a efectuar la
ponderacién, particién (ponderantes). Intuitivamente n son las bolas
a distribuir en d cajones.
slea=n?/a
st n1 = nl-l yds1, 2, 3"“’dt' que es el caso que vamos tratar;
pero pueden ser las n, diferentes y es el caso de la Combinatorta
clésica; empero, si d = constante, ésto nos conduce a otra
Combinatoria, vgr., d = 2, seria partir (asighar probabilidades
estructurales) a un todo sucesivamente por mitades, al modo de
Demécrito.

Otra forma de investigar el origen de 4lea es medjante el proceso
de crecimiento ﬁaturnl. S1 la razén entre el \Incremento de
crecimlento y la materlia que lo produjo es constante se dice que el
crecimlento es exponencial. Esa es la forma en que crecen ios seres
vivos y algunos fendmenos financleros. La razén antes mencionada se
conoce como tasa de crecimiento por periodo unitario; sl supongamos,

dividimos el periodo a la mitad, entonces nuestra tasa seris la mitad
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de la original y lo que pretendemos es que el crecimiento de la
primera mitad del perlodo también crezca al mismo tlempo que la masa
original durante la segunda mitad del periodo original. Si dividimos
el periodo original en mi! partes, nuestra nueva tasa por subperiodo
estara dividida entre mil y pretendemos que cada fin de subperiodo el
crecimiento acumulado a ese momento también crezca. Cuando los
subperiodos tienden a ser de tamafio cero estamos en presencia de un
crecimiento exponencial.

Vamos a servirnos de un ejemplo. Supongamos que tenemos un &rbol
de un metro de altura al dfa primero del afio; al dfa altimo del afio
ha crecido 20 cm. Su tasa de crecimiento es entonces 20/100 = .2 6
20% anual. '

Al final del periodo 1 el crecimiento total seria

(1+021) = 1,20

Si dividimos el periodo entre 2 el crecimiento total al final del

perlodo origlnal es
(1 +.222%= (11011

Si dividimos el periodo entre 4 el crecimiento total al final del

periodo original es
(1 +.2/8)* = (1.05)(1.05)(1.05)(1.05) = 1.2155

Si en lugar del 20% nuestra tasa es del 100X y, en lugar de cuatro
subperiodos, tomamos 10000000000000, o sea, subperiodos de tamafio
cercano a cero entonces estamos hablando del numero e:

e = (1 + 1/10000000000000) 0000000000000 5 » 1555 1528 459045

Este ejemplo sencillo de cuatro crecimientos y tasa del 204 va a
ser complicado por nosotros con la finalidad de verlo desde otro
punto de vista. .

(1+.274)% por 1a formula del binomlo de newton viene a ser
expresado en los sigulentes términos:

& %2708 « 240 /31) »
s 2027020 + AN L2200 10 o
« QYanc2720%00 )



Vamos analizar a cada uno de los anteriores términos.
%00 278)%a1) = ((((-%;'-9?);’-93);‘-93);'-9%)- = 0,0000002
en palabras: (1/1) es ponderacién de la masa, .05/1, .05/2, .05/3 y
.05/4 son las ponderacicnes de la tasa de crecimiento. Los paréntesis
nos indican el orden a efectuar con fines de claridad; pero se pueden
efectuar en cualquier orden.

El producto de las ponderaciones de masa multiplicado por el
producto de las ponderaclones de la tasa de crecimlento por los
gsubperiodos a que estin expuestos da por resultado el incremento
debido a cuatro subperiodos: 24 ® 0.0000002 = 0.0000048

a'an2arzan = 1538008098 < o, a000208

El resultado de esta expresién es solamente el incremento por tres
periodos: 24 * 0.0000208 = 0.0004992

20020721 = -J5-3-3-35-%- « 0.000625

Este resultado es el crecimiento por dos subperiodos:

0.000625 ® 24 = 0,015
a2t « --h-Lids-9 «o.00833

Es claro que este incremento resulta de aplicar la tasa ponderada
de un subperiodo sobre una masa de tamafio (1/2)(1/3), ésto es, 24 ¢
0.008333 = 0.1999992

(%4 27a)%1) = 133302100 g 041667

En esta expresién no hay nada de crecimiento; sdélo la masa
original: 24 ® 0.041667 = 1,

De aqui se sigue que J 20t (1'/i) (os*'/(4-101) = 12185, que
coincide con 1.05‘. lo cual nos dice que el 20X por un periodo
unitario se convio'rte en 21.55% si subdividimos en cuatro cortes, y
por tanto a la tasa de crecimiento por subperiodo de S5X.

Ha sido necesario complicar, en apariencia, un proceso sencllle
que, se nos puede argliir, es futll hacer complejo; sln’enbargo. se
acerca mis a la realldad y clarifica el modelo. Se llama a la masa,

capital y a la tasa de crecimiento, tasa de interés en Matemiticas
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Financieras. Pues bien, en el proceso que acabamos de describir alea
es ¢l product _las ponderaclones: tanto dlea es 1'/1t como tamblén
05*'/(4-10
Pongamos otros ejemplos mas :
1).~ Leonhard Euler (se pronuncia OILeR) (1707-1783) fué¢ quien
investigé y extendié el uso del numero e, y en honor a él se le
bautizé e; su descubridor fué Daniel Bernoulli. En el nimero e ( el
exponente es igual a uno ) quiere declir que la tasa de crecimiento es
del 100% por periodo unitarlo, o lo que es lo mismo, esta funcién se
reproduce totalmente en un perlodo,
El nimero -e~, base de los logaritmos naturales o neperlianos, es
la suma de las éleas:
el =1%o+ 1010+ 132« 1Y e L
= 1im (1 + 1/n)" cuando n tiende a infinito
y todavia mis, en términos de ponderacidn
el = 1/ ¢ 121 ¢ (1/71)%(1/72) + (171)°(2/2)%(1/3) + ..
e = 2,7 1028 1828 459045 235360 287471 352662 497757 247093 69996...
Si la tasa de crecimiento es x, entonces
o = %00 + w1t v P2t 463 s L,
= (1 ¢+ x/n)n cuando n tlende a infinito
sl (x/71)e(xx/7122)+(xxx/71%2°3)+ .,
En las Matemiticas financieras, se tiene que un capital de C pesos

invertido durante un afio a la tasa nominal anual 1 convertible m
| 341

veces al afio, al final del afio acumula a C * |1 + l"’/m) ; 81 el

valor de m tiende a infinito, i.e., la convertibiiidad es en cada

instante, entonces, recordando que o’ = (1 + 1™ el capital

acumulado a fin de afio serd C ¢ 0'.'. donde r = l") para facilidad

en la notacién. De manera semejante, sl a fin de afio tenemos un
av -aty

capital F, su valor actual serd, F /7 |1 ¢+ r/hq = F*]1+ r/m

si la convertibllidad es iristanténea, serd F * Q"'.\ Generalizando

estas operaciones de acumulacidén y valor presente anuales a t afios,

I3
.
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respect{vamente seran:

VALOR ACUNULADO = C o
para m tendiendo a infinito.

VALOR PRESENTE = F o '
puse tasa de interés igual a r para no confundir con i = (-1)

ot = (rt)%01 ¢ (rt)'/11 4 (r)P20 4 .
¢t a (r)%01 ¢ ()it 4 et

Las funciones o"' y o-"' aparecen con harta frecuencia en las
Mateméticas determinfsticas y en las probabilisticas; en esta tesis
implicitanente veremos qu. "valuar" ee detersinar el valor presente o
el valor acumlado de un una sucesién, (prisas, siniestros, primes
wenos siniestros, rentas, variables aleatorias o de cardcter no

determing{stico, impulsos eléctricos, etc.), generada por una funcién

t
172

en el tiempo; su desarrollo en dleas nos wmuestra el cardcter
probabilistico de ellas. En sigulendo con este tenor ya
comprenderemos mejor al numerador de la densidad Normal: r = 1”22y t
= (x-u)a/c': desviacién cuadritica media.

2
e-(l/Z)((x-u)/c) - (-.5(("_“)/')3)0/0' .

Y L TR R T e e o
o, por ejemplo también, a la solucion general de una ecuacién

diferencial

+ Cze'z' + Cae-
donde las raices de la ecuacién auxiliar son r = +1, -2, -1,
rt

ys= C'e
Slempre que nos encontremos con e = ¢ o'" debemos segulr estos
dos pasos:

A).- Asociar siempre s esta expresién la curva campancide. la
sucesién de dleas que la componen es (rt)nt )

B).- Anslizar a (rt). Visualizar a r como: la raiz de una
ecuacién, la tasa de interés, la razén o proporcién, la varianza o
amplitud, la derivada, etc.; visualizar t, como el tiempo o eje de la
abscisa.
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2).~ La serie de Taylor es la mejor en cuanto a pollnomios de
colocacién. Para encontrar el valor de una funcién f(x) a partir del
punto f(a), donde a < x, a cercano a x, y f(x) continua en ese
intervalo, por medio de él, es
£ix) = @ 0 (x - a)™m
n de cero a k, que es el grado de la funcidén f(x).
En la forma desplegada:
0 = @020 + s N @y-arta « 1B ayw-ara ..
con f )(a) = f(a)
£ (a) significa derivada de orden n de la funcién f(x) en el
punto -a- cercano y menor a %. Aqui los numeradores son una funcién
ya que para obtener, vgr. la segunda derivada, es necesarlo obtener
la primera y para ésta, partir de la funclén original y a cada una de
ellas multiplicarla por x-a, el cual término (x-a), estd dividido
{ponderado) entre i, entre 2, entre 3 y as{ sucesivamante y de ahf
viene el factorial. Cada uno de los términos ( x-a )1/1! es una alea,
Hasta aqui los ejemplos.
Otro punto de vista. Vamos a auxiliarnos con el eje del tiempo
para anotar el resultado de nuestras observaciones sobre la funcién

A; los resultados pueden ser de clase a, b, ¢, ...,z
axftsvaabtxxxvba ... clase de elemento
11111123122342214 nimero de elemento DENTRO

1234567891011 1213 14 nimero de elemento EN
agrupemos por clase:

la clase a contiene 4 elementos

la clase b contiene 2,

la clase ¢ contiene 0,

la clase d contlene O,

la clase x contiene &4; la f,1; t,2; s,1; v,2.

En t=1 a pesa 1; en t=2 x pesa 1, en ta7 a pesa la mitad en su clase,
en ts8 a pesa la tercera parte, en t=14 a pesa la cuarta parte dentro
de su clase; estas se llaman PONDERACIONES INDIVIDUALES de la clase a

12



a’/l ® a/2 * a’/3 * a/4 es la PONDERACION TOTAL de a dentro de su
clase; ésto se puede expresar como a‘/ll! para a; x4/4! para Xx; t2/2!
para t; fl/l! para f; y asi, la ponderacién total para cada clase,

Sea el conjunto A de elementos a,, a5 ...a, un subconjunto de B y
queremos determinar la ponderacién que cada elemento tiene dentro del
subconjunto, entonces cada ponderacidn sera: al/l. az/z, 33/3

Definicién de dlea en términos de ponderaciodn.

ALEA es la PONDERACION TOTAL DE CLASE A, que vendrid dada como el
PRODUCTO DE LAS PONDERACIONES INDIVIDUALES DE LA CLASE A, efectuadas
en base a los nimeros naturales.

22N S = B
1 2 3 4 n~l n
si ag =a, _, entonces .
B eeemaa
n!

La definicién formal, en términos de conjuntos, es la que sigue:
ALEA ES EL COCIENTE RESULTANTE DE DIVIDIR: AL PRODUCTO DE LOS
ELEMENTOS DE UN CONJUNTO ORDENADO ENTRE EL PRODUCTO DE SUS ORDINALES.

Desde el punto de vista operacional &lea es una funcién que
conslste en dividir, ja base elevada a una potencia entre el
factorial de esa potencia. La pecullaridad de 4dlea es que el
exponente a su vez es ordinal de la base. Necesita explicacion el
nimero ordinal por ser poco usual. Ordinal es derivacién de orden.
Orden implica secuencia: primero, segundo, tercero, etc. Sabemos que
funcién es el resultado de aplicar clertos operadores, no
necesariamente mateméticos, a un ente llamado operando, no
necesariamente matemitico. Aqui me referiré a operadores y operandos
matemdticos, Ejemplos de operadores son suma, resta, multiplicacién,
divisién, potencia, E, A, 1, el nimero e, (d/dx), (A/Ax), inverso,
recfproco, adelantamiento, retardamiento, esperanza, dlea, etc.

Slempre que hablemos de funcién tendremos que definir el dominio
de la misma. En tratdndose de adlea es el de los numeros complejos.
Otra definiciéon equivalente de dlea en término de funciones es
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ALEA ES EL COCIENTE
DE LA FUNCION POTENCIA ENTRE LA FUNCION FACTORIAL DE LA POTENCIA
Como operador, la funcién 4lea es ( y*/xt; dentro del paréntesis
se pondra el operando; veamos si satisface las leyes del dlgebra de
los operadores. Sea A = ax/x!, B= by/y! yCs= crzt

1-1. A+B=B+A Lry conmutativa para la suma
1-2. A+ (B+C)=(A+B)+C Ley asociativa para la suma

1-3. AB = BA Ley conmutativa para el producto
1-4, A(BC) = (AB)C Ley asociativa para el producto
1-5. A(B + C) = AB + AC Ley distributiva

Estas leyes se cumplen para alea, En el caso de a = b = ¢, que no
es tan evidente, I-3. queda: (ax/x!)(ay/y!) = aX+y/x!y!. En la ley
distributiva se tiene a'/xt( aVat + a%/z1) = (@ Vg 4
ax*z/x!z!) y por lo tanto se cumple, como igualmente -1,

La suma o resta de dleas produce una alea: ;

x"/mt o+ x"/nt = (™ + mx")/min

El producto de dleas también produce una &alea:

*/mt ¢ Mt = K miny

La divigién de dleas resulta ser una 4dlea:

w7 xnt = (nt/mt) P

También existe la potenclacién en Alea y el resultado es otra
dlea;

O/ e ™y

Relacionados con los elementos componentes de dlea, (x, n), se
presentan los sigulentes casos:

- La base x puede ser una cantidad real positiva o negativa.
El exponente n, puede ser real positive o negativo.
1 El exponente n positivo real puede ser par o impar.

1.
2.
2.
2.2 El exponente n negativo real puede ser par o impar,
3.
2.

El factorial correspondiente a cada uno de los parrafos 2,
1, 2.2 aceptable, sélo puede ser entero positivo o real positivo si
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en vez de factorial calculamos con la funcién Gamma.

Las 4leas que resultan de estas combinaclones y que estudiaremos
son las de x positiva: no nos interesan varianzas o amplitudes cero o
negativas; que ademis, el exponente sea real positivo, par o impar.
Debido a esta segunda restriccién es que podemos calcular el inciso
3. Asi, la funcién factorial se define como

nl=1%2%¢38¢ o

nt s1*n*3¢*g* .. *(n1)
funcidn que crece mias despacio que nn. ya que, para que un producto
sea miaximo sus factores tienen que ser iguales, nn = n®n®*n
® ..n-veces ...%* n. A partir de una unidad, en el factorial, se
construye una area de 1 ® 2; con esta 4rea formamos el volumen 1%*2°3
y asi sucesivamente formaremos hiperplanos y con éstos el hiperplano:
19280 3»405% .%p=n!; enel orden que se quiera efectuar
la multiplicacién, siempre y cuando sean los factores, enteros
naturales hasta n inclusive.
y también es uUtil
i/nt = ()71 = (1/1)(1/2) (173)0. . 2 (1/n)

n=1/2/3/.../n
elegante y sencilla expresién, en la que parodiando lo dicho para el
factorial, wmutatis mutandis, ésta vendrfa a ser la funcién
"relacional" y también partiendo de una unidad irfamos construyendo
los hipoplanos hasta hacerlos finitamente pequefios, con "volumen"
tendiendo a cero. En n; el orden de las operaclones se debe respetar,

Alea, segin lo arriba dicho, también se puede expresar como

X"/t =x"V1/2/3/74/.../n
y n " decrece mis répidamente que x;
o la inversa
nt /x"ax" 102930 eg
vaque (X" /) mx P/t s ey
Veamos ahora dos expresiones muy utiles:
L (x)mt = e™ =1/ e
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con n de cero a infinito; y también
z x/nt = e*
=1m (1 + x/n)"
con n de cero a infinito.

Este 1limite es obvio y en él1 se locallza el caradcter

estacionario de las dleas: en el nimero e.
1in M x™nt -==> 0 cuando n tiende a infinito.

En su lugar investigaremos a las derivadas e integrales de
dlea; sélo apuntaremos aqui que sus derivadas de orden creclente
producen aleas de orden decreclente y; sus integrales de orden
creciente devienen en aleas crecientes.

En realidad el origen del tema de esta tesis no es mias que el
desarrollo del sigulente proceso. Al estar dindole vueltas a la
funcidén de distribucién Binomial en su forma original, se me ocurrié
que como se veria en otra forma; y ese fué el comienzo.

Como cominmente conocemos a la funcién de probabilidad Binomial,
de parémetros (n, p), (0 <p <1, n=z1)es

n) X(1op)P"X AL X (o) N7X
f(x,n,p) = [x) p (1-p) " i inoxdr P (1-p) .
donde

n X n-x 1 !
(x] ant (17/xt1) (17 "/(n-x)t) = nt [x] [n-x]
Vamos a agrupar asi

, px “_p)n-x
f(x,n,p) = nt!
x! (n-x)!

Ahora bien, si observamos con detenimiento a la férmula anterior

vamos a descubrir tres componentes:

a).- El factorial de n: n!

b).- El exponente y el numero factorial de la primera fraccién son
iguales: x

c).- El exponente y el numero factorial de la segunda fraccién: (n-x)
también son idénticos.

d).- En seguida conclul que cada fraccién es simétrica tomando en
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cuenta que el exponente y el numero, cuyo factorlal es, es el mismo.
Esto me indujo a pensar que lo mismo podria ocurrir en otras
distribuciones de probabilidad.

El problema fundamental de las matemdticas consiste en 1la
representaciéon formal de los fenémenos fisicos; ahora blen, cuatro
tipos de mapeo o representacién existen a saber: algebralica,
proposicional, algoritmica y probabilistlca.

Del tipo algebraico hablamos al mencionar las formulas de Isaac
Newton (1642-1727) en el calculo de las diferencias finitas, en la
serie de Brook Taylor aparecida en su Methodus Incrementorum en 1715
ahora conocida en notaclén de Lagrange, en la Integral de Augustin
Louis Cauchy (1789-1857) y en Joseph Louis de Lagrange (1736-1813);
sl se trata de cualquier funciéon definida por medio de sus
propiedades, vgr.,la funcién 8 de Paul Adrien Maurice Dirac (1902- ),
nos estamos vrefirlendo al tipo proposicional; representacién
algoritmica decimos al conjunto de operaciones ldégicas y matemiaticas
utilizadas para definir a una funcién y finalmente, probabilistica al
la represgentaclén viene dada por una proporcién que, cuando n grande,
tiende a definirla; ésto en un principio tenderd a ser un fractal y
al final una curva. Obvio es decir que la funcién obleto de nuestro
desarrollo interviene, excepto en la segunda, en las restantes,

La funcién & de P, A. Dirac debe satlsfacer las siguientes
proposiciones: Vale cero para toda x diferente de cero. Para x = 0 se
hace infinita. Ademis, el Area bajo esta funclénva vale uno. Este es
un ejemplo de definicién de tipo proposicional de una funcion.

Sabldo es que la operaclén de SUMAR equivale a YUXTAPONER (poner
Junto a) Areas 0 volimenes; también lo es, que la operaclén de
MULTIPLICAR equivale a REPRODUCIR.

Pongamos un par de ejemplos para ilustrar el parrafo anterlor
Sea X, una iinea de Xy unidades ; X, una linea de X, unidades y as;
X, una linea de 1 unidades. Las unidades pueden ser \iineales;
superficiales, de &area o cuadratlcas,que es Jo mismo; o cubicas,
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volumétricas.

Para el caso de la suma tenemos que
- paso numero uno: tomamos Xy
- paso numero dos: a Xy yuxtaponemos X5 ésto es, tenemos x1+ Xy
- paso numero tres: a (x1+ xz) yuxtaponemos X l.e., tenemos
R P M
- paso general: a (xl K, Xg +...+x1_1) yuxtaponemos 3

En forma general si yl-l es la suma de los primeros 1-1 térmlnos

R

En volviendo a la multiplicacién diremos que sl multiplicamos a *
b tenemos un rectingulo de drea ab; sl a su vez multiplicamos por ¢
el 4rea ab, entonces lo que estamos haciendo es reproducir el drea ab
en ¢ veces; o lo que es lo mismo, ahora tenemos una especle de cubo,
que puede serlo propiamente si a = b = ¢, S1 multipiicamos ( a * b *
c ) *d lo que estamos haciendo es reproducir o superponer nuestro
cubo (abc) d veces, dando por resultado que nuestra nueva figura
tiene area abcd, Por (ltimo, para no ser tan repetitivos, si
multiplicamos ( a b c d ) * e, qulere decir que tomamos la figura
abcd y la reproducimos e veces.

Ahora bien, en 4dlea, el numerador es una potenciactén, 1i.e.,
nuestro cubo perfecto se reproduce exactamente x veces la base A
formando as{ hiperplanos regulares.

1*2%*3%4°..%nes ilamada la funcién factorial, Consiste en
que nuestro cubo especial, 1 ® 2 * 3 se reproduce en forma
uniformemente creciente; o sea, en forma recurrente seria:

Ve = Vpq "t
sabiendo que Vi 1%2% 3% .%t-1),

Efectuar el coclente xt / tt vale tanto como decir que cuintas
veces estd contenido en xt el denominador t!, o sea, la proporcién o
relacién entre los dos crecimientos.

La divisién entre dos crecimientos, el de la funcién y su

argumento, cuando el incremento del argumento tiende a cero se llama
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derivada. Ahora bien, en el medio discreto, el coclente de dos
crecimientos, el de la funcién y su argumento, sin hallar el limite a
cero, es una dlea. Asi la relacidén entre la derivada de orden n, dny
/ dx" y el coclente A" / ax" es estrecha.

Hay una funcién de recurrencia que liga a las daleas: la
ponderacion total hasta t es la ponderacién total basta t-1,
multiplicada por la ponderacién en t; asi,

ytoer = - e gt

En la seccion dedicada al Andlisis, en lo relativo a Combinatoria
vamos a ubicar a dlea en ese terreno; por ahora, para concluir con su
definicidn, va esta otra interpretacién. Se define una Ordenacidn con
Repeticion ( Reemplazo ) como e} numero total de arreglos de tamafio k
{ cada arreglo estd formado por k lugares, casilleros o
compartimentos ) que se pueden formar con n elementos
indistinguibles. Se denota asi{: (OR): = n'; el nimero total de formas
en que pueden ser ocupados los k lugares viene dado por el producto
del numero de maneras en que pueden ser llenados: k!.

De este modo vamos a definir a 4alea en funcién de elementos
combinatorios: 4lea es la proporclén de Ordenaciones con repetlcion
de n elementos tomados de k en k, respecto al numero de maneras en

que los podemos colocar en k lugares,
k
ALEA = (GR)} / k! = [n = =P

En palabras:

ALEA ES EL NUMERO COMBINATORIO QUE RESULTA DE SIMETRIZAR A LAS
ORDENACIONES CON REPETICION.

Algunos autores a las ordenaclones les llaman Variacliones o
también Muestras con reemplazo o sin él.

En cuanto que dlea determina una accién sobre los elementos que la
conflguran, en este sentido se la define como OPERADOR.

Si entramos al campo de las probabilidades, nuevamente aquf
definiremos a nuestra funcion ALEA, como LA PROBABILIDAD DE LOS
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EVENTOS ELEMENTALES DE LOS PROCESOS DE POISSON, la cual es
decreciente con el tiempo y tendiendo a cero, vgr., 1/1/2/3/4/5 =
1/5), y que por construccién se basa en los nimeros naturales.
Después de estos ejemplos vamos a dar aqui el origen y la
definicién formales de ALEA.
Ademas de las cuatro operaciones fundamentales (+, -, x, / ) las
propiamente algebraicas son, por pares, la potenciacién (a") y la:

radicacién (33) la exponenciacién (a ) y la logaritmacién (103 x).
Esta Gltima estd definlda como x = a¥ y se traduce como: el logaritmo
de x es y en base a: la base a elevada al logaritmo de x es igual al
nimerc .

Sabemos que %y = k define a una familia de hipérbolas
equiliteras; que, la hipérbola equilatera de amplificador 1, y = V/x,
es el punto de partlda para la construccién de las funcliones
exponencial y logaritmica y de todas las "hiperbdlicas".

log.x = _iﬁ!

Si en vez de la Integral tomamos la aproximacién Suma, (cuando John
Napier (en espafiol Neper) descubrié sus logaritmos en 1636 publicados
en Mirifici logarithmorum canonis descriptio, el cdlculo integral
apenas nacia), queda:

ln=1/1 + 172 + 1/3 +...+ 1/n

La idea de Napler era la de construir dos sucesiones de numeros
relacionadas de modo tal que cuando una aumentara en progresién
aritmética la otra disminuyera en progresion geométrica. Si hacemos

no=ell* 12 ¢ VA a/m) 112173 178 I/
tenemos las dos sucesiones. Su primera férmula era ae /e con an10’

Si hacemos la diferencia La - I dx/x, observaremcs que para h
grande, ésta disminuye y tiende a C = 0.57721... llamada constante de
Euler: poligonos vs. funcién continua.

La base es e en los logaritmos naturales, de mode que ™ = x.
El ﬁﬁmero e, para x tendlendo a {nfinito, en forma de desarrollo
binomial, queda
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e= Lin (1 +1/x)% = \

= [SJ * (am)® e [’1‘] X anol [’2‘] 12 (1% e L
e=] [:] ™ ()"
con k de cero a infinito,
= 1+ (X100 (=11 (1761) + ((x1/720 (x=2)1) (1/%°) + ...
x!/(kt(x-k)?(l/xk) tiende a 1/k! para x grande
y entonces @ = 1 + 1 + 1721 + 173 + ...
Esta es la estructuracién de e, segin la ideé Napler. Si a la
serie, n tendiendo a infinito’
logex = 2 1/n
= 171 ¢ 172 + 173 ¢ 1/4 +.,.41/n
= 01/ + 11720 + 21730 + 3174 +...+ (n-1)t/n!
= Z (n~1)! / n!, connde ! & x
la transformamos en
o= 2 1/n!, con n de 0 4 infinito
=1 + [1/18 + 1720 + 1730 + 1/4) +, ..+ 1/nt+ ...
=1+ (1/1)700 + (172)/71} + (1/73)72¢ + +...+ (1/(n#2))/nt+. ..
vemos que ésto ha sido posible sélo mediante la operacién élea.

Esto es, que x

logx =) (n-1)t ® 1"/ at)

en términos de &lea (1"/n!) nos dice que por medio de la funcién dlea
estamos suavizando a la funcién factorial. Si en vez de suavizar a n!
tomamos la sucesién (1, 1, 1, ...) entonces
e= Z (1) (1"/nt)
con n de cero a infinito, ambas funciones ligadas por
dlea= (1"/m) =44l Lo

conadel14an

ALEA ES EL PRODUCTO DE LAS n PRIMERAS ORDENADAS DE LA HIPERBOLA
EQUILATERA DE AMPLITUD x. n=1, 2, ...
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n I x X X
x/nt = 1 2 3 cetTh

para x=1, 1°/n! es la funcién alea de amplitud 1, la suma de cuyas

ordenadas es el area de tamafio el. Esta es otra expresién para el

nimero e:
1 1 1 1 1 !
e = Lim {1 T (1 ¢+ 3 (1 + 3 (1 + ‘(1 + "'ﬁ“ + nﬂ“"'}

Estos son los cimientos hiperbélicos de la funcién dlea y su
relacién con e vy loga. los cuales ubican a 4lea, aunados a las
propiedades de los Grupos Ciclicos, de los Grupos de Permutacidén y de
los Grupos Coclente, dentro de las FUNCIONES HIPERBOLICAS
PERMUTABLES.
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HIPERBOLA EQUILATERA Y FUNCION ALEA
alx Y a*xixt

il Area=e’x [JAreazLn x
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B).~- EL PORQUE DEL NOMBRE ALEA

No es muy prolljo explicar como elegi este nombre; antes bien, el
tiempo para escogerlo si. Por cuanto yo pretendia que el nombre
cumpliera con clertos requisitos, cuando escogia un nombre, fallaba
en alguno. Estos son los requerimientos que al menos deberia
satisfacer:

1).~ Mnemotécniceo

2).~ Que representara al contenido flelmente (combinacién y
aleatorizacién)

3).~ Que no existiera duplicidad

Voy a exponer cémo es que dlea es la palabra satisfactoria.

Historicamente hablando, ya hace veinte slglos era de cufio popular
el juego de los dados. Jullo César, emperador romano en el sigle
anterlor a nuestra era cristiana, narra ya en su clasico libro De
Bello Civile, que é] antes de cruzar el rio Rubicoén para salir a
atacar a su contrincante llamado Pompeyo, diljo: 4lea lacta est, l.e.,
he tirado los dados, los dados estian en reposo, hay que contar los
puntos, o como menos literalmente traducen otros: la suerte esté
echada, aludiendo con ésto al caricter azaroso ( incierto ) de su
empresa. También en la Biblia se da cuenta de que los soldados
romanos que vigllaban a N.S. Jesucristo crucificado, se jugaron a los
dados su tinica.

Como no se trata aqui de lnvestigar si el Jjuego de los dados
también existia en otros pueblos, me limito a estas dos cltas entre
los romanos; y no se crea que solamente conocian el ludo alae sino
que también tuvlergn sus clentificos, vgr., M. Terenclio Varrdn, Tito
Lucreclo Caro, Vitrublo en el afto 10 D.C., Sexto Jullo Frontino, Aulo
Cornelio Celso, Pomponio Mela, Plinio el Viejo y a los Doctores en la
clencia de ia Comunicacién en la mis perfecta de las lenguas, Cicerén
y Cayo Julio César y todos los escritores latinos; en ias grandes
naciones sajonas actuales la clencia del debate es de suma

importancia. ¢ O es que ya nos olvidamos que las virtudes y defectos,
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la cultura y la civilizacidén del pueblo romano nos ha sido heredada
transformada en civilizacién occidental ( escala de valores ) y que
la lengua espafiola, para no ir tan lejos, es entre las hablas
romances la mas fiel copia del decir latino y el vocahulario inglés
contiene un sesenta por clento de palabras de ese origen ?

Alea, A4lea, es una palabra latina. Es obvio que el lude aleae
(juego de los dados), se pronuncia alee, por estar definido por las
reglas de las probabilidades permite que la asocliacién de ideas entre
un ente y sus propledades se fijJen mejor; en este caso el ente es la
funclén yx/x! la cual aparece con bastante frecuencia en el cadlculo
de Probabilidades en el cual es propiedad fundamental el estudio de
la ALEAtoriedad., Por ser eminentemente de cardcter combinatorio, aun
cuando la Combinatoria no es exclusiva del Cdlculo de Probabiliidades;
sin embargo los principios, histérica y epistemoldgicamente hablando,
se basan en esta rama del contar y enumerar. De lo hasta esta parte
comentado puedo suponer que Alea satisface los dos primeros
requisitos, a saber: mnemotécnica y rica en contenido.

Referente al WGltimo requerimiento acerca de que no exista
duplicidad en la palabra alea, debo decir que después de recorrer el
dicclonario etimolégico no he encontrado significado igual para otro
concepto, excepto que en el cdlculo de Probabilidades la palabra
dlea, no sino su derivada en el uso adjetival, se emplea para
designar el caridcter de azar de esa ciencia.

Ya que, como mAs abajo veremos, la funcién 4lea nos ayuda a
construir la mayortia de las funclones de densidad en el cidlculo de
probabllidades, me ha parecido que no sélo es convenlente sino hasta
necesario llamar con propledad a este ladrillo de nuestro edificto
probabilistico.

Aun cuando la presencia de nuestra funcién no es exclusiva del
cAdlculo de probabilidades, ya que aparece casi en cualquier lugar de
las matemdticas deterministas, a cualquier nivel, desde 1la
aritmética, Aalgebra, pasando por el célculo y la trlgonometria y el
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anadlisis matematico, las ecuaciones en diferencias, las ecuaciones
diferenciales, ya sea en el medio discreto o en el medlo continuo,
este hecho suglere su caracter aleatorio. Las funciones deterministas
contienen su grado de aleatoriedad. En otras palabras A. Einstein
decia que no era posible que Dios Jjugara a los dados, dado el
caracter cuantico de la materia. Asi las cosas, las Matemidticas
Deterministicas tal vez tan sélo sean un estado mds en la Clencia de
las Probabjilidades o éstas en realidad tengan cierto grado de
causalidad. Alea es el eslabén entre los fendémenos deterministicos y
los aleatorios por su naturaleza misma, en cuanto que x" es un modelo
de los primeros, y n!, de los segundos.

C).- NOTACION

Una vez que hemos definldo y nombrado a la funcién d4lea, para
terminar este capitulo no nos resta sino darle escritura. Los
caracteres de {imprenta, sofisticados o no, tal como actualmente
pueden generarse en las computadoras ya no representan ningun
obstdculo en su manejo. En honor a la senclllez, y para ser
congruente con todo lo anterlor, escogi el simbolo & que precede a
los paréntesis que contienen a la base de la funcién potencial
primero, y, separado por una coma, el nimero que es exponente y
nimero cuyo factorilal es,

a(A, x) = A%/t
o més sencillo
' a (elementol, elemento2)

= '(elempntol)(ele"'nt°2) / (elemento2)!
para la funcién 4lea.

Este simbolo 2( , ) estd compuesto por las vocales unidas A y E,
como recordando alea, y simboliza al operador alea; antes de la coma
que esté dentro del paréntesls va el operando y después de ella, el
nimero al que hay que potenclar al operando y, entre cuyo factorial

26



hay que dividir ese resultado. Para e definido en 4leas, resulta
«©

e = ; 2(1, 1)
ya que es vaiido poner i/xt = 1*/x1, para x positivo.

Para el caso especifico de 4lea como numero combinatorio he
escogido [:] a fin de diferenclarlo de ::

Aunque en esta tesls no las tratamos, X podria ser a su vez
cualquier funcion, digamos, tz / 2 y asi{ el alea correspondiente se
escribiria asi:

2 = ((7.2/2)y /yt =@ (tzl 2, y)

o ésta otra
y=D'/1t =2 (0, 1)
D es el operador de derlvacién.
La ecuacisn de Euler e"" - 1 = 0 produce una hermosa dlea:

= Jemk-1=0
1 es V-1 y k es la variable formal que va de cero a infinito.
Otro ejemplo. f(a + ib)c“d = 2 { a+tib, c+id }, donde i es el

numero lmaginario.

D).~ REPRESENTACION GEOMETRICA

René Descartes en su oplsculo, pequefio por el tamafio, valga la
redundancia; pero enclclopedia por su alcance, que tituié "Reglas
para la Direccién del FEspiritu", ademis de asentar las normas a
seguir en toda Jinvestigacion clentifica, aseveré que todo ente
conceptual deberia de ir acompafiado de su respectiva representacion
geométrica, asi como el Algebra y la geometria ( Regla X1V ).

Analicemos al numerador primero y después al denominador de la
funcién Alea; pero no sin antes precisa;' conceptos. Para mi gusto la
designacién de las operaclones aritméticas por su vocablo etimoliégico
es mas descriptiva; asl: adicién en vez de suma toda vez que sumar
vale tanto como tomar; en camblo adicién describe perfectamente la
operacién de afiadir o poner al lado de, que es lo que en reallidad
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hace la operacldén de ADICION: el crecimiento es en forma de linea., En
lo relativo a la resta el término SUSTRACCION es mas descriptlvo,

La multiplicacién queda mejor descrita por la REPRODUCCION y ia
division, si lo esta.

En estos términos, refiriéndonos a A4lea, el numerador es una
potenciacién o equirreproduccién, dado que la base reprodicese n
veces su igual tamaflo, y producto, cuando los elementos son
diferentes.

La reproduccion del denominador es diferente; la n-ésima
reproduccién sera el resultado de reproducir n veces el n-1 saldo. El
denominador, recordamos, es el factorial. El cociente de lo anterior
vendra dado por el numero de veces que el factorlal, o hiperplano
exponenclal, estd comprendido en el hiperplano regular del
denominador.

Sea nuestra dlea:

y = p* /xt = alp, x)

Una inspeccién culdadosa de la grafica nos sugiere de inmediato,
es la grifica de px en R’ ( las x parten de cero y tlenden a
infinito), que es parabdlica creclente mondtona; asi mismo, la
grafica de los factoriales conserva la misma tendencia parabélica;
pero con crecimiento més brusco. El cociente de ambas funciones, la
potenclal entre la factorial, aparece en la siguiente pagina: es la
grifica de édlea, v’/y!; conv =20, 30, 60; g = 30; y = (x~p+v); x =

§,2... Con el propéslto de que en una sola paglna tengan cabida las

graficas de 4lea, y as{ tener un perfil de ella, hemos dividido entre
v ,

e,
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Al graficar -ia funcion exponencial y por separade la funcién
factorial, sabemos que en ambos casos, las dos son crecientes. Lo
interesante es que el coclente es creciente siempre hasta antes de
ser iguales en el punto medio, la base, el exponente y el numero cuyo
factorfal es, que es donde adquiere su maximo valor, y de ahi en
adelante comienza a decrecer.

Si por ejemplo, observamos #(p,5) vemos que el centro de esta
funcién es 5.

a).-De 1 & 4 nuestra funcion se comporta asi: creclente,

b).-En el punto 5, vale 55/ 51 y es el puntc de maximo valor, y

c).-De 6 4 9 la funcion alea es decreciente. ’

Podemos observar varias propiedades interesantisimas en la
sucesién de Aleas, a saber:

X
Sean la sucesiéon de aleas {—E--}. donde p es pardmetro y x es

x!
fgual 4 0, 1, 2,...y la primera diferencia de la sucesion, A{
X
- I - N
Ax x! (X"'l l]

1.~ Cuando p < x, la sucesién crece.
2.~ Cuando p = x, la sucesién tiene el valor miximo.
3.= Cuando p > x, la sucesién decrecs.
4.- Los puntos de inflexién se localizan en:
a).~Cuando p < x Yy ocurre por primera vez Ax < Au_

1
'b).-Cuando p > x y ocurre por primera vez Ax > Al_

§.- Las asintotas respecto al eje de las abacisas son do:
a).-Cuando p < x
b).-Cuando p > x
Lo anterior es vdlido para toda p > O y para toda x positiva.
Todas estas propiedades se muestran abajo en la grafica de la
primera diferencia de ilea. Valores de d4lea: maximo, 3; puntos de

inflexion: 2, 4; asintotas: 1, §.
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4+ .
Vale la pena observar con detenimiento las griaficas de la sucesion

dlea:

TODAS TIENEN FORMA CAMPANOIDE
Es una ley. Podemos decir que la forma campanoide de 4lea es una
invariante propia de nuestra funcién. La sucesion

{ pl/ }

con § de cero a infinito, es el conjunto de 4leas que dan a la
funcién CAMPANOIDE su forma caracteristica.

Hay que aclarar que estas caracteristicas todas, forma campanoide,
amplitud de la base y curtosis, son propias de la funcién ALEA en R*.

Este comportamiento es debido al crecimiento propio de las
funciones que componen la funcién alea, cuando n tiende a infinito:

fa funcién n! crece mis rapido que la px;
a su vez
la funcién nn crece més rapido que n!,
En razén de la velocidad de sus crecimientos:

p’(<n!<nn

H

por aquello de que el producto es midximo cuando los factores son
iguales: a"

De esta manera, 1/T (t!/t‘) = 2.8798539... que es el area del
reciproco de las ordenadas miximas de las campanoldes de cualquier
amplitud.
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CAPITULO II
ALEA LAS MATEMATICAS DETERMINISTICAS

A fin de irnos familiarizando con el slgnlficado y notacién de
Alea, en lo que sligue haremos una incursion por algunos lugares de
las matemdticas determlnisticas en que nuestra funcién aparece, con
el objetivo de mostrar de paso, que a causa de A4alea, algunas
funciones deterministicas compartan con las probabilisticas el rasgo
aleatorio; sin embargo, para segulr un clerto orden lo haremos de
menos a mas segin el grado de dificuitad,

ARITMETICA Y ALGEBRA:

La funcién alea del nimero 5 se denota asi: 5'/11 = & (5,1)

La funcién alea de la funcién x3 es:

x3 /3 =2 (x,3)

La representacién del nimero e es la sigulente haclendo uso de la

notacién alea:
el =Tl /) =z att,n)
con 1 de cero a infinito.
el =1+ ll/l + 17/1/2 + 13/1/2/3 + Y/1/72/374 + ...

se obtiene como la suma de las particlones obtenidas con los nUmeros
naturales que se pueden hacer a un todo (unidad). S} en lugar de los
nimeros naturales, en cada etapa dividimos entre dos, estaremos
siguiendo un proceso binomial: 1 + 1/2 + 1/2/2 + 1/2/2/2 + V1/2/2/2/72
+..=2

Si en vez de particionar a la unidad lo hacemos con el valor p se
obtlene el valor de e !
e = pllii =) a(p, 1)
con { de cero a infinito.
eP a2 pPror 4 plrty v pPray v Y 4 L

P 0 1 2 3 4

e 3 p /0t +p /1 4 P12 4 POr1/2/3 + PUIVI2/3/4 4 ..,
y cada término de esta sucesién es igual a sendos
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pPoor, piar, pPrar, L., piaan, L, P

y cada término es una ilea: plll! = alp, 1)
Tenemos que
nx=] 0" =T 0" oy e
a Z =0Y"" alx, v) * (v-1
TRIGONOMETRIA:
Las funciones trigonométricas se pueden obtener como desarrollo de
series de aleas.
La férmula de Euler en el dominlo complejo nos dice:
ol¥ « cos X + | sen x
. = z ® (ix,k) = cos x + | sen x
donde i = (-1)1/2 y el barrido de la suma es sobre k de 0 &
inflnito. '
e‘x = Z (lx)k/k! = Z a(ix, k)
es claro qﬁe cuando k es par todo la dlea es positiva y cuando k es
impar es negativa. Cuando es par | se convierte en 1 y cuando impar

permanece i, Luego entonces
ix
e = z a (x,k) +1§ Z & (x,))

= cosx + ! senx
‘k va de 0 & infinilto y J va de { & infinito.

- 2r-1
senz=Y (-1)"2
rat (2r-it )
« 2r-2
cos 2z = z (-1)" LA
" r=0 (2r-2)¢

por ende en nuestra notacién
senz =¥ (-1 acz2r-1)
E -1 atz,2r-2)
con el barrido de los f§ndices bajo la sumatoria en los

cos z =
correspondientes de arriba. El seno x es la suma de las 4leas impares
y el complemento a uno, el cos x, dado que este ultimo es la suma de

lag aleas pares.

34



Estas son ‘las aleas para las funclones hiperbélicas:

2n~-1
x -
senh % = rEverrralii ZI(X.ZH 1)
2n
x =
cosh X = ): et Zz(x.Zn)

La ecuacién de Euler elu

= -1, nos proporciona el valor de m, en
la sigulente forma. Tomando logaritmos naturales y despejando n.

n = (log.(-ll} /1

1)1/2

2
con § = (- , o también: w = lim (i/n) ntt [ ------ )] cuando n

tiende a infinito; y en dlea:
%= 1in (1/n) (M4 (2, 2n)°).

CALCULO Y ANALISIS:

Existe una analogia sorprendente entre los andlisls discreto y
continuo, No es extrafio que Newton y Leibnitz, descubridores del
Cilculo diferencial e integral, antes dejaran grandes escritos de
Anklisis numérico.

Newton y sus disclipulos Taylor y Mclaurin nos legaron sendas
gseries para desarrollar funciones; el primero, Newton y Leibniz
simultinea y separadamente, las bases del Célculo Diferencial e
Integral, ademés. Leibniz y los Bernoulll y los lLagrange y los Euler
y los Cauchy, todos disclpulos de Leibniz , formaron la escuela que
desarrollé, con Gauss y Abel y Welerstrasse, el Andlisis Matematico
tal como hasta nuestros dias lo conocemos. En este contexto .seria
injusto no mencionar a Paul Dirac por su funcién 8. Ademis hay que
resaltar que Leonhard Euler también Incursiond en asuntos
actuariales, como lo demuestran sus dos escritos: "Calculos sobre
Probabilidades de Vida" y *“Investigaciones generales sobre la
mortalidad y crecimiento de la raza humana”.

A dlea on ol Chlculo Diferencial ¢ Integral, es lo que en segulida
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veremos. Se pretende mostrar la analogia entre x"/n! y p%/nt.
Comenzaremos por derivar a alea con respecto a ® y ver quec esta
derivada es la que da a la derivada del nimero e la relacién
fog mf ow.., =™ '

Sea f(x, n) = x"/n!
A)_ Las derivadas de f con respecto a x (digamos, para cualesquier
amplitud o varianza de la campana) son:

Df, = £ =n Ut = V(=11 = 2lx, n-1)

LA S nn-11x""2 / nt = 8" 2/(n-2)1 = =(x, n-2)

D’f. = f::; = (n-2) 3, (n-2)! = :"'3/(31-3)! = a(x, n-3)
y en general
p'r, = £ (xVnt) = " (nk)t = alx, n-k)

La suma de estas derivadas, cuando n tiende a infinito, es igual a
la suma de las dleas y de ah{ que e* = De® = D%e* = D"e*. La grifica
de estas derivadas es la misma de dlea.

Ahora en el cadlculo integral, similarmente al desarrollo en el
pirrafo anterior, se puede por induccién llegar a un resultado
congruente, y sin pérdida de generalidad

(x"nt)dx = = (1/n1) *V/(ne1) = 2™V (net)t = 2(x, ne1)
I (x"/n!)dx &x = (1/n!) K2, (n+2) = :"”/(nozn = a({x, n+2)
y en general
H N .I(:"/m )iz dx ...k...dx = :'"./(Ml)l = a(x, n+k)
de las féraulas anterilores podemos deducir que la derivada de orden k
de 4les respecto a = e una édlea de orden n-k, i.e., la dlea
inmediata anterior para el caso ke}, y asi...; de jgual manera, la
k-ésima integral de &lea es una alea de orden n+k; esta propiedad de’
las integrales de 4lea, parece insinuar un procedimiento para
resoiver integrales miltiples y ecuaciones integrales, asi como la de
las derivadas de &lea, ecuaciones diferenciales y en diferencias.
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B).- Las diferencias ftnltgl de dlea respecto 4 n son:

nék-1
‘ a* (x"/n!) = Z -1t [;‘] R SR
! 126 (n+k-4 )1

El comportamiento de estas diferencias finitas, cuya grafica en la
siguiente pagina puede 'anal!zarse. resulta muy interesante;
son oscilaciones simétricas arriba y abajo del eje x; para n grande,
las oscilaciones se estabilizan en frecuencia y amplifud. Sugieren

estar formadas por sucesiones de seno y coseno en un medio atémico,
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A fin de investigar el papel de dlea en la funcién Derivada e
Integral, por medio del Cdlculo de Diferencias Finitas primero
veremos el procedimiento de Newton y después el de Cauchy para
derivar e integrar (parecido al Método de Arquimedes); este ultimo,
conocido en el Cdlculo de Varjable Compleja como Férmulas Integrales
de Cauchy.

En este lugar, al margen, voy a hacer un comentario. El cdlculo de
Diferencias Finitas es la gran laguna entre el Algebra y el Calculo,
en la formacién escolar, Después de pasar de la aritmética al dlgebra
a través de las razones y proporciones, de .estudiar mis que las
funciones trigonométricas en su etjologia, a sus tablas, a éste
momento, se estudia la Geometria Analftica que es como un gran
diccionario del Algebra; y de golpe, ya se encuentra el alumno
derivando funciones después de tres clases solamente para estudiar
Incrementos y Limites. No sbélo cuesta trabajo seguir a los maestros
en este recetario sino que los alumnos menos seguros de sus
anteriores conocimientos mateméticos desertan de la materia. Estoy
seguro que dedicar un semestre completo a las diferencias finitas
haria que la ensefianza del célculo Diferencial no sea una coleccidn
de recetas y de esta manera, al ellminar esta laguna, el estudio del
Cdlculo tendria una concatenacién légica con lo anteriormente
sprendido desde la primaria,

Una tabla de diferenclas finitas nos lleva de la mano del 4lgebra
al cidlculo diferencial. Es por éso que si sabemos 10 que es la
primera dlferencla, la segunda diferencia, la tercera diferencla, la
n-ésima direrenciy de una funcidén cualquiera y el tamafio del
intervalo que separa a cada diferencia y sabemos tamblén lo que
significa el coclente "diferencia entre intervalo" por analogia en el
limite, sabremos lo que es la primera derivada, la segunda derivada,
la tercera derivada, la n-~ésima derivada y por contraposicién, una
sumatoria, dos sumatorias, n-sumatorias y correlativamente una
integral, doble integral, triple integral, diferencias divididas y
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derivadas parclales, ecuaclones en diferencias y ecuaciones
diferencliales y asi como }.,.dx siempre van Juntos, de la mlsma
manera, sin haber ningin motivo de comodidad para suponer a 4x = 1..
entonces también deberian ir Jjuntos X . Ax

Veamos cémo se construyen las aleas para diferenclas finitas y
para las derivadas, para lo que, comenzaremos por construir una tabla
de diferencias finitas "ordinarias" o equiespaciadas y después una
tabla de diferencias "divididas". Nos vamos a detener un poco en este
asunto, dado que las aleas estan en forma natural en el origen de las
derivadas.

La tabla sigulente de diferenclas finitas sea un ejemplo de

diferencias ordinarias.

2 3 4

Kk x y = f(x) Ay 8%y &%y 8y
0 3 6 18

1 5 24 2% 16 0

2 7 S8 50 16 0 0
3 9 108 66 16

4 1 174

El intervalo del argumento es h = 2,
Ay es la primera diferencia: 18 = 24-6, 34 = 58-24, etc
AFy es la segunda diferencia y es: 16 = 43-18, 16 = 50-34, etc.
Por medio de esa tabla de diferencias que hemos calculado
calcularemos, vgr., f(9) = 108 en f{funcién de las diferencias
principales: 6, 18 y 16 basdndonos en la férmula de Newton, para
argumentos equiespaciados:
Y ® Z Rt (xh-xo)(xklxi)...(xk-x‘_‘)
As{ i
£19) = 108 = 6 + (18/2)(9-3) + (16/(2% 21))(9-3)(9-5)
No olvidemos este procedimiento. .
Es importante anotar que el intervalo entre los valores de ia
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variable independiente es constante: 2. Las diferencias ordinarias
son un caso particular de las diferencias divididas; éstas se definen
como el cociente de la diferencia, de la funcién o de otra
diferencia, dividida entre el intervalo que cubren, diferencia de

x. La que sigue es una tabla de diferencias divididas.
(1) @) (3 )

x f(x) A& A A a
2 10
43
4 96 19
100 2
S 196 27 0
154 2
6 350 3s 0
259 2
8 868 45
439
10 1746

En la columna tres aparecen las primeras diferencias, en la
cuatro, las segundas, etc.

Pasos para determinar cualquier dlferencia, por ejemplo, 35 de la
cuarta colunma:
1.- NUMERADOR. Se restan los dos valores adjuntos al lugar de la
diferencia que se va a calcular: 259 - 154 6 154 - 259 = 105 ¢
-105. :
2.~ DENOMINADOR. A partir del valor a calcular, se localizan dos
diagonales, ltgute'ndo 1a poslcién de las diferencias ya calculadas,
que apuntan y terminan en la columna de f(x); a cada una (dos) de las
f(x) corresponde una x; se restan las x: (8 - 5) 6 (5 - 8)
3.- DIFERENCIA DIVIDIDA. Se divide el paso 1 entre el paso 2,
conservando el orden elegido. (259-154)/(8-5) 6. (154-259)/(5-8); el
cociente vale J5.
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Pongamos en simbolos la tabla anterlor,

X, f(xol
£l x‘)
X, t(xll f(xo.x‘.xz)
t(x‘.xz) \ f(xo,x‘.xz.xa)
* f(xa) f(x‘.xz,xa) f“‘o"‘x"‘a"‘:"‘c)
' f(xz.xs) v f(x‘.xa.xa.x‘)
X, f(xa) f(xa.xs.x.)
f(xa,x‘)
X, f(x‘)

Calculemos, por ejemplo
t(xc.x‘.x:) = fle) = flxx) ) 7 (x) - x,)

Esta es la férmula de Newton para calcular f(x), observando el
parangén con 1a férmula de Taylor, y sin olvidar cémo obtuvimos f(x)
en el ejemplo numérico de diferencias ordinarias. Vamos a recalcular
f(8) = 868.

868 = 350 + 259 (8-6)

pero
259 = 154 + 35 (8-5)
pero
35 = 27 + 2 (B-4)
o aes,

868 = 350 + (s-e)( 154 + (3-5)[ 27 + z(s-u]]
desarroliando queda

868 = 154(8-6) + 27(8-6)(8-5) + 2(8-6)(8-5)(8-4)

basados en la sigulente féraula:
flx) = flx) + (x-xo)f(xo.ul) v (x-xc)(x-x‘)t(xo,x
oot (xR ) ek (LR %, X ) ¢ R
R es el residuo; donde _
Diferencia Dividida de Orden n = Diferencia Ordinaria de Orden n / n!
Suponemos equivocadamente que se llaman Ordinarias, porque son las
de uso comin; pero no es tal; sino porque sus argumentos guardan un

*
l.xz)
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orden.

Aqui podemos resumir que para calcular el valor de la funcldn en
un punto X se usa el mismo algoritmo, con la salvedad de que de
acuerdo a cdémo hayamos calculado la tabla de las diferencias
deberemos tomar la diferencia dividida o, la diferencla ordinarila
dividida entre el factorial de su ordinal. Esta es la alea de las
Derivadas.

Existen tres propledades interesantisimas de las diferencias
divididas, a saber:

I.~ Son SIMETRICAS. De la tabla: f(xo,x‘) = f(x‘,xo)

t(xo,x’.xz) = f(x’.xo.xa) = t(xa.xo.xl)
I1.-EL GRADO DE LAS DIFERENCIAS ES DECRECIENTE. Si f(x) es un
polinomio de grado n, la primera diferencia sera de grado n-1; la
segunda, de grado n-2; la n-1, serd una constante y finalmente, la
n-ésima diferencla serad cero.
IT1.~ LAS DIFERENCIAS DIVIDIDAS PUEDEN PONERSE EN TERMINOS DE LAS
PRIMERAS DIFERENCIAS. Recordemos ésto para las Integrales de Cauchy.

Por ejempio:
la primera diferencia dividida es
f(xo) R fix,) .

(xo-x‘) (x‘-xo) !
ia segunda diferencia dividida es

f(xo. x‘) =

t(xo,x‘.xgl =
N oy . . flx,) o e e L .
(xo-x’)(xo-xz) (x‘-xo)(x'—xz) (xa'"o)("a'“x)

Calculemos la lilundn diferencia dividida que en la tabla vale 27,
por este procedimiento. :
27 = 350 / (6-5)(6-4) + 196 / (5-4)(5-6) + 96 / (4-5)(4-6)
y esta otra, tercera diferencia dividida, en la tabla, el primer 2.
2 = 350 7/ (6-2)(6-4)(6~5) + 196 / (5-2)(5-4)(5-6) +
+ 96/ (4-2)(4-5)(4-6) + 10 7/ (2-4)(2-5)(2-6)
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Después de este aparato introductorio veamos el papel de las éleas
en las Diferencias Finitas y en las Derivadas.

Sabemos que: si f estd definida en un intervalo ablerto (a,b),
entonces para dos puntos distintos x y x  en (a,b) podemos formar la
diferencia dividida (f(x) - !'(xol) / (x - xo). Fi jemos X, ¥
estudiemos este comportamiento de la diferencia dividida cuando x
toma valores arbitrariamente cercanos a xo. Entonces para cualquier
X, existe el limite, cuando x tiende a cero, de la anterjor
diferencia dividida y es la derivada de f en el punto Xx: f' (xo)

Por el inciso I.- (SIMETRIA) La primera diferencia dividida se
forma de una solo modo: 1!; a la segunda diferencia se puede llegar
de dos modos, l.e., tlene dos denominadores permutables: 2!; la
tercera diferencla tiene tres denominadores permutables: 3!, y asi{
sucesivamente. Asi hemos hallado la relacién entre las Diferencias
Finitas Divididas y las Derivadas. _ '

£xx) = £ 00 /1
Fx,x,x ) = @) /2

oy, ..x_) =@ 7 u
por tanto
- ()
flax, ..., x )=a(", 1)
y también
£, , %, ..., % )
r“)(ﬁ) - o' "1 1-1
it

y podemos deducir que la permutacién de los intervalos, denomlnador
de las diferenclas finitas dlvldl&as ( las ordinarias son un caso
particular de éstas ) es la que di origen a las édleas ds las
derivadas. '

Ahora pasemos a la Serie de Taylor. Con la notacién del ultimo
cuadro y recordando la forma en que numéricamente reprodujimos f(9),
fix) = l‘(xo) + (x-xo) r(x.xo)

pero
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1

t(x.xo) a f(xo.x‘) + (x-xl) f(x.xo.xl)

pero

t(x.xo.xl) = t(xo.xl.xa) + (x-xz) f(x.xo.xl.xz)
y asf en forma recurrente.
Por definicidén

f(x.xo) = (f(x) - f(xo)) / (x-xo)
f(x.xo.xl) = ( f(x.xo) - t(xg.xl) )/ (x - xl)

f(x.xo.x‘.xa) = (f(x.xo.xl) - f(xo.xl.xa))/(x-xa)
La serie de Taylor para calcular f(x), a partir de a (a < x y

cercano a él) por medio de sus "diferencias divididas", es

f(x) = {f(o)(a)/O!}(x-a)° + {fm(a)/l!}(x-a)l + {f‘z’(a)/Z!}(x—a)2 +
oot {f‘"’(a) / n!}(x-a)n +R
Los términos entre corchetes son las "diferencias divididas" en
funcién de derivadas. En este lugar es conveniente recordar que el
procedimiento para determinar un valor de f(x) sigulendo la tabla de
diferencias, divididas u ordinarias, segun vimos en los ejemplos, es
la férmula de Taylor con las diferencias divididas en funcién de las

derivadas. Puesto en detalle y usando D = d/dx

[ ] - L 4 - -
£(x) = £(a) + Dea) 2 _(xza) , _D(a)_Dts) * (x-a)(x-a) ,
1 1 * 2
+ --Dta) Dia) Dta) (x-a){x-a)(x-a) _ .

1 2 3 .
que significa que cada vez que hacemos una aplicacién de D, al

resultado debemos multiplicarlo por (x-a). La razén es la sigulente:

la tg a es lgual a cateto opuesto entre cateto adyacente; en este

caso el cateto adyacente vale x-a y el opuesto, inicialmente, f(a);

por aproximaciones sucesivas se llega al cateto opuesto f(x). '
tg a = opuesto / adyacente = derivada

por ende
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cateto opuesto = tg a * adyacente = derivada * adyacente
npuesto1 = D(” . (x-a)"/u

Vamos a relacionar ésto con la PRIMERA FORMULA DE LA INTEGRAL DE
CAUCHY. Tanto las férmulas de las Integrales como las de las
Desigualdades de Cauchy provienen del TEOREMA de la Integral de
Cauchy.

f(z) dz =0

Sea f(z) una funcién analitica en un dominio que incluye al punto
z2=ay, C sea, un circulo con centro en a tal que f(z) no tiene
singularidad en y dentro de ¢é1, O sea, C esta dentro de D,

£lz,) = u/zmj (f(z)dz) / (z-a)
St z,=a¢ h es un punto dentro de C entonces
£(a + h) = (1/(2n1)) Ic f(z)dz / (z - a + h)

f(z)dz 1

(z - a) 1 -th/(z-a))
La serie de potencias 1 - h/(z - a) puede ser representada por su

= (1/2ni)

reciproca ( este desarrollo es puramente formal )

2
--——l ------- = 1 ¢+ h + [ L ] +

1 - Wiz - a) z-a z-a
dado que esta serie converge uniformemente cuando el valor absoluto

de h/{(z - a) es menor que 1 - £, donde £ > 0, puede integrarse la

gserie término a término, quedando as{
0

no_f flz)z_ . bl r flz)dz | bl f flz)dz ,

2ni z2-a 2xi (z - a)® 2t ¢ (z - a)?

f(a+h)s=s

Aqui la anslogia entre las diferencias divididas y la Primsera
férmula de la Integral de Cauchy es fascinante, ya que las primeras,
cualquiera su orden sea, se pueden obten'er como la suma de cocientes,
por la propiedad 111, vgr.

fix_){x ~x ) fix )(x -x_)
f(xo.xl.xa) : (x_-x )(: -xo)(:( -x ) * (%, ~x )(:c -xa)(; -x, ) *
o1 "o "2 To 170 Ty T e




como aqui (1/2mi) --!-(-E!-gfi . Esto sugiere I --ﬂ’-‘lg’-‘;; andlisis
(z-a)" {x-a)"
real.
£la + h) = £%a) %0t + £ nar + £ ) P21 4 L
« £ anr + (0™2x1) I ”f:"’
(z-a)"'(z-a-n
o senclillamente
th i
fla + h) = Z -!---.‘-!l:-b--
it

con | de cero a n. S} h = 2z - a, entonces
f£(z) = £ )z - 0)%0 + £ (a)(z - a)'/11 o
v 2@ -at ..
=L e e - atn
=a(D 1) * af z-a, 1)

En este lugar es convenliente recordar a unas férmulas que ligan a
las diferencias con las derivadas. La que sigue, en el medio discreto
es la homdloga a la de Taylor en el medlo continuo.

£lx + ax) = § alax, 1))

por la férmula de Newton, con i1 de O & n, que es el desarrollo de

(1+8)™f(x); esta formula nos recuerda en matematicas financleras que
el valor acumulado de un capital de un peso colocado a una tasa de
interés durante n afios es 1°(1 + &)"

Hes)! = {A%: v &'t v 82t v 8"l } f(x)

Si el intervalo es h, entonces
foevt) = T amit/ i m e
con 1 de cero a Infinlto; donde h = (x#Ax) - x; 8l 8x = 1 es
equiespaciado y si Ax tiende a cero, h tlende a su vez a cero;
que es igual a v

A/h

1+as .dy/dx

cuando lim 4&/h » dy/dx
h =->0 '
D es el operador de derivacién: D = dsdx; D® = d%/ax®; D® = dg"ax"
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entonces
1e8=e
de donde
D=1Ln (1 +4)
=4 - (172)8% + (173)8° - ...
quedando en esta forma definlda la derivada en funcién de las
diferencias finitas.
0 también los operadores diferencia y suma en funcién del operador
derivada en la sigulente forma se pueden rxpresar:
a=e-1
8t =T = 1/6eP-1)
de aqui proviene tamblién
Yie = (2;A)
= yl(l + 8+ A%7214...)

con { de uno a inflinito.
]

A=Za[mm

k&1

férmula que verbalmente se explica asi: EL INCREMENTO TOTAL DE UNA
FUNCION, en ganancia, en materia, en cantidad, en pesos y centavos,
SE OBTIENE COMO LA ACUMULACION DE LAS ALEAS DE LAS DERIVADAS,
pendientes, tangentes, inclinaclones, tasas, velocidades, varlanzas;
palabras con las cuales se qulere significar el mismo concepto.

Por estas mismas relaciones es que para resolver ecuaciones
diferenciales interviene el nimero e y porqué para resolver
ecuaciones en derivadas parciales se aproximan por ecuaclones en
diferencias.

Se desprende de las relaciones anteriores que el inverso del
operador diferencia ( 4 ) es el opera;ior Z y en forma similar

=1/ (eP-1)

Parecen triviales y evidentes estas relaclones que enlazan los
medios continuo al discreto; pero por lo mismo tal vez las olvida
uno. Son tan importantes que en mi opinién son las que llevandonos de
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la mano a partir del Algebra nos introducen de lleno en el Cilculo

diferencial e integral.

Vamos ahora a encontrar una forma intuitiva para llegar a la
SEGUNDA FORMULA DE LA INTEGRAL DE CAUCHY a través de la la primera y
la tercera propiedades de las diferencias flinitas divididas ya
anteriormente enunciadas.

I.- Son SIMETRICAS. De la tabla: f(xo.x‘) = f(xl,xo)
f(xo.xl.xa) = f(x‘.xo.le = f(xa.xo.x')
y la
111.~ LAS DIFERENCIAS DIVIDIDAS PUEDEN PONERSE EN TERMINOS DE LAS
PRIMERAS DIFERENCIAS. Asi

fx )(x ~x) fix )(x -x)
flx.x) = o '"1 "o R 177 % ™1
o ("o' xl)(x’- xo) (x;xo)(xo-xl)
f(x )(x -x ) f(x )(x_~-x)
f(xo'xx'xz) - D e T R 17 %2 " .
(xo-x‘)(xo-xa)(xo-xl) (x‘-xo)(x‘-xz)(xz-x‘)

f(xz) (",’*1 )_

(%%, ) (=% ) (x,= x.)
el paso no es inmediato; pero el concepto persiste, tan solamente
hemos dividido y multiplicado a cada fraccién por su propilo

intervalo.

(1)

/7 1
(xo)

f(xo.x') = z [f(x) . dx] / (x-xc)2 af

La que sigue es la SPGUNDA FORMULA DE LA INTEGRAL DE CAUCHY;
férmula que sirve para expresar el valor de una funcién analitica en
un punto en térmirios de los valores de f(z), z complejo, los cuales
caen en un contorno que rodea al punto. Sea f(z) es una funcién
analitica en el dominio D, y C, 'un contorno completamente dentro de
D; y sea 2 = z, un punto arbitrario dentro del contorno C. Si
dividimos f(z) entre z - 2z, la funcién resultante también es

0
analitica en y dentro de C, excepto en 2z = 2
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n! 2ni
2 p (f()(zo). n)
en un circulo (2ri). El miembro lizquierdo de la ecuacién es la
DIFERENCIA FINITA DIVIDIDA DE ORDEN n, valuada en el punto z; o sea,
la derivada entre el factorial: &lea de las derivadas.

Por induccién se obtienen las diferencias finitas divididas de
orden creciente. Sabemos que la siguiente relacion vale para n = 0,
simplemente f(2):

2019, 0) = @) [z /@ - 2"
para n = 1, primera diferencla dividida:

2 £z, 1) = @) [ @z / (2 - 2)*
y as{ .
para n, n-ésima diferencia dividida:

o1V, n) = @) [ f2)z / (2 -2)™
recordando que la diferencla dividida de orden n es igual a la
derivada de orden n, dividlda entre, el factorial del ordinal. Si
despe jamos f"(zo). en la integral de Cauchy, queda:

n!
g ] L@ 4

- 1/2x1 I f(z) dz

2(z-a, 1) a(z-a, n)
ahora bien, 8i ponemos n! en términos de la funcién Gamma,

I'(n+1) f(z) dz
1) = [

nel}
2ni (z - zo)

slendo n no necesariamente entero, de esta manera quedan definidas
las derivadas de orden fraccionario, pudiendo decir correctamente, ia
media derivada, la derivada 2.5, 1a derlvada 5.87654, etc. Cfr. Lloyd
P. Saith. Matematical methods for scientists and engineers. Pag. 151
férmula (87.2)

Tomando en consideracién, que la Integral de Cauchy es um
"diferencia dividida" de orden n, y recordando que el desarroilo de
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Taylor para determinar una funcién es la suma, de las “diferencias
divididas" de orden n multiplicadas por el producto de las n-i
diferencias de sus intervalos, es claro que la féormula de Taylor se
puede expresar por medio de la integral de Cauchy.

Habiendo encontrado un procedimiento comin entre las Diferencias
Dlvididas, las Derivadas, la Serie de Taylor y las Integrales de
Cauchy, vamos a poner un ejempio, de porqué la serie de Taylor es un
polinomic con componentes aleatorios: es la esperanza matemética del
producto de dos distribuciones campanoides (ambas élea): la de las
derivadas y la de los intervalos. Actuarialmente hablando la Serie es
un monto; o la transformada Alea: ; a(x-a, §) ¢ D‘ con i de 0 4 o,

f(z) = Z D' e (x - a)'/u
=P ® (x-a)
= ESPERANZA DE LOS PRODUCTOS DE DOS ALEAS: DE LAS DERIVADAS Y DEL
INTERVALO EXISTENTE ENTRE A y X, con § de cero a infinito.

Por (1 +4) = e?

(D) viene dada por las aleas de D: es campanolde. Por otra parte la

sabemos que la distribucién de cualquier derivada

distribucién de (x-a) también estd formada por Aleas de (x-a): es
campanoide. El producto de estas dos &leas de exponente 1 es también
una alea producto de orden i; la suma de estas Aleas-producto de
orden i es el valor de la funcién encontrada f(z), a partir de f(a).
Es el drea bajo la curva campanoide producto.

Vamos a poner un ejemplo 1 para f(x) = wd - 3:2 ¢+ Sz - 4. Los
datos corresponden a la tabla de Diferencias Finitas Divididas,
pigina 7.

PASO 1. Gréaflica de las Derivadas.

Calculemos las derivadas de la funcién para a = §
o
D(S)
valen cero.

PASO II. Grafica de las &leas del intervalo.
Calculemos las ileas de x - a: (x-a)llll
8-5)%01 = 1; (8-5)'/11 = 3 (8-5)%21 = 4.5 (8-5)%% = a5,

= 196; D:5,= 125; n"m= s4;_nfs,= 12; las derivadas mayores a 3
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@-5)%4a1 = 3,375; (8-5)5/5¢ = 2.025; (8-5)%/6 = 1.0125; (8-5)7/7t =
0.4339; etc.
PASO IIl. Grafica de la alea-producto y su Acumulacién.

Muitiplicar D“) d (x-a)ill!: 196, 375, 243, 54, 0, 0, 0, 0, 0, Q@
y Sumar al producto anterior: 196, 1964375=571, 571+243=814,
814+54=868, 868+0=868
PASO 1V. Comparar f(B) = 868 con la Acumulacién del PASO III,

Las péginas sigulentes contienen la grafica de cada PASO.
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ALEA EN LA SERIE DE TAYLOR
y = 2x*3-3x*2+5x-4; (a=5,x38)

160
140

180 ~
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DISTRIBUCION DE LAS DERIVADAS




ALEA EN LA SERIE DE TAYLOR
y 3 2x*3Ix*2+5x 4, (a=B,xn8)

0.5 -

0 =

5 6 7 8
ALEAS DE LOS INTERVALOS
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ALEAEN LA SERIE DE TAYLOR
y=2x“3-3:“2+614; (ns,xne)
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Exigte otra férmula de "Desigualdedes de Cauchy para Miaximos de
f(z2) en z. Su expresién es
El valor absoluto de f(n)lxo) s nt M/ "
donde M = midx f(z). Tamblén aqui interviene ilea
nu/e" =N I.‘(l'. n)
Y en esta otra para el Chlculo de Resfduos:
u/m)f f(z) dz = " (a) / (m-1)1
= u(¢, =-1)

El papel de dlea en las Ecuaciones Diferenciales es lo que en
seguida trataremos. Recordemos que 1 + A = eD
En palabras quiere decir que el valor de una funcién construlda a
partir de otra anterior, es igual a la suma de las dleas de las
derivadas; pero no olvidando que la dlea de una derivada de orden n
es la "diferencia dividida" de orden n, entonces si

L ym) /nt
\ y(n) =« n1a?

Se trata de determlnar una funclén y por ahora expresada en
términos de sus derivadas: (1+A)“ .M

Sea A un nimero complejo y sea una solucién

y=e
de una ecuaclén diferencial homogénea con coeficlientes constantes y
rajces reales no repetidas. D = d/dx

(a D" ¢ l,D"" .. tal)y=o
81 y s6lo 81 A es una rafz de
we™ (aA"+ad™ v ... +a At+a ) =0
o 1 n-1 n
y la smolucién general se expresa como
) A‘x Azx Anx

y-clc +Cao 0...0Cne

en ésto se basa enque y = eM. tiene las siguientes derivadas:

y' = Ae“

y'' . “aelx

y(n) - “ncxx
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Veamos ésto en un ejempio de ecuacién diferencial hcmoéénea cen

coeflclentes constantes.
@ysax® + 2 d°ysdx® - dysdx - 2y = 0

la ecuacién auxiliar es A + 2a% ~a -2 =0
factorizando queda: (A - 1) (A +2) (A +1) =0
por lo tantc las raices ( tasas ), son: A = +1, -2, ~|
y la solucidén general es

y = C‘ex + Cae'zx + Cae'x
de donde podemcs observar que el caracter combinatorio de e también
introduce en estas funciones deterministicas el tono probabilistice
de dlea; las dleas son el spectrum del nimero e; aquellas son
los colores, ésta la luz blanca. Intuitivamente podemos en términos
financleros ver, que Cx' Ce' C3 son Capitales; lnvertidos al 100%,
-200% y -1004 respectivamente. La suma en la solucién general se
explica por el hecho de gque cada raiz satisface a la ecuacién
caracter{stica, sola y no todas a la vez.

Vamos a tratar ahora el tema de las particiones. (Combinatoria).

Por el Binomio de Newton, en &leas tiene la forma siguiente para
dos particiones

(a+b)=nt { z{a,n-1)® 2(b, 1)
con § de cero a n. Para e es
e (1 + /M = w J el n-) *alim )
con | de cero a ’

Como se ve la distribucién Binomial y el nimero e provienen de un
modelo de particién. El producto de estas 4dleas sujetas a la
condicion n = (n-1)+i se llama convoluclién.

Pensemos en un modelo triparticidén, o sea, en el que existan tres
opciones, vgr, a,b, y ¢ en un experimento de tamafic n,

La condicién general es n = (n-i-k} +i +k .

Los grupos formados son {n-1-k), {, k ,por lo tanto los indices de
variacién para tres salldas serdn §,k,n-i-k
(a+b+c)ant Jata n-t-k) *aib, 1) ®alc k)
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y en general para X partliciones
(a«b+c+ x-particlones . x)7
n!’z z(a,n-a-g-...x) * 2(b,a) ® 2(c,B8) * ...* alx,x)
o sea lgual a
n! z n a(a‘.n - Zk‘)

También éste es un ejemplo de como partir al numero n en x-formas
o en X sumandos. Familiarmente aludimos a ésto cuando pedimos cambio
de un billete de n pesos; nos lo devolverdn particlonado en x
billetes de distintas denominaciones.

De aqui generalizamos que (Za‘)n es igual a la formula anterior e
igual también a la suma de las convoluciones de &leas. En palabras
ésto quiere decir que con | 4des que suman n se pueden hacer (:ai)n
formas o figuras, con sentido o no.

Algunos autores Je llaman Combinatoria a esta rama de las
matematicas finitas o discretas; en ella se trata de la
multiplicaciéon como “numero de veces"; de la suma como
"alternativas"; de Permutaciones, de Combinaciones. Particiones,
Funciones Generatrices, etc. El Cdlculo de Probabilidades, en sus
inicios tuvo como punto de arranque el célculo de probabllidades en
que los casos favorables y posibles eran por enumeracidén directa. Los
nimeros combinatorios eran conocidos por ios matematicos chinos hacla
el aflo 1300 D.C., por Miguel Stifel (1544) y por John Napler; aunque
ésto no hublera sido posible sin la intervencién de Fibonacci
(Leonardo de Pisa, 1170-1250), de Francisco Maurolico (1494-1575) o
de Commandino (1509-1565) en la imtroduccién de los numeros
indoardbigos y en }a traduccion y divulgacién de las ciencias griegas
y d#rabes. en lengua latina. La sospecha 1inicial como clencla
matemitica se debe a Girolamo Cardano (1501~1576), a Nicola Tartaglia
(1500-1557) y a Gallleo Galilei (1564-1642); formalmente la
fundamentaron Blaise Pascal (1623-1662) y Plerre de Fermat
(1601-1665); posteriormente grandes matematicos la han enriquecido,
tales como, Christiaan Huygens (1629-1695), Gottfried Wilhelm Lejibniz
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(1646~1716), Jacques (Jakob) Bernoulll {1654~1705), Leonhard Fuler
(1707-1783), Pierre Simon Laplace (1749-1827), Johann Karl Friedrich
Gauss (1777-1855), Abraham De Molvre publica en 1718 Doctrine of
Chances y en 1724 Rentas Vitaliclas, y Willlam Feller en 1957 publicéd
An introduction to probability theory and its applications, volumen I
y en 1965 el volumen II; A, A. Markov; B. V. Gnedenko; A. Kolmogorov;
A. Liapunov y aqui me detengo para evitar omisiones, no sin mencionar
en forma muy particular a un grande matemdtico injustamente relegado:
Simeén D. Poisson (1781-1841) con su "Recherches sur la probabilité
des jugements en matiere criminelle et en matlere civile, precedees
des regles generales du calcul des probabilites”, aparecido en 1837.

Vamos ahora a ublcar & ln y & n!, componentes de délea, en la
Combinatoria.

Sean n el numero de elementos de un conjunto y k el tamafio del
arreglo para acomodarlos, con n > k.

El andlisis combinatorio tiene su punto de partida en dos
principlos: Si el evento v, sucede de n, formas y el evento v, sucede
de "z formas, entonces:

I.~ Principlo de la adicién, el evento ( sucede v, 6 sucede v, ) se

presenta de (n' +n, ) maneras, '
{1.- Principio de la multiplicacién, el evento ( sucede v Y sucede
\A ) se presenta de ( n, . n, ) maneras.

En segulda aparece un resumen de foérmulas que responden a la
pregunta ¢ de cuéntas formas o maneras ?, formulas bisicas, en el
andlisis combinatorio, siguiendo el modelo de la urna con n bolillas,
y un casillero con k compartimentos; el experimento consiste en
extraer de la urna una bolilla y asignarla a cualesquiera de los
compartimentos vacios; después de esta operaclén se presentan tres
opciones fijas para todo el experimento: primera: reemplazar en la
urna a la boliila extraida por otra de igual caracteristica; segunda:
reemplazar en la urna a la bolllla extraida por otra de igual

caracteristica y agregar otra u otras; tercera: no reemplazar.
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El proceso se continia apegdndose a los pasos anterloresma
llenar los k casilleros. Relativo a los casilleros diremos que cada
uno de ellos es permutable. En términos algebralcos estariamos
hablando de un grupo cuya operacién fundamental es la permutabilidad.

ORDENACIONES

Sean n el numero de elementos de un conjunto y k el tamafio del
arreglo; se dice, n elementos tomados de k en k. Algunos autores a
las Ordenaciones también les llaman Variaclones.

I).~ ORDENACIONES-CON repeticién ( ordenaciones con elementos
repetidos )
(OR): an*=nenen ®...(k-veces)...® N
para todo k.
I1).- ORDENACIONES-SIN repeticién ( ordenaciones sin elementos
repetidos )
0% = (n=0) (n-1) (n=2) (n-3) ... (n-ks1)
= n! / (n-k)!
PERMUTACIONES

Sean n el nimero de elementos y n el tamafio del arreglo; se dice,
n elementos de n en n, o sea, tomados todos los n elementos del
conjunto. La notacién n! se debe a Leibniz.

I11. -PERMUTACIONES-CON repeticién. Dentro de los n elementos hay «
iguales, B iguales, 7 iguaies.
' n! / alty!
1V), -PERMUTACIONES~SIN repeticion.
n!

_ COMBINACIONES
V).~ COMBINACIONES-CON repeticién o sea, de la segunda opcién arriba
mencionada. La notacién de todas las Combinaciones se debe a Euler.
"Estadistica de Bose-Einstein”

n+k-1} n+k-1
n-1 k
= (n+k-1)1 /(k! (n-1)!) = (n+k-1)! =(8, k) a(1, n-1)
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= (p#0)(n+1)(n22)... (n2k-1)

o 1 2 k-1

VI).-COMBINACIONES-SIN repeticién o sea, de la tercera opclon,
“"Estadistica de Fermi-Dirac"
0 sea que provienen de Ordenaciones sin repeticién:

. [:] = nt/((n-k)! ®* k!) = n! 2(1, k) =2(1, n-k)

-----

ot 1 2 'Y
n r
BZ = Z n -!.}:.lk.t!-
r=l k=1
=} / ki
VII). - ALEA. Combinaciones de Ordenaciones con Repeticién.
:] = nk / k! = aln, k)
2020 ... 0
1213 k
= (OR)] / k!
n 1 E ’ n‘
e - = fl ~ow=
rsl  i=1 u

En las siguientes dos piginas aparecen, en la primera, la grafica
de las Ordenaciones y, en la segunda, la de las Combinaciones,
en ambas, para un caso particular.
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Al examinar 81' B2 y e"-l, vemos que tanto los numeros binomiales
como élea provienen de particlonar con los numeros naturales y por
ende tienen un origen comin; las consecuencias de este hecho son
formidables. Obsérvese bien que los coeficlentes binomiales son
funclones que dependen de 4lea y, por lo tanto, ella es fundamental.

La "Estadistica" de Maxwell-Boltzmann proviene de nk y ¢ de nk/k!
cual ? Cfr. Modern probability theory and its applications de Emanuel
Parzen, Pag. 70, John Wiley. 1960. Respuesta: el grupo &lea.

Como ejemplo del numerador pongamos: con los nimeros del 0 al 9
queremos formar ios nimeros de placa de automévil con cinco digltos
que pueden estar repetidos. El primer lugar sera ocupado por
cualquiera de los diez digitos: 10; el segundo, 10; el tercero, 10;
el cuarto, 10; por ultimo el quinto lugar también podré ser ocupado
por 10 digitos. El numero total de placas sera 10°

EJjemplo para el denominador: se dispone de 5 personas para ocupar
5 puestos. Para el primer puesto dispondremos de 5 candidatos; una
vez escogida una persona para el primer puesto sélo disponemos de 4
personas para el segundo puesto; tres, para el tercer puesto; dos
para el cuarto puesto y solamente 1 para el quinto puesto; por lo
tanto tenemos S ®* 4 * 3 ®* 2 ®* | posibilidades para designar los cinco
puestos: 5! = 120

Vamos a ver la férmula de Stirling. Cfr. W. Feller. Introduccién a
la teoria de probabilidades y sus aplicaciones. Vol. I. pag.67. Esta
relacionada con n!; es una aproximacién para calcular factorlales;
como después veremos, cuando n tiende a infinlito, el cadlculo de los
factoriales es p(ohlbltlvo y entonces hay que recurrir a una
aproximacién: la férmula de Stirling. Esta es

n! es aproximadamente igual a (2m)}2 n"*1%™

n"/n! es aproximadamente igual a 1/(2rn)"/? e™™ = &( n,n).

6 mas exacta; pero sigue siendo aproximacién

-1
172 _n+1/2 -n {12n+1)
(2') n / e e

La férmula que da buena aproximacién para n tendiendo a infinito
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es, sin ser muy exigente
’ nt = (2m)*2 Al 7P
J\alicemos las varlas presentaclones de la funcién factorial. Cfr.
Eugene Jahnke y Fritz Emde. Tables of functions with formulae and
curves. Dover publications. 4a. Edicién. New York. 1945.
Sea z en el dominio complejo, z = x + iy, entonces

n
2t = lim [nz /n (1 + 2/v)
n ->w v=1

=n [(1+ 1% 7 (1 v 2w)
o en coordenadas polares
‘ z = reip
y donde § es el numero imaginario en ambos sistemas

2! = hel”
h=x!/n T,

bajo el producto, n va de uno a infinito y

n=y ¥x)+ z (tg Py - pn)
bajo la suma, n va de uno a infinito. Esto en palabras, a grosso
modo, qulere declr que 2! se compone, del producto de los reales x,
més la suma de sus correspondientes dngulos a argumentos.

Cuando r << 1

1/2
2t = { (wz/sen wz) ((1-2)/(1+2z)) }
Para x >> 1

xt = v 2ax x* e"‘{ 1+ 1/12% + 1/288%% - 139/51840%° -

~ 571/2488320x -.., }

o esta otra eguivalente, para x >>1
x/2¢1/4
x! = 4-55- e X [ x(xﬁl)] (1 + e"/x)“12

donde A = 1/180 l/xz - 1/(x+1)2 ~ 1/840 Ux4 - l/(x*l)q L

Si 2z = iy para y » 1, o sea, el factorial de los nimeros
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imaginarios es
(y) = he'?

en que
h = (my/sh ny)'/? = V(;;; W2
n=w/4 + y(lny ~1) - 1/12y
Pongamos unos ejemplos mas de dlea en el andlisis.
No podemos dejar de lado los polinomios de Bessel. Estos son
soluciones a la ecuacién diferencial:

zz-g-g-o P P T
dz2 dz

La ecuacién de primera clgse es
o2 = TE0E @2 205 ki wan

4
- ); -1)* (27 2)% w0 (27 2"/ (wet
k#0
y en 4dleas queda

W
Z (-D* 227 2, &) alz 7 2, v+
ks 0
La ecuacién de segunda clase de Bessel es
) (2 _z -1)% (g7 250
“n K¥n k! (n-k)!

y en fleas

Jp(2) =k
las cuales son mds transparentes que ias originales.

Otro ejemplo del empleo de aleas, es la hermosa férmula de Euler:

®
x (-1)* 2(2 7 2,k) 2(z / 2,k=n)
n

e"i- 1=0
{ es el numero imaginario. Esta formula proviene de
' e'l= Cos R + | gen n
o de
e" -cos 9+ 1 sen 9
y ésta de
§ = Jv2

1= J a8, )
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con } de cero a infinito y i=v-1

Como propésito de este capitulo se tenia el que encontriramos
lugares comunes con la funcién 4lea en las matematicas
deterministicas y, al mismo tliempo, mostrar que con ella, éstas
adquieren un rasgo de aleatoriedad; si se cumplié, ahora lo tendremos
para continuar en las matemidticas no deterministicas.
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CAPITULO 111
ALEA EN EL CALCULO DE PROBABILIDADES

Una vez que ya nos hemos familiarizado con la funcion alea, ahora
vamos a locallzar a 4dlea en el campo de las Probabilidades, por una
parte como elemento de las funciones de densidad mds conocidas y en
otra, en la funcién generadora, en la funcién caracteristica, en las
transformadas de Laplace y de Fourier; dando por sentado que Alea
viene a ser el apellido de una gran familia.

Sabemos que esta rama de las matematicas es el meollo de las
ciencias actuariales; por ende las dleas también conforman el campo
del Seguro. El propésito en este capitulo es fijar estos tres
conceptos:
1.~ Cualquier funcién de densidad de probabilidad se puede expresar
como el coclente resultante de dividir la funcién que sigue esa ley
entre la suma o la integrai de ella. Esto es la funcién favorable
entre las posibles,
3.~ Tratar de encuadrar en un modelo general a las distintas
funciones de densidad por medioc de Alea.

En las funclones més conocidas, como son la binomial, la Poisson,
ia Beta, la Normal, etc.,se logra este objetivo; empero en otras
pocas, no; sin embargo, al menos ilea nos sirve para simplificar y
hacer mds transparente la constitucidén de éstas. Cuando me referia al
carécter sintetizador de dlea estaba aludiendo a este caricter.

Aparecen al final de la tesis dos anexos con las graficas de las
funciones de densidad mis comunes, discretas y contlnuas, a los que
debemos recurrir cada vez que describamos una densidad de
probabilidad en el cuerpo de este capftulo.

A pesar de que fllosoficamente se cuestiona la legitimidad de la
definicién clésica de probabilidad, aiun los defensores de la
probabllidad como frecuencia relativa en los modelos, o sea, en las
funclones de densidad de probabilidad por ellos definidas, hacen uso
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de la probabilidad claslca. Tiplcos ejemplos de lo que estoy diclendo
son la t de Student, la 2 de Fisher y la funciéon F,

La probabilidad es el cociente de dividir los casos, atributos, o
caracteres a los que nos interesa observar -FAVORABLES-, entre los
casos, atributos o caracteres -POSIBLES-, segun la perspectiva
clédsica, Los empiristas la definen como el limite al que tiende el
coclente del numero de caracteres observados entre el tamafio del
experimento. O sea que en uno u otro caso el! numerador: FAVORABLES,
cuando el tamafio de experimento es grande, es igual a la MEDIA.

Por ejemplo en la funcidén Normal el numerador es la funcidén que
produce resultados de una variable que sigue esa distribucidn; la

-t272

variable es t = (x~u)/c, y; e es la funcién favorable, Los casos

posibles son

\/ 2n0 = I o?! 2 4
La funcién de densidad buscada es asl

[ a-t? 2,1)

IZu«%zn)a

Otro ejemplo:

Sea a(p,x) la dlea que representa el comportamiento, en nuestro
experimento de tamafio n, de una cierta caracteristica que aparece con
la probabilided p. En el evento x la propensién o tendencia o
inclinacién vale precisamente a(p,x). Haclendo la funciédn Z a{p, k),
con k de 0 a @« el resultado no vale uno sino ap; por lo tanto
nuestra funcion dlea debe estar dividida entre ef.

Las sigulentes -son algunas funciones de densidad de probabilidad a
las que trataremos de unificar por medic de Alea: Hipergeométrica,
Beta, Gamma, Binomial, Binomial Negativa, Geométrica, Multinomial,
Poisson, 2 de Fisher, F, Normal, Logaritmica-normal, ‘Exponencial
Doble, za. t de Student, Uniforme, Exponencial y Logistica. En el
Apéndice localizanselas gréficas de algunas funclones de densidad
discretas y continuas; mias de las que aqui anaiizamos y todas sin
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excepclién tienen forma campanoide.

Sablendo que, aunque parezca repetitivo es convenlente hacerlo, la
funcién de densidad es la primera derivada de otra funcién llamada
Primitiva, en el Calculo de Probabilidades conocida como Funcién de
Distribucién, no es otra que la integral de aquella; repito ésto
porque si conocemos la clave para construir funciones de densidad, en
teoria, conoceremos la funcién de Distribucléon, ¥ como més adelante
veremos, todas las funciones de densidad que conocemos se cifien a ese
patron. Este criterlo usaré para analizar a las funciones de
Densidad.

El propésito general es encuadrar a las mas ‘que se pueda funciones
de densidad con el criterio de probabilidad clidsica; empero, si en
algunaa no se lograre, al menos con la notacién 4alea intentaré
simplificarlas. En la mayoria de los casos expongo la présontaclbn
tradicional para después llegar al propésito propuesto sin entrar en
detalle en su aplicacién, lo cual sale del contexto de esta
expasicion. '

A).~ FUNCIONES DE DENSIDAD.
FUNCION DE DENSIDAD BETA.
Esta distribucién en el medio continuo es la equivalente a la
binomial en el medio discreto.
Se representa asi:
riasg) t*! (3-t)f!
ra)r(g)

f(x) =

(asB-1)1 * %Y/ @10 ea-0)fY, (g1
= (a+f-1)! 2(t,a-1) =(1-t,8-1)
los parémetros ¢« y 8 > 0. Cfr. en el apéndice la figura 7.
‘es la nlnﬂqu'e la anterior; pero en otra presentaclén; si hacemos
nsa+8 y p=¢t se convierte en la binomial.
Euler es el descubridor de esta distribucidn beta.
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DE LA FUNCION DE DENSIDAD F,

Se llama as{ esta distribucién en honor de Ronald A. Fisher,
investigador y divulgador clent{fico 1inglés, quien primero la
descubri6; su libro Métodos estadisticos para investigadores es una
exposicién de técnicas clientificas de un conocedor, en términos de
divulgacion., Esta distribucién es seguida por la variable F (cociente
de dos varlanzas); se usa para comprobar la jigualdad entre dos
varianzas o entre tres o mds medias.

F(lm, + m)2)
f(x) = 1.2 -~~x(”t/2)'l(n2+ myX

r(l,/a) l‘(malz)

)""‘:*’”a)/a

(ml/ 2)-1 (mzlz)-l

= m/2 + n/2 =1} [Semecceacens | |omemeannen /
((m‘/z)-l)! ((mz/z)-l)!

(m /2+m /2)
/ (n3+ "lx)
Esta densidad con moym grados de libertad vale la expresioén
anterior para x > 0 y vale O para x < 0. Ver apéndice la Figura 13

(n‘/z *m/2 - i a [x. (ml/z)-l] :( 1, ("a/')".l]

(n‘/aﬂz/a)

(Ia* n,x)

El numerador es una binomial negativa : n= nilz + I3/2; p=Xx;
q=1
y el denominador la funcién necesaria para que sea funcién de
densidad.
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DENSIDAD 2 DE FISHER.
mi/z ma/z m X
2m m F{{m +m_)/2) e
! 2 1 2
fix) = R N7 R
r(mi/z) r(ma/z) (m2+ me 1

conm, ym, grados de libertad y x de menos infinito a mas infinito.
multiplicando y dividiendo lo anterior por mi' m, en términos de

dlea queda
2.(m1{f_* m,/2 = 1) TE m, ml/a:iz~f£ma vm,/2 -1)
i -m X 2X (mIO mz) /2
n,‘ n,e [ma+ me ]

FUNCION DE DENSIDAD GAMMA.
Esta funclén de densidad se debe a Euler, como en otra parte

veremos no es otra cosa que el integrando en la transformada de
Laplace de la funcién exponencial * 1),
e Mo ¥ 1 5o e define a funcién Gamma como el valor presente de la

O sea, el integrando es

serie de beneficios (a grosso modo anuales; en realidad son, la base,

00
Infinitésimos): 1%71, 2%t %1 M) = IO o M &1 gy

Pla) = lim n / [x*:-l] cuando n tiende a infinito, gaussianamente.

Los componentes de esta funcién de densidad son:
PRIMERO: e-Ax funcién que algunos llaman de alisamlento, ya que su
rango de operacién va del 100 % a cantidades cada vez mAs pequefias y
tendiendo a cero.

x-1

SEGUNDO: f(x) = x""1 . Esta funcién va de cero a cantidades cada vez

mds grandes, o sea lo contrario de e-hx_ La funcién resultante de esa
multiplicacién tiende a ser una recta: la acumulacién de esa funcién
de cero a infinito es la funclén Gamma y sl a es entera se llama

funcién Factorial.
’ « a-~1 ~AX
fx) = R X e

con parémetros (a,A) ambos mayores a cero y con x > 0
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ésto es porque multiplicamos y dividimos por A
= ¥l (a1 ae™
= aax ,a-1) ® Ae-Ax
fuego entonces esta densidad queda:
= A a(xe-1) /] ax1)
el producto de una Poisson de parémetro Ax por una exponencial.

Mas de acuerdo a nuestro criterio de presentar a cualquier funcién

de densidad como casos favorables entre casos posibles, es ésta otra

manera de anotacién de la Gamma.

-------

o
Te) | [ #leMax
A% o
esta Ultima expresién es la suma de todos los casos favorables,
todos los casos posibies. Los casos favorables: x"‘"1 e-hx
por ende
B il i
-rled .
A a &
o més claro
xu-l e-Ax

0 Sea,

Recordemos de paso que 2%/a) es igual en términos de la funcién

Gamma a
A* / I'a+1) = 2% / a I'(a)

DENSIDAD DE LAPLACE O EXPONENCIAL DOBLE
A___ g Alx-a|t

f(x) = -3---
= a/2xelt

de parémetros (a,A) (A > 0), x € (menos infinito,més infinito). Cfr.
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en el apéndice flg. 9 .

La funcién de densidad exponencial es A/ek, que en otro lugar
veremos; con el valor absoluto de x-a se producen dobles valores por
lo que hay que dividir entre 2; en formato 4lea queda asi

=2 ,1) 72 2(]x-a|,1)

FUNCION DE DENSIDAD x° .

Esta funcién es un caso particular de la funcién Gamma. En 1900
por primera vez fué descrita y bautizada por Karl Pearson
(1857-1936). Una de sus aplicaciones es la de hacer inferenclia acerca
de la varianza de una distribucién; otra, sobre la independencia de
los datos en las tablas de Contingencia y otra, sobre la bondad de
AJuste. Cfr. en el apéndice fig. 10

£x) = === 1 x(a72)=1 -x/2
2 IN'(a/2)
con a grados de libertad y x > 0
x(a/z)-l -x/2

4 o v w2 o -

e
((as2)-1)! ina
en términos de dlea

e -x/2
= a [ x , (a/2)-1 ] --------
v2*
= 2-«/2 * x.(a/z)-l] / z 2(x/2,k)

Esta densidad se utiliza en pruebas no paramétricas como la prueba
( o-e)?
de Bondad de Ajuste para k grados de libertad.x = J ---g=-----m-
dorde o, es el valor observado y e el esperado.
FUNCION DE DENSIDAD t DE STUDENT.
El descubridor de esta distribucién es Willlam S. Gosset en 1908,
quien us6é el seuddnimo “Student” por prohibicién de fa compafiia
Guinness Brewery en Dublin en la que trabajaba para usar su nombre
proplo para publicar sus resultados. Se usa esta distribucién para
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inferir sobre la media o sobre la diferencia entre dos medias, cuando
hay que estimar la varianza de la poblaclién. Ver Lincoln L. Chao. QOp.

Cit. pag. 215. Cfr. en el apéndice figura 12
T({at1)/2) 20 )-((aﬂ)/z)

f(x) = - (1 +x
an  Fa/2)
con a grados de libertad y « > O.
(@asizz-)t___ 12071 4 y2gg)tlani)e

({a/2)=1)) V an
en formato dlea queda:

(14 xP/a )" (®e11/2
/&n

= (az2-1/72)! a(l, (@s2)-1) -L(i + x*/a)
var

= (a/2 - 1/2)! a(l. (a/2)-1 ] .

-(&xe1)/2

DE LA FUNCION DE DENSIDAD BINOMIAL

Ya hemos hablado algo acerca de esta densidad de probabilidad;
empero, voy a abundar en ella dado su cardcter tan importante. Al
establecer en una poblacién una dicotomia (dos cortes), o sea,
éxito-fracaso, presencia de la caracteristica A-no presenclia de la
caracteristica A, Agullas-soles, mids de 5 puntos en dos dados, los
puntos que no suman mds de 5 puntos en dos dados, etc, Es una funcién
comprendida dentro de los procesos de Benoulll.

Se expresa as{
B(n,x,p) = n! [:(p.x) "l(l-p.n-x)] / (m za(p.i) :(1-p,n-l)]
con pardmetros {n, p) (0 <p< 4, nd>a1 ),

El denominador vale 1. No sale sobrando repetir que el numerador
es la funcidn de sltuaciones favorables y el denominador lo es de las
posibles; el denominador es la suma de las convoluciones binomiales.

No estd de mis anallzar un poco a esta Ilmportante funcién cuyo
rasgo fundamental es la dicotomia, o sea, como mis abajo verenmos,
esta aseveraclon significa que sl disponemos de ZN ‘unidades de
elementos cualesquiera y las dejamos caer en un punto material las

75



hemos separado en la mitad de elementos al lado derecho y la otra
mitad en elementos del lado lzquiél : el numero de elementos de uno
y otro lado sera: N! / 2!{N-k)! = B(n,K), con k=1,2, ... De jemos
caer esos B(n,k) sobre otro punto material que los divida por mitad
hacia la derecha y hacla la lzquierda: entonces en esta operacién
tres ya tendremos a partir de dos ahora cinco grupos con §, 3, 6, 3,
1 elementos cada uno, que son las combinaciones de N elementos
tomados de 1, 2, 3, 4y 5.

Como ya sabemos esta distribucion y tamblén la Normal son un
modelo matemdtico que conslste en dividir entre 2 cada una de las
poblaclones resultantes y asi ad infinitum. O tamblén representa a
una poblacidén original de ZN individuos o particulas atomicas que
después de cada clerta unidad de tiempo se separan, la mitad
resultante hacla la derecha y la otra hacia la jzqulierda,

Buena representacion visual de ésto es el tridngulo llamado de B.
Pascal. Este cae dentro de una matriz de tamafio N x k. El renglén N
es el nimero de elementos y k es el nimero de grupo o columha que
contiene N!/(k! (N-k)! elementos.

Si N es grande, l.e,, se tiene dificultad para calcular directamente
los factoriales; por medlio de la funcion Gamma o con la aproximacién
de Stirling se producen buenos resultados:

Nie Vi s p*72 o mei/tian)

o esta otra modalidad mids usual

n

n! =v2m * n n

[P
o 81 se quiere mis aproximacion
nt = (2" 0" e (1 + 1/12n + 1/2880°)
utilizando esta aproximacién de Stirling encontraremos al tratar de
la funcién de densidad Normal a una muy Importante ALEA; por ahora
con esta aproximacién a la funcién factorial vamos a pasar de la
Binomial a la Normal. Sea
Bl p) = at P/ xt V% (nex)
Apliquemos la funcién logaritmo natural a B(n,x,p)
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in B(n,x,p) = Inn! -~ Inx! - 1In (n-x)! + x lnp + (n-x) ln g
asignemos a x y (n-x) sus valores mis probables y adecuémoslos en tal
forma que tengan el desarrollo

log, (1+k) = [ -0t

t/e 172

aqui k = t®°[q/np) ‘" para x & -t*{p/nq)
este cambio de variable es fundamental

para (n-x)
Xx=np+tvnpg=np {1+ t'[q/npl"z)
n-x = nq - t vnpq = nq {1 - t'(p/nql"zi
encontremos ahori
Inn! =inv(2rm) +ninn-n
Inx! = In V(2rx) + (np + tvnpq) In (np + tvnpq) - np - tvnpq
in (n-x)! = ln ¥(2r(n-x)) + (nq - tvnpq) In (nq - tvnpq) - nq +
+ tvnpq
y recordando también que
In{np(1 *tk, ) =lnnp+t k= t? kt /24 O(q’(nfn p?)
In{nq(1+ = tk )= lnng-~t k, = t2 k2 /2 +0(p /(nVn q ))

haciendo mucha algebrl se llega a la densidad Normal. Cfr, Teoria de
las probabilidades. V. K. 2Zajarov, B. A. Sevastlanov, V. P.
Chistiakov. Ed. Mir. Moscu. Pdg.149.

. _
= (1v2n) e 5 2 8t (1 + £) donde At = 1/¥Vnpq

Lo que enunciaron De Molvre y Laplace es que si p estd entre cero
y uno, siendo t = (x-np)/¥ npq, entonces si el valor absoluto de t es
menor a cualquier nimero ¢ por pequefio que sea, la varlable t sigue
la distribucién Normal cuando n tiende a infinito.

Por medio del simbolo de las combinaclones se puede presentar a la
Binomial, y de hecho es pues la mis general forma conocida.

B(n,x,p) = [:] P (1-p)X
y es lgual a
nt p* (1.9 / (xt (n-x)1)
para funciones discretas; pero si son continuas con ésta
r(n+1) p* (1-9)"* /( T(x+1) Fn-x+1))
Verbalmente el nimero combinatorio se interpreta como " el numero
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de permutaciones sobre el total de elementos con atributo A y 1-A,
dividido entre la particlén de elementos con atributo A multlplicado
por la particién de los elementos con atributo 1-A."
Aqui podemos anticipar que dada la comin proveniencia del modelo
matemdtico de la Binomlal con la Normal, haciendo
X =np + to

con n grande y ¢ = (npq)"2

la binomial se aproxima a la normal por
la razén de que ambas parten del modelo de bipartlcién y comparten la
CARACTERISTICA ALEA., La x de la binomial de hecho es un valor
cualquiera que sigue esa dlstribucidn; pero no es preclsamente el de
mayor probabilidad, Por ejemplo, decir : cudl es la probabilidad de
obtener 2 en una poblacioén dicétoma de 10 elementes, con probabjlidad
1 7/ 2 serfa en términos de las variables conoclidas: 10!'.52/ AN
(1-.5)1072

probable es 10*.5 = 5. Esta es la diferencla entre la x de px / x!

/ {10-2)!, En la Distrlbucién Normal veremos que la x mdas

binomial y la x = np + to de la Normal. Bueno es recordar estos
conceptos elementales para clarificar los modelos matematicos que
usamos en las Probabllidades.

Lo hermoso de ésta densidad es que al representarla con éaleas,

Bin,k,p) = n! aip,k] * ={1-p,n-kl
aunado a su simetria, nos permite el cdlculo de convoluciones mas
facllmente, Esta es una convolucién de dos elementos; los elementos
favorables. Los elementos poslbles son la suma de estos pares de
convoluciones; pero éstas suman 1.

Hacla adelante, con este modelo se construyen modelos de
tricotomia, tetratomia, pentatomia, etc. dando como resultade la
distrtbuciéon multinomial y yéndonos mas lejos, casi todas las
Distribuclones de Probabilidad que conocemos, ya sean dlscretas o
continuas.
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Ain cuando parece ocioso vamos a presentar un escenario de la
tendencia de la mayoria de las densidades de probabilidad; y que
ademds son de forma campanoide.

\ b bb N : c ¢ ¢¢
§ b g a & c yy
B al a ¢ y
i a b ac yc
i a b ac yy ¢
] .a bb t:1: u. y c
tb a cb yx
i a c b a
b i a € by a <
b ia c yyb a
a c yy b a c
a [ cy b a c
a lc yc Y b a
b _ a v cg yi \ g a
¢ ycy cy P i g a
gc.c yey ! ll bb : H

En el caso de la funcién (a) se observa simetria como en la
Binomial con p=q =1/ 2 6 como la Normal. La funci6én (b) esta
cargada a la izquierda y se di en el caso de la binomial con valores
pequefios y en la Polsson, etc.; cargada a la derecha estd la funcién
(c) vgr. para la Binomial con p > .5.

En mayor o menor grado todas las funciones de densidad de
Probabilidad se mueven como las funclones (a), (b), (c) y esa unidad
caracteristica se debe exclusivamente a la funcién ALEA: 2(p, x)

FUNCION DE DENSIDAD MULTINOMIAL
Esta dénsldad se llama asfi porque‘ es el término general del
desarrollo multinomial de (pa * Py +...+pz)n
Sean=a+b+c+d+...2el tamafio de una muestra con z clases

y sean las correspondientes probabilidades Py Py P ...entonces

Mn,Zp,) = {(a+b+c+...+z)! [pa"“/ a!][pbb/ b!] [pzz/ zr]} / {1}

El denominador vale 1 porque es la suma de las convoluciones
posibles.
Min, Zpi) =n® a(pa.a) d a(pb.b) ... z(pz.;)

n-Ei'l)
que también se parece a la binomial, sblo que équi no son

= n! T alp

biparticiones sino n-particiones,
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Como ejemplo de esta distribucién vaya el sigulente: supongase que
un departamento de una compafiia tenga 100 empleados; 50 de ellos con
preparacién académica superlor; 30 con grades superiores y 20 con
formacién de escuela secundaria. Se toma una muestra con reemplazo de
10 empleados. Hallar la probabilidad de que la muestra contenga 5 de
preparacién académica, 3 con grado superior y 2 con formaclién de
escuela secundaria., Ver Lincoln L. Chao. Estadistica para las
ciencias administrativas. Pag.137.

FUNCION DE DENSIDAD GEOMETRICA
Si queremos saber con que probabilidad aparecera el atributo A
después de que aparezcan x atributos que no nos interesan entonces
usaremos esta densldad, la cual se expresa asi:
En el eje de tiempo:
PPPPPPPPPPPP (X veces) q
Gix,p) = xt prxt U (xetex)t = p**q

con parametrop (0 <p< 1),
Con dleas queda:

G(x, p) = x! 2(p,x) 2(1-p,1)

Esta ultima forma nos recuerda a la funcién de densidad Binomial.

FUNCION DE DENSIDAD HIPERGEOMETRICA.
Es una funcién discreta cuya representacién es:

(%) (%)
()

en laque N= N1 + N2y x = x1 + x2
En seguida explicaremos la anotacién. Se tiene una poblacién de N
elementos; de las cuales N1 son rojos y N2 = N - Ni, son negros; se

elige aleatoriamente un grupo de x elementos. Se trata de investigar

la probabilidad f(x) de que el grupo elegido contenga exactamente x1
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elementos rojos; xi1 puede ser cualquier entero entre cero y Ni ¢ x,
el que sea mas pequefio. Cfr. W. Feller. Vol I. péag. 59. Estd claro
que nuestra funciom de densidad es "Favorables" entre "Poslbles”.

En aleas: ’

[ N1t 2(1,x1) 2(1,Ni-x1} Na! 2(1,x2) 2(1,N2-x2) ) /
/ [N! 2(1,x) =2(1,N-x) ]
Generalizando
= 1 [ N:! !(l.xl) E(I,Nl-x‘} ] /7 (N =(1,%) m(l,N-x)]

donde x = X1 ¢+ x2 4...+ %xn y N=N1 ¢+ N2+, ..+ Nn

Presentada en esta forma la funcidén de densidad Hipergeométrica
parece mas bien un producto de binomiales, lo cual no seria aparente
81 no es por medio de la funci6n dlea.

DENSIDAD BINOMIAL NEGATIVA o DE PASCAL

Esta distribucion se interpreta como la distribucién de
probabilidades que corresponde al tiempo de espera del r-ésimo éxito
y se basa en las Combinaciones Con Repeticion, Si r = 1 esta
distribucién se reduce a la distribucién geométrica y, es funcidén
limite de la distribucién de Polya. Su entorno de aplicacién mas
conocldo es el Seguros de Accldentes y Enfermedades.

f(x) = r;k-l} pr (l-p)k
con parametros (r, p) y k=1, 2, 3, ...
con 4leas:
= (r+k-1)! =a(p,r-1) 2(1-p,k) p

La caracteristica comin que tienen todas estas funciones de
distribuciéon en el denominador o sea en los casos posibles es que
vale 1 ya que el Sarrido que se hace en la sumatoria vale 1 y es la
funcion de Distribucién misma.

Otra caracteristica, es la de que son el cociente entre

particlones; el valor de las convoluciones del denominador vale uno.
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FUNCION DE DENSIDAD DE POISSON

El nombre de esta funciéon deviene de su descubridor Simeon D.
Poisson. Esta densidad es el modelo representativo de densidad a base
de, y exclusivamente, compuesta de Aleas; le llaman la densidad de
los eventos raros debido a que su media A es pequefia y resulta de
multiplicar una pequefia probabilidad de ocurrencia (p) por una
poblacion grande (n).

Siendo de una estructura tan transparente y elegante, as{ mismo,
es la base de todos los procesos de Poisson y cuya caracteristica
comin es que la aparicién de este tipo de eventos, en un periodo
dado, son independientes todos y proporcionales a dicho periodo.

Recordemos que la probabilidad de que aparezcan x eventos con un
valor esperado medio A, o sea, np, en una binomial, para que A se
mantenga constante a medida que n crece implica una p tendiendo a.

cero. Recordemos que
[

X
e E: AL
2o x!
de parametro A (A > 0). Tradicionalmente se le conoce asi:

PO,A) = e A% /xl
es el valor presente de la serie Ax/x!; que también es la misma que

%
R -
P(A, x) = = -
x! eA e A
x
PQA, x) = 5 G
/708 ¢ AT/11 ¢ ... *AT/RY 4 ...
o en dleas
A x)
L alA,x)

Esta densidad depende de un parémetro A que vale g y cz. 0 sea, su
media y su varianza son jguales; sin embargo, dicen los conocedores
que para que funcione bien n debe ser grande y p pequefia, lo que
produce una A constante. Es un magnifico ejemplo de cociente de una
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dlea entre una suma de &Aleas; es la proporcidén, como se dice mas
familiarmente, entre la &lea en cuestién que es un numero y el drea
de todas.

Ahora voy a desarrollar y deducir la distribuclén ésta, a partir
de conceptos sencillos y elementales. Los procesos de Poisson tienen
una amplia gama de aplicacién; control de calidad, stocks, limites de
retencién y Teoria de Rulna en las Compafilas de Seguros tanto de
Personas como de Dafios, Lineas de Espera, etc.

Se d& un proceso de Polsson cuando se cumplen estas tres
condiciones:

1.- La aparicién de un evento no interviene el la aparicién del
otro.

2.- La cantidad de eventos aparecidos es directamente proporcional
al tiempo o distancia expuestos. Esto significa que:

s{ 1 evento aparece en 1 segundo
sl 2 eventos aparecen en 2 segundos
entonces en UN minuto aparecerin 60 eventos,

3. - Dos eventos no aparecen al mismo tiempo.

El NUMERADOR de Polsson es: A*/ x!

E1 DENOMINADOR de Poisson es e's £ 2%/ x!

La representacion geométrica del numerador es una campana colocada
sobre la absisa A cuya cispide o valor miéximo es AA/ Al . Estaremos
de acuerdo en que si al numerador y denominador, a cada uno lo
dividimos entre A“/ A! lo que estamos haclendo es reducir la altura
de cualquier campana NUMERADOR a tamafio UNO. El DENOMINADOR, que es
la susa de los valqres posibies. En esta distribucién A es jgual a la
wedla y a la varlanza; ésto es una limitacién, sin embargo para
valores de A menores & uno es la densidad exacta. Haclendo x = A +
. tA, se aproxima a la Normal culnd'o n tiende a infinito.
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FUNCION DE DENSIDAD UNIFORME

Si a es el segmento de recta, uno de cuyos valbres puede incidir
en &) con atributo a y (a+b) la recta con un valor posible entonces
la densidad de ésta es:

f(x) =1/ {b-a)
para x ¢ [a,bl, a < b; vale cero la funcién sl X no esta en el
intervalo. En términos de alea:
= =2(1,1) 7 ®(b-a, 1)

FUNCION DE DENSIDAD EXPONENCIAL
Cf(x) = A e ™
con parametro A > 0 para x >= 0; f(x) = 0 para x < 0

Me voy a detener un poco en esta funcién, por dos motivos; el
primero por su muy extensa aplicaclion y otro, por su interés tedrico,
Comenzaré con la exponenclal positiva; la densidad exponencial que
aquf vamos a tratar es la Inversa de la anterior.

Dado que el modelo fisico en que se sustenta es el que predomina
en la naturaleza, légico es que esta funcién corra la misma suerte,
Pongamos un ejemplo para visuallzar la exponencial. Vamos a suponer
que estamos en la cuispide de un cerro cuya pendiente es de 15 grados
de inclinacién; que el cerro esta cubierto de nieve y que dejamos
caer una piedra. Después de algin tlempo, dependiendo de la textura
de la nieve, la pledra se habra cublerto de nleve y serd una bola de
considerable volumen., Veamos cdémo se le ha ido agregando la nieve;
intuitivamente es claro que en un momento dado la cantidad de nueva
nieve en la bola tlene que ver con el tamafio de la bola; asi, uma
bola pequefia tiene poco afladido nuevo;, en cambio, una bola grande
tiene mas volumen para absorber mias nieve. Eso en palabras se expresa
como la relacién, como el coclente entre la nueva cantidad de nieve
agregada y el nuevo crecimiento de ia bola, o sea, el incremento en
la nleve entre el Incremento de tamafic de la bola, l.e., los
crecimientos asi mismo contribuyen con nuevos crecimientos. Cuando el
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coclente o relaclén es CONSTANTE es entonces cuando se dice que el
crecimiento es exponencial. Ahora ya podemos ver que la mayoria de
los crecimientos o decrementos (crecimientos negativos] en 1la
naturaleza siguen este modelo; vgr., el crecimiento en los animales y
en las plantas, en algunas reacclones fisicas, quimicas, etc.

S1 t es el tlempo transcurrido desde 1la 1niclacién del
crecimiento, y el volumen o tamafio actual de la bola de nieve o de la
planta, entonces:

dy / y es una constante
por ejemplo, si r = dy 7/ y = 0.1 decimos que el crecimiento respecto
al volumen es del 10 % y el tamafio actual vale 100, o sea 110; el
sigulente incremento serd .1 * 110 = 11; y el sigulente 110 + 11 =
121 y el incremento 12.1 y asi sucesivamente.
El modelo tal como generalmente se conoce es asi:
y =K etr

donde K es el tamafio iniclal, t el tiempo y r la proporcién de
crecimiento. Cusndo hay decremento se convierte eny = K e"tr .

Para pasar de éste modelo al exponencial hay sdlo que poner las
variables adecuadas: K= r; A =r; x =t en el entendido que nuestra
funcién de densidad exponencial es la decreclente; f(x) = A e %
donde A es el valor iniclal disminufdo por medlio de e **.

Reglda por esta ley también lo estén la velocidad de crecimiento
de {informaclén técnlca, crecimiento de la poblacién terrestre,
crecimiento natural de los seres vivos, crecimiento financiero, etc.

»
En Aleas queda asi f(x) = x(A,1) / gl(hx.l)

FUNCION DE DENSIDAD NORMAL
Esta densidad se debe a Abraham De Mofvre, el cual escribié The
doctrine of chances en 1716 y a Plerre Simon Laplace ( 1749-1827 )
quienes primero la emplearon y a Johann Karl Friedrich Gauss
(1777-1855 ) posteriormente. De esta misma época es George Louls
Leclerc, Conde de Buffon, introductor del primer ejesplo de
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probabilidad geométrlca:l la aguja de Buffbn que experimentalmente
permite determinar al nimero n, componente de la Normal.

La distribucién Normal es la funcién de densidad de mas amplio
uso, en que por ello a veces, en honor a la verdad, se incurre en
abuso, dado que cuando n tiende a infinito todas las distribuciones
acampanadas o en conjunto tienden a ella. Se conoce tamblén esta
distribucléon como segunda ley de Laplace, distribuclén laplaclana,
distribuclén gausiana, distribucién de Laplace-Gauss, distribucion de
Gauss-Laplace,

- 5{x-p)/0}?

f(x) = --% -
2 (2ne) /2
con parametros (y, ¢“); para x entre menos infinito y mas infinito.

Asi como la distribucién binomial contempia probabilidades y 1la
distribucién de Poisson, valores esperados, del mismo modo 1la
distribucién Normal se refiere al comportamiento de la DISTANCIA
(ERROR = x-g) EN UNIDADES DE DESVIACION (¢) que separa al valor
observado del evento x de su valor mds frecuente o esperado (media ),
Normal es la distribucién de una varliable compuesta en la sigulente
forma: se dice en funcién de la variable observada X, del valor mas
probable p o media, y de la mayor o menor amplitud en la dispersién
de la variable x con respecto a p. A esa varlable le llaman t y es

igual a (x~u)/¢. Al valor p se le conoce como valor central dado que

al rededor de é1 estan distribuidos los demds: la mitad hacia un lado
y la otra mitad al otro; es ademas, cuando la funcién adquiere su
maximo valor: 1/ v2no.

Ahora bien, vamos a ver de dénde viene t2/2: es el error
cuadrético medio. Vamos a detallar un pbco ésto dUltimo basdndonos en
el juego al tiro al blanco. El objetivo en este juego es de acertar
en el blanco.Consta de dos instrumentos: el circulo en cuyo centro
estd el blanco o punto objetivo al cual se pretende acertar y el
disparador, llamese flecha, dardo o cualesquiera otras variantes.
Cada disparo x es un evento y al cohJunto de disparos en una sesién
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se le llama experimento. El circulo es de radio con magnitud
arbitraria; el centro estd en u. La desviacién estandar ¢ es una
magnitud o nimero real mayor o igual a uno, ¢ = 0O es un parametro
comin a las matemiticas deterministicas, con el que vamos a
determinar nuestro grado de habilidad en el juego; as{ declmos que si
todos los disparos dan el blanco, tuvimos cero errores o cero
desviaciones; si la mayoria de los disparos estan cerca del blanco,
diremos que tenemos pequefias desviaciones o una ¢ pequefia; si no
somos muy hablles, los disparos a partir del blanco vendran a menos,
estardn mis dispersos y entonces nuestra o es mayor que la del caso
anterior; g y x son nimeros reales que se mueven en todoc el eje de
las x, pudiendo por lo tanto ambas asumir valores positivos o
negativos, En cada disparo podemos anotar la siguiente informacién:
st dimos en el centro u, acertamos y entonces ¥ = y; sl no dimos en
el blanco, nos habremos desviado x - p y diremos que hemos cometido
un error de tamafio x ~ ¢; el mismo error ( x - p ) no tiene el mismo
peso': para un Jjugador hdbil gue para un inexperto; por lo tanto el
errof debe ser medido de acuerdo a la habilidad o, la cual rige para
cada sesién, quedando nuestro error acotado o ponderado asi:
(x - p Ve

Cuando en forma familiar hablamos de distancia, en realidad
estamos hablando de distancia al cuadrado: ((x - )/u')2 . Ahora
bien, como tanto x como p cada una pueden asumir el signo positivo o
negativo, obtendremos cuatro resultados: dos de lgual valor absoluto
y diferente signo, por lo que al elevarse al cuadrado producen un
solo resultado; éqta es la razén por la que hay que multiplicar 1la
distancla al cuadrado por un medio: error cuadritico medio.

Ux - u o2 /2

Para que nuestra distribucién ‘'sea hacla abajo, debemos multlplicar

ademds, la nueva variable por -1 '
us - (x-pe?/2
El siguiente paso es alear la variable u
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n
Iim [ 1+ -9--] = Y
n
n ->n

entonces e es el numerador; el denominador es la integral de esa

funcién ( e ) y vale v2rne, como lo demostraremos abajo.
De esta manera se llega a

2
N (u, o) ae t7 2, anet’?
-tzl 2 -tzl 2
= e = e —————
2
-t" /2
o dat V2o

y s directo que

2
-t7/2
e dt = /Em

cuando ¢ <> !, Las dos integrales anteriores van de menos infinito a
més infinito.
Vamos a demostrarlo., (cfr. Ivan Obregén Sanin. Teoria de la

probabilidad, Ed. Limusa. México 1975 pag. 104.
2

e 2
1= I_ e * 24y « f; ey /zdy

2 2 " ,.® 2 2
2 * X2 -y<r2, -(x“+y") 22
1 -I_-o dx F.e dy-I_n I_.e dx dy

transformando a la Gltima integral a coordenadas polares, r, ¢

2 L

l-ji Ioe r dr do = 2x
y de ahi

1= (m*?
que es lo que se queria demostrar.
Por medio de la férmula de Stlrling para calcular factoriales se

puede aproximar a la Normal por medio de

. 2
N, 0%) = (1 + 17120) (¢%/ct) el 707 S(x-8)7)

Con ésto es claro que la funcién numerador es la de los atrlbuiol



Y2¢5 1a de los posibles.

favorables y la del denominador (2nrc)
Tiene la ventaja sobre otras distribuciones por el hecho de que la
N (p,e®) = (17¢)* N (0, 1)

La demostracion directa de que la funcién de distribuciéon de esta
densidad vale uno es muy simple. Haclendo la suma de todas las
densidades posibles vemos que ésta no afecta a la constante v2w; por
lo tanto si la sacamos como factor comin, la dicha suma afecta sdlo
al numerador cuyo valor es v2r, y en conclusién v2m / V2 vale uno;
que €8 lo que se queria demostrar.

Cuando n tiende a infinito se pueden hacer aproximaciones de las
distribuciones acampanadas linearizando as{ los parimetros de cada
distribucién:

%X = media MENOS t-veces la desviacion esténdar
media y desviacién esténdar propias de cada distribucién de que se
trate.

La distribucién Normal es una de las més hermosas en
Probabjlidades; es perfectamente acampanada, simétrica y por
sencilla, elegante: u le da la posicién en el eje de lags x y ¢ es la
que univocamente determina la forma, como en todas las distribuciones
en que existe o; ademds para toda u y para cualquier ¢ se cumple que
el érea bajo la curva esté comprendida en 99.7 para u+dc y u-3¢. Es
la aleatorizacién de tz/z que es un trisnguio equilétero, cuyas
propiedades caen dentro de los problemas isoperimétricos ( "De todos
los trisngulos con una érea dada, el trigngulo equilétero es el tiene
el menor perimetro” ).Ver Nicholas D. Kazarinoff. Geometric
inequalities. Random House. Estados Unidos 1961.

Si en vez de tz/z tonéranos tz/c 6 tz/.c, el valor miximo serfa
igual al de la Normal; pero la forma, més amplia o mis estrecha
respectivamente. ‘

As{ como en la prictica estadistica se acostumbra rosinr del valor
medio a cada observacién ’ fin de obtener una nornll'tlplficada o
estandarizada (u=0, o’e1) para poder entrar a tablas, también se
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puede echar mano de recursos, como el gque sigue: al multiplicar o
dividir una constante por la media o la varianza, éstos parametros se
ven afectados de la siguiente forma: “multiplicando ( o dividiendo ),
a cada observacién por una constante, se multiplicard ( o se dividird
) la media arltmética por la misma constante, se multiplicard ( o se
dividird ) a la varianza por el cuadrado de la constante, y se
multiplicard ( o se dividira ) la desviacién tiplca por la misma
constante. Ver Dixon y Massey. Introduccién al andlisis estadistico,
1965, Pédg. 22.

Vamos ahora a insistir cémo también La distridbucién Normal viene

2
de Alea. El numerador es e b /2

a infinito. .
[ (-t%72, 1) = (t22)%01 + (-22)110 » (2202021 s ..
el denominador, como ya vimos, es (2")1/2
-t2/2
; pero también

Il (-t2/2, 1)
¢4

con { de cero a Infinito y después con t de menos infinito a més
infinito.

El cardcter aleatorioc de w, el cual interviene en el denominador
de la distribucién Normal y en otras, se puede intuir en su

composicién misma. Segin la férmula de John Wallis (1616-1703)
2%°4°...*2n 2
" =lim1i/n [ ---)
1*3°¢...° (2n-1)
para n = infinito. De acuerdo con ésto, n! estd dividido en dos

partes; sl numerador formado por el producto de ios nimeros pares y
el denominador, por el de los nimerds impares, ambos dentro del
paréntesis. Cada nimero par (perimetro) esté ponderado por su impar
(perimetro) inmediato anterfor. Cfr. Kazimierz Kuratowski.
Introduccién al Célculo. 1978. Pag. 240. ‘
® = J.1415 9265 3589 7932 2846 2643 1832 79
En la distribucién Blnomial se trata de las éleas de

, O sea, z- (-tz/z. 1) con { de cero

, el cual es la integral

indefinida de e
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probabilidades directas, p; en la Polsson, de las aleas del valor
esperado A, que es a la vez media y varianza; en la Multinomial de
probabllidades Py en la Normal, de la distancla cuadrética media del
evento x y la u en tantos de ¢, Como puede apreciarse, ain las
distribuciones que no estudiamos, como la de Polya, llamada de
contagio, o la de Pareto, distribucidén del ingreso econdémico o nuimero
de hijos por familia; pero exceptuando la distribucién de Cauchy,
todas se asimilan a la Normal por medio del modelo alea.

FUNCION DE DENSIDAD LOGARITMICA-NORMAL
Si hacemos t = (Ln x -~ u)/e , y seguimos el mismo razonamiento que en
la normal llegamos a ésta:

\ -t272
N (u,0%) = |e /742 xo

de parémetros (u, ¢°) y x > 0, (Ver apéndice figura 14)
o sea que respectivamente a la normal queda:
N' (g,0) = N(p,e)/ (xe)
Esta funcién es de uso frecuente en la Fisica matemétlca.

DENSIDAD LOGISTICA
Tan sélo apunto esta distribucién en la que dlea solamente
interviene a través del nimero e para que se vea la simplificacioén.

[ s -'.'E’.‘::I-]]

f(x) =

c\la{loo

con el cambio de variable a = (v /7 ¥V 3)((x - n)/ @) y dlea, ésta ge

simplifica

f(x) =
ev3  (1+e%?
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= (wo/ 3) | 2(-o1) [ 1+} a(-a.x)]"z
Ver en el apéndice, flgura 15

Como puede observarse hasta aqui, las funclones de densidad
presentadas en su forma tradicional parecen complicadas y se plerde
el concepto senclllo de la definicidén: atributos favorables entre
atributos totales, ya sean CASOS, ya PROBABILIDADES. ya VALORES
ESPERADOS, ya DISTANCIAS, etc.; empero las adleas hacen que sean menos
complejas y por ende mds inteligibles.

Sélo mencionaré de nombre a la distribucién x, cfr. fig.11 del
apéndice, a la distribucién de Pareto fig. 16 del apéndice, a la
distribucién de Sherman fig. 17 del apéndice, a’ ta distribucion de
Weibull-Gnedenko rlg.' 19 del apéndice, a la distribucién de Cauchy,
todas ellas de forma campanoide y que seguramente se pueden poner en
términos de dlea.

Hasta aqui lo relacionado entre dlea y funcidn de densidad; no sin
antes recalcar que la caracteristica de estas distribuciones es que
son el coclente entre expresiones que contienen 4leas o ex. y otra
muy importante es que TODAS tlenen forma ACAMPANADA sin excepcidén y
que la varlante entre ellas es que el valor mis alto puede estar
cargado a la derecha o a la lzquierda; s6élo en la Normal estd
centrado. Nuestras funciones ademds, comenzando por la densidad
uniforme, que es lineal, pasamos a otras de orden dos lo cual nos
indica que provienen de cibicas u otras derivadas del numero e ™.
Esta forma acampanada la comparten todas.

Hemos visto en este capltulo sdlo funciones de densidad. Ahora nos
enfocaremos a ,

a).- Funcliones: Generatriz y Caracteristica.
b).~ Funciones: Transformada de Laplace y de Fourier.
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B).~ FUNCION GENERATRIZ DE FUNCIONES Y FUNCION CARACTERISTICA

Nadie lgnora la existencia del operador E (Esperanza ). También
existe el operador E en diferencias flinitas cuya definicién, entre
parénteslis, consiste en adelantar del valor actual de la funcidn, el
anterior y se liga a A asi:

A=E+1
4 es el operador de diferencia y E, es el de translacién o
adelantamiento.

Voivamos al operador Esperanza. En el Cdlculo de Probablilidades se
puede decir con justeza, que este operador es el mis genulnamente
probablilista. Se dice tomar la Esperanza de una funclén cualquiera,
en el mlsmo sentido de sumar sus valores probables. S1 el valor
esperado es lineal se trata de ia medla; si de los cuadrados, del
segundo momento, etc.. Hay momentos respecto a la media o no. Se
denotan por la letra griega g, que se pronuncia mi.

La funcién generadora de momentos { acumulacién, monto ) es el caso
tipico de funcion generadora de funcién. Los momentos son funciones
derivadas (provenlentes) de una funcién original, cada una de ellas,
describiendo las caracteristicas de ella: posiclién, anchura, altura,
{.e., media, variancla, curtosis, etc.

El objetivo de la funcién generadora es crear una serie creclente
de potencias: x, xa, x’. .+, en sentido dlea,

x * f(x) es la media
E x°* f(x) es la variancia y asi. Esto que aqui asentamos en los
sigulentes pasos detallaremos su presentacion formal.
E(e'®)
se denota; mis exélicltamente la escribiré asi: E(e'® ® £(x)).

Cada término, componente de la sigulente férmula, merece una
explicacién por separado. )
~ t es una variable formal, "tasa“, velocldad.

- x es el "tiempo”.
- f(x) es una funcién, de densldad o no, vgr.
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B(n,x,pl= n! 2(p,x) 2(q,n-x)
en ésta reconocemos a la binomial; aplicando el operador E
E(e**r(x))
y en Aleas
E [Z:(tx.l) * £x) ]

= ]2 ) £
desplegada es

= E {[ (tx)% ot ()7 Ne(tx)7 20+ ()% 3t 4 ...]'f(x)}

GV WG O VR TR WO R {C VT

A la funcién momento asi se le llama, por momentum = peso, del
latin.

La funcién generadora puede o no existir; sin embargo, su similar
en el dominlo complejo, ia caracteristica, siempre existe.

La funcién generatriz es en el dominio real como la funcién
caracteristica 1o es en el dominio complejo, ambas son "montos".

Segun la férmula de Euiler e12 = cos 2 + { sen z. Sabjendo que
coszz + 1 senzz = ]; también sabemos que la funcién caracteristica
siempre existe, evidentemente que (e“)a = 1 siempre existe, En este
caso tan s6lo hemos sustituido la z por m.

B(o")
es la funcién generatriz en el medio complejo conocida como funcién
caracteristica; ahora bien, E{cos z +i sen z) es la contraparte de la
funcion caracteristica y es la llamada serie de Fourier (se basa en
el Teorema de De Moivre). Cabe recordar que
elnz + 2minz _ elnz

o lo que es lo mismo, es periddica en el Intervalo (w,2n)

La relaclén que las liga es ésta:

EULER-TAYLOR = FOURIER
+N

f(x) = Z cn elnx = a, +n2 . (an oS NX + bn sen nx)
-N
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donde los coeficientes a bn. y ¢, son ortonormales; a y b son las

amplitudes y n es la frecuencia; y

~imx dx.

c =1 / 2n j'_' £(x) e
lo cual qulere decir, que en la funcion generatriz y en la funcidén
caracteristica, y en general, donde intervenga el numero e podemos
tamblén trabajar con las funciones trigonométricas, vgr., en la
distribuclén de Polsson o en la misma distribucién Normal.

Por éeta razén, también es valida la afirmacidén inversa.
inz
e

e ! & cos nz - 1 sen ne

= cos hz + | sennz

por lo tanto
cosh z = (e + 0 %)/ 2
y as{ las demAs funciones trigonométricas a partir de éstas.

Otra demostracién més directa es ésta, e* es la suma de las dleas

pares més la suma de las &leas impares. e ® es la suma de las aleas
pares menos la suma de las dleas impares. Por ésto, eXse= 20 z
&dleas pares., Ahora blen, la suma de las Aleas pares es cos X; Yy
entonces despejando queda:
cosh x = (e + ")/ 2 = e®r2 + 2

Y ya que hemos llegado a tocar las funciones trigonométricas
hiperbbélicas, no me parece ocloso recordar porqué se llaman
hiperbdéiicas. Recordemos que en la trigonometria rectilinea el lado
opuesto al &ngulo es una recta; hay tamblén funciones trigonométricas
circulares en que como lo indica su nombre el lado opuesto es
precisamente un arco de circunferencia wmirando hacla el centro,
pudiendo estar ‘orjentado también al revés. Lasg funciones
trigonométricas hiperbbélicas tlenen el lado opuesto limitado por una
seccion de hipérbola. Esto suglere otras dellmitantes como puede ser
parébola, ailpse o cualquier funcién de cualquier grado.

Existen tantas trigonometrias como tipos de coordenadas; las hay
plana o rectilinea o polar; esférica, cllindrica, hiperbélica, etc.
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Sabemos que y = x/a e3 la recta; y = (x/a)2 es la parabola; r2 =
(x/a)2 b4 (y/b)2 es una circunferencia, una elipse o una hipérbola.
Esta Gltima expresion es una general representacién de las cénlcas,
dependiendo del tamaflo de a y b y del signo %, por ejemplo, si asb y
b=1 y con signo + ésto es una circunferencia. Como vemos siempre es
comodo tratar con el circulo unitario.

Aqui, 8i: X =cosz ¥y b=1isenzyayb difieren de uno y el
signo es ~, entonces hablamos de funclones trigonométricas
hiperbélicas,

Ahora bien, como hemos ya visto, la mayoria de las densldades son
pardbolas hacia abajo; sin embargo podrian existir como coclentes en
la circunferenclia, en la elipse o en secclones cerradas, limitadas,
por hipérbolas,.

C).~ TRANSFORMACION DE FUNCIONES: DE LAPLACE Y DE FOURIEN.

Ahora vamos a investigar el papel de las dleas en las
transformadas de Laplace y de Fourier.

A las funciones transformadoras de funciones (a secas como
transformadas conocidas) se las define en términos actuariales, como
el valer actual de una sucesién (f(x)= beneficlios, primas, primas
menos siniestrosg, rentas, etc.) de nGmeros, variables o funciones
aleatorios o no, etc.) calculado a una tasa (velocidad) ¢t y por =
afios: i

etl

los limites de integracion de cero a infinito.

$(t) = I ot t(x) dx = I Llx), ax

El alma de todo este asunto es t. La integral tiene un radio de
convergencia r.. de modo que para 0 = x' < r. converge. E! valor de x
debe ser positivo, ya que de otro modo xt seria lmaginario. Asi, con
0 < e-t < r. l1a integral converge y define a una funcién $(t), e
implica que ¢t > lo.(l/r'). Cfr. Advanced Calculus de Wilfred Kaplan.
Addison-Wesley 1959. Pag.380.

Dado que el conjunte de las dleas a(-tx, 1) asume la forma
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campanoide, el producto de c-"f (x) resulta en forma campanoide
también. Las transformadas sirven para alisar funcliones; también,
para resolver ecuaclones diferenciales ordinarias y parclales: no es
necesaric encontrar la solucion general y después determinar las
constantes (con las transformadas la solucién es directa); para
establecer funciones de densidad o procesos estocdsticos
cualesquiera; se usan en la fisica, ingenieria, etc., Tlenen clerta
analogia con el manejo de los logaritmos: a).- Se aplica la
transformada; b).~ Se maneja la informacldn, en base al parimetro t;
¢).- De ser necesario, se aplica la inversa de la transformada, para
regresar al escenarlo original.

Si a los miembros de una ecuaciéon se les aplica el Operador de
transformacién, el resultado no se altera. Aqui es conveniente volver
a insistir en que para encontrar el valor presente interviene o-".
La integracidén es "por partes".

Exlsten otras Transformadas que sdlo cltaré: Geométrlca, Coseno de
Fourier, Seno de Fourier, de Mellim, de Hankel, etc.

La Transformada de Fourler en el medioc complejo es la homdloga a
la de Laplace en el medio real. Se la define as{:

P = [ o7 ro ax
Los limites de integracién de -» & +w. Interviene en la composicién
de las mateméticas superlores probabilisticas o deterministicas: en
los Procesos Estocdsticos, en las distribuciones infinitamente
divisidbles, etc. Es el "valor presente" de la sucesion aleatoria o
no, f(x).

Volvamos a la Transforsada de Laplace o Exponencial, que es otra
forma de encontrar funciones de densidad; en segulda veremos qué
relacién guarda con las funciones generatrices que acabamos de ver y
con la funcién Gamma. '

la funcidén generatriz de funciones es E(e"x)'
la funcién transformadora de Laplace es e-txf(‘x)dx
la funcién Gamma es I e ¥ & 4y = rla)t®
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-

= (a-1)1t% = (1/a)at /t*
= (1/a)® =(t, a)
ambas, suma e integral, de cero a infinito.
Como a simple vista se ve, la relaclén entre ellas es evidente.
Por medio del operador E expresemos la transformada de Laplace:
-tx
, E(e ")
6 Z e f(x) Ax en el medio discreto y

® tx
Io et £(x) dx

en el medio continuo, la cual en algunos casos es mis facil de
determinar que la misma funcién original

Como podemos observar existe una relacién entre Funclén Generatriz
y la Transformada de Laplace; y entre ia funcién Caracteristica y la
Transformada de Fourlier: 4lea. Veamos unos ejemplos.
La Transformada directa de Laplace de tn, n & 0, s es el
parametro formal, es

M sletotPat=(1/8) (nt /8)

los limites de la integral, de cero a infinito; queriendo significar
con ésto que

£t") = (1/8) u(s, n)™
y lo mismo se tiene para la transformada de Lapléce de tx. X > -1
£(t*) = (1/8)F(x+1) /8"
= (1/8) x!/s" = (1/8) a(s, x)
que en ¢l medlo discretoc es .
£(tX) = (1/s) a(s, x)°
Este es otro ejemplo: ‘
£e®'t") = (1/(s-2)) nt/(s-a)"
= 1/(s-a) | & (s-a, n) )“
y uno més, para £(H(t-a)) cona 2 0
£(H(t-a)) = e %/5 = (1/8) {a(-as. 1)
150
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Se desprende en forma natural de lo anterior que la funcién dlea
también como Transformada y su Inversa se pueden conslderar. Esta es
la Transformada &lea (Vgr. la Serie de Taylor, Teoria del Riesgo,
Procesos de Polsson, De Markov, no estacionarios, etc.), Monto:

[} Atl
~Teyr £00 = J 200, ) £(x)
y su Inversa (valor presente)
3 At.x -1 -
; —f&j!—] f(x) =2 (X, tx) f(x)

Lo visto hasta aqui en este capitulo tiene como fin demostrar gque
las d4leas son componentes, sine qua non, de muchas Funcliones de
Densidad, Funciones generatrices, Transformadas de Laplace y Fourier,
Funclones Caracteriasticas e Integral de Fourier. De paso también, nos
hemos encontrado con que para calcular el “monto" o “el valor
presente” de una sucesién, aleatoria o no, lo podemos efectuar
medlante la Funclén generatriz o la Caracteristica en el primer caso;
y con las Transformadas, en el segundo.

D).- IN TORNO A LA LEY DE LOS GRANDES NUMEROS.

Vamos a comenzar con un breve comentario. Esta Ley de los grandes
nimeros as{ fué bautizada por el matemitico Simeén D. Poisson y esté
expuesta por vez primera por su descubridor Jacob Bernoulli
(1654-1705) en su libro Ars Conjectandi, po6stumamente publicado en
1713, que significa El arte de conjeturar, o sea, el procedimiento
para formar una interpretacion en base a las observaclones;
conjeturar, viene etimoldglcamente de coniclo y éste a su vez de cum
y de laclo: tirar,. arrojar con, lanzar; ésto nos recuerda al juego de
los dados. Conjeturar: formarse un juicio por medio de conjeturas.

Jacob Bernoulll fué hermano de Johann Bernoulll (1667-1748); éste
a su vez, de estrecha relacién laboral con Leophard Euler y
conslderado el lnventor del cdlculo de variaciones fué el padre de
Nicolaus Bernoulll (1695-1726), el de ‘"el problema de San
Petersburgo" en Probabilidades y de Daniel Bernoulli (1700-1782)
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autor de Hydrodynamica. Jacob y Johann pertenecen a la escuecla de
Gottfried Wilheim von Leibniz,

Jacob Bernoulli contribuyé en las matemidticas determinfsticas con
el uso de las coordenadas polares, el estudio de la catenaria, la
lemniscata y la espiral logaritmica e integracién de ecuaciones
diferenciales ordinarias as{ como también a é! se deben en las
probabilisticas, el Teorema de Bernoulll o Ley de los grandes
nimeros, Permutaciones y Combinaciones, Distribucién Binomial y los
"Nimeros de Bernoulli". Cfr. Historia concisa de las matemiticas de
Dirk Jan Struik pagina 170 y slg.

Los comentarios que siguen estan tomados del iibro El mundo de las

matematicas de autor James R. Newman, Coleccion Sigma tomo 3, péaginas
134 4 141. En la pagina 140 se lee, del Ars Conjectandi:
" Lo que alin tlene que ser averiguado es sl, cuando se aumenta el
nimero de observaclones, tamblén se sigue aumentando la probabilidad
de que la proporcion registrada de casos favorables y desfavorables
se aproxime a la verdadera relacién, por lo que esta probabilidad
excederd finalmente cualquier grado deseado de certeza, o si el
problema tiene, en fin, una aéintota."

Existen varlos planteamientos para demostrar la ley de los grandes
numeros, cfr. Willlam Feller. Introduccién a la Teoria de
Probabilidades y sus aplicaciones. Vol. II. Segunda Edicién. 1989,
Pag. 274 y sig.

Sean x', xz....xn independientes con una distribucién comin, una
esperanza g y varianza finita. Sea Sn la suma de las Xk. Para que
existan constantes Hy tales que para cada ¢ > 0 fija, conforme n
tiende a infinito .

P(In!s - | > e} -~ >0
que significa que la probabilidad de que los casos favorables
observados difieran de su valor teérico esperado en una cantidad
mayor a £, esa probabliidad tiende a cero cuando n tiende a infinito.

Se llaman leyes débiles de los grandes numeros si la probabilidad
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anterior tiende a cero y, fuertes sl tiende a uno; la primera
situacién implica u <> 0, la segunda, u =0.

Ahora bien, vamos a exponer nuestro punto de vista, De acuerdo a
la definicién cldsica de probabilidad ésta seria una proporcién
constante a priori y para los frecuentistas esa no existe sinc su
estimaclon a posteriori, i.e. dlalécticamente. Pensamos que asi{ como
existe una relacién entre andlisis matematico y andlisis numérlco
tamblén la hay en las dos extremas definiclones anterlores: en el
andlisis matematico se demuestran situaciones limites del anallsis
numérico.

Ya arriba en otra parte hemos asentado que el concepto de
tangente, pendiente, inclinacién, propensién, proporcién, tasa,
probabilidad es el mismo para cada uno de estos entes matemidticos. De
igual modo como se mane)a a la funcién derivada, sin preocuparse por
su naturaleza metafislca, as{ también deberia manelarse la funcidén
probabilidad. Debemos asi hablar de probabilidades de
orden cero, de orden uno, de orden dos, de orden n, la funcién P
probabilistica, como su simil D, operador de derivaclién. Asi

PO =p
Py = f(py)

Py = f(Pn-l)

. P(n) =P, P, P, *. ..n-veces...* Py
como D" =D D ...n-veces.,.D,

Una funclién de ﬁensldad de probabilidad, estamos de acuerde, es la
proporcién entre la derivada de una funcién y la integral de esa
funcién, con ésto queremos indicar que la densidad de probabllidad de
cualquiera distribuclén, que a su vez proviene de otra distribucién
¥y, que ésta de otras distribuciones, se puede estructdrar medlante
las probabilidades de i~orden. Mediante este sistema, ias funciones

de densidad conocidas se pueden agrupar en probabilidades de i-orden.
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La funcién de densidad mids simple es x/Ex, o sea, x/n, 1lamada
probabiiidad p, a secas. La que le sigue es la llamada funcién de
densidad de probabilidad, que es el coclente entre la funcién
generadora de casos favorables entre ( la suma de esa funcién
generadora de casos favorables ) y la funcién de casos posibles,

La probabilidad y la densidad de probabilidad es la proporcién,
relacidn, cociente, tasa, tangente, propensién, fracciéon entre el
incremento o derivada y su funclén de Distribucién de probabilidad.

Los ejemplos que siguen dardn claridad. ,

Sea Po =psx/n
recordemos que &(x, n) = 2(x, n-1)® x/n; entonces

P,=Pp=x/n= 2(x, n)/ 2(x, n-1)

La Binomial contiene a p
P, = nt pi/xt ¢ %/ (n=x)!
es directo aqui que

P: = f(Po)
queriendo con ésto significar que la binomial, que depende de p =
x/n, es una probabilidad de orden uno.
A su vez la Poisson contiene a la binomial. Ver Feller. op.cit.
pég. 164
P2 = ((np)x/x!)/enp
por lo tanto la Poisson es una probabilidad P de orden dos.
P2 = f(P‘)
La exponencial contiene a la Poisson ( ®(ut, r-t)/e
P, = W ((ut)™/(r-130)/ e bt
ésto es, la exponenclal es una probabilidad de orden tres.

ut

P3 = f(Pa).
La Normal contiene a la Polsson. t = (x-u)/¢
2 @ [ [ ]
Py=et %) T at-t%a, 1) 7 [ Ta-tis, 1
I=0 tz~® =0
y asi, la densidad Normal es una P de orden tres.
Py= f(Pz)
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2
La variable aleatoria z (x1 - u)/e] , la cual supone normalidad,

sigue la distribucién xz. De igual modo la variable (x - u)/s; slgue
la distribucién de t de Student y la distribucién F es seguida por
s:/s: , ambas dlstribuclones suponen normalidad; per lo tanto podemos
deducir que la 12 y la t y la F son probabilidades de orden cuatro,
P‘ . f‘P,)
Ahora blen, por el teorema del Limite Central, varlante de la ley
de los grandes numeros, sahemos gue cuando n tiende a infinito la

densidad de probabilidad de S“ tiende a la densidad Normal. Con esta

estructura de P vemos la Jerarquia de unas sobre otras y sobre tado
que todas, contienen a la funcién dlea; ésta, estructura al numeroc e,
base de las funciones exponenciales que existen cuando la relacidn,
entre el incremento de una funcién y ella es constante: Ay/y = k.

En la Ley de los grandes numeros se trata de Py’ Se dice que pard
n tendiendo a infinito Pg tiende a una constante, o sea, «ue para que
ésto suceda, la probabilidad, de que el valor ahsoluto de la
diferencia entre el valor esperadc de casos favorables y la suma de
los casos favorables, exceda a cualquier ¢ pequefia, cuando n tlende a
infinito, tiende a cero.

Vamos ahora a describir por medio de 4lea a ley de los grandes

nimeros con este linite:
v(x-u*v)
lim —=—pececes- = xX=->u
v K=tV =ewedy
dado que v /v! es el valor de la ordenada maxima cuando x es igual a

la g4 y la dlstribucién es simétrica y, se alcanza con mayor rapidez
cuanto menor sea el valor de v. x es el numero de evento, 4 es la
media y v es {a vaillnza.
Resumamos este capitulo:

a).- Grande numero de Densidades de Probabilidad con la funcidén alea
se unifican y explican su forma campanoide.

b).- Las funclones Generatriz y Caracteristlca adquleren otra
expresién e interpretacién, de igual modo que la Transformada de
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Laplace o la de Fourier (TODAS val sucesiones, directa o
implicitamente, con Alea). (

c).- Hemos hablado de probabllidades de orden n, con el. fin de
estructurar el estudlo de las funclones de densidad de probabilidaa.
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CAPITULO IV

EJEMPLOS DE APLICACION PRACTICA DE LA FUNCION ALEA

A).- FUNCION DE DENSIDAD p

Este capitulo estd dividido en dos secclones; la primera de ellas
dedicada a una funcién de densidad de probabilidad p que pretende
comprender en el eje positivo real a las distribuciones acampanadas y
la segunda, a una funcién de tipo alea actuarial.
Ejemplo 1.

Denotemos por v a la varianza y por ¢ a la media de la funcién de
densidad que ilamaremos p, letra griega RO y por x a la variable que

slgue esta distribucion, para (v, u) > 0
(x-p+v)
&’
Es caracteristico en esta densidad el tener forma acampanada o

/{x-u+v)!

plp,v) = con x-utv = 0, 1, 2

cuasi, y ser exacta en su dominio de 1 a infinito. Cuando x = p
alcanza su maximo valor en v¥/ui. Se comporta como la Poisson cuando
4 = v y o pequefla; empero para gt diferente de la varianza y u pequefia
aventaja a la Normal en exactitud y la Poisson en esta situacién no
existe. Para p mayor a 30 nuestra funcién p tiende a la Normal. La
grafica que vimos anteriormente para la funcion dlea nos da un
panorama de estas situaciones.

La utilidad que hallo para p es que para valores de x y v enteros
mayores o lguales a 1, donde funciona la Polsson la suple con
ventaja, dado que la media y la varianza no necesarlamente deben ser
iguales; y respecto a la Normal, para valores de la media menores a
30 también.

B).- DE LA RESERVA DN EL SEGURO DE VIDA, PENSIONES Y PRIMA DE
ANTIGUEDAD.

En este segundo ejemplo voy a discurrir acerca de la funcién
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actuarial v® nPx ( Py probabilidad de que una persona de edad x
sobreviva n afios ) que aparece por todas partes en el Calculo
Actuarlal, desde el enfoque dlea. Pretendo dar un enfoque nuevo a una
cosa vieja; pero a camblo, devolver su sentido pristino al calculo
actuarial y de paso, olvidarnos para siempre de los valores
Conmutados asi como en otro tiempo de la regla de Calculo vy
relegarlos al archivo de la arqueolog{a como simple curiosldad;
Gtiles en su tiempo; pero ahora obsoletos merced a la explosidén
computacional.

Se define a nPx de la siguiente forma: probabilidad de que una
persona de edad x sobreviva un afio, multiplicada por la probabilidad
de que esa misma persona, ahora ya de edad x+1 sobreviva un afio,
multiplicada por la probabilidad de que esa misma persona, ahora de
edad x+2 sobreviva un afio, y as{...en el afio n el producto de todas
las multiplicaciones anteriores multiplicado por la probabilidad de
que esa misma persona, ahora ya de x+n~1 afios de edad sobreviva un
afio mas.

Cada una de estas probablilidades estid definida como el cociente
entre las personas que han logrado alcanzar la edad x+t-1 y las que
alcanzardn la edad x+t. En férmulas se expresa ésto as{, siendo 1x la
cantidad de personas vivas de edad x:
para sobrevivir un afio: Pe = Loy 7 L,
/

x+1

1 ° lx+2

para sobrevivir n afios : Pean-1 = lx+n / 1x+n—1

Supuesto que eos viélido para toda x hacer l. = {1 entonces la

probabilidad que estamos buscando es

» .
nPx ® 1" U/ ® U/ ® Uua/legn

para sobrevivir dos afios: Py lx¢l

L] [
LA I W2 W

=N p contdelan

x+t-1
L ] ®
= lx Py ~ Pyey R Pyon-t
De la primera ecuacién se desprende una importantf{sima deduccién:
b, =1
n'x x*n

Las p son las probabllidades anuales de supervivencla y se definen
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como l-qx. en donde q, es la probabilidad anual de fallecimiento. No
es ocloso decir aqui que una tabla de mortalidad o demografica
cualquiera tan sélo es una ilustracién (vivos, muertos, Radlx,
retirados, lnvalidos, etc.). El alma de toda tabla estd en las
probabilidades anuales: de fallecimlento, de morbilidad, de retiro,
de invalidez, etc.

Hemos explicado esta termlinologfa. Ahora bien, para que se vea la
aplicacién de esta funclon en el calculo actuarlal voy a dar ejemplos
de Reserva en el Seguro de Vida, en los Planes de Pensién por
Retiro y en la Prima de Antigiiedad. ¢ y &lea qué ?

El valor actual de un beneficio es la esperanza matemédtica de los
beneficios anuales, es la SUMA de una SUCESION, en que la norma es el
beneficio anual; las NORMAS que abajo aparecen del afio i son los
elementos de la sucesién. Esto nos rememora a las Transformadas.

El valor presente al principio del afio 1 de cualquier beneficio en
cualquier plan viene dado como

tv) @ spa
donde
| 9] v es el valor presente de un peso en el afio 1.
I qi?f es la probabllldnd anual del afio | del riesgo m, segun m:
fallecimiento, invallidez, separacién voluntaria, despldo, etc., o de
decremento miltiple cuando m = tot, o sea, por elemplo, fallecimlento
més invalidez mis rotaclén; las tasas de retlro anticipado forman
parte de estas ultimas.

II1) S, son los beneficlos en el afio {

a).-En Vida es la suma asegurada;

b).-En el plan de prima de prihé de antiguedad, es el nQnero de dfas
de salarlo, real o limitade a tantos de salario minimo por cada afio
de serviclo prestado a la Empresa, proyectados o no a ia tasa J y a
la tasa s (tasa de crecimiento de salarios IMSS).
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c).-En el plan de pensiones es el valor presente de la renta de
retiro a la edad y fecha de retiro, con o sin beneficio por
fallecimiento del jubllado y con o sin plan de Gastos médicos, etc. y
con o sin deduccién de la renta que proporciona el beneficio del SAR
o la que proporciona el IMSS.

(0.85 * M * (1+ep') * (12(a+ 2 )

M representa el salario mensual actual, J la tasa de crecimiento
de salario del afio 1, aq es una anualidad garantizada a partir del
retiro y a_ es una anualidad contingente al retiro o después de los
afios de la anualidad cierta. Estas anualidades suponen uniformidad en
las rentas y tasa.constante; sin embargo, para no complicar las cosas
aquf lo supuse; como el célculo es recurrente, tanto las
probabilidades como la tasa y como la renta pueden ser variables.

1v) lx*l es el nimero de personas vivas a edad x+i
calculada como [ (l-q;:;l)) con i de 0 & -1,

(tot)

En los planes de Pensidén y Prima de antiguedad q es la suma:

. de la 9, de fallecimiento mas la q, de retiro mas la q, de invalidez.
En el ejempio de vida individual es la de mortalidad.

De este modo, el valor presente (prima unica) serid a la tasa r
A=l tv) & sy o1+ r®a !
x xel i xei

con { de cero a w. Hasta aquf lo referente a beneficlos,

Verbalmente la férmula anterior denota en pesos y centavos:

(m) i
[vSi (qx+1‘ lx+i) 'y .
Ahora explicaré la ausencia de dlea en v'. r es la tasa de interés
é 1, el tiempo.
ki

vl a f1 ¢ r™s
convertibilidad de la tasa fuera instantanea, vi que no contiene

elementos combinatorios devendria en .-lr. que si los tilene:

i 81 k tendiera a infinito, o sea, que la

(-lr)J/JI. Por lo general la tasa es anual efectiva,
En los planes de Retiro a la prima le llaman contribucién; a la
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cobertura, beneficlo; a la reserva, fondo; debido a que se aplican a
colectividades, aunque no se basan en la teorfa del rlesgo colectivo
sino en el del individual.

El valor presente total de las primas que corresponde pagar al
asegurado es la esperanza matemitica de las prlmas anuales, sean o no
variables, ‘

a=2% P" vil)m
de ahf: P = A/a, con los {ndices adecuados, para los plazos.

Analicemos ahora a la Reserva terminal. El cdlculo de la reserva
es un proceso de tipo muy general. Reserva iniclal ¢+ ingresos -~
egresos, todo acumulado a clerta tasa, es la reserva final. Sea el
Disponible al inicio del afio i, la prima que cobramos menos el valor
actual de los sinlestros pagaderos a fin de afio: D‘ = Pi - qu,

Al principio del afio i la diferencia del valor presente de la
prima y la del beneficlo vale D‘. La reserva terminal a este momento
vale yM. Al final del afio { la reserva terminal es: la reserva
terminal del afio anterior Y mas Dl acumulados con supervivencla e
interés.

El camino casual de Rulna de una Compafiia de seguros sera la
insuficlencia de Dt ( sucesién de Primas menos Sinjestros) aplicada
sobre toda la cartera sujeta a una probabllidad de ruina. En este
caso si interviene dlea. Ejemplos de Reserva:

a).- Valor presente de un Préstamo (Tabla de amortizacién,
Anualidades ciertas)
1

A e el capltal insoluto, R, la renta de amortizacién y v, valor
presente de un pemo. Este es un ejemplo Financiero (no contingente,
sin &leas) cuya finalidad es llustrar el proceso de acumulacién o
def laction. ‘

b). - Reserva de un plan de Seguro en forma recurrente y ‘por el método
retrospectivo: ‘

A = | AH - v‘R‘)/ v,

109



tvx = {Hvx + D‘} / va._1
La expresiéon de b) se usa en el cdlculo recurrente; mas, si se
quiere en forma directa, es:
= e yle
A z[D‘v 1
conidelat

1 7 e ]
X

x+i=1 t

y en palabras, la reserva del afio t, es el valor acumulado de los
disponibles anuales con mortalidad y supervivencia durante t-i afios.

Hasta hace algin tiempo cuando se usaban los valores conmutados,
éso era por el poco avance de la computacién, facilmente podia uno
perderse confundiendo el fin con los medios. Se les dedicaba mucho
esfuerzo y tiempo. Manejar habilmente a los valores conmutados y a la
regla de cadlculo era todo un complicado arte. A la fecha,
afortunadamente con el acelerado desarrollo de la computacién ésto ha
sido superado de tal forma que ahora cuatro semestres de cdlculo
actuarial, sin el uso de los conmutados, podria reducirse a uno.

No sin antes anotar, aunque sea someramente un asunto que ocupa
frecuentemente a los actuarlios, que es el de cémo se determina el
incremento a la reserva en el seguro de vida, es gque concluiré lo
referente a reserva de seguro individual. A partir de

v, = (v, +[Pt-vqx"_‘stl) / VPyira

reagrupando encontraremos el incremento a la reserva

A = yt(l-vp

¢ otr) ¥ P Ve

th-lst
= Py (mwp ) - Ve S,

P = Ingreso por primas = Pt

I = Producto de Inversiones = (l-vpx.bd)

M = Mortalidad = vq S !

xet-1"t
luego entonces el incremento anual a la reserva terminal es
Az - (Plll)t = +Pt I, M
El incremento a la reserva media queda asi
L J
= (1/2) A(yt MR A Pt)
= (17 2){ PIH‘ + Pt + PIHt_l)

t
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y en forma desplegada
=1/ 2){ P+I-M  +P 4P ¢ M )}
= (1/7.2) { 2P +(IM) +(IM) .}
ARt' P‘ + 0,5 ((XM)‘ + (IM)‘_‘ }

donde, ARt es el incremento a la reserva media en el seguro de vida
individual; en Pensiones y Prima de Antiguedad es la diferencia entre
las Obligaciones por Beneflclos Praoyectados de t y t-1, presentados
segun la reglamentacién del Boletin D-3, basado en el sistema de
financlamiento de Crédlto Unitarlo (lncremento del aflo): es simllar

al del Incremento a la Reserva en Seguro Individual,
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CONCLUSIONES

Como todo lo que empieza, asi de lgual manera, nuestra panoramica
acerca de 4dlea debe terminar. A través de los capitulos anteriores,
nos propusimos describir a la funcién 4lea de tal manera que al
llegar a este lugar hubiésemos logrado obtener una visién de ella.
Este objetivo se habrd alcanzado si se ha incitado a clarificar y
metodizar la flilosofia de este modelo asi como también desplerto
ideas afines para profundizar y explorar en este sentido, vgr.
Grupos.

De todo lo anterlormente visto en esta tesis se desprenden los
sigulentes resultados:
1).~ Alea es un modelo matemdtico de amplisima difusién en las
Mateméticas deterministicas y probabilisticas, debido a que
representa bien a fenémenos de muy variada etiologfia. Tiene su origen
en la naturaieza, AUn cuando mds nos hemos enfocado a funciones que
se expresan comc series de potencias no por ello se excluye su
extensivo uso a funciones de otro tipo. Alea es una estructura. La
Serie de Tsylor es un modelo probabilistico, también la Transformada
de Llaplacs y la de Fourier, similares a las "valuaciones
actuariales”.

2).- Alea ez componente de wmuchas funciones de densidad de
probabilidad cuya caracteristica comin es la forma acampanada o
cuasl. Esta caracteristica hace que mediante Alea se sinteticen.

3).- El concepto de #&lea es sisple. Su notacién clarifica; su
simetria le da belleza. En basando su forma de particionar en la

sucesién de los niumeros naturales, por origen, esti en la naturaleza.

4).- Sirve de base para nuevos modelos mateméticos, vgr., la densided
de probabilidad p = vI*¥ V), (Y (g-pevit)
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5).~ Alea nos permite pasar de las matemdticas discretas a las
continuas: de la Aritmética: razones y proporciones, al Algebra:
funciones; por medio del CAlculo de Diferencias Finitas nos hemos la
Derivada y la Serie de Taylor explicado e igualmente las férmulas de
las Integrales y de las desigualdades de Cauchy en el andlisis Real y
en o]l Complejo; la palabra, etimolégicamente viene de complector, con
supino complexus: abarcar, abrazar, comprender; de igual modo la
traduccién de imaginario a fantastico parece inexacta, ya que la
palabra latina imago significa imagen.

6).~ Alea o8 grande parte en el Anilisis Combinatorio: Combinacién de
Ordenaciones Con Repeticidén: : ; comparando el campo de accién del
nimero combinatorio binomial al del numero combinatorio alea, se
puede uno dar idea, Los coeficlentes binomiales toman su forma y

contenido de dlea.

7).~ Hediante la notacién de &lea: = (base, exponente), por lo menos
aunque Ssola ésta su utilidad fuera, se facilita la comprensién de
férmulas que en apariencia son tan distantes en varias ramas de las
matemidticas y que; sin embargo, tienen a élea en comun.

8).- Después de Analizar hemos intentado Sintetizar; por ejempio las
diferencias divididas con intervalo no equiespaciade, las anualidades
variables, los seguros variables, Alea, etc. que contienen como casos
particulares, en ese orden, a las diferencias ordinarias, a las
anualidades o seguros con tasa y monto fijos, a las distribuciones
acampanadas. En este sentido son de riqueza conceptual mis amplia las
antitesis, las desigualdades, la.antlnteria. las antiparticulas, las
funciones no analiticas, el desorden, la no regularidad, ete.

9).~- Hemos manifiesto el cardcter aleatorio de funclones de
apariencia deterministica: la serie de Taylor, las transformadss de
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Laplace y Fourier, las ecuaciones diferenciales, ilea medliante.

10).~ Hemos insistido mucho en el método muy generallizado de tratar a
los fenémenos determin{sticos o aleatorios como una sucesién,
(valores secuenciales de una funcién) y a su valor actual o monto, en
terminos actuariales, como las Transformadas o como las Generatrices.

11).~ El uso de élea en Procesos Estocasticos no estacionarios; y en
procesos estacionarios, su derivado, el nuimero e, es altamente
frecuente,

12).- Con ALEA podemos ALEATORIZAR y COMBINAR.

Uno de los propésitos de esta tesis es desentrafiar el contenido de
dlea; de ningin modo complicar la notacién. Hemos sacrificado rigor
para conseguir intuitividad. La notacién &lea es la escritura del
apellido que identifica a muchas funciones como de la misma famjlia o
proveniencia.

El terreno por explorar, aun cuando s6lo fuera narrativamente, es
muy extenso y éso queda para una investigacién mias profunda.
Localizar en la Ciencia Matemdtica a las 4leas, es trabajo que
requiere de un caréicter enciclopédico y mayores arrestos. Me he
concretado tan s6lo a encontrar a las Aleas de mi preferencia y
explicar el origen, definicién, nombre y notacién de la funcién alea,
de modo tal que en cualquiera funcidén dependiente de la sucesién alea
(en e 6 sin é1), dondequiera que la encontremos, entendamos
cabalmente de qué se trata: 2/n! es invariante.
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GRAFICAS DE ALGUNAS FUNCIONES DE DENSIDAD D OBABILIDAD
DISTRIBUCIONES DISCRETAS
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GRAFICAS DE ALGUNAS FUNCIONES DE DENSIDAD DE PROBABILIDAD
DISTRIBUCIONES CONTINUAS
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