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Introduccion.

La principal motivacién del presente trabajo se encuentra en el
articulo: "The Spectral Radius of the Galois Covering of a finite
Graph" de J. A. de la Peiia y M. Takane [1]. Y su objetivo es
completar todos los detalles que una obra tan breve como un
articulo ha de pasar por alto, asf como incluir todo el material
necesario, tanto de otros articulos, como de textos, que
permitan una més pronta comprensién del tema aun al lector no
familiarizado, en este sentido, solo se asumen conocimientos
béasicos en dalgebra lineal y moderna, asi como de andlisis
matemético.

El orden en que se presenta el material es el siguiente:

El capitulo uno presenta una breve introduccién a los conceptos
de gréficas, operadores de adyacencia y morfismos de gréficas.
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En el capitulo dos se demuestra el muy (itil teorema de Perron-
Frobenius, demostracién basada en la que se encuentra en
Gantmacher [7].

El capitulo tres, el mas extenso de este trabajo, consta de dos
partes, la primera de ellas aplica elementos de anélisis funcional
al, que es el espacio vectarial en el que actian los operadores
de adyacencia, los teoremas que resultan serdn indispensables
para una completa comprensién del comportamiento general de
dichos operadores y también para posteriormente, probar los
resuitados espectrales de las cubiertas de Galois. La segunda
parte contempla algunos resultados més especializados para
operadores de adyacencia y que tienen como fuente principal al
articulo "The Spectrum of an Infinite Graph” de B. Mohar [4].

En el capltulo cuatro introducimos el concepto de cubiertas de
Galois, asi como de su radio espectral y damos los primeros
resultados concernientes a dicho radio espectral.

El capitulo cinco, cuyo contenido debe su origen al articulo
“The Sprectral Radius of Infinite Graphs™ de N. Biggs, B. Mohar,
et, all, [3], estudia el concepto de la constante isoperimética y
su relacién con el radio espectral de gréficas regulares infinitas
que serd de suma importancia cuando en el siguiente capitulo,
se haga énfasis en las cubiertas de Galois para grupos
manejables.

El capltulo sexto y ultimo, incluye el resultado central de este
trabajo, el cual postula la igualdad de los radios espectrales de
gréficas entre las cuales existe una cubierta de Galois para un
grupo manejable y que tiene su origen en el articulo de J. A. de
la Pefia y M. Takane citado inicialmente.

A lo largo del trabajo, se incluyen diversos ejemplos que por sus
simplicidad, pretenden proporcionar una ilustracién clara de los
conceptos, asi como una percepcién del poder y utilidad de los
resultados.
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Conceptos Béasicos

Este capitulo contiene los conceptos vy definiciones
fundamentales para el presente trabajo, se inicia con un breve
repaso al concepto de grdficas y operadores de adyacencia,
para continuar con el espectro, radios espectrales y morfismos
de gréficas.



1.1 Graficas

(1.1)

(1.2

Definicién: Una gréfica A es un objeto matemaético que consta
de:

a)Un conjunto A, cuyos elementos se llaman
vértices.

b) Un conjunto A, cuyos elementos se llaman aristas
y tal que, a cada una de ellas corresponde una
pareja (desordenada) de vértices.

Asi pues, cada arista a decimos que incide con {0 "une” a) una
pareja de vértices i, j , 0 bien que i j, son los extremos de a y
denotamos i%j. De i y j diremos que son adyacentes. De hecho
diremos que dos conjuntos de vértices X, Y, serdn adyacentes
y denotaremos X-—Y, si existen x€X, y€Y donde x, y son
adyacentes.

En el presente trabajo, sélo consideraremos gréficas cuyos
vértices sean a lo més, un conjunto numerable, asf, sin pérdida
de generalidad, podemos asumir que A, es igual a: los nﬁmeros
naturales IN, o bien a algin subconjunto {1... Para
referirnos al nimero de elementos de algun subcomunto X (de
vértices o aristas) denotaremaos |X|.

Definicién:

a)Sea ien A, , el grado o valencia de i es el nimero
de veces que i figura como extremo de alguna
arista de A,, y denotaremos dicho numero por
valli).

QObservemos que una arista puede tener como ambos extremos
a un Unico vértice, en tal caso se le llama |szo y contribuye
dos veces a la valencia de su extremo.
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b) A una gréfica con todos sus vértices de valencia k
se le llama regular de grado k.

{1.3)  Definicién: Denotaremos por M, al Sup {valli} : i€A,} v si M, es
finito, decimos que A es una gréfica acotada.

De hecho siempre se asumiré que nuestras gréficas A serén
gréficas acotadas.

{1.4) Definicién:

a) Una pareja de funciones (s,e} con dominio en A, y
contradominio A, es llamada una orientacién de A
si para cada arista %, se tiene que
{sia),eta)}) ={i.j}, & sla) se le llamard el inicio y a
ela) el final de la arista a.

b) A una gréfica y su orientacién le llamamos gréfica
dirigide.

c) Si a pertenece a una gréfica dirigida podemos
definir ' , como la arista tal que s(a’)=efa) vy
ela’) =sla).

(1.5} Definicién: Sea A una gréfica dirigida por la orientacién {s,e),
un camino 8 de longitud n en A entre un par de vértices i y |,
es una secuencia de n aristas (B,.....5,) donde B;=a; 0 §;,=a;’
y donde:

ali=sifly} vy j=elp) ‘
b)elpy)=sip, , )} donde ke(1....n-1}.

Denotamos s(8) =i y e(8)=j. También se puede extender este
concepto para sefialar que entre un vértice y si mismo existe
un camino de longitud cero {sin ninguna arista).



(1.6}

(1.7)

(1.8)

(1.9)

Lema: Sean (s.e) y (s',e'} dos orientaciones de Ay seaniy j
dos vértices en A. Entonces, existe una biyeccién de los
caminos entre i y j dados por (s.e), y los dados por {s'.e').

Demostracién: Esta biyeccién surge naturaimente, pues si
consideramos 8=({p,.....p,) un camino de longitud n entre iy j
dado en base a la orientacién (s,e), entonces sabemos que
para cada f; corresponde una Unica «; en la grafica no dirigida,
que es simplemente B; sin considerar la orientacién. Y
entonces, si orientamos a; con (s'.e'), resulta claro que
podremos formar un Gnico camino 8'=(yy.....y,} donde y,=a; 0
y;=a;" con respecto a la nueva orientacién. 0]

Podemos entonces hablar de los caminos entre i vy j en A, sin
referirnos a ninguna orientacién en particular.

Definicién: Una gré&fica A, donde para cualquier pareja de
vértices existe un camino entre elios, se llama conexa,
también asumimos que, todas nuestras gréficas son conexas.

Definicién: Denotamos como dfi.j) la distancia {en A)yentre iy
i, que estd definida por la longitud minima de todos los
caminos entre i y j. Claramente también podemos hablar de la

‘distancia entre dos conjuntos de vértices diX,Y), como la

minima distancia entre cualesquiera de sus respectivos
elementos.

Lema: Si A es una grdfica conexa, entonces para cualquier
particién P,, P, de A, existe al menos una arista en A con un
extremo en P, y otro en P,.

Demostracién: Sean peP, v q€P, y sea 5={f,.....B,) un
camino entre ellos. Sabemos que s(B,)=p€P,, asi que nos
basta elegir el primer B, (segun el orden de los indices) tal que
e(p)eP, les claro que existen pues elf )=q€P,) para
encontrar la arista que buscamos. En efecto, si i=1
claramente $, cumple la condici6n, mientras que si i>1
sip) =e(f; 1) €P,, por tanto s(B;) €P, mientras que e(f)eP,. 0
4



(1.10)

(1.11)

Definicién: Una subgréfica A’ de A (cuyos vértices y aristas
son subconjuntos, respectivamente, de los vértices y aristas
de A) es inducida’ si para todo i%j en A, tal que i, estdn en A’
implica que i%j estd en A",.

Ejemplo: La siguiente figura representa tres graficas finitas,
claramente las graficas son conexas, pues no presentan
subconjuntos de vértices aislados, la grafica b es una
subgrdfica inducida de a, pues coinciden en las aristas de los
todos vértices que comparten (el 1, 2 y 3) a saber a, P vy v,
mientras que ¢ es una subgréfica tanto de & como de b, pero
no es una subgrafica inducida pues no tiene la arista y.

a) g 6) o)
3
3 © ad 3
1 2 1 2 1 2
a o o

° Tambien conocidas como plenas.



1.2 Matrices y operadores de adyacencia.

En esta seccion definiremos a los operadores de adyacencia y
observaremos sus propiedades principales, restringiéndonos
iniciaimente al caso en que A es una gréfica finita. Aunque,
una vez despejadas algunas dificultades en la definicion del
operador infinito, la mayoria de las observaciones también
serén vélidas para el caso general.

£/ caso finto.

(1.12)

(1.13)

(1.14)

Consideraremos inicialmente el caso en que A, es finito (Y al
ser A acotada esto implica que A, también es finito).

Definicién: La matriz de adyacencia de una grédfica A, A (o
bien: A, o (s, ) o (a(A), )} es aquélla cuya (i,j)l-ésima entrada es
el numero de aristas entre i y j, si i es diferente de j, vy el doble
del nimero de lazos en caso de que sean iguales.

Ejemplo: Las siguientes son las matrices de advacencm
correspondientes al ejemplo 1.11 ay b.

a) 1 0 by fo 11
0 0 1 o1
1 1 | S
0 0.

[=
— O e

Algunas observaciones ' se desprenden directamente de la
definicién :

Observaciones:

a) A tiene entradas reales mayores o iguales que cero
{de hecho son enteros no negativos).



{1.15)

(1.16)

b)A es Simétrica (a,=a) y por tanto, Hermitiana
(A" =A donde A" aquella matriz cuyas entradas a}
son exactamente a;}, Normal (A*A =AA"), v Auto-
adjunta ((Ax,y)=(x.Ay) donde (x,y)} denota el
producto escalar euclidiano, ver 1.17)

c) Podemos interpretar el hecho de que A sea
acotada (Definicién 1.3), de la siguiente forma:

2.8,<M, paratodoiena,
ietg

A lo largo de los siguientes capftulos, serd de importancia para
los operadores finitos (exclusivamente) la propiedad de ser
irreducibles, segun la siguiente definicidn.

Definicién: Una matriz A de nxn, es irreducible, si para toda
pareja de conjuntos de indices no vacios y ajenos (i}, {i.}
cuya unién sea todo {1....n}, existen i en {i,} v j en {j } tales
que, &, es mayor que cero. En caso contrario seré reducible.

Dada una matriz de adyacencia A, por el Lema 1.9 decir que
es irreducible, es equivalente a decir que A es conexa. En
efecto, los conjuntos de indices son también conjuntos de
vértices, y sabemos, existe alguna arista entre ellos, por lo
tanto, la entrada correspondiente 8 los extremos de dicha
arista es mayor que cero.

La siguiente es una propiedad muy interesante de las potencias
de A.

Teorema: Sea A=(s;) la matriz de adyacencia de A, entonces
(al™ ) la entrada (i.j) de su potencia n-ésima, corresponde al
nomero de caminos de fongitud n que existen entre i vy j.-

Demostracién: Se demostrard por induccién sobre n. En el
caso n=1, sabemos bien que a, , es el nimero de aristas entre
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t v §. v por tanto el nimero de caminos de longitud uno. Ahora,
observemos la entrada {i.j} de la potencia n+ 1:

a"? = ¥ alla,
keho

Para cada k, por hipdtesis de induccién, sabemos que af’ es el
namero de caminos de longitud n entre i y k, y por otro lado a,;
son las aristas entre k y j, por lo que, basta multiplicar estos
dos numeros, para obtener todos los posibles caminos entre i y
| cuyo pentiitimo vértice (el inicio de la dultima arista) sea k, y
por tanto, si sumamaos los valores para toda posible k (k€A,),
obtendremos el nimero de todos los posibles caminos entre |
y jde longitudn+1. 0

El caso de /a gréfice infinita.

Es claro que la matriz A de nxn es la representacién de una
transformacion fineal con dominjo y contraminio en €" Sin
embargo, cuando ponemaos atencién en el caso de una grafica
con un numero infinito de vértices, nos encontramos con
algunas dificultades para una definicién andloga. Por ejemplo,
la definicidn cldsica de {Ax), como el producto punto entre el
i-4simo renglén de A y x, se transforma aqui en una serie
infinita que no necesariamente ha de converger.

Asl pues, en nuestro interés de generalizar los operadores de
adyacencia al caso en que A sea infinita , habremos de
encontrar un espacio vectorial en el cual dicha matriz,
efectivamente represente un operador lineal y en el cual
podamos definir el producto interior, la norma, etc. En seguida
introduciremos dicho espacio vectorial y en posteriores



(1.17)

(1.18)

capitulos justificaremos plenamente que las matrices infinitas
de adyacencia son efectivamente sus operadores lineales.

Definicién: I’ es el conjunto de todas las sucesiones x: = {x,}:
en los numeros complejos tales que la serie de sus valores
absolutos al cuadrado convergen:

f <o
(3]

I es un espacio vectarial de dimensién infinita, con producto
interno definido como:

(x.y)= ‘Z:;xlyl

Como justificacién de lo anterior nos basta sefialar un par de
hechos:

Por la desigualdad de Cauchy:

053 jegl=Shulvs (I Sl < ‘/§|x,|"/§[y,|* <

Ya que: ZIx|? y Zly)? son acotadas por estar {x,) y {y, } en L,
de aquf que, la serie infinita, cuyas sumas parciales
corresponden a la parte izquierda de la desigualdad, converge,
esto implica que, el producto punto estd bien definido
{recuérdese que wuna serie converge, si converge
absolutamente). Por otro lado:

0 S+ < 32 (x|+ il = Sl + vl + 2]



De donde, por {1.18) es nuevamente fécil ver que la suma
infinita de la izquierda converge, y por tanto {x,+vy, ) estd en

Ahora, intuitivamente podemos ver que, como nuestras
gréficas son acotadas y la suma de todas las entradas del
renglén i-ésimo de A, no es otra cosa que el numero de aristas
que inciden en i, el cual, sabemos es un numero finito, por
tanto, lo es también la suma de dichas entradas al cuadrado:

n 2 N 2 n 2 2
Ya) =T als|Sa,| sMi<w
J 3l F1 J=1

Por tanto:

‘g'a,‘r <o

Es decir: los renglones de A estdn en !. Asl pues, la
multiplicacién de dicha matriz infinita con elementos en I,
basada en el producto interior de “"renglén-columna® estard
bien definido, y compartird las propiedades basicas de las
matrices finitas.

También podemos extender la notacion de I' al caso de
gréficas finitas, pues los elementos en €~ al contar con un
numero finito de elementos, tienen una suma (finita) de valores
absolutos al cuadrado bien definida. Asi, denotando {, nos
referiremos a C" cuando 4, tenga n vértices.

Espectro y radio espectral.

En cuanto a los conceptos de espectro y radio espectral de
una gréfica haremos las siguientes definiciones:

10



(1.19) Definicién:

a) E! espectro de una gréfice o{A), es el espectro de
su operador de adyacencia, es decir el conjunto de
las A en los nimeros complejos tales que A-Al no
es un operador invertible (no existe (A-Al}').

b) El radio espectral r{A), es el radio espectral de la
matriz de adyacencia A, es decir: el
Sup{lAM : A eo(A)}

(1.20) Ejemplo: Retomaremos el ejemplo 1.11-b, que sabemos tiene
como matriz de adyacencia la correspondiente al ejemplo
1.13-b, de aqui que el determinante de la siguiente matriz, nos
dara el polinomio caracteristico:

-2 1 1
1 -2 1
1 1 -

Que mediante un cdiculo directo resulta ser;
=M+ 3+ 2 =(-NYA-2)(A+1)2

Y por tanto, sus raices, que son precisamente el espectro de
1.10-b son:

{2,-1,-1}

Y el radio espectral es, naturaimente 2.

1



(1.21)

Ejemplo: Sea A! la gréfic.: -nfinita siguiente:

Es decir, la estrella infinita de t brazos, aqui veremos que :

Yo JTT e
r(A)—aﬁ—H‘h_Ti

Para llegar a esta co:clusidn requeriremos echar mano de
algunos resultadcs <cl capltulo tres, que nos permiten
caracterizar dicho radio espectral de la siguiente manera:

fa) sup {r(au)}

Donde A, es la estrella finita de t brazos de longitud M donde
M es par (ver 3.34, 3.24 y 3.7)

. Probaremos entonces que A, es igual a dicho supremo, viendo

que 2, es cota de todos los valores:
{r(as)}
Y que si % <A, existe un M tal que A< 1{A},).

Iniciaremos con algunos célculos para la linea finita de longitud
M.

12



Llamaremos L,, a su matriz de adyacencia y q,(A) a su
polinomio caracteristico, entonces:

a,1A) =det (LM) =det

) o

=2 Q. {A)-Qyy 5 A)

LR T
A,

KR
vesd

CeerDd L
>4
* L
> :....'u
N’
[ g
E 4

Decels ™
» lpas0

.
veed

=3 det(

Veremos por induccién que si hacemos el cambio de variable
A=0+a" (para las A > 2) entonces:

R . ) M~ -MeD
qQuilt = PP
a) Cuando M es uno, claramente: I
o (m+a) )(ur ~w° )(;2_“,4
A)=o+
H{A)=o +o o-0" o-ot

b) Supongamos que se cumple para toda n<M
entonces: : I S

qu(x) = 1q,.(1) —Q"_;(x

_ (0 +o"){o" -o™)-~ -
= ——
oM — -0 +mf‘,"(‘)— D iy

13



Ahora calcularemos el polinomio caracteristico p,(A) de A,
que resulta ser:

Y

;:;-ulﬂ-;.o-uo...ﬂ ...-100...0}
Pulr) =det : 0 LM
¥ 0o ... LM)

Para esto habremos de tener presente el siguiente resultado de
Algebra Lineal {ver por ejemplo [11} Hoffman, 5.20), siAy B
son matrices cuadradas y O una matriz nula:

A0
det ( c B]:del (A) det (B)

Asi pues, desarrollando el determinante por su primer renglén,

resulta claro que tendremos t+ 1 sumandos, siendo el primero

de ellos:

 det' (L, ) <aqu

Mientras que el k-ésimo es aquel que resulta del siguiente
determinante:

-
o

(-1)Mk+3(-1) det

t., det"“(LM)

Creat Lge 90-- 0

14



“ésimo factor es igual a:

|

Donde X es la matriz que resulta de L,, cuando ésta pilrde su
primer columna. Claramente X no es una matriz cuadrada pero
podemos completarla mediante una permutacién de I\?(k-l)M
renglones y (M-1)(k-1)M columnas como se ilustra:

Oeset) bmosOoe L

Y va que MIl(k-IM+(k-1(M-1)] es par (M lo ¢s) el
determinante conserva su signo después de las permutaciones,
igualmente al ser Mk +3 siempre impar, resulta ser qug el k-

det ( x) (L) ]

De donde, si ponemos atencién resulta igual a:

"QM.| (l,q'a‘l,m
Y por tanto:
Pulr) =4q,(A)' - t g, ,(A)q,, (A}

Usando en p,,(A) el cambio de variable que ya habiamos| visto
para qy,(A) resulta esta importante caracterizacién de:

o-o

Pu(h) = q.,(x)"’[(m roTfot o)t - m'M)]

- q.,m"'[ oo

a2 oM LMo M M 4 lw"‘]



- [au___m e ][,.,u(..,z - (t- 1)+ o %D (02(1-1)-1)

Ahora hagamos o, =11y A, =0, +o," v abservemos que si
w21, o+o' es monétona creciente (su derivada es no
negativa) y su imagen es [2,0). Ademds: o's 1<o donde
(para A=0+0'22) o"So"ytambién:

(D"" - m-(m\)

q.(1) = >0

o-o
Y ya que si:

0?>m,2=1t-1>1 se da también que: w?(t-1)>1
y también: ©?- t-1)>0 y o0?(t-1)-1>0

. En base a'lé‘ caracterizacién que habfamos hecho de pj,(A), B} ,

resulta claro que A=w+o’'>A, implica p,(A}>0, pues todos
los muiltiplos de dicha caracterizacién son positivos. Lo cual
quiere decir que no hay valores propios de ninguna A}, mayores’
que A,.

.o .
Ahora, claramente A, 31 +(\/3 -1)">2, y entonces
podemos tomar 2<A=o+0'<}, con 1<w< Jt=1, entonces
se sigue cumpliendo que:

[uum"‘] 50

o-o
Pero veremos que para alguna M
[m"(m’ ~(t-1)+o-™2(p?(1 - 1) —-1)] <0

En efecto si mantenemos o fija tenemos que esto se daria para
n si
@' 2{{t-1o?- 1) <o"{{t-1)-02)

16



Lo cual es equivalente a:

~(n+2) (t- 1)0’2 -1 =gin+2 n
@ [_——(t—b-m’] @ K<
Lo cual claramente se da para alguna m pues la sucesién de la
izquierda tiende a cero y la de la derecha tiende a infinito, Asi
pues: p (1) <O. Por otro lado ya habiamos visto que p,_{A) >0 si
A>A, por el Teorema de! valor intermedio p,,(2,} =0 para algun
A' €(A,A,) dicho de otro modo si A <A, existe un valor propio de
A, mayor que A de aqul que A <r(A},) con lo cual completamos

el ejemplo.
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1.3 Morfismos de Gréficas.

(1.22)

(1.23)

Definicién: Un Morfismo de gréfices entre A y A' es una
funcion ¢:A - A' (que envia vértices a vértices y aristas a
aristas) con la propiedad de conservar la adyacencia de los
vértices, es decir:
sii%jea, entonces ¢lidlalyij)ea,

Por otro lado, para que un morfismo sea sobre, bastaré que:

V a€A’, 3 feA, talque ¢(p)=a
Pues, nétese que en nuestro caso, (el de las gréficas conexas)
como no hay vértices aislados cada vértice del contradominio
es extremo de alguna arista y por tanto, también imagen de
algun vértice (salvo el caso de la grafica con un solo vértice).
llustremos lo anterior con el siguiente ejemplo:

Ejemplo: Sean, las siguientes gréficas:

4) 8

Podemos definir un morfismo sobre de gréaficas, el cual,

consista en "enrollar” la gréfica infinita A en A', que consiste

en un ciclo de seis vértices, la funcién ¢ estard definida como:
${x) =r donde r es el residuo de x al dividirlo por seis.

(Esta regla servird tanto para vértices, como para aristas); Y
claramente, conserva la adyacencia de todos los vértices.
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(1.24)

Resultan claras las siguientes observaciones sobre
automorfismos:

a) Si f y g son automorfismos, fog {0 simplemente fg)
también lo es, pues claramente es biyectivo, y :

sii% entonces gli)9i2lg(j) y también: fglifal@leg()

b) Existe I (la funcién identidad), que claramente es
un automorfismo con I g=g | =g para todo
automorfismo g.

c) Todo automorfismo f, al ser biyectivo, tiene una
funcion inversa f', por la propia definici6n de
automorfismo, resulta claro f' que conserva
también la adyacencia y por tanto es también un
automorfismo, y ademés:

fif=fft=I
d) También es claro, que la composicién de
automorfismos es asociativa {lo sabemos para las
funciones).
De las anteriores observaciones se desprende que, el conjunto

de todos los automorfismos de A, forman un grupo, tomando
la composicién de automorfismos como la operacién.
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2

El Teorema de
Perron-Frobenius.

El resultado principal de esta seccién es el Teorema 2.12, el
cual serd muy Util en posteriores capitulos. Basicamente nos
garantiza que para nuestras matrices de adyacencia de
gréficas finitas el'radio espectral es también un valor propio, y
aunque en posteriortes capitulos veremos una cierta
generalizacién de esto para el caso infinito, una segunda parte
del resultado permanece cierto exclusivamente para el caso
finito, a saber: que para el radio espectral se puede elegir un
vector propio estrictamente positivo. El Teorema es vélido para
las matrices irreducibles en general y de hecho es més
extenso, pero cOmo en nuestro caso sélo nos interesa mostrar
la propiedad arriba mencionada de las matrices de adyacencia,

20



hemos restringido el alcance del resultado (que puede ser
consultado en su versién original en [7])).
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2.1 Definiciones y resuitados preliminares.

2.1)

2.2)

(2.3)

(2.4)

Definicién: Sean A y B dos matrices de nxm, denotaremos:
A<B sl y s6lo si, asb, Vv ie{t...n} y je{t..m}
(andlogamente para A<B). En el caso particular de que en A
todas las entradas sean mayores o iguales a cero (positivas)
denotaremos O0<A {(0<A) y les llamaremos matrices no-
negativas (positivas).

Lema: Si A<B entonces:

8) Ax<Bx pars x20,
b) 0<(B-A).

Demostracion:

a) Como a,<b, entonces a,x,<b,x, de donde:
> a,x, s Ybx
ka1 k=1

b)a,<b, siy s6lo si 0sa, b, =(A-B),
0

Lema: Sea A una matriz cuadrada, entonces:
All+A)={1+APA.

Demostracién: Observemos que: All+A)l=A+Al=(I+A)A,
repitiendo esto k veces obtendremos el resultado. 0O

Definicién: A continuacién tenemos los siguientes conjuntos:
8) (R * ={xeR" x>0 y x#0}

b) X ={xe(R")* : (x,x)=1}
c)Y={y:y=(I+A)"'x, xeX}
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(2.5)

Lema: Sea A una matriz de nxn, no-negativa, si existen P una
permutacién, y A’ tal que A'=PHAP, y ademaés es de ia forma:

cC 0

E D
Donde C y D son matrices cuadradas {de orden p y n-f
respectivamente) y O es la matriz nula, entonces A es

reducible.

Demostracidn: Sea:
P=e,.0,8, 8]

Noétese que la columna c-ésima de P y el renglén r-ésimo de P
son respectivamente:

t
e,v y e,'
Por otro lado sean re{1....u} y c€{n+1....n} notemos que la
entrada (r,c)-ésima de A' se encuentra en la parte
correspondiente a la matriz nula y por tanto:
0=a', =(PYAP) = (PMAP)
Ahora recuérdese que, la entrada (r,c)-ésima del producto de
dos matrices, no es otra cosa que el producto punto del

r-ésimo renglén de la primera, por la c-ésima columna de la
segunda, que en este caso resulta ser:

e,',(AeL) =a, =0

Pero si observamos cuidadosamente lo anterior, y recordamos
la definicién (1.5), esto implica que A es reducible, pues
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(2.6)

claramente los conjuntos {i,....i} v {iM....i,,) son no vacios,
ajenos, y 8, =0, para ie{i,....i”} y iE(i“,,....i").

Lema: Sea A irreducible no negativa y x€{R")*. entonces
1+ A'x>0.

Demostracién: Si y={I+A)x=x+Ax, sabemos por 2.2 que
también Ax20 y entonces y,=x,+Z, donde £20. Es decir,
{I + A)x tiene al menos las mismas entradas positivas que x.

Demostraremos que de hecho tiene més entradas positivas. Y
ya que x tenia al menos una entrada diferente de cero,
después de n-1 multiplicaciones (1+A)*'x tendrd todas sus
entradas positivas.

Supongamos lo contrario, es decir que dicha y tiene las
mismas entradas positivas que x , y sea P una permutacién tal

R

Donde u y v, son positivos. De aqui que:

[6)-ri-rxseace(gJeme(o)-(a)e[ay R

En la dultima parte de la igualdad, simplemente hemas
particionzdo la matriz, de tal forma que el producto
"compuesto” de las submatrices esté bien definido, y que A,,
y A,, sean matrices cuadradas.

De aquf que: A,,u=0, pero como A,,20 y u>0 por lo tanto

A,, =0, pero de acuerdo al Lema 2.5 esto es una contradiccién
con el hecho de que A es irreducible. 00
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{2.7) Corolario: SiyeY entoncesy>0. {1

{2.8) Lema: E) conjunto Y es cerrado y acotado.
Demostracién: Ya que Y es la imagen de X bajo s
transformacion lineal {§+A)"' {(que sabemos son continuas)
nos basta observar que X es cerrado y acotado. a

{2.9) Definicién: Sean A irreducible y x€(R"*, entonces definimos

el nimero:
r. = Mi _(_.6{)'_
x le(i’.zll) X,
x;=0

(2.10) Lema: Sean A irreducible, no negativa y x€{R"}*, entonces:

a) r, es claramente mayor o igual que cero.

b)r, =max{p:pxs Ax}

c) Si px<Ax entonces p<r,. [p—
d} Rix} =r, es continua para x€{R")* y x>0.. -~ — 7

Demostracién:

b) Por definicién, para toda i donde x,* O:

Ax ’ .
2.11) s -(_x‘—)‘ portanto rx s{Ax) portanle fx s Ax

Por otro lado si sucediera que r,<p y pxsSAXx :
entonces r.x,<pxs (Ax), para toda i, de donde, :(si
x,*#0): ‘.

r.<pS£.A_.x_)L
X,
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Lo que contradeciria el hecho de que r, es el
mfnimo de tales nimeros.

c)Si px<Ax, sea i tal que x*0 entonces:
px, <{Ax),por tanto:

(Ax), _(Ax),
D<T y entonces p< mmT =T,

d) Sabemos que Ax es continua por ser lineal en C",
de donde 1a funcién componente, (Ax), lo es, y por
tanto también (Ax) /x, (pues x* 0}, se concluye que
R{x) es continua {recuérdese que el minimo entre
funciones puede expresarse en términos de el valor
absoluto, sumas y  muitiplicaciones  por
constantes). ]



2.2 Demostracién.

(2.12)

Estamos ahora preparados para demostrar el resultado
principal de este capitulo.

Teorema (Perron-Frobenius): Una matriz A de adyacencia de
una gréfica acotada y conexa (que sabemos es no-negativa e
irreducible) tiene un valor caracteristico en los nimeros reales
positivos tal que, el valor absoluto de cualquier otro valor
caracteristico no lo excede. Expresado de otra manera, el radio
espectral r(A), pertenece al espectro o(A). Ademds para r{A)
podemos elegir un vector caracteristico, con entradas
estrictamente positivas.

Demostracién: Ya que Rix)=r, es continua para todo x>0
{2.10d) en particular lo es en Y (Corolario 2.7) el cual es un

" conjunto cerrado y acotado {Lema 2.8) por lo cual R{x) toma

un valor méximo para algan vector en Y digamos z (n6tese
nuevamente que z>0 por estar en Y). Ahora si x es cualquier
vector en (R"}* sea:

Ve (x,x)=1y v20

I

Se desprende directamente de la definicion (2.9) que r, =r,.
Ahora, sabemos que rvs<Av (Lema 2.10b), por tanto
rll+ AN WS+ A Av=A(l+A)*'v (lemas- 2.2 y 2.3). Si le
llamamos y a (I+A)~'v entonces: rySAy y por tanto (Lema
2.10b) r,<r,. pero nétese que y estd en Y de donde
r,=rsrsr,, esdecir, r, es el mdximo para todo (R")*.

Ahora si consideramos al vector u={(1,1,1.....1) vemos que:
n

r,=Min3a, >0

ie{1.n) k9
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(2.13)

Ya que para todo vértice i, existe alguna entrada a|,>0 al ser A
conexa. De donde r,2r,>0, es decir r, es estrictamente
positivo,

Sabemos por 2.10b que rzsAz, por tanto OsSAz-r2.
Supongémoslo difour!to de cero, entonces por 2.6y 2.3:

O<{+A)HAzr,2) =All + A)'2-r {1 + A)™'2
s+ A 2< AL A2

Si llamamos x a (I + A)™'z, entonces por 2.6 tendriamos x>0 y
ademds r,x<Ax, y por 2.10c: r,<r, lo cual contradeciria el
hecho de que r, es el méximo de tales valores. De aqui se
concluye que Az=r,2.

Ahora si A es un valor propio de A y x uno de sus vectores
propios {(que bien pueden estar compuesios de numeros
complejos} entonces:

1Al |x,|=|(Ax),|=l§amn s Zaef=tax),

\

Donde x* es el vector cuyas entradas son las mismas que x,
pero en valor absoluto, por tanto |Alx*<Ax* y de aqul, por
2.10b:

[Alsr. st
Lo cual, demuestra el resultado. (0

Observacién: Podemos asumir que el vector propio x de r{A),
es unitario ademéas de ser positivo, pues claramente:

%= X

es también un vector propio.
28



(2.14) Ejemplo: Para encontrar un vector propio correspondiente al
radio espectral de la grdfica 1.11b, nos basta resolver el
sistema homogéneo correspondiente a A=2, de la matriz en
1.20, que resulta ser:

-2 1 1
t 21
1 1 -2

Que tras unos célcutos féciles resuita:

10 -1
01
ooco

Cuyas soluciones son los multiplos escalares de (1,1,1), de
0 1 41 [2] 4
1 0 1{t{={2{=2[1
1 1 0§1] ]2 1

Asi pues, se comprueba que r{A}=2 pertenece & ofA) y que
podemos encontrar un vector propio con entradas positivas,
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3

Propiedades de los
Operadores de Adyacencia.

En este capltulo se verdn diversas propiedades del operador de
adyacencia y de su espectro. Iniciando en la Seccién 3.1, con
resultados generales, donde destacan la relacion que hay entre
la continuidad y la acotacién de un operador (Teorema 3.1), la
caracterizacion de la norma de A como el supremo de los
valores de |(Ax,x)| para x unitarios {Teorema 3.14} y un
criterio para saber si un valor A pertenece al espectro de un
operador basado en el céiculo de cierto limite (Teorema 3.4).
La mayoria de los resultados se demuestran para operadores
autoadjuntos y/o acotados, por lo que el Teorema 3.10, que
demuestra precisamente que los operadores de adyacencia son
acotados, nos permite aplicarlos a dichos operadores. Hemos
simplificado varios de los resultados a las partes que serdn de
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utitidad en posteriores capitulos, por io que un tratamiento mas
extenso de los mismos, puede ser encontrado en textos de
andlisis funcional.

La Seccién 3.2 en cambio, contiene resuitados especializados
para operadores de adyacencia, tales como el concepto de
subgréficas convergentes y su relacién con el radio espectral
{Teorema 3.24), una cierta generalizacién de! Teorema de
Perron-Frobenius que demuestra que el radio espectral de A
pertenece al espectro aun para A infinitas (Teorema 3.25) y la
caracterizacién del radio espectral como el limite de ciertos
valores de las entradas del operador de adyacencia (Teorema
3.28).
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3.1 Propiedades generales.

(3.1)

Un resuitado conocido de andlisis postula que cualquier
transformacion lineal B en un espacio vectorial finito es una
funcién continua. También se sabe para dicho caso, que
siempre podemos definir su norma como el supremo de los
valores ||Bx|| para x de norma uno (es decir B es acotada). Sin
embargo, cuando observamos el caso en que el espacio
vectorial tiene dimensién infinita como I, las observaciones
anteriores no se cumplen necesariamente para todo operador
lineal. El siguiente Teorema relaciona ambos conceptos,
resultando que, es equivalente decir que un operador es
continuo o acotado.

Teorema: Sea B un operador lineal de I, si B es continua en
algun punto x,, lo es en todo [, y ademéas es continua sl y
s6lo si existe una constante M tal que ||Bx||<Mjx||
{equivalentemente ||Bxj|sM V¥ ||x||=1).
Demostracién: Si B es continua en x, entonces:

V>0 38>01 ||Bx-Bx,j|<e si |[x-x}|<8

Ahora supéngase que |{x-x,J| <8, por tanto ||(x+x,-x,)-xJ| <8, y
entonces:

[1B{x + x,-x,)-Bx, || = |Bx-Bx, || <&
Lo que demuestra la primera parte del Teorema.
Ahora, si ||Bx]|< M||x|| para todo x, entonces:
|1Bx-BO| ={[Bx-O}l = |Bx||< Miix|| = M]}x-O}|

Y entonces basta tomar:
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o= 5%

para que sea fdcil mostrar que B es continua en cero y por
tanto continua en general.

En caso de que B sea continua, en particular lo seré en cero, y
si tomamos € =1 resulta que:

38 talque: ||Bx-BOl|=||Bx||<1 si {Ix|i<8

%=
2,

Si x#0 hagamos:

Lo que es equivalente a:

Ademés, |ix |l = % <& por tanto ||Bx,||<1, de aqui que:

2
o= 2o <2414
Asi que, podemos elegir M=2 5 para obtener el resultado.

Por ultimo, para comprobar la parte de la equivalencia, pues
basta ver que a cada x* 0 corresponde un vector unitario:

=
ol = ppied
BrisM o B <M

Y como:

De aqui que:
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(3.2)

3.3)

(3.4)

Corolario: s B es continua entonces existe:

lel:= Sup{|ed}
Demostracién: Al ser B continua, el Teorema anterior nos dice
que los valores de {|Bx|| para ||x||=1 estdn acotados y por
tanto, existe dicho supremo. [
Corolario: SiB es acotada, entonces existe:
Sup{|Bx.y)| : Iixll=livll =1}
Demostracién: Por la desigualdad de Schwarz:

1Bx,y)]*<iBx]| lIvii<iiBlis M

Es decir, dichos valores estdn acotados superiormente, de
donde se concluye el resultado. 0O

£l siguiente resultado, nos proporciona un criterio de mucha
utilidad para determinar si un valor A pertenece al espectro de
un operador B.

Teorema: Sea B un operador lineal acotado y AEC, tales que
existe una sucesion {x_}, con x.€ll, [[x||=1, y:

LimlEx, -, =0
entonces: A€a(B).

Demostracién: Veremos que si A€c(B) no puede existir una
sucesién con tales caracteristicas.

Pero, si existe (B-Al)' entonces es continua, esto es claro si
observamos que, por 3.1, B es continua, obviamente la
funcién identidad lo es, y entonces dicha funcién inversa lo
serd. De aqui que (también por 3.1 y 3.2), ambas estdn
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(3.5)

acotadas y por tanto su norma estd bien definida. Por tanto
para toda x tal que ||x{|=1:

1 ={[xl| =|HB-A1y{B-ALix|| < [|{B-A1)"|] }|Br-Ax])

Asl, si tomamos: .

“le-wr

{Pues claramente ||(B-Al}'|] es diferente de cero) entonces:
85 |[Bx-Ax||

Lo cual implica, precisamente que no puede existir tal sucesién
donde ||Bx-Ax|] tienda a cero. [

Lema: Sea B auto adjunta {ver 1.14), tal que (Bx,x}20, si
denotamos {x,y}: =(Bx,y), entonces comparte las siguientes
propiedades con el producto punto.

a) {x.y} ={y.x}

b) {x+y,z} = {m) +{y.2}

c) {ox,y} =af{x,y}

e) |{x,y}|2s (x,x}{y,y} (desigualdad de Schwarz}

Demostracion:

a) {x,y} =(Bx,y) = (x,By) = (By.x) = {y,x}
b} {x+v.2} =(Blx+y),2) =(Bx+ By,z) = (Bx,2) + (By,z) =
={x,z} +{v.2}
c) {ox,y} = {Bax,y) =a(Bx,y) =afx,y}
e) Precisamente las propiedades de producto punto
anteriores son las que se usan en la demostracién
de la desigualdad de Schwarz:

V o Os{x+ay,x+ay}y entonces:
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= {x,x} + {x,ay} + {ay,x} + {ay,ay}
= {x,x} + a{x,y} +a{y,x} +ad{y.y}

Podemos suponer que {x,y} es diferente de cero,
pues de lo contrario obtendriamos facilmente el
resultado. Asi si elegimos:

it

*Tyx

entonces lo anterior se convierte en:

= xhy) | —0oxiy | [0 ty.y)
{x.y} {y.x} Ky xf
{x.xF{y.y}
(x|
{x.xF*{y.y}
e v)f
o [y s (xxHy.y)

0<{xx}+

S0 —{xx) +

s {xx) <

a

(3.6) Lema: Sea B un operador autoadjunto, entonces los valores
{Bx,x} son reales.

Demostracién: Por un lado, por ser Autoadjunta:
{Bx,x) ={x,Bx)

Por otro, por las propiedades del producto punto:
(Bx,x) = (x,Bx)

De aqui, se concluye el resultado. O
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{3.7)

(3.8)

Lema: Sea B un operador autc-adjunto, si A €a(B), entonces A
pertenece a la cerradura de todos los valores de (Bx,x) para las
x tales que ||x||=1.

Demostracién: Supongamos que no se cumple lo anterior,
entonces A no es uno de tales valores, ni tampoco uno de sus
puntos de acumulacién, por tanto la “distancia® entre A y
cuaiquiera de los valores (Bx,.x,) con ||x,|l=1 es mayor que
cero, digamos:

JA-(Bx,,x) | 2d >0

Entonces para cualquier x*0, recordemos que podriamos

tomar:
Xg =}ﬁxn de donde:
ds | A=(Bxg, o) | = | Axg, X, )-(Bxy,x ) | = [((AI-B)x,,x,) | =

- ‘((n -8) X }ﬁx")l = W:TI«” -B)xx)

De aqui, por la desigualdad de Schwarz: T

dlIxlI2< | (A1-Bhx,x) | < [|(AT-BIX]] Jix]]
dl|x||< ||(A1-B)x|)

Pero esto implica que, si x#0, entonces (AI-B)x es también,
diferente de cero. Es decir el espacio nulo de (AI-B) es {0}, v
por tanto existe (Al-B)', lo que es una contradiccién con el
supuesto de que A€qiB). O
Teorema: Sea B auto-adjunta y acotada entonces:
Sltlp(Bx. x) e a(B)
x]=1

Y también:
Lr'ﬂ: (Bxx) eo(B)
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(3.9)

Demostracién: Como B es auto-adjunta y acotada sabemos
{por 3.6) que los valores (Bx,x} son reales, y 3.3 nos garantiza
que existe su supremo:
A = Sup(Bx.x)
I}
Obsérvese que:

{AI-B)x, x) = {Ax, x}-(Bx,x) = A-(Bx,x}= 0
Pues A es el supremo de tales valores. También de este hecho,

se desprende que podemos encontrar una sucesién de {x .} con
x, €L, tal que:

Lim ((4-8)x,.x,)=0

También es claro’que (AI-B) es autoadjunta, pues:

(Ax-Bx,x) = {Ax,x}-{1Bx,x) = {x,Ax)-{x,Bx) = (x,{AI-B)x}
Asl, el operador {Al-B) cumple las propiedades del Lema 3.5 y
por tanto, si elegimos (AlI-B), x y (Al-B)xenel lugarde B, x, y y
respectivamente, tenemos que:

[1x-Bx)lf* = | ({AI-Bix, (AI-BIx) |2
< HAL-B)x,x) ((AI-B)?x,{Al-B)x)

Por la desigualdad de Schwarz, y ya que |ix}|= 1 esto es menor
o igual a:
< (AI-B)x, %) [[{Ax-Bx)||°< ((AI-B)x, x) {{{AI-B)j}°

De donde, si tomamos K =||(AI-B)f>:

0 < Bx~ ads 4f{(A ~BYx x)¥K

Por tanto, para la sucesién en 3.9 resulta que:
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Lim 1%, -4 =0

Y por 3.4, esto implica que A €a(B). Omitimos la demostracién
anédloga para el caso del infimo. [

En este momento contamos ya, con los resultados que nos
permitirén demostrar que todo operador de adyacencia es
acotado y continuo, ademis de dar una cota precisa de su
norma. Esto se logrard aplicando algunos de los resultados al
caso de las gréficas finitas (ya sablamos que eran acotadas y
continuas), lo que serd la base para llegar al resultado general.

Teorema {Schur): Sea A el operador de adyacencia para la
gréafica A (posiblerpentezinﬁnita) entonces A es un operador
lineal acotado de ¢’ en ' donde:

lAlls ™,
Demostracién:

Caso finito:
Para esta primera parte de la demostracién nos basaremos

s6lo en dos propiedades de A, por un lado, que es real y
simétrica, por otro en que:

n
‘z;a,, <M,

Como A es normal (ver 1,14) entonces por un resultado de
dlgebra lineal (ver por ejemplo [10] Noble, 8.6): '
A=PAP

Donde A =diagl,....A )} y af{A)={A,....A}, recordemos que por
3.7 dichas A son reales, ahora .

A2=PAZP
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De donde se desprende que o(A?)={A,%...,A.2}, por lo que si
AE0(A?), ) serd real positiva. Sea x un vector propio de 2 tal
que {x]l=1 v sea |x| la mayor de sus entradas en valor
absoluto, entonces:

ol <o = o< Sl < S

{3.11}  Por tanto:
n n n
AsYald < Z[Za”a.‘,] =
=1 b=t k=1

= }":f‘,a,a., = ?Z:_'a,.[:z‘a.,] < é‘,'a,.MA <M

k=t it
Pero claramente A? es también autoadjunta, pues:
e (A2x,x) = (Ax,Ax) =(x,A2x)
Y al ser finita y por tanto acotada, por el Teorema 3.8:

Sllijp(A’x. x) eo(A?) e

Y por la observacién 3.11, tencrnos que si ||x|]=1:
13.12) 1AX]|? =(Ax,Ax) = (A%x,x)s Sup(A2x,x) < M2
=1

Es decir
Al M,

Caso infinito:

En el caso en que A sea una matriz infinita, podemos tomar
neN y sea A la matriz de nxn tal que;

A),=a, Vi je{1,..n}
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(3.13)

Es claro que, A, “hereda® de A, las propiedades de ser real y
simétrica, y de que:

é‘;(A,,),‘ = ‘};8;. s ga‘, <M,

Por lo que, por el caso finito (ver 3.12) sabemos que, si ||x|j=1
entonces:
(A x,A x)s M2

Lo que equivale a decir, para toda nEN y x#0:
(Anx'Anx)

b

Y por tanto para toda xeC"

<M}

n n 2 n n
z|>:a..x. =3 (AN =(AxAx) M3 3 [x[*
it |kut =1 I-1‘

Pero obsérvese que, si elegimos x& !’ tal que ||x|| = 1:
I = lxf =1

Y sus sumas parciales son menores o iguales que uno.
También, para toda m>n, sucede que:

IZ;_Z‘H«X. Sg.l):‘ﬂ..’(. 5MA§|"¢| M

Recordemos de la seccién 1.2 que:

o
(Anx)| = Eaikxk

a1



Est4 bien definida (converge), por lo que:

2
2
M2

f:l(Ax)alz = 2": 'i 8 Xy
=t i1 Ji=

Como esto se cumple para toda n, claramente la serie infinita
es convergente (por el criterio de acotacién), pero si
observamos con cuidado, esto quiere decir precisamente, que
Axel', también en el caso general (cuando ||x||* 1), se sigue
naturaimente de lo anterior. Asi pues, esto confirma que A es
efectivamente un operador de I’ a I'. Ademds:

JAF = (Ax.Ax) = 5 (x) (Ax), = Z|(Ax)f <m2

Que es equivalente a decir (como ||x|| = 1):

lAlls M,

{3.14) Teorema: Sea B acotada y autoadjunta entonces:

Sup{(@xx)} = (8]
Demostracién: Ya vimos en 3.3 que:
[1Bx.y)| <|1B]] Para [Ix]|=Ilyll=1
Por otro lado, sean x , y cualesquiera (diferentes de cero):

o g <

[Bxy)]

vk~

Si definimos:

42



|(Bxy)]
Sup [ Bl
y=0
entonces, de lo anterior:

s<|1B||
Ahora, si Bx=0 (y x#0):

(Bx, Bx)

e

Pues s es el supremo de dichos valores:

- 1B = 1(Bx, Bx) | < s{|x]| IIBXII
1IBx]|< slixli

M
I

lIBli<s

<SS Vx=0

Lo que nos da: s=||B|j. A continuacién veremos que, de hecho:

= S B =
#-gptecs

Dada la definicion resulta evidente que:
s'ss

Por otro lado, también resulta claro que:

. (Bx, x)
: 's-fi"{ P }



Y por tanto, para cualquier x resuita que:

(3.15) [{Bx,x) | < "I}
Ahora;
[Re(@xy) = | 15{@x y)+ By} = J4l2{(Bxy)+ (v}
= Ja2{®xy) + By, )}

= Y4 Bx )+ (Bxy) + (By,x) + (By.y) ‘
-[(Bxx) - (Bxy) - (By. %) +(By.y)]
= JilExx+y)+By.x+y)-[(Bxx-y)-(By.x-y)]
= Y;|®(x+y).x+y) - (B(x- y).x- y)|
< Yo l(80c+ yhoc+ y)| + B~ yhx- w)}

Pero, nétese que, aqui podemos aplicar la observacién 3.15,
por lo que, lo anterior s menor o igual a:

< Yelslxr sl + stk o}
=8/ {(x+y,x+y) +(x-y,x-y)}
= S/ {(xx) +(x.¥) + (9.%) +(y.y) + (x,%) - (x y) - (y,%) + (v, y)}
= %4 120x0)+ 20y.9)} = 4 + i}

Ahora, sean x y, fijos, de norma uno, entonces elegimos a tal
que |a| =1y a(Bx,y)=|(Bx.y)|* , entonces:

“Esto’ _es claro si observamos que, si z es complejo y
z=r{CosO+iSen0)  su forma polar, podemos elegir
" “a=Cos{27-0) +i Sen(2n-0) y entonces az=r



|(Bx,y}{ =aiBx,y) = (Bax,y) =Re(Bax,y) = |Re(Bax,y) |
' 2 2 '
<S4’ + v} = s
Es decir, s’ es una cota superior de tales nimeros y por tanto
su supremo cumple que:

sss'

Lo cual completa la demostracién. [0
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3.2 Las Sucesiones de gréficas y sus operadores.

{3.16)

(3.17)

A continuacién, veremos el concepto de convergencia de una
sucesion de subgraficas y su relacién con el radio espectral.

Con motivo de llevar a todos los operadores (y vectores) de la
sucesién, a un solo espacio vectorial, con frecuencia los
extenderemos de tal forma que operen en &,

Definicién: Sea {F,} una sucesién de subgréficas de A, diremos
que converge a A, si:

V a€A, 3N talque a€(F), Vv neN

Observacién: Siempre podemos encontrar una sucesién {F_} de
subgréficas finitas, inducidas y conexas que converjan a A,

Lo anterior es claro si A es finita, mientras que si no lo 'es,
podemaos suponer que existe una subgréfica F, que contiene a
los primeros n vértices de A y tiene las caracteristicas arriba
mencionadas, construiremos la  siguiente  subgréfica
agregando el vértice n+ 1, eligiendo un camino entre n y n+1
tomando todos los vértices involucrados y finalmente,
haciendo F, la gréfica inducida que contenga los nuevos

n+t
vértices y las de F.. claramente {F } convergera a A.

Lema: Sea (F,} una sucesién de subgréficas convergentes a A,
entonces para todo x €1,,: (si denotamos A =A(F )).

LimA x = Ax

-+

Demostracién: Nétese que hemos hecho una extensién del
operador A, ya que bien pudiera corresponder a una gréafica
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finita, de tal forma que requeriria que agregdramos ceros a las
entradas correspondientes a los vértices de A que no estén en
F.

n

Seae>0y xel’, ahora definiremos:

w_ f0 sii<m
{3.18) " xsino

Si recordamos, ya que xel’:

él"lla =z
Entonces:

2 oy 12 m
penlf = i =2 Finf

Que sabemos, tiende a cero cuando m tiende a infinito.

Entonces, escogemos m de tal forma que: e
my
"= 52w,
{F,} converge a A, por lo que podemos encontrar una K tal
que, todas las grédficas a partir de F,, contengan todas las
aristas de los vértices ism (son un nimero finito), es decir:
afF),=a, V k2K, ismy Vj
De aqui, que para k=>K:

{3.19) Jax - AX= "Ax(vn) - Akx(rn)“

LX)



(3.20)

Pues, las entradas (Ax), y (Ax), , al coincidir para ism se
anulan, y por tanto, sélo contardn aquéllas para las que i>m,
lo que nos remite precisamente a la definicion de x'™ (3.18).
Ahora, por el Teorema de Schur (3.10), sabemos que }|A[|s M,,
pero también a! ser F, una subgréfica de A, ||A |[|sM, <M,. Por
tanto:

o - Ay < o]+ ] < 20 ] <2, 55, )=

Lo cual completa [a demostracion. 0

Lema: Sea (F } una sucesion de subgraficas convergentes a A,
entonces: (si denotamos A_=A(F )y (a,), =alF ).

Lim (af?), =af"
Demostracién: Por induccién. Si k=1, sabemos que:
(a),=(e, Ae}

Pero, por el Lema anterior (3.17), y por el hecho que el
producto punto es una funcién continua:

Lim (e.A.e)=(e.ne) = a,

Que comprueba lo que buscibamos, ahora, supongamos que
se da lo anterior para k, y si observamos el caso k+ 1:

(02°0), = (2,48 %)= (o, (%)
Pero al ser A_ autoadjunta, esto es igual a :

(8::“" )il = (AnenAwe;)
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(3.21)

Pero por hipétesis de induccién y por el Lema 3.17

Eim (A,,e,.AS,"’e,) = (Ao,,A“"e,) = (e..A""”e,) =al?’
Lo cual concluye la demostracién. [0

Lema: Sea {F} una Sucesién de subgréficas convergente a A,
entonces (si denotamos A =A(F ) :

Lim [A.]= 1Al

Demostracién: Se demostrard (o anterior mediante dos
desigualdades, que juntas, nos darén el resuitado, a saber:

[AlsLiminf A v LimSup A.f< A}

Asl pues, para demostrar la primera desigualdad empezaremos
usando el resultado 3.17 y recordando que, tanto el praducto
punto, como el valor absoluto, son funciones -continuas’
podemos concluir que: - .

Lim (A )] = [(Ax,x)}

Ahora, si [IA,,. |] es una subsucesién convergente cualquiera
de {|iA I}, que digamos, converge a L, y sea una x cualquiera
de norma uno, entonces, observemos que:

[(Ax 2] =Lim [(Axx)|=Lim [(Anxx)

Pues cualquier subsucesién convergerd al mismo _limite.
Ademas lo anterior es menor o igual a:

sLim fa, | =t
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Ya que, de 3.14 sabemos que:

vl = Sup {janx )]

Como la anterior desigualdad se da para L y x arbitrarias,
resulta que:

[A1=Sup [(Ax.x) < Inf fes L =Lim .}
=Liminf [A,|

Para verificar la segunda desigualdad, nos restringiremos
inicialmente, al caso en que las gréficas F_ sean finitas.

Por el Teorema de Perron-Frobenius (2.12) podemos elegir un
vector -propio de r(F), v>0 vy |ivll=1. vy como podemas
“suponer que tanto v como A_ estédn o actGan en I’, entonces:
olF) =(IF vl =]lAvlI< IIAVIIS 1Al

Para toda n, pues a(F, ), <a, al ser F CA, Pero ademas:

NE Slllij1p |(Axx)| = Max {

Inf (A% x),
{xjl=1

Sup (A,x,x)
=1

}

Pero, por 3.8 sabemos que dichos supremo e Infimo,
pertenecen al espectro y por tanto son ambos menores o
iguales a r(F,), lo que nos permite concluir que:

HAJI<TIA
Y como esto sucede para toda n, tenemos que:

LimSup [A.|s Sup || <A}



{3.22)

Lo que comprueba el resultado para e} caso finito.
Reconsiderando el caso en que alguna F es infinita, podemos

elegir una sucesi6én de subgréficas finitas {G,} que converga a
F,, al que podemos entonces aplicar el resultado:

Lim [A(G.)] = A

Como cada G, es también subgréfica de A, ya sablamos del
caso finito, que para tales gréficas se cumple:

(G, i< KAl
Y como sucede para todo m, por tanto:
HAlis Al
Para toda n, por lo que, nuevamente:
LimSup A< Sup A} s]Al
Lo que completa lan;:mostracmn.n 0

Corolario: Sea {F } una sucesién de subgréficas convergente a
A, entonces (si denotamos A =A(F )} :

l';!.n;‘ HA_An“=°

Demostracién: Para comprobar lo anterior, basta percatarse de
que:
1A - A< flall - A

Y que, por el Lema anterior (3.21), sabemos que la parte
derecha de la desigualdad, tiende a cero cuando n tiende a
infinito. 0
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(3.23)

(3.24)

Teorema: Sea A el operador de adyacencia de la gréfica A,
entonces:
rla) =[lAll

Demostracion: Sabemos de 3.7 que, c{A) esté contenido en la
cerradura de (Ax,x), de aqui que para todo A€o(A), sucede .
que:

1= Sup w0}~ ]

Por tanto:

r(a) = Sup {jA| : A ec(a)} < |A|

Por otro lado, a partir del Teorema 3.14, que dice que ||A|| es
el supremo de los valores |(Ax,x)| para |x||=1, también
podemos caracterizarla como:

-

Sup (AXX)i. Inf (Ax.x)|}
(3] Ll

Pero por 3.8, sabemos que ambos, supremo e infimo estdn en -
o(A), por tanto, sus valores absolutos son menores que r(A), de
aquf:

lIAlIs r{A)

Lo que completa la demostracién. [0

Teorema: Sea {Fn} una sucesién de subgréficas convergentes

a A, entonces:
Lim r(F)=r(a)

Demostracién: Lo anterior es una consecuencia directa del
Lema 3.21 y del Teorema anterior (3.23). 0
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{3.25)

{3.26)

Teorema: Sea A una gréfica infinita, entonces r(A) Ec(A).
Demostracién: '

Podemos elegir una sucesidn de subgréficas finitas {F} que
converga a A. Por el Teorema de Perron-Frobenius (2.12)
también podemos elegir vectores x, unitarios, tal que
A x =r(F )x , de aquf que:

O< [JAx -r{AIx | = ||Ax -A x + A x -r(Alx || <
STIAX A X1+ NelF ) -r{A)x i
SHA-AJI Il + rtF,)-r(8)] i,
=[lA-A || + |r(F )-r(a) |
Pero, si tomamos en cuenta el limite cuando n tiende a infinito,
por 3.22 y 3.24, sabemos que ambos sumandos de la parte

derecha de la desigualdad tienden a cero, por lo que, del
criterio 3.4 se deduce el resultado. ]

Lema: Sea una gréfica A, entonces:
al sr(a)r
Demostracién:
Caso finito.
Sabemos que A es normal (ver 1.14), y por tanto, un resultado
de dlgebra lineal (ver por ejemplo {10] Noble, 7.14 y 8.8) nos
permite elegir V y A tales que:
A=VAVT
Donde V=[v,v,..v], A=diag(x,,A,..A) vy donde

{v,:v,...v ) son vectores propios ortonormales (lo que implica
que V es ortogonal), correspondientes a los valores propios
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{3.27)

reales (3.7) A, <A,sS...SA,. Mé8s ain, por el Teorema de
Perron-Frobenius (2.12), también podemos elegir A =r(A) vy
v,>0, y como A*=VAWT, entonces:

n n n n n n
o =S u[$(a0) i - Ew[Enai |- Sut = Fwut
rat 8t raf 8=t =1 r=1
Por tanto:
© (gt = |y 1Px; Mol "
a =|a] = I); v,,v,,k,' < 2‘|vl,v,,x,| s ["S“‘lv.,)lv,,ﬂx,,
r= = £

Pero, por la desigualdad de Cauchy:

@WM%@Mwﬁwz'

Pues sabemos que V es ortonormal y por tanto, sus renglones
tienen norma uno. De aquf que:

al <r(A)
Caso infinito:

Sea {F,} una sucesién de subgréficas finitas convergente a A,
por el caso finito, sabemos que :

a(F,}" srfF,)

Para toda n€N, lo que implica que los limites (ver 3.20 y
3.24), también respetan la desigualdad:

a’ =Lim afF,)’ sLim r(F,)" =r(a)

Lo que concluye la demostracién. 0
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{3.28)

Teorema: Sea A una grafica v ii €A, entonces:
Limsup q/a{;" =1(4)
n—»o

Demostracién: Sabemas por el Lema anterior (3.26) que todos
los elementos de la sucesion:

)

Son menores o iguales a r{A), lo que implica gue el timite de
cualquiera de sus subsucesiones convergentes, también serd
menor o igual a r{A), y por tanto, bastard encoatrar una
subsucesién convergente a riA}, o bien, mostrar que r{A) es de
hecho el supremo de los elementos de la sucesién, para
concluir el resuitado. Iniciaremos con el caso en que A sea
finita.

Caso finito:

Para encontrar una subsucesién como la arriba mencionada,
procederemos por pasos, iniciando con el caso particular en
que, tanto i como j sean iguales a n y a partir de esto,
progresaremos hasta el caso general.

Retomaremos el desarrollo del Lema anterior {en el cual
habfamos encontrado la descompasiciéon: A*=VAT). A partir
de 3.27 obtenemos:

L 0sal =3 viak s T2k =k
=1 r=1
Ahaora:

n n-1

2k 2 2k 2 4k
’Zivma'r = vvm"‘n + Z1vmxr
= (£

Y si k es mayor que cero vy par, amhos sumandos a la derecha
son no-negativos, y por tanto;
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{3.29)

{3.30)

{3.31)

{3.32)

2 L3
0<viik <a® <2

an’

Pues :abiamos que v, >0 de aquf que:

Vi A, =WC &, sya s,
Como ¥Yc tiende 8 uno cuando k tiende a infinita, esto implica
que la subsucesi6n de las kaes pares tiende a A, =r(A).
Por otro lado, para cada i, existe un g tal que ay >0 (pues
existe al menos un camino entre i y n} entonces si {(k-g) es
mayor que cero y par, de 3.29 se sigue que:

k- K
0<a¥al? <al)

Pues es uno solo de los sumandos que definen alY, que son .
todos no-negativos. También:

n
0<af? =[aif]- B,
fn

5 X K
< 'Z‘IV(.leln = mn

Pero & es mayor que cero, pues el producto vy 2}, lo son. De

donde:
Yafyal @ =Yoyfalv syall <¥Eh,

Y ya que, ambos extremos de la desigualdad tienden a A,
cuando k tiende @& infinito, se deduce que la parte central,
también tiende a A, para las kaes descritas anteriormente,

Iguaimente, sabemos existe, para cada j, p tal gue a' >0, y si
ademds se cumple que, {k-p}-q es mayor que cero y par, por
3.30:

0<al*a® <al



(3.33)

(3.34)

Similarmente a 3.31 y 3.32 se obtiene:

VaEPYe < yfal sVEh,

Lo que nos conduce, tal como en los casos anteriores, a (a
conclusién de que, la parte central de la desigualdad tiende a
r(A), cuando las kaes descritas anteriormente tienden a infinito.

Caso infinito:

Sea {F,} una sucesién de subgréficas finitas que converga a A

y tales que F_ CF__, (ver observacién 3.16}, de aqui que:
O<alF ), <alF ,  );sa,

Pues toda arista de i a j de F,, pertenecerd también a F, , vy a

A de aqui que :
va(Fn)sq s va(an :;) Svﬂs"

De donde, por el caso finito, podemos concluir:
rF)seF, , )sr(A)

Es decir, {r(F)} es una sucesibn monétona creciente y
acotada, y por tanto su limite es también su supremo:

r(a) = Sup{r(F,)}
n
También sabemos, por el Lema 3.26, que:
YalR,) <r(F,)
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De aqul:

Limsup {alF,Jj” =r(F,) = Sup{yfa(r, )}’

Pues es una cota superior y ademds es el limite superior de
tales valores. Sea ¢>0, elljase n tal que:

0s<r(A)-rfF )< %
Y shora elljase m tal que:
r(F,)- da(F,, " <94

Por el Lema 3.26 sabemos que, para toda k:

fal < r(a)

De aqui que

0sr(a)-gaf” = («(a)-r(F,)) +(f(Fn)-d8(Fn‘)f,'" ’)*
+( afF, ;“’—W)s%+%+rs €

Pues por 3.33 la dltima resta es un nimero negativo, de esto

se deduce que:
Sup 4/al =r(a)
k

Lo que completa el caso general. (



4

Las Cubiertas de Galois.

En el presente capitulo, presentaremaos la definicién de cubierta
de Galois, que involucra basicamente tres objetos, a saber, dos
gréficas A y A' que serdn el dominio y contradominio de un
morfismo de gradficas n:A— A', asi como un grupo G de
automorfismos del dominio, y que tendrd ciertas propiedades
muy particulares con respecto a n. También veremos algunas
de las principales propiedades de su espectro (el espectro de
las dos gréficas involucradas), dentro de las que destacan el
Teorema 4.21 que da como resultado r(A)sr(A')<r(A), el
Teorema 4.15 del que resulta que el espectro de A' esta
contenido en el de A, si A es finita, mientras que en 4.24 y
4.25 se obtendrd r{A) =r{A') si A 6 G son finitos.



4.1 Definiciones.

4.1)

4.2)

Iniciaremos con un par de definiciones que seran necesarias a
su vez, para poder definir las cubiertas de Galois, a saber, los
grupos de automorfismos que actuan libremente y sus 6rbitas.

Ya en el capitulo uno {1.24) hablamos observado que, el
conjunto de todos los automorfismos de una gréfica, forma un
grupo (con la composicibn como operaci6n entre sus
elementos). Claramente, dicho grupo puede tener uno o varios
subgrupos, en la siguiente definicibn se destacan un tipo
especial de subgrupos que serdn muy importantes en el resto
del presente trabajo. '

Definicién: Sea G un grupo de automorfismos de A, se dird que
dicho grupo actun libremente si:

a) Sea g <G, si existe i €A, tal que g(i) =i, esto implica
que g=1I

b)Sea g€G, si existe a€A, tal que gla)=a esto
implica que g=1
Es decir, que la imagen de cualquier automorfismo
diferente del automorfismo identidad 1, no dejard
invariante a ninguin elemento de A (ni vértices, ni
aristas).

Hustremos lo anterior con el siguiente ejemplo:

Ejemplo: Sea A la siguiente grafica infinita:



4.3)

4.4)

Entonces las "translaciones” t, a la derecha o a la izquierda (es
decir donde a cada vértice i le corresponde el vértice i+2r, y a

' cada arista a le corresponde la arista a+ 3r, con re Z) forman

claramente un grupo de automorfismos que actuan libremente
{si i =gli) =i+ 2r entonces r=0 y por tanto g=1)

Definicién: Sea G un grupo de automorfismos de A y sea i un
elemento de A, {respectivamente « de A,) entonces, la drbnn
de i con respecto a G, Gi es el conjunto:
{i€4, : i=gli) donde g €G}

Respectivamente, Ga es:

{B€a, : p=gla) donde gE€G}
Es decir, son todos aquellos elementos de A, (respectivamente
de A,) que son imagen de i (respectivamente de a«) para algan
automarfismo en el grupo G.

Resulta claro que la relacién, a estd en la érbita de b, es una
relacién de equivalencia, pues:

a)a=I{a)
b)a=g(b) implica b=g"'(a)
cla=glbl y b=hic) implica a=ghic)

Por lo que las 6rbitas forman una particién, tanto del conjunto
de los vértices, como el de las aristas.

Ejemplo: En la grafica descrita en el ejemplo 4.2 resulta que:

tli)=2r+i v i€a,
Na) Ira V a€4,
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(4.5)

Y entonces es claro que las drbitas de los vértices, son los dos
conjuntos de enteros congruentes mdédulo dos, mientras que,
las Orbitas de las aristas son los tres conjuntos de enteros
congruentes médulo tres.

Definicién: Sean A y A' dos graf'cas, G un grupo de
automorfismos de A que actia lihremente, n:A > A' un
morfismo sobre de gréficas. Diremos que = es una cubierta de
Galois definida por el grupo G, si sucede que:

8) n'[alil] =Gi ¥ i€A,
b) n'nlall = Ga V a€A,

Es decir, si sucede que las érbitas (tanto de vértices como de
aristas) corresponden exactamente, al conjunto de elementos
que comparten una misma imagen en .

Para tratar de aclarar lo anterior, podemos agregar que sia y
'son tales que su imagen en n es Is misma, (nlo)=n{f})
entonces estardn en la misma 6rbita y por tanto podremos
encontrar una g <G, tal que a =g(p).

Igualmente, si consideramos que claramente a y gla) estdn en
1a misma 6rbita, esto implica que su imagen en = es la misma,
es decir:

ngla) = nlo)

En o que resta del trabajo. nos referiremos a los operadores de
adyacencia de A y A' como Ay A’ y a sus entradas como {a,)
y (8',) respectivamente.

Tlustremos el anterior concepto con el siguiente ejemplo:
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(4.6)

Ejemplo: Sea A como en el ejemplo 4.2 y sea A' como en la
figura.Si definimos n:A —» A' de tal forma que los vértices i,
tengan como imagen al residuo de i al dividirlo entre dos y las

aristas o al residuo 1 de o al dividirlo por
tres, - obtendremos claramente un
morfismo de gréficas. °®' Por otro Iado, si
consideramos el 3 grupo G en 4.2 es
claro que los elementos de las

6rbitas (que son los enteros congruentes médulo dos para los
vértices y los congruentes mdédulo tres para las aristas segun
4.4) comparten una misma imagen en n, que ademds, es
distinta a la imagen de los elementos de otra érbita cualquiera,
de donde se sigue que m:A > A' es una cubierta de Galois
definida por el grupo G.



4.2 Resultados preliminares.

4.7)

A continuacién se encontrardn varios resultados, que
permitirdn posteriormente demostrar los teoremas bésicos
sobre el espectro de cubiertas de Galois.

Lema: Sea ©n:A— A' una cubierta de Galois definida por el
grupo G, y sea (s'.e') una orientacién de A', entonces existe
una orientacion (s,e) de A, tal que:

a)ns=s'n y ne=e'n
b)gs=sg y ge=eg V geEG.

Demostracién: Construiremos dicha orientacién. En primer
término, recordemos que las drbitas (Ga =n"'[n{a}]) forman una
particién del conjunto de las aristas A, {ver 4.3).

Asf que, si elegimos un a€4,, para cada o'€A’, tal que
a€n'{a']l, lo podemos orientar facilmente de tal forma que:

ns{a) =s'(a’) y nefa)=e'(a’)
Simplemente asignando s{a) y e{a) para que lo anterior se
cumpla (nétese que esto se puede hacer ain cuando «' sea un
lazo y a no).
Ahora sea $ una arista cualquiera en Ga, es decir, existe g€G,
tal que, p=gla}, si dicha g fuese unica, podriamos usar la
misma idea anterior (la usada con =) para garantizar que:

sip) =siglal): =g(s(all vy eip)=elgla)): =gle(a))

Pero, precisamente ese es el caso, pues si sucediera que:
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(4.8)

gla) =h{a) se tendria: a=g'hia)
y por tanto: gth=I1 y h=g.

Ya que G actua libremente. Ademads:

ats(P)) =n(s(gl))) = nl(glsia))) =nis{a)) =s"n{a) =s'n(p)
nie(p)) =n(elgla))) =niglelx))) =xle{a)) =e nla) =& 'n(j})

Y va que, toda €A, esté en algun Ga=n"'la'], esto completa
la construccién de {s,e). 0

En lo sucesivo, asumiremos con frecuencia tales orientaciones
enAyA'.

Lema: Sea n:A—> A' una cubierta de (-..us definida por el
grupo G. Para todo camino &' en A’ y ..o vértice i en A, tal
que nali) =s'(5') entonces existe un Unicc camino d en A tal que
s(8) =iy n(d) =5".

Demostracién: Por induccién en la longitud de &'. Si 3 tiene
longitud uno, eso significa que consta de una unica arista,
digamos u2, s'la')=uy e'(a’)=v.

Sea i€A, tal que =nli) =u (que, por cierto, siempre existe pues n
es sobre). Sea a¥b€A, 3 afy) =a’, y digamos que n(a) =u=n={i) y
nib}=v, ya que w'[n())=Gi {(por ser n cubierta de Galois)
entonces existe g tal que g(a) =i, ahora si observamos a:

{gta) =ilAlzlgib)

Resulta que =lgiy)) ==nly)=a', y también n(g(b)) =n(b)=v,
llamémosles B:=gly) v j.=g(b), si i=s(p) entonces § es la
arista a que buscamaos, si por el contrario i=e(f) (y por tanto
i=s(p)) entonces:

a(j) =v=e'la’) =e'(n(P)) =xn{e(p)) =n{i)

{Es decir a' es un lazo), por tanto:



(4.9)

(4.10)

Existe heG tal que: hij} =i
Por tanto si a: =h(p), entonces s{a) = s(h{p)) =h{s(B}) =hlj) =i

Veremos ahora la unicidad de dicha o, si existiera otra arista &
tal que, s(a) =i y n{a) =a' =nla), entonces existirfa g€G tal que
gla) =a, por tanto:

i=s(a) =s(gla)) =g(s(a)) =gli) por tanto: g=1
De donde: s=a

Ahora, como hipétesis de induccién supongamos que se da el
resuitado para los caminos con longitud menor o igual a n, y

_sea &' de longitud n+1.

Sea y' de longitud n tal que 5'=(y",a') donde s(5') =sly')=nli),
ely') =s{a') vy e{o')=e(5'). Es decir y' es ' menos su ultima
arista a'.

Por hip6tesis de induccién existe un Gnico camino y en A tal
que s{y)= y nly) =y, si llamamos i': =e(y) entonces:

ni" =nlely)) =e'(nip) =€'(y') =8'(a")
Por tanto, también por hip6tesis de induccién, existe una tinica
o tal que sla)=i' y nla)=a'. Asf pues 5={y,a) cumple las

propiedades requeridas y es unico puesy yaloson. (]

Corolario: Sea n:A - A' una cubierta de Galois definida por el
grupo G, entonces para todo i,j €A,y n2 1:

~ gl -
ar=agey Xap=an,
ten |} ten i)

Demostracién: Denotemos a los conjuntos de caminos entre i y
j de longitud n en A [y respectivamente en A'} como:

W y [W“.(n)]
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(4.11)

¢

Veremos que existe una biyeccién entre los siguientes
conjuntos:

n) #in}
U ‘Mt i annm
ten "} '

Sea 5 pertenece a la unién 4.11, por el simple hecho de ser =
una funcién, n(5) es unico, y adem4s:

§'(n(8)) = n(s(5)) =nli)
e'(n(3)) =n(e(d)) =nlj)

Por lo que claramente n{5}, pertenece a :
r(n)
(oLt
Por otro lado sea 5' un camino en:
W,

Por e! Teorema anterior (4.8) sabemos que existe un Gnico &
en A tal que s(8) =i y n{d) =&', también
nlels)) =e'n(d)=e'(8') =nl(j}, por tanto e{d)ex'ljl. Es decir &
pertenece algun conjunto en la unién 4.11.

Asf pues, en base al Teorema 1,16 resulta claro que, el
numero de elementos de ambos conjuntos en 4.11 estd dado,
respectivamente, por las cantidades representadas en 4.10 (en
la primera de las dos igualdades), y como ya vimos que existe
una biyeccién entre los conjuntos, esto confirma dicha
igualdad. En cuanto a la segunda igualdad, esta es una
consecuencia directa de la primera y del hecho de que tanto A
como A’ son simétricas.

0
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(4.12)

(4.13)

4.14)

Lema: Sea B una matriz de nxn, con un espacio invariante 1
de dimension m (ms<n), con base ordenada V={v,v,...v.}
entonces B puede ser representada en alguna base, por una
matriz de la siguiente forma:

B' C
0D
{y por tanto es similar a ella)

Donde B’ es la matriz de mxm que representa a B restringida al
subespacio 1 con respecto a la base V.

Demostracién: Completemos a V para formar una base
ordenada de todo C", como sigue:

T={v, Ve VKo, yeer ek}
Ahora, observemos los siguientes hechos:
Primero, [v), =e, donde i€{1....m}. Notemos también que tiene

ceros en todas las entradas a partir de la m+ 1 y por tanto se
puede escribir de la siguiente manera:

ol = [k ]

1Bv,], =[B],{v), =(Bl.e,

En segundo lugar:

Es decir [Bv/], es ta columna i-ésima de [B],

Por dltimo, sabemos que, como v,€l,, entonces Bv, también
estd en Iy por tanto sus T-coordenadas:

[Bv); = (8L [v], = Sa[u],



De aqui, de 4.14 y de 4.13, se deduce que las columnas de la
1 a la m de [BI, tienen ceros en los renglones mayores que m,
Por tanto, podemos escribirla como:

k=5 o)

Con B' mxm. Y por |a observacién 4.13:

ik =3 ] -[FH]

Pero si observamos cuidadosamente, de aqui se concluye que,
B' es la representacion de la transformacion lineal B restringida
al_con respecto a la base V, pues basta completar con ceros
B'lv], para obtener [Bv), 0O



4.3 Resultados espectrales.

{4.15)

Teorema: Sea »:A — A’ una cubierta de Galois definida por el
grupo G, si A es finita entonces o(A')ColA).

Demostracién: Iniciemos recordando un par de resultados de
Sigebra lineal:

a) Dos matrices similares tienen el mismo espectro.

b) Toda matriz triangular superior (s la que se llama
forma de Schur) tiene sus valores propios en la
diagonal, mas aun, toda matriz cuadrada es similar
8 otra que esté en forma de Schur.

~ Asl que para demostrar el resultado, nos bastard mostrar que

la matriz de adyacencia A es similar 8 una matriz de la forma:
A' C
oD

Donde A’ es Ia matriz de adyacencia de A’, y O la matriz nula,

pues si T, =PA'P, y T, =P;DP,, son las formas de Schur para
A'y D, claramente:

P' OYA' CcYP O) (T, X

o R'lo bJo P,) (O T,
Ser4 la forma de Schur para A. y por las observaciones de los
incisos anteriores se sigue el resultado.
Asf pues, en primer lugar, como = es sobre, si A ={1....n} vy

A'g={1...m}, claramente n2m, lo que da sentido a una matriz
como 4.16.
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(4.17)

4.18)

Ahora, para todo s€A’, ly i€A), se define el siguiente vector:

(v‘)‘ - {1 sin()=s

0 sino

Notemos que, para todo i existe un dnico s, tal que v/ =1y
todos los demds v; =0 ya que al ser n funcién sélo existe un
unico s igual a n(i). Otra forma de escribir los vectores columna
v* es:

vi= }e,
len~"s)
Ahora, si:
oV =0
L1.1]

En particular si jEA’,, tomemos i €A, tal que n{i) =j, entonces:

YoV =0

| 1.3

Pues se da para toda entrada i. Por tanto (véase 4,17) la suma
anterior es igual a:

0=ayV =o1=q

Es decir los vectores v* son. linealmente independientes.
tlamémosles V ={v’,....v"}. Por otro lado: '

(AV.), = Zanx": = Ya,-1

keag ken~Ts]

Pues todas las demds entradas v; son cero, pero por el
Corolario 4.9, la suma anterior es igual a:
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(4.19)

{4.20)

= a'l(i)l

n
AV' = é a’l(l)‘ ei

Si asociamos la suma anterior de forma que las =(i) vayan en
forma creciente, lo anterior es igual a:

= YA, et .+ 2 a,e
iex~Y1] lex™'{m)
=a'y Y et.+a,, 2.6

ien™'[1] © en”(m)

Pero ya habiamos observado que esas sumas eran otra forma
de escribir los v* :

Lo que implica que, el subespacio generado por V es un
subespacio invariante y ya que los v* son lineaimente
independientes (4.18), pues forman una base de dicho
subespacio de dimensién m. Entonces, por el Lema anterior
(4.12) A es similar a:

B C

0D

Donde B es la representacién de A restringida al subespacio
invariante (que en este caso es el generado por V), para la
base ordenada V y 4.20 es la representacién de A para alguna
base ordenada T ={v',....v™,k™*,....k"}.

Ahora, si recordamos 4.19 la columna s-ésima (con s en
{1...m}) de esta matriz es:
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4.21)

(4.22)

'
Ay
.

:

[Al e, =[AV'] =[§;a’m -.r"]r = I%a'i,[v']r = ga',, o= ¢

De donde se sigue que: A'=B. (0
Teorema: Sea n:A — A' una cubierta de Galois definida por el
grupo G, entonces:

rlA)sS r(A') s r(A)?

Demostracién: Sea u€a,’ y i€jd, tal que =(i)=u, por el
Corolario 4.9 sabemos:
> ay =agp, = a,?
tenju)
Lo que implica:
af say

Pues a\” es uno solo de los términos de la suma , los cuales
son todos no negativos. De donde, por el Teorema 3.28:

r(a) =LimSup gla,‘,'" sLimSup q/a,',‘:’ =r(A")

Ahora, por el Lama 4.8 para cada y'€ W.!” existe un unico
Yo =1B,-.B;) en A tal que S(yi,))=i vy =nlyy)=v', aun
cuando y' forma claramente un ciclo, no podemos decir lo
mismo de v, sin embargo, podemos formar naturaimente un
ciclo del doble de longitud de la siguiente manera:

Y= (7(5)176‘)) = (pu"ﬁn-p;""p;‘)
Asi tendremos bien definida la funcién:

QW - WO
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(4.23)

(4.24)

que asigne @ly')=v, ademés ¢ es inyectiva ya que si:

=o'} =9(8') =3

Entonces:
Y =3y
{Pues si son iguales entonces también sus "mitades” lo serédn).
Y ademés:
v'=nlyyg) = nl5 ) =&
Y por tanto:

o’ saff
Pero sabemos:
LimSup 3faf™ = LimSup (a® V# < rea)
Por tanto: "“ "
LimSupy/ai™ =r(ay
De aqul y de 4.23: "

ra”) =LimSup yfa.f’” <LimSup¥/af™ = r(a)?

Que junto con 4,22 completa la demostracién. 0

Corolario: Sea n:A - A' una cubierta de Galois definida por el
grupo G, si A es finita entonces:

r{A) =r(A’)
Demostracién: Por 4.15 sabemos que: o{A’)Cc(A) vy por tanto:

r(A')s r{A)

Y por 4.21:

A S r(A")

Lo cual implica el resultado, 0
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(4.25)

(4.26)

Teorema: Sea n:A — A' una cubierta de Galois definida por el
grupo finito G, entonces:
rlA) =r(A’)

Demostracién: Tomemos una sucesién de subgréficas finitas
{F,} convergentes a A,y lamemos:

F'i=n(F)
Que por supuesto, es también una subgréafica finita de A’.

Ya que n es sobre, para toda a'€A’, existe a€A,, tal que
n{a)=a'. Pero sabemos que, para o existe N tal que n=N
implica a€F, por tanto a'=nla) €F’', Es decir, la sucesién
{F',} también es convergente a A'.

Ahora consideremos la gréfica inducida F,, cuyo conjunto de
vértices es:

(F‘n)0 =G(F,), = {i e Aii = 9.9 €G.x e(F, ), }

Claramente F, es también finito pues G lo es. Ademds, por la
forma en que la definimos, F, es cerrada en G, es decir, la
imagen de cualquier vértice o arista de F, bajo cualquier g en
G, ests también en F .Y como F CF,, esto implica que la
sucesi6n {F,} también converge a A. Por otro lado recordemos
que si j=gli) y p =gla) sucede que:
n(j) = ngli} =n(i)
n{p} =ngla) =nfo)
Lo que quiere decir que:
n(F,,) =F;

Asi pues, de las observaciones anteriores resulta que: n
restringida a F, como dominio y F', como contradominio es un
morfismo de graficas sobre y que "hereda” las propiedades:
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4.27)

a'fali)) =Gi
n'[nla)] = Ga

Que lo convierten en una cubierta de Galois n:F, - F para el
grupo G. Por el Corolario 4.24:

I'(’—:n) = I'(F,:)

Y por el Teorema 3.24:

ra) = |;imr(r?,,) = Limr(F;) = r(a")
Ya habiamos observado en el ejemplo 1.21, lo complicado que
puede resultar un cdiculo directo del radio espectral de una
grdfica infinita, aun cuando ésta no sea particularmente
sofisticada. En el siguiente ejemplo, se utilizan los resultados
anteriores precisamente para simplificar un poco dicho céiculo
(el cual se completard sélo hasta el capitulo seis).

Ejemplo: Sean A y A’ siguientes gréficas:
4)

Donde los vértices para A son de la forma (n,x) donde
i€{0,...N), con NENN fija y x€Z. Claramente la rotaciones T
{que asignan cada vértice (n,x) al vértice (r,x) donde r es el
residuo de n+k al dividilo por N+ 1) forman un grupo de
automorfismos de A que actuan libremente. Naturalmente, G
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es un grupo ciclico de N+ 1 elementos. Y ya que podemos
establecer una cubierta de Galois n:A —» A' para el grupo G
{aquélla que envia el vértice (n,x) al x}, en base al Teorama
4.25, concluimos que r(A) es igual a r(A'), que en el ejemplo
6.24 calcularemos como I+J§ (gracias a una segunda
simplificacién)

”



5

La constante isoperimétrica.

En este capltulo introduciremos el concepto de la constante
isoperimétrica, y veremos algunos teoremas que relacionan
dicha constante con el espectro de gréficas regulares infinitas,
y que serdn requeridos para los resultados mas importantes del
préximo capitulo.
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TESIS WO DEGE
ﬂ“ DE LA BIBLIOTECA

5.1 Detfiniciones.

{6.1) Definicién: Sea A una gréfica y XCA,, la frontera de X es:
- {i“-‘j eAcieXy) ¢x}

Es decir es el conjunto de aristas con un extremo en X y otro
fuera.
Por otro lado:

Int(F)={IeF° D12 € A, :uﬁ,}

Es decir, es el conjunto de los vértices tales que, todas las
aristas que los contienen, tienen ambos extremos en F,

(5.2) Definicién: La constante isoperimétrica de A es:

KA) =inf {jl_)?'[ X <A, X=2yXfinito }

A) =inf {m 1Xch X2y |x|sJi:£l}

x|

o bien:

Para los casos infinito y finito respectivamente.
{6.3) Definicién: Sea A una gréafica, definiremos:

a)b(n) ={jeA, : dlijlsn}.
bl s(n} ={j €A, : dli,j) =n}.

Es decir bin) es el conjunto de vértices cuya distancia a i es

menor o igual a n mientras que s5,(n) es el conjunto de los
vértices cuya distancia es exactamente n.
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c-

Se desprende inmediatamente de la definicién que:

a)s(n+)nb(n)=2
b)b(n+)=b(nyus(n+1).

Lema: Sea una grédfica A entonces bin) es finito {recordemos
que siempre asumimos que las gréficas son acotadas).

Demostracién: Por induccién. Sabemos que |b(1)|<1+M, v si
suponemos que [b(n)| es finito, como por 5.4:
|bin+ 1| =|b(n)]|+]|sin+ 1)| basta ver que s(n+1) es finito,
pero sabemos que estd contenido en el conjunto de vértices
adyacentes & algin elemento de b(n), de aqui que -
|sin+1)[sSM,[bin}]. o



5.2 El espectro de graficas regulares infinitas.

(5.6)

(6.7

(5.8)

El siguiente Lema es muy interesante, pues nos permite
identificar exactamente, el radio espectral de algunas gréficas
regulares infinitas.

Lema: Sea A una grédfica reguiar de grado k (ver 1.2b), con
A,=MN, y tal que i(A) =0, entonces r(A) =k.

Demostracién: Por el Teorema 3.4, basta que construyamos
una sucesién de vectores {x"} con ||x"|| =1, tal que:

Limlax" -] =0

n-so

Lo que implicarfa que keo{A), y como por el Teorema 3.10
sabemos que r{A)sM, =k esto completaria el resultado.

Como i(A)=0 podemos elegir una sucesién {X)} de
subconjuntos (no vacios) de A, tal que:

Ll‘l—lo

X
Sea x"el’ el vector "caracteristico” (con norma uno) definido

como:

slieX
siiedy: X =1 €%

0 . si no
Nétese que: 3

BB S
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(6.9)

{5.10)

Pues sélo cuentan las j en X pues las demas entradas de x"
son cero. :

Ahora consideremos el vector (A-kI)x", veremos que su i-ésima,
entrada es distinta de cero solo si el vértice i es extremo de

" una arista en 0X, .

En efecto, si sucediera que fuera cero sabemos: }

N | siiex,
(Ax) =toct = ix,]

0 sino i

En el primer caso, si i€X, de lo anterior y de 5.8 resulta que:

2.8 =k

]Gxn i
Es decir: i tiene k aristas (o sea todas sus aristas) con el otro.
extremo en X, es decir i estd en int(X) y no poseeria una
arista de oX,, . ‘

En el segundo caso, nuevamente por 5.8y 5.10:

28,=0

“xll
Lo que significa que i no tiene ninguna arista con el otro
extremo en X, y como tampoco la propia i estd en X,
entonces ninguna de sus aristas estaria en X,

Asl pues, consideremos tales i (extremos de alguna arista en
oX,)

a) Si iEX_ observemos que:

k-Ya,
=




(6.11)

Es el total de aristas de i {son k)] menos las que
tienen ambos extremos en X, dicho de otro modo,
son el namero de aristas de 0X, que inciden en i,
flamemos a dicho numero o,. Ahora ohbsérvese que,

por 6.7 y 5.8:
sttt = Y- 2o )= Y
b) SiieX,

pILY
i

Es el total de aristas en X, que inciden en i y por
ese mismo hecho estén en X, , ademés
nuevamente:

Nétese que, en ambos casos el resultado es J, por la misma
constante (saivo el signo). Por otro lado este numero 0O,
representa sdlo un subconjunto de las aristas que inciden con i
y por tanto es menor o igual que k. Ahora:

e -t = Faxt - o

Y por 5.11:

_Z lel.-lx|26.

]] iea

Pero 0, es el numero tota! de tas aristas en 9X,, con la
salvedad de que cada arista serd contada dos veces, pues i
tomara el valor de sus dos extremos. De aqul que la suma
anterior sea igual a:
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(6.12)

Que sabemos tiende a cero, con lo cual completarnos la
demostracién. 1]

Ya vimos en el capftulo uno {1.21), que el céiculo directo del
radio espectral para gréficas infinitas, puede ser muy
complicado aun cuando las graficas no sean particularmente
sofisticadas, en el siguiente ejempio se identifica rdpidamente
el radio espectral aplicando el Lema anterior.

Ejemplo: Sea A la siguiente grafica regular infinita:

En donde cada vértice tiene valencia 2k con keEMN. Si
X,={1,....n} entonces, claramente:

Lim Ty =Lim =0

Lo que implica que i(A) =0, asf que el Lema 5.8, nos permite
identificar de inmediato el radio espectral de A como:
Al

rtA) =2k

El Lema anterior nos permitié conocer el radio espectral para
gréficas regulares infinitas, cuando éstas tienen su constante
isoperimétrica igual a cero. El siguiente Teorema nos da una
cota superior del radio espectral basada también, en la
B4



(6.13)

constante isoperimétrica y que serd de utilidad ain cuando
ésta no sea igual & cero.

Teorema: Sea A una gréfica regular de grado k, entonces:

Kay

I'(A)Sk—'—2—k—

Demostracién: Se demostrard la siguiente propiedad:
i(ay
K-l
H) < 2k

Donde H es cualquier subgrafica de A, pero inducida, conexa y
finita a partir de lo anterior, es facil llegar al caso general
usando el Teorema 3.24 para una sucesién {F} de dichas
subgraficas convergentes a A. Efectivamente, por un lado:

Lim ©(F,) = 8)

Y como {a desiqualdad se dard pars todo tF ), entonces se
dard necesariamente para su limite.

. Ses pues una H como la descrita anteriormente y llamemos 8

a su matriz de adyacencia, por el Teorema de Perron-Frobenius
2,12, podemos elegir el valor propio A=r{H) y x uno de sus
vectores propios, positivo y unitario, asl que:

{Bx,x} =2
Podemos extender x para que penenézca a I de Ia siguiente
manera:

. [xsiieH,
1710 sino
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(6.14)

Para llegar a la desigualdad nos servird analizar el siguiente
valor:

2 ' 2
52 = ( Z:|x,2 -x¢ ) = (Hzeyx, + x,"xi - x,|)

Bjca,

Pero, por la desigualdad de Cauchy:
2 ‘2
< Sp+x| - x|

Plea, Pleay

Ahora recuérdese que:

0s (x-y)?=x%-2xy +y? portanto; 2xy<x?+y?
de aquf; x?+2xy+y? S2{x2+y? y entonces
{x+y)?s2{x*+y?)

L) . .
De aqui que la suma anterior sea menor o igual a:

< Z2(xf +xf) Z(xf + X - 2xix‘)

Fjcay Pleay

Qbservemos ahora la suma:

> +)

Bjeay

Como para toda arista «, se consideran los valores de x
correspondientes a sus dos extremos, podemos reordenarla ya
no por las aristas a, sino exclusivamente por los vértices i, y
ya que sabemos que A es regular de grado k, cada vértice
aparece exactamente k veces como extremo de alguna arista
a, de modo que la suma anterior se convierte en:



{6.15)

{6.16)

{6.17)

Y kx? =k3 %2 =kfx[’ =k
ieAg idy
{Recuérdese que el resto de las x, son cero). Ahora veamos la

suma:
> 2% = Z(x,x, + x'x,)

Biea, Hjea,

Si i 6 } no estdn en H, su entrada correspondiente en x es cero
y por lo tanto, podemos excluir cualquier arista de A, que no
tenga ambos extremos en H,. Pero como H es una subgréfica
inducida, esto significa que tales arista pertenecen a H, asf
que, si en fa suma anterior asociamos aquellas a con una
misma pareja de extremos, notaremos que hay exactamente b,
repeticiones de tales aristas. Ademas, como esté considerada
tanto la pareja xx, como la xx, y ademéas: b,=0 sl y sélo si no
hay aristas entre i y j, podemos reordenar la suma anterior en
base a todas las parejas desordenadas de elementos de H, de
fa siguiente manera:

Zbux,x, = Z Z(bux])xl
p Wokte

Que es igual a :

Y. (Bx),x, = (Bx,x)= A

iy
Entonces por (6.14), (6.15) y (6.16), 52 < 2k(k-A).
Ahora veremos que relacidn hay entre 5 e i(A).

Analicemos nuevamente B, recordemos que corresponde a la

suma:
3= le,’ - xf]
aghy
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{6.18)

(6.19)

Pero entonces, cualquier arista o cuyos valores x, y x, sean
iguales, no contribuird al valor de 5 y podemos para este fin
ignorarla. Por otro lado, sélo hay un numero finito de valores
de x, diferentes de cero (s6lo aquellas fes que pertenecen a
H,), denotemos a dichos valores de la siguiente manera:

0=v,<Y,<Y,<....<Y,,
Tomemos una orientacién de A de tal forma que, para toda a:

<

Xor= Xota)

Sea F, la subgréfica inducida de A donde:
€, = {Ex 2y sikelt..m)
0T osik =m+1

También, sea:
S, ={a €A% =v,}

En base a la orientacién anterior podemos expresar:

8= 3 (X = Xew)

aedy

Y reorganizar dicha suma, reordenando en base a los valores
distintos de cero {(que son m) de x,,, asociando todos los
valores iguales ({lo que implica que dichas aristas estén en S,),
de la siguiente manera:

$( 2o -]

k=1\ aeS,



(6.20) Consideremos el conjunto XF, )u: obsérvese que por definicién,
consiste de las aristas con un vértice que pertenece a (F.), v
otro que no pertenece. Es decir: si s{a)®ela), entonces

XourZ Vi > Xy €N palabras: a

estd en el conjunto anterior,

2
Yn si el valor de la entrada
va, asociada 8 su inicio es
2 v2., mayor o igual a y,, v el de
su fin es estrictamente
menor.
J y2 Ahora observemos la figura
L3 ; x.Y, en elia estén
Yir representadas todas las
aristas dirigidas de A a
| 4 y3 excepcién de aquéllas que
J y? no contribuyen al valor de 5.
1 .
3 2 En el k-ésimo renglén se
Yo
encuentran todos los

vértices con valor de (y,)? (nétese que el valor ya se encuentra
elevado al cuadrado, que es la forma en la que aparece en la
suma), su inicio estd representado por un punto y su fin por
una flecha. Es evidente que la suma 5.19 resulta ser [a suma
total de las "longitudes” {y -y ? con p>q) de dichas flechas,
ahora bien, nétese que, cada flecha estd subdividida en
fragmentos, pongamos atencién a cuantos fragmentos de
longitud {vy,2-y,,?) existen. Para que una flecha pase entre los
renglones v, vy v, ,, Su inicio debe estar antes o incluso hasta el
renglén k y su fin estrictamente después, pues bien, ésta es
precisamente la definicién (5.20) que observamos para o(F,), y
por tanto hay tantos fragmentos como elementos en él. De
aqul que 5 sea igual 8 :



&= gla(ﬁ‘)‘ll(y: - V3~1)

Como sabemos que:
a(Fll )o

F.),

i{a) <

Entonces la suma anterior es mayor o igual a:
2UME(F) [ - i)

i8] Bl e - Efe Db |

~ka) BfFpi - ERp]

comoy,=0,yF_ ,=03:

=) EFbE - iR |
= i@)[g ye (l(Fu )OI - I(Fm )g l)]

Pero de la definicién 6.18, resulta evidente que |(F,),]-|{F,, )o|
es exactamente el numero de vértices que comparten el valor
de y,, de aqul que la suma anterior resulta ser la suma de
todos los valores x, diferentes de cero, es decir:

i(A)[g va((F )| - |(F..,)o|)] =AY X = i(a)

Por tanto: i(A}<3, de aqui que, a partir de 5.17: i(A)2< 2k{k-2),
de donde se deduce fadcilmente el resultado. 0



(6.21)

Una consecuencia del Teorema anterior es el reverso del Lema
5.6, que veremos en el siguiente Corolario.

Corolario: Si A es una gréfica regular de grado k, con A,=NN, v
tal que r{A) =k, entonces i{a) =0.

Demostracién: Por el Teorema anterior sabemos que:

k=r(a)sk Ky
KaY/Z <0.-.0sKAF <0
a

Es decir, para una gréfica A regular de grado k, el radio
espectral r{A) es k sl y sélo si la constante isoperimétrica i(A)
es cero. Y cuando no es cero, contamos con un criterio de
acotacién para r{A) basado en i(A). En el ejemplo 6.25 del
capitulo seis, se ilustra precisamente una gréfica con i(A)
diferente de cero, donde se comprueba la desigualdad entre
r{A) y k, y donde la cota para r(A) juega un papel importante.

[



6

Cubiertas de Galois
para grupos manejables

En este capltulo introduciremos el concepto de la gréfica de
Cayley del grupo de automorfismos G (de una cubierta de
Galois), asf como el concepto de grupos manejables, el cual
nos permitird, apoyados en los resultados del capitulo anterior,
mostrar més resultados espectrales para cubiertas de Galois,
entre los que destacan el Teorema 6.17, que postula
r{A) =r{A") si A' es finita y G es manejable.
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6.1 La gréfica de Cayley

(6.1)

(6.2)

(6.3)

Definicién: Sea G un grupo y sea S un subconjunto de G tal
que:

1¢S y VvV g€G, g=ﬁs, donde s,€S
i=1

Entonces se dird que S es un conjunto de generadores de G y
si S es finito, qtie G es finitamente generado.

Definicién: Sea G un grupo finitamente generado y S un
conjunto finito de generadores de G. Entonces la gréfica de
Cayley I'(G,S) (o simplemente I') es aquélla tal que:

r,=G, y gSherl’, sfysélosi h=sgdonde s€Sy h,geG.

Notemos que I' serd una grdfica regular de grado 2(S|, pues
de cada vértice i "partirdn” |S| aristas de la forma; iSj, donde
j=si, y por otro lado a cada una de las anteriores corresponde
otra de la forma; jS'i, pues i=s"j.

Ejemplos: Sea A como se ilustra. Si los vértices son elementos
de un grupo clclico de seis elementos, claramente las
rotaciones r, (que envfan cada vértice i
a is") forman un grupo de
automorfismos G de A que actian
libremente, y este también es un grupo
ciclico de seis elementos  {(donde
podemos tomar a S={r,] como el
conjunto generador) y curiosamente Su
gréfica de Cayley resulta ser la misma A=TI",
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En el siguiente caso, A es el cubo, cuyos vértices podemos
numerar a partir del centro 1 de la siguiente manera:

d

1

adtda®

Dependiendo de que tan a la "derecha”, o hacia "adelante”, se
encuentre el vértice a partir del centro, si consideramos las
rotaciones que resulten de multiplicar cualquier vértice por
a"d™, donde a y d son generadores de grupos ciclicos de cuatro
elementos, es claro que forman un grupo de automorfismos G
gue actoan libremente, ademas podemos elegir precisamente
$={a,d}. De donde resulta que la grafica de Cayley para los
ocho automorfismos de G (cada automorfismo envia el centro
1 a cualquier otro vértice), vuelve a ser nuevamente el cubo.



6.2 Definiciones y resultados preliminares.

(6.4)

(6.5)

Definicién: Sea G como en 6.2, si su gréfica de Cayley I es tal
que: '

ir)=0
Entonces el grupo G seré llamado manejable.

Ejemplo: Ya vimos en los ejemplos 4.2 y 4.4, que las
"translaciones" t, de la gréfica:

Forman un grupo G de automorfismos de A. Si elegimos
S={s,,s,} donde 5, =t, y 5,=t,, resulta claro que:

1, =$,8,
t, =8, Parar>0
t,=8., Parar<O

Es decir S es un conjunto finito de generadores de G.

Por otro lado, la siguiente es su grafica de Cayley I':



6.7}

St S, 5

Sa S.. s.|

Donde cada vértice t,, esté representado exclusivamente por el
nimero r. Por el ejemplo 5.12, sabemos que tiene constante
isoperimétrica iil") =0, es decir G es un grupo manejable.

En este capftulo nos ocuparemos exclusivamente, del caso de
las cubiertas de Galois n:A - A’ con A’ finita.Y para elias,
sucederd que su grupo asociado G serd un grupo finitamente
generado, y por tanto siempre podremos elegir una gréafica de
Cayley ' acotada para G, como veremos en los siguientes

- resultados.

Lema: Sea nx:A - A' una cubierta de Galois definida por el
grupo G, donde A' es finita entonces, existe una subgréfica
inducids W de A, tal que es conexa, con un solo vértice en
cada 6rbita , de G y por tanto {W,| = JA}].

Demostracién: Construiremos dicha subgréfica. Sean Q =="[x]
(donde x€A’) las 6rbitas de G en A, sabemos que al ser A’
finita, digamos |A',] =t, hay exactamente t 6rbitas distintas
{de hecho son no vacfas y ajenas entre sf).

a) Seauen), con pE(1,...t} v sea (W'),={u}.

b) Supongamos definida a W" conexa, inducida, y con
un solo vértice en cada una de las n 6rbitas:

{Q} conje{1....n}.

¢} Podemos suponer la n anterior menor a t, pues de
lo contrario Wn seria la gréfica que buscamos.



6.8)

Sea X el conjunto de los n vériices de A’,
correspondientes a las 6rbitas € i€{1,...n} v Y los
demds vértices de A'. Como A' es conexa sabemos
existe una arista i'%j' donde i'eX y j'€Y. Sea
ieEW" tal que i€n'li'}, por el Lema 4.8 existe
a €4,, tal que o incide en i y n{a)=a'. Claramente
i%j donde n{j)=j',- por lo que podemos definir Wn*1
como la subgréfica inducida de A con vértices
(W,U{i}.. Y, en un numero finito de repeticiones
del anterior procedimiento (tantos como elementos
haya en A',) llegaremos a la gréfica buscada W.

Observaciones: Sea W como en el Lema 6.6.

Si g€G, llamemos: giW,)={i€A,: i=glj) tal que jeW}, es
decir, al conjunto de vértices tales que, son imigenes bajo g
de algun vértice de W. Y por otro lado g{W) ia gréfica inducida
cuyos vértices son g{W,).

Si g=1 entonces giW,)"W, =3, pues para todo i€EW, gli} no
puede estar en W, pues, claramente i y gli) estdn en ja misma
6rbita y W, sélo tiene un vértice por 6rbita y G actia
libremente sobre A,

Al tener W, un vértice representante de cada érbita, y al
aplicar toda geG sobre ellos, se obtienen todas las drbitas,
que juntas, son todo A,.

Otra forma de interpretar lo anterior, es que, cada vértice i se
encontrard en una y sélo una g{W,).
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(6.9

(6.10)

Ejemplo: De nuestra gréfica del ejemplo 4.2:

Sabemos que las érbitas de los vértices son los conjuntos de
numeros congruentes médulo dos. De aqui que, naturaimente

podamos elegir a:

0 1

Camo nuestra grafica W, pues claramente:
- Es conexa.
- Es una subgréfica inducida.
- Tiene exactamente un vértice por orbita.

Teorema: Sea n:A - A' una cubierta de Galois definida por el
grupo G, donde A' es finita, entonces existe un conjunto finito
S de generadores de G.

Demostracién: Por construccién. Sea W una subgrédfica de A
como en 6.6, y consideremos el siguiente conjunto:

S={geG: g#1, g{W)—W} (recuerde la definicién de giW)—.W
en 1.1)

En seguida veremos que S, es precisamente el conjunto de
generadores que buscdbamos.

a) S es finito, ya que sabemos que W, lo es, y al ser
A acotada, el conjunto de sus vértices adyacentes
a W también lo es, la conclusién se sigue de que
8



cada uno de dichos vértices estd en una y sélo en
una giw)} (por 6.8).

b) S genera a G. Es decir que si g€E€G entonces:

o=IlIs

t=1
Donde s,€S.

Como caso especial consideraremos a 1. Si s€Sy
por tanto s{W)——W, claramente W-_s(W), por
tanto s'€S también, y entonces I=ss'. Ahora
probaremos que cualquier g*1 es generado por S
por induccién en la distancia entre W y g(W). Si
d{giW), W) =1 entonces dos de sus vértices son
adyacentes y por definicién g€S.

Ahora, supongamos el resultado para las gréficas
h{W) con distancia menor o igual a n. Y tomemos
g€G tal que d{g{W),W)=n+1. Entonces tomemos
§={6',a) donde & y &' son caminos de longitud
n+1 y n respectivamente, vy « s una arista y
donde:

§(0) =5(8') =i, e(d'} =s(a) =k, &(d)=ela)=j,
con i€gIW,} vy jEW,

Entonces, por 6.8 podemos elegir un heG tal que
k €h{W,), por hipétesis de induccion:

Ademds:
h(W)—g(W)
Por tanto:
W—__h'g(Wi por tanto: h'g=s, donde s, €S
Por tanto:



6.11)

r
. g=hs, = (Hs,)s.
Lo cual completa la demostracion. 0

Lema: Sea n:A—> A' una cubierta de Galois definida por el
grupo G, con A’ finita, S un conjunto generador de G (que por
6.10 podemos elegir finito) y I' la gréfica de Cayley asociada a
G y S, entonces:.

i(A)s M,i(I)

Demostracién: Se verd que, para cada subgréfica F de I' existe
una subgréfica D de A, donde:

OSLa_)lsMAm

ol Fl
Lo cusl implica, que los Infimos también satisfacen esa
desigualdad.

Sea F una subgrédfica inducida y finita de I, y sea W una
subgréfica de A como la descrita en el Lema 6.6. Definamos a
D como la subgréfica inducida (y finita) de A cuyos vértices
son:

DO = Ug(wo)
veFy
Observemos que:

1Do] = |Fo] [Wo| =t |Fy]

Pues por las observacién 6.8 las g{W,) no comparten vértices,
Yy Iwol =t

De aquf que nos bastard demostrar que:
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6.12)

|6D°| < MAl|a"'°|
Para este fin, nos serd Gtil la siguiente funcidn:
#:{D; - IM®D,)} - {F, - int(Fy)}

Que asigna ¢(a) =g, donde acg (W), esta funcién estd bien
definida, pues de la observacién 6.8 existe una Unica g, de
tales caracteristicas.

Ahora, si a€D,-int(D,) entonces existe b tal que beD, y a—b,
pero entonces g,(W)—.g,(W), por tanto:

W—0;'9,(W) .. 0)'5,=5 cons €S
Por tanto: g,s=9,
Es decir son adyacéntes en I'. Y como b no pertenece a D,,

por la propia definicién de D, g, no puede pertenecer a F,, por
tanto:

g, €F,-int{F)

Ahora, ¢'lg] son todos aquellos vértices i en D-int(D,) tales
que i€g{W,) v entonces, necesariamente ¢'(glCg(W,) vy por
tanto:

167(gl] < [GIWo)| = [Wo| =t

(Pues g es un automorfismo, y por tanto biyectivo). Ahora
analicemos un poco el nimero:

D, - int(D,)

t

Dividir el nimero de elementos por t, nos da el numero de
subconjuntos de t elementos, que una particibn de ese
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(6.13)

6.14)

(6.15)

{6.16)

conjunto puede tener. Y como mientras menos elementos
tenga cada subconjunto, Mas subconjuntos puede haber, el
nomero representa la minima cantidad de subconjuntos de
hasta t elementos, que una particién de |Dy-int{D;)| puede
tener. Por 6.12 se concluye que es menor o igual al nimero de
¢1(g] diferentes que puede haber. Y como sélo puede haber
hasta |Fy-int(F,)| {uno por cada elemento). Entonces:

&:M <o - int(Fo)
o [P —int(D,)] s tfF, —int(Fy)|
Y ahora bien, como cada arista en oD, incide necesariamente

con algun vértice en D,-int(D,), y ya que cualquier vértice tiene
a lo mas M, aristas, entonces:

IBDOI sM, D, - int(Da)]
Ahora, como a cada arista en JF, corresponde un vértice en

Fy-int(F,} ly de hecho solo uno pues el otro estd fuera de Fj) vy
como por definicién los vértices en F-int(F)) tienen al menos

una arista en dF,, dicha correspondencia es sobre y por tanto: K

[Fo ~int(F,)| < [oF,|
De aqui, de 6.14 y 6.13:
]aDolsMA||6F°|

Esto completa la demostracién, 0
Observacion: Si en particular ifl') =0, podemos encontrar una
sucesién {D } de subgréficas de A, con: :

_Jo@.)]
Lim 1[(0—)11 =0
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Y tal que el nimero de elementos de la interseccién con cada
orbita |Q,MD,),| es constante para cada SEN,

Tomemos unas sucesiones {F}, v {D} como en el Lema
anterior, donde ademés:
aAF. ),

' =0
Lim A

De aqui, se sigue que {D } cumple 6.16. Ahora por la forma en
que se construy6 D, resulta que:

Q.ﬂ(D..)o=ﬂ.ﬂ{ (W, )} L(J{n W)}
U‘Fno ge(Fn)

Y recordando que g{W,) sélo tiene un elemento de cada 6rbita,
y que las g{W) no comparten vértices resuita que:

0, ~(D,),| = W)= =
I .f'\( n)o, ge(zﬁ,)‘l,n.mg( o)l o;.): v o

Es constante para cada n.
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6.3 Resultado Principal.

6.17)

(6.18)

Teorema: Sea n:A —» A' una cubierta de Galois definida por el
grupo G, si A' es finita y G es manejable, entonces:

r{A) =r(A")
Demostracién: Como ya sabemos, por el Teorema 4.21 que,
r{A)<r(A’), nos bastarfa ver que r{A')€c(A) para completar la
demostracién,

As( pues, construiremos una sucesién {y} en U que,
lly*™ll =1 para toda n, y:

Lim|lay® - r(ay"| = 0

Como en el Teorema 3.4,

Tomemos {D,} una sucesién de subgrdficas inducidas de A
como la descrita en la observacién 6.15.

Como A’ es finita, por el Teorema de Perron-Frobenius {2.14)
sabemos existe un x tal que x>0, ||x[]=1 y A'x=r(A'}x, y sea
xnel], tal que siigA,;

"('(,,, _[xn site(D,),
0 sino

e

Para que y'™' sea unitario. Ahora observemos que:

Tomemos:
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(6.19)

(6.20)

6.21)

(Ax‘"’), =Y ax” = 3 ax"

jedo J(Dn)y

Pues las demés entradas de x™ son cero, ademés, también
podemos reordenar los sumandos, de tal forma que las jotas
en una misma 6rbita estén asociadas:

- ) ™
= Yax"+ YaxT+..
i), le'ZnD,), :

Y por la definicibn 6.18 resuita claro que dichas jotas,
comparten el mismo valor de x, entonces, lo anterior es igual a

= Ya, x+| Ya, I+.=3 > a, Ix,
len™"n(D, ), jen~'12]~(D,), seapf \ jen~"(s}(Dy),

A continuacién, veremos que, para que i, aporte algo al valor
de ||Ax"-r{A’)x"| habra de tener una arista en XD, ), (es decir,
i€(D ),-int(D,), 6 i€ (D), y existe alguna je(D ), adyacente a i
y en caso contrario: (Ax'™) —-r(A')x!™ =0, Efectivamente,
revisando los siguientes casos:

a)En el caso de que i€int(D)), sucede que la
restriccién  i€{r'(k1"N(D)} es equivalente a
simplemente decir que, i estd en n'(kl, pues para
toda j que no esté en (Dnio, resulta que a,=0. Por
tanto, en base sl Corolario 4.9, la suma 6.20 es
igual a:

= 3 8lX,
sedp
Pero esto es.
(A" = 1(A" )%, = 1A
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(6.22)

(Ax ™), — (A" = r(a ™ — r(a " =

b)Si i€(D,), v si no existe j€(D)), tal que i sea
adyacente a j entonces (por 6.19 y 6.18):

(AX®), =~ r(AN = (AX) 0= Fax" =0
fe(Dn)o

Pues necesariqmente 8,=0 para todas esas jotas.
c) Sii¢(D,), vy existe j€(D ), adyacente a i entonces
() -ramp = 3| oy b0

sca)) jen (8D, )
Por 6.20 y 6.18. Ademds, lo anterior es menor o

igual a:
< Z[Zau . S 2. MX,
seap] jedg [ .1
Pues claramente, {n'[sI™D,),}<A,, v como x>0y

lixl|=1 entonces x,<1, por tanto, también es
menor o igual a:

< M, - 1=M,[A| =M, t

[ 1113

d) Por otro lado, sii€(D,),-int(D ),. notemos que:

—T(A')X,(") = —r(A')xn(l) = —(A'x),.(i) Zan(l)s s

(Y

Por el Corolario 4.9, esto es igual a:
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‘Z[ Zau}‘-= 2 e+ Z .
sehg) jen 8] scdy| fen”isinOnk fel

Y por tanto, ayudados de 6.20, se abtiene que:

fax), - rtam®| = |- 3} Soay
Lo,

Lo cual es menor o igual a:

2l

seagl jedo

Pues xs1 y el subconjunto de las jotas
consideradas en la suma, estd claramente,
contenido en A, vy por lo tanto, también es menor
o igual a:

< TM, =M, jas =Myt

[

Asi pues, por la observacion 6.21 y las desigualdades
senaladas en los incisos anteriores:

JAX® ~ r(a)x®) { (™, )
ieli: e > aea(on).,}

Pero claramente, para cada a€dD,), existen dos unicos
vértices {los extremos de a} que cumplen Ia restriccién de la
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(6.23)

suma, o que implica que el nimero de les que cumplen dicha
restriccién, es el doble de |XD,),|. De aquf que lo anterior es
igual a:

R

Jax® —r(a" "] < M, 2Jo(D, ),

Ahora pongamos atencidn al valor [Ix™"}|2, que es igual a:

T = T,
te(Dn)y

ieAy

Pues todas las demds entradas son cero. Y si reordenamos, la
suma asociando todos los valores idénticos de n{i),
obtendremos:

2+ Zx§ +...
len*'~(D,), len'(2]~(D4),
Pero por Ia observacién 6.15 sabemos que el nimero de

elementos en toda n'[ilMN(D,), es constante (digamos igual a k)
para n. Por lo tanto lo anterior es igual a:

ki +ho +lod+,. =k x? =k -1
ledgy

Pues |ixl{=1. Pero también, observando el nimero de

sumandos distintos de cero que hay en las sumas anteriores,
podemos concluir que:

Kail=kt =[] - K= /'ﬁo"%'
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(6.24)

Pues antes de la reordenacién, eran tantos sumandos como
elementos en (D), mientras que después fueron k veces el
nimero de elementos en A’,. De aquf y de 6.23, resulta que:

Ay — (A = L A - (4w s e i, J0,)]

(D),
A0, ),

YT,

Que sabemos tiende a cero, con lo cual concluimos Ia
demostracién. o

Ejemplo: Ya vimos en los ejemplos 4.2 y 4.4 que:

0 3 6 " 1
— 0
( }1 2( )4 5[ lr °CD'
o1 2 3 4 §5°°

2

n es una cubierta de Galois definida por el grupo G de las
translaciones t. En el ejemplo 6.5 se comprobé que G es un
grupo manejable. Asi que, una aplicacién inmediata del
Teorema anterior nos garantiza que los radios espectrales de
ambas gréaficas son iguales, por lo que un répido céiculo de las
rafces del polinomio caracterfstico de A', (A2 -2A-4 =0) nos da
como resultado r(A) =r{A)' =1+ 5.

Por otro lado, en el siguiente ejemplo se verd que, si el grupo G

de una cubierta de Galois no es manejable, no se puede
garantizar la igualdad de los radios espectrales.
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(6.25)

Ejemplo: Considérese la siguiente grdfica A:
-

El arbot infinito en que cada vértice, es adyacente a cuatro y
s6lo cuatro vértices distintos. A partir det "centro® (arbitrario),

que podemos nombrar como uno, podemos numerar los
vértices de la siguiente manera:

Es decir, a cada vértice corresponderd un elemento Ils, donde
s;€{d, d', a, a"'}, dependiendo de que tan a la derecha: {d"} o
izquierda {d"), y/o amriba (a") o abajo {a") se encuentre dei
centro. .

Asi mismo, si consideramos a G, el grupo de los
automorfismos que corresponden a trasladar el centro 1 a
cualquier otro vértice, es claro que si HEG entonces:

Hiid=hi, dondei€A,yh=Ils,
Ahora, encontremos su grdfica de Cayley. Podemos elegir

claramente a S={a,a'.d,d'} como un conjunto finito de
generadores de G, de dande la grifica de Cayley I" sera:
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Que es una grdfica muy similar a A, con la unica diferencia de
tener dos aristas entre cada vértice. A continuacién
cailcularemos su constante isoperimétrica. Para este fin,
podemaos graficar I" de la siguiente manera:

Es claro que, en el nivel n habrd 4«3™' vértices, que tendran,
cada uno, dos aristas con cada vértice adyacente del nivel
siguiente {0 sea 2(4+3"). Entonces si tomamos X,, como el
conjunto de vértices en los niveles menores o iguales 8 n,
procedemos con los siguientes céiculos:

foX,|=2-4.3"
Kij=1+54-9

Por tanto:



IR
'5[4.3" 1+.:zo(}{‘)]
De aquf que: _j__l_ Co
. Xl _ 1o 1
Lim |ax|‘z[° 9 x]”%
Y entonces:

im 2%l
le Ixnl =4

LET)

Ahors, nos bastard probar que 4 es una cota inferior de los

valores:
(i)

Para demostrar que 4 es la constante isoperimétrica de I'. O de
modo equivalente, que para cualquier conjunto finito de
vértices X sucede que 4|X|<|dX]|. Procederemos por
induccion en el numero de elementos de X,

a)Si |X| =1, X={i} con i€l, pero entonces, sus
acho aristas pertenecen a X, y por tanto:

4{X|=4<8=|X|
b) Supongamos que: 4|X|< | 8X | si |X]|=n.
c)En el caso |X|=n+1, como X tiene un nimero

finito de vértices, éstos se encuentran
necesariamente en un mimero finito de niveles. Asf
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que podemos elegir un i€X que se encuentre en el
nivel mayor de X, Sea X' tal que:

X =X'U{i}
- De donde, por hipétesis de induccién:
a|x' <X’

Es claro que i, es adyacente a tres vértices del
siguiente nivel y que, ninguno de éstos estéd en X,
por tanto las aristas involucradas (que son seis)
pertenecen a dX. Por otro lado, i también es
adyacente a un solo vértice del nivel anterior, el
cual, en dado caso, pudiera estar en X', lo que
implicarfa que las dos aristas que los unen estarfan
en dX' pero no en dX. Es decir, al agregar i a X',
&X tendrd una "ganancia" de seis aristas con
respecto a dX' y una "pérdida” de a lo més dos,
por tanto:

|6X'| +4< X |
De aquf que:
4|X|=4|X'|+45|oX'|+4s X |

Con lo cual, concluimos el céfculo {I'}=4 (De una
manera andloga, se puede calcular que i{A) resulta
ser dos).

Lo anterior nos permite concluir que G es un grupo no

manejable. Por otro lado podemos dar una cubierta de Galois
n:A - A’ para el grupo G, donde A’ es:
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Donde 7 envia todos los vértices de A a t, las aristas
"horizontales™ a h y las "verticales” a v. Un rdpido cdiculo
permite conocer: r{A')=4.

Por el Teorema 5.13 sabemos que:
i(A)?
fA Sk-=-—"-=4- =
(a)sk ok =4-%=35

Es decir:
ra)<r(a’)
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