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"· .. 
Introducción. 

La principal motivación del presente trabajo se encuentra en el 
articulo: "The Spectral Radius of the Galois Covering of a finita 
Graph" de J. A. de la Peña v M. Takane 111. Y su objetivo es 
completar todos los detalles que una obra tan breve como un 
articulo ha de pasar por alto, asl como incluir todo el material 
necesario, tanto de otros artículos, como de textos, que 
permitan una más pronta comprensión del tema aún al lector no 
familiarizado, en este sentido, solo se asumen conocimientos 
básicos en álgebra lineal v moderna, asl como de análisis 
matemático. 

El orden en que se presenta el material es el siguiente: 

El capitulo uno presenta una breve introducción a los conceptos 
de gráficas, operadores de adyacencia v morfismos de gráficas. 

xiil 



En el capítulo dos se demuestra el muy útil teorema de Perron
Frobenius, demostración basada en la que se encuentra en 
Gantmacher 171. 

El capitulo tres, el más extenso de este trabajo, consta de dos 
partes, la primera de ellas aplica elementos de análisis funcional 
a l', que es el espacio vectorial en el que actúan los operadores 
de adyacencia, los teoremas que resultan serán indispensables 
para una completa comprensión del comportamiento general de 
dichos operadores y también para posteriormente, probar los 
resultados espectrales de las cubiertas de Galois. La segunda 
parte contempla algunos resultados més especializados para 
operadores de adyacencia y que tienen como fuente principal al 
articulo "The Spectrum of an Infinito Graph" de B. Mohar (4). 

En el capitulo cuatro introducimos el concepto de cubiertas de 
Galois, asl como de su radio espectral y damos los primeros 
resultados concernientes a dicho radio espectral. 

El capitulo cinco, cuyo contenido debe su origen al articulo 
"The Sprectral Radius of Infinito Graphs" de N. Biggs, B. Mohar, 
et. all. (3), estudia el concepto de la constante isoperimética y 
su relación con el radio espectral de gráficas regulares infinitas 
que seré de suma importancia cuando en el siguiente capitulo, 
se haga énfasis en las cubiertas de Galois para grupos 
manejables. 

El capitulo sexto y último, incluye el resultado central de este 
trabajo, el cual postula la Igualdad de los radios espectrales de 
gráficas entre las cuales existe una cubierta de Galois para un 
grupo manejable y que tiene su origen en el artículo de J. A. de 
la Peña y M. Takane citado inicialmente. 

A lo largo del trabajo, se incluyen diversos ejemplos que por sus 
simplicidad, pretenden proporcionar una ilustración clara de los 
conceptos, asl como una percepción del poder y utilidad de los 
resultados. 

xiv 
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Conceptos Básicos 

Este capitulo contiene los conceptos y definiciones 
fundamentales para el presente trabajo, se inicia con un breve 
repaso al concepto de gráficas y operadores de adyacencia, 
para continuar con el espectro, radios espectrales y morfismos 
de gráficas. 



1.1 Gr6ficas 

(1.11 Deflnici6n: Una gr6fica A es un objeto matemético que consta 
de: 

al Un conjunto A0 cuyos elementos se llaman 
v6rtlce1. 

bl Un conjunto A, cuyos elementos se llaman arl1tas 
y tal que, a cada una de ellas corresponde una 
pareja (desordenada! de vértices. 

Asl pues, cada arista a. decimos que incide con (o •une• al una 
pareja de vértices i, j , o bien que i j, son los extremos de a. y 
denotamos l!!j. De i y j diremos que son adyacentes. De hecho 
diremos que dos conjuntos de vértices X, Y, serén adyacentes 
y denotaremos X-Y, si existen xeX, y eY donde x, y son 
adyacentes. 

En el presente trabajo, 1610 consideraremo1 gr6ficas cuyos 
v6rtices aean a lo m61, un conjunto numerable, asl, sin pérdida 
de generalidad, podemos asumir que A0 es igual a: los números 
naturales IN, o bien a algún subconjunto {1.. .. n}. Para 
referirnos al número de elementos de algún subconjunto X (de 
vértices o aristas) denotaremos 1 X I • • 

( 1.21 Definici6n: 

al Sea i en A0 , el grado o valencia de i es el número 
de veces que i figura como extremo de alguna 
arista de A1, y denotaremos dicho número por 
vaHil. 

Observemos que una arista puede tener como ambos extremos 
a un único vértice, en tal caso se le llama lazo y contribuye 
dos veces a la valencia de su extremo. 
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bl A una gráfica con todos sus vértices de valencia k 
se le llama regular de grado k. 

11.3) Definición: Denotaremos por M. al Sup {val(i) : i EA0 } v si M. es 
finito, decimos que A es una gráfica ecotada. 

De hecho siempre 18 asumirá que nue1trH gráflcH A Hrán 
gráflcH ecotade1. 

( 1.41 Definición: 

a) Una pareja de funciones Is.el con dominio en A1 v 
contradominio A0 es llamada una orientación de A 
si para cada arista i!!j, se tiene que 
{sfa),el<xl} = {i,j), a s(a) se le llamará el inicio v a 
e(a) el final de la arista a. 

bl A una gráfica v su orientación le llamamos gráfica 
dirigida. 

el Si a pertenece a una gráfica dirigida podemos 
definir a·• , como la arista tal que s(a·•¡ =elal v 
e(a·'l=s(al. 

( 1.51 Definición: Sea A una gráfica dirigida por la orientación (s,e), 
un camino 11 de longitud n en A entre un par de vértices i v ¡, 
es una secuencia den aristas IP1 ..... 1Jn1 donde P1=a1 o P1=a¡' 
v donde: 

ali=sfP11 v j=elPnl· 
b)elPtl=slPt+ll donde kE{1 .... n·1}. 

Denotamos sllll =i v efl!I =i. También se puede extender este 
concepto para señalar que entre un vértice y si mismo existe 
un camino de longitud cero (sin ninguna arista). 
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(1.61 Lem•: Sean Is.el y (s',e'I dos orientaciones de A y sean 1 y j 
dos vl!rtices en A. Entonces, existe una biyección de los 
caminos entre 1 v j dados por (s,e), v los dados por (s' ,e'). 

Demo1tr1clón: Esta bivección surge naturalmente, pues si 
consideramos 1>=1111 ..... llnl un camino de longitud n entre i V j 
dado en base a la orientación (s,el, entonces sabemos que 
para cada 11; corresponde una única <1¡ en la gráfica no dirigida, 
que es simplemente 111 sin considerar la orientación. Y 
entonces, si orientamos <1¡ con (s',e'I, resulta claro que 
podremos formar un único camino a•= (y1 ..... ynl donde y1 =a¡ o 
y1 =a¡' con respecto a la nueva orientación. O 

Podemos entoncts hablar de los caminos entre i v j en A, sin 
referirnos a ninguna orientación en particular. 

11. 71 Definición: Una gráfica A, donde para cualquier pareja de 
vl!rtices existe un camino entre ellos, se llama conexa, 
tambil!n asumimos que, todH nue1trH gr6flcH son conexe1. 

11.81 Definición: Denotamos como dll,JI le di1tencle (en A) entre i v 
j, que está definida por la longitud mínima de todos los 
caminos entre i v j. Claramente también podemos hablar de la 
·distancia entre dos conjuntos de vértices dlX. VI. como la 
mínima distancia entre cualesquiera de sus respectivos 
elementos. 

(1.91 Lema: Si A es una gráfica conexa, entonces para cualquier 
partición P,, P2 de A0 existe al menos una arista en A con un 
extremo en P, v otro en P2. 

Demo1traclón: Sean pEP, y qEP2, v sea 1>=1111 ..... IJnl un 
camino entre ellos. Sabemos que s(ll11 =pEP1, así que nos 
basta elegir el primer P; (según el orden de los índices) tal que 
efll;I EP2 (es claro que existen pues elllnl =qEP21 para 
encontrar la arista que buscamos. En efecto, si i = 1 
claramente 111 cumple la condición, mientras que si i> 1 
s(l}¡I =elll;.1li!P2 , por tanto s(jl¡I EP1 mientras que elfi;IEP2 • O 
4 



( 1 . 101 Definición: Une subgr6fice A' de A (cuyos vértices v aristas 
son subconjuntos, respectivamente, de los vértices v aristas 
de Al es inducida" si para todo iº'i en A1 tal que i,j están en A'0 
implica que iº'i está en A' 1• 

1 t . 111 Ejemplo: La siguiente figura represente tres gráficas finitas, 
claramente las gráficas son conexas, pues no presentan 
subconjuntos de vértices aislados, le gráfica b es une 
subgráfica inducida de e, pues coinciden en les aristas de los 
todos vértices que comparten (el 1, 2 v 31 a saber m, p v y, 
mientras que e es una subgráfica tanto de e como de b, pero 
no es una subgráfice inducida pues no tiene le arista y. 

·¿: bl 
l 

6
3 

y y 

1 2 1 2 

el 

1~2 
a a a 

• Tambien conocidas como plenas. 
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1.2 Matrices y operadores de adyacencia. 

En esta sección definiremos a los operadores de adyacencia y 
observaremos sus propiedades principales, restringiéndonos 
inicialmente al caso en que A es una gráfica finita. Aunque, 
una vez despejadas algunas dificultades en la definición del 
operador infinito, la mayorla de las observaciones también 
serán válidas para el caso general. 

Consideraremos inicialmente el caso en que A0 es finito (Y al 
ser A acotada esto implica que A1 también es finito). 

C1. 121 Definición: La matriz de adyacencia de una gráfica A, A (o 
bien: Ad o (111 1 o (a(Al,1 11 es aquélla cuya (i,j)-ésima entrada es 
el número de aristas entre i y J, si i es diferente de j, y el doble 
del número de lazos en caso de que sean iguales. 

( 1. 13) Ejem.plo: Las siguientes son las matrices de adyacencia 
correspondientes al ejemplo 1. 11 a y b. 

Algunas observaciones se desprenden directamente de la 
definición : 

( 1. 141 Observaciones: 

• 

a) A tiene entradas reales mayores o iguales que cero 
(de hecho son enteros no negativos) . 



bl A es Sim6trice l•,1 = •;;1 v por tanto, Hermitiene 
IA" =A donde A" equella matriz cuyas entradas aij 
son exactamente 8 11 1, Normal IA"A=AA"I. v Auto
edjunte ((Ax,yl = lx.Avl donde lx.vl denota el 
producto escalar euclidiano, ver 1 . 171 

el Podemos interpretar el hecho de que A sea 
acotada (Definición 1.31, de la siguiente forma: 

!: aij !> Mó para todo i en Ao 
Jello 

A lo largo de los siguientes capítulos. ser6 de importancia para 
los operadores finitos (exclu1ivamentel la propiedad de ser 
irreducibles, según la siguiente definición. 

( 1. 15) Definición: Una matriz A de nxn, es irreducible, si para toda 
pareja de conjuntos de Indices no vacíos y ajenos {i.}, Ow) 
cuya unión sea todo {1 .... n}, existen i en {i.) y j en Ow) tales 
que, a,1 es mayor que cero. En caso contrario ser6 reducible. 

Dada una matriz de adyacencia A, por el Le11111 1 .9 decir que 
es irreducible, es equivalente a decir que A es conexa. En 
efecto, los conjuntos de índices son también conjuntos de 
vértices, v sabemos, existe alguna arista entre ellos, por lo 
tanto, la entrada correspondiente a los extremos de dicha 
arista es mayor que cero. 

La siguiente es una propiedad muy interesante de las potencias 
de A. 

( 1. 16) Teorema: Sea A = la,1 1 la matriz de adyacencia de 4, entonces 
(a~¡"1 1 la entrada (i,Jl de su potencia n·ésima, corresponde al 
número de caminos de longitud n que existen entre 1 v J.· 

Demostreción: Se demostrará por inducción sobre n. En el 
caso n = 1, sabemos bien que a,1 , es el número de aristas entre 
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1 v j, v por tanto el número de caminos de longitud uno. Ahora, 
observemos la entrada (i,jl de la potencia n + 1: 

ªCn+1J - ~ a'"1a 
lj - """ ik lrj 

kdlo 

Para cada k, por hipótesis de inducción, sabemos que a:~1 es el 
número de caminos de longitud n entre 1 v k, v por otro lado a,1 
son las aristas entre k v j, por lo que, basta multiplicar estos 
dos números, para obtener todos los posibles caminos entre i v 
j cuyo penúltimo vértice (el inicio de la última aristal sea k, y 
por tanto, si sumamos los valores para toda posible k (k E40I, 
obtendremos el número de todos los posibles caminos entre 1 
V j de longitud n+ 1. 0 

Es claro que la matriz A de nxn es la representación de una 
transformación lineal con dominio v contraminio en C". Sin 
embargo, cuando ponemos atención en el caso de una gráfica 
con un número infinito de vértices, nos encontramos con 
algunas dificultades para una definición análoga. Por ejemplo, 
la definición clásica de IAxl, como el producto punto entre el 
i-ésimo renglón de A v x, se transforma aquí en una serie 
Infinita que no necesariamente ha de converger. 

Así pues, en nuestro interés de generalizar los operadores de 
adyacencia al caso en que 4 sea infinita , habremos de 
encontrar un espacio vectorial en el cual dicha matriz, 
efectivamente represente un operador lineal v en el cual 
podamos definir el producto interior, la norma, etc. En seguida 
introduciremos dicho espacio vectorial v en posteriores 

• 



capltulos justificaremos plenamente que las matrices infinitas 
de adyacencia son efectivamente sus operadores lineales. 

(1.171 Definición: l' es el conjunto de todas las sucesiones x: = {x.}: 
en los números complejos tales que la serie de sus valores 

absolutos al cuadrado convergen: 

l' es un espacio vectorial de dimensión infinita, con producto 
interno definido como: 

(x,y) = f x,'Y; 
M 

Como justificación de lo anterior nos basta sei'lalar un par de 
hechos: 

(1.181 Por la desigualdad de Cauchy: 

Ya que: I:lx,12 y I:ly,12 son acotadas por estar lx, 1 y (y1 1 en l', 
de aqul que, la serie infinita, cuyas sumas parciales 
corresponden a la parte izquierda de la desigualdad, converge, 
esto implica que, el producto punto está bien definido 
(recuérdese que una serie converge, si converge 
absolutamentel. Por otro lado: 

9 



De donde, por f 1. 181 es nuevamente fácil ver que la suma 
infinita de la izquierda converge, v por tanto lx, +V; 1 está en 
l'. 

Ahora, intuitivamente podemos ver que, como nuestras 
gráficas son acotadas v la suma de todas las entradas del 
renglón H!simo de A, no es otra cosa que el número de aristas 
que inciden en i, el cual, sabemos es un número finito, por 
tanto, lo es también la suma de dichas entradas al cuadrado: 

Por tanto: 

Es decir: los renglones de A están en l'. Así pues, la 
multiplicación de dicha matriz infinita con elementos en l', 
basada en el producto interior de "renglón-columna• estará 
bien definido, v compartirli las propiedades básicas de las 
matrices finitas. 

También podemos extender la notación de l' al caso de 
grlificas finitas, pues los elementos en C", al contar con un 
número finito de elementos, tienen una suma (finita) de valores 
absolutos al cuadrado bien definida. Así, denotando 1; nos 
referiremos a IC" cuando A0 tenga n vértices. 

EspectTO y Tltdio espectr•I. 

En cuanto a los conceptos de espectro v radio espectral de 
una gráfica haremos las siguientes definiciones: 

10 



11. 191 Definición: 

al El espectro de una gr6fica alAI, es el espectro de 
su operador de advacencia, es decir el conjunto.de 
las A en los números complejos tales que A·AI no 
es un operador invenible (no existe CA·Al)·11. 

bl El radio espectral rlAI, es el radio espectral de la 
matriz de advacencia A, es decir: el 
Sup{IA.1 : A EafAI} 

11.201 Ejemplo: Retomaremos el ejemplo 1. 11 ·b, que sabemos tiene 
como matriz de advacencia la correspondiente al ejemplo 
1 . 13-b, de aqul que el determinante de la siguiente matriz, nos 
dará el polinomio caracterlstico: 

Que mediante un cálculo directo resulta ser: 

Y por tanto, sus ralees, que son precisamente el espectro de 
1.10-b son: 

{2,·1,·1) 

Y el radio espectral es, naturalmente 2. 

11 



(1.211 Ejemplo: Sea A' la grMic,, ·nfinita siguiente: . . 
• \$J 

UJ 

(1,1) 

. . 
Es decir, la estrella infinita de t brazos, aqul veremos que : 

r(A')=Jt-1+ )... 
,,.1-1 

Para llegar a esta r.ci"clusión requeriremos echar mano de 
algunos resultadG5 'Jd capítulo tres, que nos permiten 
caracterizar dicho radio esp,,ctral de la siguiente manera: 

r(A') Sup {r(A1
11 )} 

M 

Donde A\.i es la estrellíl finita de t brazos de longitud M donde 
M es par (ver 3.34, 3.24 y 3. 71 

Probaremos entonces que A.0 es igual a dicho supremo, viendo 
que A.0 es cota de todos los valores: 

Y que si),< A.0 existe un M tal que A.< ~A',..). 

Iniciaremos con algunos cálculos para la línea finita de longitud 
M. 

12 
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Llamaremos L.. a su matriz de adyacencia y q,..(1..1 a su 
polinomio caracterfstico, entonces: 

(. ~-"º) (~ ~-··º)} =l.. det 1 •·., l +11 det ¡ •-.. ! ,..., 
O 1 , • -t 1 D, ,, ~t ,\ 

Veremos por inducción que si hacemos el cambio de variable 
l..=m+or1 (para las l..>21 entonces: 

al Cuando M es uno, claramente: 

q,(l..)=ro +m_, Jm +m-1)(0Y_
1
'"ro'-4)". :~ ~·m: 

ID-ID ro-ID 

bl Supongamos que se cumple para toda n < M, 
entonces: 

q,..(1..) = 7q,.._,(1..)-q,...2(!..) ;di • 

(ro +ro-1)(ro"'-ro·"')-(ro"'·1 -:ro~<M·1)) 
ro -ro_, 

m"'' 1 - m·<M-1) + ro"'"1 -m·1~~1).:'." (m"'"~..: m·<M-1)) 
ro -ro_,··. 

ro"''1 - ro ·<M•1> 

ro -ro_, 

13 



Ahora calcularemos el polinomio caracterlstico pMO .. I de A'i,, 
que resulta ser: 

1 o 
o 

Para esto habremos de tener presente el siguiente resultado de 
Álgebra Lineal (ver por ejemplo 1111 Hoffman, 5.201, si A v B 
son matrices cuadradas v O una matriz nula: 

del ( ~ ~)=del (A) del (B) 

Asl pues, desarrollando el determinante por su primer renglón, 
.resulta claro que tendremos t + 1 sumandos, siendo el primero 
de ellos: 

A det' (~) = ~QMIAI' 
Mientras que el k-ésimo es aquel que resulta del siguiente 
determinante: 

14 



1 

Donde X es la matriz que resulta de LM cuando l!sta pitde su 
primer columna. Claramente X no es una matriz cuadr~1ª pero 
podemos completarla mediante una permutación de iv¡ck-1JM 
renglones v IM-1)(k-11M columnas como se ilustra: 

[! [M • ºJ 
Y va que M!Hk-11M+lk-111M-111 es par IM lo ~si el 
determinante conserva su signo despul!s de las permuta iones, 
igualmente al ser Mk + 3 siempre impar, resulta ser qu el k-

• . '''~ ''"' .. ' ~:~ ( j X) .,.,, (l.,.) ¡ 

De donde, si ponemos atención resulta igual a: 

•qM·1(/..)qM(l.,)M 
Y por tanto: 

pM(/..) = /..qM(/..)'" t qM·1 (/..)qM(/..)l•l 

Usando en pMCA.I el cambio de variable que va habíamos visto 
para qM(I..) resulta esta importante caracterización de: 
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Ahora hagamos ro0 = .¡t-:1 y ¡.0 = ro0 + ro0 ·•, y observemos que si 
ro~ 1, ro+ ro·• es monótona creciente (su derivada es no 
negativa) y su imagen es 12, ex:>). Además: ro·• s 1 s ro donde 
(para A.=ro+ro·•~ 21 ro·•sro• y también: 

Y ya que si: 

ro2 >m0 
2 = t· 1 > 1 se da también que: ro2(t· 11 > 1 

ytambién: ro2·(t·1l>O y ro2(t-11·1>0 

_ En base a la caracterización que habíamos hecho de pM(A.I, 
resulta claro que A.=ro+ro·'>A.0 implica pM(A.l>O, pues todos 
los múltiplos de dicha caracterización son positivos. Lo cual 
quiere decir que no hay valores propios de ninguna ó~ mayores · 
que A.0 • 

Ahora, claramente A.0~ J3-1 +(J3-1)-4 >2, y 
podemos tomar 2<A.=m+ro·'<A.0 con 1 <ro<Jí=1, 
se sigue cumpliendo que: 

Pero veremos que para alguna M 

entonces '· 
entonces 

En efecto si mantenemos ro fija tenemos que esto se darla para 
n si: 

ro·ln• 2111t· 1 lm2 • 11<ro"((t·1 )·ro2) 
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Lo cual es equivalente 11: 

Lo cual claramente se da para alguna m pues 111 sucesión de la 
izquierda tiende a cero v la de la derecha tiende 11 infinito, Así 
pues: Pml"-1 <0. Por otro lado va hablamos visto que Pml"-1 >O si 
A> "-o• por el Teorema del valor intermedio pMl"-,1 =O para algún 
"-¡ El"-."-01 dicho de otro modo si "-<"-0 existe un valor propio de 
~M mayor que A de aquí que "-<r(A~I con lo cual completamos 
el ejemplo. 
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1.3 Morfismos de Gr6ficas. 

( 1.221 Definición: Un Morfismo de gr6fices entre A y A• es una 
función oj>:A--. A' (que envla vértices a vl!rtices y aristas a 
aristas) con la propiedad de conservar la adyacencia de los 
vl!rtices, es decir: 

(1.23) 

si i!!jeA1 entonces 4>1il~(j)EA'1 
Por otro lado, para que un morfismo sea sobre, bastará que: 

\;/ ttEA', 3 flEA, tal que 4>11ll=tt 

Pues, nótese que en nuestro caso. (el de las gráficas conexas) 
como no hay vl!rtices aislados cada vértice del contradominio 
es extremo de alguna arista y por tanto, tambil!n imagen de 
algún vértice (salvo el ::aso de la gráfica con un solo vértice). 

Ilustremos lo anterior con el siguiente ejemplo: 

Ejemplo: Sean, las siguientes gráficas: 

A) .o')Oº 4 1 
·1 o 2 

Podemos definir un morfismo sobre de gráficas, el cual, 
consista en "enrollar" la gráfica infinita A en A•, que consiste 
en un ciclo de seis vértices, la función .¡. estará definida como: 

oj>lxl = r donde r es el residuo de x al dividirlo por seis. 

(Esta regla servirá tanto para vl!rtices, como para aristas). Y 
claramente, conserva la adyacencia de todos los vértices. 
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Resultan claras las siguientes observaciones sobre 
automorfismos: 

a) Si f v g son automorfismos, f•g (o simplemente fg) 
también lo es, pues claramente es biyectivo, v : 

si i!!j entonces g(ilal!!lg(j) v también: fgli)fill!!lfglil 

b) Existe 1 (la función identidad), que claramente es 
un automorfismo con 1 g = g 1 = g para todo 
automorfismo g. 

c) Todo automorfismo f, al ser biyectivo, tiene una 
función inversa f·', por la propia definición de 
automorfismo, resulta claro f·• que conserva 
también la adyacencia v por tanto es tambil!n un 
automorfismo, v adem6s: 

f·'f=f f·1 =I 

di También es claro, que la composición de 
automorfismos es asociativa (lo sabemos para las 
funcionesl. 

(1.241 De las anteriores observaciones se desprende que, el conjunto 
de todos Jos automorfismos de 11, forman un grupo, tomando 
la composición de automorfismos como la operación. 
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2 

El Teorema de 
Perron-Frobenius. 

El resultado principal de esta sección es el Teoreme 2. 12, el 
cual será muv útil en posteriores capítulos. Basicamente nos 
garantiza que para nuestras matrices de advacencia de 
gráficas finitas el ·radio espectral es también un valor propio, v 
aunque en posteriores capítulos veremos una cierta 
generalización de esto para el caso infinito, una segunda parte 
del resultado permanece cierto exclusivamente para el caso 
finito, a saber: que para el radio espectral se puede elegir un 
vector propio estrictamente positivo. El Teorema es válido para 
las matrices irreducibles en general v de hecho es más 
extenso, pero como en nuestro caso sólo nos interesa mostrar 
la propiedad arriba mencionada de las matrices de advacencia, 
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hemos restringido el 11lc11nce del resultado (que puede ser 
consultado en su versión original en 1711. 
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2. 1 Definiciones y resultados preliminares. 

(2.1) Definición: Sean A y B dos matrices de nxm, denotaremos: 
A:5B si y sólo si, •~:5b1 \:/ le{1 .... n} y ;e{1 .... m} 
(análogamente para A<B). En el caso particular de que en A 
todas las entradas sean mayores o iguales a cero (positivas) 
denotaremos 0:5A IO<AI y les llamaremos m1trice1 no· 
negativa• (po1itivHI. 

(2.21 Leme: Si A:5 B entonces: 

el All:5 Bx para •~O. 
bl0:5CB·AI. 

Demostración: 

al Como e,.:5 b,. entonces ª••ª•:5 b,.•. de donde: 

a 
(2.31 Leme: Sea A una matriz cuadrada, entonces: 

AU +Al"= U+ Al"A. 

Demostración: Observemos que: AU+Al=A+A'=U+AIA, 
repitiendo esto k veces obtendremos el resultado. O 

(2.4) Definición: A continuación tenemos los siguientes conjuntos: 

22 
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blX=(xE(Rn)+: (x,x)= 1} 
clY=(y: v=ll+Al,,.1x, XEX} 



(2.51 Lema: Sea A una matriz de nxn, no-negativa, si existen P una 
permutación, v A' tal que A'=P"AP, v además es de la forma: 

Donde C y D son matrices cuadradas (de orden µ v n-µ 
respectivamente) y O es la matriz nula, entonces A es 
reducible. 

Demo1tr1ción: Sea: 

Nótese que la columna c-ésima de P y el renglón r-ésimo de flH 
son respectivamente: 

Por otro lado sean re(1 .... µt v ce(µ+1 .... n} notemos que la 
entrada (r,cl·ésima de A' se encuentra en la parte 
correspondiente a la matriz nula v por tanto: 

O= e',.= IP"APl,0 = IP'IAPll,. 

Ahora recuérdese que, la entrada lr,cl-ésima del producto de 
dos matrices, no es otra cosa que el producto punto del 
r-ésimo renglón de la primera, por la c-ésima columna de la 
segunda, que en este caso resulta ser: 

Pero si observamos cuidadosamente lo anterior, y recordamos 
la definición (1.51, esto implica que A es reducible, pues 
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claramente los conjuntos {i, .... i.} y {i.,1 •••• i"} son no vacíos, 
ajenos, y e,=O, para ie{i1 •••• i.} Y jE(i.,1 •••• in}. D 

{2.61 Lema: See A irreducible no negativa y xe{R"I+. entonces 
ll+Al .. 'x>O. 

Demo1treci6n: Si y=II+Alx=x+All, sabemos por 2.2 que 
también Ax<! O y entonces y1 = x, +:E, donde :E<! O. Es decir, 
U+ Al• tiene al menos las mismas entradas positivas que •· 

Demostraremos que de hecho tiene mds entradas positivas. Y 
ya que x tenía al menos una entrada diferente de cero, 
después de n-1 multiplicaciones U+ A)•·•x tendré todas sus 
entradas positivas. 

Supongamos lo contrario, es decir que dicha y tiene las 
mismas entradas positivas que • , y sea P una permutación tal 
que: 

Px=(~) y Py=(;) 
Donde u y v , son positivos. De aquí que: 

En la última parte de la igualdad, simplemente hemos 
panicion1'do la matriz, de tal forma que el producto 
"compueHo" de las submatrices esté bien definido, y que A11 
y A12 sean matrices cuadradas. 

De aquí que: A21u=O, pero como A21 <!0 v u>O por lo tanto 
A,, =O, pero de acuerdo al Lema 2.5 esto es una contradicción 
con el hecho de que A es irreducible. O 
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(2.71 Corol•rio: Si yEY entonces y>O. D 

(2.81 L•m•: El conjunto Y es cerrado v acotado. 

Demostr•ción: Ya que Y es la imagen de X bajo la 
trnnsformación lineal 11 +AJ•·• (que sabemos son continuasl 
nos basta observar que X es cerrado y acotado. Q 

(2.91 Definición: Sean A irreducible v xE(R"I +, entonces definimos 
el número: 

(2.10) Lem•: Sean A irreducible, no negativa y xE(R•J+, entonces: 

(2.111 

al r. es claramente mayor o igual que cero. 
b) r. = max{p:px:S Ax} 
e) Si px<:Ax entonces p<r •• 
d)Alxl=r.escontinua para xE(R•I+ Y_ >c>O. 

Demostración: 

b) Por definición, para ·toda i donde x¡'" O: 

r. s (Ax)1 por tanto r.X¡ s (A>c)
1 

por tanto r.x s Ax 
lC¡ 

Por otro lado si sucediera que r, <: p y pxS Ax 
entonces r.x1<px1:S (Ax)1 para toda i, de donde, (si 
X1"0): 

r <p:S (Ax)1 
• X¡ 

-- ----·· - .. 
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Lo que contradeciría el hecho de que r. es el 
mfnimo de tales números. 

c) Si px<Ax, sea i tal que x¡' .. 0 entonces: 
px¡<(Axl;,por tanto: 

(Ax), . (Ax), . 
p<x;- v entonces p<mmx;- =r. 

di Sabemos que Ax es continua por ser lineal en C", 
de donde. la función componente, (Axl, lo es, v por 
tanto también (Axl,tx, (pues x, .. 01, se concluye que 
R(xl es continua frecuérdese que el mínimo entre 
funciones puede expresarse en términos de el valor 
absoluto, sumas v multiplicaciones por 
constantes). a 



2.2 Demostración. 

Estamos ahora preparados para demostrar el resultado 
principal de este capítulo. 

(2.121 Teol'9me (Perron-Frobeniu1I: Una matriz A de adyacencia de 
una gráfica acotada v conexa (que sabemos es no-negativa e 
irreducibiel tiene un valor característico en los números reales 
positivos tal que, el valor absoluto de cualquier otro valor 
característico no lo excede. Expresado de otra manera, el radio 
espectral r(AI, pertenece al espectro cr(AI. Además para r(A) 
podemos elegir un vector característico, con entradas 
estñctemente positivas. 

Demostración: Ya que R(x) =r. es continua para todo x>O 
(2.10dl en particular lo es en Y (Corolario 2. 71 el cual es un 

• · conjunto cerrado v acotado (leme 2.81 por lo cual Rlxl toma 
un valor méximo para algún vector en Y digamos z (nótese 
nuevamente que z>O por estar en YI. Ahora si x es cualquier 
vector en (R"I+ sea: 

v = ll:ll :. (x,x) = 1 y v ~O 

Se desprende directamente de la definición (2.91 que r.=r •• 
Ahora, sabemos que r,vs Av (Leme 2.10b), por tanto 
r.ll+Al""'vS(l+Al""'Av=AU+Al""'v (lemas· 2.2 v 2.3). Si le 
llamamos va ll+Al""'v entonces: r.yS.Ay v por tanto (leme 
2. tObl r.sr,. pero nótese que v está en Y de donde 
r.=r.sr,sr,, es decir, r, es el máximo para todo(~")+, 

Ahora si consideramos al vector u= ( 1, 1, 1. .... 1) vemos que: 
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Ya que para todo vénice i, existe alguna entrada a,1>0 al ser '1 
conexa. De donde r,~ r

0
>0, es decir r, es estrictamente 

positivo. 

Sabemos por 2. 1 Ob que r,zs Az, por tanto os Az-r,z. 
Supong6mo1lo difere~te de cero, entonces por 2.6 v 2.3: 

O<(+A)"·'fAz·r zl =Alf +Al""'z-r U +Al""'z 
.·. r1U+Al""'z<All+Al .. '

1

z 

Si llamamos x a ll+Al .. 'z, entonces por 2.6 tendríamos x>O v 
además r,x<Ax, v por 2.tOc: r,<r. lo cual contradeciría el 
hecho de que r, es el mdx1rno de tales valores. De aquí se 
concluye que Az=r,z. 

Ahora si A. es un valor propio de A v x uno de sus vectores 
propios (que bien pueden estar compuestos de números 
complejos\ entonces: 

IA.1 lx,I =llAxl,I =l±a.._x.j s i;a,klx..l=1Ax+)1 kz;1 .,,, 

Donde x+ es el vector cuyas entradas son las mismas que x, 
pero en valor absoluto, por tanto 1 A.lx + s Ax+ v de aquí, por 
2.10b: 

Lo cual. demuestra el resultado. a 

(2. 131 Observación: Podemos asumir que el vector propio x de r(M, 
es unitario además de ser positivo, pues claramente: 

es también un vector propio. 
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12.141 Ejemplo: Para encontrar un vector propio correspondiente al 
radio espectral de la gráfica 1.1 lb, nos basta resolver el 
sistema homogéneo correspondiente a A.= 2, de la matriz en 
1.20, que resulta ser: 

[
-: -2 ! l 
1 -2 

Que tras unos ctllculos fáciles resulta: 

Cuyas soluciones son los múltiplos escalares de 11, 1, 1), de 
donde: 

Así pues, se comprueba que r(AI = 2 pertenece a a(AI y que 
podemos encontrar un vector propio con entradas positivas. 
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3 
Propiedades de los 
Operadores de Adyacencia. 

En este capítulo se ver6n diversas propiedades del operador de 
adyacencia v de su espectro. Iniciando en la Sección 3.1, con 
resultados generales, donde destacan la relación que hay entre 
la continuidad v la acotación de un operador ITeoreme 3.11, la 
caracterización de la norma de A como el supremo de los 
valores de l IAx,xl 1 para x unitarios ITeoreme 3. 141 v un 
criterio para saber si un valor ~ pertenece al espectro de un 
operador basado en el cálculo de cierto !Imite (Teoreme 3.41. 
La mayoría de los resultados se demuestran para operadores 
autoadjuntos vio acotados, por lo que el Teorema 3.10, que 
demuestra precisamente que los operadores de adyacencia son 
acotados, nos permite aplicarlos a dichos operadores. Hemos 
simplificado varios de los resultados a las partes que serán de 
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utilidad en posteriores capítulos, por lo que un tratamiento más 
extenso de los mismos, puede ser encontrado en textos de 
an61isis funcional. 

La Sección 3.2 en cambio, contiene resultados especializados 
para operadores de adyacencia, tales como el concepto de 
subgr6ficas convergentes v su relación con el radio espectral 
ITeorem• 3.241, una cierta generalización del Teorem• de 
Perron-Frobenius que demuestra que el radio espectral de A 
pertenece al espectro aún para A infinitas 1Teol'9m• 3.25) v la 
caracterización del radio espectral como el limite de ciertos 
valores de las entradas del operador de adyacencia ITeorem• 
3.281. 
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3.1 Propiedades generales. 

Un resultado conocido de an61isis postula que cualquier 
transformación lineal B en un espacio vectorial finito es una 
función continua. Tambi6n se sabe para dicho caso, que 
siempre podemos definir su norma como el supremo de los 
valores llBxll para x de norma uno les decir B es acotada!. Sin 
embargo, cuando observamos el caso en que el espacio 
vectorial tiene dimensión infinita como l', las observaciones 
anteriores no se cumplen necesariamente para todo operador 
lineal. El siguiente ·reontma relaciona ambos conceptos, 
resultando que, es equivalente decir que un operador es 
continuo o acotado. 

13. 11 Teontma: Sea B un operador lineal de 1:, si B es continua en 
algún punto x0 , lo es en todo 1;, v ademés es continua sí v 
sólo si existe una constante M tal que llBxllS Mllxll 
(equivalentemente llBxlls M 'V llxll = 11. 

Demo1treci6n: Si B es continua en x0 entonces: 

'V r.>0 3 li>O,, llBx-Bx0 11 <& si llx-x0 ll<li 

Ahora supóngase que llx-x,ll<li, por tanto lllx+x0-x,l-x0 ll<li, V 
entonces: 

Lo que demuestra la primera parte del Teontma. 

Ahora, si llBxlls Mllxll para todo x, entonces: 

llBx-801 = llBx-011 = llBxlls Mllxll = Mllx-011 

Y entonces basta tomar: 
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para que sea fdcil mostrar que B es continua en cero V por 
tanto continua en general. 

En caso de que B sea. continua, en particular lo serd en cero, v 
si tomamos E= 1 resulta que: 

3 c5 tal que: llBx-BOU = flBxlf < 1 si Uxfl < c5 

Si x"'O hagamos: 

Lo que es equivalente a: 

Ademds, llx0fl=% <c5 por tanto 11Bx01f< 1, de aquí que: 

Asl que, podemos elegir M = % para obtener el resultado. 

Por último, para comprobar la parte de la equivalencia, pues 
basta ver que a cada x"'O corresponde un vector unitario: 

Y como: 
1 

llB~ 11 = llx~ IEbcjj 
De aquí que: 

llB~ ~ s M ~ IJB~ s MJlxlJ 
D 
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(3.21 Corolario: s Bes continua entonces existe: 

llBll: = Sup {l¡e>Cjj} 
1•1•1 

D1mo1tr1cl6n: Al ser B continua, el Teorema anterior nos dice 
que los valores de llBxll para llxll = 1 están acotados V por 
tanto, existe dicho supremo. a 

13.31 Corolario: SiB es acotada, entonces existe: 

Sup{ 1CBx,yl1 : llxll = llvll = 1) 

Demo1trecl6n: Por la desigualdad de Schwarz: 

llBx,yllªSllBxll llYll~llBllSM 

Es decir, dichos valores están acotados superiormente, de 
donde se concluye el resultado. O 

El siguiente resultado, nos proporciona un criterio de mucha 
utilidad para determinar si un valor ;>,. pertenece al espectro de 
un operador B. 

13.41 Teorema: Sea B un operador lineal acotado y ;>,.e a:, tales que 
existe una sucesión {xn), con X1 Et:, llx,11=1, y: 

Liml~x,, - ;>,.x,11 =o 
n-tm 

entonces: ;>,.ea(BI. 

D1mo1traci6n: Veremos que si A.t!a(BI no puede existir una 
sucesión con tales características. 

Pero, si existe IB-A.1)·1 entonces es continua, esto es claro si 
observamos que, por 3. 1, B es continua, obviamente la 
función identidad lo es, y entonces dicha función inversa lo 
será. De aquí que (también por 3.1 y 3.2), ambas están 
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acotadas v por tanto su norma está bien definida. Por tanto 
para toda x tal que llxll = 1 : 

1 = llxll = lllB·A.ll"'IB·A.llxlls lllB·A.11·'11 llBx·A.xll 

Así, si tomamos: 
1 

(Pues claramente lllB·A.1)·'11 es diferente de cero) entonces: 

cS!IBx·AICll 

Lo cual implica, precisamente que no puede existir tal sucesión 
donde llBx-A.xll tienda a cero. O 

(3.51 Lema: Sea B auto adjunta (ver 1. 14), tal que (Bx,xl~ O, si 
denotamos {x,y}: =(Bx.vl. entonces comparte las siguientes 
propiedades con el producto punto. 

al (X.Y} =(y,x} 
bl {x+v.z} ={x.z} + {v.z} 
el {ax,y} =a(x.v} 
el 1 {x.v} ¡•s (x,x}{v.v} (desigualdad de Schwarzl 

Demostración: 

al (X. y} =(Bx,y) = (x,By) = (By,x) = {y,x} 
bl {x+v.z} =(B(x+vl.zl =(Bx+ Bv.zl =(Bx,zl + (By,z) = 

={x.z}+(v.z} 
el {ax,v} = (Bax,vl =a(Bx.vl =a(x.v} 
el Precisamente las propiedades de producto punto 

anteriores son las que se usan en la demostración 
de la desigualdad de Schwarz: 

'V a Os{x+av,x+av} v entonces: 
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= (x,x) + (x,ay} + (ay,x} + (ay,ay} 
= (x,x) + ci(x, y) +a(y,x) +aci(y, y) 

Podemos suponer que (x,y} es diferente de cero, 
pues de lo contrario obtendríamos fácilmente el 
resultado. Así si elegimos: 

a= -(x,x) 
(y,x) 

entonces lo anterior se convierte en: 

0 s (x,x} + -(x,x){x,y) + -(x,x}(y,x) + j(x,x)j
2
(y,y) 

(x, Y} (y, x) j(y, x)j2 

:. Os -(x, x) + (x, x)
2 
(y, y} 

j(x,y)j2 

. {x x).,.. {x,x}2(y,y) 
.. ' "' l<x. y)j2 

:. j(x, y)j' 5 (x,x)(y, y) 

a 
(3.61 Lema: Sea B un operador autoadjunto, entonces los valores 

(Bx,xl son reales. 

Demostración: Por un lado, por ser Autoadjunta: 

(Bx,x) = (x, Bxl 

Por otro, por las propiedades del producto punto: 

(Bx,x) = (x,Bx) 

De aquí, se concluye el resultado. a 
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(3.7) Lema: Sea B un operador auto-adjunto, si A.Ea(BI. entonces A. 
pertenece a la cerradura de todos los valores de (Bx,x) para las 
x tales que llxll = 1. 

Demo1traci6n: Supongamos que no se cumple lo anterior, 
entonces A. no es uno de tales valores, ni tampoco uno de sus 
puntos de acumulación, por tanto la "distancia" entre A. v 
cualquiera de los valores IBx,,,x0I con Ux0 11 = 1 es mayor que 
cero, digamos: 

Entonces para cualquier x .. O, recordemos que podríamos 
tomar: 

Xo = ¡s(¡xl de donde: 

ds 1 A.·(Bx0 ,x0 l I = 1 A.(x0 ,X0 )-(Bx0 ,x0 l I = 1((A.l-8)x0 ,X0 )1 = 

= i( (IJ - B) /Íxil' ¡s(¡x¡¡JI = llx112 i((il - B)x,x)I 

De aqul, por la desigualdad de Schwarz: 

dllxll 2s l IP-1-Blx,xl 1 s lliÜ-Blxll llxll 
:. dllxllsllP .. l·Blxll 

Pero esto implica que, si x,. O, entonces (A.1-Blx es también, 
diferente de cero. Es decir el espacio nulo de (:>..1-BI es (O}, v 
por tanto existe (A.1-BI·', lo que es una contradicción con el 
supuesto de que :>.. Ea(B). 0 

(3.81 Teorema: Sea B auto-adjunta v acotada entonces: 

Y también: 

Sup(Bx.x) e a(B) 
M·• 

lnf (Bx.x) ea(B) 
1>1•1 
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(3.91 

D1mo1tr11cl6n: Como 8 es auto-adjunta v acotada sabemos 
tpor 3.6) que los valores IBx,xl son reales, v 3.3 nos garantiza 
que existe su supremo: 

;., = Sup(Bx,x) 
l•I'' 

Obsl!rvese que: 

W .. J-8)x,xl == li..x,x)-(8x,xl == i..-18x,xl<? O 

Pues ;., es el supremo de teles valores. Tambil!n de este hecho, 
se desprende que podemos encontrar una sucesión de {x"} con 
x,et:, tal que: 

lim ((il -B)x.,,x.,) =O 
0_,G 

Tembil!n es claro·que Ci..1-81 es 11utoadjunt11, pues: 

(i..x-8x,xl = (i..x,xH8x,x) == lx,A.xHx,8xl = (x,CA.l-81xl 

Así, el operador CA.1-BI cumple las propiedades del L•m• 3.5 v 
por tanto, si elegimos li..1-81, x v (i..l-81x en el lugar de 8, x, v v 
respectivamente, tenemos que: 

lllA.x-8xlll4 =1 ((A.l-Blx,(A.l-81xl J2 s 
s l(i..l-8)x,xl ((A.l-81 2x,Ci..l-81xl 

Por 111 desigualdad de Schwarz, v va que Jlxll = 1 esto es menor 
o igual a: 

s (li..l-8)x,xl llli..x-8xlli3 S ((A.1-Blx,xl llCA.1-81113 

De donde, si tomamos K == llCAI-81113 : 

Os l!Bx- ~Is V((il -B)x,x)VK 

Por tanto, para la sucesión en 3.9 resulta que: 
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13.10) 

Lim 118x. - ,.,,~=o .... ~ 
Y por 3.4, esto implica que A.eafB). Omitimos la demostración 
análoga para el caso del ínfimo. a 
En este momento contamos va, con los resultados que nos 
permitirán demostrar que todo operador de adyacencia es 
acotado y continuo, además de dar una cota precisa de su 
norma. Esto se lograré aplicando algunos de los resultados al 
caso de las gráficas finitas lya sabíamos que eran acotadas y 
continuas), lo que seré la base para llegar al resultado general. 

Teorema ISchurl: Sea A el operador de adyacencia para la 
gráfica ó !posiblemente infinita) entonces A es un operador 
lineal acotado de l' en l' donde: 

Demostración: 

C••o finito: 

Para esta primera parte de la demostración nos basaremos 
sólo en dos propiedades de A, por un lado, que es real y 
simétrica, por otro en que: 

Como A es normal lver 1. 141 entonces por un resultado de 
álgebra lineal fver por ejemplo (101 Noble, 8.61: 

A =P-1AP 

Donde A=diag(A.1 ... J ... I y alAl={A.1 .... A.0}, recordemos que por 
3. 7 dichas A. son reales, ahc:>ra 

39 



De donde se desprende que a(A21={:>..,2, ... ,:i..;}. por lo que si 
:>..ea(A21, :>.. será real positiva. Sea x un vector propio de :>.. tal 
que Uxll = 1 y sea 1 x, I la mayor de sus entradas en valor 
absoluto, entonces: 

(3.111 Por tanto: 

(3.121 

Pero claramente A2 es tambi6n autoadjunta, pues: 
.. - -·-

(A2x,xl =(Ax,Axl =(x,A2xl 

Y al ser finita y por tanto acotada, por el Teorema 3.8: 

Sup(A2x,x) ea(A2
) 

l•I·• 

.. 
Y por la observación 3. 11, tenernos que si Uxll = 1: 

11Ax112 =(Ax,Axl =(A2x,xls Sup(A2x,x) s M! 
M·1 

Es decir 

Caso infinito: 

En el caso en que A sea una matriz infinita, podemos tomar 
nEIN y sea A

0 
la matriz de nxn tal que: 
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(3.131 

Es claro que, A" "hereda" de A, las propiedades de ser real y 
simétrica, y de que: 

Í:(An),1 = Í:aij s Í:a,1 s MA 
1=1 J=1 J·1 

Por lo que, por el caso finito (ver 3. 121 sabemos que, si llxll = 1 
entonces: 

(A"x,A"xls M~ 

Lo que equivale 11 decir, para toda nel\I y x'ltO: 

Y por tanto para toda X E C" 

Pero obsérvese que, si elegimos x el' tal que llxll = 1: 

Y sus sumas parciales son menores o iguales que uno. 
También, para toda m>n, sucede que: 

Recordemos de la sección 1.2 que: 
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Est6 bien definida (converge), por lo que: 

Como esto se cumple para toda n, claramente la serie infinita 
es convergente (por el criterio de acotación), pero si 
observamos con cuidado, esto quiere decir precisamente, que 
Axel', tambil!n en el caso general (cuando llxll,.11. se sigue 
naturalmente de lo anterior. Así pues, esto confirma que A es 
efectivamente un operador de l' a l'. Además: 

i1Axl2 = (Ax,Ax) = !;(Ax),(Ax), =!;¡(Ax).¡' s Mi 
l:o1 Ja1 

Que es equivalente a decir (como Uxll = 11: 

a 
(3.14) Teorwma: Sea B acotada v autoadjunta entonces: 

Sup{(Bx,x)} = llBll 
l•l•t 

Demostración: Ya vimos en 3.3 que: 

1 (Bx, vi 1 s llBll Para Uxll = llvll = 1 

Por otro lado, sean x , v cualesquiera (diferentes de cero): 

~ i( X y~ llxllM = 8 llxll 'llYllJI s IJBJJ 
Si definimos: 

42 



entonces, de lo anterior: 

sSllBll 

Ahora, si Bx"O lv x"OI: 

Pues s es el supremo de dichos valores: 

• • llBxll' = l 1Bx,Bxl 1 s sUxll UBxll 
:. 11ex11s sUxll 

:. fx1 S S 't X .. 0 

llBUss 

Lo que nos da: s=llBll. A continuación veremos que, de hecho: 

s':= Supj(Bx.x)j = s 
M·• 

Dada la definición resulta evidente que: 

s'ss 

Por otro lado, también resulta claro que: 

s'= Sup{j(Bx.x)I} 
"º llxll2 
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(3.151 

Y por tanto, para cualquier x resulta que: 

l CBx,xl 1 ~ s'llxll2 

Ahora: 

iRe(Bx.y)i = l~{(ex.y)+ (Bx,y)}j = Xl2{(ex.y) +(y,ex)}I 

= Xl2{(ex.y)+(By,x)}I 

= Xi(Bx,x)+(Bx,y)+(By,x)+(By,y) . 

-[(Bx.x)-(Bx. y)-(By,x) +(By, y)JI 

= Xl(Bx,x+ y) +(By,x+ y)-[(Bx,x-y)-(By,x-y)JI 

= Xl(B(x+ y),x+ y}-(B(x-y),x- y}I 

s X {l(e(x+ y),x+ y}I +l(B(x-y),x- y)I} 

Pero, nótese que, aquf podemos aplicar la observación 3.15, 
por lo que, lo anterior es menor o igual a: 

s X {s'llx + vll
2 

+ s'llx- Yil
2

} 

= ~{(x+y,x+ y)+(x-y,x-y)} 

,,; ~ {(x,x) +(x, y)+ (y,x) +(y, y)+ (x,x)-(x, y )-(y, x) +(y, y)} 

= ~ {2(x,x)+ 2(y,y)} = o/i {11•11
2 

+11Yli2} 

Ahora, sean x y, fijos, de norma uno, entonces elegimos a. tal 
que la.1=1 y a.(Bx,vl= llBx,vll", entonces: 

.-·.:· J ............................................................................................................................................................................ 

"Esto es claro si observamos que, si z es complejo y 
z=rlCosO+i SenOI su forma polar, podemos elegir 
a.= Cos(2n-OI + 1 Sen(2n-OI v entonces a.z = r 
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1 fBx, vi 1 = afBx, vi= IBax, VI = RefBax, y 1 = 1 RefBax, VI 1 

s ~ {laxjj2 
+ llYll

2
} = s' 

Es decir, s' es una cota superior de tales números v por tanto 
su supremo cumple que: · 

sss' 

Lo cual completa la demostración. a 
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3.2 Les Sucesiones de gr6fices y sus operadores. 

A continuación, veremos el concepto de convergencia de una 
sucesión de subgráficas y su relación con el radio espectral. 

Con motivo de llevar a todos los operadores lv vectoresl de la 
sucesión, a un solo espacio vectorial, con frecuencia los 
extenderemos de tal forma que operen en l'. 

13.161 Definición: Sea {F"} una sucesión de subgr6ficas de A, diremos 
que converge a A, si: 

\;/ aeA, 3 N tal que aEIF
0
I, \;/ neN 

Observación: Siempre podemos encontrar una sucesión {F"} de 
subgráficas finitas, inducidas v conexas que converjan a A. 

Lo enterior es claro si A es finita, mientras que si no lo 'es, 
podemos suponer que existe una subgráfica F" que contiene a 
los primeros n vértices de A v tiene las características arriba 
mencionadas, construiremos la siguiente subgráfica 
agregando el vértice n + 1, eligiendo un camino entre n v n + 1 
tomando todos los vértices involucrados v finalmente, 
haciendo Fn•• la gráfica inducida que contenga los nuevos 
vértices y los de F", claramente {F

0
} convergerá a A. 

13.171 Lema: Sea {Fn} una sucesión de subgráficas convergentes a A, 
entonces para todo xe~'.,: (si denotamos An=A(Fnll· 

Demostración: Nótese que hemos hecho una extensión del 
operador A", va que bien pudiera corresponder a una gráfica 
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(3.181 

(3.191 

finita, de tal forma que requeriría que agregdramos ceros a las 
entradas correspondientes a los vértices de A que no estén en 
F •• 

Sea s>O v xel'. ahora definiremos: 

JC!ml = {º si 1 s m 
x1slno 

Si recordamos, va que x el': 

Entonces: 

Que sabemos, tiende a cero cuando m tiende a infinito. 

Entonces, escogemos m de tal forma que: 

(F.) converge a A, por lo que podemos encontrar una K tal 
que, todas las grdficas a partir de F •' contengan todas las 
aristas de los vértices is m (son un número finito>. es decir: 

De aquí, que para k:e: K: 

47 



Pues, las entradas (Axl1 v CA.xl1 , al coincidir para is m se 
anulan, v por tanto, sólo contarán aquéllas para las que i > m, 
lo que nos remite precisamente a la definición de x1m1 13.181. 
Ahora, por el Teorema de Schur 13.101, sabemos que llAllS M4 , 

pero tambil!n al ser F" una subgráfica de A, llAnlls M,"s M4 • Por 
tanto: 

Lo cual completa la demostración. a 
(3.201 Lema: Sea {F

0
} una sucesión de subgráficas convergentes a A, 

entonces: (si denotamos A"= AIF ni v (a"l11 = alF "11,I. 

Lim (a~•>).. = a~¡'> n_.., ., 

Demostración: Por inducción. Si k = 1, sabemos que: 

Pero, por el Lema anterior 13. 171, v por el hecho que el 
producto punto es una función continua: 

Lim (e1,Ane¡) = (e1,Ae¡) = a11 n .. ., 

Que comprueba lo que buscibamos, ahora, supongamos que 
se da lo anterior para k, v si observamos el caso k + 1 : 

(a<•·~) =(e A<•·~e) =(e A (A'''e )) n lj • 11 n j ¡1 n n J 

Pero al ser A" autoadjunta, esto es igual a : 

(a<•·~) = (A e A <•le ) n lj n 11 n J 
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Pero por hipótesis de inducción y por el Lema 3. 17 

Lim (A0e1 ,A~>e¡) = (Ae1oA1k>ei) = (e1 ,A1k•~e¡) = alt~ · ..... 
Lo cual concluye la demostración. O 

(3.211 Lema: Sea {F.} una sucesión de subgr6ficas convergente a A, 
entonces (si denotamos A"=ACF.ll: 

Lim llA.I = /IA/I ..... 
Demostración: Se demostrar6 lo anterior mediante dos 
desigualdades. que juntas, nos dar6n el resultado, a saber: 

Así pues, para demostrar le primera desigualdad empezaremos 
usando el resultado 3.17 v recordando que, tanto el producto 
punto, como el valor absoluto, son funciones continuas -
podemos concluir que: · 

Lim !(A 0x, x)I = i(Ax,x)j ..... 
Ahora, si (!IA,,. !I) es una subsucesión convergente cualquiera 
de {llA.11}, que digamos, converge a L, y sea una 11 cualquiera 
de norma uno, entonces, observemos que: 

i(Ax,x)I = Lim !(A 0x, x)I = Lim i(An0 x, x)I 
n .... ., ..... ., 

Pues cualquier subsucesión converger6 al mismo límite. 
Además lo anterior es menor o igual a: 
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Ya que, de 3.14 sabemos que: 

llAn,ll = Sup {l(An1x,x)I} 
l•I·• 

Como la anterior desigualdad se da para l v x arbitrarias, 
resulta que: 

~Ali = ~.~r j(Ax, x)j s lnf { L : L = ~~'!1 ~A .. 11} 

= Limlnf l!A.11 ..... 
Para verificar la segunda desigualdad, nos restringiremos 
inicialmente, al caso en que las gráficas F" sean finitas. 

Por el Teorema de Perron-Frobenius 12.121 podemos elegir un 
vector-propio de rlF.I, v>O v llvll=1, v como podemos 

- --suponer que tanto v como A" están o actúan en l', entonces: 

Para toda n, pues alF"1 11 Sa;1 al ser F"CA. Pero además: 

llA.11 = Sup j(A.x.x)j = Max {j1nf (A.x,x)j.jsup (A.x,x)I} 
1•1•1 M·1 1•1•1 

Pero, por 3.8 sabemos que dichos supremo e Intimo, 
pertenecen al espectro v por tanto son ambos menores o 
iguales a r(F"I. lo que nos permite concluir que: 

Y como esto sucede para toda n, tenemos que: 

LimSup llA.11 s Sup llA.11 s llAll 
n-+ci n 
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''· .. 

Lo que comprueba el resultado para el caso finito. 

Reconsiderando el caso en que alguna F
0 

es infinita, podemos 
elegir una sucesión de subgráficas finitas {Gm) que converga a 
F

0
, al que podemos entonces aplicar el resultado: 

Como cada Gm es tambi6n subgráfica de A, va sabíamos del 
caso finito, que para tales gráficas se cumple: 

Y como sucede para todo m. por tanto: 

Para toda n, por lo que. nuevamente: 

LimSup llA.11 s Sup llA.~ s llAll 
n .... Cll n 

Lo que completa la demostración. O 

13.221 Corolario: Sea {F
0

) una sucesión de subgráficas convergente a 
A, entonces lsi denotamos A

0 
=A(f

0
1): 

Demostración: Para comprobar lo anterior, basta percatarse de 
que: 

Y que, por el Lema anterior (3.2 t ), sabemos que la parte 
derecha de la desigualdad, tiende a cero cuando n tiende a 
infinito. [J 
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(3.231 Teo,.ma: Sea A el operador de adyacencia de la gráfica A, 
entonces: 

rlAl=llAll 

Demo1trecl6n: Sabemos de 3. 7 que, cr(A) est6 contenido en la 
cerradura de (Ax.xi, de aqur que para todo i..Ecr(AI, sucede 
que: 

Por tanto: 
r(A) = Sup {¡;..¡ : i.. ea(A)} ~ llAll 

Por otro lado, a partir del Teo,.ma 3.14, que dice que llAll es 
el supremo de los valores 1 (Ax, xi 1 para llxll = 1, también 
podemos caracterizarla como: 

Pero por 3.8, sabemos que ambos, supremo e Intimo están ·en 
cr(AI, por tanto, sus valores absolutos son menores que rlAI, de \. 
aqul: 

Lo que completa la demostración. O 

(3.241 Teorema: Sea {Fn} una sucesión de subgráficas convergentes 
a A, entonces: 

Lim r(F.) = r(A) 
n ... m 

Demo1traci6n: Lo anterior es una consecuencia directa del 
Lema 3.21 y del Teo,.ma anterior (3.231. O 
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(3.251 TeoNm•: Sea A una gráfica infinita, entonces r(AJ Ea(A). 

Demostración: 

Podemos elegir una sucesión de subgrllficas finitas {F
0

} que 
converga a A. Por el TeoNm. de Perron-Frobeniu1 (2.121 
también podemos elegir vectores x

0 
unitarios, tal que 

A
0
x

0 
=r(F

0
lx

0
, de aquí que: 

Os f1Ax0·r(Alx0 fl = lfAx0·A0 x0 + A0 x.-r(Alx0 ll S 
S llAx0·A0x0 1f + llr(F 0 IX0 ·r(Alx0 ll 

S llA·A0 ll llx0U + lrlF0 l·r(All llx0 ll 
=llA·A0 ll+ lrlF0 l·r(All 

Pero, si tomamos en cuenta el límite cuando n tiende a infinito, 
por 3.22 v 3.24, sabemos que ambos sumandos de la pane 
derecha de la desigualdad tienden a cero. por lo que, del 
criterio 3.4 se deduce el resultado. a 

(3.261 Lema: Sea una gráfica A, entonces: 

atkl s r(A)k 

Demo1traci6n: 

C•so finito. 

Sabemos que A es normal (ver 1. 141, v por tanto, un resultado 
de álgebra lineal (ver por ejemplo 1101 Noble, 7.14 v 8.81 nos 
permite elegir V v /\. tales que: 

A=V/\.VT 

Donde V=lv,,v2 .... v0
), /\.=diag0 .. ,,1..2 ,. ... ).), y donde 

{v,,v2 .... v0
) son vectores propios ononormalea (lo que implica 

que V es ortogonal), correspondientes a los valores propios 
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(3.271 

reales (3.71 A.1SA.2s .... sA.". M6s aún, por el TeontllNI de 
Perron-Frobenius (2.121, también podemos elegir A.n=r(A) V 
v">O, v como A"=VA•vr, entonces: 

Por tanto: 

Pero, por la desigualdad de Cauchv: 

Pues sabemos que V es ononormal v por tanto, sus renglones 
tienen norma uno. De aqul que: 

C••o Infinito: 

Sea {F
0

} una sucesión de subgrtificas finitas convergente a A, 
por el caso finito, sabemos que : · 

Para toda n EIN, lo que implica que los !Imites (ver 3.20 v 
3.241, también respetan la desigualdad: 

a!1k
1 = Lim a(F")~;> s Lim r(FS = r(A) 

R-tCI n ... ,_, 

Lo que concluye la demostración. O 
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(3.281 Teorem•: Sea A una gráfica v i,j EA0 entonces: 

Limsup {tif = r(A) 
.... G 

Demostración: Sabemos por el Lem• anterior (3.26) que todos 
los elementos de la sucesión: 

Son menores o iguales a rfA), lo que implica que el límite de 
cualquiera de sus subsucesiones convergentes, también seré 
menor o igual a r{AI, v por tanto, bastaré encontrar una 
subsucesión convergente a rfA), o bien, mostrar que r(AI es de 
hecho el supremo de los elementos de la sucesión, para 
concluir el resultado. Iniciaremos con el caso en que A sea 
finita. 

C••o finito: 

Para encontrar una subsucesión como la arriba mencionada, 
procederemos por pasos, iniciando con el caso particular en 
que, tanto i como j sean iguales a n y a partir de esto, 
progresaremos hasta el caso general. 

Retomaremos el desarrollo del Lem• anterior len el cual 
habíamos encontrado la descomposición: A• =V11.•vr1. A partir 
de 3.27 obtenemos: 

. . osª~~ = t ~.A.~ s i: V:,A.~ =A.'. 
, .. 1 ,.1 

Ahora: 

Y si k es mayor que cero y par, ambos sumandos a la derecha 
son no-negativos, y por tanto: 
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13.29) 

13.30) 

(3.311 

(3.321 

Puer. :;abíamos que v"">O de aquí que: 

«. A.. = ve A.. ~ ValfI ~ :i... 
Como Vc tiende a uno cuando k tiende a infinito, esto implica 
que la subsucesión de las kaes pares tiende a A."=r(AI. 
Por otro lado, para cede i, existe un q tal que al~' >O (pues 
existe el menos un camino entre i v ni entonces 11 Ck·ql es 
mayor que cero y par, de 3.29 se sigue que: 

Pues es uno solo de los sumandos que definen a~'· que son 
todos no-negativos. También: 

Pero t es mavor que cero, pues el producto v A.~ lo son. De 
donde: 

.r:ióiva<•-ql =·'C\jatk·ql s•f8iki s•tt:i.. Vª~ M ye • Vª~ Y~. 

Y ya que, ambos extremos de la desigualdad tienden a :i.. 
cuando k tiende a infinito, se deduce que la parte central, 
también tiende a :i.. •• para las kaes descritas anteriormente. 

Igualmente, sabemos existe, para cada j, p tal que a~>> O, y si 
además se cumple que, Ck-p)-q ea mayor que cero y par, por 
3.30: 



(3.33) 

(3.341 

Similarmente a 3.31 y 3.32 se obtiene: 

.r:;o:;;;.'c :s; k/QM :s; •'fA. y1:1¡;¡ ··~e \f"íJ. y¿, n 

Lo que nos conduce, tal como en los casos anteriores, a la 
conclusión de que, la parte central de la desigualdad tiende a 
r(A), cuando las kaes descritas anteriormente tienden a infinito. 

C••o Infinito: 

Sea {F"} una sucesión de subgrdficas finitas que converge a A 
y tales que F"cFn+i (ver observación 3.161. de aquí que: 

O:s; a(Fn)ij:s; alF n•, l,1:S: a,1 

Pues toda arista de i a J de F", pertenecerd también a Fn+i y a 
A de aquí que : 

(F )(k) • r:¡;;; 
8 n+1 IJ :S:y81¡ 

De donde, por el caso finito, podemos concluir: 

r(F"ls rlFn+ ,Is r(Al 

Es decir, {r(F"I} es una sucesión monótona creciente y 
acotada, y por tanto su límite es también su supremo: 

r(t.) = Sup {r(Fn)} 

También sabemos, por el Lema 3.26, que: 
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De aqul: 

Pues es una cota superior y además es el llmite superior de 
tales valores. Sea c>O, elijasen tal que: 

Y ahora elijase m tal que: 

Por el Lema 3.26 sabemos que, para toda k: 

{áf s r(A) 

De aqul que 

Osr(A)-{iif' =(r(A)-r(F0 ))+(r(F0 )- a(F0 ):1m> )+ 
+( a(F0 )~m¡ -{a'f') S %+ i2 +r S & 

Pues por 3.33 la última resta es un número negativo, de esto 
se deduce que: 

Sup V&f = r(A) 
k 

Lo que completa el caso general. a 
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4 

Las Cubiertas de Galois. 

En el presente capítulo, presentaremos la definición de cubierta 
de Galois, que involucra básicamente tres objetos, a saber, dos 
gráficas A v A' que serán el dominio v contradominio de un 
morfismo de gráficas n:A--+ A', asl como un grupo G de 
automorfismos del dominio, v que tendré ciertas propiedades 
muy particulares con respecto a n. También veremos algunas 
de las principales propiedades de su espectro (el espectro de 
las dos gráficas involucradasl, dentro de las que destacan el 
Teorema 4.21 que da como resultado r(A)sr(A'lsr(AI, el 
Teorema 4. 15 del que resulta que el espectro de A• esté 
contenido en el de A, si A es finita, mientras que en 4.24 v 
4.25 se obtendré r(Al =rlA'I si A 6 G son finitos. 
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4. 1 Definiciones. 

Iniciaremos con un par de definiciones que serán necesarias a 
su vez, para poder definir las cubiertas de Galois, a saber, los 
grupos de automorfismos que act1lan libremente v sus órbitas. 

Ya en el capítulo uno 11.241 habíamos observado que, el 
conjunto de todos los automorfismos de una gráfica, forma un 
grupo (con la composición como operación entre sus 
elementosl. Claramente, dicho grupo puede tener uno o varios 
subgrupos, en la siguiente definición se destacan un tipo 
especial de subgrupos que serán muy imponentes en el resto 
del presente trabajo. · 

C4. 11 Definición: Sea G un grupo de automorfismos de t., se dirá que 
dicho grupo actúo 'ibramante si: 

al Sea geG, si existe iEt.0 tal que g(il =i, esto implica 
que g=I 

blSea geG, si existe aet., tal que glal=a esto 
implica que g = 1 

Es decir, que la imagen de cualquier automorfismo 
diferente del automorfismo identidad I, no dejará 
invariante a ningún elemento de A Cni v6nices, ni 
aristasl. 

Ilustremos lo anterior con el siguiente ejemplo: 

C4.21 f,lemplo: Sea t. la siguiente gráfica infinita: 
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Entonces las "translaciones" t, a la derecha o a la izquierda (es 
decir donde a cada vértice i le corresponde el vértice i+2r, va 
cada arista a le corresponde la arista a+3r, con rEZI forman 
claramente un grupo de automorfismos que actúan libremente 
(si i = g(i) = i + 2r entonces r =O v por tanto g = 11 

(4.31 Definición: Sea G un grupo de automorfismos de A v sea i un 
elemento de A0 (respectivamente a de A11 entonces, le órbite 
de i con respecto • G, Gi es el conjunto: · 

ÜEA0 : j=g(i) donde gEG} 

Respectivamente, Ga es: 

{PEA1 : P=g(al donde gEG} 

Es decir, son todos aquellos elementos de A0 (respectivamente 
de A,I que son imagen de i (respectivamente de al para algún 
automorfismo en el grupo G. 

Resulta claro que la relación, • esté en la órbita de b, es una 
relación de equivalencia, pues: 

al a =Ilal 
bla=glbl implica b=g·•(al 
el a= glbl v b = h(cl implica a= ghlcl 

Por lo que las órbitas forman una partición, tanto del conjunto 
de los vértices, como el de las aristas. 

14.41 f¡emplo: En la gréfica descrita en el ejemplo 4.2 resulta que: 

t,lil=2r+i 
t,(al = 3r +a 
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V entonces es claro que 1111 drblt111 de los v6rtices, son los dos 
conjuntos de enteros congruentes mddulo dos, mientras que, 
las órbitas de las aristas son los tres conjuntos de enteros 
congruentes mddulo tres. 

(4.51 Deflnlcldn: Sean A y A' dos gráf·c11s, G un grupo de 
automorfismos de A que 1ctll1 lihr<•mente, 71:A-+ A' un 
morfismo 1obr1 de gr6fic111. Diremos Qi.Jc 71 es una cubierta de 
Galois definida por el grupo G, si sucede que: 

a) ir'(11(ilJ :GI V IEA0 
bl ir' [11(a)) = Ga V a EA, 

Es decir, si sucede que las órbitlll (tanto de v6rtices como de 
aristas) corresponden exactamente, al conjunto de elementos 
que comparten una misma imagen en 71. 

Para tratar de aclarar lo anterior, podemos agregar que si a y p 
·son tales que su imagen en 71 es la misma, (11(a) =71(Pll 
entonces ester6n en la misma órbita y por tanto podremos 
encontrar una g EG, tal que n ~" g(p), 

Igualmente, si consideremos que claramente a y g(al estén en 
la misma órbita, esto implica Que su imagen en 11 es la misma, 
es decir: 

nglal = n(a) 

En lo que resta del trabajo. nos referiremos a los operadores de 
adyacencia de Av A' como Av A' v a sus entradas como (a,.I 
Y (a'ijl respectivamente. ' 

Ilustremos el anterior concepto con el siguiente ejemplo: 
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(4.61 Ejemplo: See A como en el ejemplo 4.2 v sea A' como en la 
figura.Si definimos 11:A-+ A' de tel forme que los vértices i, 
tengen como imegen el residuo de i al dividirlo entre dos y les 
aristas 11 el residuo 1 de 11 el dividirlo por 
tres, · obtendremos co cleramente un 
morfismo de gráficas. 0 1 Por otro ledo, si 
consideramos el 2 grupo G en 4.2 es 
claro que los elementos de tas 
órbites (que son los enteros congruentes módulo dos para tos 
vértices v los congruentes módulo tres para las aristas según 
4.4) comparten una misma imagen en 11, que edemás, es 
distinta a la Imagen de los elementos de otra órbita cualquiera, 
de donde se sigue que 11:A-+ A' es una cubierta de Galois 
definida por el grupo G. 
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4.2 Resultados preliminares. 

A continuación se encontrarán varios resultados, que 
permitirán posteriormente demostrar los teoremas básicos 
sobre el espectro de cubiertas de Galois. 

(4.71 Lema: Sea 11:A-+ A' una cubierta de Galois definida por el 
grupo G, v sea (s',e'I una orientación de A', entonces existe 
una orientación Is.el de A, tal que: 

a)11s=s'n v 11e=e'n 
blgs=sg V ge=eg 'V gEG. 

Demostración: Construiremos dicha orientación. En primer 
término, recordemos que las órbitas (Ga = 11" [11(al11 forman una 
partición del conjunto de las aristas A1, (ver 4.3). 

Así que, si elegimos un aEA1, para cada a'EA' 1 tal que 
aEir'(a'J, lo podemos orientar fácilmente de tal forma que: 

11s(a)=s'(a'I v 11e(al=e'(a'I 

Simplemente asignando s(a) v e(al para que lo anterior se 
cumpla (nótese que esto se puede hacer aún cuando a' sea un 
lazo va no). 

Ahora sea p una arista cualquiera en Ga, es decir, existe gEG, 
tal que, P=g(al, si dicha g fuese única, podríamos usar la 
misma idea anterior (la usada con ni para garantizar que: 

s(¡l) = s(g(a)): =g(s(al) V e(PI =e(g(all: =g(e(al) 

Pero, precisamente ese es el caso, pues si sucediera que: 
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g(a.I =hletl se tendría: a.=g·1hla.I 
y por tanto: g·'h=I y h=g. 

Ya que G actúa libremente. Además: 

11CslPll = 11CsCg1 .. 111 =11CgCsCa.1ll =11CsCa.ll = s'nCa.I = s'nlPI 
nCelPll = n(e(g(alll =11Cglela.1ll = wCeCa.11 = e'nCa.I =e 'nllil 

Y ya que, toda PEA, está en algún Ga.=n·•[a.'J, esto completa 
la construcción de Cs,el. D 

En lo sucesivo, a1umiremo1 con frecuencia tal•• orientecione1 
en Ay A'. 

(4.81 Lema: Sea n:A .... A' una cubierta de f. :1.i1s definida por el 
grupo G. Para todo camino 11' en A' y ''··· .. <;) vértice i en A0 , tal 
que 111il =s'l!>'I entonces existe un único camino 5 en A tal que 
s(!>)=i y 11(1il=!>'. 

Demo1treción: Por inducción en la longitud de !>'. Si !>' tiene 
longitud uno, eso significa que consta de una única arista, 
digamos u~v. s'la.'I =u y e'Ca.'I =v. 
Sea iEA0 tal que nlil =U (que, por cierto, siempre existe pues 11 
es sobrel. Sea aXbEA1 3 n(yl =a.', y digamos que n(al=u=nlil y 
11Cbl =v. ya que ir1(nlill = Gi Cpor ser 11 cubierta de Galoisl 
entonces existe g tal que glal =i, ahora si observamos a: 

lgCal =ilBirlulbl 

Resulta que 11Cg(yll=11(y)=a.'. y también 11(g(bll=11lbl=v, 
llamémosles P: =g(yl y j: =glbl. si i=slPI entonces p es la 
arista a. que buscamos, si por el contrario i = elPI (y por tanto 
j =slPll entonces: 

11ü1 =v =e'(a.'I =e'CnlPll =nCeCPll =wlil 

CEs decir a.' es un lazo), por tanto: 
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Existe h EG tal que: hlil = i 
Por tanto si a:= hlPI. entonces sial= s(hlPll = hlslPll = hlil = 1 

Veremos ahora 111 unicidad de dicha a, si e11istiera otra arista • 
tal que, s(al =I y 11(al =a' =11lal, entonces e11istirla g EG tal que 
g(al =11, por tanto: 

1 =sial= s(g(all = g(s(<Xll = glil por tanto: g = 1 
De donde: a=a 

Ahora, como hipótesis de inducción supongamos que se da el 
resultado para los ceminos con longitud menor o igual a n, y 
sea 6' de longitud n + 1. 

Sea y' de longitud n tal que li'=(y',a'I donde s(li'l=s(y')=11(i), 
e(y'l=s(a') y e(a'l=e(li'I. Es decir y' es li' menos su última 
arista a'. 

Por hipótesis de inducción e11iste un único camino y en A tal 
que s(yl = y 11(y) =y', si llamamos i': =e(yl entonces: 

111r1 =11(e(yll =e'(n(yll =e'ly'I =S'(a'I 

Por tanto, tambit§n por hipótesis de inducción, e11iste une única 
a tal que slal=i' y 11(a)=a'. Asl pues li=(y,al cumple las 
propiedades requeridas y es único pues y y a lo son. O 

(4.91 Corolarto: Sea 11:A--. A' una cubierta de Galois definida por el 
grupo G, entonces pera todo i,j Ell.0 y n;? 1: 

(4.101 
""'a<n> - a•(n) y 
.{... M - •Cll•CD 

•·•-'[JI 

Demostración: Denotemos a los conjuntos de caminos entre i y 
j de longitud nen A [y respectivamente en A'I como: 



(4.111 

Veremos que existe una biyección entre los siguientes 
conjuntos: 

U, .... , w•fnl 
>rYlt __. •fll•fll 

, •• -'[JI 

Sea 1i pe"enece 11 la unión 4. 11, por el simple hecho de ser 11 
una función, 11(51 es único, v además: 

s'(11(1i)) ==ll(S(5)) ==11(il 
e'l1115ll ==11lel61l ==111il 

Por lo que claramente 11(1ll, pe"enece a : 

Por otro lado sea 5' un camino en: 

Por el Teontma anterior (4.81 sabemos que existe un único li 
en A tal que sl51 == i v 11(6) ==li', también 
11lel6)) ==e'11(6) == e'IO') ==11(j), por tanto e(51 Eir1(j). Es decir 6 
pe"enece algún conjunto en la unión 4. 11. 

Así pues, en base al Teorema 1. 16 resulta claro que, el 
número de elementos de ambos conjuntos en 4. 11 está dado, 
respectivamente, por las cantidades representadas en 4.10 len 
la primera de las dos igualdades), v como ya vimos que existe 
una biyección entre los conjuntos, esto confirma dicha 
igualdad. En cuanto a le segunda igualdad, esta es una 
consecuencia directa de la primera v del hecho de que tanto A 
como A' son simétricas. 

o 
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(4. 121 Lema: Sea B una matriz de nxn, con un espacio invariante lm 
de dimensión m (m:5nl, con base ordenada V=(v1,v2, ... vm) 
entonces B puede ser representada en alguna base, por una 
matriz de la siguiente forma: 

lv por tanto es similar a ella) 

Donde B' es la matriz de mxm que representa a B restringida al 
subespacio lm con respecto a la base V. 

Demostración: Completemos a V para formar una base 
ordenada de todo C", como sigue: 

Ahora, observemos los siguientes hechos: 

(4. 131 Primero, l v,lr =e, donde i E ( 1 ..•. m). Notemos también que tiene 
ceros en todas las entradas a partir de la m + 1 v por tanto se 
puede escribir de la siguiente manera: 

(4.141 
En segundo lugar: 

[Bv,JT = (B)Tlv,JT = (B)Tei 

Es decir (Bv1lr es la columna i-ésima de [Blr 

Por último, sabemos que, como v El entonces Bv, también 
está en •m V por tanto sus T-coorde~ad:s: 
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De aquí, de 4. 14 y de 4. 13, se deduce que las columnas de la 
1 a la m de IBlr tienen ceros en los renglones mayores que m. 
Por tanto, podemos escribirla como: 

(B' C) (B)T = 0 0 

Con B' mxm. Y por la observación 4.13: 

Pero si observamos cuidado&amente, de aquí se concluye que, 
B' es la representación de la transformación lineal B restringida 
a Im con respecto a la base V, pues basta completar con ceros 
B'lv1lv para obtener 1Bv1lr O 



4.3 Resultados espectrales. 

(4.151 Teol'llme: Sea 11:A--.. A' une cubierta de Galois definida por el 
grupo G, si A es finita entonces a(A'lca(AI. 

(4.16) 

Demo1tr1cl6n: Iniciemos recordando un par de resultados de 
61gebra lineal: 

111 Dos matrices similares tienen el mismo espectro. 
bl Toda matriz triangular superior Ca la que se llama 

forma de Schurl tiene sus valores propios en la 
diagonal, m6s a!Án, toda matriz cuadrada es similar 
e otra que est6 en forma de Schur. 

Asr que para demostrar el resultado, nos bastar6 mostrar que 
la matriz de adyacencia A es similar a una matriz de la forma: 

(~' ~) 
Donde A' es la matriz de adyacencia de A', y O la matriz nula, 
pues si T1 = P1-'A'P1 y T2 = P2t>P2 , son las formas de Schur para 
A' v D, claramente: 

(Pj4 °.)(A' C)(P1 º) = (T1 X) 
O P2 O O O P2 O T2 

Ser6 la forma de Schur para A. v por las observaciones de los 
incisos anteriores se sigue el resultado. 

Asr pues, en primer lugar, como 11 es sobre. si A0 ={1 •••. n} y 
l!!.'0 ={1 .... m}, claramente n:i:m, lo que da sentido a una matriz 
como 4.16. 
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Ahora, p11r11 todo seA'0 (y IEA0 I, se define el siguiente vector: 

(v") = {1si11(1) = s 
1 O sino 

(4. 171 Notemos que, para todo i existe un único s, tal que v~ = 1 v 
todos los demás Y~ =O ya que al ser 11 función sólo existe un 
únicos igual 11 11(il. Otra forma de escribir los vectores columna 
v• es: 

(4.18) 

Ahora, si: 

v• = !:e, 
'""''[•) 

En particular si jeA'0 , tomemos IEA0 tal que 11(11 =i. entonces: 

Pues se da para toda entrada i. Por tanto (véase 4. 171 la suma 
anterior es igual a: 

Es decir los vectores v• son. linealmente independient~s. 
Llamémosles V=(v 1, .... v"'}. Por otro lado: 

(Av'),= !:a,kv: = !:a,k ·1 
k•"· kE'11'1[a] 

Pues todas las demás entradas v: son cero, pero por el 
Corolario 4.9, la suma anterior es igual a: 
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14.19) 

14.20) 

= ª'•(i)• 
n 

.. Av" =:E a•.,,¡. e; .. , 
Si asociamos la suma anterior de forma que las 1101 vayan en 
forma creciente, lo anterior es igual a: 

= Lª'11e,-+ ••• + La'..,. e, 
le•-1(1) l••-'[m) 

=a',. Le1+ ••• +a'"'" Lªi 
1••-'[~ len-1(m] 

Pero va habíamos observado que esas sumas eran otra forma 
de escribir los v• : 

Lo que implica que, el subespacio generado por V es un 
subespacio invariante v va que los v• son linealmente 
independientes 14. 18), pues forman una base de dicho 
subespacio de dimensión m. Entonces, por el Lema anterior 
14.121 A es aimilar a: 

(~ ~) 
Donde B es la representación de A restringida al subespacio 
invariante lque en este caso es el generado por VI, para la 
base ordenada V v 4.20 es la representación de A para alguna 
base ordenada T={v1, .... vm,km•1, .... k"}. 

Ahora, si recordamos 4.19 la columna s-ésima (con s en 
{ 1 ... m}I de esta matriz es: 



[A Ji.e.= [Avº), =(fa·., ·i] =fa'• [v'), =fa·,. e¡=[[ª/]] 
¡.1 T i•1 ¡.1 a ,.. 

o . 
De donde se sigue que: A'= B. 0 

(4.21) Teorem•: Sea n:A-. A' una cubierta de Galois definida por el 
grupo G, entonces: 

(4.22) 

r(A)S r(A')S r(A)2 

Demostración: Sea uEA0 ' y iEA0 tal que n(i) =u, por el 
Corolario 4.9 sabemos: 

~ a<n) - a•<n> - a•<n> k.. M - 11(1)•(1) - uu 
•••

4
(u) 

Lo que implica: 

Pues al;"J es uno solo de los términos de la suma , los cuales 
son todos no negativos. De donde, por el Teorema 3.28: 

r(A) = LimSup V&fi s LimSup ~ = r(A') 
n-.ci n .... • 

Ahora, por el Lema 4.8 para cada y' e W~!"> existe un único 
'Y(¡¡¡=IP1, ... ,p01 en A tal que s(y1x¡)=I y n('Y<x»=r'. aún 
cuando y' forma claramente un ciclo, no podemos decir lo 
mismo de 'Y(¡¡)• sin embargo, podemos formar naturalmente un 
ciclo del doble de longitud de la siguiente manera: 

Así tendremos bien definida la función: 
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que asigne cply'I =y, ademb cp es Inyectiva ya que si: 

y=cply'I =cp18'1 =8 
Entonces: 

(Pues si son iguales entonces tambil!n sus "mitades" lo ser6nl. 
Y adem6s: 

(4.231 
Y por tanto: 

Pero sabemos: 

limSup 2(af"i = limSup(\fa¡,2~1 )~ = r{A) 
n~~ n~~ 

Por tanto: 

LimSup\fali'"1 = r(A)2 

n ... c 

De 11qur v de 4.23: 

r(A') = LimSup ~ s LimSup QjaW"1 = r(A)2 

n4~ n~~ 

Que Junto con 4.22 completa 111 demostración. a 
(4.241 Corolario: Sea 11:A-+ A' una cubierta de Galois definida por el 

grupo G, si A es finita entonces: 

rlAl=r(A'I 

Demostración: Por 4.15 sabemos que: ofA'lco(AI y por tanto: 

r(A'lsr(AI 
_Ypor4.21: 

rlAISr(A'I 

Lo cual implica el resultado. a 
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(4.251 Teorem1: Sea 11:A--. A' una cubierta de Galois definida por el 
grupo finito G, entonces: 

(4.261 

rlAl=rlA'I 

Demostración: Tomemos una sucesión de subgr6ficas finitas 
{F"} convergentes a A,·y llamemos: 

F'n: =11(Fn) 

Que por supuesto, es también una subgréfica finita de A'. 

Va que 11 es sobre, para toda a'EA', existe aEA1, tal que 
11(al =a'. Pero sabemos que, para a existe N tal que n:? N 
implica aEF

0
, por tanto a'=11lalEF'0 • Es decir, la sucesión 

{F'
0

} también es convergente a A'. 

Ahora consideremos la gráfica inducida F0 cuyo conjunto de 
vértices es: 

Claramente F. es también finl!o pues G lo es. Además, por la 
forma en que la definimos, F0 es cerrada en G, es decir, la 
imagen de cualquier v~rtice o arista d.!! !!. bajo cualquier g en 
G, está tl!_mbién en F0 .Y como F

0
cF0 , esto implica que la 

sucesión (F0 } también converge a A. Por otro lado recordemos 
que si j =glil y 1\ =glal sucede que: 

11(j)=11g(i)=111il 
nlPI =ng(a) =nial 

Lo que quiere decir que: 

11(F.) = F~ 
Así pues, d!!,. las observaciones anteriores resulta que: 11 

restringida a F. como dominio y F'
0 

como contradominio es un 
morfismo de gráficas sobre y que "hereda" las propiedades: 
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1r'lnlill=Gi 
1r'lnlall =Ga 

Que lo convierten en una cubierta de Galois n:F0 -+ F~ para el 
grupo G. Por el Corolario 4.24: 

Y por el Teorema 3.24: 

r(A) = Umr(F,.) = Umr(F~) = r(A') 
n-.ci n-.io 

Ya habíamos observado en el ejemplo 1 .21, lo complicado que 
puede resultar un c61culo directo del radio espectral de una 
gr6fica infinita, aún cuando ésta no sea particularmente 
sofisticada. En el siguiente ejemplo, se utilizan los resultados 
anteriores precisamente para simplificar un poco dicho c61culo 
lel cual se completar6 sólo hasta el capítulo seisl. 

(4.271 Ejemplo: Sean A y A' siguientes gr6ficas: 

Al Al 

•(U) 
• • 

... O . O . O 
·1 o 2 3 

• 
4 

Donde los vértices para A son de la forma (n,xl donde 
iE{O, ... NI, con NEIN fija y xez. Claramente la rotaciones r. 
(que asignan cada vértice In.xi al vértice Ir.xi donde r es el 
residuo de n + k al dividirlo por N + 11 forman un grupo de 
automorfismos de A que actúan libremente. Naturalmente, G 
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es un grupo cíclico de N + 1 elementos. Y va que podemos 
establecer una cubierta de Galois n:A-. A' para el grupo G 
taqu611a que envía el vértice (n,xl al xi. en base al Teorema 
4.25, concluimos que rlAI es igual a rlA'I, que en el ejemplo 
6.24 calcularemos como 1 + J5 (gracias a una segunda 
simplificación) 
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5 

La constante isoperimétrica. 

En este cepftulo introduciremos el concepto de 111 constente 
isoperim6tric11, v veremos elgunos teoremes que rel11cion11n 
dicha constante con el espectro de gráfices regulares infinitas, 
v que serán requeridos para los resultados más importantes del 
próximo capítulo. 
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ESTA TESIS NO DEBE 
iA1J1 DE LA BlBUOTECA 

5.1 Definiciones. 

15.11 Definición: Sea A une gr6fic11 y XCA0, le frontera de X es: 

oX = {i!!j eA,:I e X y j 1X} 

Es decir es el conjunto de erl1tH con un extremo en X y otro 
fuera. 
Por otro lado: 

Es decir, ·es el conjunto de los v6rtices tales que, todas las 
aristas que los contienen, tienen ambos extremos en F. 

(5.21 Definición: Le constante lsoperlm6trlce de A es: 

o bien: 

l(A) = lnf {~ : X e A0 , X ~ 0 y X finito } 

l(A)=lnf {~:X cA0 , X ~0 y IXls~} 

Pare los casos infinito y finito respectivamente. 

(5.31 Definición: Sea A una gráfica, definiremos: 

al b,lnl ={ieA0 : d(i,j)Sn}. 
bl s,Cnl = {i EA0 : d(i,j) = n}. 

Es decir b,(nl es el conjunto de vértices cuya distancia a i es 
menor o igual a n mientras que s,(nl es el conjunto de los 
vértices cuya distancia es exactamente n. 
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15.41 Se desprende inmediatamente de la definición que: 

al s,(n + 1) n b;(n) = 0 
bl b,(n + 1) = b,(n) u s,(n + 1). 

15.51 Lema: Sea una gráfica A entonces b,lnl es finito !recordemos 
que siempre asumimos que las gráficas son acotad11S). 

Demostración: Por inducción. Sabemos que 1 b,111 Is 1 + M6 y si 
suponemos que lb,lnl 1 es finito, como por 5.4: 
1 b,(n + 11 I = 1b,(nl1 + 1 s,(n + 11 I basta ver que s,ln + 11 es finito, 
pero sabemos que está contenido en el conjunto de vértices 
adyacentes 1 algún elemento de b1(n), de aquí que . 
ls,ln+ 11ISM.lb,lnll. D 
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5. 2 El espectro de gr6flces regulares Infinitas. 

El siguiente Leme es muy interesante, pues nos permite 
identificair exactamente, el radio espectral de algunas gráficas 
regulares infinitas_. 

(5.6) Leme: Sea A una gráfica regular de grado k (ver 1.2b), con 
A0 =IN, y tal que i(AI =O. entonces r(AI = k. 

(5.71 

(5.81 

Demostración: Por el Teontm• 3.4, basta que construyamos 
una sucesión de vectores {x"} con llx"ll = 1, tal que: 

Lim!IAx" - kx"ll =o 
n-tic 

Lo que implicaría que kEcrfA), y .como por el Teoreme 3.10 
sabemos que r(A)S M• = k esto completaría el resultado. 

Como ilAI =O podemos elegir una sucesión {X"} de 
subconjuntos (no vacíos) de A0 , tal que: 

Lim¡ax.¡ =º 
n-+~ 1x.1 

Sea x"El' el vector "característico" (con norma uno) definido 
como: 

¡-b slieX0 
si iEA0 : Xi"= vJX.J 

O si no 

Nótese que: 

(Ax"),= Lª•ixl' =}:: fx:r1x'1 1 = y'f'x 1 Lª•i 
J~o l•Xn n / ~l"nl JEX, 
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Pues sólo cuentan las j en x. pues las demás entradas de xri 
son cero. 

16.9) Ahora consideremos el vector IA-kl)x•, veremos que su i-ésima: 
entrada es distinta de cero sólo si el vértice i es extremo de 
una arista en ax •. 

En efecto, si sucediera que fuera cero sabemos: 

( ) 
[

_k_ sil eX 
(6.10) Ax" 

1 
= kx~ = $nj n 

o sino 
En el primer caso, si iex. de lo anterior y de 6.8 resulta que: 

~a11 =k 
¡.x, 

Es decir: i tiene k aristas (o sea todas sus aristas) con el otro. 
extremo en x •• es decir i esté en intlX

0
I y no poseería una· 

arista de ax • . 

En el segundo caso, nuevamente por 6.8 y 6.10: 

Lo que significa que i no tiene ninguna arista con el otro 
extremo en x.. v como tampoco la propia i está en x •• 
entonces ninguna de sus aristas estaría en ax • . 

Así pues, consideremos tales i (extremos de alguna arista en 
ax.1 

al Si ¡ex. observemos que: 
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Es el total de aristas de i (son kl menos las que 
tienen ambos extremos en X". dicho de otro modo, 
son el número de aristas de ,JX0 que inciden en i, 
llamemos a dicho número a,. Ahora obsérvese que, 
por 6. 7 v 6.8: 

Axr -kxr = 1 ~(k- ~ª1j) = 1 JiXJª' 
blSi i11X0 

Es el total de aristas en x. que inciden en i v por 
ese mismo hecho están en ax. , además 
nuevamente: 

(6. 111 Nótese que, en ambos casos el resultado es a, por la misma 
constante (salvo el signol. Por otro lado este número a,, 
representa sólo un subconjunto de las aristas que inciden con i 
v por tanto es menor o igual que k. Ahora: 

~Ax" -kx"ll2 = l:IAxr -kxrl2 

. iE4o 
Y por 5.11: 

Pero ra, es el número total de las aristas en ax •• con la 
salvedad de que cada arista será contada dos veces, pues i 
tomanl el valor de sus dos extremos. De aqul que la suma 
anterior sea igual a: 



2k1ax.1 
1x.1 

Que sabemos tiende a cero, con lo cual completarnos ta 
demostración. a 
Va vimos en el cepftulo uno 11.211, que el dlcuto directo del 
radio espectral para gr6fices infinitas, puede ser muv 
complicado aún cuando las gr6ficas no sean particularmente 
sofisticadas, en el siguiente ejemplo se identifica rápidamente 
el radio espectral aplicando el Lem1 anterior. 

(5. 12) Ejemplo: Sea A le siguiente gr6fic11 regular infinita: 

k k 

En donde cede vt!rtice tiene valencia 2k con kEIN. Si 
X.={1, .... n} entonces, claramente: 

Lim ¡ax¡x "¡! = lim 2nk = o 
n-te1:1 n n ... .., 

lo que implica que i(AI =O, esf que el Lema 5.6, nos permite 
identificar de inmediato el radio espectral de l!i. como: 

rl/!i.)=2k 

El Lem1 anterior nos permitió conocer el radio espectral para 
gráficas regulares infinitas, cuando t!stas tienen su constante 
isoperimt!trica igual a cero. El siguiente Teorema nos da una 
cota superior del radio espectral basada también, en la 
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constante isoperim~trica y que sera de utilidad alln cuando 
l§sta no sea Igual a cero. 

(5.131 Teorema: Sea A una gr4fica regular de grado k, entonces: 

r(A) s k - ~l\)2 
2k 

Demostración: Se demostrará la siguiente propiedad: 

r(H) s k - l(A)
2 

2k 

Donde H es cualquier subgrdfica de /!., pero Inducida. conexa y 
finita a partir de lo anterior, es f~cil llegar al caso general 
usando el Teorema 3.24 para una sucesión {F"} de dichas 
subgráficas convergentes a A. Efectivamente, por un lado: 

Lim r(F") = f<A) 
n~oo 

Y como la desigualdad se dará para todo r(F"I. entonces se 
dará necesariamente para su límite. 

Sea pues una H como la descrita anteriormente y llamemos B 
a su matriz de adyacencia, por el Teorema de Perron-Frobenius 
2. 12, podemos elegir el valor propio A.= rlHI v x uno de sus 
vectores propios, positivo y unitario, asl que: 

(Bx.x) =A. 

Podemos extender x pera que pertenezca a t; de la siguiente 
manera: 

{
x, si 1 eH0 x'-, - o sino 
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(5.141 

Para llegar a la desigualdad nos servirá analizar el siguiente 
valor: 

Pero, por la desigualdad de Cauchy: 

Ahora recuérdese que: 

os (x·y) 2 =x2·2xy+y2 por tanto; 2xysx• +y• 
de aquí; xª + 2xy + v• s 2(x2 + y21 v entonces 

lx+y)2S2(x2 +Y21 

De aquí que la iuma anterior sea menor o igual a: 

~ l:2(x~ +xf)~(x~ +xf-2x1x;) 
l'j-.6, l'j<A, 

Observemos ahora la suma: 

Como para toda arista u, se consideran los valores de x 
correspondientes a sus dos extremos, podemos reordenarla ya 
no por las aristas a, sino exclusivamente por los vértices I, y 
ya que sabemos que A es regular de grado k, cada vértice 
aparece exactamente k veces como extremo de alguna arista 
a, de modo que la suma anterior se convierte en: 
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15.15) !;1ocr = krxr = kM2 
= k 

iEAo l.t\, 

(Recu6rdese que el resto de las JI¡ son cero). Ahora veamos la 
suma: 

!: 2X1X¡ = !: (X¡X¡ + ><¡><1) 
¡a¡.4, l'j<A, 

Si i ó j no estén en H0 su entrada correspondiente en a es cero 
y por lo tanto, podemos excluir cualquier arista de A, que no 
tenga ambos extremos en H0 • Pero como H es una subgréfica 
inducida, esto significa que tales arista pertenecen a H, asf 
que, si en la suma anterior asociamos aquellas a con una 
misma pareja de eliltremos, notaremos que hay exactamente b, 
repeticiones de tales aristas. Ademés, como est6 considerada 
tanto la pareja a,•, como la •,•, y ademas: b, =O sr y sólo si no 
hay aristas entre i y ;, podemos reordenar la suma anterior en 
base a todas las parejas desordenadas de elementos de H0 de 
la siguiente manera: 

Que es igual a : 
15.161 r<ex)1x1 = (Bx,x)= A. 

·~ 
(5.17) Entonces por (5.141, (5.16) y (6.161, c'i2 S: 2klk-AI. 

Ahora veremos que relación hay entre c'i e ilA). 

Analicemos nuevamente 5, recordemos que corresponde a la 
suma: 

6 = !;jx~ - xf j 
11<4, 
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(5.181 

(5.191 

Pero entonces, cualquier 11rlst11 u cuyos valores x, y x1 sean 
Iguales, no contribuir6 al valor de 6 y podemos pera este fin 
ignorarla. Por otro lado, sólo hay un número finito de valores 
de x. diferentes de cero !sólo aquellas res que pe"enecen 11 
H0 ), denotemos a dichos valores de 111 siguiente manera: 

Tomemos une orientación de A de tal forma que, para toda u: 

Sea F. la subgr6flca Inducida de A donde: 

(F:) = {{l:x. ~ yk} si k e (t ... m) 
ko 0slk=m+1 

Tambi~n. sea: 
s.= {aEA,:x,1.i=Y,} 

En bese a 111 orientación anterior podemos expresar: 

V reorganizar dicha suma, reordenando en base 11 los valores 
distintos de cero (que son mi de x,1.i, asociando todos los 
valores iguales llo que implica que dichas aristas est6n en s.1. 
de la siguiente manera: 

f ( }:x~ .. 1 -x~ .. 1) 
k=t 11eS, 
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(5.201 Consideremos el conjunto t1(J=k)0: obsllrvese que por definición, 
consiste de las aristas con un vértice que pertenece a IF,10 Y 
otro que no pertenece. Es decir: si 1l11l~elal, entonces 

J. 

. 

T 
J. 

Y! 
x • ..,~ y,> x ... ,. en palabras: a 
est6 en el conjunto anterior, 
si el valor de la entrada 
asociada a su inicio es 
mayor o igual a y,, y el de 
su fin es estrictamente 
menor. 

Ahora observemos la figura 
x.y, en ella estlln 
representadas todas las 
aristas dirigidas de A a 
excepción de aquéllas que 
no contribuyen al valor de B. 
En el k-ésimo renglón se 
encuentran todos los 

vllrtices con valor de (y,12 (nótese que el valor ya se encuentra 
elevado al cuadrado, que es la forma en la que aparece en la 
suma), su inicio estll representado por un punto y su fin por 
una flecha. Es evidente que la suma 5.19 resulta ser la suma 
total de las "longitudes• (yP2-Y.2 con p>ql de dichas flechas, 
ahora bien, nótese que, cada flecha estll subdividida en 
fragmentos, pongamos atención a cuantos fragmentos de 
longitud (y, 2-Y,., 21 existen. Para que una flecha pase entre los 
renglones y, y Y,.,, su inicio debe estar antes o incluso hasta el 
renglón k y su fin estrictamente despu6s, pues bien, ésta es 
precisamente la definición (5.201 que observamos para iJ(F.)0 y 
por tanto hay tantos fragmentos como elementos en él. De 
aquí que li sea igual a : 
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Como sabemos que: 

Entonces la suma anterior es mayor o igual a: 

<!! i(A)Í: i(F, )oi(y; - y;_,) .. , 
= i(A)[f l(F, )0~: -f l(F, )0~:-1] •• , ksl 

= i(A)[~l(F0 )0 ~~ - ~l(F,.1)~,~;] 

como V0 =0, V Fm+i ='2l: 

Pero de la definición 6. 18, resulta evidente que l IF,10 1-1CF,. 1)0 1 
es exactamente el número de vénices que comparten el valor 
de v •• de aqul que la suma anterior resulta ser le suma de 
todos lo& valores x, diferente& de cero, es decir: 

i(t\{t, v:(¡{Fk)0 l-l(FM)0I)] = i(A)~ X~ = i(t\) 

Por tanto: i(A)S~. de aqul que, e partir de 6.17: i(A)2 S 2klk-/.I, 
de donde se deduce fácilmente el resultado. a 
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Una consecuencia del Teorema anterior es el reverso del Lem• 
5.6, que veremos en el siguiente Corolario. 

(5.211 Corol•rio: Si A es una gréfica regular de grado k, con Ao=N, v 
tal que r(AI = k, entonces ilAI =O. 

Demo1treci6n: Por el Teorema anterior sabemos que: 

k = r(A)S k-i(A)hk 

i(A)hk SO:. OS i(A)2 s O 

a 
Es decir, para una gréfica A regular de grado k, el radio 
espectral r(AI es k si v sólo si la constante isoperimétrica ilAI 
es cero. Y cuando no es cero, contamos con un criterio de 
acotación para r(AI basado en ilAI. En el ejemplo 6.25 del 
capítulo seis, se ilustra precisamente una griifica con i(AI 
diferente de cero, donde se comprueba la desigualdad entre 
r(AI v k, v donde la cota para r(AI juega un papel imponente. 
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6 

Cubiertas de Galois 
para grupos manejables 

En este capitulo introduciremos el concepto de la gráfica de 
Cayley del grupo de automorfismos G (de una cubierta de 
Galois), asr como el concepto de grupos manejables, el cual 
nos permitirá, apoyados en los resultados del capítulo anterior, 
mostrar más resultados espectrales para cubiertas de G11lois, 
entre los que destacan el Teorema 6.17, que postula 
rlAI = rld'I si A' es finita v Ges manejable. 
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6.1 La gr6flca de Cayley 

(6. 11 Deflnlcl6n: Sea G un grupo v sea S un subconjunto de G tal 
que: 

(6.21 

11!Sy\fgeG, g=fls, dondes,eS 
1=1 

Entonces se dird que S es un conjunto de generadores de G y 
si S es finito, que G es flnltemente generado. 

Deflnlc16n: Sea G un grupo finitemente generado v S un 
conjunto finito de generadores de G. Entonces 111 gr6fic11 de 
Ceyley r(G,SI (o simplemente n es aquélla tal que: 

r 0 =G, V g!!her, sr V sólo si h =sg donde seS V h,geG. 

Notemos que r serd une grdfice regular de grado 2 IS I • pues 
de cada vértice i "partirdn" ISI aristas de 111 forme; i!!j, donde 
J=si, v por otro ledo a cada una de las anteriores corresponde 
otra de la forma; ¡!!-'i, pues i=s·1J. 

(6.31 E¡emplos: Sea A como se ilustre. Si los vértices son elementos 
de un grupo cíclico de seis elementos, claramente las 
rotaciones r 

0
, (que envíen cada vértice i 

a is"I forman un o grupo de 
11utomorfismos G de A que actúan 
libremente, v este s• s• también es un grupo 
cíclico de seis elementos (donde 
podemos tomar a S={r,} como el 
conjunto generador) ' v curiosamente su 
gráfica de Cayley resulta ser la misma A= r. 
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En el siguiente caso, A es el cubo, cuyos vértices podemos 
numerar a partir del centro 1 de la siguiente manera: 

d------· 

1 
1 
1 
1 

ia~d3 
.. -----•,, 

""'"' ... 
',, 

Dependiendo de que tan a la "derecha", o hacia "adelante", se 
encuentre el vértice a partir del centro, si consideramos las 
rotaciones que resulten de multiplicar cualquier vértice por 
a"dm, donde a v d son generadores de grupos cíclicos de cuatro 
elementos, es claro que forman un grupo de automorfismos G 
que actúan libremente, además podemos elegir precisamente 
S = {a,d). De donde resulta que la gráfica de Caylev para los 
ocho automorfismos de G lcada automorfismo envia el centro 
1 a cualquier otro vértice), vuelve a ser nuevamente el cubo. 



6.2 Definiciones y resultados preliminares. 

(6.41 Definición: Sea G como en 6.2, si su gráfica de Cayley r es tal 
que: 

i(f)=O 

Entonces el grupo G Hrt llamado manejable. 

(6.51 E,jemplo: Ya vimos en los ejemplos 4.2 y 4.4, que las 
•translaciones• t, de la gr6fica: 

Forman un grupo G de automorfismos de A. Si elegimos 
S = {s,,s.1) dondes, =t, v s., =t.1, resulta claro que: 

t0 =s,s.1 

t, = s; Para r>O 
t,=&~, Parar<O 

Es decir S es un conjunto finito de generadores de G. 

Por otro lado, la siguiente es su gráfica de Cayley r: 



.1 St O St 1 St 2 

···CXXJ··· 
s., s., s., 

Donde cada vi!nlce t,. eit6 representado exclusivamente por el 
número r. Por el ejemplo 5.12, sabemos que tiene constante 
lsoperfm61rlc• ilrl =0, es decir Ges un grupo manejable. 

En este caprtulo nos ocuparemos exclusivamente, del caso de 
las cubiertas de Galois 11:A-+ A' con A' finita.Y para ellas, 
sucederá que su grupo asociado G será un grupo finitamente 
generado, v por tanto siempre podremos elegir una grdfica de 
Caylev r acotada pare G, como veremos en los siguientes 
resultados. 

16.6) L•m•: Sea 11:4-+ A' una cubierta de Galois definida por el 
grupo G, donde A' es finita entonces, existe una subgráfica 
inducida W de A, tal que es conexa, con un solo vértice en 
cada órbita n, de G V por tanto IW0 I = IA~I· 

16.71 

Demo1treci6n: Construiremos dicha subgráfica. Sean n, = ir'lxJ 
(donde xEA'0 ) las órbitas de G en A0 , sabemos que al ser A' 
finita, digamos IA'0 1 =t, hay exactamente t órbitas distintas 
(de hecho son no vacras y ajenas entre si). 

a) Sea uenp con pe{1 .... tJ y sea (W'>o =(u}. 
bl Supongamos definida a W" conexa, inducida, v con 

un solo vértice en cada una de las n órbitas: 

{O¡} conje{1 .... n}. 

el Podemos suponer la n anterior menor a t, pues de 
lo contrario W" serra la gráfica que buscamos. 



Se11 X el conjunto de los n vértices de A•, 
correspondientes 11 les órbitas o, ie{1, ... n} v Y los 
demh vt!rtices de A'. Como A' es conexa sabemos 
existe un11 arista i'!!

0

j' donde i'EX y j'eY. Sea 
iEW" tal que ieir'li'J, por el L1m11 4.8 existe 
aeA,. tal que a incide en i v n(a}=a'. Claramente 
i!!j donde nlj} =j', por lo que podemos definir wn•t 
como la subgráfic11 inducida de A con vértices 
(W"}0 U{i} .. Y, en un número finito de repeticiones 
del anterior procedimiento (tantos como elementos 
haya en A'0 1 llegaremos a la grdfica buscada W. 

(6.8) ObseNaclones: Sea W como en el Lema 6.6. 

Si geG, llamemos: g(W0 l={ieA0 : i=g(j) t11l que jeW0 }. es 
decir, al conjunto de vértices teles Que, son imAgenes bajo g 
de algún vértice de W. Y por otro lado g(WI la gráfica inducida 
cuyos vértices son g(W0 1. 

Si g,.I entonces g(W0 l'"'W0 = 0, pues p11r11 todo ieW0 g(il no 
puede ester en W0 pues, claramente i y glil están en la misma 
órbita y W0 sólo tiene un vértice por órbita y G actúe 
libremente sobre A. 

Al tener W 0 un vértice representante de cada órbita, v 111 
aplicar toda geG sobre ellos, se obtienen todas las órbitas, 
que juntas, son todo ó 0 • 

Otra forma de interpretar lo anterior, es que, cada vértice i se 
encontrará en una v sólo una g(W0 ). 
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(6.91 Ejemplo: De nuestra gráfica del ejemplo 4.2: 

Sabemos que las órbitas de los vértices son los conjuntos de 
números congruentes módulo dos. De aquí que, naturalmente 
podamos elegir a: 

Q_ 
a 1 

Como nuestra gráfica W, pues claramente: 
Es conexa. 
Es una subgráfica inducida. 

- Tiene exactamente un vértice por órbita. 

(6.101 Teorema: Sea 11:A--. A' una cubierta de Galois definida por el 
grupo G, donde A' es finita, entonces existe un conjunto finito 
S de generadores de G. 

Demo1traci6n: Por construcción. Sea W una subgráfica de A 
como en 6.6, y consideremos el siguiente conjunto: 

S = (g EG: g .. I, g(Wl-W} (recuerde la definición de glWl-W 
en 1.11 

En seguida veremos que S, es precisamente el conjunto de 
generadores que buscábamos. 
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A acotada, el conjunto de sus vértices adyacentes 
a W también lo es, la conclusión se sigue de que 



cada uno de dichos vértices está en una v sólo en 
una glWI lpor 6.8). 

bl S genere • G. Es decir que si g EG entonces: 

Donde s,ES. 

Como caso especial consideraremos a 1. Si sES v 
por tanto slWl-W, claramente W-1·1tWI. por 
tanto s·• ES tambi6n, v entonces 1 = ss·1• Ahora 
probaremos que cualquier g,.l es generado por S 
por inducción en la distancia entre W v glWI. Si 
dl9IWl,WI = 1 entonces dos de sus v6rtices son 
adyacentes v por definición gES. 

Ahora, supongamos el resultado para las gráficas 
h(WI con distancia menor o igual a n. Y tomemos 
g EG tal que dlglWI, WI = n + 1. Entonces tomemos 
l>=lli',al donde a v 1>' son caminos de longitud 
n + 1 v n respectivamente, v a es una arista v 
donde: 

sll>I ='sll>'I =i, eta'I =slal =k, ell>) =elal =j, 
con iEglW0 I V jEW0 

Entonces, por 6.8 podemos elegir un h EG tal que 
kEhlW0 ), por hipótesis de inducción: 

h=flS, 
1•1 

Además: 
h(Wl-glWI 

Por tanto: 
W---fr1glWI por tanto: h·1g=s. dondes.ES 

Por tanto: 



:. g = hs- = (ns,)s-
1=1 

Lo cual completa la demostración. D 

16. 111 Lema: Sea 11: A -+ A' una cublena de Galois definida por el 
grupo G, con A' finita, S un conjunto generador de G fque por 
6.10 podemos elegir finito) y r la grdfica de Cayley asociada a 
G y S, entonces:. 

Demo1tr1cl6n: Se ver6 que, para cada subgrdfica F de r existe 
una subgr6fica O de A, donde: 

Lo cual Implica, que los ínfimos tambidn satisfacen esa 
desigualdad. 

Sea F una subgrdfica Inducida y finita de r, y sea W una 
subgrdfica de A como la descrita en el lema 6.6. Definamos a 
D como la subgrdfica inducida fy finital de A cuyos vénices 
son: 

Observemos que: 

Pues por las observación 6.8 las gfW01 no companen vértices, 
Y IWol =t. 

De aqul que nos bastaré demostrar que: 
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(6.121 

Para este fin, nos ser~ útil la siguiente función: 

+:(00 -lnt{D0 )} _. {F0 - lnt(F0 )} 

Que asigna +lal =o. donde a Eg0(W0I. esta función est~ bien 
definida, pues de la observación 6.8 existe una única u. de 
tales caracterlsticas. 

Ahora, si ae00-intl001 entonces existe b tal que b«D0 y a-b. 
pero entonces g

0
IWl-u.IWI, por tanto: 

W-g;'g.(W) :. g;'g• = s con s eS 

Por tanto: g
0
s =g. 

Es decir son adyacentes en r. Y como b no pertenece a 00 , 

por la propia definición de O, g. no puede pertenecer a F0 , por 
tanto: 

Ahora, +·•(gl son todos aquellos vértices i en D0-intl00 ) tales 
que ieg(W01 y entonces, necesariamente +·•(gJcg(W0 1 y por 
tanto: 

(Pues g es un automorfismo, y por tanto biyectivo). Ahora 
analicemos un poco el número: 

!Do - lnl(D0 )¡ 
1 

Dividir el número de elementos por t, nos da el número de 
subconjuntos de t elementos, que una partición de ese 
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(6.131 

(6.141 

(6.151 

(6.161 

conjunto puede tener. Y como mientras menos elementos 
tenga cada subconjunto, más subconjuntos puede haber, el 
número representa la mínima cantidad de subconjuntos de 
hasta t elementos, que una partición de 1 D0 ·intlD0 1 I puede 
tener. Por 6.12 se concluye que es menor o igual al número de· 
4>"[gJ diferentes que puede haber. Y como sólo puede haber 
hasta 1 F0·int(F01 I (uno por cada elementol. Entonces: 

IDo - int(Do)J s fo - int(Fo~ 
1 

:. JD0 - int(D0 )/ s t/F0 - int(F0 )/ 

Y ahora bien, como cada arista en ao0 incide necesariamente 
con algún vértice en D0·int1D0 1, v va que cualquier vértice tiene 
a lo m6s M4 aristas, entonces: 

Ahora, como a cada arista en 8F0 corresponde un vértice en 
F0-intlf0 I IV de hecho solo uno pues el otro está fuera de F0) v 
como por definición los vértices en F0 -intlF01 tienen al 111enos 
una arista en 8F0 , dicha correspondencia es sobre v por tanto: ._ 

/Fo - int(F0 )/ S jaF0 j 
De aqul, de 6.14 y 6.13: 

jaDojSMAtl~ol 

Esto completa la demostración. D 
Observación: Si en particular i(rJ =O, podemos encontrar una 
sucesión {0

0
} de subgr6ficas de A, con: 

102 



Y tal que el número de elementos de la intersección con cada 
órbita ¡o,n10.10 ¡ es constante para cada set.1. 

Tomemos unas sucesiones (F J, v (00 } como en el LellNI 
anterior, donde adaméa: 

L' a(F.)º =0 
.~'!1 j(F ")º 

Da aqul, se sigue que {0
0

} cumple 6.16. Ahora por la forma en 
qua se construyó o, resulta que: 

Y recordando que g(W0 l sólo tiene un elemento da cada órbita, 
v que las g(W) no comparten vénices resulta que: 

Es constante para cada n. 
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8.3 Resultecio Prlnclpal. 

(6.171 Teontm•: Sea ll: A --. A' una cubierta de Galois definida por el 
grupo G, si A' es finita v Ges manejable, entonces: 

(6.181 

r(AI =r(A'I 

Demottr1cl6n: Como ya sabemos, por el Teontm• 4.21 que, 
r(Als r(A'I, nos bastarla ver que r(A'I Eo(AI para completar la 
demostración. 

Asl pues, construiremos una sucesión {yin!} en l' tal que, 
llv1n'll = 1 para toda n, v: 

LimllAy(•) - r(A')y'"11 =o 
n_,~ 

Como en el Teorem• 3.4. 

Tomemos {Dn} una sucesión de subgrlificas inducidas de A 
como la descrita en la observación 6. 15. 

Como A' es finita, por el Teorem• de Perron-Frobenius (2.141 
sabemos existe un x tal que x>O, llxll= 1 y A'x=rlA'lx, y sea 
x1n1e,, tal que si iEi\0: 

. (•l _ {X.rn sil e (Dn )0 
x; - o si no 

Tomemos: 

Para que y1n1 sea unitario. Ahora observemos que: 
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(6.191 

(6.201 

(6.211 

(Ax<0>)
1 
= !:a11xl"> = !:a11xl"> 

jello Je(D, )0 

Pues las demb entradas de x1"' son cero, ademh, también 
podemos reordenar los sumandos, de tal forma que las jotas 
en una misma órbita estén asociadas: 

Y por la definición 6.18 resulta claro que dichas jotas, 
comparten el mismo valor de x, entonces, lo anterior es igual a 

A continuación, veremos que, para que i, aporte algo al valor 
de llAx1" 1-rlA'lx1"'11 habrá de tener una arista en 0(0")0 (es decir, 
ie(D"l0 -int(Dnlo ó il! (Dnlo V existe •launa je(Dnlo adyacente a il 
v en caso contrario: {Ax 1"1)1 - r(A')xl"' = O. Efectivamente, 
revisando los siguientes casos: 

al En el caso de que leint(D"I, sucede que la 
restricción ie{n·1[kJr"'1(0"10 } es equivalente a 
simplemente decir que, i está en 1r1[kl, pues para 
toda j que no esté en (0"10, resulta que a,1 =O. Por 
tanto, en base al Corolario 4.9, la suma 6.20 es 
igual a: 

Pero esto es. 
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(6.22) 

108 

bl Si i ll (0010 y si no existe j E(D010 tal que i sea 
adyacente aj entonces (por 6.19 y 6.18): 

(A>«"»1 - r(Á)xl"> =(Ax<•>~ - O= L aijxj•> = O 
j<(Onlo 

Pues necesariamente a,1 =O para todas esas jotas. 

el Si ill (0010 y existe je(D010 adyacente a i entonces 

(Ax<0>)1 -r(A')xl0> = L[ Lªii }•-O 
... ~ó j'"º'l•Jn(D.lo 

Por 6.20 y 6.18. Además, lo anterior es menor o 
igual a: 

Pues claramente, (11·1[sl"ID
0
10}C<'.0, y como x>O Y 

llxll = 1 entonces x0 s 1, por tanto, también es 
menor o igual a: 

s LM.-. ·1= M,..IAól = M.-.t 
IEAó 

di Por otro lado, si iE(D0)0·int(D010 , notemos que: 

-r(Á')xt> = -r(Á')x.co = -(A'x).<~ = - L ª~<i>axa 
IEÓÓ 

Por el Corolario 4.9, esto es igual a: 



Y por tanto, avudados de 6.20, se obtiene que: 

j(Ax'"'), - r(A')xj"'I == - ~[ ~a,J}• 
•EAó je.- l•I 

Ja(D,,}o 

Lo cual es menor o igual a: 

Pues x;s 1 v el subconjunto de las jotas 
consideradas en la suma, esté claramente, 
contenido en A0 , v por lo tanto, también es menor 
o igual a: 

s; !:MA ::: MAIA~I::: MAt 
•Ehó 

Así pues, por la observación 6.21 v las desigualdades 
señaladas en los incisos anteriores: 

Pero claramente, para cada aED(D0 ) 0 existen dos únicos 
vértices (los extremos de al que cumplen la restricción de la 
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(6.231 

suma, lo que implica que el número de res que cumplen dii:ha 
restricción, es el doble de loCD0 ) 0 ¡. De aquí que lo anterior es 
Igual a: 

= tM6 I: 2 = tM6 J2la(D.)0i 
,..a(o,)º 

!1Ax1"> -r(.1')x<">íl s; tM4 J2¡aco.)0! 
Ahora pangamos atención al valor llx1• 111 2, que es Igual a: 

Pues todas las demds entradas son cero. Y si reordenamos, la 
suma asociando todos los valores Idénticos de 11(il, 
obtendremos: 

Pero por la observación 6. t 5 sabemos que el número de 
elementos en toda 11·1mr.10.10 es constante (digamos igual a kl 
para n. Por lo tanto lo anterior es igual a: 

kx~ +kx~ +kx~+ ... =kI:x~ =k·1 
l•d/) 

Pues llxll =t. Pero también, observando el nlimero de 
sumandos distintos ds cero que hay en las sumas anteriores, 
podemos concluir que: 
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Pues antes de la reordenación, eran tantos sumandos como 
elementos en 10.10 mientras que despu6s fueron k veces el 
número de elementos en A'0 • De aqul v de 6.23, resulta que: 

=K 

Que sabemos tiende a cero, con lo cual concluimos la 
demostración. a 

(6.241 Ejemplo: Ya vimos en los ejemplos 4.2 v 4.4 que: 

11 ·~ 0~1 
2 

n es una cubierta de Galois definida por el grupo G de las 
translaciones t,. En el ejemplo 6.5 se comprobó que G es un 
grupo manejable. Asl que, una aplicación inmediata del 
Teontma anterior nos garantiza que los radios espectrales de 
ambas gráficas son iguales, por lo que un rápido cálculo de las 
rarees del polinomio característico de A', IA.2 -2A.-4 =01 nos da 
como resultado r(AI = r(AI' = 1 + J5. 

Por otro lado, en el siguiente ejemplo se verá que, si el grupo G 
de una cubierta de Galois no es manejable, no se puede 
garantizar la igualdad de los radios espectrales. 
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16.25) f;emplo: Considérese la siguiente gráfica Á: 

El árbol infinito en que cada vértice, es advacente a cuatro y 
sólo cuatro vértices distintos. A partir del •centro• (arbitrariol, 
que podemos nombrar como uno, podemos numerar los 
vértices de la siguiente manera: 

.· 

•.. 

Es decir, a cada vértice corresponderá un elemento ns, donde 
s,E{d, d·1, a, a·1), dependiendo de que tan a la derecha: Id") o 
izquierda Id'"), y/o arriba (a") o abajo 1a·01 se encuentre del 
centro. 

Asr mismo, si consideramos a G, el grupo de los 
automorfismos que corresponden a trasladar el centro 1 a 
cualquier otro vértice, es claro que si HEG entonces: 

H(il=hi, donde iEÁ0 y h=ns, 

Ahora, encontremos su gráfica de Cavtey. Podemos elegir 
claramente a S = {a,a·1,d,d·1) como un conjunto finito de 
generadores de G, de donde la gráfica de Cayley r será: 
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. . . . 

Que es una gráfica muv similar a A, con la única diferencia de 
tener dos aristas entre cada vártice. A continuación 
calcularemos su constante isoperimátrica. Para este fin, 
podemos graficar r de la siguiente manera: 

Es claro que, en el nivel n habrá 4•3""1 vártices, que tendrán, 
cada uno, dos aristas con cada vértice adyacente del nivel 
siguiente lo sea 214•3"). Entonces si tomamos X", como el 
conjunto de vártices en los niveles menores o iguales a n, 
procedemos con los siguientes citlculos: 

¡axnj""2·4·3" 
n-1 

¡x.¡ = 1+ ~· .3• 
l•O 

Por tanto: 
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[ ._, l . 1+1:4·31 
·. ", 

J~L.! ''º =.![-. ' .. · .. -1+1+I;3
1-·]= ¡ax.¡ 2 4.3• 2 4.3• • 1·0 

= .![~ -1+ í:(X)'] 2 4,3 l•D 

De equíque: 

Y entonces: 

Ahora, nos bester6 probar que 4 es une cote Inferior de los 
valores: 

{~} 
Para demostrar que 4 es le constante isoperimétrica de r. O de 
modo equivalente, que para cualquier conjunto finito de 
vértices X sucede que 4 I X 1 s 1 ax I · Procederemos por 
inducción en el número de elementos de X. 
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al SI IXI =1, X={i} con ler0 pero entonces, sus 
ocho aristas pertenecen a ax , y por tanto: 

4IXI =4S8= ¡ex 1 

b) Supongamos que: 4IXI s 1 ax' si !XI =n. 

el En el caso 1 X 1 = n + 1, como X tiene un número 
finito de vértices, éstos se encuentren 
necesariamente en un número finito de niveles. Asf 



que podemos elegir un ieX que se encuentre en el 
nivel mayor de X. Sea X' tal que: 

X=X'U{i} 

· De donde, por hipótesis de inducción: 

Es claro que i, es adyacente a tres v4!rtices del 
siguiente nivel y que, ninguno de éstos esté en X. 
por tanto las aristas involucradas (que son seis) 
pertenecen a oX. Por otro lado, i también es 
11dy11cente a un solo vt!rtice del nivel anterior, el 
cual, en dado caso, pudiera estar en X', lo que 
implicarle que las dos aristas que los unen estarían 
en élX • pero no en ax. Es decir, al agregar i a X', 
ax tendré una "ganancia" de seis aristas con 
respecto a. ax' y una "pérdida" de a lo más dos, 
por tanto: 

1ax·1 +4:s: ¡ax 1 
De aquí que: 

4IXI =4IX'I +45: ¡ax 'I +4:s: ¡ax 1 

Con lo cual, concluimos el cálculo lffl=4 !De una 
manera análoga, se puede calcular que ilAI resulta 
ser dos). 

Lo anterior nos permite concluir que G es un grupo no 
manejable. Por otro lado podemos dar una cubierta de Galois 
11:A-+ A' para el grupo G, donde A' es: 
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Donde n envía todos los vértices de A a t, las aristas 
"horizontales" a h v las "verticales" a v. Un rápido cálculo 
permite conocer: rCA'l-=4. 

Por el Teorema 6.13 sabemos que: 

Es decir: 
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i(A)2 

r(A)Sk-21( = 4-% = 3.5 

rCAl<rCA'I 
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