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Capítulo 1 

Introducción 

En un metal, las propiedades de transporte se deben principalmente a sus 

electrones de valencia que se mueven libremente entre los núcleos atómicos que lo 

constituyen. Esto se debe al largo alcance de la fuerza de interacción de los electrones 

entre sí y de éstos con los núcleos atómicos, lo que provoca que los electrones sientan 

un potencial aproximadamente constante y asemejen su movimiento al de un gas de 

electrones. 

Este movimiento libre de los electrones puede ser afectado por varias causas 

como por ejemplo la vibración de los núcleos atómicos metálicos o la introducción de 

impurezas en la estructura misma del metal. Como resultado de esto puede aparecer 

una, difusión (le electrones en el metal. 

Uno de los modelos más simples para estudiar la difusión de electrones en 

metales causada por impurezas fue ideado en 1905 por 1I. A. Lorentz [1). El modelo 

consiste en una. partícula puntual que se nl►ICVe en un arreglo de discos duros de 

dimensión d, inmóviles, de masa infinita. y dispuestos al azar, con los cuales la partícula. 

choca elásticamente. Los discos duros ocupan el papel de impurezas, esto es, núcleos 

atómicos distintos a. aquellos (pie constituyen al metal en cuestión. 

Debido a su simplicidad, el modelo, conocido ahora como gas de Corral:, 

ha recibido una gran atención. Con él se han obtenido y verificado un gran número 

de resultados generales, analíticos y numéricos, de propiedades termodinámicas y de 

transporte [2, 31. Algunos de estos resultados se mencionan en la. sección 2.1. 

2 
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En el modelo que introducimos en esta tesis, que llamaremos Gas de Lorentz 

Oscilante GLO, los dispersores se encuentran regular y periódicamente distribuidos 

en el plano y oscilan periódicamente alrededor de su posición asignada. 

Considerar a los dispersores periódicamente distribuidos es una simplifi-

cación del modelo original del gas de Lorentz, muy importante para los cálculos 

numéricos. Sin embargo, de acuerdo al teorema de 13loch [4], una partícula cuántica, 

como lo es un electrón en un metal, se mueve libremente en un potencial periódico, 

es decir, no se difunde. La difusión de electrones en una red periódica no tiene un 

análogo clásico. 

La experiencia nos dice que para entender un sistema cuántico, es necesario 

entender su contraparte clásica. En este sentido, en esta tesis se propone al GLO 

como una contraparte clásica a la difusión de electrones en un metal. 

Para una red periódica, las posiciones de los discos distan entre sí por una 

constante, por lo que no se necesita verificar si la partícula ha chocado con cada uno 

de los discos en el plano, sino solamente con aquel que se encuentre más cercano a 

la posición actual de la partícula. En el capítulo 4 se explicarán con más detalle los 

cálculos numéricos desarrollados. A este tipo de modelo en el cual los dispersores se 

encuentran periodicamen te distribuidos en el plano se le conoce como Gas de Lorentz 

Periódico GLP. Nuestro modelo, GLO, contiene como caso particular al GLP cuando 

la oscilación de los discos es cero. En el capítulo 3 se describe con detalle el gas de 

Lorentz periódico. 

Si el arreglo es regular un modelo como el GLP es un billar (le Sinai. El billar 

de Sinai es un modelo que consiste en una partícula puntual que choca elásticamente 

con un disco duro. Sinai probó rigurosamente [5] que el billar de Sinai es un sistema 

K , lo que significa que hay gran sensibilidad a las condiciones iniciales del sistema. 

Dado que la, gran sensibilidad a las condiciones iniciales se debe principalmente ¿t la 

superficie convexa de los discos, se puede esperar que el CU' y el G140 presenten 

también las propiedades de 1111 sistema, 	Para corroborar esto en nuestro modelo. 

se calcula el más grande de los exponentes de Liapunov a l . La relación que a l  guarda 

con las propiedades de un sistema A' se discute en la sección 2.3. 

Si el CLO, es un sistema A', entonces el distribuir regularmente a los discos 
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en el plano y no al azar, no cambiará la dinámica de las partículas y si influirá de 

gran manera en la obtención (le los resultados numéricos. 

Los discos en el gas de Lorentz tornan el lugar de las impurezas en el metal. 

Al considerar los discos fijos, sin movimiento, se está suponiendo que las impurezas 

se encuentran frías, es decir, su temperatura es cero. Sin embargo, el movimiento de 

las impurezas o de los núcleos atómicos cambia la energía cinética de los electrones, 

lo cual influye de manera importante en el movimiento de éstos. Este cambio en la 

energía de los electrones puede no ser despreciable y dar lugar a una difusión adicional 

a la encontrada en el gas (le Lorentz. 

Nuestro modelo, el GLO, es entonces un modelo clásico para la difusión de 

electrones en un metal a temperatura T O. 

En un metal, no son sólo las impurezas las que pueden inducir una difusión. 

La vibración de los núcleos atómicos debida a la energía térmica de éstos influye 

también en el movimiento de los electrones. El GLO, tiene la ventaja de que los 

discos oscilantes pueden simular a los núcleos atómicos que vibran debido a una 

temperatura distinta de cero. Así, el arreglo regular de los discos puede simular la 

disposición natural que los núcleos atómicos guardan en la estructura del metal. 

Considerado como un billar, nuestro modelo puede ser estudiado, al menos 

cuando la oscilación de los discos es cero, corno un mapeo discreto del cual se puede 

extraer la, dinámica local de las partículas libres en términos de las funciones de 

dispersión. Al respecto se menciona en la sección 2.1 la existencia de caos topológico 

para. un conjunto de más (le (los discos. En la sección 2.2 se describe el espacio fase 

de nuestro sistema. En la sección 2.4 se define la función de auto-correlación de 

la. velocidad y en la sección 2.5 la relación que ésta guarda con la dispersión en la 

posición de las partículas libres y con el coeficiente de difusión. Cuando la partícula 

se constriñe a moverse en una. dimensión con coordenada y = O y momento 	= O. 

nuestro modelo reproduce (l oscilador (le Fermi [61. En la sección 2.6 se analiza 

brevemente este sistema. 

Los aspectos técnicos de las simula.ciones desarrolladas se discuten en el 

capítulo 4 y los resultados de tales simulaciones se presentan en el capít tdo 5. Final-

mente, en el capítulo 6 se presentan las conclusiones pertinentes (le este trabajo. 



Capítulo 2 

Estudio del modelo 

Para estudiar la dinámica de un sistema es necesario describir su evolución 

temporal. Esto se puede hacer obteniendo directamente las ecuaciones de movimiento 

del sistema o una versión más sencilla de ellas como un mapeo discreto. En la sección 

2.1 se describe el mapeo que induce un modelo como el GLP. 

También se puede estudiar la estructura del espacio fase del sistema. Cuando 

el espacio fase es demasiado complejo (lo que es común en los sistemas caóticos), lo 

que resta es tratar de caracterizar globalmente la dinámica del sistema. 

Para caracterizar a un sistema como caótico es útil estudiar los exponentes de 

Liapunov que miden la tasa promedio con la que dos trayec. orias vecinas se separan. 

Los exponentes de Liapunov se definen en la, sección 2.3 . 

Para el estudio de la, difusión en el GLO, se obtienen la función de auto-

correlación de la velocidad, en la sección 2.4 y las dispersiones en la posición de las 

partículas (x2 ) y (y2), en la. sección 2.5. 

2.1 El sistema como mapeo 

Consideremos por un momento que los dispersores se encuentran inmóviles 

como en el CUY y fijemos nuestra atención en sólo dos discos de radios 11 y,  lit que 

llamaremos 1 y 2 en las coordenadas (X1 ,0) y (."2i 0) respectivamente con X ►  < X2 

X2 - 	> 2i  -1- /1.2 . Entre los discos choca elásticamente una partícula material 
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como se muestra en la figura 2.1. Nuestro objetivo es encontrar la dinámica de la 

partícula cerca de la trayectoria y = O . Si la partícula tiene coordenadas (x, O) , con 

x E (X1 -I- R.1 , X2  — R2 ) y un momento sólo en la dirección x, la partícula chocará 

entre los discos para siempre. Tal trayectoria es por lo tanto periódica pero, como 

veremos, inestable. 

Figura 2.1 	Trayectoria de una partícula cercana a la órbita periodica entre dos discos inmóviles. 

Supongamos ahora a la partícula con coordenadas (X1  + R1 , by) con 6y < 

/?1  y con momento (px,py ) con ps  y pu  positivos. Llamemos 8(,o al ángulo entre la 

trayectoria de la partícula y la trayectoria periódica y = O; con las condiciones iniciales 

de la partícula obtenemos (5(,./ < 1. Nos interesa describir a la partícula mediante los 

parámetros de su trayectoria (6y,bp) . 

En tales circunstancias, la partícula chocará con el disco 2 en un punto 

caracterizado por el par (4', b(p') . Geome'Aricarnente, es fácil encontrar (by', ay') en 

función de (6y, b(p), que expresado matricialmente se escribe como 
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Cuando la nueva trayectoria de la partícula choque con el disco 1, podemos 

encontrar el nuevo par (4%64 en términos del par inicial aplicando la misma 

transformación (2.1), sustituyendo a 22  por Ri  para obtener 

( 11"  ) 11  ( 	) 
(5(ton 

(2.2) 

donde 

1+11- 	2W
+2,122 

  112  
j_ 	IV 	1 _i_ 2{17 	 ,1W2  

R1 	I  R2 1  R1 112 	j- I  R2 	R1 	R1 R2 

 

 

(2.3) 

  

SZ es la transformación de los parámetros de la partícula sobre un periodo completo 

de su movimiento. De la ecuación (2.3) se puede verificar que 

det (9) = 1 . 	 (2.4) 

En la figura 2.2 se muestran las trayectorias que define fi en el espacio 

(ly,  , 8(p); el punto silla en el origen corresponde a la órbita periódica, por lo que ésta 

es inestable. 

Consideremos ahora un tercer disco 3 que se encuentre equinistante a los dos 

anteriores. Tenemos entonces tres trayectorias periódicas triviales entre cada dos dis-

cos (1,2), (2,3) y (3,1) y una más que visita a los tres discos. Estas cuatro trayectorias 

definen un área cerrada, entre los tres discos, lo cual permite la existencia de un infinito 

de órbitas periódicas entre los discos [7]. Además, entre el número infinito de órbitas 

periódicas, para el sistema de tres discos, existen conexiones homoclínicas, (órbitas 

que provienen y convergen a un punto silla) y conexiones heteroclínica,s, (órbitas que 

conectan dos puntos silla.) [8] entre algunas de ellas, lo cual es suficiente para asegurar 

que el sistema de tres discos presente caos topológico [9]. 

Un estudio unís detallado del sistema de tres discos se encuentra en las 

referencias [7, 10, I I]. Para el sistema de dos discos se puede consultar la referencia 

[12]. 

	

(áy' 	 by ) 
(2.1) 

hy 

	

Sw, 	 -2- 1 + 21r 
R2 	R2 
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Figura 2.2 	Trayectorias que define la transformación O; el origen corresponde a un punto hiperbólico. 

Cuando se tiene un número infinito de discos, como en el caso del OLP, se 

puede dividir el plano en subconjuntos de tres discos. Así, para cada subconjunto, 

la dinámica local de la partícula es caótica y se puede esperar que para más de un 

subconjunto de tres discos el caos persista. Para cada uno de estos subconjuntos, la 

transformación (2.3) es válida. Por lo tanto, la dinámica de la partícula en el GL) 

se rige por el mapeo (2.3). 

Ahora, para el caso de nuestro sistema, el mapeo (2.3) ya no es válido pues 

todos los parámetros  de colisión dependerán ahora del tiempo. La obtención de 

un mapeo similar para el G1,0 se complica grandemente, pues aún citando existen 

trayectorias periódicas es mucho más complicado encontrarlas. Aun así, esperamos 

que el G1,0 sea también un sistema que presente caos topológico, lo cual producirá, si 

consideramos sólo un número finito de discos, que las funciones de dispersión tengan 

un número no numerable de singularidades. 
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2.2 Espacio fase 

El GLO es un sistema no autónomo de 2 grados de libertad; el hamiltoni-

ano depende explícitamente del tiempo. Para un sistema tal, se puede estudiar el 

espacio fase de 4 dimensiones que definen las coordenadas y momentos generalizados. 

También se puede construir para este sistema, un espacio de 5 dimensiones que con-

sidere al tiempo como una coordenada generalizada más. Este espacio se define como 

espacio fase extendido [13]. 

Ninguno de estos espacios los podemos visualizar ya que ambos son de di-

mensión mayor a tres. En este trabajo nos limitaremos a estudiar secciones de dos 

dimensiones formadas por el valor de la magnitud del momento de las partículas p 

cuando ocurre una colisión y la fase de oscilación de los discos (o cuando la colisión 

ocurre; esto es equivalente a una sección del tipo (pi., x). 	 1 

2.3 Exponentes de Liapunov 

Una característica importante de los sistemas caóticos es la gran sensibilidad 

de su evolución a las condiciones iniciales. Para estos sistemas, dos trayectorias en el 

espacio fase, que parten de condiciones iniciales arbitrariamente cercanas, divergirán 

exponencialmente. Cabe señalar que la divergencia está acotada por la extewión del 

espacio fase accesible al sistema. La tasa promedio CO!! la cual se separan dos trayec-

torias cercanas se mide por los exponentes de Liapunov. Por ello, los exponentes de 

Liapunov son una herramienta poderosa para caracterizar la dinámica de un sistema. 

Su cálculo es complicado, por lo que sólo calculamos el más grande de los exponentes 

de Liapunov 

Los exponentes (le Liaptinov pueden ser calculados numéricamente, inte-

grando en el tiempo dos trayectorias cercanas (do  es la norma de su separación inicial) 

durante un tiempo r . En este tiempo r se calcula la separación entre ambas órbitas 

di  y se reduce nuevamente su norma a do. Haciendo esto n veces y con r no muy 

grande, se puede mostrar que [131 
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Figura 2.3 	Divergencia entre las trayectorias de dos partículas inicialmente cercanas debida a los choques de 
éstas con las superficies convexas de los discos. 

" 
( 	In di) . (2.5) 

En un arreglo de discos duros es clara la separación entre trayectorias veci-

nas. Considérese un arreglo arbitrario de discos duros entre los cuales se mueven 

dos partículas con el mismo momento pero separadas poi' una cierta distancia arbi-

trariamente pequefia. De esto resultarán dos plintos en el espacio fase del sistema 

muy cercanos. Cuando ambas partículas choquen por primera vez con lin disco, sus 

trayectorias se separarán debido a la superficie convexa, de los discos. Cuantos más 

choques tengan las partículas, su separación crecerá hasta que las partículas hayan 

olvidado que alguna, vez estuvieron cerca figura 2.3. 
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La característica fundamental de un sistema K es la divergencia exponencial 

entre dos trayectorias (excepto en un conjunto de medida cero) arbitrariamente cer-

canas, descorrelacionándose rápidamente. Esta característica es el origen de la fuerte 

dependencia sobre las condiciones iniciales en tales sistemas. En un arreglo de discos 

duros la característica que provoca tal comportamiento es la superficie convexa de los 

discos. 

2.4 Función de auto-correlación de la velocidad 

En 1950, Creen y Kubo [14) mostraron que los coeficientes de transporte 

pueden ser obtenidos de integrales sobre las funciones de correlación temporal. 

Consideremos un vector A que es función de p, q y 1, es decir, de las co-

ordenadas del espacio fase y del tiempo, A = A(p,q;t). Se define la función de 

auto-correlación temporal de A como [151 

(l)(1) = (A(0) • A(1)) , 	 (2.6) 

donde (...) indica el promedio sobre un ensemble del sistema. 

Si tornarnos A(1) como la velocidad de la partícula RO entonces existe una, 

relación entre el coeficiente de difusión y la función de auto-correlación de la velocidad 

FCV para dos dimensiones 

-\) D = 	j"  (17(0). il(r))dr . 	 (2.7) 
2 o 

La ecuación (2.7) es válida para cualquier sistema que satisfaga la ecuación de difusión 

ap u...72  
= V 	 (2.8) 

al 

donde p = p(1;',t) es la densidad de partículas 
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2.5 Coeficiente de difusión 

El coeficiente de difusión está definido por la ecuación (2.8). En términos 

de la dispersión en la posición de las partículas podemos escribir el coeficiente de 

difusión 1) en dos dimensiones como: 

(73(0 = 4D1 	 (2.9) 

La ecuación (2.9) es válida para tiempos largos y en ésta D juega el papel de la 

rapidez con la cual cambia (.2(t)) en el tiempo. Calculando (r2 (t)) tenemos una 

forma sencilla de conocer el valor de D. 

En general, D dependerá de los parámetros del sistema. En el GLO de-

penderá del tipo de arreglo de los discos, la amplitud de oscilación de los discos, su 

frecuencia de oscilación y sus radios. Por ejemplo, mientras menor sea el radio de 

los discos en comparación con la distancia de separación entre ellos, mayor distancia 

podrán viajar las partículas sin chocar, aumentando de esta manera, en virtud de la 

ecuación (2.9), la difusión. 

2.6 El oscilador de Fermi 

En 1949 E. Fermi propuso un modelo para explicar la gran energía de los 

rayos cósmicos que llegan a la Tierra. Este modelo, conocido ahora como el oscilador 

de Fermi, consiste en una partícula puntual rebotando entre planos que se mueven 

con velocidades aleatorias y en los cuales la, partícula rebota. Una simplificación del 

oscilador de Fermi es el modelo de Ulam [13] consistente en una partícula que rebota 

entre un plano fijo y otro (pie oscila sinusoidalmente. Para tina oscilación sinusoidal 

se obtiene el mapeo simplificado de Penni: 

11H+1 = U n 	SCI1 sj)n  

5:) /z4-1 = (Pv + 21T" (mod 2z) H.41 
(2.10) 

donde n„ y p,, son la velocidad de la partícula y la fase de oscilación del disco en la 

enésima colisión y Al es una constante que depende de los parámetros (lel modelo. 
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El movimiento de la partícula es estocástico pero sin un incremento en 

promedio de su energía debido a la presencia de curvas invariantes [16] que cruzan 

el espacio fase del sistema y que impiden que la partícula viaje a zonas de mayor 

energía. Cuando la partícula se mueve sólo en la dirección x , es decir, py  = O y 
su coordenada y coincide con la línea horizontal que une los centros de dos discos 

arbitrarios, el GLO reproduce el modelo descrito por las ecuaciones 2.10. En la figura 
2.4 se muestra el espacio fase (p, w) producido por el GLO en las circunstancias an-

teriores; éste coincide con el espacio fase encontrado con las ecuaciones (2.10) [171. 

En estas circunstancias, la difusión de esa partícula se detiene pues su trayectoria 

converge a la órbita periódica inestable descrita en la sección 2.1, 

o p(u) (x 102 ) 	5  

Figura 2.4 	
Sección (p,(p) del espacio fase del GLO bajo las condiciones en las que reproduce al modelo del oscilador de Feni. 



Capítulo 3 

Gas de Lorentz periódico 

En el GLP los dispersores se encuentran distribuidos regularmente en el 

espacio, a diferencia del modelo del gas de Lorentz original en el cual los dispersores 

se distribuyen al azar. Esta diferencia no produce cambios en la dinámica de las 

partículas en tales sistemas debido a su ergodicidad intrínseca [5]. 

La difusión para un gas de Lorentz periódico se aproxima más a la de 

partículas en un cristal, ya que al estar los dispersores distribuidos regularmente 

siempre se puede hacer una partición del espacio en celdas fundamentales idénticas.La 

definición de estas celdas fundamentales dependerá del arreglo regular que se considere 

para los dispersores. 

En este trabajo se han considerado (los tipos de arreglo que liemos llamado 

arreglo rectangular y arreglo triangular. 

a) Arreglo rectangular. Consiste en distribuir los discos en los vértices de 

un rectángulo. En este caso, la partícula puede moverse una distancia infinita antes 

de chocad• con un disco, independientemente de la separación entre los discos, figura 

3.1. A este tipo de dinámica se le conoce como horizonte infinito. En este caso, no 

se puede asegurar que exista la integral de la función de correlación de la velocidad 

en el tiempo, pues el camino libre medio de la partícula• no es acotado y 1)0r lo 

tanto, el coeficiente (le difusión no existe. Por lo tanto, para, este tipo de arreglo sólo 

estudiaremos la estructura del espacio fase. 

b) Arreglo triangular. D'al este caso, los discos son colocados en los vértices 

14 



Figura 3.1 	
Arreglo rectangular de los discos. W es la separación entre los discos y R es su radio. 

Figura 3.2 	Arreglo triangular de los discos. W es la separación entre los discos y R es su radio. 
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de un triángulo. En este caso podemos imponer un horizonte finito o infinito, según 

la separación entre los discos. Para la geometría de la figura 3.2 donde 1? es el radio 

de los discos y IV la separación mínima entre sus fronteras, se obtiene un horizonte 

finito para 

O 
 < (

4 
-4  2) , (3.1) 

y el camino libre de la partícula no puede ser mayor que 

= 2./?\/3 	 (3.2) 

El tiempo entre colisiones está entonces acotado por º, donde y es la velocidad de la 

partícula; por lo tanto, el coeficiente de difusión puede existir. 

3.1 Resultados anteriores 

Como se mencionó en la introducción, el modelo del gas de Lorentz ha 

recibido una gran atención debido a que es uno de los modelos más simples para es-

tudiar procesos deterministas de difusión. Esto ha contribuido a encontrar soluciones 

analíticas y numéricas para procesos de transporte en sistemas afines. 

Se ha encontrado analítica [3] y numéricamente [18] que para el gas de 

Lorentz en el régimen de densidades altas 1 , el coeficiente de difusión corresponde 

al de un caminante al azar. También con un análisis simbólico de la dinámica de la 

partícula, Cvitanovic et al [19] han calculado el coeficiente de difusión para un gas 

de Lorentz diluido. Con respecto a la, función de correlación de la velocidad PCV, 

1.3eijeren [3] ha encontrado que esta exhibe un decaimiento algebráico (en inglés, long 

time tail) proporcional a 1-( 51 +1 ), con d la dimensión de los discos. El autor discute 

también las consecuencias que este comportamient produce en las propiedades de 

transporte. Machta y Zwanzig [18] han calculado la FCV numéricamente encontrando 

iEs decir, un horizonte finito 
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el mismo comportamiento; reportan además una forma muy compleja para la FCV 

sin poder explicarla. 

Sinai y Bunimovich [20] y Gallavotti [21] han hecho una profunda investi-

gación de las propiedades ergódicas del gas de Lorentz y han demostrado rigurosa-

mente la ergodicidad del sistema. A su vez, Gaspard y Nicolis [221 han establecido una 

relación entre el coeficiente de difusión y la diferencia entre el exponente positivo de 

Liapunov y la entropía de Kolmogorov-Sinal por unidad de tiempo, dejando entrever 

aún más las propiedades ergódicas del gas de Lorentz. 



Capítulo 4 

Gas de Lorentz oscilante 

4.1 Dinámica de la colisión 

En este modelo, se estudia la, difusión de una partícula ligera que choca 

elásticamente con un arreglo de discos duros distribuidos regularmente en el plano y 

que oscilan periódicamente en la dirección x alrededor de su posición asignada en la 

red. La, masa de los discos se considera infinita, tal que su movimiento no sea afectado 

por los choques de la partícula. 

En su movimiento, la partícula con velocidad (vs, vy) choca con un disco. 

Las coordenadas de la colisión son las coordenadas de la partícula en el momento en 

el que ésta, choca con el disco. El objetivo es encontrar la velocidad de la partícula 

con la cual se aleja del disco después de la colisión 2,1  en función de la velocidad de 

la partícula, antes de la colisión vi. 

Para colisiones elásticas, y es tal que la, componente de vi  normal a la 

superficie del disco en el punto de la colisión cambia de signo, dejando sin cambio 

a la componente tangencia] de vi  (figura /1 .1). Cuando el disco no está, fijo, se debe 

transformar la velocidad vi  del sistema (le referencia del laboratorio al sistema (le 

referencia en el cual el disco se encuentra, en reposo. encontrar en este sistema v f  y 

transformar esta última nuevaniente al sistema de referencia del laboratorio. 

Cabe señalar, puesto que la velocidad del disco no es constante en su os-

cilación, que la partícula puede chocar más de una vez con el mismo disco, 

18 
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Figura 4.1 	En una colisión elástica, la componente normal a la superficie del disco y, nor., cambia de signo, 
mientras que la componente tangencial permanece sin cambio. 

Figura 4.2 	Parte de la trayectoria de mm partícula típica a través de un arreglo triangular de discos con 
horizonte finito. 



4.2 Simulaciones 

Todos los programas de simulación desarrollados sobre un código base que 

se encarga de la dinámica del sistema, es decir, se encarga de mover tanto los discos 

como las partículas y calcular los choque que éstas tienen con los discos figura 4.2. 

Dado que la partícula entre cada choque se comporta como una partícula libre, la 

única parte delicada es la descripción de las colisiones. Esto se hace mediante un 

algoritmo de aproximación sucesiva, con un error del orden de 10-9  . Se espera que 

este error no repercuta en los resultados de la dinámica global. 

Considerar a los discos dispuestos regularmente en el plano es una simplifi-

cación muy importante para la obtención de los cálculos numéricos. De esta manera 

se puede dividir al plano en celdas rectangulares, que contiene a un disco; se define 

así la zona de influencia de cada disco sobre las partículas. Un disco perteneciente a 

un rectángulo no podrá penetrar a ningún otro rectángulo; ésta es una constricción 

importante sobre el movimiento de los discos para impedir que distintos discos se 

traslapen. La posición de cada celda rectangular estará asociada a la posición asig-

nada en el plano del disco que le corresponda y su extensión quedará determinada 

por el tipo de arreglo del que se trate y por el radio de los discos. 

Cuando la partícula se encuentra en la posición (a:, y) estará contenida en 

una de las celdas que dividen al plano y por lo tanto será suficiente considerar los 

choques de la, partícula con el disco perteneciente a tal celda. Cuando la partícula 

pasa de una celda a otra, el disco a considerar será el correspondiente a la nueva 

celda. 

Se consideraron tanto arreglos rectangulares como arreglos triangulares. 

También se hizo distinción de la relación ern re las fases de oscilación (le los discos: 

a)Diferencia de fase aleatoria: Cada disco en el plano tiene su propia fase 

de oscilación distinta de las fases de oscilación de los demás discos. La elección de la 

fase de oscilación para cada disco es azarosa y se elige una fase distinta cada vez que 

la partícula, entra a su celda. 
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b) Diferencia de fase cero: Cada disco tiene la misma fase de oscilación a 

todo tiempo. 

4.2.1 Espacio fase 

Se calcula la sección bidimensional (p, yo) en donde p = ✓ 	pl es el valor 

que la magnitud del momento de la partícula tiene en cada colisión con los discos y 

es la fase de oscilación del disco en el mismo instante. Los resultados se obtienen 

para una y varias partículas con condiciones iniciales elegidas al azar. 

Las secciones del espacio fase presentadas consisten en un plano que se divide 

en celdas (100 horizontales y 200 verticales), siendo la intensidad de cada celda en 

el plano correspondiente al número de veces que el estado del sistema pasa por tal 

celda. Entre más oscura sea la celda, más veces habrá estado el sistema en ella. 

4.2.2 Función de auto-correlación de la velocidad 

Se obtuvo la FCV a partir de la ecuación (2.6), promediando tanto sobre el 

tiempo para una, condición inicial (promedio temporal) como sobre un ensemble de 

condiciones iniciales (promedio espacial) 

Las definiciones usadas para la FCV son las siguientes: 

Promedio temporal: 

donde 

Promedio espacial:  

N 
= 	(ii) • 15(1i) . 

z=1 

(4.1) 
N 

Ot(T) = lirn 	ii(ti). 	r) , 
N NV i=1 

(4.2) 

(/),(r) = lin' —
I 

N Ar 
ili (o) • 'i'=(r)  

(4.3) 

  



9,)  

donde 

íii(o) 	. 	 (4.1) 

y la suma en la ecuación (4.3) es una suma sobre condiciones iniciales. 

El teorema ergódico establece que [15) para un sistema ergódico, un número 

grande de observaciones de un sólo sistema a n instantes arbitrarios de tiempo tiene 

las mismas propiedades estadísticas que el observar n sistemas escogidos arbitraria-

mente de un ensemble de sistemas similares a un solo tiempo. 

Si el GLO es un sistema ergódico, los resultados obtenidos usando las ex-

presiones (4.1) y (4.3) deben coincidir [23). 

4.2.3 Coeficiente de difusión 

Para obtener una estimación numérica del coeficiente de difusión D, a partir 

de la ecuación (2.9), se obtuvo la evolución en el tiempo de la dispersión en la posición 

de las partículas (x2(/)) y (y 2(1)) . Cada, cálculo se hizo variando los parámetros del 

sistema (amplitud y frecuencia de oscilación y radio de los discos) y promediando sobre 

1000 condiciones iniciales. También se obtuvieron resultados para las dos condiciones 

de las fases de oscilación de los discos. En el capítulo siguiente presentaremos los 

resultados de estos cálculos. 



Capítulo 5 

Resultados 

La presentación de los resultados se divide en tres partes. En primer lugar 

se presentan las secciones de espacio fase obtenidas para arreglos triangulares y rect-

angulares usando distintas condiciones iniciales. Estas se discuten cualitativamente. 

En segundo lugar se encuentran los resultados para. la. FCV en los cuales 

se analiza. su comportamiento respecto a. la amplitud de oscilación de los discos y se 

comparan los promedios espaciales y temporales para los modelos GLP y GLO. 

Finalmente, se presentan los resultados de la dispersión en la posición de 

la.s partículas corno función del tiempo para un arreglo triangular y se analiza la 

dependencia con la, amplitud de oscilación A, la frecuencia. de oscilación w y el radio 

1? de los discos. De algunas de éstas se obtiene tina estimación numérica del coeficiente 

de difusión. 

Los valores numéricos de todas las cantidades físicas involucradas se han 

normalizado para, obtener utilidades adimensionales. En el caso de la.s unidades de 

longitud, éstas se han normalizado por la mitad de la longitud mayor de una celda 

A, que para, un arreglo triangular es A = 	para no permitir sobrelapamiento entre 

distintos discos. De igual manera, para un arreglo rectangular A = 	En el caso 

de las unidades de tiempo, éstas se han normalizado por el inverso (le la frecuencia de 

oscilación de los discos W. Y sólo cn el caso de los resultados para los cuales se varía 

la frecuencia, de oscilación de los discos, las unidades de tiempo se normalizarán por 

el inverso de la, mínima, frecuencia de oscilación usada. 
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5.1 Espacio fase 

Se obtuvo la sección del espacio fase (p, y) para el GLO con ambos tipos (le 

arreglos (rectangular y triangular) y para ambas condiciones de las fases de oscilación 

de los discos (iguales y aleatorias). En las figuras 5.1, 5.2 y 5.3 se muestra la sección 

obtenida para una condición inicial en un arreglo rectangular de los discos con fases 

iguales y A = 0.005, w = 1 y R = 0.75. En las mismas condiciones se muestran las 

figuras 5.5, 5.6 y 5.7 pero para un arreglo triangular con horizonte infinito y c1 = 

0.0058, w = 1 y R. = 0.87. Junto con las secciones (p, y) se muestra la distribución 

de la. velocidad de las partículas integrada sobre la fase de oscilación de los discos y 

el tiempo. 

De estas gráficas observamos que la magnitud de la velocidad de las partículas 

y varía muy poco respecto a su velocidad inicial cuando es mucho mayor que la ve-

locidad de oscilación de los discos (la amplitud de velocidad de los discos dada. por 

Vd  = A). La razón es que cuando y >> Vd  podemos despreciar Vd de tal manera. que 

las partículas se mueven como en el (IP, que es un sistema conservador. 

También se observa que el comportamiento de la estructura de la sección del 

espacio fase respecto de la velocidad inicial de la partícula es similar para ambos tipos 

de arreglo. Sin embargo, la estrutura misma. del espacio fase para iguales condiciones 

iniciales pero distinto tipo de arreglo es apreciablemente distinta. 

En la. figura 5.4 se muestra la misma sección que en 5.1 pero para 10 

partículas. La velocidad inicial (le todas las partículas es yo, = t. En la distribución 

(le las velocidades (le esta figura, se aprecia la existencia de una. velocidad promedio, 

alrededor de la cual la. velocidad de las partículas varía.. 

Es interesante hacer notar que para una sola partícula y después (le 500000 

colisiones, los huecos en el plano que no fueron rellenados, sí fueron cubiertos por 

otras partículas. Comparando las figuras 5.1 y 5.4 se observa que lo que para unas 

partículas parecen ser zonas inaccesibles, para otras no lo son. laos huecos en el plano 

de espacio fase para una partícula. pueden ser rellenados por otras partículas. 

Como veremos de los resultados del cálculo de la función (le auto-correlación 

de la. velocidad FCV, se debe esperar que el espacio fase para Una sola. partícula y 
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Figura 5.1 	
Sección (p,p) del espacio fase del GLO y distribución de la velocidad para una partícula en un 

arreglo rectangular de discos con fases de oscilación iguales y A = 0.005, w = 1, R = 0.75 y W = 0.5 . La velocidad 
inicial de la partícula es 0.5 
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Figura 5.2 	

Sección (p,(p) del espacio fase del GLO y distribución de la velocidad para una partícula en un 
arreglo rectangular de discos con fases de oscilación iguales y A = 0.005. o = 1, R = 0.75 y W = 0.5 . La velocidad inicial de la partícula es 50 . 
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Figura 5.3 	Sección (p,p) del espacio fase del GLO y distribución de la velocidad para una partícula en un 
arreglo rectangular de discos con fases de oscilación iguales y A = 0.005, w = 1, R = 0.75 y W = 0.5 . La velocidad 
inicial de la partícula es 500 . 
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Figura 5.4 	Sección (p,(p) del espacio fase del GLO y distribución de la velocidad para diez partículas en un 
arreglo rectangular de discos con fases de oscilación iguales y A = 0.005, w = 1, R = 0.75 y W = 0.5 . La velocidad 
inicial de las partículas es 0.5 . 
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Figura 5.5 	Sección (p,(p) del espacio fase del GLO y distribución de la velocidad para una partícula en un 
arreglo triangular de discos con horizonte finito, fases de oscilación iguales y A = 0.0058, o = 1 y R = 0.87 . La 
velocidad inicial de la partícula es 0.58 . 
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Figura 5.6 	Sección (p,p) del espacio fase del GLO y distribución de la velocidad para una partícula en un 
arreglo triangular de discos con horizonte finito, tuses de oscilación iguales y A = 0.0058, o = 1 y R = 0.87 . La 
velocidad inicial de la partícula es 577.4 . 
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Figura 5.7 	Sección (p,y) del espacio fase del GLO y distribución de la velocidad para una partícula en un 
arreglo triangular de discos con horizonte finito, fases de oscilación iguales y A = 0.0058, a.) = 1 y R = 0.87 . La 
velocidad inicial de la partícula es 5773.5 . 
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Figura 5.8 	Sección (p,cp) del espacio fase del GLO y distribución de la velocidad para una partícula en un 
arreglo rectangular de discos con fases de oscilación aleatorias y A = 0.005, ctr = 1, R ---- 0.75 y W = 0.5 . La 
velocidad inicial de la partícula es 0.5 . 
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tiempos muy largos coincida con el espacio fase para muchas partículas y tiempos no 

tan largos. Esto no se observó en este trabajo, al menos hasta tiempos de 500000 

colisiones. 

En las figuras 5.8, 5.9, 5.10 y 5.11 se muestra la misma sección (p, w) usando 

condición de fases aleatorias para ambos tipos de arreglo. Las figuras 5.8 y 5.9 se 

deben comparar con las figuras 5.1 y 5.3 respectivamente y las figuras 5.10 y 5.11 se 

deben comparar con las figuras 5.5 y 5.7 respectivamente. En estas figuras se observa 

que la estructura de la sección de espacio fase considerada es similar en el sentido de 

que la magnitud de la velocidad de la partícula parece alcanzar un valor promedio 

bien definido tanto para velocidades grandes corno pequeñas. En particular, para 

velocidades grandes y fases aleatorias, se observa que la variación de la velocidad 

respecto de la velocidad inicial de la partícula es mayor que la obtenida(' para las 

fases iguales. 

o 	p(u) (x 102  ) 
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Figura 5.9 	Sección (p,p) del espacio fase del GTO y distribución de la velocidad para una partícula en un 
arreglo rectangular de discos con fases de oscilación aleatorias y A = 0.005, o. = 1, R = 0.75 y W = 0.5 . La 
velocidad inicial (le la partícula es 500 . 
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Figura 5.10 	Sección (p,p) del espacio fase del GI O y distribución de la velocidad para una partícula en un 
arreglo triangular de discos con horizonte finito, fases de oscilación aleatorias y A = 0.0058, o = 1 y R = 0.87 . La 
velocidad inicial de la partícula es 0.58 . 

o (x 102 ) 	1°  

Figura 5.11 	Sección (p,y) del espacio fase del GLO y distribución de la velocidad para una partícula en un 
arreglo triangular de discos con horizonte finito, fases de oscilación aleatorias y A = 0.0058, co = I y R = 0.87 . ta 
velocidad inicial de la partícula es 5773.5 . 
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También se obtuvo la evolución de la magnitud del momento p de una 

partícula para el GLO con fases aleatorias. La figura 5.12 para un arreglo rect-

angular con A = 0.005, w = 1 y 1? = 0.75 y la figura 5.1,9 para un arreglo triangular 

con horizonte finito y A = 0.0058, w = 1 y 1? = 0.87. En ambas se observa que 

a tiempos cortos, el momento de la partícula crece rápidamente muy por arriba del 

valor de la amplitud de la velocidad de los discos; esto es más apreciable para el 

arreglo rectangular que para el triangular. Para tiempos largos, el momento deja de 

crecer y comienza a variar alrededor de lo que podríamos esparar, un valor promedio. 

Desgraciadamente, el cálculo de la evolución del GLO para tiempos muy largos es 

muy costoso, computacionalmente hablando, por lo cual en este trabajo no se puede 

concluir nada acerca de la existencia de tal velocidad promedio. 

Número de Colisiones (x 10
3
) 

Figura 5.12 	Magnitud del momento de una partícula como función del tiempo para un arreglo rectangular de 
discos con tuses aleatorias. 
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Figura 5.13 	Magnitud del momento de una partícula como función del tiempo para un arreglo triangular de 
discos con horizonte finito y fases aleatorias. 

5.2 Función de auto-correlación de la velocidad 

Se calculó la FCV con un promedio temporal (ecuación 4.1) y con un prome-

dio espacial (ecuación 4.3). En la figura 5.14 se comparan las FCV como función del 

tiempo obtenidas de un promedio espacial y de un promedio temporal para el GLP. En 

la figura 5.15 se comparan las FCV como función del tiempo obtenidas de un prome-

dio espacial y de un promedio temporal para el GLO para un arreglo triangular de 

los discos con fases aleatorias y A = 0.0058, w = 1 y 1? = 0.87. 

Una demostración de la existencia de ergodicidad para el G LO es suma-

mente compleja y esta fuera de los propósitos de esta tesis. Sin embargo, la similitud 

observada en las figuras 5.14 y 5.15 entre las FCV temporal y espacial nos habla 
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de la posible ergodicidad del GLO y corrobora tal propiedad del GLP demostrada 

rigurosamente por Sinai [5]. La ergodicidad también es aparente en ciertas zonas de 

las secciones del espacio fase obtenidas. 

También, en la figura 5. 16, se grafica la FCV calculada a partir de (4,1) en 

función de la amplitud de oscilación de los discos. 

Se calculó el más grande de los exponentes de Liapunov o' para el GLO 

como función de la frecuencia de oscilación de los discos w. En la figura 5.17 están 

los resultados obtenidos para ab  El calculo fue obtenido para un arreglo triangular 

con horizonte finito y A = 0.0058, R = 0.87. El o obtenido para cada frecuencia 

es positivo lo cual demuestra que el GLO es altamente sensible a las condiciones 

iniciales, esto es, que un conjunto de trayectorias vecinas exhibirá una velocidad 

promedio positiva de divergencia exponencial. Además, al  crece con la frecuencia de 

oscilación. Desgraciadamente no se cuenta con los errores asociados a los datos por 

lo cual no se puede asegurar como crece u1  en función de la frecuencia w. 
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Figura 5.15 	Comparación entre las FCV obtenidas para el GLO en un arreglo triangular de discos con 
horizonte finito, A = 0.0058 y (I) = 1, a partir de la ecuación (4.1), promedio temporal (línea continua) y de la 
ecuación (4,3), proludio espacial (línea punteada). 
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5.3 Coeficiente de difusión 

Se obtuvo la dispersión en la posición de las partículas (x2(t)) y (y2(i)) como 

función del tiempo para el GLO con un arreglo triangular, en función de la amplitud 

y frecuencias de oscilación A y w y del radio 1? de los discos. Se usaron las condi-

ciones de fases iguales y aleatorias. Los resultados se presentan en las figuras 5.18 a 

5.27. Los parámetros usados en todas estas gráficas se pueden consultar en los pies 

de figura. En todas estas gráficas se observa que la dispersión crece monótonamente 

con el tiempo. El resultado de la ecuación (2.8) sólo es válido asintóticamente, es 

decir, para tiempos largos, por lo que para calcular el coeficiente de difusión a partir 

de la ecuación (2.8) es necesario tomar sólo los puntos para t grandes para los cuales 
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el comportamiento es lineal. Desgraciadamente, este comportamiento no se alcanzó 

para todos los resultados pues corno se puede observar de las mismas figuras, lo que 

llamamos tiempos largos depende de los parámetros del sistema. Sólo se calculó el 

coeficiente de difusión a partir (le los resultados de las figuras 5.24 a 5.27, corre-

spondientes a, la, condición de fases iguales y para las cuales el comportamiento de la 

dispersión es lineal. Cabe señalar que el comportamiento no lineal de la dispersión en 

la mayoría de los casos puede reflejar una difusión distinta a la esperada en el GLO. 

Los valores de D se grafican en las figuras 5.28 y 5.29 en función de la amplitud y de 

la frecuencia de oscilación de los discos. De estas figuras se observa que el coeficiente 

de difusión D crece, con una ley no definida, con la amplitud y con la frecuencia (le 

oscilación de los discos. 1,'.,ste es el resultado que se esperaba, pues al crecer la fre-

cuencia de los discos aumenta el cambio en la velocidad que la partícula adquiere al 

chocar con cada disco. Por lo tanto, la partícula puede viajar cada, vez más lejos, en 

tiempos más cortos, cuanta más energía posea. Respecto a. la amplitud de oscilación 

de los discos, el número de choques que la partícula, sufre con los discos crece con 

la amplitud de oscilación de los discos pues la sección eficaz de colisión de los discos 

aumenta. Es por ello (Inc la difusión aumenta con la. amplitud. 

Las figuras 5.18 a 5.21 corresponden a, las figuras 5.2. a 5.27, pero con 

condición de fase aleatoria. Dado que la evolución de la dispersión como función 

del tiempo no se obtuvo de forma lineal, de ellas sólo podemos extraer el resultado 

cualitativo obtenido para, la condición de fases iguales: 

La difusión de las partículas crece con la amplitud y frecuencia, de oscilación 

sin importar el tipo de arreglo y condición de las fases de oscilación de los discos. 

En las figuras 5.22 y 5.23, se grafica la, dispersión en la posición en función 

del tiempo y del radio de los discos. La dispersión en la posición en estas gráficas 

tiene una peculiaridad no observada en las demás. Cuando el radio de los discos es 

pequeño comparado con la. separación entre ellos la. dispersión en la dirección X es 

distinta de la, dispersión en la dirección y . Esta, diferencia disminuye cuando el radio 

de los discos crece hasta hacerse ambas dispersiones comparables. La explicación a 

esta observación debe encontrarse en el hecho de que la. oscilación de los discos es 

sólo en la. dirección X. Para estos resultados, los valores de la, amplitud de oscilación 
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es A = 0.0058 y la frecuencia w = 1 Cl único parámetro que varía es el radio de 

los discos R. Así, al disminuir el radio, la sección eficaz de los discos en la dirección 

y disminuye más lentamente que en la dirección x. Cabe señalar que al disminuir 

el radio también perdernos la condición de horizonte finito por lo que la difusión de 

partículas puede alimentar. 
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Capítulo 6 

Conclusiones 

En este trabajo se caracterizó al modelo del gas de Lorentz Oscilante como 

un sistema fuertemente dependiente de las condiciones iniciales y probablemente 

ergódico. Como se observa en la figura 5.17, en la cual se grafica al  en función de (.4.), 

el carácter dinámico del GLO varía con los parámetros del sistema. Así también, se 

obtuvo que el coeficiente (le difusión D aumenta con w. Esto nos habla de la gran in-

fluencia, que tiene la, divergencia exponencial entre trayectorias (que refleja el caracter 

caótico del sistema) en la difusión de partículas. 

El objetivo original fue estudiar la difusión de electrones en un metal a 

temperatura T 	O mediante un modelo clásico que hemos II binado gas de Lorentz 

oscilante. Recordemos que la oscilación de los núcleos atómicos en el metal influye 

en la difusión de los electrones. Sin embargo, en el sistema real, que es cuántico, tal 

difusión es infinita cuando se trata de electrones en una red periódica. Es entonces que 

nos preguntamos que tanto reflejan los resultados aqui obtenidos el comportamiento 

físico del sistema real. En los casos en los que las fases (le oscilación de los discos 

son aleatorias, la periodicidad de la red se pierde, por lo que en este caso, el GLO si 

representa un modelo que es la contraparte clásica al problema real de la difusión de 

electrones en un metal. Ahora, en el caso en el que las fases de oscilación (le los discos 

son iguales, la periodicidad (11 la red prevalece y entonces, los resultados obtenidos no 

se pueden aplicar al problema real m'in cuando los resultados, para ambas condiciones 

sobre las fases de oscilación, son similares. 
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Un modelo como el aquí introducido puede simular, en general, la difusión de 

partículas ligeras en una red de núcleos pesados que pueda ser tratada clásicamente. 

Aquí se encuentran por ejemplo, la difusión de neutrones en Carbón o la difusión de 

Hidrógeno en Paladio. 

Se obtuvieron secciones del espacio fase del GLO para distintos parámetros 

del sistema y se observó en algunas partes de las secciones un comportamiento 

aparentemente ergódico. También se observó que las partículas en el GLO tienden a 

termalizarse, esto es, su energía alcanza, aparentemente un valor medio. 

Se obtuvo la función de auto-correlación de la velocidad tanto para el GLP 

como para el GLO usando promedios temporales y espaciales. Los resultados nos 

sugieren que el GLO es un sistema ergódico. 

Finalmente se obtuvo la dispersión en la posición de las partículas en función 

del tiempo y de la amplitud de oscilación, frecuencia, de oscilación y radio de los discos. 

De algunos de estos resultados se calculó el coeficiente de difusión D. Para el modelo 

del GLO la difusión de las partículas depende fuertemente de la energía cinética de 

vibración de los discos, esto es, la difusión crece con el aumento de la frecuencia y 

también de la amplitud de oscilación de los discos. 

Extraños resultados se observaron en la dependencia, de la, dispersión en la 

posición de las partículas como función del radio de los discos. Presumiblemente, este 

comportamiento es atribuible a la pérdida, del horizonte finito en estos cálculos. 

Algunos temas relacionados, no tratados aquí son de gran interés. Cuando 

la condición (le horizonte finito se pierde, existen ciertos parámetros para los cuales 

la dispersión en la posición en direcciones distintas no es la misma. Es importante 

analizar la relación que estos dos hechos guardan entre sí, para así encontrar bajo 

qué, condiciones es posible la existencia del coeficiente de difusión para un horizonte 

infinito. 

Una generalización más puede ser hecha al GLO: permitir una oscilación 

también en la dirección y. Para un modelo tal, existen trayectorias en las cuales, las 

partículas pueden quedar atrapadas por la, propia oscilación de los discos afectando 

así la difusión normal. Este hecho depende de las amplitudes de oscilación de los 

discos en ambas direcciones. 
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