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INTRODUCCION

En ol estudio de familias de objetos matematicos que dependen de varios parimetros,
se observa que la topologia; o el aspecto cualitativo del objeto puede alté‘rars‘e‘al cambiar

el valor de los pardmetros.

Entonces surge lo que se llama una bifurcacién. En michos casos se encuentra que

todas las posibles familias ( o deformaciones ) pueden ser obtemd'ls de una sola en cmrto, :

sentido la mds general, que da origen escencialmente a las dlstmtas blfurcamvones del ohjeto
Esta‘es llamada una deformacién versal.
En [A7 1], [Ar 2] , Arnol'd trata el caso de familias de matrices

encuentra una

forma normal a la cual puede reducirse una familia dada. Esta forma nor ‘r'es Ita estable
rcspecto a los pardmetros de que depende la matriz, lo que no sucede con la forma normnl )
de Jordan. Ademds aplica las férmulas obtenidas en la investigacion de los diagramas de
bifurcacién de familias de matrices gendricas. C

“"En esta tesis desarrollamos en detalle el estudio de las deformaciones versales de
matrices y sus diagramas de bifurcacién segiin la linea planteada en [Ar 1], Explicamos la
prueba del Teorema de la Versalidad, el cual establece la equivalencia entre los conceptos de
versalidad y transversalidad a la érbita de la matriz, lo que nos permite encontrar férmulas
para defqrmaciones versales de matrices, asi como describir los diagramas de bifurcacién
correspondientes.

~'En [Ar 4], Arnol’d establece que una érbita regular ( la cual consiste de todas las
matrices que tiencn el mismo polinomio caracteristico sin rafees miiltiples ) puede equiparse
con una estructura simpléctica real natural y plantea, el siguiente problema: ;Se pueden
escoger estructuras simplécticas en las érbitas regulares de manera que la monodromxa de

la fibracidn resultante sea simpléctica?

" .Nosotros abordamos este problema y lo resolvemos para.un caso especial (:Ver-,
Sanchez, [Sa) ). R
La tesis se compone de 3 capitulos y un apéndite

En el primer capnulo estudiamos la accmn ad_lunt de un grupo d Lle sobre su-

dlgebra de Lie. Definimos deformac n. versal ¥ d'xmus eJcmplos de fanullas versales de




. matrices. La relacion entre el corchete de Lie y la diferencial de la accidn 1tlmnt1 nos
permlte demostrar el Teorema de la Versalidad.

Enel capltulo 2 vemos, como una aplicacidn a las ecuaciones dxfert.ncnales hnenles,

que la fanuha, de Sylvester es versal. DT

Determinamos la ortogonalidad a la érbita de nna matriz en funcmn (lcl corcho e

de Lie. Vemos que el complemento ortogonal de la érbita de una matnz csel 1dJunto dc w L

centrahzador.

‘ n ‘de la urlnta dc una mamz,

Esto nos da una férmula para calcular la codlmens

que resulta ser igual a la dimensién de una deformacidén mmlv rsal “Un {carenia bien cono-
cido sobre matrices que conmutan y esta formula nos permlten construir formas normales
de matrices que son deformaciones versales y por lo tanto estables respecto a los pardmetros
de que depende la matriz. ’

Concluimos el capitulo con una aplicacién de las férmulas obtenidas para las de-
formaciones versales en la descripcion de los diagramas de bifurcacién de familias genéricas
de matrices. En el tdltimo capitulo se plantea el problema de la monodromia simpléctica y
se resuelve para el caso del grupo lincal especial.

En el apéndice presentamos los resultados de la teoria de singularidades y de

geometria simpléctica que son itiles en el desarrollo de esta tesis.
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CAPITULO 1
VERSALIDAD Y TRANSVERSALIDAD

En este capitulo se estudia la accién adjunta del grupo lineal general complejo sabre
la variedad de las matrices complejas de orden n. Se define y ejemplifica la versalidad de una
familia de matrices y se demuestra Ja equivalencia entre éste concepto y la transversalidad

a las dérhitas bajo la accién adjunta.

1.1. Orbitas en el espacio de matrices.

Consideremos el conjunto M, (C) de todas las matrices n X n sobre.C.: M, (C)
adquiere estructura de variedad diferenciable al identificarla con C*°.

Sea G'L(n,C) el subconjunto de M, {C) que consiste de todas las matrices no
singulares. Como la funcién determinante, Det : C"° — C es continua, GL (n,; C) s el sitb-
conjunto abierto de CV, U = Det=! (C\{0}). Por lo tanto G L (1,C) es una subvariedad
de M, {C) y como la multiplicacidn de matrices, (X,Y) — XY y lainversidn A — A~! son
aplicaciones C*, G L (n, C) es un grupo de Lie. Se le lama el grupo lineal general complejo.

En lo sucesivo denotaremos G L (n, C) simplemente por G. Dadas a,'b € G, las
traslaciones izquierda y derecha son las aplicaciones C™ de G en G definidas pbr La(z)=azx
y Re(z) = 2b respectivamente. Tienen inversas L7' = L, ,FR;' = Ry~1. Entonces son
difeomorfismos que inducen las aplicaciones lincales Lo ¥ Rsu. En lo que sigue usamos
resultados de la Teoria de Grupos de Lie, los cuales se pueden ver, por eJemplo en Warner
().

El espacio M, (C).con la operacmn [)\ Y= XY YX es lsomorfo al. @Spd(‘l()
g de todas loq campos, vectormles invariantes lzqulerdos de (X ‘es decnr, X e g lmpllca :
Ly X =X.gesel algehra de Lie de G y se denota por gl (n C) :

Dadas a,b € G, Ia ley asociativa en G unphca que las trashcmnes izquierda. y

derecha conmnta.n Dc esto deducnnos que, siX € ontonrcs ll;,.X € 2 pues Xeg



implica Lz X' = X Por lo tanto

Lo (R X) = Lai 0 Rie(X) = Riu o Loe (X) = RsuX.

= R,;,‘L.,.,\ = R,-1.X € g para toda X € g, lo cual
nos dice que la aphcacxon L:G—=G def'mda por Ii(z) = LioRy-1 (z) = nza“ induce

Slmxlarmante. L,.li =12

la aplicacidn lineal /. : G — (' I.. es entonces un antomorfismo de g. Conio [pp = L,0 1
se tiene que fop. = I,,. o Iq,. X
Entonces la aplmacmn [ I,. de G en Aut(g) es un I|omomorﬁsmo

Se denota s por Ad., . Esto defme una representacion

A(l G—-»Aut(_q) (Ad)(nr) Ad,!

llamada la representaclon adjunta de G

Como la identidad. del grupo cesun punto fijo- de I,, resulta que !,. transforma

el espacio tangente a la ldcntldad T.-G en si mlsmub Dsto concuerda con cl hecho de ser.

gy TG isomorfos.

Ademas, por ser 1o homomorﬁsmo,

guiente d grama es conmutativo: -

dc manem que

e‘(p(A(l X)_ a(ui+x+2l,X2+ )&-l



id L A X S id v aXot 40
por lo tanto,

(13) C VoeG, Xeg.

Esto nos deﬁm. la accnon ad_) nta, Ad G x g g por

Ad (a', X)= oXo

(Hemos hccho abuso de notacion con la representaclon ad_)unta, A(l G - Aut (g))
Asi; Ad (a,X) = Ad, X define dos restncclones L :
1)Ad(o,"): g — g, quees nuestra antenor Ad,
2)Ad (- ,X) G- g, la cua( denotamos por (Ad X
Hacemos notar que la i lmagen de G hajo est

é—~g, (AdX)(a) Ad X B

transfurmacmn ey

(1.4)>

(4d X)(G) = {Ad:X € g | 7€GY

modo que la comﬁos;cmn t = exp (tY) es una fu’m"
- Entonces (Ad X) (exp (tY)) es

nphc

R=G- 0 ‘c:M,.(c), L
¢ exp (tY) - (Ad «'\ )(QXP(’Y)\ s



¥ como
exp (1Y) = id + 8V + J2Y2 4 o

se tiene que

exp (l Y) I,

Asi, baJo estas transformacmnes 0 ui - X ‘de mudo que ;— h_o (exp (tY)) €

TuGy ¥

d(‘ld ,\\),,,'(T |, o exp(i)')) € T,o,

Por la regln de la :
exp (1Y) = § lemo (Ad X) o (exp (1Y) -

e ) = 1
o : 1 Ad._-},;m')X

)=y

fd(ad}v).-‘.i(l' ’

y como % l, =0 e).p( A rcsulta que

;}"; |l =0 (Adexp(t}')/‘)
P'o‘rflov tanto, '

(1.8)

Prueba Dc (1,3)

Ad,,xp(‘yy\

(z+lYX+ )+( t,\y
= z+t()’, —XY)-{-o(tz)

VXY S o) 40()

Por lo tanto, de (1.6) nbtencmns



ady X = 4 liwo (Aduu) X) = & lieo (X + LY X = X¥) 0 (29))

y de alf que

‘ Podemos ver entonces que [l' A] es, por (1 5),‘

X “anclado" én X para cada Y E g

1.2, Deformaciones versales de matrices, .. 70"

[ S 2 1. Deﬁmclon. Sea A una vecmdad de] ungen n R" o C" Um apllcaclon
diferenciable C°° de'Aen una va.nedad M ATA— 1\1 serd ]lamada, una [am:lza con espacio
base_ (o espacm de purametras) A Sea I\’n eM ﬁJa Una deformacmn dc X, es un germen
(verel apendlce) de una fnmnlm A (A 0)— (M Xo ), con A(O) = X,, Denotaremos du‘}m
‘defnrmauon por A (A)
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Cuando M =Cvy A es una vecmdad del orlgen en C" hablaremos de familias
A (0)
ida'de la’ dgfoi' cién

de matrices A1 A — C‘, y de deformacxones 4 (A) de: una matnz A,
Se dice que la deformacmn B (N0 (M X,,) es’il
A:(A,0)5 (M, X,) por una aplxcaqnon suave by ‘(N,O)‘ 5(Ay

La. aplicacién ¢ se denomina cambio de base o caﬁlbiri:rde pardmetros.

Si G es'un gru])o de Lie actuando en un:L variedad ‘M, decimos que dos defor-
maciones B : (A,0) — (M, X,) y A: (A 0) — (M,X,) son equivalentes si existe una
deformacién de la identidad C -1 (A, 0) - (G,e) tal que ¥ la accién de C lleva A en
B”: B(A)=C(AA(A).

yla accidn es la

1 l;f'vﬁof

definida en (1.3) de la’ ‘secc"

tenemos que dos deform‘ cm‘ B (A) y: A (A) e la matnz Ao son eqmvalentr.s si
existe una deformacmn de la ldentldad C (A 0) —. (G 1) tal que




B(A) = AdgyA (M)
esto es,
(2.1) - - B\ =C(MNAMCT ().

1.2.3. Definicién. Decimos que una deformacion A (A,0) = (M, X,)de X, € M

es versal si cﬁa]quier otra deformacién de X, es equivalente a una deformacién inducida de
" A-porun ‘cambio de pardmetros o adecuado.

En nuestro ejemplo 1.2.2, vemos que una deformacion A (A) de una matriz Ag €

o es versal si para cualquier otra deformacidén B (1) de Ay existe una deformacién de la

identidad C : N — G tal que B (;1) es equivalente 2 una deformacion inducida de A (A) por

un cambio de pardmetros ¢ adecuado:
(2.2) B(p)=C ) A(e@)C™ (1),

Una deformacxon versal A(A) se dice universal si el cambio de parametros pestd_

determmado de manera tinica por la deformacmn ‘B ([t)

“Sila dlmensmn del espacno base esla mé.s pequena poslble para una, deformacxon i

: versal entonces se dlce que es una deformacmn mmwcrsal

4

La def‘ormz;cién' A;_

Ejeiﬂplo ) 1 g ] ?e‘sA;'éVrsal.;

..Sea B 'J‘: NcCk—

p.d.: existe una }jlefdrrﬁaciiixi dé\ai tldad C:iN= G tal que

B (/4) C (lt) 4 (w (#))C" (/t)
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para algin cambio de périmetros‘ad‘ecuado WiN — A
CCon C(p) =Ty (i) =(Bi{);miBal(ir)) Vi EAN, se obtiene el resultado.

,\, L
Sl

qe B =C WA <u))c— (
“Escribiendo -

: (‘1 (1+/\1)+cw\¢
() et = cs(L4 M) +cads
y de ahi que -
5)- = n.
- Por otro lado, c3 (j1) es deformacién del 0, de modo que c3 (B) =kt kap? 4+
. para alguﬁas cbnstantes ki, Esto implica que c;, debe ser de la forma I.,/t2 .-Pero como

¢y = 14 -- resulta de (5) que =4 pu= [L + o lo cual contradice lo anterior.

Ejemplo 3. La deformacién-4 () = [ 12"' f ] de A = [ 1.0 ] es

_universal,
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En efecto, sea

B(l)

[ 480 Ba() ]
ﬂ:q‘(lll) 2P ,("‘)

cualq\uer otra deformacnon de A

la xdentxdad y ur
determmado de

de donde obtenemos las ecuaclones‘ :
(1) G481 +e) ¥ = . L+ cl)(l +(p1)
@) (1+B) e+l +es) = ey, N
() Ball+aY+Bies = el +‘P1) )

4) Baca+ Pa(l +ca) = ‘(1 + c4)972
Ahora, ehmm:mdo c3 y ¢ de ]as ecuaciones (1) y (3)se obmene una ecuacmn

cuadrédtica para ¢ :

(5) ¢} +(1 —Bs —ﬂx)% +(ﬁx
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¥ para tener 952 (0) = 0, tomamos la segunda raiz de (6), lo cual nos determin; ¥

mediante

5’25%[1+ﬁl+ﬁ4-\/(71~+ﬁ1+ﬁ4)f4(ﬂ4+b1ﬂ4—ﬂzﬁa)]-

1.3. El Teorema de la Versalidad.

Sean N una subvarledad dc una vzmed1d M y “A A S Muna funcmn suave
de otra variedad A en M cou Xe A t.al que A(z\) € Nila ap]lcacxén A se dlce que es

_transversala Nen A sivel espacm tangentc a M en A (A) es ]a suma

(3.1) : TA(\) M= A. (T,\A) +. TA(\)N

En lo que sigue denotaremos M, (C), el espacio de las matrices n X n sohre C
simp]emcnyte [ioi‘ M. Como hemos visto, M 2 C", Hasta ahora solamente contamos con
la deﬁniciéﬁ para ver la versalidad de una familia de matrices. Nuestro siguiente objetivo
e probar el teorema de la versalidad, el cual establece una equivalencia entre los conceptos
de versalidad y transversalidad a las érbitas de la accidn adjunta.

Esto nos permitird en el caso de la familia de Silvester ver la versalidad de la familia
a través de la transversalidad, asi como también nos resultard una herramienta iitil en la
construccién de deformaciones versales de familias de matrices, lo que nos provee de una
forma normal para matrices que resulta estable respecto a los parimetros de que depende

la matriz, lo que no ocurre con la forma normal cldsica de Jordan.
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Para esto vemos primero que si una defurmacmn es vcrsnl entontcs es transu,rs.xl

1 3.1. Praposmxon Sz und rlcfarmacmn A(A) de la malrtz A', es verml

p@)cmmwmw

qigo;-c4m+amy

Entonces‘. : ;‘h' B.o = = A..,gé., + Cugdo = AoCuo, :kpblf:ld tanto
('; 2): B.n = AuotPuot[Ces, Ad) - :

Auahcemos ahom las transformaciones involucradas ¢ en (3.2). B N M tiene laZ

dlferenaal B.,, N — “Ta,M. de modo que para cualquier vector t'mgente {€ ToNy Boof -
es un vector tanbt.nte a M en Ao, y es arbitrario, pues B(;t) es cualqmer deformacwn de
Ao, .
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-\demas A A — M txene la dlfcrencnal A., ToA = T,;,M, Y. 1N — Amanda -
el 0 en el 0, de mndo que 4,7.,, transforma T,/V en T A. Entonces A.alp.,f es un \ector de
Au (T.-,A) R

Ahorn de ld ec.(3. 2). vemos quc Vf E TON "BE = A of + (C.,, AD]f
“De alf que cualquxer vector tangente de TA,M es la suma de un vector en:d. (T,:\) :

. mas un vector de la forma [Cuo, o]f

de A,, en A, Ahora al aphc
enseguida, [C..,.A‘,] &= = [C.,,E,
< La composmon N
escribir (Ad Ao)oC: N - 0,1
: Por otra parte, C(O)V =

transforma TN en T,;:OA,,. L



Ahora, ; ’ .
[Cuor Ao € = (ade.;Ad) (€)

; S (d (Ade,Al)) (€)
‘= A (Ad A);(C)(€)
= d(Ad A.);(Cin€)
= ’I(AdC-nCAa),
= adc,,,gfla
= [C.o Ad]. a

- . Veamos ahora que transversalidad implica versalidad.

1. 3 2. Proposlclon Si la aplicacidn A : A — M cs transversal a la urbzlu de A,

en A = 0, entonces la deformacidin A()) es versal.”,

-0 La:idea de la prueba es la siguiente. Ver que existe una vecmdad d(. A,, en M i
difeomorfa a una vecindad del producto £ x A, donde A es la base de la dcf macnon A ()

yL serd una subvariedad de G transversal al subgrupo estabxhzador H de Aq ( es decnr el
subgrupo formado por los elementos del grupo que dejan invariante’ A,, baJo la conJugacmn

"'A,,y = A,). El difeomorfismo estard definido medlante la accnon adjunta

B:LxA— M, ﬂ(l,A):"'Ad;A(A)L

- Asi; toda deformacién. B (n), bara pu suﬁcnentemente pcqueno, tendm una rcprc-

sentacion dnica ba_]o este dnfeomorﬁsmo de la forma :

g (,1) AdC(,,)A (v (/t)),

oy deahila i'éi'salid‘a‘d.
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Sea H el subgrupo estabilizador de A, e

(3.3) : L H={g E”',G {94, =

: Para todo g E H e tlene que Ad A' = An, esto es,’ AdHA, = (A,)

Paraprobar Iap ‘posncxd 1. 32‘11 esntamos lsxguxente lema

.33 Lema E‘l :

que a(O)
< Sea -

Ao es llé.madé el cen

tmhzadar de A, y se. denom por .

(3.4) : : {XevMIXAg Ax).
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Entonces, 24, =‘ TiHl, pues X €24, ssi 0 XAy = AcX. ssi o [X,A) =
0 ssi adyA, =0 ssi d(Ad /lq)l((\) =0 ssi: X € Ner d(Ad A,),. o L
dlmTlG' ¥ TIG :;/‘ M ;entonces dim G =dimM.

Almm. como dlmG

'(A((l‘ :4,)} y reg@ltnjqdc'
Ty H +dimTa, 0., -

poe o tanto,’

csto cs‘, L

mentana, esto es, dlmL = dlm OA,, y A

orblta de Ady esto es, i

CTaM= A.'(T,A'),‘+'T).,og;

Como dlm T(,A =dim Iwr(A.o)+dlm A (ToA), vemos que dlmA > dlm Al (T A) v

de modn que la. minima dimensién que puede tener el espacm base A de una deformacmn

transversal A {\) de A4, es la codimensidn de la orblta deldg.
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Supongamos que dim A = codim Oy,. Si fuera dim'A > cadimO,4,,, reemplazanios

A por un subespacw Af nl quc d|m A= codun 0,1,, ¥ tal que T restriccion de A a A’ sea

transversal . Oy,
Sea fi: L x A - M def‘mda pcr

Dntonces ﬁ (
Ad[,.‘l (/\) C 0‘4(\)7. : . R
. t\demas, como dlm L= d|m Oy, y dim A = cadlm O,q, v resulh qu

>;=,‘4«; A <1,A) ,=feii<A,>,-' a(£,0) =?’f’,b?' Ou BEA) =

dxm(L x:A) =dimOg4, + codimO,4, = dxm M i

i \’eamos que la diferencial ¢3 en el punto (1 0)es nn mlgular
Como (1/3(, o) transforma Ty 0y (L X A) en Ty, M, 5ubdl\'ldlrell10\ el problema. dela

lnyectl\'ld'\d a cada una de las restricciones de esta Lransform'\cmn lnln:\l .1 lm Sllbcspncm‘:

Tum(Ex{0}) v Tuu)({l} % l\)

que identificamos con 1L y T,A rcspcctlvalnen;e. i
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Sea £ € TyL tal que df(z ) (€) = 0. Entonces, como

di10) 1= d(Ad AoYy,

resulta que.d (Ad 4o);{£) = 0, ¥ por el lema 1.3.3, 6 € Ty H., Asn’ Evel 'IV'IL‘h T[Il
Por laforma como elegimos a L ( transversal a #f y.de dunenamn complementarm ). .
la interseccién T1LNT 1 H consta solamente del cero, de modo que. E esel cero del espncm T,L 0N
¥ por lo tanto, A'er (dﬁ(l 0) ]7',L)consta solamente del cero de T/L dc aln quL ll/i“ u,firlpe.n
-inyectiva. : g

La otra restriccion, dfg )T,,Acoincide con Aup s ToA
lo siguiente: X

de Ao
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Siu pérdida de generalidad podemos suponer que la dimensién del espacio base A
es igual a la codimensién de la érbita de A,. Veamos que A (A) es versal, . - .
- Sea B (yt) una deformacién arbitraria de 4,. Para st suficientemente cercano a 0,
B{n) tiene una representacién dnica bajo el difeomorfismo § construfdo arrilmvdewl.kw' forma
B(p)=Jd(1,A) para algin (I,A)e L x A, :
Sim:Lx\N— L ym:L xA - Ason las proyecciones canéni%n\s, tém:;mos
pmmop™laB y C="mofitoB, "
De este modo, : e o
el =m (8B = N
SOy Em @ (B =L

Por lo tanto .

= H(C (/})v,te(/t))r ‘
Adg A ()
SCM AL () ()«

B

]

) Cullrlas"})qopt?ésicidnes 11.3.‘1‘y 173'.2 liemos probado el
1.3.5, Teox;em{x de la V_érsulidud. Una deformacion A()) de la malriz A, es
versal si'y sdlo st la n;vzlicacin'n,A s\ = M es lransversal a la drbita de A, en A = 0.
- En la prueba de este teorema no es escencial que la variedad M conste de matricos,
ni de que (' sea un grupo de matrices. El hecho importante es que un grupo de Lie G actic
en una variedad M. (Ver :\vl'nol’id' [Ar 1], [Ar2]).
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"CAPITULO 2

LA FORMA NORMAL DE JORDAN-ARNOLD

Aqul se aphca el- Teorema de h Versalldad pam la familia de Sylvcster yenla

construccion de una forma normal para; matnces estable respccto a los parametros de la

matriz. Las formulas ubtemdas para est forma nunml se aplxcan en'la dv.scnpcnon de los

dlagnm'xs dc blfurcacmn de fam as gencncas de matnces.

2.1. La’ fixmllfq e

Consideremos:la’ familia ‘delas ecuaciones’ diferenciales lineales con coeficientes
constantes . . et S o
(1)

Si hacemos

= 2= () = = ey ()= gy () = 0

resulta £, =y (t)

escribirse como el sistema




donde aparece la familia i—paramétrica de matrices n X n

“Aa) = T & ={ay,..,an) € R",
N

llamada la Familia de Sylvcster :
Sabernos, por el corolario 1.3.4, que la dlmensmn del centrahzador es igual a la

codimension de la 6rbita. A continuacién calculamos dlrectamente el centralnzador de la

Familia de Sylvester, lo que nos permite conocer su dlmensmn i Con esta informacién
or-A (@, . 4im) = A(a),

es transversal a la érbita de cada una de sus matnce Dl “Te ema de-]a Versalidad nos

veremos que la aplicacién 4 : A'= R? — M= R" Lleﬁmd

garantizard de este modo que la familia 4 (a) o5 versal el
Para esto, vearnos primero | cémo caractenzar a las matrlces ortogonales a la érbita.

Definimos en M = C%° el producto
<A, B'>="Traza (AE ¥,

donde B* es la matriz adjunta de B, Las propiedades de la traza y de la opéracic’m

adjunta hacen de éste un producto Hermitiano definido positivo. Tenemos el siguieﬁte v

2.1.1. Lemn EI veclor 3 € Ty, M es ortogonal a e érbita de Ia mafru Ao

{per]lenrltcular a su tangente) si y solo si {B*, Ao} = 0.

Prueba; Sean B € Ty, M, w € T4,0,,. Debemos ver que

<w, B >=0ssi[8°,A,]=0

Por la observacién hecha después de la prueba de la prop: ,1.1;1,1\'evmos'rque"l'1||

vector tangente a la érbita de A, puede répresentnrse en la forma {C, A,] para alguna matriz
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lmersamentu, [C A,,] € TA,OA,, para mda matriz (e -
Supongamos ahom que E es ort.ogonal ala orblta de Ag, esto es, que para cualquier
mamz C se tiene:. :

. 2 [c,M {_B;> 0.

Esto implica que

dlce que B E ZA puesto que

La condxuon [E',A ] =0

(CeMnc Aa] 5}',

"y podemos Lnunclar entonces e] lema 2 2 1 como sngue.

2.1.2. Corolarlo El camplemento artaganal de la drbita de A, es el adjunto de s

rcntmluadnr (TA,,OA,, = ZA.



T Tz,

gy xpgled

Tn<in-1 = Tn-2n-2:

Ty =0, Thz '-?0. s ZTp3= 0y cheleaneee zﬂ,;l—l =0, -+ Tan = La~tn-l
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Obsérvese que los movimientos de "alfil, \", dan entradas iguales.

Esto implica que la matriz X € 2., es de la forma

Ty Ty e

De ahi vemos que X' solo tu.ne en n.ahdad n. varmbles |ndepemlu.ntus Eutonct-s‘ :
n, Pur lo tanto, “

dimZ,, = n; lo cual lmpllca, por LI corularm 1.5 4” que codm 0,1;,

dim Oy, = P n, ya que ta d m M = n"’ :
. Eutonce: el corolarlo 2.1.2 nos dxce qut. dlm (T,|,,O,1,,) -

7 Ademas, dim ZA‘,
ny (Ty ‘,OA,,) = ZA Asn que una. matnz del complemento ortogonal a’ ]a orblta e una

matriz de la forma




Entonces, Y€ € ToA = T,RY, £ = (21, 22,0

(1.2) Au(€) = Ao

2
ey

N
a

por lotanto dim A.o (T,A) =
Alora, si'Y € Ty, 04, entoy
Tr(YX- ) =0,

Encontrcmos el producto de una matriz dv.l espaclu tangcnte a la érbita, =

con cualquier X € (Ta,04,)% . Comg
X =
Asi,
Bt
b

YA =| yn Sdar e

l!lnyxi, URRRETNS
de ahi que o .
_Tr ()’A }= (yuzn)+ (anl

"~+ (Um1Z 10+ Ynat

para loda n-ada (In,iﬁlz. o

- Entonces

125, tenemos: .

ro 7
: W 0.0 .0
0 Sy T R
=l z o acfott “
Y
o
ZnJ .
i

ces < Y, 4\; >= 0 paf%t tud.‘w X_ € (T,,OA,,)J“ s Ves‘té es,

ya vxmos X pucde cscnblrse en la Torma’
i 0 0
AP IE T R
: -0
Tin i =

30

(y.-j)

-F»!/zz!,:n') + (1213 Fhseziz FUncn) 4o

P1ast 40 ns 212+ PanZu)
4 ; .

z1y {11 + Y22 + v+ + Yon) + Tiz (U L yaz 4o 4 Ynim1) F 0
. Tyt (Yam,t o+ Yn2) +21n (¥nt) =
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para toda n-ada (z11,%12,..,T1n ). .
De modo- que el sistema de ecuaciones independientes del espacm tangente a ln

érbita de A, es
yutyntyst ot = 0

yut szt ot Pap-t = 08

Yn-tp + Yn2 = '0‘; :
Yn1 = D ;

Asi, una matriz ' € T4, 04, es de la forma. :

m nz !h:‘s Lo B 1
ya- | uz cym g 3 CYan
Ly e :
03y - ; o ;
'ynl-'l‘,) L Y=l Ynstmer v yn;l,n L
S0 ~pin SRR AY. ‘Zk-zykk-l El‘“ y';.)é e

“de dande venios que cada una de las entradas'en [a ul ma ﬁla es. el negatnvo de -

la suma de las enttadas superxores en la diagonal correspond:ente Entonces drm TA,CJA,,

nt—n, y como dlmA (T, A) = n, es claro que

dim TA,OA,, +dim A. (T,,A) = dlm TA,,M. :

Ademds; de (1.2) y (1.3) resu)ta que

T40s 0 A (T»Ai =

por lo tanto son transversales:



2.2, La construccién de deformaciones versales.

esto es,

es de la formna = 7,
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donde ‘se entiende que en cada segmento oblfcuo hay entradas iguales, y en los

espaclos en-blanco hay ceros. Sl la m-xmz tlene un bloque de Jordan:de orden 2, v.al cono

(y m+ 3ny + Sng'= lftvp"afé.r‘net:@s iﬁdebéxid?grvl:tc's).
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En genera.l se tiene el siguiente

2. 2 1. Lema. St la malriz A, tiene un sélo eigenvalor con forma normnl de Jordan

una suceswn ‘de bloques superiores de Jordan de ardenes n1>n2 > ' gntances

las matrices que conmutan con A,, esto es, el centmhzadnr de

y por el cofolarit.):l i t emus que la codlmensmn de la’érbita de A, estd dada ‘

por esta misma formula‘ Adem omo ya ‘observamos en la construccién para la prueba

- de la. prop. 1.3, 2' esta es tamblen la mmlma. dimensién para una deformacién versal (. que

entonces se dice mlmversal )

Ahora, sn la ma.tnz .‘L7 tiene forma de Jordan con varios eigenvalores distintos, .

la. leldlmOS en bloques correspondientes a estos cigenvalores, Entonces, las matrices del
centrahzador de A son dmgonales por bloques, con cada bloque correspondiendo a cada
engenvalor A de ]a forma. descrita antes.

De este modo, para cada eigenvalor J; el nimero de pardmetros mdependlentes es:
di = n1 (X)) + 3n2 (X)) + 5na(Ai) o+«

" donde nk (i) es el orden del bloque de Jordan respectivo del eigenvalor A;.



Enunciamos estos resultados en forma de

2.2.2. Cdrdlax‘-io; La dimensidn del centralizador de lu matriz A,, que es ignal a la

cadnnensmn de Ia orbxtn e.igual a la di de una defor idn miniversal,
estd determinada por
: d= Tidi = 5 [ (M) 4 3uz (As) + 5na (M) + -],
donde m (A ) > ng (Ai) 2 -+ son los drdenes de lus blogues de Jordan correspondientes
“al et_qcnvalar Ai ¥ la suma se realiza sobre todos los eigenvalores distintos.
Cb‘ustrﬁyamos ahora las formas normales estables para familias de matrices.
*Conio ya'vivmos, el complemento ortogonal de la érbita de la matriz A, es el adjunto

de s rentrah:ndar, y por el lema 2.2.1, este ticne la forma

. como en el corolario 2.‘2.2



Por otro lado l:\ dlferencml de h aphcacmn

A—Ao-i-B A\-{x, A(A)HA +a(,\)
es (A,,+B). —E 'y A(O)—Aa Ademds, si [B°, A ' ]—0 entonces

f As- AoBr= (B‘A,,) ~(4.B°).
(B A= AB). = (B A =0,

de manera que siBe JA,- también B € ZA'.
CAsiy Al
'_Estoxmplxcn que - .
© AL (T.,/\) +Ta,04, = Ta; M,

. E Zy5es declr, es'ortogonal a la orblta de Ia matriz A,

lo cual néskdice que A (A) es transversal a la 6rbita. )

; (AM.’M) B

Dul.ouccs A, +II o5 un’\ deformacmn versa‘ ie .4,, y ademas con L] mlnlmo numoro

de parametros, asl ‘que: A, _+ B cs deformacxon

) cual nns garant

los parametros, puesto que una deormﬂcnon versnl es una fun‘

establhdad respecto

ho]omorfa (en partlcular es cuntmua), ¥ ademas cualq' otra deformam 121 edc 1l
de manera dnfcrenclable a esta deformacin versal medmnt la'acei n d,]unta‘ :
La r“‘

sugerir. otra forma para la familia \ersal A,+B con el, mmlmo nimere de

ma de las matnces B tienen muchas entradas (hferentes' e cero. Podcmus

d'as:difer‘é‘nt.

de rero, e |gual al mlmero dc parénietros. : :
Haremos esto del sngulente modo ‘A partlr de la t: ne cmn e ortogonahdad a Ia‘,
' orhna obtenemos una formn para las matnt:cs del espaclo tangente ala érbita,” Esto nos
permltn‘a encontrar una forma para las matrlces ‘B con menos entradas dxfercntes dc cero,

Comenzamos escnbnendo B del slgmente modo ;




B =
Entonces; si € TA OA
B (TaOu) Tr(xpysy |

Encontremos el producto

nsl, X

wh (T-x ¥ yz) + tz!/l + 13.1/3 E

luego el s:stema de ecuacmnc- i
A, es S

rylnforma. deXen TA CJ,; esy

Entonces‘,b
Blaforma "

o 4
Asx la nueva forma pam la m
representamos p por 7

para 'unak familia 4, +Ha transversal a la orblta es Sllﬁ(‘le

natriz B tiene af mismo nimero de’p

t{:r-F fsi'x -20

0 0
1

L

15~

0
t2 4 4y
. 0ty

! V‘h 12. la, by ts,

C tangcnte a'la érbita do

nte tomar para
1

* pardmetrog yla



Para mayores dimensiones, una matriz del centralizador tiene la forma

y una-familia versal con puede ser de la forma

Por'el corolario

: donde ny (A ) > 2 (A 12 ~son lo: urdem.s de los bloques de Jordan correspondl-

entes al mgenvalor A., y

sta es la numma dxmensmn pam una deformac n versal Entonus,

la dmlensmn del ad_]unto del 'tmhzador es d: Por el corolario 2.1 2 una m.nrlz ortogoml
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ala 6rbita de A4, es una matriz del adjunto de su centralizador, y por lo tanto tiene la
forma descrita en la fig.(b).
Como ya vimos, también puede tenter Ja forma de la fig.(c). Ademds, la familia
Ay + B, con Ben el complemento ortogonal de la drbita, es transversal a la drhita de Ao
“Por el teorema de la versalidad, la familia 4, + B descrita antes es versal. Como
dim (- A, + B) =d, y estaes la minima dimensién para una deformacidn versal, resulta que
A, + B es deformacién miniversal de A,.

Enunciamos estos resultados en el siguiente teorema.

2.2.3. Teorema. Cada mntn" A, Imne una rIej'ormarum ver.ml con’ el niimero

- de pardrnetros 1gunI ala codtmenswn de la urbzla y a Ia tlxmenswn del ccntmhzmior de’ A,,. &

Este mimero es rgual a

d= 2[771('\)4'37!2('\)

¥ que sea dejarmacmn versal de A, estd dada par A,,

en la fig. (b), 0 (c).

2.2.4. Definicién. La forma norm;;l desérita
Jorma normal de Jordan-Arnold. .

Ejemplo 1. Si todos los cigenvniorcs lié A;‘VSOIvl
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forma normal es diagonal:
A

‘ ’\2 n
A= ) d=Ekyl=n

B = i ",: S y VAa’-}-,B:" csvytylingonal

EJempIo 2. Sl A,, es h matr 'i
simplemente la famlha det das.

" donde’ S es una matriz de"Sil'vgster.
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o si usamos la forma versal de la fig.(h) del teorema 5.5, nos queda

. Ejem[‘rlo‘ 4L
producto de los determin

y la matriz a%af? s

a1y :
Loy

Soeriy o
Ca

FAPRIE Pl
B
10

Por el teorema 2.2, 3, ﬁg (c) podemos elegxr deformacxones mlmversales de las ma-

trices a®a? y o282 del sngunente modo
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Para a?3? nuestra forma versal queda

TEL LA R Ll
B
'
'
H
'

2.3, Diq'gi'a’r‘n'n‘sxde_ bifure

Los resultados obtemdos antenormente para_ las famlhﬂs versales de matrlcns de-

endomorﬁsmos _|unto con los teorcmas de transversalldad ( Ver el apendxc ) nos permlten

dCSC!‘lblr los dlabramas de hxfurc i6n dv. familias de matrices gencnc'xs.

Correspoudlendo a la parncnon del espacm de parametros, _el espacm C, se descompone

también en una particién. Fsta partmon de C"? forma una estratiﬁcacmn (-sto es; una
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unidn finita de subvariedades mutuamente ajenas ( los estratos ). Cada estrato estd deter-

minado por el conjunto de colecciones ny (A;) 2 ng (A;) 2 -+« de¢ dimensiones de blogues de

Jordan correspondientes a v eigenvalores distintos (i =.1,...,#).
Las familias de matrices que son transversales a todos los estratos se dice que estdn
en posicidn general o que son genéricas. En una familia en posicién general casi todas las

matrices-tienen eigenvalores simples.

2.3.2, Lema, Le cadxmensmn ¢ de un cslrala en cl es'pm:m dr matrlrcc C"
estd dada’ por’ B o :
c= —u-:,_,[nl(z\)+3na(,\)+ —1]
donde d es'la codzmens:an' e la nrbxla rle cualquler nmlru dcl estrala.

Pruebn La dlmensnon de’ cada estrato en C’I es dlm 0,1 +u 24| llL en cada eslratn
s _Y il

las orbxms tlenen 1a fisma, dimensién, donde A es una’ mamz del. es:rato y ¥'es el nimero

de elgenvalores dzstmtos de A

Por lo zanto, la codlmcnsmn del estra\tp s :’

ie= dnm C"
= (dim cr - ~dim o,,) tus=

Q

Nota: Los eigenvalores simples no ‘contribuyen a la codimensién de cada estrata,

pues para A; simple, 0 (A¢) = 1,y n2 (A.
no depende del orden n de la matriz, sino solamcnte de los nrdenm dc los bloques de J(!l'ddn

correspondientes a exgcnvalures miltiples: L

Codimensién cero g:orrespon'de al estrato de las matrices diagonales, AjAp+++ A, 10

lu rual rcsulta natural-al observar que cualqmer pertnrbacmn pequedia de nna

matrlz de este tl' s:undu de npo




¢ = | corresponde al estrato a® i

Ar




Los teoremas de transversalidad nos dicen que las familias genéricas de matrices
forman ‘un.conjunto denso en el espacio de todas las familias de matrices de n x n.

Esto implica que si podemos describir los diagramas de bifurcacién de las familias
transversales a todos los estratos, habretos descrito en escencia los diagramas de hifurcacién’
de cualquier familia de matrices, ya que si una familia tiene matrices mas complicadas o siel
dngmm1 de bifurcacién es mas inrtincado, esto puede ser eliminado con una perturbacidn
arbmanamente pequeiia de la familia debido a la densidad de las familias en posicién general
( o gendricas ). )

Nuestro siguiente paso es encontrar férmulas para las familias transver;ales a mdo<
los estratos. . -

Como cada estrato estd formado por 6rbitas de matrices bajo la-accién ad_:unta,,‘
cl Teorema de la V(.rsalldad nos dice que debemos buscar entre las- familias versa.les de-

matrices,

Como ya se vi6 en el corolario 2.2.2, la mirima dimensién para una deformacién™
versal es igual a la codimensidn de la érbita! Y por el lema 2.3.2, la codimensién de un
estrato es menor que la dimensidn de una deformacién versal, ademas dlsmmuye un numero*

igual al de eigenvalores distintos:

c=d-p

=codimO ~"v’

siguiénte-
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entonces, una familia 2-paramétrica transversal al estrato o es:

sal a todos los estratos, necesitamos ver para qué va]oms de ]os p'\rame!ros se tlenen elgcn-

valores mtiltiples en cada bloque de Jordan deformado. -

Asf, dado un caso, como por ejemplo el n3 mencxonado arrlba [a preguntn es ipara

de grado 3,

puede su‘ reducndo susmuyendo z por g,-a 5 la‘forma

g +v012_+ ﬂz! o



Esto nos permite escribir el pulmomlo genenl p(z) de gndo k + 1 cumo

‘“+a12‘ ‘+k +nx 12+al:

Este pohnomlo pucde ser xdcnl cado con l coordenadas‘(ah..ﬁ,ak_) de Ck, La

funcién

deﬁill_da : o}y
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Para verel compurtamlento de las raices, cnnsxdcnmos las gmﬁcas de y = z34az.

Ewsten tres casos:

Consnderemus ahora las raices de z"’ + az + b. En el caso a >. 0 ha.y cxactamentc !

Para a= 0 tenemos exactamcnte una r:uz real si b # 0 y una ra

una rafz rea

tnple sic
=0

lmo "

< En’ el cas a <0 lmy varias pOSlbllld‘ldcs. Si b esta cntrc el maxnm ¥ el m

déy_

+ az hay tres raices reales. De otro modo hay sélo una raiz rcal
" uno de Ios e\(tremos dos de las raices se convnerten en una doble. ..

bes |gu1l A

La condicién para que b esté entre los extremos es 271)2 + 4a3 <0

T Asf, vemos que el discriminante Ap = 270% + 4a® = 0 dmdc el plano en dus

regiones:

Gy, donde Arp <0y

. G2, donde Ap > 0. i

“Para (a,b) € Gy, z° + az + b tiene tres raices rcables, ( Zﬁg.‘mmo :
Para (a,b) € Gy, tiene sélo una (a).

A'lo largo de la curva discriminante A p = 0 hay rmces mumples (de multlphndnd s

3 para a = b = 0, la que representamos por a3 y de multlphcndad 2 en el resto de la curva,
que representamos por a?), i :
Para ver ésto geométricamente hacemos la siguiente' construcc
Sea S la superficie en R? definida por la (.cuacwn 1‘(: a
23 4 az -~y = 0, (b = ~y). Proyectando paralelamente al eJe z, se’ abtienc. la pamrmn

del plano de coeficientes a,b, de acuerdo a los diferentes tipos de‘ralces, como se ve'elr la
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siguiente figura:

Ejemplo 3."Cilculos sxmllaresy con el polmomxo p(:c) +ez? 4z + a‘nbsi‘t‘i;’ﬁf

el dxscrlmmante

e AF [4(c2+12a) -(2;3 72ac+27b2)’]

(Ver Brleskorn [B] p 186) La superﬁcm Ap 0 ( swallow-tml ) s¢ mucstra 4

contmuacnon



parametncas de matnces ;

2.3, 4. EJemplu d' dlagrnmas e blfurca

1. Famllms a un parametr
De = 1 se deduce que la matrlz tiene’sélo un bloque dL Jordan dc 2x2, o ‘estrato

a?:
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. g . ']
una {amilia transversal al estrato n? es; como ya vinos antes, A1 A = C — C"

dada por

- 2.°Familias a 'dos pardmetros:
Las estratos de codimensién 2 son

definida por:



Polinomio asociado:

pe=z o1 0.
p(£) = det Aa—zo 1 =

bifuircacion es:

d?

Para o?$? tenemos

AAidg) =

cuyos polinomios asaciado

después de transformados quedan :



Como'los discriminantes son Ay = 0 y Ay =.0, e} diagrama de.bifurcacién es un

par de rectas que se intersectan:

>N

3. Familias a tres parimetros.:

Los estratos de.codimensidn ¢ = 3 son oz" aa af?,.y. a2, Para ol primer

caso se tiene la famlha transversal .

CAQ AL M) = | s

Pohnomm nsomado :

& (po, 1, i2) =z
28 (M, A2, 3)



Entonces, § : C* — C3 es un difeomorfismo y el discriminante de p(z) se muestra

en la siguiente figura.

Ko

Notu:’t ACorlllv la’ forma’ v 1°del teqrémi 22,3, ﬁg(c) os 'mas f.?'c.ilr\'eriﬁcar los
anteriores fesultados, auna f lineal de las A;.

2= (204 Aa)z+ (a’ Fedg = ,\{,\2) \
2o 4ot Ay I(?_'t;ransfq}ma en plz) = 2 ("I‘-/\% + /\]/\2) aityo discriminante

es
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&

103+ A2 =0 ( un cono eh'plir(;). El diagrama dl;v bifurcacién os el siguicntu:

Do ST

e e
______ :___-.:;1____-._.

, o

e H

. o
L i t ]

y los polinomios asqciadné

L (2) = B =20z Ay pa(z) =2 = Ag,

cuyos discriminantes son

272% — 32,\3 =0 oy +Ag =0 - respectivamente,
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El diagrama de bifurcacién es: »

A1, 22 )

Polinomios asociados:
m(2) =2 =M, pp(z) =2 < A, pale) = 2P = o,
. Discriminantés‘respecﬁVos;

/\‘150,' /\2=0,‘t\;=0,
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Didgrama. de bifurcacién:




CAPITULO 3

- EL PROBLEMA DE LA MONODROMIA SIMPLECTICA -

En este rnpltulo damos el phnteamlcnto deun problema sobrc monodromla snnplectlc’l

(. Ver Arnol'd [Ar 4)) relacionado con las érbitas regularc: de la repr hcmn coadJunta

del grupo lineal especial 4, = SL(n +1,C)y prcsentamos una solucmn pam ‘el caso A,

segiin la lme'x expuesta por Sdnchez en [Sa].
3.1, La representacion coadjunta.:

Sea G un grupo de Lie y.g su algebra dc Ll Consn e mos cl espacm dual T de "

g. Como g ~ TeG, g es |somorfo al cspacm cotangente dcl grupo Glen h ldenud-ld Vi G

Rccordemos que, ‘las traslaciones xquucrda ¥ ‘derecha de G en G

: Paratode E G el opemdor Ad gt— g que a cadaw E y le asocia el funcmnal

Adyw g — c deﬁmdo por’ I . e b
Ad;cq(X) = (Adg_lX) i
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es un antomorfismo de g*. Ademds, fa aplicacién Ad" : ¢ — Aut(g7) definida por

Ad* (g) = Ad; satisface la relacién Adgy = Adj 0 Adg, pues siw € g%, X € g, entonces

Adgyo(X) = w (Adgy=r X)
L= .d(/l(lh 'lg-|X)‘>
= wih-yg ~1Xah)
= w(Adj-io Ad -..x)

= i o (44,-7))

= . Adj, ° Adgw (X),

de modo que Ad® 1 G — Aut (9*) es una representacién del grupo de Lie G.

Esta es'llamada la representdcién coadjunta del grupo (7, Las drbitas de esta
representacion pueden definirse por analogfa con la rapresentacién adJuma del sngmente
modo.

Cousiderando la accién coadjunta

Ad*:Gx gt —g*
(g:w) ond Adyw

definida por

Ad-g(f) =w (Ad .“.4)()“:L VXeg

Dejemos f')a we g sl wa vanando q € G

L‘,utonces la orblta de wo € g7 jo la E cm' 'c(ndjunh es

definido por

O(M) X =< M,X S5 tr(MX"),
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donde X es la transpuesta conjugada de X € sl(n + 1),
Veamos que ¢ es un homomorfismo. ‘
Para cada X" € sl(n + 1),

G+ M)X = <M +Mz,,\ >
= <, XS 4< u,,x >

L= e X +¢(M,),\'
: (‘P(Ml) “+ S’(MZ))X

Sy como <y >.es'no dcgencrado, cl kernel dc p consta olamcntc dc la matriz ‘cero, -

de modo quc p [ de hecho un lsomorf‘sm $

leo nos: penmte consxdemr la. ac n coadjuuta Ad" G x g — g7 .como la
accién adJunta Ad G X.g:= J para’ el ‘caso_ del grupo ]me:xl cspecml G’ .S'L(n + LC) :
con a(gcbra de Lle g =sl{n+ 1 C) (ormada por las matnces de traza ccro. Y como el
1somorﬁsmo conmuta con la accmn, las orbxtas de la repn.sentacnun coadjunta del algebr’l )
de Lie sl (n +1,C) pu:.dcn consxderarse como las orbltas de la rcprcsenhcmn adJunLa

CAsf, dada” X en e algvbra de. Lie sl (n+1,0), la orblta de I):\Jo la”accién -

cuadJunta puede consu]erarqc colno
Ox = (Ad ‘ﬁ Jg€ G) = (J«‘ly" (9 € G},

donde G' A,, = .SL(n—}- 1; C)

3.2. La fibracién de las érbitas regulares, . | o i -

Sean L E y 1" \'nnedades dlferenclables yw E — B una .lphulrlon .
Recordemos | que e] tnpletn (=, B, B) s una j‘bmrwn (0 haz ﬁbrada) con i‘lbrn F, hase £,

y espacin total E sit
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i) © es sobreyectiva

ii) Existe una cubierta abxcrh {U.}.el de E, ¥ difeomorfismios -

orhltas regu]ares de la rep
Una drbita regul
sin rafces muluple
Como_ las m

como..

Ad SL(2)st2)~» (z) LR

estd furmada por las matru:es X cuyo polmomlo carag enstlco p (A) no tlene ralcu

mu]'.lplcs o

Como_ sabemos, p(A) tiene rafces mumplds sohmcnte en Ll discriminante; que

en ‘este caso’es la cuddrica de G® definida por la ecyacion z;z, + yz “"'0,.'q;)e‘i']esi')ués ‘de;

transformaciones elementales puede escribirse como z? 4 y? 422

Esto nos lleva a la funcién de Morse] 03 —=C idada_pq
'f@%ﬂ=ﬁ+f¥9

Asf, [a fibracién de las quperﬁcnes de mvel d

_de las Grbitas regul«u‘t.s dela reprt-sentac n coadjunta

La fibra :.mgular es Ia nnagen |mcr5a :
Fe= ec f(z) '
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son subvariedades complejas de C" La base de esta ﬁbrncmn os C* = C\{0} cuyo

grupo [undamemnl es lsomorfo am (S' =2Z.

c

Consnduremos el siguiente prublemu ( Arnol'd, {Ar4)). bll)usten esnucmms

blmplectlcﬂs en las 61 bitas regulares de manera que la monodlomf de'la ﬁbmcnon

resultante sen slmp]cchcu”

. A\Ills precnsnmcnte, el pr bl de la tromia st pléctica para unu ﬁbmc:on
" con fibras smplectlcas consiste en lo siguiente. .

Sea vy (t), 0 <t <ty un lazo cn el espacio base de la ﬁbracmn con punto inicial y
-final ¢g =7(0) = 7 (to) tal que -y () define un generador del grupo fundamental dé In base.

El problema es ver si existe una familia de difeomorfismos {pe} de Ia fibra inicial
f~Y(c,) en la fibra f~!(c;) con la siguiente propiedad;: Pro cs un ‘gt.hcrxidor de la repi'(--
sentacién inducida del grupo fundamental de la base en el g1up0 de difeomorfismos de Ia
fibra inicial en sf misma. o : .

Una familia {,} que cumple con estas propledudeq se dxcc que ésun nllwsenlmzlc

de la monadmmlu

Este representantc es simpléctico si adunns do cump]u con ln ])IOPI(‘(lﬂd mcn—,
cxonndu, preserva la estructura simpléctica de lns [ibras O :

El problema es pues, encontrar un xepxescntunte sxmplcctnco d(. lu monmlmmf.y.

Dn ln’ siguiente seccién presentamos una solncmn a: Cﬁtc pmh]vmn pmn ‘el caso;
A= SL(2 C), (Ver Sinchez, [Sa]). B :
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3.3. Monodromfia simpléctica de las érhitasregulares.

Por lo v1sto en la- seccmn 3 2 la f‘bracmn de las orblhs regularv.s (le 1.1 rcprc- )

sentacidn coad]unta del grupo dc Llc Al SL(? Q). comcnde con la ﬁbmcnun de las super-

ficies de mvel regulares de la funcmn de Morse f Cc3 - C de!‘mda por AN

f(z,J,Z)-z2+1/ +22

donde 2,9,z son coordenadas adecuadas en (_l espncxo dual. dc.l algubm dL Lle d(‘

las matrices complej\s de 2 x 2 con traza cero.

Consideremos la versién compleja en C" de ld ﬁbracwn de Mtlnor( (Mtl] , p.53 )

Teorema. Sea f: (C",0)— (C,0) una fum‘mn nnnlttxr'a conuna s'mgularulml
aislada en el origen. Sean A, = {z € C | ='|< v}, [1', = {z€eCviz <€}y
Bt = f~'(Du) N Be . Entonces ezisten &, ‘v > 0 tales. que (f, E“\j‘l (0),8,\{0}) es
una fibracién suave sobre A.,\{O}

Para la funcién f(Zl,Zg,Za) = zl + 2+ z§, las ﬁbras de Mxlnor,

f'— (C) {zeC“ll’(z)"c#O}

nenen unn cstructura snmplectxca nat.ural cuya construccxon mostramos enseguida.

La corrospundencm zj.= ;) + 1y, nos permltc ldentxﬁcar C® con RS asociando

(21,~z,~3) con (-’vl,yl,fz,yz,zs,ya S L
“Sea ) '= Z, dz:, A dy, la cstructum slmplectlca estandar de RS, Consideremos la
rcstncclon dc Q a I"' : f‘ (c) n l], para toda c E A,,\(O} Dsto es w = {"Q, donde
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i: Fr — C* = R eslainclusién, i*Q = Qoi..

l",(zzfo“.-‘-)‘
Sea n= J(r]) €T F Bntonces,

wnn) = winim) o
=" Tidzi Adyi(n, T (1)) o
= ):,_,tlz,/\d_/.( (%a:,'*'\/: ,,)) D"— ( 1/:8:,""”:7;%))
= s} +yf+ai+od +ad+ 0} : '
- Sh(aeR)
= lal*>0

de modo que w es una 2- forma sxmplecuca en F

La idea es ver que csta formn snmplcchca"rs prcscrv1da por una famxha de difeo-

morfismos de la l‘bra de Mllnor en s m:sma, iendo eatd hlmln un rcprcsentaute de la

monodromla

i Para esto consideramos l:i accion de S en R“'deﬁxii;lafpm;; =
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que evaluadoen't = 0 es’

77 =0 0 (82) = 2n (=py 11y —yp + iy, < py + iz3)

el cual escribimos como

ya que ¥n € TeRS, dI‘(n) = ﬂ(f).Xa) .
Consxdt.remos el ﬂu30 del campo vectorial X, tp, R. X R“—o RS. Como X, s

hamlltomano. qp, preserva la forma simpléctica @, y por ser w la. restriccion de @ a la
fibra,’ resulta que la restnccnon del ﬂujo 0o (o) a la ﬁbra £, que denotamos por <p, (tos*)
preserva 1a for .

\’s.amos almra que [ (t,, -) es.un representante dela monodromm

: Para esto, hacemos las snguxentes consxderactoncs Identificando C.con- ‘R2 pode-
- mos-vera la f\mcmn f: C" -~ C, f(~1,.2,23) = zf 423 42 como la funcién de RS en R?
deﬁnldapor . : TS L i

=2y

,2:5
Ty 2z |
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')u (o)) = 4r (= (=), 1 (= ) =4 (=0, 0).

Como( v,,, ,) es un vector ortogonal a (u,, Uo), resulta que Df( )( X, ( )) es un
‘vector en cl eqpacno tangente al cfrculo T, Se. ;
Entonces el campo hamiltoniano X, (= )e< proyectado enun campo vedtorial dlf(.l‘-

enciable }-r(c) tangente al circulo S, con norma constante 47 leli:

Este ﬂu_lo esta deﬁmdo por l,ar(t c) :
por el campo X4 ( ) es’

sa.;(t,é
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Entonces, para toda s € I, t € R,
L (t,32)) (€2t g2mitzy, g7t zy)
‘ = e (F 4o 4 o)
s e"""f(z)
= or(t,J(2),

de donde vemos que f conmuta con los difeomorfismos.

Parat =1 tpr( ) = e = 2" (1 4 iv) = u+ iv = ¢, y no existe iin niimera
real positivo mds pequeiio ¢, tal que 1 (15,¢) = ¢, por lo que este hzo d(.ﬁne'un generador
del grupo fundamental de la base, C*. Veamos cual es su lc\’mltmmento por j

Parat.= 1 se tiene que f((p., 2,..)) =1 (z,j(z)) pam toda z
tanto f (np,, (2, )) =c :

Esto implica que (23 (z,z) € f -1 (c) Vz E I".: Dntunc

". De modo que al recorrer e] CerulO Sc po

E I"c, por ]0

eny() AT S :
§,~) es un’ representante de la monodromia‘de’ f tal que para toda

z € [‘m 9’0(2"‘ = e”f =gl



APENDICE

El anillo de los gérn’lgnes“

Deﬁmcxon. Sc:u
donde U, V.son ablertos de R® .
un '\bmrto Il’ C Uﬂ \ ontemendo al 0, tal que f gen W,

C R." - R.y g:vVc R." = R. dos flmcnones holomorfas -
€ U N V. Decimos que-f.y, g son cqmvalcnies ssi exwtc'

: Es claro qne esta es una relacmn de eqmvalencm

de equn’alencm yeﬁnlda por la relacwn anterior.’
" Tales g germenes ‘en gl origen se denotan por [f] (R" 0)
[ (R" 0)=R. ’ :

El’ conJunto de los gcrmenes de funciones holomorfas en e] or cn I'orm'\ un amlla U

cnnmutntwo con umlarw bajo las operacmncs de'suma ay producto heredadas

U]+[y] U+l [f] [y] v g]

Como el conjunm de los germenes también se puede ver como espacio vectorial
real, la mulnphcacmn dcﬁmda nrnln lo convu:rte, ademas, en un dlgebra sobre R.
' Nota 180 un’ germcn cumple que f(0) # 0 entonces, por continuidad, ](:r) #Z0:
en una vecmdad del 0 ¥ abl, existe 1/f(x) en el espacio de gérmenes.y por lo tanto [ es

mvertlble (romo elememo del 'unllo) en este espacio.

.- El'ideal maximal y éps potencias

Sea Myel con]\mto de los germenes de E,. que cumplen j(O) = () Entnnfes M, os
ademas g, € E,., /, E Mx |mpl|m gf E My, dc modn (|ue Ml i

subgrupo admvo de E,.

es un ldcal de Dn. Du:lmos que Ml es el ldcal de los gcrmcnes 0- [\lanm en ()
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Las derivadas parciales de’un germen [7] son también gérmenes [gl-l bien definidos
de £, Sea Mz el coxuunto de los gcrmenos de D,. que cumplen S(8) = 0 y todas las primeras
_derivadas parciales de A se anulan en'el orlgt.n‘ 2 f(O) =0, %= 1,..,n Entouces M, os’

subgrupo aditivo de En por | reglavpara denvar sumas y sig € By f e M entonces
(@)@ =0y gk (gf) (0) = g,‘ /(0)+y(0) =0, de modo que gf € M, y.
asi, Mz es zamluen un 1dea1 de- By Es claro que Mz C J\I, Llamanios a Mg o ideal de lns :

gérmenes 1- plnncs en |

'cumple f(O) 0,-

fEM“‘-ﬁ M!;“

Proposlclon (a) M, esla yenerado por. Ias funr'mnes raor(lcnadnv Ty gy eeer¥ne
= (b) Mk para toda L> L ’
Notacién: M, M lo que trausforma (b) en M;, = M
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- Prueba: (a) Sea [f])-un germen de B, Entonces si [() z] es la, linea que-va del Oa
un punto z € R" y df es la dlferencml dc [ R." = R f € C'°°, entonces

Joug®= f(f)‘—,v{“(O)” .

>X (7‘-1) ,x,)

%= (v.,.. ;A%

"Si parainetrizanﬂog [0,z) por 1(A)

= ,\,z; ()fs As 1; y!ﬁécemds i = Az;, podemos’

escribir LR Lol : .
AW =S0) =7 (Ar,. Az..) = 1oy rta)
y asf, P :
W [@=70) .= fdrA)
) = [, df (;h. watin) = [, Ty BLdp;
= fo‘ x—l 0)1. ('\z) Jx'd'\
= T fo "la,._ (Az)dA
= 1 xlfu E{T (Az)dA
: ) ‘ = Yy zihi(z)
donde h;(z) = f] %E (Az)dA,
" Entonces la ec. (1) queda
S = £0)+ Y wihi(z).
: -~ = . Gl
Ahora, las ‘funvciovl‘l,es h; (z) sok} C°° y como f([)) =0 si :fve Ml' la'ec. (1) prueba.

Tambidn pruehu (b), pue
Hz)=1}¢ xh; (.1'), s¢ ve quu f 6 1\,

E M;.. k > 1; entonces h. € MA 1 Asi, como
A fiet- Por lo tanto, :
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" .uk ca M,,.b

De’modo que Mg C M

\l
M MyC M- M2

M.

LMy C MMy

pero My C M? implica

<y asi, My < M M2
: Supongamos que M,
que M C M. ,M!"’,

: “Por otro’lado

¥ y p()r (*), vemos
para Lodo Lntero L

. Por mduccmn tenemos que Mk C M"
5 claro que’ M‘* C l\h

\’eamus 1hora que M es el inico ldc'll maxxmal proplo dc E,. (# I"n)

Supongamos que Ic E es un ideal con’'M C I'C B, M ;é I

- Entonces existe J €1 con f{0) #0. f es invertible por la nota. 1 Como T es ideal,
1= ff-Ve I yasitodoge E, cumplequcg-l g € I;-de modo que [ = E‘,.

Se sigue de ahi que M es maximal. Supongamos que exxstc otro ldeal maximal N

de E,. con M # N. El mismo argumento de arriba se apllca para ohtener N = E,, de modo
que la unicidad queda establecida,

El dlgebra de los jets

Denotemos el dlgebra cociente E,/M*+1 por J¥(R",0), 0 slmplemente por J"

El producto en el dlgebra de los polinomios se define por la multxphcacxon usual
de polinomios, truncando todos los términos de grado >k,

Veamos cémo son los elementos de E,/M*+1,

Sabemos que son las clases laterales f 4+ M*+!, con f € D,. Dos gcrmenes f, g (le
E, estdn en la misma clase ssi (f — g) € M*+1,

Como f y g € C™, tienen desarrollos en serie de Te.x.&lor alréde

del cero. Esto -
nos permite escribir

[ (@)= S0)+ £ 2 0z + %Ea%f;;(o)m: +" -

9(@) =g(0) + T FZ Oz + Ea,,a,,(o)z.%
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De modo que

Af- !J)(-r)

(aa‘—b J+‘2(a. —b)z.+—‘r2(au

donde ((1) ' ete..

us. derivadas parciales

Proposxclonv J‘

grado es mcnar o lgll(ll a L

polmomlo en'n varmbles de ord;.n < I. Veamos que y s un isomorfismo., -
S I+ Al"*" ‘q+ M"*" € J%, entonces
((f+ M) g (g4 a0 )y = o ((F 4 g) 4 k)
=g = (f A M) 4o (g4 M),
y tn}nbié;l : ' :
¢ ((f + ) (g4 2)) = o (7 + M) =g
= (S M) o (g4 M)
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Ademds, si tp'(] + 1\1""“) ={}, cul‘oncos /.= 0.de modo que ¢l keruel de i consta

solamente dc M"‘“ quc cs cl cero de J,,. S o

L'ata algohra Ls lhmad'\ el fll_[L d(. los L_pels de funcmnes C"“‘ en R" :

:mul'm o (l)

s nece.sarlo que u., iy = b.I ik 1gual 1‘ dlgamo‘i, m,
Asly f(ay,. ..,z,.) = “kfﬂl "'Tk + p(z‘,...,z,.) y g(:r‘,.

z,.), donde p yqe€ MEL, L
Dntonces fige (u;,:cl‘ ey ) + M*+1_ de modo quu las clases de

. ME/MFEY gon de la forma (n;_:; ".Ek) + AI“"

[{ETTe

polmonum homogéneos en n variables de gradn k.

Para un mayor desarrolio remitimos al lector M1rtme'

Teoremas de.transversalidad
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Dadas Af-y N variedades difurer;ciablvs ¥y S nna subvariedad de ‘N, nna funcién
[ M — N sedice lrancunsnln S‘ en un punloz E M si f(z) ¢ S osi f (7 A\l)+1'/“).5‘ =
Ty

thle es TES

Ilfcrcncnbles mutuamenu. aJenas (lm Imm et nles qm. la

cerradum dc c'\da Lstnto coxmste del estrato mismo y de unaunién hmta de estratos (le

di mensmnes inen ON.S.

E_jemplo

Sea” S h umun dc (los plano:, que s mtersu:lnn ennna’ |u|e1 recta on R“

estratificacion cs Ta p'\rmlon formada porla lmca rccta y cuatro me(hos ])I:\nm.

Tranwermhdad a8 swmhcx Lransvcrsﬂndqd a ¢ada uno de fos pl.mm v t.ransvers

‘salldad ala lxnea de mtvrs«.cuou Por chmplo, una’curva transverml a I.n Il)\"\rlt(lnlll

estratificada 5o mterscrta la linea rccta de las smgul.m(lndeﬁ de .S

Teoremn. Sean M una unrtedad comparlu y S una .cubuanedari mmp{wtu dc una
uanedad N Las Junciones f : M — N que son transversales a: .S fornmn un mn_/unlo
abierio y denso en €l espacio dc funciones diferenciables C™ (AI N). (Aquz, /n rrrramn e

[uncwnes se dcfne como la cercania de las funciones y de sus derivadas hnslu :lr un orden
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suficicntemente grande r ).

Este es el llamado teorema de transversalidad débil. Nos dice que la transversalidad
es una propiedad genérica ( las funciones transversales forian un conjunto abierto Yy denso )s
o de otra manera, el teorema afirma que si una aplicacidu no es transversal a mu subva.n d'\d

dada, entonces puede hacerse transversal por una pequefia porturbacmn.

/l\

LN
[\

Si, por otn parte, una aphcacnon yaes transversa] esto se prcserva ba_]o pequLnas

pcrtutbncmnes.

El teorema de tr'mwersahdad puede e\c”cnderse 1l c’mo de subv ‘rxedades est.rau- :

(lcadas. Sm embargn en esto caso, el teorema gar:mtlza que hs apll .\clones transversales

mm,nces con las mismas duncnslomm de bloquus de Jordan,,d:fcrenctandose solamemo en




los eigenvalores,
‘Aplicando'el. morema de transvcrsahdad débil ( Ver :\rnnld [A1 3] ), se tlene el
Corolarm 1En cl espacw de /anulms A AC C' - C" de nmtures de m‘den

n, las /amxlms lra

crsalcs ald cstralzfcacmn en hpos de .lm dan ronstltuyen un cnn]mllo

denso.

La géncféiizécidll del teorema de transversalidad dCbil eé el VTeorema de Transver-
sahdad de Thom cn el cual la subvariedad S es una subvariedad de un cspacno de jets.

Asf como. hablamos de jets'de funciones, podemos hablar ‘también de jets de
gérmenes de’ funciones. - Consideremos el conjunto de todos los & — jets de gérmenes de

funciones C”"(l\l,‘l\’)‘de una variedad M en una variedad N :
- J¥ (M, N) = espacio de k — jets de funciones de M en N.

Teorema. Sea S una subvariedad del espacio dc los k ~ jets J* (M, N). El con-

Junto de funéidncs f i M — N cuyos k-jets son transversales ¢ § formnan una interseccicn
numerable densa dé abiertos en el espacio de todas las Junciones O (M, N).

" Este teorema significa que una funcion diferenciable puede levarse a la posicién

general por una pequeiia perturbacién, no solamente respecto a cualquier subvariedad en el

eﬁi:mcio imagen, sino también respecto a cualquier condicidn impuesta sohre las derivadas

de cuélqﬁier orden finito.

Variedades simplécticas

puntoz & M'le anbi:amos:ﬁxx forma wg en T,M medlantc l-L forhmla
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we (n) = w(n€) VneT:M.

La correspondenma £ we es un lsomorﬁsmo entre el espaclo tangente T,M yel: .

espacio cotangente ‘M Sea I: T‘M - T M tal lsomorﬁsmo

qéﬁM dH(n) w (3 X).

I(dH)(ﬂ %(")

Sty
>

—€ 'f‘," (p"x) i
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o

La familia de dxfcomorﬁsmos {«p‘) es llam da cl ﬂu]o hunultr;mann de la funcmn

hamiltoniana f. 5

Teorema. Un flujo hamiltoniano preser la estructura sx’mple‘clica:

esio'es, qu’é Vr} € TeM,'si (,m‘es el ﬂujo'dcl"cixnlpo lxaxniltoniafxd X, 'entonces
wx (1) = ¢ (wx (m) = wx (). ()

- .Enelcason = 1, M = R?, este teorema nos dice que el flujo o, preserva el drea
(Teorema de Liouville). .

LLamamos a Ia 2-forma w = 30, dp; A dg; en R?* la forma simpléctica estdndar.

Teorema de Darboux. Sea w una 2-forma diferencial cerrada y no degenerada

en una vecindad de = € R?, Entonces, en alguna vecindad de © se puede elegir un sistema

de conrdenndas (py, ooy Pas @1 oy Gn) tal que w tenga la forma estandar
w= Y1, dp;Adg;.

Para mayores detalles ver [+ 5.
,'_Qné se puede decir cuando la dimensién de la variedad es impar?
Enuna variedad de dimension i impar no exls!e estructura simpléctica. Sin emh.n‘go

existe una estructura mu.resmte l]amada. estructura de contacto

Uu e\emento de contactn de \ma' ‘1nedad d

la vanedad en ese punto.

El ccm_]unto

. una warled'\d de dlﬂlEﬂSlOn 2n - 1 donde existe un estructura de contact,

s&brt- un

0]cmcum de muh(‘m t'\mbl n es. llamado un lnpcrplano t'lngcnt C.

c1mpo de Iupurplaum mngentos puede deﬁmrsc una condl 6n de; uo’dcbcnorabllulad qm-
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depende de una cierta forma diferencial definida en la variedad. Esta forma esti relacionada
con la integrabilidad de un campo de planos.

Una estructura de contacto en una variedad diferenciable es un campo suave de
hiperplanos tangentes no degenerado,

Por ejemplo, si la dimensidu de la variedad es n = 2, un campo suave de hiperplanos
tangentes a la variedad es un campo dé rectas en los planos tangentes, Un teorema biisico
de ecuaciones diferenciales ordmanas 10s asegura que podemos cambiar un campo suave de
ifneas tangentes en una’ vaned’xd en un-campo de tangentes a una familia de lincas rectas

en R? usando un dlfcomorﬁsmo enl una vecmd'\d de un punto de la superficie. Este es el

Teorema dcl FluJo Tubular

/\(Y(p)#()) Sean €' = {(«1,. )ER“'Ia:'|<l)yX
Xe(z) = (1 0,:..,0). Entonces existe un difeomorfismo de clasc C" b

c‘un campo en C ‘definido por
Vo' €, donde V,,

es vecindad de p € M llevando trayectorias de X en trayectorms e X.:
(Ver Palis, [Pd], p. 40).

Si'la dimensién de la variedad M es mayor o lgual a3 tn hnperplano tangcnto s

. tendré dimensién mayor o ignala 2,y la sntuacmn ya. no es tan simple U
Por ejemplo, existen campos de planos en’ R:" ue.no: son: mtegrablc: mmu se

muestra en el siguiente

Ejemplo.- Si w es una 1- forma en R.:l y para v.€; T,,R.

, w(v):f 0, entonces si
(U(,U;,‘Ug) son las coordenadas locales de u, tenemos qllL R

‘w ("l,g, _+,'4'2av +;1J:sa,‘)b = (),

de ahf que



30
m.u( ) + g (a%) + vgw (7;0;) e
esto e, R : S " v
e N -VO donde 1\’,,‘_':( (az) (%) w (é_a.)) :
De modo que el ]\ernel delal forma w ¢s una familia de planos de R.:"cuyo campo

normal tlene coordenadas locales (w( ) Jw (8v) (a )) ;
Conalderemns la1- furma w = zdy + dz de R3, El campo de planns deﬁmdo por, elV

kernel de w tiene vector normal local Ny =(0,2,1).

Veamos que esta famllm de planos no es lntegrable Bsto es, no ewste una superhrle .

que sea tangcnte a la familia en la vecindad de un punto.

Supongamos que existe una superficie integral 'S ‘en’ una- veeindad :del origen“de

de modo que :

ot cou dxreccmn ‘N,es d(.CII',

 donde. m.es la -pendiente de la‘recta que pasa. por

m=k, 1m,no debena ser: a—(ro,

-z, ;é o, lo cual contradlr(‘ (A 1) Por lo tanto no

existe,t»al s,uperﬁcrlejntregral_ ’
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