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Introduccmn

El objeto-de este Lrabajo es prese; ar-una verswn a,utocontendlda de los re- -
sultados, mas recxentes acerc .de laex Y. construccxon de componentes

'ca,mirgos,’kQ La naturaleza de ‘n‘u&stro‘*

érdida de generalidad” que @ no tiene " .

nyecflvo EI ca.rca.J de Ausla.ndef;Relten :

sentantes de las clases de 1somorfxa. de los s

gunos: de“los: resultados antenores acerca “de'la ‘existencia ‘de componentes‘
postproyectlvas resultan como corolarlos del mlsm ol

Una vez establemda la ex1sten(:1a de una component , postproyectlva ’P en I‘A :
los modulos dentro de ella son determmados utlllza.ndo la tecmca. conocxda




como Lmttzng pracedure que se basa en la. adltxvxdad de la funcién d1mensxon
en las sucesiones.de Auslander-Rexten este: procedlrmento ha sxdo utlhzado'
al menos ‘desde 1977, : : '

presentada. en [11]




: 1 ‘A_.lgéﬁraé tilteadas

A'un'dlgebra de dlmenslon finita. Un médulo AT es
i ! “la,s 51gu1entes propledades ;




Observacién: ‘si 4T es un médulo de tllteo y B= End(AT), entonces Tp
es un ‘modulo de'tilteo y AP = End(Tp) (10, 4.1 (2)] R

Un modulo T que satisface a) y b) se llama un modulo pa ml de tzltco De :
hecho, todo médulo parcial de tilteo es un sumando du'ei:to e modulo de~
tllteo como lo afirma el siguiente resultado -~

. 12 = Lema - Sea 4T un mddulo. parCJa. "

de A y <I’B la: ma.trlz correspondlente a B‘



1.3.— Deﬁmcxon Un élgebra de la forma B = EndA (T), con T un modulo
de tllteo y A heredltarla se dice que es un algebra tzlteada : ‘

" Para caracterlzar las algebras tllteadas nece tamos el concepto de 7ebanada

nyectlvo mescmd1ble} En pa.rtlcular,'
va.cnon anterlor, B es un algebra tilteada. Vi

En pa.rtlcula,r, nos interesan dlgebras de 1a forma End(AT),~ donde AT es
un médulo de tilteo sobre un dlgebra A mansa heredltarla Dn este caso se
con51dera.n 3 dlferentes situaciones: RO :



i) 4T contiene un sumando dlreCtO postproyectlvo y un sumando dlrecto
premyectlvo : : L

i) AT contlcne un’ sumando dlrecto regular pero no contlcne umandos
dlrectos preinyectivo . v

iii)' ,4'T es postproyectivo:(i'e todos sus sumandosdirectos son oétprqué‘-‘:1 i

%Tl regula.r,
se tiene que End(To) por si. n:usma. es'de txpo de representacwn mﬁmto )



2. Categorias de Espacios Vectoriales y .
‘ Extensiones en un Punto

En esta seccidn, desarrollamos la teoria de categorias de espacios vectoriales
y su relacién con las extensiones en un punto de dlgebras conocidas. Todo -
esto lo utilizamos en la parte de existencia de componentes. postproyectivas,
y los resultados p.rmc1pales que aqui desarroIla.mos estan tomados de [10] y

4.

2; 1 - Deﬁmcxon :

S, aczos vectorz» es IC s una categorla.

Una. cate‘ orza

Sus obJetos son terna,s (ViX, )
es k-lineal; un-morfismo’ de: (V=
que f:V = V'es k-lmeal y _q X
lgle = ¢f. : ;

de Krull Schmidt A, y un obJeto X en /C un’ morﬁsmo
es un morﬁsmo f X = Y que sa.tlsfa.ce ]a.s 51gu1entes
propledades. : :



a) f noesun monomorﬁsmo que se escmde

b) Dado f’ X = )_" un monomorﬁsmo que no se escmde, exxstc g Y Y’




con la multiplicacién usual de matricés.

Notemos que el carca_) de A[]V[ ] contlene a.l carcaj de: A como-un subcarca.] ‘
pleno y posee ademis un verhce adrc nal\"(una. fuente) w;: llamado el vertzce'
de eztenswn Claramente‘ adP, ~ :

La categona modA[M] pued dentlﬁcarse on la categoria cuyos. ob_]etos son‘

Apliéé;réfhos C

Sea A

2. 4 = Deﬁmcmn Un B modulo mescmd1b]e X E ’P es’ M fzmto si ha.y‘

7



un camino M; = Ao X L 1 X =X'en P, donde M es suma.ndo
dlrecto de M La] que a; es M f’ml,o 1< i<,

Sean MI 'pa'r‘;i_‘- 1< g 2n+1 v fi A/I,-‘ - Jl/[.+1 ‘Quetgfnos"v‘er quela



composicién

: f o . v = i1
M] fz 2 1M2 fzn 1\[2".‘-1 o 72 1M2"“ )

es:cero 6 que su unagen tieric dlmensxon < b — (n + 1)




Con la siguiente proposicién, tenemos una caractenzacnon de los morﬁsmos
que pertenecen a rad°° - :

2.6.— Proposxcxon Sean )\ Y- dos A- odu]os mescmdlb]es entonces 0 96 i
f € radP(X,Y)siysdlosi ex15ten infinitos mSdulos Z,., n'e N (sin suman-
dos directos comunes), tal que ‘el 51gu1ente dlagrama conmuta: .

. —;L—;—» Yo

W\ A
i Ze

Demostracién: - R : : : :
=) Por 1nducc1on Construyamos la. sucesmn Z Sea 7, = Y, tenemos .
entonces . :
: 'x =+, Y

‘ 4\ /;A:

izt
Suponga.rnos que fenemos Zl,Zg, Z sin sumandos dlrectos comunes tal .
que ; B .

7(——9,*

N
Uy

Sea m = max {dimZ' : ' eslysﬁmand:b directo ineégiﬁdiblé de Z;, 1 <i<n}
Aplicando el lema de I-Ie_xfé.d;é.—Sai,iéxi_:s:tc“Nﬁ(}n’)”‘fe: N tal que si'se tiene

L x,

una cadena de morfismos entre inescindibles no isomorfos y si ademds los X;

10



son tales que d1m X <m y 1> N(m) entonces S f, 1 f, = 0

Como f € rad°°(X Y), en espec1a] esta. en ra.dN('")(X Y), por ]o que pode-
bi 5n 1i : de morf‘smos :

de Hondg: T

donde pui o)
Y haéé'mqs Z,H. =
directos comune

.-(sin sumandos  directos co-

conmuntan para n € N. Veremos que f € - rad(X, Y)

Supongamos que Y. no ¢s proyectivo. Tenemos entonces la siguiente situacién,

11



donde el renglénriynferid‘r es la sucesion de Auslander-Relten deY:

g
",=“‘/;)/n !

b € rad(X, ),
de médulos . {al

hi € rad(A E ), y smn armente,-p propledades de la sucesmn de Auslan—
der-Reiten.para [;, hJ se leva,‘nta all: X = Plyh; = p’h’ Como ademas,‘
h'e rad(yXWE) h, € radz(X E’) y enton es 'f € Tada(X Y)

12



Continuando de la misma manera,; ahora para £2’, obteriemos:

pezando ahora con la. suceswn .

[m}

2.7:~ Lema. Sea. h X - Yeun morﬁsmo 1rreducxble en ’P Entonces hes
M -mﬁmto si y solo st las mgmentes condzcxones va.len . o

i) X es M-repre en

(M,X).conhg =0 -

=) Supongam S qu

Por el resultado de la pI‘OpOSlC]O ",‘anterlor, tenemos quc hay una ca.ntldad
infinita de médulos L, (Vn,.dm’yn ) HomB(M Z,));:con'n € N,

sin suma.ndos dlrectos comunes y morﬁsmos f,, /\ — Ly gnii Ly — Y tal

13 -



que ho= GnJn, para cada:-mn.

Fijemos entonces n € N'y sea Z = X“G}Y" @ 7., tal que X )’ no son
sumandos dlrectos de Zt. Los sxgu]entes dxagramas conmutan: -

Vo ey Hom (M2 )

| | e

0 v Hamg (M)

Zo» :'x'@Y“err:,

con A; €k, h’ E HomB(X Y), para. todo 1< J < b‘
H; € lc para todo l <i<al

Queremos ver que X es sumando d
que u; = 0(1<5L0).

Si no, hay algin 0 ;é v.e'V; :
Hom(M, u;)(vY) # 0 para a.]gun Jo.(notemos que
esto contradice la conmuta.tlvxdad del _segundo dxagra. ]

Como ademds & es 1rreduc1bleifccjmo}B_

i4



cero, por.tanto; @ > 0,: A, # 0,1 <4< a

18 'l/;“'i(‘,"-”’”)

|z e ezn

Entonces h"l-g”es' un mullplo vdg h‘pai'a. algin 1# ip #:a, con esto mqsframqs
elincisoi)' N o e

Notemos ademas ha.y algun w 75 0, w € V, tal que 'yn(w) = (w wf *)

(recordemos' a conmutatividad del dlagra.ma 2) con wi € H om(M Y”), e
sto, existe iy, 1 <ip<a tal que W) 7& 0," con‘

et ba.rgow R Hom(M h”)(w % »

2 10

Podemos escogcr' Zii="X

V 1|——~r(/\ a,b)

15



para a.lgun /\ 95 0

Nuevamente, si tomamos g, = (0 h7r,,) con 7y, : X GBX —+ X la primera
proyeccxon canomca, obtenemos g,ﬂr,, = h; con lo’ que tenemos Io que
buscamos. 7

D N

16



3. Médulos 'di,ri,giao’s |

" Los modulos dm a ju ga.n un ‘papel lmportante den-‘
construccxon de las componentes

Lo més.
inescindib

3.2.- Lema -Sean'f: X = Y, g: Y Z morfismos tales que gf =0 y‘asu- :
ma que 1o, hay sumandos dlrectos Y de Y:con Im fcylc ‘kerg..Entonces
existe un modulo mescdebIe no proyectlvo W tal que Hom(X W) =,£ 0y

Y



Hom(W, Z) #0.

Demostraéiéh'

Mostraremos pnrnero que podemos asumir ‘que a.mbos morﬁsmos f -y g son
dxstmtos de cero’ 'y 'que g es minimal derecho, esto es que kerg no contxene
sumandos directos de Y. dlstmtos de cero. il .

18



Tenemos entonces la siguiente situacion:

0. k“—k* E:lr,—r’

<) Supongamos que ex1ste un ClClO (Ao, ‘ ,Xs') con Xo X =X, y sean
fi X5 =42X; los morfismos dlstmtos de cero: que; aparecen en’ el mismo,
podemos’ escrlblr entonces, f; = fisij =1 (mod s).
que hay algun t > 1 tal que fl f1 76 0 pero que.f;

1 anterlor, tenemos; o

Aphcamos el lema anterlor para: f ft

e



W =< X411 y como Xyy1 2 X terminamos.
: ‘o

Con la- caractenzaclon a.nterlor, podemos genera.hzar la. nocién de modulo
dmgldo » :

Yad P

(radP es subméd}ulo’maxirrnal c‘i,é‘Plpor_l(o qﬁey]mf,} - rddP).

20



Entonces’ podemos reﬁnar ‘el camino de manera que contenga algun su-
mando directo’ mescmdxble de radP;; denotamos .como M1 dxcho suma.ndo,'
entonces M1 no es dmgxdo (contra.dmcmn)

Para la,ultlma.'xmplx‘

dlrecto de’
sumando d

2) Suponga.mos entonces que Hom(P Y) = 0 o

Sea S P/radP Tenemos que f: radP o Y mduce una sucesnon exacta
canomca ) que se obtlene ‘tomando el pushout :

0 —r vadP —;P—L S'if—_—:r‘?o:'f’

; Lal que. Hom(P E’) sea distinto
E - S a E’ sea’ dlstmta de cero,

Sea £ suma.ndo dlrecto mescmdlble de
de cero, “ademés de’ que la restrlcmon de
pero la restrlccxon de p a'C sea, 0

1.121;



Tenemos entonces la siguiente situacién:

0 — vadP P Tos o

donde los cuadrados son conmutatlvos y m! y,' = E’ es el nucleo de pu }
(ie la restr1cc1on de p a E’), Y’ es distinto de cero, pues de lo contrano, la
suceswn 0 — Y — E — S =0 se escmde : <

Por otra parte, el morﬁsmo g : Y =7 1nduc una hueva: sucesxon (el tercer
renglon en el 51gu1ente dxa.grama, donde ex1ste g i :

22



y por deﬁniéién'dé pushout‘ existe g’ :‘ E —»1 Z;tal qtie'g =g'm.

Lo que nos mteresa ver es que Hom(E ’,Z) 7é 0
gv £0

Tenemos que gum' =g "M
gu#0 (m’ S 'monomorﬁsmo)

Por lo tanto, Hom(E’ Z) ;é 0 y entonces

es’ g s mlmmal derecho, entnnces

o;éf,.

Si fy - 0, escogemos t méxima, tal que f, fl 76 0 y g = ft+1
Aphcando el lema. antenor, obtenemos P < X.iiy con esto,' b

P< X '<TW'<W"<M2'<P
Si f, 2 fl 7é O ‘hacemos ‘m : W — Vel morﬁsmo fuente pa.ra. W y
g:V— W su cokernel. En este caso aphcamos el lemaa f f, Sofirme

vy, volvxendo a obtener que P X W.

Por lo‘ tantorP no es dmgxdo: ;

En reahdad .€s 1mporta.nte senalar sobre que algebra. estamos consxderarxdo la
propiedad de ser dmgldo, pues podemos tener modulos que sobre un a.lgebra»
sean dmgxdos pero dejen de serlo al varla.r e] a]gebra '

93’



Veamos el sxgulente ejemplo, con eI que ilustramos lo anterior:

Sea A = kQ/I donde

Sea B.= A/A837

es de la forma

Pero si consxderamos 'S como modulo sobre A vemos que: aparece dentro de

un c1clo, pa.ra. esto, esquematxza.mos una pa.rte del carcaj de Ausla.nder—Re:ten
asociado a A donde

vertlca.les

- 24



Algunas otras’ pxoplcdadcs de. ]os modulos dirigidos se enuncian’.en’ las si-
guientes prop051c1oncs e PRE

directo de " M" ta] que Hompg(M; ]) #0, entonces. M~
contradlmendo que M sea dmgldo en modB

a) Supoﬁga;;iﬁo v ’XISLe‘un A- modu]o no proyectlvo 1nescmd1blc tal que
X; =% TIV v lfV - AJ para. algunos A,,X Lntonces Lenemos X -<‘ Wy

‘25



W< Xj < X, contradiciendo lo que habiamos supuesto, por tanto, X: es.
dirigido s R S e AT et U e :

médulo: parcxal de tllteo es suma.ndo directo de un modulo de tllteo, ia 50"
vez, el nimero de sumandos dxrectos no isomorfos ‘de un médulo- de tllteo i
est4 acotado por el rango de 1\0( ) (el grupo de Grothendieck del: algebra.‘ .
correspondiente); tenemos que el niimero de sumandos no- 1somorfos de X
esta acotada por el ndmero de simples (ver 1.1 c)). e i

'Cl‘

Fina?hﬁeﬁte, t‘;’ene‘mos el siguiente resultado:

3.8.= Lema Sea z ‘una fuente en @, y radP = :‘_1

dirigido. SI X es un A”-modulo dirigido con® X/ & X* su \mofﬁsmo pozo i
en mod,q, y suponemos que, para a.]guna i, /\ <R entonces X’ es.un Az

Ahora estamos en condiciones de probar el siguiente importante teorema:

926



3. 9 - Teorema - Sea z una fuente en Q Lntonces Py es un A-médulo

Sea f X1 — Xz un morfismo dlstmto de ceto f no se a.nula si nos restrmgl-
mos. a X1 como A"' modulo Entonces, ex1ste un. AI modul

acota._dav.;‘f"

Construiremos un camino'de’longitud s + L con la ,mlsmas propledades y
con est.o tendremos una contradlccmn : . S :

27



Supongamos que tenemos un camine de longitud s:

Px Ao — A, AN oAy T "“ffX,:P‘

[5 T

i e Yy

Sea g: Y, — Xz morﬁsmo pozo para. Xz en modA, entonces fiXy—:X,

se factoriza a’ tra.ves de Ya. Entonces exnste Y) sumando dlrecto de Yy ta,ly :

que Hom(Xl,Y’) 96 0y Hom(Yz,Xg) ;é 0 a.unado est;o a‘que. Y2 es un A*-
‘3 emos entonces

Sdulo mes—‘f
i : 'almente, :
sea S’(M —») la clase de modulos dada port todos los A-médulos inescindibles .
Y con M. 2Y y i tal quc no exlste un A-modulo ihescmdxble no proyectlvo Z
que sa.tlsfa.ga. M = 'rZ y Z = Y ' '

28



3.11.— Lema Sea'M un A-modulo dmg:do y smcero, entonces S’(—» M) y
5'(M —) son rebanadas Mis generalmente, si: X es inescindibie y est4 en
S'(— M), entonces S’(X ) esuna rebanada, si Y-es ines mdxbl° Y. esta en.
S’(JW —)) entonces S'(= Y) es'una reba.nada

que Z =% Z; <. P. -<‘M de; acuerdo al hecho‘kde que Mes ylr}gero; lo que nos

llevariaa tener que X gé S’(——» M )




Con esto tenemos TZ; 7é 0 \7’ 0 < 1< y que adema.s Hom(Z,_l,d) =,
Hom(Z;_y;2;) para; 1. €<t y por-lo’ tanto, “tar b1en tendremos que
Hom(TZ,_l,Td )% 0 para’l <'i < ¢[7,2.4:5) o e

yentonces

dmgxdo y smcero Entonces A es un algebra tllteada

30



4. Numero de Crec1m1ento en Componentes :
Postproyectlvas " ' ‘

En algunos casos, el num ro p;(X ) es mdependlente de la elecc1on del médulo
X en una; componente C.:Por e_pemplo, si C es estable hacia la" lzqmerda, :
esto es, T™(X) esté bien definido para todo X € c y m 20, entonces
/),(X) = p,(Y) para cualesqulera X, Yec.

31



4.2.— Seccmnes

Sea C una’ componente en FA y S un subcarcaj pleno de C.

32



b) Sea I'y el siguiente carcaj, en el cual hemos encerrado las distintas sec-
ciones que podemos encontrar dentro del mismo, pueden exlstlr mds, pero
nosotros solo tratamos de ilustrar la definicién.

0. inciso de la deﬁmcxon lo que nos mdxca es el ndmero
repetlr S aphca.ndo TS los elementos de la misma

E_]emplos

a) Sea. I‘A el SJguxente carcaJ de Auslander-Relten S és:una 8- secc1on com-

33



b). Sea. 'P una componente postproyect
médulos 7% (P;) tal que P; € P, 75 (P) no ¢

lo.que: 7Y estd bien. deﬁmdo, TY
y algin P;, supongamos que.m — ;

7=m=1) P; < 7X entonces X no esta n'S, (c'
un nimero ﬁmto de predecesores todos d i

stabilizan dentro'de T'a, es
icando 7~ -a los elementos

decir, aquéllas secciones qu:
de S) indefinidamente. - -

Distinguiremos Ias secc1ones de acuerdo al carcaj subyacente, estos tipos son:
secciones Dynkm seccxones Euch ’as y secc1ones Salvajes.

Damos a continua;ién‘al'guna,‘sf'c'é,fé.ctv, lstlcas de estas secciones.

3



Seccxones Dynkm

En este caso tenemos quc A= = kQ) (con Q el ca.rca.J asocxado a la, seccxon) es;
de tlpo de repr enta 1on ﬁmto = L

que en una componente de FA, si tenemos
' ‘{T—"X Xo€ S} entonces L

e que SI 'P es-una componente postproyectlva

 ~‘ sup,\ Ep{ hm \/dzm'r‘"‘A}

de 4,

Secciones Euclidianas

35



El carcaj asocxado a'este tipo de secciones son los llamados Dynkin extendi-
_dos, A,,, D, Eq, E-,, Eg En este caso, A = k@, con @ de algin tipo de
los anterlores, resulta ser un algel:ra. de tipo de representacmn infinito. ~

Pa.ra. este tlpO de a.lgebras se tlene que - ‘

p('P) = supr«p{ llm \/dzm'r""‘X}

Secéibhé§:~ Salvajes"

Demostracién::

a) =) Sea § ﬁna; seccién corﬁpletd.

36



) Suponga.mos que no ‘es maxxma.l es dec1r, que exnste S’ seccién ta.l que Scs.

Consxderemos P” el

Ahora bien, de IB hay un morfismo: 1rreduc1ble hacia el coclente IB/soc[B
pero por la ma.nera de deﬁmr J Lenemos que de IB sale un morﬁsmo irre-

.37



ducible al s:mple en i,y (al menos) podemos construlr el slguxente camino
cn PA.

Xy IS

“tn

Pero S es secc:on y por tanto cerra.da. baj os dmgldos, y z\l,Xz, G S
lmphca. que .S'.2 _E Sy entonces i3 € suppS (contradxccxon)

Por lo tanto, supp§ es convexo.

38



c) Veremos que S cumple conlos requisitos para ser una rebanada en' B.

=Y un camino

Si toda. X, E C ent.onccs el cammo esta en S

39



Supongamos que z\,+1 es el primer modulo que ya. no pertenece ala compo-
nente c donde S es seccxon oo- completa

:

Ahoi‘a. blen, como fi€ rad”(X];Xj
ser S seccxon oo- completa), tenemo

Con Z; en la .com.
forma., tenemo ':Z

El sigui‘ente‘;és‘h\ltad(') eéfalijecg"él tlpo ‘r‘ie se:cciones que dan origen a dlgebras

40



mansas.

Sea A = kQ/I un algebra de tlpo de representacxon mﬁmto Q sm cnclos

4. 5 - Proposxcxon - Sea 'P una. cornponente postproyectxva de I‘A Las
sxgulentes aﬁrmacxones son equxvalentes : N A . :

1) EL algebra Ap = End( )

ii) Vi E Qo, Ec > 0 tal que clzm;c
1ii) End(P’) es mansa, dondc

para toda seccxon S que se tablhza dentro de la componente P.

iv) Ses tnvxal o Euchdlana para toda seccxon S que se esta.blllza.

Demostracxon

1) =) u) Como ‘P es una. componente postproyectlva de Ap, podemos con-
siderar. ¢ que : . : o

Conslderando la: sucesnon de Auslan er—Rel en:

0—>TX;;>EBY—+X——>O

. L=t

41



donde ¥; es inescindible i = 1,2,---,s. Sabemos (ver [10]) que el soporte
del vector dimensién de al menos uno de los. médulos 7X,Y;; X contiene al
soporte-de los otros, por lo que podemos asumir que Y = (@Y;) DX DX
es sincero en mody .

Notemos que X satisface:

a) pdimaX < 1, en otro ca.so,'existiria. un morfismo 0 # f € Homa(I;,7X)
para alguna j € Qo. Como.Y es sincero, ex1ste i tal que Hom(Y;; ;) # 0
y entonces tendremos ;= TX = Y ‘=L un: c1clo en el que X a.pa.rece =
(contradxccwn) e

5 ) =
dimiEzty(X, P)
,dlmkHomk(P,,TX)

dimyTX(2)

tiva en FA/ en la. que 'S apa.rece como una. rebanada
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Sea

Z(TN X) (z =dimyTm X

i=1"

n!l_r.rolof v dlm”}a o

existe 'y es 1gua1 ap > 1 donde /) es el radio espectral de g [6]




Por lo tanto, R
‘ Jim "\‘/dsz TA,’"A > 1

' .“P para alguna tv algun B oroyec- :

Pero como X es postproyectxvo ,X

Xo no es inyectivo, por lo que no es isomorfo ‘a J{Xg) su cdpsula inyectiva,
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¢ existe por propiedades de la sucesién de Auslander-Relten, es decn‘, que
e}uste I I(A ) no 1somoxﬁsmo para algun [ '

Sin perdlda. de generahdad sea

1 gn mqsfana.lpgame’nté, la sucesién que
casi se d1v1de paraYl BN

edumento similar, llegamos hasta. S

enSypdrrru pv

Pero’ esto qk‘ ere dccxr que existe 0# f € Hom(Su, ) lo cual no es posxble
para. cualqu T I, (ver 42)

Si S es salua]e

Bl dlgebra-

B= End(@,\'
S X.eS :

es salvaje. Sabermios jt‘aimbiénfque}

es un algebra. txltea.da con:una componente postproyectlva. tal que S aparece :
en ella. .como una rebanada Lo

Procediendo completamente igudl\ qué ‘en i)_#i:ii),ybbtéhemos' que

m—oo

]1m kY dvkaB Y p>1
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Por lo que A} Vno es mansa. (pues ]as algebras tllteadas ‘mansas tienen ese
limite Jgual a 1) ‘

iv) = i): Por el mcxso anter:or, sabemos

 Endy( @ P )
8 Esupps

es mansa cuando S es Euchdlana Sean

= End(EBP,) ‘

Con esto, lo que tenemos, es; qu
dlmenslon d, podemos caracterlz

donde I(X) es la ca.psula. myectlva de .X CI) no'es 1somorﬁsmo pues X noes
inyectivo. B :
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Queremos ver que V j tal q1§e P e ’PJ € ;sﬁppS.

o

P;

Supong;yxmos_"qu_e} para. to
lo contrario,por hipdtesi
Perql éht_,éng:és yiP;
Por tanto,A es.un

Por tanto, A’ es mansa también.:
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5. Dlmensmn d_;e loys\ Modulos en
Componentes "Postproyect ivas

En esta parte tratamaos un resultado int 'ante acerca del crec1m1ento de
las dimensiones de los médulos dentro de componentes de T4, En especial
veremos el caso cuando los médulos per t.euecen a una componente conexa
en una m-seccién completa.” La 1mportanc1a de ‘este resultado radica en
que nos dé4 una caractrizacién de las secciones- co- -completas en funcién de
ciertas dimensiones de médulos. Esto.a su vez nos permitird decidir cuéndo
un ‘dlgebra tendrd componente postproyectlva ¥y, en caso aﬁrmatwo, si esta.'
dltima es finita o infinita. ‘ '

Comenzamos con algunos resultados rellmmares acerca. del crecxmxento de
p - B

dimiHomp(15'X,Y) cuando B. es.ur

pueden encontrar en [5].

Dlstmguu‘emos los casos en, qu

dzmk”omg(' 'X Y) > [t/dY parat> 3d

Demostrac

a) Con51deremos p
Duchdlano)



Sean 73,...;7; las componentes tubulares no homogeneas de I'g..

Sean' X ,('), ;X () los médulos en la boca del tubo T;: Entonces

> 'y aunado’esto a as siguientes cotas para m: ... °

m < [1/2(d - 1

Obtenemos finalmente dim73'P(j) > [t/m] > 4[t/4?]
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b) Consideremos a.hora el caso'en que Q es de la forma a Qb con s > 3.

flechas.

En este caso, la matriz de Cartan y:su:inversa, tienen la siguiente forma:

celer asociada a B es:

ra similar eéscribimos

az = s(sy
q“ea2>(.,



(241, bl.+1) (a/n bk)‘I’ 5

con lo que tenemos que oy

_hlpotms de mduccxon

que se factorizan a través de algin vértice en S L(P)/S denota la categorla.v'
cociente correspondiente. ; S S
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Sean 7,;j dos vértices cualesquiera en»Q{,.

Si denotamos por-Sy: = ;{TE‘P;U'I;'i t>0}, riotemos que k(P)/S =" k(P')

(P;, 75! i)

Pafa‘ ; 2 d,‘ z’]e Qg .
13 Entonces (L('P)/Sg)(X, Y) -
P)/S2)(Pw,jy) — :k(P,')(TE;‘R, Y) para

E(P)(X, Y)
Y € P’ i

Sea i e QO, entonces ‘
dzkaB P(w) > dszHomBr(TB R TB/P) = dzmkHomB:(R Tt~ ])P) ‘
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> 4[t — 1/(d — 1)2] > 4[t/d2] parail > d

De manera s1m11ar, para 1 ‘ obt nemos que :

~_'4.[t},+;,;;_f,/'d2];

con las ca.racterist;icasy dadas. 7. -
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Seat > 3d. Para t' - b= s > d obtenemos una sucesién exacta:

0— HomB(‘rB‘ X Y’) —. [1 m "'"X,""BY) —»iHom('rE'X’ C)

Demdstraciéh: Flm e

Podemos suponer, s1 érdida \néi'alidad que Qg = suppS. Entonces,
tenemos que A esun’ algebra. tllteada, ya. que GB XesX es un modulo de tllteo

Sea entonces B —; kQ un algebra. heredltarla y ‘T un modulo de tllteo ta.l g
que A EndB (T) . : .

Como vimos antes (en la. seccién 1), los funtores xy Z‘,,mdu n equ1valen61a.s o
entre las subcategorfas G(T") y W(T) 'y F(T)'y. X(T)‘respectlvamente o
Podemos, ademds, elegir 5T de tal forma que'S esté formado’ por los modulos
Y1, € Qpy donde I es el myect]vo mescmdlble asoc1ado a.] vertlce T en

Q.
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Tambxcn observa.mos que TA ZI = Y'P'y que TZ‘ZI = E' EH'IP
pa.ra I<i < m y P el proyectlvo asoclado al vertxce z [7 4 1 (7)] R

De este teorema se deriva un: corolario muy utx] en la caractenzacnon de Ias'
secciones’ 0o- -Co - : ,

Suna componente conexa de una m-seccion ‘ ompleta-'
! § 1~y supongamos :que S no es de tlpd Dyhkm Sea s
M el ma.xxmo e tod s:las dimensiones dim, Y, donde ¥ * fIfo Yiesun -
sumando dlrecto de radP, para algin j € Qo. Supongamos m, +1 > Mn ‘
Entonces Ses una seccidn co-completa. G

‘5. 3 = Coro]arioL Se:

Demostracxon'

Sea X G S, como § es una seccién m- completa., T4 ™ X no es myectxvo y por,
tanto 7§ "'+1)X estd bien deﬁmdo y dimyeT, (—""H)X > [m + 1/71.2] >M, con’
esto tenemos que 7, (m“ X no es 1somorfo a I o a‘un sumando dlrecto de
radP; para algin j € Qo Dntonces S es una’ (m + 1) -seccidn completa '

Como [m + 2/n2] > M, podemos contmuar mductlva.mente y obtener que S
es una seccién oo- completa : :

O
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6. Existencia de Componehtes'
Postproyectivas en l" A:-V.

En la parte prellmmar de este trabajo descrlblmos lo que es una. componente,
postroyectlva. PenTy, el carcaj de Auslander: '
asi’'como a.lgunos tipos de algebras que las pos

Hasta, ahora se tenfan” resultados parcxale
ponentes postroyectlva,s en un a.lgebra. dada,
criterio general, que d& .condiciones neces

de dlchas componentes [4].
:

En esta. parte, se desarrolla. este resultado asi’como‘algunas aplic ciones del 8 '

mismo.

La notacién es la:misma que hemos. utilizado: anteriormente en:la'seccién:3.-

El résultado prihéiﬁal’éé el siguiente:

macwn acerca de la existencia‘de una‘componente postproyectxva

6.2.— Lema Suponga. que. Vz € Qo, la. COIld]C]OI‘l (2z) se sa.tlsface, entonces .
I'y tiene-una componentc postproyectlva. T
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Demostraclon Aﬁlmamos que Vz € Qo, se cumple la s1gu1entc condlclon .

(3z): Para cada 1 < i < 'ng, ¢l conjunto de predecesores de R” en “mod,
{xX € I‘A X '< R’“} es finito y formado por modulos dmgxdos : :

. Efectlvamente, sea X un predecesor deR¥enTyy suponga. que X no es un
A=-médulo; podemos asumir que = e minimal con esta propxedad en e] orden
de caminos de Q. Entonces, existe un vértice y < z en Q tal que X(y) # 0,
por lo que en mod, obtenemos

P <X = ijszy'

Como (2y) se ‘éatisface, y no es una fuente (por 3.9), sea z un predecesor
propio de y.en @, entonces P, es un predecesor no dirigido de algiin Rz, por
[(22), P no es un Az modulo contrad ciendo la minimalidad de z. ’

Con'lo a.nterxor, gsta 5 en p051b1hd d de tepetxr el argumento dado en [1,
teorema. 2 5] par: probar la, exxstencxa de'una componente postproyectxva

: m’ nte, subca.rcajes plenos C, de-I'y que sa.txsfagan:
i) Ca es ﬁn ‘ o, conexo sm c1clos or]e tados y cerrado bajo predecesores .

ll) TAIC UC C Cn+1

Entonces U,, Ch forma la componente postproyectlva. deseada

Sea Co = {5} donde S es un n A-méd lo proyectlvo simple.
C, estd definido y sean. My,---, M, los’ modulos en C, con TA M ¢ Ch.
Podemos suponer que M; < M lmph ai < SR ‘

Si 5. =0, hacemos Cyy; = C,, e
En ofro caso, definimos subéarcajes pl nos D; de Ty (05 i'<'s) que satisfa-

gan:

Dy =Ci, DiUTy' My C Dy
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y la condicién 1) 1mpuesta en D EP'I"W@» Cut1 |= D, cumplird las condi-
c10ne51)yn) : BBt ’ , _

Asumamos que D esta blen def'mdo Tomamos la sucesxon que casl se divide:

=) Sea. 77 una’componente postproyectlva de PA Sg:a z € Qo, siel modulo :
proyectlvo Py pertenece P, ’e'ntonces (2z) se satisface, (en caso de que.z
sea una fuernte;’ aphcando,3.9 radP es dirigido comg. A®- modulo) Suponga:
que P, ¢ 'P mostraremos que ’P estd. formada por A” modulos
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Sea X € Py suponga que X(J) # 0 para algun ¥y < z en Q. Tenemos
entonces P -< P -< X en modA, lo que. 1m llca. que P € P-(contradiccién).

En consecgenc

va-de I'y; para esto,’
) ;é Ovpa.ra algln X~

dmgldos Y

6. 3 — Corolarlo Sea A = kQ/I un a.lgc ra de nsién finita;.Q sin ciclos
orientados. Entonces todos: los‘mddulos proycctlvos mescmdlbles pertenecen -
a una componente postproyectlva si y solo si para todo z € Qo, la condlcxonv

(2z) se satisface. » :

[m]
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Kl s1gu1ente es.un resultado ya establecxdo antenormente para la existencia
de componentes’ postployectxvas, y en  este caso’ resulta ser un corolario a
nu@stro teorema anevamen(.e, deﬁmmos una condncxon que necesitamos.

Sea A= LQ/I un algebra. de dlmensxon‘ﬁmta @ sin ciclos orientados. Sea
z € Qo Y. consrderemos las componentes conexas Qf,..., Qs del carcaj @~
asociado al’ algebra. A% Dy imos que el vértice z estd separado si-para cada
1<5< Sz, el carcaj Q"‘ tiene el soporte de a lo mds un A7 (1 <7< ng).
El algebra. A satlsface la condicidn’ de separaczon sitodo z € Qo es separado

6.4.—~ Corolarxo » Sl_ Aesun algebra que satisface la condicién de separac:on,_f
entonces FA txene 12 com nente postproyectxva

6.5.— Corolarlo Sea A=EQ/I ‘un algebra tal que Q es un arbol entonces
T4 tlene componente postroyectlva . : e

o
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Sea A = LQ/I un algebra. de dlmensmn ﬁmta, tal que Q no tlene ‘ciclos’
orlentados Sea @ una fuentc en Q Y consxdere el cocxent B —,A/Aeu

dmgldos

Inversamenté‘ sizi), “valen;  entonces P, pertenece a una‘componente
postproyectivade:I’ : b s i coUt
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Demostracién: (Para alguna duda en deﬁmcmnes consu]tar la seccxon 2).

i) Sea 'P' la omponente postproyectlva de I‘A ta,l,que P e ’P'

s entonces M :
_esdmgldop esM—<P,, n'p' R

Inversamente, suponga.mos}
ya utlhza.da. en'el teorema, anterior,”
vive Py
Esto es, se definen?
i) C, es finitog,
cesores: - -

i) 771 Co U Gy C

Definimos Cj = {S} donde S ‘es un modulo proyectxvo simple
gamos que tenernos Cy b)en deﬁmdos y sean Xy, Xi los: modulos en Cy
tales que 7""/\ ¢ Cn, numexados de tal fonna que sip < entonces X =~ X;.
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Definimos Dy =.C, ¥ D;..; como el subcarcaj pleno de I'4 que consiste de D;
y los predecesores de 771 Xy (por ejemplo: D, = Dy U{Y: ¥ < 771 X)),
hacemos esto para 1 < i < ¢y definimos Cry; = D;. Entonces, serd suficiente
con probar inductivamente que D; satisface la condicién i) anterior.

Consideremos la sucesién de Auslander-Reiten
N 0 —_ X,'_’_l . TXIXH'I, —),Ov
Supongamos que D satlsface z) Nos gustarla. ])1obar entonces que cada

sumando directo inescindible. Y de X" Llene solamentc un numero ﬁmto de .
predecesores, todos dmgxdos (1 e. D,+, cumple 1)) SR

Antes de probar lo: ant.ernor, mostraremos n: resultado que .nos fac111ta. el L

Prlmer caso

Suponga.mos que V =0 (entonces 1 tenemos que (0 N; 0) el modulo tomado
esel Lrlvml) y supongamos adcmas que N Py cs ploycctlvo P01 hxpol.esxs
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de mduccwn cualqmer sumando directo de rad Py, al ser predecesor de Py,
pertenece a P, esto es, Re P.yes M- ﬁmto, Y con-esto, N = P, pertenece
aP. Ademas, como. la 1ncluslon ce nomca R" = N ¢ rad°°(R N), N es
M-fi mto SR

SegundOj caiéd: V
V.= 0,”N no ,yectxvo ConSlderemos la sucesién de Auslander-Reiten
0 — TBN.' f—» ‘E'=5 N.—" 0 en modpg y la correspondiente sucesion
0 — TBN £5°FE = N —— 0 en mod, (via la categoria de espacios
vectoriales),; donde £ = (| 73N |, E,| ¢ |). Como los sumandos directos
inescindibles de E pertenecen a D; (son predecesores de N), por hipétesis
de lnduccxon Lenemos que los sumandos directos de £ periencen a P y son
M- ﬁmtos por lo que N eP.

Ademas como N € D;, tiene un nimero ﬁmto de predecesores, por lo que
cualquler morﬁsmo irreducible E; — N en P es M finito.

Tercer caso

lo. mismo- ocurre con
51gu1ente inclusién -
tenemos que N’ E Pyde:

el médulo (V Niy:V > Hom(M N)) pu
(0, N',0) — (V,N,7) (contradlccxon)" Con'est
la misma forma, N’ es M-finito.

Ahora, volviendo a la prueba original, seguimos: con ]a. construccxon de P

Sea Y un sumando dxrccto inescindible de’X Si'Y 'no'es proyectivo, podemos
“echarlo hacia atrds? mediante ‘7:y endnamos ‘que’seria un’ predecesor-de

X1 € Dy, por té.nto } :

Supongamos que Y es Vp%o:/ezctw' .. Primero consideremos Y = P, (el proyec- .
tivo correspondiente al’ vertlce de extensién), por el inciso i), tenemos que "
P, es dirigido'y por tanto'los: predecesores de P, son predecesores'de algiin -
sumando directo 'M; de M = rad P,. Como todo M; € P, Y =Fy tlene
solamente una cantidad finita de predecesores, todos dmgldos :
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Finalmente consxderemos Y = P,, para a]gun J ;ﬂ ‘a. Sea RY un sumando
directo de rad P, que pertenece a D;: Por lo que probamos antes, fep
y RY es M- ﬁmto Por tanto, P, pertenece a ’P y. Lamblen es M-finito. Por
el inciso iii) ¥ = P, tiene solo una: cantldad ﬁmta de predecesores, todos
dirigidos en T'y4. -

Por lo tanto P’ = {J, C, es, una componente postproyecl.lva de 'y donde P,
vive. i

[m]

Ahora, daremos algunos ejemplos donde se 11u.»tram a]guna,s aplxcacxones de
los resultados tratados hasta ahora :

Sea z. =1 (el
siguiente carcaj:’

Podemos ver que'no se'cumple (1.1:) pues. FA: tiene una tinica componente
postproyect‘.xva, en la que apa.recen los sumandos dlrectos de radP1 s

Tarnpoco se. cumple (2z) pues, a.unquc el numero de predecesores de:los’
sumandos dlrectos de radP1 cs f‘mLo el radP1 no es dmgldo, pues tenemos
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que hay un camino de Pa a .5’2 que se factonza a tra.vcs de una sucesién de
Ausla.nder-Relten (de hecho s una sucesién de Auslander—Rerten).

2- Sea A= IcQ/

Este ejemplo I
subgraﬁca. plena. d
no tlene comp

Veremos que B» tie

2 B!’ resulta, un’ a.lgebra. heredxtarla. cuyo ca.tcaj es un arbol

y este tlpo de a.lgebras ‘1e pre txenen componente postproyectlva (6.5)
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Como podemos observar, todos los BY-médulos proyectivos inescindibles son -
M-finitos (M = P,), pues los morfismos P a los demds proyectivos.son -
inclusiones en el radical, y notemos que en I'g estos médulos tienen sola.mente
un nimero finito de predcccsotcs todos ellos dirigidos. TR

Por tanto, B tiene componente postproyectiva. Veamos una parte de dxcha.
componente en [p: :

/
\\:.

De manera sxmllar, podemos checa.r que. cua.lquler otra. subgra.ﬁca plena. de
A tiene una’ componente postproyectlva [T ok

Veamos ahora que como dulmos al pnncxplo, A no'tiéne: componente post- )
proyectxva. . :

3.- En este ejemplo vercmos un a]gebra A que tiene componente postroyet1v1,~ :
pero si- hacemos B [A/[] una exLens:on e" un punto, obtenemos un
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élgebra. que no tiene componente postproyectiva y si a su vez, hacemos
C = B[M’] obtenemos un algebra que tiene componente postproyectlva

Sea. A kQ/I con Q el 51gu1ente carcaJ

Aes de tipo finito.
algebras que poseen

. ,PA ":' o

Sea ahora B. = A[Ig €B Ig)

B = kQ’/I’ con @'

Observamos que el A-méduloradPs = I,@J5no.es dir‘igido ya queel camino
Iy = N — L= Iy se factoriza a través de una sucesién de Auslander-Reiten .
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en I‘A, por. lo que (2z) no se satlsface siz = - 6. Ta.mblen tenemos que los
A-médulos I3, Ts pertenecen a una componente postproyectlva de 'y por lo,«
que Lampoco (1:::) se cumple= : : :

radPg = MéBIs,notemos que I5 es un mdédulo inyectivo sobre esta dlgebra,
que al ser’de tipo de representacién infinito, posee una infinidad de médulos
X, tales que X(5). = Hom(X,I;) # 0, porlo que I5 tiene una cantidad
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infinita de predecesores, con lo que no puede pertenecer a Po.

Fijémonos ahora en el carcaj = . 4.

ec m de una. componente
der-Relten de un algebra

y donde I es C o'po los cammos de ]ongxtud 2

Aqui, si aphcamos el ‘criterio para el vértice l obtenemos dos subgraﬁcas que
poseen componente: postproyectwa cada una, donde para el vertn_c elegldo .
z = 1 se cumple’ (1.'1:) ‘ :
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Podemos esquematizar [',:

ZANVZAN

AT

Observacwn Sea B
A = B[M)con:M::
no se puede conclulr que I‘,{

P, es mescmdxble y pertenece a esta. componente y
por tanto se sa.tlsfa.ce (2:c) para z =:2. Sin embargo 1",1 no tlene componente
postproyectlva :
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7. Construccmn de las Componentes
* Postproyectivas en I‘A R

En la secc10n anter ;. imos cc IldlClOl’lGS necesanas y suﬁcmntes para la '

proyectxva znfznzta de I'y.

Consnderemos una seccion. S en P, tal que sea un
-por’ t;a.nto ma.x1ma.] Sea.n 515704550 las componente
subcategona plen de’'A deﬁmda. por los 'ert ces

es un algebra L:lteada que tlene a S; como una rebanada en una componente
postproyectlva De ]a mlsma manera., el algebra

B;j:ﬂndA( | Py
" res(i)usts)
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es también un algebra tilteada donde S;]1S; es una rcbana.da 1< 4,5 < r

yi#jg. Sea. H = kQ un 4lgebra hereditaria con un modu]o de tilteo iy T, -

ta] que: B._7 = DndA(I‘), entonces, Q7 = S;[[S;’ y H "*HlI_IHg donde"
H; = LQ‘ es un a.lgebra hereditaria conexa tal que Q = Sii1 =

Por Ioanterxor, tenemos que B;; = B; I_IBJ' y B = [_[-_ B;

Que losﬁQ, ‘son'subcarca,_]es convexos se s:gue de que Q"”
seccién-(ver 4‘2 y 4: 3) . :

= S;"y'fS',.-,ies una

0

Sean T, - -, T4 los vértices'de.S;'y

Tl _.'@T(')

i=1

Entonces H;'= ':EndA(T( )) es un a.lgebra hereditaria, conexa y de tlpo de
representamon infinito; escribimos H; = k@; donde @; = 5F es un carcaj -
que 10 es Dynkm C0n51deremos la isometria: Sl

i 1 Ko(B;) — Ko(H)

dler—-»(dzmkHomB (T, x) - dimkEu},’.(Tff X))

Ademas si 'p‘ >Tles el radxo espectra.l de la matmz de Cox er B, tenemos 2

P; s'i"y'_ sélo 7 ,J.dme))n < 0
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Demostraclon Como sabemos, el modulo de tilteo T() define una teorfa
de torsién (}' G) en modp,. Observemos que los médulos libres de torsién
(i.e. en F) pertenecen a la componente postproyectiva P; de I's,. Ademds,
Jlos médulos de la forma Hompg, (T, X) con’ Xy € G N P; son los vértices de
la componente postproyectiva C; de I‘” TR .

=)}SiX eP;, dlstmgmrcmos 2 p051b111dadcs

)8 XegG:

, lo“_‘qﬁe, aplicando el resultado
(‘~ 10i(dimX)}y; < 0
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modu]o mescmdlble X pertenece a P si y soJo st una de Jas siguientes condi-
ciones valcn '

, 1) f(dme) >o

Prlmero daremos la eﬁmcnqn exphcn,a de fyg Sea'_~ Jla suma ‘direg:t\a,_de

Tg;, por lo que tenemos quev.(
pero notemos que, por la man

(o7 (i), dlm/\)

entonces g(dme) < 0
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=) St f(dimX) > 0, X es un predecesor de algt’m 1; E Py por tantoX eP.

St f(dimX) =0y g(dlmX) <0, entonces X es.un B—modu]o y podemos
aplicar el ]erna. 7. 2

" [m}
Sea A= kQ/I un algebra de dimensién finita y Qo = {1,2,- n} ”e‘lr conjunto
de vertlces de Q L : o

El~51gu1ente desarkrol‘lo, es un proceso inductivo para construir una compo-
nente-postproyectiva, comenzando por respondernos si un’ A-médulo proyec-
tivd"simp]e "P.:(esto es, = es un pozo en Q), pertenece o no; a alguna com-
ponente postproyectlva o

De hecho empezamos con Py = {dim#F,} y a partir de el, deﬁnlmos inducti-
vamente un procedimiento para construir un nuevo conjunto P,y C-/y(A)
a’ pa.rtlr de P C7Ku(A). El procedimiento puede fallar, lo que significard
que P,.H no' esta definido, en este caso, el procedimiento para e indica que
P.no pertenece a‘una componente postproyectiva. En otro-caso; el proceso
contmua. Para. explicar el desarrollo de este proceso, necesxta.mos ﬁ_]ar alguna '
notacmn que no hemos utilizado hasta ahora: : :

Consxde:_emos A =j kQ /I como al principio.. Para cadai,vérﬁ;‘ice‘ i EQO, sea’

1) tal que j ~ 7 si

donde suc(L) denota a.l con_;

al que existe un camino .
orxentado de a]gun l € L az S

Supovngamos que l 2 S8 (< t ) son. xepresentantes de. las c]ases de eqm-
yalén’cia{f{l,2,‘ t }/ . ; o g L
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Fijamos M := max{dimJ;, dimy R : 1 <i<n, 1< 5 <)

algni € Qo, 1 <

mos: deﬁmdobal prm—
‘Sea: S() el sxgulente‘

En este caso, con51 er : 1
cipio de la. seccxon 3 Todos los R()
con_]unto : -

At-mbdulos.

I’Vyfesv,pfdyevct' o simple} -

|-—1

S(') = {y € U suc(suppR( )) i
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ey . ~

) ; .
Fluvia ol b uk

T &mz&m

y € St quiere decir que y-es un pozo del carcaj @’ correspondxente al dlgebra
A, Como Q' ticne menos de n vértices (a'lo mas tiene n — 1),  nuestro
algorltmo puede dec1d1r cuando, [*) cuando no, Py con z € S() v1ve en una

C, . Usando en Pste caso las funcionales. f yg ‘ﬁmdas" =
al i 1mc1o, podemos decxdxr cuando R, 1<:<¢ esta en alguna Ci -

Si P,y estd definido decimos que-el procedimiento es exitoso en el paso s.
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Y si esto pasa, es fdcil ver, teniendo en cuenta la definicidn de A’y de médulo-
dmgxdo, que P,y (por la manera de construirlo) cumple con a), b), c) como
se requ1ere —

El snguxente teorema es 1mportante ya que establece cotas en el’ umero de o

Antes: de proba lo' incisos restantes veamos una alrma.c:on que nos facxht.a
su demostracmn " : : : .
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Suponga.mos que P esta. deﬁmda. y conslderemos ]a. secc10n S(’) esLo es,

S(‘) = {y/ y€E. P, y ta] que y no es myectxvo, dlmele ¢ P }

Afirmacién

vértices (:z r) para. s € Si; 7 € N, flechas’ (:z: T)
cada ﬂecha. z<=ryen Sy Lraslamon r(z r) =

por lo. que.- par
Dntonces S no

Lo a.ntenor auna que’
00-seccion comp]eta y con esLo,

PSH = P,U {dlmm X/ XesY 0<ig}vi>o.
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Entonces el conJunto de modulos {3/:9 € Use P,} forma. una’ componente
postproyectlva. de FA _,sto prueba la a.ﬁrmacxon e

Ahora; pa.ra ‘mostrar el inciso a), supongamos‘ que P esta deﬁmda‘para.

algun 7€ Qo (esto quiere decir que,
6 bien, se “abre” si Y = R’))

El inciso b) esribnyﬁ‘le&;l’at‘;‘é‘déla,'aﬁfma,cién y:elfi}nt:iso,a.), "
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8. Exi-stencia de Componentes
Postproyecj‘tiVas para Algebras Tilteadas

Aqui se presenta. una. ueva demostracwn de la existencia de componentes
postproyectivas. para algebras tilteadas, la cual utiliza el criterio que hemos
desarrollado:en’: eccxones antemores La demostracxon original se puede en-
contrar’ en 1) :

secclon 1)

(10, 4. 1' (6)]
Por lo tanto, X € C

(Analogamente, obtenemos que si Y € X (T) entonces Y € ’R)
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8.2.— Proposncmn Si A es un dlgebra tllteada, entonces P, E ,C V z E :
Qo: Dua.lmente,[ E'R. V:z:er R : :

Demostracxon
Manteniendq la' notacién de la demostracién dytwa",(S.‘l‘, fénembs'. i

¥ T:, tenemos que

Sea® A un’ algebra tlltea.da, entonces todo camino que:
dulo mescmdlble 1nyect1vo I 0 termma en un proyectlvo

Sea C: la. componente de Jconex:on de I‘A, esto es, una’ componente dmglda.
tal que ex1ste S= ZD(H H) secc10n mpleta. en C (Esta seccién ex1ste, ya

S es tal que Vi E Qo, eI cammo P, ¥ I se fa.ctonza a tra.ves de S.

Con lo anterlor, y como ex1ste un camino de I a Py existen Y1 y Y2 € Stal que
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ha.y caminos de P a Yl y de }2 a 1,, tendnamos por tanto, Y2 ot I -< P < YI:

mos f; : M - M.,. en F(T) tales que

> M, E"SMI
[ a

Entonces tenemos que Mo LN M1
(T) mis precxsamente
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a) Si H es mansa, I"H‘,tien{e’ la forma:

postproyectlva, T denota. la. componente tegula.r,
componentes tubulares y donde I es’ la componente

donde P es la. ‘comp
en este caso formad

Primer caso: My,
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Sea S = S| (—v]t{,), un@ séécién (dé ‘Hiécllb brbbambé que, es una r'eb‘:-m'ada).

Sea Mo ' I la. mclusx_o
un modulo smcgro P ble

e’ Mo en ‘su capsula. myectxva. Como S contlene
: 'nte no mescmdxble), Hom(S I) 7é 0'para todo

Sea S = S(M, =). Tenemos que ex1ste P EP tal que Hom(P Mt) 79 0, por
lo que, analogamente a.l caso, a.nterxor :

y entonces ex1ste Y € S tal que Mo — Y — Mt, con Mo LY un morﬁsmo en
S por lo que es seccxonal y por tanto, dlstlnto de cero y ademas Y — M, ;é 0.

Tercer caso Mo, M, e T donde T es la componente regular
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a) §i H es mansa, My; M, estén en el mismo tubo (ya que estos son orto-
gonales). Tendrlamos entonces la SJgulenLe sxtuacxon o

Como Mo € Fl (T) X (T) que es cerrado bajo. sucesores, - tenemos que los
médulos Xl, X, “parti ;

de' tal forma. que Y estd
observa. en el diagrama,

donde /\ > O y+ > 0 y p es el radlo espectra.l de la ma.trlz de Coxeter :
asociada a H. - = e
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Con esto tenemos que

De manera completamente a.néloga. al’ caso anterior, podemos encontrar Y,
tal que tenemos el siguiente camino My — M <~ Y — M,, donde todos
los morfismos son dlstmtos de ceto, por lo que tenemos entonces morﬁsmos

Como Ml'(;'é R(B), existe‘uﬁ' su@éébr dt_a Ml', Y,talque iding > 1, tenerhps
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entonces. la siguiente situacién-para algiin vértice & de B:

MU , ‘
\"P“, MY\ /'.r;'bff\_‘.i %

dlagrama

Como ¥V ¢ 'R(A) éntf‘)fnqés' 7 € C(A) y entthé’ pdzm,; Z < ;1. . Con lo
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anterior, tenemos la siguiente sucesién exacta:
0 Ml —+P,—Z—0
con MY proyectivo

—— o UMW)

e Ua (M)

i

‘z_ ) '. K Ham (;M:_MA);'

Pero enténces,fM{‘,,G)A M M con Io que M2 es un sumando dlrecto de
1 y por lo tanto M es’ ivo. Y L -

Hacemos Ia demostracién por mduccwn en el numero de vertlces de: Q

-) Sl n= 1 no hay nada que probar

Supongamos que para. todas las dlgebras tilteadas con menos de n vertlccs en
su carcaj asocxa.do, se cumple la existencia de componentes postproyectlvas ’
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-) Ahora, sea A un algebra tllteada. con n modulos mmpleskhasta. 1somorﬁsmo
(i e. Q tlene n,,vertlces) Sea ac€ Qo un’ vertlce de Q. Sianoes una. fuente,




confyg morﬁsmos dlstmtos de cero

Como M ¢ P;y podemos fa.ctorxza.r g a traves de una ca.ntldad mﬁmta. de
modulos y para cada n €N, obtene s una cadena. de morﬁsmos Jrreduclbles

Con lo anterlor, podemos encontr un’ B1 modulo proyectlvo nescmdlble P
tal que HomB, (P TB,M2) 5£ 0 y que P este contemdo en: una Componente




postproyectiva P;. . -

debldo a qﬁe

)3

P, Entonc&s, para cada T > l exxste una cadena de morﬁsmos 1rreduc1bles
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(recordemos que f” se factoriza a través de una:caﬁtidéd infinita de médulos)
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Consideremos S(M{ —) una seccién.de P; en'T'g,.

.S’(M' —).: Procediendo de manera sxmllar'qu : 'encon; :
tramos X E S(M' —») tal que zdzmAX : gt

que -rX' E S(M'

otemos que’ zdzm'r/\ »

Supongamq‘ ahora que:si‘hay "algtin~sucesor propio. de .S(M; —»)."yql‘.\é‘e_s
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proyectivo. Coﬁsiderexhqs ahora, L= S(— P):

Notemos 2cosas

Por la proposxcxonﬁ
nal (o se puede
r'de 75, Entonces

Sea 0 75 g M — I con I la capsula myectlva de MY
8.3, cualqux camino de un inyectivo a un proyectlvo € '
refinar a a uno seccxona.l), tenemos que J no es un predece:
hay un morﬁsmo no cero de M{ a un mescmdxbl

Observe quefcualquier Y € 72 tiene idz'm);Y: 2

Con lo que tenemos probado lo que aﬁrmamos

Por la aﬁrmaclon :anterior, tenemos que exxsten morﬁsmos f .M] — /\ vy
g: M2—~»Ycon zdzm)\ = 2 § : g ;
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Xes proyect1
una cadena
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Supongamos que | ara Al 4 M " suma.ndos dn:ectos de M ex1ste un cammo
1 1y

que se factorlza a traves de una suceswn de Ausla.nder-Relten esto es, ha.y

un cammo no ‘se cxo' al. de Ml ; L

Considere un‘,camin com erila,iﬁgl’;f

de los Yl,Yg, Y .es’ proyectlvo entonces encontra.mos un camino’ )
= T8M?", por 8.4, hay un camino. o i

(k2 1 — fp,)?"donde
p1 : ,' A proyecc1on Con lo anterlor, tenemos que pdzmAX =

Supongamos que gf -,é 0 y consndelcmos )] (—) M1 ), por hxpotesls All es
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un predecesor de TE con lo que g f se factoriza a traves de 1')3 en partncular,
exxste un modulo no. proyectlvo W tal que G T :

que" ,6 no es
mY 2y,

iii) Ez:t”(T.,,,T‘ ) == O (por ser T de tllteo)
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iv) Ty, no es inyectivo (T no tiene sumandos inyectivos) :

Definimos-~

+1;"” .

A = EndH(Tl) es heredltarla., pues los modulos inyectivos 111;:3cmd1bles de .
H viven en’'una sola seccién 5 y End(@sESS) es. heledltarla S
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Sea Ty} = T:,GBTI,GB @Tz,iy Tx.j—,- Ta.-.@ @Tz.$ @Tz.

Podemos sup')ner que tenemos los ,vertlces :z:l,:cg, ,.'z:_, ‘ordenados de tal

Sabemos que’ como’'A es tllteada., existe un Vcomponente de ¢ conexmn C en:
Ty, esta. componente es dmglda y conexa. % eden OCUI‘I‘II‘ 2 cosas:.
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a) Que C sea componente postproyectlva en I‘A y Lermmamos

b) Que C no sea.‘ componente postproyectlva

I
-5

Po es una componente postproyectxva de I‘Ao Como los sumandos de Ty son
myectxvos en H 'y por tanto en una misma seccxon, (por tanto, > 77 es una
seccién también), como ademas, no hay morfismos de ETI hama ’Po, tenemos
que P; es una componente postproyect.xva en I‘A

(=]
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