
MEXICO, U. f . ACC.S1H DE 93(.5 

P R E 5 E N T A 

GERARD 	ul': FtiyAs 	LECHUGA 

-74.•?1 
1.11 

t• «31411  

 

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOM 
DE MEXICO 

 

 

FACULTAD DE CIENCIAS 

 

ITERACIONES, DESARROLLO Y DIVERSIDAD .  

( PROPUESTAS DE MATEMATIZACION EN 

BIOLOGIA ) 

T E S 1 S 
OUE PARA OBTENER EL TITULO DE: 

B I O L O G O 

FALLA DE ORiGEtsi 



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



Suplente 	 Dra. 

Suplente 

CLAUDIA pmjá,ÁriblAcfgotR9 VI DES 	C O 

M. en C. MAR I A DE fitillitreft ESTEVA PERALTA "I'" 
411 1:ni 

VNIVLID~iDAD NAgotol 
A'f)14'MA DL 

MLXICp 

M. en C. Virginia Abrín Batule 
Jefe de la División de Estudios Profesionales de la 
Facultad de Ciencias 
Presente 

Comunicamos a usted que hemos revisado el trabajo de Tesis: 

ITERACIONES, DESARROLLO Y DIVERSIDAD. (PROPUESTAS DE MATEMAT I ZAC ION 
EN 	I OLOG I A) 

realizado por 	GERARDO R I VAS LECHUGA 

con número de cuenta 8 7 235146- 9 , pasante de la carrera de BIOLOGIA 

Dicho trabajo cuenta con nuestro voto aprobatorio. 

Atentamente 

Director de Tesis 	M. en C. 	GUILLERMO GOMEZ ALCARAZ 

Propietario 

Propietario 	 Dr. JORGE GONZALEZ GONZALEZ 

Propietario 	 Dra. DEN I CLAUDIA RODRIGUEZ VARGAS 

AL-E.JAÑdRb"o 	T JUEZ MENA 
COORDINACION GENERAL 

DE BIOLOGIA 



ITERACIONES, DESARROLLO Y 
DIVERSIDAD. 

(PROPUESTAS DE 
MATEMATIZACIÓN EN BIOLOGÍA) 



Contenido 

1 Introducción. Las Propuestas de Matematización en Biología 	1 

2 Análisis de modelos de crecimiento a partir de iteración de fun- 
ciones. 	 8 
Modelos de crecimiento poblarivnal.  	8 

Modelo de Xlalthus.  	8 
Concepto de funciones iteradas 	 11 
Dinámica del modelo de Malthus 	  

Usu del Programa DERIVE 	18 
Modelo de Von Bertalanify.  	19 
Dinámica del modelo de Bertalanify.  	21 
Modelo de Verlhust u Logístico 	 
Modelos de interacción para dos especies 	25 

3 Aplicación de los sistemas Lindenrnayer en Botánica. 	 27 
Simulación y arquitectura 	27 
Los sistemas Lindemnayer 	27 
Un ejemplo con la Curva de Kuch.  	29 
Simulación de diferentes tipos de crecimiento en plantas.  	36 
Simulación del crecimiento clima' de liestr•ychia radicares 	38 

Primera alternativa simulación.  	39 
Segunda alternativa de simulación.  	43 

Dimensión fractal de Bustrychia radicans.  	48 
Simulación del crecimiento, dorsal de nostrychia calliptcra.  	51 

4 Aspectos matemáticos en biología del desarrollo animal. 	57 
Morfología y Sistemática Animal 	57 
Biología del desarrollo en animales.  	61 
Patrones de segmentación 	63 
Simulación de patrones de segmentación 	65 

Sistemas-L en la simulación de la segmentación 	 66 
Sistemas-L bidimensionales.  	66 
Sistemas-L tridimensionales 	67 
Programa en sistemas-L de la segmentación holoblástica ra- 

dial. 	  68 
Simulación en el Programa EVOLVER 	  69 

Aspectos matemáticos de la forma biológica  	82 
Estructura celular de la forma biológica.  	86 
Tipos de tejidos biológicos  	89 

Superficies mínimas.  	90 



CONTENIDO 

5 Maternatización de conceptos biológicos a partir de la Teoría de 
invariantes. 	 96 
Un ejemplo con lugares geométricos.  	96 
La geometría a partir de las nociones de invariante y grupo.  	97 
Entidades y unidades en el ámbito untológiru-epistemulógicu.  	99 
El concepto de Diversidad en Biología, 	  102 
Variables aleatorias en la simulación de unidades de conocimiento. 	103 
Medidas de dispersión de una variable aleatoria 	  108 
Diversidad de una variable aleatoria. 	  112 
Diversidad y unidades partículares del conocimiento. 	  114 
Glosario de confrontación. 	  116 

Variable aleatoria. 	  116 
Atributo. 	  117 
Variable aleatoria vectorial. 	  117 

	

Esperanza matemática    117 

	

Conclusiones y Perspectivas    117 
Soluciones de los modelos de crecimiento poblacional 	  123 

Modelo de AIalthus. 	  123 
Modelo de Von Bertalanffy. 	  124 
Modelo Logístico 	   125 

	

Gramáticas de Chomsky    127 
Estimación de parámetros por mínimos cuadrados. 	  128 
Definición de Variedad n-dimensional. 	 1'31 
Programas en EVOLVER. para los patrones ele segmentación. 	 131 
Construcción del Catenuide 	  145 



pRE FA C 10 

El desarrollo y conformación de la Biomatemática corno disciplina científica, 
ha sido menos significativo, en comparación con otras áreas interdisciplinarias 
como es el caso de la Biofísisca o bien de la Bioquímica. 

Una de las cauasa más factibles de lo anterior, es la problematica de la con-
cepción y estudio de la Matemática misma, que al utilizarla como una simple 
herramienta, se descarta frecuentemente su filosofía y el papael que puede de-
sempeñar en el proceso del conocimiento. 

Tradicionalmente se concibe dentro de la Biomatemática a aquellos proce 
Jiinientos y artificios matemáticos aplicados a una previa reducción del fenómeno 
biológico a un proceso físico, por ejemplo el interpretar a la célula a partir de 
potenciales de acción, como un sistema termodinámico o bien como un sistema de 
cinéticas químicas; este tipo de matemática corresponde generalmente al Cálculo 
Diferencial e Integral o bien las Ecuaciones Diferenciales que históricamente se 
han desarrollado paralelamente con la Física. 

Recientemente se ha tratado de entender a la Biomatemática no como una 
disciplina reduccionista, diversas escuelas han propuesto otras alternativas a las 
clásicas. 

Pur todo lo mencionado acteriortnente surge la inquietud de emplear un tipo 
de Biomaternática que permita tener un panorama más amplio y.  acorde a las 
necesidades de la Biología. 

Asimismo la finalidad del presente trabajo es proponer otras alternativas de 
matematización en Biología, desde un punto de vista didáctico, episternológico y 
también de la simulación. 

El presente trabajo está estructurado en cinco capítulos. El primero, a manera 
de introducción, es el planteamiento general del trabajo como una serie de pro -

puestas de matematización en Biología en los ámbitos ontológico, epist.emológico y 
metodológico. 

El segundo capítulo es una visión general del uso de las funciones iteradas 
como instrumento de modelación en ecología de poblaciones. Asimismo el tercer 
capítulo toma también el concepto de iteración para la simulación de la morfología 
y crecimiento en vegetales, dichos capítulos son el resultado de las experiencias 
de los cursos de Matemáticas Generales para Biólogos en la Facultad de Ciencias, 
UNAM y del trabajo interdisciplinario con personal del Laboratorio de Ficología 
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de la misma institución. 

El cuarto capítulo es una serie de ideas para el estudio de la Biología del 
Desarrollo a partir de una instrumentación matemática no clásica, además, de 
establecer modalidades de simulación para la etapa de la segmentación; de igual 
forma se establecen líneas abiertas de investigación en estas áreas 

El quinto capítulo confronta por un lado una teoría del conocimiento (Teoría 
de los Procesos Alterados, González-González, 1992) útil en el procesamiento in-
tegral del conocimiento biológico, y por otro lado una Teoría unificadora de la 
conceptualización de los distintos tipos de geometrías (Teoría de Invariantes, F. 
Klein, 1872). De esta interrelación se introduce una propuesta de matematizar 
conceptos biológicos y en especial se toma como ejemplo el concepto de diversidad. 

El autor agradece al personal del Laboratorio de Visualización de Imágenes y 
Objetos Geométricos del Departamento de Matemáticas de la Facultad de Ciencias 
de la UNAM, donde fue realizado el presente trabajo, en especial a José Luis 
Torres, Héctor Miguel Cejudo y Ruslán Gómez por la asesoria y ayuda en la 
re...lización de los programas y de las visualizaciones, y desde luego a Guillermo 
Gómez Alcaraz por su valiosa asesoria. 



Capítulo 1 

Introducción. Las Propuestas de 
Matematización en Biología 

Usualmente todo trabajo como científico, debe estructurarse dentro de la pro -

puesta del Método Científico. 

Dicho método a servido como punto de referencia para realizar, y en muchas 

ocasiones para evaluar, las actividades que desempeñan los científicos, Además 

didácticamente ha sido un marro cuntextual importante en la enseñanza de las 

ciencias y por lo tanto seguir los pasos de dicho método garantiza que la investi-

gación que uno realiza tiene la ceteguria de un trabajo científico. 

Lo anterior es tina idea que gracias a la formación que recibimos en el bachilk -
rato y en la licenciatura nos facilita :in mundo de cosas, pero a su vez nos lleva a 
contradicciones que consisten en no poder colocar u valorar el trabajo desarrollado 

dentro de los esquemas del Método ciéntifico, como es el caso del presente trabajo. 

Pudría sugerirse de antetnano la falta de exp'eriment ación, parte fundamenta! 

en dicho método, pero se tiene que considerar que la gran mayorídel tra' ajo a que 
se hace en Biología no necesariamente corresponde a áreas corno la Bioquímica o 
la Fisiología donde es muy frecuente el uso de la experimentación. sino que e 

xiste la Taxonomía, la Evolución, la Biogeograf(a donde dicha experimentación no 
necesariamente se lleva a cabo; además en este trabajo de tesis la parte de las 

simulaciones llevan irnplicitamente la parte experimental en computadoras. 

Lo anterior conlleva a plantear el verdadero significado de experimento, el sig-
nificado que tiene el método, y desde luego lo que representa el quehacer científico. 

El quehacer científico es una práctica y tina actividad social, es también, el 

criterio de alteración que sufren los objetos de estudio, es lo que convierte a un 
proceso transformado en un proceso alterado??. 

Es dificil definir la ciencia la por su naturaleza, sin embargo, urna caracte 
rización lógica es posible a partir del objeto de estudio, a las intenciones y a la 
metodulogías empleadas en dicho estudio. 
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La Biología bajo esta concepción es un conjunto de disciplinas científicas, en-
tendiendo por una disciplina científica a la sectorización de la ciencia con base 
a los criterios antes mencionados, es decir, una disciplina esta delimitada por el 
objeto de estudio, por las intenciones y por las metodologías. 

Estos elementos son nociones concretas del quehacer o praxis científica, sin 
embargo el objeto de estudio está inmerso en un ámbito donde la concepción de la 
entidad a trabajar es fundamental; la intención se encuentra en un ámbito donde 
existe la vinculación entre el objeto de estudio, la concepción de este y la praxis, 
finalmente las metodologías es el conjunto de procedimientos especificos inmer-
sos en un ámbito distinto a los anteriores pero que estan intimamente relacionados. 

Los tres ámbitos o universos a los que se referie el párrafo anterior son: el 
ontológico, el epist.cmobígico y el inetodológico respectivamente y son a su vez los 
marcos de referencia para la concepción de los proyectos de investigación. 

Asimismo los proyectos de investigación deben concebirse a partir de tres con-
textos: de las nociones (concreto), de los conceptos (psendoconcreto) y de las 
categorias (abstracto), conformando asi el siguiente esquemas. 

Ontológico Epistemolúgico Metulógico 
Abstracto 

Pseudocuncreto 
Concreto 

Los componentes que quedarían en dicho cuadro son los elementos que inte-
gran a un proyecto de investigación: 

Ontológico Epistemulógico Metodológico 
Abs. concepción de la realidad incremento de significado concepción del método 
Pseu. construcción confrontación innovación 
Cona objeto intención procedimientos 

Aquí la confrontación toma un papel muy importante ya que en esta etapa 
es donde se conforman los modelos y patrones; se describe, explica y predice la 
transformación de entidades en los distintos espacios-tiempos (eventos), es decir, 
la confrontación es el elemento que caracteriza a las disciplinas ciéntificas, ya que 
el ser "científica" no se lo da la búsqueda de concensos sino la confrontación como 



método, como intención y corno concepción. 

Cabe mencionar que un proyecto de investigación no esta asignado a una iínica 
disciplina, de hecho puede ser interdisciplinario. es decir, con objeto de estudio 
coman o troiltidiseiphrutrio, u sea, con intenciones comunes.  

El raso particular de este trabajo, es un ejemplo de trabajo interdisciplinario 
y multidisciplinario a la vez con los siguientes elementos: 



EpisTEmotAolco 	 ME ODOLOGICO UNTO LOC ICO 
Concepción de lus 
procesos biológicos 
como procesos altera-
dos y transformados 
por el conocimient o.  

Elaboración de unida-
des de conocimiento 
cuto instrnnvento  
epistemológico. Ma-
temotizarh'm de dichos 
iirocesus y realidades 
como una alternativa 
paralela de contwi-
inient, ,. 

ha modeloción de los tipos de crecimiento 
son sureptibles de analizat se y e,incebit se 
con ideas análogas en sistemas dinámicos 
discretos. La mutfología animal a través de 
su desarrollo es posible interpretarla con 
diversas orientaciones de la geometría de 
vaiiedades bidimensiunales. desde 1 as su-
perficies mínimas hasta invariames topoló-
giros. Las unidades rie runurinijenh) go-

nevada:,  a pai t ir de lo concepción de Fico-
flora Dinámica se pueden interpretar C11-

111() madalidades de variables aleatorias 
asimismo la eunformación de la Diversidad 
como un tipo de geometría. 

La materna-
t ización de 
conceptos y 
principios 
hiolOgicos a 
romo vi11ri do  

di' riMtingil 

ciinflUllt a-
ción en am-
bas áreas del 
conocimiento 
pasando de 
una a otra y 
viceversa 

A 
13 

T 
5 
A 
C 

() 

ONTOLOGICO I ITISTENIOLOWCO 
Las reglas de ereci- 	Las simulaciones sil pille( i- 
miento en IoH mude ras en un conteyto didáctico 

tico y Cl.>1110 illprUXinlark>11 a 
la realidad es buena ya que 
san susceptibles a modificar-
se para mejoras. En la inter-
pretación de la morfología y 
desarrollo animal. es necesa-
rio un mejor estudio para en-
contrar mejores transforma-
mariunes geométricas. La 
Diversidad vista como un ti-
po de Geometría resulta un 
buen ejemplo de maternatiza-
ción en un ámbito teórico 
epistemológico pero resulta 
muy impractiro en itn con-
texto inerocklógiro. 

NIETODOLOGICO 
Nuevas alternativas en la en-
se:lanza de las matemáticas 
para Biólogos en temas de: 
-triodelación, sitrittlarii;n, 
ecuaciones en diferencias, 
álgebra, geometría. pro-
gramación y probabilidad 
Perspectivas de investigación 
en áreas mino, 
-taxonomía, sisteititil ira 
y clasificación. 
-complejirlad morfológica 
y ecofisiología. 
-biología del desarrollo 
animal y vegetal. 
-biología computacional. 
-epistemología de la bio-
matemát 
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D 
o 

O 

e 

E 

o 

los arquirectónico,, 
y en patrones de 
segmentación son 
reglas gramaticales 
de un sistema de 
reescritm a en para-
lelo. Los comport,i-
mientos en veloci-
dades de crecimien-
to de poblaciones 
y organismos están 
dados por la esta-
bilidad y periodici-
dad en los puntos 
de sus dinámicas 



ONTOLÓGI 
C Procesos 
O biológicos 
N que no han 
C sido trans-
R formados 
E por el co-
T nocimiento: 
O desarrollo 

ontogenéti-
co y el 
conjunto 
de dife-
rentes ma-
nifestacio-
nes de los 
seres vivos 

EPISTEW)LÓGIC 
Implementación 
de propuestas de 
matetización de 
conceptos y prin-
cipios biológicos 
con fines didácti-
cos y de investi-
gación inter y mul-
tidisciplinaria. Rea 
lización de simula-
ciones a partir de 
la idea de iteración 
y sisterm.s dinámi-
cos discretos y-
con la ayuda de 
paquetes compu-
tacionales. 

o 

METODOLÓGICO 
Uso de paquetes computacionales en: 
-cálculo de órbitas bajo funciones iteradas 
-representación gráfica de órbitas 
-representaciones tipo de sistemas-1, 
-ilustración de iteraciones en sistemas-L 
-representación y procesamiento de objetos 
a partir de listados de vértices, caras y aristas 
-iteración de superficies en espacios tridimen-
sionales 
-visualización y animación de objetos 
Análisis e interrelación de los siguientes 
conceptos biológicos y matemáticos: 
-crecimiento, interacción, mol fología, arqui-
tectura, desarrollo, segmentación, diversidad, 
biota, TOPE, unidades merísticas, luípticas y 
holísticas. 
-relación, función, funcional, iteración, órbita, su 
perficie, variedad, variable aleatoria e invariante 
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En el presente trabajo la finalidad es elaborar propuestas de matematización a 
partir de tres distintos enfoques, utilizando las conceptos de iteración en Matemáticas 
y de desarrollo y diversidad en Biología. 

Dichas propuestas de matematización además de servir corno alternativas 
didácticas en la enseñanza de las matemáticas para Biólogos. pretenden construir 
entre la matemática y la Biología un continuo vínculo de confrontación, el cual 
está ubicado en un ámbito cpisternológico y con un criterio de análisis psendocon-
creto. 

En la confrontación de ambas áreas del conocimiento se deben considerar tanto 
sus fundamentos y principios como sus metodologías y procedimientos. De aquí 
la importancia de utilizar a las matemáticas como un medio de razonamiento, 
susceptible de generar un mayor conocimiento y no solo la obtención de valores 
numéricos "estáticos" o resultados establecidos por reglas de decisión utilizadas 
en inferencia estadística. 

De igual manera es importante considerar en los procesos biológicos su ron-
textualización y delimitación corno nociones, corno conceptos y como catcyorias 
que a su vez corresponden a los criterios de análisis abstracto , pseudocuncreto y 
concreto respectivamente. 

letociológicamente la maternal ización debe concebirse como el - paso de la 
Biología a la Matemática y viceversa, es decir, que una vez establecido el ob-
jeto de est lidio, en este raso cualquier proceso biológico, debe decidirse el tipo de 
matemática a emplear en dicha matematización. Establecido lo anterior se "re-
gresa.' a la Biología para encontrar las relaciones y la contextitalización del proceso 
ya materna t izado para obtener un incremento de significado, el cual a su vez. está 
inmerso en un ámbito epistemológieo bajo un criterio de análisis abstracto. 

Este inri enient o de significado. permite qiie de nuevo se regrese a la inatemática 
para encont rar o bien para plantear la elaboración de nuevas herramientas o  
conceptualizaciones matenniticas cinc se relacionen con lo encontrado en la con-
frunt ación. 

Ijart icid atinente en el presente t rabajo, la mut ivación son los pro,.esos biológicos 
en  individuos  (modelos  arqu it cc:únicos  de macroalgas y en talla de peces). eli <ir- 
gan/si/m.5 	 ontólienetico en animales). en las pobiactoors (ruil y sin 
limitación de recursos y condiciones) y en especie .s (con las aproxima( iones pro -

puestas en la concepción de l'icono' a dinámica); de manera análoga la motivación 
matermítica consistió en eil.plear las ideas en SISICIIINS 	 rh,ercloN y el 
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definiuio!1 de 9 ,  ene 117 .'1  a pu tir de la nurkin de ia ' ,ara u. 

E, 41 caso de 1,„ modelos de  crecimiento. tanto de individuos corno de pobla-

ciones. se in oponen modalidades de enseñanza utilizando la idea de iteración 

ea (1(3(.11 la función compuest a  1onsigo misma, con lo  cual se puede obtener un 

panorama de análisis cualitativo suceptible de ser explotado para modelos más 
elaborados que involucren in, mayor número de variables, como es el caso de los 
modelos de int eraceión entre dos O más especies. 

Un caso más especifico de la utilidad de las iteraciones. es interpretarla romo 

lliStenhu, de reescrittlra que permi t el! la simulación y representación del crecimiento 
en plantas, 	caso de dos especies de macrualgas matizias. con lo cual se deja 

abiert otra línea de investigación que no solo sirva pala estudios morfológicos 

sino tainbiin ecológicos corno los relacionados con la ocupación del espari u. 

Asimismo  se esbozan una serie de ideas diversas de la matemática para la 

biología del desarrollo en animales. la mención de los espacios de tolerancia romo 

filma de percepción de las formas y la plasticidad del concepto de variedad bidi-

mensional en la represntación de superficies sun tan sulu ejemplos de líneas de 

investigación propuestas que en este trabajo no se desarrollan sino que solo se 
planteare 

El concebir y entender a la gcountría no sólo corno un área de la matemática, 
sino romo un aparato formal y con una estructura propia, permite analizar e in-
terrelacionar las nociones de ion) Oen! e, es decir propiedades que no cambien ante 
Iltl grupo de transfoi !naciones que a su vez caracteriza a dicha geometría. 

Las entidades sobre las cuales opera el t ipu de geometría. mencionado ante-

riormente, usualmente son las figuras geométricas. en el caso de esto trabajo se 

proponen variables aletorias vectoriales que por un lado simulen a los seres vivas 

y por utru sirvan como elementos de una geometría cuya generalización permita 
definir matemáticamente conceptos biológicos, como es el caso de la diversidad de 

los seres vivos, vista bajo un ámbito de estudio como el propuesto en la Teoria de 
los Procesos Alterados mencionada en el Prefacio. 

Se pi esenta entonces una serie  de propuestas con el fin de ser ampliadas 
y modificadas de acuerdo a las necesidades de la Biolgia y desde luego de las 
matemáticas; la parte posteriin 2, este tt abajo es desarrollar los formalismos nece-

sarios para que tenga tina veracidad matemática adecuada para lograr asa tul mejor 
fortaleciento de 111111 lilopue'aa para la 	'matemática cuino disciplina científica. 



Capítulo 2 

Análisis de modelos de 
crecimiento a partir de iteración 

de funciones. 

Modelos de crecimiento poblacional. 

En el presente capítulo, la propuesta de maternatizarión tiene lata finalidad 
de tipo didáctico, resultado de la experiencia en los cursos de Matemáticas Ce - 

rterales (Matemáticas para 13iLílugus) que se imparte en la Facultad de Ciencias de 
la U\ AM. 

Modelo de Malthus. 

La motivación principal es la modelaríon de la int erpendenria de dos fetiOnienos 
cuino es el caso de la velocidad de crecimiento de una población con respecto al 
tamaño publaciunal. 

Se considera inicialmente a una población con recursos y condiciones ilimi-
tados, es decir, que tiene a disposición ilimitada todos los alimentos, nutrientes 
y espacio; de forma análoga está libre de depredadores y las condiciones am-
bientales sun las adecuadas para que no exista inconveniente en su crecinikitu. 
Desde luego ésta población representa un prototipo que en la realidad no existe, 
sin embargo, en condiciones naturales y en las primeras etapas del crecimiento 
de la población es posible obtener comportamientos parecidos a lo descrito an-
teriormente, y desde luego, los cult ivos de microorganismos (corno es el caso de 
bacterias) bajo condiciones de laboratorio, permiten estudiar paralelamente este 
comportamiento de crecimiento llamado cumunmente de tipo urponencial u bien 
de tipo Atallhus [23jen honor a uno de sus principales promotores. 

En un mundo, cuya iniciación y desarrollo del capitalismo estaba en pleno 
auge, las ideas propuestas por Malthus acerca del crecimiento geométrico de las 
poblaciones humanas en comparación a la obtención de recursos (principalmente 
alimenticios) de tipo aritmético, propició una justificación absurda de la flirt:ah - 

lidad de la existencia de guerras y epidemias que se presentaban en las zonas de 
invasión de los países capitalistas. 

8 
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Retomando la idea inicial, se establece que en una población con condiciones 
y recursos ilimitados, su velocidad de crecimiento es proporcional al tamaño de la 
población, es decir, entre más grande sea el número de bacterias en la población la 
velocidad de crecimiento de la población también crece; si se denota a 	como la 
velocidad y a N como el tamaño de la población, la relación de éstas dos entidades 
quedaría romo: 

rx N 

donde el símbolo o,: representa la proporcionalidad; más aún si se expresa mediante 
una igualdad a la expresión, quedaría como: 

V =, K • N 	 (2.1) 

donde la K es igual a la constante de proporcionalidad. 

Retomando a lo que representa a la velocidad , debe especificarse que ésta es 
instántanea como modelo continuamente dependiente del tiempo, por lo que se 
debe expresar como el límite de cociente de incrementos: 

lim 
N (t 

AJt.

l)  -- N (t) 
= K • N (t) 	 (2.2) 

át, 

o bién si este límite existe se utiliza el símbolo de la derivada: 

tIN(t) 
71T — = A • A.  (t) 	 (2.3) 

Este sería el modelo simbólico, sin embargo siguiendo este camino se intentaría 
encontrar la solución continua de la ecuación diferencial, f.”. decir, tomando como 
dato inicial: que el tamaño inicial de la población sea No  correspondiente a un 
tiempo inicial t o , no necesariamente igual a cero, por lo que la siguiente expresión 
representa a la ecuación diferencial con su condición inicial u pi.(iblerna de Catichy 
del modelo de Malthus: 

A' (to ) 	No  

cuya solución, es decir la expresión N = N (t), se obtiene por el método de varia-
bles separadas (ver Apéndice), la cual corresponde a N (t) = NocK (' 

La gráfica obtenida en el espacio A' (t) vs. t. ilustra la rapidez con que crece 
la variable tamaño de población en relación con el tiempo, en este raso A )  (el 
tamaño inicial de la población) = 1000 y 

K • N } 
(2,1) 



MODELOS DE CRECIMIENTO POBLACIONAL. 	 10 

500 

.4 

Regresando a la idea inicial de dependencia funcional se iterpretará a la 
derivada corno un cociente de incrementos antes del paso al límite para un At su-
ficientemente pequeño y se pudría considerar a la ecuación 5.41 corno la ecuación 
aproximada: 

N (t + át) -- N (I) 
= K 	(1) 	 (2.5) 

N (t. át) — N (t) = K • N (0) • á t 	 (2.6) 

N (1. + 	(K • N (I.) • it) + N (l.) 	 (2.7) 

A' (I + .W) = (1 + K • ,t.) • N (o) 	 (2.8) 

y pasando ahora a la variable discreta /. 	A' y sin perder generalidad a 
1. 

N„ 	= (1 + K) • N„ 	 (2.9) 

e introduciendo a m = 1 + 	: 

.f 1 = nt A',, 	 (2.10) 

que se puede redenotar por: 

y = mx 	 (2.11) 

donde idealmente se seguiría considerando que la y como la x toman valores reales 
positivos cualesquiera. La ecuación 2.11 representa una función líneal con orde-
nada al origen igual a cero y con pendiente igual a un. 
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Esta nueva expresión que representa una función lineal resulta más facil de 

manejar, por lo que se trabajará con la dinámica de dicha ecuación después de 
discutir uno de los conceptos fundamentales del presente trabajo y que se refiere 

a la iteración, 

Concepto de funciónes iteradas. 
Definicion Sean A y 13 dos conjuntos arbitrarios distintos al vado y sea A x 13 

el producto cartesiano de A con 13, es decir el conjunto de todas las posible parejas 
ordenadas obtenidas de juntar tin elemento de A con un elemento de 13, dicho en 
notación matemática: 

A Y: II ----, 	, b) laEA y bE 13} 

entonces, una relación 11 de A en /1 es cualquier subconjunto del producto carte-
siano 4 r. 13; es decir 1? C A :< 13 

Definicion Sean A y 11 conjuntos, tina función de A en 13 es una relación de 
A en /I (I? C A x Ii) si cumple que: 

i) Para todo elemento de .1 existe un sólo elemento de II tal que la pareja 
ordenada de estos dos elementos pertenece a la relación 

ii) El elemento b del conjunto 13 es único. 

en notación n'atemática queda cuino: 

1) (\,'41 	A) ( 	Pb 	II) 	t 	b) 
tu) 	 11 	(0.1,.,) ,, Íit 

NI it arVIII: 11 la 1,1r:tett:al 	una función de A en /I se  le (lenu t a  por; 
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: A ---, 13 

A es el dominio de la relación, B es el contraduminio de 1? y si a E A,a1 único 
elemento b E 13 tal que (a, b) G R, se denota como b = f (a) y entonces se dice 

que esta es la regla de correspondencia de la función. 

Definicion Sean f : A 	13 y g : /3 	C dos funciones. La composición 

de f y g es la nueva función g o f. Es decir, que si a E A. 

gof:A C 

(y o f)(9) g (f (a)) 

Definicion Sea / : A 	A una función, se dice que la iteración de f es 
una composición de f consigo misma. De manera análoga la n-ésitmt iteración es 
componer n veces a la función f consigo misma: 

fof:A--+A 	 (2.12) 

f o f (a) = f(f(a)) ----- f 2  (a) 
	

(2.13) 

fofa 	o f (a) = f (f • • • f (a)) 	f" (a) 	 (2.14) 

Una vez establecida la idea de iteración se regresa al la ecuación 2.11que 
representa la función lineal que simula al modelo de Malt bus. 

Dinámica del modelo de Maltims. 
Considerese la ecuación y 	0.23. O en cho tipo de notación, resaltando la 

idea de función a f (x) = 0.2x;y adicionalmente se establece a 3.0  como un valor 
fijo que está contenido en el dominio de la función, es decir en el eje de las x's. 
Entonces, el valor .ro  evaluado en la función original queda cuino: 

1 (l'o) 
	

0.210  

De manera que si 1-,e itera una vez a la función tomando turno plIntO de Partida 
al valor .yo  se obtiene 

(i)) - u.2.f (.1.0) 

sustit uyendo / (./b) por su valor quo os 0.2t'a se tiene; 
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lu que en la notación utilizada en 2..1.1 quedaría corno: 

f 2  (jr0) = 0.2(0.24) 	(0.2)2.ro = 0.0-1.ro  

De forma semejante se puede seguir iterando a al función con el valí 

f1 (.ro ) = 0.2(0.2 (0.24)) = (0,2)31  ro 	0.008.ro  

(l'o) = 0.2(0.2 (0.2 (0.2,r0))) 	(0.2)14 	0.0016,ro  

(•r)  (.ro) ,.rt 0.2(0.2 (0,2 (0.2 (0.2.ro)))) = (0.2)54 = 0.0006.14 

x()) 
	

0. 2(0.2 	(x0) .  • •)) 	(0.2rro 

Se puede observar que conforme aumenta el grado de la iteración, el valor 
obtenido en la función tiende a cero. 

Adicionalmente se interpretará gráficamente lo que sucede. El iterar a una 
función (o componerla coni.ago mistua) se realiza de la siguiente forma: 

Se toma un valor de partida im punto fijo, que pertenezca al dominio de la 

función 

una vez establecido el punto fijo :ro  de la función este se m'alma en la función, es 
decir, se levanta una línea perpendicular a la abscisa o eje de las x's con inicio en 
el punto fijo .ro  hasta tocar la recta (gráfica) de la función. 
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fu.) 
~ . uu 

estando en la gráfica de la función se traza una línea horizontal. paralela al eje 
de la abscisa y perpendicular al de la ordenada, hasta llegar al rontradominio 
de la función u sea al eje de las y's u ordenarla; lo hecho hasta ahora representa 
solamente el evaluar la función para un valor determinado, en este raso, para el 
punto fijo .ro. 

Obtenido el valor f (.ro) en la ordenada se lleva al rontradoininio de la función 
con el objeto de que al efectuar la iteración, es decir f (.1 (4)) ,la función no evahía 
;ro sino f (4), entonces como se menciono anteriormente, el valor f (4) se lleva 
al dominio de la función por medio de una porción de circunferencia generado 
por un radio cuyo origen se encuentra en la intersección de los dos ejes del plano 
cartesiano y cuyo tamaño es presisamente f (x0) por lo que la intersección de dicha 
circunferencia con el eje de las x's es una magnitud igual a f (.ro). 

  

  

Yp 

Una vez establecido en el dominio de la función el valor f (x0) ,se repiten los 
pasos anteriores vistos. es decir, ti azar tina linea "el t ira' en el punto f (,ro) hast a 
intersectar a la gráfica de la función. 
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l(r”) 

De ahi se traza una línea horizontal hasta intersectar el eje de las y's para obtener 

el valor f (f (.iu)); dicho val or se traslada al dominio de la función (eje de las x's) 

para de nuevo ser evaluado, u sea, para obtener la siguiente iteración. 

1114,  41 -t*-7-7 

111 embi li llu, se pueden :;i1111)lificar lus tra7us de lus la<lius (pto. l'emiten 
tuisktclat lus ‘,alules del colitta(lurniniu tI d‘niniu de la función. dic 
fi( arit;r1 	 i utiliza! ala fimeiuti 	 de( ir lil flill(:P)/1 / 1 I ) 

la furIcVin óyti glaílt (?h una lirea 11111 	 de 	y Ti, pasa  p,,I. ,.1 
de la altaI a y de la ..11.C.Il'11.1(litj 	 a II/371,1a de 	en el 1./Inly ,  
carle:;ianu. 
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Por lo que, una vez establecidos los puntos en la gráfica de la función ya no 

es necesario trazar la línea horizontal hasta la ordenada sino que hasta cine toque 

a la recta de la función idéntica para después bajar ron una línea vertical hasta 

¡me/sector ron la gráfica de la función y asi sucesivamente 

Si 	rldicat a la direcel.,M de las tiayectoria/, que conforman a la escalerit a 
eonve!gen en un punto. cii,e en esle raso es el U y al cual notuliraienio,/ 

como i'anto Fije Itoblor 	/. 

le iii tvé, si se va: le ei vali.1 del inintu .ro  el punto íijo ,•,ti. actur sigue  siendo el 
tnismo. 

iz A 
	

r: A 
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A continuación considérese la función / (x) , 5.c 

Si se sigue el mismo procedimiento análogamente al caso anteriu, se observa 
que para este raso no existe un punto fijo atractur, sino que Se escapa, es decir, 
que mayor grado de iteración los valores de la función tienden a infinito. inde-
pendientemente del valor que tome x0  , el cual representa el tamaño inicial de la 
población, los valores que van tomando las distintas iteraciones van creciendo y 
tendiendo a infinito, por lo que la dinámica de la población refleja una tendencia 
cualitativa al crecimiento exponencial. 

r_. 
00 4  

Xc 

En este caso a la coordenada (0. 0) la nombraremos l'unto Pijo Repulso,. 
(1)P1?). 
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Finalmente Si se considera ala misma ftmeiOn idéntica. se obtiene (in,  ..xiste 
tantos Puntos Fijos Estable:; "1115)  [Pintos W115  d'o se elijan 

• 

Tal parece cine existen dt.s casos interesantes de análisis: cuando lus valtires 
de las pendientes de las gráficas de las funciones son menores o mayores a 1 reS-
pectivairient e. 

Para el primer caso se observa que los valores !pie obtiene la funcibn al tomar 
un tamaño fijo de población .ro  conforme se itera se van hacia el cero. es decir, la 
publaciOn tiende a la extinciOn. I..:sto se debe a que la pendiente in representa la 
constante de prurcionalidad 	 originalmente en el modelo de NIalthus. 
es decir, el aporte a la publaci tín de cada individuo por unidad de tiempo. u sea 
que cada Individuo aportaría 0.2 individuos en la unidad de tiempo siguiente. 

En el segundo caso, las tasas de crecirnient,i ,;itn mayores a 1. evidententente 
esto representa un arrulle pur individuo y por unidad de tiempo de más de dos 
individuos por' lo cual la población va creciendo de manera exponencial. 

El modelo de Malthus si bien es un modelo muy alejado  de la realidad. por su 
relativa sencillez, permite una visión de análisis títil en los posteriores modelos. 

Uso del Programa DERIVE. 

Una buena alternativa para poder calcular y visualizar la dinámica de el mo-
cielo de Nlalthus y desde luego de los otros modelos, es el uso de un programa 
matemático cuino el DERIVE . La ventaja de utilizar dicho programa es que 
aparte de su fácil operatividad es un software que cabe en disco flexible de 31 y 
puede ser corrido en cualquier máquina. PC. 

El Programa DERIVE 1'imite realizar cálculos de diversas expresiones con 
base a herramientas de derivación, integración, algebra lineal, aproximaciones, 
redondeas y sobre todo 1111 i.níthilo pata graficaciOn , además es posible programar 
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dentro de él o bien utilizar con facilidad los programas ya incluidos en el mismo 
paquete. 

Uno de los programas que estan ya construidos dentro de Derive es el de 
"ITERATES" que calcula la órbita, es decir, los valores que va tomando una 
función dada, al iterarla un número finito de veces y tomando un valor inicial. La 
estructura del programa es de la siguiente forma: 

ITERATES (f(x), x, xo, n) : = f of o .••of (x0) = f 	f (x0)) = fn (xo) 

Donde las negritas son la parte del programa que requiere ser introducida para 
efectuar el cálculo de la órbita, o sea que para calcular la orbita de una función 
n veces iteradas es necesario: teclear en maSrusculas la palabra "iterates" seguida 
de un paréntesis donde se anotan en el siguiente orden y separados por comas: la 
variable respecto a la cual está definida la función, la función que se quiere iterar, 
el valor inicial de la variable sobre el cual se va a realizar la iteración y finalmente 
el número de veces sobre el cual se va realizar las iteraciones. 

Si se toma corno ejemplo la ecuación f (17) 0.5s , el valor so  = 8 y con 6 de 
iteraciones, entonces se tiene la siguiente programa: 

ITERATES (0.5x, x, 8,6) 

Del cual se obtiene la órbita: [8,4,2, 1,1,1, 

En cuanto la interpretación grafica, DERIVE gráfica la órbita como un con-
junto de funciones de constantes, según los respectivos valores de la órbita. por 
lo que la dinámica de la ecuación es posible visualizada en el contradominio de la 
función y no en el dominio corno se realizó en el análisis anterior. 

Modelo de Von Bertalanffy. 
Otro modelo de crecimiento útil en la biología de una sola población es el de 

Von Bertalanffy[5j, el cual está dado por la siguiente aseveración: 

La velocidad de crecimiento de la longitud o talla de un organismo es propor-
cial a lo que le falta por crecer a dicho organismo. Usualmente este modelo ha 
sido utilizado en organismos donde su forma de crecimiento es de tipo alométrico 
y en particular en peces. 

La mayoria de estos organismos presentan una forma hidródinamica la cual 
les permite tener tina mayor velocidad de desplazamiento, además esta forma dis-
minuye las turbulencias que se puedan formar al contacto de la parte anterior del 
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pez con el agua. También es importante resaltar que en otros organismos marinos 
no es útil este modelo, por ejemplo en los ostreidos y otros tipo de bivalvos la 
fluctuación del crecimiento tiene igual importancia tanto en lo largo rurno en lo 
ancho de la concha. 

Entonces, si se denota por I al "tiempo" y L (I) a la "longitud de un pez de 
una especie dada al tiempo t": 

dt

dt 
(t) 

(Lmax 	(t)) 	 (2.15) 

donde L„,„„ es la "longitud máxima promedio alcanzada por dicho organismo", 
luego: 

(t)

—  K 

	(t))  
(2.16) 

dt  

La cual al tomar su condición inicial: L(o) = Lo, se obtiene como solución la 
ecuación, (ver apéndice): 

Lata* 	Lo) 	K(t_to) 
L 

de manera 

(2.17) 

(2.18) 

(t) =, 1 	( 	e 
Lo  

cuya solución es posible visualizar graficamente en . 	Procediendo 
análoga al modelo anterior se tiene: 

	

L (t + át) — 	(t) 
lim 	K 	L. • (Lmax — 	(t)) =

7r 

L (1 	Al) — L(I) 	
K • (Lnim — L, (i)) 

lit 

L (I + Al) -• L (t) 	K • At • (1:„„,„ — L (1)) (2.19) 

L (t + 	Pi (1 	K át) 	L (I) + K át • L,„. 

haciendo 	= n E N , 	= 1 y K • I,„„,„ 	b. 

= (1 	K) • L„ + b 

de manera análoga se denota a m = 1 — K 

(2.20) 

(2.21) 

L„ tt = In • I, 	+b (2.22) 

y = 	b (2.23) 
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GU 

SO 

30 

20 

10 

Dinámica del modelo de Bertalanffy. 
Cunsiderese una especie de pez con un tamaño nuíximo de crecimiento. esti-

modo en 20 cm., una tasa de crecimiento igual a 3. 

de igual manera si se toma una valor para /1" r. 1.5 se ,Itiene un Punto Fijo 
Atractur 

Para un valor de A. 	 un valor de m -- 1 se  
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So 

A  
40 

SU  

l0 

,ICTIETO----ijr.  40 10 50 

4 
x. 

donde A y B sun los punto en los que para cualquier número de iteración 
siempre sun los mismos puntos, en este caso se denominan Puntos ¡"ajes Periódicos 

de Período 2. 

Modelo de Verlliust o Logístico. 
Como se mencionó anteriormente el modelo de Malthus, por su relativa sen-

cillez, tiene la ventaja de que es posible entender la naturaleza del crecimiento de 
poblaciones en sus primeras etapas, en las cuales, los recursos y las condiciones 
aunque esten limitados son suficientes para el desarrollo y crecimiento óptimo de 
la población, sin embargo existe un tiempo en el cual el número de individuos es 
tan grande que los recursos y condiciones son ya insuficientes y a partir de este 
momento, el modelo de Malthus ya no resulta el idóneo. 

Inclusive es imposible e) concebir que dicha población crece indefinidamente 
ya que como se mencionó , los recursos sun limitados, por lo que la velocidad 
de crecimiento por un lado es proporcional a la cantidad de individuos (para las 

primeras entapas) y por otro también es proporcional a lo que le falta par crecer 
a la población (para etapas post" iutes) y aquí es importante el considerar a 
como  el tamaño máxinto que puede alcanzar la poblackin. 

Considerando ahilyi las nuevas premisas se plantea la siguiemP 

dN(t)  

fli 	
U) 

 

nótese que ahora la N'elucidad dr mecimiento f›.5 propurri,41a1 Silnlatánl.'11111V1,•• 

tamaño de la población N (1) y por a 1, i que le Falta por crecer a la pilrlin 
decir N„„„ - N (t). 

(2.-''1 '  

N 
liar - - 	 • .\ ( 1 )• (  I ia N 	X (1)) (2.251 



MODELOS DE CRECIMIENTO POBLACIONAL. 	 23 

N (1, + á`t) N  (t) 
K • IV (t) • (N „x - 	(t)) 	(2.26) 

át 

N (1 + á t) - N (t) r (K • N (t) • (Num - N (1))] át, 	(2.27) 

N (t + Al) -...z.1[K • N (1) • (N„,„ - N (t))1át + N (I) 	(2.28) 

haciendo 1,=ne.Nyát= 1 

Nrt.4 	[K•N,, • 	- 	Nn 

tornando al tamaño máximo de población Ninsix  1 

Ain 	[K • Mi. (1 — N„)] + N„ 	 (2.3U) 

	

N„.1.1 	{K • N, 	K • N;11 	N„ 	 (2.31) 

y = ax as2 + x 	 (2.32) 

y --=,r(a 	 (2.33) 

obteniendo así la ectiaciUn logística, otra modalidad análoga es considerar 
de antemano la capacuiwi murena 	carga 	c.si decir. 1,11,N  --de la población 
quedando expresado el modelo corno: 

(t) 

	

ft 	
K • N (1) 1--

I
-
)
-
) 

y siguiendo el procedimiento análogo al caso anterior se tiene 

N (t + át) - N (t) A' (t)) 

	

hm 	
át. 	 ( 

.r. K • N (t) 1 - --T=
'
-- 

	

..v..0 	 .  

A' (1 + Al) —•N''' (1 
.— 	1z.,' K • N (1) • (1 - \: (:B 

	

Al. 	 e j 

	

A' (I 	át) -• N (t) 	[/‘' • N (t) • (1 — N(t) 
 

. 	(O • (1 

haciendo 	A' y át 

(2.29) 

(i át N(r) 

(2.34) 

(2.35) 

(2.36) 

(2.37) 

(2.3S) 
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N„+1 {K Ny, 
	1v(r 

2)] N„ 	 (2.39) 

K 2 N„ I = 	K) • N„ 	• N„ 	 (2.40) 

haciendo N„ = y, N„ = x y = r se tiene: 

y = (1 + K):r rx2 	 (2.41) 

Supóngase una población con un valor de K = 1.4 y una capacidad máxima 
de carga C = 10, entonces la ecuación logística tiene la forma: 

	

y = (1 + 	— 1'0 x2  

y = 2.4x — 0,14x2  

10 

la cual al efectuar el método de iteraciones tomando int tamaño inicial ce„ se tiene 
cine presenta un punto fijo atractor 

En general de los modelos aitte, vistos se puede realizar una breve genera - 
(izaci,in basado en la siwtiente defntici(;n: 
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Definirían si se considera la ecuación 

f = f (Nn) 

un valor a es llamado valor de equilibrio o punto fijo del sistema dinámico de 
primer orden: N„.F1  = f (N„) si satisface la ecuación: 

a = f (a) 

para el caso A (k) = a esta es una solución particular del sistema dinámico. 

Definícion Sea N,, F1  = f (N„) un sistema dinámico de primer orden con un 
valor de equilibrio a . Este valor de equilibrio es de tipo estable o atractor si dada 
una vecindad e tal que leo  — a ¡< e se cumple entonces que lim A (k.) a. 

Asimismo el valor de equilibrio a es inestable o repulsor , si 0 <I ao  — a l< 
entonces A (k) — a 1% e para algunos (no necesariamente todos) valores de k. 

Modelos de interacción para dos especies. 
Otro aspecto interesante en dinámica de poblaciones es considerar que las 

poblaciones no existen aisladas o solas en los ecosistemas, sino que se encuentran 
interactuando con otras poblaciones de la misma o de diferente especie. 

Las interacciones que se dan en la naturaleza son tan diversas corno la misma 
biota en la cual se manifiestan , sin embargo, para su estudio se han establecido los 
siguientes tipos: Depredación, Mutualismo, Simbiosis, Parasitismo, Competencia, 
Amensalismo y Protocooperación, 

En el caso más sencillo se tienen dos poblaciones, N1  y N2 respectivamente y 
considerando el principio de acción de masas se propone el sistema de ecuaciones: 

dNi  
aN1 + /IN” 

dt 

dN2  
ryN1 + (SIV I N2  

dt 

Las cuales si dependen del tiempo discreto n se pueden expresar como el 
sistema: 

A (l)  ( 71710 

= 	f (a, ) 
g (a, b) 

Análogamente, como para a (ti + 1) = f (a (n)) los valores de equilibrio son 
estables si f' (u) < les decir, la derivada de la función evaluada en el punto u. 

(2.42) 

(2,43) 
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Se establece el sistema de derivadas parciales: 

fi  (a, b) 

,T2(u,b) 

gi (a, b) 

92 (a, b) 

Of (a,b) 
Da 

Df (a, b) 

ab 
ag (a, b) 

Da 
ag (a,b)  

ab 

(2.44) 

Theorern 1 
Sea (a (11 l) 	f (a (n), b (n)) 

b(n 	1) ) 	f (n),b(n)) 
	La E C' es decir f,g 

son funciones continuas y diferencia des 

Si A =: es un vector de tviilibrio para el sistema dinámico (1) 

Si se construye a R.= 	f2  
t 112 

Si 11 1? 11 < 1,entonces A es un vector de equilibrio estable y además también 
lim A (k) A 

k 
St /In cerrado, este se acerca lo suficiente a A cuando k 	oe 
Si H 1? 11> 1entonces A es inestable. 

{a 	f (a, b) 
O sea 

b = 	(a, b) 



Capítulo 3 

Aplicación de los sistemas 
Lindenmayer en Botánica. 

Uno de los aspectos más relevantes en la simulación, es sin duda el crecimiento 
que presentan los seres vivos, en particular las plantas, cuyos tipos morfológicos 
presentan ciertas regularidades geométricas; que inicia desde las ideas propuestas 
por D'Arcy Thopson (?)a finales del siglo pasado hasta los trabajos desarrollados 
por Prusinkievich y Lindenmayer [29]utilizando diversas técnicas de computación. 

Simulación y arquitectura. 
ha mayoria de las simulaciones realizadas toman como referencia la arquitec-

tura de las plantas sin considerar, en muchas ocasiones, su desarrollo ontogenético, 
por lo que se tomaran las siguientes consideraciones propuestas por Collado-Vides 
[6] (1992). 

Arquilecturv es la expresion morfológica visible del codigo genético de una 
planta en cualquier momento de su desarrollo. 

Modelo ./1/vui02cl ónico es el programa di. creciiniento que determina las fases 
arquitectónicas ilicesivas, es decir la secuencia ontogenética arquitectural. 

Con base en lo 	se plantea realizar simulaciones no sólo de la arqui- 
tectura de la planta, sino que dicha simulación también represente al modelo 
arquitectónico, para lo cual se propone utilizar a los sistemas-L corno una alter-
nativa para la simulación que también intente reflejar el modelo arquitectónico. 

Los sistemas Lindenmayer. 
Un antecedente importante de considerar par ael entendimiento de los sistemas 

Lindenmayer es recapitular las ideas sobre gramáticas propuestas inicialmente por 
Noam Chomshy [8] ver Apéndice. 

Dichas ideas esbusan una serie de condicionan, es para establecer gramáticas, 

27 
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útiles en el campo de la programación, de estas gramáticas de Chomsky se restrin-
gen los vocabularios en simples alfabetos, las reglas reglas gramáticales en reglas 
de transformación sencillas y con la ayuda de un lenguaje tipo Logo se !medite es-
tructurar la idea de los Sistemas-L que son los que van a permitir las simulaciones, 

A los sistemas Lindenmayer (o simplemente sistemas-L), nombre que toman 
en honor a su creador, Aristid Lindenmayer (1925-1989), son considerados como 
una buena alternativa para simular crecimiento de plantas a partir de un lenguaje 
tipo Logo reestringido, es decir sólo se utiliza un subconjunto de sus comandos, 

Adicionalmente a los sistemas-L se les puede interpretar como Sistemas Dinámicos 
Discretos, esto es como un grupo de transformaciones de un espacio en sí mismo. 
Dicho espacio es un conjunto con un número finito o numerable de elementos que 
en este caso se representa por un alfabeto. 

En este caso las transformaciones son iteraciones, es decir, composiciones de 
dicha transformación consigo misma, las cuales se pueden interpretar como de-
pendientes de un parámetro, el tiempo discreto y de una condición inicial (tiempo 
inicial y posición inicial), se identifican mediante ciertas reglas de transformación 
iterándola, es decir conformando un sistema de reescritura en paralelo, generando 
así una sucesión de palabras. 

Con mayor precisión los sistemas-L se les define como una terna ordenada, 
cuyos componentes son: un alfabeto, una palabra inicial llamada axioma y final-
mente un conjunto finito de producciones u reglas de transformación. 

Definiciun Sean V un alfabeto, V' el conjunto de palabras sobre V , y V' 
el conjunto de todas las palabras no varias sobre V. Un sistema-L es la terna 
ordenada L = (w, P), donde: 

V = "alfabeto" 

w(E V' 1 ) 	"palabra nu vacia, llamada (Ltionta u palabra inicial 
11 

P(c V x V' }) 	un conjunto finito de producciones u también conocidas 
como reglas de transformación, que ponen en correspondencia a las letras del al-
fabeto con palabras no vacias, es decir una pareja (a, x) es una producción si 
a E V y x E V*-1- , se denota como a --> x. Estas producciones, son las reglas 
de transcripción de todos y cada uno de los elementos del alfabeto, es decir, la 
correspondencia que existe entre una letra y palabra. 

La representación de las itnágenes generadas en el plano a partir de los sistemas- 
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L es conocida como gráfica o función interpretativa, ya que dicha función mapea 
el conjunto de cadenas del alfabeto en el conjunto de todas las posibles figuras que 
se pueden generar en el plano cartesiano. Es decir: en el contexto de un lenguaje 
geométrico tipo Logo se tiene: 

Definicion Una figura (1) es un conjunto de puntos en el plano: (I) E  2itx R Una 
función 1' : V' 	2fixn que mapea, el conjunto de cadenas de palabras del alfa- 
beto V, en el conjunto de figuras se le llama función interpretativa o gráfica. 

Definicion Una posición de la tortuga (en el leguaje Lugo) está dado por la 
terna (x, y, a) donde las coordenadas (x, y) representan la posición de la tortuga, 
mientras que el ángulo a, llamado inclinación de la tortuga, es interpretado como 
la dirección en la que la tortuga apunta. 

Dado el tamaño de un avance de d pixeles y el incremento del ángulo 6, la 
tortuga puede responder a comandos representados por los siguientes símbolos: 

f = "moverse dibujando hacia adelante un paso de longitud d". El estado de 
la tortuga cambia de (x, y, a) al (x', y', a), con 

= 	d • tus a  
y' = + d • sena 

En este caso se dibuja un segmento de recta entre los puntos (x, y) y (x', y') 

= "moverse sin dibujar hacia adelante un paso de longitud d" 

+ = "girar contra reloj un ángulo 6", pasando del estado (x, y, a) al (.r, y. a+ 

, "girar a reloj un ángulo 6", pasando del estado (x, y, a) al (x, y, a + 6). 

= "girar a la dirección contraria", pasando del estado (x, y, a) al (x, y , a —
180° 

Todos los signos restantes son ignorados por la tortuga. 

Un ejemplo con la Curva de Koch. 
Se tomará como ejemplo a la curva de Koch para ilustrar la manera en que 

se utilizan a los sisternas-L y además se explicará el significado y la manera de 
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calcular a la dimensión fractal, 

Considerese inicialmente un segmento de recta, de longitud 1, a la cual se 
dividirá en tres partes iguales (de á  de longitud cada una ellas) de tal manera que 
la porción que queda enmedio se sustituye por dos segmentos en forma de pico, 
cuya longitud es igual a la porción que originalmente se quito (o sea 51) 

113 

Ip 
	

z 

	
Ip 

De la figura obtenida, es decir cuatro segmentos de longitud 1, cada uno de 
ellos se le aplica el procedimiento anterior, o sea, cada segmento se divide en tres 
partes iguales y se le quita la parte que quedo enmedio, la cual se sustituye por 

1 un pico conformado or dos segmentos que para cuya longitud es esta etapa tiene 
una longitud de 1 (1 = 1 = 17  , de igual forma se procede con los tres segmentos 
restantes. 

A 

A 	A 

Sucesivamente se va repitiendo el proceso, de tal forma que la longitud de los 
segmentos de ésta figura tienen una longitud (le 73-1z , donde n es la etapa en la cual 
se va dando la sustitución de segmentos por picos. 



Alfabeto: (f} 
Axioma: f 
Regla de transformación: f --* sf + 	1i f+3If 

y adicionalmente se define un ángulo de ;1111  ,= 30' 12 
De tal modo se obtienen los siguientes esquemas para las tres primeras itera-

ciones: 
Iteración 

o 

Palabra simbólica 
f 

f +If-- ---- 13.f-qf 
2 	1, (1f + 1f .— If+If) + i (f + If — 	f)- 

	

-3

If+-71  .. ., 3 	3 3 	3 	3 	3 3 

lit'+If - If+If) +I  (If + if - If+If) 

	

3 	3 	3 	3 3 3 	.1 3 
I (If + If — 1f-1-1f) + 1  (1f + 1f — 1f4-1f) 

3 	3 3 	:3 	3 3 	3 3 	3 	3 .1 

	

-3 3 	3 	3 3 	3 .3 	3 3 I  (I f 4- if — If-I-If) +1  (1f + 1f — 1f+1f) 

I (1f -I-'f — 1f+1-f) + 1  (If + If — 1f+1f) 1 	3 :1 	3 	3 3 	3 3 	.1 	3 3 
-I  (!f -+ -'f -  If+If) +I el+ If - If+If) 

	

3 3 	:1 	3 3 	3 3 	3 	.3 .1 
I (Ir-1- 1f — If+10 + 1  (if + 4. -- 1f+1f) 

	

3 3 	3 	3 :3 	3 3 	.3 	.1 .1 
--1 

 ( -1f -+• 3f - 1f-3-10 +1(1f -3- I  f — I f + I f ) 

	

3 	3 	.1 3 	3 3 3 	3 .1 
1  ef + If — If+lf) + I (If + If -- 1f-i-1f) 

	

3 2 	3 	3 	3 3 	.3 	.3 3 
--4 (11.  -1- 1f -If-1-;13 f) -{-1 (+ i- If-I. 11 f) / .1 
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A la figura obtenida se le nombra Curva de Koch y es posible simularla me-
diante los sistemas-E Estos sistemas como se menciono anteriormente, presentan 
tres componentes: un alfabeto, una condicón o palabra inicial y un conjunto de 
reglas de transcripción, para el caso de la simulación de la curva de Koch, la pa -

(abra o condición inicial es el segmento de recta del cual se van a ir obteniendo 
las particiones; por lo tanto la estructura del programa quedaría de la siguiente 
manera: 
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O: 

I : 

 

   

  

2: 
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Adicionalmente la Curva de Kuch conforme aumenta el número de iteraciones, 
la curva va teniendo más "piquitos" de hecho en el límite, es decir, cuando el 

número de iteraciones tiende a infinito la curva tendría una longitud infinita, ya 
que en cada segmento en realidad está sustituido por dus segmentos en forma de 
pico y así sucesivamente, lo que llevaría a una conjetura, es decir, como explicar 

que un longitud infinita este acotada por un área finita. 

Otra peculiaridad de esta curva es que en todos sus puntos existen picos, por 

lo que en ningun punto es diferenciable, es decir, para que exista la derivada de 
una función en un punto es necesario que exista el límite de la razón de incremen-

tos de la función con respecto a la variable; y para que exista el límite es necesario 

proponer dos sucesiones que converjan al punto que se quiera evaluar, pero se 

verifica que cada una de las sucesiones convergen a valores distintos o sea que se 

tendrían dos valores distintos para el límite y hay que recordar que el límite si es 
que existe este !Mico. 

En alusión a h., anterior cabe recordar a manera de corolario elite toda flincion 
que sea diferenciable es continua, pero no toda función continua es difereiviable 
y como ejemplo se tiene a la curva de Koch, que es una función continua en todos 
los plintos y no diferenciable en todos ellos. 

Retomando la conjetura planteada anteriormente se hace necesario introducir 

la idea de dimensión topolOgica de Haussdorff para reinterpretar a las figuras im-
plicadas hasta ahora. 

Las dimensiones topOlogicas usuales que se conocen, corresponden a n'Inicuos 
positivos enteros que se ponen en correspondencia a ciertos objetos geométricos. 
es decir, la línea recta por ejemplo, es un objeto con dimensVin E, tina superficie 
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tiene dimensión dos y un cribo tiene dimensión tres, se tiene que entender adi-
cionalmente que la recta tiene un área igual a cero, la superficie un volumen igual 
a cero análogamente, un punto con volumen, área y longitud igual a cero tiene 
dimensión igual a cero. 

Si se tornara un segmento de recta de longitud 1 y a este se multiplicara por 
un factor de expansión igual a 3, de manera análoga con un cuadro ron longitud 
de arista igual a 1 o sea con área 1 y finalmente con un cubo con longitud de 
arista igual a 1 y por lo tanto ron volumen igual a 1. 

Si se denota a N romo el número de partes obtenidas después de aplicar los 
factures de expansión, a E romo el factor de expansión y a D romo la dimensión 
del objeto se puede construir la siguiente tabla: 

N 	E l) 
3 — 31  3 	1 

9 = 32  3 	2 

27 = 3r :r 

De donde es posible visualizar la siguiente relación: 

N = E" 	 (3.1) 

es decir, el número de partes obtenidas es igual al factor elevado a la dimensión 
topolúgica; la cual se puede despejar como: 

In N = In E" 

por la propiedad de los logaritmos 

In N Din E 

In A' 

In E 

quedando definida mumentaneamente la dimensión topológica como el cociente 
de lugar itmus del rnímero (le partes del objeto y del factor de expansión. 
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Regresando a la Curva de Koch se calcula su dimensión de manera análoga a 
la recta al cuadrado y al cubo, entonces quedaría como: 

N e D 
	 1 1= ? 

4 

16 

64 

256 

_ 
5 — 

_ 1 
9 — 

1 _ 1 
27 — 

1 _ 
— 

En este caso se utilizó una construcción y no una expansión por lo cual se introduce 
la siguiente igualdad: 

1 
= 

e 

donde e es el factor de contracción por lo cual la dimensión de la primera curva 
de Koch estará dada porla ecuación 

	

, 	

In  

In 4 	In 4 	, 	,„ 
= In 3 14019 

de manera análoga para la segunda curva: 

In 16 	In 42  

	

D 	—r-- = 	1.2619 
In -(71-75 	In 3 

y asi se puede establecer en general para la curva de Koch: 

In 4" 
D == 

1n3+' 	
1.2619 

La cual resulta ser una dimensión no entera como la dimensión topólogica 
usual, sino que resulta ser una dimensión fraccionaria que junto con otras propiedades 
caracteriza a una serie de objetos geométricos denominados frutales. La di-
mensión obtenida para la curva de Koch está entre 1 y 2, es decir, es un ente 
geométrico que está entre una curva y una superficie y el resultado puede ser asumi— 
do a lo cual podernos astunii una solución momentánea a la conjetura planteada 

anteriormente, o sea que una curva puede tener una longitud infinita y estar aco- 
tada simultaneamente por un área finita gracias a que presenta una dimensión 
fraccionaria. 
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Además de la dimensión fractal o fraccionaria, los fractales también tienen la 
propiedad de autosentejanza, es decir, que sis se toma una porción de un fractal 
esta es semejante al fractal completo. Es importante considerar que esta carac-
terística no es suficiente para establecer cuando es o no un fractal, por ejemplo, 
en la recta cualquier porción que se tome de ésta es semejante a toda la recta y 
sin embargo no es un fractal. 

Establecidos entonces los conceptos de dimensión fractal y autosemejanza se 
procederá primeramente a simular tipos sencillos de crecimiento en plantas para 
posteriormente simularlos en un ente en específico integrando los tipos de cre, -

cimiento y el uso de la dimensión fractal. 

Simulación de diferentes tipos de crecimiento en plantas. 
Crecimiento exponencial. 

Se refiere al crecimiento, donde todas las subunidades del talo, por ejemplo, 
las células de un filamento uniseriado, tienen la potencialidad de duplicarse en un 
intervalo de tiempo, el cual está dado por el número de iteración. 

Alfabeto: {f} 
Axioma: f 
Regla de transformación: f 	f 

Iteración Palabra Simbólica Esquema Celular 
❑ 

1 	ff 	 00 
2 	flff 	 0000 
3 	ffffffff 	 00000000 
4 	ffffffffffffffff 	0000000000000000 

Crecimiento apical. 

De manera análoga al anterior con la modalidad de que sólo la célula u porción 
apical es la que se va duplicando, (la célula apical se señala en este caso con el 
símbolo >, que en términos de la gráfica no se esquematiza). 

Alfabeto: {f, a} 
Axioma: fa 
Regla de transformación: 
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a fa 
f f 

Iteración Palabra Simbólica Esquema Celular 
O 	fa 	 ❑ t> 

ffa 	 00 I> 
2 	frf a 	 000 
3 	Rifa 	 PODO 1> 
4 	M'a 	 DOOM] r> 

Crecimiento apical acotado 

La longitud del crecimiento se va acotando, es decir se va reduciendo de man-
era que no sobrepasa una cota. 

Alfabeto: {f, a} 
Axioma: fa 
Regla de transformación: 
a —4 ;12  (fa) 
f —+f 

Iteración Palabra Simbólica 
O 	fa 
1 	f112,  (fa) 
2 	f l f (fa)) 

3f 2 f2 (f (fa))) 

4 	f l 11- (fl 	(fa))))  

Esquema Celular 

	  I 	  cz--..n►  

	 t t 	t  

	 t. y C.3 U> 

Crecimiento con ramificación alterna. 

En cada nodo surge una nueva rama con un determinado ángulo de inclinación 
y al siguiente nodo sale con una inclinación contraria al anterior para tener así 
una alternancia en la ramificación. 

Alfabeto: {a, b, f 
Axioma: fa 
Ángulo: n (+ significa 360"/n) 
Regla de transformación: 



SIMULACIÓN DEL CRECIMIENTO CLONAL DE ROSTRYCIIIA RADICANS.38 

a --e 11-1-flb 
b 	f[—fJa 
f --e f 

Iteración Palabra Simbólica 	Esquema Celular 
fa 

1 	ff (+fi b 	 r 	rr 	 

2 	ff [+f] f[—fi fa 	e 	- =Sr rz7":=J t_ 

j  \ 
3 	ff (+fi f [—fj f (+fi b 

4 	ff [+fif [—f]f[+flf [—tia ( 	4 r 7.7-1 

Crecimiento con ramificación opuesta. 

De forma análoga al anterior pero en el mismo nodo se forman las dos ramas 
con direcciones opuestas. 

Alfabeto: {a, f} 
Axioma: fa 
Ángulo: n 
Regla de transformación: 
a --> f 	[—f] fa 
f --• f 

Iteración Palabra Simbólica 
O 	fa 

ff (+fi [—fi a 

  

Esquema Celular 

    

  

= 	 . 

  

2 	ff (+fi [—fi ff [+f] [—f] a 

3 	ff 1-1-fi [—fi ff (+fi [—f] ff 	[—f] ff (+fi [—f] a 

Simulación del crecimiento clonal de Bostrychia radicaras. 
Una vez establecidos los tipos de crecimiento en morfologías generales uti-

lizadas en anatomia vegetal se procederá a realizar la simulación de un alga en 
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particular, Bostrychia radicales Montagne (Montagne), que es una macroalga ro .-
dofita de la familia Rhodomelaceae que habita en las raíces de los manglares en las 

lagunas costeras. 

Presenta crecimiento clonal por medio de ejes postrados o estolones con 
..viento indeterminado, los cuales se fijan al sustrato por cladohápteras, los ramets 
u módulos tienen crecimiento determinado con ramificación alterna al igual que 
el estolón. 

Bostrychia radicans. A. Ejemplar herborizado. B. microfo-
tografía mostrando como se divide en tres subunidades la célula 
apical. 

Se presentan dos simulaciones la primera desarrolla el proceso de simulación 
por sectorización morfológica del alga y la segunda tomando en cuenta en más 
detalle su desarrollo ontogenético, ambas simulaciones se llevaron a cabo vía com-
putadora por medio del software publico Fractint versión 18.2.??. 

Primera alternativa simulación. 
Con base al crecimiento del alga se establecierón dos fases, primeramente la 

simulación de aquellas porciones que presentaran crecimiento determinado con 
ramificación alterna, que en este caso son los ramets o módulos que son las partes 
erectas del alga; posteriormente este tipo de crecimiento se incorporó a la for-
mación de ejes postrados llamados estolones para que en conjunto simularan al 
crecimiento clonal de Bostrychia radicales. 

El programa desarrollado para la simulación se presenta a continuación: 
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Alfabeto: {a, b, c,d, e, f , h,r, s, x, y} 
Axioma: a 
Ángulo: 8 
Reglas de transformación: 
a 
b 

--y f +x 1 b 
f[—gin. 

ramificación alterna 

x —+ a 
—+ 

f (1.36)fi(1.36) factor de proporción decreciente 
c --9 ff (1.1)/. ff rff (0.9)r ff hs estolón 

--> ff (1.1 )rffrff (0.9)rffkc 

[1-81r —(1) 
[—c1(- 

7' ---7 i+ construye al ramet 
-1 f formación del háptera 

Las cuatro primeras reglas: a, b, x, y corresponden a la ramificación alternada 
que se presenta en los ramets o módulos, la regla correspondiente a la f (que es 
el único elemento del alfabeto que pinta) se refiere al factor de proporción decre-
ciente que se presenta conforme avanzan las iteracciones. Asímismo las cuatro 
siguientes: c, s corresponde a la formación de ramets y h, k corresponde a la alter-
nancia de las estructuras estoloníferas, de manera análoga la regla que se refiere 
a 1. genera a los ramets con su respectiva cladoháptera en la base que a su vez es 
generada por la última regla de transformación d. 

Simulación del crecimiento de Bostrychia radicans. Iteración. 3 
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y  

/:n lL  

Simulación del cremiento de Bostrychia radicans. Iteración 5. 

„ 	› \ \ 	 \. 	4`,  

Iteración no. 6. 
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Iteración no. 8. 

Iteración no. 14. 
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Iteración no. 16. 

Aunque la simulación da una idea de la morfología global de Bostrychia 
xans los grados de ramificación se dan indefinidamente lo cual no corresponde 
a la realidad ya que sólo se llega a presentar dos grados de ramificación, además 
las diferentes iteraciones no representan tan detalladamente el desarrollo como se 
desearía por lo cual se procedió a realizar una segunda simulación en la cual se 
tratará establecer las unidades de crecimiento a nivel de la estructura polisifonal 
y también que reflejará la actividad de la célula apical. 

Segunda alternativa de simulación. 

La segunda simulación realizada también en el programa Fractint versión 18.2 
'?., la modificación principal fue introducir espacios en la gráfica para poder es-
tablecer porciones del talo donde existen células, aún teniendo este estructura 
polisifonal, estos espacios se obtienen de manera natural dentro del programa con 
la instrucción g, asimismo se introdujo la modalidad de crecimiento en la parte 
apical la cual consiste en tres células las cuales corresponden a la formación de 
ramet, estolón y cladoháptera respectivamente. 

Alfabeto: {o, b,c,d, e, f, g, h, k, r, I„ o, p, q, r, t, u, v,111, x, y, z} 

Axioma: o 

Ángulo: 12 

Reglas de transformación: 
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fgd 
g[+ + +fgfgrg[[—gf]gfga 
fgfgfgfg[+ + +fgr)[—gf]gfgb 
fgfgfgfg[+ + +fgr][—gf]gfge 
fgfgfgfg[+ + +fgr)[—gfigfgk 
fü-fgfgri]gfgfgh 
[—fgfg.rigfgfgh 
[+fgfgxjgfgfgzfg 
fgfgfg[+ + +fgr][—fga]gfg/1 
fgfggf[+ + +fgr][—gf] 
fgfgfg[+ + +fgri[—gfigfgq 
fgfgfgt 
fgfgfg[+ + +fgrbfgaigfga 
[+fgfgflgfg 
[—fgfgf[gfg 
[+fgfgfJgfg 
[—fgfgfigfg  

unidad de construcción 
actividad apical 
construcción de estolón 
llama al 2do. ramet 
llama al 3er. ramet 
construcción de ramet 
retardo (le ramets 
retardo de ramets 
retardo de ramets 
llama ramet de estolón lateral 
llama estolón lateral derecho 
distancia entre ramet y estolón 
llama el estolón lateral izquierdo 
2do. orden de la primera rama 
2do. orden de la segunda rama 
3ra rama de primer orden 
4ta. rama de primer orden 

En este caso no se dio un factor de proporción por medio de contracciones, ya 
que la proporcionalidad en tamaños de los ramets esta dado por los tres retardos 
dados en la regla refente a I'. 

En la segunda reescritura se observa la actividad de la célula apical, es decir 
la división en tres: una para el cladoháptera, una para el eje determinado (que 
formará el ramet) y el eje indeterminado. 

Iteración no. 2. 



SIMULACIÓN DEL CRECIMIENTO CLONAL DE 110STI?I'CIII /I RADICA NS.45 

/ 
/ 

\ 

/ 

1 
/ 

I \ \ \ 
\ 

.. 1 s... 1  I 

\ 1 \  
\ 
1 

\ \ 
I 

1 I I 
I 1 i -.o 	.... 	s. 	... 

Iteración no. 6. 

Aproximadamente cada cinco módulos u ramets se forma un eje postrado o 
estolón, este eje tiene crecimiento indeterminado, además en el sitio donde se 
forma el estolón también sale el rarnet. 

1 / 1 / 
, l ... \ 	' . \ 	I 	 I 1  

	

., 	I 	 ... 	I 	 I \I 
'''' 	\ r 	\ 1 	"1 1 --• 	\ 	I. ' 	/. 	\ / ... 	\ 	/. 

	

1 ' I 	- 	I -''' 	1 	''' 	I . 
s. \ 	/ 	 i / 	I / 	I / 	I / ... I 	s. 	/ 	,•.\ 

 

	

. \ 	/ 	s• , , / s. , \ / 
\ 

	

s. 	I 	 `.. 	1 	 .. 	1 	 I 	I 
I 	\ 	 \ 	\ 
I 	I 	I 	I 	I 	I 
1 	1 	I 	 I — 	1. - 	i / . 	 . '1' 

Iteración no. 8. 
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Iteración no. 12. 

Iteración no. 18. 

1' 	1 
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tipo falange, es decir. va ( 'hiriendo el espacio c,,nrui me el 	era va encont raudo 
espacio disponible. 
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ltotarVoi tia. 7,t) 

Dimensión fract al de Bostrychia radicaras. 

Un siguiente paso a segun' fue calcular la tliinensp;ti frartal del alga. eviden- 
temente es díficil rllaulilirat el toírnera 	pactes y ponerlo en correspondencia 
oun 1.05  fact uro ; cle oxpans!,:in (luto so filovutt dando 1a,i lu real so , .x1), ,Ilo 	Via 
alteli;aliva basada en las ideas de l'eit.tgen, et. al. 128i(1119:1). 

Se carvi 
tUr, un  rput ángulo  tal que el i-lrea que cantenga el objeta del cual se 

quiera obtener la dimensiESn fractal (dicha  objeta de antemano se sabe (pie tiene 
una dimensk'm entre  1 y 2). on ol rectángula se ajustara casi al tarnano del , ,biet 
en este caso se ajustará al ancha do la imagen obtenida en la primera simulaciún 
de 15051 ryultia radican.;. 

En el iouláti!, u1, se tualizai una serie de pm ticianos pata rul)fui)11tut un tipo 
di. 1 ,-..011,, pn la cual se ,, , bui l i fjcal á n  el ninneru do subparticlane, gnu 	et ,,ectan 
algtnia palción del objeta (dol alga) y so cal relacionará can el lacta! de l;; par. 
timan que se halla realizada. 
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Rejilla con una partición de 4. 

Rejilla cun una partición de 64. 

De tal modo que para cada partición se tiene una pareja de la forma /nNi  y 
In, 

 (
1 ) (ntímero de partes y factor de expansión de la i-ésima partición). e 
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e N 1 In N In (9 

15 4 2.7080502 1.3862944 
7,1  41 8 3.7135721 2.0794415 
Y 
ili 153 16 5.0304379 2.7725887 
1 385 32 5.9532433 3.4657359 32 i1 1200 64 7.0900768 4.1588831 

las cuales en un espacio In A' vs. In (I)asemeja a una recta cuya ecuación está. 
dada por: 

In N = nt • In (-I) 
e 

de la cual si se despeja a in se obtiene: 

In N 
rrt = 

In U) 

I.a ' 
20 

I0 

5 	• 
• 

0 0 	 4 	 I 	In  

e_ 

entonces la dimensión fractal del objeto estrá dada por la pendiente que mejor se 
ajuste al conjunto de puntos (parejas de la forma N, y W)en el espacio In N vs. 

In (;) .1/cha recta se puede obtener por un método de aproximación lineal romo 

el de mínimos cuadrados (ver Apéndice). 

J, (x)2  ir, • y, 

1.3862944 2.708(J502 1.9218121 3.7541518 
2.0794415 3.7135721 4.3240769 7.7321559 
2.7725887 5.0304379 7.6872480 13.947335 
3.1657359 5.9532433 12.011325 20.632369 
4.1588831 7.0900768 17.296308 29..186801 
13.862944 24.495383 43.240771 75.512815 
192.18122 .---.- 
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Uilizando la fórmula de estimación de la pendiente nt por el método de 
mínimos cuadrados (ver Apéndice): 

Il 	 n 	n 

n • E xi • I -- E xi . (E ?I i) 
i::i 	ir4 	i=1 

n 	 n )2 
n Z: (A)2  — (E x, 

„I 	i=1 

y sustituyendo en los valores obtenidos: 

5 (75.542815) — 13.862941(24.49538) 

5 (43.240771) — (13.862944)2  

rrt _ 1.5875025 

Donde efectivamente se obtiene un valor entre 1 y 2. La dimensión fractal 
seguramente es sólo uno de los tantos componentes para establecer la complejidad 
morfológica de Bostrychia metierais, sin embargo, aunque se tenga este u otros 
valores de dimensión fractal es necesario correlacionarlos con alguna característica 
biológica o ecológica que permita aquilatar la posible utilidad de la dimensión 
como una medida de complejidad. Dicha característica desde luego debe estar 
relacionada con la estructura y puede proponerse, entre otras muchas cosas, la 
cantidad y tipo de invertebrados que puedan vivir en ella. 

Simulación del crecimiento clonal de Bostrychia calliptera. 

Bostrychia ealliptera es otra especie que habita en las raíces de manglar de 
las lagunas costeras, las diferencias más significativas con respecto a Bosirychin 
radicans es que la fijación al sustrato es por perihápteras que se presentan como 
filamentos con un nivel de organización distinto al polisifonal que se presenta en 
el resto del alga; los ramets están formados por tres ejes principales que salen del 
mismo punto y tanto estos romo el estolón presentan una ramificación alterna que 
sólo llega a un orden y se presenta tanto en los ramets como en los estolones. 

La simulación se llevó a rabo utilizando los criterios generales empleados en la 
segunda simulación de Bostrychia radicaras, es decir, no se tomo un factor de pro-
porción para el crecimiento y se esquematizó con espacios sucios la delimitación 
de las unidades de crecimiento. 

Axioma z 
Ángulo 15° 
Reglas de transformación. 

(3.5) 
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z - fga 
[+ 4- 4- + + +AH + f — figb][+ + + + + + .1'14+ + f — flgb] 
(+ + + + f g[+ + f f — f]gbitulgo 

— f + f9[+ + ff figc 
c 	igi— —ff + figigi+ + f f —»Id 

fgf— — ff + fgf+ + ff ilgc 
igl— — ff + figfg[+ + — 

u • 	fgl— — f + 	gi+ + — flgf 	— f f + flgf gi+ + f — figo 
o fg[— — f + figigH + f — fig:Egf gi— —ff + M'uf+ + ff — figP 

f 14— — ff figfgH- ff 	 f + 	gE-1- f f — flgq 

q 	—4  j'llí ---  frPtir 
1+ + + + + + + fgE+ + f f — f]gbli+ + + + + + PIE+ + f 
[+ + + + +fg[+ + ff — f],q14[w] 

• fg[— — ff + figh4+ + ff — flufgr— ff + flgfg[+ + ff — f]ys 
• —› fgH — ff + figfgH + ff fIgxgfgr— — ff + MI10+ + ff — 

1 	fg[ —.  f + »IN+ + ff — flgigí— — ff + flgigi+ 4-  ff' — flgo 
u fi + figigi+ + fi — flgfgí— — + figfgE++ ff — 

gigi— ff + flgfill+ + ff 
xg[+ -4- fgu]u 

--, 
u) 	_ _ _ f  

En este caso los ramets sun generados por la regla a, sus ramas principales 
por las reglas I), e,d,y e, los estolones estan formados con las reglas: n, o,p,q,r„s , 
y 1,, los perihápteras por w y los estólones alternados por u. 

Se presentan a continuación las imágenes de las iteraciones 3, 5, 10, 20, 30 y 
50. 
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Iteración no. 3. 

11 el ación nu. 5. 
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Iteración no. 10. 
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Iteración 111/. 
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Iteración no. 30. 

Iteración no. 50. 

La siguiente etapa a seguir es por un lado realizar la simulación en t re. 
mensiunes y por otro establecer dicha simulación en un cilindro, u sea la furnia 
aproximada de las raíces de manglar que es el sustrato de las especies del género 
liostrychia. 

Además es necesario, aprovechar las ventajas de simulación para poner si-
multáneamente a las dos especies en un mismo sustrato para poder visualizar la 
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competencia por el espacio y asi poder pasar de hipótesis de crecimiento teórico 
a un crecimiento de tipo más real. 



Capítulo 4 

Aspectos matemáticos en biología 
del desarrollo animal. 

En este caso el objeto de estudio son los animales, un grupo muy diverso del cual 
su amplía gama de formas involucradas desde luego con su desarrollo y evolución, 
es la principal motivación de este capítulo, donde se puntualiza que hasta el mo-

mento la gran mayoría son propuestas de temas de investigación a desarrollar y 

los aspectos que se lograrán materializar, como es el caso de las simulaciones sun 
muy puntuales. 

Morfología y Sistemática Animal. 
Inicialmente se dará una panorámica general sobre la sistemática a nivel 

de grandes taxas ya que lo importante y deseable a futuro es manejar un con-
junto de implementaciones que repercutan en disciplinas como la taxonomía, la 

paleóntología y la biogeugrafía pero a nivel de grandes grupos, si bien es cierto 

que el punto de partida en todo trabajo biólogico debe. ser la especie, en el caso de 
la mayoria de los más de 20 phyla 	grupos naturales) de animales, en especial 
los invertebrados, la diversidad es tan amplia que se trabajan por medio de planes 
estructurales básicos. 

Las rategorias taxonómicas , empleadas en la sistemática de los seres vivos. 
sun conceptos elaborarlos por el hombre y por lu tanto cotidianamente son discu-
tidas sus limitaciones y sus respectivas validaciones para un determinado espacio 
tiempo. 

Por ejemplo, la categuria taxonómica, más alta en esta jerarquía, el Reino, 

en las últimas decadas ha sufrido modificaciones y muchos grupos de organismos 
han pasado de uno a otro reino, como es el caso de ciertos microorganismos. Sin 
embargo, actualmente se consideran cinco reinos: Monera, Prutista, Fungí, Plan-
tae y Animaba; dentro de este último se puede incluir, siguiendo la corriente de 

Whitacker. al subreino protozoo dentro del reino Animal o bien incluir a los pro-
tozoarios corno un grupo dentro del reino prot ista. 

Considerando u no a los protozoarios dentro del reino animal, los metazoarios 
"animales verdaderos" quedan en la categoría de subreino; la gran diversificación a 
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través de su desarrollo evolutivo ha propuesto, adicionalmente, la implementación 
de una serie de categorías taxónomicas auxiliares entre el reino y el phylum (di-
visión en el caso de plantas), es decir, Reino, Subvino, Rama, Grado, Subgrado, 

Supophylum y Phyturn, conformando así la siguiente clasificación para el subreinu 

Metazoa: 

Reino Animaba 

Subreinu Metazoa 
Rama Grado Subgrado Phyla 
Agnatoozoa Mesozoa 
Phagocytellozua Placozoa 

Parazoa Purifera 

Eumetazoa Radiata Ej: Cnidaria 
Bilateria Acoelomata Ej: Platyhelmintes 

Pseitducoelomata Nematoda 
Coelomata Ej: Arthropoda 

Las ramas representan el nivel en la formación de tejidos, de hecho, los orga - 
aismus que no son eurnetazuarios se les considera que no tienen tejidos verdaderos; 

el grado refleja el tipo de simetría global y el subgrado el tipo de cavidad celórnica 
(si es que presenta) por lo cual es posible establecer patrones que reflejen la sis-
temática, la filogepia y lu morfología de los metazoarios. Uno de los esquemas 
más ilustrativos a esto son las ideas propuestas por Willmer[40] (199U), en estos 
se contemplan como: 

a) Patrones de simetría: 

Bilateral es decir que sólo es necesario un plano para tener la figura simétrica, 
es decir en dos partes iguales, por ejernpluen cuanto a morfología externa todos 
los phyla de gusanos entran en ésta categoria 

Radial puede tener dos o más planos para tener subunidades iguales, ejemplo 
las medusas 

b) Hojas blastudérmicas Fig : 

Ectodermo que es la hoja más externa obtenida a partir del proceso (le gas-
trulación, de estas provienen los derivados dérmicos y los órganos nerviosos. 

Endodermo, es la hoja más interna, de ésta se deriva todo lo referido a los 
aparatos digestivos. 

Alesodcrmo que es la capa que queda enmediu de las dos anteriores y de la 
cual se derivan los paquetes musculares y demás visceras. 
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Flojas blastodérmicas. Modificado de Willmer 1990. 
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c) Cavidades corporales 

Acelomados, es decir que no presenta celuma como ejemplo se tienen a los 
gusanos planos u platelmintos. 

Pseudocelomados o sea que presentan un celoma derivado del blastocele que 
no esta recubierto de peritoneo, como ejemplo se tienen a los gusanos redondos o 
netnáto dos. 

Celomados que presentan un verdadero celoma que esta cubierto por perito-
neo, como ejemplo se tiene a los condados. 
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11.44‘14 

 

.10L440 
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Cavidades celómicas. A. acelomadu, B. pseudocelumado y C. Pseudo-
celomado. Modificado de Brusca 1990. 

d) Metamerismo; 
Segmentación en este caso no se debe confundir con el término empleado en 

biología del desarrollo (cleavege en inglés) si no a las partes en que pueda estar 

seccionado un organismo. 

Metomerisino que es la regionalización de grupos de segmentos.. 
Sistemas esqueléticos (Fig. ). que pueden no tener como es el caso de la 

mayoria de los gusanos, esqueleto externo parci.al como lo son las conchas de los 

moluscos, un exoesqueletu completo como la cutícula de los artrópodos o un en-
&esqueleto como el sistema de placas en los equinodermos. 

Sistemas esqueléticos. A. hidrostática. B. exuesqueleto parcial, 
C. exuesqueleto completo. D. endoesqueleto. 

Todo lu anterior brinda una gama de posibilidades de conformar patrones o 
modelos más complejos que puedan resaltar más la biulugia de los animales y 
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desde luego suceptibles de ser rnatematizables. 

En este trabajo sólo se mencionaran algunos puntos un tanto aislados sobre 
su simulación u bien su posible conformación como propuesta biumatemát ira, por 
ejemplo el poder caracterizar a las cavidades a los planes corporales como super-
ficies en un espacio tridimensional, las cuales al tener ciertas transformaciones de 
tipo topológicas, es decir "estiramientos sin ruptura" puedan simular su desarrollo 
a través del tiempo o bién el caracterizar la forma biológica no sólo a partir de 
objetos de la geometría euclideana sino también con elementos de otro tipo de 
geometrías o con nuevos grupos de transformaciones de éstas. 

Biología del desarrollo en animales. 

De una manera clásica se consideraba a la embriología corno el área de estudio 
de la biología encargada del estudio de las distintas fases untogenéticas por las 
cuales pasa todo ser vivo, bajo esta idea las entidades que conforman todas y cada 
una de las fases es lo que se conocen corno individuo y la conjunción de todas estas 
etapas con sus respectivos indivuus conforman a lo que se maneja como organismo. 

Este conjunto de fases ontogenéticas que conforman a la embriogenesis son: 
garnclogéncsis, segmentación, gastrulación y organogenésis; sin embargo es im-
portante considerar adicionalmente los cambios que sufren los organismos desde 
el momento de su nacimiento hasta su muerte, ya que en la mayoría de los casos 
los cambios que sufren son tan significativos, como es el caso de la metamorfosis en 
los anfibios, que repercute no solamente en el ámbito fisiológico sino que también 
en el ecológico. 
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Fases de la Biología del Desarrollo, Turnado de Cilbert, 1986. 

Por lo cual el término de embriología se sustituirá por el de biología del de-

sarrollo, el cual resulta ser más completo si se considera la relevancia que tiene 
la biología del desarrollo ron otras disciplinas de la biología como es el caso de la 
fisiología , ecología , evolución y taxonomía. 

gattictuit óaisis se refiere al proceso donde las células germinales producen 
los gametos que se unirán en el momento de la fecundación, desde este punto de 
vista los animales presentan dos tipos de células; las somáticas y las germinales, 
las primetas conforman la parte del individuo que no están destinadas a la repro-
ducción, al contrario de las segundas. 

En la yastrulae" se llevan a cabo los movimientos concernientes a la for-
mación de las tres rapas blastudérmicas; endudertno, mesodermo y ectodermo, 
también desde un principio se origina el blastocele que es tina cavidad que se 
Gima poil prior a la blástula. 

Adicionalmente han sido caracterizados cinco tipos de movimientos generales 
de migración de células y de tejidos durante el proceso de gastrulación: 
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Epibolia que es el movimiento de hojas epiteliales (generalmente células cc-
todérmiras) que se expanden para envolver las hojas más internas. 

Invagioación es el plegamiento hacia dentro de regiones de células. 
h/o/ación es la intromisión de una capa externa en expansión, se desparrama 

por la superficie interna de las restantes células exteriores. 
/nyr•esiórr es la migración de células aisladas desde capas superficiales al inte-

rior. 
Delaminación es el desglose de una capa de células en dos. 

En la organogOlosis, que es una etapa de mayor evidencia y estudio en los 
vertebrados, concierne a la formación de órganos, sistemas y aparatos previos a la 
eclosión u nacimiento, algunos de los procesos más interesantes que han sido su-
ceptibles de modelarse es la neurulación, es decir la formación del sistema nervioso 
a partir del ectudermo. 

Patrones de segmentación. 
Segmentación es la partición del cigoto en varias subunidades y es la etapa 

donde es mayor la velocidad de crecimiento del número de células y en la mayoria 
de los organismos nu existe un aumento del volumen. 

Cl número de unidades obtenidas a partir de la división del cigoto se puede 
expresar como 2" donde n es igual al paso de división obtenido, es decir. en el 
momento de inicio el cigoto 20  es la unidad o cigoto, 21  que es la primera división 
es igual a dos subunidades u blastórnerus y así sucesivamente. Se consideran dos 
mecanismos en la segmentación: la Cariocinesis y Citocinesis. 

Los criterios para establecer los tipos de segmentación han sido establecidos 
con base en la cantidad de proteina vitelina (vitelo) en el cigoto. el tipo de par-
tición y el el ángulo del huso acromat ico y cronometraje de formación. 

El cigoto, dependiendo de su contenido y distribución de vitelo, se le puede 
clasificar• en: 

Isolodlico que es citando la cantidad de vitelo es reltivamente escasa, lo que 
permite particiones a lo largo del cigoto. 

Mesobvítico es decir, que tiene,  una mayor cantidad de vitelo. 
Tdoloc.ltico que tiene concentrado el vitelo pero en la parte inferior del cigoto, 

que es lu que se conoce como el polo vegetal. 
nmirolecífico que es cuando tienen concentrado el vitelo en el rent ro del cig- 

oto. 
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Desde luego es importante la cantidad y distribución del vitelo ya que de esto 
depende el tipo de partición que se lleve a cabo en este raso para cigotos, es 
decir, para cigotos ron escaso u poro vielu distribuido uniformente (Isolerítico u 
Nlesolerítiro) se da una partición rumpleta o sea lloloblóstien y en el raso de los 
cigotos ron zonas de alta concentración de vitelo se presenta una partición par. 

rial, es decir sólo en la zona de baja concentración de vitelo o sea una partición 
Alettildríslica. 

Para el caso de la partición boloblástica o mas correctamente segmentación 

holoblástica se pueden presentar cuatro subtipus en base a la inclinación de los 
planos de segentarión, en este raso pueden ser radial (en planos perpendiculares 
y paralelos), espiral, rolacional y bilalerni. 

Para la segmentación meroblástitta se puede presentar los subtipus discoidal 
(se da sólo en parte superior, en forma de un disco) y superficial (alrededor de 
todo el cigoto). 

Por lo tanto si se tornan en consideración estos tres criterios se establecen 8 
tipos globales de segmentación que se enuncian a continuación: 

Tipo global de segmentación 
1 	Ibilublastica radial isulecítica 
2 	Ibilublástira radial mesoleritica 
3 	liolublástica espiral isulecítica 

Ilulublástica rotacional isulecítica 
5 	Holoblást ira bilateral isulecítica 
6 	Holoblást ira bilateral mesolerít ira 
7 	Meroblást ira discoidal t elulerít ica 
8 	Nleroblastica superficial rentrulerít ira  

Ejemplos 

Eqiiinudermos 
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Anélidos 
Ascídias 

latníferus 
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Segmentación holoblástica radial. 
%NI/ dr... 	attrul 

Segmentación holublástica espiral. Tomado de Cilbert, 1986. 

Simulación de patrones de segmentación. 
Se presentan a continuación las propuestas para llevar a cabo la simulación 

de los distintos tipos de segmentacion , se torna como ejemplo' a la segmentación 
holoblástica radial que es una de las más sencillas, además se presentan intentos 
para la segmentación espiral y el tipo de partición meralrística discoidal. 

La simulación de se llevo acabo en dos fases: la primera consistió en emplear 
una modalidad de los sistemas-L, utilizados en el capítulo 1, pero ahora para 
objetos tridimensionales; la segunda consistió en utilizar las iteraciones sucesivas 
sobre superficies contenidas en espacios tridimensionales, las iteraciones de dichas 
superficies se elaboraron por medio del programa Evolver. 
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El vínculo de estos dos caminos para conformar la simulación sólo queda es-

bozado y es una línea de trabajo a desarrollar en el área de programación, sin 

embargo las dus alternativas utilizadas por separado tienen una validez y una 

interpretación biológica propia. Por lo cual se tratará por separado las dos alter-

nativas. 

Sistemas-L en la simulación de la segmentación. 
En el capítulo uno se estableció la definición de los Sistemas-L como la terna 

ordenada I. = (17,w, Ji), donde V es el alfabeto, w el axioma y 1' el conjunto de 

reglas de transformación. A partir de esta se tomarandus extensiones la primera 

para modelar capas celulares por medio de sistemas-L bidimensiunales o sistemas-

L de mapa ( , y la segunda para modelación de estructuras celulares en tercera 

dimensión, es decir los sistemas-L tridimensionales o bien Sistemas-L de trabajo 

en células. 

Sisternas-L biditnensionales. 

La idea es representar en el plano las estructuras celulares por medio de un 

tipo especial de gráfica llamados mapas con las siguientes características: 

a) Un mapa es un conjunto finito de regiones las cuales a su vez estan limitadas 

por aristas que convergen a vértices. 

13) Cada arista tiene dos vertices asociados afsta, además cada arista es parte 

de la frontera de la región y 

e) El conjunto de aristas está conectado. 

Un mapa corresponde a una visión microscópica de una capa de células, las 

regiones representan a las células y las aristas a las paredes que a su vez sun per-

pendiculares al plano de visión, los componentes subcelulares como es el caso de 

los organelos no son considerados para la simulación. 

El proceso de división celular puede describirse como una reescritura del mapa, 

en general los sistemas de reesct itura de mapas sun categorizados como reescritura. 

paralela. 

Por lo cual se implementa el uso de los sistemas-L .marcadores binarios de 
propagación, de mapas (sistemas-L mBPM) ya que el sistema binario permite la 

división entre más de dos regiones hijas; se habla de propagación en el sentido de 

que las aristas nu se pueden borrar. las regiones (células) no se pueden "morir", 

adicionalmente las especifican la posición de inserción de borde entre las regiones. 

Entre las ventajas mencionadas por Prusinckievichz [z11 se encuentra la in-

terpretación de las marcas como compartimentos biológicos en bandas de mi-

crottlidos en la profase, que adicionalmente coincide con los sitios de achatamiento 
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para la división de membranas que se forman durante la mitosis. 
Por lu tanto se establece la definición de los (sistemas-L mBPM). 
Definiciun Un sistema-L mBPM (marcadores binarios de propagación de ma- 

pas) es una terna G de la forma 

G = (E,w, 

donde E es un conjunto finito de aristas que conforma a el alfabeto, w que es 
un mapa inicial formado por aristas contenidas en E y P que es conjunto finito 
de producciones de aristas. 

Sistemas-L tridimensionales. 

Para la simulación de estructuras tridimensionales Lindemnayer 	propone 
una extensión a los sistemas-1, mBPM basada en unidades llamadas "células de 
trabajo" las cuales presentan las siguientes características: 

a) una cada de trabajo es un conjunto finito de células, cada célula a su vez 
es limitada por una u mas caras. 

b) cada cara esta rodeada por una secuencia circular finita de aristas aque 
convergen en vértices. 

c) las caras no pueden intersectarse sin la formación de una arista, aunque 
puede haber caras sin aristas (en este caso se, formarian como esferas u como 
toros). 

d) la cara es parte de la frontera de la célula y el conjunto de caras esta 
conectado. 

Definiciun Un sistema-1, mBPC (marcador binario de propagación de células 
de trabajo) es la terna G de la forma: 

(E, r, w, P) 

donde E es un alfabeto finito de aristas, r es un conjunto finito de caras eti-
quetadas, w es la célula de trabajo inicial, la cual está dada por una lista de caras 
con sus respectivas aristas y finalmente /' es el conjunto de producciones o reglas 
de transformación. 

En este caso la aristas pueden u no estar dirigidas es decir ser interpretadas 
como un vector, lo cual está indicado con una flecha en la parte superior. Las 
producciones son de la forma A :.c --> y, donde A E E es una arista que funciona 
cuino el predecesor, la cadena .r E F denota el conjunto de caras que fungiran 
como paredes y la cadena y E y: es el sucesor. 
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Programa en sistemas-1, de la segmentación holoblástica radial. 

Reglas de transformación 

A : 2 —0 	mc21,2-( -3) 
: 1 	A 

(3 :2 —› A 
C : 1 	D 
D :1 	—+ 	(8) [A21 1(B) 
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Iteraciones en sistemas-L de la simulación holoblástica radial. 

Simulación en el Programa EVOLVER 

La segunda parte de la simulación global de la segmentación consiste en que 
una vez obtenidas las particiones de los cubos (es decir de las células de trabajo 
iniciales) se procede a iterados, es decir, que dado un objeto, en este caso un 
cubo, las aristas se reacomodan de tal forma que las caras se van triangulando 



SIMULACIÓN DE PATRONES DE SEGMENTACIÓN. 	 70 

para formar más caras conforme va aumentando las iteraciones; de este mudo se 
esperaría que cuando el número de iteraciones tiende a infinito el número de caras 
también tiende a infinito para conformar una superfície que al tener un volumen 
fijo minimiza el área, que en este caso dicha superficie es la esfera. 

Dichas iteraciones se realizaron en la versión 1.88a del program Evolver, 
Brakke [3] (1993). mediante una estación de trabajo Silicon Graphics, la vi-
sualización se efectuó a través del programa Geomview, versión 1,4.3. 

Brevemente el procedimiento consistió en que por medio de un editor se es-
criben y numeran debidamente el total de vértices, aristas, caras y cuerpos que 
se quieran iterar; numerarlas adecuadamente significa que los vértices deben estar 
dados por coordenadas en un espacio tridimensional, las aristas por los números 
asignados a los vértices, las caras estarán asignadas por las aristas que las limitan 
y en un orden y en una dirección tal que los vectores normales a dicha cara siem-
pre apunten hacia afuera. 

La estructura del archivo, para la primera partición de la segmentación holobldstica 
radial para ser leido posteriormente por el programa Evulver es la siguiente: 

// segholrad.fe // Evolver data for cabe of prescribed volume. 

vertices 

1 0 0 0 
2 1 0 0 
3 1 1 0 
4 0 1 0 
5 0 0 1 
6 1 0 1 
7 1 1 1 
8 0 1 1 

edges /* given by endpoints and attribute */ 



1(0,1,1) 

12 

4 (0.1,0) 

2 

+,u1 

e 
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1 1 2 
2 2 3 
3 3 4 
4 4 1 
5 5 6 
6 6 7 
7 7 8 
8 8 5 
9 1 5 

10 2 6 
11 3 7 
12 4 8 

faces /* given by oriented edge loop */ 
1 1 10 -5 -9 
2 2 11 -6 -10 
3 3 12 -7 -11 
4 4 9 -8 -12 
5 5 6 7 8 
6 -4 -3 -2 -1 

bodies /* one body, defined by its oriented faces */ 
1 	1 2 3 4 5 6 vulutrie 1 

Ilustración del cubo con sus vértices numerados y deternados con un sistema de coordenadas de la 
(x,y,z); las aristas con su respectiva dirección y finalmente las caras. 
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Una vez establecidos todos y cada uno de los archivos se procedio a iterarlos y 
a visualizarlos en el Geomview versión 1.4.3. obteniendose las siguientes imágenes. 
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Cubo generado en EVOLVER para la simulación del cigoto. 

Cubo con 15 iteraciones. 
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Cubo con 40 iteraciones 

Cubo con 50 iteraciones. Cigoto 
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Prilmerd 	 hl ., :á.:st ira radial 	2() iteraciones. 
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Primera partición de la segmentar iUn holublastica radial (uan 51) lic›:¡-iriunri.. 

Segunda partición del cubu para la segmentación liololilástica 
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Segunda segmentación holublástica radial con 25 iteraciones. 

Segunda segmentación huloblástica radial con 50 iteraciones, 
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Tercera partición del cubo para la segmentación holoblástica radial. 

Tercera partición de la segeinntación hulolilástica radial con 28 iteraciones. 
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Tercera partición en la segmentación lioloblástica tadial con 50 iteraciones. 

i)! inivi 	1)(Itic;1 ('1 culo, pata la. segtrientaci(;111101.,Idiístif. 	ospital 

£ I. 1'171 	P hiwt.t(it,111. 
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Primera partieit'in para la segtnentaciún holoblastica radial con 25 if eraciunes. 

pailii,,n pala la s4l9netit ari,;11 liulul>la<1 ira t adial iutl '10 itP1 
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Primera partición del cubo para la segeinntación meroblástica discoidal. 

Primera etapa de la segernntación meroblástica radial con 50 iteraciones. 
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Aspectos matemáticos de la forma biológica. 

Uno de los cuestionamientos importantes en Biología es como se hereda la 
forma, el cambio de ésta en el proceso de desarrollo de los organismos y sobre 
todo el por qué las plantas u los animales tienen una cierta forma geométrica. 

En su tiempo Rashevsky [3011967) consideraba que en el sentido estricta-
mente matemático un animal dado, no tiene una forma determinada y proponía 
un "principio de proyección adecuada" el cual aseguraba que si las funciones 
biológicas estaban definidas de antemano, entonces, la forma del organismo deter-
mina tales funciones, 

Por su parte Rosen 131j(1967) formuló un problema de tipo variacional para 
los cambios filugenéticos y untugénet icus de la forma orgánica, sin puntualizar esto 

Sin embargo, definir u más bien reducir a otros conceptos el problema de la 
forma de un organismo no da respuesta a un cuestionamiento integral de lo que 
sucede. 

No obstante, la dificultad inherente a la descripción formal de la forma de los 
organismos, siempre impresiona sil admirable simetría u sus peculiares regulari-
dades. 

Por ejetriplu, se pueden citar la forma de los radiularius. (Thumpson, 137119-12i, 
división temprana, filut axia que es una manifestación de una proporción peculiar 
en la estructura espacial de las plantas, algunos sun ejemplos ilustrados con la 
sucesiones de los números de tipo Fibunacci: 1,1,2,3,5, 8, ...(Coxeter (91981) 

Surge una pregunta natural si se puede expresar en furnia matemática de-
terminadas formas orgánicas. no se podrá explicarlas a partir de principios varia-
ciunales, como ejemplo puede servir el Prire.ipio de la energía potencial mínima. 

Aquí también es interesante.,  el modelo de división del eritrocito a travk",s del 
óvalo de Cassini y su evidente analogía con la división de gotas de líquidos car-
gadas corno dinámicas de superficies equipotendales kqj 

Queda aun la peculiar fama de la mitocondria, la cual al fijarla se descom-
pone en fragmentos; la reconstrucción tridimensional de algunas niitocondrias ha 
mostrado cine tienen formas irregulares en su corjunto. tipo, cuerpo ramificado. 
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es decir, la forma de las mitucundrias es lábil y depende del potencial de la mem-
brana; la conclusión pareciera ser que la forma de las mitocondrias. no se hereda, 
sólo se hereda la forma global de conexión de tipo geométrico, demás por los 
contactos morfológicos intercelulares entre rnitocondrias se tendría una estructura 
común única en el organismo. 

Otro problema lo constituye la psicología del observador, el cual percibe las 
imagenes espacio temporales del mundo exterior. Es indiscutible que rada ani-
mal y el hombre sun capaces de distinguir las formas geométricas y las formas de 
comportamiento que le son necesarias. En otras palabras, el papel que juega el 
observador está basado en reglas de identificación. 

Feyman (141] menciona la factibilidad de estudiar de las condiciones, bajo las 
cuales dos excitaciones (reacciones) resultan ser indistinguibles. Para ello nu hay 
necesidad de saber si pueden dos personas obtener en condiciones distintas la 
misma sensación visual, sino establecer que dos excitaciones induzcan la misma 
percepción en un idividno conducen a la misma en el otro". 

Lo dicho por Feyman queda biés enmarcado en la concepción de tolerancia 
frol]que formaliza el proceso de percepción de las formas geométricas. 

Definicion Sea X = A')  x X2 	.. X„. R C X define una relación n-área 
si R /?,'XyRn i?" 

Es decir, si I? y R" forman una partición de X en 2 subconjuntos. Si ti = 1 
entonces la relación es monada, si 	2entonces la relación es binaria, es decir, 
RCXxX define una relación binaria. 

Una relación es reflexim si X X, para toda x E A' 
Una relación es simétrica si .V1 	A" 2ent onces X2  X ¡ para todos , X2  E X 
Si una relación cumple las condiciones anteriores no es una relación de equiv-

alencia, que sun las más usuales, para serlo es necesario que adicionalmente sea 
transitiva, es decir, una relación es transitiva si X I  « X 2  y X2  ", X3  entonces 

X 3  para todos , X, X3  E X 
Dermicion Tolerancia ti  en el conjunto X se le llama a toda relación que sea 

reflexiva y simétrica 

A la pareja (X,e)de un conjunto cualquiera X con la tolerancia e dada en él 
se le llama espacio de tolerancia. 

A la transformación f : X --> Y, que pone en correspondencia a los espacios 
de tolerancia (X, e) y (Y, 	, se le llama se le llama transformación de tolerancia 
sí x i 	3:2  implica que f (xl ) 	f (;r2) , donde ti es la equivalencia respecto a la 
relación de tolerancia e, 
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Si f : X 	Y es cierta transformación del conjunto X en el espacio de tol- 
erancia (Y, ri) , Definamos en X su tolerancia 	f - 1 11 , haciendo :y, 	cl  , sí 

f (x l ) 	f (x2) . A la tolerancia (, = f I I/ se le llama contrairnagen de la toleran- 

cia 7/ bajo la transformación f. Respecto de esta tolerancia la funciun f resulta 

ser una transformación de tolerancia. 

Ejemplos: 

Los campos receptores de los ganglios de la retina determinan la tolerancia 7/ 
en la retina. La visión es una transformación f del campo de visión a la retina 
del ojo. Entonces la tolerancia de la agudeza visual nu representa otra cosa que 
la imagen inversa f i q  de la tolerancia q bajo la transformación f. Es así que el 
reconocimiento de formas por parte de los animales depende de la capacidad de 
resolución de nuestros aparatos de observación. 

Es natural que los aspectos psicofísicus de las observaciones tienen relación 
con los modelos construidos de las formas orgánicas. 

Así de acuerdo con Hoffmann U. (Mcualquier organismo está constituido por 
la unión de tejidos: 

O = 	 (4.1) 

donde el tejido 7 es una variedad compacta desarrollada en células y O eviden-
temente representa a un organismo. 

El modelo matemático de la forma biológica y las funciones mencionadas por 
Hoffman N' aparecen romo cierto pseudogrupu de transformaciones de las men-
cionadas variedades (tejidos). 

En el plano de la modclación, sin duda que algo mejor desarrollado como mod-
elo de la forma biológica lo constituye la Teoría de Patrones Espacio temporales 
de Grenander 1151 

En dicha teoría se separa la clase de genendrices: 

O = {g} 
	

(4.2) 

a las que se ponen en correspondencia con el criterio: 
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g 	a (g) 
	

(4.3) 

Además a cada generatriz g le corresponde un cierto enlace: 

w(9) 
	

(4.4) 

el cual se expresa mediante números enteros no negativos o el símbolo infinito. 

La magnitud del enlace muestra el número máximo de uniones que comunican 
a la generatriz dada con las restantes. 

A la unión estructural de dichas generatrices se llama configuración. Las con-
figuraciónes cambian en el tiempo. 

Ejemplo: 

(x, 	/(-1' = 1-,71/ 
	

(4.5) 

El conjunto de generatrices (concentraciones de las sustancias químicas acti-
vas), a,  = 1 corresponde al medio en el que está inmerso el organismo. Suponiendo 
la existencia de sólo des tipos de procesos: difusión y reacción y asi se llega al a 
Teoría clásica de Murfogenésis de Turing [3/ 

Considerese que el crecimiento de la configuración influye en el número de 
generatrices y de sus índices. 

Las generatrices son campos con simetría axial y centro 	rj) • esto es 
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Aquí la idea consiste en mantener a la célula con la información pusicional en 
el sentido de Volpert 

Supongase que los campos se generan mediante la suma de generatrices g" , 
entonces con más razón estará definido el gradiente, el cual hipotéticamente ac-
tuaría sobre células aisladas y ellas se moverán en las correspondientes direcciones. 

La imagen del desarrollo se generará mediante mecanismos, uno de las cuales 
da el movimiento de las células y los centros de los campos y otro define las 
transiciones entre las generatrices, este segundo mecanismos propicicia un cambio 
de índices de las generatrices. esta idea parece tener una relación directa con 
la obtención del pseudogrupo de transformaciones de los tejidos en el modelo de 
Hoffman. 

Estructura celular de la forma biológica. 
Cosiderese la siguiente definición: 

Partición celular es un espacio topológico: 

(4.8) 

tal que c:? n 	- , donde i 

Para cada célula está dada una función continua: 

f : 	K 	 (4.9) 

que es una función característica donde DI es una esfera cerrada de q dimensiones; 
con la restricción de que restringido a hit» es un homeomorfismo, es decir: 

Un homeomurfismo entre dos superficies es una correspondencia tal que a todo 
punto de una de ellas corresponde uno y sólo un punto de la otra, y que a dos 
puntos vecinos de una corresponden dos vecinos de la otra 	[Vil • 

: / nt 	e`f 	 (-1.10) 
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K se pueden considerar por lo tanto subparticiones 	conexas formadas 
por células (tejido). 

Por consiguiente es posible establecer la geometría de los tejidos biológicos 
pueden clasificarse usando la clasificación de las variedades orientables cerradas 
de dimensión 2. 

(0/ 	esfera 	
(II toro 

121 	toro 
tratiln toca 

Superficies do variedad dimensional 2. (Tomado (le Micha, 1983) 



(B) esfera con do. perfore- 	(9) o.f.ra con Use acta pe,  
die 

(10) doble toro anudado 

clon*. entrelndadea 
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III toro anudado 
	 1,) refera a la que ea le ha 

payado un aaa anudada. 

II) /ratera cnn do. 4114. pagada, 	lb cerera caon un as" 

Superficies de variedad dimensional 2. (Tomado de Micha, 1983) 

Superficies de variedad dimensional 2 (Tornado de Micha, 1983) 
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(11) botella de Klein 

Tipos de tejidos biológicos. 

1. Tejido con cavidad (estrato). El tejido tiene frontera exterior y fronteras 
interiores (cavidades. Cualquiera de estas es no humeomurfa a cia esfera bidi-
mensional, pero es una variedad de dimensión 2). 

?.Tejido plano (sin cavidades). 

3. Célula libre: c3 0 	I  7' 2(T? armazón bidimensional de r) 
- 	.1 

`1. Tejido poroso (conjuntos de células débilmente unidas). 

Las transformaciiones murfogenéticas en el desarrollo individual de los organ-
ismos pueden representarse rorro, el siguiente conjunto de operaciones 

i) Dtvlsión (Titilar. 

ii) Alarife de células: r"T2  (T2  armazón bidimensional de T3 ). ty 	1 

iii) Pegar.  asas a uno o a dos fepcios (en este segundo caso se trata de una 
suma conexa de dos tejidos). La ruptura bucal o el orificio anal. Formación de las 
aberturas branquiales. 

ri /D'hin! de asas. El tejido puede coilitise en (los tejidos. por ejemplo 
cuando ocurren acerdonawien!W (crecimiento de orificios branquiales en los, ver-
tebradi,$). 

e) 	 ,.:-slyi ,..ajornie de la fia.n,aciOn de LIS rP.Vi- 
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dades.  

vi) Cerradura de cavidades. 

F077MIC1(511. de tejidos con. Mulas dzferentes. 

viii) Ronoción (le tojidwi.(decaimient O de células indeperidientes del rango 
nervioso bajo neururregulación) 

A 

Transformaciones murfugnéticas. A. División celular. B. Cortadura de asas. 

Al aparecer la actividad fisiológica del organismo su modelo celular K. sufre una 
transformación homeomorfa celular K 1 	K 2. Bajo esta transformación también 
se conserva su estructura de tejido. 

Superfícies mínimas. 
Otro elemento interesante de considerar en los aspectos matemáticos de la 

forma asi como su desarrollo, son las superficies mínimas que se puedan presentar 
en algunas morfologías peculiares u bien algunos principios fisiológicos que esten 
relacionados con está conceptualización matemática que está por detrás de las 
supei fícies mínimas. 

Para entender lo que representa una superfície mínima considerese el siguiente 
problema: 

Hallar la curva, con sus puntos frontera dados, que al girar alrededor del eje 
de las abscisas forme una superfície de área mínima; el resultado es que la curva 
buscada es la catenaria. 

Cunsiderese a una cadena de metal uniforme la cual al sostenerla de dos ex- 
tremos cualesquiera, ésta cuelga libremente bajo 	de la fuerza de gravedad, 
si la magnitud de los eslabtnieS glIP conforman a esfcj radena tienda,  a ceros se 
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construye la idealización de una curva infinita contenida en un plano cartesiano, 
dicha curva se le denomina catenaria. 

Esta curva al rotarla sobre el eje x genera una superficie de revolución llamada 
catenoide, cuya construcción se esboza en el apc;ndice, este es un ejemplo de 
superficie mínima. 

Las semejanzas con superficies mínimas encontradas en la naturaleza se pueden 
ejemplificar a nivel de microestrurturas, como es el caso de placas en equinoder-
mos, a nivel de individuos rotnpletus, como los radiolarios y lieliozoarios u bien 
fases del desarrollo animal como es el caso de la segmentación. 

En el caso de los equinodermos, los estudios la microestructura a partir de 
cristalografía (Nissen 	1969) han proporcionado evidencias que las placas in- 
terambulacrales asemejan superficies de fractura. 

Asimismo la difracción por rayos X en estudios realizados por Donnay y 
Pawson P1(1969) muestran que la interface entre cristales inorganicos y mate-
ria orgánica asemeja a una superficie mínima de tipo periódica. 

Nitshe ra)(1989) menciona adicionalmente la semejanza de las fotografiar de 
microscopía electrónica, obtenidas en el trabajo de Nissen, con la superficie mínima 
de Schwartz. 

Superficie mínima de Schwartz, 
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Superficie rninima de Schwartz periódica. 

Los radiolarios son proruzuarius cuyo esqueleto calcáreo perdura con el tiempo 
y por lo cual es posible tener registros fósiles en el área de micrupaleontulogía, las 
formas geométricas que presentan dicho esqueleto han propiciado una serie de in-
vestigaciones, uno de los principales iniciadores fue D'Arcy Thompson [37) donde 
menciona la semejanza de estas murfologías con las superficies mínimas generadas 

por pompas de jabón. 

Dichas superficies sun generadas artificialmente teniendo de antemano urna 
configuración de alambre, la cual al humectarla con una solución de glicerina con 
jabón, se forman peliculas que minimizan el área de las superficies cuyos contornos 
están dados por las configuraciones de alambre. 

En el caso del catenuide, este se puede formar con un alambre con dos cir-
cunferencias concéntricas cuyos radios sean los valores de la función en los puntos  

extremos, es decir las alturas sobre el eje x de los puntos extremos de la curva 
de la catenaria. Este alambre al sumergirlo en la solución de glicerina y jabón 
genera un catenuide ya que físicamente, lo que ocurre es que las fuerzas de tensión 
minimizan el área de la superficie. 

En los trabajos de Thompsun [PI se presentan las configuraciones que deben 
tener los contornos de las superficies que se asemejan a los radiolarios, en este 
caso un tetrahedru con Callitnitra agnasca, un prisma triangular con Primnatinin 
tripodiurn y finalmente un cubo con Lithocubus geoinciricus, 
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Calla nitra glurasae. Tomad() de Thunipson, 1942. 

Superficies mínimas generad,•ts a partir de tetraheciros que asemejan a cuaimiln 	Tomado 
de -11(Jfirscrt  1142. 
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Prismatium tripodium, a la derecha el prisma que genera a la superficie mínima. Tomado de num- 
19 2. 

Lithocubus geometricus con el cubo que genera la superficie mínima. Tomado de Thompson, 1942 

De forma análoga las pompas de jabón en forma de esferas al juntarlas o al 
fragmentarse se asemejan a las etapas de segmentación espiral. 
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Fragmentación y conformación de pompas de jabón 
que asemejan ala segmentación holoblástica 



Capítulo 5 

Matematización de conceptos 
biológicos a partir de la Teoría de 

invariantes. 

En este capítulo se presenta una alternativa de matematización de conceptos 
biológicos, en este caso el de diversidad, a partir de una serie de ideas desarro 

Dadas en el siglo XIX sobre el enfoque de la geometría según Klein. 

La modificación primordial en dicha propuesta, es la implementación de las 
variables aleatorias corno un tipo especial de simulador de las características de los 
seres vivos; por lo que la formalización matemática requerida para la conformación 
de una "geometría" es aun muy pobre en cuanto a los resultados e inferencias aquí 
presentados, por lo que se reiteira que apenas es una alternativa de propuesta. 

Felix Klein (1849-1925), destacado matemático alemán, presentó en 1872 el 
llamado Pmgraina de ErlangerrtAen la Universidad del mismo nombre; dicho 
programa pretendía presentar un visión unificadora de la geometría hasta el siglo 
XIX, y proponía fundamentalmente una nueva alternativa de enseñanza para la 
geometría y con base en esto una nueva concepción de la geometría corno un 
grupo transformaciones (tipo traslaciones, rotaciones, etc.) que operan sobre entes 
geométricos y que mantienen inuariontes a ciertas propiedades y características 
de dicho conjunto. 

La presente propuesta se explicará con diferentes aproximaciones considerando 
aspectos de la matemática, de la biología y de la epistemología. 

Un ejemplo con lugares geométricos. 
Considerese inicialmente a ciertos lugares geométricos bajo el contexto de la 

geometría euclideana; por ejemplo a una recta, que al trasladarla (moverla por 
ejemplo hacia arriba o abajo) o bien rotarla (cambios de inclinación en el plano 
cartesiano), sigue conservando su característica de ser meta, es decir que al aplicar 
ciertas transformaciones (en este caso rotaciones o traslaciones) se conserva inva - 

riante el análisis geométrico que se quiera realizar de esta entidad llamada recta, 

96 
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cuino por ejemplo la distancia (norma) entre un par de puntos de ella, la cual es 
la misma aunque se rete o traslade la rect a; en otras palabras: 

En el enfoque de Klein, la geometrá euclideana, queda definida y caracteri-
zada por un grupo de transformaciones del espacio, éstas tienen la propiedad de 
conservar la distancia entre dos puntos cualesquiera y a su vez la orientación de 
las figuras transformadas; en particidal a todas transformaciones que cumplan 
con estas dos características se le denominan movimientos. 

Siguiendo está idea se puede mencionar que: 

La Geometría afin queda definida y caracterizada por el grupo de transfor-
maciones afines. La Geometría proyeetina a su vez está definida y caracterizada 
por el grupo de transfortnaciones afines proyectivas, asi mismo la Geometría de 
Lobacherskil esta determinada por el grupo de transformaciones proyectivas que 
transforman en si mismo cierto círculo o cualquier sección cónica. 

De este modo el Programa de Erlangen se puede considerar como un método 
unitario para definir y caracterizar diferentes tipos de geometría a partir del grupo 
de transformaciones que opera sobre cierto tipos de entes, con ciertos invariantes 
respecto del grupo de transformaciones y nada más que de ellas. 

En la siguiente aproximación se expundran las nociones de invariante y de 
grupo para lograr una mejor comprensión de la formalización de la propuesta. 

La geometría a partir de las nociones de invariante y 
grupo. 

Siguiendo la idea de Klein; la geometría de un grupo de transformaciones de 
un conjunto Al de entes, estudia todas las propiedades, conceptos y magnitudes 
que no cambian, los invariantes / bajo la acción de cualquier transformación de 
r y que no posee esta propiedad respecto a cualquier otra transformación que no 
pertenezca a F. 

El enfoque de Klein en geometría consiste en dar el grupo de Transformaciones 
de ciertos entes geométricos y a partir de ellas se trata de hallar los invariantes 
de tales transformaciones. 

Este enfoque de Klein aplicado a la definición de propiedades y magnitudes 
relacionadas con la biología, consistiría en que dichas propiedades u magnitudes 
se definen precisamente como aquellas que nu cambian, es decir que sun los 
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variantes y lo que se busca es el grupo de transformaciones que deja invariantes 
a la propiedad u magnitud que se quiere definir. 

Invariante es una función de las coordenadas de la magnitud transformada, 
que no cambia su valor para el conjunto de transformaciones de dicha magnitud, 
Por ejemplo la función: 

yo (s, y, z) = 3,2  + y2  + 

es un invariante respecto de todas las rotaciones del espacio euclideano alrededor 
del origen de coordenadas. 

Los invariantes de la forma cuadrática con matriz u 	(ao) i,j = 1,3 , sun la 
traza y el determinante de la matriz A. En este caso el conjunto de transforma-
ciones es el conjunto de todas las rotaciones del espacio tridimensional euclideano. 

Otro concepto que se introduce es el de grupo, el cual queda definido como 
sigue: 

Sea G un conjunto de elementos a, b, e, ... para los cuales se define una op-
eración *, tales que: 

1. Para todo a, b elemento de G' el producto u * b es elemento también de G, 
asimismo a a también pertenece a (7, es decir: Va,b E G ----> i) a*bEG 
a*aEG 

2. a * (b * 	= 	* 	* r, 	, es decir, existe la propiedad asociativa. 

3. Existe un elemento e (elemento neutro) de C, tal que a * e = a = e* a Lo 
que en notación matemática queda como: 9eEGDa*e=a=e*a 

4. Para todo a elemento de (7 existe a -1  (inverso de a), tal que a * 	e = 
a 	* a es decir 

(Va E G) (9a_ E G) a * a-1  =e =  

Ejemplo: 

El conjunto 41" (números enteros positivos, incluyendo al cero) forma un grupo 
si la operación * definida anteriormente es la suma y a su vez no se forma grupo 
si la operación es la multiplicación. 
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La teoría de grupos es muy utilizada en diversas áreas de la matemática y 
fuera de ella, aunque por su origen es una parte del Álgebra Moderna. 

Retomando nuevamente así la idea original de Klein, la terna G = (Al, r, 1) 
establece una alternativa formal y a su vez más amplia para entender y describir 
a una geometría, es decir, una geometría es una terna denotada por O de los 
siguientes componentes: un conjunto A/ de entidades, las cuales al aplicarles un 
grupo de transformaciones r mantienen invariantes a las propiedades 1, que están 
involucradas con los entes mismos del conjunto A/. 

A continuación se establecerán la propuesta de vinculación de éstas ideas con 
la biología, la primera hipótesis que se propone es que el conjunto de entidades Al 
coincida con el conjunto de seres vivos, o más bien con características de los seres 
vivos. Sin embargo, es necesario precisar qué tipo (le entidades son los seres vivos 
y para ello se replanteará la propuesta a partir de un contexto episternológico. 

Entidades y unidades en el ámbito 
ontológico-epistemológieo. 

Para lograr esta aproximación es necesario retomar algunos planteamientos de 
la Teoría, de los Procesos Alterados propuesta por González-González (1.61, (1992). 

Dicha teoría propone que todas las manifestaciones que se estudian en la 
naturaleza son procesos que existen por si sólos, es decir sin la necesidad de ser 
conocidos, asimismo, la naturaleza debe concebirse como el conjunto de relaciones 
que existen entre los fenómenos, las entidades y sus diversas manifestaciones; los 
procesos mencionados anteriormente presentan tres niveles de alteración, a saber: 
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El primer nivel de alteración es la rapacidad intrínseca de cambio, es decir 
que si ejemplificamos a un proceso cuino un ser vivo u sea el objeto de estudio 
en Biología, éste presenta una serie de cambios debido a su desarrollo untogenético. 

El segundo nivel de alteración es la intcracción con otros procesos, en el caso 
de los seres vivos como procesos, son todas las interrelaciones abióticas y bióticas 
que modifican, y por lo tanto alteran su devenir histórico. 

El tercer nivel de alteración es la transformación que sufren dichos procesos 
a partir del conocimiento, es la alteración subjetiva incunciente o cuociente de la 
realidad para conformar una verdad. 
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El cuestionamiento y confrontación de la verdad científica, en un área es-
pecífica del conocimiento, como es el caso de la Biología, es lo que establece a 
la Praxis; el entendimiento de ésta actividad científica y desde luego social, debe 
contemplarse en tres ámbitos de conceptualización universal, es decir, los ámbitos 
ontológico (del ser), epistemológico (del conocer) y metodológico (del qué 
hacer), de los cuales la, r utwprclación de la. Realidad es lo que en ciencia se maneja 
como la Verdad científica. 

La traducción de estos procesos alterados para su estudio requiere de ciertas 
herramientas epistemolúgicas, la primera de ellas, consiste en que todo proceso 
tiene su devenir histórico y en el momento de conocerlo se detiene dicho devenir, 
esta delimitación del proceso para convertirlo en cuento es la que constituye la 
ubicación espacio temporal. 

Por lo tanto el primer instrumento ontológico-epistemológico a considerar es 
la ubicación espacio-temporal del proceso (como ejemplo un ser vivo) que está 
inmerso en la realidad al igual que otras entidades, las cuales son tomadas como 
objeto de estudio por los científicos. Toda entidad posee un conjunto de cuali-
dades y en el proceso de subjetivización del objeto de estudio, las cualidades que 
definen a una entidad se iransforman en los atributos, los cuales se pueden definir 
como una cualidad subjetivizada. 

Lo anterior conforma el segundo elemento ontológico-epistemológico del pro-
ceso del conocimiento, es decir, la descripción, que es el primer acercamiento del 
científico con el proceso a estudiar y que a partir de este se construyen las anidade.s 
de conocimiento. 

La construcción de unidades de conocimiento conforman el tercer instrumento 
ontológico-epistemelógico, dicha construcción está contemplada en un ámbito rnetódologico 
que está en función del objeto de estudio. 

Las ideas principale de la Teoría de los Procesos Alterados' conforman una 
cierta perspectiva de su utilidad en Biología, que repercuten fundamentalmente en: 

i) la caracterización del objeto de estudio, los seres vivos 
ii) la interpretación de los conceptos y principios básicos de la Biología 
iii) Los procedimientos de elaboración del conocimiento biológico. 

Haciendo referencia al segundo inciso, uno de los términos más utilizados en 
Biología, el de Diversidad, del cual se hablará en la siguiente aproximación. 
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El concepto de Diversidad en Biología. 
La diversidad desde el punto de vista biológico es una propiedad de la ma-

teria viva, es el conjunto de manifestaciones distintas que conforman a la biota, 

y epistemológicamente, la diversidad junto ron la unidad, continuidad y cambio 
conforman los cuatro principios integradores de la biología. El proceso de con-
tinuidad da como resultado a la unidad, asimismo del cambio resulta la diversidad. 

Más específicamente, la diversidad es el resultado de un proceso evolutivo, o 
sea de la diversificación, tornando adicionalmente un refente para la diversidad 
que es la unicidad como un punto de origen de la diversificación. 

Adicionalmente. es importante considerar que la diversidad no sólo se refiere 
al conjunto de todos los seres vivos que han habitado y habitan la tierra, sino que 
también es válido el concebir la diversidad de un grupo de seres vivos (subcon-
junto del total global de manifestaciones de vida en la historia de la tierra) tales 
que: 

a) dicho subconjunto sea un conjunto de seres vivos que comparten ciertas 
características en común plasmadas en lo que se conoce coma un Patrón Is'struc-
toral y Funcional Básico. Dicho patrón en este caso, es el refente de la diversidad 
de este subjunto, es decir es la unicidad entendida como un punto de partida en 
el proceso de diversificación y por ende lo que conforma un grupo taxonómico. 

Por lo cual, se considera al primer nivel de contextualización de la diversi-
dad, que es el taxonómico, entendiendo así a la diversidad de un taxon como el 
conjunto de manifestaciones de vida (seres vivos) los cuales parten de un patrón 
estructural y funcional básico. 

b) el subconjunto de seres vivos que tienen una ubicación espacio temporal 
específica y que en conjunto conforman una entidad natural de interacción, ge - 

nera la diversidad de comunidad, que aparece como una propiedad emergente de 
las comunidades y aquí el referente de unicidad es la funcionalidad y la biocenusis 
que tenga dicha comunidad, que puede ser entendida desde el nivel de asociación 
hasta el nivel de ecosistema. 

c) el subconjunto de seres vivos que conforman desde un punto de vista rc,-
gional a una biota, dicho de otra manera, si se concibe al ser vivo a partir cle 
una unidad de conocimiento compleja como es el 'OPE: Individuo, Oryanismo, 
Población. y Especie 	cada TOPE puede ser considerado a su vez como un pro- 
ceso que se altera y que desde luego es suceptible a ser transformado. Por lo cual 
la diversidad es el conjunto de IOPE's. 
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Reconsiderando la Teoría de los Procesos Alterados 14), de ésta se desprende 
una concepción importante que es la Pico Flora Dinámica, que en este caso se 
ampliará lo entendido en Hura y se extrapolará a lo que se entiende por Biota, te-
niendo así tres orientaciones de la biota: típica (ambiental), tónica (taxónomica) 
y tópica (regional). 

La biota, o bien sus sectorizaciones (flora, fauna, ficuflora, acarofauna, etc.), 
es y debe ser considerado en un contexto teórico-metudológico corno el punto de 
partida para cualquier tipo de estudio y para cualquier tipo de orientación; la 
diversidad de una biota no sólo debe entenderse a través de un índice o de un 
número; o bien como una propiedad peculiar de un nivel de organización en es-
pecífico. 

La diversidad debe reflejar un contenido y una estructura propia de sus refer-
entes y de las entidades que involucra, de esta forma la diversidad recapitula su 
importancia como un principio integrador de la Biología 

Por lo mal, se propondrá momentáneamente a la diversidad como la dispersión 
(no el término de dkpersian utilizado en Biogeagrafía) sino la idea intuitiva, es 
decir, las diferencias ,,jue se manifiestan en un conjunto dado de entidades y que 
sun susceptibles de medirse a partir de las rn olidas de dispersión que se conocen 
en la teoría clásica de la Probabilidad. 

La noción es la primera aproximación intuitiva de la realidad, vista a partir de 
un contexto determinado, sobre el cual está inmerso al término del cual se obtiene 
la noción; el concepto es una custrucción más elaborada y en dicha construcción 
se establece la confrontación del concepto con la noción; finalmente la categoría 
es la comprensión y entendimiento del término a nivel tal que ya no es necesaria 
la ubicación nacional. 

Este enfoque, puede resultar muy adecuado en la definición de conceptos 
biológicos dado que en Biología, por lo general estudia a los seres vivos en su 
variación morfutisiulógica. 

Variables aleatorias en la simulación de unidades de 
conocimiento. 

En nuestro caso las entidades sobre las cuales operan las medidas de dispersión 
son las variables aleatorias de las cuales se dará a continuación su definición for-
mal: 
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Deflnicion Sea 1.2 un espacio muestra! (es decir. cierto espacio de eventos ele- 
mentales w) y A C 11, tales que f2. A 	(íj. Una variable aleatoria X es ima función 
que pone en correspondencia a lo elementos de 12 (eventos elementales 	ron los 

reales de A o sea: 

X : Q A 

conX=X(u),u)E12 
Se distinguen dos casos particulares de variables aleatorias. En caso de que A 

sea un conjunto finito o numerable de distintos valores x con las correspondientes 
probabilidades 1' (X 	r) donde (X = 	{sss : (u) 	:E} es el evento consis- 
tente en que e tome el valor x . Se dice que la variable aletoria es discreta, en 
al caso de que A sea un conjunto infinito no numerable, la variable aleatoria es 
continua. 

Ejemplo: 

Cunsiderese el experimento (en probabilidad se llama erperimenlo al proceso 
mediante el cual es posible obtener un conjunto cualquiera de resultados) de agre-
gar contaminante a una pecera con tres peces, lo que se quiere ver es la toxicidad 
del contaminante a partir de la mortalidad que se presente en los peces después 
de un determinado tiempo. 

El espacio muestra! Q de un experimento dado se define como el conjunto de 
todos los resultados elementales posibles de dicho experimento; en éste caso si 
se denota a un pez vivo con u y a un pez muerto con ni el espacio muestra! del 
experimento anterior estaría dado por los posibles eventos elementales: 

= {urv, vont, une, tuvo, miar, 	mino, in"} 

donde cada uno de los elementos us de /2 representa un posible resultado, por 
ejemplo el primer elemento u, nos indica que los tres peces después de agregar 
el contaminante siguieron vivos, en cambio el quinto elemento ws  del conjunto í2 
indica que el primer y segundo peces murieron y sólo el tercero subrevió. 

Sin embargo, en téminos prácticos el enlistar todos los posibles arreglos que 
representen los resultados de un experimento podría resultas un tanto tedioso, y 
aunque existen técnicas de conteu para enumerar los posibles resultados, en este 
caso se emplearían combinaciones. El interés del investigador es el ver la efectivi-
dad o no de un cierto tratamiento, en éste caso el contaminante: dicho en otras 

palabras lo que interesa es cuando hubo U, 1,2 ú :3 peces muertos y nu todos los 
posibles arreglos que para en este sentido los resultados yuty y rusy resultan ser 
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el mismo. 

Por lo cual se procede a asignar valores a todos los elementos del espacio 
muestra! con base en la finalidad del proceso, es decir el número de peces muertos: 

{1,11,q) 1.11110 V111.1' 1117 ,1,  M1171,  num? rrnm.rnmin} 

{0 , 1 , 1 , 1 , 2, 2 , 2 , 3 

Por lo cual ésta regla de correspondencia entre los elementos del espacio mues-
tra! 12 con un conjunto de números reales se denomina 'variable aleatoria, la cual 
representa el número de muertes. 

La variable aleatoria más que una variable es una función cuyo dominio es el 
espacio muestral S2 (conjunto de todos los w posibles resultados) y el contrado-
minio es R (valores numéricos reales). 

Esta función X , o sea la variable aleatorio a su vez induce un espacio de 
probabilidad de la forma: 

x 	( a1, 	3:2, 	3:3, • • • 3%3,• 	, (5.1) 

	

Pi 	, 	P2, P3, 	pk 

donde pi  es la probabilidad asociada a la ocurrencia del valor x de la variable 
aleatoria, y son tales que E l,,= 1. 

De nuevo, para caracterizar a una geometría con la idea de Klein en la terna 
(MI", I) hay que conocer My r y encontrar los invariantes 1. En nuestra modal-
idad, se pretende encontrar un grupo de transformaciones r tales que al aplicarlos 
a un conjunto Al (un conjunto de características de los seres vivos reproducibles 
romo valores de las variables aleatorias) mantienen invariantes a lo que queremos 
definir 1 como un conjunto de propiedades y magnitudes, que para este caso esten 
relacionadas con la dispersión y por lo tanto caracterizar a los seres vivos a partir 
de variables aleatorias. 

La descripción es la percepción de las cualidades que se encuentran poten-
cialmente en los seres vivos y que sun transformadas a su vez en atributos, estos 
son suceptibles de caracterizarse a a partir de diferentes valores (en taxonomía 
numérica se llaman estados de caracter), por lo que está tipificación es una regla 
de correspondencia del conjunto de atributos con los estados de caracter. 
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Más específicamente de todo el conjunto de cualidades potenciales no sola-
mente con un conjunto de cualidades manifiestas, sino con un número n de con-
juntos de atributos que reflejan bajo el contexto de la descripción a un número 
n de características, por lo cual se introducirán dos modalidades para la variable 
aleatoria. 

La primera consiste en adjudicar a cada una de las características de los seres 
vivos una variable aleatoria por lo que ahora el conjunto de variables aleatorias 
que simularán a un ser vivo conformarán una variable aleatoria vectorial: 

x2  
, con X, = X, (w) 	 (5.2) 

Xn 

donde a su vez cada variable aleatoria Xi  induce su propio espacio de probabilidad. 

1 	1 
X t 	

X 2  , 	S2  , 	S111 • • . v id \ 

PI , 	P2
1
, 	PI, • • • 'PI 

3: i , 	4, 	3:32  , .. . , XI 
X2 	 2 

Pi, 	P2, Pl. • • ,P1 
X:11 , 

X a ''' 
P? 	

3 	ii 
' 	

p  '1 ,  
h, • • • , Pk 

• 

x7  x„ 	 .. 
v?, 	PI,  pl,, • • ,p1 

donde los superíndices denotan al número de variable aleaturía en cuestión y 
los subíndices los valores que puede tomar dicha variable con las probabilidades 
correspondientes. 

La segunda modalidad consiste en considerar a todas y cada una de las vari-
ables aleatorias como funcionales tomando corno una nueva variable al tiempo, 
ya que si se quiere obtener una simulación de los seres vivos como procesos es 
importante considerarlos como un proceso que trascurre a traves del tiempo. 

Para lo cual se expondrá el concepto de funcional, y para esto se iniciara con 
los conceptos de relación y de función. 

Definiciun Definicion Sean A y 13 dos conjuntos arbitrarios distintos del vicio 
y sea A >< 13 el producto cartesiano de A con 13, es decir el conjunto de todas las 

(5.3) 

1 
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posible parejas ordenadas obtenidas de juntar un elemento de A con un elemntu 

de B, dicho en notación matemática: 
A x B = ((a, b) a EA y bE II} 

entonces, una relación. I? de A en 13 es un subconjunto del producto cartesiano 

A x 13; es decir RC A xB 

Definiciun Sean A y /3 conjuntos, una función de A en 13 es una relación de 

A en 13 (I? C A x B)si cumple que: 
i) Para todo elemento de A existe un elemento de /3 tal que la pareja ordenada 

de estos dos elementos pertenece a la relación 
El elemento del conjunto 8 es único. 

en notación simbólica queda como: 

i) (Va E A) (3b E 13) -3 (a, b) E R. 

Sí (a,bi) E a, 	(a, b2) E R r=> bi  = 1)2 

Notación: Sí R es una función de A en 13 : 

A es el dominio de la relación, 13 es el contradorninio de R y si a E A, al único 
elemento b E 13 tal que (a, b) E R, se denota como b = 1(a) y entonces se dice 
que f es la regla de correspondencia de la función. 

Definicion A las funciones cuyo dominio está definido en un conjunto de fun- 
ciones, reciben el nombre de funcionales, es decir. 

Si 1? denota a un cierto conjunto de funciones entonces: 

:F /' 13 

donde la funcional .F es la regla que pone en correspondencia al conjunto de fun-
ciones con otro conjunto arbitrario usualmente numérico, real u complejo. 

Si se retorna la idea inicial de la segunda modalidad para las variables aleato-
rias se tiene ahora variables aleatorias que dependen del tiempo, es decir, que son 
funcionales del tipo: 

1' : 	 (5.4) 

por lu cual las variables aleatorias que hasta ahora se han conformado van a ser 
de la forma: 
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(t) 
X2  (1) 

(I) = X3 (1) 	, con X;  (t) = Xi (u)(1)) 	 (5.5) 

• 
(1) 

Establecida la caracterización de los seres vivos por medio de variables aleato-
rias vectoriales, se procederá a considerar al conjunto de seres vivos (variables 
aleatorias vectoriales) corno el conjunto sobre el cual actila un conjunto de trans-
formaciones, las cuales mantienen invariantes ciertas propiedades y magnitudes 
respecto a la dispersión que es el concepto que se quiere definir. 

Medidas de dispersión de una variable aleatoria. 
El problema que se tratará a continuación es el definir la Dispersión, de una 

variable aleatoria. 

Se considera el problema de definir dispersión, y diversidad de los seres vivos, 
que se reducen a los respectivos conceptos para variables aleatorias. La idea in-
tuitiva de dispersión está ligada a la propiedad de los elementos de A/ que se 
encuentran a una cierta distancia unos de otros. 

Siguiendo el análogo de la idea de f.lein es nPresurio encontrar todas las trans-
formaciones de la variable aleatoria vectorial, para las cuales cierta propiedad, la 
que se quiere definir, no cambia, (es decir, se mantiene invariante). 

Las transformaciones que se proponen son la rotación y la traslación paralela.. 
esto es los movimientos (entendiendo poi movimiento si toda transformación del 
espacio en sí mismo que: 

u) conserva la distancia entre puntos AB == 71'7i' 
b) conserva la orientación de las figuras transformadas; 

cumpliendo solamente el inciso a) la transformación se liam. ortogonal). 

La dispersión es aquella propiedad de las variables aleatorias vectoriales, la 
cual es invariante respecto del grupo euclideano de transformaciones de dichas 
variables aleatorias: 

X' = A X + b 	 (5.6) 
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donde A es una matriz ortogonal (es decir una matriz que cumple con A 	
• 
= 

I = AT• A, donde AT  es la matriz transpuesta de A e / es la matriz identidad) y b 
es un vector arbitrario de dimensión n. Las medidas de dispersión son funcionales 
invariantes , respecto del grupo de transformaciones dado en la ecuación anterior. 

Para poder efectuar las operaciones correspondientes del producto de la matriz 
ortogonal A y de la adición del vector b se tomará a la varianza de la variable 
aleatoria X (t) la cual está dada por el segundo momento con respecto a la media, 
es decir: 

X (t) = E (X (t) — EX (t))2  = e 	 (5.7) 

donde E denota a la esperanza matemática o sea el primer momento con respecto 
al origen, adicionalmente para simplicar se denotará a la varianza de la s,ariáble 
aleatoria vectorial como función del tiempo como 1. 

Por lo que la ecuación 5.1 toma la forma 

= Al + b 	 (5.8) 

Observese que la motivación de hacer todo lo anterior se basa en el caso 
particular n = 1 (es decir para la variable aleatoria escalar), el grupo de transfor-
maciones anterior toma la forma: 

= 	+ b 	 (5.9) 

donde la matriz A se reduce a una matriza de 1 x 1, es decir a un escalar y b 
pertenece a Ri 

A continuación se bosqueja la demostración para el caso de la varianza: 
Dado que: 
Vti = E (e — E1)2  = 	- (h;)2  
pur lo tanto1/1' = V (r b) = E (e 	E (e — b))2  
= E (1 — b — 1.;; + Eb)2  
= E (e — b — Ee b)2  
= E — E02  
= Ve 

o sea que la dispersión a través de la varianza de la variable aleatoria no cambia 
al "centrarla" en b (cualquier número real) 

Al grupo de transformaciones buscado, es el de las transformaciones paralelas 
y simétricas respecto a un punto, para el caso escalar de la variable aleatoria. 
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En el caso escalar (a = 1) se puede consignar como medidas de dispersión a: 

i) La amplitud de la variable aleatoria, esto es, la diferencia entre los valores 
espectrales máximo y mínimo. 

An1P1 = smax — smin 
	 (5.10) 

ii) La desviación absoluta promedio: 

	

E — FM I 	 (5.11) 

iii) La Semiamplitud unimodal de la distribución continua, es decir, el modulo 
de la diferencia entre dos valores de la variable alaetoria, en los que la densidad 
de la distribución p en uno de los valores es dei del máximo de la densidad en el 
otro valor: 

p (x i ) = —
1 
2

max p (s2). 	 (5.12) 

iv) La llamada dispersión de la variable aleatoria y la desviación estdndar 

— .111)2 	 (5.13) 

= 
	

(5.14) 

y) Momentos centrales y promedios centrales de orden par. 

Estas funcionales (de la i) a la v)) son de una sola entrada. Se pueden ex-
ihibir ejemplos de funcionales de varias entradas, invariantes respecto del grupo 
de transformaciones 37,1 Entre ellas se tiene: 

vi) La covarianza de las variables aleatorias 11,12  (funcional de dos entradas) 

= 	_E — 	Eli)] 
	

(5.15) 

vii) La matriz de momentos de segundo orden (funcional de in entradas). 

con ij = 	771 	 (5.16) 

viii) Los momentos e( ntrales de urden par r1  r2  ... r„, = 2n 
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[(1 	— E12)" 	1%12) rm1

1 ix) Los coeficientes de correlación: 

Pil 

En el caso de variables aleatorias vectoriales (a > 1) tampoco es difícil señalar 
ejemplos de funcionales que sean invariantes respecto del grupo de transforma-
ciones 5,(4 y por lo tanto, por la definición convenida, que midan la dispersión: 

x) La amplitud de la variable aleatoria vectorial, esto es el diámetro de su 
espectro. 

xi) El rango de la distribución a dimensional, es decir, el rango de la matriz 
de covarianza covl 

xii) La traza de la matriz de covarianza., o sea la suma de las llamadas dis-
persiones 

rn 

(5.19) 

Mi) La dispersión generalizada: 

det(cot,l) 	 (5.20) 

La invarianza de las funcionales xi) -xiii) respecto del grupo de transforma-
ciones $-.1 se justifica porque COI,  = AC01., AT entonces como resultado de la 
transformación [ti.nla matriz de la covarianza cov,; se convierte en una matriz de 
semejanza y éstas tienen la misma traza, rango y determinante. 

Todas las funciones enumeradas. por un lado expresan propiedades de las 
variables aleatorias, las cuales son invariantes bajo la acción del grupo de trans-
formaciones b pero por otro se diferencian en que cada funcional caracteriza a 
una determinada particularidad de la misma propiedad de la variable aleatoria, 
la dispersión la cual no puede ser descrita por una sola funcional, por una sola 
manera de medir la dispersión, sino que representa toda una " geometría " del 
grupo de transformaciones 5.9que deja invariante a t,das las maneras de medir 
la dispersión de las variables aleatorias que describen las características de cierto 
conjunto de seres vivos, 

(5.17) 

(5.18) 
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Diversidad de una variable aleatoria. 
La diversidad de un conjunto de seres vivos es lo que mismo la dispersión, ya 

definida, sólo que referidos a criterios no ligados a unidades de medición. Pur ello 

el grupo de diversidad deberá contener al grupo de dispersión. 

En el caso de variables aleatorias escalares en = 1) la transición de una escala 
de medición a otra implica o bien una traslación paralela: 

	

b 
	

(5.21) 

correspondiente al nuevo origen escogido, u bien una homotecia: 

correspondiente a un cambio de escala, o bien ambas. 

11 = 	+b , A > O 
	

(5,22) 

Completando el grupo con el caso A < O se obtiene el grupo de transformaciones: 

= 	+ b 	 (5.23) 

para todo valor de A E R \ (0) 

Algunos ejemplos de medidas de diversidad, esto es, de invariantes del grupo 
de transformaciones 5.723 

xiv) Cualquier característica numérica de la variable aleatoria como: 

rl 
= I 1 — 1';11 
	

(5.24) 

xv) La medida de la diversidad de la variable aleatoria l respecto a otra 

17 (1 — 

E( 	() 
(5.25) 

xvi) La funcional con una entrada: 
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V(1) - V(1 i 
	

(5.26) 

Estas dos últimas funcionales son pequeñas generalizaciones del coeficiente 
de variación. Sin embargo, a diferencia de este coeficiente las funcionales men-
cionadas admiten traslaciones paralelas. 

Pasando al caso de una variable aleatoria vectorial el grupo de transforma-
ciones de contracción afines al plano tangente o a la dilatación respecto al mismo, 
las cuales al escoger una base adecuada toma la forma: 

Vi 	 (5.27) 

	

si ra < i < n 	 (5.28) 

donde las (i = -1.7a) sun las componentes del vector y así se obtiene un grupo 
complemento de transformaciones afines: 

b 	 (5.29) 

donde A es una matriz no degenerada (detil /, 0) y b un vector a-dimensional. 

Así pues se llega a otra aproximación de la definición de diversidad corno la 
geometría de los invariantes del grupo de transformaciones 52)de las variables 
aleatorias vectoriales de dimensión a. 

Dada la expresión: 

Aros A r 	 (5.30) 

se infiere que las siguientes funcbmnales son invariantes del grupo 19) 

.rvii) Cualquier característica numérica de la variable aleatoría escalar (a 

ri 	1,, 	 I(X 
	

(5.31) 
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Jviii) La medida de la diversidad de una variable aleatoria con respecto a 

viK 	= {(1.  — 	 — 	1 (1.  — i'Z)}1 
	

(5.32) 

donde la (mol') -1  es la matriz inversa. 

Dos variables 1: y 1;1  aleatorias se dicen equivalentes, si cumplen con la ex- 

presión E,' 	./1" 

La distancia entre clases de equivalencia puede definirse como: 

	

1,2(11,71) = H(11- 
	

(5.33) 

donde 1/ y //' son variables aleatorias escalares, definidas porb,Wpara las corres - 
spundientes clases de equivalencia. 

Por lo tanto la geometría de la diversidad es mélrieu y la existencia de ésta, 
permite hablar de la convergencia de las clases de equivalencia. 

Diversidad y unidades partículares del conocimiento. 
Regresando a las ideas propuestas de la concepción de Ficaflora Dinámica 

III, se expondrán el significado de  las unidades particulares del conuniniento en 
el ámbito teórica-metuclológicu. 

En el momento de estudia! a un ser vivo lu que realmente se alcanza a de-
scribir de él es la manifestación de sus cualidades en una etapa determinada de 
su desarrollo, a este conjunto de características manifiestas en un espacio tiempo  
es  lo  que se conoce  Cl/MU 

El conjunto de características cine permiten establecer las unidades del con-
mocirnientu sun en realidad caracteristiras del TOPE; a estudiar. Sin embargo 
un mismo ROE puede manifestarse de distintas formas dependiendo de la modu-
l ación  (pie de  la información genética producen las condiciones ambientales y por lo 
cual existirán varias unidades tneríst leas dependiendo de la plasticidad que tenga 
el UPE ante las alteraciones suftidas por otros procesos (abit:tticos y bi(.)ticus). 
Lo anterior conforma la .tutidad hiíptiefi, que es el conjunto de manifestaciones 
diferentes de las unidades meristicas de un mismo (OPE, es decir. la plasticidad 
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del patrón estructural básico del IOPE. 

Asimismo el conjunto de todas las unidades merísticas en todos los tiempos y 
espacios de la permanencia del IOPE es lo que se maneja romo unidad holística, 
ésta unidad representa al patrón estructural básico. 

Apartir de la manifestación diferencial del IOPE es posible establecer los 
óptimos ecofisiológicos que son las características de aquellas unidades merísticas 
en las cuales se desarrollan con una mayor optimización esto conforma la unidad 
harnuística. 

Cada unidad holística tiene distintos valores luipticos dependiendo de las 
condiciones ambientales que prevalezcan por lo que la unidad háptica repercute 
en el ámbito ecológico, la holística en el taxonómico y la haunústica en el ecofi-
siológico. (Rodríguez-Vargas, 1989)(.l0 

Considerando nuevamente el uso de las variables aleatorias utilizadas en el 
grupo de transformaciones: 

	

b 
	

(5.34) 

y desglosando a dicho grupo de transformaciones: 

	

= A 1, -X'(I)-- I ,C(t))21 
	

(5.35) 

Donde la variable aleatoria vectorial T. (o) representa el conjunto de unidades 
merísticas, la esperanza matemática de ésta variable aleatoria vectorial EV (I) 
representa a la unidad háptica, ya que si se toma a cuino una variable aleatoria 
arbitraria entonces dicha variable, como se mencionó anteriormente, induce un 
espacio de probabilidad: 

	

3'3 	 
(5.36) 

Pi , 	P. 	• • • , Pk 

entonces la esperanza matemática queda definida como el primer momento con 
respecto al origen, es decir: 

Ey: Ek  p, 	 (5.37) 

que en el caso de la distribución de probabilidades normal. ésta esperanza repre-
senta a la media publacional p : 



GLOSARIO 'DE CONFRONTACIÓN. 	 116 

I;up= 
	 (5.38) 

la cual puede considerase como un promedio ponderado de todas los posibles val-
ores :ri  que puede tomar la variable considerando su propabalidad asociada. 

El conjunto del conforman a la unidad holística, las cuales al aplicarles un 
grupo de transformaciones conformaran la plasticidad del IOPE cuyo resultado 
obtenido es la unidad háptica las cuales van a mantener invariante las maneras 
de medir la diversidad intravariacional del IOPE. 

Al principio se mencionó que se utilizarían variables aleatorias en la simu-
lación de los seres vivos, pero no quedó claro si una sóla variable iba a simular a 
un único ser vivo. 

Es aquí, donde toma relevancia el conocer y el entender a un ser vivo como 
un proceso alterado, ya que hablar simplemente de ser vivo simultáneamente en 
una especie, en un individuo, en un organismo u bien en una población; y aunque 
parezca lógico suponer que es muy factible diferenciar una población de un in-
dividuo, pero existen casos como las algas y algunos invertebrados es practica-
mente imposible; en téminos teóricos esto se resuelve concibiendo a éstas maneras 
de entender al ser vivo cuino una unidad compleja del conocimiento, el IOPE; 
asimismo, en términos prácticos es necesario recurrir a las unidades particulares 
del conocimiento en un ámbito metudológico (unidades inerísticas, luipticas y 
holísticas). 

Por lo tanto se construirá un glosario de correspondencia y de confrontación 
entre los términos biólogicus, matemáticos y epistemológicos. 

Glosario de confrontación. 

Variable aleatoria. 

Función que pone en correspondencia al conjunto de manifestaciones de un 
atributo con un conjunto de números reales, es decir es la tipificación numérica 
de los estados de caractér (es decir que dada una característica de un ser vivo 
esta puede tener varios estados, por ejemplo la característica color de ojos puede 
manifestarse en varios colores: negro, café, azul, etc. los cuales son los chdtintos 
estados de caracter). 
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Atributo. 
Es la cualidad subjetivizada, es decir es la interpretación de las cualidades de 

las entidades inmersas en la realidad para conformar unidades de conocimiento 
caracterizadas por medio de atributos. 

Variabhe aleatoria vectorial. 
Es tina nueva variable aleatoria conformada por un yerto, cuyos componentes 

sun variables aleatorias. es una nueva función que pone en correspondencia un 
conjunto de atribt:as ron un conjunto de vectores (cada ano de estos a su vez 
forman un conjunto de valores nnmericus), y en este contexto se propone a está 
nueva variable como un simulador de un ser eivt,. 

Esperanza matemática. 
Es el promedio ponderada de las raracteristicas que presenten los seres vivos 

a partir de la probabilidad de manifestación de dichas características. 

Conclusiones y Perspectivas. 
A pesar de que en este capítulo se hizo énfasis en la impotancia de los ámbitos 

ontológico, epistemológico y inetodológiro; en términos prácticos no se incluye una 
estrategia metodolog,ica concreta no solo para verificar las aseveraciones propues-
tas. sino incluso par,-, cpte sirva como una herramienta para resolver problemas 
taxonómicos. 

Por 	tannu inia line:, de trabajt, ne, esai,a posterior a este trabajo es exper- 
imentar ron datos ya establecidos en sistemas de información sobre proyectos de 
investigaron en floras o faunas regionales. 

(.'oirto se mencionó en el inicio del presente trabajo, la finalidad de este es pro-
porcionar tina propuesta de inaternatización y desde luego de estudio de ciertos 
conceptos biológicos, en este caso pai tictdar se tomo el de divcr,sidad, sin embargo 
la presente propuesta no excluye a set manejada ron otos conceptos. 

Desde luego, la idea de dispersión se puede considerar como particular para 
este concepto y para los otros conceptos biológicos muy posiblemente se requeri-
ran otros conceptos matemáticos que se relacionen para su definición "rigurosa". 

Asimismo el grupo de transformaciones aquí sugeridas pueden ser modifi-
cadas dependiendo del contexto en que se maneje a los conceptos suceptibles de 
ser matematizables, y una pregunta interesante a ser discernida posteriormente 
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sería que conceptos biológicos turnados como invariantes obligan a serlo bajo las 
transformaciones de tipo topológico. 

Cabe señalar que la idea global de la teoría de invariantes sigue resultando 
válida para las modalidades antes mencionados siempre y cuando quede bien 
definido el grupo de transformaciones, 

Se han delinaedo entonces las posibles variantes de construcción de la teoría 
general de la diversidad, que se desprende de la noria de Invariantes. La idea 
de Klein y y las Ideas previas de Calois ( tanto mies como las otras se reducen 
al estudio de los invariantes de las transformaciones) han revesado los límites 
estrictos de la geometría trascendiendo a la Mecánica, la Teoría de la relatividad, 
la Física de partículas elementales y la Cristalografia y ultimamente la Teoría 
unificadora del Campo. En este sentido es suceptible de ser explotada por otras 
disciplinas científicas como la Biología. 
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ApIndice9 

Soluciones de los modelos de crecimiento poblacional. 

Modelo de Maltbus. 
Retomando lo visto en el capítulo 1, se considera a tina población con condi-

ciones y recursos ilimitados, su velocidad de crecimiento es proporcional al tamaño 
de la población: 

V txN 	 (5.39) 

y expresandola mediante una igualdad quedaría como: 

V = K • N 	 (5.40) 

donde la K es igual a la constante de proporcionalidad. 

Si se considera a la variable tiempo como continua, entonces la velocidad y 
su relación con el tamaño poblacional, debe entenderse corno un modelo contin-
uamente dependiente del tiempo, por lo que se debe expresar como el límite de 
cociente de incrementos: 

lim 
A'(1+ át) — 	(1) 

— K • N(I) 
At 	,át 

o bién si este límite existe se utiliza el símbolo de la derivada: 

clN (t) 

(11
" =--- K • N (t) 

Así queda establecido el modelo simbólico, ahora bien, se plantea encontrar la 
solución de dicho modelo, es decir, encont rar la solución continua de la ecuación 
diferencial 	, para lo cual es necesario establecer la condición inicial o problema 
de Cauchy del modelo de malthils, o sea tomando como dato inicial: que el tamaño 
inicial de la población sea No  correspondiente a un tiempo inicial / 0, no necesari-
amente igual a cero, quedando entonces la ecuación diferencial con su condición 
inicial : 

• N 1Ir 

A' (te)) 	f (5.43) 

(5.41) 

(5.42) 
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cuya solución, es decir la expresion N = N (t), se obtiene por el método de vari- 
ables separadas: 

se multiplican a ambos lados de la ecuación la diferencial di 

dN 
• di = K • N • dt 	 (5.44) 

1 dN 

	

N- • -Ft  • dt = K • di 	 (5.45) 

f 1  • (-1-1--V N di • dt = K • di (5.46) 

	

f 1 • di = K I di 	 (5.47) 

ln N -4- 	K • + c2  

1nN. K-1.+C 	 (5.48) 

(5.49) 

N (t) = cc  • c h ' 	 (5.50) 

retomando la condición inicial de y sustituyendo se obtiene: 

IV (10) — cc • c 1"0 

IV (10 ) 
tk tu  

(5.51) 

(5.52) 

Modelo de Von Bertalanffy. 

V -x 	L(t) 	 (5.53) 

V = K [Lmax • L (t)] 	 (5.54) 

dL 
tx. t 	 (5.55) 

= Lmax L 	 (5.56) 

In N 	fiC41 e 	e 
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£ (t) 

L(t) = 

L (t) 	1 

L (t)(Lrrr„x — 

DE CRECIMIENTO POBLACIONAL. 

= — L' 

—£1  = K • 

= —K • 

= £ • e K"")  

L0) • e 	lo) 

-- (Lmax -- Lo) 	e-K(1 	tO) 

(Lin” — L0\ 	K(t - tO) 
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(5.57) 

(5.58) 

(5.59) 

(5.60) 

(5.61) 

(5.62) 

(5.63) 

(5.64) 

(5.65) Lo  

Modelo Logístico. 

V 	N • (N,,„ — N (I)) 	 (5.66) 

= K • N (t) • (N,„),„ — N (t)) 
	

(5.67) 

dN 
dt  = K N ' (Nmax N) 

	
(5.68) 

jv  
N 
	

(5.69) 

.15—N1) - N' rnux _  AT) 

N 2  

.AP = —N • — Num • N' -1- N • A" 
N,  

(5.70) 

(5.71) 

(5.72) 
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Ari iv2 
N' —  

	

	 (5.73) 
lvmax 

Nl N' = K • 1512  (N"'" — 
N ) 

N' • N 2  
	 — K • I\12  • N 

ivmax 

N' 
= K•JV.  

v max  

KNinax • 
	

(5.77) 

haciendo KNmax = K: 

= K. • N 	 (5.78) 

la cual, es una ecuación tipo Malthus de la cual ya se conoce su solución: 

(t) = No • eq"°) 	 (5.79) 

regresando a los valores originales 

N no, —  = N  ( N ama No)  eKN.(t-to) 
N 	 No  

kin, NN max  — No )  eK Nm..(t _ to)  

N  — N_\No  

N 
1 = 	  

A 	

1

tIlliX 	 Nr1) 	to) 
Nq 

(5.80) 

(5.81) 

(5.82) 

pasando a N„,..x  del otro lado de la ecuación; 

N = 1 1- 	„, 	 (5,83) 
. claman« --(0) 

No  

finalmente se denota a Nnlyi(o-N" corno A que es la capacidad máxima de carga 
de la población. 

N (I) = 1 + 	Nmax 
 A 	o mmat- t,)) 
	 (5.84) 

(5.74) 

(5.75) 

(5.76) 
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Gramáticas de Chomsky. 

Un antecedente importante de considerar para el entendimiento de los sistemas 
Lindenmayer es recapitular las ideas inicialmente planteadas por Noam Chomsky 

[81 
Definicion Una grámatica O 

G 

es un sistema de concatenación ordenada de las siguientes condiciones: 

i) V es un conjunto finito de simbolos llamado vocabulario, las cadenas de 
simbolos de este vocabulario son formados por concatenacion; * es una operacion 
binaria asociativa y no conmutativa de cadenas formadas sobre el vocabulario V 

ii) Vi- es el final del vocabulario 	C V . El complemento relativo Vr de con 
respecto a V se le conoce como el vocabulario auxiliar y se designa como Vis,. 

iii) es una relacion irreflexiva, asimétrica y finita,definida sobre ciertas 
ordenadas de V y reescritas las parejas (0,1p) tal que i  —I t/) son las reglas gra-
maticales de G. 

iv) A E V, A E VN  si y sólo si son cadenas (/), tb,co tales que 0A0---> Ounl), # E 
14. ; S E VN  ; c E Vi,  ; donde # es el símbolo límite, S es el símbolo inicial 
que puede leerse en una oración y e es el elemento identidad con la propiedad que 
para toda cadena se cumple: er,/, 	= (ic 

y) Una secuencia de cadenas D = (01,...,0„) con u > 1 es una derivación 
sí y sólo si 

= ; = 
para toda i < a existen cadenas Oh  02 , x,o., tal que 	= 00(02  y 

ch,1 =lt i wtp2  

El conjunto de derivaciones está completamente determinado por la relación 
específica --* y está dada por el conjunto finito de reglas gramaticales. 

vi) Una derivación D de IP es terminal si 1/) es una cadena de V, y D no es 
una secuencia inicial (propia de esta derivación). 

vii) tp es una cadena terminal de (7 si es terminal #S# derivación de #0#; 
esto es una cadena terminal. 
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viii) El lenguaje terminal generado por G es un conjunto de cadenas termi-
nales de G. 

Lo anterior esboza una serie de condicionantes apa establecer grámaticas, 
utiles en el campo de la programación, de estas grámaticas de Chomsky se re-
stringirán los vocabularios en simples alfabetos, las reglas gramáticales en sen-
cillas reglas de transformació y con la ayuda de un lenguaje tipo Lago se podrá 
estructurar la idea de los sistemas-1 que son los que van a permitir las simulaciones. 

Estimación de parámetros por mínimos cuadrados. 
Dado un conjunto de puntos en R2  que asemejan a una función expresada por 

un polinomio de la forma: 

Y = f (s) = amxm  + 	x"' I  + . . . + al  x + ao 	(5.85) 

cuya gráfica es una curva suave en R2. Se llama residuo a la diferencia de orde-
nadas de la curva para x = :r1  menos el punto (xi,y,) ,si se denota a Ri  al i-ésimo 
residuo , se obtiene 

= f (xi ) 	 (5.86) 

y sustituyendo la ecuación ..en 

a nal"' + 	+ 	-f- 01:r + ao  — 	 (5.87) 

Entonces el método de mínimos cuadrados consiste en determinar los valores 
del conjunto de parámetros: a„„am _ 1 , 	, al  , ao  de manera que minimizen al 
conjunto de residuos o más especificamente que minimize a la suma de cuadrados 
de los residuos: 

E R1 E (a„,x71  + 	I  + + 01; + 00  yi)
2 

(5.88) 
i--1 

La minimización de dicha expresión se obtiene igualanda la derivada de esta 
e igualando a cero, pero el derivar a esta expresión es derivar parcialmente con 
respecto a las pámetros a, donde j = 0,1,2, ... , m. obteniendo: 

aa 	 2 vs 	(a„x:" + 	4- 	+ a l x, + no 	
, 

Da, 	Da, 

n o  
---- 	— (arnx7' + 	+ 	+ 	+ ao Yt)9  

i,t 	J 

(5.89) 

(5.90) 



ESTIMACIÓN DE PARÁMETROS POR MÍNIMOS CUADRADOS. 	129 

E2 (ams'in (1m-13 n-
1  

i=1 
e igualando a cero se obtiene 

... 	aixi 	ao — yi) 	(5.91) 

ra 
j f j r—,  

	

Irn 	Vs  x1.1  '1" 	a2 	o a l 	+ ao 	2_, on, E s, +am-i 
1=1 	 ti=1 	 i=1 	 i=1 	 i=1 

(5.92) 
considerando adicionalmente a j = 0,1, 2, ... , ni se obtiene el siguiente sistema de 
ecuaciones: 

	

ti 	x'" 	n" + a 	x 	a2 E x' „, E 	m-iE 	+• + 	+ al E x + nao = E Y 
z  xm+, + 0„,.. 1  EX" +... a2  E + E x + nao  = E xy 

	

au, 	xm - f 2  + a,n_i Ex"' + 	+ a2 E x' -I- a l  E x + nao =-- E irly 

am  E ;en -fu' + 	E 	+ + a2  E xin+2  + al  E xn`+' ao  E sm = E xrny 
(5.93) 

En el caso particular de una regresión lineal, el ajuste de un conjunto de punto 
se realiza en base a la ecuación: 

	

y = f (x) = 	ao 	 (5.94) 

= f (.4) 
	

(5.95) 

=2  (II 	+ (10 '" 
	

(5.96) 

En este caso particular, consiste en determinar los valores de parámetros a j  y 
ao  para j = 0, 1 de manera que minimizen a la suma de cuadrados de los residuos: 

	

E Rf = E (al xi ao y,) 2 	 (5.97) 

\ --a 	=  aai  (5.98) 

Ft 

(=E--( 11 3,i+ ao — YÍ)2  Da 	 (5.99) 

rt 

= E 2 (al  3: ao  yi ) 	 (5.100) 
i=1 

igualando a cero se obtiene 



b= I 

71 

a;  
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n 	n, 	II 

al E xl+i  + %E x: = E yr: 	 (5.101) 
i.i 	isi 	i_,:i 

considerando a j = 0,1 se obtiene el sistema de dos ecuaciones: 

nao + a l  1 :ri  = 	yi  
n i=i 	ir.in 	 (5.102) 

ao  E xi  + al  xl = E xiy, 
i=1 	i=1 	i.i 

retomando la notación tradicional de la linea de recta en referancia a la pendiente 
y de la ordenada al origen: 

ft 

nb + ni E A 	y, 
i=1 	 (5.103) 

b E 	+ 	s?, 

resolviendo el sistema por el método de determinantes se obtiene el valor de la 
pendiente: 

Ti 	E yi 1 
E x, E xiyi 
t-i 	i:.-1  

n E x, 
i=i 

Vi 

E xi 	fz 
i=i 

y de la ordenada al origen  

n 	n) 
n E xi yi  — E x, E y, 

=  :=I 	,,.1 i=I 
n 	)  2 

n E 	— (E xi  
7// = (5.104) 

n 	n
r

n 
5-_  4 (5-. m) - y_. Ti1:i E xiyi) ,, 	i-=.  	,,,i  

71 	4 — ( 2:,) 2  
i 1 	i. 1 

(5.105) 

Lo que finalmente queda expresada las ecuaciones de m y b. 

M = 

11 TI ) 

71  E 	xi (E ili 
(5.106) n 	) 2 

T E s'',. — (E T. 
) 
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\ 	TI 	
( 
	 \ 

n 	í " E si2  E yi) — Ex; 1 E xiyi) 
b=  tsi  

xi)2  
1=1 

Definición de Variedad n-dimensional. 

(5.107) 

Definición Sea --Z)  un punto en /?". Una bola abierta con centro T'o  y radio 
r > O (notación: 	(70,r)) es el conjunto de puntos .7 del espacio R" tales que 
la distancia (norma) de cualquiera de estos puntos al punto r'r 0  es menor al radio 
r. En notación simbólica quedarió como: B (70,r) = {7/7>  E 1?" III 	11< r} 

Definida Un conjunto V c 1?" es abierto si para cada ..7>  E V existe una bula 
abierta 13 (71-> r) contenida en V. es decir, (V Ti>  E V) (Rr > 0) 	13 (Ti', r) C V 

Definició'n Un conjunto 	N" es cerrado si su complemento es un conjunto 
abierto, es decir, 	1?" 

Definici('m Una superficie es un conjunto Al provisto de tina colección C de 
cartas a bstradas dentro de 111 tal que: 

i) Las imágenes de 	cartas (Ir la colección C cubren a A/. 

/I) Para dos cartas cualesquiera x,y en la colección C, las funciones compuestas 
y-lx y 	I y son eudideanamente diferenciables (y están definidas en conjuntos 
abiertos de f.;2 ) 

Definida Una variedad a-dimensional Al es un conjunto provisto de una 
colección C de cartas abstractas (funciones uno a uno X : D 	Al , donde 19 en 
un conjunto abierto de E") tal que: 

i) Al está cubierta por las imágenes de las cartas de la colección C. 

ü) Para dos cartas cualesquiera a;, y de la colección C, las funciones compues-
tas y-1x yx"Iy son euclideanamente diferenciables (y están definidas en conjuntos 
abiertos de E") 

Programas en EVOLVER, para los patrones de 
segmentación. 

Cigoto 

// cigoto.fe // Evolver data for cabe 	prescribed volume. 

vertices 
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1 0 O 	0 
2 1 0 	0 
3 1 1 	0 
4 0 1 	0 
5 0 0 	1 
6 1 0 	1 
7 1 1 	1 
8 0 1 	1 

edges /* given by endpoints and attribute */ 

1 1 	2 
2 2 	3 
3 3 	4 
4 4 	1 
5 5 	6 
6 6 	7 
7 7 	8 
8 8 	5 
9 1 	5 

10 2 	6 
11 3 	7 
12 4 	8 

faces /* given by oriented edge loop */ 

1 1 10 -5 -9 
2 2 11 -6 -10 
3 3 12 -7 -11 
4 4 9 -8 -12 
5 5 6 7 8 
6 -4 -3 -2 -1 

budies /* une 1)04, debed by lis oriented faces */ 

1 	1 2 3 4 5 6 t'ultime 1 

1 1 2 3 4 5 6 t'ultime 1 

Segmentación holoblástica radial (Primera partición) 

// cube.fe // Evolver data fur cube of prescribed volume, 

vertices 
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1 0 0 0 
2 2 0 0 
3 2 2 0 
4 0 2 0 
5 0 0 2 
6 2 0 2 
7 2 2 2 
8 0 2 2 
9 2 0.9 0 
10 0 0.9 0 
11 0 0.9 2 
12 2 0.9 2 
13 2 1.1 0 
14 0 1.1 0 
15 0 1.1 2 
16 2 1.1 2 

edges /* given by endpoints and attrilnite */ 
1 	12 
2 29 
3 9 10 
4 101 
5 56 
6 612 
7 	12 11 
S 	11 5 
9 15 
10 2 6 
11 9 12 
12 	10 11 
13 	14 13 
14 133 
15 3 4 
16 4 14 
17 	15 16 
18 6 7 
19 7 8 
20 8 15 
21 15 14 
22 16 13 
23 73 
24 84 
faces /* given by oriented edge loup . 
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1 10 -5 -9 1 
2-10 2 11 -6 
3 -11 3 12 -7 
4 4 9 -8 -12 
5 5 6 7 8 
G -1 -4 -3 -2 
7 -22 -17 21 13 
8 22 14 -23 -18 
9 23 15 -24 -19 
10 16 -21 -20 24 
11 17 18 19 20 
12 -14 -13 -16 -15 
bodies /* une budy, defined by its uriented faces */ 
1 1 2 :3 4 5 6 volume 4 
2 7 8 9 10 11 12 volume 4 
segmentación holoblástica radial (Segunda partición) 

// ciibe2.fe // Evolver data for cabe of prescribed volume. 
vertices 
1 0.0 0.0 0.0 
2 2.0 0.0 0.0 
3 2.0 2.0 0.0 
4 0.0 2.0 0.0 
5 0.0 0.0 2.0 
6 2.0 0.0 2.0 
7 2.0 2.0 2.0 
8 0.0 2.0 2.0 
9 2.0 0.9 0.0 
10 0.0 0.9 0.0 
11 0.0 0.9 2.0 
12 2.0 0.9 2.0 
13 2.0 1.1 0.0 
14 0.0 1.1 0.0 
15 0.0 1.1 2.0 
16 2.0 1.1 2.0 
17 0.9 0.0 0.0 
18 0.9 0.9 0.0 
19 0.9 0.0 2.0 
20 0.9 0.9 2.0 
21 1.1 0.0 0.0 
22 1.1 0.9 0.0 
23 1.1 0.0 2.0 
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24 1.1 0.9 2.0 
25 0.9 1.1 0.0 
26 0.9 2.0 0.0 
27 0.9 1.1 2.0 
28 0.9 2.0 2.0 
29 1.1 1.1 0.0 
30 1.1 2.0 0.0 
31 1.1 1.1 2.0 
32 1.1 2.0 2.0 
edges /* giren Uy endpoints and attribute */ 
1117 
2 17 18 
3 18 10 
4 10 1 
5519 
6 19 20 
7 20 11 
8 11 5 
9 1 5 
10 17 19 
11 18 20 
12 10 11 
13 21 2 
14 2 9 
15 9 22 
16 22 21 
17 23 6 
18 6 12 
19 12 24 
20 24 23 
21 21 23 
2226 
23 9 12 
24 22 24 
25 14 25 
26 25 26 
27 26 4 
28 4 14 
29 15 27 
30 27 28 
31 28 8 
32 8 15 
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33 14 15 
34 25 27 
35 26 28 
3648 
37 29 13 
38 13 3 
39 3 30 
40 30 29 
41 31 16 
42 16 7 
43 7 32 
44 32 31 
45 29 31 
46 13 16 
4737 
48 30 32 
faces /* given by oriented erige loop */ 
1 -5 -9 1 10 
2-10 2 11 -6 
3 -11 3 12 -7 
4 -8 -12 4 9 
5 5 6 7 8 
6 -1 -4 -3 -2 
7 22 -17 -21 13 
8 -18 -22 14 23 
9 15 24 -19 -23 
10 -20 -24 16 21 
11 17 18 19 20 
12 -16 -15 -14 -13 
13 -29 -33 25 34 
14 26 35 -30 -34 
15 27 36 -31 -35 
16 28 33 -32 -36 
17 29 30 31 32 
18 -25 -28 -27 -26 
19 37 46 -41 -45 
20 38 47 -42 -46 
21 39 48 -43 -47 
22 -44 -48 40 45 
23 41 42 43 44 
24 -37 -40 -39 -38 
bodies /* une budy, defined by its oriented faces */ 
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1 I 2 3 4 5 6 vulione 2 
2 7 8 9 10 11 12 vulnme 2 
3 13 14 15 16 17 18 volume 
4 19 20 21 22 23 21 vulitine 2 

segmentación huloblástica radial (Tercera partición) 

// cube2.fe // Evolver data fur cubo uf prescribed vulinne. 
vertices 
1 0.0 0.0 0.0 
2 0.9 0.0 0.0 
3 0.9 0.9 (1.0 
4 0.0 0.9 0.0 
5 0.0 0.0 0.9 
6 0.9 0.0 0.9 
7 0.9 0.9 0.9 
8 0.0 0.9 0.9 
9 1.1 0.0 0.0 
10 2.0 0.0 0.0 
11 2.0 0.9 0.0 
12 1.1 0.9 0.0 
13 1.1 0.0 0.9 
14 2.0 0.0 0.9 
15 2.0 0.9 0.9 
16 1.1. 0.9 0.9 
17 0.0 1.1 0.0 
18 0.9 1.1 0.0 
19 0.9 2.0 0.0 
20 0.0 2.0 0.0 
21 0.0 1.1 0.9 
22 0.9 1.1 0.9 
23 0.9 2.0 U.9 
21 0.0 2.9 0.9 
25 1.1 1.1 0.0 
26 2.0 1.1 0.0 
27 2.0 2.0 0.0 
28 1.1 2.0 0.0 
29 1.1 1.1 0.9 
30 2.0 1.1 0.9 
31 2.11 2.0 0.9 
32 1.1 2.0 0.9 
33 Oil 0.0 1.1 
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34 0.9 0.0 1.1 
35 0.9 0.9 1.1 
36 0.0 0.9 1.1 
37 0.0 0.0 2.0 
38 0.9 0.0 2.0 
:19 9.9 9.9 2.0 
40 0.0 0.9 2.0 
41 1.1 0.0 1.1 
42 2.0 0.0 1.1 
43 2.0 0.9 1.1 
44 1.1 0.9 1.1 
45 1.1 0.0 2.0 
46 2.0 0.0 2.0 
47 2.0 0.9 2.0 
48 1.1 0.9 2.0 
49 0.0 1.1 1.1 
50 0.9 1.1 1.1 
51 0.9 2.0 1.1 
52 0.0 2.0 1.1 
53 0.0 1.1 2.0 
54 0.9 1.1 2.0 
55 0.9 2.0 2.0 
56 0.0 2.0 2.0 
57 1.1 1.1 1.1 
58 2.0 1.1 1.1 
59 2.0 2.0 1.1 
60 1.1 2.0 1.1 
61 1.1 1.1 2.0 
62 2.0 1.1 2.0 
63 2.0 2.0 2.0 
64 1.1 2.0 2.0 

given by ..n(Ipuirits and at tribute */ 
1 	1 2 
9 9 3 

3 3 4 
4 4 1 
5 5 6 
6 6 7 
7 7 8 
8 8 5 
9 1 5 
1026 
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1137 

1248 

13 9 10 

14 10 11 

15 11 12 

16 12 9 

17 13 14 

18 14 15 

19 15 16 

20 16 13 

21 9 13 

22 10 14 

23 11 15 

24 12 16 

25 17 18 

26 18 19 

27 19 20 

28 20 17 

29 21 22 

30 22 23 

31 23 24 

32 24 21 

33 17 21 

34 18 22 

35 19 23 

36 20 24 

37 25 26 

38 26 27 

39 27 28 

40 28 25 

41 29 30 

42 30 31 

13 31 32 

44 32 29 

45 25 29 

46 26 30 

47 27 31 

48 28 32 

49 33 34 

50 34 35 

51 35 36 

52 36 33 
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53 37 38 
54 38 39 
55 39 40 
56 40 37 
57 33 :37 

3.1 ;IZs 

59 35 39 
60 36 40 
61 41 42 
62 42 43 
63 43 44 
64 44 41 
65 45 46 
66 46 47 
67 47 48 
68 48 45 
69 41 45 
70 42 46 
71 43 47 
72 44 48 
73 49 50 
74 50 51 
75 51 52 
76 52 49 
77 53 54 
78 54 55 
79 55 56 
80 56 53 
81 -19 53 
82 50 54 
83 51 55 

7)2 7)íi 

85 57 58 
86 58 59 
87 59 60 
SS 60 57 
89 61 62 
90 62 63 
91 63 64 
92 64 61 
93 57 61 
94 58 62 
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95 59 63 
96 60 64 
faces /4  given by uniented ecige loup */ 
1 -5 -9 1 10 
2 -6 -10 2 11 
3 -7 -11 3 12 
-4-8-1249 
5 5 6 7 8 
6 -1 -4 -3 -2 
7 -17 -21 13 22 
8 -18 -22 14 23 
9 -19 -23 15 24 
I() -20-2.41621 
11 17 18 19 20 
12 -13 -16 -15 -14 
13 -29 -33 25 34 
14 -30 -34 26 35 
15 -31 -35 27 36 
16 -32 -36 28 3:3 
17 29 30 31 32 
18 -25 -28 -27 -26 
19 -41 -45 :37 46 
20-d2 -46 38 47 
21 -43 -47 :19 48 
22 -44 -48 40 45 
23 41 42 43 44 
24 -37 -40 -39 -38 
25 -53 -57 49 58 
26 -54 -58 50 39 
27 -55 -59 51 60 
28 -56 -60 52 57 
29 53 54 55 56 
30 -49 -52 -51 -50 
31 -65 -69 61 70 
32 -66 -70 62 71 
33 -67 -71 63 72 
:34 -68 -72 64 69 
:35 65 66 67 68 
36 -61 -64 -63 -62 
37 -77 -81 7:3 82 
:38 -78 -82 74 8:3 
39 -79 -83 75 84 
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-10 -80 -84 76 81 
41 77 78 79 SU 
42 -73 -76 -75 -74 
.13 -89 -93 85 94 
14 -90 -94 86 95 
.15 -91 -95 87 9(i 
46 -92 -96 88 93 
47 89 90 91 92 
18 -85 -88 -87 -86 
Luches /* une 	defined by- its uriented faces */ 
1 	1 2 
2 7 8 

3 -1 5 6 y'olurne 1 
9 1U 11 12 volume 1 

3 13 11 15 16 17 18 vulutne 1 
4 19 20 21 22 23 24 vulume 1 
5 25 26 27 28 29 31) s,ulume 1 
6 31 32 33 31 35 36 vulume 1 
7 37 38 39 40 41 .12 vullime 1 
8 43 44 45 16 47 -18 vulume 1 

segmentación hulublastica espiral (primera partición) 

// rulte.fe // L:aulver data fur rube uf prescribed vulume. 
vertires 
1 11.01 0.0 0.0 
2 2.0 0.0 0.0 
3 2.0 1.99 0.0 
.1 2.0 1.99 2.0 
5 0.01 0.0 2.0 
6 2.0 11.11 2.0 
7 U.0 0111 0.0 
8 0.0 2.0 0.11 
9 1.99 2.0 0.0 
10 1.99 2.0 2.0 
11 0.0 2.0 2.0 
12 0.0 0.01 2.0 
edges /.* given 	endpuints and 11,41)111e */ 
1 1 2 
2 2 :1 
:1 3 1 
15 (i 
56.1 
6 4 5 
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7 1 5 
8 2 6 
9 3 4 
1079 
11 9 8 
1287 
13 12 10 
14 10 11 
15 11 12 
16 12 7 
17 10 9 
18 11 8 
faces /* given by oriente(' edge loop */ 
1 -1 -3 -2 
2 4 5 6 
3 -4 -7 18 
4 -5 -8 2 9 
5 -6 -9 3 7 
6 -12 -II -I() 
7 13 14 15 
8 -13 16 10 -17 
9 17 11 -18 -14 
10 -15 18 12 -16 
Lidies /* une hudy, defined by its uricnted faces */ 
1 1 2 3 4 5 vulume 3.8 
2 6 7 8 9 1(1 vuliime 

Segmentación meroblástica discoidal 

// segmerdis.fe 	Evolver data for segmentación meollástica discoidal uf 
prescribe(' vulnme. 

vert ices 
1 2.0 0.0 2.0 
2 2.0 0.95 2.0 
3 2.0 0.975 1.0 
4 2.0 1.025 1.0 
5 2.0 1.05 2.0 
6 2.0 2.0 2.0 
7 2.0 2.0 0.0 
8 2.0 1).1)10 
9 0,0 0.0 2.0 
10 0.0 0.95 2.0 
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11 0.0 0.975 1.0 
12 0.0 1.025 1.0 
13 0.0 1.05 2.0 
14 0.0 2.0 2.0 
15 0.0 2.0 0.0 
16 0.0 0.0 0.11 
17 2.0 11.9 0.0 
18 2.0 1.1 0.0 
19 0.0 0.9 U.0 
20 0.0 1.1 0.0 
edges /' given by endpuints and attribute */ 
1 1 8 
2 18 7 
3 7 6 
4 6 5 
5 5 4 
6 4 3 
7 3 2 
8 2 1 
9816 
10 16 9 
1191 
12 6 14 
13 14 15 
14 15 7 
15 20 15 
16 14 13 
17 13 12 
18 12 11 
19 11 10 
20 1U 9 
21 2 10 
22 13 3 
2:1 4 12 
24 11 :t 
23 :1 17 
26 18 4 
27 11 19 
28 20 12 
29 17 18 
:10 19 20 
31 8 17 
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32 16 19 
faces /* given by uriented edge loop */ 
1 	-11 -10 -9 -1 
2 8 1 31 -25 7 
3 	-12 -3 -14 -13 
4 	-20 -19 27 -32 10 
5 9 32 30 15 14 -2 -29 -31 
6 	11 -8 21 20 
7 	16 22 -4 12 
8 	19 -21 -7 -24 
9 	-22 17 -23 -5 
10 	18 24 -6 23 
11 	6 25 29 26 
12 	-18 -28 -30 -27 
13 	2 3 4 5 -26 
14 	-16 13 -15 28 -17 
buches /* une budy, defined by its uriented faces */ 
1 	1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 s'ultime 7.1 

Construcción del Catenoide. 
El área Al de una superfície de t.estulución generada por la corva y = y (x) está 

dada por: 

A (y (0) = 2,t /ti (0 dS 
	

(5.108) 

es decir 

ir! 	 2 

= 27r J y (.r) \ I I 
(rl t/ (:r.)

) 
(Ir 	 (5.109) 

de 
j'o 

En e51 e raso el integrando es una funciOo 	(11, g'). por ende una primera 
integral de la ernariiín de I.:2nler por (3) será: 

(5.110) 

Y Vi + Y2  -- //' (!/ ' Vi + !/'2)'  = Ci (5.1 11) 

2.i 
//VI + Y12  — Y' • Y • 2•

N/1

/

I- y (5.112) -I2 
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y • u' 
ilv + y —   - 

+ Y'l  

y ( 1++1r2) 	II 	• V2  (5.114) 
\/1 	:Y-77  

7-1777 

y se procede posteriormente a laiscar paramétricament e la solución haciendo ,y/ 
sinh 1 
entunces: 

y• 

VI -f- sin112  

y• 

cos;11 

y = C, cush t 

donde faltaría expresar a :r como función del parámetro 1. Introduciendo: 

dy 	y' • dx 	 (5.119) 

dy 
dx = 	 (5.120) 

, 	((71  • cusli t) 
(5.121) 

sinlit 

, 	Ci  • sinh t • dl 
(5.122) 

sinh 1 

= Ci  • 1 1- C2 	 (5.123) 

Y por lo tanto: 

cush l 
x 	

} 
Ci  • 1 C2  

quedando curto solución parametrica (es decir eliminando a /): 

— )Ci  

(5.124) 

(5.125) 

(5.113) 

(5.115) 



	

, 	1 	1 	, 
y klr. ) 	r()S11 	 5inn 

C1 

1 

• 
( 

, 
= e0S11 

1 

(.1t 

1 
— — 

1 
2  

C, 1  

. 	, 
smn 

,
- 

1 

( 

1 
--,- , 
L. 1  

y por ende: 

1 	1 	1 
sinli 	-• cosi! ---- 

C1  
rr 

(5.130) 

I 	, 	I 
--• cosn •-•-- 
l I' 	C!  

(5.131) 
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que conforman la familia de dos parámetros de entimariliS que al girarlas for-
man las superficies llamadas eatruoinirs, que es la solución buscada, 

Las constantes CI  y C2  se determinan de la condición a la frontera dada por 
las coordenadas de los puntos A y 13 a través de los cuales deba pasa! la solución. 
Según la disposición de los puntos A y I1, se empieza con el raso particular cuando 
A = (-1, h) y B 	(+1,1). la curva 

— C2)
y = 	rush 
	

(5.126) 

puede o no pasar pur A y- II. 

Sustituyendo las coordenadas de A y de li en las curvas obtenidas se tienen: 

h = Cr rUSII —1  "----L'2") '.--":1' --11  = CUSI1 -- —Ci2 ) ( 

it = Ci  cosb ( 	— 1'1 	
h 	 1 + C.2 ) -=> __ 

(ii 	( ,'I 	 CI 	) 

(5.127) 

(5.12S) 

entonces se obtiene que: 

cosh (-Lie) = (:osh 	 1.irg 	— 	1 J. 
2•C2  = O 	C2  =' O. 

Turnando nuevamente la primera expresión! de partida: 

, 	1 h 	rush 	 o h 	Ci  • cush 	 (5.129) 
Ci  

Luego para saber si: y — Ct  ros!t 	pasa pur A = (-1,11) 	= (1, fi) 

se reduce al problema de despejar Cr  de: Ci  • cosh irizí 	h. 

Ahora bien, la gráfica de la función: , (C1 ) 	C1  • cosh 	para (_'r 	O se 
caracteriza por que: 

la cual es mayor a 0 y su forma es: — 
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Luego la función 	tiene un mínimo para las C1  positivas. 

Supongamos que ,79 alcanza dicha mínimo en el valor Cu. este valar se deter- 

mina de que (T9' ((Ji ) 	0, u sea de: 

	

cush 1 
	

' 	

1 
- 	sinh 	0 

	

Ci 	1  
(5.132) 

es decit 	tanh 
	

Lest o es como raíz de :tanh - I- = 

El valor aproximado de la raiz de la ecuación anterior es: 	= 0.83355 y el 
valor de dicho mínimo es: 

Co 
42 ((  fin) 	ruin ---  1.5127 

c.% 	 \/1 — Cá 
(5.133) 

En efecto, se presentan tres posibles casos: 

Si h.: (C'1 ) en este caso los extremales que unan A con /3 no existen. 

Si II, = y (C0). entonces existirá una sola extremal que une las puntas .1 y B. 

Si h 	r. (Co). entonces existirán 2 extremales que unen a las puntas A y 13. 

En este último caso existen, para un valor dada de h > „2((:0), dos valores 
de 	menor de los cuales Coi  corresponde una catenaria más baja y al mayor 
CO2  una catenaria más alta. 
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