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PRE FACLO

El desarrollo y conformacién de la Biomatemadtica cumu disciplina cientifica,
ha sido menos significativo, en comparacién con otras dreas interdisciplinarias
como es el caso de la Biofisisca o bien de la Bioquimica.

Una de las canasa mds factibles de lo anterior, es la problematica de la con-
cepcidn y estudio de la Matemaitica misma, que al utilizarla como una simple
herramienta, se descarta frecuentemente su filosofia y el papael que puede de-
sempenar en el proceso del conocimiento.

Tradicionalmente se concibe dentro de la Biomatematica a aquellos proce
dimientos y artificios materndticos aplicados a una previa rediccion del fendmeno
bioldgicu a un proceso fisico, por ejemplo el interpretar a la célula a partir de
potenciales de accidn, como un sistema termodindmico o bien como un sistema de
cinéticas quimicas; este tipo de matemadtica corresponde generalmente al Cdlculo
Diferencial e Integral o bien las Ecuaciones Diferenciales que histdricamente se
han desarrollado paralelamente con la Fisica.

Recientemente se ha tratadu de entender a la Biomatematica no como una
distiplina reduccionista, diversas escuielas han propuesto otras alternativas a las
cldsicas.

Por todo lo mencionado arteriormente sirge la inquietud de emplear nn tipo
de Biomatematica que permita tener un panorama mas amplio y acurde a las
necesidades de la Biologia,

Asimisma la finalidad del presente trabajo es proponer otras alternativas de
matematizacion en Biologia, desde un punto de vista diddctico, epistemoldgico y
también de la simulacidn.

El presente trabajo estd estructurado en cinco capitulos. El primeru. a manera

de introduccidn, es el planteamiento general del trabajo como una serie de pro -

puestas de matematizacién en Biologia en los dmbitos untoldgico, epistemoldgico y
metodoldgico.

El segundu capitulo es una vision general del uso de las funciones iteradas
como instrumento de maodelacidn en ecologia de poblaciones. Asimismo el tercer
capitulo toma también el concepto de iteracion paya la simulacidn de la morfologia
y crecimiento en vegetales, dichos capitulos sun el resultado de las experiencias
de los cursos de Matemdticas Generales para Bidlogos en la Facultad de Ciencias,
UNAM v del trabajo interdisciplinario con personal del Laboratoriu de Ficologia
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de la misma institucidén.

El cvarto capitulo es una serie de ideas para el estudio de la Biologia del
Desarrollo a partir de una instrumentacién matematica no cldsica, ademads, de
establecer modalidades de simulacion para la etapa de la segmentacidn; de igual
forma se establecen lineas abiertas de investigacidn en estas dreas

El quinto capitulo confronta por un lado una teoria del conocimiento (Teoria
de los Procesos Alterados, Gounzalez-Gonzdlez, 1992) 1itil en el procesamiento in-
tegral del conocimiento bioldgico, y por otro lado una Teoria unificadora de la
conceptualizacién de los distintos tipos de geometrias (Teorfa de Invariantes, F.
Klein, 1872). De esta interrelacién se introduce una propuesta de matematizar
ronceptos bioldgicos y en especial se toma como ejemplo el concepto de diversidad.

El autor agradece al persunal del Laboratorio de Visualizacion de Imagenes y
Objetos Geométricos del Departamento de Matematicas de la Facultad de Ciencias
de la UNAM, donde fue realizado el presente trabajo, en especial a José Luis
Turres, Héctor Miguel Cejudo y Rusldn Gémez por la asesuria y ayuda en la
re.lizacién de los programas y de las visualizaciunes, y desde luego a Guiillermo
Gdmez Alcaraz por su valiosa asesoria.



Capitulo 1

Introduccion. Las Propuestas de
Matematizacion en Biologia

Usualmente todu trabajo como cientifico, debe estructurarse dentro de la pru -
puesta del Métodou Cientifico.

Dicho método a servido como punto de referencia para realizar, y en muchas
ocasiones para evaluar, las actividades que desempenan lus cientificos, Ademds
diddcticamente ha sido nn marco contextnal importante en la ensefianza de las
ciencias y por lo tanto segnir lus pasus de dicho métudo garantiza que la investi-
gacion que uno realiza tiene la cetegoria de un trabajou cientifico.

Lo antetior es una idea quie gracias a la furmacion qie recibimos en el bachille -
rato y en la licenciatra nos facilita 1:n mundo de cosas, perov a su vez nus Heva a
contradiccivnes que consisten en nu poder colucar o valorar el trabajo desarollado
dentro de los esquemas del Métudo ciéntifico, como es el caso del presente trabaju.

Pudria sugerirse de anternanu la falta de explerimentacidn, parte fundamental
en dichu métudo, pero se tiene que considerar que la gran mayoridel tra' ajo a que
se hace en Biolugia nu necesariamente corresponde a dreas como la Biognimica o
la Fisivlogia donde es iy frecuente el uso de la experimentacion. sino que e

xiste la Taxonomia, la Evolucion, la Biogeografia doude dicha experimentacion no
necesariamente se lleva a cabo; adeinds en este trabaju de tesis la parte de las
sitnulaciones llevan implicitamente la parte experimental en computadoras,

Lo anterjor conlleva a plantear el verdadero significado de experimento, el sig-
nificade que tiene el método, v desde lnegu Lo que representa el quehacer centific.

El quehacer cientificu es nna practica y una actividad social, es también. el
criterio de alteraciin que sufren los ubjetus de estudio, es lo que cunvierte a wn
proceso transformado en v proceso alterado??.

Es dificil definir la ciencia la por su naturaleza, sin embargo, wna caracte -
rizacion logica es pusible a partir del ubjetu de estudio, a las intenciones y a la
metudolugias empleadas en dicho estudio.



La Biulogia bajo esta concepeidn es un conjunto de disciplinas cientificas, en-
tendiendu por una disciplina ciéntifica a la sectorizacién de la ciencia cun base
a los criterios antes mencionadus, es decir, una disciplina esta delimitada por el
objeto de estudio, por las intenciones y por las metodologias.

Estus elementos son nociones concretas del quehacer o praxis cientifica, sin
embargo el objelo de estudiv estd inmerso en un dmbito donde a cuncepcién de la
entidad a trabajar es fundamental; la infencidn se encuentra en un dmbito donde
existe la vinculacidn entre el objeto de estudio, la cancepeidn de este y la praxis,
finalmente las metodologias es el conjunto de procedimientos especificos inmer-
sus en in ambito distinto a lus anteriores pero que estan intimamente relacionados.

Los tres dmbitos o universos a los que se referie el pdrrafu anterior son: el
ontoldgico, el epistemoldgico y el metodoldgico respectivamente y son a su vez lus
marcos de referencia para la cuncepeion de los proyectos de investigacidn,

Asimismu los proyectos de investigacin deben concebirse a partir de tres con-
textus: de las nuriunes (concreto), de lus conceptos (psendoconcrety) y de las
categorias (abstracto), cunformando asi el signiente esquemas.

Oatoldgico | Epistemoldgico | Metoldgico

Abstracto
Psenduocuncreto
Concreto

Los componentes que guedarfan en dicho cuadro son lus elementos que inte-
gran a un proyecto de investigacion:

Ontoldgico Epistemoldgico Metodolégico
Abs. | cuncepcidn de la realidad | incremento de significado | concepeién del método
Pseu, construecion confrontacion innuvacion
Cone. objeto intencion procedimientus

Aqni la confrontacién toma un papel mny importante ya que en esta etapa
es dunde se conforman los modelos y patrones; se describe, explica y predice la
transformaciin de entidades en lus distintus espacios-tiempos (eventos), es decir,
la confrontaciin es el elemento que caracteriza a las disciplinas ciéntificas, ya que
el ser "cientifica” no se lo da la biisqueda de concensus sino la confrontacion como



métodu, como intencién y como concepeidn.

Cabe mencionar epre un proyecto de investigacion no esta asignade a una iinica
disciplina, de hechu puede ser interdisciplinario. es decir. cun objeto de estudio
comun o madtidisciplinnrio, o sea, con intenciones comunes.

Ll casu particular de este trabajo, es in ejemplo de trabajo interdiseiplinario
y tnnltidisciplinario a la vez cun los signientes elenentos:



ONTOLOGICO
Concepeidn de lus
procesus bioldgicos
comu procesos altera-
dous y transfurmados
por e} conoucimiento.
Elaboracion de nnida-
des de ronorimiento
coma instrumento
(‘pisfE‘Hn.;ldgit‘u. Ma-
tematizacion do dichos
procesus v realidades
como ina alternativa

I
l

Casimisio fa conformacion de Ia Diversidad

EPISTEMOLOGICO ME'TOD
La madelacion de los tipus de crecimiento
sun suceptibles de anadizarse y concelirse

con ideas analugas en sistemas dinamicus
diseretus. La marfologia animal a través de
st desarrollo es pusible interpretarla cun
diversas urientaciones de la geumetiia de
variedades bidimensionales, desde las sn-
pevficies mimimas hasta invariantes topals-.
gicos, Las unidades de conoeimiento ge-
neradas a partic de L concepeidn de Fieo-
flora Dindimica se pueden interpretar co-
mo madalidades de variables aleatorias

OLOGICO
La matema-
tizacidn de
cunreptus v
principios
Lioldgicus a
cuomu vineulo
de continin
capfronta-
clan en ani-
Las dreas del
conuciinlerto
pasando de

paralela de conorei-
mienta.

ONTOLOGICO
Las veglas de eveci-
mientu en los mode
lus arquitectonieos
y en patrones de
segmentacion sun
veglas gramaticales
de un sistema de
reescritnin en para-
lelu. Los compurta-
mientus en veloei-
dades de rrecimien-
tu de pablaciunes

¥ urganismos estan
dados por la esta-
bilidad v periudici-
dad en los puntus
de sus dindinicas

|

§

DMLY mprictico en un con-

cotho it tipa de geouetia,

EPISTEMOLOGICO

Las simnlaciones son prdeti-
casx en un contexto didieticy
tico y roino aproXimacion o
la realidad es buena ya que
sott susceptibles a modificar-
se para mejoras. [in lainter-
pretacion de la morfologia y
desarrollo animal. es necesa-
tio un mejor estidio para en-
contrar mejores fransforma-
macivnes geomeétricas. La
Diversidad vista como un ti-
pu de Geametria resulta un
buen ejemplo de matematiza-
cidn en un dmbito tedricy
epistemoldgics pern resulta

texto metadoldgieo.

Sina g otray
} viceversa

C METODOLOGICO

Nuevas alternativas en la en-
sepanza de Jas matemadticas
para Bislogos en teinas de;
-mwdelacion, sinulacion,
ecuaciones en diferencias,
dlgebra, peometria, pro-
gramacion v prababilidad
Perspectivas de investigacion
en dreas cumo:

-taxononia, sistenmatica

y clasificacion,

~camplejidad murfologica

y ecufisiolugia.

-bivlugia del desarrollo
aniinal y veygetal.

-biolugia cumputaciunal,
-epistemolugia de la bio-
matemaitica,



CHEEmIOZCcO

ONTOLOGI
Pruocesos
biuldgicos
qute no han
sido trans-
formados
por el co-
nocimiento:
desarrollo
ontogenéti-
coyel
conjunto
de dife-
rentes ma-
nifestacio-
nes de log
seres vivus

EPISTEMOLOGICY
Implementacidn

de propuestas de
matetizacion de
cunceptos y prin-
cipius bioldgicos
con fines didacti-
cus y de investi-
gacidn inter y mul-
tidisciplinaria. Rea
lizacién de siinula-
civnes a partir de
la idea de iteracion
y sistems dindini-
cus discretos y-
con la ayuda de
paquetes compi-
taciunales.

METODOLOGICO

Uso de paquetes computacionales en:

-célculo de drbitas bajo funciones iteradas
-representacién grafica de drbitas
-representaciones tipo de sistemas-L

-ilustracién de iteraciones en sisternas-L
-representacion y procesamiento de ubjetos

a partir de listados de vértices, caras y aristas
-iteracién de superficies en espacios tridimen-
sionales

-visualizacidn y animacion de objetus

Andlisis e interrelacion de lus sigiientes
conreptos hioldgicus y matematicus:
-crecimiento, interaccion, muifolugia, arqui-
tectira, desairollo, segmentacion, diversidad,
Liota, IOPE, unidades meristicas. hapticas y
holisticas.

-relacion, funeion, funcional, iteracion, drbita, st
perficie, variedad, variable aleatoria e invariante



En el presente trabajo la finalidad es elaborar propuestas de matematizacion a
partir de tres distintos enfoques, utilizando las conceptos de iteracin en Matematicas
y de desarollo y diversidad en Biologia.

Dichas propuestas de matematizacion ademds de servir cornu alternativas
didacticas en la ensefanza de las matematicas para Bidlogos. pretenden construir
entre la matematica y la Biologia un continuo vineulo de confrontacién, el cual
estd ubicado en un Ambitu cpistemoldgico y con nn criterio de analisis pseudocon-
creto,

En la confrontacion de ambas dreas del conocimientu se deben considerar tanto
sns fundamentos y prinecipios como sus metodologias y procedimientus. De aqui
la impurtancia de ntilizar a las matemdticas como un medio de razonamiento,
sisceptible de generar un mayor cunocimiento y no solu la obtencidn de valores
miméricus "estdticos” o resnltados establecidos por reglas de decision ntilizadas
en inferencia estadistica.

De ignal manera es iinpurtante considerar en los prucesos biologicos sit con-
textnalizacion y delimitacidn comu nociones, como conceptos y cumo calegorias
que a su vez carresponden a lus eriterius de andlisis abstracto , psendoconcreto y
coneretu respectivamente.

Metoduligicamente la matematizacion debe concebirse como el “paso” de la
Biolugia a la Matematica y viceversa, es decir, que una vez establecido el ob-
jetu de estudin, en este casu enalguier proceso bioldgicw, debe decidirse el tipu de
matemitica a emplear en dicha matematizacian. Establecido lo anterior se ”re-
gresa” ala Biolugia para encontrar las relaciones y Ia contextualizacion del procesu
ya matematizadu pata obtensr un incremento de significado, el eual a sn vez, estd
inmerso en un dmbitu epistemoldgico bajo un criterio de andlisis abstractu.

Eiste incremento de signifieado. permite que de nuevo se tegrese a la matematica
parn envontrar o bien para plantear la elaboracion de mievas herramientas o
cunceptualizaciones matematicas que se relacionen ron o encontrado en la con-
fruntacion.

Particnlarmente en el presente trabajo, la motivacion son lus procesus biologicos
en wdivaluns (inodelos arquitectonicos de macroalgas y en tallu de peces), en or-
gansmos (desarvally ontégenctico en animales), en las poblociones (con v sin
limitacion de voenrsus y condiciones) y en especics (con las aproxinaciones pra -

prestas en la concepeiin de ieoilor dindmica): de manera andloga la motivacion
matemdiiea consisti en en:plear las ideas en sistrmas dindmicos diserclos v el



definicion de groms fria a parrie de Lo noeidn de inrarante.

En ol easo de Jos modelos de epecintiento, tanto de individnos como de pobla-
ciones, se proponen modalidades de ensenanza utilizando la idea de iteracién .
es deeit Ta funcion compiesta consigo mistna, cont lu enal se puede ubtener un
panorirna de andlisis cualitativo sueeptible de ser explotado para imodelus més
elabotados gue mvolieren i mayor mimero de variables, como es el caso de Jos
madelus de interaecion entre dus o Inds especies.

Un easu mas especifico de Ja ntilidad de las iteraciones. es interpretarfa como
sistemas de reeserinira qne permiten lasimulacion y representacion del crecimiento
en plantas, e esre caso de dos especies de macrualgas marinas. con lo enal se deja
abiert. otra inea de investigacion e no sulo sirva para estudios morfoldgicos
sina tambien ecoldgicus come los relarionados con la venpacidn del espacio.

Astmismu se eshozan una serie de ideas diversas de la matematica para la
Liolugia del desarrallo en animales. la mencidn de lus espacius de tolerancia como
furma de percepcidn de las formas v la plasticidad del concepto de variedad bidi-
mensional en la represntacian de snperficies sun tan solu ejemplos de lineas de
investigacian propuestas que en este trabajo no se desarrollan stno qite sdlu se
plantean.

El coneebir y entender a la geonetria no sdlo cono un drea de la matemitica,
sinw como nn aparato formal v con una estrictura propia, permite analizar e in-
terrelacionar las nociones de twvarionte, es decir propiedades que no cambien ante
un grnpo de transformaciones quie a sn vez caracteriza a dicha geumetria,

Las entidades sobre las cnales opera el tipo de geumetria, niencionado ante-
riormente, usnalmente son las fignras geométricas. en el casu de este trabajo se
proponen variables aletorias veetoriales gqne por nn lado sinnilen a los seres vivos
y por ofro sirvan comu elementos de una geometria ciya generalizacion permita
definir matemiticamante conceptus bioldgicos, cumu es el casu de la diversidad de
lus seres vivos, vista bujo un dmbito de estudio como el propuesto en la Teoria de
los Procesus Alterados mencionada en el Prefacio,

Se presenta entoners una serie de proptiestas con el fin de ser ampliadas
y mudificadas de acnerds alas necesidades de Ia Biolgia v desde Inego de las
matenuiticas: la parte posterior oeste trabajo es desarrollar lus formalismus nece-
sarivs para que lenga una veracidal matendtiea adecuada para lugrar asi un mejor
fortaleciento de una propoesta para la Biomatemitica eomo diseiplina cientifica.



Capitulo 2

Analisis de modelos de
crecimiento a partir de iteracion
de funciones.

Modelos de crecimiento poblacional.

En el presente capitulo, la propuesta de matematizacion tiene una finalidad
de tipo didactico, resnltadv de la experiencia en lus enrsos de Matematicas Ge -
rerales (Matematicas para Bidlogus) que se imparte en la Facnltad de Ciencias de

la UNAM.

Modelo de Malthus.

La motivacion principal es la modelacion de la interpendencia de dos fendmenos
comu es ¢l caso de la velucidad de crecimiento de vina pablacion con respecto al
tamano poblacional,

Se considera inicialmente a nna poblacion con recursos y condiciones ilimi-
tadus, es decir, que tiene a dispusicion ilimitada todos lus alimentos, nutrientes
y espaciu; de forma andloga estd libre de depredadures v las condiciones am-
bientales sun las adecuiadas para que no exista inconveniente en sn erecimiento.
Desde luegu ésta puoblacion representa nn prototipo que en lu realidad no existe,
sin embargo, en cundiciunes naturales v en las primeras etapas del crecimientu
de la poblacién es posible ubtener comportamientus parecidos a lu descrito an-
teriormente, y desde luego, los eultives de microorganismos (cornu es el casu de
bacterias) bajo condiciones de laburatoriv, permiten estudiar paralelamente este
compurtamientu de crecimientu llamadu conunmente de tipo ceponencinl o bien
de tipo Malthus [23]en hunur a uno de sus principales promotures.

En un mundo, enya iniciacién y desarrollu del capitalismo estaba en pleno
ange, las ideas propuestas pur Malthis acerca del crecimiento geamétries de las
poblaciones humanas en comparacidn a la obtencién de veenrsos (principalmente
alimenticius) de tipu aritmético, propici ina justificaciin absurda de la factitn -
lidad de la existencia de guerras y epidemias que se presentaban en las zonas de
invasion de los paises capitalistas.
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Retomando la idea inicial, se establece que en una poblacién con rondiciones
y recursos ilimitados, su veloridad de crecimiento es proporeional al tamano de la
poblaciin, es decir, entre més grande sea el niimero de bacterias en la poblacién la
velocidad de crecimiento de la poblacién también crece; si se dencta a 17 como la
velocidad y a NV como el tamafio de la poblacion, la relacién de éstas dos entidades
quedaria coma:
VN

donde el simbulo of representa la proporcionalidad; mds atin si se expresa mediante
una ignaldad a la expresién, quedaria como:

V=K N (2.1)
donde la K es igual a la constante de proporcionalidad,

Retomando a lo que representa a la velucidad , debe especificarse e ésta es
instintanea como modelo continnamente dependiente del tiempo, por lo que se
debe expresar como el limite de cociente de incrementos;

i (280 = N (Y

Al At =K-N(1) (2.2)

0 bién si este limite existe se utiliza ¢l siimbolo de la derivada:

av (Y

= KN () (2.3)

Este seria el modelo simbdlico, sin embargo signiendo este camino se intentaria
encontrar la solucidn continua de la ecnacion diferencial, es decir, tomando como
dato inictal: que el tamariu inicial de la poblacidn sea Ay correspondiente a 1n
tiempo inicial fy, no necesariamente ignal a cero, por lo que la signiente expresién
representa a la ecnacién diferencial con sn condicidn inicial o prollema de Canchy
del modelo de Malthus:

W KN
it 9
{ N(ly) = Ny } (24)

enya solueidn, es decir la expresion N = N (1), se ubtiene por el método de varia -
bles separadas (ver Apéndice), la cual correspunde a N (1) = Ny K¢ 1),

La grafica obtenida en el espacio N (1) vs. ¢ ilustra la rapidez con que crece
la vartable tamano de poblacion en relacion con el tiempo, en este casu Ny (el
tamano inicial de la poblacion) = 1000 y K = 0.2:
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Regresando a la idea inicial de dependencia funcional se iterpretara a la
derivada cumo un cociente de incrementos antes del paso al limite para nun At sn-
ficientemente pequeno y se pudria cunsiderar a la ecuacion 5.41 como la ecnacién
aproximada:

N(t+At) = N(t)

o =K N (1) (2.3)
N({+A)-N({#) =K -N(1) At (2.6)
N(t+AL)=(K-N(t)-At)+ N (1) (2.7)

N1+ Al =(1+ K- Al)-N(1) (2.8)

y pasando aliora a la vaiiable discreta ¢t = n € N y sin perder generalidad a

Al == L

Non=(1+K) N, (2.9)
e introduciendo a m =1 + K :
Nyt = - N, (2.10)
que se puede redenctar por:
Y = (2.11)

donde idealinente se seguiria considerando quie la y como la 2 toman valores reales
pusitivos enalesquiera. La ecuacion 2.11 representa una funcién lineal con wrde-
nada al origen igual a cero y con pendiente igual a 1.
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Esta nneva expresion que representa una funcidn lineal resulta mds facil de
inanejar, por lo que se trabajard con la dindmica de dicha eenacidn despnéds de
discutir uno de los conceptos fundamentales del presente trabajo y que se refiere
ala deracion.,

Concepto de funciones iteradas.

Definicion Sean Ay I3 dos conjuntos arbitrarius distintus al vacio v sea A x [
el producto cartesiano de /A con [, es decir el conjunto de todas las posible parejas
ordenadas ubtenidas de juntar un clemento de A con un elemento de B, dicho en
notacidn matemdtica:

AvB={lab)laced y be B}

entonces, una relacion R de A en /3 es cualguier subeonjunto del producto carte-
sianu A « Bres decir RC A < B

Definicion Sean A y I3 conjuntus, nna funeidn de A en 3 es una 1elacidn de
Aen BB {RRC A x B) st cumple que:

i) Para todo elemento de A existe un solo elemento de B tal gue la pareja
ordenada de estus dus eletnentos pertenece a la relacion

ii) El elemento b del conjuuty 2 es vnico.

en notacion matematica (ueda comuor:

N Ve A) s By (o By o R
)y Sty e R (abyy e oy by e by

Notacion: a la yelacion I que exana funeidn de A en 8 se le denora por:
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[1A-B
A es el dominio de la relacidn, B es el contraduminio de I y si a € 4,al 1inico
elemento b € B tal que (2,b) € R, se denota como b = [ {a) y entonces se dice
que esta es la regla de correspondencia de la funcién,

Definicion Sean f: A~ B y g: 3 = C dos funciones. La compusicidn
de f v g eslanuevafuncidn gof. Esdecir, quesia € A

gof:A—=C

(o fi{a)=g(f(a))

Definicion Sea f : A — A una funcidn, se dice que la iteracién de [ es
una composicion de [ consigo misma. De manera andloga la n-ésima iteracion es
componer n veces a la funcidn f cunsigo misma:

fof A=A (2.12)
fof{a) = [{f(a))=[*(a) (2.13)
fofo-of(a)= f(f‘..f’(a)) = " (a) (2.14)

Una vez establecida la idea de iteracidn se regiesa al la ecuacion 2.11lque
representa la funcion lineal gque simila al modelo de Malthus.

Dinamica del modelo de Malthus.

Cunsiderese la ecuacion y = 0.2 d en otro tipo de notacion, resaltando la
idea de funcidn a f (&} = 0.2xy adicionalmente se establece a g romo nn valor
fiju que esta contenidu en el duminio de la funcion, es docir en el eje de las x's.
Entunces, el valor kg evaluado en la funeion original queda como:

] {ra) =020

De manera que si se iterama vez a la fineion romando como prnta de partida
al valar .oy se ubtinne:

y sustituyendo f{rg) por snovadar gue os 0,20y se tione;

f (U.‘,.).ﬁ)) < )2 \’()'.21,,5
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lo gie en fa nutacidn ntilizada en 2,14 quedaria comue
L2 (i) = 0.2(0.2x9) = (0.2)%00 = 0.04ry
De forma semejante se piede segnir iterando a al funcidn con el valor xy,

I rg) = 0.2(0.2(0.20)) = (0.2) 00 = 0.0030y

I () = 0.200.2 (0.2 (0.220))) = (0.2)' 2 = 0.00164

7 (ra) = 0.2(0.2(0.2 (0.2 (0.200)))) = (0.2)q = 0.0006.4x,

f” (:‘:l)) == ”.2(02 (‘ (.2 (IL‘()) e ‘)) = ((}.2)“‘17‘)
Se puede observar ¢ue conforme aumenta el grado de la iteracidn, el valor
obtenido en la funcidn tiende a cevo.

Adicionalmente se interpretard graficamente lo que sucede. Il iterar a una
funcidn (o coniponerla consigo misma) se realizd de la signiente forma:

Se tuma un valor de partida . un punto fijo, que pertenezea al dominio de la
funeidn

.

!

]

A

1

|

3

I

Y.

b

li >

TR T —T‘%
%o

una vez establecido el punto fijo &y de la funcidn este se evalua en la funcidn, es
decir. se levanta una linea perpendienlar a la abseisa v eje de las x’s ron inicio en
el pinto fijo oy hasta toear la recta (grifica) de la funcién,



MODELOS DE CRECIMIENTO POBLACIONAL. 14

o - 3o

——F—

fey =

=3

estando en la grafica de la funcidn se traza 1na linea horizontal. paralela al eje
de la abseisa y perpendicular al de la ordenada, hasta llegar al conrradominio
de la funcidn v sea al eje de las y's 1 ordenada; lo hecho hasta ahora representa
solamente el evaluar la funcidn para un valor determinado. en este rasv. para el
punto fijo .zy.

Obtenido el valor f (xg) en la urdenada se lleva al contradominio de la funcién
con el objeto de que al efectnar la iteracion, es decir f (f (z0)) la funcion no evalia
iy sino [ (irg), entunces cumo se menciond anteriormente, el valor f (1) se lleva
al dominio de la funcién por medio de una poreién de cirennferencia generado
pur un radio enyo origen se encitentra en la interseccion de lus dos ejes del plano
cartesiano y cuyo tamano es presisamente f (ag) pur lo que la interseceidn de dicha
circunferencia con el eje de las x's es una magnitud iguai a [ ().

5
4

3

5

I
1
|
I
|
|
'i
Q

0

Fovey

Una vez establecido en el dominio de la funcion el valor [ {iy) se repiten los
pasus anteriores vistos. es decir, frazar unac linea vertical en el punto f (1) hasta
intersectar a la grafica de Lo funcion.
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De ahi se traza una linea horizontal hasta intersectar el eje de las v's para ulitener
el valor f(f (o)) dicho valor se traslada al dominio de la funcidn (eje de las x's)
para de nuevo ser evaluado, o sea, para obtener la signiente iteracion.

a4
1
I e e e o
>y ceeh
t . | A
thawy q
’ Ke

S embiugo, se preden simplificar lus trazos de los radios que perniten
trasladar los valores del contradominio al dominio de la funcion: dicha simpli-
ficarion consiste en tilizar o fa funeion idénsica. os deeiy la fimeion f10) = 0 (es
la fneion cnva grafica es una divea con inelinacion de 157 v que pasa por o} oeeeon
de la abscr a v de la ordenada). Lo caal dive a juanera de e en b plana

cartestano,
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Por lu que, una vez establecidus los puntos en la grafica de la fineion ya no
es riecesario trazar la linea horizontal hasta la ordenada sinu que basta gue togne
a la recta de la funcidn idéntica para despiés bajar con nna Ifnea vertical hasta
intersectar con la grafica de la funcidon v ast sieesivamente

5 .
! .
4: ’
¥ p
| ’
N ’
o

i 1"...- e ._T
»"J\ S R R

* Ao

Si cadicara la direcerin de las trayeetorias que conforman a ta “esealerita”

S0VE e ColVergen en un pibto, e en este caso €5 o) U v al enal nombratemos
corio Naado Fijo Atractor (PF ).

Inchrave, sise vaia el valer del punto g el punta Rjo atractor sivue siendo el
misme.

1
! PR )
sod . i : AT _
i + f A
FEA AL PEA .
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A continnacidn considérese la funcidn [ (r) = S

] R I TN R I T T omane
Ui i 2 1 4 5

Si se signe el mismou procedimiento andlogamente ol caso anterio, se observa
que para este caso no existe nn punto fiju atractur, sinu qie se eseapa, cs decir,
que mayur grado de iteracion los valores de la funecidn tienden a infinito. Inde-
pendientemente del valor que tume 2y . €l cual representa el tamano inicial de la
poblacidn, lus valores que van tumando las distintas iteraciones van creciendo v
tendiendu a infinito, pur lu que fa dindmica de la publacin refleja nna rendencia
cualitativa al erecimiento expunencial.

En este caso a la courdenada (0.0) la nomnbraremos Punto Fijo Repulsor

(PFR).

-
-
-



MODELOS DE CRECIMIENTO POBLACIONAL Iy

Finalniente si se considera ala misma funeiin idéntica. se obtiene i existe
tantos Puntus Fijus Estables como puntos fijos oy se elijan

~5
>

Tal parece que existen dus casos interesantes de andlisi=: cuando lus valores
de las pendientes de las graficas de las funciones son menores o mavores a | re§ -
vectivamente,

Para el pritner caso se observa gue los valores que abtiens in faneion al tomar
nn tamaio fijo de poblacion rg conforme se itera se van hacia el cery. es decir, la
publacion tiende a la extineion, Listo se debe a que la pendiente i representa la
constante de proreionalidad A tilizada originalmente en ot modely de Malths,
es decir, el aporte a la poblaciin de ecada individno por unidad de tiempo, o sea
que cada individuo aportaria 0.2 individuos en la unidad de tiempo signiente,

Ein el segundo caso, las tasas de erecimiento son mayores a 1. evicdlenlemente
esto representa un aporte por individuo y por inidad de tiempo de nids de dus
individnos por lo cual la poblacidn va ereciendu de mancra expunencial.

El modelo de Malthus si Lien es un modelo muy alejaco de la realidad., por su
relativa sencillez, pernite nna vision de andlisis vitil en os pusteriores modelos,

Uso del Programa DERIVE,

Una Luena alternativa para poder calenlar y visualizar 1a dindmica de ol mo-
delo de Malthus y desde luego de lus otrus modelos, es ol uso de un prugrama
matematico como el DERIVE . La ventaja de utilizar dicho programa es que
aparte de su ficil operatividad es un saftware que cabe en disco fiexible de 3% y
piede ser corridu en cualquier maquina PC, )

El Programa DERIVE | mmite realizar cilenlos de diversas expresiones con
base a herramientas de derivacion. integracion. algebra lineal, apruximaciones,
redundeus v subre todv i addulo para grafieacion . ademds es posible programar
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dentro de é] o bien utilizar con facilidad los programas ya incluidos en el mismo
paquete.

Uno de lus programas que estan ya construidos dentro de Derive es el de
"ITERATES" que caleula la drbita, es decir, los valores que va tomando una
funeion dada, al iterarla un mimero finito de veces y tumando un valor inicial. La
estructura del programa es de la siguiente forma:

ITERATES (f(x),x,x,,n): = fofo-- 0 f(zg) = f (f o (m)) = /" (z0)

Donde las negritas son la parte del programa que requiere ser introducida para
efectnar el cdlculo de la drbita, o sea que para calcular la orbita de tna funcidn
n veces iteradas es necesario: teclear en mayusculas la palabra "iterates” seguida
de un paréntesis donde se anotan en el siguiente orden y separados por cumas: la
variable respecto a la cual estd definida la funcidn, la funcién que se qiiere iterar,
el valor inicial de la variable sobre el cual se va a realizar la iteracién y finalmente
el mimero de veces sobre el cual se va realizar las iteraciones.

St se toma como ejemplo la ecnacidn f () = 0.5x , el valor zg =8 y con 6 de
iteraciones, entonces se tiene la siguiente programa:

ITERATES (0.5x,x,8,6)
Del cual se obtiene la drbita: [8,4,'2, 1,31, zl';]

En cuanto la interpretacién grafica, DERIVE gréfica la drbita como un con-
junto de funciones de constantes, segiin los respectivos valures de la drbita, por
lu que la dindmica de la echacion es pusible visualizatla en el contradominio de la
fitncidn y no en el doniniv como se realizd en el andlisis anterior.

Modelo de Von Bertalanfly.

Otro modelo de crecimiento 1itil en la biologin de una sola poblacion es el de
Von Bertalanfly([5], el cual estd dado por la signiente aseveracion:

La velocidad de crecimiento de la longitud o talla de un organismo es propor-
cial a lo que le falta por crecer a dicho organismo. Usualmente este modelo ha .
sido utilizado en organismos donde s furma de crecimiento es de tipo alométrico
y en particular en peces.

La mayoria de cstus organismos presentan una forma hidrodinamica la cual
les permite tener una mayor velucidad de desplazamiento, adenids esia furma dis-
minuye las turbulencias que se puedan formar al contacto de la parte anterior del
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pez con el agua. También es importante resaltar que en otrus crganismus marinos
no es 1itil este modelo, por ejemplo en los ostreidos y otros tipo de bivalvos la
fluctuacién del crecimiento tiene ignal importancia tanto en lo largo como en lo
ancho de la concha.

Entonces, si se denota por ¢ al "tiempc” y L (t) a la "longitnd de un pez de
una especie dada al tiempo ¢":
dL(t
—%—2 & (Lypax — L (1)) (2.15)
donde Lpax s la "longitud méxima promedio alcanzada por dicho organismo”,
luego:
dL(t
L K (e - L) (216)
La cnal al tumar su condicidn inicial: Ly = Lo, se obtiene como solucién la
ecnacién, (ver apéndice):

L([) =1~ (Lmnx - [‘U) e-—K(l—‘ﬂ)
Ly

cuya solucidn es pusible visnalizar graficamente en . Procediendo de manera
andloga al modelo anterior se tiene:

L(t+At)~ L(1)

Jim 5 = K+ (Lo = L(t)) (2.17)
L+ A)~ L) . ,
S R (L~ L (1) (2.18)

L(t+At) ~ L) = K- AL (Lne = L (1)) (2.19)

L(t+ At~ (1= KAL - L(1) + KA L (2.20)

haciendo l=ne& N , At =1y K L, =b.

Lopr = (1= K) Ly +b (2.21)

de manera andloga se denotaam = | — K

[."” = e ,1" +b (222)

y=mr+b (2.23)
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60

$0

et
© /'/

Dindamica del modelo de Bertalanffy.

Cunsiderese una especie de pez con un tamafo mdximo de erecimiento’ esti-
mado en 20 em., una tasa de crecimiento igual a 3.

de ignal manera si se toma una valor para K = 1.5 se obtiene un Punto Fijo
Atractor

Para mn valor de K22 o senun valor de o = 1 se abtjene
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m ¢
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donde A y B son lus punto en los que para cualquier vimimero de iteracion
siempre son lus mismos puntos, en este caso se denominan Puntos Fijos Periddicos
de Periodo 2.

Modeclo de Verlhust o Logistico.

Como se menriond anteriormente el modelo de Malthus, por su relativa sen-
rillez, tiene la ventaja de que es posible entender la natnraleza del crecimiento de
publaciones en sus primeras etapas, en las cuales, lus vecursos y las condiciones
aunqte esten limitados son suficientes para el desarrollo y crecimiento dptimo de
la poblacidn, sin etbarga existe un tiempo en e rual el nimero de individios es
tan grande que los recursos y condiciones son ya insuficientes y a partir de este
mumento, el modelo de Malthus ya no resulta el idéneo.

Inclusive es impasible el cuncebit que dicha poblacidn ereee indefinidamente
ya ¢ute comne se menciond |, los recursos son limitados, por lo que la velocidad
de erecimientu por un lado es proporeional a la eantidad de individuos (para las
primeras eatapas) y por otro también es propuorcional a lu gue le falta pur ererer
a la publacion (para etapas posteriores) y aqui es importante el considerar it Ny
cumu el tamano mdaximo que puede aleanzar la poblacion

Considerando ahuin las nnevas premisas se plantea la signiente ectiacton:

dN {1
R N ) B N0 (2.1

natese qpie ahora I veloeidad de evecimiento es proporeional simnltaneamerd e
tamana de ta poblacidn N (8) v par a lo que le falta por crecer afa poblacian -

decty Ny - N (1)

N M) = N1 . :
lim = »_f:’ SN (N - N D (2.25)

A7 e
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N (t+ Av) - N (1)
Al

~ K. N(t) * (/anx -N (t))
NE+AL) =Nt~ [K- N (N ~ N ()] At

N{t+A) =K -N({t) (Noax ~ N )AL+ N (1)
haciendot =ne Ny Al =1

N‘n»O 1= [I{ * Nn ' (Nmt\x - 1Vn)] + Nn

tomando al tamanu maximo de poblacién Ny = 1

Ny = “{' Ny (1 - Nn)] + N,
y=ar—ar*+r

y=ua(u—ar+l)

23

(2.26)
(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)
(2.31)
(2.32)

2.33)

ubteniendo asf la ecnacidn logistica, otra modalidad andloga es considerar

N

de antemano la cepacrdad mdeima de carga (' os decir, ‘—""“ﬁfﬂde la poblacién

qredando expresado el modelo como:

WO gy 1-40)

di

y signiendo el procedimiento andlogo al caso anterior se tiene

N{+d)-N@) Nty
Ty RN (1 )

N+ A =N () © Nt
- p N ()1
At i) (‘ ¢ )

N+ A1) = N (1) = [;\' N1 <1 - M”)’ A

N+ A e [/;.,\'(n. (1 - 1' --.,$~){_\: SN (1)

haciendo £ == 0 ¢ N v M -

(2.34)

{2.47)

(2,45
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lvn-}l = [I\' . Nn 4 <1 - i\—,(j(;Q')] + A[n (239)
. K .
Npjr = (1+K) Ny = = - Ny (2.40)

C
haciendo Npypy =y, Ny =2 K = ge tiene:
¥ Y, C

y=(+K)r-re? (2.41)

Supdngase una poblacién con un valor de K = 1.4 y una capacidad mdxima
de carga C = 10, entonces la ecuacion logistica tiene la forma:

= M,
y={1+14)x ot

y = 2.4r =0, L4z?

Wy Ty liy‘ ,‘.(.. PRr—- :;'

la cual al efectuar el métodu de iteraciones tumando un tamanu inicial @y se tiene
que presenta un punto fijo atractor

En general de los modelos antes vistos se puede realizac una breve genera -
lizacion Lasado en la signjente definicion:
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Definicion si se considera la ecnacidn

Nopy = f(Nn)

un valor a es llamado valor de equilibrio o punto fijo del sistema dindmico de
primer orden: N4y = f(N,) si satisface la ecuacion:

a= [(d)

para el caso A (k) = o esta es una solucién particular del sistema dindmico.

Definicion Sea Nyyp = f (V) un sistema dindmico de primer orden con un
valor de equilibrio a . Este valor de equilibrio es de tipo estable o atractor si dada
una vecindad € tal que | gy — 2 |< ¢ se cumple entonces que k)im Ak) =a.

om

Asimismo el valor de equilibrio a es inestable o repulsor ,si 0 <] ag—-a l< ¢

entonces | A (k) — a |< ¢ para algunos (no necesariamente todos) valores de k.

Modelos de interaccion para dos especies.

Otro aspecto interesante en dindmica de pablaciones es considerar que las
poblaciones no existen aisladas o solas en los ecosistemas, sino que se encuentran
interactuando con otras poblaciones de la misma o de diferente especie.

Las interacciones que se dan en la naturaleza son tan diversas como la misma
biota en la cual se manifiestan , sin embargo, para su estudio se han establecido los
signientes tipos: Depredacion, Mnutualisma, Simbiosis, Parasitismo, Conipetencia,
Amensalismo y Protocooperacidn.

En el caso mds sencillo se tienen dos pablaciones, Ny y Ny respectivamente y
cansiderando el principio de accién de masas se propune el sistema de ecuaciones:

dN,

—(-1?. = aN, + ﬂN]N?,

IN, .
ﬁ;j—t—i S ’)’N[ -+ (5N1I\v’2

Las cuales si dependen del tiempo discreto n se pueden expresar como el
sistema:

Afn) = < ‘;83 ) (2.42)

- (13)

Andlogamente, como para ¢ (n -+ 1) = f (a(n)) lus valores de equilibrio son
estables si /' () < les decir, la derivada de la funcion evaluada en el punts a.
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Se establece el sistema de derivadas parciales:

af (a,b)

fila,b) = e (2.44)
. Af (0, b
Jaluh) = -f~(;)~b-»~—)
Adg(a,b
niap = 20
dg(a,b
92 {(a,b) “L'%‘b-—l
e . LN a("'+1) —_ f((l(n),b(”)) . { N gy
Theorem 1 Sen ( bin+1) ) = (f(a(n),b(n)) i Loy € C es deair fg
son funciones continuas y diferenciables
SiA= Z es un vector de equilibrio para el sistema dindmico (1)

_fa=f(a,b)
0 sea { b=y (ab) }

Si se construye a R = hfy
g2
Sif| R || < Lentonces A es un vector de equilibrio estable y ademds lambién
klim Ak) =4
.

St Ay cerrudo, este se acerca lo suficiente d A cuando k — oo
Si|| R ||> lentonces A es incstable,



Capitulo 3

Aplicacion de los sistemas
Lindenmayer en Botanica.

Uno de los aspectos més relevantes en la simulacidn, es sin duda el crecimiento
que presentan los seres vivos, en particnlar las plantas, cuyos tipus morfoldgicos
presentan ciertas regnlaridades geométricas; que inicia desde las ideas propuestas
por D’Arcy Thopson [?]a finales del siglo pasado hasta los trabajos desarrollados
por Prusinkievich y Lindenmayer {29]utilizando diversas técnicas de computacidn.

Simulacién y arquitectura.
La mayoria de las simulaciones 1ealizadas toman como referencia la arguitec-
tura de las plantas sin considerar, en muchas ueasiones. su desarrollo untogenético,

por lo que se tomaran las siguientes consideraciones ptopuestas por Collado-Vides
[6] (1992).

Arguilectura es la expresion morfoldgica visible del codige genético de una
planta en cualquier momento de su desarrollo.

Modclo Arguiteeldnico es el programa de creciimiento que determina las fases
argnitectonicas siicesivas, es decir la secnencia ontogenéiica arquitectnral.

Con base en lo anterior se plantea realizar simnlaciones no sélo de la arqui-
tectura de la planta, sinu que dicha simulacjion tanbién represente al modelo
arquitectdnico, para lo enal se propone utilizar a los sistemas-L. como una alter-
nativa para la simulacidn gue también intente reflejar el modelo arquitectdnico.

Los sistemas Lindenmayer.
Un antecedente importante de considerar par ael entendimiento de lus sistemas
Lindenmayer es recapitular las ideas subre gramaticas propuestas inicialmente por
Novam Chomshy [8] ver Apéndice.

Dichas ideas esbusan nna serie de condicionantes para establecer gramaticas,

27
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iitiles en el campo de la programacién, de estas gramaticas de Chomsky se restrin-
gen los vocabularios en simples alfabetos, las reglas reglas gramdticales en reglas
de transformacién sencillas y con la ayuda de un lenguaje tipa Logo se puedue es-
tructurar la idea de los Sistemas-L que son lus que van a permitir las simulaciones.

A los sistemas Lindenmayer (v simplemente sistemas-L), nombre que toman
en honor a su creador, Aristid Lindenmayer (1925-1989), son considerados como
una buena alternativa para simular crecimiento de plantas a partir de un lenguaje
tipo Lago reestringido, es decir sdlo se utiliza un subceunjunto de sus comandas,

Adicionalimente a las sistemas-L se les puede interpretar como Sistermas Dindmicos
Discretos, esto es como 1tn grupo de transformaciones de un espacio en si mismo.
Dicho espacio es un conjunto con un miimero finito o numerable de elementos que
en este caso se representa por un alfabeto.

En este caso las transformaciones son iteraciones, es decir, compusiciones de
dicha transformacion consigo misma, las cuales se piieden interpretar como de-
pendientes de un parametro, el tiempu discreto y de una condicidn inicial (tiempo
inicial y posicion inicial), se identifican mediante ciertas reglas de transfurmacion
iterdndola, es decir conformando un sistema de reescritura en paralelo, generando
asf una sucesion de palabras.

Con mayor precisidn lus sistemas-L se les define como una terna ordenada,
cuyos componentes son: un alfabeto, una palabra inicial lamada axioma y final-
mente un conjunto finito de producciones o reglas de transformacion,

Definicion Sean V' un alfabeto, V* el conjunto de palabras sobre V| y V*!
el conjunto de todas las palabras no vacias sobre V. Un sistema-L es la terna
urdenada I = (V,w, I’), donde:

V = "alfabeto”
w(€ V*") = "palabra no vacia, lamada azioma o palabra inicial

P(C V x V**) = un conjunto finito de producciones u tambi¢n ronocidas
como reglas de transformacion, que ponen en correspondencia a las letras del al-
fabeto cun palabras no vacias, es decir nna pareja {a, y) es una produceién si
a€VyyeV* sedenota cums a — y. Estas producciones, son las reglas
de transcripcién de todus y cada uno de los elementus del alfabeto, es decir, la
correspondencia que existe entre una letra y palabra.

La representacién de las imagenes generadas en el plano « partir de lus sistemas-
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L es conocida como gréfica o funcidn interpretativa, ya que dicha funcién mapea
el conjunto de cadenas del alfabeto en el conjunto de todas las posibles figuras que
se pueden generar en el plano cartesiano. Es decir: en el contexto de un lenguaje
geométrico tipo Logo se tiene:

Definicion Una figura ® es un conjunto de puntos en el plano: ¢ € 28*%. Una
funcién [: V* — 2R que mapea, el conjunto de cadenas de palabras del alfa-
beto V, en el conjunto de figuras se le lama funcién interpretativa o gréfica.

Definicion Una posicidn de la tortuga (en el leguaje Logo) estd dado por la
terna (z,y, ) donde las coordenadas (z,y) representan la posicidn de la tortuga,
mientras que el angulo a, llamado inclinacion de la tortuga, es interpretado como

la direccidn en la que la tortuga apunta,

Dado el tamahno de un avance de d pixeles y el incremento del dngulo 6, la
tortuga puede responder a comandas representados por los siguientes simbolos;

f = "maoverse dibijando hacia adelante un paso de longitud d”. El estado de
la tortuga cambia de (z,y,0) ol (2',y', ), con

¥ =z+d cosa
¥ =y+d- sena

En este caso se dibuja un segmento de recta entre los puntos (2,y) y (', ¢/)
¢ = "moverse sin dibujar hacia adelante un paso de longitud d"

+ = "girar contra reloj un angulo §”, pasando del estado (i, 37 ) al (&, y, a -+

— = "girar a reloj un dngulo 8", pasando del estado (#,y, ) al (z,y, @ +6).

| = "girar a la direccién contraria”, pasando del estado (z,y, ) al (z,y, o —
180°)

Todos los signos restantes son ignorados por la tortuga,

Un ejemplo con la Curva de Koch.

Se tomard como ejemplo a la curva de Koch para ilustrar la rmanera en que
se utilizan a los sistemas-L y ademds se explicard el significado y la manera de
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calcular a la dimensidn fractal.

Considerese inicialmente un segmento de recta, de longitud 1, a la cual se
dividira en tres partes iguales (de % de longitud cada una ellas) de tal manera que
la porcién que queda enmedio se sustituye por dos segmentos en forma de pico,
cuya longitud es igual a la porcidn que originalmente se quito (o sea :-’;)

De la figura obtenida, es decir cuatro segmentos de longitud .,l,, cada uno de
ellos se le aplica el procedimiento anterior, o sea, cada segmento se divide en tres
partes iguales y se le quita la parte que quedo enmedio, la cual se sustituye por
un pico conformado por dos seginentos que para cuya longitud es esta etapa tiene
una longitud de 3 (%5) = é = :—,17 . de igual forma se procede con los tres segmentos
restantes.

Sucesivamente se va repitiendo el proceso, de tal forma que la longitud de los
segmentos de ésta figura tienen una longitud de :,—‘,—,, donde n es la etapa en la cual
se va dando la sustitucion de segmentos por picos.
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A la figura obtenida se le nombra Curva de Koch y es posible simularla me-
diante los sistemas-L. Estos sistemas como se menciono anteriormente, presentan
tres componentes: un alfabeto, una condieén o palabra inicial y un conjunto de
reglas de transcripcidn, para el caso de la simulacion de la curva de Koch, la pa -
{abra o condicidn inicial es el segmento de recta del cual se van a ir obteniendo

las particiones; por lo tanto la estrictura del programa quedaria de la siguiente
manera:

Alfabeto:  {f}
Axioma: f
Regla de transformacion: £ — {f + 1f — 1f+3f

y adicionalmente se define un dngulo de "'-'}gi = 3(°

De tal modo se obtienen los siguientes esquiemas para las tres primeras itera-
ciunes:

[teracion Palabra simbdlica
0 f
1 T TN
2 LA+ 46 3eadn) o 4 (304 26— Ao dr) -
=3 (A 30— Aed6) 11 (30 4+ 36~ d64dE)
3 o 3GEHAE-A0I0) L (A0 4 3 = 3r )
S\ =4 (30430 2d0) 3 (304 48 - Lo ) *
o QU0 -0+ L (34 I - 1EdR)
P\ -4 (30 + 50— 404 30) 1 (50 4 0 - A0 0E)
Lo A M) + 3 (3030 - A N
P\ <8 (3 3f - ) 44 (5 + 5T - brde)
L S CE+AE=30H30) + L (304 I drdr)
P\ (B 30 = 30 44 (30 A - AE D)



UN EJEMPLO CON LA CURVA DE KOCH. 32

0.
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5T

Adiciunalmente la Curva de Koch confurme aumenta el mimero de iteraciones,
la eurva va teniendo mis "piquitos” de hecho en el limite, es decir. enando el
miimero de iteraciones tiende a infinito la curva tendria una longitnd infinita, ya
gne en cada segmento en realidad estd sustituido por dos segmentos en forma de
pico y asi sucesivamente, lu qne llevaria a una conjetura, es decir, como explicar
que un longitud infinita este acotada por un drea finita.

Otra peculiaridad de esta cnrva es que en todos sis puntos existen picus, por
lu que en ningun punto es diferenciable, es decir, para que exista la derivada de
una fiuneién en un punto es necesatio que exista el limite de la razén de inrvemen-
tus de la funcion con respertu a la variable; y para que exista e} limite es necesario
propuner dos stueesiones que converjan al punto que se quiera evalnar, pero se
verifica gie eada wna de las sucesiones convergen a valores distintus o sea que se
tendrian dus valures distintos para el limite y hay que recordar que el Hinite si os
que existe este rinico,

En alusion a lo anterior cabe yecordar a manera de curolario que toda funcion
que sea diferenciable es continna, pero no toda funcion continua es diferenciable
y conmo ejemplo se tiene a la curva de Koch, que es una funcion continna en todos
los puntus y nu diferenciable en todos ellos.

Retomando la conjetura planteada anteriormente se hace necesariu introduciy
ta idea de dimensidn topuligica de Hanssdorff para reinterpretar a las fignias im-
plicadas hasta ahora.

Las dimensiones topilugicas nsuales que se conacent, corresponden a ntiineros
pusitivos enterus que se ponen en correspondencia a ciertos objetos geométricos.
es deeir, la linea recta por cjemplo, es un objeto con dimensian 1, nna supérficie
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tiene dimension dous y un cubo tiene dimensidn tres, se tiene que entender adi-
cionalmente que la recta tiene nun drea ignal a cero, la superficie un volunen ignal
a cero andlugamente, nn punto con volumen, area y longitud ignal a cero tiene
dimensidn ignal a cero.

Si se tumara nn segmento de recta de longitud 1 y a este se mnltiplicara por
un factor de expansion igial a 3, de manera andloga con un enadro con longitud
de arista ignal a 1 o sea cun drea | y finalmente con un cubo con longitud de
arista ignal a 1 y por lo tanto cun volumen igual a [.

Si se denuta a N como el niimero de partes obtenidas despnés de aplicar los
factores de expansion, a /7 como el factor de expansidn y a 1 como la dimension
del ubjeto se pnede construir la signiente tabla:

N oD
...... 3=3" 3 |

&ﬂ 9=32 3 2

LY 27=3" 33
De donde es pusible visnalizar la sigitiente relacién:

N =R (3.1)

es derir, el mimero de partes ubtenidas es igual al factor elevado a la dimension
tupoldgica; la enal se puede despejar como:

InN =" (3.2)

por la propiedad de los logaritmos

InN =Dl k; (3.3)
InN
) m ol 4.
! Int ¢4)

quedando definida monmentaneamente la dimension tupoligica como el cuciente
de logaritmos del mimery de partes del objety y del factor de expansion,
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Regresando a la Curva de Koch se calcula su dimensién de manera anéloga a
la recta al cuadrado y al cubo, entonces quedaria como:

N e D
......... 1 1=% 7?7
B S L
A 1 1=4 2
gy Lot o7
AN 256 = 7

En este caso se utilizé una construccidén y no una expansién por lo cual se introduce
la siguiente igualdad:

R
I
[N

donde e es el factor de contraccidn por lo cual la dimensién de la primera curva
de Koch estara dada porla ecuacidn

p=tnd _lnd 619

1
In 6} In3
de manera analoga para la segunda curva:
In16 42
) = -l-];-ll--‘ = ;—l':-,-ﬁ 2 1.2619
()
y asi se puede establecer en general para la curva de Koch:

qin
D == 2% o 12619
In3"

La cual resulta ser una dimensién no entera como la dimension topdlogica
usual, sino que resulta ser una dimension fraccionatia que junto con otras propiedades
caracteriza a una serie de objetos geométricos denominados fractales. La di-
mension obtenida para la curva de Koch estd entre 1 y 2, es decir, es un ente
geumétrico que estd entre una curva y una superficie y el resultado puede ser asumy=
do a lo cual podemos asumii tna solucién momentdnea a la conjetura planteada
anteriormente, o sea que una curva puede tenet 1na longitud infinita y estar aco-
tada simultaneamente por un drea finita gracias a que presenta una dimensién
fraccionaria.
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Ademas de la dimension fractal o fraccionaria, los fractales también tienen la
propiedad de aulosemejanza, es decir, que sis se toma una porcion de un fractal
esta es semejante al fractal completo. Es importante cunsiderar que esta carac-
teristica no es suficiente para establecer cuando es o nu un fractal, por ejemplo,
en la recta cualquier porcién que se tome de ésta es semejante a toda la recta y
sin embargo no es un fractal.

Establecidos entonces los conceptos de dimensidn fractal y autosemejanza se
procedera primeramente a simular tipos sencillos de crecimiento en plantas para
posteriormente simularlos en un ente en especifico integrando los tipos de cre. -

cimiento y el uso de la dimensién fractal.

Simulacién de diferentes tipos de crecimiento en plantas.

Crecimiento exponencial.

Se refiere al crecimiento, donde todas las subunidades del talo, por ejemplo,
las células de un filamento uniseriado, tienen la potencialidad de duplicarse en un
intervalu de tiempo, el cual estd dado por el mimero de iteracion.

Alfabeto:  {f}

Axioma: f
Regla de transformacion: £ — f

Iteracion Palabra Simbdlica Esquema Celular

0 f a

1 ff oa

2 it aacoo

J it 0oooaooo

4 it 0000000000000000

Crecimiento apical.

De manera andloga al anterior con la modalidad de que sélo la célula o porcién
apical es la que se va duplicando, (la célula apical se sefiala en este caso con el
simbolo >, que en términos de la grifica no se esquematiza).

Alfabeto:  {f,a}
Axioma: fa
Regla de transformacion:
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a - fa
f—f

Iteracién Palabra Simbdlica Esquema Celular

0 fa oo

1 ffa 00

2 fifa 000 e

3 fiffa 0o0o0
4 fifffa O0000p

Crecimiento apical acotado

La longitud del crecimiento se va acotando, es decir se va reduciendo de man-
era que no sobrepasa una cota.

Alfabeto:  {f,a}

Axioma: fa
Regla de transformacion:
a— 3 (fa)
f—-f
Iteracién Palabra Simbdlica Esquema Celular
0 fa remiseismnt |
1 f1(fu) e T
2 £i(fL (f(l)) c 3 ) CT3
3 £ (£} (15 (fa))) ¢ 1 ¢ ] Cy e
4 £5 (05 (£5(f} () 2 3 ¢ Fu Ra RV

Crecimiento con ramificacién alterna.

En cada nodo surge ttna nueva rama cott un determinado dngulo de inclinacion
y al siguiente nodo sale con una inclinacién contraria al anterior para tener asf
una alternancia en la ramificacion.

Alfabeto: {a,,f}

Axioma: fa

Angulo: n (4 significa 360°/n)
Regla de transformacion:
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a—f[+f]b
b— f[-fla
f—f
Iteracion Palabra Simbdlica Esquema Celular
0 fa ="
1 f{+f]o == :::::::J/
2 ff[+f] f [~f|fa T T LZ_J\
3 [+ F () [+£]0  —— Ty <~—._J/
4 [ +)f [~f)f[+f]f[~fla — - &\,M__/_‘

Crecimiento con ramificacién opuesta. \ \

De forma anéloga al anterior pero en el mismo nodo se forman las dos ramas
con direcciones opuestas.

Alfabeto:  {a,f}
Axioma: fa

Angulo: n

Regla de transformacidn:
a — f [+f] [~f] fa

f—f
Iteracion Palabra Simbdlica Esquema Celular
0 fa | om— A
! ff [+£] [-f] a ) s L |
2 B [+6] [0 [+6] [ ] o e ;_“j/ _
3 ff [+f] [—f]ﬂ'[+f][-—f] ff [+f] [~f] F [+f] [~f]a \‘ \

o ———

D f"“‘-‘“\/ —— ff-.—-——«’g-

Simulacién del crecimiento clonal de Bostrychia radicans.

Una vez establecidos los tipos de crecimiento en morfologias generales nti-
lizadas en anatomia vegetal se procederd a realizar la simulacién de un alga en
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particular, Bostrychia radicans Montagne (Montagne), que es una macroalga ro -
dofita de la familia Rhodomelaceae que habita en las raices de los manglares en las
lagunas costeras.

Presenta crecimiento clonal por medio de ejes postrados o estolones con creee -
.niento indeterminado, los cuales se fijan al sustrato por cladohédpteras, los ramets
o modulos tienen crecimiento determinado con ramificacion alterna al igual que

el estoldn,

Bostrychia radicans. A. Ejemplar herborizado. B. microfo-
tografia mostrando como se divide en tres subunidades la célula
apical.

Se presentan dus simulaciones la primera desarrolla el proceso de simulacion
por sectorizacion morfoldgica del alga y la segunda tomando en cuenta en mads
detalle su desarrollo ontogenéticu, ambas simulaciones se llevaron a cabo via com-
putadora por medio del software piiblico Fractint versién 18.2,27.

Priinera alternativa simulacidn.

Con base al crecimiento del alga se establecierdn dos fases, primeramente la
simulacidn de aquellas porciones que presentaran crecimiento determinado con
ramificacién alterna, que en este caso son los ramets o médulos que son las partes
erectas del alga; posterivrmente este tipo de crecimiento se incarpord a ta for-
macion de ejes postrados llamados estolones para que en conjunto simularan al
crecimiento clonal de Bostrychia radicans.

El programa desarrollado para la simulacién se presenta a continnacion:
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Alfabeto: {a,b,¢,d,e,f h,r, 2,9}
Axioma: a

Angulo: 8

Reglas de transformacidn:

a

-
<

N DL O MM R

-~
-~

- fl+a)b ramificacién alterna
- f{~yjn

- a

— b

- (1.36)f(1.36) factor de proporcién decreciente
—  (1L.1)rflrff(0.9)rffhs estoldn

- f(1.1)rffrff(0.9)rffkc

- [+s){~d]

- [<c]l- ~d]

— [+ + a}[-d] construye al ramet
— f formacidn del héptera

Las enatro primeras reglas: a,b,,y corresponden a la ramificacién alternada
que se presenta en los ramets o mddulos, la regla correspondiente a la f (que es
el 1inico elemento de] alfabeto que pinta) se refiere al factor de proporcion decre-
ciente que se presenta conforme avanzan las iteracciones. Asimismo las cuatro
siguientes: ¢, s carresponde a la furmacion de ramets y I, k corresponde a la alter-
nancia de las estructuras estoloniferas, de manera andloga la regla que se refiere
a r genera a los ramets con su respectiva cladohdptera en la base que a su vez es
generada por la ltima regla de transformacidn d.

A

Simulacidn del erecimiento de Bostrychia radicans. lteracion 3
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Simulacién del cremiento de Bostrychia radicans. Iteracién 5.

Iteracidn no. 6.
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Iteracién no. 8.

Iteracién no. 14.
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Iteracién no. 16.

Aungue la sirmilacién da una idea de la morfologia global de Bostrychia rads -
.cans los grados de ramificacién se dan indefinidamente lo cual no curresponde
a la realidad ya que sdlo se llega a presentar dos grados de ramificacidn, ademds
las diferentes iteraciones no representan tan detalladamente el desarrollo como se
desearia por lo cual se procedié a realizar una segunda simulacién en la cual se
tratard establecer las unidades de crecimiento a nivel de la estructura polisifonal
y también que reflejard la actividad de la célula apical.

Segunda alternativa de simulacidn.

La segunda sirmulacién realizada también en el programa Fractint versién 18.2
?., la modificacién principal fue introducir espacios en la gréfica para poder es-
tablecer porciones del talo donde existen células, atin teniendo este estructura
polisifonal, estos espacios se obtienen de manera natural dentro del programa con
la instruccién g, asimismo se introdujo la modalidad de crecimiento en la parte
apical la cual consiste en tres células las cuales corresponden a la formacidn de
ramet, estoldn y cladohdptera respectivamente.

Alfabeto: {a,b,c,de,{,g, h,k,n1,,0,p,q,7, L, u,v,w,2,y, 2}
Axioma: o
Angulo: 12

Reglas de transformacion:
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fgd

gl+ + +igferg)[—gfgle
fefafafg[+ + +igr|[-&fgfgd
fefgfefg(+ + +igr|[-gflgfgc
fgfgfglg(+ + +fgr|[-gf|gfgk
fg[-+fafgu]gfafgh
[~fefgzlgfefgh
[+fgfg2]efefg:fg

fgfgfe(+ + +igr|[-fgalglg!|
fgfggf [+ + +igr][—gf]
fgfgfg(+ + +fgr|[-gflefzg
fgfegfgt

fgfgfg[+ + +fgr|[+fgalgfga
[+fefaf]sle

[-fefeflsfs

[+fefef]afe

(-fefeflgfe

unidad de construccién
actividad apical

construccién de estoldn

llama al 2do. ramet

llama al 3er. ramet.
constrieccion de ramet

retardo de ramets

retardo de ramets

retardo de ramets

llama ramet de estoldn lateral
llama estoldn lateral derecho
distancia entre ramet y estoldn
llama el estoldn lateral izquierdo
2do. orden de la primera rama
2do. orden de la segunda rama
dra rama de primer orden

4ta. rama de primer orden

En este caso no se dio un factor de proporcién por medio de contracciones, ya
que la proporcionalidad en tamafios de los ramets esta dado pur los tres retardos
dados en la regla refente a r.

En la segunda reescritura se observa la actividad de la célula apical, es decir
la divisién en tres: una para el cladohéptera, una para el eje determinado (que
formara el ramet) y el eje indeterminado. '

™~

~

[teracion no. 2.
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[teracion no. 6.

Aproximadamente cada cinco mddnlos o ramets se forma nn eje pustrado o
estoldn, este eje tiene crecimiento indeterminado, ademds en el sitio donde se
forma el estolén también sale el rarnet.
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[teracidn no. 8.
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Iteracion no. 30,

La invasion que va teniendo la especie tiene una form eirenlar e se v
va todeando v sobreponienda. 1o propuesta del tipo de erecimiento tedries os de
tipu falange. es deciv, va cnbriendu el espacio conforme el hiptera va encont rando
espacio disponible.

Iteracion no. 35,
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Iteracion no. 5

Dimension fractal de Bostrychia radicans,

Un siguiente paso a segniv fue caleular fa dimension fractal del alga. eviden-
temente es dificil cuantificar el mimero de partes v ponerlo en correspondencia
ron los factores de expansion que se fueron dando por Lo etal se expone una via
alternativa basada en las ideas de Peittgen, ot al, [28](1943).

Se constimye un pectingnlu tal gue el drea que contenga el objeto del enal e
guieracobtener fa dimension fractal {dichu objeto de antemano se sabe que tiene
ana ditmension entve |y 2} en ol vectdngulo se ajustard casi al tamanu del objeto,
en este caso se ajustard al ancho de la imagen obtenida en la primera sinmlacion
de Bostrychin radicans,

En el vectinanlo se realizard nna serie de particiones para confonmar i tipo
devejiflen Lo enad se cnantificardn el mimero de subparticiones que interseetan
algnna poreion del ohjeto {del alga) v se correlacionara con ol factor de 1o -
tierdn gne sehalla ealizado.
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Rejilla con una particién de 64.

De tal modo que para cada particién se tiene una pareja de la forma InN; y
In (1) (mimero de partes y factor de expansién de la i-ésima particion).
13
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¢ N 1 InN In (1)
115 4 27080502 1.3862944
oyl 8 amasman 20794415
1 153 16 5.0304379 27720887
L85 32 59532433 3.4657359
L1200 64 7.0000768 4.1588831

las cuales en un espacio In N vs. In (%)asemeja a una recta cuya ecuacion estd
dada por:

InN=m-In (l)
e

de la rual si se despeja a in se obtiene:

InN
n = -““]'—
]n(;)
N |
zof
:ss e
xo} o
sy . l
S
ix;’.‘.,. [ — - "
00 4 6 8 10 12 14 )/v\ _|'

entonces la dimension fracial del objeto estra dada por la pendiente que mejor se
ajnste al conjunto de puntos (parejas de la forma N, y (1))en el espacio In N vs.

In (,1) .Dicha recta se puede vbtener pur un método de aproximacion lineal romo
el de minimos cuadrados (ver Apéndice).

T #h (z,)? it ik
1.3862944 27080502 1.9218121 1.7541548
2.0794415 3.7135721 4.3240760 7.7321559
2.7725887 5.0304379 7.6872480 13.947335
3.4657339  5.9532433 12011325 20.632369
4.1588831 7.0900768 17.296308 29.186801
13.862944 24495383 43.240771 75.542815
19218122 = (V)2
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Uilizando la férmula de estimacion de la pendiente m por el métudo de
minimos cuadrados (ver Apéndice):

(3.5)

y sustituyendu en los valores obtenidos:

5(75.542815) — 13.862944 (24.49538)
5 (43.240771) — (13.862944)°

m = 1.5875025

Donde efectivamente se obtiene un valor entre 1 y 2. La dimensidn fractal
seguramente es silo uno de los tantos componentes para establecer la complejidad
morfoldgica de Bostrychio radicans, sin embargo, aunque se tenga este n otros
valores de dimensidn fractal es necesario correlacionarlus con alguna caracteristica
bioldgica o ecoldgica que permita aquilatar la posible utilidad de la dimension
como una medida de complejidad. Dicha caracterfstica desde luego debe estar
relacionada con la estructina y puede proponerse, entre otras muchas cusas, la
cantidad y tipo de invertebrados que puedan vivir en ella.

Simulacidn del crecimiento clonal de Bostrychia calliptera.

Bostrychie calliptera es otra especie que habita en las rajces de manglar de
las lagunas costeras, las diferencias mas significativas con respecto a Hostrychin
radicans es que la fijacién al sustrato es por perihipteras que se presentan comu
filamentos con un nivel de organizacion distinto al polisifunal que se presenta en
el resto del alga; los ramets estédn formados por tres ejes principdles que salen del
mismo punto y tanto estos como el estolén presentan una ramificacion alterna que
solo llega a un orden y se presenta tanto en lus ramets como en los estolunes.

La simulacion se llevd a cabo utilizando los criterius generales empleados en la
segunda simnlacién de Bostrychia radicans, es decir, no se tomo un factor de pro-
porcion para el crecimiento y se esquematizd con espacius vacios la delimitacién
de las unidades de crecimiento.

Axioma z

)

Angnlo 15°

Reglas de transformacion.
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[+ + + ++++Sgl+ + L] = [lg)[+ + + -+ + + fyl++ /] = flgb]
[+ + + + +g[+ + [ = [lgb][w]gn

Tol= =1+ Nafal+ + 1] = [lge

Jol= =11+ Nafgl+ + [ = flgd

Jol= = IT+ Nafal+ + [ = [lge

Jol= =11+ Llglgl+ + 1~ flof _

Jol= =11 + flgfgl++ 11 = flafgl= = 11+ [lgfal++ ] = [lgo
Jol= =11+ Nafgl+ + [ = Nyxgfol= =[]+ [lafgl++ [ = [lgp
f.l/{- - ffJ]rf]yfyH + [ = Nlgfal=—= ST+ Nafal++ 11 = flaq
agl— — [qujr

[+++++++Sgl++ [f = [lgbl[-++++++ fgl++ /- [
[+++ ++[gl++ [] = [lgb][w]

Jol= = ST+ Ngfol+ + 1= Safal= =11+ [lafal++ [ = flgs
J9l= =11+ flafgl+ + 1] = [laxgfol= = [T+ flafal+ + f 1 = [lat
Jol= = JT+ Nafal++ [ = afgl== 11+ Fafgl++ ] = [gv
(= =S+ [lglgl+ + f1 = Ngfgl= =TT+ Ngfgl++ 1= 1]

gfgl= = [ + flafgl+ + [f = [lga

£l + [guju

En este caso los ramets son generados por la regla a, sus ramas principales
por las reglas b, e,d,y e, lus estulones estan formados cun las reglas: n,0,p,q,7,8,¢
y ¥, lus perihdpteras por w y los estolones alternados por .

Se presentan a cuntinuarion las imagenes de las iteraciunes 3, 5, 10, 20, 30

al).
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Iteracidn no. 3.
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Iteracion nu. 50.

La siguiente etapa a seguir es por un lado realizar la simulacion en tre.
mensiones y pur utro establecer dicha simnulacion en un cilindro, o sea la forma

aproximada de las raices de manglar que es el sustrato de las especies del género
Bostryclia.

Ademas es necesario, aprovechar las ventajas de simulacion para poner si-
multdneamente a las dos especies en un mismo sustrato para poder visualizar la
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competencia por el espaciv y asi poder pasar de hipitesis de crecimiento tedricu
a un crecimiento de tipo mas real.



Capitulo 4

Aspectos matematicos en biologia
del desarrollo animal.

En este caso el objeto de estudio son lus animales, un grupo muy diversu del cnal
suamplia gama de furmas invohicradas desde hiego con sit desarrollo y evolucidn,
es la principal motivacion de este capitulo, donde se puntualiza que hasta el mo-
mento la gran mayoria son propuestas de temas de investigacion a desarrollar y
los aspectas que se logrardn materializar, como es el caso de las simulaciones son
muy puntuales.

Morfologia y Sistemadtica Animal.

Inicialmente se dard una panuramica general sobre la sistemdtica a nivel
de grandes taxas ya que lo importante y deseable a futuro es manejar un con-
junto de implementaciones que repercutan en disciplinas como la taxunontia, la
paledntologia y la biogeugrafia pero a nivel de grandes grupos, si bien es cierto
que el punto de partida en todo trabajo bidlogico debe ser la especie, en el caso de
la mayoria de los mds de 20 phyla (0 grupos naturales) de animales, en especial
lus invertebrados, la diversidad es tan amplia que se trabajan por medio de planes
estructurales basicus,

Las categorias taxondmicas , empleadas en la sistemdtica de lus seres vivos.
son conceptos elaborados por el hombre y por lo tanto cotidianamente son discu-
tidas sus limitariones y sus respectivas validaciones para nn determinado espacio
tiempo.

Por ejemplo, la categuria taxonémica. mds alta en esta jerarquia, el Reino,
en las iiltimas decadas ha sufrido modificaciones y mnchos grupos de organismos
han pasadu de unu a otro reino, como es el caso de ciertos micvoorganismos. Sin
embargo, actnalimente se consideran cinco reinos: Monera, Protista, Fungi, Plan-
tae y Animalia: dentro de este wiltimo se puede incluir, signiendo ta corriente de
Whitacker. al subreino protozoa dentro del reino Animal o bien incluir a los pro-
tozoarios como un gropo dentro del reino protista.

Cunsiderandu o nu a lus protozoarivs dentro del reiny animat, los metazoarios o
wo . . . ST
animales verdaderos” quedan en la eategoria de subreino; la gran diversificacion a
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través de sit desarrollo evolutive ha propuesto, adicionalmente, la implementacion
de nna serie de categorias taxdnumicas auxiliares entre el reino y el phylum (di-
vision en el casu de plantas), es decir, Reino, Subreino, Ruma, Grado, Subgrado,
Superphylum y Phylum, conformando asf la siguiente clasificacidn para el subreinu
Metazoa:

Reino Animalia
Subreinu Metazoa

Rama Grado  Subgrado Phyla

Agnatoozoa Mesozoa

Phagocytellozoa Placozoa

Parazoa Porifera

Eumetazoa Radiata Ej: Cnidaria

Bilateria Accelamnata Ej: Platyhelmintes

Psendocoelomata  [j: Nematoda
Coelomata Ej: Arthropoda

Las ramas representan el nivel en la formacion de tejidus, de hecho, los arga -
nismos que no son eumetazuarios se les cunsidera que no tienen tejidus verdaderos;
el grado refleja el tipo de simetria global y el subgrado el tipo de cavidad celémica
(si es que presenta) por lo cual es posible establecer patrones que reflejen la sis-
tematica, la filogepia y lo morfologia de lus metazoarios. Uno de los esquemas
mads ilustrativos a esto son las ideas propuestas por Willmer[40] (1990). en estos
se contemplan cono:

a) Patrones de simetria:

Bilateral es decir que solo es necesario in plano para tener la figura simétrica,
es decir en dus partes iguales, por ejernpluen cuantu a morfologia externa tados
lus phyla de gnsanos entran en ésta categoria

Radial puede 1ener dus 0 mas planos para tener subunidades iguales, ejempla
las medusas

*b) Hajas blastodérmicas Fig

Eetodermo que es la hoja mds externa ubtenida a partir del proceso de gas-
trulacidn, de estas provienen los derivados dérmicos y los drganos nerviosos.

Indodermo, es ta huja mas interna, de ésta se deriva tudo lo referido a lus
aparatos digestivos.

Mesodermo que es la capa que queda enmedio de las dus anteriores y de la
cual se derivan lus pagietes musenlares y demds visceras,
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Blastula

A Arquenteron
8 Blastooele

z Magadermo

Endocarac

Hojas blastodérmicas. Modificado de Willmer 1990,

¢) Cavidades corporales

Acelomados, es decir que no presenta celoma como ejemplo se tienen a los
gusanos planos o platelmintos.

Pseudocelomados o sea que presentan un celoma derivado del blastocele que
no esta recubierto de peritoneo, como ejemplo se tienen a los gusanos redondos o
nemditodos.

Celomados que presentan un verdadero celoma que esta cubierto por perito-
neo, como ejemplo se tiene a lus cordados.
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Cavidades celdmicas. A. acelomado, B. psenducelomado y C. Psendo-
celomado. Modificado de Brusca 1990

d) Metamerismo:

Segmentacidn en este caso no se debe confundir con el términu empleado en
biologia del desarrollo (cleavege en inglés) si no a las partes en que pueda estar
seccionadou un organismo.

Metamerismo que es la regionalizacion de grupos de segmentos..

Sistemas esqueléticos (Fig. ). que pueden no tener como es el caso de la
mayoria de los gusanos, esqueleto extern parcial como lo son las conchas de los
muliscos, un exoesqueleto completo como la cuticula de los artrépodes o un en-
doesqueletu cuma el sistema de placas en los equinodermos.

Sistemas esqueléticos. A. hidrustatico. B. exoesqueleto pareial,
C. exvesqueleto completu. D. enduesqueleta.

Todo lo anterior brinda una gama de posibilidades de conformar patrones o
modelos mds complejus que puedan resaltar mds la biologia de lus animales y
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desde luegu snceptibles de ser matematizables.

En este trabajo solu se mencionaran algunos puntos un tanto aislados sobre
st simulacion o bien su posible confurmacion como propuesta bivmatematiea, por
ejemplo el poder caracterizar a las cavidades a los planes corporales cumo super-
ficies en un espacio tridimensional, las cnales al tener ciertas transformaciones de
tipo tupoldagicas, es decir "estiramientos sin ruptura” puedan simular su desarrollo
a través del tiempo o bién el caracterizar la forma bioldgica no sdlo a partir de
objetos de la geometria euclideana sino también con elementos de otro tipo de
geometrias o con nuevos grupos de transformaciones de éstas.

Biologia del desarrollo en animales.

De una manera cldsica se consideraba a la embriclogia como el drea de estudio
de la biolugia encargada del estudio de las distintas fases ontogendticas por las
cuales pasa todo ser vivo, bajo esta idea las entidades que conforinan todas y cada
una de las fases es lo que se conucen como individuo y la conjuncién de todas estas
etapas con sus respectivos indivuos conforman a lo que se maneja como organismo.

Este cunjunto de fases untogenéticas que cunforman a la embriogenesis son:
gamelogénesis, segmentacidn, gastrulacidn y organogendsis; sin embargo es im-
purtante considerar adicionalmente los cambios que sufren los organismos desde
el munento de su nacimiento hasta su muerte, ya que en la inayorfa de los casos
lus cambius que suften son tan significativos, como es el caso de la metamorfosis en
los anfibios, que repercute 1o solunente en el dinbito fisioligico sino gue también
en el ecologico.
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Por lu enal el término de embrivlogia se sustituird por el de biologin del de-

fisiolugia | ecdlugia , evolueidn y taxonomia,

surrollo, el cual resulta ser mas cumpleto si se considera la relevancia que tiene
la bivlogia del desarrollo cun otras disciplinas de la biologia como es el caso de la

Lav gumeloginesis se refiere al proceso dunde las célulus germinales prodncen
los gametos (e se nnirdn en el momento de la fecundacion, desde este pnnto de
vista los mimales presentan dos tipos de eélulas; las sumatieas y las germinales,
fas primeras eonfurman la parte del individio gire no estin destinadas a la repro-
dneeidn, al contrario de las segundas.

En la yustrulucidn se llevan a cabu lus movimientos concernientes a la for-
macidn de las tres capas blastudérmicas; endodenno, mesodermo y ectodermo,
forma posterior afa blastala,

también desde un principio se urigina el blastocele que es una cavidad que se

Adicionalmente han sido caracterizadus cineo tipos de movimientus generales
de migvacion de echilas y de tejidos durante el proceso de gastrnlacion:
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Iipiholia que es el movimiento de hojas epiteliales (generalmente célnlas ec-
todérmiras) que se expanden para envolver las hujas mds internas.

Invoginucion es el plegamiento hacia dentro de regiones de células,

Involucidn es la intromision de nna capa externa en expansion, se desparrama
por la superficie interna de las restantes células exteriores.

Ingresion es la migracion de células aisladas desde capas superficiales al inte-
rior,

Delunsinacidn es ¢l desglose de una capa de células en dos.

En la orgunogénests, que es nna etapa de mayor evidencia y estudio en los
vertebradous, concierne a la formacidn de drganos, sistemas y aparatos previos a la
eclosidn o nacimiento, algnnos de los procesus mds interesantes quie han sido si-
ceptibles de modelarse es la nenrdacion, es decir la formacidn del sistema nervioso
a partir del ectodermo.

Patrones de segmentacion,

Segmentacion es la particion del cigoto en varias subunidades v os la efapa
dunde es mayar la velocidad de erecimiento del mimero de células y en la mayoria
de lus urganismos nu existe un anmentao del voliumen,

El mimero de unidades obtenidas a pattir de la division del cigoto se pnede
expresar cumo 2" donde n es igual al pasu de division obtenido, es deeir. en el
moumento de iniciu el cigoto 2% es la unidad o cigoto, 2' que es la primera division
es ignal a dos snbunidades o blastdmeros y asi sueesivamente. Se consideran dos
mecanismos en la seginentarion: la Cariueinesis y Citocinesis.

Lus criterivs para establecer los tipus de segmentacion han sidu establecidos
con base en la cantidad de proteina vitelina (vitelu) en el cigotu. el tipo de par-
ticion y el el dngulo del husu acromitico y erunumetraje de formacion.

Bl cigoto, dependiendu de su contenido v distribucion de vitelo, se le puede
clasificar en:

Isuleeitico que es enando la cantidad de vitelo es reltivamente escasa. lo que
permite particiones a lo largo del cigoto.

Mesoleetlico es decir, gque tiene nna mayor cantidad de vitelo,

Telolecilico que tiene concentrado el vitelo pero en la parte inferior det eigoto.
que es lu que se conuce coma el polo vegetal,

Ceadrolecitico que es enando tienen cancentrado el vitelo en el centra del cig-
oto,
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Desde hnego es importante la cantidad y distribucidn del vitelo ya que de esto
depende el tipu de particion que se Heve a cabu en este casu para ecigotus, es
derir, para cigotus con escasu o pueo vielo distribnido nniformente (Isolecitico o
Mesoleriticn) se da nna particion completa v sea Holoblistica y en el casy de los
rigntus cun zunas de alta concentracion de vitelo se presenta una particidn par-
rial, es decir solu en la zona de baja roncentracion de vitelo u sea una particion
Meroblisticn.

Para el caso de la particion holobldstica o mas correctamente segmentacion
holubldstica se pieden presentar enatro subtipus en base a la inclinarion de lus
planus de segentacidn, en este casu piteden ser radial {en planvs perpendicitares
y paralelos), espiral, rotacional y bilalerl.

Para la segimentacion meroblistica se puede presentar los subtipus disenidal
(se da sdlo en parte superior, en furma de un disco) y superficial (alvededor de
:
tudu el eiguta),

Por lo tantu si se tuman en considerarion estus tres criterivs se establecen 8
tipus glubales de segmentacion que se emmeian a continnacion:

Tipo global de segmentarion Ejemplus
I Holubkistica radial isolecitica Equinodermos
2 Holobldstica radial mesoleritica Anfibios
3 Holoblastica espiral isulecitica Anélidos
4 Holublastiea rotacional isolecitica Ascidias
5 Holublastica bilateral isolecitica Mamiferus
6 Holubldstica bilateral mesoleeitica Cofalopudos
7 Merobldstica discoidal teloleeitica Peres
8 Merobldstica superficial centrolecitica  Insectos
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Segmentacidn holobldstica espiral. Toumado de Gilbert, 1986,

Simulacién de patrones de segmentacion.

Se presentan a continuacidn las propuestas para llevar a cabo la simulacién
de los distintos tipus de segmentacion , se tuma comu ejemplo’ a la segmentacion
holubldstica radial que es una de las mds sencillas, adenids se presentan intentus
para la segmentacidn espiral y el tipo de particién merobldstica discoidal.

La simulacion de se Hevo acabu en dus fases: la primera consistic en emplear
una modalidad de lus sistemas-L, utilizadus en el capitulu 1. pero ahora para
objetus tridimensionales; la segunda consistié en utilizar las iteraciones sucesivas
sobre superficies contenidas en espacios tridimensionales, las iteraciones de dichas
superficies se elaboraron pur medio del programa Evolver.
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El vinculo de estos dus caminos para conformar la simulacion solo queda es-
buzadu y es una linea de trabaju a desarrollar en el drea de programacion, sin
embargo las dus alternativas ntilizadas por separadu tienen una validez y una
interpretarion bioldgica propia. Por lo cual se tratard por separado las dus alter-
nativas.

Sistemas-L en la simulacién de la segmentacion.

En el capitulo unu se establecit la definicion de los Sistemas-L como la terna
ordenada I, = (V,w, P), donde V es el alfabeto, w el arioma y P el conjunto de
reglas de transformacidn. A partir de esta se tumarandus extensiones la primera
para modelar capas celulares por mediv de sistemas-L bidimensiunales v sistemas-
L de mapa [4, y la segunda para modelacion de estiucturas celulares en tercera
dimension, es decir lus sistemas-L tridimensionales o bien Sistemas-L de trabajo
en célilas.

Sistemas-L bidimensionales.

La idea es representar en el plano las estructuras celulares por mediv de un
tipo especial de grafica llamados mapas con las siguientes caracteristicas:

a) Un mapa es un cunjunto finito de regiones las cuales a su vez estan limitadas
por aristas que cunvergen a vértices.

L) Cada arista tiene dus vertices asociadus a esta, ademds cada arista es parte
de la fruntera de la region y

¢) El conjunto de aristas esta cunectado.

Un mapa corresponde a una vision micruscopica de una capa de células, las
regiones representan a las células y las aristas a las parecles que a su vez sun per-
pendicnlares al plano de vision, los componentes subcelulares comno es el caso de
los organelos nu son considerados para la simulacion,

El pruceso de division celnlar puede describirse comeo nna reeseritura del mapa,
en general lus sistemas de reescritura de mapas sun categorizados como reescritura
paralela.

Por lu enal se implementa el nso de lus sistemas-L marcadores binarios de
propugacién de mapas (sistemas-L mBPM) ya que el sistema binario permite la
division entre mds de dos regiunes hijas; se habla de propagacidn en el sentido de
que las aristas nu se pueden borrar. las regivnes (células) no se pueden "morit™,
adiciunalmente las especifican la pusicion de insercion de Lurde entre las regivnes.

Entre las ventajas mencionadas pur Prusinckievichz {9 se encuentra la in-
terpretacion de las marcas comu compartimentos bioldgiros en bandas de mi-
crotiibulos en la profase, que adicionalmente cuincide con los sitios de achatamiento
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para la divisién de membranas que se forman durante la mitosis.

Por lo tanto se establece la definicién de lus (sistemas-L mBPM).

Definicion Un sistema-L mBPM (inarcadores binarivs de propagacién de ma-
pas) es una terna (7 de la forma

G=(T,wP)

donde ¥ es un conjunto finito de aristas que conforma a el alfabeto, w que es
nun mapa inicial formado por aristas contenidas en ¥ y [ que es conjunto finito
de prodicciones de aristas.

Sistemas-L tridimensionales,

Para la simulacién de estructuras tridimensionales Lindenmayer by propone
1na extensidn a lus sistemas-L mBPM basada en unidades llamadas "células de
trabajo” las cuales presentan las siguientes caracteristicas:

a) una célula de trabajo es un conjunto finito de células, cada célula a su vez
es limitada por una o mas caras.

b) cada caru esta rodeada por una secuencia circular finita de aristas aque
convergen en vértices,

c) las caras no pueden intersectarse sin la formacién de una arista. aunque
ptiede haber caras sin aristas (en este caso se,formarian como esferas o como
torus).

d) la cara es parte de la fruntera de la célila y el conjunto de caras esta
conectado.

Definicion Un sistema-L mBPC (marcador binario de propagacién de célnlas
de trabajo) es la terna (7 de la forma:

G = (T, Tw,P)

dounde ¥ es un alfabeto finito de aristas, ' es un conjunto finito de caras eti-
quetadas, w es la célula de trabajo inicial, la cual estd dada por una lista de caras
con sns respectivas aristas y finalimente 1 es el conjunto de producciones o reglas
de transformacion,

En este caso la aristas pueden o no estar dirigidas es decir ser interpretadas
comu un vector, lo cual estd indicado con nna flecha en la parte superior. Las
producciones son de la forma 4 : . — y, donde A € ¥~ es 1na arista que funciona
cumo el predecesor, la cadena & € I denota el conjunto de caras que fungiran
como paredes y la cadena y € ¥ es el sucesor,
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Programa en sistemas-L de la segmentacidn holobldstica radial,

Reglas de transformacién

Al - %(B) [Ag]%(/)‘)
A2 o E(B)[C-;];(B)
B:l —_ A
B:2 - A
cC:1 —- D
Di1 — L(B)[A]}(B)
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Iteraciones en sistemas-L de la simulacién holobldstica radial.

Simulacién en el Programa EVOLVER

La segunda parte de la simulacién global de la segmentacidn consiste en que
una vez obtenidas las particiones de los cnbus (es decir de las células de trabajo
iniciales) se procede a iterarlos, es decir, que dado un objeto, en este caso un
cubo, las aristas se reacomodan de tal forma que las caras se van triangnlando
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para formar més caras conforme va aumentando las iteraciones; de este modo se
esperaria que cuando el niimero de iteraciones tiende a infinito el mimero de caras
también tiende a infinito para conformar una superficie que al tener un volumen
fijo minimiza el drea, que en este caso dicha superficie es la esfera.

Dichas iteraciones se realizaron en la version 1.88a del program Evolver,
Brakke [3] (1993). mediante una estacién de trabajo Silicon Graphics, la vi-
sualizacién se efectud a través del programa Geomview, version 1.4.3.

Brevemente el procedimiento consistié en que por medio de un editor se es-
criben y numeran debidamente el total de vértices, aristas, caras y cuerpos que
se quieran iterar; numerarlas adecnadamente significa que los vértices deben estar
dadus por coordenadas en un espacio tridimensional, las aristas por los mimeros
asignados a los vértices, las caras estardn asignadas por las aristas que las limitan
y en un orden y en una direccidén tal que lus vectores normales a dicha cara siem-
pre apunten hacia afuera.

La estructura del archivo, para la primera particién de la segmentacidn holobldstica
radial para ser leido posteriormente por el progtama Evolver es la siguiente:

// segholrad.fe // Evolver data for cube of prescribed volume.

vertices

W =3 O O e G O —
S = =00 ==
— -0 0O — — O
——— e oo O

edges /* given by endpoints and attribute */
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1 1 2
2 2 3
3 3 4
4 4 1
5 5 6
6 6 7
7 7 8
8 8 5
9 1 5
10 2 6
11 3 7
12 4 8

faces /* given by oriented edge loop */
1 1 10 -5 <9
2 2 11 6 -10
3 3 12 -7 -11
4 4 9 -8 -12
5 5 6 7 8
6 -4 -3 -2 -l
bodies /* one body, defined by its oriented faces */
1 1 2 345 6 voumel

Tb (0,0,1) ]

-~ - 80.4.1)

- /
' s ;
70,19 "
13
it
"
R ! ! l Ao
. e g ‘ S ey
&’ L8 ‘
I. 1
. "2(1.00) 2 _V
— e
/ e 31,100

x

TNustracién del cubo con sus vértices numerados y deternados con un sistema de coordenadas de la
(x,y,2); las aristas con su respectiva direccién y finalmente las caras.
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Una vez establecidos todos y cada uno de los archivos se procedio a iterarlos y
a visualizarlos en el Geomview versién 1.4.3. obteniendose las siguientes imagenes.
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Cubo generado en EVOLVER para la simulacion del cigoto.

Cubu con 15 iteraciones.
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Cubo con 40 iteraciones

Cubo con 50 iteracivnes, Cigoto
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Primera particion de la segmentacion hioloblastica radial eon 30 ierachomes,

Segnnda particion del cubo para la segmentacion holoblastica radial.



SIMULACION DE PATRONES DE SEGMENTACION. (4

Segunda segmentacion holobldstica radial con 23 iteraciones.

Segunda segmentacion holobldstica radial con 30 iteraciones.
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Tercera particion del cubo para la segmentacion holobldstica radial.

Tercera particion de la segemntarion holobldstica radial con 28 iteraciones,
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Tercera particion en la segmentaricn holublastica tadial con 50 iteraciones,
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Primera particion para la segmentaciion holoblastica radial con 25 iteraciones,

US4

Primera particion pina lsegmentacion holoblistica tadial eon 50 iteraciones,
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Primera etapa de la segemntacién meroblastica radial con 50 iteraciones.

81
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Aspectos matematicos de la forma bioldgica.

Uno de los cuestionamientos importantes en Biologia es como se hereda la
forma, el cambio de ésta en el proceso de desarrollo de los organismos y sobre
todo el por qué las plantas o los animales tienen una cierta furma geométrica.

En su tiempo Rashevsky [30](1967) cunsideraba que en el sentido estricta-
mente matemdtico un animal dado, no tiene una forma determinada y pruponia
un "principio de proyerrion adeciiada” el cual asegnraba que si las funciones
biuldgicas estaban definidas de antemano, entonces, la forma del organismo deter-
mina tales funciones.

Por su parte Rosen [34](1967) formuld un problema de tipu variacional para
lus cambios filugenéticos y untugéneticos de la furma organica, sin puntualizar esto
iltimo.

sin embargo. definir o mas bien reducir a utros cunceptos el problema de la
forma de un organisino no da respuesta a un cuestionamiento integral de lo que
sticede.

No obstante, la dificultad inherente a la deseripeion formal de la forma de los
vrganismos. siempre impresiona sn admirable simetria o sus peculiares regnlari-
dades.

Por ejemplu. se preden citar la furma de lus radiolarios, (Thorpson, [37]1942).
divisién temprana, filotaxia gue es una manifestarion de una proporeion peculiar
en la estructura espacial de las plantas, nlgunos son ejernplos ilnstrados con la
sncesiones de lus mimeros de tipu Fibonacei: 1,1,2,3,5. 8, ...(Coxeter [9]1984)

Surge una pregunia natural, si se puede expresar en forma matematica de-
terminadas formas vrginicas, no se pudid explicarlas a partir de prineipios varia-
cionales, cumo ejemplo puiede servir el Principio de la energia potencial minima.

Aqui también es inreresante el modelo de division del eritrocite a traves del
dvalo de Cassini y su evidente analogia con la division de gotas de liquidus car-
gadas como dinamicas de superficies equipotenciales [j4)

Queda aun la peculiar forma de la mitocondria, la cual al fijarli se descom-
pone en fragmentus; la reconstruceion tridinensional de algunas mitucondrias ha
moustrado que tienen formas irregulares en su conjunto, tipo, enerpo ramificado,
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es decir, la forma de las mitucondrias es ldbil y depende del potencial de la mem-
brana; fa ronclusion pareciera ser que la forma de las mitocondrias. no se hereda,
sélo se hereda la forma global de conexion de tipo geométrico, demds por lus
contactus morfoldgicus intercelulares entre mitocundrias se tendria 1ma estructura
comiin 1inica en el organismo.

Otru problema lu constituye la psicolugia del observador, el enal percibe las
imagenes espacio temporales del mundu exterior. Es indiscutible que cada ani-
mal y el hombre son capaces de distinguir las formas geométricas y las formas de
comportamiento que le son necesarias. En otras palabras, el papel que juega el
observadur esta basado en reglas de identificacién,

Feyman (14} menciona la factibilidad de estudiar de las condiciones, bajo las
cuales dos excitaciones (reacciones) resultan ser indistingnibles. Para ello no hay
necesidad de saber si pueden dus personas obtener en cundiciones distintas la
misina sensacién visual, sinu establecer que dus excitaciunes induzecan la misma
percepcidn en un idividuo cundicen a la misma en el otry”,

Lo dichu por Feyman queda bién emmnarcado en la concepeion de tolerancia
[#que furmaliza el procesu de percepeidn de fas formas geomét ricas.

Definicion Sea X = X} x Xy x ... » X,,. R C X define una relacion n-drea |
siRUR =Xy RNR = g.

Es decir, si 'y R° forman una particion de X en 2 subconjuntos. Sin=1
entonces la relacién es monaria, si 1 == 2entonces la relacion es binaria, os derir,
I C X x X define una relacion binaria.

Una relacion es reflexiva st X' ~ X, para tuda x € X

Unavelacion es sumdtrica st Ny ~ X yentonces Xy ~ X para todos oy, € X

Si una relacion cumple las condiciones anteriores no es una relacion de equiv-
alencia, quie son las mds nsnales, para setlo es necesario que aclicionalmente sea
transitiva, es decir, una relacién es (runsitiva si Xy ~ X, y Xy ~ X} entonces
Xy~ X 3 para tudos @y, 09,23 € X

Definiciun Tolerancia £ en el conjunto X se le llama a toda relacion que sea
reflexiva y simétrica

A la pareja (X,€)de un conjunto cualquiera X con la tolerancia € dada en él
se le Hama espacio de tolerancia.

A la transformacién f: X' — Y., que pone en correspondencia a los espacios
de tolerancia (X,€) y (Y, ), se fe lama se le lama transformacion de tolerancia
stz ~ xy implica que f(2)) ~ [ (23), donde ~ es la equivalencia respecto a la
relacion de tolerancia £,
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Si f: X — VY es cierta transformacion del conjunto X en el espacio de tol-
erancia (Y,n) . Definamos en X su tolerancia € = [ 'y | haciendo @) ~ &y , si
[(z1) ~ [ (£2) . Alatolerancia & = f 'y se le llama contraimagen de la toleran-
cia ) bajo la transformacion f. Respecto de esta tolerancia la funcion [ resulta
ser una transformacién de tolerancia.

Ejemplos:

Lus campos receptores de los ganglios de la retina determinan la tolerancia 1)
en la retina. La vision es nna transformacion f del campo de vision a la retina
del vju. Entonces la tolerancia £ de la agudeza visual no representa otra cusa que
la imagen inversa f 'y de la tolerancia 5 bajo la transformacién f. Es asi que el
reconocimiento de formas por parte de lus animales depende de {a capacidad de
resolucidn de nuestros aparatos de observacion.

Es natural que los aspectos psicofisicos de las ubservariones tienen relacion
cun los modelos constriidos de las formas orgdnicas.

Asi-de acuerdo con Hoffinann U. [zdcualquier organismo estd constitnido por
la nnidn de tejidos:

0 =T, (4.1)

dounde el tejido T) es nna variedad compacta desarrollada en célitlas y () eviden-
temente representa a un organismo.

El modelo matematico de la forma bioldgica y las funciones mencionadas por
X \ . :
Hoffman [ aparecen como cierto psendogrupo de transformaciones de las men-

ciunadas variedades (tejidos).

lin el plano de la modelacion, sin duda que algo mejor desarrollado como rmod-
clo de la forma bioldgica lo constitunye la Teorfa de Patrones Espacio temporales

de Grenander [

En dicha teoria se separa la clase de gencratrices:

G={g} (4.2)

a las que se ponen en correspondencia con el criteriy:
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9 a(g) (4.3)

Ademas a cada generatriz ¢ le corresponde un cierto enlace:

w{g) (44)
¢l cual se expresa mediante niimerus enteros no negativos o el simbolo infinito.

La magnitud del enlace muestra el niimero mdximo de uniones que comunican
a la generatriz dada con las restantes.

A la unidn estructural de dichas generatrices se llama configuracion. Las con-
figuracidnes cambian en el tiempo.

Ejemplu:

¢* =g"wy) Joa=Tun (4.5)

El conjunto de generatrices (concentraciones de lns sustancias quimicas acti-
vas), v = | correspunde al medio en el que esti inmerso el organismo. Suponiendo
la existencia de sélo dos tipus de procesos: difusidn y reaccidn y asi se llega al a
Teorfa cldsica de Morfogenésis de Turing [38.

Considerese que el crecimiento de la confignracién influve en el mimera de
generatrices y de sus indices.

Las generatyices son campos con simetria axial y centro ¢ = (£,7) . esto es

g" (@) ="l 2~ ) (4.6)
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Aquf la idea consiste en mantener a la célula con la informacidn pusicional en
el sentido de Volpert. [34).

Supongase que los campos se generan mediante la suma de generatrices ¢" |
entonces con mas razon estara definido el gradiente, el cual hipotéticamente ac-
tnarfa subre céhilas aisladas y ellas se moverdn en las correspondientes direcciones.

La imagen del desarrollo se generard mediante mecanismos, uno de las cuales
da el movimiento de las células y los centros de los campos y otro define las
transiciones entre las generatrices, este segundo mecanismos propicicia un cambio
de indices de las generatrices. esta idea parece tener una relacion directa con
la obtencién del pseudogripo de transformaciones de los tejidos en el modelo de
Hoffman.

Estructura celular de la forma bioldgica.

Cosiderese la siguiente definicidn:

Particién celular es un espacio tupoligico:

K =Ud (4.8)

tal que ¢f Ned = ¢, dunde i #

Para cada eélula estd dada una funcidn continua:

JiD = K (4.9)

que es 1na funcion caracteristica donde 137 es una esfera cerrada de ¢ dimensiones;
con la restriccion de que restringido a fntD? es un homeomorfismo, es decir:

Un homeomorfismo entre dos superficies es una correspundencia tal que a todo
punto de una de ellas corresponde uno y sélo un punto de la otra, y que a dos
puntos vecinos de una corresponden dos vecinus de la otra [24].

JodntDi - el (4.10)
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En K se pueden considerar par lo tanto subparticiones 7', cunexas formadas
P J

por células (tejido).

Por cunsiguiente es posible establecer la geometria de los tejidos bioldgicos
pueden clasificarse usando la clasificacién de las variedades orientables cerradas

de dimension 2.

o =D

(0)  cafera (1) tor
0

o @) (@

12) dabla
la toro (N tniple corn

Superficies de variedad dimensional 2. (Tomado de Micha, 1983)
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1) toro anudado 13) cafers a la qus se le ha
peyado un asa snudida.

16) esfera can dos asss pagsday (1) cafera con un sen Mnadada jegade.

Superficies de variedad dimensional 2. (Tomado de Micha, 1983)

(8) emfera con dos perfora-
clones entrelazadas

(10) doble toro anudado

Superficies de variedad dimensional 2 (Tomado de Micha, 1983)

8



ASPECTOS MATEMATICOS DE LA FORMA BIOLOGICA. 39

{11} Lotalla da Klaetn

Tipos de tejidos bioldgicos.
1. Tejido cun cavidad (estrato). El tejido tiene frontera exterior y frunteras
interiores (cavidades. Cualquiera de estas es no humeomotfa a nna esfera bidi-
mensional, pero es nna variedad de dimension 2).

2. Tejido plano (sin cavidades).

3. Célnla libre: ¢ -» THT} armazon bidimensional de T7)
4. Tejido poroso (conjuntos de céhulas débilmente unidas).

Las transformaciiones morfogenéticas en ¢l desarrollo individual de lus organ-
4 &
ismos pneden representatse como ol signiente conpuntu de operaciones:

i} Dimsiin celular:

3 = T (T} armazdn bidimensional de 77').

i) Muerte de células: ¢

i) Pegar asas o wuo o a dues tepidos {en este seguido caso se trata de una
siima conexa de dos tejidos). La mptura bueal o el orificio anal, formacton de jas
abertnras branquiales.

) Corlaciura de ases. B tejido prede contarse en dos tejidus. por ejemplo
cuando venrren acordunamientoz {crecimiento de orificios branguiales en los ver-

tebradus).

v) Forpiicidn de onvid aos, Masera esqizoforme de la formacion de las coavi-
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dades.
vi) Cerradura de cavidades.
vil) Formacion de Lejidos con célulus diferentes.
viii) Remocion de tejidos(decaimientn de edlilas independientes del vango

nervioso bajo neurorregnlacion)

‘b.x S\

e

Transformaciones murfognéticas. A. Division celnlar. B. Curtadura de asas.

Al aparecer la actividad fisioldgica del organisme su modelo celnlar K sifre una
transformacion homeonorfa celular i — Ky, Bajo esta transformacion también
se conserva si estpictura de tejido,

Superficies minimas.

Otro elemento interesante de considerar en lus aspectos matematicos de la
farma asi como su desarrollo, son las superficies minimas que se puedan presentar
en algunas murfologias pecnliares v bién algunos principivs Astolégicus que esten
relaciunados con estd conceptualizacién matematica que estd por detrds de las
snperficies minimas.

Para entender [o gue representa una superficie miinia considerese el siguiente
problema:

Hallar Ia curva, con sus puntos frontera dados. que al givar alrededor del eje
de las abscisas forme una superficie de drea minima; el resultado es que la curva
buscada es la catenaria.

Considerese a 1ma cadena de metal nnifurme la cnad al sostenerla de dos ex-
tremos cualesquiera, ésta cuelga libremente bajo aceidn de la fuerza de pravedad,
si la magnitud de lus eslabones gone conforman a estd cadena tiende o coros se
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construye la idealizacion de nna enrva infinita contenida en un plano cartesiano,
dicha rurva se le denomina catenaria.

Esta curva ol rotarla sobre el eje x genera una superficie de revolucion llamada
catenoide, cuya cunstruceidén se esboza en el apéndice. este es un ejemiplo de
superficie minima.

Las semejanzas con superficies minimas encontradas en la naturaleza se preden
ejemplificar a nivel de microestrueturas, como es el caso de placas en equinoder-
mos, a nivel de individnos comnpletus, como los radivlarios y heliozuarios o bien
fases del desarrollo animal como es el caso de la segmentacion.

En el caso de los equinodermos, los estudios la microestructura a partir de
cristalografin (Nissen [t§, 1969) han proporcionado evidencias que las placas in-
terambulacrales asemejan superficies de fractura.

Asimismo la difraccion por rayos X en estudius realizados por Donnay y
Pawson [I¢(1969) muestran que la interface entre eristales inérganicos v mate-
ria orgdnica asemeja a una superficie minima de tipo periodica.

Nitshe [2)(1989) menciona adicionalmente la semejanza de las fotografias de
microscopia electrénica, obtenidas en el trabajo de Nissen, con la superficie minima
de Schwartz.

Superficie minima de Schwartz.
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Superficie minima de Schwartz periddica.

Los radiolarios son prorozoarivs cuyo esqueleto caledreo perdura con el tiempo
y por lo cual es posible tener registros {Gsiles en el drea de micropaleontologia, las
formas geométricas que presentan dicho esqueleto han propiciado wna serie de in-
vestigaciones, uno de los principales iniciadures fue D'Arcy Thompson [37] donde
mencivna la semejanza de estas morfologias con las superficies minimas generadas
por pumpas de jabain.

Dichas superficies son generadas artificialmente teniendo de antemanu una
configuracidn de alambre, la enal al humectarla con nna solucién de glicerina con
jabdn, se forman peliculas que minimizan el drea de las superficies cuyos contornos
estdn dados por las confignraciones de alambre.

En el caso del catenvide. este se puede formar con un alambre con dos cir-
ennferencias coneéntricas enyos radivs sean lus valures de la faneion en los pimtus
extremos, es decir las alturas sobre ol eje x de lus puntus extremos de la curva
de la catenaria. Este alambre al sumergirlo en la solucion de glicerina y jabdn
genera un catenoide ya que fisicamente, lo gue ucurre es que las fiterzas de tension
minimizan el drea de la superficie.

En lus trabajos de Thumpson [f1] se presentan las configuraciones que deben
tener los contornos de las superficies que se asemejan a los radiolarivs, en este
casu un tetrahedro con Callimitre agnesea, wn prisma triangnlar con Prismatium
tripodium y finalmente un eubo con Lithocubus geometricus.
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Cal

lamitra agnasae, Tomado de Thompson, 1942,
—————————— ———

4 A

Superficies minimas generadas

a partiv de tetrahedros que asemejan a Callamitra agnaae. Tomado
de ka‘mpscn 1942,
’
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.scn.,l‘i‘il

Lithocubns geometricus con el enbo que genera la superficie minima. Tomado de Thumpson, 1942

De forma andloga las pompas de jabdn en forma de esferas al juntarlas o al
fragmentarse se asemejan a las etapas de segmentacion espiral.
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Fragmentacidn y conformacion de pompas de jabdn
quie asemejan a la segmentacidn holoblastica radial,
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Capitulo 5

Matematizacion de conceptos
biolégicos a partir de la Teoria de
invariantes.

En este capitulo se presenta una alternativa de matematizacién de cunceptos
biolégicos, en este caso el de diversidad, a partir de una serie de ideas desarro -
Jladas en el siglo XIX subre el enfoque de la geometria segiin Klein.

La modificacién primordial en dicha propuesta, es la implementacion de las
variables aleatorias como un tipo especial de simulador de las caracteristicas de los
seres vivos; por lo que la formalizacidn matematica requerida para la conformacion
de una " geumetria” es aun mny pobre en cuanto a los resultados e inferencias aqui
presentados, por lo que se reiteira que apenas es una alternativa de propuesta.

Felix Klein (1849-1925), degtacado matemdtico alemén, presentd en 1872 el
llamado Programa de Iv'rlan.gr:rU.ﬂJen la Universidad del mismo nombre; dicho
programa pretendia presentar un vision unificadora de la geometria hasta el siglo
XIX, y proponia fundamentalmente una nueva alternativa de ensenanza para la
geumetria y con base en esto una nueva concepeion de la geumetria como un
grupo transformaciones (tipo traslaciones, rotaciones, etc.) que operan sobre entes
geométricos y que mantienen invariantes a ciertas propiedades y caracteristicas
de dicho conjunto.

La presente porpnesta se explicara con diferentes aproximaciones considerando
aspectos de la matematica, de la biologia y de la epistemologia.

Un ejemplo con lugares geométricos.

Considerese inicialmente a ciertos lugares geométricos bajo el contexto de la
geametria euclideana; por ejemplo a una recta, que al trasladarla (moverla por
ejemplo hacia arrviba o abajo) o bien rotarla (cambios de inclinacion en el plano
cartesiano), sigue conservando su caracteristica de sey recta, es decir que al aplicar
ciertas transformaciones (en este easo rotaciones o traslaciunes) se conserva inva -

rrante el andlisis geométrico que se quiera realizar de esta entidad llamada recta,
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cumo por ejemplo la distancia (norma) entre un par de puntos de ella, la cual es
la misma annque se rote o traslade la recta; en otras palabras:

En el enfoque de Klein, la geometrd euclideana, queda definida y caracteri-
zada por un grupu de transformaciones del espaciu, éstas tienen la propiedad de
conservar la distancia entre dos puntos cualesquiera y a su vez la orientacidén de
las figuras transformadas; en particnlar a todas transformacivnes gue cumplan
cun estas dos caracteristicas se le denominan movimientos.

Siguiendo estd idea se puede mencionar que:

La Geometrie afin queda definida y caracterizada por el grupo de transfor-
maciones afines. La Geometria proyectiva a su vez esti definida y caracterizada
por el grupo de transformaciones afines proyectivas, asi mismo la Geomelria de
Lobachciskii esta determinada por el grupo de transformaciones proyectivas que
transforman en si mismo cierto rirculo o enalquier secetén cénica.

De este modo el Programa de Erlangen se pnede considerar como un método
nnitario para definir y caracterizar diferentes tipos de geometria a partir del grupo
de transformaciones que upera sobre ciertu tipos de entes, con clertos invariantes
respecto del grupo de transformaciones y nada més que de ellas.

En la siguiente aproximacion se expondran las nociunes de invariante y de
grupo para lograr una mejor comprension de la formalizacion de la propnesta.

La geometria a partir de las nociones de invariante y

grupo.

Signiendo la idea de Klein; la geometria de un grupo I" de transformaciones de
un conjunto M de entes, estudia todas las propiedades, cunceptos y magnitudes
que no cambian, los invariantes I bajo la accién de cualquier transformacién de
[y que no posee esta propiedad resperto a cualquier otra transformacion que no
pertenezca a I,

El enfoque de Klein en geometria consiste en dar el grupo de Transformaciones
de ciertos entes geométricos y a partir de ellas se trata de hallar los invariantes
de tales transformaciones.

Este enfoque de Klein aplicado a la definicién de propiedades y magnitudes
relacionadas con la biologia, consistiria en que dichas propiedades o magnitudes
se definen precisamente como aquellas que nu cambian, es dear qie son los in-
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variantes y lo que se busca es el grupo de transformaciones que deja invariantes
a la propiedad v magnitud que se quiere definir.

Invariante es una funcion de las coordenadas de la magnitud transtormada,
que no cambia su valor para el conjunto de transfurmaciones de dicha magnitud,
por ejemplo fa funcién:

o(r,y,z)=2"+y" +2*

es un invariante respecto de todas las rotaciones del espacio euclideano alrededor
del origen de coordenadas.

—_—

Los invariantes de la forma cnadrdtica con matriz A = (a;;)i,7 = 1,3 ,sun la
traza y el determinante de la matriz A. En este casw el conjunto de transfurma-
ciones es el conjunto de todas las rotaciones del espaciv tridimensional euclideano.

Otro concepto que se introduce es el de grupo, el cnal queda definidu como
sigue:

Sea (7 un conjunto de elementos a,b,¢,... para los cuales se define una op-
eracién x, tales que:

1. Para todo a,b elemento de G el producta a * b es elemento también de ¢,
asimismo a * a también pertenece a (G, es decir: Va,b € (G == i) u xb € (7 i)
axa €l :

2.a%(bxe)=(axb)xe |, es decir, existe la propiedad asociativa,

3. Existe un elemento ¢ (elemento neutro) de G, tal que e xe =a =c*a Lo
que en notacién matemética queda como: e € (3 axe=a =cx*a

4. Para todo a elemento de (7 existe a™! (inverso de ), tal que v a ! = e =
a ! xaes decir

(Vee@)(3etelG)darat=ec=a"lxa
Ejemplo:
El conjunto Zg (mimeros enteros pusitivos, incluyendo al cero) forma nn grupo

si la operacidn * definida anteriormente es la suma y a su vez no se forma grupo
si la operacion es la multiplicacion.
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La teorfa de grupos es muy utilizada en diversas dreas de la matemdtica y
fuera de ella, annque por su origen es una parte del Algebra Moderna.

Retomando nuevamente asi la idea original de Klein, la terna G = (M,T, 1)
establece una alternativa formal y a su vez mas amplia para entender y describia
a una geumetyia, es decir, una geomelria es una terna denotada por GG de los
siguientes componentes: un conjunto Al de entidades, las cuales al aplicarles un
grupo de transformaciones I' mantienen invariantes a las propiedades I, que estan
involucradas con los entes misnos del conjunto A,

A continnacion se establecerin la propuesta de vineulacion de éstas ideas con
la biologia, la pritnera hipdtesis que se propone es que e} conjunto de entidades A
coincida con el conjunto de seres vivos. v mds bien con caracteristicas de lus seres
vivos. Sin embargo. es necesario precisar qué tipo de entidades son los seres vivos
y para ello se replanteard la propuesta a partiv de un contexto epistemoldgico,

Entidades y unidades en ¢l ambito
ontoldgico-epistemoldgico.

Para lograr esta aproximacion es necesario retomar algunos plantearientus de
la Teorin de los Procesos Alterudos propuesta por Gonzélez-Gonzdlez {16! (1992).

Dicha veorfa propone que todas las manifestaciones que se estudian en la
naturaleza son procesos que existen por si sdlos, es decir sin la necesidad de ser
conocidos, asimismo, la naturaleza debe concebirse como el conjunto de relaciones
que existen entre los fendmenos, las entidades y sus diversas manifestaciones; los
procesos mencionadus anteriormente presentan tres niveles de alteracion, a saber:
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Kl primer nivel de alteracidn es la capacidad intrinsera de cambio, es decir
que si ejemplificamos a nn procesu como un ser vivo . u sea el objeto de estudio
en Biologia, éste presenta una serie de cambios debido a su desarrollo untogenético.

El segundo nivel de alteracién es la inferaceidn con otros procesos, en el caso
de los seres vivos como procesos, son todas las intertelaciones abidticas y bioticas
que modifican, y por lo tanto alteran su devenir histdrico.

El tercer nivel de alteracidn es la transformacion que sufren dichus procesos
a partir del conocimiento, es la alteracion subjetiva incunciente o conciente de la
realidad para conformar una verdad.
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El cucstionamiento y confrontacién de la verdad cientifica, en un drea es-
pecifica del conocimiento, como es el caso de la Biologia, es lo que establece a
la Prazis; el entendimiento de ésta actividad cientifica y desde luego social, debe
contemplarse en tres ambitus de conceptualizacidn universal, es decir, los dmbitos
ontoldgico (del ser), epistemolégico (del conocer) y metodolégico (del qué
hacer), de lus enales la, wnterpretacidn de lo. Realidad es 1o gque en ciencia se maneja
como la Verdad Cicntifica.

La tradnceion de estos procesos alterados para su estudio requiere de ciertas
herramientas epistemoldgicas, la primera de ellas, consiste en que todo proceso
tiene su devenir histdrico y en el momento de conocerlo se detiene dicho devenir,
esta delimitacion del proceso para convertirlo en cvento es la que constituye la
ubicacidn espacio temporal.

Por lo tanto el primer instrmmento ontoldgico-cpistemoldgico a considerar es
la wbicacidn espacio-temnporal del proceso (comno ejemplo un ser vivo) que esta
inmerso en la realidad al igual que otras entidades, las cuales son tomadas como
objeto de estudic por los cientificus. Tuda entidad pusee un conjunto de cuali-
dades y en el proceso de subjetivizacidn del objeto de estudio, las cnalidades que
definen a una entidad se iransforman en los atributos, los cuales se pueden definir
como una cualidud subjetivizada.

Lo anterior confurma el segundu elemento ontoldgico-epistemoldgico del pro-
ceso del conucimiento, es decir, la descripeidn, que es el primer arercamiento del
cientifico con el proceso a estudiar y que a partir de este se cunstruyen las unidades
de conocimnienlo.

La construccidn de unidades de conocimicnle conforman el tercer instrinmento
ontoldgico-epistemeldgico, dicha construccion esta contemplada en un dmbito metddologico
que estd en funcién del objeto de estudio.

Las ideas principales de la Trorin de los Procesos Allerados conforman una
cierta perspectiva de su ntilidad en Biologia, que reperciten fundamentalnente en:

i) la caracterizacion del objetu de estudio, los seres vivos
if) la interpretacion de lus conceptos y principios bisicos de la Biologia
ii1) Los procedimientos de elaboracion del conocimiento hioldgico.

Haciendou referencia al segundo inciso, uno de los términos mas utilizados en
Biologia, el de Diversidud. del cual se hablar4 en la siguiente aproximacion,
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El concepto de Diversidad en Biologia.

La diversidad desde el punto de vista bicldgico es una propiedad de la ma-
teria viva, es el conjunto de manifestaciones distintas que conforman a la biota,
y epistemoldgicamente, la diversidad junto coun la unidad, continuidad y cambio
conforman los cuatro principios integradores de la biologia. El proceso de cun-
timtidad da como resultado a la unidad, asimismo del cambio resulta la diversidad.

Maés especificamente, la diversidad es el resultadu de nn proceso evolutivo, o
sea de la diversificacidn, tomando adicionalmente un refente para la diversidad
que es la unicidad como un punto de origen de la diversificacion.

Adicionalmente. es importante considerar que la diversidad no sélu se refiere
al conjunto de tudos los seres vivos que han habitado y habitan la tierra, sino que
también es valido el concebir la diversidad de un grupo de seres vivos (subcon-
junto del total global de manifestaciones de vida en la historia de la tierra) tales
que:

a) dicho subconjunto sea un conjunto de seres vivos que comparten ciertas
caracteristicas en comtin plasmadas en lo que se conoce cumo un Patrdn FBstruc-
tural y Funcional Bdsico. Dicho patrdn en este caso, es el refente de la diversidad
de este subjunto, es decir es la unicidad entendida como un punto de partida en
el proceso de diversificacion y por ende lo que conforma un grupo taxondmico.

Por lo cual, se considera al primer uivel de contextualizacién de la diversi-
dad, que es el tuzondmico, entendiendo asi a la diversidad de un taxon como el
conjunto de manifestaciones de vida (seres vivos) lus cnales parten de un patrdn
estructural y funcional bésico,

b) el subconjunto de seres vivos que tienen una ubicacién espacio temporal
especifica y que en conjunto conforinan una entidad natural de interaccién, ge -
nera la diversidad de comunidad, que aparece como una propiedad emergente de
las comunidades y aqui el referente de unicidad es la funcionalidad y la biucenosis
que tenga dicha comunidad, que puede ser entendida desde el nivel de asuciacion
hasta el nivel de ecosistema.

c) el subconjunto de seres vivos que conforman desde un punto de vista re-
gional a una biota, dichu de otra manera, si se rancibe al ser vivu a partir de
una unidad de conocimientu compleja como es el IOPE: Individuo, Orqanismo,
Pobluciaon g Especie rada IOPE puede ser considerado a sit vez como un pro-
cesu que se altera y que desde luego es suceptible a ser transformado. Por lo cnal
la diversidad es el cunjuntu de IOPE's.
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Recunsiderando la Teoria de los Procesos Alterados i) de ésta se desprende
una concepeidn importante que es la Fico Flora Dindmica, que en este caso se
ampliard lo entendido en Flora y se extrapolara a lo que se entiende por Biata, te-
niendo asi tres orientaciones de la biota: lipica (ambiental), ténica (taxdnomica)
y tdpica (regional).

La biota, u bien sus sectorizaciones (flora, fauna, ficoflora, acarofanna, ete.),
es y debe ser considerado en un contexto tedrico-metodoldgico como el punto de
partida para cnalguier tipo de estudio y para cualquier tipo de orientacidn; la
diversidad de una biota no silo debe entenderse a través de un indice o de un
mimero; o bien como una propiedad peculiar de un nivel de organizacidn en es-
pecifico.

La diversidad debe reflejar un contenido y una estructura propia de sus refer-
entes y de las entidades que involucra, de esta forma la diversidad vecapitula su
importancia como un principio integrador de la Biolugia

Por lo cual, se propondrd momentineamente a la diversidad como la dispersidn
(no el término de dispersion ntilizado en Biogeugrafia) sinu ia idea intuitiva, es
decir. las diferencias gue se manifiestan en un eonjunte dado de entidades y que
son susceptibles de medirse a partir de las medidas de dispersion que se conacen
en la teoria cldsica de la Probabilidad.

La noridn es Ja prirnera aproximacion intuitiva de la vealidad, vista a partir de
un conrexto determinado, subre el cual estd inmerso al término del cual se wbtiene
la nocidn; el concepto es wna custrmecion més elaborada y en dicha construceion
se establece 1a confrontacion del concepto con la nocidn; finalmente la categotia
es la comprension y entendimiento del término a nivel tal que ya no es necesaria
la nbicacién nocional.

Este enfoque, puede resultar muy adecuado en la definicion de conceptos
biolégicos dado que en Biologfa, por lo general estudia a lus seres vivos en su
mriecisn morfotisiologica,

Variables aleatorias en la simulacién de unidades de
conocimiento.
Fn nuestro caso las entidades sobre las cuales operan las medidas de dispersion

sun las variebles aleatorias de las cuales se dard a continuacion su definicion for-
mal:
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Definicion Sea Q un espacio muestral (es dech. cierto espacio de eventus ele-
mentales w) y A C R, tales que Q. A # ¢, Una variable aleatoria X ¢s una fhneidn
que pone en correspondencia a los elementos de © (eventos elementales w) cun los
reales de 4 o sea:

XN:Q—- A

con A =X (w),wen

Se distinguen dos casos particulares de variables aleatorias. En casu de que A
sea un conjnnto finito o numerable de distintus valures z cun las correspondientes
probabilidades [’ (X = z) donde (X =z) = {w : £(w) = 2} es el evento consis-
tente en que £ tome el valor 2 . Se dice que la variable aletoria es discreta, en
al caso de que A sea un conjunto infinito no numerable, la variable aleatoria es
conlinua.

Ejemplo:

Considerese el experimentu (en probabilidad se llama experimento al proceso
mediante el cual es posible obtener un conjunto cualquiera de resultados) de agre-
gar contaminante a una pecera con tres peces, lo que se quiere ver es la toxicidad
del contaminante a partir de la mortalidad que sc presente en los peces después
de un determinado tiempo.

El espacio mnestral Q de un experimento dado se define cumo e} cunjunto de
tudos los resultados elementales posibles de dicho experimento; en éste caso si
se denota a un pez vivo con v y a un pez muerto con 1 el espacio muestral del
experimento anterior estarfa dado por los posibles eventus elementales:

Q = {vev, v, v, new, une, e, viman, imm}

donde cada nunu de los elementos w de § representa un posible resultado, por
ejemplo el primer elemento wy nos indica que los tres peces despnés de agregar
el contaminante signieron vivus, en cambio el quinta elemento wy del conjinto O
indica que el primer y segundo peces murieron y sélu el tercero sobrevio.

Sin embargo, en téminos précticos el enlistar tudos lus posibles arreglus que
representen los resultados de un experimento podria resnitat un tanto tedioso, v
aunque existen técnicas de conteu para emumerar los posibles resnltadus, en este
caso se emplearian combinaciones. El interés del investigador es el ver la efectivi-
dad 0 no de un cierto tratamiento, en éste caso el contaminante: dicho en utras
palabras lo que interesa es cuando hubo 0. 1,2 6 3 peces muertos v no todos lus
posibles arreglos que para en este sentido los resnltadus v y i resnltan ser
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el mismo,

Por lo cual se procede a asignar valores a todos los elementos del espacio
muestral con base en la finalidad del proceso, es decir el nimera de peces muertos:

{pey, vom, vane, iy, minw, mem, vmm, umam
Moot N o | Nt | Nt N st | N et N pa?  Nsasn g

{o,1,1,1,2,2,2,3}

Por lo cual ésta regla de correspondencia entre los elementos del espacio mues-
tral 2 con un conjunto de nimeros reales se denomina varieble aleataria, la cual
representa el mimero de muertes.

La variable aleatoria mds que una variable es una funcidn cuyo dominio es el
espacio mestral §) {conjunto de todos los w posibles resultados) y el contrado-
minio es R (valores numéricos reales).

Esta funcién X , o sea la variable aleatorie a su vez induce un espacio de
probabilidad de la forma:

X ~ Iy, Fa, Xgy..., Ik (51)
Pie Pa Py Dk '

donde p; es la probabilidad asuciada a la acurrencia del valor ; de la variable
aleatoria, y son tales que ¥ p; == 1,
;

De nuevo, para caracterizar a una geometria con la idea de Klein en la terna
(M,T', 1) hay que conocer M y I' y encontrar los invariantes . En nuestra modal-
idad, se pretende encantrar un grupo de transformaciones I' tales que al aplicarlos
a un conjunto M (un conjunto de caractetisticas de los seres vivos reproducibles
como valores de las variables aleatorias) mantienen invariantes a lo quie queremos
definit / camu un conjunto de propiedades y magnitudes, que para este caso esten
relacionadas con la dispersion y por lo tanto caracterizar a los seves vivos a partir
de variables aleatorias.

La descripcidn es la percepeidén de las cualidades que se encuentran poten-
cialmente en los seres vivos y que sun transfurmadas a su vez en atributos, estos
son suceptibles de caracterizarse a a purtiv de diferentes valores (en taxonomia
numeérica se llaman estados de caracter), por lo que estad tipificacidn es una regla
de correspondencia del conjunto de atributos con los estados de caracter,
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Mis especificamente de todo el conjunto de cualidades potenciales no sola-
mente con un conjunto de cualidades manifiestas, sino con un mimero n. de con-
juntos de atributos que reflejan bajo el contexto de la descripcién a un niimero
n de caracteristicas, por lo cual se introducirdn dos modalidades para la variable
aleatoria.

La primera consiste en adjudicar a cada una de las caracteristicas de lus seres
vivos una variable aleatoria por lo que ahora el conjunto de variables aleatorias
que simulardn a un ser vivo conformardn una variable aleatoria vectorial:

X
A

X =] X |, con X, =X (w) (5.2)
Xn

donde a su vez cada variable aleatoria X; induce su propio espacio de probabilidad.

. | !
Ty, Ly, gy, dy

, ol ol nl

Py Iy, Py Di

2,2 0 12

v @y, Xy, x§,..., 28

Ay~ 2 2 2

, 1 Py Iy -0l

Y. 3 .3 3 3
A= - Ly Ly, gy, 5.3
Xo~l g 5 . (5.3)

TR A RN o
donde los superindices denotan al mimeru de variable aleaturia en cuestion y
los subindices los valores que puede tomar dicha variable con las probabilidades
correspondientes.

La segunda modalidad consiste en considerar a todas y cada una de las vari-
ables aleaturias como funcionales tumando comu una nueva variable al tiempo,
ya que si se quiere vbtener una simulacidn de los seres vivos como procesus es
importante considerarlos cumo un proceso que trancurre a traves del tiempo.

pn plt n i
X, ~ ( xy, ap, b, ap )

Para lo cual se expondrd el concepto de funcional, y para esto se iniciara con
los conceptus de relacion y de funcion.

Definicion Definicion Sean A y I3 dus conjuntus arbitrarios distintos del vacio
y sea A x B el productu cartesiano de /A con B, es decir el conjunto de todas las
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pusible parejas ordenadas ubtenidas de juntar un elemento de A con un elemnto
de B, dicho en notacién matematica:

Ax B={(ab)|lacd y be B}

entonces, una relacion. R de A en I3 es un subconjunto del producto cartesiano
AxDByesdecir RC Ax B

Definicion Sean A y 3 cunjuntos, una funcidn de A en I3 es una relacion de
Aen B (R C Ax B)si cumple que:

i) Para todo elemento de A existe un elemento de /3 tal que la pareja ordenada
de estos dos elementos pertenece a la relacién

11) El elemento del conjunto B es vinico.

en notacion simbdlica queda como:

i) (VaeA) (b€ B)>(ab)e R
77) Si ((L,()[) G R, (ll,bg) ell=> b] = {'2

Notacidén: Si R es una funcién de Aden I3 :
f:A4-DB

A es el duminio de la relacién, B es el contradominio de R y si a € A, al tinicu
elemento b € B tal que (a,b) € R, se denota comu b = f (a) y entonces se dice
que f es la regla de correspondencia de la funcion,

Definiciun A las funciones cuyo dominio estd definido en un conjunto de fun-
ciones, reriben el nombre de funcionales, es decir.
St I denota a un ciertu conjunto de funciunes entunces:

FiF—-B

donde la funcional F es la regla que pone en correspondencia al conjunto de fun-
ciones cun otro conjunto arbitrario usnalmente numerico, real v complejo.

Si se retoma la idea inicial de ia segunda modalidad para las variables aleato-
rias se tiene ahora variables aleatorias que dependen del tienipo, es decir, que son
funcionales del tipo:

X T (5.4)

pur lo cual las variables aleatorias que hasta ahora se han cunformadu van a ser
de la forma:
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Xi(t)
X, (1)

X ()= Xa(t) , con Xi(t) = X, (w(t)) (5.5)
Xn'(t)

Establecida la caracterizacién de los seres vivos por medio de variables aleato-
rias vectoriales, se procedera a considerar al conjuntu de seres vivos (variables
aleatorias vectoriales) como el conjunto sobre el cual actria un conjunto de trans-
formaciones, las cnales mantienen invariantes ciertas propiedades y magnitndes
respecto a la dispersion que es el coneepto que se quitiere definir.

Medidas de dispersion de una variable aleatoria,

El problema que se tratard a continuacién es el definir la ispersion de una
variable aleatoria.

Se considera e} problema de definir dispersidn y diversidad de los seres vivos,
que se reducen a lus respectivos conreptas para variables aleaturias, La idea in-
tuitiva de dispersidn estd ligada a la propiedad de los elementos do M que se
enciientran a nuna cierta distancia unos de otros.

Signiendu el andlogo de la idea do Ilein es necesario enrontrar todas las trans-
formaciones de la variable aleatoria vectorial. para lus cuales cierta propiedad, la
que se quiere definir, no cambia, (es decir, se mantiene invariante),

Las transformaciones que se proponen son la rotacidn v la fraslacicon paralela,
esto es lus movimientos (entendiendo pui movimiento a toda transformaeidn del
espaciu en si mismo que:

a) conserva la distancia entre puntos AR = A'{§' ;

h) conserva la orientacion de las figuras transformadas;
cnmpliendo sulamente el incisu @) la rransformacion se llam.: orfogonal).

La dispersidn es aquella propiedard de las variables aleatorias vectoriales, la
cual es invariante respecto del grupo enclideany de transformaciones de dichas
variables aleatorias:

sl

< = 1\, "4“ ]} (5‘6)
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donde A es una matriz ortogonal (es decir una matriz que cumple con A+ AT =
I = AT A, donde AT es la matriz transpuesta de A e / es la matriz identidad) y b
es un vector arbitrario de dimension n. Las medidas de dispersién son funcionales
invariantes , respecto del grupo de transformaciones dado en la ecuacién anterior,

Para puder efectuar las uperaciones correspondientes del producto de la matriz
ortogonal A y de la adicién del vector b se tomara a la varianza de la variable
aleatoria X (t) la cnal estd dada por el segundo momento con respecto a la media,
es decir:

VR =(X)-EX ) =¢ (5.7)

donde [ dencta a la esperanza matematica o sea el primer momento con respecto
al origen, adicionalmente para simplicar se denotard a la varianza de la varidble
aleatoria vectorial como funcidén del tiempo como €.

Por lo que la ecuacién 5.4 toma la forma

€ =AL+b (5.8)

Observese que la motivacidn de hacer todu lo anterior se basa en el caso
particular n = 1 (es decir para la variable aleatoria escalar), el grupu de transfor-
maciones anterior toma la forma:

=264 (5.9)

donde la matriz A se reduce a una matriza de 1 x 1, es decir a un escalar y b
pertenece a R!

A continuacidn se bosqueja la demostracidn para el caso de la varianza;

Dado que:

VE = (€ - BE)* = E¢? - (1¢)*

por lo tantoVE = V(€ ~b) = I (6~ b~ £ (€ = b))

= (£ = b~ E€ + Ib)*

=E(£-b-EE+h)?

= E (¢ - L¢)*

= V¢
o sea que la dispersidn a través de la varianza de la variable aleatoria no cambia
al "centrarla” en b (cualquier mimero real)

Al grupo de transformaciones buscado, es el de las transformaciones paralelas
y simétricas respecto a un puntu, para el caso escalar de la variable aleatoria,
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En el caso escalar (n = 1) se puede consignar como medidas de dispersién a:

i) La amplitud de la variable aleatoria, esto es, la diferencia entre los valores
espectrales mdximo y minimo.

Ampt = Znax = Tain (5.10)

it) La desviacion absoluta promedio:

E|e-Ee| (5.11)

iit) La Semiamplitud unimodal de la distribucién continua, es decir, el modulo
de la diferencia entre dos valores de la variable alaetoria, en los que la densidad
de la distribucidn p en uno de los valores es de % del maximo de la densidad en el
otro valor:

l

pley) = s max p (z,) . (5.12)

iv) La llamada dispersidn de la variable aleatoria y la desviacion estdndar
DE = E(¢ - M¢)? (5.13)
ot = /D¢ (5.14)

v) Momentos centrales y promedios centrales de orden par.

Estas funcionales (de la i) a la »)) son de una sola entrada. Se pueden ex-
ihibir ejemplos de funcionales de varias entradas, invariantes respecto del grupo

de transformaciones 59 Entre ellas se tiene;

vi) La covarianza de las variables aleatorias ¢ ¢, (funcional de dos entradas)

Aij = cov(§, &) = E((& - B&) (& - EE))] (5.15)

vit) La matriz de momentos de segundo orden (funcional de m entradas),

cor(§y, 82,0, €m) = Al con ij = T (5.16)

viit) Los momentos ecntrales de urden par ry+ry 4.1y, =20
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E[(& ~ L&) (&2 — €)™ ..(€m — LE)™) (5.17)

ir) Lus coeficientes de correlacion:

'\U

Pu= Voft‘“fJ

En el caso de variables aleaturias vectoriales (n > 1) tampaco es dificil sefialar
ejemplos de funcionales que sean invariantes respecto del grupo de transforma-
ciones4.8 y por lo tanto, por la definicién cunvenida, que midan la dispersién:

(5.18)

z) La amplitud de la variable aleatoria vectorial, esto es el didmetro de su
espectro,

i) El rango de la distribucion n dimensional, es decir, el rango de la matriz
de covarianza cové

i1) La traza de lo matriz de covarianza, o sen la suma de las llamadas dis-
persiones

m
Z DE; (5.19)
i=]
x1ii) La dispersidn generalizada:
det(covt) (5.20)

La invarianza de las funcionales x1) -2:iii) respecto del grupu de transforma-
ciones §.8 se justifica porque cov¢’ = Acoré AT, entonces como resultado de la
transformacion [5.81la matriz de la covarianza cové se convierte en una matriz de
semejanza y éstas tienen la misma traza, rango y determinante.

Todas las funciones enmmeradas. por un lado expresan propiedades de las
variables aleatorias. las cuales sun invariantes bajo la accion del grupo de trans-
formaciones g pero por otro se diferencian en que cada funcional caracteriza a
una determinada particularidad de lu misma propiedad de la variable aleatoria,
la dispersion la cual no puede ser descrita por una sola funcivnal, por una sola
manera de medir la dispersidn. sino que representa toda una ” geometria * del
grupo de transformaciones 5.8 que deja invariante a t.das las maneras de medir
la dispersion de las variables aleatorias que describen las caracteristicas de cierto
conjunto de seres vivos.
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Diversidad de una variable aleatoria.

La diversidad de un conjunto de seres vivos es lo que mismo la dispersidn, ya
definida, sdlo que referidos a criterios no ligados a unidades de medicién. Por ello
el grupo de diversidad debera contener al grupo de dispersion.

En el caso de variables aleatorias escalares (1 = 1) la transicion de una escala
de medicidn a otra implica o bien una traslacién paralela:

=640 (5.21)
correspondiente al nuevo origen escogido, o bien una homotecia:
=X , A>0
correspondiente a un cambio de escala, o bien ambas.

€=X+b , A>0 (5.22)

Completando el grupo con el caso A < 0 se abtiene el grupo de transformaciones:

€ =M+b (5.23)
para todo valor de A € R\ {0}

Algunos ejemplos de medidas de diversidad, esto es, de invariantes del grupo
de transformaciones 5,23

ziv) Cualquier caracteristica numérica de la variable aleatoria como:

1= l—é-;—;’—é——l (5.24)

zv) La medida de la diversidad de la variable aleatoria £ respecto a otra :

V(E]Q) = I_lﬂ(%:f,—))_l (5.25)

zvi) La funcional con una entrada:
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-4
V€)=V Iln) (5.26)
Estas dos 1iltimas Muncionales son pequenas generalizaciones del coeficiente
de variacion. Sin embargo, a diferencia de este coeficiente las funciunales men-
civnadas admiten traslaciones paralelas.
Pasando al caso de una variable aleatoria vectorial el grupo de transforma-

ciones de cuntraceidn afines al plano tangente o a la dilatacion respecto al mismo,
las cuales al escoger una base adecuada toma la forma:

f: = & Vi < mn, (527)

=M si m<i<n (5.28)

donde las & (2 = 1, 1) son las componentes del vector £ y asi se obtiene un grupo
complementu de transformaciones afines:

€= AE+D (5.29)

donde A es una matriz no degenerada (detA # 0) y b un vector n-dimensional.
Asi nes se tlega a otra aproximacion de la definicién de dirersidad como la

geometrfa de los invariantes del grapo de transformaciones 5,29de las variables

aleaturins vectoriales de dimension n.
Dada la expresion:

cors = AcorgA’ (5.30)
se infiere que las siguientes funcionales son invariantes del grmpo $29)

rrit) Coalquier caracteristica numérica de la variable aleatoria escalar (n =

1)

i e B eorg) (N - 1)) (5.31)
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,eviii) La medida de la diversidad de una variable aleatoria § con respecto a

¢.

V(EL's) = {(€ ~ EQ)"[eon(€ ~ ) (€ - BEH (5.32)

donde la (cov€) ! es la matriz inversa.

Dos variables & y £ aleaturias se dicen equivalentes, si cumplen cun la ex-
presion £ = A€ + b,

La distancia entre clases de equivalencia piiede definirse como:

pA) = B0y o )? (5.33)

donde 7 y if sun variables aleatorias escalares, definidas porg3ipara las correg
spondientes clases de equivalencia.

Por lu tanto la geometria de la diversidad es mdtrice y la existencia de ésta,
permite hablar de la convergencia de las clases de equivalencia,

Diversidad y unidades particulares del conocimiento.

Regresando a las ideas propuestas de la coneceprion de Ficoflora Dindmica
[17], se expondrin el significado de las nnidades partienlares del conocimiento en
el ambito tedrico-metudoldgico.

Lin el momento de estudiar a nn ser vivo lo que realmente se aleanza a de-
seribir de ¢l es la manifestacion de sus enalidades en nna etapa determinada de
sn desarrollo, a este conjunto de caracteristicas manifiestas en un espacio tiempo
es lu que se conuee camo upildud meeristiea,

Il conjuntu de caracteristicas que permiten establecer las nnidades del con-
mocimientu son en realidad caracteristicas del 10PE a estudiar. Sin embargo
un mismo [OPE piede manifestarse de distintas formas dependiendo de Ia modu-
lacion que de la informarion genética produeen las condiciones ambientales v pur lu
cual existivdn varias unidades meristicas dependiendo de la plasticidad que tenga
el TOPE ante las alteraciones suftidas por otios procesos (abidticus v LiGticus).
Lo antetior conforma la unidad hiiptica, que es ol conjunto de manifestaciones
diferentes de las unidades meristicas de un mismo [OPE, es deciv, la plasticidad
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del patrén estructural bdsico del IOPE.

Asimismo el conjunto de todas las unidades meristicas en todos los tiempos y
espacios de la permanencia del IOPE es lo que se maneja como unidad holistica,
ésta unidad representa al patron estructural basico.

Apartir de la manifestacion diferencial del JOPE es posible establecer los
dptimos ecofisioldgicos que son las raracteristicas de aquellas unidades meristicas
en las cuales se desarrollan con 1na mayor optimizacion esto conforma la unidad
harmdstica.

Cada unidad holistica tiene distintos valores hdpticos dependiendo de las
condiciones ambientales que prevalezcan por lo que la unidad hdptica repercute
en el ambitu ecoldgico, la holistica en el taxundémico y la harmdstica en el ecofi-

siolégico. (Rodriguez-Vargas, 1989)(83]

Considerando nuevamente el uso de las variables aleatorias utilizadas en el
grupo de transformaciones:

y desglosando a dicho grupo de transformaciones:

=4

(X0 - EX )] +0 (5.35)

Donde la variable aleatoria vectorial .Y (t) representa el conjuntu de unidades
meristicas, la esperanza matematica de ésta variable aleatoria vertorial LY (1)
representa a la unidad hdptica, ya que si se toma o cumo una variable aleatoria
arbitraria entonces dicha variable, como se menciond anteriormente, induce un
espacio de probabilidad:

€y £y dgo Iy - .
EINN A (5.36)
Pre Do P Bk
entonces la esperanza matemitica queda definida como el primer momento con
respecto al origen, es decir:

k
Ly = Z:r:, e (6.37)
[

que en el caso de la distribucion de probabilidades normal. ésta esperanza repre-
senta a la media poblacional p1
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E¢p = [l (5.38)

la cual puede considerase como un promedio ponderado de todas los posibles val-
ores 1; que piede tomar la variable considerando su propabalidad asociada.

El conjunto de € conforman a la unidad holistica, las cuales al aplicarles un
grupo de transformaciones conformaran la plasticidud del IOPE cuyo resultado
obtenido es la unidad hdptica € las enales van a mantener invariante las maneras
de medir la diversidad intravariacional del IOPE.

Al principio se menciond que se utilizarfan variables aleatorias en la simu-
lacién de los seres vivos, pero nu quedd claro si una séla variable iba a simular a
un 1nico ser vivo.

Es aqui, donde toma relevancia el conucer y el entender a un ser vivu como
un proceso alterado, ya que hablar simplemente de ser vivo simultdneamente en
una especie, en un individuo, en un organismo o bien en una poblacién; y aunque
parezca ldgico suponer que es muy factible diferenciar una poblacién de un in-
dividuo, pero existen casos como las algas y algunos invertebrados es practica-
mente imposible; en téminos tedricos esto se resuelve cuncibiendo a éstas maneras
de entender al ser vivo como una unidad compleja del conocimiento, el IOPE;
asimismo, en términos practicos es necesario recurrir a las unidades particulares
del conociniento en un dmbito metodoldgico (unidades meristicas, hiplicas y
holisticas).

Por lo tanto se constrnird un glosario de correspondencia y de confruntacion
entre los términos bidlogicos, matematicos y epistemoldgicos.

Glosario de confrontacién.

Variable aleatoria,

Funcién que pone en correspondencia al conjunto de manifestaciones de un
atributo con un conjunto de mimeros reales, es decir es la tipificacion numérica
de los estadus de caractér (es decir que dada nna caracteristica de un ser vivo
esta piede tener varivs estados, por ejemplo la raracteristica color de ujos puede
manifestarse en varios colores: negro, café, azul, ete. lus cuales son los didtintos
estados de caracter).
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Atributo.

Es la cualidad subjetivizada, es decir es la interpretacion de las enalidades de
las entidades inmersas en la realidad para conformar unidades de conacimiento
caracterizadas por medio de atributos.

Variable aleatoria vectorial,

Es 1na nueva variable aleatoria conformada por un veetur cuyos cornpionentes
soh variables aleatorias. es una nueva funcion que pone en correspondencia un
conjunto de atribuios con un conjunto de vectores (cada uno de estos a st vez
forman un conjuntu de valores muméricos). v en este conteXtu se propone a estd
nueva variable como na simujador de un ser vive,

Esperanza matematica.

Es ol promedio ponderada de las caractensticas que presenten los seres vivos
a partir de la probabilidad de manifestacion de dichas caracteristicas,

Conclusiones y Perspectivas.

A pesar de que en este caprtulo se hizo énfasis en la impotancia de los Ambitos
ontoldgins, epistemoldgico y metodoldgico; en términos practicos no se inchiye una
estrategia metudologica concreta no solo para verifiear las aseveraciones propues-
tas. sino meliso para gie sirva como una herramienta para resolver problemas
taxunomicus,

Por - tanto e ines de trabajo necesaria posterior w este trabajo es exper-
imentar con datog ya establecidos en sistemas de informaciin subre proyectos de
investigacion en floras o faunas regionales.

(Como se menriond en el inicio del presente wrabajo, lu finalidad de este es pro-
poreionar una propuesta de matematizacion y desde nego de estudio de ciertos
coneeptos bioligicos, en este ciso particular se tomo el de divvrsidad, sin embargo
la presente propuesta no excluye a set manejada con otos cunceptos.,

Desde luego, la idea de dispersidn se puede considerar como particular para
este concepto y para los otros cunceptos bioldgicos muy posiblemente se requeri-
ran otros conceptos matemdticos que se relacionen para su definicién "rigurosa”.

Asimismo el grupo de transformaciunes aqui sugeridas pueden ser modifi-
cadas dependiendo del contextu en que se maneje a los conceptos suceptibles de
ser matematizables, y una pregunta interesante a ser discernida posteriotmente
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serfa que conceptos biolégicus tumados como invariantes obligan a serlo bajo las
transformaciones de tipo topoldgico.

Cabe senalar que la idea global de la teoria de invariantes sigue resultando
vdlida para las modalidades antes mencionados siempre y cuando quede bien
definido el grupo de transformaciones.

Se han delinaedo entonces las posibles variantes de construccién de la teorin
general de la diversidad, que se desprende de la Teoria de Invariantes. La idea
de Klein y vy las ideas previas de Galois ( tanto unas cumo las otras se reducen
al estudio de los invariantes de las transformaciones) han revasado los limites
estrictos de la geometria trascendiendo a la Mecanica, la Teuria de la relatividad,
la Fisica de particulas elementales y la Cristalografia y ultimamente la Teoria
unificadora del Campo. En este sentido es suceptible de ser explotada por otras
disciplinas cientificas como la Biologia.
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Apéndices;

Soluciones de los modelos de crecimiento poblacional.
Modelo de Malthus.

Retomando lo visto en e] capitulo 1. se considera a una poblacién con condi-
ciones y recursos ilimitados, su velocidad de erecimiento es proporcional al tamano

de la poblacidn:
VN (5.49)

y expresandola mediante una igualdad quedaria como:
V=K N (5.40)
donde la K es igual a la constante de propoteionalidad.

Si se considera a la variable tiempo comu continia, entonces la velocidad y
st relacion con el tamaiio poblacional, debe entenderse como un modelo contin-
uamente dependiente del tiempo, por lo que se debe expresar como el limite de
cociente de incrementos:

, L+A) =N
gl’ry}o-—* Al =K-N() (6.41)

0 bién si este limite existe se utiliza el simbolo de la derivada:

0

=K N 549
o K-N() (5.42)

Asf queda establecido el modelo simbdlico, ahora bhien, se plantea encontrar la
soleion de dicho modelo. es decir, encontrar la solneion continna de la eciacion
diferencial | para 1o cual es necesariv establecer la condicién inicial o problema
de Cauchy del modelo de malthus, o sea tomandu como dato inicial: que el tamafio
inicial de la poblacion sea Ny correspondiente a un tiempu inicial 4y, no necesari-
amente igual a cerv, quedando entonces la ecuacidn diferencial con si condicidn
inicial

d¥ N
A 5.
{ N tg) = Ny } (5.43)
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cuya solucion, es decir la expresion N = N (t), se obtiene por el método de vari-

ables separadas:

se multiplican a ambos lados de la ecuacién la diferencial dt

ﬂ-dl =K. N.dl
dt

1 dN .
N‘}?Z—'dl—-l\'dl
1 dN o
'N'“;ﬁ"dl——/l\ dt

/R;M=A/m

lnN+c, =,(-L+Cg

InN=K-t4+C

(glnN = CK-HC

N(1) = € . K

retomando la condicidn inicial de y sustituyendo se ubtiene:

N (lg) = ¢ - (Ko

o N(t)

ek

Modeclo de Von Bertalanfly.
V X Lonae — I (1)

V = K Lo ~ 1(1)]

d L

(“ = K ([Im:\x - [’)

L= l’mnx - L

(5.45)

(5.46)

(5.47)

(5.56)
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L' = (Lyay — I
L=~
L'=-r

=K.
L=-K.C
L) = Ly e K1)

Linax = L(t) = (L — Lg) - ¢ H(E-10)
L{t) = L = (Lo — L) - o700 1)
L{t)=1~ (.___._["""*Lu" "9) . o~ K(t-to)
Modelo Logistico.
VXN (N = N (1))

V= K. N (I) ! (1\’,",“ - N (1))

dN .
—(2? = K. N. (fvnmx - N)
1Vm:n = A
./V = ""7\?““‘
NEN') = N'(Nuw ~ N)
N’ - Vi max
N’ - _Iv ¢ IV’ - Numx ) N, 'f' N N 1\”
N?
I\/’ A,/'l',"'ll‘,_/_\

(5.57)
(5.58)

(5.59)

(5.66)

(5.67)

(5.68)

(5.69)

(5.70)

(5.71)

(5.72)
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N N?
"= 5.
N NHH\X ( 73)
Nuax = N
[ "R VIR L A
N KN (S ) (5.74)
", A2
NN =K NN (5.75)
Ninax
NI
— =K N 5.76
N (5.76)
N' = K Npax N (577)
haciendo KNy =K
N =K. N (5.78)

la cual, es una ecnacién tipo Malthus de la cual ya se conoce su solucion:

N(t) = Ny Xt (5.79)

regresando a los valores originales

Nipax = N _ Nax = No K Nmax(t-to)
e ( " ) e (5.80)
Nmmi N . Nmnx - NO) A Nenax(t-10)
= ( ==0). e (5.81)
N 1
Numax S (ﬂm‘[ﬁ‘}!ﬁ) . K Nmax(t-10) (5.82)
pasando & N,;a del otro lado de la ecitacidn:
Nmnx
N=1+ (5.83)

(O.'Juu:ﬂu) . cKNmAl(l "tO)
No

finalmente se denota a -"—’mﬁ'ﬂ como A que es la capacidad maxima de carga

de la poblacién.

N(l) =1 4 i (5.84)
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Gramaticas de Chomsky.

Un antecedente importante de considerar para el entendimiento de los sistemas
Lindenmayer es recapitular las ideas inicialmente planteadas por Noam Chomsky
[8]

Definicion Una gramatica G
G= [‘/1 x, —*, VT! Sl #]
es un sistema de concatenacidn ordenada de las siguientes condiciones:

i} V es un conjunto finito de simbolos llamnado vocabulario, las cadenas de
simbolos de este vocabulario son formados por concatenacion; * es una operacion
binaria asociativa y no conmutativa de cadenas formadas sobre el vocabulario V

ii) Vr es el final del vocabulario Vi € V . El complemento relativo V- de con
respecto a V se le conoce como el vocabulario auxiliar y se designa como Vy.

iti) — es una relacion irreflexiva, asimétrica y finita,definida sobre ciertas
ordenadas de V' y reescritas las parejas (¢,1)) tal que ¢ — 1 son las reglas gra-
maticales de G.

iv) A €V, A € Vysiysolosi son cadenas ¢, 1, w tales que p A — pwrp, # €
Vi, SeVy; c€Vy; donde # es el simbolo limite, S es el simbolo inicial
que puede leerse en una oracién y e es el elemento identidad con la propiedad que
para toda cadena ¢ se cumple: e = ¢ = ¢e

v) Una secuencia de cadenas D) = (¢y,...,¢,) con . > 1 es una ¢ derivacién
Y si y s6lo si

¢=¢1 ;=i

para toda ¢ < n existen cadenas ¥y, x,w tal que x — w, ¢, = WXy, ¥y
thivy = 1wy

El conjunto de derivaciones estd cumpletaiente determinado por la relacion
especifica - y estd dada por el conjunto finito de reglas gramaticales.

vi) Una derivacién D de 1 es terminal si 1 es una cadena de V4. y Dnoes
una secuencia inicial (propia de esta derivacion).

vii) ¥ es una cadena terminal de (7 si es terninal #S# derivacién de #)4;
esto es una cadena terminal.
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viit) El lenguaje terminal generada por G es un conjunto de cadenas termi-
nales de G.

Lo anterior esboza una serie de condicionantes apa establecer gramaticas,
utiles en el campo de la programacion, de estas gramaticas de Chomsky se re-
stringirdn lus vucabularios en simples alfabetos, las reglas gramaticales en sen-
cillas reglas de transformacid y con la ayuda de un lenguaje tipo Logu se podrd
estructurar la idea de los sistemas-1 que san Jos que van a permitir las simulaciones.

Estimacion de pardmetros por minimos cuadrados.

Dado un conjunto de puntos en B2 que asemejan a 1a funcién expresada por
un polinomio de la forma:

y=f(2) = ant™ + a1 2™ ..+ a4+ ap (5.85)

cuya gréfica es una cnrva suave en 2. Se llama residuo a la diferencia de orde-
nadas de la curva para z = x; menos el punto (z; ) si se denota a [i; al i-ésimo
residuo , se obtiene

Ry = f{z) -y (5.86)
y sustituyendo la ecuacién ..en
Bi=ana™ 4 apog2™ 4 g -y (5.87)

Entonces el método de minimos cuadrados consiste en determinar lus valores
del conjunto de pardmetras: am,@m.-1,...,a;,a3 de manera que minimizen al
conjunto de residuos o mds especificamente que minimize a la suma de euadrados
de los residuos:

n n
2 - :
YR=% (a,,,:r}" + a2 L agz, +ag - yi) (5.88)
(St i
La minimizacién de dicha expresién se obtiene igualanda la derivada de esta
e igualando a cero, pero el derivar a esta expresién es derivar parcialmente con
respecto a las pametros a; donde j = 0,1,2,...,m. ubteniendo;

9 & g & ,
5[-1-' Z R? = -é—Q—- Z (0.,,,.’1‘:" -+ a,,,ﬂa::""‘ 4o tapx+ag ~ ?}.‘)2 (589)
7

e=d 7 =1
n

a . 2
=250 (a,,,u:}" b2 L gy g - 1/,) (5.90)
=1 ]
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n

= 22 (am.?:;" F a2 e ey o+ ag - y,-) ! (5.91)

1=]

e igualando a cero se obtiene

n n n n n n
Jtm o tm-d FREY L ", ]
amzlf +am-12,i‘f +...+a-,2x,’ +¢HL«L; +ag )1y = )y

1=] 1=1 i=] iz 1=l 1=]
(5.92)

considerando adicionalmente a 7 = 0,1,2,...,m se obtiene el siguiente sistema de
ecuaciones:

O 2" + Q- meml +...0+ "'22'7;2 +a S xtnag=3y
U N oy NIt S b nay = 1y
am "t ap  Da™ b et ay S nag = Y aty

am 2.’5""""‘ + Q-1 Emm-}nwl +... +ay Z .'1,‘"""2 + q Z wm-o»l + ZJL‘"' - szy
(5.93)
En el caso particular de una regresion lineal, el ajuste de un conjunto de punto

se realiza en base a la ecuacién:

y=[f(z) =z +ag (5.94)
Ry = [ (&) -~ s (5.95)
It = ayr + ag - (5.96)

En este caso particular, consiste en determinar los valores de parametros a; y
g para j = 0,1 de manera que minimizen a la suma de cuadrados de los residuos:

n n
DR =) (mi+ag 1) (5.97)
toor i1
O, DN \
0, 27 = iy om0 (5%)
n 0
= ;Z:x 551 (qy2y + a9~ y,v)2 (5.99)
n
=Y 2wk ag~ y)z (5.100)
p=]

igualando a cero se obtiene
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n . n K n ,
oY ! faY o =Y yal (6.101)
1=1 1=] 1=
considerando a j = 0,1 se obtiene el sistema de dos ecuaciones:

n n
nagtar 3 = 3 yi
o (5.102)
o Y zita E.‘L‘?: X T
i=1 i=1 =1
retomando la notacidn tradicional de la linea de recta en referancia a la pendiente
y de la ordenada al origen:

n n
nb+my a =1
=1

n n P n
b}_‘"‘lx,+m§mi = }:l.r,»y,-
= = 1=

(5.103)
resolviendo el sistema por el método de determinantes se obtiene el valor de la
pendiente:

n
n Ui
i=1

n n n n 4]
T Tayi| nray-ra (E y.)
m o= 1=1 t"lt = 1=l n, 1] - l=l2 (510_;)
n tZl i nya?- ( ) a:,-)
n n i=1 1=
.5—-: T, Z :I‘?
i=] 1]

y de la ordenada al origen

n n
Ty T
=] =]

n

l’_l‘ 9 n 9 n n n
,5:1 TiYi 5“1 x 5:1 L (331 ;'/.) - 5.‘.’ T (ZI w.-;l/.')
| 5 1= | 5 B 3 T » ”
b= n = : " n P} (0100)
noo X ny,r?- (Z a:,)
n l;‘l . i1 )
PIF D) xf
i=] 1=

Lo que finalmente queda expresada las eciaciones de m y b

n Tt i
DT pIE:S (Z ’.'Iy)
m= 1] i=] t

]

" — o] (5.106)
ny at - (Z .r,)
pat £=:]
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Z f’ (E Ju) 'Z (_éiﬁ-‘yi)

oE (8e)

Definicidn de Variedad n-dimensional.

b= (5.107)

Definicion Sea 2o un punto en /. Una bola abierta con centro 2%y y radio
r > 0 (notarion: 13 (g, 1)) es el conjunto de puntos 4" del espacio R tales que
la distancia (norma) de cualquiera de estos pnntos al punto 2’9 es menor al radio
r. En notacién simbélica quedaria como: B (Tg,r) ={Z ¢ R" || T~ Ty |l< 1)}

Definicidn Un conjunto V ¢ R" es abierto si para cada 7’ € V existe una bola
abierta /3 (7, r) contenida en V. es deeir, (VT € V) (Fr >0) 3 B(T,r) c V

Definicidn Un conjunto /< ™ es cerrado si su complementu es 1n conjunto
A
abiertu. es decir, [ = K" = [

Definicion Una superficie es un conjunto M provistu de una coleccion € de
cartas abstractas dentro de A tal que:

i) Las imdgenes de las cartas de la coleccion ' enbren a M.

ii} ara dos cartas cualesquiera x,y en la coleccion C, las funciones compuestas
y~'aw y & 'y son euclideanamente diferenciables (y estan definidas en conjuntos
abiertos de /2?)

RS . . 3 . .
Definicion Una viwiedad n-dimensional M es un conjunto provistu de una
coleccion ' de cartas abstractas (funeiones o a uno a: D — M |, donde D en
un conjunto abierto de L™) tal que:

i) M estd cubierta por las imdgenes de las cartas de la coleceian

it) Para dus cartas cualesquiera 2, i de la coleceién C, las funcivnes camnpues-

tas 41z y 2"ty son euclideanamente dxfexcnv iables (y estin definidas en conjuntos
abiertas de ")

Programas en EVOLVER para los patrones de
segmentacion.

Cigoto

// cigotofe /] Evolver data for cube of preseribed volume.

vertices
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1 0 00
2 1 00
3 1 10
4 010
5 0 01
6 1 01
7 1 11
8 011

edges /* given by endpoints and attribute */

1 1 2
2 2 3
J. 3 4
4 4 1
5 5 6
6 6 7
7 7 8
8 8 5
9 13
10 26
11 3 7
12 4 8

faces /* given by oriented edge loop */

1 1 10 -5 -9
2 2 11 -6 -10
3 3 12 7 -l
4 4 9 -8 -12

5 &5 6 7 8
6 -4 -3 -2 -

budies /* one body, defined by its oriented faces */
1 1 2 3 4 5 6 volumel
1123456 volume 1

Segmentacion holoblastica radial (Primera particién)

// cube.fe // Evolver data for cube of prescribed volume.

vertices
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1 ¢ 0 0
2 2 0 0
3 2 2 0
4 0 2 0
5 0 0 2
6 2 0 2
7 2 2 2
8 0 2 2
9 2 09 0
10 0 09 0
11 0 09 2
12 2 09 2
13 2 110
14 g L1 ¢
15 0 L1 2
16 2 L2
edges /* given by endpoints and attribute */
1 12
2 29
J 91
4 101
5 56
6 612
712N
S 113
9 15
10 26
11 912
12 1011
13 1413
14 133
15 34
16 414
17 1516
18 67
19 78
20 815
21 15 14
22 1613
23 73
24 84

faces /* given by oriented edge loup *’
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110-5-91

2-10211-6

3-11312-7

449-8-12

556678

6-1-4-3-2

7-22-172113

82214-23-18

92315-24-19

10 16 -21 -20 24

1117181920

12-14 -13-16 -15

bodies /* une body, defined by its uriented faces */
1123456 volume 4

2789101112 volume 4

segmentacién holobléstica radial (Segunda particién)

// cube2.fe // Evolver data for cube of prescribed volume.
vertices
1000000
2200000
3202000
40.02.00.0
5000020
6200020
7202020
80.02020
9200900
100.009 0.0
110.009 2.0
122.009 2.0
13201100
l4oull100
150.01.120
16 2.0 1.1 2.0
170.90.0 0.0
180.90.9 0.0
190.90.0 2.0
20090920
211.10.00.0
22110900
23110020
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241.109 2.0
25091100
26 0.9200.0
27091120
28 0.9 2.0 2.0
20111100
30 1.12000
31111120
32112020
edges /* given by endpoints and attribute */
1117
21718
31810
4101

5519
61920
72011
8115

915

10 17 19

11 1820

12 10 11
13212
429
15922

16 22 21
1723 6

18 6 12
1912 24
2024 23
212123
2226

W9 12

24 22 24
2514 25

26 25 26
2726 4

284 14

29 15 27

30 27 28
31288
32815
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331415

34 25 27

35 26 28

3648

372913

38133

39 3 30

40 30 29

4131 16

42167

43732

44 32 31

4529 31

46 13 16

4737

48 30 32

faces /* given by oriented edge loop */
1-5-9110
2-10211-6
3-11312-7
4-8-1249
55678
6-1-4-3-2
722-17-21 13
8-18-221423
91524 -19-23
10 -20 -24 16 21
1117 1819 20
12 -16 -15-1.1 -13
13 -29 -33 25 34
14 26 35 -30 -34
15 27 36 -31 -35
16 28 33 -32 -36
17 29 30 31 32
18 -25 -28 -27 -26
19 37 46 -41 -15
20 38 47 -42 -46
21 39 48 -43 -47
22 -44 -18 40 45
23 41 42 43 44
24 .37 -40 -39 -38
bodies /* one body, defined by its oriented faces */
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11234506 vohune 2
2789 101112 volume 2
313141516 17 18 volume 2
419 20 21 22 23 24 volume 2

segmentacion holobldstica radial (Tercera particion)

// enbe.fe // Evolver data for entbe of prescribed valume.
vertices
1000000
2090004
30909040
40.00.90.0
5000009
6090009
7090909
80.00.90.9
9110000
10 2.0 0.0 0.0
11200900
121.1090.0
131.10.009
14200009
15200909
16 1.1 0.90.9
17001100
1809 1.1 0.0
19049 2.00.0
200.02.00.0
21001.109
22091109
23092009
200.02.009
25 1.1 1.1 0.0
26201.100
27 202000
28 1.12.000
29111109
302.01.109
312020409
321120009
330000 1.1
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340900 1.1
350909 1.1
36 0.009 1.1
37000020
38 0.90.020
39090920
400.00.9 2.0
41 1.10.0 1.1
422000101
432009 1.1
441109 1.1
45 1.1 0.0 2.0
46 2.00.0 2.0
47 2.00.9 2.0
48 1.1 09 2.0
49001111
5009 1.1 1.1
510.920 1.1
52 0.02.01.1
530.01.120
5409 1.120
55 0.92.02.0
56 0.0 2.0 2.0
57 L1 L1 L1
58 2.0 1.1 1.1
59 2.0 2.0 1.1
60 1.1 2.0 1.1
61 L11.120
622.01.120
63 2.0 2.0 2.0
64 1.12.020
edges /* given by endpoints and attribnte ¥/
L12

223

334

441

556

667

778

885

915

e
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1137
12438
139 10
141011
151112
16129
17 13 14
18 14 15
19 15 16
2016 13
21913
2210 14
Wil s
241216
2517 18
26 18 19
271920
28 20 17
29 21 22
30 2223
31 23 24
32 24 21
3317 21
3418 22
3519 23
36 20 24
37 25 26
38 26 27
39 27 28
40 28 25
4129 30
42 30 31
1313032
44 32 29
1452529
46 26 30
47 27 31
48 28 42
49 33 34
50 34 35
51 35136
52 36 33
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33 37 38
54 38 39
55 39 40
56 40 37
57 33 37
38 34 3y
59 35 39
60 36 40
61 41 42
62 42 43
63 43 14
64 44 41
63 45 46
66 46 47
67 .7 48
68 48 45
69 41 45
70 42 16
TLA3 47
72448
73 49 50
7450 51
7551 52
76 52 49
7733 54
T8 34 35
79 35 56
80 36 53
814933
82 50 34
83 51 35
10206
55 07 43
86 58 3Y
87 59 6U
88 60 57
8Y 61 62
90 62 63
91 63 64
42 61 61
93 57 61
94 58 62
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95 39 63

96 60 6.4

faces /* given by uriented edge luop */
1-5-9110
2-6-10211
3-7-11312
4-8-12.19
35678
6-1-4-3-2
7-17-21 1322
8-18-22 14 23
g-19-23 15 24
10 -20 -24 16 2]
1117 1819 20
12 -13-16 -15-14
13 .29 -33 25 34
14 -30 -34 26 35
15 -31 -35 27 36
16 -32 -36 28 33
17 29 30 31 32

15 -25 -28 -27 -26
19 -41 -45 37 16
20 -42 46 38 17
21 -43 47 39 48
22 <44 -8 40 45
23 41 42 43 14

24 37 -40 -39 <38
25 -53 -57 49 53
26 -5 -58 50 39
27 -35 -39 41 60
28 -56 -60 52 57
29 53 51 55 56
30 =19 -52 251 =50
31 -65 -69 61 70
32 -66 7062 71
33 -67 -T1 63 72
34 -68 -T2 64 69
35 65 66 67 63
36 -61 -6 -63 -62
37 277 81 73 82
38 -78 -82 74 83
39 <79 -8} 75 84
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40 -80 -84 76 &1

AL 777879 80

42 .73 -76 -T5 -4

43 -89 <93 85 94

44 -90 -94 86 95

43 -91 =95 87 96

16 -92 2906 88 93

47 89 90 91 92

A8 -85 -88 -87 -86

bodies /* une budy. defined Ly its uriented faces */
11234506 volume |
27891011 12 volume |
L3 1D 16 17 18 volume |
41920021 2223 24 volnme |
52526 27 28 29 30 vulime 1
G 3132 33 34 35 36 volume |
T U7 383940 41 42 vahune |
803 44546 47 48 volume |

segmentacian huloblastica espiral (primera particion)

/] enbefe // Evolver data for enbe of preseribed volime,
vertices

1 0.010.00.0
2200000
320199 0.0
12019920
a0.00 0.0 2.0
6200020
730001000
80.0200.0
01.992.00.0
10199 2.0 20
110.02020
120.00.01 2.0
edges /* given by endpoints and attribute */
11re

224

33

136

564

645
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715

826

934

1079

1198

1287

3121

14 10 11

15 11 12

16127

17109

181138

faces /¥ given Ly oriented edye loup */
1-1-3-2

2456

J-4-718

4-5-829

3-6-9437
6-12-11-10
7S

8-13 16 10 -17

917 1L -18-14

10-15 18 12 -16

Ludies /* one body, defined by its oriented faces */
112345 vahne 3.3
2678910 volnme 3.5

Segmentacion meroblastica discoidal

// segmerdisfe /¢ Evolver data for segtnentacion meroblastiea discoidal of
preseribed volime.
verticos
200020
22009320
32004975 1.0
4201025 1.0
5 2.0 1.0520
62.02.020
7202000
3200000
§0.00.020
10 0.00.45 2.0
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11 0.00.975 1.0
120.0 1.025 1.0
13 0.0 1.05 2.0
14 0.0 2.0 2.0
150.0 2.0 0.0
16 0.0 0.0 0.0
17 2009 0.0
182.01.100
190.00.9 0.0
200010100
edges /* given by endpuints and artribnte */
118

2187

376

165

554

643

7382

821

9816
10169
191

126 14
31415
14157

1520 15

16 14 13
171312
1812 11

19 11 10
20109
21210
21305
23412
20113
25317

26 18 4

27 1L 1Y

28 20 12
2917 18
3019 20
31817
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3216 19

faces /* given by uriented edge loup */

1 -11-10-9-1

2 8131-257

3 -12-3-14-13

4-20-19 27 -32 10

5 9323015 14-2-29 -31

6 [1-82120

7 1622-412

8 19-21-7-24

g -2217-23-5

10 1821-623

11 6252926

12 -18-28 -0 -27

13 2345-26

14 -16 13-1528-17

hudies /* une body, defined Ly its oriented faces */
1 1234567891011 1213 14 vulume 7.1

Construccion del Catenoide.

El drea A de nna superficie de revolucidn generada por la curva iy = y (a:) esti
dada por:

J'|
Aly(a) =27 /y(.r)llh' (5.108)
es derir
Iy DN ;
T S P CICIA NN 5
A= / y (.1.)\[1 | ( ) o (5.109)

L este easo el integrando es ina funciin 7= 1" (y,4/). por ende una primera
integral de la eenacion de Evler por (33) serd:

Kyl = (5.110)
(5.111)

(5.119)
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N : iy
w1ty - 2%1{::[7 = O (5.113)

y(l+y?) =y ?*

AL AL A a.114
VESZE (o4H)
4 (5.115)

_::_—"—ﬁ = (/'l
VI4y?
y se procede posteriormente a buscar paramétricainente la solucion haciendo y' =
sinli !
entonces:
Y .
—— T (.;’] (D. 1 16)
1 4 sinh?®!

v (5417
cosht ! o117)

1= (' cush t (5.118)

dunde faltaria expresar a 2 como funcion del parametro £, Introduciendo:

dy =y ~da (3.119)
dy
iy = — 5.12
! " (5.120)
1(C) - cushit)
[‘ = L"'—--l-**«--—-— 3.12
! sinht (3.121)
' i (7," ~sinhi - dt
L == / —— 5122,
./“ . sinh (6.422)
=y Oy (5.123)
y por lo tanto:
i = Cycushi .
5.
{ oo («/‘l - + (vl } lg,l-lhl)
qriedando como solneidn paramétrica (es decir eliminardo a #):
xr o (11_ N ,,'—(_,‘t
{ == ~L~l‘ ==2> ¢ = () cush ('—-(—,Ti) (5.125)
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gue conforman la familia de dos pardmetros de cafenarins que al givarlas for.
man las superficies llamadas catenoides, que es la solucidn buscada.

Las constantes (') y ') se determinan de la condicidn a la fruntera dada por
las courdenadas de lus puntos A y B a través de los runles deba pasar la sulaeién,
Segiin la disposicion de los puntus A y 14, se empieza cun el caso particular enando
A= (=1,h)y B=(+1,h). lacurva

, €~y o
y = C; cush (T-—) (5.126)
-

priede o no pasar por Ay 1.

Sustituyendo lus coordenadas de A v de /3 en las eurvas obtenidas se tienen:

L= h -0
= () cos) <~-w~:) i e = oS <~~—-v£> 5.12
) eosh a o coush ("1 (5.127)
el Oy I e
]‘ = ~"‘I (‘US]] («——(_-j—l———i) == F{;— = (‘.USll (-w:j‘.l> (5125)

entunces se ubtiene que:

osh (1-42) = LROD Y oy LG 102 L '
fubh( i ) = msh( o ) il £2 wmmh 1 - (Y = L4 (Y
== 0. Uy = () == Cy = ().

Tomando nuevamente la primera expresién de partida:

1 -,
I e, o= cush <-~-—(~—,——~2-> ley n==> h =z Oy cush -(-%,- (5.129)
) N

Luego para saber sic ¢ = € cush (%‘l‘) pasa por A = (~1 h) B = (L h)
se reditce al problema de despejar Cy de: ¢ - caush ;—3—; = i,

Ahora bien, la grdfica de la fancion: ¢ (C)) = €y cush - paa € = 0 se
caracteriza pur que: l

e ] | 1
W (C'y) == cush & Uy sinh = = cosh -— — L sinh !
) ! ,

( ] (. ] ("‘l (“l (,'l' (0]1;0)

y por enile:

v Pt 1 ! 1 1 1 | 1
() = -5 rr e sl e o e NG [ i ——— e sh —~—-
O(C) i sinh G cush G ( Uf) ( ()'2> sinh CoT cush 5

la enal es mayor a 0 y sn forma es:
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Luego la funcion ¢ tiene un minimo para las ¢y pusitivas.

Supongamos quie ¢ aleanza diche minimo en el valor Cy. este valor se deter-
mina de que ¢’ (€)) = 1), o sea de:

1
(‘USh El/;] - z‘ljl' sinh ‘(’,l" = {) (—)132)

os deeir de ;f;; tanh ;'—] = |Lestu es como raiz de :tanh iil‘T = ().

El valur aproximado de la raiz de la ecnacidn anterior es: Ciy == 0.83355 y el
valor de dicho minimo es:

y = 1mMin Y ,' T - rmmeee  EIZ 519 5 a!
p(Cy) = ’nlm(lly)(( 1) T 1.5127 (5.133)
V 0

En efecto, se presentan tres posibles casus:

Si h < p{Cy) en este casu los extremales que unan A cun 4 no existen.

Si h = o (Cy). entunces existird una sola extremal que une los puntos Ay 7.
Si h > (Cy). entunces existiran 2 extremales qite unen a los puntus Ay 13,
En este iltimo caso existen. para un valor dado de b > 2 (Cy), dos valores

de (', al menor de los enales Cyy cotresponde una catenaria mis baja v al mavor
Ciyp una catenaria mas alta.
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