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En el presente trabajo de tesis se tiene por objetivo encontrar las analogías entre radiadores de 
media longitud de onda acústicos y electromagnéticos. Para encontrarlas se hace un análisis en 
tres capítulos. En el primero se analizan los fiindamentos mecánicos para producir una antena 
acústica, en particular, se analizan los tres tipos de movimientos que pueden darse en una varilla 
delgada como resultado de deformaciones mecánicas, estos son: vibraciones longitudinales, 
torsionales y fiexurales. Para cada uno de los movimientos se deduce la ecuación de onda y sus 
relaciones de energía y potencia. También dentro del mismo capítulo se obtiene la ecuación de 
onda para varillas de sección transversal variable con diversos perfiles cilíndricos, estos son: 
cónicos, cónicos truncados, parabólicos y exponenciales. Todos ellos con la aproximación de 
varilla delgada. 

En el segundo capitulo, se analizan los fiindamentos de los radiadores electromagnéticos, 
empezando por las ecuaciones de Maxwell y tras alguna manipulación de las mismas, se 
introduce la Norma de Lorentz para deducir las expresiones del potencial escalar eléctrico y 
potencial vectorial magnético y obtener las ecuaciones de onda de ambos potenciales. Luego se 
hace una discusión para encontrar los potenciales de retardo y la radiación de un elemento de 
corriente. También se hace una discusión de las características generales de los patrones de 
radiación de antenas. Se hacen cálculos de la potencia radiada y resistencia de radiación de una 
antena y finalmente, en completes del trabajo ae hace un estudio independiente del tiempo en el 
potencial vectorial magnético y los campos eléctrico y magnético en antenas. 

Finalmente, en el tercer capitulo se hace un estudio de los radiadores planteados en el 
objetiva Primero se obtienen las condiciones de resonancia para una varilla delgada, después se 
obtienen las expresiones analíticas para la presión acústica debida a una pai de Lentes puntuales, 
es decir, un doblete acústico; dicho doblete se hace con una varilla delgada. Ésta es la antena 
acústica que se propone en el trabajo. Ahí mismo se obtiene su patrón de radiación. En la 
siguiente sección se discute acerca de las formas posibles de excitar la antena. En la siguiente 
sección se analizan las antenas electromagnéticas más importantes para obtener un panorama 
adecuado en el estudio de una antena de semilongitud de onda. Los aspectos analizados aquí son; 
antenas cortas, antenas de semilongitud de onda, su diagrama polar de radiación, la potencia que 
emite, su resistencia de radiación y el dipolo eléctrico. Con los elementos que se tienen hasta este 
punto, se procede en la siguiente sección a encontrar las analogías entre el potencial eléctrico y la 
presión acústica de las antenas de media longitud de onda. Yen la última sección se discute 
acerca de una corrección muy importante en las antenas electromagnéticas, se trata de la 
corrección por longitud efectiva, éste no es propio sólo de las antenas electromagnéticas, sino 



Introducción 	ii 

que se da también en las acústicas como la que se propone, sin embargo su efecto es 

despreciable, esto también se discute en la misma sección. Finalmente, en la última parte del 

trabajo se expresan un conjunto de conclusiones, 



1,1 Introducción, 

1.1 Introducción. 

En el presente capitulo se analizan los movimientos ondulatorios que pueden existir en un cuerpo 
sólido como resultado de sus propiedades elásticas. Para tal efecto, el sólido se considera como un 
medio elástico, isotrópico y homogéneo (i, a); otra hipótesis fundamental para el análisis es que el 
cuerpo es una varilla delgada y larga, esto es, que las dimensiones de la sección transversal eficaz 
son pequeñas comparadas con su longitud (3). 

Hay tres tipos fundamentales de vibración que ocurren en varillas delgadas, éstas se 
clasifican como longitudinales, torsionales y fiexurales (3). La forma en que vibran es consecuencia 
de sus propiedades elásticas (3). Para los tres tipos de vibración, se considera primero la deducción 
de la ecuación de ondas y su solución, posteriormente se deducen las relaciones de energía, 
potencia, finalmente se evalúa el movimiento vibracional con condiciones de frontera, que, para 
loa tres casos, se realiza con la varilla sujeta en un extremo y libre en su otro extremo, llamada fija-
libre. Así pues, no se analizan los casos de varilla fija-fija, libre-libre o libre-fija. 

En la última parte del capitulo se extraen conclusiones del análisis anterior para llevarlas a 
varillas de sección transversal variable; se deduce la ecuación de onda y se analiza la ecuación de 
onda para diversos perfiles y sus soluciones. Los perfiles considerados son cilíndricos dele forma: 
cónica, cónica truncada, parabólica y exponencial. 



1.2 Vibraciones longitudinales 

1.2 Vibraciones longitudinales. 

En el caso de vibraciones longitudinales, tos elementos de la varilla se extienden y contraen. 
Para varillas delgadas la deformación lateral no es significativa conforme las extensiones y 

contracciones se suceden (3,4). 

Para el estudio de ondas longitudinales en varillas resulta útil notar que el análisis es similar 

al de ondas planas en fluidos (2), es decir, que las expresiones matemáticas para la transmisión de 

ondas acústicas planas a través de fluidos, no sólo son similares a la transmisión de ondas de 

compresión a lo largo de una varilla, sino que, si el fluido está confinado en un tubo rígido, hay 

una estrecha correlación entre las condiciones de frontera (3). Además, sólo se necesitan 
considerar fuerzas (no momentos) y se obtienen ecuaciones parciales de segundo orden que 

conducen a la ecuación de onda. 

1.2,1 Ecuación de onda. 

Se han señalado en la sección 1.1 las hipótesis fimdamentales para el presente estudio de 
vibraciones en sólidos. Con éstas, considérese una varilla de longitud L y sección transversal S 
sujeta afuerzasfix,t); y la convención de que valores positivos def representan fuerzas de 

compresión y valores negativos indican fuerzas de tensión, como se muestra en la figura 1. La 

elección de esta convención hace que la compresión de un sólido, sea análogo a la compresión de 

un fluido por un incremento positivo de la presión. 

x dx 

Figura 1. Fuerzas compresivas en una varilla. 



1,2 Vibraciones longitudinales 

La aplicación de fuerzas, respecto a la posición en equilibrio, produce un desplazamiento 
longitudinal g = g(x,0 de cada una de las partículas de la varilla, Al pensar en una varilla delgada, 

este desplazamiento es el mismo en todos los puntos para cualquier sección transversal. 

En el resto del capítulo se adopta la siguiente convención: la coordenada del extremo 

izquierdo de la varilla es x = O y la del derecho x = L Un valor positivo de x representa un 

desplazamiento a la derecha y un negativo uno a la izquierda, Al aplicar tuerzas longitudinales, las 

partículas que se hallan originalmente en x se mueven una distancia g, de forma similar en un plano 
localizado en x+dx (con dr elemento diferencial de varilla no deformada), se mueven una distancia 

t+d4 a la derecha. Ver figura 2. 

+d4 

x 	 x + dx 

Figura 2. Deformación longitudinal ciddx en la varilla. 

Al ser pequeño d:c puede hacerse una aproximación en series de Taylor 

4+4=g+ eidc 
8x 

tras haberse desplazado el extremo izquierdo una distancia g y el derecho g+at, el incremento en 
longitud c4 del segmento está dado, con la ayuda de la ecuación 1.1, por 

(+d)-k---it 

(1.2) 



1.2 Vibraciones longitudinales 

La deformación e en el segmento se define como la razón de un incremento en longitud 
con respecto a la longitud original o 

riz az 

Siempre que se deforma una varilla se producen fuerzas elásticas; estas fuerzas actúan a 

través de cada plano de sección transversal de la varilla y mantienen a la varilla unida. 

El elluer:o en una varilla se define por la razón de fuerza/ aplicada a una superficie 

transversal S de la varilla o 

esfumo= 
S 
— 	 (1.4) 

Para una varilla homogénea e isotrópica, el esfuerzo puede describirse en términos de la 

deformación con ayuda de 1.3 y 1.4, e indica que la razón de esfuerzo a deformación es constante, 

cuyo valor es el módulo de Youug Y o módulo de elaslicidad, que es una propiedad intrínseca del 

material (a). 

o bien 	f  =—Y-83— 
i• 	az 

Esta relación se conoce como ley de Hooke (3). Debido a que un esfuerzo positivo da 

lugar a una deformación negativa, el signo negativo garantiza un valor positivo de Y (que es 

siempre positivo constante y característico en los sólidos) (3). Explicando más ampliamente este 

punto se tiene que, al aplicar un esfuerzo (fuerza positiva según la convención utilizada), la 
deformación que se produce es de compresión; la deformación es el cambio de desplazamiento 
respecto a la posición (ver ec. 1.3) y es una cantidad negativa pues es menor que cuando se halla 

en equilibrio. Para el caso de una tensión (fuerza negativa), la deformación producida es una 

elongación, que indica que el cambio de desplazamiento respecto a la posición es una cantidad 

pc,sitiva, pues es mayor a cuando se halla en equilibrio. 

Reescribiendo la ec 1.5 se tiene 

I = 
	

2x 
	 (1.6) 

como una expresión para las fuerzas internas longitudinales de la varilla.  



1.2 Vibraciones longitudinales 
S. 

Al ser f la fuerza longitudinal interna en x, la fuerza en x+dx es f + (óf ex)dx, por tanto, 

la tberza neta hacia la derecha es, para un elemento diferencial en la varilla 

df = f +11)(fr=-1-* ex 	ax 

Sustituyendo (1.6) se tiene 

df = SY—dx 
ac2 

La masa del elemento dx es pSdr, con p la densidad volumétrica, que por las hipótesis 

empleadas, es constante en toda la varilla. 

Por segunda ley de Newton, la ecuación de movimiento es 

a2g = pS dr 	 (1.9) et 2  

Substituyendo las ecuaciones 1.7 y 1.8 en 1.9 y reduciendo 

024 	P 024 
Y c12  

,572.1 1 02  
o bien 	

c12  "ir a' (1.10) 

Con 

la ec. 1.10 es la ecuación de onda longitudinal unidimensional (3). Cabe notar que la velocidad CL, e 
la onda longitudinil depende de las características (laicas intrínsecas en el sólido. (ver ec. 1.11). 

La velocidad c,, es frecuentemente llamada velocidad de la varilla, para distinguirla de otras 
velocidades que caracterizan a los medios sólidos (1). Resulta ilustrativo calcular la magnitud de 

cr para un metal común como el acero, su módulo de Young es aproximadamente 2x10" N/m2, su 

densidad es 8,000 Kg/m3; así pues c, :4. 5,000 m/s (=18,000 Km/h)(1). 

La écuación 1.10 tiene como solución general 

4(x, O = 41(0 	42(c/ .3-  x) 
	

(1.12) 

(1.7) 

(1.8) 



1,2 Vibraciones longitudinales 

La solución general compleja (en adelante todas las cantidades complejas se denotan por 

lertas negritas) es 

(1,13) 

con A y II constantes de amplitud compleja. Además, K = 	cL  es el número de onda y co la 

frecuencia angular (3). 

1.2.2 Energía y potencia. 

Tras haber encontrado la ecuación de onda para vibraciones longitudinales en una varilla; en la 

presente sección se encuentran las relaCiones de energía y potencia para el mismo tipo de 
vibraciones, para ello supóngase una onda viajera presente en una varilla delgada y larga dada por 

4,(x, r) = gin  cos(a col) 	 (1.14) 

La densidad de energía cinética (por unidad de longitud) asociada con la onda es 

§2.(É_4 
2 	a J 

Kt = % SpcoV„, sen2(cr con) 	 (1.15) 

Para hallar la expresión correspondiente a la densidad de energia potencial, es necesario 

conocer el trabajo requerido para estirar la varilla una cantidad 4 debido a la aplicación de la 

fuerza/ Dicho trabajo es 

dW = 1/2  fa% 

con esto la densidad de energía potencial por unidad de longitud es 

= dIV fitg fe 
2dx 2 

(1.17) 



12 Vibraciones longitudinales 

Sustituyendo las expresiones 1.6 y 1.3 en 1.17 se obtiene 

SY u_01 y 
2 	ac J. 

% syK2g sen'(tcx - oi) 

Vi 	SpoN. seni(xx - coi) 	 (1.18) 

donde se hizo la sustitución Yx2  = pw'. 
Con estos resultados la densidad total de energía (Ki + Vi) es 

SpoV„, sen2(xx - cut) 	 (1.19) 

La densidad total promedio de energía es 

Ei .= Slx0241. 	 (1.20) 

esto haciendo uso del hecho que para un periodo 

sen2  (xx - col) ='/r 
	

(1.21) 

nótese que al dividir 1.20 por S, se tiene la expresión para la densidad volumétrica de energía. 
La potencia P transportada por la onda representada en la ecuación 1.13 se da por 

p 	_ ev = 	— — a 	 (1.22) 

para ello se emplea la ecuación 1.6. 
El resultado para la potencia es 

P = Spc&e, sen2(xx ot) = ct,E1 	 (1.23) 

La potencia promedio transportada es, por tanto 

P= 1 / 2  Spciskn, = cLE1 	 (1.24) 

que se interpreta como la densidad promedio total de energía moviéndose con velocidad CL. 
La intensidad 1de una onda es la potencia transportada por unidad de área normal a la 

dirección de propagación. De donde 

Ya» 	Ido 	 ágh, 	...•—•• 	1. 	11•%. 



1.2 Vibraciones longitudinales 

1 = 1/2  PcLoAln 

para ondas longitudinales en una varilla delgada (i). De las ecuaciones 1,20, 1.24 y 1.25 se 

observa que la energía promedio, potencia promedio e intensidad dependen de cantidades 

intrínsecas del material en el cual se propaga la onda. Además se observa que estas cantidades 

&ticas dependen del modo m-ésimo del desplazamiento, por lo que es necesario aclarar que aun 

cuando las cantidades son promedio, al tratarse de un promedio temporal, no guardan un 

promedio modal; por lo que no debe interpretarse como una cantidad absoluta sea cual fuere el 

modo de propagación. 

En la presente sección se aplican condiciones de frontera a la varilla, de modo que esté 

rígidamente fija en x = O y libre para moverse en x = L 

Si no es posible que la varilla se mueva en x = O, entonces el desplazamiento es nulo, esto 

es, 4 = O en x = O. El que en x = L esté libre para moverse, implica que no puede haber fuerzas 

elásticas internas, en consecuencia, j= 0; dada la expresión 1.6 esta condición es equivalente a 

que bedex--0 en x = L. 

La aplicación dei; = O en x = O mediante la expresión 1.13 da A + B = 0, de tal manera que 

1.13 se convierte en 

g = Aefol(rixx eixx) -2jAelo tsen(xx) 	 (1.26) 

Al aplicar la segunda condición de frontera, t94 / Dx = O en x = L, da cos(xx) = 0 

(2n —1)7c  
K, —

2L 	
n = 0,1,2,... 

que equivale a 
(2n —1)xc 

= 
2L 

(2n-1)c 
v" 	4L 

rar 1111 Mal la I k.11..1111. 	w u 	r. W." lik/rnewlymo " 



1.2 Vibraciones longitudinales 

La frecuencia y del primer sobretono de una varilla fija-libre, es tres veces mayor que su 

fundamental. Debido a la ausencia de armónicos pares (3), la calidad del sonido producido por una 
varilla vibrante fija-libre, es de menor calidad al producido por una varilla, por ejemplo, libre-libre 

o fija-fija, en que sí están presentes dichos armónicos. 

El desplazamiento complejo ga  correspondiente al enésimo modo de vibración es 

gn  = -2jAnci"dsen(Knx) 

( Ancos(ron0 + Bnsen(oni) )sen(rcnz) 

donde las constantes de amplitud reales An  y Bn  están perfectamente definidas por 2An=Bn+jAn. 

La solución completa es la suma de todas las soluciones armónicas separadas 

0,0 = E (Ancos(ong) Briseltonl) ) 10 (iW) 

Si las condiciones iniciales del desplazamiento y velócidad se conocen, se puede usar el 

teorema de Fourier para evaluar An  y Bn (3); 

A "ro. XrPrealls r 
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1.3 Vibraciones torsionales 	10 

1,3.Vibraciones torsionales. 

En el caso de las vibraciones torsionales, cada sección transversal de la varilla, rota alrededor de 

su centro sobre su propio plano transversal, permaneciendo el eje central sin disturbio (4). 

Supóngase una varilla de sección transversal S, a lo largo del eje de la varilla su densidad p es 

uniforme y su módulo de rigidez o módulo cortante p es también uniforme al ser un medio 

isotrópico 

1.3.1 Ecuación de onda. 

El primer paso para calcular la ecuación de onda es calcular la torca necesaria para torcer un 

ángulo a un tubo de sección transversal constante de longitud L. Para ello, considérese un 

casquete cilíndrico de radio r y espesor dr. En la figura 3 se muestra el casquete cilíndrico, 

supóngase como resultado de un esfuerzo cortante circunferencia, f. actuando a través de los 

extremos de áreas dS= 2grdr, un par de torcas d'U iguales y opuestas, ubicadas en los extremos 

del casquete. 

t 

dm 

L 	  

Figura 3. Casquete cilíndrico sometido a una torca constante. 

El momento de la fuerza cortante es 	 ,,.• 
..r. 	 ,... 

, 	 tifi 
tilf = «OS = 2rtr2folr 	 (1,33) 	 1, 

El desplazamiento cortante en el casquete es medido por el ángulo a (estrictamente tana 

entre la linea paralela al eje y la dirección que toma tal linea al torcerlo. De la geometria de la 

figura La 	Así, que el desplazamiento cortante es 

11= tan(a) a = ro I. 	 (1.34) 

Mal 	11.1111 » 	 11 11 
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1.3 Vibraciones torsionales 	11 

La ley de Hooke (3) indica que si la deformación es pequeña, el esfuerzo es proporcional a 

Sustituyendo las ecuaciones 1.35, 1.34 y 1.33 en 1.35 se tiene 

que integrándola en el casquete resulta 

M na4µ40 
2L 

La cantidad (1) es llamada constante de torsión de el tubo y es la torca necesaria para torcer 

el tubo un ángulo de un radián. Una aplicación de esto se presenta al torcer una fibra, usada en una 

balanza de torsión y otros aparatos sensibles, en ellos la constante de torsión es proporcional a Ir 

cuarta potencia de su diámetro, a, como se ve en la ecuación 1.37. 

La figura 4 muestra un elemento ch de varilla con su eje a lo largo del eje longitudinal X. 

\ 

/ 	 £,+n dx 

	 , 
dx 

Figura 4. Elemento de varilla torcido por una onda torsional. 

Cuando una onda de torsión está presente, para cualquier instante de tiempo, el extremo en 

x rota un ángulo 4) por la onda, mientras el extremo x + dx rota una cantidad 4i  + (N/Dx)dx. 
Acorde con 1.37, la torsión neta del elemento d4 = (N/ax)aht, requiere una torea de magnitud 

=  
2 ex 

ihablileb kg 	 'a 41,  ./..-"Y•ona. A 0,  
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Si en X actúa una torea de -Al, y en x + civ una de torca M + Ce» exA, no solo la 

condición de torque se satisface ya que hay una torca desbalanceada (bAllí».1x que dará una 

aceleración angular. El momento de inercia del elemento alrededor del eje es 

	

di= 1/2  citna2  = 1/27ca4pdc 	 (1.39) 

Por otra parte, una torca 41 para un elemento de inercia 41 (5) para una varilla redonda es 

--»/ (d/ 5—t)•=d/t1 	 (1,40) 
dr 	a' 

pero la torea total, que es la suma de la actuante en x + dx y en x, es 

avt dM = de 

entonces de las ecuaciones 1.40 y 1.41 se tiene al igualarlas 

OM0= 4) = a P--- 
Bx 2 01 2  

(1.41) 

(1.42) 

Derivando la ec. 1.38 respecto a x e igualando con la ce. 1.42 se obtiene tras cancelar los 

términos comunes 

84 N Mt) 
ex' p ar' 

o bien 
a4)_ 1 ' 0.1 

 

c'x'rc': 3,3  

(1.43) 

con c
, _ p 

— (1.44) 

Nótese nuevamente, al igual que las ondas longitudinales, que las ondas torsionales son 

independientes del radio de la varilla y que la velocidad cf  de propagación de ellas depende de 

propiedades intrínsecas en el material. Además, no es necesario hacer aproximaciones para obtener 

la ecuación de onda para la varilla redonda. Por lo tanto, las frecuencias de los modos normales de 

alar•kbrs "ir IP "0 ',AY Át árs""ar711.19 J ifr 



una varilla de longitud L cuyos extremos están libres para torcerse constituyen una serie armónica 

exacta (a). 

Comparando 1.43 con 1.10 se encuentra que las dos ecuaciones de onda, para vibraciones 

torsionales y longitudinales, respectivamente, son idénticas excepto por la velocidad de 

propagación de la onda, que respectivamente se da por 1.44 y 1.11. No obstante, estas cantidades 

son constantes en cada tipo de vibración. 

Así pues, la solución encontrada para las ondas longitudinales es también solución para las 

ondas torsionales, con su debida traslación de constantes. Por lo tanto, la solución real es 

= (Met - x) + 4i2(ct + x) 

y la solución general compleja es 

41 . Aeot-K' 	aextot+tu) 

con x = ru /cf el número de onda y co la frecuencia angular. 

Mediante la ecuación Y = 2111 + o), con a la razón de Poisson se tiene que la velocidad 

de las ondas torsionales es menor que para las ondas longitudinales en un mismo material por un 

factor [20 + Oí, el cual en la mayoría de los metales, donde o 5. 0.25, vale alrededor de 0.6 (3). 

1.3,2 Energía y potencia. 

La densidad de energía cinética, por unidad de longitud, se da (5) por 

di ("  = 	71 Y - 

Suponga una onda viajera en al varilla, de la forma 

= ttimcos(xx + cut) 

Sustituyendo las ecs. 1.39 y 1.48 en 1.47 se obtiene 

4 rta4 pco 211„ sen'(<5, +xx) 

mur Aro J. 3"3:14, I dr9.7,41.77r» .11 

z 

(1.47) 

(1.48) 
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210w 211 sen2(ot + xx) 
	

(1.49) 

donde 1 
=

2
p (1.50) 

el término es conocido como momento de inercia por unidad de longitud de la varilla, 

Al igual que en la sección anterior, para encontrar la expresión que describa a la densidad 
de energía potencial, es necesario conocer el trabajo requerido para torcer a la varilla una cantidad 
11. La expresión para el trabajo es 

diff = 	LOS 	 (1,51) 

Sustituyendo 1.34 en 1.51 se tiene 

dW=51ráldS 	 (1.52) 

para hacer a 1.52 más &millar, se sustituye 1.33 y se obtiene 

W= 141'4 	 (1.53) 

La densidad de energía potencial, por unidad de longitud, se da (a) por 

4" 
	

(1.54) 

donde sustituyendo las ecuaciones 1.38, 1.48, 1.50 y con el cambio pe)2  por lo? en 1.54 se tiene 

2  
= 

2
—I, 41.sen(ot +x x) 	 (1.55) 

Comparando las densidades de energía potencial y cinética, dadas respectivamente por las 
ecuaciones 1.55 y 1.49, se encuentra que ambas son iguales; y la densidad total promedio de 
energía es 

1 = 
	

(1.56) 

y la potencia que pasa a través de cualquier punto es 

P = — M 11- 	 (1.57) 



que para la onda armónica dada por 1.48, con las expresiones 1.38 para M, 1.50 para I y 1.44 

para c, se tiene 

(1.59) 

Esto significa que la transmisión de potencia es la energía total por unidad de longitud 
fluyendo con la velocidad de onda ct  (1). 

Finalmente, la relación para la intensidad 1 es 

I Io  ci  021' 
2 	S 

1.3.3 Condiciones de frontera. 

Se aplicarán las mismas condiciones de frontera que a la varilla sujeta a vibraciones longitudinales, 

o sea rígidamente fija en x = O y libre en x = L, El que esté fija significa que la constante de torsión 

es nula , es decir + = O para x = 0. Para el extremo libre se tiene que no hay transmisión del 
momento de torsión, por tanto, M= 0, que con la expresión 1.38 equivale a 4/8x = O. 

Vale la pena hacer notar que hasta ahora las ecuaciones resultantes para vibraciones 
longitudinales son exactamente del mismo tipo que para vibraciones torsionales, inclusive ante las 
condiciones de frontera. Con estos antecedentes, el procedimiento matemático es el mismo en 

ambos casos, se resume dando los resultados equivalentes. Los eigenvalores son 

_ (2n-1)a  
2L 

co —
(2n-l)c,n que equivale a 

n = 0,1,2,... 	 (1.61) 

2L 

y la potencia total promedio es por lo tanto 

(1.62) 
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o bien
4L 	

(1.63) 

También aquí se da la misma falta de calidad en el sonido producido debido a la ausencia 

de armónicos pares, comparativamente con la varilla libre-libre o fija-tija. 

La solución'real completa se da por la suma de las soluciones armónicas, esto es 

= E (A„ coso) „t + 1311 seno ,,t)senx „x 
	

(1.64) 
n•I 

con 2A,, = + jA„ dando la conexión entre los valores complejos y reales. También es posible 

evaluar los valores de A. y B„, mediante el teorema de Fourier, conociendo las condiciones 

iniciales. 
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1.4 Vibraciones flexurales. 

Se han visto ya dos movimientos distintos, producidos por vibraciones longitudinales y por 

vibraciones torsionales; el que ahora ocupa es el producido por vibraciones flexurales, a éstas se 

les conoce también como vibraciones transversales (2) y como vibraciones laterales (á). En el 

presente trabajo se maneja únicamente el término de flexurales; en este tipo de movimientos no 

sólo se producen momentos de flexión sino también fuerzas cortantes (2,3). El acoplamiento 

interno entre las deformaciones hace dificil, cuando no imposible, tener uno sólo de dichos 

movimientos sin la presencia de otro. Por ejemplo, si una varilla larga y delgada se soporta por la 

mitad y se pone a vibrar con un golpe de martillo dirigido tan cerca como se pueda de su centro, a 

lo largo del eje de la varilla, por lo general se encuentra que la ligera excentricidad inevitable en el 

golpe genera predóminantemente vibraciones flexurales, en vez de las longitudinales que se 

deseaban (3); de aquí que, casi siempre existen varios tipos de movimientos con cualquier 
excitación. 

1.4,1 Ecuación de onda, 

Considérese una varilla con área transversal S de simetría bilateral uniforme, densidad uniforme 
p, módulo de elasticidad o máchdo de Young Y y longitud L (1), hágase también que la 
coordenada x mida las posiciones a lo largo de la varilla (3). Cabe advertir que para el análisis 
presente se ignora el efecto de la gravedad (2). 

Cuando la varilla se dobla como se muestra en la figura 5, la parte inferior se comprime y 

la superior se estira, existe pues un plano en el cual la deformación es nula, a dicho plano se le 
conoce como plano neutro, denotado por 00'. En este plano la longitud es la misma que la 
longitud de la varilla sin doblez, esto es, R = LO (2). 

o 

// 

\‘, d 

Figura 5. Vista exagerada de un elemento dx de varilla bajo flexión. 
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Considérese ahora un elemento de la varilla de longitud dx, y supóngase que la flexión de 

la varilla se mide con el radio de curvatura R del eje neutro. Sea Sr = (2115x)dx el incremento de 

longitud debido a la flexión de un filamento de la varilla, denotado por DD', localizado a una 

distancia r del eje neutro, Entonces la fuerza longitudinal df está dada por 

8x 	DI., 

	

df = —YdS— = —YdS-- 	 (1.65) 
dx 	ax 

donde dS es el área de la sección transversal del filamento. El valor 8x para el filamento particular 

considerado en la figura 5 es positivo, por lo que df es una tensión y en consecuencia, negativa. 

Para los filamentos que están debajo del eje neutro, 8x es negativo, dando asi una fuerza de 

compresión (3), en la figura 6 se muestran tales cantidades. 

 

• 
11.11.1111.1 
mis  

     

sao' 

Fuerzas del 
elemento 

Vista transversal 

   

Porción de 

varilla 

   

   

      

       

Vista 	lateral 

     

Figura 6. Vista lateral y transversal de una varilla flexionada. 

La deformación es, como ya se dijo en la sección 1.2, el cambio de longitud respecto a la 

longitud original, así pues, para el filamento 6x, la deformación es 

e = 
(y +R)4,- 	r 

(1.66) 
R 

El esfuerzo que soporta el filamento está dado por df I dS, con este resultado y con 1.66, 

la ley de Hooke (2) queda como 

rff = 
dS R 

rdS 
o bien  

R 
(1.67) 
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La fuerza longitudinal total f =I df encero, ya que las fuerzas negativas por arriba del eje 

neutro se cancelan con las fuerzas positivas abajo de dicho eje. Sin embargo, hay en la varilla un 

momento de flexión M dado por 

M = j rdf = - (Y R) l r2dS 

Sea la constante definida como 9 	[1 r2dS] / S entonces 

M = 
YS02 

Puede considerarse a la constante 9 como el radio de giro del área de sección transversal 

S, por analogia con el radio de giro de un sólido. Por ejemplo, el valor de 9 para una varilla de 

sección transversal rectangular es i 1451, donde i es el grueso de la varilla medida en la dirección 

y, otro ejemplo es una varilla de sección transversal circular de radio a, 9 = 
En general, el radio de curvatura R no es una constante sino más bien una función de la 

posición a lo largo del eje neutro. Si los desplazamientos y de la varilla están limitados a los 
valores pequellos, ay/ex « 1, entonces se puede usar la relación aproximada 

(1+( -4-:?j) 
R 	 

sustituyendo 1.70 en 1.69 se obtiene 

M=—YSte
2 	

(1.71) 
ax 

En la situación ilustrada en la figura 5, la curvatura es tal que hace 05/&? negativa, y en 
consecuencia el momento de flexiónM es positivo, para obtener la curva ilustrada, el par de 

torsión aplicado al extremo izquierdo del segmento & debe actuar en contra de las manecillas del 
reloj o en una dirección angular positiva, de tal manera que 1.71 da la torea que actúa en el 

extremo izquierdo tanto en magnitud como en dirección. De tal manera, la torea del extremo 
derecho del segmento debe actuar en la misma dirección en la que giran las manecillas del reloj, 
con el resultado de que es negativa y está, entonces, representada en dirección y magnitud por 4f. 

(1.69) 

0 2 y  
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El efecto de deformar la varilla produce, no sólo momentos de flexión, sino también 

fuerzas cortantes: Considérese una fuerza cortante hacia arriba Fy que actúa en extremo izquierdo 

del segmento dr como positiva, ver figura 7. 

Fy 

-M( x+dx ) 

Fy 
	 x♦d x 

Figura 7, Momentos de flexión y fuerzas cortantes en una varilla. 

entonces, la fuerza cortante asociada que actúa en el extremo derecho del segmento esta dirigida 

hacia abajo y en consecuencia es negativa. Cuando una varilla flexionada está en condición de 

equilibrio esiditeo, las toreas y las fuerzas cortantes que actúan en cualquier segmento deben estar 

relacionadas de tal manera que no produzcan un momento de giro neto. Tomando momentos 

alrededor del extremo izquierdo del segmento de la figura 7, se tiene 

M(x)— Al(x + dr)= 	d'O& > 	 (1.72) 

Para segmentos de pequeña longitud dx, M(x+dx) y Fy(x+dr) pueden expandirse en 

series de Taylor alrededor de x y esto dando 

(7M 
T39
.,‘, 2  85 

=   
ex 	ex' 

(1.73) 

donde se han omitido los términos de segundo orden en dx. 
Esta relación entre la fuerza cortante Fy y el momento de flexión M se ha derivado para 

una condición de equilibrio estático. Para vibraciones fiexurales de una varilla, el equilibrio es más 

bien dinámico y del lado derecho de 1,72 es igual a la rapidez de aumento del momento angular 

del segmento. Sin embargo, si el desplazamiento y la pendiente de la varilla se limitan a valores 

pequeños, se pueden pasar por alto las variaciones en el momento angular, y la ec. 1.73 es una 

buena aproximación para la relación entre Fy y 

1101•11 	IMMO. 'I" 
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La fuerza neta hacia arriba que actúa en el segmento dx esta dada por 

dFy  = Fy  (x)— Fy  (x dx) 

dF›, = — OF x  dx 	 (1.74) 

Esta fuerza dará al segmentci una aceleración hacia arriba, y debido a que la masa del 

segmento es pSdx, la ecuación de movimiento es 

Pdx 21= —Y922-41  Bx4  

(1.75) 

con _ 
— 

P 
(1.76) 

donde c,, es la misma que para las ondas longitudinales. 
Existen diferencias significativas entre los tres tipos de vibraciones, en particular aparece 

en la ecuación de movimiento una derivada parcial de cuarto orden respecto a x, mientras que en 
las anteriores son de segundo orden respecto a la misma; por tanto las soluciones de la forma 
f(ct x) no son soluciones de 1.75. Otra diferencia importante es que las ondas flexura es no viajan 
a lo largo de la varilla con velocidad constante yen forma invariable, más adelante se discute 
con mayor profundidad acerca de la velocidad de la onda. 

Supóngase que se puede resolver 1.75 por separación de variables, y escribirse el 
desplazamiento transversal complejo como 

v a '11(x)ei4 	 (1.77) 

Al sustituir en 1.75, la función exponencial del tiempo se cancela, dejando una nueva 
ecuación diferencial total que implica a '1' sólo como una función de x, 

PP m r  = 
8X4 	Ci  K 2  

o haciendo 	v= cFcr; 
	

(1.78) 
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ax4  
(1.79) 

Supóngase ahora que 'e puede expresarse como una exponencial de la forma 
1P=Aexp(xx), que al sustituirse en 1.79, permite obtener 

4 
=( fn) 

V 	2  f 

Esto puede satisfacerse con cuatro valores 9 = ±9/y, cp = t.joilv. Por lo tanto, la solución 
completa está dada por la suma de estas cuatro soluciones 

= Airk  + Belirjv  + Coi  + Dei 	 (1.81) 

donde A, 0, C y D son constantes de amplitud compleja. La solución para los desplazarnientosy 
es pues 	

elm(Ae'" + Be m  + C 	+ De4'n 	 (1.32) 

Ninguno de los términos individuales de 1.82 representa ondas que se mueven con 
velocidad cL. Por ejemplo, el ultimo término representa una perturbación ondulatoria que se 
mueve con una velocidad de fase y, pero de 1.78 se ve que ves en si misma una función de la 
frecuencia, de tal manera que ondas de diferentes frecuencias viajan con diferentes velocidades. En 
una onda compleja que contenga varias componentes de frecuencia, lea componentes de alta 
frecuencia viajan con velocidades mayores y, por tanto, se adelantan a las de baja frecuencia, se 
alternando así la forma de la onda. En consecuencia, es dificil dar una definición precisa de lo que 
significa la velocidad de tal onda. Sin embargo, cada componente de frecuencia de la onda 
compleja viaja a su propia velocidad v, la llamada velocidad de fase de la componente. Esta 
situación es análoga a la transmisión de la luz a través del vidrio, donde las diferentes 
componentes de frecuencia de un haz de luz compleja viajan con diferentes velocidades, y se 
origina la dispersión. Una varilla vibrante es un medio dispersivo para ondas flexurales. 

Le solución de 1.75 es la parte real de 1.82. Puede obtenerse de una manera conveniente si 
se usan identidades hiperbólicas y trigonométricas 

y = cos(cor) [ Acosh(cor/v)+ Bsenh(coz/y) + Ccos(ox/v) + Dsen(oxh') I 	(1.83) 

(1,80) 
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donde A, B, C y D son constantes reales. Aún cuando estas constantes están relacionadas con las 

constantes complejas A, B, C y D, dichas relaciones no tienen importancia ya en la práctica; A, B, 
C y D se evalúan directamente mediante la aplicación de condiciones iniciales y de frontera 

1.4.2 Energía y Potencia. 

Una vez encontrada la expresión para la ecuación de onda flexural y su solución, ahora toca 

encontrar las expresiones para la energía y la potencia en una varilla delgada. 

Supóngase una onda flexural armónica viajando en dirección positiva 

Y m  YfficosOcr (00 

La velocidad de dicha onda, con la sustitución 1.80, es 

or 
cr = 	r-" (o) CL  (p)1/2  

(1.84) 

(1.85) 

ºt 

Que expresado de otro modo, con ayuda de la expresión 1.80 para eliminar o) al despejarla, 

la velocidad flexura! es 

Cr = 	

= 2itxtpc 	
(1.86) 

De 1.86 se sigue que la velocidad de la onda flexura! varía inversamente con la longitud de 

onda, Una varilla pues, tiene tanta dispersión como ondas flexurales estén presentes (a). 

El trabajo externo requerido para doblar el elemento dr a un radio de curvatura R, es 

uff   = Mde Mdr 

	

2 	2R 
	 (1.87) 

que mediante las expresiones tomadas en 1.70 y 1.71 al sustituir en 1.87, entonces la densidad de 
energía potencial, por unidad de longitud (a) es 

	

= dW 	S (0212  
dr 	2 
	 (1.88) 

esto asociado a la onda expresada por 1.84 da 
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2 
—Yrp2 Sic'y sen(xx -cut) 
	

(1.89) 

cuyo valor promedio es 

=4 	4 
Y93Stc5„,2  -1-pSo2y.2 	 (1.90) 

Ahora, la densidad de energía einéfica asociada a la onda es 

y su valor promedio es 

l
º 

2 lacl 2
S 
 

= 4 P1)2311  

2Y,2  sen (cc - 	 (1.91) 

(1.92) 

Al comparar las densidades de energía cinética y potencial (ecs. 1.91'y 1.89) así como sus 

valores promedio respectivos (ecs. 1.91 y 1,90), se observa que ambos son idénticos. Con esto, la 

densidad total do energía es 

r-- -1-pSe) 2  2 
m (1.93) 

La potencia transferida por una onda flexural es un poco más complicada de calcular. La 
potencia se transfiere de una posición a otra por una fuerza cortante Fy, actuando en conjunción 
con la velocidad de desplazamiento Oy101; también el momento de flexión M actuando en 
conjunción con la velocidad angular aya& Tómese la convención de signos siguiente: valores 

positivos en Fy y Oye, constituyen un flujo de energía de dirección positiva; mientras valores 

positivos en M y en 02y/exai constituyen flujos de energía en la dirección negativa. El flujo total 

de energía pasante en la dirección positiva es 

P=F LY -M °  
Y  Ox 	ates 

2 
(1.94) 

Sustituyendo 1.71 y 1.73 en 1.94 se obtiene 



(ay 4i 05, 05) 
c?‹ 3  a -  a,  dca ) 

con esta expresión, la potencia transportada por la onda viajera representada por 1.84 es 

P 	Y92S[K30/,„ ( sen2(toc - tot) + cos2(ter - og))] 

2 3 2  P 	Y9 Sic ay. = pScf  w2y. 	 (1.96) 

Este cálculo exhibe que cada uno de los términos en 1.94 contribuye igualmente a P. Para 
toda posición y tiempo los dos términos están fuera de fase (de ahí el término seno y coseno de 
196), la potencia instantánea es una constante independiente de x y I. Esta es una gran diferencia 
con las ondas estudiadas previamente, 

Como conclusión, el cálculo de la potencia 1.96 y la densidad total promedio 193 
muestran que 

P = P .(2cr )Ei  (1.97) 

al igual que las otras ondas estudiadas, el flujo promedio de energía es "tantas veces" la velocidad 
de onda por unidad de onda por la densidad promedio de energía, excepto que aqui hay un factor 
2 extra, este factor tiene relación con la velocidad de grupo, que no se trata aquí por no tener 
relevancia en el trabajo de tesis. Sin embargo, si se desea más información puede hacer uso de la 
referencia (i). 

1.4.3 Condiciones de frontera. 

En la presente sección se resuelve la ecuación de onda flexural con condiciones de frontera. Para 
obtener la solución completa son necesarias cuatro condiciones de frontera, dos por cada extremo, 
las formas particulares de éstas dependen de la naturaleza del soporte. Al igual que en las ondas 
estudiadas anteriormente, se ve el caso de la varilla fija-libre. Las deducciones se dan a 
continuación. 
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a) extremo fijo, x = O. Si el extremo de la varilla está rígidamente prensado tanto el 
desplazamiento y, como la pendiente aylex, deben ser nulas para todo tiempo, Las condiciones de 
frontera son pues 	

y = O 
(1.98) 

e/< — 
b) extremo libre, x = L. En el extremo libre no puede haber ni un par de torsión externo aplicado, 
ni una fiierza cortante, y por tanto My Fy son cero en el plano localizado a una distancia 
infinitesimal del extremo. Sin embargo, el desplazamiento y la pendiente no están restringidas 
excepto por la condición general de que sean pequeños. De 1.71 y 1.73 al igualarlas a cero y 
despejar se tiene 

(1.99) 

Al aplicar las condiciones de frontera 1.98 en x = O a la aolución general dada por 1.83 se 
obtiene O a  A+ C y 0=B+ D, de tal manera que la solución general se reduce a 

y 

	

	 V c°14%)[ A  (cwheiv c°&v ))+ (senh(121)— Se 11(11))] 

La aplicación adicional de las condiciones 1.99 en x = L da 

A(co
.116A) ,*  cnioA)).  _B(seedy_Li + se,1ª1.1»)) 

) 

Arseeitti,)4. serpt_ 
),
q_.))...,B

(
cesk (tuA)+ eefo21..)) 

v "1. 	 v "l » 

(1.100) 

Es imposible que ambas ecuaciones cumplan la igualdad para cualquier valor de frecuencia. 
Para determinar cuales frecuencias cumplen la igualdad, se divide una ecuación entre la otra 
cancelando las constantes A y B. Luego se multiplica en forma cruzada y se simplifica mediante las 
identidades cos:0 + sen=6 =1 y cosh2O — senh 2 9 =1.Esto da 
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cos 
aillco(a)L).  

Una forma de obtener las raíces de esta ecuación trascendental es graficando las curvas de 
cosh(coL/v) y sec(WL/v) como fiinción de oiL/v, y después determinandd sus intersecciones. Sin 

embargo, el procedimiento es impráctico excepto para valores pequeños de o) Uv ya que el coseno 
hiperbólico aumenta de manera aproximadamente exponencial al aumentar oiLiv. Una manera de 
1.101 más conveniente se obtiene con la aplicación de las identidades 

o — cose)  
tan — 

2 	1+ cosí) 
li 	-'1 

tanhO cosh  
cosh + 1 

con éstas, 1.101 se transforma en 

col o)L — = tanh- 
2v 	2v 

(1.102) 

La figura 8 es una gráfica de las bidones cot(o3L/2v) y ± tanh(o)L/2v) graficadas contra 

o)1../2v. De loa puntos de intersección de estas dos curvas se determinan las frecuencias 

correspondientes a los modos de vibración permitidos, y están dadas por 

ZL 
4 

= —(1.194, 2.988, 5, 7,...) 
2v  

.2.0 

.1.0 

o 

1 	
1utan 

• lüth • r :U 
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Figura 8. Curvas que muestran las funciones tangente, cotangente y tangente hiperbólica. 
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El valor numérico de la tangente se aproxima a la unidad para todos los ángulos mayores 
que n, por lo tanto, para tales ángulos las raíces de 1.102 están dadas con mucha aproximación 
por los ángulos o L/2v = (2n —1)44, donde n = 3, 4, 5,.., y la cot(mL/2v) es secuencialmente 

Para las dos frecuencias más bajas permitidas se deben usar los valores exactos 1.194n/4 y 
2,988n/4. 

Sustituyendo la ecuación 1.78, que es una expresión para v, en 1.103 y elevando al• 
cuadrado ambos lados, se tiene 

=1-11--LP 
81) 

 (1.1942,2.9882,52, 72,—) 

como expresión para las frecuencias permitidas en vibraciones flexurales de una varilla fija-libre. 
Por lo tanto, la aplicación de las condiciones de, frontera limita los modos de vibración permitidos 
de una varilla finita aun conjunto discreto de frecuencias. Otra cosa notable es que los sobretonos 
de le varilla no son armónicos de su ftandamental, 

La tabla 1.1 da los valores de varias cantidades físicas interesantes del análisis del 
movimiento vibracional fljo-librc Teniendo 100 cm de longitud, prensada en x = O cm y libre en x 

100 cm, En la primera columna se observa la desarmonía con la flindamental; el primer 
sobretono tiene frecuencia mayor que el sexto armónico de una cuerda de la misma frecuencia 
Atadamente!. Si una varilla es golpeada de tal manera que las amplitudes de vibración de algunos 
de los sobretonos sean apreciables, el sonido producido tendrá una cualidad metálica. Pero estos 
sobretonos de alta frecuencia se amortiguan rápidamente, de tal manera que el sonido inicial 
pronto se suaviza para convertirse en un tono puro, cuya frecuencia es la de su flindamental. Un 
diapasón exhibe dichas cuacteristicas, de un sonido metálico que rápidamente decae dejando un 
tono casi puro. 

TABLA 1.1 Vibraciones flexurales características de una varilla fija-libre. 
Frecuencia. Velocidad de fase. Longitud de onda 

(cm) 
Posiciones nodales 

(cm del extremo 
prensado) 

vi  vi  335.0 0 
6,26 v, 2,50 v, 133.4 0, 78,3 
17.55 y, 4.18 vi  80.0 0, 50.4, 86,8 
34.39 y, 5.87 vi  57.2 0, 35.8, 64.4, 90.6 

Weill S 11010.. wa lb YA Y MI Ya 12 	Ali 	 MI • 1.4.111 l - - 	///, 



1,4 Vibraciones flexurales 

Algunas otras aplicaciones de las varillas fijas-libres, lo constituyen las lengüetas vibrantes 
usadas como normas de frecuencia de frecuencimetros, y como componentes en filtros eléctricos 
de baja frecuencia. Es posible ajustar la frecuencia fundamental de resonancia de tales lengüetas 
variando el grueso y en consecuencia 9, o variando su longitud. Hay que hacer notar que 
conforme se duplica la longitud, la frecuencia se divide entre cuatro. 

La distribución de los puntos nodales a lo largo de la varilla, es mucho más complicada que 
en los casos considerados previamente, ya que no están distanciados uniformemente a intervalos 
de //2 sino que tienen un esparcimiento irregular. Más aún, hay tres tipos de puntos nodales, es 
decir, posiciones donde y - O todo el tiempo. El punto donde la varilla está prensada es un nodo, 
caracterizado por las condiciones Dy/ar = O. El siguiente grupo de puntos nodales está 
caracterizado por y = O y a2y/az2  * O. Estos nodos llamados verdaderos están localizados cerca 

de los puntos de inflexión de la varilla. Y también, el esparcimiento entre nodos verdaderos es 
aproximadamente V2. Un tercer tipo de punto nodal es el que ocurre en el nodo adjunto al 
extremo libre. Hay que hacer notar que la amplitud vibracional en las diversas porciones 
ansinodales no es la misma para cada antinodo, porque la que existe en el extremo libre es siempre 
la mayor. 

//// I/1‘.' be 	III Mi II  443.4 	 a "14/ 	• 10~ 	bl 
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1.5 Varillas de sección transversal variable. 

En las secciones previas se ha analizado a la varilla sometida a los tres tipos de vibración a los que 

se le puede someter. Todos los análisis se han hecho considerando varillas de sección transversal 

uniforme. En la presente sección se trata una varilla delgada de sección transversal variable, es 

decir, con una pequeña variación constante en su sección transversal a lo largo de su eje 
longitudinal, que se ha elegido como el eje cartesiano X Además, sólo se hace el análisis para 
vibraciones longitudinales debido a que esta es la forma de propagación de las ondas en la antena a 
tratarse en el capitulo 3 del presente trabajo. 

El primer paso en el análisis es deducir la ecuación de onda; para ello se hace uso de 

algunas deducciones realizadas en la sección 1.1 Así pues, al igualar 1.7 y 1.9, y eliminar los 

términos comunes se tiene 

82g 

Como S varia longitudinalmente, entonces S s  S(x) y si se retorna la ecuación 1.6 y se 

deriva respecto a x se tiene 

dS eg _ ysn 
ex - dr ex 	0x 2  

Igualando 1.103 y 1.106, y dividiendo entre YS se tiene 

" I dS _ p " 
ax2- idx5-5a2  

0.106) 

o bien 
" 	1 dS 	1 8, 
ex' 	S dr ax 	Ot 2  

(1.107) 

con 
_Y 

cL  (1.108) 

La ecuación 1.107 representa la ecuación de onda longitudinal de sección transversal 

variable. Es resaltable que 1.108 que representa la velocidad de onda longitudinal, es la misma 

que 1.11 donde se trató a la varilla de sección uniforme; lo que significa que la onda viaja con la 

misma velocidad sin importar la geometria, sino sólo la homogeneidad del medio 
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La solución de 1.107, para la mayoria de las funciones S(x), es realmente dificil de 

resolver(1). Mi, para resolver 1.107 se emplea el método de separación de variables (7) con la 
substitución 

	

g(x,o.A(x)T(i) 	 (1.109) 

El proponer una solución de esta forma trae como consecuencia que las soluciones encontradas no 

involucren ténninos cruzados, es decir, alguna función que contenga axyt simultáneamente. Asi 

pues tras substituir 1,109 en 1.107 y dividir entre AT se llega a 

1 d'A 	1 dSdA 	1 ti'''.  
A etx 2  SA dr dx c2 T di 2  

El que ambos lados de la ecuación 1.110 sean iguales para toda posición y tiempo, indica 

que son iguales a una constante, sea ésta —tc 2 . Al igualar 1.110 a —tc2, se puede separar la 
ecuación en un par de ecuaciones que son 

d'A 1 dSdA 
+--- + x - = 

dx2 	S utc dr 

2 	2 2 
-+K c T =0 

La ecuación 1.112 contiene la parte temporal de la onda viajera; es notorio que no hay un 

término que involucre un cambio de sección transversal en la ecuación. En cambio en la 1.111 se 

conserva la parte del cambio en la sección transversal, por tal razón basta con analizar la ecuación 

1,111 para diversos perfiles. En el resto del capitulo se trata la solución de diversas funciones de 
S(x). 

La parte temporal tiene solución general 

T(t) =Tos' 	 (1.113) 

con To  una constante arbitraria: 

	

Ni* a /u 4,1 Ir a lo a .4t, 	.,i a rA: .1`, 
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1.5.1 Perfil cónico cilíndrico. 

El primer perfil que se analiza tiene forma cónica cilíndrica. Al tener la hipótesis de varilla delgada 
y larga, la pendiente de la conicidad es muy suave. Se hace la convención que el área máxima esté 

entre x = O y el ápice del cono en x L. Ver figura 9. Dado el perfil propuesto, las secciones 

transversales son círculos. Para deducir la expresión que describa al área S(x), se tiene que el 

radio, como Inclán de la posición, está dado por 

r= 
(r)= b (I, — x) 

L 

donde b es d radio en x = O, que'es el punto de área máxima. 

X 
x =L 

x .0 

Figura 9. Corte longitudinal axil de la varilla de perfil WhiliC0 cilindric,o. 

Al ser drculos los cortes de las secciones transversales, el área es 

rcb2(L — x)2  

	

11)4 	1 	
(1 lIS) 

Sustituyendo 1.11S en 1.111 se tiene que 

d' A 2 dA 
dar = + 71:x 7/7 +I(' A  = 

Para resolver 1.116 se usa el cambio de variable u = x - L, y luego de multiplicar por u', se 
obtiene 

• dA „ 
+ K -11-  A =U 	 (1.117) 

	

dr' 	dr 
esta ecuación se identifica como una ecuación transformada de Bessel, cuya solución se da (e) por 

aidu 	u.uma 	ir .4a i; :,•••• .r4; a 0,7' if 
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A(10 = 	( Al  Ju2(K10 + A2  Yv2(1a0) 	 (1.118) 

donde Al y A2  son constantes; 3„ y Y„ son fiinciones de Bessel de primer y segundo orden, 

respectivamente. 

Una vez encontrada en 1.118,1a solución a la parte espacial, se puede encontrar la 

solución general para la varilla de perfil cónico cilíndrico, multiplicando 1.113 por 1.118 

(regresando a x en vez de u) con lo que se obtiene 

t(x,t)= (x — L)'"el°°' ( 3,„ (c(x —1,))+ D2  Yii2  (KIX L))) 	(1.119) 

Para encontrar los valores de K y co para los cuales se cumple 1.119 se deben aplicar 

condiciones de frontera. 

1.5.2 Perfil cónico cilíndrico truncado. 

Esta vez toca turno el análisis para una varilla de perfil cónico cilíndrico truncado. Al igual que en 

la sección 1.5.1, el análisis parte de la deducción del radio como función de la posición, para el 

presente caso el radio es 

r=r(r)= L— x  (b a)+a 	 (1.120) 

donde bes el radio de la sección transversal a x = O, es decir, que bes el máximo radio que puede 

tener el cono. En cambio a es el mínimo radio, que sucede en x = L. La figura 10 muestra dicho 
cono. 

X 

x=1. 

Figura 10. Corte longitudinal axil de la varilla de perfil cónico cilindrico trunco. 

El área de la sección transversal es, para el radio propuesto 
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S(x)=( Lb-• x(b -a) )' 
L- 

al sustituirlo en 1.111 se obtiene 

d 2  A(  2(b- a)  1dA 	, 
= 

dx2 	Lb- x(b- a)) dx 
+K- A 0 

 

para iesolver ésta, se emplea el cambio de variable u = Lb • x(b - a) con lo que queda 1.122 como 

(b- a)2  
d2  A (2(b- a)"  )dA 

+ rc 2  A = O 	 (1. 123) 
do': 	u 	)

I 
 du 

Nuevamente se introduce un cambio de variables con p = b • a; con éste y multiplicando 
por u2/B2  queda 

	

, d'A 	dA ic" , 
+2ri —+—rr A 

	

dar' 	cá p! 
(1.124) 

como en la sección 1.5.1, se identifica con una transfonnada de Bessel, la solución (e) es 

( PC 
A(u):: u '1  FA 1. ,(— u

) 
+ A2*•9 — u 1 p 	jj  . (1.125) 

donde Al  y A. son constantes; J, y yr, son funciones de Bessel de primer y segundo orden, 

respectivamente, 
La solución a la ecuación de onda para la varilla con perfil conico cilíndrico truncado es 

;Uy, r)=( Lb- x(b- a))-  
(K( Lb -  x(b - a))

11) 	
(re (Lb  -  x(b - a)) \ 

(b - a)  
D,J,,L 	 +.\'„1 	

-a) 	
(1 1:61 

, 	 ,» 
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1.5.2 Perfil parabólico cilíndrico. 

En la presente sección se analiza una varilla de forma cilíndrico parabólica; tal que en x = O tiene 

un radio r0  = bL, se ha hecho esto para forzar a que el radio máximo r„, sea directamente 

proporcional a la longitud L de la varilla, con b una constante de proporcionalidad. De la 

condición de varilla delgada se desprende que O < b « L, con p la distancia focal de la parábola. La 

figura 11 muestra un corte longitudinal del paraboloide analizado. 

ra 
	

X 

x L 

x o 

Figura 11. Corte longitudinal axil de una varilla parabólica cilíndrica. 

La fórmula de la parábola descentrada que se analiza es 

= r (x)= 4 p(L— x) 	 (1,127) 

Para darse cuenta del tipo de paraboloide que se trata, evalúese 1.127 en x O, entonces 
r 2(x = 0)§, rá = 4 pL , pero ro  = bL, Suponga además que la varilla tiene un diámetro máximo de 
una centésima parte de la longitud, es decir que su radio es r, = 0.005L (6=0.005), Con estas 

cantidades (0.005L)'= 4 pL, o bien, tras despejar p se obtiene una distancia focal de 6.25x10'6 L, 

Si L = I m, la distancia focal es de p = 6.25 pm. El lector se daré cuenta que se trata de un 

paraboloide sumamente cerrado. Que para todo fin práctico, es casi una varilla cilíndrica pues su 

distancia focal es sumamente corta. Desde un punto de vista experimental resulta muy complicado 
hacer un tallado con las cantidades dadas en el análisis. 

Con el radio elegido en 1,127 se tiene una área de sección transversal 

S(x)= 47cp(L x) 	 (1.128) 

sustituyendo y evaluando 1.128 en 1.111 se obtiene 

d'A 1 dA 
+ 	+ K P§.=‘, 

x — L ctx 
(1.129) 

  



15 Varillas de sección transversal variable 	36 

que con el cambio de variable u = x - L, se obtiene tras multiplicar por u2  

2 d' A dA 2 
u 71-1  +u—d—u+K u

2 
 A = O 

que es una ecuación de Bessel (7) con n = 0, y cuya solución es 

(1.130) 

A(u)= A Jo(xu)+ Ai  Y, (xu) 	 (1.131) 

Con el resultado de 1.131 se tiene la solución para la ecuación de onda con perfil 

parabólico cilíndrico dado por 

g(x,0= em( D,J0(c(x— L))+1)2 Y„(x(x — L)) ) 	(1.132) 

1.5.4 Perfil exponencial cilíndrico. 

Como último punto a tocar en el presente capitulo, se analiza una varilla con perfil exponencial 
cilíndrico. Primeramente considérese la varilla con un radio r, en x = O. Si el radio decrece 

conforme avanza en x, éste se da por 

r 	r(x)= roCa" 	 (1,133) 

El tener la hipótesis de varilla delgada implica que el factor O < a «1. Un valor negativo de 

a da, por el contrario, una sección transversal creciente. 

El área para cualquier punto de la varilla es 

S(x)= S, e-2" 	 (1.134) 

donde S, = nro . A las guías de ondas con este perfil se les conoce como trompetas exponenciales. 

Las trompetas exponenciales tienen varios usos como incrementar la eficiencia de los antiguos 

fonógrafos y los modernos altavoces llamados "tweeter". El área de dichas guías se decrementan 
en un factor e, a una distancia /2a. Al sustituir 1.133 en 1.111 se tiene 
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' 

	

A 	A  
+2a—+x2 A= 0 

	

dr' 	dx 

cuya solución general está dada por 

A(x) = e"a" (A, exp(fic ix)+ A, exp(—pcix)) 

en que Ki gl(Ko  a 2 )U2 ,   y Al  y A2 son constantes. 

La solución a la ecuación de onda para la trompeta exponencial es 

(1.134) 

goc,o= 	D,exp(j(ut +x,x))+172exp(gad —Kix))) 	(1,136) 

El primer término representa una onda sinusoidal viajando en sentido +x. Su amplitud 
decrece en un fbctor exponencial e mientras avanza en x. El segundo término representa una 
onda sinusoidal similar, pero viajando en sentido Su amplitud crece con el mismo factor 
exponencial al avanzar en la dirección negativa. Para ambos casos, la velocidad de la onda ch  es 

(0  
ch 	= 

K, 	(co — a ) 
CL  

(1—ct3 c9co2r 
(1,137) 

nótese que ch  es mayor a la velocidad cc  = co/x en una sección transversal de la varilla propuesta. 

El análisis muestra que la magnitud de a es menor a 1c para las ondas viajeras. En términos 
de frecuencia, co es mayor que acL, la cual es llamada frecuencia de corte de la trompeta (i). 



2.1 Introducción. 

En el presente capitulo se analizan los fimdamentos electromagnéticos necesarios para 
comprender, en forma el fenómeno de radiación de las antenas. Para ello se comienza en la sección 
2.2 con las ecuaciones de Maxwell y sus interrelaciones entre si, para encontrar una relación para 
el campo eléctrico en términos del potencial escalar eléctrico y el potencial vectorial magnético. 
En 2.3 se incluye la llamada Norma de Lorentz y se obtienen las ecuaciones de onda para los 
potenciales, escalar eléctrico, V, y vectorial magnético, Á En 2.4 de las anteriores ecuaciones de 
onda, se discute su acción en el vacío y se obtienen las soluciones de las mismas, además se 
discuta el significado de los potenciales retardados. Luego, en 2.5, se incluyen los anteriores 
estudios para discutir la radiación de un pequeño elemento de corriente, aquí se encuentran las 
expresiones para el potencial vectorial eléctrico y de éste los campos eléctrico y magnético, y su 
relación para este caso. También se discute la radiación de campo cercano y lejano. Como una 
ayuda para comprender gráficamente el fenómeno de la radiación de una antena, en 2,6 se habla de 
hu caracteristicas de los patrones de radiación de las mismas. En 2.7 se calcula la potencia y 
resistencia de radiación de una amena, también se introduce la llamada longitud efectiva de una 
antena. Finalm-inte en 2.8, se hace un estudio independiente del tiempo de los potenciales eléctrico 
y vectorial magnético. 
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2.2 Ecuaciones de Maxwell. 

El caso más general en la expresión de las ecuaciones de Maxwell, es aquel en donde los 
fenómenos electromagnéticos se hallan en presencia de materia. Siendo este el caso a estudiar en 
el presente trabajo, las ecuaciones de Maxwell son 

(2.1) 

• (2.2) 

V.13=p 	 (23) 

V.-11=0 	 (2.4) 

La ecuación 2.1 es conocida cómo ley de Ampere-Maxwell; a la 2,2 se le conoce como ley 
de inducción electromagnética de Faraday-Henry, y finalmente las ecuaciones 2.3 y 2.4 como las 
leyes de Gauss para el campo eléctrico y el magnético, respectivamente (9). Por otra parte, la 
forma en la que se relacionan el campo de intensidad magnética Fi y el campo magnético ii es 
mediante 

	

= µFI 	 (2,5) 

a la constante 1.4 se le conoce como permeabilidad. 
De igual modo, hay una relación entre el desplazamiento eléctrico ti y el campo eléctrico 

E, que es 

	

D=cE 	 (2.6) 

donde la constante e es llamada permisividad. 
En el caso de onda electromagnética propagándose en el espacio libre, la densidad de 

corriente T es nula, así la ecuación 2.1 se reduce a 

— VxH= (2,7) 

Por otra parte, la ecuación 2.4 se cumple si el campo magnético se expresa como el 
rotacional de un potencial, al cual se le asigna el nombre de potencial vectorial magnético 
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Como la divergencia de un rotacional es cero, se puede establecer entonces 

B = V x -A- 	 (2.8) 

De la misma.manera se establece una relación entre el campo eléctrico y el potencial 

escalar eléctrico V. En este caso sustituyendo la ecuación 2,8 en la ecuación 2.2 

V x -É = =-, x 
DI 	es 

(2.9) 

que factorizando rotacionales se tiene 

vx 
a) + — aA =o (2.10) 

Esta ecuación indica que el campo E+.371/a es conservativo, ya que su rotacional es 

cero, yen este caso se puede expresar como menos el gradiente de un potencial escalar —VV, 
donde el signo negativo indica que la fuerza decrece con la distancia (io). Se tiene entonces 

871 

o bien = -V V - 
et 

(2.11) 

Es evidente de 2.11, la relación entre el potencial vectorial magnético, -A-, y el potencial 
escalar eléctrico, V, en el campo eléctrico. 

1.1111 *FA. 
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2.3 Norma de Lorentz. 

Para determinar las expresiones analíticas de los potenciales escalares eléctricos y vectoriales 

magnéticos, se procede a establecer sus ecuaciones de onda respectivas.,Para el potencial 

vectorial, tras igualar 2.5 y 2.8, despejar la intensidad magnética y sustituirla en 2.1, se tiene 

at• 
— V x (V x -1+— 
1 	 01 

que (a) mediante la expresión del triple producto vectorial queda como 

V x(V x X)= V(V.Á.)— V2 X 

Derivando la expresión 2.11 respecto al tiempo, se tiene 

at-  _ tav, 
ar 	ar 	al 2  

ahora, sustituyendo 2.14, 2.13 y 2.6 en 2.12, queda 

ar 	 av - -y' 7i+eµ— 
i3i

ju 
 +V(V.A)+EµV(—a 11.1)=

2  

ésta es una ecuación de onda vectorial, por lo que es necesario que además de las condiciones de 

frontera se especifique la dirección del campo vectorial (lo); imponiendo (u) la norma de 

Lorents 

v • A +81.1- = 
av 	

(2.16) 

y sustituyendo en 2.15 se tiene como resultado una simplificación considerable. Si se satisface 

esta condición, entonces Á satisface la ecuación de onda 

57' A—eli 
a1A

-- 	 (2.17) 

(2,12) 

(2.13) 

(2.14) 

(2.15) 
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De manera similar, la solución para V se obtiene sustituyendo la expresión 2.11 en 2.13,,y 

y 	= -Y 2 y -y --- at (2.18) 

Derivando 2.16 respecto al tiempo y sustituyendo en 2,18 se tiene 

queda 

(2.19) 

Por lo tanto, imponiendo la norma de Lorentz, tanto el potencial escalar,  como el vectorial 

están obligados a satisfacer ecuaciones de onda inhomogéneas (so), como se ve en 2,17 y 2.19. 

Si se pudiera encontrar fácilmente una solución para estas ecuaciones diferenciales, ello 

seda muy útil, pues si se conocen la corriente y la carga, pueden encontrarse Á y V y con ellos 
É y É. El encontrar soluciones para 2.17 y 2.19 se puede considerar como un sólo problema, 

pues estas ecuaciones son de la misma forma. 



queda 

2.3 Norma de Lorentz 

De manera similar, la solución para V se obtiene sustituyendo la expresión 2.11 en 2.13, y 

- 
V.E= —V V— V. 

aÁ 
ar 

Derivando 2.16 respecto al tiempo y sustituyendo en 2.18 se tiene 

V2 V—en"  = 

Por lo tanto, imponiendo la norma de Lorentz, tanto el potencial escalar como el vectorial 

están obligados a satisfacer ecuaciones de onda inhomogéneas (lo), como se ve en 2.17 y 2.19. 

Si se pudiera encontrar fácilmente una solución para estas ecuaciones diferenciales, ello 

seria muy útil, pues si se conocen la corriente y la carga, pueden encontrarse Á y V y con ellos 
É y B. El encontrar soluciones para 2.17 y 2.19 se puede considerar como un sólo problema, 

pues estas ecuaciones son de la misma forma. 

(2.18) 
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2.4 Potenciales retardados. 

Considérese una simple perturbación electromagnética. Un impulso de comente circula por un 

corto trozo de alambre (como en una antena); la carga fluye repentinamente de un extremo al otro 
del conductor. Antes y desOués del impulso, las condiciones son estáticas y las soluciones de 2.17 

y /19 deben ser soluciones potenciales estáticas, éstas se describen por las mismas 2.17 y 2.19, 

sólo que al ser estáticas no hay variación respecto al tiempo y los términos que tienen la derivada 

parcial temporal se anulan, por lo que quedan, respectivamente, de la forma 

V 2  P:=—µJ 	 (2.20) 
tf 

VI/ = -P- 	 (2.21) 

cuyas soluciones son 

(2.22) 

(2.23) 

Estas soluciones electrostáticas deben aplicarse antes de que comience la perturbación y 
después que desapareció, pero durante la perturbación, deben aplicarse 117 y 2.19. Se sabe, por 

lo tanto, que el campo potencial estático inicial se transforma en el campo potencial estático final 

mediante una perturbación en forma de onda progresh.a. El potencial en todo punto del espacio se 

afecta por esta perturbación, pero los puntos más distantes no serán afectados hasta un tiempo 

después, que es proporcional a la distancia. La perturbación se propaga con una velocidad v, dada 
por v = 	le y, de aquí, si la distancia de la antena a un punto del espacio es r, el potencial en 

ese punto se afecta después del tiempo r/v. 

Para expresar la misma idea en una forma diferente, a un tiempo tse determinan los 
potenciales Á y V en un punto a una distancia r de la Unte de la perturbación, no por la 

intensidad y la carga en la antena en ese tiempo 1, sino por la corriente y la carga que existla en un 
tiempo anterior (1— r/v). 

Usando la notación funcional, si la densidad de carga es una función del tiempo se escribe 

p(i). Si p cambia con el tiempo en la misma manera que p(i), pero con un cierto retraso, la variable' 
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se escribe (t 4) en lugar de La función densidad de carga retardada se escribe, por lo tanto, 
p(t —4). Con esta notación 2,23 se escribe 

P( 1  — o)  dv  
/re 	r 

Ahora, en vista de tomar el tiempo retardado en la expresión para los potenciales 
dinámicos, la discusión indica que la solución puede ser 

13(1 —v )  dv 	 (2,25) 
/re 

de igual manera 2.16 puede ser 

4/r 

	J(t — 
v dv 	 (2.26) 

Esto, aún cuando parece lógico, ha sido basado en especulaciones. Como sucede en la 

mayoría de las ecuaciones diferenciales se obtiene la solución total una vez que se ha conjeturado 

una solución particular, sustituyéndola en la ecuación diferencial. La sustitución de V de la 

ecuación 2.24 en 2.19 no es, sin embargo, inmediata. La solución directa de la ecuación 2.24 en la 
2.19 lleva dificultades al aplicar el laplaciano de p/r en los puntos donde r es cero. Como r es la 
distancia del elemento de carga al punto donde se determina el potencial, sólo es cero cuando el 

potencial se determina en un punto en el cual está ubicada la carga. Para evitar esta dificultad, el 

espacio se divide en dos regiones: una tan cercana al punto potenciado que se puede aplicar 2.21, 

por ser cuaslestacionarias las condiciones. La otra contiene todo el resto del espacio. Para la 

segunda región p/r es regular, y el laplaciano de V se desarrolla finalmente en coordenadas 

esféricas para obtener 

2 	1 fl 	r 

	

y V = —4;7 r 	— —) dV (2.27) 

Como ambas regiones contribuyen al potencial en el punto en cuestión, la expresión 

completa que debe sustituirse en el laplaciano de 2.19 es 

ti 

(2,24) 
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pci 
e 	4ne r c9. 2 	v 

después de esto, la solución se obtiene sin inconvenientes y la ecuación 2.19 se reduce a la 
identidad. La analogía de la ecuación 2.18 con ésta muestra que su solución es, ciertamente 2,25. 

Estos potenciales se conocen como potenciales retardados a causa del retraso de tiempo 
en el que se los considera. 

No es siempre necesario usar potenciales retardados, aún en problemas dinámicos. Cuando 
los tiempos son grandes y las distancias cortas, los potenciales retardados son indistinguibles de 

los potenciales estáticos. Matemáticamente, sir es pequeño comparado con vi, una fimción de 
—r/v) difiere en un valor despreciable de una función de t. Se pueden usar entonces las 

ecuaciones electrostáticas más simples, aunque los campos sean lentamente variables, y esta 
condición se llama estado cuasiestacionario (jo). 
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2,5 Radiación de un elemento de corriente. 

El radiador ideal es un hilo conductor de longitud 1, el cual presenta una resistencia de carga 
llamada resistencia de radiación. La deficiencia de ese radiador es que no puede sostenerse por si 
solo, por lo que se recurre a las antenas con estructura. 

Para determinar la radiación de una antena se busca una solución para el potencial vectorial 

dinámico, tal como está dado por 2.26. Con este propósito en la sección anterior se han 

introducido los conceptos de potencial vectorial y escalar retardados (lo). 

Considérese un conductor por el cual corre una corriente alterna, con 10  el valor pico de 

corrente 
losen« 

El conductor se aísla en el espacio. Su longitud es L, y con un sistema de coordenadas 
esféricas de tal manera que el conductor so extienda a lo largo del eje polar desde -L/2 a L/2; 

véase la figura 12. 

Figura 12. Sistema coordenado y componentes del potencial vectorial. 

Usando la ecuación 216 se describe el potencial vectorial en el entorno del conductor; la 
integración se hace a lo largo del alambre solamente. La dirección del conductor coincide con el 

eje Z. Se tiene entonces (12) 

L 1, seno« v  — —
r

) 
,14  	d:  
ter 	r 

(2.30) 
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puesto que hay corriente sólo en la dirección z, hay solamente una componente z del potencial 
vectorial (o bien X = A,é, ). Si la longitud del conductor es pequeña comparada con la distancia 

del punto donde se mide X, el denominador del integrando es prácticamente constante durante el 
curso de la integración. Si la longitud es pequeña comparada con la longitud de onda de la señal 
irradiada , el numerador es también prácticamente constante; esto significa que en cualquier punto 
del espacio la diferencia de fase entre las señales que llegan a un punto desde los extremos del 
conductor es despreciable. Con estas hipótesis el integrando de 2.30 es una constante, y resulta 

/do  L 	r 
sen co(1 — —)) 

4nr 	y 

de esta manera se encuentra el vector potencial, partiendo de la corriente conocida. 
Para encontrar el campo magnético a una antena corta, se determina el rotacional del 

potencial vectorial (como en la ecuación 2.8), esto se hace más cómodamente en coordenadas 
esféricas. El potencial vectorial se cambia fácilmente a coordenadas esféricas, como se ilustra en la 
figura 12, dando 

A, 	A.cos0=
4nr 

 sen (41 — 
v 	

cos0 

A, = — A osen(' = — 111°  sen(41-1 sen0 
4nr 	v 	

(2.33) 

Al  = O 	 (2.34) 

Ahora tomando estas tres ecuaciones y obteniendo su rotacional, como lo indica la 
ecuación 2.8, se obtiene el campo magnético 

B, = 0 	 (2.35) 
Be  = 0 	 (2.36) 

B  = Ido
r  L 

 son O [1)  cos(a)(t — 
v)) r + — sen (a)(1 — L 

V
.))1 (2.37) 

' 4n  	I  

Mediante 2.5 se pueden expresar estas mismas ecuaciones en términos de la intensidad 
magnética. Con ello y mediante 2.7 se puede, tras despejar el desplazamiento eléctrico y sustituirlo 
por su expresión del campo eléctrico (por medio de la ecuación 2.6), obtener pues 

xildr 	 (2.38) 

a - 

(2.32) 
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Es un tanto complicado ver a que lleva esta ecuación, así que es útil expresar el rotacional 
en coordenadas esféricas (e) como 

y x/7_1. 1  (014.selle —  alio ) 	I( 1 OH, á' H,  
raen° 	00 	 r uní) (9q, 

+ 1.(4.119  OH,) /2.30  
r 	 ) 

con esta sustitución 2.38 toma las formas 

1 	frasen0H.  OH ) 

	

sr &ene 	 cl# 

	

1 	OH, ...1•1•11.)di  
une c36 r cl• 

r H = 
49)1  

(2,40) 

(2.41) 

(2.42) 

Por las condiciones elegidas sólo ha quedado la componente flo, tal como se ve en 2.35, 

2,36 y 2.37; con éstas y sustituyendo en 2.40, 2.41 y 2.42 queda 

E  

E, 

o bien, con las sustituciones 

-710 LcosOi 

asa 0 i  1 	f 	2 .11 

se obtiene 

1 11 +-- 
r 
 sen(2# —r  — al J J  

(2.43) 

(2.44) 

(2.45) 

(2.46) 

srsen0 J  

1 ra.lf, 

ag 

=0 

›. = 2rt vito y n = 

1 	22 	r 
—co 

rA, 41r 2  r 2  
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4n3  p.' 	A 	2ff r 
L  sen O[  1 A' 

cos(2ir 
— — 01)4- —1  —A  sen(2x —r  — r 

+ cos(2ir —r  — ou)] 

(2.47) 

(2.48) 

y para el campo de inducción magnética 

H, = 0 
H, = 0 

I, L sen 0[  1 A sen(214 
ag) + cos(2/4 — a0)] 

2rA 	2ff r 	A 	 A 
(2.51) 

Considere estas últimas seis ecuaciones en dos regiones generales: primero, cerca del 

conductor que irradia en la zona donde r es pequeño comparado con la longitud de onda 
X = 2x vio), esto es (13) que O < r « X; a esta zona se le conoce como campo cercano. Y segundo, 

a una distancia de varias longitudes de onda, de modo que r sea grande comparado con X, o sea O 

< 7l « r (13); a esta zona se le conoce como campo lejano. En la región cercana a la antena 

predominan los términos que contienen ?Jr en las mayores potencias. Muy cerca de la antena se 

pueden despreciar todos los términos de las ecuaciones para campo eléctrico y magnético menos 

el primero en cada paréntesis. Al hacer esto, la ecuación se reduce a ecuaciones cuasiestacionarias 

de un dipolo oscilante (este tópico es tratado más adelante en este capitulo). Estos términos dan lo 

que se llama campo de inducción alrededor de la antena. 
Si, por otra parte, se observa el campo lejano, de modo que Xlr sea pequeña, aparece otra 

simplificación importante. En este caso, los términos que contienen Vr y 1lVr3  son tan pequeños 
que pueden despreciarse. Sólo se necesita retener el último término de E0, y la expresión completa 
de E, es despreciable comparada con E,. También en H, sólo el último término tiene 

importancia. Con esta aproximación, que es buena a distancias de varias longitudes de onda del 

origen, la ecuación de onda describe lo que se llama campo de radiación 

E, = 0 

E, — I°  san 
 cos(2ir-r— ag) 

DA 	A 

(2.52) 

(2.53) 

(2.54) E, = O 

111401111110.11...1114••••.» II N» *11 	 .••• 

(2.49) 
(2.50) 
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(2.55) 
(2.56) 

(2.57) 

Este último grupo de seis ecuaciones describen un campo electromagnético muy sencillo. 

Es una onda que se propaga radialmente hacia afuera. Las componentes eléctrica y magnética son 

idénticas en forma y mutuamente ortogonales. Sus módulos están en la siguiente relación 

Las componentes eléctrica y magnética se debilitan a medida que la onda se propaga 
porque ambas son inversamente proporcionales al radio. La figura 13 muestra el aspecto de una 

sección de la onda esférica. 

Figura 13. Diagrama de campo lejano de una onda electromagnética esférica. 

Las lineas de campo eléctrico corresponden a lo que en Geografía son los meridianos del 

Mundo, y las lineas de campo magnético a los paralelos. Ambos campos son más intensos cerca 

del ecuador y se anulan en los polos. Los campos, en cualquier punto del espacio oscilan 

sinusoidalmente (so). 

Con la ecuación 2.51 se puede determinar cuando los campos de inducción y radiación de 

ambos campos, eléctrico y magnético, son iguales; esto igualando amplitudes, se tiene que 

ce 	I 	, 	v 
= 	sea r =—=— —

X 
rv r
-2  O 	

21: 6 

lo que significa que a partir de aproximadamente 1/6 de longitud de onda el campo de inducción se 

desvanece rápidamente, para pasar a predominar el campo de radiación. De aqui se puede deducir 

que los fenómenos que tienen lugar a distancias menores de 1/6 de longitud de onda de una antena 

»»14.1s»),s'i&N.,» *4'4., xub. 	 Ir ao r...0 

(2.59) 
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corta, son predominantemente inductivos, y aquellos que ocurren a distancias mayores son 

fimdamentalmente resultado de la radiación. 

La distinción entre términos de inducción y los de radiación el las fórmulas 2.51 a 2.57 es 

de carácter matemático: los términos que contienen ciertas potencias de r son de inducción, los 

que tienen otras potencias son de radiación. Pero hay otra distinción más abierta a la interpretación 

fisica, que es la siguiente: el estado dinámico difiere de uno cuasiestacionario porque tiene en 
cuenta la capacidad para inducir un campo magnético variable para inducir otro eléctrica El 
resultado es la radiación. Las componentes de los campos eléctrico y magnético no tienen una 

relación tan estrecha con la intensidad y la carga como la tienen los campos de inducción. Se han 

desprendido de su origen. El campo eléctrico de una onda no resulta de la presencia cercana de 

cargas, sino de la componente magnética variable de la onda; el campo magnético no resulta del 

flujo de corriente, sino del campo de inducción variable. 
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2,6 Características de los patrones de radiación. 

A la radiación de un pequeño elemento de corriente se le llama comúnmente radiación dipolar. 

Asi, un pequeño elemento de comente puede verse como una amena elemental, la cual tiene 

asociadas un número de características básicas, descritas por parámetros usados para caracterizar 

a las antenas en general (14 Los principales puntos que hay que resaltar en un patrón de radiación 
son: el ancho del lóbulo principal, denominado haz, y el nivel de los lóbulos laterales. 

El patrón de radiación se representa en dos planos, el plano E que es paralelo al campo 
eléctrico y que se extiende a lo largo del lóbulo de radiación principal. Para el caso de la mayoría 
de las antenas, el plano E se encuentra paralelo al plano de tierra. El otro plano, el magnético que 
al estar en presencia de aíre se denomina H, es perpendicular a E y al plano de tierra y 
perpendicular también al máximo del patrón de radiación (ro). 

La figura 14a múcura el patrón de radiación de un pequeño elemento de corriente. Es 
común mostrar secciones planas del patrón de radiación en vez de su imagen tridimensional, las 
dos vistas más importantes son los patrones en el plano E y en el plano H. El patrón del plano E es 
una vista del patrón de radiación obtenido a partir de una sección que contiene el máximo valor 
del campo de radiación, que se obtiene dando un corte transversal de la superficie sólida, la cual es 
Semejante a un toro, La figura 14b muestra un diagrama del campo E. El lóbulo del patrón tiene 
una zona donde resulta ser más ancho; a esta región se le conoce con el nombre de ancho del hm 

y queda definida como la zona en donde el nivel decae 3 dB por abajo del máximo, esto es, el nivel 
de potencia media. Recuérdese que el decibel (dB) esta definido como 10 logro (As  / Ao), donde 
A,; es una intensidad de referencia y As  es la intensidad medida a una distanciar. 

Análogamente, al hacer un corte longitudinal del toro, en el plano XY descansando en el 
origen, se obtiene el patrón del plano H, lo cual se muestra en 14c, y nuevamente la sección 
contiene el máximo valor del campo de radiación (14). 

Figura 14, a) patrón de potencia de radiación para un pequeño elemento de corriente 
b) principal patrón del plano E, y c) principal patrón del plano H 

lor 	lieooa mg- Ild.".11.41 Ji Jai...PM .4 
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En general todas las características de los niveles de los lóbulos que posee un patrón se dan 
en relación con el nivel del haz principal, y se expresa en dB por abajo de este nivel. 

Los lóbulos laterales resultan ser en la mayoría de las veces niveles de radiación no 

deseados, ya que se traducen en pérdida de potencia hacia las regiones a las que no se desea enviar 

señal, teniendo además que efectuar protecciones de patrón hacia esas zonas, por lo que es 
deseable mantener un bajo nivel de lóbulos laterales. 

La máxima radiación define también la polarización de la antena, quedando representada 
por la orientación del máximo de campo eléctrico, que en el caso estudiado es una polarización 
vertical ya que la componente de campo eléctrico predominante es la E, (to). 
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2.7 Potencia radiada y resistencia de radiación. 

Un aspecto muy importante de la propagación ondulatoria es el flujo de potencia en el espacio. Es 

evidente que una onda que se propaga transporta energía, por ejemplo, lleva energía del 

transmisor al receptor. 

Cuando una onda pasa por una superficie imaginaria en el espacio, su energía atraviesa tal 

superficie yen cada instante hay un flujo de potencia a través de cada unidad de área. Esta 

magnitud, expresada en watts por metro cuadrado, se indica por el simbolo P. El producto P. a es 

la potencia que atraviesa, en un instante dado, una área a. S es una cantidad vectorial, llamada 

vector de Poynting. Cuando se dibujan las lineas de flujo del campo vectorial P, éstas muestran el 

flujo de la energía electromagnética. El campo del vector de Poynting es marcadamente útil en 

electrodinámica. 
En función de los campos E„ E, y II, , se tienen para el vector de Poynting S = E di 

(2.60) 

(2.61) 

Como el campo E, no tienen componente de radiación, la densidad de energía que 
proporciona S, no se propaga grandes distancias. Considérese la potencia proporcionada por S, 

P = 	)da (2.62) 

Con las sustituciones = 2n vico y n = ,rptre en 2.47 y 2.51 se tiene, respectivamente 

2ffs r 
sen 01

r  
—1o 
	r 	1 	r 

c (n)(1 --))+—senGu(i — —) 
) 

Lv 	v rv 	v 

-----2-coa)(1 --r  ))] 
wr 	y 

1 

=—sen4—°)  co(a)(i --r  ))+ —I  sen(a)(i --
r

))] 
4nr 	v 	v 	y 	v 	

(2.64) 
lo  L 

(2.63) 

Para evaluar <S,> se multiplica la expresión 2.63 y 2.64, y considerando los términos al 

cuadrado en función de sus ángulos dobles tales como 
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r 

	

r  ) 	

2 

1+ cos(2a)( t - -v  )) 

v 
cose  a) t - ) - 	 (2.65) 

1 
 o) 

- co(20(i - -r- )) 
v  

sen 	t - 
v  
L.) 	

2 	
(2.66) 

se tiene 

  

 

S'  
It 	sen2  O 

161r 2  e 

s n(2a)(t - 	co(2a)(1 - 

2ar 	 r* v 

   

se 2a)(t = -)) 	2 

V 	+ 2r2 
 

al  (1 co(2a) 1- r2 v2 v  

Por definición, el promedio de una ftinciónAt) se expresa por 

(0)=. T Ji(l)di 	 (2.68) 

donde T es el periodo. Considlrando que la integral sobre el periodo de las funciones pares es 
cero, el promedio de 2.67 mediante 2.68, se reduce a 

V& son=  O  
32tr ar 2  v2  t 

(2.69) 

sustituyendo 2.69 en 2.62 y dado que en coordenadas polares da = 2nr 2 senase, se tiene 

't 	1,2a)2  sen2  O 	„ 
- 32a 2r2 	

2ff r serial° 

que con las sustituciones vi =µ/e =1/v e y K = (0/V = 2n/X, en 2.70 se obtiene 

30/r  2  120  1.2 Ln3  io  
- 151  

(2.67) 

(2.70) 

(2.71) 
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La integral de 2.71 es del tipo numérico y su valor es 4/3. Sustituyéndolo en 2.71 se tiene 

que la potencia queda como 

P = 40/r /12 
12,, L2 	

(2.72) 

La potencia se expresa en términos de corriente eficaz I„. Considerando I„ = 	se 

P = 80;r 2 (-I-j-  e2f, = 	111 	 (2.73) 

= 80/13  () 2 
	

(2.74) 

La ecuación 2.73 proporciona la información de la resistencia de radiación, Rud  ; esto es, 

el elemento conductor presenta una carga a la potencia, que es la resistencia de radiación. 

Pero en general la distribución de corriente a lo largo de la antena no resulta uniforme, y la 
longitud real que radia la antena no es la longitud física, sino la longitud efectiva, 	por lo que la 

resistencia de radiación se puede expresar como 

=801r 2 N 
	

(2.75) 

En general, la resistencia de radiación se define como la razón de potencia total radiada 

por la antena dividida entre el cuadrado de la corriente efectiva de la antena. Las ecs. 2.74 y 2.75 
proporcionan la información para la resistencia de radiación (12). 

tiene 

donde 



(2.78) 
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2.8 Estudio independiente del tiempo del potencial 
vectorial y los campos magnéticos y eléctricos. 

En antenas, el patrón de radiación se expresa como una función independiente del tiempo, por lo 
que es conveniente expresar las componentes de los campos eléctrico y magnético con dicha 
independencia (u). 

Supóngase que X = Re[X(r)es 1 y I = ROM e' "I, esto es, la parte real del producto 

de la componente espacial por la onda que se desplaza en el tiempo ei«. Sustituyendo X y l en 

la ecuación 2.17, se obtiene 

2 
y2  RelX(r) 	,ue Rel(r) 	= ,u ROM 	(2.76) 

V' Re[X(r)] - pe (jai)" Rel-A-(r))= -p ROO) 	(2.77) 

Como todos los términos consideran la parte real, se puede eliminar esta notación, y asi 

V' il(r)+ pe O) -1(r)= - pj(r) 

Ya que 2.78 no depende del tiempo, la solución en este caso es 

x_N p(r)e i"  dv  
4/r 	R 

En la figura 15 se ve un diagrama de las componentes del potencial vectorial. 
z 

Figura 15. Componentes del potencial vectorial y sistema coordenado. 

A, Ae 

(2,79) 
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Considérese 'MI' =1, Ldr, la componente z del potencial vectorial es 

Le"" dr  

4ir 	R 

A = L  el" 
4rt r 

(2.80) 

Considérese el cambio a coordenadas esféricas dado en 2.32 y 2.33, y sustituyendo en 

2.80, queda 

e  4irr 

A. — — 	raen O 
4nr 

La componente del campo magnético es H,, dada por la ecuación 

= 
1

( 
 ar A, 

pr Or 

Sustituyendo 2.81, 2.82 y 2.83 se obtiene 

1„Lsenee"'"  jK 1 
= 	

4ff 	
( 

r +r')  

Manejando E = ReE(r)ei', la primera derivada temporal es ja E, sustituyéndolo en 2,7 

con la ayuda de 2.6, se llega a que 

Vx171. jca 	 (2.85) 

que mediante la ecuación 2.39 e identificando términos se tienen las ecuaciones 

I, L cosee"''' 1 	I 
= q 	 ( 2 + 7) 4ff 	r pff 

c 	1, Lsen Be"J'" jrc 	1 	I ) 
= ry 	
 4rt 	( r 4-r2 

4. 
j/473 

El que no se hayan escrito las expresiones para A,, H„ H, y E0  es por que todas ellas 

son nulas, tal como se observa en la sección 2.5, en el que se hizo un análisis más detallado. Más 

' cose.  (2.81) 

(2.82) 

(2.83) 

(2.84) 

(2.86) 

(2.87) 
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aún, las ecuaciones 2.84,2.86 y 2,87 tienen en 2.51, 2.46 y 2.47, respectivamente-, las mismas 

expresiones, claro con sus diferencias debidas a la forma de los potenciales vectoriales, de donde 
se obtuvieron las anteriores; esencialmente son las mismas. 

„. . 
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Radiadores. 

En el presente capitulo se tiene por objetivo hacer una revisión de los radiadores acústicos y 

electromagnéticos de media longitud de onda para hacer una comparación entre ambos. Para tal 

efecto se analizan algunos tipos de antenas electromagnéticas, como son: antenas cortas, antenas 
de semilongitud de onda, su diagrama de radiación, la potencia de emisión y finalmente el dipolo 

eléctrico. 
El análisis anterior da pie a buscar sus análogos acústicos, por ello se analizan las 

condiciones de resonancia para una varilla delgada y, al estar la varilla inmersa en aire y excitarla 

con vibraciones longitudinales, resulta de interés analizar sus emisiones al medio, así que, tras 

tomar la aproximación de varilla delgada, es posible "ver" a los extremos de la varilla como dos 

¡tientes puntuales y analizar sus patrones de radiación. Al poder tomar un par de fuentes 
puntuales se hace en una sección el análisis de la radiación dipolu acústica. Y continuando con el 
estudio acústico se ven en otra sección las formas de excitación para producir tal efecto. 

Para concretar de la comparación entre las antenas de semilongitud de onda se observa 
que hay una analogía en la concepción física y matemática entre el potencial eléctrico y la presión 

acústica en el fluido (aire en particular), por lo mismo, los patrones de radiación de ambos son en 

todo equivalentes. Al ser derivable el campo eléctrico del potencial, hay una analogía entre el 

campo eléctrico y el campo resultante del gradiente de presión acústico. 

Finalmente se tiene que, en las antenas electromagnéticas se debe hacer en la mayoria de 

los casosUna corrección por longitud efectiva en la antena, no asá para el caso de la antena 
acústica; esto se debe principalmente ala aproximación de varilla delgada que se tomó. Esto se 

estudia en la última sección. 
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3.2 Condiciones de resonancia para una varilla delgada. 

Quizá el ejemplo más cotidiano de resonancia es el que sucede al sintonizar en la radio una 
estación. Todas las estaciones están produciendo oscilaciones forzadas en el circuito del receptor; 

pero para cada posición del sintonizador, corresponde una frecuencia natural de oscilación en el 

circuito eléctrico del receptor, al coincidir esta frecuencia con la de la emisora, la absorción de 
energía es máxima y por ello es la única estación que se escucha. Si dos estaciones tienen 
frecuencias muy próximas, algunas veces se escucharán simultáneamente, lo que da lugar a un 

efecto de interferencia (s). 
Este ha sido un ejemplo electromagnético, uno mecánico se da al hacer vibrar 

longitudinalmente a una varilla delgada. En la presente sección se estudian las condiciones para 

las cuales se produce el fenómeno de resonancia en este tipo de movimiento. Así pues, para 
comenzar con el análisis, es conveniente introducir la impedancia mecánica denotada por Z,„ . 

Sus dimensiones son de Nseg/m, a menudo denotadas por ohms mecánicos. Se debe aclarar que 
aún cuando el ohm mecánico es análogo al eléctrico, estas cantidades no tienen las mismas 
unidades. El ohm eléctrico tiene unidades de voltaje entre corriente, mientras el ohm mecánico 
tiene unidades de fuerza entre velocidad. Se define pues, la impedancia mecánica como 

f 	 (3.1) 

y tiene un significado físico muy importante: es la razón de la fuerza excitadora f a la velocidad 
resultante del sistema, u, en el punto en que se aplica la fuerza. 

Supóngale que la varilla tiene longitud L y es excitada en x = O con una fuerza 

f = 	 (3.2) 

de la ecuación 1.6 al multiplicar y dividir por la densidad p se tiene 

f = - s y -.- = -
r  clL ex  

8-1 	 (3.3) 

donde 	 PL  =PS 	 (3,4) 

Y 	 Y=pc1 	 (3.5) 

En el otro extremo de la varilla donde x = L, supóngase un soporte cuya impedancia 
mecánica Z„,. En dicho extremo la condición de frontera es 	= Z„„.u(L, O; dado que 



F,, = (—jrcA+PcB) 	 (3.10) 
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(3.6) 

retomando 3.3 para f, despejando f de 3.1 e introduciendo 3.6 en dicho despeje se tiene al. 
evaluar en x = L 

±1.1) 
Pi. el 	) 

En un caso idealizado las pérdidas internas son nulas y la ecuación de la onda viajera 

nuevamente toma la forma de 1.13, por lo tanto 

1040 = Aeii°'"")+ Be''(° "%) 	 (3.8) 

Igualando 3.2 y 3.3. se obtiene 

(3.9) 

y evaluando 3.8 en 3,9 para x = O queda la fuerza inicial 

Ahora, al evaluar 3.8 en 3,7 da 

cifjpc Ae-"L +PcBe'l= Z,„1,(Ae-PrL +Be'") 	(3.11) 

Tras resolver 3.10 y 3.11 para encontrar las amplitudes se encuentra que son 

(3.7) 

A — F
0 	1+(Z.L/Pi.  

KPH c¡, 	" cjcos(KL) + sen( L) 2 

Fo 	1—(znii. Pi. cL)  
13 

ci 	pt  cL  )col,v L1+ set« 1.3 2 

(3.12) 

(3.13) 



3.2 Condiciones de resonancia para varillas delgadas 63  

Nótese que A y B son complejas conjugadas, de tal manera que la onda que viaja hacia la 
derecha tiene la misma amplitud que la que viaja hacia la derecha. Sustituyendo 3.12 y 113 en 
3.8 y esto en 3.6 se obtiene una velocidad 

F 

	

	  cos[ ÁZ
n
L  IpL  
	
senlx(L— x)] 

u(x, =—j 	2 
   

(334) 

	

pL cL 	j(zn,./pL cl)colcL)+sen(KL) 
 

y la impedancia mecánica de entrada es 

ZmL+jtan(K L)  

u(0, 	1 + j (Z„ /pL  cL  ) tan( te L) 

que descomponiendo en las partes real e imaginaria da 

IrL (tan2(KL) + + jixL tan2 (KL)+(rl+ x1-1)tan(KL) — xL  

(k+xL )2  tan2 (KL)— 2 xLtan(xl) +1 

donde la impedancia de carga normalizada está definida por 

Z 	• 21k_ 
PL. 

(3.17) 

aquí RL  es la resistencia mecánica y XL  la reactancia mecánica. 

Supóngase que el soporte mecánico en x = L tiene pequeñas pérdidas (como sucede en la 
realidad), de manera que, si bien r no es cero, si es posible tomar rL  «1 y también que PCL I«1. 
Debido a que tanto rL  como XL  son pequeños, la reactancia de entrada se hace cero cuando 

xL tan2(x L) tan( L) — xL 	 (3.18) 

esta expresión es cuadrática en tan(xL) y da 

tan( pcL) 0 jr-7471. xi  (3.19) 



(3,24) 
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la raiz cuadrada de ésta, se puede aproximar en series de potencias; la raiz positiva da el valor de 

reactancia para antiresonancia y el negativo el de resonancia, que es el que interesa ahora, asi que 

el resultado de signo negativo es 

1—(1+2x) 
tan(x• it 	— xt. 

,, xt  

Lasfrecuencias de resonancia de cualquier sistema mecánico están definidas en general 

son aquellas para las cuales la reaclancia mecánica de entrada es cera Ello obliga en 3.20 que 

si xL  = 0, entonces tan(xL) = 0 6 bien sen(kL)= 0, que implica que 

Kn  = 1c  -2- ® K m  

= 	sWm  

L 
v.  = tft 

Vm 

que equivale a 

los subíndices "rn" indican 'de resonancia' y en este caso, de una varilla casi libre, forzada, Por lo 
tanto 3.23 implica las frecuencias de resonancia de la misma. 

Para probar la afirmación de que las frecuencias de resonancia ocurren cuando la 

reactancia de entrada se hace cero, basta con combinar 3.20 y 3.16 y da 

Z„,„ 	rL (xl, +1) 
r L  

(rL + xL Y 	2x2L +1
as 

 

Por lo tanto, si hay pérdidas en el sistema (como es siempre el caso en la realidad), 
entonces en resonancia la reactancia de entrada se hace cero y la resistencia de entrada es 

pequeña. Esto concuerda con el hecho de que la amplitud de la onda estacionaria es grande en 

resonancia; para la varilla casi libre, forzada, debe tener un antinodo cerca del extremo en x = L, 
de tal manera que la velocidad en este punto es aproximadamente U 1=1 u(L,t)1. 

Una vez que se saben expresiones para la velocidad se puede llegar a las expresiones para 

la potencia. Para ello se debe considerar la potencia enviada hacia la varilla en resonancia, con la 

ayuda de 3.1, la potencia es 
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1 	F2  
—Z0 2, 
2

14
2 Zo  

(3.25) 

hay que notar que en resonancia, la reactancia es nula y por ello la impedancia es igual a la 

resistencia, que en términos matemáticos es 

manera, la potencia transmitida de la varilla a la carga en x = L'está aproximada 

(3.28) 

Como se supuso que en si la varilla no tiene pérdidas internas, 3.28 y 3.25 deben ser las 

mismas y se puede resolver para la amplitud de la velocidad antinodal aproximada 

7
.2.F 

RoRL 
(3.29) 

y mediante 3.24 y 3.26 se encuentra (3) que R, = RL  con lo que 3.29 queda expresado como 

F, 
u L •—

RL 
(3.30) 

Esta expresión muestra la velocidad resultante de la perturbación longitudinal de la varilla 

hacia el medio en términos de la fuerza de entrada y la resistencia de salida. 
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3.3 Radiación dipolar acústica. 

Una vez que se han analizado las condiciones de resonancia para varillas delgadas, en la presente 
sección se analiza la radiación debido a la resonancia de la varilla, dando en cada extremo un par 
de fuentes puntuales, esto es permitido al haber hecho la aproximación de varilla delgada, que se 
da siempre que sus dimensiones longitudes son mucho mayores a las de su sección transversal 

eficaz. 
Como un doblete acústico es un par de fuentes puntuales separadas una cierta distancia, la 

varilla delgada sometida a ondas longitudinales, radia hacia fuera como un dipolo acústico. La 

radiación se da más eficientemente en resonancia por ello se estudió en la sección anterior. 
El primer paso a dar en el análisis de radiación del dipolo es analizar el tipo de ondas que 

se dan a razón del movimiento de los extremos de la varilla. En el presente análisis el medio en el 

que se halla sumergida la varilla delgada es aire. Al perturbar ésta al medio origina ondas 
tridimensionales esféricas debido a la puntualidad de las fuentes. Tómese además el medio como 

un fluido no viscoso. 
La perturbación que ocasiona la varilla originará ondas de presión acústicas, que se 

denotan por p, las ondas cumplen (1,3) con la ecuación de onda 

_ 1 05 	 (3.31) 

donde c; es la velocidad del sonido en el medio, esta se da por 

c$ = B— 
P 

(3.32) 

aquí Bes el módulo de compresibilidad adiabálico y p es la densidad en equilibrio; ambas son 
cantidades fisicas intrínsecas del fluido en cuestión. Si se observan las ecuaciones 3.31 y 3.32 se 
ve que tienen la misma forma que las ecuaciones 1.10 y 1.11 para ondas longitudinales, 1.43 y 

1.44 para ondas torsionales. No asi para 1.75 y 1.76 de las ondas flexurales debido a la dispersión 

intrinseca que se da en este tipo de movimiento. Otro aspecto que da diferencia entre 3.31, 1.10 y 

1.43 es el gradiente que está en el primero, éste se debe a la naturaleza tridimensional de la 

perturbación del fluido. Y una similitud entre 3.32, 1.11 y 1.44 es que todas las expresiones de la 

velocidad varian inversamente a la densidad del medio y directamente a una cantidad elástica 

propia de cada tipo de movimiento, es decir, el módulo de elasticidad o de Young para las ondas 
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longitudinales; cortante o de rigidez para las ondas torsionales y de compresibilidad adiabática de 

volumen para las ondas de presión. 
Para encontrar la solución a la ecuación 3.31, tómese una onda esférica. El operador 

laplaciano en coordenadas'esféricas es 

= 	+ 	+ 	u— +  (92 	2 a 	1 	0 („, 0) 	1 	a' 
013 	r ar r-sen c19 c19 	r2 sen 42  

donde x = r sen Ocos 0, y = r sen Osen?,  y z = r cos O. Si las ondas tienen simetría radial, la 

presión acústica es una función de la distancia radial y del tiempo pero no de las coordenadas 
angulares O y 4f. Por lo tanto, esta ecuación se simplifica a 

(32  2 - = 	— 
a 	r ar 

y la ecuación de onda para campos de presión esféricamente simétricos con la sustitución de 334 
en 3.31 es 

05 2 Op 182p = 
0r 2 	r 8r c,2  012  

Si se toma el producto rp como variable dependiente, se puede reescribir 3.35 como 

(32 rp 1 a2 r p 
8r 2 	al' 

al considerar rp como una sola variable, la ecuación 3.36 tiene solución general 

p=— 
1 
 ,f,kc,t — 	— 

1 
inc„i+r) 

(3.33) 

(3.34) 

(3.35) 

(3.36) 

(3.37) 

el primer término representa una onda divergente de una fuente puntual en el origen moviéndose 
con una velocidad c,; mientras el segundo representa una onda convergente en el origen. Las 

ondas divergentes más importantes son armónicas. Se pueden representar en forma compleja por 

A p = (3.38) 
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es válido tomar la frecuencia angular o debido a que en resonancia la onda es monocromática. 
Se puede reescribir la expresión anterior con la ayuda de la identidad rc = w/v, como 

aquí A/r es la amplitud de la onda de presión. Se debe notar que la amplitud de una onda esférica 

no es constante, sino que decrece inversamente con la distancia r de la fuente. 
Como ya se mencionó al principio de la sección, la varilla al ser delgada, permite tomar 

los extremos de la misma como un par de emisores acústicos puntuales, éste doblete acústico 
emite ondas esféricas en cada fuente, cada uno separado por una distancia s, las fluentes aún 

cuando emiten con la misma frecuencia se hayan desfasados por rt uno respecto al otro. Ver 

figura 16. 

Figura 16. Geometria usada para derivar las características de radiación 
de un dipolo acústico. 

La presión en el punto p debido a la fuente a, según 3.39, es 

A 	, 
P. 

y debido a la fuente b, igualmente es 

A )wit-r 
pN=

;  

A. 11% I (3.39) 

(3.40) 

(3.41) 
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La presión en un punto cualquiera del espacio, es la suma de las presiones producidas por 

las fuentes individuales, por tanto, la presión en p es la suma de la presión debida a las Untes a y 

b a un tiempo t 

(3.42) 

Para distancias mucho mayores que la separación entre las fuentes, o sea, parar « s, es 
decir, campo lejano, se tiene 

r+ 
2  
—cose 

r, N r— 
2  
—colo 

al sustituir estas dos aproximaciones en 3.42 se obtiene 

(3.43) 

(3.44) 

ei4140112 	crICMOW2 

P=—e"" 11 	 
r 	1—scos9/ 2r l+scose/ 2r 

(3.45) 

expandiendo en series tanto el numerador como el denominador, despreciando términos de tercer 

orden, y tomando s/r « 1 y xs « 1 la ecuación 3.45 

A ei.4""")[1+jx]cose (3,46) 

que es una expresión de campo lejano para el dipolo acústico. En la figura 17 se muestra el 
diagrama polar del campo de presión ocasionado. 

z 

Figura 17. Diagrama polar de un dipolo acústico. El dipolo esta en posición vertical. 
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3.4 Formas de excitación. 

Una forma de hacer vibrar una varilla delgada en forma longitudinal es tomarla a la mitad de su 
longitud y, desde ahí hacia el extremo, hacer fricción longitudinalmente en una sola pasada, 
procurando mantener la velocidad constante. Esto se puede hacer simplemente abrazando con las 
yemas de los dedos a la varilla y luego deslizar las yemas de los dedos de la otra mano hacia 
Riera, manteniendo la presión constante en la varilla durante el movimiento. Otro modo de,  

hacerlo es sujetar por la mitad la varilla y golpearla en alguno de los extremos. Como ya se 
mencionó en el capitulo 1 es dificil que al querer hacer un movimiento longitudinal, no se 
provoque un movimiento flexural. Sin embargo al hacerlo en forma adecuada, es posible lograr 
que uno de los movimientos, el longitudinal, sea mucho más importante y que el flexural decrezca 
hasta hacerse nulo, esto se debe a que el movimiento longitudinal entra en resonancia, de lo cual 
ya se habló en la sección 3.2, 

Una forma más elaborada de hacer la vibración longitudinal, es colocar en un extremo de 

la varilla un transductor piezoeléctrico, al hacerlo funcionar provoca las deformaciones. Vale la 
pena hacer notar que al hacer funcionar al piezoeléctrico en un extremo, se hacen en ambos lados 

de la varilla antinodos de presión, mientras que por tener sujeta a la varilla por el centro se 

provoca un nodo de presión. En la figura 18 se muestran los dos primeros patrones de oscilación. 

Figura 18. Patrones de oscilación de una varilla delgada con nodo central. 

Las frecuencias de oscilación en forma analítica son las mismas que para una varilla libre-

libre (3), estas son 

_ (2n-1)c
2 L 	

n=1, 2,... (3,47) 

Si se compara 3.47 con 3.23 que expresa las frecuencias de resonancia para una varilla 

delgada, se observa que ambas expresiones tienen la misma forma excepto que en 3.47 ya se 
introdujo la condición de que sólo vibre en los números impares. Los números pares se eliminan 

por el hecho de existir un nodo central, de otro modo tendrían expresiones idénticas. Por tanto la 

expresión 3.47 da las frecuencias de oscilación para una varilla delgada con nodo central en 
resonancia. 
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3.5 Antenas electromagnéticas. 

En las secciones anteriores se considera la radiación de un pequeño conductor en la hipótesis de 
que la comente era la misma en toda la longitud del conductor. Esto, por supuesto, es imposible 

fisicamente, a menos que el pequeño conductor forme parte de un circuito. Puede formar parte, 

por ejemplo, de un antena más grande, y en este caso, hay radiación de cada parte de la antena. 

La radiación total se encuentra luego por integración de las componentes de radiación 

provenientes de las pequeñas secciones de la antena. 

Considérese un conductor de longitud razonable, pero más corto que la longitud de onda de la 

señal irradiada. Considérese también, que ese conductor está aislado en el espacio sin ninguna 

tierra ni cuerpos perturbadores alrededor; sin embargo, en el cuerpo conductor hay un oscilador 

o alguna Riente de energía que produce corriente en el mismo . Véase la figura 19a. La comente 
circula a causa de la capacitancia distribuida del alambre. La corriente carga las capacitancias y 

pasa de un máximo en el centro del conductor a cero en los extremos del mismo. La comente se 
representa en la figura 19b. 

111 

 

11° 	

112 

412 
(a) (b) 

Figura 19 (a) Amena corta alimentada por un oscilador.  
(b) Diagrama de intensidad vs. longitud de la antena. 

Para encontrar la radiación total considérese la antena de la figura 19 como constituida 

por muchas secciones, cada una tan pequeña que la corriente es substancialmente constante en su 



(3.48) 
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longitud. Se quiere encontrar el campo de radiación en un punto que está a algunas longitudes de 
onda de la antena y, por lo tanto, a muchas veces la longitud de la amena. Cada trozo contribuye 

al campo eléctrico en ese punto, según la ecuación 2.53. 

I L sen  °  cos(0( — L..)) 
2r2 	 v 

La intensidad de campo total en el punto de observación es simplemente una suma de las 
amplitudes recibidas de cada trozo de la antena. El único factor en la ecuación (3.48) que varia 
apreciablemente de un punto a otro de la antena es la intensidad lo. Cada componente da 
radiación es directamente proporcional a la intensidad de corriente en el trozo de donde proviene. 

Por lo tanto, la radiación recibida de un trozo cercano a los extremos de la antena de la figura 19 

es mucho menor que la radiación de una sección de igual longitud cerca del centro. Teniendo en 

cuenta la distribución de la corriente, la radiación total recibida en cualquier punto, proveniente 

de la antena de la figura 19, es igual ala radiación que se obtendría de una antena de media 
longitud si fuera posible tener en toda su longitud una intensidad igual a la intensidad 10 en su 

centro. 
Se dice que una antena tal, como la de la figura 19 (aislada, recta y pequeña comparada 

con X), tiene una longitud equivalente de la mitad de su longitud real. Para calcular la radiación 
de la antena que interesa se'usa la ecuación 3.48, pero el valor que se sustituye en Id es la 

longitud electiva o equivalente, igual ala mitad de, la longitud real. 

En la práctica, la cantidad deseada es el valor medio cuadrático o el valor efectivo del 

campo en la antena receptora. Esto se puede escribir en función de la longitud efectiva y de la 
corriente efectiva o raiz del promedio cuadrático en el punto medio de la amena, 1,, de la 

siguiente manera: 
10 l er intensidad efectiva en volts por metro (rms) = ti— 
2r 

 se nO 	 (3.49) 

upara el vacío es 377 ohms. 
Io  es la corriente efectiva en el punto medio (rms). 

L es la longitud en metros de la antena recta y aislada. 
id es la longitud efectiva en metros (si L « X, l<r= L). 

O es el ángulo entre la antena transmisora y la antena receptora. 

r es la distancia de la amena receptora a la transmisora, en metros. 

X es la longitud de onda de la señal en metros.  
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3.5.2 Antenas de semilongitud de onda. 

Cuando la longitud de onda de la antena es considerable, comparada con la longitud de onda de 

la señal, el tratamiento, como si fuera una antena corta, es inexacta Son necesarias dos 

correcciones. 

/='X/2 

(a) 	 (b) 

Figura 20 (a) Antena de semilongitud de onda. (b) Gráfica de distribución 

de corriente de la antena misma antena. 

Primero, si la longitud de la antena es comparable a la longitud de onda, la intensidad en la antena 

no va a ser proporcional a la distancia al extremo. Una antena actúa como una linea de 
transmisión de circuito abierto con capacitancia distribuida; si es pequeña, la distribución de 
corriente es fundamentalmente lineal, como en la figura 19, pero si la antena es más larga, esta 
aproximación no es satisfactoria. Suponiendo que la capacitancia esté uniformemente distribuida 
en la amena (una hipótesis que no es precisa, pero suficientemente buena y generalmente 

aceptada), la corriente es proporcional al seno de la distancia al extremo de la amena. Como 

ejemplo, la figura 20 muestra la distribución de corriente en una linea que tiene una longitud igual 
ala semilongitud de onda; suponiendo que la intensidad en el medio de la antena es 1,, la 

amplitud de la comente 1 a una distancia z del centro de la antena es: 

1= I, col( 2w 1)= lo cos(ra) 	 (3.50) 

Una amena receptora a alguna distancia recibe una componente de la señal de cada 

sección pequeña de la amena de la figura 2.5, y la intensidad de cada componente es proporcional 

al valor de 1 en el trozo correspondiente de la amena. 
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Resulta una complicación por el hecho de que las diferentes componentes pueden no estar 

en fase entre si cuando llegan a la antena receptora. Considérese que la antena receptora esté en 
un punto p de la figura 21. La distancia r, es menor que r, de modo que la radiación que se 

propaga a lo largo de r tiene un cierto retardo al llegar a p con respecto a la radiación que se 
propaga por 

Debemos introducir estas consideraciones en la ecuación 3.48. Un trozo de antena de 

longitud d:, ubicado a una distancia : del punto medio, tiene una amplitud de corriente dada por 

la ecuación 3.50.  

Figura 21. Antena de semilongitud de onda y sistema de referencia. 

La distancia de este trozo de antena al punto de observación p es r„ como en la figura 21. El 

campo eléctrico total recibido en p, debido a la antena, se encuentra integrando la ecuación 2.48 
a lo largo de la longitud de la antena, desde : = X/4 hasta = X/4 

!usen O, 
2r. Á 
	cos( ta) co(n) ( — ))/I: _14   

Aqui, como en la figura 21, n es la distancia del elemento recorrido por la corriente al 

punto en el cual se mide la intensidad del campo; r es la distancia del origen de coordenadas al 
punto medio de la antena. Como el interés está en el campo eléctrico a distancias mayores que 
algunas longitudes de onda, la diferencia entre r y re  que aparece en el denominador es 

despreciable. Pero en el término coseno la distinción entre r y re  es esencial, pues es la diferencia 

que determina la relación de fase entre las radiaciones para distintos trozos de la antena; r - re  
puede no ser despreciable con X, aunque despreciable comparada con r. Es bastante satisfactorio 
sustituir en el denominador r„ por r, pero en la relación de fase es necesario usar una 

aproximación que no puede tener un error mayor que una pequeña fracción de longitud de onda .  

Refiriéndose nuevamente a la figura 21, vemos que una buena aproximación es 



(3.55) 
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(3.52) PI= r — :cose 

Finalmente, el ángulo O no es apreciablemente distinto de O. Con estos cambios 

. "10sen9 T cos(ra)co(tu(/ — - -h. 1---59)}k 
20. 	 v 	v 	

(3,53) 
-v4 

El proceso de integración, aunque algo largo, es esencialmente simple. El resultado es 

=° co a)(1 — —)1 	 
.1 ( r 	cosa) 

2nr 	v 	sen O 

Las otras componentes del campo eléctrico son, por supuesto, nulas, igual que para una 

antena corta, 
El campo magnético es perpendicular al eléctrico (ya que lo es para cada trozo elemental 

de la antena), y la relación entre ambos es la impedancia intrínseca. Se obtiene; 

r 	
co~2 cosa)  

( 
= 	CO 0.)(1 	)) 
	 

2irr 	v 	sen O 

Las otras componentes de campo magnético son nulas. En las ecuaciones 3.54 y 3.55 los 
símbolos y unidades son los mismas que en la ecuación 3A9, y H. se mide en ampares por metro. 

Las ecuaciones 3.54 y 3.55 son válidas sólo para antenas cuya longitud es de una 

semilongitud de onda. El método usado para deducir estas ecuaciones se puede extender a 

antenas de cualquier longitud. En ese caso se usa una expresión más general que la 3.50 para la 

distribución de corriente. Sin embargo, desde el punto de vista teórico y del práctico, la antena de 

semionda es un ejemplo muy interesante de antena larga y es el único que será tratado en detalle, 

Es interesante comparar la ecuación 3.54 para una antena dipolar de semionda con la 
ecuación 3.49 para una antena corta. El campo efectivo (raíz promedio cuadrático) en cualquier 
punto de un plano normal a la antena (para el cual O = 90 grados) es, para una antena dipolar de 
semionda, ril0/2nr. Para una antena corta de longitud efectiva I,t es n10 /„/24.. Estas fórmulas 

dan el mismo resultado si /„. = X/n, y por esta razón se dice que la longitud efectiva de una 

antena dipolar de semionda es X/n. Como la longitud actual de una amena es TJ2, la longitud 

efectiva es 2/n veces la longitud real. 

(3.54) 
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Esto dice que la longitud efectiva de una amena de semionda es 2/x, o sea 0.637 veces 

su longitud real, y sabemos que la longitud efectiva de una antena muy corta es 0.5 veces su 
longitud real. No se está, por lo tamo, muy equivocado en estimar la longitud efectiva de 
cualquier amena dipolar, de longitud más corta que una semionda, como igual a cinco o seis 

décimas de la longitud real. 

3;5.3' Diagrttina polar de radiación. 

La longitud efectiva da una idea de la intensidad del campo sólo en la dirección normal. 
Para comparar la distribución de radiación de un dipolo de semionda con la de una antena corta 

en otras direcciones, es útil el "diagrama polar de radiación", en él se trazan vectores radialmente 

a partir de un punto (véase figura 22), siendo la longitud de cada vector proporcional a la 

intensidad del campo a una distancia dada de la antena en la dirección indicada por el vector. La 
curva que une los extremos de los vectores es un diagrama polar de radiación. Frecuentemente se 
representa la intensidad del campo en microvolts por metro de distancia a una distancia de una 

milla. 
La radiación normal a la antena es igual en todas direcciones, ya se trate de una antena 

corta o de en dipolo de semionda. El modelo de radiación en un plano normal es, por lo tanto, un 

círculo, como en la figura 221. 

El modelo de radiación para una antena corta en un plano que contiene a la antena se 

representa por la linea gruesa de la figura 22b. El máximo de radiación es normal ala antena, y la 

radiación en la dirección del eje de la amena es cero. La radiación en otras direcciones es 
proporcional al seno del ángulo que hace con el eje, como en la ecuación 2,49. De modo que el 
diagrama se compone de un par de círculos como los que se indican en la figura. 

A veces es útil suponer que las figuras 22a y 22b sean secciones transversales de una 

superficie sólida semejante a un toro. Una superficie tal es el modelo de radiación completo 

tridimensional. 

Oe 
(a) 	 (b) 

Figura 22, Diagrama de amena de semilongitud de onda de campo (a) magnético 

y (b) eléctrico. La amena se encuentra en medio de cada figura.  
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El modelo de radiación de una amena dipolar es sorprendentemente parecido. La función 

trigonométrica peculiar que aparece en el numerador de la ecuación 3,54 es numéricamente 

similar al sen2 0; esta función, dividida por senil), no es, por lo tanto, muy diferente de seno:), que 

es el término correspondiente a la ecuación 3.48. El modelo de radiación do una antena dipolo de 

semionda se muestra en la figura 22 por una linea punteada, ajustando la escala de tal manera que 
la radiación normal a la antena sea igual a la radiación normal de la antena corta. 

Puesto que el modelo de radiación del dipolo de semionda está dentro del de la antena 

corta, se deduce que para tener la misma intensidad de campo en la dirección normal a la antena 

es necesario emitir menos energía que la antena dipolar de semionda que con una entena corta. Es 

interesante, a veces, trazar los diagramas suponiendo igual energia emitida, más bien que igual 

intensidad normal, La emisión normal de una antena de semionda es alrededor del seis por ciento 

mayor que la de una antena corta que emita igual potencia, Asi se obtiene cierto grado de 

directividad. 

3.5.4 Potencia emitida. 

Es a menudo de interés saber la potencia total emitida por una antena. Hay varias maneras de 

calcular la potencia emitida, pero todas implican el vector de Poynting. Como un ejemplo básico 

y sencillo, se calculará la potencia de la antena corta de la ecuación 3,48. 
La energia es emitida por la antena por medio del campo de radiación, y no por medio del 

campo de inducción. Considerando sólo la componente de radiación, el vector de Poynting es 
radial, y como está en la dirección de E xH, está dirigido hacia afuera. La energía total llevada 

por la onda progresiva de radiación se encuentra integrando el vector de Poynting sobre una 

superficie esférica, esta intégración, por medio de 3.48 y 2.58, da: 

P=I(Éxr1). da= I M o da 

P = 	L 
2r2  

sen 
 cos(0)(i —.1--. )12nr2  sen&10 

tpr 	cos'(e)(r 
P = 	 v 	sen' 6118 

o 



• 
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P 	coy (a)(1  r)) 
32 2 	 v 

El vector de Poynting es una función del tiempo que varia como el cuadrado del coseno. 

En muchos casos se necesita la potencia media de la onda emitida y, como el valor medio del 
coseno al cuadrado es 1/2, se deduce que la potencia media emitida por una antena corta con 
distribución uniforme de corriente es: 

rprli  
Potencia media = 

3A2  
(3.57) 

3.5.5 Resistencia de radiación. 

La potencia media de radiación es un término que se define como la potencia media emitida 

dividida por el cuadrado del valor efectivo de la intensidad de comente en la antena. En la 

ecuación 2.571 es el valor maximo de la corriente; el cuadrado de la intensidad efectiva es % 

de modo que la resistencia de radiación de una antena corta es 

DrqL2  
(3.58) 

32' 

esta fórmula se deduce para un dipolo teórico y se puede aplicar a una antena corta dipolu si se 
usa la longitud efectiva L = /d . Si introducimos el valor q para el vacio, la resistencia de 
radiación (en ohms) de una amena dipolar corta de longitud efectiva Id  es: 

789(al-)2  
X 

(3.59) 

Esta fórmula no es, sin embargo, correcta para un dipolo de semionda, ni tampoco para cualquier 
antena con un diagrama de radiación apreciablemente distinto del de un dipolo, aún cuando se 

use.la longitud equivalente. 

Para encontrar la resistencia de radiación de un dipolo de semionda, o de cualquier otra 
antena, se sustituyen en la ecuación 2.97 las funciones apropiadas para É y Ñ. Para la amena 

dipolar de semionda se podrian usar É y -F I de las ecuaciones 3.54 y 3.55. El resultado es 

(3.56) 



(3.60) 

(3.61) 

(3.62) 

Q=Qoei°' 

entonces, el momento dipolar es 

Qoei("3 = PoeJO  

donde el momento dipolar máximo ea 

Po = Q01  

(3.65) ls= jcti p„ 

ESTA TESIS 
SACIA 	LA 
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sencillo, aunque los cálculos son algo complicados, la resistencia de radiación de una antena 

bipolar de semionda, para cualquier frecuencia , es 73.1 ohms. 

3.5.6 Dipolo eléctrico. 

Dos cargas iguales y de signo contrario Q y -Q, a una distancia de separación s, constituyen el 
llamado dipolo eléctrico (u). Es útil para el estudio definir el momento dipolar 'fi como el vector 

en la dirección -Q a Q y cuya expresión analítica es p = Ql; ver figura 23. Supóngase además 

que las cargas no están fijas, sino que oscilan'en forma armónica en su separación, de modo que 
tienen una separación máxima en la distancia s, luego se van juntando las cargas y por tanto 
disminuye el momento dipolar hasta llegare cero y finalmente cambiar de lado las cargas y en 
consecuencia, se invierte la dirección del momento dipolar. De modo más formal puede 

describirse la carga como 

Una forma de hacer un dipolo eléctrico es situar las cargas en un par de esferas unidas 
por un cable delgado de resistencia y capacidad despreciables. La comente que fluye a través del 

cable es 
Q 1=  d = i0Q0eiet =10e1.1 

d 
= io) Q0  

que en términos del momento dipolar, al multiplicar 3,64 por s se tiene 

donde 

(3.63) 

(3.64) 
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en la figura 23b se puede observar gráficamente a las cargas y la corriente como función del 
tiempo 

(a) 
Figura 23. (a) Dipolo eléctrico oscilante y (b) cargas y corriente como función del tiempo 

El potencial eléctrico producido por las cargas en el punto P del espacio es 

= 
[ehgt-rbfr) 	e joh-r,/vil 

V girs, 	;  
(3.67) 

Por comodidad se expresa el potencial en P en sus coordenadas naturales debido a la simetría que 
tiene el problema. Estas son las esféricas, de modo que P(r,0,9) a un tiempo 1. Ver figura 24. 

NOM 

-Q 
Figura 24. Potencial eléctrico en P de un dipolo eléctrico oscilante. 
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Nótese que las cargas -Q y Q proporcionan un potencial eléctrico que difiere no sólo en 
amplitud sino también en fase. Las amplitudes difieren por los términos ; y ; en los 

denominadores y las fases difieren por los términos rdv y r,,/v de los exponenciales. 

Puede encontrarse una expresión más conveniente para el potencial eléctrico, válida para 

distancias mucho mayores a la separación entre las cargas, esto es r» s, como sigue 

; 	r+ -3- cose 
2 

; r- 
2  
-cose 

al sustituir estas dos expresiones en 3.67 se obtiene 

Q0e Jah-rivl e iKle.me 	e-price«? I 

4rrs. r i-*. cose I + *cos O 

Expandiendo los exponenciales y los denominadores de los dos término en series de 
potencias, y despreciando términos de tercer orden y mayores en sir y xs la ecuación 3.70 queda 
como 

tC)cos0 
dIrre, r 	r 

Cabe hacer notar que al haber tomados «r y as « I, se hizo una aproximación de campo 
lejano, 

Para una frecuencia distinta de cero, el término exponencial muestra que el potencial se 
propaga con una velocidad de fase v. Esto es falso debido al factor complejo 1/r + 	Mi que 
reescribiendo el factor complejo en forma exponencial se tiene 

V = 	2  +1) ex j t- -+ — arctan( r) cose 	(3.72) 

	

. PC 	 112 	r 	1 

	

Ore. r 	r 	 v 01 

para xr » 1 (campo lejano), el arctan(Kr) x/2 es aproximadamente independiente de r y la 

velocidad de fase es entonces v. Pero cerca del dipolo, donde r no es mucho mayor a X (campo 
cercano), el arctan(n) no es constante yen consecuencia, el efecto de este término da una 
velocidad de fase que es mayor que v 

(3.60 

(3.71) 
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Es importante notar;que el caso del dipolo estático se da en a = O y entonces X-+ 00, al 

sustituirlo en 3.71 queda como 

(3.73) 

En esta ecuación se observa que el potencial del dipolo estático varia inversamente al 
cuadrado de le distancia, mientras el potencial debido una carga puntual varia sólo inversamente a 

la distancia. Esto proviene del hecho de que las cargas del dipolo aparecen muy cercanas para un 

observador situado a una distancia lejana, y sus campos se cancelan más y más mientras se 
incremente la distancia. Tanto para el caso del dipolo oscilante, como para el estático, los 

potenciales varían con el cose que, por lo tanto, se anula en el plano ecuatorial. En la figura 25a 

se muestra un dipolo situado en el origen y su sistema coordenado; en la figura 25b se muestra un 
esquema radial del potencial como función de e y (13). 

Figura 25. (a) Sistema coordenado de un dipolo y (b) diagrama radial del potencial. 

Una vez hechas algunas observaciones del dipolo eléctrico oscilante y estático, se 

analizará la potencia de emisión del dipolo y la amena de media longitud de onda; en realidad son 
pocas las diferencias entre una y la otra debido a que el haz de potencia media para el dipolo es 
de 78° y el de la antena es de 90° y la diferencia más importante entre ambos es por la resistencia 
de radiación de la antena dipolar que es de 73.13 n, el cual es un valor mayor a lo que se 
desearía para una amena de estructura práctica. Mientras que para el dipolo la resistencia de 
radiación se da por 

= 80tr,(Sy - 	ohms (3.74) 



3.5 Antenas electromagnéticas 83 

Por presentar un ejemplo numérico, imagínese un valor de s = 1m y una longitud de onda 
de 300 m, que corresponde a una frecuencia de I MHz. La resistencia de radiación da con estos 
valores un resultado de 0.0084 f el cual es un valor mucho menor a los 73.13 f de la antena de 

media longitud de onda. Sin embargo, tampoco el dipolo es una buena antena debido a que tiene 

una alta reactancia y una muy pobre eficiencia, lo cual se traduce en una baja ganancia (14). 
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3.6 Analogías entre el potencial eléctrico y la presión 
acústica. 

Se han estudiado en los capitulos 1 y 2 los fundamentos mecánicos y electromagnéticos 
necesarios para comprender a los radiadores acústicos y electromagnéticos. No se analizan todos 
los casos de radiadores ya que el interés del trabajo se centra en los radiadores de media longitud 

de onda y en encontrar sus analogías. En la presente sección se encuentran algunos puntos 
notables de las analogías entre ambos radiadores. 

Como primer punto a discutir se ha de notar que, tanto el potencial eléctrico como la 
presión acústica son campos que cumplen con ecuaciones de ondas; para el primero se observa en 

la ecuación 2:19 y para el segundo en 3.31. También se ve en las mismas ecuaciones que la 

ecuación de onda para el potencial eléctrico es del tipo inhomogéneo y para la presión acústica es 
homogéneo. Además, para el caso del potencial eléctrico, el modelo empleado en el análisis de la 
radiación dipolar electromagnética tiene como base al dipolo eléctrico (estudiado en la sección 
3.5.6); y para la antena dipolar acústica, se toma como base el llamado dipolo acústico. En ambos 
casos se tiene básicamente un par de fuentes emisoras puntuales separadas por una distancia, s, 

las Rientes para el dipolo eléctrico son dos cargas Q y -Q; y para el caso acústico dos Rientes a y 

b. Aqui hay que hacer una precisión, mientras en el caso eléctrico los responsables de la emisión 

son un par de cargas, para la antena de semilongitud de onda eléctrica, es necesaria una fuente de 

alimentación de corriente, misma que se da con un oscilador como se muestra en la figura 20 en 
la sección 3.5.2. 

La antena propuesta en el trabajo es una varilla delgada y de ahí que se le haya dedicado 
el capitulo 1. También parad caso de la antena dipolar acústica es necesaria una fuente que 

provea la energía parada emisión dé las Rientes, en la sección 3.4 se discute acerca de las formas 

de excitar mecánicamente a la varilla acústica. Las fuentes de emisión dele antena acústica son 

efectivamente un par de Rientes puntuales, esto se debe al modelo de varilla delgada que se 

asumió en el estudio; además, al provocar resonancia en la varilla se dan las condiciones óptimas 

de emisión mecánica, esto también se estudia en la sección 3.3. 
Tanto para el caso eléctrico como para el acústico, al tener Rientes puntuales, se distingue 

una radiación esférica de cada fuente. Si se comparan las ecuaciones 3.42 y 3.67 

jeo(t-r. v) 

rt, 	r, 

 

• (3.42) 
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e)4-r,/v) 	eimil-r ./V) 
V = 

4rre, l 	rb 	r, 

se encuentra que ambas expresiones tienen exactamente la misma forma y difieren exclusivamente 
en las constantes, dichas expresiones son aún generales, las expresiones para campo lejano de 
ambos casos se dan en las ecuaciones 3.46 y 3,71 estas son 

A e joih-riv)(1. = — 
r 	r 

sc)cos0 

v 4,  Po eJ.11-riv)(.1 + ic)coso 
4ffe, r 	r 

donde se observa nuevamente que las expresiones son idénticas en forma, excepto por las 
constantes. Para ambos casos se ve un anulamiento del campo en el plano ecuatorial, debido al 
término cosOy una variación inversamente proporcional a la distancia. En consecuencia los dos 
patrones de radiación deben ser en todo semejantes, si bien no iguales debido a las constantes. 
Loa patrones de radiación del potencial y el acústico se ven en las figuras 25 y 17, 
respectivamente. 

Una muy importante similitud que se da entre el caso eléctrico y el acústico es que para el 
caso estático, el campo eléctrico es el gradiente del potencial eléctrico, como se muestra en la 
ecuación 2.11. De igual manera para el caso acústico, el gradiente de la presión acústica tiene una 
equivalencia al campo eléctrico, la interpretación fisica del gradiente de presión es el sitio en el 
espacio donde se ocurre la máxima variación del campo de presión. Debido a la similitud entre el 
campo eléctrico y el gradiente de presión, es posible graficar el campo eléctrico de una amena de 
semilongitud de onda, este se ve en la figura 22b se ve un corte transversal del toro que hace el 
campo eléctrico yen la figura 26 se ve un esquema tridimensional del mismo, éste es equivalente 
en forma al campo derivado del gradiente de presión. 



Figura 26. Diagrama de campo eléctrico de una antena de media longitud de onda. 
que es equivalente al gradiente de presión acústica en una antena dipolar acústica. 

3.6 Analogias entre el potencial eléctrico y la presión acústica 36 
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3.7 Longitud efectiva. 

En el más general de los casos de antenas electromagnéticas debe hacerse una corrección por 

longitud efectiva, en particular también es así para las antenas de semilongitud de onda, esto 

sucede cuando la antena no tiene una distribución uniforme de corriente. De tenerse la 

distribución uniforme la longitud geométrica de la amena coincidirá con la longitud efectiva, una 

forma de hacerlo es cargar la antena con un sombrero de tipo capacitivo (1.0), éste produce el 

efecto de uniformizar la corriente, en este caso la longitud efectiva es la misma que la longitud 

fisica. 
Esto sucede con las antenas electromagnéticas, pero surge la pregunta de si sucederá lo 

mismo para antenas acústicas como la que se está proponiendo, es decir, la varilla delgada; la 

respuesta es que sí sucede para la varilla delgada pero, la diferencia es tan pequeña que se antoja 

despreciable. Es necesario justificar más en este punto. En 1876 Pochhammer hizo estudios de 
deformación de cuerpos sólidos y encontró una corrección para la velocidad de fase cp, respecto 

a la velocidad longitudinal cL , la expresión analítica es la siguiente 

cp  = 41— —
1 2 a ic r-)=c1,(1—ir

,(
—
r y) 

4 
(3,75) 

aquí c es la razón de Poisson, r el radio de la varilla, X la longitud de onda y x = 20, el número 

de onda. Nótese que la velocidad de fase decrece con el decremento de la longitud de onda y se 

anula cuando la longitud de onda es (lit r. La ecuación por tanto no es confiable para longitudes 

de onda menores al radio de la varilla (a). 

Para ver la viabilidad de uso de 3.75 se puede hacer un ejemplo numérico, supóngase una 
varilla de aluminio de lm de longitud y diámetro de 1 cm. Ésta es una varilla delgada pues sus 
dimensiones longitudinales son mucho mayores a las dimensiones de su sección transversal eficaz. 
Según x = 2x/X, al sustituirlo en 1.27 queda 

— 
" 	(2 n— I) 

4L 
(3.76) 

que para n = 1 da una longitud de onda de 4m. que con los datos anteriores para largo y radio de 
la varilla y como a = 0.33 en aluminio, al sustituirlo en 3.75 da cric, = 0.99998, es decir, una 

corrección de .679x I0'". Al ser una corrección tan pequeña, es una muy buena aproximación 
tomar ct y no cp  pues son prácticamente las mismas. Esto valida como buenos todos los cálculos 

hechos en el trabajo. 
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Por lo tanto, existe la corrección de longitud efectiva tanto para el caso de antenas 

electromagnéticas como para las acústicas, en las primeras se debe a defectos en la 

uniformización de la corriente que circula, y para las segundas se debe a razones principalmente 

de naturaleza geométrica; que en el caso se varillas delgadas, la corrección es despreciable. 
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Conclusiones. 

El objetivo del presente trabajo es obtener las analogias entre radiadores de media longitud de 
onda acústicos y electromagnéticos, para lo cual en el último capitulo se hizo el estudio de los 
dos radiadores y en la parte final del mismo, en 3.6 se obtuvieron las analogías entre el potencial 

eléctricos y la presión acústica, y en 3.7 se hizo una discusión acerca de la longitud efectiva en las 

antenas. 
Como se menciona al final de la sección 3.5, las diferencias principales entre la antena de 

semilongitud de onda y el dipolo eléctrico son: primero, que en la antena de semionda tiene un 
ancho de haz de 90° y el dipolo de 78°; y segundo, que la resistencia de radiación de la antena es 

de 73.13 A mientras que en el dipolo cambia según la separación entre las cargas e inversamente 
a la longitud de onda. En el caso concreto de una separación de lm y una longitud de onda de 
300m, el valor de resistencia es de 0.0084 (), que es un valor mucho más pequeño de resistencia 

comparado con el de la antena. 
Una analogía notable es la similitud en las expresiones para el potencial eléctrico y la 

presión acústica, ambas expresiones analíticas tienen la misma fbrma exceptdpor diferentes 
constantes derivadas de cada análisis. Estas expresiones se dan en las ecuaciones 3.42 y 3.67 sin 

hacer aproximaciones (ver sección 3.6) y con aproximaciones de campo lejano las expresiones 

analíticas se dan en 146 y 3.71 (ver sección 3.6). 

Otra analogía importante se da con el caso estático del campo eléctrico y el campo 
derivado de obtener el gradiente de presión acústica. 

En la figura 17 se ve un diagrama de radiación de la presión acústica yen la figura 25 se 
ve un diagrama del potencial eléctrico. Ambos diagramas tienen la misma forma. También en la 
figura 26 se muestra un diagrama tridimensional del campo eléctrico, que por las razones 

anteriores es el mismo que para el campo derivado del gradiente de presión acústica. 

Una analogía más entre las antenas electromagnéticas y las acústicas es que en ambas 

existe una corrección por longitud efectiva. En particular es necesaria para las antenas 
electromagnéticas de media longitud de onda. Aquí hay una diferencia (discutida en 3.7) para el 
caso de las antenas propuestas en el presente trabajo, que son varillas delgadas, en que no es 

necesario introducir ninguna corrección por longitud efectiva. Esto se debe a que en las antenas 

electromagnéticas el efecto de corrección viene ocasionado por una falta de uniformidad en la 

corriente de la amena, mientras que en el caso de las antenas acústicas se debe a factores de 

naturaleza geométrica como son la razón del radio de la varilla y la longitud de onda que viaje en 

la misma.  



Una diferencia entre las antenas electromagnéticas y las antenas acústicas longitudinales, 

como se proponen en el presente trabajo, es en su uso como antenas captadoras. Para captar una 
senil en la forma más eficiente, las antenas electromagnéticas requieren una orientación 
transversal respecto a la dirección de propagación de la señal, de modo que el campo 

electromagnético queda absorbido por la antena en toda su longitud. En cambio en una antena 
acústica longitudinal, para captar la señal en una forma más eficiente, la antena debe estar 

orientada longitudinalmente respecto al campo de presión, esto es, la señal debe incidir en la 

parte más angosta de la antena, 
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