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Introduccion i

Introduccién

" En el presente trabajo de tesis se tiene por objetivo encontrar las analoglas entre radiadores de

~ media longitud de onda acusticos y electromagnéticos. Para encontrarlas se hace un andlisis en
tres capitulos. En el primero s analizan los fundamentos mecénicos para producir una antena
acustica, en particular, se analizan los tres tipos de movimientos que pueden darse en una varilla
delgada como resultado de deformacnones mecénicas, estos son: vibraciones longitudinales,
torsionales y flexurales. Para cada uno de los movimientos se deduce la ecuacion de onda y sus
relaciones de energia y potencia. También dentro del mismo capitulo se obtiene la ecuacion de:
onda para varillas de seccion transversal variable con diversos perfiles cilindricos, estos son:
- conicos, conicos truncados, pmbéhcos y exponencmlcs Todos ellos con ll aproximacion de
varilla delgada,
En el segundo capitulo, se amllun los fundamentos de los radiadores electromlgnéncm
- empezando por las ecuaciones de Maxwell y tras alguna manipulacion de las mismas, se’
introduce la Norma de Lorentz para deducir las expresiones del potencial escalar eléctrico y
~ potencial vectorial magnético y obtener las ecuaciones de onda de ambos potenciales. Luego se
 hace una discusion para encontrar los potenciales de retardo y Ia radiacion de un elemento de
, eomente También se hace una dnsc\mén de las caracteristicas generales de los patrones de
radiacion de antenas. Se hacen cilculos de Ia potencia radiada y resistencia de radiacion de una
antena y finalmente, en completes del tl‘lbljo se hace un estudio independiente del tiempo en el
potencial vectorial magnético y los campos eléctrico y magnético en antenas.
Finalmente, en ef tercer capltulo se hace un estudio de los radiadores planteados en el

objetivo. Primero se obtienen las condiciones de resonancia para una varilla delgada, después se -

obtienen las expresiones analiticas para la presion aclistica debida a una pu de fuentes puntuales,
es decir, un doblete acustico; dicho doblete se hace con una varilla delgada. Esta es la antena
acustica que se propone en el trabajo. Ahi mismo se obtiene su patrén de radiacion. En la
siguiente seccion se discute acerca de las formas posibles de excitar Ia antena. En la siguiente
seccion se analizan las antenas eleciromagnéticas mas importantes para obtener un plnbuml
adecuado en el estudio de una antena de semilongitud de onda. Los aspectos analizados aqui son;
antenas cortas, antenas de semilongitud de onda, su diagrama polar de radiacion, la potencia que

emite, su resistencia de radiacion y el dipolo eléctrico. Con los elementos que se tienen hasta este -
punto, se procede en la siguiente seccion a encontrar las analogias entre e potencial eléctricoy la

presion acustica de las antenas de media longitud de onda. Y en la Ultima seccion se discute
acerca de una correccion muy importante en las antenas electromagnéticas, se trata de la
* correccion por longitud efectiva, éste no es propio solo de las antenas electromagnéticas, sino




lmroduccién ii

que se da también en las acisticas como la que se propone, sin embargo su efecto es
: despreclable, esto también se discute en la misma seccion. Fmalmente en la Gltima pane del
- trnba;o se expresan un conjumo de conclusxones. .




1.1 Introduccion, ‘ 1

~'Capitulv'o I. Fundamentos Mecénicos.

11 Int,foducéién.

En el presente capltulb se analizan los movimientos ondulatorios que pueden existir en un cuerpo

" solido como resultado de sus propiedades elisticas. Para tal gfectd, el solido se considera como un
* medio eldstico, isotropico y homogéneo (1,2); otra hipotesis fundamental para el andlisis es que el
cuerpo es una varilla delgada y larga, esto es, que las dimensiones de la seccion transversal eficaz
1on pequedlas comparadas con su longitud (s).

Hay tres tipos fundamentales de vibracién que ocurren en varillas delgadu, éstas se
clasifican como longitudinales, torsionales y flexurales (¢). La forma en que vibran es consecuencia
de sus propiedades eldsticas (1). Para los tres tipos de vibracion, se considera primero Ia deduccién
de Ia ecuacion de ondas y su solucién, posteriormente se deducen las relaciones de energia,
potencia, finaimente se evalta el movimiento vibracional con condiciones de frontera, que, para
los tres casos, s realiza con la varilla sujeta en un extremo y libre en su otro extremo, llamada fija-
libre. Asi pues, no se analizan los casos de varilla fija-fija, libre-libre o libre-fija.

En la Gltima parte del capitulo se extraen conclusiones del andlisis anterior para llevarias a
varillas de seccién transversal variable; se deduce la ecuacién de onda y se analiza la ecuacion de
onda para diversos perfiles y sus soluciones. Los perfiles considerados son cilindricos dela forma:
conica, conica truncada, parabolica y exponencial.

g::
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1.2 Vibraciones léngitudinales

1.2 VibfaCiOnes Vl'(mgitudinale‘s‘.‘

~ ‘En ¢l caso de. vnbracnones longiludinales, los elementos de la varilla se extienden y contraen.
Para varillas delgadas la deformaclén lateral no es stgmﬁcauva conforme las extensnones y

contracclones se Suceden (3,4)..
- Para el estudio de ondas Iongltudmales en varillas resulta util notar que el anéhsls es similar

' . al dc ondas planas en fluidos (2), es decir, que las expresiones mateméticas para la transmision de
ondas acpstlcas planas a través de fluidos, no s6lo son similares a la transmision de ondas de

~ compresion a lo largo de una varilla, sino que, si el fluido est4 confinado en un tubo rigido, hay'
una estrecha correlacion entre las condiciones de frontera (3). Ademés, sélo se necesitan
‘considerar fuerzas (no momentos) y se obtlenen ecuaciones parciales de segundo orden que

condueen a la ecuacion de onda

1.2.1 Ecuacion de onda.

Se hm sdhlado en la seccién 1.1 las hlpétesu fundamentales para el presente estudio de
wbm!oncs en sdlidos. Con éstas, considérese una varilla de Jongitud L y seccion iransversal S
sujeta a fierzas f(x,1), y Ia convencion de que valores positivos de frepresentan fuerzas de
compresion y valores negativos indican fuerzas de tension, como se muestra en la figura 1. La -
eleccion de esta convencion hace que la compresion de un sélido, sea analogo a la compresién de

un fluido por un incremento positivo de la presion.

----------

..........

..........................

Figura 1. Fuerzas compresivas en una varilla.

2




1.2 Vibraciones longiudinales 3.

La apltcacnén de fuerzas, respecto a la posicion en equlhbno produce un desplazamlemo '
longitudinal § = E(x1) de cada una de las particulas de la varilla, Al pensar en una varilla delgada,
este desplazamiento es ¢l mismo en todos los puntos para cualquier seccién transversal,

En el resto del capitulo se adopta la siguiente convencion: la coordenada del extremo
izquierdo de la varilla es x = 0 y la del derecho x = L. Un valor positivo de x representa un
desplazamiento a la derecha y un negativo uno a la izquierda, Al aplicar fuerzas longitudinales, las
particulas que se hallan originalmente en x s mueven una distancia §, de forma similar en un plano
localizado en x+dx (con dx elemento dlferencnl de varilla no deformnda), se mueven una distancia
€+a§ ala dcrecha. Ver ﬁgura 2,

L % 0 R R
X
mmmaew [P [FPRP monammp
x : x+adx
Figura 2. Deformacién longitudinal ak/dx en la varilla,
Al ser pequeilo dx puede hacerse una aproximacion en series de Taylor
& R
+a =8 +2dx ;
L+ =5+ p (rn

tras haberse desplazado el extremo izquierdo una distancia & y el derecho E+d&, el incremento en
longitud d, del segmento esté dado, con la ayuda de la ecuacion 1.1, por

(& ak)- f.-ﬂ

@n%m (12)




1.2 Vibmciéncs loilgitudlnales : 4

La deformacién eenel segmento se deﬁne como la razon de un incremento en longltud
con respecto a la longitud original o

e=f-
e (13)

%’IR

Siempre qpé s deforma una varilla se producen fuerzas elasticas; estas fuérzas actian a

“traeés de cada plano de seccion transversal de la varilla y mantienen a la varilla unida.
" Elesfuerzo en una varilla se define por la razon de fuerza f aplicada a una superﬁcie

transversal S dela varilla o
esfuerzo= '—é— (1.9)

Parauna virilln homogénea e isotropica, ¢l esfuerzo puede describirse en términos de la
deformacion con ayuda de 1.3y 1.4, e indica que la razon de esfuerzo a deformacién es constante,
cuyo valor es el modulo de Young Y o modulo de elasticidad, que es una propiedad mtrimecn del
mlteml (2)
18

obien -

(71N

:=-Y

2R

Esta relacion se conoce como ley de Hooke (3). Debido a que un esfuerzo positivo da
lugar a una deformacion negativa, el signo negativo garantiza un valor positivo de Y (quees
siempre positivo constante y caracteristico en los sélidos) (3). Explicando mds ampliamente este -
puntd se tiene que, al aplicar un esfuerzo (fuerza positiva segin la convencion utilizada), la
deformacion que se produce es de compresion; la deformacion es el cambio de desplazamiento
respecto a la posicion (ver ec. 1.3) y es una cantidad negativa pues es menor que cuando se halla
en equilibrio. Para el caso de una tension (fuerza negaliva), la deformacion producida es una
elongacion, que indica que el cambio de desplazamiento respecto a la posicion es una cantidad
pusitiva, pues es mayor a cuando se halla en equilibrio.

Reescribiendo la ec 1.5 se tiene

-sy®
S8y 2 (1.6)

COmO una expresion para las fuerzas internas longitudinales de 1a varilla.

5




1.2 Vlbmciones lonsitudlnales

Al ser f la fuerza Iongltudmal interna en x, la fuerza enx+dx es f+ (9f / 6x)dx, por tamo, ~

la ﬁmza neta hacia la derecha es, para un elememo dlferencml en la varilla
REL = T an
Sustnuyendo (l 6) sé tiene _
@ ‘ :
df = svaxf . K a8
.La masa dei el&mento dx es pSdx, con p la densidad volumétrica, que por las hipdtesis
empleadas, es constante en toda Ia varilla,

Por segunda ley de Ne_Wton, la ecuacién de movimiento es

& =ps T | a9

0 bien i’:f-=?'—-—- (1.10)

con == ‘ (L)

s

‘ la ¢c. 1,10 es 1a ecuacion de onda longitudinal unidimensional (3). Cabe notar que |l velocldad e

la onda longitudinal depende de las caracteristicas fisicas intrinsecas en el slido. (ver ec. 1.1 .

La velocidad ¢, es frecuentemente llamada velocidad de Ia varilla, para distinguirla de otras

velocidades que caracterizan a los medios solidos (1). Resulta ilustrativo calcular Ia magnitud de

cv para un metal comiin como el acero, su modulo de Young es aproximadamente 2x10" N/m?, su

densidad es 8,000 Kg/m’; asl pues ¢, = 5,000 nv/s (=18,000 Knvh)(1).
La ecuacion 1.10 tiene como solucién general

E(x,0) = Ejlcr - x) + Ex(ct +x) (1.12)

ST T

St




1.2 Vibraciones lbngitudinales. S 6

La soluc:on general compleja (en adelante mdu las cantidades complejas se denaotan por
vlenas negritas) es.

E(x,1) =AY 4 Bt 13

"“con A yB constantes de amplxtud compleja Ademas, x = 0 / cLes el numero de onda yo la

{recuencia angular (3).

* 1.2.2 Energia y potencia.
Tras haber encéntrido 1a ecuacion de onda'para vibraciones longitudinales en una varilla; en la

presente secclén se encuentran las relaciones de energia y potencia para el mismo tipo de
' vnbrnc:ones, pam ello supongase una onda viajera presente en una varilla delgaday larga dada por

- &) = &m cos(xx - o) (1.14)

~ La densidad de energia cinética (por unidad de longitud) asociada con la onda es

r-2(5)

K\ = % Spa’t? sen(kx - of) (1.1%)

Para hallar la expresion correspondiente a ladensidad de energia potencial, es necesario
conocer el trabajo requerido para estirar la varilla una ¢antidad &% debido a la apllcacnén dela

fuerza f. chho traba;o s
=WfdE (1.16)
con esto la deﬁsidad de energia potencial por unidad de longitud es

V= WSS : IRE)




. R 1.2 Vibraciones longitudinales

Sustituyendo las expresiones 1.6 y 13enli7se obtiene-

Vu sY (ag ) |

Vm%éYx’l‘;f,.‘sen’(xpml) :
he %sme’sen(xx-m) G (118,

donde s¢ hizo la sustitucion Y’ = po’.
Con estos resultados la densldad total de energia (K| + V 1)es

Ej = Spw’t? sen’(kx - af) : (1.19)
i.n deqsidad total promediq de energia es
Er=$po%, a0
| es‘tc; hacuendouso del hecho que para un periodo - » |
 weaneu \ o (.21)

nétese que al dividir 1.20 por S, se tiene la expresion para la densidad volumétrica de energia. -
La potencia P transportada por la onda representada en la ecuacion 1.13 se da por.

=4&’w§§‘ (1.22)
para éllo se emplea la ecuacion 1.6.
El resultado para la potencia es
P= Spcw’t: sen’(kx - o) = o F (1.23)
La potencia promedio transportada es, por tanto
p= Y2 Spe’E), = ok . ‘ (1.29)

- que se interpreta como la densidad promedio total de energia moviéndose con velocidad c.
La intensidad I de una onda es la potencia transportada por unidad de area normal a la
direccion de propagacion. De donde

TS W WIS W W AR KIS e e Ty W - -

7
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1.2 Vibraciones lb;igitﬁdinales S8

I=Yipo0’el ‘ : (1.25)

pjri ondas longit\idvinalesle'n una varilla delgada (1). De las ecuaciones 1,20, 1.24y 1.25s¢
_ observa quela energia promedio, potencia promedio e intensidad dependen de cantidades
'mtrinsecas del material en el cual se propaga la onda. Ademds se observa Que estas cantidades
fisicas dependen del modo m-ésimo del desplazamiento, por lo que es necesario aclarar que aun
. cuando las canudades son promedio, al tratarse de un promedio temporal, no guardan un

" promedio modal; por lo que no debe mterprelarse como una camldad absoluta sea cual fuere el
modo de propagacion.

| '_l§2.3 Cohdiciones de frontera.

g En la presente seccion se aphcnn condiciones de frontera a la varilla, de modo que esté

rigudlmente fija enx = 0 y libre ' para moverse enx = L. .

“Sinoes ponble quela varilla se mueva en x = 0, entonces el desplazamiento es nulo, esto
e@. §=0enx=0. El que enx = L esté libre para moverse, implica que no puede haber fuerzas
clisticas internas, en consecuencia, f= 0; dada la expresion 1.6 esta condicion es equivalente a -
quec§/oxr=0 enx=L.

La aplicacion de & = 0 en x = 0 mediante la expresién 1.13 dn A+B= 0 de tal manera que
1. 13 se convierte en

& = Ado 1 (ekx - exx) = 2jAeo 1sen(xx) - (1.26)
Al aplicar la segunda cohdicién de frontera, 0 / dx =0 enx =L, da cos(kx) = 0 6

) =Ql‘i1?5, n=0,.2,. - 127

qde equivale a 0, = (Z_n%_ll:)_n_g‘_ (1.28)

o bien v, ;@“:L]—)CL (1.29)

BUBESN BANW UL D SOWORAYIIIES a W
/
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1.2 Vibraciones longitudinales -9

.- Lafrecuencia v del primer sobretono de una varilla fija-libre, es tres veces mayor que su
fundamental, Debido a la ausencia de arménicos pares (3), la calidad del sonido producido por una- -
varilla vibrante fija-libre, es de menor calidad al producido por una vanlla. por ejemplo, llbre-hbre E
0 ﬁja-fua, en que si estn presentes dichos arménicos ‘

4 El desplazamiento complejo En correspondiente al enésimo modo de vibfacién_es

En = -2Ane™sen(knx) | (130)

yla pmé recl s En =( Ancbs(c)nt) + anén(wnt) )sen(xnx) o (131)

donde las constantes de amplitud reales Ay y By estén perfectnmente definidas por 2An-—B n+jAn
La solucién completa es la suma de todas las soluciones arménicas sepmdu

v.(x.o - f: (Aroson)+ Byt senteat)  (132)

" i las condiciones iniciales del desplazamiento y velocndnd se conocen, se pue&e usar el
teomm de Founer para evaluar Ay y By (3). :

SUBEPE NIRWECFY A ANVIRYVIVES A »
/
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1.3 Vibraciones torsionales 10
-1.3 Vibraciones torsionales.

En el caso de las vibraci‘ones torsionales, cada seccion transversal de la varilla, rota alrededor de
- su centro sobre su propio plano transversal, permaneciendo el eje central sin disturbio (4).
Supongase una varilla de seccidn transversal 8, a lo largo del eje de la varilla su densidad p es
uniforme y su modulo de rigidez o médulo cortante | es también uniforme al ser un medio
isotrépico (1). '

1.3.1 Ecuacién de onda.

El primer haso para calcular la ecuacion de onda es calcular la torca necesaria para torcer un
dngulo a un tbo de seccion transversal constante de longitud L. Para ello, considérese un
casquete cilindrico de radio r y espesor «r. En la figura 3 se muestra el casquete cilindrico,

- supngase como resultado de un esfiuerzo cortante circunferencial f§ actuando a través de los
extremos de areas dS= 2nrdr, un par de torcas (M iguales y opuestas, ubicadas en los extremos

del casquete.

e m e — e

o
]

» L

Figura 3. Casque(e'cilindrico sometido a una torca constante.
El momento de la fuerza cortaute es
M = rfydS = 2nr2fpr : (133)

El desplazamiento cortante en el casquete es medido por el angulo o (estrictamente tanat )
entre la linea paralela al ¢je v la direccion que toma tal linea al torcerlo. De la geometria de fa
figura Lot = rd. Asi. que el desplazamiento cortante es

n=tan(e) ==+ L (.39

WA M . NI RS W e W e L AR PRV VAN RS A W
?
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1.3 Vibraciones torsionales . . 11

La ley de Hooke (3) indica que si la deformacion es pcqueﬂa el esfuerzo es proporclonal a.

ella.

f¢ l | N (5}

Sustituyendo las ecuaciones 1.35, 1.34 y 1.33 en 135 se tiene

dAfl=2‘%‘ir’dr‘ )

que imegréndola' enel casquete resulta

na‘M
M = —2X 137
2L - (1.37)

La cantidad ¢ es llamada constante de torsion de el tubo y es la torca necesaria para torcer
¢l tubo un éngulo de un radisn. Una aplicacion de esto se presenta al torcer una fibra, usada en una
balanza de torsién y otros aparatos sensibles, en ellos la constante de tomén ¢s proporcional a Ir :
cuarta potencia de su diametro, a, como se ve en la ecuacion 1:37,

~ Lafigura 4 muestra un elemento dx de varilla con su eje alo largo del ¢je longitudinal X. k

R T
Mf\s | f\\ o
e\ /LS

dx

Figura 4, Elemento de varilla torcido por una onda torsional.

Cuando una onda de torsion esté presente, para cualquier instante de tieﬁipd. el Iextremo en
x rota un angulo ¢ por Ia onda, mientras el extremo x + dx rota una cantidad ¢ + (84/dx)d.
Acorde con 1.37, la torsion neta del elemento o = (8/6x)dx, requiere una torca de magnitud

4 - .
M=TARE (1.38)
&x

EIRBEY RO W B d Y RN N »
g
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.. "Sienxactia una torca de -M, y en x + dlv una de torca M + (EM/cx)dx, no solo la

) condicion de torque se satisface ya que hay una torca desbalanceada (o"M/Ex)dv que dara una
.. aceleracion angular, El momento de inercia del elemento alrededor del eje es '

dl= Yidma? = Vinadpdx C(139)
"~ Por otra parte, una torca dM para un elemento de inercia 4l () para una varilla redonda es
o d 3 o
=—(dl =)=dl — 40
dM dx(d 7] ) d'l“at' o (1.40)
- pero la torca total, que es la suma de la actuante enx +dx y enx, es

aM
aM =T ; 1.4
oGl N (1.41)

ehtpncei delas ecuaci‘o.nes .l 40y 1,41 se tiene al igualarlas

.“"_M.;__’.'_ 4 .?l »
= -2a 5 (1-4.2)‘

_ Derivando 1a ec. 1.38 respecto a x ¢ igualando con la ec. 1.42 se obtiene tras cancelar los
términos comunes

Sé_nde
& part
- Fo_ 15
b — === 14
o bien prlgre (1.43)
on ¢ ;‘e (144)

Notese nuevamente, al igual que las ondas longitudinales, que las ondas torsionales son
independientes del radio de la varilla y que la velocidad ¢, de propagacion de ellas depende de
propiedades intrinsecas en el material. Ademas, no es necesario hacer aproximaciones para obiener
la ecuacion de onda para la varilla redonda. Por lo tanto, las frecuencias de los modos normales de

BXDBEY NA PR BRI ST 4 »




13 Vibracidncs torstonales 13

una varilla de longitud L cuyos extremos estén libres para torcerse consmuyen una senc ammonica
exacia (1). .
Comparando 1.43 con 1.10 se encuentra que las dos ecuaciones de onda, para vibracioneb
torsionales y longitudinales, respectivamente, son idémicés excepto por la velocidad de
propagacion de la onda, que respectlvameme se da por 1 44 y L.11. No obstame estas cantidades
son constantes en cada tipo de vibracion. ‘

Asi pues, la solucion encontrada para las ondas longitudinales s también solucion para las
ondas toraaonales, con su debida traslacion de constantes, Por lo tanto, la solucion real es

=4iet-x) Yot (1.45)

y la solucién general compleja es -

‘ - Al 4 gekurssn ’ ‘ (1.46)

con x =0 /cr ¢l namero de onday o la frecuencm nngular

-Mediante la ecuacion Y = 2u(1 + 0), con o la razon de Poisson se tiene que la velocidad
de las ondas torsionales es menor que para las ondas longitudinales en un mismo materia! por un
factor [2(1 + o)]'”, ¢} cual en 1a mayoria de los metales, donde o = 0,25, vale alrededor de 0.6 (1).

1.3.2 Energia y potencia.

La densidad de énergla cinética, por unidad de longitud, se da (s) por

(8]

E Supong_a una onda viajera en al varilla, de la forma
9= b, cos(kx +0f) ©(1.48)

Sustituyendo las ecs. 1.39 y 1.48 en 1.47 se obtiene

--‘:-na po’d: sen’ (wl+xx)

AIDREY FEBH LI IVEATTRD 4 F
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1.3 Vibraciones lorsiénales i

‘K:?%lom’d),’nsen’(mtfxx) - (149)

“donde °=%1rafp_ ‘ ) o (1.50)

¢l término 1, es conocido como momento de inercia por unidad de longitud de la varilla,

- Aligual que en la seccion anterior, para encontrar la expresion que describa a la densidad
de energia potencial, es necesario conocer el trnbnjo requerido para torcer a la varilla una cantidad
n.Ls cxpmlbn para el trabajo es

‘/zf@LndS " , ‘ (1:51)
Sumtuyendo 1 34 enl. 5| se tiene - |
CdW=Yr f¢ ) dS
pm hacet a 1.52'mis fhmllur se sustituye 1.33 y se obllene
| C W=Y%Mé
2 " La densidad de ¢i§rgla potencial, por unidad de loﬁgitud, se da (1) por

| '%%-. | SRREN s

‘donde sustituyendo las ecusciones 1.38, 1.48, 1.50 y con el cambio pa’ por ik’ en 1.54 se tiene

:'V‘ll=.!.l,,mz'¢:sen(mt'+xx) v ‘ o " '(1_55)

Compmndo lu densidades de energia potenclal y cinética, dadas respectivamente por las

ecuaciones 1.55 y 1.49, se encuentra que ambas son iguales; y la densidad total promedlo de
energia es
E = -;-lom%:, (1.56)

yla p'o;émia que pasa a través de cualquier punto es

=-mR
Pe-M (1.57)
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v _que para la onda armomca dada por 1.48, con Ias expreslones 1.38 para M, 1. SO para lo y 1.44
para ¢, se tiene '

P =1,c,0%7 sen’(cx +0r) | (1.58)
y 1a potencia total promedio es por lo tanto

P =%1°c,m’¢;='c'1?,' - RN

Esto sngniﬁca que la transmisién de potencia es la energ(a total por unidad de longltud '

ﬂuyendo con la velocidad de onda ¢, (1).
Fmalmente, la relacion para la inlensldad les

I= 1&“'_-‘.;_‘& o | T (160)

1
2

'1.3.3 Condiciones de frontera,

13

Se lp’lignrhn Iaé mismas condiciones de frontera que a la varilla sujeta a vibraciones longitudinales,
o sea rigidamente fija en x = 0 y libre en x = L. El que esté fija significa que la constante de torsién

¢ ¢s nula,, es decir ¢ = 0 para x = 0. Para ¢l extremo libre se tiene que no hay transmision del
momento de torsién, por tanto, M = 0, que con la expresion 1.38 equivale a o§/dx = 0.
Vale la pena hacer notar que hasta ahora las ecuaciones resultantes para vibraciones

longitudinales son exactamente del mismo tipo que para vibraciones torsionales, inclusive ante las ‘

condiciones de frontera, Con estos antecedentes, ¢l procedimiento matematico es el mismo en
ambos casos, se resume dando los resultados equivalentes. Los eigenvalores son

- (2n-I)n

TR ” (1.61)
que equivale & o, = @nlesn (1.62)

2L
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Cobien oy =lnle (163)
T -

- También aqui se da la misma falta de calidad en el sonido producido debido a la ausencia

+ de ammonicos pares, 'c_omparativamente con la varilla libre-libre o fija-fija. - SR

. La solucién‘fé;l completa se da por la suma de las soluciones arménicas, esto es

- E=) (A cosm ¢ +B, seno fsenx ¥ ot (164)
o " : . L . S
“con2A, =B, + jA, dando la conexion entre los valores complejos y reales. -'l‘antbiéri es posible
evaluar l@s‘vﬂprés de A, y B,, mediante el teorema de Fourier, conociendo las condiciones
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1.4 Vibracioﬁ,és‘ﬂexurales.-

Se han visto ya dos movimientos distintos, producidos pvor vibraciones longitudinales y por
-~ vibraciones tofsiOnales‘ el que ahora ocupa es el producido por vibraciones flexurales, a éstas se
les conoce también como vnbracnones transversales (2) y como vibraciones laterales (4). Enel -
presente trabajo se maneja unicamente el térmmo de flexurales; en este tipo de movimientos no
solo se producen momentos de flexion sino tamblén fuerzas cortantes (2, 3) El acoplamiento
intemo entre las deformacnones hace dificil, cuando no imposible, tener uno sélo de dichos
movmuentos sin la presencia de otro. Por ejemplo, si una varilla larga y delgada se soporta por la
mitad y se pone a vibrar con un golpe de martillo dirigido tan cerca como se pueda de su centro, a
lo largo del eje de la varilla, por lo general se encuentra que laligera excentricidad inevitable en el
- golpe genera predommantemente vnbracnones ﬂexurales en vez de las longitudinales que se

" deseaban (3); de aqui que, casi siempre existen varios tipos de movimientos con cualquier
excnacnén

1“.4‘ 1 Ecuacion de onda.

Considérese una varilla con drea transversal S de simetria bilateral uniforme, densidad uniforme
p, modulo de elasticidad o modulo de Young Y y longitud L (1), higase también que Ia
coordenada x mida las posiciones a lo largo de la varilla (3). Cabe advertir que para el andlisis
presente se ignora el efecto de la gravedad (1).’ '

- Cuando la varilla se dobla como se muestra en la figura 5, 1a parte inferior se comprime y
la superior se estira, existe pues un plano en el cual la deformacion es nula, a dicho plano se le
conoce como plano neutro, denotado por 00", En este plano la longitud es la misma que la
longitud de la varilla sin doblez, esto es, R = L6 (2).

Figura 5. Vista exagerada de un elemento dx de varilla bajo flexion.
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Considérese ahora un 'e,lement‘o de la varilla de longitud dx, y supongase que la flexion de -
Ia varilla se mide con el radio de curvatura R del ¢je neutro. Sea 8x = (06/dx)dx el incremento dé
longitud debido a Ia flexion de un filamento de la varilla, denotado por DD, localizado a una
distancia r del eje neutro, Emo'nces'ln fuerza longitudinal df esta dada por

& o » ' :
df == — - =2 1.65
f Ydsdx Ydsax (1.65)

donde dS es el drea de la seccion transversal del filamento, El valor 8x para el filamento particular’
considerado en la figura 5 es positivo, por lo que df es una tensién y en consecuencia, negativa.
Para los filamentos que estdn debajo del eje neutro, x es negativo, dando asi una fuerza de ‘

* compresion (3), en la figura 6 se muestran tales cantidades.

: ./—ds | v ; , ,
D aN— D' Porcion de o0
0 e —. o' varilla '

~ Fluerzas del
~elemento

- Vista laferal Vista transversal

Figura 6. Vista lateral ‘y transversal de una varilla flexionada.

La deformacion es, como ya se dijo en la seccion 1.2, el cambio de longitud respecto a la
longitud original, asi pues, para el filamento 8x, la deformacién es

L UHRW-RY

R (1.66) -

i

El esfuerzo que soporta el filamento esta dado por df /dS, con este resultado y con 1.66,

la Iey de Hooke (2) queda como | ,
4. yr L
dS R -

- 0 bien ((f:-—Y-’—d—s- . (|67)
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La ficerza longitudinal total f = [ df es cero, ya que las fuerzas negativas por arriba del ¢e
neutro se cancelan con las fuerzas positivas abajo de dicho eje. Sin embargo hayenla varilla un |
momento de flexion M dado por :

M=Irdf--(wn)lrds : ‘ (1.68)
Sea la constante definida como ¢ = [/ 7dS]/ S entonces

ysgt

- 69
M 3 (1.69)

, Puede consldemu ala constante ¢ como el radio de g/ro del érea de seccién transversal
S, por analogia con el radio de giro de un sélido. Por ejemplo, el valor de ¢ para una varilla de _
seccién transversal rectnngular es 112, donde 1 es el grueso de Ia varilla medida en la dlrecclén

Y, otro ejemplo es una varilla de seccién transversal circular de radio @, ¢ = a/2. '
" En general, el radio de curvatura R o es una constante sino més bien una ﬁmcnén dela

posicion alo Iargo del eje neutro. Si tos desplazamientos y de la varilla estin limitados a los o

valom pequenos, 6y/ar «l, entonces se puede usar la relacién aproximada

6

STy o
&’ &'

sustituyendo 1.70 en 1.69 se obtiene

M=-ys 2 ;’,’ Cam

En Ia situacion ilustrada en la figura S, la curvatura es tal que hace & v/ o' negativa, yen
consecuencia el momento de flexién M es positivo, para obtener 1a curva ilustrads, ¢l par de
torsion aplicado al extremo izquierdo del segmento dx debe actuar en contra de las manecillas del
reloj o en una direccion angular positiva, de tal manera que 1.71 da la torca que actia enel
extremo izquierdo tanto en magnitud como en direccion. De tal manera, la torca del extremo
derecho del segmento debe actuar en la misma direccion en la que giran las manecillas de! reloj,
con el resultado de que es negativa y estd, entonces, representada en direccion y magnitud por -M,

.- e wn W e e e e B L T




o del segmemq de como positiva, ver figura 7.

M(x)~ M(x +dx)=F, (x +dx)dx

. ﬁenes de Tnylor alrededor de x y esto dando

f aM 6y
'f"“za;'-““” &

donde se. hm ommdo Ios térmmos de scgundo orden en dx.

buena aproximacion para la relacion entre Fy y v

Wt VR RS W W W W W = e

El efecto de deformar la vanlla produce, no sélo momentos de ﬂexlén sino también
ﬁ:erzas cortantes: Considérese una fuerza cortante hacia arriba Iy que actia en extremo lzqulerdo

- Figura 7.: Mo_inentos de _ﬂexién y fuerzas cortantes en una varilla.

cntonces. la fuem cortante asociada que actia en el extrcmo derecho del segmento esta dirigida
- hacia abajoy en consecucncla ¢s negativa, Cuando una varilla flexionada esta en condicion de
equilibrio estdtlco las torcas y las fuerzas cortantes que actian en cualquier segmemo deben estar
 relacionadas de tal manera que no produzcan un momento de giro neto. Tommdo momentos
: llrededor del extremo |zqu1erdo del segmento de la figura 7, se tiene

Pnn ugmentos de pequeﬂa longitud dv, M(x+dx) y F )(rntt) pueden expmdnrse en

Esta relacion entre la fuerza cortante Fy y el momento de flexion M se ha denvado para
una condicion de equilibrio estético. Para vibraciones flexurales de una varilla, ¢l equilibrio es mas .
bien din‘ﬁnico y del lado derecho de 1.72 es igual a la rapidez de aumento del momento angular
del usmen(o Sin emlmgo, si el desplazamiento y la pendiente de la varilla se limitan a valores &
pequeilos se pueden pasar por alto las variaciones en el momiento angular, y la ec. 1.73 es una

e e - e

!
s
/
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[Fy .'
M x+dx)

x+dx

amn)

(1Lm3).
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. Lafuerza neta hacia arriba que actiia en el segmento dx esta dada pbr
| ,dr;=F,<x>—‘mx+dx>i

oF, 18y

dF':——-o’-dx Yso'ZE (1.74)

* Esta fuerza daré al segmentd una icelerqcién hacia arriba, y debido a que la maaa c_iel
segmento es pSdy, la ecuacion de movimientoes -

donde ¢, ¢s 1a misma que pars fas ondas longltudmalu :

N Emten diferencias significativas entre los tres tipos de v1bm|on¢s, en pmxcnln lplrecc
enls ecumén de movimiento una dchldl parcial de cuarto orden respecto a x, mientras que en
las anteriores son de segundo orden respecto & la misma; por tanto las soluciones de la forma
Ket- x) no son soluciones de 1.75. Otra diferencia importante es que las ondas ﬂmnlu no visjan
alo largo de Ia varills con velocidad constante c. y en forma invariable, mis adelante se discute
con mayor profundidad acerca de la velocidad de 1a onda.

Supodngase que se puede regolver 1.75 por sepmcnbn de variables, y escribirse el .
desplazamiento transversal complejo como ‘ _ ,
e | am b

- Al sustituir en 1.75, la funcion exponencial del tiempo se cancels, dejando una nueva
ecuacion diferencial fotal que implica a ¥ s6lo como una funcién de x,

Y _ o -,:
TP IV I
&' o . 2

ohaciendo v= ,/m 3 (1.78)

S T e ey
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'f':.ﬂv’,—w, A (1.79)

Q.

l

B4

‘Supéngase ahora que ¥ puede expresarse como una exponencial de la fonna
‘l’=Aexp(xx), que al sustituirse en 1,79, pemute obtener

o "“(%T’(f’;)z | S :v(.'l',80) . |

- 'Esto puede satisfacerse con cuatro valores ¢ = /v, ¢ = 1jo/v. Por lo tanto, Ia solut:ibh
completa esté dada por la suma de estas cuatro soluciones

WA+ Be™ + & + D™ ‘ (1.81)

 donde A, B, C y D son constantes de amplitud compleja. La solucion para los desplmmlemos y
u pua :

, y-'e’"(Aq., '+Be™ +CJ"”+D.““") ()

: Nin;uno de los términos individuales de 1.82 re_pm«iu ondas que se mueven con -
‘vélbcidodjcp Por ejemplo, el ultimo término representa una perturbacion ondulatoria que se
mueve con una velocidad de fase v, pero de 1.78 se ve que v €3 en i misma una funcion de la
frecuencia, de tal manera que ondas de diferentes frecuencias viajan con diferentes velocidades. En
- una onda compleja que contenga varias componentes de frecuencia, las componentes de alta
‘frecuencia viajan con velocidades mayores y, por tanto, se adelantan a las de baja frecuencia, se
alternando asi la forma de 1a onda. En consecuencia, es dificil dar una definicion precisa de lo que
significa la velocidad de tal onda: Sin embargo, cada componente de frecuencia de la onda
compleja viaja a su propia velocidad v, la llamada velocidad de fase de la componente. Esta *
situacion es andloga a la transmision de la luz a través del vidrio, donde las diferentes
componentes de frecuencia de un haz de luz compleja viajan con diferentes velocidades, y se
onguu Ia dispersion. Una varilla vibrante es un medio dispersivo para ondas flexurales.
" La solucion de 1.75 es la parte real de 1.82. Puede obtenerse de una manera co:wememe si
. se usan identidades hlpcrbéhcns y tngonometncns

R W

 y=cos(or) [Acosh(mx/v)+ Bsenh(ox/v) + Ceos(@x/v) + Dsen(ox/v) ] (1.83)
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. donded,B,CyD s'o;i constantss reales. Alin cuando estas constantes estén relacionadas con las
constantes complejas A, B, Cy D, dichas relaciones no tienen importancia ya en la practica; 4, B,
- Cy D se evalian directamente mediante la aplicacion de condiciones iniciales y de frontera.

14.2 Energié y Potencia.

Un;‘ve'z'cncontrada la expresion phré la‘eé_uaéién de onda ﬂeimral y su solucién, ahora toca
encontrar las expresiones para la energia y la potencia en una varilla delgada.’
Supongase una ongla flexural aimonica viajando en direccion positiva

=y, cos(xx-ar) 8 ‘ ' (1.84)
.- --La velocidad de dicha onda, con la sustitucion 1.80, es

,c} = %=(wcl¢)"’ ‘ ‘ (1.85)

: ‘ | Que expresado de otro 'n;odo,’con ayuda de la expresion 1.80 para eliminar o 8l despejarla,
In velocidad flexural es ’ .

c,=x<ch=-25-;E‘- - (188)

De 1.86 se sigue que Ia velocidad de la onda flexural varia inversamente con la longitud de
onda, Una varilla pues, tiene tanta dispersidn como ondas flexurales estén presentes (2).
- El trabajo externo requerido para doblar el elemento dr a un radio de curvatura R, es

o MO M ¥
aw === =0 (1.87)

que ﬁ:edimte las expresiones tomadas en 1.70y 1.71 al sustituir en lf87, entonces la densidad de
energia potencial, por unidad de longitud (s) es '

4 ve's (2)
Vi=—e==3 (&, (1.88)

esto asociado a la onda expresada por 1.84 da
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V,;%Y@’Slc‘y:,sen(xx—ml) sy

cuyo valor promedlo s

_ V“-—-Y(p’Sxy ---pSm e ’ ©(1.90)
Ahom, Ta densldad de energla clnéllca asociada a la onda es

. 2 L ’ U .

| y su valor promgdio es
K =%pSm’y.f. ' E ,(4.92)

: Al comparar las densidades de energia cinética y potencial (ecs. 1. 9l y 1.89) asi como sus
‘ 'vnlores promedlo respecnvos (ecs. 1.91y 1.90), se observa que ambos son idénticos. Con esto, la
dcnsndad total de energin es ‘

E|=-2-p8m’y.’.. . ' - (1.9)

La potencia transferida por una onda flexural es un poco mas complicadh de calcular, La
' potencia se transfiere de una posicion a otra por una fuerza cortante Fy, actuando en conjuncién
con la velocidad de desplazamiento 3y/df; también el momento de flexion A actuando en
conjuncién con la velocidad angular 32y/0x1. Témese la convencion de signos siguiente: valores
. positivos en Fy y dylo1, constituyen un flujo de energia de direccion positiva; mientras valores
posmvos enMyen d2y/0xdi constituyen flujos de energia en la direccion negativa. El ﬂUJO total
de enersia pasante en la direccion positiva es '

. 1 . - B
P=F, -@-Mﬂ | . %)

? & oxct

Sustituyendo 1.71 y 1.73 en 1.94 se obtiene

.
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’ P;=W7S("—‘““"—) sy

~ conesta expresion, la potenéia transportada por la onda viajera representada por 1,84 es
P = Y«p’S[k’mﬂ‘ (sen’(xx"' -af) + cos’(xx -ad}]
P Yo Sx my,n = pSc,nﬂy,,, ' : o (I .96)

Em cilculo axhlbe que cada uno de los témunos en 1.94 contribuye igualmente a P. Pm
toda posiclén y tlempo los dos términos estin fuera de fase (de ahi el término seno y coseno de ‘
1.96),la potencia instantinea es una constanteindependiente de x y /. Em es una gran diferencia -
. con las ondas estudiadas previamente. .
| Como concluslbn, el clculo de la potencia 1.96 y la densidad total promedno 1 93 '
muestran que

P = P=Q)E, (197)

al igual que Ias otras ondas estudiadas, el flujo promedio de energia es “tantas véccs" Ia irelocidad
de onda por unidad de onda porla densidad promedio de energia, excepto que aqui hay un factor
2 extra, este factor tiene relacién con la velocidad de grupo, que no se trata aqui por no tener

relevancia en ¢l trabajo de tesis. Sin embargo, si se desea mis informacién puede hacer uso dela : F v
referencia (1). ' ;

P

14.3 Condiciones de frontera.

En la presente seccion se resuelve la ecuacion de onda flexural con condiciones de frontera. Para
obtener la solucion completa son necesarias cuatro condiciones de frontera, dos por cada extremo,
las formas particulares de éstas dependen de la naturaleza del soporte. Al igual que en las ondas
estudiadas anteriormente, se ve el caso de la varilla ﬁjl-hbre Las deducciones se dan a
connnumon
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: a) extremo ﬁjé. x = 0. Si el extremo de la varilla estd rjgidamehte prensado tanto el
desplazamiento y, 4'como la pendiente dy/Cx, deben ser nulas para todo tiempo, Las condiciones dye,

frontera son pues
E y=0

(1.98)

& :

b) extremo libre, x = L. En ¢l extremo libre no puede haber ni un par de torsién externo aplicado,
ni una fuerza cortante, y por tanto M'y Fy son cero en el plano 'localizado a una distancia
infinitesimal del extremo. Sin embargo, el desplazamiento y. la pendiente no estén restringidas
excepto por la condicién general de que sean pequefios. De 1.71 y 1.73 al igualarlas a cero y

. despejar se tiene '

(1.99)

‘ Al aplicar Ias condiciones de frontera 1.98 enx = 0 a la solucion general dada por 1.83 se
obtiene. 0=A +C y 0=B +D, de tal manera que la solucion general se ;educe [ '

e O

"La aplicacion adicional de las condiciones 1.99 enx = L da

| A(go »%l-'-);c 9}))”“(“ o) %E))
¢ Aol )

Es imposible que ambas ecuaciones cumplan la igualdad para cualquier valor de frecuencia.
Para determinar cuales frecuencias cumplen la igualdad, se divide una ecuacion entre la otra
cancelando las constantes A y B. Luego se multiplica en forma cruzada y se simplifica mediante las
identidades cos’@ +sen*d = 1 y cosh*6 - senh’d = 1. Esto da
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cost(ﬂ'-)c( )--—l : ; | R (lvévlol)v

Una forma de obtener las raices de esta ecuacion trascendcntal es graﬁcando las curvas sde

R 'cosh(wL/ v)y sec(a)L/v) como funcién de o Liv,y después determinando sus intersecciones, Sin -

vembargo. el procedlmtento es |mprécuco excepto para valores pequefios de oL/v yaqueel coseno
hiperbélico aumenta de manera aproxlmadamente exponencnal al aumentar oiL/v. Una manera de
1.101 més conveniente se obtiene con la aplicacién de las ndentndades

tang--;- 1-cosf ‘tanha- coshf -1
_.2—ql+vcosok y -vcoshoﬂ
W cof) éstas, 1,101 s‘e"kt"rn‘ns"forr.m en
c:oitb—l-'-‘,= tanhSl , ] o (1;102)
v \
* La'figura 8 esuna griﬂu de las funciones cot(co L/2v) yt unh(m L/2v) gnﬁcldu contra

‘o L/2v De los puntos de interseccion de estas dos curvas se determinan las frecuencus
‘ -cormpondlemes alos modos de vibracién permntldos y estin dndus por ’

“;‘—1‘-(1 194,2.988,5,7,...) o (L103)
e ‘\\ , tan LL l‘\ ,
VA \ /
+10 N/ Pk \*/
N AT - /N
/ \
R // . }\\\
0 cotl "7':-'-—-'
tanh Hh& '
10 \. /
-20 - A
[ n/4 1 7r JIn/4 . » bx/4 . 2

{120}

Figura 8. Curvas que muestran las funciones tangente, cotangente y tangente hiperbdlica.
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“El valor numénco dela tangente se aproxima a la unidad para todos los éngulos mayores
' que 7, por lo tanto, para tales angulos las raices de 1.102 estén dadas con mucha aproxlmacnén
~. por los éngulos © L/2v (2n~1)m/4, donden = 3,4,5..yla cot(w L/2v)es secuencnalmente x|,
" Paralas dos frecuenclas més bms penmudas se deben usar los valores exactos 1.194n/4 y
2.988n/4,
' Susutuyendo la ecuacion 1 78 que es una expresu’m para v, en 1, 103 y elevando al
“cuadrado ambos lados. s tiene

=T (194, 298805, 7) (1.104)

como expresion para las frecuencias permitidas en vibraciones flexurales de una varilla flja-libre.
‘Por lo tanto, la nplimién de las condiciones de frontera limita los modos de vibracion permitidos
- 'de una varilla finita & un conjunto discreto de frecuencias. Otra cosa notnble es que los scbretonos -
dohvmlllmsonlm\énicosdomﬁmdamemd o S .
" Latabla 1.1 da los valores de varias cantidades fisicas interesantes del anilisis del
' movumemo vibracional fijo-libre. Teniendo 100 cm de longitud, prensada enx = 0 cm' y libre en x
= 100 cm, En | primera columna se observa la desarmonia con la fundamental, el primer
" sobretono tiene frecuencia mayor que el sexto arménico de una cuerda de la misma frecuencia
fundamental. Si una varilla es golpeada de tal manera que las amplitudes de vibracion de algunos
de los sobretonos sean apreciables, el sonido producido tendré una cualidad metilica. Pero estos.

- sobretonos de alta frecuencia se amortiguan répidamente, de tal manera que el sonido inicial
Pronto se suaviza para convertirse en un tono puro, cuya frecuencia es la de su fundamental, Un '
diapason exhibe dnchas caracteristicas, de un sonido metélico que rtpldumeme decae dejando un

~ tono casi puro.

TABLA 1.1 Vibraciones flexurales caracteristicas de una varilla fija-libre,

Frecuencia. Velocidad de fase. | Longitud de onda Posiciones nodales , e
' ' (cm) (cm del extremo .
prensado)
v, v, 335.0 0 :
6.26 v, 250v, 1334 0,78.3 . :
1755v, 418v, 80.0 0,504, 86.8
34.39 v, 5.87v, 57.2 0. 35.8, 64.4. 90.6
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Algunas otras aplicaciones de las varillas fijas-libres, lo constituyen las lengietas vibrantes
usadas como normas de frecuencia de frecuencimetros, y como.componentes en filtros eléctricos
_de baja frecuencia. Es posible ajustar la frecuencia fundamental de resonancia de tales lengiietas
~ variando el grueso y en consecuencia @, o variando su longitud. Hay que hacer notar que '
conforme se duplica la longitud, la frecuencia se divide entre cuatro. '

La distribucion de los puntos nodales a lo largo de la varilla, es mucho més complncada que
en los casos considerados prevnamemc, ya que no estén distanciados uniformemente a intervalos
de A2 smo que tienen un esparcimiento megular Mis atin, hay fres tipos de puntos nodales, es
decir, posiciones donde y = 0 todo el tiempo. El punto donde la varilla esté prensada es un nodo,
caracterizado por las condiciones y/dx = 0. El siguiente grupo de puntos nodales esté ‘

caracterizado por y =0y &° y/éx? » 0, Estos nodos llamados verdaderos estin localizados cerca

de los puntos de inflexion de la varilla, Y también, el esparcimiento entre nodos verdaderos es
aproximadamente A/2, Un tercer tipo de punto nodal es el que ocurre en el nodo adjunto al
extremo libre. Hay que hacer notar que la amplitud vibracional en las diversas porciones
antinodales no es la misma para cada antinodo, porque la que existe en el extremo libre es siempre
la mayor. -
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1.5 Varillas de seccion ‘tréﬁsv.elrsal variable.

" Enlas secciqnés' preVia; se ha analizado a la varilla sometida a l0s tres tipos de vibraci(__)h alos que

‘se le puede someter. Todos los anilisis se han hecho considerando varillas de seccion transversal -
‘uniforme. En la presente seccién se trata una varilla delgada de seccién transversal variable, es
. decir, con una pequedia variacion consmue en su seccion transversal a lo largo de su ¢je

Ionsnudmal que se ha elegido como el eje cartesiano X. Ademas, solo se hace ¢l anlisis para
© . vibraciones longuudlmles debido a que esta es Ia forma de propagacién de 1as ondas en la antena a
’ tratarse en el capitulo 3 de! presente trubmo

" H primer paso en el untllsls es deducir la ecuacion de onda; para ello se hace uso de
algunas deducc:ones realizadas en la secclén 1.2, Asli pues, al igualar 1.7 y 1.9, y eliminar los
témlmos comune: se uene

‘ -1 Sp (1.108)

Como S vtrh lonmtudmalmeme, entonces S = S(x) y si se retoma la ecum(m l 6yse
denva mpccto a x s¢ tiene

¥y ds& Ysa’v.

1.
ox dxat o ( »I“)
_ lguﬂlndo l.lOSyl.lOG,ydividiendoemre YS setiene

_¢.+1_395_=£_5

x Sdeox Yor
o ot 148k 1%
o bien pw +Sd\'ar_cf_ P (1.107)
con c{:% (1.108)

La ecuacion 1.107 representa la ecuacidn de onda longitudinal de seccion transversal
variable. Es resaltable que 1.108 que representa la velocidad de onda longitudinal , es la misma
que 1.11 donde se tratd a la varilla de seccion uniforme; lo que significa que la onda viaja con la
misma velocidad sin importar la geometria, sino solo la homogeneidad del medio
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La solucién de 1:107, para la mayoria de las f‘unmones S(x), es s realmente diff cil de
_resolvcr(x) Asl para resolver 1,107 se emplea el método de separacxon de variables (1) con la

Cwepsaene0 o

“El pfbponér un'a‘soliscién de esta forma traé ‘co'm'o 'éomecuemia due las soluciones encontradas no
mvolucren térmmos cruzados, es decir, alguna funcién que contenga axy / simultineamente. Asi -
: pues tras substitulr 1.109en 1.107y leldlr entre AT se Ilega a

1d*A° 1 deA ] ~d”l‘
s hh et e 1.110
Act:‘ SAdxdx cT:ﬂ’ (1.110)

B] que ambos lados de Ia ecuaclén 1. l 10 sean lguales para toda posncnén y uempo mdlca
que son iguales a una constante, sea ésta -x% Al ngualar 1. llO a -x?, se puede sepnrnr la ;
ecuacnén enun par de ecuaciones que son

A 1dSdA L
AT A=0 )
dT+x Wr=0 .y

La ecuaclén L1112 contiene la parte temporal de la onda viajera; es notorio que no hay un
término que involucre un cambio de seccion transversal en la ecuacion. En cambio en la 1.111 se
conserva la parte del cambio en la seccién transversal, por tal razén basta con analizar la ecuacién
1.111 para diversos perfiles. En el resto del capitulo se trata la solucién de diversas funciones de
Se). . ' : '
La parte temporal tiene solucién general

T()=Tye™ )

con T, una constante arbitraria.
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15 Varillas de seccién transversal variable . 32
1.‘5.1 Perfil conico cilindrico.

El primer perﬂl que se anlllza uene forma conica cilindrica. Al tener la hipétesis de varilla delgada

y larga, la pendlente de la conicidad es muy suave, Se hace la convencnon que el drea maxima esté

entrex=0y el aplce del cono enx = L. Ver figura 9, Dado el perfil propuesto, las seccxones
transversales son circulos. Para deducir la expresion que descnba al drea S(x), se tiene que el
. ndno, como ﬁmcién dela posiclbn, esté dado por

b(L x)

T (1.114)

r= r(x)-

"dondeb es ¢l radio en x = 0, que'es el punto de drea maxima. - ’

' . xid h
 Figura 9. Corte longitudinal axil de la varilla de perfil cénico cilindrico.
Al ser circulos lés cortes de las secciones transversales, ¢l drea es

xb(L - x)

v (1.115)

S(x)=
~ Sustituyendo 1.115 en 1111 setiene que

--+;--——-+x=A=o (1.116)

Para resolver 1.116 se usa et cambio de variable w = x - L, y luego de multiplicar por «°, se
obtiene

d A
e’
esta ecuacion se identifica como una ecuacion transformada de Bessel, cuya solucion se da (8) por

dA
—— KU A =0 117
lld\’-H(l (1.117)
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A= 0 (A J50c8) + A, Y, (c8)) SRR (R1T) IR

donde A, yA, son constantes; J, y Y, son funciones de Bessel de primer y segundo orden,
respectivamente. P ’ v

Una vez encontrada en 1,118, la solucién a Ia parte espacial, se puede encontrar la
solucién general para la varilla de perfil conico cilindrico, multiplicando 1.113 por 1.118
(regresando a x en vez de u) con lo que se obtiene

E@O=-L e (D], (ke -L)+D, Yy (k(x-1Y) - (L119):

Pana encontrar los valores de k y © para los cuales se cumple 1.119. se deben aplicar
. condiciones de frontera, ‘ '

o, 1.5.‘2 Perfil conico cilindrico truncado.

Esta vez toca tumo al andlisis para una varilla de perfil conico cilindrico truncado. Al igual que en
la seccion 1.5.1, el andlisis parte de la deduccion del radio como funcién de la posicion, para el
presente caso ¢l radio es

r=r(x)=-l%§-(b-l)+l (1.120)

donde b es ¢l radio de la seccion transversal a x =0, es decir, que b es e méximo radio que puede

tener el cono. En cambio & es el minimo radio, que sucede en x = L. La figura 10 muestra dicho
€ono. ' ‘

x=0

Figura 10. Corte longitudinal axil de la varilla de perfil conico cilindrico trunco.
El drea de la seccion transversal es, para el radio propuesto

~
~e
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St.\-)=£‘:—(Lb4.x(bf5) y | - 13y

. al sustituirlo' en 1:111 se obtiene

+x*A=0 (1.122)

dPA ( 2(b-12) }gA
Lb- x(b-a), dx

.‘tt:""

' ‘para‘1esolver ésta, se emplea“el cambio de variable 1 = Lb %x(b - a) con lo que queda 1.122 como

RTINS

-_— A= 2
I . j a HrAs0 (1,123)

_ Nuevamente se introduce un cambio de variables con B=b-a;con éstey mulktiplicando
cpor /B’ queds : '
S : LdtA dA «x

LA dA K 124
ors +2“dx B'"A, | (1.124)

como en la seccion 1.5.1, se identifica con una transforinada de Bessel, la solucion (s) ¢s

LY

. . / . . A '
Awy=u"? [A;J,,:(ﬁ IIJ+A1Y|,:L';—M)] o _(3.125)

donde A, yiA: son constantes; ), y Y, son funciones de Bessel de primer v segundo orden,
respectivamente. ‘ : ' ' S

- La sohicion a la ecuacion de onda para la varilla con pertil conico cilindrico truncado es
[K(Lb-x(b-a))) , (&'(Lb-x(b-a))\fj

b-a) ) . . TS (1.126%

.f(y,l):( Lb- x(b- a))'I "e"“! DJ,,

L
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: 152 Perﬂl‘parab()l_ico cilindrico.

Enla presente seccion se analiza una varilla de forma cilindrico parabdlica; tal que en x = 0 tlene _
un radio 7, =bL, se ha hecho esto para forzar a que el radio méximo 7,, sea directamente

‘proporcional a la longltud Ldela varilla, con b una constante de proporcionalidad. De la

condicion de varilla delgada se desprende que 0 <b « L, con p la distancia focal de la pmbola La

ﬁgura 11 muestra un corte longitudinal del parabolmde analizado.

Ty S S \’g

x=0
kk Figura'11. Corte loﬁgitudinnl axil de una v;ﬁlia parabélica cilindrica,
La fénﬁul; de Ia pardbola descentrada que se nnahza e |
| r? =‘.r’(x)=4p(l.- v ('1.1}27)

. Para darse cuenta del tipo de paraboloide que se trata, evaliese 1,127 e’n}:‘- 0, entonces

- r*(x=0)mr} =4pL, pero r, = bL. Suponga ademas que la varilla tiene un diémetro maximo de
una centésima parte de la longitud, es decir que su radio es 7, = 0.005L. (b=0.005). Con estas

~ cantidades (0.005L)*= 4pL, 0 bien, tras despejar p se obtiene una distancia focal de 6.25x107L.
SiL = | m, la distancia focal es de p = 6.25 um. El lector se dar cuenta que setrata deun
paraboloide sumamente cerrado. Que para todo fin prictico, es casi una varilla cilindrica pues su
distancia focal es sumamente corta. Desde un punto de vista experimental resulta muy complicado
hacer un tallado con las cantidades dadas en el anlisis,

~ Con el radio elegido en 1,127 se tiene una drea de seccion transversal

S(x)=dnp(L-x) - (1.128)
sustituyendo y evaluando 1.128 en 1.111 se obliene.

d'A 1 dA - - ' ‘
& rTa A | (1129)
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que con ¢l cambio de variable u=x -, s¢ obtiene tras multiplicar pdr W

2 ‘ o
u’%;A-MJZuA +x’u’A =0 (1.130)

"qué es una ecuacion de Bessel (7) coh n=0, y cuya sblﬂcién es
C Au)= A;Jo(k“FAz.Yo(x“) L (L3

Con el resultado de 1.131 se tiene la solucién parala ecuacién de onda con perfil
parabélico cilindrico dado por '

= (DI~ L)MD, Y(x-1))) (L132)

1.5.4 Perfil exponencial cilindrico,

* Como Gltimo punto a tocar en el presente capitulo, se analiza una varilla con perfil exponencial
~cilindrico. Primeramente considérese la varilla con un radio 7, en x = 0. Si el radio decrece

conforme avanza enx, éste se da por .
r=r{x)=nec™ (1.133)

‘ El tener la hipdtesis de varilla delgada implica que el factor 0 <o «1. Un valor negativo de
a da, por ¢l contrario, una seccion transversal creciente.
El drea para cualquier punto de Ia varilla es

S(x)= S, ¢ (L134)

donde S, = nr,. A las guias de ondas con este perfil se les conoce como frompetas exponenciales.
Las trompetas exponenciales tienen varios usos como incrementar la eficiencia de los antiguos
foﬁégrafos y los modernos altavoces llamados "tweeter”. El drea de dichas guias se decrementan
en un factor e, a una distancia /2a. Al sustituir 1.133 en 1.111 se tiene

PR RS I
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1A
‘Lx—,+2adA+K'A=O (1.134)

- cuya solucion general estd dada por-‘.
A(x) e (A. exP(IKWHA GXP("JK.X)) (1.135)

en que x, =(x; - a’)? yAy Az son constantes.
La solucién a la ecuacion de onda pm la trompeta exponcnctul es

g(x,c)- (D, cqu(m+x,x))+n,expo(m X x))) '(ms)

El primer término representa una onda lmusoidd vujando en sentido +x. Su amplitud
decrece en un factor exponencial o™ mientras avanza en x. El segundo término representa una
onda sinusoidal similar, pero visjando en sentido -x. Su amplitud crece con ¢l mismo factor
, ’ exponencial al avanzar en la direccion negativa. Para ambos casos, la velocidad de la onda c, es

o__ o g
(%, —m’)"z (l -alcl/n)?

c; = (1.137)

néteu que c, es mayor ala velocidad ¢, =/« enuna ucclén transversal de Ia vasilla proptmu ,

El andlisis muestnquollmlgmmd dcaunmraxpmmonduvn;em En términos
de frecuencis, » es mayor que ac,, la cual es llamada frecuencia de corle de I trompeta (1).




Capitulo I, Fundamentos electromagnéticos.

- 2.1 Introduccién. 18

2.1 Introduccion.

En el presente capitulo se analizan los fundamentos electromiméticos necesarios para
comprender. en forma el fendmeno de radiacion de las antenas, Para ello se comienza en la seccion
2.2 con las ecuaciones de Maxwell y sus interrelaciones entre si, para encontrar una relacion para

- ¢l campo eléctrico en términos del potencial escalar eléctrico y el potencial vectorial magnéuco .
'En 2.3 se incluye la llamada Norma de Lorentz y se obtienen las ecuaciones de onda paralos

potenciales, escalar eléctrico, V, y vectorial magnético, A. En 2.4 de las anteriores ecuaciones de
onda, se discute su accion en el vacio y se obtienen las soluciones de las mismas, ademas se
discute el significado de los potenciales retardados, Luego, en 2.5, se incluyen los anteriores
estudios para discutir la radiacién de un pequefio elemento de corriente, aqui se encuentran las
expresiones para el potencial vectorial eléctrico y de éste los campos eléctrico y magnético, y su

k relicién para este caso. También se discute Ia radiacion de campo cercano y lejano. Como una

ayuda para comprender grificamente el fenomeno de la radiacion de una antena, en 2.6 se habla de
las caracteristicas de los patrones de radiacion de las mismas. En 2.7 se calcula la potencia y
resistencia de radiacion de una antena, también se introduce la lamada longitud efectiva de una
antena. Finalmznte en 2.8, se hace un estudio independiente del tiempo de los potenciales eléctrico
y vectorial magnético.
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| 22 vEcufélcidnes_ de Maxwell,

El caso més general en la expresion de las ecuaciones de Maxwell, es aquel en donde los
: ernémenos electromagnéticos se hallan en presencia de materia. Siendo este el caso a estudiar en
el preseme trabajo, las ecuaciones de Maxwell son

oD
v A=7+22 - 2.1
X | J+a‘2’.. - 21
__0B ' '
vxE, 7 2.2
V.D=p | , (23)
V.B=0 ' . (29

' "La ecuscién 2.1 es conocida como ley de Ampere-Maxwell, a la 2.2 se le conoce como ley

“de induccnén electromagnétlca de Faraday-Henry, y finalmente las ecuaciones 2.3 y 2.4 como las
X leyes de Gauss para ¢l campo eléctrico y el msgnético, respectivamente (s). Por otra pnﬂe la

forma en la que se relnclonnn ¢l campo de intensidad magnética H y el campo magnético B es B

‘ medmte ; ‘
' ﬁ =pH ‘ : @8

ala conmnte 1 se le conoce como permeabllldad
1gunl modo, hay una relacion entre el desplazamtenlo eléctrico D y el campo elécmco
‘ E qne es

D=¢E (26) .
donde la constante e es llamada permitividad,

En el caso de onda electromagnética propagéndose en el espacio libre, la densldad de
corriente T esnula, asi la ecuaclén 2.1se teduce a

vxH=22 @7

Por otra parte, la ecuacion 2.4 se cumple si el campo magnético se expresa como el
rotacional de un potencial, al cual se le asigna el nombre de potencial veciorial magnético & .




2,2 Ecuaciones de Maxwell
“Como la diVetgéncia de un rotacional es cero, se puede establecer entonces
B=VxA ‘ C(28) -

~" De la misma manera se establece una relacién entre el campo eléctrico y €l potenclal '
escalar eléctrico V. En este caso sustifuyendo la ecuacién 2.8 enla ecuacion 2.2

. o8 K .
vxE=-22=vxZh @9

~.que ftct,érizando rotacio,mles se tiene

| 7_ x(E+ %ﬁ)w | (2.10)

~ ' Esta ecuacion indica que el campo E+ Aot es conservativo, ya que su rotacional es
octo y en este caso se puede expresar como menos el gradiente de un potencial escalar -vv,
" donde el signo negltlvo indlca que la fuerza decrece con la distancia (10). Se tiene entonces

= OA

. OA _ oy
E+ = :
o bien E- -vv-%’" | @1

Es evidente de 2.11, la relacion entre el potencial vectorial magnético, A, y el potencial
escalar eléctrico, V, en el campo eléctrico.

L P AT e 8 ot SO A U Mo Y
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23 Norma de Lorentz.

Para determinar las expresiones analiticas de los potenciales escalares eleclncos y vectoriales
' magnéucos, se procede a establecer sus ecuaciones de onda respectivas..Para el potencial
- vectorial, tras |gualar 25y28, despejar la intensidad magnética y sustituirla en 2. 1, se tiene

_;Vx(VxA) J+%2 Co @)

vqué (s) mediante la expredi()n del triple producto vectorial queda como -
CUx(VxA)=V(V-R)-V' A 213)
" Derivando la expresion 2;11 respecto al iempo, se tiene
%: V(av)-ii N | @.14)

" ahora, sustituyendo 2.14, 2.13 y 2.6 en 2.12, queda

Yry ‘
-v*K+eu%‘—f‘-+V(v-m+euV("—a"’-) =y @.19)

ésta es una ecuacion de onda vectorial, por lo que es necesario que ademas de las condiciones de

frontera se especifique la direccion del campo vectorial (10); imponiendo (11) 1a norma de
Lorentz '

V- Asens-=0 | (2.16)

y sustituyendo en 2.15 se tiene como resultado una simplificacion considerable. Si se satisface
esta condicion, entonces A satisface la ecuacion de onda

v? K-eu%—?=-ui @1
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: qheda , -
vE=-v?v-v.22 (2.18)
' v ot ‘
Derivando 2.16 respecto al tiempo y sustituyendo en 2,18 se tiene
Vi Vg = -2 (2
V=gl 7 o (2.19)

Por lo tanto, imponiendo 1a norma de Lorentz, tanto el potencial escalar como el vectorial
' estin bblig'udos a satisfacer ecuaciones de onda inhomogéneas (10), como se ve en 2,17y 2.19. -
) Si se pudiera encontrar ficilmente una solucion para estas ecuaciones diferenciales, ello
- seria muy Gtil, pues si se conocen la corriente y la carga, pueden encontrarse AyVyconellos -
EyB.El encontrar soluciones para 2.17 y 2.19 se puede considerar como un solo problema,
pues estas ecuaciones son de la misma forma. -

De manera' similar, ia solucion para V se obti_ene‘susktituyendo la expresion 2.11 en 2. 13,, y
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‘De manera similar, la solucién para V se obtiene sustituyendo la expresion 2.11 en 2;13, y
- queda

v-E:‘—v’v—v-%— (2.18)
Derivando 2.16 res;ieéto al tiémpo y sustituyendo en 2.18 se tiene
*V_p
Vv-epl Y-8 19
V-gp P e 2.19)

Por lo tanto, imponiendo la norma de Lorentz, tanto el potencial escalar como el vectorial
esthn obligados a satisfacer ecuaciones de onda inhomogéneas (10), como se ve en 2,17 y2.19.

’ Si se pﬁdieu encontrar ficilmente una solucion para estas ecuaciones diferenciales, ello

- seria muy Gtil, pués si se conocen la corriente y la carga, pueden encontrarse A y V y con ellos

EyB. El encontrar soluciones para 2.17 y 2.19 se puede considerar como un sélo problema,

_pues estas ecuaciones son de la misma forma.
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| '2.:4 Poten'cial,esretardados".

Considérese una.simple perturbacion electromagnética. Un impulso de corriente circula por un
corto trozo dé alambre (como en una antena); la carga fluye repentinamente de un extremo al otro
del conductor. Antes y después del impulso, las condiciones son estaticas y las soluciones de 2.17
y 2.19 deben ser soluciones potenciales estaticas, éstas se describen por las mismas 2.17 y 2,19,
86lo que al ser estaticas no hay vanacion respecto al tlempo y los términos que tienen la derivada
parcnal temporal se anulan, por lo que quedan, respectivamente, de la forma

ViA=-pl (2.20)

y ' v’v=-% @2.21)

_cuyas soluciones son

x4 (1

A=£ | ~av @)

S Ly (2.23) *
y R ns’r ' -

Estas solucibnes electrostaticas deben aplicars’e‘antes de que comience la perturbacion y
. después que desapareclé ‘pero durante la perturbacion, deben aplicarse 2.17 ¥ 2.19. Se sabe, por
lo tanto, que el campo potencial estético inicial se transforma en el campo potencnal estético final
mediante una perturbacion en forma de onda progresiva, El potencial en todo punto del espacio se
afecta por esta perturbacion, pero los puntos mas distantes no serén afectados hasta un tiempo

después, que es proporcional a la distancia. La perturbacion se propaga con una velocidad v, dada
porv= I/ Jﬁ-e- y, de aqui, si la distancia de la antena a un punto del espacio es 7, el potencial en

ese punto se afecta después del tiempo r/v. :

Para expresar |8 misma idea en una forma diferente, a un tiempo / se determinan Ios L E
potenciales A'y V en un punto a una distancia r de la fuente de Ia perturbacion, no por la ;
intensidad y la carga en la antena eii ese tiempo ¢, sino por la corriente y la carga que existia en un b
tiempo anterior (f - r/v). '

Usando la notacién funcional, si la densidad de carga es una funcion de! tiempo se escribe 4
p{1). Si p cambia con el tiempo en la misma manera que p(f), pero con un cierto retraso, la variable *
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se mnbe (- lo) enlugarde . La funcion densxdad de carga retardada se escnbe por lo tanto,
p(l 1), Con esta notacion 2.23 se escnbe
1 P(f - ‘o) : ;
= e | et 24
\/ iz I ;- av (2.24)

Ahora, en vista de tomar el tiempo retardado enla expresaén paralos potencnales
dmimncos, Ia dlscusnén indica que la soluclén puede ser

Ip(l_ 225
Sane r ( 23)
d& munl mancn 2>.l‘6 puede ér h
Je-9)
A= ”I —t-dy ; (2.26)

- Esto, ain cuando parece léglco, ha sido basado en especulaciones. Como sucede en la
mnyom de las ecuaciones diferenciales se obtiene la solucién total una vez que se ha conjeturado
um solucion particular, sustituyéndola en la ecuacion diferencial. La sustitucion de Vdela -

ecuacion 2.24 en 2.19 no es, sin embargo, inmediata. La solucion directa de la ecuacion 2.24 en Ia
2.19lleva dificultades al aplicar el laplaciano de p/r en los puntos donde 7 es cero. Como  es la
distancia del elemento de carga al punto donde se determina el potencial, slo es cero cuando e!
potencial se determina en un punto en el cual est ubicada la carga. Para evitar esta dificultad, el
espacio se divide en dos regiones: una tan cercana al punto potenciado que se puede aplicar 2.21,
por ser cuasiestacionarias las condiciones. La otra contiene todo el resto del espacio. Para la
segunda region p/r es regular, 'y el laplaciano de V se desarrolla finalmente en coordenadas
esféricas para obtener '

14}

v v—_"r a’

—-)dV 227

Como ambas regiones contribuyen al potencial en el punto en cuestion, la expresion
completa que debe sustituirse en el laplaciano de 2.19 es
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| ] | |
B v’_v=--£‘3+;;; —&, pu-Syav (2.28) :

[ después de esto, la solucion se obtiene sin inconveﬁientes y la ecuacion 2,19 se reduce a la
identidad. La analogia de la ecuacion 2.18 con ésta muestra que su solucion es, ciertamente 2,25,

Estos potenciales se conocen como potenciales relardadm a causa del retraso de tiempo
en el que se los considera,

. Noes siempre necesario usar potencmles retardados, aun en problemas dindmicos. Cuando
los tiempos son grandes y las distancias cortas, los potenciales retardados son indistinguibles de
los potenciales estaticos. MatemAticamente, si 7 es pequeflo comparado con v, una funcion de
(¢ - r/v) difiere en un valor despreciable de una funcién de. Se pueden usar entonces las
ecuaciones electrostaticas mas simples, aunque los campos sean lentamente variables, y esta
condicion se llama estado cuasiestacionario (10),

——— . e e = o
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2,5 Radiacion de un elemento de corriente.

El radiador ideal es un hilo conductor de longitud /, el cual presenta una resistencia de carga
llamada resistencia de radiacion, La deficiencia de ese radiador es que no puede sostenerse por sf
solo, por lo que se recurre a las antenas con estructura.

Para determinar la radiacion de una antena se busca una solucnén para el potencial vectorial

. dindmico, tal como esta dado por 2.26, Con este proposito en la seccion anterior se han

introducido los conceptos de potencial vectorial y escalar retardados (10).

Considérese un conductor por el cual corre una corriente alterna, con Iy el valor pico de
corrente . _

» i=Lsenor @29

El conductor se aisla en el ‘espacio. Su longitud es L, y con un sistema de coordenadas
- esféricas de tal manera que el conductor se exuenda alo largo del eje polar desde -L/2 aL/2;
- véase lafigura 12.°

Figura 12, Sistema coordenado y componentes del potencial vectorial.

Usando la ecuacion 2.26 se describe el potencial vectorial en el entorno del conductor; la
integracion se hace a lo largo del alambre solamente. La direccion del conductor coincide con el
eje Z. Se tiene entonces (12)

I, sena(r - -)
f—Yu (2.30)
-2

It

s
X

\
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* puesto que hay corriente s6lo en la direccion z, hay solamente una componente z del potencial ~
“vectorial (obien A=A,¢, ). Sila longitud del conductor es pequeia comparada con la distancia -
del punto donde se mide A, el denommador del integrando es practicamente constante durante el
_-curso dela mtegracl()n Sl la longitud es pequeiia comparada con la longitud de onda de la sefial
irradiada., el numerador es también practicamente constante; esto significa que en cualqtuer punto
del espacio la diferencia de fase entre las sefiales que llegan a un punto desde los extremos del
conductor es despreciable. Conestas hlpétesns el mtegrando de 2.30 es una constame, y resulta

AL (T e
A= 4’-‘:’ sen(a)(l .v)) (2.31)

de esta manera se encuentra el vector potencml partiendo de la corriente conocida.
Pm encontrar el campo magnétlco 4 una antena corta, se determina el rotacional del
potencnl vectorial (como en la ecuacion 2.8), esto se hace mis comodamente en coordenadas -
esféricas. El potencial vectorial se cambia fécilmente a coordenadas esféricas, como se ilustra en la
figura 12, dando-

el o
A,. A,cos_ﬂ»— i sen| ol ¢ ” cosf | (2.32)»»
A, =.-A,sen0= - :’;L sen(w(t —%D send (2.33)
A,=0 ' C(239)

Ahora tomando estas tres ecuaciones y obteniendo su rotacional, como lo indica la
ecuacion 2.8, se obtiene el campo magnético

(235
(2.36)

Ll Sl o] o

. Mediante 2.5 se pueden expresar estas mismas ecuaciones en términos de la infensidnd
magnética. Con ello y mediante 2.7 se puede, tras despejar el desplazamiento eléctrico y sustituirlo
por su expresién del campo eléctrico (por medio de la ecuacion 2.6), obtener pues

B,=0
B, =0
B,=

E:%vaﬁm (2.38)
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, 'Es un tanto complicado ver a que lleva esta ecuacidn, asf que es 1itil expresar el rotacional
" en coordenadas esféricas (8) como

A (au,seno aﬂ,) 1(1 OH, &H,

VxH=¢ run()\ d & send & A&
, 1{&H, an,)
+e,r( F (2.39)
?'_b_conemmmtnctém38tomalnsfomms o ’
1 ((@sndH, an.) S
‘E ‘mnof( e (2.40)
1aH, f
f(,s,,.”, sy
£,=— (ml an)d @)

Por ln condlctones elegidas solo ha quedado la componente H,, tal como se ve en 2 35,
2, 36 y 2 37 con ésm y susmuyendo en 2.40,2.41 y 2.42 queda

. JsenfH,

E, = “MI et 243 -
1 (aH Lo
_A(aH,

B ta | (2.44)

E,= _ @)

o bien, con las sustituciones A =21 v/ y n=[u/e se obtiene

Lcos8 |
E, =~ r'[ r;‘” [4”, 3 o(er —mt)+zl-‘-sen(2n-1-wl)} (2.46)
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: I,Lsenf] 1 2 roY VA (o Y
E,=n-2 [———z-——,-cos(Zn-——wl)+—-—sen(27r-——wl) '
2rd ' rt A 24 2nr A @.47)
’ .
_
| +cos( T ]
E,=0 ’ v (2.48)
y para el campo de induécién'mag'nética
H =0 (2.49)
"Hy=0 S (250)
I,Lsen6[ 1 A ( ) { r ) ’
Il Reudaiob 27— ——oN . 2.51
’ 2rd {2nr g o)+ o 2”,1 . (. )

~ Considere estas tltimas seis ecuaciones en dos regionés generales: primero, cerca del

conductor que irradia en la zona donde r es pequefio comparado con la longitud de onda
A =2xv/o, esto es (n) que 0 <r«A; a esta zona se le conoce como campo cercano. Y segundo,
a una distancia de varias longiludes de onda, de modo qQue r sea grande comparado con A, o sea 0
<A « r (13); a esta zona se le conoce como campo lejano. En la region cercana a la antena
predominan los términos que contienen A/r en las mayores potencias. Muy cerca de la antena se
pueden despreciar todos los términos de las ecuaciones para campo eléctrico y magnético menos
¢l primero en cada paréntesis. Al hacer esto, la ecuacion se reduce a ecuaciones cuasiestacionarias
de un dipolo oscntante (este topico es tratado mds adelante en este capitulo). Estos ténmnos danlo
que se llama campo de induccicn alrededor de la antena,

~* Si, por otra parte, se observa ¢l campo lejano, de modo que A/r sea pequefia, aparece otra

simplificacion importante. En este caso, los términos que contienen A/ry A*/r* son tan pequefios

que pueden despreciarse. S6lo se necesita retener el ltimo término de E,, y la expresion completa
de E, es despreciable comparada con E;. También en H, solo el tltimo término tiene
importancia. Con esta aproximacion, que es buena a distancias de varias longitudés de onda del
origen, la ecuacién de onda describe lo que se llama campo de radiacion . '

E =0 ‘ (2.52)
I,Lsend ’ ) _

= 27—~ .
E, =7 ) €o! ”,1 ot (2.53)
E,=0 ‘ (2.54)
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“H,;=0 o (2.55)
Hy=0 S @256)
H, Lo Lse"o :(2 -——a)l) @57

Este Gltimo grupo de seis ecuaciones describen un campo electromagnético muy sencillo.
Es una onda que se propaga radialmente hacia afuera. Las componentes ¢léctrica y magnética son
idénticas en forma y mutuamente ortogonales, Sus modulos estdn en la siguiente relacion

Eo=tH, S e

" Las componentes eléctrica y magnética se debilitari a medida que la onda se propaga-
porque ambas son inversamente proporscionales al radio. La figura 13 muestra el aspecto de una
seccion de |a onda esférica.

o Figura 13. Diagrama de campo Iejand de una onda electromagnética e_sféri{:a{

Lﬁs lineas de campo eléctrico corresponden a lo que en Geografia son los meridianos del
Mundo, y las lineas de campo magnético a los paralelos. Ambos campos son més intensos cerca
del ecuador y se anulan en los polos, Los campos, en cualquier punto del espacio oscilan

sinusoidalmente (10).
Con la ecuacion 2.51 se puede detenmnar cuando los campos de induccion y radiacion de

ambos campos, eléctrico y magnético, son iguales; esto igualando amplitudes, se tiene que

2.:-'5-' O sea r:l:-}:-a—): N (2.59)

lo que significa que a partir de aproximadamente 1/6 de longitud de onda el campo de induccion se
desvanece rapidamente, para pasar a predominar el campo de radiacion. De aqui se puede deducir
que los fenémenos que tienen lugar a distancias menores de 1/6 de longitud de onda de una antena
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~ fisica, que es la siguiente: el estado dindmico difiere de uno cuasiestacionario porque tiene en
_ cuenta la capacidad para lnducnr un campo magnético variable para inducir otro eléctrico. El

- cargas, sino de la componente magnética variable de la onda; el campo magnético no resulta del

2.5 Radiacién de un elemento de corriente - 51

corta, son predominaatemente inductivos, y aquellos que ocurren a dnstanclas mayores son
fundamentalmente resultado de la radiacion.

La distinci6n entre términos de induccién y los de radiacion el las formulas 2,51 a 2, 57 es
de carécter matemético: los términos que contienen ciertas potencias de r son de mducclén, los
que tienen otras potencias son de radiacion. Pero hay otra distincion m4s abierta a la interpretacion

resultado es la radiacion. Las componentes de los campos eléctrico y magnético no tienen una
relacion tan estrecha con la intensidad y la carga como la tienen los campos de induccién. Se han
desprendido de su origen. El campo eléctrico de una onda no resulta de la presencia cercana de

flujo de corriente, sino del campo de induccién variable.
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2, 6 Caracteristlcas de los patrones de radxacxén.

A la'radiacion de un pequeiio elemento de corriente se le llama cominmente radiacion dipolar.

‘Asi, un pequeﬂo elemento de corriente puede verse como una antena elemental, Ia cual tiene

asociadas un nimero de caracteristicas basicas, descritas por parametros usados para caracterizar
a las antenas en general (14). Los principales pumos que hay que resaltar en un patron de radiacion
son: e} ancho del 16bulo principal, denominado haz, y el nivel de los Jobulos laterales. -

E| patron de radiacion se representa en dos planos, el plano E que es paralelo al campo
eléctrico y que se extiende a lo largo del lébulo de radiacion principal. Para el caso de la mayoria

de las antenas, el plano E se encuentra paralelo al plano de tierra. El otro plano, el magnético que '
_al estar en presencia de aire se denomina H, es perpendicular a E y al plano de tierra y

perpendicular también al maximo del patron de radiacion (10). -

- La figura 14a muestra el patron de radiacion de un pequeiio elemento de corriente, Es
comiin mostrar secciones planas del patron de radiacion en vez de su imagen tridiniensiona, las
dos vistas més importantes son los patrones en el plano E y en el plano H. El patron del piqno Ees
una vista del patron de radiacién obtenido a partir de una seccion que contiene el maximo valor
‘del campo de radiacion, que se obtiene dando un corte transversal de la superficie solida, fa cual es
semejante a un toro. La figura 14b muestra un diagrama del campo E. El lébulo del patron tiene
una zona donde resulta ser més ancho; a esta region se le conoce con el nombre de ancho del ha:
y queda definida como la zona en donde ei nivel decae 3 dB por abajo del méximo, esto es, el nivel
de potencia media. Recuérdese que el decibel (dB) esta definido como 10 logyo (4x/ 4o ), donde
Ao es una intensidad de referencia y A, es la intensidad medida a una distancia x.

Anilogamente, al hacer un corte longitudinal del toro, en el plano XY descansando en el
origen, se obtiene el patron del plano H, lo cual se muestra en Idc, y nuevamente la seccion
contiene el maximo valor del campo de radiacion (14).

\Eo

Figura 14. a) patron de potencia de radiacion para un pequeiio elemento de corriente.
b) principal patron del plano E, y c) principal patron del plano H.
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2.6 Caracteristicas de los patrones de radiacién L)

- En general todas las caracteristicas de los niveles de los l6bulos que posee un patron se dan
en relacion con el nivel del haz principal, y se expresa en dB por abajo de este nivel.
- Los Iobulos laterales resultan ser en la mayoria de las veces niveles de radiacion no

‘ deseados ya que se traducen en pérdida de potencm hacia las regiones a las que no se desea enviar

sefial, teniendo ademas que efectuar protecciones de patrén hacia esas zonas, por lo que es
deseable mantener un bajo nivel de lébulos laterales. .
La méxima radiacion define también la polarizacién de la antena, quedando representada ‘

por la orientacion del maximo de campo eléctrico, que en el caso estudiado es una polaﬁucxén
vemcal ya que la componeme de campo eléctrico predominante es la E; (10). :
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| 2 7 Potencna radxada y resnstencxa de radiacién.

" Un aspecto muy importante de la propagacion ondulatoria es el flujo de potencia en el espacio. Es

evidente que una onda que se propaga transporta energfa, por ejemplo, lleva energia del
transmnsor al receptor.
'Cuando una onda pasa por una superﬁcne imaginaria en el espacio, su energia atraviesa tal

' superficie y en cada instante hay un flujo de potencia a través de cada unidad de area. Esta
- magnitud, _expreéada en watts por metro cuadrado, se indica por el simbolo P. El producto P-a es

la pptencia que atraviesa, en un instante dado, una area a. S es una cantidad vectorial, llamada
vector de Poynting. Cuando se dibujan las lineas de flujo del campo vectorial P, éstas muestran el
flujo de la energia electromagnetlca El campo del vector de Poyntmg es marcadamente Gtil en

b, electrodmamxca o
* En funcion de los campos E, E, y H, ,se nenen para el vector de Poyntmg S=ExH
dos componentes ,
‘ - §,;=-EH, - (2.60)
y también S, =EH, . (2.61)

- Como el campo E, no tienen componente de radiacion, la densidad de energia que
proporciona S, no se propaga grandes distancias. Constdérese la potencia proporcionada por S,

p={(s, Ma e
Con las sustituciones A = 2xv/o yn= JR/e en 2.47y2.51 setiene, respectivamente

I,L

£, =3 w0 ol - ) oo - )
1

o) |

H‘ _-_-_.%senﬂ[%co({))(l—-%))4-':750{60(,"{T))] (2-64)

Para evaluar <S,> se multiplica la expresion 2.63 y 2.64, y considerando los términos al

(2.63)

cuadrado en funcion de sus angulos dobles tales como

g
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Ry s l+cos(2m(t-¥%)) L
B cos’(a)(t—-r-)):-.—-——-——z———-— 2.65)
| ,o 1—?0{2«0(1-5))
3 —) |z s e e
sen (w(t—v))- 2 | | (2.66) |
~setiene B ’ o
I; L sen’ 0[“‘(2‘” ¢- -\;)) co{Zw(l B ;))
.S;= 16”'15 [ - 20»'5 . + r‘v
sen(Zw(t'——)) _— :
A T (l—co{w(t-je))) (267)
, be defmic:ién. el brom'edio d‘ekuria ﬁméiﬁn A1) se expresa por'
(f (t)) } dr v ' (@2.68)

donde T es el periodo. ansidq\m{do que la integral sobre el periodo de las funciones pares es

cero, el promedio de 2.67 mediante 2.68, se reduce a

I Lo’ sen’ 0 ' '
<S,)= 032”'2’: v) ¢ ‘269)

_ sustituyendo 2.69 en 2.62 y dado Que en coordenadas polares da = 2nr*senfd0, se tiene

I; Lo’ sen’ 0, 2
P= ! n iy AT sen &6 (2.70)
que con las sustituciones n = Ju/e = I/ve y x =w/v =2n/A, en 2.70 se obtiene

ELLELLER

P=—7 n* 4o @mn
Ao

B e ————
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La mtegral de 2.71 es del tipo numénco y su valor es 4/3. Susmuyendolo en 2 71 se tiene
quela potencla queda como ‘

B L

P=40r* T

@.12)

‘La potencia se expresa en términos de corriente eficaz 1,;. Considerando 1., = 10/\/5 , 8¢

tiene -
LY e g . |
P=807"7 | Ly =Ruly @m)
donde '
> LY ‘
R, =807 ? (7) ‘ - @n)

~ Laecuacion2.73 pfopbrciona Ia informacion de la resistencia de radiacion, R,,, ; esto es,

el elemento conductor presenta una carga a la potencia, que es la resistencia de radiacion.

, Pero en general la distribucion de corriente a lo largo de la antena no resulta umforme, yla
- longitud real que radia la antena no es la longitud fisica, sino la longntud efectiva, /;, por lo quela

resistencia de radiacion se puede expresar como

. |y |
R, =807° [—f) (2.7%)

En general, la resistencia de radiacion se define como la razén de potencia total radiada
por 1a antena dividida entre el cuadrado de la corriente efectiva de la antena. Las ecs. 2.74 y 2.75
proporcionan la informacion para la resistencia de radiacion (12).




2.8 Estudio independiente del tiempo del potencial
-~ vectorial y los campos magnéticos y eléctricos.

que es conveniente expresar las componemes de los campos eléctrico y magnético con dicha

independencia (15).
Supngase que A = Re[A(r) ¢! "] yi= Re[J(r)e’ "‘] esto es, la parte real del producto

de la componente espacial por la onda que se desplaza enel tiempo ¢’ Sustituyendo AyJen
la ecuacién 2.17, se obtiene

v Re[A(r) e""] - e gi, Re[A(r) '] = - u Re|T(r) &) ] (2.76)
v Re[A(r)] - e (o) Re|A(r)) =~ 4 Rel ()] @M

Como todos los términos consideran la ’pa'rte real, se puede eliminar esta notacion, y asi

o | - VP A(r) + pe 0 A(r) = - p J(r) @)

| Y; que 2.;18 n;> depende del tlemf)o, IQ solucfén en este caso es |

{ (T
‘ : R

K=o dv @219

" Enlafigura 15 se veun diagrama de las componentes del potencial vectorial.
o 7

Figura 15. Componentes del potencial vectorial y sistema coordenado.

2.8 Estudio independiente del tiempo... §

En anténas, el patron de radiacion se expresa como una funcion indépendiente del ucmpo. porlo

*

Lo v -
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R Cbnsidéresc_ Ty = I, Ldr, la componente z del potencial vectorial es

ol Le?

P E— dr
Ar R .
A= BhL i (2.80)
ar r

r

Cons_idérese el cambio a coordenédas esféricas dado en 2.32 y 2.33, y sustituyendo en
2.80, queda ‘

A, =£:—’-‘;l-1e"" cosf | @8
A, =-.-’-‘3"£’5‘-e'i"sen9 (2.82)

La componente del campo magnético es H,, dada por la ecuacion

LY
M= o %) , (2.83)

Sustituyendo 2.81, 2.82 y 2.83 se obtiene

. LLsenfe ™ jx | ‘
Hp=—— — G+ . (284)

Manéjando E = ReE(r)e’™, la primera derivada temporal es jo E, sustituyéndolo en 2.7
con la syuda de 2.6, se llega a que

VxH= joeE (2.85)
que mediante Ia ecuscion 2.39 e identificando términos se tienen las ecuaciones

I, Lcos@e ™'

11
E.-rr———-—-—-h (;s-+ o (2.86)
I, Lsenfe™ ™' jx 1 1
E, = p-tme— (= # = + ——r 2.
o o ) (2.87)

El que no se hayan escrito las expresiones para A,,H,, H; v E, es por que todas ellas

son nulas, tal como se observa en la seccion 2.5, en el que se hizo un analisis mas detallado. Mas
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aiin, las ecuaciones 2.84;2.86 y 2,87 tienen en 2.51, 2.46 y 2.47, respectivamente; las mismh '
expresiones, claro con sus diferencias debidas a la forma de los potenciales vectoriales, de donde
se obtuvieron las antériores; esencialmente son las mismas.

; S
" Y,
i 3
v‘{ i
K 3

-
N -
£ ‘
g
¢l
4“ g
v )
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 Capitulo I1I. Radiadores.

3.1 Introduccién.

En el presente capitulo se tiene por objetivo hacer una revision de los radiadores aclisticos y
'electromcgnéiicos de media longitud de onda para hacer una comparacion entre ambos. Para tal
efecto se analizan algunos tipos de antenas electromagnéticas, como son: antenas cortas, antenas.
de semilongitud de onda, su diagrama de radiacion, Ia potencia de emision y finalmente el dipolo
eléatrico. . .
~ El andlisis anterior da pie a buscar sus anilogos acisticos, por ello se analizan las
condiciones de resonancia para una varilla delgada y, al estar |a varilla inmersa en aire y excitarla
con vibmiones longitudinales, resulta de interés analizar sus emisiones al medio, asi que, tras
tomar |a aproximacion de varilla delgada, es posible “ver” a los extremos de la varilla como dos
fuentes puntuales y analizar sus patrones de radiacion. Al poder tomar un par de fuentes
" puntuales se hace en una seccion el andlisis de a radiacion dipolar actstica. Y continuando con el
" estudio acustico se ven en otra seccion las formas de excitacion para producir tal efecto.

, Para concretar de [ comparacion entre Ias antenas de semilongitud de onda se observa
que hay una analogia en !a concepcion fisica y matematica entre el potencial eléctrico y la presion
acustica en el fluido (aire en particular), por lo mismo, los patrones de radiacion de ambos son en
todo equivalentes. Al ser derivable el campo eléctrico del potencial, hay una analogia entre el
campo eléctrico y el campo resultante del gradiente de presion acustico.

Finalmente se tiene que, en las antenas electromagnéticas se debe hacer en la mayoria de
los casos una correccion por longitud efectiva en la antena, no asi para el caso de Ia antena
acustica; esto se debe principalmente a ia aproximacion de varilla deigada que se tomo. Esto se
estudia en la Ultima seccién. '

g e fimeaiass &
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32 Condiciones de resonancia para una varilla delgada.

~Quizé ¢l ejemplo mas cotidiano de resonancia es el que sucede al sintonizar en la radio una

estacion. Todas las estaciones estdn produciendo oscilaciones forzadas en el circuito del receptor;

pero para cada posicion del sintonizador, corresponde una frecuencia natural de oscilacién en el '

circuito eléctrico del receptor, al coincidir esta frecuencia con la de la emisora, la absorcion de
energia es maxima y por ello es la inica estacn‘m que se escucha. Si dos estaciones tienen
frecuencias muy proximas, algunas veces se escucharan sumult&neamente, lo que da lugar aun
efecto de interferencia (5).

Este ha sido un ¢jemplo electromagnético, uno mecénico se da al hacer vibrar
longitudinalmente a una varilla delgada. En la presente seccion se estudian las condiciones para
las cuales se produce el fenomeno de resonancia en este tipo de movimiento. Asi pues, para
comenzar con el andlisis, es conveniente introducir la impedancia mecanica denotada por Z,,.
Sus dimensiones son de Nseg/m, a menudd denotadas por ohms mecdnicos. Se debe aclarar que
atin cuando e} ohm mecénico es andlogo al eléctrico, estas cantidades no tienen las mismas
unidades. E! ohm eléctrico tiene unidades de voltaje entre corriente, mientras ¢l ohm mecénico
tiene unidades de fuerza entre velocidad. Se define pues, la impedancia mecinica como™

z,-L ()

y tiene un significado fisico muy importante: es 1a razon de la fuerza excntadou J alavelocidad
resuitante del sistema, u, en ¢l punto en que se aplica la fuerza.
Supdngase que la varilla tiene longitud L y es excitada en x = 0 con una fuerza
J=Fe* 62

de ia ecuacion 1.6 al multiplicar y dividir por Ia densidad p se tiene

fe-s¥Remp d S (33)
donde Py =pS 34
y Y= pc: (3.5) v

En el otro extremo de la varilla donde x = L, supéngase un soporte cuya impedancia
mecénica Z,, . En dicho extremo la condicion de frontera es f, =Z,, u(L,/); dado que

PR 2t
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u & ' (3.6)

v retomando 3.3 para [ despejando f de3.le introduciendo 3.6 en dicho despeje se tiene al

evaluarenx = L :
: ."5.) .- ﬁt_.(fﬁ) | | a7
(& s=l PL Ci a xsi

- Enun caso idealizado las pé}didas internas son nulas y la ecuacion de la onda visjera’
nuevamente toma la forma de 1.13, por lo tanto

&(x, 1) = Aeir*M 4 Bell@ren) v - (38)

: 'IMMO 32 y 33.se obtiene

Fe!® =-p ¢} gf—- (3.9)
y evaluih&b 38enl9 para. x=0 qucdﬁ 1a fuerza inicial
F, =~p, ¢}(-jx A+j«B) 610
Ahora, al evaluar 3.8 en 3.7 da
-p, ci(~ix A"+ ije"L) =Zp (Ae7¥t + Be’“)‘ 3.1

Tras resolver 3.10 y 3.11 para encontrar las amplitudes se encuentra que son

: Fy l+(zml./pl. CL) e/t
A= = - — (3.12)
L j(Z,,‘l/pL cL)cos(xL)Hen(xL) 2
F, 1-{Z, c -t
) ( L PL L) e G.13)

B= :
KoLl (2. o1 ¢, Jcod A L)+ sen(xL) 2
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© Notese queAyB son 'complejas conjugadas, de tal manera que la onda que viaja hacia la

' derecha tiene la misma amplitud que la que viaja hacia la derecha, Sustituyendo 3.12 y 3, 13en
3.8y esto en 3.6 se obtiene una velocidad

F_colelL- o)+ {2 /o cl)snlidL-0)]

u(x,f)=~j — 3.14)
(x.1) ]PL 4 j(ZmL/pL c{)coixL)+sen(xL) @19
y la impedancia mecanica de entrada es
Fe'*  Z,.+junicL)
Z.,= 5 o (3.15
, T ul0) l"‘J(ZmL/PL cL‘) tan(x L) )
que dncomp_oniendd en Ius‘ partes real ¢ imaginaria dé
: 2 aily tan? 1, .2 ' .
2y, [nfm0’(x1)+1)] +j[x,tan* (kL) +{e2+ x2 = 1) tanlx L) - x, ] 616
T (r+x,) tan* (kL) - 2x, tan(x L) +1 '
dondea impedqnéia de carga normalizada esté definida por
‘ Eu.._-__n.x._.+jlk_=,L+ij (3.17)

PLC PLC PG,

aqui R, es la resistencia mecinica y X, Ia reactancia mechnica.

Supdngase que el soporte mecinico en x = L tiene pequedlas pérdidas (como wce& enla
' realidad), de manera que, si bien r no es cero, sf s posible tomar r, «1 y también que |X, | «1.

Debido a que tantor, como x, son pequefios, Ia reactancia de entrada se hace cero cuando
X, tan*(x L) - tan{ kL) - x, %0 (.18)

esta expresion es cuadritica en tan(xL) y da

aan(xL)a;'—(lz,llnxi)‘ (3.19)
L
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la raiz cuadrada de ésta se puede aproximar en series de potencias; la raz positiva da el valor de
reactancia para antiresonancia y el negativo el de resonancia, que es el que interesa ahora, asi que
¢l resultado de signo negativo es

l 142x}
L
Las frecuencias de resonancia de cualquier sistema mecénico estéan definidas en general
_-son aquellas para las cuales la reactancia mecdnica de entrada es cero. Ello obliga en 3.20 quc
8i x,_ =0, entonces tan(xL) 0 6 bien sen(kL) = 0, que implica que

L (321)
que equivalea ' mp=m-wm o (3.22)
6 bien 2 v,=%°-lt:-vm (3.23)

los subindices "m" indican ‘de resonancia' y en este caso, de una varilla casi libre, forzada. Por lo
tanto 3.23 implica las frecuencias de resonancia de la misma.

Para probar |a afirmacion de que las frecuencias de resonancia ocurren cuando la
reactancia de entrada se hace cero, basta con combinar 3,20y 3.16 y da

Zmo 'L(z"i“) i, (3.24)
Pl (I’,_+x,_) Xt +2x] +1 :

Por lo tanto, si hay pérdidas en el sistema (como es siempre el caso en la realidad),
entonces ¢n resonancia la reactancia de entrada se hace cero y la resistencia de entradaes
pequeiia. Esto concuerda con el hecho de que la amplitud de la onda estacionaria es grande en
resonancia; para la varilla casi libre, forzada, debe tener un antinodo cerca del extremoenx =1L,
de tal manera que la velocidad en este punto es aproximadamente U, =] u(L,t)|.

Una vez que se saben expresiones para la velocidad se puede llegar a las expresiones para
1a potencia. Para ello se debe considerar la potencia enviada hacia la varilla en resonancia, con la
ayuda de 3.1, la potencia es

(3.20).
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B 2 « ' )
U, =Lz,ul= EF%' - (3.25)
h 0

'hay que notar que en resonancia, la reactancia es nula y por ello la impedancia es igual ala
resistencia, que en términos mateméticos es ’

Z.,=R, | (3.26)
z, =R, (.21

De igual manera, la potencia transmitida de la varilla a la carga en x = L ‘esta aproximada
por o
?:%U{RL (3.28)

- Como se supuso que en sf la varilla no tiene pérdidas internas, 3.28 y 3.25 deben ser las
mismas y se puede resolver para la amplitud de la velocidad antinodal aproximada '

F,

U, (329
- 0

y mediante 3.24 y 3.26 se ercuentra (3) que R, =R, con lo que 3.29 queda expresado como
L Upm=— (3.30)

Esta expresion muestra la velocidad resultante de la perturbacion longitudinal de la varilla
hacia el medio en términos de la fuerza de entrada y la resistencia de salida.
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. 3.3 Radiacién dipolar aciistica.

Una vez que se han analizado las condiciones de resonancia para varillas delgadas. en la presente
seccion se analiza )a radiacion debido a la resonancia de la varilla, dando en cada extremo un par
de fuentes puntuales, esto es permitido al haber hecho la aproximacion de varilla delgada, que se
da siempre que sus dimensiones longitudes son mucho mayores a las de su seccion transversal
eficaz. e ‘ :
.Como un doblete acustico es un par de fuentes puntuales separadas una cierta distancia, la ‘
- varilla delﬁada sometida a ondas longitudinales, radia hacia fuera como un dipolo actstico. La
‘radiacion se da mas eficientemente en resonancia por eflo se estudié en la seccién anterior.

El primer paso a dar en ¢l analisis de radiacion del dipolo es analizar el tipo de ondas que -
se dan a razén del movimiento de los extremos de la varilla. En el presente analisis el medio en el
que se halla sumergida la varilla delgada es aire, Al perturbar ésta al medio origina ondas
tridimensionales esféricas debido a la puntualidad de las fuentes, Témese ademés el medio como

* unfluido no viscoso. _ ' -
" La perturbacion que ocasiona la varilla originara ondas de presion acisticas, que se
denotan por p, las ondas cumplen (1,3) con la ecuacion de onda
1 9p

Vip=— ; ,

donde c? esla velocidad def sonido en el medio, esta se da por

ci=

°|w

(3.32)

J
aqui B es el modulo de compresibilidad adiabatico y p es la densidad en equilibrio, ambas son
cantidades fisicas intrinsecas de! fluido en cuestion. Si se observan las ecuaciones 3.31 y 3.32'se
ve que tienen la misma forma que las ecuaciones 1.10'y 1.11 para ondas longitudinales, 1.43 y
1.44 para ondas torsionales. No asi para 1.75 y 1.76 de las ondas flexurales debido a la dispersion
intrinseca que se da en este tipo de movimiento. Otro aspecto que da diferencia entre 3.31, 1.10 y
1.43 es el gradiente que esté en el primero, éste se debe a la naturaleza tridimensional de la
perturbacion del fluido. Y una similitud entre 3.32, 1.11 y 1.44 es que todas las expresiones de la
velocidad varian inversamente a la densidad det medio y directamente a una cantidad eldstica
propia de cada tipo de movimiento, es decir, el modulo de elasticidad o de Young para las ondas




e e i

§

3.3 Radiacion dxpolar acustica. 67 .

3 longitudmales cortante o de rigidez para Ias ondas torsionales y de compreslbllldad adlabitlca de
- volumen para las ondas de presion.

Para encontrar la solucion a Ia ecuacion 3.31, tomese una onda esfenca El operador
laplaclano en coordenadas esféricas es

# 24 1 a( a) (I ’
V= LI JA PP S 333
V= 7 T o Tsnd @ 050 +r’sen06v’ . ( .)

donde x = rs?n Ocosg, y=rsenfseng y z=rcos@. Silas ondas tienen simetria radial, la
presion acistica es una funcion de la distancia radial y del tiempo perb no de las coordenadas
angulares 0 y §. Por lo tanto, esta ecuacion se simplifica a

10 20

v —"a—r;'f'-r'-b-; : 3.39) -

'y Ia ecuacion de onda para campos de presion esféncamente simétricos conla susmucuSn de334 -

end3les . .
gp 2p _17p (3.35)

2 2 : .
orp _1_6. rp , (3.36)

al considerar rp como una sola variable, la ecuacion 3.36 tiene solucion general
1, 1 '
p=;f,(c,l—r)+-r-f,(c,t+r) (3.37)

el primer término representa una onda divergente de una fuente puntual en el origen moviéndose
con una velocidad c,; mientras el segundo representa una onda convergente en el origen. Las
ondas divergentes mis importantes son amionicas. Se pueden representar en forma compleja por

p=%eﬂﬂl-rﬂ . (338)
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es valido tomar la frecuencia angular » debido a que en resonancia la onda es monocromatica.
‘Se puede reescribir la expresion anterior con la ayuda de la identidad x = w/v, como

p =-':—e""","“" (3.39)

aqui A/r es la amplitud de la onda de presion. Se debe notar que la amplitud de una onda esférica
no es constante, sino que decrece inversamente con la distancia r de la fuente.
Como ya se menciono al principio de I3 seccion, la varilla al ser delgada, permite tomar
los extremos de la misma como un par de emisores acisticos puntuales, éste doblete acustico
- emite ondas esféricas en cada fuente, cada uno separado por una distancia s, las fuentes aun
" cuando emiten con la misma frecuencia se hayan desfasados por %t uno respecto al otro, Ver

_figura 16,

Figura 16. Geometria usada para derivar las caracterislicas de radiacion
- deun dipolo acustico.

- Lapresion en el punto p debido a la fuenle a, segiin 3.39, es

P, =;A_'e)u(|-r..\-) (340)

y debido a la fuenle b, igualmente es

po= et (3.41)
f, .

I e i e e ore
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La 'pré§i6ti enun bunto cualquiera del espacio, es la suma de las presiones producidds por
. las fuentes individuales, por tanto, la presion en p es la suma de Ia presion debida a las fuentesa y

: bauntiempor : : v
_ baun tiempg jafryn) el )} ,
P='A(° e J . . (3.42)

rb rl .

ﬁ | : . Paradistancias mucho mayores que la separacion entre las fuentes, 0 sea, parar « s, es
IR . decir, campo lejano, se tiene : , '

. r+§cosB o T (3.43)

r~ r—%cdsﬂ o (.44)

al sustituir estis dos aproximaciones en 3.42 se obtiene

: A ‘ju(l—rlv) glremov2 e-juollilz " ‘ ) 3
== ’ - ‘ 3.45
p=Te 1-sc0s@/2r 1+scos@/2r) @.43)

expandiendo en series tanto el numerador como e! denominador, despreciando términos de tercer
~ orden, y tomando 8/r « 1y ks « | Ia ecuacion 3.45

p'=-?-e"'"""[%+ jx] cosd (3.46)

que es una expresion de campo lejano para el dipolo acistico. En la figura 17 se muestra el
diagrama polar del campo de presion ocasionado.
+ 2

Figura |7. Diagrama polar de un dipolo acustico. El dipolo esta en posicion vertical.
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3.4 Formas de excitacion.

Una forma de hacer vibrar una varilla delgada en forma longitudinal es tomaria a la mitad de su
longitud y, desde ahi hacia el extremo, hacer friccion longitudinaimente en una sola pasada, '

‘ procurando mantener la velocidad constante. Esto se puede hacer simplemente abrazando con las
yemas de los dedos a la varilla y luego deslizar las yemas de los dedos de la otra mano hacia

" fuera, manteniendo la presion constante en la varilla durante el movimiento, Otro modo de.
hacerlo es sujetar por la mitad la varilla y golpearia en alguno de los extremos. Como ya se
menciond en el capitulo 1 es dificil que al querer hacer un movimiento longitudinal, no se

* provoque un movimiento flexural. Sin embargo al hacerlo en forma adecuada, es posible lograr

. que uno de los movimientos, el longitudinal, sea mucho mas importante y que el flexural decrezca
hasta hacerse nulo, esto se debe a que el movimiento longitudinal entra en resonancia, de lo cual

* ya se hablo en la seccion 3.2,

- Una forma més elaborada de hacer la vibracién longitudinal es colocar en un extremo de
1a varilla un transductor piezoeléctrico, al hacerlo funcionar provoca las deformaciones. Vale la
pena hacer notar qué al hacer funcionar al piezoeléctrico en un extremo, se hacen en ambos lados
de la varilla antinodos de presion, mientras que por tener sujeta a la varilla por el centro se

* provoca un nodo de presion. En la figura 18 se muestran los dos primeros patrones de oscilacion.

Figura 18, Patrones de oscilacion de una varilla delgada con nodo central.

Las frecuencias de oscilacion en forma analitica son las mismas que para una varilla libre-
libre (3), estas son

v, =(—21‘§{)—°L. n=l, 2. (3.47)

Si se compara 3.47 con 3.23 que expresa las frecuencias de resonancia para una varilla
delgada, se observa que ambas expresiones tienen la misma forma excepto que en 3.47 ya se
introdujo la condicién de que solo vibre en los nimeros impares. Los niameros pares se climinan
por el hecho de existir un nodo central, de otro modo tendrian expresiones idénticas. Por tanto la
expresion 3.47 da las frecuencias de oscilacion para una varilla delgada con nodo central en
resonancia.
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3.5 Antenas electromagnéticas.

En las secciones anteriores se considera [a radiacién de un pequefio conductor en [a hipdtesis de
- que [a corriente era [a misma en toda la longitud del conductor. Eélo, por supuesto, es imposible
fisicamente, a menos que ¢l pequeflo conductor forme parte de un circuito. Puede formar parte,
por ejeinplo. de un antena més grande.‘ yen este caso, hay radiacion de cada parte de la antena,
La radiacion total se encuentra luego por integracion de las componentes de radxacn(m
provementes delas pequeﬂas secciones de la antena,

3.5.1 Antenas cortas.

-Considérese un conductor de longitud razonable, pero més corto que la longitud de onda de la
sefial i;rad{nda. Considérese también, que ese conductor estd aislado en'el espacio sin ninguna
tierra ni cuerpos perturbadores alrededor; sin embargo, en el cuerpo conductor hay un oscilador
0 alguna fuente de energia que produce corriente en el mismo . Véase la figura 19a. La. comeme
- circula & causa de la capacitancia distribuida del alambre, La corriente carga las capacnancxas y
pasa de un miximo en el centro del conductor a cero en los extremos del mismo. La corriente se
representa en la ﬁs\m 19b.

n

e
B

<42
(a) {b)

Figura 19 (a) Antena corta alimentada por un oscilador.

(b) Diagrama de intensidad vs. longitud de la antena.

Para encontrar la radiacion total considérese la antena de la tigura 19 como constituida
por muchas secciones, cada una tan pequeiia que la corriente es substancialmente constante en su
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longnud Se qulere encontrar el campo de radnacuon en un punto que estd a algunas longitudes de’
onda dela antena y, por lo tanto, a muchas veces la longitud de la antena. Cada trozo contribuye
al campo elecmco en ese punto, segun la ecuacion 2.53,

E,'é Ly lz‘s;nocos(w('l—%)) (3.48)

v ‘La intensidad de campo total en el punto de observacion es simplemente una suma de las
hmplitudes recibidas de cada trozo de la antena. El Ginico factor en la ecuacion (3.48) que varia
* apreciablemente de un punto a otro de la antena es la intensidad Io. Cada componente da
rhdiacién es directamente proporcional a la intensidad de corriente en el trozo de donde proviene.
Por lo tanto, la radiacion recibida de un trozo cercano a los extremos de la antena de la figura 19
es mucho menor que la radiacion de una seccion de igual Iongitud cerca del centro, Teniendo en
’cuenn la distribucion de la corriente, la radiacion total recibida en cualquier punto, provemente
de la antena de Ia figura 19, es igual a la radiacion que se obtendria de una antena de media
longitud si fuera posible tener en toda su longitud una intensidad igual a laintensidad I, ensu
centro. ’ o '
Se dice que una antena tal, como fa de la figura 19 (aislada, recta y pequeiia comparada
con A), tiene una longitud equivalente de la mitad de su longitud real. Para calcular la radiacion
- dela antena que iméfesa se usa la ecuacion 3.48, pero el valor que se sustituye en /,; ¢sla
Ionglmd efectiva o eqmmleme, igual a la mitad de la longitud real.
- Enla practica, la cantidad deseada es el valor medio cuadrtico o el valor efecnvo del -
:Campo en |l antena receptora, Esto se puede escribir en funcion de 1a longitud efectiva y de la
corriente efectiva o raiz del promedlo cuadritico en el punto medio de la antena, 1, de la
siguiente manera;

Intensidad efectnvu en volts por metro (rms) = nJ—%se nd (3.49)

N para el vacio es ,377»ohms.

I, es la corriente efectiva en el punto medio (rms).

L es la longitud en metros de 1a antena recta y aislada.

l,; es la longitud efectiva en metros (si L « A, /= "4 L).

0 es el angulo entre la antena transmisora y la antena receptora.

r es la distancia de la antena receptora a la transmisora, en metros.
A es 1a longitud de onda de la sefial en metros.
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3.5.2 Antenas de semilongitud de onda. .
Cuando la longitud de onda dé la ant_eni es cbnsiderable, compam_ia con la longitud de onda de

Ia sefial, el tratamiento, como si fuera una antena corta, es inexacto. Son necesarias dos
correcciones. ' '

.{h

=72
®) ‘ : () ,
Figura 20 (a) Antena de semilongitud de onda. (b) Grifica de distribucién
de corriente de la antena misma antena,

 Primero, sila longitud de la antena es comparable a la longitud de onda, la intensidad en Ia antena
no va a ser proporcional a la distancia at extremo. Una antena actiia como una linea de
transmision de circuito abierto con capacitancia distribuida; si es pequeda, la distribucion de
corriente es fundamentalmente lineal, como en la figura 19, pero si la antena es més larga, esta
aproximacion no es satisfactoria, Suponiendo que la capacitancia esté uniformemente distribuida
en la antena (una hipdtesis que no es precisa, pero suficientemente buena y generalmente
aceptada), la corriente es proporcional al seno de la distancia al extremo de la antena. Como.
¢jemplo, la figura 20 muestra la distribucion de corriente en una linea que tiene una longitud igual
s la semilongitud de onda; suponiendo que la intensidad en el medio de la antenaes I,, la -

* amplitud de la corriente I a una distancia z de! centro de la antena es:

1=1, co{Ztr -%)= I, cos(az) (3.50)

Una antena receptora a alguna distancia recibe una componente de la seiial de cada -
seccion pequeiia de la antena de la figura 2.5, y la intensidad de cada componente es proporcional
al valor de I en el trozo correspondiente de la antena.
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Resulta una complicacion por el hécho de que las diferentes componentes phedén no estar
en fase entre si cuando Jlegan a la antena receptora. Considérese que la antena receptora esté en
“un pumo pdelatigurall. La dnstancna r, es menor que r, de modo que la radiacion que se
propaga a lo largo de / tiene un cierto retardo al llegar a p con respecto a la radnacnén que se
propags porr,. o :

Debemos introducir estas consideraciones en la ecuacion 3. 48. Un trozo de antena de

longitud dz, ubicado a una dnstancna del pumo medw, tiene una amplitud de corriente dada por "

la ecuacaén 3.50.

s

4

iFigura 21. Antena de semilongitud de onda y sistema de referencia.

La distancia de este trozo de antena al punto de observacion p es r,, comoen la figura 21. El
campo eléctrico total recibido en p, debido a la antena, se encuentra integrando la ecuacion 2,48
a lo largo de la longitud de la antena, desde = = -1/4 hasta 2 =1/4 ’

f r]lgsena os(u)co{w(l-—))d- . 3.51)

-4

Aqui, como en la figura 21, r, es la distancia del elemento recorrido por la corriente al
punto enel cual se mide la intensidad del campo; r es la distancia de origen de coordenadas al
punto medio de la antena. Como el interés estd en el campo eléctrico a distancias mayores que
algunas longitudes de onda, la diferencia entre r y r, que aparece en el denominador es
despreciable. Pero en el término coseno la distincion entre r y 7, es esencial, pué_s es Ja diferencia
que determina la relacion de fase entre las radiaciones para distintos trozos de la antena; r - r,
puede no ser despreciable conA, aunque despreciable comparada con r. Es bastante satisfactorio
su;lituir en el denominador , por #, pero en la relacion de fase es necesario usar una

aproximacion que no puede tener un error mayor que una pequeda fraccion de longitud de onda. -

Refiriéndose nuevamente a la figura 21, vemos que una buena aproximacion es
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r,=r—zc030 : (3.52)

Fmalmente el ingulo 0 no es lprecublemente dlstmto de 6,. Con estos camblos '

"E, = 1% 12:'"0 .mcos(xz) co(m(t - — zcow)}k (3.53) |

El p'roceio de lnteguciéti, aunque algo largo, es esencialmente simple. El resultado es

- I 'y co{ cos&)
Ey= ""co{ (-~ ) (.54

Las otm componentes del campo eléctrico son, por supuesto, nulas, igual que pm una
antena corta,

"“El campo magnético és perpendlcullr al eléctrico (yl queloes pm cada trozo elemental
de la antena), y fa relacion entre ambos es la lmpedancu intrinseca. Se obtiene: -

AN i} 5
H, =5 -cofal(l - )——-————— ‘ (38

sen &

'Las otras componentes de campo magnético son nulas. En las ecuaciones 3.54 y 3.5 los .
simbolos y unidades son los mismas que en la ecuacion 3.49, y H, se mide en amperes por metro.

‘Las ecuaciones 3.54 y 3.55 son vélidas s6lo para antenas cuya longitud esdeum _
semilongitud de onda. El método usado para deducir estas ecuaciones se puede extender a’
antenas de cualquier longitud. En ese caso se usa una expresion més general que la 3.50 parala -
distribucion de corriente. Sin embargo, desde el punto de vista teérico y del prﬂciico, la antena de
semionds es un ejemplo muy interesante de antena larga y es el Unico que sera tratado en detalle.

Es interesante comparar la ecuacion 3.54 para una antena dipolar de semionda con la
ecuacion 3.49 para una antena corta. El campo efectivo (raiz promedio cuadritico) en cualquier
punto de un plano normal a la antena (para el cual 8 = 90 grados) es, para una antena dipolar de
semionda, nl,/2nr. Para una antena corta de longitud efectiva /,; es nl,/,/2rA . Estas formulas
dan el misino resultado si /,; = A/x, y por esta razon se dice que la longitud efectiva de una
antena dipolar de semionda es A/x. Como la longitud actual de una antena es A/2, la longitud
efectiva es 2/ veces la longitud real.
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- Esto dice que la longitud efectiva de una antena de semiondg es 2/r, 0 sea 0,637 veces
su longitud real, y sabemos que la longitud efectiva de una antena muy corta es 0.5 veces su
" longitud real. No se esta, por lo tanto, muy equivocado en estimar la longitud efectiva de

. cualquier antena dipolar, de longitud més corta que una semionda, como igual a cinco o seis

décimas de la longitud real.

3:5.3 Diagrama polar de radiacion.

La longitud efectiva da una idea de la intensidad del campo solo enla direccion normal,
Para comparar la distribucion de radiacion de un dipolo de semionda con la de una antena corta
enotras direcciones, es util el "diagrama polar de radiacion", en €l se trazan vectores radialmente

" . apantir de un punto (vém figura 22), siendo la longitud de cada vector proporcional a la

~ intensidad del campo a una distancia dada de la antena en la direccion indicada por el vector. La
curva que une los extremos de los vectores es un diagrama polar de radiacion. Frecuentemente se
representa la intensidad del campo en microvolts por metro de distancia a una distancia de una
milla - -
" Laradiacion normal a la antena es igual en todas direcciones, ya se trate de una antena
corta odeen dlpolo de semlondn El modelo de radiacion en un plano normal es, por lo tanto, un
clrwlo como en la figura 22a., .

"El modelo de radiacion para una antena corta en un plano que contiene a la antens se
repmenu por lalinea gruesa de la figura 22b, El miximo de radiacion es normal a la antens, y la
radiacion en la direccion del eje de la antena es cero. La radiacion en otras direcciones es
_proporcional al seno del dngulo que hace con el eje, como en la ecuacion 2,49. De modo que el
diagrama se compone de un par de circulos como los que se indican en la figura.

A veces es Gtil suponer que las figuras 22a y 22b sean secciones transversales de una
superficie slida semejante @ un loro. Una superficie tal es el modelo de radiacion completo

tridimensional. ,
0,
()

(a) ’ ()
Figura 22. Diagrama de antena de semilongitud de onda de campo (a) magnético
y (b) eléctrico. La antena se encuentra en medio de cada figura.
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El modelo de radiacién de una antena dipolar es sorprendentememe parecido. La funcion
trigonométrica peculiar que aparece en el numerador de la ecuacion 3,54 es numéricamente :
similar al sen’; esta funcion, dividida por sen@, no es, por lo tanto, muy diferente de sen®, que
es el término correspondiente a la ecuacion 3. 48, El modelo de radiacion de una antena dipolo de
semionda se muestra en la figura 22 por una linea punteada, ajustando la escala de tal manera que
la radiacion normal a la antena sea iguala la radmmén normal de la antena corta.

Puesto que el modelo de radiacion del dipolo de semionda esté dentro del de la antena
corta, se deduce que para tener Ia misma intensidad de campo en la direccion normal a Ia antena
es necesario emitir menos energla que la antena dipolar de semionda que con una antena corta. Es
interesante, a veces, trazar los diagramas suponiendo igual energia emitida, mas bien que igual
intensidad normal. La emision normal de una antena de semionda es alrededor del seis por ciento
mayor que la de una antena corta que emita igual potencia, Asi se obtiene cierto grado de
directividad. ‘

3.5.4 Potencia emitida.

Es a menudo de interés saber la potencia total emitida por una antena. Hay varias maneras de
calcular la potencia emitida, pero todas implican el vector de Poynting. Como un ejemplo bésico
y sencillo, se calculard la potencia de la antena corta de la ecuacion 3.48.

La energia es emitida por la antena por medio del campo de radiacion, y no por medno del
campo de induccion. Considerando solo la componente de radiacion, el vector de Poynling es
radial, y como esté en 1a direccion de E xH, esta dirigido hacia afuera, La energia total llevada
~ por la onda progresiva de radiacion se encuentra integrando el veclor de Poynting sobre una
superficie esférica, esta intégracion, por medio de 3.48 y 2,58, da:

P = [(Ex ) da= [E,H, da
P= Iy{l Lsen6 os{ w(t -.r_))]zzm" sen &0

nr i L cos’ (w(r——))

P= Yo Isen &io
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p= i’-’i'—‘,;—l'—'-cos’ (w(l - _r_)) | (3.56)
3A° v

El v_ec(of de Poyn‘tingt ¢s una funcién del tiempo que varia como el cuadrado del coseno.
En muchos casos se necesita la potencia media de la onda emitida y, como el valor medio de!

 ,. coseno al cuadrado es 1/2, se deduce que la potencia media emitida por una antena coita con

dimichién uniforme de corriente es:
Potencia media = -'Z”T'i—'i- i @Sy

©3.5.5 Resistencia de radiacion.

. h potencla media de radiacion es u'n término que se define como la potencia media emitida

- dividida por el cuadrado del valor efectivo de la intensidad de corriente en la antena. Enla

ecuacion 2.57 1 es el valor miximo de la corriente; el cuadrado de la intensidad efectiva es ¥ I°,

; de modo que la resistencia de radiacion de una antena corta es

2L} ' e
R, = ’3’;’}- e

esta formula se deduce para un dipolo tedrico y se puede aplicar a una antena corta dipolar si se
usa la tongitud efectiva L = /,,. Si introducimos el valor n para el vacio, la resistencia de
radiacion (en ohms) de una antena dipolar corta de longitud efectiva /,; es:

Ru =789(Y S (3.59

Esta formula no es, sin embargo, correcta para un dipolo de semionda, ni tampoco para éualquier
antena con un diagrama de radiacion apreciablemente distinto del de un dipolo, aun cuando se
" use-la longitud equivalente. _ '
* Para encontrar la resistencia de radiacion de un dipolo de semionda, o de cualquier otra
antena, se sustituyen en la ecuacion 2.97 las funciones apropiadas para E v H. Para la antena

 dipolar de semionda se podrian usar E y H de las ecuaciones 3.54 y 3.55. El resultado es
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senclllo aunque los célculos son algo comphcados, la resistencia de radiacion de una anlena
~ bipolar de semionda, para cualquier frecuencia , €3 73 1 ohms,

3.5.6 Dipolo eléctrico.

Dos cargas iguales y de signo contrario Q y -Q, a una distancia de separacion s, constituyen el
llamado dipolo eléctrico (11). Es atil para el estudio definir el momento dipolar § como el vector
* en la direccion -Q a Qy cuya éxpresién analitica es P = Q3; ver figura 23, Supdongase ademés
que las cargas no estén fijas, sino qué oscilan en forma armonica en su separacion, de modo que
tienen una separacion méxima en la distancia s, luego se van juntando las cargas y por tanto
disminuye ¢l momento dipolar hasta llegar a cero y finalmente cambiar de lado las cargas y en
consecuencia, se invierte la direccion del momento dipolar. De modo mas formal puede
describirse la carga como

Q=Q,¢* _ - G60)
entonces, el !hérr;erito dipolar es

P=Qe'3 =™ } (3.61)
dqnde el momeﬁto dipolar miximo es

Fo=Q3 0

Una forma de hacer un dipolo cléctrico es situarlas cargas en un par de esferas unidas

. porun cable delgado de resistencia y capacldad despreciables, La corriente que fluye a Iravés del

cable es
1= joqer = ¢6)
donde L=joQ, | (364

que en términos del momento dipolar, al mulliplicar 3.64 por s se tiene

Ls=jop, ' (3.65)
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ls=j0)p o L (3.66)

en Ia figura 23b se puede observar grificamente a las cargas y la corriente como funcnén del

“"’\ n
v

IT s ‘ | (é) J/\ f

3 -/
a0 v aw
® | '.Q/ AV

anun 23. (a) Dipolo eléctrico oscilante y (b) cargas y corriente como funclbn del tiempo

’ » El pogenci;l eléetrico prbducido por las cargas en el puntq P del espacio es

. Q [clﬂ("'tlv) l'("'./v) : 3
V= 4“0'- o " . (3.67)

Por comodldad ie expresa el potencial en P én sus coordenadas naturales debido a Ia simetria que
tiene el problema. Estas son las esféricas, de modo que P(1,0,0) a un tiempo ¢. Ver ﬁgurp 4.

tz 7 P(18.9)

Figura 24. Potencial eléctrico en P de un dipolo elécirico oscilante.

ot
PIRAA
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Notese que las cargas - Q y Q proporcionan un potencial elecmco que dlﬁere nosoloen

amplitud sino también en fase. Las amplitudes difieren por los términos r,yrenlos
: ‘de'nominadores y las fases difieren por los términos r, /v y r,/v de los exponenciales,

“Puede encontrarse una expresnén mis conveniente para el potencial eléctrico, véhda para

distancias mucho mayores a la separacion entre las cargas, esto es r » s, como sigue

r.~r+'-;-éb'39“ . A  (3.68) .

y Lo L~ r~-§~cose s ; T (3.69)’-
al s}istimi} estas dos expresiones en 3.67 se obtiene

Vo

‘."1-(1-:/\') defemd T cjafend |
Qe e : ] a1

dms,r | 1-cosh "1+ & cosf

: Expandtendo los exponenciales y los denominadores de los dos término en series de
‘ potencias, y desprecinndo términos de tercer orden y mayores en 8/r y xs la ecuacion 3 70 queda
como

Py eM\ vlvl( ) ) ‘ : _
’V —T’;‘T—— -;+_|K cosé 3.7

Cabe hacer notar que al haber tomado s « r y ks « 1, se hizo una aproximacién de campo
’ lejano,
Para uns frecuencia distinta de cero, el término exponencial muestra que el potencial se
propaga con una velocidad de fase v. Esto es falso debido al factor complejo 1/r + ox. Asi que
reescribiendo el factor complejo en forma exponencial se tiene

L 11
v-4rrso (x Tl W[ w(t + arctan(xr))]coso (3n)

para xry» ! (cnnipo lejano), el arctan(xr) = =/2 es aproximadamente independieme deryla
velocidad de fase es entonces v. Pero cerca del dipolo, donde r no es mucho mayor a A (campo
Cercano), el arctan(xr) no es constante y en consecuencia, €l efecto de este término da una
velocidad de fase que es mayor que v.
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" Es imﬁonante notar que el caso del dipoio estitico sedaenw = 0y entonces A—» o, al
! sustituirlo en 3.71 queda como’ o o

VP osf G6m)
. 4meyr - v _

0

En esta ecuacion se observa que el potencial del dipolo estatico varia inversamente al

' cuadrado de la distancia, mientras el potencial debido una carga puntual varia solo inversamente a
la distancia. Esto proviene del hecho de que las cargas del dipolo aparecen muy cercanas para un

* observador situado a una distancia lejana, y sus campos se cancelan més y mas mientras se '
incremente la distancia. Tanto para el caso del'dipolo oscilante, como para el estético, los
potenciales varian con el cos® que, por lo tanto, se anula en el plano ecuatorial. En la figura 25a
se muestra un dipolo situado en el origen y su sistema coordenado; en la figura 25b se muestra un .

- esquema radial del potencial como funcion de 6 y ¢ (35). A

Figura 25. (a) Sistema coordenado de un dipolo y (b) diagrama radial del potencial. »

Una vez hechas algunas observaciones del dipolo eléctrico oscilante y estético, se
. analizara la potencia de emision del dipolo y la antena de media longitud de onda; en realidad son
pocas las diferencias entre una y la otra debido a que el haz de potencia media para el dipolo es
de 78°y el de la antena es de 90° y la diferencia mis importante entre ambos es por la resistencia
de radiacion de 1a antena dipolar que es de 73.13 £, el cual es un valor mayor a lo que se
desearia para una antena de estructura practica. Mientras que para el dipolo la resistencia de
radiacion se da por ‘

R, =801r’(§-) ohms (3.74)




3.5 Antenas electromagnélicas 83

Por presentar un ejemplo numérico, imaginese un valor de s = Im y una longitud de onda
de 300 m, que coirespond_e a un frecuencia de | MHz. La resistencia de radiacién da con estos
valores un resultado de 0.0084 £ el cual es un valor mucho menor a los 73.13 £ de la antena de
media longitud de onda. Sin embargq, tampoco ! dipolo es una buena antena debido a quetiene . _
una alta reactancia y una muy pobre eficiencia, lo cual se traduce en una baja ganancia (14).
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3.6 Analoglas entre el potencnal eléctrico y la presion
acustica.

- Se han estudiado en los capitulos 1 y 2 los fundamentos mecanicos y electromagnéticos = -
necesarios para comprender a los radiadores acisticos y electromagnéticos. No se analizan todos
los casos de radiadores ya que el interés del trabajo se centra en los radiadores de media longitud
de onda y en encontrar sus analogias. En la presente seccion se encuentran algunos puntos
notables de las analogias entre ambos radiadores.

Como primer punto a discutir se ha de notar que, tanto el potencial eléctrico como la
- presién acistica son campos que cumplen con ecuaciones de ondas; para el primero se observa en
Ia ecuacién 2.19 y para el seghndo en 3.31, También se ve en las mismas ecuaciones que la
: ecﬁpcién de onda para el potencial eléctrico es del tipo inhomogéneo y para la presion acustica es
homogéneo. Ademis, para el caso del potencial eléctrico, el modelo empleado en el andlisis de la
radiacion dipolar electromagnética tiene como base al dipolo eléctrico (estudiado en la seccion
3.5.6); y para la antena dipolar aciistica, se toma como base el llamado dipolo acustico. En ambos
cas0s se tiene basicamente un par de fuentes emisoras puntuales separadas por una distancia, s,

s ﬁxemes para el dipolo eléctrico son dos cargas Q y -Q; y para el caso acustico dos fuentesa y
b. Aqui hay que hacer una precision, mientras en el caso eléctrico los responsables de la emision
son un par de cargas, para la antena de semilongitud de onda elécirica, es necesaria una fuente de
alimentacion de cotriente, misma que se da conun oscilador como se muestra en la figura 20 en
la ucclén 35.2

. Laantena propuesta en el mbnjo es una varilla delgada y de ahi que se le hnya dedicado
el clphulo 1. También para el caso de |a antena dlpolnr aclistica es necesaria una fuente que

. provea Ia energia para la emision de las fuentes, en la seccion 3. 4 se discute acerca de las formas

de excitar mecinicamente a la varilla acustica. Las fuentes de emision de la antena acistica son

efectivamente un par de fuentes puntuales, esto se debe al modelo de varilla delgada que se
asumi6 en el estudio, ademas, al provocar resonancia en la varilla se dan las condiciones optimas

de emision mecanica, esto también se estudia en la seccion 3.3.

Tanto para ¢l caso eléctrico como para el acustico, al tener fuentes puntuales, se disiingue

una radiacion esférica de cada fuente. Si se comparan las ecuaciones 3.42 y 3.67

gofiery v} gefier ) .
p={e - _e - } : (342)
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jofi-t o) gieliena) : v
Qe . ) 367

4zrs° ( n r,

" se encuentra que ambas expresiones tienen exactamente la misma forma y difieren exclusivamente
en las constantes, dichas expresiones son ain genenles, las expresiones para campo lejlno de
ambos casos se dan en las ecuaciones 3.46y 3,71 eslus son :

p:i:-e“'(""v’(-:-fj‘x)cose - (3.46)
P ]n(l o) -
V~4“ ( +Jk‘)0039 3.7)

0

“donde se observa nuevamente que las expresiones son idénticas en forma, excepto por las.
constantes, Para ambos cas0s se ve un anulamiento del campo en el plano ecuatorial, debido al

- término cos@y una variacion inversamente proporcional a la distancia. En consecuencia los dos
patrones de radiacion deben ser en todo semejantcs si bien no lguales debido a las constantes.
Los patrones de radiacion del potencial y el acustico se ven en las figuras 25y l7
respectivamente. «

Una muy importante similitud que se da entre el caso eléctrico y ¢! aciistico es que para el

‘caso estiitico, el campo eléctrico es el gradiente del potencial eléctrico, como se muestra en |a
ecuacion 2.11. De igual manera para el caso actistico, ¢l gradiente de la presion acistica tiene una
equivalencia al campo eléctrico, la interpretacion fisica del gradiente de presion es ¢ sitio en el
espacio donde se ocurre la mixima variacion del campo de presion. Debido a la similitud entre el
campo eléctrico y el gradiente de presion, es posible graficar el campo eléctrico de una antena de
semilongitud de onda, este se ve en la figura 22b se ve un corte transversal del toro que hace el
campo eléctrico y en la figura 26 se ve un esquema tridimensional del mismo, éste es equivalente

" en forma al campo derivado del gradiente de presion. '
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}

Figura 26, Diagrama de campo eléctrico de una antena de media longitud de onda.
que es equivalente al gradiente de presion acistica en una antena dipolar actistica.
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3.7 Longitud efectiva.

En ¢l mas general de los casos de antenas electromagnéticas debe hacerse una correccién por
longitud efectiva, en particular también es asi para las antenas de semilohgilud de onda, esto
sucede cuando la antena no tiene una distribucion uniforme de corriente. De tenerse la
distribucién uniforme la longitud geométrica de la antena coincidira con la longitud efectiva, una
forma de hacerlo es cargar la antena con un sombrero de tipo capacitivo (10), éste produce el
efecto de uniformizar la corriente, en este caso la longitud efectiva es la misma que la longitud
fisica. . '
Esto sucede con las antenas electromagnéticas, pero surge la pregunta de si sucedera lo
mismo para antenas actisticas como la que se est4 proponiendo, es decir, la varilla delgada; la
respuesta es que si sucede para la varilla delgada pero, la diferencia es tan pequeda que se antoja
despreciable. Es necesario justificar més en este punto. En 1876 Pochhammer hizo estudios de
deformacion de cuerpos sélidos y encontré una correccion para la velocidad de fase c,, respecto

* ala velocidad longitudinal ¢, la expresion analitica es la siguiente

. 2
g=qo—%fx%q=qb~fn{9) (.75)

aqui o es la razén de Poisson, r el radio de la varilla, A la longitud de onda y x = 27/A el.niimero
de onda. Nétese que la velocidad de fase decrece con el decremento de la longitud de onda y se
anula cuando la longitud de onda es o r. La ecuacién por tanto no es confiable pﬁra longitudes
de onda menores al radio de la varilla ().

Para ver la viabilidad de uso de 3.75 se puede hacer un ejemplo numérico, supéngase una -

varilla de aluminio de 1m de longitud y didmetro de 1 cm. Esta es una varilla delgada pues sus
dimensiones longitudinales son mucho mayores a las dimensiones de su seccion transversal eficaz.
Segin x = 2r/A, al sustituirlo en 1.27 queda

4L
xn'(zn-x)

(3.76)

que para n =1 da una longitud de onda de 4m. que con los datos anteriores para largo y radio de
Ia varilla y como & = 0.33 en aluminio, al sustituirlo en 3.75 da c, /c, =0.99998, es decir, una

correccionde .679x10™. Al ser una correccion tan pequeda, es una muy buena aproximacion
tomar ¢,y no c, pues son pricticamente las mismas. Esto valida como buenos todos los cilculos

hechos en el trabajo.

R
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Por lo tanto, existe la correccion de longitud efectiva tanto para el caso de antenas
electromagnétlcas como para las actisticas, en las primeras se debe a defectos en la-
.uniformizacion de la corriente que circula, y para las segundas se debe a razones principalmente
de mtuuleza geométnca que en el caso se varillas delgadas, la correccion es desprecnable
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Conclusiones.

El objetivo del presente trabajo es obtener las analogias entre radiadores de media longitud de
onda acusticos y electromagnéticos, para lo cual en el Gltimo capimlb se hizo el estudio de los
 dos radiadores y en la parte final del mismo, en 3.6 se obtuvieron las analoglas entre ¢l potencial

eléctncos y la presion acusnca, y en 3.7 se hizo una dlscuslén acerca dela longltud efectiva en las
antenas, :

Como se menciona al final de la seccion 3.5, las diferencias principales entre la antena de
“semilongitud de onda y el dipdlb eléctrico son: primero, que en la antena de semionda tiene un
" ancho de haz de 90° y el dipolo de 78°, y segundo, que la resistencia de radiacion de la antena es
de 73.13 Q mientras que en el dipolo cambia segun Ia separacion entre las cargas e inversamente
a la longitud de onda. En el caso concreto de una separacion de Im y una longitud de onda de
300m, el valor de resistencia es de 0.0084 £, que es un valor mucho més pequefo de resistencia
comparado con el de la antena.

Una analogia notable es la similitud en las expresiones para el potenclal eléctrico y la
preslén acustica, ambas expresiones analiticas tienen la misma forma excepto por diferentes
constnnles derivadas de cads analisis. Estas expresiones se dan en las ecuaciones 3.42 y 3.67 sin
hacer aproxnmacnones (ver seccion 3.6) y con aproximaciones de campo lejano fas expreslones
analiticas se dan en 3.46 y 3.71 (ver seccion 3.6).

Otra analogfa importante se da con el caso estatico del campo eléctrico y ¢! campo
derivado de obtener el gradiente de presion acustica. ‘

En la figura 17 se ve un diagrama de radiacion de la presion acistica y en la figura 25 se
ve un diasnma del potencial eléctrico. Ambos diagramas tienen la misma forma. También en la
figura 26 se muestra un diagrama tridimensional de! campo eléctrico, que por las razones
anteriores s el mismo que para el campo derivado del gradiente de presion acustica.

Una analogia més entre las antenas electromagnéticas y las acisticas es que en ambas
‘existe una correccion por longitud efectiva. En particular es necesaria para las antenas
electromagnéticas de media longitud de onda. Aqui hay una diferencia (discutida en 3.7) para el
caso de las antenas propuestias en el presente trabajo, que son varillas delgadas, en que no es-
necesario introducir ninguna correccion por longitud efectiva. Esto se debe a que en las antenas
électromugne’ticas el efecto de correccion viene ocasionado por una falta de uniformidad en la
corriente de la antena, mientras que en el caso de las antenas acisticas se debe a factores de
naturaleza geométrica como son la razon del radio de la varillay la longitud de onda que vigje en
la misma.
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- Una diferéncia entre las antenas electromagnéticas y las antenas acusticas longitudinates,

como se proponen en ¢l presente trabajo, s en su uso como antenas captadoras. Para captar una-
sefial ‘en la forma mis eficiente, las antenas electromagnéticas requieren una orientacién

transversal respecto a la direccion de propagacion de la sefial, de modo que el campo

électromignéticd queda absorbido por la antena en toda su longitud. En cambio en una antena
acistica !ongntudnml para captar la sefal en una forma més eficiente, la antena debe estar
" orientada longitudinalmente respecto al campo de preslén, esto es, la sefal debe incidir en la

parte mis angosta de la antena,
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