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INTRODUCCION

El propésito fundamental de este trabajo es el estudio de la dindmica de los
campos vectoriales que corresponden a los sistemas de ecuaciones diferenciales
lineales con condicion inicial, en R*. Para esto se describen con detaile las
soluciones del sistema haciendo énfasis den la teoria cualitativa.

La herramienta principal en este estudio es el algebra lineal; junto con los
operadores exponenciales, que ayudaran a encontrar las soluciones de los sistemas
diferenciales lineales homogéneos.

El trabajo se ha dividido en ia siguiente forma:

-En el primer capitulo se presentan los teoremas de descomposicion primaria de un
espacio vectorial y a partir de estos se obtienen las formas canénicas del operador
asociado al sistema. Enseguida se define la exponencial de un operador y se
presentan sus propiedades respecto a la suma y producto de operadores.

-En el capitulo segundo se presenta el teorema de existencia y unicidad de la
solucion general del sistema lineal. La solucion se da en términos de la exponencial
del operador y se calculan las soluciones especificas a partir de las formas
candnicas.

-En el tercer capitulo se estudia el aspecto cualitativo de las soluciones especificas
y se presenta el retrato fase de cada una de ellas. La descripcion de las soluciones
se apoya en recursos geométricos como la curvatura y 1a torsion con el fin de
presentar un retrato fase mas claro y completo.

Un aspecto importante que se resalta es la diferencia que se presenta en el
comportamiento de las curvas solucién cuando hay b]oques de J ordan y cuando los !
hay.

Por ultimo, en el apéndice se mcluyen las demostracxones de los teoremas que se
utilizaron en este trabajo y que no fueron probados en su momento. Se’ presentan'—'
aparte con ¢l fin de no desvxar al lector del objetivo principal.
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CAPITULO |
ALGEBRA LINEAL, TEOREMAS GENERALES

L1 DESCOMPOSICION PRIMARIA x
1.1.1 LOS POLINOMIOS CARACTERISTICO Y ‘\/[[NIMO DE UN OPERADOR

Sea T un operador €n un espacio. vectonal comple_;o E de dxmensnon ﬁnua. un elemento x»0
de E se llama vector proplo de T o eigenvector de T si T (x)“). x para algun Ae C Ei numero A
es llamado valor propio o elgenvalor de T, : L

La propledad uene el vector propxo se puede escnblr en forma equxvalente como

(T-ADx=0 -

El numero de elgenvalores q usfacen esta condlcnon esta detenmnado por la camndad de raices

primaria se ab'dyan"j
referencna a las definici

Definicion 1. Il" SeaTE-E
esel operador . ;

T« W-E



T, (x)=T(x) para cada X€ w.

Teorema 1,111 Sea T un operador en un espeio E de dimesion finita, y sea W el subespacio T-cxchco
generado por x € E. Supongase que dimW=k21 entonces:

i) (6, TGO, para W

ii) si -%.' -a,;...,-3, son los ascalares tales que:
TH a4 TCx
Entonces el polinomio caracteristico de Tw es:

RO=C1) oo+ &

Demostracion.: Vedse el apéndice.

Teorema 1.112 (Cayley-Hamilton).” Sea E un espacno vectonal de dlmenslon ﬁmta y sea T un
operador sobre E: Sea p(t) su polinomio caracteristico de T, entonces

p(T)=0 -
Demostraclon Si x=0 emonc

Sea x#0 un elemento de E ys
entonces de ncu

\ generado'por X, supongase que dnmw—k,
sten escalares A -a,, : a, \ ta!es que

Ahora bien el polinomi

P(H=ROK(Y)

Vt’;grac»_te’ns‘tqqo dekT"w diyidé a p(t), esto implica que existe h(t) tal que:




Por lo tanto p(T)(x)=0 para toda x€E, luego:

p(T)=0

Existen otros polinomios que cumplen esta condicion; entre eilas esta el polinomio minimo:

Teorema 1, 1 13
entonces:

Comd m(T)=O entonces r{t)=0;’

cumple esta COndlClOﬂ, esto implica que r(t)-O‘

U‘iilvizériydo’ei algo ”'mbfde'l'aiidivisiéh enforma = :
semejanteal‘ S RV R

m(t)—q'(t)m (t)

Como los dos polinomios 05 uenen el mismo grado, emonces m(t) km'(t), del hecho de que
ambos son momcos se deduce que k—l esto implica que m(t)=m'(t) :

El polmomxo caracte stxco de un operador y el polmomno minimo tienen los mismos factores ’
m'educxbles .
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Teorema bl 114, Sea T un 6peradof enun éspacio vectorial E de dimensién finita. Sean p(t) y m(t)

su polinomio caractensuco ysu pohnomno minimo. si p(t) se factoriza como:

p=(t-A) ™. (!-lu)"

"donde A, exgenvalor de T para tod

Emonces existen enteros m, mk' tales que. lsm,sn,

paratodai=1,.. ky m(t) es de Ia forr

m(t)=(t-4, )™...(t-Ak )"'~ o
Demostracion. Como m(f)‘k‘divide ap(t),

p(M)=a()m(t)

Sea A; un eigevalor de T en nces p(ll)-O esto lmphca que q(M)m (AQ—O con q(AQoO por lo -

tanto m(4,)=0 para toda =1, ,k Esto stgmﬁca que cunlquler elgevalor es un cero del polinomio

minimo.



112 EIGENESPACIO USUAL Y EIGENESPACIO GENERALIZADO

Det:mcnon 1,121, Sea 'I‘ un ope.-ador en un espacio vectorial complejo E. Liamamos el elgenespacxo
usualde T correspondneme al valor propio A, al micleo del operador T-A, kI'

EA,‘—N(T- lr)

Deﬁmcnon 1 l"2 Se deﬁne el eigenespacio generalizado de T correspondlente nJ valor propio de A,
como el nicleo de’ (T-Akl)"'- donden, esla multlphc:dad delk :

E(T,A,)-N

Observe que si n, emonces el elgenespaclo usual es lgual al elgenespaclo generallzado

Tebrenﬁ'kl_.k 121; a T un ope ador en un 165 acxo E y sea Au un valor prop:o de T. Entonces E(T Ax)
es un subespacio i

Demostracion. Sea u € E(T; ), entonces: s

(T-Aaly* u=0_

como i(tf}.{)"; A)t, se cumple qu’ek:"‘ '. = :
(L= R
De esto‘ se c;btiene
T(T-2 I)""(u)
—T(O)—(T-AxI)"* 'r(u)

Esto xmphca que T(u) e E(T Ak).



1.13. TEOR.EMAS DE DESCOMPOSICXON PRIMAR.IA

A continuacion se presentan los 1eoremas referemes a la descomposicion de un espacio
complejo en suma dlrecta de subespactos mvanantes [H- su demostracnon se encuentra en el
apéndice. ; ; :

Teorema 1.131, Seé T‘uh 5pérador sobre un espa o E complej sea 'm(t:)‘ su olipén}iﬁ minimo;"

m(t)= (t- 'A.)"" ; (t-A.)"‘ con Mdj para toda i 1,1— k ‘k, i%j
Sea Ni=N(T- MI)"‘ , entonces E es la suma dnrecta de los subespncnos Ni::
E=N,e..e N, : ‘ '

Y el polinomio minimo de la restriccion de T a cada Nl es!

my(t)=(t-A)™

Observe: que si el polinomio minimo de T es:

(= (1)

Entonces E es la suma directa de los elgen pacxos usuales:

E=EA, @.. s E

En este casd"p\o ‘ s propno del espacno E, y Tes dlagonallzable

La propxedad de descomposicion primaria de un espacio, ‘tamb\en se cumple para el polmomxo‘
caractenstlco ‘del operado: -

o (t-'

p(t)=(t-2

A s genespaclos generahzados de Ty la dxmensnon de cada
elgenespaclo genera zado es ngual a la muluphcndad del elgenvalor correspondnente




Ejemplo 1.132. Sea el operador T: R*“R%en las’c’oor:de‘nadas usuales definido como:




Al resolver este sistema se obtiene x,=0 x,=2s x;=s;

el eigenespacio generalizado de A,=1 es:

E(TJ):{(ZO%) S € R}
Observe que:

D E(T-)4E(T, 1)-{(w+2s)z w,seR%
i Sixe B(TDHE(TD entonces x= %}

Por lo tanto

E(T.- l)nE(T 1 )—{0}

De los dos i vmcxsos anteri

donde Ees complejo si T tiene:
mlpoteme y! S es dlagomzable [

PO=(+1)(t-1), A, =1, ;=1 nos determinin los subespacios invariantes:
E(T,-1)= {( )t WER}
0
-



n

Sean 'I‘,—T/E(T A)y T;T/E(T A las resmccmnes de T a cada uno de estos subespacnos Sean
bases respectivas: .

1.0

oA}

B-G0)
b

‘Andlogicamente:

00000




La restriccion de T con respecto a E(T,z\;) es;
0 0 0 - '

= |0 o 0
0 o 1

Por el teorema 1 132 se sabe que

R*=E(T,A )eE(T l.;)

Como cada elgenespamo generalizado e mvanante bajo T, entonces;

TR')=T(E(T, l.)) ° T(E(T lz))

1 0 10, EE
Si escogemos: B"={(o),((l)),(%) } obtenemos )

-1 1 .0

[Tl=T#T=[0 -1 0
0 0 1

Este cambio de base lo hemos reahzado para reconocer a Ias matnces Sy N del teorema Si
escribimos el operador en la forma

a1
Me=]0 -1 of +
0 1

S o o
SRR
ol oo i



Es ficil comprender que estas dos matrices conmutan bajo la operacion del producto.
Otra propiedad importante que se obtiene es que la segunda matriz es nilpotente:

sp=|o -1 of
'V _00' IJ
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Reciprocamente la matriz de cambio de coordenadas en términos de la base ' a la base usual es:

1 0 0
P=l0 1 2
0 0 1

Las matrices anteriores estan relacionadas en la forma siguiente:
i) (T)p=P[T}, P!

ii) [T]y =P'[T]; P

De la segunda igualdad obtenemos:

[T)=P1([S]; +{N]; )P

[T],,'PI[S]‘, P+P ‘[N]‘,P

[T]‘,—[S]‘, +[N]p den forma equlvalente T—S+N

Porlo tanto las mal 'ces que buscamos para nuestro ejemplo son: -




Entonces:
A S R, Y
="l 0 <1 af " .Us=flo 1
070 i e 070

100
4 =
i

El operador § es't_‘liagbhimrbkle‘y bees vnivlpotAeﬁt'e‘ -

0

1.

2

15



1.2 COMPLEXIFICACION DE UN ESPACIO REAL

Definicion 1.21, Sea F un subespacio complejo de C”, - Entonces F,l =FnR" esel Cdnjuht6 ‘de todas las n-
tuplas (z,,...,2,) que estan en F y son reales. Llamamos a FR el espacio de vectores rea.les en ’F

Definicion 1.22 Sea E<R® un subespacio real y seaEcel subconjunto de C“ obtemendo medlante todas fas
combinaciones lineales de vectores en E con coeﬁcxentes complejo Vel R

Ec—{ zeC® | z—EA,z.zneE Ae c}

E. Observe que !':‘cR

Este subespacio de C" es llamado la complexxﬁc

La operacion de conjugacnon compleja Juega un papel lmponame emre espacxos vectoriales reales y
complejos: : R ‘

0:C"-C" tal que;
(2. 2)=(E1-T,)

esta cumple con las propiedades s;guieﬁies: :

) o(}.v)=c(é‘)c’(v) ‘

) o(uvi=ayra(y) v & C-

Note que pxir:ﬁ caﬁh sube

oFc C" se cumple:

FR={zeF‘lva(zy)'=fz}t'

Enelcasoenque pueda

3 o én I forma F4Eé‘paré .élgt'm sﬁbéﬁpacio E < R® decimos queF
puededescomplexl A SR PR A R S

de’ descompl xificarse si Y. solo si u(F)»' F
jue F | uede descomple‘uﬁcarse es!o |mpl|ca que F= Ec con E¢ cR Sea

Teorema 1.21.
Demostracion.. §




Aphcando ose obuene
o (z)_E u(l‘)a(z,)—lez., .

Como ;_ eCy z, € E emonces a(z) € EC—F esto implica que c(z) € F para todoz e F,;

por lo tanto a(F)cF, - :
Reclprocamente ‘ si a(F) c F entonces pra x+Hy € F conx,y € R"se cumple que

G(X+iy)?x-ly, eF.

Como;’
x=1/2 [(x+|y)+(x-1y)]
y=if2 [(X-IY) (X+IY)]

entcmces X, y e F Observe que X y € FR, siz € F este puede quedzu' expresado en la forma:

z-( I+01)x+(0+|)y

El siguiente teorema nos permite encontrar una represemacnon para T cuando uene va]ores proptos
complejos :

Teorema l 22, - Sea T un operador en un espacio vectorial EcR" con elgenvalores no reales u y kn donde
u—a+1b con a,b € R Entonces existe una matriz A que representa aT en la forma T

Demostramon Sea ’I‘c Ec~Ec la complexnﬂcacxon de T, El operador Tc tiene los nusmos elgevalores que »

T. Los elgenvectores 'R y @ con'esponden auy respectivamente, : ‘

Sea (p“(ﬂy conx.y € R" y q,—x-ly Los vectores Xy estanen Ec ya que

x=1/2 ((p+¢p-) :7 : : ‘
y=IAF-p)

Entoncés X,'’y € EcnR"=E,



Los vectores X,y son linealmente independientes. En efecto, supongase que:

=X +ooy=0 =, =,6R

i entonces:

= 172 (gt ) T2 (F-9) =0.
e Fogif2 @+ =-e,i/2 § =0,

Como ¢ y ¢ son lienealmente independientes se obtiene::

Esto solo fe's posible si =, =0y «;
vector propio ¢

i) TeCety)=To()HT()=TCHT()

obtiene finalmente: "

Tyyaytbx -
T()=-bytax

En la base {y,x} la matriz qu§ répieSen_ta aTes: ™



1.3 FORMAS CANONICAS DE UN OPERADOR EN R’

1.31 FORMAS CANONICAS DIAGONALES

Aqui el polinémx ca T é;ﬁ dado por:

Esto stgmﬁca que podemos obtener una base vectores proplos para R’ y en consecuenc:a T es dlagomzable
La forma dmgonal del operador es: ; ;
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1.312 FORMA DIAGONAL TIPO 2

El polmonuo caractensnco de T ysu polmormo minimo son:
i) p(t)=(t- A,)’(t A) A, v),, .
ii) m(t)=(t-A)(t-A _)

De acuerdo con los teoremas 1, 131 y 1 132 y las propledades que cumple la suma dxrecta de dos
subespacios, se obuene que: - : :

i) R=E(T,A)e E(T, ,)—N(T- lI)sN(T-A.l)y

dim N(T-A,) =1

Sean Uyt € N(T- i ) y ea u, ¢ N(T-A.zl) entonces

T(u)= 2 ,u,+0uz+0u, -

T(uy= 0u,+}. Iu,+0uJ S

T(u;)= Ouy+0u,+Aqu,



Si se escoje la base B’ ={u,,u,u,}, el operador

A0 0
Me=fo & 0
0 04y

ueda representado por:

21
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1.313 FORMA DIAGONAL TIPO 3,

Los polinomios ckrat%@eristicp y minimp dgl oberador‘T son:
DpewAY
iy m@=-R)

Utilizando lds teoremas de deséomposicién primaria como en.el caso aﬁterior: ’

i) R’=N(T-AJI)>" b

i) R*= N(T-AD :

De esto se obtiene que:

dimN(T-Al)=dim N(T-AI)’=3

Sean u,u,,u, e N(T-AI) tres vectores linealmente independientes, y sea : ﬂ'={ul.uz,u,)‘; entonces:
Tl AurtOuy0u, a
T(u)= Ou,+ugtOu,

T(uy)= 0u,+61i;+)~u,

El operador T, en esta base esta representado por:

(Tly={o 2 o
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1.32 FORMAS CANONICAS DE JORDAN

Cuando un operador T no es diagonizable, la forma "mas simple” en qué se puede representar es una
matriz casi diagonal ésta es llamada la forma canonica de Jordan de T, El siguiente teorema nos permite
describir las columnas de una matriz de Jordan para un operador [LAN] La demostracion se presenta en
el apéndice.

)] ciclico si existe un entero rz1 tal que -
‘recibe el nombre de penodo dex relatwo
lr‘l 2

Definicion 1.321. Sean «eC y x€E con x#0; decimos que xes (
(T-=D)%=0. E! minimo entero positivo r que tiene esta proptedad
a (T-=I) y se cumple que (T-«l)"x-o para cualquler entero k

Teorema 1.321. Sl xvo es (T-wl) c:chco con perfodo r emonces l conjunto de vectores: 3 e

{(T-=Ty™, . (T

Es linédlm:me independiente.

1,321 FORMA CANONICA DE JORDAN TIPO 1
Los polmormos caracteristico y minimo del operador son:

i) pO)=(t-2 )’(!- 2-
U)m(t) (t A )’(t-kz)
Seau eN(’_I‘-A I e

Bi=(T-MDu)

Es linealmeﬂte

B= (v} es una base para este subespacno

T(T-M)"x—(T-A.l)""x+A(T I)"x<
obtenemos :

T(T-A, I)u—(T- }I)’uﬂ.,(T-A I)u—-A(T- ,I)u

T() =(T-4, Duthyu



Esta relacion se puede escribir del modo siguiente:
T(T-A D= (T4, it Outn

T() = (T-AutA itV

de T al subespacio N(T-a,1)? es:

24
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1.322 FORMA CAN()NICA bE JORDAN TIPO 2.
Los polinpmioé cargcteﬁ;gi;o y mjrﬁmo de T son:

PO G IO

mO=E-AY

Aqulsecumple que b

dlmN(T-M)’-dlmN(T . u)’—s

Sea uvo un elememo de R’ que cumpla Ia condxcxon de que (T-M)u-O por la propxedad del pollnomno

»c—(T-u)y

Apllcando el opemdor (T-M) en ambos lados de la igualdad y utilizando la propiedad del polmomxo mxmmo

T(T-u)x—(r-u) v

Esto 1mplxca quex € N(T-AD), lo cﬁal signific qué la i;réa’ge_n ¢stajkcbntienjda"en' él_"nﬁcl‘eo: .

Im(T-M)CN(T-M) : 4
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De lo anterior se obtiene que dimim(T-Al)<dimN(T-AI). Como dlmlm(T-M)+d1mN(T-Al)-dlm(R’)—S
- entonces el tnico caso posible que puede darse es:
dimim(T-Al)=1 y dimN(T-AI)=2
este resultado permite dar una base de R*
p={(T-ADu,u,v}

Con la propiedad de que (T-Alu y v son vectores proplos Al encontrar la representaclon de T con
respecto ' se obtiene:

T(T-ADu=A(T- A1 u+A(T-ADu=A(T-Alu+0u+0v
T() =(T-ADutiu+Ov
T(v) =0(T-ADu+Ou+iv

La forma canénica de Jordan obtenida es:

A
[Th= |0
0



1.323 FORMA CANONTCA DE JORDAN TIPO 3

27

T uene como polmomxos car ctenstlco y nummo a:

p)=(t-A)*
m(t)—(t-A)’ :

Observe en este caso que N(T-AD)

Sea u E'N(T-

M)’ tal que (T-Al)u+0, entonces el periodo de u



28

1.324 FORMA CANONICA DE JORDAN TIPO 4.
El polinomio caracteristico es:
P()=(t-A)(t-A5)(t-A5)
donde A, es un valor propio real y los restantes elgenvnlores son complejos: Az-a-nb A,—a-

hay valores propios que no son reales, el espacio se complexifica.
Sea Tc la complexificacion de T, entonces de acuerdo con los teoremas de descomposncxon pnmana

ib. Debxdo a que

C=N(T-A,L) © N(Te-2,1) & N(To-4,L)

Seaw & N(T.-A,l), por definicion (T.-A,1)w=;, por el teorema 1.321 el conjunto:
((TAYw) ‘ [

esuna base de este subespaclo en C’ Sea u'e R’nN(Tc }. l,) entonces:

(T2 lc)u-(T- '

esto |mpllca que:

B=( (T-l X)"

es base de- R’nN(T Ab A " : ‘
Sea ahora z=x+iy un elemento del subespacno N(T AZI,) Por el teorema 1.22 el con_,umo:

02={ ynx } b

esuna base pnm

A(TeAL):

Tw) = A|u+0y+0x"
T(y)=0u+ay+bx :

T(x) = Ou-by+ax



La forma canonica del operador en este caso es:

29
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1.4 OPERADORES EXPONENCIALES

La solucion de un sistema lineal de ecuaciones diferenciales esté expresada en términos del siguiente
operador:

Para cada T: R°-R", se define la exponencial de este operadbr, "coniqg :

T 3 176
et

Teorema 1.41 Sean P,S,T Operadores en R" La exponencial cumple laﬁ prqpigdades siguientes:

a) si Q=PTP! 'ehvtjance/é! eQ='P' eT P
b)si ST=TS entonbs:'esies*:r= es eT
9 @5 e-S)-l ;

L

“<b] - o entonces:

d)sin=2"y T=

e.e*

Es importante mencnonar que ‘en el inciso b) la hxpotesns es necesana, ya que cuando los operadores SyT
no conmutarn, puede ocumr que la conclusnon no se cumpla Tomese como ejemplo a los dos operadores :
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1 17 00 0
s= |0 00l iy aT={0 0 1
0:0]. o= lo 00

T y S no conmutan con la operacién de multiplicacion.

Ahora bien: ‘

010 010
000 000
es..\.'r 000 000




Simplificando la serie se obtiene:

S+T100 01t 0
010 oot1]+]o
001 000 0

Ahora calculamos para S y para T la exponencial:

——

]

OO~
O

]

‘ooo
O OM-

000

, ewe [2 :, ;]

011 010 -“oxx
e- 000 000 000
000 000 !ooo

La segunda potenciade S es fa mamz nula

000
000 000
000 000

Por lo tanto:

=



Al igual que en el caso anterior:

0007 [000T
oot |=]oool|
0o00) Loool]

De ahi que;

Si multiplicamos los dos dpyekrvador’e's ol?ienemos:_

‘[1007]..[000
ee-|orof+]oor
001, 000)

12
11
01

[=N-R_3

Y

En los incisos i) e iv) podemos observar que la conclusion del enunciado no se cumple:

S¢T_S T
e+ree

33



CAPITULO 2
SISTEMAS LINEALES HOMOGENEOS EN R*
2.1 LA SOLUCION GENERAL DE UN SISTEMA HOMOGENEO EN R*.

Un sistema de ecuaciones diferenciales lineales, homogéneo con problema de valor mlclal en
R, es de la forma:

x=Ax conx(0)=K ¢ R® y A:R"~R" un operador.

El teorema que se presenta a continuacion nos proporciona, la solucion general del slstema Esta'
aparece en términos de un operador exponencial.

Teorema 2.11 Se A un operador en R” En tonces la solucion del sistema de ecuaclones dlferenclales
lineales con problema de valor inicial: S

3] x'(t)=Ax(t); con x(0)=KeR"
Esta dada por la trayectoria:
x(y=e**x
y no hay otras soluciones
Demostracion. Sea L(R") el conjunto de operadores en R En pnmer lugar consxderese el mapeo:
¥:R-L(R")
yo=e*
Aplicando la derivada; »
de” e et
dt h~0 ~h
Como (tA)(hA) (hA)(tA) d

ae* hme e_e.
dt h=0 o

_e™lim

El pnmer temnno dela sene
mayor que uno tlenden a la m

cero cuando h tlende a cero. Por lo tanto:;




de
dt

_ea

Como A conmuta con cada término de la seria & entonces:

de* _aetr”
dt

Sea‘x(t)éé K, aplicando el refsultéﬂybkaﬂt‘eﬁor: : »

dx) _de*
dr

ZK'= AetPK=Ax(t)

Por lo tanto

d x(t)
Tdt . :

Ahora se probnra que la solucnon es lnica. Supongase que z(t) es otra soluclon del), hacnendo
y=e Pz o

al derivar se obtxene

e’-lAv e

y'(t)= :

='-Aé €A z(t)+e A, Az(t)

-e ta (-A+A)z(t)

.

esto implica que y(t) es constame, esto se cumple solo cuando z(t)= e“‘K' Por lo tanto:
()= etAK'—x(!) :

35
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2,2 SOLUCIONES DE UN SISTEMA HOMOGENEO CON EL OPERADOR CANONICO

Las soluciones de un sistema homogéneo de ecuaciones diferenciales lineales se determinan con mas =
facilidad cuando el operador esta en su forma canénica. A continuacion se presentan los tnpos de
soluciones generales de acuerdo al operador canénico que represente a T :

2.21 SOLUCIONES DE UN OPERADOR CON FORMA CANONICA DIAGONAL :
2.211 FORMA DIAGONAL TIPO 1

El operador es:

L 00

[T]u' 0 A;00 » con Aprdy Airdy Aye A
pox| -

El sistema que corre_spbhde a este operador es:

Ax 00 E D vi(e)] 1A 00 fiwy(e)
0 Mol 4 ; yAe)| [0 N, 00| lyE)
0 o}\J S . SR 17 (] B NI B M ) AT
= Por el teorema 2.11 la solucién
buscada es: o B ‘

y(t) - e E‘E‘:ﬂ v 1)
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Calculando la exponencial:

El resultado de la suma de los términos de esta serie es:

Cada entrada en la diagonal de la matriz amenor, es la exponencml de la vanable real At ( j—l,..,3)
por lo cual el operador exponenc:a.l obtemdo es:




o bien
Mt ,
w(t) ° % lne
Y2(t) . 0 ek. 0 : yZ(o)
Yg(t) )”,: y:(o)

Muitiplicando e igualando (émﬁnp's,'obtehe'm_os: :

PACERCRC I
v, (8- o) €7

LR e~

Esta solucton reprcsenta el conjumo de trayectonas

y:R= R’talque
v ()~ (?1{(_0) &

2212 FORMA DlAGONAL TIPO 2,

La forma del operador es' S

A

" 0 0 : :
[T]B 0:A "0 : Ay Ay
0 0'A,

36
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El sistema de ecuaciones diferenciales es en este caso:

y1(;)

nool ’ ; vile)]. )\,oo
y' (e M Oojofe) . o L Awde)f < | 00 A 0 fivy(e)
" 0.0 ?\2 y:(t)

S ‘ e

con el mismo procedimiento utilizado en el caso anterior se obtiene::

o (- Y1(°) e
v Y;(O) e
Y3 () R )

La solucion se puéde'escnfibir 'cpmo: :

v (t) - (y, (O)e ,yz (o)e ,y;‘(o)}e“"]



2213 FORMA DIAGONAL TiIPO 3.

El operador est representado por:

[rlp-{

Al proceder en forma semejante a los casos anteriores, se encuentra la solucidn:

o
o»o
b -X=3

(=]

r0-(nwe* nnet. e
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222 SOLUCIONES DE UN OPERADOR CON FORMA CANONICA DE JORDAN
2,221 FORMA CANONICA DE JORDAN T[PO 1
El operador esta dado por:
h 10
[fq0 X0
0 0 A,

La solucion en este caso es:

(t) - e tE“}S’E] v (0)

Observe que:
A, 10 1,0'9”0170‘
[t)q0 A0 LR 0|+ oo’
0 ox 00 A, "ooo,

Es facil comprobar que las dos matrices del lado derecho conmutan baJo la operaclon del producto o
y que la segunda es mlpotente por lo tanto el operador exponencml puede quedar expresado
como: o : :

r‘lo] (r‘lon] o]‘
e A0 oh._o»ooo
e o 0 A, o o A, 0
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Al aplicar el inciso b) del teorema 1.41 para exponenciales de operadores:
AN R
of.
e (frltt) e rie #it
Por lo tanto:
10 o0 [g 1 g]
1] [4
el etrett
El calculo de la primera serie, es semejante al del apartado 2.211 :

e[““‘] e™ o °
o 0 A, ¢
- o e™ 0

0 0 e 4

1

Al desarrollar 1a exponencial:

‘F33]1°v=° 1oE o foe of
€ Tl L gol.Loo o e =10 0 of ...
Ot lo 0. 0] "1t o 0"0] 2[00 0
se observa que :
o e.0]* fo.00 A
0 0:0f"<|070:0 para k22"
0 00 [0:0 0 L
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Entonces la suma total de la serie es;

e,
IS
“'eoco -
looel !
coo
L00,

2')

R OO .

.03
e‘gag 1.t
- 1
0

e
ylgt; :

R
e



Multiplicando se obtiene:

v, (£) 1(0) e . yz(o)ce
¥z (:) : 2(0) e 3
# e

Por lo téinto;lé solucion del sistema es:

La trnyectoﬁé e;i
yiR ~R T

tal que:

v () - ( 7o) € e™. g, (o)v;‘é}-‘., n0 €™, v e*")

2,222 FORMA CANO CA DE I RDAN TlPO 2

El operador asocxado al snst
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Al desarrollar 1a serie del operador exponenc:al apllcado u t [T] i COMO en el caso anterior, se
obtiene 1a solucién: . .

v0-(nw e npe” nw et ny e) i




223 FORMA CANONICA DE JORDAN TIPO 3.

La forma canomca del operador es: s

Estas conmutan con la multlphcacmn y fa segunda matnz del lado derecho dela 1gualdad es mlpoteme :
de orden 3, . e :

Calculando la exponencial del operador:
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noa

)
~oo
N-1-3-%

ook
o<o
<00,

—
ord

-]
Koo

Calculando:

1)

e

fal
ouo
oo
000.

e

ovo
‘woo

000

1

-
—

QLo

LvDoo

ooo.

—

° ,
- I

R

QBoo

o000
—_—

1_0 j

Qo
~noo
290,

observe que:

* parak23

—_—

ooo!
[oX-X-}

—_

o4do:
soo

[oR=X-]



Desarrollando cada potencia se obtiene que:

0.t
+[0.0:
00

T
~

-

310 :
SRERH
«[010

001

0
0
0

‘VNIH

0
[
0

co®
oo

—
—_—

38 :
e:ooo 1.t >t
o1 ¢

0-0 .1

. Ae :
vi(e) 1T, e 5t lno)
vA)| | 0. @7 o Obll & A0
vye) xel g v(0)

48
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Multiplicando obtenemos: - - .

v, (&)}
v (£)]%
s )

yl(O) eM. y‘z(o);g“ﬂ. Lrfoeze

La trayectona encomrada es:

y:R- R’tall

)

€. 1yoee™, v e .y, i e”)

2.224 FORMA CANONICA DE IORDAN TIPO 4

El operadortlene la form :
MQ,’.Q ; SR
(flyjo ai-p: A ER T A=akb  Ay=a-ib .

O bral: . -

La solucién es: -

ve o, <
.

& ©

° o

-y (0)

v € bt



Desarrollando Ia exponencial se obtiene:

£ A o

e o0 o0
|

A0 O

e '[35"3 . o
1|ea -eb|* e [. h]
0 }T[cb ca] 0

o

Por el teorema 1.41:

e [° ] e “[c::g ;:‘:t"’] e* cos'tb .-e*t 'sen tb

“le*t sen tb -"e* cos'tb

Con estos resultados la‘soludién encontrada es:

¥,{0)
sgq tb Yz(o)

Yx( |:) yl(O)e ce R .
y,(t) « ylo)e cos tb - ¥ O)e * sen'tb
yyt) = »fo)e *t sen tb + yo)e * cos th"

50
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CAPITULO 3
RETRATO FASE DE LAS SOLUCIONES

En este capitulo se presenta un analisis geométrico de las solucxones del sistema de
ecuaciones diferenciales lineales utilizando dos conceptos que son de suma importancia: curvatura
y torsion [HAA]. La curvatura de una curva descrita por y(t) se deﬁn: como;

Tl
K(t)=| ()]
y' (8

Donde T(t) es el vector tangente unitario en el punto y(t) SI la solucmn se encuentra en R}
entonces la curvamra se puede expresar como; k2 .

. ""

Iy (c)xy"(t)

K(t)=
o Iy ()3

“o ey
Nt=_.__._.
© |T'(t) :

El calculo de !a torslon es mas simple utnllzando la ton'nula 5|gu1ente

y! (t)x YULENey ! (e
Pyt exy ]

t(t)= (
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3.1 RETRATO FASE PARA LAS FORMAS CANONICAS DIAGONALES

311 FORMA CANOMCA DlAGONAL TIPO 1

Aqui el slstema de ectiaciones dnferenclales es: o

P P N PR RN

Con la condicién ir}ici
IERO

v(0)=|¥2 (O] -
Y, (0) w

La solucmn esta dada por ce

sor Ly ge‘N“‘._f 50 €M%, 30 e_“t) |

Haciendo ‘y,(O)'y—;k;
quedan definidas comq;

j}z(o)%k,k' Y y,(O);k, ,las if\inciones relaes que componen la solucion

yi(t)=k, e
Yz(‘)_kz e At
y(t)=k, e*ﬂ

Al calcular la curvatura de 9(!) se obﬁené:'

@Ay

\/?» l Kk, (l A)’ R R e & R R E R A)’ o |

\/(A K& R+ A, é"y

Este nimero es igual a’ cero solo si las condiciones iniciales satisfacen:
Dk=0 . 7 k=0 “K;*0 °

2) k=0 k,#0: k=0

3) k=0 - k=0 -k;=0

K{t)=
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Observe que cuando alguna de estas condxclones se cumple, las soluciones se encuentra sobre los
ejes coordenados 8

Para hacer un anahsns de las soluclones que ‘estan sobre los planos NYn Ni¥s Y VaYs se
iguala a cero alguno de los tres valores que componen la condxcxon inicial: k,, k., ks,

3111 solucxones:” n}\ el plano y; Yz .

3. 1]!2 Solucnonese el plano v, y;!
=k, @M% 0,k, @ "z_,) k,#0 ky20

|l l| Il Ak, ke

201 24t 2 01 At 3
(\[A‘xkie» +A’zkze: )

K(t)=

3.11 13 Soluciones en el plano yays
h(t)=(0, k, @2% k, @3t ky*0 l\,:o
Al hacer k,=0 en3 R FEE

S e
(‘/;J_kx

Como k,n).j i l’j (|J—
de cero, .
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Decimos que una solucién es plana si se encuentra totalmente contenida en un piano,
Para determinar si hay soluciones planas, se calcula la tors:on en y(t) obtemendo como resultado

Kkoky A AgA, '“’“‘[A,(x 1\ )+A (x A0+ A (Ash )]
kﬁk‘,}f,A’(A-x JEM N R ,A Raag €V Lk A. A(A ). De

(1)
)= .(A ),)

paratoda i=1,2,3, En’
Et componamxento “de

en el caso contraano cuandot i

nde a “oa, se presema una expnnslon

i) lim y‘(t)—:tm '
t—eco

i) lim yz(t)—im
) ST

ii)lim y,(t)-im

treeco .

El retrato ‘fase en cada uno de los planos formados por los ejes, muestra al ongen como un
surmdero (fig.1) : ; . .
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Cas02. A,<A<0<h;
Hay contraccion en las variables '3 y Yoy rmemras que eny, hay una expansnon En el plano V1Y
¥ Yay; €sun punto sxlla (ﬁg 2)

i} lim y‘(t)—o
-

ii) im y,(t)-o
o P

iii)lim y,(t)—d:w

tooo "

Caso 3 0<).,<l.2<l,l B
sit tlende a0 entonces en 1as tres vanables se presenta una expansnon

) lim y.(t)'

[-vna
ii) lim yz(t)—im

| Sl e
iii)lim y,(t)—tw cl

‘too

En céda uno de los planos formados por lés ejes, el origen es una fuente (ﬁ‘g.3)v .



(Fig. 2)




/]

v

(Fig.3)
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312 FORMA CANONICA DIAGONAL T[POZ

El mstemade ecuacxoneses £
v
vi
vy

-con Ay rh,

La soluéion esd

y(t)= (k e

Ay aparece en las vanables yl y y1 Esto determina en este caso que
n efecto, la curvatura en y(t) esta dada por g

coordenados

La curvatura es distinta de cero,



3.1213. Soluciones en el plano y_yJ
H= (0, ,e M5k, @™2%) - k00 k,,o
Haciendo k,"O se obtiene la cunatura

];.A ek, (A A)I i

en este caso se cumple bten que K(t);-o

Observe que estas soluciones son las proyeccxones de aquellas soluciones que no se encuemran
sobre los planos’ coordenados Las proyecciones sobre el plano y,y, son lineas rectas; esto sélo
es posible cuando una curva es plana,’ Para comprobar este resultado se calcula la tors:on m y(t)
Ocupando A;'el lugar de A, y A;el'de A, se obtiene: . :

kkku(x ) (1) (e x) o

k l }\, (A, A) k+k] zuu):_:a

K(t)=

T(t)=

Este resultado muestra que todas Ias solucnones son plan ' e o ’
A contmuacnon ‘se descnbe el componamxento de las solu ones en base al s:gno de los valores
propios:’ ;

“Caso 14 <}.2 G :
se presenta una contraccion en las tres vanables (f ig. 4)
lim y(t)—(o 0,0 . .

[ﬂm

Caso 2.: A<0<A1 ' ;
Hay contracc:on en las vanables o y, y ewpansnon en yJ (fig. 5):
i) - lim y(t) L .
tmoo "
ii) lim y,(t)— ~,
oo ik
iii)lim y,(t)—iw

t-m :

Caso 3 0<L<l,
Hay expansion en las tres variables (ﬁg 6)
i) lim yilt)=t=
tom
ii) lim y1(t)—i=°=
too, :
fii)lim y,(t)=i&=

t—~oo



" (Fig. 4)
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3.13 FORMA CANONICA DlAGONAL TIPO 3
El snstema de ecuacmnes dxferenclales es
v (‘;) P ;
vi (

La soluclon del ‘
y)= (k&M%

Casol A.<0 :
Se presema contracc:on en'las tres vanables (ﬁg 7)

Caso 2. l.> 0 :
Hay expansion en las lres vanables (ﬁg 8)






32 RETRATO FASE PARA LAS FORMAS CANONICAS DE JORDAN

3.21 FORMA CANONICA DE JORDAN TIPO l

El sistema de ecuactones e

TApeAa

3211\/;, Py ' [kk(n‘)’k)).}.k(l oA Kyt kt)]e ”"A‘k':él"\

K(t)'

K@®)=-

'\ll

\/[l.(k.ﬂ\ b &, JeéMat i
este numero eS dls“nto de cero.

32112 Solucxones enel plano y;¥;. Haciendo k,=0 se obtlene
f)=( k™Mt 0, keht ) k#0 ky20. PR
estas son semejantes a las que se vieron cuando la forma canomca es dnagonal

3.1113 Soluciones en el plano y,y;. : o
Si (k,+k;t)=0 entonces k=0 y k,=0, esto lmphca que las soluclones estan sobre el eje y;:

h©)=(0,0, k,&M2t )
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Las otras soluclones que se encuentran sobre los ejes se obnenen lgulando a cero en forma
simultanea k- y k. :

Si k0, k,:o y k,aO emonces las soluclones se encuentran ﬁJera de los planos coordenados
Se puede observar en 3.211 que se curvatura es distinta de cero ; )
En este caso las proyecciones no coinciden’ con las solucnones que estan sobre los planos exepto
la que se encuemra en y,y“ Las otras dos restantes se presentan a commuacmn N i

3. 21 M Proyeccxones en el plano y, Yai..

alt)- ((k +.m)e . Ok,‘ LN A,'A,.

Al calcular la curvatura se obuene un valor dlstmto de cero ya que t es vanable

Y lk k@A A L) ,\1“{ (A X, )Ki-kyt)

(r e . ] l""

3.2115. Proyecciones en ¢l planq y2 ¥i

K(t)-

w(t)=(0, k,e"xt, k e"rt

(3 212)

r(t)-

) 1<k,
ek

iii) t<-ky . ] - kat) €
Pk Yy kS0 = y(O=(ketka)@ME<0



Esto muestra que cada solucxon atraweza al plzmo y~ yJ en el punto y(tl)

Caso 1, A,<A, <0 : : o
Aqui se presenta una contracclon en las tres vanables el componanuemo en los planos VY2 ¥
Y1Y2 aparece en la ﬁgura 9 rmemras ue en la figura 10 aparecen los lanos y, Y3 y Y1¥a

Caso 2, A <0< 2
Hay expansnon ‘en

) limy@=0

t oo

i) fim y,(t)=
t—oe T
jii) lim y,(t)“O :

t oo i

Caso 3. 0<l <Az : ‘
Hay expansion en [as tres vanables (vease fig. 12 planos Ya¥s Yi¥2 y
fig. 13 planos y; ik )’z) :
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3,22 FORMA CANONICA DE JORDAN ’ITPO 2. -
En este caso el snstema es de la forma:” :

esto sngmﬁca que ‘todas las soluciones son’curvas plana
suﬁcnemes dos caso:

ara_desbribir su_trayectoria son...

Caso 1, A<0 Hay expzm on en las tres vanables (ﬁg 16 planos y,y,, y,y1, f g l7 planos yl i
ny2- s i el










AN







3.223 FORMA CANONICA DE JORDAN TIPO 3
El sistema esta dado por:.’

‘-A’k’v S

()= —
My [A‘k (

i) P,(z)— k,+k,t+k,/2t‘=0
ii) Py(t)= kytk,t=0
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El polinomio P,(t) puede tener dos ra!ces reales d:stmtas dos raices rea]es iguales'o mnguna raiz

real: o
'kz+ kzz'zkskx‘ :

1) t=

?',klz';"v‘ .kzz-2k,l‘c‘| I »

yilu)=va e N

)’z(tl)‘(k‘/—*’k))e "

yi(t)=ik; €

En forma analoga, pasa el punto y(t,) se obtiene:
yit)=Va e

Yat)=(/rrk)er®

Yi(t)=2k, €

Estos son los vectores velocndad de cada solucnon en los puntos y(t,) y y(t,).
Por hipétesis s>0, de ahi que ¥ l(t,)>0 ¥ ¥1(12)<0; esto implica que los vectores velocidad estin

fuera del plano y.y, y en consecuencia cada solucion lo atraviesa en y(t,) "y y(t,).

El caso a=k%-2k k=0, ‘Las‘ d6$ raices son relaes ¢ iguales:

b=ty =-ka/ky=ee
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Cada solucion interéeé{a al plano y,j,‘ en un Unico punto;

YH00k,EM

Si tﬂ-kzlk, nténééé

(t+k2/k:)'> 0

Se presenta expansnon en las tres vanables ( g 20 planos y_,y,, y,y2 y fi g 2 planos y,yz, y,yz) .

ESTA TESIS N0 pese
BE L4 BIBLIBTECA



Y1

20

Y

(Fig. 18)




-

(Fig. 19) -



Y,

N

7

N

Y2

&2

¥s -

(Fig. 20)

Y2



¥

y:

b2

&3

¥

CFigan



3.24 FORMA CANONICA DE JORDA.N TIPO 4,

Los elgenvalores son: AeR, A,—aﬂb A.,-a-nb
La soluclon general esta dado por:. - e

y(keME
¥a(t)=] [k,cos+b k,sen+b]eat

medlante la siguiente identificacion [H-S
<y~(z) y,(t» A

con esto es posnble formar el dmgrama' I

kytiky
costb -scmb T 5 k~ s
- d5 (costbrHisentb)(kyHk,)
sentb costb ., : :
(kycostb-ksentb, k,Semb?k,gboétb)k,f (kycostb-ksentb)H(k,sentb+k;costb)

La restriccion al plano y,

y,(t)+iy’,(z)=¢af(cgéib+iseﬂ}5)(';¥+ik!) :
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Como C esta 1denuﬁcado con R2 Ia relacmn amenor nos delenmna en el plano y y, una rotaclon
de una homotecia. : : :
El componamlento de la solucxo ge ral depende

l S valores de }., y a [ARN]

Caso 1, 0<A;<a;
Se presenta expanston en las t

Caso 2. a<0<).l
Hay expansioneen y, y

/\'<0<a. S

Caso 3.

Caso 4. a<A <0

Caso 5. A, €a€0' :
Se presema una cor
ys (fig. 26)..:

Caso 6. 0< a<ll
Se presenta una extensuon en lns tres vanables La vanable y, crece mas rapndo que y2 Yy yJ
(fig. 27). : : ; e







Y2
(Fig. 24)
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Y2 L
(Fig. 26)

Fig.27)

/o

Y3
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APENDICE

Las demostraciones de los teoremas que aqui se presentan, se encuentran en cualquier iib_rd de algebra
lineal por ejemplo en Diferential Equations, Dinamical systems, and Linear Algebra (Hirsch - S;r_lale).

1. DESCOMPOSICION PRIMARIA

Teorema 1.111. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dlmenslonalmeme ﬁmto E y sea W
el subespacio T-ciclico generado por xeE. Supongase que dim(w)=kz 1, entonces: :

i) {x, T(x), TX(x), ..., T¥! (x)} es una base para W

ii ) si -ag, -aj; ..., -8, son los escalares tales que:

T'(X)é-éoxfﬂnff

f0=(- l)'(ao +'a|

Demostracno i) Como W es dxmensmnalmente ﬁmto entonces exxste el menor entero j para el que
{x, T(x), ., THX)} s’ hnealmente dependlente (x'O j=1). Por lo tanto’ { X, T(x), ' T '(x)) es
lmealmeme lndependxente T estaen el es acxo generado por este conjumo

Supongase que T™(x) p'én

j. Entonces existen escalares b, by, ..., by tales
que T"(x) = byx + b, T(x) 0noes existen escalares b, |

Esto implica que T™' &5 un

s 3 un al de T(x); THX), e T’(x) cada uno de los cuales
pertenece a L. Entonces T™ I s T e e g

€ L; por o tanto:




L «"r 7%x), rz(x)l .. "})k‘: ;‘{x' ,d‘?‘)r Tz(x)l oo ’ vT’-l(x)}‘  '

onces { X; T(x), J T""(f) } génera AW y como
debe tener k elememos por lo que =k

Como la inclusion reciproca tarhbien es 'ci'elv't"a,
es linealmente independiente, es una base de W, Este co
y entonces: L

{ x, T(x), ..., T¥!(x) } esuna base'i

it) sea p={ x, ‘I‘(x), iy ’I‘"."(x) } la base def inciso ki)k, y sé_ari -é,), “ay, it a ! éscalares t;'iles que: -

TH)= -agea,T(0)-

Calculando el polmonuo caracten ico de [Tw]ﬂ se obtxene

ft) = (-1)"(3,,+a,t+ +a“t'+t')
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TEOREMA 1.131 Sea T un operador sobre un espacio E complejo y sea m(t) su polinomio minimo::
M) = (= A)™ .. (= A™ ‘
sea Ni = N(T-A,)™, entonces E es la suma directa de los subespacios Ni:
E=No..9oN,
y ¢l polinomio minimo de la restriccion de T a cada Ni es mi(t) =(t - A))™ i=1,.., k

Teorema 1,132 - Sea T un operador en un espacio E complejo, o de otro modo E es real y T nene
exgenvalores reales, Sea p(t) su polinomio caracteristico: .

p) = (t M)"' (! Akyr :
Y sea E(T'A,)__ N(T ADrel exgenespaclo generalizado de T correspondxente a M (| = l . k).

Entonces E es la suma directa de los eigenespacios generalizadosde T y la dimension de cada uno
de ellos es igual a la multiplicidad del eigenvalor correspondiente: TN

E=E(Tj).‘ “eE(T A, m=dimET, 4)

. Demostracxén de 1. 131 y 1132 [LAN]
Por }upétems P(T) = m(’I‘) 0. Sea f{(t) un polinomio de grado mayor o

uno»q'l‘xe‘ séﬁéfaga

fw = f.(i)',fz(:)‘
Donde £, y £; sc
SeaA'E-E1

n pohnonuos que cumplen la propledad de que su maxxmo comun dMsor es, 1
dor. Supongase que f(A) =0 sean: - i T

1 p plédad el maxxmo cbmun diiﬁfébr ékx’étép pdliﬁomios g yetal
&) () + g, £()

BA) AN+ B(A EAI =Tk



o2

observe que:

BAE(AI(A) = SAEAIEA) =0 -
FAIRAIRA) = AN =0

Esto xmphca que gl(A)f (A)x E N2 y g,(A)f (A)x € Nz

Seaxe E emonces

X=X, + X4 xzeN. s x, ]

Sixe N,r'\Nz entonces ﬂ(A)x— Y, fz(A)x- esto 1mphca que 'rO de esto'se obtxene que:

N;nN,= {0)

olo nios falta probar que es el nucleo de (T-AJI)‘“ en

Sea er tal quex e N(T- }

En pamcular xe W—N(T-AZI)"‘ (T-A,‘I)‘ esto nmphca que X, =0 y que x=x;.
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Teorema 1,134, SealT un operador sobre un espacio vectorial E donde E es complejo si T tiene
algin elgenvalor no real Entonces T=5+N donde SN=NS, N es nilpotente y S dnagonallzable

Demostracnon [H S] [T
Sea Ti= T/E(T Ab) la 1estnccuon de T al eigenespacio generalizado E(T,Ai).

Sea m(t) (! ).,) (t Ak)“ el polinomio minimo de T. Entonces (t-Ai)™ es el polmomlo minimo

de Ti: .+

ComoNiy Sl conmutan al multiplicar po bloque e cumple que SN NS Ademas S es dlagona]
sim= max (m,' N -

Y200 sy e e i

TN T
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2. FORMAS CANONICAS DE JORDAN

Teorema 1.321, Six»0es (T-«[) cnclxco con penodo r, emonces el conjumo de vectores:
(Tl .o (T ’ '

Es linealmente independiemg.' ! o

Demostracion [LAN]

Sea B=T-«I, entonces ‘definase el polmomxo

diﬁsoi‘ de fy g, entonces ‘existen polinomios f, y g, tal que:

0+0 =0 :

Esto contradxce el hecho de que r es el penodo dex.




25

3. OPERADORES EXPONENCIALES

Sea T:E~E un operador en R" la norma umforme de T en L(R“) (conjunto de operadores en R") se
define como: : L

lITll=m&‘t(lT(X)(IIXIsl}N <

esta norma tiene Ias siguieﬁié# propiedades [H-S].

k ER" donde N (\r + +\t',.)"‘

Teorema. ‘_La exponencial
convergente
ety <em

Demostracién, Por e

lrkl
B klls Kl

De donde :
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esto implica que:
T_% T
e'=X
= K
es absolutamente convergente y que:

e'ls g

Lema. Sean Z A,"A 'y Z Bk—B senes absolutamente convergentes de operadores en R“

Entonces

Aphcando Ia non'na umforme

[Lme;zﬁzm

ek L

lz’AjBk+Z"AjBk , 5
o D MA Bl + 3 A -1l
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Observe que:

») zumn 1B zumug’i' 1B

b) Al 1B s Y Jal X B
PN Eed s e

esto implica que

"szm—

SRR

LA]Z By: |

Iim‘ iz AjBy =

LRt DI ]

Por lo tanto

ZMZ&—Q‘

Este resultado se aplxcar para probar el tédrema pnncnpal de Ios operadores exponencnales

Teorema 1.41. Sea.n PST opemdores enR" La ewponenclal de un operador cumple las propnedades
sngunentes SR ; i S

a) si Q—PTP ! emonces eQ—PeTp "



b) si ST=TS entonces €%T=%7

0) e%=(e’y

V B ’ T 2 X T o3 b -sen b
d) S sin2y r{: Tg] entonces; € . @ b cov b}

Demostracion,

b) Como ST=

(S+Ty=nl;

aplicando la e'x'poneni:ial' y ¢l lema an;éﬁor se obtiene:

o T
oS e Sy o
TR T
Xy
gt e k!

s T
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c) Como producto S y- -S conmutan con la operamon del producto, podemos aphcar el inciso b)
e’“’ e e -3 imphca 1—e° e’ e‘ )

Esto slgmﬁca que (e’) =

d) Para'p'n"pbavrkest inciso hacemos ]}a'icki‘gnrtiﬁéaciyén.‘ B

n-S .
, ] 1o ,m*‘)‘ ; si n=2kc+1
b0 (-l) b 20



LIEE R FRD XSl sin=2k
b o] Tlo o cet|
porlotantc:‘

i v‘- . r_,‘-‘L‘;_ i (l)b )
L j y Z'( 1) (”'k!) : 2 _,‘_("k+l)‘!

e

' ‘a‘ [cosb‘ 7scnb] T [cosb
e = e [ qve‘n>b cosh =e senh -

-senb
_cosb
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