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INTRODUCCIÓN 

El propósito fundamental de este trabajo es el estudio de la dinámica de los 
campos vectoriales que corresponden a los sistemas de ecuaciones diferenciales 
lineales con condición inicial, en R'-. Para esto se describen con detalle las 
soluciones del sistema haciendo énfasis den la teoria cualitativa. 

La herramienta principal en este estudio es el algebra lineal; junto con los 
operadores exponenciales, que ayudarán a encontrar las soluciones de los sistemas 
diferenciales lineales homogéneos. 
El trabajo se ha dividido en la siguiente fonna: 
·En el primer capítulo se presentan los teoremas de descomposición primaria de un 
espacio vectorial y a partir de estos se obtienen las fonnas canónicas del operador 
asociado al sistema. Enseguida se define la exponencial de un operador y se 
presentan sus propiedades respecto a la suma y producto de operadores. 
-En el capítulo segundo se presenta el teorema de existencia y unicidad de la 
solución general del sistema lineal. La solución se da en términos de la exponencial 
del operador y se calculan las soluciones específicas a partir de las fonnas 
canónicas. 
-En el tercer capítulo se estudia el aspecto cualitativo de las soluciones específicas 
y se presenta el retrato fase de cada una de ellas. La descripción de las soluciones 
se apoya en recursos geométricos como la curvatura y la torsión con el fin de 
presentar un retrato fase más claro y completo. 

Un aspecto importante que se resalta es la diferencia que se presenta en el 
comportamiento de las curvas solución cuando hay bloques de Jordan y cuando los 
hay. 

Por último, en el apéndice se incluyen las demostraciones de los teoremas que se 
utilizaron en este trabajo y que no fueron probados en su momento. Se presentan 
aparte con el fin de no desviar al lector del objetivo principal. 



INDICE 

INTRODUCCIÓN 

l. ALGEBRA LINEAL, TEOREMAS GENERALES........................ 3 
1.1 Descomposición primaria ......................................... '. ......... : ...... ,..... 3 
1.2 Complexificación de un espacio real. ........ ; ................... ::................ 16 
1.3 Formas canónicas de un operador en R3 

.. ,.; .................. ~.;................ 19 
1.4 Operadores exponenciales ........................... .' .... ;.; ... _.; .. :................... 30 

2. SISTEMAS LINEALES HOMOGÉNEOS EN R3 
...... : ........ , ... ;; .. ;,. 34 

2.1 La solución general de un sistema homÓgéneo. ell R3
,·;.::.: .. , ... : ... u.:.. 34 

2.2 Soluciones de un sistema homogéneo con el operadórcaiiónico.'..... 36 

3. RETRATO FAsE DE r:As<sOLuerdNf:s: .. ?.: ......... :':: ... : ..... ;:·...... s 1. 
3.1 Retrato fase paralasfonn'áscanóriicas'diagol1á1es::: ........... ; ..... :....... .52 
3.2 Retrato fase para las fcirmas canórucas dé JOrdan.:.: ......... '................ 64 

APÉNDICE ......... ; ...... ; ............. ;., ..... ; ..... , ................... ,............................... 89 



3 

CAPÍTULO 1 
ALGEBRA LINEAL, TEOREMAS GENERALES 

1.1 DESCOMPOSICIÓN PRIMARIA 
1.1.1 LOS POLINOMIOS CARACTERÍSTICO Y MÍNIMO DE UN OPERADOR 

. Sea T un operador en un espacio vectorial complejo E de dime'nsión fiÍtira; un elemento x•O 
de E se llama vector propio de T o eigenvector de T si T (x)=.\ x para algún .\ e C . El número .\ 
es llamado valor propio o eigenvalor de T. .. . . 

La propiedad tiene el vector propi6 se ~uede.esc~bir en forma eqii~alente como: 

(T-.\1) x=O 

El núm~ro de eigenvalores que ~ati~face~ esta co~dición está. dete~inad~ por la cantidad de raíces 
del polinomio cara~teristico de T : ·· · ' 

p(t)=det (T-tl) 

El grado de p(t) es l~ cli~~n~ión dé E y al factorizarse puede quedar en la forma: 

p(t) =~f t-.\J~ .. 

Donde 1\ ~ Ja·~¿ltÍ~licl~~d d~ i;: ~ri base al polin~mio c~~acteristico se define para T el operador: 
p(T) =ft!T-.\,1)°' , .> . . .. . ·• . , 

~~~·-

Un teorema de ext~ema impó'rtancia en et estudio de la descomposi~ión. d~un espacio vectorial 
complejo en su·ma·'dirécia"dé,suliés¡Íacicis invariantes; es el teorema de Cayley~Hamilton;'ésté 
garantiza quéun operador T satisface su polinomio caracteristico. Los teoremas dedesconiposición. 
primaria. se apoyan' en. éSíéJésÚltado. Pára demostrar la propiedad anterior es necesario hacer 
referencia a las definiéiones sigÚienies· [FRI] · · • ' · · · 

. . . " ' ' -f f ~ ,:, .. ' ' 

Definición 1.11 Í S~a T hno¡Í~rád~r ~n ~n espado vectori,al E. urisube~paci~ \Vd~ Es~ lla~a T
clclico si existe un elemento x 'en W tal que W es igual al subespacio generádo ·por el conjunto: 

,.,- .- - ,. '" , . ., -· .·· ' ·.·.. , .. , .,. ·.. . ·.,. 

(ic, T(x), T2(x). .. } 

Definición l, 112. Sea 'Í':E-¿ull~perador y \V un dubespacio de E, entoncii~ la restricéión de Ta W 
es el operador: . ' · 



Tw(x)=T(x) para cada x E W. 

Teorema 1.111 Séá T un openídor en un. espcio E de dimesión finita, y sea W el subespacio T-ciclíco 
generado por x r: E. Suponga_se que dimW=kl!: 1 entonces: 

i) {x, ;(x),.,.Tk·1(~~}~<~~~~~epara W 

ii) si -11o. -a¡; ...• -a.':i son los escalares tales que: 
··" ··."··' 

Tk(x)=-11oX-a1T(~)- ;;. -~-,T~;¡Cx) . 

Entonces el p~li~~illio ¿'~a~Í;~sii~o de Tw es: 

f(t)=(-l)k (~+~Í~;.+ttk;,~;.)·•> 
• • ~.' i < . ' ' 

Demostración. Veáse ~¡ ~pé~dlce ... 

Teorema 1.112 (C~yley-Hámiiton).' Sea E un espacio vectorial de dimensión finita, y sea T un 
operador sob~e E. S_ea p(t) _su polinomio· característico de T, entoncés: · · 

p(T)=O 

Demostración. si r-o ~ntoncés . 1-(x)=O y p(T),.-;o. .. : . 
Sea x•O un elemento de E, y sea w_el subespacio T~ciclico generado por x; supongase que dimw=k, 
entonces de acuerdo con el teíiremaLI l l_eídstén eséalares-a,,, -a,, ... ,-11¡.;1 tales que: 

(;:,· ;>.;:-..:· ··;''.• 

i) T'(x)=-a,,.x-a,TC~):.)~., T'·1(x>>} 

Y el polinomio ~a;~~Íe~~tic~ d~Tw es: / 

f( t >=c-1)k(11o +a, t+Siik.1 tk-'+t") '-.-
.. "; · .. ~ ~. 

Aplicando fa T y uÍiliziiríéto' ii) del teorema anterior se obtiene: 

f(T)x=(-1)k(a.I+a 1 1.;...1~: 1 Tk·1~T')x=O 
Ahora bien el polinomio c~acteristico de Tw ·divide a p(t), esto implica que existe h(t) tal que: 

p(t)=f(t)h(t) 
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Por lo tanto p(T)(x)=O para toda xEE, luego: 

p(T)=O 

Existen otros polinomios que ~\Implen esta condición; entre ellas está el polinomio mínimo: 

Definición 1, 113. S;aT'J~cipera~~r en E, un polimonio m(t) se llama minimo si es un polinomio 
mónico de grado minimo_ para.et cual m(T)=O 

Teorema 1.113 sei~(;J ~l ~~lln~~o ~inimo de T en un espacio vectorial E de dimensión finita . 
. ·-· , . :,.J.,.· .. ;·-.. : .. --· entonces: __ ,._, ' 

,:-· 

o m(t) divide a1 poli~omici ca:f~~terÍstié~ tÍé T. 
-····-· ,. ,, '-• ,·, ¡.' •' 

ii) el polinomi~-~~i~~,p~~-'.l',~s'~~¿~y : 

Demostración. Seap(i) el polÍn~mÍ~ c~~cterl¿tico de T. 

i) Por el algoritmo·d~ l~diJ~i¿n~~¡~¡;íi~~li~omi~~~(t)y r(Ú tales que: 

Donde el grad~ d~r(t) es ~~~~r q~e el de m(t). P~r el t~orema de Cayley'.Hamilton: 

Por el téorema de· cáyley:mimiltori: 
-~-·, - - +:---· - -~;-.: ~-- . ' 

p(T)=q(T)m(T)+r(T)=;O -

Como m(fyÓ ent~~~ ~t~; ¡;¿;~ m(t)tlene !!fado mayor que r(T)=O y es el de grado mlnimo que 
cumple esta éondició~ esto implica ql.le r(t)=O, por lo tanto: -

,. ! . ' '. -,_. ~ 

m(t)=q'(t)m'(t) /;\:. 
1· /o 

Como los dos.polinoÍnios ffiinimos ti~nen el mismo grado, entonces m(t)=km'(t); del hecho de que 
ambos son mónkos se deduce que k=l, esto implica que m(t)=~'(t). -_ , _ 

El polinomio caract~rlstico ·de un operador y el_ polinomio minimo tienen los mismos factores 
irreducibles: 
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Teorema 1.114. Sea T un operador en un espacio vectorial E de dimensión finita. Sean p(t) y m(t) 
su polinomio caracteristico y su polinomio mínimo. sí p(t) se factoriza como: 

p(t)=(t-.l..1) 
01 

... (t-.l..J~ 

·donde .l.. 1 eígenvalor de T para toda Í= 1, .. .,k. 

Entonces existen enteros m,: .. :rri;.tili~s q~~ 1 s111¡sn, 

para toda i=l, .. .,k y m(t) es de la forma: • · 

m(t)=(t-.l.., r• ... (t-.l..k )11\ 
·,, ,.';',1"' .. ' 

Demostración. Como m(t) divide á p(t), entonces existe q(t) tal que: 

p(t)=q(t)m(t) 
. · .. · . 

Sea .l..1 un eigevalor de T, entoll~es p(.l..J=O, esto lmpli~a que q(.l..Jm (.l..J=O con q(.l..J•O, por lo 
tanto m(.l..J=O para toda i=l, .. '.,k. Esto significa que cualquier eigevalor es un cero del polinomio 
mínimo. 
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1.12 EIGENESPACIO USUAL Y EIGENESPACIO GENERALIZADO 

Definición 1.121, Sea T un operador en un espacio vectorial complejo E. Llamamos el eigenespacio 
usual de T correspondiente al valor propio .t, al núcleo del operador T-.t,I: 

. . 
Definición 1.122. Se define el eigenespacio generalizado de T correspondiente al valor propio de .t, 
como el núcleo de. (T :.1.,I)'\ donde n, es la multiplicidad de).,: 

E(T,.1.J=N(T-.1.,I)"' . 

Observe que sin,;.;! ent.onces el dgenespacio usual es igual,al eigenespacio generalizado. 
' ' -:,~ :- ' 

Teorema u21.' Sea T ~~·~peradoren un espacio E y seai, un valor propio de T. Entonces E(T,.1.>) 
es un subespacio invariante bajo T. · · · · 

- . .-:., 
De esto se obtiene: . 

~· ii{T,.i;), entonces: 

T(T-.1.>l)"'(uA-f2.t;Í),;T(u) 

O=T(O)=(T-,l.,J)"' T(u) 

Esto implica que T(u) E E(T,.1.>). 
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1.13. TEOREMAS DE DESCOMPOSICION PRIMARIA 

A continuadón se presentan Jos teoremas referentes a la descomposición de un. espacio 
complejo en suma directa de subespacios invariant~s· [H-~]; su demostra.cióri se encuentra en el 
apéndice. 

Teorema 1.131. Sea T un oper~dor sobre un espacio E ccirnplejÓ,ysea ~(t) su polinomio núnimo: 

m(t)= (t·i.or• ... (t·i.•)"- con i.i•i.j para tod~ ij=l, ... ,k,i•j. . ·•. 

Sea Ni=N(T -i.il)"', entonces E es la suma directa de los subespacios Ni: 

E=N1e ... eN, 

Y el polinomio mínimo de Ja restricción de T a cada Ni es: 

rt1¡(t)=(t-i.1)"" 

Observe: que si el polinomio núnimo de T es: 

Entonces E es Ja suma directa de los eigenespacios usuales: 

E=Ei. 1 e ... e Ei.( 

En este caso podemris ~bt~ñer ~~a báse d~ :-~ctores propio~ del espacio E, y T es diagonalizable. 

La propiedad· de 'de~c~.;,¡;~~ic.i6ri pri;;;arl~ dd :ün e;pacio; también se cumple para el polinomio 
característico del oper,ador::' e·~;: .. ):'. ··· .· . 

··;.:; 

Teorema 1.132. sé aT ~n~~~d~r éÜ E, dondeE esún espado vectori~I complejo, o de otro modo 
E es real y T tiene eigenvalores réáles.' Sea p(t) su polinomio característico: 

' ,. . -.· .. -.. . ---- . ',..· . . 

p(t)=(t-i.,)"'.;.(t·'-J"\. 

Y sea E(T,.1.1);..N(T-iJ~ cori i=l;.~ .• k. 
:.-··.- -·;-,<·· ::e·-,-.-\. ·::· ;,.-_.; . -

Entonces E· es Hsiimidirecta· de. Ios.eigenespacios generalizados de T y la dimensión de cada 
eigenespacio generalizado és igu.al a I.a multiplicidad del eigenvalor correspondiente: 

E=E(T,.1. 1) e ... e E (ÚJ y 11¡;,;dlm E(T,.1.J 



Ejemplo 1.132. Sea el operador T: R'-R' en las coordenadas usuales definido como: 

[T]p= [~ -1 ·: l 
o o 1.J 

El polinomi~ cár~cteristi~o de T es: 

p(t)=(t+l)'(t~l) . 

Los eigenvalores son ;_1=-1 .y ;.;=1 ; estos tienen multiplicidades n1 y n2=1 respectivamente. 

El eigenespacio ~~~~raliudo correspondiente al valor p~opio ;, 1 =-1 es: 

E(T,·l)=N(T+l)I)' 

Éste s~ o~tiene r~s<JJvi~~~o el sistema: · · 
"·-.- . .'i;,'.', 

r-~-(-l) ~1-(-1)-: n: r:~~- r~J 
Lo o 1-(-1" LxJ Lo 
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AJ resolver este Sistema sé. obtié~e X1;;¡ •.. ;1:,=w X1~0 ; . entonces eJ eigenespacio generalizado 
correspo~diente a·~'1=1_:es; ::;:;~(·'- ,,·~::.:__ ::::~-::__ 

E(T,-l)={(~):i, wER} •·• •·• >•/ ' ... · .. 

En forma se~:jante, el~Íg~~~~pacio generalizado de ;.,= 1 esta dado por: 
·" .. ,·. ' ' - _. ,:, ,,-_ - . ;~::.:' .. .. ; ';: ~ .. . .•·.-

E(T, 1),;,N(T~ll) ··••··. 

Éste está detemun~do p~rla s:olucjÓ~ del sistema: . 

• ¡.¡ 

o 



Al resolver este sistema se obtiene x1=0 x,=2s x,=s ; 

el eigenespacio generalizado de A. 2= 1 es: 

o 
E(T,l)={(is) :s E R} 

Observe que: 

i) E(T,-l)+E(T,l)={(~ns j:t, w,s E R{=R' o 

ii) Si xE E(T,-l)+E(T,l) enionc~s x=('ó) Y x=(2~), lo cual sólo es posible cuando x=O. 
. '·'... . ' 

',;": 

Por lo tanto: .:, 

E(T,-l)nE(T, l)={o};i 
,.;-,' 

De los dos incisos ánterior~s s~,~oncl~ye que: R'=E(T,-1 )iB. E(T, 1 ). 
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El teorema que aco~t¡;¡~ión'8;;'preS;;~taticiié 'g;:~ in;¡Íoriancia ~n el estudio de las soluciones 
de un sistema de ecuaciones diferenciales lineales: .. ,,:: . 

Teorema 1.133:Se¡~u.i·~~¡r~d~~~·~~bi~;~n~~~~~Í6'v~ori~ÍE, donde E es complejosi T tiene 
algún eigenvalor no real:. E~.to~~:s )t~+~;~,onde SN=NS, es nilpotente y S es diagonizable. 

Ejemplo 1.134; TÓnÍese el o~rlií!~rdel ~aso ~terior; 

p(t)=(t+l)'(t-1), A. 1=-1, A.2=1 nos determinan los subespacios invariantes: 

E(T,-l)={(*):t, w E R} 
o 

E(T,l) =((2os):s E R} 
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Sean T1=T/E(T,.1. 1) y T2=T/E(T,.1.,) las restricciones de Ta cada uno de estos subespacios. Sean 
bases respectivas: 

1 o . 
i') p 1 =( ( ~ l. ( ¿ ) } 

o 
ii')P,=((~)} 

Entonces: 

r(g}=(g) =-1{8)+0{¿)+00} 

r{l)=fD=1(8)-1(Ah0 (ü 
La restricción de T c()n ;es¡iei:t()a E(T,.1.1) es: 

T,- [: ·; :J 
Análogicamente: 
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La restricción de T con respecto a E(T,.A.,) es; 

T,- [: : :J 
Por el teorema 1. 13 2 se sabe que: 

R'=E(T,.A.1) 61 E(T,.A.,) 

Como cada eigenespacio génerallzado es invariante bajo T, entonces; 

T(R')=T(E(T,.A.1)) 61 T(E(T,.A.,)) 

1 o o 
Si escogemos: P' ={ ( i ),( ~ ), ( ~ ) } , obtenemos: 

Este cambio de base lo hemos realizado para reconocer a las matrices S y N del teorema. Si 
escribimos el operador en Ja forma: 



Es fácil comprender que estas dos matrices conmutan bajo la operación del producto. 
Otra propiedad importante que se obtiene es que la segunda matriz es nilpotente: 

Entonces, se pueden tomar los op.eradores: 

De lo anterior podemos escribir: 

Ahora bien, la matri.z.de d~bio de ~oord~nad~ en términos de la base usual p a la base P' es: 
'"•' ... ' 

13 
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Recíprocamente la matriz de cambio de coordenadas en términos de la base P' a la base usual es: 

··-~ : ·'.] 
Las matrices anteriores están relacionadas en la forma siguiente: 

i) [TJw=P[T]p• P-1 

ii) [T)p =P'1[T)p· P 

De la segunda igualdad obtenemos: 

[T]p=Pl([S]p· +(N]w )P 

[T]p=P 1 [S]p· P+P'1[N]p.P 

[T]p=[S]p +[N]p · ó enforma equivalente: T=S+N. 

Por lo tanto las matrices que búscamos para nuestro ejemplo son: 

S=P'1[S]p. p y N=~·f(NJ;. p . . 
Claramente S es cÍi~;~~~ble y~ es ~lp~tente: 
Sustituyendo y ciilculllñil~. ·s¡¡ obti~rie:· 
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Entonces: 

El operador S es diagoruzable y N es nilpotente 
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1.2 COMPLEXIFICACIÓN DE UN ESPACIO REAL 

Definición 1.21. Sea F un subespacio complejo de e•, Entonces FR =FriR" es el conjunto de todas las n
tuplas (z,. ... ,z,J que están en F y son reales. Llamamos a FR el espacio de vectores reales e.n F. 

. . . ~ ' . 

Definición 1.22 Sea Ec:R" un subespacio real y sea Ec el subconjuri;o d~ e• ~bteni~ndo ~edia~te todas las 
combinaciones lineales de vectores en E con coeficientes complejos: ... :· · 

Ec={ zE e• 1 z=Ei.;Z;ZiEE, i.1E d . 
i•I · 

Este subespacio de e• es llamado la complexificáciéÍn de E .. Observe que EcR=E. 

La operación de conjugación compleja juega un papel importante entre espacios vectoriales reales y 
complejos: · ' 

o:c•~c· tal que: 

o(z,. ... z,J=(z1 ... Z'J 

esta cumple con las.propiedades.sigÚientes: 

i) o(i.v)=o(}.)o(v) i. E é; v /e• 
ii) o(u+v)=o(u)+o(v) u, V~ C~ . 

Note que para cada sutiesplÍ~io Fe C" se cumple: 

FR={zEF 1 o(z)=z} . 

En el caso en que F pueda e~tar e~pres~clo en la forma F,;,Ec para algún subespacio E e: R" decimos que F 
puede descompleícificarse .. ,,, r'> :>· . . . . . 

Teorema 1.21. F e: C:• pued~ d~sco~plexificarse si y solo si o(F) e: F. 
Demostración. Supó~gase que Fpuede descomplexificarse, esto implica que F=Ec con E i:: R". Sea " '•. :·· .. '· .. 

z= Ei.;z. z." E ;.,€e 
i•l ··--



Aplicando o se obtiene: 
k ' .· k 

0 (z)=Eo(J.Jo(Z¡)=LX°1Z¡, 
1•1 - l•I 

Como i"1 E C y z1 E E, entonces o(z) E Ec=F, esto implica que o(z) E F para todo z E F; 
por lo tanto o(F) e: F. 
Reciprocamente; si o(F) e: F entonces pra x+iy e F con x,y E R" se cumple que: 

o(x+iy)=x-iy e F ... · 

Como: 

x=l/2[(x+iy)+(x-iy)] .-· 

y=i/2 [(x-iy)-(x+iy)] 

entonces x, y ·e F. Observe que x,y e F.; si z e F este puede quedar expresado en la forma: 

. _-__ ,_ ;. -. :.·.;· ---< .. 
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El siguiente teorema nos permite.encontrar una represeÍlt~dón piu'a T c;¡atÍdo ti~ne váJores propios 
complejos: - ·· · · · ·· · · -

Teorema 1.22. ·. seá Tun'C)Peflidor en un espacio vectorial Ec:Rº, con.eigenvalores no reales u y ü donde 
u=a+ib con a,b e R. Entonces.existe una_matriz A que representa.·a Ten la forma: · 

~ -.J··_ A= . ·.· .. 

b ª 
Demostración. Sea Tc:Ec"'. Ec .la complexificación de T. El operador Te -tiene los mismos eigevalores que 
T. Los eigerivectores cp y ljl con;esponden a u y ü respectivamente. · 
Sea cp=x+iy con ~·Y e R" y .p=x-1y.Los vectores x, y estan en Ec ya que: 

x=l/2 (cp+tp') 

y =i/2(1jf-cp) 

Entonces x, y e EcnR"=E. 
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Los vectores x,y son linealmente independientes. En efecto, supóngase que: 

entonces: 

m1+m,i/2 cp+ ~ 1-m2i/2 ljí=O, 

Como cp y ljí son lienealment~ independientes se obtiene: 

Esto solo es posibl~ si.~,.;o y~2=0 .. Por lo tanto {y,:<} es una base para E. Al aplicar Te al 
vector propio cp: · · , .. . ·· ·• ·: 

i) T c(x+iy)'=(a+bi)(;.i;},;;(-by~ai;¡i-i(~y.f.bx) 

Igualando termino ~ tenhl~o ~é obtiene finalmente: 

T(y)=ay+bx 

T(x)=-by+ax 

En la base {y,:<) la matriz que representa a Tes: 
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1.3 FORMAS CANÓNICAS DE UN OPERADOR EN R' 
. . ' - . . 

Las formas canónicaas 'de un operador son las. expresiones más simples en que éste puede estar 
representado. · · · · · 

En el caso de R' ~;a-~eti'lli ~¿n~s'~i~~e fo~ c~nó'nicás para repres'entar a T. Estas dependen del polinomio 
característico y del polinomio mínimo del operádór,' . 

'·,·.'.-· y,,. "':,,., - • -- ·~\~i ·~-

''.-·,:·.,,;_,,,I:·. ~~,:"' ~;~-~: .. '·~-:: 

En este caso T es' díagonízabl~/ .. 

''t-

Aquí el polinomio ~afact~~~;ic~·de T está dado por: 

p(t)=(t-i.1)(t-i.,)(i->.,)) 

Note que el polin~nlion1ínimo m(t) en este caso es igual al polinomio característico. Por el teorema 1.132 
se tiene que:.. .. · ·. ' · · 

l . . . ' .- ..... :_ ·.:,-~ _.. -~·-··-

R =N(T-i.1I)e N(T:i.,I) e N(T:i.31) 

Esto significaque;odefuo~~~ten~r una base vectores propios para R' y en consecuencia Tes di~gonizable. 
La formadiagon~I del ope~adores:. 
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1.312 FORMA DIAGONAL TIPO 2 

El polinomio caracteristico ·de T y su polinomio mínimo son: 

i) p(t)=(t;.1.,)2(t-.1.,) ........ , 

ii) m(t)=(t-.1.1)(t-.1.,) 

De acuerdo con los teoremas 1.131 y 1.132 y las propiedades que cumple la suma directa de dos 
subespacios, se obtiene que: 

i') R'=E(T,.1. 1)111 E(T,.1.,)=NCT~.1. 11)2 EB N(T-.1.21) y 
"' '-",/- ! . 

dim R'=dimN(T-.1. 11)2+dim NCT~.1.;1)=2+1 . 

ii") R'=N(T-.1.,1)111 N(T-.1.,I)~.f:: ·, 

dim R'=dimN(T-.1.,1)+dirnJ(~~,,~·I) .· 

Este resultado n~s p~..inite ~ini;¡;lo~iguiente: · ·. 
dimN(T-.1.ti)=dim Ñcr-i,!),,;,z ;;/ 

,\, ··:::· .-t '"·': 

Esto significa que_ se p~~d~rí' t~mar dos vectores propios linealmente independientes del subespacio 
correspondiente al eigenvalor _,;.,:·., · · 

Por otra p.arte, es ¡¡~;¡ y'~~ q~~: . 

dim N(T-.1.21) =1 

Sean u.,u, E NCT-l11) y ~ea~~ E N(T-.1.21), entonces: 

T(u1)= .1. 1u1+0u2+0u, 

T(u,)= ou;+.1. 1u2+0u, 

T(u,)= ou,+ou,+.1.,u, 
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Si se escoje la base p' ={u .. u,,u3}, el operador representado por: 

f · crh.=G 



1.313 FORMA DIAGONAL TIPO 3, 

Los polinomios característico y rnínimp del operador T son: 

i) p(t)=(t-A.)' 

ii) m(t)=(t-A.) 

Utilizando los teorémas de descomposición primaria como en el caso anterior: 

i') R'=N(T-A.I)' 

ii') R'= N(T-A.I) 

De esto se obtiene que: 

dimN(T-A.l)=dim N(T-A.1)3=3 

Sean u.,u,.u, E. N(T~M) tres vectores linealmente independientes, y sea p 1={u¡,u,,u3}, entonces: 

T(u1)= A.u1+0u2+ou, 

T(u,)= Ou1Hu;+ou, 

T(u3)= Ou1+ou2+A.u3 

El operador T, en esta base esta representado por: 

o 
.. 
o :J 

22 
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1.32 FORMAS CANÓNICAS DE JORDAN 

Cuando un operador T no es diagonizable, la forma "más simple" en que se puede representar es una 
matriz casi diagonal ésta es llamada la forma canónica de Jordan de T. El siguiente teorema nos permite 
describir las columnas de una matriz de Jordan para un operador [LAN]. La demostración se presenta en 
el apéndice. 

Definición 1.321. Sean «EC y xeE con x•O; decimos que x eicr::;I) ciclico si existe un entero r:d tal que 
(T-«I)'x=<>. El mínimo entero positivo r que tiene esta propiedad, recibe el nombre de periodo de x relativo 
a {T-«I) y se cumple que {T-«I)"x•O para cualquier_ entero' k ·con k=l,2, ... r-1. 

Teorema 1.321. Si x•O es (T-«I) ciclico con periodo r entonces el conjunto de vectores: 

{{T-«1r1,. • .,(T-«I)x,x} · .. 

1.321 FORMA CANÓNICA DE JORDAN TIPO l. 
Los polinontios C:aracteristic~ y_mínimo del operador son: 

i) p(t)=(t-A1) 2(t-AJ 

Sea u e N(T-A11)'. entonces (T-A 11)~=0, por el teorema anterior el conjunto: 
., " 

p,={(T-A1I)u,uJ, 
..,-.. -,.·'.,;'_,• ·>·,'\-.,·/.' !> ', 

Es linealmente independiente. Si_ all()ra tomamos v e N(T-},,21) el conjunto 

p,={v} e~ u~~ i~:e para 'esie~~~esp~cio. 
Utilizando la siguient~'pr~~¡;da~': 
T(T-Al)"x=(T-Ú)t-1x+ Acf-iI)"x° 

obtenemos: 

T(T-A,I)u=(T-i,i}~+},,,(T:,,,,1)u=)..{T-A,I}U 

T(u) =(T-},, 11)u+i1u 



Esta relación se puede escribir del modo siguiente: 

T(T-A,l)U=A ,(T-A,Ilu+O~+o~ 
T(u) ~ (T·A1I)u+A1ll+oV 

Entonces!~ re~tric'¿ión d~T w' subéspacio N(T·A 11)2 es: 

T,- ~' ~' ~] 
Por otra parte:. . 

T(v),;O(T-A,j~j_oll~i,v. 
La restricció~ de T ~ N(T ·A21) es: 

Como cada uno de_ estos eigenespacios es invariante bajo T, entonces la suma directa se conserva: 

Esto implica que: 

24 



1.322 FORMA CANÓNICA DE JORDAN TIPO 2. 

Los polinomios característico y minimo de T son: 

p(t)=(t-A)3 

m(t)=(t-A)2 

Aquí se cumple que: 

dimN(T ~U)'=dimN(T;AI)'=3 
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' ··.·. :»·.·::. ,·· .. ·,, . 
Sea u•O u~ elemento dé R3 que cumpla la condición de que (T-Al)u•O, por la p~opiedad del polinomio 
~~· . .· .. . . 

i) cr-AI}(T-~I)u=rr;il)1u~o • :Ci 

teó~~~a l.3Ú, el c~njunto: 

111,;1<r-uiu.~>Vt .······ ·:; · ·. · 
Es linealmente indépendie~t~.~cím'~ (T~AI)uoo:·e~tonces u no es un vector propio de T. Por. otra p'arte, 
del inciso i);se obtiene qúe'.(T~Al)u es'urí eigeh"'.éctor.'> :'··· Y\ .. · ,•:t;,· ;;, •· ;.: • .. ·:; .· ,· .. , . 
Para poder describir la forma éaríónica'qúe le correspondé a T se probará qúé dimN(T-AI);,,2. En efecto, 
sea xi; Im(T:AI).'.'~nton~~s.e~st~fi:R'tal,que:; :c;c.· :/ : i <: 

:;i; >·>.·~'e 1·.;·~ .. ': ·.·.:::t? ,:._··;~~ 
x=(T-Al)y .. , . ,,. }:/ 

Aplicando el operador (T~il)en ambo~ iad~s d~ la igÚaldad yutiliZaiído lilp~opÍ~d~d del p~linomio mínimo: 

T(T-Al)x={T ~AI)~O O\':;, , . ' 
7 

, 

Esto implica q~c ÍC i: N(~-Ú),lo cual ~ig~ifica que I¡ image~ esta contenida en el núcleo: 

Im(T-AI)CN(T-AI) 
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De lo anterior se obtiene que dimlm(T-Al)sdimN(T-.H). Como dimlm(T-Al)+dimN(T-Al)=dim(R')=3, 
entonces el único caso posible que puede darse es: 

dimlm(T-.U)=l y -dimN(T-Al)=2 

este resultado permite dar una base de R3
: 

Jl'={(T-.H)u,u,v} 

Con la propiedad de que (T-i.I)u y v son vectores propios. Al encontrar la representación de T con 
respecto Jl' se obtiene: 

T(T-.H)u=;.(T-.H)'u+;.(T-.H)u=;.(T·Al)u+Ou+Ov 

T(u) = (T·Al)uHu+Ov 

T(v) =O(T-Al)u+Ou+Av 

La forma canónica de Jordan obtenida es: 



1.323 FORMA CANÓNICA DE JORDAN TIPO 3. 

T tien~ i:omo polinomio~ c~actéristico y mínimo a: 

p(t)=(t-J.)' 

m(t)=(t-J.)' 
: .'.'."'" ' 
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Observe en esÍ~ ~~q~~N(f2h)3~R~.'.;sea ~'e.o N(T~J.I)' taÍ que (T-J.l)'u•O, entonces el periodo de u 
relativo a'(T ~J.I)Ü és r=3; esto implica que el conjunto: · · 

, ··:s '\ /:·. -~· ;: 

= J.(T~Ú)'uf<Í(T ~J.l)ui-Ó(T • J.l)ºu 

T(T-J.l)u=(T·Al)'u+ic+~ú)ú, .. 

· . .;<r~f~>~!lcf -H)~+oá ~J.IÍºu 
T(T ·Al)ºu=(T-U)u~J.cT~~¡f~c' 

=O(T -J.1)~+(~~).I;~+ J.(T • U)ºu 

Por lo tanto para labase. P'. la representación de T.es: 

). 

o 



1.324 FORMA CANÓNICA DE JORDAN TIPO 4. 

El polinomio característico es: 

p(t)=(t-.\.,)(t-.\.,)(t-.\.,) 

donde .\.1 es un valor propio real y los restantes eigenvalores son complejos: .\.2=a-ib .\.3=a-ib. Debido a que 
hay valores propios que no son reales, el espacio se complexifica. · · : . 
Sea Te la complexificación de T, entonces de acuerdo con los teoremas de descom¡iosició~ primaria: 

C'"N(T,-.\. 11,) e N(T,-.\.,1,) e N(T,-.\.,1,) 

Sea w E N(T,-.\.11,), por definición (T,-.\. 11,)w=;, por el teorema 1.321 el c~~j~~;o: . 

( (T,-1,)ºw } 

es una base de este sÚbespa~io en C'. Sea u E R3nN(T c· .\..11,), ento·n~~s: 

(T ,· .\. 1 I,)u".'(T ~.\. 1 I)u=O 

esto implica que: · 

es base de R'nN(T,~.\. 1 1,).. ·... ·. 
Sea ahora z=x+iy un elemento. del subespacio N(T,-.\.21,). Por el teorema 1.22 el conjunto: 

P,"{ y,x l 

es una base para R'n(T,-.\.,I,). 

Si P'={ u,y,i} entonées: 

T(u) = .\. 1u+Oy+Ox 

T(y) = Ou+ay+bx 

T(x) = Ou-by+ax 
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La forma canónica del operador en este caso es: 

e· 
rri~·=G 

o 

-:] a 

b 
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1.4 OPERADORES EXPONENCIALES 

La solución de un sistema lineal de ecuaciones diferenciales está expresada en términos del siguiente 
operador: 

Para cada T: R"-Rª, se define la exponencial de este operador, como:· 

e T_E IT' 
-.-<>Jíl 

Teorema 1.41 Sean P,S,T Operadores en Rº. La exponencial cumple las propiedades siguientes: 

a) si Q=PTPº1 entonces eQ,;p· eT p·I 

. es+T=es eT b )st ST=TS entonces . 

d) si n=2 r -J yT=~ ·• 

entonces: 

Es importante mencionar que en el inciso b) la hipótesis es necesaria, ya que cuándo los operadores S y T 
no conmutan, puede oéurrir que la conclusión no se cumpla. Tómese como ejemplo a los dos operadores: 
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T- [: :O ~] 
T y S no conmutan con Ja operación de multiplicación. 

Ahora bien: ([ g 
es+T=e O 

10] (º!º]) 00 + 000 o o o o o 

[o º01 o:] es+T= e g 

es+T=l[g ¿ g]º+_!_(g.~ :1:~.l·[···g ¿ g .. ·]'+[g ¿ go·]'+ ... 
O! O O O l! O O O . 21 O O O O O 

Note que el operador se anula ~ri Ja t~rcera potencia: ·.· 
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Simplificando la serie se obtiene: 

Ahora calculamos para S y para T la exponencial: 

ii) e5=e u g n 
[º''f [º , 'T 1 º 

1 lr eS..! º º º +! º o o + ! o o ~ + ... 
O! O O O I! O o o . 21 o o 

La segunda potencia de Ses la matriz nula: 

[º 1 Ir [º o o] o o o = o O.O 
o o o o o o 

Por lo tanto: 

s [ 1 o o] +U 1 

~] e= g 1 o o 
o 1 o 

s [ 11 1] e= g ~ ~ 

Demanera análoga: 

T [O O e=e g g n 
T [OOOr [º o ºl [º o ºf =l o o 1 +! o o 1 + ! o o o. +; .. 

e º' º º º · 11 º o o 21 o o o 
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Al igual que en el caso anterior: 

De ahi que: 

iii) eT= [aol ~ g] /[g.g ~.·•] 
o 1 - : o o o. 

e=[~¡ l} 
Si multiplicamos los dos operadores obtenemos: 

ST [100] [000] e e= º 1 º + º º , .· o o 1 o o o 

En los incisos i) e iv) podemos observar que la conclusión del enunciado no se cumple: 

S+T S T e4'e e 



CAPÍTUL02 

SISTEMAS LINEALES HOMOGÉNEOS EN R3 

2.1 LA SOLUCIÓN GENERAL DE UN SISTEMA HOMOGÉNEO EN R3
• 

Un sistema de ecuaciones diferenciales lineales, homogéneo con problema de valor inicial en 
R", es de la forma: 

x'=Ax con x(O)=K e R" y A:R"-R" un operador. 

El teorema que se presenta a continuación nos proporciona, la solución general del sistema.Ésta 
aparece en términos de un operador exponencial. 

Teorema 2.11 Se A un operador en R". Entonces la solución del sistema de ecuaciones diferenciales 
lineales con problema de valor inicial: 

1) x'(t)=Ax(t) con x(O)=K=R" 
Esta dada por la trayectoria: 
x(t)=etAK 
y no hay otras soluciones 
Demostración. Sea L(R") el conjunto de operadores en R". En primer lugar considérese el mapeo: 
y:R-L(R") 
y(t)=éA 
Aplicando la derivada: 
d elA • el••~ elA .. elA•hA .elA 
--=hm =hm -

d t h•O h · h•O h 

Como (tA)(hA)=(hA)(tA) , de ~i:Üerd~.~~n el teorema 1.41 se obtiene: 

d elA = lim elAeh~ 'elA = elA lim ( ehA - I ) 
d t h•O h . , h•O h 

= e."' lim (' k ~iiA_;_k ·. i' .· ·)\ 
· h•O. . :».,·· h •'. :• .. , ;•. 

=elA nm ·.fi. [1._·1·:·chA··· '..:··>.º:r·.··.-.'.· .. -.1, ciiA····/.·l'-:1 .• ~.<hA.· >.

2

.+ .... ·.l·. 1 r .. ) 
. b•O ~ _h _ OL~ : h l.~ •;~ •·h 2.': . -. _ h 

El primer térmi~o de la s~~e ~~~an~eta'c~~·eióÍtimo op~~ado~ y todos los términos con exponente 
mayor que uno tienden a la matriz 'cero cúando h tiende a cero. Por lo tanto: 



Como A conmuta con cada término de la seria e tA, entonces: 

Sea x(t)=et~K, apli~ando el resultado a~terior: 
tA ,. ' : .,tA .-

d x(t) =de k=de ;,,K=AéAK=Ax(t) 
dt dt dt 

Por lo tanto 

dx(t) •. · · 
--;Jt= Ax(t) 

Ahor~ s~ prob~.i q0

Úe la so.lución es única. Supongase que z(t) es otra solución de 1 ); haciendo: 
y(t)=e · t!' z(t) · 
al derivar se Óbtiene: 

·. de•IA . .. ··· . 
y'(t)=--;Jt z(t)+e tA z'(t) 

·-.. - ' . 

=~AS tA z(t)+e tA Az(t) 

=e tA (-A+A)z(t) 

=O 

esto implica que y(t) es constante; esto se cumple solo cuando z(t)=etAK'. Por lo tanto: 

z(t)=etAK'=x(t) 
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2.2 SOLUCIONES DE UN SISTEMA HOMOGÉNEO CON EL OPERADOR CANÓNICO 

Las soluciones de un sistema homogéneo de ecuaciones diferenciales linealés se detemiinan con más 
facilidad cuando el operador está en su forma canónica. A continuación .sé presentan los tipos de 
soluciones generales de acuerdo al operador canónico que represente a T · · " · · · 

2.21 SOLUCIONES DE UN OPERADOR CON FORMA CANÓNICA DIAGONAL 

2.211 FORMA DIAGONAL TIPO 1 

El operador es: 

~1 oº] [r]~. i-..2 o 
o A3 

El sistema que corresponde a este operador es: 

ji-..1001· 
y' (t) o A, o y{t) 

o o A3 

ó 
Y{(t)l [ 1'..1 O O 1 [y1(t)l y~(t) • o A2 o y2(t) 
y~(t) O O A3 y3(t) 

Por el teorema 2.11 la solución 
buscada es: 

i) 

t ··] f r 1 1 t r c>.,o t1'..1 00 th¡OO t}\.
1

00 e •>.,._!_o tA2 O ,...!.o tA
2 

o,...!..o tA
2 

O.,,. 
o 1 o o tA

3 
l 1 o o t1'..

3 
21 o o t1'..

3 
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Calculando la exponencial: 

El resultado de la suma de los términos de esta serie es: 

e 'f ~~J. 
t (~t)• o o 
.., kl 

·h:t: o E ' . o 
• .., kl 

o o ·M ?; ;, 

Cada entrada en la diagonal de la matriz anterior, es lá exponencial de la variablereal .!-;t (j=l,2,3). 
por lo cual el operador exponencial obtenido. es: · 

~t o o l e t o "1:t o 
o o ~t • 

o 

o 

o o 

Sustituyendo en el inciso i), se obtiene la solución: 

e~' o o 

y (t). o ·e~' Y (o) 

o o 



o bien: 

[

y 1(t)l 
y

2
(t) • 

y,(t) 
o 

o 

o 

e"'' 
o 

o 

o 

e"'' 
IY1(0)1 
y

2
(0) 

Y,(o) 

Multiplicando e igualando ténninos, obtenemos: 

1-,t 
y 1 (t) • y 1(0) S 

"'' y2 (t) • y 2(0) e .. .,, 
y3 (e) • y3(0) e . 

Esta solución represe~ta ~Í conjuri~~ de trayectorias: 

y:R-R3 talque: ·· 

( ··;.;~ . ,.,,,, . 1-,t) 
Y (t) • Y1.(0) .~· '1 Y2 (o·)· e ·, Yi (o) e 

" .. . 

2.212 FORMA DIAGONAL TIPO 2 . 
. "<: '' 

La fonna del opérador ~s: 

38 



El sistema de ecuaciones diferenciales es en este caso: 

ih, o o 1 
y' (t) o h, o y{t) 

o o :n.. ó 

con el mismo procedi~iento utilizado en el caso anterior s~ obtiene: 
: 

.. 

é>.;' o 

y
2
(t) • o 

.· i.,c .e·. o .. 1y,(tr 
y

3
(t) 

ei-.' o O· 

·. ··i.,, 

y 1 (t) • y 1(0) e . ·.· 
. . . ··:. >-,t· 

Y2 (t) • y2(0) e 
' .. !.,t 

Y3 (t) • y 3(0) e 

La solución se puede escribir como: 

ly,(o)l y2(0) 
y3(0) 

( i.,c >-,t i.,c) 
Y (t) • y1 (o) e · , y2 (o) e , y3 (o) e 

39 

y;(t) 1 :n., o º] [y,(t)l Y2(t) • O :ñ.1 O y 2(t) 
y;(t) o o :n., y,(t) 
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2.213 FORMA DIAGONAL TIPO 3. 

El operador está representado por: 

ih o º] [r]p o X o 
o oh 

Al proceder en forma semejante a los casos anteriores, se encuentra la solución: 

(

• 
0 At .',··At

0 

.. '\,) 

y (t) • Y, (o) e , y; (o) e , y, (o) e 



2.22 SOLUCIONES DE UN OPERADOR CON FORMA CANONICA DE JORDAN 

2.221 FORMA CANONICA DE JORDAN TIPO 1 

El operador está dado por: 

1
Ai 1 o 

[r]~ o Ai o 
O O )i.

2 

La solución en este caso es: 

Observe que: 

[r]~ r; ~ : 
1o O )i.2 1:

1 o o [º1º] 
.o)i.1 0.0.00 

OO)i.
2 

000 

41 

.. . 

Es fácil comprobar que las eles m~t!Í~~s dd lado derecho conmutan bajo la operación del producto 
y que la segunda es nilpotente, por lo.· tanto el operador exponencial puede quedar expresado 
como: 



Al aplicar el inciso b) del teorema 1.41 para e1'ponenciales de operadores: 

Por lo tanto: 

El calculo de la primera serie, es semejante al del apartado 2.211 : 

1') 

Al desarrollar la exponencial: 

e"'' 
o 
o 

o 
e"'' 

o 

o 

o 

e"'' 

e ·w 8l. i [g g gf . i [g. g ºg]l 
01 o o o 11 o o [

o e 
00
0]2 

2\ g g 

se observa que : 

para kl:2 
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Entonces la suma total de la serie es: 

2') 

e t [g g] . [lg o º] [º t º] 
~~·ggg 

: . 
Sustituyendo los dos operadores obtenidos eri 1 ') y 2'), en i ) tenemos: 

e"'' o. o 1 t o 

y (t). o e"'':· o o 1 o Y (o) 

o o e~' o o 1 

En forma equivalente::. 

e"'' o o 1 . t o 

IY1(t)l . -- ~t IY1(0)1 y 2(t) • o e o o 1 o y 2(0) 
y

3
(t) 

e"'' 
y 3(0) 

o o o o 1 
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Multiplicando se obtiene: 

[

Y, (t)l ~,.(o·)· e .. ::-. y2(o)te i.,• 
Y2 (t) • (o) e .. · 
y 3 (t) ·

2
(.):e' "1•: 

3 o .. . 

Por lo tanto, la soluciÓn del ~Ístema es: 

La trayectoria es: 

y:R -R3 

tal que: 

( . 1',• 1',• 1',• "'') y (t) • y1 (o) e • y2 (o)te' , y2 (?) e , y3 (o) e 

2.222 FORMA CANONICA DE JORDAN TIPO 2. 

El operador asociad~ al sist~ma lineJ es: 

44 
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Al desarrollar la serie del operador exponencial aplicado a t [T) pt como en el caso anterior, se 
obtiene la solución: 



2.223 FORMA CANO NI CA DE JORD.AN TIPO 3. 

La forma canónica del operador es: 

ih l º] : [Tj~ O h. 1 0011., 

El siste~a que corresponde a este operador es: 

{11. 1 º] y' (t) g ~ 1 y (t} •. 

La solución está dada por: 

i) e J~~~i 
Y (e} • ·. . . lo°" Y (o) 

'.··' .. ·,· ,'. 

Al igual que en los casos anteriores el operador T se descompone en la suma de dos-matrices: 

[11.10] ¡11.00] [º1º] o h 1 . º.·.11. o • o o l . 0011. 0011. ·ooo 

Estas conmutan con ia multiplicación y la segunda matriz del lado derecho de la igualdad es nilpotente 
de orden 3. · 

Calculando la exponencial del operador: 



e ~'" º] t oh 1 
o o" ( 

(i.o º] (o 1 º]) [i.ool [o l º] e , [3~~ '[33~ . e '[3~~ e '[38~ 

Calculando: 

1) 

e ~"oº] t o>.. o 
o o" 

e"' o o 

o 

o 

e"' o 
o e"' 

e {H ~l. _;_ [g g ~1º . _;_ .[g g ~1, . _;_ [g g ~}· • _;_ .[g g. ~}' • 
O! O O O 1! O O O 2! O O O 31 O O O 

observe que: 

[o t 01• [º º. ºl OOt .OOO 
000 000 

para k ~3 
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4B 

Desarrollando cada potencia se obtiene que: 

e , [gg I] [1 º º) [º .. t º) .. 1 [º º t ·1 .010.oot.-000 
001 000 .. 2 ººº 

e ~o i º] t o o 1 
o o o 1 t 

o l 
o o 

Al sustituir las dos exponenci;ues en i ), obtenemos: 

eht o o 

[; :.!.t 2 t 
y (t). e·M 2 

Y (o) o o l t 

o o e~' o 1 

ly,(t)l 

eh' o o 

[: 
t :.!.t 2 

ly,(o)l eAt 2 
y

2
(t) • o o 1 t 

y
2
(0) 

y,(t) 
ei-' 1 

Y,(o) 
o o o 



Multiplicando obtenemos: 

IY, (t}]··· t·'··.(o} ..•. ~.·.·.·. : .. : ..• y2

(o}t .. e :: . ~y,(o}t 2 e M 

~: ¡:¡ · ;(~} ~ >-;. Y,(o)te 
y,(o}:e · . 

La trayectorla enccintrada es: .. · 

y:R-R' talque: 

(
-:. , >.t':' · ;> >.t 1 11.t b 11.t At) 

y(•). l'.• (o) e • ~·(o). e. •• 2 y,(o)t•e , y, (o) e • y,(o)te , y, (o) e 

2.224 FORMA CANO~~A DE JORnAfHIPO 4. · 

El ope~ador ti~ne I~ fo~~: . 

ih,,. o º] [Tj~ O a ·b •· 

O b a 

La solución es: 

e J;:.:] 
y (t) • . lo • • y (o} 

49 



Desarrollando la exponencial se obtiene: 

E .2.(e¡.,)• o o 
..., kl eh< o o 

¡~o º] o e t o. -b o b • o 

o L -'-[" -<>]' o 
e e[:·~] 

kl tb ta . .., 

Por el teorema 1.41: 

e lb • • e .. n b ce• b • e •t cos tb -e •t -sen tb ,r • ·•] ac[••• • ·••• •] [ l 
e •t sen tb 'e •t cos tb 

Con estos resultados la solución encontrada es: 

IY1(t)I 
e~' 'O ·º IY1(0)1 y 2(t) • 4tC .· " Y2(0) o e cós tb .e ·:sen tb 

y,(t) •t .: .. -'. ' :·- _;·: •t ' y 3(0) 
o e· sen tb ·e .cos eb 

y 1(t) • y 1(0)e" 
y 2(t) • y 2(D)e •• cos tb - y~(o)e" sen tb 
y 3(t) • y 2(o)e" sen tb • y 3(0)e" cos tb 

50 
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CAP!TUL03 
RETRATO FASE DE LAS SOLUCIONES 

En este capítulo se presenta un análisis geométrico de las soluciones del sistema de 
ecuaciones diferenciales lineales utilizando dos conceptos que son de suma importancia: curvatura 
y torsión [HAA]. La curvatura de una curva descrita por y(t) se define como: 

1 T' (tll 
K(t)-

1 y' (tll 

Donde T(t) es el vector tangente unitario en el punto y(t). Si la solución se encuentra en R', 
entonces la curvatura se puede expresar como:. ·· ·. ,. 

1 y' (t)~y' •.(tÍ 1 

K(t)= . 1 ' L . 
y. (t) 1 0 .. ·•··' 

En éste caso ~e pu~d~t~~biéri~efi~i~ I~ t~rsió~ '~fo de
0

una curv.a mediante la relación: 

B'(t)=- T(t) 1 y'(tÜN(~) •·. , : _.·;: ·: ' 

N(t)= ...!..'.J.!:2-. 
1 T' (t) 1 

. ., -

El cálculo de ia torsión es ~ás ~imple utíHzando la fórmula siguiente: 

(Y.' (t)X y'' (t))•Y''' (t) 
T(t)=~------'----

1 y' (t)xy' • (t) 1' 



3.1 RETRATO FASE PARA LAS FORMAS CANÓNICAS DIAGONALES 

3.11 FORMA CANÓNICA DIAGONAL TIPO 1 

Aqui el sistema de e~üacÍones difür~Ílcial~s es: · . 

· .. 
Con la condición inicial: 

~
1 (O)J• 

Y(O)= Y2 (O) ... · .. · 
y

3 
(0) . 

La solución esta dada por: 

y(t)= ( y,(o) e>-1\ y~(o) e>-,t, y,(O) e>-,t) 

52 

Haciendo y1(0);k,·• , : y2(0)=k2 y. y3(0)=k3 , las funciones relaes que componen la solución 
quedan definidas como: · · · 

y,(t)=k, e>-1 t 
y,(t)=k, e>-,t 
y,(t)=k, e>-;t 

Al calcular la curv~tu~a de y(t) se obtiene:· 

(3.111) 

'\l ,_1 J.: ,1 .- ., . l lP.,•,)1 l l 2 l 2 J(l,•~)I 1 l l : 1 111,+,H 

K(t)~-'--:-A~·-A~'-k~·~k~,(~A~j~A~,l=e=====+=i.:=·=¡;='=k=·=k,=(=A=j=A'=)=e====~+~i.:~·~i.:2,~k~·~k~·~(A3j~A~,)~e=--~ 
f('.: 2 Jl,1 ,2 2 21,1 l 1 11,1)' .Y A1k.,e + A,k,e + i.:,k,e 

Este número es igilal a cero sólo si las condiciones iniciales satisfacen: 
1) k,=o k,=o k,•o 
2) k,=o k2•0 k,=o 
3) k,=o k,=o k,=o 
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Observe que cuando alguna de estas condiciones se cumple, las soluciones se encuentra sobre los 
ejes coordenados. 

Para hacer un aniilisis de las soluciones que están sobre los planos y,y,, y1y3 y y,y3 se 
iguala a cero algúno de los tres valores.que componen la condición inicial: k,. k2, k3• 

3.111, soluciollesen·e1'p1~~Y1 Y2 . 
').t ..• >.t ... , • ·... . 

z(t)=(k, e •., k, e · ,O) k, .o , k,•o 
Haciendo k,=Ü én 3: I 11 ~se obtiene el ~áJor de la curvatura en z(t): 

3. 1 1 I 2. SÓluciones en el plano y1 y3: 

f(t)=(k, e>-,t, o, k; eA.t¡ k, .o k,•O 
Haciendo k,;.o en 3. I 1 t: 

1
,\ ~,\ 1 

K(t)= . ' ' 

(
. /~,-.-,.-, -1,-, --,,-.-_ -, -,,-, 

y11. 1k,e. +11.,k,e )' 

3. 1t13. Soluciones en el plano y,y,: 
h(t)=(O, k, e>-2t, k, e>-3 t¡ k,-o .k,•O 
Al hacerk1=0 en3.1 ti: 

1,\,-,\;I l ,\,.\,k, de<l,»,i• 
K(t)= ·----'-----

(V).','k2,é~·:·¡~'Lic';e1'1. ) 

Como .1.1•.1.J si i~j(ij=l,2;:Í); 
0

entoncesfa curvatura en cada una de estas soluciones es distinta 
de cero, · · · 
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Decimos que una solución es plana si se encuentra totalmente contenida en un plano. 
Para determinar si hay soluciones planas, se calcula la torsión en y(t) obteniendo como resultado: 

Como los eigenv~~~ ~~ dlst~t~s e~tre si, ent~nces la tcíi~ión es di~ti~t~ d~ ~ero ~i~inpre k¡ •o 
para toda i=l,2,3; Encáso'coñirário las soluciones sorí planas.i'~ ><: · ,' \: ·. <. 
El comportámientó de úriisolución depende también 'del signo de los váJores propios.Aqui se 
tomaron tres casos cjue se'corÍsiderári suficientes para su descripdón:' '' ' ' 

- ,.:, ' --·· :~~;.' .;\:-:·}; ··;·:>~:··; .; ·:>~ 

·' '.,:,·,~ 

caso t. .1.,<.1.,<X';<O '. < .···•·•·· •. . 
Si t tiende a ''" enfo.ncés éada váriable tiende a cero: 
lim y(t)={0,0,0) ··< é~ · · ,;:• ~· ·• ;;.:. . .e': · 

Hay una contracción en Iás' tres\;ari~bles. · 
en el caso contraario;.cuando tliende ª.~m, se presenta una expansión: 

i) lim y1(t)=:l:oo 

ii) lim y2(t)=~ 
t~ .. co 

iii)lim y3{t)=±oo 
t~-

El retrato fase en cada uno de los planos formados por los ejes, muestra al origen como un 
sumidero (fig. l) 
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Caso2. }.2<}. 1<0<}.3 
Hay contracción en las variables y1 y y,. mientras que en y3 hay una expansión. En el plano y1y, 
y Y2Y3 es un punto silla (fig.2 ) 

i) lim y¡(t)=O 
t-... 

ii) lim y2(t)=O 
t-... 

iii)lim y3(t)=±oo 
t-... 

Caso 3. 0<}.3<}.2<>.¡ . . 
si t tiende a ... ; ~ntonces en las tres variables se presenta una expansión: 

i) lim y¡(t)=:b. 
t-... 

ii) lim y2(t)=±aa 
t-... 

iii)lim y3(t)=,i;. 
t-... 

En cada uno de los planos formados por los ejes, el origen es una fuente (fig.3) 
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(Fig. \) 

(Fig. 2) 
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~\ 
' 

(Fig.3) 
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3.12 FORMA CANÓNICA DIAGONAL TIP02 .. 
El sistema de ecuai:iones es: 

~: ::~Jk :. n.~::::] 
~3 (tJ, [o ?•:~;J;~3>(tl 

La solución ~s el~ la' í()~·r: 
;··-.-., 

(t)=(k e>-it 1/é1 t, ~ ~>.2t: >'. 
y 1 ' .' -· 2 . :.,·,:·. . 3 ···~·~ 

Observe qúe el v~or ~;~pid.~ 1 ~~~~e e~ .las ~arlables y1 y y,. Esto determina en este caso que 
todas las soluciones sean curvas planas. Enefeéto'. la curvatura en y(t) esta dada por: · 

. • . · 1k.~i/ki'.ü\-·~J1 e1 l,:l,~·.;v k', + k·, .· .· . . . 
(3.121) K(t)-; , . . . . .. 

... . C{( ~'ii(~'i<k',),'J1'.'+ k,+ ~\ e1
" ) ' . • 

En forma análoga al e~ aÜteHor,'seobÚ~nen Ías soluciones qúe se erii:uentran sobre los planos 
coordenados, y se calcula se ~urvatiira:) . • . • . . • 

3.1211 solucionésenetpiá.n~y1y,: 

z(t}= (k1 e>-1\~2 é1~.o) · · k1 ~0 
Haciendo k,~o.'e~ 3'.i2J.Je o~;icn~: 
K(t).;O . . ..... :o ,,: /. , ·.. • 
Las soluciones en esta éaso son rectas. 

k,•.0 

3.1212. Soluci6~es ·~~ ~1·;;~no y,y;: 
f{t)= (k1eh1 \ tc,eh,2t,o) •: k1•0 k,•O 
Haciendo k,=O •en 3'.121; i, '.'/ · . . . 

1 l., i, k,k}.(1.}.:j.'Jle''t'.l' 
K(t)= ----~--'------

(. ,:,k, e'~'+lc', }:, e~·J 
La curvatura es distinta de c~ro. 



3.1213. Soluciones en el plano y.,y,: 
H(t)= (O, k,e>--lt, k, e~2 t) k,•O k,•O 
Haciendo k1=0 se obtiene la curvatura: 

J >.., >.., k,k, (>..;- x)j e<"'"" 
K(t) 

( 
en este caso se ~umple ta!Ttbién que K(t)•O. 
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Observe que estas sol.uciónes son 1.as proyecciones de aquellas soluciones·que no se encuentran 
sobre los planos coordenados/ Las proyecciones sobre el plano y1y2 son lineas rectas; esto sólo 
es posible cuando una curva es plana. Para comprobar este resultado se cálcula la torsión m y(t). 
Ocupando l. .. el lugar de l.2 y l.2 el de l.3 se obtiene: 

k,k2k), .).., ( A2- 1..)(1..,- 1..)(1..,-.).. )e''•'.'.I• 
~ro º 

k\ >..\ ~» (1.. ,., ,).. )' [k', + k\]: e( •.·•,1·, 
Este resultado muestra que todas las ºsolucio'nes son planas.· 
A continuación. se describe el-éompo-rtamiento de las soludones 'eri base al signo de los valores 
propios: · · ' - ' .· · ,. 

Caso 1: ;,1<:;,,«i•. . . 
se presenta tina'cóntraéción'en las tres variables (fig.4): 
lim y(t)=(0,0,0) ' · · · · 
t-., 

Caso 2. l. 1<0<.l.; , 
Hay contracción en las _variables y1 y2 y· expansión en y3 (fig. 5): 
i) lim y,(t)=O 

t .... oo' 

ii) lim y2(t)=O. 
t-., 

iii)lim y,(t)=~ 
t-., 

Caso 3. O<l.,<l.¡ 
Hay expansión en las tres variables (fig. 6): 
i) lim y,(t)=±oo 

t-., 
ii) lim y2(t)=±oo 

t-., 
iii)lim y3(t)..;,,;, 

t-., 
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(Fig. 4) 
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3.13 FORMA CANONICA DIAGONAL TIPO 3 

El sistema de ecuaciones dfferenciales es: 

La soluéión del.si.siemá esi~dadá por: 
· .. · }\t•· . >.t>. >.t ··.· 

y(t)= (k,e ; k,~. , k,e. ) ' . .. . 
Haciendo .1.,;,.1.;=i;;.;;,~ en 3.11 i se.obtiene: 
K(t)=O ' ..• •. ,. :, . ,: . , < . ' . . . 
Esto significa qué· todas las soluciones son lineas rectas para detenninar el comportamiento de 
éstas en base al signo' de' .1.,' son 'suficie~tes dos casos: 

!.;···· .. 

Caso!. .1.<0 ·" :-, i ,:, .. >: ·. : 
Se presenta contracción eri ias t~~s variable~ (fig. 7) 

Caso 2 . .1.> O 
Hay expansión en las tres variables (fig. 8) 
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3.2 RETRATO FASE PARA LAS FORMAS CANONJCAS DE JORDAN 

3.21FORMACANÓNICADEJORDANTIPO1 

El sistema de ecuaciones .es:.; . 

[~ ::H~·:·i·:imm::íl 
~·.: \- . ' ., . ,;-, 

La solució~ obi:~~id~~~~"·,~·~i~:~~~~ ·es: ,-:, 

y(t)=((k,+k~t)ex·~.k;e~·;}k~e1'.,· 
La curvaturá de}a solúéiÓrÍ esta dada -por: 
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Para encontrar' lass~luciones que se encuentran sobre los planos fürm~dos por los ejes 
coordenados se-procede en forma semejante a los caosos anteriores·: -···-

3.2111 solu~iones en el ·plano y1y,. 
Haciendo k1=0 se obtiene; . 
z(t)=((k 1 +k~t) eh• t ':; IC;eX,t , O) 

Sustituyendo er:alo,:de k1=0 en 3 .211, se obtiene la curvatura: 

, l l -2 ... < 

"'1 k, e_-
K(t)= .-----'-· -"---------

()[A. !(k,~k,I)+ kJ'e ··~ >-', k', e"')' 
este número es distinio de cero. 

3.2112 Soluciones en el plano y1y,. Haciendo k2=0 se obtiene. 
f(t)=( k,ex,t ,o, k,e1'.,: ) k,.o k1 •0 

estas son semejantes a las que se vieron cuando la forma canónic~ es diagonal. 

3. n 13 Soluciones en el plano y,y,. 
Si (k,+k,t)=O entonces k1=0 y k,=O, esto implica que las soiuciones estan_sobre el eje y3: 

h(t)=(O,O, k,e1'.Zt ) 
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Las otras soluciones que se encuentran sobre los ejes se obtienen igulando a cero en forma 
simultanea k1 y k3• .· . . . . • · . . . . . 

Si k,•O, k,•O y k,•O entonces las soluciones se encuentranfüera de los planos coordenados. 
Se puede observar eri 3 .211 que se curvatura es distinta de cero:· . · 
En este caso las proyecciones no coinciden cori las soluciones. que estan sobre los planos, exepto 
la que se encu~nua en y;y~. L~ o.tras dósrestantes se presentan a continuación: · · 

3.2114. Proyeccio~es en el plano y,y;: . - . , 

g(t)=((k,+k,1)e>--1t,o,k,e>--,t) .1.,•.1.,. 

Al calcular la curvatura se obtiene ~n valor distinto de·c~ro ya que_ t es v~able: 
e'"''' 'Jk,k,(2 ~ ~ -.1.~H ~ k, c1..,-.1.,><~¡-lé,t) J 

K(t)- . .· .. 

(J[J..,(k,+k,l)+ kJe 1'~/..',k2,~ 1'. 1)' 
3.2115. Proyecciones en el plano y2 y3: 

Como .\1•.1.2 entonces I~ c~..Vahi~a ~¡di~ti~ta de cero de acuerdo con los resultados obtenidos 
en 3,11 . • ..... · · 
calculando I~ torsiÓn e~y(t)se obtien~: 
(3.212) )~,; .• · •'. . . .. 

. , .· . ·; .•···· li',k, ~. A.,("r~;)e'";.~.; 
'r(l) ., . . ... 

[ x,x, k',li',(~ .. spr.9;c;.\~;i,):,\··,.,k(,.;;.,J<~·~k,t¡J"].~,; •.• ,,~ x;x, e"' 
clarament~ent~d~ 0Ías 0s~iJ~icin'~~~ue ~~·;11~u~~~ia~fuera de los ~i¡n~s co~~de~~dosÍa. torsión 
es distinta de cero. Por I~ tantci itlnguna'de ellás 'és.éurva plana.• Para estas soluCioiíe·s se satisfacen 
los siguientes re~ul.tados: •_,: · ""' 7 ,, ".. · . ·. e · 

i) t,=-k, : ~:c;,>:(:rct,>~<o.~,~-A,k/k'.·~' ~~r.,k,/k" · 
ii) t<-k, y 

t>'.kl y 
k,>O_'• ~ y1(t)2(k1+k~t;~~'.t~~ . _ 
k,>o .. :.. 'yi{t>~<Íc,+k,1)eA• t;o 

iii)t<-k, y k,<o · - y,(tlLtk,+~21)e>-- 1t>o 
t>-k, y k2<0 - y1(t):O(lc1+k,t)eA•t<O 

) .. ' 
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Esto muestra que cada solúción atravieza al plano y, y3 en el punto y(t 1). 

Caso l. i.2<i. 1<0 --- _ _ . _ 
Aquí se presenta una contracción en las ires variables; e_l comportamiento en los planos y3y2 y 
y1 y, aparece en. la figura 9, n:iiéntras que eii la figura 10 aparecen los planos y1 y3 y y1y,. 

Caso 2. i. 1<0<i.(; :_, ' : , _ > _ ·'::> ;;. :- ::~ __ - ____ . 
Hay expansión en lavariable y; y contracción en las vanables y1 yy2 (fig.11); --

i) limy1(t)=°O _-
t -..oo . 

ii) lim y2(t);,,O 
t -oo 

iii) lim y3(t)=O -
t-oo 

Caso 3, O<i.1<i.2• 

Hay expansión en las tres variables (veáse fig. 12 planos y2y,. y1y2 y 
fig. 13 planos y3 y1 , y1 y2 ). 



67 

y, 

(Fig. 9) 
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Y2 

(Fig. 10) 
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y, 
(Fig. 11) 
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(Fig. 12) 
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y, 

y,. 

y, 

(Fig. 13) 



3,22 FORMA CANÓNICA DE JORCAN TIPO 2. 
En este caso el sistema es de la fonna: 

[; ::~ ~: % ~] 8: ¡¡~ 
;"_,,·,:· 

La solució~ e~t~ clad~\;~r} ,: 
";.' :·. ; ,: ~ 

La curvatura p~~ cad~;~~l~~ió~ ~s: •.•.. 
. ·. ·- .,-:. ,_------- '• 

,,, k~ ¡J¡¡¡~ k~t 
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La soluciones c~n é.igiáttiia igUala'c~fo ~~n las que e~án sobre los planos y1 y,, y,y3 y los ejes 
Yt yy,; . . > .: ':C;~~~'". .. . . . 
Para obtener la torsión se üti!iza 3.212_con .l.=.l. 1= .l.2: 

't(t)=O 

esto significa qj~ tdfa la; solu~¡~;e: son cÜ¡;,~s ~!~~~. P~ade~bribir sutr~;e~ioria son 
suficientes dos casos: '-:.·: ' ' ' ' ' ,, .. ' ' ' ' ', ' . 

Caso l. i.<O, Hay expan~ión en l~s ¡;es varlables (fig. 16 planos y3 y2, y1y2, fig. 17 planos Yt y3, 
Y1YJ. , ' , - ·, . . 
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y, 

(Fig.14) 
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y, 

Yt 

y, 

(Fig. 15) 
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y, 

/ 

(Fig. 16) 
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/. '"'m 



3 .223 FORMA CANÓNICA DE JORDAN TIPO 3 
El sistema esta dado por: . 

[~ :it:~,1] ~
t (t)J 

y
2 

(t) 

Y3 (t) 

y(t)= ((k +~:t)ét ~,~>d: 'k ~ht) 
' .. 1 ·-~~:_-.;._;'\::¡':;;,·.,··~·-' ~---- '-_,:. 

1) Las tres funci~Íies r~ales 'que la comp~nen son: 
·.·:~- -·-· , .. ;.. . '... ·- -· 

y,(t)=(k,+k;í~k,;2é> eh", , 
.·• . :; >,t: ·.':· 

y,(t)=(k,+k,t) e : 
y,(t)=k, e>.~ · · 

.;·.· -__ -: _r· :. 

La curvatura y la torsión que se obtienen son: 

K(t)= 
J Á'k',+[Á2k,(k,:k,t)~k',Á)]1+[Á 'k,(k,+k,t+k/2t2)-Á 2(k,+k,t)2-Ák,(k,+k,t)-k2,)2 
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~(t)= .. ' •. .. . ·•'· :·.· . ... . ... ··· '. . . ·: . • . 
eht(Á'k', [Á'k, (k~+k,t) +ié,i¡>+ [Á'k~tk;+J(~Úk,/Ú') :-Á2 ( k,~k,t) '-Ák, ( k,+k,t)"'.'k2,J 2 

•' 

Observe qu~ la ·~¡:.;~tii~a'ei cJ~ sóÍ~·;,,'i;mdci k,9J ~k;~o; e~to ;igrulÍéa q~~ lasúnicas ~oluciones 
que se encuentran. en los 'planos coordenados son las que estan sobre· el eje y1• Si k3=0 entonces 
la torsión es ceró,: p'or'lo tanto iodás las solú.ciones planas se encuentran en y,y,.' ' 

El anáJ;sis ~i~ent~'~o~~~o~orciona ~na mayo~·informaci¿n de su comportamiento: en el 
inciso 1) las condicionesy1(t);,,O ó' y2(t}-O se cumplen cuando: .. 

'· ·_.-·:¡.:_ '''.'·· .. 

i) P1(t)= k1+k2t-i-k,t2t,,;.Ó ·. 
ii) P2(t)= k,+k,t=O 
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El polinomio P1(t) puede tener dos ralees reales distintas, dos raíces reales iguales o ninguna raíz 
real: · · · · 

-k2+ Vk22-2.k1k1 ·. 

!) t,~----'---
' k, ,. 

-k~+ .¡;;;;;;¡•·. 
2) t, p 

' k, 
- .. '·:;: ". '.; .·:. ,:.. . 

El casot.=k22-2k1k1>0:~ Aquí p1(t) tiene dos raices reales distintas y los puntos de intersección de 
cada solución con el plano y,y, son:· 

' . ,: ' 

I') y(t,);(o,./A e?·, k,e~·> 
• 1 ,·, 

2') y(t,)=(O,.fAeM,lc,eM¡' 

Al calcular el cainpo vecicirial en el punto y(t,) se obtiene: 

~; :lD ~ nr, ~~ 
y\(1,)= .r,. eh· 
y'z(t,)=(;.,/;+k,)eA• 

y',(1,)=;.k, eh• 

En forma análoga, pasa el punto y(t,) se obtiene: 

y\(t,)= ÍA eM 

y',(t,)=(-Vo+k,)eM 

y'1(t2)=Ak1 eA~ 

Estos son los vectores velocidad de cada solución en los puntos y(t1) y y(t2). 

Por hipótesis t.>O, de ahí que y\(t1)>0 y y\(t,)<O; esto implica que los vectores velocidad están 
fuera del plano y,:;, y en consecuencia cada solución lo atraviesa en y(t1) y y(t,). 

El caso t.=k2,-2k1k1=0. Las dos raíces son relaes e iguales: 

t, =t,=-k,lk,=~ 
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Cada solución intersecta al plano y,.Y, en un único punto: 

Si t--k/k, entonces siernpre ~e ~umple que: 
:-,.' _::,, __ _ 

(t+k/k,)'>O 

Al desarrollar el bino~~ y ~tili~ Ía hipót;sis de que t.=O se obtiene: 
·' 

k1+k2t+k,12t'>O ·~ < ' • ,,,L,• ', 

Esto implicá qtie erl y{Í) s~ é'u~pl~ Iá 'propiedad: - . __ ,,· "'' 

De lo anterior se cci~c!Úye qÜ~ la~ solucione~ tó~an al plano y,y3 en y(~) pero no la atraviezan: 
Para describir el comportamiento -de las soluciones en esta forma canónica con respecto al 
eigenvalor, son suficientes deis casos:'-:~ • . . •. - - . . 

. : .. : '-·~\ . ~ ·. ;. 

a)A<O, -· . ..__ :·:· ----- .. -.. ·- __ .-.·.· ·. __ . '·· ·-.· _ 
Hay contÍ'acción en las trés variables (véase fig'. • 18 planos y,y~; y,y; y fig 19 planos y3y,. y1y,). 
b)O<;., : . . ·..••.. ··•.· ;.: · ·• . • .· . .· . -

Se presenta el<pansión en las tres vanables (fig 20 planos y,y., y1y2 y tig 21 ·planos y3y2, y1y2) • 

TESIS 
DE LA 

NO P.fBf 
BIBLlUEGA 
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y, (Fig. 19) 
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(Fig. 20) 



y, 

(Fig. 21) 



3.24 FORMA CANÓNICA DE JORDAN TIPO 4. 
' ' . ' 

~i' (t~· .· '[ ... >-.
1 

.·O o~ .. ·~Y1.·(t·)·J y~ (t) = ·O a -b Y2 (t) 

Ya (t) O . b a Y3 (t) 

Los eigenvalores son: .l.1i;R, .1.2;.a+ib, .l.3=a·ib. 
La solución general esta dado por: 

y,(t)=k,e>-.,t 

y,(t)=[k,cos+b-k,sen+b le" t 

y,(t)=(k,sen+b+k,cos+b]e~t 
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Para describir la proyección ele la~ sol~cio~es sobre el plano y.¡¡3, se analiza su restricción: 

¡-;2 ( t)J ···.··.····~.: .. ir ;os't·b··· c.· .• :' ... ~o.·· ... •.-.\.0.~n~t'b.·:····.· J· r'. 1.'~'1 · l:3 (t) ::e:Üen~b' 6~sl:b • l:2 <t'J 

Se puede e~~iecer unac~~¿s~nde~cia e~ire el plano y.¡¡, y el campo d~ los números complejos 
mediante la siguiente idéniificación (H·S ]: · · 

c·.t··· 

con ~sto esp~sible,~o~~ ~I diagrama: 

·. (k~.k,r-------------- k,+ik, 

(k2costb·k,sentb, k2sentb'+k,costb) 

La restricción al plano y.¡¡, vista en C es: 

y,(t)+iy,(t )=e a t ( costb+isen+b )(k,+ik,) 

(costb+iscntb)(k,+ik1) 

(k2costb·k,sentb)+i(k,sentb+k,costb) 
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Como C esta identificado con R2, la relación anterior nos detennina en el plano y.¡¡, una rotación 
deunahomotecia": , : . . . . : . ::. · . . : . 
El componamiento de la solución generiil dep~nde de 1.os valores de .1. 1 y a [ ARN]. 

Caso l. O<A 1<a.: ,. ···"---~.;.-_-·'.:-~~/:_;.: __ .... _ --,_. _ 
Se presenta expansión en las tres variables: y¡,y,.y;; (ñg.22) 

~:~ºe!~a::~~:~ y, y con::L:.L ~*;,:y y;(ñg. 23) 

~:ºc!~t;~~~~~·en y1 Y.e~p~~s¡1j ~·~ :y,ty, (~~. 24). 
·'.--'' 

Caso4 .. a<.1. 1<0 .. · .-\ . .... -•!· 

Hay contracción en las tres vanabÍes' (ñg. 25) . 
• - ,;·: > ¡ '' '~·.;'.'f 

Caso 5 .1. 1<a<O . - _, '.-:i: > 
Se presenta una contÍ'acción en tás trés variables la contracción es más rápido en y1 que en y2 y 
y, (ñg. 26). ' 

Caso 6. O< a<.1.1• . . . . . 

Se presenta una extensión en las tres variables~ La vaÍiable y1 crece más rápido que y2 y y, 
(ñg. 27). ' ' 
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y, 
(Fig. 22) 

y, 
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y 

y, 

Y2 
(Fig. 24) 

y, 
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y, 

(Fig. 27) 

y, 
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APÉNDICE 

Las demostraciones de los teoremas que aquí se preoontan, se encuentran en cualquier libro de algebra 
lineal por ejemplo en Diferential Equations, Dinamical systems, and Linear Algebra (Hirsch - Smale). 

1. DESCOMPOSICIÓN PRIMARIA 

Teorema 1.111. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial dimensionalmente finito E y sea W 
el subespacio T-ciclico generado por xeE. Supongase que dim(w)=k:o 1, entonces: 

i ) { x, T(x). T2(x). ... , T"·1 (x)) es una base para W 

ii ) si -a,,, -a,. ... , -a,..1 son .los escalares tales que: 

T'(x)=·a,,x-a1 T(x)-, .. ~a,.: 1 T"º1(x). 

Entonces el polinoriiiéí' cárácteristico de T w es: 

f{t)=(·l)'(a,, + ~lt { .:\¡:1t•::). t'). 
,',•:; ·:¿;· l 

Demostració~ .. i) Coni~ W es dimensionalmente finito entonces existe el menor entero j para el que 
{x, T(x), ... , Tl(x)) es)ineaJmente dependiente (úO, j:.I). Por .lo tanto { x, T(x). ... , Ti"1(x)) es 
linealmenie independientéy Tl.estún el espacio generado por este conjunto: 

. '· .. 1-'' ··--·.·,· • '• • ' 

··~ .. ~. -·.,;::-
· •' • ·;·1 

Es claro que si Omj en'toÜ~~sT'(~) ~stá deÜiro d~ este subespacio . 
. ::_, ~ '· , ~ ' .. · '' .:,;,;;-.:.,-,, " '"" . -',. - - ~ - - - - -

Supongase que T"'(x) peneh~c~~r.J;~aal8ti~~·~~j.Entoncés existen malares b0, b,. ... , b1.1 tales 
que T'"(x) = b.x + b1 T(x) + ;,, + b1 .. 1 !'"1,(x) «.', ;-;¡ i < · · 

Aplicando T a ambos lados ·d~ Ia'ig{;;Jd~¿~ri!teriri~ se ~bti~ne: 
.- - ., ·~ ,. - ' ... - -

Esto implica que T'"'1 e~ uri~ ~cimbiria~ió.~ lineal de T(x). T2(x). ... , Ti(x) cada uno de los cuales 
penenece a L. Entonces 1"""1. E~· podo tilllto: · · · 
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~L {{x, 1'x), r 2(x), ... ,}) e L{x, 1'x), r 2(x), •.. , r1-l(x}} 

~ . . 
Como Ja inclusión reciproca también es cierta, eri~onces { x; T(x), ... , Ti-l(x) } genera a W y como 
es linealmente independiente, es una base de W, Este conjunto debe tener k elementos por Jo que j=k 
y entonces: · · 

( x, T(x), .. ., T .. 1(x) } es una base para W. 

ii) sea fl=( x, T(x), .... Tk·1(x)} la·b~~ed~l in~iso i), y sean -a,,. ca,, : .. "ªk·I escalares t~les que: 
._, ~. . 

Tk(x)= -a,,x-a1T(x)-, .. :; -a.,.,Tk~'(xl ' 
1 •• • • 

Observe que Tw con Já base fl se puede_ expresar como : 

[rwJ~ • 

o 
1 
o 

.., .· 

> ::··;, . . 

Calculan~o el polin~mio caracterlstico .de [Tw]p se' obtiene: 



91 

TEOREMA 1.131 Sea T un operador sobre un espacio E complejo y sea m(t) su polinomio mínimo: 

m(t) = (t - .l.1) m, ... (t - .l.J"' 

sea Ni= N(T-.l.1I)m., entonces E es la suma directa de los subespacios Ni: 

E=N1e ... eNk 

y el polinomio mínimo de la restricción de Ta cada Ni es mi(t) = (t • .l.i¡m. i= 1, ... ,k 

Teorema 1.132 Sea T un operador en un espacio E complejo, o de otro modo E es real y T tiene 
eigenvalores reales. Sea p(t) su polinomio caracteristico: 

p(t) = (t - .l.,) ..... (t • .l.k)'\ 
.. . 

Y sea E(T,i1) = N(T - .l.11)~ el eigenespacio generalizado de T correspondiente a .l.i (i = l ; ... ., k). 
Entonces E es la suma directa de los eigenespacios generalizados de T y la dimensión de cada uno 
de ellos es igual a la multiplicidad del eigenvalor correspondiente: · 

E= E(T, .l.1) ¡ ,., e E(T, .l.J, 11; = dim E(T, .l.¡) 

Demos;r~c;~;.'deU3 l y 1.132 [LANJ .. . .• _... . . 
Por hipótesis P(T) = m(T) =O. Sea f(t) un polinomio de grado mayor o iguÍ!I que uno que satisfaga 
la condición: : : · 

f(t) = t;(t) f,(t) . 
• • ··.'_:·_'., - 1 

Donde f1 y f2 ;~~ p~linomios que cumplen la propiedad de que ~u máXÍmo común divisor es 1. 
Sea A: E~ Eu~ ~p~ra_dor._Supo~gase que f(A)=Osean: · · .· 

los núcleosde'fi y f, en 8: Po~ i~ propl~dad del máximo comÚn divisor el<ist~n polinomios g1 y g2 tal 
que: ;c.;• 

g1(t) f,(t) +g,(t) f,(i) =L 

Si " r: E entonces: . 

g1(A) f,(A)x + g2(A) f2(A)x = 1x 



observe que: 

f,(A)g1(A)tj(A) = g1(A)[f1(A)f,(A)] =O 
f1(A)g2(A)f,(A) = g2(A)[f1(A)f,(A)] =O 

Esto implica que g1(A)tj(A)x E N2 y g1(A)tj(A)x EN,. 

Sea x E E entonces: 

Si x E N1nN2 entonces tj(ll~Oy;f,(A)x=O, esto implica que x=~; de esto se obtiene que: 
' .: 1< 

~:.:~": .-."; ' - ::,'~. 

Sea T:E-E un ~~e~~d~r·s¿~~~ é, s~pongase que existe un polinomio F(t) tal que: 
'<_,_'_.'.,- t·.:.'.~----::.·-.:,···.~-,"· , .. 

F(t)=(t~.t,)~ ... (t~~j~;. ~on F(T),;,o ··• . 
---·. -:·.-,; 

sea Ui=N(T~;.il)~.utlli~dci i~d~~~iÓn a~uriiimii~·la hipótesis verdadera de que: 
. ' . . . - .. . . . ' 

W=N(T-.l.21)''. .;. (T-¡s..: ~·~(~~~,Í)~. 
Aplicando .el incls;, i) ~e obtiene(i · > 

'"" ·---·.,·.e<.·\ 

E=N(T-i11)'•e W;;N(T-.Ú)•, eN (T~.l.I)'• e ... e N(T-.l.,I)'\ 
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observe queU¡ ~cr\1}~ j~;; ... r ~~.~. Sólo nos falta probar que es el núcleo de (T-.l.¡l)q¡ en 
E. . . . .,. . . ·.· . .. 

Sea xEV Íal que .x' E N(T-.i))~ 

x=x, + ... +)(~··'con· ,d.E Ui; 
. . 

En particular x E W=N(T~.l.21)'• ... (T~.t,I)'\ esto implica que x,=o y que X9<¡ 
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Teorema 1.134.· Sea T un operador sobre un espacio vectorial E donde E es complejo si. T tiene 
algún eigenvalor no real. Entonces T=S+N donde SN=NS , N es nilpotente y S diagonalizable. 

Demostración [H-S] 
Sea Ti= T/E(T,.\i) la restricción de Tal eigenespacio generalizado E(T,.\i). 

. . . 

Sea m(t) = (t-.\:1 )~: ... (t:,\J..,. el polinomio mínimo de T. Entonces (t-.1.i)"'· es el polinomio mínimo 
deTi: . ' 

(Ti-.1.il)"'·= O p~a = 1, .. ., k. 

De esto podem~:'·deflnir a la matriz nilpotente: 

Ni=Ti-,\il 
- . . 

Enton~es la restrl~ción de T a E(T,.\i) se puede expresar como: 
' .. ,,,) 

Ti= Ni +.\il >¡; ;, i:., k~;:, Si;;,, ,\il 

T=S+N 

Como Ni y Si C()nmutan, al
0

¡¡)ÚltipHcaipo~ bloq~es s~ cumple que SN =NS. Ademas Ses diagonal 
si m = max (m;, ,"" mJ :entonces: ·' .. _ -) _ · ,• _ - _ -

o 
o 

o 



2. FORMAS CANONICAS DE JORDAN 

Teorema 1.321. Si x•O es (T-«I) ciclico con periodo r, entonces el conjunto de vectores: 

{ (T ·«1)"1 x, ... , (T·«l)x,x } 

Es linealmente independiente. 

Demostración [LAN] 

Sea B=T-«I, entonce~defi~~se el polinomio: 

t{B)=!lo" + a1 (T·0<l)x + ,,, .j. a;('f.,;I)'x. 

con f(t)=ao +a1i7.:.'fa,i'.s~r-l 
supong~se q~e ttll);.o; esto es: .. 
!lo"+ a,ci .:¡)~~\: ~'~(f.;I)~ =o 
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Sea g(t)=r yi~ea'k(t~ ~!· m~,mo comÍJn divisor de f y g, entonces existen polinomios f1 y g1 tal que: 

h(t) = f,(t)f(t) + g;(t)g(t)' .• ·. .·.· 
h(t) = f1(t) <ao + a1t + :.; + a,i') + g1(t)t' '' ~ ' ~ . f:: ~ 

Aplicando h ~ B=;T-.1.1 ~e obtien~: 

h(B)=F,(B)(a,,I +'a,B ¡ .. :'~ a,B') + ~1(B}(B}~ =o+ o= o 

Como h(t) diVide ~ tr, es d~ kr~do ;y;¿ri~r o i~al que r~ 1: 

h(t)=-t" con d<r y ~on ¡~ ~¡opie~ld '1(4~«IJ=ii~«I); = o 
Esto contradice el hec.ho de que r és el periodo de x·. 
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3, OPERADORES EXPONENCIALES 

Sea T:E~E un operador en R"; la norma uniforme de Ten L(R") (conjunto de operadores en R") se 
define como: - -

UTJI = ma.'t{IT(x)l l lxls 1} 

esta norma tiene las siguientes pr~pi~adci~ [H~s). 
"{':,:·1:-.·:-,-.S:':¿ ... 

i) Si llTll = K entonces IT(x)I :S kl~I ¡Íarat~dovalor k "· R", donde lxl = (x,, + ... + x,J" 

ii) llSTlls llSll llTÍI <f : ' . :K .. ff > -· . . . . . 
mi UT"'ll s UTU~ P~;ª ~J~q~¡;~ ~~o.'iri "¡N.· 

\,-_· ·, .. ·"-'··.:., ' 

Teorema .. La e~l't~~'~ci~ : '<_( .•.. . t .· e -~ t ·.· 7' •.. ·de un operador es absolutamente 
-. '-'" ,.,__, . «·,,_ :· ... kT 

convergente pa~ll cada op~rad()r T e! absoJÚt~m'ente convergenÍe y: 
. ' - : .·_ - : ~-

ue Tu sem 
'· -¡, :7 ,, ·, 

Demostración. Por el incis<i iii) se blltien~: 

De donde: 

de Jo anterior se obtiene: 
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esto implica que: 

es absolutamente convergente y que: 

m m 

Lema. Sean l:. A.=A .y· L B,=B series absolutamente convergentes de operadores en R". 
j-0 ~ 'j k-0 

Entonces: 

Demostración. Sean las sumas parciales: 
..: , ...... 

P:.=t a,? ylf,r. AiB• 
ic-i' - ..... 1 ... l ... 

Entonces: 

Y.,-<><uP,,= t I,A;B,'-tA;t B, 
....i··J.'"i."""' j""' ff-o" 

Donde[' denota la suma de los termines cuyos indices satisfacen: 

j+ks2n 

Y [" es Ía suma que corresponde a: 

j+ks2n n+lsjs2n Osksn 

Aplicando la norma uniforme:· 
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Observe que : 

b) ¿"llAill·llB•lsl'.: !Ai! E IB•ll 
;-ti k""ll 

esto implica que: . • . 

llt ~A¡B•-tAftB• 11 s•E'IJAill llB•ll+E"llAilllJ.B,11 

', 'oo.:·~-:.,..,ñ: .. -:·, ····:?n 'oo 

s EllAilit: IJB,11 +E llAJll E 11a,11 
. j~-,. ·---~..,..1·· :•j-..r-1 l-0 

! '.,' ~ 

Como A y B son series a¡,sol~tame~te éo~vergentes ento~ces: 

j .. 

Y sus residuos parciales tiend~na'cero cuando n 'Íiende a ,;;_Aplicando el límite a los términos de la 
desigualdad, se obtiene::···, '·' · · · · · · · 

Por lo tanto: 

EAJfa,= f f.AíB, , 
j-0 k-0 ~- '"'l•·l . ._· 

Este resultado se aplíc~á'pará probar el teorema principal de los operadores exponenciales: 
Teorema 1.41. Seán P,S,T operado.res en Rº. La exponencial de Un operador cumple las propiedades 
siguientes: · 

a) si Q=PTP:' entonces eQ=perp-1 



b) si ST=TS entonces es•r=eST 

d) aj n·2 y T{: ·!] entonces: e 

Demostración. . . · 

a) t (PTP-1) = t . (Pfr·I) "' p t . T' r:' 
... kl ...... k! ... k! 

.¡cos b ~••n b] e .lenb C09b 

por Jo tanto, al pasar al. limite cuando N tiendeª."' se obtiene: 

b) Como .sT.;TS, podem6s ~pli~ar el teorema del binomio: 

. ¡<;..e•·. 
(S+T)"=nl L ~ . .:!:__. . 

. · ..., .. 'j! k! 

aplicando Ja exponencial y el le~a anterior se obtiene: 

eM=f (s+T)" .. 1 L ·i. T' 
j•" n!: ~~·k. ji k! 
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c} Como producto S y -S conmutan con la ·operación del producto, podemos aplicar el inciso b): 
es-1-s¡ = e• e·• implicá ¡,,;e" = es e-• 

Esto significa qúe ( 9')"1 = e-s . 
·, ,.. -_ .. _. _-,, ·· .. 

"(·- '.<. : .¡. 

d} Para p~obÚest~ iricisá ~cernos la identificación. 

entonces: 

[: :1 e 
Ahora bien: 

:-·. ,, . ' . 

. [::] · .. t:J 
e··~ e 

r• .. 1 ·· 00 r .. ·. ]k 
e··=E+it~ ~b 

k=O :· 

pero: 

o -b n o. ·. -(1) b ~ ] r 
l "'' ] 

b o = (-l)lb"'' ·o 

: _b]: . 

. O 

si n=2k+l 



por lo tanto: 

e~ j [cos b -scnbl 

= •en b cosJ 

Luego: 

[: ~] a [cos b 

e =e l senb 

si n=2k 

-sc.'nb] _ a [cos b 

cosb - e •cnb 

-senb] 

cosb 
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