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Introduccion

ﬂ. tratks def tiempo, of campo def Anifisis Estructural se Aa renowado, yr que la ciencia ¢ aportado nuewss
I

teorias cu alpunos casos, y en otros Aa petfeccionado las ya exis , acigndolas mis cficicntes y reduciendo
los tiempos de trabajo en'la resolucion de un problem: dado.
Sin embargo, la aparicidn de las C foras de gran eapacidad mared el inicio de una nueva cra

en el campo del Andlisis Estructural; ya que estas, se han convertido en una ferramicnta imfi;pcluuﬁfc
en [a resolucidn de estructuras de gran tamaiio. Durante muckos aitos se intentd resolver problemas apli-
cando los métodos matemiticos del algebra lincal y atin ewando muchas estructuras pudicron analizarse;
el trabajo fubicra sido, ¢n muchos easos imposible si o ubieran cxistido las computadoras y calculadoras de
gran capacidad.

Durante muchos ailos, para la resolucidn de problemas de anilisis estructural, tuvo que recurrirse a
los Namados “méodos aproximados o iterativos”, A; cuales se volvian bustante complicados a medida que
el tamailo de la estructura por resolver erecia. Sin cmbargo, este era el vinico medip para analizar una
estructura ya que los llamados “métodos exactos”, requerian fa resolucion de grandes sistemas de ecuacio-
nes simultancas; los cuales eran pricticamente imposible resofver en forma manual. Lu aparicion de los
p vino a solucionar este problema, ya que; éstus resuclven de mancra relativamente fiicil un
gran nimero de ftd) Ademds, los computadoras son bustante pricticas pura utificar-
{as en e mangjo de opcraciones matriciales, ya que; por medio de un programa adecuado, resuclven en
Jorma sencilla complicadis opericiones mutemiticas propiss del afgébna matricial en tienpas por demls eortos
e compunacion con o que seria una resolucion manuaf,

L presente trabajo pretende ser una ayuda en ol estudio de fa materia de “Andfisis Estructural 11"
que se importe en fa ENEP. Aragdn. La idea principal es la exposicisn de los principios del andlisis
estructural tifizando un nguaje andlogo af utilizads en las aulas universitarias, esto es; (misma termi-
nologia y accesibifidad en fa presentacion}

'Iflffmmzidu no fue ficil ya que fa muyoria de los textos a los que se recurrid para elaborar este tra-
Bafo utifizan, en nuichos de los casos; un lespuaje parcial o totalimente d;[:rculc al yue se mangia usualmente
en aulas. ‘Esto eonlleva b prob af tratar de darle una interpretacion en el lenguaje
conocido ya que, en un principio; el que suseribe no puds siguicra relucionar o yuc estabu leyendo eon éi
conocimicitos bisicos ya adiuiridos sobre fa muateria. Solo a través def tiempo y e feer y releer los texgos tra-
dicionales es como poco u poco logré comprender i forma uccptuble y relaciond lus idzas de los textos con
mis congcimicntos bisicos sobre ki materia, para después darle una intery in f8gica y poderlos expo-
ucr de manera uccesible, por b menios a mi juicio. Desde fiucgo fo anterior no significa que para otros estu-
diuntes a mi nivelocurra fp mismo.

De cualguicr mancra y sin falsa modestia, erco qu aungue sea en mediang manera el objetivo se
cumplid of seafizar este trabujo.

Tinibidn debo uclarar que este trabajp no mungj los tems con gran profundifud. Si afpin ctor pre-
tende profundisar en alipin tema cspectfico, debend récurriv a ulipin texto sobrefa materia; la ﬁlbgf':lzymj it yuc al

Sfinalse presenta puede ayudar o este respecto.

FALLA DE ORIGEN



Ef preseute trabajo presuponc que el lector estd ﬁmiflbn’;mfo de antemano con ef undfisis de estrue-
turas fsostiticas y de estructuras Riperestiticas, asi como con ef mancjo def algebra matricial, tema este
wftimo al que se fa dedicado ef capituld 1, pero; solo a mancra de repaso yu que resultard una Rerramicnta
astante itil a o lago de todo o casi todo este trabajo. Ef capitulo 2 plantea los principios bdsicos del
andlisis estructural en una forma rigurosa validndose pura eflo de fas matemdticas superiores y utifi-
zamdo e una formu estricta todos y cads uno de los pardmetros bsicos que el andlisis de unu estructura
requicre. Los capitulos 3, 4 Kl 5 presentan aljunos conceptos busicos e mds adefoute se utifizan. Los

pitulos 6 y 7 presentan formafmente los dos “métodos tradici exactos”, que se utilizan en of
andlisis estructural asi como alin método iterativo, El capituld 8 buce una compuracidn de bs métodos ex-

uestos en los dos anteriores capitulos y presenta algunos tewus sclectos o variaciones relacionadas con f
andfisis de estructuras especiales. Por iftimo, ef capituly 9 nuestra un somero panorama acerca def
andfisis plistico de estructuras.

‘Es importante conctar tambin que en este trabujo sc fan hecho dos omisiones importantes.

La prinera: se ;gltbrr o fo contribucidn que por efecto de fucrzu cortante se induce en fa matriz de
flexibifidad y/o rigideces fc una barra que forma parte de und estructura. 2\ su vz estd prinera omisidn
ufecta fa oftencion de fas fucrsas de enpotramicnto que sc obticucn en los extremos de barras cargadus
cit su interior, ya que; seipin el inciso 8.4.3, la obtencion de estas fucrzas se hace e funcisn dc fas con-
venicntes matrices de flexibilidud yo rigideces apropiadas. Esta primera ion es valida, si
mos que fa contribuciin que i fucrsu corante aporta (ver inciso 4.2) no afecta significativamente fos
resultados finales y en viltima de las instancias puede ser absorbid por los factores de earga y de sequirdad
que ent discrio estructural se muncjan. Esta omisidn ticne tambicn ef fin fe Racer mis ficiles los eileulos ya
que cn este trabajo, casi todos an sido fiechos en forma manualy én funcidn de algunos datos que se con-
sideran constantes durnate ol andfisis (AEL) $i ademis consiferamos o fucrsa cortante, tendriamos
que incluir A y G, y el trabajo ya no seria tan ficif. Sin embargo iy dado que los métodos que se prescn-
tan en este trabujo son mds bien prog bles cn computadora); esta o s i no serd vilifa si s utifiza

. L4 s P .
la programacisn para sistematizar el awifisis y por consiy se gjar todos y cada uno de
fos pardmetros que se requicran,
La sequndit ondsion importuute, se reficre a los diag de cfe inicos para marcos rigi-
dos. Creo que una ves que s¢ conocen s fucrsas finafes en los extremos de eada barra, la obtencidn de fos

elementos mecdnicos es trivial y no requiere gran trabujo. Ademdis, y debido a fy gran extension de este
trabajy, esta omisidn permitid akorrar Bustunte espacio y costo; ya Jue fa impresidn es bastante cara. Sin
embargo, creo yo que tal omision o afectard fa calidud Jel trabujo (ya sea Bucna o mafa)

Por siftimo quicro referirme a los “apuntes” que otros compaiicros, al igual quc yo han elaborado en
otrus nuaterias propias de fa earrera de Ingeniera Civil, Creo que al reaficar estos trabajos, eada uno de
nosotros a puesto toda su capacidud y esfuerso pura frr.fcumr un trabajo gue, ademds de scrvir como
tramite a nuestra titulacion, tenga una verdadera utifidad dentro de fas aufas de nuestra escucla,

Esto fo iong porgue es reafmente triste y fr ver gue cn [a biblioteca se Aan acunmlado
un gran mimero de trabuajos de csta naturalesa yuc —a rescru ﬁ ser analizados y eafificados reak;
por profesores conocedores de fas matcrias sespectins— podrian ser recomemdfados por los misnws profesores
que fmparten tales muterias, si no como fibro e texto por {o menos com fiBro fe consulta, O en csta  forma
durles una utifidod real y no fos solamente afm fos como basura inservible,

Cou {o unterior hiago un fHamado a las autoridades, o mancra de sugerencia, para que sca considerado
mi comentario y s de una utifidad real o estos trubujos que hun sido claborudos con dedicacisn y entrega
por cad uno de nosotros. B h
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Capitulo 1

Algebra Matricial

1.1 DEFINICION Y OPERACIONES ENTRE MATRICES

@dfnic:‘dn de Matriz: Podemos decir que una matriz es una “tabla*” o "arreglo rectangular” de clemen-
tos que, lr son i reales o compli
Ef concepto de motris 'mmfc sin emﬁ?p extenderse, af easo en que los elementos sean polinomips,
s P i
e

S op 0 cunlguice otro tipo de “entes matemiticos”; conservando su vafides fa mayoria de
los ptos y propiedades agui p fos, y donde se idera a fa matriz como un arreglo de
niimeros, ;
Cominmmente se representa a las matrices con letras mayiseulas y con fus a sus cle

Por ejemplo: o

an an 3 B N

an  a; " Donde. [A] es:una matriz de “m” rengloues por “n”

a n cofumnas, En forma abreviadas - ;% o0

A} =
[ ] an. . aa

8m - Ame

11.1 lgualdad de matrices

Se dice que dos matrices son iguales cuando
de 2 misma mancra en ambos arreglos. Esto

Sea. (2] = g y [B] = @y Botonees:
M]:[’B]:i:n;y:lﬂy-' "V Donder 1 =4,2/3. .00 m



3 e _Algebra matricial (Capitulo 1)

1.1.4 Multiplicacion de motrices

St [A] es una matriz de m x r y [B] es una matric der x n, c[pm{ucta[ﬁl]x [B]es lamatricde mx n
s elementas se determinan de [a manera siguie estdenel rcrgﬁfn
-B,a la columna j-¢sima de {ﬂ] x [B] se toma el renglon i-dsimo t{c la matriz (A] y la columna j-
e la matriz [B), se multipli spondientes del my&fnyfaw _yn{u;mif
u.mmau todas los productos. ﬁzrgjmyb RO

414 3

=]0 1.3

6
6"
0_,

0 x :
- Resuitado =:12.

Zntonces:

A ;Blv= 1 [—1—2—{—}—{—12—]



Andlisis estructural -» 2

Por gjemplo:

2. -3 6]-
e el e
[A] = ’ Entonces: [A] = [B]
. 10 39 -6

5 4 0 5 4 0

1.1.2 Adicién de motrices
Esta opmadn puede ¢_~[¢ctuam: cuandp &u matrices son del murm onfm yel rc.wfm{u se aﬁtu:m: Su-
mando lo P de amﬁa: ices, Esto es: . )

Sea. (4] = fag] y [ZB] = ﬁg]/o.nm n.:La suma [a];g[?a];: 'yuq!a:; e

[S] = [ss) tal que: -

Sy= ay+by; paral =

La adicidn de mm‘mv' v
Bura 3], (8] y (€] matricesde v X 5
—Ssociatividad [Al+([Bl+[C]) = ([A] + [B]) + [c]
— Conmutatividad Al + [B] = [B) *i[A] .
— Therrento iféutico [A] +10)'= [A] :

— Elemento inverso [A] + (- [A]v)_

1.1.3 Multiplicadién por un escalar -
Zn ocasiones y particulormente desde cf punto de vista Ic ficar una

tei
matriz por un nimero que gendricamente se e llama “escalar”, ngﬁa operacin sc?;mc asi.s-
Sea. A] = [ag) una matricde mxn  ysea Pun esealar cua@m’cm Drtanw S

[E} =[ej] = P [A)dem x ntal que:

ej=p aj para i = 1,2,3,.

ﬂ:rafa:ﬂ:[ﬂ],[ﬂjmxtnmnfc mxn .rccun;ufegu v
— B (lA)+[B))= ﬂ[A B[B]
- (?+l3)[Al t(A]*ﬁ[Al

— f(ﬁ[/\])— (W)[M




S e Algclzramnrlclnl a - (Capitiilo 1) -

Se f&mw matrig l[tumfaiz{c pnfcu " [I,,] = [ny] mlqut

ar; igual que en'ef dlgebra comin, esta matric tiene &u miisrmus pmpmfa[u quc cf c/t.'mcnto n{cuu-
dad para h multiplicacisn. Esto es:Si[A ] es una matriz de arlcu 1t entonces: *

~ [W[A] =[A]
— [Al(l] = [A]

1.1.6 Transposiddn de una matriz

La fe i quc sofc una mntn'.'. en otra, llamada st tramp uésta, cuy _/n.c
mgfaucs son las cafummu de [a matriz originaly cuyas columnas son fos reiy ﬂfana {e 7] rmmz angmal
Con esta sc ticne que: .

Sea [A] = [ag] una matric de m x n. Se flama tmlbyv
A% = ¢y ] talque 5 = aji por eenplo:

LR

2 3 6 4 an .8u an au )
[A) = : e o
4 -2 0 1 i an a:: an 8:4

Entonces:

- ([Al[Bl)’ [BT][ATI
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Loua'[cubspam/auénznta:rﬂéqﬂumm PR S R T M S

RiCz = (1x1)+(2x-1)+{4x7) = 27~ Y finalmente queda :
RiCa = (1k4)+(2'xa)+(4x5) T S
RiCe = (1%3)+ (2% 1) +(4x2)

R2Ct = (2x4)+(6x0)+(0x2) .

RaCa = (@x 1)+ (Bx-1)+{0%7)

R2C3 = (2x4)+(6x3)+(0x$)

e columnas de

Lamnltb‘dnjum{nmnm[pamp;ﬁrg ar el producto (3] [B] s que el
[ A ] sea igual of niimero de renglones de (B ). Por ermploi Si[A]=(3x2) 5y [ [B] = X 6} en-

queda entonces asi:

tonces [A] [B] se puede obtener. La definicisn formal de [ multiplicacion

Sean [A] =[ag] y [B] = [b;]dos
Elproducto (A ] [B ] es una matriz [P]

n LR v
py = Z ai by ; para‘l =
k=1 o ¢
La ruftiplicacion de matrices satisf Ppropi

Sean {A),[B]y [C]nutn‘a.rl{, m“x '",3,, x q_l/ qxp, rg.cpgail{ap;(ttp; ﬁ‘uizv.lw; .
- [AI({B][C]) = ([A}IB])[C] L

- [A){B] = [B][A}s o

Sea (D Juna matric der x n,y[ﬂjy[cjcfeanﬂn’n xg.

~ [D]([B] + [C]) = [D}{B] + [D][C) "

1.1.5. Matriz identided
Es una matriz de orden n de la forma:
1 [b] 0... 0 8

: Porlo que:

! Brolgunas tas0s, el products e puedz efectuar en un sentido pero nnmfkm, Sy MJ‘ZFN'MM. T etres cases la mudtiplica-
ciln pueds efectuarse tanto en'wn sentido como en ef otro, pero las resultadas puede sex difesentes ¢ iuoles segin fas matrices de que se .
troten of AB= R Las matries se Qaren peswutables, (Eduardo Solar Gonedlee) .
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critfoe s 'I‘I blece a cont-

La mm.qnmadn da I ugar a das !?!u.i‘ de atrices
hnuacndn .

can'n'.r'g‘
. Sea [A Juna matriz de 1 x n. Se dice ques

- [A]essimétricasi [AT] = [A) :

- [A]esantisimétricas! [AT) = -(A‘] s

Veamos akora las caracteristicas de los ckmcnm de uma matriz .mn(mm y Jc una anmxm{mm
Pura el primer caso:

[a]=(a] Esoes

Es decir, los clmenitos “simétri ccto a [a i
otro, Mznd:ﬂﬂm\pmndn nmcnom mne, pora:i=

{ deben ser, uno ef negativo def

Las matrices simétric -y antisimetricas ualcutmmalm;ﬂl.r:gmcntupmpwufmfu

Si [ A)y [ B j son dos matrices simitricas (antumw:’mm) de: nxnyP esun c.m:ﬁlr,
entonces:

- [A] + [B] es simétrica (antislmétrlca),
BlA] es simétrica (antisimétrica)



.7_e Algebra matricial (ngllufb n

Pura cualguicr matriz [A Jde nxn
[A] + [AT] es simétrica

- [A] - [ AT ]es antisimétrica

1.1.7 Tipos espaciales de matrices cvadradas
ecialmente en,

Las matrices cvadradas desempeiian un papel wasy importante en la teoria {z mtnrt.f,
e tipo

{o guc sc refiere a sus aplicaciones. 'Es por eso que se estoblece cicrta tcmulwlbgﬁ esp
de matrices, de la cuaf rios ocupamos en esta seecidn. * s
— Diagonal principal: Estd constituids por fos elementos ay tales que i =j, nr:{mr, porfose mentas
dela famu i fen una matric cuadrada, fa diggonal que va de xzqmcda a derccha y de’ ﬂmﬁa a
afajo} E S
— Tridngulo superior: Constituido por los clementos ay tales quc i< S 'Bto: nﬁ:mcntu.fsc cncncnmn
situados porarmiba de {3 diagonal principal. ; ; ;
e Tridnguld inferior: Constituido por los clementos aj tales que §>. ) ﬁ'to: ¢l
smmfa: por abajo de (a diagonal priucipal.
Los tipos iafes d¢ matrices cuadradas que wremos en  esta .rctaﬁn s
fisposicion de {os efementos de acuerdo co estas tres regiones. i

A =

Telangulo inferior—] Placonai prlhclpal

a..a oo Ban

,.'O.....am 3 ‘ y
Triangulo Infenor o

Tnangularsupenor o
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Zﬂtbnau:j_.: : .
5 [A] y [B ] son dos matrices tr
nilmero :uafgul?m Se cumple que:
- [A)+ 18]
- plAl

-~ [A}1B]

s grlénghlaf(éﬁp‘eﬂby o info{ribr)'
‘Es t(iéhéblar' ‘ "pke:riqrpjh{e‘rvldr‘)‘
'Es trlangular (superior o inferor)

una matric_cuyos elementos si-

~.S¢a[}l”‘, 7
- "Pajaloﬁ{j {

S{AJ+ (8]

- B[A] = Diaglpan,
7= [A}[B] ' ='Diag{a b’
- (a)" = Dlag(—i:

1.1.8. Inversa de una motriz

EL problema de sesolver un sistema de ecuaciones fineales s puede reducir a resofver uni ceuacion matri-
cial de o forma (A } [x] = [B), donde [X ] es la incdgnita, Esta ccvacidn matricial cs andloga a fa
ecuacidn numérica. ax = b, la eualse puede resofver (5v a %0 ) multiplicando et ambos lados por el
o inverso multiplicativo)de a, obteniendo x = a 6. EETTEL T
Sea {A ] una matric de n x n, ‘Ll;:d_ m

IX)1A) -

&

s e e faoersa e [ A )i
ALIX] = (0

o'se representa como A )75

Cabe huacer notar 7.); fa igualdad, [X ) [A] = [A] [X },s0lo cs posible cuando [A ) y [X ] son
mutrices cuadradus def mismo orden; en cousceuencia, para que wia matriz [ A ] tenga inversa es con=
dicisn ria que sea cuadr da. Ademids, 3 inversa deberd ser tambicn cuadrada y del mismo un{_cn
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que [ 'S} Debe seiialorse, sin :n}iagn,bquc' no todas fas atrices ticuen l’nvér.m,{p'vr {o que, a fos matri-
ces que ticnen inversa [es famamos “uo singulares”s y a fas que no ticuen fnversa singulares. =

La inversa de una matris tiene las siguicntes propiedades: T o

. nk(A G isfelw 0
S A continuacion se ifustra un métods para obtener fa sversa de und matric, para fo cual s tienen fas
siguicntes definiciories i e : :

—— Menor de un el

o ef n.;nngu yh &(m(mi

clemento, 2
Porgjenplos T
. an an wLE
- ] o Sl P iy Sk Q- Aw,
[Alf:: Lan’ aa »an&{ "3 menor de Ba= i L
L N AL ax ‘as

(B_] = r_r;eport_lab%:i { bn ]

:‘bn‘:

— Cofactor e unt eleménto,” Se Izﬁw com el menor del dlemento primfkf?ar un :&‘g}m (+)d (-). €
signo por utilizar depende de i pasicisni del clemento cu fa ratriz.: Cuando fa suma de sus subin-
ices de columna ¢ renygfones es un ndmero par, se antepone ef signo (+); $i tal suma ¢s impar, se an-

tepone ef signo (), un cofuctor se-simbolica o menuds_con’ una letra mayiscula, testada y eon
subindices. T S G ) o
Por cjemplo:

Cafactor de a;;

Mairiz singular: ¢3 o matels que ni s regulor, y, pare goe und matnis sca rguior, s necearis y suficiente que sy deterinente -
sta distinta de cero siol deserminante asocisds de v matrie, es distints de cerv. tm»t'unm * pg utjd amy-ut:a s¢ dice que son
Mincolvente ndtpendicates” s TR ER L LTI s P e EETR

RPN
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— Adjunta de wna matriz, s ama r 7Ezanxfa cada uno de sus elementos por su
eofactor, y transponiendo lucgo di adjunta de una matriz [A ] se simboliza por
[R )T e B S

?aré,‘cnpb: S

determinars partir de la sig
s dmaoeeps

) , _;V»Adluma"de[Al
.[AJ’ ’-  TAT

Z}cnyb:

(Al=| =

[
wregm L |

Este método sc pi lament intry  def tems, ya quc,; yar'q'nutn'm{nnyém de
Ix3d4 x4 necesitaria un gran ‘nimero. de operacioncs, eon’lo_cual se vuelve! imprictico dicho
método. .;i se quicre afiondur en ‘ef estudio fe este temn se téndrd que recurrir a algin fibro de algebra - -
matricial, 5 T T B T
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1.1.9. Representacion matricial de un sistema de scuationes lineales

Con Base en las definiciones de jgualdad y muftiplicacidn de matrices, un sistema de m ecuaciones con
inedgnitas (finealés) pucde quedar represcntado por la expresion:

) [A} (X} = (B} "
Donde [A ] es una matriz de n x 1 que se conoce coma “matriz de cogficicute” del sistema, (X J es una
matriz de n x 1 conocida como “vector de inedgnitas” y { B | es una matriz de n x 1 conocida como
‘“vector de términos” imfcp:m{ ientes. - : .
Esta idn puede resolverse premultiplicando por {2 J° ? euando {A ] sea una matriz no singular, tal
que: . )

[AY ([AJ(X)) = [A]"{B}
(LA]TIAD{X))= (A} (B}
m

Asi, por cjempla; ef. .{imrfq £ u‘ub
Xt e

En consceuencir .

ixT=tar (s | 2
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Es la sofucidn del sisterna; es decir:

% o=-4
X2 =3
X3 2

1.1.10. Notadin de matrices

Las i fradas o ngulares se indican
angulares. :
For cjemplo:

Una matriz colfurnna se indica
Por ejemplo: )

i8] =

Enlo f esta simbologla para referirnas a los sistemas matriciales,
Cad s ey

1.2. MATRICES PARTICIONADAS :

Ext citrtos casos puede ser ttif “subdividir” las matrices con objcto de .fmy‘?/kar afgunos cdfeulos o para’
cambiar [ presentacidn de un problema, surge asi el cam?m: de particidn de matris; sin embargo, es
icnte introducir antes fos concep e submatric e fiipermatriz para facifitar fa comprension del .
concepto de particidn . o R
~— Submatric e hipermatric. Si (A Jes una mitriz de mx n, sc llama Msubmatriz de (A ]”a cualguicr
matric que pucda obtencrse a partir de [ A ] suplicudo cn esto alguinas reiglones o colurmuas. Por
eferplo, si en la matric . S ; e e
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Suprimimos el tercer renglon y d: :;ym;d'a ycuaria Fafum:u_:, .rc déi:z:}: @ matrizs..

St conoce como ﬁ:pcmufrxz aun nmy
cuyos cfcmcnm.mn mtrices. Por efenplo

e i .
[Cvl Ciz ) Y [D] —[ ; J
T da

ot

Con fo yuc se aSucnc una hip
fwcfcn:nla:ﬁ{ﬂl] [97], {C} _/ [ﬂ},‘

puafc ep arse e términos con

H] =
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1.2.1. Particén de una matriz

Considercmos afora la matric:

[A] = an An: . cam o A -

‘

manera;

o aq:me‘nm[a’wmr uné ﬁpmmz, blimfnﬂo sus elementos cn ,mﬁrmhw.n{eh .ﬁ'gm’cn!e

Hemos formado con eflo la hipen

Jlan:an S e e : . i
[An])= [ J vilAn) = L) ; e =lau aw

= asd s
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Dicha Fipermatriz se dice que es una '71nmadu":{c ﬁl mmw [ﬁ j Otra pnrtmdu e fa mista ma-
tric puede ser (a siguicnte: ‘

En tz’mwm encrales /J L
unia fijpermatris,’ nn{umfc la agrispacion
de Aipermatris camu{cm como una pamadu. Solo st aceptan coma tales aguclhf en gue: -

No es una gurmm’n Jz lamatric (2], puesto que fas submatrices [Jl } y [ B ] no ticnen cf mismo
nimero de renglones, como tangwm o ticnen fas matrices [C )y [D ). En eonsecucnciz, tmla pnmadu
:feuuamlnzm x nnfcicm.unfcfuﬁ:mu L

mytmzEmy+ L s =m
] +ug b knt =n

mz m:gﬂ:m:: /

m 1 myfam:r /

ms renglones
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ﬂ.‘l.‘,kllfa hpﬁhwrpartkl‘dn qll‘c’.fev’;l’t‘.(cllfjf tzntm qllt.‘

A\a
Aa AZI

Duﬁ:mftm, =2,mz 3y ni1 =2, =15 u_q = 1 ﬂ:r&)quc:cmtanfthpartmdn
defa) uu!ua/npnrﬂ:sndntmx(z,.i) y {2,1,1) ﬁ:lnﬁayanzidnh mamz[Az:],porgw?h
&5 una matriz de m2 x nl (s decir de 3 X 2 ) definidapor -+ : ;

[R21] = [a5] com: 1—3,4,5
J-'J,Z

1.2.2 Operadiones de matrices por partidin

Una vez que se han determinado las pamanm, con h.s ﬁymmm obtenidas puc(m d’chuar.r: ope-
raciones como si s¢ tratara de matrices x;uya: P siempre que
estas siftimas sean conformables para todas fas apcraaolm' m]uen{n:

Veamos primero unos cjemplos relativos a fa adieidn y a fa rmlfhpfu:acldn por una csealar, y para
ello considercmos las matrices: o
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Bn: Bz

Au-An ;; ," '
&an G- ‘

. Aun+Bu

‘:Anf@“

La cual constituy e a su 2 ves fa particidn de (A ] '+ [ B ], como puaf: vcnfuar:c fa’afmcntc su-
mando las matrices (2] y ;[ B). ‘ :
C‘amufmm nﬁam el c.n:ahr .

af,ar itifidad prictica resulta cf caso nfc fa multipficacidn de matrices por pnmadn z( pm-
ducto puede obtencrse nmmp{lazmﬁv las’ ﬁrptmutnas comp si estas fucran matrices, siempre que las co-
respondicutes submatrices s¢ bles para (as operaciones o efectuar cont cflas.. For gcnph, =
comufmnm' fa.r matrices
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A ! B|1+Au B2

Au B|2+A2: BaJ

[Au][Bv:]+[A|:][Bzz]- ', E
o s o

I

(A{-][By-‘l"rl{\al[}ﬂz"'] = (0'-2’ 0] o +‘"[7i4](1] <1074 (71=1(7]
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5(0-47" ‘, ~-5-,0-4
ale o :[A]’[aj_'a 8 9l
7|-6 4 176 a

Si se desea obtener (a transpuesta de una particisn de matris, primero se trata & matrig como si no

p

fusera una articidn y se umrmnfmn las lﬁ! las columnas af igual que en el proceso comin de
P Yy y Yual g P

Luego se blecer las lineas de pamaén en la matriz tmm;mma y se verifica
quem{nunna{cmmmw:mh de o en fa mafric
Por tanto, [a submatric [}1;] fisada ¢n la posicidn (i, f )de h matriz particionada aparece como su -

transpuesta en (s posicidn (7, i) de [A7]. Entonces, la de la matric fiente a la
&f"l;:l’;:ldll de pnrh{adn de um{ ;mtnc se puede q?marlmm . " °

[An | A’ | Au'[....] AW

Av' | Az | AR|....] Aa

T
(A= As' | A [Ax'] o] A

A..l' A'-:' As;' coesf Aa ]

1.2.3 Inversa de una matriz pariidonada

ongar se ticne [a matric (A ] de la que se l'ltc determinar su inversa. s n.ﬂﬂk rﬁw{:rﬁx en
:ug jzu:n(m menor y ast ﬁnmmr:ﬂ‘nwrz: con el pmm{umenla ngcnttp
el sisterma de :
[A} {X} = {B} Sy
Encelque [A]esla matnzZor invertir y (B ] un wclorcuafquma & térvinos m(cp:n(fmt:.f Si

Iy

Azzrepresenta una submatric de [A ] con inversa por algunos de los iltimos
de (R ], y el mismo niimero de las ultimas cofumnas de [A], ﬂx ecuacidn malncm[antmarupudc ex-
presar como:
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An A [ X 1

Axn X 2 )

En donde, fijada la posicidn de h :uﬁmalnz Azzen [ A ] /uaﬁm oﬁ/jm{n: fas fe hf otras :u6ma-

trices que aparecen en (2) . De estd manera, si Agz resulta ser de orden = m % m: | ef veetor Xz mnmdni
fus ilkimos m elementos de (X )y el vector Bz también tendrd los uiltimos m ¢lementosde {B ).

Pura resolier este sistema matricial se ardn las operaciones matriciales indieatlas en zf pmxfucto 2
igualdad, teniendo en cuenta que los elementos matriciales son a su veg ‘matrices. Se tiene:.

Ay X, Au X, ‘A =B, (3)
) Axlx A,,X "=Ba" : (4) :
Despejando ef vzctarxzfc(ﬂu aﬁlwm: : :

X

(6)

(7)

L D (&)
Con lo que (6)queda como: - B
; ‘ 2 (9)

" Llevando afiora (9)a (5)se obtiene:

X, = A" A,C B*(Aa *AzAn (10)
Haciendo en esta ultima z:qm.ndn e '
E= A., ' (1)
(1?)'

(13)
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Por b quc‘h inversa Jc la‘n'mtriz /ﬂ]ﬂ;' .

cta| :
7 0180 0200

d)
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0197 0,130
D e ek e

0.130 -0.290 S

. Finalmente - ‘
0.128 0.021

\ [0.621 070

1.3 USO DE PROGRAMAS
Actualmete existen en ef do de la computacidn un nimero iderable de pag o prog
faborados especifi para resofver problemas de andlisis estructural. En la refercicia 14 de fa
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biblioografia que se utilizd en este trabajo, st presentan varios programas en lenguaje BASSIC. Uno lla-
mado “Flex”), que itifiza el método de / ibifidades en la resolucion de armaduras iy marcos planos, Otro
flamado “Rigideces”, que da los desplazamitntos en los nudos de armaduras planas. EL iftimo se flama
RIG 3DIM, y da el vector de desplazamicntos en armaduras tridimensionale

Sin embatgo, para este trabajo se recomicnda aliin paquete de operaciones matriciales solamente ya
que fos programas antes sefialados, por su fonna de estr idn no requicren mucha miento de
andlisis estructuraly pucden ser utilizados incluso por un capturista. Dado el ojetivo de este trabajo,
que es familiarizar al lector con el andlisis estructural matricial, no sc ienda utilicar los prog
antes mencionados hasta no tener un conocimienta claro de la materia.

El programa de operaciones matriciales que se utifice deberd realizar por fo menos las siguicntes
operaciones: .

—Summa de matrices

—Multiplicacidn por una escalar

—Multiplicacidn entre matrices

~— Tfansposicion de matrices

— Inversidn de matrices

Se recomicnda también adyuirir la codificacitn del método de “Cholesky” para resover ccuaciones
simultdneas que, por sus caracteristicas, es el indicado fam obtener fa solucidn de los sistermas de ccuciv-
nes sisnultdneas que se obtienen tanto para el método de rigideces como el de flexibilidodes B




Capitulo 2

Andlisis introductorio

2.1 DEFINICIONES FUNDAMENTALES, PRINCIPIOS BASICOS
Y SOLUCION POR LOS METODOS GENERALES Y DE ANALISIS

.S ¢ fan desarrollado métodos de la teoria de o elasticidod para su aplicacidn a un cuerpo cuyo material
estd uniformemente repartifo sobre un volumen de una forma e.:pccf/ﬁa doda y que esta apoyado y poste-
riormete cargado Ir//a deformado de wna mancra determinada. Se supone qué el material & Rormagéneo,

isotrdpico y fincalmenté elistico, Para cse problema especifico se quicre caleufar el estado de las fuerzas,
defc iones y desplo alo fargo del cuerpo.
A objeto de {a resolucis itica de esos problemas, es necesarip referir los puntos y partes del

cuerpo respecto @ aliin sistemu de gjes coordenados apropiados (¥, & y Z serd el que utilicenos)

Las fuerzas exteriores que actian en un cuerpo son de dos ?n&: Fuersas de superficic y fucrzas de
volumen, El aislar una parte de un cuerpo y considerar su equilibrio demwestra by existencia de las fuer- -
zas internas en las caras internas de esa seecidn. En la figura 2-1. se presenta (a notacidn y el eriterio
utificado para describir (as fucrsas interiores y exteriores, Lo todos f; casos las fuerzas estdn repre-

das cn sus sentidos positivos, Pura los trazos diferenciales aislados, como el rep fo en sus sert-
tidos positives, la variacion de intensidod en una superficie (o volumen)dife A n pequeiia que
se puede representar ﬁ‘z/ucrza totalen una superficie (o whimen)por b intensidad en ef centro de la cara
(o volumen)multipicada por la seccisu de la cara (o volumen def trazo)
Las fuerzas e su;mj;lcfc r;_::zfn rfpﬂrtﬁ.{l’w ;mﬁrc fa fupnfl‘dc ‘}I::’; cuerpo y se lzuafcu descomponer en
yas (fuersa por unidad de superficic)se representan por X,

tres comp
5z

Lus /ucmu de volumen estdn repartidus en ef volumen del cucrpo; pucden estar Pruzfucx'afus por la
gravedad, magnetismo o uceleracion ({ucrza de incrcin)y se pueden rep por tres comp
coordenadas, cuyas i idades (fuerza por unidad de volumen)estin expresadas por X, 9; Z. Se obser-
vard que el .;:nﬂ‘lfﬂ}yxiﬂ'tb de los componentes de las fuerzas de superficie o de volumen cs cf mismo que
para los corresp l'rnh'fg'g; denudc

La fuerza interua resultante repartida sobre una cara interior, sc pucde descomponer en dos compo-
nentes; una componente normal a s cara y una componente tangencial o de cortante, paralela a cffa.
Generalinente esta tiftimu se vuclve a desc en dos comp en el plano de la cara. A fas
intensidades (fucrza por unifad de superfice) de fas componentes normul y de corte se les flama respecti-

25
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wamente fuersa normal O y fucrsa tangencial o fuerzu cortante T ; de ordinario, la fuerza en un punto se .
define especificando las fucrzas normales y de corte en los tres planos coordenados X, 9, 2 que pasan por
ese punto, perpendiculares a los gjes X, 9, Z respectivamente, . % i 4 i
) Con  se usa un subindice para afr:.mr el plano en el que actia [a fucrza normal; ast oy cxpresa fa .
fuerza normal en un plano perpendiculer of efe . Estas fuerzas se consideran positivas cuando son de
tension. i L i ;
Con e usan dos subindices, el primero de los cuales indica el plano ei que actiia y el sequndo la di-
reccidn en este plano; ast, tyy indica [ fuerza cortante en el plano X que actua ’Earn,chrr_tlgte alge o, -
Las fuerzas se ra:m'[craufam’im cuando actian en las direccic de positivas de la :
€

. Lele R .
r PRI P 4 g
Cormo tonsecuencia de ls deformacidn, se desplagan los puntos de un cuerpo, Los desplazamientos -
de un punto se pueden rep or SuS tres comp denados u, v, w en las direcciones X, 0,
2 respecti Las tes de un desplazamiento se consideran positivas en el sentido positivo

del, gﬁ:' coordenado cannr[mmrfﬁ:nf X

<

Una vez definidos (os desplazamicntos de todos los puntos, cs  ficil cafeular fas deformaciones. La -
zfgofrmcidn fineal de us elemento fiicl sc rep /m:r gyse idera positiva cuando es un alar-
gamiento. Con € se utifiza sin subindice para expresar la direccidn primitiva del elemento que interviene.
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La variacidn del dugulo recto entre dos el lincales originalinente perpendiculares sc flama defor-
macidn angular ar;{r.f/]amxvn de ) entre esos ele Y se rep por Y, considerdudola po-
sitiva euando se reduce ef dngulo recto original entre [a profongacisu positiva de estos ele fincales,
- Es fdcil ver que se pueden caleular las fuersas normal'y cortante en cualquicr plano que pasa por un
punito, si sc conocen la fucrza normaly dos de fuersa tangencial en cada uno de tres planos
perpendiculares entre si tres planos omyanaﬁ:) en un punto. Por tanto, parece que para definir el
estado de fucrsas en eada punto, es necesarip conocer nueve componcentes de }:.Icrza (tres en cadi uno de
los tres planos) Sin embargo, es fiicil demostrar que solo hay en cada punto seis componentes inde-
pendientes, o :

Ox1 Oy Oz0 Txys Txzs TyziTyas Toor T2y

Txz=Totr Txy = Tyx s Tyz = Tzy

Ast, resulta evidente que solo hay scis componcntes de fucrza independi e cada punto: tres
Juereas normales Gy, Oy, Oz I tres fucrzas cortantes Ty (=T} Tae (= Tex) Y Ty (= Tey)-

Una vez idos los despla i or u, v, w en todos los puntos de un cucrpo, es ficif caleu-
far por simples deraciones gegmétricas cualguicr uspecto de la deformacin del mismo, Tales cdfeulos
son ezma’afmcmc sencillos si fos desplazaricntos son pequeiios de modo que sean vdfidas las hipdtesis de
dngulos pequerios (o = Sen o = tan o y Cos o = 1) y se pueden despreciar fos cuadrados de los
primeras derivadas, en comparacién con las propias derivadis primeras,

Por cjemplo, consideremos la figura 2-2, fay tres elementos fincales en el punto O: 02, OBy OC.
D?m‘: de la deformacidn, estos clementos se”han movido Rasta las posiciones O'', 0B’ y 0'C’,
Rabiéndose q?crm{a enormemente su magntidu para aclarar @ _figura. Obsérucse que, si los des-

plazamicntos del punto O son v, v, w los de 2, B, C son:
PuntoA:u+g—:dx H v+g—:’—‘dx y w+§a-:'dx
l?untoB:u-»Z—de H v+g—;dy y w+g—;vdy
Pumoc:u+%§’-dz H v+%dz Vva+g—:'>qyzr .
e los desplacamientas los verdaderas longitudes de os clementos tales como 0%y

Por la
oC'y los Jrg‘uﬁu entre cllos, se verin prictic teen la p roycecidn de esas liucas sobre el plano XZ.
En esa proyeccidn, por efemplo, es evidente que la variacidn de ﬁngitm{ de 02, A(OA)es pricticamente

=OA-0A=2Y gy .
4(ON=0A-0A=Z8 dx

Por [o tanto, cf alargamicnto unitario o deformacidn fineal de este cle g igina
paralelo al cje X sc flams & ycsiguala Oul Oy . Del mismo modo, fs variacidn de dngulo’entre fos
elementos OA y OC, originalmente perpendicular, Af< AOC) es - o vl o0 i e Sy 0
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Figura 2-2. Relacitn geometric entre deplazamientosy defor

Tsta reduccidn del dngulb recto primitivo, entre esos dos elementos que eran paralelos a fos ejes X y
Z st llama deformacidn angular Yo, asi, las scis conponentes de fa deformacign en el punto O fires defor-

iones fineales y 3 angulares) se reloci nk'Titﬁa mudo con s tres desplocamientos u, v, w por.
medio de las expresiones siguicntes: T
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au . _du av:
Ex=9x .. YT 5y Fox:
Jav 'a"u‘gawi » :
Jav. o BT W gy
gy Yo sz .9z tox B
i aw o ’_i.a_V. ﬂ
Ez= 25 . Yyz= oz F

)
-~

Se observard que estas seis componetes de fa deformacidn no son independientes, pues estdu expre-
sadas e;funa‘dn solo de tres cantidodes: u, v, w. Esta interdependecia de los seis cornp de fa de-
Sformacibn es muy importante, En (o terminologia de fa fiteratura de & elasticidod se dice que las” -
deformaciones deben ser compatibles. s RIS IR

Equilibrio

En ef estudiv anterior de fuerz«# solp 5o consideraron s relucioncs de fucrzu: 1 . A,
mos considerar (a variaeidn de un punto ol contiguo pasa establecer los exigencias del equilibrio entre fas -

enlafipura2-3-
‘Esta ccuacidn -,

variaciones de las seis componetes de las fuerzas, Conside la particula rep
y eseribamas primero (@ ecuacidn def equilibrio de fuersas en (& dircecibn X, 2 Fx
Simplificada conduce a: SURTIR R Bl e

LF =10

IF=0 22
EFR=0 ax *
Estas tres son las famad; iones dife fes del :?ui(iﬁnb y deben ser satisfechas

en todos fos puntos del volumen de un cuerpo. Las fuersas hallados de las ccuaciones 2.2, deben tanbicn
estar en equifibrio con las fuerzas dadas en'todos los puntos del contorno def cuerpo.

Fasadones fueria - desplazamiento

Hasta afora no se ban introducido relaci f defe i espectfics, ‘Estas relaciones s pueden
estudiar en una forma matemdtica mis rigurosa. Sin mﬁ(ngo, fas siguientes se presentardi a base simple-
mente de fa evidencia experimental iente a los iales fincals listicos, homagé)
sotrdpicos, Esta evidencic que una fuerza normal tal como Oy produce una deformacidn fineal
Ox/ E en la direcein X, deformaciones fincales voy/ £ en los direcciones 'y Z y ninguna deformacisn
m?uﬂwr entre fos cjes Xy 9, Xy Z 0 Yy Z. De igual forma, una /ucma eortante tal como Ty producen
solo una deformacisn a}guﬁlf Yoy Y tinguna otra iefe a los ele X, 9, 2. Ast, se pueden
escribir fas 6 relaciones f igui sperponiendo las acciones de fas seis

tesde la deformacidn

rea-deformacisn sig

T

bkczc;_' o
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Donde N
£=,-nt £ '{‘ Lrcoiocdnd 1o

v = Coeficicnte de @imhj 3
G =%/2(1+ v )=Médulo de cfdst
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Las relaciones /ucrza deformacidn anteriores se pueden convertir en los ecuaciones fuergu-des-
S Tees . To ers fos s 21 petf e

[c,,-v (oy+a,)J ‘
———[o‘y—v(c,,+c,)] 24

ey o)

Interpretacién matridol, :

~ Continuidad, Al aplicar un sistema de fuerza: a una orma pero conserva &f .

condiciones de continuidad iniciales, Ast mismo, bs Jafph&amnta;  finales en a‘estructura deberdn ser
con las condiciones de deformacidn, n{zﬁ:s dife dz gp, yos (Eu Jq’armacwnu se

puafm obtencr a partir de fos Jc.sphcnrmmto:}

‘Entonces:

* Modulo de Toisson: Eapresa la rtha‘dn qm: alm el esfueeo que se mfuu a un aiapo c&!.m‘a: hf deforma.
mnuqzu{zﬁamapzawqpamm,p L L m‘?:wr P L P y o
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—-Ley de Mw(é;ﬁ a:u&nfa con los 05 K tn/a: ;{ef éna'fi;ir 'f:ffruc‘tum[ es necesario cénawr, pn;m una -
estructura geométrica definida, la rz)!:i:idn que cxisté entre fas fuerzas que sc e aplican y o des-.

plazamicntos que esta tiene,” . L UE el :
" 8i s¢ observa la siguiente figura se deduce que la relacidn entre fuerzas y desplagamsientos .
puede ser o no fincal. R » v
P P
L )

v

A

>
>

Relacién lineal Relacidén no lineal

Figura2-4

En general, se supone [ hipdtesis de que (a relacidn entre fucrzas y desplozamicntos es lineal, por lo
que se puede aplicar a las estructuras elprincipio de superposicin. S :

Dicho principio establece, que los efectos que produce un sistema de fuercas aplicado a una estruc-
tura, son equivalentes a fa suma de los cfectos producidos por cada una de los fuersas del sistema
actyando independiente. Por lo anterior podemos decir entonees, que la estructura en estudio tiene un
col am;mienfn eldstico-lincal, Siendo ast, podemos eseribir las igualfades, ecuaciones 2.3 en forma .
matricial como: R ERRPERE :

& % v ~v& 0. 00
& - ¥ -v 0 0 o0].lo .
& | |~v& ~v& . VE0.0.0..:0: Oz 2.6
Tay 0. 0 "0 ‘W 00 Ty -
Yz 0 0 001 10 Tr
Yrz 00 000 e T )
(e} = {s)
Donde: :
: G= —E_ Mddulo de cortante
“12(!+v)
CE=2G(14+v) Médulo de elasticidad
v= e Ly Modulo de Poisson

2G



({.,.2)

- ﬂ]mftﬁm Tra estructu :.ngefa & un sistema xfe accions mcttmm n{q?md‘n, e.rtani n cqmﬁﬁna st
&uma:wm:fc la'misma curnplen las cond wwmufuqm/lfna que:on. ; .

LFx
ZFy
ZFz

De esta forma, sise mplen fas condici Eaahacadn{z{.n‘stcmcf ucrzasc{-
terno y el sistema de rea:cwnt.f, &y estructura estd en cqmﬁina Lo.r elementos que forman a estructura
estardn sujctos a fuersas internas que se desarrollan en el&u x{cinfn al sisterna de fucrsas externo que se

fica.

Si se hacen diagramas rfe cuerpo (ibre, of aistar una portcde la e.mvctum, haciendo uno o varios
cortes, estos deberdn estar también en equilirio. .

Equiiibrio nodst N

St una estructura md en cquilibrio, cunfq‘mcr cﬂ:mcn!a que s auﬁ: tam&:c’n & estard, sicndo nece-
sario para que esto sc cumpla, que en [os planos de corte se considercn fas que [a estruc-
tura cjerce sobre ef elemento que s aisfyy (figura 2-5) Esto sé umﬁr. como ¢n ﬁu zcuacwnu 2.2 J en
Sforma matrmal qucnf :

X
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: mam:mfe: L
Principlo de contlnuldad
Lej de Hooke

| P}lnclpio de equilibrio

“(2.10)

L em

{F} = [K] {d) (2.12)

Que establece una relacidn directa cntre fas fucrsas exgernas que actuan en cf sistema y sus corres-
poudicntes deplozamicntos a través de la matric [ X ] que representa la matriz de rigideces global, es
decir, corresponde al sistema estructural total, ya que su determinacidn s Hfuce en funcidn del mimero de
dundantes (fesple Jdel sistema,

En los eapitulos presedentes s estudiard mis a fondo la obtencin de cada una de los ecuaciones
planteadas.

Formulacién de lo soludién del problema de la elésticidod,
ora que disp de fas definicioncs fund: fes y fas relaciones de i teoria ot [a clasticidad, es
o0sible formular ef método de resofucién de los problemus tipicos. Los datos de estos problemus son las
caracteristicas geométricas y del material del cuerpo cousiderado junto con la definicidn de las fucrsas
Yo los desplazamicntos de la superficic contorno el cuctpo. For tanto, como incdynitas hay nucve fun-
ciones desconocidus de X, 9, Z. Seis de estas funcivnes — oy, Oy, Oz, Tay, Tz, T — definen las seis .
componctes indeperuficntes de fas fuerzas en ef cuerpo; y tres de éllas — v, v, w — definen fos tres com- -
porcntes de desplazamicuto. I E
Pura determinar estas nueve inadguitas se dispone de nucve ecuaciones en derivadas parciales, tres
de fas cuales son las ecuaciones diferencioles de tfuifxﬁn'a (2.2) y scis son las ecuaciones fucrsa-des- .
plazamicnto (2.8) Las nucve funcx fe idus deben satisfacer no solo estas nucve ecviaciones, -
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sino tambiln las condiciones de fuerza yo desplozarmic enel ttorno, p;mlque seart fa sofucisn ver:
dadzra de la elisticidad a un problema dado. LR TR

Se observard que, en gencral el problema de la elisticidad es mdt:'az.mcmc gtkdbrﬁir@)b.gdb‘ﬁuy o

3ecuaciones de equifibrio estitico, que sofas son insuficientes para de fas sels e los,
fuersas que intervienen en esas ccuaciones, Solo puede tenerse una solucidn tnica cuando sc consideran -+
bic i fi Tesplazamic R L
én las seis ones f F ol i
Los problemus de la eldsticifad se pueden clasificar en uno de los tres tipos siguientes, segin la
naturaleza de fas condiciones de contorno: P : g

Tipo | L
{Dcﬂtcnm'nur fa distribucidn de fucrzas y los desplagamicntos, cuando se dan las fuerz,
de contorno y no sc dun desplazamicntos de contorno. Ejemplo: Viga simplemente upoya

Tipo il St
Dr.‘-,tcnm'nar la distribucidn de fuerzas y los desplazamientos, cuando se dan las /vaza.g de volumen y las
de contorno, excepto en puntos aislados en los que, por el cont 0 s dant fos desplazamic ‘ﬁcnyfq:

viga continua de dos tramos.

Tipo il : IR T ;

ﬂ&mm‘mr la distribucisn de fuerzas y los desplacamicntas, euando se dan fas fuerzas de wlimeny los . -

desplazamicntos en todo el contorno. R -
Los problemas de I

a fos tipos I _I/Il, afc;y;'#;h Reando ls

genicria Ci wil pret f
téenica dt fo estructura primaria usuaf, ’b.rproﬁkns: del'tipo 11, pueden contkrtirse en varios del tipo I, S
L1455 MR

Ent realidad, sc fan resueflt pocos problemas, y fos que (o Fan sido son muy seneillos,”
comparados con muchos de los problemas pricticos. Sin embargo estas relaciones fan sido utiles como

o de la compresion y ef imicnto de comportamicnto de las estructuras y elementos -
estructurales.

Nuestro estudio estard enfocado a aquellas estructuras en lus cuales sus condiciones de equilibrio
(externo e interno) no queden realmente especificados mediante fas ions de equifibro estdtico, es

decir, al andfisis de estructuras Riperestdticas (ver capitulo 5)

L obfetivo del andlisis estructural es ealeular las fucrzas internas y las deflexiones en un punto
eualquicra de una estructura. Existen dos planteamicntos de cardeter general utilizandos cn el andlisis de
estructuras Riperestdticas, Se trata del mftodo de fos fuerzas (o método de flexibifidades)y del método de
los desplazamicntos (o método de rigifeces) En ef primero, los ele 1P fundautes son
eliminados de la estructura de mancra gue no sc afecte el equilibrio estdtico. Los errores resuftantes en la
configuracidn geométrica se deterninany corrigen, de mancra que ef equilibrio no resufte aftcrado. En ef
segudo, se suponc una solicidn que satis g [os requisitos geométricos, corrigiendo posteriormente los
errorcs que correspoudan al cquilibrio estdtico,

Independientemente del método a sequir, estas parten de fos mismos /vn'ucf}nb: ¢ fipdtesis funda-
mentales [os euales forman parte de 16 teoriia de fa clisticiad, Tstos se establecen a continuacid

Principios basicos del andlisis estructural
La construccidn de fas matrices asociadas @ un sistema estructural se Basa en tres Kipdtesis simplifi-
cadores que son: : :

1) Todas las deformaciones son pequedias y no afectan (ciguj{fw{iwmn!c) fa geometria £l

2) todas los corgas sc aplican gradualinente y ef principio de supesposicidn es vifido.
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3) Las constantes de fos materiafes se determinan f.\pmrncnlu/ntnfc _y .«m un{qmm{ wntu d'c[

ticmpo.
La umctu"z que se andfiza es un rm:fcﬁz itit or los ¢ idales de sus micm-
bros soportados por iones ide y idos a. cargas smlﬁdfrm :uput.rta: ﬂzm el andlisis se
uhﬁ.ﬂn cuatro tipos de cantidades Eusu:as .
-G des geométricas: Coordenadas, seg s, drgulds y wmda'[rtm:ﬂ: &zm‘cufn transversal,
— Cantidade i Cmga.r, iones y esfucrsos,
— Deformaciones: Dx i fincales y angulares del eje fal’y los apoyos.

— Constantes de bos mattnuﬁ'.f Mddulo de Young, Cogficicnte de Poisson y y Midulo en cortante en
casi todos [os casos. M



Capitulo 3

Vectores estructurales

s 3.1 VECTOR FUERZA Y DESPLAZAMIENTO

Una fuerza s puede definir como una cantidad fisica que ticnde a cambiar el estado de movimicnto del
cuerpo sobre el que actua. Tn general las fuerzas pueden dividinse en dos categorias, fuersas fineales
(fue m{) y fuerzas rotacionales { Adermis pucden expresarse como cantidades vectoriales espe-
eificando sus componcntes PPy By Br), MMy My M) en cvaljuicr sisterna de coordenadas, A pesar
e que un vector aritmético en ef espacio tridimensional puede describirse completamente mediante sus

tres componentes, un vector fuerza en meednica de cuc?w: tigidos o en mecdnica de cucrpos deformables
—como en fus estructuras elisticas— requicre mds de tres mimeros pura que quede conpletamente
definida.
Una fuerza F, independientemente de sics fincaf o rotacional, no puede desfizarse sin que se aftere
el efecto que produce sobre una estructura. Su punto de aplicacisn es tan importante como su maguitud y
direccidn. En consccuencia fas fucrsas en andlisis estructural se clasifican como vectores figados,

Puesto que las fucrzas fineales y momentos afectan un cuerpo n"?d{o de manera totalmente diferente,
1o pueden tratarse como vectores del mismo tipo. D hiecho, estos se definen en s espacios diferentes: Ef
espacio de fas fuerzas fincales y of espacio de fos Aungue los pueden 1
como dis /ucrzn: fincales iguales y opuestas (par) separadas una Listancia ‘4 en ef espaciv de las fuer-
zas fincales, tal interpretacisn minca puede ser exacta, exeepto cn mecdnica de cucrpos rigilos, a rmenos
que {a distancia “d* sea proxima a cero, coso en ef cual la magmitud de las fuersas iquales y opuestas
tiende a infinito,

A pesar de que sus propiedades y compior son totalmente diferentes, un veetor fucrsa fineal
puede combinarse con un vector momento pura formar otru cantidud vectorial flamada vector fucrza
lizada. Tl idn es p ritimdtica, por esta rasdn [os vectores fucrsa generalizada

o

o

se definen en un espacio aritmético. Por ejemplo, para problemus en dos i {estructuras planas),
el espacio de las fuersas es Bidimensiomal y ef espacio de los mowentos es unidimensional, Por tanto, ef
espacio de la fuerza g fizuda es tridis jonal, Tor un teetor fuersa generafizada P
puede expresarsc como:

g

P= (Py,P,M,) 3

Este es un tipo especial de vector trifimensional puesto que el espacio en ef cual se define no es un
espacio sinple, sino &3 combinacisn de dos espacios xﬂ]ﬂmm. En consecucncia, el veetor fucrza generali-
zada no cumple las reglas de los vectores tridimencionales vrdinarios. Tor cfemplo, fa magnitud P no es

37
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_iguala la rate cuadvads de fo suma de los cuadrados de sis elementos, o sea'que no cumple [ regla &
adicién delparalelogramo.” . = :

P=Px + Py + Pz

Los conceptos anteriores pueden aplicarse en forma andloga af caso de los desplazamientos, de esta
ﬁm [Ilt(.? £ ’r -F mm'; l// / ; ){/ {r 7 7 . <P r @‘h”) Por
consiquicnte un vector de desplazamientos en el espacio de tres dimensiones quedard :?dmufo por sus tres
componentesd(fy, dy 4.} 6 (64, Oy, 6: } en MEH‘:!JM!M de coordenadas,

Es obvio pensar que los desplazamic iros tambidn afectan un cucrpo rigido de manera dife-
rente y no pucfcn tm!qa':jc eomo vectores del mm!: tipo, Por m?.n definen cnr%a:’?;;x{mhs n{ymntn’,y;[
de los desplazamientos y ef de los giros, Asi, los desplazamizntos ;ua{an definidos cn un espacio bidi-
mensional y los giros en un espacio unidimensional, Por lo tanto el espacio de los desplazamientos gene-
rafizados de una estructura plana es de tres dimensiones y se expresa como:

d = (d.d, ) 32

Que por consiguiente, tampoco cunple @ regla del paralelogramo.

3.2 TRANSFORMACIONES GEOMETRICAS

Una cantidod fisica o una idn que Y idades fisicas puede tener diferentes expresiones en
sistemas de coordenadas diferentes, aungue tales cxpresiones 1 mismo fe  fisico. Por
:j:rrpfa, un vector en un plano puede definirse en un sistema & coordenadas por dfv’: mimeros Jff:mllu
de cero, y en otro sistema de coordenadas mediante un nimero diferente de cero y otro iguaf a cero,

Y Y

Plano X, Y d =dx + dy S e L
Plano X', Y' d=d’ - d' =0 "
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En ia, por sinplicidad debe escogerse ef sequndo sistema de coordenadas para definir el
vector,

Hay dos razones para el empleo de las nsformaciones de coorde das. Primera, la compatibifidod

s ue se p en forma z{:{urm.re

de las ecuaciones de equilibrio de fuerzas y ie
igualdades vectoriales respectivamente, solo pucd{n escribirse si los fuerza y despla en
el extremo de coda elemento que se unce a un nudo en particular se expresan en el misno sistema de coor-
denadas. Segunda, una transformacidn de coordenadas pucde sinzf icar [ forma de 2 ecuacidn, Por lo
tanto es necesario que quede claro el significado y la necesidod de las tronsformaciones geométricas.

En general, una transformacidn de coordenadas pucde ser de uno de los siguientes tipos.

~—Rotacién

—Reflexisn

— Traslacién

—Dilatacidn

— Combinacidn

En este trabajo las transfo que manzj son del tipo de rotacidn y relacionan conjun-
tos de cjes ortogonales en sus coordenadas, :F/a origen es el mismo y en [os cuales existe un dngulo ©
eualquicra entre sus efes como se muestra en [a figura 3.1, Por consijuiente, [ relacin que existe entre
dos vectores desplocamiento en diferentes ejes se obtizne como siguie. - "

v y o

P
r
de =k +1
d.
k= Coso

p=dy - l;= dy - dxlane
Seng o bio 1T
"P T @ - d. Tan 0) .

= ,I=Sen0(dy-d,TanQ)
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dx =dxCOSO+ dySene “a)

":»dY'»:dchSe—kdx.Sgne oo b)

. .Sl llmma) 6)_:/ :)no:quaﬂ:m

dx= dxCoso-o-dySena ;

dy' =-dx Sen ) +dy Coso : 6

‘P = ‘P T TTL S N

Osinplemente. -

() =TIy Donde

ch mnﬁ&a /a mﬂmdn entre zfa: gc: roanfcnnd'o: e {gﬁ cn aun u:ctar g:umzﬁ'zm{a de afm--
plagam Esta rels puufc mb “ r.tr.nﬁlm en la forma’,

~“”),=';IT'J(6‘)', oo (e as
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Como Ve‘::vuficrhte,rh[‘ fiacer una J' acid de coordenadas en cf. :ﬁgcm fa@:inu‘al, esta se veri-
fica solo en el espacia de fos desplazamicntos io de los giros es ajeno al primero y no per-
i roaci afuni. s or ko gie @' = | R

Par b tanto poz{t:ﬁb: re-
referidos a sist enfaforma.

B ior o 1 ST e s 2
Lo anterior_es  igualmente aplicable a un wctor juf'rz 2 genera

lacionar dos victores Fy F*,

3.6

FY=(TIF)

(F) = [T'1{F) ; a7
Es importante sciialar que cada elemento de una estructura debe tener {F’x‘rh':{nfun"tje"le coorde- .
nadas que serd el cje local de cada barra. Este debe ubicarse de tal forma que el eje X* eoincida con el eje
longitudinal de la barra y su origen debe coincidir también con el origen de la barra. De agui se desprende -
que cada elemento de a estructura tendrd una matric de transformacidn eriyyo valor es funcion del dngulo
entre los ejes X -X* globaly local respectivamente. N SR S e
Para el caso cn que se tenga una matric de orden. m x n, pueden considerarse n veetores en el espa- - -
cio m-dimensionald m vectores en el espacio n-dimensionaly bos clz de cada pueden inter-
pretarse como las de los de fa fic fi En i, una
matric en un sistema de coordenadas puede parceer diferente en otro sistema, e :
Supongamos que una matriz cuadrada, por ejemplo la matriz de rigidez de una barra [ Ky ] (ver .
it 4f que yaq s ha definido en un .rifffm é}:mzorlcnax{m &zm/,r.gﬁ;m‘crz expresar en K.{im' .
global de coordenadas. RE P R i
T la idn fucrga-desplozamiento, de una barra (ue se deduce en el siguicnte eapltub) -
que es: R . e

(F} '=[‘K']‘(dv')

Como este sisterna es wilido en un Jf{f:hilv local de coordenadas, [o serd tambicn en ef sistema  global -
onfa forma: i o e N

se puc}fg: c.fmﬁw juc;

’ 5.;.«;:&94";{0 fas n;:;cﬁ;rc: resiones
CATHR) 310
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Afiora, de la ecuacion 3.8 tabmm#}( w‘ﬂ»:r‘n{‘: [F] enel pn'n,ﬂ,yr‘mi:r»nﬁmtcfcﬁﬁ wuaadn 310y

M@ =ty

Qicpazmys’n;a,?.;a& @ _forrm Hriig

o (T1KT = [KI(T']

e donde,prmalepleando ambos ods par [’I'jno.rqudar :

S [K']=(Tlfki[T’j i an
O la transformacidn inverza, o

[K}=(TK)T] 312

Como se vio en el capftulo 2, ecuacisn 2.12, existe una relacién directa entre el sistenu de fuerzas y
los desplazarmientos que sufre una estructura debido a aguellas. szia relacisn queda definida al obtencr

la matric de rigidez /q&:ﬁaf de {a estructa. Por b tanto, es fRacer una de los
Sfuerza y desplozami rrespondic a un punto cualquiera del sistema estructural
(por lo general en un nudo} con lo cual dichos vectores se establecen en la siguiente tabla:
Tipo de Estructura Vector (F} Vector {d )
Fx dx
Armaduras planas :
Fy dy
Fa dx )
Armmaduras espaciales Fy : : dy}' oo
F: ] “lds
Marcos planos .. . .

Marcos especiales

. Los m.t pﬁ?rzrqs s;rq'nﬂé.;tud' iados en el presente trabajo,
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3.3 CONTRAGRADIENCIA
Sea:
{e} = {a}ld} 13 -
{F}=1[bl{p) 31
o Se t{u:c que tfauutnma{qcirdzw; (om0 3.13 y314)son canmgrm{:enm.n a pnmra{c unose
puede deterntinar el otro G
Siparatodo {d } (P ] se cumple. _ "
R =) aas
s FOEYE B

SR =Bl (pY -y (@)= (dT)aTy
Sustituimos en 215 Yy . ‘ :
' " (dye)p) = ("I aTILR)

Entonces. : :
S fb)=fa') 6 (p]={a}m-



Capitulo 4

Elementos estructurales

4.1 RELACION CARGA-DESPLAZAMIENTO (LEY DE HOOKE)

5 ¢ ha demostrado que cuando una estructura estd sujeta a un sistema de cargas ap ficadas, se desarrolla
un conjunto inico de fucrzas reactivas para proporcionar el equifibrio externo, Simultdncamente, se
inducé un sistema de fucrzas internas que es consistente con las cargus aplicadas y con las iones, y
que satisface el equilibrio interno,
Cuando se carga una estructura, ésta experimenta deformaci Correspondicndo a esas deforma-
ciones, fay un estado interno de .;Iﬁorrmcxbnc: ¢ produce un estado interno de esfuersos, de acuerdo
con las caracteristicas esfuergo {{nmmn'dn /Q" los materiales constituyentes, Ast, la estructura se
deforma fiasta que Fa desurrollado un estadd interno de esfuerzos y un conjunto correspondicnte de
reacciones que sostendrdn el equifibrio de toda la estructura como conjunto, 8 de cualquicr parte
de ella, e
De b anterior se desprende que las defo iones jucgan un papel clave en [ secuencia de (s aceiones
que {evan a una estructura of equifibrio, Sin embargo, las deformaciones son importantes por dercchio
propio. SRS
Hay dos razones importantes para determinar las deformaciones en una estructura. La primera tiene
que ver con los requerimicntos de utilidad. La sequnda rasdn tiene que ver cou elproceso de amdfisis ensi. .
Para un andlisis estdtic indetesminado, las iones de equifibrio deben aumentarse mediante
eondiciones de compatibilidad de defo dn feapitulo 2) B

Las deformaciones pucden ser bles cuando se las eargus o pueden ser de natu-
raleza penmanente o no recuperables. T primer tipo se considera como deformacion elistica micntras que
eliiftimo cs una deformacion plistica. Aqui i deformacic st i }

Pura cada aceidn, fay una cantidad de deformacisu correspondiente que resulta de la acumulacion
de las deformaciones unitarias cuando ef micmbro responde a cargas. En esta scecidn consideraremos fos
tres compotientes bdsicos de la relacion esfucrso-deformacion comunes en el andfisis estructural: Axial de
momento flexionante y de fuerza cortante, aungue esta ultima puede ser despreciable para miembros’
de proporciones nonmales.

Considerando que la forma deformada de toda estructura en cony fepende de las defom
de sus elementos, es esencial como punto de partida un buen entendimicnto el conortamicnto de los ele-
mentos individuales sometidos a cargas externas y o fucrzas internas, O que, cono los métodos matri-

45
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ciales tratan dc establecer (a relacion entre las deformaciones dé los nudos y las fuerzas externas que
actuan en eflos, podrd ser suficiente un fimiento de las deformaciones de los cle ﬁb]ﬁ{a
solamente a {as acciones en [os extremos (fuerzas internas afuarmfé'x[m en os extremas)

Cuando un cuerpo deformable se somete a efectos externos, en todas partes de él se desarvollan es-
fuerzos y deformaciones. Micntras que los esfuerzos se definen como las, ﬁ:;na.r internas por unidad de
drea, [as deformacioncs se definen cormo los cambios de forma de un elemento unidad en el cuerpo (cubo)
Como el cambio de forma en un cubo infinitesimalinente pzzzeﬁa uede obscrvarse solamente de dos
maneras, el cambio de su longitud y el cambio de sus dngulss, rfzj{mutlblm correspondicntes se iden-
tifican como las deformaciones commnes (o fineales) € y las deformaciones por esfuerzo cortante vy, Las
relacianes entre esfucrsos y defe iones que se denominan la ley de Hooke son:

4.1

[~ L]

c=-g- y Y=

En fas que las constantes £y G ya fueron definidas.

Una fuerza interna asi como una fucrca generalizada en el espacio tridimensional, pueden cuando
miximo tener 6 componentes, es decir tres fincales y tres angulares. A causa de (a simifutud de sus efectos
sobre un ele seis comp pueden agruparse en tres: fuerza axial N momento flexgonante
L7 _r‘/{/ucr:a cortante V, figura 4.1.a. Tomemos u, 0 y v, respecti , com los desplazami en
las direcciones de N, My V, en un exgremo del ele que resultan de [a aplicacidn de estas fuerzas en
el mismo extremo, figura 4.15.

o |

(> <
z

le ol
I )
A . B
. u
b)
]
Figura 4-1.

La relacidn entre estas dos conf de cantidades puede establecerse por (3 suma de fas deforma-
ciones desde un extremo del elemento Rasta el otro, La deformatién total axial u, por ejenp o, que repre-
senta el aloygamicnto total del efe , pucde caleularse integrando la defe i6 m’z}nz ﬂzf!a
A como:

dx
u= I;t dx = j: A 4.2

y ;

Para un prismiti Z_yﬂ:anv
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Si bien los otros desplacamizntas (6, v) pueden evaluarse similarmente por integracidn de las defor-
maciones corespondicntes a travds de toda la longitud y (s seccidn (delele su evaluacidn de
esta mancra (operando sobre esfuerzos y deformaciories)es mds bien campo de la meednica de materiales.
Sin embargo, en lugar de esto, emplearemos los conceptos de energia de deformacidn, el trabajo virtual, o
los teoremas de Castigliano que serdn mis adecuados al tema que para establecer tales relaci

St [os esfuerzos y deformaciones s expresan en funcidn de las fuercas, es decir, fucrzas axiales, mo-
mento flexionante y fuérza cortante, entonces la enegla de deformacion de una barra prismitica de
longitud L es.

I 2 2
U Ndx+r°M dx+!:V2dx 43

o 2EA 2El 2GA,
Que para [a figura 4.1 se ve que es:

_( Ndx M+Vx) dx V2 dx
U=l Zea -t & *J:, 2GA, 4.4

Pero; de acucrdo con fos teoremas de Eaﬁ'gﬁ‘anéﬁ

R 4.5
!Denfnmfzjind@énk
- V. dx S MHVX)Ixdx .
’ V= koj_GAc'fJ: ~El 4.6
0 I’;A"gM+Vx2’dx

Las fories 4.6, rep {a relacidn que existe entre los fuerzas en los extremos de un cle-
mento y los desplazamientos en el mismo extremo (en este caso B)

4.2 MATRIZ DE FLEXIBILIDAD DE BARRAS

Generalmente la flexibifidod de un cle se entiende como fa capacidad de ese el para
su_forma sin romperse. Esta s una cantidad fisica que queda caracterizada mediante la relacion de de-
Slexidn a fuerza, es deciv, deflexion (o deflexiones)ocacionada por una fuerza unitaria,

Los desplazamientos reales en los extremos de un ele no pueden determi ini bajo
las cargas dadas cn los extremos. Sin embargo, considerando que la configuracisn deformada de un cle-
mento puede definirse en términos de los desplacamicntos relativos, mds ﬂ que de los desplagamicntos
reales, sc obscrva que los cocficicntes de flexgbilidad de un elemento en un extremo, pueden obtenerse con
referencia al otro extremo, Esta a su ves implica que un extremo def elemento podra mantencrse fijo .
mientras se introducen cargas unitarias cn el otro extremo, Ve -
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Bura s deierminacién de las defleciones y fos cocficientes de flexibilidad utifizaremos la generaf-
zacidn de los teoremas de "Castigliano™la cual se plantca como:

-g% = A » 4.7
Donde

U= Energia de deformacion del sistema

;= Caga externa (jeneralizada)aplicada en el punto i

Ar=Deflexitn [eneralizada)del punto i en direceidn de Pe

De bo anterior se desprende que las JZ[qrbm.r correspondizntes estdn dadas por [ ecuaciones 4.6
del inciso antevior, y que estdn 15;;112{:1: a [a figura 4.1, donde N, Vy M valen la unidad, Por bo tanto y
, las i

pamﬂaﬂetpm:zflezlhrgz;,k, 1,G y Eson de deformacidn antés
V=EVTLE- +-;/—lé3i+;‘—g 4.8
6 = —hé—lL- + ;/—g-

En donde, para v, e primer término (que representa la contribucién de la d.'y'omm‘:i.dn' sor esfuerzo
cortante)es usualr ¢ d spreciable en p rq‘:{‘ {os otros dos térmings, - . D £
Las tres ccuaciones antes escritas, pueden reescribirse en forma matrical como:

u Lea 0 Y N
ve=|0 LasCragl tiom | qvi o0 as
o] ‘[0 Zom wa ||M] |

5%l

A

ndtica de scecidn y la
rs

fi desplazami enel

se climina cf término entre

- [F ' ] Es la matriz de flexibilidades de una barr
relacidn entre (s fucrzas en el extremo de un’ elemen s
mismo. En cl caso de 1o cortsiderar (a contribucidn del cortante, si T;
paréntesis, ;. y SN S TR

SANPTY
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-La matriz [!l’]puaﬁ: uxtapn.jtar}? & ﬁz.@m‘; ; e forma

4.0

— Primera columna.- ﬂsph&dﬁ&nm

al (lineal) de extremo e fe fa barra debido a fa :
aplicacin de una fuerza norral N unitaria aplicada en dicho extremo, La fuerza cortunte -
V y ef momento flexionante M no causan cto a o’ idn axi

puede verificar al integrartd, -

I

xial, como se -

Sequnda coll Despls : ‘total kﬁ‘m:nO del extremo libre de fa barra debido a fa
?Iima'dn de una fuerza cortante Vy a la contribucidn del momento unitario aplicado tam-
idn

en dicho exttemo. En este caso, la fuerza normal N no causa efecto respecto a‘esta de
Sfermacidn como también se pucde verificar al integrar U.

~—Tercera columna.~ dksff;:zéryu(:pq total {ar, u&zz:n el extremo de G arra debifo ala bfﬂ#
+ - cacidn de un momento flexgonante unitario Mya & c
V aplicada en dicho s

¢ contribucidn de (a fucrza cortante unitaria’ o
extremo de la barma. Para este easo, se observa que [ fucrza normal 2 no’
contribuye a la defc idn angular, lo cual tambiéy

n puede ser verificado ol integrar U,
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| 1 Figura 4.

Es importante seitalar que la obtencidn de cada una de las deformaciones antes planteadas, se Race
apficando una a la vec las tres cargas en el extremo libre de la barra (X, Vy M)y tomando en cuenta la
contribucidn que cada una tice respecto a las def i das fu, v, Bf

En el caso de tener una barra de seceidn variable, es necesario entonces otener la vaniacidnde 1, Ay
A respecto a la longitud de la barra para; de esta mancra, integrar respecto de la funcidn que represente
{a variacidn de los pard antes mencionadas. Es obvio que K, Vy M también estdn representadas
por una funcidn que las fce variar respecto a s longitud de la barra.

4.3 MATRIZ DE RIGIDEZ DE BARRA

ond

La rigidez de un cle estructural se ? como (1 magnitud de la fucrza requerida
para producir una cierta deflexion (fincalo ﬂlgllb‘? Como cada elemento ticne dos exgremos, fa palabra
deflexidn sc interpretard como deflexion gencralicada en los exgremos de un elemento.

En el espacio fisico de dos dimensiones, el vector que representa la deflexidn ticne tres componentes
independientes, dos lineales y un rotacional, como se indica en la  figura 4.5, Por consiguiente, la matris
de rigideces (X ] en fa ecudcidn F'=[K ] & fue relacit /uazas_y' e i en el extremo de
un clemento)puede en la mayoria de los casos tener tres renglones y eres f (estr planas)

Es conveniente calcular {a matriz de rigideces de un clemento en su sistema local de coordenadas
ffigura 4.5 6)y lcgo, por transformacidn de coordenadas, transferirlo af sistema general para caleular la
mfnz{u?ﬁlm fobul de la' estructura fver capitul 6) Supondremos que la orientacidn de los cjes lo-
cales coincide con-gr gjes principales de a scecisn transversal del clemento (figura 4.56)

v

|

L
. /'n.-

am Cl

“b)

Figura 4-5.
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) ﬂﬁam, a2 matriz de ryufm: [X5] ¢fc un zém:ma ua{c zt/a{uam: rc cmfa P &7: c)c.f zf: coorde~
nadas locales variando fos zfe.s;:&:zamnto; {uno’ cada vez, )p uerzas desarrolladas en'fos
extremos, (o que en cierta medida és similar al c.rtaﬁlicurucma de la mwm de [a relacin fuerzndu—
plagamicnto doda en [z ecuacidn 4.9. Esta vez, sin cmﬁnrgo, en fu  fugar de E’zmw: o (a variacidn de éner- .-
gﬂnﬁ:/damuc:duwmhﬁacmunﬁu id) e (3 matri: zf:rydtz[.’l('m]x{cv :
una Earm quafa como: ' ; :

anr

L0 cual }m.{crm: mn&f“cr en um:zdn de que existe una : _y ésta )
ue[c mmpmam, como en cf caso de (3 m:tn.[ ? Jyen la :

492

—~—Primera colusmna.- - Fuirza total desarrollada en fos c,tlrcmm- n{e &z 6amx nft&ld'o a & aplica-
cidn de un desplazamiento lineal unitario u. Como ya se , uni-
tarios en el exiremo de [a Sarra se aplicardn todos a laves, (R

i m

—Segunda colusmma.- Fuerza total Je:am;fh!n en los extremos de fa barra, debido a fa npl‘ta-
cidn de un de &:zamnta unitario v, 'Iimvﬁufn se n{:.mrm”a un momento ¢n los extremos de

{a barra debido a la ap in del mismo de
I - 12E1
= v
L3(1+4C)
_—6EI v
T12a+40)

E

—Tercera coli Me total de flado cnt fos extremos de la Barra, debido a la npf .
cacidn de un giro unitario 8, Tombin sc desarrolla una fuerca en fos extremos de & arra
debido a la aplicacitn del mismo giro.
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o LN s
l\—w NN M=Td+a0) °
A B .

= N R -1= o

.V=2 - !
LS (144C)

Que al agrupar nos conforma la mistriz de rigide

iecis de la m.'Plzra un :kninia con 1,2, E cons-
tantu(gucudmagu:gifmtm}_ﬂxmmz[xq]m‘ SRR e e

49

vi= |0 12B%04C) _eEIMP(+4C) | (v :
M 0 -eEI’(1+4C)  4EI(ISCHLA+4C)] 1B) W !
{Fa} = [K'eal {ds} i
. Oquepode de bicn segiin la idn 4.11. Pura ef caso general, en el cual se despre-
cia la contribucign del cortante, simplemente se elfiminan los términos entre paréntesis.
En caso de tener barras de seccidn variable, el procedimicnto a sequir serd simple obtener (a
matriz de flexibifidades [ Fos ] segin (a ecuacidn 4,10y después invertirla con lo cual tenemos,
K11 = 1/F1q Fu UOn»
K2z = Jaz/A Donde; A = Determinante = |
Koz = Kaz = -Jaz/A T2 Bw 4.12
- Kaa = Je2/A A=J2203-53252

De acuerdo con ¢l teorcnn de reciprocidod de Maxpell, sin embargo, las fucrzas desarrolladas en el
extremo A del elemento AB debidas a los desplazarmientos inducidos en ef extremo B, serdn iguales a las
desarrolladas en el extremo B debidas a desplasamientos andlogas en ef extremo . En consceucncia fas

idades de la idn 4.13, confy con sus contrapartes que resultan de los desply fe
del extremo B pueden escribirse como:

s
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e 2""’, u' A .

N} A 'EA'L; ;,;,,Aog,_.,
v e ; 0 ”’3'2 'i_'EkI'/Ls
. M-
?~
Ml L0 egar ema | 0 Legar  sma ) o
5 k e e

- Donde el subindice designa el extremo del elemento en consideracidn para {d) y {F). En lo que con-
cierne a los subindices de f )y el primero designa el extremo donde las fuerzas se desarrollan y ef
segundo indica el extremo donde se introducen los desplazami

4.4 TRANSFORMACIONES DE FLEXIBILIDAD Y RIGIDEZ

Las ccuaciones 5:1: figan las fucrsas y movimientos de los extremos de una barra de una estructura
pueden escribirse de diversas maneras. En el método de 7-1:::.: feapitulo 6) la forma apropiada consiste
en expresar las fuerzas de cxtremo Fay Fa en funcion de los movimientos dy y dp Pura piczas que pre- -
sentan un cormportamicnto lincal, estas ioves tienen la forma de [a ecuacidn 4.14 en 3 que el orden
de las matrices [Kan ], ete., depende del mimero de componentes de los vectores fuerza y movimiento.

Zf método de rigideces mencionado, emplea las condiciones de compatibifidad de imic y
cquilibrio de nudos para obtencr of sistema de ioncs carg jmic de una estructura completa,
a partir de las ecuaciones fucrsa-movimicnto (4.14)de las piczas individuales. Este sistema de ecuaciones
eselrep do por la idn 2.12 (eapitulo 2) como:

(F} = [K] {d)

En el cual (F ) indica el conjunto total de cargas aplicadas en los nudos y [ d Jel sistema corres-
diente de imit de idos de dichios nudos.

A primera vista, parece yue 4.14 podria escribirse cn forma andloga, expresando fos movimicntos da

Yy dpen funcién de fas  fuerzas _’fg} F 5 Sin embargo, esto no es po‘nﬁ: En tanto que las fuersas de ex-

ol

I

tremo estdn perfe of para cualquier parcja de movimientos de les extremos, fa fuversa no
es verdad, ya que 2 picza puede sufrir un io de conj como cucipo rigido, sin
modificarse fas fucrcas que actuan en sus cxtremos, Matemitic esto equitale a decir que fas

. . N PO L., r,
ecuaciones 4.14; son necesariamente singulares y por consiguicnte no pucden eseribirse en forma inversa.
ﬂullEz esto sucedu, las ecuaciones carga-movimiento 4.13, tendrdn siempre una solucidn tinica, puesto

que iegas forman una estructura y 1o un otrus palub ucde estable en térmi-

En
Py ) . o 4 . . 3
70: isicos que la matric serd siempre no singular, de forma que 4.13 “puede invertirse”, escribiendose en
fa forma.
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{0g) =[Keo] " {Fa} = [Tap) {Fa) =
4.15

Denominando o [ Fam ] matric de flexibilidad de fa barra.
Las matrices [Ky] y [Ty), dife iticos de las relaciones totales en-

tre capgas y movimicntos én una farra. KY3 consideramos un sistema de cargas {F Jen ef que una cicrta
comporente {F3 ) es igual a la unidad y todas las restantes componentes son nulas, se deduce de 4.15,
que la componente de movimiento [da fes 'yua[ al elemento [ Fap ] de la matriz de flexibilidades [ 5 ],
Por otra parte, por el de reciprocidad sabemos que Fan=Jan por o tanto, la'matric [T ] resulta
ser simétrica, or o tanto, K. ] tambitn Lo fa de ser.

4.5 DESPLAZAMIENTO DE BARRA EN CANTILIVER Y OBTENCION
EN FUNCION DE ESTOS DE LAS FUERZAS DE FIJACION

Para encontrar los desplozarmientos de una Borra en catifiver, se puede uttlizar of método del trubajo vir-
tual el cual queda definido por [ expresisn.

_f Nn d. Mm d. Vv _d,
6_0 EA +_[: Ei +'[rl,——GA¢ 4.16

En donde N, Vy M son los elementos meednicas del sistema realy n, v, m son los elementos meedui-
cos producidos por una carga virtual splicada en of punto y fa direccidn en la que se desea obtener cf des-
placamiento, Por ejemplo: ) :

)% el desplazansiento lineal de la siguiente viga para el extremo fibre.

N | b MPP.

I ! 1 H
! o

A

Aplicando una carga unitaria en el extremo B tenemos que.

A B T

Ck © e
|]._'___.' ' , '0.sxslr7

1 ' : }
I L
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Utilizando la ccuacidn 4.16 y despreciando la wnmﬂuadn por juerza wrfantc nos quafa

CF - |

,] s - 0sxsl

Ch— Do M

I’Lx—wflz - w:f/z)(x-l)dx L ’wl‘

EI

qll&'

En caso de quc l o sea mmtanh:, q
dicho pardmr:tm en funad’n dela bnixtuf de la barra.”
Existen otros métodos para encontrar fas :/dfc{wu
Bajo virtual por scr de los mds sencillos.’:
La obtencion de los de fazamicntos en bs i extremos de unia

Sfuerzas d¢ fi fjaadn para una barra doblemeite empotrada que es, por s sus :onlxmnc: de fronters, una,
estructura Kiper en ia"no es yo.nﬁfe n{ctcrnunar sus_feacciones. por. medio de ‘las

y - <
de la estdtica, Las incdgnil de un:yzcwm: nimero de ecuaciones in- - -
H .

ftic y t

mm:hs, 205§

fependientes obtenidas de fas condici .fuqu.n/"

Y .
fas deformaciones.



* Andlisis estructural © e S6

Bura obtener fos  fuerzas de fijacién utifizaremos entonces (os prineipios antes mencionados @ travds
del planteamicnto tradicional n/e/ ‘método de las floxibifidades” (mismo que utiliza el método matricial
feapitulo 7) y que se describe a continuacidn. . .

—Primero se determina el nimero de reacciones en los apoyos de la estructura, El grado de in-
determinacidn se denomina grado de redundancic lczr.rfmdum.
& ~=Se consifera una estructura denominada primaria que se obticne de la estructura original
fimirando i fundantes de mancra que se tenga una estructura estdticamente
determinada, Las i dundantes son las iones en exceso de fas que se pueden
detcrminar estdticamente.
~—Se aplica el principio de ycw&ﬁn de causas y cfectos y se van aiadiendo las reacciones
redundantes, estableciendo una ccuacisn por cada redundante, de manera gue los des-
plozamizntos e fa estructura en bos funln: en donde sc climinaron las reacciones, sc expre-
sen en funcidn de las fuersas idas y de i funda
—Ef método considera entonces una estructura isostdtics, denominada primaria, en la que se
eafeulan los desplozamicntos en los apoyos que se eliminaton de [a estructura Kiperestdtica
inicial, yen ‘Z:f dirccciones en las que se climinaron dichas restricciones. Estos des-
fa se caleuls bitn en estructuras de fa misma iwrmtnb que (3 estructura
; Yl A

;n'manb siendo [as cargas fas P
—La idn de los desplasamic de 2 estructura primaria con los producidos por las
i dunds aplicadas de manera que sc cungplan fas condiciones geométricas de
{a estructura orjginal, permite establecer un sistema de ccuaciones euyo ntimero es igual af
de las reacciones redundantes.
~—La solucidn de este sistera de cevaciones permite determinar los valores de (as reaceiones re-
i Una vez determinadas estas reacciones en los apoyos, los elementos meednicos se
pueden caleular en todos los micmbros de [ estructura por médio de las ccuaciones de equifi-
70 de la estdtica, pudiendo aplicarse tambida el principlo de superposicidn de causas y
efectos.

Zemplo 1: Caleular las reacciones para o siguicnte viga doble potrada que se
rmuestra en la figura.

w 1) Ef nimero de reacciones es para cada
A / B nudo 3, Una en x, otra en 1Yy otra como

g ©. Fero podemns ver que, comw 1o exis-
ten cargas en scntido de las X, entonces no
FRabrd “reaccion en ese sentido 'y por o

tanto solo habrdn 2 reacciones por nudo,

,le ! ’lj una en 'y otra como giro 0. For lo tanto
solo podemws utifizar 2 ccuaciones de la
El = Constante estdtica que son: ‘
Nimero de reacciones = 4
. z Fy =0
Grado de hiperestaticidad = NR - NEc
IM =0

GH = 4-2 = 2 Redundantes
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2) Estructura isostdtica primaria o o
W L. B S

Ecuaciones de compatibifidod

8 = B+ S Ban =0 o o
-+ . 9g = Bgr+ Ogy+Ogu = 0

4) Cileulo de s desplazamientos. Considerando sinicamente el efecto e flexion. Apheamos ef
teorem def trabajo virtal para cncommrfn.(Ie.?béumi:llla:. ‘ SRR T

5.= I;-M—%d—x
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J’(wlx-wlé)2 - wxz/éL(x-i& !
o s i Bl

s 5 Eoamidnc fre dofs

bifidad y se Japga e vabr de’ h’u mfum{nnm

EL signo negativo en ¥ nnflca

al indicado en 11,
6) Una ez cafcu&nfa: Mg para <l punfo B,
{lega a la solucidn ma que es:
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Ejemplo 2:

]

§p=6p =0

—
&/

l . M =Px-Pa
I)G.

I M=Yal-Yex=Ys(i-x)

. M"'= Mg ='>Ma 1)

. Se. pueden establecer las
a}am'r de los desplazamientos
fes desplazami por la redun-

m)(’:-i
e compatiifidad de deformaci

producidos dinicamente por cargas virtuales y of fin
dante que los produce. Podemos 1ces escril

Donde:

e

et
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YB"'E—IIMB_

2
T 28

. Utificando las ecuaciones de fa estdtica (£ Fy = T M a)mkuﬂzm [as reacciones en ef ex-
tremo A i nos queda que:

e DL

Ys

L

Pb?
,3

A continuacidn se presentan algunos casos ¢ mfu:wnafr.f cominmente utificados de momentos de em-
potramicnto para barras de seccidn arm’k‘, alos J' plos 1y Y 2. En el caso I:
tener una combinacidn de los casos citados, se ob; fos de por
para cada caso y despuds se utifizard el principio Jc superposicidn de causas _/ c_'fcclo: para obtener fos
momentos finales.

Es cvidente, aqui también que en fos casos en fos 7‘:1:2 1o sea constante a lo largo de (a longitud del
elemento se tendrd que obtener una funcidn en fa cual se ﬁala wiriar A e 1, sepiin sea el easo, a lo largo
de la longitud de tal cle Estos casos esp tardn con mayor detalle en el capitulo 8.
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- Condicién de carga

LY

Tabla 4-1.



/" Continuaclén Tabla g—:1.l .

Andlisis estructural - o 62

Condicién decarga’

‘MA"

w(ym) ..

i S
o
T




Capitulo 5

Ny

Conceptos estructurales basicos

5.1 CLASIFICACION DE LAS ESTRUCTURAS
(CONCEPTOS GENERALES)

‘Zlna estructura, en Jcm:mf, estd formada por fe int tados fos cuales, independi
e su forma, se consideran en una, dos y tres dimensiones. n realidad un clemento tiene siempre tres
dimensiones: longitud, ancho y espesor; sin embargo, si el anchio y espesor son pequerios en comparacidn
{ FA
ales

con su longitud, como en ef caso de vigas y ¢ pueden conside como unidi-
nmmbnag.z'ufmsn:{c lacas , ef espesor es nor mds pequeito que [a longitud y
elanchio del elemento; de ahi que d; placas se consideran Gifimensionale

Las estructuras pueden dividirse cn [3s tres categorfas sigui iderando sus cle cono -

de una, dos o tres dimensiones.

1) Estructuras esqueliticas

2) Estructuras laminares

3) Sdlidos

El presente trabajo estudia las estructuras e 2 primera categoria donde los clementos se consideran
como untidimensionales. o

La clasificacidn anterior es of resultado de fs idealizacidn de fas estructuras reafes con ciertas
aproximaciones ¢ hipdtesis. Por ejemplo, un edificio se idealiza normafmente en tal forma que su
entramado, es decir, el conjunto de'vigus y columas Je los pisos, se considera como de tipo estructura de
esqueleto y fas placas son de tipo faminar, aungue cf sistema completo es realinente (z combinacidn de fos
tres tipos antes mencionados. : ' .

El tipo de estructura de esqueleto pucde a su ves dividirse en los siguicntes tipos:

1) Armaduras (eclosias)

2) Sistemas planos

3) Sisternas reticulados

4) Marcos rijidos trifimensionales

—Eu las armaduras, los elementos se unen entre si por articulaciones sin rosamiento ylas
curgas s aplican en fos nudos. En i fos cle esedn tidos tinic a
Lﬁcrzw axiales ftensidn o compresidn) v ’

63
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~—En las sistemas planos, los elementos estdn unidos entre si por nudos rigidos b mismo que
por articulaciones sin rozamsicnto y las cargas se aplican tanto en los nudos como en fos ele-
mentos. Las rigideces a la flexidn de estos clementos normalmente son grandes comparadas
con las de las armaduras. Los clementos no estdn sujetos a torsidn, pues (3 estructura y las
cargas estdn en el mismo plano.

~—Los reticulados, son los sistemas planos que estdn sujetas a cargas en diferentes planos. En
otras palabras, la estructura y las cargas no estdn en ef mismo plano y como consecuencia de
esto los elementos estdn sujctos tanto a torsion como a flexidn. Corresponden a este tipo de
estructura [os sistemas de tablero de puentes, los sistemas de piso zf:r??;'xbb:, ete.

—Los marcos rigidos tridimensionales, son ef tipo mds ncmlf de e.sfrucfum {c esqueleto. Las

cargas estin aplicadas en cualquicr punto y en cualjui {l/ los pueden
estar unidos entre sien cua@m'cr/anm. Esie trabajo estudiard las dos primeras categorias y
enelcaso de furas las t endosy tres dimensi

Antes de analizar una estructura es importante definir cada uno de [os pardmetros que la definen y
que serdn Base importante para [a obtencion de (a informacidn que de aquella requerimeos (fuerzas y/o
desplacamientas) Estos datos pueden ser geometria de a estructura, rapl'aﬂnfu meednicas de fos mate-
riales, cargas, ete. También es importante definir clz los mld{f, fe despla i ete.
A esta téenica se lec ama “topolagia”y es muty importante en ef andlisis matricial pucs de ella dependerid
elonden de gjecucibn de los pasos para la solucion del problema.

Para considerar el sentido cn que se tomua cada clemento, s drd que empicza cns una de los ex-
tremos y termina en el otro; para indicarly se coloca una punta de jfuﬁa en el extremo que se considera fi-
nal orientada Racia ese mismo extremo. A extremo opuesto se le considera como extremo inicial A yal

final B . £l nimero de elemento se eucierra en un cuadrito que ird bajo o a un fado del elemento en cues-
tidn. Figura 5.1.

®
L

Fiqura 5-1,

Ensequida , numeramos los nudos de nuestra estructura en orden creciente segin un orden definido
Y seencierran en un circulo, B -
Tambin es necesario establecer un sistema de coordenadas para definir nudes y apoyos (figura 5.2}

X
: Gf
Y -
l—‘lk
[ : W e B e
2} Moo T ) amagmy

Figura 5-2. Topologia de una estructura
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Es importante sefialar que en este tipo de andlisis bs apoyos no se numeran como nudos, a menos
que estos permitan al menos un grado de fibertad, y que este se considere dentro de el andlisis. Por ejem-
plo, los apoyos de la armadura, figura 5.2 6, son articulaciones por lo que permiten el giro de los elemen-
tos que concurren a esos apoyos. Sin embargo, en los nudos de una’ armadura solo se consideran dos
desplozamizntos fineales ﬁl‘:’, dy) por cada nudo (nudos 1, 2, 3, 4) ynose considera ¢f d'z.ypfazam'cnm
angular firo)por lo tanto, dichos apoyos no sc numeran.

En.ef caso de marcos planos un apoyo se considera 0 no como nudo si permite al menos un des-
plazamiento, ver figura 5.3,

y
" b )
X
¢ =0;dy =0 @ #0;dx#0"

Figura 523, A
Esto depende desisc consideran fas matrizs de rigidec modficala de cada elemento
5.1.1 Estabilidad y grade de indeterminadin R
~Armaduras, Una dura esta por uncierto niimero’ de barr

. Py . L4 . - ORI ;
s tremas mediante articuls 0 dores formando sina red que consta de una scric de’.”":

tridngulos y montada sobre un niimero de apoyos, fgum Sda.

D

B

o 7  Fipra 54,
Cada barra de una dura es un ele do a dos fuerzas, de tal manera que cada una
rt;:m'cmn una l’uad‘gnﬂa de fuerca interior. Ef mimcro total de efémentos desconocidos del sistema com-
pleto es igual ol numero de barras mis ef niimero de elementos de redccidn independiente. Si flamamos
NB al ntimero de barras y ND al nimero de desplazamientos independicntes, podemos establecer un
eriterio de estabifidad y grado de indeterminacisn de fa armadura comparando unas y otras.

—SiNB < ND = El sistema es Inestable

~—SiNB = ND = El sistema es estaticamente determinado siempre que sea estable,

—SiNB > ND = B sisterna es estaficamente indelerminado siempre que sea estable,
Yentonces

GH = NB -~ ND
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Donde GH =grado de indeterminacion. s :
Ef cumplimiento de (3 condicidn NB 2 N no asegura que I3 ahrunfl{ia} 3 queunaar:’
madora sea estable se requicre ef cumplimiento de mds condiciones, Priméro, el volor del mimero de reac- -

ciones debe ser igual o mayor que ef de tres requerido para [a estabififad estatica ¢ (os apoijas. Liiego, no -
debe haber unagun{ﬁpask'z{iou qt':‘:zfccum{u m’: apﬁya: y barras para’evitar s la i) friest Z[u{m{ -
geométrica externa ¢ interna. B i
Bdsicamente, una armadora estable puede obtenerse partiendo de tres barras unidas por medio de .
pasadores en sus extremos, formando un tridngulo y ampliarse a partir de este m)?mﬁcmfa 05 nueas ba-
rras por cada nudo nucve (figura 5.4} e
Pucsto que estd estructura satisface que NB = XD, tendremos una estructura estdticamente de e
minada (scgin el inciso anterior, el apoyo derccho de la figura 5—a se considera como nudo puesto que -
permite desplazamicnto en el eje x segrin fa figura) : L
Supongamos que (a forma de esta armadura se cambia, como se muestra en [a figura 55, EL nimero
de barras y nudos es el mismo; la ecuacidn de condicidn de estabilidad sigue currylyu dose. Sin embargo,

e
es geométricamente inestable pur;uc no hay una Barra que soporte la fuersa vertical (cortante) en ef -
tramo donde se omitio fa diagona N -

Sfigura 5-5.

Hay cicrtos casos en los cuales la estabifidod de una armadura no es clara, Una éanm de compro-
barlo es la de intentar el cdleulo de los esfuerzos y ver si los resultados son compatibles o no, Un resul-
tado incompatible indica que la solucidn no es tinica, sino infinita ¢ indeterminada, en taf caso la
armadura es inestable.

—~—Marcos rigidos, Un marto rigido se compone de vigas y colu unidos rigid. , tal
como el mostrado en [ figura 56 a. La estabilidad y grado de indetcrminacidn de un marco
rigido puede investigarse comparando ef mimero de incdgnitas y iones de la estd:
fi yde idn) disponibles para su solucidn. Un marco puede scpararse en un
nimero d¢ sdlidos aislados, gual al, d{ nudos, como se muestra en [ figura 55'; 6, lo que re-
quiere scparar todos los elementos (vigas y columnas) del marco mediante dos secciones.
Existen tres magnitudes desconocidas en cada seceidn de un elemento, N, ¥ y M. Sin cm-
bargo, si se conocen estas cantidades cn una scecidn, pueden determi spondi
tes de la otra scceidn, esto se explica mds adelante,

| | . y

2
.
Y K.
3
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Por tanto, solz Fay tres incdgnitas i ¢ independ! en cada el de un marco. Si
NGB representa el mimero de barras y 9?7{:/ niimero de ele de i) el nimero total de
incdgnitas independicntes en un marco rigido es 3NB +NR, Un nudo rigido separado como sélido ais-
lado sc encuentra somctido a un sistema gencral de fucrzas y momentos como se indica en (a figura 5.6,
ya que un nudo rigido es capaz de soportur monentos. Para ef equilibrio de un nudo, este sistema debic
satisfacer las tres ecuaciones de equilibrio, ZTx =0, LFy =0, LM = 0. En esta forma, si el mimero
total de nudos rigidos cs i, entonces podrin eseribirse 3i ecuaciones independientes de equilibrio para el
sistema completo,

Puede suceder que se introduscan articulaciones u otros dispositivos de construccion en fa estruc-
tura con elfin de proveer ecuaciones adizionales de la estdtica, por eicmplo un total de ¢ . Asi, el minxero
total de ecuaciones de la estdtica disponibles para (a solucion de INB + NR, incdgnitas serd 3i +e. Los
eriterios para la estabifidad y grado de indeterminacidn de un marco rigido se establecen conparando cf
nimero £: incdgnitas (INB +NR) con el mimero de ecuaciones independientes (3¢ +c)

—Si3NB + NR < 3i +¢ El marco es inestable. .

—S8i3NB + NR = 3i + ¢ El marco es determinado siempre que sea estable. .

—S8i3NB + NR > 3i + ¢ El marco es indeterminado. S

Para ¢l caso de [ figura 5~6 hay seis nudos, incluyendo los apoyyos, seis barras y seis elementos de
id) i idn de construccidn. For lo tanto, . :

pero ning
(BNB+NR=24) > (3i+c=18)
Por consiguicnte,
GH=6

Muchios problemas que pueden i i fiante una idn, pueden fdeils ft or
simple investigacidn ocular cortando los X del marco y descomponi { a estructura en varios
mas simples (estructura en drbol}

Para que una estructura de nudos rigidos sca isostdtica, debe existir sola ut camino a sgguir

por las cayu apficadas de cualguicr punto fiasta la sustentacidn, Esto implica que [ estructura debe
estar ligada a la sustentacidn en un solo punto, y que las barras deben estar dispuestas de tal manera que
no formen ningiin aniflo cerrado. Tales estructuras se denominan en drbol.

5.2 CONTINUIDAD Y EQUILIBRIO

Con ¢l fin de poder entender objetivamente los principios de inuidad y equilibrio dos en ef
1p f2,hrp Seccidn G bl tales Leioncy aplicadas a sis J:.m fe
—Continuidad, Este principio supone que la defe idn y ef des-

plazamiento de cualjuicr punto particular de una estructura es continuo y ticne un solo valor.

Normalmente esta condicidn se cmples, af gual que las condiciones de cquilrio, para satisfacer

que los desplacamicntos son tinicos en los cxgremos de los elementos que concurren a un o, i -
Suponyg que a e estdn rigid: unidos entre si en ef nudo i como se mucstra
enla f&um 5-7. Despuds de aplicar las cargas sobre el sistema, supongamos que ef nudo i se desplaza
una cantidod V. La condicion de "iz'lad' o continuidad requicre que: S .
di=dy =dy =, 84
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. ‘Donde dij representa el desplacansiento del extremo §

el clemento™ §. La: ecuocidn 5.1 es vdlida' siempre y

cuando los elementos estén unidos entre si rigidamente y
no se produsea fluencia nifalla en ef nudo.

Una vez conocidos los desplazami en fos nudos
de una estructura, segiin el principio de continuidad,
podemos encontrar fas deformaciones en cada uno de los
elementos del sisterna estructural] ya que unos y otros son
compatibles,

Figura 5-7,

—Zquilibrio. Normalmente fay dos clases de equifibrio, equilifrio estitico y equilibrio
dindmico. Cuando las cargas éstdn aplicadas sobre una estructura en forma caustlineal par-
tiendo de cero y aleanzando su valor final gradualmente)  estructura se deforma bujo estas
cargas y weﬁyrd ent reposo en su forma final, Desde este instante la estructura no sufre
cambios en su posicidn ni en su /nnm deformada. Esta es la lamada posicién de equilibrio
estdtico de [a estructura. Tor el contrario, i las cargas se aplican subitamente,  estructura

le d dife deformaciones en difercntes instantes. Si cualjuicr particula o porcidn
de la estructura estd en equilibrio en eualyuier instante 611’;'0 {a accidn de cargas externas,
fuerzas gravitacionales, fuerzas elisti _:yucrza.f increiales que actuan sobre ell, enton-
ces se dice que existe el lamado equilibrio dindmico de fa estructura el cual no es nucstro
objetivo estudiar.

La condicidn de equilibrio estitico establece que la suma de todas las fuerzas externas e fnternas que

actuan sobre fa estructura (incluyendo las reacciones) trasladudas a un puisto comin, serd igual a cero.

Supongamos que en un espacio fisico bidimensional, el cuerpo elidstico mostrado en la figura 5.8 estd

en equilibrio t.rtg’ti;o bajo las cargas dadas (Py, Py Py, ... Pr) donde B representa las fuersas generali-
os )

zadas (ineluy iplicadas en el punto i . Ef equififrio estdtico establece que:
Py+P2+P3+ . ..4+Py=0 5.2
Donde P representa o B trasladada a un
«sistema de denadt localizado en un
. punto arbitrario tal como elpunto 0de la figura 5-3.

/' Ademis de todo el equilirio de la estructura,
. cualguicr parte aislada de cfla debe estar también en
equilibrio, Suporgumos que el nudo i ent fa £ 5-8s¢
asta de &1 estructuns como se muestra cn 3 figura 5-9.

Represeutemas por Py ff = 2, n en la figura 5-8,

. las jua,z’u: imcnmpn{uur'mﬁﬂulxu enef aé‘rqzum flft:;
’ ; elemento i debidas a las cargos aplicadas, Ef equili-

n A brio del 1mudo i establece que la suma de todas las fucr-
. - ' zas internas y externas que concurren a dicko nudo es

igual a cero, donde m cs el nimero de clementos que
Figura 5-8. . concurren al nudo § fecuacidn 5.3} Si esta ecuacidn se
o satisface en cada nudo de fa estructura, fa condicidn




69 - » Conceptos estructurales bdsi C i (Capitulo 5)

de equilibrio para todo el sistema en conj bitn se cumple (ecuacidn 5.2). En este trabajo usarcmos

fmc?mtzmrﬂzﬁuccwabmﬁ cqm'{:ﬁ’nb:{znm{m. ot fiy e :
EP”+P|=0 . : 5.3
=1 P s

Otra condicidn de equilibrio }uc aplicarcmos
frecuentemente es cf ¢ i/i&n'o‘{ ¢ un elemento
bajo fucrzas internas desarrolladas en sus extre- Q—Y—-
mos quc ¢n forma matricial se escribe scgin fa L
ecuacidn 5—4: . :

PA+h5AP5=° 8) -
MaPa+Pa=0 b) 54 L

S - Figura 52 5
‘{m{ﬂvmfz hij es una matriz g‘uertrrxrz;ﬂu{n‘z Eu_fucrza.s Js n cx_mma def tfcmcuta af otro extremo y
onde:". ... R T e e e e

O T S ha = hag”’
Bor Simplcdad sipandremcs que:
o O i heamh
Clg =0t 58

s, s expresiones 54 nos quedancomo:
' Pa+hPg=0-a) . .
h'PA+ Py= 0 by 5,60,

9 llamaremos a K [s matriz de equilibrio de fa barra d}écﬁ?ﬁ con esta. En nuestro Erzdfﬂig fyestd ..
asociada con ef extremo B de la barra aungue pudo faberse hiecho igualmente puara ef extremo A de esta. .
En esta forma, los 3futrzo.f en una barra £J definiremos por.Pa,’y para obtener los esfucrzos Pa "
utifizaremos la ecuacidn 5.6 a. : ¥ 5 G

Por otra partc, A resultand independiente de las caracteristicas cldsticas de la barra’y consiste sim- ..
plemente en una funcidn de la posicidn relativa de sus extremos en nuestro cje de referéncias. Esto Face
suponer que los cocficicntes de A dependenin del sistems particular de coordenadus émpleado para expre-
sar las componentes de las cargas Pay Ps S T Bt

Consideremos cf caso gencral de una barra en el plano, en {a cial el extremo ‘B ticne coordenadas b,
Gy, con respecto al extremo A cormo se mutstra con [a figura 5-10.7. i P £l

Las ecuaciones de equilibrio de (a barra resultardn, Lug]ip fa figura

Elbco

Pxa+Pxg=0" "
Pya+Pyg=0 -
My+Mg +IXPyg-lyPxg=0 "



< Andfisis estriclural e 70

Qk:cfbéﬁdmzirwm: e S

: 57a

Sxm{crmk cft :fcwur:{clm:fn;uz/ c:fc amm e
ﬁmﬁm, 4 "m i f o

£n donde esla blymn{ 4 a barra,
sty sf una futrzn Pyactua en of & a(trcm Bde la barra,
tremo A son - Pa 'y estos son iguales a § Pysegiin la ‘ecuacidn 5.6
los signos de'los clementos exterioresa fa :fw(ganal prinipal.’ "
uﬂ&ﬂﬂl{ﬂ ll" ’n&a”ﬂm"fﬂ .ftlrtjﬂllft en'el
barra, se pua!c Afcmtmr que:

los Ly'w'a.t frnrunutuﬁ:: al nudo del e ex-
fa inversa -fc ﬁ s oﬁtu:m: eamﬁnam{n

5.9

Cada una nfz ﬂu tres cciaciones (5.2, 53 4/2-' a&fmn t[ mismo ﬁaﬁa en una jnrma dij jmutc,
cual es el equilibrio de una estructura, Si una de se cumple para !mﬂ).r fos tfcmcma; ij, las otras dos
se .mugfatcn por este mismo ﬁccfm P diend mtfa una emple pnm difer prof :

T En rnsurmu, cf pnllaplo tfc cquiﬂna mnﬁ/ttz qw:.
1} La estructura cstd en exquilibrio

- 2) Los nudos estdn en :qunﬁnn :
3) Los :ftmcnm.r r.«dn en tgmliina
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5.2.1 Matriz de continvidod y matriz de equilibrio

En la primera parte del método de rigifeces (eapitulo 6, mos este método plantedndolo desde un -
punto de vista ligeramente diferente, introduciendo fos conceptos de matric de eontinuidad y matriz de
equifibrio. Aunque esta formulacidn del método no sc emplea corminmente para resofver problemas, tiene
un interés tedrico consiferable ya que proporciona un punto de unisn entre el método de rigideces y los
métodos mds sencillos apropiados para el tratamicnt, /47 st isostdtic :

I esta idea iderando el cifeuld de fa matriz de continuidad y de equifibrio, en la
estructura de nudos rigidos de la figura 5.11. Esta estructura puede considerarse ya sea en el plano o en
el espacio siempre que los diversos vectores i matrices estén convenientemente definidos.

Los vectores que se utifizan son:

[ o1
p2 €z
dy e
pl=1{pat; W) = vlel=qesp o o
dz) , : s
P4 : 84
ps

Los elementos d fos vectores (p ] y (€ ) estdn definidos en ef correspondiente sistema de coorde-
nadas focal de cada barra y corresponden respectivamerite a las fucrzas internas y deformaciones en los .
extremos de las barras, Ef vector de defomaciones estd formado por la deformacidn de cada clemento, que
se obticne a partir de los desplazamicntas que resulten del argd;:'.uk para los dos extremos de cada barra, -
Ast. ltyl[rr%ﬂn:gu S AT EIN e SR

X

- En o cual bos & }’ icntos estdn ’ ‘ lft_-fl‘{llya.?;cil ;f rm'.mn.fisft::mffctéarﬁ@zfu. ,:
Conside akora ef ble real de las barrus en [a estructura. En nucstro ejemplo lustrativo.
fas ceuaciones de continuidud dc deformaciones estn referidas af vector movimicnto de nudos {d ] y s
estableccs cn i forma. ST T o
' e, =d;
ey =dy-dy ok o
e;=d, '1‘ SR . L0840
4=dy" T N

es=d;
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Debe sin embargo, r:?o}(ar.ré jut}mrafbla obtener &ngfor,mbx‘dnkrfe una 6arra flx cualse expresa
en sistema locaf) es preciso transformar (bs desplazamientos en los nudos al correspondicnte sistema focall
de la barra en cuestidti. Ast, las expresiones 5,10 pueden escribirse en fa forma: LR :

5.11
, IR CYNN ; :
En Jonde 0 x.son strices de dimensi wpropiadas al mimero de wnywnént&zfc Ios veciores -
movimiento n{%nmcidn. Ademds R, permite relacionar fas deformaciones, expresadas en Sistema locaf,

con los desplazamicntos, expresados en el sistema global de coordenadas, Ast, en fa expresin 5.11, la ma-
triz [a ] se define como la matriz de continuidad de la estructura, ) L

" Laformatidn de {s matric de continuidad de una estructura varia de un sistema estructural @ otro, .
Ent ef easo de un marco rigid por ejemplo, la deformacidn e de una barra quedard plenamente definida
al conocer los giros Oaiy Omde sus exiremos, ast como (a elongacisn Bi. Por consiy la deformacidn
de una barra estard asociads a un vector de fa forma: LT

e)'=48gi} - Donde

84

" ef caso de armaduras }’:hna.),y &{q'anmcufu d’:una ﬁﬂrfn quedap enta

tan sols 1 elongacion de la misma ya' que sus extremos no
siguiente la deformacidn de una barra estard asociadu a un vector de fa fo

Cersgah

+En Base a lo anterior, es posible obtener 1 deformacidn de una ba a £sto consideramos of caso
mds genzrol, es decir una barsa de nudos rigidos en la cval se han obtenido fos desplozomicentos de sus ex-
tremos, Cadu desplacamiento asociado al extremo de una Barra, se define’ por, dos desplazamicntos
fincales y ur?ira {ecuacidn 3.2} Aforu podemps deducir una expresiin gencrol para obtener la deforma-
cidn de una barra dando como datos su (opu[gﬁn y su dngulo de inclinacidu respecto af cje global & coor-
denadas, De fa figura 5.12 podemos deducir las siguientes fgualdadess #2170 00 00
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81 =
S a 512
Qg = sel"“dx +c°s°’dyA+ Sel"“dxs _____Co‘ dys+oB
A = - Sena dxs +Cosa dyy + Sena. dxg - Cose dyg
h
X
9’910115—12. :
depm{etm:amﬁlrcn janm matncm{wma- e
&
Ou = 5,13
Oy
= lea )
e = a x d S



- Andlisis estructural s ~-74

o que es L expresidn general para conocer la deformacidn de una barra Ezg]fn S dineccién Ysusdes-
plozamientos en los extremos. L : .

En el caso de una barra artleuliada en sus extremos, o xpresidn para obtener & Janmadm{ch o
misma se puede obtener a partir de fa expresidn 5.13 eliminando el . egum{n ; 'c}t:rca{ renglén, ast como
e b g

{os giros 9 y @z del vector de desplasamicntos. Por b tanto, una barra
de fmx anm}um utilizaremos ﬂ:;g:m:'dm el sl

Por otra parte; {a ecuacidn de equilibrio de nudos para h]yﬁia Silresubasers

Fy = Pag + Pas + P
515

F2=PM+PA2+PA5

En este caso debe seqialarse tambitn que los dife P estdn dos en su si foca
de coordenadas y para poder compurarlas con fas fuerzas exteriores fexpresadas en ol sistema global) defe
fafer una transformacidn de coordenadas que relacione unos y otros (cargas externas y fuerzas internas)
segiin la barvs én cuestidn. Las ecuaciones 5.15 pueden por [o tanto um?!;’m en (a forma:

F, 0 % G Q 07 ‘ : ; : |
= : : P3 ) - 5,16
F2 Q" Q o0 0 Qs N s : i

i Ps

(F):

[8)(P1. .

- En donde la matriz [ B ] establece (o relacion que existe entre las fuersas externas que se aplican a
una estructura y los fuerzas internas de sus clementos, Como se dedufo en el apitulo 2, y se puede de-
mastrar, {2 matriz (B ] sc floms matric dc equilibrio de (i estructira y es igual a fa transpuesta de .
la matriz e continuidad, Tor [o tanto podemos escribir la ion 5.16 como; 7 v i -
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P )
F ) BB RE s ;
=5 P 547
Fej i |Par RRsT 000 Ras '

Af igual que ﬂl nmnz & de contin varia z;}cm{um{a del sistema estruc-
tural a analizar. Asi, para el caso de 7 rmrca: ‘rigidos; cf veetor.de fuerzas de una barra se define por los
momentos en sus extremos, MA 4 ¥, MB, asi como vina jucrza nonmf i ef ¢iaso de armaduras, el veetor de
fucrzas para wm6 estard defini afucrea a de compresion o tensidn, Tor b tanto:

5,17 prop un ejempls el eardeter de contragradi
de cargas J imientos para una estructura, 0 ; :
= uux[mcnlc, pm{cmo: obtencr las fones que {a i y ef cqu 6no zfc {a jyum

5 11, si esta se camu{t'm nfc nudos ngu(a.f Por lo tanto y seqiin las ceuaciones 5.11 ) ¥ 5 17 nos t]cha Tes-

I
R A
[:7X] a | 025 ]
025 ;
1 “
0333 -0.339 17
033 \ 033
B
. 028 \
025
.00 . 060
0.2 016 1
- o2 0,16
; S 080 Ui 080 e S
092 ] 048 (e} =.[a] {d}
R 0.8 AL B
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" porlo tanto

=] 0333 [ 0338 § 1 .- §-080] 092 | 042 e Maz
1 B 025 (025 [oso | 016 [ 018 g Mﬂ_

st T 2 I ) - 0800412 ]-0.12 MA:{
“ 0zs)oas) BE 080|015 o1s | [Maa|
1 A 1] o Ny

AR =laTIP) - LT

Los espatios en Slanco son ceros. IRE CURIE T e
Si la figura 5.11 se considera como armadura, es decir que fos extremos de las Barras son todos ar-.
iculaciones, las spondicntes ecuaciones de inuidad 'y de equilifrio quedan respectivamente .

Iporlo tantor

Coro ya vinos, la deformacidn de una bara se obtiene como la diferencia de desplocamientos entre
Sus extremos y pard esto se define una matric (matriz de continuidad)que pesmite relucionar las deforma-
ciones expresadas en el sistema local de eada barra, con &:{»Icgzﬁzumimto:‘ resados en ef sistema
Global de coordenadas. Ast tevemos que para cualguier barra, su deformacidn queda como;
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g = Rm dg- Rpjda
En la cual E B
'A:m Armaduras

b

Sen o

b 2]

(Capitulo 5)

/518

Bura Marcos B
. (Cosa Sena. 0

Rgi=| | e Y
Sena .- Cosa
|t

En o que respecta af grado de indcterminacin en una éstruceura, podemos coneluir que este de-

pende excls de si general de

ifibrio de nudos de la estructura, {F }=[a" ] {p },

puede ser resuclta por lz vector | phsi fa matriz {a” }, que aparcce en esta ecuacidn, es rectangular re-
sulfta l'npa.ﬂ'é,k ofitencr una sofucidn tinica y [z estructura s por consiguicnte Aiperestdtica, Tero siexiste
fa inversa [a” ] entonces los esfucrzos en la estructura pueden obtencrse inmediatamente al escribir fa

ecuacidn de equifibrio de nudos cn fa forma:
tp) =1a'1"(F}

En el si o i

4a

en detalle of

519

procedimicnto para el ca'fcu{:; de la matnz de

continuidad ¢ br?(tcitar’mnu fa matric de equifibrio de una estructura M



Capitulo 6

Métodos de los desplazamientos

Loa esencin det método del equilibrio o de los desplazamicntos, relativy las estructuras reticulores, con-
siste cn considerar como incdgnitus bisicas los desplozamicntos de los nudos, En eualguicr apficacidn del
método, cl primer puso es expresar los esfuerzos en los extremos de las piezas, en funcidn de los correspon-
dientes movimicntos de dichos extremos. Estas expresiones de los esfuersos en los extremos resultan, en
general, de [a i idn de las iones diferenciales apropiadas de cfu:gucia’n, flexion o torsidn aso-
ciadas con {a burra feapitulo 4) Pucden obtenerse por integracidn directa de estas ecuaciones o por deri-
vacidn de fa adecuada expresiSn de la energia clistica con respecto a los movimicutos del extremo de la
barra. Si fa estructura es fincal fos esfucrzos en los exgremos de [ Barra serdn funciones fincales de los
movinmicntos de los mismos, siendo Tos cocficicntes de los movimicntos funciones de las propiedades
meednicas y geométricas de las piezas.

Ef paso siguicnte utilisa las condiciones de compatibilidad pura determinar fos movimi de fos
extremos de [as piezas en términos de los movimicntos de los nudos. Ast, obtencmos expresiones de los es-
fuerzos que actuan o {os extremos de fa p[ic.:n, en funcidn de los movimientos inedgnitas de estos extre-

mos, fos cuales satisfacen las cc iento y las ecuaciones de compatibififad. Estas
expresiones de fos esfuercos exgremos de Ha.r Barrus, se sustituyen en las ecuaciones de equifibrio del nudo.
Ef resultado es un sistema de ccuaciones —lus ecuaciones ‘esfi imicnto de la estructura~ que

relacionan fos esfuerzos conocidos de fos nudos con los nnm'ni':nm.\' desconocidos de fos mismos, Habrd
una ecuacidn para cada componente def movimiento del nudo y el término independiznte serd la compo-
nente de la carga apficada,

Resolviendo este sistema se obtienen los valores de los movimicntos incdgnitas de los nudos. Una
vez fiecho esto, las eapresiones ya utilizadas of establecer las ccuaciones de equilibrio ,mafcn emplearse
para hallar fos esfueros en fos extremos de las burras,

Se obscrvard posteriormente, que en {a aplicacién del método del equilibrio son sicmpre fos |
movimicntos los  que primcro se deducen. Ef mimero de ecuaciones a resolver es igual af mimero total de

imi independic fe idos, ef “grado de libertad” de fa estructura como a menudo sc
flama, y no se ve afectado por si la estructura es isostdtica o Aiperestdtica.

6. 1 MATRIZ DE RIGIDEZ DE UNA ESTRUCTURA

Ef problema fundamental para ef método de fos desplasamientos es encontrar fa matriz de rigides global
de la estructura (fefinidi en of capitulo 2} o eual relaciona las fucrsas externas que obran'en la estruc-

79
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tura con fos desplozamier guc p . t/xcﬁa.fjuuza: Tura su obtencidn se pueden establecer tres
pmta{lmun!as SR : L D S I S
a) ?onmfwnfabeawadnz.u[ﬂ(] [nf’[{][a]
(obtencidn de [a])
) Dir Dando de ientos unitarios a ham-uc!ura, se plmf: aﬁtcm:r [ a ] 'y [](]

en rmra::,_y [a]en amm{unu
¢) Por mediv de la matric de rigidez acoplada de cada 6amz :
| pmmro, esun praca{mucnta mmfun:a a pamr de &u— pﬁmlcamwnfa: del capitulo 2, los n{a.f tifti-
mos a los enfoq
rﬂ continuacidn nua/lzarcm cada uno de los pmca{mm:n!o.r en primer fugar para anna[um; v} po:’
teriormente en marcos planos.

6.1.1 Armaduras planas ‘
Para ef caso de ammfumr en {n: y tres dimensioncs, se presenta el tnﬁglu: sinico, el nuaf toma en :ucuta K
la fided de los nodales, dos en el plano y tresen :f upaaa, obtenitndose de esta,
forma resultados c.tacfa: o N -
Pura poder abordar el problema es i wna eonvencibn de si / CuanJa :
se consideran fuersus que actuan en los nudos, se considera que la canyonentc ¢ ung fw:rza es positiva
cuando actua en el :znm{%o.fmw de &u ges Xy 0, como Im{u'a f?um 6.1 a, esta misma convencidn

£l

serd vilida en e( caso de Cuandp se , por ef contrario, es igual-
mente le suponer positivo un esfucrzo de tensidn _/ egativ un c.y'utr 0 J: mnyrc.rldn como se
ve en la figura 6.1 :

E . o . ; +)
2 l Lo E l(.) "X
8) Fucrzg'u axtemas M dnphzumnlol o lon nudon Sl 7, i h) Fueru: lnlemn en las barus

'_ }'gums-l.,. H

Para este prataf:mxcma, ef, ;mﬂcnﬁ es oﬁtcm:r ﬁu matries [aly [k ]y os nﬂ:fas necesarios .purﬁ
comtmzrﬁu.mn. T T T .
—Topoly Jﬂz ;{c ﬁx mmctum
—Geometria de a mructi:

—.Scmdn de fas barras .
Mdnfuh e elasticidad de ﬁu Enmu N

mlra una mejor co

l »p wsidn Jc( nt'w!o comfrmrclrm Ez matris zf: ngufcz ghﬂuf Etzm'ldauo.r enla
Sigura y datos :ym'clglu: g ) :



81 » Méfadés de los de&gla:alfllz;ltlas L Co (Capltulo 6)
Tenploro.1 ... e o
—La topologia JGV%MJ!‘I: el fyﬁm' :

L@y

am

-—-Lagwmcma se z@nn& enla  figura
——Las seceiones serdn cireulares ‘
A =20cm2
J
—E material serd a cero s g s . A
E=21x10° Kg/er® e "

6.1.1 o) Obtendinde[K1=[a] [k ][a] L
Es importante que las unidades sean compatibles por lo cual'y de aqui en adelante expresaremos todo en
toneladas y en metros. . o

La dimensin de la matriz [a ] es igual af mimero de elementos por ef mimero de desplazamientos
inedgnitas correspondicntes a toda (a estructura —en este caso NB x NiD = 54 - y [z manera en que se
conformard la matriz J¢ continuidad es como sigue: Dol

dx,_ldy, dx, |dys

8y '
€
[a]=|€
2
6

Cada renglin corresponde a fa deformacisn de una barra y es ocasionada por fos desplazami en
sus extremas, Para obtener cada uno de los renglones de la matris [a ] ~uno por elemento— se puede
utificar (a ccuacidn'5.14° fapitulo 5} para la cual se requicre conoccr [ topologia; cl u‘niub de incli-
nacidn y fos nudos a los cuales estd unida [a barra en idr. A continuacion sc hard la isn de fa J

por rénglones, es decir para cadi elemento. T LR T T

Barra 1500 : I Sl -

Segin su fupnbg@

Extremo A—nudo 2

Extremo B—udo 4

e {de) =) )

B =0 . o

= (dxa+0dy.) - ( dxz+0dyz)

wef &)
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Pero si oﬁ:a-uumo.r la figurs, tmcma.r que el mn{o 4 esung uyn or o tanto rio se puede n{upﬂzzar
con lo cual so&: se conside fyu }nl:rfc Tesp a nud'a 2.’2:: / / cidyi serd entonces: ©

-1.(0
Q[ -1
0. 0
. -OB -0.6

En este gmpfa se numcmran s npa_ya,r yam Zznpl‘fmr &1 oﬁmmdu (c [ a ] pcra en azfcﬂmle fos
npa_yau' no se numcrardn a ‘menos que F:nmtnn rfuy almcn!o rcﬁmw. : s

EA = Constants

Coro se ;mfo observar en el gcn,ab anterior,
conocer la geometria de la estructuns
secuencia de cdleulo gve &5 como'sg

1) Oﬁtenam: Tos cosenos directores para cads
cual puaﬂ: ser arﬁumna} Pura nues ngaﬁr te rmos:

m{m J,v2, .3_1/ 4. 5

FuraSy7. .
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“meys L s {g} e

] o.70'71} o

Fura 8110 _0 7071

. 2) Una vez quese conoeen fos :f:ﬁrcnf& [y r{z'r;mf;ﬁarm, se obtiere cada uno e los reriglones
de [a'] con ayuda de lu eciacin 5.14 en' la cual; como 'es obvio, se desconocen los des-
- plazamicntos, La matriz de idad e estard formada por los i de caida cle-

@y=-d

ey =dxz - dx; -

e5=0.7071 dx; +
. @g=dyy - dys
e, = 0.7071 dx

3) Por iiltimase construye. la . matriz de continuidad waciando los cocficientes de los des-
plazamizntos en los higares correspondicntes dentro de la matris, sigiin ef desplacamiento

- ‘al que se asocie dicko cocfici n su signo ifo en cada caso, Por o tanto y para
 nuestro caso os queda et Co Lo .

dxg | dyy

o
6
-8y
e
{a}=] a5+
L 8+
ey i
Coeqgg ) o [-0.7071) 0.7071

-
o

Sl s Qe [ e L
0.7071 ]-0.7071]-0.7071 "~

0.7071]

En s lugares restarites se eolocan ceros, 19 que a exy scidn de fas deformaciones obtenidas, los res-
- - tantes desplazamientos y deformaciones noguardan ninguna refocign, . s TR T
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6.1.1.b) Obtencion de lo motriz de continvidad dando dosplaxamlonns unitarios
La matriz de continuidad de una estructura se pua{ fando de uni-
tarios a fos nudos en donde se los incdy n fos grados de fisertad
considerados y obteniendo (en funcidn de los zfmpﬂxzunucnm: I[ucanacufo:?u icientes quc confor-
man [3 matric de continuidad.

Para oftener os signos de los cocficicntes se obscrvard el cfecto que fos desplasamicntos unitarios
produccn en cada uno de los clementos de fa estructura, Ef signo serd p sip un alarg
0 esfuerzo de tension y negativo en caso contrario.

Pura este método tombicn es importante tomar en cucnta [a posicidn del cﬁ:m:nla, es decir, su incli-
nacidn y no serd importante en cste cuso tomar cn cuenta una topologia, sin cmﬁargo tam&ytn fo
relacionamos. :

Enef caso de ele inelinados, lt defe idn de dicho cle .r:rufun:dn de fa: dos wny:a-ks
nentes de desplazamicnto dx, dy. En ef caso e clementas paralelos a los cfes 30 su’ n{q'amnc@n serd

Suncidn solo de una de las dos componcntes, ya sea dxd dy.
Pura cjemplificar b anterior obtengamos la matriz [ ] de fos qc'ryfa; 1) J2)nnlu vistos, -

Los desplazamicntos sc producen uno o {a vez quedando los demds nm{a.r co fcmmnt rgufn.r .

segin el procedimicnto y los principios bisicos del método de rigideces.

Ejemplo no. 1, : - ERe
Procederemos dando uno a uno todos fos desplagamicntos y aﬂmwnfa qu: £ fanmcxdn pmx{utcu

en cada Barra,
Cos8=08
Sen 6 =0.6

dx, =1

e, n N produce nmgunn zfjanmcndu -
e, | 0. |Approduce ninguna deformacidn
Y Poduct acortamicito

8 n M: prmfucc nuguna g jnrmaadn -

d
e, M: pmnfuu ity gumx dej ﬁ:rmmdn ‘ .
e, ﬂmfutc nﬁ:rgnrmcuta enoy )
€, 9\[0 pmtfua: mnguua  d ﬁnmcldu' - :
8, m ﬂmfuce nﬁ:g fcnla eny i
e n 2> prm{ua: lmgmm £ _{omucfdn
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1

e . Q;m:_{wl(u il;:arfpnyuu;‘;:n}.\‘; S N ;
S [N plrryn_{_u'_t;’rxh'n ina deformacisn : "
e . M);EJu@c}:i:guliiﬁjaﬁmcﬁfi: _‘
8 No produce ninguna deformacisn -
‘eg " ﬂ"m{;ld:‘t:z(é‘ariunu'c”r_i'lo enX -
Ty “eeya)
e, : A@prmfua ni@una deformacidn
8, |--1" | Doduce acortarmichto en 0 .
e, 2@ pmz{ucc ninguna g{cjunr’wcﬂu‘“ :
- @y No produce niryuna :_{q’o}macidnyv . S
e_,f; mn:{‘utcvncbr{érrrnicrnrtq\cu‘ _')’ o »‘ R dv,'-li
Una vez que se fan obtenido todas las deformaciones los cole en'el fugar . spondicit
segin elarreglo que o fa matriz de continuidad (e hallamos dado. En este caso nos quedand: =
Jolof-1]o
B Y N
i fi=1 10 0 0
~[a)=|-08l06|- 0] 0"
0j0 |-08|-06

Qe es fa misma obtenida por el primer método, Este procedimicnto es nuy sencillo y bastante pric-
tico, resultando cit ocaciones mucho mds rdpido, En fa medida en que se practique se podrd comprobar
fa facifidad de gjecueidn. = C 5 T L o

Por este mismo método obtener [a matris [a ) para el ¢jenplo 1o, 2.

B I E oy, =1 dy =1

Pura hacer mis rdpido ef
proceso” colocamos _ todos _ fos
desplazamicntos ~ y" vamos
efecutandolos uno por uio, re-
cordando que para cada caso,
fos restantes nudos . quedan
?}'x{a: Yy asi obtencmos el valor

¢ las correspodicntes defor- )
maciones. : —

Am

Im 3m 3 Im

Elemento 1. Su deformacisu es oeacioviada por la componcute en x del nudo 3 fu cual fe produce un
alargamicnto. For [b tanto:
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¢ Elemento 2. .Sunffﬂmm,dn “la ocacionan dos de P lagamientas. La ¢ po! m x:fe(uwlo 3,'/ fn
corrgunm:nu enxdel nmfo 4 pnmaw I: i fa Por lo tanto: -

eni xde s desp i nfn&::nmfaxl_yz .
conponerite ) ymnfm alagamicnto, For b tanto: -

ﬂem:nto 6 Su nfq'anmcxdn es _{um: ﬂ:‘ﬁz corqmnenfe en D’Jc
pnmcm {e produce un alaig ;

E&:mmfa 7.5u deformacidn es funci
nﬁ;mfc las primeras producen nﬁvgﬂmuma 1y las segundas dcortamiento. Bor tanto,

0. 707dxz +0.707 dy,-0. 707dx; -0, 707dy ;

ﬂmnfa&&u deformacis ufulmdm{zﬁzrtfw de desplocarmi cfeb.mula:.l_y4
donde Inpmzfua:uw. iznto, 4y al tgami s alaggami _ydj/uw. i ?ar&: tanto.”. B

707dx‘ +0.707dy, + 0.707dxy - 0.707dy, "

'L'Icmcma 9. Su deformacidn es junadu de la componente y de los nm{osz _y 4, afau): &1 pnmcm pro- N
duce tensidn y & 73 Jyum{n ym:{ uce compresidn. Por b tanto:
" g = dy; - dy, S
Tf:mento 10, .Su nf ﬂ:rmmdn es funcidn de fas dos tes de de

donde d, pm:fucc nazrtarmanlo ydyz Pm:fuu aﬁrrgammo Qntancu* ;
 €yg=-0.707dx, + 0.707dy; " TR
‘una ths a&tamfn.r las xfgﬁmmcwrm en junadn de los Jta}zhwwrutm, fvmum fa matriz Jc con-

tinuidad y 1 fos cocficicntes segin su comesp tonfama[:mquaﬁlmmw' .
1 . 0 3 -
-1 0 0
= o
-1 Q 1 0
[a]= 0.7371 0.7071 il
1 0 G

: 0.7071_; 0.707% ) -0.7071 | -0.7071 { - - . :
-0.7071 | 0.7071 . : 07071} -0.7071

g 1 S 0 -1

-0.7071 § 0.7071 N :
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Como ¢n [os casos anteriores, los restantes fugares se flenan con ceros por no faber relacidn alguna
entre despl i y defe fones. : . s
Resulta conveniente Racer dos observaciones importantes de analizar respecto a fa utifizacisn y
obtencidn de la matriz de continuidad.
~—Ef primero se refiere a [ forma cn que se denory idr1 211 capitulp 2) fs muatris [a ]
como un * je

‘operador”. Esto sedebe a que; por :}cn;u(;z, el producto 6/2‘7(_. u se enticnde como
la derivada parcial de u respecto a x; y ast para fos demds elewentos def operador.

La forma que adquicre [\ a | ] dependerd de la discretizacidn que se haga de Lo estruc-
tura, La ccuacisn 2,11 es of resultadd fef andfisis de un silida sometido a fuersas de
vofumen, por esta razdn of planteamicnto del ?u'racfnr [V al Jes funcidn de tres dimensio-
nes x, ), & En casos concretos su dimensin dependerd del nimero de clementos en que se
discretice a la estructura. La ventaja serd que (' matris de continuidud que se oftenga ya no

J’ fonard como un gperador, sino simp serd una matriz de cocficientes &{c cuales
solo dependerdn de ﬂ‘l/]camcmb de fa estructura y cuyo mancjo es relativamente ficil si
utifizatws las reglas del dfgebra matricial. La ccudcidn 2.11 ticue sofucidn por los métodos
de (a5 ecuaciones difercnciales, pero estd fucra de este trabujo otener dicha solucion.

~—E{ sequndo comentario se refiere a s deformacidn real de una barra cuando existen des-
plazarmicntos en sus extremos. Por stplicidad se acepta que, cuando alguna Barra coincide
con afguno de los cjes de referencia su deformacion solo es funcipn de una de las dos compo-
nentes X 8 . Esta Aipdtesis cs vdlida pero en realidod no sucedz asi, ya que fabrd una con
tribueidn a la deformacidn, por parte jz, la componente normal al gje J{ {a barra. :
Conside una area cualguicra como l1 que se mucstra en la fiqura 62. Después de someterlaa .
un desplazamicnto e uno de sus extremos, R

Figura 6-2. Deformacion e una barra, -

La barra sufrird una deformacion que scrd: B F .
e={-i , R 6.1
Y de la figura 6.2 podemos ver que: '

I'=*l(l+d)o"’+d?
P= VPR A+ O+ Oy -

. ‘,.__,‘-.\[‘2(14_2%1*9_":49_2[)»

12
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Debifo a que ﬂ:s i son yuty p
30 y af elevarlo af cuadrady se ﬁaa: casi wycmpuﬁﬁ

demos inferir que f cociente (1 /0:3
con lo cu'aff y}zzr ser nonmal af ¢je x{r:{cd

‘ménto, Jl;l{ contribucisna fa 1{ feformacidn puede Afu;zmaam. Entonces:

re1V 12, E%J

()

F=l+dx;
Sustituyendo 6.2 en 6.1 tendremos finalmente que:
) : e=l+dx-|
e =dx

Con o tuaf se justifica el despreciar fa contrifucisn e b
t)c de [a barra, a la deformacidn de la misma,
Una ves. obtenidu fa matric de continuidud, ahora debe)

es la matriz de rigidec de los clementos de fa estructura (o

62

a (fe desplocamiento) normalaf |

mos de fayar la matriz [ ] {nmm:cufa) que
nm:fum)y :u valor cstd directamente re-
e de {1 estructura, Su

lacionado con las caracteristicas (E)y,
n{rmcn.ﬂdu es igual a NBx NB y es una matris fmgnna[ en

En donde © de af mimero de elemento en

o ala{ e[ w!ar de cads elemento serd gua[

fa mumeracidn que se fay 1ya propucsto. m:r o tanto:

kl,

(k1= 7&u

ko i 0.

tidn y su Bicacis cnhmtriuﬁ;ﬁcnlad(n

L NBxNB

Por fuclfu{m{ ] .ngun c{ mp fmfo 1, nsmﬁwrm: h matriz [ E Jcomo;

[k] dlag (k1. kz. ks
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89 o Mitodos

ﬁmﬂ.l,%-",".&
. »mamui,?,&,.w

Por, ﬁ: Mn to:

[ k] dlagonal (0. .33,

‘Zlna ver oﬁtmufn la matriz [K ] estamos ya en po::ﬁ:/nﬁn{ de obtenier la matriz gl ﬂ:ﬁnf de rgufm.r,
pumo quie ya cariocemos tarb fo.tanto fabrd que mafwm la ecuacidn. -

-O 333

-0.118% 0.118.
01187 -0.118 -
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Podemos comprobar en los dos casos anteriores que, la mutriz de r'yz‘lcz lobal sicmpre serd simétrica
&y positiva definida (estructura estable) y su dimensidn es funcidn directa del mimero de desplazamientos

incdgnitas (ND x ND}

6.1.1€) Obtendon de la matriz de rigidez global por medio de fa matriz
de rigidex acoplada de los barras individuales.
Antes de dlustrar fa obtencion de [ ], es conveniente hacer algunas consideraciones referentes a fa obten-
cign de fa matriz de rigidez acopladu para fas armaduras, por este motivo, utilisaremos como base
Sigura y los datos del gremplo no. 1 (figura 6-3) -
La primera parte de nuestro andlisis trata de 3 forma
que adquicren las ecuaciones.

Que componde a las. ccuaciones 4.14. (apitile 4)
transformadas al sistema de coordenados locales de cada
barra, para el caso de una estructura articula da plana. .

Consideremos una barra de longitud [y scccidn saf de di
lada en sus extremos puede tr itir 4  fuercas en fa direccidn de

denadas local es simple unidimensional, como muestra la figura 64"

Figura 6. Sistema focal dc coordenadas de unia barra, 6:'0)11‘:14&1::{«:, o
En'esta /yum, bs cbmmi;ma: 82y B3¢ suponen medidos @ partir e i PD.;'ftfdll iniciaf descar~
gada de la barra. Las ecuaciones fucrza-movimicnto en este sistema d coordcnadas son: =~ .l )

ve o Pi=ke
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Pa= kbg-kSa
Pg=- k3g + kBa “ . BN 6.3

En la cual k=Y o es necesario eseribir las ecuaciones relativas a las fuerses normales u fa
barra, pucsto que sabemos que estas deben ser cero) Estas ecuacivnes presentan una forma similar a fas
ecuaciones 4.14, y aungue en este caso seucillo los vectores (P ) y {8 [tienen solo una componente y Kse
reduce a un simple cocficicnte, . Lt Sl

Las ceuaciones 6.3 definen las fucrsus de extremo Pay Py para eualguier pareja de corrimic 8a
y 85 dados. Debe scitalurse que dichas ccuaciones son simlI:n’az:, como podiamos esperar, Np es posible,

sin embargo, resofver estas iones y obtener fos 8 en términos e los Ppuesto que la matriz.”
k -k
-k k

Es singular, Esto refleja el hechio de que la pieza puede yn'r un movimiento arbitrario de
sin ?mnr o fas fucrzas que actuan en sus extremos. La eantidad {83~ 8 ), por ¢f contrario, représcnta
fa deformacion de la picza y estd definida univocamente por 6.3 para cualquier pareja de fuerzas de
extremo,

Eeuaciones andlogas a 6.3 pueden exp fent os sis de dus locales aprop )
para cada barra de (s armadura que se considera, No obstante, antes de que podamos aplicar las condicio-
nes de equifibrio de nudos y compatibifidad de i es necesario $fo las fuersas y
movimicntos que aparecen en 6.3 en los correspondientes al sistema global x-y que muestra la figura 6.3.
Pura cfectuar esta transformacidn sup que los movimi de fos nudos de la estructura son
pequeiios en comparacidn con la longitud de fas barras para poder despreciar ef cambio de posicion de una
Barra con respecto al sistema global de coordenadus. Esta es fa Aipdtesis aproximada que se emplea
usualnente en la teoria fincal de estructuras, y corresponde a escribir lus ecuaciones de equifibrio de la
estructura no distorsionada, en lugar de facerlo en [a distorsionada, en ls cual deberia realinente efec-
tuarse, Asi, en la figura 6.5 supondremos que ef cambio de dngulo . causudo por la carga e o estruc-
tura, puede despreciarse Y tpmar el valor de o correspondienté a la estructura en su estado inicial,

A, iados)

. B ‘A N ¥ - * i s ; v P
Figura 6-5. Cambio de coordenudas locales a globales en una barra biarticuloda inclinada un dgulo o
R w5 respecto a X, . :
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En la fy ra 6.5 observamos que en cf sistema global de den ’ﬁmfa: P s de un vee-
tarjuman{!:tmmw}:ncmfm{wpan O P LY
S T P poosar
v Fy=psene
Qytpmf;mt.f:nﬁirtaﬁm', ‘

6.4

. Puede ap}rcibm: que aﬁnqu? R no esuna mnmz tbéfr;;:ﬁ: _r/, or wluyukn;é no tiene inversa; fa
ecuacidn 6.4 puede escribirse en la &onm inversa P= uTr. De igual mancra el corrimiznto de un extremo
8 pucde expresarse en funicitn de {as componentes del corrimicnto en ef sistema global en (a forma:: .

,8=dxcos4a+dysgn

Que puede escribirse: R sl
=[Cosa,$ena]k{g:}6‘a=p‘d‘> 6.5

Puede observarse en la figura que ef extremo de una barra puede tener un corrimicnto con compo-
nente perpendicular al cje e fx(;a arma y que este puede expresarse en funcidn de fos valores de dy y dyy.
'J}'rfc.; torrrbnicutas, site embargo, no tienen efecto sobre la fuerza de extremo y no es necesario incluirlos én
el cileulo.

En este caso, resulta sencillo obtencr la idn 6.5 por consideraciones exclusi cométri-
cas. Tambiln ¢s posible caleular las mismas eevaciones utificando el principio de trubajo virtual, Resulta
clarv que el trabajo realizado par una fucrea que se mucve una distancia doda debe ser ef mismo, independiente-
mente del sistema de coordenadas mpﬁmzu ara medir a fuersa y fa distancia, Asiy el trabajo realizado
por (a fucrza P que se mueve una distancia ! en o figura 6.5 es jguala P8, y resulta tambicn jgual a:

Fxdx + Fydy = pTS

Ast tenemos que PS=F'd g siF =P, resulta que FT=Pu" de b cual, T& = PuM, y puesto que
Pes una carga cualquicra, se deduce (a ceuacidn 6.5. .
Ahiora multiplicamos la ecvacidn 6.3 por Kty empleando [a ecuacidn 6.4 se obticne:
T Fame kS = Fa+Fa=0"" "
ERE o Porquei S
~npp=-pkBs +pkbg, .. - Fa=-Fp

swlores resulantes de o

Sustituyendo 8a _'/prnrfo: cidn 6.5 se obticne: )

ok deikT g
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6.6

Kaa di + Kab dg .
9’3: puede can-y}mﬁaf ﬁcn’/ntni: que: L

Ka = Cos @l SnaCosa g&
SenaCosa .

Ef cambio de coordenadas no aftera, par p
movimicnto son smguhm RPN g ERaY )
{abicndo obt e nfc los fucrzns e extremo’ en'ef sistema
g&zﬁal’ procedemos al. :yuuntc pn.m xfelﬂ cdleulo, consistc en [ formatidn de fa matris global de rigides
[X ) Aplicando la icit c‘gue los movimit de los attrzm xfc ﬁuﬁamu deben ser guaft: a ﬁ::

de los nudos spondicutes,
Barrat
Barra 2 -
Barra3’ 6.7
Barra 4
Barra 5
Sustituyendo estas expresi de fos movimi 0 nfe&::wcmmonfzhﬁanucuﬁuccuaciohué‘.?
de cada barra, se tiene: o RN EENORES
Barra 1 F'M = Kaay d,
Barra2 - Fap= Kaxydo + Kaag dy
Foz= Kas2d2 + Ksaz d1
Barra3 Fay=Kaasdy
Barrad  Fa=Kaagdysoo :
Barra§ Fas= KMS dz T L s.s

.s'c Fan anu.‘ufo fas qpmwmx de Faen t[ caso nfc las 6nrm.r 1 3, 4 5 uesto quz a[ Ser reaceiones
exteriores 1o van a necesitarse en (as ecuaciones Afc ¢quxliﬂno de los nudos, los wfam ;mm oy _/ oz solo
pueden referirse al sistema global,

Las condiciones de equilibrio de nmfo.r eneste qcrryfa res

1, .smafﬁmtntc

Fi= F'.,2 + F'M +Fa

Fz-.F'AM-F' v

En las cuales F; y Fase Qprmm tumﬁlln rA?lth
fos valores de fas ecuaciones 6. S.ﬂ: hcnc -

J

fyt_}cgﬁif(a‘f.‘.s' til fo'cn estas ec 1
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7 Fr= Koz dz + Kaba dy + Kana 0y + Kaas 0y

Que finafnéhte mlmde como: )

Fi) Kok KinkKae o Kam 0 1o [dh)
Faf. - Ker Kmi+Kazt Kas | (d2

L (‘F)u:=',l,,v", Liky (@)

Que es [ forma de [ ecuacidn 2.12 (capitulo 2) en este ejemplo particular. La ccuocidn 6.9 es un
eferrplo de matriz /arf' ionada, siendo sus cle matrices de (2 x 2) Esta es una caracteristica ge- -
neral del método de rigideces. Se observa que [ matriz 6.9 cs simétrica, como se menciond auteriormente.

Aungue fas iones fi imicnto de cada una de las barras en particular son singulares,
podemos aducir, basdndonos en consideraciones fisicas, que las ccuaciones 6.9 deben tener solucidn vinica
para unas ca;gm' dadas y que por consiguiente, la matriz de rigides completa de la estructura debe ser no
singuler. Todo fo que resta, es [a obtencion de los frmit dy, d2 mediante 6.9, y su inclu-
sidn posterior en 6.8 para hallar los esfuerzos en las barras.

Resulta interesante seitalar la forma en que la matriz de rigidez yfc_}a la disposicién de las barras
en (a estructura. Las barras 3y 4 contribuyen exclusivamente a s rigides directa del nudo 1 , por esta
causa, sus matrices Kaq sola 1p en ef primer ele de la diagonal principal, que refaciona
el movimiento def nudo 1 con la cargs aplicada en ¢f mismo. De igual manera, las arros 1 y 5 con-
m'ﬁuyin ffau solo ; Z W“ del nudo 2 y sus matrices Kaw, consecuentemente aparecen solo en el

e la di; {principal La barra 2, por el contrariv, une los nudos 1y 2, y cantn'ﬁuyc
en ambos cle de dicha diag Ftambits proporciona fos cle y exteriores a la misma Kap que
it fabi i entre los imie d1y d, reflejando ast la ligazdn fisica entre

los
os dos nudos, que proporciona esta bamra y [a estructura. )
Esta intima relacidn entre la forma de [a matriz de rigideces y [a disposicidn geomdtriea de fa estruc-
tura Race posible escribir fa matriz completa en funcidn de fas mmmlz rigides acoplada de las barras,
por simple inspeceidn, sin necesidad de tener que escribi explicitamente fas condiciones de equilibrio y
compatibifidad. La regla general consiste en zm:, i una Barra § une los nudos A y B, entonces Kanese
suma a los ele A-esimos y Bsimo de [a disgnoal prineipal’y Kass se coloca en los correspondicn-
tes elementos exteriores de fa diagonal principal (es deciv; en s fila 2, columna By fifa B colummna A}
Para coneluir nuestro ejemplo, obtengamos los Kna para cada una de las barras de la estructura.
‘Entonces:

0 0333

Kasr = [0'%“ °] EA = Kuo Kase = [° 0 ]EA

= | 0128 0006 gy o [0.128° 00967 i
s [_0‘096 ‘°‘°72]EA ' .'K“’*,~»[0.096 o.o72]'EA
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Afora pm{crms z:uamﬁﬂ:r h mamz Ja ngu(cz Jbﬁﬂf Jrgun ﬁ: :cuaadn 6.9 _/ /mafmcntc guafn. :

“ Los subindices zfc ﬁu

ie ‘h: signi-
fieado. . :

9614 R;:jj:‘/:., en z[ cxtremo A de la burra debida a un Jup&énm&uta unitario en el ;.(frmﬁ.ﬁ.
. xqz =Rigides en el extremo A de la barra debida a un n{nqafnzanncuto umlano enel extremo B. .
b ’K’u Rgu{tz en el extremo Bde la barra debida a un nfgsph.amzcnla vmtarw c[ t.ttrcmaﬁ -
Kpp = Rigidec en el extremo B de la barra debifa a un desplozamiento umlarw en ef qtrt.'mo 3

42,

ﬂunquc e una primera i ia fos yla orientacidn de las 5amu ) o tienen Jmn impor-
tancia, s importante sin embargo, que nos acostumb; a fos de esta mancra ya que, existen cier-
tos casos en los que dicho procedimicnto serd muy importante en fn btencidn de

Como anteriormente se menciond, es posible escribir [z matric de rigides g&:ﬁaf en funcidn de (as ma-
trices de rigides acoplada de los barras ind ividuales, por .dgt& inspeccidn, sin necesidad de tener que
eseribir explicitamente las condiciones de cqu‘ ibrio y wnpn ifidad. Ef procedimmicnto a sequir se resume

en los siguientes pasos, mediante los cuales el ejerrplo 1o, 2 que volvemos a presentar.
o 3
Ejemplo no. 2, L
EA = Constante £ I o V
Senoa=WZ = 07071 / *‘\ \
Cos o= 14Z = 0.7071 x , )
. T a a C W A

am o Im v am

' 1) Oﬂl:amfh; ide aryumyzy nfchrﬁnmu:eguu.m iiléﬁ'rqgi;idu mpé;ﬁ alejeglobal. .~

2) obtener fas Ku pnm :mfa 5nm1 Esto mpf iea aﬁf:m::dn de qu .'Kga _/ 7(91: de cada
6arm para su p:mcnar uhfizm:ndn en &u casos quc se rcqumru

De la ecuacién 66. KM n P
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Por & tanto.

S T0q18  ~0.118
K= K [;0.118 0.115] EA

- 3) La dimensisn de a matris (K ] es iqual a NDx NiD =4 x 4 y [a obtencidn de cada uno de
. sus elementos s¢ fard sutnando [a contribucidn de cada una A€ fas Barras al equilibrio dc los
nudos seqin fas ecuaciones 6.6, por fo tanto, podemos interpretar cadi uno de sus clementos
Comws fa suma de las fuersas (r?l'/w) en el nudo i debida'a os desplacamientos (unitarios)
Az fos extremos (Ao B) de fas burras Jue concurren a dicho nud’a.%r {o tanto y para nues-
1o caso tendremos que:
(Por simetria de [X ] solo escribiremos el tridugulb superior)

dy d2 d3 (-7}
Fs [Kass+Kaag+Kons+Kags KaB4 Kaas Kags
K} = F2 . - - | KaagKanio+ Koo +Koar Kgaz Keag
Fa |- 0 = - b Kana+Kans+Kaar+Kpar Kaga
Fa ’ Karz+Kang+Kenz+Kans |

. Mr{mu{o qu: fas nfnﬁrchm Ky son submatrices de 2% 2, efect las correspondicntes opera-
ciones gite finalmente nos gueda.

10569 0 "|-0333 0 [ 0 {-0.118 0.118
' 0.569 [} (4] 0 __-033310118 -0.118
0 |[-0.118 -0.118} O ]

K= S lO.SBB :0.118 01181 0 _-0.333§ pp

ME 0.785 0.118].0333 ©
TRI Lodsi! o 0
co 0.785_-0.118

0.451

Que es el mismo resuftado obtenido anteriormente.

p &?::’u Facer un resumen de fa wtifizacidn de cada método presentadb, resolvercmos ef siguicnte
prol . R
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Por medio de [K] = [a]"[K][a]
gmpb no.3.. : - : :
Los apoyos ju fian numerado como nudos porque o restringen co Lotarente ef movimicinto
en esos {ug;zllrzs Z'Il,nm{a 2 no impide cl movimicnto fn’? e nm{or;y;w bi s ufc en el gje 0. For esta

razdn se deberdn tomar cn cucnta para (3 formacidn de (a matric de contmuu{m{ cuya dimensidn scrd
gua[a 9@,{9@), que cn este caso es 11X 6.

3m
(]

a) Oﬁmmo’n :{c [ a ]

‘e,'--Odez-OGdyz .
. 8p,=. Odeg-Odez-OGdy;, .
ew_—o de‘+06dy. -
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3.-SAfiora pmfarm construir &2 matris [ 2 | vaciando fos tmjx' ntes
en fos Tllu;am tamqwm{mnm ch nrmgb mtnan

[a] =

Una ves que se ﬁa oﬂtmufa h matriz de ¢ obterer fa matric de
ngufut{tbnmmmo: el )

025 0333 0333 020 020 020 OZO)EA

Cmm dfmm paso solo nos resta nﬁmur ef, pmnfuda numma! [ .‘7( ]= [ a /’ [k ] [a] }mra fo cual in-

troducimos un procedimichto alternativo ef cual solo i a de las matri-
cesa :ny:ﬂ:ar y la utilizacidn de una ecuacion bdsica, esto utama :yw
el - [k)

A v o T o] o] o o2

o -1 [0 ] oo o |[o2s

o [ ol o [ ol + 1o |{oe

o ol o el o {loes NB .

) o [0 1 o | o Jloaxn e .

o ot T ool JlomsE? Ky=3  asayk 510

08| 0 ] 0 0 | 08 ] 06 ; b : P

o Josf08] 0o o] o R

0 | o8 j06joe]| 0o | o

o ol o1 o [08]0e
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anya;- Snrgfnmna la matric [a ], .’R;con{amfnquufx-&tmmgﬁn s{c[a}:.: gua[a la
2 idsima columna de {a |
Ky = Flemento de [ matric de rigides global colocado cn ef my&in i _/ yla rafumua .
{=Contador que va desde 1 fiasta N:B (ninro de barras)
an= Elemento de s matriz [a ] colocado en ef [<simo rengldn y 6: x-c(mm w/umrm
' o= Z&mcma de fa matriz {a ] colocado cnef f-é.mm rcﬂ‘q&fu yla; J-t’,mm wfumna

.quh[war lb ecuacuin 610y ’Nnm'g(,; b
gublo mpmar) o

a7 -025 0

- Simetrieo

3w Hacerns f mmmﬁ(c el matriz [ .7(_ }ﬁaacmﬂz una nu;maﬁn visualen li estructura y
tomando en cucnta ef dll‘qu[a de inclinacitn y la topologia de cada Barra tal quc. .

éfnh el eridyy gufa .m;vmar)
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. dy
Fqi [anitianssionz : 0]

Fa
K=
- }-‘4 Kaaa+Kanto+ Kpeat Koes +
k. Kpo? - -
. 'ﬂ‘aréyﬁ‘pbﬁbvi' ormar la matriz (K] conel ble antes obtenido y dando que las dife-
rentes Kgson matrices dz (2x.2)
dxy dy, dx; dys dxs dya dx dys

Fy,
Fx
Fy2
Fx3
Fys
Fxq 1
Fys [
e T T 8 o ol i s co
0.378 -0.25 1] 0 -0.128  -0.096
0.756 0 0.096 0 0
K= 0.477 -0.072 0 -0.333 . |EA
0.405 0 o .
Simetrico 0.756 . . o]

0477
Que resulta scr fa misra que se obtuvo anteriormente. o

6.1.2 Morcos planos

Afora pmcu!anﬁ; un primer enfogque def método de rigides, mitodo de rigidez simplificado, en este caso

se Race una disminucisn en ef wirnero de consideraciones tedricas que puede tener una estructura o fas

mds rcprc:cum’tiun: considerando /uc cada nudo solo puede tencr dos movimientos, un giro 'y un -
corrimicuto igual al fe todos fos nudos Rorizontales coliucales a el Esto significa yuc no se consideran
ot al S

acortamicntos o alaigamicntos de los ele por cfecto de las cargas, PR ST
Al igual Zm: en fas armadiras, cn fos marcos planos el problema fund, [es fa matris .
de rigife global dc la ulructum{{l/ como ya sc menciond en un prineipio, los métodos para el eifeulo

de [K), y para ef caso del método &t rigides simplificado son:



101_»_Métodos de los desplazamilentos (Capitulo )

a) Por medio de [ ecuacién 2.11 (obtencidn de [a )
&) Dando desplasamicnitos unitarios a la estructura (obtencidn de (a J)
¢) Direct Dando desplozami unitarios a a estructura (obtencidn de [X])

A continuacidn faremos una descripeisn detallada de cada uno de fos procedimientos mencionados
correspondicntes a este primer enfoque, pero antes es it blecer una idn apropiada de

signos para fuerzas y/o desplozamicntos. ) A _
Para el caso de  flexci estas serdn positivos cuando giren en contra de las manesi- .
llas del reloj. La misma convencidn se utilizard en ef caso de fos giros angulares figura 6-6a.7 .~ .
Cuando se produce un desplazamicnto fincal de un extremo de una Barra respecto’ of otro extremo, .
los desplasamicntos, asi como los giros y momentos que se producen (figura Mrﬁtrutnm'n regidos por la
convencidn atrus establecida. . . B e R

N 1)
D

Figura 6-6. Convencitn de s

Por otra paric, necesitamos lnmﬁx':!n,fﬁa fa construccisn e fa  global Afz'rfg ez, conoter las
propicdades mecinicas y geométricas de eada uno de los elementos de (a estructura, Estas son:

1) Topologia de la estructura

2) Geometria de la estructura

) Seecidn de eada elemento

4) Momento de inercia de cada elemento

5) Modulo de elasticidad y modulo de Poisson

La Base del método de los despl i en (a sofucidn de una estructura, s determinar las com-
ponentes independicntes de los despl i e se de Seqin el principio de continuidad,
pode fefc , it este caso de una barra aislada en funcisn de los desplazarmicn-
tos desconocides los cuales ~para este andfisis— solo podrin ser giros en los extremos de la barra (figura
6-7 a) y un desplozamicnto fineal de un mulo con respecto ol otro que serd sicmpre normal ol ¢je de la
Barra en cuestion; recordando ademis que bos Juz;hznm-’cuta: incdguitas sierpre se supouen positivos
segiin fa idn de signos cstablecida, Sin 140, en ¢l easo del despl iento fincal, existen dos
posibilidades de movimicnto para la barra. Ef primer caso es que cf extremo B de fa barva s desplace en
sentido positivo (seqiin convenicion) respecto uf extremo A y; el segundo easo es que el extremo A se des-
place respecto af extremo B o cual s puede interpretar como que ¢l extremo B sc desplaza en sentido ne-
fativo respecto al extremo A de la barra (ver figura 6-76 y ¢} '
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= r p

s, las

Con lo anterior unlu
i e nos nan.
que nos quedan finalinente como

Figura 6-7. a) ) fombinacibn) Figwa 6=7.a)yc) {mn.&g')@é.u,xg k
9A=(pA-§8/J L T Bampa-8/1 ":‘;.
Og=pa+8/] ’ 03=q)5-5/l‘;

{or .

{e) = " [a e

Con estas ccuaciones s¢ ufnﬁka el prmapw de continuidad § ‘para 6nrra.r individuales y tamﬁu!u s
posibie, por medio de estas; construir. la_matriz de continuidid de toda fa estructura lfamfo fos des- .
Pplazamientos mrdlmln nfc fae estructira J unaﬁzamfo talfa barraen _forma au/mfa :
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Recurriremos a un ejemplo sobre el eal ifustrarcimos ls utifizacion de las ecuaciones anteriores ybn[
mismo tiempo oftendremos ,Z,m:tnz de rigides global de fa estructura para cada uno de bos procedimientos
seiialodos. g e A e

6.1.2 o) Obtendon de [ a‘_]’qtqa';iéh 21
Templono. 4, o

Pura esta parte recordemos que ..

dyy=dy;=0 y dx;=dxp 0

Se establece de ant ‘quie cada ele
tendra dos deformaciones, una e cada cxtremo, los¥ -
cuales sou provocadas por dos giros y.un des- .-
plazamiento fver ecuaciones 6.11) Por b tanto las
deformationes ¢ de una barra s¢ consideran comoz == - - -

A A .

o segiin los condicior parab: P 't ’ qut lus ‘incogn as serdn tred,
Dos giros, uno en cada nudo y un corrimiento del cabezal, Por lo tanto el vector de desplazamientos
quedarni: L T T e A R e T e B eI

18,

ST e

en qll¢ Sse conforma es;

ta)=
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- En donde Bar y Oy ot sponden a la defe pmaci (t_ﬁ,yfanfil}i:ﬁ}éfc ﬂyﬂr&qm:h- :
vamente. " Gl T : EURREEO R0 i : G e
Ast, para {a obtencisn de cada uno de los renglones de la matriz [a }, utifizamos fas ecuaciones 6.11

seqiin el caso. Para su uso, se requicre ademds el sentido de fa barra y los nudos a fos que concurre, b cual - ‘

se puede ver fdcilr cen la spondiente figura: Ensequida se ilustra_la’ obtencion de [ a'] por
renglones para el ejemplo en cuestidn. . - S )

Extremo A — Apoyo
Ext;e(no B—Nudo1

Barma 2 .
Extremo A — Apoyo
Extremo B — Nudo 2 " =
‘Barra3 :
Extremo A— Nudo 1" -
. ExtremoB—Nudo2 .

Lo

7 iarios los cogficicntes de los diferentes desplozamicntos seqiin su myﬁﬁ y ;funqm
conrespondientes en la matriz [a'] y nos queda gu : s S

FEEE

',: [°1= :

Terplono. 5

Condici

Podemos observar en generaf que
ef miimero de_incdgnitas es gual
af niimero de nudos mds el mime-
ro de - desplocansientos finealt
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ey

8y

es

O = 0.25 54

1= p1 + 0.25 5,

a2 =0.25 5,

B2 = g2 +0.25 5,

; Bni=v|p, -b.aﬁ,.i; 0.28: ' i

Ops=0s-0.25,4028

Oas = 02-0.25,+0.25,

" Opemgs-0.25, 4028

Oas = 3-0.25,+0.2 5

Oas = @s- 0.25,+ 0.2 5,

1) Caleulamos las diferentes deformaciones para cada bama (ecuociones 6.11) =

O = @y fb'zs_e},f;; '

P =2+ 0255, .

Oa7=p2-0283 :

Bg7 =93~ 0.25,

Ops = e +0.25 8 . °
i ;

-res'a=q:5+(‘).258; S e

Ore=s~028;

| O =ge-025;

2)Procedemos como en el ejemplo nntdi:rj mgudafmfm :

025
1 025
028
025
1 020 | 020
R 020 | 020
T 020 | 020
. 1 020 | 020
[a]= - 020 | 020
: : 1+ | 02 | 02
] : 025
1- 025 |
1 020
: 020
025
1 028 | :
1 020
’1.0 2o 18x9
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L siguicnte a.«; p&n aﬂmrc’r‘ﬁt matris de rigidez global es obtencr la matric de rigides e fas -
Barras la cuales funcidn directa de las propiedudes mecdnicas y geométricas de estos elementos. 1

Como ya se establecid en el capitulo 2, seiin ef principio de la by de Hooke las deformaciones son
proporcionales a fos esfuercos y segnin la ecuacidn 2.8 b representamoscomoz - = :

. (8)=DDl{e) .
Qe :rgﬁn el sistema de notacidn que estamos utifizando nos queda también como.

" )= (6} Donde: - (D) =0 'y " " {S}=(p)
Debe de aclararse, sin embargo, en o :n‘n;m igualfod | $'] rg resenta’ esfuersos y en fa
sequnda, {p ] npmcnl’n fuerzas anngt Wo mn{cntos) 9% obstante, el ca‘:ﬁ:b es u:;({% ya q'Zc en el
proceso de andlisis se pucden descomponer [os esfuerzos factorizando I geometria de (a estructura que,
para un caso en particular, es contante.”" <7 ' G
De las ecuaciones anteriores deducimos que:

Por lp que pnn{énﬁ: rcqcn;ﬁl'rt{n?ﬁa ecuacidn como:
Mas _ [Kmt Kasi I
{MII} - [Kun Knel] {B-l} 6.12

En la que Kyrepresenta la rigides a flexisn en una barra doble potrada que es ida a
desplazarmicntos unitarios girm)tn ambos extremos. Ef primer subindice designa ef extremo del elemento
en consideracid y ef sequndo se refiere al extremo en el que se induce el giro unitario, Para barras de sec-
cidn constante los diferentes Xy se pueden obtener de [a matriz de rgugs que se dedujo en ef capitulo 4.
En fa cual, segiin su interpretacidn fa tereera columna representa los fuerzas J:Janaf;:Ju en ambos ex-

tremos de la barra, debidos a un gito unitario que en elz de seccidn serep como:

3 “

> :

o cuyos valores son para este cuso:

(No se considera la
contribucién del cortante)

N=0‘ N V=?9A y MA%TGA
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Ypor suma de momentos tenemas quie"5 :

Al inducir ef] glro ummrm cn 3 Mmfrcms q 5

Mo ,@G Uy maeE

Zﬂ‘;u" ftadc fos zi;_ﬁl ect ’ 6'12 y nios queda m'!aryul:u:,
Kan = 4E1 /1 ‘
kAB = 2E| / l
kea = 2E1/1
kgB = 4E| /1

= amgfa [ IE ] para (a estructura tntaf s¢ construy Jc a pamr de fa: :! jcn:nm E;Jc cada barra
ancg&n{o: como rmtn., diggonalen fa /am ‘ ;

mero de barras
k son de orden 2x 2

Porlo tanto, pnm una estructura 4{: n ' barras Ex matris [K ] serd dc on{cn (2nx2n);

Una vez que obtencmos fa matriz & rigidez de los barras poicmos con.mmr fu matric lft: ngu{u ;
global, afc h mructum xpmnfnm!a qm: i :

i IKI= Gl W
Thmg’mfh’m‘l( ' i
ﬂlmﬁnmu.l_/Z
4-27El
1305
m:mﬁrnmr_’.i‘ v

T4 27El [08 047,
ke [2 4] 5" [0.4‘ o.a]E'r
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Pura ln estructura lgla{m qudaﬁ

0650

. ecoouf

"+1.80

. 0.40 0.375 : :
17040 - :1.80 0375 (Bl ° PR
i71.70.375° 0,375 -0.375 h

ﬂbmin(rn.‘l, ’4,’5,‘719;

42181
"‘[2 ,4] s

.'}'om;nlo_:h matriz (£ ] de acuerdo n‘:h mamdnsu,y ré.{qfvéﬁtd [af[{][n}qm:ﬁzque .
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6.1.2.¢) Obtencién directa de ln motriz de rigidez globol dando desplazamientos unitarios
a la estructura :

Bura una buena idn de este procedimi escril la matriz de rigides aco-
plada de una barra sin considerar la contribucion de la fuerza cortante, y nos queda:

12El " 6E|
v PR ]
M 6El 41| o
[

Se elimind afiora fa primera columna y el primer renglén debifo a que no se consideran alargamientos
Y acortamicntos i por [o tanto no sc considera  fuerza normal, La interpretacion es:

®
" S
R - En donde los desplazamicntos unitarios & y 0 se
* han aplicado solo al cxtremo B de la barra, pero
[N g se puede comprobar por czuiﬁﬁn'a, que los valores
R de las fuerzas en A son los que se establecen en-
: = Sl e sequida, Los subindices 8 y O nos indican ef des-
o T “ BRI L A P ;mu‘cnto unitario que provoca [as fuersas
7 T3
R . 2:/"‘1
Figura 68,
- 126 BEl
V= F'a y My=235
4E| . 2E| 6EI
MBS=T9 3y MA0=_I‘0 y V9=—ze

Por otra parte, debemos recordar que el andlisis de las fuersas de toda estructura en conjunto de-
peude de las fucrzas que uctuan en sus elementos yque dichus fucrzas, en geueral, s ueden expresar en
Suncidn de los desplazamic ue fas producen, iéndose como rigides ol valor de ditha fuersa
cuando ef valor del desplazamicnto es unitario. Dichas rigideces se obtiencn entonces de la figura 6.5,
Haciendo 8 y 8 iguales a la unidad.

Pura construir (s matriz global de rigifec de una estructura, deemos entonces, considerar todus las
Juersas (rigideces) de las distintas barras que contribuyen a la deformacidn de cada mudo y expresarlos en
funcidn de dichas deformaciones. i

Ejerrplo no. 4 Lo
En este caso sabemas que existen tres desplazamicntos @1, p2y 8 los cuales son desconocidos, pero.

si suponcmos que todos son positivos ¢ iguales a fa unidad y los aplicamos uno o fa ves podremos oblencr
las siguientes rigideces sepin fa orientacidn de cada burra, e e
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" Como es de sup P
My, May F respectivamente ast como de sus contrapartes. A su vec las fucrzos en las
-fcnf:'l:lio:tfnrpmz:nnu}:utq;.,_ ; By e N

~Por el principio de equilifrio podemos establecer que la suma de [as fucrzas internas que provoca
cadis desplazamiento es igual a las fuersas externas actuantes para cada nudo. Por b tanto:

fos desplasamicntos Py o2 y 8, depend, el sistema Afc/bcrza: externas
arras dependerdn .

MY = (Kaas + Kaan) @1 + (Kam) 92+ (Kane)

M = (Kaas) @1 + (Kaga + Kasa) 92 + (Keae) 8

Las fuerza: o rigideces a que se reficre el sistema planteado se pueden obtener a’ m‘r Jcﬁ: ;lfa o
6.8 y son funcidn de los dt beom A que bos y o/ cual se puede ':{u{ucir’:ﬁ:ewamfn'_fgm

fumina en la que se Rallen dentro del sistema, s pnrri: cada cofitman tendremos que:

Debe aclararse ahiora que fa fo nde'la’ de rigidez globul cor  una estructura,
?argilj{g los rigideces de Z:; barras aislads, depende solamente e la forma en que las piczas estdn uni-" ..
as enitre si. Una ver que fus difereittes rigideces fan sido obtenidas para todus zu_ﬁnr'ra; de una estrue-
/i }famm_:idu sofre fas'..
e los vectores [T ]y -

tura, s aplicacidn de lus condiciones de equilibrio y compatibilidad no precisa mds
caracterlsticas detalladas de [ picca i pucde scr perfectumente resuelta en funcidn de
(4] s dfeentsrigidses decadbarma. -+ TS
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Por o anterior wh}:/uimifq:)c, al :;;;uaf que en fa: armaduras, pﬁm construir la matriz de rigides de

{a estructura Basta Racer una simple inspeceidn en funcion de mt?w&yfa'afc [os Barras y sus diferentes
rigideces; sint necesidad de tener que escribir expliciéamente los co iciones. de equilibrio y wnyatiﬂiﬁ/mﬁ .
. %or lo tanto, pana ef gienplo que estamns anafizando (o disposicidn de fa matric de rigifeecs

2 : P
Kamy ~ - Kais
“Kppa + ‘Knn': - Kpog P2
Fe2's% | Fpis+ Fazs
1,80 . 0375 [El
. +|/-0.375°:0.375 0.375 " |.
Se deja al fector resolverel q‘ér@&: "o, 5, " : “
Cormo en ef caso de fas armad fermos inteprebar eada o de (os eleriitos de fa matris [ 9( ]

como [3 suma de las fuersas (fuerzas o ;lamcnm.t)m ef nudo i debido’a fas rigideces en fos extremos (A8
B)de las barras que concurren a dicho nudo y los efectos que en otros nudos se inducen debido a la defor-
macign unitaria de dichio nudo i, R R ’

6.1.3 Método general de rigideces

En el andlisis de estructuras planas por métodos tradicionales es cormin cfectuar una total distincidn en-
tre armaduras y marcos, y emplear diferentes métodos de andlisis en los dos easos. Una armadura es,
esencialmente una estruckura lrialgu ar, que continua siendo una estruetura aun cuando sus nudos son

articulodos, Los ffutom inducidos por la rigifez d¢ los nudos son, por fo general, pequeiios y
enafj casos son iderados a travds de los “Esfuercos sccundarios”, Un marco por el contrario, és
en esencia, una estructura que resiste los acciones por flesion fi I frando absolu-

tamente necesaria {a rigides de sus nudos pura cl funcionamiento como estructura. En cf edleulo conven-
cional de marcos cs comin despreciar los esfucrsos axjalts.

Sine embargo, cf método descrito e esta parte es ?unfnzuf: aplicable a marcos y armaduras.
Acly esto, mids ae {o el cileulo de la armadiura mostrada en fa  figura 6.3 cuando
todos sus nudos se sup rigidos, & que el andlisis tiene muchas caracteristicas en comin -
con el deserito para la resolucion de armaduras del inciso anterior.

Analizando una estructura articulada resulta innecesario colocar fleckas en los barras para indicar
su direccidn, za e [os ele de la matriz Ky que aparecen en [us ecuaciones 6.6, no varian si el
dugulo o de la fygura 6.5 sc incrementa 180°, Sin cmbago, af caleular marcos con nudos rigidos, la dircc-
cidn del elemento si es importante. Puesto que afiora se han de considerar momentos Y fucrzas cortantes,
los  fucrzas y movimicnto tendrdn tres comp enlos . R

La obtencidn de la matriz de rigides globul de fa estructura se ard por dos procedimientos similares. -
a [os antes expuestos, e T
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a) For la ecuacion mtﬁab/[nf[&][a}@aca usual)
6} Por medio de la matric de rigides ocoplada de cada elemento

También para esta partc, el primer caso [o descorrponemos en -fo”.znna, obtencion de fa matric de
continuidad y obtcneidn de la matriz de rigidez global, Ef sequndo método utilisa fas rigideces de cada
barra y las ensambla seqin la contrifucidn de cada Sarra a la deformacisn de un nudo.
La convencidn de fuersas y desplacamientos es (@ misma que sc establecid en el inciso anterior para
marcos y armaduras.
En resumett, en esta parte se p un sggundo enfoque feneralicacidn) del método de rigideces
en el cual se considera a fa estructura taly como tedricamente sc Comporta, en donde cada nudbo ticne tres
grados de fibertad en el plano, un giro y dos desplazamientos ortogonales entre si y paralelos los tres al
lano referido. En ef caso de estructuras en ef espacio ~que 1o  forma parte de este tmi?b— Sc tienen 6
grados de libertad, 3 giros y 3 desplazaw fi ¥ ortogonales entre si e independientes de
cualguier otro,

6.1.3 o) Obtendon de la matriz de rigidez global por medio de la ecvadin matricial
] P

(K] =[a]" [k] [o]
Fura la obtencidn de fa matriz de continuidod i conocer [s topologia y ef drgulo de inclinacion
de cada una de las barras. s importante recordar que af primer c,n/oquc tratado en ¢l caso de marcos se
utifiza, en conele or entre si y que coinciden con los ejes
de r;.ﬁ.fmuia global. Por cf contrario en este enfoq se conside que fc:,s fe pueden tener
iey inclinacidn ¢ ineliso cualjuicr tipo e tacidn en sus cxtremos.

q

Considerernos el easo mds general de un clemento ef cual ticne sus dos extrenos empotrados y esta in-
clinado un cizrto dngulo o respecto del g’ef&:ﬁul de referencia. 'En estas condiciones (a deformacidn de
unt elemento estd duda por las i .13, ef easo general de o deformacidn que se
produce en una barra al inducir desplazarmicntos unitarios en sus extremos.

Como vemas, la deformacidn de una barra queda cormple definida af las defe
ciones angulares 0a y Oy una elongacion 8 de la barra en cuestidn fos cuales a su vez se obtuvicron a
partir de {os desplacamicnitos unitarios en los extremos A y Bde la barra, e

Con las anteriores ecuacionss es posible construir fa matriz de continuidad de una estructura
cualquicra. . e '

Pura ifustrar su utificacidn, obtendremos fa matriz de continuidad para ef,

Ejemplo no. 4
e 6 0 et e, difooaciny deslzaiat tnli s orpovcts g
dx, .
= i
I 20 O

* Para fa utifizacisn de las ecuaciones 5.13, eomo ya se menciond es necesaris conocer el diggufo &y ef
- sentido de [ Barra ef cua! queda implicito of conocer el ingulo, Tura este cuso tenemos entonees quer .
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Barras 1y 2
a=90°"
Cos 90°=0
- ‘Sgn 90° =

o am

Barra 3
o =0°
Cos0°=1.
Sen0°=0

o bo que para la fama 1 queda: -

§ 1=~ Cos 80'(0)= San 80'(0) + 0 (0) + Cos 80 dxj + Son 80 dy1 + (0)

oA.}-;,s°"9°(cu)+_°°’9° 0)+10y+ 30090 5 2 €0880 4 L) in0.25dry:

Una ynzl obtenidas lus defo ciones cnjlhiéfdu e los ﬁébm;':rxlas, se vacian los cocficientes
obtenidos ex los figares correspondientes del arreglo fa ] ef cual tendrd afiora una dimensisn de 3NB x

IND y quedard
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oo dxy dyy e dXa  dy, g2

R N T
“ 8y | 0.25
gy | 0.25 1]
8 : -1
(8] = Op 0.25
oe | - 025~ | 1]

83 -1 1. 1 o

B3 0.20 g
o [ 020

lema del cap{tu[o Jc

Como utaﬁf:c:ma: nnh‘rwrmtnlz, vamos nﬁ P pro
Mnm vamos'a maﬁ&ccr un pm- :

armaduras figura 6.3, pero rolunfcmmfn todos. sus nudb: rgu{a

cedimiento para ef cdfeulo de fa rmtnz e contir { que serd el
1) 04 :[n‘ngubn{e neli seid d'ctalnﬁana_ynbm nos direc
mnminmnly.i R ‘ -
o=0°
=4
w-{o)
B farra2
u='90° -
_,,_ oy
+= {7} ; i
Purabarrad - ﬂzmﬁamzf O Nudosyapoyos Vgldos
: . R L Els Constante i
.« =-36.87° Coo=36.872" S EAL 2 B
sofol ) e o)L L
oy {#0.6}7 S {o.s}: ;i
2) Medi ol 513 ‘:[ai.f""_,’. rmaci m_[umdnnﬂ:ﬁumnupauﬁmla
desplazamicntos, Por b tant e )
axi g Para barra 2
N dy: 8= ~dyz +dy, .
= qdat , 02 = ~0.333 dx, + ¢z + 0.333 dx
ldye | oa.—ozs dy, g2 = -0.333 dx + 0.333 dx, +'¢,

Pz
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Perabarms

Porabama3 0 c v Para borra 4

Sy="=txy 1.0 =-0.8d%+0.6dy; - 8= -08dxy-06dy, .

Bay = 0.25 dy; + ¢, 0.12 dx; + 0.16 dyy + ¢4 Op5=-0.12dx; + 0.16 dy, + @2 "~
Opa =025 dy, " 0.12 dx, + 0.16 dy, Ogs =~0.12 dixz + 0.16 dy» s

3 }'onmnmnﬁamc[ iﬁrcgfo watricial wﬁupnmficntc vaciando los cocficientes de cada de-
Jormacidn en los lugares adecuados y segin fa deformacidn que los proveca. Entonces:

—- 3
= 025 | 1
0.25
; 1 -1
o333 ~0.333 1
0.333 1__}-0233
- =1
. 025
fe} = 025 | 1
08 | 06
042 | 0.46 | 1
012 | 016
08 | -086
012 ] 0.16 | 1
0121 016

“Una vez establecido el procedimicnto para Rayar la matric de inuidad, como en pdy /’ ante-
riores, solo resta encontrar 3 matris de rigides de las Sarras [ £ ] la eual podemos obtener andl
al método simplificado por medio de la matris de rigides acoplada de una barra, La tnica d?crma'a
estriba en que en este ¢aso tambidn se toma en cuenta la rigides por fucrza normal que corresponde af
primer renglén y primer columna de fa citada matriz. Para el caso de una barra constante se tiene que: -

N E4 0 O 8
. . MA; = 0 4EW 2e)) GM' 2
’ .. Me[ 1.0 ZEW 451" - 63, s

= W :
s Dondef=8g8y T 614
La construccidn de_la matriz e rj fas barras para toda lr estructura sc face segin fa

ecuacidn 6.13 por la*contribucidii de’cada una'de fas barrus. El producto serd una matriz diggonal
de 5x 5 cuyos clementos sendn a su vez submatrices de 3 x. 3; por o tanto la matriz [ K ] tendrd una di-
mensidn de 30(B x INB que para este cuso serd (15 15) y queds T It R : :

. ke T 5 ; .
: %] . .. Donde
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Pura barras 1y3°
.05

o Thra 5arra2

£f kdnr ua{e mnpmia construceidn de [a ], al igu a[ que en el mt'taz{a sim-
plificado, pu:xfe realizarse ta pur.mrp&: uupm:dn ocitlar; nunqu: para :f caso de marcos no es tan
evidente. Se deja af lector verificar, dicho p i fo ual b ? d tener una idea mds clara del
procediniiento pard deducir camanncs 5. £J.{5, ma{mm{a e p /anmr:r gcnyfn quc se p(antcd yparael

cualy 'ya conocemos b mmw de

00 10,086, 0.24
1.8 0 -0.24 0.0

tK1= 05875 0 0375 |F
Simétrico 0596 -0.24

1.80

6.1.3 b) Obtendién de la matriz de rigidex global por medio de la matriz de rigidez
acoplada de cado barra

[ como antes, iderando fas e i de una barra aisloda, Ef
sistema de coordenadas utifizado se nuestra en fa fyum 6.9, zc( z.rtmfw lo mfu:mm af caso de
hipdtesis fincal con jias deformaciones. Asi, no ¢ longitud entre s extre-

mos de una arra debido o [ curvalum rfc s misma, siendo vdlidas las ccuu:wnrJ antes obtenidas fen
A £

ar ) para fas relaciones fi icnto en dircecidn x;,
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Fxa=-Fxa=EA/I[dX-d' xa] 7 - R

Los términos debidos a la curvatura se Lo i L
omiten en la ecuacidn 615 porque 1o : : S o .
son fincales mds que porque sean peque- Rarac 2 ] e e [
ilos, pero cn la mayoria de las estruc- i T &S L
turas prdcticas, ef efecto de la curvatura L R - SRR E
en fa longitud de una barra s despre- "
ciable para cargas de trabajo. Aunque es .
verdad que en cicrtos casos ef efecto de o
fos ;t.‘mu;:;u dela :fcjn[mna‘du axgal fi- . -
neal pueden ser igualmente pequeiios, 5 g
ello nﬁ invalida cl?w feo de I{ cguaa'dn Figura G_ztf;;‘::,ﬁ,?
6.15 encf caso de edleuld fincal, ‘ P

Si reducimos nuestra atencidn a una barra inicialmente recta de seecidn tramycr.;'u[ constante ysu- )
ponemos que el esfucrso axial es pequerio, comparado con [a carga de Euler 4 los momentos en fos extre-
mos vienen dados por las ccuaciones: ST L CRERRE L

M a=Eh ety iy ou- B d v+ Eye:

M= aya+ Eyon-

Estas u‘, les del método de pendiznte-deflexidn para una
barra de scecidn e La deduccidn de estas Z 1es se tratard mds adelante. - P o

)d'ya- ,(%?)Wa'

¢ Sedefine asta la carga mudxima que es copez de supartar ina tofumoa, 0 s earge aritica de pandeo y un inerencnto adicionala o carga
prowen fa bmtnﬁlilal dele olumna por pandeo, S : o .
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Que puaﬁ (mﬂim como;
Fa= K'M d'A+ K'Ag d's
Fa=Kgad'a+Kpad'a 6.18b)

La prima (}representa a cada uno de los sistemas oftenidos respecto al ¢je local de (a Barra.
Pucde también observarse la simetria de estas ccuaciones ya que las matrices X'an y X'va losony
ademds Kiaz y K'an son transpuestas. Sisi mismo, son singulares, puesto que los fucrzas de extremo F1
Y Fz tienen que satisfacer las tres ecuaciones de equilibrio de fa burra y esta puede experimentar un
moviriento arbitrarip de conjunto (pequeiio)sin afectar fas fucrzas de exgresmo. g .
" Las ecuaciones 6.18 son las mismas obtenidas en el capitulo 4 (4.14 a y 5) obtenidas mediante otro
enfoque. o
El siguicnte paso para poder utificar las ccuaciones 6.18 (matriz de rigides acoplada) consiste en
transformar estus ceuaciones al sistema global de coordenadas. Si 2 barra estd inclinada un zill{u/b a,
las

Loni,

cctoal cje global, como se observa en el figura 3.1 fapitulp 3} fas ecuaciones que com-
;cx;?l,cntar d{c lﬁl vector fuerza en los .ﬂ:ftnn{g” localy, lobal estan ep das por las ones 3.3
Y 34. Empleando estas reiaci de fimi que nos proporcic ﬂz.fj:(mzmnfnhr .
Barras en sisterma local (F'a, F 'g)nfc fas ecuaciones 6.186, resultando: < R AN
Fa=Ka da + Kag dg
Fp=Kga ds + Kgp ds S : 7'“6.19

En hsﬁz, .vcﬁn b.rccuqciafit::?..f 'y 3.6,
’ K =TT (K310T)
R =TI T

o donde, las ccuaciontes 6.18 y 6.19 son simétricas y singulares.
La formacisn de las fones de fa pleta, sigue exe el mismo eriterio ya
descrito para ef taso de estructuras articuladus, Y
Las ecuaciones de compatibifidad fe nudos (6.7) no cambian, aungue el vector movimicnto incluye
eu este caso giro entre sus comp tes. Sustituyendo estas iones de fos i de [os extre-
mos de barra en [as ecuaciones 6.19 para las piczas atsladas ﬁftjmy:fa no. 1 resuftu; e

El = Constante; EA =2 Ei

o 3
Barra1  Fay=Kayy da i s
Barra2  Fpp=Kaaz 0 + Kaga d, L SR

Faz = Kapa d2 + Kgpa . E g ;

Bamad  Fay=Kamad, 620 *~ .
Barra 4 Fas = Kana dy ; i
Barra 5 Fas = Kaas d2 . 3 N

@ By

o —
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" En fas cuales, como antes, las primas de fos vectores movimicnto s¢ omiten, ya ‘gill-'ﬁan':{c Yenir e~
cesariarmente definidos en sisterna global, R R :
Las condiciones de equifirio de nudos son también fas mismas que antes:

Fi=
Fp = Fay +Fag+Fas 6.21
o sustituyendo fus ecuaciones 6.20 en 6.21 resulta _ﬁ):a[ml;}c que
F . K!B’z‘f'KAAS""KA'AI : KBA‘! ) d
Faf = Kasz Kaar + Kasz +Kaas d2 6.22

Como en las armaduras, la forma de fa matriz de rigides gloal 7& ju la disposicion de las barras en
la estructura; s aparicion e os giros de los nudos, como los grados de fllitrfm{ adicionales, significa
{a ecuacidn 6.22 representa un sistema de 6 ccuaciones de las 6 e movimie e los nudos.
Al igual que antes, una ves que este sistema se fa resuelto, los aﬁcrzo: en las barras pueden Rayarse a
partir de las ecuaciones 6.20.
También en este caso, I forma de la matriz de rliiic{t: y & disposicidn geomdétrica de [a estructura
Fuce posible eseribir fa watris completa en funcion de las matrices de rigides acoplada de cada barra.
Siguiendo con nuestro cjemplo, y seguin la ecuacidn 6,22 primero debemos obtencr los diferentes Ky
~segiin ecuacidi 6,18~y trausformarlos a coondenadas globules con o que tendremos b siguicnte:

Barras 1y 3 a= 0"

100 S :
T=l0 1 0 Ademas y en general {K;} = { T [ K11 T)

0 0 1 S P E

1 00705 -0 05 00 ]
Ka= {0 -07 0,1875 00,1875 70375 |
" oo ] : Lo oars 1

L oom i

0 <1 07f0666 0 0 [0 1..0] [0444 0" 06667 .
Kaa={1 0 00" 0444 0666(/~1 0 0|=| 0 0666 0 .
0 0 1|0 0666°1333]{0 0 1| |-0.666% 0 1333
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Borrad | a=-36.87°
0.8 -06 0]
T=(06-:08."0 S

L0 0

. T08 060704 0 . 0.][08 06 0] [0201 -0.146 0.144
Kas= |06 08 0|0 0096 02406 08 0|=[-0.146 0205 0192
0 0 1002408 [0 0 1] |o144 0192 08

‘Bamas . o= 3687

“T087706 0
T=|-06 080

1o "o 1

08 -06 07f04: 0 0 ] 08 06.0] [0291 0146 "0.144
K= (06 08 0] 0O 009 024]/-06 0870=]0.146 0205 0,192
0 o 1j0o 024 08 0.0 1]|-0144.0192° .08 -

Nota: Multiplicamos los dl{eremes Kq x El

s importante recordar que en ef caso a{c mmﬁm: lraﬁajamfo por. fﬁ:{ldn fas submatrices que inte-..
gran la matric de rigidec acoplada tienen diferentes valores para las diversas Kjexistentes. En este caso
.mfo se obtuvo la r%rmtnz Kaa de cada caso, por consiguicnte los demds valores quc se m:cumn (xp); ’
Kaz y Kaa)deberdn ser obtenidos a partir de I:{t valores de la ecuacidn 6.18a." - ) S
Sustituyendo los Jymmm 9(, ent fa ccuacidn’ 622 nos guafu ﬁim[mcmc

1.235 -0146 0.811 j-o,444ro 0.666 -
1060 0567.,0‘ :-0.666 0
31330666 0 . . 0.666:

[K]= 366 |y
b 12350146 0811 |

Que resufta ser o misma otenida por el método matricial antmar :
Como tiftima parte de este inciso vamos a resofver ef gcrq:fu no.
método simplificado, afiora por el método general de rgdu:.r
—Cormo ya se fia seiialado existe una relocion entre ﬂ: fnmu n{n de s matric tf: rfu gfoﬁa[ 'y
fa A{U?Mltldll gmmc‘ma: dela estructura, Tor este mativn se uede esamblar ﬂ matriz (K]
por simple i , dando los de i mrmpnm(mnu.\‘ _/ aﬁxcmumﬁr ﬁu i j:rcn-

tes rigideces guc se pm:fuccu. : : .

ue Ja se ﬁaﬁfa muc{ta por el
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Eferrglo Np. 5

do
[{] P
' 0 ?: -
Kass F:A :
[ Fa
o . ' Kau.:::u + . Kae Fs
[ I Kw Kens + Kpas Fe "
—ﬂﬁom, como sguu:nu pa:o, nﬁtau:mo.r anfu una -{z fas :uﬁmama:: que en c( um:‘gﬁz nntc-

rior se enuncian para o cunf utnfnzamas fa q?rmdu 5 18, ﬂbrﬁ) tanto:
: (En sistema &m:/) : .

ﬂ’h{uhfﬁurm&],i’,syﬁ.

05 0 0 ). D s 0 0]
IK*jaan| 0 01875 0375 |; [K'uls o 00875 0375 |} Kisen | B -0.4675: 0375
oo ems v N 0375 1| - o 0315 08

Koa=Kagh)
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Pura barras 3, 4,5, 7y 9.

—Como'siguicnte paso obteriemos a matriz de tran.gfonmc:du pam wda 5am: _/ tmn.gfnr-
- mamos los /u i jcmntu?(g “al sistema Jbﬁa[ de n_:/m:ncm; ; :

f‘mﬁmﬂké, 7,8y9°"

Pora barras 1,2, 3,43 5. -
o Ter el Moo
TOITIE |- o [0 S mslero

0 S o0

Por [o tanto um{rcmo: quc.

o o1a75 C0logs] 0.4875 0 [oars 3 -o1u75 0% Z0a75
am=|r0008 El,Kas- 071705720 % EIyK 0 205" 0 | El
0375 .0 0.375 50 0.8

7

Bamas 3 s, .

e el 10 I
-0375 | El.y Kan .1875°0.375 [ BN
75 o e -0.375 0.5 [

a{_’}' memcmc oﬁh:m:nm ﬂt rmln. [ 9( ] .tguu ef cn.mmﬁ: oﬁfcnnfa ent tf pnrncr paso. I mabncnlc nos
quedar, 8 : ;
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ey dvr & gy my i ge g s g5 du chs oy
loras[ o Jenas | a8 ) o ) o o Jooms] o o2 o o o ° o 0
0378 o 0.1875) 0378 [ ) 02 0 04 0 0 ) ] 0 ] -]
28 [] 0378 0.4 n o n 024 1] 04 L] ] ] ] -] o
0.008 ) 024 0.4 0 L] o ] ] L.008 0 gt ] ] (]
) osmysionas] o [aome]oza ] o o o o w04 ° o o 0
] 26 o | om | o4 ) o i o 04 o [ o
M osaasl o lows{ o o 0 ) [ o Joome) o .02
E oS | 024 [] o o 0 [] 0 o 04 -]
T | 20 ] 2 o ) © o Jo2{ o 04
R oswl o [oze | 05 | o 0 ) [ )
I osarsiosrs ] o jowns[ows| o ) °
[ Y o l.oams! os o [ o
(o] ovm | o | 0} -04 [ ©
osesl 0133} o | ome| aze
28 -] 024 04
0.498 ] LE
TR
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6.2 METODO DE PENDIENTE DEFLEXION

Este procedimicnto fue creado por los profesores "Wilson y Mayne”, y también se le conoce como “Teoria
i farcs de
d

dz las defor las tang a [a fibra media deformada de un elemento soficitado por
flegidn®,

i La base fundamental del método radica en ef hecho de que los morentos en los extremos de mizm-

105 EStT [es estdtit indeterminados, se expresan en ténminos de los giros (b pendiente) en fos

nufos y los desplazamicntas (o deflexgones) de los exgremos. Tales giros y desplazamientos pucden ser
provocados por aluna de lis siguiéntes situaciones:
v. a)?br 4“'.0 e fas cargus aplicadas. L

&) Por asentamiznto de uno o ambos apoyos.

" ¢) Por ofecto de fos de enp P dos por las cargas.:
Como'es de esperorse, [ relacisn entre los momentos Y giros obedecca un comportamicnto Ir'ucafpar
fo que estardn estrech, lacionados con fas propicdades. Yy geométricas de [ estructura
£y s :

En - los..métodos matriciales, los . S
ecuaciones pendiente-deflexion (fe- e e T
ducidn final del nitodo pendicn-te-
:fﬁfa(zvn) dparccen como una parte
¢ la matric de rigides acoplada del
elemento. For lo tanto es posible of-
tener fos momentos de [los extremos
en funcidn de cada una de fas
causas antes citadas. Tura el caso
de [os giros y desplazamiento, la de-
Jormacidu  gencral de una barra | - S 3
estand representada por 1 figura 6-9., r b Nl e i
ST ' * Tigura 6-9. Deformacidn gencral de una barra,
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Para ef caso de un ckmcuto de seccidn con.stnntc, fos diferentes momentos y fucrzus que resufian se
ueden obtener @ partir de [a ecvacidn 4.14, en fa cual —por ser pravocazfa: por giros y Japﬁwamxcutas
unitarios— los hemos denominado rigideces.

En esta partc presentamos [ forma general de las eccuacivhes pendiente-deflexidn 9, para este caso,
los giros y dt en una ﬁarm podrdn ser de cualipiter magmtml J pnm este

&
caso general, fos Yy fuerzas obtenidos se famardn factores de rigides. -

Ast, los factam' de rigidez serdn 4, que son:

vaa - Factorde rigidez en A debido a un giro en A
vae —~ Factor de rigidez en A debido a un giro en B
Yea - Factorde rigidez en B debido aungiroen A
vse - Factorde rigidez en B debido a un giroen B

Como primer punto, obtengarmos %ﬂtlurﬂ: e rigidez en los q;tmm: n{z una 6um:, cam‘ufcmn/a
solamente lo. i]"w que se inducen en di
ticnen las ecuaciones 6.23.

s extremos, Esto [o podenios Tepresentar scgﬂu fa fi Juru 6.10,
de donde se o

MM YM‘PA"’YAB‘PB

Ma- 'YBA‘PA""IBB‘PB 0
: fgum s-m ;
Por otra pnm:, “eonsideremos t{aua :fn {os tas producidos.por (o3 micntos. de fos
+.. apoyos, Estu situacion éstd r:pm:mala porla jyum 611y (m‘ccuncwuu 6.24 tal qm." v
6.24

':‘ Msz= YI‘s't(A/l)r

Tbr consy gmcntc, pnrr obtener fos rmmcnlas en ﬁ:.r q:tmm.f de [a barra uftﬁufo a los giros y des-
la s fus i 6 23y6.24 para obtener: .
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T MAS VAN A ¥ YAB e + Yall A

Ma=yoaga+yesgaty s/l A

Sm vamos'a
cn:mf ue nos atu ..
Pk 'pa:

Seqin las ccuacmlm 4.1.2 Y4 1.:.” pum a fyum 5 JOI mlcm fu.r Jguu'ntc‘.f wfurm' pam fu: fac-
tores de n‘gn{u -

n '_ 2
DET

Jt JUSRH S|
DET

rac m{ d'c WW/[ tcmfrc:ms quc. G

|=|-5
-DET.

Fas | +F 3
DET

T U G U Ty 1 B R4 2%, 4 Ty
DET -~ DET. +Yes=0 Por tanto YBB:_E'_ﬁETL—g
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Una ves oﬁmmfn bs wﬂam :Ic bs factnm- |f¢ ngufcz Yan y;m '{m y '{m }w:fcma: maﬁ/ca:r
ﬁu‘:yuwnfa yuaﬁfaafu .

a) .
6.26.
b)

Si nﬁ.mvnmo.r ﬂ:.r cevaciones 6.25, nos damos euenta que Ia.r uabm e dic u'ﬁas ccuaiones a)mu;mn-

alos en fos c.\_mmﬁl Ly B de ung barra cuando m.m un a.mlmnumto
nfc.ru.f f«tfrcma:. 'Par[a hmta &uu “ 6.26 tendnin el siguic vabr' T
6.27
De lo anterior ¢
6.28

Ma=yga ®a+ Ya8 95 + Q‘“J—)v"x T = A

£n donide:

. i ( R o
—fap ) “F gy T Fag P28y + Fap
‘/AA =T /DET ‘/u =Yoa =-_—TD—ET__ y "y’- _——D—ET—————
La: ccunaciones 5.2J son finaly “Las i idiente f‘&.vdn” pnm una barra_ con
cualquicr scecidn sometifa a Jiras en sus extremos y n.n:mmmcum «(c sus jumu.r, como sc ifustra en fa
Sigura 6.9,

Mediante estas ecuaciones se introdufo uno de. fos m.‘!orfo: pnmmcmﬂ'.f, c( de [z “pendicntede-
Slexidn*, que es extensamente utilizado en ¢l andlisis de estructuras indcterminadas, -
£n el caso de tener cargas dentro de la fongitud de unia vige, bastard sumar fos momentos de em-

- que estos producen, a los tos que se obi t de fas ecuaciones 6.28, para ef extrero
fientc; estos 1 de enp icnto pueden obtenerse a partir del p imicnto descrito
en 45_/pnru Farmas de seccidn funos casos s pueden obt en o tabla 4.1,

Para ifiustrar ef uso de [as ccuaciones ?cm{mnu-«fq'k.udn" fic fa viga cstdtic inde-
terminada que se muestra en la jyura. :
Recordemos que en el caso de empotra-
miento perfecto, el giro es nulo.

El= Constante

Pura este caso tendremos que:

100 Ton
100 Ton ® ?

—
A

¥

* w— 0

Pa=gc=4p=0
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) Cmfa tramo e fa vgn zftﬁc 'S¢ por. ado y se X i
escribiendo una ecuacidn pam ef momento en cada extremo del cfcmculv en cumufn mmz el e caso de
seceidn cam'mmc, ﬂu cawaant.f 6.23 nos qlmfau como; . g

6.29

a-

MEBA‘=

—Cnm-ufcmmﬂ: f mmad 6.29]
mlo: s

ﬁzrra?l'a ‘
2E|

Ln.; ccvaciones de rmmcmo: porgnm.f s mnﬁm en términas de ﬁu wbm d'nmuacuﬁ:.r £ pen ﬁ).r
Lasu 05 enun upo_:/o u:lcrwr xft&c ser nufu :lbr fo tanto: .

En alm.r m.co.\', tumufa ﬂu mcégmm son mis nfc una, se nﬁtc/ufrn un .mmna de t:uacwm.r sumlf-
lamw en fun:wn Jc los dife gtru.r ye .
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Finaly 6 bs momeinte e fus barras &uh':!:'zam‘fn‘a' fas ccuacionss phlﬂwﬁf enel
scgum{apnm m:rlatama ST ST e +

. 2EI(20.39
Mas = 55 ( B j

+93.75 i 98119 T-m '

Mpo = 251 (2—05—';’9) +72 = 62.87T-m

Mcs = 2E! (gggg) -108 = - 10256 T-m

.5 El
100 Ton 100 Yon
22.19Tm 8287Tm 10156 Tm
) £ + Jal
7 \VAY) \

6.2.1 Factores de rigidex modificados

En el caso de tener una barra con articulacin en uno de sus extremos tendremos que fos jaclor:s de
rigidez se modifican de fa mancra que muestra ef eapitulo 8, inciso 8.4.4. 3

[od;

EL momento en el extremo artic
es cero, ya que debido af tipo de apoyo
no se puede inducir un giro que pro-
duzea factor de rgu{cz :

PR I

Por o tanto, paru cf caso tfc una vgu

*conun extremo,_empotrado y otro or- ..

cf ftante en'su”

extremo debidoa un giro 'y ‘un’asen-” 5
fmm:uto scn! iguala B .

MA—']AA(pA-i-L"A

S

Donde

yu:y..—-’%‘:'.— | Figua 613
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para - El = Constante  tendremos ques =

6.31 -

of uso afc b ceuacion ’jpcm{tcmc«f //atuin modi fu‘m{n” ma/wnm c( Siguiente

!’am
ejemplo ef cua[:c representa por la f igura y es una combinacidn de v;; das y em-
potrada articulada, Por esta razdn podremos utifizar, cn el mo praﬁ e ﬁn camcwm'.f 6.28) 'y 6.30. [
pmm{ mucuto e :( s guu'nl: = :

©
PN

' ~/'§ '\é;b{h;l);;l" : .
Tm\& /u Ton' - L 2

2} Oﬁtcm::du It los momentos para cada tramo en /um::dn de fos glm y n{upfuzummnta.f
:fr.fwrwt:n{a; en os iy jnrcnh'.f apa oS,

M"’?

Moa=_ :
i 2El

M,§=‘4 k 25 04;:: + 10417
D PB4l i
Mcs = 25._14): +‘,25 (pc - 104 17 .
Meo= 32§' po+84. e 7
3) ﬂﬁ;ni b1 fa.ﬂmu tfc : en fos apoyos centrales que, por equilibrio, debe ser
nula. T . .
IMg=0 = > . Mpa+Mgc=0 @

Me=0 = Mg+Mep=0 @
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Que .ﬂlJflt‘ll _/cm!a qua{n jumfmcnh: wmo

028Elrp5 + oaoeu

La.; ecuaciones per wntc-d'cj&:gdu weden ser utifizadas tnmﬁrln en fa mnfucxdu de mareos. Para
ufwtrarla, resoft mos aﬁo ’a ef gwyﬂ: no. 4 mn un .mmm n{c cargn.sm ablecido.

2) Obtencidn dé los momentos e fas 5ar¥u.s‘,
cidos. Para este caso, ]uﬂf que en' el
.8 3umlm wm{:aanu :

:y uncidn de [o:gnnl: _/nfupﬁuzamwmonfucana-’ o
todo de. ngu{w .dmpf j:an{a, ufaﬁ/ca:m fa.;

dV| d)’z—o Y dx,:dxz—A'T

Mags = 0.5 El g + 0875EIA ',
Maar = - Elp, £ 0.375E1A°
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3) Afiora, utifizando'ef cquilibrio, abtenesos fo suma de fucrza.f enel mﬁc.nf ly &: suma Ja mo-
mcnla.r ml JZ ambus serdn igual a cero, ﬂ’r o gu: : .

Muse + Mgaa =0

@y =-6, 193/EI
7021 /E(

N

-0 828/ El

es delicio 2.
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6.3 ANALISIS CON DISTINTOS TIPOS DE SOLICITACIONES

Como se pudo observar en los tiftimos tres gm?:ﬁu, fa utilizacidn de las ccuacioues pendicnte-deflexion
en la resolucidn de marcos Aiperestiticos es relati te sencilla y ademds conduce a los mismos resul-
tados que el método de rigideces (simplificada o general)en marcos, ya que el sistema de ccuaciones que se
obticne es el mismo.

Sin embargo, al tratar de considerar todos (s giros y desplozamicntos en una estructura de gran
tamaiio, la labor de andlisis seria bastante mny/icad{," con lo cual resultaria inprdctica [a utilizacion de
este método ya que, los anteriores, conducen con mayor facifidad al resuftado esperudo y con relativa
sencilles,

A pesar de lb anterior, resulta muy prictico ef uso de fas ecuaciones pendicntedeflexisn, una vez
que se han obtenido las iucdgnitas por otros métodos (lo mds comnin es el caleulo matricial por medio de
computadora), Esto Race posible encontrar los momentos finales en las barras mediante cdleufos muy
sencillps. B
Por o tanto, se puede estublecer un procedimiento de anilisis cuya secuencia combine ef uso del
mitodo de rigifez y el uso de las ceuaciones pendicnte-deflexion. A grandes rasgos, este método consta de
dos partes generales: Y o

OYtencidn de (g matnz de rigidec globol
{z obtencidn de los desplazamicntos. i : ;
2) Qftentitn defos moments finales e fasBarras: mediante fas ccuationes pendiente-dieflexibn.
La primera parte implica {2 obtencion de la matriz de vigidez global de la estructura pﬁr Aak]ﬂfcra

de los procediniizntos descritos ~es importante scialar las condiciones _?/o simplificaciones que se -
utifizaron af obtenerla, para posteriormente tomarlas en cuenta al obtener los momesitos finafes=, Una .., .

a estrugtura: lo eual nos fleva, por consiguicnte, a

ves conocida, se recurrind alplanteamiento de [ ccuacign 212, 2.

(F1=(KI(d)"

De a cual se despeja finalmente cf vector de desplogamientos, . R
Cobe aclarar que, el vector de fucrzas (T ), es un dato dentro del andlisis y cs funcion del sistema de
cargas que obran en [a estructura. Su obtencidn se refiere mds adelante. 2. OB
La segunda parte se refiere exclusivamente o fa utilizacion de [as ccuacion
una vez que se fan fo los desplazamie Tl e g
En ambas s partes e iy importante iderar fa obtencidn de los m de emp iento'de -
cada barra, Ademds, es imp de que el vector de fucrzas {F ) puede estar compuesto por
Juerzas en fos nudos ( )y fucrzas sismicas las evales se conside fo e1i los entrepisos.

—Obtencidn del vector de fuerzas externas (F } e
Todas las barras que cit su interior soporten afjuna carga consecucntemente tendrdn fucrzas
de empotramicnto en sus extremos, En el caso de tener dos o mds burras que concurran a un
mismo nudo y que tengan fuersas de empotramicnto, estas fuerzas las sumimos alfjebrai- -
camente segitts el seutido en que actuen. s muy importante sefialar que el signo de las fuer+ '
zas de cmpotramicnto correspondesd a la forma cn que actua realmente sobre el clemento, o
sea que serd [a fucrza actuante y no fa reactiva, Por ejeirplo: SR
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Como es ligico, el valor e las fucrzas actuonte es exactamente el mismo que ef de las fuerzas reacti-
igno contrario, o cual es 0bvio i recordamos que un nudp sicmpre esta en

' vas, solo gic ambos son de sig ; cual c.
equilibrio y por tauto la suru d fucrzas es fjuala cero. SR T

Para poder formar ef vector de fucrsas extrnas es muy importante suber que este veetor debe ser

con {v/c‘ctnn{a:'nf‘mpﬁw icit { sentido o que: N R

compatibl
—‘ﬂll“l{tspfnzﬂ@lilllb_fllwfar (iro)es provocado por un b@‘!{fﬂ. 2 e )
—Un desplazamiento_ fincal poeado por una fuerza fincal que es colineal a dicko des- - -
plasamicnto.”: ; L S .
r{F }ichlrd tantos momentos como  giros faya en el
1ya en'ef mismo. Por consiguiente, para su

. Por [p tanto yy en su forma rriific weral) el ve

vector (d } y tantas fucrsas como desplazamicitos fincales fa

formacidn serd importante observar lus simplificaciones quie para cada problema se presenten.
el vector e fucrzas se integra de fa siguicnte mancra:

Por gjemplo: para los iltimos tres problemas,

® "’1‘" ® Lol ,
W F={Ma} . ..
I - — E (Mo} .
azsm 375m asm am ", : F={21.75)
Mﬁmﬁmmum o : -
3 o — £
183,75 Tm [P vAY A 1087
< Los upoyos exteriores tio se consideran
A80Tm ’ como nudos porque’ su_desplocamicnto
e FYAY] £ es nufo, aderas dyp = dxg=0"".
R3rsTm : 1087 ] i N : " g
. /
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ﬂ@ se ca:m/mm b: n}m Ja,\' t{-
j teriores poryue ef. morméito en
améns eseero,

PR : :
Por otro ﬂzzfa, es mponnnh: .mmﬁ:r también ucrzm' de znpalmrmcnta sc uhftzun en fa’
seguudu parte def andfisis ya citado, para mfcu ur e de Ja 6nm: .
Este w/cuﬁ: se Jmnf: en dos partes: -
b)) La pnmcm purt: utifiza fas cevaciones pcm{u:nu«f fb@dn ara ‘calcular, los momentos en'
. fas barras, pero “exclusivamente” por cfecto de los giros z{t.rp/a‘,nnucntas que. .ﬂffh! fa
estructura, [os cuales utifizaremos para formar un vecto } (mo s
los extremos de las Barras)af cual lf lamamos pry).
2) La segunda parte utifiza los de
de fuerzas al cual flamamos 13 estado 2, @p}

5 " Finalmente, para obtencr ef vcctar de _fm:r'as _/mafu P tafaf / p )
uerzas. Esto es:

, parh'fonmr' unvector -

sum’rmsﬁntqu{o: 1 y2de

(P) (Pm) + (Psz)
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Para ilustrar mis ampliamente :Spma:lbnicmo general Fasta a?m’ descrito, resolveremos ef ejemplo
no. 5, citado en el inciso anterior, dandole afiora un sistema de cargas exteriores el cual se ve en la fygura
siguiente: : coe O o I S

@aryb no, 5.
@ L@, I ) e
- o~ — D o Ve teTon
El=CTTE ;T e @ : —+

'Zl.s@fr&ufés? wu.s'l':{c;anAu“fz'z: E oo E S R g
cargas verticales i a las sisnii- : E 10 Ton j RS ES:]
cas por separado, pero para dar . : Sl St
un enfoque - mds - general del |® G0N ®V-g'=~ .

método consideramos . los < dos
tipas de cargas al mismo ticmpo.

1) Morentos de empotraniicnto y fuerzas debidas a estos, fiicrzas $ismicas actiantes, -

7”;» :
, o ——— Fyn 15 Ton

BNV
P/ SV

£rBeSeTsetr

- Fye 2998 Jon

Pura los arras de s {ala 5
Mea=Mep =0
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- Fsse considera a’:ﬁﬂa_n gua los inuJa:Z_lbl‘,(f‘ nalwm:n restriccion af movintento vertical 'y por fo
tanto, al desplagarse cn ese sentido, se consideraran fas acciones verticales debidas af sistema de
cargas eit dicos nudos. - : R S .

2) Con (b datos del ineiso antéris

or podemos formar el vector de fucrsas en fas Barrus, ef cual .
queda como sigue: S i

3 Ton
Fp= 15 Tontu o
Fy=29.08Ton *

" 3) L siguiente paso es fa tencidn de fa

{F] = matric de rigideces, fa cual ya se ob-
tuvo en cl inciso anterior, Por lo tanto,
planteamos ¢l sistema de ccvaciones

,29‘;38' - qucna:quafuax/usr};ukntcfamg:‘
[28 o5 0 loa] o o lo13s] 0240378 o 50
26 [04] 0 [o4] o [-024]02dloas) |70 | ghe7
. [26 [ o] o | 04 [0.135] 0.24 [-0.24 @ 8.967
Sl v (18 fos5]| o |-024{024(0.375] [eef |40
ME. [ 26] 04 [024[ 024 o135]E 02 (= | -225
TRI 16 |-024] 024 |-024] |2 |5
- co 0.663]-0.288] ‘0 82f.. |715.0
0.288] o0 | " |5s.). (29.98
0567 ... s
‘ ® o : @ = (F)
m:lo:::kﬁﬁe:h@muhksz{l }qu:qu&!a: T T
: : 7 [-45,547193
-6.135579
-26.033613
-~26.162328
{d} = {-14.165980 } 1/EI
6.720012
172.914139
319.451374

98.296326
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(Ci

pitulo 6)

4) Con los desplazamientos, podemos 4 caleulor los

cont las

Py

deflexidn fecuacin 6.29) y construir el vector i), AL mismo tiempo 06 tcn:ma: el vector

[pza] utilizando las fucrsas de empotramiento reactivas. Por lo tanto: =
“Ma, =47 h(0) + 271y oy + 671,24, = 42.069

Mg =271 (0) + 471 qu + B/1,2 Ay = 19,

Maz =471 (0) +2/1

Maz=2/1; (0) + 4/l oy

_Méa=2/la RS

M=/l w2

Mag=2/1p gs:'+"
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5) Finalmente obtencmos {' :P] =/ "?” J+[ ﬁ; ]y mr:rfmbann{ el cgu:ﬁ&na ; .

e 4D 089 )T (10 ) (42,0697
19296 | {0 19.296°

51.826 ‘51,826

207 S

1 2 & L : N Rl

5‘XM1 = X‘Mvz%.vZMg = 2M4= tMs = 2M5= 0 ‘v'

'Qarpb no, 6. :

Obtencr cf m;tnr [?) Ic]uirzu? film?a;v, utfﬁéd‘iifo e mr!fmfa :my:fgﬁcufo_:/ ﬁ:'.;'ccm;cié;lu };c:/nfl'cu;

tedeflexidn, para fa siguicnie_estructura. Consifere fas. cargas ‘werticales y fas cargas sismicas por
separado, " T T R R : : ’
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Columna 30 x 71.1 em

Concreto Fc'=250 kg/cm?. o

Ec= 1581140 Ton/m?:.:

Iot = 0.0090 m* - - o Eo . S

It = 0.00625 m*,

[T

Pura esta }‘J‘nrﬂ: imrozﬁltcmm u}::a variante cn el cileulo de (s rigideces provocadas ﬁrj:?us ydes-
Pplazarizntos, esto con elfin e no Facer 7 figuras (una por desplazamicnto) y akorrar pasos,”: " 7.;

: ".l)yoﬁténcir;é: A _/\12';':!/11d P  represeatamos en wmifijuhz cada
REs sitibiies d el S Benipd g A

ann

SRl

P

el sequdo y tercer diagrama no es necesario ucer bs eileulos para fus Barras forizontales, Enel
caso de ‘G'L‘l/vlz fos cifeulos no son necesarivs y eu'el caso de M/F 1o existe reaccisn. .
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were

© L

o *avca M EC
o B

2) Afora caleulamos {zm:fnrmnu fu
pﬁzznmu:n!os unitarios en os lugares
rigideces que resultan Jc aqu
siguicntes casos: . :
~ Momento debido agwn En este caso 4EI/(y 2E1/)
- M debido a de
~ Fuerca debida a n{:.mhz

3 pmwtamo: bos Ju—
y asf las
rartma.r utdu en uno. de los

Losele fa di ingonal, {se dcben a rigifeces directas, Los tﬂ:mento: f ucra lfc :.m, son
debidos al efecto que ﬁx ch:&zzanuentos unitarios induccn en otros nudos, Por b tanto nos qua{a ques -

1652 025

a) Caréa Verﬁcal

b) Carga por sismo
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Por consiguicnte: ;
~25.0
8.0
L1700
AFy} = {-26.667} ;

Recierdese ue para obtener [pes] s¢ utilizan las fuerzas ya -+

momentos reactivos en los dos cxtremos de cada barra..

-250 ", 0 1652 | 025 | 0 0 1 0 Josss] o
8.0 } 0 3592 | 0.25 | 072 | 0 |.0.1814] 0.4
17.07°°70°0 338 [ o Jo7a] o | o054
-26667|-0 = 194 | 0.25 | 054 | 054
26.667 . 0 194 | -0.54 | 054
0 i 20.0 1.0865] -0.5¢
0 |15.0 054
Fq ) K]
Y tenemos que:
d, ds
_17.153244 | 23,4460
7.987971 | -23.0487
1.941445 | -35.7207
~15,457132 | '-25.7431
18.677483 | 20,3443
3.877796 . | 128.7473

-9.271971. , 261.3819

000000 OCDOO

El

(PnI‘Puz

P2 "Pzz
Pay l‘Paz
Par  Pa2
P 51 "952
841|842
821 |82
dy :d;
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5 Obtencion delvector [pri] cFiante fos cor ,:' ’ ‘ '.;,,"~" yfuazdfﬁmfu[}'f L

ParaFy. "
7-8.54 -
-18.42
5.941"
10.542
3.492:
4.890 -
-6.727
-23.608
+9,143
21.193
'26.580
:1:-0.294
4.479
2.968 .
-3.059
| 5474
Py

SMta

Esta forma de andfisis resulta muy dtil cuando los problemas son resucltos cn forma manval. Sin
embargo, tal alternativa presenta bastante dificuliad nffzr utifizado en estructuras grandes y compli-
cadas. En estos casos se recurre a la programacion del método de andlisis, cosa que resulta relativamente -
Jieil cuando se tienen fos coriocimicntos necesarios. L trabajar de esta forma redunda en una gran ofi- -
cicncia de fos métodos de andlisis y un ticmpo minimo de operacidn (ver refercncia 14 de la bibliografia}
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6.3.1 Sistemos de fuerzas

En esta parte sc presenta el procedimicnto para obtencr lis fuerzas finales en estructuras sometidas a
distintas condiciones de carga. Para esto utilizarcmos el “método general de rigideces”. Primeramente,
presentamos a sccuencia a seguir en el caso en el que se pretends utifizar fa matriz de continuidad. Fura
esto, ef caleufista determinard en forma manual los j’yur’cnm datos como matrices, que se encuentran a
partir de fas caracteristicas mecdnicas y geomdtricas de {3 estructura, asi como de fas cargas externas apfi—
cadus, El procedimicnto es:
1) Obtencidn de datos:
[a). [k {F} ¥ { pe2} (en marcos)
11) Obtencidn de [ X ] matriz de rigidez globol
[K1=(alT(K](a) . .

) Obtericin .ﬁ{grp@a

A=1KE = @

@l
7 V) Oﬁ!énéiémfc lf ) estado 2 en rarcos) .

{p)=I[K{e} ({P} = {Pe1 +Pe2) 8N Marcos)

Este iento es matricialy ef mds ligico, si consideramos ef fiecho de que sc trato de un
método matriciall Sin embago los proy e existen 7 enel {o y que versun sobre el
método del equilibrio, leant uonmal s reglas les de construccion de”la matris de rigides
global (inciso 6.1.36} Esto se debe en parte, a causa rﬁ'f}]mu nimero de elementos nulos de fa matriz [a ]
Y [& ], o cual determing ef que fa multiplicacisn de matrices de la ceuncidn (K] = [a) T [ ] [a ], resufte
una forma poco cficaz para flevar a cabo la obtencidn de la matriz de rigidez global. Ef tamaiio refati-
vamente grande de la rutriz [ £ ] de rigides de las barras, pucde también producir problenas de capaci-
dud de memoris en una computadora. Una afternativa es aprovechar it ventaja del gran nimero Jde
elementos nulos y obtener la matris de rigides en banda. Sin embargo esta alternativa esta fucra de los
aleances de este trabajo (ver referencia 14 bibliografia)

El procedimicnto antes mencionado, en fa resolucion de estructuras por ef método de rigideces, y con
elque g fr se realizan fos prog para computadonss sigue mis o menos fa siguicnte sccuencia:

En armaduras i

1) Obtencidn de las diferentes ryﬂfw enn su sistema foeal (K, K'ap ctc) obtencion de fos
Wi de cadia burra y obtencidn del vector (F ] de cargus exteriores.

2) Obtencidn de Kaa, Kas elc. en sistenu globul (ecuacidn 6.6).
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3) Ensamble de la matriz de ryuftz 3[05::/ .«gun la nfupn.rn:ldn nfc Kzs 5nrmr en fa estriictira y _/
obtencion de esta, F .

4) Obtencidn del vector de -ft.sphzanuenta: [d) e
5) Obtencidn de fas fucrsas en las 5amu y vcr_rfxmcld 3 l{t tqu

1) Obtencidn de las rigideces K'az, K’Ju 9(’ g, Kloaen z( .rimrm foc nfc?:a(ufﬁarr'n, obten-
cidn def vector de cargas externas [Ty obtencidn del vector {pu G

2) Transformacion de las rigideces locales englobates,”:

3) Ensamble de fa matriz zfcnguftzghﬁa[ [X)

4) Obtencidn del vector de Jawﬁx..amnfa:

5) Obtencidn de {pz; ) y de p)= [pu/-o-(pm}_y vmjfmr equilibrio

Esto se puede Aacer por wiferacionss de ¢
de fas camcwnu panmu:—J ffa\'_ldn

_b 1 élﬁ)n}wr medio

ﬂ
y m{cmd: sep 1 otros para

6.3.1.1 Armaduras

mpbrwl

4) Veetor {d ]

10) -+|0.378" 0096 0. o

_ o 0 17.994751 )
-5 Zo - 0. 7+-0.333 " |- Yy -33.312336 | 4,
205 0 o ooes [0 (dx, [ es.90a750 (V5!

Sl Ul Toaos |l l-sosee7ese
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5) Oﬁtcm::dn de ﬁz; juc Zas ﬁx.sﬁnmu sy cqux[ ibrio.

Cpy=EANAC 55.9945)1/EA ~:16499Ton. . -16.499
p2 = EA/3 (- 33,3123 - (- 30.6877)) 1/EA = - 0.875 Ton. 5,0 | ~0-B75
pa = EA/4 (- 17.9945)1/EA = -4.499 Ton. lpi= "é-ggs

. pa=EA5 (- 0.8(17.9947) + 0.6 (- 33.3123)) VEA=- 6.877.Ton. . | 0877
s = EAS o a(ss 9948) -0.6 (-30.6877)VEA=-6.877Ton. ™%

R;ui;am{néftqniiliigrfo;‘f Yk
¢ equions 450 )

22%an -

U5 Ton T

06 unadn afc ﬂls fuuzas s finales en las Eurms para, r.'f .ﬂgmcnlc gcnp&: Ver fi j igura y xfa!a:
Los pa.ws :{c lal3y _/a :b resolyicron, .Sah fufm of wetor [ | que qucn{u :

”'A..1o 10Tan
‘110 (G

T 3o R
115

4 Oﬁ!én;id%) vetor lzf )

0 i Figae  Tona’

0.569 [ 03330 . -
] 0.569 o 0“0 0333 omaliome ey
o B R R ] R R R S ] Rl
o L0568 ome .ome e o ossa| gl
51 . “o785. 01180333 0 EA 1axs
4 N SR . E 0451+ 07 [ dya
v ’ . B S Sezes. aais :"y:
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Por o tanto,
32,912593
~100.707204
19.124931
-57.146256
= { Jo5a4405 | VEA
~104.939559
37.351822
-67.382616

5} Obtencidn de fuerzas en las barras y equifibrio,
p1 = 1/3[(19.5344)) = 6511 Ton,
P2= 13[- (19.5344) + (37.3518)) = 5.999 Ton.
pa = 1/3{ - (37.3518)) = - 12.451Ton,
pi=1/3{- (329126) +18.1249)] = - 4,596 Ton. L
ps'a 1/4.243 [0.707 (32.9126) + 0. 707 {100.7092)] = - 11, 297 'ron. -
- pe= 13 (100,702 : S
| pr=1/4243 [o
pa= 1/4.243 -0 7
- po = 1/3 [(-57.1463) - (6
pro= 1/4.243 {-0,707 (19,1248

: cunouu&; (
Tansién (+)

b no. 3, : )
[o'1 lmcxdn de fzs f werzus fmuﬁ‘: e

EA = Constante

Los apoyos 1y 3 s ﬁnn Ilumcnn{o
}wn]u:nn rc.ﬂmgtn fomfmllc [
movimicnto. ’

Los pasos del 1 ufj_yast re- i ! - q
solvieron. Solo falta ef vector [ F } . R R R £ e

1u¢quafa(vcrpasu4} T A T
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4) Oﬁtcnadu vccfor/ d}

12y 0.378 «025 i o{-, 505 7+0,128. 70,096 | dx‘ .
0 ‘ 0756 .00 . 0096 - R - P2 B
6 | 0 0477 1 -0.072" :
-0~

" - comprasion (1

Oﬁmlt:ldmfcﬁujucrznsﬁlwﬁ';cn‘ e mplo. 'Vcrﬁgum yla 05,
P
oz - o
—E=21x 1o’Ton/m & =1
- -3~
—mzrmmnm&:_yﬁamnmks, L o G i
A =15 cm?: N L ly !
: -—manwmdina!n.f : +
“A=20cm? S
EAINO 4/3 EAVyH H
EAvmm = EAVyN $
e o N




Andiisis estructural "o 148

1) Oﬁtmadn :fz ryu{m :!z ﬂuﬁnmu, ta.fcm: Ju:ctam yvector (F) .
a) Rigideces
Barmas1,2,4,5,7y8.

ki= EA/3 =0.333EA".

Barras 12, 13, 14, 15, 16,‘17,'13_-,29
W= (EA/5) 02667EA . .

}fo.'gs EAl10] = [0'3’5 ‘ g]EA ,
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mnrm.tlz,.lﬁ;l?y'ﬁ R Ay ' A
01707 0.128 ‘
= [onza, o.ogs] EA

Km ='{g-g } 0.2667 EA{0.8,0.6 )
Barvas 13, 15, 16y 18

0.1707 -0.128
-06 ] EA

_fos - =
Ku= { } 0.2667 EA{0.8,-0.6 ] = [_0_128 0,095

3) Obtencidn de la matris de rigidez globaf [ ] (Obtenido por cualuikra de fos métodos antes deseritos)

05l | o | o2 [ [ [ 01707 | 0.t28 o [1 [ 0 [ o [ 0
Losa ] o Y o Y FTRETTE D o o o o © o o
IOAYN 0 -0.1707 | 0.1 [] o o ] ] ] ] o o )
ON8 0.128 0 008 0 0.3 ] 0 ] ] -] 0 o (-]
s orer Joumj o2 | o Jororfomm | o o Jomer] ol o )
] 0354 ) [] 0.128 -0.006 1] M_J_‘ 0.129 | 0008 (-] 0
~M 0.782 0.1 o ['] Q1707 ] ot o ) -0.1707 | -0.129
[ 3 [os% [ [ 013 | 0008 ) 030 | .02 | 0008
T 007 | o] o | o ) o ) )
L] D.oRe 0 [ () & 0 0
' oet0r | o | 025 T o o )
c 042 -] L] [ []
] 08707 ! o128 § 28 3
042 o o
04207 o.128
0.008

4) Obtencidn del vector {4} (=[%] " [F }) y fuerzas s finales en las barras

[ -33.7123 e
(0] -79.9887 | B
0 33,7123 '
9 : -20.742
0 -20.742
o ‘|-20.766
0 | =1.608°
‘o .
_'- X o 2 ol
F= 30 37
-30 40,
0 X
0 Pkt
0: )
.0/ 75.6 Ipiy
go ~147.0382 .
-30 | . | 235,657 , -
S gerr
-84B2099) o l-s00
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y finalmente
‘® o
W
* 2

Ef equilibrio se verifica cn cada nénfa.
6.3.1.2 Marcos r}qides planos

A continuacidn resolieremos algunas marcos rigidos utifizando ef método general de rigideces.

Debemos sedalar que fa obtencidn del vector fucrsas en fas barras solo contiene marmuta.Zn‘mfa e
este caso, ya que se utilizard solo (a ecuacidn pendiente-deflexion. Si se desca obtencr ademds las fuerzas
axiales y cortantes en cada barra, se tendrd que utifizar las ceaciones fuerza-movimicnto (6.18) trans-
Sformando i los desplazamicntos segin ionies 3.4y 3.5, ver efermplo no, 8.

Efermplo no. 1. : o
Obtencr las fucrzas finales en las barras (momentos) para este cienplo, considerando rigidos todos
los nudos y apoyos. Ver figura y datos. T T

E! = Conslante ; EA = Constante S

EA=2Ei : Fardeon T

Los pasos del 1 al 3 ya fueron resuchos, Sobp~ = -0

Salta ef vector { F7) y ef vector oz} que -

queddn como sigue: - : o] S

o

0

. |~5 o

0: ]
IFI'; 22 0
w18 |0
{0 k oy
(]

Pues 1o existen cargas en ef interior de fos efementos,
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4) Obtencibn dilvector (4]

10 dx 1
-5 o
O1la 0] 0688 g Pl o [d)w
22 0.146_| .0.811 oid el
° . [1.080 | 0.567 o2

co- 3.433

9 Oﬁltncr[pz,](ccuaadn cndunte-JJE{nd [)m}m %21,.,} m/;g;.gm

ﬂ:os Jmpbznmnm:{ en mm.g/amnm a

Mgz_z/a (s 0525) + 4/3 (4 0661) +6/9 (- 17591) =-2.471 Ton:m
- Ma3 = 4/4 (4.0661) + 2/4 (0) + 6116 (-11.4531) = 0,229 Ton-m
Mm 2/4 @ 0661) +4/4(0) + 6/16 (-11.4531) = -2.262 Ton-m

Pamhim4 e
% ..Jo8 ~0.6.07 | 11.3058 15.9165
d'v=(06 0.8 0] 1-11.4531
oolooof |40es1?

’ "-25.3053

bl ol =

11.305825

~11.453148

A 6052473
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Este g,cnyfa _ya se resolvid uhﬁznm{a ef mlmfa P ryn{w imp ’_'," do. Afora o res
zando c[nx‘lanfag:ntm[afc rgdm G/cr_fgumyzfata: SR N L

1) Oﬁ;;ruf ng:d‘m: en sistema local, /_'}'b} y L

ooo i

.0, S
“026 ;| il h
-8.65:{ " i
lFl » [+ 1 (pu) - 0
-10.74, L. 868
985+ ~8.85
Fmr:‘ndumpolmninun
Obtencidn de rigideces.
os»o,’o S fes e T el .-os 0 o
K'aa| 0 0,1875: 0.375 El ; K'ssl0 01575 -0.375° El v K'as| 0+ =0,1875 0a75 | &t
o 0375,.+1 RO T B 0 208

ﬁam.?
0.4 EY 4 0]
K'aal 0 ooss 024 El:y: ,096 -0096 024 | &
0024 oo FEEN PTG I IR L1085 2{40.:-0.24.:. 0.4

2) 'Ziamjanmcn!n Iz rgn{tr:.sa{ .ﬂmrm gfaﬁa[
[qu [Tl [K'§][T]
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zarm.uyz o mms

T=]-100 G T =
{0 01 Seeegad P00 el
’Pamﬁarm:.lyz ; v RN
0,1875 70 ~0.37 [0 -0375
K'aal- 0 08 0 1 -08 - -0 El
[-0375 0 .0 50,8 ]

0.4

~0.24 .

0 0,375
. 0896 -0.24
B

4 Oﬁtcm::dn A{cfwdarll)f"[x] [7"

2637016
- 1.18.984476
o | 727ree0 |
W) =1 og4ga0s |
4121015524
7432929

5) O&mzc ur'c,j:m/(cwaannu ;muf -«/ _/Ibadn} (p } }}m-i- pfz} _/ cqml‘ 6no
v:Mu =‘4_14 (0)4 204 -7.2775) L6i16 (2 6379)71/El =-265 Ton om
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Por lo tanto.’

saz /vm
I

(PEN +- (PE2) -
-2.650
-6.288
2.611
6.327

-2.361
as3;

n
-
°

-

Oﬁtcntr el vector Jc jm:r'a.r jma&:s pnm eite gcrrpfa @a ‘mw[fov por el método :ingilx‘ﬂaufn) Ver
fgurnydblos o e s

EI Constanle o e

Los pn.m; del 1 al 3 ya futmu re-
sueltos. Solo falta el vector (T }y ef
wector (pra). &
Recordemos también que las cargas © . | .
wverticaly por sismo las estamos con-
sulcmn actuando  af mismo

5.1115
-5

1

-

o

[°d

&
©coooco0co000

[Fi= 333 | r’",’!;

La fuerca vertical en eada ma/a se oﬁtuw tftvufu:mﬁ!
" fa fuerza stsmica .\'egun cf chm de los zﬂ:mcnta.f que.
lT gau aun nw{a : o

-|-s.087
ader | ]
78 Sl e2s
625 | . . 825"
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[Yms

ik

N

[ ant mnd

L

4) Obtencidn delvector {f ) (= fX] -1 {F ) y obtencion del vector de fuerzas finales {p }

{ores] o Jows] o8 o [} [y 0 o Jom! o Q| o © [ 0 o0 [
1.0028 | 0378 [] 03878 | 0378 ) ) ] ] 04 -] ° ] [] (] -] ]
29 ] 0378 (%] L] L] 9 Lk ] o4 ] o 0 [] 0 []
0808 (-] 024 o4 0 [] ] L] 1] -0.008 0 DA L] ] []
oesas | 0,138 ] aooe | 024 L] 0 o0 0 04 ] ] o []
s 28 -] oM [ X] o [ [ [ X} o [ X) o [} -]
1] [X1N] ] 0138 ] -] L} ] ] [} 0098 [} 024
“ 0.068 023 L] L] 0 o ] L] [} 04 o
E 26 ] [] [] ] L] [] o824 ) 04
T 0808 L] 024 03 o L] o 0 [}
R 05675 | 0978 0 0.1078] 0978 o ) (-]
1 A2 0 0378 [.E] ] o ]
c 0938 o 024 08 o ]
-] 08838 | 0138 ] 0.008 0.24
28 o 024 0.4
0.458 [ 0.24
Dapa _&
Lt ]
En donde: Pe1 Pea2 P
186.8249 0 42,189 42.189
-26,093 0 14.319 14.319
-55,7400 0 65433 5§5.433
209,8704 ] 40058 40.058
-166.2964 /] -9.811 ~8.811
-12,6883 4] -2.725 -2725
188.8226 o 22,880 22.880
-B87.8060 o . 19,329 19.320
~30.7504 [+] 17,398 y 17.398
8} = 13951793 ) emonces { o+ + {aygng o= { ar0es
~44,6430 5 ~9.508 ‘| ~4.508
~38.0238 -5 12,018 7.018
383.4391 11.367 -41.264 -20.897
-171.3916 -8.967 ~48.,489 ~57.456
~21.5647 g 4 ~1.275 2.725
371.1935 -4 . 6.954 2954
-131.7617 6,25 - ]-28.533 ~22,283
-4.4261 -6.25 -21.678 ~-27.927
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7925/
¢

: 22 sao'

9.811 [t i

@ 4.508° " @

: \‘} i6|7ow\ 29597 [ | 5745% L ‘
14318 | 40.058

X
]
PR, ¥
. @
[
(%]

bin E S
Oﬁmur cf wdar -fc juazm fmaft: pnm el. symcmc qmyh Ver, jgum y .{ato.r. :

Las juaza.r en h: qum: 4 ﬂu ﬁumu se
tmn.farmau al. sistemt ‘7&16‘:( m:«fuulc b ummdn

F=TF
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Ritees ales

12247, 0
K'sml 0. 01875

e 12207500500 0 R T L
0375 | El ;i K'sa[ 2 0. 01875  Zoa7s [EV } K'as| 0. -01675° 0375 | &)
1] 00375 1o | o L fo o) -oars 0. |

. ~5.787 ~ 0 o .
s K'asf 10 ~0.096.0.24 | E!
1.0 -024" 04

08:06:0] . - [0.8:20.600
T} =106::0.8:0
T N /R

0

CfT1=~10.0[ - (T]={-06 080
Sojeetp oo

0

ﬂ:mzj;y}!

[oiers g
Kaaw [0, 12247
: 0375 0. i)

s

~4.6585  -3.5834 0,192

163046 /-46565. 0040 ] - -
]
0.144

0144/ 04

o Kama )  , EREREE
Koss+Kaae ! -2 Kans
e e Kba;‘fKun

L5¢ resuftado se w en ef] pa.s'é siguicnte, e
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4) Obtencidn de vector (4 )

3375 6.4922 | 4.6565 | 0231 |.63046 | 46565 0144 | o o o
_“"9'?7 B H 0,192 | 4.6565 | 35884 | 0.192 | © o 0 ey
‘1 8o 1.80 | 0.144 | -0.992 | 04 0 0 [ dys
40} sl 126092] 0 | 0.288 |-6.3046 4.6565 | 0.144 @
4187 Mg 7a768 | 0 | 48585 [2.5884] 0182 | ¢, x:
g TRl 1.60 =0.144 | -0.192 04 €2
] co 64922 [ 46585 | 0.231 dws
158354} .0.192 dys
. 1.80 A
& por lo tanto;
: 5) Obtencidn de {pes L Verificar equilibrio.
63.4062 ) fpes) ylp ) Verficar equ o
-0.0951 Pura o obtencion de las fucrzas finales, en este problema hare-
< |~19.0462| - . - mos una'variante, Ahora obtendremos el vector ( prs )por medio de
66,4337 | - - fas ccuaciones fuersa-movimicnto de una barra, Esto es: T
fdl'= {-aesr6; v - Sy : '
SRR AR i3 A

67.6592 |

‘af,i

ﬁm pm{cf bﬁkzll;r fa.r Sfuerzas en esta _fqmu, que.
sisterns focal de la barra que se este anafizando medianie fa expresid

d@r éb;ir:'g.ul'én!:' o vector { pr2 } debend obtenerse para cads barra en'su sistema focal. Bor fo tanto
queda gu L

Purabarra3 - :
CTire8’ 06707 [ 63.4042
d*1'=1-08. 08 0 {-0.005143
0 01| | 190462-
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08 0607 [66.4358
d'2 = {-06- 0870 | (3,657
0 0

(542820 :
Ver = | 400891 | Y
-|~16.1371

0] [ 67.5593
0.[.{-0.5581
1] {=18371

:o 0 N .
-0.1875] 0.375
J-0375 ] -05
T 0. 0
0.1875 |.-0.375
0375] 1
(] 0 0 6.835 |’
-0.1875! 0.375 0 6.616
.0375] 05 |(_ o | _ Ji7.2e6]
comm s R
0.1875]-0.375 | {57 -6
o] 1 -16.1371 9.198
Barra 3
50,6663
0_ | 009 ] 024 | 0 1.0096| 0.24 | {-38.1186
Lo _loz | o8 0 | 024 | o4 ||-19.0462
9797] 0© o lermr! o [ 50.9524
0 |.0096]-024 ] 0 | 0096].024 ||-42.7864
0 | o024 | 04 | o0 |-024 0g |LI1733)
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-0.096
-0.24

0.096
-024

estructural en JJ: af rrtfa/::q de nf/cfc.f Como'se pua{z ser, las ccuaciones y:nd'mntﬁ{gfkmin r.mm
implicitas (wmo ya se fuabia mencionado)en la matriz de rgdc. aazphnfa decada 6nmz. Jacae

9’:[ equifibrio se very’naz en :m{a nmfo

Hast qui s .mpuma que fac{a; fn.r pua.r Iz 1a estructura estdn Iutargazﬂu dntes e fa apl-
cacidn de las acciones, Sin embargo, si una estructura cs ﬁlpcmtutw, casi sequro se prcunmm'n r_p’},
205 cn esta antes de ser cargada Bla.r ny'ucrzo: son, por lo general, n{tﬁj:r a asentamicntos de fos -
n}w 0s 0 cambivs de t el andfisis de lmu c.rtmcfum .mmctinfa a

ules efectos. 4

6.3.2 Hundimientos diferendales

Tor muchas razones, los apoyos de las estructuras plm/zn {legar a tener n(quna cfa.m zfc mawmtcnto.f
up:rmfa:. Estos movimintos, a pesar de ser muy peg para’ prodi jables en la
gJeometria de {a estructura, pucden introducir rfg’amucwnu y cjucr:a: camﬁfa-aﬁfr.t en &:.uutmm -
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andfisis de dichos esfucrzos se basard en el principio de sup icidn, esto e.f,pude interp como fa
superposicidn de dos andfisis: Ef primero debido al sistema de cargas considerady, que se acaba dt tratar,
yelsegundo debifo unie a los i En esta parte consideraremvs el sequndo andlisis,

Existen cicrtas estructuras (estructuras sostdticas) para las cuales los asentamsientos de apoyos no
introducen nuevos esfuerzos, sicmpre que estos no sean tan grandes que alteren [a geometria de la
estructura. En la practica, sin embargo, para fa mayoria de las estructuras pueden sobrevenir graves con-
secuencias del asentamicnto de los apoyos, por esta razdn, las estructuras se analizan y disefian para
soportar cicrtos ascntamicntos difercnciales cu los apoyos.

Primero se supone que cada nudo de fa estructura esta completamente fijo (sin giro ni des-
plazamicnto); luego se introducen [os desplazami ifos (esperados)en los nudos correspondizn-
tes. Debido a estos desplazami ciertos ol se deformardn, y en s extremos de eflos se
desarroflardn fuerzas. A ellas nos referiremos como fuerzas de enp iento debidas a i de
{os apoyos y para su determinacidn utifizamos la ecuacidn 4.13 en o que las diferentes rigideces (Kaa,
Kasn .. estardn referidas al sistema global de a estructura, ast como los desplazamientos, con [o cual ef
vector de fuerzas que se obtenga estard dircctamente referido af cje global de coordenadas, por con-

iguicnte, podra ser incorporado en el vector de fucrsas (F Jpara Racer ef andfisis de la estructura debido
a asentamicntos de los apoyos.

A continuacion presentamos un cjemplo ifustrativo. Este serd (o estructura del ¢iemplo no. 4 que s

resofverd por el método de rigidez gencral, Ver figura y datos.

[:]

El = Constante ; EA = Constante ; EA = 2EI o©

ﬂapoyo Qi.ny'rc un asentamicnto que es:

dxe 00257 ) -
{dll= [dy-}: {_0.045]

am

(s

1) Suponeros /yos todos los midos e 'intrm'{ éh‘rrbk

el @pnmm;cnm erado (d ] Estoes: -

2) Debido af asentamicnio { dg ), se obsérva 'gm; k
~ - fabarra 2se deforma yporlotanto, en fosex-. ..
tremos de estos se desarrollan fuerzus, Estas se

calculaii como

{E } S

Canv';mzfem:: observar; ademds, ef nudo 2 10 s des.-
3 :

plaza, por lo tanto tendremos que: -

Po = Kaxz da .
Py = Kgaadp™ "
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e;\;imclhréli
(0.0047
-0.0225 El
-o. 1875 ‘o o 375 o
P2 = 5 ; ‘El
3 o
- CUTL I e T
Sitomamos: “El = 10,000, El vector { F} queda~ {F} = _'_27
e poi
-94
: .ﬂg:u(ta quz z T
0 055751 0 loazs |04 04 "0 Jax, _252.7487
o .= {05967 02410 [-0096] 024 |{ay, 13.9715
0| i v 0241040 ] {d):‘ 100.1344 y'/El
-47 0°-10375 g;. : ~277.3486 -7
2251 p : 436.0284 | ©
-84 0596 ?’82: P 'L 39.5808

3} Obtencisn de fuerzas, como no existen  fuerzas en las barras, el veetor ,?p] es :! ucaar Jc

]u:rzu.r finates como anmmpnmzmm.r los L.

At (100 1345) +6/16 (-252.7488) = -44, 714
Mgy = 2/4 | (0) + 4/4 (100.1345) + 6/16 (-252.748B) = 5.3537./ -
T Mag= 4/4 (0) +2/4 (39.5800) + 6/16 (-277.3487) = -B4.215
Mgz = 2/4'(0) +.4/4 (39.5809) + 6/16 (-277.3487) = -64.4249 -,

L Mag =475 (1 OD 1345) + 2/5 (39.5809) + 6/25 (-422.057,
- Mm = 2/5 {100.1345) + 4/5 (39.5809) + 6/25 (-422. 057)

44,714 Lo
: 5.354 .
RN ey
)= \esazs
-5.354
-29.575

o of equilibrio se fos wwmentos del
2‘:}’ f

nudo 2.runm{a.r :ﬁ: momeito q;tmm)
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6.3.3 Combios de temperatura

Los cambios de terrp producen tambitn esfuercos en las estructuras Riperestdticas y puesto que
fos cambios de longitud, ctc., producidos por temp pueden ser caleulados con aproximacid)
suficicnte, es lgico intentar m;;lﬁlr los ‘c.g/uu-.as que dichos cambios induccn. Lstos esfuercas pueden de-
berse a que [a estructura presenta picsas formudas por diferentes materiales 0 a la existericis de un gradiente
térmico en el interior de la misma, ‘

Los pasos bdsicos del andfisis en clli caso de variaciones de temperatura son muy similares a los del
caso anterior. La iinica fytmlcia es ef cileulo de las fuersus de empotramiento, Por ejemplo, si consi-
deramos ef caso de una Barra de seceidn constante, cuya temperatura sufrc un aumento de valor ¢, la
longitud de la picsa descargada experimeta un increménto uni siendo oL el cocficiente de dilatacidn tér-
mica del material, $i los extremos de la picza tiencn impedidos sus i sep ird fa aparicidn
de un esfucrzo axial de compresién AE o , mdiante el cual podemos escribir fa contribucidn al vector de

fuerzas externas producidas por esa 6arra en particular en fa forma:

Fxa= AEat
’ Fya= 0 y @ ‘
[F)= (M= o '
Fxe=-AEat x | AEa ] - AEx!
Fys= 0 'f ; e ‘]' y

Ms= O

- En otros casos las fuerzas cn fos &ttr:‘m.r/"! ¥ 3 producidas }ibr camﬁwn{c temperatura pucden ser.
mplej Ung e tenp T » A por qcnyh, —fftltnnfllﬂfli componcittes de mo-
mento no nulas. : TN A St el e ' : i

A a Considercmos la figura 6,15. En
esta se observa una bamra con un

\ S w0 gradiznte de temperatura entre

T ° su parte supcrior ¢ inferior. ste
] 4 gradiente provoca deformacioncs
d, by, y @ en ef exgremo fibre de
. . @ piczd. Si por el contrarip, ambos

2 A ! . Ivr 2 extremos Jfa elemento fucran fi-
5 Jos, no se obscrvaria” desplaza-

& micnto en la pieza y en cambio
— se desarrollaran cicrtus fucrsas

Figura 6-15. : : para mantener fijo el extremo,

Estas son las fuerzos de cnyotmmicnlb debidas a esfuerzo térmico, Su magnitud se caleuls de

siguiente forma, B e }
Sifdy Jrep los desplazamicntos fibres del extremo B def clemento debidos a fos cambios de

temperatura, entonces: L - g

(_PB,?: ; IKéel {dr} L 6.32

Que nos da fu fuerza en dickio extreno,  signo {-)'i/%zﬁw que los desploza os por tempe
Yy las fuerzas obtenidas son opucstos eutre si. ; : : ) ! ’
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&cumnd'a a lasecvaciones de b uwr‘qfa Jc c{gﬁ:mm:ldn t:mfrmm‘ que:

Dlﬁucua&su,ujemnfuv b de fa ; r albbryxtud'd'ehﬁam: Sx‘ﬂ_;
T2 no varian cn toda ﬁ: d (asise fera en gencraf) nos qua{n ‘

Sei(ti=te)]

feor (ti+2e) EA

Px -
Py 28 ey | selbetdb b fot o

M TG EYR 4B ] e e S
L ncatli Ay et =t 'r'l-" 1 ot (ti=ts) B}
- : __L__L..h

6.33

Exstas expresiones se deben sustituir en el vector de caggas { F )para anafizar a estructura bajo tal
condicion de carga como se fiace uswafinente.

6.4 PLANTEAMIENTO MATRICIAL DE ALGUNOS METODOS ITERATIVOS

6.4.1 Mitodo de Cross

Er pa.ﬂﬁk expresur ef método de distribucidn de momentos método de Cross) en un ’/onmta matricial,
la viga inua mostrada cn fa figura 6.16 que ticne n momentos en los extremos de sus

icmbros. Si estos se blanen el vector (P Jde fucrras finales, estos pueden aqmsum: cn

la forma,
{P) = {Pe2} +[D] {Pez) + [C} {D] {Pez) + [D] (@] [D] (PE:) + [C] D} IC) [D] (F'ez) +.

1 tafy como se oﬁfuua’,vr .
/mﬂuadn_/[c‘]u una matris a/mfm/atfcvr i

§ .34

Donde { Prz J rep of vector de
aateriormente, [ D ]:f s matris :um{nu(a de fuctart.r n':

jamam de trausporte.
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E{ primer término de esta seric, | Pr2), da los de enp iznto que sc indd or las

cargas sobre las Barras o por Aundimiznto de los apoyos, Ef sequndo término [D ] { Pe2 ), da el primer

" conjunto de momentos equilibrantes que resultan cuando todas [as juntas se sueltan simultdncamente.

Un clemento individial de fa matriz {D ], Dig da el factor por ef cval debe mf?:[t’mm la componente

K-esima de los momentos desequilibrantes para obtener [x componente j-esima de los momentos equili-
brantes. Cada elemento de [D ], se caleula de acuerdo a la ccuacidn.” '

D ,,=‘._K.'.'...‘ )

Z Ko

Con signo negativo para obtener los momentos equilibrados. El tercer ténmino de la serie {(C ] [D ]

{ Pr2 ), toma en cuenta los momentos transportados que se inducen a partir de fos momentos equilibrantes
del segundo término, Cada elemento de la matric [ C), G, da el factor de transporte desde la

de morento K-esima hacia [z corponente de momento jesima. La scrie continua con distribuciones a par-
tir de distribuci ivas y trausportaciones Rasta que sc obtienen los finales.

Después de Raber completado el ciclo eesimo de la distribucion, (a }cuaa'dn 6.35 puede escriiirsc en

. forma, :

4 4. [ My
AN VAN SN AN ANES AN M.
Pl=""
‘. M,.V e o M‘»;z :
| to Mo
- -
D M-
! Lleeor P 638
La serie 635 pucde éseribirse en forma cerrada como: . .
(P) = 00+ (0D (0 C1 01" (Pe2 6.36

* La ecuacidn 6.36 indica que el método de Cross conduce Racia una sofucidn exacta para los motiseh-
1 -

tos en [os extremos de micmbros 1y enesta forma, es equivalente a otras A
La formulacidn matricial puede extenderse a o solucidn de problemus de murcos en los que se presen-
ten despl ic laterales. Sin embargo, (a P idn matricial d¢ este tipo de problenas to._ticne
ninguna ventaja sobre los otros métodos z?t'lmn;, motivo por el cual se omite. .
La presentacisn matricial, en general, de métodos iterativos no reviste grai importancia ya que, los
métodas como el e rigides o aun el de flexibilidud son mds directos y mds versatifes para scr aplicados ¢
cualguicr tipo de estructura y si a esto le agregumos que los primeros (nétodos itcrativos) convergen facia
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una solucion exacta, es mucho wejor estudiar a fondo los métodos exactos. Como se puede ver en la

ecuacidn 6.36 a fin de cuentas tambicn sc debe invertir una matriz, por fo que s justifica el antcrior

argumento ya quc, tanto en e método de nigides como eu el de flexibilidad, sc invierte 2 mainiz respectiva,
jernplo: utilice 2 expresidn 6.36 para obtener los momentos finales en los extremos de [a siguiente

viga continua,

"Ei'=Constante  ~. . 10%n
R e E g 5 T/m
1) Obtenemos {Prz} : ) - : AN
. . = am e em o -lom i
: 1728 28I aime g st g
pate fs2l BT
Ael = 650 / NG D
; o it

) Obtencisn de [c) y [;5) :

SE-T-X-T-RO
o000 )

. L

0. oY
Tt

ol e v

Wenon? e |

625. 406,30
? 0 .

1728 ‘27252 )
152 | |-408.30
~{emse |

E 27.25 T-m o 406.30 T-f\;\/v '<06.36T-m R

| B V- VA




Capitulo 7

Método de las fuerzas

fn ¢f capttulo anterior, el andfisis se fa relacionado principalmente con fa detenminacion en primer
fugar de fos desplozamicntos de los nudos como iucdguitas y fuego con el cileuld de las fuerzas de los ele-
menitos,

A pesar de que estos dos pasos, independientemente de su secuencia, son vecesarios para Racer un
andlisis completo, en la prdctica las fuerzas cn lbs elementos son el principal interés del calcufista. Gene-
rafimente ef disciio de estructuras se basa en fos eriterio dc resistencia, los cuales dependen de ﬁzjjucrzu:
inwolucradas en los elementos. Si s necesita determinar las deflexiones, fos edleulos correspondientes se
realizan en las ctapas finales del discito. En otras palabras, la frr‘on’dm! de los dos pasos anteriores se in-
vierie o el primero se'climing total; Ta epeid faciz un método en el cual fas formu.
{aciones se realican en orden inverso a fas presentadas en cf método de rigideces. Este método alferno se
conote como “método de flexibilidad” (4’:;{4{0 a que usa las matrices ftq flexibifidad de los elementos),
“método de las fucrzas” [porque suponc las fuerzas de los elementos como’inedgnitas)o “método de com-
patibilidad” (porque satisface las condiciories de ibifidad después de establecer fas ccuaciones de
equifibrio) -

Este método toma cn cuenta ef ficeho de la relativa fucilidad en el cileulo que representa una estruc-
tura isostdtica para cxpresar el sistema completo de esfuerzos de los extremos de fus arras en funcidn de
fas fucrzas y momentos desconocidos del sistema, Aunque con cicrta restriceidn, estas incdgnitas pucden
eseogerse arbitrariamente (ver capitulo 5, estabilidad) Fvr fo general se fas denomina incdgnitas hiper-
estaticas y se las debe desbloquear o cortar para tener [a estructura isostdtica base,

Mientras cf método de rigideces emplea las relaciones c_jucrzo-cgonmcfdu para las barras alexpre-
sar los esfuerzos de fos extremos en funcion de los movimientos e dichos extremos, el método de flexibifi-
dades las emplea en forma inversa, expresando los deformaciones en funcion de los esfuersos extremos.
Estos esfuerzos extremos se pouen lucgo en funcisn de fas inedgnitas (esfucrzos y reacciones) Riperestiti-
eas as{ como [as fuersas propias (exteriores conocidas) por mag'u de las condiciones de equifibrio. De esta
formu obtenemos todas El’ deformaciones d¢ fas piceas como funcidn de las cargas exteriores y las incdg-
nitas fijperestdticas.

El paso siguicnte fleva consigo fa aplicacidn de las condiciones de continuidad de deformacic =
resultado es un sistema e ecuaciones que establece lx continuidad de la estructura en las'sccciones en que
actuan fos fuersas y tos Aij iticos, La resofucidn del sistema define los valores de las inedgui-
tas fiperestdticas y, a partir de effas, todos os esfuerzos en fos extremos de fas barvus.

Las expresiones de fas deformaciones de las barras en funcion de lus cargas exteriores y las Aiper-
estiticas pucden usarse cn este to para os movimie e los nudos,

Este método posce afjunas ventajus sobre el método de rigideces para efgunas estructuras, en espe-
cialpora aquellas en los cuales f, gmédjc indeterminacidn es alto, Sin embargo, en general se prefiese el
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método de rigideces puesto que es mds apropiado para fa utifizacidn de computadora y porque efimina el
eriterio n{efrx?g'{nkr! sobre g‘:mh:u m’}t.fliomf; leccion de redundantes y el concepto de indetermi-
nacidn estdtica del sistema,

7.1. ELECCION DE LA ESTRUCTURA PRIMARIA

Ef primer problema que sc enfrenta al utilizar el método de los fucrzas es deducir sobre ef mimero y posi-
cidn de los cortes o desbloqucos necesarios para facer isostdtica una estructura,

Ef niimero de cortes requeridos para Racer isastdtica una estructura se denomina normalmente f;mzfa
de iperestaticidod de [ estructura, En fa mayoria de las estructuras de ingenicria esto pucde realizarse
por inspeccidn visual, Para ef caso de armaduras planas o espaciales existen reglas bicn conocidas que de-

el grado de hip icidad en funcidn del mimero de Barras y nudos.
" 8% en una anmadura conocemos ef nimero de barras y el mimero de nudos que tengan al menos un
grodo de libertad, pod: Blecer las siguicntes relacionies: i

ND = Ndmero de desplazamientos {en los nudos)
NB = NGmero de barras
- 81 NB<ND. Elsistema es ineslable
si ) NB= ND  El sistema es isostético (siempre que sea estable)

Si NB>ND . Elsistema es hiperestatico (siempre que sea estable)

De lo anterior observamos que [a i icidad o hiper icidad de una armadura no garantiza su
estabilidad ya que esta wftima ticuc reglas ien definidas que la conforman fver capitulo 5)

“En el caso de marcos rigidos resulta relativemente sencillo caleular cf grado de Aipercstaticidud.
Simplemente, introducimos suficientes cortes en la estructura para convertir ef marco en una estructura
en drbof, que es isostdtica, Cada corte introduce 3 desblo en un marco plano, de forma que el grado
de fiperestaticidad es sencillamente tres veees of nimero de cortes. Tor otro lado podemos sefialar que la
directriz de una estructura en drbol no presenta trazos ecrvados o anillos, Una estructura hiperestitica,
por el contrurio, tiene siempre un cierto mimero de aniflos, cada uno de los cuales debe eortarse para
transformarla ci una estructura en drbol, Por tunto, cf grado de Aiperestaticidad es iqual a tres veces ef
numero de anillos independientes de la estructura original. La estructura de 3 figura 7.1a, por cjenplo,
tiene ocho anillos independi Yy por consiguiznte p 24 grados de Fiperestaticidad, Puede ser
transformada en una estructura en drbol por la introduccidn de ocho cortes, cuyas posiciones pueden ser
escogidas aritrariamente (la condicidn de posicidn de los cortes es tal que todos los uniflos sean cortados;
de otra forma fa estructura scria reducida a una condicion e una parte Riperestdtica y un mecanismo)
En la figura 7.16 y 7.1c se mucstran dos pasibles sistemas de corte. .

Aungque es relatiy te fiicil de inar ¢f niimero de cortes necesarios para hacer isostdtica unu
estructura, es dificil dar reglas fijos para fa eleccidn de la posicidn de dickos cortes.

En general, esto es, para cualyuicra de fos tipos de estructuras sefiafinfos, f, grado de Aiperestatici-
dud se puede caleulur por medio de la ecuncidn de equilibrio de fucrzas externas ¢ internas.
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Una estructura es ua.rfxiﬂaz i ﬁxj’r es cuaJmJ;:, es decir, si NiB = A(D. Z cf caso :fn que M’B >9\LD

fa matriz de eqw[:ﬁna ([aj"):cm’ rectary guﬁ:r Y, per tanto y estructura serd Rigerestdtica.’ " :
“Por consigui d de arse al oﬁtcnw fa

i f‘""‘"‘ b N '

9' ucd’e interpretarse como el niime;
parague { s matriz de equifibrio sea cuaidr
" Como gcmr.'pfa sobre la janm e facer tsostd
pﬁu resueltos en el mpfhlfa anterior y fa fanm'tn

@'arybno;lkﬂnmldm")** S e
NB=5;ND=2NN=4 = ="
GH=5-4=1 "

Solucidn : Ml L .
Todemos cortar una de fas nfo.t Enm:.r cﬁn_qauuft.! pam tem:r. EEAREE
GH 4- 4 0 :




AnAlici

@wpﬁwna.z{‘ﬂm’m{urba).‘
NB=10 ; ND=2NN=8
GH=10-8=2 -

Solucidn: Sl

No es posible cortar 2 farras porque [a
estructura s¢ volveria inestable. Entonces, cor-
tamos solo una de las disgonales def centro y

permitimos un grado de libertad o cualquica

de los 2 apoyos y asi nos queda;
NB=9;ND=9 ?'GH =

Ejermplo no, 3 (Armadura ) -
NB=10;ND =6
GH=4 "=

Solucidr; .

podermos cortar 4 arras. De igual forma, sin

embargo, podemos cortar 2 barras y permitimos
fbertad Qe

2 grados

NB=B;ND=8=GH=0

Eferrplo no, 4 (Marco )
Namero de aniios 1 (Ay)

Tor consiguicnte efectuamos un corte para
desbloguear dicho aniflo. Entonces:

GH = 3 (nimero de cortes) =3 - -

También se pueden utificar fas fdmu)fas
duadas en el eapieulo 5. DR
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Por. razones similares af caso anterior 1o ..

“1Rs
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Temeplo no, § Lo

Nimero de anillos = 3 ‘

Entonces Jectuarm.rj wrm' P

GH = 3 (ndmero dé:qqnes) =9

o como ;n b: anterior, .rc:;xmc‘d’c' tambibn
comprobar sequn las fdmmﬂ:.r del cap:’fu&z 5.

A

7.2. PARTICIPACION DE LA MATRIZ DE EQUILIBRIO

La presente seecidn considera la forma en que se deduce el método de flexibilidudes para fos dos sistemas’

estructurales tradicionales.

7.2.1. Armaduras planas

Considerese la estructura y cargas mostradas en
{a flgura 7.2, La estructura se deformard bajo la
accidn de dichas cargas y se desarrollanin fucrzas
internas en sus ele SiFiypi

i
respectivamente [s catgas sobre el nudo § yls
Suerzas intcrnas en o nudo i del clemento™sf, el - i
equilibrio en cada nudo quedard definido criton- ...

ces al estoblecer.
Fi=Zpim

Donde m ef mingro de cle

que concurren n[ nudo i chﬂn fo anterior, para B

" nuestro cjemplo, podemos relacionar fas Suerzas
en los ngxfw, Fu y fos esfuersos en las barrus, Pim
AL roits Iy

tales iones de equilibrio ob- .

teniemos para figura 7.2a que:
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74

Dondz ﬁ:]'rz.r fa matnz nfz equifibrio que se estudis en ef capttuld SJ su oﬁltuao’npuafc Hacerse
tambidn a do en'la seccidn 6.1.1a y luggo tm.s;wnwm{a dicha matriz

(s -

en cuatro cf:ua:wms :
Debids a que fafTes de  forma rulangu&rr,’&z.s ccuacipnes 7.1, no puedei mofucm -{rrcctamcnt: por::.
el vector (p]y la estructura es ﬁym.«n'ma e pnmcr - grado). Para si :
{2 matriz Jz g ibrio es ¢ la de las 7.1 da las fuersas desconocidas de fos' 7
elementos. : e
Afiora es ef momen o
dante. Por cjemplo, .fu;drgm que sc magc como redu
tirse como se e veen 7 1y puu{zu wlvera z:cnﬁ:rsc como: :

Fkdia T 1{"—} [a

En donde {F), sigue represcntando {as fucrzas exteriores af en fos nudos (eonocid: @’} fa.r "
Juerzas desconocidas en las ND barras que forman la estructura fsostdtica pnmann _l[ meruanm fas”
;:ar'as desconocidas redundantes. La estnictura primaria e is de sep enls

gura 7.25. S TRt

Si c.fcnﬁmw fa ccuacidn 7.2 en fa forma:

Lrivids

#)=[2'T" (F)- &,

E igualamos:
B = [a.1" 73
Tendremos que: a .
74
Esto indica giic fas fucr'a.s enl fos ele s son fa'superp de n{a: :../cctn: &u eary
externas y fas redundanies. Como los redun, no son idus fa idti 7.4 no se pucde resol ucr :

Sin embargo, esta tcuaadu pum{c rmz{?’:azm: de tal 1 mancm quc cf hnfo x..qulcnfa pua{a contener lanﬁu
{as fucrza.t ei fos el Yt
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R/l s
£nloricq: - ‘
P = Iou] (F) + (o (R) 7.6

Una vez 7:): tenemos todos los
A rA

r.y'ucrzn: en funcion de &umga: o(lmom’y Jc fus redundantes,
el veetor de defo g fe)a purti ibil

cadu barra con la ecuacidu,

r

©@=0E=0bJFABIEL 78

Zn donde:

[4] = (k] Estoes[f=diag [(W/EA),." (VEA) ...  (VEAWS]
Utilizamos afiora fa relacidn entre cargas y movimientos para obtencr el wetor (d), a partir del vec- -
tor de deformaciones en las barras ff A n{ﬁ:ﬁg vector debemos sumarle un término correspondicnte al .
movimiento que se produce en [os puntos que se mucven, uno con respecto al otro, debido af desbloqueo
que se induce para obtencr fa estructura isostdtica primaria. A dichos movimicntos'les Namamos [c}
corresponde a los puntos que se scparan debido u fos cortes inducidvs. Utilizamas fe) en fufqur de it} nd
bido a que se trata de un movimiento relativo (focal)y no absoli wresado ordenadas globales)
Puesto que la ecuacidn 7.6 se puede escribir como: it S

(F |
fon1] {ml

Por el principio de contragrudiencia deducimos que: g

{P, = [[bc]

710’

P sustituy

7.11
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qu}wbx{cw;mgmpnrwm:; o : : o
O = BAARIA F BINEIR 8

713

7.14 a)

[5] = (bR [ [ba] b) 7.14b)

.- La ecuacidn 7.14 nos permite formar un sistema de u ccvaciones y fa sofucidn nos da el valor de fas
redundantes del andfisis que por consiguicnte serdn también n. [F] es la matric de flexibifidad del
sistema y estd referida of sistema de desblogueos propuesto.

o La ecuacidn 7.14 puede interp en (3 siguicnte forma: supong para [ fiqura 7.2, que to-
das las cargas (F)se aplican ; {A} estructura con [a barra 5 A(csconccfmfz enel mgfo 2y 6:1‘:: trnrm;u’h'r
accidn. Asipses ecro yf fe) = [6%] [f ] [65] {F} Es muay importante sciialar que [ bo] y [bg] son colum-
s m{c:ua{}u de Ia!{m{rk[imlt]rg I n"’]]'l. Z}u 7 7 ,Z;;ar deb 3t cf" ﬁt(.‘ﬁxj real de que
fe} es igual a cero, Asi, la parga l:fua'zn.r necesarias para unir fos lados def corte (es decir, producir un
movimiento negativo -fc)) viexie dado por la ccuacion -e) = [Fx] [f ] [60 ] {F) de la cual se deduce 7.14.
Pura la figura 7.2, ef producto [62” ) [f ] [6x] resulta un simple twimero por o que la solucidn de 7.14 es
511.“1"1‘:%11

Una vez caleulado (R, ], volvemos a la ccuacidn 7.6 para obtencr las restantes fuersas interiores en
fa estructura. Asi mismo, de la ion 7.6 se desprende que el producto [ 62 ] {F Jda los walores de fas
Juerzas et las Barras cuando (R ] =0. Los movimicntos en fos nudos pueden encontrarse afiora mediante
la eccuacidn 7.12a que se puede yu eseribir como:

{d} =0, 1111 (P} 745

o como comprobacidn def cileulo podemos determinar ef valor de fe) = [ 7)1 f ] 1p] que debe
sereero.

Una caracteristica’ del método de flexibilidades, es fa eleccidn arbitraria de la incdguita hiper-
estdtica, Resufta elaro que en este ejemplo podriamos Raber escogido ewulijuicr otra Barra como fa redun-
dante def sistema, En'cada caso habriamos obtenido matrices [Bo] y [br] diferentes, pero los valores
numéricos finales de los esfucrsos y desplazamicntos Rabrian sido los mismos.

T Antes de iderur afpin problema es icnte Rucer una seric de obscrvaciones que scrdn vidli-
das para cualipuic blerma de fi
"+ Consideremos la ecuacidn 7.6

{p} = [bo] {F} + [ba) {R}
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%nc@ afiora quer -
a) Si ﬁua@g [R})=0

Y nos éuicr: deci quz péxfurmf obtener ﬂr m:m.: o] apartirde la estructura rimaria Base, 5i a
esta fa cargumos con fuerzas unitarias aplicadas en cada uno de fos nudos segin el vector { -}, y 0b-
tenemos fos valores de (p]para todis fos g T jemplo, para fa figu , nos queda; © :

Como es

. esfuerzo.

Lo anterior
presion 7.5 °,

o quicre decir que Pnnﬂ:i;hrlaﬁiclic;rrﬁz‘ matriz fbx] @ partir de fa qiﬁdluik):ﬁn;n‘): base; haciendo
ue [R]q:m igual a lo unidad (esto es todus las inedgnitas)y obtenicndo fos valores de (p ) para cada -
arra. Pura fa figura 7.26 tenemos que: AO g ok

oo py==-0.8.
pz=~06
pa=-08
pa=l. 70
Ps=1

Este " do también puede comprab di K:.aq;mﬂn'z.f'.v R FON

De a) y b} concluimus que es posible obtencr las matrices [6,) y [Baf sin utificar las ecuaciones 7.5
st Auceros {R} = 0 y IF) = O respectivamente en fa ecuacidn 7.6 y obtencmos los valores de. fp)
faciendo (F}=1y IR) =1 también respectivamente. o : -
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febittife

¢) Otra obscrvacidn interesante es que, si en fa misma ién 7.6, b R=0y
mos en [a ccuacidn resultante of valor real de {F), el producto resultante [6,] [F ) donde [B,] -

igual que en a) es igual af valor de las fucroas i en [a estructura primaria cargamos los . ;.
Z:s con (as fucrzas exteriores reales, Esto es para o figura 7.26. - RO

es
nu

(2] ee-22
o) = [bo] IFl = -_150‘

Esto signifiea que no es necesa
Por [o tanto podemos escribir 7.14 cory

746

Hasta esta parte hemos p}ucﬁt;:f:: { método de flexibi dades y a [quras consideracio-
nes para ef caso de armaduras, Una ves que s¢ plantea [ ecuacidn 7,14 (6 7.16)J s obtiencn las redun-
A

dantes y con b ceuacidn 7.6 las fuerzas

Aas barras de la estructura. En” 7.3 presentaremos ¢
ufgmw:zjcnpb:. R AT TS E R O -

7.2.2 Marcos planos

E puntto de partida en ef caso de marcos planos es ef mismo; las ecuaciones de equilibrio de 1)&1:{.03. Sin
en esta parte exp " una nuewa forma de obtener la matriz de equilibrio de (a estructura,

La dife estriba princip en dos aspectos: primero, el vector de fucrzas en los barras, en su -
Jorma general, estard definido afiora por una fucrza en X, una fucrza en ¥y un momento flexionante”

para cada extremo de (as barvas a considerar, El segqundo tiene que ver con el primero y es que dicho vee-
tor de fucrzas en las barras sofo contendra fos t:j{:';zas del extremo B de coda clemento (taf cleccibn es -
arbitraria) y los esfuerzos en A se encuentran con [z ecuacidn 5.6, R

7.2.2.1 Una nveva forma de considerar lo matriz de equilibrio Lo

Como punto de partida, considerernos [a figura 7.3, Recordando que se trata ohiora de fuerzas generafi-

zadas provocadas por cualquicr tipo de cargas aplicadas en puntos intermedios de fus Barras, :
Ob: i bos

Pr iones de equifibrio de nudos pora esta jx}zdrn con @’njuc'fétr:{r;n?; 5

que:

Fy=Pgi +Px
Fz= Paz + Pa;

Ensequida tenemos que las fucrzas en las barras deben scr obtenidas en los extremos B de cada barra
Seguin a ecuacidn 5.6a que es: : S R e, L .

"PA=+hPp
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Es ldgico suponer Z;t, tanto las fuer-

zas en las barras como las diferentes matri- s

ces [ R ), de equilibrio de barras, deben
expresarse en ¢f sisteru global de coorde- .
nadas. Ast podemos eseribir las ecuaciones
que relacionan las cargas externas con las
Juerzas en fas Barras como: X B

Fy = Pgq - s Pay
Fa=Pgp +Pga

Que escrito en forma matricial quda: -

Q:sv'in#vkr;m‘:tc:,a

;‘a)‘

A=

-l

Figura 7-3.

F:

£

Es ficif, por lo tanto, obtener la matriz de cquilibrio de una estructura observndo las siguicntes

reglas, Tomemos como Base [ misma figura 7.3,

&L elemento renglén i, cofumna j de fo se reficre af nudo 1 y la barra 3. St la fara 9 tiene ef ex-
tremo A en eluudo I, entonices el elemento es (o matriz (4], la cual estd asociadu a s barra 9. Sila barra .

tiene el extremo B en of nudo, elele rest

I
sidn adecuada, Si ningnin extremo estd unido al nudo, el clemento es eero o,

nula de tamaiio apropiado.
Para [z figura 7.3 tendremos que:

fta simple o matriz unitaria [T}, de dimen-:
mds precisamente, una matris. .

. !l’::/cnyqs porfo tanto csfaﬁfcar fa zf:mclwdn de

[a]7 = DIM[ NN x NB]' donde

"NN = Nomero de nudos’
NB = Ndmero de barras
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A su ves, cada elemento ijdel arrcglo, es una :uﬁmatnz de dimensidn ﬁ:c.i} Brb t_::zhto.; :

DIM[a] =3NNx3NB :

Loe.

Obtengamos [ ] para o de os }’.v'aj os.

Terplo . 1
T 0 1 lhy <hii 0
xg:: =) ',H[-h.v-n, oot -h.]

Ferplo no. 5

NN =6
NB=9
0 hs o 0 N0 00
0 0 0 h 0. i . .00
fal’=) © 0. 0 o1 o e
0 0 1 0 0 ‘0 0 - 0
0 0 0.t 0 0 0 I
o 0 0.0 1 0 0 -0
Efemplo nio. 8
NN=3

NB=4 [l 0 -h, o} :
faj =Jo 0 1 -he| ¢

6 1 0. 0.
Afiora ya podemos considerar el método de, ﬂmﬁt&{m{ enel easo de marcos.

Considercmos nuevamente fi estructura ylas ta“wu mostradas en s figura 7.3a, Al iqual que en
L 1y pa Tep dn respecti ﬁvmga.rsoﬁmdnmﬂ::{;&ufuuzul'l%m?mz[




i 79 . Método de ln.s' - fuerzas (Capitilo 7)

a(trcnn i :{c[ c&mcuta i Las, fu:r-a.r internas de fas Barras s¢ caruu{cmu sob e &7; atlmna: Bde coda
barray las cargas externas se consideran coma se Ra venido Raciendo,. ;

Las ccuaciones de equilibrio son nuevamente efpunto de partida y, Jz acucnfo con las nucvas rcg&u
& fanmadu defafparata fyum 73u nos quedd que:

TR R

ui también vemos que fa matriz de equifibrio es rectangular y por [o tanto sin gubr Esto .fgn _ﬁca B
que la ccmmdu 7.17 rio puede resolverse zf xrcn:tnm:mc por c/ veetor {p }. 5
C fa da en o figura 7.36, bz cual introduce un corte
en ef nudo 2 al cual se asocia fa carga exterior .'R_ Esto se interpreta como que [a estructura esta rota en
es¢ punto y s¢ introduce una pareja de fucrsas actuando sobre fa estructura, Estas fucrzas (R, -R) son
ademds necesarias para mantener {a continuidod y el equifibrio de fa estructura con;ofzta Por lo tanta
debe cnmu{cmm: / guufnfm{ s

R=pgs

Lo cual'nos permite reeseribir ahiora la ccuacin 7.17 con un rc:g/o'n mtr comoz -l

F,
F
R! - 03 3 :
el v 18
Fl :
R
En donde la matris {1 ], aparece en tf siltimo renglén de la afiora. "mutn., zfc cqmﬁﬁna aumentada” -

por el hecho de haberse tamuﬂ‘rm{a a /.’){ ) como |
denadus globales. e

Afora podemos ya aplicar &: n:gﬁ: el a[qzﬁra matricial para mvcmr [ "M Ji 7&1 cuu/ [ cuaerfa J :
no singular. Tor b tanto, pmf::nm escribir fiy cevacion 7.18 éo L
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La matric intersa [ "(4)'7, pv?:fc ahora parrix'm::n dos submatriccs o] y fBe] las éﬁé/c.r esidn aso- .
ciadas, la primera con las cargas exteriores conocidas y {a sgunda con las cargas incdgnitas (R), Esto b

C720°

izado en ¢l caso de los armaduras,

De aqui en adelante, el proceso es comp

&S vector F) representa las fuergas exteriores que 3¢ aplican e los nudos, el vector f} representa fas
‘ex ) el th de ibrantes R i -R)

fucrsas interiores en los extremos B de los burras iy (] es
inedgnitas que dan Ly continuidod requerida en b éstructu

-~ Bor elprincipio de contragradicneia podemos eseds

Juersas (equi

na Bome gendrica y of valor de la

ara
ceuacidn 4.9¢en el EJ yEA son conistantes a b‘@gq}t,fg fabamais
i s o que en el caso de armaduras of 7 ques

orl" (0wl (F) = - o [0 [54] F)

£

“Conesta fas redundantes pura nuestro p

A ?uaf que.en as anmaduras, la seleceion de los desble es e arbitraria i 1o im-
portael.

4 I
ugar en que se fiagan los resuftados finales serdn sicmpre los mismos.

3 MATRIZ DE FLEXIBILIDAD DE LA ESTRUCTURA

La parte Pn’m:fpnf del andlisis por el método de flexibifidades en una estructura requicre el planteamicnto
y resoficidn de fa idt 7.14a que establece un sistema de 1 ccuaciones con n incdgnitas y en domfe n
es igual al grado de indeterminacion de fa estructura. La expresion 7.146 cs la ecvacidn gencral de fa ma-
tric de flexibilidades de una estructura, nrﬁm‘;{a a los cortes que sc inducen. Como fa matriz de rigideces,
{a matriz de flexibilidad no esti influida por ef sistema e cargas exteriores y es simdtrica respectoafa
diagonal principal.
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a\;tmuu es:

Ast mismo, cf movimicitto {c}quc se mfua' en b.\‘ f ugures. de fos :fcﬁbyuw: par fftc!o de ﬁz.c ugas :

o= [an m(bo)(F) o

Por lo que pad?:ma: eseribir la ecuacion 7 14a como:

rsun)=-(c)‘ L

Que determina iguafmente el valor de (Rj ;
- Una de las [:mpm{afr.f wds interesantes del método de _/fl;nﬁrfitﬁn{ es o fnmu en que .cc n.mmja Ia
matriz de flexibifidad, medida en fos cortes con fa matric de ngn{cz medida en'los nidos. .- ] o
St obscrvamos el sistema de cortes de [ fi igura 7.4, vemos que Aay | 4 anillas m:{cpcm{untu con’
movimicnto ¢y ¢3 ¢y ceen dichos cortes y fas parejas de fuercas TRy, + R5 35 :t'R, wrm;:am{xcnm a
fos desbloqueos inducidos. Las valores de los dj jmnm L‘zmnn faci con fos Ry
por medio de la expresidn. :

Que para la figura 7.4 s¢ escribe como: -

9 gue podt

Coe!lcleme de flexibilidad de contribucién al - -
desplazamiento G; provocado por una fuerza g RS
redundante R, s

Camo en /n ma!nz tfn rig

ij-ﬁ r/u{m{ e (a estructura, :
Considerese ef cuclpn el e la jgum 2. 5 of cual
estd sometido a’un_sistemu e’ fuersas_cn’ equilibrio - fin-
_/cmfo reacciones)'Si las eary /:u s¢ aplican gradualimente,
la energia de dt, ﬁ:rmm:n:in to yun/ {vrrtapfluﬁw 9

ides global, si ﬁauma.c :
i ; fn:u'ntug;cb

~ O'de acuerdo con' el seguind lwrbhmfccu‘;"'
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P quees jguala; :

7,24

St tencmos que { varia de 1 fasta

A

Oen  forma .ﬁ‘ng:fc:

{8) = {3} {F)

Esta ccuucidn representa fa natris de flexibifided del sistema antes de aplficar los condiciones de
canttorno, Sint embargo, es importanie la estabifizacion del sistema para, de esta mancra, Racer estable (a
estructura y para que la watric de flagbilidad e fa estructura sea no singular. ek .

Si analizamaos nuevamente {a figura 7.4 vemos que s opoyos suministran fa estabilizacidn nece-
saria a la estructura ya que en esos lugares &= 0. De esta movicra, al escribic B ecvacidn matricial de

Slexibilidad de la estructura obtenemas la cxpresibn: R il

[ac, oC:
R, 2R
c 3¢ aca
C; i dRa2 2 R.
g: d¢Cs dca
2Ra aR;
BC: acs-
_aR¢ k' 2R,

En donde' los, desivads - pare
placamicnt dos por curgas
tacidn puede verse en G figura 7.
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: ‘ .'izﬁ.

'.bc. e dct
8Ra J 3R« J

2 Figura 7'6‘ B

Deesta ﬁﬁrnfazfam: ﬁé&ciﬁzx:yukntaoﬁscmﬁch}u: o L RER
Para Cy: Vemos aqui que las barras 1, "? 3 contribuyen en forma directd a esta deformacisn que
provoca Ry. Fero ademds obscrvamos jque también se produce variacidn en cf desplazamicitto Cza través
de fa barra 3, Por lo tant e UL D e e e e

wy’ademés SRS

ﬂ:mCz’:Z;x‘mz&uu,h dundante Rz v fa defor; 06l 'pbeia‘fcﬁuﬁdﬁﬂiﬁSyE
que contriuyen direc bo; Aderds podemos ver qué se inducer deformaciones en Cry Capor el cfécto
de R2 sobre zu barras 3y 6 respectivamente, Entonces: R s :

 contriuyen directaments o fis deformacisn, que ..
ies en Czy Cyq por el cfr;cm de Ryal transmitirse

g 50| el
< @ Ra =0

Para C¢ La ﬂfﬁr]ﬁaéﬂu directa se produce a’ través de las barras 8,10, 11 y 12 debido a Ry
" Ademds seproduce cfecio e Cs por i transmisign de Rysobre fa barra 9. Entonces: -
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des
aR. = 0

F3 G
70Re

7.27

En gencral, cada clemento de la diagonalprincipal de ls matriz de flexibilidad es iguala la suma de
las ffq’_ﬁﬁx{m{a de [os barras que forman el aniflo spondiente. Esto pucde comp con el Fecho
de que en la matriz de rigides de una estructura, cada elemento de la diagonal principal es 2 suma de las
rigideces dircctas de las barras que se en el nudo spondie

Enelcaso de un cle exterior a [ diagonal principal, este depende de la flexibilidad de la barra

7 : " Lo, A p
(0 Barras) cormin a los dos anillos correspondicntes, $i los anillos no tiencn barras en comin, el elemento

es cero. Esto se compara con el hecho de que, en la matrie de rigides de una estructura, un elemento exte-
riora la diagonal principal es una funcidn de fa rigidez de las barras que conectan fos nudos corres-
pondientes, y es cero si (os nudos na estdn conectados por ninguna burra,

De lb anterior se debe sefalar que los sistemas de cortes deben escogerse de tal forma que los anillos

sean tan independicntes como sea posible. Por b tanto, para (a figura 7.1 la opeisn b}, es preferible sobre
la gpeidn ¢). Esto se refleja en la disposicion de la matriz de wufm{ de la estructura ya que tenderd a
ser en banda, estando ugrupados los clementas proximos a [a diagnalprineipal, lo que redundard en con-
siderables ventajas para ef cileulo.
El siguiente paso para obtener la matriz de flexibifidad de la estructura (figura 7.4)es la realizacion
de bs cdg:h.r que marea (a ceuacidn 7.27 antes definidu. Sin cmbargo, fa obtencidn de las dife de-
formaciones por este método resufta, mds bien, aboriasa debido a que cada elemento Cyes un veetor de
tres componentes (dos fincales y un angular)por o tanto cada elemento Fyde b wotriz de flegbilidades es una
submatriz de onden (3 x 3} De esto st desprende que para la obtencidn /inaf de la matriz de flexgbilidad
de fa estructum, por este método, debems resolver tantas derivadas parciales como ele terga la matris
{3 ] de lu exuacidn 7.27 multiplicada por tres. En ef easo de la fiquns 7.4 serian treinta ecuaciones, sicndo of
procedimiento a seguir, el que se deseribe en el apartadp 4.5, que utifica ef principio el trabajo virtual,

EL anterior procedimicnto resulta b wplicado por lo que en su lugar utilizarcmos otro pro-
cedimicnto mds ﬂdcﬁw y sencillo que utifiza fa matriz de j[p‘ﬁif ad de lus barras asi como la matris de
equilibrio & de las mismas. Esto requicre, se conazea el ‘siguicnte proceso,

7.3.1 Matriz de flexibilided para dlementos conectados en serie

S un grupo de resortes son unidos en serie, como se ve en la figura 7.7, s fucrza en cada resorte es fa
misma. Asi, podemos escribir para cada resorte.

Alargamiento = flexibilidad x luerza

> »

Figura 7-7.
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V

D2 fo todos los al: it individuales se ticne que:

Alargamiento total = suma de flexibilidades x fuerza =" -

< El empleo de la suma de flexibilidades nos permite cvitar la introduccidn de movimicntos corrcsp
dierites n’Zr puntos de unidn, como variables i dias cuando sc presentan piczas unidas en serie,

Dy esta idea considerando ef cileulo de la barra compuesta que muestra o figura 7.84.
Esta barra estd compuesta por varios trozos cuyas matrices de flexibifidad son conocidas. :.:

Zf problema consiste en Rayar [o matriz de ® [6) @ @
ffa\;ﬂ'ﬁiﬁfm{ de la barra completa IJ—4, en funcidn de Lo
las flexibilidades de las componentes, de mancra que :
tan solo it learse los movimic de los
extremos 1y 4 en elresto del cileulo de cuaﬁfguitr
estructura del cual pueda formar parte dichs Barra.,
Pura ¢l cileulp utilizaremos fas matrices [ ] y fi]
de cada barra expresadas en ef sistema general de
coordenadas.

Plant el proble iderando separa-
damente b contribucin que cadu trago de fa barra
aporta of movimicnto :/t?!c‘fttrcm 4 con refacidn a
1. Ast, si 1 estd empotrado y [ cargs pqsc aplica en
of extremo 4, entonces el movimiento de 4 viene
dado por:

. ’

dy=€44=[F)14 Py

Este movimicnto es la suma de los movimientos debidfos a las r/janmcmw de los diferentes trozos. "
Consideremas, por ¢jemplo, el movimicuto del cxgremo 4 debido a fa deformacidnt del trozo 2. Con este fin,
fos trozos se sup como prolongaciones del trazo 2 y sont totalmente rigidos (figura 7.86) Si -
consideramos ef trozo 3 de fa barra podemos ﬂpﬂtarﬁ ecuacidn 4.5a, a las fuercas que actuan en los ex-
tremos, Asi) fa fuerza aplicada cn el extremo A del trozo 3 unido al trozo 2 cs: R AR

Pusto que 1 esti vqnyplmzﬁ) y el trazo' I se considera rigife, of extremo A del trozo 2 st gual-
mente fijo, y el movimicnto del extremo B viene dudo por: .. R L

" Afiora, 3 es wa barra ;q if, y los movimicntos de sus ‘4\‘."’-"?"’-“ fari de &ui‘yﬁgﬁzd}, }wr’ consiguicnte
fa ecuacidn del mavimiento de confunto ({a =£‘ ’ dy)ecuacin 5.9, Ast pues; el inovimicnto de 4 debido a
fa Jdnrr;gclb’n_c{&;qu!c el trozo 2, causado por la fucrca Py uplicads endess; ol T -
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dyp= [h 1;.[912[th. e

La matris chﬁ'.g&m:{af[fi]z del trozo 2wmxd'¢ma{a x{m{c c{punm 4, mu(ta ser m{][ff]z[ﬁ_;]
Idéntico andlfisis puede Racerse para cada: uno de fos restantes trczo; de 1—4, y sumando todos los
movimientos obtcnemos fa matnz Jc jfmﬁt(bfa{ de .l la

TP S BB 128

Damfc a suma sc fia qtmd'ufa a todas los trozos que forman fa barra 4, Pura un caso gcum[ ‘pode-
mos ataﬁkar 7} cwaadu 7.28 como; i

T ""(leiu = Eﬂ [hT](Kh)'-(Nu)[s:K] [hdketptoedy < o i e 2 7229

En a{om/z ) es un( af rm!ucm n{c Ia: matrices [i] de tm{os fos trozos e n:m{u{o:
desde {(+1)ﬁa.¢tlf (9&\21_)’_ (jlu) y] P [E] "?

Afora ¢s posible obtener fa matric n{c i[ :51[&{‘11 para [a figura 7.4, R,cwn{am{o que 2 matriz de
j'faaﬁ:/l’afmf (c {a estructura es simétrica, so nﬁlcm{rtmm' d mdngub inferior n{c &1 misma, Por lo tanto:
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Para Cy
7343‘=33,4T=%3:.=[5]9[h‘]n

Faa =22 = 2 (Flvo IWie + [ Frz + 004 [ s e+ []as

= Es muy importante recordar que para la obtencidn de estos valores, lus diferentes matrices (T ] y 1.7
de cada barra deben estar expresadas cn el sistema global de coordenadas. ) R
[F]y [F] s transforman de fa misma manera que fa matric fX*], ccuaciones 311 y 3.12. De esta
manera sc obticnen los diferentes factores de flexibilidad de la matris global {F ], referidos a los desblo-
queos considerados, - R
Segnin lo hasta aqui expuesto, la matriz de flexibifidad de una estructura puede obtenerse en dos for-
mus para el caso de marcos planos: .

a) Obtencidnde [T Jpor la i6n 7.146,
(5] = (ba"1[ 1] (br]

Pura lo cual deben ser definidas de antemano fas matrices [Ba] y [}, y cwya obtencidn serd conve-
nicnternente hecha en el sistema local de coordenadas de cadu barra (matriz de ffc.ltl'ﬂl‘fﬁ{m! de las barras)

5) Oﬁtcncidh directa de [F ] utifizando fa matriz de  flexibilidad de cada arra y usando s

Ly ecuacidn .29, v

Este procedimicnto utifica las ;fjcmm;r matrices de flexibifidod y equilibrio de las barras eransfor-
rudas al sistema global de coordenudas.

En'ef caso de armaduras planas sofs utifisaremos el procefimiento a)

7.4 ANALISIS DE ESTRUCTURAS DIVERSAS

La presente scccidn L procediv a sequir cu [ obtencion de la matriz e flexibilifad de una
estructura, asi como de fas fucrzas finales en las barras de bt misma,

Debe reiterarse una vez mids que [z seleccion de fos redundantes purd cl andlisis es totafmente arbi-
traria y por tanto, f1 que se utifiza en los siguientes cjenplos no es fa unica gque pucde proponcrse,

La sccucncia gue se propone para analizar una estructura es {3 siguiente. farmaduras y/o marcos)

1.-Se numeran los puutb: nodales ysc forma el vector de cargus exteriores ¢} de la estructura,

2.-Se plantea [a cevacidn de equilibrio de fuerzas utifizando sofo fas fucrzas de uno de fos ex-
- tremas (exgremo B) de cada Sarra, Lus fucrsas en ambos extremos se relacionan mediante la

ecuacidn 56.. ¢ o ;

3.-Se seleccionn el mimero de incdguitas en exceso que Face fiperestitica u fa estructura, i que
sevana desbloquear, 00
a) Armaduras. Una ves ionadus fas redundantes se reagrupan las cofummas de la ma-

tric de continuidud en la forma {2514 fax] fecuacion 7.2)
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6) Mrm: Se mcfu_ycu fa.v :'{/crcnm m{um{anm fR} como wrgas a(mwrc.r para “obtener .
{a matriz aumcntac(a B} il : . R

8) Lanu Se obtiene [a in vr.fg ﬁz(;;j ? y se subdivide en fas matrices [E,jj ﬁx]:?gﬂlx b
ecuacidn 7,19y 7.20. PR e Bl e e
6. Oﬁmwmo: fa rmtnz Je jf :

lﬂl (H) = -(C)

8-5¢e nfcfcmmmn las fucr‘a: en las 6nmz:
~a) mwm{unu en coordenadas locales.

5) Mareos. DA wonf:nafas gfvﬁak.f (eeuacidn 7.6)

£u :( caso de rmrca:, pam aﬁtcncr el vector de fuerzas fmaf:: @], se Jtﬁcu de sumar ﬂz: fuerzas ob-
¢tnnfn.: en este pn.w con ls jucrzn.f de crrgwfmmwnta 222 .

-5: se r{ma, se caleulan los desplacamic chun 1 fa id) 7.5 'y se pueden wnymﬁar los
. resultados con [a ecuacidn. : g S

e} =loal" [fl(P) (0)

A can!wuac:dn se presentan afgunos de fos eltos medi c{ mﬁtmfa de ngufca: »
para que se vuelvan a resolvcr afiora utifizando fL@ﬁ:f‘:{aJa :
'mﬂcm obtener la matric de flexibilidod de fa estructura y fas fm:rzu.f flllﬂft.f en ﬁu 6am1: pnm ;
{os siguic marcos y ar .-

4

7.4.1 Armaduros planas
Efercicio no. 1 EA = Constante

1) Numerar nudos, burras y formar (F)

10
- |5
Fl=12
5

2)y 3) Plantear las ecuacianes de cquifibrio y y seleccidn Jc re-
Jumfnnu.f .
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L& Fxi
F)’|
. |FXa
"|Fyz

A - R
- {ps
)Pl
-|ps

4) Oﬁtawrﬁ’afr yﬁlx}’r

; Yy
7.5 y obtener la matric £ ff@&l‘fu’/&l’m{ de fas

'S Ay=6.877Ton, -

Lo [08 s et i 16,498
log [ |-08f e | 0,874
752t |08 1°|-6.667)= [p] =1 -4.498
s C -6.877
Lo L -6.877
b R




Andlisis estructural“ s 190 .~

Este ftado se

mr!tarfo de rigideces.

para con el of ido por el ;

Whna 2z 'Z'A Constante
) 1) MNumerar mn{n.r, iamu _y jamur{?’ [

;‘— NB.5i lo ante-

una 6arm ;.
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4) OBtener a7y fax’)

- Pura este caso t?étfﬂ[ observamos que solo lia columan 7, que corresponde a Ry, forma la matriz .
[ag J yu que, segiin la estructura primaria propuesta, fs matriz de equifibrio solp presenta una incdgni-" -
tal Laredundante Ry st obticne al inclisir a estd como una cargu externa en ef lugar donde se ha liberado
al apoyo; de esta forma se Race no singular a fa matriz {a ]. Por lo tanto, DU

[} 0 ) 4 o707 0 0707

° 0 1) o o7 1 o707
o 0 0 1 o 0 o
. 0 0 0 o ° 0 0
las] = 1 -1 o o 0 0 o
o o o o o “ o

0 1 “ o - o o ozor

0 [ o 0. o 0. “-or07

o o 1 0 e o e

.. 5)y6) Obtener (6], [b= )y [f )
-:"La obtencidn de [ 63] .{i‘gl{n cevacionts 7.3y 7.5'sol nios dard una columma de esta maty
esta da a Rj;La segunda columia Jz'[ﬁ;(}{goﬁtkmnfc[df i y carresponde a la tiftima
de esta matric ; [a cual como es 06vio, s¢ asocia a Ry euundo sc expresan lis fuerzds en fas burras en fun-
cign de las fuerzas o ) por lo tant S

de esta matriz, (a cual

1Bl = a7 o) =

Vease ;uc e el caso de {7 qued: en el fttm sitio def a gl c)}n&worﬂénté o la matriz 'zfcjfmﬁiﬁ-
dud fe las burras, - BT e N g : .
7 [1]=diag.(3,3,3;3,4.243,3,4.243,3, 4.243, 4.243) /EA
Debe sciialarse gue [ b ] tiene tuntos renglones comw clementos tiene 2 éstructura y tantas co-
lumnas “como redundaistes haya, internas y externas. Esto quicre decir quc los iltinos renglones,

tanto de (6, ] como de (65 ] se asocian a los Barras redundantes sofamente,
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7) Planteomos (s ccuacion 7.14 y ﬁa:'quékg  finalmente que: S

[ 2
-2.1213%7

)

&) Oﬁlcrur{A.R).‘ )

Templo na3 1 =Con.<fanl¢:s j :
1) Myr}n(af iana:, Sarras y obtencr (F] s
12 i S R
0:
-10
“or
0
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-2y 3) Feuacin de tqm{féno y seleccidti de redunduntes,

RRCER ] 0.0 [} (] 08-]. 0

LT (TSR N o TYHNEY WA 0.8
4 [} 0 o -1 [ 0.8
0 [ 0 120000 [
o’ e “q 60, 08| .0

‘0 [ [\ B RS | 06°]. 0
o 050 [ 0.6 o

00 -1 [ 0 “-0 [

Como én el caso anterior, en cste problema s r.rwﬂén como redundantes solo v.?vﬁqin‘u para mantener
la estabifidad y tanbitn dos reaccionés para hacer completamente isostdtica a fa estructura.’

4) Obtener [a,7) .y [ax")
Las dos iiftimas columnas corr

(2] =

© 00000

5) _I/ 6) Oﬁcn;:du de [B.],
Las dos pnmtm.r P
iftimas cofurmmnas de o,

o

tbo) =

‘oooooo,o"o
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,3,5,5,5,5) VEA

728 108 3.3095

1.08 '] 2.6446 |
—14.4:. :]10.1766 |,
{320 0.1483
(—2533‘3’5 “r16.2130 7. . [-9.1203

-30.667 . .| 25,0253 - [-5.6414

S0 2.4993° 2.4993

13,3333 | | -15.8324 -2,499 :

o105 10008887 (- |-8.0143 |-

290 - 10.5755 05755

16,6667 ~20.3739 -3.6072

6.6667 ~14.3096 -7.6429 Py
0 =3. ~83095 | . ——*

0 2.6446 ¢

Bl (A + PR = o)

Tﬂwh"a R '
1) Nunuarnm{o.r,ﬁnrm: Jpﬁmlcar(}'} o

E= 21x1o7’ron/m2' o
Ad;.gml..=20cm g
T Ayyi =15 cm? ‘00

CEAnc =413, EAV oo
EAvgn= EA g,
[
(Fl o
‘|-30
RN
o
Oi .
o
0

]a
i =]

2)y 3} Ecuncidn de :qm/:ﬁna _/Jcktcm'u tft m{umfunm
Con solo 3 5umu Jaﬁhqum:fa; se oﬂhcm: fa ufmclum pmmna 5n:c, qm: esestable:

(F) [a ¥ (P)
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cooooa

14
©

EN-N-S

cooocoosace. "

8 esoocoeeococncoo -0
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LI I U BT :
(! e e 1 L om
o el am o
S T e b} % i o8
o0 e iel el an
o ool 6ol )
LIRS Y R (3 L)
e I Foiioipi e .8
0 e el e e o,
o ocuettela SR
LS SR T B Lo e
a%s e am el Ly N
LR T Y Sre |
‘o le- e el e
LR ) Jeiliy
Lo o o o0

Loete8) i o Cflssemg;
=<1-236 1"1/EA" “'=:|R} = {~15.4616
0| 2,6781

-15.4616
-50 0 ~50
o 2.6781 2.6781
=50 Q -50
0 55980 | "-5.5889 |
0 -15-4515J -15.4616
Lo} 2.6781 L 26781 ]

7.4.2 Armaduras espaciales

En el caso e i furas tridimensi 5 o mdfmfo de; ﬂq_:.ﬁ:lufmfu es wun[mcmc aplic wﬁk.r
yutifiza las mismas consideraciones. Lo anterior se P / 7 gcnp
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Eemplono, 9 EA = Constante
1) Numerar nudos, 6umu y
- n&lzndﬂ' )
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La matriz de a;xu/' brio fa7] pucde obtencrse : formando fa ]:cguu ef método de rytd'a'a, por cnmu{c-
raciones de equifibrio o se puede wmuftur elaportado . 4.
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5)y 6) Oﬁéclmr [Be), '[Eg] 'y if] ﬁ:cuuaonu 73, 7.5:’ y 2.9 réspuﬂ'zfdgmntc}.
' _ diag. (3,3, 3,3, 4, 4, 4,4, 5,5, 5. 5, 6.40: 6A403)EA

" []=dig. (3,3,3,

I3
2

iselfesecancsse

62,2435 ) pa il J-46170]
{-61,9413},’ EA = {knl = {-5.1626‘}
o -

[55i
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743 Mﬁrto‘s plonos o
Templono. 4 TA=28 T =C X ,
1) Mumrmhﬂq:, ﬁdﬂasyfnnmfﬂ'}y{ﬂ;zl. o E o \a‘nm Ta

Se introduce un fuﬁfo?mﬁq ;u el ido 2l éué( genera s redundante X, que es iguala:

Ress
Reys

Ruy ).

A=

4) Oﬁt?lwﬁ};;’]

senlole alife e i

o odfoo’aloo e

oooloooloso . i}
“oolioolioe

coolooeloe ~
oool-coloeo

o oolosoloeo ¢
ocowloo Lloe
L osojoeolhy o

b=t
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.f)ys)oﬁt&ur‘@(‘o}'r];';ﬁaj;'(531_'}({]’7 : :

Porque a1 = [bal o]

© olo'oc ole oo

oooloooloue

oooloooloa

N

25°°0 - 0} .
[0°41.667 125 | VEI
01257 5 | -

f2s 0 0 -
. 25 |VE
0 5

7)y 8) Plantear 7.14 y obtener [R] ©

-40 145667325 |
513"

[45.1667 ian

-16";

02273 |
~2.2345
10.5078
-6.3273

)

~2.2345
~0.2322

S IR EL 35227
Bo{F) "+ Del{R} = o) o+
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T3
Las fuerzas en A se obticnen con fa ex- 081
presidn -5.6a_para las barras 1y 2. 'En ef caso o
de fa barra 3 hay que consiferar tambitn fas -
cargas sobre la barra,
Comparando resuftados con rigideces son > - 1 RS R .
los mismos (solo mormentos) A L e B
2 o
285 261 ¥
1) %lglwar nuidos, ﬁémitf'_y:ﬁrnmgrr’ﬂ:}y Ly ,\‘5,\-\ e @'.,;u:“‘
o A T i ; (6] -

fFl=

2) Por uhorro de espacio se omiten fos siguicntes ©

pasos y solo se presentan fos resultados que s S B
deben obtener siguiendo fa sccuencia fe fos ante- . : ST /
riores problermas, . S R E 28

Reul}
Aj=Anillol  [Ri] = {Rep}

L
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! L0 he -0 0 “he ‘0

0. o 00 vhe o ] L T

o e ‘0 075 vy ;.0 07 i nee

0 0 | 0} 0 [ o | pes

[} vvo_ . on: ;;l 3 : [ ‘o: <he Apes

[ RN R & 0 i) o o Apee

T0.- A R S0 0 0 [ ©0 . |po? a

[ BT FRE ° e [ | R i
B . B . B L1}

0 0 0 L¥ b 0, ) APRE,

foi ‘ )

CE

21.333 07287

[Feai]= [595:] ©2:70%
3

[59931 = [‘55;[; ]’ .n‘

{Fans) = Fesa)

. I 2 ; X 0 - 0]
[Feer)=[Feee) 141,667 12.5}'/51
o 125 5

[31=1baT) [ 1] [brl '[bnT]’[ NI [F]

187.3334 o
’oo 127.6567 S| o [aeesr2dt
= - < (~1358.568
-45 38 18 ME . 736,466
416667 O 125 [2133334 TR , Ei 598667 | .
—v 45187 |[VE
62.! -2, - - .. M
‘25 o.s 25 125 [213.3334 co Sonsts
25 5 50 50 20 -2858.793
-2 o [ 25 [ o__ | a7.1667 v 1t 117768.081
140 ! .61333| .28 62.5 | 4166671 -125 a2 571 ' 2193.563
20 -8 -4 25 125 -5 -18 76.5 17
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31611 ] 17484 14,127 [ o [‘u.lzl
-48.540° 35.493 -13.047 o -13.047
-274.027 283348 14.319 o 14319
:8.389 17.484 23873 o 22873
~8.460 -35493 —43.95 [ 43953
8,967 31.091 40.058 0 40.058
. 3333 -5.840 ~2.507 [} -2.507
-89 -1.420 -7.420 0 -7.420
~4.0 1275 -2.725 0 -2.725
75 0.842 8442 0 8.442
-13.5 11.462 ~2.038 [4 -2038
225 21.579 19.329 0 19.329
4,167 4.858 9.065 [ 9.065
-75 + 1-10042 = |-17.542] + [ a |-17.542
6.25 21678 27.928 0 27.928
23,167 -11.644 11.523 [ 11.523
-37.54 36.913 0.627 5 42373
-98.202 110.219 12.017 -5 7.017
4167 -12.586 -8.419 o ~8.419
-5 25451 17.951 8.46 26411
-14.585 -33.505 —48490| {-8.97 -57.456
[y -5.840 ~5.840 0 ~5.840

0 -1.420 -1.420 6 4.580

[ 6.954 6.954 -4 2,054

0 -4.898 -4.898 0 -4.858

0 10.042 10042 75 17.542

| o ] -21678 | |-21678 ~645 -27.928

Bal{F) + elfR) = (pe)  +  lped = )
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Eenplo no. 8 o § Ton

1) Nunrar nudas, fum& -y formar £} ﬁ‘ﬂ 3
R P o s
3,375 9 ol
Sy I 0 @ e
( S 0 .
. g ] ~
Fi = pe2| =
) - I
v 4,0
-4.1667 £
0
0
. Lo 0 am am
EA=4B.983El = "
El = EA = Constante
- 2)y3) Ecicidn de equilibrio y seleecidn del fugur del desblogueo.
C1 9o "olo o o4 o olo ° 0 )
[} 1 [ [ ° 0 [: S T 0 [} [
)] [} b} [1] o [ 3 -4 -1 [/ o o
o [ [ ° [} o v o o | [ o
0 [} ° [ 0 0 0 1 o} o “ [
a 0 o 0 [} 0 0 o v la a4 g
3 [} o 1 [ [) o [ [ 1 [ [
[ [ 0 0 1 [} [} 0 o | o 1 [
o 0 o [ [ 1 ) 0 o | o 0 1
] 0 0 ] A 0 0 [] ] o]0 0 0
[ 0 ° o 0 ° ° o | o [ 0
0 0 [ a [ [ 0 0 0 [ o .
F 7.
{—R.} = [a(‘) ] (p)
/// \
Ay
Y Ry

a5y 6) Obteuer fap) ] (={ [Ba ] [65]] ) y {f]
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1 0 [ 1 [ [} 1 0 o 1 o o
paxy 0 1 [} ° 1 0 [ 1 0 0 170
P8yt .
A (] 0 1 3 4 1 ] ] 1 4 8 1
pez 0 ° [) ) ) ) o [) 0 - o o
pey? 0 [ o 0 [ 0 0 [} 0 0 R o
:'H", [ [ [ [ [ [ 0 [ [ 4 [ -1
poys o o o 1 ) [ 1 [ ° 1 ) 0
Msa 0 0 [+] 0 1 [1] 0 1 o 0 1 [+]
pBrd 0 0 0o 0 ] 1 3 4 1 7 4 1
poys
Mas ) 0 0 0 0 0 1 0 0 1 ) [
0 [ 0 [ [ [ 0 1 [ [ 1 [
o ° 0 ° [ ° [ 0 1 4 o 1
b F
r} = [ [bo] {bal] R
21333 . 0 -8
[Feat)=(Fese) = |20 0.06366,;0 VEl -
. ; -8 0L
o+ [1508sa isesio 78]
(T one) = (199510 26,7034 10, ‘/El
7780 1070580
150633 ~19.9510 7757
(5354]:: 18.9510:: 26,7034 210 '/El :
_— 1.5 S
7)y 8) Tanica 714y obtener R, ‘
352,797 - 284 (R 832.423 -6.6225
284" - '469.584 ‘72| 176l {R,i | = (2574.131} 1/Bl @ = {R} 6.8369
7175 T2 ) Rus 333.1667 17.2840
(7} (R} = e}
3) Obtener Pryy (F) = {Prs} + [Prs)
1375 _6.6225 47525 [-0375 4.3775
-8 6.8369 -1.1631 ] - 11831
-40.75 45.8488 4.7388 075 5.4888
[}) 66225 6.6225 o 6.6205
0 -6.8369| |.6.8368 0 -6.8369
0 92061 8.2061 o 9.2061
B ~€.5325 T T2 AR et wa R Y L
-4 & 8369 2 8369 4 68009
4.1667 ’ I7269| 1 24405 | -4 1667 - 1.7262
(] ‘ £ 6395 766735 4 <8 6225
[} 6.6¥8 ! 68368 ! 0 cav.q !
0 [-oeost| [-s2001] | o 9.2061 |
o] (F} [} Ry Iees) thez) ]
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!Pam obtener las ju:rzas en el extremo ;

A de cada bara utificamos la ccua- ©

cidn 5.6, : 5(’D"‘; s50. . -
En ef caso de fas ﬁamu 3y4 trans- S
lormamos fas jm:r'ns al g: ﬂ:caf con 430

fa ccuacion 3. 4 "'}g .

: L. - I.;I ' i ' 854
Can?qrum con rigideces. . I“' !
. . . . 1502 12.20

Como parie final, nﬁltlyah:é: fa imatric de _{kxl'&'ﬁ'd'mf para el ejemplo no. 4 segiin lo expucsto en

"2 Oﬂlcm:tdn zfc [ 5 mv] J {E/] gfaﬁaf
pam m{u arra,

fﬂ,é,fr'lr#eaimw e
ORI TOTR0 e

Locales

: T2 0" o 10
Foor)=[Faoz) = [o 21.333 a]'/eu h)=h2) = [o 1
. do 87 a4 0 4

0
0
1
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o
-2
—ls

) 26 040 0 1
[Foms)= | 0 41,667,125 [VEL . fha}= 0
: 0 12575 . - 0

. Globales

P
O—‘O' .

1
&

“~0ooQ
——,

“ fasans 0 8] C S ‘
{Fapr }={TFene) = [ 0 J'/EI oo M)sM2] = [
N o e S D

B -3 N-)
E-X.

e ,0~ _ 0 S
[Tom) = | 0 41,667 125 |VEL ,~
< 05 125

3 Oimtadn Je _{ﬁx ulad'

40 7102 - 20 G0 200
182004

‘T21.333 0.8
vEl
8. 2004

[21.333 40 '8

}Vér 1o

L 45 1667 40 o
31 | 00 1isger 325 |vE
N ERRL R TN TN N

Qe es la misma obtenida anteriormente. W e



Capitulo 8

Temas especiales

8.1 RELACION ENTRE FLEXIBILIDADES Y RIGIDECES Y ELECCION

DEL METODO ADECUADO
Pra poder establecer una refacidn entre flexibilidudes y rigideces es preciso enmarcar los dos niveles de
andlisis que a esta parte se Aan tratado: primero a nivel ele individualy sequnde iderando todo
el conjunto estructural,

En el primer easo, I comparacion resulta lgica ya que en ambos casos (flexibilidad y rigidec) se
expresa a relacidn tan umz que existe entre las fuersas aplicadas en los extremos de una barra y fas
dic defo iones en dichos extremos. ‘Esta relacion queda como:

=K (d) Rigidez
{d)=(F1{p} Flexibilidad

como se vio en el capitulo 4, la relacidn entre estas dos ecuaciones es:

K=(51" 6 [F1=1"

En el sequndo easo, obscrvamos que los dos método isfacen los principios bdsicos del andfisis,
continuidad y equilibrio, aun cvando no o hacen el mismo orden, ya que cn el método de rigifez se satis-
Jfacc el equilibrio mientras que el método de flexibifidud satisface la continuidad de deformaciones. Como
resuftado de esto, el nm‘tnngla’fc rigifes da los desplosumicntos en los nudos y ef método de fleyibilidad da
las fuerzas en las Borras, Seqin esto y o ionado en la introduccion del capitulo 7, el método de
Slexibifidad parcee ef mds indicado ya que da prioridad a fa obtencidn de fas fucrzas en fas barras. Sin
embargo, en cf método de rigifec ef trabajo necesario para obtener las fucrsus es minimo por lo que fos
métodos no pueden conpararse segiin esta base.

La diferencia mds cvidente cntre los dos métodos estrifa en que el método de rigidez no tiene opcio-
nes andfogas a o seleccidn de redunduntes del método de flexiilidad. Tor lo tanto, el método de rigidez
sigue unda trayectoria definida, sistemitica y sin alternativas a (o largo de su sofucisn. Sin emburgo, alfgu-
nos estructuristas lo considerun desventajoso v prefieren el método de flexgbifidad que g’n:cc la fiertad
de seleccionar las redundantes, Si por otro lado, se considera que puiede existir un gran nimero de alterna-
tivas, serd difieil selecei fs mejor y cf andlisis pora detcrminar tal seleceion puede ser muy
castoso.

209
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" Puesto que un alto porctu;?’c de trabajo se realiza en [a solucidn de ccuaciones simultaneas, el orden

final de la matric de rigides global'y la matriz de flexibilidad global serd aparentemente ef principal fac-
tor que deberd considerarse. Pura estructuras comp que involucren muchios cle Y muchas
liberaciones es mds fdcil estimar elgrado de lifertad que el grado de indeterminacisn.

. En el caso del método de flexibilidad la seleccidn de los redundantes serd nany importante ya que a
ella va figado elgrado de exactitud en el andlisis fver referencia 2 de fa 6ibliggrafin), tema que no se trata
en este trabajo. A este resy las limitaciones de las computadoras tales como aproximaciones o trunca-
cianes pueden ser significativos,

Podemos concluir entonces que ef método de rigides es ef mis dirceto y adecuado debido a su aceesi-
bifidad para ser programado. La mayoria de los p:jucfu (programas) sobre andfisis estructural actuales,
utifizan fos principios defl método de rigidez debido a su versatilidad l'mlifcuﬁﬁfzya que el mismo pro-

grama es utilizado en [ solucion de estructuras diversas tales como marcos o armaduras.

Pura utifizar un paguete tipico de andlisis estructural que verse sobre ef método de rigideces sc debe
proporcionar (a siguicnte informacidn sobre a estructura:

— Seceidn y/o dimensiones de las barras

- Médulo de elasticidad

— AMidulo de Poisson

— Midulo al esfucrzo cortante

- Momento de increia de las barras

— drea de cortante de las barras

~ Coordenadas de los nudos . -~

~ ' Incfinacign de fas barras respecto af gje global

Lead:

= '0iimero de elementos f
~ Condiciones de carga. " -
e,

Con estos dutos. en forma icnte a la computadora y cf paquete previ in-
troducido, la computadorada fos dos en un tiempo por demas corto. . .
El método de flexibilidad, debido a b multitud de opciones que para cada problema presenta, no es
tan fdeil que pueda ser programado y utifizado como pagucte. s :
Pura este caso es.mejor utilizar paquetes de operaciones matriciales con operaciones tales como
suma, muftiplicacion, transposicidn, inversion, como datos los matrices conocidas que,
previamente y en forma manual ¢f caleulista debe obtencr. Posteriormente se realica ef procedimiento

.n‘gux'tntc:
s
DATOS )
Y (a1 [3a'). {F), 1. {pe2) (c} = (ba) ) (o) {F)
R IR bol = [25'1" L m=m"@
3) (A ]
am | b= -[alo'] "lea) ) [ipesd = Ibg] (IF) + (o) (RY]

_-5) {pea}

| [3]=[§171[ﬂlbn] ] | @ =teed +tped |

® Ce
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A jgual que el método de rigides, el método de flexibilfidad utilizado en esta /anm presenta la des-

ventaja de que fas matrices mancjadas conticnen muchos ceros. Sin embargo resulta mds adecuado utili-
sar el método en esta forma ya que si obtencmos la matriz de flexibifidad en forma directu, de cualquicr
forma debemes invertir otra matris (la matris de equilibrio [a,")) para obtener [Bo] {F}. Esto impfica a fin
de cuentas un trabajo semejante y no conllews gran ventaja.

El presenitar la forma dirccta de obtencr [a matric de flexibilidad global de una estructura, es decir
por medio &t & flexibilidad de cada barga, ticns como finalided conocer mis a fondo este nttmﬁ:{u obser-
var [a sencjanza que tiene con of método de rigides en cuanto se refiere o L forma de ensamble de {5 ]y
[X) globales respectivamente.

Finafmente podemos decir que, aungue un método tenga uparcntes ventajas sobre ef otro, el objetive
de este trabajo s p pard su ideracidn fas prinespios Bdsicos de “Los dos principales métodos
matriciales” utificados actualimente y que son fos que mds exactarente se apegan al comportamicuto real
de una estructura.

8.2 RIGIDEZ DE BARRAS CON DISCONTINUIDAD

En wuchas ocasiones al anafizar una estructura, of ealeulista se eneuentra con of Aecho de que muchos de
los discitos estructurales utilizados en ingenicrla presentan elementos cuya seccion 1o es constante a fo
largo de su eje longitudinal, Por esta mz"Zx ¢s importante cvafuar bz matriz de rigides para barras de este
!Zw ya que, finalmente, la matriz de rigides globul de una estructura se obtiene por bt rigides de cada
clemento qué & forma. o )

En la figura 8.1 se pueden observar las dos formas de el fiscontinuos o no pris-
midticas que trataremos en esta paric.,

a) Trapezoldal s AN b) Escalonado

Figurs 8~1,

Sea que una estructura tenga elementos prismticos o 1o prismiticos, su andlisis es Bdsicamente of
misma, T inico requisito ¢s el uso de las nutrices de rigides apropiadus de cady elemento e fa estruc-

tura.. Hasta akora, solo se Ran anafizado estructuras con ele pr yel
adquirido en su audfisis también es vilido pura estructuras no prismiticas,

T': posible interpretar un elemento uo prismitico como cle prismiticos pequeitos unidos en serie.
Sin o, cs bast improbuble que tof intery idn rep ef caso real exact ffigura 8.2}

Los errores inducidos scrian muy dificiles de estimar y se aumentars ef tamaio de o matriz de
rigidez final a medida que se aumentd ef nimero de sggmentos. Sin cm.‘iurgn, sise dispone de un progranu
£ f

o fit yuriacidn fe fas ps spichades de fos cle 1o es intcy ., esta es la Unica forma de anafizar ung
estructura no prismdtica.
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T

Obtener s matriz de rigides de un cle 1o prismdtico por integracidn directa (como fa matriz de -
flexibilidad, capitulo 4) es muy tedioso y tardado Zuz {as expresiones o integrar, que soni funcidn de 2,
1, E, Ao, son muy complicadas. En la mayoria Jf s casos es mds fdeil obtener primero la matriz de
Sflexibilidad y fusgo invertirla }mm obtener la matriz de rigides. A continuacidn presentamos esta téenica
‘para las dos formas e elementos discontii .

8.2.1 Rigidez de elementos escalonados

Con fr is parece i io que [a resistencia de un elemento sca la misma desde un extremo Fasta
el ofro. Se desea que el elemento sea mds resistente en algunas partes debido a 7u¢ ﬁz}{ucrza.; internas de-
fladus en el cfe no son de un extremo a otro. Con el fin de consequir una dis-

trifucidn de esfuersos aproximads uniforne, [a resistencia del ele fdreay de increia)
requicre que siga tanto como sea posible la misma variacion de las fuerzas internas”En lugar de usar sec-
ciones transversales constantes (desperdicio de matcrial) o variaciones parabidficas fmayor costo de cons-
truccibn} lo que generalmente se emplea en & prictica son cambi fonados en resistenci

Como se seilald, para obtencr 2 matris de rigi

ides de un elemento es mejor obtencr primero [3 matris
dt flexibilidad y lucgo invertirla para obtener la primera. Utifizandp estd téenica extsten 2 formas de
fiallar fa matriz de flexibifidad de una Barra, por integracion y por medio de fo matric de flexibilidad de
cada tramo de la barra. En ambos casos, ef andlisis del sistema debido a fucrza axial én los extremos
puede scpararse del resto del andfisis a causa de que el desplazamiento desarrollado en los exgremos origi-
nados por las fucrzas axiales es:

dxg = [T VEA] Pxg 8.1

Como resultado, el andlisis rest deun ele

gamicntos axiales.

A-Bse fard i considerar las fucrzas y los alar-

8.2.1a Flexibilidad por integracion
Pura cle fonados, fas i

a integrar involucran elemento: tani parpurtcs_‘yuou_‘
tan dificil como para el y,‘( dticosg les. Las expresiones a integrar se obticnen del capitulo
4y son: k e .

Ixz. dx dx xdx

(5 ) El GA: El
o xdx o
El El
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{Capliulo 8)

Foa Lain-

integral df el

Sufupmcmmhwnmﬁuadulzf wmnm: fiminamas fa segund;
fcgruadnpnm este caso se 1 mxﬁz mnf :
f_;mpbna 9
Oﬁtc/ur fa matriz tfz ng (] nfc ﬁzsymcntc 6arra
® : ®
114 a4
E = Constanie
1A 81,24
el .31 _ 5 =
T =TEA * T@EA) " BEA . Kip=1/3n
e dx !
T = Io BE +I Koo =Taa/4
‘”’""d?
o= :r,, j o xax : Kaz=Kea =~ Faz/ 8
s T I~ LT - P
,f"‘??“,,l ,‘8El_+',jau)4 B 7326 o Kas=Tpld
LT e A= Ty Fag - Bag?
Finalmente
16EA/ L0 0.
0 439714 El- _a2:4789E)
K= P |3 I2_ N
0 -32.4789El . 26.8002E1
(R 3
Eerplo no. 10

Oﬁtcm:r/a matris e rgufw de ﬁ: :ymcn[: Eam: .
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@ ®

El = 300
EA=2

Ei = 300
EAw2

_a

[N

1 3
5‘1=§+T+

1 Pdx 4x2dx,;
3’2=Jo apofj.umo,*

CTon 4, Ao - 00017

T4 0 0 ' 0.25 o 5.0
[%)=10 02789 00917 | = [Ksp]=| O 201073 -50.2682 |
. 0 00917 0.0367 0 -50.2682 ' 152.9435

8.2.1b Flexibilidad tonsiderando cada tramo de la barra.
Este método es completamente andlogo af deserito en cf inciso 7.3.1.

Zjemplo no. 9.
Obtencr la mutriz de rigidez de la siguiente barra: (Fura este caso (=8m)
® ®
i1s ate
.———l-—-
€ = Constante

LA 8l, 2A
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[Ses]'roTAL (hz l[\'feat][hz] * Weazl

0 T g
008568 EI:~0.50749 El
50749 £ 3.3624 Ef

EA=2 EAx1 - EAa2

o por lo tauto:

1570 0 350300 0:) ‘[a 0. L0 7.
l?ss]ror&: 0 "S%oo Y00 | + |0:2Vi00 %400 | + | 0 S Vboo: Yem [ = {0°0.2789 00917
0. %20 Yoo | [0 5200 Inoa’ [ 17| 0 Yeoo am |2 0700017 0.0367

025 e e
[KBB] . ©20.1073 - -50.2682
o; ~50,2662 El - 152,9435-
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8.2.2 Rigidez para elementos trepezoidales

Por cuestiones de ecotomia o estética, e la practica muchas estructuras usan elementos trapezoidales,
‘Especialmente en pucntes continuos y en marcos simples, son nuty comunes los clementos de aftura
variable. Las alturas de los elementos piramidales son mayores donde los momentos internos son miximos

donde los son miuimos, Pura ciertos elementos el adefgasamiento no se extiende a

'?az{a lo largo del mismo, figura 8.36, 0 puede tencr fugar en ambos exgremos del elaro. Estos elementos se
fc inan acartelados. Sin embargo, en la fipura 83a, ef adefgazamicnto se extiende a todo lo largo de

el elemento,

=

a) b)
Figura 8-3.

La obtencion de lo matriz de rigides pura clenentos de este tipo por integracidn, es larga y
laboriosa, En ves de esto se considera como uproximacidn ble la ifealizacidn de estos cle
como escalonados y Racerlo ast no acarrea rmlr.é diferencia si et adefazamiento es fineal o no, Tal ideafi-
zacidn se reafiza normalt dividiendo la longitud adefgazada del ele en R tramos iquales, En-
tonces el momento del inercia del clemento real cn fa mitad de cada segmento se toma como el momento de
inercia de ese A}tjmcnla. La exactitud de este andlisis dependera del mimero tf,c tramos cit que se tf;x:da la
su

barra, Bura cilculos les, dos o tres segmentos pueden dar resultados suf ep

Una vez hechia (s idealizacidn, ef resto delandfisis sigue pasos iénticos a los presentados en el caso
de elementos escalonados,

Efemplo no, 11
Obtener la matriz de rigides para la siguicnte Sarra. {Despreciar cortante)
® ®
0.20

a) Por integracidn:
~ Varigeign del drea de 0a 6 m
A=02h ; h=0.05x+0.30

x = 0.2{0.05 x + 0.3) = 0.01 x + 0.06
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— Variacidn del momento de incrcia zfc,Dya 6m:.. B —

‘ _ 533147 3147
TE

8000 | h‘(o.osx+o.ao)] = gl;)ﬁié

0

! 100
h2h3-010
021

2m 2m
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hy=085m" . =035m ?4',"

Iy =00027729 m* - =0. ooo714s m*

0
18272 086~ 3606.3327

COIY L
3050.4873 (1,61
0 35093327» 21.26654 3%1316.8: A

. 2798.7665JI/EI :
5. 2798,7685
i 6B8.9754 * 0 n i 0]
[Jas)=:| ' 0. ..84294,182:10355589 1/El :
|70 710355589 4836.8641.| .

o.oooﬁss] El
todo y vcma: qm: ﬁz apmxumcwn es

c:tc c
le 1 mayor niimero xf: tra-

dc idale 3061 os

ocupamos de fu rigidez o fle Vr{nll)ﬂmf)m{tf axtremo ﬂd’tﬁufa a un ?ﬂuumuutu ] futrza ) inducido eit
. ;[ mismo extremo B. Debemos recordar, ides acoplada wn?fzta deuna;
arraes:: S

Q’uﬁ Eoﬁnurjfn.% i{cmif cont)
 1Kaal =[] (Kag] ()"

" Cuya nfc?ua:idn se omite por#@f'trfx}iuﬁ -
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8.3 SIMPLIFICACION POR SIMETRIA Y ANTISIMETRIA DEL SISTEMA
DE SOLICITACION

Los disefios estructurales en ingenieria son ef conjunto de una seric d¢ factores y requisitos que se conju-
gan para Facer de [a estructura un ele ue combing satisfactori {a estetica, la resistencia y
un factor muy importante quc es a simetria, Esta 1iltima se presenta cvandy se puede ubicar un cje tal
que divida u'(a estructura en dos partes exuctamente jquales y dus cuyus propiedades vy carac-
teristicas son fas mismas ent uno y otro lado del eje e simetria.
Hay cicrtos fiechos y principios vilidos solo para estructuras simétricas que no son valifos en otra
fumuz. Por tanto, debe darse especial ideraciin a las propiedades de las estructuras de este tipo y
usarlas en su andlists. En realidad, tales estructuras no son la minoria sino mis bien 2 mayoria,
Ef método consiste en scparar la estructura a través del cje de simetria en dos subestructuras y sc
anafiza solamente una de cllas imponiendo determinadas condiciones en los puntos de corte de tal modo
que no sea necesario considerar (a otra mitad de (1 estructura,

b e

" b b

TR

- Las condieiones yue s¢ imponcn af punto e corte dependenin el tipo e carga que obre e fa'estruc::
tura existiendo dos. tipa.:fanicuﬁzrm de cargas a considerar simétricas y antisimétricas. Estas deben -

cumplir fas siguicntes condicioucs respecto af eje de simetria.

a) Carga simétrica.

FXj2q = FX gor dx|(=—dxé e ] : KR
FYuq= FY g Py = dy, - - . RS ; ¥
Mizg .= ~Magr - -y = mpp 7 2 navords | darocha

Figura 8-5a.
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&) Carga antisimétrica,
Fx zq = FXoggr OXy = dx;
FY q= ~FY gar i dyy = -dyz
anq =" Maar P =92

el

quu!evda .

7’ gum 8—55
Fara jn‘qum 8.5, con car, /n simétrica, el p punlo a Jc6c .mtu_'faccr fas i gmcn(u condiciones y fa
subestructura por anufl..ur.scnf .fy;uu:ulc )
dxa=0" Fxa ==o' , _ B
dya # 0. Fya= w ’
Ppa=0. My = 0 ‘ !

< izquierda

De fa misma fanm, ;mm fa /gum 855 con cargn anlmmfmaz of punhz a :fcﬁc :umju:cr / u
siguicutes condiciones y fa :uﬂmruclum por mm(xmr.\'cni [ .rguu:m:' e

dxa 20 FxA=0‘

dya=0  ; Fya#0 . wé :
ea=0."  -Ma=0 : : '(
’ o : N izqulerda .
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Por étm Fdrti}‘puciﬂ; ﬁa&ulh&c of easo'de que el eje de simetris :ﬁuﬁﬂ 0 I)a.u:'.rbﬁrn un clemento @
fo largo de su bgitud.: En esté caso hf}zmpz’afmfu geométricas del elemento (A, 1) se toman .fa(o ala
mitad, es decir 1/2, A2, en li siguicnte forma, ; . : S

a) Cagga si e
«+ El clemento sobre el ¢je de simetria s acor-
tard pero ef punto A 'tio se moverd respecta

- al gje x'ni girard. :

8) Carga antisimétriea™ " - a2
El elemento sobre cf eje de simetria gira en

Apero nio sc acorta. e
dxa 20 Fxy=0""
dya=0 =Fya= 0.

Pa20 Ma#0

o Thuras-6.
La subestructura o analizar en cadi ¢aso se mymni el fi fgﬁ(a &7 .
w o R TR

Al2:

b) Carga antisimétrica

Vi Wn 8-7.

Las ventajas de un awifisis Je esta naturaleza redundan en que sc reduce la cantidud de ccuaciones
sivmultaneas a resolver, Fara la figura 8,50 se reduce de 6 X 6 ccuaciones simultineas o 4 x, 4. L la figura
8.66 se reduce de 6 X 6 cevaciones simultdnens a 5x, 5. Para la figura 8.6a s reducede 9396 dx 4
ecuaciones simiftineas, Tura s figura 8.66 sc reduce de 9x 9a 5 X 5 ccuaciones sinmifidneas. )

En el caso de estructuras peyuerias la diferencis puede no ser wmuy considerable pero se vuelve bas-
tunte apreciable 1y ventajoso un vwilisis de esic tipo pura estructuras gran tamaiio.
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& procedimiento antes descrito no modificaciones o alteraciones a los métodos de andfisis
ya estudiades, Los cambios se refieren mds bicn a fa estructura. . :
‘&l tratamiento de una estructura por mediv de simetria y antisimetria erea al ficiones de

apoyo poco conunes y a primera vista imprdcticas si consideramos que en & realidad 1o se pucden ge-
sierar condiciones de apoyo, como por cjemplo el que gencra [z carga simétrica, Sin embargo, tales apoyos
son bastante utiles al realizar [os cileulos cn las subestructuras correspondicntes.

Fura poder trabajar con barrus con ‘a/m_t/o: poco comunes es necesario ngﬁmr su matriz de rigides
acoplada ya que las fucrsas que se producen en dichas barras son desconocidas, En el inciso 8.4.4, se
trata con detalle este tema,

Bura ifustrar el uso de este método resolvarmos el ejemplo no. 1ya resuclto.

Es l'n?artanlc mencionar que todo marco sir it cargus lesquicra, puafc ser

ue
transformaido cn dos mareos, uno con caiga simétrica y otro con carga antisimétrica, /’ls‘{, para el ¢ienplo
no, Inos queda que:

25 ‘re[ 25Ten 25700 , : rs Ton

AT-m

| Sfora pmcél{cn;a: o resofver cada marco uti{iznvuuﬁv' los
vamente, -
1) Marco con carga simétrica.
1.-RMatriz de rigidez global.
[K)=[Kpps +Kaz ] :
2.- Rigideces globales. (Véase tabla 8.1 inciso 84.4)

0.1875 0. 0.375 o
[Keas)l=| 0: 05 .0+ |El,

0375 0. 1

o ~[080° 0 .0°] e
[Kaazl={. 0770 0 1 EI-
e 00a]
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b i b o

3-Mz s de mionto bd) - . L .
: T 8 25Ton . g
e - ( l_____..gg‘)

sz

6.25‘i‘_-m

78 Ton i ! R "257@6 :

Fi= [_;1205] S el = s

4.-Obtencidn Je /x{ ).

0.1875 0 ° 0375 S fdx
0 05,0 |El ey
0375 0 _11 P

(27932, :
°<20.0"} 1/E1
~7.3553

SR

2,630 [0 ) i[-2680) -
-6.308 | )0 |"_J<6mo8 | : '
~2.042 [ T Jo.257[:% emosf. T '
2042 ) - lo2s) {12102

fpen) (Pez)

ol i 2.53/‘\" ) o /TN\2.63
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C25Ton
28 Ton

11} Marco con carga ontisimétrica.

1 Matriz de vgifec gobal,

K} = KBBIVA'*‘VKAAZ i Kagz
simétrico Keg2

B am g'.ysyg.‘

Z-R‘qrﬁcugﬁ:éa&: :
) 01875 0 0375 LT 080 0 07
(K531]= Bl Kaag ) = 0‘0768 0.96. | El
0.3 R :

'0.96°:1.60
o -oao : . R
(K]~ |- -0.96 | EI
R +-1.60°

02Tm I

c&——l, ‘
1 ,}. co )

028Ton i 224Ten

C e Qﬂytcng:x'du»nfc (L] (dy2=0)

0.9875] O [0.375-0.

)
1.268 | 0.96 . @ °
Luzsofoss o] [o2 ol
Bl {P = = [d)= 0,0776 } 1/EI
—_ - 1§§ _0.1552
S5y b8 '[i;-, -1.1481
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5' Momcums /umlhs (onntmw fos T.I)
My = 2/4 (0.0776) + 6/16 (0.1552) = -0.0194 T-m
Mg = /4, (o 0776) +6/16 (0.1552) = 0.0194 T-m
MM 3/2 (0 0776) +3/6.25 (1.0155) = 0.5806 T-m

timando fas con-

Que es igual af obtenido anteriormente,

8.4 PROBLEMAS ESPECIALES

Ef pn:.ccnft inciso tiche par vﬁjcto tratar ufguuv: pmﬁ&:rrw quc resuftan de fa variacisn de al Junu de lus
fsticas que I se fan en un p dicional. Como antes, fa fumu de manqar
fos mcfo;{a: de anufuu 1o eambia. Solo mm6mmu afunas com{ltwncs de fa estructuraensic =

8.4.1 Amaduras espacioles (método de rigideces)

bircr en IZ: btencidn de fa nuln'z de

Deser idn los tres procedimic antes p dc
rigides global -f: una estructura, pero afiors e una armadura e tres dimensiones,
En esencia, los pla i sont fos mismos, por [o eual no incurriremos en :fufuccw-

nes tedricos e mnguna indole. La vinica iferencia se refiere al b /la de sistemas matriciales que s utifi-
een, pero o forma de mancjurlos seed igual que en fas armaturas planas.
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En ef caso que nos ocupa, los nudos que se pucden desplazar, lo Aacen afiora en tres dimensiones
{dx;, dy, dz). Por consiguicnte, el wector de fucrzas tendrd también una dimensidn mds y las fucrzas para
un nudo serdn tres (Fx, Fy, Foh Los demds sistemas matriciales variardn en la misma proporcisn para
ser compatibles con los vectores [d)y £F}

—Obtencidn de la matriz de rigides global por (3 ecuscudn [K ] =faf (k)fa]

Pura ifustrar la obtencidn de {X ], resols el siguicnte cjemplo en 3 dimensiones con

EA = Constante. - s

Q -
28 |

()

Im

e continuidad ¢s 7@,\:9\@ que };;Jm &tc caso

a} La dimer
{a ecuucion 5.1, con [ variante de que:

su obtencisu podemos ré

Pura una ymcjarv pre %
1.- Obtencidn de fos coscnos

’M|=ilz'77 =

Hs-= M7 =

Lo (a=0)4 1
e =10t 0y = lol
co-oyaf o

b Lk
Py
foag

1 “

fco-0ys)
(4-0)/5 }'=
(3-0)/5 |

(4-0ys) o8]
(050)/5 =30} -
(-3:0)/5 -0.6

‘F
[
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L=

uﬂ:[

2-

e )
Ceg =10, 08, 0.6] {dy.} = 0.
Gl

(4-0)5] -
(0=0)/5 4=

(4-0)/5.
e

(0-03/5]
(3= M5 )

(420)/6.403) 7 0.625
(420)/6.403 1= 0.625
‘ TO )v/6,403 -0.469

(-a-0y/na0
'(4-0)/6.403"
(-3-0)/6.403

b’f

= dz,

,d'z‘

&3F
Ly v

e = {0, 1 o ; =

e = 1.0, 0] day, |

e =~{08, 0,.-0.6} idys}:
; 0 dzy |

0

|
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X v ) o dX4> L ,‘ . e f"":“ L
e = ~1{0, 0.8, 06} "idys}: = “0.Bdys + 06dz. . ..
S Lo ldzg] : RGeS

dx;.
dyy

ez = {08, 0, 06] 08dx; + 06dz, -

(a] = 1 of ee

0.8 0.6 ey
-0.8 0.6 o

0.8 0.6 @2
-0.625) 0.625 | 0.469 e
-0.625]-0.625) 0.469 ) eu

La matriz de rigidez de los elementos individuales es:

[ k) = Diag. (0.333, 0.333, 0.333, 0.333, 0.25, 0.25, 0.25, 0,25, 0.20, 0.20, 0.20, 0.20, 0.156, 0.156)EA

Afora _l/u' ademos construir o matriz globul de rigides de la estructura resofvicndo la ccuacion
[9(]=[uﬁ[&f[n}ﬂuua{::a;qhq,bf’ fr el sigute (tad



D
K
]
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0378] © Joose] © | 0 | 0 | 6 | o | o0 |-025] 0 | o
025 0 | 0 |025] 0 | 0 | o0 | o0 ]o | oo
0405] 0 | 6 | 0 | 0| 0 | 0 ] o | oo
s 025 ] 0 | 0 |-025] o | o | 0 | 0 | o
i 0378l0096] 0 | o | 0 | 0 | 0 | o
K= M 0405] © [ [ 0 0 [
£ 0.439 |.0.061]-0.142| O 0 | o | EA
T 0311]0046] 0 |-025| 0
R 0439| 0 | 0 | ©
] 0311 | 0.061 |-0046
c 0.439 |-0.142
0 0439

—Obtencidn de la matris de rigides global por medio de (a matriz de rigides acoplada Je cada

barra.
fr tamos a iderar fa obtencidn de la matriz de Zy’JI}ftz acoplada de una barra de una
armadira espacial, Ef esfucrzo en tales barras depende, sol , de fas comp segiin el cje de los
corrimientos de sus extremos, de forma que ef sttema de coordenadas local sofo fta scr unidimen-

sional. Asi, las ecuacidnes que relacionan fas fuersas y los movimicntos de extremo en el sistema local son
idénticas a los ccuaciones 6.3, obtenidas para barras de una armadusa plana. Solamente es preciso trans-
Jormar estas ecuaciones a las correspondicntes en el sistema global, .

Comw es Bygico, el vector { F }tendrd tres comp {para ser compatible con el vector (4 J} Fx,
Ty, Fz; en el caso de una barra cuyos cosenos directores respecto a X, 1, S Sean Cos Oy, Cos 0y Cos 6z, (2
ﬁ:rza axialp tiene como componentes, ;

Fx=p cos 0, Cos 0,

Fy=pcos0, p = 4Cos @,

Fz=pcos B, Cos 0,

Que se pucde eseribir: o : i
{F = (i} (P~

Se ticne tambitn que la relacin wﬁa;wmf iente de movimientos es 8'= W 'y las ccuaciones 63 se
transforman en:” " Dol T e B T e

Fy=Kas Oa+ Kag dg'
" Fa2=Kpada+ Kea dy

Donde: i

Coszb, - ::Coéq,‘c"qs_o,y, : cdso, Cost'

Kaa = | Cos0, CosO,. * . Cos’0, /. .+ Cosy Cosl,
Cos0, Cos0, . Cos0, Cos0, Cos’0,
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" Fademds:’
Kama=Kes i Kra=Kaa=-Kum
Los elementos antes pré:JVc‘nfdtfos soii suficientes ;b;q poder obtcier ﬁnﬁlm;zféfaﬂuf de f@]ﬂfa‘: &
O o r

una armadura tridimensional, Para cjemplificar su utifizacign, resolveremos el gjemplo no. 5 antes des-
erito, para fo cual utifica akiora’ef i ; LT BT

' I} Oftckétﬂxi';fc los

E Dﬁo‘ﬁtcbm‘z(osén‘zfﬁ}naf ento »anytq:w
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0061 -0.061 -0.046

. [-0.625 : )
Kaaiz = {0.625 640 {—0625. 0.625, 0469}— -0.061. .. 0,061 0.046" |EA
0.469 3: | -0046." 0046 . 0.034 |
0625 ) g : SRR * 0.046
Kaare = {0.625. {o 625 0625 -0469} -0.045 ' (EA
6403
0.469 : I :0.034

[Kaas+Kaoy +Kaoa +Kesr2 | |

IK]= - = T
SIME Kaaz +Kan 10 +Kam +Keey +KBB13

5 [Kaar +Kana +Kaar +Kanre+Kess

Recordemos que Fdn; este caso cada submatriz serd de (3x.3)
Con cf ensamble antes obtenido estamos en posibififad de obtener [ K. | Que finalmente nos

quedard:
0378] 0 |0.096] O o | o 0 | 0o | o |o25] 0 | o
025 0 0 |-025] 0 0] o | o 0 0 0
0405| 0 o | o o | o [ o o | o 0
s 025] 0 | 0 |025] 0 | o o | o 0
1 0378l0096] 0 | o | o o o [)
_ M 0a0s] 0 | o | o 0 [ [
(K= £ 0.433 |-0.061]-0.142] 0 | 0 | o | EA
T 0.311/0046] 0 |-025] 0
R 0439 | o [ 0
1 0311|0061 |-0,046
i c 0.439 |-0.142
) 0.439

Que es igual a fa antes obtenida,

Afora /:r?wncnm un vector de fucrzas externas fver problema nueve, inciso 7.4.2) y hallumos las
Suersas en fas burras.
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10 o N [37.6346

6] S , - |aseest |

I R e I ST ]-21.2665 |
Jo | : " “|128.2800 |

0. IR A ) 21,9851 |

IF] = fg Enlonces le ™ {d}dedonde {d)_ {42%.52%%%“’5"5

of. o <] 707081 | -

@ e 13,5771

-4 |.B.7371

5| "1's9.2685°| -
Lo | 20,0866 )

Ahora pbnfzﬁ: oBtener las fuereas finales en las Barras que son: fomit "m: tos E2)

ps = 0.333 (-21.2665) = -7.082 Ton o Lot

p2 = 0,333 (46.5465) = 15.500 Ton

ps = 0,333 (13.5771) = 4.5212 Ton

P4 = 0,333 (20.0866) = 6.6688 Ton

ps = 0.25 (-35.9651 + 11,9651) = -6.0

ps = 0.25 (128,2890 - 128.2890) = 0.0 Ton

p; = 0.25 (70.7981 - 59.2685) = 2.882 Ton

Ps = 0.25 (37.6346 - 8.7371) = 7.224 Ton

P = 0.20 (0.8(11.9651) + 0.6 (46.5465)) = 7.500 Ton

Pio = 0.20 (-0.8(128.2890) + 0.6 (13.5771)) = -18.897 Ton

P11 = 0.20 (-0.8(59,2685) + 0.6 (20.0866)) =-7.073 Ton *-

Piz2 = 0.20 (0.8(37.6346) + 0.6 (-21.2665)) = 3.470 Ton'
Pra = 0.156 (-0.625(128,2690) +0.625(70.7981) + 0.469(13. 5771)) _ .4.612.Ton

7871)- - 0.625 (59.2685) + 0.469 (20, oess)) =15.161.Ton.

« o} )Compreslnn )

)L) y Tenslon

& rl:{ ‘z L
por flexibifidad y ef cqm/lﬁna se

- verifica et cm{u nudo,
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}o{'z rchpay'avs que no colriciden con of ofe g'alml de cqo;«?@nqdas ‘

8.4.2 Armaduras plonas
Como anteriormente sc comentd, af parecer fos subindices de fas difercntes :&‘,:'Jcﬁ' matris d'cn_qld'cz aco-
plada de uma 6aw para una armadura, no son muy significativos ¢ incluso pura los

problemas antes

Sigtema giobat -

Figura 88, Zkfanmcidn de una Barra con o ferentes sistemus de rcjr:rmciu e1t sus apoyos,

tratados, tales subindices se pucden omitir, Sin embupgo, squé sucede en ef caso de que afjuno de fos

apoyos no coincida con eleje de referencia global?. ﬂnaé{rznm la figura 8.8. RO
Los desplazamientos de fos extremos deben estar referidos a los cjes coordenados def extremo de la

Barra en euestion. Fura este easo en particulur serdn: xy pars el extremo A y X4y’ para ef extremo B, For :

fo tanto:
dxa
da =
= fon)

Por consiguiente los cosenos i

o
Entonces:
fe {m}
ooy

87 descamos obteticr la z{cjbrmuc;'énnﬂ:’&lﬁéﬂnkuiu‘.rc:ni: Lt

L B2

De fa ecuacion 6.3 tm&rmljbc: "

FPorfo tanto;

BT HCH R AN 83
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mismo procaf:mwnto que:

:R;cara'am{o tamb w’n quc

Flg= (u’)p: S Fas T - e K G {de):
y nos queda: - LR R

Fas= (N b‘l :

- Que fv?cnia.f eserib lf como.

"Ent easo Jz que el apoyo cha.mlo S¢ encuentre en z[ btmrm

‘| Keg = u)k«(‘pfv'k L

Para ilustrar tf:rryfm tfz ﬁ nucva rmmzn{c n_gufcz copladi resolverémos ble

ol 5
quees igual ol gjenplo no. 3 pero con dos de sus npa Jo: Jt{fmmfo: ﬂ prawa de rc.sn(uadn corista :fc fos
mismos pasos quc en los casos anteriores. .

10 Ton

TILILNE O T N
* Gt L \\545‘, :

 §Ton

<

12 Ton
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1.- Obtencion de fos fyvg)de cada barra

" fo.866)

2.- Oﬁtcucuin Jc {2 matriz de rigidez nwpﬁufu pam anfa 6um: a pamr Jc El.f ceuaciones 8 4 y

85 :rgun sea'ef cas
Kaa = 025 g]EA
-0.125
0 ']EA,

0125 0,125
-0.125 0125 ]EA
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el S T
[-01443 oasy]E’A‘ - Ken = [o o.aaaa]EA,i

o oqeer 1
[0 02887]EA £

ma’ms

0.128 0096
0.096. 10,072

e
0.017 —,0}1,19] .

0.158.~-0.1 19] o
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3.- Con [z matric de rigides de cada barra ﬁaérm; ef cnsamble de la matric de rigides global
por inspeccion visual de la estructura’ y recordando que afiora la estructura tiene cinco
nudos que se pueden desplazar, . e e

d'y d2 s da ‘ d L d's
Kaas + Kaas + e
Kaaz Kag1 . Kass F
Kasz + Kaas + .
Kaas + Kepi + Kaae F2
" Keag .
. i Kaaz + Kaag + N
[K]= ) . Keas Fa
“Fa;
- Kaeaz K
e “ Koea wKaau{ TR

En ﬁns;:b f; bhimbr construimos {1 nutriz { K] pero recordando que dy's = dis = diy's = Oy por lo
tamto fiylr =fxs=Fif's=0, que finalmente nos queda:

dx'y dxs dy2 dy, dxy dys dx's
0.3018 | -0.2165 0 0.1667 | -0.063 | -0.047 0 Fx'
0.756 0 0.096 0 [*] -0.1768 |Fx,
SI 04773 | -0.072 0 -0.3333 0 Fya
[K]= ME 0.4053 0 0 0 |FyaxEA
TRI 0.756 0 -0.023 |Fx4
co 0.4773 | 0.017 |Fya
0.129 [Fx'S
Sfiora proponems un vector e fuersas y ob| bs spondic fesplizamicntos. B
Fx'y=0.0 dx'y=-92.724
Fx;=-5.0 dxp = -64.5015
Fyz = 0.0 dy, = 12.9636
[FI = Fy,=6.0 = ld}= _dya=70.5225 YeA
CiFxe==210| o dxe=-384161 |
“Fyy = 0.0. Jdyi=3.3300 |

Fx's=00 ) dx 's = 2956003
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Afora obtenemos ef veetor de fuercas finales en fus barras pero por medio zfe h matriz de continui-
:furf de h utmctum. Enitonces: ) . e

dx', Coo o dwe dy2 dya dxs

-0.866 - 1 ) S ey
- -1 LT [ 0707 1 |ey
-
(a] = 0.50 1
-1
-0.393 08
08 -0.6 :
0.8 -0.6 06 : S
0.8/ 0,141 L J@yg

Py = 0.25 (-0.866(-92.7249) + (-64.5015)) = 3.950 Ton
P = 0.25 (-(-64.5015) +0.707 (-95.6903)) = -0.788
P3 = 0.25(-38.4161) = -0.604 Ton
Pq=0.25 (-(-38.4161) = 0,604 Ton . - :
Pg = 0.3333 (0.5(-82.7249) + (70.5225)) = B.053 Ton '
Pg = 0.3333 (-{12.9636) + (3.3300)) = -3.211.Ton S
" P7 = 0.2 (-0393(-02.7249) + 0.8 (-38.4161) + 0.6 (3. sano)) =1.541 Ton,
Pg = 0.2 (-0.8 (-64.5015) -0.6 (12.9636)) = 8,765 Ton ;. -
Py = 0.2 (0.8 (-64.5015) -0.6 (12.9636) + 0.6 (70 5225)) 3413 Ton -
P.°=02(-os(3s4161)+os(a 00; 41

- Covppves!dn {-) .

" Tensién (+)

8.05

X .o ~
T s7on 2 o @@

Vel equilibrio se verifiea en mﬁ nudo,

@
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8.4.3 Fuerzas de empotramiento para barras discontinvas

La obtencidn de fas fuersas de empotramicnto para barras discontinuas con cargus externas entre sus ex-
tremos, se hace aplicando también los decle concctados en seric.

Sean Py, Po Pyyonvnn Pr-1, las cargas equivalentes en los extremos de cada segmento, obtenidas

mediante el procedimiznto descrito en el inciso 4.5 0 la tabla 4.6, 55 el extrermo B del elemento en cues-
lidn,{{:)]ura 8.9, se fibera temporaly Fabrd un despl iento A Aiora supongamos que se uplica
en el extremo B un sistema
de carg‘a{s Peaep e tal
magnitu e estas pro-
a{uzn Iapﬁwlm‘cnfm g}qjua- ® Pate e et P, P, ,@
les y opuestos a los oca- {
sionados  anteriormente,
Sfigura 8.96. Entonees, la
superposicion de las fiju-
ras 8.9a y 895 durd como
resuftado desplozamicntos
cero en B. En consceuen-
cls, Ppagp representard fas
Sfuerzas de empotramicnto
en ef extremo B, causadas
por las cargas intermedias
sobre ef elemento. Enton-
ces; ef problema se reduce
en si a determinar Ap en
ambas figuras.

Antes que todo, Ap
en la figura 8.9, es oca-
cionado por cada cargu o
como se ilustra en fa Figura 8-9,

Sigura  8.10.  Observese R -

ue, por cjemplo 32 ] es la .
Zutr{-. l/ﬂ_?f&tlﬂifd{zfc RIS U
fa porcisn comprendifa entre 2y of extremo A, y se determing sequin fa ecuacidn 7.29, que sirve para of-
tener la matris de flexibifidad [Tpg) para clementos conectados en seric, la suma de fos desplazamientos
enla figura 8.10 resufta. i o A R

: 06

dg=FgPg+h'a Ty Pyt h'aaf Py
Sin emburgo ef desplagumicnto en fa figura 8.95
- bg=TaPeun 87

Por [o tanto si combinamos 56 _v/ 8.7 nos queds yue:’

Pewp = Ka [ Fo Pa+ h'py Fy Py + g5, P2+ o h s 1) Freoty Pty ) 8.8
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® T L

=Ja Pg

Ay = htB-|:}1 Py

-
Apa=hTgoHP
B-2 = B-2v2vr2
. .t
By = W gy Ty Pety ;P*"

Lo um:r;'or.n: : P
@zn?&z no. 12 ;
annlmr fas fucr‘a: /:

ﬂlr-l t_'fcdn & :ucontmr las fucr.,u:
it no s¢ ]

fucr..a axial,

1.- Obtenenws lus dif fcrcntr.r  flexibilifudes. En este easo _/uyuu la tcuacu!u 8.8 debemos ob-
tener:

107.6667 16.25 008588 -0.507487 ¢, + rp | L [26667 2
o) = [ 16.25 <275 ]"ﬁ' = [Ke) = [—o.soum a.sszm]"t' » () [ 2 z]"f'
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Z-ﬂﬁam"apfkanm‘lh &uﬂcﬁn J.é qﬁ_c nos WJa para este caso. v, -
- Pewr=-Ka [T3Pa+ e, T, Pyl ademés  [hg,]= [; o ]

3,- Obtenemos fas difercntes fuerzas de cmpotramicnto segin cf caso.

Pe = - {'-9960} - ® ® ®
: . nf \IBTnn
- 2] A

4.-Sustituimos valores en la ines del paso 2. Y finalmente nos queda:

avm

P [13.433
EMP= {220,010

} 8548 T-m

P porequ '{'6 rio. 10587 Ton 13433 Ton
Hiemplo 13
* Encontrar fas fuerzas de emp iento para {a siguicnte viga.
® )] 0] ®
10m 15m 10m

ATm
[2]

El =100

El= 300

1-Aplicamos fa ecuacion 88 y nos queda que:

Pemp =-Kg [T Pa + ey Py+ gz T, Py

2.- Afora obtenemos los datos que armiba se i;{jmm:n

[%a1= [ hahs) T Fson Il + [hs ) " Sz 1) + Toa
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- P s =’[215 1]

S 11257 11257
11125 015

.16867] I mez ]

801370 3.7916 1'%, i i [ 0.0726 ' ~1.2697 ]
/1379167 0.2117 . —1.2697 °26.8347

24.8605 179167
17916 01833

o ®

20 Ton

I
5

[ =500 )
P2 = 1416667

Este tipode p utifizando e método genesal de rigides, colocando
nidos en donde se preseita discontinuidad, Siu cmbargo; el trabajur en esti forma no es muy convenicnte
ya que se deben de trabujar ceuaciones sin cas yy estas i onfo ta el minero de dis-
continuidades lo'que Aace que ¢ (grado de dificultad aumente. = &+ =" . ! ;
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L En mrnﬁfo ¢f procedimiznto antes entado sicmpre mangja matrices de la misma dimensidn, sin
3 03 I . 3 3 L/ :
importar ¢l niimero de discontinuidades del elemento. . S .

8.4.4 Matrix de rigidez para elementos con diferentes condiciones en sus extremos
Las comficiones de fos extrermos de un elemento pueden variar dependiendo de los fuerzas internias que se
fiberen cit cllos. ) . T ’

La cvaluacion de la matriz de rigidez para eada elemento puede Raccrse bien sea como se Rizo'en el
capitulo 4, para un el {oble potrado tipico o bien por modificaciones a la matriz de
rigidez ida de os ele individuales. ‘Ef iftimo camino puede ocupar menos ticmpo, | g

Tomemos como cjemplo el clemento o

Sfiqura 8.11u, ef cual estd empotrado en A y E TR
articuladp cn B. L

Si fos dos extremas estuvicran empotra- ® I @ :
dos, fa matriz de rigifes acoploda de este a) |
clemento seria ly mostrada en [a ccuacion | ] Mg =0 "\'
6.18. Sin embaigo, para nuestro caso My . . .
vale cero, Entonces la matriz de rigifes ato-

plada de este clemento se obtiene cn dos pa- S e RTIE [
s0s. b) l t‘g
Primero suponemos que ambos extrc- Fy=0
mos estan empotrados o que du por resul- )
tado [a ecuacidn 6.18. Figura 8-11.
Segundo, liberamos ¢l extremo B def
clemento ézum elgiroy ke un tal que el ft en of extremo B, que re-

sulte de los pasos 1y 2 s6a mufo. Estos puasos s muestran cn f:yl ra 8.12. Obsérvese que el momento cnt

Bdel puso 2, ticne que ser jjualy opuesto al omeuto en B del puso 1. Cicrtas fuersas se desarrollardn

en los extremos de este clemento como resultado e [ aplicacisn de tales momentos. Tales fuersas fas ob-

tenemos utiliscando las ccuaciones pendicnte-deflexidn y el prineipio de equilibrio,
Las ccuaciones pendiente-deflexion in-

dican que of momento desurrollada en A, es ®’ ™ ®
fa mitad del producido en B y por cquilibris a) -}
" de fucrsus cortantes. i/ [a-m
TFY"A = M, 1 Frn
o A 78 ,
Fy =3 My/2| 7 ] AR
TFYA ; o+ h"hz
‘ oy M2 : Y
Ahora recordemos que Maen la /1 o o) EX : B M
8.L2, debe serigual y opuesto™al de fo - R _\J< \
ot vFyy

Sigura 8.12%, &l cuul esti "dado por:fa i - '?Fy'
coucibn 6.28a yesz e il e e g
y .7'gum8—12

Mg = (GEUF) dys + (2EI1) i »"~ (6EINY) dlyg + (4E11) 9
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Con este valor, encontramos todas flas  fuerzas de [a figura 812, que expresadas en forma matricial
quedardn: ’ g

S Puso I, figura 8-125.
i EAL [ [} -EAL [ o

Fxal: [ 12E° | 6EN? 0 C12EI0° | 6ENC dxa
Fya 0 GEZ | 4E. 0 SENZ | 2EIM dva
Ma PA
Fxa{™ | -EAML 0 0 EALL 0 0 dxa
Fys 0 12 Ei° | -6EI? o 12612 | -6EM? dys
Ma ). 0 GEINZ | 2El ) GEWZ | 4EN e
Tuso 1, figura 8-12c.
[} Q 0 (4] 0 0
g [ 9EI | -3EM? [] eI’ | -6EM® :;A
~Fya z Z R A
oa| _[—8 .3 EIL -EWL [ 3EIN 2 EIN o
o [ 0 ) 0 0 [ dxp
~Fys [} 9EIn® | 3EM? 0 gein’ [ 6EIN? dys
Me} ) GENZ | 2EN [ GEMZ | -aEm | (¥

La suma de fas matrices del paso I y puso 11 que satisface s figura 8-12 da como resultado.

Fa Kaa Kap | fda
= .9a
{Fa Kas Kea dg 8.9

LoolEeme T o 0 LEAL 0o 0
P 0 ‘i | 3en? [) 3 EM? 0 :;A

YA — 3 - 3 A
Mol [0 [aem® [ sen 0 3 EIL ) o] 89b
Fxg “EAL 0 0 EAL 0 [ dxa
'35 0 3EN® | “3EN? 0 3 EIN2 0 dys

B 0 ) 0 ) o 0 we

Elandlisis de estructuras Fuz estdn formadus por elementos con diferentes condiciones en fos extre-
mos requicre por consiguicntc el uso de fas matrices de rigides apropiudas para aquellos clement

Las nutrices de rigides pata elementos con diversas eondiciones en sus extremos pueden obtencrse en
Sforma similar af anterior. Los mds comunes s¢ presentun en 2 tabfa .1,
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ELEMENTO Kaa Kag = KgaT Ken

@ EAL | © 0 EML| 0 EAL | 0 0

¥ L g’ |3em? o (-3EmP| o o {3Em’] o

| L8| o [aEm?[aen o [-aEm?| o 0 [ [

@ ® EAL | O 0 EM.| 0 [ EAL 0
0 0 0 [ 0 0 0 [} [
0 0 | EL 0 0 EMN. 0 0 | EiN

@ @ EAML ] © 0 EML | 0 0 EAL| O 0

E E 0 0 0 [ 0 0 0 0
[ o o jij o 0 0 0 o 0

Tabla 81 Matris de rigifes para difercutes condiciones de apoyo.

8.4.5 Problemas finales

Resolver el siguiente marco

L Numesar nudos, Barrasy obtener {F ] y (prz)

4]
'|-10.567

[Fi= 8,546 |

-0
-13.433

20010 ).

,{pé oL

ocoojooolwoo

© O O

10.567°

8.546%
0

13433

-20.010)

"Gm R

[\ @
3 RN
3
1A -\-:!Tlm 131 2A.8
E = Conslante a
A=2 =1
8
S iam 6m
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2. Oﬁlprg}:idll: Vafcbfm yy?.'ﬁn;::gu X tll’.fl:f’lltn‘m'dlrbﬁﬂf .

: ﬁﬁnkﬂhﬁz, !

17955 10.69752

0.40 i 07 1
©0 . 70.08588" -0.50749 | EI

B el = :
o [ Ba][o -0.50749 58,3624 |

3.~ Formacisn de la nufnz :«f::r.w " 'yk

K

Pt K S +-K - Kapa
ARY =11 . K K,
. e goz + KBB3
Py, ﬁ""r indicadas resulta,
04556 ] 0 - [o.1687] 040 ] o 0 : S
. |o4192] 04796 | o | .0.oss9 | 05075 :;l 0 : ~9.6304
“ st 14056] o [.0.1796 | 06975 ' 10.567 | i |-%0.5209 ¢
LoME 084aa] o | 13333 J€1 {0} s {706 Loy g} 207502094 gy
: : : drz 0 | ~13.6649 |
. TR 0.7526_| -0.507S dya 134331 2L |1e2402 | 2
co 8.6957 2 20010 ) 57048
[K] {d = (F
4.- Obtencidn de fuersas finales (por medio de fa idn fi desplazamicnto)
(Omitimos fos El)
00556 ] -0 [-01667]-0.0556] o0 [-0.1667
:"A 0 {03333[ o o [-03333] o g 1-5:;365
me| [0a667] o | oees7 |odee7| o |oasss o Rares :
|Pxa| ~[-00556| 0 |o.667 |00ss6| © |otee7 | |=me3oa | = {=isazs | Baval
:ﬁyn 0 .0.3333 0 0 0.3333 0 -33.5209 -11.1725
-5.9: -5,
®) l-01667| o |o03333]0.1667| 0 | o06667 209 5.5862




(Capitulo 8)

247 = Temas

04444

0 -1.3333

04444

0 -1.3333

Pxa 0

0.6667 [

4

-0.6667 0

Pyal [Taass

0 5.3333

1.3333

] 2.6667

Ma 1 i
Pxp +0,4444

0 1.3333

0.4444

[ 13333

Pya 0

+0.6667 0

0

0.6667 o

Mo} [asss

[ 26667

1.3333

0 53333

0 0

0 0

Pxa 0

0,085¢8

0.17955 0

-0.08588{0.50749

Pya
Ma 0

0.17955

0,73868 0

-0.17955|0.69752

Pxp

] ]

0 0

Pyg )

-0,08588

-0.17955 0

0.08588 )-0.50749

Ms‘ °

0.50749

0.69752 0

-0.50749| 3.3624

Finalmente:

1.5336
11.1725
-3.6122
75338

~11.1725

5.5862
-1.5335
12,8274
~3.0062

1.5335

-12.8274

-1.5336

12.2057 R

0.6055. |
-2,9599 |

+
Diooo boojococo

odoo

[+] -1.5336
0 12,8274
o -3.0062
738643 = 15836 f £aa 2
-~19.2402 -12,8274
5.7046 12,2057
-9.8304
-33.5209
-5,9209
—i3ecas| < Barra3d
19,2402
5.7048
s w20

121
1

v 1283

28

a0

La.ffucrzn.; s¢ obtuvicron en sistema  global,
El equilibrio se verifica eu cudi nudo,:
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2.- Oﬁltllﬂ'dl; de los nf ycml;lci :;(; E’Il’ :;Et!cliﬁgﬁyﬁt;ﬁ

0,407 700 )
0.2 ~0,096 ©0.24.| E!
0 :-0.24: 040

096, ~0.24
0.247:0.80

K’
. Kopa + Kaas

Hacieudo las operaciones indicadus resulta.

05675] © | 0375 [ -040 [ [
05960 0.24 0 0096 | 0.24 ax 0 8.6177

st 180 | o | 024 | 040 “’:' o2 '1:€7547; ;

o ~8.| = =4
ME 04469| © 0.1875 | Et idal= 10 = ld)-k a5z | VEI
TRI 0.596 0.24 dy2 —10.74 o
co 1.55 2 985

4.-Obteucin de momentos finales fomiti- -
mos fos E1) S48 (D_‘\

(Por medio de fas ccuaciones pendiente-

deflexidn, obtencmos los momentos Pz
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Resolver a siguiente estrictura combinado

L E =:,Conéta‘nte
- EA=2El

4m

1.-9(umm nmf;:::, barnas yoﬁtc:&m {7 ]y {}m:}“ [

7.50):

©

0
Fl= %' S fpe) = o]
{; Yo [ n

pey

N
]

10
:0

2 Oﬁlcm:mo: fos n{ jcrcnm .'7(, en .mt ) 4
Burras 1, 2_!/3 g

075 T-0.50 07

-0,1875 .~ 0 .  -0.375
El
0375, .0 0.50

040 0 0.

R [ 0T ST RS ROk I SRR R .
[KM] =1.0:70096 024E ..~ [KAB] =1 0:"-0.096 024 | EI
0. 024 080 - b 0: .:~0.24" 040
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Parras6y7.

[0.19047 -'0.15238 - 0
[KM]: 0.15238 70,12190 .0
N ] 0

ﬂamuéy.‘?_

3.« Formacidn de ls matriz z{c:n'gr'lc.: y obtencion de Jnsf&:za_rm’:mp

Kga1 + Kaaa + Kans Kase L. R
KoBz + Kas + Kaas + Kaps + Kang -Kapg - " -
Keaa + Keas + Keaz
Pecoforiend, PP
Res fasop resulta,
o780l 01524 [ 0a1s [0s0 | o ) [ [ [
Jo7nize | 024 | o |.0.008 | 024 [ 0 0
180 | o | 2] o040 ] o o [ o
st 13684 0 |oms |[040] o | o
ME 08358] o 0_).00561 0.24 El 1/El
TR 280 | 0 | .024 | 040
] 0.7780 | 01524 | 0.375
07179] 024
1,80

Obtencidn de fucrcas finales en sistema global. omitimos fos EI)

0.1875] 0 | -0875
E*A ) -0.50 [ -3.1278
mr Joars | o 0.50 30,0643 ~4.9877
At 09754 | w 19284 } gy g
Pxa| “]01875] 0 | 0475 o 3.1278
p;},g o 5o o . 4.9877
o 0375 | 0 1 45827
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.0.1875] 0 | -0a7s . ‘
Pxa 0 -0.50 [ -4,0401) 1
';ﬂy‘ 04375 | 0 0.50 296408]" |5 .
Al . [} - 0891 | porra 2
Pxa{ “f0.1875] 0 0375 4591 5401
Pya ‘ ML B
Ma kd 050 g {70505
0375 | 0 1 S e
.0.1875] 0 | -0375 .
Pxa o -0.50 4 -3,1278
':}'A‘ 0375 | 0 0.50 30,0643 P
pxaf “[0.1878] © | 0475 = 15y27g | Bama 3
-6.6914
Pys 0 0.50 0 -4;52777
4.
Mel Y oas | o 1
0.40 0 o | -040 ] o0 ) :
’;*A 0 0.096 | 0.24 0 |[-0096| 0.24 01-1525295
He 0 | 024 | 080 | 0 | -024 | 040 . A
Mal s J235827 8 gara g
Pxs -0,40 0 [ 0.40 0 0 <0659 [ D
’;AYB 0 0,096 | -0.24 0 0.096 | -0.24 25522,2
B 0 | 024 | 040 | 0 | -024 | 0.80 e )
0.40 [ 0 -0.40 [ [ :
Pxa 0 0098 | 0.24 o |-009 | 024 29,6495 ~0.1659
Pya [ 024 | 080 | 0 | -024 | 040 o -he2as e
Myl -4.05911  1-3.5207 .o g
Pxg -0.40 ] [ 0.40 0 [ 30. .1 S
';Ayﬂ 0 | -0096 | -0.24 0 | 0096 | -024 -:-z;f: ";5;2257 ‘
8 [ 0.24 | 040 0 | -024 | 080 > :
(Fr=[TUHF} GLOBAL LOCAL
-0.1905[-01524] 0
sn -0.1524 | -0.1219] 0 -5.8474 -7.2324
e ) 0 o 296495)  [~451801 - 0 :
Pxa{ "] 0.1905 | 0.152a | 0 _4;’59‘ = \Seara |+ | 72354 Bara 6
"’MVB 01524 J 01219 0 ’ 45;80 oot
° [ [ 0
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GLOBAL  LOCAL |

.0.1905] -01524] @ : s
Pxal l.g.1524]-0.1219] o -4,2063 |+ [-5.3869 )
':;': 0 0 0 a00s43)  [-33852) o 0.
Pxg [ “[0.1905 | 01524 | 0 :2-:7;“1 = |az0ea} . {Emmen| Bora 7
Pys| Jo.1524 [ 01219 ] o ’ 3.3652 | 0t
Ms ry o P [ 0.
lo190s[-01524] © .
Pxal lois2a[ 01219 o 4.2063-
Zy: Lo 0 [ '390.90765443J . '3-%552
Pxp -0.1905 | 0.1524 0 {~é.6914 =A2063
Pya| [o1524]-00219] o 33852
Ms [ [ 0 0
0,1905 | -0.1524| 0 .
Pxa) .0.as24] 00219 [ 0 5.6474') ;. [7.2324
F,;y: 0 [ 0 206008)  [441801 10 :
Pxa{ [-0.1905] 0.1524 [ 0 N 4;591]' 57| ) {73354 Barra 8
Pya| {01524 {-0.1218] o 4.5180 [
Ma o o o 1} 0 “ -
Finalmente resulta:
8

@ 4.58N] 0.17
/v

4,51 \
ERER S
4.

4, :
3,13« _y
&

7.03%

El equifibrio se verifica cn &nf.: nudo



Capitulo 9

Nociones de andlisis plastico
en estructuras

9.1 CONCEPTOS FUNDAMENTALES

Hasta esta parte del trabajo sc han cxpucsto una scrie de teorins y procedimizntos de andfisis estructural
que son udi';{n: iinicamente cuando los materiales que forman el sistema estructuraf obedecen a un com-
portamicnto elistico (ley de Hooke} Sin embargo, y puesto que algunos matcriales estructurales son dic-+
tiles, debe estudiarse el comportamicnto de esos matcriales mds alla del fimite elstico. ’ -
Los aceros de gran ductifidad presentan fas caracterlsticas plisticas mds adecuadas desde el punto :
de vista del andfisis plistico. . LA
Como punto de partida, descrifivemos a continuacidn los puntos caracteristicos de la curva esfuerso-
deformacisn tipica para un acero diictil someticndo una probeta a fx accidn de una fuerza de tension, -

Sfigura 9.1,

PeFIAL  Detomacin etstics

! o f
7 o o

; Punio de tadancia o ds huencia
Limne atdstico "

Celo - - e M/t

7gur¢5—1§nfﬁalcsjucrzo-¢{cfa eidn,

— Limite eldstico. Corresponde ul | punto mdximo L?u:fzb#«/;/umﬁcidn, para el cual fas defor-
muciones erecen et forma Frnporcxbnaf (fineal)al erécer el esfucrso iy antes de este punto fas
deformaciones son ibles, es decir, desap 1al retirar ef esfuerzo, :

- 253
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—Punto de cedencia, Es el punto  para of cual se inicia un aumento notable en la deformacidn
sin que st ¢ spondi de fuerza unitaria. Este es el primer punto de
la grdfica donde la tangente o la curva es horizontal, Ef punto de cedencia o de fluencia es
probablemente la propicdad mds importante del acero estructural, pues los procedimicntos
usuales de diserio se basan en este valor (eon cxccpeidn de los elementos en compresisn donde
el pandea puede ser mds importante} Los esfy admisibles cmpleados en estos mét
normalmente se toman como una funcidn del esfuerso de fluencia.

—Intervalo de fluencis plistica. ‘Es ef intcrvalo dentro de la curva para ef cual se produce un
considerable aumento de fu deformacidn sin que exista incremento de esfuerzo. Los valores
que esta alcanza generalimente son de 10a 15 veces los de fa deformacion cldstica,

Si z’yucrzu en afpin punto de und estructura de acero aleanza el punto de fluencia, tal

parte cederd en ese fugar sin aumento afjuno del esfuerzo evitando ast una falla prematura,

Esta ductifidad permite que sc reajusten los valores del esfucrzo en una estructura de acero,

sino sc tuvicra esta capacidad, t/awn {legaria a romp ibit como cualpuier ma-
terial frdgil.

— Endurecimiznto por defs idn. Es el intervalo para el cual es necesario un esfuerzo adi-
cional. La curva ascenderd fu’gn Fasta el mdximo valor real del esfucrzo (resistencia iftima)
y descenderd posteriormente Rasta cl punto de ruptura, Al presentarse la falla en los aceros
diictiles, las deformaciones totales son de 150 a 200 weces las deformaciones elisticas.

En el diseiio por defornucion fﬂim'ca, en fugar de tomar como Base del andlisis el método
del esfuerso permisible, ef andlisis de una estructura se reafica tomando en cuenta la
midxima m‘?a que puede soportar el conjunto. Es muy importante recalear que si unt cierto
acero es frigil, a teoria plistica no debeapfiearse.

" 9.2 ARTICULACIONES PLASTICAS

Si aplicamos una carga a {1 viga de fa figura 524, y aumentamos esta carga paulatinamente, puede ocu-
rrir una distribucidn fincal del esfucro hasta ofcanzar el walor de fluencia (Fy) en fas fibras extremas
(figura 9.28} 1) Ef momento de flucncia Myy para una seccidn transversal se define como ef valor del mo-
mento flexionante que producird el esfucrso J  fluencia plistica en las fibras extremas de 1 seccion.

P .
Adiculacidn plbstica

L

L 20na de plastificacién
Fy Fr Fy Fy
.
L]
Fr B . Ty

"»:'41‘5 U LI
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[ Sise aun mds a i idad de fa carga, y por consiguicntc el to flexi , lus fi-
bras extremas comiensan a ceder y a partir de oguf continuaran teniendo el mismo valor de esfucrso. La
fluencia plistica se va extendiendo a otras fibras proximas u la seccidn de miximo momento flexionante.
A la ves el aumento del momento exterio Auce que el esfucrzo de cedencia se exticnda a fibras mds cerca-
nas al eje neutro, figuras 9.26 3)y 9.26 3} Este proceso continua Rasta que se tenga una distriucidn
totalimente plistica (fiqura 9.26 4) En esc momento se ha formado una articulacidn pldstica figura 9.25
4. La lorgitud de la viga a la cual sc exticnde esta eedencia depende de las condiciones de carga y de fa
seecisn ﬁ' ‘elemento. Para ef caso de una carga da P, aplicadu con scecidn rectangular, fa ceden-
cla en las fibras extremas en el momento 'g la formacidn de la articulacidn plistica se habrd expendido
Fasta un fercio del claro. 'En circunstanciss semejantes, (a fluencia en una viga de ala andhia (seccion 1)se
extenderd aproximadamente a un octavo del elaro. Cualyuicr momento flexionante posterior ejercido en la
seccidn, Rara que la viga gire como cuerpo rigido, con un pequeiio incremento del esfuerso.
= de plasticidad es ef Sflexionante que produce una distriucidn totalmente
listica en la scecidn, creando asf una articulacidn pldstica. La relacidn entre ef momento de plasticidad
M y el momento de flucncia myyrecibe el nombre de factor plistico de forma, esto se escribe como:

. Me
™ Mor
En [as secciones rcctmyuﬁ:m, My es jguala 1.50y varia aproximadamente de 1,10 0 120 en fas
i del acero laminude

9.3 TEOREMA FUNDAMENTAL

La base fundamentalcn [z que se apoya fa teoria def andfisis plistico consiste en afirmar que se producen
cambios muy significativos en [z distribucisn de esfuercos, en [ seccign de un elemento, una ves que se
‘ha aleanzado el punto de flucncia, Segiin esta teoria, los puntos de [a estructura que Ran llegado al
punto de fluencia o pu nurv,a sopartar esfucrcos adicionales, Sin embargo y en ves de esto cederdn fo
suficiente para permitir que los c.g/:trzos sé redistrifuyan a otras conas de lx estructura en fas cuales no

s¢ Aaya aleanzado elpunto de fluencia y en donde sc pueden recibir esfucrsos adicionafes.
Este tipo de andfisis supone adernuis que (a grifica esfucrzo-deformacidn ticne la forma ifeal de la

Sigura 9.3,

P carsortd ‘

v Pastcidad

Esterzo

Oeformacién
Figura 9-3.
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La {'yum considera que ef limite clistico y el punto de fluencia se eneuentra en ef mismo punto y
O

después'ile esto la grifiea sc vuelve conpletamente Rorizontal para el interwalo pldstico, Finalinente s
P fa zona xg' furceimi or defe idn, donde sc i un poco mds [a resistencia del
elemento pero a deformaciones muy grandes.

Ahora st f i definiciones que son Edsicas para el entendimicrito de fa teoria del
anilisis plistico,

—Mddulo de plistico de seccisn

Ef monento de flucnciz My sc define como ef producto del esfucreo e fluencia (Ty) por el
médulo de .ncci:?{z s=1y) 3_;/ pum{z deducirse nppum'r dela fgm 54, f VP

. Puede entonces ofiservarse que el mddulo clistico para una scccib rectangulor cs £R%6. €L
resistente de la misma scecidn rectangular en estado 4 ldstic iguicnte se ob
Jforma semejante, considercse para esto  figura 9.5.

.” i 3 ) N v ) bh - t.‘ -',‘ v~
e e CmTRERY
SN B oot
Pl e
bl T sT(G) -y azy

N—n o Fy

frd

Pof Y {3 e

r

o i . ~Porlo tanto el'médulordgsecclén es; Z'= P—:—-
Figura 9-5 Moinento de plasticidady' - =i e i vl i sl L
mddulo plistico. - - o

> Se diee entone ‘qu:(‘n‘.f
midulo plistico de seccidn,”. o TR
';[ [fuctor plistica de forms para wid seccin rectangular serd entonces ecvacidn 9.1) .

del ‘r{fucrza de flucncia por ef
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. Mediante este andfisis inferimos que el mddulo plistico de scccidn es igual af momento estdtico de
fas dreas de tensidn y compresidn respecto al eje neutro, 2 menos que [a seecion sea simétrica, el gje neutro
para el estado plistico no esta en 2 misma a:iddnz:z en el caso de condicidn elistica, La compresid
total debe ser squal a [a tensin total, por lo tanto lus dreas arrifa y abajo del cje neutro deben ser las
mismas, s importante scfialar sin embargo, que esta situacidn no es vilida para secciones asimétricas en
condiciones :Zma:.
—Mecanismo de colapso
Ef diseno plistico es de poca aplicacidn en cf caso de estructuras isostiticas pero de gran
utifidad en ef caso de las estructuras Riperestiticas., Esto se debe a que, si por cjemplo car-
amos una estructura isostdtica fasta }:mtfucir’ una articulacin plastica, dicha cstructura
Y e L

gc vuelve desde ese ] itica de la figura 9.5,
Cualguicr incr ficional de la carga producird el colapso o ruina de la estructura. .

1

A ‘, Articulacién pidstica’
Figura 9-6.
Si consideramos en' cambio una estructura fjwma'ﬁca, para que falla una falla debe haber mds de

una articulacisn’ plistica. Como ¢jemplo’ considere las dos vigas hiperestdticas de la figura 9.7. En
cualyuicra de estas, una ves que dpareee [z primera articulacion plsticn (seecion de mowento mdximo)
Aabni una redistribucidn de esfucrzos que permitid un incremento adicional en (a carga. EL colapso se
presenturd entonces Fasta que Raya el mimero suficiente de articuliciones para Raccr inestable a fa

estructura,

-..
—n
-
—-—
.

. Aneuhysionas ;Ilﬂﬂl N Aticulacionss ﬂln-ul
Tigura 97,
Estas articulacivnies pueden ser la combinacisn de plisticas y/o reales. Ast entonees, la disposicion

de las articulaciones plisticas y quisds de fas reales que producen la falla, recibe cf nombre de mecanismo
de colapso. La figura 9.7 muestra fos dos casos mds comunes y su mecanismo de colapso respectivo..
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9.4 METODO DEL EQUILIBRIO

Este procedimiento, basado en fa teoria del andfisis plistico, se utifica corricntemente para caleular fos

momentos de plasticidod, la distribucidn de momentos evando sc Ra formado fa articulacidn plistica y

con el se detcrminan también las eargus siltimas que provocan la falla de la estructura, Para su mejor
idn, se analizan alunos ¢jerplos simples.

Considerese fa siguiente viga doble potrada que se en [ figura 9.8. Esta viga

soporta una cagga repartida W= 8,73 Um, fllt[llzljtlll{ﬂ peso propio. Haciendo un andfisis elistico normal’

seleccionamos una viga W eon Fy = 2.530 Rg/em” y fas siguientes caracteristicas. - :

T

A =92cm?
e S Y = -10783 »cn‘?‘:;
¥ iy §=718.9cm™:

w'ae

Z=897.92cm’

. Se desea determinar ef valor de iz carga W,
~ que provoca cf colapso de fa estructura.
. Los momentos miximos para {a viga en estu-
" div son los mostrados en la figura 9.85. Si incre-
mentamos fa carga W mds alla def limite eldstico
se formardn articuliciones p listicas primeramente
eti los extremos de 3 viga segiin seveen fa /‘yum
9.96. A pesar de esto, la viga no puede fallar to-
Figura 94 davia y ademds se convertird en una viga simple-
mente apoyada (con momentos By eut sus extre-
mos)camo se observa en (a figura 9.96 y c.

Al sequir incrementando fa earga W, los momentos en lbs extremos permanccen constantes y aumen-
tard solo en el interior de fa viga. La earga puede sequir creciendo Rasts que afgin punto dentro del claro
de fa viga, cu este caso el centro, aleanza el valor del momento de plasticidad, En esc instante sc  for-
mard una tercera articulacidn plistica, la cual crea cf meeanismo de eolipso que fard fullar a fa Viga,

Sfigura 9.10.

w7

Obteny afiora fa isn_de mo-
mento //t.{iananlc en funcidn de la longitud,
sobre {a figura 9.101. Esta queda:

[TtV oy, NN w 2
K L wal WX

M= ~Mo + 2 (x)-T

"'l/ Yj . - Siahora x=l2

2
M =-M, +‘lv—1'l—

 Amcubaciones piasncas G e TR
: : 1 St embargo, observando (a fiqura 9.106
e B Lo » vemos que el moinento en /2 vale My, Enton-
. Figura9-9. "~ : L ees iqualamos a fa ecuacidn anterior.
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. L 3
M e Wl
M, = Mp+ )

B ¢ bﬂ(cmm& que:
_ 16Mn
=3

wy'
' .

(2530) (897.92) = 2271738 kg-cm
j=2272T\m T

consideraciones

&

7 {ﬁm 9—11 .
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Py z

Vemos entonces que una vig te empotrada con cagga ifo « iguala una viga simple-
mente apoyada con [a carga uniforme mds otra viga simp poy n e em-
potramiento ¢n sus extremos. Por b tanto, ol diggrama de momento flexoriante para la viga doblemente
empotrady con earga uniforne es gual al n{:?mm de momentos de la w'ﬂa simplemente apoyada con
carga uniforme mas el fiag de cla gya inple poyada con €1 sus extre-
mas., Ast, para nuestro cjemplo, el valor de M se ealeuls segiin {a figura 9.12 como:

2

wel
2M, =
w218 T8

Como sig da ent un extremo y simplemente apoyada en ef
otro e fa figura S .

i Esta viga tiene la misma seceidn del cjem-
plo anterior y ol discitarla por of método
clistico vemos que puede Soportar una carga
| P =194 Ton. ‘Ef disgrama de momentos cn
condiciones clisticas ex ef de la figura 9.135,
= donde vemos que el momento imo sc lo-
calica en el extremo empotrado. Esto significa
. iuc i incrementamnos 3 carga P, fa arficu-
lacidn plistica .rt/:rnnm’ primeramente en of
extremo empotrado ;/ despuds de esto la viga
 actuard como simplemente apoyadu (eon un
" momento My en ¢l extremo empotrado) ya que
tendrd upa urticulacion plistica y una real,
Un aumento en la carga P no modifica ef mo-
mento en cf empotramicnto pero si se incre-
- menta en el interior del claro. La carga P
puede erecer Fasta 7:1: se aleance ef momento
de plasticidad cn algin otro fugar dentro del
claro, en este caso en ef centro de claro, ent ese
momento se /armam el meeanismo de colapso
que farg fallar @ fa estructura, figura 9.13¢ 4
— N d. Las fuerzus que actuan cn el momento de /,
[T Tl o fam: se mucstran en fi ﬁ"qum 9.13¢. St o0b-
L e M f ¢ fa ibn o flexjonante
Flqura8-13. 0 para estu iftima figura nos queda Jue:

T"..n . My
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Ysix=v2

"4

¥ recordandoque en x=2 . *'M =. M, podemos jquatar ©

Para |'=5 m nos quedara

Si wtifisamos of. g fo método y
delcar es:™ = - -+ <~

D'zf;:.s‘pq'nmfo»‘ .‘ i
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En épocas anteriores se comensd a utifizar esc tipo de andlfisis pero ocurricron afgunas fallas desas-
trosas por fatiga, por esta rason se detuvo por mucko tiempo el cn;:!o de este tipo de andfisis, A pesar de
esto, (a accptacidn de [a teoria a ido eu aumento aungue en forma muy lenta, y @ dltimas fechas se cuenta
ya con bastante informacidn acerca delacero de tipo diictil M
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