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Introducción 

.9f. través tfcf tú!mpo, cf campo ,fcf .!i11wfisis 'Estrudurof .<t: lía rc1wwrlo, !Jl pie ¡;, cic11da a aportaJo 11uct1JS 
teorías c11 afpmos OJ.sos, !/_ c11 otros ña p_afcaio11aJo fas !1'! Qjstc11tcs, líaciénifofas 111lis cfidcutcs !J roíudc1ulo 
fos tú!mpas ilc tr.Wajo e11 h rcsofucw11 ife u11 pro6fenu ,/áifo. 

Sbt cmfia'9_o1 fa aparidJ11 ác fas ComputaJ'onu ácgra11 tapadáaá marc.ó e( itlü:io ác u11a uucw era 
c11 cf camp_o lcT ~uáfisis 'E.structuraf; ya que estas, se M11 to11t1ertiáo c11 uua ñcnumicuta iuáispcusa6k 
c11 fa rcs1J(uciJ11 ác estructuras ác9ra11 tamitio. '1JuraT1tc mutlios mios se i11tc11tó resolver pro6/cmzs apfi­
tamfo ÍtJs métoáos matcmJtkos léf a{gcfira (úrea{ !J aú11 cualllÍO muchas c.structuras pud'i.cro11 a11afizarsc; 
cf tra6ajo liu6ieru s;,/o, er1 mudios caso.s 1ínposi6fe si 110 liu6icnm qjst;,/o fas co11'Putarloras y cofcufa,/oras rle 
9ra11 copacüfaá. 

'Dura11tc mu€hos arios, para fa rcsofudé11 ác pro6kmas ác a11áfisis estructura(, tuvo que recurrirse a 
(os ffa1TJ11áos"m:toáas apro>cfmaáos o iterativos'~ flJs cuales se t'Ofvía11 6a.sta11tc (.0"1/!(kailos a mcdr'áa que 
cf tamario ác (11 estructura por rc.sofvcr crecía. Sin emfi,11901 este cr11 cf úmbJ mcilio para auafizar una 
estructura ga quc fas ffamaáos "mttoáos CJ(J1Ctos", w¡ucria11 fa rcsofuciúu ác 9rimár.s sistemas ác ccuacio-
11cs simufta11cas; fos cuafcs era u práct1Camc11tc linposififc rc.sofvcr cu for1111.1 manual La aparí'dóu ác fas 
c.omputaáoras vli10 a sofuci'o11ar este pro6kma, ya que; é.sttJ.S rcsucfVCll Je manera rclátivam:utc fít.11 u11 
9nm 11úmero óc ccuacio11cs sí'm11ftáucas. AfemJ.s, fas computadoras su116a.st11,,tc práctitas para utifr.car­
Tas cu cf mautjo ác opcri1ciouc.s 1tldtrí'cWfcs1 ga que; por mcJW ác uu pro9ram1 aáccuado, rc.sud'vcu cu 

jom>J se11dffa comp&arlas opcrocio11cs n01tcn1ÍtÍCJJJ propias ikf af¡ifiru matridof c11 tú:mpus por rlc111/s cortos 
. cu amparoció11 co11 W questria una rcsofució11 mauuaf. 

'II presente tra6ajo prctc11tfc ser uua ª!luda c11 el c.rtuáí'o ác fa mJtcria ác ''jf11Jfisis 'Estructur'1f //" 
que se imparte e11 w 'E.1'{,'E.P • .!ilrogó11. La irlra principaf es fa r>;posidó11 Je fos principios Je( 011áfisis 
estructuraf ut11iza111!0 1111 fcuguajc a11Jf"8º a{ util~aáo c11 fas aulas 1111ivcrsí'tarW.s1 c.sto c.s¡ (misma tcrmi-
11ofo9ía y arasi6if;,/a,/ w fa prcse111ació11) 

'Tal prctc11ció11 110 fue fácil !P que fa mayoría tÍc los ICKJOS a íos que se rccu"'º para cÍÍJ6orarcstc tru­
óojo utiíz::.au, c11 mudíos áe los ca.m.s¡ u11 fét!']UtJjc_ parcWf o totalmente áifcrc11tc a( que se nuurfa usuafmcutc 
c11 nuestras aulas. 'Esto c.ouffctu 6ast1111tcs pro6fcmas a( tri1tar ác áarfé u11a i11tcrprctació11 cu ef fc119uajc 
omocülo !Jª que, c11 un pni1cí'pí'o; el que .su..~cri6e '"' puáo siquiera relacionar fo que r:staóa k9cmfo co11 {os 
co11ocimü11to.s 61/s~s ya ad'fUiri/os so6rc fa n01teria. Sofo a través rlcf ticnr.o !I ,/e ker y releer fos t<>(JO.S tra­
áiciouafc.s c.s e.amo p_oco a poco logré camprct11fcr cu /0T11111 atcpt"fifc !/ rdacioué fas Ideas ác los tq-tos c.o11 
mis co11ocimlc11tos 6áslcos sofirc Ti1 1t11tcria1 para ,/cspués Jarlc u11a li1tcrprctadó11 lóglc.a !/ poácrfos q-po-
11cr ác ""'"ªª aca.slfilé, por tiJ mcuos a mi ju ido. tJJc.silc fuego fo twtcrr"or "'' .s{guijicd que para otros c.st11-
áíi111tt..s a ml t1l~l '"""ª W mismo. 

!De cualqulcr 1111111eri1 !J si11 falsa 11tJác.stl'1, aco tJUC aunque .sed e11 mcá1d11a mmcra el a6jctí'w se 
cumplió a( rcaflztlf este tr11óajo. 

'lim61i!11 ácfia adarar que este tra6'!fa 110 mwcfa los temu CDll ¿¡rou profumlidaá. Sl af¡ú11 Í«tcJT prc­
tc111fe profurulizare11 af¡ú11 tema ~'Puif~, Jc6cni rccumr a af¡ú11 tqfo .<o6rcfa nutcria; fa 6ibfiograjfa '/"" af 
fúwf .<t: prcw1ta puofc ª!fllíÍar a CSfl! rupr:cto. 
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'El prcsct1tc tra6oj0 prcsupo11c que cf fcctor está jamlfiarkatfo ác a11tcma110 C.011 e( a11J(isis ác c.struc· 
turas isostdtitas !1 tÍc estructuras Fr;pcrutJtlc.as, a.n a>mo co11 cf ""'"cfa Je( a6Jc6ra matriciaf, tema este 
úftimo a( que se Na áalit:41áo cf capi'tufo 1, pero¡' soló a ma11cra Je '"'Paso !1ª que rc.suftarJ uua lic"amkuta 
6asta11tc útif a fo fargo áe toáo o casi toJo este trafiajo. 'If capítufo 2 pfa11tea fos principios 6ásicas áef 
auáfisis c.structuraf w uua forma rigurosa vafi'émfosc p_ara cffo ác fas 1111JtcmJti'OJ.S superiores y utifi­
za111fo c11 u11a fon11a c.stri'cta tolos y rula u110 ác fos parámetros 6d.siws que cf auá(isis ác uua estructura 
rcqu1'trc. i,,os capltufos 3, 4 ]J S pn:.sct1t1111 a§¡_ut1os wuccptos 6ásicos que mJ.s adcfautc se utilizan . .los 
capi'tufos 6 !I 7 prc.m1ttJ11 jont1J1Ímc11tc Ítis lft1s "mitoáos tratÍ1"c1i11u1fés q_11ctos'', que se utif~1.m c11 e{ 
auáfisis c.structurafiul como 0€Jií11 mit1JJ'o iteriJtiw. 'FÍ cap1'tuW S li'1cc utw comp1Jrució11 ác fos métodos c.tª 
pur.stos en fos dos a11ten'orr.s cap_ftufos !I prcse11tll alfiu11os temas .,efectos o wriadimcs refacio11aefas co11 d 
amífisis de r.structuras espccia((J, !l\Jr úftim.J, el capitufo 9 muestra un somero Pª"º'ª"'ª ac.crca ácf 
análisis pfJsUto tic estructuras. 

'Es importante comdiJr t1Jm!iil11 quc c11 este tra6i.ijo .se lía11 licúuJ áos omistimcs inrportautcs. 
LA J!rinr:rll: se rc{r"cu a fa co11tri6uciJ11 que por rjcctcJ ác /11cr:.i1 cortante se i11Jutx en fa tn'1tri: ác 

jkt,ifiiliifaá }¡/IJ rig1iÍcus Je u11J 6am1 que Jimrw parte tic Ufl:J estructura. ;1. su vez cstd pn'mt:ra omi.s,.ó11 
afecta fa OÓtc11ciJ:i11 Je fa.fjucr~.,lJ J'c cmp11tramic11to ljUC .fC dJti::11e11 Cll fos tJi..'tfCmDS efe 6arras cawaáas 
c11 su rirtcrior, !./'' que; ~c~¡úu cf zi1cis1J S.4.3, fil ,,fitcucúfo áe estas fuerzas se /iau Cll fu11cüfo ác fas am­
vc111'c11tc.s 1111tn"ccs áe /fc.tffiifiiaJ !/lo rigíili:a.s apropWlaJ. 'Esta primera omisiJ11 es vafrifa, si' tc1rs1tícraª 
mosque fil amtrifiuciJr1 que {J jucr:.ii '''rtarzte aporta (t'u i11c&t1 4.2) 110 af«ta sig11ifieat1'va~11tc los 
rc.suflaáos fi11afcs !I c11 riftima de fas imta11ci;1s put4ÍC .ser afi.51)t6ü(a por {os factores ác carga !J ác scguiráaá 
que c11 tÍi.scrio cstru.;tura{ se rrw11cj1111. 'L..' ta omisió11 t1"cr1c tamfiii11 cf Ji11 tic hac.cr mJs fáciles los tdfiufos y11 
que e11 c..ste tra6ajo, 'a.'i toih1s fra11.sido licdío.s e11form1 ma11u11{ !1 c11ju11tiótt áe aWu11os áatos que.se 0111 .. 
s1ilcra11 o.nut1111tc.s áumate cf a11Jfisis (.:il.'E..I.) Si aácmJs cou.süfcramos fa fuerza C'.Orta11tc, tc11á'ria1T11Js 
que Ji1cluir ~ !J (j,y cf tm6c!jo y11110 .serla taufdcil Si11 cmfiatgo & Jaáo que fós rritoáos que se prcse11ª 
t1111 e11 esta tra6ajo ·'º" mis 5ic11 pro9ranw6fcs e11 c,omputaáoraJ· c..sta omisidti 110 scrd vJ(üfá .sr' se utit1Za 
la programacü.fo para sistcmitizar eT a11Jfisis !I por unuf¡uic11tc se efc/Jcrá11 md11cJar tolos 9 cala u110 ác 
(cu parámetros que .se rcquicra11. 

ÍA MfiUt"41 omüió11 importante, se refiere a {os áWgramis rle cfcmc11tos mcofoicos para martes nfir' .. 
tÍos. Creo que u11a vez que se c:o11occ11 (,zs fuerzas /i11afe.s c11 fos r:<,trcmos áe caáa óarra, (a ofitc11cr'd11 ác Tos 
cfcmc11tos mccdm'ws r.s trivla( y 110 rcqulcre gra11 tra61rjo. AfcmJs, !J ác/J1tío a fa gran c;c!t1Ut'd11 rle t.stc 
tra6o.fa, c.sta omisión permitió añorrar 6aJta11te espacia !1 costo¡ !lª que fa ,·~rcsió11 c..s óasta11tt cara. Si'Í1 
cmfiargo, creo!/º que ta( omisiJ11110 afectará fa caTiifaá Jcf tra6afa (!Ja sea 6ue11a o mafa). 

!lbr úftl°ttkJ quí'cro referirme a {os "apu11tc.s" que otros t.cJntp111icros, a( iguaf que yo_ fra11 cfa6oraáo cu 
otras matcrÍllS pr1Jp1"as dé fa rurrcra tic Ju9c11~ra Civif. Creo que a( realizar c..stos tra6ojos, cala u110 Je 
11osdlr'1S a puesto toáa su rupaciJ11tf !I cifucr~o para prcscritiJr u11 tra6afa qu_c, aácmJs ác servir t:otTtJ 

tramltc a nuestra t1°tufació111 te,,ga una vcnfadcra utifiáaJ Jc11tro áe ftJS aultJS efe nuestra cscucfa. 
'E..fto ló nr11cí'ot10 porque es rc11fn11:11tc triste yfmstro11te ver que e11 fa 6i6fiotcta se ña11 acumulaJ'o 

u11 gra11 núnrro J'c traó11jos Je cst11 uatura(c:;a que ---c1 rc..,cn.v ác ser auafizatlos !1 caf!(il:.aJos rcafmcutc 
por pnifcsorcs co11ocdorc.s rlc fa.s nutcn'as rcp«tivtJs- poáním ser rc011rrmfaáos por fos 1nismJs profesores 
que inpartc11 taft.s ltlJtcrÚJ.s, si'"' rumo fifiro ác tq1o por fo nruos o.mu fifiro de co11sufta. 'Y cll cstafonna 
iíarfcs u11a ,,ti(iáaá rc11f !I "" tc11crfos sof11mc11te 11frrwcc11aJos °'""' 6asura Íllservi6fc. 

Co11 fo a11tcricr fia90 un ffauuJo a fas autorülaác..s, a 1111.mcra J'c sugcreuti'a1 para que sea 011uiácratfo 
mi camc11t1Jrio y se J'c una ut11ülaJ rea( a estos tra6ajos que lii111 sido cTa6oraJos "'" ácJicacúJ11 !J c11trrea 
porOJJ'a uno ác nosotros.• 
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Capítulo 1 

Algebra Matricial 

1.1 DEFINICIÓN Y OPERACIONES ENTRE MATRICES 

'lJejinü:ión áe !Matrii:: !lbácmos áctir que""" matriz es una "ta6fa" o "arr'tlfo rccta119ufor" áe crem1m­
tos que, usualme11teson 11ú11Kros rcafe.s o (J)mpfcjos. 

'LÍ t.o11apto ác matri;; putlc si11 embargo o;jc11ácrse1 a( ouo en '!"' (os ekmi!11tos sca.11 pofi11omios1 
fu11ciont.s1 opera/ores o cuali¡uiuotro tpo ác 11c11tcs tndtcmJtitos'~· co1ucrva1u:fo su va(ú{u; ta 11111!Joná ác 
fos canaptos !J propü:áaács aqu{ prc.ser1taáos, y áa11áe se cansWcra a fa matri;; cam:> "" am¡¡fo ác 
nÚtnt!TOS, 

Comú11mente.sc rcprr.scnta a fas matn"a.s am letras ma1J1lscufiu !/ um mi11úscu(as a sus ckmc11tos. 

Porejcmpfo: 

ª" 812 813 •••• ~8111·· 

'])o/ulc· {~Ju· u11á' mDtrit. tÍc ."m" rcngfo11u por "~111 
co(umr~as; 'E.11 Jarf!'!l afircuiaáa: 

1 
• 

an azs •••• a2r1·· 

[AJ 
ª" an 833'0 ••• 83" :;i~i'=, [alJL donde: > : · .· ·•.·· > 

•·: I\= Núrriero del renglón corá1spondlente' ·. 
, ·•· j i'7 Núrnero.:dé!¡¡ col~mna' corresp?ndlente 

. >.·~"'_ .. : .:_·-.-

~~-~ .:F- -~. 
·:.:. • .. ·- '., .. - ·:. <> : .- : . " 

St tÍia que los matrit.u JOll feua(u t."'!a~1Jo tÚ!1~1~ f0S,_mismoS ~k_~~ttos !J c..stos sc_~·úaic11tra11_tfispu~tos 
ácfamismama11crac11amfiosar:cofos.~t.~_U~ ,_-~.- ·-.-< -, :<. "··, ' 

Sea, p!J = [a;¡) y fJJ) = {6¡) i,11011~: 
[ji) = f.B} si: a¡ = 6¡ !Da11ác: 

1 

! = 1, 2, 3, .... ;. m 

J = 1, 2, 3 ....... n 



3 • Algehra matricial (Capitula J) 

1.1.4 MultipUcadón d• motrim 

Si {J'.] u una 11>JtrU; áe m x r !/ {'lJ] u u11a matm rÍt r x n, ef proáucto P.Jx ['lJ] es fa motrU; áe m x n 
CU!JOS ekmentos se ilctcmu·11an ác fa mmcra siguientt: 2lua encontrar d cftmcnto ~está en ef rtngfón 
i./simo 'J fa CJJ(umna j-himo áe pi] x ['lJ] se toma e( rcn¡fón i-isimo 4. fa matrU; pi] 'J fa CJJfumna j­
ésima rú fa matrU; /'}Jj, se multip&an fas cllm<ntos CiJmsporufientcs ácf "'"Bfón !/fa CJJÚlmna 'J ácspués 
scsuma11 toáas fasproáuctos. ~rcj:mpfo: 

[A]=[: : : 1 
2 •3) 

'El1to1ia.s [/ll.]{'JJ}= (2 x 4)Liz'ait~¡,¡¡,;~if~io.i~fm11tosuCJJmasiguc. 
,,,,,',: :-,,-l·: 

:!{Jllfifón 1, Cofunília 1 =1(;nfiió11 Úe {Jll.] po;¿,rumna 1 áe['lJ] 
-- - . - --'- - - - ' ,;. . . ' - . - ';-- i' ~- .. , ~. / ., : ' - , ' .. 

(1 2 
0

4) x¡,;] = .: , 2 ,:,\;; = ?, 
2 }, ,x,¡\~, = ,.8 

·Resultado = 12 ·: 
: - "~' \. . ". -~· .~:. ·' :. 

1(;1¡gfó112, Co(U,,;,I~ 4 = 1(;;'9¡¡;;'ú; (Jll.J'. ~;;,,;UllVl4 4 tÍC {'lJ j 

'E11tona.s: 

[AJ {8) = [f~] 



Análisis estructural , • 2 

rlbr ejemplo: 

[B] = 

2 ,-3: 

o ' 

10 39 
Entonces: [AJ = [B] 

5 4 

1.1.2 Adición d• matricH 

Xsfa opcradJJn pueác efectuarse cuarufo fas matrlUs son ácf mismo orácn !f ef rcsuftoáo se o6~nc SU• 

marufo fas ckmcntos comsponáicntcs ác am6as mamas. Xsto es: 

Sea. p.]= [aij] !I. {'11) =/óij}á~~'!"'tr;,¡uá°"rn~'}?;,~•rrr1{Sl}+_{'JJ)csV¡ua(a:: 

:i1~= ~s~J~::qu;~ra1=1:~ .• ~;.:'.,¡".~'J''~\1r2,3, .. ~-n. '•• , 

La aáú:ión áe matrias satisfa~ las •i;Ju,ie11Í¡,prf,pierf_aáis: 

'l'arap.¡, fBJ !I rCJ'"'1~;¡.~ ~. 
-kociativiáaá [A]+([B]+[CJ) ='([AJ .j. [B]) .f. [CJ 

-OmmutatiViáaá 

- 'Elcmc11to iáéntko 

- 'EÚme11to invtrso 

l. 1 .3 MultlpRcadón por un •scalar 

[AJ + [BJ = [BJ ~· [AJ 

[AJ + [OJ = [A]\{¡: 

[AJ + (-[AJ) = [OJ 

Th ocasiones!/ partieufarmc11tc ácsác e( pu11to ác vista ác fas apficodJrics, se requiere muftipficor urra 
matrit por un número que 9t11éricl1m:nte se ft ffama "r.scafar". 'DÍÚl_a opú~t~n s_c tfrf!ne"asl: · 
Sea. P.J = {aj] ""ª m.Jtril; ác m X n !/sea p un cscáfoi cuafí¡uú:ra. Thtonas: 

[E] =[eg) = p [AJdemxntalque: 
,".: ,- -·-

eg = p ag para 1=1,2,3,. .. m y¡;;; 1;2,3,{ .. n 
·. . ' 

'l'aratoáo{Sl),{'JJ}matriasáe mxn 'sccump~'JU"""' 

P ([AJ+ [BJ) = p [A]+p [BJ 

(t + p) [AJ= t [AJ+ ll [AJ 

t(P [AJ) =(tP)[AJ 



S • Algebra matricial 

S• «ama matrit; iác11,tiáoááeoráe11 i1{In) =fo¡) tof i¡1m 

ª' =, 1 
a¡= O 

;.' 

811,=J 
Sf (';·J ~-

(Capitulo /) 

Jllf fr¡uof que e11 cf álj¡cfira Ct!mú11, e.sto matri:: tiare f,u'mismas propicáaács que cf cfcmc11to iác11ti-
áaáporo fa muftipfiaición. 'Esto cs:SifJl)e.s u110 matriz; ác orác1111 c11to11us:, , , 

[ In)[ A] = [ A] 

[A)[ln] =(A] 

/.1.6 Transposidón d1 una matriz 
' . . ' . 

La tra11sposiclJ11 es""ª opcraa'ó11 ']Ut tnmsjomtl :111a ma~ cti_ Oi'r:,,·rw-,;,,,áa'SU-'tnmspU~tlz~ tugos 
rc11gfo11cs so11 fas a¡furrmas ác fo matriz; o~inof !/cuyos a¡furrutos so11 (os rc11¡¡fo11cs áe fa motriz; ori¡¡i11of. 
Co11c.stoscticm:que: ... , ~ , ~ , .·-. _ .' 

Sea {Pl] =fo¡] u110 matri::áe m x 11.Sc ffoma tt111tspucstá'á~°rfiÍJ~ ia m,;~ áe ;, x ;;( 
. ~',-"· ¡, -.= ' .-,.,,_,_,_, - ---· ----

fJ17) = fcy]tofi¡uc Cfi = a¡;porcjcn:pfo: · . 

";,u 

[: 3 6 a ... [8" ª" ª" ª" 
J 

(AJ ·.;. 

-2 o ª" ª" ª"' ª" 
'E11to11as: 

-: :· -, - -

.Las pri11eipafr.s prop~áoái.sáe fo tw;ifl1cMi1sepr;,.c,,;~,, a Ct!;1ti11uació11: 
- .·· .... ¡·· . .. :· ' . 

[AT)~,,; IAÍ' .· 
( fl (A]) T = fl ( A~J ..... 
((AJ .j. (B))T ,;,(AT) :t(BT) 

([,Aj[B))T0: ¡'EÍTJ(AT( 
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.l.oJ cákutiJS para fos efemmtos restantts son: 

R1 C2 = (1"1) + (2 x -1) + (4" 7) = 27,. Y finalmente queda: 

R1 Ca = (1 "4) + (2 x 3) + (4" 5) = 30 

R1C4,;, (1x3)+(2x 1)+(4K2) ~=.13' 

R2 e, = c2" 4) + (6 "º> +<a·" 2i ~ .. ª 
R2C2 = (2x1)+(6><·1)+(0x7)=~ 

R2Ca = (2x4)+(6x3)+(0x5) =:2.6 ;: 

27 ·' 30 13 ;]··_,· 

':-4 26 12 

La i:otufidón funáamcntaf para potkrtf.}i,;~,~fp~áu;¡i ~j{;}ü iu?.r ml~rÚe t:ofumnas tic 
{Jt]seo i¡¡uaf a{ número át renofonu áe ['lJ ), !lb.~cj_•."!Pfoi:Si {JI]=, f3. x 2), !I_ {'lJ). = (2 x 6J cri­
to11as {!llj fJJ}se pucáe o6tcnu. La ácjinili4nfonruf ác fa muftiptr=i4n qud~ ent~1rasasf: '' "' · 

·- ·' •, ".'.':t'·~i~:~~;'·"''.')~:~1.'.-'.'''.~1~<··\·,'.~ · .. :1.y.'" ·~·/(1 .,_;'' - .. - . ' 

Seon{Jt} =[af] !I {'.B} = f61Jáos,MlridJ'_~;;,Y.n y;,,.;; '1;,;¡,-~íí;.,~;.,e;c 
'Elpraáucto{Jl}{'.B}tsuna,,:,;,~¡p/odr/,)át mx~t~{'l~~; ·.,_" -> 

P• = :E 11/k b1<1; p~ral= 1.2:3 •.• <m y ]'=1,2,3, •••. q 
k•1 

La muúipt.&acúm áe ""1trias satisface fu ~ie~tu p"ropieá;áts. 
·. - ·, __ .. '. ·)· 

Sean [!11), {'.B} y {C }tnatriasáe mx n, n x 'l y '1 x p, respectivamente, 'Ento1ras: 

- [A] ( [B] [C] ) = ( [A] [B) ) r e] 
- (A] [8] " [B] [A]1 

Seo{'.D }una matrit: áer x n,yf'JJ}y{C}átorrún n x '1 
- [O] ( (8) + [C) ) = [D) [B) + [O) [C] 

1.1.S. Matriz li1t1tliad 

'Es una mztri& ác ortÚ1111 efe (11 formz: 

o 

o 

o 

o. o 

o ... o J o ... o 

1 ... o 

... ' • !lbrfo '1"" 
1 

!ir o(galkV tAW,d¡"'1111a""l'"úeifwuorm1111.10tttf,,~ n1tt11tl trtro, J'~rmsJl'.Bpcro ~U. :üt#rl'U' aul\t fll ntuftjifa. 
ailnpvtúiftttvotxto,,tdt111111.mr1Wo~artft1trrt1f'toW1T.J11ftúosflKÚMrlfarrituti¡uali:.t1taúnfu~ÚfUt11t 
ltr1ttn1{JUB=i:2l't.L4J"'11~M~lfpcf'M,j/aJÚJ,(CÁ~•.SJugomU/ll) 
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L.a transposidtf11 tfa fu9ar a tfos tipos tÍ• matrius t:.rpicütfcs, cuatfratfas, cama se uta6fta a ca11-
ti11uaci4m 

Se• [SI/. 1 una matri:; tfe n X 11. S• tfii:e que: 

- [A]essimétrlcasl (Ar¡= [AJ 
- [A]osantlslmétrlcasl [Ar¡= -[AJ 

'!leamos aliara fas eoractaisticas áe fas ekm1mtos tfe u11a matri:; iimttridi y tfe 'u11a,.a11tisimitrica. 
Para dprimcrcoso: 

[a, l = [ a,J Esto es: ., , a, = a, . 
Xs ácdr, fos ekmcntos ·~imltn"cos" can respecto • fa tfia9ol'af pri111:ipaf son ifiuaks. 'llcmpfo: 

[A] [ :' 
6 3 

5 -2 

-2 4' 

2'ara d scgu1uío coso tetu:mtiJ 'i"" 

·--'-'··_-,._· 

=:.'ª."··= '6 
·-·-·. ·-·,.' 
='-a:u = ·a 

ra.1 = r~a.1 a,= :a. 

Xs tfecir, fos ekmctitos "simltrlOJs.; ~tío• {~ ·;¡;a';,11aj~~11c~af tfc6e11 ser, uno e{ ll<fi"tiVO ácf 
otro. McmJs tfc fa crpruió11 ~11tcrior se til1u:, P,~ra .= j, tjUC: ,,, 

·~-[i 
~ .~ «~, -: . ·: ·. _', -' ~-

a.¡ = -~;,--= -~»-·~~O 

.Las MJtrias s~'métn"ca.s !J a11tis.1inétn"1.s ti&J;c1t"c11trc otras fas~';ou1t11tcs ffopio!Ju:. · 

Si f SI/. ) y· [ $ J so11 tfos matrices simétricas (antisimttricos) ác . n x ,; y f3. es un. esca far, 
c11to11us: 

- [Aj + [ B ] es simétrica (antlslmétrlca) 

- f3 [ A ] es simétrica (antlslmétrlca) 



7 • Algehra l11a/r/c/a/ (Capitulo }) 

'l\1racuofquitrmat~[JJl]dc nx11 
- [A) + [ AT) es simétrica 

- ( A] - [ A T )es antlsimétrica 

1.1.7 Ti¡HJs tsp«ial1s d1 matrim cuadradas 

Las matrias cuaárrufas ácmnpc1ia11 u11 papcf muy importante en fo teoría áe matria.s, upccia(mcntc e11 
fo que se rcfiue o sus apfi(.JciJmcs. X.S por eso qu< se cstafi(ca cierta tcnnitwlo¡¡<a uptcial para este tipo -
áe matrias, áe fa cual 1101 ocupamos en uta scaión.. · · ~·':~· ,._ .. · :·:> _:··:,_' .. , 
- ~onaf print.iprú: X.Std canst#uiJ(o por los ckmc11tos ª!i tafcs que i = j. es decir, po;¿, ~kmc11tos 

ác 7o fomri o¡¡, {en una matriz cuadraáo, fo áia¡¡onof qu< va ik ir.quitrda a J'er«M y áe arriDa a 
afiajo) :- :_:"- ;:_-,::«:-,,:-'-:::,:': -:: 

- 'JHJfn¡¡u(o superitJr: Constituido por íos démcnlos a;¡ tafa 'file i <j . X.Stos cfcmc11tos se encue.11tra11 
situoaos por otrifia de fo á"1¡¡011of pnitcipol - --

- 'JHJlnfiU(o infuiar: Co1utituído por los ekrrr:ntos aíj tofa 'JU• i >j. 'Estos ckme1;toi se éru:ui11iroíi-
situaaos por afiojo ádá áia¡¡ona( prü1&ipal : '- __ ::::, _ -

t:.<Js t¡oos ~ccio(cs Óe 11>Jtria.s cuaáraáos 'JllC "'remas C11 esto setcfóll ;. ref¿rtll afa ttoturofua !J 
lisposi&iJn t:fe fos tft~ntos tÍl atucrá" mu estas tres rltJloucs. ~:·. '·:. ·· :: 

[AJ= 

Triángulo ln_ferlo' 

S<a[Jl] = [~;]utUJma~~-IJ)(,;\Jgici~~: C_ -

-[AJ es una niatrlz~rl~ng~lai ~uperlor si ~j' = O para 1 > J 
- [ A J es una ínat.'.~.z ~rfang_--~-l~r l~feriro _ ~¡ a1{= O para i < j 

Ta{ que: ·---

1 o ' º······ Triangular superior 

ª" ª" -- 8t) •• ·ª'" 
o ,?= .a.a • . a .. 

:·:' . 
. <--.a~ o o ª"· "] 

,o o .... o 

j ª" "ª= o ... ; o 
~--~ 831 ª" ª"· ... o 

ª"' ª"' -·an:ii ••• ·ª"" 
Triangulo Inferior 
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'E.ntom:u: 

Si {SI 1 !/ { '.B 1 sordos ,,,atr;;,., ;,,,,.;;,raru rs.ip~r o ilferior) 'i.r,,,;,,;., Óráe11 !/ 13 Ull 
número euofifUiera.setullflk r¡ue: ·.,. · · · · · " '. · 

- (AJ+ [B] 

- p (AJ 

- (AJ (B] 

Es triangular (s~perlor o Inferior) 
E~ trlángufar (~Üperfor o Inferior) · • 

e~ trl~n!lufar (~uperibr ~ lnf;rrb;i '.' 
. '.: ~·:.·:::. . . ·.~··' "~·~.-:.~· 

• • .. -·. ,_/'.~.'··~:.::~J~·· ;'.>/~- ... ';." ·!· /_,' ' ., e .·:o,. :, • 

'Una rrritrie ~-úirWnfii!'?~-sup#or e,inferio_~ a fa .. '!'Zl _i:sio és, ii11a ·'!11~ CUYf!S eléme.11tos si· 
tuatÍos fuera tÍe fa aia¡¡o1111f pritU:'f:•tf~llto,tf,os n~~· re&ifi• ef tUJm6re tÍe tnatTíl; tfiaooniú. ··. ' . 

. . ·Sea fS1 J.7f~!J).:U11i1 ';t;tri;.ii. ríxn '.'s~r/¡;id_fAJuw;amdtriétf>igonaf si ap O 
para to o .•~n!I sercpres"".~~':"~L ''., <;' . ·.·. · 

Si{A} !/ f'.B};ontÍos:n.irlds/ia'¡.;;.'(;;·,~,;¡~~e:l; '; 

[A
1
) ;, Dl~g:K:?~~.'t~:.~:~ ¿~y1á1 = Ol~g.(b,,,b.;. b., •..•.. bM) 

._.;. -.'··: .. 

- [AJ+ [B] 

- p [AJ 

[AJ [BJ 

[AJ"' 

.·. =·~,~~[~;,+ ~¡,, '~~·+ b~. ~33 + b33; ... ª"" b,.,) 
Dlag [¡3a1;;·p ai,;; p a~,.~ .•. p a,.,) . · .. 
= Dlag(a;;· b·;;r;'ti;';i:í~2.~33b;;,,,';;· .... a~b;,,;) 
= Olag(.1.., ±' J 1 <: .. !': ... )p) 

811 ·. a:='. r!:f31 .. -::_«:_·._.·:-·~ <_::ª'",_< 
_:_;" ". ;!~ ,; 

1.1.1. lnvlfso i111no motriz 
_~:~.-- :.;:-,¿,_;¡;o-- ).'. . ;-" >. 

:: .. 
'El l'ro6ktnJ tÍe rt.safVer u11 sistema tfe eeuaewnes (;,',,;,'ru~~¿dd ,;¡.ueir.a rt.sofVer """ ecu.i~ó11 11t1tri· 
ciaUe fa forma [Aj [ ;c] = {'.B ], tfontfe {X )u fa itu:ógnita. 'E.sla eeuaeió1111t1triewf u aroifog.i a fa 
ecuación 11umérim. a 1( = 6, fa euafsepude rt.sofVer {si ;, ~.O) muftipfico11tfo ei1am6os fatfos por ef 
ra:íproco (o ú111<rso muftipm,,ti"vo)tfe a,_06te11ie11tfo 1( = a"1 6. · ·. · ·. · 

Sea {Aj""" imtri& tfe n >< 11. 'Una irútrli: {X ]setfiu qiit'ú.ta'i11Versa tfe {;tj;;: 
,_, .. ''·>l ·. _, "' -.-... ':"''. . 

IXJ [AJ = [AJ [X) = [1,J 

9'se n:pre.rettta conv f SI ]"1 

Ca6e 6'Jar 11otar 1"' fa ifiiiaftÍ~tÍ, {X] {SI J = f A ) {X), ;ofo u posi6feeua11tfo {A } !J {X) so11 
matn'tes woáraáas tic f1!Ürrr:1 ortfa11• en co1uccuem:ii11 para que una mdtrk { ~} tc119a liivcr.sa es co11· 
tÍkiJ11 1u:u.s11ria '/U.~ sta cu11árat!11. Mcmds, fa 1iux.rsa tftbcrá st~ tam6iétt cuatÍratÍa !J ltf mismo orácn 
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guc [SI}. !IÍc5e ;eiilJfárse, si11 etñfi~rao, IJf'C 110 tolas, &u 1niJtrica ti&11cn ínticrs11, por fo r¡u~, ·a fas matri ... 
as que tien&ll iti~r.sa .~ ({a_mi'!"s.'~11" si119uf.a.r~·~, !Ja (os '/llC '"' tic11ai ürvcrsa .si11¡¡u.fares . 

.t.a i11vcrsa le una lna~ tú:11d.itsitJ.uic11.~ts P"'f'i~~ács:,_ . . . , •.. 
Sca11 r?. J !J f'lJ] áos ;,;,~ l/~sir'r.iurares ,ftf ;,ü~ orác11 !J p Utl ..;cafar,' 

'D1to11ce.s: 
[Ar' es única · ... · .. 

<CA]'.1r 1,·:¡;\f ..... 
(!AJ [ ej¡:1 ~¡0J'.1 .[ÁJ;' .. 
( a. (A)) ·I ;; .!. ( A ]"1. si a. ;t O 

, . ·. ·' -. .' a "::. .\ . , .· . ,. . , , . .. .'· "-
. J1 éontinuizció~i.se.~f~.~n!__U~ mé~~áo"para. D~.téfICr fa .f11iJc.rsa "(~ u1111 'matriz, f°:"'.'º .cuii_( sc.~k11c11 fas 

sigu1'cntc.rltjf!iíaó1i~: ~··.~·.-·:· ·.: ~ .. ·· ·- · ;,:·· .-·--,'· : · ... · · - ·. .. · · 
-.,. ~nar áe un tfemento.:S• o6tú:ttc dimÍt1a1Íáo e( rcrr¡¡fó11 g &l ti>fumtta ifc fa lnatriz l¡úc m1itic11c ese 

ckme11to.' "'· . e .-_ - _:··' ._,_, -

!lbr cjcrry>w: 

[ ª" ª" ª" l = [ 
ª" ª" 

J [AJ; ª" ª" 82'-~- ,. menor de SJr 

ª" ª" 
ª" ª" ª" 

[ bu -b12 

J 
,·. 

[B] = ; menor d8 -bl'J r bn J 
b,, bn' 

';. .. 
. ,, ' 

- Cojactor tfe wicfcnti11to. Se tfcji11c (()ntJ e( m<ttorlfef cfcm¡;11to prc~tfúfo por u11 sf!¡110 (+)ó (-),'El 
sB¡r"' p_or utifi&ot átpctllÍc IÍc &i posidá11 ácf cfcm:11to cu fa moJtri:. Cuamfo (a suma tfc sus su6i11· 
tilas ifc tcfu1111111 !I rct~foncs es uu mi mero p_11r, .re u~1tcpo11c cf sitJ110 (+);~··ta( su1111 r.s impar, se 1111-
tcP,Ollc tf sigtto (-), u11 eofactor se sin-Jofi&a a mt!11uifo. co11 u11a fttra mayú.scu(a, tcstaáa !J m11 
sufií11tfices. 

Colector de a,. ~ ~.¡ ~ H 1 

1 :Molri.!1~r:u o""'1/g motri;~ M-urrS"_f'"•!l•fªtfl.~ ""' ns1tri:..tt41t.!JUfor1 uMa.s4riiJysufi&Sn1erw1uld~n1iinon1~ 
Ka 'üthrlo M ar.11/á ú"min4nte 41tttid" tft u11ao m:11ri:1uJ/sl.iU# lt t.thl.L..t11.co\"01'ftl ik rueutd Gi'"f&lt.~fo ~ '~ tjlJ~J.rn 
•f'111t41ircntt W'f"Nl~ntu" , . . _ . , , , . : ~ · . · . 
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. · I .. ª" cOfactorde a~ ':' :11",, ,;; (+) 

ª" 
ª" 

. . . ' 

- Afjmta fÚ Utla matriz: •. 'Es fa matrii que se ofitit11e rcmpfa::an/o eaáa UllD Óe SUS efemet1tDS por SU 
eófaetor, !J tra11sponk11áo fuego lidia matriz:. t.a aá_ju11ta áe u11a matriz {!ll. J se simfio&o por 
{.flt'].. . ;. ,.. ", ·.•·· 

~rejempfo: 

[AJ 
[ : : : ] ~ 1<1 [_: 

-7 

-6 

2 

5 

t.a inversa tÚ u,,;; matri& pude i.t,;,,;;na~.ie a ponfr áe ~·¡f!Juit}.te ""l'resió11¡ que csta6fae que es 
f!Juaf a fa aáju11ta áivitliáa e11tre el vafor ád áttermi~t1tfrupeadvo. · ·.; ·. . 

[AJ"' = Adjunta de [A) ~-1- [A'] 
IAI · • IAI •·· .· 

Donde IAI,,; Deiermlnante de [ AJ 

i¡empfo: 

[AJ= [ IAI =ad-be 

[AJ"'= _1_[_ d -ab ·] 
ad-be e 

SI: [AJ 
-3/io l 

'Este mi~-~~o-.s~ pr~c1tt~.:~~(~~11~c co~ (1i~i~~1~ ict t~~' };a qu~; pa~~ -ntJtrlcu magorcs ác 
3 x .3 ó 4 x 4, ·sc 11cu.s1'tan~ ~119ra11 11úmc~_ 'ác opcracio111:s1 co11 fo tva( se vuc(vc_ Í'!!frdctii:o tftC!ío 
métot(o: Sf.i se quiere ofiouáar.e11. ef cstuái~_áe este _terrtJ se tó11árá que. rc~umr a ~lj¡ú11 fifiro le a_lj¡t6ra . 
matntra . ; · .· -. · · · · · · · · · ·. 
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l. J. 9. R1pr1Hntaáón matricial tl111n sistema tl1 1C11ar/on11 lin"'111 

Con fias• en fas áefiniciorres áe iguafáaá !/ muftipfitación áe matrias, u11 sistema <Í• m ecuaeio1iu co11 n 
i1itó9nitas {fineofis}. pueáe qutáar n:prcsentaáo por f4 crp,..,ión: 

[AJ (X)= (BJ 
1JJo1J'c f ::t) es u11a tmtriz de n x 11 qu~ se (OttOU auw "mat-Ñ le ""if1i:ie11tc11 ácl sistema, {X) u utta 
matrú; ác n >e 1 CDtUJciáa tamJ "fk.Ctor le intDg11itas" y ( !8 J es u11a matri:: le 11 x 1 conocüla como 
"vector le tlnni'nos" irultpcnrfienta. 
'Esta ecuación pucá• rtsofrJ<rse premu(tipfit:arnfo por {JI! J1 cua11áo {JI! J Jt:a u11a matm 110 Ji1¡gufar, ta( 
que: 

[A]º'. { [A]{ X}) = [A)., { B} 
{ [ A ]'1 [ A ] ){ X } ) =' [A )"7 { B } 

[ I] {X} = [A )'1 . { B} . 

'{X} ·,;·[AJ~ 1 { B }/ 

Jtti, por ':fampfo; cf Jistcma áe ecuacioll~ (•nca(cs 

X1 + 3Xa ,; 2 i 

. X{~ 2Xa) =',.~1,.> 
X1 + X2 :¡. Í!Xa ;;· 3 ,,, .. ,, . 

'Pude crpn:.rare11fa/ma ll'IJtrlcia('[,,,,., {JI! J {X} = (!B },rfoll<Íe: 
>: 

'Proceácmas a/úm1 a e11to11tror [ Jlt] º1 ~¡ ~e.J ta( que: 

[Af' = [-: 

-1 

. ,3 

-1 ; l 
-1 

1 X j = (AJ'' 1 B 1 =[ _: 
-1 

3 

-1 

-1 
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'Es fa solución áel sistuno; u áuir: 

X1 -4 
Xz 3 

Xa 2 

1.1.1 O. Notaáón do matric11 

LAs matri«s cuaároáas o rcctangufarcs se i11áiran c11ammáo uno fctN ma~cufa áe11ttt. áe pari11tuis 
a119ufarrs. · . . .' . . . . 
flbr ejemplo: 

[ -
ª .. '_' .. ·--•·a,; ª_" •1 [AJ= . • .· : .· 
a11>·'8u 82' 

'- : ,_. ' 

í 
f./na matriz; COÍUllVl/J Se itufira CltárTOttJÍO UlllJ fctm mayrísai_fa á;,1tro áe pa'rl.11tcsii CUTws 0 ffavcs. 

Pur ejemplo: ;¡ b.; ·¡ 
b11 -

je l = · 
b .. 

bu 

'Et1 fo sucesivo tomaremos esta sim6ologta para refcrinw o íos sistemas matricia(cs, 

1.2. MATRICES PARTICIONADAS 
' .. ·' 

'Et1 ciertos t:JISOS pucáe ser útil "sufiáiWíir" fus matritu co11 oGj<to áe sinipftfiear o{gu11os-CJ{cufos o para 
comln"ar fa pruc11tación áe u" pro6ftma, SUTfit as{ e( amapto ác partitúfÍt áe matri:.¡ sin ·cm6arao1 es 
eo11venü:11te ú1troáucir a11tcs W co11aptos áe su6matri& e 5iptmt1~ por'! f~i(i!~r_ la ~':'J'~1uid1! áef. 
com:epto ác partiáón . -e _ c.:•,c, _·:• ''"e •. ,::. . .: 

- Sll/iM1triufijttrm11trit:.Si(Jlljcsuna matrizáe m x n, seffoma(~ll/i.,,.,trü;áe(Jllj"a cuafguiÚ 
""1triz qu• pucáa o6te11erse a partir áe f Jll] supfk11áo e11 csto_at¡¡urw m19lo11<s o cofumi11Js •. 1\Jr · 
cjr.mpfo, si c11 fa trutm " ·· · _., -· 

[ ... ª" ªª ª" 

J (AJ= ª" ª" 
.. 

azi ·ª" 
ª" Bu ª"' ª" 
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Supriltdmos ef ter<u re1¡gli!ti !I ¡;, l'9"11áa y cuarta cofU1ruU1, se o6Íüme fa 'matri::: 

[ 
ª" 
ª" 

ª" ] 
ª" 

Qju: es una su6matri~f•f.!~}. , . 

SI. w11tit1uaalitÍ presc11;amos eo,,;.; eJcnffo'. a(grmas su6matrias ác {SI.]. 

·[ ª" 
ª" 

812, ], [ :: ] 
ª"'' 

=[ d11 ] 
d .. 

'PucJc11 scrreprc.s~ma~as·c1f.~11 _~f!tfif'!. Je fa .i'¡fiuk11tc m111cn1: 

·~Fi ·~ru;·t:.n ·:.: · . 
.. :· \: ... '" ... : .. :: ... :·: _:- .· 

Con fo ']llC scofitic11c UllQ fiipcrnum;;; .i.sta fiipcrn.it~ t1mlÓifupucJ'c c:rprÚarsc Cll tÚlllÍllOS COll 

foscfcmcntosác{Sl.j,('lJ],(C]g{'D);colTIOsfguc: ·.. · " ·. . . 

[HJ e [ 

ª" ª" bu 

ª" ª=.' ,:b,~'. 

ª" 
Cu c .. d21 
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1.2. 1. Partldón 111 una matriz 

Co11süícrcmos aliora fa mafrit:: 

ª" ª" ª" ª" 
ª" ª" ª" ª" 

[AJ ª" ª" .a., . , a).11 

ª" ª" ª" ª" 
ª" ª" ª" ª" 

•\: 

?' Q(/'TCStmosfa · "'""' una liipcnnatri=, ar.ponlo sÍts tf'unc11tÓs tn sufimatrias áe. fa siguiente manera: ·- -·- -- ··-- ·--- ---- - ---· -- --

J::: ::, :: l 
[Au) [ª" ª"]. - [ª"] , [A12) - . 

ª'' an a~ 
-[ª':] . [A,,] - .. ' 

ª" 
J._: •. 

[A11] [ª" ª"] au au 

a·.,.ª" 

[A=J = r::1 ,~., r::i 
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'1Jidia /iipermatri:; se áice que u u11a "portiew11"tfe_(iJ Írtltri:J {SI}, Otra po'mci411 áe fa muma ma-
tri:Jpudeserfas19"ie11te: " · · _ 

ª" 812 ª" ª" 

ª" ª" ª" ª" 

ª" F"J A12 

ª" ª" .. 
~--1-~ ', 

ª" ''85;. ª" 
.<.!:~' >~ 

!Donife se tie11e olio¡,, so~ áo~S.6-,;i,trlds, 
"'•j',' ;,~>.::;:: ·_.':°:·'.'>-·,._·r·:~:-\~~~.'. -~~.t-- '.·\;;•¡ V 

'En térmiiws aenmbpui:á/áee~se q~'e u1-;ap;rtieió11 áe u11a matri:J <S fa c:rprr.si4n áe tita;,,,;.., 
u11a ñlpcrmJtm; .~ia11tc.fa Ofi1Yp_ació11 tic sus cfemcntos en sufimat:W; _sin cm/Ja'Bo1 110 cuafqukr clase 
áe líipcnnotrú: se ams;,/era coma una partr'dór• Sofo se W:ptan como_tafes aquellas en que: 
-'Ií;áas fas .iu6,,;,;triid qui i;1íCgT.1;··~¡, ;;;;,,,,;;·,e119fd11 (áe fa liipirinatm}tie11e11 tf misma número áe 

rcnfiló11cs./:.;::::·~ ~···<,.~: ~::.,,.\.,:·c..--;_, __ :-~-,··--·_;_:-· __ ,' ·;·. :· .. 
-'Taáas fas su6matrius 'que ü1tcprº" Úilll misnÍl cofu'!""' tkrte11 el "!ismn1úmcro áe cofu11UlllS. _ 

Ali, una li ;p.,.,,;,im (o"'f' 

(H] 

c_1í, ·c11 dz1 
, .. 

nú~~;: ~;t~:~:O:ti*-do ~krr:¿2%1f7~/~1Jns~~!,.::~~;¡: ;~~;:, 
tÍC Uflll matriz m )( n~tficráStf.tÍ~ fa/omw: -:-.::,..-}f::-·:{/'/c:~.- .'" --_.'.' ·· - . 

;_ ·_111,··~· ·. ú": :-.:~>; 1ú •., :'. 
. cofs~' .' 'Cofs i;- cofs - · 

,;·;· 

mzrcr19fot1t.r { A,; 
1---1----1--'-l-'----1-~-1 

m4 m19fo11<.r { 1_A;_;;_;_;I---+_;_;_'+'-'-'--'-'¡.:...:;'-' 

ms rt11gfo11t.s ( A~1 

,,, _+112 +11J+ .•• +11t =1l 
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.91Jí, para fa primérpartieió11 qu~f• prese11td te~ttnos que: 

a11. ª" 

A11 "A11,, ·.A,, ] A21 ' Aa A"' 
ª" ·~l~~. 

ª" 

'Enáomíem1 ~ 2;m2 =·3 !J ,.,:'=2in2 =·1,. llJ = l'. '.Ibrfor¡uesetratad.faportieúfo 
áe [Jll} irufudtfa por fas nú~ros (2, 3} !/ (2, l, 1). 'En áitM partieid11 fa matri& {Jllu} ,porejempfa; 
es una matriz áe m2 x nl (es áeeir áe 3 x 2) ácfin¡,{a por · · · 

{1l121} =[a§} 0111: i=.3,4,5 . 

j=l,2 

1.2.2 Opndonn d• mattlc•s por partldón 

'Una= que se lía11 áetermi11aáo fas partieiones, °'"fas fii¡urmatrius 06te11{¡{as pueáe11 cfatuarse ope­
rationu tomo si se tratara rú matriu.s CU!JOS tfemt11tos son fu sufimatriu.s tom:spomlk11tes1 J~"f're que 
estas últimas seo11 conformi6fes para toáas fas opcracio11u ro¡uwas. 

'Veamos primero u11os efa"f'lós rdativos a fa aáieidn !J a fa muftipfitacidn por u11a escafar, !J para 
cUo eo1uiácremos fas matrices: ·· 

Y·[B]= ¡: ~~ ~ :1 
-3 6 -3 

Si esta6f=mos fas s~uie;1tu p~ititi~;,c, p-,;ra ji} g '¡'11] .,; 
--.~"".''<¿ ,. .. 

3 -5 .:.2 

-1 4 o 2 

o -2 o . 7 
. . 

~sumarms (":f, fiip'!".itriaJ CÓnÍosi C:Stas fucraf~ ~f~: J~·~fiÚt~I~ 
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[
An Aoí) 
A21 A'Z2 + [::: ::] = 

t.~ cuaf co1utilu!J<asu va(~ partid&;, rk{Jit/.j. {'1J] 1 co~ pude vcrifitarsefádfmcnte su-
malUÍo fumatri"'-S {Jil] g,:{'1J]. : : ,••f.;."'j¡: .~< •:-;" : , '. .. >',: • 1 · ·. ·• 

C01ÍsUferemas aliara ef escofar :; ; Si.ti> nruftipficoll>JS por fa óipe"!"'tri& 

[

A11 
-1 

A" 

· ...• [A.u ·A."] •.A., A:a 

.,,,,,,-•.'_ •,A'1 

::J-'r:: i;:J,¡: - 1 

-41 

21 
1.~:;:_ '~, ; ; 

51 

o 

º· 

21] 
-21 
-71 

áucto~u":r.fi1~::;';~tu;J':,f4u2;~~~::!':!~f;:;¡~raF~m/;,'f:~;éw;~cX/J:: 
rrespo11ái<11tes su6matri"'-S. 'CIJ" co!ifo""!'.bfes para fu opera<io!'" a efectua~ co11 effa.i, llbr ejempli>, 
amsiátrcmosfiumatnCes_ -_-,

1

::-- ·~- -:~:¡:~, _ _.... - · ·i:.~, ,"-< -··.~-

(A] r-:, _r 
... -1-- •4 1 

-5' 

-·1 
" 

>---:¡ 
o 3 '-2 

o.: .. 2 .y ( B l = 
-2 3 

º· 7 
" 

1 o o 
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.. [ª'' ª"] s .. ·s,. 

')"muftip{itomosi¡¡_, su6máÍritu como sij~;an ,,,;,trlJ;C;,;c 06tié;i~ · • 
' .• ,< ·,,-·,_-: .•• •.• - ,. ··-·,' ., 

'DantÍe: 

.. 
A~, B11+A12 s,.] 

. A21 .B11+An B,. ... : ' 

. [Au] [Bn]+( A11_1_.·_·1 ~~~]= .... [-·ª,· ... 
1 

-
5

]··· .• ·¡·~~1+. r=2
1·.···( 1 J =[ 7

. ]~ [4 ]= [_ 5 ] 
4 'O: · , ·. :.2 · .. · •.1 2 ·. 3 

·•:.- ...• -2 ; '·.'o;•:'; ' ,., · .. ; 

.;; 

[A.'.H'·"•[A•J[B .. J e [O -2 o [ ¡-;¡. [ 7][1 Je [O]. Pl. (7[ 
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[A"JI B.)>[ Á:J( B•) • ''..~ '.) [1 iJ; (71(0 O) • 

~.'1 -' 

[~ 4] 

'l'DrwqutsortqJaafaliip~trif.,; ;, , .. "r,_· 

5 o -4 

3 8 9 

7 -6 4 

Si se áesea o6tener fa transpuuta tÍc una partit:ión tÍc matri:;, primero se trata fa matri:; cotm si no 
¡,,.,.. una partiti4n !/ se interr:atróiar: fas filas !/ fas COÍUITl1UJS af pf que en el proetso común áe 
transposiddn. f.ut¡¡o so vucfr1en a esta6fa.U fas ((tuos áe f.attidón en (a matri:: transpuesta!/ se vcrifibl 
qut iAáa una tfe sus matriu.s sea fa transpUtsta áe fa ni6matri& eamspontficme en fa motril; tm¡inal 
'l'Dr tanto, fa sufimatri& ( ft.g J focoíi&atfa en fa posiddn ( i 1}) tÍc w matri& parti&fonaáa aparea cotm su . 
traiupucsta en fa fosi&ión (j, iJ tfe {:lt.T]. 'Entonas, fa transpULrta tfe (a matri& corrtspontfit.nte a fa 
tfcjinición áe partición tÍc una matri& se pude o;¡rcsar como: 

Au' A11' A.,' An' 

A11' An' A.,' Aá 

[ATJ= 
Aii' An' A.,' A.,' 

A,1' A.11 A.,' A,,• 

1.2.3 lt1Vlflll d1 una matriz partldonada 

Supongamos que se ti<1u: fa matri& [ .11.] tÍc fa que se qulm tfctcrminar su inversa: !Et posilife rfillillirfa en 
su5matriccsác ortfm mcnor!Jas{ áetcmúmzrsu in1JUsa con cfproatfimknlosi!Juicnte. 

Cansülcrr.se d siste,,., tÍc ecuaciones: 

[AJ (X}= {B} {1} 

'En cf que ( .11. ] es fa matri:;~or invatir !/ [ !B] un vector euafquicr~ tfc t~ intfcpentficntes. Si 
ft.zz representa u11a suómatri& tfc ;t J con in Versa conodáa,formatfa por alj¡unos tfe fos úftimos rcn¡¡foncs 
tÍc (..11. J, !J ef mismo número tfe úftimas cofumnas tfe (..11.), fa ecuación matricia( antcriorscpuiáe q:­
presar coma: 
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~=·~ 
lx·I le.J . . . 

(2) 

• 'En áoruú,fffaáa ra posieúln áe fasuGmatrie111z2en f 1111; l[Udan ofitr¡¡aáas fuáe fas otras sufima. 
trices que aparcccn en (2) • !lle c.std manera, si Jll:u resulta ser tÚ onlén m x m , el ll<dor X2 amte.nárd 
fus últimos m eftmu1tos áe {X} !I el r1<ctor 'JJ2 tam6ü!n tenárd los últimas m demcntos áe {'JJ}. 

!lbra resolver este sistema matridal se nará11 fas operaciones matrkiafts iiulicálas en el proáucto e 
~alííaá, tenietufo en cuenta que los efeme11tos matrkÜ1"fes son a su rl<& matriees.'Se tie11e:. · ·: 

A11 X1 'A,.X, ·_=B, (3)'""''. 

A,, X, A,, X, = B, · ·. (4) 

'Dtspejanáo el rl<ctor X2 áe {4)se o6tienc: 

X, ·;,..,·• ( e; · A;, Xí ) ( 5 ) 

Sustituyauío (5)ett {J)!Jáe.spej;náo étr/Cct~rXlsetÍene: 

X, = (A,¡~ A~ A,;' A;,)"' ( B, ·A,; A,,·1 B.,) 
-·· ·.·· ' . 

!lbra facilitar fa natac~11 á~ e.si~ úftinu e;qiiuión~ nard : 

e'= Á;, ~ Á;; A.;' i\,; 
; ... ~'~T;!Y;J:·";'.1·~, 

·. D =.:A,, A,, ,.., 
Con fo que (6}qucáa como: . . •· . ' · . 

X, = e·• .( B, ·• DB') 

· .Gfew1ufo afiara (9}a (S)se o6tienc: 

X, = A:º' A,,c·• B,+ (A:º'+ A,,''A,;' e·• o) B., 
!1facienáo ett uta última Qí[ITUÍÓ11 

. E =A:º.' A,,. 

F =A,,º' + ec·,• o 
Se pueáe uaifiir (JO)como: 

X, = · E e; B/+ FB, 

!%sunüenáo fa <>rprcsúl11 (9) !f fl.J) fa soluckii1 áe{ sistema (2)queáai 

(6) 

(7) 

(B) 

(9) 

( 10) 

( 11 ) 

( 12) 

( 13) 
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!Por ló g~ &. i11t1t:rsa áo fa matriz; {SI Ju: 

!Dowú C, !!J, X !17: ostá11 !J~ ',r.¡;i¡f¡f:U; 
'Ejempló: Cakufar ló i11vcrsa rf~ "1 s&ui•~·~~ matrii pi" l'.artición rfo matrlas 

'.DitJiáicnáalómatriz;coma•11~)1w}¡.;daquo: · 

A• ~·. ¡_:--:Jf J . 
'.Do "1 u:11111;ió11 (l}s• tic110 i¡ue: 

[. e -4.·J · .. ·.·r·:.2 e= - .. · ... 
-4 9 .. -5 

. , . ' 
'De (8). tonic1ufo otÍ cuenta 6)soo6tic!'" 

.. e) 

0.213] 
0.404 

a) 

(Capitulo /) 

b) 

d) 
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LUliJª'. 

-c-·o = r::::: ::i::rr:::::,::::l= 
.,,·: ,-~··· ;.~·,\ ... Ú\. ·< .(~: +:'.l'··\·i:; .;,\·L ... :·>··. 

e) 

'D< (11), tc11icnlo cncúe~t~.6)~~1a 

E C ¡:: :~m: 1 f []:-.:z:r 
t.ut¡a ,·.:·· 

. -EC -·.~ '~ [~:~~·};:;~}[~~tr;"~~~;}='., [-,~;~~~:~:] 
:finafmclÍtc 

[

0.1,2B 
F= 

0.021 ·::1'·· ¡~r.;:~i¡:t: :~a¡~:···.:: i 
F =[~:jr ·. g) 

Sustitu!J<nlacJ cJj) y9)sc a~t~;,; . : . _:~ _( r.~ .. 
·.':> .-; 
0.130 '·•0.020· -0.094 0~197. 

0.130 0:2~ ¿ 0.130 -0.145 
[AJ"' = 1-----,---+-'-----'-1 

0.020 0.130 . 0.197 .:-0.036 

-0.094 -0.145 -0.036 

1.3 USO DE PROGRAMAS 

htua(mctt CJ(fstc11 "' d mere.ala ác fa computación un número caruüfcrafifc le P.aquctcs o pra¡ramas 
cfo6aralas csp«ijicamt11tc para rcsa(vcr pra6femas le a1uí(isis estructural 'Et• fa rcfcrc11c111 14 lc fa 
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6iDfioograffa '/'"se utull!Ó en este tra6ajo, se prcse11tan varios proll"'.17W en fet'fi""jc 2l!U$JC 'Uno ffa­
maáo '".TféC~ que útuou e( métoáo áe ffcrjbifláoáes er1 fa resofucio11 áe armaduras y mart:tJspfarws. Otn> 
ffam:Jáo ·~iiíea.s", que áa {os ácspÍOzamkntos •11 los nuáos áe annaáuras planas. 'El úfiimo st Uama 
1(/tj3'1JJ'M, y áa e( vettor áe ácspfacamit:11tos en annoáuras triáimcruionafts. 

Sin em6ar¡¡o, para este trafiajo se TCC1Jmie1ufa afóún paquete áe operaciancs ma~iafes solamente ya 
que fas programas antes señafrufós, por su font14 áe estru<turatüi11 no rcpiieren mudio t:tJnocimiento líe 
anáfuis estructura{ y pucáen ser ut"ilieaáos i11cfuso por un capturista. !fuáo el olijeti!IO áe este tra6ajo, 
que es fami!'111riear a(feetor con el a11áfisis estroctura{ matriefa/, no se TCC1Jmit:náa útiliear ks programas 
antes menciowulos ftasta 1w tener un c.orwcüniento doro áe fa materia. 

'El programa áe operaciane.s matrieiak.s que se utilice ác6erá reafkar por fo menos (os siguic11tes 
opcracio11cs: · 

-Suma áe matrie<s 
-Muftipficatüin por una escafar 
-!A{uftipficat:i'ó11 er1tre matrie<s 
-'lfa11sposició11 ác matrius 
-Inversiónác matrias 
Se rccomiaufa tam6iln aáquirir fa coáffitacüirr áe( métoáo áe "Cliofesli¡¡" para rcsovcr ecuacianes 

simuftdnuu que, por sus coractcrísticas, es el itufitaáo para o6ttncr fa sofutüin ác ks sisttmas át tXucia­
tllS simu{táneas que se 06tie1u:n ta11to parad métoáo áe rigiáu:es como d át ffcdbi!'uloáes.• 



Capítulo 2 

Análisis introductorio 

2.1 DEFINICIONES FUNDAMENTALES, PRINCIPIOS BÁSICOS 
Y SOLUCIÓN POR LOS MÉTODOS GENERALES Y DE ANÁLISIS 

Se fía11 tÍt:JamJ/laáo mttotfos ác fa tcana ác fa dasticiáatf para su .'?fficació11 o un cuerpo cuyo_ materia( 
t.stJ u11!formcmcr.tc rtparnilo sofirc un v11fum::11 ác una fonru c.spccíji'ca áaáa 9 quc. c.sta apo!ffulo !I postc­
riormctc targaáo 9!0 ifcjonnaáo le una m.mcra 1fctcmuiwda. Se supo11c que el material es líomo9éru:o1 

isotrópito !/ fu1ealmc11tc cfdstico. Para (SC profifcma csp«ífico se quiere cafaifar ti e.staáo ác fas fuerzas, 
áejormacio11cs !/ tfcspfazamit.11to a fo fargo ácf cuerpo. 

J'l ofijcto iíc fa rcsofudJ11 m.Jtcmdtiea ác t:Jos pro6fcmas, e.s necesario rifa-ir ÚJs puntos!/ parte.< tfd 
cuerpo rcs¡ucto a a(gtí11 sistema ác ejes caortfcnaáos apropiatfos (X, !Y!/ Zscrd el~ utifianw). 

Las fuerzas CXjcriorc.s quc actúan c11 u11 cuerpo so11 ác áos tipos: 7ucrzas ác supcrfi€ie gfucn;as ác 
vofu1111!tl. 'El aislár u11a parte ác uu cuerpo !I co1u'Uícrar su tquilifinó ácmuc.stra fa C>jstcn€ia ifc fas j11&r­
~a.s intentas tn fas ruras intcma.s ác ua seuión. 'E11 fa fi¡¡ura 2-1. se prc..scnta fa 11otacid11 !I el aituio 
uti&aáo para dc.scriDir fas Juer.cas ifltcriorc.r !1 t;(jcn'orcs. 'Di todos fos casos fas fuerzas cstdn reprc.­
sc11taáa.s en sus scntüfos pOJitivos. Para fós tro:;os tlffcrcncia/és aislados, anno cf rcpre.scntaáo en sus sen ... 
túfos positivos, lá varioció11 ác intc11S1ifaá c11 u11a suptificü: (o vofumt:11Já!ferc11etn(, es tan pequeña tjlll 
SC putác rtpnsc11tar fo fuerza tota( Cll una supcrfi"tl°& (o vafumt:n)por fa i't1tc1tsüfaá en cf CClltto "(/e fa tara 
(o vofumt.11}muftipitalaporfa sccciJ11 tÍc f.uara (o rJo{uir.:11 tfdtro::o) 

Las fuerzas ,fe supctjtdc r.std11 rcpartr'áas so6rc fa supctfittc áef cuerpo!/ se pucác11 ácscornponcr e11 
tre.s compo11c11tcs coorJcnaáos, CU!JrlS i11tc11s1ifa,/cs (fuerza por umifaá de supCrfkit:)sc rcpresc11ta11 por X, 
~z. 

Las {ueaas tÍ• vo(umc11 están rcpartiáas w d rJofumt.11 átf tucrpo; puctfm estar proáucüfas por lá 
9raveáal, magnttismo o actfcracióri '(fucr::a tic inucid) y Je puclc" rcprcsc11tor por tres compotunte.s 
lOorlcnaáas, cugas intcrzsiáa,/cs (fuerza por uuiáaá ác vo(umc11)cstti11 ~rcsaáa.s p_or X,!); Z. Se ofiscr­
varJ que cf .1C'1tUlo positii.'O ác fas totrrpo11c11tr.s ác fas fucr:a.s tfc superficie o áe volumc11 es e( misma que 
para Tos corrc.spo11ák11tc.s c}c.s coorác11aílos. 

L.a fuerza 1i1tcrua rc.sufta11tc repartida so6rc u11.a oira i11teri1r, se puclÍc ác.scomponcr en áo.r comp_o ... 
neutcs,- una c.ompo11c11tc nornuif a fa cara!/ """ compo11c11tc ta119c11cia( o ác cortante, parafcfa a tffll .. 
(jc11crafmct1tc esta ú~itnd .se vucfvc a ácsc1Jmp_o11cr e11 áos compoucutc.r c11 e( pf11110 ác fa e11ra. }l fas 
i11tensüfatfcs (fucr;;a por u11üfatf ác supcrj1ec)Jc fas campo1ic11tes 11om.,f !/ ác corte se fes ffamo rcspcct•'· 

25 
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Wmt~ltt fuerzo norma{ O !Jfucn:a tDl!8_CllCia( O fuerza COrtantC ,"C i lc.orá_i11ario, fa fuaza en ur1 fU~l~O St 
tf cji11e cspt1:!fiainlo fas jucrz;as normaks !J tfe corte en fos tru pfanos coorJe11atfos X, X Z que P"';ª" por 
ucpunto,perpenlicufarcsa fascjcsX,XZrrsptl!tivamcntc. · ,: ... ,;·,}ce, ·:\·:. ·>>·'.. ... ::,,, , · 

Con a se usa u11 sufi{1ufiu para f!l(JJTCSar el pfarw en cf que acw,; fa fuert:a 11ó'nnaf; as( a; _czyrcsa fa 
juer:a 1wrma( ert u11 plá110 perpentfiai'far a( e.fa !Y- T.stas juert:as se (111'!,UI'!"" p~itjvas ·~":ª'rJó so11 tfe 
te1uió11. . ,-... ·:.·: :~-:~::.:·~:.~·::·~,;··~~;.!':"-:;.;; .:¡~·· • 

Om T se usa11 áos suóúuficcs, el prim<ro áe (os cuafes üufita cf pfana en que actúa!/ e( scgurufo lá tf¡. 
rudJn en este pfa110; as( T'l' üufica fa fuert:a cortante e11 cf pfana X que actua parafefamc11te a( eje !X 
L.as fuazas se e.otuiácran positivas cua11áo actúa11 en fas tlinaiotfcs coonf.cnaáas. p_os_ itiv,. as .. á._.,c ·".-ª ~.· .. '°. 
mJs positillll ácf cfemc11to ác volumen. · :. · ,: · , . 

Como (J)nsecuencia áe lá ácformació11, se tfcspfaea11 fas pu11tos áe im cuerpo. Los ácspftÚ:a"1k1;ios 
ác u11 pu11to se putác11 rcprc.scntar por sus trt.s compot1c11tc.s toorác11aáos u, v, w c11 las lirudo11t.r,X, !Y, 
Z '!'fCCtivamc11tt!. Las to"V'_otrctcs áe utt átspfa.:amie11to se co1isiácra11 positivas e11 e( surtÍIÍo positivo 
tfcf c¡c cooráenatfo '°""Pº'tif~nte. 

V 

··-

:Fpa 2-1. ?{ptalió11 !/criterio áe .i11te11JitÍaá áe fuert:as. 

'Una.""' áifi11Ulos fós ácspfazomk11tos áe toáos (os plmtos, es fJci( cakufar fas tfcjormacioncs. La 
tfcJor;nacw11 fi11caf tfe u11 cfemcnto füreaf se rcp1csc11ta p~r e!/ se to11JU!cra positiva cua11tfo es u11 afar-

9a11111:11to. 0111 e se utili:a utt su6{11áia para:~~csar fa 'tfirccció11 primitit1a ifc( cfc~11to que i11tcrvie11c. 
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L.a wriac'wfl ac( d119úfo ruto e11tro los efémt11tos fi11cafés origi11afmc11te perpelllitufaru se ffama lcjor­
mat:ión a119ufar o ác{onnadón áe corta11tc1 c,,trt e.sos cfcmc11tos !/se rcprcsc11ta por y, co1tsiácrJ~1fÍ'!{¡j po­
sitiw cualufo se Jutc e( d"fi"fo recto ory¡i11af e11tre fa profo119ació11 positiva ríe estos cfeme11tos (i11&11fés . 

. 'Esfdcif Ver qut Se fUaftn caféufar fas fu=as 11orma( !J (l>rfa11te etl cua{quit:rpfallO que posa por un 
pu11to, si" se conoa11 fa jucr::a 11ormaf !/ áos compottct1tes ácfua::a ta119cndal e~ caáa u110 le ~ p_fa11os 
perpeuáicufaru entre si (tres planos orto9011afcs) en un punto. ~r tauto, earcce que para lejimr e( 
e.staáo ác fucr::as en taáa pu11to1 es ttcu.sario co111iccr 11ucvc compo11cntes áe jucr:.a (tres c11 cala u110 ác 
los tres pfonos) Sill emfiargo, es fáci( áemostrar que so(o liag c11 cala punto seis ""mpo11c11tcs ;,,ác-
p<11áit:ntcs. · . · 

Txz = Tzx ; "txy = Tyx ; Tyz = Tzy 

.!ils{, rcsufta evitle11te qu• sofo lia!J seis (l>mpo11tntcs le fum:a itulcpc1uli<ntes e11 carla puuto: tru 
fuerzas 11ormafcsa,. a,. a.; y tres fuerzas corta11tes tzy (=t.!l<J «• {= <.,) !I t!I"{= <.y)· 

'Una ve:: (1>11otülos fos ácspfazamit11tos por u, v, '" .,, torios fos pu11tos IÍ• un cuerpo, es fdci( caféu­
far por simpfés (1>111üleracümes ¡¡cométrit:as cualquier aspecto le fa áiformación ácf mismo. 'Iáfcs cJfcufos 
son cspctiafmt11t< sendffos si fós .fcspfoiomienfos son pcquerios le morfo que SCQll vJtufas fas nip_Jtcsis de 
d119ufos pCJJUeños {a = Se11 a = 1011 a !I Cos a = 1} !/se puafe11 acspreciar fas cuaáraaos ríe fas 
primt:ras áerivaáas, e11 ""mparació11 """fas propias ácrivalas prim<ras. 

~r c,jempfo, co111Lfcremos fa ffr¡ura 2....2, liag tr<S cfemcntos fi11&11fés "' c( pu11to O: Wl, Oll !I OC. 
'Dc.!pués Qc fa átjoma1dó11, estos cftmc11tos se ha11 movúlo Ñlsta fas posidoties O~', O~' !J O'C', 
liaóii11áose oe•gcraáo CllOrmtmente JU ma911tüfu para acfarar fa ffr¡ura. 06sérvcsc que, si Tos ács­
pfaeamie11tos áef pu11to O son u,~ wfOJ IÍcJ'I, '1J, Csou: 

Punto A: u+:~ dx v+ =~ dx y w+~; dx 

PuntoB:u+:ºdy . y V+:; dy y w+~;dy 

PuntoC: u+:~ dz ; V+=~ dz y w+ ~; dz 

~r fa pcque1ia ríe (os ácspfuumie11fos fas vcrlaacras fo11¡¡itu,/c.s ríe (os cfémt11tos tafcs camo 0!11' !/ 
O'C' g los d1'fi'l(OJ c11tro cffos, se tJcrá11 prJctiramtufe e11 fa proy:aió11 le esas fíucas so6rc el pfa110XZ. 
~'esa pro!JCC1:ió11, porcj:npfo, es cvüfc11fe que fa wriacid11 ilc fim¡¡ituá ríe 0.11, l>{Wl)cs prácticamc11tc 

t; (OA)= O'A' -OA = :~ dx 

~r fo 1:11110, cl ofarganúeufo u11itario o árfom>1ció11 fí11caf ríe esté éfé~11t~'/~~ '~ra orÍ.9.;:,Ulfmtule 
pa_roféfo a( "JCX se f(ontJ "< !I es frjuaf a éJu / ilt , '1Jcl mismo ,,.,.ro, fa wriat1'ónle á119ulo e11tre (os 
elémentos OJll !I OC, ori9i110fme11fc papc11litufar, l;( < JllOC), es . • · · 
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B' 

1 
V 

n ·Tc;7 

d)' 

.. ·~· . . ·~ 

........ fu u+i;• 
,;./ .. ,/( O l?(" . ..· ..... A··:~;;:~ .. 

,;-~~.,..,_._,,,__~~~~~~~~~~~~~~~~~~~-.x 

e 

'E.Ita mfuaión áú dngufo recto primitivo, e11trt esos ¡;,',r.mt;1tos '1"' uan pa;.léfos ar';_, e.fas.X !J 
Z se (fama lifonnatió11 anj¡ufar y.,."'' fas seis to11fJD11<nlts le fa lcfonnatión en dpu11to .o (tres átjor­
mationes fi11Mfr.s !J .3 "''IJUfares) St refacio1um IÍt áitfio molo con tí,, tres áespf~ami<ntos u,. v, w por 
malio áe fas q¡rrsioll<S s~uit11tu: .. 
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Ex= iJu 
ax 

Ey= :~ 

Sz= iJw az 

au av 
Yxy= ay+ ax 

Yxz= au + aw az ·ax 

"fuz= av + aw ,. az ay 

(Capitulo 2) 

2.1 
-~ ~. . 

· Se o6servard que estas s<is componttc.r át fa ácformadln no so11 imfe¡u.ruíie11tc.r, pues ostJ11 c:i;pre· 
salas en (untión so(o át tns contiáaács: u, v, w. 'Esta interát:pentftcia áe fu seis co'!'Po1u:11tc.s át (a Ó<· 
j~rnmüfn c.r muy ürrportantt. 'Dr fa tuminofog(a át fa fittratura áe fa eÚl.sticiáaá s< áit« qut fas 
tfejormiu:iona tfi5m ser compati6fc.r. ; · 

Equ/Ulllio . . _ :oc;: ···- - - - • . 
$ii e( ostuáio anterior tfe fuer:;as sofo se co1uülerarrm fu rcfaclonos tfe futrzas en unr.unto. Jil/iora tfcfie· 
mos to1uit!erar fa varia<li1n ác un punto af conlifiuD para c.rta6ftar faS e;rj¡¡<ntias áe <41'iti6riD entre fas 
variaeiona áe fas seis eomp01u:tes ife fu futrzas. Co1uülerc11W fa partkufá rcpre.sa1taáa en fa f i¡¡ura 2-.3 
y c.scrifiatrW primoo fa u.uaeión átf oquüi6rio áe fuerzas en fa (/ircaiDnX, -:¡: !FJC= O •. 'Esta u.uaeión 
simpfifi&IJáa contfuu a: · _ · . . . . · · 

o 

¿ Fy =O i:; ... +if/+i~-ty•;,-pi 2.2 

l: F, o EJ..z B.:!yz 9.9.z .- · · ·z · · o ax + ay + az + = 

'Estas tres u.vaclonc.s son fu ffamaáas u.uaciona áifamu:iafcs rf.t cptifi6rio !/ t!tfi<n ser sati.sfc®u 
en toáos fas r,u11tos áef wfume11 rft un cuerpo. Las fumas fíaflááas tic fas c&ullelo11c.s 2.2, ác6t11 tamóib1 
tslar tn tquitifirio <011 fas fuerzas áaáas c1110Jas fós pu11tos áef con toma ácf cuorpo. 

EwodO(IH (u1no • rJ11plazam/1nto 
?fasta alwra no se IÚ111 intraáucit!o rdaciDncs fum:a.;/c{ormiu:t'ón c.rpec!fic.J. 'Estos rclacio1u:s se pucáe11 
ut111Íiartt1 una f'!rma matcnlitiu mis ri¡¡urosa. Sin cmSargo, fas ~uicnte.s se pre.scntard11 a 6a.sc Si"f'fe .. 
~ntc ác tá ttiiácncia orpcninenta{ COt1ar11it11tc a Ws 1Ttltaiafu fin&afmt.ntc cliútie.o11 JiomtJglnus e 
isotrópicos. 'Esta evitlc11cia muestra que una fuerza norma( ta( como cs'Cproáuce u11a ácfonnació11 finca( 
es~/ 'E en fa áirudónX, ácfonnocio11cs Ítiu:alcs ves~/ 'E <ti fas áirca1'o1u:s 'Y!I Z !J llÜ'fiUllO ácformadiln 
angufarentrc W ejes X y?', X!/ Z o 'Y!I Z. !De igual fonno, una {uer.:a cortante ta( eomo T"il prorfucen 
solo una ácfonmción º'J'T"(ar ~~ !/ 11itlfJUlla otra rcfcrc11te a fos cfcmcutos X, X z. S'!sl, se pucátn 
aaifiir fas 6 rcfadot1cs jucrza..JqotmJciótJ sf9uie11tt.11 supuponiemfo fas 11ca"o11u de liu seis c.omponcn­
tcsác fa ácfonnociá11 
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y 

!FWWa 2-.3. Co~iáeracümu so6ro •Í equififirio áe u11a partkufá. 

Ex = M a~ ;- v (~!' + o,) J 
·-L· 

" 

Ez = .!.[ª•.., v, .. <á.·;+ ª;,'> .. ]· , .... E '· 

-:Do11áe · • . . 

~ . :rxr = G 

-:, ',. ~· Txz 

.. Yxz = G 

!!! 
Yyz = G 

'l: = Afólufo áe dastkiáaá liu19ituli11af 1c1~iJ11<0"f'ruió11 
v=Cocfic~11tctÍc1bissoú.i . :.' · .. . : .. ,. · __ ,,'_ · ., · 
<] ='E/2( 1 + v )=9.fóáufo i.CfJstkW~.r ¡;,,;,,v,~~af o c11 t;;rtc 

X 

2.3 
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Los rcfadones fuerza tfejormacúJn anteriores st puetftn conV<rtir tn fas a:uaciones fue1'1'a-<Ícs· 
pfatamknto 6uscoáás, sustilu!Jctufo en fas .cuaciotics 2.1: . · . 

Bu 1 [ J Dx = E ªx - v (ay + a,) 

2.4 

lnl"l'rtladón malridal. .· . }/ . o /. , :· · ;.,: , 
- Continuiáaá. .fllÍ aptu:ar un sistema tft fuer%as a una utruc.tura, 'tsta st_ íftjorma pero constn1a fas 
contf~iones tft contü1uúfa4 iniaafts. ~{ ttüsmo, fos ácspfatizmk11tos firuzfu en 'fa ostruetura áeficrdn ser 
comp_ati6fu con los coná~iones át ácformación tÍt los áijmntcs tipos ái ªPº!J"' (fas ácjormat:ioncs st 
puiátno6tcncrapartirátfasáespfocarnitt1tos) _·: •.. ;L<J; .: . ... ,_ ·. ·· __ _ 

'Entonas: 

i'Ju.. º• . IJ., 
Ex = a;; ; Ey = a;· ; : Ez = a; 

·au . º• Yxy = Yyx = - + -·:- ·.ºY. Ox 

º• ow Yyz = Yzy = - + -
. IJ, ºy 

'i!.• 

0pc,jor (matriz)át ácjo~cúJtÚespfaumicnto 
-(matriz át-C,,nti,;uiáaá) 

·¡2 
y.p. 

{e) = 

2.5 
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- úy rfe :Jfoof(e. !Zk aamrfo can fas o6jetitlos rfef anáfisis estructura( es n«esario canocer, para u11a 
estruclvra 9eom!.triul rfejinúfa, fa rtilldón 'f~ "lfst• entr< fas fuerzas tJut se fe apfiean y fas rfes-
pfaumitntos 'JU• esta time. _ '_ \ -e- - · -

Si se 06serva fa siguielrt• figura se rftrfuce que fa n:fadótt eme fuuzas y rfesp~amientos 
pude ser o ''° fíneal 

p p 

Relación llneal Relación no llneal 

'En acneraf, se supone fa liipótesir rfe 'fUt fa rtfadón tntn: f uw:as !J rf up~amitntos es ((nea(, por fo 
'1"' se putrft aptrLar a fas utrutturas tfprindpw rfe sup•tposidón. 

!Ditfro printipw estaófae, 'I"' fas t{er.tos 'JU< proluce un sistt""1 lt Jut~ apfit:arfo a una utruc­
tura, son <1JUiValu1tcs a fa suma tft /Ós ejtt:tos prorfuci!as por caría u11a rft fas jutr~as rfcf sfsttma 
actuanrfo inrftpttulitttte. !lbr fo anterior porfemos rftt:ir cnta11as, 'JU• fa utructura tn esturfio titnt utt 
ca"f'ortamitnto dástko-fíncaf. Sitnrfo as(, porfcmos eseriftir fas ifiuafrfales, tcuacio11es 2.3 ttl forma 
matrieial como: · 

') [ ~ - •A; -•A; o o 

·1 r Ey -•)!: 1A: -•A; o o o . O'y 
Cz _ -YA; -•A; 1,s .-- o .o O O'z 2.6 
Yxy - O o o 1Jt¡ 0'· 0 Txy 

Yyz O o o o 1A] 0 Tyz 

Yxz O O· o o o 1Al Txz 

(e} ·(B] (S} 

'Donáe: 

.. E 
Módulo de cortante 'G=--·-

· 2 (1 +v) 

E=2G(1+v) Módulo de elastlcidad 

E 
Modulo de Poisson v= 2G -
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'EJ¡uillfirio •. U~a eitructu;a su fata a· u~ sistema áe =lo nis t>jemas áifiniáo, e.stanl en equil"ifirio s{ 
ras =aiones áe fa misma tumpftn fas tontÍi&iones áe tJ/Uilifirio que son: . 

__,:.~_.';,~ 

E:rí el espacio,,.,.··· 

l:Fx =O 
l:Fy =O. 
l:Fz =O 

,,,·. -·, 

l:Mx,;; O 
l:My'= o· 
l:Mz. =O. 

6 

·En el plano· 

l:Fx = O 
I:Fy= O 
·:i:M =a·· 

V. esta forma, si se cumpftn faicorUfi&ior1ts rrr:rrdonolas, 6ajo fa attióii áef sistema áe fuer::as e.t· 
temo g ef siJtema áe rtactiorlts, fa estructura está.,, equlfrfirio. Les Úem<rrtos qui formari ra estructura 
estarán su.fatos a fue"'as úrtenuu que se áesanoffarr en effos ác6iáo af sistema ife fuerzas CJ(Jenro quc se 
aprrea. 

Si sc Meen araaramas áe cuerpo frfire, af aisfar una parte áe fo cstnJctura, /iacic111fo UllO o wrios 
cortes, estas át6tnin estar tam6iln <n tquillfirio. . 

PZ 

N~j···· --· Equlllbrfo~I 

Sr" urra tstnictura es;J·~n equif!Grió; cuafqui&r ~ftmcnt;"que se aisft tam6i111 fo utarJ, si<ruío nCC.C· 
sario para que esto sc cumpfa, ·i¡uc in fos pfanos ác corte se consiáeren fas acciorrcs int<nras 'JU< fa estruc­
tura efaiu so6re efdcnrcnto que se ~isfó¡ (fi¡¡um.2-5) 'Esto/t cscri6e como <n fas ccuaciorres 2.2 !/en 
forma matri&iaf .¡uitfa: · · · · · · ·· · · · 

1:rrt 
o o .%, 

:] [¡~¡ ¡: j %, o %. 'o 2.7 

o ·%, o %.º %, .Tyz 
Txz 

( F} + [lal{ (S} (O} 
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9(µÚmi&lufo fo a11tcrior, s.< 06tie;Íc11 fáS si¡¡úic11tts ccuacioucs mamciaf ts . . -,_ . _-. . ~-" - __ - . - .. ' 

{e)~ [lalf{dJ: 

1~i = [sf¡s}'' 
{F) .j. [l~í{{s)~{~J. 

(~.5) Prlndpio de continuidad 

(2.6F · Ley de Hooke 

· · (2.7) Principio de equlllbrio 

'.De fa ccuacióu 2.6 tfcspcjamos { s r 
. { s) ;,; ro]{ e) (2.8) 

e oi'.~ e~'¡·• (2.9) 

Afora sustiiUja,,.,, 2.5 en 2.7 !I ;,; qutáa 

!FL+ i1aor.coic1a.1J CdJ 

Silíacemos "<\ 

ci<f~ ria''1¡T¡o¡cla11 
'1)1101ias, tfr.rpcjamtÍo potlémos Uawir z.9"r,,íntJ. 

{F} = [KJ {d} 

{O) (2.10) 

(2.11) 

(2.12) 

Qpc tsta6fcce urra rcfaci4n tfirtcta eutrc fas fue= t;(femas que aetua11 c11 cf slstc,,., !J sus co"ts· 
po1ulic11tcs tfcpfazamic11tos a través tfc fa motrie {,,._}que rcprtse11ta fa motm tfc ri¡¡úfcus ¡fo6af, ts 
tfccir, com.spotule af sittcmJ cstructun1I totaf, ya que su aetcrmi11ació11 se 6'.ce c11fu1u:üJtt tfcf 11úmcro tfe 
rcáu1ufantcs {lcspfm;amk11tos)tfcfsistemo. 

XII fos capftufos prcsctfc11tes se cstu<Íiard mir a fontfo fa 06te11eió11 tfc caáa u11a tfc fas ccvaoo1u:s 
pfantcaáas. 

Fonn11lación d1 la 1ol11dón d.t prohl1111a d1 la lióllicidad. 
Afora que álsp_onttr>JS tfe fas ácfillu:iones fu11áamt:11tafcs !/fas refaeiones tfe fa tcoria {e fa cfastieüfatf, es 
posififc form1ifar cf m!totfo tfe resofució11 le fos pro6fc11tJS típi&os . .t.os tfatos tfe estos pro6fcmas so11 fas 
caracterfsticas ¡¡com!tn'cas !J ácf moteriaf {e( cue'l'o consiácraáo jurrto cou fa lefi11ició11 tfc fas fucr.:as 
!JfO fos ácspfa<amicntos <Íc fa superficie CDllfOnlO Je{ cuerpo. ~r tanto, CDlllO i11cJg11itas nay nueve ju11• 
cio11csácsco111xiáasácX, XZ.Scisác cstasfu11a'o11cs- ª-t.' aj, a~, 'f"Y, T~, T~ -áiff11c11 fas seis 
C.O"f'Ollctts i11á~1Jil11tc.sác fa.r fuerzas c11 cf cuapo; !/tres ác cffas - u, v, w-t!cfri1c11 los tres tom-. 
ponc11tts ác rlupfa::amic11to. . · 

2\lra áctcrml11ar t.sta.s 11ucvc i11tñ9m·tas se tfisponc ác. 11uct1e ecuaciaucs c11 rlcrivatlas parciales, tres 
ác fas cualés so11 fas tcuacioucs t!iferc11cWfcs ác o¡u11i6rio (2.2) !l. scir so11 fas ccua_~(mcs fucrza-ács­
pfa~amkuto (2.8) Las 11uc'Vt! fu11cio11cs át.mmodlas rfcfic11 satiifa«r 110 soló cstas ·'!ucvc _uUacio11cs1 
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sino tamólin fu 0>náido11es tfe fiu:n:a !fo áespfua,,.;,nto en,( eontonw, para.iJue sean fa sofueió11 Ver-
áaáera áe fa efástkúlaá a un piófif<múíalo. .. •· •· 

S• o6scnJard que, cn9'1zeraf, efproófema áe fa efdstitüfaá es cstótibzrni:nte úufetcnnilllltÍo.Sofo fúi!J 
3 ccuocio1ics ác cquillfirio cstótioJ, que so(as son i11sufiek11tts para áetcrmi110r fas seis eomponentes tÍt 6is · 
fuen:as 'P.'& ,.11tcnlkncn en e.sas u.uacio11u. Sofo puálc tc11ersc una sofud!1n út1iea cuanáo se .C!J1u1f!ua11 
tam61infasseisccuaelD11CSfuen:a-ácspfaeamic11to. · . ·, ·. .':· ',; .. • <·: .;· . 

Los profif<mas ác fa efástidlfatf SC pucd•n e&Js!fkar Cll UIU> tÍC fos ~.tipos swu_ie11tcs, S~Ún fa 
110turaf<ia ácfas 0>1UÍiciDncs tic O>ntomo: · , · ,. · · i, • 1 ··• ' : ' , i. ··.r 

Tipo I ., : '< } ,:e;};,,, :·: ··\r . ·· · 
'IJétCnrUIU>T fa arstrifiudón tÍC fuer.as !J fas átspfa"m/entos, •ua1ufo se tÍall fas fucaas. tfc. VOfUm!ll !J faS 
áe eontomo y 110 se áan ácspfaea111it11tosá• contonw. 'F,j•mpfo: 'Vi!Ja si'"P,f<""'.nteapo~áa.. · 

Tipoll . ••·• ' ~: ... · \· t, n 
'/Jétcmu'nar fa áistri6ucüfa ác fucrt;as !/fas ácspfaeamic11tos, cuarufo se áa11 fas fumas, áe vo(umcit !/fas 
tÍt eontomo, o¡µpto 011 puntos ais(aáos enfosque, por d contrario se áan fas iÍtspfuamicntos •. 'FJ•mpfa: 
viga a111ti11ua tic líos tramos. ~ - -, : , 

~m . , .· . 
'/Jétcnmi111r fa áistrlfiudón tic fuerzas!/ fas átsp~mientos, cuanáo se áan fas f uuzas tic. wfumcll !/ fas 
ácspfuamkntos en toáo el contomo. · .· . , ": , : 

Los pro6f<mas á, /119c11krla ChJi( ¡m:t•11w:nae1,pafmc11t• a fas tipos/ yll, aá.;,;,s;'¡,tif.Z01uío fa 
té<nka IÚ fa estructura primaria usuaf, fas pro6fciías áef tipo 11, puctfen conVl:rtirse en wrias.áef tipo/, · 

'EJI reafufaá, SC fUlll rcsucfto rcfatiWmcnt• pacas pro6femas, !J fas tjUC fo lían SitÍa SOi; ""'!/ SCIU:fffos, 
comparaáos con mudios tfe fas pro6fcmas práeticos. St'n •m6ar¡¡o estas rcfacioncs lían siáo utifcs como 
mcáio tic aumentar fa co"1'rtsló11 !J 'f co1111Cimü:11to ác comportami<11to á• fas estructuras g cf<mcntos 
estructurafés. 

!11{.ucstro estuáio estará c11fOC1Jáo a aqueffas estnJcturas en fos cuales sus co1ufitio11es ác equifwrio 
(M:Jenw e ú1tcmo) 110 9udcn rcafrn:11tc csp«i/iaJJos mdiolltc (as cauJcioru:s ác cquitifiro estdti&o, es 
áccir, a( 011áfisis tÍ• estructuras liipcrcstdtk4s ("'r capítulo S) 

'El oójctivo ád a11J(isis e.structuntf es cofcu&ir fas fua&as i11tcnt4S y fas ácJfcrjoncs en un punto 
cuaf'J"i&Ta áe uua t.struttura. 'E{jstcn los pliwteamie11tos tic carácter g_cntra( utilkanáos Cll el auJ{isis tic 
estructuras liipercstátitas. S• trata á•f mitoáo ác fas f ucreas (o métoifo ác Jfcd6ú/¡{atfcs)!J ád métoáo ác 
fas ácsp&iea11U'cntos (o mitoáo áe ri¡¡iJc=) 'D1 dprimtro, (os efemc11tos supuestamente icáu1ufo11tcs son 
cfitmi1aáos ác fa estructuro ác mmcra que no se ajt.ttc e( equilifirW cstdtiaJ . .Los errores rcsuftautcs c11 fa 
t1Jttji¡¡u_raeió11 pnrtrica se áctcrmimm !J corri¡jc11, ác nr:mcra que cf cquififiria uo rcsuftc oftcraáo. 'E.11 e( 
scgu11ifo, SC SUfOllC Ullll SO{udón que Jatisf"D' fos requisitos 9C1Jrritn°COS1 comfilc111fo postcriDntl!lltC ÍOS 
errores que corrc.sponáon o( cqui(lfirlo estático. 

/11tfel'c11áit:11t•mc11t• ád métoáo a sc¡¡uir, estas porten áe fas mismos principios e liipótcsis fu11áa­
mc11tofcs lós cuafc.s forma11 parte tÚ fa teoría tfc fa cfJJticiaá. Xstos se t.Jtafifeu11 a c.o11tii1Uacló11. 

lrindpio1 bó1ico1 dJ oná61i1 11t1udural 
La t1J1utruuión ác fas nt1tnW asocia/u a u11 sistema cstructuru( se 6asa cu tres fiipótcsis slmplifi· 
caáorcs que som 

1} 'IíJáas fas áefo,,,.,cioru:s son p<qu'17as g 110 afectan (si¡¡11!fiutiwmc11tc) fa fi'Oml!tría IÍe (o 
cstruttt.m1. , , 

2) toáas fas cor¡ps se apfico11araáuofmc11te y dpni1dp1~
0

áe supcrposkM1i~ .;ifiáo. 
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JJ .t.as co1uta11tes áe los matcnafcs se lctcrmi11a11 ...-pcrimc11tafmc111e !I son WcpeÍuli<pics ácí 
tiempo. · · 

.La estrottura que se amffi=a es un maáelo matcmdtico r<prcscntaáo por (os ejes ccntroiáafcs ác sus micm-
6ros soportaáos por rt:11a:io11cs üíco&aáas !/ somctüíos a cargas sinifió(icos supuestas. !Ilzra cf análisis se 
uti&on cuatro tipos áe cantüfaáes 6ásfcas: 

- Cantüíaács geométricas: CiJorácnaáas, se¡¡mcntos, á11¡¡ufos !/ coroctcristtas ác /á scaió11 tra1isvcrsal 
- Ca11tilfaác.sc.státicas: Ca'fias, rcaa;io1u:.s !J esfuerzos. · 
-'Deformaciones: 'Dcspfazamie11tos (foca fes!/ angufares ácf tjc wrtroüíaf !J los apo!JOS· 
-Co1uta11tcs le fos materiafcs: 9'{óáufo le 9'oun9, Coefi<iente ác !Ilzisso11 !I Afóáufo en cortante en 

casi toáos fós casos.• 



Capítulo 3 

Vectores estructurales 

3.1 VECTOR FUERZA Y DESPLAZAMIENTO 

'l111a fuerza se pucJc lcji11ir tQITV uua ca11tiáaá fúica ']l!C ticmfc a camfiWr el cstaáo ác movimiento ác( 
cuerpo sofirc el que actua. 2it genera{ fa.J fuerr.as puclcn áirJi¡/irsc tll áos catrgoria.s, fuerzas li11cafc.s 
(fucrzas)!ffuen;as rotacio11a(cs {momc11tos) Afcmis puclt11 t>¡presarsc <cnrJ ca11t!Ja4es ~toriafcs cspc­
é;{i(an/o sus ccmpo11c11tcs P(P;r¡ 2'.l' 2',J, M¡\\(;r¡ ~lj. <J.{,) en cuafquü:r sistema ác cconfcnaáos . .J'l. pesar 
de 'JUC Ull tltctor an~mt!tí'm c11 el espacio triáim:IUW11af puede ác.scrifiitsc c.ompfctamtntc mcrliantc sus 
tres compo11cntcs1 u11 Vector fuerza c11 mccJm*ca ác au.rpos rWiáos o en mettimi:a ác cuerpos ácformJ6fcs 
--como Cll fas estructuras cfásticas-m¡uicrc más dc tru números para que qucát ""'JJ(damentc 
ácfi11iáa. 

'lltta J~r.ca ~, i11ácpc11ái'cntcmc11tc ác si' es finca{ o rotacW11af, 110 pucác ácsfizarse s1i1 que se altere 
el efecto que proáuc.c .sofirc una estructura. Su punto ác opfiulció11 c.r ta11 importante como su ma9111'tul !J 
áircaló11. 'Eli c.o1uccuc1u:ia fas/ucrzas en andfiJis e.structura(sc cfas!fit.au eomo vcctort..s fi¡¡aáos. 

Puesto que fas fuerzas fincaft:.s !J roomcntos aftcta11 un cuctpo n'fiiáo le manera totaf~utc Oifcrclltc, 
no pueác11 tr11tarse como vcctorts ácT mismo tpo. !lk kdio, c.sto.s se iítf.i11c11 c11 áos c.spocí'o.s lifcre11tc.s: '1'l 
espacio ác fiu fuerzas (intafcs !J el espado ác (os momentos. ;J.u11quc los 11rJmc11tos Eueáct1 r'11tcrprctarsc 
tolt1() Ó<>s fuerzas {¡¡~fes !!JuaTes !/opuestas (par)scparaáas una lfista11cia '\[" c11 cf cspacw ác los fuer­
zas tr11cale.s, to( intctprctación 11u1101 pucác ser a:_acta, ~pto c11 ~c.áuita áe cuerpos r{giilos, a mt11os 
que fa lirtanda "rÍ" sea pro)(/ma a uro, ruso cu d cuaf fa Mipm'tuJ le fas fuerzas i,guafu !I opuc.stas 
tietllÍe a í'njim'to, 

Jt pesar tic que sus propicladcs yc.omportamfento s°'' totafmc11tc á!fcrc11tcs, u11 vector fuerza finta{ 
pucác camfilnarsc con un vector momc11to para Jormilr otra omtidaá vectorial (fama,/a vector fuerza 
gcucrafkaáa. 'Ta( c.dmfii11adón es pura~11tc. an"tm!tica, p_or r.sta razón f.os Vcctorr.s fuerza 9c11crafizaáa 
se árfiucn cu un cqiacio an'tmétÍlb. !lbrt}cmpfo,paro profifcmas cti áos li'nrruioncs (c.structuras pfá11asj 
ti upado de. fas fuer.zas c.s 6úfinv.1isio1w( !I d r.spado de (os m.ma:11tos t.s u11úlimc1uio11af. 1\Jr ta11to, ti 
espuela ác fa fuerza 9CJ1erafizaáa es triáimc1uio11af. 1\Jr c.o1u!fiuic11te, u11 t'r:ctor fuerza 9c11crafi;;atla !P 
pucác. qprt.sarsc. como: 

3.1 

$stc ts uu tipo c.spcdaf ác t'tttor trilinr1uio11~[¡ucsto que el cspacio c11 e( cua( se t!cji11c 110 es u11 
upado s1'mpfc1 s1i10 fa (.l)m5i1111ció11 dc á11s r.spaclos áijcrc11tts. 'Di cn1uctuc11d'1, el tJcctor fuerza'Jc11crafi­
.:::ada 110 cumpfe fas ''iJfaS ríe fos vcctorts trrillmc11do11afcs orái1111n'os. 2Vr cjtmpfo, /á ma911itu P 110 c.s 

37 
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~(o (a roú; e1111árrufa ác (a suma ác fas cwufrrufos ác sus dementas, o seo que no ª"'"fe (a "fila ác 
Qáieión ácfparofefagramo. 

···n··.·.· ........ ·· .. ·. 
. • y . . . "... . . 

'"• ·'.P " "' . ' . Px --· 
Py Pz 

P=Px + Py + Pz 

.t.os canaptos ontcriJJrcs puden ap~rs. en formo antiío90 o( coso áe íos áespláumientos, ác esta 
formo tenáremos áespfuamie11tos fincafes {ácspfuomientos) y áespláumientos on¡¡ufares V¡iros) !H>r 
caru(9uiente un ~tor áe áCSf..íaz;amierrtos en e( '5'acio áe tres aimensioncs quetfará iltjiniáo por sus tres 
eomponentesá{á,, 1,, .r.; e re,, o,, e,; en Clllllquiersistema tÍe eooráenados. 
~ o6vio pe11sor que íos áespláumientos !/Fº' tam6i111 afectan un cuerpo rl¡¡iáo ác manero á!fe­

rente y no poden trotarse eorm ~tares ácf mismo tipo. !lbr esto se átjinen en áos espacios áferentes, el 
ác íos áespíozamientos y e( áe íos gires. ;is~ íos áespfuamkntos quéáon áefú1iáos r~ un espacio 6iái­
mensional r¡ íos gires en un espacio w1iái1Tll!nsionaf. !lbr ío tanto e( espacio áe (os tÍcsp(az;amientos ¡¡ene­
rofz::aáos ác una estructura plana es áe tres áime1uiones y se "1¡Jresa cama: 

d = (d,,dy,<¡>) 3.2 

Q¡¡e por caruf9uiente, tampoca cumpfe fa regfo ácf paraW09ramo. 

3.2 TRANSFORMACIONES GEOMÉTRICAS 

tina cantiáaá fúiea o una ecuación que ca11te"ila cantiáaáes fúieos pucáe te11a-áifert11tes e:rpresio11es e11 
sistemas áe caoráerllliÍos á!ferentcs, ou11que tales "1l'resio1zes representen e( mürm (etwmeno fúieo. !H>r 
~"J'fo, un vutor en un p"fano pude áefinirse en un sistema tfi coorlcnaáas por dos númaos á!ferentu 
ife aro, !J en otro sistema de CDOráenaáas meáúmte un 11úmtro á!ferente t!e aro !I otro i¡¡ua( a e.ero. 

Plano X, Y 

Plano X', Y' 

Y' y 

d=dx+dy 

d = dx' 

X' 

X 

dy' =o 
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'En tonsttueltl!ia, por simp~iáatÍ !cfie esco9erse ti se¡¡u1ufo sistema tÍe coortÍenatÍas para lejinir ef 
lleetor. 

:Hay tÍos razoltl!S parad empko tÍe fas trans{ormaeio= le toor!cruufas. 2limera, fa tomp_atifiifiáaá 
tÍe fas eeuaeio= tÍe equififirio "le fu=as !/ tÍespliu:amkntos que se prese11tan en forma ife sumas e 
i¡¡uaflaács llCCloriofes respeetivame11te, sofo puaú.n eserifiirse si lós lledores juerr;a !/ lespliu:amknta en 
e( CJ(!rcmo áe. CIJIÍa t.kmi!11to ~t. se urtt a un 11uáo t.n particular se ~re.san t!fl t.f mism.> sistema áe. coor­
tÍellaáas. Se¡¡unla, una tranijormaeiJ!n tÍe toortÍellaáas pude sirlpf!Ji&ar fa fonna tÍ• (a eeuacwn. !lbr fo 
tanta es =ario qu• qude C/íJro ef SÍfi'1iJi&atfo !/ fa ncusiáaá tÍ• faS transformado= IJCOmétritas. 

'Enaeneraf, una transfonnoeión tÍ• eoortÍellaáas pude su tÍe uno tÍe &is si,guie11tes tipos. 

-!l(ptaciJ!n 
-!l{ejfrJdó11 
-'úasfocwn 
-2JifataciJ!n 
-CarWinación 

'En este trafiajo fas tra11sjonnocio11cs que ma1tejaremas son tÍef tipo le rotaciJ!n !/ refocioMn to1y'u11· 
tos tÍe ejes orto9onafcs en SUS coonfcnatÍas, CU!JO OrÍfiCn es ef mUmo !J <11 fos cuafes <J(jste Ull d11¡¡ufo 0 
cuafquiera e11tre sus ejes tomo se muestra en fii fi¡¡_ura J.J. !lbr consi,guiente, fa refadd11 <JU• <J(jste entre 
áos Vti:tortS áespliu:amiento en !ijat11tcs ejes se ol;til1~ como si!Jue. 

v· 

dx' = k + 1 

k =.....!!!_ 
Cose 

V 

Tan e = cf: 
r '= dx Tan G 

p =dy • r = dy. dx tan e 

Id l El .. 

Sen e = .!. = · 1 · · · => p {d, _ d, Tan O) 1 = Sen G ( dy • dx Tan e ) 

1 d' l El 
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d -, ..... " - " 
dx' = Co~o + dy Sen e - . ·_se~2 e ··• •. ( J_. • s~~2-ºJ d_ 'Sen e 

dx Cose = d.\Cosle -:: Cose .+ ' 

• . . -1 ·· ' •.' '• ' 

Sen2 e + Cos2 Él .; 1 ~ C~~2 e = 1 ·.:ser~ _ - . 

dx'=dx (~s2:) +.dvSenO ~. d[=dxCosO+ dySenO 
·'' ·,; '• 

: 1 
Tan e .l.. => 'd·,;. 

=_d,' Tan 9 

--dy' = ='-'--'=;;,---~::..;.==-< 

dy'-,;, dr Sen· e_;, dx .. Sene_ 
. Sene -·--cose 

siú~a)6)!J•)~qudurJ. 

dx' = dx Cos • +.· dy Sen'a 
\ ~. ' , .• '> '• • .' - '.: .•. • 

y 

dy' =.~dx sen' e + dy Cosa 6 

Osimpkmentt:. 

dy'. = dv Cos 9 - dx Sen O 

tp"= f(J 

¡::¡. [f ~: :J ¡::¡ 

a) 

b) 

.e) 

3.3 

{dJ • {TJl•I ~ !TI• [f 7 '.] 3.4 

Qpc osta6ka fa rdadd11 et1tr. t!os <fas coort!c11at!os i¡uc tÍ~i1c11 a u11 tutor 9c11crafizat!o tic ,¡..,. 
pfaumicntcu, 'Esta rdaciótt puctfc tarr6ién cscrifiirsc en fa Jorma. 

{d)=[Tr]{d'J Donde [TrJ=r:rr' 3.s 
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Oimo es cvüfc11te, attfu~ -~'"' fi.a.l;;}omtJdó1i tic coorácmÚ!as ttJ el s¿tema rotatiolÍaf, ésta se ven·­
fiaz sofÍJ en e( ~aci~ áe {os rúspfazamicntos ya que ef espacia áe fos $ÜUI es ajeno a{ primero !J llO pcr-
mitc rotacióti aV¡uná. 'Ls por esto que ip'_ = ip.: :'¡.-,;,,_/::·_·<, •_ ''- '.'" ., •. ·_,_ <: é, - · - -

~·anterior t.S ijuar;:,;.;í,ú ~pfi<a6k ~un ;_,..t;;¡~. ac11erofi=fa. Par fÍJ ta111~ poácrms re-
faciorzartlos vectores.Y !J 7', refciiáos a ~istctms coon[e_1~os áflen_ntes en fa forma.· , 

··.,;¡:tl· 
(P}={TJ(F} 

( F} = [ TT ]( P} 

3.6 

3.7 

'.Es importa11tc scñafar que ClllÍa tfemcnto áe una estructura áeóe tener ác{i1i'ur~ -.~•,fa·¡. c,O.rác~ 
11aáas que será d ej_• fÍJcof ác coáa 6ª"ª· 'Este áeóc uóicarsc ác taf Jorma qu• eí eje X' eoini:iáa con e( e.fa. 
fa11fiitriáina( ác fa oarra ysu otft¡cn áeóc cointiáirtamóién con el origen áe fa 6ª"ª· ~ aqulsc ác.spwiilc 
que t:1ufa cfcmc11to ác fa estructura tcnárá u110 matm áe trotisformodlll CÚ!JO vafor es funció11 ácrá ngufÍJ 
entre fas ejes X ·X' 9fo6a( !/foco( respectivamente. · · · · 

Para el caso en que se tcn¡¡a una matm ác orlen m x n, pucác11 consiáerarsc n vectores en e( ispa­
cw m-d'imc1uuma( d m vectores en el ':'JIDCÍO n-dimcnswnaf !J fas cfcmc11tos ác coáa eofuTTUID pucác11 ínter, 
prctars• como fas compo11c11tes ác ros vectores ác (a co"esponáicntc eofunuw. ~ eonsccucncw, una 
maW t1J un sistema tÚ C1JOrácnaáas putlÍI! parear áferc11tc ttJ otro sistc"!'-:1. . , , ... :. . ... ; ., 

Supon¡¡amas que UllD matm cuaároáa, por ej~fÍJ (a motm áe ri¡¡úfa ác una 6a,.;a r~f {vcr 
copitufó 4) que!/ª se lía ácfi11ülo en u11 sistemo lle coorácnaáas foco{, se quier• ""Presar en e( sistema 
9fo6a( áe coorác11aáas. . . ·. . .. . • ·._ . 

'Iómcmos fa ccuaeión jucn;a-d'espf;,,,amic11to, áe una 6arra (que se ácáua c11 cf siguiente copltufÍJ) . 
quecs: · · .. • 

(P} = [K'J(d'} 3.8 

O>mo este sistema es JJJ(ú/o en ~" sistcriu fÍJco( ác coorácnaáas, fÍJ será tainóiin c11 e( ;istema 9foóal 
cida formo: ·• • :·, · • •,e) :: · . . ··· .. 

(F}; [K]{d] 3.9 

!Yscgú11 fa ,,.,;tisf~rmocúfo ic CÓOráci;~,¡4sso6re tÍcctoru vista 'iii1ttrormeiiic,:s• pueác escri6ir que: 
·. . . - . '• ;__, i' . ~--~ . ·, _: ~ ,, ._ -. -- , ;_-:..-'-__ -.' ·.- _:·; - '. . 

(Ff ,;,(TT)(~~J- y· (dJ .:(rr](d'} 

3.10 
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Niora, áe fa ecuaci411 :J.8 cofocamosdwforáe { 1'] en efprimu micm6ro á• fa ecuaciJn :J.lO!J 
tenár<mos: · , ·' , 

(TT][K;]{d'} = [KJ[T'f](d'} 

Q¡J• poáemos ,....aiGircn fa forma: 

!De áonáe, pnmuftipficanáo anóos faáos por[;¡-] nos qualard: ';, 

[K'J = [T][K](TTJ 

O fa transformaciJn inv.=. 

[KJ = [TT][K'](T] 

3.11 

3.12 

CJJmo •• vio •n d cap(tufa 2, ecuaciJ11 2.12, crfrt• una rdaciJn áitu:ta •rrm e( sist•ma á• fuazas !J 
fas áupfa&amicntos qu• sufre "''°estructura á.Diáo o oqucffas. ~ refociJn queáa áejmiáa o( o6tener 
fa matrit; á• ry¡iáa gw6o( á• fa estructo. !H>r w tonto, u canV•nitnte Ñtar "''° iJ<n<rolieaciJn tÚ (os 
IJ«toros fuur.o !J áospfar.omicnto carrosponáitntos o u11 punto cuo~uitro ácf sistema ostructuro( 
Ó'º' (o g•rruof ... un nuáo), can (o cuo( áithos vectores,. csta6kun •n (á swuie111< tofifa: 

Tipo de Estructura Vector{ F} Vector { d} 

Armaduras planas 

Armaduras espaciales 
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3.3 CONTRAGRADIENCIA 

Sea: 

{e)= [a](d} 

{F}=[bJ(pJ 

3.13 

3.14 

(Capitulo J) 

. S• áia 9"' áos sisttmas afiJcbrJit.os (corttJ .3.L'J !J .3.14)son contra,eratfie11tu si a partir át uno se 
pU<ác áttmninarel otro meáiantc áttumb1aáas sustitucÍIJncs awcórákas. . 
Sip~ra toáo (á), {9!} steumpfe. 

3.15 

(b) = (aT) 

{f} = [b] {p} 

Sustituimos tn .3.15 y. 
~ ', • L 

'Entonus. 



Capítulo 4 

Elementos estructurales 

4. J RELACIÓN CARGA-DESPLAZAMIENTO (LEY DE HOOKE) 

Seña ácmostraáo qu.e cuatufo u11a t..structur11 t..slá sujeta a u11 sistema áe cargas apRcaáas, se ácsarroffa 
un c.o1ifu11to úm'co ac fuerzas rcact1'va.s para prop_orciottar el cquififirio c;rjcmo. Simuftá11ca~11tc1 se 
ri1áua u11 sistema ác Tuerzas r"11tcmas que c.s o.rnsistc11tc co11 fas cargas aplicaáa.c !/con fas rca«Joncs, !I 
que satisface cf rqur1iÍrio i11tm10. 

Cumulo se car¡¡a una c.structura1 ésta CJ(ptn'mtmta rf.cformacitJ1u:s. Corrcspotulkrulo a esas árforma­
cio11es, 6ay un cstalÍo interno IÍe rle{omraciona que prorluce un estarlo intmro ríe csju.,:;os, ríe at:uurlo 
con /ás earactcríst1'cas csjucrzo~(orma.ción áe fos materiales co1uti'tu!ftlltt.S, }tsl, fa estructura se 
rlcformo fiasta que lía rlc.sarroffatÍo un estarlo i11temo IÍe csjuer::os !/ u11 co1ifu11to correspo111Íúmte ríe 
rcacc1'011cs que sostcnárJ11 el cqutfifin'o ác toáa (a estructura como co11ju11to1 d ác cuafqufcr parte 
rlecffo. 

2Jc {,, a11tcrior se rltsprc111Íe que fas ácjarrmdJ11cs juq¡o11 un ¡apef cGJvc e11 fa sccue1tda áe fas oi&iotti.s 
que ffeva11 a u110 estructura al tiJUififirio. Sin emfiargo, fas rlc;omracio11es so11 importantes por ácrcdío 
propio. 

!IÍa!J áo.r ra&o1iu importa11tes para áctcrmútar fás t!cformaclotiu cr1 u11a c.stroctura. L.a pnºmera tlc11c 
que Vcram fos "'}ucnink11tos ác utiliáaá.La sCO!'WÍa ro~11 tic11c que Vtram cfprowo tic a1u1lisis c1is1: 
2\lra u11 auáfisis t.státr'Came11tc l11áetcrmüwáo1 fas ccuado11cs ác a¡uififirio ácfic11 aumc11tarsc ndiautc 
co11áicio11es áe compatifiiMaá áe ácjormu:ió11 (capitulo 2) 

L,a.s lcformado11cs pucácn ser r«upcrafifcs cuauáo se rcmucvc11 fas targas o pucác11 ser ác 11atu· 
rafaa pcnna1ll!11tc o 110 re.cupcrafifr.s. 'F.I pri~r t~o se c1msilcra COMJ áejormat.ió11 c!JstiCa mictttras tpJe 
el última es una dcformaa'ó11 pfd.stita. ~ui ~uni1111rcmos ácfonnacio11u cfá.str'Cas. 

!lbra coáa aeaó11, líay uno amtiáaá ác aejormació11 corrcsponrlic11tc que rcsufta ác fa acumufacid11 
ác fas ácformaclo11cs unitarias cuatJ.tÍo el mkmfiro responác o "''ll'"· 'E.11 esta seaiótt amsrilcrarcmos los 
trc..r campo11c11tr..s 6á.sí'a.lS tic fa re&lció11 e.sfucn;o-ácjontllldón C1Jmu1zu en cf análisis estructura(: ;t,¡ja{, dc 
momc11to jfqio11antc !/_ ác fuerza cort1mtc, au11quc esta tifUn'll1 puclc ser J'c.sprcci'aálc para mlcm6ros 
t!c propordouu uormalcs. 

Consiácra11áo que fa formo áeformaaa ác torio CJttuctura e11 co1yu11to rlepenáe áe fas ácfonnacio11es 
t!c sus cli:tnt11tos1 es csc11ciaf como pu11to t!c partiáa u11 fium c11tc111liinie1ttcJ ,fcf c.ompartamit:11t1J t!c {os cfc­
mc11tos i111liviáuafcs somctiáos a cargas q:Jcrnas !I ªfuerzas i11tcmas. !Ya 'íuc, c.ontJ los ~tot!os matri-

45 
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dafu tratan áo uta6ftecr lá refoción entre fas áeformaeiones tfe fos nutfos !/fas fuer.r:os tJ¡Jernos que 
octuon tn e«os, potfró ser suficicntt un entenáürúento tfe lás tfr:(ormaciones tfe lás dementas áeóúla 
sofamtnle o lás acciono en W.r t:(fremos (fum:os i11ternostfuorro{/,,4os en fos "'(!renw). 

Cuanáo un cuerpo tfejorma6ft st som<te a efectos Q(jtrnN, en lotÍosJ'artcs tÍt d se tÍesamJffan u­
Juer.r:os !/ áeformadono. Mientras qu• fos ef u=os st tfejinen como lás Juer.r:a.s internas por u11úlatf tÍt 
óruJ, faS áejormacionu se áefúien COllll fas tom6ios tÍ• jonna tÍe un cftmt:nto unúloá en efeuerpo (cu6o) 
Coma ef cam6io áe (omu en un cu6o Vif.inituimofmt:nle peque~ J'uttÍe o6scnJarse solámente áe áos 
n1111tuaS, ef cam6io Je su fongitutf !I ef caiir6io áe sus J"B"fis, fas rfcjom>Jeiorzes corrcspontfientcs st úle11-
tif_ioln COnrJ fas áefornmionu comunes (o fi11cafts) & !I fu áefomuciones por csfueru cortante y • .Los 
refaciones entre ujucr.r;os !J ácfomucio11rs qucse átnomin411 fa fey rfe :Hao~ so1t: 

o 
& ="E" 

• T , y= Q 

$n fas que fu consta11tcs 'L y tj !f1 Jutro11 áefinúlas. 

4.1 

fina jueru i11tuna a.si· C.0'1WJ una fucna aenerafiuáa en el upacio triJ/imens1"oMÍ, ruului cuanáo 
md;dmo tener 6 comporttntes, es rf<Cir tres fintaTes !I tres angufarcs. ;t causa áe fa simúuttiá áe sus efectos 
so6re un eftmento, Tas seis componentes puetfen ªD'!'Parsc en tres: fuer.ea 11J(fof N, momt:nto J/Qefi>1UJnte 
M y fuer.r;a cortante '11,fi¡¡ura 4.1.a. 'IiJme,,.,, u, O y v, respectivamente, co,,., fas áesp~amic11tos en 
fas airecciorirs tÚ "' '}.{y 1~ en un t:(jre""1 áef eftmento, que rcsuftan áe fa apficació11 áe estas fuerzas en 
ef mismo Q(frcrTOJ,ji¡¡ura 4.1.6. 

V 

•) 1 ~ N 
M 

A B 

" ¡....¡ 
b) 1 ~¡~I·· 

:Fi¡¡uru.f-1 . 

.La refación entre estos áos co11juntos áe cantiáatfes p_uetfe utafifteerse por fa sumo áe fas áejol'111tl­
cio1tu áuáe un C/C!l'<mo átf eftmt11to Ñuta tf otro • .La áijonrruUJ11 totaf al(jaf u, por ejemplo, que repre­
stnta ef ofa'B"miento total tftf demento, puetÍ• t>J{a¡farst inttt1n111áo fa áejormaeión OJ(ja{ ácsáe !B fla.sta 

JI''"'"" 
4.2 

~"' un eftme11to prismático X y ;t son consto11tu. 
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Si 6it:n fos otros lespfuamic11tos (9, v) puden tt1afuarst similarm<nlt por integraci4n le fas áefor· 
nruionu cornsponáit.nta a mm!s tÍe tala fa fon¡¡ituá y fa S«&ión tmruvasafátí r.kmcni.i, su eva(uacidn le 
esta manem (opu_anáo so6r< csfuu::os ylcformaciancs)es mis 6it:n campo le fa mcdnica lt materiall.s. 
Sitt tm6argo, en fugar le esto, empkaremas fos conceptos rft energía rft ácjonna&i411, e( tra6ajo virtuaf, o 
(os lcolVTWtÍe CastfJfiono ']"'senitt misa4uua4osaft<ma que lnJtamn para esta6fcar tafcs rcláckmcs. 

Si (os esfuerzos y lcfonnacioncs se CJqJrtsan en funci411 le /ás fuerzas, es lecir,fuerzas Q)(jafcs, mo­
mento f{Qef0111Jt1tt yfucrza cortante, e11to11ces fa cru:rgfa le lcformación lt u11a 6a"a prismáti&a le 
fan¡¡itiuí L es. 

1
1 N2 dx r' M2 dx r' v2 dx 

U = o 2EA + Jo 2Ei + Jo 2GA., 4•3 

Qpt para fa figura 4.1 se ""que es: 

u= [ N
2 

dx + f !M+Vxi2 dx +J. v• dx 
. o 2EA o. 2EI . o 2GA.: 

l!l:ro, le acucrlo con fas t~remos le Óiitit!ba1w: 

~-- ~ :~ "~ 'V~·::8 "y ª; ·;~ 
fDe lonát finafmcntt · 

u·=··{Nd~,. 
o.' EA·: 

_ r' V d X · f.•· (M +V X) X d X 
V-JoGA.+o El 

9 = {<M-Í-Vx) dx 
o. .. El · 

4.5 

4.4 

4.6 

Las ecuacio1u:s 4.6, n:prestnta11 fa refaci4n 'JU' Q(jste e11trt /ás fuerzas cr1 fos <J(frcmos le utt ek­
mtnto y fos lespfazamic11tos tn e( mismo qjr<mo (<11 este caso 'lJ) 

4.2 MATRIZ DE FLEXIBILIDAD DE BARRAS 

<Jt1u:n1fme11tt fa ffcrjfiitráaá ác u11 demento se entit:nrfc corm fa capaciáarf áe ese cfcme11to para cam6iar 
su fonna sin romperse. 'üta u u1UJ ea11tiáarf física que 'JUcrfa caractcrizala merfiant• fa rcfaeidt1 rfc lc­
ffédón a futrza, es lccir, lcf{c,efó11 (a lcffaao11cs)ocaeionarfa por u11a fu=• u11itaria. 

Los ácspfa"rm"e,,tos rcafé.s en fos Q(Jrt'1tJS áe Ufl cfenr11to 1w pueáen áctcnnlnarse ú,,icamcntc 6ojo 
fas cargas rfOJas en fos tJ(!rcmos. Sitt em6argo, ca1uúfera11Jo 'JU' fa confi1T"'aci411 l<{ormala le u11 e"{,;­
mtnto pude lcfinirst e11 tlnmi1os áe fas lespfaumicntos refativos, mis óit:n que Je los áespf#;amicntos 
rcall.s, se o6scrva que fos cocfit:ic11tcs Je ffa(j6iliáaJ Je u11 cfcmc11to en un <J(frcmo, pudcn 06tc11crsc con 
rcjCTCJteia af otro <J(frtmo. 'Esta a su ""' impbca que un qjr<mo ácf cfcmtttto polra mantctu:rse fijo 
müntras se 1'11troluan tJJ19as unitarias cu el otro~""· · . " 
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!l\Jra fa áeiurnbul&iJn áe fas áej(crjo1ia !/{os coeji&ientes áe fú:Jr.lfiilitfaá utit.&aremos fa ¡¡r.ncraR­
.r:ación áe fas tt:1Jrcmai áe 'Olst~fiano•fa amf se plantea <amo: 

'Dotufe 

~=A1 .;p, 

Ü = 'Etlet'gw áe áefonrw:iJn áef sistema 

!1'1= Carga tJ(ftma V¡tritrafizaáa)apfkaáa en efpunto i 

A1= 'lJejk;,jDn (¡¡t11trafizaáa)áef punto i en áireuiJn áe !.!'• 

4.7 

1k fo arrtaior se á05prcruft ¡•• fas áeffcdo1ia <arrrsporufi<ntes estdn áaáas por fa eamdbries 4.6 
tfe( inciso anleriDr, !l 'l"' estdn rt:Jerilfas a 14 fi¡¡ura •1.1, áoiufc ?{, 'I) !l !/.{ vafen fa uniáaá. !lbr fo ta11to !/ 
para 6amu prismátitas en fas '/"'- )f, k, 1, <j !/ X son <ansla11tes, w eeuaeiones áe áefonrw:iJn antes 
mJ!lltionad'as quda11fi't1afmmte t.o11r:1: 

NL 
u= AE 

VL VL3 ML2 

V=GAE+3EÍ+2EJ 

ML VL2 
0 =er+rri 

4.8 

'Etl áorufe, para 11, e( primer tlnnino (que rtprcsenta fa t:1Jt1tri6udJn áe fa áeformació11 por esjuazo 
t:1Jrtan1e)es usuafmerrte áes¡mxio6fe en prcsencü áe fos otrosáos ttnnirros, 

Las tru e&uacio11u a11tu ucritas, puden rwaifiirse en forma matrital t:omo: · 

1:1-r: 
o 

L':s l 1:1 L3(1+Clt3EJ 4.9 

L~2El L/EJ 

{d'e) = [!f'ee l {Pe) 

'Donáe: 

G - -:. e. _-, ' e = 6 1c
2
1 +v> y - 2( 1 + v); .. · : _.L A. 

p 'n} 'E.t fa matm áeffQfffilf"uf~áesáe urra 6a"a~rismdtiea -.rescaiJn "1trstante !J rcprcserrta fa 
relación e11tre fos fu"!"as ·'" _d <J(!remo áe u11 eftmento y· fos t:1Jrresporuíit:ntes áespfa:.arnit.ntos en ef 
mismo. 'Ett ef caso áe_ no amsiácrar fa "111tri6ució11 áef t:1Jrtante, simplemente se dimir10 cf tirmi110 errtre 
parl11tesis .. ._ · · ·. ._ · ·,:-. · 
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La rmtrli { [¡ 1 p.;¡• wtip',..,ar~~ i. la si¡¡uitnt• fortM: 
.: '. ' ':~'. ':. < : ' 

[ !F'ee l .= 4.10 

-!Primera columna.- 'Iksplaeamit11to Uiiaf lr,'td,I) tÍtf ~,;., fifiro i. fa 6arra tlt6ülo a fa. 
apfr"eacüJn tlt u11a fue;za 1wrmaf ~ unita .. na.'.• 11Jfito. tia '.(' tlidi.~.. o C,\jrtmo . • L..a ji.u.~. a ca. rtant• c.' 
11 !/ d momento Jk;donant• M no causan e¡ttto =puto a fa tltjor;rmción ·a)íJQ{, comos• 

~""-"'~-· ~'. .. '! ·;\.·,~·:~·: ·~~-
"---"----1··,r; .·• 

:' ¡-!....¡ 

7J¡um4-2 
-S'tJ"nlÍa columna.- '1Jr:spfiu;a~1;io lota( (fi11eol) tltf l:J(fremo (i6re tlt fa 6arra tlc6¡¡{a o (a 

oplimción tlt una fu=o mrtontt 'll!J a fa contri6utión Id momt11to unitario opfitotlo tom-
6ié11 tn tlitho Qjr<rm. Xn ut• coso, fofu=a normof~110 causo ifttto respecto a·tsto I• 
formación como tamáii11 st puttft veriff&or af 1'nl'IJT"T 'U. 

v •• 

11/1---=.-------;.=--~·· 

V= ·:f~'~(o (i'.~, fil ; G~) dx 
-'lbaro COWmrra.-'Dcsp_fazonii.1ito lota( (ong~fo;;,;¡ ,(tJ(j/c;;;,,tli fo 6orro tlc6¡¡{o;; fo opfi;. 
, tadó11 dé. un nrJml!nto Jft:rfa11a11t& u11itario !M y~~ con~uddtt d't f:1 fuerza co~nlt! ~mitaria :· 

'11 apficala c11 lidio crJrtmo le fo 6ol7fl. l!!Jru ut< caso;·,,, o6scn1a qu• fo (ut:TZa 110T11t1( ~ 1w · 
co11'tri.6uyc a fa tlifoTlltlcüJn ~11gufor, fo cuaf tam6iín pudt ser vcr!ficaJó a( i11tc¡¡mr '11. ., 
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au · rL c1+x> dx 
0 = aM = Jo El 

'Es importa11te scriafar r¡ue fa ofitcru:ió11 áe coáa u11a áe fas áejo""1tioru:s antes pfantcaáas, se /iace 
apficanáa una a fa ...., fas tres cor¡¡as en e( Q(!rema f¡fi,. áe fo 6arra (J(, '11 !/ Af)y tamarufo t1t cue11ta fa 
co11tri6ución r¡ue caáa una tktu: respecto a fas áejormadot1'S cru:ontraáas (u, v, 0,t 

XII e( coso áe tent:r una 6arra áe seceión varia6fe, es necesario entonas o6tener fa IJariaciJn áe I,A y 
JI, respecto a fo fim¡¡ituá áe fo 6arra para; áe esta maru:ra, i11tt¡¡rar respecto áe fo furu:ión r¡ue represente 
fa 11ariación áe fas parámetros antes mendo11Dáos. 'Es ofivlo qu< !!{, '11 y !M tam6iin estdn rcprcsmtaáas 
por u1111 función que fas liace 11ariar respecto a fo fim¡¡ituá á< fo 6arra. 

4.3 MATRIZ DE RIGIDEZ DE BARRA 

.La rifiÜÍu áe un ckmtnto cstru&turaf .se c11tie11áe conrúmrr11tc tomo fa ma911ituá áe fa fuerza rcqucrüfa 
para proáucir una cierta áej(qjDn (firu:af o a11911for) Como coáa efemento tkru: áos CJr;!rcmos, fa pafo6ra 
ilejfcrjón se 1i1terprctará como átf~n geru:ra&aJa en fos CJ(!rcmas áe un efeme11to. 

$ne( espacio fisú:o ác áos áimenslones, d vector r¡ue rcprcse11ta fo átf~n tiene tres conrpo11cntes 
ináeptrul~ntc.s, t!os lüwúe.s !I un rotaciotraf, t.otm se üiáica e11 fa figura 4.-sa. !lbr co1rsi¡¡uie11tc, 'fa matrie 
áe rlfli¡{cas {X:} c11faccuaciJn7'={X:} á' (que rdaci1ma fut1"as !/ áespfoeamie11tos c11 el <J(fmno áe 
u11 c'lcme11to) pude .,, fo 11111!JOria áe fos cosos tc11er tres rc1191Ónes !I tres cofunulllS (estructuras pfa11as) 
~ amvemt11tc cafcufar fa rmtrit de rigúftcu áe u11 eftmc11to en su sistema lí:Jcaf áe coortÍttratÍas 

fi¡¡ura 4.5 6) !l. fuogo, p_or tra':'fortr>Jcw11 áe CO(Jráellt1áas, transferirfó af sistcmagcru:ra( para cafcufar fa 
matrie áe ri¡¡{ácces gfóliaf áe fa estructura (ver capítufo 6) Suporufrcmas qu< fo ork11taciJ11 áe fos ejes fo. 
ca fes caíru:lle co11.fós t:fas pritu:ipafcs áe fo scaM11 tra1u11<rsar.td efemt11to fi¡¡ura 4.5 6) 

1 ·• j 
l... ,,.. . 
. ,......--.. 
~ .. --. 

b) 
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Sl.ñora, fa matrio tfc ri¡¡jleas {!1\:f J tfe u11 i:ftmo11to puctfe crJ~Íuars. e refcrüía ª. i,,s ~ tfe cóoráe· 
natfas (o(IJfts variand'o fas "ifesp_fazamkntos (uno t:aáa va;}!/ (IJftufanifo fas fuerzas tfc.sarroffatfas en fos 
Q(#cmos, {o que en cierta meifitfa c.s simifar a( c.stafiftcimiento tfe fa Úlli<rsa ¡fe. [.a rcfa.Wn fuerza~es­
pfáeamknto iíatfa en fa ecua.W11 4.9. 'Esta vu:; sin etrfiar¡¡o;en lugartfe. re(erinws a fa ·variación áe éncr· 
/¡(a tfc áejormació11 como fa líieim>se11 fa sccció11 ~nttrlorisillpfemcnte 14 llldtriz áe ri!Jitfa {!X:it~ J ác 
ufla fiarra quda totm: 'r .:", ~ __ ;, " .·~ " 

¡K'J~ c~r\ · 4.11 

Lo cuafpotfemos c.stafifÍcer en f~trció~ác q~ ~ ~na rcfuM~ Jespfaz~~~;~f~~~ !/ ista 
pueáe ú1tctprctarsc, como en el caso tÍe fa ma~.l~' ], en fa si¡¡úientc forma:·· , 

[ 

Ku 'O 'O j 
¡K .. ] = 0° :·K ... ~~· 

O K,, K., 
4.12 

-!lh'.m<ta t:af'umna.-!Fuuza lota( áesarroffatfa en fos t;(!Temos áe fa 6arra tfe6itfo a fa apfit:a· 
ción tfe un tft.spfazamie11to final unitario u. Como!/ª se mcncw.W; fas áespfur,amie11tas uni· 
taribs en el e;rJrcmo áe fa 6arro se apfitarán tolos a fa """'· 

·-1·----~. 
· · EA 
N.= Tu. 

-Sc¡¡vnáa colúmna.· !Tuerza totaftfesamffaáll en fos Q(#cmos áe fa 6arro, áe6itfo a ídapfit:a­
ció11 áe un áespfat:amiento um'tario v. 'lámfiitn se áesarroVa un n•'11>!11to c11 fos orµemos áe 
fa 6arra áe6üfo a fa apfieación ád mistm át.splaumü.nto. . 

V= 12EI V 

L3 (1 +4C) 

M = -6EI V 
L 2 (1 +4 C) 

-Tercera cofumna.-Momcnto total áesarroffaáo en los t>;trcmos tfe fa 6arra, áe6Wo a fa apfi· 
CIJCiJtl tÍC Ull 9!_ro Ullitario 9, 'Jómfii'ét1 SC Ócsarroffá UllQ fucn;,a t!fl (os ~remos Óc fa fiarra 
áe6itfo a fa apfit:adJn ¡{cf mismo giro. 
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M = 4 El (1 ·+ e> 0 
.. L(1 +4C) . 

V= -6EI e 
L2 (1.f.4C) 

Q¡u a( agrupar 1ws conforma fa matri& tfo rigitf~ tfe fa 6arra. !lbtl2 un efonento con !, .i:t, X cons-
tantes {quusef CtJSo ~·· itustll2}fa matri& {!X:~ rwt¡ueifa. · : · .e· . 

H-ff 
··o, o 

H 12El/L3 (1+4C) -6BA' (1<4C) ] 

-6El/l2 (1+4C) 4EI (1 +e )/l (1 +4C) 
4.13 

{Pe}= [K'eel {d"e l 

f)'q,,.potfemas tfomastrar tam6i'én segú11 fa =dó11 4.11. !lbtl2 d easo gonuaf, en d euafse tfospro­
ci'a fa contii6udón áe( corta11to, siirpfemc11tcse t.fimi'nan fos términas entre paré11tosis. 

Xn CtJSo tfe tener 6arras tfe s•ccwn varia6fe, d pro<ttfünicnto a StfiUir será siltf'femcnte o6t=r fa 
malri$ tfc jfD(jfiifitfatfos [!Fn}s<¡¡Ún fa C<Ua<Ofn 4.lO!J tfe.spués ÚIV<rtirla con fo cuaT tcncmas. 

K11 = 1f.F11 
K22 = !J'a:¡/4 
K23 = 1<:!2 = -!Ta2'4 
Ka3 = [}22/4 

Donde: 4 = Determinante = 

4 =[J22!fa3-!J32[J23 
l

[J.. [f,, 1 
(J.. [f .. 4.12' 

V. acuurfo co11 el tcor.nu tfc rocip_ro<ülatf tfo ~ si11 em6argo, fas fuctUS tfosarroffatfas e11 e( 
Q(Jremo Jll tfef efemcttto J'l.!B tfc6itfas a los tfup_fa&amietttos üuíucüíos c11 el Q(Jrenv 2t serán i¡¡uafes a fas 
tfosarroffatfas c11 ef CJ(fr<nv !B tfc6üfas a tfe.sp'f.uamic11tos 011ófogos <11 d Q(frcmo Jll. Xn co1ueeu<1u:i'a fas 
co11titfatfos tfc fa ccuaci'ó11 4.JJ, co1if1mtamc11te con sus co11trapartos que rcsu(ta11 le los tfospláundo11tos 
tfc( Q(Jrcmo !B puctfcn oscri6irse como: 

{F.'}= [K .. · K .. '] {d•'} 
F1' K .. ' K•' d1' 

4.14a 
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N ' A El).{. o o '-E1>1. o 

V o 12 El/L3 
6El/L2 o ::.12·e11l.3 

.. 

;o'. M ~ ' ... .· ¿'.6El/L 2. 

.. 
'.•. '4El/L' o. 

= 
N B -El).{. o o'·"·' 'E1>1. 

,,~· ·~ 

V .o . . 3 
-12 El/L · -6El/L2 o 

M o 6EllL 2 2El/L o -6Eltl2 4El/L e 

4.14b 

~tuf• d su5úufia 1.z· na ú Q(tWnt1 ácf •kmonto e11 cansüleradó11 para {á) y {:F}. 'Et•(,, que ca11-
cie= a fos su6fnáias áe X¡], cf primero áes~1ta ef Q(ftemo áotufe fas fuerzas s• áesarro(fa11 y d 
sc¡¡utufo bufica el Q\!TCITIO 01/JÍes• i11troáuccn fos acspfiu;amientas. 

4.4 TRANSFORMACIONES DE FLEXIBILIDAD Y RIGIDEZ 

-'as =iones que 4Ja11 /'os fuerzas y movimk11tos áe fos Q(fremos áe u1ta 6arra ác u11a estructura 
pucáen escri6irse áe ilivcr1as rmttctas. 'En d mltoáo áe ri¡¡iácas (capítufu 6) fa forma apropiaáa cansist• 
e11 cx:presar fas fu,,::asáe Q(frcmo 7°AY :r.,. enfunció11 le /'os molJÍ1niCntos á,.y á~ ~ra piaas IJllC pre· 
SttJtarr un CO"f'0Ttomk11to fi11tol estas ~resio11e.s titriett la forma áe fa uuatió11 4.14 c11 fa 'Jlle. e( orácn 
áe /'os matrias {X;i~}, ttc., á<petufc ácf 11úrncro áe campo11e11tu ác fu rJcctorcs fucr,;a y movimic11to. 

'El mltoáo áe ri¡¡iácas rnc11eitmaáo, <"f'Íto /'os canáicio11CS áe campati6ifiáaá ác mo1Jimie11tas y 
u¡uilifin"o tÚ 11uáos para o6tencr el sistema le ecuadom:.s car;gas·movimú:11tos át. u11a utructura mmpfeta, 
o partir áe /'os ecuaciones fuer.a·moV1inic11to (4.J4)áe fas plaas itufiviáuoks. 'Este sistema áe ccuadanes 
es e( rcpruentaáo por fa ccuació112.12 (capítufu 2}camo: 

{F) = [K) (d) 

'E11 cf cual { :r] i11áica el ca11jimto totaf áe cargas opficaáos c11 fos 11uáos y { á) e( sistema carres· 
ponáiente áe mof!Úlli<ntos áesco11oeiáos áe ái&os 11uaos . 

.::t primera vista, parece que 4.14 poáría escri6irse e11forma a1táfuga, cx:prcsa1ufo (os mo1Jimie11tos á,. 
y á~enfuneión áe fas fuerzas :TA!J :r.,. Si11 em6orgo, esto 110 es posiDfe. 'En ta11to que fas fuerzas áe <.\'.· 
tremo cstJn perfectamente rlrjini4as p_ara cuaf'l";ª pareja áe movinu't11tos ác fos C(!rcmos1 fa inversa no 
es rJcráoá, ya que fa pieza pucác sufrir u11 movimic11to ar6itrorio áe ca11ju1110, cama c.uerpo rV¡iáo, si11 
m:1d!fkarse fas fuerzas que attua11 c11 sus qjrctrW. !lfatcmdti&.amc11tc1 esto cqutwfc a áa:ir que fas 
uuatio11u 4.14, so11 11UCSariam:11tc singufarcs !J por oms~itntc no pucJc11 ucrifir"rsc c11 forma tuvcrsa . 
.Jlluuque. e.sto suaáa, fas uuatio11es carga-mwirmtuto 4.1.J, tcnlrd11 sk'!'f'TC u11a sofutüJ11 ú11ic4l, puesto 
que. las ¡iaas /ormm uua estructura !I "º u11 mua11ütrrJ. 7:11 otras pafa6ras, pucác cstafifcarsc cu térmi­
nos fístMS que fa rmtri& será sit"f'rc 110 singufar, ele forma que 4.1.3 "pude li1Vcrtr"rsc 11

, est:rifiitmáosc c11 
fa[onna. 
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{de'l = [ KeeJ"
1 

{Fe l = [!fael {Fe} 
4.15 

'Dcnomüratufo a [!fn] matriz; áe f{Qjóirufaá áe fa 6arra • 
.Las matrias {X¡] y f!f1], representa11 áifmntts aspectos rnatemátims áe fas rcfaao11es totafr.s en· 

trc t1Jr¡¡as !I movimientos en una fiarra. Si eonsiáuarnas un sistema áe cargas { 1'} en d que u11a cierta 
tompommte {'h} es f¡uaf a fa uniáaá y toáas fas restantes tD"f'Onentes son nulas, se áeáua áe 4.15, 
que fa tompo11tnte áe movimiento fá,.j es i¡¡ua( af tfemento PHJ áe fama~ ácfftJrjfiifiáaáes [!f ]. 
'Jbrotra parte, por dtwrema áe rttiprodlfaá safie,,.,s que !fH =!fM por fo tanto, fa matri& f!f] resufta 
ser simétriai. ~r fo tanto, (!X.] tañi6iin fo 6a áe ser. 

4.5 DESPLAZAMIENTO DE BARRA EN CANTILIVER Y OBTENCIÓN 
EN FUNCIÓN DE ESTOS DE LAS FUERZAS DE FIJACIÓN 

2\Jra entontrar fas á'!ffazamie11tos áe u11a 6arra en t1Jtifi11Cr, se pueáe uti&ar d métoáo áef tTUfiajo .Jir. 
tuaf ef eua( quda ácfmiáo por fa <J<prr.siJ1~ 

¡; = Í Nn d. + ¡'_ Mm d. + ¡'_ ~ 
Jo EA o El o GI\ 

4.16 

'En áo111Íe ?{., '11 !J M so11 fas efemc11tos mtcdni&os átf sistema rea( !In, v, m so11 fas dementas mcedni· 
CM proálldáos por una "''llª virtuaf apf1t11áa e11 d punto !J fa áirttdó11 e11 fa que se áesea 06te11er e( áu­
pfa&amie11to. 'Jbr<jcmpfo: 

1} 'Entontrar efáupfaz;amiento finea( áe fa sf¡uiente viga para e( tJC!n""' (ifin • 

A • 

e:= l1r-----
•Ji-----i 

.P1pfita11áo una "''8ª u11itaria e11 ef tl(!rCmtJ 2l tenernos que. 

A • .. 
c1~--

·11o-· ~---¡ 

M = Px +PI 

Osx:sl 

m = x-1 

Os x:sl 



JJ • Elementos estructurales (Cap//u/o4) 

'llti/"r:;arufo fa taUZciórt 4.16 y ácsprtdanáo fa amtrifiudórr porfia~ cortan.te ntis queáa. 

¡; 0 =t. M~I d, =t. ;~X'.; PI) (X:-f! dx: 

:Jinafmente 
¡;. ~::~,..·, 

2) 'Lricontrareftfcspfaza.Uento firlCOÍ!J ª''fi"ra;á¡ fa si¡¡Uknte'Ílrfi~pora su~ fiDre. 

e~ . 
·1---=---

CI !• 

·1 

CI ::;) 

M;;.'..Vrx ' w12 '•wx2 
. ~:.·· \~T-T 
osxsl 

· m=x·I 

osx:S:I 

m=·1 

!llJra encontrare( ácspfazamk11to finea,f en ef pu11ta ~·~;'¡¡.rr;~mos fa ear¡¡a ~;1itaria (ütM( taf que. 

0 8 =t. ( w /x- wf12 Elw~~~j¡x~.l)~x .~ ·º 8 =. ~~; 
!llJra ericontrar e( ácspfazamknto an9ufar in ef punto ~. utif"u:izmos i'a ~r¡¡a ~nitaria angular taf. 

que: . . ::• . • . . . .: 

98 =t. (wlx-wf12 ElwlJ2)t1}d~' :·: . . 3'• 
wl e s.= 6Eí 

XJ1 <.aso áe que/,¡¡, sel; COIUt~~ie,· ñó6r.í 'Í~~ o6l<i~unaJ~~;~h;;, áoiufe se,¡,,,.;. fa variatiJ;, ác 
¡{jcÑJ parámetro en fu11&ÍÓn tfe fa fangi_tutfáe fa oarra; L >ic : • ~.: • •,;: ::;, ,,; <" ; , /. 

'E;¡jstcn otras métoáos para encontrar fas ácjf~ncs en .estructuras pero &mos .Sr:o9iáo efáef tra· 
6ajovirtuafporseráefosmáuencilfos:: • . ·: ,.: .::» (»< ·.•':• •.:', < .·'.'::; ·•'' ( · .. 

La o6tenciórr áe fas ácspfazamilnt~ en fes ~;~;,,,; 'áe ~.~ 6a;,;, ·;,-., p~¡,¡.,.;¡, p~ra eafcufar fas 
fuerzas áe f!faciiJll para u11J1 6a"a rlo6kmctttt t1!f1ottyáa qu1:; es, por,-!!'-1 ,co1ulido.1~ "á_cf~tintcra, u11a 
estructura hipr.n.stJtica !I r.n c.o1ut.tuentkl no u posi~/é._ife~em1lllOr. sui_;ca~io11M por incáW.t!e fas 
ecuaci.J11t.s ác fa cstáti01. Las i11tóa_m'tas se tafcu/ái1 foi:mulínúlo u11SU{itit11tc mí~ tfe ccuacilJ11es i11· 
áeptnáilntcs o6teniáas ác fas co1iilicio11cs áe equifúÍriJJ es.tJtilo !J .ác fás relaciona entre fos esfuer~os !J 
(asácfonnacio11cs. · · · .. · ·: . .. ·, ,, ·: ... " ""º · . 
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. 211ra 06t<11U fas fuerzas áe fijadón util'u:artmos ento1ius,,;.. prindpil>s ontu 17ft!ntl0niufos ~ Úovls 
áef pfantcomicnta trtiáicionaf áef "ntltoáo áe fas ffQ(fbi/iáaáes" (mismo que utifi&a ef mi!toáo motri<iof 
(capftufo 7) !/que se áeseri6e o contii1uacUJn. . 

-Primero sc áetermb10 el 11úl7ft!ro áe rt0ttio1101 en fos apoyos áe (a estnicturo. 'El ¡¡roáo ác in· 
áctenninod411 sc áe11omb1a¡¡raáo ác roáunáo11cia ác fa ostruttura. 

- -S• amsiáoro u11a utructuro ác11ominaáa primario que sc 06tic11t ác fa utructuro orlfiú10f 
efimútd1iáo lás rcat.cio11u retlu11áa11tcs áe manera que se. tcn¡JO una estructura cstátimmt11te. 
lttcnninoáo. Las rt0ttio11&S rtáunáantes so11 fas rcaceio11"S cn tl($UO ác fas quc sc puoác11 
áctcnnbU1rutJticamente. 

-S• opfir4 el principio ác supc'l""icUJn áe causas!/ cfectos !/ sc von aiiaáic1ufo fas rt0cdo11&S 
rtáunáantcs, cstáfifccicnfo uua ccuacú!n por cala rdunáantc, áe ma1icro que fos ács­
pfa&amitntos áe fa estructura cn fos puntos cn áonáe sc eliminaron fas rtaccioncs, se c:rprt· 
se11 en funciá11 ác fasjuerzas c.o1wciáas !I le fas rc.auio11u reáunáantc.s. 

-'El métoáo anuÍlicra ento11GCS u11a c.structura isostática, áenomi1uula prüwJria, &11 fa que se 
cafcufan fas áespliu;amic11tos en fos apo!JOS que sc efimi11aron áe fa estructuro lilpcrcstática 
i11iciaf, 1 cn fas áirculoucs en fas que sc cfiminoro11 lit.lía$ rcstri<clonu. 'Estos á01-
pfazom1tntos sc cafcufall tam6lb1 .,, utructuras ác fa misma geometría quc fa csttuctura 
primaria sic1ufo fas cargas fas rcoetion<S rdu11áa11tcs co"espo1ulic11tcs. 

-!a correcció11 áe fos ácsp/iu;amitntos ác fa csttuctura primario con los proáucüfos por fas 
rcaecioncs rtáu11áa11101, apflcaáas ác ""'""ª que sc Cul1J>fan fas co1uficio11es gcomi!tricas ác 
fa tstn/ctura oriiJinaf, pcmútc csta6kur un sistcmo áe CCUJU:io11es CU!JO número es ÍfiUªf af 
áe fas rcaulo11t.1 rafutU!ante.s. 

-!a sofucúln ác cslc sistema á¡ccuacioncs pemútc áetermblOr fas vofores ác fas rtacciont1 ,.. 
áumfo11tes. 'l/110 vu áetenninaáas utas rt11c.tioues en los ªP"!J'!Si lós ekmc11tos nre.J11Ws se. 
p_ucJcn cafcufar en toáos fos micmfiros ác fa CJlructura por milfio ác fas ccuaCiol/es á< tquifi­
"firio .fe fa estática, puáie1ufo aplicarse tam6itn ef primiplo ác supctposi&UJ11 á• causas !I 
efectos. 

'Ejuipfa 1: Calcular fas rtaccio11cs para fo SÍfiUicntc v{f/a áo6f<me11t• cmpotraáo quc sc 
mucstro .,, fa figura. 

A w B 

~ 
El • Constante 

Número de reacciones = 4 

Grado de hlperestallcidad = NA • NEc 

GH = 4 • 2 = 2 Redundantes 

1) 'El mímcra áe rtacdon.s es poro catfa 
11uáo .J. ~110 en ;r, otro en 'Y!I otro como 

¡¡iro 9. llbt> poáelrOS wque, cona> 110 r:efs· 
ten CllTfiUtll JtlltÜÍo át ras .t, t11to11u.s 110 
lia6Tli rtacdá11 '" esc ,.,,tüfo !/ por fa 
ta11to solo lía6rJ11 2 rcat:cio11u por 11uáo, 
U/la t/I 'Y!/ Otra C0n'1 güo 0. !lbr fa ta11to 
sofo poáellW uti&ar 2 ccuacio11&S ác fa 
cstJtiai que som 

I:M =0 
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2) Xslnletura isostdtiDl primaria 
w 

/ 
I~ 

··~ 

.3) $1pfkat.ü!11 áe( principw le supuposiéió11 lúa U.as y cjutos 

os= Bs . .:.~ .. ·. 

(Capitulo 4) 

M=wlx- wl
2

_wx2 
.. 2 .2 

Osxsl 

~ 1 J' ' M ,,;-fex;.ver 
111 ,~ .. ;-, -====~==--==---=·:-}~-1'.. .. o:!i~·,_ 1 

..;··· 

"''f:I ~¡dJ~ 
'Et:uatw1ies áe t:ompatifii(ü(aá 

ºª = liar+ lien+ ºª"' = O 
0e ·= 0a1+0e11+0e111 =O 

M=·Me 

osxsl 

4) Cóftufo áe fos jespiaz·a~11tos. Consirfera11áo ú11kamc11te ef tfeeta rfe j{&J(jó1L. $1pf,<anru ef 
teorema áef tra6ajo vrituaf para e11co11.trar fos rfespfaoamie11tos. · · · · ·" 

0 = J'. Mmdx 
o · El 
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0 
t1 (w/x-wí'/2 - wic21l!)(x-l)dx . wl 4 

81 m Jo ... _El . ·:. ,.,: •. , "'. 8Ef .. r:11 · 
0 

f (Yex-~9l)(~~l)dx ¡< \_:. f-----------
811 = o .· El. . = 3EI 8 

' - ,-, .- ·., 

J
I ;_ M (X.:: 1) .&' .' ¡2 ' 

08111 = o El. · ª 2El_Ma 
r;·· ;' ' ., e:·-¡ ~ •;..: -

''-----) 
,.. •• 1_ 

af ;,J/:,J;::~'r;w '"!Y,,, i11áita ~· f f)'~;~:h~~P~º;f '.ºPª'ª/~ª rcauw11 u contrario 

6) 'Una va cofcufaáos !Y'11 y M,,,para ú junio '1J,'f.o;Tidi~ ",{¿fas ceuacia11u ác fa cstdtita se 
ffega a 6uofutw11 tota(i¡ue<s: • · · ·· · · 

A /;''' .:• B 

w12112~) w12112 

} ~ 
wl/2 wl/2 
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'EJ<Jlf'fo2: 

lie=0e =·O 

M=Px-Pa 

M =Yel. YeX= Ye (1- X) 

.... 
1111é-1-I =====~-=.J~::-:---::-1~1~ 

~ ,, 

M'= -Me= Me(-1) 

. .'.,. ~ · '.- · O ' .. • . .- ,. Se pue4e11 utafifcur fas 
uuacitJ11tS de compatifiuufaá áe ácformacitJ11cs csr:rifiiClufo fas ccuado11cs a paNir áe (os ácspfáza1TUc11tos 
proáucilÍos únicam1:11te por cargas viNuaft.s !J. al fü111( ""fftipficar ,taft.s ácspfazamit11tos por fa reáu11-
lante que fos proáuce.'FolÍcmos tt1to11ccs_csai6ir:.c:····:- ·.. •" 

·;,::•,s:,~.s:i;;ve+á~ui Me= o._.··· 
. .0ei ~: 0ei1. Y~+ ee;u Me = O 

~:("';.,:.;·~~""!.,,._.,,;,;:";·:.e::·.;::;; .... :-'\3;.· ~{ .. · ,, :. ··,' ..,- -.; 1 

!--------'' m =X· I 

m=l-x 

1--------
1

~' m =X· I 



a. _ ¡" ( p x _: p a) ( ~ 1 ) dx _ ~ 
BI -.J~ · El - 2EI 

0811 = t?1-xkf1>~x = ~=1 
,J -1 (-1) dx 1 

0 e 111 = J~ El = Ef 

_t_ _l__ _ pa3 -3pa2 1. 
- 3 El Ya + 2 El Me - 6 El 

,2 1 e.i 
- 2 El Ye + fil Me = 2 El 
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1 (li-----1 ym = -1 

1 ,·· . 
a ~)~-1 

(1 1 ~~-~1 

2 

.ve,; 2fc1.+2b) 
1 

M -- pa2b 
e-

1
2 

. 'Util'u:anáo lás eauzcúmu le fa cstdtiai rr. :ry = r. !lo( = o) t:Afcufamos lás rtaa:ioncs en e( tJ(: 

trctT>J JI !J nos quda que: 
p 

P~b2( lili----_l.____IY pf2
b 

¡: + 1 L, . v, 

Pb 2 

13<1+2a) 
2 

ff-c1+2b> 
1 

JI contúiuadón se prcsc11tan a{p¡MS wos oáicionafu comútim:11te utúi&aáos ác momentos ác em­
potramiento paro Garras tic scedón constante cofcufatlas anJfooamentc a fos cjcmpfos l !J 2. 'El• cf caso tic 
te11&r una co~t'11atión ác los casos citatfos, se 06tc1ufrJn (os momentos ác empotramiento por scparaáo 
para CJJtla caso!/ tlcspués se utilizará cf priricipio tic supcrpositió11 le CJJusas !J efectos para ofitcncr fas 
rrrJmentos fi1111ft.s. 

'Es evitÍC11tc, aqui tam6iin qut en (os wos c11 fos que?.'"' sea amsta11tc a fo !argo le fa fon¡¡itul ltf 
ckmcnto se tt.111/rá que 06tc1~r una fu11tión ctt fa cua( se ñaaa wriar JI e J, sc¡p}_11 sea ti taso, a fo (argo 
le fa fo119itutl tic tal cfcmcnto. 'Estos CJJSos cspcciafcs se tratard11 co11 mayor tlctoflc c11 cf CJJpítufo S. 
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Condlcl6ri. de carga e ·Me 

p 

u. al-. _ .. _..__r _ 

"' ' J¡i' ··¡;·· 

~111--I -+-+ET--''.. --
1 . , 

. . . 

""'a 4R!"~º~ 

'l'afifa4-l. 
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Continuación Tabla 4-1. 

CondlÍ:lón de ~arga MA . 

. >w(llm) , 

u.(~).._ wl
2
. 

4 .. '··- .. _· :.~ 3 
~ ,. ~ 

M, (---1 -~-m U. 

~~~~~~,.¡.~~·~~ 



Capítulo 5 

Conceptos estructurales básicos 

5.1 CLASIFICACIÓN DE LAS ESTRUCTURAS 
(CONCEPTOS GENERALES) 

'll.11a estructura, cnfi!ncra{, está form11áa pordcrrr:11tos itrtcro.mt.ctaáos (os c.uaft.J, i11ácpcrráicntcmcntc 
ác su forma, se c.011slílcrat1 en u11a1 áos !/ trcs áimcnsiottE.S.1ir rciJfilaá u11 dt:tnefltO tfcuc sicmprc tres 
ái'~11sionr.s: fo119ituá, a11c.ño !I e.spe.sor; sin cmfiargo, si el audio y cspc.5or sori pe.qudics c11 comparaGÍÓIJ 
co11 su fongr•tuá, e.orno en e( c.aso ifc vf!Jas !/ rofurru1as, tafr.s ckmc11tos puclc11 cousüfuarsc C1Jmo uniái­
mc11sionafis. 'En cf caso le pfat:aS !J cascarori<S, cf espesor es normafmc11te mJs pequcrio que fa forwituá !/ 
el auclío ác( ckn~11to¡ át. afrf que {(Js placas !l c.ascaro11t..S se cons1ifrr1Jn 6Utmc1uio11alés. 

L.as estructuras pucrfc11 Oivúlirsc crr fás tres catc9oría.s s;gtiit.11tu amsiáera11Jo sus efcmctitos como 
ác u11a, áos o tres limt:1uio1ie.s. 

1} Xstructuros csqucftti&as 
2) Xstructunu fami11ares 
3) Sdfiáos 

'El prcswte tro6ajo cstuáw fas cstructuros áe fa pn'mcra catc¡¡or"1 áorufc fas efcmc11tos se coris1'ácra11 
como umilimc11slo11a(ú. 

La das!fioició11 antcn'or es tf rc.suftoáo le fa iácafizodóu le fas estructuras reo(u co11 ciertas 
opro)(_imacio11cs e liipótcsis. Por cjempfo, u11 erlificio se Ucafi::.a 11ormofmc11te cu ta( forltlll que su 
c11tranwáo1 es áccir, cf "''!Í!'"'º rle vr'9as !J "'fumttas le (os pisos, se amsúlcra comJ rlc tipo estructura tic 
esqucfcto !I fas placas so11 ife tipo (ami11ar, au11que cf sistema campfcto es reafmc11te fá coin6ir1ació11 áe fos 
tres tipos a11tcs 111mc1'ortalos. 

'El tipo ác estructura áe esqucfeto pude a su llCZ áiviáirse e11 íos s(9uia1tes tipos: 

1) .P.rmaáuras (ccfo.rios) 
2} Sistemas pfá11os 
3) Sistemas rcticufaáos 
4) !lfarcos r&iáo.r triáimt11sw11afc.s 

-'1:11 lás armaáurus, (os dcmt11tos se u11c11 c11trc .ri por articuliic1'011ts s1"11 rozamicutO !/fas 
carpas se op{iam c11fos11uáos. 'F.n aJ1uccuc11da (os cfcmc11tos está11 somctr'áos ú111"camc11tc a 
esjucr,;os axjafcs (tcruió11 o campresió11) 

63 
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_;_'En fos sistemas pli111os, fos •femcntos estJn uniáos •ntre si por nuáos ri¡¡iáos fo mismo tJU• 
por artú:ufatwna sin ro::amúnto y fu ca'.!!"! se apf;can tanto •n fu nuilos como •n fos •fe­
mc11tos. f,as ri¡¡iáeus a fa j{Qefdn iÚ estos •femcntos nornvifmc11t• songranát.1 comparaáas 
con fas tÍ• fu armaáuras. Los efemc11tos no estJn sujetos a torsió11, pues fa estructura y fas 
cargas estJn en .r mismo pfano. 

-f,os retú:uliufos, so11 fos sírtemas pfa11os qut están sujetos a cargas en á!ftrentt.1 pfanos. X.1 
otras pafa6ras, fa estructura y fas cargas no están en .r misnr> pfano y conr> consccut11da áe 
esto fos elementos t.1tJn sujetos tanto a torsión conr> a jfQ(}ón. Corrcsponáen a este tpo áe 
t.1trrJctura fos sistemas áe ta6fero át puentes, fu sistemas áe piso áe df/ú:ios, etc. 

-f,os marcos ~s triáimcnswrwfes, son d tipo mds J<n<raf áe estrrtctura áe t:S<Juefeto. f.as 
cargas están apfú:aáas en cua(quú:r punto y en cuatquú:r áirudón y fu cfcm"11tos pucáen 
c.star uniáos entre s.- e11 cuafquiir forma. 'Este tra6ajo tsnu/iard fas áos print:ras catc¡¡orías !J 
tn ef ca.so ác armaáuras fas estudiaremos tn áos !J tres áime1uio11e.s . 

.Jtntes áe a1w&ar u11a estructura es importantetfúiir caáa u110 áe fos parámetros que fa ácfu¡¿n y 
'/lle serán fiase importante para fa o6tcneiJn áe fa • ormación 'l"e iÚ aqucffa ra¡ucrimos (_uerzas y/o 
ifup(uanücntos) !Estos áatos pueáe11 ser B"'mctria e (a estructura, propitáaáes mcaíniots áe lí>s mate­
ria"les, ca19as1 etc. '1ámfiitn es importante definir claramente los nuáos, cfrrrr:ntos, rfesp!D~amie.T1tos1 etc. 
;testa téc11ú:a se fe llama "topofógía" y es muy iJrrortante en cf awifisis matrú:w( pues áe cffa áepenáerd 
cf onlen áe cjuució11 áe fos pasos para fo sofución ifc( pro6femo. 

Para tonsüfcrar tf scntüfo en que se toNll cala demento, se .ru1011árd que cmpitJ:a ctt uno áe Ws tft• 
tremas y tcmdna en d otro; para üiáú:arfo se cofoca u11a punta áe jledia en e( Q(!T<nr> 'i"e se consiáua fi­
na( orientaáa liaeia t.1e mismo qjrcmo. JI[ qjrenr> opuesto se fe cansiátra como <;(!remo h1icia( ;t y a( 
fina( '1J • 'El número áe efemc11to se e11cicrra e11 u11 cuaárito 'JU• irá 6ofa o a u11 foáo át( efemt!nto en cues­
tión. :Ti¡¡ura 5.1. 

© ® 

:r;¡uro5-1. 

'Ens~üfa, numcromai los mulos ác nut.Stra estructura cti orlen crteic11te scgúll u11 oráe11 árfi11iJ'o 
!I se enticm:tn tll un tire.ufo, 

'1Rm6iL11 es ntet:Sario esta6feca u11 sistema áe coorát11aáas para ácfi11fr nuáos y apo!JOS (ft¡ura 5.2) 

L . 
. 

~. "'·· .. · ..•... 

~~ ., ... _ ··-
:Ti¡¡ura 5-2. 'Tapofogía áe u11a t.1lructura 
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'Es inforta11te señafar que en este tip_o áe análisis 6Js apo.!JOS no se numeran como nuáos, a menos 
qllt! estas permüa11 a( menos un¡¡raáo áe frlíutaá, y que este se Cbnsiácro áentro áe ef aná(isis. ~r ejem­
pfo, fos apo!f"S áe (o armaáura,fi¡¡ura S.2 6, son artiaJfaeiones p_or (o ~permiten ef ¡¡iro áe (os t:kmen­
tos que ameumn a esos apO!f!S· Sin emfiaTfi".1 en fos nuáos ilt. una aniaulura sofo se amsitlcran dos 
áespf=amientas fineafes (áir, ág) por caáa nuáo (nuáas 1, 2, 3, 4) y no se ea11SllÍ<ra ef áesp(ar;amitnto 
an¡¡u6'r &iroJpor fo tanto, áidíos apoyos no se numeran. 

'En.d caso áe marcos planos un ªPº!Iº se tonsúlera o no corw nuáo si pcrmltc a( menos un áe.r .. 
pf=amitnto, ver figura S.3. 

~ 
q>=O;dy,oQ 

L. 
•l r. ,o O; dxi-:v= 

5.1.1 EstobiNdod y grado d1 lnd1t1tmlnodón 

-~uras. 'Una armaáura esta compuesta por un ciato número· áe 6afr.is u11iáis en sus q:~ 
,.. tremas meáiante artieufaciones a pasaáores formanáo una rrá que cOnsta áe Úna serie áe. 

trüfnsufos y montaáa so6rt: un número áe apo!Jos,/Ífi'Jra 5.4 a. · ·> ' " .. . · · : 

~········ 
~ .,~;¿~ 

·-· :··' • ··:.: 7 • :... 

L. 

Cm/a 6ami áe una armufura es un clemtnto somctilo a áos jucr.&as, ác tal ma~ra que caáa una 
rtprucnta u11a úláJ.pnita ác fuerza interior. 'El número tata( á~ tkncitos áucotwcülos ác{sistcma com­
pfeto u ipuaf o( numero áe 6arras mir ef número áe dementas áe rtdceión inátperufi¿nte. Si ((omamas 
'J{jJ a( numero áe 6arras y NP a( número áe áes¡,(o~ami¿11tos irrátptnái¿ntes, poáemos esta6ftar u11 
criltriD áe esta6ifiáaá y ¡¡raáo IÍ< iruútermiluitión ile fo ormaáura CO"f'ararufo unas y otras. 

-SI NB < NO => El sistema es Inestable 
-SI NB =NO=> 8 sistema es esláticamente determinaoo siempre que sea eslable. 
-SI NB >NO=> El sistema es estíticamente Indeterminado slerrpre que sea estable. 

?"entonces 
GH=NB-NO 
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'Donáe <jH =fiT"'Ú' áe i1uletumbrJJción. , , . . . 

Tí cumpfimknto áe fa amáitión ~ ~ ~á no asegura que fa armaáura 'sea ist'afik.'i.raq~ ~,'uz·ar~ 
maáora sea estafife se requiere ef cumpfimiento áe trrls conáidones. 'Primero, e( vafor áef 11úmero áe, ~c­
cio11tS ác6e ser iguaf o nrzyor que ef áe tres requ_criáo para fa estafiif'ulaá estática ádos apo!Jas. Lue¡¡o, no 
ác6e 6a6cr una áispasici411 inaáccuaáa en fos apo!JOS !J 6arras para evitar.•. fa:'/UJnesla6iliáaá 
9comltrica Q(tcma e i11tema. ._ . ,·· .. :'.~,·;. ,· ':_·,, . ,· .: 

'lJJsicamcnte, una armaóora estafife pude o6tenerse partienáo áe tres 6arras uniáas por .meáio áe 
pasaáores en sus tJ(!remos,fo,.,,.,náo u11 trúin¡¡ufo !J ampfiorse a partir áe este añaáü:náo áos nuevas 6a-
rras por caáa nuáo 11ucvo (fi¡¡ura 5.4). • · ... ,;· '··· .. ,., 

1\Jtsto '/'" esta estructura sateface que~= NjJ, tenáremos una ~tura estáticamente átter­
minaáa (segun tf inciso a11terior, ef apoyo áerc&o áe fa figura S-ta se consiácra como nuáo puesto que 
pcnnite ácsplíu:amk11to en tf tjtl(se¡¡ún fa figura J. 

Supo119amos qut fa forma áe esta anmáura se e.amfiia, c.omo se muc.stra ttl fa fi¡¡ura S-S. 'El_ ~iúme.ro 
áe 6arras !J nuáas es ef mim>J; fo ecuación áe conáición áe esta6iliáaá si¡¡ye cumpficmfosc. Sin emfiarao, 
es gcométricamcntc i11estafife porque na na!J UIUI fiarra que soporte fa ]ucrza f/Crticaf (corta11te) Cll CÍ 
tramJ áonác se omitio fa áia901ui[ 

fi¡¡uraS-S. 

:J{ay ciertos casos en fos cuafes fa esta6if'ulaá áe una armaáura IUI es cfara. 'U11a forma áe compro-
6arfo es fa ác intentar ef cáfeufo áe fos cs{uer&as !J vcr si fas rr.suftaáos son compati6fés a 110. 'Un resuf­
taáo incompati6fe ináica que fa sofuciJn no es única, sino infi11ita e i1uleterminaáa, en tal caso fa 
annaáura es üwtafife. 

-!\larcas rigiáos. 'Un marco ~iáo se CO"f'one áe v¡qas !J <ofumnas uniáas ~úlamente, taf 
como ef mostraáo "' fa figura s~ a. La esta6iliáa4!J ¡¡raáo áe i1uletcrminacüin áe Ull lllllrto 
rigiáo pude ü1uestigarse <omparanáo ef 11úmcro áe incógnitas!/ ccuacio11es áe fa estática 
(ilrternas y áe rtat.eió11) IÍS/'011i/Jft.s para su safució11. 'llt1 '1WJT(.O pude Jtpararse ctt u11 
11úmcro áe sdfiáos aisfaóas, r¡¡uaf af ác 11uáas, como se muestra e11 fa ]i¡¡yra S'~ 6, fo que re· 
quiere separar toóos fas cfemcntos (vigas !J cofumnas) átf marea mcaia11tc áos scccio11cs. 
'EJ(iste11 tres 11t1911ituóes lesca1ll!ciáas '" coáa sccci411 óe un cfemc11to, 9{, V y~{. Si11 em-
6a'lJ01 si se torwcen estas amtülaács c11 una scaió11, pue.ácn áctamfoarsc las cont.sponákn· 
tes ile fa otra sccci411, esto se ""J'frca mJs aácfo11tc. 

r-J 
± ± 
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2br tanto, sofamcnte líag_ tres int.ó¡,,itas intan.as t inácptmlie11tu en CIUÍa elemt.nto áe un marco. Si' 
'J{:;B rtpruenta <Í número áe oarras !I ~el número iÚ <kmentos át. rtaalón entonas el número to ta( áe 
inaJ¡¡nitas üuúptrufkntu en un maraJ 1Jiifo u J'J{:;B + ~ 'Un nutfo rl¡¡iáo s<paraáa como sdfiáo ais­
(a¡f¿, se entuwtra sometiáo a un sist<1na ¡¡<ncra( áe fum:as !I momentos como se üufita <11 fa figura 5.6, 
!Iª pu un nuáo rl¡¡iáo u tapaz áe soportar moirrmtos. 2bra d <qUi/'ifirio le un nuáo, este sistema lefie 
satisjaarfas tTeseeuadon<slecqui/{firio, !:7-t=q !:7!J :q !:M=O. 'En uta forma, si ef núm&ra 
totaf le nulos n¡¡iáos <S i, entonas poárán esaifiirse Ji <euacionu iná<penáialtes le equil'úirio para ef 
sistema complí:to. 

r!?uele sualer que se introluztan artitufaeionu u otros lispositivos át. co1utTuaid11 en fa c.rtnú­
tura tan cffin le pro11Ur<euaeio1u:s alitionafes le fa utátita, por<j<mpfo un tota( le t. M, el número 
totaf le «Uationu le fa estátita lispo11ififes para fa sofuelón d'e J'J{:;B + 'J/}¡_ inal911.itas será .3i +t. Las 
triterios para fa esta6i1Ufal !l lf"ªlo tfe ú1leten1U011atión le un marco rígitfo se uta61í:a11 comparatufo cf 
número áe inalg11itas (J'J{:;B + ~ tan el 11úmero áe «Uada1u:s inátpelitfkntu (Ji+ t). 

-Si 3NB + NR < 31 +e El marco es Inestable. 
-Si 3NB + NR = 31 +e El marco es determinado siempre que sea estable. 
-Si 3NB + NR > 31 + e El marco es Indeterminado. 

Para cf taso áe fa figura 5-6 fia!I seis nutlas, ;,,c(u!l'náo fos apoyos, seis 6arras !I s<ls elí:m1mtas tfe 
rtactión, pero nÍllfiUna uuaddn tfe t:onstruaión. 2l1r fo tanto. 

(3NB + NR = 24) > (31+e=18) 

Par amsjguknte. 

GH=6 

!Mu&os pro61í:'"'1S que puele11 imJt.stji¡arse mdiante u11a «uación, puelen {deifmente ruo(verse por 
simplí: inrJt.st(¡¡atión otu"far tartanáo íos éfane11tos áef maraJ !I tfutampo11itnJó fa estTuctura "' varios 
mas sirrf'lí:s (c.rtnútura e11 ár6of) 

!Para que una e.structura tic 11uáos rlgüfos sea irostdtita, át:fie. C(istir sofamc1itc u11 cami110 a sea...uir 
por fas torgas apf1&11tÍas le cuafquitr P.unto liasta fa suste11tación. ~to imp_(ita que fa utructura d'efie 
estar fjgaáa a fa sustentatión en un so'(a punto, !l 'l"e fas 6arras tfefien estar d'ispuestas le ta( manera que 
no formt11 nÚ'fiÚ'' a11dfo amiáo. 'Jáfes t.Strut:tunu se ác11omlnan en dróof. 

5.2 CONTINUIDAD Y EQUILIBRIO 

Con cf fin áe poler e11tenát.r o6jctiwmente fas printipios tfe eontinuiáal !I equil'úirio me11tia11atfos "' e( 
capitulo 21 fa prc.sc11te .scaión e.staáléa tales rcládonr..s, apfkaáa.s a .sistemas t..strutturak.s. 

-Contitwitlaá. ~te pri11ápio supone que fa áiformación !I co1u<euent<me11te e( lu­
pfar:amk11to le cuaf,juitr pu1rú> partituliiT át. u110 estrvctura u eo11tú1uo y tit11• u11 sofo valor. 
~orrnafrn:nte esta eontffdó11,. e"f'ka, a( igual que fas eonáitio11u át. cquifi6rio, para satis{aar 
que fosátsplázamicnto.s so11 únkoscn los(:¡(JrctrW ác foscftmcntosr¡ue QJllCU"CI' a u11111ulo. 

S'!J'º'!!JflmAS que a(quuas cfcmc11to.s t..std11 rlfiiá.amc11tc u11itfo.s entre si' en tf 11uáo i mmo .se muestra 
en fa ji¡¡ura 5-7. 'Despuis le apfi<ar fas torgas so6re e( sistema, supongamos qut e( nuáo i se tfcspfa::a 
una ta11tiáaJ áL La ta11tÍitliJ11 áe compatifiiliáal a eo11ti11uiáaá requim qu.: 

~=~=~=~ ~ 
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'Dotuft áíj rrpruenÍa cf áespfa::am;e11to ádtl(frcnrJ i 
ácf demento fi· ~a ecuación 5.l es váfiáa sicmprc !/ 
cua1ulo fos ~kmcntos utén unúlos entre si rf¡¡üfamc11te !J 
no se proáuua ffueneia nifaffa <11 ti 11uáo. 

'Ullll va coiwciáas íos á_espfa::omi<11tas c11íos11uáas 
áe una e.structura, sc,gún el pn°11&ipio áe tonti11uülaá, 
poácnrJs cnco11trar fas áiformacionu en cnáa u110 ác fas 
dcmc11tos tf.el sistcmJ estructuro(, !Iª que u11os !/otros son 
compotifiks. 

-'L¡uiíi6rio. ?{grmafmc11te fiay áos cfascs áe tquilifirio, <fUilifirio cstáti&IJ !/ ctJUififirio 
áitldmieo. Cu atufo fas cargas están apficoáas so6rc una estructura .,, forma causifi11Caf ú>ar­
ticnáo áe cero y ofca11:;a11áo su valoifi11~a1111Íualmcnte)fa estructura se ácjorma 6aja estas 
tar¡¡as !/ qudárd c11 reposo en su farma inaf. 'Dt.sác r.ste instante Id estructura 110 sufre 
cain6ios en su pasició11 11i e11 su forma IÍ< ormaáa. 'E.sta es fa l!amaáa posición ác <flJifibrio 
utdtko ác fa estructura. !lbr cÍamtrario, si fas cargas se apfi&an súfiitamc11tc, fa utructura 
ofca1u:ard áijem1tcs ácformacio11es e11 á!fcre11tes i11sta11tcs. Si cualquier part{eufa o porció11 
áe fa estructura está e11 epiift6rio en cualquier i11sta11te 6ajo fa acción ife cargas C)(!cmas, 
fuerzas aravi'tacio11afcs, fuerzas cfástrla.s y fuerzas lttcrtiafcs que actua11 so6rc t.ffa, cntou­
ccs se áicc tJU< Q(jste ti (famaáo cquilifirio di1uími&IJ áe fa estructura cf cuaf 110 es nuestro 
o6jetivo estuáiar . 

.!.a conáición ác cquilifirio estático esta6fcct tJU• fa sumJ áe toáas fas fuerzas tl(fernas • ü1temas que 
a<tuan so6rc fa estructura (üicfuye11áo fas rcocciones)trasfaáaáas a u11 punto camún, será iguaf a cero. 

Supo114amos .¡ue e11 un espado fisico 6ilfimcnsio11al, cf cuerpo t!dstico llVSIT•áo e11 fa figura 5.8 está 
en "Jllilifino estáti&IJ 6aja fas cargas áaáas fP• Pz, P.~ .... PJ ifonáe Pi rcprcse11ta fas fuerzas ¡¡cncrafi­
z:aáas {ulCÍu!J'náo (os 1nJmc11tos)apficaáas e11 cf pu11to i. 'El <fUi(ifirio estJtico csta6fcce que: 

:Figuro 5-8. 

P' 1 + P1
2 + P1

3 + .... + P'n = O 5.2 

'Dotufe P'i rcprese11ta a Pi trasfaáaáa a u11 
·sistcmi ác morác1tatÍtlS c.omu11ts fo01fizaáo c11 "" 
pu11to ar6ilrario ta( como t!pu11ta Oác íaf'fillr• 5-8. 

Afcmás áe toáo cf "i"ilifirio áe fa estructura, 
cuafquicr parte aisfaáa áe erra ác6e estar tam6it11 .,, 
<fUili6rt1. Supo1'Bamas que cf 11uáo ,· e11 fa fj¡ura 5-8 se 
a is fa áe fa cstructum como se muestra c11 fa Jigutu 5-9. 

:J(¡prcse11temas por Pt g = 2, 11 e11 la figura 5-9) 
fas fu=as i11tcmas áesarroffaáas t11 cf t)(frcmo i ácf 
cfemcuto íj ác6iáas a fu cargas apffuJáas. 'El cquifi-
6rio ácf11u.!o iesta6ftce que fa sumJ áe toáas fas Jucr­
zas intentas !J qtcmas que co11currc11 a Ji'dio 11uilo ts 
i¡¡uaf a c.ero1 áo111lc m u el 11únrro tic ckme.11tos que: 
ca1icum11 al 11uáo i (ccuacidn 5..3) Si esta ecuació11 se 
sati.sfaa Cll tlJIÍa 11uáo tic la tstrvctura, fa co11áidó11 
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tle cquili5rio para totlo d sistema en a11yunto tamfiién se cu"f'fa (ecuación 5.2). !Et! este trafiajo usaremos 
frecuentemente fas ecuadones áe cquilíDrio tle nutlos. · _ 

Otra amtliáón tle equifi5rio que apficamnos 
ffUuentementc es cf cquifi5rio tfe un ckmi:nto 
6ajo fuer:;as intentas áesarroffatlas en sus C)(frt-
1110s que <n jonna matriciaf se cs<rifi• SCIJÚn fa 
auación 5-4: -

PA + haA Pe= o a) 
hAaPA+Pa=O b) 5.4 

L Pq+P1=0 
J• 1 

JftPuaÚ. -

5.3 

'DontÍ< fiij es una 1T10trie que tras&.tl~ fas fuer:;as tic un .,¿.,.,,., ;e( ckmi:1;to al otro C(fremo !/ 
tlontf<: .- _-. _ _ 

!.!br simptu:it!d supontfmno.r '/"•' 

hBA. = h 
. hAB h"1 5,5 

;¡,(,fas e;qi,.¡_,ia,,;, 5.4..; P,<t!an ;;,,;,; 

PA + hPa =O a) 
h

01
PA+Pé=O: b)' 5,6 

,- ffa1110mnos a fi fa 1T10trie tlt <'JUififirio tle fa 6aTTa asodatla tari esta. 'Eli 11ucstro a11Jfisis, fi, estd 
asoeiatfa tan e( Q(frcmo '1J áe fa 6a"a aunque puáo fiafitrse fi«M iguafmentc para tf C(lrcmo JI tic esta. 
2:t~ uta jormJ, f1u t;rfuenos tll u11a 6amJ los árjfllüemos P,º~· a:,s .!/ !~'ª --~6te~~~~ _fos uJ.ue'f,": ~A 
util"u:arcmos fa auacidn 5.6 a. __ : , _ - -. ,.. , .. _ : _ __ .. ,. . _ . 

!.!br otra part•, fi rcsuftarJ i1ufcpt1ufitntc tic ras· caractcrlst{c,ú efdsi"itás-;re ra' 6Q,:,.'Q~f"to;;s;;¡·· sim­
pkmt11te e11 u11a fu11tión rft. la p_ositión rdatiw áe sus. Q(frem:u e11 nut.St~ eje áe refue1~da.s. ''Esto_. ftau 
suponer que fos áJcfickntes áe 7i tlepcnt!crJn tltf sistema part icu&.r tle <aortfirwtl as empfiatlo para crprc-
sar fas tampone11tes tic fas torgas PA!J '1'~ ··· ~. · .~::" .. ,. :.: :C-.-¿ ·- ·:· .. - :.- -

ConsitÍcrcmos cf caso ge1icraf tle u1UJ 6aTTa <ne( ffana, •11 (a cuaf d Q(frcmo '1J tiene <aortlt11atlas ,Í;r, 
fj¡, <011 resp<cto aÍC(lrcmoJI <amo se mutstra tan fa figura 5-10.: . : · · ... 

Las auacianes ti• cquififirio tic fa 6amJ rcsuftarJ11,'sq¡ú11 fa figura 5.JO<amo: · 

PxA+PXa=O 
PyA + f>Ya = 0 

MA+ Me+ lx Py9-ly Pxa=O 
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'• 

•, 

Q¡te se ¡iúciíi t.itrlsir como: · 

PA+hPe· =.0. 
~f14e te111:°,_ que: . • .· 

5.7a 

¡::·¡ + ¡:- 'ó :1 ¡:::¡ 
MA -ly lx 1 Me 

o 

!TYJ= 5-10. 
5.7b 

· Si aáemds, e( tjc áe <Á~"(et~áas seeje áe fo,,,:, '/"e tf'9e;cáe coaráe11aias, coi~ciád'coi1 eíefe 
IÍt. fa 6a"a~ c~to1ias 6! ~~~.c.on:upo_ ttntes~~f:.--------~~- --'~~ --··- ~-=-' ·. ____ , , ·-~,--:~-,-. -- ·i .. - . 

, ·¡PxA:¡ [1 o'º] ¡Pxe:¡ 
PyA + 0 0 Py9 = 0 

~A' 0 ;1 ~e' 

5.8 

'EJiáo~er'.s1rafangi:Ui/rcra~~;.;~. '?.'~-:e : '..; ' . . . . . .. 
M, si una fuerú !l', actua c11 cf ~""' 21 áe_ fa 6aira;· fas cifuerios tra1.Sm;tiáos a( 11uáo ácf &>:: 

tremo ;r. so11; 2'A ·y estos son f¡uafes o lí 2'rastgún 6J uuaeió11 s._ .6 o'. fa inversa _áe lí se 06tú:1u: comfiianáo 
fas sf¡nas áe fas cfenr:ntos Q;fcn'orcs o fa áia¡o11a( p~i¡Iof. . , . ; 

'lJtif'r:;a1ráo Ull' r.U:onamú:lltO SCmt:ja11tt.,; cf caso ác fas "áesp/o,;amú:11tOs ell (os t>(fr<mDS áe (a 
6arro, se puciíe ácmostrafl¡uc: ·. · · · · · · 

,. ·<' -· 

5.9 

Caáa u11a ác fas tres ccuaci011es_ (5.2,··S.J, ÚJ :sia6fctc11 cf mismo líaho c11 u11a forma áifcrc11te, 
cua( es cf <'/"if'6rilJ áe una_ csfnlctura. Si u11a áe dfas se cu'!'l'fc para toáos (os cfcmt:11tas ij, fas otras áos 
se satisfou11 p_or cst~ mistrrJ lítcf.D, p~ái'!ráo _coáa u11a &'!'J'fcilrse para áifcmrtes propositos. 

·. ·, 

Xt• rcsunr:i1, cf fm~rcipio ác <'l"ifi6rio esta6fcu ~ 

l} La estructura cstJ e11 CJJUirwria 
2) Los 11uá0s c.riJn e11equifi6ria . 
3} .Los efCM:11tos cstón e11 c'/"ih6rio 
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S.2.1 Matriz d1 continuidad y matriz d1 "lui/ilwlo 

Xn fa primera parte Id nv!totÍo tÍe rigitÍcas (eafítufo 6)anrsitÍeramos este métotÍo p(anteátufofo tÍestÍe un 
punto le vista fig<ratrr:nte áiferente, i11trotÍucu:11tÍo {os eonaptos le matri:: tÍe canti11uitÍatÍ '1 matril; tÍe 
equitrbrio • .lilunque esta formufación ád nv!toáo 110 se empfca eomúnmcnte para resofvcr proliknw, tie11e 
un interés teórico eonsitÍera6k ya que proporciona u11 punto ác unión entre cf métoáo ile ri¡¡itÍctcs '1 fos 
métotf os mds se1u:.iffos opropiaáos para el tratamit11to áesistcmas isostdtielis. 

Jfustraremos esta Ufca ro1rsiácranáo cf cJfcufa áe fa matri:: áe eontinuíáaá !/ áe equitrbrio, e11 fa 
estructura áe nuáos rígüfos áe fa figura S.11. 'Dta estructura pucáe eonsitÍerorse !/ªsea en d pfa110 o e11 
cf espacio sie"V're que fas diversos vectores '1 matrices estén canvc11ie11temcnte ácfiniáos. 

L.os vu.torcs que se utilizan son: 

p1 e1 
.F1 

{~ 
p2 e2 

{pi= p3 {di {:: l le}"' e3 

p4 e4 

ps es ~ 4m •I 

:rw-ms-11. 
- ' ~ - " -~ :, _, 

.Gos ekmc11tos áe {os vcctorcs (p} !/ { e'j estd11 lcfinitÍos tt1 cf cam:spotufiente sistema áe eoorác­
tzaáas fcca( tÍe ca.fa fiarro !J aJTT<SpOtUÍcn TCSfCCtitJamtmle a fas fuerzas intentas !J ácfonraeio11CS et1 fos 
t;(/rtlllbS áe. fas 6arras. 'Ef va:tor áe ácfomacumcs cstd formado por fa lcformació11 áe 'aula ckmc11to, que 
se. 06tie11C a partir áe fas tÍesp~amkntos que rcsufte11 ád atuiTisis para fes áos C>(fremos áe cala 6arra. 
Jlls{ letltÍrcmos que: · . .. :'; ;: 

'Elt fa cua{ fu áespfacamkntos cstJ11 ca11rJcJ1imtemcnte ácfú1itÍos e11 ef mismo sistC1111 áe eoorác11atÍas. 
Cottsiáerenw aliora cf e1uam6fe rea( áe fas 6arras e11 fa est,.;,ctura:·i:n 11uestro cj:mpfo lfustrotivo 

fas a:uacio11es áe eo11ti11uitÍaá áe lcformacio11cs estJ11 rcferiáas af vector mavimie11to ile 11utÍos { á J !J se 
esta6fa:c11 c11 fa fomtJ. ' 

e, =d2 
e,=d1·d2' 
e,=d1 5.10 
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We sin emSargo, rccorifarsé qiu para p_aler o6tenu fa_ ácformacwn áe una 6~mr (fa eua( se c;rpresa 
en sistema w(IJ(j, u r.rui.ro tnmsformar ws aespfacamüntos en fas_nu4os af corr<Jpo1ulit.11t• sistema foco{ 
ác fa 6arra •n cuestión. Jl!sf, Gis orpresion<.r S.Japucácn esui6&-s• en fa forma:· 

5.11 

{e 1- [a] {d) 

$11 áonáe r> ;¡ 9!.,son · mátria.s áe áimtnsion<.r aprapiaáas a{ núme10 áe Cbmpane11tu áe ÍDs- vU:to~ 
mof/ÚrÚtnto !J áejormatión. AfemJs !Jt permite rtfatÜ!llDT fas rfe/_o1711Q(;ilJIJlS, t>;pt<SatÍOS en Sistema wcof, 
con Gis áe.rpfuamitntos, e:rpruaáos en e( sistema 11fo6a( ú eooiáenaáos. Jl!sf, tn fa e:rpruión S.111 fa ma· 
trú; [a) se áefinti como fa ,,.,tri& áe eontinuiáaáoe (a tstrw:tura. 

t,a formatúln' áe fa matrí& áe eontinuúÍaá áe una utru&tura varia áe un sistema <struc.tura( a otro. 
'XII e{ coso áe_un morco_ rl¡¡iáo por '}empfo, fo ácformu:ión e¡ á• unJJ Sorra queáard pfenament• ácfütláa 
a( CQllOtlf fos pos a .. ,!I ll.Biáe su.s t:'(frtmos, as{ tomo fo efongatión lii. !lbr CbllSÍ!l"U!llt•, fa áeformaeió11 
áe u110 6arra t.stará asocioáa a un Vcttor tÍ• fo. forma: 

e1 =1::,1 
ll¡-

Donde 

.. , . ·, . 

'EJt ef coso rle armafuras pfanas, fa 4.jonmcMn aúna 6arra ~,¡;};,,,;;.,,,¡, á;j11üfa a[ l.onorú 
tan sow fa cfD'-'IJo&ión ác fa mis11t1 ya qu• sw t>¡fr_etrros no resisten momentos jfezynumtu. 2'11r ton· 
s¡quknte fa ácformacidn áe una 6arra cstarJ asocilJáa_a un, veet~ráe fafarma::,i• ,,;:,¡ ;, :_ ___ _ 

:7;·,· 

ª' = {ói} Donde 

'EJt 6ase a fo' a11ttrlllr, es posi6f< o6tener fa 4cfo;,,.,c~~ áe una 6arr~}P.~ra .,;. ~r,;iáera¡,,,,, e[ taso 
más ¡¡•nao(, es ár1:ir u1UJ 6arra rft nuifos rl¡¡jáose11 ID cua( se fian a6t_•niáo foHftspfacomitntos átsus <:(· 
tremes. Caáa áespfacamk11to asocia/o o{ t::¡jremo áe una 6orra; se 'ácfi11< por. tÍos áupf~amic11tos 
(inea(es !I un giro (uuacid11 .3.2) Mara poátJllOS áeáucir una 'N'resión ~núa( para 06_tc11cr lá átfarma­
ció11 áe una 5irrra la1ula t:Dmo latas su topofogia !I su án¡¡ufo Je ü1dú1ació11 rospccto al cje ¡¡fo6a( ift coor-
lcuaáas. '})e fa figura 5.12potÍctrtJS áeáutir fíu s¡qule11tes i¡¡uaMalu: -' _ ' 
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- ·- --- . . . -

e Al = _Sena dxA·.¡. Cosa dyA.+ 'I' A +Sena dxs- Cosa dye 
1 ·1 . . ,,, 1 • · I · 

5.12 

Senet Cosa· · Senet·· .. Cosa 
0e1 = --,-.dXA+-.1-dYA.+ -.-,-dxe--,-dye+<i>B 

y 

71¡¡ura s.:..u. 
Q¡ll poáUr.iscsc:rifiir<uforma matmiaf co.ma: 

"' 
···', 

5.13 

-Cos;x. ó 

¡~¡ Sena Cosa Sene< Cosa 
= --.-,- -,- -,- --,- o 

· Senet. Coax Sena cOsa. --,-· -,- o -,-. --,-.. 1 

e1 = a x d 
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f>"']U• CS fa CSf'TCSÍÓn!l'lltTDfpara CONOUT fa ácjonrtl<iÓn a• una 6arro según Su dir~ión !{M d<S· 
pú.zamientosenfésQ(fromos. , '.:::, ,: ,;,: ::,; ., .. '·'. . . 

'En cf caso tf• una 6arra artltufatfa en sus Q(!rtmos, fa Q(/'_TCSÍÓn para o6t•ittr: fa tfcjormruión tfe fa 
mismas• pude o6tener a partir áe fa e:rprfSión 5.13 efüninanifo ·.r S'flUntÍD y~( tercer r~ngfón; as{ como 
(os giros 'I'~!/. ~ áef rlc<tor "• tfupfaza111Jtntos. !lbr /ó tanto.para o~ttner la aiformación en .una 6arra 
tf• una armiáura utifizar•mos fa e:rpr.sión: ·: ., ·' · ,r· . '·' 

l.· ' 

{a, l = [- Cos a. - Sen a. Cos a. 5.14 

!lbr otra parte, (a uwu:ión ª' tquifi6riJJ "• 11utfoi para fa f ~a 5.Jl idufta ser: 

5.15 

'En .st• ca.so tf•6• miafam .tam6iln qu. fas tfiJmnt.s Pi utd11 e:rpr.satfos .,, su sist<ma faca( 
d• coorá•naáas !!Pª'ª poácr CO"f'•rarfas con fas (uen:as ()(Jerior.s {e:rprcsatfas en e( sistema9fo6a(}tfe6e 
lía6cr u1ta tra11sjormaeió11 tfe coorá<1tatfas qu• relaeione unos y otros {cargas Q(Jernas yfucrzas irrtemas) 
se¡¡ún fa 6anu en eucstiótL Las uuaeioncs 5.1Spued•11por /ó tanto esaióirsun fa forma: 

p, 

P2 

{:J [;, 02 03 º• :. ] p3 5.16 
02 o o 

P• 

Ps 

(FJ (BJ (P) 
. ., .. ·-· ' . . ' . . -. 

. 'En áonl• fa mat;;,, f 'JJ] ;,t';fiku .(a rdació1;'qu~ Orftt• et1tr• fas fuerzas Q(jerttaS que se apfiui11 a 
una tstruetura y fas fuen;as i11terttaS tfe sus efcmentos. Como se tfctfujo en e( copítufa 21 y se puctfe le­
mostrar, fa matrü; ( '1J J si ((amo matrü; le cquifi6rio I• fa .structura !I es !gua( a fa tra1ispuesta le 
fa matrü; I• co11ti11uUfaá.. !lbr fo tanto polcmos cscri6ir fa c<uació11 5.16 como: 
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P1 

T.•. 'T A!. Ra2. RA3, 

Rb o o 

o ] . AX. .·. 5.17 

P2 

Po a¡· 

Pe 

Ps 

<F;l ·,;· c?Í<Pl 
. 
b) 

Af ~ua( qu• fa matri& át (,Qntüiuiátiá, fa n>ll;;;, át equitrfirlo varia áepenáknáo áef sistema estruc­
tura( a anofú:ar • .!'Is' para el caso áe mar(.QS rl¡¡iáoii e( vedar, áejuer::as le u1Úl 6arra se áefint por fas 
momentos en sus Q(frcmos, ~ !J Af!B, 'as{(,Qma. una fuma norniaf. 'En e( caso áe armaáuras, e( veetor ác 

'~.jp~w¡:r:i''f;g~r::~·~·-.. ·-
w N~ N 

Ma A:· A e 
MARCO . ARMACURA 

Las u~aci1ú1ÚS.11 j¡ 5.17 proporcionan un tjcmpfo ácl carácter áe (,Qn'tra¡¡roáicncia ác fas transfor-
macúmes á~_cargas y moVinütntos para uno estructura. · '. . . , 

·. :Fülllfmt.11tc,'poácmos 06te11cr fas <>;presiones que muestran fa (,Q11tinuiáaá !/e( equifi6rio áe fa j~ura 
5.11, si esta se (,Qnsiácra áe nuáos ri¡¡iáos. Por fo tanto y sr¡¡ún fas eeuociones S.11 y 5.17 '"" quiáa res­
pectr·vame.nte. 

01. 

0A1 
Oa1 
02 

0A2 
e 

0.333 

º"'' 
•I 

..... 
0.12 

º" 

••• 
••• . .. ... ... 

,. -

' 

025 

•I 

..· ' .0.80 ·0.60 .. ' 1 --·· 

.0.12 0.18 ,:.; {e} =. [a]{d) 
'.0.12 0.16 . 
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!)'porfo ta11to 

· I 0.333 0.333 •1 -0.80 0.12 0.12 

0.25 0.25 0.60 0,18 o.us ; 

·1· .· .().333 ·D.333 

0.25 0.25 •1 -0.60 -0,16 0.18 

.l.os espadas en 6fanco son urós. · , · ·, . 
Si fa figw:a S.ll se co1zsüfem ajmo annaáum, es áedr r¡u• (os qJremos áe fas 6amzs son totfos ar­

ticufaeionu, fas comsponáientes u:uationes áe eontinuüíiiá !J IÍe. equififiria queáa11 rcspeetit1rJme11te 
UJmo: . , . 

!)'por fo tánto: · 

Co1111 !JO 1Ji,,.Js, fa tfcjormaaiJ11 tfe. una ·6aira s~ 06tie11t como fa á!fue.,,da IÍt tfespliu;arnientos entre 
sus C)(fr<lll1S !J !'ª'ªesto se tfeji11~ una matri< (rmtri& IÍe tontinuüfatf)que permite refatio11ar fas tfcjorma­
cümr.s CJPrGSaifas cu el sistcmz foeaf ác caáa 6a~a, rot~ fos.t!e.rp~amk11tos.0JJrcsaáos c11 el sistema 
gfo6af IÍ< eooráe11atfas. Jlls( te1~mos que para euafquii:r 6ª"ª'.su ácfonnaeión quet!a como: 
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'Enfa cuaf 

P,,ra~áuras !lbra Marcos 
C:ÓS<X 

sana.' 
RAJ= -,-,-, 

Sen<X -,-
C:ÓS<X 

Sena. 
Rs1= -,-

Sena. -,-

(Capitulo S) 

sena. o 

co~ 
-,-,- ',-1 

' 

o 

Seria. o 
Cosa._ 

--,-, o 

Cosa. --,- 1 

5.18 

'En fo que respecta a( ¡¡raáo áe ináctemdnacüln en una Cstructura, poáemos conduir qu• este ác­
penác c;¡p(usivamcnte áe si Ta ecuacüln genera( áe equ,ififirüi áe nuáos áe fá estruttura, { 7} = [ a'I] { p ), 
pueáe ser resucfta por fa rJtltor {f.). Si fa matriz { a'I ], qut aparece en esta ecuacidn, es rectangufar re­
sufta imposifik o6tencr una so(ucidn únita y fa estructura es por co1uf!Juic11tc líipcrcstática. 2\:ro si e:rfst• 
fa infl<rsa [a'' r' e11to11ccs fos esfuerzos en fa estructura pueáet1 o6tencrsc ú111icáiatamc11te a( escrifiir fa 
ecuacüln áe cquififirüi áe nuáos en fa forma: 

5.19 

'E11 ef sf!Juic11te capftufo a11a~arcmos en áetafk ef proccáinúento para cf cá(cu(o áe fa matriz; áe 
continuiáaá e impffatamcnte fa matriz ác cquififirüi áe u1U1 estructura.• , 



Capítulo 6 

Métodos de los desplazamientos 

La tsc11da ácf métoáo ácf cquififirio ,, ác (os átspfazamic11tcJ.f1 rct:Jtiw fas estructuras rcticufarc.r, co11-
sistc c11 to11siátrar COm.J i11lli9'1it.u 6J.siGas fos Jcspfazamic11tos ác lós 11U1Íos. 'E.11 cuafquú:r aphcacM11 ácf 
métoáo, e( primu P'"º es qpu:.sar fas r...1ucrzos c11 íos q,_tTcmos ác fas piezas, c11 fu11dJ11 ác fos corrc.spo11-
ái'c11tu movlmic11tos ác áiclfos o...-trcmos. 'Estll.I crprc.süJ11rs tic (os c.sJ'!uzos cu fós C(jrcmos rc.suftau, c11 

genera(, ác fa i11tcgracló11 tic h1s ccuacioucs Jf/crcnciafc.s apropia/as tÍc CÍ011j]11ción1/fqjó11 o torsión aso­
ciaáos cori fá óarra (cop1lufo 4) jUcáw o6tcncrsc por i11trgració11 áiruta ác estos uuacio11es o por ácri­
vadó11 áe fá aáccuaáa c:rrrcsió11 ác fa c11crgia cfást~ co11 respecto a "1s movimic11l1U ácf cr.trtmo ác fa 
6arra. Si' fa c.Jtructura es finca( íos r.sfuazos c11 fos c:f!rcmos Je /íJ 6arra scrJ11 fu11do111:.s fineafr.s ác fos 
movimientos áe "1s mismos, sic11áo (os corficit11tcs ác "1s movimie111os fu11cio11cs áe (os propicáaács 
mccó11~ ygcomitric.is ác fos f'iaas. 

'El poso s(guic11te uti&a (os co11áicia11cs ác compatiÓi(iáaá p11ra áctcrmiriar (os movimie11tos áe fos 
CJ(jrcttr:JS ác fas piaos cu ténm'11os le fós movimit11tos ác fas 11uáos. ~{, o6tcru:mos o;presio11ts áe fas es­
fuerzos que actuan en fos ~rcntJs le fa pieza, c11fu1t1:.i'Jn áe fos movimic11tos i11tJ9nítas ác estos Qjrc­
mos, fos cuafes satisfaun fas ccuacloriu- fuaza·movim1'c11to !J "1.s auaclo11c.s le tompatifiiliáaá. 'Lttas 
~rcsii.mts tic fos esfuerzos ~rcntlS tic Ías 6amu1 se susti'lu!JC11 c11 fas ctuatümts ác cquifi6rio tltl nutlo. 
'Il resuftaáo c.s un sistema áe tcuacú1"e.s -las ccuadones c.sfuerz:.o-tn1JVimkt1to tic fa estructura- pie 
rclácia11a11 {os cefucrzos ca11ociáos ác fos nuáos con fas movimic111os ácsconociáos áe "1s mismos. :JfalirJ 
uua u:uacúJ11 para caáa Cdmpoucntt ácl movriru'c11to ácl 11uáo !Je( térmü10 luácpcuái&utc scrJ la compo-
11entc áe {a '°'11ª apficaáa. 

!/{t..Sofvlcmlo este sistcmi se 1.16titncn los wfores ác (os moill'mt'cntos t'11tJ9m'tas ác fos 11uáos. 'U11a 
""" fic&o esto, fu c¡;prcsio11cs ya uti&aáas a( cstaófuer fu ecuaciones ác cquifi6rio pudcn empfcaric 
para fiaffar "1s cefucr"os e11 (os C1jrcmos áe fas 6ª""'· 

Se oóscrvarJ posteriormmle, que c11 fá opfiCOt:ió11 ácf nr!toáo ácf cquitiório so11 siempre fos 
motlimz'cutos los que pnincro se ácáutetL Tí 11úmcro ác ccuacümcs a rc.sofvcr c.s (gua! a( 11úmcro total ác 
moVún1'c11tos i11ácpcii4i&11tc.s lc.sa:modJ'os, tf "grado ác (i6crtaá" ác fa estructura CdnaJ a mc11uáo sc 
fláma, !J 110 se ve Ofutaáo por si fa c.stroctura es isostátita o friperc.stJtt'ea. 

6. J MATRIZ DE RIGIDEZ DE UNA ESTRUCTURA 

'El pro6fcma Ju11áamc11taf para cf métoáo áe fDs ác.spfo"'1micntos es wconlrar fa mal"" áe ri91ifc.o 9fo6a( 
ác fa estructura (árji11iáa et1 e( copítu"1 2,1 fo cuof rclácio11a fas Jucr"os ajemos que oóra11 ctl fa cslruc-

79 
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tura con (os áupfazamicntos que proáua11 áitftas fu=. !ll>ra su o6tcntión se puafen esta6fear trc.s 
proaáimi<ntos. 

a) !1Ur;,,,,¡ioáefaceuadón2.11 ri.J=[aJTfk)[a] 
(o6tentión ác [a]} . . . . . . 

6) 1Jiru;tam1mtc. 'Danáo áupfazami<11tas unilarios a fa estructuro, se pucáe o6tcrier [a J !/ fJ(} 
en marcos,!/ [a} en armaiíuras. · . 

e} !IUr Íncáio áe fa mame áe 1Jiáa tUOpfaáo áe caáa 6arra. 

'El primero, es u11 proaáimknto a11afitica a partirle fos pfantcamkntos ád copítufo 2, fos áos úfti-
mos proü4imkntos corrcponáen a fos enfoques comcntaáos c11 fa introáucció1• . 

J'I contü1uadón artafi::arcmas caáa u110 ác fos proccáimkntos en primer fugar para armaáuras !/pos­
ttrionnc11te en tn11"'1s pfa1ws. 

6. 1. 1 Armaduras planas 

Parad caso ác armaduras c11 áos !I trc.s áinr:11sioru:s1 se presenta el c11.foqlll ú11ito, ef cual ,¡,;m c11 c~e11tá',. 
fa totafufaá áe fos áupfazamkntos rwtfafts, áos en tf pfano !/ trc.s en d upado, 06t~1.iirráose áe esta 

formare.suftoáostJ(Jlctos. _ ·-... -.·:.: .-.,., ___ -, -: 
!IUra poácr a6oráar el pro6fema es n&asario csta6feccr u11a canVcnció11 áe s~rios ápropiaáa •. i::uairáo 

se c.on.riácran fuerzas que actuan en fas mllÍos, se amsilera que fa "''!f'º'~11te ile u11a f u.erz.a_.e.s po,sitiva 
cuanáo actua c11 ef sentiáo posit1'w ác fos tjes X!/ X camo iñáica fa fÍ/[""' 6.1 a, esta misma canventión 
será wfiáa en d caso ác fiJs áupfazamicntos. Cuanáo se cafcufan CS.fuen;os, por d contrario, es V¡uaf­
mc1Jte ra::ona6fe suponer positivo u11 ujut.rzo /.t te~rsió11 !l "'fiªtiv_o u11 csjutr.:o áe OJmpre.s~~ c.orm se 
ve en fa f'IJUra 6.16. . ·: · · 

L. (+) 

~ .. ! _______ -<! ~ 
_1-1 . . . . - -

•) Fu.rz8a -~.,·~•y ~·P.'~~enlo1 en to'1 n~do•' b) Fuerzas Internas en las barras 

- . ' -

2\tra este proaáimknto, d pro6fcma es o6tener fas matrias (aj!/[{}!/ (os áatos 1ieasarios para 
eonstTUirlássom .-.. - '*'. . - · _. · 

. . ' 

-'Tapofo¡ra ác fa cstriictura 
-t¡comctrla ác fa c.stru<tuia · 
-Sección ác fas 60,;..u .': ' 
-Afóáufo ác cfasÍidáaálc (~ 6ÓrrÓJ 

Para una Tnéfar 'io;,,p/t;~jJ,, Ú~ioáo ca1utruirc1rrJS fa ;,.,tri:: tic ri¡¡iá;, gfo6a( 6asá11áo11os en fa 
/V¡ura !/ áatos sV¡uic11tes: · · 
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Tj<npfo no.1 

-L.a topofogfa se Q,¡io,,. •n fo figura 

-L.a gromctrfa se "'Pº"e •n fo figur~ 

-Las set.dones saán circufares 
J1 =20cm2 

-'El matcrfafscráa et:ro 
'E =2.1 J(_l(f li¡¡!cnf 

(Capitulo 6) 

6.1.1 a} Obt1ndón d1 [ K] = [a] r [k 1 [a] .. 
'Es importan!• qu• fas unWadu sean compatifiru por fo tuaf y tÍC aquí en alefanl• <>;pruarcmos todo t11 
to11daáas !J en mtt:ros. , 

La dimc1uüí11 dt fa matriz {a Ju i¡¡uaf a( mímcro d• efemcntos por cf número de dtspfozamie11tos 
i11tJIJ"itas com:spo1ufie11tu a tola fo estructura ....,,, este caso !1{JJ x 1{jJ = 51(.4 - !J fo manera en que se 
eai!Jormará fo matriz .fe rontinuWIUÍ u roma sigue: · 

dx dy, dx. dy. 
e, 
e, 

(a]= ª• 
e, 

ª• 
Cala m¡gfó11 to'!tspomíe a fo lcformatüfo le u110 6arra y es ocasionala por fos ltspfa=amientos •n 

sus Cl(Jrtmos, 21ua o6tcncr cada uno le (os rengfones I• fo matriz [a ] -uno p_or cfcmc11to- se pude 
utifu:ar fa et:uatüín 5.14 (copit.ufo 5), para fa cuaf se requiere conocer fo topofogía,.cf á11fiufo de indi- ·· 
mu:.ión !I fos '!uáos a los cuafú e.std unúfa fa 6arra en cuutiótt. >I: t:llflti11uació11 se 7íard fa oótc11dó1t efe [a J 
por rt119fo11.cs,1. ~rice.ir para oiáa c(cm:11to. 

2!drra 1' · · · 
Según su topofo¡¡ii 

'D(frémo11._:;;,¡,ud~'2' ·' 
'D(frcrm ~iulo 4 • e¡={ µT} {da }-{µT} {d~}. 

01 =Oº 

{1}r {dx,}·· · {1}r·{dX•}· · · ... ·· · ' e,= 0 .. dy. - . 0 ... dy. ~· ~·=Cd~·+Ody.)-(dx2+0dy2) 
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!.!\:To si 06sen1amos fa Jwura, túu:mos que ef nuáo 4 u un apoyo y ¡orfo tanto no se pueáe áespfar.ar 
con fo cuaf, sofo se consláera fa parte co~onáitnte al nuáo 2. .La áe;ormacüJ11 sertl ento1u:u: · 

e1 =-dx2 

!lbra fas rcst•.~.tes 6aíra.s se proccáe ipaf con ¡,, que nos ij,da que: 
e2 =dy1 -dy2 

e3 ="°.dx1 .. ,. · - •· •. -', 

e4 ='.'"0.B dx1 +0.6 dy1: 

es='- o.e dx2 _; 0.6 dy2, 

Q¡,,, poáe",,,,,s ~~ciar e1; ~larregfo matritiafáe {a} y nos P,eáa finafmcnte: 

o o ·1 o 
o 1 o ·1 

[aJ= ·1 O· o o 
·0.B 0.6 o o 
o O- ·O.B ·0.6 

'Ett t:St• cfampfo se numeraron' fo~ ªP~JaS para tj•mpo/icor fa 06te11dó11 áe {a J ;.,. Ctt aácfo11te los 
ºPª!JDS 110 se nu~rartln a mc110s que ptmútan áesplíu:amknto rclízt1'1J0, · · 

EA = Constante 

.: .. ~~-~.~., _,_, . am 3m 

Ca,,;, se puáo a6icnJar u1 ~{ cfa"f'l~ a1itcri;~ p~iu fa o6ter(¿~;, á~ ~ rm~{ a} iofo t=sítamos 
conocer.fa ¡:•mctrfa áe fa cstnu~ra !J su tapofogía.-.it part~, 'fe utos áatos poácmos esta6kar una 

sccu:;~;tJ:'i ;;::,z:;;:;.~::;;~L .. ~ 7L:. je ;J~J,i).,f ~~~n ;u' ,.;.~8ra rra 
cual pu&ác ser ar6itraria) Pura nues~ cj_•_mpfo tcn;trrJS_; ' -

Pural,2,.Jyi µ~·{U 

PuraSy'l - '.{ 0.7o7i } 
µ= 0.7071 
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.· 2} '1111a """que Je t:onoam !Ar t!ifcrr:ntés µi rfc."2rfa 6arro, Je 06tic11C CÓ,fa uno de fM Te'!!JWllCS 
t!c [a ] con ayu,fa áe fa uuatió11 S.l4 en la cua(; tomo·., o6vio, se t!cseo1wce11 fD.s rfcs­
pfazamicntos. La. motril; t!e co11tü1uiáarf e11tonus, estará Jormaáa por lós µi ríe cat!a clé­
m:11to. 
91 =dX3 
02 = dx, 'dx3 

93 = -dx. 
94 ='dX2 ~ dX1 
05 = 0.1011 dxj + 0 .. 101.1 ciy; 
9s=dY1·dy3 .. ·. · .· . . ·.. _ 
e 7 = 0.7071 dx/i: o.7011 dy2 ::-·0.1011 dx,- Cl.7071 dy3 
e8 = 0.7071dX.~0.7071dy4 ·0,1011 dx1 +. 0.7071 dy1 
09=dy2 -dy4' ' ;-;···: · ... - ' · . 
e,.= '0.1011 dx/+ o.101i d.'y~! 

.3) PrJr úrt'imo se t:o1is;,,ye fa tmtril: ríe mntinuiáarf tliJCÜJnáo lós t:ocjicicntcs ,fe fM ríes'. 
pfazamic11tos c11 ws fu9arcs t:orrcspodicntis dentro t!c fiz ma_tri::; ·sé9ún tf t!cspfa&anúe11to 
a( quesc asocic'rf¡,M 'toificic11tc, t:on JU siJno.o6teniáo ~n cat!a coso. Por ló tanto!/ para 
11ut:.Stro (410 tlOJ lftldard: : ;- , - -

.. · " .•. . . . . / 
. - dx1· · 'dy,,: '. dx2 · 1: dyz dx, dy3 dX. dy4 

91 .. : .. : .· . .. I·• .' 1 o : .· 

92 .. ,;' . ··. I:•· . .. -1 o o .... .. 
e;•· .0 . "·L.--.· . ·1 o 

ª•- ~-- ·.·1'• · .. o 1 o 
(a)= 95' 0.7071 0.7071 .. 

95-; :- . O. 1 : '•· I·. ·O···· . ·1 I< 

e-, .. •.'··· .. 0.7071 0.7071 ·0.7071 ·0.7071 - · .. · .. 

9s ;,· ·0.7071 0.7071 0.7071 ·0.7071 
e;, i o ,_. 1-.- .. :•- O:,. .•1 ·, 

910 ·0.7071 0.7071 . ..· 
...• 1---

'E.Ji fl.1s lugares rc.stantc.s se r.ofo0111 u~, !J" que a t:(~~úJ1~ á; fas je.fi. ;o~cio11~'~6tc11iáas, {~ rts· 
tantcs áesp(azamit11tas !J lcfont111cilJ1u:s 1109u1uáa1111i~u1111_ ~cfacúJ1~ · : ~ _·.".. 1 
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6.1.1.li} Olit1náón r/1 /a matriz rJe conllnuirJarl rJonrlo rJ1splazam/1ntos un/lar/os 
.Ga matriz ác to11tinuülat! ác utta estructura se pude cneontrar tamfiién áanlo áe.spfm:amíe11tos um·­
tanOs a (os nuáos c11 áo111Íe. sc c11cutmtra1t fas ine.ó9nitas áef pro6fema s~n fas 11'.ªáos ác fr6crtaá 
con.siácraáos !1 o6tcnitnlo (c11 fur1ció11 ác fos lc.splaiamie11tos ácstottocúlos) fu totji'cl"c11tcs que UJnjor­
man fa matri& ác conti1múlaá. 

!fura ofitcncr los s;g11os ác fas corfü:ic11tcs se o6scrwrá d if«to que lós ácsplázamic11tos um'tarios 
proáucen en caáa uno,{¿ (os dcmctttos Ge fa estructura. 'LÍ signo scrd posltivo si proáuu un afaQJ1mlc11to 
o c.sfucrzo ác tc11sió11!J11egatfvo en caso contrario. 

q\Jra cstc método tamfiié11 es import1mtc tormr ctl cuc11ta fa po.sia"ó11 ác( cftmcnto1 es áceir, su i11cff. 
11ació11 !I no será importa11tc en este caso tomar en cuc11ta una topofo9fa1 sln cmfiargo tamfiiilf fo 
rcfatr"onamos. · 

'1)1 tf caso áe efcmc111os i11c!i11oáos, fa ácformació11 ác lidio cfcmcuto será fu11tió11 áe fos áos <o~o-
11e11tcs áe ácsp_fazamk11to á;r, áy. '1)1 cf caso ác eftmc11tos porukfos a íos rjcs IC. o!/ su ácjormació11 será 

fu11tió11 sofo (fe uua áe fas áos <ompot1e11tcs, ya sea áic.ó áy. . , , · · .. · '· .·e 
Para <jempff/kar fo aulerior 06te11g•mos fa rtrJtriJ; {o 1 ác íos ej<mpfos 1} y 2}011tcs vistos. ·. 
Los ácspfazamicutos se proáutcn u110 a fa va qucáa11Óo (os átmJs 11uáir dilnpfctam1mtc 'rí¡¡iáos · 

scgú11 cf proicáimic11to y fos pri11cipws 6ási<os ácf mitolo áe rigiácus. ,, ::· . ;, 

'Fj<mpfo no. l. . 
Proccáewnos áanáo u110 a u110 toáos íos ácspfm:omkutos !/ o6sC1TJ011Óo quc ácformació11 proáutc11 

ctt cada 6am1. · :. ., ·. ', . ·.: · . 
Cos e = o.e _v-1, 
Sen0=0.6 ~ 

' ctx. • 1 dx = 1 

e, l'fp pro.· áu·cc· .111.··.' .• 'fi'l'.'ª. á.. 'cjorma .. ·. tid11 e2 '{p proáucc ninfiU"ª ácjormatid11 
~3 Proáuce. atortamk11to , 
e4 · !lt;,auu··~~rl":~'íto-~-11-t 
e5 '[p proáucc 11in91111á ácjormatidn 
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dx2 = 1 • • 

e1 ;Proáuce. acortamk11to c11X 
e2 f){p pmáuct '!'"119u11a ácjomració11 
e

3 
f){p prÓáuct 11i119u11a ácjomracúl11 

e4 f){p proáuct 11in91111a ácjomració11 

'e5 'Proáuu. ar.ortamic11to c11X 

d = 1 · •.. 
e1 if){p proáuct 11itliJlltU1 ácjomració11 
e2 , Proáuce arottami<Íllo en?' 

03 ~.o pro. áuct 11ftliJll.llª. á.·.cjo. '!""ció11 . 
e

4
. f){p proáu<f 11i119u11a ácjomració11 

0 5 Proáuce af.ottamit11to c11 ?' 

'Una tia qui se lía11 o6tcnüfo tolas fas ácjprmacio11es (os rofocamos e11 d fugar rorrcspa1uf1c11te 
según e( arrcgfo que a fa matri:; áe ro11tinuüfaá fu na(famos áaáo. 'Etl este caso llOS qutáanJ: 

o o -1 o 
o 1 o -1 
-1 o o o 

[a)= -0.B 0.6 o o 
o o -o.e -o:s 

Q¡ie es fa misma 06te11úfa por e( primer rnétoáo. !Este proceáimict1to es mu!/ se11ciffo !J 6asta11te prác­
tiro, rcsufta1ufo e11 ocacio11cs mucfio más rJpiáo. 'E11 (a mcáiáa Ctl que se practique se poárá campro6ar 
fa fadfiáaá ár. cjcaJcid11. . . . · 

!lllr este mismo rnétoáo 06te11er (a matri={ a J para e( cjcmpfo 110. 2. 
- " di, •1 cfy, • 1 

!lbra líaar ,,,;¡, rápiáo d 
proceso· cofocamos toáoJ (oJ 
acspfazatnic11tos !/ t/amos 
rjctuta11áofos u110 por u1101 re. .! 
roráa11áo que para caáa caso, ·• 
(os rcsla11tc.s uutÍos qucáa11 
ri¡¡iáos !/ asi 06te11emos d wfor 
ái: fas rorrcspor11fú:t11es á<for-
matio11c.s. · 

3m 

'EÍemc11to 1. Su ácformació11 es ocaciotiaáa por fa campo11e111e e11.i:,fe(11uáo .3 fa cuaf fe proáutc u11 
afargamicuto. !lbr fo tanto: 
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e 'Elem.nto2. su tftJonrradJri'. fa Óiaciolion ffos tfespfaeomicntos: L.o CO'!'Poncnt• ;.·~ief 1;Uáo .3 !/fo 
corrponcnt .. n;ctfcf 11utfo 4, fa primcm fe protfuce acortamiento!/ fa S'fi"ntÍa ofa19(1micnto'. .'Por fa tanto: · 

. e2 ·=:: ~ dx3' +:·d~ ·' - .. ·'.~~ ' .\.,, 

'Eltmcnto i. Su tlifom.i.ión es otacionatfa por fa ~rnpóncnte tn :cá;f n.J~ 4 fa cual fe p",.áuce un 
acortamknto.2brtanto:·.:,'_.,_, ···' ··: ·,,_:--.-~· ··::_.::";,'. : .. · -·.: ,-· '" .· ';_ ·.: · 

\; ''. ·.. •.· ,,;,· >é3;:(i,(. '. .; ··.: .•. '' ·'." . 
'EknEnlO.;: Su ácfa171'l~w11 újun&r; dé ia co,;po,;.;,tc en ;các fosif"l'fazamk1rtiú ác tos nuáas l !J .z. 

L,o prim:ro CO"f'OllCtrttfeproá~ocortaniartO!J.~ "ifat!áa """f'.01/D~ fcp'!'ª~ªtu.9'!,~ltO. !111rfo tantQ: 
-· ó .: -:.~-~- > .. ~; {K' ·· .. _-,.: __ t' . . ,~~~-:~~:,c1~~ ~~dx~'.,'.:: ... ~~- , ,_,,, ,. .1'.. :.-;,·:": • 

i:ltmcnto 5: Su Íc¡~'rm:uió11 :U Jui.cw~ áeraS'á'ósd,ITf'ºncnt'e.i ác áespfiuomi&11to Ú 1Íuáo l y fu 

áosp~áucen:~~'!!''.~~1t~tr;tg:~Ji~~;{a:;b;~J. ·• :. ;'. ··.····• .. r.>.< 
i:leinu1t~ 6. Su ;¡tf.;,;;,~'i;Jnes ju~iJ11 tfc fa coinpo11Cntt en fY ác 'húruáós l !J Úe 't;ls ·,;¡;(~ lá 

¡mmcra ftproáuce un a6irgamicnto!Jfas'9"1t1Ía ~rtamicnto. 'Elltonw: : '. ·: ,, " .. 

. . ~~;· ·:-~;-;·~·:,.~>~;:~tLr·:~:'.·;~~:~---~-~~s·~~~Yt.~Y~ . , , . 
. 'E/J:rtE11to 7. Su áef.ormacüln u fu1rción tfe fuá os componentes ác átspfazamit11to át (os 11uáos 2 !J .3 

áonifc fu priJllcnu proífute,11 afargomic11to !/ fassc¡¡unifas acortamiento. ~r ta11to: .. • " 

• >• ·/'{ii;'.".·ll·101dic,+o.101dy,-o.101dx3-o,101dy3 .. 
g.,;¡.,;¡O 8.Stl ácfotmadJ~i uful;CÍÓll ric fas tfos CO'!f'OllClllU tÍ• tftspfaeomic11tO tft ÍOS n;tfos l !J 4 

áo11áe tÍlCJproáuce acort,amic11to; tfy1 afargamicnto, tf:c,afa'lJomicllto !/ IÍ!J• acortamic11to. 'Por fa tanto. 

. " 'e8 ;;, -0.707dx1 + 0.707dy1 + 0.707dX. - 0.707dy4 

'Ekmc11to 9. Su áeform0~&"u fwrdJ11 tfe fa compor1C11tc y tfe tos 11uáos 2 y 4, tfo1rát fa primera pro-
tfuce tensió11 !Jfa scgu1iáa proáuce t:ompruiór• ~r 6i ta11to: · ' 

ª• = dy,-dy. 
'Efune11to 10. Su ácformacül11 u funcriÍll tfe fas áos compo11C11tes rk áespfazamk11Í~ · rkf nuáo 2, 

áo11átá)(;lprotfuceacortomic11to yáyzprotfuu. afargamic11to. 'Ento11ccs:. '. · "., " . ' · 

, ern=·0.707dx2 +0.707dy2 :· < , 

'UIUI U.:: o6tcnWas fás ácfom>Jdonu t11fu1rción tÍc fás tfrspftuomic11tos,j'!TllllllrJS fa lllJtriz tfe CtJll· 
IU1uitfoá !/ VocionrJS tos cocfititmtu sq¡ún su corrcspo1ráic11tc tft.spfazomic11to co11 fo cuaf '.10! r¡uu{•ní conri: 

1 O' 
-1 o '" 1 o 

-1 o 
-1 o 1 o 

[a]= 0.7071 0.7071 ' . 

o 1 o -1 
0.7071 0.7071 -0.7071 ·0.7071 

-0.7071 0.7071 0.7071 ·0.7071 
o 1 o -1· 

-0.7071 0.7071 
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Como en fos easos a11tenores, los reslantes fugares se lftnan con aros por 110 h46cr rcfacúJ11 a€¡u110 
wtre áe.sp6uamk11tos y áejornrido11tS. 

!J(µufta co11venknte ~aur áos 06scrt1acloflcs importa11tes ác a114lfi::1Jr rupct.to a fa utifiuciJ11 !J 
o6tención ríe la matriz tk co11tinuiríarf. 

-'El primero se rcfú:rc a fa fornt1 en r¡ue se ácnomma {ecuación 2.11cap_ítufa2} fa matriz [a} 
COmD Ull "opera/o('~ 'Esto Se ifc6e a r¡ue; ¡;orcfa'!f{O, cf proríucto fJ/ac, U se tntitllác COmo 
fa rícn'varía parcia{ ríe u respecto a >e y asr para [os áemJ.s cfemt11tos rícf opcraáor • 

.La forma que aáqukre [I a 1} ácp<1ufcrd áe 14 áisactir;ación que se IÚ1ga ác fa estruc­
tura • .(.a uuacúin 2.11 es d rcsuftado rícf andfuis áe u11 sJfj¡fo so,,.,tiáo a fucr.::as ác 
vofume11, pore.sta ra::dn cf pfantcamknto ácf opcraáor fl a 1} es furrción ác tres ríi,,.,1uw-
11cs ~JI' ~. 'En easos co11crctos su áimt1uió11 átpc1uícrá ¡fe( minr.ro le cf&me11tos c11 que se 
áiscrctia a lá estructura . .La ve11taja scrd que fa matriz ác co11ti11u;,faá que se o6tcrrga !Jª 110 
funt.úmarJ como Ull opcraáor¡ si110 si~frmentc será Ullll matrk; ác coC{ick11tcs ros t:uafes 
sofa ácpcllácrá11 áe ta ¡¡comctrW ác fa t.<tructura y CU!J" 11'1ru:jo es rc(ativamcrrtc fácil si 
utifu:atn0s fas "i)Ws rfé( tilj¡c6ra matricial J;a uuació11 2.11 ticru; sofucúirr por /'os mitoáos 
ác fas ecuaciones á!fcrc11ciaks, pero c.stá Juera ác e.stc tra6afa 06tc11cr áicM sofudó11. 

-'El .sr¡¡ulllfo CJ)mc11tario se refiere a tá át(ormació11 rea( tic u11a 6am1 cua11Jo c:tiste11 ác.s­
pfazamkrrtos en .sus c;ctrcrrvs. 2l!r siinp_taáaá se acepta que, cuarráo a€¡u110 6arra coincüfe 
co11 a(IJu110 áe los ejes tÍc rcfarctrcia su ifcjomru:úJ11 sofo csfu11ció11 áe urra ríe fas áos compo­
rumtes X ó !Y- 'Esta liipótt.<is e.s váfriía pero err rcafiáaá 110 suuác asi, !Jª que liafini una corr­
triPución a fa ácfomraciórr, por parte ác fa compo11c11te norrnJf a( eje ríe fa 6amr. 

Ca11Siácrcmos urra 6arra cuafi¡uicra w,,., fa que se muestra err fa Ji¿¡ura 6.2. 'Después ríe sometería a 
u11 áe.sp6uamk.11to ett u110 áe sus o;Jremos. · 

~.d •. dy 

dx 

J:.a 6amr sufn'ni urra áeformacúJ11 que será: 
e=l'-1 

9' áe fa fi¿¡ura 6.2 pod'cmos ver que: 

I' = -J ( l+d>Q2 +dY" 

I' = -J 12 + 21dx + dX2 + dY" · 

I' = ..J 12(1 +2dx+ dX":,.:!!t¡ 
.. . .. 1 ·.. ¡2 . 12 

I' = ,.,¡ 1+2~x+(~x r + (~r 

6.1 
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qxfiüfo a que fos á_cspf~armentos son muy ptqutiios, p¡áemos inferir qu~ cf "1ciente (.ty>() e; nruy 
ptquoiW !I a( eúvarfo al cuaáraáo se fuzu casi Í!'f'<r«ptifik am fo cuaf, !I por ser normal a( tje ácl efi­
mcnto, su contribución a /á átjonnaciónputáe ácsprcciarse. intoncu: 

I' = 1-.J 1 +2dx + (dx)
2 

- 1 1 

l'=I"' (1+dtr 
l'=I (1+~) 

l'=l+dx 

Sustifu!JC1ufo 6.2 en 6.l terufremos ji11afmcnte que: 

e=l+dx-1 
e=dx 

6.2 

Con fo cual se }!stijica cUcspreciar la co11trifi11ción áe fa componente (áe ácsp6lzamitnto) 110nnal al: 
<fa áe (a 6arra, a /á áiformación áe fo mismo. 1 

'll11a ve::. o6tcmila fa matri.o áe continuülaá, afiara á.6c¡rw le fuzyar fa motri.r; [ kl (minríJcula)quc 
es fa motriz; ríe ri¡¡ülec le fos elementos le fa estructura (~nnaáura) y su wlor está lirectamcnte re­
facio11alo con fas coractcrlsticas mad11icas (E} !I ,f.eomitricdl ~. ()le fas ckmcntos áe fa estructura. Su :;-"'u .. ,•""""'"•~~~.~ •¡1 

fa cual el rJafor ác cola cfcmc11to será i¡¡ual 

. '.Ell lo1ufc i corrcsponle al número le demento err cutst n !I su u6icación crr fo motri.r; ácpenácrá le 
fa 11umcraeió11 quese lía!Ja proprusto. 'lllr fo fd11to: / · · · 

···-[ .. > . J .. ~. 
'Porfacilüful!J, según cf copltufo l, esai6ircmos fa motril; fkJcoma: 

. . •. . . 1 

[ k) = d1ag. (k1, k,. k,. ..... kn) 
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•JxmasI,.3 .. 

'1Jarra2 · 

'!Jarras 4, S 

ic'=2.1 x io7 (~.001)/ 4 = 52~~ T~ntm 
k :"íú;101 ccí'.!ío1¡/3 .'.;1000 To0iVni 
k = 2:1 X 107 (0:001)/ 5 = 4200 .Ton/m 

. - , . . . ~ , ':~ 

[ k] = dlag: (5250; 7000, 5250, 4200, 4200) 
;;_:.·· 

[k 1 ~ dlágona1 co.25; o.333; 0.25; 0.20, 0.20) EA 

:::::::~.n;·:~·;,,;rrt~i~·~·¿.~A E:~ 
'1Jamu5,1,B,IÍJ. .kdEN4.243.:.:o.236eA:' 

::-".";' ,. ,'·, . 

!ll>rfo tanto: 
. ··;~ !_:;i¡.":L;'.5'~ '-.':' 

(Capitula 6) 

¡ kJ = diagonal (o'.33~. o.33~, o,333, 0:333. Ó.23~. o.333, o.2:ie, o.2:ie. o.333, o.236)EA 

Pura el ejemplo 110. 2. 
:;;. -· 

. -"'"""'-1-.:.>0<-.:; . O · 0 ; •ó 'O ; - -o; 11 B 
0.569 ! - : o : -0.333: 0.118 

-0.333 
o· 
o 
o 

O~ '-"'=~-=--<:0.11B".·0.11B' O ·o:, ~0:110 .. -0.118 . o 
. o . '0.785 0.118 -0.333 

-0.333 0.118 ·0.451 ,. o ' 

·· .. '·,• 

~ 
·~ 

-0.115· 0.118 -o.333 o ~º·"'7.=.85~-=~ 
0.118 -0.118 o o -0.118 
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Poáemos <ompro6ar en (os tÍos <DJos a11tcriorc.s que, fa matriz tÍe 'Í]itÍtz gfo6af si<m¡m será simétri<a 
!/positiva ácfiniáa (estructura estafik) !/su 1fimc1uión es ju1idón áir<tta ácl número tÍe áesp~amit11tos 
intJ5gnitas (Jo/p X 9{JJ) 

6. 1. 1 CJ Oht1náón ti• la matriz tl1 rigitl1z global por medio ti• la matriz 
d1 rigid1z acoplaJa el• las horras intlivitlua/11. 

$In tes ác ilwtrar fa ofitcnció" ác f fi:.J, es a:mVtnierttc ftaar a(gunas co1uúfcratio1tc.s rejcrc11tcs a fa ofitcn­
ción áe (a matriz áe ripiácz acopfatÍa para fos anrwfuras, por este motivo, utilizaremos como 6ose fa 
figura!/ fosáatos ácf i:¡cmpfo rw.1(figura6-3). · 

L.a primera parte ríe nuestro a1uífuis trata ác fa forma 
que aáquiercn fas ecuaciones. 

[ 

K ... • 

K .. · 
K••'] 
Km' (d·.} 

do' 

Q¡u <orresponác a fas ecuaciones 4.14 (capítufo 4} · · · .· · 
trarujormotÍas al sistema ác coortÍc1wtÍas fOC<Jfes ác caáa ": '.Frg,;)a:G.:J.<: 
6amz,paraelcasoácu11at.s~turaarticufaáapfana. .- _ º' .---.··:-'- :,;.•,·.~.·; .····-. _.-

~nsitÍcremos urw 6arra tÍc lór'fiitruf ( !/ sccaiJn tra1uvcrso( tÍe área J:l. Puesto qui una fiaTTll artli:u· 
laáa en sus C>(!Tctn/Js pucát tra1tsmltir úmcamc.ntc fuerzas c11 fa ,¡,·rr:aió11 á~_s11; áiratm, e( sistema ríe 
<oortÍcnatÍas foco{ es simpkm<ntc unitÍimt:nsiorwf, "'""' TmJeslTa fa /ifiura 6-4 •. , .:· : : , 

· ··:' .. :e, ·.: '"''Pe· 
E"1re~·.·· 

... /: 
p,./ ~ ·. :,; " .· 

7i¡¡ura 6-4. SisteÍrtt fó~ftÍe coorác;ui,,¡asfc :Una fiaTTll 6iarticufaáa, 

Xn esta fifiura, fós corrimia1t0s li:. y ~ ;~ suponen ,;JiJÍos a partir á< 6i posicióu iukiat.fescar-
9aáa ác fa fiarra. L.as "t1,atio,11~fucn:a-rmvlmie11to en este sistema ác t.Dan/c11aáas son: 

ya que . P1=~e1 . :, 

Q¡ic potf;.,s rUscri6irco,;,.: 
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6.3 

'1)1 fa cuaf R.= '1:ll¡f (11a es tttCCSario escrlDir fas ecuaciones rdativas a fas fu<rtas 11ormafcs a fa 
6arra1 puesto que saficmos que c.stas ác6c11 ser aro) 'Estas ttuado11c.s prcsc11ta11 ulla forma sinu'far a fas 
ecuacio11es 4.14, !/ ª""'!"' e11 este ta.sost11cúfo íos llCCtorc.s ('1'} !/ (15 jtie1u:nsofo u.na compo1u:nte !/ R_se 
rcáua a un simpk tocjidc11tc. . . ·. 

Las ccuacio1u:s 6.J Jefú1c11 fas fuerzas <Í• Cl(!remo 'P;t y 'P.¡¡ para cuafquier pareja ác corrimie11tos 15,. 
!/ &,, áaáos. !Dcfic scriafarse que efiilias ecuaciones son simltricas, como poefíamos esperar. 9fp es posifife, 
sin <mfiargo, reso(vcr estas ecuaeio11es y o6tencr (os 15 en términos efe fas '!'puesto que fa matri:;. 

[_: -:] 
'Lr sú¡gufor. 'Lrto refkja cf ~eck efe que fa pieza puccfc siJ(rir u11 ,,.winüe11to ar6itrario efe co1yu11to 

sin a(c&tor a fas fuertas que actuon en sus c;ctrcmos. La "1nt;,laef [15.,-15,.),}'or cf co11trario, representa 
fa ácformaeúJ11 dC fa piaa !J está efejirliJa unÍll0"1m<lltC por 6.3 para Cuatquier pareja efe fucrtas efe 
c;ctrcmo. 

'E<uacio1u:s anáfogas a 6.3 puccfe11 c:rprcsarse (en fos sistemas efe coorefc11aáas focafcs apropioefos) 
para caefa 6arra efe fa armoefura que se co11siJcra, ?-Í9 06sta11te, antes áe que poáamos apfi<ar fas conefieio­
nes áe cquúi6rio efe 11uefos !/ compatifiilúfaá efe movimit11tos, es 11cccsario transformar fas fucr::;as !/ 
movimientos qu< aparecen cr1 6.3 en fos "1rrcspo1ufientes a( sistemo 9fo6af IC.'ff qu< muestra fa figura 6.J. 
Para ifutuar c.sta trarr.sfonmcidn supomlrcm:JS que los movimk11tos ác los 11utlos át fa estructura so11 
p_tt¡ut1ios en comparacúln co11 fa fongituef efe fas 6arras para poácr ácsprcciar d camfiio ef< posicúln áe una 
oorra co11 respccto af sist<ma gfoóaf ef< coor<Í<11aáas. 'Esta es fa ~fpdtesis apro:c.imaefa qu• se emp_fca 
usuaftnl!11tc en fa teoría finca(J'c estructuras, !I_ '""t..5'º"1c 11 tscri5ir /ds ccuaciom:s áe cquifzfirio ifc fa 
estructura '"' tlistorsionaáa, en fu9ar ác fraurfo en fa Jistorsionatfa, en fa cual tftfitria re.afmc.11te. tfte· 
tuarso. J'ls(, Cll fa figura 6.5 supo11ár<mos que d camfiio J, á119u_(o a. causaefo por fa carga efe fa estru<­
tura, pude áespretiarJc !? ~mar tf valor ác a corrr..sponáittttC a fa t.StnJ&tura tll su c.staáo 1i11'ciaf. 

dx.. . ~ 
7'pa 6-5. Cam6io Je coonft1wefas foca(es a gfo6ofes c11 u1ia 6arra 6iar1ieufaáa i11cfi11aáa un J1¡gafo a. 

· · rcspccto a!(, 
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'En fa f '11"'" 6.5 o6scrvamos IJUC e11 cf sistema 9fo6af tle eoortlc;,;,tl(lS fas tlos eompo11c11tcs tic u11 vec-
tor fuerza d'i Q(fT<trrJ vit:111m tlaáas por: . . 

Q¡u: potlcrrvs cscrifiir tomo: 

Donde 

Fx=pcosa 
Fy= psen·a' 

F=µp 

¡¡T;. {~~~}. 
6.4 

'Puúc aprc&iarsc g~c ~u"P'.c µ ~ó u U11a matrie"'~U~á,:0/a 9,f,O;. amsf!P.Jicn"tC 11~ tr"cnc ú1Vtrsa, fa 
eeuació11 6.4 puttfc tsciiDirse en fa forma i1111ersa 'P = µ 'f :r. filt! f¡ua manero cf eorrimiento tic u11 Q(frcmo 
o puctfc c:q>rcs~rseen fut~ión tic fu eompo11cn;cs tic( eorrimknto ."' e{ ~istc":'. 9fo6a( c11 fa forma: .. 

ó =dx cosa+ dy sen ti· --

Q¡ic puct!c cseriDirsc: 

o= [Cosa, Sena]{~} ó li=µ'd 6.5 

'Puctlc o6scrvarsc c11 fa fi¡pira que cf CJ(fretno tic una 6arra puctlc tener u11 eorrimie11to eon eompo­
nc11tc pctpclltÍicufaraf eje tic áitfia 6ámi y qu• este p_uctlc '!IP'"'ª"' c11fwidó11 tic (os ruforcs tic ti'( y t!y. 
'1áfu tDrrimic11tos, siti ctnfiargo, no tlc11t11 ifuto soDrc fa fuerza ác tJ(frcmJ !J '"'es 1iuaario r"uduiríos c11 
cf cákufo. 

'l)J c.stc caso, rt.sufta scndffo 06tc11cr fa ctua&ió11 6.5 por C1J1ts1ilr:raciouc.s CJ(Cfu.sivamt11tc gcométn"· 
cas. 'lám6ü!11 cs pasi6k eokufar(as mismaucuacio11cs uti(f::amlo cfprincip_io ác tra6ajo virtual. !l(;sufta 
cfaro que d trofiOjJ "'1fitaáo par u11a fuma qu< se mutllC u11a tf'uta11cia laáa il<k S<T d mismo, i11tlcpetulic111c­
mc11tc ácf sistema tic eoorácnaáas cmpfcaáo para mcáir fa fuerza !I fa tlista11cio. ;'Is¿ e( tra6ajo reofl:aáo 
porfa fuerza 'Pqucsc muelle una tlista11cia O en fa fji¡ura 6.5 cs iguala '1'6,yrcsu~a tam6ü!11 jl¡uaf a: 

Fxdx + Fydy = pTli 

stsitciicrrvs qu• 'l'6 =:l'rá y si:F = WP, rcsufta IJU<:T7 = '1'µ7 ác fo cuaf, !ll5 = Pµ.7á, y pucsta IJUC 
'Pes una c.a19a cuafquiera, se ácáua (a ctuadótt 6.5 . 

.?lMra muflipfieorrvs fa_ eeuatió11 6.3 parµ!/ cmpkanáo fa ccuació116.4se06tic11e: 

FA,':,,¡.~~= µklir µklie FA+ Fe= O 
Porque: 

Fe=- µpe=- µkliA + µ.kOe 

Sustituycntlo ¡;,. !I &~por fas ruforcs rcsufla11tcsá< fa eeuatió11 6.5 se o6tümc: 
i= ·. k Td ' k T d ' . 

A = µ µ• . A'.'.' µl µ .. ;, e 

Fa=-:-µ k~~.{ d,\ +·µ k. µ~~e 
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,-siffamamos,X¡7µ(µ'T~etu:mos:,. .· 

··· FA;;;K~d~~K,i.ad~ KM=K~ii 

Fa = KBA dA .;. ~~· ;~. ¡Donde: 'KAa = KBA = ~kM 6.6 

,-,. pude comprofiar fátilmcnte que: 

.'Ef. comfi lo á~ coorácnaáas na aftcra, por supue.sto, e( /;~&o ;;;rwcWo I~ ,P,c fás. r:cuacio11cs fucr;;a-
TWvtmicnto son sm9ufare.r. _, , ... ~:·,,,,,,~r: ~.::: 1~ ·~·;.~ ·-.·:-': .' ,:~: ;:./> ~:-: · -·- ,· 

:16ibk1ufo ofiteniáo fas crprcsio11CS gcru:rafcs ác fas fuir=as le' eirfremo_ ác fas fiami cri ef sistemil 
gfofia(, proaácmos a( s(qukntc paso áe( eáfcufo, C011Sistc c11 fa formación le fa. matri= gfofia( ác ri¡¡iáu: 
fJí.}. ;r¡>Dr.anáo fa comlidán le que fos movina~11tos áe fos Q(frcinos le (as fiarras lcfiett ser i!Juafés a fas 
de fos nudos tont.rponák11tr.s, oátcttelnJS ~ sf!/~~11.tu ccuac~nts~"._~ ---~--~- ·;"-_--,. _:_._. - -· 

Barra 1 BA=d2 , sa;;'o 
Barra2 BA,;,d2 'Be =,d1 
Barra3 BA='d1 · sá=o 6.7 
Barra 4 BA=d1 - Ba,;,O 
Barras BA=d2 Ba=-0 

Sustitu!J<náo estas crprcsio11CS ác (os movinu'u1to; ;, ~s j;:f.,},;. ·~ fiam ~;, (;,, ctuadoÍrcs 6. 7 
ác atáa 6arra,st. tie11c: .··, 

Barra 1 
Barra2 

Barra 3 
Barra4 
Barra 5 

PA1'=KM1d2-· 
PA2" KM2d2 + KaA2 d1 · 
Paz= KAaz d• + Kaáa d1 
PA3=KAA3d1 - . - . 

PM=KAMd1·· 
PAS= KAASdz 

. '·'; ·_ . 
6.8 

Se lia11 omitiáo fos q:prcsioru:s l•:TA ett e( caso le fas fiarras l,'.3, 4 !J 5pucsto .juc af scr rcattioru:s 
tJ(juiorcs 110 1%111 a neasitarse en fas ecuaciones áe equit.Drio le fas_ nuáos, (os vaforcs para 11 !J lz sofo 
pudenrcferirsca(sistemagfofiaf. · - .- .' ·'· ,-. . _ 

.l.as co11ákio11cs le cqui/lfirio áe nuáos e11 este cjempfo rcsuftai1,ié1u:ilfamc11tc: 

F1 = Pa2+PA3+F\/ 

Fz=PA1+P..2.Í.PAS 

'En fás tuafcs 7'1 !/ :Tz se crprcsai1 ta"m6ié11 rcsptet~ ai1c afOfiaf. SustitU!JCMO e11 estas ecuacio11cs 
{os wforcslÍe fasccu11cio11cs 6.Ssc tie11c: . ·. · · · ' 
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F, = KA~2 d2 .¡: Kas; d1 .¡: K..M d1 .¡: KAM d1 

F2 =kM1 d2 + KA,\2 d2 +K~ d1 .j: KMS d1 

Qpc finofmcntc rcaarupamas como: ' .. 

( F)'= [K) (d) 

6.9 

Qpe es fo formo áe fo ecuación 2.12 (cai!•'tufo 2} en <.rte tfa_"f'lo particufor. L.a ecuación 6.9 <.r u11 
cfam¡do ác matri:; partidtmaáa, sic11áo sus e"fcmc11tos motrices áe (2 '\'. 2) !Esta <.r una coracterlsti&a gc-
11traf átf métoáo áe nj¡üfec<.r. Se o6servo que fo motriz 6.9 <.r simétrico, como se mc11cio11ó a11teriormc11tc. 

Sl.um¡uc fas ccuadonu fucr.&a-movimkt1to le caáa una tic fas 6arras t11 parti'cufar JDtt si11gufarcs1 
poáerrros iiáucir, 6asá1ufo11os en «msiáeraeio11es fisitas, que fas ecuocion<.r 6.9 ift6en te1ttr sofucitfn ú11ka 
para unas cargas áaáas y que porconsffe¡uicntt, fa matriz áe rffe¡iáa CO"f'Ú.ta áe fa c.sm..·tura át6csa no 
sü¡gufor. 'lóáo fo que resta, ento11ccs, es fa 06te11ción áe fas movimientos á,, á2 mcáionte 6.9, !/su irlclu­
sriln posterior en 6.8 para fioffor los csfucr::os e11 fas 6arras. 

!Ji!sufta it1tcresa11te se1iafor fo formo e11 que fo motri:: áe rffe¡iácc rc{lcfa fo áis¡Josiciótt ác fas 6arras 
en fo estructura. L.as 6arras .3 y 4 co11tri6uyen <J(ffusivamcnte a /á ngilc:: áirr.cta ifcf nuáo l !/•por <.rta 
causa, sus matriu.s ~ sofámcntc aparean c11 el primer clénrtlto ác fa áiagouaf priue.ipa{¡ que icfaciona 
cf movimi&11to ácf 11uáo l con fo carga ap&oáa en cf mismo. !De ffe¡uaf ma11cra, fas liarros l !/ S con­
trifiu!JC.11 tall soló a fa ri¡¡ü{u ác( nWfo 2 !J sus matrias ~ amsccuc11temc11tc aparcatt sofo c11 e( 
scguiufo efcmcnto áe fo á'iágo1wf pni1tipal La 6arra 2, por d contrario, une fas 11uáos l y 2, y ca11tri6uye 
en amfios clé~11tos ác lit.Ita liago11ar; tamfiié11 proporcrima (os cfcmt11tos ~cn"ort.s a ta misma 9(q~ que 
co11stituyc11 los esr.6011<S matemáticose11tre &s movimie11tos ázy áz, rcjfeja11áo as/ fa fi!Ja::ó11fúka e11tre 
fas áos 11uáos, que proporcio11a esta 6arra !/fa cstntttura. 

'Esta í11t1ina rcfaeión e11tre /á fo""° áe fo matri:; áe ri¡¡ú{ec<.r !/(a áisposició119comltri&a ác fo <.rtruc­
tura fioa po.si6fc cscri6ir fa rnotrü; compfcta e11fu11ciá11 t!i fas matrices áe rigiác:: acopfoáa ác fas 6arras, 
por si"J'fc i11sp_ecció11, si11 11eccsrifaá áe te11er que escri6ir ~(ícitamc11te fas colláicio11CS áe cquifi6rio y 
CO"f'atWifúlail. La ngfa gcnaa( c.o1uistc CJJ que, s,. uua 6om1 i u11c (os 11uáos ,.q y !8, c11to11c.c.s ~1sc 
suma a los dcmc11tos .st~iMJs y 'lJ~imo áe fá áia91wa( principal !J !},'.o"" se coloca e11 fQs corrcspo11áic11-
tes ekmc11tos CJí!crior<.r áe /á áiago11af pri11tipaf (es áecir; en /á Jifa .si, coÍU11UIO '}J y jifa 2l cofum11a .si) 

!Para co11tluir 11uestro tfa"f'lo, 06tt1rgamos fas X..• para coáa u11a ác (as 6arras áe (a estructura. 
'EJ1to11as: 

K .. ,- [0.250 - o 

K = [ 0.128 
... -0.096 

-0.096] EA 
0.072 

0.~33] EA 

K - .. [0.128 ..,_ 0.096 
0.096] ... , 
0.072 EA 



9S • Métodos de los desplazamientos (Cap/lulo 6) 

Qpc a( comparar cor; (Úa11ie,;;riiruuft~tfasu ~f tn~m;;. , ;% ;,, ''.· , , . ; .•. : ' 
. L.os su6úuficc.s tfe fas áiferé;,¡u ;;.;tritis tfi rl,güfc:. acopfatfa tfe cátfa' 6árra iic,;e,, ~( s¡gú;;nte sigrri· 

freatlo. ' - · · · · · · · ., · · ' 

XAA =!l(jgiácz erre( CJr!remoJ.I tfc fa fiarra ár6iáa a urr tftspfa::amicr;to urritarlo en e( ~emoJ.I. 
Xsl'll=!l(jgiácz crr e( "tfremo J.! tfc fa fiarra tfr6iáa a un tfupfa:;amicrrto urritÓrio cri cf "tfremo !B. 

.. X:Bit =!l(jgiácz e11 cf Q(/rcmo rJJ tfcfa fiarra tfrfiüfa a Ull tftspfa::amicnto unitario CTI cf "1frt."'° ${ 

X:n=!l(jgiácz en e( tJ(Jremo rJJ tfc fa fiarra ár6üfa a urr tftspfaeamicrrto ~~itarl;, ~"el ¡,¿;.mo rJJ. 

J{unquc en una primera instaru:ia fas su6í11áicc.s !/(a otüntadórr tfc fas 6arras 110 ticru:n¡ra11 impar· 
tant:ia, es 1·'11/!ortantc si11 cmfia'B!', que nos arostumfircmu a tratarlos le e.sta mat~ra ya que, Q(jstcn dcr~ 
tos casos en Tos <JU• áitho proW!imicnto scrd muy importa11te en fa o6tendón tfe ruufiaáos corrc&tos. 

Como a11teriorm:11tcsc mc11cio1tó, u posififa cscrifiir fa matriz áe rigüfa 9fo6af en funció11 ác fas ma­
triecs tfe rigiáa acopfatfa áe fas fiarras Vufiviáuafcs, por slm/lfa inspcaiórr, sin rrcasüfatf ác tcrrcr que 
cscrifiir c;r;pfú:itamcntc fas co1uficio11cs tfc equj{j6rio y comp_oti!Íiliáaá. 'Efprocctfimicnto a seguir se resume 
err fas sf¡uümtu pasas, mcáiarrte (os cuaks rr.sofvcremos if tjcmpfo 110. 2 que llOÍrJcmos a prcserrtar. 

'Jlcmpfo no. 2. 

EA = Constante 
Sen °' = 1Af2 = o. 7071 
Cos °' = 1/,12 = 0.7071 

I) 06tc11cr ra;µ; tfc cááa ~"ª Íetas'6a';as'scgú11 .U i11cfi11ació11 rupccto af rjc9fo6af. 
;1 .• ; 

- {º} -µ1=µ1= 1 •. 

' {0.1071 }. 
µs = µ, = 0.7071 " {

• 0.7071} 
µi=µ••=. _,o.101f 

lm 

2) o6tcrrq fas XJ«para ca.fa fiarra. 'Esio impfico fa 06tc11ció11 tfe :..C,.,,, X:My X:irA ác caáa 
6arra P'!'ª su pos~c.~~.uti&ac~n c11 "!~~os que se rCqur'cra .. ·. · ·. · ., , 

De la ~uaclÓn 6~6.·. K~ = µ kµ T 



Por ló tanta. 

t< .. ,,; i<~, ;.· [g:~~: ; g:~~uEA 

KA.,~K~= [g: O.~~] EA 

K K . [• 0.118 
Mt= MIO= ;_'.0,118 -0.116] EA 

0.116 
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.3) t.a á1'mcnsiJJ111Í• ló matrie (~}<.!Ífi"OÍa ~1t~=4 ;c.4 yfa Ó6t•1u:ió11á• caáa u11a ác 
sus cli:mt11tos s• ñará su1na111fo fa co11trifiuciiln á• caáa 111ra á• (as óa"as a( egui!'tfiria ác (os 
t~ulo! scgúu fas ttuacio11cs 5.15¡ por fo tanto, poácmos úitc'Pre.tar '41Ía uno iÍc sus cfctnt:ntos 
como fa suma á• fas fucwzs (riñülcas} en d mufa 1' ácfiiáa a lós ácspfM.amk11tos (um'tarias} 
IÍ• fas <>;!Temas (SI a 'lJ) ác /'as l:arras que"'"'""'" a áJúra nuáo. !ll>r fa tanto!/ para nucs­
tro coso tcnán:mos que: 
(!Por slmctrla áe {7\.J sofo <!crifiire,,.,se{ tridngufa superior) 

d d2 "" d.¡ 

K.w+KMa+Ks..+K ... KAB4 KBA& l<ABll 
Kaao>K.u1o+Kae.+Kaa1 KBA7 KBA9 

iv...+K.ue+K.u7+Kee1 KAB2 
K.v.3+K.u.9-+Ke02+Kaaa 

~ráa111{0 quc fas áifan:ntcs X¡ son suÓmatrias áe 2 t2, efectuamos fas corrcspanáicntcs apcra­
cion~ que fú1afmc11tc '.'°s queda. 

o o o o ·0.118 
0.569 o o -0.3 3 o 118 

o ·0.116 ·0.118 o 
lKJ= SI 0.569 ·0.118 ·0.118 o EA 

MÉ 0.118 ·0.333 
TRI 0.451 o 

co 

Qpc cs cf misrm rcsuftaáa 06tu1iáa anteriormente. 
!Para ñaur 1111 resumen Jc fa 11t11ización Je caáa mttaáo prcs•ntaáo, rcso(vcrcmos e( s&iiie11te 

pro6ftma. . . 
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Por medio de [K] = [a)T[k][a) 

'Ejttrf'fDno • .'J. 
Los apoyos 1 y .3 se fían numcraáo como nuáos Pº"i'" 1w T<Stringcn conpktamcntc cf motJÜttÚ!ttto 

en esos ÍUfiares. 'EÍ 11uáo 2 no impiáe cf movim1'c11to ett l(y cf 11uáo .3 tw fD imf.iác en cf cj_e !;Y. !lbr esta 
razón se deócrán tomar c11 cue11ta para fa formadó11 áe fá matriz: áe co11tinulá~á, t.u9a ifimc1tsM11 será 
i¡¡uaf a ?{JJl('J{p, qucctt este caso es 111(6. 

e, 

e 
"' 

a) o6te11ció11áefar. , , , , , ' 
1.-o6tciteió11 J'e (os casenos J'ifcctoiciáe caáa 6aira 

µ1=µ•= {º~ª} 0.6 

µ8=µ,10= { º·ª} ' -0.6 

2.-o6te11cr fos áifcrentu "ªpartir ác fa =~ciótt 5.14. 

dx2 7<1x,, 
e;-,;, ;-dx2 
e:i = .dx. 
e4 d~X.' 
e5 = ·,,dy3 
e,; = ,dY4 .,-dy~ ,, 
e7 ·= :,dy4 ,-dy2 '" 

:.-, 

e7 •,;,; 0.8dX. + 0.6dy4 -O.Bdx1 

eo = .,-0.8dX2 -0.6dy2 
ª•, = · .. 0.8dx2 -0:6dy2 -0.6dy3 
ª'º = -0.Bdx, + 0.6dy4 



J.-Afora ya polenrJS t11nstruir fo ,,.,tri:; {a} tlricianlo fos t11ifkie11tes áe tala lifomrúi4ri 
en fos lugares t11msporiáientu leí arre¡¡fo ""'tritio~ 'Esfª "'. '.· '· · · · · .· ·· · •. · · 

dx, dx2 

·1 1 

[a]= 

98. 

U11a ....., que se fu o6ti~;,{~ ~ ~:,,[. le t11~Íinu'Ja1, ~s resta sok,;.,nt~ o6tei~r f.• matri:; le 
rig;,fu; le fosefeme11tos it1liv;,fuafes [fclp•f"ÍO. eua.fret11rlanrJS que: c.· -· .. · .... -- " ''~';;;-fi1A.li/. .. .· .. . --· 

!lbra n~ts~ aU~.t/J,e~/q:~.e::.::/. ·-~~·;· 

k, = k2 = k, =~ = EN4;; 0.25 EA 
. ks = ke ). ;;¡ EN3 ;;:· 0.333 EA. 
k1 = ke = k., =k10 ";EN5 ;,,.0.2 EA 

Q¡te fü1~(,,;.'.'" ~os~~;\ ; · 
._ .. _-. ·.-.·.· -·-

[ k] ,;;di~g. (o.2~, o.2s,'o.25, 0.25, 0.333, 0.333, 0.20, 0.20, 0.20, 0.20) EA 

Como úftimo paso sofo' iros restó 06te11er cf l'rolueto matrkia{ f"-1 = {a/'(~} [ á} para fo eua{ irl­
troáut.imos u1~ P"!_"ceáimz'e11to aft_e1:11ativo el cua( sofá irrf'tkarJ ""ª ''"'!-'C"itntc colá~cid1.~ tic fas matri· 
ces a empfear!l_fo utifr:::aeión le u11a eeuaei4n6ásiea,tsto est11rnasi¡¡ut: · . _ · · 

[a] [k) 
...:..__;_ ., , o o o o ~ o ., o o o o ~ o o o o , o ~ o o o o ., o ~ o o o , o o 0.333 

o o ., o o , 
~ 

·0.8 o o o O.• 0.6 0.20 

EA 
NS 

K¡=I; .. , B ¡B ¡k¡ 6.10 

o •O.a ·0.8 o o o D.20 
o 0.8 .o.e o.• o o 0.20 
o o o o ·0,8 0.6 ~ 
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an y~§= Scrcjierert a fa motril; {a]. $stcnfanáa 1¡uee(i./simo rc11gfón áe fa} es igual a fa 
i-bima wfunu10 áe [a f. . . . . · 

'X¡= 'Lf~nto áe 61 motriz áe ri¡¡ülce 9fo6al C4fot:.<11Ío en ef ren¡¡fó11 i y fa C4fu111110 j. 
{ = Contatfor IJll• w áesáe I lia.ita l'f:B (número tfe 6arras) 

a11 = 'demento áe 61 11<1trit: {a J C4fowáo e11ef (<.limo rcngfán !I {a i-bimo wfu11111a. 
ag = 'Elemento áe ti matriz {a J w/Dwáo en e((./simo rcngfáll !I fá j<.Ji11<1 wfumna. 

M :tili&ar /'a ecuación 6.10 !I los arrr¡¡/Ds cclocalos, 06tcnemo~·.{;/gu;;,;11~ rcsuftaáo (sofo cf triá11-
guw superior) . ¡ '"' -0.25 o :O '-0.128 

~~l 0.756 o Ci:o96, o 
0.477: -0.072. ·o: ,· -0.333 

K= 0.405: o ·· ··EA o ' . 
'~··-·. 

0.756 ... o 
0.477 

. ,~,-~- -~--

i<. 

6) !1\ir mdio tkla .Ínatrit: le ri¡¡üfce accp~tfa, I~ "'~ª 6arra: ,· 

!1\ira este caso' kipontfrctntis que toios (os nulos Ue1~11 ¡[~; áe./pfuamk.ntos !I seguimos e( 
procdimknto t!oscrit°' a11terionncnt~, · · · . , ' · . , ; 

l.-o6tc11eidn Idos µ;¡, 'dzt!a Sarra: · 

9'a ros IJ61uVim?S ,;;.u;~Üo ~J .. 

:1.-oáwic~ fo~ ~pa~ <IJáa 6lrra (matri& le rigiácz; a<4pfaáa; 

º]" o .EA 

K ... =K-= [g·' ~~3~Je.*'.'.: 

[
0.12 .. ª i. 0.096] K .. 1=K-= o.oss;·,•om2• EA 

K K [ 0.1Í!s •.... -... · .. oº.·.ºo.7926] ,EA.·, 
MI= .~'.'.'." .'.o.~96 .. · 

3.-:Jfatemos ef e~amfifc lefa 'i,;,;trit; [X.] 6adt11lo u11a i11Sftedón Visuu( en la estructuro !I 
tomamfo ctt cuenta cf d11¡¡ufo t!e i11cfÜJJJdó11 !J fá topofog10 le cala 6arra ta( que: 

(sofo el triá11gufo superior) 



K= 

.Mora ya poácnrJs formar fa matriz ( lí::J co11 cf cruam6fc a11tes 06tc11úfo !/ r=rla11áo que fas áije­
rc11tes f(¡so11 matritcs tÍc (2ir.2) 

dy, dx., dy. 
Fx1 o -0.128 -0.096 
Fy, c;o:3aa·' i: .• ()Ji96\ '::0:012··· 
Fx2 0.096 o o 
Fy2 -0.072 o -0.333 
Fx., ,<0.095·,, ':·Oi25:; .. !Y Vci(;ú 
Fy3 0.405 o o 
Fx_ 0.756 o 
Fy• o 0.477 

Pero rccorácmosquc d}/1 =á:o =O!/ por fo ta11to:T!J1 =.'T:o=O, por fo qucpoácmos cfimj¡rar fosco­
m:spo11áic11tes rc119fo11es !/columnas ácfam¡¡fo a11tcrfur !Jfb1afme11tc 11os quiáa: 

0.378 

K= 

-0.25 
0.756 

Slmetrico 

o 
o 

0.477 

o 
0.096 
-0.072 
0.405 

Qµe rcsufta ser fa misma que se o6tuva antcn"onnt11tc. 

6. l .2 Marcos plano1 

-0.128 
o 
o 
o 

0.756 

-0.0961 

-0.~33 EA 

o .· . 
o 

0.477 

/)'¡fiara prcsc11lamJS u11 primer c11foque ácf mitaáo ác ri¿¡iáa, m<toáo le rigiác.:; simpfijicaáo, c11 este éaso 
se hace una tlúnu'nuciá11 c11 el 11úmcro tic co1u~lcra&i41tt.S tafri'tas que pude tc11cr una estructura a lás _ 
mds rcprcs~"tativas t.o11s,.tfu1111áo que caáa 11uáo so(o puclc tener áos movlmlu1tos1 u119i_ro y un 
com'm11:11to ;gua/ a{ ,/e toáos los 11utfos 6orizo11tafu cofi11calé.s a cf. 'Esto sig11!fica IJUC no se co11siácra11 
aconatnk11tos o afargamlc11tos ác fos cfcmc11tos por efcdo ác fas cargas • 

.Jt( !f¡uaf que cu lás 11nr11itluras, c11 (os martos pfanos el pro6fcm11 jumlamt11taf es c11c.o11trar fa matri= 
ác rjzúfc:; 9fo6af tÍc fa estructura, !J como!/ª se mc11tio11ó c11 u11 pri11cipio, fos m<toáos para e( cáfcufo 
ác {f(J, !/para e( caso ác( mitoáo á< rigiácz simpfificoáo so11: • , 
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a) !lbr mcáio áe fa uuaaó112.ll (o6tcnción áe [a]) 
6) '.Danáo áespfazarnkntos unitarios a fo estructura (06te11cfón áe [a]) 
•) !Directamcntc.. '.Danáo áespfazarnkntos unitarios a fo utructura (o6tención áe {!J(J) 

JI co11tü1uadón liaremos una áuaipción áctaffaáa áe caáa una áe fas proceáimiJ:nt0s mcnciDÍIÍufos 
com:.rpomfre11tc.s a este. primer er!foguc, pero a11tcs es conwnitntc c.stafifcur una co11vc1u:ió11 apropfaáa ác 
signos para fuerzas ylo ái:.pfazamitntos. , , 

!Para e( ta.so áe momentos ffe:rftma,,tcs, t..Stos serán pon'Uvos cuanáo gintt ttl contra áe fas mant.si-
ffas áef refoj. .l.a misma convención se uti&ard en ef caso áe (os pos anguforu figura 6~a.. . . 

Cuanáo se proáua u11 áespfazarnknto (,¡,,,,[ áe un Q(fremo áe una 6a"a' rtfPeclO af otro "Cfrtmo,. 
íos ái:.pfazamiJ:11tos, as{ como fos 9üos y momc11tos que se proáua11 ffiO"ra ~ 6)utará11 rroüfos por fa 
convención airas esta6feciáa. · 

7y¡ura 6~. Omverición áe s;¡¡;;,,, pnm /¡iróSy ;;;,;,,,.,¡tos: ,. 
\ .. . :. . "(_~·· _,,_' <, ' 

!lbr otra parte, necesitamos tam6itn, P.ara fa corÍstru'é.iOn le~ ;;.,~;fo6af áe rigiá'c::, coiwecr fas 
propidales meeJ11icas y9cométricas áe caífa u110 áe íos ckmcntosáe fa estructura. 'Bias so11: 

1) '11Jpofo9fa áe fa estructura 
2) <jcamctrfa áe fa estructura 
.3) Secció11 áe caáa ekmcnto 
4) Momento áe i11&rcfa áe caáa efemc11to 
5) Móáufo áe efastiaáaá y móáufo áe !Ibisson 

La fiase ár.f método ",¡e fos áG!P(azamk11tos c11 fa so(uci'ót1 ác uua t.structura, es áctcrmillar fas tJJm­
pone11tes üufcpetufic11tcs áe íos áespfazamiJ:ntos que se ácsconoec11. S'fiÚt1 cf principio áe contü1uiáoá, 
po~mos c11amtrar las ác(onnat.ione.s, c11 este (,IJSO ác u11a 6arra aisfaáa en fu11cfó11 ác fos ÓC!fÍl.uamit.11· 
tos ácsco11ociáos íos cuales-para cste a11áfisis-sofo poárán ser 91ivs e11 íos CJ(frcmos áe fo 6o"a (/i¡¡ura 
6-7 a) y u11 áespfozomie11to li111:af ác u11 11uJo co11 respecto of otro que scrá sU:mprc 11ornwf af cj• ífe fa 
áarra CJI cut.stid11¡ rceonlauáo aácmds que Ws ltspfazamic11tos b1t.ó911itas siempre se .supo111:n positivos 
sc¡pitt fa CdttVCIJCÍÓll át. s!q11os c.stofifct1íía. Sri1 embargo, c11 d wo ácl ácspfazamlcuto ÚiJCOÍ, C)j.stctt áos 
posi6iliáalu áe movimie11to para w 6ª"ª· 'Elf.rirrrr caso es que cf qtrcmo !ll áe fa 6o"a se áespfaa c11 
sc11tiáo pos/Uva (según co11vcr1ción) respecto a c;ctrcmo JI!/; cf scgu1ufo caso es que cf C>jrcmo JI se ács­
pfoa respecto a( Q(!remo 'JI fo euaf se puele i11tcrprctar como que cf c;ctrcmo !ll se ái:.pfoza c11sc11tüfo11c-
9ativo respecto o( Q(!remo JI Je fa 6urra (ver f~ra 6-7 6 !I c). 
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, ;._,, 
' • J 

:Ti¡¡uro 6-7. ~i6fes ifcspfaeanu'entos afs(atfostfe ull~ 6arra. ·. 
' .·. ·. - ·-· •.' .. '.. ','.'-'r o-'"·'..''·•.' ;: 

··, 

Con fo a~t';;:;ó; ~~';¡¿,;i 'cstafi'kcct'po; fa <o#{~¡;eió11 le icspla:amientos antes seria(atfos, fás 
ccuaciottcs tJl!t 11os rcfacio~1an fos.ácsp(~ami'c~1tos .t!I ~~'ª 6a"a !J sus_eorrc.spon1lie11tcs árformacio11e.s, 
que nas queilanfarafmcnte como: · 

:ri¡¡uro 6-7. a)!Jfi) (caÍn6iruieió11) 

--:.·· 

Osea: 

{::} = [~ O VI]· 
1 1/1 {~:} 

{e} [a} {d} 

:Ti¡ura 6-7. a)y e)(com6irraí:ión) 

9A =q>A-o/I 
Oe =q>8 -o/I 

Osea: 

{~:} = [~ 
{el. 

O -VI] 
.1 ·.-VI {~:} 
[a} {d) 6.11 

Con estas uvaciorrcs ~e esta6fca ef pnireipio ~e corrti11u¡,fatf para 6ar.¡.as irufi~uafcs !J tam6r'é11CS 
posififc, por mafia tfe estas; .cortstruir lá matri;; tfe .corit1i1ui4áá U. totfa fa estructura tfarrtfo los ács- . 
pf~amkntru ú1có911ita tfe fa estructura!/ arra~rráo catfa 6a"a e11forma aisfaáa.. · 
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!l(<eurrircmos a un ejcmpfo so6re cf cua( ilustraremos fa uiil"i::ación ác fas <euacwncs antcriDns !I a( 
mistm i;,mpo o6tcnán:mos fá rmtrk á• rigiáu: gfo6a( cft. fa estructura paro ClUÍa urw át fos procdimkrrtos 
scñafoáos. · -- _ - · __ -

6. 1 .2 a] Obtenáón IÍ• [a] ecuación 2: 11 > 

'Fjempfo no. 4. 

Para esta paN• rccorácmos i¡u<: - , _ _ , 
dy, =dy2=0 y dX1=dX2 ,;oo 

Se csta6ftct ác antcmarw 'qu~ caáa éfcmcnto 
tenára dos átjormacio11cs, u11a tll cala-~tmo, fas' 
cuafts son provocaáas por áos ¡¡iros 'r¡ urr ács­
pfOl:!ami&rrto (ver u:uacioncs 6.11), !ll>r fo tarrto fas 
ifcjonrtJcioncs e ác uno 6arra sc_coruiácran co,,.,: 

e1~{~::r 

El = Constanle 
1 

·-l-
,, según fas coruíidoncs pa~a fos áe.spfatamkrrtos tcfltmos crrtorrccs qtu! fas incognitas suá11 tres. 

~..ta:x'' urw <11 caáa nuáo !J un, corrimilnto ácf ca6aáf. ~r fo tanto e( lltdor ái áts¡dacamientos 

{d) = {~:} 

!ll>r fo anterior poácnvs conduir qtu! ·~ ,,.,,,;; áCcorrtirruiM sc~á át orá¡ri~:c~'D !I fa nwu:ra 
e11 qu~ Jt Cf''!forma es: " - . 

[a)= 

OA11·,_---''5',-
001 -- - - ' ,- -

OA2 __ , - _- - • 

º __ ª' _--_ -- -- - ---·--··-· !)A3 - : -

_eB:, : -- . _. •- --
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Xn áorule a.., !I e;., '°"c.sporule11 a fa áiformadó11áera.6arra i ,,,, sUs e;&eTliO.r ;¡'y !B nspeeti-
vamcnte.. · :: .>_ . . ·:··. /·¡,-_.._,_-,·.;· · ····-: ->.>·.: · 

;Is{, para fa o6tendJn áe eaáa uno áe fos rcngf.nu áe fa matriz {a ),'utifiúmos faS eeuaeiOnu G.JJ 
se¡¡ún e( caso. !llzra su uso, se requiereaáemáSefsentiáa áe fa 6arT.i !I fas nuáas·a fas tjue ~llt.urri; fo eua( 
se pude ver fóeiímente c11 fa comsponáie11te ÍÍiJU'ª· 'Ens'B"iáa se' ilustra. fa_ a6tcnción áe {a J por 
rtl'fifonuparacfcjcmpfaencucstiórL . · ··. ''.;.'''" ·'.'\' '?',~ •· 

'JJarral 
Extremo A - Apoyo 
Extremo B - Nudo 1 

'1Jarra2 
Extremo A - Apoyo 
Extremo B - Nudo 2 

'JJarra.3 
Extremo A - Nudo 1 
Extremo B -: Nudo .2 

~-... ; -

ªAl= 1· cor+ o ('91> i 1i14;,;,·o.25 ¡¡, 
981 =O (O)+ 1 ('91)+ ¡¡ 14 = <p(Í· 0.25 ¡¡ 

- . ' . -,·: ;;-~· ·t 'i,'! ~- -~~:· • 

. aA2= 1 (O)+ o (~.J+~/4 ~ o.;5 ¡¡ 
Be2 =o (O) +.1 ('l'.J.+ li/,4 '='92+ 0.25 ¡¡ 

:;: ~; ::~\~_ .. ;:~::~-:' 
aA3=1 (<¡>1) +o C<i2l = 'l'; 
093 ,; o (<¡>1) +. 1 (<¡>,) ,;, 'l'ii 

_., 1 •- ~.:.~ ,, • 

9' cnto11ccs wciamos fos cocf.kia1ies ác fa.i áffac111ird'1pfti:.antie~t~ .ic¡¡Íín su rcrwfó11 y 'cotunu1a 
co"cspa11áie11tc.s en fa matrü: [a J !I 11~' qu~áa que:,;:,. ·.· _ ··,. _;,. .· , . , 

o 
1 
o 

[a]= o 
1 

- o -

Tj<npfo no. 5 

El=CITE · 

Toát:mas ~6s~Wár .,; gc11cra( que.;~ 
et 11úmcro._áe. ~'nr.ófitti'tas es i¡¡ua( ! ·. ·· 
a{ número ác.. 11uáos mis el númc- :~ 
ro áe ácspfaian~ntas firicofc.s. ' 
'Paraestccasó:~.· ' · ·:- ··· 

NN + NDI =; 6 :i-. 3 = 9 Incógnitas 

.. 
' 'o .. 0.25 

o '0.25 
o '0.25 
1 • -0.25 
o o 

... 1: O' 

5m 
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· l) O.fi:u{Qmos líu tlifu.ntu tftjomudanu paro catfa 611TTQ {<eullehnu 6.11) · 

eAI .. 0.25 a, 0"8 "'1'1 + 0.25 8;¡ . 
e, ª• 

0111 '""'2 + o:25 a,, eBI = "'' + 0.25 51 

eAZ =0.25 a, 0A1 •'1'2 -0.2 !i, 
82 8¡ 

002 ""'• + 0.25 51 097 = 'P3 - 0.2 a. 

. 0.u='l't •0.2!i, + 0.2 ~ 0AI "q>4 + 0.25 liJ 

ª• e, 
. 093 =qi.-0.25, +0.2~ Oee = 'l's + 0,25 S. 

":•'' 

eM '"'1'2" o.2a, + 0.2 ~ ªAl .. 'l'5 -0.2 a. 
ª• . ª• 

0114 aq>s• 0.251 +0.2 ~ . 08o=q>e-0.2S. 

aes =q>e· o.2a, +0.2 ~ 

' 2}~,,.,, t.omo en ti efa"ffo anterior!J ~f""Í" }U111fmin#: 

0.25 
1 0.25 

0.25 

' 0.25 

' .0.20 0.20 
.. , .0.20 0.20 

t . .0.20 0.20 
1 .0.20 0.20 

' .0.20 0.20 
1 -0.20 0.20 

[a)• 
1 .. 0.25 

t 0.25 
t -0.20 

t -0.20 

' 0.25 
1 025 
t -0.20 

' -0.20 
18 X 9 
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'El s~ie11te 1'. aso paro ofitencr fa matm áe rigiáu: gfo6of es o6tetu:r fá matriz; áe rigiác. ce áe fas 
fiarras fa cua( u junJ:iJn áineta áe fás propicáaács medniau !Jpmitri<as áe estos d'cmcntos •. 

Como!/ª se utafi(ecid "' e( capftufo 2, s'OÚn cf p_riru:ipio áe fa k!J áe :Jfaafi! fas ácfannm:iotles son 
propor<Wnafes a fas ujuerzas !/según fa ecuación 2.8 U, representamos ramo: . . . . 

{S)=[D]{e) 

Q¡te sr¡ú11 ef sistcma áe notaci411 que estamos utif'u:altáo nos queáa tomfiiJn como. 

{p)= [k] {e) Donde: 101=!k] y {S) = {p) 

'Jkfic áe adorarse, sút emfia'llo, que ett fa primerrI i¡¡uofáaá ( S J represento eef.uer;;os !J en (a 
segunáa, { p J rcprue11to fuerzas (al(fafcs !l_o momc11tos) ~ 06sta11te, ef ca1nfiio u vaTiáo !JO r¡ue t11 ef 
prouso áe anáfisis se pueáen ácsrampo= fas r.sjuerzos Jactomoltáo (a pmctrfa áe (a estru,tur11 que, 
para u11 caso ttt particular, es c.ontantc. · · -· 

'De fas ecuatio11ts anteriores lulur.imos 'JUC: 

81={ª••} 
ª" 

y 

!Zbr fo que poáemos reescrifiir ái&a eeuaciJ11 conr>: 

{M••} = [K .. , K .. ,] 
M11 KBA.1 K11111 {ª•'} . 

811 
6.12 

'En fa r¡ue !J(¡ rcprese11ta fa rigiáce o jfQ(ft!n en una 6arra áofikmcnte empotroáa r¡ue cs sometiáa a 
ác.spfaeamientos unitarias {niros)en orr6os tJ(!nmos. 'El primer su6úulia áesi¡¡na e( t)(fremo áef ckmento 
en consiácraeiJ11 !J efsegun'Joscrcfiue o( Q(tremo en cf que se úuluu efgiro um'tario. !111ra 6orras áe sce­
ei411 constante (os áifcrcntcs !J(¡ se pueáeri o6tencr áe fa matrü; áe rigiáa r¡u• se áeáujo en e( capitufo 4, 
$r1 fa cua{¡ Stfi'Íll su inttrprdadón fa tauro c.ofum1ia rtprc.stflta fá.s fuerzas dcsa"offaáas r.11 aTnfios q:­
trenm le fa óarra, ácfiiáos a u119iro unitan"o i¡ue en cferrr:tltos ác sudót1 c.onstautc se representa tomo: 

... 

')''"!JOS va fo res so11 par11 est< caso: 

N=O 

(No se considera la 
contribución del cortante) 

4EI 
M •=¡O• 
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.'. •. - ¡ -~, " 

Af imfucir el giro unitario Í:11 2J ii11áre1111Js que: 

.. 4EI 
M •=10• y 

· 2EI 
M •=1ª• 

'Estos rcsuftaáos ~s poáe11>Js SJlffituir etda ec.uación G,12 !J nos queáa ento11ccs: 

i<AA .= 4EI/ 1 
kAe,; 2EI/ I> 
káA;,; 2El/I 
kee 74EI11 

(Capitulo_ 6) 

'El arreglo{~} para fa estructura. tata( se construye a partir¡{~ {os áiferentcs /(¡fÍe cala 6arra 
arrcgfaáos "1mo matriz áia901ra( en fa fomta: : · ' , " 

. . lkl·I· .. : .... , .1 :~::::.:::;-:; 
6.13 

Purfo ianta, para uruust,:;,durd áe;i 6arrasfa matriz fkl~~~dle o~áe1i {2IJic_211) > . . , 
'11110 Vu; que 06te11e11>JS-fa matm áe nj¡iáu; áe fas 6aÍras poác11>Js corutruir famatm ác rigiác:; 

gfo6afác fa cstrua~ra. ff¡;"1r~a11áo qu~: ;_,· -:< - ,, · , · 

k= [4 2]ª~[ 1 ·.o.1.5.JEI 2} 4{ 9.s 
Pura 6arra3 
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~ra lá estru&tura tata{ nos queáa: 

[ 1 

0.5 o o o o 

} 0.5 1- o ·o.·· o·· o 

[k]= ¡ o 1 0.5 o o 
o 0.5 1 º· .·.· o 
o o o o.e 0.4 
o o o 0.4 o.e 

.. -. 

!~ ~[ J.~t~ .. º~~~~ · H~~ }1·n 
!llJ1ll ti tjmpfo no. 5 ·.·.; 

~ra fiarra.s 112,:6 !f 8 . 

k= [r~J~~ [o~5 º;5Je1 

~rafiarra3, 4, 5, 7!J9 

k-[4 2Jfil.-·[o:e o.4]ei - 2 4 s - o,4 o.e 

:To~mos~ J;t,i.&{R,]tft acumfoafa «:U:.wn 6.ll,!Jr.Sof~nto f a.f [R,J f ~Úuda i;,., .. 
''.'- '· 

2.e . 0.5. O 
·. 2.6 ·o.4· 

2.6· 

·o.4•. o o 0:135 
•. 

o.24: 0.375 
o o;4 .. o . .. ···0.24'•· 0.24'· :0.135• .. 
'ó o 0.4 'ó:1as\~.24··. ·0.24··.· 

. SI. 1.e . 0.5 o .• -0.24:• 0.24 :o.375 
[KJ = MÉ 2.6 0.4 . -0.'24 : •. 0.24; 0;135 El 

TRI 1.6 ·0.24 0.24' '0.24. 
co 0.663 ·0.288 º· 

0.288 o 
0.567 
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6. 1 .2.c} Oh tendón áir11eta áe la matrlr áe rlgláer global áanáo desplazamientos unitarios 
a la estrudura 

!Ebra una 6uc11a c.om¡muui'tf11 ác r.ste proaái'miento, 11ucvamt!lltt tsaiÍJircmos fa matriz ác n"gúfc.z aco­
pfaáa tfe una 6arra sin o:msiJcrar fa cc:mtrifiudJ11 ác fa fuerza CL1rtat1tc, !J 11os qucla: 

{~} = 

Se dimimJ ahora (a prfmcra cofunu1a !l cr primer rc119/iJ11 ác.fiiJo Q que llO se am.siácra11 afargami'c11tos 
!J acortamientos !1 por fó tanto 110 se co1uiifcrafutr::.a 11ormaf. La ,.,1tcrprctadd11 c.s: 

.. 
•I í)" 

1 •• 

"~/~ 
!Ti¡¡ura6-S. 

V•= 12
3
EI S 

1 
y 

~· JonJe los á<Sp(azamk11tos unitarios¡; !J e se 
lia11 apficaáo soro a( CJ(frem/J !B Je fo 6ª"ª' pero 
se puéáe eampro6ar por equi(wriD, que (os varares 
le fas fuerzas ctt ;t so11 /o.t que se cstafife.an c11-
scguMa. Los su61nJices ¡; !J a llDS i1UÍiLan .r Jes­
plízzamktrto um·tario que provoca fas fucr:zas 
rcsuftaritc.s. 

y 

Por otr,~arlc1 ácficmos rccoráar r¡uc tf a11Jfisis tic fas fuerzas ác tola estructura c11 (.011ju11to ác­
p_cnát. áe fas ucr::as que actua11 "'sus cfcmc11tos !I quc áidiás fucrr.as, c1J9e11cra{, se pucác11 ~rcsar en 
Ju11ció11 le os á~fazamic11tos que fas prolut:ttJ1 co11odl11áosc tamo ri9iác::. al va/ÍJr ác áidía fuerza 
cua11áo ti wfor ácl áe.spfa;;amú:.11to es um'tarr"o. '1Ji&a.s ri9iJ'cus Je 06tic11cn c11to11cc.s ác fa figura 6.S, 
liade11Jo s !Je iguaft.s a (a uniJaá. 

Para co1utrurT fa "t.Jtriz 9fo6af ác rfgiJu ác una estructura, áe6cmoJ c11to11a..s, co1uülcrar toáas fas 
fuerzas {ri¡¡iácas) Je fas áistintas 6arras que ea11tri6u!Jet1 a (a Jrjonnacüfo áe caJa 11uJo !J <>:presarfos e11 
fu11ciá11 ái lidias ácformacW11cs. 

'Ejcrrffo no. 4 
~1 este caso sa6emu que czytc11 tres ácspfazami&11tos q>i. q>2 !J ¡; fos cuaft.s so11 áesco11ociáos, pero 

si suponemos que toáosson positi!IOS e ~ua(es a fo u11iáaJ !J fos ap(icd,,,,,s uno a fa ve.;; poárcmos o6tcner 
fas s!gulc11tcs ri¡júfca.s se9ú11 fa orU:11tadó11 le e.ala 6arra. 
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f. ·n·.·---.. ·~~.-.·· ...... ·· ... · K.. : ··. '' .. 'KaoJ '-

~' " ; ' . .... 
. . :' ~ ; 

Como es tfe supo11erse, w tfcspfazarni<11tos 'Ph <p2!J S,. tft:pclltÍi:n tfe! sistema tfe fuerzas CJ(!emas 
~",r:Í:,!f J'csp"t~:/:,':;;,t• as{ como áe sus co11tropartes. ;¡su va fasj~:~'"':'f!'~:' ~r;astfcpenáerrÍll 

2br cf prú1dpio áe cquifrfirio p_oácmos csta5fcccr 'JU• fa suma tfe fas fuerzas intentas 'JU• provoco 
catfa tfcsplíU:amie11to es igual a fas Juer<as CJ(!crnas aetuontes para cotfa nutfo. 2br fa ta11to: 

M, = (KAÁ3 + Kee1) '1'1 + (KA83) 'I'~ +(Ke1ol ¡¡ : 

M2 = (KBA3) '1'1 + (Kee2 + Kae3'.'1'2 + (~92.J ll 
/: >::. . 

F = (Fei) '1'1 + ~F~,J .P2 i-_(fe1.i+ta~;f:¡¡ 

6.8 /::.~=~J?ttFf~~:~ia~:~ t:~~l~~f,~t~:its*~~:ii.i~~:!a~J/tr:o~ 
fu11111a en lá 'JU' se liaffen ác11tro ácf sistema. Sis{ para catfa cofuma11 tenilrclllllS 'JU" 

Para<p1 =:L 

K..,,;,1ª;,~I' 
. 4 '·: ... :, 

... ' ;·· ' ·: "·:':';':",'-'::· ··;_ ··"" " ' 

Para,ll=1 
.. · -.•...•. '·eE1·· •· · 

. · '. K '," =,·16 .= 0.375 El 
-,,:.. -

6EI · 
Km=:Ts=0.375 El 

•,_-,;;"·;::::o:!>.:::_-: 

~ .. ;~ 1:¡-~ ;,().1~1s.~1 ·.· 

~· ocfar?rf• ;,k,n; q~c· fa fo~&iJ,; .fe ~•;;,;tri& áe ~¡,{~ aioaf'co',;.¡,'r.iaf.;',.' ~;;;, ~;,,;cl;;ra, 
a partrr tfe fas n¡¡itfea:<. ác. fas, 6an:a:s..aufaá'1.S, tfcpc11áesofame11te ,/e fa forma c~1 quc fas praas está11 u11i­
áas e11trc Si 'l/11a va que fas tfyercr~t_CS rwúfcas /ia_(t süfo OÓtcni,/as para to,/as las_fiarras tfe UllQ estruc" 
tura, fa ap(itaciJn,/c /'as ca1ufid~11es ác cquirwrio !/ CO"'f'atióifi,/a,/ no pi-ccisa más i11formació11 soórc fas 
coracterúttCdS tfetaffaáas ,/~fa praa !J_pude ser pcrfcctame11te resuefta c11ju11ció11 dc (os V(X_ton. es {7.) !f r" 1 !/ fas á!fcrc11tes rigü{c«.s .re caáa'óam. ' . . . ' • , . ' 
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2\Jr fo antt.rior concfuimas que, a{ Í9"ª' ruc en fas aniiaáuras, para amstniir fa matriz ác .rigiác:; áe 
fa cstruttura 6asta liaar una simpfc 1'1up_tttwn tn furtt:wn ác fa topofogfa ác fas 6arras !/ sus áifon:ntes 
ri¡¡itfwsí sin ncwúlaá áe tcttcrquc cscrifiir~fícitamc11te fas corufla'oncs ác cquifi6rio y compati6itulaá. 

. 2\Jr fo ta11to, para cf ~mpfo núirrlo ;, que U!atlfM anafiza1ufo fa áispasir.wn ác fo mJtri:; ác ri¡¡iácas 
sera: -· · · · · · 

-¡Í<¡=[ }1 
-

1.80. o . .¡o, 0.375 
0.40- 1.80 0.375 
0.375 ·.0.375 0.375 

Se leja al fcttor rcsolvcref ejtmpfo ''°·S. 

Como err tf la.ro áe fas ormaáuras, poác""' rirterprttorozáá utwlt wufcmctitós ác fa matri:; (9\.) 
como la suma ác fos fucr:;as (fucr&as o momentos} cu ef nulo i át6iáo a fas ri¡¡tif CC<.s ctt los r;rjremos {1'I ó 
'JJ)ác fas 6arras que co11currc11aáidro11uáo !J fos cfcctosquc en otros 11uáos se ü1áucc11 át6úlo a la.ácfor­
matí'ó11 u11itanD de áiclio nuáo i. 

6. 1.3 Mítodo g•nlf'al d1 riglrl1m 

T.n ef 011JJfrsis ác estructuras pfottas por n>!toáos traáicionafcs or comútt eftctuor utta totaf áisti11ció11 cu­
tre armaáuras !I mare.os, !J tmpfear J'i(uc11tc.s ~toáos Ir. 1111Jfuis c11 los dos casos. 'Una armaáura es, 
c.sc11dafm:tttc una estructura tria1!9""1r, que amti11ua sit111!0 uua cstrot.tura au11 cua11áo .sus 11uáos son 
arti&ufááos • .Los momentos (futorcs r'11áuciáos por fa rjgilcz ác fós nulos so111 por ló ac11craf, pt']Ut1ios J 
crt a19u11os casos sotz C1msiJcraáos a través ác {os "'Esjucr~os sccut1áarios11

, 'll11 tnartAJ por el rontrario, e.s 
en esc11da1 u1ta estructura que rtsistt fas oaio11cs por flé)(J"ó11 Ju11áo~11tafmtntc1 rt.suúauáo a6sofu· 
tamcntc uea.saria fa rigiácz tic sus 11uáos para cfju11cionamk11to como c.structura. 'L1 e( t.Jfcu(o co11VC11• 
cu.,,,a( ác marcos es ccmúu ác.sprca'11r fos tijuer:,o.s aja(t.S. 

Stn cmfiargo, e( métoáo dc.strito cu tsta parte c.s iguafmu1tc opfita6fe a marros !/ armaduras. 
Jk/iuarcmo.s r.sto, mis at!cfa11tc co1uUícr111J1.1 d cJfcufo ác la armaáura mostraáa c11 fa figura 6.3 cuauáo 
toáos su.s 11uáos se .supo11c11 nfi1ilos, 'E.m:o11trarcmos que cf auáfuis ti&11e mudias t:11racterlsticas c11 amuí11 
co11 tf tfcsaito para fa rc.sofució11 ác armaduras ácl iuciso a11tcn"or. 

JIJ1a(iza1ufo u11a c.stn11:tura articufaá11 rcsuúa im1cusario OJ(ot:11r ffáluzs cu fas 6am1s para imlitar 
su álrcu:ió111 ya ,!JVC fos cfctnlutos ríe fa matriz ~ que oparcc.c11 en fas ccuacio11c.s 6.61 110 wria11 si cf 
á119ufo a. ác fa ¡¡gura 6.S se r'ntrcn~11ta JSd'. Sin eni6org_o, a{ t11fcufar marcos co11 11uáos .rigúlos, fa áircc­
ció11 tfc{ clcmcnto si c.s importa11tc. !Puesto que añora se 'lia11 ác co1111ilcrar montt:lltos !lfucrzas corta11t.c.s,. 
fos vt.ctorcs fucrz.as y TmVimic11to tc11árá11 tres rompo11c11tcscn fós ckmc11tos. . 

L.a 06tctt<r'ó11 ác (a matriz ác rwiác:; 9fo6a{ ác fa estructura se fiará por áos prottáimic11tos sinúlárés 
a fos a11tc.s tJ¡pUC.SflJS, . .. 
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a) !Pcrfá u:uadó11 matridaf [a .fíf\.Jf a] Oioto usual) 
6f !1\>r mdio áe fá matriz áe ri¡¡iáa atopfaáa ác caáa dcl11'nto 

'11Jm6ii11 pam l!Sta parte, ef primer caso fo ár.scampo11UttOS en áos partes, o6ttndótt ác fá matriz áe 
contittuiáaá !/ o6tcnai!n ác fá matri& ác rigiáa gfo6al. 'El .rc¡¡urtáo mltaáo utifi::a fa; ri¡¡iáctcs áe ruáa 
6arra !/ fás cruam6fá sc¡¡ú11 fá OJntri6ueión "tic cola 6amJ a fá "ácfonnaeión ác u11 nuáo. 

L,a convención ác fu=as !/ ác.pfázamicntos es fa misma que se esta6fcció en d i11ciso a111crior para 
marcos!/ armaáuras. 

'En rcsumett, "' esta parte se presenta un scgunáo •nfoquc &cncrafi::aeiónj ád m!.toáo áe rifiilcccs 
en cf cual se totuúlcra a fa estructura ta( !Je.amo teóri&amentc se comporta, en áonáe cat!a 11UIÍ0 tien¿ tres 
graáos tÍ< fi6trtaá tn d pfano, u119iro !/ áos ácspfuamicntos orto¡¡o1tafts mtrc si!/ parafcfos fós trua( 
pfa110 rcf.uiáo. 'En d coso tÍ< <.rtructuras en d cspacio -que no forma parte áe <.rtc tro6afa- sc ticnc11 6 
graáos ÍÚ fi6crtaá, 3 ¡¡iros !/ J ácspfózamict1tos fin<afes !/ orto¡¡onafcs cntr< si e 1iiácpc1táicntes tÍ< 
cuafquicr otro. 

6.1.3 a} Obt•ndó~ d• la matriz de rigidez global por mtdlo d• la 1cuadón matricial 
{K] ={o] {k]{a] 

!lllra fa 06tc11eió11 ác fá matrie ác continuiáaá ncetsitamos conocer fá topofo¡¡ía !l d ánguló ác incfinació11 
tÍ< caáa una ác fás 6arras. 'Es important• rccoráar que al pn"mcr enfoque trataáo en e( coso ác maws se 
uti&a, conVcnientcmtlltt, en utructunu c:o11 cúrrr11tos orto¿¡onafis entre si y quc coinciác11 co11 fos ejes 
tfe referencia 9fo6af. !lbr cf t.ontran"o tll utt cufoqu~ se con.silcra que fos cfcmc11tos puctfc1t tc11er 
cuaÍquier indüwció11 e ú1duso cuafquit:r tipo ác sustcntadón cri sus D(Jrcm1Js. 

Consiáércmas d <aso rrJs ¡¡cittraf ác un cfcmc11ta el eua( tic11e sus áos CJ(!rcmos cmpotraáos !/esta it1· 
cfi11aáo u11 cierto J1r¡¡ufo a respecta ácl tj• gfo6af át rcfarcncia. :Di estos co1táieio11ts fa rlcformaeió11 ác 
u11 efemc11to utd t!atfa por fás uuacionu 5.1.J, qut. reprc.sc11ta el taso ,gemrof IÍc fa ácformadó11 que se 
prot!uce t:n una barra al U11fucir tfe.spfazam:ic.ntos u11itarlbs ctt sus t:J(jrtmds. 

Como VCIM<, fa ác{ormaeión ác u11a 6a"a qucáa compfctaflll!111< ácfüriáo a( c11contror fas ácfonna­
cia11CS an¡¡ufares O.•!J é.,y u11a tfo11¡¡ae1i!11 li áe 6i 6a"a •n cucstió11 fa.i euafcs a su vez s< o6tuvü:ron a 
partirá< fu áespfa~amicntas u11itarios en fos CJ(!rcmos .91 !I $tÍt fa 6arra. • 

Con fas a11tcn"ons ecuaa'onu es posifife cotzstruir fa matri& tic conti11uiáatl ác u11a t.StnJctura 
cuafquicra. · 

!lllra ilustrar su utifieación, 06tc11árcmas fá matriz ác co11tú1uiáaá para ef. 

'FjatJ>ló no. 4 

!Pera l!Ste caso fós vectores jutrza, ácjormaeión !/ tÍ"1pfazamicnto. tmlnÍll trcs eolnpo11e11ies qu• 
qucáan calWJ: . . • . 

{

dx 1
} d1= dy, 

'PI' 
{

FX1} ·F1= . Fy¡ 
M1 . 

·y 
·. . .{a, } 

e;;;, . ª .. i\·1 · 
. . 9 81 

~rafa uti~ac~i!1; ác fu ccua~io11ts 5.13, ~,,.,~.~~ ~11eio11ó es 11cccsa~ coitacer cf á11gu~ ix !I el 
sc11tiáo tÍ< fa 6arra e( cua( qucáa 1iiy>fú:ita al COtUJar if á1'8"fo. !lllra tstc caso tc11cmos c11to11a.s que: 
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'1Jarras ly2 

ci=90° 
Ces 90° =O 
Sen 90º = 1 . 

'1Jarra3 

a= Oº 
Cos0º=1 
sén 0°,;, o 

!!br /i¡ rpu para fa 6arra 1 quda: 

(j) 

· ··El · · = cé.>nstaníe 
EA =2 El. 

5m 

a,. - eoS 90 (cii ~san· 90 coi+~ co)+ cas 90 dx; +son 9o dy, + có)"'; • dvi 

Sen 90 . , Cos 90 S.en 90 Cos 90 · 
0A1,.•-.-4-,-. ~;~(

1),~.~~~)+1 (~)+~d.~1-.-4-dy1+.<~»."'1.:~0.25 dx1 

(Cap/lulo 6) 

Saneo~-.~ ·:~soo ~- ---· ... -.. ;sin·oo ~<.>-_ Q,s~O·:.:-. _.:,~·=···'·: ·· 
o e1 ·-~c.oi+.-:-¡-:-:co>:"º coi+~dxi-~dy1 +.Ctl<i>,. o.25 dxi +<i>, 

"-··_'._:,: 

)~.:~::.''.'.~· -:··· 
.··. 

& 2 ·- eoS so (ó).:sa~ ·~ cii)+ o_(ó)~ Cos:9{ci~N s~~ ;ó dyi~ ióí'~ 2• dy2 

· sen eo ~-- .": ~~~ ~·:~N·.··:~~.·:::-: ~ ·~· ::~~:"· ;,;. ·.' ·. _:· ¿º·~~-~~. ~-.·- -
0•2·--4-.-.coi+~.coi:i-,1.coi+ . 4 • ~·,o.-, ,4 u dyu.co )<i>2•0.25 d~2 

· ·se~: ea··,/:··.;~ c~í;~~:~·~:· --1 ·>··,·.:·~~.:";$~-" 90 <~:;, .-Q;-~:·o~ ':t: · >> · .. 
9 02 •-:::-¡-(0) +.-¡c;:C0)+,0 (O)+~dx,.-~ dy2 +(1) <¡> 2 • 0.25 dx,+ <¡> 2 

!1bra ra6arra 3: 

. . ·v,,. ~~)-•;.-·:;:; ·,·-~ ,. . -- . -~(·:·· -,~.;_" 

& 3 •-e_~ ~-~x1 ~San~--,~'.~~~:.·~.:~;/ l·¿~;~.'~~:·~·:~·~~ o dy~<,-~.·~ 2 • ~. dx1 + dx2 

sen'()>:,:-. Cos- o·/'.::-'-.·~ . ._->,~>.e: se~-= o·,_:~·:.'": ·co,/O ·~~:--·-o;· - . ~. -' ·~ 
OA3~~~dx.~ .. ~ .. ~dr1+.1 .,~,:!'·:S-dx2+~dy2+,co )1.p2"" 0.20 dy, +ip1-o.20 dy2 

-Sen-O : :::. , .. ~~'o ··;.'. :~<·s~~··o·:::"~,::eo·~ o · .··"" 
O a3•----¡:~~1~SJ-~Y1.tº·~ .. ~.~--5-~x2--5 -~_~2+(1)1.p2•0.20 ~Y1 ~,O.~ dy2+cp2 

'llt111 ~· o6lCmi!~ fuS Jcj~-,..;n,cÜJ11c.s ~,, ju11dó11 le fo~ ácspfá::amit11tos1 se vaciu11 fos C1Jt(ic1~11tc.s 
06tc11üfos ett fos fugares omcspotllÍitntc.s ácl arrcgfo [a J cf cual tc11árá alíora urui áimt:1uiJ11 Jé 3?'f:B ;c 
.3?.fj) y queáará como:, . ._: . . . 
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dx1 dy, "'' dX2 dy2 'P2 
a, 1 

0A1 0.25 

ªª' 0.25 

a.-
[a]= eA2 0.25 

ª•• 0.25 1 . ' 

&,, -1 

eA3 0.20 1' ·0.20 

093 0.20 : ·0.20 ···1::• 
. , ~' '~-> ,, < ,. , ~ ;~·, .. 

Como esta6fccimos anteriormente, vamos alio~á a rd,o(~~; ~(p_ri';,,;, p,.:,6fcma tfc( capltufo tfe 
armatfuras /V¡ura 6.3, pero amsúícra1rtfo toáo.-sus nutfos rl¡¡Ufos.'Slifemás vamos ª. estaófccCr un pro­
ceáimünto para e( cdfcúfo tft fa matrú; áe continuitfatf 'f"eJCTÓ efsV¡ui<nte. .. : • '.' . . 

l} o6tencmos tf dn¡¡ufa áe indilwdón á~ 'catfa6ari1ÜJ°ms ;.,,;,f0 tf;/c,;r.s, .·· 
. . (o • 

cx.=0º 

µ= {~} 
!lbm6arra2 

a=90° 

!lbm60rra4 

Cl = -36.87° 

-{º .. e} µ- -0.6 . 

~60mi5 

Cl = 36.87° 

.. {º·8} µ=. 0.6 

r~ 

·Nudo~ ~ apoy~s. rigldos 
El '= Constante ·· 
EA~2 El 
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!Ptua6anii.3 
53 = -ilx; 
OA3 = 0.25 dy1 +cp1 

003 = 0.25 dy 1 

2bro 6ario 4 

. '·ª•-= -o.e dx,+· 0.6 dy, 
OM =0.12 dX1 + 0.16 dy, + '1'1 
094;, 0.12 iix, + 0.16 dy, 

!Ptua6omzS 
¡;5 = -o.e dx2 - o.6 dy2 

OAS =-0.12 dX2 + 0.16 dy2 + '1'2 
085 =-0.12 dx2 + 0.16 dy2 

3) :TonnamoS akia cf ~~gfo ~tritia( com.spornfi<ntc vacianáo 6.s cotji'ci<11trs ác coáa ác­
formación '~' (osJu¡¡m:s alct:uaáos y según (a áejonnació11 quc los prowco. 'E11to11ccs: 

-1 
0.25 1 
0.25 

1 -1 
0.333 -0.333 1 
0.333 1 ·0.333 

-1 

[a]= 
0.25 
025 1 

-o.e 0.6 
0.12 0.16 1 
0.12 0.16 

-0.B -0.6 
·0.12 0.16 1 
·0.12 0.16 

'l.bta va esta6f&cil:fo el proctd'imituto para fia!Jª' fa matri& ác co11tü1uiáaá, cono cu párrafos a11tc­
n'orcs, sow rrsta cnt:tmlrar (a n>Jtriz le r(gOfa le las 6anas [ R.J fo cua( poácmos 06tc11cr a11dló¡¡amc11tc 
a( mitoáo simpfijicaáo por mclio ác fa matrit ác r(giáa acopfaáa ác u11a 6ana • .l.a ú11ica áifcrcrtda 
c.stri6a ctz ']!IC .c11 t.stc ca.ro tamfiit1t se to111d c11 cue1~ta fa rigüla por fuerza normal que com:spouác a[ 
primer rcnjfó11 !/primer co{unuia tic fa dtaáa nwtri::. !l\tra e{ caso ác uua 6am1 c.o11.sta11tc se.~r'euc quc: 

F,}= [T 
o 2~VI] {0~1} 4EVJ 

Me1 2EyJ 4EVJ ºª' 
(p} [k] .Je}, 

Donde S1 = 50 - ¡;A 6.14 
.l.a co1utruáió11Jc fa m.;trlz; jcri¡¡iác::<i. fu 6~n~para toáa fa ..,tructura se hace S<gÚll fa 

llUadón 6.lJ por /a ·co11.trifiució1~ tic· cala 'uttá 'óc lai. 6arras. 'El pro,tf.ucto .~crá u11a 11111tri:; áia9otial 
ác S :r.S cuyos <Ícmc11tos scrd11 a su va su611111tria.J ác3:r.3;por (a tanto fa matriz fR.J tc11ánl u11a ái­
mc1uión ác3?f:B :r.J?f:B que para rstc. coso será {15:r.15] y quiáa: . , · · 

,',1-l' .. . . .. . ·.] 
k5 Donde 



!H1ral6a~.~.S~6 
k= . o·. 
.... o'·' 

1

0.5875 o . 0.37_5 . ·0.40 'o 
. 0.596 0.24 o ·0.096 

[K]= 1.8 O ··0.24 
0.5875 o 

Simétrico 0.596 

Andllsis estructural • . 116 

o o ]' 1.333 0.666 El 
. o.666 · . (333 : 

o 
0.24 
0.40 
0.375 El 

·0.24 
1.80 

n 
6.1.3 6} 06t1ndón d1 la matriz r/1 rlgirllZ global por mtdlo r/1 la matriz d1 rlgid1z 

acoplada r/1 cada barra 
Comt~artmos como 011tu1 c.o1uiácra111lo fas «uodoms fucru-rtrJVimir.,,to le una fiamJ oisfaáa. TI 
sisU1Tll ác c.oorácnalas utifiza4o se nwutra en fa fi¡¡ura 6.9, !J cf cstuái'o fo rcáucimos a( caso ác 
liipótr.sis fi11"( ª"' pc_qu_cfilis t!cformaciouu. it.sf, no c.onsiácramos hs camfiios ác fougitud entre "-'s tJ(!rc­
mos le u1111 6arra dc61ilo ll fa curvatura le fa misma, sicnáo vJfiáas fas t:euad,.mt.s 1mtcs 06tc11iáas {ctl 
armaáuras)para fas rclocio1u:.s fucrza-rwvimknto ttJ tÍirtU.011 .t: 
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PXe = ·PX,.= EA/I [ d' Xe • d' XA) 

6.15 

d•:. 

® 

""· ''• 
.Los lénnüws áefiúíos a fa curvatura se 
onúte11 en fa ecuación 6J5 porqu• '"' 
son fWafes mds 'i'" porqu• scon peque· 
1ios1 pero en fa ma!}oria ác fas c.rtruc .. 
turas pnú:tmu, cf <jcctJJ tfe fa curvatura 
en fa fo119ituá át una 6arra es ácspre· 
cw6t. para cargas ác tro6ajo. ;tunquc es 
vcráaíl que e11 ciertos cosos cf efecto ác 
(os térmi11os ác fa áeformació11 a>;ftif fr". 
nea{ pucácn ser Íj/U'1Ímt!ntcr!cquc1ü111 

effo 110 i11vafitla cfí:mpfco rlc a ccuació11 
6.15 en e( coso áe cákufo fúrcaf. 

7f¡um 6-!J. Sistema ;r; d~Í11é'/uúr;,_spara u1Uíp";Ua .{e 
sección ca1ista11te:n ffcdónpfa~a; 

.Si rcáudrms 11uestra atc11ció11 a u11a barra illkiaÍmt!11tc rcct~·}c~s~ióri'f;~Üsvcrsal to1Úta11tc !J su­
po11er1w que cf esfuerzo o>:ftJ( es pcquerio, camparaáo ca11 fa corga.ác 'Ellkr4,·fas mt)mcntos c11 fos "'CfrC· 
mos vk1u:n áalos porfasccuacio1w: _ ·· · . ·-~. :_.-~'-, , __ .. _._. ~·- · '.· ·~.-._ t ·--

M , 6EI ) d , (4EI ) , ( 6EI ) d , (2EI ) , ... 
A=(T YA+ T 'I' A- 12 Ye+.T 'I' e· 

6.16 
. M. B =<ª1~1 ) d. YA +c2~1 )"' .A - ( ª1~ 1Jd ·ye +(4~{> q>'e . e 

!Esias <JiÍiresúmes Í'cpresent~1i fu ccua~~/J 9cn:.k.s ¡;[';10~0 ·,. p~ná;,nte.<fejfcció11 para una 
fiarra ácscaió11 co1uta11te. L.a tfaluaión tic c.stas uuacio11a se tratará mds aácfa11tc.' · · · - ' · :: · 

-_c •.. -~~ . . . . ·-- < .· ~:;-' .'·~"<- .. ··_,. ._ { ... >· 
F'y =-F'y =M'A+M'o_(12El)d\+c6El'í • .:.·c12El)d'y' +(6El)q>' 

B A·.··• 1~.,. ¡~:l3;c:.,A.: i_~,'l'A l3 •. B .. 12. B 

·'''·j~:::· ··'" ;•;·. ;;:;-;." 6.17 

Las ec~acún~G.Ú, 6.i6 ;i.1ij~c1;;, /¡,~1iUlrsc, áa11áo origé¡la ~ ~~~cio11ci ,;.,tritwfes.' 

r~:~~j = [I,;~t:. ',~~:.{. ,?f i ~~,, ~~~if · · 
lF'y, . o. ,:.:::12Ei11~: ::::aE1/1~ =· =·º·. 12ei/r ld •y, 

M 'X• • o :;_> >-ª~l.{1~{0 : .• ~El/I . ·, o ::eElll' .... ' .·, 'P ·x~ .-

~ -- .. 
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Q¡I< puufe rccscrifiirse como: 

F'A = K'M d'A + K'AB d'e 

Pe= K'e• d'A + K'ee d'e 6.18b) 

r.a pnina f)rcprese11ta a aula uw áe fos sistemzs 06te11iáos rcspa:to af eje foca{ áe fa 6anu. 
'Pueáe tam6it!11 o6seNJarse fa simttrfa Je estas teuacio11es ya gue fa.s matrius !101;1 !/ 1\:n fo so11 !/ 

aáemás X.21y11C'1N so11 transpuestas. Jls( mismo, son singufarcs, puesto que fa.s fuerzas áe Cl(!rcmo :T1 
!/ :T2 tic1w1 que satisfacer fas tres ecuacio11es áe cquifi6rio áe fa líarro !/ esta puufe ~crimc11tar u11 
movimic11to or6itrorio áe (l)njunto qtcquelio)sin afectar fas fuerzas áe Q(.tT<mo. 

f.as teuaciortes 6.18 so11 fas mismas o6tcniáas en cf capítulo 4 (4.14 a y 6)o6tcniáas meáia11tc otro 
c11foqru. 

'El si¡¡uicnte paso para paácr uti&ar fas a:uaciones 6.18 (matriz áe n'gilf<:: acopfaáaJ co1uisti: c11 
tra11iformar cstas ccuacionts al sistema gfa6af áe (l)Qráenaáas. Si fa 6arra está uu:fi11aáa u11 án¡¡ufo a, 
rr.spectoaf cjc9lo60(, COtrrJ se 06sen1a en cf fi¡¡ura 3.1(capítula3) fasu:uacionts que refaclo11a11 las cam· 
po11c11tcs ác un vettor fuerza en los sistcmJS foca( !JJf06af c.stan represcntaáa.s por las cxprc.sionu 3J 
!l_ 3.4. '.E.mpfta1ufo estas rcfacioncs poáemos efimúiar lQs vcctorcs que nos proporcio1ia11 fas fuerzas áe fas 
líarrasensistcmo r..caf (F':!,:T'21)tfc fas a:uacio11GS 6.186, resuftoiiáo: . • , · ·. 

'En fas que, sc¡¡ún fas ecuaciones 3.S y 3.6. 

[K¡] =[T{ (K'¡][T] 

. (K'1¡] =[T ][ K¡](TJT 

Xlt tfo11áe, fas a:uacio11es 6.18 !J 6.J!J so11 simitricas !/ singufarts. 

6.19 

f...tJ fomtdt.úJn ác fas ccuatl"o"':s áe fa estructuro c.ompfcta1 sf¡¡uc e;uzctamt11tc el misn:J t:ritcrio !Iª 
áescrito para ef caso áe. estructuras articufaáas. .. 

f.as «.Uaiiorw d< C011f1ati6i!itfatf áe 11uáos (6.7) 110 cam6ia11, aunque cf vector movimiento i'nduyc 
c11 este caso fiÍTº c11trc sus componc11tcs. Swtituyc111fo tstas t:qJrcsio11cs tic los movlmlcutos ác íos ~re­
,,.,, ác 6orra en fas ecuacio11es 6.J!J para fas piceas alsfaáas tfcf ejemplo no. l resulto: 

Barra 1 
Barra 2 

Barra a 
Barra 4 
Barra 5 

FA1 =KM1 d2 
FA2 =Km d2 + KAB2 d1 
F92 = KAe2 d2 + Kee2 d 1 

FA3 = KAA3 d 1 
FA•= K_d, 
F~s= KMSd2 ·~IX 

El = Constante; EA = 2 El 
l2J © 
~·~~~-..,.~m~~~~~ 
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· 'EJ1 fas cua(cs, comJ artlu, fas pn"nw ác los n:ctans m.ntimü:11to siO"!'tc11,·gii qu~'km Jé Vt1tir ne .. 
a:.sariamente rlefu1Uíos en sistema 9fa6af. . -

.!,as co1uficio= tÍc equilibrio ríe 11urfos son tanifiit!n (as mismas q.. antes: 

6.21 

'Y susll'tuyc1ufo fas ccuacioru:s 6.20 e11 6.21 rcsufta fii1afmt;rte que: 

{F'} = [K .. ,+K•o+K .. , Ke•• J {d'} 
Fz K ... a2 Ku1+K.u2+Ku.5 d2 

6.22 

Como en fu armufuras, fa forma ríe fa matriz ríe rigUía 9fo6af rcfkja fa auposició11 ríe. fas 6arras en 
fa estructura; fa aparicióri ríe {os giros ríe fas nurfos, '°""' fos grorfos de fi6ertarl arliciorwks, sign!{ica que 
fa ecuación 6.22 rcpre.rcnta un sistema ác 6 ccuado1u:s ác liU 6 C.01tfoncntts áe movünk11to ríc &.is nulos. 
}l/ !gua( que antes, una va: que este sistema se lía ruucfto, (os c.sjucrzos en fas fiamu pucác11 lia!Jarsc a 
partir ríe (as ecuaciones 6.20. 

'1ánibit!11 en este caso, fa forma ríe fa mrtri:; ríe rigúfa !/ fá rfisposiciórigcomi!trica ríe fá estructura 
liacc posi6k esai6ir fa matri:; compÍ<ta e11/unciórt ríe fu matrr'ccs ríe rigiáa awpfarla ríe carla 6arra. 

Siguienrfo co11 11uestro cfa"J'ÍO, !/según fa ccuació11 6.22 pri1111:ro rfe6emos 06tc11cr fos ríifcre11tes 'Xi) 
-.stgúrt a:ua&ión 6.18-!J tramjormarfos a cooníerwrlas9fa6aksw11 fa que tcnrlrcmos fo siguiente: 

a= on 

Además yen general [ K¡] = [ T ]T [ K'¡] ( TJ 

·:.o''º] .. [º· .5 1 'O· = O 
'.o· 1 · o 

'llaTT112 

T= [-d 
1 

n o 
O .. 

K••=[r 
..:1 º][°·666. ·o 

o.g66][-~ 1 
º]-[ 0:444 o '-0;66J o o o . 0.444 o o - . o . 0.666 

o 1 o 0.666 L333. O o 1 -0.666' o 1.333 
. •". 
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'1Jam14 a=·36.87º 

[°'ª 
-0.6 gJ ·,· 

T= 006 o.e 
o 1 '• 

[º·ª 
0.6 'o][°.4 o 

o r·e 
-0.6 º] [ 0.291 -0.146 0.144 J 

Ku= ..:.~.6 o.e o o 0.096 0.24 0.6 o.e o = -0.146 0.205 0.192 
··o · 1 ;o · 024 o.e o o 1 0.144 0.192 o.e 

'1Jam15 a:= 36.87° 

[o.e o.6 ~] T= -o.6 o.e 
o o 

[º·e 
-0.6 

~](°f 
o 

o ][o.e 
0.6 o] [ 0.291 0.146 -0.144] 

Ku= 0
0
6 o.e 0.096 0.24 -0.6 o.e o = 0.146 0.205 0.192 

o 0.24 o.e. o o 1 -0.144 0.192 o.e . 

Nota: Multfpllcamos los diferentes K¡ x El 

'Es importa11te rccortfar que en e( caso tfe mkm6ros trafiajantfo por fft:tfón fassú611111trice.S qúc intc· 
r.n fa motril; tfc rigitfu; acopfatfa ticncn á!ftre11tcs vafarcs para ras tfivcrsas !!íf¡c;dstentcs. 'Elt este caso 
sofo se o6tuvo fa su1;,natril; ~ tfc catfa caso,por cansV¡uicnte íos tfemds vaforcs qucse ttteesiten {'J(:eB 
X?.'11 !I ~tfc6mínscro6tenitfosa partirtfe fós vofores tfe fa ecuación 6.l&z/ · . · . ·, 

Sustilu!J<lltÍo fos tfferentcs X¡¡ en fa ccuácfón .6.22.nis ·(¡Uda fi11afmcntc: · 

l. 

1.235 -0.146 o.e11 · -0.444. o o.666··· .·¡ 
1.060. 0.567 o '.0.666 o . . : . 

[ K] = . 3.133 ·0.666 O 0.666. El 
1.235 0.146 ·O.e11 

,· . 'ú6o o~567. ·•··. 
3.133 .; . :, 

Qpe rcsuúa ser fa misrm o6tenitfa por e( mitotfo ~triciaf a11terior .. " , . , ': . , 
Cotw úúim1 parte tfe este inciso "°"'"a rcsofvcr d cjcmpfo no •. 5, que !JÓ ie lia6(a rcsucúo por cf 

mitotfo simpf!fi'cat!o, a!Wra porcf mitotfo gc11craftfe rV¡itfcccs.. . :<: '· .. 
-co,,., !/"se lía se1iafatfo c;dste u11a rcfaeió11 entre fa forma tfe tfc fa ,,.,trú; tfe rigtilu;9fo6af !J 

fa tfisposición9camitrieJt tfe fa estructura. q\)rcste ,,.,tÍVO Se fUctÍe esamfifar fa matriz {9(} 
por simp_k i11spccción, tfa11tfo íos tfcspfazomie11tos corrcspo11tfic11tcs !/ 06servo11tfo fas á!ferctt· 
tes rigilfeces que se protfucc1L 
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Tj<trpfo ~- s 

E 
lll 

E 
'<I' 

··.:.1 

4m 

El = Constante· 

5m 
~¡ 

Tur11 11uos~o ejcmpfo el tt~dmfifc ), fa matri.: {X] st~d tf •iJulc11tc: 

[KJ= 

Ka111+Kw+ 
K..., 
Kw , ... ¡ 

---

--

' 

K,., 

o ·_¡·_, ,,_ 

K&M 7 :. 

f' -; ··. ·'_ •·. 

et. ds 

K.m 
---

;,::- ._o ·;> KAM 

~ Keaz + l<Ms·+ ¡:; o 
'.-•1. K.,-· ,, .. 

';'o 'l(..,+l<,uo l«N 

< K"' 1<11&1+ Kem+ 
K._.. 

·Ka.u.' 
·je• K"' 

do 

KAB5 

K'°" 

KeM•KBM 

' 

~ra, coma JiJuil11tc flJJ01 o6Ú;;,;.,, Cala ~IUI lt -,,,; su6matrit<J que Cll tf orrtgfo QlltC· 

n'ar se c11u11a"a11 p_ara fo·e.ua( utifir.otms ~ Q,'jJrc..súfü 6.1&. 1br fo tanta: 
(En sistema foca{) - ' 

(K. , ....... [º00·
5 o.1~1s o_!75]; ·11< '111q •• : [º05_ o.1~1s :-0.~1_ s)i K . ..., .. [-~s· -o.~e1s · 0:_1s] 

0.375 ·. .1 . - o ··-0,375 1 . o -0.375 0.5 

F2 

F4 

Fo 

Fo 
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!lbra 6amu 3, 4, s.. 7 y s. 

-Con» sfguienté pas~ o6t~Íie;,.;,, ,; nía~ ie tmieformuüfo para caáa 6~rra !/ tra1efor-
mam>s fosáifcrc11tcs~ afsistcma9fo6afácrcJm1u:ia. . ' .. 

. .. ,. .. ,,, ' ¡> 
- . .'; .:< 

!lbra 6mas 1, 'z, 3, 4 y s Prua 6,,,;,, 6, 7, 8 !J 9 

[T]=[~1 LH [
1 o º] [T]. = O 1 O 

- o o 1 

!l\Jr fo tanto tcnárcm>s que: 

ila,;,u 1y2. 

[
o'.1e1s. ·.o -o.375] • [o.1a1s o 0,375] ·-' -.· ·. , __ ¡-o.1.~1s o· · .;.o-.375.] 

K.u.a .Q 0.5 ,o ... - El 1 KBB• O, 0.5 ·-O··.- Ely KAll•. O · -0.5 O El 
- .. .:0,-3!5_-._ ? .. - .. 1 ; 0.3~5 o . 1 > 0.375 . o 0.5. 

$amu3, 4y5. 

KM~- [º·:6 :0~4 -o;,~;] El ; Kee s: [º··~."º"'_ .. 0~4 º,º;_4_·] E;>- KAll. • r·~.~ -_g,4 . ..(J:~-] El 
· --0.24 . o o.a , , 0.24 o o.a ·- · 0.24 o ·' oA . 

- - • - • o - -. • - •• 

[

0.5 . o 
K.u. • o o .. 1875 

o 0.375 

$amu7y!J. 

. [º·4 K.v. • o 
o 

o.~ :_·~~;]el·;_· K~· • [ºó4 ·o.~: :..0~4] ~.\ 
0.24. · o.a· · . · o -0.24 · o.a ·-

•· ó -·"o·¡ .. 
~-O.D9B. -. :_·_.024 El 

, ·, -~-~~-; -- ,~·· 

!Ti11a(;,.,11tc ~6tt1u:~ fa rmtri= [~] sr¡¡ú71 cf c11sam6fc 06tc11üfo ;;, ef prl/i.,r paso. 7;,~fm:11tc nos 
queJard: . · .. • · · . . ! _. · ... ._ 
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"" "'" .. ""' '"" - ""' 
..,, 

"' ..... .... - ... "" "' "" dv. -0.1.l!I -0.S 
lbfl75 '"'" ' -O.ta75 

:2.1 1 O l-o.3U .... ..,, 
s .... ' . . ' ... ' M ' ... 

É ""' .. ,. ' T o 
A ... 

e .(1375 

o º" ... ,, 
... ... 

¡.-.!,;!,,.. 

6.2 MÉTODO DE PENDIENTE DEFLEXIÓN 

'Este procdimk11to fue crcaáo Po.,r fos profcsorc.s ''Jl~'!Son !J Ma!Jut. 11
1 !J tamfiié11 se fe amoc.c (.l)mo "Teoría 

ríe fas rítformado1u:.s a119ulárcs ríe fas ta119e11tcs a fa fibm mcáia átfornwáa ác u11 ekmc11to soficilaáo por 
jfr;rfón" • . 

.r.á 60:.e funáamc11taf á cf mltorío raríica en tf ficclía ríe '/'" los momentos e11 lás t:>jremos áe micm-
6ros cstructurafts e.stdtkamc11te ü1áctcnrri11ados1 se qpruott en ténni11os ríe fos giros (o pc11áic11tc) en (os 
11uáos !/ íos ár.spfa:::amie11tos (o rítffe;efo11'.S) ríe ÚJs Q(frttt•:u. '1áfcs giros y ár.splázamie11tos pucáert ser 
prorxu:aríos por af91111a ríe fdS si!luicntcs situacio11'.S: 

\., 

a) !lbr efecto ác fas cargas apficaáas. 
6) _2br dSentamümto ác "'"'o amfios apoyos. 
cf !lbr 'cjúio ác 'ros momc11tos ríe enpotramie11to provocaáos por fas cargas. 

·. - ·¡-· ' 

Como~ "át. esperarse, fa rcfacidn c11trc fos momentos 99iros o6cáccc 11 u11 comportamiento fiucai por 
fo que atarán c.str~c:ham:11tc rcfac1imaáos "'11 fas propidal!cs mtcJ11icas !J gcomüricas ríe fa estructura 
fE,lyf) ' ' • 

'En lás mltoáos matriciofes, lás 
ecuacio11c.s ¡w1áic11tc-ácffcdón (áe­
ríudórt fi11aí rícf métoáo pe11áie11-te­
ác{f t:efó11) aparca11 como uua parte 
ác fa matriz ríe rigiác;, acopfaJa ácf 
ekmc11to. !lbr lá ta11to es posififc a6-
tc11c.r (os m.mJC11tos ác. fos t~rcmos 
en fur1dó11 "e cala una tic fas 
c:awas antc.s citaáas. Tara d caso 
áe íos giros!/ ríc.splá~amic11to, fa áe­
formacüfo ¡¡cuera( tic u1ta 6a"a 
cstanl rrprcsattaáa por fa figura 6-9. 

® 

O=A/I 

r·--,----=------1 
:riguia 6-9. -Dcjo,,;,,,cüJí19e11áaf ác ~"ª 6arra. 
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2\lra e{ wo ác u11 cftmetito ác sca1'du amsta11tc, (os lflcrc11tcs m:Jmc11tos yfucn:.as que. Tt!SUÚart se 
pueáen 06tc11er a partir ác fa ccuadd11 4.14, err fa cual -por ser provocaáos por giros y áesp~amk11tos 
unitariDs-fos kmos ácnaminaáo rigilcces. -- - -

'Lt1 esta parte prese11tamos fa Jomra 9C11craf ác fas ecuacio11<S pcnái<11tc4cffcdó1iy para este caso, 
(os giros y áesplá::amic11tos qu• se prot1oca11 "' u11a 6arra poárá11 ser ác cuafqui<r mag11ituá y para este 
caso 9c11craf, fos ~mtntos !JJucrzas 06tc11iJos se ffamanínfactorcs ác ri¡¡iJ'u. · · · ,~ - ·.: 

?.s(, fos factores ác rigüíu; scrd11 4, qucso11: 

YM - Factor de rigidez en A debido a un giro en A 

YAe - Factor de rigidez en A debido a un giro en B 

YeA _ Factor de rigidez en B debido a un giro en A 

y88 - Factor de rigidez en B debido a un giro en B 

ComtJ primer punto, o6tcngamtJS (os {actores áe rigila en fos Q(frcmos ác u11a-6arra, ;,,uiácramfo 
sofamc11te {os giros que se ü1áuccn e11 áidws CJ(frcmtJS. '1'.rto fo poácmos representar scgú11 fa figura 6.10, 
ác lo11áe. se oót~11cn fas ecuacr'o11ts 6.23. 

•I 

6.23 
., ' 

b} 
Me1 = YBA 'PA +Ye~ 'PB 

:Tf¡ura G-10. 

2br otra parte, ca11silcremtJS_ d caso áe (os, momc1lt0s p~oáucúfos por (os asentamientos. ác (os 
apoyos. 'Esta situació11 estd rcprese11tala por fa /Y,ura 6.ll !/(os ccuacio11es 6.24 ta( que: . 

6.24 
Me2 = Ye' (tJI) 

2brCJJ1ui,p,ic11tc, páia_o6tc;1trfos ;,.,mc11tos_c11 fos O(lrcmos ác fa 6arra ácfiúfo a (os giras !J áes­
pfaoami<ntos S1JmamtJs_ (os ccua~io11cs f·23 !J 6.24 para 06tt1u:r: , 
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MA,;YM'PA:'°YAe'Pah'A/l .t. 

Ma dyaA 'PA '.': Yee 'Pa +y 'ef.I t;. 
6.25 

, ~!:, - '»' 

Si~ ·c·mfi~rgO;-~,;,s 'á~ a,;a¡ü:~r'áCtc111ifO~i1~·c fa a6tc;u:lótt ác ras factores ác r{gülc:: p~fa el OJSO 

gcru:raf que /IOS ocupo. . . · . ' • • . , . 
5Jf:,~ .ras ecúaeio.l/cs. 4.12 j¡ Ú2_', l'~r~ fo figura, 6.!fu tcÚ•r1Íof (os siguic11tcs wforcs para (os fo•-

torcs cngiifez. . .; ' . ;~o~entos;~ÁA=!f2;/oÉT · 

.;/::: 

. Cortaniefv, = -!fa2 / DET 
Por. equr1ifirio: áuf~~-i~ ~: : ~ ·' 

: ·: -. ,-. '·~ - ~ ¡ . ~ ' ~ ';';:; 

_:r .. ,_:r"' 
'y,.= DET 

Para fo figura 6.11 !/ s~ú11 fa misma ef~r~Í1c~ tc1',.,,.,s que: 
.... · .. : .. 'Mor:;e~to' y'~= ~132 /DET 

. Portanio 

Cort~nl~ • Va = f33 / b ET 
Par cquififirio ácáucimos: • · 

•Por tanto 
_:r,, _:r., 

Y'• = DET 

Para fa ff9ura ~!oii!l;ig,;~~-~f~~rd',,,,/J.¡:edp[oeiáaÚc !\W>JU<ff te11Jrcmos que: 
• .... _:r;,,...!J,. 

·'fAO = 'fB•= ---oer-
')'por simctda rlc_!a "]"lnffi'.jl,if~ at>Jpf.IJa tc11árcmos que 

V_ !f33 1 +!f32 
2 - DET 

'Yporequififirio ;e,,;:s;,;afmc11te que: 

Perianto !f33 1
2 

+ 2!J32 + !I22 
Yae = DET 
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'Una ve:: 06tt11ülo fos wforcs I• roS factorc.S le ri9üla Y.AA. YJl:zÍ. Y'/JJI y Y'B'A poácmos uta6fear 
foss(uuicntuf¡uaflalu: · ·• ,... < · .. ; : .. '· · ·, · •· : · . · . 

-~~ _ :¡ ~:A·+1 A·~ 
a) · DET - . DET · 

:r .. 1 ~ h ::. ; ~.:i-r :. 
.DET - oer 

6.26 
b) 

Si o6scrwmos,,;, .. u~iou;, 6,26, ~~s ¡.;,;,/ ~dntá ifJe. (os r.lakrÚrf• .. ¡,ks ... uaciorll!S "'TTCSJ'º"" 
ácn rcspcctivamtnte a fos ttrJmtntos er1 (os <>..Trr:mos .lt y 9! le urui 6arra cuan/o Q(jste u11 asentomie11to 
le sus Q(frcttrJS, 'lVr fo tanto fas «uació~ 6.26 tenlnín cf sf¡uicnte vafor: · ., 

M -~··· A2.'."". I .: u 

M :. L!!:!::L.!! . ~ 
e2- , : 1 u 

6.27 

!De fo anterior concfui,,,;,s ti!'. fas «uaeior;.., 6.25 quda1ifinafmc11te "'""'' 

MA~YAA• ~Á + YAB 'Pe: ti.;; ~Y ~~) l!. 

(y,;; + y .~) • 
Me=YeA 'PA+ Yes 'Pe+ 1 u 

'El• lomlc: 

-f32 1-!f22 
y., =yu = DET y Y" 

6.28 

!f 33 12 + ·2!f32 + !f22 
DET 

Las ecuatio1iu 6.2,8, son finafmente ".lcu uuatio1ies pctiáitnle-á;Jfe;cjó1111 ;~ra u11a 6arra co11 
cualí¡ukr scaid11 somttüla a giros tti sus Q(!rcmos !J ascnt11mk11to le sUs ju~tas, camo se úwtra cri fa 
figura 6.9. 

!Melionte estas ·ccuacio11<1 s• introlujJ uno ác.fos tn!tolos premotricioks, e( áe fa ''pc11áic11tc-ác­
Jft:tió11", que es CJ(!c111amt11tc ull't,,;aáo en ef a11áfisis le estructuras ituíctemu'1uilas. 

'El• cf caso le tcncr cargas le111ro lc fa fo1'9ituá áe uiU. "'Bº• 6astard sumar (os momc11tas le em­
potramlc11to que estos proáua111 a fos ttrJmc11tos que . .se o~t"lfi'"~ ,(e fil! ee~111cio11cs 6.2.8, para el Q(frcmo 
conupo11lic11te¡ e.sto.s n11tncntos ác C"f1otramic11to P'!alc.n ~!~,~~~se a partir tic( prouáfmk11to /escrito 
en 4.5, y para Sarros lcseaió11 C111uta11te •W.11os c:asoscomu11u puelen 06tc11crsc e11 fa ta6fa 4.1. 

Poiu ilustrar cf uso lc fas <álaewriu ''penáic11te.áefkJriJ11" a11afiumos fo v¡ga cstdticamc11te ,-,,,r,. 
tcrminaáa que sc muutra e11 lá Ji¡¡uro. · · 

IOOTon 

'"'f"" 
~ccorlemos qu< en cf caso ác empotro-

® 

l 
® e mlc11to pcrfu:to, cfgiro es nufó. 

11 1 El= Constante 

zs Para ute ""!º ten/remos quc: 

~~·:· 4.5m •!• 3m •I 'PA =<pc=l>e'" O 
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Catla. tramo tic fa Viga ác6c dnsiác;;,rÍc por separoáoy Si cakufali sus-;,o,mci1to_; tic tmpotra'!'iento 
escrifiknáo una ccuncriJn pa~a cf momento ctt cala c}(jrc~ ád cft.me11to en cuutiJn. · !l\zra el taso ác 
seaíiJn c:o11.sta11tc, fas ccuadom:s. 6.2811os r¡ucáa11,~""!? .. ·, ·. , 

·4EI ···. 2EI· . -6EI' 
MA=Tq>A+T"'ª+TA 

•';; 

2EI .- . 4EI .+ 6EI A. 
Ma.'.".T <J>A + -.¡ 'l'a - >'l2 _ 

6.29 

-: Pab2 

, __ ME~~= T = 72 T-m 

p~2b: 
-.• --MEce - -- - 108 T-m - '~ . -

-Consiátra11tlo fa ccuacióll ~29 }'ara biáa 6arra mds ks momc11tas ác empotramiento rtsptt-
Urw. .:. . 

2EI 
_MA.= 7.5 _'l'a:+._93.75 

· 4EI 
Me =: 7.5" <pe + 72 

4EI 
Ma .= 7.5 -<¡> 8 -- 93.75 - Me =· 2EI 'Pe"'- 108 

7.5 

. Las ctÚáclo1ies tic ~;;;,ntas porgirouc Cst~6c11 ~iÍ tlnirfiui(tlcf; vafa;f.s ;¡;;e;,11ociáos tic <¡> c11 fas 
upogos o )!11~as·/·á s~~ t[c /ós_.~~!''~~.ctl ri~r OpogO.ú1tcrio_r. ácfic ser ,~~fu~ .. ~r 1ó t1mto: 

l:M~=D- -···clv1~+Mec~O) 

'4EI. . : 4EI 
7.5 'I' B - 93.75 :+ 7.5 . <¡> B + 72 = 0 

Flnalmente queda que: q>a = 20.39 / El 

'En 'otros casoi; cuduáo fas i11"5911ltas so11 mJs ele utta, se o6tcmlrá u11 sistema ác ccuaciorres sim11f­
ta11cas c11fu11c~11 ác fos difcrc11tu9iros !I Jcspfazamlcntas ácso)llocülos. 
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o - ·-

7inafmc11tc, ofitcncmos fas nÍomc11tOS ác fas fiarras utifir.a11áo fas tiuacio11es pfantcoáas Cll tf 
segurufo paso. '1.br fo ta11to: . · : . 

MAe = ~~ e~~~r~~3.7~ ~ 99.19T-m .. •· 

MeA = 4E1(20.3e) :_ 9'3. 7~' : :.aú~ T-m . 
7.5 El,· , : . 

Mee= i~ e~~g)+72 ·~ B2.B7T~m 

2EI (20.39) _Mee= 7•5 Et"" -106 = -102.56T-m 

1001 1001ilon 

§.¡H-~ ~!'-"' -¡-..,.,(~-~; -i.-• --H'(:¡¡Tm 

6.2. 1 Fadom de rlgid11 modificados 

'lit el e.a.so át tc11u utUJ 6arra con articufatión c11 u110 ác. sus Q(!re.mos tc11árcmos que (os factores ác 
ri9iáu se moáiji&a11 ác fa"''"'"'ª que muestra cf capítufo 8, incisa 8.4.4. 

'El momc11to e11 cf Cl(frtmo articufaáo 
es cero, !Jª que ác6iáo af tipo ác apoyo 
110 se P.ucác i11áucir u11 9iro que pro· 
áuz;ca Jattor ác ri¡¡iáu. 

- -
'1.br fo tanto, para cf caso ác u11a vifia­
co11 u11 t.ttr•mo. cmpotroáo !/ otro or, 
tü:ufaáo, el momtnto Tcsuftautc C11 su 
Q(jrcmo lc6iáo a Ú11 9iro y u11 ásc11-
tamic_11~0 ~crd iB"•';~: _,_._ -. 

M • = 1 ' .. q> • + 1f t! 6.30 

Donde 

V .~2 
Y·'AA =y.r.A - ~ 

y .. 

··.·~· 
.... , . . ·.. . -1-· 

.~ .'- . . - . . ... - . ~.·, , a 

- . -
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?"para . 'LI =Co1uta11te, ie111frcmos que: 

3EI.· .... 3EI 
M•=¡•p•+7A 6.31 

!Para c.famplficar cf ;.,. áe &. ccuació1i ~'pc;ufk11te..fcjfcr.iJ11 maáificaáa'~ rcsofvamos cf sigukntc 
ejcmpfa d cua{ se representa por fa fwura y es una cam6i11acid11 áe !if¡¡as áoófemc11tc cmpotraáas y em­
potraáa artkufaáa, !lbr esta mzón poifwnos utifizar en cf mismo pro6ft,,., fas ccuacio11cs 6.2& y 6.30. 'El 
prou.áimitt1to cs. J. si¿juí'c'ntc: · ·· · -

El•Cftt 

"1!m 1Dm 

AA =Aa = 6,; =A!''.°'º,. 

2) 06tenció11 áe liu,,.;,,Tr:i,i~s pira '¿,,,¡~ ira~ e11/u11ciiJ11 áe fas B''roS y ácspfazamie11tos 
ácsc.o11ociáos c11 fo~ O!fcrc1.rtcs apo!JOS· · 

M.o= Moé= O 

3EI 
M.u= 25 . <po-156.25 

Mae= ~~I ~' + ~~I <pe + 104,17 

2EI 4EI 
Meo= 25 .. 'P• + 25 <pe - 104.17 

3EI .· 
Meo= 25 rpe+84 

3) Afora ofitcucmbs fa suma tic momc11tos e11 (os apo!JOS ~ntraft.s que, por cquilifirio, tfcfic ser 
uu(a~ · . · 

l:Ma=O Ma.+Mac=O <D 

l:Mc=O Mea+ Meo =0 <%> 



Análisis estruétura/ • 130 

Qµe suitituyC1iáo quda fu1afmcrrtc ''""'" -, / 

0.28 El q>e + O.BO El q>e =' 52:08 _q>e = 2. 76 / El 

0.60 El q>e + 0.28 ~I q>e: =,20.17 ___ _ _ : _ q>e t ~4.15 / ~I, _ -, 

4) !ll>r úftimo,' ofitetu:mos (os mom<11tos fina0 crr (os Q(frcmos ác cala óarra, carr fu u:uacio-
ncs ád paso 2. '.Esto es: - -

MeA ': ·1;5~.~2 T-:~ ' ' ' -

Mee=_ 1~5.9.2 "f':rn 
Mca=·9'1.1or'.rii 

Meo= 9.1.10.r-.~},~c;·~- -~· >' • . • _ - / > 

Las ta1odo1U:Spc1J;,;;;;;it¡fr.zy;í1 p~ar.;, sir utifizááas tamóiirr "'fa rcsofut1i111 ác marcas. !Para 
ifustrarfo, rcsofvcretnos afw~a d cj~fo rw;_ 4 can un sistcrrtl ác_ cargas Ütaófu:iáo. 

>~: 

'Fj<mpfo na. 4 .• 

i) Mo~lltos,{c cmpotralllierrto'. 

<D 
l.IS$T•m 9.15 T·m 

: : '/_ -.. ,- -~1 --- _,__ ··--· - -. --
2} o6ter1tió11 ác (os ,,,,,,,.,,,,os.,, (os óarras, en {unción ác fas ab:os !/ ácspfazami<rrtos áiscarra­

ciáos. !Para este caso, Ífi"•Í que en e( lfJÍoáo_ ác_ rigüla s/mpfijitaáa, _ csta6fu:cmos fas 
siguia1tcs a111á1'tJ.ot1tJ: : : . , 1 • _·; ,\ • , •• ~ ·' ' 

dy1 = dy2 =o y dx1 = dx2 ,,; t:. 

MAB1 = 0.5 El '1'1 + 0.375 El !:. 

MeA1= El qi1 + 0.375 El t:. 
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MAe2 = 0.5 El '1'2 + 0.375 El A 

M~A2 = EÍ '1'2 + · 0:375 El .A 

MAB3 =O.BE!~-, ;._ O . .f EIÍp2 + 8:65 

M~ = o:4 el~. +. 0:0 E,I 'l'2 •~.· 9.BS 
Fe1 ;,, o.375 Él q,(~ 0.1875 El A 
F82 = o.375 Ei q,/¡. 0:1875 El A · 

(Capitula 6) 

J) ~~ra; ~utJ.,.;.'~r ~qú/r/at,;6tc11t1N•>s fo su11111 Je fucr~as .,; cf c.>6eca! !I la suma Je mo· 
'. mcntos c11 l g 2, am6as scrá11 iguaf a cero. 'lbr fa que: · ··' · · ' · 

:EM1 ='0 

:EM2=0 

:EFx=O 

M.;;.'; ~ M~93= o' 
MBA~ + Ms..3 :. O - . - . . . . . ' 

Fa1 .+F~2 =O 

Sustituycmfó va!Orcs !J si'mp!Íraná" ;.,~!ta Jos ""' queáa: _ 

1.80 El ipj · + 0.40 El.· •p2 . + 0.375 El A = -8.65 

0.40Elq>, +·í.0be1;p,:0.375E;A~ 9.~5 - . . ' .. . . . . ¡ 
A

:
12 

= -6.193/ El 

.,. 7.021 /El 

= ·0.828/ El 

4) 7i11a!mc11tc, ~6tt11emoJ!~;,;,~,;tó; im/ks ecuacuiii.s ácf i'llcüo 2. 

0.375 El 'P• + 0.375,~I '1'2 +.0:375 El A;= () 

:·· .'-_-··--.-

MA~2 = :i:2oo T:in -

MoAi= 6.711 T·m 

MAB3 = S.SM T·m 

Mo"3 = -6.711 T·m 3.407Ton 
~ 

5Ton 

i 

3.20Ton "'--.., 
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6.3 ANÁLISIS CON DISTINTOS TIPOS DE SOLICITACIONES 

Como se puáo o6st:roar c.11 lós úfti'roos trcs rjcmpfos, fa uti(u:alió11 ác fas ccuacio1ll!S penáie.11tc4c/tézyln 
en fa rc.solució11 tÍt marcos n;pcre.stótic.os ts rcfátiV1mt:11tt scntilfa !/ale.más co1ufua a íos mismos rcsuf. 
toáos que d métoáo áe rigiáeas (simpfijieoáa o ge11craf}e11 marcos, !/'1 que d sistema áe ecuocümcs que se 
o6ticne es d mismJ • 

. Sin em6argo, a{ tratar áe consiácrar toáos íos giros!! áespfazamicntos en u11a estructura áe gran 
tamalio, fa fa6or áe a11áfisis seria 6osta11te eompficnáa, con fa cual rcsuftaria impráctita fa utifizació11 áe 
este mitoáo !!ªque, fas anteriores, conáuce11 con ""'!fºr foci{üfaá a{ resuftaáo esperaáo !! con rdativa 
sencillez. 

;t pesar áe fa a11terior, resulta ""'!!práctico tf uso áe los ecuaciones perul'rc11te-áefk;ciá11, una vez 
que se !tan o6tenüfo las inalgnitas por otros mitoáos {1ó más comú11 es tf cálculo matrieia{ por meáio áe 
computoáoro) 'Esto lioce posible e11to11trar los manrcntos firioles en los 6arras meáia11te cálcufos mu!! 
se11ciffos. 

1\Jr fo tanto, se pude utaókur utt prouÁimiento ác atuifuis cup sCJ:uc,uda ·camfiüte efuso ·ác( 
métoáo áe rj¡iáe& 1J e{ uso áe íos ceuacio1u:s pt1uliente-áeffadó1• .J'I graníles =gas, este métoáo consta áe 
áos partes generafis: · 

l) C/6tendón " lá rmtrje (& rj¡il~áe /á <.rtnJt:tura; fa cual nos rr.va, por conswuic11te, a 
fa o6ttncián áe fos áesplazamic11tos. 

2) o6tmdtln á• fu rrrmrarosjinalts(& {¡¡¡6¡¡mu• meáti111te fos ecuaciones peitáiente..íejfe;dó1• 

La primera parte implica fa 06te11aii11 áe fa matriz: áe rigüfez; gfa6af áe fa .Structura por cuafquiera 
tfc úu procdi~11tos ácscritos -a 1'mporta11tc scliafar fas ·Cdñifidoucs !1_/o sÍ!1'J'fifit.acW.nts que se 
utifu::aron al 06tc11cr(a, poro P._Ostcn'orme11tc tomar/ás c11 cuc11ta ~{ 06tc.11cr Tos ""'mt!"·'~~ fú~fu_-... 'Una 
ve.e co1wciiÍa, se raumi'd af pUintcamk11to tfc fa «uació112.12. · ' · 

{F)=[K]{d} 

'1Je fa cuafse áespeja fii10fme11te tf vutor áe áesplázamle11tos. . > <:.,, , '. .. , . 
Co6e adorar que, e{ Vector áe fuerzas f:T), es u11 áato áe11tro ácf a1tdfisis yes ju11eió11 áef sistema áe 

caraas quco6ra11 Cll fa cstructura.Suo6tc11ció11sc rrfitrt másaátfa11tc. ..:· '. ·, -- .·.:<: ~ -_1_·:. .: ·-: 
.La SCfiutufa porte se rcf1'uc ~wtwmc11tc a fa utllr'zadó11 J'c _fas_ctuacio11~'fcrli!iC11tc"-dcjlczy5_~ 

unavuqucsc6a11c11to11tralfofosáe.spfá~amlc11tos. . .·~~-r_-_.-: -.: · , ·_ ·,\ 
'En amfias partes ts mu!J lmporta11tc co1uülcrar fa oótclldó" ác fos mJmc11tos le c'!'fotramlc11to ác 

caáa 6arra . .filifcmás, es importa11te áestocar que el 'IJCCtor áe juer,;os { :T}. puerfi estar compuesto por 
fuerzas ctt fos 11uáos (rrr:mr:ntos)gfucrzas súmiOJS fas cuales se co1uiácra11 actuanáo en fos c11trcpüos. ~ 

-06tardénádVcaoráefuerusct;!emas{:T). · . 
'Iótfas fas 6arras que en su ü1tcn"or soporten a(gu11a carga t..o1uccuc11tcml!11tc tenáráttjut::r::;as 
ác cmpotramic11to c11 sus tJ(frtmtJS. 'L1 el Cllso tic tener áos o mis 6amu 'JU' to11cumm a u1~ 
mismo nuJ"o )l 'fUC ttt!!l_atl juu:.as tic cmpotr11mle11to, estas fuerzas fas sunwnw a(l/cfiral .. 
camcntc scguu e( scntlilo c11 que actucn. ~ mu9 tmporta11tc sc1iafar que el signo tic fás fuer-­
zas tic empotramiento t..orrespo11ácrá a fa forma c11 que octua rNÍmt.11tc so6rc el cfcm&11to, o 
sea que scrJ fa fuerza actuante !J 110 fa mlctr"Vrl. 1br r:famplo: 
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Como es fógieo, efvofar_á~ fu jucr::;os.actuo11tc es c:(J1Ctom1mtc cf mismo que e( ác fas fucr,,as reacti­
va$, ·soló quc_"·a~os so11 ác s!g110 c.o11f!arfa1· fo cua( ~. o~vio.s(Tuo~áant:JS que."·" .1Ju~o sic1!1f.~ .esta c11 
equifwn"o !/por ta11to fa "sumúfe fu=os es V¡uaf a".'!'.· •, .. : • , " :.· ." • -~< · · · · .... 

!Para poácr formar d V«.tor.ád fuer::;os <J(fcmai esmuy i"trrporta11te sa6cr que este vector áe6c ser 
compati6fi con eT t1ectorfe ácsplázami&11tos.c11 cf st1.itiáo {e 'i"''.:. :.C•:c· ·, · •.' . . 

-'1111tÍtsp;""ami&11to01v¡ufar (giro}tsp~~r}.¡opor utt :.i.mc11to. · ·."· . 
-~/11 ácspfa,,ami&11to. fii1cáf es provoca!ópor ~11afuerza fi11ca( que es cofi11ea( a áidio !es-

p(azamknto. · , ·, . .:>-.. · ·--: .: ; 

. 2"r fo tanto ye11su forma rridsgcltcraf,dt1ectór (:T }it1ufrd tal/los momc11tos como9iros6aya c11 cf 
V<ctor ( ,¡} !/ to11tos fucr::;tu como il_cspláúinic11tos finca/'cs_6aya e11 cf misma. 2"r co1uigui&11tc, para su 
fonnacUJn scrJ importa11te o6scrvor fas simpfi/ieocio11es qutpara co{a pro6fcma se prtsc11te11. 

2"rcjcmpfo: para fos úftimos trc.i pro6fcmas_, cf ~tor tfe fuerzas se itltt:gra áe fa siguie11te ma11cra: 

· ... ,~1 
21.!0T"' 

@ 

F={Me} 

F={21.75} 

.Los apiJ!Jas C>(Jcrio,rcs no ;e :UniiiJcnm 
como nulos porque ·_su á_csp/azamic11to 
es 11ufo. aáemas ay~= tf;i::i; =·o 



~T 

t.S 

'·2h1 

. Q>. 

3T .. 

l.&ST"' - ... 

/ 

·{F)..:. ·{52.0B} - 20.17 

~ se coruitfCnm fos apo!JOS t.1:· 
tcnOrcs porque e( momt11to ett 

· amfios es e.ero. ' ' 

{F)= {~:} 

{F) {
-B.65} 
9.85 
o 

2\Jr otro faáo, u íinp_oitanÚ scñalár ta~ién que fas fut~a.S le tmpotra!1'1"tiJto se u.tifú;im -en fa 
scgurufa parte ríd anJ(isis !JD citaJo, para cofcufar fas fam:as finaks c11 fos CJC!rc""'. ríe caría 6arra. 
'Este cJ{cufo se Jiv1ifcc11 ríos partes: "· · ·· · · ... 

l) La primcnJ parte utiliza fas ccuacia11cs pcnríicntc-áiffajd11 pa;a 'ia(w(~~ fos ,,;,,mc11tos e11 
fas 6arras, pero "qpusiwmcrrte" por if.ccto rfi (os ¡¡iros !J rícspfa::omicntos 'fl'<.sufrc fa 

f.!ru:;:::,:¡e 1,,;';.;:/,~~f~~";f'rl::':/:,";~~n ~~or ~"cf ";~r::as{irro,f~ (~mcr¡tos e11 

2) La sc¡¡u11Ja parte utifi::a fos momentos ríe empatramk11ta rcáctr"ws; parafonrÍar u11 rJUtÓr 
ríefucr::asaTcvafffa11>1mnspcstarío2, {p'E2}. ·. < :.: ... : '", . ;; :·. . 

:Tinafmcrrte, Pª"' 06te11cr d vCttor ríe fuerzas fürafcs p"totaf, ( p }. 'suma,,;,,s (os, .:Sía.Jos 1 !J 2 .fe 
fuerzas. 'E.sto es: • . . ·-: · .. 

( P l =. ( Ped + (Peal 



J 3S • Métodos de Jos desplazamientos (Capitulo 6) 

!Para 11ustrar más ampfiamc11tc cf procdimic11to 9c11cra( liasta aquí ácscrito, rcsofvercmos el cfa_mpfo 
no. 5, CÍtaJÍO. Crt tÍ 1'1tcfsO at1tUÜJT1 áanáoft a/ÚmJ UtJ sistema tÍC Cll'8'1f CJ(jC~TCS ercua( ,SC tlC ~n fafigura 
siguiente: · > · .:· · · 

Tjcmpfo na, 5. 

El=CTIE 

'llsuafmc11tcsc amsüfúan a fas 
torgas vcrticafcs !/ a fas sfsmi­
cas por scparaáa, pero para áar 
u11 c11foquc md.i 9c11<raf ácl 
métoáó co1isiácromos fas , áos 
~as áe cargas af mimv titmpo. 

1) !Momc11tos ác cmpotramie;1to yjd~as ácfiiáas a C.:10s;jucr;,as sfsnneas actuantes. 

)-H-"j -· J('-H-)i'----H-!l5Tm -""""'" 
·- ·- ·- ''] 

·:--++-~L __,,_Ki-H-)L----tt-.X.' -···· .. T~ 
P,.l•S•7.S•H.'I 

!Para fas Sarros ác fa 1 a fa S 

MeA=Mee=O 
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~¡,,. consüfcra acfiüfo a que fos nuáos 2 y 5"" tienen r~ión a( moÍlin.Urito vert1'cu( y por fo 
tanto, af Ó'!P.fa::arse "'ese sentülo, se consül':"'rall fas aaiones vcrtica(es ácfiülas af sistema áe 
corgaserráiiÑJsnuáas • . :;:·.. , , , ···;._ .. ,:,·' .,,, 

2} Con fós á~to:S áeí intls~ airieriOr poaeinO.ifo~r dV.ctor áefuú::as m (;¡, 6arras, Cf euaf 
qucáacomosV¡uc: ·:· • ' ·-··_.. · :_· ,/ O' . ··•.· · · · 

M1 =~5T·m •- , M~=;4T;~ ·_:·FF_ •. 
2

,-•• _:_:_'2
1
'
5
3 ___ •.. -TT.'._·_-oºn"_,_·.:.· 

M2 =··6.36.7 T·m·. ·· M5=:;~.2,SJ·111 . 
M3 = 8.967 T·m .- M~ = 6.25 T·m F3 = 29.98 Ton 

¡¡;,,·,"".:·'-

-5.0 -
-6.367 
8.967 
-4.0 -

{FI = -2.25 
6.25 
23.0 
15.0 

29.98 

3) 'El sV¡uicntc paso es fa o6terlliórr áe fa 
matriz; ác n¡ülcees, fa cuaf ya se 06-
tuw en e( ü1tiso anterior. 2br fo ta,,to, 
pfarrtcomos cf sistema ác eeuaciorres 
que rros qucáa e11 fa sV¡uicnte forma: 

1 2.8 1 0.5 1 o 0.4 o o 0.135 
1 2.6 1 0.4 o 0.4 o ·0.24 

1 2.6 o o 0.4 0.135 
51 1.8 0.5 o ·0.24 

MÉ 2.6 0.4 ·0.24 

TRI 1.6 ·0.24 
co 0.663 

[KJ 

~ áorufe o6tenemos el vector { á) que qucáa: 

-45.547193 

lct} = 

-6.135579 
-26.033613 
-28.182328 
-14.165980 

6.720012 
172.914139 
319.451374 
98.296326 

0.24 0.375 
0.24 0.135 
0.24 ·0.24 

!ji 1 -5.0 
!ji. ~.367 

"'' 8.967 
0.24 0.375 !ji• -4.0 

0.24 0.135 

0.24 ·0.24 

El 'l'• :.2.25 
!ji• 6.25. 
¡; 1 23.0 

-0.288 o ¡;. ,:15.0 
0.288 o ¡;, 29.98 

~ 
(d) = {F) 

1/EI 
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4) Co11 fos á<pfazam1e11tos, poácmos ya cakufar íos momc11tos co11 fas etuacio11es pcmfie11tc­
áeffcc.ú!n (ecuación 6.29), !I construir cf V<ctor Ú'TJ], 7Ú misnw tilmpo 06 tenemos cf vector 
[pv) uti&anáo fas fucr::;as ác empotramiento rcactillas. 2\>r fo ta11to: 

MA1 =4/11 (O) + 2111 '1'1 + 6/112 A1 = 42.069 

Me1 =2111 (O) + 4111 c¡>1 + 6/112 A1 = 19.296 

MA2 = 4 /12 (O) + 2 /12 <¡Í3 . .¡: '6/1,2 A1 = 51.626 

Me2=2112 (O) + 4 /12 'l'3 + 611/ A1 = 38.609 

MA3=4/13 c¡>1 + 2113 qi4 +.S/Í3~ (A.-:A1) =.,-12.542 

M93=~1,13 ~· - ~ •• ~!13 ~J>.·~,_;:., (A.- ~1) = -5.S96 

MA. ;,;;d,~~ ~~~-~,121.~' ~~,;~ '.~r~· <i;~ .\;1 _;;.~ 24.sss · 
,. . ~·· 

M94 = 2 /14 '1'2 . .j. '4 /14 c¡>5' + IÍ 11.°1 {A.- A1) = 21.362 

MAS =.4/15 'l'3 + 2/ls 'Po+ 611/ {A~-A,) = 17.030 
if~:.~<~~º>> .. r::·;~~~.:~f;~:>~; ... ,_.~':· ~.~; -) ·._ 

Mes =2/.ls cp3 +;.4/ls 'Po +:6/ls. (A2-A1) .. = 30.132 
:.: :' .· ,,. ;·. .\.".'. ·/'.··-~+ .;.;,,;_" - -·.-': 

MAo =4/'6 ~1 · + i/j~ ~; :j: Gl i.2:,;.;·= ·l1.754 . 
. ·. ,.: ~ -· 

Meo = 211~ ,;, + 4 ¡¡¡ .Pt :¡: B 11/ Á3 i: ~.952 
'-'.'( "··'. .~ .- •.;· . ' .· ,. ' •., 

. M~1=4111' e¡>~ + 
0

211; ~,:+ ·a /I/.', ('.. Aa) = -36.917 
_; ...... -

Me1 = 2 / 11 cp2 :'+ '4' /,I; cp, + ;;'} 1/ ( ~ ~3 ) = .·46.675 

MAB=~ll;:'l'i + 2"~ cp5+ Bll.2 A3,= _Ú96 

Mes= 2 /Is <p4' +: 4;118 <p5 l ~11.2: A3 ,; 6.604 
. - ~:;_·~~ ~ < 

. - ; . 2': "-.' ~. ·,,., 
MA9 = 4 llo cp5 + 2119 ,cp6 + 6_/19 ,;(- ~»-·".· ·32.236 

Meo = 2 /19 'l's + 4 /19 cp6 + e/ 1/ ( ..:113) ,; 23.882 
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'Ejenpfo no, 6. 

o6t<ricr el Vct:tor { P J áe Ju~~as fü1Ófr.s, utif1ú/1jo ef mitoífo süif,fifiÚáo !! fas e&uacio11os pc11á~11-
tc.J'cjfe{ló11, poro "' si¡uic11te estructuro. C.nsiácre fas coroas vm;,,,fr.s !I. fas cargas slsmieas por 
separaáo. · .. · . · 
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lcoi: = 0.0090 m4 

lrRA = 0:00625 m
4 

(Capitulo 6) 

~'~ e.sta parte i11t;~~ut~~s ui!a va~~~Íc t11 d ~~u~· je· t'4 ';,9,if~ p'r~vo~ádl_ f0r 9iJ:o.s y át.s· 
pfazamknt':", c.sto "'" dfa1 ác_110 fraar 7figurás (una p~rtle.spfa~~mk11to) y afro"ª' pasos • . 

1) o6té~;;.;, 4if1r, 6'EJlf y 1ZEl/f poru ca!á 6;,;;. y i~présc11tamos c11 u11afi¡¡ura cala caso. - · ·. · ·. · · ' ·, -.- .. , · , ·' 

.. 

<D .. 
Cl-"'Mfl. 

'E11 cf sCOJ.l11!0 y tcrar !ia9'amo 110 es 11ctcsario fraar fas tákulós para (os 6a"asfrariza11ta(;.,, 'E11'cf 
caso !e 6'EJ(f (os tdfcu(os 110 so1111cll;'arias y c11 cf caso !c 12EJ/f 110 Cl(fstc rcauió11. 
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© 

º'"~ 

f-· "' 

• • • •• • ·-. ·~ " < ~'~· , 

2) Mora cafcufamos áiredamc11te fa ;;.,rriz.áe rigiáa fifa6al ~;;; é.rl;, provocamos fas áes­
pfuamiJmtas u11itarios en fas fugares carrcspolulicntes a fas últá911itas y o6tencmos as( fas 
rigüleccs qu• resuftan Ó• aqudlos.\l.as rijüfoccs que cansülerarcmos cstd11 en u1w. áe fos 
SÍ!JUÍCntescasas: . '· :: :<;.·.::,::?:::·:< .... : 
- Momento ác6iáo a ¡¡ira. 'En este ~o~/( fj 2/EJ/l 
- Momento ác6üfo a ácspfazamiinto. 'Et• este ~o BEJ!t'. .: 
- :Tucrz:a ác6üla a áesptuá•td: iiiulc duo Jiv1t' . •. 

. -·' ·~~·: . 

.Los cfemcntos á• fa áia9~1uif priirc'wpf se ;&~11 a';?¡;,{;;,,, áircctas: .Las ckmeittas fuera Óe esta, so ti 
ác6ülos af efecto que fos ácspfazamle11.'.os u:1itarios.útáuce11 en otrasnuáos. 2\>r fa t.anta 11os qucáa que: 

1.652 0.25 
3.592 

Simétrico 

. o ) 
0.25: 
3.ae:.'_ ·:o·'.· ··.:0.12 

. ~'o :.:· 
0.54: 

'0.54 

.o.54.· El 
0.54 
:o.54 
.0.54. 

J) o6tetu:ió1ddas fuerzas áe empotramie11to para cafcufar r:r 1 !/ {~E2 ]. 

a) Carga vertical b) Carga por sismo 



141 • Mélodos de los desplazamientos 

!lbr consfgui&ntc: 

-25.0 
e.o 

'17.0 
-26.667 
26.667 ,g,.· ¡ 

o 
o 

. o 
{F2) = g 

. 20.0 
15.0 

~cucr<ÍC:.c piCpo~ o6Úrttr {pi2) ese ~tifizo~'fu fu~r::as !JIO 
momc11tos reactivos c11 los áos c;crrcmos le tatfa 6arra. 

4) o6tcru:ió11 <fe <Ícspfozomk11tos. 

~' 1 'l 1.652 
8.0 1 o 
17.0 o 

-26.667 J o = 
26.667 ., o 

o . 20.0 
o J 15.o 

F, F2 

,-tcru:mos pie: 

0.25 0.3456 
3.592 D.25 0.72 o .Q.1944 

3.38 0.72 o 
1.94 0.25 ·0.54 

1.94 ·0.54 
1.0865 

[K] 

d1 d2 

-17.153244 ,' -23.4460 
7.987971 -23.0487 
1.941445 1 -35. 7207 

-15.457132 -25.7431 
18.677483 ' -20.3443 
3.877796 1128.7473 
-9.271971 1 261.3819 

0.54 
0.54 
0.54 
0.54 
.(),54 

0.54 

o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 

·o 
o 
o 

. 25.0 
·-19.0 

(Capitulo 6) 

11 
·-17.0. 
26.667 

-26.667 

cp 11 1cp12 
cp 21 1 cp 22 

El 
<p 31 1cp32 

cp 41 1 cp 42 
cp 51 cp 52 
s 11 1s12 
s21ls22 

d1 d2 
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S) 06tcnció11 ár:l va:tor [p'T.J] rrdio11te fuccuawncs pt1Uficnte..fcjfr:dó11 yfu=iis fi11aks [ p ].·· 

Para F1 

-B.54 · 
-18.42 
5.941. 
10.542 
3.492 
4.890 
-6.727 

-23.608 
9.143 
21.193 
.:a.seo 
-0.294. 
4.479 
2.968 
-3.059 
5,474· 

Pe1 

. ;º 
·.o 
':.0.',',•: 

o ' 
;O:' 
.Q'. 

o· 
o· 

·O•' 

. ~~·º .;_19.0~ 
'11:0' 

.''-17.0; 
26.667' 
-2a:aa1· 

;,··· 

3o.99 .. 
17.485 
31.219 
17.943' 
43.aos· 
.18.086 
19.898 
.17.958 
'5.537 
16.608 

..:17.485 
:..17.386 
.:.'.20.455 
-23.623 
.:17,955 
-16.608 
·,:: p 

'Lsta fornu áe a1u1füis ,-_,,,(t:;,,.,!J dtif cua1t1Ío.'ro.i pro6fc;,;,,, so11 rcsudt~s cnjor,,., ma11uaf. Si11 
em6argo, ta{ afternativa presenta 6asta11tt áfficuftaá arser utifizaáo tll estruetvras pnács !/ compfi~ 
coáas. 'Ett e.stos casos se mum: a fa pro¡¡ra11>1dón ácf métoáo ác análisis, cosa que rcsufta.refativame11tc 
fdd( cua1ufo se t1'c11e1J los ,co11oc1~~tos nttc.sarios., '!1 trf!6ojar át. uta f'!TTrtl reáu11áa tll utta 9ra11 cfí­
ci&11cia áe fos métoáos ác ~11Jfisis !/un titnpo mí11imo ác opcració11 (tJcr riferc11cia 14 ác fa 6ififio¡rafía) 
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6.3.1 Sistemas de fuerzas 

':EJ1 esta porte. se presenta tf proaáimk:11to para o6tcner fas fuc~as jinafts ct1 estructuras somctiáas a 
áisti't1tas conáit.ioncs ác carga. Para esto utiliz11rcmos el "método 9c11era( ác rifiüle.cc.s". (Primcram!ntc, 
presentamos fa sccuc11tia a seguir c11 cf CdSO en cf que se prctc11Ja utllizar fa m.itri:; le C1Jntin11iáaá. Para 
c.sto, e( cakufista áctcnninará c11 forma manuof fos sfquicntr.s Jatos como matrills, que se cucucntrati a 
partir ác fas caractcrúticas mecánicas 9gcotnftrú:as ái fa cstru,tura, así como ác fas 011¡¡as O(jcmas apfi· 
calas. 'El procdimkllto es: 

I} 06te11ció11 le tÍatos: 

[a], [k] {FJ y { Pe2 } {en marcos) 

11} 06te11ció11 le [9(] matm le rffe]Ufot 9fo6af 

III} 06tenció11 lctfcspfaza~11toi {I) 

(FJ = [K] {d) =>. {d)~ 1~í· 1 {F) 

I'll) 06tencr'ó11 Íe { e)lcjonmciones 

(e} =[a] {d) 

'11) 06tenció11 le ( p} (cstalo 2 e11 marcos) 

{ p 1 = [k](e} {{p) = {Pe1 +pe.J en marcos) 

'Die procclimú:tlfo es matrú:iafmc11te el más fógico, si co1isitÍeramos cf ftcdio tÍe que se trato tÍe u11 
métotfo matrú:iaf. Si11 cm5argo (os programas que ~ten actua(mcnte c11 e( nrrcoáo !/que versan so6rc cf 
métotfo Id "fUilifirio, cmpfiim nonnaTmcntc fas rr,gfos gc11erafcs tfe co1tstrucción tÍc fa matri: ác rigilc.: 
gfo6a[ (inciso 6.1.36) 'Esto se lc6e e11 p_arte, a causa lefgra1111úmero tÍe cfcmc11tos nu(~s le fa matri: [a} 
!J [ /éj, fo cuaf ácterm1i1a e[ que (a muftipficoción le matrices le (a ecuación fXJ =[a) 'l' [ féj [a), resufte 
u11a fonna poco cficoz para ffcwr a ca6o fa 06te11ció11 tÍe fa ""'"" áe rigiácz gfo6af. 'El tamatio refoti­
wmcnte granáe ífe fa matriz [ fé} le rigiácz le [as 6arras, putle tam6ii11 pralucir pra6fcmos tÍe capaci­
t!al ác mtmon'a c11 u11a c.omputaáora. 'llrta oftcnrativa e.s aprovcc.Jíar fa vc11taja ácf 9'ª" 11úmcro ác 
cftmc11tos r1ufos !J 06tc11cr lá matriz ác rfg_üfco: en fiamla. Si11 cmDargo esta aftcmatiw esta fuera ác los 
afco11ccs le este tra6ajo (ver rcfere11cia 14 6i6(iograjia) 

'I1proc.ed'ímlc11101mtc.s mcncio11aáo1 en fa rc.sofuciótt efe rJtructuras ¡or tf métoáo tic rigr'tltca, !1 con 
d que 9c11uafmc11tc se rcafir.a11 fós programas para CO"f'utalonusfguc mu o na:tws fa síquk11tcsccuc11da: 

Xnanmluras 
1} o61e11eió11 le (os lifcrc11tes rigiácccs c11 su sistema faea( tx:.<t.<t.X:,.'ll etc), 061c11ció11 áe {os 

µi le cola 6arra !/ 06te11ció11 Jd vector r:r} le cargas ajerÜJres. 
2) o6lctU;ió11 áe X" X.'ll etc. e11 sistema gfo6af (ct:uació11 6.6) 
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3) 'E11somfife ác fa matriz: áe ri¡¡üfa gfo6af sc¡¡drí fa áisposir.ióri áe &zs 6arros crlfa estTúcturo !/ 
06tcnaá11 ác esta. · . · · 

4) o6tc11dón ácf vector ác áespftu:amü.11tos { á). ··:· · 
S) o6tc11tió11 ác fasjucrzas en (as 6arros !/ vcrifir.ació1iifc tJJuifi6rio. 
1"nammrrzliwos -.-'<< ... ·.-.·¡ ·_;_ ' . 

l} o6tcncfJ11 ác fas nj¡üfctcs l'('JIJI, l'C'Mi x:ii' X:'ll•"' e( sisteiná foC:,( ác éaáa'6arra, 06tc11-
ció11 átf vcctorác cargas Q(!trrias (:T}!J ofitcnción ádvcctor{pi.zj.J.' > '·· ·. · , 

2) '11ansforrnoció11 ác fas ri¡¡;,/cccs focofcs cngfo6afcs. · · · 
3} 'Ensamfife ác fa matriz: ác ri¡¡üfu: gfo6af [~/. 
4) o6tarcr'ón ácf vector ác áespfá:;amü.ntas. . .. 
S) o6tcnción ác {pXJ) !/ ác qi}= (p'Fi}+(f'E2}!J Íitrifl<ar cquifi6rio: 

'Esto sc pucác fucer por consWcrÓdon~ ác conti;1u'iaá y';qu
0

ifi6i..,, (ver rúaéióri 6.l9)o por mdw 
ác fas ccuacw11es pcrufit,11tc.<fcjfoe.ió11. . . ,, .; '.·.··:.<<•;-. ,:; :\ :,.í: .. (.'!· . ' .. ·: 

.!'! co11tinuación prcse11tomtM olj¡unos tjtmpfas, ácfascuafes ttÍÍnalrrJS •&ullOS porc;Qfmc11tc resueltos 
yoácmJsscprcst11ta11 otros para rtsofucrsc compfctos. ': •,'.·":; : :':·'•:;·'.•., ,; · ·:'· ' • 

6.3.1.1 Armaduras. 

'FJ<llf'fo no. l. , ;, ,·.' < t): : : , 
06tcncr'ó11 ác fas fucrzas fi11afcs c11fas6arraspora este cjtmpfo; 'llcr figufll !/ áatos. 
~ =amsta11te. ·->--' -_,,:·¡~_ \'.~'..:- -< ·_:·:_ \,-,. · . -
f.os pasas rfc( l af!J ya sc rcsofuit,ro1L Sofo /afta cf vccto~ {:T)y qudº' 

4) '!lector ( á) 

[~~¡-. 0.378 

22 -
5 ' 

·0.096 
0.45 

o 
o 

0.378 

,O 
. ·0.333 

0.096 
0.405 



(Capllulo 6) 

5) o6te11cü111 Je fas f~er.;ase11/as 6arras !J equifi6rw. 

p1 = EA/4 (· 65.9948)1/EA: • 16.499.Ton. ¡-16.499] 
p2 = EA/3 (· 33.3123 -~ (· 30.6877))1/EA = • 0.875 Ton. -0.875 
p3 = EA/4 (· 17.9945)1/EA = :4.499 Ton. (p 1 = -4.499 
p4 = EA/5 (· 0.8(17.9947) + 0.6 (· 33.3123))1/EA = • 6.877Ton. -6.877 
p5 = EA/5 (· 0.8(65.9948) - 0.6 (· 30.6877))1/EA = - 6.877 Ton. -6.877 

!}¡JvÜa11áo cf cquitifirio. · 

?{Ju{Dl •. 

l:Fx=O 
l:Fy = O '.' 0.88 + 6.88(0.6) : 5 = O 

~o2 
l:Fx,;, O 22' 6.88(0.8F16.5 =O 
l:Fy = O 5 : Ó.8B • 6.88(0.6) = O 

'Fj<1ttfÍO no. 2. . . . . 

STOf'I, 

"~i);C 
22 Ton <2>.,_ 18·50 ~ i w 1 

STon 

06teneió11 Je fas fuerúú fi11afr.rn1 6JS 6arras paracf sigu1'c11te cjcmpfo. o/cr figura !J datos. 
l,os pasos del af3 !Ja'se rcsofvicro1Í.Sofo Jaft~ cf vcctor {!!}que queda: ·. 

!FI = 

o 
-10 
10 
o. 
-5:: 
-7 
15 
o 

· 4) o6te11ció11 vcctor { J} 

0.569 o 
o 0.569 

-to 
10 
o 
-5 
-7 
15 
o 

:o.333 
o 

0.569 ·0.118 
0.569 ·0.118 

0.785 

10TM 

o ·0.118 0.118 
·0.333 0.118 .Q,118 ""' •0.118 o o dy 1 

""• ·D.118 -0.333. cty, 
0.118 ·0.333 EA 

""' 0,.451 dyo 

0.785 .0.118 ""• c1y, 
0.451 



~rfotanto. 

{d) = 

32.912593 
-1OO.707204 

19.124931 
-57.146256 
19.534405 

-104.939559 
37.351822 

-67.382616 

S) o6te11oió11 tfc fuer:;as e11(as6arras y equififirio. 
p1•1/3 ((19.5344)] • 6.511 Ton. 

p2 • 1/3 ( • (19.5344) + (37.3518)) • 5.999'Ton. 

P> • 1/3 ( • (37,3518)] ~ • 12.451Ton. 

pi• 1/3 ( '. J32.9126) + (19 •. 1249)) • ·.4.596 Ton. 
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1/EA 

ps• 1/4.243 (0.707 (32.9126) + 0.707 (-100.7092)] • -11.297 Ton. 

P•. if.l ((-100.7092j :·c-104.939sn. 1.410 Ton. · 

p1•1/4.243 (0,70~ (Í 9 .• í:i4e) + 0.107 ('.57'. Í463) • 0.707 (19.534.4) • 0.707 (-104.9396)] • 7.895 T. 

P•• 114.243 ¡.0:1ó! ¡32'.iii~> .+ ~:101 hoó:7o92).;. o.io1¡31.a5Í8>.0.101c.a1::la26n •• 4.813 T. 

P10• 114.24.3 ¡.o:ioi (19.i249>± o.1ó1 ¡.s7~14Sa>J ~ -12.1oe Ton. 

'Fjenffo no • .3. : .·· . . , ,,, . . . . .. · , . . . . . . .. .·. . 
o6tcncúin le fas fucr&aS fi11afis eii fas 6arras para este éjcmpfo. 'Vcrfi¡¡ura y lotos. 

EA = eonstante ' '· ··r: :• • · > .· ·.. •. ·· · . . ... ··· .. · · 

.t.osop•!JOsly.3nlía;111u~1.r ;<·.·~·· ........... •·.·.··.· · .... ·····~··.· .· '·· .. • ·. · .. ••· ·.·] porquc110 rc.str,.,!8tll tota(~1tc:cfc:. :. · · .. · . :_: ·0.'.. :·<_. :· ~ -~·: .,, . -,:-,:,-L.~ 
rmvimi·c11to. - · ·'·- <' • , .·.-· •• ·: -., ·: -: 1 -:.: · -. · ·.: ·, · .. · · _ 

Los pasos ácl l a( 3 ga··.sc ·re.- . u'r°" ____:.. . · · , · · . ~ . (] 
sofr11ero11.Sofojafto cfrJcctor(:T) a> . . . . ¡~ . · • 
que qudo (ver paso 4) .. • M 



147 • Métodos de los desp/ozam/entos 

4) o6tct1tió11 tlCCtor ( á} 

H+ 
{p} = 

0.37B 

-9.117 
-5.646 
2.499-

-2.499 
-B.022 
0.577 

:.3,504: 
-7.649 
-3.311 
2.644 

.-0.25 
0.756 

o 
.o 

o.477 

:o · .. .·0.12B 0.096 
0.096. o o . 
·0.072 ·O ·0.333. 
0.405 o 

o 
0:411 

'FjunpfÍ1 na. 6. . .... . . ..· . . .. . . . . . . . 
o6tc11cwn ác fas juc~os fi1wks en lás 6orras para ute ejemplo. 'llcr figura y áat~s. 

-E=2.1x107Torllm2 

-JJ1arras vertiDJlu y fwmontaks 
A=15cm2 ·· 

- 'lJmras"indúuufas 
A=20cm2 

EA1NC = 4/3 EAvyH 
EAg ... ,., = EAv r H 

(Capitulo 6) 

rl dx 

EA ·• dy: ; dy. 
dx, 
dy; 

Tensión(•) 

71. 



1) o6tcneión ríe ri¡¡itfeus ríe fas 6arras, COS<MS ríirr.<toru !/ vc<tor {:T} 
a)~··, . . 

'!Jarras 1,2, 4, 5, 7!J8 
ki = EN3 = 0.333 EA 

'llamu.3, 6,9,10!111 
Id = EA/~ = 0.25 EA -· 

. 'J,; 

'!Jarras 12, ri,'14, 15, 16, 1?, 18!J 19 
Id =. 4/3 (ENS) ,: 0.2667 EA . 

6) Cowios/~,.,; , 
'!Jarras 1,2, 4,5, 7!J8(a. =!Kf') 

' µ,~{-,~·}··_ -·;_. 
-- \ - ·-- 'e: 1: ':' ·~·~-

'!Jarras .3, 6, 9, JOg 11 (rJ. =íl') 

• ·--. •{1 }- -•• µ,= o . 
. · . ·.' .. 

'1Jarras_12, 14, 17!/19 (a. =.36.87"} 

{º·ª} µ,= 0.6_ -

'!Jarras ll, 15,-16 !J 18 (á. = -36.87") 

·•{o.e':} , 
µ,_':" .:o.6 • 

e) 'llcctorrícf~~fnt~o 4) 

2}06teÍlción áe '4s ~(r!W., ~n nrterna gfo6af. 
:%aiUrft.st qiú: '.·:i -

K,V.=Kel! 

KM=µkµT'. 

21amu1,2, 4,,5, 7!J8.i 
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1 ~~= {U o.333 EA!o.11 = (g 0_g33J EA 

'lla"as .3,'6, 9, 10 !l,ii ,•-

K .. = {~} 0.25EA{1,0j = [º·gs nEA 
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'1Jarras LZ J.4, J7y l9 

K .... = {g:~} ~2667 EA {o.a, 0.6} = [º0~1~~ 
'1Jarras 13, 15, J6y 18 

0.128].EA 
0.096. . . 

K .. = {-~~} 0.2667 EA {O.a, -0.6} = [~o~~g~ c?.o~2s8 ] EA 

(Capitulo 6) 

3} 06tc11ción ác fa matriz ác ri¡¡üfu:9fo6af [X] ~u11iáo porcua6¡u1'ra ác fas métoáos antes ácsaitos) 

..... 

... 
0.11: 

08707 -0.15 

0.1701 0.121 

4) o6tC111:ión átf V<ctor{á} {=[X)"1 r:r )) yfutr1;asfi11afcscn fa.s 6arra.r 

-33.7123 -26.663 

o -79.9887 -26.663 
16.856 o 33.7123. 

-20.742 o -79.9887 
-20.742 o 59.5315 

o : -142.2152 -29.766 

o ~.:::59.5315. -1.608 

o -142.2152 .. .;-.1.608 
o -235.6570 

;4Q,Oc 
F= o "'-848.2999 

/pi;, 37.848 

-30 .;.75;5953 40.0 

o ...:147.0382 
5.606 
-5.606 o· .. 75.6963 -29.848 o .::147.0382 ; -29.848 o '.75.6963 o -147.0382 

. :..so.o 
-30 235.657 2.677; 

-848.2999 2.677 
-50.0 
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30 

Ti equifoório se v.riji&a en cola nuifo. 

6. 3. 1. 2 Marcos rlgidos plano~ · 
~ contú1uadón resoívcremos af¡unos marcos rígUfos utifi::anáo d métolo genera( le rígiáeus. 

'.tkfiemos scflafar que (a 06tt1u:iDn lef vutorfuerr:as en (as 6arras so(o contiene momentos (.-.UJfes en 
este caso, ya que se uti&ará so(o fa eeuaeiDn pcñáitnte-ácfftirfo1L Si se lesea 06te11er atfemds fu Juerr:as 
a)(fafes !J. cortantes en CJJJ!a 6arra, se tentfrd que uti(izar las ceuaeioru:s fu=a-m>11imiento {6.l8} trans­
formarúfo conrJenicntcmetrte (os lespfaz;amitntas s'fJIÍn eeuaeiones .3.4 y .3.5, vcrej<mpfo no. 8. 

'Efarrpfo no.1. 
o6teru:r fas fuer.r;as finaft.s en fas 6arras (momentos) para este cjcmpfo, co11sitÍera1ufo rígUfos tolos 
fas nutfos !/ apo!JOs. 'iler figura y latos. . 

~~;;;~~';. "-;~¡. 
(Fl -1~· , !P:.1 ;.·•.vlff '2Ton • r .. •m .... •I 

5 ·,·,lo! ·. ·non 

. '·º .... ·. • lff ... · 
'Pues 110 Q(Í'tw cargas en e( intcriDr tic (os efcmentos. 



/SI • Métodos de los desplozamientos (Capitulo 6) 

4) o6te~ión ác( Vcdor ( á}. 

¡
:¡ 1.2:is· 

22 • ' s1· 

s 
o 

...... 
( -0.666 

123S 0.148 
1.060 

0.666 r1 r~~
2

s1 dy1 -11.453148 
0.666 E.1. :~ = {d) • ig=~ tb 
•0.811 dy 2 -9.738009 
0.567 cp z . 6.052473 

' · .. :, -. . -·-' '. _-:.~- . . . 3,133 

5) o6tenerfpd}(~tú!~ p.;J~~t~~n}y fp}=fp'XJ}y (p'f2}yequilifirio. 
(t.os áe.sp-COzamkntos áefien traiujormarse o( sistema "foca{ áe aufa 6arra) 

MA1j~,~·/6.0~2;¡+214 (O)+ sr16 (·9.73BO) = 2.401 Ton-m 

Me1=·214(6.0525)+4/4 (O)+ 6/16 (·9.7380) = -0.626 Ton-m 
M~2 ,;, 4i3(G.052S) + 2/3 (4.0661) + 6/9 (-17.891) = ·1.147 Ton·m 
M~2 = 213 (6.0525) + 4/3 (4.0661) + 6(9 (·17.891) = ·2.471 Ton·m 

MA3 = 414 (<Í.0661) + 2/4 (O)+ 6f16 (-11.4531) = -0.229 Ton·m 

M93 = 211(4.0661)+414 (O)+ 6f16 (·11.4531) = ·2.262 TC)n·m 

Pum fa 6arra 4 . 

d;·, = [g:: 0~86 g] {-~1i~~~J.1A;1 {~~:;;~~}1;1;¡.·,. 
. o o • o 4.0661 .. ,. \•.< 4.0661 .. 

:. , '_,-~ . ' . . . : . . ' ' : ·; ·:. . ";' ,: - . -' -' ·• 

~ ~
6

?ri::~ gf gJ .;r~~:;~ffJ. w{_i}3~~~J ~I 
·.· .· o, : o. 1. _6,g~25 .. ,:: ~,05:25 . 

M~/= 4í5 (4.os~1i:l21s"iofr6f25 (-2.31~0¡··~ 2.602 ron-m 
M114 = 215 (4;0561¡ +415 (O) ~Sr.!5 ¡.2.3790),;, c1.75e Ton:~ 
MAs = 4/5. (6.0525) .¡. 2/S (O):¡: 6125 (·25.:Í05B),;, -1.232 TÓh-m 

Mes ;,, V5 (6.0525) ~ 4is (o) + 6'25' (~25.3os8) ,;;• ~3.653 Ton:m 

(pJ • (P"J • 

2.401. 
-0.626 
-1.147 
-2.471' 
0.229 

-2.262 
2.6112 
0.758 

-1.232 
-3.653 



Análisis estructural • J 52 

'Ej<npfo no, 4. · . ;· : .. , .'. 
'E.<t• 9<"'1'.fo ya S< r.sofvid utiliza rufo d mitoáo á< ri¡¡iáa simpf!fitaáo. AMra (,, rcsofvcrtmos utili-

za rufo dmitoifo9eru:rafácriiJiáucs. '."ufi¡¡ura yáatos. · · ·· · · 

l} o6teriu ri#cus c11 sist<ma foca(, ( 7) !/ 
{pu) 

o6tuu:ión á< ri#ect.r. 

E . 

K ' .. [º
0
: 0.1 ~75 -0.~75 ] El 

-0.375 1 • 

2) 'lfoujormacidn á< riiJiácasa( sistema 9fo6aC 

[K11J.= [T)T [ K'¡J[TJ 

K 'Á e r-~0'5 -o, ~875 0.~75] El 
c0.375 ·o.5 



JSJ • Métodos de Jos desp/oza111/c11tos -- (Capitulo 6) 

!Ba~ly2 

T=[~~~] 
'l'aN6rmiu1y2 . 

[

0.187_5 :_o· -o.375 __ ;] - _ 
K'.u O'- D.S O:~ El. 

-0.375 - o 1 :' -
-: [º· __ 1875- o 0.37.5] . -K '11 . : O 0.5 ·_ O : __ El_: 

· o,a75_ . o _ ?:1. _ 
: __ - : r--o.1 S-75 o -0.375 ] K'All o -o.s o El 
:_ . - 0,375 o 0,5 

K_ ::-·_:••a[:_ ~4- -.- -0.~6 • 0.~4] El < - o " -0.24 0.4 

'l~~~~1~~llf ~::"~ 
4) 06tc11t:ióutfcf1J«Jorfr!Jf='fi:.)'1 f7 J 

(d 1 = ¡~t~ª:~::~) 
-2.949395 

-21.015524 
7.432929 

. o 1 0.24. 
0.4 

0.375-

-0.24 
1.8 

5) 06t~ió1I rfc fJ'i.Jrcéuacio11es pc"mf¡¡111e.<fcJfci;fón) ( p } = {pT.J + pal!/ cquiliório. 

MAt = 414 (O)+ if4 (·7.277s) :f:St16 (2:6379) UEI. ·2.65 Ton·m 
~.-. - - -

Mei = 2/4 (O) .f: 414 (:7:2775) +_6116 (2.6379) 1/E_I • ·6.288 Ton-m '···•; ·.';· ' ' .. ' ' -- - . . ., ' .-

M., ~ .u4 1or+ :!/4 <7,~2~í~ 6'16_ <-2.9-484) :11el ~ .2.611 .Tori-m 

Me2 • 2'4 (O) ~ ~14 (7:432~) + 61;~ (:2.~-484)1/¡;'I ~ 6.327 Ton-m 
. . . - ,'~· - ! ·-

;~-, --~·' 

M,.,. 215 (·7.2775) + 415 (7.4329) :i. 6125_(:1B.Íls45 + 2i.o-i's5¡ 11e1. 3.530 Ton·m 



~rfo tanto. 

{pE1} + {pE2} = {p} 

¡.:.2.650¡ 
-6.288 
2.611 
6.327 + 

-2.361 
3.53· 

---- -
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2.151 

Tjempfo iio. 5. ' ' ' ' ' 
06tc11cr cf vector ríe fuerzas fii1aks para este cfamplo. (!¡a resuelto por e( métorfo simplif~áo) 'llcr 

figura!/ áatos. · -· 

-· El = Constante 

Los pasos rfc{ l a( J !/ª fucra11 rc­
sucftos. So fo /afta e( vector ( 7" J !/ e( 
vector {p'D}. ! . 
:l(ct1Jrrfemos tam6iin '/U• las cargas 
vertical r¡ por sismo fas estamos co11-
s1ilcramfo actuarulo al mismo 
titnf!o. 

(F)" 

5.1115 1 
-5 1 
-5 

11.SO 
-16.54 
-6.367 
6.3885 1-8.46 
8.967 
3.333 

-6.0 1 
-4.0 
7.50 1 

¡--~~¡ 4.167 
-7.5 . 
625 

{pu J.~-

o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o. 
o· 
5 
~5 

11.367 
-8.967 

4 
C4 

,6.25 
-625 

3m 
•I 

-- : . .- ' ,- ' ·--:'' .. 
'',;,fu~ ~/en coáa nulo~ o6t~;., rfiviáic11áo 
fa fuerza _slsmit>J según cf claro ríe fos ckmc11tos '/U• 
fft9a11 a u1111ut!o.' , .,. . 



J SS • Mélodos ele Jos clesplazoil1ic111os (Capitulo 6) 

·~3 ... ·. . "~)i ·.·· ~·-

.~~J'3'¡~' ···.· .. ;'.·.· ...... l.;J.·_ .. ·· 
'!!!U.-.)l-it.~'1 •.. · ... "'\; -

l... , ... ¡ ...... '····1· . ·. 
,._.~ 

4) o6tcnció11 ácf vector{I }(=fJíl·J {:F }) yo6tcnció11 ácf Vcttorác fucr.::os fa1afcs (p} 

º"' ... ..... .. .. 
1.0115 o -0.1175 037.5 . o 

o o(l.)15 .. .,. .. .... .... o ..... .. .. .... , .0,13$ . .. .,. 
Olll15 o .... .. . .. .... . o 

0517S """ -11375 

..... ... .. . .. ... 
...!!!!.. ~ 

'En lonác: Pe1 Pe2 

_ ... _ 
p 

r 186.8249 1 o r 42.189 1 42.189 ¡ 
-26.093 l o 

114.3191 
14.319 

·55.7400 o 55,433 55.433 
209.8704 o 40.058 40.058 

-166.29641 o -9.811 1 -9.811 
-12.6883 o ·2.725 -2.725 ¡ 18e.e22e 1 o 22.880 22.880 ¡ -87.9060 1 o 19,329 19.329 

!di. -30.7504 } entonces 
o 17.398 17.398 

1 395.1193 1 o ... 27.928 27.928 
1 -44.6430 5 -9.508 -4.508 ¡ -38.0238 1 -5 12.018 7.018 

383.4391 1 11.367 -41.264 -29.897 
1-171.39161 -8.967 -48,489 -57.456 

-21.5647 4 

[ ~1.;;45 l 2.725 
1371.1935 1 -4 12.954 
¡-131.7617 J 6.25 -28.533 -22.283 

-4,4261 -6.25 -21.678 -27.927 
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TjmffÍJtlD, 8. 
o6tcntr cf vcetor rÍ< fu en: as filwfis para cf s~uilntc cjcmp1o, 'Ver f~ura !/ áotos. 

fij40cm e=1.5cm IUL • •. ,-,,, '·~;·t· 
w-' A=0.0171 m ... 

cm . ",·, ";·- -·-·.é 
. 1 = 0.0003491 m .•• 

·::,. 

' ·,'EA=' 48.986 El ., 

, : 1: 
l) ~.Wéns¿¡;;,;/rocaf,~vJi~,.,/i) j¡'fp~). 

3.375 
-t.O, 

-017 
. 8.0 

(FJ • -4,0 
4.167 

o 
o 
o 

Las fucrz;as en fos. ~rcnvs 'á~ fas 6orras se 
tra1uform11111f si.stttttJ9fo5af rrw:áia11tc fa uuació11. 

F,; TT F 

r: 



JS7 • MétÓdos de los desp/a:amlentos 

!Bamu 1y2. · 

' ·.. . ; -~-: ":- - : 
2) 'JJa1eformación. le rlgiáru.s a( siJÍcma 9r.6af. 

'Barras1y2. 

[T] r-~.:·rg] o o 1 . 

'Barras1y2 

• 'liatraJ 

[ 
o.a o.6 0o

1 
.] 

¡T 1 = -:º·ª. o.a . o o 

(Capitulo 6) 

[

-12.247 o o J 
K 1All ' O -0,t875 0.37~ El 

.. o -0.375 0,5 

'.liarra4 
. [º·ª -0.6 [TJ = o.s o.a 

o o 

[
0.181.5 º "."º.~'· .. ] • .··rº·"75 º · ~.315 J.. . . ¡-0.18~5 KM•. O 12.247' O .· El 1· KM• ·O .12.2.47 O El t KMI • ' O - -12.1'47 
-0~75 o ,,_ ·.· G.375 o' 0.375 o 

,G.375] 
O El ... 

·r·~~- ~:656~ --o:,~ 
1 KM· .. ~~.!-3ci~-O~lf-- ~:' 

'Baml4 

'lÍ risuúa,/o Je ve c11 ~( pa.sO sipfe11te. 
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4} o6tcirtión áe ""tor ( á J 

3.375 1 9.4922 1 4.6565 1 0.231 -, -6.3046 
-4.0 l 1s.ea54 I o.1s2 1-4.6565 

-4.917 
8.0 1 1.80 1 0.144 

-4.0 SI 112.6092 
4.167 M~ o 

TRI o 
o 

')'por fo ta11to: 

-.4.6565 -O.t44 
-3.5884 0.192 
-0.192 0.4 

o 0288 
7.1768 

1.60 

co 

·6.3046 
4.6565 
·0.144 
6.4922 

4.6565 0.144 
•3,58&4 0.192 
.Q.192 0,4 
-4.6565 0.231 

15.8354 ·0.192 
.___!_,M_ 

5) 06tc11&11 ác ( f'El} y ( p ). 'J!cnfi&ar equilibrio. 

dxo 
dyo 

~· dx2 
El ">'• ... 

d"' 
dy, .. 

63.4062 
-0.0951 

-19.0462 
66.4337 

Id 1 = -3.6576 
11.1732 
67.5592 
-0.5580 

..:16.1371 

Polra fa 06tc11c1iin ác fas fu=as furafes, c11 este pro6fcma ñare· 
mos u11a van.z11te. Afora 06te1ufrcmos cf vcctor (pa }por mdio áe 
(as uuacio11es fu~rza-movimlc11to le u11a 6arra. 'Esto es: 

K.' .. ] 
K •. . 11~ {d '•} 

... d ~~ 

·,.-.· '·\ 

- ~' • e • 

!l\ira ~~la oit~;;~,-·fu. /:c~as. ~;, ulaj~~~ 'i~~,c~; ·-p;~ ··fi;¡,ii¡o;;j;~ 'ro;·-¡csp(~am,-C11tos af 
sistcmi focafác fa 6arra qucse este arrafir.a!fáo meáia11te fa c:rpresiJ11. ' ' · ·. · 

!l\W6arrál 
·.)--

~ .. · [~ ~ JE{~;!1F,,~~ {~:!~H,~, 
Paro 6QITQ 2 . • •· .•. 

d":·H ~: ~.]{;1~~~'} ·,E~ 
Paro 6atiri 3 ·· 

d., ~ [-~~ ~~: 

{ 
:::o.sse1 } 
~.6. 7.5593 ·.1,t' 
:-}.6.1371 
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[

0.8 
d•2. -:~·ª 

d 
1
2 ·-

d':s. 

'1Jamz3 

¡
F.,, . 
FAr" 
Mu ... 
Fer:s 
Moo 

[º·e 
-0.6 

~] 0,6• o.e 
o· ·o. 

[º·á -0.6 
0,6 o.e 
o o 

.. ,~, . ,, .. ;..: 

12.247 O· 
·o.· 0.1875 
O· 0.375 

·12.247 • o ' 
o' ·0.1875 

.·o.375 

12.247 o 
·'O· 0.1875 

o 0.375 
·12.247 o 

o ·0.1875 
o 0.375 

o 0.096 
o 0.24 

·9.797 o 
o ·0.096 
o 0.24 

r-4338 l . 
-a.asn ·~'. ~ 
11.1733 .• 

-' ~· 

1: o ·12.247 
0.375 o 
·, 1" ·O 

o• 12.247 
·0.375 o 

0.5 o 

o ·12.247 
0.375 o 

1 o 
o 12.247 

·0.375 o 
0.5 o 

0.24 o 
o.a o 
o 9.797 

·0.24 o 
0.4 o 

{54Je23 ) 40.0e91 l,t,1 
• -16.1371 

o o 
·0.1875 0.375 
·0.375 0.5 

o o 
0.1875 ··0.375 
·0.375 1 

o o 
·0.1875 0.375 
·0.375 0.5 

o o 
0.1875 ·0.375 
·0.375 1 

-0.096 0.24 
·0.24 0.4 

o o 
0.096 ·0.24 
·0.24 o.a 

(Capitulo 6) 

j 
1.165 l' ·. 4.7460 

14.253 
= ::;:J65 

-4.746 
4.730 

1 
o ¡ j 6.8351' o 6.616 
o 17.266 

-:o.5581 = :s:835"" 
-67.5593 -6.616 
-16.1371 9.198 

¡ 50. 6663 l ·¡-2.8029 . -38.1186 . -1.441 
-19.0462 - .647 
So:9s24 = .• 2.8029 
-42.7864 ... 1.441 
11.1733 . '2.440 



9.797 ·•:o " o . 

¡·.·o·:. 0.096' 0.24' 
o •. ''0.24 o.a· 

-9.797 .·,o·:· o ... 
·.O''> -0.096. ·0.24 

O· . 0.24·• 0.4 •. ·.:·,_ ";i·":' 

.O< 

·9.797 o 
o -0.096 
o ·0.24 

9.797 o 
·o 0.096 
o -024 

o 
0.24 
0.4 
o 

·0.24 
0.8 
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55 3417¡. ·¡ 9.399)' 36:9341 -1.494 
11.1733 1.727 
54.3823 = . -9.399 
40.0891 . 1.494 

-16.1371 . -9.198 

esi:i:~~liitS;~~i~ i;f/::;. ~n::;i::: t::!fun::u!i,:. ;.:::.::.:t;~a:m.!~ · 
i"f'({ciJas (como !Jª se li®ia menciinatfo)•n fa motri& tfc ri¡¡itfc:; acopfatfa tfc aiáa 6arra~ ,. :•· . 

(p;:'{~!antl~~¡;\):·f~¡ . .. . . 

~···~~·· ... ·.• . 
. /~" .. : .. ·~ 

. ·:r~~.· .. : .... ·•··· . ' _S.41 ~ . 

. . \ 4.37. ... ,F 
. ,'~']~,, 
-;-Fu.o 

e.•a 

r 
J 

... 
•• 

17.27 

".;¡~ ~qu{fie~ ",;,puesto que toá¡, fas pia<U le fa estructura están tfescorgatf.S antes le fa "}'fi­
eacfó11 áe1as aaionu."Si11 emfiargo, si" u11a estrvctura cs,~ipcr~t~~~' "'!Ji s~¡¡u_'!! se prcscn~11rJ11 t.sjuu· 
us_ en c.sta antes le ser CO'lJ"áa. 'Estos ujucrzos so11;por: ló fi.Cf1!!'1{, ácfiíífos _a asc11tann~ntos ác fos­
opogos o cam6Ws ác ltrtpcraturo. a to11ti11uació11 tra~~~c'!'j~º cl ~-~~~~~_'(ce~~_ u~ctu~ __ son.:tüfa a, 
tafis eftdos. · .• .. · , . .. · . . . . 

6.3.2 Hundiml#lto111ifor1nda/11 
.. ,_ .. ,,. - , __ ,· ' 

abr muduu razo11t..s, fós ªPº!JºS ác fas estructuras pud'en tttfiar a Ú~r O(gu~a erase ác ~vimientos 
"'f'CratÍos. 'Est<U mofJimü:ntos, a pesar le ser ""'!! ptquciios paril protÍucir com6ios apr«ia6fcs ctt fa 
9C1Jmetría ác fa t.stnu:tura, pueát11 i11troáucir ácform.1tio11u !l isfuerzos. (l)','!.(¡/ll"!fifcs cti los sistemas. 'LÍ 
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aruJfisis áe ái&os csfuu::os se 6asanJ en cf pril1tiplo áe superpomúJn, esto es, pueáe interpretarse c.omo fa 
superposicúJn áe áos andfisis: 'El primero áefiiáo a( sistema áe c.orgas eonsiáeraáo, que se oea6a áe tratar, 
y else¡¡urulo át!Jilo unicamcnte a fes asentamientos. 'En esta parte eonsiáerarenw <! se¡¡unáo aruifisis. 

'b;jsten cicrtas estnu:turas (estructuras isostáticas) para fas cuafes fes asentamientos áe apoyos na 
i11troáuan nucuos c.sjur.rzos, SÍe.'!1J'TC que utos 110 sean tan 9ranáe.s que afttrcn fa 9eomttría áe fa 
estruetura. 'En fa practica, sin em6argo, para fa mayoría áe fas cstructunu puelen so6revcrrir graV<S tan· 
suuendas ác( asct1tanutnto ár. fo.s apo!JOS1 por esta razón, fas c.structuras se anafizatt !J álrcñatt para 
soportar c~rtos asc11tamic11tos áifcrcntiafcs c11 fos apD!JOS· 

Primero se supo11t que eaáa nulo áe fa estructura esta eompútamcnte fijo (sin fiiro rri áes­
pfa::amümto); fuego se introáuce11 fos ácspfa;;amicrrtos c.onacilas (csperaáos)e11 fos nuáos corrcsporulim­
tes. '.Dc6iáo a estos ácspfa::amicntos, ciertos dementas se ácfomwrán, y en fos e;ctremos áe cffes se 
lesarroffarán fuerzas.JI dlas nos refen"rctn1Js c.omo fuerzas ác cmpotramü:11to át.fiiáas a a.scntamk11tos ác 
fes apoyas y para su áetcnninación utifi::amos fa ecuacúJn 4.13 en fa que fas áifcrcntes ri¡¡iáeces ~ 
?íi111 ... )estarán rcfcrüfas a( sistema 9fo6af áe fa estructura, as{"'"" fas á'!Pfaiamientas, con fo cuaf e( 
vector áe fuerzas que se o6tcrrga estará áirectamcnte rcferilo a( eje gfo6af áe Cl>oráenaáas, por corr­
si¡¡uiente, poára ser üreorporaáo en cf vector áe fuerzas ( :T) para líacer Cf andfisis áe fá estrui:tura áefiiáo 
a asentamia1tos áe fes apo!JOS· 

JI eontü1uació11 f.r&scntamas un ejcmpw ifustrativo. 'Esteserá fa estructura ácf cjempfo 1ro. 4 que se 
resofvcrá por d mito lo áe ri¡¡iác:: gcrtlrar. 'Ver figura !I áatos. 

El = Constante ; EA= Constante ; EA= 2EI 

'El ªPº!Iº 'lJsufre urr aset1tamie11to que es: 

{dol= {~.:} = pi:5} 
l} Supo11tnw /ijas toáosl~ n~/o; e lntroáu~imos 

ef aserrtanue"'.º· "P&Tª"º ( áJ 'Esto es: · 
• •_'._,,•·_'••e 

2} 'JJcfiiáo a( as~rrtamie1;to ( j.¡ J, so 06scn1a que 
fa 6arra 2se ácfoniia !I por fo ta11to, en (os <t· 
tremos rlc estos_ se tÍt..sa'!of!a11 /ucr=11:1. 'E.!tas se 
eafcufa11 como: · · · · · 

.Donde 

' . 
Como poJerms ofiscfvalj aáemá.r, cf ~1uJo 2 110 se les· 

p~a, por "fo ta11to tcuárcmos que: 

P~= K~d¡ 
P2 = KBÁ:!dA. 

E . 

.... 

./ 

. .. 
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SI tomamos: El = 10,000, El vector { F) queda IF 1 - 'l]J 
- ~~ 

-94 

.3; o6;';,,cijn d-.j',;,;,,,,;, C,,,,., no c¡fstcnfucrzas en fas 6arrus, cf tJ<ctor {pu] es e( rJcCtar á< 
· ·. jlll1<:asfü111fisco100 antes suprimiremos fas 'EJ. . · 

MA1'=.Ít~(til ~2¡.j (100.1345) + 6/16 (-252.7488) =.·44.714 
.Mar;; 214.(0) + 4/4 (100.1345) + 6/16 (·252.7488) = 5.3537 

.. · MA. ='4/4 (O)+ 214 (39.5809) + 6/16 (·277.3487) = ·84.2153 
M92 ': 214 (O) +. 414 (39.5809) + 6/16 (·277.3487) = ·64.4249 
MA3 =475 (100.1345) + 215 (39.5809) + 6/25 (·422.057) :.5,3537 
M93 ':215 (100.1345) + 415 (39.5809) + 6125 (-422.057) "·29.575 

1
-44.714) 5.354 

!P j = -84.215 
-64.425 
-5.354 
-29.575 

9' el <tJUil'i6riD s< vcri{ita (fas mom<nlas ácf 
nuáo 2 sumiáos tÍaf! J 1mmt.11t~ cr.temo) ••.71 H.22 
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1 

6.3.3 Cambios d• t11np«atu1a \ 

Los com6ios d'e temperatura prod'ucc1t tam6ién csfuer=os e11 &u estructuras liipercstáti&a.s !/puesto 'f"e 
{os cam6ios ác fo119ituá, cte., proáuciáos por tcmpcratur12 pucácn ser cakufalos co11 apro>;_imadón 
suficic11te, es fó¡¡icJ ú1tc11tar cafcufar fos 'csfucr..os que d'idtos rarróios úufuccr• 'Estos csfucr=os pucd'e11 tfc. 
6cr~ a que fa t.structuru prcst11ta piezas f,onn.iáas por áfcn:tttt.S rmtcriaks o a fa O(jstc11cÍll ác u11 fi'O'Íieutc 
té~ c11 cf i11tcrior ác ~misma. 1 

Los pasos fiá.sú:os efe{ auJ(isis c11 ctruJtl ác variaciones át. temperatura son mll!J sr'truíarcs a fos de( 
caso anterior. L.a úm'ta rli{crct1cia e.s cf táfcufó ác fas fucr~as ác cmpotramknto. !lbr rjcmr.f01 si t.ottsi· 
tferamos d ta.so ilc u11a barra le scc.ciórl amstantc, cuga tcnpcratura sufre u11 aumento ilc vafór t, fa 
fa119ituá d'e fa piua d'cscargad'a q¡icrimcf1ta u11 i11cremc11to a /j, sicnd'o a cf cocficic11tc d'e d'ifatació11 tér­
núca ád material Si íos Q(frcmos "ác fa pip:.a tie11cn imp_cáiJos sus movi'míc11tos, se proáuci'rá fa aparidd11 
d'e Ull esfuerzo a,.¡,,f d'e comprcsió11.!il.X a:• mtd'io1tte cf euaf pelemos escribir fa co11trifiució11 af ricctor d'e 
fuerzas Q(Jcmas protfut.iáas por c.sa 6am1 1 ctt part~ufar en fa forma: 

¡F,; = ¡g:~_:í::¡ Íl- X @/1--AE-"'---~w-1~---AE-a-;1~ 
~:: ~ 1 

'Elt otros cosos fas fuer=as e11 fas CJ(trtmos.il y 21 pirxfucúlos por com6ios d'c temperatura pucd'e11 ser 
más comp~. 'U11gralic11tc d'c tempcratl' ra tra11sVcrsaf, por tjcmpfo, rfétcrmi11ard compo11c11tcs d'e mo­
mct1to no ttufás. 

• 8 Co11siácrcmos lá figura 6.15. 'Elt 

1 

~ 
c.sta se oóscrva uua 6arra am u11 
¡¡ratfitmtc ác. temperatura c11trc 

8 su parte supcrWr e Íl!fcrior. 'Este 
grad'ic11te provoca d'ijonrt4cio11es 
l;r, d'y, !/ q> e11 cf "(/remo frfirc tÍc 

i------===:::::---1 lá p>:.ta. Si por cf co1rtrario, atráos 
•2 ¡., qtrcmos ác( efcmc11to fuera11 Ji· 

1 
jos, ''° se o6scrvaría d'cspfa&a. 

~ micuto cu fa piaa !1 en camfiio 
-\ se d'csarrof/ára11 ciertas fuerzas 

!Twura 6-15. . para ma11te11cr fijo cf CJ(trcmo. 

Xstas son lás fuer=os d'e cmpotramie11to Jtfi;,/as a csfu=o tému°«J. Su magnitud' se cafcufa d'e fa 
siguiente forma. · . \ 

Si ( á, J representa fas d'cspfazamientos\(ifircs tfcf CJ(jremo 21 tfc( cfcmc11to d'cfiid'os a (os cam6ios d'c 
temperatura, c11to11a.s: 

( Pe l =¡ · !Keel (drl 6.32 

Q¡ie nos d'a fa fuerza c11 d'idto qtrcmo. 'El siJ110 (·) i11d'ica que¡;,, d'cspfazamt"e11tos por temperatura 
!J fas J~crz,as 06tc11klas so11 opu~tos c11trc si. 



Xn fas cuafcS u,~!!. O~onfuncÍón áe fa' w¡i,ció~;. t con ~uta~ (a ,;"fiituá lc (a 6arra. Si 'l'i !J 
'12no wna11 en tola (a fo1'9itua (aJisc co1uilfua en9tncraf)e11tonas rros qudo: , 

. ·. ., ' ' _· .'. -'.':-.~-.... ,.· .. , -.f,~' .. -·. 

¡;, =·a1(!1+h)·1· 
.· •:2;o:Y '•-·",•: ·:;•: 

' '·' ;~ .~· .:;. . 
": ~,.- ' 

'.Domfe líes d p;,,ft<lcl elcmc11to. ; ;, , • : · · 

Su.ttituycnáo cstaJ d.;p;.c,;,;,,.; Í:'n (~ -._uació116.J2 rrosqudo quéi 
'•-.:-.,.·., ·-- . ,, 

.·~ 1 ¡1 12+ét·,~~-¡-· -¡.-<>,' 1(!1

0
;1• l EAj·· 

-«1(!1 :.:i.¡12 
•:., 

- ; 2h ' .. 
_;,,i(ti-h)I a1(t1-l1)EI 

h h 

6.33 

'EstaJ ~:r¡m:sio11cs sc ltfit11 sustituire11 cf vector le cor¡¡aJ { 7 }para a11afiear la c.structura 6ryo ta( 
co1ufición le car¡¡a como se líacc usuafmcnto. 

6.4 PLANTEAMIENTO MATRICIAL DE ALGUNOS MÉTODOS ITERATIVOS 

6.4. l Mítodo d1 Crois 

'Es paJi6fe q;prc.sar el m!tolo le listri6ució11 tÍc momentos (métolo le Cross} c11 un formato matriciaf. 
Consüferc/OOS la VliJa co11ti11ua mrJStrala e11 fa Ji¡¡ura G.16 que tiene. n mamtntos c11 Tos Q(Jrtmos ác sus 
111J"t.tróro.J. Si estos momc11tos se t1uam6fan tn e{ 'IJCl.tor {'.P }ifc fuerzas fi11afe.s1 estos puttlcn Q(/'Ttsarsc t:ll 
fojorma. . .. 

(P) = IPE2l +[O) {Pe2l + (C] (D] (Pe.J + [D) [C) [O] (Pe.J + [CJ [D} [CJ [O} IPe.J + .... : 6.34 

!Dolllle f~12Jrcprc.sc11ta et vector ác momt11t~~ itc t'm,otr11mic1110·rc11ctlvos ta'f g mmo se o6t~Vo 
aatcrionnc11tt, ['D] es u11a n>Jtri=.cualrala le factores lc áistri6uci4n !J {C} es u11a matriz cuaárala ¡fc 
factores áe transporte. · · . · · 
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'El primu.ténnino áe uta serie, {'Fu), áa (os momcntos ác e'!'Potramü:nto que se ü1áuan por fas 
cargas so6n fás 6amu o por 6unáimin1to áe fos ºPº!JOS. 'El SCIJunáo ténnino [ '1J] {Pu), áa ef primer 
conjunto t!e twmcntos C!JUÚ'ifirantcs que rc.sufta11 cuanáo toáiis fas ju11tas se sueltan simuftdtieamcnte. 
'Un efemcnto i1uíivüfuafife fa mal~ ['!J], 234 áa ef fador por cf cuaf átfie muftipfitArsc fa componente 
{-esima áe los rwmcntos áoscquifi6rantu p_ara o6tcru:r fa .compone11te j-esima ác fos momentos equili-
6rantu. Caáa efemt:11to áe {'D ], se cafcufa ife acucráo a fa ecuaciót" 

Db1=~ 
I: K '' 

Con SÍIJllO negativo para o6tener (os n•mrcntos equili6raáos. 'El tercer térmüw áe fa serie [C] {'D J 
{'l'a), toma c11 cuenta fós momt:ntos tnmsportaáos que se i'tuluten a partir áe (os m1Jme11tos cqui!i6ra11tcs 
ácfs'B"náo ténnüu>. Coáacfcnrcnto áefa moti* {Cj, q~ áa effactoráe trat"forle áuác fa eompo11e11tc 
ác momento {(,_..e.sima 6acia fa compo11e11tc ác momt!11to j-esima . .L.a serie continua am áütrifiucrimcs a par· 
tir ác áistri6udotu:.s sucesivas !J trOllSfOrlaCionos nasta que se o6tittU:n fos rwmcntos júiafcs. 

'Después áe liaficr eompfctat!o cf cicfo e-esimo áe fa áistrifiua'ón, fa ctuacü!n 6.35 pude ucrifiirse en 
forma. 

c::.-----zs--'f i zs 

!PI= 

1"fgura 6-16. 

!PJ ~· WJ~+ ro]1 (r1{~rciJíJJ: iÍ~1r611< ... '. ~ crCJ [DJJ'"'> ÍPe2l 6.35 
Loa serie 6.35 pude esai61'rse en forma wraáa eomo: 

{P) = «IJ + [O]) ([I] - [C] [0])°
1 

{Pe.J 6.36 

L.~ ccuacidn 6 . .36 ináica que el métoáo ác Cross eonáua nacia u1ia sofucüJ11 c:c.acta para fos momcii-
tos crt fos qjrcnw ác micmfiros y c11 e.sta forma, es tquivafc11tc a otrossofut.io11cs áircctas. . _ 

La farmufoci'ó11 matriciaf pucáe e.>;jenácrsc a fa sofucüiri ác pro6kmas ác marcos enfosque se prcm1-
tc11 át:spfau~11tos Wtcrafcs. S1i1 cmfiorgo, fa prcsctttoción mJtrkU1( ác cstc tipo tic pro6úmas 110 tr'c.t1c 
11i11gu11a VC11tujaso6rc los otros métoáos il1fcttos, motivo pord cuafsc omltc . 

.ca prcsc11toció11 matn'cial, c11gc11craf, ác métoáos ücrativos 110 rcvirtc¡¡ratt i'!'Port.aucia 90 que, fa.s 
métoáos eomo cf ilc rigiác.::; o au11 cf ile Jfad611iáaá so11 más áircctos !I mJs versátifu para ser apfitaáos a 
cuali¡uiu tipo ác estructuro !I si a esto k 09rtg11mos que íos pn'mcros (mítoáos itcrativos)(.Onr.Jc.rgctt ftoda 
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u11a sofutión CfPCta, es lfnJtÍto mc.fa.r cstuáiar a jo11áo los tritod'os Q(_actos. Como se pude wr e11 fa 
ceuaciJ116.36afin ác cuentas tainfiiit1sc ácbe 1iwcrtir una ma~, p_or fo que se justif~ c(autcrWr 
ar¡¡ume11ta !/ªque, to11to en cf tnétoáo ríe n'giácz <Dl7» e11 el tfcj~i/'llÍaíí,sc invitrt< lii matriz 1"S['«tiVa. 

. 'Fje"'fÍO: utiliu fa ""l''csión 6.36 para 06te11cr fos momc11tos fütafcs en (os Q(ftcntJS áe fa siguk11te 
tnga continua. · 

El = Constante 

1) 06tcnemos {!lb} 

. -115.2 ¡ 172.B ¡ 
¡p.,¡= a2g.o · 

_ 2) 06tc11ció11 áe {C) !/{V) ' 

o= [g 
o 

o 
-0.571 
.:.o.429' 

o 

1 
120Ton 

* 4m 6m 
· .. ·. '~ 

) ·.·· . 
l 172.8·T··.m 115.2 r.,,,.¡625.T·m 

. ... · ( ) 
., . .... -. 

[C] 

o.s· 
o 
o 
o 

IOm 

{E:¡.[~ 
o o 

~n~ 
. 0.2855 0.2855 

ff r2.8

1 
0.429 -0.571 1· o -115 .. 2 • 

-0.429 . 0.571 .. o . o o 1 625.0 
Mee O o ·º • 1 o o o o 
(P} c[IJ+(O]) ((ll'.(CJ(OJ)'1 { Pe2} 

127.25 T·m 406.30 T·m,, • _ •406.36 T-m 

·.(zs) 

r.252

1 
-406.30 
406.30 

o 



Capítulo 7 

Método de las fuerzas 

'E,,, e( cap{tufo anterior, e( anJfisis se lía rclácio11aáo pn"11dpafme11tc con fa áctcnnlllatión en primt.r 
fugar le ros lespfazamü:ntos le (os nulosccmo 1'11tJ!9111'tas !J fuego COll ef cáfcuro tÍI! fas fuerzas le "fos cfc­
mt!tltOS. 

Jl pcstJr le que estos áos pasos, üultpcnáit:11tcmtmtc ác su seaicntia, so11 ljlUJarios para ftattr un 
a11áfisis co"'l'.fcto, e11 ro prá<tila fas fuerzas en fos cfcmc11tos son e( principaf i'r1tcrés Id talcufista. gc11e­
raf~ntc ddise1io ác. atructura.s se 6asa en (os erUcrio de rcsistc11t:ia, íos cuafu ácpc111lcn ác fas fuerzas 
1·uvofuaaáas en fos cfemcntos. Si se nctt.s1~a áctcnninar fas árjfc~ftme.s, (os td{cufós corrcspon~tttcs se 
rcafü:an en tos etapas fi1wfes Id cfisc1io. 'En otras paro6ras, ro prioriáal le fos los pasos a11tcriores se in­
vierte o e( pn'mcro se t:linni1a totofmuttc. 'Ta( amapdón c.onáua liacia un mitoáo en el cua( fas (ormu­
fationes se rtafü:.011 c11 orlen inverso a fas pre.rentadas en e( mltoáo ác nj¡rilca.s. 'Este métoáo aÍtcn10 se 
"'""'"como "mltolo le ffa¡JfiifÍJÍal" (lwj¡{o a .¡uc usa fas matrices li f(a¡jfij{j¡{aá áe ros cfem<ntost 
"nitolo áe fas fuerzas" (porque supone fas fuerzas le (as cfcmc11tos ccmo i11d911itas) o "métolo tic t:om­
pati6i(i.!at!" (porque satiSfaa fas ccnt!icwncs I• compati6j{j¡{atf tfespués le esta6(cccr fas ccuacio11es le 
cquifi6ria). • 

'Este mltolo toma c11 tuenta cf fudio le fa rcfativa facifilaá c11 cf cJfcu(a que rcl'resc11ta u11a estruc­
tura isastática para <>;presar cf sistema compfcto Je esfuerzos le fos cl(!rc111<Js le fas 5arras cu fu11cüfo le 
fas fuerzas !1 "''mic11tos ácsco11ociáos áef sistema .• "f.um¡uc co11 dcrta rt.Jtric.ció11, estas úu:ó911itas pucácu 
csccpcrsc ar5itr<1ria1rr11tc (r!Cr copitufo 5, csta6itufaá) !l\lr fo 9c11craf se fas le11omi11a i11cá911itas fiipcr­
cstatilas !I se fas lc6e les6foqucaro i:ortar para tc11er ro estructura isostdtila 6asc, 

!\l~11tras ef nitola áe rigitleccs empfca fas rcfacürncs csfucrzo.Je{onnadó11 para fo 6arras a( arp_rc­
sar fos efucrzos ác los t)(jrcmos e11fu11dJn ác (os movimlcfltos ác áitlios q,,Trcmos, d mt!toáo ác jfo;Jfn'fi­
áaács fas cmpféa en Jomu invcua, u;prc.sattáo fas ácforrM(;io11t.S cll fu11dó11 ác (os csfu.erzos qjrcmos. 
'Estos c.sfuuzos C)(jrcmos se Fº"'" fuego c11Ju11ció11 áé fas i11t.ó911itas (csfucrzos y rcac.do11cs)liipcrCJtJti­
cas1 as{ e.orno fas fuerzas propias ((J(Jcrioru cotwcilas) por mt.lü.1 de las (.l]111ficio11c.s ác equilibrio. '1Jt. esta 
fontt1 o6tcuctrk1s toáas fas iícfonnacio11c.s ác fas piaas como Ju11ciá11 ác fas t.argas Q(_tcrtorcs y fas i11té9-
m'tas ñipcrcstátic.as. 

'El paso s;pic11tc ffttJa c.o1u!qo fa apf~cld11 Je fas umJicümcs Je co11li11uiáaá Je ácform1Cio11ts. 'El 
rcsuftaáo es u11 sistcm.1 Je tcuado11cs 'i"' tsta6fea fa amt1'11uiáaá át fa estructura c11 fas .~caia11cs cu que 
actuall fa.s fuerzas y mom&ntos líipcrcstátiaJs. La rc.sof11dd11 Je( sistcn1t1 ácfjnc íos vaftJrcs ác fas ú1có91Ji­
tas li1'pcrcstátil4is y, a partir Je cffas, tolos Ws esfuerzos c11 (os et.Iremos le fas 6arras. 

Las u;prtsio1,e,s Je fas ácjonnaciJJt1es le fas Garras en /um:ió11 ác fa.s rurgos t,ttcri'ort..s y fas lirper­
c.stóticas pu'các11 usarse tll cstc mJmc11to pariJ c11t.01Unzr fos movimi'ct1tos Je (os 11uáos. 

'Este m!toáo pos~ af¡u11as vc11taju so6rc d n'lltoJo le n"gi.lccc.s para a(¡juuas estructuras, cu tspc­
ciaf para aqudfas t11 fas cuafcs tf graJo le imfctumi11ación es afto. Sin cmfiar;go, cu 9c11crof se prcjiac e( 
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m!toáo áe rigiáeas pui!tto tpu es mt!s opropioáo p_ara fa ulifi:;acw11 áe "'"'f'utaáora !I porque efirruita cf 
t;riterill ácf i"IJ'ni&ro so6re cuutiorrcs tafes co11r1 fa sefeuiñ11 áe rcáunáa11tes !I cf conupto áe ináctcrmi-
11acr'ótt cstdtita áef sistema. 

7.1. ELECCIÓN DE LA ESTRUCTURA PRIMARIA 

'Ef primer pro6fema que se enfrenta af uti&ar d métoáo áe fas fuer.as es áeáucir so6re cf 11úmcro !f posi­
cid11. ác (os cortes o áe.s6foque.os 11ae.sarios para Ftaar isrutát1't.a u11a c.structura. 

'El número le e.artes rcqucriáos para liac.tr ifastdtka u11a utructura J(! ác11omi1ta 1wnnafmc11tc araáo 
áe fiipcrestaticiáaá áe fa l!ttructura. 'E11 fa mayoría áe fas estructuras áe irrgc11i&ria esto pucáe rcafi:;arse 
por inspcuw11 visuaf. 21lra cf caso áe armaáuras pfarws o cspaciafes tJ(fstt11 r'tJ/ás 6iJ:n co11ociáos que áe­
tennirum cf ¡¡raáo áe fiiperl!ttatiJ:iáaá en función ilcf número áe Garras y nuáos. 

Si en u11a annaáura tJmoctmos el 11úmcro áe 6arras 9 el número le 11uáos que tengan a( mc11os u11 
¡¡n>áo áe frfiertaá, poáemos l!tta6fucr fas s~ui&ntes rclácio11es: 

NO = Número de desplazamientos (en los nudos) 

NB = Número de barras 

SI· NB <NO El sistema es Inestable 

SI NB = ND El sistema es lsostátlco (siempre que sea estable) 

SI NB > ND El sistema es hlperestátlco (siempre que sea estable) 

'De fa anterior o6scrvarrm que fa isostaticilal o fiipcrestatl'ciáaá áe u11a amralura 110 9ara11ti&a su 
l!tta6ifulaá !/ªque esta úft;,,., tiene rc9fas 6i1:11 ácfi11iáas que fa co11jorma11 (ver copftufo S) 

'Etl cf COSO ác TmrCOS noüfos resuÚa rcfátit\Jmt:llte SCllCiffo cofcufar cf ¡¡ralo áe fiipcrcstaticitfoá. 
Si"f'kmc~1te, introlutimos súf.iáentu cortes en fa utructura para a:mvcrtir e( marc.o en u11a estructura 
en ár6of, que es isostático. Caífa corte i11troáucc J les6foqucos c11 u11 marco plá110, áe {omra que cf graáo 
ác fiipcrestatitiáaá es sc11cilfamc11te tres veas d número ífc cortes. !lbr otra lááo podcTms scriafar que fa 
áriet.tri& át. u11a estructuro c11 Jrfio( ''° prc.sc11ta trozos am1{os o onillós. 'lllla estructura Fiipcrc.stática, 
por tf t.o11tn1rio1 titm! sitmprc un crtrto 11úmcro le a11illos1 e,aáa u1w ác fos cuafr.s ácfic (JJrtarsc para 
tra11sformarfa e11 urUJ estructura c11 ár6of. !lbr tanto, cf graáo le fiipaestaticiáaá es ¡guaf a tres veces cf 
11ún.:ro ác a11iffos i1ufcpcrufi<11tes ác fa estructura o~ü1af. La estructura ác fa figura 7.Ja, p_or cjcrrrpfo, 
tic11e ocño a11ilfos i111/épcrufiJ:11tes y por cortsi!J.uitnte presc11ta 24 graáos ác fiipcrestatiJ:iáoif. 'l'Ucáe ser 
tra11sforrnaá1J c11 u11a estructura '" Jr6of por Ta introluaüJ11 ác oilío CiJrtcs, cugas posido11cs pudc11 ser 
escogiáas ar6itrorion.:11tc (fa coruíiJ:w11 áe posiJ:ú!n ác íos cortes es ta( que toáos íos 011iffos sca11 cortaáos; 
ác otra forma fa cstruttura seria rtifut.ilo o una co111lit.ió11 le u11a parte liipcrc.státiea !J 1111 mcca11is11t1) 
'Et• lá figura 7.16 !J 7.lc se muc.stra11 áos posififes sírtcmas le corte. 

· Sf.u11que es rcfatiwrrr:11tc fácil dctcnmi1ar d 11úmcro de e.artes 11ca.sanO.s para fuza:r i.rostáttc.a u11a 
estructura, es lifitif áor r<glásfijas para fa cfucú!11 áe fa positió11 áe áicfios cortes. 

'I.119ci1traf, c.sto t..r, poro cualquiera le (os tipos ác cstruttur11S sc1iafaáos, e( 9roáo ác !Jipcrcstatici· 
áal se pucác cafcufar por mcáio ác Ta ccuodó11 ác cquifi6rio ác fu=as rJ(fcmas e i11tcr11as. 
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'Una c.rtnJctura es isos1Ji1ea si[af'~~u~árala,cs'¡,cir,~i~ =$. ~ cf wo tÍ• qúe ~ >~ 
fa matrit; tÍ• "J•ilifirio ([a.fJsud r«l••'fi"far y por tanto 6J cstnJctura°s•rá liipercstdt~. · ' · 

2llr ca1ui]ui<nte; d 9ralo tÍ• ni'¡m,,jtati<iáal tÍ• íi•• estructura puetÍ• tÍtt•nnilwrs• al 06tu1cr fa 
lff•re111:ili. ·. '.\ .·; .10 '' º''(' <~;·•·• é11··: > ..• •. ·.·.,··· ·. '· . 

para~~~k¡~:iJ;~:ÚIZs~~Í~~gcaru±r•·t~~:~~~f~~J0 ~+~rotf~:~;wran.cs 
· · Como 'tfamcpfa so6re &, fo,.;,,;; tÍ• liaar.is-Ostdtk,¡ uná e.it-,;¡tturá; pr_ucnÍairÍoS a~uno~át fo~ tfam: 

pfos ruwftose11 cf aipltufa a11tcrior y fa forma .,, qucs• 06ti<1~ u11a,opción le. estructura uostdtrai pn- . 
mariacnc:ailacaso; ·. · · ··· '' -··· .":.,_.l.·.·· , ... _ '· "· ·-"·,\··._ "' ., 

. ·<-· . ·-;~ 

'F¡enpfo no. 1 ( Slnn<IJÍura) 
NB = 5 ; NO = 2NN = 4 
GH=S-4=1 

Solución 
!l\ilcmos e.orlar u11a IÍe. fas áos 6amu dia9~11a~ para tener: 
GH=4-4=0 . 



Análisis estYUctural • 170 

NB = 10 ; NO= 2NN = B . · . ·. · ;·. "' . .- - ' . 'EfanFló1W.2(Jlnraufura) ~:: is. · · 
Sol~:=10·8= 2 ~~: 
~ upMifile airtor26arrasporque fa~-. .· ~·· · .••.. · 

:=ti;;~s~:;~r;.;;!"".k. /:~ .. ºr_"=._,;; , .· . . .. · ... ·•_··· -~ ·.·.·. •.·.·._:_".·.·.· .. ,; •. ·.- .. ··.· .... _ .. ·.·_.·· ··_- · .. ·.•.· permitimos un ¡¡ratfo tfc (í6crtatf a cuafquü:ra . _ . • . .· ·,. -. , : · -. 
iíc fos2apoyosyasf nosguala: · ... . '· · . . •. n. . • :• . 

NB=9;ND=9 =>GH=O-. . · . :·--_.· "·· "' 
~ -- ';--- ; .. ·. - - ' . . - ' . ' 

'Ejutfló "'",; (i(mw{iua) 
NB=10;ND=6 
GH=4-

Sofueión: 
!lbr -ra&onu simjfar&s 'a( t:aso anterior no 

poife1111JS (l)rlOT 4 6oi-ras; '1Jei9úo( formo, SÍn 
em6a'!:' p_oiícmos cortar 2 Sarros !I ptrmtli1111JS 
2 ¡¡ro ~ if• fifi_ert~ií ~,°'ª t~ner,¡. -.· _ 

NB=S; NO=~ ::o GH =O 

'Fj<nf lo /ID. 4 ( '.MoraJ ) 

Número de anillos 1 (A1) 

!lbr co1u{quict1tc cfettuamas un corte para 
iícs6fo'/Uearáidioanido. 'D1to11as: 

GH = 3 (número de cortes) = 3 

'1óm6iln se puden utifi&ar fas fórmúfas 
tfa¡{as en ef aipítufo S. . 

•• 
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'Fjtmepfo no. 5 . 
Número de anillos= 3 

'Entonces rjtctwimoS'.3 ~':'C.S:·\ 
GH = 3 (número dé cortes) = 9 

fY como en fa antérior, se f.UciÍe tafnfiiin 
corryiroóar SCfiÚn fas fdnnufos ácf copi'tufo 5. 

7.2. PARTICIPACIÓN DE LA MATRIZ DE EQUILIBRIO 

(Capitulo 7) 

L.a presente sca:idn cotisfrfcra fa fomu e11 que se áducc cf m!toáo ác j(tJ(JfiifufaJ"cs para fos áas sistemaJ 
cstrocturaft.S traár'donafcs. 

1.2. 1. Armaduras planas 

Co1uiátrcsc fa estructura!/ tArgas 11VSlr11áas ttl 
fa ffr¡ura 7.24 • .La cstruetura se ácjortr>Jrá óajo fa 
actión áe áitñas e.irgas!/ se ácsarroffarJ11/uer::as 
intml4l en sus ckmt.ntos. Si !Ti!/ pJ rcprcsc11tan 
respectivamente fas corgas soóre d 11uáo i y fas 
fucuas internas en e{ 11uáo i áef ckmt11to fj, cf 
cquifiório en caáa nuáo queáará ácfiniáo e11to11· 
<a af cstaóftar. 

'Dotufc m rcpn:.scnta ti núm:ro tic cftmt1'tos 
r¡uc amcurn11 al nulo i. St¡¡ú11 fo anterior, para 
nuestro 9'cmpfo, poác~s rcfadcmar fas fuerzas 
c11 fas 11u"ílos1 7r, y lós irfuerzos en fas 6amu, p;., 
:Jlocic111/o taft.s td1uilcrado11cs ác C'f"lffório 06-
te11enm paraffr¡ura 7.2a que: 

b) 

e, 

- ·. ·-: : .. -- .. ··.·,_ 

. 
' 

. 
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F,1 · O ¡F") [º F .. = -1: 
. F,, O· 

{F} 

o -1 
1 '. o 
o o 

.:.1 º· 

"º·ª 0.6 
o 
o 

'(a]T 7.1 
· ... · .. -'· >:< .. ·;·/ ·~'·-:.·. ' '. . . ·. ' 

q)orufe [af es fa matriZlfe U¡uilifirio qUt se estUtÍM trr~l capftUfo 5y su 06te11dó~ puctfc fiawse 
tam6ii11 swui<rrtÍo el praat!imi<rrto prescrrtat!~.··" fu, .se~üfo, ~ •. 1.la !I luego traspotti<tuío tÍicha matri::. 
({a]) · • .•.. · .. : o .;?,,. :.· · , .. · ''''.'.· :i . .:1.,,,,., ,. ·,.: •·. · .. ·. · .... 

'El_ conjunto ·ae, cl~~c'itmes'o6~.e11Í"¡fds; ~;1ti/ri~ (a/Ci11Co/uC;z.,as-lc.sCo!1ociáD.s áeJos efcme11tos 
en cuat~o ec_~ticWt~::-~_·:z~ ·::'~t~·-.-.·:·-~~~,y--0~:!;:·.< .;.~;·~:---~:t,,'.::-<·-:~~~ :·<''.'~-~:-:'-.:~~~:_,- ,,-";·:"~_:.-,~~-: .. >«_;: · ·:~_.s · · . 

'litfiit!o a que[af ;;;¡.¡~;,,;;·;¡él~;:g.r:.(rás~uoí¡;;,,., 7.1, ,;~ pudcn iclolvcr;. t!irtetamcnte por 
e( vcctor {p] y la estructura ú líperestática (lc'p~r ¡¡nulo) !Para sistemas estáti<amcrrtc. tfctcrmúuitfos . · 
fa matriz le tqu~ifi,rio es cuat!1;rila y la ~o(ucül!' tÍc .'"! Cf~ª~if!.1~ ?¡1, tÍa fas fu~:;"! tÍtscarr~citÍa.de los 
ckmcntos. ···-... ·,;.·º ·_-:·:.:.· .:-_<.>-· ~ '_.·_~:'":·;_,:~-:--:.·.,)_·.<-\-.:::·-.:~,.'.-'~'.,··:· .. :~::.:.:;.~:)" <::, < "_: ·~::':<. · · 

.lilhora es tl ""!mento/e tsco9cr cualquiera tfc las inió9nitas tÍc fas ecuadorrcs 7.1 [uná)ca'f"'· rctÍurr­
tÍantc. !Por cjcmpfo; supót'Bas• que se tsca¡¡c como rct!untfantc p,; tntarrets (as ccuaciorrcs 7.1 piictfc11 par-
tirse como se ve "'}1 !J puctÍcrr volver a eserifiirsc .i;'mo'·.. · · 

7.2 

: ~ <. :.: ;.' ' . • 

'En tÍontÍc {F], swu• reprtscntatltÍo fas fu=as C)(fcrions aplicat!as tri los 11ulos (conocillas), {p'] fas 
f'!cn;as tÍesconocitÍas crr las 'J{jJ 6arras qucforman fa estructura isostática pn'maria y (JU n:prescrrta fas 
"fuerzas ácsconaailas 1elunáa11tcs. J:.a estructura pninaria ett ausend~ tic ~cáut11fa11tcs1 se p1csc11ta c11 fa 
fi¡¡ura 7.2fi. · · 

Si escrifiimos la ccuacül11 7.2 tn la forma: 

~i!Juafamos: 

'1éntÍrtt7WJS que: 

• ···•. c.-T~i· .· 
!BAl = ·!a. J '. [aru • 

.·,-:. ~:}': ~-~~'.-~ ', ;-,.,.,-:;~'; 

{p '} = [B,] {F} + [~,;i (AJ 
-·.• ,._. . .-·:_.:,_.,: :.:· ._ :. ,',_', . 

7.3 

7.4 

'Esto üufiea qu• las fuerzas illt~r11a'scn ¡;,;,fc',;.,/,ios';on·r~';upcrpos~ültt ifc tfos efectos: fas car¡¡as 
Q(Jcnzas y fas rctÍurufarrtts. Como fas rct!uiularrtes 110.son carrocitÍas fa ccuacülrr 7.4 110 se puetÍ• rtso(vcr. 
Sirr cm6a'Bo, esta ccuacültt puttÍe ttrJtÍi{icarsc ifc tal marrua qUCcl faifa io.qui<rtÍo puctfa ca11tc11cr totÍos 
fas fuen;as e11 (os ek.~11tos !/ ~~mfiié11 Tas.~eJu11áa11tcs. · ' 
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7.5 

Si 

7.5' 

'Entonus: 

cpJ = [b:,¡ c'Fi + ibru c~i 7.6 

'Una """ quc ten<mos t~áos fos ...;~.,~~s cn /JncMn ác fu iiwas o;Jeriores !I '' r,;, rcdu1ufa11tes, 
poáemos cakufar cf llC<tor áe ácforma<ió11 fe}~ partir, ác fa f(Q;j6iíiáfá_áe_caáa fora "'"fa ecuació1• 

(e) = (Q (p) = [f) ([bol (F} + [BRJ (R)) 7.8 

'Enáo1ufe: 
. . 

[f] = [kf
1 

EstoesM=diag [<llEA)1 , (llEA)2 , .. :'(l/~)~aJ 
'lltili&amos añora fa rcláció11 entre ca r¡¡asy flrJVimiclltos paro o6tener cf vettor_ fá), a partir áef llC<· 

tor áe rfcjom>Jciones en fas 6amJJ' {e) Jl aWÍo ll<ttor áefiCflrJS SUmarfc Ull t/tmino t:omspo11áü:nte al 
flrJVimict1to que se proáua e11 íos puntos 'i"' se mucve11, uno con rcspec_ to af otro; átfiiáo al áes6foquea . 
que se ináucc p_ara 06te11er fa estructura isastátiea primario. Jll. áidíos flrJVimic111os fes llamamos fe}.!/ 
comsponáe a 'íos pulltos que se scpanm áe6Ufo a {os cortes üufucUfos. 'lltili&amos fe) e11 fugar áe {rf}, de· 
6úfo a que sc trata ác un flrJVimic11to relativo (fo"'Q !I no a6soluto (c>;presaáo_ <11 cooráenaáas 9fo6afcs). 

Putsto '1"' fa ecuación 7.G sc puclÍe escriDir como: · · · _... · · 

/pi= (!bo]l(bAJ] ~·-···. 7.9 

!!br cf prüteipio áe co11tra9raáic1u:ia áeáudmos que: · 

-~·~ \le J l 
!Yswtitu!l'11áo 7.8_e11 7.IOte11árcmosq~c: .-· 

(!bo,l /F) + [~] /Al] 

7.10. 

1.11 
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Q¡u poáemos reagrupar como: 

(d} = (b0 TJ[f] (b0f{F) :¡: (bó TJ[f] (bR] (R} a} 
7.12 

(e} = (bR T](f] (b.](F)' + [bR T](f] [bru (R} . b} ' 
, -.; .. ' . -~ 

Puesto q"" sa6emo; qu< e;, r/~t.v~lu,. ;'dir M ~ ó; r. e~~¿¡;,;;.12 fiJ rcs~ft., 
'~" '·d.'.-" 

: (~R TJ[f] [b~ (AJ ;. '.¡bR TJ ¡rj !bol ÍFJ 7.13 

'En fa que: 

7.14b) 

. .La ccuacidn 7.14 nas penmte formar un sisten>J áe 11 ccuacümes !/(a sofució11 tlDS áa e( wfor áe fas 
rcáurufa11tcs ácf andfisis que por coruilfuitnte serán tamfiiin ·,,. [ :J J es 6i matri= áe ffc:cffiitufaá ácf 
sistema!/ está rrferiáa a( sistema áe ácsófoqucos propuesto . 

.La ecuación 7,14 pucáe i11tepretarse e11 fa siguitnte forma: supongamos, para 6i figura 7.2, q"" ta­
las fas co19as {T)se apficon a (a estructura co11 fa 6arra 5 áesconectaáa en e( nuáo 2 !/ si11 tra1umitir 
accidr~ J{sfpses cero!/ {e)={611.7J lf] rg,1 f :FJ 'Es muy importante sctia&ir quc[6o} IJ [6~so11 co(um-
11as aáecuaifas áe fa matri:; i11versa [a } ·, 'Et1 sc¡¡u1Ufo fugar ác6cnru CJ>1uülcrar cf /ia/io real áe q"" 
{e) es Í'JUO( a cero. As(, fa pareja áe fuerzas llCCCSarilu para unir (os falos ác( corte (es áccir, /!roáucir Ull 

movimie11to 11c¡¡atirJa -{c))rJic11c áalo por fa ecuación -(e}= /511.7J lf] [60] {J}ác fa cuaf sc ifcáut.c 7.14. 
!lllra fa fl¡ffra 7.2, e( proáucto [611.'TJ [f J [6~rcsuúa un simpfe 11úmcro par fo que 6i sofució11 áe 7.14 es 
6astante jácil 

'Una tU cokufaáo {!!!..), wfvcmas a fa ccuació11 7.6 para 06te11cr fas rcsta11tes fucr::as i11tcriores en 
fa estructura. ki mismo, áe fa ecuación 7.6 se ácsprc11áe que e( proáucto [60] (:F Jáa fas wforcs áe fas 

f..uer.:;as t.tt fas óarras cuamfo (~}=O . .les moill'mlcntos "' fós t1uáos putÁC11 e11c.o11trar.se ahora mcdia11te 
fa ccuació11 7.12a que se pucáe ya escri6ir como: 

{d) = (b/J [ f 1 {p} 7.15 

!)'como compro6ación ácf ol(cufo poáemos áetcrmi11ar e( vaforlc (e)= (611.'T] lf) (p} que ácfie 
ser aro. 

'Una raroctcristita · ácf métoáo áe ffad6ifiáaáes, es fa cfecció11 ar6itraria áe fa i11cóg11ita lípcr· 
cstdtit>J. !f!..csuúa cfaro que en este cfa"!l'To polniJmos lía6cr cscogülo cuafqukr otra 6arra como fa rcifu11· 
áa111c ácf sistema. 'Et• coáa coso lía6riamos 06tc11ülo matrkcs /50) !/ [61() áifcrcntes, poro fas vafares 
11umérieos fi11afes ác (os csfucr.:os !/ ácsp(a::amit11tos lía6ria11 siáo fas mismos. 

>t11tt.t áe. tJJ1uüfcrar a(qún pro6kma u (.,01JVC11ic11tc ñaar ~""serie tic 06scnJado11cs que scrútt vJfi-
rlos para cuofqur'cr pro6kma tic orm1áur11s. . 

· Coru1ilcrcmos lá ecuacr'ó11 7.6 
{p) = (b0] {F) + (bru (R} 



'léncnm aliora qué: 
a) Si fiiÍt:emos f!Jt.J=O · 

; ; .(p} = [bJ (F) 

. ?'nos quier< ',/ccir ipU poá.;.,; o6tc;,,, fd 1tt1trio [ó,] a P"rtiráe.&i estructura prlmaria fiase, si a 
esta &i cargamos <t1n fuerzas .. u11itarias ápfitaáai c11 caáa uíio á: fos 11uáos ~ún e( V«tor f :FJ, !I 06° 
tt11tnm fOs vawres á~ ( p ! P.~':f toáás fas 6a"0S.'. .'i'rJI. cjcmpr~' para fa fi;¡u~ .7 '. ~ qucáa:. 

Fx, . Fy, ;· Fx2 

[

o o ,::::, 
o o. o 

-.1 .. ;::1.333 o 
O 1.667. O·· 
o o .. o 

(p) = [b;J {R) ; 

· Rí=(1 ¡::O.~;:::g::· 
P••-0.B 
P•"'".1 
Ps•l 

Xstc rcsuftaáo tamáiin pude <t1mpro6arsc rndiantc &i <>iresiJn7.5'. 

!lle a) y6) t:otu:fuinw que es pasibfc 06te11er fas matrias [ó.) 'J {Ó~ si1i uti/i;;ar fas ccuacia111:.s 7.5' 
si fiaccnns (JU = O !I ITJ = O respectivamente c11 &i ccuacidn 7.6 !I 06te11cmos fOs vafarcs ác {p} 
fiac1"c1ufa fJ) = 1 !I (JU =l tamfiién rcsp"1ivamcntc. · 
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•) Otra 06sen1acw11 i11tuesantc es que, si e11 fu misma ecuación 7.6, fíaa,,.;s !R,.:O y .nistitui­
,,.,s e11 fu ecuacw11 resultante d vafor rcaUe rn cf proáucto res11ftante [6,J fFJ, ilonáe [6,J 
es igua( que en a) es i¡¡uaf ?(va for ác fas fuazas si en(" estrullura primario cargamos íos 
nuaosconfasfuen:os«r1enoresreafcs.'Estocsparafufr¡¡ura 7.2b. --- - e _._ • 

p, = -22 
p, = -5 
p, = -10 
'p, =0 

js-Ton· :· 

1DTon ~¡~• • 1DTon 
1 

U'J ' .. ' . 

22Ton · 4 , > ~non • 

·· ¡sro~ .. 

'Xsto sfjnifita que no u rt«aarÜ> o6tencr/6~Jpara fa ecuación 7.Úa sir1c,,.;ique {po)=[6,) (1' J. 
'lbrfotantopoáemoscsui6ir7:14como:~. ·';:.-:) ·~··> ;< ::> ,• -< - · 

7.16 

.... p3/:::r :: PJ::::::J:.es:i~~~~~~~~z:/:P/!::::.~Ji;J;f::~~¡ :.fJ'f:::.r::~':J.~: 
áantcs !I co11 fa ceuación 7.6 fas fuerzas .•11, toáaslas 6arras ác fa cstructura."El1-?.J prese11tarerrw 
af¡pmos <jcmpfos. . ; : ~.( .·,:,, 

1.2.2 Marcos planos 

'El pu11to áe partiáa en e( caso áe morcas pfanos es e( mismo; fas ecuacro11cs áe equifi6rio áe 11uáos. Sin 
cm5arg_o, en esta parte e:qio11áremos una nueva forma áe o6tencr fu motriz: áe cquifi6riD áe fa cstruetura . 
.La álfercntia esiri6a priI1<ipafmcnte en áos aspectos: primero, e( vector áe fuen:as en fas 6arras, en su 
forma 9encra(, estará áefúaíáo afwra por urw fuerza en X, una fuer:a e11 'Y y u11 mom•mto ffr:(fanante · 
para ciúfa Q(/remD áe faS 6arras a consiáerar, 'EJs~rufo tÜ:TI< que !l<rCDn ef p_rimtrO !J es que áicfro !l<C· 
lar áe fuazas en fas 6arras sofo conte11ára íos tsjuerzos ácf Q(/remo '1l áe cala ekmc11to (ta( ekeció11 es 
ar6itraria) y los ufucrz.oscn}l se entut1Jtra1t am fa ecuadóti 5.6. 

1.2.2.1 Una nut'io forma d1 considmr la matriz d11q11/libtio -·. 
Como punto áe partiáa, coruiácremos (a /¡gura 7.3. 'J(µoráanáo que se trata afiora_áe fue~as g<ru:rafi-
eaáas provocaáas por cua(quicr tipo áe cargas apfitaáas en puntas ir1termcáios áe (as_6arras. • 

que: 
06tcru:mos primcramt11te fu ecuatiorres áe cquil'i6rio áe 11uáos para esta /¡gura ion (o que térrárerrw 

F1=Pe1+PA3 
F, = Pe2 + P03 

'EnsCfiUiáa tctU!rtW que fas fucr:as "' (as 6arras ác6en ser 06w1iáas i:11 {aj Q(/'Únos '1l áe caáa 6arra 
S'flÚn fa ccuació11 S.6a que es: . '· · 

PA-= ·h Pe 
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'Es fógieo supo11tr que, ta11to fas fuer­
zas e.n faS 6a"as C:OntJ fas á!fcrcntu matn"· 
w [ li ], áe equilifirill áe 6arras, tfc6c11 
""l're.sarse m er sistema gfo6af tfe (J)Orrú-
111JtÍas. JU{ poáemos utríóir fas ctuationu 
que re&uüman fas caroas <>:femas "'" lás 
Jue.r.eas et1 fas fia"as amv: 

F1 = Pa1 • h, Pe, 
F, = Pa2 +Pe• 

Q¡re escn"to en form:t matni;iaf quáa: 

O sUrf!feme11te: :: 

{F) = [a) T {p) 

(Copltu/o 7) 

a) 

'Es fáci{, por fo ta11to, o6terrcr fa matriz áe equifi6rio rú u11a estruefura o6serwmfo fas siguie11tes 
re¡¡fas. 'Tomemos (J)mo fiase fa misma figura 7.3. •- -

'El deltll!11to rellfifóll i, (J)funura j áe fa.fse refiere af 11uáo /'/.fa 6a1Tt1 J, Si fa Sarro .J t~rre e( t.t­
tremo.!'I. e11 cf11uáo J, e11to11ces defeme11to es fa motril; [./ij, fa cua estJ asociaáa a fa 6arra.J.Si fa 6arra _ 
tietu; e( ~mo '1J en d 11wfo, t.nto11as e( cfemc11to resulta SÍllJ'kmc11tc &.i matriz; um'taria {I ], áe. á1irr!n·,, 
sión aáauaáa. Si tu0tlfiÚ11 t;(Jrtrm estd u11ilo a( nuáo, ef ckmcnto e.se.ero o, mJs precisamente, utUJ matriz 
11ufa áe tamaria apropiaáo. --

2'ara fa figura 7.3 tenárcmas que: 

Fx, -1 o_ 

Jl (g 
o 

~] 
Fy, O-- -1 
M [h, J 1 "" Fx, o -

5 Fy; -_,o'. 
M, 1 -

[a)T = DIM [ NN x NB J -dollde NN ,; NOmero de nudos 
- NB =. Número de barras 
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.i¡,¡, 11teicatÍaefemento ijtfefarrc¡¡fo,uuna~ufimatriotktfimensión (3~3) flbrw tanto: 

DIM [a )T =aNN x.3NB. 
o6ten¡¡amas {a.,.] P"!" ª~!ws le fu ejempfos ya tratarlos. 

'Fjatfw no. 1 

NN=2 T [º 
NB .. 5 !• 1 • -h' 

1 -h,, -h. 
-h2 O· O 

'Fjatfló no. 5 

NN=6 
NB=9 

o ·ho o o ·ho .,,. o 1 ·hr 

(a)T= ·h• 1 
o o ·o 

o '1 
o o o 

'Fjmph no. 8 

NN=3 
NB=4 

(a)T • r~ g -~, -~•] 
o 1 o 1 

-~.] 
a>~, 

.. · 
:·< 

' 1 

<I>. e .' .. ·', ... 

o ,o 
·ho o 

·ho 
1 

.. 

.RMm !Jd parlemos eonsitÍaor e( mitorlo le JfaQbiflrlutf en e( caso le marms. 

ConsitÍeremos nuewmenle (o estrUClura !I fas °''fi"S mostmrlas e11 fa ('fi'I'ª 7.31. Jllf !qua( que en 
11rmatfuras, :Tt!f p1 rrpruentanin rupeaivamente fas <ar¡¡as ~6rt ef riutfo 1 !/fu fuerzas úrtcmas en et 
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Q(fremo ( ácf cfemc1~to fi· Los fuer.:as f11temas áe fas óamis se ca1uüíeru11 sofo Clt fo.r <Kfremos !B ác aula 
ºª"ª !J fo.r cargas <1jcmas se consiácn111 coma se lía r:c11iáo nacicmlc1, ·. -" - - . 
. Las ccuaeia11cs efe cquifi6ria son 11ucva111cnte cf pU11to efe partiáa y, efe acueráo co11las11uevo.r regliu 
efe fotm1ció11 ife {a f; para fa figura 7.3a llOS qudd que: · 

{F'}- [ 1 O -h,] {:';} 
F, - O 1 1 " 

p" 
7.17 

~uf tam6iltt vemos que fa motril; de cquift6rio es rcctangufar !I por{¡, tanto sb19ufar. 'E.stosi¡¡nifica 
que fa ccuacfó11 7.17 no puccfc resolverse ifirectamcnte por d l!Cctor { p ). . . 

CoruitÍcrcmos c11to11u.s fa t.structura isOJtdtiUI rnastnufa e11 fa fig"ra 7.Jfi, fa eual iutroá uá Ull tortc 
"'el nuefo 2 al cua( se asocia fa carga <1jcriar !!(, 'E.sto se i11taprcta "'""' que fa estructura esta rota c11 
ese pu11to !J se i11troifua: una pareja Je fucr.;as actuallifo soórc fa estructura. 'Dtas fucr.:as (.11., -'J()so11 
además n<CLJarias Pª"' ma11tc11cr fa co11tb1uiáad !J cf cquiíi6riD áe fa estructura COtr¡Jfcta. !Hir fo ta11to 
efcóe consüfcrarse fa i!Jua/,[ad. 

R=p93 

ÚJ tua{ nos permltc rcucrifiir @ora fa ecuación ?.17 "'" u11 rc119fó11 nt1s como: 

fii [ 1 

o -f' j t°'} - o 1 : Pu 
.. o ,O p., 

7.18 

{~} 
T 

=-· [ ª'·• J > IPI 

'Di do11ife fama~ { l ), aparca c11 cfúltitf!Ó ;,/¡gfónefe 6z ~Jiora "matrlz ác cqudi6rio aumc11taáa" 
porcfÓtcno de haÓcrse C011Siifc,;,,fo O {!J{}C<lmo UllO carga C(tcrior !J por.co1ui¡¡u~11te 'JQ'rCSarsc Cll COOr• 
4e11aáas 9fo6afcs. , . . .. : »,:. ·.-... : - :· - " 

Mora poácmos !JO opfit:ar fil rcgfu 'ácl a~c6r,; ""1t~1'cÍaf par~ ;;1vcrtir' { ªl+JJ 'T lá cuaf es cuaifraáay 
1u1si119ufar. 2\Jrfo ta11to1 poác~.e.Jcrifa_1ffaccu_adó11 ~l3t.dmo(·,-' -~~-- : __ -_ -

t:i :f n1~1 ~r 
7.19 

, T '-f» 

[a,.,J {~} 
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¡;,,, matriz imJcrsa {d¡,/J"1 pude affl>ra parlirs<en tfoÚufimatrlUs ¡6,j !J /6~ fas Cl/Q(C.S estÓll QSO• 

ciaá as, fa primera con fas cargas Q(!erores co1wdáas y /á sc¡¡unáa co11 /ás car¡¡ as i11cógnitas f.J(}. 'Esto /á 
r.scribt"mos como: · · · 

" ' 

!PI= [lb,Jlcb.;J) .~· .... · 
. ·,. '· - ~-

: • .;-· ,· • ·r 7.20 
(p} = [b.}(F} + [bRl (AJ 

·. )'i,· -{;-; 

'lJc a qui Cll. ad'efu11tc, cf J!TOCcSO_Ú c0;f'eiame;1te OtÚifogo a( utif~atfo ti; cf ~O tfi fas armatfuras. 
TI vector {.T) rcprcsc'.1ta fas Juui:aS ojeriarcs·quc sc'apfica11 en foi11uáos,c( vcctor {p) rt:presc11ta fas 
fuc~as i11tcriore.s "' (os tJ(fn!mas '.B tfc fas óarras ifJU. es e( vector tfc fuerz:as (equilifira11tc.s '1,.!f ·:JU 
incó911itas que áa11 fa co11tinuiáaá rcqucrüfa ai &i cstnutura. ,•. :. '.· ;; .:.>. .. ·• . -_·_ -•- __ 

Porcfprúicipio áe co11trojriiáienciapoifcmiíu~iri'i ·.~ ·- - - · 

-{d}·• =[-¡t,,],r]·• . lar 
. e _ (b 0 ]~ _• . 

. - . - - . ~ ' ,, .. -.- '· .··:: .. '; . -. 

Me más potfcmas e;¡prisar fu átjonmc1iJ11cs áe_ fas óams c11 fu11cidn ác fas ju creas ác C(frc11>1 por 
/áque: . ' ;; :· ·>·< ,,,: <: ' ; -

:,:, .,_'.,-,·.:: .,, . ' 

(e} =(IJ {p} donde [~:=~lag (!fea" !fee2. !J'e93 ••• '.!fea NS) 

;t su vc'z :I11~;tic;1c e(wiir¡~-;,,;. ~n Ja¿uac~n ~lO~araÚí~ 6ami gcnérita !I cfva/ár ác /á 
ccuacid114.9cn el coso'" que 'El y'EA,soncó1utantes a fo lárgo tfefaóamz.: - - . 

!Jfaéie11áo fas ,;,;,mas tráii.s¡o,;;.,cio!ICS'que ~·e( ,¡;o áe am.a;¡uras 06tc11emos finofme11te q= 
--- .·.-;.·o- ·:_--;. - ·:-;·< ~-:.· :¡;_.,;.'',-;"J.~·",'",'··~··: ._:~~·.'· )_~ J: ·.·. ' ' ' 

[b~ TÍ;¡ (bR] {Rf;, • Í!)R) T (I] [b.J {FJ 
_,_ ·; ·.. "'::· --

Co11 esta ccuac_idn_o6tc11e17W fas reáunáa11tcs para 11uestro profifen>J. 
Af faua( que_e11 &is armaáuras; fa scfcccid11 áe (os áesfifoqucos es compf'etamc11te arfiitraria !I "º im­

porta el_lugare.11 que se. naga11 los rc.suftaáos fi'11afe.s strdti si.e..mprc (os mismos. 

7.3 MATRIZ DE FLEXIBILIDAD DE LA ESTRUCTURA 

La parte f.rl11cipaUef a1uifisis par ef mitotÍo áe jf<J(ffii/Ofaáes e11 u11a estructura requitrc e( p&i11tcamic11ta 
!J resofut1'd11 de lá etuaaiJ11 7.1411 que uta6fca Ull sistcmi de 11 ccuado11cs ''"' n ir1c.ó9nitas y cu J'onlc 11 
es (9uaf afgraáo áe i1ulctermi11acid11 ác fa estructura. La e:rpruid11 7.146 es fa ttua<id119c11ua( ác (a lllQ• 

tri:; tfc ff~ifiJaárs ác u11a estructura, rc{criáa a fos eortcs que se i11áua:11. Como fa matriz áe ngiáeecs, 
fa matriz áe ffe;cióifiJaá 110 estJ injfuufa por d sistema áe cargas Q(Jen'ores y es simitriea respecta a (a 
áiagono( pri11cipal 
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Jts{ misnrJ, cf moVimk11to {e) que se ;,,,fucc c11 fas fugarcs.ác (os ácsfifoqucos porifccto ác lás cargas 
Q(Jcmascs: 

{e} = [b¡i{ (f] {bol [F} 7.21 

~r fo que poácmos cscri61'r fo ccuació11 7.14o caÍiri: 

[!IJ{R) =·{e} 7.22 

Q)lc áctcrm1i1a jguo(mc11tc cf valor ác (JIJ. 
-'l.lna ác fas e,ropidaács mds intcresalltes ácf mltoáo ác fft)(jfii(ulaá es fo forma c11 que se asemeja fa 

matrit; áe ffccffi1fiáaá, mcáúfa en (os cortes can fa motrit; áe ri9iáa mdúfa ·~· fos 11uáos. ,. ' . ·... ·._-· 
Si ofiscrvamós d sistema áe cortes áe fo }¡gura 7.4, vemos qué fiaJí .4 aí1iflos i11ác¡m1áicntcs can 

moViJniento e~ e~ e3 !f C, c11 áidios cortes !J fas pare fas ác fu=as ± l'ü; ± 2(.a ±l'(.J ~ carrcspo1uficntes a 
(os áes6fo']llcos ináueúfos. !.as va(ores ác fos J!fcrentcs C1están refacionaáos ca11 fos_cam:sponáicntes !!!¡ 
por mcáio ríe fa t:irprcsión. 

Q¡¡c para fo figura 7.4 se escrific como: 

- :;.;:~. - ·,:· 

'" 
,,. 

C2 - ·.:J:r1 "' .... ,,¡ r1 , .. ; 
e~ .- !1;11 "'' .. ,,,,. ·"'' e, . .<~''. :3u.:'. :3.q·:: ' ~: ' :r •• 

!1¡ = Coeficiente de flexiblUd~~:i de ~onÚibÚ~IÓn al 
desplazamiento q provocado por una fuerza 
redundante A¡. C•· ,,,- .. ' -- · -

Como en fa matri.e á~ ri,qiád Orofi~f, ;¡ fiaccmos r¡uc , 
.1{ = 1 c11to11a.s utarcmas 0Dt~11ie1ÍtÍ~ Jós.:.cocfkiet1tcs ác 
ffcc.i6ifiáaá ác fa estructura: ys, •';:!: : -; ",·, -

Co11siácrcse cf cuc"rpo éfdst'ió ·;,;, 6i j¡gura 7..s; cf euaf 
cstJ so17JCtilÍo a·u11_sistcma __ ácfut['t:1JS c11 cqu11ifin0 (iti· 
cfugc11áo rcaccio11es) Si fas carj'as sé áp("'111 graáuafmcntc, 
fa c11cr¡¡ía ác ácjo17nncw11 to tares ijúa(a (ver cap/tufo 4) 

U= 112 (P1ll1't P2ll2 "': •..• + P0 ll0 ) 7.23 

!Y ác acucnf~ '¡,,,, cf scgu11áo
0 

t~rcmo ác cast !!Jfia110. 

aª:,•"'•}("•+~;-~!;+/.~~; + ... +Fn :~;) 

1 {~~¡ 7.23 

:T!guro 7-t. 
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P oÁ, -p iJA, F oA. 
61= •a¡:>;.+ •aF,+ .... + ~oF, 7.24 

Si tenemos que i varia ác 1 ~ta~ c;1to11as poáe;,,, '"'lf"'fª' fas áifúcntés f uer.:as !J-átformado· 
ncsconr;J: -· · · · · ··-· · ·· · - ,-

¡ª ___ ·.¡ _- -
Ao -

• _=\ .. ·' 
.Ó.n '. 

O •n forma simpté: 

8 A; 
a_F•' 

(AJ=[!!] (F) 

7.25 

'üta eeuacüln reprcm1ta fa lt>llrÍ<: áe ffadbifufaá ácf sistema antes ác aptlC1Jr fas ·i:o1ufidoncs rfc 
contonw. Si11 cm6ar¡¡a, es iny>arta11te fa cstrifiifizacíón áel sistc,,., para, ác esta ma11tro, liaur cstafife (a 
cst111&tura !I para que fa matm áe f~i/ufaá áe fa cstruetura sea no sin¡¡ufar. 

Si ana&amos nucwmcntc la figura 7.4 vcnvs quc fos apoyos suml11istran fa csta5ifu:atíón 11a:c­
saria a fa cstru<tura !J" que en csas Tu~rcs A1 =O. ~ csla manera, af cscri5ír (a eaJacíón matricla( rfc 
ffor.ifiiliáaá áe fa estructura ofitenemos fa Q{J'TCJwn: 

~ oCo oc> OC• 
aR. aR. 8R. aR, 

fül = 

~ oc. E.E! ac. 

¡~.;} 8Ro ilR, ilfü aR, 
7.26 

ilc1 oc. ac. ilc. 
aR, aR, BA• a A, A•· - -

OC• ac.- oc• _ aé• 
oR• -a R. él A• 

-- éJR, 

'D• áa1ufe fas.tfcr.'vaáaspordaks_ n:prcsenlim ,{.,. 
pfai:amü:ntos eaus11¡fos por rurgos unitarias OJ!}tJ i~1tupre .. 
taeúin putáe 11<Tse en fá figura 7.6. -,_ . .. 

:Figura 7-S. 



J 83 • Métodn de las (úerzas (Capitulo 7) 

A, 

ac. 1 . FR. 

:Figura ?-6. ·- -

!Ve tJta fwura poáettm liacer fas s~uilntcso6serwcw1ru: 
2\rra C1: 'liemos aqui que fas 6arras J, 2 r¡ J contrifiu!JC:n er1 fonna áirectd a esta ácfonnación que 

provoca !IU· !ll:ro aáemJs o6serwmos qu• tamóiin se proáuce variacüin e11 el á"Pfazamk11to Ca a través 
lefa 6arra3. 2\rrfo 101110:. . · ... : ., -, _ · . __ . -

ac. ac. 
~=·a¡:¡; o 

2llra Cí: 1:11 cst<taso,fa i;u;,¡a11te,!l13prov~ca fa ácformoéió11 por n>!lfio á• fas.6arras J, 4, Sy 6 
qu• co11tri6U!JCll áitcctamc11te. Memó.r poáemos IJCr qu•,. i1ufucen átjonnaciontJ en c, !/ CJporef efecto 
ife'l(.2so6rda.r 6arras J y 6rc.spcetiwmc11te. X11to11ces:__ _ -·~ ·.--

- : '~:.J.~ 
-!:,:'._ 

-e, = á-c,··:~~ -Oc~-,-+- oc':-
aR. <élA2: ·:élA, o E.E..! 

aR, 

2llra cs;iq1J; 06~.~~,v~ 3 6arraS6, 7, 'a y 9°con1'rwu~11 áirectame11tc a fa ~cfonnaciJ11, que 
prowco '}(.. 'Y aifomds IJCmos que se prowcan ácfonnaeÍIJ11tJ e11 Ca y C.portf efecto áe !JO •.Í transmitirse 
porfas6amu6y9rc.sp!ctivomcnt":~rfotanto: ': · · -- · -

y además 

2\rra C,: .la -ácform..cwn áirect~ ;e pro,[~~•~ 'Íra.:C., Ó• fas 6arr~s 9, JO, 11 !/ L2 árfiiJo a ~ 
Mctttis .se produce. ijcct~ ttl pJpor fa tr~11.smisiJ11 ác !l(Jso6rc (afia"'!. 9. 'üllo11as: 
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y además 
éJC1 OC2 

éJR<= éJR• 

2llr co,;..iguiei1te, fa eiuaci4n 7.26 rpa s~ ¡qua fa ea~ 12 s~ p'udc ~~irt,;,OO~ 
·. . .: -._ ; ' ·.:. . . -,. : ·; .. · ~' '' . -- ,,_' . . . . . ·. 

rrr·· ... o . o 

1 fü) e·" '21 ... "' o 
' = o "" "" .... 

c. o o Fü ... 
e, 

o 

7.27 

'En9encro{, C<UÍa cfemcllto ile fo iliogoruzfprincipaUe fa motri& ile ffQ(ffiifufoil es iguaf a fa sumo IÍe 
fas fr.:c.i5;rufailes ile fas 6arras 'JU< forman cf ani{{,, co"trponilú:nte. 'Esto pude compararse co11 efh&clio 
ile que en fa motri& ile nj¡ú{c::: ile uruz estructura, 011Ía demento ile fa iliogo1uzf prinr.ipal es fá suma ile fas 
rifiU!eas tlircctas tÍt!. fas 'Gamu qu.e Jt encuc11tran en tf 11utfo torruporulienlt. 

'En eftaso ,¡, un efe mento c;rJerit>r a fa 1Íio9"naf prinr.ipaf, este ilepernfe tÍt fa ffe;rjbifufail ile fá 6arra 
(o 6arras)común a los ilos anilfós co"uponilú:ntes. Si ws anillos na tú:ncn 6amzs en común, cf efemcnto 
es cera. 'Lrto se compara con e( hedio ¡, que, •n fá matrie IÍe rigúlc::: ¡, uno estructura, un efemtnto t>(J:e­
rilJr a fa áiogonaf priiicipaf es una función ¡, fa rigiilc::: ,¡, (as 6a"as que conectan íos nuilos corrcs­
ponáientu, !! e.s a.ro si fos nuáos no t.Stdn t:ontctoáos por ninfiuna 6arra. 

21< ¡;, anterilJr se ilc6e S<iiafár que ws süte17W ile cortes lc6en escogem ,¡, talfanna que fas aniffos 
sean tan irufepenilicntcs como sea posi6fe. !lbr ¡;,tanto, para"! fi¡¡u_ra 7.1faopción6). es prcjerifik so6rc 
fa opción e) 'Esto se refleja m fá disposición IÍe fa matri& le {(Q¡jáiíilÍal ,¡, fá estructura~ que tenilcrJ a 
ser m 6anila, esta rufo agrupailos fas efcmcntos pró>jnr>s a lá iliognaf prilicipaf, ¡;, que riáuiufarJ en co11-
si1ÍcraÍJfcs V<ntajas parad cáfeufo. 

'Elsi¡¡uú:nte paso para o6tmer fa nutriz,¡, f/a;f6iíúlail ilitá estructura {fft¡ura 7.4)es fa raalizadón 
áe fas eJfi:uws que marca fá ecuación 7.27 antes lcfinilÍa. Sü1 emfiargo, fá o6terición le fas áiferc11tes ¡,_ 
formacio11CS por este métoilo rcsufta, más 6ú:n, fa$ori;Jsa ilc6iilo a quo 01,fa <fcmcnto C1cs un vutor áe 
tres compo1umtcs (los wr<afes !f un ª"fillfar)por fo tanto cala cf""'nto :J¡I• fa motriz ile ffc:i;jfiifufailcscs una 
su6motri;; IÍ• orríen (3 x 3) ~esto se lr.sprcmfc 'fUC para fá o6tcrición füwf ¡, fa rnatr~ ,¡, fk:i:Jfiiíúlaá 
,¡,fa estructura, por este métolo, ilc6envs resolver ta11tas lcrivrufas parcioÚ.S como efemcntos lel'fi'l fa ,,.,,,.;,, 
[:J} ile fa eeuació11 7.27 muftipfiaufa par tres. 'En d castJ I• &. fftlura 7.4 scria11 trci11ta ccuilCJlltrts, sicrufa cf 
practlÍimlcnto a sc¡¡uir, el '!"C se ácsirifie en el aparta/o 4.5, que utiliza ti principio ildtra6Pjo rJirtuaf. 

'IÍ aflttrfur proctáimlt11to ruufta 6asta11tc CtJmpf~áº.Pº'~ fo que tll su fugar utili::arctms otro f'°­
uilimú:nta rnJs próctiaJ !f scna1fo que utifi<a fa matri:; tÍt fk.tj!Ji/;,lail le 6is 6a"as así como fa matrt:; le 
C'Jlli1i6no li ,¡,fu núsmas. 'Esto rC'Jllicre, se corro;:ca cf siquicnt< prouso. 

7.3.1 Motriz ll• lllXibilitlad poro e1,,,,1nlo1 con1dado1 1n 11ri1 

Si u11 ppo tic rt..sortcs so11 um"áos c11 .serie, camo se Ve ttl fa figura 7.7, fa fuer~a c11 caáa resorte u fa 
mis11t1. }lsf, poácmos ucrifií'r para cnáa n:sortc. 

Alargamlenlo =flexibilidad • luerza 

~·· 
:Ti¡¡uro 7-7. 
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!Y suma1ulo tolos los afa'8amk11tos i111fiviáuafr..s se tlc1u: que: 

Alargamlenlo total =suma de flexibilidades x fuerza · · 

'El empko áe fa suma áe ffQ¡jfiif;,/oáes 11os permite evitar fa i11troáue&ión. ác movimle11tas com.spa11-
áie1itcs a lós pu11tos ác u11ió111 como varia6ks itttcrmalias cuD1llÍo se prcsc11ta11 pla.as umifa.r c11 scm. 

~mostraremos esta iJ'ca co1isWcramfo cf cókufi¡ ác fa 6arra compuesta que muestra fa ff!Jura 7.8a. 
'Esta 6arra estd compuesta por varios tro:;os °'!JOS matritcs áe ff'rJdfiúúfatf so11 co1wciJ'as. 

'Ll pro6kma cotisiste e11 lia!Jar fa matri:: áe © @ @ © 
/!o;J6ifitlatf áe fa 6a"a compkta 1-4, en /untión áe 
fas/f<:d6ilitfoáesác fascompo11c11tes,ác ma111:ra que ~. · · . . .: .· 
tan so/ÍJ ncasi"tcn cmpftarsc fos moVimk11tos ác los 
tJ(!rcmos l y 4 en el resto J'cf cókufo ác cualquier 
csttuetura áef cuaf pucáa formar porte áiclia óarra. 
!lllra ef cáfcu/i¡ utilizaremos fas motrices r~ J !/pi} 
ác caáa 6a"a o;presolas c11 cf sistema 9c11traf áe 
coarác1111áas. 

Pía11tcamo.s el pro6fcma amsit!cramfo scp_ara­
áamcnte fa co11tri6ución <JU' cotfa troco le fa 6orra 
aporta al movimie11to ótl Qjrcmo 4 con rc(ación a 
l.Jls~si l está empotroáo !J fa cargo p•sc apfita en 
el ~""' 4, c11tonas cr movi'mknto ác 4 vic1u: 
áaáopar: 

d• =e, .. = [ ~J,.4 P4 
; .;,_ ·,, ·,·'. 

•l 

'Este movimk11to es fa suma ác fas movimit11tas ác6itfas a fas ác{ormaciono áe fosaifcre11tes iro::os. 
Consiácrcmos, por tjcmpr,,, ef movimk11to ácf tJ(!rcmo 4 ác6itfo a fa lcformuió11 ácf trcu:o 2. Co11 este {i11, 
fas rcsta11tes tro::os se sul'o11en como profo119acio1ru ácf troco 2 !J so11 totafmcnt• rigitfos {fft¡ura 7.sbj. Si 
totuiácramos ti tro&o 3 ife fa 6arra poácmos ap&arla uuadó11 4,Sa, a fas JuC:~as c¡ue. actuatt e11 (~ e.t· 
Iremos. Jlsf, fa Jum:;o apfi<aáa c11 ef CJ(frcmoSI ácftrocaJw1iáo af trozo2 es: .e e·> >. , .. 

,< .-. ·-. 

:;'fa car¡¡a actuauáo c1~ ef <>..tremo iÍér trozo .z: ';:,; 

--! ; ,,_ -· ~ _.-. _:: > .- : -
Puesto que l está entp~t'r:iáóy e{¡;;;~' 11tc,,;';;,ifcra ~iJo, cf <>;!remo SI ácf t,.,,,;o 2 está ft¡uaf-

mc11tc fijo, y d_. mom.'!'!c~1.to __ i{~_(~~~-~,~~,!~'!:~~~Pº'~- '.:-- -- -,_ .. 
·' ·- <~_,.,_~¡ .>~~-)'"·'/~,--- • ·.;:· 

·< ci; ;,~,;.[:JJ2Pe2 = !:JJ2 [h], P• 
· Afora, j ~ ~lia 6a/ra rifi~,f~1:j/ íos n10~i~k11t~ ác sui qtrtmos ha11· l'c sa~~~all~, poi o.ms{guicntc 

fa cwaclón ácf 1mvimic11to áC co1yu11to (á., ;:¡:r á,.)e&uación 5.9. }Is{ p.ues¡cf movimic1110 ác 4 áe6úfo a 
fa ácform.1ciJ11.Q(J.sr~"tc cu-e( tr~o 2~_~'!!ª~~-p~_i (a /u_~.~ !!1" ,~pf~ila en 4 es:>. ·. 
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d42 = (h1)3 ( :FJ.[h], P4 

t.a matri:; áe ffcdb1fiáaá {!f ]z ác( trózo 2 coruiátraáa átsát dpunto 4, rtsufta ser flí'..J {!f ]z f/ÍJ]. 
Jáéntito aruifisis pude líaurst para coáa urw át fos rcsta11tts tror;os.át l-4, y sumarufo toáos fos 
mollimk11tos ofite11tmas fa matriz át jfQ(jfiitufaá át l~ '"(a fo;:': · .·. ·. . . 

7.28 

. ,• ·-,··.·. ,'·':' 

'!Jarufc fa suma se fiir:rJe11ái.ro a tÓá~tos' tro~o;q./¡o,;.,n rQ fiarra 4, !llzra u11 easo gmra( poáe-
moscsta6ftur fa ccuacióri 7 •. 28 coma:<· '>.; .. , . ;, .. . 

7.29 

© @ ® 
, ' '· 

1 ft\_ . . .· ·~ ' ""' ~ r.· .. v ....... ;.~/ 
'!11 áo1uft flí]~u¡:(J(.+JJ ts f¡ua( a( proáueto át (os malrius f/Í] át toáos (os tr~os comprcnáiáos 

átsác ~+l)líasta (~ + l). ·. · , 
Slliora ts posi6ft ofit•ncr fa matriz· áe ((QC.i61Maá para fa figura 7,4. 1{uoráa1ufo que fa ,,.,tri:; ác 

Jú:ici61'tufaá áe fa cstru<lura ,essi!"'trito, so'lo. ofitc1ufrtmas d triiíngufo itifcrior ác fa mis,,.,. Por fo ta rito: 
'·' ;.. ?¡ .\ ,.- .~ ~' 

!lbraC1, 

. éJc ' . ··, ·'• ; •. ; ;. ' ' 
!f11 =aR'. ;(h1h[!f]1(hh+[!f)3+(!f]2 

!f2i =!f,/~ :: o:l!fh.[h)~· 
. :'a:;:t··,·, 1 •• :-r··· -·:.+.: 

!f22 = iJR, .~ [h lo l!fl• [h)o + [!f]o + [hT]s (!f3) hs + [!fj 5 

!lbraCJ. :·; ·., " 
!f !f T &:2 , 

32 = 23 = iJR, = [ !f)o (h]o 
., oí: . . . : ; . . . . 

!f33 = oR: = (hT)g(!f]¡[h)g + (:f]o +(h11, (!f)o (h)a+ (!fja 
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T é'c, 
~ .. =~34 = BR• =[~Jo [h)11 

Ce• T T n- ( <n 5°44 = Bif. = [h 112 [ ~ho [hl12 + [~fo+ [h 111 [-'lo [h)11 + u J11 

. 'Es muy importa11te rfbJrlarque para fa ofitencwn le estos wwres, fas lifere11tcs matrias {:Y}!/ /fil 
le cala 6arra lc5e11 estar e>;presatlase11 cfsistemagfofiaf le raorle11alas. 

{:i') y /fi') se tra1efonnan le fa misma ma11era ~ fa matriz fJ(:), uuacio11CS .3.11 y .3.12. !lk esta 
ma1u:ra se 06tit1u:11 fos ílifcrc11tes factores le ffc;dfiifiáaá le fa matri:; gúifia( {:Y], rcferiáos a Úls lcsfiw. 
qucos consiácralos. . • 

Según fo Gasta aqu1' <>;puesto, fa matriz áe ffe:rjfiiliáaá áe u11D estructura puede ofitcnerse en áos for-
mas para cf caso le 1111Jr<os pfa11os: · 

a) o6tencw11 ác {:Y} por fa CaJodón 7.145. 

!Para fo cuaf lcJie11 Set: lcfü1úfas áe Qlltemano fas matritcS [ó~ !J f/j, !/_ CU!JO ofite11CWll será COllll<• 

llÍtlltemc11te kc/ia e11 cf Sistema ÚlcaÍ le t'aorác11adas le cala fiarra (matriz ae j/é;effi¡{¡¡{aá le fas fiarras) 

5) o6te11cid;1 áirecta le {:Y] utifr:;a11áo fa matrú; áe ffe:rjfiifiáal le cala fiarra !J usamfo fa 
',, ccuació11 7.29. 

'Este pr0U/imieJ1to utif'u:a fas lifcrcntes matrias le ffe:rjfiifiáal y cquififirio le fas fiarras tra11sjor· 
maá as af sistema gfofiafáe caorleuadas. 

'En d caso'• armaluras p&mas sofo utif'r:;aremos d proccáimitnto a) 

1.4 ANÁLISIS DE ESTRUCTURAS DIVERSAS 

.l.a preswte scuw11 muestra cf proccáimlc11to a seguir e11 /á 06te11tw11 áe fa matrk áe ffe>;.ifiiíiáaá le u11a 
c.strottur111 as{Cl)mo ác fas fuerzas f1i1afc.s ctt fas barras ác '1 müm.i. 

'Ikfic rcittrarsc u11a i.u mJs que la sckutó11 fÍc fa.J rcámufautc.s para cf análisis c.s totafmc11tc ar6i-
traria !/por ta11to, /ÍJ que se utúiza c11 fos s!quic11tcs cjtmpfos 110 es fa u11it:a que pucác propo11crsc, 

La sccu~ICia que se propotupara at1afiz11r una e.structura es fa .siguiC11tr.. (11nna1furas yto marcos) 

1.-Sc 11umcra11fospu11tos110/afcs 9scfomu el Vc.:tord'ccargas O(j.cn'ons f.T)d'c fa c.struttura. 
2.-Se pfa11tca fa ecuacwn ác equilifirio le fucr=as uh'(izanlo solo fas fucr::;as áe u110 áe fos <>:_· 

tremes (q,-trcrm 'l:l)tfc rula 6a~a. Las fUEr.:as c11 ambos CJ(frt11r:JS se rcfacio11an mcár'a11tc fa 
ecuatwnS.6. · 

3.-Sc scf«do11a el 11úmcro le r'11c.ó311r'tas c11 o;_et:.so que 1it1ct liipcrc.stútí't.u a fa c.struttura, !J que 
se va11 a ácsfifoqucar. . 

4.-
a) Ylrmaáuras. 11-1110 -Veo:; icfeaiJJ11alas fas TC4Íu11la11tcs se reagrupan fas cofunmas ác fa ma· 

triz áe. co11ti11uiáaá e11f• forma {a.'1j !/ r•i.1 (ecuacid11 7.2) 
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6) Marros. Se i11cfu!JCll raS ifj(crcntcs rafumfantcs fJU "'·""' cor¡¡as Q(Juiarcs para 06te11cr 
famatrizaumcntaáa{a¡+}1·. :., . :·" . ·: ', 

5.- . "' -~"'"\ <:· ". . ...... !" ·, ... " ...... • • ... " . 
a} J4ml:ufuras. Se 06t;,11en [6,] !J [6i], a partinfcf paso anterior seaú11 fas auaeiones 7.3 !J 

7.5' .. .. ........ ·' ". . .. . . . . . "."' .. " • 
6) ~.Se o6Í"f.j,. fa b1V.rsa [a1{]'1 !J sisu6áiviáe eíif¡, _.;~ [6,] !J [6~ scaú11 fa 

. uuacúln 7.J9y 7.2l!. <:X ·:;.! ·C:: . < . . · · 
G.- o6tenc;,.,s fa matrii: tÍ• ffi;d6ifúfaáá~ fas 6arras [fj'. ' 

a} JlniÜárlras. 'Eneaórácriaáas foi:4fcsscaún fa'uuación 7.9.: 
6) Marros. 'En ,;,oráeilááa.i /¡fo6afcs sf¡¡ún 3.11y3.12. 

7.-se pfantéa fa.uuáeiói1' 1.14. 
: '•;··, ). : [:t](R}:-(c} 

!/se <11kufa1iJas riá1mrfa11tcs. 
8.-se ácteniñ1Ján fis frlcn:asci1 fas 6arras. 

•,a) J4ml:uluras. e11 cooráe11aáas fo<11fcs. 
6) !Mm<ós. 'li1 ccoráenaáa.i 9fo6afu {ecuacM11 7.6) 

,. --· ~ . . ·::·:~·" >.'.- .. :: . ' 

'E11ef =•le ,,,;,,co.i; para o6tcricr el tJCttor áe fuer::as fina fes {p], se ác6e11 áe sumar fas fuerzas 06-
tenülasen ~te paso con fai fucr::as áe empotrami&11to {po). 

9.-Si se ácsca, se C1Jfcufa11 fas ácspfa.:amilntas scaü~ fa auadó11 7.5 y se pueáe11 C1Jmpro6ar fas 
resuftaáos con fa ecuaeió1~ 

(e}= (bR]T ( f] (p} = (0) 

A <1111t¿1uae1'ó11 se prcse11tan a€Ju11os áe (o~pro~fenw !J" ·rcsu~ft-... .. mcáia11te ~f mltoáo á..e riaüfeccs 
para que se vucf1Ja11 a rcsofvcr ahora utili.:0111!0 jlQ(fDifiáaács. · , . . . 

'Pto6fcnw: 06te11er fa matriz áe fftJdfiifúfaá áe fa cstruttura !/fas fuerzas jz'nafcs e11 fas 6a.Tas para 
fas sWukntcs martas y annaáuras. -. . - . _ , 

::=:=:1·-~J ~~~:' 
{FI= (~Jj .. ~.. ·.· . 

2)y J) 'll'a11tear fas ecuacio1u:.s áe equifi6ria yseftaió11 áe rc­
áumfo11tcs. 
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r

o 
[~· l' = ~-

.Lo' 

.<i 

7) Sepfimtca cfjistema 7.Ú;áf quó: · i 
.··-... -_-; .. _-,·,-_. -, 

···; 

r1r o o o. 

~ l···r··r' '. >rT · -o.a : o .3 : O·: o ~1i~E~ ~:: ¡~:i'~. :g:: l -o.a o o • o 
1 o o o 5 ; -~:C.<··,-·_;:!~: .~\,../_,;;· ':~.": ·.: g 1 . o . o o. o 

[bRT) (1) ·.· ·:.,é[bRJ ··{R} =·ibRT). 

8) Cá(cufo áe i."r..f~~',,/,J;;¡~; " . 
o~·_; .{_·o: 

-.t] 2-0.6 

o o.o 

i][{ 3 o o 
o • o 
º· o .5 
o o o. 

[I] 

·¡P• P• 
P• 
P• 
P• 

o 
o 

-1 
o 

-1.333 o 
1.667 o 
·O o 

(bo] 

16
1

.20Fi 1 ~'1Í1.40 
9) o6tc11ció;1 ~Juc~zas f~;afcs: 

=> R1 = ~6.877 Ton. 

,., __ : 

·.·.,l., 

.:_1_0 -1 
. o< .. ;· º- .:.1 

(Copltulo 7) 

,~ ·-s o ] {'°} 
_:-1.~67 ~2 

{F] 

-0.874 n r ' ] ri ri roo¡ _·. ~ • + l:~ {-6.667 j => 
P• = -1 ~1.333 o· :..1.333 (p l =- -4.498 
P• . O .:1:667 o·. 1.667 -0.877 
P• .· O ... o o· o .· -6.877 
P2 l:Ío F + bR R 
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'Este resuftatfo se compara co11 d 06tc11üfo por cf 
m!toáo tÚ. ri¡¡itlcccs. '· C> 

lsTon ".::--····-

"~¡· 
22 T.Q!!..... 'f:-+--'=:....:..:=--I 

'Ejtmphno.2 Vl.=011uta11tc 
· l), !'/pmaar 11utfos, 6arras yformir (7/ 

o· 
-10 
10 

. o;· 
~s' 
: .. f 
,15 
o 

fsTo~ 

107011 

o<·.'.~;,J.~ · __ •-;· ·1 .~ .. ;·t,~01.~:: - o·-~-. ·· -- o-~- .0}~1 - o 
o.:;··".º,. - o· ;·~0.101. :- '1 \;º·/f' 0.101. -·.o; ., o' 
o-~~ !.'.'<O.'"' 1·: .. , o - o 0.101, -o>,':~ o~·:.~ 0 0.101, 
a:·::' -·a·· ,,·.a··· -l_O. ·a·.\ 0.101 o: .. ·.·, 
.,:,·"~'~º: a· ·"·.:.a·,,.· o·· _<{J.707: .:.'.

0
0¿:¡>.::-.o\'.·.t' o;. 

º"-~:.;_-;'o .. ·:.:,· a·,-~ o:··- -.,·· .a.101. ·o~' _'o. 
1:~~<.·~~-•.-;::01_ !·)·: .. --o

0
j_).o

0 
_____ a·' ,-/o_·_· rá07 __ · __ o:._~>~ ,-o, 

·o--' o <a·· ·;0:101·---~---1::. a· 
c-'-·---;--yº~¡- --~ -t'·-.;:~,--- .-:p.-. o_.·· --·o --.0.707 

~r., liaw ~~s1j{;,,,·L.'~t~~m~~.~,/);~~~7S/.{;2,/.s~~,~j.~~ =~P. s11a a111c-
nor se 6ü:ieriJ, tc1i4rimra:u c11~0~.~ ui~ cstrucf.r1Ta_~·fl!Sta_6fé; !lb~ CIJ'!Sf9~.~1!tc_~o/o, ucogcft!O! una fianv 
(6arra 7) pero_ aá.mJs tfamos un aratfo tic fi6crtatfa cua6Juitra ,, fos_apoyos (apoyo_tferitlio •11.\'.) 

·- ·-" ;:;·t· ·:.·::->;X·;:· ";---.j -,.,. ·.-. -

~. 
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4} o6te11er[ao7J!ff•~'IJ 
!fura este caso espec,.a( o5servamos que solo fa cofuman 71 que corrt.fP0111Íc a 'lúforma fa matri& 

I a~,f !JU que, sroún fa estructura pn"maria propuesto, lá matriz iú. equilifirio soW prc.se11ta UllQ i11aJ911i­
taf La reáunáa11te !}(Jsc 06tie11e afitu:fuira tstJ mmo UllQ Cilrga <J(jema en .r fugar áonáe se fta fifieraáo 
af apo!Jo; ác esta fonna se ftaa 110 si119ufara fa matriz [a]. 'lbr fo tattto. 

·1 0.101 -0,707 
0.101 0,707 

(a,TJ • ·1 o 
o •1 

·1 o 0.707 
--0.707 

o 

(PJ • 

0.667 -; , •0.667 ~: . . 0.687 
- ".".. _: 0.333, •0.333 0.333 ·o :.o.333 

pi 
p2 
p• 
p• 
ps 
pe 
p1 
po 
p• 
pto 

··.am - o.333 :' 0.661 0.661 : . o · - - o.333, ·-. 
0.4714·.' 0.9'428 0,471'4 · ·: 0.4714. -- 'o 0.9U8 ·_ · 

_:a··. O O O :O 

•0,47t4 0.4714'. '. •0.4714 . -0:4714 
0.333, ·0.333.. 0.333 - ;"· 0.333 

•0,471.4 0.4714 :. •0,471'4 ,' 0.9428 
-;_·~.·- .. -. ·. 

o 
-0.101 

o 
-0.707 

:(BAh•ra..TJ'·'(aAJ •. ·o 
- -0.707 

1 
-0.707 

o 
Po1Jo1an10: 

o '.· 
o 

-0.707 
D.707 

(aFlJ : 
o·-

·1 ·<··:o' 

0.707 

_,·-0.333' ,·1 

':::l,-0.667 . ', 1 ·:. :· 

~·,o 0,667. ~t O 

-: 0.4714 
~;;·. o 
---0.4714 

. -0.667 
-~0.9426', 

1 
1 

' o 
o 

"""'o 
o -
o 
o 

',· ' 1 .;_·. ,._ 

-0.707 

0.707 
0.707 . 

o 

'llease que d;; cf <'1So ác f1q~eáa, ett cf úftfr~sitio ácfa"!9fo "'~.· -~/it!Ícutc a
0

fa matriz ác ffQCi6ifi· 
áaáácfasfiarras,, .,... - · , , .• · . . . __ , -

'r r J;; diag.(3, 3, 3; 3, 4.243,3, 4.243,3, 4.24:3'.4.243J 1/EA 
~e sc17afar~c:';¡~c { 6~j lie1U! .. ~1111t~s ;.;;-,gwu~ r.o;,;,·,fc~;,·t~/ tt'cuc'ia c.s'truc-t~ra !I ta11t11s co­

fumnas COmJ mfu11d,a11tc.s /Í11!Jll1 .~il~CrtlQS_!J t>;..f~T~IQ.S, 'E..flo _fJUÍCrc __ ác_cir f/UC (os úftimoS rt:119fo11c.r1 
tauto á~ [6o]mmoáe[6~]se asocratt a fas6a"as reáuuáantcssofamcutc. -. '. 
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7) 'Pfa11t"'1;,.,s fa ei:uació11 7.l4!J rrasqucáafi11afmc~tcr¡ue: ... · 

[.
14.4.e 6 ...•. -2 ..• 1213·. J.1~e/ 

-2.1.213 ' 9.0 ·. ·. ' 
'{1. 60.07} 
~210.0 

[~] ' ·{e} 

8) 06tcrKr (!l{}. 

!J) :futr::as fi11ak.r: 

~2i.4~98 6.5302 
-27.601,l 5.9399 ; 

.'..2(4698 '-12.4698 
..:5,5903 ;: _:...¡,5903 -
:> •. o>;c.•c:· ·::11.314· 
.:.5.5903, -1.4097 -
7.9060 ; 4.822 

-5.5903' 3.4097 
;, o r -12.120 

, 1.so60.~ 7.9060 

[b,;ÚR! ''.' := •" · ••,{p} ; 

'Fjtnfw no • .3 'Dl = Co1rsta11tts · ·ic"f}• 
l) 11(.umcrar 11uáas, 6arras !J 06tc11cr r:r J 

H·l 
, .. ~ ... ·¡ 

. . .L.: . 
Ul1111-•a> T~ 

1 .. 
tTOll. 



193 • Mfilodo de losjüerzos (Cap/111/0 7) 

2) y 3) ':&uació11 áe cquitrfirio yscfecció1i IÍ• rcáu1ufa11tci 

[ .. 
-o.e 

l.J 
pi 

Fx1 ' ·1 o· : o •0.8 o.e p• 
Fxr o ' ·o ·1 •0,6 ·O.e po 
Fy2 o o o o o.e p• 
Fyo . P• 
Fx• ·º' º· -:.1 o.e o P• 
Fy< o o o.e 0.6 p7 
1r. o o -o.e 'o' 

. 
A• p• o' o ·o ·0.8 .. o 

P" 

Comó c11 ci~so'anrtrior, ·'" 'ütc proókma se ~co9m conri rcáu11áa11tes sofo 2.óairas paro. n•111tet1cr 
fa cstafiifitlaá !/ tam6iin áos rcatciotiLS para natcr compktamcntc isostdtú:a Q fa <Slruc~ura.' 

~t><I>(. 
i ·• .. ·. ' .· .. 
. ' . 

4) o6ta1cr [a.'1)y[a~'Tj • . · . . ; 
.Las áos ri(timas cofu1n11as.corresp~1ufcli a { a~7j y cfr<!I• a { •• 'TJ. 

.1 
1 ·1 
o 

.o 

¡~.' 
o 

'-0.8 
o'>' '• ' 1~-0 

•0.6 ·06 

[ 
o o 

ra.'1 . o 1 

·1 .+:~_ .... .:.e] [º~e o l 0 T 0,6 
O ;(aqJa O -0,8 

o . o ,• :o o o 0.6 
.' o o o 

o ?·~.~-~F;: : ~1 
o o 
o ·0.8 

s)y6Jo61é,1&iJ,1"áé%.1,iJbi!r. <.. • . ··· ....... ·... . . 
• . .Las áos pn·mcrds'co,f.J?,'.as ~~{~~ 'S< oót~/l'"~éourr c~ua,cki11c.i 7.3y 7.5'.Las otras áos sordas 2 
uftrmas COfunuras ~C { ~· .. r : ,;.~c.,o:•. •;/ •:·c' '.:::e·'· -ce• ··•::c ., :"· · •··. '.· ,_. : · . 

(bo) . 

·1 :, . o~ . o, .. ,.333 ·~ ,:_ ''., º,_,~::_· 1.33.1. '._:o·-
•1 "<1.33:] ~'-2.667 _ .. o --=(1.333 2.667 
o· -- o :i, ,_o ,., ·o~;· - o·~: .. 

"··a_·. ·, c:o· \. ~1.333 _ ?~t ·-;a·< ·1.333 

•1 
o 
o 
o O O 1· O -Q-. O• "o 
o .1· 

o . o •1.667 ·.'·o 
o ·>:1.&61 .f.667 o 

.o 
-º. . o o· 

".·º-!! 
'· o 
.Q,8 

o 
-0.6 
.o.e 
·1 

o 

o 

', _:.o_:::: T.333 o· 
-·-o.e 2.667 o 
-=o:-: o : •1 
·0.8' ·1.333 •1 

.o:O o: 
•0,6 1 

·1.667 
•1.667 
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[ f] = dlag. c(4, 4; 4, 4, 3, 3, 5, 5, 5, 5) 1/EA 

[ 

7.:~ya) 7:car:::::
7

·72:
1

l•nr;r~J¡R1,)' ·¡ :-20MO.·¡ ·• , .· ·¡-3.3095 ¡ 
1.08 16.20 ' ":' 14.40 · ..• 3.20 = .. · 1/~A. R2.. . ·~. ·. .-.1.º .. 6. ·.ªº .. ··.· .·.·;,; ·.¡. R I= . 2.6446 -14.4 -14.40 · 73.444 5.333 . · R3 757.7778 . · . 10.1766 . 
3.20 3.20 . 5.333: . B.O · ·.·. A, . . 53.333: ·. · ; 0.1483 

[:T]. (R) :{e) 

-25.3333 
-30.667 

o 
13,3333 

-10. 
-10 

16.2130 
25.0253 
2.4993' 

-15.8324 
1.9857 

+ 10.5755 
-20.3739 

-9.1203 
-5.6414 
2.4993 

-2.4991 
-B.0143 
0.5755 

-3.6072 16,6667 
6.6667. 

--¡¡-:-
-14.3096 -7.6429 

-3.3095 '~¡;;'{,,--+.!/'----"'~-----'ft11---.:¡;] r º 2.6446 

!bol (F) + [bRJ (R) = (p) IT~ 

fBua_( a( rapítufo anterior. 

'Fjarfló no. 7. . ·. . , 
1) 'J{_umerar 11uáos, 6arras !/ pfa11t_'f'.' fFJ "'7<----.,--.;,.--.,,----,;;r----,,,---

E =2.1X107 Tontm2 

l\iiaoonaiff = 20 cm2
: 

AvyH = 15 cm2
' • 

EA;,C; = 4/3 EA~y H ; 
EAvyH=EA' . 

2) !1.3iE.cuat1'ó11 ác cquili6rio !/ sc/'cuiJ11 ·;¡e Tcáui1áal1tcs. 

Co11sofo.36arras ács6foqucoá.U se 06tic11c (a csiruétura primaria 6ase, que es csta6fc: 

{~ ~ [~rl .{Í>J 
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'" Fyl ... .,. 
Fx> .,. 
'" ~:: . 
Fy! ,,, 
Fyl ... .,, ... 
Fy1 

o .. 
o 
o. 

o 

o •• .. ,o o··o o o pi 
o o ·1 o·_-.o~o o;.co·o. ~o p: 

1 . o 
o 

o 
"o 

o·- o·º-·· o. o o.a o o o.a o_ P, 
-1".'o-·> -. o _o 0.6 O O ·D.&, O P• 
o ·:·~1 ··o o: o o o' -o.a ·a.a -o.e o ps 

, .. O/• o:, .f-"o _-o· -o: o O; O.G,·0.6 ·D.6 .o- :: 
o:· 0 •. 1 1_· .. -;o· ··a·-,.o ·a· :.o o. o.a o ·o o. o.a_,•D.8 .-• ~! 
0_·_1· o;¡.1·:· "·º· o.o.e ~ .. :~;.a·,':~D-·D.e:~o.s P'º 

,o. o:·,· o'- o'<',o ,., o. a· O: o a:·.o.e o .. o',-._o p11 
_:o· o-~.~ o;··o-.. -> o,- o:, O· a· o· o ·a::··a.e 'O .o P1T 

o: o~;'a'·:.:o· .. o·<o.'·~·,·_,_;(o· ~o. o .o\;~"o· a·.a.e·o ;.P"ff 
(~,:;_o.:··_, ___ o_~- :º---º· o_ :a:; o-- :o~~;»o o o.s-·•o ,-f,i 

.. 
o o 

-:-{~~~~.,~-:~-~ ~~ ·::>: _. 1 --~·- -~ ~~ :- ~~<-.. ~-~- ::: :·~ '6- !!! 
__ o·~ o-_ o~ ·.o ··o· o.e ::: 

o?·;_o ·:'o::··-: o o o.e 

o 
O· 
o~ 

o o -.· 
o o 
o o 
o o 

4) 06te11ció;; ríe {i{Jir•§.{:'}:\ 
[anTJ,; Colu~n~s12,14/fr~e ¡áTj 

[a. T¡ = r.:ias ,ls e:,¿~~ª~ de ;aT) ~xc~pio Jás de [aR TI 

Por aliO'rra ~_.apj~,~ ~~-~~~~~~ro"~ 
S) y 6} o6tC11tió11 :te {6.j, ¡6.¡ !J {f} . 

[IJ = dlag. (3, 3, 4, 3, 3, f~,;;·4, 4, 4, 3¡75,· 3.75, ~.75, 3.75, 3.75, 3.75, 3.75, 3.75)1/EA 



, .... :, 

D .. u 
O •tA O 't 

,· "•0 ,,.·. ,·.,..,,. ,,. 

.... . 
-1 -·u 

-., o' º-': ,- , . ..._,. ., 

u• ;., 

1 .o.u, 1 

o,· o.·: t ·o' 1 un.: 1 
,,, o a.rt·, t -.-, ª"_.··a o.u •t 

o' :'.· ::. o - o _.o\_ -,. ::o , : 

:., :,));··:·> :~~:-•.::,-' ··~·-.:_':-:>: .. : :.:: 
o o' o! 'o -c·,f·· o·· ·o o·' 
o ·u• o .,,;,.·. ··,··"ut'' a· ::,,.n·'/o -.:u .. - o ···ta• o ;'.1.n ·o 

.• 0 - .u$'. .,,,.e·.·, '•IA ·,·, .. ··l.H ·:'o •.•12' .~O O 

'.-:o .:J ::·:·;·· :.:·.:·.: o '.•.-1~: .. ;.,~~-- ~:;t =~·'ot~ ::".>: , o 
o-~' o '~ . o .:~· o . o ' 

?)yB} P6mtcaicéiiác~n7.Úyo6tenáfJÚ 

[
12.2·2· 2.56 
·o 

[:f] 

' 
9) 06tc1~r 6'1 

., -, .:: 

[bo] [FJ +· [bRJ.!R) 

-30 . 3.3593 
-30 3.3593 
o. ·16.84( 

-30 9.2770 
-30 9.2770 
-40 :102268 
o . -1.6068; 
o -1,6068 

40 ·o 
40 + -2.1424 
40 o 
o -5.5989 
o -15.4616 

-50 o 
o 2.6781 

-50 o 
o ~ 
o -15.4616 
o 2.6781 

. (p) 

-26.6407· 
~26.6407 
:16.844;, 
.-20.723: 
:..20,723· 
-29.7732 
-1.6068 
-1,6068 
.. 40 

37.8576 
40 

-5.5989 
-15.4616 

-50 
2.6781 

-50 
-5.5989 
-15.4616 
2.6781 

1.4.2 Armaduras 1spaclaf11 

{A) ·= ·(e] 

·.1:" 
4a" o' .... 
·a/" ·U 

196 

o o 
a-, •• 
o 

'· 

{

-5.5969 } 
-15:4616 
2.6781 

'1)1 cf ca.so ác amsiácrar armaáuras trüíimc11si'o11afcs, el métoáo ác ffacifiifiáaács es iguafmcmc apfica6fes 
!/ utlra:;a fas !f'Úmas consilcracW11c.s. Lo a11tcrior se oompro6a~á rcsofvic111fo dsi¡¡uie11tc cjcmpfo. 
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'Fjarrp&uw. !J X>\= Co11.Sta11tc 
l) !'{µmerar 11utÍos, 6amzs !/ 

o6tenafí} 

{F) = 

10 
6 

-5 
o 
o 

20 
18 
o 

-9 
-4 
6 
o 

e 

4m 

2;; J)~uacion¡,jC tquiflfirioj/Ú~ióti tÍe rctÍuntÍalllCS !J 4}:Tormar {a:'j !J fatt"l 

Fal 
Fyt 

'" F .. 
Fr> 
Fu 
F'3 
Fy• 
Fu 
Fu 
Fy• 
Fu 

{FJ 

'D · -;. , 1 . 0.8 ~O 

: o ó ·. o º· 
o··· o·· ·-·o~:.o"o-o.s 

o· 
0 

·: •... :: :-_~ _, ,~:·o~/):., 2 o ::~ ~ 
o ·: ~ o .·o.a"·:·,; o'.' 1 o ' o 
o' ·;1 ·:o a· ·.o.a· o :}o 

o_·;-· ~o· _·o·>~·.o o:'-~:o:··a·: O·: 
o o , -;:o 'o:·, o_; .. ,~o: o.s'i" a·. o 
o o o .o:· -.1 :.•1 _o : a·~-- o~-:.:o 
o 
o 

o,· ·:o: o ';o a· -o.e o·~ 
··a o .: o o.e 'o · 

º-o 

'-º'- o:-
o o, 
o 

·0.625 o -
0.625 o 
0.469 

o ·0.625 
·0.625 
0,469 

(aRTJ] 

(Capilulo 7) 

Pt 
po 
P• 
P• 
ps 
pe 
p1 
P> 
P• 
plO 
ptt 
p12 

P" 

{t} 

La matriz tÍc C'Jllifi6ria fo 7j puctfc 06tc11crsc jomld11tÍo [aj scgú11 d métoá~ tÍc r&itÍcccs, por co11.SitÍc­
racio1"-' Je C'Jllifi6ria o S< puctfc co11.Suftar d apartatÍo 8.4. 
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S) !/ 6) 06tc11" [6.], [6~ !J (fj (cwadollU 7 J, 7.S' y 7.9 rc.spcctiwmc11tc) 

(f] = dl~g. (3, 3, 3, 3: 4;4, .Í, 4, S, 5:~. 5, 6.~03, 6.403)1/EA 
' ' ;;, ; '. . . ' . - ., ,:., ~ .~ , . . , ; 

,, 
·•' 

?) y 3 J PídntCár-cai-;;dón: ~.:l; ~ 06téi1Cr f.RJ · -
- •• ' 1 • ;:: ; ' .: :~ • 

F . 
'a'-

•' 

' o o' ig 

... . 

[-1:;::2 ~~~~~] 1~>:@} {
.'.52 .. 2435 } 1/EA 
-61.9413 

IR 1 = ·{-4.6170} 
-5.1626 

'(:F] 

.. ' ,: <::-·', __ -, 
9) o6tctu:rlas/utrzasfinafe.s. 

~.~2i~' 
·.o··'· ··o, .. 
2:1655. 

~--\. g ~~t;/ 
2.8858. 
3.2268, 
. ·'o.-.•:. 
3.6061' 
0,4261; 

-4.0322 
~ 
-5.1629 

(bAJ (AJ • 

, [A) ·{e) 

<11-C·_I -~ COtnDrealón 
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7.4.3 Marcos planos 
,.- "'" . 

'F.fampfo "'" 4 v\',,;ii:f 'El ;;(:~;,s,.;;,. 
l} ~rncrar11uáos, 6árras!Jfº"""' f.F}!J fP.12}. 

o 
.o 
o 
o 

~} o 

', . . .. - "':' -:.:> ·- •': . -'~ 

(Capitulo 7) 

3m 2m 

2) y J) 'ItuacM11 ác ~uifi6,;,; y scfdL;J;, ácf f~gar ácf ics6ro0 

quco. _ •. __ ".:.._ ~~. : -.•• ·. • > ~ .. . , ··,._..__f-____ ·_ ... 
.. o o o· -o'·. o'"-~~~! 
~-, o o o·-,·a .0//.1 

o" o ·· o o' o :.5 ~ 
o o , 

O.'- 'O O 1.'0 O,'· 

O O . O O ,:o·,- 1' O·, O 

·"· 

Se illtroáua u11 ács6foqueo c11cf11uJo 2ef euaf9c11ua fa rcáu11áa11te'l(, que es igua( a: 

4) 06trnu [•1+{] 

·_·o o o o o ., o o , o o o· o o ., o pe.1 
o o , o o O e •5 ., pByl 
o. o o· ., o o o o ..... 
o o o o: .O o o ps.i 

per2 o o o , 
Mu 

A" o ! o ·O o o 1 o o pa.:1 
Ay1 o o ·O o o o o per:i 
Au1 o ;o o 

... ., 
o o o o o 

{~} = [a¡.,r) {p} 



pl11 
pBrt 

·1 o o o a· o 1 ~o"o 
o 1 o o e a···-.- o "o . , . o 
o o 1 a· o· o O · s · 1 · 

o o 1 o o -~' o o 
P•• 2 o··. o a·.;,1 ·.-o o ·.-1 o 
P'r' .. o ·a o o<·, o o·."·., 
pan 
Plr3 
Mu 

o o o-,o-o 1 .. 0 o 
o o· o\ o ;-o:·"·o· o .. ·,,:·a· 
o o 0 1 o ·;·o -, o o o ·- 1' 
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Porque [ac+>Tl., ~ [ [bJ [bRl J 

ii~1[b~11, > (,{~} 
[fJ=dlag>(!faéi.:Fee2.ife~l, .· · ',¡/:;j~¡rT¡¡:r¡¡r¡¡ 

(p)<= 

'• ,'. ·' 
Se omite ~aifiir ifjp~r ~~,.,;, tÍc espacio: 

[

45.1667 -40 
-40 145.667 
-16 32.5 

[:FJ {A) 

o. -2.2345 -•2'1 -0.2322 

o 
-10.74 + 

o -22345 -2.2345 
o -02.122 -02322 
o 3.5227 3.5227 

(b,)(FJ + (b.)(R) . ,. .. , 

[

2.5 . o o ] 
O· -41.667 12.5 1/EI 
o 12.5 5 

. [2.5 
[!Feiiil = O 

. o 41.~67 1g,·.5. ]1/EI 12.5 5 . 

=>{Al;. {~:~~} 
3.5227 

·{e) 

-2.2345 
-9 ... 922 

.&.28aL 
2.2345 

• -10.5078 
~ 

o -2.2345 
10.74 10.5078 
-9.85 -6.3273 

!Poi • IPJ 
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.Las fuerzas en ;t se 06tic11c11 "'" fa q:­
prcsió11 S.6a para fas 6a"as 1 y 2. 'ú1 d raso 
ifc fa 6a"a 3 liay que a>1u;,fcrar tam6i'b1 (a.r 
cargas so6rc fa 6arra. 

Compara11tfo rcsuftatfos "'" rig;,fcas so11 
(os mismos (sofo mtmll!11tos) 

'Ejcmpfo no. 5 El =Constante ; EA= 2EI 

1) f}.[umcrar nuifos, 6arras !/ fonnar IJ) !J 

('Fu) r g 1 

jF) • 

4.167 
-7.5 
6.25 

~ IJJ 
UJ 
1 ~ 1 
1 -5 1 -
~ 

l~.4ó ,- 967 
1 o 

l~I 
1 o 1 

l 7.5 1 
-6.25 J 

2) !lbr dorro ác upado se omitc11 (os s~uic11tcs 
pasos !J sofo se. prt!.rc11ta11 los ruuftaáos que se. 
,fcfic11 o6tcm:r sfguieuJ'o fa sccut.ttcia le !Os autc­
riorcs pro6fcmas. 

A1=Anillol ¡A,.,¡ 
{R1) = A,,, 

Ru1 

A, 

(Capitulo 7) 

41011 

.. 12.23 
2.61 if 



o ...... 
F1 o ·h· ., 

F• o. 1 o . o 
F• o 1.: 'O 
F• o o 1 F1 . 
Fo o o 

1 o· o 
R• o .. o 
R• o·: 

ff}· 

(:feaéJ•(:fee8) • 

187.3334 ... f27.6667 SI 
... 5 30 18 

.... 
o 

º"' o .. 
·hs 

(•i•)T) ·' 

ME 
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o 
·h1 - o o 

P• • ,,._ --· o .. o ••• 
·he· ••• 

o~:. 1 ·h• . .. ... ., ••• o o ... .- 1 ... 
< 1.: 

Pll_I 

{p) 

[.~1 º~J (h;J~f!Í•l • ~ 

-fh>l•rh.J •fhs)_• (ci ~ g] 
-5 o 1 

3663.7241 
-1358.568 
-7:!6.456 

·41.6667 o 12.5 213.3334 
62.5 ·2.5 ·25 ·125 213.3334 
12.5 o .5 .50 

TRI 598.667 
'-'-="'-'-~-+~=-+==-+---+---+-~~.+--co--+-----<i.-e1 -~i'.:i3 1'EI 

·2 o ·2.5 
1•0 ·61.333 ·28 62.5 
20 ·• ... 25 

50 20 
47.1667 

"'41.6667 ·12.5 ·72 571 
•12.5 

-5.840 
-1.420 
6.954 

-4.898 
IR! 10.042 

-21.678 
::füiB4 
35.493 

-31.091 

-2858.793 
17768.081 
2193.563 
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31.6t1 -17.484 
-48.540: 35.493 
-274.027 288.346 

8.389 -.· 17.484 
-8.460 -35.493 
8.967 31.091 
3.333 -5.840 

""'·º -1.420 
-4.0 1275 
7.5 0.942 

-13.5 11.462 
-2.25 21.579 
4.167 4.898 
-7.5 -10.042 
6.25 21.678 

23.167 -11.644 
-37.54 36.913 

-98.202 110.219 
4.167 -12.586 
-7.5 25.451 

-14.585 -33.905 
o -5.840 
o -1.420 
o 6.954 
o -4.698 
o 10.042 
o -21.678 

Jb.J(FJ + (b•JIAJ . 

Gf''3 

~
3.05 

U,13 --42 

14.127 o 
-13.047 o 
14.319 o 
23.873 o 

-43.953 o 
40.058 o 
-2.507 o 
-7.420 o 
-2.725 o 
8,442 o 
-2.038 o 
19.329 o 
9,065 o . -17.542 . o 

27.928 o 
11.523 o 
0.627 5 
12.017 -5 
-8.419 o 
17.951 B.46 

--48.490 -8.97 
-5.840 o 
-1.420 6 

6.954 -4 

-·4.898 o 
10.042 7.5 

-21.678 -6..4:5 

(PEI) (pu) 

14.127 
-13.047 
14.319 
23,873 

-43.953 
40.058 
-2.507 
-7.420 
-2.725 
0.442 

-2,038 
19.329 
9.005 . -17.542 

27.928 
11.523 
4.373 
7.017 

-8.419 
26.411 

-57.456 
-5.840 
4.580 
2.954 

-4,898 
17.542 

-27.928 

. (pJ 

43.95 

li] 
f

395 
23.87 ... ... 55.43 
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'Fjarp(n no. S 

l) ~""""'" 11u.fos, 6amú y formar fJJ 
-0.375 

IF} = 

3.375 
-4.0. 

-4.9167 
e.o 

-4.0 
4.1667 

o 
o 
o 

EA = 48.983 El 
El = EA = Constanté 

{pu} 

o 
...Jl.l!L. 

o 
o 
o 

-3.0 
4.0 

-4.1667 
o 
o 
o 

2)!J J) 'UÚació11 .fe cquifWrio !/ scfca1;l11.fcf fugar .fe( .fc.r6fnquco. 

1 o o º· o o ·1 o o .. 
1 o o o o o ·1 o 

o o 1 o o o 3 ·• ·1 

o o o o o o 1 o o 
o o o o o o o 1 o 
o o o o o o o o 1 

o o o 1 o o o o o 
o o o o 1 o o o o 
o o o o o '1h o 
o o o ·1 o o --.--. o 
o o o o ·1 o o o o 
o o o 4 o ·1 o o o 

{~} [a¡./J 

4)5}y6)06tc11cr[•1•YF'(=[[6 .. j[6~jj) JI [fj 
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o o o 
o o o 
o o o 
·1 o o 
o •1 o 
.3 ·4 ·1 
1 o o 
o 1 o 
o o 1 
o o o 
o o o 
o o o 

{p) 



1 o o 1 o o 
o 1 o o 1 o 
o o 1 ·3 • 1 
o o o o o o 
o o o o o o 
o o o o o o 
o o o 1 o o 
o o o o 1 o 
o o o o o 1 
o o o o o o 
o o o o o o 
o o o o o o 

{p} 

[!fee1Ja[!fe92J = [
21!33 

0.+6 -n/EI 

[

15.0653 -19.9510 -7.5] 
[!fe .. ] a -19.951.0 26.7034 · 10. l¡EI 

-7.50. 10 . 5 ·. 

. . [15.0633 -i9:9510· 7.5] 
[!feB<].a 19.9510 26.7034 .. 10. l¡e1. 

. .:·· -7.5 . 10•· .. 5 

7}yS)Tfa~tca 7.Uyo6tc11er!I{ •. 

1 o o 1 o o 
o 1 o o 1 o 
o e 1 • e 1 

o o o ·1 o o 
o o o o ·1 o 
o o o ... o ·1 
1 o o 1 o o 
o 1 o o 1 o 
3 4 1 7 4 1 
1 o o 1 o o 
o 1 o o 1 o 
o o 1 4 o 1 

!bruJ 

[

35Ú97 
284 
71 

469.584 72 1/EI R,, = 2574.131 1/EI 284 . 71] ¡R,,} ¡832.423 ¡ 
=> {R } = ¡-:.~~) 

72 18 R•• 333.1667 

[:r] 

11.375 -· -40.75 -.-
º o -.-.... 

4.1M7 
o 
o 
o 

(bo)(F} 

{A} 

-6.6225 r 4.7525 
6.8369 -1.1631 

45.6488 4.7388 

-~~:::9 1-~~~i9 
~· ¡;:~-}­
l-61~2~99 J ! ~~~~ ¡ 
l-·,..62?5 ¡ 1-6672~ 1 

c. a.._v_.a I 1 6.ñ:IBU 1 

l-"'""'. l-92001 J 
[t•1;l(R) "' (J.'t1) 

·{e} 

r
-o.g1s 

0.75 --.-
1 g 
r--::r- ,. 
1 4 

1-41M1 
' g 1 
l o J 

!Pr:) 

~
.3nS1 

1,tS.'31 
5 4HH8 
6:62!5 
6 8369 

9.20G1 
~ 

6.83(i.9 
i · 1.72fi2 
l. 5 fi.C.'25 

l G.A.:VA ~ 

"""'" J 
{p) 

17.2640 

{~} 



!lbra o6tcncr fas Juazos en cf exfrClnlJ 
;i áe eoáa 6orra utili::amos fa ecua­
cúin 5.6a. 
'En ef caso áe fas 6orros 3 !I 4 tra11S· 
formarms fas fu=os a( eje foeof con 
fa ccuacúi11.3.4. ,· 
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t •A< 
17..2~ 

e,,,,., parte fu1af, 06tc11gamos fa Mitri& áe f/Qeffiitulaá para ef ejempló 110. 4 según fo czyuesto c11 
7..3.1. - ·-. - " - - .__ - - -

'Ejempló no. 4 

1) Scfcceúi11 áe rt4~náa11tes !I p&mteo;. 
·ecuación 7~ .· •· _ · 

' •<'¡. 

<C:1 =(;~:J IR.) 

2) o6tc11cúi11 áe [[f '!JN} !I ffi!}9fo6afcs 
para eoáa 6arra. .• • · 

(!1] = [TTJ[ !l'eaJ [ T] 

(h] = [TT]!h'J [ T J 

Loeofés 

3'ee1J=(:f'S02] = [g 21~3 !]\'El 

. .. "' 
<"---~--_.,,v· 

... . ... 

b) 

lh'• l= (h'>J [g1 º! º~] 
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(!f'e03J. [
2

0.'
5 41~7, 1~5.s)\le1 'o 12.s 

í1 5º, º~] (h'3}• lg 

gfo6afr.r 

[

21.333 o ª] 
(:fee!]•(:feB>} •. ~ ~ ~ \IEI ' [ 1 (h1}•(h2) = o 

-4 

.J} Ofit~it<üf11 áe ffd.,ifiifúfmf; - .·. 
!lbr&. su,ma áe r,Uq,;;;,¡, {:f)paraeaáaa11i/úJ (uuación 7.29) 

¡:;,, J =[: ~:] ~ [ hT3) [:f~ei ]( h3) + [,:fe~) + [ :fe02 J 

[214o
8
sss 1~~ .2~] 11·e·.' + [20s 

20 4, · •·, o··. 

·.·'o? 
41.667 
12.5 

[

45.1667 .40 ' 16] > 
[:f):,, . 40 145.667. 32.5 T/EI 

'•16 32.5 13 

Qpt. c.s fa misma 06tt11iil111111tuiormc11tc.• 

(Capitulo 7) 



Capítulo 8 

Temas especiales 

8.1 RELACIÓN ENTRE FLEXIBILIDADES Y RIGIDECES Y ELECCIÓN 
DEL MÉTODO ADECUADO 

Poro Poácr esto6fcar u11a rdoció11 c11trc ffojfiif'ufaác.s !/ rigiác(CS c.s preciso e11marcor íos áos m'rJCfc.s ác 
oruíf;,¡, IJUe o esto parte se /Íon tratalo: pn'mero o 11i!ICÍ cfemc11to 1i1áiViáuaf !/ sc¡¡unlo amsiácro1ufo toáo 
cf Mryu11to estructuraf. 

'Et1 cf primcr caso, fa comporacül11 rc.su(ta fd91eo !/º que en am6os casos (ffojfiiíúfoá !I ri_qi¡{cz), se 
q¡irc.sa fa rcfaer'ótt t011 r.strtdía que qjstc c11tre liis fuu::.as apfitaáas en los t::(Jrtmos ác una barra!/ fas 
amc.spo111Íl'cntc.s ácjormacro11cs crt lidios Q(!remos. Xsto rcfació11 quclo co11>1: 

{p}=(K] {d} 

{d} =(!FJ {p} 

Rigidez 

Flexibllldad 

!)'como se vio e11 cf copüufó 4, fa rcfació11 c11trc estos áos ccuocio11c.s c.s: 

[KJ = [ !F ]"' 6 [ !F J = (KJ ., 

'Et! cf segunáo coso, o6servamos que íos áos m!toáos sotisfocc11 íos principios 6dsicas ácf oruífisi.r, 
t.tmtfouiJaá y_ C'ftJififin"o, ª'"' cuamlo 110 fo liaatt d mirmo orác111 ya que cu el mltoáo áe r~ila se satis­
foa cf cquififirio mie11tras que cf métoáo áe ffcc¡f,ifilaá satiifacc Ta co11türuiáoá áe ác{of1"'cio11cs. Como 
rc.suftoáo ác c.rto, cf mltoáo áe ri¡¡iácz áa íos tfcspfozamic11tos e11 íos nulÍos !I cf métoáo ác ffcc¡[,ifitfotf lÍa 
fas fuu.:as en fas 6amu. Srgú11 c.sto !I (tJ mc11t.W1w.fo tft fa introáuaió11 ád oipltufo 7, el métoáo ác 

ffojfii(ufalÍ parca cf mJs i11{/ica.fo ya que lÍa prioriáaá a fa 06tc11dd11 lÍc fas fuerzas "' fas 6arras. Si11 
cm6orgo, c11 cf métoáo ác ri¡iáa cf tra6ajo 11easario para o6tcru:r fas fucr::as es ml11imo por fo que íos 
métoáos 110 puctfc11 "'"fª'ª'·(c srgú11 (Jta 6a.sc. 

L.a t!!fcrcrtcia más cvlác11te cutre fas áos rrrtoáo,s e..(tri6o en que cf mltoáo ác rigülc:; tto tiuu:. opdo· 
11cs a1uíío9as a fa scfcccü111 le rcáu11J"11tcs lÍCÍ métolo ác fftJQ6i(iáad'. 2br fo ta11to, e( métoáo le nfiitla 
si¿¡uc um1 trayectoria ácji11iJa1 sistcmáUt.41 !J si11 aftcr11atiws a fo largo ác su sofució1L Si11 embargo, o(!Ju· 
IWS CSlruCturistas fo COllSiátrall lÍcs!IC11tajOSO !J prefieren CÍ métoáo ác /f~ifufotf que o,frca fá rrficrtolÍ 
ác scléc.ciomzr tás rtáu11áa,,tc..f, Si por otro fiufo, se c.o1utJer11 quc putác qistr'r u11gro11 11umcro ác aftcma· 
t,.vas, c11to11czs strd d'iftcrí scfcaümar fa mejor y cf auálisis para áctcrmiuar tarscfcc.ció11 puede ser muy 
costoso. 

209 
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Puat0-'í"c. un afto poru11_ta.fa áe trafiajosc. realiza en fa sofru;id11 ác uuacioue.s simuft~11ea.r, ef onfe11 
fina( áe fa matri& áe rj¡"iáu; gfo6af y fa matri& ¡, ffe:ci6if"ulaá gfo6af sud aparcnteme11te cf principal fac­
tor que' ác6erá corisúlcrarsc. Para estructuras comp_ficaáas que inuofucrc11 mu~os denr:11tos y múdia.s 
fi6eraciones es más fácif estimar tf graáo áe fi6ertaií que el graáo áe ináetcrmi11J1ciJ11. 
~ tf caso ácf métoáo áe ffoe.i6if"ulaá fa scfecaón áe fos rcáunáantes será "'"!! importa11tc ya que a 

effa ua figaáo elgraáo áe czy<tituá en tf a1Jáfisis (ver rifercn<ia 2 áe fa 6i6fiografia), tema que no se trata 
en este tiafiajo. ;¡este respecto, fos fimitadones áe fos computaáoras tofes coma apro;r.imaeiorres o trunca­
cionu puufcn .ser si¡¡n!fitativos. 

Puáe1111s corrcfuir ento11us que cf métoáo áe rigúlcz; es cf más áirceto y aáceuaáo ác6iáo a su oceesi-
6ifiáaá poro ser programaáo. i.a magorio áe fos paquetes (programas)so6re a1táfisis estructural aetuafes, 
utitu:a11 {os prindpios ácf métoáo áe rigúlc:: áibiáo a su vcrsatifiáaá 1iuliscuti6fe ga que el mis1111 pro· 

grama e.sutiliza/o en fa so(udó,, ríe estructuras livasa.s tafts tomtJ mJTcos o armaJúras. 
!lbra uti&ar un paquete tpico áe arJá{isis estructura{ que verse so6rc e{ métoáo áe rigiácees se ác6e 

propordtmar fa siguiente 1'1!formacióti sofirc fa tJtruttura: 

- Scecw11 y/o áinr:1isio11es áe fas 6arras 
- lllóáufo áe tfastidáaá 

Móáufo áe 2bissoll 
- l\{óáufo a{ esfuerzo corta11te 
- lllome11to ác inucia áe fas 6arras 
- ka áe corta11te áe fas 6arras 
- Cooráerwáas ác íos nuáos , 
- !11cfuwciói1 áe fas 6amu respecto a( cj•gfofia( 
- !J>lúmcro áoetem:1it0s 
- Coilái<io1ruáúarg~ 
Con éstos áatos'sunu'11istraáos c1t forma amvcnú:11tc a fa com¡111taáora y cf paquete prcviamct1tc ;,,. 

troáueiáo, fa computaáora áa fas rcsuliaáos en un tiempo poráemas corto. 
'El métoáo áe ffe:ci6ifiáaá, ácfiiáo a w muftituá áe opcúmcs que para caáa pro6fcma presenta, 110 es 

ta11 fdcif que pucia ser programaáo y utitu;aáo coma paqU<tc. " 
ParO este caso es mtjor utúizar paquttu ác opcradonu matn'da(cs ton opcracr'oncs toles como 

suma, multipfiazdón, trarupositió11, inversión, etc. !Y suministrar e.orno ria tos fas matriu.s co11oetilas que, 
prctJÜimt!tltc !J etl forma manua( ti 01kufista átfic ofitencr. 1bstcnOrmc11tc se rea(iza el procalriruC.nto 
s!f!ukntc: 

INICIO a 
DATOS 

1) (aoTI 
[a/J [aR TI, (FJ, [f]. [Pe.! (el = !bR TI [f] !bol (FJ 

2) (BRTI [b.J = [ao TI ·1 {AJ =·[!J]"' (cJ 
3){F) 

4) (f] [bRJ = ·(ao T] •1 [aR TI (Pe1) = [bol (FJ + (bRJ (AJ 
5) {pE2J 

[:J) = !bRTI (f] [bRJ (p] = (Pe1J + (Pe2I 

0 FIN 
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. .Af i¡Juaf que d m!toáo le rjf¡ülcz, d m!totlo tlt fle,effiifiáaá utili;;aáo en <Jta forma pruc11ta fa át.<­
l!Cnt'!fa il"c 9u• fas matrius mantjaáiu oontil:ntn múdios aros. Sin cm6argo rtSulÍa mdJ atleawáo utifi­
::ar cT m!toifo •n t.<la forma !Iª IJUC si o6tcn<mas fa matri;; át l,le,effiifiáaá en forma áirceta, áe cuafquil:r 
forma ác6crros ú1vcrtirotra matri:: (&i matriz áe cquitibrio fa, '})para o6tenu ¡6,j (T). 'Esto impfica a fi11 
áe cuentas u11 tra6ajo semejJ11te y no oonfkw¡¡ran vc11tafa. 

'El prcswtar fa forma áir~a áe 06te11<r fa matriz le ffcrjfiifüfaá glé6a( le una utructura, u tfetir 
por mallo le fa fléJófiilüfatf ác cala 6ami, til:nc "'""" jlnaMaá co11o<er mJs a jodo /!Sic métoáo '1 o6ser­
wr fa scmtjar= que tU:11< con e( mt!totlo tic rf¡iátz en cua11to se rcJU:re a fa fomia ác cruam6k tÚ {:J] y 
/!}() gfo6ofis rcspcell°van>;11tc. 

7i11ofm:11tc polcmos ácdrque, aunque u11 mltotÍo tc11ga aparc11tc.s Vt.ntajas so6rc el otro, e( ofijctiw 
ác <Jlc trafiajo l!S pre.sentar Pª"' su (LlruiátracúJn (os priru:ipios 6dsil:os lt ".!.os áos pri11dpoks mitoáos 
mtJtr*.iafu" ut11ü:alos 11ctuafnr.11tc J que son ÍtJs que mds ezyctom:11tc se aprga11 a( comportatnk11to rea( 
ác una estructura. 

8.2 RIGIDEZ DE BARRAS CON DISCONTINUIDAD 

1)1 ""'días ocasionu a( ano{i:.ar u11a estructura, d co(cu(iJta se eru:ue11tra "'" d li<dío lt qu• mut:Ílos ác 
(os áiseiio.t t.structurafcs utifizaáos en ingcm"ctfa prcsc11t1111 cfeme11to1 W!JO seaiófl '"' es cmutamc a fo 
fargo le su e.fa. fon¡¡ituáina[ !lbr r.sta ra::iln r.s ~orta11te ewfuar fa matri;; áe ng;tftz para 6a"as tic t.Jtc 
tipo ya que,fi11alm:11tc, fo matrit; át rjf¡üfcz9fo6af áe una r.structura se 0611&11< por Id niJúfc:: tÍe coría 
ckmcnto IJUC lá forma. 

'LI fa fisura 8.l se pucác11 o6scrwr fas tlos fol71ilS conw11cs tÍ• ek11t:11tos áisco11tii1uos o 110 pris­
máti(,Os que trataremos c11 esta parte. 

Sea que u11a estructura tc119a tkmc11tos prisrnátí'c.os o 110 pri.Jmátius, su análisis es 6áslc.ame11tc tf 
mismo. 'El ú11iaJ requisito es cf uso tÍe fas matrill.< áe ij¡iác:: op_rop1iiáas ác caáa cfcrrr11to ác fa estruc­
tura. 7f.uta a/tora, solo se ha11 oua(izaJo c.structuras a.m cfcmt.mo.s prismitiau !I e{ '41lOCÜnicuto 
odquirúlo e11 su a11J(isir tamóié11 es vJ{¡;{o para t.strocturas 110 prismítí'cas. 

Ts posifife. i11taprctar u11 cft.mcnto 110 pri.cmítitri OJtn.J ck1Trntos prUn1ítiaJs pu¡uc1ias unidos tll serie. 
Si11 cm6ar¡¡o, es biJJta11tc impro6abfc IJ"C ta( 1i1tcrprr:tación rcprc.sc11tc cf c.uo real ~attamc11te (figura 8.2) 

Los tTTOrc.s riiáucülos sen'an 11tll!J Jíjú:11cs rlc c.stimJr !I se aumt!ntarla e{ t11m11io áe (a matri:; le 
nfiitla fina{ a mdiáa que se aumenta d11úmtro Je srgmt11tos. Sb1 cm5aroo1 si se ái.J1onc tÍc rm pro9ram.1 
o fa Wrindd11 ,/e fas propicJaáa Je fas demc11tos 110 es li1tqJralife1 esta es "1 ú11iCa jDrm.z le a11a{izar una 
utructura 110 prismJUc.a. 
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a) ' b).' 

.·- .. -¡:' 

o6te11er fa matriz I• rigilu le u11 •kmento 110 priSmátiQJ p~r ü1t~ció11iimta (como fa matri:; le 
fú::cifiililaá, capítufo 4} es muy tcáitJso y tanfalo !JO qlll fos e>;presiories a integrar, que so11 fu11eió11 le SI, 
I, !E, SI,, son muy C011fficolas, 'EJ1 fa maprio á• fos casos es másfdaf.ofiicru:r primero fa matriz le 
ffcdfiil'uíaá y f""Bº i1111atirfa para 06te1icr úz matriz le rigiác:;, SI co11ti11uaeiJ11 prese11tamos esta téenibl 
para fas tfosjormas comum.s !e dcnrntos áiJamtinws. 

8.2. 1 Rigitl1z rl• ,¡.,,,.nlos tJCafonatlos 

Con fraucn'ia parca imzuesario que. fa rcsistc11cia ác un cftmtnto sea fa misma ác.sác un ~remo ña.sta 
ef otro, Se lesca que el ekmento sea más resistente e11 ªWullaJ par1es ác6üfo ª?"" fos fuerzas internas le­
sarroffaáas en t:f cfc11rnto 110 son co11stantes ác u11 CJ(frcmo a otro. Con e fi11 tÍc ams91ufr ""ª áis­
trifiución ác e.s[ucrzos opro:t;fmaáanrntc uniform:, fa rc.sistc11tia ác( demento (Jrta y momento ác inercia) 
rcquü:rc que S'fiª ta11to c.omo sea f.OsiDfc. fa misma variación áe fas fucr::as intcnuu. $11 fugar ác usar scc­
cio11es tra11STJ<rsafa consta11tes (lcspcnli<io le material} o varioeio11es p_ara6ófi<as (mayor CA1to le ca11S­
truuió11J fo r¡uc9c11ttafme.11tc se cmpfuz ctt fa prlÚ.Uta son cambios c.sca"fo11aáos c11 rcsistcnda. 

Como se. sc1iofó1 para o6tttrtr flJ matriz le nfiilu ác u11 cfcmct1to es mejor 06tc11cr primero fa matriz 
le ffc;U61tüfal y r.~e o 1i11JCr1irfa para o6tener ra primera, 'Utl(i.:anáo esta téa1ibl <>;fstw 2 formas ác 
~iffar fa m1triz ác ""6fiilüíaá le una 6arra, por i11tcgratió11 y por meáio le fa ""1triz le jf<Jfj6ifüíal le 
coáa tramo lt fa arra, $11 am6os casos, e( alldfisis lcf sistema lc6üfo a Í"""'ª a'(jJJ{ e11 fos Q(frtmos 
pucáe separarse lcf resto lcf a11Jfisis a causo le qu< ef lcspfozamknto lesarroffalo en fos CJ(fremos origi­
nal os por fas fuerzas (l)Jiifes es: 

dx8 = [l: VEA) Px8 8.1 

Como ruukaáo, d a11áfisis restante ác u11 ckmcttto Jt.2Jst ~arJ sitt (.OnsúÍcrar (as fuerzas!/ los alar· 
gamientos a>:f•fa, . 

8.2. 1 a Ffu/6ifir/atl por int19roción , \ . ' 
1\Jra ckme11tos c..toi(o11aáos, fas Q;¡rc.si'tmcs a illtl!iF.!1r i11vofucrar1 cfcme~ito~ c.o11.sta11te.s por partes y 110 es 
ta11 áifi<il C0"'1 para dcmc11tos prismátiQJs 9e11cra(es. Las ""1'rcs1'o11a a 1'11tcgrar.sc. 06t~11c11 lcfC<1p11ufo 
49so11: ·. <. '.'.'.· :- , _- .··. " 

Jx2E~x + i:.,, sx:t ;,, , :¡z; 
[ :Jaal = r-----;----1 

Jxdx Ji!! 
El El 



(Capitulo 8) 

Si ácspruiamu fá co11tri6~ció11 ácf cort~111c dimu1amos fa sc¡¡u11áa i11tc¡¡raf áef cfcmc11to !F,.. La i11-
ICfiTadón para utc ~~e '!"(ka';" á~ '1J liafia .!'!. . _ 

~/0~.9 ~e ---~·. . , 

06tcrllr fá matriz áe rigiác::; áe fa .sj¡¡uit11tc 6arra: 

® 
114 3114 

F E•Con11ame 

l,A 81,2A 

1 31 51 
!F,, = 4 EA + 4 (2EA) = B EA 

1
3114 x2dx l' x2dx 323 i' 

!F
22 = o 8Ef + 311 .. -S- "'- 1536EI 

, ' J3114 'xdx ·1'· <xdx' 6512 

!1'32 = !1'23 = 0 BEi ·. t 311• Ef = _256EI 

¡3 •14 -. dx -. ·1· 
1 clic _ 111 

!1'33 = o . BEi. + 3114 Eí = 32 El 

K =. f 1.6

0

:All 

'FjCllf'ló na.10 . 

o 

43.9714 El 
--13--

'-32.4789 El 
12 

o6tc11cr fa matri:; ác rf¡üfa; ác fa sf¡uk11tc 6arra: 

® . 
~. 

1 
K11 =1/!1'11 

K22 =!F33 / & 

o 

-32.47B9EI 
¡2. ._ 

26.B992EI 
--1--
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@ ® 
1m 3m 1m 

1 
El •300 El• 100 El •300 

1 
EA•2 EA•1 EA•2 

1 3 1 
!f,, = 2 + 1 + 2 = 4 

f' x'dx 1• x"dx ·1 5 x"dx 
!f.,= o 300 + 1 100 + 4 .300 =--º·2769 

-J ,-~di( '1• ~die 15 xdx 
!f32 = !f23 ~ .o 300 + 1 100 + 4 300 = 0.0917 

·,~;:' ' 

1 d~ ·-- .. • dxc 's/dx - • 
!f33 = 1. 300+Jr100+1. 300 = º·º367 

[ !f33) = [o~ 0.2~69 0.0~11] ~ [Kas J = [º·;5 
20. ~073 -50.~662] 

0.0917 0.0367 o -50.2662 152.9435 

8.2.16 Flexihllitlatl consltl1rantlo catla lramo t/1 la barra. 
'Lrtc métoáo es compfctam<11tc a11áfogo a( ácst:rito c11 e( üu:iJo 7.3.J. 

'Ejtnpfo 110. !J. 
oótetu:r fo nOJtri:; ác rf¡iáa ác /á si¡¡uie11tc 6arra: ¡'lbra este coso f=Bm} 

® ® 
~--'"-... 3114 

1--1 E• Con&tiin11 ~.I 

l,A 81,2A 



2 J .5 • Temas especiales (Capltu/08) 

[ :Jee lrorAL = [h/ ][ !feed [h21 + { :Jee2 l 

'FJ"'f'fD no. JO 
oDtc11Ú f.i matri& ác rj¡últz ác f.i ~uic11tc_6arra'. 

® ® 
~_,_1m"'-~>--~~~~•~m"-~~~~ ... ~ 

1,---:----.____I 
El•30G El•100 El1130D 

EA•2 EA•1 EA:.2 

Yporfo ta11to: 

1!:.i] =[ri .º2~89 0.0~17] 
~300 . o: .~.0917 0.0367 

. •' [0.25 
[f<ae ]= g 

o. 
20.1073 

-50.2682 El 
o ·] -5Ó.26Íl2 

152.9435 
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8.2.2 Rigitlu para el11111ntos trep1zoiifa/11 

'l'ur cuistfones áe wmomía o estétka, tll fa practica mudias t.st:ruauras usa11 tkmcntos trapaoMaft.s. 
'Espe.ciafmr,nte. en putllte.s continuos !J tn tmrtos s1irrpfts1 son 'lml!J a.>mum:.s los cfe.rru:ntos tle. altura 
variab/é. L.as alturas CÚ. fos cfcmctltOS pi'ramiáaft.s son mll!JOTCS tlonáe. fas momentos Últe.nros son má)(jmas 
!/ rncnorcs lomle. {os momc11to.s son mú1irms. 2llra ckrtos cf&"ntos tl aác(!Jazamitnto no se q,1ienác a 
toáo fo fa'fiO ád mümo,fÑ"m 8.36, o putác tener fugar en amúos <J(Jrcmos ácf daro. 'Estos cfcmcntos se 
ácnomhta11 acartcfaáos. Sin cmfiargo, c11 fa ffr¡um 8.3a, d aác§¡a::amít11to se tJ(Jit:1ufc a toáo fo fargo ác 
cfckrrtl!nto. 

a) b) 

.La o6tciu:w11 ác fa matri& ác rigiácz para dcmtntos át este tipo por inlfiJratión, es farga !/ 
fafiorioso. 'En vez ú. t.Sto se runsiácra coma apro~matidn aaptofik lá iJearizocr'ón áe. e.stos clémt11tos 
C01n{J cscafonalos !J hocafo as{ no oc.arrtll mutfia t!ifcre.nda si el atkt¡¡a::amiento c.s r.·11caf o''°· ']á( iáeali­
.:atión se rcafiza narmafme11tc áiviáiciulo fa fo1¡gituá aát{¡¡azaáa tféf ckmc11to c11 ~tramos iguafes. 'E11-
to11as e{ mamt.nto tic/ ú1ercia ácf ckmt11to rea{ c11 fa TTU'tal'rlc caáa scgmt.trto se toma C011k1 cfTn1.m1t11to tic 
,.,u:rcia tic e.se s~nto. L,,a t:(!lctituá óe e.sic auáfuis áe.p_cwlcra ócf núnrro le tramas en que se tlivüla fa 
6a1Tt1. 21/ra cáícufos ma11uafes, áos o tres st9rrtl!ntos putifcn áar rcsu~aáos sufit;icntcrrtl!ntc acepta6fes. 

'Una """ñ~ lá iácafizació11, tf resto ácf a11Jfisis sfguc pasos itfé11tiais a {os prt.scntaáos "'el caso 
ác tÍéltll!lltos cscaftmaáos. 

Tjempfo no.11 
06te11cr fa matri:; áe rfgMez para fa sfguicnte 6a"ª· (Ik.sp~iarcorta11te) 

® @ 

E• Conslanl• 

l•Gm 

aj 'Frlr i11tc¡¡ració11: 
Van'atió11 ácf Jrca áe Oa 6 m 

A= 0.2h h =O.OS X+ 0.30 

A,= 0.2 (O.OS x + 0.3) = 0.01 X+ 0.06 
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- 1'ariat!~~ ,fcf rmmc11to át t"11ada Je_ O a 6 ~ : .. 

1 • =. o.2 hª = o.2, < o.osi: + o.30) ª 
12; ... 12 .. ·. . 

(Capitulo 8) 

. ·f·d~ ··Jo >···cix¡ ,., .····.100 · · • ·· .. ··· • 69.3147 
!!',; = EAx' = o'co.01x;+ o.os¡ E ~·•E 1 ". <0·01x + 0.06) lo =--E-

--: -·, ·.•.'-!. ·• •. '.-\.",,·.,'; ••r'«···;. ·:·' :r •' •' ' 

:F = ¡x>dx -f • · .. ·. ~oi~~ > _ 
22 El, -. o (0.0SX + 0.30)3E .~~. . . 

~ [ . -~60·. ,~\;. o~s4~boo~o; .. !.·.~·.aooo1n~co.osx+o.30¡]" 3271~.646 
(0.0SX. + 0.30) . .- ( '. . X + '. . ·.·. · · 0 

:F _ :J _ f ~~)( .:J•:: ·, 6ci~dx ' _ .,_ 
32

·--
23 

- , El~·~~ o·• (0.0Sx + 0.3)3 E,~.··' 

60 r· .. ·.······ 60 .··•·· • . 4~º ......... J .• : 1~ººº. 
E" (O.OS~ "': 0.3)2 ~·. (~,~sx + 0.3) ··::". :• E • 

!!' .. ·~· f ~i~L:J;~:'.;s;t~:~>~~;;,~.:~[co.~:~~o.~;. J: = s~o 
';J'' 

'E11tonas: . . . . ::. '• ',;,:,, · . . • 

[!l'eal= [69.3g47/E ;~;cii:~~~E ·.~f!o~: ]=> .· 

['-•]. [ºº'l~ ,, ~~!,~ ~ 
• 6) CoM>ckme11tó.cscafoÍwáo {3tromos) 

h2=h3= r~ r ~J 1 

, o··. ] 
-0.00.01573 E 
0.0005147 E 
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h1 =0.55m ; .. '. h2 = 0.45 m ~· :··· h~=o.a5m 

11 = o.002n:í9 ~· ' ·,~· = 0.0015188 m4 · 13 = 0.0007146 m4 

.. ., ' 

A1 =0.11 m2 'A;;,, 0:09 m•·· .. , :. ' A~= 0:01 m2 · . 

-,· :::·< ·:.:-.: i ; ·.::«.~;.;>;~· > >.:~ :> ".:~: ._-;_;:~·~ :· :;: ,'. \:· -~:.{ --~.". <: -
[ :fee horAL =. [h2 h• l [:fee1 JI h, ha].+ [ha l.· [:fea 2l [ h•l + [ :feeal 

[.
ª. 8.9754 

[:feel = O 
o 

o 
34294.182 
10355.589 

1035~.509] 11e1 
4836.8641. 

Comparamos este rcsuúaáo ~;; ·~( o6teniiopoi,d p~J,;,/mi!toáo Y.;..,;;,, qu• fa aprt»(imacián es 
aupta6fi. '.El1 caso ác querer una mejor apmdmación á{viáim'1 cf cfommlo "'· u11 ma!JOr número áe tra-
""'S.; · : __ ~.; ·:;.;:~}: ... )~i;r (~-~~:,,~~:¡::!;~~~:?t!í'f:~-.:~~~:t~i~;-\{::2·:\-~-~~ ~ -~:. · .. ·_: . -· -· . ,. -

Jll{ o6tcru:r fa matrÍ:; áe rigiáu; (Ó jfc)jfiifiáa.l) .•... 'í cfcmc···· 11101 csiáfo1iaáo1 .º irapczÓiáafis, sofo 1101 
ocupamos ác fa ri¡¡iáu: (a ffc;rjblfiáaá) c,11 cf r>;frtmo. '1J átfiiáa a un á cspfo=amicnta {o Jucr=a) iuáuciJo e11 
cf mismo CJ(frcmo .'13. 'licbcnw. reumíar, .SJiÍ .•t,.6.~rg~; que.~°"'!".Tf-.té rjgjáu: acopfiáa compfcta át u11a. 
611m1cs:- .. -:.::-. · --,:~~ --~:~·-;_~'.~:~;:-~'.::·::·"~(:~0 ::;:,; ::·:- :~---~--.--.-· _--- •• ,_ ·-·· ~: ;. ' - .-

- ::~i:M'~;~~:(~:1 ~~:) 
·'" '~ 

P.ira co~1our/as ift~~~t;p~~4:~--t~}'~~;~~;~;ü:~rms }~u¡·~~¡~,~: 
> ':- ,:·:' - .i~< \ /:: :,,::_-,: ;:: • • ,' <_ ~,·r .. 

(KAA] = [h) [Keel (h] · ; · [K¡el ,;, - [h] [Kee] ; [KBA] = - [K8e] [h] T 

Cu!JO ácáuc.:ü!n se .omite I'º' ser trivial. 
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8.3 SIMPLIFICACIÓN POR SIMETRÍA Y ANTISIMETRÍA DEL SISTEMA 
DE SOLICITACIÓN 

f.os áiscños e.structurafcs c11 ingeniería sort el co1y'1mto ác una serie ác jactoru !l rcquisí'tos que se CDt~u-
3an ¡ara Mar ác fa r.structura un cfcmc11to que C{Jmfiiti& s11tisfactoriamentc fa c.stitica, fa re.sistc11'1a !/ 
u11 Ja.ctor muy importa11tc que c.s Id simetría. 'Esta úft1""1 se prc.sc11ta cua"'fo se pucác ufir"car un eje taf 
que áivúla a "fá c.strottura c11 áos partes t:r}JCtamc11tc ff¡ua(cs !I e11co11traáas CU!faJ proptcáaács !J carac­
tcrísti(.IU son fas mirmas cu ww !I otro faáo ácf eje ác sr"m:trÚJ • 

.51ay ciertos li~áws !J. principios váfiáos solo para estructuras .si~tricas que 110 so11 vafklos cu otra 
forma. !lbr ta11to1 ácfic Oarsc especia( cons1ilcració11 a fas propUaács ác lás estructuras ác c.stc tipo !J 
usarlas c11 su análisis. 'En rcafiáad, tafc.r t.Structuras 110 sott fa minoría si110 mds 6ie11 fa ma!JOrÍll. 

'I1 métoáo consiste c11 separar fa estructura a traflis ácf tjc ác simatrla c11 áos sufic.strocturas !/se 
auafiza sofamc11tc una áe citar Í!"J'Ottietulo áctarrúuaáas co1ulido11c.s en los puntos ác corte áe tal moáo 
']lit 110 sea ntttSario amsiácrar fa otra mitaá áe fa cstructum. 

•I l FJE 

·¡--r-¡. 1. l 1 l ,,, . I; ,;, .> 

b) 

:Figura 8-1. 

EJE 

ÜSÚfl¡Ítml/U 'JU<SC llnpDllCll afpwtlD IÍC '¡,,rtC ;tpcll:'r.rJ11 ';;,;;~ jC cawa 'JUC' o6rc Cfl fústruC~ 
tura ~tü:mfo .áos tipos,¡¿~rtí'cufarcs at tll'fi.as a ~~u·~~~. J~tr~ !l .°-'~t~imétricas. 'Estas át6c11 
cumpfv fas swuumtc.sco1 ~1011cs respecto a( c;c ác simctna. .; . ..·: . EJE • •. 

a) cawa simétriru. 

Fx lzq = -Fx der 

Fy lzq = Fy der 

M1zq =-Moor 

dx1 = -<Jx2 
; dy,·= dY2 

'P1 = -:<P2 

rK,._,·,,_·-Q.<:w.>=<=>l""""~w·=:~M 

fzQUIG-rcb 

1 
:Tis"raB-Sa. 



6) Carga a11tisimétrit11, 
Fx lzq = .Fx der dx1 = dx2 

Fy lzq = -Fy .i.r : dy, = ·dY2 
M~q = M.i., 'l'1 = 'l'2 

..,_ 
w, 
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1 

·I 
1 

Izquierda 1 

1 ,. 

1 
1 .· 

!Tifiura 8-55. 

Tára fa figUiti a.So, c.oii Carj¡a sitiitriia, d ¡iiil1tO }l tftfic iotisf.~cú fai s!guictltcs c.o11áicümcs !J fa 
su6cstructura por a11a(i::;ar será ía sfouic~1tc: 

dXA = 0 
dyA .. o 

'PA= 0 

FxA .. o 
FyA=O 
MA .. o 

P, 

~©"-" .. =""""'~'>l"'ll 

w, 

Izquierda 

'D< fo misrm forma, para fa figuro 8.s6, co11 torgo a11tisim!trita. cf pu11to ;¡ cfc6c satisfacer r,,; 
si¡¡u1i:11tcs amáido11cs y fa su6cstruttura por 011afizar scrJ fo siguümtc: · · · · 

dxA .. o 
dYA=O 

cp,.,.0. 

Fx,.=0 

FYA"'O 
M,.=O 

w, 
( 
( Izquierda 
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~r o~a pÓrtC~ pucfc prc.~~11tar.rc cÍ_caso'ác que d cfa j~-si~fria áivÍJ'a o pa.Jc'.fOórc u11 dcmc11tO a 
fo fargo tÍt su fa11gituá. Z,, este caso fas propitt!arfr.s 9wrritritas ár.( tftmcnto (.>!, l}st tonu11 soló a fa 
mital,r.sácdrl/21 J!12,cnfasigulcntcjorma:__ .,. .,.. '. '.",' . -

" .. ; . .· ,. ·,:-· .. 
.. , 

aj oiwdsim!trica ; } ' . •. . . ., • • 
'El cléf!1tnto so6rc. ~(e.fa ifc si~tn"a .s~ acor~. 
taró pero cf pu11to ~ 110 -~e ~v~ rc.spctl~ · 
aftjc>;.'nigfrará. ·: .. ·-·. · · ~ · ·.·-; 

. -'<"~;· ' .. 
dxA =o· 
dYA>'0 ·• 
'PA=.0 

6) Carga a~t~~,;'i,, · 
'El cfcmt.11to so6rc e( tjc le sln11:trla gira "' 
.9l p~ro 110 .re r1t41f'!~· · 

dxA "'O ··. Fx,\ =O 

dYA=O ·FyA>'O 

'PA"'º MA"'º 

:fTI~ 
1 

J"~S-6. 

.La suóc.stroctura a a1111&arc11 "1Óa_.wo .se mut.stra cu ta figura S. 7. 
w 

P __ ~ 

a) Carga ~lmólnca · b) Carga anlisimélrica 

:Figura S-7. 

112 

f..iu ttc11taja.r de ut1 a11Jfisis Je t..rM 1tnlumfr.za rc,¡,111á1111 c11 que .se rrt!11u ftJ owtiáaá ác ccuaci'oncs 
,ftim1ftá11c11.1 a rt.rafvtr.1\Jra fa figura S.Sa .se rcáurc J'c li -t6 ccuad1.mc.r .simuftJ11ctU a 4 .t•. 4. 'D1 fa ff1¡11ra 
S.€6 se rtlÍute. J't:. 6-t G ccuaci'om:..s .r1'muftJ11w.s a S -t 5. !IUra ftJ /{gura $.fu .se rt:.tfutt. át: 9 -t 9 a 4 -t 4 
t'uadottc.r s1Ím1fM11cas. '.l\lra fa figura S.66 .re mfut:.c. át !} .r 9 a 5 .\'.,S ccuacio11c.r .shtmft1iuc1ts. 

'LJ1 cf ea.so ác G.rtrutluros pcquc1ia..s fa á!fcrc11cW puclc 110 .ser mug am.riácrofifc pcriJ .st:. VUt:.fvc 6as­
t11t1tc uprt:.tÍÍ.16ft. !/ vc11t'!jo.ro Ull lllllÍÍiJi.r tÍt:. (.Jtc tipo pariJ r.structur11.1 ácpilt1 tami1io. 
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'II proeúÍm1"t11to antes áescrito no rcquit!n rmáifimciones o aftcracioncs a fas mltoáos ác análisis 
ya cstuáiaáos. L,oscamfir"os se refieren más Óien a fa t..Structura. 

· '!f tratamiento áe u11a estructura por ma/W áe sim:tría !I antisimctrla aea aVJ_uTUlS co1ufkio1re.s ác 
opogo Pº"' amnme.s !J o primera visto impráai&as si co1uiáeramos que e11 fa rcafiííaá 110 se put4et19e-
11<rar co1uficio11t.S áe opogo, como por cfampfo el que 9et1<ra fa cargo simétrica. Sin emfiorgo, toks apogos 
so116astante utifcs al rea fizar fos cd(cufos en fas suDcsttutturas corrc.spo,,áir.11tcs. 

211ro poáer tro6oj_or co11 6omJS co11 apoyos poco comu11<S e.s tt<Ct.Sorio moáificor su matriz áe n'giácz 
ocopfaáa ya que fas fuerzas que se proáuw1 e11 áiclios 6arras son ácsco1wcilos. 'El• ef ittciso 8.4.4, se 
trata co11 "ílctafk este tema. 

211ra ilustrare( uso ác este métoáo rcsofvamoscf ejempfo no.1 !Jº rcsuc~a. 
~ importante mencionar que toáo marco slmétrit.o qut:. co11ten9a ca19as cuaftsqukra, pucác ser 

transformiílo c11 áos marc:os1 u11.o am ca19a síínt!triCa !J otro"'" carga a11tis1inltrka. Jlsf, para e( cjcmpfo 
no. 1 nos qucáo '!"•: 

5Ton 

3T·m 

... T•r 
1 
... Ton 

3T-m 

EA•2EI 
e . 

--·. 
1• 3m .•I• 2m •I 1,.·2m.,111m~.¡ 

Afora procdcmos a rcsofV<r caáo n•JTCO utifu:atufo (os cortaptos iesimttrio j¡ 011tisimttria nspccti'-
vamt!trtc. , · · ··, 

/) Marco con carga simitrico. 

1.-!lt{atri:; ácri¡¡iáu9fo6ol. 
[ K) = [ Keet + KA2) 

2.-:l(f¿¡iácccs gfofiolés. (Wase to6fa 8.1 ü1dso 8.4.4) 

[

0.1875 o 0.375] 
[ Keet! = O 0.5 O El 

0.375 o 1 

[

0.80 
[KM2)= 0 

o 
g g] El 
o 0.4 

e . 
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.3.-!Momc11tos tfe empotramiento (capítulo 4) 
2.6 Ton 

8.25T:·m· l .:aTtm ·,.· .... . El. 
( cv., e": cy-¡ ) 

3T·m 3T/m 1 · c.1--.:_.• .•ElíT.m 
(+J 

· · -· · · - . 3.125T·m 

f 
7.5 Ton 

IFl=·{-~o} 
-9.25 

4.-o6te11ción tÍe (á) 

[.
0.167.5 o .º .. 375] {dx'·} O 0.5 . O . El . dyí 
0.375 o 1 "'' 

{ .. ~o}·=> 
-:~.25 . 

[K] {F} 

5.-Afommtos fi11afes {ondti;.,f,;,'.¡._¡) 
. ..· ·- , -· ., ~ - .. -

MA1=214 {-7.3553) + 6116 (2.7932) =.-2.6302 T-m 

Me1 = 4/~(-7.355~)+~·16 (2:7932) j ~.3060 T-m 

,.,;A2 = 112.s c-7.as53i,;'~2.e420T~m 

Ma2 = .-112:s ¡:..7.3553) =2:9420 T-m 

r.630

1 {9.~51= 
r2.630

1 
-6.306 + -6.306 => -2.942 6.308 
2.942 9.25 12.192 

!Pe1} + !Pe.J (pJ 

j 
2.5Ton 

·¡· º··¡ o 
9.25 

. 9.25 

{ 
2.7932 '} 
. -20.0 1/EI 
-7.3553 



11) !Má1tD con rar¡¡a antisimétriu 

1.-!Matrizá• ri¿¡iácz9fo6af. 

[K] [
K.ea 1. + KAA2 

simétrico 

2.-!J¡j¡¡iácw 9fo6afu'. , 

[
0.1875: o 

(Kead= , O. c-0.5 
-· 0.375 o 

º.·ª7. 5.·J· . O _ El; 
·1 

.3.-Mo',;,.nt~ác é;,,o~amlc~to. 
PtJra(F} . . . . . 

02Tof'l'I 
0.28 <.11-1--

r 
¡ o ¡ 

{F f •. º·:" 
224 
-o.so 

0.2.STori 

.4.-o6tc11ció11ác ( á} ( ájp =O) 

0.9875 
1.268 

(K] 
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2.5Ton 

© 

e .. 

¡,· 2m ~ 

· [ K,W] = [º·goc O. ~68 • 0.~6] El 
· - ·o · ·o.96 -1.60 

' 2.5Ton 

-0~96] .El 
1.60 

oeT(1 .. _3_r_'"' __ i_4 

¡"'' ¡ o ¡ 6¡1 0,28 

El{~ = o: = 
'I~ -~~ 

(d) = (FJ 

¡-0,1552}' 1.0155 
fd i • 0.0776 11EI 

-0.1552 
-1.1481 
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5.-!Momc11tos fi11afcs (omitimos (os TJ) 

MAt = 2/4 (0.077,6) + 6'16 (·0.1552) = ·0.0194 T·m 

.M81 = 4/4 (0.~77,B) + 6f16 (·0.1552) = 0.0194 T·m 

MA2 = 312;5 (0.0776) + 3/6.25 (1.0155) = 0.5806 T·m 

Ma2=0·. 

r.0194¡ !'' l r0194J 0.0194 + 
o·.·. 0.0194 

0.5806. -0.60 = -0.0194 
o,,,\, ' o ... o 

'' '·'. 

.· •. 

.: ·'' 
1Pe1l + ·<•!Pal {Pul 

"~-' - ·- ·- ·~~ . ' 
'El_reiuftaiojf;~l;·o~t~!~

0

sUma11l~-fas co11-
ái&io11c.s l yll, 'lbr fo}a11to: < : . 

¡=Ú~~¡'. "¡7~~~i~ ~:~~~.' +·\··.· 2g,~i:44.· 
6.308 . > '-0.0194 

-6.308 . . . -0:019_4 

(p,) +. . CPnl 
Q¡J• c.s ltJua( a( o6tuiúlo a11tcriormc11tc. 

{p) 

=> 

8.4 PROBLEMAS ESPECIALES 

(Capitulo 8) 

'El prc.s~11t• 1"11cisó .ti""" p_or o6j•to tratar a§Ju11os pro6fums qu• rc.sufta11 ,¡,fa wriatüli1 ác df¡u11a ift fas 
caractcrlst~(JU que. usua{~ntc. se mineja11 en utt pro6fcma traáicional Como a11tcs, fa fonna le ma119·ar 
(os mitoáos ác a111i(isis 1w cam6ia. Sofo camfiiara11 af¡u1uu co1ufitüi11c.s át (a estructura c11 si: 

a.4. 1 Armaduras tspaciales (mítodo de rigideces] 

'Dcscn'fiirtmtJs a co11tú111acúJ11 fos trts proetJÍfmicutos 1mtc.s prc.sc11taáos c11 fá' 06tcr1dó11 iÍc fa matriz lc 
ri91i/a; 9fo6af ác u11a c.5troctura, pero aliara c11 u11a armaá11ra ác tres ái~11sio,,cs. . 

'E.ti csc11cia, fos pfa11tcamic11ttJS so11 ~actamc11tc los mismos, por fo cual 110 ú1eurrtremos e11 rlc.áuaü.>­
tu:.s ttóriou ác 11b'9_u11a t'ttáofc. La útttta Jífere11da se rtfit.rt:. al tífo át:. JÍStt:.nw matrttiafc.s que Je utifi· 
an, pero (11 jotmJ Oc m.J11tjarfos JerJ tguaf que e.n fas arma turas pfam.u. 
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~ cf caso qut. nos otupa1 (os 11uáos qut se pucác11 ác.spfa::ar, fo hacen afiara en tre.s áimeruio1u:.s 
(á;v á!J, á&) !l\Jr co1uwufentc, cf llC<tor ác fuer.as twárá toínfiibt una áimcnsúJn más !J fás fuerzas para 
Ull ntUÍO SCrJll tres (Tir, :ry, :T.&) L<JS ácmás sistemas ma~iafcs variorJn tll fa misma proporcúJ1t para 
ser compotififcs COtt (os V<ctorcs (á) !/ fJ) 

-06tc11ció11 ác fa matriz ác ri¡¡iác;; 9fofiaf por fa ttuacuón {9(.} = [a,. [fe} r a 1 
2\lra ifu.strar fo ofitc/ICWll ác {9(.j, rtsofV<rcmos Ú swufe11tt cj<mpfo Cll J áimcrtsiOllCS CDll 
~ = Co1uta11tc. 

X 
Eje global 

aJ .r.aáimc1isM11rkkíno~1,Cimtü1u1iraáu9of7J:c!l{:v;/ucparacs1c ;,,so is rú:r.12) !l\Jra 
su 06tc11dó11 pot{cmos rc.~urr!r_ a fa .ttu11cló11 S.18, co11 lá r10.na11tc le. que: ·.. ·. , 

di ={~diZ¡ .. ·J · µ={~~= .. :~:}·· · ·. •{~~:ti: ¡~:·~~~ ~~:' ; r ~··· y 

cose, • · ~~s .• o, ... ':'.. ( z8 -;zA )<I .•~ 
'7~.; .. ~' ·: ' .•'·; <,f .:.·:--·. ',;. ·_ . '· -- _.: _ '. -

!Rlra ~1w mcj~r r.omp~~ttsiJll~eju~c"'!'~ _cf p~~tÍimÍ!-.!'to~t{cscr/tO"~¡, tjcftrpla~ a~1.t_én"orc.s. 
J •• 06tc11tió11 ác fouosciw áfuiow ác cala 6a"'1. •. . '·•· 

µ¡ = µ2 = µ, = "".=.··.¡~.{···~.·g······~º.º1.·.:.•.f}.t.:;.•·{:g}t.···i 
. ·.. , •. <.3-0)/~ · .. ·· .1 '. 

µ, = ··:::· { (4.,-0)/4} 

.

µ.. •• ·. ~ µ. = . ( o c.. o )/4 = 
: ; .· (0-0)/4 

•'- ' . 

{
(0-0)/5} .· { º}· .. 

l'9 = < 4 - o )15 =' o.a · '· 
( 3- o )/5 0.6 

·. ·{ e 4 -o )15} {o.a} 
·· µ10 "°·· (O.: O )/5 = O . 

... ( -3 -:-0 )/5 -0.6 
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µ,, ·~ t~~~~~n~~~<t~~}•·· < . .{ ( 4.-. o)./· 5}·.· .. · {º·ª} . .•µ12·:= (0_-0)/5_ =· o. . 
• e ; ; ( 3 :: O )/5 ' 0.6 ' 

{ 

( -4 -~ ;~~.4~3''}; -_:,{~.625} ,,·, 
µ,3 = ( 4 - o )/6.403 ·, =' ·0.625 -. 

( -3 -O )/6.403 . :; ~·4~9 
{ 

0.625} 
0.625 

-0.469 

2.-otítc11ción (fe r;,·c~rnaf~~i~h cdJ~;f,¡;~ ;· 
e, = {µ r /da¡) ¡~¡r'! /d:y> .·· 

rr r·J a, = 10, o, 1 I dy: •• = dz, ;·: '82 = 10. o, 11 . dy2 dz2 
dz, .• dz2 

- _,_ 

r·r .-.-

1 j {~~} 03 = 10. o, .11 dy3 dz3 1 ª• = 10. o, dz., 
dZ3 

r·J r·J 0s = 10. 1, ol dY2 - /o, 1, ·01 - dy, dy2 - dy, 
dz2 ·. · dz, 

r·J r·} ª• = 11; o, ol dy2 ; -11. o. 
º' 

dy3 dX2 - dX3 
· dz2 : dZ3 

r·J {=~} 97 = 10. 1, 
º' 

. dy3 ::_.10 • 1, o 1 dy3 - dy4 
dz3 . dz., 

00 = 11, o, O 1 {=:: } .:-.. _ 11 , º·.· O 1 . {=~ }.· = dx1 -, dx, 
dz, • • ·, C., dz., 

00 = lo. o.a. 0.6 I {=;:} = o.a dy2 + 0.6 dzi 
dz2 

. . . .{dX3} . 
910 = - 10.a, o, -0.6 I . dy, ;; ::0.Bdx, + 0.6 dZ3 

. dz3 
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e 11 = - {o, o.e, -0.6} .:.o.e dy4 + o.6 dz. 

e,2 = ¡o.e, o, o.6 }. o.e dx1 + 0.6 dz1 

- . 

1-""'· ""'· ~"'1'.l~f :s~t"'· ~"C"' • "'""° 
_ {o.02s. - 0.02~~1 i~:469i~· {~~ t' =--.--~~t~~"~:º:ª~5 dy~ + o.469 dz. 

• ' ' ~:," ·:''. : _.'. ' ! . : . •· .·, 

·. / > 

3.-Constntimos fa matriz tÍe """;,·,;uwai wciaÍuf~· fAs ;:,efidc;itis ác fas áif crcllt¿; ácfor· 
macioucs.06tc11.iJ'a.s cu_ fo_s fug~'f! co~'r;sp~1itl~!itiS scfir!11 sC fom~ ,c~~rrcj(_o.- : 

dx1 dy1 dz1 · dJQ dyz ; dz2 .·. ·~x; d~·~: dz3 dJU dy•; dz.c 

' ' ,. ., 
., ., .. 
•• 

•t •• 
·t ., 

·1 •• 
o.e 0.6 •• 

·0.8 0.6 .,. 
·0.8 0,6 •11 

0.8 0.6 .,. 
·0.625 0.625 0.469 .,, 

·0.625 ·0.625 0.469 .,. 
L.a matri:: ác rigiácz ác fos cfcmwtos imfiviáuafcs u: 

( k J = Dlog. (0.333, 0.333, 0.333, 0.333, 0,25, 0.25, 0.25, 0,25, 0.20, 0.20, 0.20, 0.20, 0.156, 0.156)EA 

stlioru !/ª poácmos 'cou.s truir f,1 matn·~9fofiaf ác rigiácz tic fa estructura rcsofvicnáo fa ~f!acló11 
['X]=[ a)T[R_¡ r a) fa cuaf11o.ro"ofa fi11afnr:11tc cfsi!Juic11tc ruuftaáo. 
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0.378 o 0.096 o o o o o o ·0.25 o o 
0.25 o o ·0.25 o o o o o o o 

0.405 o o o o o o o o o 
s 0.25 o o ·0.25 o o o o o 

1 0.378 0.096 o o o o o o 
[KJ= M 0.405 o o o o o o 

e 0.439 ·0.061 ·0.142 o o o 
T 0.311 0.046 o ·0.25 o 

A 0.439 o o o 
1 0.311 0.061 ·0,046 

e 0.439 ·0.142 

o 0.439 

-o6tc11ció11 ác fa matri;; ác niJiácz gló6a( por mcáio ác fa matriz ác rigiác::; acopfaáa ,/e coáa 
6arra. 

EA 

:Ti1111fmt11tc, wmos o co11.siácror fa 06tc11ció11 tic fo mitri:; tic tj¡ülez acopfaáa tic u11a 6arra ác una 
onmdura cspadaf. 'El esfuerzo en tales Garras ácpc1ufc, sofamc11tc, ác fas CO'!'J'011e11tcs .SCfiÚll cf eje tic {os 
corrimic11tos ác .sus ~remos, tic {ofmú qu_c el sutcma IÍc C1Jon/c1UJ!as focal solo 1zeasita ser u11iáimt:11-
sio11of. SI.si, fás ccuacióuu que rdáciot1011 fas fuerzas!! los movlmic11tos de q_trcmo c11 el sistcmi foru( .so11 
illéuticas o fu ccuacfottc.s 6..3, o6tcTtüfas poro 6amu de una ant1ltlura pfa1111.Sofom:11tc es prc.ciso tra11s­
farmar estas ca1ado11es a fas com:.spa11ái<11tes c11 ef sistema gló6af. 

ca,,., es fógico, cf vedar { :T} tc11árd tres CO"f'Olltntes ~ara ser CO"f'ati6fc con e( vector f á JJ :T>v 
7)1 :T.c,· Cll cf ca.so ác Ullll fiomz CU!JOS COSCllOS áircctorc.s respecto o .V y,~ Stall Co.s e~ Cose,. Cos Sz,, fa 
jucr:za a;daf p tü:11c como compo11c11tcs. 

Fx=pcosO, 
Fy=pcosOy 
Fz = p coso, 

Qµc se pucác eserifiir: 

{

Coso,} 
µ = CosOy 

Cos O, 

[F1J = [µ¡} (pJ __ 

Se ti<11e talti6it11 que fa rcfacúJ11 corrcspa111!1<11tc tic movimie11tos es 13 = µ7á !/fas a:uacio11C:S 6.3 se 
tro1tsfor1n1m en: · : 

'1»11ác: 

F1 =KM dA + KAa da -
F2 = KBA dA + Kas da -

[ 

Cos20, 
CosOyCosO, 
CosO,CosO, 

CosO, CosOy 
. 2 

._ Cos Oy 
CosO, CosOy· 

Co.sO, Coso,] 
CosOy Coso, 

Cos2o, 
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.!.os cfeme1.1tos antes prcsc11tátfos 'º". sufiti•11tcs para poácr 06tc11cr fa matrizgfo6af ác riqiácz ác 
una armaáura triáimc11su311af. Para rJc!"PlifitJJr su utifizatiJ11, rcsofvercmM cf cjcmpfo 110. S a11tcs ács-
crito, para fo cual utifi:;arcmo_s alíora cf proiaíimit11to c. · · 

' ( .·,' ,,·· . 

ÍJ 061c11tió11 lcíos µ¡tc'cala 6arra> 

~ 06tc11iáos in cfproedimi~;toantcricr· .•.. 

21 061~ • .i;ó;¡',r~ ia ,,.;;:.w:-;r. noiá;; ~cc;ro1ak~1. 6 • .,,a~ii; .. •'!'ª"~" 6.6J 

. KM1 = KM2 =.K..A:i =;'.K;,., ;.. {~! '"aA. 10.' o: 1 ¡ = [l ~g-. Jaa JEA 
·<-; 

~~.~96].EA 
'0.072 

•¡º·ª}EA . . [o.12s o 5 ¡o.a, o, o.6 ¡ = . o 
0.6 ,' 0.096 

o ·0.096] 
O O EA 
o 0.072 -
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{
-0.625} EA 

KM13 = 0.625 . 6 403 {-0.625, 0.625, 0.469} = 
0.469 . [ 

0.061 
-0.061 
-0.046 

.· .-

{ 

0.625 } EA . . . . . [ D.Oaf 
0.625 . 6 403 {0.625, 0.625, -0.469) = ·. 0.061 

-0.469 . -0.046 
' <·.'.: 

-0.061 
0.061 
0.046 

- . . . 
..... : :· __ ;: ·._ .. ; 

-0-.046] 0.046 EA 
0.034 

-0.046] 

-
-0.046 EA 
0.034 

3) o6tttu:ió11 ác [!l\.} por t1ua~r. ác fas áifer~11te.s matrite.s iú ,:;giáa le fu 6arriis 1i1áivi', 
áuafa. "-, : · "": -,_:' ""'-' - '- ,.: - - '"\' ' : 'o - "- ', .. " 

[K)•l--~~~~~-l--'---'-~-"'---""-1-~~~~~~~.c_¡~~~~~~~____, 

SIMÉ. 

TRICO 

~rácmosr¡ucparaeste caso caáa su6matri:;scrd ác (J;r.J) 
Corr e( C/Uam6ft antes 06tc11iáo estamos C/I posifiiíiáaá ,, o6tc11cr r !/(.J. Q¡u finafmc11tc /IOS 

qucáorJ: 

0.378 o 0.096 o o o o o o ·0.25 o o 
0,25 o o ·0.25 o o o o o o o 

0.405 o o o o o o o o o 
s 0.25 o o ·0.25 o o o o o 

1 0.378 0.096 o o o o o o 
M 0.405 o o o o o 1 o 

É 0.439 ·D.061 ·0.142 o o o [K] = EA 

T 0.311 0.046 o ·0.25 o 
A 0.439 o o o 

1 0.311 0.061 ·0,046 

e 0.439 ·0.142 

o 0,439 

Qpc t!S !gua{ a la a11tts 06tc11ül11. 

Aforu proponefftJs u11 vector tÍt. /ucr::.as ~cma.s (ver I'"'6km1 nueve, inciso 7.4.2) !/ ftalfatrt:Js fas 
Jucr::.as c11fas6umu. 



'--· 

{F/ = 

10 
6 

-5 
o 
o 

20 
18 
o 

-9 
-4 
6 

·º 

Entonces {F l = [l<J {d) de donde (d ¡,;, 
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37.6346 
35.9651 
-21.2665 
128.2890 
11.9651 
46.5465 
126.2690 
70.7961 
13.5771 
• 6.7371 
59.2665 
20.0666 

.i!liora poáemos o6tcru:r fas fuerzas finaks en fas 6amu que sor~ (omitirrtJS /'os 'Dt) 

p1 = 0;333 (·21.2665) = ·7.062 Ton 
P2 = 0.333 (46.5465) = 15.500 Ton 
p3 = 0.333 (13.5771) = 4.5212 Ton 
p4 = 0.333 (20.0666) = 6.6666 Ton 
Ps = 0.25 (·35.9651+11.9651) =·B.O 
Pe= 0.25 (126.2690 • 126.2690) =O.O Ton 
P7 = 0.25 (70.7961 • 59.2665) = 2.682 Ton 
p8 = 0.25 (37.6346 - 6. 7371) = 7.224 Ton 
Pe= 020 (0.6(11.9651) + 0.6 (46.5465)) = 7.500 Ton 
P10 = 0.20 (·0.6(126.2690) + 0.6 (13.5771 )) = • 16.697 Ton 
P11 = 0.20 (·0.6(59.2665) + o.s c20.0866)) =.-7.073 Ton 
P12 = 0.20 (0.6(37.6346) +.0.6 (·21.2665))= 3.470 Ton . 
p13 = 0.156 (·0.625(126.2690) +0.625(70.7961) + 0.469(13.5771)) = -4.612 Ton 
Pt• = 0.156 (·M25(~. 7371) .: 0.625 (59.2665) + 0.469 (20.0666)) = ·5.161Ton 

©. @ 
<1(-(-·)_)li.. Compresión 

,,_-1!L<I( Tensión 

'El rcsuftaáo es cf mismo 06w11'áa 
por /f"'íf6i!;,{a.! !/ el equilibrio se 
verifica tll caáa nut!o, 



2.3.3 • Temas especiales (Capltu/08) 

8.4.2 Armaduras planas con apoyos que no coinciden con el ejs global tle coortlenotlas 

Como 011tcriomic11tc JC comci11ó, af parca:r (os su61íuficcs ác ra.s" áifcrc11tCJ !J)ijác " matriz ác rigwcz aco­
plaáa ác una 6a"'! para u11a armaáura, 110 so11 muy sf¡¡n!fí'oitM>s e i11du.so para fos pro~(tmas antes 

' L. 
!Fifiura 3-d. '1Jc/ormaci611 le u11a 6arra am áifcrmtcs sistcmu át rcjcrcuda cu sus apoyos. 

trataáOJ, tafcs Ju6ftufKts JC pucát11 omiti'r. Sin emDOl)JO, ;qué suwlc en e( coso ác quc alj¡u110 ác {OJ 
apo!JOS no coi11citfa con d <fa ác rcjcmu:ia gfo6aft •• litnafiamos fa figura s.s. , 

Los átJpfozamicntoJ ác (ru r>,_1rcmas ác6c11 rutar rcjcrWOJ a fas cjts cooráe1wáos ácf c;(Jrcmo ác fo 
barra tll cuc.sfióu. !lUra utc taso tlt particufllr será u: ~·!J Pª'" e( Q(jrcmo;t !I ~'-!/' Pª'" el r::(trcma $..Por ' 
fo tauto: : -

{dx 'a} , 
d'n = dy 'e' , 

!lbr c.o1zsft¡uic11tc fas cosenos lirr.etorCJ paru fa 5arra suá11 Jifcrc11tcs s;_gJ11.Ci ajrc'mo 'ác rc}ercr~cüi. 
'.EJ1to11te.s: , ·_,_./ .--, -'-. 

11= {~} µ' = {~:;} 

Si !ÍC$aJmcs ofitcucr fa dcfo~c~" ác ft1 óarra esta será: _ 

e,={µ'{ {da'l - {µ} 
1 (d.J 8.2 

t1Je fJJ c&uaciJr~ 6.J teucmcs que: 

p=ke 

!lbr fo ta11to: 

8.3 
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~ráarufo tam6U!n 9"'' 

F'e = {µ') P1 ¡ 
: .. . nos queda: 

FA=·{µ) P1 .. · ·:. >:: ¡ FA={µ) k¡(µ)T {dA) • {µ) k¡ (µ')T {d'e) 

. Fe= ·{µ') k¡ {µ) T {dA) + (µ') k¡ (µ') T {~'el 

Qpe poácmos ucrifi;; ro-,;.,: · 
K,.'..,,; {µ) k¡{µ)T 

8.4 

'Et1 ca!o áe 'r¡ut ti ªP.º!J"-~;¡~aáo s~_ tncutntrt tn el ~tmo ~ . .se ;,;t.át. d'c~~trar, sVJuienáo el 
mismo proccáimknto qu.: · < : .. • · .. · · K,V. ;;,, (µ;) kÍ {µ') T < 

KAe,;; ~ {µ') k¡ {µ)T 

8.5 donde KáA = KAe T 

K~e :(µ) k¡ (µ)T 

. . - ' . 

2lzra ilustrar e( crrrfeo áe fa .. ~."" mJtriz ác rigúfce aeop_(aáa ruoivcr~mos e( si!Juiente pro6fcma 
qut:es i!Juaf a( ejempla 110. Jpcro eo11 áos ácsus ªPº!Iº' átsj.uaaos. 'El proa.so ác rcsofuaón corista ác fos 
mismos pasos 'Jlll cti (os_ (JJ,JOS a11tcrio~cs. · 
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1.- Ofitc11ció11 Idos {µy le cala 6arra 

• ' - {º·ª.66} ' µ 1 - 0.50 { 
0.707 } 

-0.707. 

'{º} . µ~ =. 1 .. 

{ º·ª} -0.6 . ., :'...·· 
,-_ ·,, _._,_:_:< ·~ •. _..,._ 

-- ·:.-! 

2.-06to11ció11 le (a ,,.,,;.;i;; 1,wa acapfaáa para iaáa 6arra a partir ác ws ccuacio11cs 8.4 !/ 
8.5 S'iJÚll sea cf caso. · ' '.:; · · · 

!Barra 1 

!Barra 2 

-¡'e' :. 

[
0.1 ~15 .o: 10. ª. 3) Ei ;· 
0.1063 __ .0.0625 : ' _Kee = [º·55 g] EA 

K , _. [.-0.2165 -0.125] EA 
BA - 0 0 

º]EA o 

21arras.3 y 4 

KAA = [º~5 g]EA . Ka~= [º·;5 g]EA 

[
-025. º] KaA=· ·a· o EA 
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!Barras 

[ 
0.0833 -0.1443.] EA 

KM = -0.1443 0.25 Kaa = [ g o.3~33 ] EA 

K [
O 0.166.7 ] EA. 

AS= 0 -0.28.B7 : 

!BaTT116 

KM = [g 0.3~~3] EA 

KAB = [g ~0.~3'.3~]~.~. •· 

Kas ~ [g 0.3~33] ~~· 

-~A= [g,C.0.~333]EA •. 

:~ª: [g:g~~ g:~~nEA'' ; ' Kas = [i:6~~ g:g~~] EA ,· 
KAs = [:g:~~~,:=g:·~n~~·;·; ;~~

1

=]:g:~~ :g:~~~] EA 

:: : [g:~~~ 'g:g~~ J &A>º ;} Kas = [,g:6i~ Jg~f] foA 
' - . ·.~>~··_ ', ~.[· : < • ' 

KAs : = [.-0.126 >0:096] EA, ' . ,·: ~a~' ~ ,·[:g:~~: .:g:g~~] EA 
.~0..09~;-0.072 ;" . ',· .. ·. ' ' ' 

::~ [ 0.1~8-. ;_;09~.-]i.'. .. ···.. Ki~·~ [ o.12a>.:.'~.~96] EA 
-o.096 0.012 .. , .... , . 70.0~6 :.0 .. 012 

KAs ·~ [~01::,Lt~~.J fÁ. , ;·jK~ = %~~;s8%~~1~] EA . 

!Barra JO :.,1,,'1 

KM ,: [ 0.126:'. ~~6~~]'·.~~ , ; 
~0.096:: º:º7.2 ' • ·.• .· 

·K . [ 0.004 -'o ... 0.28 ·]'EA 
aa = . ~0'.026 }·0.196 

K [
-0.023 .. 0.156.] E.A·· · 

AS= 0.017 -0.119 · · ·' 
,. K = · [-0.023 0.017 ] EA 

DA 0.158 -0.119 
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3.-Co11 fa matriz ríe rigiríc:; ríe carío 6orra 6aa:mu cf ensomfifc ác fo matri:; ríe rjg;,fc:; gw6af 
por 1'11speaió11 visual ríe fo estructura !/ rccanfa1uío que a6ora fo cstrru:tura tic11e ª'"" 
11uríos que se put>Íe11 rícspw::ar. 

d'1 d, d3 <1' d's 

KA.\1 +K.Ms+ 
i<M1 K..e1 K..es F'1 

Ku.2+Ku&+ 
KMa+Keet+ K .. , F> 

Keeo 

KM:i+ K...o+ 
(KJa Kees Fa 

FA 

- Keez +Kee1ci · F's 

'Elt 6ase a fo a11teriDrca11struimos fa matriz fKJpuo rccaráa11río que ríy'1 = ríl(.J =ríy's= O y por fo 
ta11to 1!!:1 =/lCJ=:Ty's=O, que /inofmc11te nos quafa: 

dx1
1 dX2 dy. dy3 

0.3018 ·0.2165 o 0.1667 
0.756 o 0.096 

SI 0.4773 ·0.072 
[K)= ME 0.4053 

TRI 

co 

dy4 

·0.063 ·0.047 
o o 
o ·0.3333 
o o 

0.756 o 
0.4773 

dx's 

o 
-0.1768 

o 
o 

·0.023 
0.017 
0.129 

Fx'1 

Fx2 

Fy2 
Fy3 X EA 
Fx4 

Fy4 
Fx'5 

Slhora propoucnau u11 vcctorác Ju~tU go6tc11cnt.Js 6'scarrcspotufic11tu J'cspfd::amic11tos. 'E11to11tt.s: 

Fx'1 =O.O 
Fx2 = -5.0 
Fy2 =O.O 

(F j = FYa = 6.0 
Fx, = -21.0 
-Fy, =O.O_ 
Fx ·;=O.O 

dx '1 = -92.724 
dx2 = -64.5015 
dy, = 12.9636 

=> (d j = dy, = 70.5225 1t1;A 
dX. = -38.4161 
~dy, = 3.3300 

dx 's = -95.6903 
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Mora 06tc11emos ef vector tfe fucr::as fi11afcs ei1 fas 6amu pero por mdio tfe fa matriz tfe a>ntü1ui-
tfaá áe fa estructura. 'Entonas: . 

dx'1 dxa dy, dy3 dx. dy, dx's 

·0.866 

·1 0.707 

•1 

[a]= 
o.so · .. : .• ... : 

•1 
·0.393 0.8 0.6 .1> 

·0.8 . o.s . ·.· . 

0.8 ·0.6 0.6 · .. :: . .· ::: 

·0.8 .. ··1·.· 0.6 ·_0.141 

P 1 = 0.25 (-0.866(·92.7249) + (-64.5015)) = 3.950 Ton 
P2 = 0.25 (-(-64.5015) +0.707 (-95.6903)),; ·0.788 
P3 = 0.25 (-38,4161) = -9.604 Ton · · · 
P4=0.25(-(-3B.4161)=9.604Ton . • .. :,'.; 
Ps = 0.3333 (0.5(-92.7249) + (70.5225)) = B.053 Ton · 
Po= o.3333 (-(12.9636) + (3.3300)) = -3.211Ton · . . .. 
P, = 0.2 (-0393(-92.7249) +o.e (-38.4161) + 0.6 (3.3300)) = 1.541 Ton. 
Pe= 0.2 (-0.B (·64.5015) -0.6 (12.9636)) = B.765 Ton .. . 
Pg = 0.2 (O.B (-64.5015) ,o.6 (12.9636) + 0.6 (70.5225)) = -3.413 Ton.· 
P10= 0.2 (·0.8(-38.4161) + 0.6 (3.3300) + 0.141_ (;95:6903));, 3.848 Ton 

ª1 
e, 
e3 
ª• 
e5 

ª• 
e, 

ª" 
ª• 

ª'º 

"' Compresión (-) ... 

Tensión(+) 

')"e( ci¡ur'fióriosc. rJcrifí'oJ en ruá1111uilo. 
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8.4.3 Fumas d1 empotramiento para barras discontinuas 

La 06tcnt:ló11 ác fas fuerzas ác empotramiento para 6am.z.s áisc.o11tinuas c.o11 carg111 C(jcma.s entre sus t.t,­
trcmos, se ñaa apficamfo tamfitén (os c.o11ccptos Je cléme11tos co11tct11áos en .sene. 

Sean Ph Pz, PJ, ..... Pr-11 fas cargas cqu1'vafe11tcs err fos ~mo.s ác caáa segmc.11to1 06tc11iáas 
mcfÍl'antc e( proc.eár"mknto rfcsaito en el biciso 4.5 o fa tafifa 4.6. Si e( CJ(!:remo '11 ác{ cfcme11to en cuc.s­
tüln, fi!Jura S.5.1, se fi!Jcra temporafmt:nte fia6rá u11 ácspw::amk11to t;.,. .sifivra supongamos que se apfi<a 
en e( ~ctttJ '11 un sistema 
Je cargas P.a11' áe ta( 
magnituá que cstas f'º" 
áu~n ácsptiizdmic11tos !!/"ª" 
fes y opucstos a fos oca­
sitmaáos a11teriormc11tc1 

figura 8.86. 'D1to11CtS, fa 
superposit.ió11 áe fu figu­
ras 8.9.t y S.!!6 áará "'""' 
rcsuftaáo ácspfa.&amic11tos 
uro crr !B. '.Ell co11.5ccucn­
cia1 'l'.c.lfprtprcsc11tará fas 
Jucr~as áe cmpotrami'ctllo 
en e( t;t;j.rcmo 'lJ, causaáas 
por fas rurgas i11tcrmcáiJJs 
so6re e( cfCmcllto. Xt1to11-
cc.s1 el pro6fcm1.1 se rcáuu. 
c11 .ci a áctcnnr'l1ar AA t:11 

amfiasfi!Juras. 
}t11tcs que toáo, "'8 

c.11 fa figura 8.9a, es oca­
cio11aifo por r.aáa ca19a 
como se 11u.stri1 en fa 

® 

1-
figura 8.10. 06sc1V<Se 
que, por cjelnJ!fo {:J2] es fa • 

¡ .. 
i P,.., 

matriz áe JTc;effiil;,laJ Je · 
fa porci'ó11 comprc11áWa cutre 2 !I el t>;Jrcmo ;t, !J se áctcrmliLtJ según lá ccuació11 7.29, que .sí'rvc para 06-
tc11cr fa matriz ác ffc;effiifiáaá [:J...,] para tfemc11tos U111cctoáos c11 serie, fa suma ác íos ácspfa::omic11tos 
c.11 fa figura 8.10 rcsuúa. 

T T , 'r 
6e =:Je Po+ h B·1 :J, P, + h s.2!]'2 .~2 + ... ; ... h a.¡,.1¡ ::f¡,.1¡ P1r·1J ,8.6 

Si11 cmfiorgo cf ácspfa&amie11to Cll fa figuro 8.!!6 es: 

8.7 

!lbr ló tau to Ji comfir't1amJs S.6 !I 8.7 11os qutl!a que: 
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® ,., ••••••••••• :I i 
~··· 

~a= !Ja Pe 1 
.. 

J 1 .... 

.. 
1 .+ 

.1 ••• 

1 J. 
7~j_{a' 

.Lo a11tcrior Je comprcuácr~ ,~_¡dr~e.i~(~·c~;~~ "fos .S'fiu'tc11tcs rjcmpfos. 

'Efj<mpfi> na.12 • 
'E11co11trar (as fucr:._~s tic cmpotramic11to para fa siguie11tc viga comput.Jta. 

1\tnJ rf~o tic c;1m11tr1Jr fas /ucr::as 
tic cmpotramic11to uo se C1J11s1ifcra ¡;, 
fucrzatl)(faf. 

@ © ® 
~~~~~~-'•~m'--~~~~' 

~ 
i.t~ 8EI 

J •• o6tc11cm•s fas t!!fcrc11tcs ffádSifitÍaács. 'E11 este 01so !J sr¡¡ú11 fa ccuoció11 8.8 t!rficmos 06-
tc11cr: 

"'-)• [107.6667 16.25]'"' (K J [0.08588 -0,5074B]el • ~ J • [2.6667 2] 1 ~~"' 16.25 2.75 1 ==- 9 • -0.50748 3,3624 ' 1~ 1 2 2 •t:1 
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2.-.illiom apfi&amos fa uuación 8.8 r¡uc nas quda pam este aiso. 

PeM•=-Ke [!l'ePe+hTe-1!!'1P1l ade_más ~he-tl-= [~ ~] 
J ... o6tc1u:mos fas áifcrcntcs fucrus tic cmpotramitnto según el tas~. 

P - {-9.0} 
B - 9.0 

® © 

(Capitulo 8) 

® 

:JTon :JTon 9Ton 9Ton 

IDl KDf 
1T·m 1T·m 9T·m 

K.I 
9T•m 

4.-Sustl"tulm.Js wforr.s en fa u:uacüiu ácl paso 2. 'Yfi11afme,ntc "ºs qucáa: 

{ 
13.433 } 

pEMP = -20.010 (~' 05'1T- ~J2001T-m 

1 1 
10.!'7Tori 13.•llTon 

f>'porcquúífirio. 

'Efampfo 13 
'E.t1co1Úrar llJS fuerzas ác cmpotramiu1to para fa sífiuic11tc v{qa. 

® 
10m 15m 

© 
IOm 

~ .,. 1 ~vvyyvvv~~wyyyyo;:;~ 

1 3j 

El•300 El•100 El•JOO - -
1.-.apfi&arnos fa ccuació11 8.8 !J 11as quda que: 

2.- .Mora o6tcncrws fos áatiJS ~e ~~~'se ctponcn 

' i' .;: · · T 
!!l'a ] = [ h,h,] ]ae .Ch2h3] + [ h, ] !l'e02 [ h,] + !l'aBJ 
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·h'h· ··r1 ºJ 2 3 = 25 1 

(
11.25 1.125] 
1.125 0.15 

[~. )- . (80.1370 .3 .. 7. 916 J · .. ·. ¡' K. ) = [ 0.0726. -1.2697] 
B - . 3,7916 0.2117 => B -1.2697 26.8347 

[~,] = l h,J T ~eeil [h,J~+ [~821 = [ ~:789~~ 
[ 

1.1111 0.16667] 
(~,] = [~ee1l.= 0.15!567 · 0.0333' 

.3.-!fucr:;asác cmpotramü:ttto. , 

®·' ·.· Q) 

Pe { 
-20 o } 

33.3:Í33 
. ·{ '-50.0 } 
.P1 = • 41.6667 

1.7916] 
0.1833 

© ® 

P2 = { 
-50.0 } 

-41.6667 

~ ._ / : . . '·: 
4.~AfOra wcidm:is c11·/,{cC~~Cid;;-:r1c(P,as~._1 J:it'os_ qucáa: 

,;"'' 1~:~.;ir litiG---oc .---=--: ___,--oq.Jr·~ 
6&S.JT..,. 4&1.Jt.,.. 

',. '--.. - -.<.· . : ,· . -

'E.stc tipo ác pro6fc'= tamfiié11 putJcre.sofvúsc utifizoiláo tfmétoáo¿Jc11cra( á~rfgiác;;, cafoca1iáo 
t1uáos c11 IÍ011ác se presenta áü_contimu"áaá. Sill cmfiargo; e( tra6afa~ c1_1 c.st11 Jor17!'1 llO_ es mu9 cc11vc111C11tc 
ya que Se l'tfic11 ác trafiajar ccuaclouc.s simuftJ11cas !I ~tas aumt!. 11ta11 c:oi!(ormc aumc11ta_c( número ác áis· 
ca11ti11u¡,faáe.s fo que liac. que cf graáo ác áf/it.uftaá au111<11tc. 
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~' carnfiio e{ proaár'mk11to a11tt.s P..rt.sc11taáo siempre ma1~ matrias ác fa misma áil1Jl!rtsión, sü1 
importar cf número áe áistont1'nuúfaács ifcf demento. , . 

8.4.4 Matrir t/1 rigit/1~ para l/11mentos con difer1ntes c~~dldones "'sus 1xtr1mos 

Las CD11d~io1tcs áe /ós ~mos áe utt démc11to pueJ'c11 wriar tl~perulie111lo ác fa.s fue:rzas foiCrt;ás que. se 
fi6er<11 ell cffos . 

.l.a eva(um:ió1t áe fa matriz áe rjqúfc:: para taáa efcmcnto pueáe fiaarse 6ie11 sea tomo se frizo en ef 
capítufa 4, para un cfemcnto áo6fcme11te empotraáo típito o 6ie11 por mJáificacio1u:s a fa matriz áe 
nfitáu amociáa tic /ós eftmt11tos t1uliviáuafc.s. TÍ riftimo cami'1w pude ocupar mc110J tiempo. 

'To~mos (.QffrJ t}cmpló d cfcmct1lo 
figura 8.JJa, cf eua( está empotraáo en $1 !I 
artí'cu{aáo en '.B. 

Si los áos t;t;jrcrms cstuviera11 empotra· 
áos, fa imtriz áe rtqúfc:: acopfaáa áe este 
cfemc11to seria lá mostrada c11 fa uuadó11 
6.18. Si11 embargo, para 11ue..stro caso !l('.8 
valé e.ero. 'EJ1to1ras fa 11111triz ác tj]iifu ac.o· 
pfaáa tic cste cfemct1to se 06tie11t c11 áos pa· 
sos. 

Prlinero supo11cmos que ambos ~re· 
11r>s estan empotraáos fo que áa por rcsuf­
taáo (a ecuación 6.18. 

® ® 

a) -1~~~~1'\,-.-=-0~~~~--.,, 

b)l 11--___ 1;111 

Fv= o ti 

:Figura B-n. 
Sc¿¡u,,,fo, fi6eramos cf "'(tremo '.B áef 

cftmc11to para ef9i'ro !/té provocatTtJs u11 momento tal quc el momt11to rcsufta11tc e11 d e:rFrcmo !B, que re• 
suflc tic fos pasos 1y2sca 11u(o. 'Estos pa.ros se mutstra11 ttl (a figura 8.12. o6slm:.sc que e( momc11to c11 
!B ácf paso 21 tiene que ser igual!/ opuesto a( 1r.Jmt.11to c11 qJ dcfp_aso J.. C~rtas fuer.zas se ácsarrof!drdtr 
en fas <>;!remos ác este efcmc11to como rcsuftoáo IÍe fa opfiulcül11 ífe tofcs momc11tos. 'Iáfcs fuerzas fas 06· 
te11cmas utifiz.a111fo fás ctuado11e.s pcmlr'c,,tc4cfftJ(jJ11 !J cf pn'ncipio ác cquififirW. 

Las ttuacio11cs pem(k11tc-ácj_fc;dó11 ú1~ 
áitau que el momento ácsarroffailo c11 ;i, es 

• (a mitaá ácf proáucUfo e11 'lJ !I por cquififirio 
áe fuerzas tortimtt.s, 

Fy=3M¡¡/21 

Afora r«tJ~CÍcmos i¡uc !\(:11 c11 fa {(fura 
8.J.Ze, átfi• ser igua( 1/ opuesto o( d'c fa 
figura 8 • .12$, er cuar cstJ áaáo por ' fa 
ccuació11 6.1& !J t.s: 

Me= (6EVI') dyA + (2EVI) 'fJ A • (6El/12¡ dy8 + (4El/I) 1p 8 
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Qm este wfor, cúC.cmtramJs tOáas fasJucrzasác fafigura 8.12&, quc~rcsaáascuforma matrida( 
qudarJrr: 

!fuso I fi¡¡ura 8 12fi 
' ' -

ENL o o ·ENL o o 
o 12 Eill3 6 EllL2 o ·12 El/l3 6 EllL2 

o 6 Eill2 4 El/l o ·6 EllL2 2 EllL 

·ENL o o EAIL o o 
o ·12 El/l3 ·6 El/l2 o 12 Ei/l3 ·6 EllL2 

o 6 EllL2 2 El/l o ·6 EllL2 4 El/l 

2\lJo 11,fi¡¡ura S-l:a. 

o o o o o o 
o ·9 Ei!L3 ·3El/L2 o 9 El/L3 ·6 El/l2 

o ·3 Eill2 ·El/l o 3 EllL2 ·2 EllL 

o o o o o o 
o 9 Ei!L3 3 El/l2 o ·9 Eill3 6 EllL2 

o ·6 El/l2 ·2 El/L o 6 EllL2 ·4 El/L 

¡-~YA -M• o • 
-Fye 
-Me 

l 

t.a suma ác fas ""trias ácf paso J !/paso 11 que satisface fa fi¡¡ura 8-12 áa como rcsuftaáo. 

¡F•• . 
FYA 
MA 
Fxa • 
Fye 
Me 

ENL 

·o 
o ·. 

·ENL 

o 
o 

{~:} = [~:: ~:: J {~:} 8.9a 

o o ·ENL o o 
3 Ei!L3 3 EllL2 o ·3 EllL3 o 
3 El/l2 3 EllL o ·3 EllL2 o 

o o ENL o o 
·3 El!L3 ·3 EllL2 o 3 El/l3 o 

o o o o o 

8.9b 

'IÍ ar1áfisis le cstructur11S que c.stá11/ormal1JJ f.º' cúmc11tOs con áifcrc11tcs couáir.ümu c11 fas~· 
mos requkrc por anuiguicntc e( uso ác fas matrias de rigúfc:. apropi'aáa.s para aqucffos dcm:ntos. 

Las matriu.s ác rigiácz para cfcmc11tos ron livetsas c.o11áido11t.S cu sUJ ~remos put.lcu 06tc11crsc cu 
forma si'mifar a( autcriDr. Los mis c.omu11r.s se prcsc11ta11 c11 fa tabftJ S.1. 



245 • Temas especiales (Cnpltu/o 8) 

ELEMENTO KAA K•e = KBAT Ke" 

@ @ EAll. i O i O l·EAJLI o I o ENL 1 o 1 o 1 

1 El 
O j aEllL3 l3 Ellt.2 1 O l·3EllL3 1 O O 1 3El/L3 1 o 1 
O l3EllL2 l 3El/L 1 o l·3EllL2 1 o o 1 o 1 o 1 

® @ EAIL J o 1 o 1 ·EM. 1 O 1 o 1 EAll. 1 o 1 o 

1 1 o 1 o 1 o 1 o 1 o 1 o 1 o 1 o 1 o 

o 1 O 1 El/L i o 1 O f ·El/L 1 1 o 1 O 1 El/L 

® ® EAIL 1 o 1 o 1 ·EM. 1 o 1 o EAll. f o 1 o 

1 1 o 1 o 1 o 1 o 1 o 1 o o 1 o 1 o 1 

o 1 o 1 o 1 o 1 o 1 o o 1 o 1 o 1 

'l'afifa s-1. Mátri:: ác ri¡¡ufc.::: paro arjcrc11tcs co11álclo11cs rlc ªPº!Iº· 

B.4.5 Problemas finales 

!R¡.so(Vcr cf .si9m'c11tc mar(.O 

1.-;>{_umi:rar 11urlos, 6arrasgo6tc11cr f:T} !J {pxz} 

1 
o ) 

-10.567 
(FI = -s.g46 

-13.433 
20.010 

o 
o 

-º­º o 
--º-º o 

o --º-
º -º-º 10.567 

8.546 
--0-.-
13.433 

-20.010 

3 Thn !AJ 2A,81 

E • Conslanla ~ 
A;;2f Q5 

~ 

H~..-.---~e_m ____ ,.. 
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2.· o6tciu:id11 le fos áffcm/tcs Xfj•11 sistema ~fo6.~! 

'l'ara6arrol : 21ua6arr02 

[Kee1 J = [º·º~6 : ri.3~3 
. 0.1667 o 

'[o.A
0
444 

[ K.'002) ;, 
1.3333 

1.3333) . 
0.6667 : O El 
. o . 5.3333 

!llua 6arro .3 ,¿.. 

" 
. ,"[OAO 

[KM]=· ·· .. ~: o'.~~s'~a::o.1~95·5·····] E~.·. -0:0~5áe º: 11955 0.73~8~ ' ~0.17955 

o. ] 0.50749 El 
0.69752 

·' .. [~ea]= rr -ºÓ~~:! ~~:~~19lEI 
.J •• 7 ormadó11 le fa ,,.,trü; le ri¡¡iáws !/ 06tc11ció11 le ácspfa::amic11tos. 

' [K l = [Kee1 ~. KM3 1 · KABJ ] L · Kee2 + Kee• 

!Jfacic11áo fas opcratiotw i11áicaáas rcsufta. 

1 0.4558 I o 1 0.1687 1 -0.40 o o 
1 0.'11921 0.17961 o ·0.0859 0.5075 

SI l 1.40S6 I o ·0.1796 0.6975 
Mil 10.8444 o 1.3333 

TRI 0.7526 .0.5075 
co 8.6957 

::1 [10~7 ¡ El ~1 -s.S4& 

:: = -13~433 ~ 
11'2 20.010 

[K] {d) = {F] 

¡-9.8304 . 
-33.5209 

{d J • -5.9209 1/EI 
-13.6643 .. 

- -19.2402 
5.7GC6 · 

4.• o6tc11ció11 tÍt fuerzas jt'1111fcs (por meáio áe fa r:cuaciá11fuerza-áe.spfat:.amic11to) 
(Omitimos fos 'El) 

0,0556 o ·0,1667 ·0.0556 

o 0.3333 o o 
·0.1667 o 0.6667 0.1667 

·0.0556 o 0,1667 0.0556 

o ·0.3333 o o 
·0.1667 o 0,3333 0.1667 

o ·0.1667 

•0.3333 o 
o 0.3333 

o 0.1667 

0.3333 o 
o 0,6667 

¡ o 
o 
o 

-9.8304 -
-33.5209 
-5.9209 

1.5336 
11.1725 
-3.6122 Barra1 

-=1.'5326 
_, 1.1725 
-5.5862 
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0,4444 

o 
·1.3333 
•0,4444 

o 
·1,3333 

0.40 

o 
o 

·0.40 

o 
o 

7i1111fmc11te: 

1.5336 
11.1725 
-3.6122 
~ 
-11.1725 

~ 
-1.5335 
12.8274 

o 
0.6667 

o 
o 

•0.6667 

o 

o 
0.08588 

0.17955 

o 
·0.08588 

0,50749 

-1~5~';652 + 
-12.8274 
...12..fil>fil 
-1.5336 
0.6055. 

-2.9599 
~ 
-0.6055 
7.8039. 

-1.3333 

o 
5.3333 
1.3333 

o 
2.6667 

o 
0.17955 

0.73688 

o 
•0.17955 

0,69752 

·0.4444 o 
o ·0.6667 

1.3333 o 
0.4444 o 

o 0.6667 

1.3333 o 

•0.40 o 
o ·0.08588 

o ·0.17955 

0,40 o 
o o.oesee 
o ·0.50749 

1.5336 
11.1725 
-3.6122 
-1.5336 

-11.1725 

'l{!sofrJ<rdsiguiint~ ,;.,'re,,' · . 

1 .• Ni,,:,.~;~~.];.~ !J~61~h~rtTJg ~~r 

¡ o: j -9.26 

IFI = -Bó65 

. -10.74 
9.85 . 

.. . . ·.·····¡ o 

(pe2 l ~· •. r.,.· 
· .. 8.65 

. .' .··• -9:85 

(Capitulo 8) 

·1.3333 

o 
2.6667 
1.3333 

o 
5.3333 

¡ o 1 ¡-1.5336 l o 12.8274 
o -3.0062 =13.6643 • 105335 Barra 2 

-19.2402 -12.8274 
5.7046 12,2057 

o 
0.50749 

0.69752 

o 
-0.50749 

3,3624 1

-9.8304 1.5336 l 
-33.5209 0.6055 
~ • -2,9599 Barra 3 
-13.6643 -1.5336 
-19.2402 -0.6055 
5.7046 7.8039 

llJ 

"·'~ 

"·'t,13 . 
~JI 
',_.Las fuerzas se 06tuv~ro11 en sistema gf06af. 
'Ef tquififirÍIJ SC Vcrifiaz Cll caáa 11uáo. 

ElaCTTE 

3m 

.Ar1icubeió'!_ 

2m 
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2.- o6tc11<ió11 ác (os á!ftrc11tcs XJ c11 sistc111a9fo6af. 

Pllra6arral 

[

o.1s15'· ·o 

[Kaa1 J_ =. . º. ·: 0.50 
.,_.0.3f5·o 

Pura Garra 3 . 

[KM] = [º00
40 

o:i96 .· o.i4] El/ 
.0.24 0.80 

'lhra6amz.2 

i.,. 

[

-0.40 .· o 
[K_AB l.=: 0 . -0.096 

o -0.24 

. . . ·:.;, [0.40 o .. o J · .. 
(Kaa r = O •. 0.096 ..:o.24 El . 

. . ... ·'·: . ·.o .. -0.24 • o.so : . 

:Jfacic11áo fas opcrocümcs i1ulicoáas resulta. 

0.5875 1 o 1 0.375 1 -0.40 o o 
1 0.5960 1 0.24 1 o ·0.096 0.24 

SI 1 1.80 1 o ·0.24 0.40 dy1 -9.26 

o.1s75] 
O El 

0.75. . 

0.~4] El 
0.40 

-18,5578 . .. ~ I0.4469 o 0.1875 
TRI 0.596 -0.24 

Jdxol I O 1 El IJll = -8.65 
1dx1 o 

ldy1 -10.74 l 
8.81n 1 

~ (d 1 _ -8.6742. 1IE __ I 
- 4.5252 

-21.4422 . 
co .......HL 

4, .. Ofitc11ció11 ác momi:11tos fiuafcs (omit1'· 
mos (os 'LJ) 
(Por mct!UJ ác fas t'4uado11es pwtÍict1tt· 
ácjlqió11, 06tc11cnvs fos mtJmet1tos pT.1) 

¡=~:~~~ ¡ ¡ g ¡=~:!~~~ --º-- + o - --o-.. 
6.5480 o . - 6.5480 

'.:3:2074 . B.65 . . · 5.4426 
3.3020. . .. · -;9.85 : ~6.5480 

'El tJ]U;1ifi~lo sC ~r'y1bi ~" diJ-~ ,,~·Jo .. 

'1"1 9.85 7.5993 "• 
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1~ .... -.· ... _4·····.···.··.· .. -.-~· .. ··._··· ... 5······ ... ······.· .. --~ 1 ' .· •..•. ·.·•••• ; •. < 
6' éJ ,_.··1· .g. 

" ' - : , ·,, .... - . ._ ' 
-. , .... · - ' ".- .. ;:- - .. - -·-: ' 

5m 5m 

l.-!l{_umcratr11JS nulos, 6amu yo6tc1u:m:JJ {:F). !/ {p'L2} 

7.50 
o 
o 

15.0 

~1 

IFI = o 
o 

7.5 
o 
o 

/Pu) = ¡oj 

2.-o6tc1Ícmos (os l!fcrc1;tcs !lí¡di 'sistcma!Jfo6~(. 
'1JarrosJ,2y.3 ·-

(Capitulo 8) 

El =Constante 

EA :d 2EI 

[

0.1875 º -0.375

1 
r-0.1875 º -0.375 J 

(KM] = O 0.5. O · _ O. ·. -• El • ·. - (KAa] =' O . -0.50 O . El 
-0.375 o, 1 - - -•- 0.375 o 0.50 . 

[
o.191s o o.315_] _ 

[Kas]= o o.so o El 
- 0.375 o 1 - . 

[

0.40 o o ]-[KM] = 0
0 

0.096 0.24 El 
0.24 0.80 

(KAa J = r-Oo
0
.40 -0.~96 0.~4 ] El 

,-0.24 0.40 
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'lidrras69 7 

[KM)= [g::~~~ g::~~~~ ÜEI~ [:Kee]; [.KAel=IKBA]=·[,KMJ 

... :. <::;-;.'..-·; .. ::_) ·. -.. ·.·_ ' -. 

e~\~ !] " •Í '.f'l ; J ~f·I'~ 1•1"'1 

J.· 1"ormació11 le fa matri:; lúi¡¡il"'- !J ~6tc11ció11 ác lospfazamientos, · 

Ksa1 + KM.c + l<Ma KA"' o 
Keez + KeBC + KA.As + Keea + KAA9 • KAes 

KBB3 + Keas + Kee1 

!]¡µofvic1ufo fas opcracio11cs úufitalas rcsufta. 

lo.nsol.0.1~ 10.3151 .o.•o 
d><t 0.71791 0.24 1 o ...... 024 7.50 , .. .0.2( °"'º 
tly, o 

SI 13684 o O.!i75 .o ... o ~· o 

"'' 15.0 
M! 09358 ·0.096 Q.24 El tly2 . o 

lRI .... o ·0.24 0.40 ... o 
co 0.7780 0.1524 D.375 "" 7.50 

0.7179 ·U4 11y, o 

~ 
... o 

o6tc11dó11 ác Jucn;,as fbtafés cu sistema 9fo6af. (omitimJS Ít:Js 'TJ} 

•0.1875 o 
o ·0.50 

0.375 o 
0.1875 o 

o 0.50 

0.375 o 

·0.375 

o 
o.so 

0.375 

o 
1 

1
30.0643} 
9.9754 a 

-6.6914 

-3.1278 
-4.9877 
7.9284 
3.f276 
4.9877 
4.5827 

Barra 1 

= id}· 

30.0043 
9.9754 

-6.6914 
29.6496 

o 1/EI ... ' 30.0043 
-9.9754 
-6.6914 
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IP••¡ PyA 
MA 
Pxa • 
Pya 
Ma 

IPx.I PyA 
M, 
Pxe • 
Pya 
Me 

·0.187S 

o 
0.37S 

0.187S 

o 
0.37S 

·0.187S 

o 
0.37S 

0.187S 

o 
0.37S 

0.40 

o 
o 

·0.40 
o 
o 

0.40 

o 
o 

·0.40 

o 
o 

o 
·O.SO 

o 
o 

o.so 
o 

o 
-o.so 

o 
o 

o.so 
o 

o 
0.096 

0.24 

o 
·0.096 

0.24 

o 
0.098 
024 

o 
·0,096 

0.24 

(P )=[T]{F) 

·0.190S ·O.IS24 
·0.1S24 •0.1219 

o o 
0.190S O.IS24 

0.1S24 0,1219 

o o 

·0.37S 

o 
o.so 

0.37S 

o 
1 

·0.37S 

o 
o.so 

0.37S 

o 
1 

o 
0.24 

o.so 
o 

·0.24 

0.40 

o 
0.24 

o.so 
o 

•0.24 

0.40 

o 
o 
o 
o 
o 
o 

(Capf/ulaB) 

¡29.6496¡· 

-4.g591 • 
9.0~91 .ª""ª 2 ~ 

1
-4.0401¡ 

o 
7.0S9S 

1

-3.1278) 
30.0643 ~~~~~ 
f-9.9754} • 3: 1278 Barra 3 
-6.6914 -4.9877 

4.S827 

·0.40 o o 
o ·0.096 0.24 

o ·0.24 0.40 

0.40 o o 
o 0.096 ·0.24 

o ·0.24 o.ea 

30.06431 ! 0.16591 9.97S4 -1.622S 

-6.6914 .. ~ ª~"ª 4 • 4 6 -0.16S9 
o 1.622S ' 

-4.0591 -3.S293 

·0.40 o o 
o ·0.096 0.24 

o ·024 0.40 

0.40 o o 
o 0.096 ·024 

o ·024 0.80 1

29.6496] -o. 1659 J o -1.622S 
-4.0591 .. -3.5297 .Barra 5 ~ ~-
-9.97S4 1.622S 
-6.6914 -4.5827 

GLOBAL LOCAL 

j
-S.6474¡ ¡-7.23241 29.6496 -4.~ISO • ~ ¡-O } .. 5.6474 1 7 •2324 .· Barra 6 

4.0591 4.5180 o 
o o 



·0.1905 ·0.1524 o 
·0.1524 ·0.1219 o 

o o o 
0.1905 0.1524 o 
0.1524 0.1219 o 

o o o 

¡v.~¡.:::~::~-:~'-~-:+-~--!¡ 
~8 0.1524 ·0.1219 o 

B O 0 

0.1905 ·0.1524 o 
·0.1524 0.1219 o 

o o o 
·0.1905 0.1524 o 
0.1524 ·0.1219 o 

o o o 

!Fi11afmcntc rc.su~a: 

{
30.0643) 
-9.9754 • 
-6.6914 

¡'30,0643} 
9.9754 "' 

-6.6914 

¡29.~496} • 

-4.0591 

'El cquififirio se fJCrijita c11 taá• 11uáo.• 
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GLOBAL LOCAL 

¡
-4.20631 · ¡-. 5 . .38·6· 9· 1 
-3.~652 • g ·~ .. . .• 
42063 t ~ Barra 
3.3652 . ·. o. . 

o .. o 

¡ 4.2063. ¡ 5.38691 -3.3652 . o 
-4.~063 ; -5.~869 Barra 8 
3.3652 - - o -- -

o o 

¡ 5.6474 ¡ ·-¡ 1.2324 ¡--4.5180 . o 
_5.~74 ; _;~~~24 Barra 9 

4.5180 o 
o o .. 



Capítulo 9 

Nociones de análisis plástico 
en estructuras 

9.1 CONCEPTOS FUNDAMENTALES 

9fasta e.sta parte tfcf trafiajo Je /ia11 ~uesta UllO Serie tÍe teorías !J fTOatÍimitntOS tÍc anáfr.sis r.structurJÍ 
que son vdfülas úmtamcntc cuarulo (os matcriaÍtJ qut forma ti e(sutcma r.structuraf 0Geáca11 a u11 c.om­
portamit11to efdstieo {fc9 tfc Hooi(f) Si11 em6or¡¡o, !J puesto r¡uc afi¡unos n>Jtcrioft.s estructuraft.s son tÍú<­
tifes, tfe6c e.stutÍJ'arsc e( comportormc11to tfc e.sos n>Jtcriafes más affu tfc( fínUtc cfást~. 

L.os aceros tfc gran tfuctifitfaá pre.sc11ta11 fas caracicrlsticas pfástlcas más atfccuatfas tfe.stfc cf pu11t•• 
ác vista tfcl anáfisis pfdstit.o. . 

ComJ punto ác partida, ácsaifiircmos a "'ntinuacló" fos puntos OJractcrlstieos ác fa curva csfuer~'­
ácformació11 tlpit.a para un aaro áúctil somttitnlo u1w prC1"6cta a fa aaióu le u11a fuerza ác tc11Jidt1, 
figura 9.1. . 

OtlOll'ftadón tl&ttU 

¡._/;...:.'-----""-'--""'-'~-••-"" ___ ¡,_•...,_ 1drnlantopordttotrNc16'1 

'---------00-i.-...--.-------- e. JJll 

:Tpa 9-1. [¡iáfica esf~ca;o.!cjorn>Jcid11. 

-Lfmilc e~. Corrcspotufc a( pu;rto md:>,:jntJ Csrucrzó.Jeforn>Jcro11, para cfcua( fas tfejor­
mac1"o11cs aca.11 c11 fomu pr"porcio11a( (fi'11taf)al ~car c( esfuerzo y' antes ác c.stc punto fas 
árform11cúmc.s so11 rcmoviá(cs, es l'uir, Je.sapareu11 a( retirar ti t.sfuuzo. 

253 
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-!Fllnto IÚ aáenda, 'Es ef pu11to para ef cual s• i11itia u11 aun•:11lo 1101a6t. •n fa áejormaciótt 
sin que se úuluzca ef C1Jm:.rponáic11tc aumento ác fuerza unitaria. Xstc es cf prim:r pu11to áe 
fagráfi<a áonáe fa ta1igc11tc a fa cunJa es liorizo11tal 'El pu11to IÍ• uáen<ia o ác jfueruia es 
pro6ri6kmtrrtc (a propidaá mJs important• áef acero t.Structu,.,,f, pues (os p•oreáimümtos 
usuafé.s ác ái.scño se 6a.sa11 t:tl este wfor (c.on ~dó11 ác fos cft.mtntos en t.omprr..sió11 áonác 
cf parufoo pude ser más importante) .los esfu=os aámisi6ks empkaáos en estos métoáos, 
normafmc11tc se toman como una juncúftt áe{ t.Sjucr::.o ác jfuc11cia. 

-lntm1aÚJ áe jfuent:ia pfuti<a. 'Es cf i11tcnJafo áentro áe fa cuTTJa para cf cua( se proáua uu 
consiácrofifc aumento Je fa ácformacüJn sin que Q(jst11 i1iaemc11t1J áe e.sfucrzo. Los valores 
q~ esta a/'caru;a gencrafmcnt• !º" ác lOa 15 veces fos áe fa átjormación cfástica, 

Si e( c.sfucr:::o c11 af¡ú11 punto ác una c..rtructura ác acero akau:::a e( punto ác f(ucncia, ta{ 
parte UIÍcrá c1J ese fugar sitr aumento af¡uno ácl u.fuerzo cvitattáo asl una Jaffá prematura. 
'Esta áuctifiáaá pemJite que se reajusten (os varares ácf esfuerzo.,, uua estructura ác acero. 
si no se tuviera t.sta c.apaciilaá, cf acuo ffrgaria a romperse sr16itamcntc como cuafqu~r ma­
teria( frágil 

-'I.rufwuürrknJo por áef.onmdón.. 'Es el r"litova&, para el cual u nea.rano u11 e.sjuazo aá1'­
cio11af. L.a curva aJatií:lcrJ fuego fiasta cf máJ(jm:J valor rea( átf esfuerzo (rt.Sistct1tia últimd) 
y áesurufcrJ postcriormtntc fiDsta cf punto áe ruptura.~( presentarse fa faffa e11 (os aceros 
aúetife.s, fas átformatiollCS tottdes SOll áe 150a 2lXJVCUS (os átjormaciottu efástitos. 

'E11 efáiscrio por áe{ormaciá11 pfJstita, eu fugar áe tomar como fiase ácf análisis cf mitoáo 
ácf tefuu:.o pcrmisllfc, el a11dlisis le una utructura se rea&a tomuufo en cuenta (a 
mh(1im earga que pucáe soportar el QJnjunto. 'Es muy i'mporta11tc rccafrar que si un dcrto 
aura es fníj¡il, "1 tooria pfJstita 110 ác6e apficarsc. 

9.2 ARTICULACIONES PLÁSTICAS 

Si apÍl'c.amos una 'Carga,, lá vwa ác fa figura 9.2a, !/ aumcntant1S t!Sta carga paufatü1amc.t1tc, pucáe OCU• 
rrir u11a áistri6ución fi11ca( áif cs{ucr::;o líosta afcan::;ar cf wfor ác jfucncia fJ y) en fas fi6ras q'lrcmas 
(figura 9.26) J)'II momtnto ác ffuenda M:rJ para una sruión trarrsvcrsaf se ácfú" como e( vafor ¡{e( mo­
meuto ffcdonautc que proáucirá e( csjuer::;a ac jfuc11eia pfJsti<a en fas ji6ras qjrcmas ác fa su:ciór• 

,, 
,, ,, ,, ,, 

,, ,, 
J) "I ,, 

:figura 9-2. 
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Si .se aumcuta aun mds fa i11ten.siJalÍ IÍc fa carga, y por con.s(!lu1C11tc ef m.Jmcnto jf~/ona11tc1 fas fi'· 
6ms Q(frtrnas comictizan a cdtr y a partir áe aqu{ continuaran tenientfo cf mismo vaftJr le esfuerzo. L.a 
jfutncia pfástica st va C(Jcrulitnlo a otras {ifiros prol(fmas a fa scaid11 ác mh(jmo momt:11to jfe;ef¡Jlla11te. 
-"!fa ve:; e( aumento átf momento <:(femo '1aa 'file ef t.rjutr&o áe aáencia st C(_tittufa a jifiras más arca­
nas af eje ncutro,jfguras 9.26 2}y 9.26 3) X.te prouso co11tinua líasta tJUe se tcn9a urta áimifiució11 
totafmcnte pfástlca {figura 9.26 4) 'Et• <.re ""'"""to se lía Jormaáo urta articufación pfáslica Jwura 9.26 
4, .La fongituá áe fa Viga a fa cuaf se e:rJicnác <.rta aáetu:ia ácpetufc ác fas ca1uíiciJJllcs ác carga!/ ác fa 
.sct:t/Jn ácfckmc11to. q\Jra cf caso ác una carga o.mantraáa Pu opfl&aáa '°" .sudón rcctanfilJfar, fa ceácn­
eia en fas fibras U(frcmas c11 tf ma1nc11to ác fa jonnaciJ11 ác fa articufaeió11 pfJstica se /iafirá Q(!etuíüfo 
liasta u11 tercio ácf claro. 'En eireu11Sta11cias """fmt<.r, fa jfuetu:ia e11 u11a viga áe afa an&a (seai'ón l)sc 
qjc1ulcrá apr0Jtjmaáam:.11tc a un octavo ácf doro. Cuafquicr mamc11to jfe)(fetumte ¡o.stcriorcjcrciáo eu fa 
scar'ón, fiara que fa vfflaaifc C.OntJ cuerpo rfgiáo, run u11ptJ]uc1io ri1crcmcnto ád tsjutr::o. 

'El mornc11to áe pfastidáaá es cf 11tJmc11to f{ajo111111te que proáua una áistrifiució11 totafmcnte 
pfástita c11 fa sccdJ11, crt11111fo asf u11a articuliicid11 pfdstica. L.a rcfació11 entre cf momc.11to le pfastitiáaá 
Mp !Je( momc11to áe ffucnt.ia m:Jyr«.i6c cf 11omfire ác factor pfá.sti'co ác forma, esto se esaific como: 

9.1 

'Et1 fas scaioncs rcctan¡¡ufar<.r, Afj. es fguaf a 1.50 !/varia aprD1rjmaríame11te áe 1.10a1.:JO e11 fas 
stcciotzu comu11c.s áef acero Uzmú1aáo, 

9.3 TEOREMA FUNDAMENTAL 

.La fiase jutufarncntaf en fa que se apoya fa teoría rfcf anó(isis pfóslica ca11Siste e11 afirmar qut se proáucc11 
camfiios muy_ s!911if1tAtiVos ett fa áistíifiut.iJtl ác esfuerzos, c11 fa sccci'ó11 ác u11 efémc11to1 u11a tJc.O:: qu_c se 
lía afca1i::ailo il pu11to áe (fuencia, Sc¡¡ún esta teoría, (os puntos áe fa estructura que lía11 fkgaáo af 
pu11to tic ffuc11.cia. 110 pucáé11 ya .so¡ortar esfuerzos aáicio11a(cs. Sin cmfiargo !/ c11 va ác esto cc"ifcrá11 fo 
suf!tictltt! para ptnnltir que ÍÓS ~uer:;os se n:J'istrifiugan a otras .COtltJS ác fa estructura Cll fas cua(cs no 
se líaga 11/'i:anzaáo cf pu11to le jfuc11t.ia !I eu áomlc se pucáen ruifiir c.sj11cr:.os atlicio11afcs. 

X.te tipo áe anófisis supone arfemás que fa ¡pójfca <.rfucrzo.drformaeió11 tic11e fa jonna üfcaf ríe fa 
figura9.3. 

r, 
Pl••!Odad 
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L.a figura to11siácra 'l"e cf límite cfJst1'oJ 'J cf purito ác ffuc11cia se c11cuc11tra eri cf mimr> punto!/ 
ácspuis .r. esto fa ¡¡ráfita se vucfrJ< comp_fctomc11te nori::ontaf para cf iJ1tciwfo pfástita. :Ti11afínt.nte" 
presenta fa .::;oruz áe c.nJurcclmknto par Ocjormació111 áorult se i11ucmcnta un poto mds fa residencia ác{ 
cfcmc11to pe.ro a ácjormJciorllS muygra11ács . 

.Ptñora se prc.sc11ta11 a(pmas ácfit1irW11es que son 6dsitas para e( c11tc11limlcnto ác fa teoría áef 
a11Jfisis pfástito, 

-!llócfufo áe pfá.rtieo áesea:ión 
'Ef momc11to ác ffuc11co1 !\f, se ácji11c como cf proáucto ácf esfuerzo Je ffuc11cia (T g) por cf 
móáufo ác sección (s = 111)) !/ puiáclcáudrsc a partirle fa figuro 9.4. 

Fy 

l D j
"' '2 ~C C=T=1Fy.!?.!L~Fy 

• . ~; ••i :OO.:.:~~ '••l 
"¡;--" . Fy. 

:Figura 9-4. Momé11to efe ffuarcür !/ 
móáufó cfíistico • . · 

. (2 ) bh
2 

M•r = T 3 h = S Fy = S Fy 

Pude c11to11tl!.1 06scn1arse que cf mócfufo efástico para u11a sccciJ11 rcctarigu&lr es 6fr216. 'El momtmto 
rc.sistc11tc ác fa mis11111 sce.ció11 r«.tangufar c11 e.staáo tutalint!t1tc pfdstie.o, P'" t.onsyPJ~11tc se o6tc11lfrd c11 
forma semcjmtc. corrsiácrcsc para esto fa fi¡;ura 9.5. 

ffJj:~E 
""b" Fy 

:Figura 5-S!\foínc11to áe pfastr'ciáaJ !/ 
m!áufo pfJstieo. 

bh 
C = T = 2 Fy 

(h) bh2 . . . 
Mp = T 2 = 4 Fy = Z Fy 

bh2 
Por lo tanto elmódulo de sección es: Z = 4 

>. ' ~·- _: - - ' ',_ 

Se lía e11to11ccs qui.e( ',,.,mcrito·:je ;r.,tidJaj t.i fr¡ua( af proáucto Je( rJfucr,,;o áe ffue11cia por d 
mláufopfíistk.Jáeseccid11. _ ': · ·· ,· :,. · < '·. ·. . · ... 

'Iljat.tor p_fástlru ilc jomu para~"ª s~Ct¡j,~ rC~tanfi'!f,Úst:~j, e~~'º"~ (~cudciótÍ 9.1) 

'bh2 

m, = ML = Z FY = 4 = 1· 5 
M,. S Fy bh'· • 

6 
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Afcáia,,tc este aruí&is ¡,,fuimos que tf mótfufo pfásti&o tic sección es iguaf af momc11to estJti&o tic 
fas áreas áe tensión y (.Ompresión r~ccto a( eJc neutro. Sl menos que (a sceti'ón sea simétrka, el cJc 11cutro 
para tÍ cstatfo pfJstibJ tlO esta Ctl {Q misma positión que en cf t:a!O tÍC CJJfliÍi:ión tfJstiaJ, ,[,a <omprtsiótl 
lota( ácfic ser i¡¡uaf a fa tensió11 lota{, por Ú> 10,,to fu áreas arri6a !I a6ajo riel eje neutro ácfim ser fas 
mismas. 'Es importante seña far s1i1 cmfiargo, que esta situación no es vátufa para scaioncs asimétricas t'1 

amái&io1w efií..stitas. 
-!Mtt11nisttv le cofopso 

'El tlimio p(Jstico es tic poco apficoció11 en e( caso áe estructuras isostátieas pero áe 9'ª" 
utitufaá en cf coso tic fa.i cstructuros friperestáti<as. 'Esto se tftfie a '!"'!si p_or cjcmpfo cor-
9amos una estrocturiJ isostdtita liasta proludr u11a arti&ufaciJ11 pfdstita, iliáta estructura 
se vudve ár.sle ese momento i1Jt.Sta6fi. Co11sitfcrcmos (a t1Ja isostática ác fa figura 9.S. 
Cua('i"i<r üicrcmc,,to atfidorra( tic fa ca'Ba protfucird cf tJJfopso o ruüia tic fa estructura . . 

p 

l 

. . . 
. " 

· Ar11cYla'c16n plAsUca 

:r i¡¡uro !J-6. 

Si co1uiJeramos c11 comfiw u11a cstruehJra fripcrcstático, para que fraffa u110 fof(a áe6c fra6cr más le 
una artkufoción pfástr'ca, Como cjcmpfo CJJnsiJerc fas los uf!Jas fripercstáticas ác (a fi¡¡ura 9.7. 'DI 
cuafqui<ra le estas, una va: que aparece fo primera artitufodó11 pfáStiaJ (sccció" áe ""'"""''º má)(.imo) 
fro6rJ una rttfistrifiució11 tic isfucr .. os que rcrrmtird un i11aemcnto atficiDruz( en fo '°'8ª· 'El tJJfopso,. 
prese11tará c11to1iu..s liasta que fia!J'1 el numero sufi&it11te le arti&ufÍJdoncs para fíaur ú1ata6k a (a 
t:Jtructura. 

p p 

! l 

:Fi¡¡ura 9--7. 

'Estas artitu(acw11es pucác11 ser fa CJJmDinació11 tic pfd.sti<as y/o rrafcs . .>!si c11to11ccs, fa tlisposkió11 
ác fas artku(acio11es pfásticas y qui:;Js tic fas rea fes que protfua" fu Jaffa, ru:i6c cf 11omf11c ác mcca11ismo 
tic tJJ(apso. La fi¡¡ura 9.7 muestra fas áas casos más C1Jmu11cs y su mcca"is""' ác tJJ(apso respectivo. 
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9.4 MÉTODO DEL EQUILIBRIO 

'EJtc pwuáimknto, 6asaáo en fa tc.oría ád análisis pfást~1 se utiliza conüntemc1Jte para 01ftufar (os 
momt!11tos áe pfastit.iáaá, (a áistri6ució11 Je momentos cua1ufo se Ña {omraáo fa artit.ufacw11 pfJstit.a y 
cctt e( .re áetermit1at1 tam6ié11 fas Cll'lJIJS úftimas que provocan fa JaTfa tic fa estructura. 1\zra su mejor 
comprcmió111 se anafiza11 a(gu11os cjempfas simples. 

Co111i.fcrese fa siguit.11te viga áo6fcmcnte empotra.fa que se muestra e11 fa figura 9.8. 'Esta viga 
sol!orta u11a carga rcpartiáa ?V=S.73 'llm, i11cfupc11áo peso propio. :Jfacie11áo u11a11á(isiscfdstit.o11ormaf 
sifcccio11amos u11a Viga ?V ca1171 =2.530 {;g!cm y fas siguit.11tes caractcristica.s. 

••IUT...., ICV"'V:V"',,-.... -c:v:v=Y:Y:',.-...CI •I 

A=92 cm2 

I= 107B3~m\ 
S=71B.9cm3 

Z=B97.92cm3 

. ·5, áesca áctc.rminar cf valar áe fa carga ?V. 
·:que provoca cf cafopso áe fa estructura. 

L'o.r momc11tos md>jmos P.ª'ª fa viga c11 cstu· 
tÍW JOll (os mostraáos en fa Jitfura 9.86. Si üu:rc· 
mc11tamos fa carga ?11 mJs aflá ríe( (imite cfJstica 
se f~nnardn articu/iJci'o11e.s ptli.rtic.a.spn"mt:ramcntc 
e11 /ós CJ(!rcmos áe fa viga según se ve en fa figura 
9.96. ;t pesar ác esto, fa v¡qa no pucác faffar to­
áavfa !1 aácmds Je tomJcrtirá cu u11a Vftla simpfc· 
mct1tc apo9aáa (cc11 twmc11tos !\tj. cu sus ~e· 
mos)camo" o6scrva e11 (a figura 9.96 ye. 

Jt.f seguir i11aemcntat1áo fa carga '11~ fo.r immc11tos e11 (tJs t:;ttretws perma11eun consta11tts !J aumcn· 
tará so fo e11 cf ,.,,tuior le (a vfr¡a. La carga pude J~ir cr«.i'c11áo líasta que a(Bún pu11to áe11tro tfcl cláro 
áe fa v!!Ja, e11 este caso tf u11tro, afcauza el valor dcf momcuto áe pfasticiáarl. '.En e.re fruta11tc se for­
mará una tcrara articufatid11 plástica, fa cual aca cf mcomismo le CtJfapJo que ñará Ji1flar a fa v(Oa, 
figura 9.10. 

" 
., 

7igura9-9. 

06tc11¡¡omos o~ora fa ccuacid11 áe mo­
mento ffajo11a11te c11 fu11ció11 áe (a fo1'9ituá, 
so6rc fa figura 9.llb. 'Esta quería: 

w.t (x) _ w.x2 

M = -M, + -2- 2 

SI ahora x = 1/2 

w.1 2 
M = -M, + -

8
-

- ~ ·, . 

Si11 ~m6árgo, 06scr11ai1áo fa figura 9.ldi 
_vcmos que. cf '!'°'~i1to C11 f/2 wfc 9.f¡.. 'E11to1l­
a.s §¡uafam:JSa fa_ccuaci411 a11tcnOr. 
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w "'2 M. =-M. + - 8-

.. 
!Y 06tc11emo.r que: 

ÚiM. 
W11 = - 12-

•I 

.Mora 06t•11tmo.r d mon-.:nto át plástitilis quequalo: 

· Mp,; F{Z ;, (2530) (897.92) = 2271738 kg-cm 
. . • . ·. 'M~;. 22.72 T·m 

'Elitoua.s: '· " , . ·., 

. • .i ~ ~~(~~:72J= 14.54 TO!Jlm 
• •.::•: C:•;;i.·:\.: 5 • 

!Y efjactor rfcscg~rif ~rlpor f cf~[""'~ió~ p(,/sf Ítll es: 

· . .. )=s :~·=;~~:a4 =,1.67 

S1i1 im6~rgo, cf pr~6ft,;., ~ntcrlo¡ ¡/,',,,,'~isofV.rsc taÍn6il1; liacitnáo fas sf9uit11tcs co1uitícradoncs 
''9Ú" fa /fgura !J.11. · :: · : • : : · · ·· • • C;'· :· : '.:" · 

+ 

l---:\·· (·) 
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'J/cnvs c11to11.cc.r pu: una V~1I áo6feme11tc cmpotraáa "111 Ctl'fia u11!fi1rmc t.s {gua( a uua t11fia .simpfe .. 
mente opoyaáa am '1 Cll'fiª uniforme mir otra v{9a simpfcmcntc ºfº!Iª"' con momentos ác cm­
potramic11to en sus CJ,jrcmos. !lbr Z, t1111to1 cf álagroma ác momt!l1to jft:J(Jortantt. para fa viga áo6kmc11te 
cmpotraáa to11 torpa u11ifomll! es iJuof af áiagrarni ác momc11tos ifc fa Vi¡¡a simpfcmct1tc apo!Jaáa toll 
C'119a u11iforme nw d áingrama ác nt>mc11to ác fa v~a sinrpfemcntc apo!Jaila co11 momentos c11 sus c.;fjrc­
mos. }!Ji, para 11uc.rtro cjcmpfo, cf wforác !lfr se toícufa s'Bú" fa fi¡¡ura 9.12 como: 

. . - . . : . 
7i¡¡ura ~12 • .. 

Qpt es e( mis'!"' q~c s~:-~6~.~.~ ª~~,;~~~;:,~ 

2 M, = w,12 
B 

w. = 16M, 
-- ¡2 

Como si¡¡uic11tc cjcmp.fa éousiátrorirosla ViJa cmpotraáa c11 u11 c;.;frcmo !/ simpfcmc11tc apo!Jaáa c11 cf 
otro ácfaji¡¡ura 9.13.-: ,-/, .:.• - -- •_ 

· . : .: ~a vi9a tic11c fa misma sctaiJ11 ác( cfam-
. pfo ·a11tcrwr !/ af áisctiarfa por e( mltoJo 

, , ..; A·, '1 
,·: c6íst.ico vemos que p_ucác soportar u11a carga 

---'~·•-m,.------"'..,~m-·_· __ P == 1.9.4 '1im. TI i!Wgrama ác momc11tos tll 

·~·!? ~.-•· ...... ·_ .••••••.. :._ -.•-• •I ~fi{!;i(J!fJ.;~~~!/j_::~:;t; 
~ .- , · _. . que si U1crcmc11tamos fa carga P, fa orticu-

Tación pfdsti01 st formirú prlmtram:ntc en cf 
CJ(!rcmo empotra/o !J Jcspué.s ác esto fa Vi¡¡•• 
octuord como sr'mpfcmc11tc apo!Jaáa ("111 u11 
momento Mp en el c:rJrcnw cnrp_otr11tfo) !Jª que 
tc11árJ u11a articufadJ11 pfdstkd y ur111 rcaf. 

<I 

~ ... :.· 
"' ... (. ! 

• !-----------,,...__ •I 
F!.~ ._u,11¡ 

:Ti¡¡ura~J3. 

'U1111umcttto en fa carga 'P ""molifica cf mo­
mmto c11 e( cmpotramlcuto pero sr· se ri1crc­
nict1ta c11 e( illtcrior ácf cfÍJro. La carga P 
pucác crcur ñasta que sr. 11fca11ce. cf momc11to 
Je pfasticiáaá '" of¡ú11 otro fugar ácntro ácf 
daro, c11 t.Stc caso en e( a11tro Ot cfaro, en ese 
momento se formara d muanúmo ác c.ofOpso 
que liara faltar a fa estructura, fi¡¡ura 9.13c !J 
'íl. Las fuerzas que actuat1 c11 e( rWmcnto ác fa 
fofft1 .se mucstra11 cu fa figura 9.13c • .Si' 06-
tc11cmos fa ccuació11 tic momento {~'o11a11tt 
para esta úftima figura 11os quda que: 
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..••. M.=.(.!f + ~·)x '- MP 
V si X= V2 

M = .!:.!!..! + M,.., M,···· 
·. •. 4 . 2 

Y recordando que en x = V2 M = Mppodemos Igualar 

'Y ácsptja1ufo 

M, = p;¡ +·M~· - M, 
4 2 .. 

. Para 1 = s:·m nos quedará 

·.: 6 
.P.= -M, ... 5 

Pu= 27.264 Ton 

· .. ··s 
P.= 5 M,. 

'El rtsto le( cákufo ts e( mismo. AA11W: • · 

1 '· 
Fs -' 27.264 - 1 41 

. - 19.40 .- .• 

~~v: -··- .. ~.--.-_.:· __ _ 

(Capitulo 9) 

-~-

"'l.-----n 

7'W'= !1-14. 
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'En éJ"?cas imtcriore..s se C1Jmc1i:;d a utiri:;ar e.se Upo áe auáfuis pero ocunic,ro11 a€Ju1ias /alfas ác.sas­
trosas poifatV¡a, por esta ra:;d11 se áctuvo por mudía tiempo_ cf cmpft<J IÍc este tipo IÍc anáfuis • .ApcsarlÍc 
esto, fá accptació11 Jé fa teon"a a ifío e11 a1111r~1to au"'l'!e ci1 forma mN!J fcnta, !/a ríft,.mas ftdias se crumta 
!f" COlt fiastantc i1ifomldciÓ11 acerco ,fc( Oetro IÍc tipo aúctiÍ.• 
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