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INTRODUCCIÓN. 

Adualrnc11te 1111a de las ;íreas cfo i11vestigació11111Íls i111porta11Lc en.el Íl111l,iLo dul 11provcdu11nie11Lo 

de la energía solm es la prod11cció11 y carncLóri;1,ació11 de 11ú1Lerialcs se111ico11ducLores c11 película 

delgada. ·La rnzó11 es si111ple, esl.as películi;s "' 11Lili;1,m1 en las .celdas solares, por lo q11e se 

requiere que 'lús. corrie11Ccs grn1cr~t<ias lni~~da~·i ,.~~l;.!'ct,}~i~~c·.'-~~~.ici,enio1;ier1L·e· y .it In.- .vez q1w c11llra11 

áreas suficie11Lrn11e11tc graneles para eapt1i1-,:Ja luz 8olai·: 
- '. ' .·: . 

A la fecl1a se 111111 desarrollado. graí1: c111!Liditd clü pi·ocesos parÍt <!I depósito ·~In pulículas 
- ' " , , -. . _- ·,, - - -. -~ . ' 

delgacl<1s. 1Vlncl1os ele los cnH1es se bt~san 011 ,.h!~1~Ci_?110c~;~ __ :cÍl1írnfSas. >.!\lg,1u1ns de cs1,as reacdo11cs 

como la co11ocida por depósito ele vapor "químico; 111.ili;1,1111 cornpubstós de ali.a peligrosidad 
- ·. ·.·.- ' ·-. : : 

y requieren tecnologias frec11e111.en1m1Lo carn~.- Sin: erribario 1 r~xiSLc11_1·>-~·occ8os_que se nm1izaJ1 
. . .... - - ·. 

mediante um1 reaeció11 quí111ica en sol11ció11 acuosa¡·en:esl.e caso.fos co111¡juesl.osque se ul.ili;1,1111 

requieren ele n1edidas de seg1u.'iclc1d uuís c.:otiv<mcióualr;~-:·· 
- . -

Las téc11ic1rn de depósito químico en sol11ció11 pcrmi\.m1 la. ohl.m1ció11 ele diferenl.Í!s c.ompni!stoi; 

semiconductores, para s11 posterior apli~aéiói'1 dir<1cl.a cm c!ispositi\'os opi.ocl~cl.ról1ico~. Í~sl.as 
reacciones so11 tan sc11cillas q11e ¡mede11 reali;1,úse cm ambientes poco co11l.rolmlos .. EJ'¡)i·oblema 

que presentan es q1wh1 ¡wlícüla 110 Lienc 1111a cstrncLura morm cl"ist>11ina,' siempre l11•y:·prcscit­

cia ta11L~ de alg,1111as i111¡mrc;1,as como de u11a grm1 canl.iclacl clnirnperr;!·c~iones.:·Las ¡>nlícnla~. 
usualmentes so11 policrisl.alil111s y no 11ecesariame11Le liomogérmas. l'.:sto no es 11'na limitación a su 

aplicación, ele! 11ecl10 el tener esl,rnduras l.an complejas les proporciona propiedades 011 ocasio11cs 

soqirendentes y de posible aplicació11, tal es el caso ele li1s películas de CclS d~posil.adaspor 

baíio químico, las cuales presu11la11 incrrn11e11l.os en la eo11d11ctividad de hasl.woclío ordenes de· 

magnitud cüiüiclo ~~ ex¡)oncn 11 la h1;1, visible-,-.respccl.o a la concl11cl,ividacl medida 011 obs~11ridad 
(Nair el. al. lDSS). 

Un modelo teórico para las propiedades de transporte de m1 mal.erial corno los 111encio11a­

clos, !lo necesariamente debe ser cnr.111.ico. Podemos si1.11arnos en u11a escala inl.ermedia eul.rn las 

dirne11sio11es microscópicas y las lo11gil.11dcs cal'llclerísl.icas del proceso cln mec!ición, escala qnc 



d<rno111Í11arrn110H llll!HnHc6pica. A l!lic~ila 11wsoi;c6picn llllH polfo11la pncdl! JH~11sarH<: cn1110 1111 sis­

t.c111a i11l10111og;é11<!0 de varios co111po11e11Les. Cnrlu 11110 do ellos a s11 vm-. p1wdo 1.0111arso co1110.ol.ro 

sisl.mna lio111og;é11co cnyas propi<!dad1,8co11Lirn1e11 la i11fornti1ció11 dó la 111ieróesl,J'lleLl!ra. Est.a idea 
' - - . ·. 

per111it;u rcalizúr 1liodelos ehísfcos <leÍ11ml.1!riiil qne relacim1:1n propiedades rnacl'Oseópieas du los 
, ' ' ' 

co111pommLl'!S, la g;'.!0111éúí:i ;, Jo.o< ¡mr:í1111.cll·o~ de las11sb1ncia ·.<lepos.il.ada 1:011 la 1·esp1wsl.a ofcel.iva 

del material. Su ut.ilidad es dara ¡'mra t.i;i111,ar cnc11c1.1La~.el efod.o du poros, g;ricLas,. i11ch1sio11cs 

de ol.ro~ ITl;ttcriales .Y dnf'eel.ós que 11s11ah11c11.l.u se prese11t.a11 Oll los depósil.os q11í111ieos, 

Para caracterizar 1ú1 rrnHerial _parn sn ~ llHO m.1 1111 disposit,ivo optoeh!d,ró11ic~·i es ru;~rnmrio e] 

co11oci111ie11Lo de su co11d11ct.ividí1d diíCt.rica, 1]11 cll11 se u11c1w111.ra co11t.rniida l,a i11J'onna11ció11 de la 

respuesl.a del 111at.orial a u11 cmnpo eléctrico uxl.emo. Dependiendo ~lo! valor de lú co11d11cLividacl. 

uu material puede ser nsado de clifor<!11Lcs 111a11erns. J.,a m'ccsidad de conocer csl.a pro¡iiedad es 

Lau g;ramlc como Ja dificnlt.ad parn modelarla. l"ern si 11samos 1111111odclo111í1sos~ópico, ¡;odni111os 

csl.ahlcccr 1111a rclaeió11.,e11tru Ja co11ch1el.ividitd ·efoc:l.iva dd material, las co11d11cl.ividades. de 

los compoue11tes, hi g;eo'mc'ti·ía ele l/1 'r11icroesl,motma y los l~arámetros <fo los dcpósi l.ós. Una 

ec11ació11 de est:i11at1íraloza aporL~t m:ís ol<irne11l.~s al osl.ndlodu estos 111al.<;riaÍes'.y ¡irolm!J]e111ent.e 

sea 1111 paso i111port1111l.c para la co11st.rneció11 de 111i:1 cc11ació11 qne per111ita diseiiarlos . 
. ·--· -·. ·, .. . ·.· ."' ' ' 

E11 este trabajo realizarnos 11Ji. es Ludio 1.eórico do la cornlucl.ividad de las pólícnlas déilgadas, 

depositmlas por reaccio11es ,é¡11í111icas (\U solüeión .. tcnosa, con el objcl.o dcproporeior1ar. ecua-
,_ . ', . . . 

cioncs que pormil.1111 a11alizar lo's ~focl.Os,d~i Ja gconlC!tÍ·ía a 1111a escala 111esoscopica. Utilizamos 
, . . -· ·" '... . ' 

i11for111ació11 expori111el1titÍ 1.a11to p~1ra~o'usú·11i;/;!l 111odolo como para mmlizar sus res;1ÍLados. Por 

cst.e motivo, en ~] c:ipít1;lo lÍllO'prosililtarno¿, coi1:ay11da de ejemplos, hts ¿;iracter~st,icas mor-. 
o-· -· ' -· .•" ·, . -

J'ológicas y los valores de éo11d11cl.ividail'de illg1111os mal.oriales oht.cmidos por clifere11tcis l'irocesos 

de depósito, con h1 idea do lmscai·u11modelo idóalizado c¡11n permil;a esL1Ídial'los y reprodÍ1cirlos. 

La películas delgadas deposÚ.adas .<Jl1Í111ica111cmt.c por lo g;e11C!ral so11 policristali;Ías y prcse11tü11 

u11 crceimim1to sobre u11 eje pri11cipaÍ, d11 t.al fo1:111a ·que 11sual111m1tn\e _Jes 11.~'ociií;, ir1odcl~s cor-1 

si111et.ría cilíudrica. 1:;11 el capítulo' dos describimos u11. modelo dn las· íwlículas delgadas co11-

siderá11dolas como ú11 sist.enm eou i11chrnio11es e11 forma de colrní111a con hase l!Jípl.ic'a. l~st11 

modelo presenta dos ventajas, primm·o qmi lit siméil.ría cilí11drica p~r11iil.u ¡;educir el sistema a 

11110 bidime11sio11al )• seg111ido, In forma elíptica ticmn 1rn1cl1a··ven;atilid11d,p'11es .su forma p;wdü ir 

desde 1111 circulo a 111111 líuea. l~l sist.<mla propnosl.o li.JC! rnsnnlt.o t.0111a11<lo hásicaú1cuto dos eo11-



sic!cracio110H:. i11cl11sio11cH dípl.icas iclé11Licas con orie11l.ació111ija disLrilmiclas e11 1111a nxl periódica 

y la sog1111da. cn-1111 arreglo a]éaLorio (:r?11 ~Úrie.11(.acio11us .·:_d ·:i~rn::~-: l~t-111(~Cl~!io ¡"~ropnnsto_ se puedo 

resolver en cliferc~11.Les apr~xin111cio11<!8n11' fu11ció11de1.a CCl1.ic<ir1i,ración 'de illchisio11(iH. Lo n11ÍH sc11-

cillo es súpoller que 111 co1;cnr1Lración <JS 11111y baja; ·~il1 mnl;arg;o fué 1ioslhleohLcmer expresiones 

a1ialíticas Jml'a c611Si_dení1_· co1~crn1~_racio11ós.-·~:erC:;i·11;íS 'it_·Ji1:~deif.lorc_ÓJ nci"ól1 1 _l~~J111a~1C'io:-ó11 :91wni.a fos 

efocLos de Lr:Íslap~ u1i1.·:.u ind11Hio11bs. 1~11 el c:;tpíl.1110 Lrns l11;11liz1tJ110H, :(01i;pal:H11do ]as clifero11t.es 
•'" •,• ,• -- • r• •,.'• .,•'•-• ,•"' • '• »' - :·,:. _;, '- _.-, ,.",-. '•" o••• •• 

aproxi1nacio11es,. ~I iirLJrvalo d<11;¡;1ica~iÓ11'Üe.·l1is rclacio11<is ó1;1,ó11itb;.~.•·1~í1••este1i1iil1110 .capíLulo 

aplicamos las' fórmulas· ¡nÍra r~produciÍ· Ja'co11d1ii.:i.h;idi1¿l efocLiva,,clü los'111,al.erialcis ¡misen Lados 

e11 el capíl.1110 mio; con lltidea~le'nvaliiarhii; p'osihilida(fos y li111il.11donrni clql moclolopara rn­

producir resu]Laclos <)X¡>erir11rn1Lal"s; F'i11ah11e11i.c1 pr(!s"1;l.a111os las co11chrniornis del Lrnliajo y las 

perspedivas de desarrollo .fiil.Úro. 

(j 



CAPÍTULO 1 

EL DEPÓSITO QUÍMICO DE 

PELÍCULAS DELGADAS EN LA 

ENERGÍA SOLAR. 

1.1 HACIA UNA CELDA SOLAR DEBA.JO COSTO 

Toda persona co11 co11ocimie11t.o do dispositivos so111iconcl11ctorcs salio qne la -111ayorÍH do éstos 
. . - ' ." )· .,· : 

SOll fabricados con hase Cll silicio .Y las eoklas fot.ovolLai¡!as-11¿- ~ó'i1 ht C!Xciép~i.$11.'' '11un¡)oco es 

nada nncvo decir qucso1-1 l;ts celdas ele silicio cristalino lasquchai1 present.aclo_-lllayor eficiencia 
. . - . ' .- . '< 

ell la conversión ro1:ovolt1iica .Y t.iempo do ~'ida 1ít.il JlllÍS lai·go. Siri' embargo, 11iienLras qne 
-·, .. ---. : - . ' - ._ ·-'' . 

para otras aplicaciorn!s Jos dispositivos ele silicio so han l'C!ducido ele tamaíío y precio, esto no 

1111 sucedido en las celdas f'ot.ovolt.aicas, ¡mes req11i<!re11 grandes dimc11sioncs y pureza para sn 

ópt.illlo cle_sl!n1¡_iei10. S11_ allo_ precio osuno ele los principal!!s obst1ículos para sn_nso gm1eraliz1ic1o. 

Uua forma clcsupcrar esta prnhlemát.ica es desarrollar alta tecnología para _la prnclnccióu de 

celdas con umyor c-ficim1cia. Ot.rn línea 1wís 111orlesl,n, pero aparc11t,e1ne11ie 111.1\s ad_ecnada para 

los países en vias ele d!!sarrollo, es la do buscar t.ócnicas cl~i fahricaci6n de bújo costo annqmi se 

sacrifique la eficiencia, pero pcrsig,11icnclo \111 halam:e favorable 0111,l'CJ eficiencia y costo técnic:o. 

Producir uúa celda solar de alLa eficiencia con base en silicio cristalir10 hnplica un alto cóst.o 
- . . . . 

en la producción del material. Construir 1111 crist.al perfcdo (ci casi ycrfed.o) ·Í·eqnierc ele tcc-

i 



11olog;ín carn y do proct~!'iOH cpw 11s1ml111<!11f.t! co11s11111t!ll 11111d1a t~JH!l'g;Ía. ()tro proct!HO costoso PH 

el ele la fon11adó11 ele la 1111ió11 P-i\', h1 cw1l e11 !!Hl.aH culdas se rimliza por 111edio de mm dif1rnió11 

1.6n11ica co11Lrolada rle i111p11rc:1.as dm1l.ro de la recl crisLali11a rlnl Hilicio. Presci11clir de 111at.rn·i­

ales crisl.ali11os y usarl1ntc1'01111io'nes (rn1io11es m1Lrn 11111Leri1desdisl.i11i.os}cor1sl.il.11ye111í11eas de 

i11vesLig)ció11para 111ujol·1n· y bajar -los costos di! prorl11cc;ió11 dú IH~ edcÍa~ .. Alüjars<! de 111 crist.al­

i11ielad permite la 11LiÍi;-,ació11 de t6c11icas do prod11cció1i 1111ís sm1cilh1s,· iiero las propiedades de 

los rnaLerials poÚcirisÚ1li11os o 11n1orfos:dópe11cle11 f11erl.erne11Le deJa :g;oorncl.rf;, ·de las i111porfcc­

cio11es. - 8111.orÍ~es, "111i1iJÍl.n1~ c¡ne las c!!ld11s -1.1io11c1 Cl:isl.aJiirns' so]o-'Lie11c11- cl;Jfocl.os de Hl!Sl.il.11cifin 
.. . ... '. ,· . . . .~ 

de á1.011ios ,,¡, la red por i111pnrezas rlo11adoras o accpl.or·aH .y diHloeaéio11es, los 11111l.<'1'iales 110 

mo11ocrisLalinós Lic11c11 ade111ás- fro11tórns -cml.rn l¿s crisl.al~s, i11l10111oge11cidades y ol.ros defocl.os, 

lo cnál 111ocÍifica sus pr'opiedadcs .Y cornplica s11-c!iJscripció11 de 111auera 'c~11sieleralil_<J. 
- - -

Hecic11terne11l.c_ se ha cÚ1do irn¡mlso al desarrollo de procesos de cleiiósito ele rnaLerialcs co111-

p11esLos, 911 particular: l<Jsco11ocidos eomo calcog;mmros (compnesLos qu(, coiiLiemm ·elcrnc11Los 

de gr'upo ·VI). !~si.os 111iil.cr_ialcs l.in11n11 h't caracl.ni·ísLica ele que ¡mede11 dciposil.arsc eu -pnlícula 

delgada m<-;cliaute r;!m!ciorws qnímlc;1s u111y s1!!1cil1>1s, aderniís prnseuLau propicclacles óÍilicas y 

clécLri~as que los IJ1iec11 ser h11rn1os carnli;lal.os para aplicacioucs solares, Canl.o para eo;1¡¡ione111.es 

de cnldns de lrcLcronr1i611 c'a1no parasuperlicins solncl.ivas de radiaci611 solai-. 
: ' ·--

81 dcpósil.o de lo~-c;Ílcog;e11mos ¡ior medio ele rcmcciones q11í111icas recjiÍicr:e de jioca-ur1<Jrg;ía 

y ¡mícticameul.e 110 irnpliea nlÍ1g,11n ¿¡(sposil.i\•o de l.cJcllolog;ía cornplicada. ·Por <-!-si.a m~611 la iclea 

de fabricar celdas solares_ dú)iitjo c_osl.o_ niediaul.c procnsos "caseros" surge como mra !mena 

alternaLiva al desarrollo de los sisL~mas foLovoll.aicos. Vivi1llos cm 11J1 país co11 grandes carencias 
' . . . . - ' . ' ' . . . . 

energéticas e irnncrsos e1;·:1mJ1·;:1m·el"l1°Í.cc;JOlógica iÍnposiliin de -g,-.umr. i\'o cxisLe11 rc!curnos para 

iuverLir eu llHa .te~119}Qg~;l\;~Lr~11:1j;,fa.-l.)c! ~!:-;t.HJor·um, üi"-log;ro rlo 11na celcl;1 s(;lar co11 las ca rae-
' . . . . . . - . -

terísticas citadas ¡nHx!i, coustiLuir:la lrH!joro¡;~ión para el desarrollo ele Ja im!nsLria f~l.ov~JLaica 
nacional. Sin ·mrÜJai~go, el dc~s;ll'J'~Ji-6 cl~~\~·~1:1:: :(trc;~l inq;liCn ml11 i_11vesLi2;ación :hiisi9a: ü~ 11'e~~s.al·io 
couoccr nuís a_ foud~ lo~ rn;Ú~ii~l';lds·cle 1.rn11spórfri décLrico y ele res¡me~1.:, 6¡i~ka ~11 os Lo: 

materiales, los Cll>!leS usnahnc11LeJ;¡:e~e~;l,1111 esl.rt1cLurn. policrisLalina, presenci>J de Ílllplll"czas y 

n111cl1as imperfoecioues. Poi· ol.m parte,-. Lamhiéu se necesi1.i1 el clcsarroHo y opLimizacióu do los 

procesos ele producción cori·nl1ici6rlliuélolo 'erniricar11m1te con J;,s propiódades ele tl·m1s¡iorte. 

151 oLjcl.ivo de esLÍ! capíLulo es iul.rodncir el procnsó de procl11c:ci6u ele películas delgadas 
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:·wcció11 pres011(,an~111os ulgmws for111m; ch! J>rod11<:ció11 <le JH!líc11h1:-i du1gndaH. 

' . 

1.2 DIFER.ENTES>i\11.ANER.ASD~<PRODUCIR. PELÍCULAS 

:-_~<. '.~-:-·'· -· .. :-_--'~ .. :;· · .. -·>:~ .·<_.'.·-·:- ' '-~:·.-'-~.' ::.'.~·-·-~:, :'_<t< ··:-.. ~~·· - ' ' '' 
l. Crc11c:ió11 cle1111it es¡idCii;al.órni~;1, 1.i1ólcci11la;: ~ icS11icl1q11;: co11slil.11yc la 111alnria a dcposil.ar. 

2. '.l'ra11sporlcde lae~pcéio iitra~•iís il1i 111;~111eitio 

. - .. ·._, ..... , 
Lns técnicas ·a 1¡;·¡.;· rJ·~~~~ ·;_,~~- .1:c;re1~l.~:i°i-~:; · ~!·l:1 -lf~· Sl!_c_ci,61r;}1J1terior · t.ic1~oll'.1<l"' c~u·aCt.nrí_stic:a ge11<!l'al 

de formar una espcein iÓúica e11 solm:iÓ11:/c.;'~1cle11si1rla e11 rn1 sustrato a"parlirdn una i·cacción 

quírnica. 1;;1 trm1sp~r1.c ele la especie¡nicck: cteL11T~;llarfü'. de cliforerli.es mar1frr·as, J() qm! qued>lrií 

ch1ro co11fonnc He a\rauce ou 1H discns.iÓ11: .. 

Para iluslrnr el 111c:canisrno clu depósito químico l.0111cirnos l.rci; .l;éc11ici1;s 1;·,'isL;1nle eonocidas: 
' - . .-.... \.:. ' 

Depósito por bario químico, depósito por rocío pirolíl.ico y dopósito ¡)oraclsordfü1~rcili::cic)1Í. 

1!:1 depósito por lmrio quí111ico c1~ c\Cl l11s l.écnieas rniís >i1'Íl.ig,11as. L11 l'abricació11 dii. ilspejos 

de plata se lm realizado clci nsl.a forrr111 chrra11t.c hast.a11Le 'Üe111po. Sn lmsa en .un principio Í'ísieo 

muy simple: cuaiiclo se tiene mia espccin sólida c11 solución acuosa sal111·a«1a, !1a)' jireeipitación 
·-- ' " 

espontánea. l~sl1i se mali:-.a cor1.n1ayor:prolmhilidad 011 las i111pnrfoccio11ns clel c~nte11cclor, ós cle-

cir en los lla111aclos ee11Lros ele 1111clciación; C11a11clo la so!ucióli '~' ió11ic1ly con 1111Ís de.una especie, 

la precipitación puede ser de m1com¡mesto1111evo al de los sólidos i11icialCls.' LoscaiC::ogermros se 

forman como prccipil11dos de sol11eio11es ió11icas cornpueslas y mliirniís sn adl1iercn a los ccn~Lros .· 

cln nucleación. 1'.:st.o sig;nifü:a que, eonl.rolá11clo la ·prccipiliicióulncdim1te otro agente q11í1i1ieo 

caLali:-.aclor, es posililc prodm:ir ni crnci111ic:11l.o de m1 caleog;m111ro erurn sust.rnto con ce11lros 

de 1111cleacióu clist.rilmiclos alcatoriarnenl.e, formando al transcmTir.ellinmpo 'una p<llícula del­

gada. Este 1n1evo agenl.c quíir~i~o He de1101niua ::age11_!.n co111plejo 11 y 110-m; rrms ·quc'n11 ión nfíu 

a la especie e11 sol11ció11, qnc J>Cll'lllite forrrmr m111¡mestos Lrnrrnil.orios solnhles <Jll ag,1111; es decir, 



q11e 110 se prceipiLa11 !!Hpo11t.1í1wa111c11t.u sino q111! i111picl1!11 la prneipit.aeión 111aHiva ele la cspueie, 

logní11dosc 1111a rdaceión co11t,rolada y pníc.:t.iea11m11t.e de ió11 por i611. Parn c11t,c11cler 1111 poco 

l!láH el JH'occso, t.01111!111os co111oujti111plos:la prnclncció11 de snlf'nro de cacl111io y dn óxido de ci11e, 

a111hos nrnt.criaks cu11dkii1Los id<i•;l<!H a co111po111!l1t.uH <!11 rn11~ celda solar (Chopra eL al. J!JS:l). 

Si dcsca111os ohtn1ier ui1i1 ¡)elícnla delgada ele s111fnro de cachnic:i (CrlS), 11cccHil.111nos cnmr llllll 

solución acuosa que conC~ug;a~··;,1.cad111io como 1:specil! iónica, lo: cual He ¡ii1edú lograr n1edia11t.u 

el hidróxido ció eachnio (Ccl (Ol1)~·). ·corno scgundo paso 1wcesi1.11lí1os agregar d agente co111-

plejo, qnc ¡ml!dc .;;~,: 1:rietaiiohuni11l;o Tl;;A ((C'HaC' HOH)a N) j1111t,o co;1 t.io11rna (S'C' (N !12)2) 

fornuíndose la sig,11ie111:~reacciÓ1¡ (SnJ,,;st.ian et. 11!., J fJ!l:lJ.: 

Crl(OH) 2 _¡. ll20 

(Ctl (T/EA),,j2+ +se (NH2)~+ 201!1 . 

cc1-2 +2011 1 +1120 (1.1) 

.Cd§+•1TB/l + OC((YH2h + /hO .. 
. . . , .. 

1;;1 CclS obt.c11iclo Lp,:odnce l!ll loH ~<!ll~i·os ~ll! 1111cleaeió11 t.a11t.o dul. rccipientc co1116 del snsl,rat.o 
-- • .. - - -_ - .. : -. -- ·-:·:-· .,- . ='-

.v las susLiiJ.1cias rcst.a11te8 ]íroci¡iiLa11q1](,;liu·1~~01'nen~d" la película.' 1.;;f ¡)roceso de depósito es 

espontáneo 1111a ·ve:;: c¡ue .se 1111_ logrado lappt;imiiació11 e111pírica de la. t'écÍiiea .Y. se nmliza en u11 

vaso de precipilaclocon _snsl:rai..os cbviririo pre~•ianient,c t.rl1t.ados .. 

Para la producció11 ele Óxido ~¡,~~Í11~ (zri.Ó) ¡,; espeeic iólliea se ol>Lic;1c a Íiúrtir del snlf'nt.ci 

de cinc (ZnSO,i); al agre~ar u1'1· ;!gente cc:irnplqjo, se forn1a 1111 precipit.ado eu !'ase sólida de 

ZnO · 1!20 cll los ~cút,ros de 1m'¿1c;ación d;:l snst.rnt.o. ;\! calcmLar la 11mcstrn 'alrededor de J20ºC' ,,. ,. .. 

se lihcra vapor de l1g,11~1 :obt~miÓudosc ZnO ¡mro. La reacción se puede· resurnir mcclia11te la 

ecuación (Robles, JDri!h 

zn+2+ (SO,it 2 + 2H20 __, ZnO · 1120 +fl2SO,, ¡ 

. JWºÓ · __, ZnO+ l/20 T. 

.. . 

(1.2) 

Nuevm11cntc una vez opt.imizada·la téciiica,el cÍc¡.iósito no reqniere e111pleo de tecnologías c:aras. 

La producción ele lcis óxidos mc;t.ílko~, · eomo d óxido ·de cinc, se puede realizar por otí·a 

téc:11ica química conocida como rocío pirolíl.ico, Est.a co11siLc en atomizar la solnció11 acuosa c¡Úe 
.. ~ 

contenga al ci11c corno cspeci~ ióniea y la11zarhi scihre nna plancl1a calim1te donde se encuentra 

]() 



el s11sl.rnl.o. La l"<?aec:i611prncl11t:ida1!11 .,¡ s11sLn1tn Sil pll!!dl! <!Xpresar co1110 (liolilcs, l!J!Jl) 

( 1.:1) 

Do11cln /\ represrrnl.a al a11ió11 prnpordoi'iado por la sal.· ¡;;¡·,;cicló forniaclo e11 la mal!ció11 se 
.·. . - . ;· ' --

despn!11rle debiclo.11 la't.(;111peral.1mi obt.D11iémlosc, ·idealrno11l.1!,.d:pródii(:l.o .puro. 

01.rn varinute .. i·IJ;,erC1mÚt1i·_~.l~~(~_Í<JpÓHiLo q11íii·1-·ico 0:{1,1na t6c;1¡~H- c.:011~c..:ida co1no H'T1~c:11iea por 

aclsorció11 sucesiva éJ,! ca1>as ió11k•í~'y re11cciÓ11 (Holiles 1 DO Í) ·l\SCI n:;;_ 1;;11 csl.D caso 1111a sol11ció11 

acuosa a t_cti1pe1:·;·i_~.~~:r~1 ~ui1~>,¡·¿·11Ll:! ·.p1~~porcio11a 11ua eHpcci~! ió1··~ica_ épw ptH!d~! adsorberse _en 1.u1 sus-

1.ral.o. Al i11l.rochícir d snsLra'to eo1i la eap•t ió11ica 'e11 oLra sol11ció11 acuosa calicml.e, se produce 
, : . . . 

111111 rcacció11"de oxidació11 e11•los ciH1l.ros de 1111clrn1c:ió11, fori11ií11dose 1111a pelíc11l11 muy dc!lg1ida. 

HepiLie11do el proeeso s11C.:Dsiv\i111Cii1Le, la pclicnla creen l10111ogr!11el1111n11t.n ilast.a olJtc11m·ilces1;e7 _ · 

sores accipLables. Pma e!ZnO !;asta cmi t.ei1er ;¡r¡,; sol11¿ió11 conqilqj1~ co11 iones dr;.Zn~+ yag,1111 

hirviendo co1110 solución oxicl1tÍll.c. 

La scucillriz de los ¡Jl:ii1Cij;i()~,¡1;e· su 11Üli;1,1111 pi1ra l!Sl.>is Lr1c11icits~ont.1'asLH colili'icompleji~lad 
¡ . -- . : ' ,_ <-. -:',. -._'·~~~' ;·~o.-~ .:-,,: __ .o;o-_-•- ';··;"- ... -_-·'.·:~_ .• :_:_., __ :·e,•. ,.· ... ' • 

est.rncLural de las j)elíciili1s Cib1.ci1icl;í~, p;~ e~1:1; 1'a~ó11las¡iropieda;lcs ciíil.oe!cictrrS11icas dcÍ>enden 

fnertcrneí1l;e di1 la .111a11,era e11 q11r¡·se ¡[eposiLarn1Í.Cl~sÍ1cdesÍtrio e~l111r. nn 

111icroscó1>ic1I ele liis.1>;,líc11l;1s a11.Ui~í11~11ci¿1l11~Ii1s' 1íiira·;;sii;di;1Í:las .. 1riqjoi'. 
·-.·: 

-'.-.:,' 

1.3 FORMAS•:YPRÜPIEDADES ... DE•••DIÉERENTES ;MATE~ 
RIAtESJ·:ÓEPOSITÁbo~ ;()~ . .r:itéN-í~Rs·•~UÍMICAS~ 

... . .· . - -~-~:. , ____ , L-:.·:···.:-;\: . - .. . , 

. ·.· :::'. . ' -~;. . .. -:- .::< ·-.·_. '>)··_· '; --~ _·._· ·· .. ·-_'::':'.>'-·-· .· .. :_·. . .' _-
Los materiales dcposH;tdos por Lécnic.as q11ín1icas po1Jo g~!r1ifrííf'1frcscill1.au .. 11imesLrucLura poli-

cristali11a, domlci.el La111i1iio do los crisl.ales su~lusci1~ 1i1icr6scópico:;.1Íu/Ípr1;ehaduÚ1:•l~ºlicrisLal­
i11idad es el arnílisis de; rnyos X, eu el cnai apa1·cc:o11lo~cs¡i;!~t.r~~ca1:1ictr!;.¡sti~C>s dejos illakrialcs 

•. "-'-o-:-.C-•- _, -- -' 

deposiLados. Se e11c11cnt.ra i¡uo 811 111orfo!Úgíli ós fri1i}•Yari>léla~: Drifl!!lldfonclo ,del 'material y de 
" - • ·- •• -· • - • • - , ·-. - •• • 1 ~ 

la Léc11ica química usada para cleposil.arlo, .11•!.Y i1nperfccci611es dis1.Í1.1Llis clcrivaiíiÍci e11 <lifcrc11tes 

propic!dades elécl.ricas. 

La couclucLividad oléc~ric!a que se rnideco11mi;JJ1rn1L;; ,;~ ;; áirrie1itc:cli1'é;dt,;1 (ljC) .Y se Loma 

a Le1npcral.11ra a111liic11Le y cm olisc1.1ridad. · Cnamlo l;,· p~lfcuÍii sci<,;t a1)li~1ir a\in ~lispo~iLl~;o 
opl.oelncl.rónico es 111.il medir tamhié11 la co11chtcl.h;idaXli1~j~ ih\1/iii;a~ioj1·c~1:LroÍ~1dit, sin11il1111do 
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Fig,11ra 1-1: Microscopía <'•plica de 1111a pdíc11la de CdS oht.mii<la por liaíío químico utiliza11do 
TI!:;\ como age11te conq>k;jo (Sohast.i1111 P .. J. d al. l!Hl:l) 

la exposición'ª la luz solar. Las películas q11e ost,11i11rm11os a couLiuuacióu se han cst11diado de 

1.3.1 PELfoULAS J)"Ef8~1~:,bEPdSITADAS'POR BA.l~O QUÍMICO 

l~l CdS depositad,Ó;por'iJ>\íío é¡;1í1úiC:.;;¡icrli1ite ol>Leuer polfc11Jas delgadiis níuy homogé11eas 

mÍnque po/ 10 géni;i;í1l.~<(Jii-~~e1-1La1iÚs~r~iÓ1};1e 1~1frtíci11ii~.de C:o1nÍmcstos i11l.ennedios.presmites 

cu la solución.• Í!:sl,i;s p1~1·~íJt1las;lh~(,¡st1: c{,l;ln microscopio óptico presentan una forma circu­

lar, tal y co1i10 se 1;1tmstr;1ei11a'fi~,1;:,;·.l-l.tSi11 c!1Í1hargo lafonna simplo de estas partículas deja 

de serlo al obser~;,1dasJ~u úu'rni¿osC::óiii.o clect,rÓ11iéo de barrido (Sl~M). Como podcmios ver 011 

la fig,<1rn 1-2 las jJarl.;cnliis t.id11Úi[·or11n1 ~ló eli¡>~oíc'tc~y 8e e11cne;1t.rn11 adheridas a mm superficie 
' ' ' > . ', .. . " ... ,, . ~ - - -- - - ' 

rugosa. La cauÜ~lad.dc ¡i11J:L¡g¡¡¡,;;{>1c1Í1~ridas clÍJpendn de mncÍios Í>~ctorcs como la tmnpcratnra 

y el tiempo de depósito,' C1 ag<JÚtócomplejo mi'ado y sn co¡1ccm!,ración. Sin cmlmrgouo es fíicil 

e11contrar correlaciorws cmpí1;Ícas'o'1Ítrc'la g<'o;n<!Lda y la ~or1cíi11Lració1C<le-ésliís y.l~~ facforns 

citados. · 
' ._ ' . . - - -- . ~----~'.. - '- : . 

Lo que. estarnos ohser\>úndo es que la tl:ci11ic1l dó haiio químico proclnce películas con· una 

cantidad de imperfecciones impresio11iml;o, sin ~!l!lhill'go <·Ís jll'<,cisi~mmite estólo quepermite que 

las propicd1i<l<!S físicas se1111 también sorprmH.lm1tos. · 
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Fig,11ra 1-.2: Pelícnla de CdS a111plilicacla :l!J,llllllX 111cclia11l.n eHJJl•cLroHmpía Sl~M (SebasLia11 P .. J. 
cL al. HJ9:3) 

Por ejemplo, Ja c:o11ducl.ivirlarl elécLrica ele 1111 1110110 criHt.al de CdS có11 ali.a pureza prc!8011l.a 

valores del orde11.de i u- ix (.f'lr:111T 1 (Szr!, 1!JS1) 11IÍcmLras c¡m! 1111a pelíéu!'.1 cciíi10':1as 1nosLradas 

a!ca11za valores.ele ¡o-:8 (Ocin) i 1· ,m11l.íi1~ mi. la' o)isc11rid1i~l .v:c\c! iu-:~ (O;J)1í.).:: 1 \,,;joiJ{1Íni1íiíció11 
. ._,-... , ·>-:. -.... ·.-··,_ , ·- ,,-- - "_,,,. ; ,·_-• - '2::. •· - . ~-. ·. -- .,,,-e. ,· •' ,' ·~-· '<' '"< ·. - · .. ·. ': -,·.·.·: : . ' ·._· ,,, 

(Nair eL al. JfJSS). SiliclÚrl1; ;,81:;H cif1lnliios'~ol;iir1ei'ít6 ¡ílierleÍ1 s!)cldiiclo{1;·f;~s i;r1]ierfoccio;1es. 

ConLrolar las propiedi1des.clep~iíde. <H1toi1e~,¡; .dó¡iode1' ccÍÍil.ro! iir !1ls iilp'~i·fccciÓ11és.' 
···- ---~,_-._ -·::1. ::·:·:\:,~~;·_:.:- (_~~:.:->:-· ::>r _~~~~~~·->~C?>·:: 

1.3.2 PELÍCULAS DE znp DEPÓSIT.ÁDO PORROCÍO·PIROLÍTICO 
,,- .. 

l~l rocío pirolítico·p~;.;nitc ~lJtei;er ¡ielíci1Ja~clc b1;ón1l·C,;]i~lmly e~;I ¿¡.¡,~terí~ticas n1orfológic1is 

difore11Lus a lasdell;,.1i¿ ~¡uÍi;dc¿: l~J :lieci10 d~nl.ilizai gol.as c~1;1011~m1L¿dot.ra11sporte mecánico, 

provoca Ja aparicló11 ele hubl!as i::ir611!1;rns mi lasupnrfiein ele Ja pdícula; ó~l,;1s dnpimden fuerLc­

menl.e de la lcmpcii·l1L1ira del si.mi.rato.\' del flujo con el cual sale el roeío. Las lig,mas 1-:3 y l-4 
'.. ' - : 

1t1ncsLra11 estas .]mellas eir~11la1:us para clifore11t.c's eo11dicio11<!S cln depósito .. 

Las in1pcrlceei¿Í1u·s_.~ir~ulares aparn11tc111c11le son eicaLrices en Jasúpcfrficie d<J ]a-pelíc1il;1; · 

pero sí tie110J; 1-1111-;;l"c~lo impé:nta111.e 011 Ja eonclncción ele carga. l~n- ·1;; · fig11;~1 1-5 se 111u~stra 
mm microscopía ~Íccl.rónita de harriclo de la in1pcrfocció11. Pareeeda· q;;é no hay·partícn!as 

adsorbidas, como cu ~! ciaso auLerior, si11 e;nhargo, esl.nrlios n11ís p1:ofumlÓs (Anu1m,id1 et al., 

1070) muestrm1 quó cll el!>~ssc halla una alta concenl.ració11 de cloro, si';m1pro que csl.c elemento 

se encuentre como anión e11 la reaeción c¡nímica 1.:1. 

¡;¡ 
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Fig1Jra 1-3: ivlicroscopia ópLiea dn Lrns pulíc11las delgadas de Z110 prod11cidas por rocío piro!ítieo 
a una temperatura dn sust.rat,o ck :HiO ºC y correspo11dic11tcs flujos de gas de 8.(i l/m, 9.íi l/1n 
y 10.G l/rn, rcspcctivmncnt,e d!\ izquierda a derecha (Aranovicli et al. HJ7fJ) 
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Fig11ra l-,1: Microscopia ópLica <le !.res pclícnlas dolg11das ele /,110 prodm:i<las por rocío pirolít.ico 
a una t.crnperat.ura de s11st,1·at.o de 'WO º(.'y cormspoll<lie11les fl11jos de gas de 8.G 1/m., il.!i l/rn 
y 10.G l/rn, rcspectivmnrn1le de izq11ierda a drn·<!dia (Ara11ovid1 et al. lfJ7fl) 

Figura 1-i'i: Microscopía Sl~i\·l ck 111111 i11l111111C'g"1widacl carac:l."rísLica e11 las películas ele Z110 
producidas por rocío pirolít.ico (1\ra11ovid1 d al. 1 !l7!J) 
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J,a prese11cia de cloro ele11t.ro clu ]¡, i111perfoc:ció11 i111plica <Jllll cista rngió11 tenga propiedadus 

l'íHicas c!isLi11Las a h1s del rest.o dn la pdícnla, e11 particular la -condnct.ividad el6ct.rica se ve 

obviame11Le afocLaela. l~l Z1'10 erist;ali11óreport.ii valonis u11 el rango ele (J(lacli.s, IDSI) IJ.I a fi 
'.''-· ._ . '-· ;,,. ;-- ·' 

(flr:111.f 1 , mie11Ln1s qnu las eo11rl11ct.h;id1Íelcs di' ias JHilíc11li1s:1H·cisu11t.adas .cÍr las figuras mport.1111 

los valores de h1 sig,'11iuiiLe .tabla;·e1i-r·clació11 co11:1a t.iimperat,1;radd s;rnt.rat.o y ol flujo ele g,'11s 

i11yecLaelo al rociador (Ara119viCJietal.', JD7D); 111e<Uci;~·s a tm11]llll"Hl,11ra a111liie11t.e .Y CJll obsenridad. 

Como se ohsurva,.h{~coi1élucLivicl•1,<les ;¡"la J><;líenla se
0

<~1IC;1l~J1tn~11 por ILhajo ele las condue­

tivielades reiiortaclaspani-lbs:cristalcs~. ArialicemCJs a é:o!l.t;lm;i1cio11.e8i.~1nis111cí 1111it.crial pero 

cleposita<lo por otra la técnil:a ASCJ ll, para 11cít.a1~la\•a1·iasió11 ~11l;1sprolii.edadcis: 

1.3.3 PELÍCULAS DE ZnO DEPOSITADCJ POR.~ASCÍiL . 
·:; .. 

l~I crecimiento dn pelicnlas por ASCIR se lieva a cabo. 111-cicÍia11t.é, el :1.rilrisporte químico ele lÜs 
. - '' . ·~ -

iones. Al no utilizarse gotas co11Jo 111eca11ismo du trarispó'rt.e las i11!1omcigcmeidades circularns 

anteriores 110 aparece11. Si11 c111hargo1 tampoco aparecen ¡'iartícuhii; adheridas a la superficie 

como en el easo del CdS. La fig,11ra 1-0 11111estrn uua -microscopía óptica de este tipo de películas. 

En ella se hace notar mm estructura grar111lar que .. se extiende homogé11eameute, pero ub lray 

imperfecciones rnacroscópicas aruíloga~ a los c11Sos a11terirores. "Apare11Lemm1te el ZnO deposi­

tado por ASCfR es una película mí1s l1011Íogéuea: qne las ant.criores_, siu embargo 110 tenemos_ 

mm microscopía electró11iea que prohablm1úi11t.n rcivelarí1; el desonleu presente en his ¡)elíb1;las.-
- ' . ·-- -'-- ~------ ~-·-- --- -- -- - . '. ' 

l~l par>Ílnctro ele <lepÓsit.o 11si1cÍo ·HJÍls i;11porLa;1te e11 c~ta t.écuiea es el rnírnero ele ci~los . 

adsorcióu-reacció11 y parece se;. q;1~~ hi' co11dÍ1cti\•idad 'c,s indepeucliente .de él (Robles, Wfll ), 

colocá11dose del orcle11 ele~ x'1o~8 (flc;n),_, 1 . a L<m;peratma a111biente _y e11 Ü!>s~i;rid1~cLgvi­
cfo11tenrcnte es de 1111-ordeu ri111cliCÍ rnGJlorquci:~nel Z!10 prodúcido por rocío y 1mevai11eute 

podemos resp~11siibilizi1r clci e~te comjlo{-ti1;11ie11!.o a las i111pcH"feccio11es . .. ,·, ' .. . :, ' - ' - ,- . - . '. . ·. ·:· 

J(j 



Fíg,1ll'a 1-0: Microscopía <'>ptica ,¡., p"1ic11las de ZnO clcpositnrlas pnr ASC!I{. (Robles lfJHl) 

mcdiaute proct)sos extre11mdamc11Le sencillos. Sin n111lmrg;o, los materiales producidos sou im­

perfocLos; aú11 1rnís, s11s propiedades dcpc11dm1 n111y l'11crtmnc:11Le de estas imperl'cceio11es. Esfo 

es nna complicació11 nmy gramle ¡mrn s11 esLndio, pncs eont.rolar Í111pcrfr,~cio,11l>s es dilfoil .y 

modelarlns teóricatne11t1! también .. Esta cfosv<mtaja es m1 reiili;lad sn principal atraeLívo, p11es 

gracias asu morfología se amplía el J1orizo11te de s~1s aplicacio11cs. 

Para aplicar 1111a pclíc11h1 c111u1 dispositivo es ueccsario contar con 1111 ~011j1'ir'1t.o dcpropieclades 

físicas que. la earadcrice11, ·éstas 11Cccsariamcntc delmn ser pro;lncto de n11a medición dírecLa, 

Lo c11rioso es q11e, arn1quc las ,propicdmles microsc6picm; ele las p~lícnÍas so11 dcLcrmi11a11tes, 
- . ,· . ' . . 

las propiedades m:xlidas son macroscópicas y cna11do pensm'n.oR (m las aplicaeioues pocas veces 

requerimo~ lu;ccr refore11ciaa la mier~esLrnctura:· De 11e~l10,1;ú1clia de ,la litcraLura 1íuicanw11te 

reporta propiecbÍdés m1\croscópicas parasnyosihln apli,~acic).n. Est{') m1foquep1w9_c utilizarse . 

parn realizar e~tmÍios. teóri~¿s, lo cnal veremos c1\ ei·~ig11ic-11l(i"-c1;];(i;uJo. Sin embargo es rno!ce­

sario antes eutencler -e; proecso d() medición ele l;i· c/i1cl11cLividad· c11 las pelícnlas qne estamos 

estudiando. 
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1.4 MEDICIÓN DE LA CONDUCTIVIDAD 

La comlnct.ividml es la fnndón respuesta_ del n1aterial a .l~t.apHeadón de 1rn earnpo eléetrico 

E, cuando el o1heto f11n;t.1i1ui1:1·Lnl es la procli1cdó11 .de ll!Ht .densidad de wrriimtii eléct.riea .l. 

Est.Íl definida cotiÍo nua rcs¡nwst.aHB~>.;l ,i1;t.re;il e1iiiip6 .\: h1 corriente, por Liu1t.o crn11plulo que 

couoccmos como la lcydc 0111n · 

. ' .. ·-·, .... - . •_"" .:: '··:'_':--·. <-.:: .. ··(':·. ·. _;_ :-':_:·. /~.<; ·.: '.:.~-'.-" --\:-~<. ·. :}~-:-.;~ '·. . ' .. ;:>:;_> <<.. ·. . 
donde ·<u:·c~·el Lei1~0;·/le C:o';1d1{ét.i1:i~lad,.tÓmfÍ11d.; er;cncr1t.1rlirn posihlós at1isot.ropías del medio. 

El proceso ele 1;1~KÚció11.~lc) l;t co.i1ch;~LiviélacÍ iinplicilla ,;,;iic:>i~ióu de 11!1 campo a la película 

y la dctéeció11 •• d{la.Jo;.{iti1t.cJ,~¡ilC laat.n:vics11. T,,i;,qilÍc':11qió11 del cainpo clécLrico involucra 

el primer i>rÓbÚJriia··~erio; ]JlJeS·par~it íJllÓ e~ 11eces1·;¡.i[) eolo~itr cont.act.os·eléct.ricos. Cnakp1ier 

material colb~ado con16 c~nt.ll~to'r(}rrll;~ l;;IH •11;;i¿r1 coi1 la pclí~:ula .Y Í>or Lant.o es necesario 

cuidar qu~ lauuió11 realizad>i n.o afoet.e\1IamccÚ·gi~11 .. : !~s. necesario lmscar 111at.eriales que forrnrm 

cont.act.os "invisibles" para mwsLrosdisposit.ivoscb1mJdidón': P~rejrJmplo si el eont.act.o forma 

una unión rectificadora, lo que observaremos al medir es ln1 efecto rcct.ificador y .cmt.ónces no 

podremos clefitrir a la conducLividad de manera Íiprój)lad>i. La conduc~ividad clécLrfoa e;t.ahlece 

una relación lineal nnt.re el camj>o y.la densid{1d cle:corri<~nt.c,por t.antó l1i1h1íen cont.;ict~ debo 
.· ,:·: '·: .· ·, - -·-· ' 

pormit.ir observar esa propiedad, en ot.ras palahrits el cont;aeto debe ohedéeer la ley do .Ol1lll. 

Los contados también prescnta1111na dific11lt.ad geornétrica,Jmc~ el ::éam¡io 1q~lici1~lo debe 
; -.• .. · .- ·,-

ser paralelo a la película. Sin eml)mgo, los cont.ac:tos, sobre Lodo en ¡iclículas t.l-iirlspar6nt.c~ con 

el Z110, se lrncen vnrt.icalcs odgirníndose efoct.os ele borde cerca de lCJs cout.a~t.6~.·: Ur111 forma 

de reducir este prol;lmna es realizar las rnecliciones en llll pm1to iut.ermedi~ m/e1 dual el: campo 

sea "aproximadame11te" 11oriv.ontal y no se vea pert.urhado por los 'bordes,· ;1:6sL1 tc!c~licú de. 

mrxlición se le llama t.écnica cfo cual.ro pm1Las (fig11ra 1-7). 
-- - ,· • ... -.. ''< 

Exi~t.r;ll otras t.écnlcas para realizar medidas confiables de ·condí1;;t.i1;\d;1cl, sllr "¿n;bitrgo el 

¡nmt.o import.atcJ es que sea cual sea la técnica, en la medida cicL corrii\/,fo'.;,fÓctric1i'~iempré . . . ' , __ ,·-·; .. ,., ,• •,. _, 

viene iucluida la it1forr,nacióu de Lodo lo que se encnmitt'IL]H'e~~;¡t.e, ci'n j~¡' í{elícuht:' rngiones 

ele diferente· conduct.iviclad, fractl1ras, partículas ir1ccirpoÍ'l1d1Ís et~. í:;;irt.oli2es; Ío cgiccsLaiÍ1os 

midiendo es una.corrient.ó promedio en '~1 materi;tl; 

Desde 1m p1111Lo de. vis La n111croscópieo :este Lipo. de sistcrn;;· podría modelarse como un 
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Fig11ra 1-7: gsqucmn de ln t.éc11iea de 111edició11 de la co11cl11ct.ividad rncdia11te cnatro lllllltas . 
. Lns p1u1tas exteriores iuyecLar1 corric11l,o eJéc~ricH. E1 c;n_111po su mide en 1111a rcgi611 eJI que Jos 
efectos de borde sou despreciables 

material compuesto de varios co111po11<J11te~ q11u 1iuódcÍ1 cc:ilrsidrn:;;rs~ co1110 11orl1og'érleos. AJ 

111edir estamos trausfor1111111do eslü sist.e11111 en ;u1 :lll<J<lio lrcimogé11eo id~al que t.ie11e la rnis111a 

respuesta que el miitcrial compuest;o· ... 1::.1: proceso de, 111eclició11 ~ú~iér~:estudiar el problema 

considerar el desorde11111icroscó¡íico,'qm;¡¡á;1C!011os ú11i(:111;lmitc cnel IÍ;niú;de la electrodi11á111ica 

cl>ísica. Este m111i110 cs.d que seg11irúmo8 para niodelar a h;s películas delgadas cfopositarlas 

por t.éc11icas químic11s, c11 ef siguic!ll.<J capít11lo. 



CAPÍTULO 2 

MODELOS BIDIMENSIONALES 

PARA PELÍCULAS DELGADAS. 

2.1 ECUACIONES DE DISEÑO. 

Usrntlme11te opLirnizar 1111 proceso dn dcpósit.o dn pelícnlas clclg;adas es escmcial111ent.e 1111 t.rnhajo 

empírico. l'.:sto implica 1111 g;ast.o de material y trabajo J111111ano que ¡medo optimizarne n1cdia11te 

1111 estuclio-teót:ico 'c1n1 ,j';;,t,il·ial. _ l'.:ste es_tudio puede dirigirse e11 dos se11tirlos, el primero a 

comprender y modelar Jos procesos rnicroscópiccis i11voluc.:rados cm el trnnsportcnle _carg;a y el 
. . -- . ' . 

s<1g,1rndo a delennimir 1í1Íi,cl;u;;)nt.c Ja respuesta ef'ccLiva del rnaterial cm rc:hició11 co11 la' respuesta 

de sus compo11mil;c!'i. 

La primer lí11c)a teórica se ha dcsarrolla~lo 111_odciJa11do Jos n1c~1111isrnos de dispersión- de carg;a 

comíuuncnte JH'esenÍ:es en -las pelícnlas dcilg;adils. -l~stcis se ~l1JJ011C!n- l'rn1da111c11tiilmc1it.ci Jig;mlos 

a Ja estrnctnrn policristalina, poí· t.a11t.o im ci-i11t.1:ail m1 estudiar las fronteras de g;ra110. Sin 

mnharg;o no dejari de ser scrn_ienrpíric;os .\','de_ c;nalqhier i11a11(~rn,-requiere11 de tornar e11 C:m111t.ii 

efecLos cuá11ticos; Jocimfd\ii~lcr1t.érnel1i.e hllcii _rruís clificÍil su -trniamient.o. 

Por otra -parLe la_ dotcrmil111ci~n _ ;¡b Ji(-cor'1~l11ctiviclml el'ecLivii de .Ja pelíc11la a 1>ar1.it: de la 

c_;o11ducLividad de sus éor npor u111t.c?s 'es'úi 1 a' ruodel ación_ !nacrosc_;ópica fer 1911ie110Jóg;ica. _ 9011sider­

arnos a la pelícnli; m1110 1111 1;rat.órii~I t!o1i1jnwsÍ.opo1· v111·i;1s r~!gio;1es Í10111~géiimrn, siu at.elrder ii 

las cmtsHs mkrnscópicí1s que ~lct.c!Í'1ni11a11 ];, r!~s1ii1est,;1decach1c¿mpC>11c11t.e. Est.o t.ipo de análisis 

g;e11era ecuaciones que pcnniten c_;Óuocíir Jasp;.¿piecladÍ1s finalcis de liL 111czcl1i 011 función de las 
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propi<'dades imlividnalcs. De: <'SI.a fnnna si sn l.ieno 1111 prc1coso "" l'aliric:ación q110 JHJl'l11itc! co11-

l.rolar la co111posici611 y <Jsl.r11cl.11m li11al es posihln conocer a ¡rriori las propicdmlesclc la umzcla. 

1~11 este sc11Lido cst.as <Jc1wuio11cJs f1111cio11a11 co1110 1'cc11ac:io111Js cln diseiio" del rn1t1.rn;i;tl. l-Jay 11111-

chos alll.<Jcedó11t<JS de 111odlJJos do <JS-1.c estilo, sin <JtnlJHl'g;O Sll aplicación al diseiio Jlr<Ídiéaním1te 

110 se ha 11c~J-;o,:• l~~IÓ ''~ Jo c¡1w' 1.ra-tamos_ cln lirn:nr rn1 esl.n l;rnlJHjo. 

Como CIJ c11alrp;icr otrornodelo, parn ()Jl(~onC1'ar Ja resp11esl.1J óléct.rica ~íiiCtivii ele la pelícnla 

ns 11ccesario co1ne11zar- por'idealizard -prolilc1m;, seleccii:u1a11d~ rn11-~:g;c-01_r.1eLría·q11c· ¡>cnnita 

aprnxi111ar las ir1lio111og;clleidf;-clc~s ele lús p<Jfíi:nlas re;tles. 1:;11 lll ~;;píl.11!0 .i11l.eriór sí;desi.acÓ ~Jll<l las 

pelícnlas so11 1ii;1,y desorcle11i1c1as;,prn:osi11eml>arg;¿'rnesoscó¡>ica111e'.jt,J <'P1r111y11btorio en alg1u1os 

depósitos Ja presencia ¿¡e i11liorn6geiÍ;lidaclcis circúlarcs cnla s1nirirfJCie.:;l~sI11111orfolog;ía. sugiere 
. - " ,, . . ' . - . ' - - ' ,. ·'' , __ -· -··1·· ,- - - . >- . ' ' . 

idealizar a Ja·peJícnfo J>Ol:nil si8i:c'111a--JiiclJ111<lnSiOi:a] cÚ,_i1Ídi1~l¿tl<lS~irc1Í]a'rci{ C;l•I otro 1t1al.eriaJ. 

Si11 cinbarg_~, parece ~11ií8. it(~;~l't!~~~t-íLu ·g~1Jic!l·aÚ~-~~.r _l~~: i'o1-·?1'.1~<.)~-: c~~?.c.:1·1.1_~~¡'ii91,~~~i~1_r!.~_1:-/ __ ~FpLic..:rn~;~ 1~ que 

11os pcrrnit;J ohte11er. coÍno ní1 1í1nite' i1 1;1 ci1;C:1i111'cirrn;~ia y adciri¿~- ¡;o~leuÍos c11cor'1tritr ~J otro 

lí111itc, el de ag11jas, qnc t.iil vez pcrn;ita 111odelar grieti1s; /¡¡'1c1 t.ar11liiÓt1 )ine~le11 ~si.ar. presc11tes. 

Cuando_ li;1bhl1nosd~! -1111~i~l.erna bidime118ional Jios l'<lforimo~'.a 1111 sl~l.mrn~ coí1 simetría 

cilí11dric;1 e11 el 'cual'se clesca calen lar mm res¡:iw~1:1~ 1.ransveí·snL J::;st,o es iii1porti1ntc"recak>irlo 

¡mes 110 existe la electroclirnímica en dos di111c11sio11cs y j>or !.auto cua11clo h/lhJmn~~::cle que las 

pelíc11las so11 hidi111e11sio11alrni'es1.aré-1ncis:s11¡>011ic!r1do q1;e_e;1 realidad ~st.áI;forr11ada~-dc co]11inrms 

Para olJl.e11er .uúa 
' .,, ' ' ... 

"ecuación de diseiio"" pla11tcare1nos lrni si_g11ie11tiJs objeLivos, ·]os cualcs,_Ú;ifü11Toll111:mnos e11 las 

sig11ienLes :-;ec~iones: 

- ' -. ' : - . . 
l. Enco11l.rar la co1icl11ctividadcfccLiva dci 1111 111aterial con una ir1clusió11 co11 fonna- elíp-tica. 

2. l'.:11contrar la co11<lüctiviclad cfocl:iva ele 1111 ·mal.erial -con -muchas_ i11clusio11es -de forma 

elíptica ordenadas ¡)eriéidican_1c11tr> y 

:l. f:::11co11trar ]a co11cl11ctividitr[ de 1111 sistmn-a de incl11sio11cs COJI forma elípt.ica distribuidas 

t.otahne11t.e al azar. l~stnes el _modelo c¡ne harmnos comparar con los 'resultados experi­

mentales de nrm película clolgacla deposil.mla c¡11í111ic>1111e11l.c. 
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Figi_u·a 2-1: Sistema ele referencia 1rnaclo parn la Holnc:ión dnl prolilrnna ele nna i11clirnió11 elíptica 
en rn1 medio ho111ogenco 

2.2 UNAINCLUSIÓN ELÍPTICA EN UN MEDIO CONTÍNUO. 

Co11sidcren1os una·e.1_ip~9 c_e1_1_l,t:ada en d f?l'igc.!11 con hi:·;"c;aracLc!rí~Licas q11e-se 11mest;ra1i-eu ]a figura 

2-1. De110Lrnnos por-E1 ;~-i~l c1i11,11ío exti!l'l10· aplicado y ¡-ior E(iJ el cmnpo i11Lerno clependie11t.e de 

la posició11. 1bil1e11-1'os 11 '.j{iJ-co1110 la densidad de corrirn1Le local, enL011ces podernos c!seriliir de 

lllllllCl'H COllCiC!ISacl;lqll~' 

(2.1) 

con i. = O, 1 segú11estemos m1 el medio o la i11cl11sió11. Dado qne ni prohlcrna es esLiit.ico .J(i) 
-- ' -

debe cumplir m1'to~!aspart.ei< la <!Cllació11 ele contirmidacl 

V' .• J(i) =o, (2.2) 

por lo qne se elche verifiear 

Y'·E(iJ =ll. (2.:l) 
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Sil!lllJ>l'U CJlH! Jos 111cdios Hl~Hll linu1ogé11eoH u isol.rtipicos. 

l~n función ele! pol.t,ncial elect.rost.1ít.ico la cc1111ci6n local r¡ne clelw verificarne es la de Laplacc 

\li<p =o, (2A) 

co11 'P co11t.í1111a c11Lrc los dos rnedios .Y t.al qnc veriliqtt<! la crnit,i1111idad dn las cor11por11i11t.cs 

11orn1alns de ,JCii,,11 la frontera ele la incl11~ió11 ós decir 

(2.5) 

Parn cerrnr el problema ci; iiecc~a1·io•~~ig;ir; qii<r cp1 sea 110 -~i11g11lar. en 'Lodos los ¡nnrt.os de la 
\', . ! -· 

elipse .Y que el l!f<;c·t.'? ¡>rodücido íjor j;ti1rc;h1s:ién1 d<isapare~ca, cniurdo nos aleje1r1os rnnclro de 

ell11, es cledr· (¡ne_·" 

(2.0) 

• ' • ': :<_ ' ·-~, -' - , e 

7.2.1 EL SISTEJvIADÉ :c~;ORDENADAS CILÍNDRI~As ELÍPTICAS. 

Lo tíuico que· resta imrll1'ó~olv;;1;cl··!;rolil;m11inspro¡io1rcr' el sistema ¿¡e coordm111das adcéuado. 

1;;ste debe ser el sistema de coorde11adas'~ilí11dri¿s dfpt.i~as (Morse et. al Ú!ü3) púes se adapta 
. '. . . . : ' . . . - . ; .. ' ~ . - . -

de ma11era ideal ,¡ la gconmt.ría propnest.a. La t.raúsfornració11 ció c_oordeiradas 111ajiwt el espacio 

(:e, '!J, z) a (u., v, z) mediant.c las rnlacio11es 

'" = R.cosl1 ucos u 

·¡¡ = R.sinh u.sin v (2.7) 

z.=:z 

donde 11. toma valores e11 ni intervalo, [O, oo) y ·u e11 [O, 2T.-) .. Para n co11st.ante, :i; .Y '!/ verifican la 

rnlaeión 
_:í;2 ·!/ •. ' 
' a,2 +. 1i2. = L . (2.8) 

con ci = /?.cosl1 n .Y /¡ '.:: R.~inl1 °n{<)s clecir~ las;~m1ias. de nivel de :11. dib11ja11 elipses que t.ie11c11 

la propiedad de t.m1cr distanda f'ocal ig,1litl a /?.. Por OLl'IÍ part.cqmra 'IJ co11st.a11te las curvas 



F'ig;nra :2-2: SisLeurn ele conrderrndas c1ípUc.:rn;. 

dibujadas son liipérbólas con la mis111a clisl.andal'ocal (fig,11ra 2-2). 

Para aplicar las coordenadas al prohleiria f"ísico ,;,; nDc<!saric)·. fijar ll a la geoinel.ría real. Dada 
- :. ::- ·.> - •'. ·, 

una elipse con serniqjc)S. mayor y 111cmor desc.riLo~ ]>or a. y .li rcispecl.iva11wnLo ex is Le 1111 solo valor 

ele R y de ú.11 que se ajnsLnil a ella: 

ll=--b_. =~. 
· sinl1·110 cosl1'1/11 

(2.D) 

(2.10) 

Ahora hace ffi!La determi1111r. la fon11a de Jos operadornscliforenciales involucmdos en el prnb­

lema en el nuevo sisl.e111a ele coordenmlas. En gm1eral ni operador Laplaciano para coordenadas 

generalizadas (q1, r¡~, c¡a)tiene la forma (Arllwn, lfJS!J) 

(2.11) 

do11de 

(2.12) 

con :i:;, las coordenadas cartesianas .. l~n el ca~o concreto do las coordenadas elípi.icas podemos 

demost,rar que 

h,,=h,,=ll· si11l1~n+si11~·1J 



Y hz =l. 

l~ll el easo qne "stmno/i e.,,1.udiamlo d pol,imda!'e!écl.rico solo rlepemle de u y v el L11plaeia110 

se rednce H 

2 ' ' 1 ' .: • [ª2<p f:P<p] . 
\J <p= (,·• 2'', '•'·) -i] 2 +~) 2 , /?.2 s.i11l1 u.+ si11 2 11 . u. e u. 

de tal l"orrna que lil ccnadó11 de Laplacc m1 coonlcnÍlflas,"lípLieas tiene la1nis111a'for111a que c11 

coordcmlas carLesia11as 

(2.1 li) 

Las co11dido11cs a la fro11Le1'a iuvol11era11 al.ro operar!rn· rliforeucial qne es 

ü,, = 11 ··\J, (2. Hi) ' 

do11rleu ei; jnsúune11te el vec:Lor.11i1iLario e11direeció11'·n qne sopurxlc escribir có111oc,,. 'Por otra 
. . 

parte mi coorcle11ac!11s grmeralizadas d Í:>pÓrador 'i7 .. Loma la forma 

(2.17) 

El operador dacio por 2.Hi es sirnplcrnete 

U·V= - . 1 [ ü] 
:, ' n.vsi11l12 n + si112 ·1i iJn 

(2.18) 

F'inalmente la condición 2.5 s~ pnede cxvreimr ¡íor 

(2.l!l) 

La condición de no si11g11lariclarl (;icme 1111 ófect.o fnmlmne11talsobrn rlos l>lllltos particnlares 

(u,v) = (0,0) y (u;v) =" (Ü,~)-, q1w corí·cspomlmr a Íos foeos de la elipse. li:11 estos ]lllllLos C!l 

.Jacobiano ele la tra11sforrnació11 definirlo por 

h,, /,11 /,z = l Slllli '//, + SlTI '/J I I /·2 (. 2 . 2 ) (2.20) 
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eH cero, <!S decir, la Lrn11sfor111ació11 es Hi11gnlar. J~;H posible drn11ost.rar q11e si \01 eH 110 Hi11g11lar 

11ccm;~1riH 1nc11io 

Ü\011·· = () (2.21) 
Ün· {11,11),(11,rr) ' 

y viceversa si ost.a co11clició11 110 se i::111nplu <p1 es singular e11 los focos. l~st.a co11dició1í es 

deLcm11i11a11Le parn re~olvm~. ef prohlc11m. 
- ' . . 

FalLa Lrad;wir la coi1clició11 para r 11111y g;ramle, la'é1mi clebó: C:orrnspo11der con ·n gra11rl<!s. 

Cnando 11os alejamos de los focos las elipses riípicl;111wi'11.e ~en¡ir~xirr1111?1i círc1;los. De 11ec110 
• -.: ,: " :._::--. :·_-._-:> . :,_ . _. -· .>- ·., '..' ·-'-

sucedo que si11lin"" cosl1n"" ~ cxp(n),• lo crntl.ir11plica ~¡mi los H<m1iejes son .casi ig1wles y por 

LanLo cualquiera dé dios cs. aproxir11adarnc11Le el ·radio, <:ni.onces parar-> oo, 

1( '' 
r "" -;j exp(n), (2.22) 

de t.al manera qne 
E.·r, 1 ,n··() o 

wr == ~1fl' cos l ~ /~112 exp n cos ,· 

donde Bo es la.mag11it.~1d del ca1npo aplicado y(} es ni X1lg,11]0 que fonim éste .. con el vect.or de 

posición. 
. - . . 

l~n est.c punt.o 11an11110~ una s11posi~ió11, que Eii es.La orient.ado paralelamu11t.e a la dirección 

del semieje nm)'or de la eli]>se, ~s d~~ir 

. ) ; " 

iVJás adelante Vel'll!BOH COl!IO esl.it:SiJ;•;¡;lificaclÓn llÜ afoct.a Hl1HLHnCiaJr11ent.e la solución del Jll'Oh-
• 1•"'- •··.• •.. • .• 

]erna. J~n es La apro~i;llflciÓ;I Ó.c()illcicÍe COfl v, COJl 10 <JlÍe seÍiimplifica11 los CH]c11los, obtmtiem[ose 

que cua11do''ll :..:.¡ oo' . 
'JE!?. 

<pi)== .::.T oxp(n) cos v. 

De es La ma11era se cierra el J>rolilema de valorns ·a la• froutera. Procedamos a la .Hol11ció11 dol 

problema 

2fi 



2.2.2 CONDUCTJVJDAD IDJi'ECTIVA PAH.A UN MEDIO CON UNA IN­

CLUSIÓN ELÍPTICA. 
. . . . . 

. . 

Lu co11dició11 2.2;1' 1fOs S(tgitii·o h1 se1m.radó11.~le v'urial>lcs··11dúclwch1 p~~ra_ ln 9c1uició11 ch~ Laplace, 

\,OJllC!llOH 

:p¡ =U (li.)cosv, 

co11 la eual U (u.) debo vel'ilicí1r 

Co11 lo <Jlle 

para cada medio i = O, 1. 

i ') 
~=U 
dn~ · 

Parn que las co11clicio11es a la l'ro11teni citad11s _se vcriliq11er1 dCJ!m Hlrcednr q1m 

- · - ~oBJllr.l'~ · 
A1 =131= 

2(a1 si11l1·1111+á11 cosli un)' 

"!"/". Ú · ·C /"/> ll . 

13 
_ · __ ,~o .!J ?.e-º-:-::::-.:-_···_'-.-~ -· !J 1.e a· 

· u - 2 (a1si11l1·1111+1T11~osl1ú.11) -+:.•-Y-
,.' ·.- ,, 

y 

De esta forma, el potm1cial rle11Lro clci la"dipsc 1is 

\01 = 

o bien 

(ITJ siÍ1]1 "llÚ + ITIJCOH]I Uo)' 

que ¡mecle si111plific11rse aú11 rrnís 11s1111do" 2.D y 2. lO q11cd1i11<lo 

<p¡ = 
a 0 [j) lle"º :1: 

(a1/J +aun)· 

27 

(2.2ií) 

(:Ufi) 

(2.27) 

(:L28} 

(2.20) 

(2.:w) 

(2.:ll) 

(2.:l2) 



1;;1 ca111po oléc.:1.rico 011 la cliJ>Hl! l!Hl.a dacio por 

E('}=-'V'cpr= . ,o,o, ( 
auliJl?.c"º )· 

(arb+ aun) 

o hier1 

E( I) · aulle"º E = 40 
· (a 1b+ aun) · 

(2.a:i) 

'lbdo este tralntjo servh:;\·par11c11coi';t.n1r la co11c\11cl.iviclad efect.iva del sisl.ema, pero aií11 110 
·' - ,_. . 

]1m11os dicho co111ó li1ic:rn'lo ii'¡i1irl.ir·él~Í cpi'1oc:i~-11ici1;t.o c¡110J1e,111os g;c11erado. Parn esto 11tilizarm11os 

1111 truco csLá11clar (l~;{n~lau,: et aL !DS,J)'r;ím cbnsisl.e cin iiLilizarül lmc\10 ele que la dm1sidml de 

corrienl;e efoct.i1'a pi·brrlcdi; c;unplojm11.ci co11 ·el ca111po que 
--. . : . . , ,· .. , ·' 

~(.Í) -o.11 (~) •=:' i¡·. (.J(i) _ auE(i)) rlV, 
.. .-.• ::-: ... --. V, ,.-• . 

sie111pre que -V s~acl.yoln1nc11 tol.a] de la· 1n11os.tra. [llijo estas cornlicio11es (E)- debe! coincidir 

con el campo apl_icmlo cs·dccir 

- (E)= En, (2.;Jf>) 

con lo que 

(.J.)= ;,.0 (E_ . .') +-.!...-·/·(.JC 1l - a0 E(ll) d\í¡ -.--. .. -_ v. ' (2.:w) 

¡mes la integml_ se armla cm el medio O. Por otra, parte! i'ii. dc-!nsidad de corriente dect.iva os 

proporcional al camp~ aplicad~, l.ei1iei1do'C:oilio; c~f1~1.a1;1,e de propo1:cionaliclad Jú-c!cisame11tc la 

co11duct.iviclad efoctiv1,1 deÍJnedi_o co111p11csto, esrl~!~ií· 

-· - -

· .. (;T) = a-./É;,. (2.a7) 

l~s facil 111ostrnr 11s>1ndo 2.;1a, 2.:m y 2.:JT que 

- 1 ·¡· - · aul?.e"º 
rr0 ¡ Eo = auEo + -11 (a¡ ~ rru) ( 

1 
) Eod\lr, 

_ ... rr11+rroa. 
(2.38) 
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"ef . (a1 - rro) (n + /i) 
-=l-1-{ ' rru · rr1li+ 0'11n 

(2.:!!J) 

donde fes h1 l'rncci611 rk ám/I (o do vuh1111ó11) oc11¡J1ido ·por l~idips1i (o l.11s coh111111as elípt.icas). 

Ob\·ia111m1t"' la O'cf que 1ie111os deLen11ii111'.lo l!s lwrns¡mest.a dd sisle111a al aplicarle 1111 c11111po 

paralelo al eje mayor· ele.la dipse. ·· Pl!ro el sisl.<!lllH .es· 1111isot.r6pico por lo que: lo qnc Lil!ne 

se11Lirlo es 11ablar ele 1111 Lcllsor de eb11rl11cÍ.ividad efoet.i\;,,· '7i' efi en el .cual 111 ó:Ímpo11Ú11t.c{ "i:i 

mnespo11dc a la rnspucsLafii1 rlirec;ci611 ·i.rlel shi1:1J1;111, c11amlo <!l campo se coloca ú11 dirc:eciÚ; j. 
1~11 es\;a 11olaci611 lace11;1ci611 2.:{fi det.en11i11a 11 hi a,,,,'. L11s dll1ti:'is co111po1ie11l.iJs del 1:c11sórp11edm1 . . ' - . - ~-~ 

cval11arse de 1na11e~·a sc:n1dlÍ.a; de_ lH·.¡-!_Cl~adór\ · 2.:-i l- Ír11m·~~liatarnc1.11iu ol;·Lcúin11_108 ,qnc-~11:r.·=;0. 
H.epit,ie11do Lodo el amÚisis jmr11 1111 cal111;0 afilic:;11lo tii1 dirceció1111 Jl()SH>lcdmnosLrar quu 

ª"'11 =o y 
11'1111= 1 + /"1 - rro) (a+ li). 
ITo 1T1 (l.+ ITob :. 

De esL11 forma el tensor 'a'.;; es cfü1g;o1111l te11iiií1do ~onioejes liriiÍcij,;,¡e~lo~\jescle 111 elipse. 
- • • . . . _. "·' .. - -- -• - - -, - -~ - . ,i-_- - ·"--- ~- - .. - ::- - ._ •• --- , .• - . . . , 

Snpo11gan1os al 1ora 111;·1cl1as i11clnsio11es de colm1111;-1s(:o'IJ'ü>1sScl iút.ica~lisi,rib11lcli1s periÓdica111CJ11le 

<!JI llll Jllltll!l;j¡¡l }101t1~g;é11eo (figura 2-:l). i!;J prohlc;lllH H<;Vll;JJVe IJUÍS l:OJllJJJidi1ck>, pero SC; puede 

llegar a una sol11ci611 uLilizamlo una l.éc11ica co11o¿icla ci:i111b lVIÓLododcl-Pr0111~clio Vohu11élrico 

(MPV). l~sta fue creada par 111odelar el tra1rnpoí'ui íi1ccá11icÓ ó11 11'1cdÍós porosos (WliiLÍlker lflG7, 

Oc!1oa et. al. 1 mia), pero t.11mhic11 11a siclo HplicadaXla ,;01id11cdón t.iíi,mica (No;t,1id ,;t :111. !DSü) 

y recicnten1m1t.c al Lra11sport.e nl"clro11iag11ético <!JI 'n,1crlios i11l1m11ogl!1111os (clcl_' Río et: al. l!Jfl:l, 

Tag,iiel1a et. al. l!J!J,l, l fl!Jü). 

[,a idea general del 111ét.odo es t.grna;·:u11 pro111rnlio iisíJHci;;¡ ele laiec1úlcioúcis'clc! ü;i11s¡;ort.u. 

Es decir, a eada-1nmto clcÍ e~pacio m1 CJ] c11al. li•Í.Y 1111 w¡lor del 'ea1i1po ,definido .ji (1:), asocia­

rle su valor pr01111xlio: suponicindo un vohmw11 al'liit.rnrio dentrado,e11 ~r rnis1110.pm1to, est.c 

campo promedio p11ede escrihirncco1110 (.ji}(;·) (Fig.2-;l). l!:sto. pem1it.1J ~lii~11ir 1111aecrnición 

local promedio en Ía c11alrl;ilJ<i aparecer nl coeficie11te de t.rm1sport.e 1!fect,ivo del. sisle11m. l~n el 



E 

Fig11ra 2<l: Cort.c t.ra11sVl!l'HHl de 1111n clist.rilrnc:ió11 periódica de! colrn1111as elípt.icas. Las línns 
punteadas dclirni11ta11 rn1a cdda 1111it.aria. 

:m 



o 

Figura 2-,1: Constr11ceió11 de 1111 campo pro111cclio {</J) (r), a parl.ir de 1111 vohírncrn móvil, para 
1111 sisle111a de dos cornpo11m1Les. 

caso especial de la conductividad la eeuació11 de LransporLc es.laecnación2A peroescrit,a para 

cnda cómpomifüe ·ele la-rna11nrasig11ie11l.e 

. . 

.·. :\1 : rrN </J¡ ,,;, u (2A la) 

. ' 

' . . -

donde nuevameutei =' J:Ci~11t.rodcila~ iucl11si'6iws ~' i ~O fuera, l!:I objct,ivo fim;I es.111111 ecuaeión 

pro111ediada que Lcuga la f6rnut'.'.·. 

(2A2) 

donde ahora 'rt. re:¡Jrc;s·C!ata. a un 

sariarucltLo haj;isoh~i>í~1." 

·. ' - :-.<·.·· . -. .i.:.·:'... ',' ... ' . ' 
táiisor dú 'eérnch1ct,ivi~lad efectiva, co11sidé1rando que ·uó !Íecn-

-:------'i"-- . ·------ -- -

l~I promedio que debemos usar se pnc~lo ;n11111eiarde fonwípreeisa como 

(<P) (r) ~ L I q,(r + r')~ilr'. 
V./v ·· 



l'or ot.rn ¡mrt.1' CH 11t.il defi11ir ot.ro pro111.,cJio l!Hpm:i1il: 

) i ( ) 1 /.' ( ') '1 1 (c/J .. r = ~ . ,µ r + r r1·.,. 
- - \f•. \I'. -

el cm1l He toma sobre.el voh1num \fi ocnpacló pord eo111po11n11t." i dcml.ro dnl voh1111e11 nsado n11 

el promedio lotai'. 

Si aplicanms cl¡ironwdio dl)HCl'il.o porla e~11ació11 2.'l,la l1L'cc11ació11.·2,;11 ;, pam el coi11po11e11l.e 

i snccdc que 

(\7 · rr;\lr/J;) =0. (2.'15) 

. . . . -

En csle pm1Lo es 11cccsario sahei- como se ri!lacimiai1 .los, operitdoriJs 'v-y ·(), pnrn pocfoí· seg,11ir 
.· ... . ·: - , .. · :· ....... ;_: ->: _·- f- • ;• .. · .. _ ·_:,_.:·. ,·. \ - : : 

adela11te. Por la prnpia dcfi11icióí1 d1¿l prorncclio sin clnéla a111hos opcrndore;~_dclicrí1i11 ccnunutar .. 

Pero hay u11 detitlle, 111 fi111eifü1 rp/ esia rlc]fiJ1icla como ;n1 cscalóJ1;\'álidi1sÓlc; nll eÍ co111¡io11CJJ1i.1)· 

i del rnaleriaL,Esto. implica qu~) tielle {;11a~ll~conli11nicl11d ell j;1s11pcrÍici~ ~pl;)rliviéle ;rlos.dos 

materiales, por• lo qun debe apare¿, -1~11 l:¿l·mi/1~ q11eC:¿1;t,eÍ1~a ¡~t(~ clc)CL()· La respuest:a su 

e11cue11t.ra e11 el Teorema c[~)¡p;:on11;rlló \lol_1;1~iét;1~is'o '('J'PY)<)r~:1ialest,i1bl~é~ c¡i1e (1:1owes et al. 

l!J85) parn 111J cam]io vecloriiil 1;; d~Hiiicld ui11~110 dnlo,sco1iq1~n;111t.es ~everifi~a que 
, , : , . - ~ -. . . ' . . - - ' -..; . \ . \ . - . - - - . -. - - - '. : . . 

(2.4íi) 

- " o: ,.,~, . L • . 
• (\i':''A= \°((·11;)+ v_,h~.·1•u111;rliL (2A7) 

donde la iulcg;ral es sobre ht ~npcrficie ;mlre l~~ d¿~ic~mpo;1m1les·coi1tc11ida en el volu;nc11 V, y 

llij es el veclo1: 11ornmlentt'Cilo~ 1{ml;,1·ialcs (i;:. 
·i - ' " . ... ': . . ·. _'. ·_-- .~·. ·: . " . 

AplicaJ1do d co11Óeimi~11tá 1111Lr;ri6r a· lit ecnaciÓ11 2'.,!f, ollliilic1ii0s u11ll cic11lidór1 JH'orr;erli1;da 

'V· a"['V (cfi') + :!._/' 11·.·c/i·rlJt] + '.2/' 11··: \l<ti·clJ\ =o 
2. z : V·. Jti.j 2.J i ' .. V ~ Aij ZJ ' 2.., • 

(:ZAS) 

;¡:¿ 



Est.a ec1111ción mi v~ílidn ¡mn1 cndn co111pollt!IJl.e. Si s11111a111os a111hos J'CHl111.ados tu11e111os q11e 

. (2.'J!J) 
._.' ~. . ; . . _,,. . . --~ ' ·. 

do11d" 11liliza111os la e;;1di~fo11 2.fí ¡;ilra :sii11]ilificar Jos tén11i1108 élc g;radim1te snpDrficial y 111 

eomlició11 de. co11t.i111;idlicl dcl~¡JOt:m1cial n;;¡/~1l¡iiii:fich¡H1,i·•1. faut.Orbmr,' 

Para llevar. í1 Ía c)rn\¡;6¡~f;; 2~lfJ·;¡j~1 fo,.;í111d<lseachies 1ít.il ií1t.ro;l11cir liis desviaciones ;, los 
'' 

.· ~i'= f/J¡ -(</J¡)i j (2.50) 
: ·. . : . 

como las desviadiones delji0Lcnci1~J 111icoscópico rcspcct.o al pr~111ccUo p61: cornpo11m1Lc y admní1s 

ut.ilizarnos que 

(2.51) 

con fi las fraccio11p,s. de volmrmn ocupado ¡101· ni co111iio!lcnLc ·i., e11tCÍúc~s·cs posibÚ1 reescribir la . . ' ' . . ·- .. - ·' ' . .--~ . 
ecuación 2AD en. L6rmi11o~de (<P;)i·Y ~¡ c9n\o :·y · 

\7 · [rr11Ji1\7 (<Po)º+ rrif1 \7 (~1)':;_+;'./:; 1'¿11"Ú~'.~-"o{( (f1) '+~i)c1A] =,º· (2.52) 

'"ªecuación a11fo1:ior su pu~de ~irnp1Ífici1~; i1LiH~audo eJ\i1is1110 'l;PV,pnes e11 el easo particular 

e11 que '11.¡ = l Le1m111os. q11~ · 
,··L·. ·:· '"·· .. ··.':····. vi ;.uúdA= +.VJ;=. o, 
. • 1\ J ,._ '·:·_ _._.,- ,_-

(2.ü3) 

¡mes las f; so11 co11sideradas ~ci11sLa11l.c)s: Por JO .La11t.o 

(2.ú,J) 

' ·.:'_'.,_ ·: -·\-<. -.::·,·:~ 

De esLa for111a In ec:1úleióii 2'.ü'.fsri rc;Ün'J~ a> ,. 

(2.55) 
, . ,. _. " ,, .-. 

Los pro111cdios {<Pi)i puédeu '· rC!1'.1ci~;1a1:sc' con el promedio LoLal hacie11do. rnm defiuició11 

;¡;¡ 



awíloga n 2.fül 

(2.iifi) 

l~st.a desviacio11 mide nl error qne co111el.cría111os al 11sar el promedio (r/li)i ,·cm lng;ar del pronuidio 

loLal, es decir es una desviación 1nacr0Hc6pica. l 11l,rorl11dc11íln c:;t,ú deílr.1ició11 011 h1 m.:11ad611 2.f>fí 

ohter1e111os.q11c 

(2.5i) 

'. _·: ... : 

Las desviaciones 11mcro!icópicas pmidón i.e11ó1: h>isl.ant.n peso, sin nmbürg;o espacialmente 

t.icJllell llllll clistriJmciÓ;I 'srntve,· iCO!r;parncias COll.llls fl11cl.m1ci01JCS 111icroscÓpicas, por. l.a11to SU 

g;raclie11tc es pec¡uciro y .es rnzo11able. s11¡io11er q11e 

' : - ,. - -· ' -
• ·; e _ o ' • - .- __ _ .· - ~ :- _ : -:: · :-.. _ 

aufo'V~o + ÍT¡}"i'\1~1 ~ (ao!o+ a¡f¡) '\1 (ifJ) + vLu H¡o(a¡ - au) .¡;,r1;1, (2.58) 

ele tal manera que pocle111os despl·edadas enh1 e.2m1ció11:2.[i7, q11eda11do 

('.L5fl) 

' • : .' • · .. · -: _::'.'.~e : 1 ·:, •. ' • •. :. ' 

Al despreciarlas clcsviacio11es;l·1\ai:r¿s¿ópicas lo que esl.amos hacie11do es sust.it.uirlos potenciales 

locales en cada compornmt.upor1111.~11111po prom¡xlio libre ele fl11cl.uacio11cs cspaci(i]cs, 011 ot.ras 
: -, -~ - ~ ': :.- .... -. _'.'. ·, ._- . ..· 

palabras est11mos co11st.ruye11clo 1111 modc·!lo de campo medio. 

1~11 esta ecuación 2 .. 59 l.1e1nosscp.i1ra;lc:, h1 i11l"orr11ació11 ele la lllicroest.ructura y se mrcuent.rn 

contenida en his dcisviacione¿ íirforos¿ópicas. -Para poder cerrar. ;!l j;roblmrui es neci!sario rela­

cionar estas clcsviaciCl1ms~p11:.ólpotei1cial macroscópico. S11po11g;111~1os que·.¡;·, puede soparse de 

la sig1ile11lie rn<ú1era:. · 

<~¡ =:'g·'\1(</J), , ... .. (2.íiU) 

es decir soparnmos en 1111a pa;·t.e ;JlW ii1c:h;ye solame1.1te a .. la g;coJT1~!l.ría;/1{H! 1·1ipresc11l.arnos yor 

el vccl.or g y en ot.rú qnc! represcinl.a al campo macroscópico, Bajoes1.a·suposi~ió11 la ecuació11 



2.5!J se pnmlc escribir co1110 

[[
. . ..- (rr1 - rro) ¡· . ] ] V'· (rrof11+rr1f1) 1 + \/ _

1110
11111grl1l ·V'{</')~=0. (2.íi 1) 

Si lmdieramos deLcrmi11ar el veCLor g· cml.011ces pod1'ía1110~ alin11arq1m el L<lllHOnle co11cludiviclml 

cfoetiva es 

(2.02) 

La detcrminaé:ió11d~11~·gpr<J,;iJ11c cl~l n;i~iuÓpro))letr1a. Si siist.it.í1irnos la cldi11ició11 2.50 e11 

la ccuació11 de .La1ilaci;•1;al·;í:e{111ddib [L;Í11~íi1os?¡1u;· 

•··· ·~L.¿.···.··•. ·,-,.··.;(<f. .. )·1 
· ... v •. •PI =-v:. 'I • (2.fi:!) 

Rig,1U"osa111c11tc;· si• t.6111i1mós· Ini6vainm1't.•é; n11 pi·o111édio y aplicamos el t.eore111a del promedio 
' .. ,·.· ... -:.·· :· . . :" 

volumétrico es ·J'Ílcil'. di.,;r1osti·itr 'que 

(2.íM) 

la cual es m111 ecuació11 i11t.eg;rorli1Crc11cial qne debe .;hdccer ~·¡ . Por oLra parte si d volurne11 

sobre el cual se hace el prÓmecllo es' g;rar1clc •co1'11parado con· la !011g;it.ud caract.erísl.ka de la 

microesLructma, o bie11 la dist.rilmció11 .cki ii1clnsio11n~ es periódica· ~s· posible dmiiost.rar cine 

(Od1oa et. al. l!JD3) 

(2.íi5) 

con lo qne ~1 obed~;ce shr11>lc111c11i.c(fa C!~naciÓ11d,; Lapl;1ce. Li1s co11dicioims a la frontera se 

pncdc11 clcdncir ;le las ~;ncli~i~11cis.para el p0Óil1chil q;ióc11•11i~lo cjúd 

' . ~. '-. , , 

(2.GG) 

;: a pri rner ordcm ele lasdéri,;1icla,s, dd :(<P) , se debe! vnri ficar 

11111 · rr1 V'~1· - Ho1 · rro'V'~o :=u111 (rro _:_ rr1) V'.· (<P). (2.íi7) 



Si li11nl1111.H1tc: i11t,rod11ci111os la cc11acic'.111 2.fiO <!11 las c:o11Clicio111's parn ,¡,1, so pnerln vorilicar 

que 

\7ig =O, 

COll las C:üll<liciOJJeS a 111 l'rolll.Cl'H riadas JlOI' 

11111 · a1 \7g; - 11111 , a11\7g11 = 11111 (ao - a1) (2.fi!J) 

y 

(2,70) 

Si11 embargo, el prohler11a mí11 110 csl.>Í cornplct.o, pncs Ú1 ecn11c.:ió1í rlil'r!re11c.:ial 2,fjS es de s1,g,1!11do 

orcle11 y por tan fo ci; • 11eccsarici. ol.ms rlos~co11dicio11es a· 111 l'ro11l.éra; l~stas se clctcrrni111111 si 

co11sidcrall10S qnU te11crnos i11d11~io11os .(lisl,rilmirl;1s.porió;lical!lel1Le, de tal l';r111a qnU es posible 

clcli11ir una "celda" u11itaria para'ol sisl.rníif1 Y~.pcdir col1clicii:>1u,8 eíclicas~nn ]I; fro11terade la 

celda. Gstas co11diCio11cs ¡lcpenrler>Í11 dn l>i l'ón1iÍiÜ1!la éf(,ldi1 y ¡;~r Li111t~ las disc11tire111os con 

ni caso concreto que <ist,a111os Lrat.ar;rloi las i11chrnio1~os 0Ííii1,ic:1s, ... 

2.3.1 CÜLU1'1INA$.EJLÍ~TÍ:ÓAS EN UNkRED PERIQDICA: 

En l'orrna cletallada;la ~elrlup~ri~rlica que desafr1os rosolverj,~ ¡i~d,;1110~ olisen;ar m1 ·;t1 ligma 

2-5, c11 donde eiiconLra1~10~ las cornlic:io11üs pe\·iórlic•1s qtw rlcl;eú füJr saLi~fecl1as é11 la frontera de 
' . ..,, -_"' ··:-.. : ·:_··_:.-. -.. _ . -

la celda. Cou estas condicio11és d pi·ohlerna de valores a.la fro11Lc1:a ex1;u~sLo e11lÍ;scm1acioncs 

2.HS a 2. 70 se ~ierra. Si11emJ,,irgo110 es posible e11co11Lrar 1i111:;~611;¿ió11 ;;111;1Íti¿a¡1l.p1'.oble11;,,, la 

rlifore11cin radical en las geometrías de la i11chrnió11 y hi'cclr;,, ha¿e im¡i6~iblc lÍaHar misist~111a de 

coorrle11adas eonqrnLilile con allllms. Sin e111bargop~1dmr1d,s det.er1r1i11m·:rn1•{spl~1ció;i afoilí.Lil.:a 

si supoueznos que hts iu~l~rnio11cs ocnpari-,1111-· ~li-c-i.l-=-~fr1ú),~;-1·,cr111eíílí i;_qs:¡;~¿To--ií-:-ht.-·.dc.'.ht Cel-dlt. _l~n 

(Od1oa eL al. Hl!l:l). 

Aplicar la celda de C!iang es susLiL11ir la mldaemidraC!.'.1 porrn1aé::elcla m1);a;sirr1et.i·íasi1r1pli­

fique el Lrat;nmie11t.o rlnl problcn;a, 011 d lffnitncm q11nl;1 i11ch1si.on'cs 1;111y¡j(!q;;ciía co11iparúda 

COll el Lamaiio de las eclda. Corno osta111os t.rahaja,nrlo en i111 si8Le111a.~I~ coÓra;jÍlaclas elí¡>lico 

;¡¡; 



g(x,J,)=g(.<,-/,) ./, 

Fig1_ira 2-fl: Celda 1111i.tari~~ que reprcHenl,H u lm; c.oh.111111aH periódicas de haHe elípt.ica. 

lo ideal es colocar la front.era de la celcla e111111 eJipsc.correspm1die11t.ea 1rn_ valor de.n lmstaÍ1t.e 

mayor a ·110; deLal forma r1üe lcprobld:na fl resolve1' ·es el d~- 11111[ dip~<i í>11 1;1rn cc;lcla elípt.icn 
, ~--:··," 

(fig,1ira 2.5). Esta s\1sLituci§11 qii vftlichv e11)a11t.(Í • cpw c:11a11do h;s;i1fc,:l1rni()11es són pcr111eiias y 

muy separadas m1t~ sí\l~s/~1~ .• ~~Ji.enu·s"·(,;1tlafÍ11ct.1iació11·nÍ~cti~•;•g~11¿,:¿¡a•1;0r· ellns-•clecaiga 

rapidarne11te, ·ae ~,;¡ lor1mi c1ue.cÍI '1!11i1 \•eciÚclad de·la l'ront.ern de; la cclch(el el"ei::Lócs dcspre-
.; .. -' , ' '··' :-· . ·;· ... ·· .. - ':. ',": . · .. -:· 

ciable. Por esta nizó1;:iicp\1cdc' ~;ist,itnlr la forniadc la c~ld1; sicrnprccgw nxp1Ít:arnos (1110 e11 la 

11ucva front.era la lluct.uaciórl t.e11ga pn ~;tlor c~ro. l~1i espe~i,;lla c;1lcl;1 elíptic1i 1ire~e11t1i'\nuchas 
ventajas de simetría, pór k1 (:1Íal seapli(:a rcl!,11lam1ente CJll este límite. 

La ventaja de usar esta. celda ós. que alioni podmnos aplicar un siste11m .. de coorde11das 
.. , ' . 

elípt.ic.;as como el citado en .la sec.ción• 2.1. l~n el espacio ele coordenadas elípt.icas' (,i, v)., donrormc 

n crece la e~jps~ su .c~¡>ro~i~!•_c_t}~-01u_~c,t_~!~·~~1.1~x~~-r~~!1~jc_1_,~,ln 1_~-·-~u 1~·~1-·~t ex11011m1~i~~1~- Y,Ú~"--~'!0 51~~~--~l~-i~-~~!_na~-­
se adapta a la elipse real la goornot.ría di-i la celda He p1wdo ajustar 11111y aproxiúiadiüi1c1it.e a un 

valor consl.ante de n: - '· '· · · ·· ·- · - · - · ' ·· ·· ' 
. ·, ' ' ' 

Comencemos por buscar·. la co11<lucLiviclacl efocLi va en e lin!cció11 :ii cu a u do· el_. cam.po se es 

paralelo a este mismo qjc, es decir 1;1 compoe11t.e- rr,,,,; riel lerísor ele concl~1di\•icl1Íd,efecLiv11. De 



' 
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--,l 
b 
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Fig,11ra 2-fi: Snst.iLnción de la celda rnal por la culda de Chang nn el lí111iLc diluido. 

la ecuación 2.62 enco11Lramosqne 

(2.71) 

do11cle calculamos la coni1io11c11Ln :1; del vect.or 11orn11\l a la elipse. 1;;11 el sistemwde coordc11aclas_ 

elípLicas el vector normal a la elipse coincide eÓ11.el v~¿t.or 1iuiLario e11 cHrecció11 ele ·v por lo que 

(2.72) 

1;;sLe producto puede cmeonLrarse clirectament.e de la Lrn11sformació11 2. 7 e inchrno se ¡mede 

clcmosLrar que 
sinh 11. cos·v cosl111. sin ·u 

uw = V sin2 ·11. + si112 v °'" + /si112 u. + si112 ve,,,. 
(2.7:!) 

Por Ótra paric la componente .'l:r. debe cnmpir ul prohlerna ele valores a la fro11Lera ciado por 

la ecuación clilimmciÍÚ p1frcial 

y las conclicio11es en la frontera de_ la elipse prnviar11011t.e est.ableciclas y q1m, en coordern1das 

:is 



dípLicas, l.oma11 la lornm 

. l/la~ (uo¡ ·u) = !/11.r: ('no, ·o) 1 (2.75) 

_ iJy1,,(11001J) D!!n:r.(110,v) ·e _ )/ 
er¡ üii. -- ero ÜI/. = ITo - er1 _ >cosv. (2.7íi) 

Donde u0 se itjusl,a a hi nli¡rn<i-rcal vnrifica11do l>tH rdadones 2.fl y 2.lO. Ademas_ cld>e111os de 

cnmplir la co11dicióJ1_de' peri~di-éidact¡k lacdda cluChm1g, 111 cual ¡mee le lograrnc con 1m1y lJúena 

aproXÍlllaclÓll soliclt111ii.Ío 1l;l,~lccai1nÍ;!nl,o CJX]JOllCltci,;] de ]a .</IJ.n C1Hlltdo 'lt 8C!a gnÍJlde COlíljlarHdO 

co11 un. Fi11al111eÍ1Le para cc1·r111· :el ¡iroblem;, req11eri111os c¡ne .<fl:i• sea uo si11g,1ilar c11 L~cla la elípsc, 

co11dició11 qnc c~m.5,~irnbs •1;1,1ter;iorme11Le impHc11 cm o1 es¡iadO (u., v) qne 

Dy 1,,, (O, O) ,; iJy 1,,, (ri, ro) ==O. _ 
·- -ün ÜI/. -_< _: __ : 

(2.i7) 

• , _< ', 

.HQ!t~·¡{~.q :;~ ·ª'.!'~~og6_._nl _ q11e.·ri~!?ol~'ir1·~.0s c11 hf-:·mcciQ11 ·i)~·t:''ia, 
resultando que, - -·:¡_,,_ 

(ero 0er¡) /¡ co~ÍI 'llÍ¡COSV 

::0:1' sinh uo·+-ITn có,~]1 un 1 

. . ~-. -.- ': 

(2.78) 

ecuación qne hasta_ para· resolyci: hr it11,c:g;:;¡\&:.'árr:1í de la ecuación 2.71; 1::st1i tílt;irna des¡ mes 

de i11Leg,Tar sohre el cjez to11Ía-~l11 !'or1t1a ~ •: 

-(- -::_--}-. . --_ _
1
· .)- :,h·-- ero) 2 ah2 l 2" cos2 -údo 

"'""-ero o+_ITI 1 + _______ 1_ --·- - _ I+ 
- - - - - - - ,. - f - _ -. o _. er1 > 1To<1 

doude A es el área total de la celda. Final;;¡¡J11t.1ies1.lí,cemíciór1 H<! ¡mcclc expresar por 

IT:cir. = l + j-Ur1"_ ero)(a.+ 1>) 
1 -ITo - . -- .- 1T1b+1Ton-__ 

._ . . ·, . _·;,·:>::: .. -· .. ~·~:_· : . 

e11 l'uncióu de la fracción· do iir(m <JcÍ1pmfr1: po1.-la~ bli¡ís¡;s iJ ;,;ji. 

(2.7!l) 

(2.80) 

l:;J resultiiClo' qúe !1cJ111os-ol>~~1;i,\d e~,·~¡ !11islr;~ • c¡nci ¡;},rn; 1ui11 mla inc!nsión, de lrec!to es 

lo qun debíamos 1t11lw1.' esperacloe11,este lí1r1itn, 1;1;;~-sl11 ;;Ínhi1rgo n 7iriori 110 es Lot,nlmrn1Le 

claro. La realidad es. que el resúlLadÓ p11ra 1¡;,1; i11cl11sió11 es gc)ncrúlizable tí11icamente cuando 
-· ,._ . . . . . 

las inclusionés so11 idónLicas y ticme11 }a' n1isrna _órie11t.•ició11. Por oLrn parte ¡\] mé_Loclo del 

promedio vohmiiítrico la ecnac.:ió11 2.80 ]<, sirve co-1no pnidm de valic.iez al poder recnpcrnr 

lírni Les esperados. 

:m 
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Fig11rn 2-7: Sisl.orna de i11clusioncs elípl'.icas al mmr. 

l~s posible 1111a solució11 para fracciones. ele iirea ocnpacla· !TÍ ayo res uU!iza11do esta técnica, 

pero siu duda sus rcsul tados n~ ser?.n a11alíticos. Siz1 e111lmrgo, pli1·a los pi·opósl(os del trabajo 

podemos quedarnos en csÓi }i1;iifo yu1ás bi~n t1·al.;{1: rie lmllar la .conductividad el'cctiva de 

inclusiones elíptica'~ distrilrnklas al ;izar cor; oricr.1tacio11es tmnbi~ii al fizar, .lo cual tratarmnos 

eJJ la sig11ieu~e. sécció11. 

2.4 INCLUSIONES IDÉNTICAS DISTRIBUIDAS AL AZAR. 
' • 1 

Cuando lmblamós de m1 sistema de i11clusiones elípl.ié:as idénLié.:as distrihnidas al azar, obvia-

mente neis referimos .a un prolilmua ele s~rnel.ría cilíndrica elíptica que:¡;Úécle. ,:;!~lu~irs~ -¡1 dos 

dimensimics ); q1!;i poclen1os visnalizarcorno lo rmicsl.ra la íig,11ra 2~7. E~te prohlcrnF pi·ese11ta 

caraterísticas distintas a los anteriores. l::n prirnei· l.érrnino, corno. las·i11cl11siÓ;1cJs kC! e11cue11-
. . . " ~ . . 

tra11 e11 orientacio11es aleatorias y c11 posiciones a~;trosas el sistema cor'u¡;{1esto dólm ser cs-

tadísticarne11tc isotrópico, co11trarimnm1to' a los sisl.ermis a11teriores. 

La técnica cid promedio volumétrico es mny difícil de aplicar pues requiere de la definición 

40 



de 1111a celda u11it,ariu, q11e ahora 110 e:.; po:;ib]e e11co11l.1·ar. l~H IH!CeHario bnscar 1111cvHs lierra.111ÍeJ1-

tas de muílisis qne ]HJ!'lllit1111 clal' u11a soinció.11, m111q1w sea aproximada, alpl'oblc111a. 1~1 ¡m11Lo 

inqiortante radka ell qne el sistrn1111 es üsl.acÍísi.icainm1te :isol.rópieo,. p1ws esto i111plil:a all!,1J111is_ 

propiedades i11teresa11l,es q11e pel'111iLe11 dar H·~-l1wiow;s cÍc~ '1mu1era 11111y· si111ple. l,a.· 111ás irnpol'-
. -. . - . 

La11tc propiedad se co11oce con10 ''l.~~i;e11í;i,ctél'óéi¡>1:qcicl1;d~', d~nai disc;11tirc111cisa co11Lim111ció11. 

2.4.1 

l~l teorc111a de 'rcei¡1ro~idai?s,?:~·~,l;'.c;111.J.;, r~¡L1.ado'm1 sn fol'111a • 111íi8' g<mcral por Mendelso11 

(HJ75). l~sl,ahlecc. r111;1-'pai;;;.1m'~isi,;1111a dO iúch1sio1w8co11 si111dría cilí11clricn tal que prcsenl.cJ 

homogeneidad e i~61.rJ¡~[,; t!s~l1;lí~l.i~1I, 11; ;:eJlleió1i'n111.1·e·lit co11;h1c:l,ividúd úfcc:tiva y las comluc­

tiviclades de.los c:oili11011~11 ~;!H <T0 } (<To, <T 1) , . s}e111¡\re verifica e ¡ne 

·, -· ' ;··:. . ~/ - . 

. <Tof,(<To, (]'!) <Toj (~1: <TcÍ) = ITJ <To. (2.81) 

La relación 1111terio1' ¡mcidl! prolnírsc. de h1 siíi,i1ic11l.e ma11era: s11po11ga111os qne Ja i11cl11sió11 

tie11e conduetividad ITJ, y el medio reccptol''á-0 , cm esl.a sil.nación las ee11ado11es microseópicas 

de electrostática para la clmrnidad dé·corriCnúí y "ó! ca111po soi1_ 

V'· E; (rro, ITJ) 

E; (<To, rr1) · . 

. T¡ (rro; ITJ r 

o (2.82) 

donde la ·i es u11 índice que nos indica los dos comporlentcs, qne puede sel' i = O para el 

medio receptor e i = 1 parn la i11chrnió11. Í~n ;.<,-l'minos'.de! .potencial elec:l.l'ostíttico cp¡ os posible 

plantear el problmna clo valores a la frontcr:a ),;, Úrcilcl1ti1do ,¡·~1ll!rioi·11u!iit.C. Sin embargo el 111ismo 

problema puede replantearse e11 fu11ció11 dúotro potc11cial esea!al', definido para la densidad de 

corriente. Corno Ja diverge11cia de la cl<;nsidad ~lo corriente es coro y hay simetría cilíndrit:a, se 

puede definir un potencial cscalal' que verifique 

.J;(rro,<T1) = -\1¡/;; X c., (2.83) 

·11 



con e, el vect.1.>r 1111it.ario en c!irncci611 el" los cili11clros. l'.;I pol.1~11cial l/J;, d!!be c11111plir las cc11a­

cio11es cfol prohle111a d<j valores a la J'ro11l.<ira del campo, c11co11Lriíuclosc q11e 

\721/J; =o, (2.8•1) 

y cu Ja frontera de las iuc111sio11es 

(2.8tí) 

Curiosameut.e el problcrna a11t.erior hacé qne.'ifJ¡ reprnscmLc al pot.cncial eléctrico de mrsist.crna 

cou la 111is111a gcomct.;:ía ele] q\l;) part.irri~·s, ¡ierCÍ~ónlas ~onclnct.ivi~lades iut.nrcarnhiadm;, es decir 

podemos establecer Ja ;::~JacióU ·· .';.''" 

(2.8G) 

~ - --. e",~ . ~ . - . -_, ·.'; . . '. ,:.· -._ ·. 

Que usando Ja cc1mci611 2.8a pcJl'miLú c8t..ablécm' qne 

.• T;(er11,;1)~1:;(a1,a11)X Oz:. (2.8i) 

-''--•e 

Por otra parte al carnpo elécLrico. de Ja ecnaé:ióu 2:8n se le .puede asociar Ullll deusiclad de 

corriente que verifique u11a ecuación a11iílogú a i.8:3 · 
. , ¡"' . 

(2.88) 

l~I imevo poLcncial <[>¡ se puede rolaciouar co11 · ·¡/;¡. mecliaut.e Ja relación 

J;_(er1, ero}== er,¡E; (er1, ero), (2.80) 

Ja cual es válida c11 el medio i11t.crcambiado y cqnivalea 

(2.!JO) 



l~sta 1ílt.i111a ecnm:i611 nos lkva dirnct.a111C)lll." a c:ondnir q1w 

pen11itié11clo11os est.nblccerr¡ncÍtl s111111°1i;J>is6x¡)1:esim1~)s.pan1 lo~ dos co111po11<ml.es 

[.J 1 (111, ao) f .T1~ •. (~1 ,á-o)] ,,x c;;='a1111i[~ 1 (110; a1) +Eo (1111, 111 )] • 
', ·~·'-·'.'."'~·>.::/::_. 

---'~ 

Si i11t.eg;ra111os esta ec11ació1isoh11ielvol1111.1e11 t.0Lal dclsist.é111Ít tenernos r¡ne 

Pero rccorde111os que por definición ele material 'estaclíst,icmncml.e isot.rópico 

(.T(111,110)) = <Tc¡(a¡,110) (E(a1,110)) 

y 

(.J (ao, a1)) = Úcf(ao, 111) (E (ao, 111)), 

por tanto usándolasj11ntocm1 Ja· ecrn;cióíi 2.s7CfJJÍ'i.D:~q11<!daia.reÍació11 
. .·.. '... ··>. 

110 ¡ ( 11¡, 110) 11~¡ (;,;, 11¡) (E (<To, 111 ))\= 110111 (E (110, d¡)) , 

que permite recuperar 1;, relación' expnest.a para d t.corenia 'de rcclprocidacL · 

(2.D 1) 

(2.D2) 

(2.fJ;{) 

(2.D5) 

(2.!Jü) 

Aunque ;!stc teorema no permite resolver el prohle1í1a, salvo cm ni easo de materiales simétricos 

al intercambio de co11clucLividades, sí proporciona una· l1erra
0

1ííie11L11, p
0

ÓdeÍ·osa p1irae11conirar 

solucio11es aproximadas para dil'crentes 1;ang;os de co11cenl.rnci61'Íct/i11'cl
0

~1SiÓnes (Thorpe et al. 
e - '• - -,· • '.', ,-_, ,., .• 

·::/· :··· 

2.4.2 PROl\l.CEDIOS.· ESTADÍSTICAMENT~·fsd~IlÓPÍcos~ 
l~n este punto· introd11ciremos 1111a · 1.écnica de. co!1struc9óil: .de fór~11uliú;. de rmipuest.a efectiva 

para sistemas de. iucl11sio11d estaclístil:amet;te· isot.rÓpicos. To1111lr1108 ·pri11cipalrne11te las ideas 



d" !ns trabujos de Tlinrp" (l!J!l2) y lkt.lwri11gt.m1d.111. (ID!l2), "11 do11<lo aplica11 cst." téc11ka 11 

!~11 gmwrnl la comlnct.ividacl efoct.iva del sist.m11a de i11c;l11sio11es debe ser l'um:ió11 do llm 

co11<l11dividades de los coHJpo11e11t.cs·, de la ca11l.ida<I y de li1 l'or1r1a delas i11d11siones. l~11l;u11ces, 
' ' . . 

para 1111a geomot.ría dada po<lmí1os,dCJci1; que 

<Tej "';' <T_cf ('7'1!• <T¡ ,J)' 

co11 f 111 Jracció11 de área o~upaclj, Í>or la~~ elipses. 
. ' . · .. ,.··. -· '.: . 

(2.0i) 

Cu1111do la ccil1cc{i1.1'1ición.de: l;ls 'i11c:lu~io11cs es pcqnciia podcHJos malizar 1111a expa11sió11 de 

Taylor pani j, alr~decl~r ~le ~ero, .i1m;clft1'1do;1os <pie 

. ( ·•· ..... '']')- ·.·.+~8a0j(di1,a1;,0)J··+.!:D21Te¡(ao,ai,0).J.2 +· 
ª 0f ªº•.ª'' .:"~ 1711 

·':•:· DJ . : ·2 · D.f.2 · ... , 

esta expa11sió11 ;lclrn c11mpli/61 LÍ!Ol'errn.1 de 1:cd¡\rocirlH<lpor lor¡nc 

o bien 

<Tef (ao, n"¡, ./')<re¡ (a1, ao, .f) 

ªºª' 

:,·. ·+· .. ·> O<Tef (ao, ITJ, O)¡·+ 
<To<T¡ .•• '."' a J . 
a fJ17~1 (ti1 ,ao,o) 1. 0 (r2) 

o DJ + . 

I 1 Da0¡(1T11,a1,0)J 
+ . '"J' . + 0"11 u . 

l Dn"ef (~1,rr11,0) J +.O(J2) 
ª' Df .. . .· . 
l 

' . '• 
,'; · .. · . 

(2.DS) 

(2.DD) 

(2.lOO) 

La única forma de saf;isl"acerlo es liacer wm lodos kis·'c.ocficieilles 'de .f" .. • De esta rna11crú si 
--• e--.• •'• • ' • 

se desea mm expresión aprnxirna~ia solo a pri1ner orcl¿1~ hilsta ,cori' ~1w ~e.verifique 

(2.101) 



Si dcfi11i111os 

( ) 
1 Drrc¡ (<T11, rr¡, O) 

h rr11 ,rr¡ =- "/' , 
ªº u, 

(2.102) 

y derivarnos respect~ a tTo y, lTJ, podernos den~c:Js1,r;1r cln 111w_1cra sm1c:illa, doriv~111do Ja ecuación 

a11tcrior rc:.;pect.q a lns da:s ~va~·iahlcs fl.11~!-

(2.10;¡) 

l~sta rclació11 se vedíic>i si11. (,,-1¡, <T1);snp;1ccle.es~ribl~~ conio rn1a li111ción solo del cocic11tc <To/<T¡, 

es decir si 

ca11ticlad 

/1.(f!11!<T1) =11 (<T11/ri1), 
-«.' -, . ~.' 

:.:.-_··. _::_.<.<->L: -·':_-, -:=-. --~~--

. . ..• ·• 1 - ,,.4,,., < ;, ~ <ií1 

"'f= 1+,,-0/,,.,;f rr1 +do' 

podemos esÜ1blcccr c¡11e h s<l, p11ede ~sci·jl;ir~cmm. 

h (iTu, ,,-,) = H (7). 

[Ja fu11ció11 11 ('Y) debe cumplir l1~·ec11ación 2.101 pór t.a11t.o 

. H (-,.y)··~·-If (y), 

es decir debe ser impar. Por esta razó11. podeuios r;~eserihirla como 

ll(y)=1G(y), 

(2. !0'l) 

(2.lOfl) 

(2.JOíi) 

(2. lOi) 

donde G (y) debe ser par~ De esta forma hí con~l11ctiviclacl efectiva del sistema, a primer .orden 

puede describirse por 

(2.lOS) 

81 problema se 1111 reducido a hi delen11i11ació11 rle G ('Y), lo cual aúu uo se ve sencillo. Si11 

embargo cualquier G' ('Y) que curnplit cozi las propiedades esperadas e11 principio puede ser bue11 

,¡¡¡ 



canclidato, lÍ11icat11et1ln clchmnos exigir q11e so c11111pfot1 los Jítnites c;o11ocidoH para Hist.rnnas a 

baja, co11ce11t.ració11 de im:lllsio11es para poder alinnar que el pro111edio es lJ11e110. Alg,1111os de los 

lí111i tes q11e se «ldic~11 veriíicar 8011: 

1. Cna11clo a 0 "" a 1, es decir¡"" O, que significa qun t."11m11os i11dusio11es poco ciispcrsoras. 1::11 

este caso l>i .com.luctivfcl,[cl el'ect.iva pract.ic111nc11t.cJ no depende de la g;eomct.ría y el valor 

calculadci. p1Ú·a h~ cond11<¡t.ivi;b1d efectiva c91Tcsponde a la l'ónimla ele .M;ixwell-C:arnett, 

pnrn círculos distrilmidcis al azar (Landm1 et al. l!JS,1) 

<Te¡(¡,}')--'- l +'> /' - .-/.' rro . . (2.1 O!J) 

de tal for111a que 

G(¡) =2. (2. l l O) 

2. Cuando ¡ .:__, l ó ·:__ 1, laim:l11sión;Js supórco11éhict.ora o úisla11t.e respectivamente: Al1ora 

el límite RÍ depeÍlde dii hi° g;eo!Í1etríit de l;, inc:JÚsiÓn y itlg,1111lis e;1 especial ;~ e11C:uentraii 

reportados en la literatnra. Por ejc'n1plo Thorpe ( 1 !Hl2), report;a la eo11dnct.ividad en estos 

límites pa;·a inclusiones con f'orm;~ de¡iolígo116sn;g;ula1:cJs y Cnciie11tra que · 

(2.11.l) 

con n el 11ú111ero de lados del polígono.y t';lali111dó11 g;111t11na.' Para el cai;o deelipses el 

~'(±)·· .. -~}_(n i1i)2r 
'.. 

1 
- .2' /w . . ' 

mismo autor enc11e11tra q11e 

(2.112) 
. . - . 

con "y b los semiejcs'de la elipse.·: 

Una vez expuestas C:st;,;, g;C11~raÚi.1aclb~pcKlcm1bs plisar a d;Jtcr111inar la conduct.ividad efectiva 

del sistema ele elips~s a]eatciri11~ei1 ~1 lf1nlt.c'/clih1ido .. 

2.4.3 PRoME:bi6 isórR.ó.Pice>,;f>A.HA iN.cLús10NEs_ELíPT1cAs 

Hecordemos qúe e;1 la Re~ción 2~\¿tc:1;rnil1•1mosla coml~ict.lvicla;l cfoct.iva de rn11l Ír1~]11sión clí1itica 

Cll Ja clirecciÓll paralela. a] ~je llla.y~r ele ]a elipse) (2.:lfl) y e111rnciamoH Jil corrcspomlie11tc a la 



clirecci611 pcrpu11rlic11lar (2.<111): 

<T!/11 -- r (a¡ -: <ro) (n + b) 1+ . ª" . <TJ (/, + <T11/1 
(2.11:!) 

. - ~ . '- '. - ' - - . 

Sabc111os qlle este nis1111:i1do es \i1ílido si t.odas hrn elipses se e11c1ie11Lrar1 e11 la 111is111a orie11tació11. 

Si11 duda dche111os :espm:;u· cimi la co11cludividi1cl del 111eclio doi1111clias i11clnsirn;cis co11 orie11La­

cio11cH nl itz11r, ·.He l~·~:í611J~~·i.t·<i·.:::·¡~1·;-L·;·:e· i6·~~: v;1.l~n~~ Ú:!-.C~11.Cll1cl,i·~,ich1'd. 01·;·,_-];1s c-lirel!cio11es ¡>ri11eipales 

ele lns elipses. De esta J~1'.1r{a' es lógi~~ pm'1sa;. qne 1111 promedio isol.rópico. iT se pnedc calen lar 
'· · .. -. - <: ' 

simplemente como el. pró1mirlio iiritiiíél.ico ele las «los cn11ticlades citadas. Si reafüm1nos es La 

operación elico11tra111os rpie 

de tal forma que 

a 1 (ír,,,, a/111) -=- -+­
·l'To 2 ·ao ao· I+./'¡ 2("_,,)2' 

1-_¡. ri+J, 

. G'(¡) =:= [ i!(":...¡,)2 :_<_ 
:·-'"'f: .... :. u-~·_f,. ,-

2 
(2.l lfi) 

Si prob111;1os los lí111ites e111i11ciados pocle111osver c1-né1 efoctivame11l.e ambos se· emnplé11: ·De 
., . . '._, .. )- · .. - ,. "' - . . . - ' .. 

esta mnnera la teoría que h~mos des1in-6lliído ~ios'g;,1f.11i1tiid1."'c11!~ el v1ílorC:aleul~;c1~es~apropiac!o-
,_~ -, - - -

siempre qne .f' s~i~ pc~¡u~í1a. i;;st,~1 restri;6i61i-cs l;l;s¿;1iLo flierte solire tcicÍó e1; el ¿;¡() ele las 
.·' :- "_\ ,,;,;. • < 

películas que dcscribi'mos el!' Cl c>;pítulo J, cliy;1 fri1cció11 do aroa ocupúdap1¡cclri_ 11b _¡¡er .tan 
·_ : ' .... '. 

pcqucíia y por tm;to puede lial]()r. tér111i11os cln~rd~11 superior . 
. ·- - ' ·.', :·:- ._ . 

1;1 teorema de- reciproddacl ¡iuede ayndar ,a· m1co11Lra1' ap1:oxim-úcio1lé!s :de orden -imjll!rior, 

si11 embargo, las lirncio11es aceptables clehé11 ren11ir cai';ictnrísÜcas tf1ud1~ 11Íí1~ cd11;plicaél~1s. m 
problema clescle cualquier ¡muto ele vist.a Í10 e~ seiicHlo,· sobre tocl6: ;>~~: qt;~ aproxi1nar a un 

orden superior involucra tomar en cne11ta li~s i;1teniccioí1us ,;¡,¡,\:<1Jas '¡j1Clusio11es y_ se_ c~1-1vimfo 
llll u11 problcrim de·1nncl1os c1wrpos'.· .t\ pc\siu•tlc"!)~to liifa; difoi:~;f¡¡,;!:~~1~<!cr1"i~:l1sa~a¡;r~;i11;,;~ió11, 
Cll la sig,11icmte SCCCÍÓ!I discutel'CltlOS ll!Ül:clCJ ellas COJIOt;ida COlllO "i1Íterpol1tciÓT111

• 
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2.G EXTENSIONES PAR.A ALTA CONCENTRACIÓN DE IN-

CLUSIONES. 

Co1110 111c11eio11a111ós ai1tcrior11ui111.(:,· ni ¡i·i:olilc"11a de ia·alt.a com:u11i.rneió11de.i11clusiolics·1ió tis f;'tdJ 

de t.ratar y s11 co111pl<\jirlad dcpe11dil 11111d1~dC! h.i g;<ic{!11~Úía i1sad1;,· P1u·a lfl g;ci:J111<itríu ciípl.ica es 

posible obteJJCI' llllH nxpresió11 .1111alítica.t\1Hl:1d(l]a i/1;:J11:~i611 es ]meca ((TI·.·~. D);;diJ~arr~lla11do 1111 

modelo se1nie111píl:ico cpm c11111pla COll ¡,Z~ l;¡:,;p1ecl~1c
0

lc~rle ¡ier~o¡,'¡~ió11 do! si~t,;ii1ii. Si ]¡¡ i11<:l11sió11 

110 es lJucca <füLOllCCS eJ prohl;llIIH S<; COl;i]lú~>t i'r1Íisy sól
0

0 ¡i>l¿cir:.nlo.~ sci l1HJ; ~hl.e11ido f'órllllllas 
' ' • .• • . • ' - « - ;, : - .. • ' • • • . ·- - ; - ' • " '~ -. ' - '.. ' 

i11tcrpoladas. !~si.os temas losdisc11l.inú11Ós.il c¿111.iih;ació11 

2.5.1 FORMULA DE iNtEaPo~.AdoN PARA ELiPsEs 1-iuEcAs. 
-~·}_,:.-·;_,- : .... ;--''.':· ·.· - .-. 

ix11I 11111( ~>ií1tirl;lcÍ 1'c co11ocida GOJJJo 

límite de pereolncióu .. J~ste ~e ~1cn;1,;· c¡,1110 °l;if1·a¿ó11.de 1írna (o ,;n vol11;11"i11 si esta1nos m1 tres 
-· ... - .-. : .. __ ,. ·, -· - .- ... ' .... _. -- - ·-·-· __ . ' 

di1ner1sio11es) q11eq11ed;1 e1~ei •h111t.6rialc~:11'111&1 lii ~á11d;1~t:ivi;\,1d.efcc;l,i~•11 s~hac:e i.:,;ro poi: efocto 
. . . .. - ·- _,,;. ' -. - ·'· - .. _, ·- . ' . ;· ·- . . .. -- - -;-~' .. -··- ._;;: . ~,-· : -

e:; rncnor, 110. 

El límite de pc1'c¿Í,;hiÓ1i· es;i1í1a c:ar1;.id11Ü n11i1·~1·kitl ciialiÜo fas i11clusio11es so11 idé11Licas y 

<ieper1de 1í11icarmn1l.n d~Ía icoiJl~ti·í1.'cte Ji i;1~l1rnló11. 0111:11;lo.la8 i11clú~io11es son circ11lares (Xia 

eL al. HJ88) 

(2.l Jíi) 
:-.:::··-<'.AL -·-:;;·- _ ·;-~,_~-- · '._:_ . - . . '.. - .. 

l~ste valor se calc.mló 111cdial11.e; Ú11a siim1lació11 1irn11érica del sisl.ema, ¡mm difercui.es dist.ribu-

ciones de cir~úlos, ¡)or qi:, ~~]<:) ¡;ncdc cleL<;n~1iJ1ai·se con llll 111;1rg;en de error. 

Cuando las'i11clusio11.es.~~u 6líptic:as1 el valor de p,, depende do la f'or1111i do la elipse, es 

decir de la rnzÓ11 bfn, ~;011 .Y n los fü!llliqjes 111e11or ,y111ayorAeh1.plíps<irespcctiv111íw11l.e. 

Esta clepc11de11cia ·11Ú;;v!1.rnnnl.e ~ólo pnede calcularse do 111aí1era.csLadísl.ic:;1 .Y.' por medio de 

si1tmlacio11es numéricas. Xia et al. ( 1088),. 011c;o11traro11 mm ex¡frcsió11 ajustada ·pa1:a 7'c en 

fm1ci611 de b/ o. nwdia11to llll csl.mlio 1m111órico clelproblmna: 

(2.117) 



donde y= /J/n+a//1. i':ste mHnltaclo J'<!<:llpnr11 ni lí111it" do círcnlos ¡1,, (2) =.:¡;¡y" la v<~/, prcdic<! 

que o1 siHLc1t1a pcrc.:ola tnái; r;ípidan1<mt.u,111io11t.ras nuls ag,11das HCHll las u1ipses. . . 
Unn rórnrnlli de interpola;:ió11 es nrraexpresiórr parn 1Í1 COll<hrcl,ivid;.d efccl,iva promedio a, . . 

tal qne reproduzca lc•s límites do pnrcolaciórr círnrrilo a l.icrrda a cero: f~a nx11resió11 u-1;,1,¡J11;1íti<:a 

¡rnede suporrerse 1111~dimrto diferettl.ns l.ipns de rel;;~inríi,H, para el "ª~º c.i1w esta111os_ a11aliza11do 

Xia üL al. (l!J88), proporró mra nx¡iresió11 a!gCJlmtf~Ít de-lwfonna 

ª. =·(l +oJ+ fi.fr)· 1· '· ª" . . . ··< ... . . .. 
. · . ' ,- . :>_;·, . . ;·:,::-

clorrde fes.la fracción dn área oeupiidapbr"!;·,~ 
los límites cmurdo f...::, O y cnarrcl6J -2, .rf==. 

(2.118) 

l. Cmmdo.f .-:-> o es el <:aso etr q1~e te11u1iios l1aja corrcerrtraeiórr dii dipHcs y por l.a11to 8e 
~-: ' . -:,. . -'-:·~, :'>_ ·,._ :' 

elche verificar la ecuación 2:i ¡,¡ con";¡~ o : 

2. Cuarrdo f -'-> J;, es de esperarse qun 

ª ··)1 - ":"' (¡1.- ¡1,~ ' 
ª" . 

con¡J = 1 - f, para que Hea ccronrr el lí11iit1: de ¡rnrcohtciórr. 

(2.1 J!J) 

(2.120) 

Omiticrrdo el algebra' i11vcilcurnda; .. la i!<)ÍHÍción. 2: 118 ajustada a los límitcH 2.1 lfJ y 2. l20 

queda 

(2.121) 

clo11de Slle USÓ la :;,ernlc:ióú 2. fl 7 'íiúra l!Jilltimtr.p,( J;;ste J'~s1ÍÍL~ic!o coiJ1c:ide COll el l'<!]lOrtado 

por Xia et al. (HJSS), do;Íc!e'si1 Í·e¡io;:1;) <1:10 nl parárnóÚ;o l lihrn ~e ajust.ado en el límite de 

percolació11 !.orna ~l w;lorl = I.:l. 

La eeuació11 2:121 ós válida mr lodo el rango de f y reproclucB a todos los límites que liemos 

ido rncnciotrando e11 el cleHarrollo del capít.nlo. Sirr embargo, nst.á rest.rirrgicla Holarni~ntc cua11do 



111wst.ra i11d11sió11 es 1111 lmceo. lfollal' 111111 l'ól'11111la parn i11chrnio11<!s co11ch1c.:t.01'as es 1111 proc<!HO 

11111d10 111Íls co111plicado, sin mnhal'go es posililc rcafomrlo para 11na gco11Ú!f,ría cil'c11lar. Est.o lo 

co111c11l.HrctnoH et~ la sig11iü11te sóCc.:ió11. 
- - .. · 

. - . ' . ' . 

2.5.2 FOR.l\1IULADE IN'TERPOLACIONPAH.A INCLUSIONES CONDUC­

TORAS·. <Ji¡~ULA~ES. 

1~11 Ja sección 1L2 ;!11c.:rnitru111os c¡uc 11imiido t;l t<!OJ'<!lllll dc;réiciproc.:Íclacl, es posible !rallar ;;primnr· 

orclell Ja soluciÓll, H Ja,'co1lc!i1divicÍad CJ:;X:t,il;Íi cÍ,c ln>llJ<!J'll 'lllll,Y · sillJJ,JJd. \,f~st.,a: id<!fl CS posible 

extenderla a seg,1111do oi:dm1 piu:1; c11co111:rar 111;a iÍ."<lll:<;sió11111fts ~xada: La cxp1U1sió11 c11 / dn la 

co11ductividad efect.ivnp1rnclc e~pn!s1írse:itl1~m ¡~~r 

(2.122) 

do11de Ja li111ció11 I ('y) esl.a sujeta a c111nplir ¿:ori el tcjc>1·d1i1a ¿IC!reciproci~l;td, por ta11to alrora 

te11cmos qne IJHccr cero ni t.énni110 de scg,1111do orclmil!i1 /c1c:1~1ex~·iai1sió11':ÚÍfJd~ tal 1r11.u1era 

que 

Esta ecuació11 11os pcrrnit.e cst.ahlcccr uwi' 11lÚ!VÍtfü;·¡;;;rlldó1ilmn1 I (-y), p11es.la relaeió11 anterioí· 

se cumple si proponernos mut funció11 P(-y)•irrirm1:{;;1'~i;n) 
.. · .... ·'. ... L }!···.·· ... · 

I ( 1') =: 7~/i' (Y) +• 912
(:

2 
( 1') . 

' . . . . - . -~· ' .... ' . :" 

Bcsurniem[o a seg,1111do or~lenla C()lid116.~ivcht;l efectiva de mi sistema co11 simetría cilíndrica 

tiene 111111 expansiáJ1· 

,E·(~):/~~'Y~C.·~(1)1'~ ,+ y2F('y) I2 +o Uª)' 
_',·'.• ,-', .. ,, ..... ,,,_,-.. ,''. . ; ': 

(2.l2G) 

con G (-y) mm fm1~ión.¡m1: ele 1;1i,{ ~~lavm!i,;J,16 .l' F('y}'{ma f11nció11 i1i1par. 

La deLemii11aciÓ11 de J~(y) ,;º.~'·~ tit11 se11~n'1;; como ¡;t de' G (1), es 11ccesario co11siderar que 

las i11clnsio11es ite1·acti'1;111'¡;or ¡>are~ .. · 1~:,ra :usLis~i p11edO snpo11er que el sistema se forma por 
' ' - ,.- - . 

parejas de i11clnsio11cs klé11tic>is, se¡'mradits llila clisl.a11eia /?.y co11 radio a., ¡,¡ aplicarle 1111 campo 

GO 



c:xLcrno /i,,'11 se i11cl11cc: llll 11101111>111.o clipolar rn1 d par. l'arn nsLa sit.11111:ió11 Tl1orpn cL al. (J!JD:l), 

m1co11t.raro11 q11c 

(2.12íi) 

; ,.; ,, - " 

donde ¡¡,, es la 111ag11it,11d dcL'1110111n1;t.o clipoll1i· cid n11.-císi1110 p>U'. Parn dos ,i11chísio11"s es 

posible cletenni11arel 111011iil11t.o c!iÚolar :(nii"111s'ci1, a!. I !Jia), ]>ero c:o1t10 vcmmos a c:oút.im1acir511 

110 es i111¡ii-csci11diblc. 

La li1t1cir511 P ('y) p11eclc ser ~011o~idarní1rÚídca111cJ11t.c) y 1;01·b1Íitoa~cpta iu1a fórmnla i11ler­

polada la i::nal ha .siclo ca!ci11li1cla por p.i~1:cljeyic :et. aL 

(2.127) 

COll b = 0.1850 y e= OA5 I ¡;; l)e ·¡;s,,;; fcíniia, l~ é::¡;•111sir51i 2.125 .l.o!llll ,hi ro~:Jna explíci t.a 

.. ;>= i + 2z1+ 2,~/~ t~2i~{1 ~c-hrc1~~)g (ifl). (2.128) 

l~sta cxpa11sió11 coi11idde.a ordcJ;1·dos co11 ·la sericclc.¡iotrn1Las:cli; J de 

(2.120) 

'. ·.:: . .'" ·- ' . . . : 

por lo que es razo11ableuti!iz1;rla cu s1i'h1~}1r. l~st1;1ílÜma ecn;1cir5n es repottacla por T!iorpe et 

al. (HJD4), y constituye una aproxi1t1l1cir51\dc.orclcn su]ic1;ior al proble1t1a real. 
' . ·:,.-' ,' ·, . 

Las propiedades de los 1i1ocl~!os clisc11tidcis, ys;1 a¡;lic:adó11 a películas dclg1idas depositadas 

por téc11icas químicas son los Úmrns qnc c:o11stit.nyc11 al signie11t.e capítulo. 
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CAPÍTULO 3 

PROPIEDADES Y 

APLICACIONES DEL MODELO 

BIDIMENSIONAL. 

3.1 PROPIEDADES GENERALES DE LA CONDUCTIVIDAD 

EFECTIVA 

E11 ol capítulo anterior c.11co11tramosu11 co11j11nt.cidc e9111tcil;11eiico11_1¡;atilil"s_ con el modnlo de in­

clusiones ~lípLicas: Sili:cl;Hl>argo;,;ÚIJ IJO l1crn~;a;1;tli~;1;lo H118 ¡;ropie~ladcs, de esto nos ocnparnos 

c11 este capíLulo.A~t611°1iís, 1tjt~sLunoJ"~ta~ex¡inJ~ib;1;;,{,; rt;fto~ !!Xperin~é11Lales ele conc\nctiviclacl 
:.·' '.:'.', ._: '•'.:,:_ ··....-: .. -"·\ -~,/·· .. <·-<'. ._.- .. - . ;-. :; - . 

efectiva en p~ÍÍculas dclg}1~l~íiuli,posltacl11s pcii· 11161.o~los q11írniécis. Para ello Ós 1ítil reescribir hrn 
. ,- .·. ··, - . -; . 

ec:nacio11cs citadas ün té1·minos de Lrns parÍlmlll.rcis a;lin1e1rnio1iales qne proporcion1111 toda la 

ir1fonnaciói1 r1ci~esaria 1 e~~os.so11 

IT¡ - ITfl 
(:l. i) ¡=---, 

IT¡ + ITfl 

S'- a-b 
' - 11.+b' (:1.1) 

,\' 

B= it. (:i.a) 
"º 

fi2 



¡;;11 ¡ He e11e11e11t.ra co11t.e11icla la i111'on11ació11 ele la roplll!Hl.a eléet.rica de:laH co111po1H!l1LeH, 

111ic11Lra8 qnu 5' depm1cle 1Í11ica111m1t.e de ]a l'or111a ele 1'1 ulipHe, e8d<!cir de lag;eo111t.1!rÍa, 110 de 

Hll clrea. La,-i11for11iac.:ió11 c.ld {tre;\· HC ónc1m11.t,n.1 co11tm1fdn eJÍ.]a .frc~c.:c.:i611 de iil'l!H f. ·Dada Sll 

11at.11ra]e¡-,a, E ]>lll!de. co11sielerars1J COlllO 111111 r1111ció11 ·de t.l'l!H variahÍeH i11depe11elie11l.<!H l ' 8 .Y 

¡, para simplificar .el an1ílisiH." Poi· ddii~ició11 lavariahlof s'<i ~llÓH!!ltra acot.:tda 1i11 el i11t.ervalo 

[ü, 1], aclc111í1s las rehi~io11c1H :LI y:J.2 clet.er11Íi11aii qh1)'/J'iCrnm111i7.ci1en(.::::1, _I )Y 8 i"i11 [O, iJ. l~s 
posible diHti11g;uiÍ; c[ifcÍ·Jn~~S l:llH

0

0S ~~~pedales J;lll.,l /,Y 8, loH c11illeH Cll11JrJ(!l'HlllOH a eo11t,i1111aci611: 
- '.· .'.·:''> ;_·.·: - ·.·'..:-:· .·., __ .. '".: . ,;, . 

• Si ¡=O est.a1116i; ¡m,el cÚso ,;1,iqniJ la i11i:l11~ió1i éo11clnee ig;11;1l qnéel m1xUo q11ehi <.:011t.im1u. 

Es decir no ],;,); disp11rHió1Í. ' 

• Si ¡-> l crnto11c.es hii11cl11sió;1 es s11pcrco11cÍ11ut.ora pncH se~l>Lim1Ci c1m11do rr0 / a1 '--i O. 

•Si¡-> -J ·eiit.011ccis i'a i11Cl11si611 es n11 aisla11t:c ideitl o lmeco, corr0Hpo11die11t.e al lí111it.e 

rr1 _,o.-

• Si 8= O cnt,;;nci~~ las i11ZhrnioneH Ho11 circn-h;roH, eH clocir, 11. = /J. 

• Si 5' -> Ilas i11clnsio11eH t.io11ele11 ser ag;njaH, ya CJlll! 11/ n-> O. 

Para cada modelo''oxpuesl.o 011 d capít.nlo a11turior, laH ee11acio11C!H ele co11elm:t.ividad cfcct.iva .. . - . . , 

E (donde el subíncÚce sólo marca (;ada caso pa.ra cliHt.i11g,11irl¿H) se p11oclc11 rceHcrihir e11 f1111ció11 

de ¡, 8 y }"como: 
- ·.' _._ ' ' 

l. Pani 1111 sist.cma de i11d11sio110H dípt.icas orio11LadÍ1s c11dirccci611 clnl ;;ampo,cdist.rilrnidas 

2. Para 1111 siHl.cma eo11' i11cl11Hio1los.:dí1it.icaH clist.rilmiclmi al azar y con orie11t.acio11os aJ;bi-

1.rarias a primer orden rn1 J,. 

(a.5) 

a. Para 1111 siHtcma ·de i11c111sio11eH dípt.ieaH aisla11LeH clist.rilmidaH al azar, con orio11t.acio11eH 



nleat.orias 

~. _ (- _ ·J ./' __ I_ .2 (1182 - 2i)(l l.5'21, -2it+ :3G)).'· 
~.1 - J -1. ( i '-- si) :i·¿,1.I t.( i - s2)2 (:.Ui) 

,1. Para n11 sist.cJ111a d" i11cl1rnio11es circnlares dist.rilmid11s-;d azar¡. co11élncLiv11s .Y ,; Sllf!,1ll!do 

orden en ./', 

(:.L?) 
-·· . 

·.·,-.,:.. : - : 

ü. Para mi sistcJma,du ii1clwiiBl1es ciÍ·~úlaáis ;list.ril)nidas 1Í] az11r, co11Ci11ct.h;as ~'a rn1 orden 

superior en }', 

1 .:_' 2'(/ 
1+71(1-iH 1-o .. 1r.1n·P>"· '"'') 

l~xpuestas ·estas:defini~~Q11cs; }>asmno:-; a co1npnrar :-;11 co111pq1:l,n1_11Ít!llLÓ co11 JT!spc!cLo a lo:-; 

panírnet.ros citados: 
. ' . -.. -· ~-' . . 

' - - «': ' . 

3.2 PROPIEDADES DE LAS ECUACÍÜN~S"JJE DISEÑO. 
' .. 'J._'. 

g¡ parámet.ro clet.en11i11a11tc es sin dmia laJ, pniJs Jcís.-11ioc!el6~ sc!J1í1í·,·c~1ísLrÍ1idO i·ést.ri11giemlo sn 
.. ' ,·· ·' . ' .......... -.. ¡ . ·-.·" • 

orden de magniLud. Po; tant.o, es muf im¡í61·l.1inf,;i i11;,;¡¡¡¡;1/Í1i I'c!laciói1 !Úncional cxisf.m1f;c éo11 Ja 

respuesta efectiva E, y' dcJ_ rniti1 rbrmac~1i~-ccil'¿m¡11~lo .l~S;'~!~;1lt.;1c!d~~Ol
0

l ¡)~ci>t.al~les física1ne;1tc 

y cna11do 110. -. -.,_-_ ·,•· .', _,- ''. ---• 

gil primer· térininO, t.eueinos i1{;e-t'6inar cJ11'.~iwút.a q~J(l 110 í;~_claslus _ecuaciones· son co111pa­

rablcs cut.ro ;í pues desi1:ihe1; dit\;1;e1it;~ IÍ!nif,f)~; Las ~~11,;¿ioíies ;1.,i y 3.lí pcrrnitm1 conectar 

tanto las propie~ladcis d~respue~L>t en')' c¿rriola~ ~amcf.eríst.i~as geométricas en S. Por of.t'lt 

parte la ec11adóí1 -3.r(1111iga111m1t.e vali!_:1>ara
0
')' = ~J es- decir-para l111ccos. Las relaeic:iú(is- :l.i y 

o·- - •. . .. " • '--"·-· ~~~---o·- - ··---;-- ---- -

3.8 funcionan e11-el límite_.5'= O, permit.iemlo variar la respuesta de los componentes. 

Lo anterior pennit;ie~!-al>lc;cer que: 

• Las ec11acioncJS ;l.7 y·3.8 sólo puedm1 c0!11pararse co11 ;¡_,¡y ;l.ii cJll el lí111itn de círculos. 

• La ecuacio11 :l.íi sólo ¡nwdc compararse! co11 ;¡._,¡ y :l.5 en el límite de elipses aislantes. 



3.2.1 INCLUSIONES ELÍPTICAS AISLANTES. 

1~11 el Jí111ilc de las i11d11sio11cs elípLic11s aislantes poclm11os <J11co11t.rar la \'1triació11 de E rcspcicl.o 

a./' parn difcrn11t.es fcir111-1Ís de la-elipse. J_,a·fig,11ra:l-J··11111esl.rn ~ist.li-rolÍteió11 lllll'll.1.ms wtlonis 

disLillLos de la i·azón b/n: l~lcai;() (A) coi;rnspomfo 1i c:írc;ilci;.: .. l~n -él· i'1w- posible comparar 

Ladas .las eeuacirn.1es ·111eri'é.:io1u~-~las, su 'clkjnol.ó con ·~i .111· c11r~a-~cC!1TC!~pondi~~qLe ).ti ca:·fr? i-c~:-;in10 

llJOllciO!Uldo en la primera parLe clci capít.-1110. Sa bcJ;llOH i ¡11~i-la. fónl1i11a'fískarne1il.ci corrccLa. es 

la Ea pues e~rrespomle al-a :fómnila i1Ítmv-olada (ct:11aei6n :l.íi), w1;~·1,r11lda para re¡;;.ü,Íncir la 

percolación de círculos huecos. Los clen11í8 inoclelos 1io:aj1íst,a;1 co1'.r~~L-itm1iÍiLci aesLé lírniLe e 
'. ' ; . . . '. ~ .- . ' "' . . ·. . - . -··· ·, . ' 

incluso la aproximación dada por 1;1 ecuació11 ':J .. 7 _{co11L~Íiida 011 la ~ur\,1i n1;1rcada por E., 110 

prndiee la percolaeión .. Jivklc11t.cimc~11t.e est.a iic11ación_noiimiclc L~11wrse ci11 ~1¡·¿;1La1m est.e lfrniLe. 

EH las griíficús ~l~J (B) .Y:((J).cmcoi1~ran10~ el caso de elipses ~011 rlt'/,Óll b/a._= l/:l y 1/:m 

respecLivamcnte. /1~1; ella~ p~~l~mC>s (16~1.a¿arqne .11; ee11ació11 :lA- reprcisc11l.11~la;]i61· E1 ~lifiere 
co11siclerableme11tc del Jíii1iLe C:drrecÍ.o púa dipHeH alqat.orias conLc11id() Cll Ea: El ol'ckn prese11Le 

·_ .... ::_ :- . :._< :··' . .- ._,. - ·' . - - _. .· ::-_:. -~-- ;_ -~.-:· :--: .. 
()JI ol sistema periÓdico cles,cri Lo poi' la ectiació11 ;i.5 1ii1m que el si~iellla per~ole, antes é¡tw el 

1nodelo desorcle1wclo .•. fü11 'r;;iili;u:go,;¡ist.e 1nodClo-su¡i011e fraci::io11es'c1,i>;rmq>eq11efi1{8y por L1u1Lo 

lej1111as al efcct.o_depórcol;1ció11. f~nL011ces d rango ele ;tpliealiilidad paÍ:ece ser mi1clio 111e11or 

que el ra11go p~in\'.~l HÍoclelo. des6rdiJ11mlo a primer ordcm. · 

m límiLe ele h16l.usio11~s circulares i1isla11tcs a h1ijaH fraccione~ el~ Ílrea es .COlr!Ú!I it iodos 

los modelos, ir;ienLrasqueel 1norlelo perlódico es siempre c~;111iLativame11ic1 disti11Lc:i ¡;¡ modelo 

clesorde11ado 'en el caso de elipses aislantes. lclm11iia1: al si·~·Le1;{a clesorde11;ic16, 111ecliitnLe un 

sisLerna periódico 11os liaría t.m1e1: CJTorc:s 1r111:y g1'amles, a1fo ,en ciJ' lÍmite cÍe lmj;;s frnccio11es de 

área. 

3.2.2 

1~11 el easode ifrch;sioues.ci rcul11res couchlcti\,Íts{;tl fi,j11r~la~ 1l·~r1a~(5'-~ü); cori\,ic!Íe. prcse;1Lar 

curvas deres1mesL1~efó~tiva res]icC:tci a rri1C:ciÓi\ d;J rire;1 I para difrn·c;11t.cs ra:1.ones de co11¿lucció11 

au/a1. J!;std eslo qnii s~ J>1~ci~e11t.a m1 la fi~1ii·1i :l-2, do11;fo co1í1para1rios las ec11acfo~1es a.ti (E2), 

:l.7 (E.1) y ~l.8 (Er.). 

1~11 la fig·ura 3-2(A) ¡)oclernos observar algo_ i11Leresai1ie'. FísicarnÚnLc ·~sL1imos en C1 caso 

e11 que las ·inclusiones ~on supercondncLonis, por lo.·cnal es de eil¡;urarse~¡im miel. límiLe ele 

5ü 
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Figura 3-1: Respuesta de la comluct.ividad efediva ell lirncióu de f para diferentes razones de 
aspecto /J/a. (A) ú/ci =l. (13) ú/n = l/:l. (C) li/(J, = l/ao. 
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Fig,1u·a 3-2: Respuesta ele la conductividad efectiva piira clifcre11ies razm1cs ele respuesta ffo/ ffJ. 

(A) ffo/ff¡-> O ó 7 =l. (13) ffo/ff¡ = 1/2. (C) ffo/ff¡ = 2. (D) ffu/u1 = 20. 
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percolación la co11d11cdó11 di.!et,iva ¿; HllllH!lll.n 111~ls aJhl du t.odH col.a. Sin e111lmrgo i'11iicar11c11t.e 

la c11rva ~r. es capa:-1 de prndccir iísLe co111porl.a111im1Lo, Jos ol.ros dos moddos folla11, l!:sto 11os dice 
. - . . 

que si qucrn111os n1odclar i11ch1sio11es 11111.v coml11ctivns ¡,¡ eeuació11 a.8 es Ja rnójor aproxi111ació11. 

Parn i11c]Úsio11cs poco 'dispcrimras, es dedr céili. ~ond11ctividad del mis;110 orde11 d,;· 111ag11itnd 

qnc el 111edio l;c~é;o¡>Lor, las c11rvn~ ~.1 ·y. Eri sür1 'zrmy 
0

a¡>ro:-;i111~1ch1s· tirtLr~! sí, ~lr1ic;l1r1~!11l.e HC!.He¡mrm1 

al acercarse al línÍil.ede percolacióÍ1 fe:= O.íiíi, como se111nc~trn m1 loscit~os (13) y (C). 

Cna11do las ir1cl;1sio11c~ Bo;¡';nu~y rcsistiv1;s (éi1so (D)), nos m1e:ontri11nos. co11 n11a limitació11: 

las curvas ~~ y ';;, prcclic,}11 ¡¡<)rcol1ició11, e~ d~dr exisi.clrni\ialor el~ }' p>u·a ~I ~·11al ~] sistm11a 

deja de comlÍ1dr., i<:st~ resnl;'.lido u~ es ac.:c~;~,tl;le ¡iorc¡1;n c11amlo h1s i11dnsioiíos oci1pa11 toda 

el árc11 la concluctivichtcl e('ccii''ª ck:b~ .c6iI 1cidir con)11 de ]¡~ incll1sión: Por Ótt;a partci la curva 

~.1 es la 1í1iica que lió limestni percólaci(u1. pero !;1;1r'tíioco l'~:edic(1 elord,;11 d(Jn1ag11itud de la 

co11dnctivida~l efecti~ll~11;l11dó /~···L .. 6e i16~1161u1 b1m11 n:~ÍÍJi,,;clo dnlHirepr~diÍéir··qnc er1 el 

límite f ,;,, l ,~la co!ldu~tivi¿lad efccUva sea ig,111Ú ii i;·¡. J~st6 'n'os alm[;l ;l 11tilizar ~011 re~cva las 

tres i~prO~i·t~~{6io11~:s ·m/~·cna11db 1 ¡.¡ü- eh~ ... 11m11~i~ú, ;c·~~CrC;~:j~··:-J,- 1. ~r·¡·~~·~-¡~ · 1;~u;go, la cu1~va des~rita 
por Er. es Ja Í111ís a¡)r{)ximachnlc las !.res, ~iernpre ¿ll;J lacéirleH,16s cua11do i = a1/a11 , para 

110 permitir qne co11LiHiíe dc?crccie11do. Esto se pmxle susl.m11,ar debido a. que nl c.;orte de la 

comluctividad no es accipt.ahlu a11tcs de, alcarnmr el lírnil.e de percolación ( curva~2 ) y por 'oLro 

lado, un comportm;ticnto sili cor-te uo es jilali~ibfo ( cmvit ~:1 ). 
. ' . . . ; . . 

3.3 APLICACIÓNES A PELICULAS DELGADAS 
·. ··.··.- ; ( ·•·.········· · ... · ................... ' ' . ·. ······-··.. . . . 

Para poder util\zm: la ~qtrndÓú ¡¡¡) co1:;chw!.ividad-cfectiva .corn<;> ec11ació11 _de diseiío es necesario 
, . ' . . ' -:· "'- . '.:o:-'·<,-· . ·= ---~., -· .-. '" ·_ -

probar si es aplicithleli Jo~ si~tcrnas. r¡u!: tratamos de modelar. Al luicerlo será posilile establecer 

las posibilidades :y-Jns lirni'tltcioií6s' ¿le- Jii te6i·ía' ~iuci lw1~os dc:san:ollado; ·.Con este objetivo 

a11alice1nos. res1;Jtacl(Js •i;xperi!~e;1t1:lcs•·d~;!i),lfc11h1~~ ..• ,¡,~1~adits ,des~l;i Ja'pet;s¡ieétiva quci .. J1e1nos 
-- --·:/-, ,;-"c,_--o'--o ¡..:-:-

Es nccesarió ,;;rn¡;;,;,m:pCi/cÚ,fblt;ce;. la lcí~'11ica dec~lcnlo de la f'1:acció1i de áí·ea ocúpada pcir 
',, ·' .• ... ·' ,, . . '. .. .. : ' . - . -· . 

las inclusio11es. I-Iiw qm; tori11ir e;1 c;1¡;11L;t r¡ne ex¡;;il·i!i1e11ÜJ111e11tc sÓlo se ol;sen;1l 1úia ¡;orción . . ' ' ... · . . . ~· ' ' . . . . . ' ' ' ' . . . -

' .. .. ' 

y que los cítlculos. tornados cm esa rngióiÍ su puedcll extra¡iÓlitr a !.oda Ja nmnstrit. 
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3.3.1 EL CÁLCULO DE LA FRACCIÓN DJ!) ARJ!}A 

El ealcnlo dll la frnec.:ión de Ílrna i111pliea 1111 pm¡iwiío clul.alle qnu it1ín HO se !1a disent.ido, qnc 

es la posibiliclnci'd~J Ln1slapll unLre dos i11clnsio11es. l~n princ;ipio e81;a posihilid;1;l es J><!q11ci1a 

cuando est.amos.: 11proxi111mid~ a primer orde11 e11 J, J><!l'O 110: loes a 1~rcl<!r1lls:~11¡mÚores. · 
Se Jia e11coiit.rnclo qne c111111<lo d sist.n11111 duinclnsiones.lls.a!<iat.orio y con 1111 gran 11Íl111ero 

de inclusiones lafrac:ció11 dn Ílrca ocupada es i11deiicm(ll~mte d;i lit l'Ónni1·(Xi;i•, J°m3S), sie111prc y 

cuamlo. las i11ch1sio11es sca11 id611ticas .. C1101í1do hay l.rnsla¡;ci; d amniíntci Ú11· ;,:] rlíii11éro ció í11clu­

sio1ms puede ap6rtnr dif;;i·e11Í.cs valores de ;írea, ele !1cd10 pcmníLc~ olil:;J11~;~ h11;ilcp1í~ir.~m1Lidad e11 

m1 co11tí11uo acol.ado. porcer~ )• el valor d~J Ílrca de la i11clnsió1;. i;;11CCÍ11~,,~ e~\iC>sil~lc co1:~iderar 
. . . '.,· . . -: . - . - ·, . -·' ·:.:···. -- ' 

}', con10 vnriables_co11Lí1nl;1S. 
··, . ·--.~· ·.: ·-.. ~- - \-<.__ -- . ·.:·)~- ... >·-:· 

·.', .:_·.:_ ;'_'.':;·.·.-

Si defini1116s la fnícción dó íirrn1 110. ocupada por las· inclusiones por¡;, m1t~1icll.s '<is posible. 

establecer q1lc ctiiwclci mii'11éi1iúu11os Ja dc11sidad.de i11cl11sii:>11es ·den. a n-i-dn; e11tonces el Ílrca 

rcst.ante es ¡JiliA1dn;y al mismo Licmpo ¡Jfi1. -(71+cl7i)111,, do11deA 1, és el Ílrea 1.~L>il de J.1.11111e~tra 
y A1 el Ílrca de la i11ch1sió11. De esl.a 111aneraohtll11c111os que 

es decir 

¡iA1A1dn = pA,, - (1i + d:p) A1., 

d¡i 
- = -A1cli1 .. 
p 

Esta ecuación pennitc Obtener una exprrn;ió11 para 11 de rnn11cra. qne 

(:l.!J) 

c:uo) 

(:l.11) 

la cual satisacc las co11clicio11cs esperadas ¡mes si n = () , n11t.011ces p = 1, y si n --> oo c11to11<:cs 

¡i--+ O, Fi11almc11t.e l.cnemo~ que 

(:l.12) 

EsLa es la 111a11ern correcLa de clet.crrninar f y es la qne mnplearmnos mt las rlifere11Lcs 

iifJ 



aplicaciones qtw vern111os 11nís adelante. 

3.3.2 EL .ZnO DEPOSITADO POR ASCIR .. 

1:;1 easo del Z110 deposil.ado por ASCIR q11e sn disc11Lió e11 el c:apítnlo 1, rcprnsellLa 1111 eon­

junLo de 111edidas típico, para la cal'llCl.t!riz:ació11 !!lfrl.rica ele 1nm pdícnla delgada; .No se Licue 

reportado u11 cst11dio 111orl'ológ;ico rrnís allít cid presentado en la sccció11 1.:c¡, esto implica qne 

te11c111os m1 dcsconoci111im1to de los panín11Jl.ros g;cm116l.ricos S y./'. Asimis1110 pitra considerar a 

la películac:mno n11· sisl.mna de Clos eo111pi:111ellL<!S es necesario eonocer la res¡niesta (¡(! la·ir1cli1sión, 

la c11al 1í11ica11mnLci podenios s11po11erla. E11 otrns palabras '.')"r10 esta LotH,lrnei1te'dc!Lei·íni11itdo. 

l~l único co11cicirnim1to qtíe.poclc111os nsar 'mz:onahlm11<i/i1,e ;is' qne la pclícnlii .estafm·rnada en 

hase a u11 ino11~c;:jsl.ül:·~~le ü1iü1cfra cp·~~ó j;'Ó~l~!·;:~;·os ~lt~l.e1~rn·i·;uú· ;11"-nso'~iú.Jiri'ol<;'.~111:·-\raÚ~;:· ~!1·1 G1 rm1go 

reportado cm lii se~ciÓ11 \ .a.2, ~si.o ,;s entre CU / ií (!1cm)- 1 · .. ··.·,··.·. ·' .·. 

Apare11te11ím1te cstit earei1¿ia de inl'on111;dó11 im¡iide fJ;;e la ec{úiciÓri t,nfll,lltilid1;~¡ en este 

caso. Sin ·cmlm1:g;o,. vercnios C::ó1110 llllcxle aporl.ar ii11'oriil;1dÓrl ii'1Loresaili.cJ. L;; co11c!nC::1,ividad 

efectiva de las 11111estrns es·inrlepenrliente cid pani111úl.ro l'n11c!a111<ml.al ele depósito, d cual ns el 

1mrriero de ciclos ad8orció11 macció11, y se sil.1ía riel orcle1Í di! !0~8 (Oc,,;.)- 1, "'si.o i111plica que el 

cocie1Íl.e de la~o11cl11cLividaC:l de la p~líc11\a y dol 1i1onOc:risl.al es dc)luli~·rno orde11. 

Si co11sicleramos a la ecuación ;¡,¡; como 1111a li111ciéi11 ele !.res varialJlcJs 

E= E (J'; 7, S) , 

e11Louccs para valores de f fijos la 1'1111Ció11 defi11<! 111111 sáblina mi 1111 espacio Lrirli111ensio11al. 

l~s iutersa11tc visualizar qne l'Órina tie11e esta curva y có~ifr> varía cori /.· L;~s ~fig111'HS ;~~i a ':i­

ií muestnu1 esta situación, para/= 0.0J, 0.1y0.2. E11 ollas.ol;scrva1nos_1111á carncterísLica 

comú11: cuando E es.1111;ypcq11eiío clco11ji11lt<:ldc soln~ionos. ¡;osil;les p1ira 1' y S.se aprcixi111a11 
- ·. ' - . .. ·-· .·: 

a -1 y l respecLivau1cJ11Le. 1;;sLo sig11ificaq11e <To» rr¡ y,ii » a., es decir tenemos ii1d11sioncs 

1nuy re~istivas y ·col! fornw.du ag,11jas. ~l1a1nbié11 1:ó:-;~-~lta·-cv.iá~-~'¡·¡·ic-qliéi,~~1ieutl·~-~s ,;:IC!JJOr- ~!s.1ú 
fracción ele área ocupacla por las elipses nos acerc>i111os míis al lí1;1Hn lll<J;;cionado. Además en 

esLn lí111ite coi11cide11 1.oclos los modelos clisc:11l;iclos c11·l~t sncció11 anterior, por l.anLo cm .todas las 
. - ' . . : . . 

aproxiniaciónns realizadas la i11l'onnació11 c!xt.raída es la .misma. 

(j() 



Fig,11ra 3-:.l: Hcpresc11tadó11 ele ~ colllo 1'1111ció11 de -y y S, para f =O.O 1. 

Fig,ura 3-<l: Rcprcsc11l.ació11 de~ corno 1'1111ció11 ele -y y S, ¡mra j' = 0.1. 

(il 



Figura ~l-5: llepresenl,ación dn ¿; con10 li111ción dn ¡ y S', para }' = 0.2. 

l'.:ste resultado sí tiene' trascendem:ia, pues las l'otogral'ías de la figura 1-fi (Robles, ID!JI), 

i11dica11 que las inliornoege11eiclades 110 oc11pa11 fracciones de ~u·rn1.grandcsy dÚ1odclo·cstablec;e 

prccisamcmte que debe 11aher gridas distrilmichrn al azar sollJ:() h1:i1clí¿Íili1; co11teuic11do:·111al;erial 

poco conductivo. La prnse11cia de grietas ~~ f'ísicaiiui.11te·_ac<>1>taG];, ¡¡;1chi ~¡;,s .~>11:a¿tcrí~tici1s del 

depósito, La11Lo por Ja estructura pofü:rista]ina, co1\1d por Jliivai:sc a cfocl.Ó iJ_fi.a 1'ea_cd.ó11 a dos 

difore11tps t.emperat11ras.1;;ste es rn1cjcmpl6 dol1;Jii li1}!ondilii'i\'Lió11 ele ¡;;¡;!01·[a ~;116J cxperili1cnt.o 

nos puede dar i111'ormación sohrela estn1cLnr1idnJ:úú1Í.iiriiilf ¡;;,j csLÍ1 sciuÍ.ido la ccnaciói1 de-diseiío 

11os lia permitido interprctHr los rcs1dti1clos. ;,asem~~- ahb;;a a ,;,;,;Úzar. otrosp1'occdimi<n1l.os de 

depósito químico. 
' .-

3.3.3 EL ZnO DEPOSITADO POR RbCIO'.PitlOLI;IC~~ 
En contraparte al- ejempl-~ a11tel·ior, poclcrnos aplkm~ el modelo a m'.1 depósito que c11<i11La con 

n11ís información n;orfológica disponible. l'.:11 el capít.ulo ·l, citamos el .trabajo de Aranovid1 et 
- . 

al. (1079), eu el 6ual se prese11tm1 películas :cl<il~ach_~~(lc ~11() deposit.fido _por rocío pirolítico. -

l'.:n él se ;:calizaror1 ;ni~rdscopías Ópticas y electrónic.as q1w ¡>crmit,en vis11alizar la geomet.ría de 

las i11hornoge11Cidadcs. 'Sn for1t1a es e\~icle11te1n<ml.e circ11l11r, por Jo .CJt!e estarnos cm el límite 

S' = O. Sin ernb;1rgo es. necesario to;nar 011 cuc11ta c¡ne los circulas 110 'prcse11tan el mismo radio 

lo, cual co11trndice .;UI s'upuesto li.rndimm11tal del 1Jlorlelo. l'.:ntor1ces para aplicarlo es 1wc:<!sario 

definir uu radio promedio antes ele rcalbmr cualquier cálculo. Asimismo, tambié11 ns necesario 

fi2 



:-;11po11er que d tnat.eriu] es e:;tadís1,ica111tml.e lio111og·t~11.l!o. E~s d«:dr: q11c esl.e radio 110 carnl1ia al 

ca111hiar la m11e>l,ra y la diHtrilmicó11 dc círculoH es co111plel.a111cml.e aleatoria. Co11Hidcra11do que 

d 1írea fotografiada prnHc11t11da e11 las figiB"aH 1-'l y l-ii.(J\rn11ovid1 ol. al. 1 D?D) eH una muestra 

rnpresental;iva, ]iórfo111ós 'citlcnlar .de 111i111en( di reda u1 radio pm1ricdid de las i11c111sio111's para 

cuela caso ·1Jr~Su~;;l;~ICl~·· ;, e~;·~i~·nHr .'1-a :Í'ra~-¿iÓn de i~ref~ ócnpucla flor las iucl11sio11es con ayuda 
. . i . . ' . 

dn la expresió11 a.12 ... La sÍg11ic11Le· tahla prnscmLa los valorns de f calculados j1111l.o co11 las 

co11ducLividades efc~l.ivas repo1tadas y· los par{1111cl.ros de dcpósil.o (Lm11perat,11ra chs1isl,rnt.o y 

flujo de so!Úció11): 

Tahla :i.1 

iVJm,sl.ra J l fr (nr:rn) ·· ~ 
:.WO"C, !J.íi i/ 111i11 IU-120 1 O.llf12 

1 

:.líillºC, 10.fi i/ 111i11 11.fifil ll.11:!:! 

'J20"C. 8.íi i/111i11 11 .. f.fl ll.11.'-il 

'J20"C', !J.(i I / 111i11 11 .. 10;, ll.11811 

'J211ºC, 111.íi i/ 111i11 1i.:w1 ll.117D 

De esta fornia si nsmnos co111n r11oddn a h1 <x:1111c:ió11 :J.ñ~ aparecen il11icn1ncn1t9 rr_ü y _-a, ·co1110 

panínmtros libres. A a 11 podría111os asig;11111fo 1111 valor cid orcle11 citado el1 el qjcl1t1plo a11tcrior 

para el Z110 cristalino; si11 emlmrg;o p1wdn snr ele más 111.iliclacl dejarlo libre y: buscar el_conjuto 

de valores de a 11 y ª' que concctc11 la teoría co11 la forma dul sist:ema1;eaf ·· 

Dado a y J, y to111a11clo 8 = O, podemos escribi1'.a IT.1 co1110. lirnció11 'exchisiv1ii11cntc de a11 , 

despejando la ecuac:ióJI 3.5 ,_ · 

(:u:i) 

La fig11ra :l-G rrnwstra la gráfica de <TJ (a11 )par)cada: rniri de las mu~stras citadas ell la tabla 

.· .. ->:", <:' ,' :.· ' 

l. 'lbdas las muestri1s ac~pt,an valores cÍe a 11 .é11 alg1í11 i11,tervalo cornpre11dic!o ·~11trc 0.1 y 5 
J . . .. : .. ::: ·. ..:: ' ·: . . 

(Dcmr ·' lo cnal sig;liifica _que us z:Í1zo11abln coJtsiclerar al sistema co1110 n11 monoeristal 

ZnO COll iJ1clnsio;1,,s cii'c11!111;es. 
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Fig1ira il-6: Soluciones posibles dea0 y a¡ para las pelícnlas de ZnO depositadas por rocío 
pirolítico 

. . 

2. Es posible definii' m1 i11tervafo para ao e11 el cual. tocia~ las ni1iesl.n1~];ucic1c/1\1j1;sl.n1;se a la 

ecuación efoctiv'1; este va ap;·~xirnadarncnl.eíl.Oü aO.:l (Ocrn}- 1 , l~r1 otraspal1;lm1s, es posi­

ble supouer que todas l;ts rrn1_cstras ~~l.an ~onsJ._iÍ.í1kla~ po(~11;1ismo ci·i:~tal)' fü1ica~nc11te 
cambia la condnctivida~I cic1~J~1s,i;ich1~lor;~!s. l~s/,ó és "i'l1zonahlenÍ1ís .110_ riecesario, pues 

puede lmber diferelich1s~sfrnc'tm1~lós, soh,1·ci J.cxlo ¡ior lmberse produeiclo a clifere11tes te111-

peraturas. 

3. Hay nmi diforencih énalitaLi\,íi'ó11tre los ·ca11ju11tos sol11ció11 'ele fas muestras prodnci~las a 

aGO.y '120º0 .• ~•lie11trasqndla~pri;1mras .dcíinei1 rn111.11uleióri~reé:ienle a partir de mt valor 

de O"IJ del Órc!ci11 de Ü.l (O~ni.)" 1 1 011 eJ SCf!,l!ltdo CHSOSO!I ;llOrtÓtO!llllllellte decrecientes. 

l~stií difereucia pltrece C!star. ~leterminada >poi: la ternpez·af,11ra del sustrato al· i;mrnento. 

del depósito·. 13s 11Íuy.aveitti.li·ado dar umfexpJic¡¡c¡ó¡·¡ 1(cst/t ciu:1\;.;t<!t~í~tici1'p11es podemos 

11otai· qué la f toma valores cercanos al H111itedc ]icrcol11ció1i,· po;. Jo ~m1l. Ja•fómmlit 

que utilizúrnos pu(!de pre~enl.ar errores co~1siclc;rabk!s. Nlá~ ;1d~Íantó arnplia~·emos esta 

disc11sión 

La inl'orrnació11 anterior 110 implica la. w1)iclm<1 del. moddosÍn. c;ir1barg;o lmy alg1111as carac­

terísticas físicas quc11os p61'1itiLcu ser 
0

optimis_tas pan; s11 1iplie11ción g;ciwrnl. La primera es que 
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Fig,lU"a 3-i: Ajustes posibles a las cc;11acio11cs :l.ii (L:2) y :l.8 (L:r.) para las pelíc11las depositadas 
a 3ílOºC.(A) Flujo D.G l/ n1i11. (13) F'Jujo 1 ü.íl l/11dti. 

sabemos (Aranicivicl1d .. al lDiD) cjue··ci11 Jas.inl1omogcír;cidades 1111)' mayorconcc11tración de 

cloro. l~ste ¡me~le i11~orporarse e;1h(r~d·c1ci Z11Ó como im¡mre~a sustiLucio;111l, de tal m1u1era 

que a¡m~eee 11111; .~11i~1:tació1d~1~·:;,;1rg;11 )ibri! qÍ1c! i1;criiihc11L~t lacor¡ch1cti~id1ícl. !~11 ·otras pal­

abras esperarnos ~1uci ];, ;~oi1~!1iC:tÍ\,i,chicl c1Ó1ís i11clnsio;1cs ,,-, sea mayor.que a 0 , lo cnal puede 
' ' :, ···.-- .. ·_, ,·." ·' ... ·--:·. --- ·-· 

efectivamente pr~c_!eC:i~·;el!~º~lqio 1iili'li 1~lg,~1iíJ.;1;ig;o' ele au. 

Si al1ora.Lrati;1n~~-diii~1J;1~(,,u?:ja·l~i·rnula·aci11tcq>olació11 a.S. f>;tra .oble1Íer ¿t.'.rii .c11n'a ele 

soluciones posibles,\1os ~;;~oi;t1'mríos co11· la sit11ació1.1 de las figllras · 3-i y.::lcS; l~1iest.as ~urvas 
se encuentran con~pan1clÓ~ iírnl;o{11jmit.cs C:J;, 1,(·idea de extraer Ja 1m~j,oriufoi·;1i11~ió;·, posihln. 

La rn1~va· ¿~1}:)j;·i1n~~ión:·~~~;~·;::~~~ )i_{1·c,r~~·(.!]Ji~1fi1i~~s; :.1~1 apa~·eute é.ar;;iJio·cn.al.i.~;.tÚ~,q- (~~;_~·1a · J~~~rn<~ 
de las soluciones cna11clo 86 mi:(_ Ja cc11ació11 :u;', desaparece itl. uLi!iz1ir la fórr1111!;1 3.8 ... · CC> que 

sucede es que iianÍ'éra~~ioncs ele área ele! Ór;den ~le Ó.5 ],; apliciiélÓn ~le ~ina fónrmla el~ primer 

orden ya 110 ~s pÓsihle. Poi· ~tr;1 parte, i,1 iutcrval~ ¡lb d0 p11rn dc1i,;1 se¡meéle 1Úusl.ar, nl1orn 

está acotado. e11 todo~ ~os cascis,. adcrnlts. si.1 col.a i11fr;dór iis' 1rilís ]>cqticfi,¡s ·· c¡Úe 011 '• Joi(cáJCi! lo; 

iniciales. r.,O que nos dice ,;s que es posible tenor como pelfeula ii'i)Z110 muy poco eo1id11divo, 

qnizas por efecto de fronteras de grano, e irrd!usioúos e[{] m~;el10 mayor cm:1~lucth;idad que, ;ioino 
' -'. .. ·· ,. 

dijimos m1tcriorrncnte, es lo qne se espera fí8ic1úr1~u1.íi.' 

Lo que Iremos cncontraclo es que la aplicación dci 1111 rnodclo como el projniesto ~i m1 estudio 

experimental con las características citadas es rnzonahlc. H.cializar un estudio. inorfológ,ico para 

(ifi 
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F'ig11ra 3-8: Ajustes posibles n las ecuaciones ;J,[í (L:~) y :l.8 ()C;r.) para las películas depositadas 
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n11 111í111cro 111ayor ele 1111wsl.rns ptwde p1m11il.ir t.a11t.u d aj11sl.<? del 111oddo cn1110 la opti111izació11 

a priori ele las 1111iestrns. !~si.o eH corrnlacio11a11clo los par1Í111<,tros de dep6si to corr los parlÍrnetros 

gco1116tricos .Y 111Ílxi111izar1do la relaci611 ohterrida: _1~11 el.caso ·que lremos cstmlo clisc11t.ie11clo este 
. . . ~- - . -

cálculo 110 es pClsihlú ¡mes cÍ 11{1111<!!'0-,de 1111wsl.rasc11ya 111orf'cilogía c_o11occ111os es.11111y pcquci10 

COl!IO para ap!Ícfll' ll;IH csLaclísl,ici1 du corri!laci611- en Me la i:,)m1icrattffa del sustrato, -el /lujo de 

solución y !Os pitrfünotros goom61.ricos. 

Pasemos a dise11ti1: las películas mürfol6gic1une11l.ün1;ís cornpÍi~nclas, que l 1crrios 111m1cio11ado 

err rruestro l.rabajo, el CdS deposiLado p(lr:lmi10 ~¡i1í111Íé~.< 

3.3.4 EL CdS DEPOSITAD0°POR;BAN-O' QÜIMICO. ,-' . " : : ,, .. , .. _, . ,,_ .. ;.;.-_ .·_·.- . ':· - -' -

E.11 este lJllllto trataremos t1ii ~;oz'~í ~,;so
0

11Lís' ¿;~mplicado ,id lOsÚ·ci; prci;cr1taclos 011 el capít11lo 

l, dadi~ la geomeL1fa tarr pec1illar~le stis i111pcrl:cc¿i(l11e{1~1 priii1orprolil61;"i es ddh1ir qué valor 

vamos a asociarle a ao, es decir cci1í10'\,,m108 a súponó1· ~1{1,,1;11»~líe;1l;i so e11c1Ícntra corrsLitnicla. 

A11áloga1ttc11te qne en los casos anl.crio1:es, po<lcÍ11os wp~1101:qu~:l'fi ¡;elíci1la e~ m.1mo11ocristal de 

CdS con i1Jclusio11es circulare.~ corr co11d11cLh•id1;d diHLi11Lai~11l11~ar~1i, las pa1·Líci1las 11¿ilicridaH. 

Hay que Lener en c11e1Jta que es ti11a l~leali
0

r.ació11 liasl.a11te f'ue1:te, )mrÓ Jwdem;~ 1111.alizar q1w 

rros dice el modelo. 

l'.;11co11Ll'UI' Ull ra11go <-le wilores de ccmcliwtivicÚtdcl;! crlsLalc~ de CdS "" la literaLura. !10 es 

fftcil; sin cmbm:go, c11 el cn1;ftulo. 1 mo11;io11a111os 1111 ,_valoi· Óbtcrrido Jl!tra ni1 crisLitl ele muy 

aJLa pureza, reporta11clo 'ur1 w~lor del 'oi'dbrr de, ¡o-·18 (Dem)-:' 1 . To1nl!mos ,como refrire11~ia m1 

Lrabajo de N;tir
0

e1: aL (l!l88f, do;1des;1roport.n11 películas dcposil.adaspor haiío químico con 
·. ,·.' ··. ,·. ·. - -·· o.: .. _2; . -

diforerrLcs tiempos .Y tcmpeniLm·as_de dej>6siLO. -D<!sdn m1 p11111.o de vista mcsoscópico (es decir 

desde el punto devistadc .1í'r1 microsc6pió '6ptico), his pelícnlas ¡~rcsenLan i11clüsiones circulm·es 

adheridas a la superficie. Lit fracci61i de ár<i;i ocupada por eHtas cric1111fore11cias puede óstimarse 

de la misma n11111era: mi que s;i~lrizo, 011 el ejemplo a11Lc;'ior. E.11 la 1.ahla :i.2, preso11l.amos la 
' . -- . -

fracció11 de arca ocupada ¡>11dt Li'es:diforc;1(es 1rlilost.ras am1fümdas -,m la refore11cia citada: 

fi7 
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y 

Figura 3-!J: Curva de con~h!ct.ividad el'c¿_t.iva vs ¡ pam n11a co11ce11t.ració11 de circnlos j' = 0.2, 
e11 las aproxirnacio11es a.5 (E2) y 3.8 (Er.). 

Tabla :1.2 

28ºC, 18 l1rs 0.200 

2<Jº(.', 18.iíJirH 0.217 

ISºC, :22 l1rs tl.22fJ 

Como se puede observar, la fracción de área ocupada por las inclusiones en his t.rcs rnuest.rns 

es prádicarnent.c la misma. La co11d11ct.ivirlarl el'ecLiva en obscnriclacl de las mismas fue estimada 

del orden 10-s (Dcrn)- 1 para las t.rcs 11111est.ras. Esto implica co11 las co11s_iderai:ioncsant.eriores 

que la razón ent.re Ja conduct.ividad cfcct.iva y la co11duct.ividad dclcrist..al ~s::dol ordm1"c!e .. JOID. 
- ·- .· . . . -

Si sust.it.ui1;1os mi.valor dej' ~ 0.2 , y 1111 fac;l.or de for111a:S_:::, O su¡iouicmlo q1ie so11cín!nlos, 
• ·e"., • ' • ••• • ' 

podemos generar mediaJJLCJ ]as. _CClÚtciOllCS :1.5, .\' ;J.? UJIH gráfica de 7 VS t, Ja CUa]: podernos 

apreciar Cll Ja.fig;ura.3~9.;En cfüi'1).ot.bÍrio~)1u~;~s JifiposihÍ~ olÍt~11e;:~UI coeient.eL;.rv "10111 . co!J 
estos panímet.ros. ni siquicií·a ~ol~é:~;;1~Í~ i11clusió1ics supeÍ;co11clucfori1S ('y:"" .1) ,Hll1it.c que no ~s 

razo11ablc supon~r dacio q¡1e se s1{hé q1;c íi,s f;i~r{1~Í~1\~s: s~r1 part.íéulas · or~1u1o;r1ctálicas. muy 

resistivas (Sebastian et al. l!JD3).. . . 

Podemos explicar est.a i11cómpatihilicl1\;¡ de ilmist."i·o rnodclo 'ccÍn las medidás expm:iment.ales 

con vnrios arg,i.1rnm1tos: 

ns 



ESTA 
SALIR 

TF.SIS 
Cf. LA 

NO BF.~t 
m~Uffí'ECA 

l. La suposició11 de que el mal.erial csl.aco11sl.il.11ido por 1111 eristal n111y puro 110 es correcta .. 

2. No es lrnm1aaproxi111i1.l:ió1(id<!f.1liz¡i'J· la g;co11ml.ría dt! las i11c.:h1sio11cs por 11wdicH.h círenl.os .. 

Como apreci111~os.'e11 Ía microsc~pías del eapíl.nlo 1 sn forrna es nmd10 más complicada. 

:!. · J!:l sistema prohiiblcm1c11fo debe considerarse eomo de l.rns o más co111ponó11l.C~ co1i difor-
. ·' ::-_·. ··--: . -,· -<·.· .. ·,· . · .. ·. : 

e11teifgeometrími:.Sit.úaci611 qiw es muy dificil de analizar tcórica111er1te'. 

. . . . 

Sin eluda 1;1s pdículiÚ; dci CdSso11 1rn1)i·reprcsc11l.al.ivi1s dcliis.ca1:i1c1:cirísl.ic;1s morl'ológ;icas ... _. ':. ... -; .·_ ., .. - . ., 

de los depósitos químicos, la c~11C11isión qnó del;cJmos sac:ai' clecs.teqjeÍr;plo I.icncJ.•qi1¿ ver c:o;1 el 
.· . - . 

cuidado q1!e se debe Le11er al apliear· m1111odolo simplificado a la realidad. 



CONCLUSIONl_;;s 

1;;11 esLe Lrabnjo liemos disc11l.ido desde 1111 ¡n111Ló cln visl.a Leórico ,,1 Lra11sporLu clu carga u11 

1111 sisLeuui de dos co111po11u11L(,,;, 11Joddado por 111cdio de i11c:h1sio11es con geo11Jul.ría dlímlrica 

clípLica. Co111pararnos diforc11Les aprnxir11ado11es a. la' c:oiid11c:t;ividad cléc:Lric:a de usl.l! sisl.e111a, . . . . 
para fi11almetc evalúar su co11cordíú1d1í c:oi1.el .·1;¡;n11sj)(lrt.n eléc:Lrico de las pelíc:11las delgadas 

depositas químicameul.e. .. . 

1;;s de noLm' épie 1111é8Lro i11odclo. (l,·,1ie·aj118L>irse a los difereul.es Jírnil.us físicos. Las li5nrnilas 

para la conducLivicÚ;d cf'ecLiva se'e11c11m1trm;rcsl,ringidas a difcnmLcs ra11g;os ele los parfünet1'os 
- . ' . . . . 

.{, ¡y S, los cnalesexaminm)1os; P~1' 1.a11ln sn i1plicadó11 debe liacenic de mm1ura sclecLiva y 

esLableciendo previ11111c11le ;,] rai1g;o di1 q11ci só 11Lilizarácl rnocÚilo. 
, .. - : ' 

E11 lo que respecLa aÍdesÍuTOllo teórico pocliJ111ós u11faLi;1,ar los sig;11icmLes lHI11Los: 
' . . . 

l. 1_;;s posible la olit.~u~ió11 ele expresiones 1111alíl.ic:i1s iijiroxirnad;ts ¡ia;:;1 la couclncLi.vidad efoc-
- _. . - - . . . -. . - -~ 

Liva ele 1111.sisLólJJa de i11cl11sioucs elípticas, por cliforn11tes. t.éc1.1icas, 

2. La Lécnicadcl prornedio vol1u11él.rico. aplicada>tl 1Í1odc;k,de.i11cl11sio1Íes elípl.icas periódicas 

permite rccnp<irnr J'CJSt;ll.ados a11alíLicos esperados.a bajas con~:entra¿om;s, ló cnal colll~ 

prueba qne esLa_corrcc:Lan1e11te formÚlacl>i. Sin embargo, ob-i.c11c;r rnsulLados:·•111alíLicÓsparn 
. . . ·. .-·-. - ---- .: . ·;. '-.·: 

conceutracioues cerca de la perc:olació11 es imposililc, el problema se vuelve 1í;unériCo. Esto 

la coloca cm desventaja frm1l.c a las l.c!¿ni¿as diJ i11Lerpolació11 de fórmulas: PÓr ciLrn parLe, 

aLacar el problcllla del sisLema de i11clnsio11c8 ·clisLrilrniclas- al aim· uo:·i:sta·:,\¡ >ilcaríce de 

es La Lécnica, al meuos con la forn111ladó11 desarrollada l1asl.a lafo¿J;it.:'··· ; :. ::· 
" -_',· - .. '.; - _',.··- .· .' - <: 

a. La aplicación del Leorema de reciprocidad al c1ílc11lo de la co11ci11JLividaclc;fcJc{iwi e~·üüli-
- . - - . - ~ -~ - - - - - -- -- . - : - . . .~- - . . , 

herramienta cxcclmiLe.·., por su scmcillez, pura obtener aproxi.macio1;é;~'ª pri111ero y seg,i.rndo 
-· . . ' -;•·' -· ' ' 

ordeu. 

'J. La co11sLmcc:ió11 ele J'órm11las de inLcr¡iolació11c:o11sLil.11ye11na all.cJl'llaf,h'ft viable para obl.cmer 

expresiones analíLicas aproximadas ele la cornl11cl.ividacl ef'ecl.iva real; la cual es 11111y di-

iO 



ficil d" ovahmr co11siclern11clo l.orb1s las posilJlns l'racr:io11"s du ít1·e11 oc11parla e i11chrno la 

probahilitlad del trasli1pe: 

- . -· 

l!;n cm111Lo a laaplicadó11 del 111odnlo liidi111CJ11simial rlu i1ich1siouus:<Jlípt.i~:as a pnlícnlas riel-
' . . - . 

gadas depositarlas por'técilicas r¡11ímic11s, podc111os rl<:cir.: 

l. l~l 1nodelo.cle i11chrnio1rcs•nlípLicas~1"ml1it.o.;,xpfü:ar}rnpro~l11cirlas camcLnrfaLicas físicas 

del Z110, 
0

Lanlo :leposilado por J\SClll, co1110 61 0Íilm1i~lo·p~r ;,~dopirolíLico. 1~11 este 

i:í1Lii110 cas.o 111 ca11Lidacl de c
0

lat.os t!x¡wriliw11Lalus pnnniLe dn111~;,úar c¡tw d 111odelo es 
; -. ,·_· 

aplicable có11~iclem11do al niatiH·ial co1110 

circulare~ de·diferc1;tc··~o11di1ci.ividarl. 

2. Los parítinelros d~! depósito p11rJclcn rcGi~:io11msc co11. las caracL!!ríst.;cas g-;,ornút.ricas dnl 

sistema, si;1 e;;1lmrgo, la i11formació11 que 11s1rnlmn11.t.e se l!llctHmtra c11. hiÚte;:;lt1m1 sola~ 
rnm1te iJ1clúyc la 111Órl'ología cln 1J111<;stras rc¡irnsc11t.at.ivas. l~slahdor11i.'.1CJiÓ~'11o·l·>asta.parn 
re;11izar mm correh1eió11 cst.1lclíslicm11e11t.e l'1111rlan1eiit.ada. ¡:;,:; l1ccesario ¡Jliultn1irexperi~ 

mcntos rn1l:ocados a rea;i~ar lis La correlación para aplicar el n1orleloal diseiicí clehnaLurial. 

a. l!;n el proceso de earact.erización rk pelícttlas cldgarlas para sn aplicació11.cn l'.;11e.rgía Solm 

pocas \•eces se report.arl eslrnlios sist.crní1l,ieos de la co11rluct.ivirlad elc!cLrica, esto poi" la 

dificultad qüe tie11e el 11ierlir el espesor do las películas. l'.;11 sn lugar sí!. snelc reporlar la 

resistencia de cttadro y. irn variació11 rcspecLo a rlifore11t.os parámuLros .. La rnsisLe11cia ele 

cuadro su puede co11cclar co11 h1 eomlnctivirlad efccliva 111edia11l.e el co11ocimienLe ele u11 

espesor el'cctivo.de la película, pero l!stos valores no sie1J1pm se roporLm1. l!;s(,o co11sl.iLuye 

una limitación para· u11 usLndio teórico como el qnc proporwrrros, es necesario vincularse 

más co11 los proécso~ cxpnrimc11l.ales para lograr definir t.écnicas de diseiio ópt.iinas. 

,¡, La elec~ió1ii:lcl1í~~ofal1~t.ivia1~[,;~del male;·ial roccipt.ora11 y de la i11cluiiiÓn ITJ 110 es l'ítcil. 
·. ', ' . ' ' . ··. . 

8n el caso del Zr)O cor1siclerar ai mal.erial nicepLo;'. corno m1 cristal, fon posiblo porque 

exist.o m111.gúu1 cantidad do medirlas clisponihli:cm la litcrút.ma .. La co11rlucLiviclar.I de la 

inclusión pucdu considerarse como una mnclida.imlirecla rn1.tlizadú por d modelo, una vez 

qt1e fij¿111'1os l;1s c;1raclerísticas geo111c!Lric.:11s. 

il 



i:i. ¡;:,] CdS es 1111 ejemplo en el enal la clcfinici611 de ao 110 us su11cilla. A1111q11e ilXiHLllll llll!didas 

de la co11cl11cLiviclacl de nn crisl.al, i)st,a no <:st.1í (,ali di8po11ihlu(!011io 011 el ZnO. Los·valon:H 

c11co11!.rndos 11~ purmil.en ;1júsl.nrni11g,1111a fórm;;h1 11i_oxpliearuingrn1a prnpióclacl ffsic.:a. La 

morfología de] CclS CH la 111·,:¡s eó111plic.:acli"1 clolas ,CJ11C! prnsm1l.11111os (]JI esl.e _1.h1b1Íjo, l;Ít1nbié11 

es la qnD menos sc:aproxinm al 'moaCló, las_ inclúsiones no 1.i.c11e1i la gbemctrí_a. sn¡rncsl.a y 
. -. -: - .··.' .. ,· :·:- ,:_ 

sólo estfü1 adhóridail ala sú¡ierfieic;. ·Aclrni1ás cis posible qmi las pro'picdades de LransporLc 

clédrico. estén i11fh\m1~iad;is por al.ras i111¡wrl~cicionus ~pin 110 lwmoH c.:onsidc;racl~. Por 

La11to, rcc¡u~riinos ;11r1;1~cl~lo é:6i1 nuís ele dos c01nponentos y con difm·m1l.cH gcoinctrías, lo 

cual es mucl10 niíis c.:01~1pllc11db. • . 
. . - -. :.;_,:_' >.::::: :.-._ :_.;: . ·. ' ' 

1'-l trabajo q1wl1cm~i dc;sarroll1;do ha pcmniLido lograr el objetivo plu11t.eado de n11111era 

parcial. s~ Íog;;6 CHCOJl_Lrar ~x¡;rcsioi;Cs a1111JíLicas para Ja co11dncl.ividacl cfccl.iva :ao1 inodelo 

ele inclusiones· elíptiéas, ·estas· se ajnsLarn11 a dat.oH cxpcri111e11tales. pcrrni t.iendo. est.ablccer. s11 

validez, al me11os 011_.de¡iósitos d~ Z1iO.<Sin ornlmrgo, 110 fne--posibleapliclir lasfl'írmulús 111 

diseíio del 111at.erial:-l!:sl.o f1-1ci linlit.1id~· jii:lr hí disposlci6n de .dal.os ex~1crime11t.alcs, ;10 por el 

modelo. Si~1 cmh11rgo; el Lrnbajo clesarrnllado _Licmc n;ÍJJ rniís alcances qnc los clisc.:nt.iclos. BI 1mís 

ÍlllpOri.anl.c. cs.c1Jhc~J1b~icq~l~ Ji1c.:OJ!Chwt.ividad eléctrica y·_-Ja fUJ1¿i61i.dicJée~rid1 oJ>edc~eII .e]. 

mismo problém;1de \,;tlorcid:; la froi1tera rjue JÍernos dfi;cnt.ido. l~st.o qniere decir quees posible 

est.udiar desd~ _.m1 mifocp;esi;nilarlas propiedades 6pdeas ele Jaspelícnlüs·q1ici lwmoscli~cnl.iclo; 
Este 1n111to lo' cl~jaÍ;i~scÚno \u1a';1lt~r;1at.i(;a 1\11.m:a. . '. - - '. . -· - .. , ~ -· '·:. < .. 

Es posible é~tiibl;:~cr otra~ extensiones;;¡ í:r;t!uUó, E1~w s6p;ii!Clei1 _mnunei·hr cóino sig,11c: 
... ,. <::.>·· .. \,:. · ... ;,;. . . ~., ..... -.. ·'.~.--~:~ ·--> 

1. Sin abanclcimu; li1siine¿;¡a eilíndrica .es posihlo c;unhim· Ia gcornet.ría de las incl~rniones 
para considerarse i11ch1sio11es poligo11alcs1 'cstd_p?drfr1,a1;l.i~Íir~~ a ll1g,((r;as películ1is. q1;e 

prese11l.a11 fi·acl.uras mny. reg,111 afo·s, cól110 es el ca~ci ~In ;1Jg-li11b~ clepcSsi Ccis cil!)~l.;:6~11if1;·1icos 
- - -· - . --·· -- -,- -'- - , __ • ·-_- c.-=-;.-•. -=- ·e;;,- -'··. -- -·".··- ~. . _-. "·- . -

de Cub (Narv>Íez .J. Hlflii)~ 

2. Es posible modelar inelusioncs nsli!ricas, lo··~nal podría sér m1 Iimjor inodelo parit est.ucliar 
- . .·: _,.·,-.: . ' ' ·. ·' .. ·º . 

las propiedades del CclS. Sin embargo, las léc11icas dei11l.urpolacil'ín se co111plica11, pues o] 

teorema ele reciprocidad ya 110 es aplicahlo cm cste_caso, por lo cual es·11eccsario buscar 

1111evos for111111ismos. 



:.l. Fi11ah11ot.e, lJllCde ser i11turs1111tu 111oddar la c:o11d11et.ividad rli11ámiea, us cledr e11 f1111dó11 

de la frncum1da del eampo aplicarlo. PueH 111edia11t.e ésl.11 se p1wde. esl.mliar el problema 

de la alisorcióu ópl.ica cfo las pelícnlas delgadas, la cual se mide ·parn caracl.erb:ar a los 

dispositivos optoelecLrónieos. 
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