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Introduccion

El presente trabajo, titulado “Dualidad y Traza en Categorias de Marafias”, tiene
por objeto exponer algunos temas que han surgido como consecuencia del desarrolio
reciente de la Teoria de Nudos. Resaltan los trabajos de Vaughan Jones que dieron
como resultado el descubrimiento, en la primavera de 1884, de un invariante polinomial
en una variable de enlaces. En el otofio del mismo afio, se obtuvo una generalizacién de
los polinomios de Alexander-Conway y de Jones, a un solo polinomio en dos variables,
el cual es conocido ahora como el polinomio de Jones-Conway. Esto ha tenido un fuerte
impacto en el drea en la uUltima década.

Estudiamos la ecuacion de Yang-Baxter, cuyas soluciones tienen importantes
aplicaciones en distintas areas de la fisica. Estas soluciones tienen formas muy diversas
de aparecer. Entre otras cosas son valores de un funtor en cierto tipo de marafia. Asi, el
estudio desde e! punto de vista categérico de las marafias permite, no sélo describir
soluciones a la ecuacién de Yang-Baxter, sino estudiar invariantes mas generales de
marafias y, en particular, como ya se dijo, de enlaces.

En el Capltulo | de la tesis se presentan los conceptos generales de trenzas y
marafias. Se estudia la estructura de grupo que tiene e! conjunto de trenzas y se
extiende esta estructura a la de categoria que tienen las maradas.

Ya que en este trabajo se va a explotar la estructura categérica de la coleccion de
marafias, en e! Capitulo 1l se estudian algunos conceptos generales de teoria de
categorias. Los mas relevantes son los conceptos de transformacién natural y el de
funtor adjunto, que seran indispensables para estudiar cuestiones de dualidad.

En el Capitulo Il se estudian especificamente las estructuras categéricas de las
categorias de marafias. Se introduce el producto tensorial de marafias, que da la
estructura de categoria monoidal y se analiza la dualidad y el concepto mas rico de
pivotalidad. Se presentan las categorias de marafias por generadores y relaciones, lo
cual permite estudiar la existencia de funtores de las categorias de maraiias en otras
categorias. El concepto de trenzamiento sintetiza la esencia de los operadores de Yang-
Baxter, de modo que la existencia de ciertos funtores en categorias adecuadas equivale
a la de soluciones de la ecuacién de Yang-Baxter.

En el Capitulo IV se analizan las relaciones entre dualidad y traza en categorias
pivotales. Se recuerdan los conceptos discutidos por Dold y Puppe en el caso de
categorias simétricas y se estudia el caso no simétrico. La dualidad en las categorias de
marafias, nos permite abordar conceptos como el de traza, el cual resulta ser la manera
mas natural de asociar un enlace a una marafia. Esta tiene propiedades similares a las
que se tienen en la teoria de transformaciones lineales.




 Finalmente en el Capifuio V se dan aplicaciones y se presentan algunos invariantes
de marafias. Como ya se menciond, se define un funtor de la categoria de marafias
. ofientadas a una cierta categoria de mddulos sobre el anillo de polinomios de Laurent en
una variable. El valor de este polinomio en eniaces, que son un caso particular de
marafias, es un invariante polinomial para aquélilos. Por otro lado, este polinomio es una
traza.
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CAPITULO I

TRENZAS Y MARANAS

Antes de introducimos a este capitulo, que titulamos. trenzas y marafias,
hablemos un poco de lo que cotidianamente significa para nosotros la palabra trenza.

Una trenza nos evoca varias imagenes; una de ellas es la de un peinado, en el
cual se entrelazan porciones de cabello; otra es la de cordeles, hilos etcétera,
entrelazados.

Asi, al conceptualizar en matematicas una trenza, ésta no es mas que una
abstraccion de las ideas anteriores, que intentaremos aclarar en el siguiente ejemplo:

Para tejer una trenza tomemos n hilos y fijemos cada uno de sus extremos en
puntos distintos de una vara, para luego entrelazarios de manera que no se anude
ningun hilo consigo mismo. Finalmente fijemos el otro extremo de cada hilo en puntos
distintos de otra vara. El resultado de este proceso es la imagen que queremos tener
.de una n-trenza. (figura 1)




Despies de esta breve introduccion heuristica, daremos una- descripcién
matemética del concepto de trenza, conformando asi, de una manera general esta
teoria, la cual ha tenido un répido desamolio en la uitima década, en e! marco de la
topologia en dimensiones bajas y en la topologia algebraica.

1.1 Trenzas

1.1.1 Conceptos bésicos.

Considérense los planos P,= {(x ,y,2) e R sl z=t} decotat con te [0.1]
y llamese (2 alaregidon 2= {(x,y,2) lo<zs< 1}, que yace entre los planos P, y
P, a los cuales llamaremos plano Inferior y superior, respectivamente. Témense en
P, y P, lospuntos p,p,...0, ¥ 4, 4.....q, de tal formaque p =(0, i 0) ¥y
q=(0141).

P P2 Pa
- L] . L] L) L] L] . L L]

Ay

e

figura 2



Liamaremos arco, a la imagen de una funcién continua, inyectiva y lineal por
pedazos (o diferenciable) 4 :[0,1] - R® . Se dice que 4 une a los puntos Py Q, si
A(0)=PyA(1)=Q 6 A(0) = Q y A(1) = P. Identificaremos a la funcién 4 con su

imagen. -

1.1.2  Definicién.

Una trenze en n cuerdas o una n-trenza, es una familia de n arcos
A={A,4, . ,A4} que yacen en la regién (2, tal que el i-ésimo arco 4, une a los
puntos g, y p,,, donde t es una permutacién de {7, ..., n}, y que cumplen ademés
Ias siguientes condiciones:

@ Cada arco 4, intersecta a cada plano P, en un solo punto.

(i) Cada uno de los planos P,, es intersectado por los arcos 4, 4,,...,4,
en n puntos diferentes.

Se dice que la permutacion © esta asociada a latrenza 4 .

figura 3



1.1.3 Ejempios.

- (1). .  Lan-trenza trivial s, es la n-trenza Cuyos arcos son perpendiculares a
los planos P,. ¢ tiene asociadada la permutaci6n trivial .

L3 “” L

figura 4

@ La n-trenza elemental o,, con 1 <i < n-1 es la trenza en la cual el
i-4simo arco cruza "por enfrente” del j+7-ésimo arco una sola vez, y los arcos
restantes son perpendiculares a los planos P, , como se ilustra en la figura:

_o

)

figura 5

La n-trenza elemental o, tiene asociada a la permutacion elemental (i, i+1).

&) La inversa de la n-trenza elemental o,, denotada por o,", se obtiene al
intercambiar su cruce; es decir, colocando el i-ésimo arco "por detras” de! i+7-ésimo
arco .

9 9




“) La 3-trenza cidsica izquierda que denotamos por x, y su inversa,
la  3-trenza clésica derecha denotada por x -, se ilustran en [a siguiente figura y
corresponden a las trenzas que usuaimente se hacen con el cabelio.

figura 7

Las trenzas cldsicas tienen asociada a la permutacién (1,3).
1.1.4  Definici6n.

Sean A°= (A9, AP, ... A%} y A'= {4, A4, ..., A} dos trenzas, asociadas
a la misma permutacion .
Decimos que A4° es equivalente u homotépica a A', denotado por A°~4'
si existen n funciones continuas:
F:[01]x[01]> 02 con 1<i<n talesque
F(t0) =4,°(t)
F(t1)=4,'(t)
F(0s)=gqg,con 0<ss<1.
F(1.8) =p,,

y paracada s, {F {_.s)....F,(_.S)} es una n-trenza.

El conjunto de tales funciones es llamado homotopia de trenzas con permutacion «.



Aplicando una pequefia homotopia, podemos transformar una n-trenza en otra
con arcos poligonales, que cuando la proyectamos ortogonaimente sobre el plano YZ
tengan cruces transversales en diferentes niveles. De esta manera tendremos el
diagrama esténdar de la trenza, como se ilustra: - .

><

<

><
S

figura 8

AN
X

Con base en lo anterior, podemos describir una trenza indicando e! tipo de cada
cruce y su posicion en la region £2, como se muestra en la figura:

1 4 5

1k
ol®

=0y10,0710, 0,704

figura 9



1.1.5 Definicion.

. El producto o composicién de dos n-trenzas 4, y £, denotado por 5, . 5, ,
se efectua colocando la trenza 5, debajo de la trenza 4, observando para esto que
coincidan los puntos del plano inferior de 4, con los del plano superior de 5,
enseguida se "normaliza” ia trenza de manera que quede comprendida en la region £2
limitada por los planos P, y P,, es decir, se compone con un homeomorfismo afin
adecuado.

b2

figura 10

1.1.6  Proposicién. Cualquier n-trenza, se puede escribir como producto finito de
trenzas elementales o, y sus inversos .

figura 11



Demostracién: Consideremos cualquier n-trenza 5; modificando, en su caso
por una homotopia, supongamos que £ tiene a lo més un cruce en cada nivel. En el
caso de que un cruce sea tangencial (los dos arcos se toquen en un punto), por medio
de una homotopia se llevara a un cruce tranversal. De este modo, podemos subdividir
g1 en secciones horizontales tal que cada seccién contiene un s6lo cruce. (vtln la
figura 17) Este corresponde a una n-trenza elemental o, o a su inversa o,”", con lo
cual tenemos, evidentemente, que 5 es producto de estas n-trenzas elementales o sus

inversas. Asi las o, generan a cualquier n-trenza.
. .

Ahora denotemos con B, al conjunto de clases de equivalencia (homotopia)
de n-trenzas. La multiplicacion de trenzas induce una estructura multiplicativa en B, ,
de manera natural . Nétese que si en la multiplicacién, reemplazamos 5, y 4, por
trenzas equivalentes 5’ y 5, , respectivamente, los productos 5,. 56, ¥y 5, . 5,
son equivalentes; de esta forma tenemos que la multiplicacién de trenzas esta bien
definida bajo clases de equivalencia de n-trenzas, con lo cual se tiene esta
multiplicacién bien definidaen B,.

1.1.7 Ejemplos.
(1) La clase de la n-trenza trivial ¢ es el elemento neutro bajo la
multiplicacién en el conjunto B, .
(2) o,.0" es equivalente ala n-trenza trivial ¢ .

3 Elproducto x.x'~k-'.k €s equivalente a la trenza trivial ¢, si x es
la trenza clasicay x-' suinversa.

4) Sea funandtrenza, si f=0,.0, . . .0, entonces su inversa es
pt=0o'es0," 0/

Resumiendo lo anterior, tenemos el siguiente teorema:

1.1.8 Teorema. E/ conjunto B, de clases de equivalencia de n-trenzas, con la
estructura multiplicativa definida en 1.1.5, es un grupo cuyo elemento neutro es la
n-trenza trivial . Ademés, B, estd generado por las trenzas elementales o,,...,0, .

.

Este grupo fue definido por primera vez por E. Artin [ART] en 1925 . Por lo cual
a B, se le conoce como el grupo de Artin de trenzas en n cuerdas.



1.1.9  Proposicién. Dada un trenza f, su trenza inversa [ -, se obtiene al
reflejar la trenza f con respecto a su plano inferior.

Demostracién. Utilizando la proposicién 1.1.6 descompongamos la trenza 6
como producto de trenzas elementales o y o, . Tomando como referencia P,
reflejemos en el plano XY a £ Latrenzareflejada f°' es evidentemente el producto
de los inversos de las trenzas elementales que componen 4, en orden inverso. Por el

ejemplo 1.1.7 (4), £’ eslainversade 5.
.

figura 12

1.1.10  Las trenzas elementales o,,..,0, generan el grupo B, y estos
elementos estan sujetos a las siguientes relaciones conocidas como las relaciones de

Artin:

(A) o.0=0.0 para |i-jl=2, 1<, j<n1
i i+l Jjoj+l i i+l j o+l
aJ.q 0,+0, ) . "
figura 13



B) o.0,.0=0,.0.0, 1<isp2

i+l i+2 i i+l 2

0,20,y + 0, 0120y Oy

figura 14

Estas relaciones son las uUnicas que satisfacen los elementos o,..,0, € B, .
Es decir, B, es el grupo generado por o,,....,0, con relaciones (A) y (B).(Véase [ART])

1.2 Categoria de trenzas

El conjunto de clases de equivalencia de n-trenzas, neN constituyen el conjunto
de morfismos de una categoria, la categoria de trenzas &3, la cual tiene como objetos
a los nimeros naturales incluyendo el cero, y sus morfismos son tales que:

2 si nem
@B(n,m) = 1 si n=m=0 grupo trivial

B

, Si n=m=0

donde B, es el grupo de n-trenzas de Artin. En esta categoria tenemos definida la
operacién de composicién, ia cual, cuando esta definida, esta dada por el producto de
trenzas.

10



1.3 MaraRas

En esta segunda parte del capitulo, introduciremos un concepto que generaliza el
concepto de trenza.

1.3.1 Conceptos bésicos.

Un clrculo en 51 es laimagen de una aplicacion inyectiva y lineal por pedazos (o
diferenciable) de S*, de modo que éstayace en int . (int£1={(x,y.2) | 0<z<1})

Sea J una familia finita de arcos y circulos , ajenos encajados en f2. Se define
su frontera como 83 = {{4(0), A(1)} | 4 es arco en 3} alos puntos A(0) y A(1) se les
llama puntos frontera de J . La unién de los elementos de 3 es una 7-subvariedad
compacta de (2 con frontera,

1.3.2 Definicion.

Consideremos £ y / enteros no negativos . Una (+,/)-marafia es una famitia 3 tal
que su frontera satisface:
B =3A(PUP)={0,i,0 | i=12.0}00,j.0]|j=12..4k},
de tal forma que, en cada punto frontera, 3 es ortogonal a los planos P,y P, .

A los puntos de la interseccibn de 3 ~ P, les llamamos el codominio y
a 3~ P, el dominio de la marafia 3. Es decir, 3 es 7-subvariedad con frontera de
la 3-variedad con frontera £2.

11



Las trenzas son (n,n)-marafias, n > 1, y los enlaces (0.0)-marafias; lmbos son
casos purticu!aros del concepto de marafia.

B

figura 16

Ahora daremos algunos ejemplos que no cumplen las condiciones que definen
una marafia:

e

@

figura 17

12



En analogia con las trenzas, demostraremos posteriormente, que cada marafia
se construye como la composicién de un numero finito de marafias elementalu In

cunlel doscribmmos enseguida:

< X
~ M

figura 18

1.3.3 Definicién.

Sea 3=(4,..,4,| 4,esunarcoouncirculo} y 3I'={4,.., 4,] 4, esun
arco o un circulo} dos maraﬁas tales que 4,(v) =A4'(v), v=0,1,si4,y 4, son arcos y 4,
s un circulo si y s6lo si 4' lo es.

Decimos que J es /sotépica a J', si existen n funciones lineales por pedazos
(o diferenciables):

F,:[01]1x[01] >4 con 1su<n talesque
F.(t0)=4,(t)
F(t1)=4'(t) con O<t<1
F(0s8)=(0,j,1),j=1..k; 0sss1
F (18 =, ,0, i=1..,l
y para cada s, {F,(_,s).....F,( _.5)} es una (k,/)-maraiia.
El conjunto de tales funciones es llamado /sotop/a de marafias.

En este contexto, nos vamos a referir a las clases de isotopia de marafias
simplemente como marafias.

Ya hemos utilizado arriba, en forma intuitiva, diagramas planos para describir
trenzas y marafas. Estas nos dan una descripcion (imagen) abstracta y
esquematizada de una marafia en el plano YZ.

13



1.34  Definicion.

Un diagrama de marafia es una figura en el plano YZ, compuesta de arcos,
de modo que:

(1) Todos se cruzan transversalimente.
) En cada cruce solo concurren dos arcos .

(3) En cada cruce se indica en forma continua el arco mas lejano al plano
YZ y en forma cortada el mas cercano, como se indica en la figura.

En otras palabras (3) nos indica cuando un arco pasa ‘"por detrds" o
“por enfrente” de otro; por ejemplo en la figura

figura 19

el arcoa cruza "porenfrente” del b .

1.3.5 Definicion.
Dado un diagrama de marafia, llamamos puntos singulares a:

(i). Un cruce , es decir, un cruce en el cual un arco pasa "por enfrente” o "por
detras” de otro, como se muestra en la figura:

. figura 20

14



(ii) - Un méximo local o un minimo local, como se ilustra en la figura siguiente:

figura 21
1.3.6 Definicion.
Sé dice que un diagrama de marafia esta en posicién general si:
(a) El numero de puntos singulares es finito.
() Cada nivel R x {t}, te (0,1) contiene a lo més un punto singular.

(c) Todos los puntos singulares son puntos dobles no tangenciales(es decir
no se tocan en un punto), 6 maximos 6 minimos locales.

Ademas dado un diagrama de maraiia, éste se puede poner en posicion general.

1.3.7 Definicién.

Dadas dos marafias I y 3J', tenemos definidas dos operaciones entre ellas:
el producto tensorial "®" y la composicién " . ",

E! producto tensorial 3 ® 3' de una (k,/)-marafia 3 y una (¢,/')-marafia 3J', se obtiene
colocando ' a la derecha de 3, salvo isotopia, como se muestra en la  siguiente

figura 22

3@3‘

La operacion I ® I' es una (k+#, I+I')-maraia.

15



Si 3 es una (;/)marafia y 3' es una (/,m)marafia, I . J', es una
(k,m)-marafia que se obtiene al colocar la marafia 3 ' debajo de I, de tal forma que
coincidan el codominio de I con el dominio de ', saivo un homeomorfismo afin
adecuado para "normalizar” . Estas operaciones estan bien definidas salvo isotopia.

%J) | gé :

figura 23

oY

A continuacién daremos dos definiciones de marafias con estructura adicional.

1.3.8  Definicion.

Una orientacién de una (k !)-marafia, se obtiene al dar una orientacién a cada
componente de la variedad J.

P

figura 24
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Dada una (k/)-marafia orientada distinguimos en ella dos sucesiones, p = (p,,....0)
y v=(v,...,v) las cuales corresponden al dominio y codominio respectivamente; - en
aste caso simbolizaremos fas orientaciones por 1os nimeros 1 y -7 bajo el siguiente
criterio:

(@ p,=1sielvector tarigente unitaioa I en (0,i,0) € 03 esiguala
0,0,1).

) p=-1, sielvectortangente unitarioa 3 en (0, /,0) € oI esigual a
(0,0,-1).

Esto determina la sucesion {p} . La sucesién {1} se define de la misma forma,
dependiendo de la direccién del vector tangente unitario a J en el punto (0, ,1) . Si
k=0 (resp. I=0) entonces el dominio (resp. codominio) de I es el conjunto vacio &

Denotaremos a las marafias elementales orientadas:

2 -1

| ] UU(\K\
>< >

por los siguientes simbolos respectivamente:

Huum/\><_,><

1.3.9 Definicién.

Una (k,/)-marafia enmarcada es una (2k2/)-marafia cuyas componentes
aparecen por pares de arcos cercanos, de modo que las (k,/)-maraiflas que se obtienen
al tomar alguno de los dos arcos de cada par, son equivalentes.

En otras palabras, una (k,/)-marafla enmarcada, es una (k,/)-maradia, tal que

cada uno de sus arcos tiene una estructura adicional descrita por otro arco que se
trenza conél .
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Dada una (& /)}-marai\a orientada distinguimos en ella dos sucesiones, p = (p,,...,0)
y v=(v,...v) las cuales coresponden al dominio y codominio respectivamente; en
este caso simbolizaremos las orientaciones por los nimeros 7 y -1 bajo el siguiente
criterio:

(@ p, =1, sielvector tangente unitarioa I en (0,/,0) € 03 esigual a
0,0,7).

@) p=-1, sielvectortangente unitarioa I en (0,i,0) € &3 esigual a
0,0,-1).

Esto determina la sucesién {p} . La sucesién {1} se define de la misma forma,
dependiendo de la direccion del vector tangente unitarioa 3 en el punto (0, j ,7) . Si
k=0 (resp. /=0) entonces el dominio (resp. codominio) de 3 es el conjunto vacio & .

Denotaremos a las marafias elementales orientadas:

ot of

| UU(\/\
= =

por los siguientes simbolos respectivamente:

LU, 52U,

1.3.9 Definicién.

Una (k/)-marafia enmarcada es una (2k,2/)-marafia cuyas componentes
aparecen por pares de arcos cercanos, de modo que las (k,/)-marafas que se obtienen
al tomar alguno de los dos arcos de cada par, son equivalentes.

En otras palabras, una (k,/)-marafla enmarcada, es una (,/)-marafia, tal que

cada uno de sus arcos tiene una estructura adicional descrita por otro arco que se
trenza conél .
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Una descripcién heuristica de una (k,/)-marafia snmarcada se puede dar
diciendo que en vez de arcos, la marana tiene cintas cuyos bordes son los dos arcos

del par correspondiente.

v )

£ N\

figura 26

Asi como en los dos casos anteriores, hay una gran variedad de estructuras
adicionales que se les pueden dar a las maraflas. Mds adelante veremos otros
ejemplos.

Antes de dar la definicion de las categorias de marafias, estableceremos la
relacién que guardan los diagramas de marafias (sin estructura adicional), con las
marafias propiamente dichas en el espacio.

Una misma marafta, segun la forma en que se proyecta en el plano, puede
tener representaciones diagramaticas diferentes. Respecto a esto, e! matemético
alemén Reidemeister introdujo unas modificaciones a los diagramas, que en nuestro
caso son de marafias, conocidas como jugadas de Reidemeister, las cuales se
pueden llevar a cabo en los cruces del diagrama, como se muestra en la siguiente
figura:
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\

tipo I

. L -oC

NN
tipoIII‘i | \ | /\

|-

figura 27

Cada jugada se realiza localmente en los cruces, sin modificar el resto del
diagrama.

Para tener una vision mas clara de como se efectian las jugadas de
Reidemeister en los cruces, observemos los siguientes diagramas; que presentan
cambios sucesivos de una marafia a través de jugadas de Reidemeister de cada uno
de los tres tipos.
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Al igual que con los nudos [REI)], las jugadas de tipo I, II y Il cambian la
estructura gréfica del diagrama, sin alterar la estructura topolégica de la marafia que
representan.

Ademds de las jugadas anteriores, nos vamos a referir a una deformacion
topoldgica del plano, diciendo que es una jugada de tipo cero.

1.3.10 Definicion.
Dos diagramas de maraiia son equivalentes o ambientaimente isotbpicos, si

se puede pasar de uno a otro por jugadas de Reidemeister de tipo I, II, IIf y jugada
cero .
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1.3.11 Teorema.

' Dos marafias son equivalentes si y sblo si cualesquiera dos de sus diagramas
son equivalentes .

Para la demostracién, Burde y Zieschang consideran los nudos (en nuestro
caso marafias), como rectas poligonales en vez de curvas y a los diagramas de nudo
(marafia) en posicion general. Como primer paso prueban, utilizando la A-jugada
(véase figura 30) que ésta es equivalente a realizar jugadas de tipo LIl y III en et
diagrama, luego demuestran que dados dos de éstos diagramas se puede pasar de
uno a otro por jugadas de Reidemeister de tipo LII y I1I .

figura 30

En la A-jugada se cambia el segmento u por el segmento v u w y viceversa.

Para mas detalles de la demostracién véase [BZ].

Este teorema fue demostrado por Reidemeister {REI] en el afio de 1932, para
nudos y enlaces. Ya que sus argumentos son de caracter local, alrededor de los
cruces, estos se generalizan directamente al caso de marafias. De hecho Reidemeister
demostré que dos nudos o enlaces A"y 4 'en el espacio tridimensional se pueden
deformar uno en el otro continuamente si y sélo si cualquier diagrama del nudo 6
enlace./" se puede transformar en un diagrama de ./’ por jugadas de Reidemeister

detipo L 11, I .

1.3.12 Definicién.

Se dice que dos diagramas de marafias son regularmente Isot6picos si se
puede pasar deunoa otro por jugadas de Reidemeister de tipoII, 11l y jugada de
tipo cero. Esta relacion de equivalencia recibe el nombre de isotopia regular.

Daremos a continuacion la definicion de las diversas categorias de marafas.
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1.4 Categorias de maraRas

1.4.1  Definicion.

Las marafas 3 definen una categoria , la categoria de las marafias Iz,
de tal forma, que los objetos son los numeros naturales incluyendo el cero, y los
morfismos del objeto k a / son clases de equivalencia de diagramas de (k/)-marafias,
salvo jugadas de Reidemeister de tipo I, I, IIl y jugada cero . La composicion de
morfismos esta dada por la composicién de maraiias descritaen 1.3.7 .

En todos las categorias de marafias que enunciaremos a continuacién, la
composicion de morfismos es la misma que la indicada en la definiciéon 1.4.1.

1.4.2 Definicién.

La categoria de marafias bajo isotopia regular #-Fa, es la categoria en la
cual los objetos estan definidos por los nimeros naturales incluyendo el cero, y los
morfismos entre los objetos ¥ y / son clases de equivalencia de diagramas de
(x.1)-marafias salvo jugadas de Reidemeister de tipo II y tipo III, incluyendo la jugada
cero.

1.4.3 Definicién.

Considérense las (& /)-marafias orientadas, estas definen la categoria de las
marafias orientadas, denotada por ®7z. En esta categoria los objetos son
sucesiones finitas consistentes de 7y - 1, incluyendo la sucesién vacia . Un morfismo
de una sucesién (p,...,0,) auna sucesion (v,...,v) es una clase de equivalencia
de diagramas de (k. /)-marafias orientadas que inducen los signos apropiados en los
extremos, salvo jugadas de Reidemeister de tipo I, I, IIl y jugada cero. De acuerdo
con la definicién 7.3.8 la composicién de dos marailas orientadas, se define como en
el caso no orientado, observando que al coincidir la sucesién codominio de la primera
con la sucesién dominio de la segunda, las orientaciones de los arcos
comrespondientes son compatibles, definiendo asi una orientacion del arco resultante.
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1.4.4 Definicién.

Dendtese por %%, a |la categoria de /as marafias orientadas bajo
isotopia regular. Los objetos, son sucesiones finitas de 1 y -7, ademas de la
sucesion vacia y los morfismos entre los objetos t y I de |a categoria son clases de
equivalencia de diagramas de (k,/)-marafias orientadas, salvo jugadas de Reidomoistor
detipoIl y tipoIll mcluyendo la jugada de tipo cero .

1.4.5 Definicién.

Sea S un conjunto finito -el conjunto de colores-. Définase como J- A7z, la
categoria de marafias orientadas, S-crométicas bajo isotopia regular.
En la categoria J-9%ZQ7a los objetos son sucesiones finitas de elementos

en el conjunto {1, -1} x S, donde S es el conjunto de colores. Los morfismos entre
cualesquiera dos objetos son clases de equivalencia de diagramas de (k,/)-marafias
orientadas coloreadas, saivo jugadas de Reidemeister de tipo II, tipo III y jugada de
tipo cero, tal que a cada arco se le asigna el correspondiente color del conjunto S.

Por ejemplo, si S = {rojo,azul} los cuales simbolizaremos por r y a
respectivamente, entonces los objetos de J-%ZRX7z son los elementos (1,7), (1,a),
(-1,r), (-1,a); y los morfismos son las (k./)-marafias orientadas coloreadas rojas y
azules, como se puede cbservar en la figura siguiente:

1.7) (1,9) (1)

X/\_)\

I

(-1,0) -1.1) (1,0) (1.0) (1)

figura 31
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1.4.6 Definicion.

Fr09a , denota |la categoria de marafias enmarcedas bajo /Isotopls
ambiental.
En esta categoria los objetos son los numeros naturales incluyendo el cero y los
morfismos son clases de equivalencia de (k,/}-marafias en las que se sustituye la
jugada de Reidemeister de tipo I usual por la de tipo I enmarcada la cual se define en
el siguiente diagrama:

figura 32
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CAPITULO I

- TRANSFORMACIONES NATURALESY
FUNTORES ADJUNTOS

En esta seccion revisaremos algunas nociones bdsicas de la teoria de
categorias, como son la definicion de transformacién natural y la de funtor adjunto.
Esto nos sera de gran utilidad posteriormente.

2.1 Transformaciones naturales

Dados dos funtores S,7: 4 — B , una transformacién natural 1.S —> T es
una comespondencia que asigna a cada objeto X e 4, un morfismo, zXe MorB

X: SX —TX, tal que para cada morfismoen 4 , X —— X' conmuta el
siguiente diagrama:

©

S —> X

|+ X

o

s —=— I

Una transformacion natural ¢ donde cada componente 7X es isomorfismo en B,
se dice que es un isomorfismo natural ; en simbolos 7: S = T.
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2.2 Funtores adjuntos

2.2.1 Definicion.

Sean A y B dos categorias , una adfuncién (F,G, ¢) de lacategoria 4
a la categoria B consiste de dosfuntores F: B—+4,G: 4 —> B y deisomorfismos
naturales (de bifuntores) ¢, : A(FX,Y) = B(X,GY), paracada Xe ObjB ,Y e Obj4d.
Se dice entonces que G es adjunto derechode F y F es adjunto lzquierdo de G.

La naturalidad de ¢ significa que para cada morfismo ¢, . A(FX,Y) —> B(X,GY)
y para cada morfismo h: X— X' enB y k:Y—> Y' en 4, conmutan los
siguientes diagramas:

A(FXY) —E2—5 B(XGY)

T !

A(FXY) —E2 s B(X\GY)

A(FXY) —2"—» B(XGY)

ke (GK,

A(FXY) —E2 5 B(x,GY!)

Si tomamos ahora Y = FX, tenemos un isomorfismo ¢, : A(FX,FX) —B(X,GFX) ;
se define el morfismo f, : X—> GFX, como la imagen de Id,, bajo ¢, .

Anédlogamente, si hacemos X = GY, obtenemos otro isomorfismo
@.,, : A(FGY,Y)—> B(GY,GY) y definimos el morfismo a, : FGY —» Y, como la
imagen inversa de Id,, bajo ¢, .

2.2.2 Proposicién. Denétese por 1, :B—— B al funtor identidad de la categoria
B. Entonces los morfismos f, : X —> GFX , definen una transformacién
natural, f: I, — GF, ala cual llamaremos counlidad de la adjuncion.
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. Demostracion: Sea h : X —— X' un morfismo, demostraremos que el
siguiente cuadrado conmuta:

x —P35 Grx

I -
x —Es e

os decir, que GFho fi, = fi.o h.

’ Tenefnos, por la naturalidad de @, que conmutan los siguientes diagramas:

Ia, > By
A(FXFX) —P= 5  B(X,GFX)
(Fh), (GFh), v
1 GFh o B,
Fh A(FXFX) 22,  B(XGFX) "
0 B.oh
(Fh)' " 4
A(FX'FX)  —2=—>  B(X'GFX)
. > f.

Al perseguir 1d, e Id,, a lo largo de los diagramas, como se indica, concluimos
que GFhop,=p.oh .

La siguiente proposicion es dual a la anterior, asi que, recurriendo a la

dualidad, la consideraremos valida, ya que la demostracién se obtiene esencialmente
invirtiendo las flechas de la demostraciéon anterior.

223 Proposicién. Denédtese por 1,: A —— A al funtor identidad de la
categoria A . Entonces los morfismos a, : FGY —> Y  definen una
transformacién natural @ : FG—— 1,, llamada unidad de la adjuncién.
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2.2.4 Proposicion. - Las siguientes composiciones de - transformaciones
naturales .

m 66— 3er6—206

X

@ F—L5FGF >F

son la identidad.

Domom¢l¢n.- Considérense los funtores F B —> A4 yG: A — B
y el isomorfismo natural ¢ : A(FXY)—>»B(XGY) y su inverso
¥..-B(X,GY) —>A(FX,Y), que obviamente también es un isomorfismo natural.

(1) Demostraremos que Ga, . f,,=1d,,. Seaf: Y'—— Y un morfismo en A,
por la naturalidad de ¢ conmuta el siguiente cuadrado:

(2.2.5)
A(FXY' ) —2— B(X,GY')

f, (Gn,

A(FXY) —22—> B(XGY)

Si en el diagrama (2.2.5) consideramos X = GY y Y' = FGY y tomamos
f= a,; FGY —Y tenemos:

Id,,, > iy
A(FGY,FGY) —22 3 B(GY,GFGY)

L (Ga,),

Y

A(FGYY) —~— B(GY,GY)
a, > [ ( av) = Gay o ﬁav

el cual conmuta, y al perseguir a Id,, a lo largo del diagrama obtenemos

(22.6) ¢(a,)=Ga,op,

pero, por definicionde a,, ¢ (a,)=1d,,; asi, Ga, - f, = Id,,
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-1 (2). Probaremos ahora que a,, o FA, =1d, . Para cualquier morfismo
g: X—X':, tenemos que conmuta el siguiente cuadrado:

(227) .
' B(x',GY) —X=— A(FX.Y)
¢ Fo*

B(XGY) —X2 3 A(FXY)

Sien(227) X'=GFX,Y=FXy g= f.:X—> GFX se tiene:

'1d,, - > a,
B(GFX,GFX) —¥= 3 A(FGFX,FX)
®)* 5
B(X,GFX) —YX2 3  A(FXFX)
px =v’(px)=arx° Fﬁx

que el diagrama es conmutativo y al seguir ala Id,., resuita:
(22.8) w(p)=a,o Fp,.

Y por definicién de 5, tenemos que ¢ ( f,)=1d,, ; asl, a,, - F5, = Id,, .

229 Teorema. Dada una adjuncion ( FG, ¢ Y : A —> B , existen
transformaciones naturales a:FG— 1, y p:1, —> GF tales que

(22100 Gao f,=1d, y a,oFf =1d,.

Inversamente, si a y [ son transformaciones naturales que satisfacen (2.2.10) ,
entonces determinan una unica adjuncién ( F,G, ¢ ) cuya unidad y counidad son
a y [ respectivamente.

Demostracién: La primera parte del teorema ya quedd demostrada en las

proposiciones 2.22 y 223, porlo que probaremos sélo el inverso. Usaremos
a y [ paradefinir @ y y. Definiremos ¢, :A(FX,Y)—> B(X,GY), de acuerdo
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con (2.2.5) a saber, al tomar Y' = FX tal que al morfismo f:. FX—— Y en la
catoooria 4 le asigna el morfismo (GI) B. en la categoria B. ;

B (. : > B,
A(FXFX) ~—2—y  B(X.GFX)

f. ) (G,

A(FXY) —22 B(XGY)
» @ (f) = Gf o f,

-

Asi, una condicién necesaria que debe cumplir ¢ es (2.211) ¢ () = Gf o f, . En
particular esto prueba que dada 5, ¢ es unica.

Tomemos a esta ecuacion (2.2.11) como definicion.

Definimos, andlogamente, y,: B(X,GY)— A(FX,Y), conforme a (2.2.7), al tomar
X'= GY tal que al morfismo g: X—> GY en la categoria B se le hace
corresponder el morfismo @, - Fg en la categoria 4.

1d,, > a
B(GY,GY) —¥=_3 A(FGY,Y)
Py "
B(XGY) —X > A(FXY)
g > y(@) =a, o Fg

Luego una condicién necesaria que debe cumplir y es (2.2.12) y(g) = a, o Fg;
tomemos a esta ecuacién como definicion.

Vamos a demostrar que ¢ es unisomorfismo natural coninverso y .

(8) Qo= Id.
@ow(9) =py(g)) = ¢la,o Fg) = G(a, - Fg) - b, , ya que G es funtor, entonces
G(a,-Fg) o f, =Ga, o GFg o i, y, por el hecho de que f es natural , tenemos que

GFgo f, = b, o 9 asi ¢g(y(g) =Ga, « f,, o g pero, por hipbtesis, Ga, - f,, = 1d,,
porlotanto g(w(@)=9g vy, asi, go y=1Id.
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® yop=ld
vod(t)= We(f)=wGlf-f) =a,. F(GI-f,)y, por ser F fumor a,nF(Gfop,)

= @, o« FGf.o Ff,; ademés, porser a natural, @, - FGf = f o a,, , por lo que
" @,0 FGfc Fp, =10 a, o Ff,; pero, por hipbtesis, a,, - FA, = Id,,, luego concluimos
que y(e(f) =1 vy, asi, yop =1d; porlo tanto ¢ es unisomorfismo con inverso y.

Ahora probaremos que ¢ es una transformacién natural, primeramente
demostraremos que para todo morfismo h . X—- X' el siguiente cuadrado conmuta:

A(FXY) —E2—> B(X,GY)

Fny° n

A(Fxy) —22—y B(x',GY)

es decir, que paratodaf: FX— Y, ¢ (foFh)=@foh

Por nuestra definicion de ¢ tenemos que ¢ foh =Gfo f o h; porla
naturalidad de 5 tenemos que f,. - h=GFhof,, porlo cual obtenemos que
Gf - S, o h = Gf - GFh o f, y finaimente aplicando la funtorialidad de G y la

naturalidad de ¢, concluimos que G (fo Fh)o f, = @ (fo Fh).

Por Gltimo, ya que i es inversa de ¢ , para probar la naturalidad de ¢ con
respecto a Y, basta probar la naturalidad de y con respecto a Y. Por lo cual
demostraremos que para todo morfismo k. Y—— Y’ el siguiente cuadrado conmuta:

B(XGY) —2—3 A(FXY)

(GK)* K

BXGY') —¥= 3 A(FXY')

es decir, que para toda g : X —— GY, w(Gkog)=ko y(g).

Segun definimos y , ko w(g) = ko a¥ o Fg; porser a natural tenemos que
ko a,=a, oFGk luego entonces, k oa, « Fg = @, o FGk o Fg; y utllizando el
hecho de que F es un funtor y la naturalidad de y resulta a,.. F (Gko 9) = y (Gk . g)

luego ¢ es una transformacién natural.
.

3



2.213 Covrolario. -Una adjuncién puede darse como una tema (F.G,¢):A— B
0 como una cuarteta (F,G.,a, f):A—— B, es decir, hay una cormmespondencia
biunivoca entre temas (F,G,p) tales que ¢ oS un isomorfismo natural,
. AFX, Y)—> B(X, GY), y cuartelas (F,G,a p) tales que a y 5
son transformaciones naturales, a,: FGY— Y y p :X—> GFX, que
satisfacen (2.2.10) .

.
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CAPITULO IIT

ESTRUCTURAS CATE GO:RICAS
ASOCIADAS A MARANAS

En este capitulo veremos la definicién de categoria monoidal y ejemplos, asi
como la estructura de dualidad que se tiene en una categoria pivotal.

Esto sentaré las bases sobre las cuales se desarrollaréa el tema central a tratar
en esta tesis .

3.1 Categorias monoidales

3.1.1  Definicién.

Una categoria monoldal M= (M®],a, p, A ), consiste de una categoria M,
un funtor ®: M x M—— M, un objeto fijo I en M e isomorfismos naturales:
a,.  (A®B)®C— A®BRC), p, AS1—> A y 1, IRA—> A, tales que:

El diagrama

Mi
(A®B)® (C3D)

((ABB)®C)®D A® (B® (CoD)

n‘lﬂ ® ldb \ / ld‘ @ uIC.D

A® (B®C))®D——M'——) A®((BRC)® D)
conmuta.

33



ol diagrama

M2 (AGI )RB — 23 AD(1®B )
o, ®1d, \ / 14,0,
A®B
conmuta.
M3 PICT YRS ) am—

Se dice que una categoria monoidal es estricta si todas las componentes de a,

P Y A son morfismos identidad.

Nosotros consideraremos, salvo excepciones que haremos explicitas, categorias
monoidales estrictas, ya que las categorias monoidales de origen topolégico que
estudiaremos lo son. Por otro lado, el tecrema de coherencia de MacLane demuestra
que cualquier categoria monoidal es equivalente a una categoria monoidal estricta.

Para tener mds claro el concepto de categoria monoidal, analizaremos algunos
ejemplos, los primeros de los cuales no son categorias monoidales estrictas, pero por
ser muy conocidas, ilustran bien el concepto de categoria monoidal.

3.1.2 Ejemplos.

(1) La categorfa de los espacios topolégicos Jos, y aplicaciones continuas
es una categoria monoidal, en la cual el funtor producto tensorial ®, es el producto
topolégico " x ", @ I es el espacio singular, que consiste de un solo punto. (Esta
categoria no es estricta) .

@) Los 92-médulos sobre un anillo conmutativo con 1, 92, forman una
categoria monoidal 92-#od, en donde el funtor producto tensorial ®, es el producto
tensorial usual y el objeto I es el anillo 92 . (Esta categoria no es estricta)

(3) Los espacios vectoriales de dimensién finita sobre el campo de los
complejos , denotados por Zécz,, definen una categoria monoidal, de tal forma que los
morfismos en la categoria son las transformaciones lineales. Se define el producto
tensorial entre dos elementos Uy W de Zécz., como el producto tensorial definido para
espacios vectoriales U ®_ W, el objeto I en la categoria es el campo de los numeros
complejos. (Esta categoria no es estricta)

4 La categoria &8 de trenzas, definida en 1.2, es una categoria monoidal
de tal forma que e! funtor producto tensorial entre una m-trenza @ y una n-trenza 4,
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denotado por a @ f, se define en los morfismos por yuxtaposicion, colocando la
trenza 5 aladerechade a,y definiendo enlos objetos m®n=m+n. I es el cero.

5 La categoria de marafias orientadas denotada por G&7a, descrita en
1.4.3 es otro ejemplo, en el cual el funtor producto tensorial se define en forma anéloga
a (4) por yuxtaposicién . El objeto 1 es la sucesiéon vacia.

(6) En la categoria 9C37a de marafias orieritadas salvo isotopla regular, el
funtor producto tensorial ® e I se definen de la misma manera que en (5).

(7) En F709a la cual simboliza la categorfa de marafias enmarcadas salvo
isotopia, en la que se sustituye la jugada de Reidemeister tipo I usual por la de tipo I
enmarcada (vease 1.4.6), el funtor producto tensorial e I estan descritos como en (4) .

(8) La categoria de marafias orientadas S-crométicas bajo isotopia regular
J-ROFa definida en 1.4.5, representa otro ejemplo, tal que la palabra vacia es el
objeto neutro I .

3.1.3 Definicion.

Dadas dos categorias monoidales (estrictas) ( C,® ,1) y (D, ®,1'),
un funtor F: C — D se dice que es un funtor monoidal (estricto) , si respeta la
estructura monoidal, es decir, si existen isomorfismos naturales "coherentes” : (véase
apéndice I)

(1) F(A®A)— FiA)® FAY (Yau = identidad)
(ii) F(I)=I

Enseguida daremos algunos ejemplos de funtores monoidales.

3.1.4 Ejemplos.

(1) Considérense la categoria de las marafias orientadas S-crométicas
J-ABFa cuyos objetos son sucesiones de colores pares e impares, es decir, dado S,
Se={ +x, x [xes }, de tal manera que +x <S° es un color pary -x €S° es un color
impar; los morfismos son las maradas orientadas S-cromaticas, es decir, cada
componente tiene una orientacion (+7 6 -7) y un color. Témese también la categoria de
las marafias orientadas 7%7a.. El funtor (que olvida) F: S AT — AOTa se
define como sigue:

F (+x ) se le asigna el valor 1
F (-x ) se le asigna el valor -1
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ademas al aplicar el funtor a la sucesién vacia, éste le hace comesponder el valor 0.
En los morfismos — las (£,/)-marailas — , F olvida el color.

(2) Sea (Jala categoria de marafias orientadas y Ja la categoria de
maradas; el funtor (que olvida) F. &Fa — Ja se define como:

F (1,1,-1,...) = n, sila sucesién (1,1,-1,...) tiene n elementos; y para la sucesion
vacia, F( )=0. Enlios morfismos, las (k/)-maraiias, e! funtor olvida la orientacién.

(3) La categoria J-%#(a definida en el ejemplo (1) y la categoria #2- J,
definen un funtor F: J"92®7a —— 92- G con F el funtor que olvida, actuando en los
objetos de la siguiente manera:

F(1-11,..)=n, silasucesion ( 1,-1.1,...) tiene nelementosy F { ) =0. En
los morfismos, las (k,/)-marafias, el funtor F olvida el color y la orientacion.
3.1.5 Definicién.

Un trenzamlento en una categoria monoidal M, es un isomorfismo natural
Cxa: A®B —— B®A

tal que conmutan los diagramas siguientes:

I A ®(BRC) — 2223 (BRC) ®A

Fone / \ Caca

(A®B)® C B ®(CSA)

an,l® 1d, \ / l"a@cn,c

(BRA)® C —=24¢ 3 B® (ARC)

72 (A®B)® C —2***= 3¢ ® (A®B)

-1 1
v / \ @ can

A® (B8C) (CRA)® B

d@o, . 0,84,
-
a

A® (C®B) —**—» (ARC)® B
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La propiedad T o “bilinealidad” y T2 establecen la compatibilidad del trenzado
con la asociatividad. Si o solamente es una transformacién natural, decimos que la
categoria monoidal M es pretrenzada.

3.1.6 Definicion.

Una categoria monoidal trenzada M es simétrica si el trenzamiento o,, , es tal
que el siguiente diagrama conmuta :

A®B — 2 3 AB

N\, -

B®A

Es decir, si la transformacién natural o es su propia inversa.

Para visualizar mas claramente las definiciones de trenzado y simetria, daremos
algunos ejemplos de categorias monoidales con estas propiedades.

3.1.7 Ejemplos.

(1)  La categoria de los -4, donde 9% es un anillo conmutativo con 1,
es una categoria simétrica, con o,,: A®B——> B®A el isomorfismo usual, tal que
CLla®b)=bRa.

2 La categoria de trenzas ¢4, es trenzada y el trenzamiento o,, esta
dado por la trenza que se ilustra a continuacion:

A B

&
f

8 A

figura 33
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pero no es una categoria simétrica, ya que el inverso del trenzamiento ,,”’ esta dado
por:

8 A
A 8
figura 34

que es distintoao,, .

3 Y, , |a categoria de los espacios vectoriales de dimensién finita sobre
el campo de los complejos es una categoria trenzada donde, como en -/,

o, USW - W®,U es tal que al elemento uew se le hace corresponder weu, ademas
se tiene que o es su propio inverso, por lo tanto, esta categoria es simétrica.

4) Las categorias HWa, Fa, I R-Ia, SJ-HGay FrlFa son
categorias trenzadas, en donde el trenzamiento o,, es como en el ejemplo (2),
graficamente significa pasar los hilos de A por encima de los hilos de B.

A B

D
T

B A

figura 35

3.1.8 Definicién.
Sean ¥y W dos categorias monoidales (estrictas) trenzadas. Un funtor monoidal
F:.¥— W se dice que es un funtor trenzado, si ademas de satisfacer las condiciones

de la definicion 3.1.3, cumple que para todo A, B  Obj V, el siguiente cuadrado
conmuta: .

FA®B) —'* 5 F(A)RF(B)
F(U‘) aﬂ‘l»l‘.
F(BRA) —I* 3 F(B)RF(A)
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3.1.9 Ejemplos.

(1) Sea J-AFa l|a categoria de las marafias orientadas S-cromaticas bajo

isotopia regular y ##%9z la categoria de marafas orientadas; e! funtor definido en el
ejemplo 3.1.4 (1), define un funtor trenzado entre estas categorias.

(2 Toémese la categoria de marafias orientadas ®@7a y la categoria de
marailas Ja , el funtor definido en el ejemplo 3.7.4 (2) , nos muestra un funtor
trenzado entre estas categorias.

3) El funtor definido en el ejemplo 3.7.4 (3) entre la categoria J -7 y
R-TFa es un ejemplo de un funtor trenzado.

4) Entre la categoria de trenzas @@ y la categoria de los %2-/o< tenemos
un funtor trenzado F: &8 — 9Z-/fod, €l cual, se define en objetos como:

F(n)= %" = #® ... ®FA (n veces)

y en los morfismos, F manda la trenza o: m®n —- n®m en la correspondiente funcion
de mddulos ZeM @GSN RSN QF M tal que sia = (ay,...,an) ¥ b =(by,...,b.) son
elementos de 928My g£@" respectivamente, entonces el elemento a @ » va adar a
b ® a en la correspondiente funciéon de médulos.

3.2 Categorias pivotales

3.2.1 Definicién.

Una categoria pivotal (estricta), es una categoria monoidal M (estricta),
provista de un funtor contravariante, llamado dualidad (_)*: M—— M tal que, dados
objetos A, B, C,yD y morfismos f:A——> C y g: B—— D en M, se tienen las
identidades:

(ABB)* =B*®A* (A*)=A y (f@g)=g"'®F, (f*)=fl1=1*
y ademas una familia de morfismos ¢,: A®A* — I llamados evaluaci6n, tales que
conmutan los diagramas:

PI I ==1®1

N

I

39



P2

(A®B) ® (B* ®A*) 242, AR(B® (B*®A*) —ﬁgc—‘_—l“i—) AR((BRB*)®A*)

1] 14,8 (5,® Id, )
1l
i AR(IRAY)
1t 14,81,
It
i ARA*
1] €,
i
(A®B) ® (A®B)* - > 1

ADS

y ., sisedefine 7,=(¢g,)*:1— A*® A, paratoda f. A— B, entonces

P3
(A* ®A) ® B* —LaBN8K. _, (A*@p) @ B* 2282, A% @ (BRB*)

7@ g /‘ \) W, ®¢,

1®B* A*®1
VA %
r
B* » A*
pY | o , S
g'e1 ' 18 A*
ldn.an ‘ /‘e,,exa”

B* ® (ABA*) —a2®) | pv @ (BRA*) — e, (B'®B) ® A*

3.22 Ejemplos.

(1) En Zéce , sea V* = Lin (V,C) el dual usual. Sie: V® V*—— C esla
evaluacion usual, s (v ® ¢) = ¢(v), entonces Zécz, tiene la estructura de una categoria
pivotal (no estricta).

(2) En Ja se define el dual de una marafia L : m —— n como la marafia

que se obtiene girando 7180 grados alrededor de un eje paralelo al eje X. L* : n—— m;
graficamente se veria asi:
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Por ejemplo, el d

En particular

uuuuu

(DI
(%)= %

(-
(M-



3 En la categoria de marafias orientadas (z., el dual de una maraiia L
se define de manera similar que en Jz, como la marafia invertida, considerando a los
objetos en este caso, como sucesiones & = (&,,&,...,& ), donde 5 toma los valores de
1y -1, y se define el dual de una sucesioén (z,,¢,,...,6)* = (-¢ ).....(-5). La evaluacién
se ilustra de la misma manera que en Jz, indicando su orientacién:

figura 39

N En este caso orientado, tenemos los siguientes casos particulares:

(X) -
()=

N

figura 40

4) En FQFase define la dualidad de manera analoga que en (2), y la

evaluacion g, se grafica como sigue: B .

/

figura 41
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(5) Las categorias 7 F-Ta, ¥ J-FAOFa son categorias pivotales tales

que el funtor dualidad (_ )*, actia en los morfismos dandoles un giro de 180 grados
alrededor de un eje perpendicular al plano de proyeccién de la marafia, como se ilustra:

m-—.-r—.__a
-

figura 42
Los morfismos evaluacion e, A®A*—— 1 se describen graficamente tomando
el objeto A®A* en el dominio de la maraia, en la cual se uniran por arcos, pares de
puntos comenzando con los de enmedio, hasta unir los de los extremos; los arcos asi

dispuestos, estdn caracterizados de acuerdo con de [a categoria que estemos
considerando.

A A
figura 43

La descripcién de la coevaluacion 7, : I —> A*® A es dual a la anterior. En
este caso el objeto A*® A se toma en el codominio de la maraiia .

7N

A* A

figura 44
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(6) ! a categoria de trenzas & no es una categoria pivotal, ya que todos los
morfismos de @ son isomorfismos y € no puede ser un isomorfismo en este tipo de
categoria. En otras palabras, la marafia

\_/

figura 45

no es una trenza.

3.2.3 Definicién.

Sean (M, ®,1,(_)*e) y (N, ® T, (_)e) dos categorias pivotales, un funtor
F:M-—— N es pivotal, si cumple las condiciones de la definicion 3.7.3, junto con las
siguientes:

%
(i) FA") =F@A)* vy

(ii) el siguiente diagrama conmuta;

Farea) — & 5 g1
IMA
FA)*®F(A) —2 3 |

3.2.4 Ejemplos.

(1) Entre 7z, la categoria de marafas orientadas y 9z la categoria de
maraifias, hay un funtor pivotal F: @72 —— Fa, el funtor que olvida, definido como;

F(1,-1.1,...) = n, silasucesién (1,-1.1,...) tiene n elementos y
F( )=0.

F actta en los morfismos, las (,/)-marafas, olvidando la orientacion.
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(2) Entre las categorias J-S#OFay ROFa hay un funtor pivotal
F: J-ROTa —> ROTa, el funtor que olvida, definido en el ejemplo 3.1.4 (1) .

(3) Elfuntor entre las categorias J-%#®X7a y #-Ta, definidas en el ejemplo
3.1.4 (3) es pivotal .

3.3 Adjunciones en categorias pivotales

Dada una categoria pivotal estricta M, se definen las adjunciones;
(1) M(X®A,Y)=M(X,YRA*)
(20 M(A®X,Y)=M(X,A*®Y)
como sigue.

(1) SeaFX=X®AyGY = Y®A* usando 2.3 bastaracondaray f.

Se define a,: YRA®A* —> Y como a,=1d®e, ¥y f,: X— XOA*® A
como S =1d,®n,. Para ver que, en efecto 2.3, se cumple, probaremos lo siguiente.
3.3.1 Proposicién. (a) ay [ son transformaciones naturales.

() (e®1d,)o(1d® p) =1d,,,.

Demostracion: (a) Para verificar que f es una transformacion natural,
tomese un morfismo f: X — X'; el siguiente cuadrado conmuta:

x —P s xeazaA*

LT

x —f 5 xoAcA*

lo cual es debido a la proposicion 2.2,2. Analogamente sucede con o utilizando la
proposicién 2.2.3.
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(b) Es consecuencia del siguiente lema, simplemente al tomar el producto
tensorial por la izquierda de las composiciones 3.3.7 con X'y Y respectivamente.
.

332 Lema Sean s, ARA*——1y 17,:1—> A*® A fales que

(3.3.3) A—280 5 pparen —22e A

A* mld,, A*QARA* I.®¢, A*
son la identidad. Entonces
a,=1d®s,: YOARA* —> Y
A =1d®n,: X—> XRA*® A

son la unidad y la counidad en la adjuncién de funtores < _—®A, —®A*, a, f>.

Demostracién: Por definiciones expuestas en el capituio II, la unidad se
define como a, : Y®RA®A* —> Y y la counidad 4, :X— XSA*QA.

Para concluir Ja demostraciéon vamos a verificar que se cumplen las condiciones
(3.3.3), las cuales son consecuencia de la definicion de categoria pivotal (estricta) .

Asf, utilizando la propiedad P3 en la cual haremos la sustitucion B = A y
f=1d, : A—> A, tenemos que la composicion (1d,®s, ). (n,®1d, )= 1d, , yla
composicién (e®1d, ). (1d,®n,)= Id,=(1d®¢, ). (0, ®Id,) .

.
3.3.4 Definicion.

Decimos que una categoria pivotal M es cerrada , si para todo objeto B en M,
el funtor _®B tiene un adjunto derecho dado por _® B*.

3.35 Lema. Toda categoria pivotal L es cerrada.

Demostracion: Para probar el ilema, utilizaremos el teorema 2.2.9 el cual
afirmaque si ay /5 son transformaciones naturales que satisfacen ciertas condiciones
(2.2.10) entonces determinan una adjuncién ( F,G, ¢ ) , cuya unidad y counidad son o
y / respectivamente.

Por la proposicion 3.3.1 sabemos que a,: Y®B®B* —> Y y f,: X —— X®B*'®B
son transformaciones naturales que cumplen con las condiciones (2.2.10); y por el
lema 3.3.2, éstas son la unidad y counidad en la adjuncién de funtores — ®B y — ®B*,

.
Enseguida, recordaremos la definicion de grupo libre en un generador o mas, la
cual se generalizara de manera natural a categorias.
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Las propiedades siguientes caracterizan a los grupos libres en un generador y
en un conjunto S de generadores.

(GL,) Sea G un grupo libre en un generador ¢ ,entonces para todo grupo H'y
todo elemento xeH, existe un Unico homomorfismo §: G—— H, tal que 4(c) =x

(GL,) Dado G un grupo libre en el conjunto S, ScG ;entonces para todo
grupo H y toda funcién ¢, :S —> H existe un tnico homomorfismo ¢: G ——s H, tal que
4(s) = ¢, (s), seS; es decir, ¢ tiene siempre un homomorfismo  que la extiende.

3.3.6 Definicién.

(a) Se dice que una categoria M es libre (trenzada, pivotal) en un objeto
generador X (tal que X=X*) . Si cada vez que se dé una categoria C (trenzada, pivotal)
y un objeto YeC (tal que Y=Y") ,existe un Gnico funtor F (trenzado, pivotal)

FM— C talque
F(X)=Y

(b) Se dice que una categoria M es libre (trenzada, pivotal) en un conjunto S
de objetos {X },.s (fijos bajo (_ )* ) .Sicada vez que se dé una categoria C (trenzada,
pivotal) y objetos {Y },.s en C (fijos bajo (_)* ), existe un tnico funtor F (trenzado,
pivotal)

F:M——C talque

F(X,)=Y, VseS
3.4 Generadores y relaciones en categorias de maraiias

341 Lema. Cualquier marafia en las categorias Ja, 9B-Fa, OFa, ROTw
J-HOFa, escomposicidn de productos tensoriales de marafias del siguiente tipo:

| <. XY A

figura 46

con sus distintas onentaciones.
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Demostracién: Dada un maraifa 3, y utilizando una homotopia adecuada
podemos considerar su diagrama de marafia D en posicion general.

Ahora supongamos que D tiene n > 1 puntos singulares, y tomando como
referencia las rectas R x 0 y R x 1, dibujense entre ellas n-1 rectas paralelas de tal
forma que al tomar dos rectas consecutivas cualesquiera, tengamos un solo punto
singular, como se observa en el siguiente diagrama:

~~~~~~~~~~~~~~~~~~ RS X

figura 47

Por lo tanto, nuestro diagrama D, serd la composicién de productos tensoriales
de marafias elementales con la identidad. Ademas como D es un diagrama en posicion
general este no cambia, salvo isotopia en la clase de diagramas en posicion general.

.

3.4.2 Definicién.

En analogia con una bien conocida técnica en teoria de grupos, se puede
describir 1a clase de morfismos de una categoria monoidal (estricta), por medio de sus
“generadores y relaciones”. Sea ( M, ®, I ) una categoria monoidal estricta y

F ={f}i1 una coleccion de morfismos de M . Decimos que F genera a M si cada
morfismo en M se puede obtener de los morfismos en el conjunto F y de los

morfismos 1d,, A € Ob M, después de un nimero finito de aplicaciones de productos
tensoriales y composicion.

Introduciremos el concepto de “palabras en el alfabeto F " . Una palabra de

rango < 1 es un simbolo fo Id, donde fe F yA e ObM . Si a es una palabra de

rango < 1, entonces denotemos por (a) al morfismo de M representado por esta palabra
(esto es, el morfismo fo Id,). La lnica subpalabra de una palabra a de rango < 7 es la
palabra « misma. Supongamos que las palabras de rango < n, han sido definidas, y que
para cada palabra a de rango < n, sus subpalabras y los morfismos ( a ) en M estan
definidos. Entonces las palabras de rango < n+1 se definen como las expresiones de la
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forma (a®@b) = (a) @ (b) y{a o by ={a)o {(b) .Poruna subpalabrade a®b) 6 ao b
entendemos a la palabra misma junto con todas las subpalabras de a y 4 . Por una
palabra en el alfabeto entendemos cualquier palabra de rango < n para cualquier n.

Una relacién en F es una igualdad ¢ =d, donde cy d son palabras en 5. Sea

{end)}ses una familia de palabras en el alfabeto .F tal que (¢ = (d) V jeJ. Decimos que

las palabras a y b en el alfabeto son equivalentes médulo las relaciones ¢, = d, jeJ , si
existe una sucesion finita de palabras a = a, @ ,..., a,= b tal que para cada /, la palabra
a,, es obtenida de a, al reemplazar alguna subpalabra x por una subpalabra y donde
(salvo una permutacibn dexyy)x=c¢ y y=d, donde jeJ, 6 x y y estan al lado
izquierdo y derecho de una de las ecuaciones que caracterizan al producto tensorial y
la composicion.

Decimos que ( F: ¢, = d, jeJ ) es una p}esentacién de la categoria M por
generadores y relaciones si:

(i) F genera a M (esto es, cada morfismo de M es igual a (a) para alguna
palabra a en el alfabeto ), y

(ii) Para cualesquiera palabras a y b en el alfabeto F la igualdad (a) = (b) se
cumple si solo si a y b son equivalentes modulo las relaciones ¢, = d, jeJ.

34.3 Teorema. Una presentacién de las categorias Ja; O ROTa; R-Ta ¥
J-HARFa, esta dada por las marafias elementales 14, , 1, o y o respectivamente,

BN aYa P

Junto con las siguientes relaciones:

Ops © Gu.1 = Idns (1)
(0, ®1d,)o(1d,®¢,) = (1d,®0,,")o(s, ®@Id,) . 2
(1d,®n,)0(e,®@1d,) =1d, = (,81d,)o(1d,®¢,) ' (3)

(6,,® [d; )0 (1d, ®c, ) o( 5,,®1d,) = (Id,® q,. ) o(5,,®1d,) o( Id, ®s,,) )
(n@1d,)0(ld, ®c,,) = (I1d,87,)0 (5, @1d,) )
y en el caso de marafias bajo isotopfa ambiental

(1d,87,) 0 (5,,® 1d, ) o Id, ®¢,) = 1d, (6)

donde A,B y C son objetos cuya funcién identidad es un solo arco.
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La interpretacién geométrica de las relaciones (jugadas) (7) a la (6) esta dada en la

& I8 N

2 3)
(\ ; A ‘
(4) (%) (6)
figura 48
Demostracion: Para probar que las categorias o, OFa, A a; F-Ta y

J-SO7a son generadas y presentadas por las marafias elementales y las relaciones
(1) ala (5) y (6) en el caso de marafias ambientaimente isotdpicas, desarroliaremos
nuestra demostracion en dos pasos:

(@) En primer lugar probaremos que cualquier marafia es generada por las
marafias elementales, es decir, que dada unamarafia I ésta es composicion de
productos tensoriales de éstas.

(b) Dadas dos marailas I y 3 ° estas marafias son equivalentes salvo
jugadas de Reidemeister I, II, Il (dependiendo de la categoria) y jugada cero. En el
caso de la jugada cero, cabe mencionar que una jugada cero la podemos ver como
composicién de las jugadas (2), (3) y (5)

La primera parte de la demostracion se prob6 en el lema 3.4.1. Para {a segunda
parte utilizaremos el teorema de Reidemeister mencionado en el capitulo I, teorema
1.3.11, en el cual se demuestra que dos marafias son equivalentes si y soélo si
cualesquiera dos de sus diagramas son equivalentes; considerando la jugada cero
segln sea el caso, como composicién de jugadas (2), (3) y (5). Asi con estos
resultados queda demostrado el teorema.

.
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OfE 5

figura 49

Demostracion: Para la prueba es suficiente verificar que las relaciones del
teorema 3.4.3 se satisfacen en el teorema 3.4.4 y viveversa, en particular las
relaciones (2) y (5), se satisfacen como se puede observar en los siguientes diagramas:

figura 50

Ademas las relaciones descritas en es*’

3.4.3, en el que podemos observar que las d*
X_ (véase figura 51) , generan esta c=’
términos de X, y X_, con lo cu~’

para generar ésta categoria, 7~

L W

(.

Yo

=mr\.) CXhye (T,
= (/\N) X4 (iTu) e
(ur\.) (Wtf\&) (u ){i h_; '
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figura 49
Demostracion: Para la prueba es suficiente verificar que las relaciones del

teorema 3.4.3 se satisfacen en el teorema 3.4.4 y viveversa, en particular las
relaciones (2) y (5), se satisfacen como se puede observar en los siguientes diagramas:

Pt CER

figura 50

Ademas las relaciones descritas en este teorerna se cumplen en el teorema
3.4.3, en el que podemos observar que las diferentes orientaciones de los cruces X, y

X_ (véase figura 51) , generan esta categoria, pero estos pueden ser expresados en
términos de X, y X_, con lo cual se prueba que que basta con estos generadores
para generar ésta categoria, ademas éstas relaciones se satisfacen en el teorema 3.4.3

P PR RS S
Y.

figura 51

Y, (Nr\) (‘l'X:t: Yo (1Y)
7; N o (LX) o (1TAY)
(LV\) (mrw) (u )(i u) (¢um) (\)N)
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3.45 Teorema. HOTw (resp. H-Ta;, J-ROTa; J-FHTFaw) es una categoria libre,

trenzada, pivotal en un objeto generador (resp. en un obfeto generador fijjo bajo ( _ )*,
en un conjunto S de objetos generadores, en un conjunto S de objetos generadores

fijos bajo (_)*).

Demostracién: Para la prueba mostraremos que dada cualquier categoria
trenzada y pivotal C y un objeto X de C (resp. un objeto X de C tal que X=X"*; un
conjunto de objetos {X, | s S } de C; un conjunto {X;|s €S } de C tal que X;=X;*) hay
un unico funtor pivotal F de la categoria ZQ%z a C, que respeta el trenzado y la
pivotalidad y lleva el generador 7 (resp. 1, (1, s) paras S, s para s €S ) al objeto u
objetos de C.

Observemos que en # X (resp. R-Ta;, S-HFa J-HTa), todo objeto es un
producto tensorial (finito) de los objetos 1y -1 (resp.1, (+1,s), s, s€S).

Sea F: A a —> C

tal que F(1)=X
F(-1)=Xx"*

y a cualquier otro objeto de F#RFa (resp. -Ta; S F e, J-FTa ) lo aplica en el
correspondiente producto tensorial de Xy X* (resp.X, X, X, ).

Asi también como HFa (resp. R-TFa;, JS-A¥e;, J-FATa) es una categoria
trenzada y pivotal por el teorema 3.4.7 cualquier morfismo en la categoria es
composicién de productos tensoriales de o,, , o,,7 ,5, ¥ 7, , para cualesquiera A,B
objetos de la categoria y sus correspondientes duales . Luego existe al menos un
funtor pivotal:

F: RO a —->C

(resp. B-Fa, J-AOTa; J-%Ta) que aplica a los objetos 1y -1 (resp.1, (£1,5), s),en A
y B, respectivamente, que respeta el trenzamiento y la estructura pivotal.

Para ver que tal funtor esta bien definido, es suficiente probar que las relaciones
(1) ala (5 del teorema 3.4.3 se cumplen para cada una de las componentes del
trenzamiento (o), como para la estructura pivotal (g,n) para cualesquiera objetos A,By
C en cualquier categoria C trenzada y pivotal .

La relacion (1) se verifica de inmediato. Para la relacion (2) considerese el siguiente
diagrama en el cual utilizamos la propiedad 77 del trenzamiento y la naturalidad de o:

BBARA*

AQBRA® = AQBRA* —=24, BRA®A® —22:_, BRI

N Ner =" /

ARA'®B —22,1R8
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Para (3) utilizamos la propiedad P3 de la definicién de categoria pivotal, considerendo
B=Ay f=1d,. Larelacion (4) se sigue del siguiente diagrama conmutativo:

AB(COB) —=23 (COB)®A

A

CRA®B) —t3 AR(BRC) —2== (BRC)®A

N\

C®(B®A) ~Zemy (BRA)®C

en donde utilizamos la propiedad T/ del trenzamiento y la naturalidad de o . (5) se
obtiene del siguiente diagrama:

A*®A BB

% x
B=IgB 128 , A'QA®B A 8¢ , A*®B QA = A*QBRA
\ \ /
B®1I —B21_, BRA*®A

que es conmutativo en el cual utilizamos la propiedad T2 del trenzamiento y la
naturalidad de o .
Por lo tanto existe un unico funtor pivotal F. H®ae —> C (resp. A-Ta

JRAa;, S-HRFa ), que mapea el objeto generador y respeta la estructura del
trenzamiento y pivotalidad.

Ahora demostraremos que F respeta cada una de las componentes del trenzado,
cuando éste posee varios arcos, y de la misma forma observaremos que esto también
sucede para la evaluacion ¢ y 1a coevaluacion .

Para esto denotemos por |A| el nimero de generadores, (1 6 -1) (resp.1, (1,s),
s), del objeto A, asi procederemos a hacer la prueba por induccén sobre el nimero de
generadores. En primer lugar realizaremos nuestra inducciébn sobre A, para lo cual
consideraremos, sin pérdida de generalidad que I8l =1. Entonces, en el caso del
trenzamiento, queremos verificar que F(o,,) = Causs .

Si |Al=0esdecir, A=1,tenemos que o,, es laidentidad para I®B =B = BRI,
en este caso tendremos a la marafia identidad. S| |Al=1, este caso se cumple ya que
asi construimos F.
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Enelcasode |Al=2

PSS

figura 52

tenemos que F(o,,) = F(1d®c,, ) o Flo,, ®Id) = (X®0,,)o(c,,BX)= a,,,, ¥ esto es cierto
por e} siguiente diagrama conmutativo;

ARBOA—=%3 CRA®B

A@G,p\‘ Ay o

ARC®B

Ahorasi |Al=n, /\ /

figura 53

entonces F(o,,) = F (o,,, ®ld) o F(Id |, ®c,,) = (0,,,,,8X) o (X**' B0,,) = o .. (por el

diagrama anterior) . Analogamente en el otro caso de la induccén.
Ahora verificaremos que todas las componentes de £ se respetan bajo F, es
decir, F(e,) = ¢,,,, procederemos también por induccién.

silAal=0, €, se cumple por la propiedad P2 de la definicion de categoria pivotal
Sestricta). Si |A | = 1 vemos que se satisface por construccién del funtor F. Para

figura 54

Fe,)= 60 (ld®e®lId)= 5,0 (X @@ X) = g, lo cual se cumple por el siguiente
diagrama conmutativo:

ARB ® A*®B* — 428, |

\@p_,ek’ /
Ea

AB®A*
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Enelcasode |A|=n, M

figura 55

ex@n

Fle)=F(d_, ®e®(ld )% o Fe,,) = (X @ g, ®X*®1) 5 ¢
anterior) . De manera dual se demuestra para 7, .

(por diagrama

ot

Por lo tanto F respeta la estructura del trenzamiento y pivotalidad dada por (_ )* .

*
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CAPITULO IV

DUALIDAD Y TRAZA

El concepto de traza, nos recuerda de inmediato a los espacios vectoriales de
dimensién finita sobre un campo K, toda vez que a una transformacion lineal de un
espacio vectorial en si mismo, se le puede asociar una matriz tomando alguna base en
el espacio. El valor de la traza de esta matriz no depende de la base que elijamos, por
lo cual se tiene que es un invariante de la transformacion lineal.

En el caso de las (m,m)-marafias, veremos que la traza, vista graficamente, se
construye cerrando la marafia en el mismo sentido en que se cierra una n-trenza, es
decir, haciendo la construccién que se indica en la figura.

figura 56

La traza es una forma natural de asociar un enlace a una (m,m)-marafia;
(ademas como vimos anteriormente un enlace es una marafia particular) .
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4.1 traza

4.1.1  Definicién.

La traza de un endomorfismo f:A —> A en una categoria pivotal M, es el
endomorfismo de 1 dado por la composicién:

tr(f)=e,0 (F®Id,)on,
esquematicamente:;

tr(f) : 1 —L—p ARA* —L2e 5 p@a% — Loy

Para la mejor comprensidon de este concepto, describiremos la traza
graficamente, por lo que utilizaremos una notacién diagramatica, la cual fue introducida
por Penrose y también por Joyal y Street. (Vease [PEN] y [JS]) .

Independientemente de la categoria a la que nos refiramos, representaremos un
morfismo arbitrario fde A a B por el simbolo:

I A

f

ls

La identidad de A se representa por

y la composicién colocando un morfismo abajo del otro.

E! producto tensorial de (dos objetos Ay B ¢ de) dos morfismos cualesquiera,
lo representaremos colocando uno junto al otro:
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|4 ~ 1 |4
f xR | f = f A
IB IB' IB ]B'

Ademds, si la categoria es pivotal, tenemos dos morfismos asociados:
la evaluacion e, que esta representada por el simbolo:

en donde A* es el dual de A en la categoria.

y la coevaluacién n, representada por :

Entonces la definicién de traza escrita graficamente seria la siguiente;

7,

€.

figura 57
4.1.2 Ejemplo.

En el caso de ge-//[oag , los médulos libres finitamente generados sobre 5%

un anillo conmutativo con 1, tenemos que si A € gﬂ-.//ﬁmg; y f A—— A tiene una

matniz ( f,’ ) correspondiente a una base {a,,..... a_}, entonces la traza de f esta dada
por:
r(f) : B ——> ASA* —I2de 3 ppp* —Eoy
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donde 7, : #—> ABA* y & :ARA*— 5 tales que
1Hgal®a' al®a’ I—)S,j
{al ,...,a } representan la correspondiente base dual de A* = Homa«(A, 9%) .

Asi calculando (f)(1) tenemos que:

tr(f)(1) = €,0 (F®1d,) o, (1) =6, 0 (f®Id‘_)(lZ::ai ®d )= e‘o(gf(ai)®a')=

g0 (Xfla,®a' )= Xfls, = 27 (yaque &, =0 si i#)).
1=t 1y=1 =

Vemos asi que la definicion categérica de traza implica la definicion usual de
traza de una matriz. En particular, esto prueba que la traza de una transformacion
lineal esta bien definida por la traza de la matriz asociada a alguna base y no depende
de ésta.

4.1.3 Lema. En una categorfa pivotal M, sea f: A ——> B un morfismo arbitrario.
Si se denota por f* al dual de f, el siguiente diagrama es conmutativo y caracteriza f*:

Agp* —IEd y  pep*
0) lmpr‘ ln,,
ARA* —Fay I
En forma diagramatica:
A A* A A*
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Demostracién: Para la prueba, consideremos el diagrama (D*) dual de (D).
Bastara con demostrar que (D*) conmuta.

I e, BRB*

(D*) M 14,81"

ARA* — BEA*

Considérese la adjuncién ¢ . M ( X®A ,Y ) = M ( X ,Y®A* ); por ser ésta
transformacion natural, dado el morfismo f:A — B, tenemos que el diagrama

M(X®A,Y) —2—> M (X,YRA*)

gd@n (19,21,

M(X®B,Y) —L—> M (X,Y®B*)

es conmutativo . (g~ y h, denotan las correspondientes funciones inducidas).
Si en el diagrama tomo X =1y Y = B resulta

f > (fRId, )0,
M(I@A,B)——L-)M(I,BTA*) I

(1 @p @),

(Id,® %o 1,
M(1®B,8) —2—> M (1,88B*) I
Id, > 1,

en donde tenemos que, en general,el isomorfismo M ( X®A .Y ) = M ( X ,Y®A* )
manda un morfismo g : X®A-—Y en la composicion:

X = X —220 3 xRAQA* —L2e 3 v At

como se vio en la demostracion del teorema 2.2.8 .

Asi, concluimos que (f®1Id, )on,. = (1d,®f* 0o n, Yy, como el funtor dual
manda diagramas conmutativos en diagramas conmutativos, la conmutatividad de (D)
queda demostrada.

Ya que la adjuncibn ¢ es un isomorfismo, es inmediato probar que la
conmutatividad de (D) caracteriza al dual de f* .

.
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4.1.4 Lema. Para cualquier categorla pivotal M, y morfismos f:A—>B y
g : B—-> A Ia traza satisface la siguiente identidad:

(4.1.5) g, 0[(@of)®Id, Jon, =¢€,0:[g®Ff* o, esdeci,

tr(gof) = €,0[g®f*]o 7,
en forma diagramatica:

9|

g f
figura 59
Demostracién: Para la demostracion de este lema, vamos a utilizar el dual del

lema 4.1.3 manejando nuevamente el hecho de que el funtor dual manda diagramas
conmutativos en diagramas conmutativos, de forma que tendremos que el siguiente
cuadrado conmuta:

1 —T— BeB*

(0%) lru. lld‘,@r‘

AAr —I8de_y  pops

ARA*

es decir, (1d,® F*) o, = (F®1d,) o 7,..

Luego componiendo el morfismo g ® Id, con los morfismos Id®f*y f®ld, y
aplicando la funtorialidad del producto tensorial tenemos lo siguiente:

(’) (g ®Idn-) o(f@[d“) = (g o f) ® IdA.

() (@®Id,)o(Id,®f%) =(gold,)® (Id,o f*) =g ® f*
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Por la conmutatividad de (D*)tenemos que ((gof)®Id, )o7, =(g®F*)o 7,
y, componiendo al finat con &,, obtenemos la igualdad deseada .
.

4.1.6 Lema. Para todo morfismo ¢.1—— 1 tenemos que se cumple la siguiente
igualdad ¢ = ¢".

Demostracién: Utilizando el lema 4.1.3, tenemos que el siguiente cuadrado es
conmutativo:

er —2 5 e

W

Rr —3— ]

en donde, por definicién 1* =1 e I®I* =1. Asi, tendremos que el diagrama anterior es
igual a;

4.1.7 Teorema. En cualquier categoria pivotal M, dados morfismos f:A——> B y
g :B—— A para cualesquiera objefos A y B, la traza satisface la siguiente iqualdad:
(4.1.8) (g of)=tr(fog).

En forma diagramatica;
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A esta
(y corresponde a

Demo.

g
9]

figura 60

propiedad se le conoce como conmutatividad de la traza;
la conocida propiedad de la traza en matrices) .

racién:  Por definicion tenemos que (@ of) =€,0 (9o H®Id,) o 7,

y aplicando el Ifma 4.1.4 resulta 1r(gof) = ¢,0[g ® f*] o 1, y ahora utlizando el lema
4.1.6 tenemos|que 1r(g o f) = [tr(g o N])* = (n,)* o (gBF*) o (¢,)* , de donde, reduciendo
esta expresion, obtenemos que {g.f) =¢,0 (f®G*)o 1, expresion, esta Ultima, que
corresponde a Ja definicion de #(f . g) .

Puesto en forma diagramatica, la demostracion se lee como sigue:

[af~]

ot 414

I
~He]

figura 61
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419 Teorema. La traza se conserva bajo funtores monoidales que respetan la
dualidad (_)* y los morfismos evaluacién € . A estos funtores los llamamos funtores
pivotales . Asi, para un funtor pivotal F y un endomorfismo - A—— A,

(4.1.11) F (1r(f)) = tr(F (f))

Demostracién. F (ir(f))=F (g,0[f®ld, 1on,.)= F(e,)o F(f®Id, ) oF(n,)

= g0 (F(ABFI)) onp,, = t(F(F)) .
*
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"CAPITULO V

INVARIANTES DE MARANAS Y
R-MATRICES

En el primer capitulo, mencionamos una relacién la cual tiene interés especial.
Es la ecuacion de trenza:

&

figura 62

A esta ecuacion se le llama la ecuacién de Yang-Baxter, |la cual corresponde a la
jugada de Reidemeister de tipo 1lI, y se expresa algebraicamente:
0,+0,,°0,=0,,+0,.0,,

Lo notable de esta ecuacion son sus aplicaciones en la fisica matematica. En la
forma en que esta surge en la fisica matematica, involucra parametros adicionales
frecuentemente llamados rapidez o momento . De hecho, si interpretamos el vértice

figura 63
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como una interaccién de particulas con espines (o cargas) entrantes a y 4, y espines (o

cargas) salientes c y d, entonces el nimero R:: puede interpretarse como la amplitud

de dispersion para esta interaccion. En otras palabras, puede considerarse como la
amplitud de probabilidad para esta combinacion particular de espines entrantes y
salientes. Tenemos asi una descripcién de la situacion del mode/o de Potts en fisica
estadistica, en el que se trata de calcular una funcién de particion para un sistema
fisico con una grdfica plana asociada y una familia de estados descritos
combinatoriamente. [KAU]

5.1 Tensores abstractos

Para introducir este capitulo,mencionaremos una versién de &lgebra de
matrices introducida por Kauffman, cuando estas poseen varios indices, utilizando
notacién diagramatica andloga a la de Penrose a la cual se le ha llamado tensores
abstractos o diagraméticos.

Asi con la ayuda de esta teoria podemos describir de una manera sencilla los
diagramas de marafias por medio de productos de matrices, relacionando asi la
topologia y el algebra.

5.1.1 Definicién.

Considérese la matriz M= (M, ) con elementos M, enun campo K, coni y j

en un conjunto de indices I . La matriz M en notacion de tensores abstractos se
denotara por un cuadro con un segmento de recta en la parte superior, para indicar el
indice superior y un segmento de recta en la parte inferior, para el indice inferior:

r

i
M=M, < M
L

En general algunos de estos objetos tensoriales, tendran varios indices
superiores e inferiores, lo cual estarad representado por segmentos que emanan del
diagrama comrespondiente:
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o~
—e .
—_‘*_

NIE o N

Para relacionar adecuadamente los indices de una matriz con su diagrama
correspondiente, pondremos la letra del indice respectivo en cada uno de los
segmentos y una flecha indicando su direcciéon, como se puede observar en la
siguiente figura: :

a b
S, =3

c d
las flechas indican las "entradas" {a,b} y las "salidas" {cd}.

1sia=b

Utilizaremos un segmento para denotar la delta de Kronecker 6: =
0 si a=b

5.1.2 Definicién.

Definimos por (MN ), = M, N, |a multiplicacion de matrices M y N ; segdn la

convencion de Einstein, ésta se puede escribir simplemente como M;N , donde se
suma sobre los indices superior e inferior repetidos.
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Esto, en el lenguaje de tensores diagramaticos, lo representaremos por un
segmento que unird los correspondientes segmentos en las cuales los indices

coinciden:
I I
LMN o MN o | M k [N |=| M
[ T
J
N
J

En particular, si consideramos la traza de una matriz M, ésta se representara
por:

i
taza(M)=tr M)= TM, & M o
!

i

Con lo anterior hemos observado que la multiplicacién de matrices corresponde
a conectar una caja con otra y la traza usual conecta la caja consigo misma; ademas
esta definicion diagramatica de traza coincide con la definicion diagramatica de traza
de una (m,m)-marafa.

Hasta estos momentos, con lo expuesto anteriormente, es claro que queremos
interpretar un diagrama de nudo o enlace como un diagrama de tensores abstractos,
para lo cual utilizaremos una notacién sencilla basada en diagramas orientados, en la
cual asociaremos ciertas matrices a cada uno de los dos tipos posibles de cruces,
asi:
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Con esta notacién, podremos representar a cualquier diagrama de enlace
orientado K, como diagrama orientado o tensor abstracto 7'(K) .

5.1.3 EJemplo.

Al nudo trébol K= CQ‘Q

le corresponde el diagrama orientado

1K) = , yasuimagen especular K'= Q(‘\ )

le corresponde 7T(K') = . Si a cada segmento del tensor abstracto

7(K) le asignamos una lefra, entonces 7(K) corresponde a la suma de los productos
formales siguientes:

T(K) = RER*RY
VI

Analogamente para el tensor abstracto 7(X') tenemos la siguiente suma formal:
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TK)= % RIRSRY

Para dar una visiébn matematica mas concisa a la suma formal que define el
tensor abstracto 7(K), podemos suponer que 92 es un anillo conmutativo con 1, y que

se tiene un conjunto de indices I tal que a,b,c, ... € I y que cada R,": pertenece a 2.

La eleccion de etiquetas o indices de I para las aristas en 7(X) podemos verla
como un estado o de K, es decir, como una coloracién en donde a las aristas de X
se les asigna un color def conjunto I .

Nuestro interés con respecto a 7(K), es saber, bajo qué circunstancias T(K)
seria un invariante salvo jugadas de Reidemeister, y en particular, la pregunta de
relevancia en este caso, es la invariancia salvo jugadas de Reidemeister de tipo I y
tipo I (isotopia regular) .

Tenemos dos versiones de la jugada de Reidemeister de tipo II orientada:

X~ XC
X -

Para nuestros fines necesitamos que T(K) sea invariante bajo las jugadas 11 A
y IIB. ’

La jugada II A expresada en el lenguaje de tensores abstractos es la siguiente:

[ = )C
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a 1] a 1]
f J —>
e d . P
Bab pii d
(1) R; R, = 8.8,
figura 64

y para la jugada 11 B, tenemos los siguientes diagramas orientados:

[~ C

i g
a b a b‘ L
‘ 4 : . v WL
@ Ry RY = 5 8¢
| figura 65

Las dos propiedades anteriores significan que las matrices R y R sonunala
inversa de la otra .
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Para la jugada de Reidemeister de tipo 1l orientada, también tenemos dos
versiones, (a tipo III A:

N \

©3) R'RLR.: = RIRGRY

figura 66

a esta ecuacion se le conoce como la ecuacion de Yang-Baxter correspondiente a la
jugada de Reidemeister de tipo III A .

Si cambiamos en {a figura 1a orientacion de los cruces se obtiene la ecuacion
de Yang-Baxter, tipo I1I B . En resumen:

c ik _ bc pal b
I A: RUR’ = RIR,R,
WIB: R'R)R, = R'R;R}
Con lo anterior, hemos probado el siguiente teorema:
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5.1.4 Teorema. (Kauffman) Silas matrices R y R satisfacen A, OB, yIll A

III B, entonces el tensor abstracto T(K) es un invariante de isotopfa regular de
diagramas orienfados K .
.

5.2 Representaciones lineales de la Categoria 89

5.2.1 Categorias monoidales estrictas de médulos.

En esta seccién denotaremos con 92, a un anillo conmutativo con 1.

Para el estudio de la categoria de marafas orientadas 7z , es natural
considerar sus representaciones lineales, esto es, funtores covariantes que respeten el
producto tensorial de la categoria (%7« a la categoria de médulos .

La construccion de tales funtores se ve impedida por el hecho de que la
categoria de 92-modulos con el producto tensorial usual ®a no es estrictamente
monoidal, en otras palabras, si U,V y W son 92-moédulos entonces los 92-médulos
UBaV)®aW y UBx(V®W) aunque son candnicamente isomorfos, difieren como
conjuntos.

La siguiente construccion provee categorias de modulos estrictamente
monoidales.

Sea {V()},, una coleccién de $Z-médulos. A cada sucesion finita j = (i,,...,i,)
con i,,....i, el le asociamos el $Z2-médulo:

V() = (VG @a V() ®a V(i) @ ..) ®@a Vi)
para la sucesion vacia, decimos V (@) = 4.

Considérese la categoria cuyos objetos son los pares j,V(j) para todas las
sucesiones finitas ; de elementos de 1.

Los morfismos (/,V(/)) — (7' V(")) consisten de todos los 9i-homomorfismos
lineales V(j) —> V{(/ ), la composicion de morfismos es la composicién usuai de
homomorfismos.

Por brevedad denotaremos e! objeto j,V( j) por V(;) . Definiremos el producto
tensorial ® como V() ® V(j) = V(j,j).
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Es claro que si j = (i,,..../;) ¥y j = {i,...1}) tendremos la distribucién de
paréntesis de la siguiente forma:

({(v®v,)®v,)R.)RV,, )P [(.(v,®)B®..)BV]I®[(.(v, ®Yv,)®
LB v, ]

la cual define un isomorfismo de 9Z-moédulos V(j,j)—> V() ®= V(') denotamos
este isomorfismo por u, (aqui v, e V(i,) parassn y v, eV(,, ) paras>n).

Definimos el producto tensorial £,® f, de morfismos: f, : V(j,) — V(/') ¥

f,: VW(j,)— V(') como el 92-homomorfismo que hace el siguiente diagrama
conmutativo:

. fof o
v(/v]z) — V(] 1-]2)

u u

fof
V() @aVliy) —o2i3 V(%) ®n V(fY)

De esta manera tenemos que ésta categoria de 9% -médulos junto con el
producto tensorial ® y el objeto distinguido V (@) =92 forman una categoria
monoidal estricta. A ésta categoria se le conoce como categoria generada por el
conjunto {V())},, Yy sedenota por Gas({V()},,) .

Sea F: e —> cat (V,v*) y F(X) =R lajugada de Reidemeister de
tipo 11l descrita al inicio del capitulo, 1a cual se escribe como:
XM e(T®X)e (X, dT)=(TO®X)o (X, ®T)o (T®X,)
implica que R satisface:

(R®Id) o (Id®R ) o (R ®1d) = (Id®R ) o (R®Id) o (IdRR ) (5.2.2)

523 Definicion.

Se dice que R satisface la ecuacién de Yang-Baxter si cumple con la
ecuacion (5.2.2) .
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5.2.4 Definicién

Sea % el anillo de polinomios de Laurent Z[g,g'] y sea V un moédulo
finitamente generado con base {v,....,v,}. Denotemos con V* = Hom,(V, %) con base
{v....,v"}, lacual es la base dual de {v,,...,v_}.

Considérense los siguientes # -homomorfismos:
() b: % —> v*®,V talquea 1e¢ X lecomesponde Xiv'®v, .
() b:X— ve.V* talquea Te X le corresponde Xi'g” ™'y, ®v'.

(i) d:v®V*—> % talquea v,®v’ le comesponde &’ .
) d:V'®.V—> % talquea v'®v, lecorresponde ¢™'™s].
5.2.5 Definicion

Considerese 9% un anillo conmutativo con 1.

Sean Vy W g2-mbdulos libres finitamente generados y sea V* el 92-médulo
Homa(V, 92). Dado un %2-homomorfismo a :W —— V se le puede asociar de manera

natural los Z-homomorfismos a': W® V*—— 3 y . & — W* ® V, de modo que
si wev e W® V*, entonces a” (wev) = v(a(w)) . Si w,,..,w, esbasede Wy w',.,w"
es la base dual en W *, tenemos quec”(1) = Z‘:w’ ® alw,) ='Zja0.w’ ®v, donde
aw) =av, . ‘

Asi, si £:W* —— Vdonde ¢(w') = &', , entonces ¢": —> W ® V, tal que
&'(1) =&'w,®v, ysiy:V—>s W* donde y(v)=v,w’ , entonces y: V® W — &
donde y"(v,®w1.)='y,j.

5.2.6 Definicién.

Sea V un 92 -médulo finitamente generado con base {v,..v,} y V* el
9% -moédulo Hom= (V, #2) con {v,..,v} como base. Dado un ¢ -homomorfismo

R VBV —> V@V con matiz R, tal que R(v,®v,) = R (v,®v ), podemos
asociarle los siguientes 97-homomorfismos:
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i) tr,(R):V —— V llamado traza parcial, definido como:
r,(RNv,) = R%v, = ;@,’f‘vk

@) R":V*'®/— V*®V talque R"(v"evj) = R‘f' v'®v, o lo que es lo

. fr, & - p' gk
mismo R (v ®vj)— R, (V' ov).

5.2.7 Definicién.

Si V y W son mbdulos libres finitamente generados, definimos la
transposicion P, : VW —> WRV como £, (v@w)=wev .

Veremos que una condicibn necesaria para que una funcién
F.ob( 8Fa) —> ob(Gae ( V,V*)) se extienda a un funtor F: &Fa —> Guae( V,V*) tal

F(X) = R : F(1) ® F(1) — F(1) ® F(1) , es que el R-isomorfismo satisfaga la
ecuacion de Yang-Baxter. El siguiente teorema da condiciones necesarias y suficientes
para que una ta! funcién F se extienda a un funtor.

52.8 Teorema. Témese X el anillo de polinomios de Laurent Z[q,q-') . Sea V
un X -médulo finitamente generado con base {v,..v,} y V*=Hom.(V, X) con
base {W\,..,v}.

Considérese F.ob( OFa) —— ob(Gat(V,V*)) una funcién tal que, para una
sucesién = (¢,,...,¢, ), lacualconsistede 1y-1, F(&,,...,5 ) =Fl(5) ® F(5)® ...
® F(¢,) y F(®) = X ; ademds definimos F(1)=V y F(-1)=V"* .

Sea R: V®V— VRV un FK-isomorfismo con matnz R;' y sean 5 , b . d y d
los X -homomorfismos definidos en 5.2.4, entonces para que F se extienda a un funtor:

F:85a — Gat(V,V*)

talque (\S)=b F(\J)=b,F(N)=d, F(\\)=d,

F(X) =R, F(X)=R (endondeR denotaa R*)

os necesano y suficiente que se cumplan las siguientes condiciones:
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(i) R satisface la ecuacién de Yang-Baxter.
() @  IR/qVT=8
(OR) Rig" ™" =8}

(C) (q2(k+l)_q2(l+j)) R;I =0

@) gq""”’l?ﬁ Ry =53,

Demostracié6n: Para la demostracién del teorema verificaremos que las
relaciones de @&z (teorema 3.4.9) las satisfacen también los valores
predeterminados del funtor F en los generadores dentro de la categoria Gzz ( V,V*).
Utilizando la definicién 5.2.4 tenemos:

3) INHASH=1

(d®1d,)(1d,®5 )(v,) = (d®Id, )(v,®V' ®v,) = 8}y, =v,

3 Y=

(@®14,. )(1d,, ®F ) (v¥) = g% vk @, @v'=gH-m-lgmi-hglyl - b

@ Myt X L)L)
= (OWHINLEL X WU L)

(Id,.. ®1d,, ®d )(1d,,, ®1d,, ®1d, ®F®1d,,, }(Id,,, ®1d,, ®R®1d,, ®1d,,, )

(l9,,®5 ®1d,®1d,,®1d,, X6 ®1d,, ®1d,, )(v* ®v') = v/ ® VR?8%5, y haciendo
los calculos necesarios resulta R/'v @'

(d®14,.®1d,, )(1d,, ®d®d,®Id,, ®1d,, )X Id,. ® Id,. ®R® Id,,, ® Id,,, )(Id,,. ®Id,,
®Id, ®6 ®1d,, )(1d,, ®1d,, ®F )(v* ®v') = ¢*~"I5!5.R*Y ®V' y calculando
obtenemos ¢*“*/""PRIVY @' . Asi, relacionando las ecuaciones resulta

que RV ®v' =g? " HRIV @y y efectuando célculos concluimos que

(q2(lr+l) _ qz(w))Ruk/ =0.
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m

@

(6)

®)

X,oX =1

RoR(v,®v,)=R/RJv,®v, =58/8)y, ®v,=v,®v, six=iy y=/.

(X, Do (TX)o (X, D= X))o (X, Do (TX,)

(R®1d,) o(1d, ® R) o(R®1d,) = (Id, ® R) o (R® Id, ) o (Id, ® R) asi,
(R®1dy) o(Id, ® R) o (R®Id, }(v,® v, ®v,) = R"RIRv, ®v,®v, Y
(1d, ® R) o(R®1d, ) o (1d, ® R)(v,® v, ®v,) = RARTR; v, ® v, ®v,
por o tanto tenemos que R"RIIR:v, ® v, ®v,= RLRTRv, ® v, ®v, .
A ésta ecuacion se le conoce como ecuacién de Yang-Baxter.

(Tm)o (Xi ~L)o (TU)’-T

(1d,®d) o (R®1d,,) o (Id,®F ) (v,) = " "'5,R?v, sii=b entonces tenemos

Bom-lp®y, = v, yesto ocurre si ¢” " 'Ry = 8]

(1d,®d) o (R®1d,,) o (1d,®5) (v,) = ¢* " '8, Ry, = g "'R2v, =8%v, =v, .

AT Vo X, Vo (M) e (TN o (FXx_ 1) e (T =it

(1d,. ®1d,®d) o(1d,, ®R®Id,, ) o (6 ®1d,®1d,, ) o (d®1d,®1d,,) o

(1d,,® R ®1d,,. ) o(Id,, ®1d,®b) = .

(1d,,®1d,®5) (v ®v,) = ¢* "V @v,®v, &

(1,,®R®1d,,) (¢" "V ®v,®v,®V') = gf“"'“ﬁ,;’v" ®v, ®v, @V

(d®1d,®1dy, )(g* "RV ®v, ®v, ®v')= ¢ IRy, @V

(b ®1d,®1d,. (" RS v, @) = ¢ RPY @ v @v, &Y

(1d,,® R®1d,, )(g* "RV ® v, ®v, ®V') = qz"."‘)ﬁ;f’R;’v/ ®v,®v,®v

(18,.®18,8d) (¢ "RERIV @ v, ®v, @V ) = ¢ VRIRIV ® v,

asi concluimos que ¢"*""RY RV ® v, = v* ®v, lo cual sucede si
b-k)yjrhy pab _ cagk

F**PRYRY =875,

De manera analoga se resuelve para el otro caso,

A TESIS pEBE i,
Sﬁf\{l BE A BIBLIGTECA



En seguida daremos otra prueba del teorema 5.2.8, la cual ésta basada en el
articulo de Turaev,en la cual daremos ciertos morfismos que satisfacen las condiciones
del teorema 5.2.8 .

529 Lema1. Sean a:V**—V y LV — V* talque a(V,)=v, y
bv')=q"™'8!v entonces b =a" b =g, d= (") ,d=(F) .

Demostracién:  Veamos primeramente o’(1)= v'eav) = v ey, = b(1)
na=b . )= =g " e =h(1) nf =h .

Ahora (@)’ (V'ev)=8/ =d(Vev) . (@) =d . (F) (V' ev)= """/
sd(vev) . () =d.

5.2.10 Lema 2. Bajo las hipétesis del Teorema 5.2.8 definamos u=fa" :V — V,
donde a y  son como en el Lema 1, entonces

@ (BR o (181) o (RE)" o (184! =1dyg,
)  mR(u)=1q,

(c) Ro(u®u)=(u®u)oR

Demostracion: Sea u=fa' ftal que ) = Fal(v) = FG) =
o demelgf . _ el Lo S
=g v, = ¢ v, . S LU

Tenemos que la composicion:

@ (BR™N" o (184) o (RE)" o (104} =Wygy : V'OV —> V'OV ; si

=2j+m+] =2j+mel_ i

v ev, ,luego

(Rl{,y)" (g ev) > q'”*mR}ka®v, y componiendo (1®u) (q'z""""Rj'ka v, ) >

q'z/'"'”R;'kvk® g = qz("j’Rj.'kvkev, finalmente (I;,R'l)"(qz({'j’ R;Lv" ®v) -

(9" R}) Rjv'®v, yporteorema 52.8. (d) es igual a 85 v'®v,= v' ®v, .

5l

vi®vj e (1®u)' entonces (1®u)* (v'®vj) =g 5;v'®vk =g
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()] Queremos probar que tE(R*c(1®y))=ldv. sea S = (R-(1®u)),

evaluando R.(1® u)(v,@v) = R(v,@q” ™'y = ¢*""'R(v,@v )= ¢""™'R} (v, ®v,) asi
2f-m-1 K
R}

t,(S)(v,) = SY'v, lo cual es igual a ¢”""'R"v, entonces como observamos se

tenemos que S, = g

tiene que cumplir que ¢ 'RYv, = 8/ , lo cual es cierto por la condicién (ii)(a) del
teorema 5.2.8 . Andlogamente para (R +(1® 4)) en donde 5;’ =¢""™'R/ asi
r(SH)v) = qu‘"”'l_ty_’” v, y por la condicion (ii)(5) del teorema se concluye la prueba .

(c) Demostremos que Ro(u®u)=(u®y)-R, entonces Ro(udu)(v,®v )=

2emel Yetem N gy 2emel 2j-tem = 2i2m) = gl g
Rig"™v,®q"" ™)) = R(g i v,@v,) =¢ Rv,®v,) = R v, ®v,
M 2k-me1

Ahora (u® W)oR(v®v) = (u®m(R'v,®v) = R'q
2(k+1)-2(m+1) Rkl

-1
v, ®q¢ "y, =

Rig™ g™ v,®v, , por lo tanto se tiene que cumplir

v, @V, = ¢
g ply @y, = "’“”""""’va ®v, o lo que es igual

(g HmY L gD R = 0 lo cual es cierto por la condicién (ii)(c) del teorema

528.
*

Demostracién del teorema 5.2.8 basada en el teorema de Turaev. El lema 1
implica [TUR] 4.3 (i), y el lema 2 implica [TUR] 4.3 (iii) . Asi mismo, la condicién (i) del
teorema es la misma que la que se menciona en [TUR] 4.3 (ii), lo cual demuestra el
teorema.(Véase apéndice II)

.

El lema 4.3 del articulo de Turaev (véase [TUR]), es una consecuencia
categorica de la presentacion de la categoria 7z por generadores \_/, \_/ , /M,

= . . ’ .
Y, /< , >< y relaciones. Las relaciones en (i) y (ii) de nuestro teorema
corresponden a las relaciones de @7a .

5.2.11 Definicién,

Sea X el anillo de polinomios de Laurent de Z[g.¢4"'] . Sea V un Z-médulo libre
finitamente generado, m=7 con base {v,..,v,}. Considérese el homomorfismo
X-linear R: V®xV— V®;V definido por:
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-q"" (v, ®v) sii>j
CRM®v)= < ¢ m,8v) sii=j

-g-m (v, ®v) Hg ™ g "W ®v; sii<y

Asi, si calculamos la matriz R}’ obtenemos:

-g7"8;5% : sii>]
RJJ = q—m+15::85 si 1=j_ : N

-8k + (g™ - g"IOfS,  sii<)

El homomorfismo R es solucion de la ecuacién de Yang-Baxter correspondiente a la
representacion vectorial fundamental del algebra de Lie simple 4,_; (vease [Ji]).

m-1

Definimos el homomorfismo R = ¢*"R + (g ¢™")Id,, , calculando

'qm("j ®v)+ (q"H - qm")Vf ®v, sii>j
E(v, ®v;)= "y, ®v, sii=j
~q"v; ®v, sii<j

con lo anterior podemos obtener la matriz correspondiente:

-q"858, + (@™ - ¢™")5}8} sii>j
Ri'= < q"'5f8] S sy
-q"848] . k sii<j

Con un simple calculo se prueba que RR = RR =1d, es decir, una es ia inversa de la
otra.
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5.2.12 Teorema. Seam > 2. Hay un unico funtor F= F,,: OFa —> Gat ( V,V*)
que asocia a cada marafla onentada 3 un homomorfismo X -lineal
F (3) : F(dominio 3) ——» F(codominio 3) que posee las siguientes propiedades:
(i) F(3®3)=F(3)® F(3") paracualesquiera maraflasIy 3" .
@ FM=ldy , Fl)=ldy. , FOAN)=b  FA)=b,F( ) =d,
F(™N=d, FX)=R ,F(X)=R".

Asi, F(3) es un invaniante de isotopia de la marafla 3 .

Demostracién: Por teorema 5.2.8, para la demostracién es suficiente
probar que la R definidaen 5.2.11 satisface las condiciones (i} y (ii) de ese teorema:

()  RyRYRE = RERIRY
st i>j
~q" (88 +8]57 «8785) = —q ™ (8;87+8/6548787) si j=k, i=l, t=q, I=r, g=s, k=p
0 en caso contrario,
sii=j
g™ (858 8787« 8188)=q7™" (895} +875), «88%)  si j=k=I=g=s, t=r, g=p.
0 en caso contrario.
sii<j

~q " (88; 5187 +8;8F )+ (g7 —g 7" )(818}+878] - 5387)=—q " (575 +5;5] - 85])
+ (g™ —g )88 878, -8F8,) sl isl=k=j=q=t=r=s=p.

0 en caso en caso contrario.
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(ii)a)

m
+(q——m+1 - q-m—1) zqu-mdsik +q—m+1q2l-m-16‘k - [(q—mH _q-m-l) un m-1

i-1
jz:’:&qqz;—mt Z 0 -15:5k Z q—mqu-mq&’;a;,._

= J=i41

J=ivt J=itl

=[(q—m+1 _q—m—l)(qli-m+l+qzl-m+3 +qll—m+5+m+q )+qu-2m]5k =

(i1)(b)
LR
=

m-1

9" g

q -q -q

i-1
qu-m-l Z(_qmqu—m—lsja{+q2]-m—l(qm—l _qm+l)5’ksj)

2i-m- l(;f +J§‘_qmq21-m-lsk6‘j=

SHA+ g +q g = g = g g - gH R g Y =

{ii)c)

sii=j

(D — g2y Rt;' -

Si i>j

»_q-m (qz(kﬂ)_;_qz(iu))a:sj =

vq_‘,..ﬂ (q?(*+l)-#qlfi:+j))6f‘5} : <.

sil=} y‘kéj“ IR
. -m(qz(jﬂ)_'qz(wj)) + (qT:;lyxfl_
sik=iyl=j e :

g (@D g )+ (g g (g2 gy =0

0 en cualquier otro caso

a si i=l=j=k

0 simbky

~4™( qzun) _ qz(w)f) =0 éi i=ly j=k

st ki 6 I

+ qll—ZM]B‘k -

[(qll—lm+2 +qzl—2m+4 +q11-2m+6+m+q-1+1_q2l—2m — gli-Imi2 2i-2m+4 24—2m+s__m__

q)+q" bl =8
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@ii)(d)

2(i-b) b
Sea L =Yq¢""RYR] =0,+0,+03+0,+0,+05+0;,+04+0,
i

donde o, = 3 ,0,= Y ,05= X .a,:iz O5= 2 ,0g= X 0= 2
=aq H

i<a i<a i<a = =a =q i>a

jed j=d j>d j<d j=d - jod j<d
Og= 3 ,0g= X . ‘

i>a i>a

J=d J>d

Calculando cada suma se obtiene lo siguiente:

g, =0.
0 si dza 0 d<a,a+b
o, =
g g - g)8? sid<a,a=b
0 si dza 6 d<a<b
g, =< 88 si d<a,b<a.
a=1
(T -4)’8; si d<a,a=bh .
=d+l
og,=0

o . osidZa 6 d<aarb
%6 = T T A e

|o'a-a"8,  sid<ad=b

0 ' SI yrdsél‘ﬂc"):c‘i{a’,"a%b"‘ :
o= T SR R e

8 . si.a<h .y a<d:
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0 si azb
Oy =
-g87558", si a<b

ay=0

De este modo

5545,,*'545 _qusssz g si dSa y b>a
8555 sl dzay azb
T =9 885 ~g80%8, s d=ay a<b
5;51; si d<ay b<a

a-1
[ g -9) - Ta* e —qf]s; s d<ay a=b

Ahora bien, si c#a se obtiene facilmente que
- ﬂ"] -~ - c .
[q"”’”(q )= 54N - q)’]B., sl d<ay a=b
0 . en otro caso.

Por otro lado:

[ -0 @g“"”’)(q‘? )}s=o Send,

calculando

-Z(a—a)-s

[q"‘““"' q"“"’(q +q' 4.4

(q -q) [qZ(c-a)ﬂ ‘qZ(o-a)‘«»‘T = q"+ qf
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PorloqueX =0 sic#a. Enelcasob=d se prueba andlogamente que X =0.

Supongamos ahoraque c=a y b =d, en este caso

1 si d=b>a
L= (8 =1 si b=dzazb (=>a=h)
1 si a>d=b

(Las restricciones (d =a, b>a) y (d<a, a=>5) son incompatibles con (¢c=a, b =d)) .

T =855 .

Una aplicacion del operador F,, es la construccién de polinomios los cuales son
invariantes de isotopia de marafias. En el caso de que 3 sea un enlace orientado,
F,, (3) es un homomorfismo X% -lineal X —> X , esto es, multiplicaciéon por un
elemento del anillo & y este elemento de nuevo es denotado por F,, . Sila maraiia
orientada 3 es producto tensorial de un enlace 3' y una marafia 3", entonces por el
teorema 5.2.12, F,, (3)=F, (3)® F, (3") .

Para calcular el polinomio F(3J), se pueden usar directamente las propiedades
de F enumeradas en el teorema 5.2.12, lo cual es un trabajo laborioso; otra manera de

calcular este polinomio se basa en relaciones iterativas del tipo de Conway, las cuales
definiremos a continuacion.

5.2.13 Definicién.

Decimos que tres clases de isotopia de marafas 7., /_ y £, forman una
terna de Conway si estas clases estan representadas por maraiias, cada una de las
cuales difieren dentro de una bola cerrada donde se ven como X,, X_ y 11, yfuera
de ésta coinciden. Por ejemplo (X, X_, TT) es unatema de Conway.

De las propiedades de la funcion F,, tenemos las igualdades siguientes:

qnFy (Xs}-qmFy (X.)= ¢"R-q7"R™ = (¢-¢")ld = (¢-q*) F,, (1)

entonces tenemos
gl (£4)-q™ By (£2) =(q-q") Fy (£o) (5.2.14)
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para cualquier terna de Conway 4., 2.y %o .

5.3 Elpolinomio de Jones-Conway

5.3.1 Teorema. Existe una tnica funcién P del conjunto de enlaces onientados en
R® al anillo Z|x, x ', y, y '] que posee las siguientes propiedades:

@) P(¢) es un invariante del tipo de isotopia de un enlace ¢
(i) Si © es el nudo tnivial, entonces P(®) = 1
(iii)  Silos enlaces £., £.y £ forman una terma de Conway , entonces

x P(Ly)-x" PE.)=y Pto) (53.2)

Demostracion: Denotaremos el anillo Z[x, x', y, y'] por A. Sea M el
conjunto de clases de isotopia de enlaces orientados en R x (0,1) ~ R* . Consideremos
el A-médulo libre A[M] generado por el conjunto M, Sea N el submédulo generado
por los elementos x £, - x' £ _~ yfo, paratodas las ternas de Conway 4., ¢., £,
del conjunto M . Simbolizemos con ¢ al nudo trivial y denotemos su clase en
A(M)/ N por (@] . Para probar el teorema es suficiente con probar que A(M)/ N es
un A-mddulo libre de rango uno con generador [O].

Primero probaremos que [¢7] genera al médulo A(M)/ N. Dado un diagrama
de enlace D, se puede transformar en una combinacién lineal de enlaces triviales,

mediante cambio de cruces utilizando la relacién x P/, ) -x P )=y P(g) (5.3.2).
Asi, al utilizar repetidas veces (5.3.2) y haciendo induccién sobre el numero de cruces

de cada enlace probamos que el A-médulo A(M)/ N ésta generado por los
elementos [01]=[0], [92], ..., donde &, es es el enlace con n componentes triviales.

Ahora bien, consideremos la terna de Conway On+, @n, O, (vedase la figura).
Al utilizar (5.3.2) obtenemos la siguiente relacién yOn =x O, -x' @, , ©s decir,
[Onv1] =y (x-x)[On]. Porlo que otra vez, por induccién, podemos probar que

{¢] genera A(M)/N.
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a- 00
4=000...

figura 67

&8

Ahora probaremos que para cualquier A diferente de ceroconA e A, A [0]=0.
De acuerdo a los resultados def teorema acadam = 2,3,... yparacada f e M le
corresponde un polinomio F,, (£) € Z[q,q'] . Denotemos con Q el campo de cocientes
del anillo Z[g,4'] . Lafuncién F,,: M ——> Z[q ,q'] se extiende a un homomorfismo
aditivo Fr : AIM]——> Q tal que Fn (A(x, ) £) > AM(g™, g-¢q*) F,, para cualquier
Me,y)eA ytleM,

Sea x/, - x'¢_~- ylo € N porlarelacion gmF, (£+)-q™ F, (£_) =
(g-q") F,, (L) (5.2.14) , tenemos que Fn. (N) = 0. Sea g: A[M]—> A(M)/N el
homomorfismo candnico, por lo anterior, tenemos que existe un homomorfismo
h: A(M)/N —> () talque hog = Fn . Por ofra parte, si calculamos F,, (0)

tenemos £, (0) =y (™ © \J) (1) = (d ©5) (1) = Lqumiz0.
Ahorasi A[0]1=0en A(M)/N, donde A = A(x, y) € A, entonces A O € N, asj

0=Fu (AO)= Mg™,q-q1) F, (O) € Zlg .q") asi, M g™, g-¢*)=0 paraV mz2 2. Asi,
A tendria una infinidad de ceros lo cual es cierto si y sélo si A es el polinomio cero .
.

Al polinomio P se le conoce como el polinomio de Jones-Conway, ademas el

polinomio de Jones y el polinomio de Alexander-Conway (en una variable), son casos
especiales del polinomio 2. Formas equivalentes a este teorema fueron demostradas

simultanea e independientemente por Freyd, Yetter, Lickorish, Millett, Hoste y
Ocneanu, y también por Przytycki y Traczyk. vease [F] y [Prz].
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Apéndice 1

El teorema de cohencia de Mac Lane afirma que en una

“todos” los diagramas que involucran a a, py A conmutan.

Como ejemplo tenemos el siguiente diagrama:

“-m/

((A®B)®C)®D

M1
(A®B)® (C8D)

%o B

el cual es conmutativo.

Apéndice II

Lema. [TUR 4.3) Considerese % un anillo conmutati

Sean V y W 92 -mddulos de rango finito.

A®

(A® (BEC) ® D —22 5 A ® ((BEC)® D)

categoria monoidal,

u&lﬂw

B ® (C®D))

ocon 1.

Considérese la funcién

F.0b( 8Fa) —> Ob(Gat(V,W)) tal que F(D)=9R y para la sucesién (,,..., ¢, ) la cual
consistede 1y-1, F(s,,..., &) = Fls,) ® F(&) ® ... ® F(s) donde F(1)=VyF(-1)=W.
Sea R: V@V —» V®V un FA-isomorfismoy seanb, b, d yd $E-homomorfismos:

K— We®V, K —> VW,
respectivamente.

entonces para que F se extienda a un funtor;

ww —

K, wRV — K




F. &Fa—> Gat(V.W)
talque F(\J)=b F(\J)=b,F(r\)=d, F({\)=d,
F(X) =R F(X)=gR"
es necesario y suficiente que se cumplan las siguientes condiciones:

(i) Existan gt-isomorfismos o . W*—-V y LV* —W tal que b= a",
b=pd=@") d=@").
(i) R satisface la ecuacion de Yang-Baxter.

(i) Si u=fa’':V —> V, donde ay p son isomorfismos como en
(i), entonces:

@  (BR) o (1840 (RPY)" o (101 =1d,4,

®) R 1O =14,

(€}  Ro(udu)=(udupeR.
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