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ABSTRACT

IN THIS THESIS, Wz APPLY THE KALMAY FILTER TO GaENERATES POPULATION
PROYECTIONS, TO EVALUATE POPULATIGN POLICIES, AS WELL AS TO ANALYSE THZ
EFFECT O THE PCRPULATICAN ESTIMATES WHEN THE VARIANCE OF TRIE ERROR
CHANGE IN THE STATI-SPACE RQUATIONS.

THE KATMAN DILTER PRODUCES AN INERATIVE AND UNBIASED SSTIMATOR WHICH
GENERAILIZDS THE ORDINARY LEAST SQUARSS METHOD WHEN THE PARAMETIIRS
VARY IN TIME.

UsuAaLLY, IT IS ASSUMED TT1AT ERRORS IN THE STATE~-SPACE ZNUATIONS
ARE UNCORRELATED. WE EXTEND THE DROCEDUREZ TO THE CASE OF CORRELATED

ERRORS .
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Introduccion

El Filtro de Kalman ha sido aplicado exitosamente a problemas de ingenieria
de control. Muchos de los articulos publicados en la literatura sobre el Filtro

de Kalman aparecen en revistas de ingenieria con un lenguaje y estilo propio
Recientemente se ha utilizado fuera del campo de

ajeno a la estadistica.
la ingenieria; en prondsticos de corto plazo, en el andlisis de experimentos

dosis-respuesta y en la evaluacién de politicas macroeconémicas.

I.a metodologia del Filtro de Kalman es potencialmente de gran interés
en el and. .3 de series de tiempo con pariametros dependientes del tiempo.
E! Filtro de Kalman es un estimador recursivo e insesgado que generaliza
el método cldasico de minimos cuadrados cuando los parametros cambian
con el tiempo. La dindmica de las variables observables v no observables
en el Filtro de Kalman estin gobernadas por dos ecuaciones: una ecuacién
de observacién y una ecuacidn de transicién y ambas contienen un error

estocastico. Se supone que dichos errores no estdn correlacionados.

Los objetivos del presente trabajo son de dos tipos: uno de orden aplica-

tivo y otro de cardcter tedrico.

En primer lugar, se realizard una aplicacién novedosa del Filtro de Kalman
en la estimacién de poblaciones a nivel nacional y en el analisis de politicas de
poblacién. Esta técnica resulta adecuada en este caso, debido a la dinamica
demografica, la cual es determinada por las condiciones sociales y econémicas
de la poblacién, mismas que han sufrido importantes transformaciones en el

tiempo.

En segundo lugar, se extiende la metodologia del Filtro de Kalman cuando
se presenta correlacién entre los errores. En el modelo demografico que se
presenta, las fuentes de informacién que se utilizan para su implementacién



son las mismas para la ccuacion de observacion que para la ccuacion de
transicion por lo que se podria esperar que los errores de ambas ccuaciones
s¢ encucntran correlacionades. LLos propdsitos especificos son:

i) Aplicar ¢l Filtro de Kalman en la elaboracion de proyeceiones de poblacion

a nivel nacional.
tntan cada dicz anos, por lo cual no se

IZn nuestro pais los censos se ley

dispone de informacion para los anos no censales. El Filtro de Kalman puede
ser una téenica 1itil para proyectar poblaciones anualmeoente, nsando pocos
datos demogriticos. Se hardn comparaciones con resultados obtenidos con
otras técnicas doe proveceion. A la fecha solo se han utilizado metodologias
restringidas al campo de los especialistas en poblacion.

ii) Aplicar ol FFiltro de Kalman al an:idlisis de politicas de poblacion.

ISn Néxico se hhan establecido metas de crecimiento demogralico. sobroe todo
cn ol campo de la natalidad. v se ha avanzado poco en la evaluacion de las
mismas. s de especial interdés comparar Ia trayectoria de la poblacién sin
Yy con programias cn materia doe regulacion de La feenndidad., es decir, comn-
parar resultados sin politica con resultados con politica. Fsti comparacion
permite analizar ol esfucerzo que o] Fstado Mexicano tendria gue hacer para
cumplir con los objetivos planteiados. Flste anaddisis nos conduce a un proble-
ma de optimizacion cuadratico, sujeto o las ccuaciones de observacion v de
transicion.
iii) Extender la meoetodologia del Filtro de Walman on ol caso de gue Jos
ruidos de las eccuaciones de observacidon v de transicion estén correlacionados.,
os decir,

s vl o
La teoria desarrvollada respecto al Filtro de Kalman supone gue los erroves
son no correlacionados. [2n este sentido, resalta de interds estudiar cormno se
transforman las cenaciones Mndameentales del Filtro de Kalman al inmroduacir
este supuesto mas goenoeral.

iv) Analizar ol efecto on las proyvecciones de poblacion en ol caso de gue
se adopten diferontes niveles de las varinnzas de los orrores, tanto en ol caso
de 1a cenacion de transicion conto en ol de la ccuacian de obsorvieion.



todas las proyecciones de poblacién que se han realizado

Hasta la fecha,
En ningin caso se dan

en nuestro pais proporcionan resultados puntuales.
estimaciones en rangos de variabilidad. Esta técnica permite dar estimaciones
de la poblacién con sus intervalos de confianza.

Uno de los problemas que se presenta en la planeacién social y econémica
-vicidén futura sobre la poblacién, y sobre los componentes

4 poblacion, debido a que las técnicas que se usan re-

es la falta de ir." -
F1 Filtro de Kalman permite

del crecimiento .
quieren de mucha informacién demografica.
disponer de pronésticos con menor esfuerzo. La informacidn sobre el nimero

de personas es de gran utilidad en la planeacion de la educacién, de la salud,
de la vivienda, del empleo, sélo por mencionar algunos campos. Aproximarse
al conocimiento del nimero de habitantes que tendrd este pails, podria apo-
var a los encargados en !a toma de decisiones sobre cudles son y serian las

Dichas politicas minimizardan el esfuerzo en la

mejores politicas a adoptar.
obtencién de metas. Si los politicos de hace medio siglo hubieran tenido un

instrumental técnico para estimar y proyectar poblacién, es probable que el
tema demografico no se hubiera convertido en un problema fundamental del

desarrollo de México.
El desarrollo de este trabajo es como sigue:
En el capitulo I, se presentan las diversas técnicas de prondstico de la

poblacién de México que se han realizado desde hace medio siglo, a fin de
En el capitulo II, se estudian los aspec-

establecer un marco comparativo.
En primer lugar, se analiza el Filtro de

tos tedricos del Filtro de Kalman.
Kalman a través de la minimizacién del error cuadratico medio, luego se

introduce un enfoque alternativo del Filtro de Kalman en el marco de la
estadistica Bayesiana y finalmente se establece el vinculo entre el Filtro de
Kalman y la programacién dinamica. En el capitulo III, se proporciona una
extensiéon del Filtro de Kalman cuando los errores estan correlacionados. En
el capitulo [V, se introduce un nuevo modelo de estimaciones de poblacién
utilizando el Filtro de Kalman. El capitulo V plantea un modelo para el
establecimiento de escenarios, los cuales son de utilidad en la evaluacién de
politicas de poblacidén. Finalmente, se presentan un conjunto de resultados
en donde se analiza el efecto de diferentes niveles de varianza de los errores

de las ecuaciones de observacion y de transicién sobre las proyecciones de
poblacion y las conclusiones sobre este trabajo. Asimismo, se presenta un
apéndice sobre los términos demograficos usados en el trabajo y un apéndice
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que describe en forma breve la evolucién histérica de la teoria de estimacién
hasta llegar al Filtro de Kalman.



I. Marco general: métodos
estadistico demograficos de
proyecciones de la poblacion

de México

Bien sea por medio de la magia o de la ciencia, los seres humanos han inten-
tado, desde siempre, adivinar lo que el futuro les tiene reservado. Para los
mexicas, por ejemplo, el mundo por ellos habitado era uno mas de los mu-
chos que los habian precedido y ellos mismoes serian remplazados por otros
habitantes. El futuro estaba determinado por esta evolucidn ciclica; de ahi
que la existencia de los individuos estuviera supeditada a vivir el presente y

El interés por dominar el tiempo estaba dirigido, por un lado, a

el pasado.
encontrar la clave para entender y prever los fenémenos naturales y, por el
“Nada nuevo hay bajo el sol”,

otro, a definir el destino de los seres humanos.
dice el Eclesiastés. Este es el anuncio profético de la repeticion de todas las

cosas.
A diferencia de la antigiiedad, en la época actual los individuos toman

al futuro como punto de referencia y organizan sus instituciones y activi-
Aproximarse al futuro de las

dades de acuerdo con esa visién del mundo.
sociedades y en particular conocer el nimero de personas que habrad en los

préximos afios es una necesidad, aun cuando se sabe que no es posible prede-
cir el porvenir con precisién. Las proyecciones de poblacién son importantes
en la programacién econémica y social e indispensables para calcular los
requerimientos futuros en materia de educacién, empleo, vivienda, salud y
seguridad social. Dichas proyecciones ayudan también a entender mejor la
dindmica de los fenémenos demogréaficos, pues permiten estudiar los efectos
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de las variaciones de las tasas de natalidad, mortalidad y migracién en la
estructura por edades, asi como predecir el futuro y comprender el pasado.
Por su parte, la proyeccién de escenarios deseables permite proponer alterna-
tivas a la evolucidn de fendmenos demograficos que pueden provocar efectos

negativos en el desarrollo del pais.

Las primeras proyecciones demograficas fueron las de la poblacién total,
pues no se contaba con datos de los nacimientos, < fun ons © migracién.
Las perspectivas de peblacion realizadas por Gregory Wing en .uglaterra ha-
cia fines del siglo XVII se basaban en el tiempo de duplicaciéon del nimero
de habitantes. King realizé sus pronésticos de la poblacién del Reino Unido
al final de cada siglo hasta el afio 2030. Malthus también hizo proyecciones
utilizando la tasa geométrica de crecimiento, aunque pronto advirtié que
las perspectivas demograficas, basadas en las tasas de crecimiento o decreci-
miento existentes, tenian poca confiabilidad debido a la irregularidad de epi-
demias y hambrunas que afectaban el nivel de los nacimientos. Suponiendo-
decia Malthus- que la cantidad de alimentos producidos en la etapa inicial se
pudiera multiplicar por dos en 25 afios y que la poblacién se duplicara cada

cuarto de siglo, ocurriria lo siguiente:
“Supongamos que la poblacién de nuestra isla es de 11 millones de habi-
tantes- se referia a Inglaterra- ¥y que la produccién actual basta para sostener
bien a ese nuimero de personas. Al cabo de los 25 primeros afios la poblacién
seria. de 22 millones de habitantes y, habiéndose doblado la produccién de
alimentos, los medios de subsistencia seguirian bastando para la poblacién.
En los 25 anos siguientes, la duplicacidon seria de 44 millones y los medios
de subsistencia sdlo bastarian para mantener a 33 millones de habitantes.
En el siguiente periodo de 25 afios la poblacién seria de 88 millones y los
alimentos sélo bastarian para mantener a la mitad de ese nimero de per-
sonas. Y al finalizar el primer siglo la poblacién seria de 176 millones de
habitantes y los abastecimientos sdlo podrian mantener a 55 millones, lo que
dejariea sin medios de susbsistencia a 121 millones” (Malthus,1951). Malthus
consideraba la tasa geométrica y el tiempo de duplicacién como instrumen-
tos clave para elaborar proyecciones de poblacién. Durante lcs siglos XVII
¥y XVIII el tiempo de duplicacién de la poblaciéon era la metodologia uti-
lizada en esas proyecciones (Naciones Unidas,1978). La funcién geométrica
es P = Po(l + 7). A fin de avanzar en las metodologias de proyecciones
en los siglos XVIII y XIX fue preciso realizar con cierta regularidad censos
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completos. Los prondsticos que se hacian a principios del siglo XIX suponian

un crecimiento geomeétrico de la poblacién. Mas tarde se cuestionaron las
aron a hacer supuestos de tasas de crecimiento en des-

hipdtesis y se -

censo.
Posteriormen. se utilizaron funciones matemaédticas para hacer proyec-
ciones de poblaci .n. La funcién maés conocida es la logistica, cuya primera
versiéon fue realizada por Verhulst en 1848 y retomada por Pearl y Reed en
1920. Se basa en la hipdotesis de que las poblaciones tienden a alcanzar un
Esta funcidn se sigue utilizando para proyec-

limite que luego no superan.
tar el comportamiento futuro de la fecundidad y la mortalidad, aunque se

le critica no sélo por ser demasiado mecdnica, sino por no tomar en cuenta
Sin embargo, su aplicaciéon para periodos

la estructura por sexo y edad.
breves produce resultados certeros. Otras funciones en que existen limites en

el ritmo de crecimiento demografico son la de Gompertz: kg y Makeham:

A+ B<.
Con el método de los componentes se empieza a poner mayor atencién en

elaborar proyecciones de poblacidén. Este método se utiliza en la actualidad y

consiste en aplicar hipdtesis sobre la fecundidad, la mortalidad y la migracion
Cada grupo de edades se proyecta con

a la composiciéon por edad y sexo.
probabilidades de supervivencia. LLos nacimientos se obtienen a partir de las
tasas especificas de fecundidad proyectadas y se proyectan en el tiempo. A la
estructura resultante se le suman o restan los migrantes. En 1895, Cannan
aplicé un procedimiento que en esencia es el de los componentes para preparar

las proyecciones de Inglaterra y Gales.
Después de la segunda guerra mundial se estimuld la planificacién del de-
sarrollo a fin de reconstruir las economias devastadas por el conflicto bélico.
Esto motivé que se realizaran proyecciones demogrificas de la poblacién to-
tal, por grupos de edades, medios rural y urbano, hogares y farilias, entre
otros. En los anos veinte las proyecciones se realizaban utilizando curvas,
en especial la funcién exponencial; en los treinta, se usaba la logistica, y en
los cincuenta, el citado método de los componentes. A partir del siguiente
decenio y hasata la fecha se utilizan variaciones del mismo método, que se
ha perfeccionado. La calidad de los resultados de la técnica de los compo-
nentes depende de la confiabilidad primordialmente de las hipdtesis. Al final
del capitulo se presentan las técnicas de proyeccién utilizadas en diverscs

momentos.



I.1 Las proyecciones demograficas de Meéxico
en la perspectiva histdrica

Meéxico cuenta con una amplia historia en la realizacién de proyecciones de-
mograficas. La Division de Poblacién de las Naciones Unidas publicé en
‘e poblacién por sexo y grupos de edad para el periodo

1954 provercin:
1950-1980 correspondientes a Centroamérica v México. Se establecieron tres
hipotesis sobre el nimero de nacimientos futuros: una miaxima, una media
v una minima. Segin la clasificacidén del pais en relacién con la natalidad se
determiné la forma de la transicidn. Por lo que se refiere a la mortalidad, se
trazaron curvas representativas, cada una de las cuales permite determinar
la evolucién de las tasas de mortalidad por edad (Naciones Un’ 954).

En 1958, Coale y Hoover realizaron proyecciones de poblacién mediante
el método de los componentes con base en la poblaciéon de 1950 y analizaron
las perspectivas demograficas y su influencia en el desarrollo econédmico. Es-
tudiaron en especial los efectos de los cambios en los niveles de fecundidad
sobre los procesos econémicos. Analizaron el caso de la India e incluyeron a
Meéxico como ejemplo de un pais de baja densidad demografica en contraste

con la India (Coale y Hoover, 1958).

En 1960 Louis Ducoff preparé para la CEPAL un estudio sobre los proble-
mas demogrificos de Centroameérica ¥y México v sus efectos en el desarrollo de
la region. En especial se intentd establecer la relacidn entre el crecimiento de-
mografico y los problemas referentes a la integracién econémica de la regidn.
Para ello se corrigieron las proyvecciones existentes, pues se observé que lo:
niveles de natalidad se habian subestimado. Asimismo, debido a que se cal-
cularon niveles de mortalidad superiores a los del trabajo de las Naciones
Unidas en 1954, las cifras de poblacién obtenidas son menores que las calcu-

ladas en ese ano (Naciones IUnidas,1960).
Gustavo Cabrera realizé en 1960 estimaciones de la poblacién del pais,
para lo cual establecid tres hipétesis de la dinémica futura de la fecundidad:
una constante y dos que suponian un descenso. Respecto a la mortalidad
establecié un incremento de dos afios en la esperanza de vida al nacer por
cada quinquenio. Segin esta proyeccién la poblacién pasaria de 35.1 millones
en 1960 a una cifra de entre 60.7 y 65.2 millones en 1980 (Cabrera,1960).



En 1962 se publicaron las proyecciones de poblacién realizadas por Julio
Duran Ochoa. Ese trabajo tomd como base los datos censales de 1960 y
adoptd el supuesto de que la fecundidad permaneceria invariable de 1960 a
1980. Con respecto a la mortalidad se consideré un incremento en la espe-
ranza de vida al nacer de 2.5 anos por cada cinco (Durdan,1962). Un afio mas
tarde Zulma Recchini elaboro proyvecciones de poblacién por grupos de edad
¥y sexo para el periodo 1960-1980. Supuso una fecr .’ ul.c stante y un
aumento de la esperanza de vida al nacer de 2.5 aflos cada quiuquenio (Rec-
chini,1963). En 1964, Zulma Recchini y Miguel Chavira, y en 1966 Miguel
Chavira realizan proyecciones demograficas. Sus resultados son sermnejantes a

los de Recchini en 1963.
En 1966 se publicaron las proyecciones de poblacidn para el periodo 1960~

1980 de Benitez y Cabrera. En ellas se utilizé el método de los componentes
y la poblacién base fue la del censo de 1960. Se establecieron tres hipdtesis
respecto a la fecundidad: 1)constante; 2)constante hasta 1970 y con descensos
de 5 por ciento de 1970 a 1975 y de 10 por ciento de 1975 a 1980, y 3)constante
hasta 1965, con descensos de 5 por ciento de 1965 a 1970, de 10 por ciento
de 1970 a 1975 y de 15 por ciento de 1975 a 1980 (Benitez y Cabrera,1966).
Los resultados de esas proyecciones condujeron a modificar los objetivos de
la politica de poblacidén: de pronatalista se convirtié en reguladora del ritmo
de crecimiento demografico del pais.

En 1978 la Secretaria de Programacién y Presupuesto (SPP) elaboré
proyecciones de 1970 al afio 2000. La poblacién base fue la del censo de
1970, corregida y proyectada al 30 de junio. Se establecieron cuatro hipdtesis
de fecundidad y una de mortalidad. Los resultados son superiores a los de
las otras perspectivas demogrificas. Con base en la hipdtesis de fecundidad
constante se estimoé una poblacion de 151.8 millones de habitantes, cifra muy
elevada si se le compara con las otras proyecciones demograficas (Secreta-
ria de Programacién y Presupuesto,1978). En todas las proyecciones no se
consideré la migracién internacional.

En 1980 Sergio Camposortega elaboré perspectivas demograficas para el
periodo 1970-2040. Planted dos hipotesis de mortalidad, cinco de fecun-
didad y cuatro de migracidén. Seleccioné ocho provecciones de poblacién
que cubren la banda probable de la dindmica demogrdfica futura y dos que
definen los limites méaximo y minimo. Dichas proyecciones son: 1)limite
méaximo; 2)limite mdaximo probable; 3)variacién 1: limite maximo probable;
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4)variacién 2: limite méaximo probable; 5)variacién 1: alternativa media;
6)hipdtesis recomendada; 7)variacién 2: alternativa media; &)variacién 1:
limite minimo probable; 9)limite minimo probable; 10)limite minimo. Los
resultados varian para el afio 2000 entre 99.1 millones segtn el limite minimo
y 133 millones de personas a partir del limite maximo (Camposortega, 1980).

La SPP. el (Crnnsejo Nacional de Poblacién (Conapo) y el Centro Lati-
noamerica.. - ografia (Celade) publicaicn en 1983 las proyecciones de
poblacién para ei periodo 1980-2000. La poblacidon base fue la de 1980. Se
planteé una sola hipStesis de mortalidad suponiendo que la ganancia en la
esperanza de vida se hace maés lenta conforme este indicador es mayor. Para
obtener los niveles futuros de la fecundidad se utilizé un modelo logfstico.
Respecto a la migracién internacional se supuso que los saldos netos migra-
torios del periodo 1560-1970 se mantenian constantes para el periodo de la
proyeccién. Se realizaron dos proyecciones de poblacién: una de ellas, la
programaética, tomd en cuenta la meta de crecimiento demogrdfico de 1 por
ciento al aiio 2000; la otra, denominada alternativa, presenté un panorama
futuro al que se llegaria en el supuesto de que la disminucién de la fecun-
didad fuera menor que la establecida en la pslitica de poblacién (Secretaria
de Programacién y Presupuesto, Consejo Nacional de Poblacién y Centro
Latinoamericano de Demografia,1983).

A mediados de los ochenta, el INEGI y el Conapo elaboraron "’ Las proyec-
ciones de la poblaciéon de México y de las entidades federativas: 1980-2010”
(INEGI y Conapo,1985). Para proyectar la mortalidad se aplicé una funcidén
logistica a las esperanzas de vida entre 1950 y 1980. Respecto a la fecundidad
se plantearon dos hipdtesis: la programadtica v la alternativa. La primera se
aproxima a la meta de crecimiento demogrdfico de 1 por ciento al afio 2000
planteada por el Conapo en 1977. La alternativa supone que se llegarda a
una cifra mds elevada en la tasa de crecimiento demogréfico: 1.6 por ciento
anual. La migracién internacional se mantuvo constante en el periodo de la
proyeccion a la observeda de 1975 a 1980.

Un adio después, Niufez y Moreno efectuaron proyecciones de poblacién

urbanas y rurales para 1980-2010 con base en el modelo multirregional. Este
incorpora de manera explicita los componentes demograficos como el método

cldsico, pero ademds considera simultdneamente la interrelacién de las varia-

bles demograficas.
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En 1992 la Divisién de Poblacién de la ONU publicé el documento World
Population Prospects, donde se revisan las proyecciones demograficas reali-
zadas hasta esa fecha. Segun la hipdtesis intermedia. la poblacién calculada
para el 2000 es de 102.6 millones (Naciones Unidas,1992).

En 1993 el Conapo elaboré provecciones para el pericodo 1990-2025 con

Para el afic 2000 calcula una

base en los resultados del censo de 1930.
R L] 0-2005, una

poblacion de 100.5 millones de habitantes, y para ei
esperanza de vida al nacer de 73 afos y una tasa globa: de ..cundidad de
2.5. La poblacién estimada para el 2025 es de 130.8 millones de personas,
casi el doble de la censada en 1980 (66.8 millones). Esto significa que antes
del 2025 se debe construir otro México como el de 1980, aun cuando la tasa
de crecimiento demogridfico en el 2025 se encontrara por debajo de 1 por
ciento anual. En el cuadro se presentan los resultados de las proyecciones de
poblacién hasta el afio 2000 segtin diversos autores e instituciones.

La exactitud de una proyeccidon de poblacién depende en gran medida
del periodo que se considere: a 3 o 10 afios san confiables y de utilidad para
planes quinquenales; a 15-20 afios son menos ciertas, pero reflejan la dinamica
general, y a 30-35 anos indican como seria la estructura de la poblacién en
un periodo lejano si operan los procesos de la actualidad.

Al comparar las diversas proyecciones de poblacién con los datos censales

se observa una diferencia significativa si se toma como base la poblacion
inicial de la proyeccién. En este anadlisis sélo se consideran las proyecciones
siguientes: media, programaética o tinica. Se observa que las estimaciones
futuras son mas certeras en plazos breves. El intervalo que se forma entre la

proyeccion mas baja y la mas elevada incluye a la poblacién de los censos de
1960, 1970 y 1980. El rango de variacién en 1960 va de 33.3 a 36.0 millones
de personas, mientras el censo enumerd a 34.9 millones. En 1970 la banda
oscilé de 41.8 a 51.1 millones, y la poblacién censal fue de 48.2 millones y se
censaron 66.8 millones de personas. En 1990 varia de 84.5 a 99.7 millones. El
intervalo de variacién es el siguiente: 1960, 2.7 millones; 1970, 9.3 millones;
1980, 9.3, ¥ 1990, 15.2 millones, lo que muestra el aumento del diferencial
en el tiempo. Emn el dltimo ano senalado el intervalo de variacién de las
proyecciones no incluye la censal, en gran medida debido a que las hipdGtesis
de la migracién internacional no fueron adecuadas (salieron del pais ma4ds

ciudadanos de los que se habia previsto).



Al analizar los resultados del cuadro que aparece al final de este apartado
se distinguen tres etapas bien definidas: en la primera las proyecciones reali-
zadas en los cincuenta y los sesenta presentan rangos de variaciéon pequenos
en el nuimero de habitantes; en la segunda, formada por las proyecciones de
1978 y 1980, los intervalos de variacién son grandes, vy en la tercera, que
incluye las proyecciones realizadas de 1983 a la fecha, los rangos se vuelven a
Una proyeccién es ttil cuando las hipdtesis planteadas se traducen

reducir.
Un intervalo de variacién muy amplio

en rangos de poblacién pequerios.
no es de utilidad, puesto que es muy probable que caigan los resultados de

poblaciéon de los censos.
Pese a que hoy se dispone de mayor informacion, super computadoras

Yy técnicas matemadticas mds avanzadas, no se ha logrado avanzar en las
Se ha dedicado més tiempo a las itécnicas y a

proyecciones de poblacién.
En

la computacién que a la formulacién cuidadosa y analitica de hipdtesis.
este sentido, es preferible detenerse a reflexionar sobre el futuro demografico
que aplicar complejas metodologias matemaéticas. Por tanto. las perspectivas
demogrdficas solo se deben tomar como una guia para establecer objetivos y

metas en la planeacién del desarrollo.

I.2 Situacién demografica actual ¥y futura

En 1995 la poblacién del mundo llegé a 5 600 millones de habitantes. antes
de finalizar el siglo seremos 6 900 millones, 7 000 un poco antes del 2010
¥y 8 000 en el 2020. Para ilustrar la velocidad del ritmo de crecimiento de
la poblacién mundial v la historia demogréafica desde la aparicién del Homo
erectus hasta 1987 -afio en que se llegéd a 5 000 millones de habitantes- se
comprime en un solo aio un periodo que abarca un millén de anos.

El Homo erectus aparece a las cero horas del 1 de enero del afio de-
mogriafico. Transcurre casi todo el afio v a las 23:00h del tltimo dia de] mes
de diciembre {1850) 1 000 millones de habitantes habitan el planeta. A las
23:30h (1930) la cantidad asciende a 2 000 millones; quince minutos después
(1960), a 3 000 millones, y a las 24:00h del iltimmo dia del aio (1987), el
numero es de 5 000 millones. Los iiltimos 4 000 millones se alcanzaron en
silo una hora del afio demografico. A las 00:05h del primero de enero del
siguiente ano (1999) habra 6 000 millones; 7 000 a las 60:11h (2010); 8 000 a
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las NN:17h (2020) y 10 000 millones a las 00:45 hrs (2075). De 1987 al 2075,
!.ir, en 838 afos se tendria que construir vtro mundo como el de 1987,

es o
Testigo de grandes transformaciones econémicas, sociales y tecnoldgicas,

el siglo XX presencié también los cambios demograficos mas intensos de la
historia. En la tercera década de este siglo la poblacién del planeta ascendid

a 2 000 millone<. Se necesité por lo menos un millén de afios para que esto
JJue en pricticamente seis décadas la poblacién pasé de

ocurriera, Liiciii. :

esa cifra a los actuales 5 600 millones de habitantes que habitan el planeta.
El crecimiento demografico mundial es de aproximadamente mil millones de
personas cada 12 anfos.

En este orden de ideas, ,cudl es la situacién demogrédfica de México?
Segiin el censo, el pais tenia 81.2 millones de habitantes en 1990 -el undécimo
mas poblado del mundo-; se estima que en el 2000 la cantidad ascendera a
100 millones.

La tasa anual de crecimiento demografico pasd de 3.4 por ciento en 1970 a
2 por ciento en 1990. A pesar de la importancia de esa disminucidn, el ritmo
es aun elevado, pues de mantenerse la poblacién se duplicaria en periodos de
35 anos. Cabe sefialar que dicho descenso se ha presentado en mayor medida
en las zonas urbanas y en los estratos de poblacidn medios y altos.

En 1990, 38.4 por ciento de la poblacién pertenecia al grupo de 0 a 14
anos; 57.4 por ciento al de 15 a 64 afnos, y 4.2 por ciento al de 65 anos y
mas. Se prevé que en el 2025, 23 por ciento tendra menos de 15 afios; 68 por
ciento, entre 15 y 64, y 9 por ciento mayor de 65 (CONAPO,1993).

De 1960 a 1990 se registraron cambios importantes en la tasa global de
fecundidad. A fines de los sesenta el promedio de hijos por mujer al terminar
su vida fértil era de 7 y la de 1990 se calculé en 3.4. El descenso de la
fecundidad no fue homogéneo en todos los grupos; difiere segin la escolaridad
Yy el lugar de residencia. La Encuesta Nacional sobre Fecundidad y Salud
(ENFES), realizada en 1987, muestra que las mujeres que habitan en las
idreas metropolitanas tienen tres hijos menos que las que viven en localidades
menores a 20 000 habitantes. Con respecto a la escolaridad se observa un
hecho semejante: quienes cursaron la primaria completa tienen dos hijos
menos que las que no la cursaron.

La mortalidad ha descendido de manera importante. La esperanza de
vida al nacer aumentd de 58 afos en 1960 a 71 afos en la actualidad.
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Las cifras globales esconden las acentuadas diferencias entre las entidades

federativas: en 1988 en Nuevo Ledn la esperanza de vida al nacer era de 74
afios, mientras que en Qaxaca era ligeramente mayor de 60: una brecha de

14 anos.

La tasa de mortalidad infantil, considerada como un indicador del de-
sarrollo, ha presentado una continua disminucién: de 132 en 1950 a 40.9
defunciones de ninos menores de un aiio por cada 09 nac los vivos en

1990.
A comienzos del siglo XX la natalidad y la mortalidad eran elevadas. La
esperanza de vida al nacer era de alrededor de 30 afios. Un alto procentaje

de los nifios que nacian en esta época no conocian a sus padres y abuelos
Incluso, debido a que

como resultado de Ia reducida esperanza de vida.

la fecundidad y la mortalidad infantil y en la nifiez eran elevadas, muchos
Las personas se

infantes no llegaban a conocer ni siquiera a sus hermanos.
casaban jovenes y debido a la elevada mortalidad, las uniones conyugales

duraban poco.
La migracién interna ha desemperfiado un papel importante en el creci-

miento de la poblacién. Esta se ha concentrado principalmente en el cen-
tro del pais, integrado por 13 entidades federativas, donde radican seis de
cada diez personas ocupando sélo 20 por ciento del territorio nacional. La
poblacién tambiéu se concentra en cuatro zonas metropolitanas. En 1990
la Ciudad de Meéxico concentraba a 16 millones de personas, casi la quinta
parte de la poblacién total. Del censo de 1990 se desprende que la fuerza
de atraccidon de las ciudades mas grandes ha cedido terreno a las ciudades

intermedias.
La baja de la fecundidad traera importantes efectos en la estructura por

edades: se reducira la poblacién en edad escolar y preescolar en términos
relativos y absolutos y aumentarsa la proporcion de los habitantes en edades
activas y avanzadas. En tanto que ese descenso tiene efectos directos en la
poblacién que demandar4d escuelas y atencién a la salud materno-infantil, las
repercusiones son mas lentas y tardan maés tiempo en afectar la estructura y
el niimero de la poblacién en edad activa, pues ésta ya ha nacido.

. Qué nos espera en el futuro?
Los escenarios demograficos del futuro, asi como las demandas y presiones
de orden social que van a generarse, son previsibles. La observacién de las
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tendencias de la poblacién y sus posibles modificaciones brindan los elementos
necesarios para apreciar la magnitud de los esfuerzos que se sugieren en
educacidn, salud, empleo, vivienda y nutricién. E] andlisis comprende el
periodo 1390-2025.

En el supuesto de que el ritmo anual de crecimiento demografico descen-
diera de 1.9 por ~*~1to en 1993 a 0.7 por ciento en el periodo 2020-2025, la
poblacién .. .. iltimo afio ascenderia a 130.8 millones de personas. Los
efectos del decremcoento serian los siguientes: i)jla poblacién en edad prescolar
y escolar (0-14) pasaria de 32.1 millones en 1990 a 30.1 millones en el 2025.
ii)El volumen de la poblacién en edad activa (15-64) pasaria de 48.1 millones
en 1990 a 88.9 en el 2025. iii)La poblacion en edad de jubilacién (65 y mas)
se elevaria de 3.6 millones en 1990 a 11.8 millones en el 2025. Esto significa
que ya han nacido o estdn por nacer muchos de los que requerirdn empleo
en el 2025 y su niimero seria casi el doble de la poblaciéon en edad activa
de 1990. La poblacién en edad avanzada del 2025 se habria multiplicado
por tres respecto a 1990. Este fendomeno, en cambio, no se presentaria en el
grupo de edades de 0 a 14 afnos, ya que este grupo se reduciria en 2 millones
de 1990 al 2025. El descenso del ritmo de crecimiento de la poblacién dard
como resultado que las politicas de bienestar social orientadas a determina-
dos sectores (educacién, salud) tendrédn la posibilidad de trascender la mera
prestacion de servicios atada por el problema cuantitativo, a una politica
en que lo cualitativo sea el eje central de la planificacidon del desarrollo. Es
importante destacar, por ejemplo, que el ritmo de formacién de profesores
debe reducirse, pues podria ocurrir que hubiera maestros sin alumnos.

Si bien es necesaria, la regulacién de la tasa de crecimiento es insuficiente
para adecuar los procesos demogrdficos con los del desarrollo. Es urgente,
ademads, regular los movimientos migratorios, sea estimulando la permanen-
cia de la poblacidén en su lugar de origen o reorientando las migraciones hacia

ciudades de tamano intermedio a zonas con recursos naturales y produc-
L.a regulacion de los movimientos

tivos mediante la creaciéon de empleos.
migratorios y la disminucién del crecimiento demogrdafico hardn posible que

la poblacién de las zonas metropolitanas se reduzca.

La alarma sobre el proceso de urbanizacién ha crecido con las proyecciones
realizadas para las poblaciones futuras de algunas de las zonas metropolitanas
mas grandes del pais. Se proyecta que la Ciudad de México, por ejemplo, se
hubiera podido transformar en una poblacién con 31 millones de personas en
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el afno 2000 si hubiera permanecido invariable el ritmo de crecimiento de la
poblacién del decenio de los setenta.

Es importante destacar que atin se tendrdn que hacer esfuerzos impor-
tantes para intensificar la salud reproductiva en el marco de los programas
sociales, sobre todo en las zonas marginales y las dreas rurales que muestran
un lento descenso de la natalidad y una mortalidad elevada. Tstos esfuer-
zos se deben enmarcar en los programas econémicos - - -ial idientes a
mejorar las condiciones de vida. Al mismo tiempo, sc¢ deizen . las bases
para elevar la calidad de la vida en las zonas que expulsan poblacién.

En este sentido, las acciones que se emprendan tendrdn mejor aceptacién
¥y mayores posibilidades de éxito si se sustentan en la amplia participacién
ciudadana. Esta solo podra lograrse mediante la consolidacién de los pro-
gramas de educacidén y comunicacién, que pueden ser la base de sustento de
programas orientados a reducir la mortalidad y la morbilidad infantiles, re-
gular la fecuii-iidad mediante programas de salud reproductiva y racionalizar
la distribucidn espacial de la poblacidn.

;. Cémo sera la fecundidad y la mortalidad al finalizar el primer cuarto de
siglo?

La edad media de la fecundidad en el periodo 2020-2025 se ubicar4d alrede-
dor de 32 afios come resultado de la mayor participacién de la mujer en la
actividad econémica. El promedio de hijos por mujer al final de su vida fértil
sera cercano a dos, es decir, la poblacién se encontrard en un crecimiento de-
mografico de remplazo. Como resultado de la ampliacién del periodo fértil,
las parejas podrdan decidir el espaciamiento entre sus hijos. Debido a los
avances de la ciencia, disminuird el alto riesgo de los embarazos después de
los 35 0 40 anos de edad. L-0s ninos del siglo XX1 tendrédn uno o dos hermanos.

El aumento en la esperanza de vida hasta los 76 aiios en el periodo 2020-
2025 permitira que la mayoria de los nifios que nazcan en esa época conozcan
a sus padres, abuelos e incluso a sus bisabuelos. Un nifio podrd convivir con
su padre hasta que éste cumpla 75 afios 0 mas, cuando a principios del siglo
sélo lo hacian por uno o dos decenios.

Es importante resaltar que a partir del primer quinquenio del siglo XXI
empezara a incrementarse la tasa bruta de mortalidad como resultado del
proceso de envejecimiento de la poblacién mexicana. Esto redundard en una
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aceleracidn en el descenso de la tasa de crecimiento demogrdfico. La inercia
demogrdfica conducird a una tasa de crecimiento demogrdfico cercana a cero
poco antes de la mitad del siglo XXI.

En los primeros anos del préximo siglo se iniciaria una nueva etapa de-
mografica con un descenso lento en la tasa bruta de natalidad y un incremento
también lento en la de mortalidad. Esto provocard que se tienda mas rapido
hacia el crecimiento demografico cero.

En conclusién, las proyecciones de poblacién no deben considerarse como
una bola de cristal con la que podriamos adivinar el porvenir, maéas bien deben
verse como una brijula que nos permita orientar los programas en materia

socioceconémica.

Ademaéas, los pronésticos que se han realizado se centran en técnicas
de orden demogrdafico principalmente, pero no se ha hecho nada usando
técnicas dindmicas como es el caso del Filtro de Kalman que pueden, ademas
de proporcionar intervalos de confianza en las estimaciones de poblacion,
aprovechar el potencial matematico de orden tedrico que subyace a este tipo
de herramientas. También el Filtro de Kalman puede ser utilizado en la
evaluacién permanente de los objetivos planteados en materia poblacional,
yva que los componentes del crecimiento demografico cambian con el tiempo,
no son fijos, ya que dependen de las condiciones sociales y econémicas.
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RESULTADOS DE IAS PROYECCIONES DE LA POBLACION DE MEXICO

CALCULADAS POR DIVERSOS AUTORES

(Millones de habitantes)

CALCULO HIPOTRSIB 1950 1360 1970 1980 1990 2000
Naciones Unidas (1) Alta 25.6 | 34,1 | 46.3 | 64.4 - -
Hedia 25,6 1343 $1.0 55.% - -
Baja 25.6 | 32.5 | 40.0 | 48.° -
Naciones Unidas (2) Alta 25.8 33.6 44.9 62.. - -
{revisibn) Hedia 25.8 | 32,8 | 41.8 | 533 - -
Paja 25.8 32.0 38.9 46.4 - -
Zulma Recchini y Unjca - 36.0 | 50.7 | 72.4 - -
Miguel Chavira (3)
Coale y Hoover (4) Alta 26.6 | 36.0 | 50.1 | 61.9 - -
Media 26.6 36.0 49.3 70.9 - -
Baja 26.6 35.7 §6.4 57.5 - -
Gustavo Cabrera (5) Alta - 15,1 | 47.5 | 65.2 - -
Kedia - 35.1 47.1 63.4 - -
Baja - 35.1 | 46.6 | 60.7 - -
Miguel Chavira (6) Unica - 36.0 | 50.7 | 72.4 - -
Julio Durén Ochoa (7) Unica - 34.7 | 46.8 | €3.3 - -
Zulma Recchini (8) Unica - 36,0 | 50.7 | 72.6 - -
Benitez y Cabrera (9) Alta - 36,0 | 51.1 | 73.6 - -
Hedia - 36.0 51.1 71.9 - -
Baja - 36.0 50.8 69.3 - -
Secretaria de Programacién | Constante - 50.7 | 71.9 }104.2 {151.8
y Presupuesto (10) Hip. 1 - 50.7 71.6 |102.3 1143.9
Hip. 2 - - 50,7 | 71.1 | 99.7 |135.8
Hip. 3 - - 1 50.7 1 70.4 | 95.5 |126.1




Sergio Camposortega (11) Lirite HaximoW

- - 50.1 §9.0 95.5 }133.6
Recomendada - - 50.1 68.1 86.3 1{107.3
Limite minimo - - 50.1 | 68.3 | 84.3 99,1
§.P.P., CONAPO, CELADE (12} |Alternativa

27.4 37.0 51.2 69.4 89.0

109.2
Programativa | 27.4 | 37.0 | 51.2 | 69.4 | 86.2 | 99.§
Leopoldo Mufiez y Unica - - - 69.7 | 84.5 |100.1
Lorenzo Moreno (13)
INEGI~CONAPO (14) Alternativa - - - 69.7 86.1 1104.0
Programativa - - - 69.7 | 85.8 |100.0
CELADE Y NACIONES UNIDAS UNICA 27.3 1 36.5 50.3 67.0 84.5 102.6
(15)
CONAPO (16) UNICA - - - - 83.8 |100.5
FUENTES
{1) NACIONES UNIDAS,

1a poblacién de 1a América Central y México en el perfodo 1950 a
ST/SIA/SERIE A. Estudios sobre poblacién No. 16, Nueva York, 1954,

(2) NACIONES UNIDAS. Los recursos humanos de Centro América, Panan& y México en algunos

aspactos del desarrollo econfmico, Estudio preparado por Louis J. Ducoff, CEPAL, 1960,

{3) RECCHINI, Zulma L. y CHAVIRA O, Higuel. Proyeccifn de la poblacién de México, por sexo
y grupos de edad, 1960-1980. CELADE, Santiago de Chile, 1964,

(4) COALE, Ansley J. HOOVER, Edgar M. Population Growth and Economic Development in Low-Income
countries, Princenton University Press, 1958,

{5) CABRERA ACEVEDO, Gustavo. La futura poblacién de México, 1960-1980. Feproduccién fotoqré-
fica, 1960

{6) CHAVIRA OLIVOS, Miguel. Proyecciones demogr&ficas de la Repiblica Mexicana. Secretaria
de Industria y Comercio. D.G. Estadistica, México, 1966

(7) DURON OCHOA, Julio. La explosién demogréfica, México. Cincuenta afios de Revelucién. II La
vida social, Fondo de Cultura Econdmica, México, 1962



(8) RECCHINI L., Zulma. Proyeccién de la poblacién de México por sexo y grupos de edades,
1960-1980, CELADE, Edicién nimeogréfice, Chile, 1963

(9) BENITEZ ZENTENO, RaQl y CABRERA ACEVEDO, Gustavo. Proyeccién de la poblacién de México,
1960-1980, Banco de México S. A., México, 1966

(10) SECRETARIA DE PROGRAMACION Y PRESUPUESTO. Proyecciones de la poblacibn, México, 2970-2000
{Nivel Nacional. 8.P.P., Méulico, 1978) '

(11) CAMPOSORTEGA CRUZ, Sergie. Proyecciones de la poblacibn mexicana, 197:-2040. El Colegio de
México, Tesls de Maestria, México, 1989, En el cuadro sélo se ¢ -entantres de las dfiez
proyeccicnes que elabor2 en su tesis. La hipbtesis méxima, la . .sendada y la hipbtesis
rinima

{(12) SECRETARIA DE PROGRAMACION Y PRESUPUESTO, CONSEJO NACIONAL DE POBLACION y CENTRQ LATINOAMERI

CANO DE DEMOGRAFIA, México, Betimaciones y Proyecciones de poblacién, 1950-2000. Secretarfa
de Prograzacifén y presupuesto, México, 1983,

(13) NUREZ ¥, leopoldo, MORENO N., Lorenzo. México. Proyecciones de poblacién urbana y rural,
1880~2010, Acadenia Mexicana de Investigacién en Demografia Médica, México, 1986

{14) INSTITUTO NACIOHAL DE ESTADISTICA, GEOGRAFIA E INPORMATICA (INEGI) y CONSEJO NACIONAL DE POBLA

CION {CONAPO). Proyscciones de la poblacién de México y de las Entidades Pederativas: 1380-2010
Secretaria de Programacién y Presupuesto, México, 1985

{15) CENTRO LATINOAMERICANO DE DEMOGRAFIA (CELADE). Proyecciones de poblacién vigentes, y NACIONES UNI
DAS, World Population Prospacts: The 1952 Revison, Nueva York, 1992

{16) CONSEJO NACIONAL DE POBLACION (CONAPD), Proyecciones de la poblacién de México, inédita, México,
1993



Técnicas de estimacién
proyecciones de poblacién

Gregory-King (1696), Petty y Graunt

Malthus (1798)(Geométrica y exponencial)

Verhulst (1833) Reed
(1920) (logistica)
Farr (1873) y Cannan (1895)(Método de
los componentes)

y Pearl y

Pritchett (1891)(Polinomio de tercer

grado)

Whelpton (1936) y Leslie (1945)(Método
de los componentes perfeccionado)

Lineal
Mattelart (1964)(Métodos numeéricos)
Mattelart (1964)(Regresién lineal)
Mattelart (1964) (Regresién polinomial)
Mattelart (1964) (Gompertz (1825))
Mattelart (1964) (Makeham (1860))

Rogers (1968)(Modelo de crecimiento mul-
tirregional)

Divisiéon de Poblacién de Naciones Unidas
(1989) (Método de los componentes com-
putarizado.)
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Utilizaban el tiempo de duplicacién de la
poblacién

P() = P(O)1 +7)t y P(t) = P(0)e™
P(t) = (k/(1 + b2

Consiste en aplicar hipdtesis sobre la fecun-
didad, la mortalidad y la migracién. Cada

grupo de edades se proy~cta con probabi-
lidades de supervivencia.

P(t) = a + bt + ct? + dt3
Leslie lo desarrolla matricialmente

P(t) = P(O) + (£P(n) — P(0))(t/n)
P(t) = PO) + CL Do +... +CEOE+...
P(t) =a+bt+u

P(t)y =a+bt+ct?+dt3+ ... +u
P(t) = a + b°*

£(t)
Considera las 4 variables demograficas que
determinan el crecimiento de una regidén

¥ toma en cuenta en forma conjunta la
poblacién del pais dividida en regiones.

= a + bct

Se desarrollan las etapas de computacion
para ponerlo a disposicidon de los paises.



II. Aspectos tedricos del Filtro
de Kalman

En este capitulo se presentan los principales resultados teéricos del Filtro de
Kalman a través de los enfoques de minimizacién del error cuadréatico medio,

estadistica Bayesiana y programacidn dindmica.

II.1 Filtro de Kalman via la minimizacién del

error cuadratico medio

Considere el sistema dindmico descrito por la siguiente ecuacién en diferencias
de una cantidad no observable, X, la cual se conoce como ecuacién del
sistema

Xigp1 = X + Wi . (II—])

La observacion (o medicién) del proceso se supone que ocurre en tiempos
discretos de acuerdo a la siguiente relacién lineal:

Ze = HeXe + Vi, (11-2)

donde X4, es un vector de dimensidn n x 1 del proceso de estado en el tiempo
ti, P% es una matriz (de n x n) que relaciona X con X4, , Wi es un vector
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(de n x 1) ruido blanco!, Zx es un vector (de m = 1) de observaciones en f,
Hi es una matriz (de m x n) que establece la conexién entre la medicién y
el vector de estado en el tiempo ¢, y Vi es un error de medicién.

El estado del sistema en t; esti dado por el vector .Y de dimensién n, con

tg <t < ta < --- < t,, las t’s no se encuentran necesariamente equidistantes.

Se tien~: ' lientes supuestos:

, ara z = 7 ,
E[Wew/T] = { %’c paraiZl (11-3)

R ara t = j
y s T 'S par 7 —
E[ViViT] = { o, para i # j . (I1-4)
Las matrices Q& ¥y Ri son no negativas definidas. Ademads, se supone que los

procesos Vi y Wy son no correlacionados, es decir,

E(ViwWwT) =0, paratoda ke i. (II-5)

Se

Sea Xo un estado inicial el cual es considerado un vector aleatorio.
supone que se tiene una estimacién inicial del proceso en algun punto del
tiempo, digamos tg, y esta estimacién se basa en nuestro conocimiento acerca
del proceso a priori a t;. Esta estimacidn a priori se denota por )?,:. El signo
menos indica que es nuestra mejor estimacién a priori a la medicién en ;.

Definimos el error de estimacidén como

er = Xx — X1 . (11-6)

Por tanto, la matriz de covarianza es:

Pr = E(efe;”) = E((Xe — X7)(Xe — X7)7]. (11-7)

tRuido blanco esta definido como un procesc estocéastico estacionario el cual tiene una
funcién de densidad espectral constante. El término "blanco” proviene de la éptica donde
la luz blanca contiene todas las frecuencias visibles, con estructura de covarianza conocida.
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Con base en la estimacidén a priori .X; se busca ahora utilizar la observacién
P k

Z). para mejorar la estimacién previa. Es posible escribir X, en funcién de

X; ¥ del error de mediciédn de acuerdo a la siguiente relacién
X =X + Au(Zx — HX7) . (11-8)

donde X, es igual a la estimacién actualizada. La inatriz ! es conocida

como la matriz de ganancia, todavia a ser determinada.
Ahora formamos la matriz de covarianza asociada a la estimacién a pos-

teriori (o estimacidn actualizada)

Py = Elexel] = E[(Xx — Xx)( Xk — X7 . (11-9)

Sustituyendo la ecuacién (II-2) en la (II-8) y luego sustituyendo en la (II-9)
resulta lo siguiente:

Pi=E[(Xi — X7) — Ke(HiXk + Vi — HeXT]x

[(Xe — X7) — Re(HeXN g + Ve — Hee X 2)]T . (IT-10)

Calculando la esperanza y observando que el error de estimacién a priori no
esta correlacionado con el error de medicién, esto es E[(Xx — X g)Vig] = 0,

se tiene que

P = (I — K HOPT (I — KeH)T + KR KT (1I-11)

Esta expresion es la matriz del error de covarianza actualizada y se aplica
para cualquier matriz de ganancia K.

Regresando al problema de optimizacién, interesa ahora minimizar los
términos de la diagonal de P, puesto que estos representan las estimaciones
de las varianzas de los errores de los elementos del vector de estado. Varnos
a expandir la ecuacién (II-11), eliminando los subindices tenemos que

P=P —KHP — P HTKT + K(HP~ HT + R)KT . (I1-12)
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Deseamos minimizar la traza de P porque es la suma del error cuadrdtico
medio. Por lo tanto, procederemos ahora a diferenciar la traza de P con
respecto a K y es importante hacer notar que la traza de P~ HTK T es igual
a la traza de su transpuesta A H P~ , asi que

(d( tromn * V/dK) = —2(HP )T + 2K (HP~HT + R) . (11-13)

Después de derivar igualamos a cero la expresién, resolvemos para el valor
de A y obtenemos que

AKr = P HI(HePTHT + Re)™ 1. (I1-14)

Esta particular K, que minimiza el error cuadrdatico medio es llamada la
matriz de ganancia (en inglés Kalman gain).
La matriz de covarianza P, asociada con la estimacién éptima puede

calcularse de la siguiente forma:
Pr= (I — KeH)PL (I — KeHe)T + KeRe R (I1-15)
o equivalentemente

Py = P — KeHePE — PCHIKT + Ke(HePCHT + ROKT,  (11-16)

Sustituyendo (II-14) en (II-16) se tienen tres formas diferentes de Fi:

P =P — Po—HI(HePTHT + Re) 'HePL (I1-17)

Py = Py — Ku(HePCHT + ROKT (11-18)
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P = (1 — ReHg) P, (11-19)

esta lltima ecuacién es la mds comiuin de todas. La ecuacién (II-15) es vidlida
para cualquier matriz de ganancia, mientras que las ecuaciones (II-17), (iI-
18) y (II-19) son validas Gnicamente para la matriz de ganancia 6ptima.

Ahora consideramos la extrapolacién de la estimacidn de 'a variable de

estado
(11-20)

“?k+1 = ouXk

El error de la matriz de covarianza asociado a X441 se obtiene de la siguiente

forma:
Chpl = Xy — 4\;L~+1 (IT-21)
= (SxNi + Wg) — dx Xk (11-22)
(IT-23)

= (,6k8)c —_ “Vk

Es importante hacer notar que W, y e; tienen correlaciones cruzadas
iguales a cero. As podemos escribir la expresion para Fi,; como:

Piyy = Elegi el (11-24)
= E[(SxXk + Wi)(uXi + Wi)7T) (I11-25)
(I1-26)

S PrdF + Qi

Las ecuaciones (II-8), (II-14), (1I-19), (II-20) y (II-26) comprenden las

ecuaciones recursivas del Filtro de Kalman.
Las etapas bidsicas del procedimiento del calculo del filtro ue Kalman en

tiempo discreto son:
1. Calcular P; usando Pi_1, Pk—1 ¥ Qi-1
2. Calcular K usando P (calculado en la etapa 1), Hg y Ry.
3. Calcular Pr usando K (calculado en la etapa 2) y P (de la etapa 1).
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4. Calcular los valores sucesivos de X recursivamente, usando los valores
calculados de Kx (de etapa 3), el estimador inicial dado Xo, y el insumo de
datos Zg.

Las ecuacion. s que se presentan a continuacién resumen la metodologia.

METODOLOGIA DEL FILTRO DE KALMAN EN TIEMPO DISCRETO

ECUACION DE TRANSICION:

Xipr1 = daXi + Wi

Wi ~ N(O, Q)

ECUACION DE MEDICION U OBSERVACION:

Zi = HeXp + Vi

Vi ~ N{(0, Re)

CONDICIONES INICIALES:

E(Xgo) = Xo

SUPUESTO DE NO CORRELACION:

E(WiVT) =0V k#j

EXTRAPOLACION DE LA ESTIMACION DE ESTADO:

X = bk Xe

EXTRAPOLACICN DE LA COVARIANZA DEL ERROR:

Py = dxPrdk + Qx

ESTIMACION DE ESTADO ACTUAL:

X =Xg + Ku(Zx — HeX[T)

COVARIANZA DEL ERROR ACTUAL:

P = (I — KiHg)Po

MATRIZ DE GANANCIA DE KALMAN:

Ke= P HI(H PTHT + Rg)™}!
Las ultimas 4 ecuaciones es lo que se conoce cominmente como el Filtro de
Kalman, y generalizan las ecuaciones normales del método cldsico de minimos
cuadrados cuando los parémetros son funciones del tiempo.

27



II.2 Idea intuitiva del Filtro de Kalman

A fin de presentar una explicacién sencilla del Filtro de Kalman, consideremos
un problema de estimacion de la media de alguna constante aleatoria basada

en la secuencia de mediciones de ruido. Supongamos que se quiere estimar la
‘te deseamos refinar nuestra estimacién después de cada

media muestral -
nueva medicién. :.a sucesién de mediciones se denota por X;, Xo,...,.Xn,
donde el subindice representa el tiempo en que fue tomada la mediciéon. Un
método es el siguiente:

1. Primera medicidn .X;; dejo X, ¥y estimo la medicién

H1 = X
2. Segunda medicion .X2: teniendo Xz y X; se estima la medicién

po = (X + X2)/2

3. Tomo la tercera medicién X3: teniendo X3 y ademas .X; y X2 estimo
la medicién como sigue:

p3 = (X1 + Xo+ X3)/3

4. Etcétera.
Conforme pasa el tiempo se incrementa la

Este proceso es correcto.
memoria ¥y por tanto, el mimero de operaciones aritméticas se incrementan

con el tiempo. Consideremos una simple variacidén al procedimiento anterior,
que incorpora la metodologia del Filtro de Kalman en donde cada nueva es-
timacion se obtenga a partir de la vieja estimacién y de la medicién actual.

El algoritmo es el siguiente:
1. Primera medicién X,;; calculo de la estimacidn
s = X1

Se deja u1 y se elimina X;.
2. Segunda medicidn Xo; Calcular la estimacidon como un promedio pon-
derado de la suma de la estimacién anterior de uz y de la medicién actual

X-_':_Z
po = 1/2p, +1/2X2
Guardar us y desechar X2 v 4.
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3. Tercera medicién X3. Calcular la estimaciénr como un promedio pon-
derado de la suma Jde us ¥ Xja:

iy = 2/3ua + 1/3X3

Guardar pus; y desechar X3 y uo.

4. Etcétera. En la etapa enésima la suma ponderada es:

Hn = ((n — l)/n)l"n—l +1/nX,,

Este algoritmo es un procedimiento de tipo recursivo. En este tipo de
procedimiento se utilizan los resultados de la etapa previa. Esta es una
caracteristica del Filtro de Kalinan.

En los modelos de espacio de estado, el objetivo central es estimar la
sefial en presencia del ruido. Deseamos estimar un vector X.. El Filtro de

Kalman proporciona un conjunto de ecuaciones que permiten estimar Xz y
actualizar dicha estimacién, cuando se cuenta con una nueva informacién.
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II.3 Filtro de Kalman via el enfoque Bayesiano

, Z1 los datos observados en los tiempos &, &£ — 1,...,1,

Sean Zi, Zi—1, -~
respectivamente, los cuales pueden ser escalares o vectores. Supongamos que
Nuestro propésito es hacer

Zi depende de una cantidad no observable .X,.
inferencia acerca de X4, el cual puede ser un escalar o un vector.
La relacion - - .y Xk es lineal y se especifica por la ecuacién de obser-
vaciéon:

Zie = HeXe + Vi, (11—27)
donde H; es una matriz conocida. El vector Vi llamado error dc observacién
se supone normalmente distribuido con media cero y varianza conocida R,
y se denota de la siguiente manera: Vi ~ N{(0, R;).

Se incorpora una ecuacién de transicion del sistema,

X = bpeXe + Wi, (I11-28)
donde ¢ es conocido y el error de la ecuacidén del sistema se distribuye
normalmente: Wi ~ N(0, Qx) con Wy es conocida.

Las matrices Hi, &, Vi v Wi pueden cambiar con el tiempo. Ademas, se

supone que Vi y Wi son no correlacionados entre si.
La idea del Filtro de Kalman es hacer inferencias acerca de X, lo cual se

puede realizar utilizando el Teorema de Bayes

Pr(estado natural(X )ldatos(Z))a Pr(datos(Z )lestado natural(X)) (II-29)

La férmula anterior se puede escribir de la siguiente manera:
Pr{XilZr)a Pr(Zel Xk, Zx—1) Pr(X el Ze-1) (I1-30)

donde el lado izquierdo de la ecuacion se refiere a la distribucién a posteriori
para X en el tiempo k&, mientras que la primera y la segunda expresion
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del lado derecho denotan la verosimilitud y la distribucién a priori para X,

respectivamente.
Lo anterior puede ser explicado en forma simple si nos ubicamos en k — 1.
En k£ — 1, nuestro estado de conocimiento acerca de X;_; lo establecemos en

la siguiente proposicién

(Xi1|Zh1) ~ N(Xio1, Peoy) (11-31)

donde Xj_; y Pi—) son la media y la varianza de (Xg—1[{Zx-1), esto es,

E(Xko1|Zr1) = X1 (I1-32)

y
Var(Xe-1{Zk—1) = Pr_1 . (11-33)
El

La ecuacién (II-31) representa a la distribucién a posteriori de Xs_;.
analisis de k& se realiza en dos etapas:

1) Antes de observar Z, y

2) Después de observar Z,.

Etapa 1

Antes de observar Zi, nuestra mejor eleccién para X estd gobernada por la
ecuacion (I1-28) y esta dada por ¢eXi_1 + Wi. Puesto que X, esta descrito
por (II-31) nuestro estado de conocimiento acerca de X esta basado en

(X klZe—1) ~ N(SxXr—1, Pe = dxPe 1L + Q) (11-34)

que es nuestra distribucién a priori.

Etapa 2
Al observar Z,, nuestro objetivo es calcular la distribucién a posteriori de
X usando (II-30). Para eso necesitamos conocer la verosimilitud L (X, Z&)

o su equivalente Pr{Zg| X, Zix—1)-
Sea ei el error de prediccién de Z,, en el punto k£ — 1, as:

exr = Zx— Zp = Zi — HrtrXi-1 , (11-35)
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donde Hi, ¢ ¥ Xi_1 son matrices conocidas. Observar Zi es equivalente a
observar e,. As pues (II-30) puede reescribirse de la siguiente forma:

P(Xp|Zx, Zx=1) = P(Xilex, Zi-r1)aP(ex]| Xk, Ze )P( Xk, | Zr-1) (11-36)

donde P (Xiler, Zx—,) es la verosimilitud.
Usando el hecho de que 2y = H,X, + Vi, el error ex puede reescribirse

como:
ex = Hi(Xi — $uXe—1) + Vi . (11-37)
Asi que
E(ex|Xx, Zx—1) = Hi(X e — dxXr—1) , (11-38)
entonces
(11-39)

(ex|X ks Zac1) ~ N(Hi( Xk — dueXeo1, Ri) .
Usando el Teorema de Bayes se tiene

P(Xpl|Zy Zi—1) = (P(ex] Xk, Zk—x)P(XkIZk—x))/(/P(ek, Xl Zg-1)dX) .
(I1-40)

Es baatante tedioso obtener P(X|Zx) usando (II-40). Esto puede ser evitado
usando algunos resultados de estadistica multivariada. Usando el resultado

que aparece al final de la seccién, tenemos
(Xk‘Zk—l) ~ l’v(¢kx.k_1, Rk).
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Puesto que (ex|Xk, Zk—1) ~ N (Hi(Xi — S Xi_1), Ri) y si reemplazamos Y7,
Yo, iy y oo por e, Xk, oxXi—) ¥ Pk respectivamente, entonces tenemos que:

(exlXi, Zio1) ~ N(He(Xe — ¢6Xro1), Re) =

T TN (X — peX ko) = He( Xk — e Xim1) (I1-41)
as que uy = 0y X2 = HiPir. En forma semejante tenemos para la varianza
lo siguiente

T — E12X5 oy == gy — HiePeHE = Rie = 1y = Re + HiePeHE . (11-42)

Por lo tanto

Xe
( Zr—1
€k
se distribuye normalmente con la siguiente media
DX k-1 )
[0}
¥ con matriz de varianza-covarianza

P PeHT )
H i Py Rk+HkPkHZ‘ :

Utilizando el resultado que se presenta al finai de la seccién tenemos que

(Xrlew, Ze—1) ~

N(txXue1 + PeHT(Ry + HePeHE) Yer, P — PrEHT (Ri + Hi PR HE)  Hi Py)
(11-43)
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Es decir, (Xklek, Zk—1) tiene media

X = ¢xXu1 + PcHT (R + HePeHE) ey, (11-44)

y varianza

Pr— PeHT (R + Hi P HT ) " H Prc . (11-45)

Estas ecuaciones son las mismas que las obtenidas en la seccién anterior.

A la matriz

PoHT (R + He P HT) P = Ky

se le conoce como la matriz de ganancia.

En el andlisis anterior se ha usado el siguiente resultado:

( v.
Yo
se distribuye normalmente con media

#1)
H2

Si el vector

y matriz de varianza-covarianza

i 212)
o1 oo

entonces,
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(Y11Y2) ~ NV (1 + 12X (Yo — p2), £41 — 125 o) (11-46)

También, se sabe que (II-46) y Yo ~ N {2, £22) implican que
¢
Yz)

se distribuye normalmente con media

J23} )
H2
y matriz de varianza-covarianza
Zn X2
Tor Bop /)’

y por lo tanto
(Ya[¥7) ~ N{(pz + E21 55 (V1 — #1), 22 — Zo1 E17' S12).

Hemos utilizado estas tltimas implicaciones en el desarrollo de esta seccidn.
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II.4 El Filtro de Kalman y su relacion con la
programacion dinamica

La metodologia del Filtro de Kalman puede ser aplicada en problemas donde
la informacién de estado es imperfecta, el cual puede trabajarse a través de
la programacién dindmica. Cuando las variables de estado son inaccesibles o
los elementos que se usan para medirlas son inexacto: :: < enc-ntramos ante
la posibilidad de utilizar el Filtro de Kalman. Aden..., . fin representar
de mejor manera la realidad, el modelo se trabaja en forma probabilistica.
Esta situacién se modela suponiendo que en cada etapa se reciben algunas
observaciones acerca del valor del estado actual, el cual puede ser afectado
Matemsdticamente la observacién Z, obtenida

por una variable estocastica.
en la etapa k es una funcion de la forma:
Zr = hpe (X, ur_1, Vi),
donde V% es un error aleatorio y ui_; es un control no restringido.
Considere un modelo conformado con un sistema lineal que cuenta con
informacién de estado imperfecta y con costos cuadriticos.

El sistema lineal es el siguiente:

Xivrr = dauXie + D + Wi, (I1-47)
y el costo cuadrdtico es
N1
E {x;,’s,vx,v + 3 (XTSeXe + uszuk)} . (I1-48)
k=0

Cuando se incorpora el término de control I'tug, es natural preguntarse,
cédmo el sistema compuesto por el control y por la estimacién puede ser

conjuntamente éptimo.
En estas expresiones X y u; son vectores de dimensién m y n, respecti-
vamente. Las matrices ¢,, 'y, Sy ¥ Tx son conocidas y tienen una dimensién

apropiada.
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Se supone que Si es una matriz simétrica, positiva semidefinida, al igual

que 7. Los errores Wi son vectores aleatorios no correlacionados y no de-
penden de X, ni del control ug.

Se considera que al inicio del periodo k, se recibe una informacion de la

forma,
Zr = HixXi 4~ V& » (11—49)
donde &£ = 06,1,2,---,N — 1, ZireRS, Hir es una matriz conocida de s x
En este

m y VieRS es el vector de error de la ecuacién de observacidn.
modelo, como en los capitulos anteriores, Vi y Wi son no correlacionados y

las matrices ¢ y I'x son conocidas.
Las ecuaciones de la programacién dinamica estdn dadas por:

Condicién de frontera

Iv-1(In-1) = min {E& {ogn (v (Xn_r,un—1, WNn-_1))

+on_i( Xy un—1, W) In_1, un—1}} (I1-50)

Ecuaciones recursivas

Je(le) = min {E {ge(Xx, vk, We) + Jev1({as Zort, va)l e, ur}} o (11-51)

donde I, es un vector de la informacién disponible,
Ie = (20,21, ..., Zk,u0, U1, U2, .-y Yk—1).

Para el valor inicial se tiene lo siguiente:
Io = Zo.

Tenemos por definicién que
Tevrr = (T, S, ui)-
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La ley de control éptimo es la siguiente:
v#/‘v—x} y se resuelve minimizando la ecuacién (II-30). Se cal-

{#6, HY K3,
cula en forma recursiva hasta Jo(/g) = Jo(Zy) donde el costo Sptimo estd

dado por:
J* = E {Jo(Z}

De la ecuaciones :..:-48) y (II-50) se tiene:

In-1(In-1) = min {E {(¢N—1-\'N—z +Cy_iun—g + Wa_1)TSn

(BN Xn-1+Dntunog + Waea) + X5 S Xv— (11-52)
+U/C_1TN—IUN—1,’N-I)}}-
Por hipdtesis sabemos que:
E{Wxn_lin_1} = E{Wn_,} =0.
Por tanto se tiene
In—1(In-1) = E {4Y;_1(¢£_1SN¢N—I + SN—x)XN—xllzv—l}
(11-53)

+ E {WZ_ISNWN—I} + min {u,’&_l(F%_ISNI‘N_. + TN_I)uN_.l
+25(-’(N—1IIN—l)Téfv—xSNrN—luN—l} .

La minimizacién produce la ley de control 6ptimo para lz dltima etapa, la

cual se obtiene derivando respecto a uan-1,

uiy_y = puy_1({nv-1)
= (TR SNTnoy + T ) TR Svevaa E(X voiliv—a) - (11-54)
Sustituyendo la ultima ecuacidn en (I1-53), tenemos que
In—1(In_1) = E(XT _(Knv_a X1l In—:)+
(I1-55)

E {[XN—l — E(Xnoaldn= )T Py [ Xy — E(XN—l|1N~1)}
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+E(WE_ ShWh_1)

donde las matrices Kny—) ¥ Pn-) estan dadas por

Py = R (SNON_1(Tvoy + T, ST 1) ML Snvén—y (I1-56)

Kyo1 =@k _1SNdn—1 — Py_1 + Sn_s - (11-57)

Ahora bien, la ecuacidn recursiva de programacion dindmica para el periodo

N — 2 es igual a

In—2(In-_2) = mi_rg {E {4Y;_QSN_21YN—2 -+ uﬁ_gTN_zuN_z-F

Inv—r(In-1lIn_2,un—2}} (I1I-58)
o equivalentemente
In_2(In_2) = min {E {X;~QSN—24YN—2 +ul _oTw_2un—2
+(tN-2X N2+ Cn_sun_2+ Wn_2)THKn_y
+ (dN-2XnN-2+ TN oun_2+ Wry_2{in-2)}}
+E {[XN-1 — B(XnalIn-)ITPr (X1 — E(XN—lllN—IHIN—2.uN—2}
(11-59)

+ E(WZL_ SnWn_1) .

Resolviendo para uny_2 tenemos

uj_2 = #y_o{In-2)
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(11-50)

—(Tnv-z +TE _2KN_2ln o) 'ITE A N_1dn_2 B (X y_o|in_2)

La ley de control optimo para la etapa k es

palle) = L E(Xellx) , (I1-61)

donde

L = = (T + TTKkiTk) ' TTKir16x - (I11-62)

La matriz L es llamada la matriz de ganancia. La matriz X se obtiene en
forma recursiva mediante la ecuacién de Riccati.
Ky = SN

K= L (Kiv1 — KeerTae(Te + TT K1 Uk) 'TL Krei1 )bk + Sk (I1-63)

Uno de los problemas esta en construir £ (X,|/:). Una alternativa es conside-
rar que Wy y V, vy el vector inicial Xg son vectores Gaussianos. La estimacién

de estado presenta la relacién siguiente

Xe=Xg +Ki(Z2x — He X)), (11-64)

donde

Xi = (¢ +Cals—1) Xuy - (11-65)

Si
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e = dp + Tl i—y , (II-66)

la ecuacién de estimacién puede reescribirse como

X = Xy + K {Ze — He{S%X 00 (I11-67)

Observe que las ecuaciones obtenidas en esta seccidn son las mismas a las
obtenidas en las secciones anteriores.
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I1I. Extension, divergencia y
criterio de inicio en el Filtro
de Kalman. Sistemas
dinamicos lineales

Iix.1 Procesos correlacionados

A lo largo de este trabajo hemos considerado que el ruido Wy de la ecuacién de
transicién y Vi de la ecuacién de observacién no se encuentran correlaciona-
Este es un supuesto razonable en muchos problemas, pero no siempre

L Como se modificarian los resultados en el caso de que los errores
ecuaciones estuvieran correlacionados? En este capitulo daremos

dos.
se cumple.
de ambas
respuesta a esta pregunta.

Presentemos las ecuaciones siguientes, ya vistas en capitulos anteriores:

X1 = GpXe + Wi (Ill—])

T = HeXe + Vi, (III—Q)

donde
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Ty _ Qir, parai==%k,
E[Wkw"l—{ 0, para i # k ,

R, para i = k ,
E[Vkv"ri = { 0’c para i 7% k .

(I11-3)

(IT1-4)

Supongamos que W y V estan correlacionados de la siguiente manera

E {Wk_leT} = Ck .

Reescribiendo la ecuacién (III-1) en funcién de k£ — 1, se tiene

X = b1 Xe_1 + Wiy .

Empezaremos con la ecuacién actualizada

«?k = )2; + Kx(Zp — Hk,‘?,:) .
Ahora utilizamos la ecuacidén del error

Xi— Xi
Xpg— X =X — (X5 + Ki(Ze — He X))

= (I — KeHr)er — KiVi .

Ex

La esperanza entre e y Vi estd dada por

E(ezs ViT) = E((Xe — X)ViT) ,
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o equivalentemente

E(eg Vi) = E((br—1 Xkt + W1 — ¢ 1 X))V .

Por lo tanto,

E(exViT) = E(egVil) = Cx,

y tenemos que

P = E(exel)

= E((I — KeHr)eg — KeVi)((I — KeHi)ex — KeVi)T

O

Po=(I - K H)PT (I — KiH)T + K Vi KT

—(I — KeH )Cue KT — K CT (1 — K He)7,

Ky = (PCHT + Co)(HePe HT +~ R +~ HiCro + CTHE)™ Y,

donde P se puede reescribir de la siguiente manera:

P =P; — K (He P HT + R+ Hi Co + CTHE)KT
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VvV por tanto

P = (I — KeH)Po — KRCF . (111-19)

Esto signiwu. .. . s ecuaciones fundamentales no se modifican cuando hay
una correlacion cruzada entre W y V. Las ecuaciones de proyeccién se repiten

como antes.

X = exXs (I11-20)

Pir1 = SuPrdl + Qu (111-21)

L.as ecuaciones presentadas en este apartado comprenden el conjunto de
ecuaciones recursivas en el caso de que los errores de las ecuaciones de ob-

servacién y de transicién estén correlacionados.

III.2 Divergencia

Puesto que el Filtro de Kalman es recursivo, es posible entrar en un ciclo y
permanecer alli indefinidamente. Existen algunos problemas préacticos por los
que puede surgir la divergencia. Son tres las principales fuentes de dificultad.

Errores de redondeo

Como en cualquier procedimiento numeérico, los errores de redondec nos
pueden llevar a problemas, de tal forma que el nimero de etapas sea muy

largo. No existe una solucidn sencilla para ésto, y cada caso tiene que ser
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analizado segiin sus caracteristicas. Afortunadamente, si el sistema es ob-
servable y el proceso de ruido conduce a las variables de estado, el Filtro de
Kalman tiene un grado natural de estabilidad. En el caso de la estabilidad,
una solucién para el estado estable existird para la matriz P, aun cuando el
proceso no sea estacionario. Si la matriz P es afectada de su estado estable,
no pierde el que sea positiva definida y por tanto tiende a regresar a la misma

solucidn de ssa! rable.
Algunas técnicas que se han encontrado para prevenir los problemas de

redondeo son:

1) Usar alta precisién aritmética.

2) Si los datos de medicidn estdn dispersos, formar pequefias etapas entre
mediciones para obtener £~.

3) En la medida de lo posible es importante evitar procesos determinis-
ticos en el modelo del Filtro de Kalman. Un ejemplo de este caso es una
constante aleatoria. Esto usualmente lleva a una situacién donde la matriz
P se aproxima a una condicién semidefinida, cuando el niimero de etapas se
hace cada vez mas grande, lo que puede llevar a la matriz P a que diverja.
Una buena solucidén es afiadir pequenas cantidades positivas a los términos
de la diagonal de la matriz Q. Esto lleva a un grado de suboptimalidad, pero
que es preferible a que el filtro diverja.

4) Dar simetria a P y P~ en cada etapa recursiva. Esto es muy impor-
tante, sabemos que la matriz de covarianza debe ser simétrica, si es asimétrica

debe deberse a un error de redondeo.

Errores de modelado (Problema de identificacién)

Otro tipo de divergencia surge porque se utiliza un modelo que no es el
adecuado. Si decimos que el procesoc es una constante aleatoria con pendiente
cero y el proceso actual tiene una pendiente diferente de cero, el filtro trataria
de ajustar una curva equivocada a los datos observados. Esto puede ocurrir

tanto en procesos no deterministicos como deterministicos.
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Problema de observabilidad (Omisién de variables)

Existe una tercera clase de problema de divergencia, esto puede ocurrir
cuando el sistema es no observable. Esto significa que hay una o mas varia-
bles de estado que estian ocultas a la vista del investigador. Como resultado
de esto, si los procesos son no observables entonces son inestables y los e-
rrores de estimacion correspondientes son también ine<rables. Fn el sentido
estricto, este no es un problema del modelo, debido a que el ti. .o genera la
mejor estimacion posible bajo condiciones adversas.

Una buena solucién a esta clase de divergencia es mejorar la situacién

de observabilidad afiadiendo mediciones apropiaduas para hacer el sistema

completamente observable.

IIX.3 Criterio de inicio

Antes de presentar el criterio de inicio del proceso, se incorporaran dos con-
ceptos importantes: el de mdxima entropia y el de minima entropia cruzada.
El principio de maxima entropia proporciona un método general para inferir
sobre una densidad desconocida, 7(¢), cuando existe nueva informacién a-
cerca de w(8#) en términos de sus esperanzas. El principio establece que de
todas las densidades compatibles con la nueva informacién deberiamos elegir
como estimador de 7 (8), aquélla que tenga la mayor entropia. Este principio
es equivalente al de minima entropia cruzada en el caso especial de espacios
discretos y estimaciones iniciales uniformes. El principio de minima entropia
cruzada ademadas de la nueva informacidn en términos de sus esperanzas con-
sidera una estimacion inicial, p(¢) de 7(8), y en este caso, deberiamos escoger
como estimacion final de n (), aquélla que tenga la menor entropia cruzada.

Maxima entropia
Para encontrar un estimador a posteriori de una funcién de densidad de-
sconocida , 7, cuando existe informacién a priori /(8), el principio de maxima

entropia nos lleva a resolver el siguiente problema:
max H (7)) = — L 7 (8) log 7 (8)do,
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sujeto a J(8) = {6;1,a:(8),a2(8),...,am(8); 1,d1,az, ....am} .

Una condicidn necesaria para que un estimador 7* sea maximo es que

=1

7 (8) = exp {Ao + i Arax(8) o,
1— /en‘(a)d(e) =0,

/e(a,, — ax(@))7(8)d(8) =0, £ =1,2,...,m,
donde Ap, A7, ..., Am son los multiplicadores de Lagrange asociados a las res-

tricciones dadas.
Sustituyendo 7 * en las tres condiciones anteriores se encuentra que

0 = Ag ~ log {/; H e’\""‘"(y)dB} ,

k=1

~
0= [ (ax(®) —ax) [] e™=@ab, & = 1,2,....,m,

k=1
el cual es un sistema lineal homogéneo con variables Ag, A;, ..., A;n. Ademas,
si es posible resolver la integral que determina a Ag en el sistema anterior,

entonces el resto de los multiplicadores se puede encontrar a partir del las

siguientes relaciones

BAo
= — k=12 ..,m,
B Ck, y Ly m

Minima entropia cruzada

Para encontrar un estimador a posteriori de una funcién de densidad descono-
cida , m, cuando se tiene un estimador a priori, p(9) y existe informacién a
priori 7(@), nos lleva a resolver el siguiente problema de minimizacién de la

entropia cruzada:

min H# (7,p) = [ 7(6)log( (8)/p(6))d0,
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sujeto a J(8) = {6;1,a,(9),a2(8),...,am(8):1, 41,82, ..., @m} -

Una condicién necesaria para que un estimador 7* sea minimo es que

7*(0) = p(8) exp {Ao + i Awax(9) 7,
k=1

1 —'/;n'(G)d(B) =0,

_L(a., — a (ONT(O)d() = O, k = 1,2,..., m.
Procediendo de manera semejante al caso de maxima entropia, se encuentra

que

k=1

0 = 2o — log {/e »6) TI eAkOk(ﬂ)de} ,

m
0= /e-(ak(G) ~ an)p(8) [ =*®@a6, £ =1,2,...,m.
k=1

Relaciones similares al de mixima entropia se presentan en este caso.

Inicializacién

Suponga que el proceso inicia en el tiempo t = 0 y se conocen f(o v f:o,
esto es, la media y la varianza de X . Es posible usar el principio de maxima

entropia a fin de encontrar una estimacién de la distribucién a priori de X, a
la que se llamara 7 (Xp), que tome en cuenta informacién inicial. El principio
de mdxima entropia conduce a resolver el problema variacional

max /°° log (7 (Xo0))7 (Xo)dXo » (IT1-22)

sujeto a
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/°° T(Xo)dXo =1, (111-23)

/ Xon(Xo)dXo = Xo , (I11-24)

= rx0 — Xo)(Xo — Xo)Tr(Xo)dXo = So . (1711-25)

Se puede demostrar resolviendo por multiplicadores de Lagrange que
Xo ~ N(Xo, Xo)-

IITI.4 Sistemas dinamicos lineales
En esta seccidén estudiaremos algunas caracteristicas de los sistemas dindmicos

lineales.
Un sistema lineal invariante y discreto en la forma espacio-estado, es

especificado por las matrices (¥, C, D, F) y las ecuaciones:

X1 = X + D&, (111—26)

Yi = CXx + F& , (I11-27)

donde PeR™**™, CeR**™, DeR™ 7T y FeR**”. EIl proceso £ consiste de en-

tradas no observables al sistema, &, son variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas, con vector de media cero y matriz de covarianzas
I, Y es un procesc observable o de salida, X es el estado del sistema en el
tiempo k, es una variable no observable, C' es una matriz de observacion,
que sirve como ventana para X, ¢ es la matriz de transicién para el sistema,
define la manera como evolucionaria el sistema en ausencia de ruido y F, D

son matrices que correlacionan a £.
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Existen sistemas lineales en los que el vector de estados evoluciona de
manera continua y el proceso se observa de manera continua o discreta.

Las dos tltimas ecuaciones forman un sistema que no es el mas general,
pues carecen de variables de control, que pueden ser variables exégenas al

sistema.
2 definen los conceptos de sistema observable y contro-

A continviaci’
‘1 --—alis  del Filtro de

lable, que como se verd son de gran importancia er.

Kalman.

Observabilidad

El sistema formado por las ecuaciones (III-26) y (III-27) es obscrvable, si la
matriz 87 definida como sigue:

eT = (cT, &CcT, ®27,..., o™ 1CT) (111-28)

es de rango completo.
El significado de la definicién de observabilidad es el siguiente, si 67 es

de rango completo, es posible resolver las n ecuaciones.

Yi = C®* Xy para k =0,1,2,...,n— 1, (I11-29)

es decir, en ausencia de £ es posible determinar Xy (¥ en consecuencia a X,)

a partir de Y3, para k =0, ....,n — 1.

Cuando el sistema no es observable, 67 tiene rango n; con n,
entonces existe una matriz 7" tal que (TT)—IGT tiene » — n; renglones de
ceros, los primeros n; renglones de T son linealmente independientes y T

< n,

satisface lo siguiente

TOT ! = :;; cb‘;) crt (111-30)
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=(C1 0). (I11-31)

Al multiplicar por T al sistema de ecuaciones original se tiene

TXps1 = TOT T X+ TDE (111-32)

Yi = CT™ T X4 + Féi | (I11-33)

y reordenando adecuadamente el sistema, éste se transforma en
Xikrr = P11 X1k + Di1&e,

Xok+1 = Poa X1k + P2oXok + Dobi, (111-34)

y
Ye = C1 X 1,6 + F&k,

donde (®i1;,C,) es observable. De la nueva representacién del sistema, se

deduce que puede omitirse a X2, pues no aparece en la ecuacién para Y,
es decir, =l efecto de £ sélo se observa a través de X ..

Controlabilidad
El sistema de ecuaciones (III-26) y (III-27) es controlable si la matriz I' es
igual a

r= (D, $D, &30, .. ®*1D) (ITI~35)
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y tiene rango completo.
La intuicién de la definicién de controlabilidad s. . iene de la igualdad

41
Xgwr =D ®7'DE(k + 1 —5) + XX, . (I111-36)
J=1
Si pudieramos manipule: los valores de &g, ..., £, podriamos hacer que el

sistema en el tiempo k£ + 1 tome cualquier valor, mientras X sea finito y

conocido.
Cuando el sistema no es controlable, podemos encontrar una matriz o

singular T de manera que el sistema transformado sea el siguiente:
Xikvr1 = PnuXie + Pr2Xon + D1,

Xogk+1 = PoaXok , (IT1-37)

donde el subvector de estados X no es contro'=ble, porque su valor no puede

ser modificado a través de £.
Otras definiciones importantes se dan a continuacidn.

Estabilidad

Se dice que una matriz D de n x n es estable si el limg—oo D

Sistemas construibles

El sisteme de ecuaciones original (I1I-26) y (III-27) es construible si
rango(©7)D rango(®7T™),
lo que significa que el conocimiento de &, nos permite conocer a X4.;, donde

O0<t<kyt>n-—1.
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Detectabilic ad
El sistemma de ecuaciones original (III-26) y (III-27) es detectable si:

a) existe una matriz T tal que,

TeT™! = g;: d)om)cr—‘ (111-38)
=(cy 0) (111-39)

con (¥®i11, C)) construible y

b) los eigenvalores de ¥,z son menores que 1 en valor absoluto, es decir :
A(P2e) < 1.

La propiedad de detectabilidad se interpreta del modo siguiente:

La parte del vector que no observamos, no dependerd después de mucho
tiempo de X290, porque los eigenvalores de $22 son menores que 1 en valor
absoluto.

Controlabilidad al origen

El sistema (III-26) y (III-27) es controlable al origen si ($7, DT) es construi-

ble, 3 se interpreta asi:
Para sistemas controlables con un valor conocido de Xg, existen &, tal

que X4y =0,donde 0 <t <kyk>=2n—1.

Finalmente, un sistema es estabilizable si (®7T, D7) es detectable.

A continuacién se presentan tres teoremas, que muesiran la importancia
dc lea conceptos anteriores.

El primer teorema muestra que un sistema lineal e invariante, puede ser
expresado en las formas entrada-salida o espacio-estado.
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Teorema
Cualquier funcidn de transferencia racional en z

Z(z) =3 Lz, (I11-40)
J=0

puede ser expru. .wua COmMO
C(Iz— ®)"'D + F,

donde F = Lo, L; = CP'D, PeR™™ "™, CeR*™™™, DeR™"*" y FeR**", y se dice
que (P, C, D, F) es una realizacién algebraica de Z. Todo esto esia definido

para Lg < co.
Un concepto importante es la minimalidad de un sistema lineal.

Definicién. EIl sistema lineal (®,C, D, F) es minimal, si & es la matriz de
menor dimensién posible entre todas las realizaciones posibles de la funcién
de transferencia Z(z).

A continuacién se presentan dos teoremas que nos dicen que es suficiente
trabajar con los sistemas observables y controlables.

Teorema
Un sistema lineal (®,C, D, F) es minimal si y sélo si es observable y
controlable.

Teorema
Si los sistemas lineales minimales (®,C, D, F) y (®x, Cx, D=, Fx) son
realizaciones de la misma funcién de transferencia, entonces existe un matriz
no singular T tal que
e = TOT},

C»=CT™!,
Dx =TD

Yy
F=F=x.
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IV. Aplicacion del Filtro de
Kalman a estimaciones y
proyecciones de poblacién

Las estimaciones de poblacidn son de especial relevancia en los estudios de-
mograficos y en la planeacién social y econdmica. El propdsito de este trabajo
es aplicar el Filtro de Kalman a la estimacién de poblaciones a nivel de en-

tidad federativa.

El Filtro de Kalman puede ser utilizado para estimar la poblacién de cada
unta de las 32 entidades federativas de la nacién, dada la poblacién nacional
afio con ano y dadas las poblaciones estatales en forma intermitente, digamos
cada diez ahos, es posible estimar las poblaciones estatales anualmente. EIl
Filtro de Kalman tiene numerosas ventajas sobre otros métodos demograficos.
Estas son:

i) El modelo proporciona una adecuada descripcién de la realidad, ya
que los parametros en este tipoc de modelos son funciones de politica y por
tanto del tiempo. Las estimaciones también son éptimas en el sentido que
minimizan el error cuadratico medio.

ii) El Filtro de Kalman proporciona una medida de la exactitud de las
estimaciones, debido a que es p sible obtener intervalos de confianza de las
estimaciones de poblacidn.

iii) Una vez que los pardametros desconocidos se han estimacdo, los cdlculos
de las poblaciones se producen en forma automatica e instantinea.

iv) Las estimaciones siempre satisfacen la condicién de que la suma pro-

porciona e}l total nacional.
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v) Las estimaciones se producen con menos informacidéun que las derivadas

con métodos tradicionales.

IV.1 Una primera aproximacion para estimar

subpaoblaciones

Sea X;: la poblacién del estado i en el tiempo ¢£. El modelo que se presenta
a continuacidén es valido para todas las entidades federativas del pais:

Xie = Xip—1 + bi + cie + f.(,xg) ,i=1,2,...,k, (Iv-1)
donde c¢;, es el crecimiento natural (nacimientos menos defunciones) y b;
representa la participacién de la entidad federativa i en la migracién neta

nacional.

1 R . . - ..
i(',) es una variable aleatoria con media cero, la cual toma en consideracién
efectos no sistematicos.

En este modelo se supone que la migracién permanece invariable en el
tiempo, esto es, que la migracidén neta en nimeros absolutos en cada entidad
federativa es constante. La estimacidn del pardmetro b; se realiza con base
en las técnicas tradicionales de regresién lineal.

IV.2 Un modelo general para estimar sub-

poblaciones

En las secciones que se presentan a continuacién se utiliza la metodologia del
Filtro de Kalman en las estimaciones de subpoblaciones. Los resultados de

los capitulos anteriores juegan un papel esencial en el desarrollo de]l modelo.
Sea X la poblacién del estado i en el tiempo t. La dindamica de la
poblacién para las 32 entidades federativas del pais esta dada por

Xie= Xit—1 +bir—1 +cie + f.(,lg) ,1=1,2,..,k, (IV-2)
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donde ¢;¢ es el crecimiento natural (nacimientos menos defunciones) y by,
representa la participacion de la entidad federativa i en la migracién neta

nacional.

La variable aleatoria ffvl‘) tiene media cero y toma en consideracion efectos
no sistemaéticos. Ademads, b, se desarrolla de acuerdo a un proceso estocdstico
de caminata aleatoria. Se ha supuesto un modelo autorregresivo de orden
1, debido a que se ha observado que la migraciéon ocurre en etapas, es decir,
primeramente migra el jefe de familia y posteriormente, migran las demas
personas que integran dicha familia, es decir,

bie = pi+bie 1 +E2 i=1,2,...k, av-3)

donde u; es un parametro que representa el aumento de la migracién de un

periodo al otro.
Si se definen los siguientes vectores:

= (X106, Xzes - Xiees b0, b2es -+ -, biee) (1v-4)
ce = (cie, c2e0+ -+, €42, 0,0,---,0) , (v-5)
pu= (00,0 pp2- -, px), (IV-6)
Yy
Ee= (6,680, 60, 6P, 62, &), (1V-7)

entonces las ecuaciones (IV-2) y (IV-3) pueden escribirse de manera matricial

de la siguiente forma:

ay = Ace_y +ce+ p+ &, (Iv-8)

I Ik
a=(3 u)‘
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La ecuacién (IV-8) es conocida como la ecuacién de transicién del sistema.
Las variables X4 y bu, ¥ en consecuencia a,, generalmente son variables no
observadas, pero la variable ¢, si lo es.

Este modelo puede generalizarse aiin mas si se supone que la migracidn
neta sigue el comportamiento de un modelo autorregresivo de orden p(AR(p)).
El modelo para la migracién sera el siguiente:

) &3}

bie = pi + @1biey T+ @2bi o+ .+ Ppbiep + & -

Esto puede explicarse debido a que la migracién neta es un fenémeno que
puede ocurrir en etapas, estc es, una vez que se instala el jefe de familia,
los restantes miembros que la integran migran después de un determinado
periodo. Esto puede originar que el modelo de series de tiempo maéas adecuado
para explicar la migraciéon sea un autorregresivo de orden superior a 1.

A continuacidon estudiamos dos situaciones: el modelo para afios censales
¥y para afios no censales.

(a) Afnos censales

Durante los anios censales las poblaciones de las entidades federativas son
datos observados. Utilizaremos el vector Y, como el vector de observaciones.
De esta forma, en los afios censales, Y; es un vector de k componentes, dado

por
T
Y, = [.Y”,th, - .,x,:,] ; (IV-9)

De la definicién de o, en la ecuacién (I'V-4), se tiene

Y. = Zeaxe (IV-10)

donde

Z, = [Ix, 0] (Iv-11)
es una matriz de k x 2k.
(b) Anos no censales

En los afios no censales, no se cuenta con la poblacién por entidad fede-
rativa. Solamente se conoce la poblacién total nacional. Para estos afos la

ecuacién esta dada por
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Ye =D XNi, (Iv-12)
Y; es un escalar y esta dado por la si‘g:xliente relacion

Y, = Ziar , (Iv-i3)
donde ahora

z. = [J7. 0] (Iv-14)

y JZ es un vector de unos. En este caso Z; es una matriz de 1 x 2k.

En resumen, el sistema consiste de dos ecuaciones:

oy = Aae_ +Ce +pn + &

junto con la ecuacién de observacidn:

Y = Ziae,

donde Z, adopta la forma de la ecuacién (IV-11) en el caso de los afios censales
v la forma de la ecuacién (IV-14) en el caso de los anos no censales.

IV.3 Implementacién del modelo

Considere el sistema lineal dinadmico

= Aeaxpy +Ce +p + & (IV—IS)

Y: = Ziar + 70, (IV-16)
donde (IV-15) representa la ecuacién de transicién y o, es un vector de es-
tado de m x 1 y la ecuacién (IV-16) relaciona la variable de observacidn Y,
de ne x 1 con a¢. En la ecuaciones antes sefialadas c; y Y; son datos ob-
servados, para toda t, x4 es un vector de pardmetros, mientras que o, no es
informacién observada. Las variables aleatorias & y 7 tienen media cero y
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no estan mutuamente correlacionadas. Las matrices de covarianza son Q. y
H,., respectivamente. Las matrices 4., Z,, Q¢, H. y 1 se suponen conocidas

para toda t.
Las dimensiones de los vectores y de las matrices son las siguientes:

® g, Cp, 2 Y & son dem x 1,

e Y v =i T e x 1

e A, y QT son de m x m.

e Ziesden, xm, y

e H,; es de n¢ x n,.

El Filtro de Kalman da un éptimo en el sentido que minimiza el error
cuadratico medio del estimador lineal &, del vector no observado «,. Ademés,
se obtiene su error de covarianza F;. Se dan como conocidos &g y Py. Las
observaciones cy,cq,...,¢¢ ¥ Y1,Y2,. . .,}: son datos conocidos.

Los errores de prediccién juegan un papel importante en el Filtro de

Kalman, estos son:

i) a, - c¢, el error de prediccién 6ptimo. Este error tiene una matriz de
covarianza P,.

ii) B¢ = ¢ - Gye—1 donde dye—1 €5 el error é6ptimo de prediccién dadas las
observaciones hasta t — 1. Se denotarda a la matriz de covarianza 8; como
Prie—1.

iii) v» = Y¢ - }.’,,,_,, donde !7,,,_, es la prediccién de Y, que utiliza la
informacién disponible en el tiempo ¢t — 1. De la ecuacién (IV-16) se desprende

que

Yere—1 = ZeGee— (av-17)

A la matriz de covarianza de v, se le denotara por F,.
Suponiendo que se conocen G¢—; Y Pe_,, el filtro trabaja de manera re-

cursiva de la siguiente forma
Py = Pye—1 = Fr = £
&g . Esta Qltima es la notacién utilizada en los capitulos

Observe que &1 =

anteriores.
ey => Guje—1 => Ve => G
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Asimismo, Pye_y = P, . Esta tltima es la notacién utilizada en los capitulos
anteriores.

Es importante hacer notar que en la recursividad de donde surgen P, y
No se requiere

P, s6lo se utilizan las matrices conocidas A,, Q¢, Z: y H,.

de los valores Y: y c,.
Por otro lado, la recursividad de donde se obtiene ¢k, a partir de &e—)
sélo utilizan las observaciones Y; y ¢, junto con las matrices .. : covarianza

Ptlt—l Yy Fe.
Las ecuaciones que conforman el Filtro de Kalman son las siguientes: Las

matrices recursivas de covarianza:

Pre—1 = AePer AT + Qo (Iv-18)
Fo = ZPye1 Z7 + H, (IV-19)
P, = Pye—y — Pyey ZTF 2 Pye—y (IV-20)
y las ecuaciones recursivas de prediccién
Gple—1 = AGp g +Ce+ 4, (Iv-21)
vy =Y — Zileqpe—y (rv-22)
Gy = Qgpp—y + G, (Tv-23)
(Iv-24)

donde
Ce = Pyer1 ZTFT'

Es de especial importancia el caso en que la ecuacién de observacién no
tiene ruido, lo que implica que H#, = 0. Esto significa que para las esti-

maciones estatales estimadas para los afios no censales siempr. su suma es
igual a la poblacidon total, y en los afos censales siempre son iguales a las

poblaciones estatales observadas.
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Las ecuaciones recursivas de covarianza y de prediccién del Filtro de
Kalman presentadas en este capitulo, se pueden generalizar si se utiliza el
resuitado del capitulo 3 en que se hace una extensién cuando se supone que

E(&—1mT) = Cy,
es decir, cuando los errores de las ecuaciones de observacién y de transicién

estdn correlacionados.
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V. Informaciéon imperfecta,
control y politicas de poblacion

El Filtro de Kalman resulta ser una técnica interesante para evaluar y re-
definir objetivos en materia de politicas priblicas. Es posible obtener la
trayectoria de la poblacién tal que se minimice la suma de las diferencias
al cuadrado entre la poblacién estimada y la poblacién meta, sujeto a las
restricciones de la ecuacién de observacién y la ecuacién de transicién del
modelo del Filtro de Kalman. Antes de entrar al modelo realizard una breve
descripcién de la evolucién de las Politicas de Poblacién en nuestro pais.

V.1 Breve historia de las Politicas de Poblacién
en Meéxico

Es posible distinguir varias etapas en las Politicas de Poblacion en México,
las cuales cubren un periodo de medio siglo.

El auge poblacionista (los afios cuarenta).- Hace medio siglo, la
poblacion del pais era de 20 millones de habitantes. La tasa de crecimiento
demografico en 1940 era, al igual que hoy, de alrededor de 2 por ciento
anual; como resultado del moderado crecimiento demografico observado en
esta época, la preocupacién central de politicos y cientificos sociales fue la es-
casez de poblacidn en el territorio nacional. En consecuencia, se promovieron
acciones dirigidas a incrementar el niimero de habitantes, el ritmo de creci-
miento de la poblacion y la densidad demografica. Se considerd que México
era un pais subpoblado, en donde el crecimiento demogrdafico era un requisito
indispensable para el desarrollo social ¥y econémico.
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Esta preocupacidén surgié de la gran disparidad de poblacién existente en-
tre México v Estados Unidos: México contaba con una poblacién de alrededor
de 20 millones de habitantes, mieuntras que Estados Unidos tenia poco mas

de 130 millones de personas.

Dado el moderado crecimiento de la poblacidn y la inadecuada distribucién
de ésta, se fom~- -’ 'a inmigracién de extranjeros, de preferencia aquellos que
se adapiarut: . yor facilidad a nuestra cultura. Las acciones se dirigieron
a la disminucion ae la mortalidad, pero conservando el nivel elevado de la
natalidad, asi como a la regulacién de la migracién. Este planteamiento se
manifesto en la promulgacidon de la Ley General de Poblacién de 1947, la cual
tenia un caracter eminentemente pronatalista.

La incubacién del cambio (loes anos cincuenta).- En el afio de 1950 1a
poblacién estimada, era de 26.5 millones de habitantes y la tasa de crecimiento
demografico se incrementd a casi 3 por ciento anual.

Aunque se tenra conciencia del rdapido crecimiento de la poblacién que
se venia presentando, se era optimista con respecto al desarrollo econdémico
sustentado en los avances de la tecnologia y la explotacién de recursos na-
turales. En las esferas politicas y acadérnicas se pensaba que asi se podrian
superar los problemas derivados del elevado crecimiento demogrdfico, por lo
que, en este periodo, el acelerado aumento de la poblacién no se consideraba
como un obstdaculo al desarrollo. Es posible que en estos afios se estuviera
gestando una etapa futura en la que lo demografico seria motivo de discusién
amplia.

La institucionalizacién de la Polftica Demograifica (los afios se-
senta).- En 1960 la poblacién del pais era ya de 36 millones de habitantes.
La tasa de crecimiento se estimaba en 3.2 por ciento anual y en la mitad de
los sesenta se presentaba la tasa de crecimiento més elevada del siglo.

Durante la década de los sesenta se empezé a percibir una polarizacién
de las posiciones respecto a la conveniencia o no de un elevado crecimiento
de la poblacién. Al inicio de la década haba consenso respecto a la necesidad
de promover el ritmo de crecimiento demograifico, planteamiento que al poco
tiempo fue discutido en diversos ambitos; se ponia en duda la existencia de
un problema de subpoblacién y se empezaba a considerar la posibilidad de
establecer programas oriertados a regular el crecimiento de la poblacidn.

65



Es importante destacar que algunas personas gue en el decenio de los
treinta se manifestaron a favor de una politica pronatalista de poblacidn,
cambiaron su posicién en este periodo y sefislaron la necesidad de realizar
acciones para enfrentar el acelerado crecimiento de la poblacidn, regular la
migracién y reducir la mortalidad, con el fin de que estas medidas condujeran
a un mejoramiento de los niveles de vida.

El impulso a :a Politica de Poblacién (los
afio de 1970 la poblacidn estimada fue de 50 millones de uabi.
de crecimiento demogréafico se calculdé en 3.3 por ciento anual.

En 1974 fue promulgada la Ley General de Poblacién y se credé el Consejo
Nacional de Poblacién (Conapo), con el fin de establecer las directrices de
la politica de poblaciéon del pais, la cual tiene como objetivo: “regular los
fenémenos que afectan a la poblacion en cuanto a su numero, estructura,
dinamica y distribucién en el territorio con el fin de lograr que participe
justa y equitativamente de los beneficios del desarrollo”.

En 1977 el Conapo establecié objetivos y metas en materia de crecimiento
demogrdafico. Se planted la meta de 2.5 por ciento de crecimiento demogriafico
para 1982 y de 1 por ciento al ano 2000, buscando establecer la congruencia
entre los objetivos demogriaficos y los aspectos de la politica de desarrollo.

B3 s nta).- En el
..tes y la tasa

La interdisciplinariedad demografica (los anos ochenta).-En 1980
la poblacién del pais se estimoé en casi 70 millones de habitantes y la tasa de
crecimiento de la poblacién bajé a 2.7 por ciento anual en 1980.

Frente a laz transformaciones observadas en los tliltimos anos, se suscité
un interés por examinar las caracteristicas de la evolucion de la poblacion de
Meéxico y de Ameérica Latina y sus relaciones con el proceso de desarrollo.

En el caso de poblacién y politicas publicas se avanzd en la discusién del
papel de la poblacién en la planificacién del desarrollo, haciéndose evidente
la necesidad de entender las politicas de poblacién en el contexto histérico
de la economia y de la sociedad.

La necesidad de actualizar la Polftica demografica (los afos
noventa).-En 1990 la poblacién censal de México fue de 81.1 millones de
habitantes y la tasa de crecimiente demogriafico fue de alrededor de 2 por

ciento anual, como hace 5 decenios.
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Las metas que se plantearon en términos del crecimiento demogrdfico en
1977 no se han cumplido ¥ este momento es oportuno para corregir el rumbo.
Nuevas metas se han propuesto a la luz de nueva informacién demografica.
Sin embargo es necesario evaluar dichas metas a partir de técnicas que ana-

licen su viabilidad.

V.2 Un modelo de Planeacion Demog. afica

Sea X, la poblacién nacional en el momento ¢, X, la poblacién meta en el
momento t y Y; la desviacidon entre la poblacién nacional y la poblacién meta
en el momento ¢. Las matrices S y T ya han side definidas en el capitulo 2.
Es interesante analizar cudl es la trayectoria de poblacién que minimiza la

siguiente funcién cuadratica:
min £ {(4\’N — .\—’N)TSN(‘YN — .’?N)

~N=1
+ D (( Xk ~ Xe)TSu(Xu — X)) + ukTTkuk)} (Vv-1)
=0

La funcién objetivo expresa el deseo de que el sistema se mantenga cerca de
una trayectoria deseada de poblacién (Xg, X, .... X n) sujeta a la ecuacién de
transicién y a la ecuacién de observacion, las cuales son:

Xyl = A X + Brur + Wi {(V-2)

Zr = Cr(Xe — X&) + Vi, (v-3)

las cuales tienen las mismas caracteristicas ya presentadas en capitulos an-
teriores, sdlo que ahora se incluye un control ug.

La funcién objetivo de tipo cuadrdtico es razonable, puesto que induce a
fuertes penalizaciones en el caso que haya grandes desviaciones respecto a
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la poblacidn meta y pequefias penalizaciones si las desviaciones también son
pequefrias. El propésito es encontrar un optimo conjunto para la trayectoria

de las poblaciones y de los controles.

La variable que ha estado sujeta a una politica de reduccién por parte del
Estado Mexicano ha sido la natalidad, puesto que la migracién es dificil de
regular debido a que las variables sociales y econdmicas que la determinan no
han sido explicadas en su totalidad, por lo que supondré que la poblacién es
cerrada, es decir, consideraré que la emigracion y la inmigracion internacional
es nula. La variable mortalidad que es otro de los componentes de la dindmica
demogrdafica ha descendido continuamente, y ahora su nivel se encuentra
casi constante. Por tanto, los controles 6ptimos significan las medidas de
planificacién familiar que se tendrian que realizar para cumplir con las metas
de poblacidn establecidus, es decir, indica el nimero de nacimientos por
evitar, lo que se traduce en el nimero de usuarios y usuarias a cubrir en
los programas de planificacién familiar para alcanzar las metas de poblacién.

La ley de control optimo seria la siguiente:

pe® = L E(X),

donde la matriz L ya se ha presentado en el capitulo 2.
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VI. Resultados

Antes de establecer los supuestos del modelo, es necesario conocer cuales son
las acciones que el Estado Mexicano busca emprender en materia de Politica
de Poblacidén en lo que resta de este siglo. Entre los objetivos demograficos del
Plan Nacional de Desarrollo (1995-2000) se busca impulsar la reduccién del
crecimiento demografico. Se destaca que el bienestar no puede fincarse sobre
bases sdlidas si el rapido crecimiento de la poblacién erosiona los beneficios
del desarrollo. Se sefiala también, que la politica de poblacién persigue una
importante intensificacién de la planificacién familiar. Para el ano 2000 se
espera un pais de 100 millones de mexicanos. Entre 1995 y el afio 2000 se
esperan anualmente un promedio de 1.8 millones de nuevos mexicanos.

Tomando en cuenta estos propdsitos, en este capitulo se presentan los
resultados de las proyecciones de poblacidén utilizando el Filtro de Kalman.
Se han simulado diversos escenarios bajo el supuesto de que se presenten
diferentes valores de las varianza de los errores, tanto de la ecuacién de
observacién como de la ecuacién de transicién. EI establecimiento de las
diversas hipdtesis sobre las varianzas de los errores de las dos ecuaciones
mencionadas, busca analizar el efecto que éstas tienen sobre las proyecciones
de poblacién, lo que permite apreciar la robustez del modelo.

ILos principios en que se basan las hipdtesis son:

e En primer lugar se analizan los casos en donde la varianza del error de
la ecuacién de observacién toma diferentes valores; uno por ciento, dos por
ciento, tres por ciento, cinco por ciento y diez por ciento de los nacimientos
evitados calculados en el momento inicial. Las cifras obtenidas se mantienen
constantes a lo largo de los diez afios. Al principio del periodo de analisis se
estiman 100 mil nacimientos evitados. La varianza del error en la ecuacién de
transicién se mantiene fija y se supone igual al uno por ciento de la poblacién
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total en 1990. Esta combinacion de supuestos permite analizar la robustez
de la varianza de la ecuacién de observacidn.

e En segundo lugar se analizan los casos en donde la varianza del error
de la ecuacién de transicién toma diferentes valores; uno, dos, tres, cuatro y

cinco por ciento de la poblacidn total inicial de 1990, que es de 81.7 millones
T a varianza de la ecuacion de observacién se mantiene fija

»dos los casos e igual al uno por ciento de los nacimien-
Las diversas simulaciones muestran la robustez de la

de habitantes.
en el tictri, -

tos evitados de .91,
varianza del error de la ecuacién de transicidn.

En el modelo se dan como conocidos el valor de ¢, el de H y el de Z, que
representan las tasas de crecimiento demografico meta, las tasas de nacimien-
tos evitados y los nacimientos evitados, respectivamente. Las cifras presen-
tadas en el modelo si bien son hipdteticas, muestran el esfuerzo adicional que
el estado tendria que realizar para llegar a una poblaciéon cercana a la meta
planteada de 100 millones de personas.

A continuacién se detallan las hipdtesis:

Hipdtesis 1-R.- Se supone que la varianza del error de la ecuacién de
transiciéon es de 1 por ciento respecto a la poblacién de 1990 (81.7 millones de
personas) y se supone que la varianza del error de la ecuacién de observacién
es de 1 por ciento sobre los nacimientos evitados de 1991 (100 mil).

Hipdétesis 2-R.- Se supone que la varianza del error de la ecuacién de
transicién es de 1 por ciento respecto a la poblacion de 1990 (81.7 millones de
personas) y se supone que la varianza del error de la ecuacién de observacién
es de 2 por ciento sobre los nacimientos evitados de 1991 (100 mil).

Hipdétesis 3-R.- Se supone que la varianza del error de la ecuaciéon de
transicién es de 1 por ciento respecto a la poblacién de 1990 (81.7 millones de
personas) y se supone que la varianza del error de la ecuacién de observacién
es de 3 por ciento sobre los nacimientos evitados de 1991 (100 mil).

Hipdtesis 4-R.- Se supone que la varianza del error de la ecuacién de
trausicién es de 1 por ciento respecto a la poblacién de 1990 (81.7 millones de
personas) y se supone que la varianza del error de la ecuacidn de observacién
es de 5 por ciento sobre los nacimientos evitados de 1991 (100 mil).

Hipotesis 5-R.- Se supone que la varianza del error de la ecuacién de
transicién es de 1 por ciento respecto a la poblacién de 1990 (81.7 millones de
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personas) y se supone que la varianza del error de la ecuacion de observacién

es de 10 por ciento sobre los nacimientos evitados de 1991 (100 mil).
Hipdétesis 2-Q.- Se supone que la varianza del error de la ecuacién de

transicién es de 2 por ciento respecto a la poblacién de 1990 (81.7 millones de

personas) y se supone que la varianza del error de la ecuacidn de observacién
bre los nacimientos evitados de 1991 (100 mil).

es de 1 por cien*-
r Qe ecuacién de

Hipdtesis 3-Q.- Se supone que la varianza dei
transicidn es de 3 por ciento respecto a la poblacién de 1990 (&1.7 millones de

personas) y se supone que la varianza del error de la ecuacién de observacién
es de 1 por ciento sobre los nacimientos evitados de 1991 (100 mil).

Hipdtesis 4-Q.- Se supone que la varianza del error de la ecuacién de
transicién es de 5 por ciento respecto a la poblacién de 1890 (81.7 millones de
personas) y se supone que la varianza del error de la ecuaciéon de observacion
es de 1 por ciento sobre los nacimientos evitados de 1991 (100 mil).

También se plantean 2 hipdtesis extremas, que son:

Hipdétesis E-1.- Se supone que la varianza del error de la ecuacién de
transicién es de 5 por ciento respecto a la poblacién de 1990 (81.7 millones de
personas) y se supone que la varianza del error de la ecuacién de observacién
es de 10 por ciento sobre los nacimientos evitados de 1991 (100 mil).

Hipdtesis E-2.- Se supone que la varianza del error de la ecuacién de
transiciéon es de O por ciento respecto a la poblacién de 1990 (81.7 millones de
personas) y se supone que la varianza del error de la ecuacién de observacion
es de 10 por ciento sobre los nacimientos evitados de 1991 (106 mil).

Las ecuaciones que resumen la metodologia del Filtro de Kalman en el
caso univariado son las siguientes:

P = ¢51Cho + 03

Kx = (PkHg)/(HEkPg + 0%)
] =Px=(1— KrxHg)Pg

K
pre = (1/ (1 + (0R/HF(@F_10% 1 + 03))))
T = (1 — pr)brc—1Zx—1 + prc(Zr/Hk)

Los resultados aparecen en los cuadros y en las graficas.
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La poblacién proyectada al ario 2000 segin las hipotesis de la [-R a la V-R
varia entre 95.7 millones para la mds baja y 96.7 millones para la mds alta,
esto es, 1.0 millones de individuos de diferencia. Mientras que la poblacién
proyectada al ano 2000 segun las hipdtesis de la I-R o I-Q a la IV-Q varia
entre 96.7 millones para la mas baja y 97.2 millones para la mas alta, esto
es, 500 mil personas de diferencia. La diferencia entre la mads baja de todas
la hipdtesis y la mads alta de todas ellas, es de 1.5 miilones de ' 'bitantes.

La mayor varianza de los errores de la ecuacién de transicion, esto es, la
que se refiere a la poblacién, le da una mayor ponderacién a la ecuacién de
observacion, mientras que la mayor varianza de los errores de la ecuacion de

observacién, esto es, la que se refiere a los nacimientos evitados, le da una
mayor ponderacion a la ecuacién de transicion. Esto se puede ver con los
valores de p. Los valores de las estimaciones de poblacién de las hipdétesis

extremas se encuentran cerca del intervalo de variacién antes mencionado.
Es importante destacar la notable similitud en los resultados obtenidos.

A fin de comparar estos resultados con otros, se ha proyectado la poblacién
de México al afio 2000, a través de una funcidén lineal, una geomeétrica y una
exponencial. Los resultados aparecen al final de este capituio.

Como puede observarse, las diferencias no son tan grandes entre los diver-
sos resultados de la proyecciones demograficas, sin embargo, la ventaja del
uso del Filtro de Kalman es que se pueden establecer intervalos de confianza
de las poblaciones, ya que se conoce la media y la varianza. Ademas, una
vez que se conoce nueva informacion, se actualiza el sistema para proyectar

la poblacion.
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HIPOTESIS I-R

Ao 0% 0?; bk Hg 2 0?{=PK Py K