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Introducción 

El Filtro de Kalman ha sido aplicado exitosamente a problemas de ingeniería. 
de control. .:'.fuchos de los artículos publicados en Ja literatura sobre el Filtro 
de Kalman aparecen en revistas de ingeniería con un lenguaje y estilo propio 
ajeno a Ja estadística. Recientemente se ha utilizado fuera del campo de 
Ja ingeniería; en pronósticos de corto plazo, en el análisis de experimentos 
dosis-respuesta y en la evaluación de políticas macroeconómicas. 

La metodología del Filtro de Kalman es potencialmente de gran interés 
en el aná~ _.; de series de tiempo con parámetros dependientes del tiempo. 
El Filtro de Kalman es un estimador recursivo e insesgado que generaliza 
el método clásico de n1ínimos cuadrados cuando los parámetros cambian 
con el tiempo. La dinámica <le las variables observables y no observables 
en el Filtro de Ka!man Pst;in gobernadas por dos ecuaciones: una ecuación 
de observación y una ecuación de transición y ambas contienen un error 
estocástico. Se supone que dichos errores no están correlacionados. 

Los objetivos del presente trabajo son de dos tipos: uno de orden aplica­
tivo y otro de carácter teórico. 

En primer lugar, se realizará una aplicación novedosa del Filtro de Kalman 
en Ja estimación de poblaciones a nivel nacional y en el análisis de políticas de 
población. Esta técnica. resulta. adecuada en este caso, debido a Ja dinámica 
demográfica., la cual es determinada por las condiciones sociales y económicas 
de la población, mismas que han sufrido importantes transformaciones en el 
tiempo. 

En segundo Jugar, se extiende Ja metodología del Filtro de Kalman cuando 
se presenta correlación entre Jos errores. En el modelo demográfico que se 
presenta, las fuentes de información que se utilizan para su implementación 
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Hasta la fecha, todas las proyecciones de población que se han realizado 
en nuestro país proporcionan resultados puntuales. En ningún caso se dan 
estimaciones en rangos <le variabilic....la<l. Esta técnica permite dar estimaciones 
de Ja población con sus intervalos de confianza. 

lJno de los problemas que se presenta en la p1aneación social y económica 
es la falta de ir.··. ""tción futura sobre la población, y sobre los componentes 
del crecimiento .. t población, debido a que las técnicas que se usan re­
quieren de mucha información demográfica. El Filtro de Kalman permite 
disponer de pronósticos con menor esfuerzo. La información sobre el ntimero 
de personas es de gran utiliúa.<l en la planeación de Ja educación, de Ja salud, 
de la vivienda, del empleo, sólo por mencionar algunos campos. Aproximarse 
al conocimiento del número de habitantes que tendrá este país, podría apo­
yar a los encargados en !a toma de decisiones sobre cuáles son y serán !as 
mejores políticas a adoptar. Dichas políticas minimizarán el esfuerzo en la 
obtención de metas. Si los políticos de ha.ce medio siglo hubieran tenido un 
instrumental técnico para estimar y proyectar población, es probable que el 
tema demográfico no se hubiera convertido en un problema fundamental del 
desarrollo de l\Iéxico. 

El desarrollo de este trabajo es como sigue: 

En el capítulo I, se presentan las diversas técnicas de pronóstico de la 
población de :\léxico que se han realizado <..lesde hace medio siglo, a fin de 
establecer un marco comparativo. En el capítulo II, se estudian los aspec­
tos teóricos del Filtro de Kalman. En primer lugar, se analiza el Filtro de 
Kalman a través de la minimización del error cuadrático medio, luego se 
introduce un enfoque alternativo del Filtro de Kalman en el marco de la 
estadística Bayesiaua y finalmente se establece el vinculo entre el Filtro de 
Kalman y la. programación dinámica. En el capítulo III, se proporciona una 
extensión del Filtro de Kalman cuando los errores están correlacionados. En 
el capítulo IV, se introduce un nuevo modelo de estimaciones de población 
utilizando el Filtro de Kalman. El capítulo V plantea un modelo para el 
establecimiento de escenarios, los cuales son de utilidad en la evaluación de 
políticas de población. Finalmente, se presentan un conjunto de resultados 
en donde se analiza el efecto de diferentes niveles de varianza de los errores 
de las ecuaciones de observación y de transición sobre las proyecciones de 
población y las conclusiones sobre este trabajo. Asimismo, se presenta un 
apéndice sobre los términos demográficos usados en el trabajo y un apéndice 
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que describe en forma breve la evolución histórica de la teoría de estimación 
hasta Jl'?gar al Filtro de Kalrnan. 
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I. Marco general: métodos 
estadísL1co demográficos de 
proyecciones de la población. 
de México 

Bien sea por medio de la magia o de la ciencia, los seres humanos han inten­
tado, desde siempre, adivinar Jo que el futuro les tiene reservado. Para los 
mexicas, por ejemplo, el mundo por ellos habitado era uno más de los mu­
chos que los habían precedido y ellos mismos serían remplazados por otros 
habitantes. El futuro estaba determinado por esta evolución cíclica; de ahí 
que Ja existencia. de los individuos estuviera supeditada a vivir el presente y 
el pasado. El interés por dominar el tiempo estaba dirigido, por un lado, a 
encontrar la clave para entender y prever los fenómenos naturales y, por el 
otro, a definir el destino de los seres humanos. "Na.da nuevo hay bajo el sol", 
d~ce el Eclesiastés. Este es el anuncio profético de la repetición de todas las 
cosas. 

A diferencia. de la antigüedad, en la época actual los individuos toman 
al futuro como punto de referencia. y organizan sus instituciones y activi­
dades de acuerdo con esa visión del mundo. Aproximarse al futuro de las 
sociedades y en particular conocer el número de personas que habrá en los 
próximos años es una necesidad, aun cuando se sabe qu .. no es posible prede­
cir el porvenir con precisión. Las proyecciones de población son importantes 
en la. programación económica y social e indispensables para calcular los 
requerill'lientos futuros en n1ateria de educación, empleo, vivienda., salud y 
seguridad social. Dichas proyecciones ayudan también a entender mejor la 
dinámica de los fenómenos demográficos, pues permiten estudiar los efer.tos 
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de las variaciones de las tasas de natalidad, mortalidad y migrac1on en la 
estructura por edades, así como predecir el futuro y comprender el pasado. 
Por su parte, la proyección de escenarios desea.bles permite proponer alterna­
tivas a la e•·olución de fenómenos demográficos que pueden provocar efectos 
negativos en el desarrollo del país. 

Las primeras proyecciones demográficas fueron las de la población total, 
pues no se contaba con datos de los na.cimientos, '! rii;: :c;..1• migrac1on. 
Las perspectivas de población realizadas por Gregory K1ng en .ag)aterra ha­
cia fines del siglo XVII se basaban en el tiempo de duplicación del número 
de habitantes. King realizó sus pronósticos de la población del Reino Unido 
al fina.! de cada siglo hasta. el año 2030. Malthus también hizo proyecciones 
utilizando la tasa geométrica. de crecimiento, aunque pronto advirtió que 
las perspectivas demográficas, basadas en las tasas de crecimiento o decreci­
miento existentes, tenían poca confiabilidad debido a la irregularidad de epi­
demias y hambrunas que afectaban el nivel de los nacimientos. Suponiendo-­
decía. Malthus- que la cantidad de alimentos producidos en la etapa inicia.! se 
pudiera. multiplicar por dos en 25 años y que la. población se duplicara. ca.da. 
cuarto de siglo, ocurriría lo siguiente: 

"Supongamos que la población de nuestra isla es de 1 l millones de habi­
tantes- se refería a Inglaterra- y que la producción actual basta para. sostener 
bien a. ese número de personas. Al cabo de los 25 primeros años la población 
sería de 22 millones de habitantes y, habiéndose doblado la producción de 
alimentos, los medios de subsistencia seguirían bastando para. la población. 
En los 25 años siguientes, la duplicación sería. de 44 millones y los medios 
de subsistencia. sólo basta.rían para mantener a 33 millones de habitantes. 
En el siguiente período de 25 años la población sería de 88 millones y los 
alimentos sólo basta.rían para. mantener a la mitad de ese número de per­
sonas. Y al finalizar el primer siglo la población sería de 176 millones de 
habitantes y los abastecimientos sólo podrían mantener a. .55 millones, lo que 
deja.ría sin medios de susbsistencia. a. 121 millones" (Ma.lthus,1951). Ma.lthus 
consideraba. la. tasa geométrica. y el tiempo de duplicación como instrumen­
tos clave para. elaborar proyecciones de población. Durante le..; siglos XVII 
y XVIII el tiempo de duplicación de la. población era. la. metodología. uti­
liza.da en esas proyecciones (Naciones Unida.s,1978). La. función geométrica. 
es P, = P 0 (I + r)'. A fin de avanzar en las metodologías de proyecciones 
en los siglos XVIII y XIX fue preciso realizar con cierta regularidad. censos 
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completos. Los pronósticos que se hacían a principios del siglo XIX suponían 
un crecimiento geométrico de la población. Más tarde se c-uestionaron las 
hipótesis y se • aron a. hacer supuestos de tasas de crecimiento en des­
censo. 

Posteriormen. .;e utilizaron funciones matemáticas para. hacer proyec-
ciones de poblaci ,n. La función más conocida es la logística, cuya primera. 
versión fue realizada por Verhulst en 1848 y retomada por Pearl y Reed en 
1920. Se basa en la hipótesis de que las poblaciones tienden a alcanzar un 
límite que luego no superan. Esta función se sigue utilizando para proyec­
tar el comportamiento futuro de la fecundidad y Ja mortalidad, aunque se 
le critica no sólo por ser demasiado mecánica, sino por no tomar en cuenta 
Ja estructura por sexo y edad. Sin embargo, su aplicación para períodos 
breves produce resultados certeros. Otras funciones en que existen límites en 
el ritmo de crecimiento demográfico son la de Gompertz: kgc' y Makeham: 
A+ Be'. 

Con el método de los componentes se empieza. a poner mayor atención en 
elaborar proyecciones de población. Este método se utiliza en Ja actualidad y 
consiste en aplicar hipótesis sobre la. fecundidad, la mortalidad y la migración 
a. la composición por edad y sexo. Cada grupo de edades se proyecta con 
probabilidades de supervivencia. Los nacimientos se obtienen a partir de las 
tasas específicas de fecundidad proyectadas y se proyectan en el tiempo. A Ja. 
estructura resultante se le suman o restan los migrn.ntes. En 189.5, Cannan 
aplicó un procedimiento que en esencia es el de Jos componentes para. preparar 
las proyecciones de Inglaterra. y Gales. 

Después de Ja segunda. guerra mundial se estimuló la planificación del de­
sarrollo a. fin de reconstruir las economías devastadas por el conflicto bélico. 
Esto motivó que se realizaran proyecciones demográficas de la. población to­
tal, por grupos de edades, medios rural y urbano, hogares y familias, entre 
otros. En los años veinte las proyecciones se realizaban utilizando curvas, 
en especial la función exponencial; en los treinta, se usaba. la logística., y en 
los cincuenta, el citado método de los componentes. A partir del siguiente 
decenio y hasta la fecha se utilizan variaciones del mismo método, que se 
ha. perfeccionado. La calidad de los resultados de la. técnica. de los compo­
nentes depende de la confiabilidad primordialmente de las hipótesis. Al final 
del capítulo se presentan las técnicas de proyección utiliza.da.a en diversos 
momentos. 
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1.1 Las proyecciones demográficas de México 
en la perspectiva histórica 

~féxico cuenta con una amplia historia en la realización de proyecciones c!e­
mográfica.s. La División de Población de la.s Naciones Unidas publicó en 
19.'54 proyprr;•'" e población por sexo y grupos de edad para el período 
19.'50-1980 correspondientes a Centroamérica y México. Se establecieron tres 
hipótesis sobre el número de nacimientos futuros: una máxima, una media 
y una mínima. Según la clasificación del país en relación con la natalidad se 
determinó la forma de la transición. Por lo que se refiere a Ja mortalidad, se 
trazaron curvas representativas, cada una de las cuales permite ,-fpterminar 
Ja evolución de las tasas de mortalidad por edad (Naciones Un 9.54). 

En 1958, Coale y Hoover realizaron proyecciones de población mediante 
el método de los componentes con base en la ¡..oblación de 19.'50 y analizaron 
las perspectivas demográficas y su influencia en el desarrollo económico. Es­
tudiaron en especial los efectos de los cambios en los niveles de fecundidad 
sobre los procesos económicos. Analizaron el ca.so de la India e incluyeron a 
l\féxico como ejemplo de un país de baja. densidad demográfica en contraste 
con la India (Coale y Hoover,19.'58). 

En 1960 Louis Ducoff preparó para Ja CE PAL un estudio sobre los proble­
mas demográficos de Centroamérica y l\féxico y sus efectos en el desarrollo de 
la región. En especial se intentó estable-::er la relación entre el crecimiento de­
mográfico y los problemas referentes a la integración económica de la región. 
Para ello se corrigieron las proyecciones existentes, pues se observó que Jo, 
niveles de natalidad se habían subestimado. Asimisrno, debido a que se cal­
cularon niveles de mortalidad superiores a los del trabajo de las Naciones 
Unidas en 1954, las cifras de población obtenidas son menores que las calcu­
ladas en ese año (Naciones JJnida.s,1960). 

Gustavo Cabrera realizó en 1960 estimaciones de la población del país, 
para lo cual estableció tres hipótesis de la dinámica futura de la fecundidad: 
una constante y dos que suponían un descenso. Respecto a la mortalidad 
estableció un incremento de dos años en la esperanza de vida al nacer por 
ca.da quinquenio. Según esta proyección la población pasaría de 3.'5. I millones 
en 1960 a una cifra de entre 60. 7 y 65.2 millones en 1980 (Cabrera,1960). 
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En 1962 se publicaron las proyecciones de población realizadas por Julio 
Durán Ochoa. Ese trabajo tomó como base los datos censales de 1960 y 
adoptó el supuesto de que la feci.ndidad permanecería invariable de 1960 a 
1980. Con respecto a la mortalidad se consideró un incremento en la espe­
ranza de vida al nacer de 2.S aiios por cada. cinco (Durán, 1962). Un año más 
tarde Zulina Recchini elaboró proyecciones de población por grupos de edad 
y sexo para el período 1960-1980. Supuso una fec1·;.d;•'·1<l .. .- ,stante y un 
aumento de la esperanza de vida al nacer de 2.S años cada qu1uquenio (Rec­
chini, 1963). En 1964, Zulma R.ecchini y Miguel Cha.vira, y en 1966 Miguel 
Chavira realizan proyecciones demográficas. Sus resultados tiOil sernejantes a 
los de Recchini en 1963. 

En 1966 se publicaron las proyecciones de población para el período 1960-
1980 de Benítez y Cabrera. En ellas se utilizó el método de los componentes 
y la población base fue la del censo de 1960. Se establecieron tres hipótesis 
respecto a la fecundidad: 1 )constante; 2)consta.nte hasta 1970 y con descensos 
de S por ciento de 1970 a 1 975 y de 1 O por ciento de 1 97.5 a. 1 980, y 3) constante 
hasta 196.5, con descensos de."> por ciento de 196.5 o. 1970, de 10 por ciento 
de 1970 a. 197.5 y de 1.5 por ciento de 197.5 a 1980 (Benítez y Cabrera,1966). 
Los resultados de esas proyecciones condujeron a modificar los objetivos de 
la política de población: de pronatalist.a se convirtió en reguladora del ritmo 
de crecimiento demográfico del pa.ís. 

En 1978 la Secreto.ría de Programación y Presupuesto (SPP) elaboró 
proyecciones de 1970 al año 2000. La población base fue la del censo de 
1970, corregida y proyectada al 30 ele junio. Se establecieron cuatro hipótesis 
de fecundidad y una de mortalidad. Los resultados son superiores a los de 
la.s otras perspectivas demográficas. Con base en la hipótesis de fecundidad 
constante se estimó una población de 1.51.8 millones de habitantes, cifra muy 
elevada si se le compara con las otras proyecciones demográficas (Secreta­
ría de Programación y Presupuesto,1978). En todas las proyecciones no se 
consideró la migración internacional. 

En 1980 Sergio Ca.mposortega elaboró perspectivas demográficas para el 
período 1970-2040. Planteó dos hipótesis de mortalidad, cinco de fecun­
didad y cuatro de migración. Seleccionó ocho proyecciones de población 
que cubren Ja. banda. probable de la dinámica demográfica futura y dos que 
definen los límites máximo y mínimo. Dichas proyecciones son: 1 )límite 
máximo; 2)límite máximo proba.ble; 3)variación 1: ümite máximo probable; 
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4)variación 2: límite max1mo probable; S)variación 1: alternativa media; 
6)hipótesis reco1nendada; ?)variación 2: alternativa media; 8)variación 1: 
límite mínimo probable; 9)1ímite mínimo probable; IO)límite mínimo. Los 
resultados varían para el año 2000 entre 99.1 millones s-egún el límite mínimo 
y 133 millones de personas a partir del límite máximo (Camposorte,ga, 1980). 

La SPP. el rnnsejo Nacional de Población (Conapo) y el Centro La.ti­
noa.merica •. _, 1ograña (Celade) publica.1·on en 1983 las proyecciones de 
población para el período 1980-2000. La. población base fue la de I 980. Se 
planteó una sola hipótesis de mortalidad suponiendo que la ganancia en la 
esperanza de ,·ida se hace más lenta conforme este indicador es mayor. Para 
obtener los niveles futuros de la fecundidad se utilizó un modelo logístico. 
Respecto a la migración internacional se supuso que los saldos netos migra.­
torios del período 1960-1970 se mantenían constantes para el período de ),.. 
proyecc1on. Se realizaron dos proyecciones de población: una de ellas, la 
programática, tomó en cuenta la meta de crecimiento demográfico de 1 por 
ciento al año 2000; la. otra, denom.inada alternativa, presentó un panorama 
futuro al que se llegaría en el supuesto de que la. disminución de la. fecun­
didad fuera menor que la establecida en la política. de población (Secreta.ría. 
de Programación y Presupuesto, Consejo Nacional de Población y Centro 
Latinoamericano de Demografía, 1983). 

A mediados de los ochenta, el INEGI y el Conapo elaboraron ., Las proyec­
ciones de !a población de México y de las entidades federativas: 1980-2010" 
(INEGI y Conapo, 1985). Para proyectar la mortalidad se aplicó una función 
logística a las esperanzas de vida entre 1950 y 1980. Respecto a. la. fecundidad 
se plantearon dos hipótesis: la programática. y la alternativa.. La. primera se 
aproxima a. la meta de crecimiento demográ.fico de 1 por ciento a.l año 2000 
planteada por el Cona.po en 1977. La alternativa. supone que se llegará. a. 
una. cifra. más eleva.da. en la tasa de crecimiento demográfico: 1.6 por ciento 
anual. La. migración internacional se mantuvo constante en el período de la 
proyección a la observe.da. de 1975 a. I 980. 

Un a.iio después, Núñez y l\foreno efectuaron proyecciones de población 
urbanas y rurales para 1980-2010 con base en el modelo multirregional. Este 
incorpora de manera explicita los componentes demográficos como el método 
clásico, pero a.demás considera simultáneamente la interrelación de las va.ria.­
bles demográficas. 
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En 1992 la División de Población de la ONU publicó el documento \Vorld 
Population Prospects, donde se revisan las proyecciones demográficas reali­
zadas hasta esa fecha. Según la hipótesis intermedia, la población calculada 
para el 2000 es de 102.6 millones (Naciones L'ni<las,1992). 

En 1993 el Conapo elaboró proyecciones para el período 1990-2025 con 
base en los resultados del censo de 1990. Para el año 2000 calcula una. 
población de 100.5 millones <le habitantes, y para ei Jo. 0-2005, una 
esperanza de vida al nacer de 7.1 años y una tasa glob.u <le .·.c:undidad de 
2.5. La población estimada pai-a el 202.5 es de 130.8 millones de personas, 
ca.si el doble de la censada en l!J80 (66.8 millones). Esto significa que antes 
del 2025 se debe construir otro l\féxico como el de 1980, aun cuando la tasa 
de crecimiento demográfico en el 2025 se encontrará por debajo de 1 por 
ciento anual. En el cuadro se presentan los resultados <le las proyecciones de 
población hasta el año 2000 según diversos autores e instituciones. 

La exactitud de una proyección de población depende en gran medida 
del período que se considere: a. .So 10 años son confiables y de utilidad para 
planes quinquenales; a 15-20 años son menos ciertas, pero reflejan la dinámica 
general, y a :30-35 años indican cómo sería la estructura de la población en 
un período lejano si operan los procesos de la actualidad . 

. .\1 comparar la.s diversas proyecciones de población con los datos censa.les 
se observa una. diferencia significativa si se torna. como base la población 
inicial de la proyección. En este anáHsis sólo se consideran las proyecciones 
siguientes: media~ programática o única. Se observa que las estimH.Cioues 
futuras son más certeras en plazos breves. El intervalo que se forma entre la 
proyección más baja y la. más elevada incluye a la población de los censos de 
1960, 1970 y 1980. El rango <le variación en 1960 va. de 33.3 a :36.0 millones 
de personas, mientras el censo enumeró a 34.9 millones. En 1970 la banda 
osciló de 41.8 a 51. l millones, y la población censal fue de 48.2 millones y se 
censaron 66.8 millones de personas. En l 990 varía de 84.5 a 99. 7 millones. El 
intervalo de variación es el siguiente: 1960, 2. 7 millones; 1970, 9.3 millones; 
1980, 9.3, y 1990, 15.2 millones, lo que muestra el aumento del diferencial 
en el tiempo. En el último año señalado el intervalo de variación de la.s 
proyecciones no incluye la censal, en gran medida debido a que las hipótesis 
de la migración internacional no fueron adecuadas (salieron del país más 
ciudadanos de los que se había previsto). 
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Al analizar los resultados del cuadro que aparece al final de este apartado 
se distinguen tres etapas bien definidas: en Ja primera las proyecciones reali­
zadas en los ch1cuenta y Jos sesenta presentan rangos de variación pequeños 
f'!n el número de habitantes; en la segund ... , formada por las proyecciones de 
1978 y 1980. los intervalos de variación son grandes, y en la tercera, que 
incluye las proyecciones realizadas de 1983 a la fecha, los rangos se vuelven a 
reducir. Una proyección es útil cuando las hipótesis planteadas se traducen 
en rangos de población pequeños. Un intervalo de variación muy amplio 
no es de utilidad, puesto que es muy pr.obable que caigan los resulta.dos de 
población de los censos. 

Pese a que hoy se dispone de mayor información, super computadoras 
y técnicas matemáticas más avanzadas, no se ha logrado avanzar en las 
proyecciones de población. Se ha dedicado más tiempo a las técnicas y a. 
la computación que a. la formulación cuidadosa. y analítica de hipótesis. En 
este sentido, es preferible detenerse a reflexionar sobre el futuro demográfico 
que aplicar complejas metodologías matemáticas. Por tanto. las perspectivas 
demográficas sólo se deben tomar como una guía para establecer objetivos y 
metas en la planeación del desarrollo. 

I.2 Situación demográfica actual y futura 

En 1995 la población del mundo llegó a 5 600 millones de habitantes. antes 
de finalizar el siglo seremos 6 000 millones, 7 000 un poco antes del 2010 
y 8 000 en el 2020. Para ilustrar la velocidad del ritmo de crecimiento de 
la población mundial y la historia demográfica desde la aparición del Horno 
erectus basta 1987 -año en que se llegó a 5 000 millones de habitantes- se 
comprime en un solo año un período que abarca un millón de años. 

El Horno erec:tus aparece a las cero horas del 1 de enero del año de­
mográfico. Transcurre casi todo el aüo y a las 23:00b del último día del mes 
de diciembre (1850) l 000 millones de habitantes habitan el planeta. A las 
23:30b (1930) Ja cantidad asciende a 2 000 millones; quince minutos después 
(1960), a 3 000 millones, y a las 24:00b del último día del año (1987), el 
número es de 5 000 millones. Los últimos 4 000 millones se alcanzaron en 
sólo una hora del a.ño demográfico. A Ja,. OO:O:'>h del primero de enero del 
siguiente año (1999) habrá. 6 000 millones; 7 000 a las 00:1 lh (2010); 8 000 a 
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las nn, l 7h (2020) y 10 000 millones a las 00:45 hrs (207.5). De I 987 al 2075, 
es ,; ir, en 88 años se tendría que construir utro mundo como el de 1987. 

Testigo de grandes transformaciones económicas, sociales y tecnológicas, 
el siglo XX presenció también los cambios demográficos más intensos de la 
historia.. En la. tercera década de este siglo la. población del planeta ascendió 
a. 2 000 rnillone~ . ..::., necesitó por lo menos un millón de años para que esto 
ocurriera, 1.4..LAt.:r~.-· • .,ue en prácticamente seis décadas la población pasó de 
esa cifra a Jos actuales 5 600 millones de habitantes que ha.bitan el planeta. 
El crecimiento demográfico mundial es de aproximada.mente mil millones de 
personas ca.da. 12 años. 

En este orden de idea..<J, ¿cuál es la situación demográfica. de México? 
Según el censo, e! país tenía. 81.2 millones de habitantes en 1990 -el undécimo 
más poblado del mundo-; se estima que en el 2000 la cantidad ascenderá a. 
100 millones. 

La. tasa. anual de crecimiento demográfico pa.só de 3.4 por ciento en 1970 a 
2 por ciento en 1990. A pesar de la importancia. de esa disminución, el ritmo 
es aún elevado, pues de mantenerse la. población se duplicaría. en períodos de 
35 años. Cabe seña.lar que dicho descenso se ha. presenta.do en mayor medida 
en las zonas urbanas y en los estratos de pobla.ción medios y altos. 

En 1990, 38.4 por ciento de la población pertenecía al grupo de O a. 14 
años; 57.4 por ciento al de IS a. 64 años, y 4.2 por ciento al de 65 años y 
más. Se prevé que en el 2025, 23 por ciento tendrá menos de I .5 años; 68 por 
ciento, entre 15 y 64, y 9 por ciento mayor de 65 (CONAP0,1993). 

De 1960 a. 1990 se registra.ron cambios importantes en la. tasa. global de 
fecundidad. A fines de los sesenta. el promedio de hijos por mujer al terminar 
su vida. fértil era de 7 y la de 1990 se calculó en 3.4. El descenso de la 
fecundidad no fue homogéneo en todos Jos grupos; difiere según la escolaridad 
y el lugar de residencia. La. Eucuesta Nacional sobre Fecundidad y Salud 
(ENFES), realiza.da. en 1987, muestra que las mujeres que ha.bitan en las 
áreas metropolita.na.s tienen tres hijos menos que las que viven en localidades 
menores a. 20 000 habitantes. Con respecto a. la escolaridad se observa un 
hecho semejante: quienes cursaron la primari-. completa tienen dos hijos 
menos que las que no la. cursa.ron. 

La. mortalidad ha. descendido de n1a.nera. importante. La esperanza. de 
vida al nacer aumentó de 58 años en 1960 a. 71 años en la. actualidad. 
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Las cifras globales esconden las acentuadas diferencias entre las entidades 
federativas: en 1988 en Nuevo León la esperanza de vida al nacer era de 74 
afios, mientras que en Oa.xaca era ligeramente mayor de 60: una brecha de 
14 años. 

La tasa de mortalidad infantil, considerada. como un indicador del de­
sarrollo, ha presentado una continua disminución: de 1.12 en 1950 a 40.9 
defunciones de niños menores de un año por cada : O~Jq n&.( ;os vivos en 
1990. 

A comienzos del siglo XX la natalidad y la mortalidad eran elevadas. La 
esperanza de vida al nacer era de alrededor de 30 años. Un alto procentaje 
de Jos niños que na.cían en esta época no conocían a sus padres y abuelos 
como resultado de la reducida esperanza de vida. Incluso, debido a que 
la fecundidad y la mortalidad infantil y en la niñez eran elevadas, muchos 
infantes no llegaban a conocer ni siquiera a sus hermanos. Las personas se 
casaban jóvenes y debido a la elevada mortalidad, las uniones conyugales 
duraban poco. 

La migración interna. ha. desempeñado un papel importante en el creci­
miento de la población. Esta se ha concentrado principalmente en el cen­
tro del país, integrado por 13 entidades federativas, donde radican seis de 
cada diez personas ocupando sólo 20 por ciento del territorio nacional. La 
población tambiéu se concentra en cuatro zonas metropolitanas. En l 990 
la Ciudad de "-1éxico concentraba a. 16 millones de personas, casi la quinta 
parte de la población total. Del censo de 1990 se desprende que la. fuerza 
de atracción de las ciudades más grandes ha cedido terreno a las ciudades 
intermedias. 

La baja de la fecundidad traerá importantes efectos en la estructura. por 
edades: se reducirá la población en edad escolar y preescolar en términos 
relativos y absolutos y aumentará la proporción de los habitantes en edades 
activa.e y avanza.das. En tanto que ese descenso tiene efectos directos en la 
población que demandará escuelas y atención a la salud materno-infantil, las 
repercusiones son más lentas y tardan más tiempo en afectar la. estructura. y 
el número de la población en edad activa, pues ésta ya ha nacido. 

¿Qué nos espera en el futuro? 

Los escenarios demográficos del futuro, así como las demandas y presiones 
de orden social que van a generarse, son previsibles. La observación de las 
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tendencias de Ja. población y sus posibles modificaciones brindan Jos elementos 
necesarios para apreciar }&. magnitud de los esfuerzos que se sugieren en 
educación, salud, empleo, vivienda. y nutrición. El análisis comprende el 
periodo 1990-2025. 

En el supuesto de que el ritmo anual de crecimiento demográfico descen­
diera de 1.9 por ~'~.-,to en 1993 a 0.7 por ciento en el período 2020-2025, la 
población ~ . ... .lltimo año ascendería a 130.8 millones de personas. Los 
efectos del decren1'•nto serían los siguientes: i)la población en edad prescolar 
y escolar (0-14) pasaría de 32.1 millones en 1990 a 30.1 rnillones en el 2025. 
ii)EI volumen de la población en edad activa. ( 15-64) pasaría de 48.1 millones 
en 1990 a 88.9 en el 2025. iii)La. población en edad de jubila.ción (65 y más) 
se elevaría de 3.6 millones en l 990 a 11.8 millones en el 2025. Esto significa 
que ya han nacido o están por nacer muchos de los que requerirán empleo 
en el 2025 y su número sería casi el doble de la población en edad activa 
de 1990. La población en edad avanzada. del 2025 se habría multiplicado 
por tres respecto a 1990. Este fenómeno, en cambio, no se presentaría en el 
grupo de edades de O a. 14 años, ya. que este grupo se reduciría. en 2 millones 
de 1990 al 2025. El descenso del ritmo de crecimiento de Ja. población dará 
como resulta.do que las políticas de bienestar social orienta.das a. determina­
dos sectores (educación, salud) tendrán la posibilidad de trascender la mera. 
prestación de servicios a.ta.da por el problema cuantitativo, a. una. política. 
en que lo cualitativo sea. el eje central de la planificación del desarrollo. Es 
importante destacar, por ejemplo, que el ritmo de formación de profesores 
debe reducirse, pues podría ocurrir que hubiera ma.estros sin alumnos. 

Si bien es necesaria, Ja regulación de Ja. tasa. de crecimiento es insuficiente 
para. adecuar los procesos demográficos con Jos del desarrollo. Es urgente, 
además, regular Jos movimientos migra.torios, sea estimulando Ja permanen­
cia. de la. población en su Jugar de origen o reorientando las migraciones hacia. 
ciudades de tamaño intermedio a zonas con recursos naturales y produc­
tivos mediante Ja creación de empleos. La. regulación de los movimientos 
migratorios y Ja. disminución del crecimiento demográfico harán posible que 
Ja población de las zonas metropolitanas se reduzca. 

La alarma sobre el proceso de urbanización ha. crecido con las proyecciones 
realizadas para. las poblaciones futuras de algunas de las zonas metropolitanas 
nuís grandes del país. Se proyecta que la. Ciudad de México, por ejemplo, se 
hubiera podido transformar en una. población con 31 millones de personas en 
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el año 2000 si hubiera permanecido invariable el ritmo de crecimiento de la 
población del decenio de los setenta. 

Es importante destacar que aún se tendrán que hacer esfuerzos impor­
tantes para intensificar la salud reproductiva en el marco de los programas 
so~iales, sobre todo en las zonas marginales y las áreas rurales que muestran 
un lento descenso de la natalidad y una mortalidad elevada. "":stos esfuer-
zos se deben enmarcar en los programas económico~ -·. ··1al· 1dientes a 
mejorar las condiciones de vida. Al mismo tiempo, se l...Ít:i .. cn .. : las bases 
para elevar la calidad de la vida en las zonas que expulsan población. 

En este sentido, las acciones que se emprendan tendrán mejor aceptación 
y mayores posibilidades de éxito si se sustentan en la amplia participación 
ciudadana. Esta sólo podrá. lograrse mediante la consolidación de los pro­
gramas de educación y comunicación, que pueden ser Ja. base de sustento de 
programas ori0nta.dos a reducir la mortalidad y la morbilidad infantiles, re­
gular la feculididad mediante programas de salud reproductiva y racionalizar 
la distribución espacial de la población. 

¿Cómo será la fecundidad y la m..:irtalidad al finalizar el primer cuarto de 
siglo? 

La edad media de la fecundidad en el periodo 2020-202.5 se ubicará. alrede­
dor de 32 años como resultado de la mayor participación de la mujer en la 
actividad económica. El promedio de hijos por mujer al final de su vida fértil 
será cercano a dos, es decir, la población se encontrará en un crecimiento de­
mográfico de remplazo. Como resultado de la ampliación del periodo fértil, 
las parejas podrán decidir el espaciamiento en•.re sus hijos. Debido a los 
avances de la ciencia, disminuirá. el alto riesgo de los embarazos después de 
los 35 o 40 años de edad. Los niños del siglo XXI tendrán uno o dos herma.nos. 

El aumento en la esperanza de vida hasta los 76 años en el período 2020-
2025 permitirá. que la mayoría de los niños que nazcan en esa época conozcan 
a sus padres, abuelos e incluso a sus bisabuelos. Un niño podrá. convivir con 
su padre hasta que éste cumpla 75 años o más, cuando a principios del siglo 
sólo lo hacían por uno o dos decenios. 

Es importante resaltar que a partir del primer quinquenio del siglo XXI 
empezará a incrementarse la. tasa bruta. de mortalidad como resulta.do del 
proceso de envejecimiento de la población mexicana.. Esto redundará en una 
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aceleración en el descenso de la. tasa de crecimiento demográfico. La inercia 
demográfica conducirá a una tasa de crecimiento demográfico cercana a cero 
poco antes de la mitad del siglo XXI. 

En los primeros años del próximo siglo se iniciaría una nueva etapa de­
mográfica con un descenso lento en la tasa bruta de natalidad y un incremento 
también lento en la de mortalidad. Esto provocará que se tienda más rápido 
hacia el crecimiento demográfico cero. 

En conclusión, las proyecciones de población no cieben considerarse como 
una. bola. de cristal con la que podríamos adivinar el porvenir, más bien deben 
verse como una. brújula que nos permita orientar los programas en materia. 
socioeconómica. 

Además, los pronósticos que se han realizado se centran en técnicas 
de orden demográfico principalmente, pero no se ha. hecho nada. usando 
técnicas dinámicas como es el ca.so del Filtro de Ka.lma.n que pueden, a.demás 
de proporcionar intervalos de confianza. en las estimaciones de población, 
aprovechar el potencial matemático de orden teórico que subyace a. este tipo 
de herramientas. También el Filtro de Kalma.n puede ser utiliza.do en la 
evaluación permanente de los objetivos planteados en materia. pobla.cional, 
ya que los componentes del crecirniento demográfico cambian con el tiempo, 
no son fijos, ya que dependen de las condiciones sociales y económicas. 
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RESULTADOS DE LAS PROYECCIONES DE LA POBLACION DE MEXICO 
CALCULADAS POR DIVERSOS AUTORES 

(Millones de habitantes) 

CALCULO llPO'r!SIB uso 1960 1970 1980 1990 2000 

Naciones Unidas (1) Alta 25.6 34.1 46.3 64.4 - -
Media 25.6 33.3 43.0 55.~ - -
Baja 25.6 32.5 40.0 48.' - -

Naciones Unidas (2) Alta 25.8 33.6 44.9 62.~ - -
(revisi6n) Media 25.8 32.8 41.8 53.3 - -

Baj!l 25.8 32.0 38.9 46.4 - -
Zulma Recchini y Unica - 36.0 50.7 72.4 - -
Miguel Chavira (3) 

coale y Hoover (4) Alta 26.6 36.0 50.l 61.9 - -
Media 26.6 36.0 49.3 70.9 - -
Baja 26.6 35.7 46.4 57.5 - -

Gustavo Cabrera (5) Alta ~ 35.l 47.5 65.2 - -
Media - 35.l 47.l 63.4 - -
Baja - 35.l 46.6 60.7 - -

Miguel Chavira (6) Unica - 36.0 50.7 72.4 - -
Julio Dur6n Ochoa (7) Unica - 3'.7 46.8 63.3 - -
Zulma Recchini (B) Unica - 36.0 50.7 72.6 - -
Benitez y Cabrera (9) Alta - 36.0 51.l 73.6 - -

Media - 36.0 51.l 71.9 - - \ 
Baja - 36.0 50.8 69.l - - i 

Secretaria de Proqraaaci6n constante - - 50.7 71.9 104.2 151.8 
y Presupuesto (10) Hip. 1 - - 50.7 71.6 102.3 U3.9 

Hlp. 2 - - 50.7 71.l 99.7 135.8 
Hip. 3 - - 50.7 70.4 95.5 126. l l 



Sergio Camposortega (11) L1mite Kaximo - - 50.l 69.0 95.5 133.6 
Recomendada - - 50.l 68.l 86.3 107.3 
Limite m1nimo - - 50.l 68,3 84.3 99.l 

S.P.P., CONAPO, CELAD& (12) Alternativa 27.4 37.0 51.2 69.4 89.0 109.2 
Proqramativa 27.4 37.0 51.2 69.4 86.2 99.6 

Leopoldo Mu~ez y Unica - - - 69.7 84.5 100.1 
Lorenzo Moreno (13) 

INEGI·CONAPO (14) Alternativa - ~ - 69.7 86.l 104.0 
Proqramativa - - - 69.7 85.8 100.0 

CELADE Y NACIONES UNIDAS UNICA 27.3 36.5 50.3 67.0 84.5 102.6 
(15) 

CONAPO (16) UNICA - - - - 83.8 100.5 
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Técnicas de estimación y 
proyecciones de población 

Gregory-King (1696), Petty y Gra.unt 

J\,fa.ltbus (l 798)(Geométrica. y exponencia.l) 

Verbulst (1833) 
( 1920) (logística.) 

y Pea.rl y Reed 

Farr (187.'3) y Cannan (1895)(Método de 
los componentes) 

Pritcbett (189l)(Polinomio de tercer 
grado) 

Wbelpton (1936) y Leslie (1945)(Método 
de los componentes perfeccionado) 

Lineal 

l\;fattelart (1964)(Métodos numéricos) 

l\.fattelart (1964)(R.egresión lineal) 

Mattelart (1964) (Regresión polinomial) 

Mattelart (1964) (Gompertz (18211¡) 

Mattelart (1964) (Ma.keham (1860J) 

Rogers (1968)(Modelo de crecimiento mul­
tirregional) 

División de Población de Naciones Unidas 
(1989) (Método de los componentes com­
puta.riza.do.) 
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Utilizaban el tiempo de duplicación de la. 
población 

P(t\ = P(O)fl + 1·)' y P(t) = P(O)e'"' 

P(t) = lk/(1 ~· e 6-ª') 

Consiste en aplicar hipótesis sobre la fecun­
didad, la mortalidad y la migración. Ca.da 
grupo de edades se proy,.cta con proba.bi-
1 id ades de supervivencia. 

P(t) = a+ bt + ct2 + dt3 

Leslie lo desarrolla matricialmente 

P(t) = P(O) + (P(n) - P(O))(t/n) 

P(t) = P(O) +e~ L:l.o + ... + Cf, .ci.5 + ... 

P(t)=a+bt+u 

P(t) =a+ bt + ct 2 + dt 3 + ... +u 

P(t) = a+ bct 

P(t) =a+ be' 

Considera las 4 variables demográficas que 
determinan el crecimiento de una región 
y toma en cuenta en forma conjunta la 
población del país dividida. en regiones. 

Se desarrollan las etapas de computación 
para. ponerlo a. disposición de los países. 



11. Aspectos teóricos del Filtro 
de Kalman 

En este capítulo se presentan los principales resultados teóricos del Filtro de 
Kalman a través de los enfoques de zninimización del error cuadrático medio, 
estadística Bayesiana y programacióu dinámica. 

II.1 Filtro de Kalman vía la minimización del 
error cuadrático medio 

Considere el sistema dinámico descrito por la siguiente ecuación en diferencias 
de una cantidad no observable, )(""' la cual se conoce como ecuación del 
sistema. 

(II-1) 

La observación (o medición) del proceso se supone que ocurre en tiempos 
discretos de acuerdo a la siguiente relación lineal: 

(II-2) 

donde X,. es un vector de dimensión n x 1 del proceso de estado en el tiempo 
t,., ,¡,,. es una matriz (de n x n) que relaciona ,'("k con .'< k+I , iv,. es un vector 
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(den x l) ruido blanco 1 , Zk es uu vector (de m x 1) de observaciones en tk, 

Flk es una matriz (de m x n) que establece la conexión entre la medición y 
el '\."ector de estado en el tiempo tk y Vk es un error de medición. 

El estado del sistema en t k está da.do por el vector.\ k de dimensión n, con 
to$ t 1 ::; t2::; · · · :5 t", 1as t's no se encuentran necesariamente equidistantes. 

tientes supuestos: 

y 

para i = j , 
para i ~ j 

para i = j, 
para i ~ j 

(II-.1) 

(II-4) 

Las matrices Qk y Rk son no negativas definidas. Además, se supone que los 
procesos vk y wk son no correlacionados, es decir, 

(II-.5) 

Sea .\'o un estado inicial el cual es considerado un vector aleatorio. Se 
supone que se tiene una estimación inicial del proceso en algún punto del 
tiempo, digamos tk, y esta estimación se basa en nuestro conocimiento acerca 
del proceso a priori a tk. Esta estimación a priori se denota por .Y¡;. El signo 
menos in~ica que es nuestra mejor estimación a priori a la medición en t1r:. 
Definimos el error de estimación como 

(H-6) 

Por tanto, la matriz de covarianza es: 

(II-7) 

1 Ruido blanco esta definido como un procese estocástico estacionario el cual tiene una 
función de densidad espectral constante. El término "bJanco" proviene de la óptica donde 
Ja luz blanca contiene todas las frecuencias visibJes9 con estnictura de covarianza conocida. 
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Con base en la estimación a priori ~\ k- se busca ahora utilizar la observación 
Zk para mejorar la estimación previa. Es posible escribir :;; " en funcié>n de 
;'(: ¡; y del error de medición de acuerdo a la siguiente relación 

(JI-8) 

donde .. ~k es igual a la estimación actualizada. La .na1 riz es conocida. 
como Ja matriz de ganancia, todavia a ser determinada. 

Ahora formamos la matriz de covarianza asociada a la estimación a pos­
teriori (o estimación actualizada) 

(U-9) 

Sustituyendo la ecuación (II-2) en la (II-8) y luego sustituyendo en la (Il-9) 
resulta lo siguiente: 

(TI-10) 

Calculando la esperanza y observando que el error de estimación a priori no 
esta correlacionado con el error de medición, esto es E[(-'<K - ;'? K)VKI = O, 
se tiene que 

(Il-11) 

Esta expresión es la matriz del error de covarianza actualizada y se aplica 
para. cualquier matriz de ganancia K k· 

Regresando al problema. de optimización, interesa ahora minimizar los 
términos de la. diagonal de Pk, puesto que estos representan las estimaciones 
de la.s varianzas de los errores de los elementos del vector de estado. Vamos 
a expandir la. ecuación (ll-11), eliminando los subíndices tenemos que 

p (II-12) 
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Deseamos m1n1mizar la traza de P porque es la suma del error cuadrático 
medio. Por lo tanto, procederemos ahora a diferenciar la traza de P con 
respecto a K y es importante hacer notar que la traza de p- HT A-Tes igual 
a la traza de su transpuesta A.- H p-, así que 

)/dK) = -2(H p-)T + 2K(H p-HT + R) . (II-13) 

Después de derivar igualamos a cero la expresión, resolvemos para el valor 
de K y obtenen1os que 

(II-14) 

Esta particular Kk. que m1n1miza el error cuadrático medio es llamada. la. 
matriz de ganancia. (en inglés Ka.lma.n ga.in). 

La matriz de cova.rianza Pk asociada con la estimación óptima puede 
calcularse de la siguiente forma: 

(II-1.5) 

o equivalentemente 

(II-16) 

Sustituyendo (II-14) en (II-16) se tienen tres formas diferentes de Pk: 

(II-17) 

(II-18) 

y 
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(Il-19) 

esta última ecuación es la más común de todas. La ecuación (II-15) es válida 
para cualquier matriz de ganancia, mientras que las ecuaciones (Il-17), (il-
18) y (II-19) son válidas únicamente para la matriz de ganancia óptima . 

. .\hora consideramos la extrapolación de Ja esti:--rariñn dP 'PL variable de 
estado 

... Yk-+1 (II-20) 

El error de la matriz de covarianza asociado a .R-k+l se obtiene de la siguiente 
forma: 

·'-'k+I - ,Yk+I 

(<i>1<X1< + ivk) - <i>1<;{("' 

<.~kek - ark 

(H-21) 

(II-22) 

(II-23) 

Es importante hacer notar que l-V1i: y ek tienen correlaciones cruzadas 
iguales a cero. As podemos escribir la expresión para Pk+I como: 

E(e;_,_ 1 e;¡;_:¡) 

E((<i>1<X1< + Wk)(<t>1<Xk + W1<)TJ 

<i>1<P1<<i>f + Q1< 

(II-24) 

(II-25) 

(II-26) 

La.a ecuaciones (II-8), (II-14), (II-19), (II-20) y (II-26) comprenden las 
ecuaciones recursivas del Filtro de Kalma.n. 

Las etapas básicas del procedizn.iento del cálculo del filtro ue Kalman en 
tiempo discreto son: 

l. Calcular Pk usando P1<-1, <Í>1<-1 y Q1<-1 
2. Calcular Kk usando pk- (calculado en la etapa 1), H1c y R1c. 
3. Calcular Pk usando Kk (calcula.do en la etapa 2) y P1c- (de la etapa 1). 
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4. Calcular los valores sucesivos de .. Yk recursivamente, usando los valores 
calculados de h-k (de etapa :3). el estimador inicial <lado .'?o, y el insumo <le 
<latos Zk-

La.s ecuacion s que se presentan a continuación resumen la metodología. 

il.IETODOLOGIA DEL FILTRO DE KALMAN EN TIE:\IPO DISCRETO 

ECUACION DE TRANSICION: 

.Yk+1 = <l>kXk + ~Vk 
Wk ~ N(O, Qk) 

ECUACION DE MEDICION U OBSERVACION: 

zk = Htc.'<k + vk 
Vk ~ N(O, Rk) 

CONDICIONES INICIALES: 

E(X0 ) =.Yo 
SUPUESTO DE NO CORRELACION: 

E(WkvT) =o v k ~ J 

EXTRAPOLACION DE LA ESTIMACION DE ESTADO: 

."'f;;+, = <Pk :'<k 
EXTRAPOLACIC:-.T DE LA COVARIANZA DEL ERROR: 

Pk+.1 = <PkPk<l>f + Q k 

ESTIMACION DE ESTADO ACTUAL: 

.Yk = ,""?¡; + Kk(Zk - HkXi;) 

COVARIANZA DEL ERROR ACTUAL: 

P1c = (I - KkH1c)Pi; 

MATRlZ DE GANANCIA DE KALMAN: 

K1c = P,.-H'[(H1cP1c- H'[ + R1c)- 1 

Las últimas 4 ecuaciones es lo que se conoce comúnmente como el Filtro de 
Kalman, y generalizan las ecuaciones normales del método clásico de mínimos 
cuadrados cuando los parámetros son funciones del tiempo. 
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II.2 Idea intuitiva del Filtro de Kalman 

A fin de presentar una explicación sencilla del Filtro de Kalman, consideremos 
un problema de estimación de la media de alguna constante aleatoria basada 
en la secuencia de mediciones de ruido. Supongamos que se quiere estimar Ja. 
media muestr:d ·te deseamos refinar nuestra estimación después de cada 
nueva medición. ._.L sucesión de mediciones se denota por .}( 1 , .. Y-2, ... ~ .. Yn, 
donde el subíndice representa el tiempo en que fue tomada la medición. Un 
método es el siguient.e: 

l. Primera medición .\'." 1 ; dejo .\'." 1 y estimo la medición 

µ¡ = .\'."¡ 

2. Segunda medición .\'."2: teniendo .\'."2 y .\'."1 se estima la medición 

µ2 = (X 1 + X2)/2 

3. Tomo la tercera medición .\'."3: teniendo .\'."3 y además .\'."1 y ,\'."2 estimo 
la medición como sigue: 

µ3 = (X1 + X2 + X3)/.J 

4. Etcétera. 

Este proceso es correcto. Conforme pasa el tiempo se incrementa la 
memoria y por tanto, el nümero de operaciones aritméticas se incrementan 
con el tiempo. Consideremos una simple variación al procedimiento anterior, 
que incorpora la metodolog1·a del Filtro de Kalman en donde cada nueva es­
timación se obtenga a partir de la vieja estimación y de la medición actual. 
El algoritmo es el siguiente: 

l. Primera medición ,\'." 1 ; cálculo de la estimación 

µ¡=,y, 

Se deja µ 1 y se elimina ."\'" 1 . 

2. Segunda medición ,\'."2; Calcular la estimación como un promedio pon­
derado de la suma de la estimación anterior de µ 2 y de la medición actual 
X2: 

µ2 = 1/2µ 1 + l/2X2 

Guardar µ2 y desechar .Y2 y /L¡. 
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3. Tercera medición )( 3. Calcular la estimaciór. como un promedio pon-
derado de la suma de µ2 y ;..; 3: 

/~3 = 2/.'3¡L2 + l/:J.Y3 

Guardar µe; y desechar ,"\"3 y µ2· 

4. Etcétera. En la etapa enésirna la suma ponderada es: 

µn = ((n - I)/n)µn-1 + I/nXn 

Este algoritmo es un procedimiento de tipo recursivo. En este tipo de 
procedimiento se utilizan los resultados de la etapa previa. Esta es una 
característica del Filtro de Kahnan. 

En los modelos de espacio de estado, el objetivo central es estimar la 
señal en presencia del ruido. Deseamos estimar un vector X: k· El Filtro de 
Kalman proporciona un conjunto de ecuaciones que permiten estimar X,. y 
actualizar dicha estimación, cuando se cuenta con una nueva información. 
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Il.3 Filtro de Kalman vía. el enfoque Ba.yesia.no 

Sean Zk, Zk-l • ... , Z1 los datos observados en Jos tiempos k, k - 1, ... ,1, 
respectivamente, los cuales pueden ser escalares o vectores. Supongamos que 
Zk depende de una cantidad no observable .\"k. Nuestro propósito es hacer 
inferencia acerca de ... Yk, el cual puede ser un escalar o un vector. 

La relación 
vación: 

·.y ,\"k es lineal y se especifica por la ecuación de obser-

(JI-27) 

donde H k es una matriz conocida. EJ vector Vk llamado error de observación 
se supone normalmente distribuido con media cero y varianza conocida. Rs.:, 
y se denota de la siguiente manera: Vk ~ N(O, Rk)· 

Se incorpora una ecuación de transición del sistema, 

(II-28) 

donde cPk es conocido y el error de la ecuación del sistema se distribuye 
normalmente: Wk ~ 1V(O, Qk) con Wk es conocida. 

Las matrices H k, <l>k. vi., y W,., pueden cambiar con el tiempo. Además, se 
supone que vk y wk son no correlaciona.dos entre si. 

La idea del Filtro de Kalznan es hacer inferencias acerca de .\" k lo cual se 
puede realizar utilizando el Teorema. de Bayes 

Pr(estado naturaJ(X )ldatos(Z))a: Pr(datos(Z) !esta.do natural(X)) (II-29) 

La fórmula anterior se puede escribir de Ja siguiente manera: 

(Il-30) 

donde el la.do izquierdo de Ja ecuación se refiere a la distribución a pos~eriori 
para X en el tiempo k, mientras que la primera y la segunda expresión 
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del lado derecho denotan Ja verosimilitud y la distribución a priori para X, 
respectivamente. 

Lo anterior puede ser explicado en forma simple si nos ubicamos en k - 1. 
En k - l, nuestro estado de conocimiento acerca de .\'." k- 1 Jo establecemos en 
la siguiente proposición 

(II-31) 

donde Xk-1 y Pk-I son la media y la varianza de (,\'."k-dZk_¡), esto es, 

(II-32) 

y 

(II-33) 

La ecuación (II-31) representa a Ja distribución a posteriori de •'<"k-t· El • 
análisis de k se realiza en dos etapas: 

1) Antes de observar Zk y 

2) Después de observar Zk. 

Etapa l 

Antes de observar Zk, nuestra mejor elección para Xk está gobernada por la 
ecuación (II-28) y esta dada por <P.4'•\'."k-I + ~Vk· Puesto que Xk-I esta. descrito 
por (II-31) nuestro estado de conocimiento acerca de Xk esta basado en 

(XklZk-d ~ N(<PkXk-1. Pk = 4>kPk-14>k + Qk) 

que es nuestra distribución a priori. 

Etapa 2 

(II-34) 

Al observar Zk, nuestro objetivo es calcular la distribución a posteriori de 
Xk usando (Il-30). Para eso necesitamos conocer la. verosim;li•ud L(Xk, Z"J 
o su equivalente Pr(ZkjX..,, Zk_,). 

Sea. ek el error de predicción de Zk, en el punto k - !, as: 

(Il-35) 
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donde Hk, <l>k y .Yk-l son matrices conocidas. Observar Zk es equivalente a. 
observar ek. As pues (II-30) puede reescribirse de la siguiente forma: 

(II-36) 

donde P(X.klek> zk_¡) es la. verosimilitud. 

Usando el hecho de que Zk = HkXk + Vk, el error ek puede reescribirse 
como: 

(ll-37) 

Así que 

(II-38) 

entonces 

(II-39) 

Usando el Teorema. de Ba.yes se tiene 

(P(eklXk, Zk_¡)P(XklZk-¡))/(j P(ek> XklZk-1)dX) . 
(II-40) 

Es bastante tedioso obtener P(X klZk) usando (ll-40). Esto puede ser evitado 
usando algunos resulta.dos de estadística multivaria.da.. Usando el resultado 
que aparece al final de la sección, tenemos 

(XkfZk-il ~ N(<PkXk-1.Rk). 
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Puesto que (ek/Xk, Zk-1) ~ N(Hk(.Yk - <Í>k."\:k-1), Rk) y si reemplazamos Y 1, 
}'2, µ 1 y L22 por ek, .,,Yk, <Pk .. "'<k-l y Pk respectivamente, entonces tenemos que: 

. JI (II-41) 

as queµ¡ =O y L12 

lo siguiente 
H kpk· En forma semejante tenemos para la varianza 

Por lo tanto 

se distribuye normalmente con la siguiente media 

(<Pk~k-1) 

y con matriz de varianza-covarianza 

Utilizando el resultado que se presenta al finai de la sección tenemos que 

N(<J)k,i(k-1 + PkHf(Rk + HkPkHf.,)- 1ek, Pk - PkHf(R,. + H1cPkHf)- 1H,.P1c) 
(Il-43) 
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Es decir, (,'l k!ek, Zk-1) tiene media 

(II-44) 

y varianza 

(II-4.'5) 

Estas ecuaciones son las mismas que la...'i obtenidas en la sección anterior. 

A la matriz 

se le conoce como la matriz de ganancia. 

En el análisis anterior se ha usado el siguiente resultado: 

Si el vector 

se distribuye normalmente con media 

(~~) 
y matriz de varianza-covarianza 

entonces., 
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(II-46) 

También, se sabe que (H-46) y Y2 ~ N(µ 2 , E22 ) implican que 

se distribuye normalmente con media 

y matriz de varianza-covarianza 

y por lo tanto 

(Y2IYi) - N(µ2 + E21E!/(Y1 - µ¡), E22 - E21E}/E12). 

Hemos utilizado estas últimas implicaciones en el desarrollo de esta sección. 
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II.4 El Filtro de Ka.lman y su relación con la. 
programación dinámica 

La metodología del Filtro de Kalman puede ser aplicada en problemas donde 
la información de estado es imperfecta, el cual puede trabajarse a través de 
la programación dinámica. Cuando las variables de estado son inaccesibles o 
los elementos que se usan para. medirlas son inexa.ct0·- :!' e: enr~- "ltramos ante 
la posibilidad de utilizar el Filtro de Kalman. Aden .. ~~. _ fin cepresentar 
de mejor manera la realidad, el modelo se trabaja en forma probabilística.. 
Esta situación se modela suponiendo que en cada etapa se reciben algunas 
observaciones acerca del valor del estado actual, el cual puede ser afectado 
por una variable estocástica. l\fatemáticamente la observación Z1c obtenida 
en la etapa k es una función de la forma: 

Z1c = h1c(-'<1c> u1c_ 1 , v.,), 

donde v'k es un error aleatorio y u1c-i es un control no restringido. 

Considere un modelo conformado con un sistema lineal que cuenta. con 
información de estado imperfecta y con costos cuadrático9. 

El sistema. lineal es el siguiente: 

(II-47) 

y el costo cuadrático es 

(II-48) 

Cuando se incorpora. el término de control r'1cu1c, es natural preguntarse, 
cómo el sistema compuesto por el control y por la. estimación puede ser 
conjunta.mente óptimo. 

En estas expresiones .l(1c y u1c son vectores de dimensión m y n, respecti­
va.mente. Las matrices </>Je, r1c, S1c y T1c son conocidas y tienen UD3. dimensión 
apropia.da.. 
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Se supone que Sk es una matriz sirnéttica, positiva semidefinida, al igual 
que Tk· Los errores Wk son vectores aleatorios no correlacionados y no de­
penden de ,"1( k ni del control Uk. 

Se considera que al inicio del período k, se recibe una información de la 
forma 

(Il-49) 

donde k = O, 1, 2, - - ·, N - 1, ZkéR8 , Hk es una matriz conocida de s x 
rn y VkéR8 es el vector de error de la ecuación de observación. En este 
modelo, como en los capítulos anteriores, Vk y Wk son no correlacionados y 
la.s matrices cPk y rk son conocidas. 

La.s ecuaciones de la programación dinarnica están dadas por: 

Condición de frontera 

Ecuaciones recursivas 

donde Ik es un vector de la información disponible, 

l1c = (Zo, Z1, ... , Z1c, uo,Utt u2 1 ••• , UA::-1). 

Para. el valor inicial se tiene lo siguiente: 

lo= Zo. 

Tenemos por definición que 
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La ley de control óptimo es la siguiente: 

{µó, µ~. µ;, · · ·, µiv_ 1} y se resuelve minimizando la ecuación (Il-50). Se cal­
cula. en forma recursiva hasta Jo(lo) = Jo(Zo) donde el costo óptimo está 
dado por: 

J• =E {Jo(Znl} 

De la ecuacionc» ._..-48) y (Il-50) se tiene: 

(<l>N-1XN-1 + rN-IUN-1 + WN-1) + x.I;.-1SN-1XN-1 

+u"f;;_ 1 Trv-1UN-dfN_,)}}. 

Por hipótesis sabemos que: 

E {Wrv-i/lN-1} =E {WN-1} =O. 

Por tanto se tiene 

JN-1(/N_¡) =E {x.I;._1(<t>"J:;_1SN<l>N-1 + SN-1)XN-1fIN-l} 

+E {w~_ 1 sNwN-1} + min {u"J;;_ 1(r"J;;_ 1sNrN-1 + TN-1)uN-1 

+2E(_l("N-1ffN_¡)T <l>N-1SNIN-1U.N-1} · 

(II-52) 

(II-53) 

La mln1mizac1on produce la ley de control óptimo para le. última etapa, la 
cual se obtiene derivando respe."to a '-'N-1, 

u.Ñ-1 = µÑ-1UN-d 

= -(r'J;._1sNrN-1 + TN_¡)- 1rJ;._1SN<l>N-1E(XN-tllN_¡) 

Sustituyendo la última ecuación en (IJ-.53), tenemos que 

JN-1 UN-1) = E(XJ;._1KN-1XN-dlN-d+ 

E {!XN-1 - E(XN-tlfN_,)¡TpN-dXN-1 - E(XN-tlIN_¡)} 
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donde las matrices KN-l y PN-1 estan dadas por 

(II-56) 

y 

(II-57) 

Ahora. bien, la ecuación recursiva. de programadón dinámica para. el período 
N - 2 es igual a 

o equivalentemente 

+(<l>N-2XN-'2 + rN-'2'UN-2 + WN-2)TKN-1 

+ (<l>N-2XN-2 + Cv-2uN-2 + ivN-2/IN-2)}} 

(Il-58) 

+E {IXN-1 - E(XN-ilfN_i)¡TpN-dXN-1 - E(XN-illN-d/IN-2, UN-2} 

-j- E(W¡_ 1SNWN_¡) (11-59) 

Resolviendo para UN-2 tenemos 
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(IJ-fiO} 

La ley de control óptimo para la etapa k es 

(II-61} 

donde 

(II-62) 

La matriz L1c es llamada la matriz de ganancia. La matriz K,. se obtiene en 
forma recursiva mediante la ecuación de Riccati. 

y 

(II-63) 

Uno de los problemas está. en construir E(X,./I,.). Una alternativa es conside­
rar que w,. y V1c y el vector inicial Xo son vectores Gaussianos. La estimación 
de estado presenta la relación siguiente 

(II-64) 

donde 

(II-65) 

Si 
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(II-66) 

la ecuación de estimación puede reescribirse como 

(II-67) 

Observe que las ecuaciones obtenidas en esta sección son las Dl.isma.s a. las 
obtenidas en las secciones anteriores. 
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div~rgencia y III. Extensi6n, 
criterio de inicio el Filc;ro en 

Sistemas de Kalman. 
dinámicos lineales 

I..1...1.. i Procesos correlacionados 

A lo largo de este trabajo hemos considerado que el ruido Wk de la ecuación de 
transición y Vk de la ecuación de observación no se encuentran correlaciona­
dos. Este es un supuesto razonable en muchos problemas, pero no siempre 
se cumple. ¿Cómo se modificarían los resultados en el caso de que los errores 
de ambas ecuaciones estuvieran correlacionados? En este capítulo daremos 
respuesta a esta pregunta. 

Presentemos las ecuaciones siguientes, ya vistas en capítulos anteriores: 

(III-1) 

y 

(III-2) 

donde 
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y 

para i = k , 
para i ~ k, 

para i = k, 
para i ~ k. 

(III-3) 

(III-4) 

Supongamos que W y V están correlacionados de la siguiente manera 

Reescribiendo la ecuación (III-1) en función de k - 1, se tiene 

Empezaremos con la ecuación actualiza.da. 

Ahora utilizamos la ecuación del error 

x"' - ;'?"' 
x"' - .Y:"'= x"' - (X¡;+ K"'(z"' - H"'X¡;)) 
(/ - KkHk)e¡; - K"'V"' . 

La esperanza entre e¡; y Vk está da.da. por 
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(III-5) 

(III-6) 

(III-7) 

(III-8) 
(IJI-9) 

(III-10) 

(III-11) 



o equivalentemente 

E(e¡;v;n 

Por lo tanto, 

y tenemos que 

ó 

y 

P¡,, = (I ·- K,,,H,,,)P,,,-(1 - K,,,H,,,)T + K.,V,,,K'[ 

-(I - K,,,II,,,)C,,,K'{ - K,,,C[(I - K,,,H,,,)T, 

donde P,., se puede reescribir de la siguiente manera: 

P,,, = P¡; - K,,,(H,,,P¡; H[ + R¡,, + H,,,C,,, + C[Hk)K[, 
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(III-13) 

(lll-14) 

(III-15) 

(IIl-16) 

(111-17) 

(111-18) 



y por tanto 

(III-19) 

Esto signiu•. .. ..s ecuaciones fundamentales no se modifican cuando hay 
una correlación cruzada entre W y V. Las ecuaciones de proyección se repiten 
como antes. 

(III-20) 

y 

(III-21) 

Las ecuaciones presentadas en este apartado comprenden el conjunto de 
ecuaciones recursivas en el caso de que los errores de las ecuaciones de ob­
servación y de transición estén correlacionados. 

III.2 Divergencia 

Puesto que el Filtro de KaUrian es recursivo, es posible entrar en un ciclo y 
permanecer alli indefinid1>.mente. Existen algunos problemas prácticos por los 
que puede surgir la divergencia. Son tres las principales fuentes de dificultad. 

Errores de redondeo 

Como en cualquier procedimiento numer1co, los errores de redondeo nos 
pueden llevar a problemas, de tal forma que el número de etapas sea muy 
largo. No existe una solución sencilla para ésto, y cada ca.so tiene que ser 
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analizado según sus características. Afortunadamente, si el sistema es ob­
servable y el proceso de ruido conduce a las variables de estado, el Filtro de 
Kalma.n tiene un grado natural de estabilidad. En el caso de la estabilidad, 
una solución para el estado estable existirá para la matriz P, aun cuando el 
proceso no sea estacionario. Si la. matriz P es afectada. de su estado estable, 
no pierde el que sea positiva definida y por tanto tiende a regresar a la misma 
solución de .:s\,.d.- · table. 

Algunas técnicas que se han encontrado para preverur Jo,, problemas de 
redondeo son: 

1) Usar alta precisión aritmética. 

2) Si los datos de medición están dispersos, formar pequeñas etapas entre 
mediciones para obtener P. 

3) En la medida de lo posible es importante evitar procesos determinís­
ticos en el modelo del Filtro de Kalman. Un ejemplo de este caso es una 
constante aleatoria. Esto usualmente lleva a una situación donde la matriz 
P se aproxima a una condición semidefinida, cuando el número de etapas se 
hace cada vez más grande, lo que puede llevar a la matriz P a que diverja. 
Una buena solución es añadir pequeñas cantidades positivas a los términos 
de la diagonal de la matriz Q. Esto lleva a un grado de suboptimalidad, pero 
que es preferible a que el filtro diverja. 

4) Dar simetría a P y p- en cada etapa recursiva. Esto es muy impor­
tante, sabemos que la matriz de covarianza debe ser simétrica, si es asimétrica 
debe deberse a un error de redondeo. 

Errores de modelado (Problema de identificación) 

Otro tipo de divergencia. surge porque se utiliza un modelo que no es el 
adecuado. Si decimos que el proceso es una constante aleatoria con pendiente 
cero y el proceso actual tiene una pendiente diferente de cero, el filtro trataría 
de ajll$f;ar una curva equivocada. a los datos observados. Esto puede ocurrir 
tanto en procesos no deoorminísticos como determinísticos. 

46 



Problema de observabilidad (Omisión de variables) 

Existe una tercera clase de problema de divergencia, esto puede ocurrir 
cuando el sistema es no observable. Esto significa que hay una o má.s varia­
bles de estado que están ocultas a la vista del investigador. Como resultado 
de esto~ si los procesos son no observables entonces son inestables: y Jos e­
rrores de estimación correspondientes son también in,•...:rahles. Fn el sentido 
estricto, este no es un problema del modelo, debido a 1¡ue el ti. o genera la 
mejor estin1ación posible bajo condiciones adversas. 

Una buena solución a esta cla..se de divergencia es mejorar la situación 
de observabilidad añadiendo mediciones apropia.<lu.s para hacer el sistema. 
completamente observable. 

III.3 Criterio de inicio 

Antes de presentar el criterio de inicio del proceso, se incorporarán dos con­
ceptos importante,;: el de máxima entropía y el de mínima entropía. cruzada.. 

El principio de máxima entropía proporciona un método general para inferir 
sobre una densidad desconocida, rr (IJ), cuando existe nueva información a.­
cerca de rr(8) en términos de sus esperanzas. El principio establece que de 
todas las densidades compatibles con la nueva información deberíamos elegir 
como estimador de rr (8), aquélla que tenga la mayor entropía. Este principio 
es equivalente al de mínima entropía cruzada en el ca.so especial de espacios 
discretos y estimaciones iniciales uniformes. El principio de mínima entropía 
cruzada. además de la nueva información en términos de sus esperanzas con­
sidera una estimación inicial, p(8) de 7r (8), y en este caso, deberíamos escoger 
como estimación final de rr (8), aquélla que tenga la menor entropía cruzada. 

l\1:á:xima entropía 

Para. encontrar un estimador a posteriori de una función d<> -iensidad de­
sconocida, rr, cuando existe información a priori 1 (8), el principio de máxima 
entropía nos lleva a resolver el siguiente problema: 

maxH(Tr) = - farr(8)log7r(8)d8, 
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sujeto a !(O)= {9; 1, a 1 (0), a:;i(O), ... , a,.,.(O); 1, a 1 , a 2 , .. ., a,.,.}. 
Una condición necesaria para que un estimador 7r • sea. máximo es que 

7rº(tJ) = exp { Áo + ~ Ákak(O)}, 

1 - la 7l' "(O)d(O) = O, 

fa (ak - ak(0))7rº(O)d(O) =O, k = 1, 2, . ., 771, 

donde Áo, ..X 1 , .... ..X.,. son los multiplicadores de Lagrange asociados a las res­
tricciones dadas. 

Sustituyendo 7!'º en las tres condiciones anteriores se encuentra que 

O= Áo - lag {fa Q e"'• 0 •<9>do}, 
O= { (ak(O) - ak) fi e"'•ª•<9 ldO, k = l, 2, ... , 771, 

le k=l 

el cual es un sistema lineal homogéneo con variables ..Xo, Á 1 , ... , Á.,.. Además, 
si es posible resolver la integral que determina a Áo en el sistema anterior, 
entonces el resto de los rnultiplicadores se puede encontrar a partir del las 
siguientes relaciones 

1,2, ... ,771, 

:.Mínima entropía cruzada 

Para encontrar un estimador a posteriori de una función de densidad descono­
cida. , ,.-, cuando se tiene un estimador a priori, p(O) y existe información a 
priori I(O), nos lleva a resolver el siguiente problema. de minimización de la. 
entropía. cruzada: 

minH(7r,p) = farr(O}log(7r(O)/p(O))d0, 
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sujeto a / (8) = { 9; 1, a 1 ( 8), a 2 (8), ... , a,.,, ( 8); l. ñ 1 , a:;,, ... , ñ,.,,} . 
Lina. condición necesaria para que un estimador 7í* sea mínimo es que 

7r'(8) = p(fJ) exp {..\o+~ .>.;,,a.,(fJ)}, 

1 - la 7r•(8)d(fJ) =O, 

la (a;,, - a.,(8))7r.(8)d(8) =O, k = l, 2, ... , rn. 

Procediendo de manera semejante al caso de máxima. entropía, se encuentra 
que 

o= ..\o - log { r p(fJ) fi e.>.."a .. (B)d8}' 
la k=l 

O= { (ak(8) - ak)p(fJ) ii: e.>.."a"(6 )d8, k = l, 2, ... , m. 
la k=t 

Relaciones similares al de máxima. entropía. se presentan en este caso. 

Inicialización 

Suponga que el proceso inici!l <>n el tiempo t = O y se conocen ,'(-0 y f:0 , 

esto es, la media y la varianza de ,y 0 • Es posible usar el principio de máxima 
entropía a. fin de encontrar una estimación de la distribución a priori de X 0 , a 
la que se llamará. 7r (X 0 ), que tome en cuenta. información inicial. El principio 
de máxima entropía conduce a resolver el problema vari'1.cional 

max J: log(7r(X0 ))r. (Xo)dX0 , (IJI-22) 

sujeto a 
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¡_: 7r(Xo)dXo = 1 , (IIl-23) 

¡_: Xo1T(Xo)dXo -Yo (IH-24) 

(""' 'Xo - Xo)(Xo - -Yo)T1T(Xo)dXo f:o. (111-25) 

Se puede demostrar resolviendo por multiplicadores de Lagrange que 

Xo ~ N(,Yo, Eo). 

III.4 Sistemas dinámicos lineales 

En esta sección estudiaremos algunas características de los sistemas dinámicos 
lineales. 

Un sistema lineal invariante y discreto en la. forma. espacio-esta.do, es 
especificado por la.s matrices (<f>, C, D, F) y las ecuaciones: 

(IH-26) 

y 

(III-27) 

donde 4>eR"xn, CeR•xn, DERnxr y FER•xr. El proceso { consiste de en­
tra.da.a no observa.bles al sistema, {1c son varia.bles aleatorias independientes e 
idéntica.mente distribuidas, con vector de media cero y matriz de covarianzas 
I, Y es un proceso observable o de salida, ,l( es el estado del sistema en el 
tiempo k, es una. variable no observable, C es una. matriz de observación, 
que sirve como venta.na para. X, <I> es la. matriz de transición para. el sistema, 
define la manera como <?voluciona.ría el sistema en ausencia de ruido y F, D 
son matrices que correlacionan a {. 
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-· ,•·: 

Existen sistemas lineales en los que el vector de estados evoluciona de 
manera continua y el proceso se observa de manera continua o discreta. 

Las dos últimas ecuaciones forman un sistema que no es el más general, 
pues carecen de variables de control, que pueden ser variables exógenas al 
sistema. 

A continii:"·;. ., definen los conceptos de sistema observable y contro-
lable, que como ,,;e •·erá son de gran importancia et. ·I ···áli~ del Filtro de 
Kalman. 

Observabilidad 

El sistema formado por las ecuaciones (III-26) y (III-27) es obsvrvable, si la 
matriz 9T definida como sigue: 

(III-28) 

es de rango completo. 

El significado de la definición de observabilidad es el siguiente, si er es 
de rango completo, es posible resolver las n ecuaciones. 

Yk = C<l>kXo para. k =O, 1,2, ... ,n - 1, (III-29) 

es decir, en ausencia de~ es posible determinar X 0 (y en consecuencia a .X",.) 
a partir de Y,1,, para k = O, ... ., n - 1. 

Cuando el sistema no es observable, eT tiene rango n 1 con n 1 < n, 
entonces existe una matriz T tal que (TT) -l er tiene n - n 1 renglones de 
ceros, los primer06 n 1 renglones de T son linealmente independientes y T 
satisf"ace lo siguiente 
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y 

(C1 O). 

Al multiplicar por T al sistema de ecuaciones original se tiene 

y 

y reordenando adecuadamente el sistema, éste se transforma en 

X1,k+1 = <1>11.Y-1,k + D,t;k, 

y 

Yk = C1.Y-1,k + F{k, 

(III-31) 

(III-32) 

(Ill-33) 

(III-.14) 

donde (4> 11 , C 1 ) es observable. De la nueva representación del sistema, se 
deduce que puede omitirse a ,\'."z,k, pues no aparece en la ecuación para Yk, 
es decir, ._,,¡efecto de.; sólo se observa. a través de X l,k· 

Controlabilidad 

El sistema de ecuaciones (III-26) y (III-27) es controlable si la matriz r es 
igual a 

(lll-35) 
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y tiene rango completo. 

La intuición de la definición de controlabilidad s•. iene de la igualdad 

t+I 

-Y1<+1 _¿: cp.i-1 D{(k + l - j) + <1>"'+1 Xo (IIJ-36) 
J=l 

Si pudieramos manipu!L: los valores de {1<, ... , { 0 , podríamos hacer que el 
sistema en el tiempo k + 1 tome cualquier valor, mientras Xo sea finito y 
conocido. 

Cuando el sistema no es cont.rolable, podemos encontrar una matriz no 
singular T de manera. que el sistema transformado sea el siguiente: 

.Y1,1<+1 = <f>11.Y1,1< + <f>12-Y2,.1< + D1{1<, 

(JII-37) 

donde el subvector de estados .Yk no es contro 1 ~ble, porque su valor no puede 
ser modificado a través de{. 

Otras definiciones importantes se dan a continuación. 

Estabilidad 

Se dice que una matriz D de n x n es estable si el limk-oo D"' = O. 

Sistemas construibles 

El sistezn& de ecuaciones original (III-26) y (Ill-27) es construible si 

rango(er)2 rango(cf>T,...), 

lo que significa que el conocimiento de {t, nos permite conocer a X k+l • donde 
0$t.:Skyt2!n-1. 
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Detectabilic - .3.d 

El sistema de ecuaciones original (III-26) y (III-27) es detectable si: 

a) existe una matriz T tal que, 

(C'1 

con (<1> 11 , Ci) construible y 

0 
) cr- 1 

<l>z.z 

O) 

(IIl-38) 

(IIl-39) 

b) los eigenvalores de <1> 2 2 son menores que 1 en valor absoluto, es decir: 
,\(4>22) < l. 

La propiedad de detectabilidad se interpreta del modo siguiente: 

La parte del vector que no observamos, no dependerá. después de mucho 
tiempo de X 2 ,0 , porque los eigenvalores de <1>22 son menores que 1 en valor 
absoluto. 

Controlabilidad al origen 

El sistema. (III-26) y (III-27) es controlable al origen si (<f>T, DT) es construi­
ble, y se interpreta. así: 

Para sistemas controla.bles con un valor conocido de X o, existen {k,, tal 
que .Y:,.,+1 =O, donde O ::S t ::S k y k ~ n - l. 

Finalmente, un sistema. es estabiliza.ble si (<f>T, DT) es detectable. 

A continuación se presentan tres teoremas, que mues~ran la importancia. 
de k-.! conceptos anteriores. 

El primer teorema muestra que un sistema lineal e invariante, puede ser 
expresa.do en las formas entrada-salida o espacio-estado. 
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Teorema 

Cualquier función de transferencia racional en z 

Z(z) (III-40) 

puede ser exprL· . . "- ....... ...L como 

C(Iz - 4>)- 1 D + F, 

donde F = Lo, L:; = C<t>:i D, 4>€R"x", C€R"x", D€Rnxr y F€R"x.-, y se dice 
que (4>, C, D, F) es una realización algebraica de Z. Todo esto esá definido 
para Lo< oo. 

Un concepto importante es la minimalidad de un sistema lineal. 

Definición. El sistema lineal (4>, C, D, F) es minimal, si 4> es la matriz de 
menor dimensión posible entre todas las realizaciones posibles de la. función 
de transferencia Z(z). 

A continuación se presentan dos teoremas que nos dicen que es suficiente 
trabajar con los sistemas observables y controlables. 

Teorema 

Un sistema lineal (4>, C, D, F) es minimal si y sólo si es observable y 
controlable. 

Teorema 

Si los sistemas lineales minimales (4>, C, D, F) y (4>•, C*, D•, F*) son 
realizaciones de la misma función de transferencia, entonces existe un matriz 
no singular T tal que 

y 

<I>• = T<Pr- 1 , 

c.= cr- 1 , 

D*=TD 
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IV. Aplicaci6n del Filtro de 
Kalman a estimaciones y 
proyecciones de poblaci6n 

Las estimaciones de población son de especial relevancia en los estudios de­
mográficos y en la planeación social y económica. El propósito de este trabajo 
es aplicar el Filtro de Kalman a la estimación de poblaciones a nivel de en­
tidad federativa. 

El Filtro de Kalman puede ser utilizado para estimar la población de ca.da 
una de las 32 entidades federativas de la nación, dada la población nacional 
año con año y dadas las poblaciones estatales en forma intermitente, digamos 
cada diez años, es posible estimar las poblaciones esta.tales anualmente. El 
Filtro de Kalman tiene numerosas ventajas sobre otros métodos demográficos. 
Estas son: 

i) El modelo proporciona una adecuada descripción de la realidad, ya 
que los parámetros en este tipo de modelos son funciones de política y por 
tanto del tiempo. Las estimaciones también son óptimas en el sentido que 
minimizan el error cuadrático medio. 

ii) El Filtro de Kalman proporciona una medida de la exactitud de las 
estimaciones, debido a que es p sible obtener intervalos de confianza de las 
estimaciones de población. 

iii) Una vez que los parámetros desconocidos se han e,;:tir:r..:i.co, los cálculos 
de las poblaciones se producen en forma automática e instantánea. 

iv) Las estimaciones siempre satisfacen la condición de que la suma pro­
porciona. el total nacional. 
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v) Las estimaciones se producen con menos información que las derivadas 
con métodos tradicionales. 

IV .1 Una primera aproximación para estimar 
subpoblaciones 

Sea x:,,t la población del estado i en el tiempo t. El modelo que se presenta 
a continuación es válido para todas las entidades federativas del país: 

(IV-1) 

donde c;,t es el crecimiento natural (nacimientos menos defunciones) y b0 

representa la participación de la entidad federativa i en la migración neta. 
nacional. 

{}Y es una variable aleatoria con media cero, la cual toma en consideración 
efectos no sistemáticos. 

En este modelo se supone que la migración permanece invariable en el 
tiempo, esto es, que la migración neta en números absolutos en cada. entidad 
federativa es constante. La estimación del parámetro b; se realiza con base 
en las técnicas tradicionales de regresión lineal. 

IV.2 Un modelo general para estimar sub­
poblaciones 

En las secciones que se presentan a. continuación se utiliza la metodología del 
Filtro de Kalma.n en las estimaciones de subpoblaciones. Los resulta.dos de 
los capítulos anteriores juegan un papel esencial en el desarrollo del modelo. 

Sea X 0,, la población del estado i en el tiempo t. La. dinámica de la. 
población para las 32 entidades federativas del país esta. dada por 

(IV-2) 
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donde c;,t es el crecirrtiento natural (nacimientos menos defunciones) y b,,,_ 1 

representa la participación de la entidad federativa i en la migración neta. 
nacional. 

La variable aleatoria t;n> tiene media cero y toma en consideración efectos 
no sistemáticos. Además, b;.,t se desarroJla de acuerdo a un proceso estocástico 
de caminata aleatoria.. Se ha supuesto un modelo autorregresivo de orden 
1, debido a que se ha observado que la. migración ocurre en etapas, es decir, 
primeramente migra el jefe de familia y posteriormente, migran las demás 
personas que integran dicha familia, es decir, 

l, 2, ... , k' (IV-3) b;,t = µ, + b,,,_, +d.~> ' i 

donde µ; es un parámetro que representa el 
período al otro. 

aumento de la. migración de un 

Si se definen los siguientes vectores: 

(lV-4) 

Ct ( CJt, C:?t, • · ·, Ckt, Ü, Ü, · • · , Ü) (IV-5) 

µ (IV-6) 

y 

., _ (.,.(1) .,c1J (ll .,.c2¡ c2¡ c2¡) (IV 7) 
... t - '> lt ' ... 2t ••.. ' t; kt .... 1t ••••• t; 2t •..• ' t; kt ' -

entonces las ecuaciones (IV-2) y (IV-3) pueden escribirse de manera matricial 
de la. siguiente forma: 

Aa,_ 1 +e,+µ+ {t , (IV-8) 

donde 

A (~ 
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La ecuación (IV-8) es conocida como la ecuación de transición del sistema. 
Las variables .. Y;..t y b¡,t, y en consecuencia Ctt, generalmente son variables no 
observadas, pero la variable Ct si lo es. 

Este modelo puede generalizarse aún más si se supone que la migración 
neta sigue el comportamiento de un modelo autorregresivo de orden p(AR(p)). 
El modelo para la migración sera el siguiente: 

b.,, = µ, + <Ptbi,t-l + <t>2b;,t-2 +. + <Ppb;.t-p + .;;;>. 
Esto puede explicarse debido a que la migración neta es un fenómeno que 

puede ocurrir en etapas, esto es, una vez que se insta.la. el jefe de familia, 
Jos restantes miembros que la integran migran después de un determinado 
período. Esto puede originar que el modelo de series de tiempo más adecuado 
para explicar la migración sea un autorregresivo de orden superior a 1. 

A continuación estudiamos dos situaciones: el modelo para años censales 
y para años no censales. 

(a) Años censales 

Durante los años censales las poblaciones de las entidades federativas son 
datos observados. Utilizaremos el vector Y, como el vector de observaciones. 
De esta forma, en los años censales, Y, es un vector de k componentes, dado 
por 

Y, = [.Y tt. ,'!( 2t. · · ·, .'!( 1ct]T . 
De la definición de a:, en la ecuación (!V-4), se tiene 

donde 

es una matriz de k x 2k. 

(b) Año. no censales 

Y, 

z, 

(IV-9) 

(IV-10) 

(IV-11) 

En los años no censa.les, no se cuenta con la población por entidad fede­
rativa.. Sola.mente se conoce la población total nacional. Para. estos años la. 
ecuación esta da.da. por 
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k 

Y, = E.'( .. (IV-12) 
a.=1 

Y, es un escalar y esta dado por la siguiente relación 

Yt = Zt0tt , (IV-13) 

donde abor"l. 

(IV-14) 

y J'f" es un vector de unos. En este caso z, es una matriz de l x 2k. 

En resumen, el sistema consiste de dos ecuaciones: 

°'' = Aa,_¡ +e,+µ + {t 

junto con la ecuación de observación: 

donde z, adopta la forma de la ecuación (IV-11) en el caso de los años censales 
y la forma de la ecuación (IV- 14) en el caso de los años no censales. 

IV.3 Implementación del modelo 

Considere el sistema lineal dinámico 

°'' = At°'•-1 +e, + µ + {t (IV-1.5) 

y 

(IV-16) 

donde (IV-15) representa la. ecuación de transición y a, es un vector de es­
tado de 77l x 1 y la ecuación (IV-16) relaciona la variable de observación Y, 
de n, x 1 con a,. En la ecuaciones antes señaladas e, y Yt son datos ob­
servados, para toda t, µ es un vector de parámetros, mientras que °'' no es 
información observada. Las varia.bles aleatorias {, y T/t tienen media cero y 
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no están mutuamente corrPlacionadas. Cas matrices de covarianza son Qe y 
H,, respectivamente. Las matrices .4,, z,, Q,, H, y µ se suponen conocidas 
para toda t. 

Las dimensiones de Jos vectores y de las matric<>s son las siguientes: 

Ot, Ct, µ y (t son de rn x 1. 
Yt y,.., ~·'l. "1t X l. 
At y Qr ,;on .Je rn x rn. 

• Zt es den.: >< ni, y 
Ht es de ne x nt. 

El Filtro de Kaln1an da un óptimo en el sentido que m1n11niza el error 
cuadrático medio del e,;timador lineal ó, del vector no observado°'•· Además, 
se obtiene su error de covarianza P,. Se dan como conocidos 0: 0 y Po. Las 
observaciones c 1 ,c2 ,. . . ,et y Y 1 ,Y2, ... ,l-í son datos conocidos. 

Los errores de predicción juegan un papel importante en el Filtro de 
Kalman, estos son: 

i) Ot - cie, el error de predicción Optimo. Este error tiene una matriz de 
covarianza Pt. 

ii) B, = º" - Ót/t-1 donde Ót/t-1 es el error óptimo de predicción da.das las 
observaciones hasta t - 1. Se denotará u. la rnu.triz <le cova.ria.nza. Ot como 

Pt/t-1-

iii) v, = Yt - Yr¡t-i. donde Y,,,_ 1 es la predicción de Y, que utiliza la 
información disponible en el tiempo t- 1. De la .-cuación (IV-16) se desprende 
que 

Yt/t-1 = Zeéit1t- 1 . (IV-17) 

A la matriz de co,,aria.nza. de ve se le denotará por F,. 

Suponiendo que se conocen ó,_ 1 y p,_ 1 , el filtro traba.ja de manera. re­
cursiva de la siguiente forma 

Pt-1 ==> Pt/t-1 = F, = Pe 
Observe que °'•l•-l = &¡. Esta última. es la. notación utiliza.da. en los capítulos 
anteriores. 
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Asimismo, Pt/t-I = P,-. Esta última es la notación utilizada en los capítulos 
anteriores. 

Es importante hacer notar que en Ja recursividad de donc:!e surgen P, y 
Pt-I sólo se utilizan las matrices conocidas A,, Q,, z, y H,. No se requiere 
de Jos valores Ye y e,. 

Por otro lado, Ja recursividad de donde se obtiene ~, a pa,-tfr de &t¡t-I 
sólo utilizan las observaciones yt y Ct, junto con las n1atnces . ~ : covarianza 
Pt/t-i y F,. 

Las ecuaciones que conforman el Filtro de Kalman son las siguientes: Las 
matrices recursivas de cova.rianza: 

P,,,_, = A,P,_ 1 A"[ + Q,, 

F, = Z,Pt/t-1 z,T + H, , 

P, = Pt/t-1 - P,¡t-1Z'[F.-'ZtPt¡t-1 , 

y las ecuaciones recursivas de predicción 

ª•/t-1 = A,&,_, + Ct + µ ' 

Vt Ye ZtÓ't/t-1 

&t = cit¡t-J +Gtvt 

donde 
Gt = Pt¡t-1Z'[F,- 1 

(IV-18) 

(IV-19) 

(IV-20) 

(IV-21) 

(IV-22) 

(IV-23) 

(IV-24) 

Es de especial importancia el caso en que Ja ecuación de observación no 
tiene ruido, lo que implica que Ht = O. Esto significa que para las esti­
macioDEll estatales estimadas para los años no censales siemµr..: su suma es 
igual a la población total, y en los años censales siempre son iguales a las 
poblaciones estatales observadas. 
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Las ecuaciones recursivas de covarianza y de predicción del Filtro de 
Kalman presentadas en este capítulo, se pueden generalizar si se utiliza el 
resultado del capítulo 3 en que se hace una extensión cuando se supone que 

E(t;i-1T/•r> =e,, 
es decir, cuando los errores de la.s ecuaciones de observación y de transición 
están correlaciona.dosª 
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V. Información imperfecta, 
control y políticas de población 

El Filtro de Kalman resulta ser una técnica. interesante para evaluar y re­
definir objetivos en materia de políticas públicas. Es posible obtener la 
trayectoria de la población tal que se minin~ice la suma de las diferencias 
al cuadrado entre la población estimada y la población meta, sujeto a. las 
restricciones de la ecuación de observación y la ecuación de transición del 
modelo del Filtro de Kalman. Antes de entrar al modelo realizar.,; una breve 
descripción de la evolución de las Políticas de Población en nuestro país. 

V.1 Breve historia de las Políticas de Población 
en México 

Es posible distinguir varias etapas en las Políticas de Población en México, 
las cuales cubren un período de medio siglo. 

El auge poblacionista (los años cuarenta).- Hace medio siglo, la 
población del país era de 20 millones de habitantes. La tasa de crecimiento 
demográfico en 1940 era., al igual que hoy, de alrededor de 2 por ciento 
a.nua.l; como resultado del moderado crecimiento demográfico observado en 
esta época, la preocupación central de políticos y científicos sociales fue la. es­
casez de población en el territorio nacional. En consecuencia., se promovieron 
acciones dirigidas a incrementar el número de habitantes, el ritmo de creci­
miento de la población y la densidad demográ.fica. Se consideró que México 
era un país subpoblado, en donde el crecimiento demográfico era un requisito 
indispensable para el desarrollo social y económico. 
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Esta preocupación surgió de la gran dis¡_,aridad de ~ .. oblación existente en­
tre México y Estados Unidos: l\1éxico •·ontaba con una población de alrededor 
<le 20 millones de habitantes, mientras que Estados Unidos tenía poco más 
de 130 millones de personas. 

Dado el mode:rado crecimiento de la población y la inadecuada distribución 
de ésta, se fnm.-..,- ~ 1a inmigración de extranjeros, de preferencia aquel!os que 
se adapc ... r~t. .yor facilidad a nuestra cultura. Las acciones se dirigieron 
a la disminución .J.e la mortalidad, pero conservando el nivel elevado de l& 
natalidad, así como a la regulación de la migración. Este planteamiento se 
manifestó en la promulgación de la Ley General de Población de 194 7, la cual 
tenía un car~cter eminentemente pronatalista. 

La incubación del cambio (los años cincuenta}.- En el año de 1950 la 
población estimada era de 26.5 millones de habitantes y la tasa de crecimiento 
demográfico se incrementó a ca.si 3 por ciento anual. 

Aunque se tenía conciencia del rápido crecimiento de la población que 
se venía presentando, se era optimista con respecto al desarrollo económico 
sustentado en los avances de la tecnología y la explotación de recursos na­
turales. En las esferas políticas y académicas se pensaba que así se podrían 
superar los problemas derivados del elevado crecimiento demográfico, por lo 
que, en este periodo, el acelerado aumento de la población no se consideraba 
como un obstáculo al desarrollo. Es posible que en estos años se estuviera 
gestando una etapa futura en la que lo demográfico sería motivo de discusión 
amplia. 

La institucionalización de la Política Demográfica (los años se­
senta}.- En 1960 la población del país era ya de 36 millones de habitantes. 
La tasa de crecimiento se estimaba en 3.2 por ciento anual y en la mitad de 
los sesenta se presentaba la. tasa de crecimiento más elevada del siglo. 

Durante la década de los sesenta se empezó a percibir una polarización 
de la.a posiciones respecto a la conveniencia o no de un elevado crecimiento 
de la población. Al inicio de la década haba consenso respecto a la necesidad 
de promover el ritmo de crecimiento demográfico, planteamiento que al poco 
tiempo fue discutido en diversos ámbitos; se ponía en duda. la existencia. de 
un problema. de subpoblación y se empezaba a cousiderar la posibilidad de 
establecer programas orier.ta.dos a regular el crecimiento de la población. 
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Es importante destaca1· que algunas personas que en el decenio de los 
treinta se manifestaron a favor de una política pronatalista de población, 
cambiaron su posición en este período y señalaron Ja necesidad de realizar 
acciones para enfrentar el acelerado crecimiento de la población, re~ular la 
migración y reducir la mortalidad, con el fin de <¡ue estas medidas condujeran 
a un mejoramiento de los niveles de vida. 

El impuJso a 'ª Política de Población (los >ñn ~ "" · 
año de I 970 la. población estimada fue de 50 millones de üd.bl. 
de crecimiento demográfico se calculó en 3.3 por ciento anual. 

nta).- En el 
. . tes y la tasa 

En 1974 fue promulgada la Ley General de Población y se creó el Consejo 
Nacional de Población (Conapo), con el fin de establecer las directrices de 
la política de población del país, la. cual tiene como objetivo: "regular los 
fenómenos que afectan a la población en cnanto a su número, estructura, 
dinámica. y distribución en el territorio con el fin de lograr que participe 
justa. y equitativamente de los beneficios del desarrollo". 

En 1977 el Conapo estableció objetivos y metas en materia. de ct·ecimiento 
demográfico. Se planteó la meta de 2.5 por ciento de crecimiento demográfico 
para 1982 y de 1 por ciento al año 2000, buscando establecer la congruencia. 
entre los objetivos demográficos y los aspectos de la política de desarrollo. 

La interdisciplinariedad demográfica (los años ochenta).-En 1980 
la. población del país se estirnó en ca.si 70 millones de ha.bitan tes y la tasa. de 
crecimiento de la población bajó a 2. 7 por ciento anual en 1980. 

Frente a laa transformaciones observadas en los últimos años, se suscitó 
un interés por examinar las características de la evolución de la población de 
!\-!éxico y de América. Latina y sus relaciones con el proceso de desarrollo. 

En el caso de población y políticas públicas se avanzó en la. discusión del 
papel de la. población en la. planificación del desarrollo, haciéndose evidente 
la necesidad de entender las políticas de población en el contexto histórico 
de la. economía. y de la. sociedad. 

La necesidad de actualizar la Política demográfir"- (los años 
noventa).-En 1990 la. población censa.! de México fue de 81.1 millones de 
habitantes y la. tasa de crecimiento demográfico fue de alrededor de 2 por 
ciento anual, como hace 5 decenios. 
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Las metas que se plantearon en términos del crecimiento demográfico en 
1977 no se han cumplido y este momento es oportuno para corregir el rumbo. 
Nuevas metas se han propuesto a la luz de nueva información demográfica. 
Sin embargo es necesario evaluar dichas metas a partir de técnicas que ana­
licen su viabilidad. 

V.2 Un modelo de Planeació'n Demo5.cá.fica 

Sea ,'I(, la población nacional en el momento t, X, la población meta en el 
momento t y Y, la desviación entre la población nacional y la población meta 
en el momento t. Las matrices S y T ya han sido definidas en el capítulo 2. 
Es interesante analizar cuál es la trayectoria de población que minimiza la 
siguiente función cuadrática: 

(V-1) 

La función objetivo expresa el deseo de que el sistema se mantenga cerca de 
una trayectoria deseada de población (X o, X 1 , ... , ,'(: N) sujeta a la ecuación de 
transición y a la ecuación de observación, las cuales son: 

(V-2) 

y 

(V-3) 

las cuales tienen las mismas características ya presentadas en capítulos an­
teriores, sólo que ahora se incluye un control "k· 

La función objetivo de tipo cuadrático es razonable, puesto que induce a 
fuertes penalizaciones en el caso que haya grandes desviaciones respecto a 
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la población meta y pequeñas penalizaciones si las desviaciones también son 
pequeñas. El propósito es encontrar un óptimo conjunto para la trayectoria 
de las poblaciones y de Jos controles. 

La variable que ha estado sujeta a una política de reducción por parte del 
Estado !l.1exicano ha sido la natalidad, puesto que la migración es difícil de 
regular debido a que las variable" 5ociales y económicas que la determinan no 
hau sido explicadas en su totalidad, por lo que supondré que la población es 
cerra.da, es decir, consideraré que la emigración y ]a. inmigración internacional 
es nula. La variable mortalidad que es otro de los componentes de la dinámica. 
demográfica. ha. descendido continua.mente, y a.hora. su nivel se encuentra 
casi constante. Por tanto, los controles óptimos significan las medidas de 
planificación familiar que se tendrían que realizar para cumplir con las metas 
de población establecid..,., es decir, indica el número de nacimientos por 
evitar, lo que se traduce en el número de usuarios y usuarias a cubrir en 
Jos programas de planificación familiar para alcanzar las metas de población. 

La ley de control óptimo sería la siguiente: 

donde la matriz L1c ya se ha presentado en el capítulo 2. 
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VI. Resultados 

Antes de establecer los supuestos del modelo, es necesario conocer cuales son 
las acciones que el Estado Mexicano busca emprender en materia de Política 
de Población en lo que resta de este siglo. Entre los objetivos demográficos del 
Plan Nacional de Desarrollo (1995-2000) se busca impulsar la reducción del 
crecimiento demográfico. Se destaca que el bienestar no puede fincarse sobre 
bases sólidas si el rápido crecimiento de la. población erosiona los beneficios 
del desarrollo. Se señala también, que la política de población persigue una 
importante intensificación de la planificación familiar. Para el año 2000 se 
espera un país de 100 millones de mexicanos. Entre 1995 y el a.ño 2000 se 
esperan anualmente un promedio de 1.8 millones de nuevos mexicanos. 

Tomando en cuenta estos propósitos, en este cn.pítulo se presentan los 
resultados de las proyecciones de población utilizando el Filtro de Kalman. 
Se han simulado diversos escenarios bajo el supuesto de que se presenten 
diferentes valores de las varianza de los errores, tanto de la ecuación de 
observación como de la ecuación de transición. El establecimiento de las 
diversas hipótesis sobre las varianzas de los errores de las dos ecuaciones 
n~encionadas, busca analizar el efecto que éstas tienen sobre las proyecciones 
de población, lo que permite apreciar la robustez del modelo. 

Los principios en que se basan las hipótesis son: 

• En primer lugar se analizan los casos en donde la varianza del error de 
la ecuación de observación toma diferentes valores; uno por ciento, dos por 
ciento, tres por ciento, cinco por ciento y diez por ciento de los nacitn..ientos 
evitados calculados en el momento inicia.!. La.s cifras obtenidas se mantienen 
constantes a lo largo de los diez años. Al principio del período de análisis se 
estiman 100 mil nacimientos evitados. La varianza del error en la ecuación de 
transición se mantiene fija y se supone igual a.l uno por ciento de la población 
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total en 1990. Esta combinación de supuestos permite analizar la robustez 
de la varianza de la ecuación de observación. 

• En segundo lugar se analizan los casos en donde la varianza del error 
de Ja ecuación de transición toma diferentes valores; uno, dos, tres, cuatro y 
cinco por ciento de la población total inicial de 1990, que es de 81. 7 millones 
de habitantes. r .--_. varianza de la ecuación de observación se mantiene fija. 
en el ticu .. , >dos los ca.sos e igual al uno por ciento de los nacimien­
tos evitados de ,.,JI. Las diversas simulaciones muestran la robustez de la 
varianza del error de Ja ecuación de transición. 

En el modelo se dan como conocidos el valor de</>, el de H y el de Z, que 
representan las tasas de crecimiento demográfico meta., las tasas de nacimien­
tos evitados y los nacimientos evitados, respectivamente. Las cifras presen­
tadas en el modelo si bien son hipóteticas, muestran el esfuerzo adicional que 
el estado tendría que realizar para llegar a una. población cerca.na a la. meta. 
planteada de 100 inillones de personas. 

A continuación se detallan las hipótesis: 

Hipótesis 1-R.- Se supone que la varianza del error de la. ecua.c1on de 
transición es de 1 por ciento respecto a la población de 1990 (81. 7 millones de 
personas) y se supone que la varianza. del error de la ecuación de observación 
es de 1 por ciento sobre los nacimientos evita.dos de 1991 (100 mil). 

Hipótesis 2-R.- Se supon€ que la varianza. del error de la. ecuación de 
transición es de 1 por ciento respecto a. la. población de 1990 (81. 7 millones de 
personas) y se supone que la. varianza del error de la ecuación de observación 
es de 2 por ciento sobre los nacimientos evita.dos de 1991 (100 mil). 

Hipótesis 3-R.- Se supone que la varianza del error de la ecuación de 
transición es de l por ciento respecto a. la población de 1990 (81. 7 millones de 
personas) y se supone que la varianza del error de la. ecuación de observación 
es de 3 por ciento sobre los nacimientos evitados de 1991 (100 mil). 

Hipótesis 4-R.- Se supone que la varianza. del error de la ecuación de 
tra.r..sición es de 1 por ciento respecto a. la. población de 1990 (81. 7 millones de 
personas) y se supone que la. varianza de! error de la ecuación de observación 
es de 5 por ciento sobre los nacimientos evitados de 1991 (100 mil). 

Hipótesis 5-R.- Se supone que la varianza del error de la. ecuación de 
transición es de 1 por ciento respecto a la. población de 1990 (81. 7 millones de 
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personas) y se supone que la varianza del error de la ecuación de observación 
es de 10 por ciento sobre los nacimientos evitados de l 991 ( 100 mil). 

Hipótesis 2-Q.- Se supone que la varianza del error de la ecuación de 
transición es de 2 por ciento respecto a la población de 1990 (81.7 millones de 
personas) y se supone que la varianza. del error de la ecuación de observación 
es de 1 por rien .. , ·>bre los nacimientos evitados de 1991 (100 mil). 

Hipótesis 3-~.- Se supone que la varianza dei r' · <it' ecuación de 
transición es de 3 por ciento respecto a la población de l!J!JO (ol.7 millones de 
personas) y se supone que la varianza del error de la ecuación de observación 
es de 1 poi" ciento sobre los nacimientos evitados de 1991 (100 mil). 

Hipótesis 4-Q.- Se supone que la varianza. del error de la ecuación de 
transición es de 5 por ciento respecto a la población de 1900 (81. 7 millones de 
persona.a) y se supone que la varianza del error de la. ecuación de observación 
es de 1 por ciento sobre los nacimientos evitados de 1991 (100 mil). 

También se plantean 2 hipótesis extremas, que son: 

Hipótesis E-1.- Se supone que la varianza del error de la ecuac1on de 
transición ea de 5 por ciento respecto a la población de 1990 (81.7 millones de 
personas) y se supone que la varianza del error de la ecuación de observación 
es de 10 por ciento sobre los nacimientos evitados de 1991 (100 mil). 

Hipótesis E-2.- Se supone que la. varianza del error de la ecuación de 
transición es de O por ciento respecto a la población de 1990 (81. 7 millones de 
personas) y se supone que la varianza dei error de Ja ecuación de observación 
es de 10 por ciento sobre los nacimientos evitados de 1991 (100 mil). 

Las ecuaciones que resumen la metodología del Filtro de Kalrnan en el 
caso univariado son Ja.s siguientes: 

Pie = ct>Jc-1uk--1 +u¿. 
Kx = (PiCHK)/(HkPK + <Tk) 

<Tk = PK = (1 - KKHK)P¡c 

PK = (1/(1 + (uJd H'k(ct>k-i<TJc_ 1 + ub)))) 

XK = (1 - PK)<PK-tXK-1 + PK(ZK/HK) 

Los resultados aparecen en los cuadros y en las gráficas. 
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La población proyectada al ario 2000 según las hipótesis de la I-R a la V-R 
varía entre !J5. 7 millones para la más baja y !J6. 7 millones para la más alta., 
esto es, 1.0 millones de individuos de diferencia. ~lientras que la población 
proyectada al a.ño 2000 según las hipótesis de la I-R o I-Q a la IV-Q varía. 
entre 96. 7 millones para la más baja y 97.2 millones para la más alta, esto 
es, 500 mil personas de diferencia. La diferencia entre la más baja de todas 
la hipótesis y la más alta de todas ellas, es de 1.5 mi:!"''''" de 1 ·bitantes. 

La mayor varianza de los errores de la ecuación de transición, e5to es, la 
que se refiere a la. población, le da una mayor ponderación a la ecuación de 
observación, mientras que la tnayor varianza <le los errores de la ecuación de 
observación, esto es, la que se refiere a los nacimientos evitados, Je <la. una. 
mayor ponderación a la ecuación de transición. Esto se puede ver con los 
valores de p. Los valores de las estimaciones de población de las hipótesis 
extremas se encuentran cerca. del intervalo de variación antes mencionado. 

Es importante destacar la notable similitud en los resultados obtenidos. 

A fin de comparar estos resultados con otros, se ha proyectado la población 
de México al año 2000, a. través de una función lineal, una geométrica y una 
exponencial. Los resultados a.parecen al final de este capítuio. 

Como puede observarse, las diferencias no son tan grande'3 entre los diver­
sos resultados de la proyecciones demográficas, sin embargo, la ventaja del 
uso del Filtro de Kalman es que se pueden establecer intervalos de confianza. 
de la.s poblaciones, ya que se conoce la media y la varianza. Además, una. 
vez que se conoce nueva información, se actualiza el sistema para proyectar 
la población. 
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HIPOTF.slS 1-R 

Año 02 
Q 

02 
R 

1990 817 000 

1991 817 000 

1992 817 000 

1993 817 000 

1994 817 000 

199í 617 000 

1996 817 000 

1997 817 000 

1998 817 000 

1m· 817 000 

2000 817 000 

P- ,¡,2 2 1- 2 
K = '1'K-lo K-1 - Oq 

1000 

1000 

1000 

1000 

1000 

1000 

1000 

1000 

1000 

1000 

1000 

KK = (Pi<llK)/(llkPi( tok) 

ºk = l'K = (1- KKIIK)l'j( 

~K 

1.02 

1.019 

1.018 

1.017 

1.016 

1.015 

1.014 

1.013 

1.012 

1.011 

1.010 

PK = (1/(1 1 (a~/ llk(~k. 1 ok. 1 ta~)))) 

iK = (1- PK)~K-JiK-1 +- PK(ZK/llK) 

}JK 

o 
.001200 

.come 

.003468 

.004540 

.005574 

.006572 

.007534 

.008466 

.009365 

.010235 

ZK ºk == PK 
p-
K KK PK iK 

o o o o 81 700 000 

100 000 816 040 817 000 0.979248 0.001175 aJ 334 000 

200 000 1651 m 1 664 344 3.264316 0.007697 84 916 579 

300 000 2 453 t99 2 528 m 6.510019 0.029íB 86 446 8í2 

400 000 3 138 036 1m041 J;.246759 0.064680 87 928 691 

500 ººº 3 592 658 4 Oí6 256 20.504503 0.114292 89 377 454 

600 000 3780 486 4 518 246 24.845489 0.163285 90 812 542 

700 000 3 712 740 4 704 081 27. 9l193í 0.210741 92 258 456 

800 000 3 474 61í 4626 899 29.416519 0.249C40 93 716 273 

900 000 3 162 061 4 375 506 29.613117 o.mm 9S 190 755 

1000 000 2 843 112 4 049 009 29.098693 a.297825 96 67' 496 



HIPOTF.SIS 11-R 

Año 02 
Q 

02 
R ~K /{K 

1990 817 000 2000 1.02 

1991 817 000 2000 1.019 

1992 817 000 2000 1.018 

1993 817 000 2000 1.017 

1994 817 000 2000 1.016 

1995 817 000 2000 1.015 

1996 817 000 2000 1.014 

1997 917000 2000 1.013 

1998 817 000 2000 1.012 

1999 817 000 2000 1.011 

1000 817 000 2000 1.010 

I' - -· .• 2 ª2 1 ª2 K -· 'l'K-1 K-1 Q 

K K = (l'/(11 K)f {l(f/j( 1 ah) 

ªk = /'K =. {1- K Kll K)l'j( 

PK = {1/(1 + {11~/llk(~k-iºL1 +a~)))) 

iK = (1- PK)h-1iK-I + PK(ZK/llK) 

o 
.001200 

.002l58 

.003468 

.004540 

.005574 

.006572 

.007534 

.008466 

.009365 

.010235 

ZK Ok = f'K l'i< KK {'K iK 

o o o o 81 700 000 

100 000 816 520 817 000 0.489912 0.000568 83 269 900 

200 000 1 657 173 1 664 344 1.953607 0.004607 84 872 156 

300 000 2 496 323 2 526 523 4.326606 0.015012 66 401 436 

400 000 3320 606 3 355 041 7.53m6 0.034222 87 878 319 

500 000 3 979 085 4 056 256 11.226944 0.062579 89 310 519 

600 000 4 444 475 4 518 246 14.604587 O.IM981 90 712 203 

700 000 4 6n 462 4 704 081 17.601218 0.132608 92 105 494 

800 000 4 672 136 4 626899 19 }!7' 7435 93 502 576 

900 000 4 455 869 4 375 506 21.11;,.,, 1 " 185 94 926 964 

1000 000 4 192 048 ' ói49 009 21.452533 0.219567 96 351 626 



HIPOTF.SIS lll·R 

Año ª2 Q 
a2 

R 

1990 817 000 

1991 817000 

1992 817000 

1993 817 000 

1994 817 000 

199S 817 000 

1996 817 000 

1997 817 000 

1998 817 000 

1999 817 000 

2000 817 000 

P- ,¡,2 2 ¡. 2 
K = 'l'K-JªK-1 - ªQ 

3000 

3000 

3000 

3000 

3000 

3000 

3000 

3000 

3000 

3000 

3000 

KK = (Pi)lK)/(llkPi( ta~) 

ªk = PK-= {1- KKIIK)Pi{ 

~K HK 
1.02 o 

1.019 .001200 

1.018 .002358 

1.017 .003468 

1.016 .004540 

1.015 .005574 

1.014 .00657Z 

1.013 .007534 

1.012 .008466 

1.011 .009365 

1.010 .01om 

PK = (1/(1 + (a~/1Ik(~k-1ªk-1 +a~)))) 

iK = (1 - PK)~K-1iK-1 + PK(ZK/ HK) 

ZK ªk = PK KK PK ÍK 

o o o o 81 700 ººº 
100 000 816 680 817 000 0.326b7Z 0.000392 83 334 000 

200 000 1 659 887 1 665 009 1.lo.<671 0.003076 84 917 039 

300 000 2 511 634 2 537 181 2.903141 0.010069 66 446 146 

400 000 3 336 477 3 414 755 5.049211 0.022923 87 920 OB6 

500 000 4 079 581 4 261 098 7.641381 0.042599 89 342 798 

600 000 4 681 543 5 019 88ó 10.m120 0.067401 90 724 288 

700 000 5 088 459 5 610 m 12.n8844 0.096276 92 082 781 

800 000 5 m 268 6 038 619 14.892545 0.126080 ~3 4lJ 142 

'IOO 000 5 264 187 6 221 681 16.433148 0.153896 94 792 597 

1000 000 5 095 025 6 197 636 17.382354 0.177908 96 167 762 



Hil'OTF.slS IV-R 

Año 02 
Q 

1990 817 000 

1991 817 000 

1992 817 000 

1993 817 000 

1994 817 000 

1995 
817 ººº 

1996 817 ººº. 
1997 817 000 

1998 817 000 

1999 817 000 

2000 817 000 

P- .• 2 2 + 2 
K = 'l'K-tªK-1 Oq 

o2 
R 

5000 

5000 

5000 

5000 

5000 

5000 

5000 

5000 

5000 

5000 

5000 

KK = (Pj:;llK)/(/:kPi{ +ah) 

ªk = PK = (1- KKllK)Pj( 

~K 

1.02 

1.019 

1.018 

1.017 

1.016 

1.015 

1.014 

1.0ll 

1.012 

1.011 

1.010 

PK = (1/(1 1 (oh/ llk(~k-iªk-1 +o~)))) 

XK = (1- PK)~K-1XK-I + PK(ZK/llK) 

J/K 

o 

.001200 

,002358 

.003468 

.004540 

.005574 

.006572 

.007534 

.008466 

.009365 

.010235 

-
ZK ºk = PK ph. KK PK XK 

o o o o 81 700 000 

100 000 816 808 817 000 0.196034 0.000235 83 m ooo 

200 000 1 662 064 1 665 142 0.7!l3830 0.001848 84 917 162 

300 ººº 2 524 019 2 539 437 1.750657 0.006071 86 446 032 

400 000 3 379 810 3 427 565 3.068871 O.Oll933 87 918 263 

500 000 4 193 060 4 305 829 4.697746 0.016165 89 l34 833 

600 000 4 918 564 5 136 816 6.46496~ 0.042488 90 701 264 

700 000 5 507 008 5 874 248 8.2979íl 0.061517 91 029 913 

800 000 5 919 293 6 468 121 10.0125!8 0.084851 93 3l4 006 

900 000 6 138 498 6879208 11.mm 0.107674 94 631 514 

1000 000 6 174 011 7 091 188 12.618135 0.129351 95 935 237 



HIPOTF.SIS V-R 

Año a2 
Q 

a2 
R ~K JIK 

1990 mooo 10 000 

1991 mooo 10 000 

1992 817 O® 10 000 

1993 817 000 10 000 

1994 817 000 10 000 

1995 817 000 10 OOJ 

1996 817 000 10 000 

1997 817 000 10 000 

1998 817000 10 000 

1999 817 000 10 000 

2000 817 000 10 000 

/
,.. ..2 2 1 2 
K::: ~·K-1 11 K-1 aQ 

liK = (Pi{JIK)/(JI~PK 1 a)1) 

ªk == l'K = (1 - KKlfK)Pi( 

1.02 

1.019 

1.018 

1.017 

1.016 

1.015 

1.014 

1.013 

1.012 

1.011 

1.010 

PK =- (1/(11 (oh/llk(~Lak-1 1 o~)))) 

XK = (1- PK)~K-1iK-1 + PK(ZK/ lfK) 

o 
.001200 

.002358 

.003468 

.004540 

.005574 

.006572 

.007534 

.006466 

.009365 

.010235 

ZK ªk == PK PK- KK PK iK 

o o o o 81 700 000 

100 000 816 903 817 000 .096028 .000il8 83 334 000 

200 000 1 663700 1 665 240 .392300 .000925 84 mm 

300 000 2 533 389 2 541 132 .878579 .OOJ047 86 445 945 

400 000 3 413 075 3 437 256 1.549536 .00?035 87 916 864 

500 000 4 282 420 4 340 167 2 .387020 .omo5 89 328 572 

600 000 5 113 375 5 228 856 3.360)10 .012085 90 682 368 

700 000 5 872 083 6 074 5i2 4 .424C28 .onm 91 983 926 

aoo ooo 6 m 842 6 842 749 5.522238 .046751 ~3 241 237 

900 000 7 034 765 7 497 329 t.588057 .061697 94 467 631 

1000 000 7 387 690 8 007 Jal 7.5613~1 .077390 95 676 814 



PROYEC·CIO NES DE F'OSL.!.C JO r,¡ SE3UN Dl'to'ERS.~S HIFOTESIS DE L4. VARl.~N2A DEL~ ECU.4.CIO N DE OBSERVACION 
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HIPOTESiS U-Q 

Año 02 
Q 

02 
R ~K 1/K 

1990 1 634 000 

1991 1 634 000 

1992 1 634 coa 

1991 1 614 000 

1994 1 634 000 

1995 1 634 coo 

1996 1 634 000 

1997 1 634 000 

1998 1 634 000 

1m 1 634 000 

zooo 1 634 000 

¡¡- - •• 2 2 .1 2 
lí - 'l'K-iªK-1 TºQ 

1000 

1000 

1000 

1000 

1000 

1000 

IOCO 

IOOil 

1000 

1000 

1000 

KK = (Pi(llK)/(JlkPi( lok) 

o1 = l'K = (1- KKllK)l'i( 

1.02 

i.019 

1.015 

l.017 

1.016 

1.01) 

1.014 

1.013 

1.012 

1.011 

1.010 

PK = {1/(1 ·l (o~/Ilk{<P'Lik-i ta~)))) 

iK -- {1- p¡¡)<fiK-1XK-1 1 p¡i(ZK/Jl¡¡) 

o 
.001200 

.oom8 

.001468 

.004540 

.005574 

.006572 

.007534 

.008466 

.009365 

.010231 

ZK Ok = f'K l'j( K¡¡ PK 1 XK 
·-

o o o o '10 

100 000 1 610 164 1 614 000 1.fül97 o.oom1 e1 m Y98 

200 000 3266 283 llZ6 699 7 .701~98 0.018161 84 915 m 

300 000 4 m 221 5 018 927 16.41m5 0.056926 86 44? 49'i 

400 ººº s 7í4 962 6 529 518 26.127893 0.118621 87 939 477 

100 000 6 078 782 7 174 615 35.428737 0.197480 89 416 746 

600 000 1 886 149 7 896 113 38.697937 0.254323 90 694 929 

700 000 s m 463 7 668 Z74 40.mm 0.303815 91m101 

800 000 4 m 082 1 mm l9.9l571l 0.138096 93 899 380 

900 000 4 m 671 6 464 911 38.637719 0.361842 95 415 616 

1000 000 l 627 569 5 850 935 37.117141 OJ79998 96 935 930 



HIPOTFSIS lll·Q 

Año 02 
Q 

a2 
R ~K 

1m z m ooo 
19'1\ 2 451 000 

1992 2 451 000 

1993 2 411 00'.l 

1994 2 451 000 

199S 2 451 000 

1996 2 m ooo 

1997 2 451 000 

19\'S z m ooo 
1999 2 m ooo 
2000 2 451000 

¡,- - .i.2 2 1 2 K-'l'K-1ºK-l. Oq 

1000 

1000 

1000 

1000 

1000 

1000 

1000 

1000 

1000 

1000 

1000 

KK = (Pi(llK)/(llkl'i( 1 Ok) 

o'k 00 PK = (1- KxllK)/'í( 

1.02 

1.019 

1.018 

1.017 

1.016 

1.015 

1.014 

1.on 

1.012 

1.011 

1.0\Q 

11 (( 

o 
.001200 

.ooms 
.003468 

.. 004540 

.oosm 

.006S7Z 

.oorm 

.008466 

.009365 

.01om 

2 l 'l '! 2 
PK ~ (1/(11 (o¡¡/llK(~K-1ºK·l l Oq)))) 

iK = (1- rx)~K-1Ifí-t t· p¡¡(ZK/J/¡() 

z/( ºk = /\ 1'; KK PK iK 

o o l o o 81 700 000 

100 000 2 44Z!80 2 451 uoo 2.930816 0.00]S17 s3 m 998 

200 000 4 mm 4 987 on 11.442244 0.026981 84 914 654 

300 ººº 6 862 '11 7 479 780 23.798(~1 0.082513 86 448 241 

400 000 1978 m 9 548 758 36.2227:1 0.164451 87 948 756 

500 000 7 !93 871 10 m 806 46.886],, ¡ 0.261144 89 446 427 

600 000 1 263 281 10 583 461 47.714905 o.mm 90 947 180 

700 000 6 346 OBO 9 919 081 47.811913 0.360215 92 469 858 

800 000 1411 m 8 961 151 46.2omo 0.391\46 91 994 141 

900 000 4mm 8 019 991 4"158230 o.mm 95 m 121 

1000 000 4 mm T 270 421 42.240191 o.4lmo 91 064 OTO 



lllPOTF.slS IV·Q 

Aiio (]2 
q 

1990 4 085 000 

1991 4 035 000 

1992 4 085 000 

1991 4 085 000 

1994 4 ca; 000 

1995 ~ Q&) 000 

1996 4 085 000 

1997 4 085 000 

1098 4 085 000 

1999 4 085 000 

2000 4 ~5 000 

¡,- ,¡2 2 l 02 
K = '1'1\-lOK l,. Q 

(]2 
R 

1000 

1000 

1000 

IODO 

1000 

1000 

1000 

1000 

1000 

1000 

IOGa 

/\¡¡ o:-(l'í(ll¡¡)/(ll}Pi< 1 o1) 

ªk = Plí = (1- K¡¡l/¡¡)l1i( 

~K 

1.02 

l.019 

1.018 

t.017 

l.Otb 

1.015 

\.014 

\.013 

1.012 

1.011 

\.010 

p¡¡ = (l/(l 1-(o1/Hk(~k-1ºk-1 1 o~)))) 

i¡¡ = (1- p¡¡)~¡qi¡¡-1 1 p¡¡(Z¡¡/ I/¡¡) 

IIK 
o 

.001200 

.002358 

.OOfül! 

.004540 

.005574 

.006572 

.oom4 

.008461. 

.009165 1 

.01om 

-
ZK ªk = PK J> 

11 KK PK iK 
o o o o o 81 700 000 

too ooo 4 061 111 4 035 000 4.mm 0.005848 al m 996 
200 000 1mm 8 301 899 18.712152 0.044123 84 91Z 943 

300 000 10 721 671! 12 308 844 17.181418 0.128945 8ó 449 604 

400 000 11m965 15 mm 52.478974 0.235251 87 963 6n 

500 ººº 10 345 407 16 016 811 63.5254ll · OJ540'll 89 488 m 
600 000 9 007 362 14 m 097 59. \97419 0.389045 91 011 856 

700 000 1m650 n 346 134 57 .211443 0.411011 92 m 895 

800 000 6 415 620 11 877 368 54.1166i"i 0.459845 ~4 097 801 

900 000 5 507 991 \O 655 119 )\.584\l\ 0.461085 95 649 m 

1000 000 4 814 967 9 m 815 49.278906 o.somo 9i 207 397 



PROYECCIONES DE PO BLACIO N SEG UN DIVERSAS HIFOTESIS DE LA VARIANZA DE L.~ ECUACIO N DE TRAMSICl'lN 
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HIPOTESIS E-1 

Año a2 ·2 
q ª¡¡ 

1990 4 085 000 10 000 

\991 4 085 000 10 000 

\992 4 085 000 10 000 

1991 4 085 000 10 000 

1994 4 085 000 10 000 

1995 4 045 000 10 000 

19% 4 085 000 10 000 

1997 4 085 000 10 000 

1998 4 Cl85 000 10 000 

1999 4 085 000 10 000 

2000 4 085 000 10 000 

J¡- .i.2 2 + ª2 
K = 'l'K-1ªK-1 Q 

KK = \Pi(llK)/(llkPi{ +ak) 

ºk = PK = (l - KK11K)Pj( 

~K 1/K 

1.02 o 

1.019 .OOIZOO 

1.018 .ooms 
1.011 .003468 

1.016 .oomo 
1.015 .oo5m 

1.014 .006572 

1.013 .007514 

l.G\2 .008466 

1.011 .009lb5 

1.010 .010235 

PK = (1/(1 l (oi/11l(.Pk-1ºL1 + oi)))) 

iK::: (l -pK)~K-tiK-1 r PK(ZK/HK) 

ZK ºk = PK Pi( KK Plí i::< 

o o o o 81 700 000 

100 000 4 OSZS96 4 065 000 0.489912 o.oow.s 61 m ooo 

200 000 B 265 1161 s m 211 1.951606 0.004607 84 916 667 

300 ººº 12 481 612 12 611 631 4.316607 0.015012 66 446 289 

400 000 16 419 443 16 994 ~94 1.mm 0.033643 87 922 301 

500 000 19 728 9l7 ZI 014 069 11.131766 0.062048 89 m 210 

60\i 000 22 082 101 Z4 410 Z44 14.512401 0.095176 90 750 092 

700 000 ZJ m m 26 789 m 17.519409 0.111991 91 138 268 

aoo ooo 21m1B6 Z7 947 249 19.711&90 0.1668Sl 91 529 m 
9\)0 000 22 4l4 654 Z7 930 m 21.0\0430 o.mm 94 9:17 350 

1000 ooo 21 056 930 Z7 016 1l5 21.511489 0.220S79 96 161 561 



HIPOTESIS E-2 

Año u2 
Q 

1990 o 
1991 o 
1992 o 
1991 o 
1994 o 
1995 o 
1996 o 
1997 o 
1998 o 
1999 o 
2000 o 

11- •• 2 2 + 2 
K = 'l'K-1º1<-1 Oq 

a2 
R 

10 000 

10 000 

10 000 

10 000 

10 000 

10 000 

10 000 

10 000 

10 000 

10 000 

10 000 

K1< = (Pi<lli<)/(II'f<Pj( + ºk) 

ºk = PK = (1- KKil1<)l'j( 

~K 

1.02 

1.019 

1.018 

1.017 

1.016 

1.015 

1.014 

1.013 

1.012 

1.011 

1.010 

PK = (1/(1 + (o~/llk(~k-1ºk-1 to~)))) 

XJ< = (1 - PK)~1<-1XK-1 + PK(ZK/ llK) 

JI/( 

o 
.001200 

.002358 

.003468 

.004540 

.005574 

.006572 

.007534 

.008466 

.009365 

.010235 

z/( 2_p º1< - /( PK K1< PK iK 
o o o o o 81 700 000 

IOO 000 o o o o Bl 334 000 
200 000 o o o o 84 917 Hó 
300 000 o o o o 86 445 858 
400 000 o o o o 87 915 4l7 
500 000 o o o o 89 322 085 
600 000 o o o o 90 661 916 
700 ººº o o o o 91 931 182 
800 000 o o o o 93 126 288 
900 ººº o o o o 94 241 804 

1000 000 o o o o 95 280 486 



PROYECCIONES DE lA POBLACION NACIONAL Y POR ENTIDAD FEDERATIVA 1990-2000 

AÑO 1990 1 1992~ 1995.) 1995" 1995 6 2000" 

TOTAL 812 496 645 ~ 62.7 971 90 30Z 867 90 643 739 90 649 535 98 103 806 

Aguasc<l l 1 entes 7~9 659 770 972 825 809 829 695 829 095 917 349 

Baja California 
Norte 1 660 855 1 908 434 2 173 063 2 213 588 2 214 086 2 614 518 

Baja Califor-nia 
'.'.iur 317 764 351 690 387 895 391 994 391 898 448 333 

Cc;mpeche 535 185 569 417 606 043 608 345 608 505 667 162 

Coahui la 1 972 340 2 C40 046 2 112 179 2 115 137 " 114 743 2 232 492 

Colima 428 510 458 607 490 130 493 172 493 172 544 336 

Chiapas 3 210 496 3 -7< 574 3 678 586 3 694 960 3 69.+ w.o 4 081 825 

Chihuahua 2 441 ª'- 15 2 569 583 2 570 504 2 571 536 2 679 467 

Distrito Federal 8 235 744 8 216 345 8 317 278 8 317 278 8 317 278 8 387 21!2 

Durango 1 349 378 1 394 571 1 442 620 , 444 509 1 444 239 1 523 043 

Guanajuat:o 3 982 593 4 170 885 4 371 294 4 382 047 4 382 047 4 706 230 

Gu-rrero 2 620 637 2 732 699 2 852 039 2 857 281 2 857 543 3 051 470 

Hidalgo 1 888 366 1 945 514 2 006 767 2 008 844 2 oca 277 2 108 927 

Jalisco 5 302 689 5 693 177 6 109 758 6 141 044 6 142 105 6 804 941 

México 9 815 795 10 705 862 1 165 .?38 ,, 746 562 ,, 745 580 13 244 452 

~ichoacan 3 548 199 3 723 543 3 910 825 3 920 ose 3 922 115 4 22.3 421 

Morelos 1 195 059 1 259 170 1 327 591 1 331 535 1 331 415 1 441 839 

Hayar1t 824 643 871 710 921 868 925 167 925 167 1 005 652 

Nuevo León 3 098 736 3 336 044 3 590 196 3 609 098 3 610 027 4 013 483 

Oaxace 3 019 560 3 207 147 3 407 272 3 420 558 3 421 161 3 741 235 

Puebla 4 126 101 4 406 652 4 706 231 4 727 274 4 \26 861 5 205 90Z 

Querecaro 1 051 235 1 126 143 1 206 292 1 211 969 1 211 969 1 340 009 

Quint'ana Roo 493 277 577 419 667 453 683 287 683 287 817 607 
·-

San Luis Potosf 2 003 1.'!7 2 088 544 2 18-0 068 2 184 075 2 184 275 2 332 511 

Sinaloa 2 204 054 2 341 346 2 488 157 2 498 075 z 497 193 2 733 247 

sonora 1 B23 606 1 866 757 1 912 598 1 914 422 1 913 692 1 989 189 

Tabasco , 501 744 1 595 487 1 695 319 1 70Z 077 1 702 527 1 862 313 

Tamaul ipas 2 249 581 2 351 663 2 461 267 2 ""65 541 2 465 766 2 643 708 

Tlaxcala 761 277 812 749 867 t!56 871 738 871 586 959 666 

Veracri...z. 6 228 239 6 405 478 6 593 837 6 602 556 6 600 6B8 6 908 3h3 

Yucatán 1 362 940 1 390 318 , 419 911 1 420 047 1 420 320 1 469 113 

Zac•tecll.s 1 276 323 1 309 493 1 345 244 1 346 010 1 ~45 6:!.7 1 404 721 

6n censal al 12 de rNtr"ZO deo 1990. NOTAS: 1 Poblac 
z Poblac 
3 Poblac 
• Poblac 
" Poblac 
" Poblac 
7 Poblac 
" Poblac 

6n al 31 de d;cienbre de 1992 s~ la Enc:uest"a Naciot"\41l de la Din.é'!lillica 0ieMOgráfica. 
ón proyect:&d.e a 1995 a partir de una fU'lClón t;neal. 
ón proyect'adal a 1995 a pert'ir de ll"a función g~trica. 
ón proyect'&dai a 1995 a part"ir de lr\8 función exponencial. 
ón proyectada al año 2000 a pert: r de Lna fl#lCión lineal. 
ón proyect"ada al año 2000 a part r de 1.6"\a f.....-.ción g~trica. 
6n proyectada al año 2000 M pert r de una fu.ción exponencial. 

2000;' 2000 11 

99 911 897 99 910 442 

937 932 937 932 

2 8.35 2'-6 2 836 574 

469 719 469 '-96 

679 310 679 685 

2 246 298 2 245 706 

556 720 556 677 

4 171 076 4 170 755 

2 687 525 2 688 502 

8 388 105 8 388 929 

1 531 949 1 531 409 

4 758 800 4 760 393 

3 078 462 3 078 724 

2 118 747 2 117 802 

6 969 854 6 971 445 

13 712 666 13 709 721 

4 271 322 4 273 451 

1 461 677 1 461 318 

, 021 568 1 021 568 

4 116 051 4 118 220 

3 808 571 3 809 779 

5 315 656 5 314 005 

1 370 075 1 370 075 

904 769 904 818 

2 353 144 2 353 344 

2 782 839 2 780 855 

1 996 301 1 994 843 

1 896 102 1 896 853 

2 668 003 2 668 678 

979 687 979 383 

6 943 241 6 939 504 

1 471 294 1 471 703 

1 409 188 1 408 295 
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Apéncl:~e I. Glosario de 
términos demográficos 

AU!\fENTO DE LA POBLACION. El aumento total de la población resultante de 
la interacción de los nacimientos, las defunciones y la migración en una población, 
en un deterut..inado período de tiempo. 

CENSO. Estudio de una zona determinada que da como resultado la enu­
meración de toda la población y la recopilación de la información demográfica, 
social y económica concerniente a dú::ha población en un momento dado. 

CRECIMIENTO NATURAL. El excedente (o déficit) de nacimientos 3obre las 
defunciones en una población, durante un determinado período. 

CRECIMIENTO NEGATrVO DE LA POBLACION. Una disminución neta 
en la dimensión de la poblacÍÓ;J.. 

DE!VJOGRAFL<\.. Del griego demos [pueblo] + graphie [estudio]. El estudio 
científico de las poblaciones humanas y de su dimensión, composición, distribución, 
densidad, crecimiento y otras características demográficas y socioeconómica.s y de 
las causas y consecuencias de los cambios experimentados por esos factores. 

DISTRIBUCION DE LA POBLACION. El régimen de asentarrliento y dis­
persión de una población. 

ECUACION COMPENSADORA. Una fórmula demográfica básica utilizada 
para estlln.ar el cambio total de población entre dos fechas dadas, o para estimar 
cualquier componente desconocido del movimiento de poblacióa. a partir de otros 
componentes conocidos. La ecuación compensadora abarca todos los componentes 
del ntovintlento de población: nacimientos, defunciones, inxnigración y eIIl..Ígración.. 

EMIGRACION. El proceso de dejar un país para adoptar residencia en otro. 

ESPERANZA DE VIDA. El número de años de v'.da que le restan en prnmedio 
a una persona de no variar la tendencia de la mortalidad.. Se cita conmúnrnente 
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como esperanza de vida al nacer. 

ESTA DISTICAS VITALES. Datos demográficos sobre nacimientos, defunciones, 
muertes fetales, casamientos y divorcios. 

ESTRUCTURA DE LA POBLACION POR EDAD Y SEXO. La composición 
de una población de acuerdo con el número o proporción de varones y mujeres 
en cada categoría de edades. La estructura de la población por edad y sexo de 
una población es el resultado acumulativo de las tendencias retTCJ i'Ctivas de la 
fecuudidad 9 mortalidad y m.igrac!6n. Para describir y analizar muchas de las otras 
clases de datos demográficos es esencial disponer antes de información sobre la 
composición de la población por edad y sexo. 

FECUNDIDAD. Procreación real de un individuo, pareja, grupo o población. 

INMIGRACION. El proceso de entrar a un país para adoptar i·esidencia pec­
manente los que residían en otro. 

MIGRACION. El movimiento de personas a través de una división política para 
establecer u.na nueva residencia permanente. Se divide en migración internacional 
(migración entre países) y migración interna (migración dentro de un país). 

!\HGRACION INTERNA. El proceso de pasar de una a otra subdivisión ad­
ministrativa de un país (por ejemplo, municipio o estado) para adoptar residencia 
en ella. 

!\UGRACION NETA. El efecto neto de la inmjgración y la emigración sobre 
la población de una zona en un determinado período de tiempo, expresado come 
aumento o disxrúnuc.:ión. 

MORTALIDAD. Defunciones como componentes del cambio de población. 

NATALIDAD. Nacimi<entos como componentes del cambio de población. 

PERJODO DE REPRODUCCION. En la mujer, la edad en que es capaz de 
procrear y que, según se ha supuesto arbitrariamente para fines estadísticos, es.té. 
comprendida entre los 15 y los 49 años de edad en la mayoría de los pafaes. 

PIRAMIDE DE POBLACION. Una clase especial de gráfico de barras que 
presenta la distribución de una pobJ,.,,ión por edad y sexo. La mayoría de los 
países caen dentro de una de las tres categorías generales de piráutiaes siguiente5: 
1) expansiva -con una base amplia. lo cual indica una proporción elevada de niños 
y una rápida tasa de crecimiento de la población; 2) constrictiva -con u.na base 
n1ás estrecha que el centro de la pirámide, lo que geLJ.erahnente ilustra un rápido 
descenso de la fecundidad; 3) estacionaria -con una·hase estrecha y un número de 
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personas aproxima.damente igual en cada grupo de edades, que se estrecha con los 
grupos de más edad, lo que indica una proporción n1od€'rada de niiios y una tasa 
de crecimiento lenta o nula. 

POLITICA DE POBLACION. 1\feclidas explícitas o implícitas instituidas por 
un gobierno para iu.fh.1ir en la dimensión, crecimiento, distribución o composición 
de la población. 

PROBABILIDAD DE SUPERVTVENCIA. La proporción de personas en un 
grupo específico (por edad, sexo, estado de salud, etc.) que vivían al principio de 
un intervalo (por ejemplo, un período de 5 años) y que sobreviven al final de dicbo 
intervalo. 

PROYECCIONES DE LA POBLACION. Cálculo de los cambios futuros en el 
número de personas, con base a. ciertas hipótesis acerca de las tendencias futuras 
eu las tasas de fecundidad, mortalidad y migración. Se presentan frecuentemente 
proyeccionts bajas, medias y altas de la misma población, basándose en diferentes 
hipótesis sobre cómo cambiarán estas tasas en el futuro. 

RAZON DE DEPENDENCIA (POR BDAD). La razón entre las personas que 
por su edad se definen como dependientes (menores de 15 años y mayores de 64) y 
las que se defi.nen como económicamente productivas (15-64 años) denlro de una 
población. 

TASA DE A Ul'vfENTO l'iATURAL. La tasa de aumento (o dism.inución) de una 
población en un determinado año debido a un excedente {o déficit) de nacimientos 
frente a las defunciones, expresada como porcentaje de Ja población base. 

TASA BRUTA. La tasa de cualquier evento demográfico calculada para toda 
una población. 

TASA BRUTA DE REPRODUCCION (TBR). El número medio de hijas que 
nacerían vivas durante la '\.·ida de una. mujer (o grupo de mujeres), si sus años 
reproductivos transcurrieran conforme a las tasas de fecundidad por edad de un 
determina.do año. 

TASA DE CRECIMIENTO. La tasa a la que una. población auments (o dis­
minuye) en un determinado año debido al incremento natural o a la ntigra.ción, 
expresad.a coino porcentaje de la población. 

TASA POR EDAD. La tasa obtenida para grupos de edades específicos (por 
ejemplo la tass de fecundidad poi· edad, la tasa de mortalidad por edad, la tasa 
de nupcialidad por edad, la tasa de analfabetismo por edad, la tasa de inscripción 
escolar por edad, etc.). 
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TASA DE EMIGRACION. El número de emigrantes que salen de una zona de 
origen por 1,000 habitantes de dicha zona. 

TASA GLOBAL DE FECUNDIDAD (TGF). El número promedio de niños 
que habría tenido una muj~r {o grupo de mujeres) durante su vida, si sus años de 
reproducción transcurrieran CL>nforme a las tasas e!~ fecundidad por edad de un 
determinado año. 

TASA DE MORTALIDAD. (o tasa bruta de mortalidad). El número de de­
funciones por 1,000 habitantes en un determinado año. 

TASA DE l\;fOR.TALIDAD INF'ANTIL. El número de defunciones de menores 
de un año en un determinado año por 1.000 nacidos vivos en dicho &ñ.o. 

TASA DE NATALIDAD. (tasa bruta de natalidad). El número de nacimientos 
por 1.000 habitantes en un determ~nado año. No confunáir con tasa de crecimiento. 

TASA NETA DE REPRODUCCION (TNP..). El número medio de hijas que 
tendrá una mujer (o grupo de mujeres) si, desde que nace, su vida se comporta 
a las tasas de fecundidad y mortalidad por edad de un determinado año. Esta 
tasa es análoga a Ja tasa bruta de reproducción, pero toma en cuenta el hecho 
d~ quE· algunas mujeres morirán antes de transcurridos sus años de reproducción .. 
Una '":."NR de I.00 significa que cada generación de ma.d..res tiene exacta.mente la 
cant!~a.d :;u.ficieo.te de hijas para. reemplazarlas en la población. 
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A .. ~­pen .. -~e 
histórico 

II. 

¿Qué es el Filtro de Kahnaz.. 1 ? 

Recuento 

El Filtro de Kalman es un estimador insesgado, recursivo y de mínimos cuadra­
dos con una señal aleatoria Gaussíana. Es posible señalar que esta técnica es uno 
de los mayores descubrimientos en la historia de la Teoría. de la Estimación. Tiene 
importantes aplicaciones en el control de sistemas dinánúcos tal es el -::-:'lso de pro­
cesos de producción, aviacién, navegación ma.rítlma, aviación espacial, entre otras. 
El Filtro de Kalman se usa en la predfoción del cunio futuro probable de sistemas 
dinám.icos que las personas no están en posibilidad de controlar, como por ejem­
plo, el flujo de agua en Jos ríos, las trayectorias de cuerpos celestes, el precio de 
comercialización de ciert<,s bienes o la población que puede tener una región o un 
país. 

El Filtro de Kalman es una forma moderna de discutir la Teoría de estimación 
de núnimos cuadre.dos. La diferencia esencial entre el Filtro de Kalman y el modelo 
lineal convencional et: que el parámetro de esta.do en el Filtro de Kalman no es 
constante, sino que puede cambiar con el tiempo. 

¿Por qué se llama Filtro de Kalman"? 

Conuín.lll.ente se djce que un filtro es un artefacto fisico para remover fracciones 
no deseada.a de ciertas mezclas. La palabra filtro tienf"! 5US raÍC"es latinas en Ja 

1 Rudolf"Ernil l<alrnan na.ció el 19 de mayo de 1930 en Budapest. Hijo de Otto y UrsuJa 
Ka.Jm.aa. La familia ern.igr6 de Hungría B los Es•.a.doe Unidos darante la s~gr.inda Cuerra 
Mundial. En 1944 re!llidieron en Youngsto·w·n, Ohio. Terminó sus estudioo de licenciatura 
y rn&C8trfa en Ingeniería Ei<ictrica en el MJT, en 1953 y 1954, re8pP.Ctivamente. En 1956, 
Kalman trabajó en un laboratorio de investigación d-e la International Busin<e&S Machines 
Corporation en Poughkeepsi y poeteriormente en el Researeh Institute of Advance Studies. 
En 1985 recibió el premio Kyot07 considerado 9ara. a.lg\!Jlos como equivalente al premio 
Nobel. 
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Edad Media, y tenía que ver con el material que era usado para filtrar líquidos .. 
En sus orígenes, un filtro solucionaba el problema. de separación de componentes 
no deseados de mezclas de -gas, líquidos y sólidos. 

Posteriormente el término fue aplicado en el filtrado de señales electrónicas. 
Estas señales son mezclas de diferentes componentes de frecuencia. El concepto se 
extendió en el d~· ,. ;,., de los 30's y de los 40's al analizar la sPparación de °'señalesº 
de las de ''ruic1c) .... olmogorov y Wiener usaron la car_ .... ,·tf"!";Zaci,, •stadística de 
su distribución de probabilidad para formar estimacioi.:. .. ·s •. tim, ,e la "señal", 
dada una suma de señales y dP. ruido. Con -el Filtro de Kalman el término fue más 
allá de la. id~a original de separación de componentes de una mezcla. También 
incluye la solución al problema inverso, en el cual uno conoce como representar 
la medición de las variables como función de las variables de interés principal, es 
decir, se invierte esta relación funcional y se estima a las variables independientes 
como una función inversa de las variables dependientes. Estao variables de interés 
pueden ser d.inánticas. 

Uno se enfrenta a problemas de filtrado en la. vida cotidiana... Cuando uno 
prende un radio en AM y le sube el volun1en~ ocurren dos cosas; o hay señal buena 
o ha.y ruido. El filtro apropiado para. escuchar uu~tra melodía favorita es aquel 
que la frecuencia pase por un pequeño rango de kilohertz. 

El Filtro de Kalman es ]a generalización de otras disciplinas de la teoría es­
tadística, sobre todo del campo de !a Teoría de la Estimacjón. Se ba.."ia en los 
conceptos del aná.lisis de los mjnimos cuadrados, en los de procesos estocásticos, 
en los de sisten1as dinárra.icos y en la Teoría <le probabilidad. 

El desarrollo de la Teoría de la Estimación cubre un período que abarca cinco 
siglos, desde Carda no hasta Bierman. 2 

2 Gerónirno Cardano(ISOl-1576). ~fa.temático, aatrúnomo y médico italiano. En el libro 
""Book on Ca.mes of Chance" prc:senta de manera. sistemática el cálculo de probabilid&des, 
tui siglo antes de Pascal y Fennat. 

Galileo Galilei(1564-1642/. Matemático. astrónomo y médico, considerado el fundador 
del método experiznental. 

Fermat.,. Pierrre(l601-166S). Mal':.ernático frnncés. Por su correspondencia coin Pasc.t.l es 
cofundador do Ja TE>Oria de la probabUidco.<l. 

Paacal, 81&11(1623-1662). Motemático francés, fundador de la moderna Teoría de proba­
bilidad. 

Huygena, Chriatian(1629-169.5). Me.temático y e..str6nomo a)emé.n.. Hizo importantes 
aportaciones a Ja ciencia de Ja dinámica. 

Newton. Isaac( 1643-1 727). ]\,fa temático inglés, quien pr"8entó los fundamentos del 
cálculo. 
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Un misterio de Ja historia de la ciencia es poa qué tomó tanto tien1po a Jos 
matemáticos la formalización de Ja jncertidumbre. 

Los romanos vendían seguros antes que el riesgo fuera un concepto tratado 
seriamente por mat"má.t·icos. Al principio del Renacimiento los italianos tenían 
políticas de seguros. El italiano G!r<>lamo Cardano (1501-1576) presenta de manera 
sistemática el cálculo de probabilidades en su libro ·'Book on Games of Chance". 
Supuso que el lanzamiento de dados son eventos esta.díst:t::an1~nte i· lependientes. 

Es importante señalar que Galileo Galilei (1564-1642) ya reconoce los errores 
de medición. 

Tratamientos en el cam¡>o de la probabHidad realizados con mayor detalle 
fueron desarrollados por Blaise, Pascal (1623-1662), Pierre de Fermat (1601-1655) 
y Christian Huygens (1629··1695). El trabajo de Fermat fue retomado por Bernoulli 
( 1654-1705), quien es considerado por los historinclores como el padre de la Teoria 
de Probabilidad. El realizó una prueba rigurosa de la Ley de los C,-,.ndes Números 
para ensayos repetidos e independientes. Thomas Bayes ( 1702-1761 l fue el primero 
en usar la probabilidad en forma inductiva y estableció las bases de Ja inferencia 
estadística. El Teorema de Bayes usa Ja probabilidad "a posteriori", el cual pre­
senta en su libro "Essay Towards SoJving a Problem in the doctrine of Ch.onces'"', 

BernoulJi, Da..nieI(l 700-J 782). J\,fatemá.tico suiZll. H~zo importantes nporta.cionea a Ja 
Teoría de Ja probabilidad. Además desarroJic.; !a farnose. distribución de Bernouilli. 

Bayea (J 702-1761). Teólogo y matemático 1ngJéB. Fue el primero en Uttar lt\ pr-obabiJidad 
er1 forma inductiva. y estableció Ja base de la inferencia estadística. Se tiene el teorema de 
Bayec. usando la probabi?idad a posteriori, eJ cual presenta en su libro: "Essay Towards 
Solving a Problem in the Doctrine of Chances". 

Laplace ( 1749-1827). Matemático y astrónomo francés. Eatudió la estabilidad del Sis­
tema Solar. En 1814 se publicó "A philosoph~c:al essay on probability" que fue una intro­
ducción a la ... Analytic T!1eory of ProbabiJity". 

Legendre, Adrien {l 752""'.'.1833). Matemático frances. Determinó nuevas órbitas de Jos 
corneta.a. 

GaU88 ... Predrich':' (1777-1855). Matemático alemán. Determinó Ja.a órbitas de asteroides 
a tra,·é& Jel método de los mínimos cuadrados. 

Markov, Andrei (1856-1922). Maten:.é.tico n.ido quien ayudó a. de6a.rroUa.r la teoría de 
prooeeoe eet.ocásticoa, en eJ caso eepeciaJ de la.s cadenas de Marko-v. 

Maxwell, ,J.,,,n.,. (1831-1879). Ffsicv inglé<J. Realizó un enfoque estocástico de la 
mecánica EBtadístic&. 

Wiener, Norbert (1894-1964}. Matemático de Estados Unidoa. Trabajó sobre problemas 
no lineales en Teoría estocástica. interpretación y suaviza.miento de series de tiempo. 

Kolmogorov, Andrei (1903-1987). Desarrolló loe aspectos teoóricos de la Teoria de la 
Probabilidad desde Wl punto de vista axiomático. Trabajó en la Teoría de Ja medida, y 
en Jos modelos dinámiooe. 
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Abraham de Moivre (1667-1754), Pierre Simon J\farqujs de Laplace (1749-1827), 
Adrien Marie Legendre (1752-1833) y Carl Friederich Gauss (1777-1855) continua­
ron esto::: desarrollos en la Teoría de Estimación en el siglo XIX. Laplace escribe 
en 1814 su popular trabajo: "A philosophical essay on probability". Legendre, por 
su parte, determinó nuevas órbitas de los cometas. 

Entre el principio del siglo XIX y mediados del siglo XX, las probabilidades 
tomaron gran importancia.. La idea de que ]a.s leyes de la naturaleza son de 
carácter a~eatorio y que podrían tratarse con modelos probabilístZcos provocó que 
rápidamente se expandiera el desarrollo y aplicación de estos modelos. El tra­
bajo de James Clerk l'vlaxwell (1831-1879) realizó un enfoque probabilístico de Ja 
mecánica estadística. 

Una figura importante en la Teoría de probabilidad y en procesos estocá...oqt~cos 
fue el ruso Andrei Nikolaeovich Kolnlogorov (1903-1987). R.edeíin.ió los funda­
mentos de la Teoría de probabilidad. Con Norbert Wiener (1894--1964) trabajó 
en predicción, suaviza.ntientc. y filtrado de procesos l\.farkovianos, y en la teoría 
general de procesos ergódicos. 

¿Cuándo empezó la Teoría de la Estimación? 

El importante desarrollo de la Teoría de la Estimación se debjó en gran me­
dida a los estudios de astrononúa, principalmente aquéllos que se dirigieron a la 
deternUnación de las órbitas de los planetas y de los cometas, mediante el uso de 
información obtenida a pa::-tir de telescopios. 

En l 795, Friederick Gauss desarrolló el método de los mínimos c'"..la.drad.os, 
aplicándolo al movimiento de los planetas y los cometas. El movimiento de los 
cuerpos se podía describir completamente, utilizando 6 parámetros. El problema 
consistía en estimar d;cbos parámetros a partir de los datos observados. Fue basta 
1809 cuando Gauss publicó su libro: ªTheoria motu.s corporum coelestium" en el 
que describe el método de los tninúnos cuadrados. En el año de 1806, Legendre 
publica, reu París, el trabajo "Nouvelles méthodes pour la deterntlnation des orbites 
des cometes", en donde también presenta la técnica. de los mínimos cuadrados. 

En eJ siglo XIX se presentó una controversia sobre quién era el inventor de los 
lX1.Ín.iDJOll cuadre.dos. Los historiadores tienen indicios de que este método es obra 
dec .. ._ 

Gauss explicaba la técnica. de la siguiente manera: si las observaciones a.s­
tronói::n.icas sobre lea que se basan los cálculos de las órbitas fueran absolutaDl.ente 
correctaa .. entonce.is ios e!ementos que se deducirían a partir de 3 ó 4 obsel'VBCiones 
serían exactos. Sin embargo, la realidad no opera de esa Dl.anera, ya. que las ob­
servaciones y meclida.s que se realizan no son máa que aproximaciones a. la verdad, 
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lo mismo puede decirse acerca de los cálculos que se derivan de ellas, y la idea es 
acercarse lo n1.ás que se pueda a la verdad. 

Algunos de los principales desarrollos en la Teoría de Estimc.ción que pre­
cedieron al Filtro de Kalman y que resultan ser fundamentales sou los siguientes: 
el método de máxima verosimilitud desarrolla.do por R..A. Fisher en 1912. Kol­
mogorov en 1941 y Wiener en 1942 desarrollaron una técnica de estimación del 
mínimo cu:.drado medio. 

Una nueva versión de los rrúnimos cuadrados es el Filtro de Kalman. En 
térD1.inos intuitivos es posible señalar que esta técnica es una forma moderna de 
analizar el método de los mínimos cuadrados, y que este último es una caso par­
ticular del Filtro de Kalman. La diferencia esencial entre el Filtro de Ka.lman y el 
modelo lineal convencional es que el estado natural (o pará.Ul.etros) no es constante7 

sino que puede cambiar con e] tien1po. 

Existen algunas dif"erencias importantes entre las técnicas modernas y las clá­
sicas. Como la teoría moderna de probabilidad no existía al iniciar el siglo XIX. 7 

las consideraciones de Gauss eran necesariamente de naturaleza. determinística. 
La llegada de modernas tecnologías de cumputa.ción permitieron la realización 
de modelos matemáticos más complejos. En la era de Gauss las técnicas que se 
desarrollaron sólo se apoyaban en lápiz y papel, y en su inteligencia.. 

El Filtro de Kalman ha sido utilizado por ingenieros y físicos en temas como: 
la determinación de órbitas, en la navegación, en exploración geofisica, en procesos 
industriales, en aplicaciones oceanográficas, entre otros. Más recientemente se han 
reaHzado aplicaciones en campos como la economía, a fin de realizar pronósticos 
de corto plazo y en la 1egulación de tiempos muertos en procesos industriales. 

¿Cuándo se descubrió el Filtro de Kalman? 

En noviembre de 1958 Kahnan regresaba en tren a Baltimore después de haber 
estado en Princeton, cuando se le ocurrió aplicar la noción de variables de estado 
al Filtro de Wiener. Su teoría fue v~sta con escepticismo, y para la publicación de 
su artículo escogió una revista de Ingeniera Eléctrica. Su segundo an;.:"' .. _tlo, donde 
trata el ccao continuo7 fue rechazad.o la primera vez. 

Es hnporta.nte mencionar que a Kalman le ocurrió algo semejante que a. Gauss. 
Kalinan publicó su primer trabajo en 1960 y Peter Swerling en 1958, publicó 
un memorándum en ll.AND CORP'ORATION describiendo un método recursivo 
para la deti1?:rntina.ción de órbitas. El método de S~·9-rling es en esencia similar 
al de Kal.ntsn. ~lienti·.i;MI que la -controversia de quién inventó la técnica entre 
Gauss-Leg-endre 'lue analizada y discutida en el ámbito académico, la controversia 
Kalman-Swerling no ha trascendido. 
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En el año de 1960 en ocasión de la visita de Kalman a Stanley F. Schmidt a 
la NASA (National Aeronautics and Space Adzr.inistration) se analizó el potencial 
de aplicación del Filtro de Kalrrtan a la estimación de la trayectoria del Proyecto 
Apolo, el cual tenía como propósito ir a la luna y regresar .. 
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