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TEORIA DE DISPERSION 
PARA LA ECUACION DE ONDA 

CON PERTURBACIONES DE RANGO CORTO 

Flor de María Aceff Sánchez 

Desde hace muchos años, la Teoría de Dispersión ha sido extensamente estudiada 
tanto las ecuaciones de Schrooinger como en las ecuaciones de onda. Tradicionalmente la 
ecuación de SchrOdinger fue tratil.da con argumentos independientes del tiempo, mientras 
que la ecuación de onda fue tratada con argumentos dependientes del tiempo, al menos en 
la forma en que lo hicieron Lax y Phillips. Enss cambió todo esto en 1978 desarrollando 
un acercamiento dependiente del tiempo para la ecuación de SchrOdinger, el cual es muy 
parecido al acercamiento de Lax-Phillips. 

Phillips en 1982 y 1984 trató la ecuación de onda en IR" con una perturbación de 
rango corto tomando como marco teórico la teoría de Lax-Phillips, en el proceso utilizó un 
argumento de Enss. La ecuación perturbada que tomó fue 

donde la matriz (a;¡) es C(ll y positiva casi dondequiera; q está en L,(IR"), donde p = n/2 
para n > 4, p > 2 para n = 4, p = 2 para n = 3 y q es localmente L 2 para n = 1 y 2; 

a¡¡- 6;¡ =O(~)= Oa;¡ para alguna a> 1, 
q =O(~) para alguna ,8 > 2. 

En este trabajo presentamos dos generalizaciones del resultado anterior de la Teoría 
de dispersión de Lax-Phillips. Primero lo hacemos para perturbaciones del tipo W• 
para ,8 = 2- !!., V' E L', s > 2, s ;::: j-; en este caso los espacios de la energía resultan ser 
equivalentes r~specto a la norma, y se hace un tratamiento parecido al que hace Phillips. 
Este tipo de perturbaciones es más general que el de Phillipe, y para probac la equivalencia 
de las normas utilizamos un resultado de Caffarelli-Kohn-Niremberg, ya que utilizando el 
método que aplica Phillips (desigualdades de Sobolev) no es suficiente. La existencia de los 
operadores de onda se muestra aplicando el método de Cook en dos regiones del espacio 
IR". Para ver que los operadores de onda son completos se trata igual que el caso de 
Phillips. 

En la segunda generalización presentamos una teoría de dispersión para la ecuación de 
onda con perturbaciones de orden r;?. ,8 > 3/2. En este caso los espacios de la energía 1{0 y 
1{1 no son equivalentes respecto a las normas, sin embargo se muestra que los operadores 
de onda W,¡,:1i0 --+ 1{~ existen y son completos (donde 1{~ es el complemento ortogonal 
del subespacio generado por las eigenfunciones de A• en 1i,). Esto significa que a pesar 
de que los espacios no son equivalentes, el comportamiento de las señales en infinito son 
semejantes en ambos espacios. 

Uno de los atractivos más importantes de hacer Teoría de dispersón al estilo de Lax
Phillips es que en general casi toda la información se obtiene a partir del espacio sin 
perturbar. 



Scattering Theory for the wave equation 
with short range perturbations 

Flor de Marfa Aceff Sánchez 
In 1982 and 1984 Phillips studied the wave equation on !Rn with perturbations of short range, taking 

as theoretic frame the Lax-Phillips theory. In the procesa he used an argument of Enss. The perturbed 
equation tbat he studied was 

U u = 8¡a¡;8jU- qu 

where the matrix (a;;) is C{l) and everywhere positivo; q is in Lp( !Rn) where p = n/2 for n > 4, p > 2 
for n = 4, p = 2 for n = 3 and q in L 2 locally for n = 1 and n = 2; éia;;- ó;; = o(1/ra) for sorne 01 > 1, 
q = o(ljrP) for sorne f3 > 2. 

This work presenta two generalizations of the above result. The first generalization is done for pertur
bations of the type tp(x)flxlil with f3 = 2- nfs, tp in L., s > n > 2. In this case, thc energy spaces are 
equivalent respect to the norm as in the Phillips case. These type of perturbations are more general than 
those of Phillips, and to prove the equivalence of the norms wc used a result of Caffarelli-Kohn-Nirenberg. 
The existence of the wave operators is proved by applying the Cook's method in two regions of the space 
!Rn. The proof of thc completeness of thc wave operators is done as in Phillips work. 

The second gcneralization presents a scattering theory for the wave equation with perturbations of thc 
short range of arder 1/lxlll, f3 > 3/2. In this case the energy spaces are not equivalent respect to thc norms, 
but it shows that the wave operators exists and are complete. This means that the behavior of the signals 
at infinity are similar in both spaccs. 
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INTRODUCCIÓN 

En este trabajo presentainos dos generalizaciones de la Teoría de ~~\"'rsi6n 
de Lax-Phillips, en el capítulo U lo hacemos para perturbaciones del tipo ¡;/Íf • para 

fJ = 2 - i¡, <p e L', s > n > 2; en este caso los espacios de la energía resultan 
ser equivalentes respecto a la norma, y se hace un tratamiento parecido al que se 
hace en Phillips [2]. El tipo de perturbaciones que tratamos en el capítulo II es más 
general que el de Phillips [2], y para probar la equivalencia de las normas utilizamos un 
resultado de Caffarelli-Kohn-Niremberg, ya que utilizando el método que aplica Phillips 
(desigualdades de Sobolev) no es suficiente. La existencia de los operadores de onda se 
muestra aplicando el método de Cook en dos regiones del espacio mn. Para ver que 
los operadores de onda son completos se procede igual que en el caso de Phillips [2]. 

En el capítulo III presentamos una teoría de dispersi6n para la ecuaci6n de onda 
con perturbaciones de orden ¡;p,, fJ > 3/2, localmente en L". En este caso los espacios 
de la energía 1io y 'Hq no son equivalentes respecto a las normas, sin embargo se muestra 
que los operadores de onda existen y son completos en el subespaclo ?t~ de 'Hq (el cual 
es el complemento ortogonal del subespacio generado por las eigenfunciones de Aq ). 
Esto significa que a pesar de que los espacios no son equivalentes, el comportamiento 
de las señales en infinito son semejantes en ambos espacios. 

En el capítulo I presentamos algunos resultados conocidos, pero que son im
portantes para el desarrollo de la teoría de dispersión que se hace en los capítulos II y 
m. 

Uno de los atractivos más importantes de hacer Teoría de dispersi6n al estilo de 
Lax-Phillips es que en general casi toda la información se obtiene a partir del espacio 
sin perturbar. 

La teoría de dispersión compara el comportamiento asintótico de un sistema 
cuando t tiende a -oo con su comportamiento asint6tico cuando t tiende a +oo. Es 
especialmente fructífera en el estudio de sistemas construidos a partir de un sistema 
simple con la imposición de una perturbación, probando que la influencia de la per-
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turbación en movimientos para !ti grande es casi imperceptible, es decir, cualquier 
movimiento del sistema perturbado para !ti grande es indistinguible de un movimiento 
del sistema sin perturbar. Así, si U(t) y Uo(t) denotan los operadores que relacionan los 
estados de los sistemas perturbado y sin perturbar en el tiempo cero con sus respectivos 
estados en el tiempo t entonces a cada estado f del sistema perturbado le corresponden 
dos estados/- y/+ del sistema sin perturbar tal que U(t)f se comporta como Uo(t)/
cuando t - -oo y como Uo(t)f+ cuando t - +oo. El operador de dispersión está 
definido como: 

S:f--1+· 

El propósito de la teoría de dispersión es probar la existencia de tal operador 
de dispersión y ligar sus propiedades a la naturaleza de la perturbación. En situa
ciones donde el operador de dispersión lo constituyen sólo los datos observables del 
movimiento, entonces el objetivo principal es, el problema inverso, reconstrtür a la 
perturbación a partir del operador de dispersión. 

Las referencias sin número romanos, se refieren al capítulo en cuestión. 

A continuación prcsntamos un breve resumen del acercamiento de Lax-Phlllips 
a la teoría de dispersión y mericionareremos algunos de los resultados más importantes 
en esta área de 1967 a la fecha, y en este contexto enmarcaremos el resultado de esta 
tesis. La.X y Phillips consideraron en 1967 la ecuación acústica 

uu =Ll.u (1) 

sobre un dominio exterior G, con datos iniciales 

u(z,O) = /¡(z) y u¡(z,O) = h(x) x E G (2) 

y condiciones de Dirichlet en la frontera 8G. Con 1t denotaremos al espacio de Hilbert 
de todos los datos iniciales f = (/¡ ,'2) de energía finita, donde la norma de la energía 
es 

11/112 =JaIV/112 +1'212 
dx. (3) 

Ahora elijamos p suficientemente grande tal que el obstáculo O quede comple
tamente dentro de la bola Bp = {x: izl < p}. Una solución de (1) es llamada .aliento 
si se anula para toda x con lxl :::; p + t, t ~O, y entrante si se anula para toda :i: con 
Jzl :::; p - t, t ::; O. El conjunto de todos los datos iniciales para las soluciones salientes 
(entrantes) es denotado con D+ (D-). Finalmente sea U(t) el operador que manda los 
datos iniciales en los datos solución al tiempo t. Es claro que {U(t)} forma ud-grupo 
uno-paramétrico de operadores unitarios (i.e. que preservan la energía) en 1t. 

Los espacios entrante y saliente tienen las siguientes propiedades: 

i) U(t)D- e D_ t ::; o y U(t)D+ e D+ t ~ o 
ii) nu(t)D- ={O}= ílU(t)D+ 

iii) UU(t)D- = 1t = UU(t)D+. 
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Cualquier subespacio que satisface la parte de D- ( ó D+) de las propiedades 
anteriores, corresponde a una representación de la translación entrante (o saliente) que 
transforma al espacio ?t en un espacio de Hilbert L2( Dl, N) de funciones k( s ), que van 
de los vectores definidos en la recta real a un espacio de Hilbert auxiliar N, con la 
norma 

llkll2 = j llk(s)ll~ds. (4) 

Esta transformación es unitaria y envía a D- (ó D+) en L2((-oo, -p), N) (ó 
L2((p,oo),N)) y U(t) actúa como la translación der~a 

U(t): k(s) >-+ k(s -t). (5) 

Denotando con k- y k+, respectivamente, las representaciones de la translación 
de f e ?t dado, respectivamente el operador de dispersión es definido como 

S:k- __, k+. (6) 

Es claro que S es unitario en ?t y conmuta con la translación. 

Tomando la transformada de Fourier k( u) de un representante de la translación 
k( s ), obtenemos la representación espectral. La represeqtación espectral es absoluta
mente continua. Como S conmuta con la translación, se sigue que en la representación 
espectral del operador de dispersión toma la forma de UD operador multiplicativo en 
N: 

S(u)L(u) = k+(u), 

donde S(u) es unitario en N para cada real u. 

(7) 

En general la teoría abstracta no va más allá de este punto para el caso en que 
n es par (Lax-Phillips[l]). Además, en el caso de n impar D- y D+ son ortogonales, 
así que las proyecciones ortogonales p _ y P+ en el complemento ortogonal de D- y D+ 
también son ortogonales. Esto y el hecho de que la propiedad (i) se satisface, implica 
que los operadores 

Z(t) = P+U(t)P- t ~O (8) 

forman un semigrupo de operadores en el subespacio K = 1i(D- Ell D+)· El efecto de 
P _ es el de quitar las señales que podrían venir de muy lejos, mientras que el efecto 
de P + es el de quitar parte de la señal que no interactúa muy lejos con el obstáculo. 
Como los datos en D- y D+ se anulan dentro de la bola Bp concluiremos que para 
datos f con soporte en esta bola 

[Z(t)f](x) = [U(t)f](x) (9) 

para toda x E Bp. Denotando el generador infinitesimal de Z con B, si Z(2p)(.U-B)-1 
es compacto, como es el caso de la ecuación de onda ([12]), entonces B tiene un espectro 
puramente puntual {A¡,}, estos A¡, son también conocidos como las frecuencias de dis
persión. Como los operadores Z(t) son contracciones que tienden a cero fuertemente, 
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vemos que ReA¡, <O. Existe una relación muy cercana entre el semigrupo {Z(t)} y la 
matriz de dispersión S(a) para la ecuación acústica. En este caso, S(a) tiene extensión 
meromórfa en el plano complejo con polos precisamente en los puntos {-iA¡,} y espa· 
cios nulos en los puntos {iA¡,}. En consecuencia el semigrupo {Z(t)} nos provee de una 
herramienta conveniente para el estudio de singularidades de la matriz de dispersión. 
Además esta relación también muestra que los valores propios P1:} no dependen de la 
elección de p. 

Cuando Z(to) es compacto para algún to > O (y por tanto para todo t S to) 
podemos afirmar que sup ReA¡, < O y por tanto 

llZ(t)ll S c.-01 (10) 

para alguna a > O. En este caso concluimos por (9) que la energía de la data con 
aoporte en Bp decae exponencialmente para 11/11 S const. Finalmente si arreglamos los 
valores propios A¡, de B tal que sus partes reales estén en orden decreciente y denotamos 
con P¡, la proyección sobre el k-ésimo eigenespacio entonces para cada t: > O 

llz(t) - Ei exp(A1:(t)P1:ll S constexp((Am+l + e)t]. (11) 

Extensiones y Aplicacioneºa 

Desde hace muchos años, en la Teoría de Dispersión han sido extensamente 
estudiada tanto las ecuaciones de Sc:hrOdinger como las ecuaciones de onda. Tradicio
nalmente la ecuación de SchrOdinger fue tratada con argumentos independientes del 
tiempo, mientras que la ecuación de onda fue tratada con argumentos dependientes del 
tiempo, al menos en la forma. en que lo hicieron Lax y Phillips. Enss (1) cambió todo 
....to en 1978 desarrollando un acercamiento dependiente del tiempo para la ecuación 
de Schrodinger, el cual es muy parecido al acercamiento de Lax-Phillips. 

Phillips [2) en 1982 y 1984 trató la ecuación de onda en lR" con una pertur· 
lb.:ión de rango corto tomando como marco teórico la teoría de Lax-Phillips, en el 
pllOllC80 utilizó un argumento de Enss. La ecuación perturbada que tomó fue 

uu = E íJ¡°a¡;íJ;u - qu, (12) 

daDde la matriz (a;;) es C(1) y positiva casi dondequiera; q está. en LI'( JR"), donde 
fJ = n/2 paran > 4, p > 2 para. n = 4, p = 2 para n = 3 y q es localmente L2 para 
•=ly2; 

a;; - 6¡; = º C~) = ªªij 

q=O(~) 

para alguna a > 1, 
(13) 

para alguna P > 2. 

Par.a el caso de la ecuación de Schródinger se sabe desde hace tiempo que 
eDste 11:t11a :teoría de dispersión para perturbaciones de rango corto de orden p > l.· 
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Una pregunta natural es entonces si se puede hacer una teoría de dispersión para la 
ecuación de onda con perturbaciones de rango corto de orden P > l . 

. En este trabajo presentamos dos generalizaciones del resultado anterior de la 
Teorla de dispersión de Lax-Phillips. Primero lo hacemos para perturbaciones del tipo 

W• para P = 2- ~. <p E L", s > n > 2; en este caso los espacios de la energía resultan 
ser equivalentes respecto a la norma, y se hace un tratamiento parecido al que hace 
Phillips. Este tipo de perturbaciones es más general que el de Phillips, y para probar 
la equivalencia de las normas utilizamos un resultado de Cafl'arelli-Kohn-Niremberg, ya 
que utilizando el método que aplica Phillips (desigualdades de Sobolev) no es suficiente. 
La existencia de los operadores de onda se muestra aplicando el método de Cook en 
dos regiones del espacio m.n. Para ver que los operadores de onda son completos se 
trata igual que el caso de Phillips. 

En la segunda generalización presentamos una teorla de dispersión para la 
ecuación de onda con perturbaciones de orden~· P > 3/2, localmante en Ln. En este 

caso los espacios de la energía 1to y 1i9 no son equivalentes respecto a las normas, sin 
embargo se muestra que los operadores de onda W±:?io--+ 1t'

9 
existen y son completos 

(donde 1{~ es el complemento ortogonal del sub espacio generado por las eigenfunciones 
de Aq en ?iq ). Esto significa que a pesar de que los espacios no son equivalentes, el 
comportamiento de las señales en infinito son semejantes en ambos espacios. 

El patrón de la prueba de Phillips [2] es usado por Woo en su artículo [l] que 
después fue adaptado por de Phillips-Wisckott-Woo[l] para hacer teoría de dispersión 
sobre variedades hiperbólicas .. 

En 1973, Lax-Phillips investigaron sistemas perturbados clisipativos tales como 
la ecuación de onda en un dominio exterior con una condición de frontera disipativa 

uu + au1 = O con a > O. (14) 

Para otras aplicaciones véase Majda(l]. Lax y Phillips supusieron que el sistema sin 
perturbar satisfacía las condiciones (i), (ii) y (iii) con 1{ y U reemplazadas por 1io y 
Uo. Después supusieron que el sistema perturbado estaba descrito por un semigrupo 
{T(t) : t ~O} de contracciones actuando en un espacio de Hi!bcrt 1{ el cual contenía 
D- y D+· Finalmente supusieron que 

T(t)f = Uo(t)f 
(i') T*(t)f = Uo(-t)f 
(ii') 1~00 P+T(t)f =O y 

para todo f E D+ y todo t ~ O, 
para todo f E D- y todo t ~ O, 

lim P_T*(t)f =O para todo f E 'H., 
1-00 

donde como antes P + ( P _) es la proyección ortogonal de 1{ en el complemento ortogonal 
de D+ (D-). La propiedad (i') implica (i) y (ii), mientras que (ii'), al igual que (iii) 
expresa el hecho que bajo la acción de T (ó T*) la data después de cierto tiempo llega 
a D+ (ó D_). Ahora el operador de dispersión es definido como 

S = slim Uo(-t)J*T(2t)JUo(-t), 
1-0 

(15) 
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donde J transforma linealmente a 1to en 1{ y actúa como la identidad en D- + D+. 
Bajo las condiciones anteriores S existe y conmuta con Uo, de lo cual se sigue que la 
representación espectral de la matriz de dispersión actúa como un operador multiplica
tivo S( 17) para cada 17. Si D- y D+ son ortogonales, entonces se puede demostrar que 
S( 17) tiene una continuación analítica en el semiplano inferior; también se puede definir 
el semigrupo Z con generador B: 

Z(t) = P+T(t)P-. (16) 

Cuando la resolvente de Bes meromorfa, entonces también lo es S(z) y, como 
antes -i veces los valorés propios de B son polos de S(z) y corresponden a funciones 
propias generalizadas del generador A de T. Más aún, los ceros de S(z) correspon
den a funciones propi"" generalizadas de A y las que estan en el semiplano superior 
corresponden a funciones propias ordinarias. 

En una serie de artículos, Cooper y Strauss (1) y (2) han intentado extender la 
Teoria de Lax-Phillips para la ecuación acústica con una clase adecuada y restringida 
de obstáculos en movimiento. La analogía es especialmente cercana para un obstáculo 
acotado que no queda atrapado bajo cambios periódicos de período T (ver Cooper
Strauss [2)). Bajo estas condiciones, existe una sucesión ..\k de números complejos, 
llamadas las frecuencias de dispersión, cuyas partes reales tienden a -oo y cuyas partes 
imaginarias son normalizadas para estar en el intervalo [o; 2 .. /T). Para cada ..\k, existe 
una solución saliente de (1) de la forma exp(..\kt)pk(x, t), donde Pk(z, t) es de período 
T respecto al tiempo. En analogía con (11), toda solución de (1) tiene una expansión 
asintótica en estas soluciones propias de dispersión de la forma 

(17) 

La herramienta técnica principal es la evolución local del operador Z(t, s), el cual 
generaliza al operador Z(t) definido en (8). 

Después Helton (1) y (2) desarrolló una versión abstracta de teoría de "realiza
bilidad" para el análisis de redes eléctricas, la cual se construye tanto en la teoría de 
Lax-Phillips como en la de Foias-Sz.- Nagy[l). En la teoría de Helton, los operadores 
de onda están muy relacionados con los operadores de "control" y "observabilidad" de 
la teoría de redes. ' 

El operador T dependiente del tiempo de Eisenbud y Wigner encaja facilmente 
en el marco teórico de Lax-Phillips. Este operador mide la cantidad total de energía 
que la señal U(t)f gasta en un subespacio, eligiendo en este caso a K = 1te(D-GlD+), 
suponiendo que D- es ortogonal a D+. Entonces se define T por medio de la relación 

11Tffl2 = ¡_:, llP+P-U(t)fll2dt, 

de la cual se sigue, al menos formalmente, que 

T = ¡_:, U(-t)P+P-(t)U(t) dt. 

- 9 -
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Se puede mostrar que T conmuta con el operador de dispersión S: 

TS=ST (20) 

en el dominio de T, así que, en la representación espectral saliente de U, T es un 
operador multiplicativo T(cr); de hecho Lax-Phillipo en [11] probaron que 

T(cr) = -iS(cr)80'S"(cr). (21) 

Para obstáculos que no quedan atrapados se puede mostrar que T es un oper
ador acotado. 

En el mismo artículo (Lax-Phillips [11]) se establece una relación con la fórmula 
de la traza: Para cualquier t/> en a¡j"( Dl+) para la cual 

C = 1;JO ,P(t)Z(t) dt 

está en la clase de la traza, 

trC = -i J°" ~(cr)tr[S(cr)O.,s•(cr)] der. 
2 .. -oc 

{22), 

(23} 

Por la conexión entre las frecuencias de dispersión {A,¡.} y Z, se puede escribir 
también el teorema de Lidskii 

trC = ¿:~(i.\,¡.). (24) 

Lax-Phillips demostraron para la ecuación de onda con <f> = <f>¡ • t/>2, t/>¡ en CJ8°(2p, oo) 
que C está en la clase de la traza y que (23) es aplicable en el exterior de obstáculos que 
no quedan atrapados. La expresión (23) también apareció en la forma de una fórmula 
de "mini-traza" en su tratamiento de la fórmula de la traza de Selberg (Lax-Phillips 
{9]). Denotando el operador solución del espacio libre con Uo(t), Bardos, Guillo! y 
Ralston [1 J mostraron para t/> en C8"(2p, oo) que 

trC = tr J ql(t)[U(t)- Uo(t))dt (25) 

y que de esta manera (23) y (24) valen cuando n es impar, para todos los probleIDWI 
con obstáculo acotado con condiciones de Diricblet en la frontera. Finalmente Melrose 
[3J extendió estos resultados para todo ql en C8"(0, oo ). Esta fórmula de la traza es 
utilizada en Bardos- Guillot-Ralston [1), Melrose [2], y Petkov-Popov [1]. 
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Capítulo r 
SISTEMAS SIN PERTURBACIÓN 

En este capítulo desarrollaremos las propiedades del espacio libre, empleando 
como herramienta básica la representación de la translación. 

El desarrolo empieza con la solución de la ecuación de onda en el espacio libre 
para data en Clf; esta solución conserva Ja energía y por lo tanto la clase de soluciones 
puede ser extendida por continuidad a cualesquiera datos iniciales de energía finita y 
las soluciones así extendidas definen un grupo de operadores unitarioe {Uo(t)} con ge
nerador Ao. Los subespacios D- y D+ de data para las cuales las soluciones se anulan 
en lxl < -t y !xi < t, respectivamente, son subespacios entrantes y salientes para 
{Uo(t) ). Las representaciones espectral y de la translación para Uo(t) son construidas. 
La representación de la translación está muy relacionada con la transformada de Radon 
y tiene la propiedad adicional de ser una transformación unitaria de los datos iniciales. 

,I.l EL ESPACIO H0 
Para la ecuación de onda no perturbada 

8u 
a¡2 - Au =O x E mn, t E m 

u(x,0) = /o(x) 
u1(x,O) = /¡(x), 

d;,nde t:;. = EZ:1 o°ir• la norma de la energía se construye a partir de· 

Eo(/) = j IV /ol2 + l/112dx si f = (/0,/1). 

(1.1) 

Iniciando con el espacio C/l"( JR") ® CI{"( mn) completamos con respecto a 
11 llo = {Eo)112 para obtener el espacio de Hilbert 14J. El producto escalar en 14J, está 
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dado por 

((/0./1),{/&,fl>lo = / V/oVf& + Alf tk. (1.2) 

1.1.1 LEMA. Si la dimensión n es m~or o igual que tres, entonces la primera, 
componente de un elemento de 'Ho es una función localmente cuadrado integrable. 

La prueba de está basada en la siguiente desigualdad para funciones f¡ en Cli°: 

I R2 j 
)J.,l:>Rl/112 do::::; 2(n -2) IV/1l2d.,, (1.3) 

la cual se obtiene como sigue: Escribamos 

/¡(z) = - J;, Or/1 (r¡:,) dr 

y tomemos R = jzj. Por la desigualdad de Schwarz 

l/1(0:)12 ::; (J,; r 1-ndr) (.{; rn-l¡ar1112dr) 

= 1:1~-; J,llf~R IV fd2d11. 

Integrando con respecto a w = z/lzl en la esfera unitaria obtenemos 

J R2-n I 
l/1(&.)1

2""1::; ~ 1J~l~RIV/d2d11; 
la desigualdad (1.3) se sigue de ésta después de multiplicar por Rn-l e integrar respecto 
a R.• 

El siguiente resultado es clásico: 

1.1.2 TEOREMA. Dado f = (/0./1) de clase c¡¡o 181 Clf', los datos iniciales. 
El problema (1.1) tiene una única solución COO u, tal que la energía de ( u(z, t), u1(z, t) 
no varía con t 

Demostración. La construcción de una solución se lleva a cabo por medio de la 
transformada de Fourier (ver sección 2 de este capítulo). Para probar la conservación de 
la energía multipli.camos Ja ecuación de onda (1.1) por u1 e integramos sobre [O, TJ x mn. 
Integrando por partes obtenemos 

o= ,¡T I u1(u11-l!.u)dzdt = rT ( (u1u11 + Vu1Vu)dzdt 
lo lm• lo lllV' 

= foT j /IV' ~(u1+1Vul2)1dzdt (1.4) 

= ~ jlR"Cu1+1Vul2)dzl~· 
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como afirmamos. La útima igualdad es una consecuencia de la velocidad finita de la 
señal la cual se sigue del siguiente 

1.1.3 TEOREMA. Suponga que los datos J son cero en la bola lz - zol < R, 
entonces la solución u(z, T) del problema (1.1), es cero en la bola lz - .rol < R -T. 

La prueba de este teorema es similar a la de conservación de la energía, excepto 
que esta vez integramos sobre el cono truncado l.r - .rol < R- t, O :5 t :5 T, y notamos 
que los términos en las fronteras laterales O < t < T son positivos. 

. El teorema anterior afirma que ninguna señal es transmitida con velocidad 
ma,yor que uno. El siguiente resultado afirma que ninguna señal es transmitida con 
velocidad menor que uno: 

I.1.4 TEOREMA. Suponga que la data fes cero para l.r - .rol > R, entonces 
la solución u(z,t) del problema con valores iniciales es cero para 1.r - zol < ltl ,.- R. 

Una prueba de esto se da en la sección 2. Combinando los dos últimos resultados 
obtenemos 

I.1.5 TEOREMA. Principio de Huygena. El valor de una solución u de 
la ecuación de onda en el punto (z, t) depende sólo de los valores de sus datos iniciales 
y de sus derivadas en los puntos de la esfera lz - .rol = t. 

Ahora, dada u la solución de (1.1), definamos el operador Uo(t) que manda a los 
datos iniciales de la ecuación de onda en la pareja u(.r, t), u¡(z, t), donde u es solución 
de la ecuación en el tiempo t. 

Uo(t): {/0,/1} 1-+ {u(z, t), u¡(.r,t)}. (1.5) 

Se sigue de los teoremas 1.2 y 1.3 que el operador Uo(t) forma un grupo uno
paramétrico y conserva la energía. Además puede extenderse por continllidad a todo 
'Ho, y define un grupo uno-paramétrico de operadores en 'Ho. 

Por el teorema de Stone todo grupo uno-paramétrico de operadores unitarios es 
de la forma étA donde A es un operador autoadjunto. Denotemos con Ao el generador 
infinitesimal de {Uo(t)}. Claramente toda f en C~ pertenece al dominio de Ao, y para 
tales f 

Ao! = ~Uo(t)Jl,=0 = (:1~) "=º = (~~) "=º = (Íi0) = (~ ~)¡. 
Con ma,yor generalidad se puede mostrar que Ao es la cerradura del operador 

diferencial matricial 

(1.6) 
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definido originalmente en C{¡o. Como las señales se propagan con velocidad finita, el 
problema con valores iniciales (1.1) puede resolverse para data en C 00

, sin estar sujeto 
a alguna restricción en infinito. Aún para extensiones posteriores es posible admitir 
distribuciones como data inicial, por supuesto que en este caso las soluciones también. 
son distribuciones: 

I.1.8 TEOREMA. Dadas dos distribuciones fo y /¡, existe una única dis
tribución u(t) que es solución de la ecuación' de onda con datos iniciales/, en el sentido 
de que para toda función .¡l(z) en CIJ", (u,.¡1) es una función C00 como función de t, 
igual a (/o,.P) en t =O y cuya derivada en t =O es igual a(/¡,.¡\). 

Demostración. Este teorema es dual al teorema 1.2 de la existencia de solu
ciones para data en CiJ", la correspondencia es algo complicada. Primero supongamos 
que f y g pertenecen a 1fo; entonces de la propiedad de {Uo(t)} de ser unitario vemos 
que 

(Uo(t)f,g)o = (/,Uo(-t)g)o 

y para g con Aog en CIJ" esto puede ser escrito como 

((Uo(t)/lo,-Ago) + {[Uo(t)/)¡,g¡) = (/o, -A(Uo(-t)g]o) + (/¡, [Uo(-t)g)¡), 

donde ( , ) es el producto interno usual en L2( mn ). Como g está en el dominio de Ao, 
AoUo(-t)g = Uo(-t)Aog; es decir 

Uo(-t)(g¡, Ago) = ({Uo(-t)g]¡, A(Uo(-t)gjo). 

Entonces la expresión de arriba puede ser reescrita como 

([Uo(t)/Jo, -Ag¡) + {[Uo(t)/J¡. g¡) 

=(/o, -(Uo(-t)(g¡, tigo))¡} + (/¡, [Uo(-t)(g¡, Ago)]o). 

Finalmente, notamos que para cualesquiera ( <p, .P) en CIJ" la solución 90 de 
tigo = -<p, es tal que (go, .¡,) está en el dominio de Ao· Entonces podemos definir las 
extensiones en distribuciones Uo(t)f por 

([Uo(t)/]o, v>) =(/o, [Uo(-t)(O, v>)h) - (/¡, [Uo(-t)(O, v>)Jo) 
([Uo(t)f]¡, .P) = -(/o,[Uo(-t)(,P,O)J¡) + (/¡, [Uo(-t)(,P, O)]o). 

(1.7) 

Es fácil verificar que u = (Uo(t)/]o definida como en (1. 7), es la distribución solución 
deseada de la ecuación de onda. 

Sólo falta establecer la unicidad y para ello supondremos que u es una dis
tribución solución con datos iniciales nulos. Sea <p(x,t) una solución C"° arbitraria de 
la ecuación de onda con soporte compacto para cada t y sea 

l(t) = (u,cp1) - (ui. cp). 
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Entonces 
di dt = (u,.,.u) - (uu,'P) = (u,6rp) - (u,e...,.) =O. 

Como 1(0) = O vem<>• que l(t) es cero. Para cualquier to y cualquier .P en Cíf" podemos 
elegir ip{z, t) tal que ip(z, to) =O y ip¡(z, to) =,P. Entonces, (u( to), .P) =O para toda .P 
en Cí{" y por lo tanto u( to) = O. 

El grupo de operadores (Uo(t)} puede extenderse a distribuciones también. 
Denotaremos con W al operador que asigna a la data f la solución u de la ecuación de 
onda con datos iniciales f. 

1.2 REPRESENTACIONES ESPECTRAL Y 

DE LA TRANSLACION DE {uo(t)} 
Denotemos con V+(V-) al cojunto de f E ?to con la propiedad de que las 

soluciones correspondientes u = W f de la ecuación de onda se anula en el cono 

lzl < t (Jzl < -t). (2.1) 

V+ y V- son cerrados y satisfacen las siguientes condiciones (axiomas de Lax-Phillips) 
(véase Lax-Phillips (1]): 

i) Uo(t)Vi e vi para t >O y Uo(t)D~ e~ para t <O. 

ii) nuo(t)Di={O}=nUo{t)V~ 
1 1 

iii) LJUo(t)Di =?to= ,...LJ"'"Ui_o_(,....t)-v""'i'"". 

t '· De los calculos hechos en la demostración del lema 1.1 se sigue que V+ y D-
son cerrados. La propiedad (i) es satisfecha ya que si u(z, t) = W f se anula en el 
cono (2.1) entonces paras> O, WUo(s)f = u(:r,t + s) se anula en el cono más grande 
lzl < t +s. Esto muestra que la data en Uo(s)V+ son cero para lzl < s; y (ii) se 
sigue de esto. Para verificar (iii) usaremos el principio de Huygens para concluir que 
si fes cero para lzl < R entonces u(z, t) = W f.;.. cero para lzl < t - R; esto implica 
que Uo(R)f = g pertenece a V+ y por lo tanto Uo(-R)D+ incluye todas las data con 
soporte compacto en la bola lzl ::; R. Como 'Ho es la cerradura de las data con soporte 
compacto, concluimos (iii). 

A cada subespacio de este tipo Je corresponde una representación de la transla
ción f --+ k, que transforma ?to unitariamente en L 2( m., sn-1) y tenemos la propiedad 
de que U(t)f ,..... k(s - t). En general habrá dos representaciones de la translación 
distintas T- y T + correspondientes a los subespacios D~ y vi respectivamente. La 
representación T- manda a V_ en L2( m.,sn-1) y T+ manda a D+ en L2( m.,sn-1). 
En el ce.so de la ecuación de onda no perturbada en un espacio de dimensión impar 
sucede que estas dos representaciones coinciden¡ es decir, ha.y una sola transformación 
T que manda a D_ en L2( m., sn-1) y D+ en L2( m, 5n-I ). Las representaciones de 
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la translación se obtienen mediante la transformada de Radon, tanto en el caso de 
dimensión par como impar . 

. De acuerdo con la teoría espectral general, la representación <:spectral de un / 
en 'Ho dado puede darse como el producto escalar con eigenfunciones o eigenfunciones 
generalizadas"'" del generador infinitesimal Ao de {Uo(t)}: 

f(cr) = (/,'f'a)o, 

donde "'" satisface la ecuación 
(2.2) 

En la sección 1 determinamos la forma de Ao. Este operador no tiene eigen
funciones (cuadrado integrables); además sus eigenfunciones impropias pero acotadas 
son las funciones 

"'""' = exp(-icrzw)(l,iu) (fwf = 1). (2.3) 

Hay una infinidad de eigenfunciones acotadas linealmente independientes para cada 
cr, indicando que la multiplicidad espectral de Ao es infinita. Entonces 7 será una 
función de cr y w; también podemos pensar a 1 como función de cr cuyos valores están 
en el espacio auxiliar N = L2(sn-I ). Denotaremos el producto <:scalar de L2 sobre 
Dl X 5n-I con paréntesis cuadrados: 

f/,g) = j jf(u,w)g(u,w)duáw. 

Para hacer la representación espectral unitaria, se les tiene que poner un peso 
adecuado a las eigenfunciones. Un cálculo fácil, nos muestra que los pesos son de la 
forma crCn-3)/2. . 

1.2.1 TEOREMA .. La función] definida por 

_ (-icr)Cn-3)/2 
f(cr,w) = (2,,.¡n/2 (/, 'f't1,w)o, (2.4) 

(donde <;>t1¡.1 está dada por (2.3)), es una representación espectral unitaria de 'Ho para 
{Uo(t)}. 

Demostración. Sea / en S, es decir / E C 00 tal que todas las derivadas de 
/ tienden a cero en infinito más 1·ápido que cualquier potencia de fzf-1. Haciendo 
cálculos simples se sigue que 7 definida por (2.4) también está en S. Denotemos con 
h el representante de Ao/; como <;> es una eigenfunción de Ao, e integrando por partes 
obtenemos que 

h = (Ao/, 'f')o = -(/, Ao<;>)o = iu(/, <;>)o = iu /. 

Esto muestra que (2.4) es una representación espectral para Ao. De esto se sigue·que 
(2.4) también define una representación espectral para {Uo(t)}. 
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Para probar que la representación es isométrica integramos por partes, lo cual 
convierte el producto escalar de la energía en el producto escalar en L2; 

(f'r')o = j VfoVfyo +h'i'1dx = j-folS'{io + f1'{)1dx. (2.5) 

Usando la definición (2.3), vemos que 

7 = -(-it~)(n+l)/270 + (-ia)(n-1}/2]¡, (2.6) 

donde 
];(u,w) = (2,,.~n/2 j f;(x)i'"""dz: (j =O, 1). (2.7) 

La fórmula (2.7) muestra que las funciones J; son funciones pares de (u,w); por esto 
las funciones del lado derecho de (2.6) tienen paridad opuesta y son ortogonales 

117112 = llu(n+t)/2Joll2 + llu(n-1)/2]1112. 

Como las funciones 7; son pares, 

ll,,(n+l)/2Joll2=2fo""17o(u,w)l2an+ldud..i 

llq(n-t)/2]1'12 = 2 fa"" IJ1(u,w)l2an-ldO'd..I. 
o . 

(2.8) 

(2.9) 

Las fórmulas (2. 7) muestran que J; puede expresarse en términos de la transformada 
de Fourier f;Cü de f; poniendo e = aw; usando esto y la formula de Parseval en (2.9) 
obtenemos 

ll,,(n+l)f2Joll2 = ~ j IV !ol2dz 

flu(n-l)f2J1112 = ~ j IVJ112dx 

las cuales cuando son. sustituidas en (2.8), nos dan la isometría 

117112 =111~. 
Para mostrar que la repre:;entación no sólo es isométrica sino también unitaria 

tenemos que ver que el conjunto de funciones 7 (las cuales representan data f en S) 
es denso en L2(m X sn-t). Se sigue de las fórmulas (2.6), (2.7) y del hecho que los 
dos términos de la derecha de (2.6) son de paridad opuesta, que si ] .está en C 00 y se 
anula para u cerca de cero y cerca de infinito, entonces Jo y /1 son funciones C00 con 
soporte compacto y por lo tanto fo y !1 están en S. Como la clase de funciones ] es 
densa en L2( Dl x sn-I ), la prueba del teorema termina• 

I.2.2 TEOREMA. Sea k la representación de la translación de f en S derivada 
de la representación espectral (2.4) por la transformada de Fourier; entonces k y f son 
expresados en términos una de la otra de acuerdo a la siguiente fórmula: 

k(s,w) = -ain+l)/2 Mo + ain-l)/2 M¡, (2.10) 
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donde M;, j = O, 1 son definidos como las siguientes integrales sobre hiperplanos: 

M;(s,w) = (2lr)(!-l)/2 lw=•/;(z)dS, 

(es decir, M; es la transformada de Radon de /; ). 

Invers81llente 
/o(z) = S(z), /¡(z) = S'(z), 

donde S y 51 son definidas como las siguientes integrales sobre esferas: 

S(z) = j h(z,w,w)dw, 

Las funciones h y h1 son las siguientes: 

S'(z) = j h1(z,w,w)dw. 

h( ) 1 ( a )(n-3)/2k 
s,w = (2lr)(n-l)/2 - • ' 

h'( ) 1 ( {} )(n-l)/2k 
s,w = (2lr)(n-l)/2 - • ' 

(2.11) 

(2.12) 

(2.13) 

(2.14) 

Demostración. Supongamos que f E S, empezaremos integrando en (2.7) 
primero en hiperplanos :t:w = s y luego respecto a s; obtenemos 

f;(u,w) = ----\-12 jM;(s,w)i"'ds 
(2lr) 

donde M; está dado por la fórmula (2.11). 

Sustituyendo (2.15) en (2.6) se tiene 

(j =0,1), (2.15) 

f(u,w) = (2,,.~ 112 jl-Mo(s,w)(-iu)(n+l)/2 + M¡(s,w)(-iu)(n-l)/2]ei"'ds. (2.16) 

Una integración por partes ahora muestra que 7 es la transformada de Fourier de la 
función dada por la fórmula (2.10); esto prueba la primera parte del teorema. 

Para probar la segunda parte tenemos que invertir (2.10); para ello usaremos 
.e) caracter unitario de la representación de la translación, de acuerdo a la cual 

(f,g)o = [k,l] (2.17) 

para todo f y g en 'Ho, k y I son los representantes de la translación de f y g respec
tivamente. Es suficiente suponer que g pertenece a S y que k es una función 0 00 de s 
y w en L2( Dl x sn-1 ). Usando la fórmula (2.10) para expresar I en el lado derecho de 
(2.16) tenemos 

[k,IJ = j J k(s,w)(-8}n+1)/2)Mo +a5n-l)/2M¡)dsdw. 
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Integrando por partes con respecto a s se tiene 

(k,~ = (2,,.)(n-l)/2 j j hoMo + h¡M¡dsdw, 

donde 

ho = 1 (-a )(n+t)/2k 
(27r)(n-t)/2 • 

h 1 ( a )(n-t)/2k 
1 = (2,,.)(n-1)/2 - • · (2.18) 

Sustituyendo la expresión explícita (2.11} por Mo y M¡ en la de arriba y re
combinando dS y da otra vez como d:z: en la integral múltiple resultaute, tenemos 

(k,~ = ~j j ho (Jrt.1=•g0(:z:)dS)dsdw + j j h¡ (L.,=•g¡(:z:)ds) dsdw 

= ~ j j(ho(:z:w,w)go(:z:) + h¡(:z:w,w)g¡(:z:)}d:z:dw. 

Un intercambio en el orden de integración respecto a :z: y w nos da 

[k, ~ = ~ jcs0(x)g0(x) + S1(x)91(x)dx, 

donde 
S;(:z:) = j h;(:z:w,w)dw. (2.19) 

Por otro lado usando (2.5), podemos escribir el lado izquierdo de (2.16} como 

(f,g)o = ~ jC-ó.fo9o + !1J1)d:z:. (2.20) 

En vista que (2.16), (2.18) y (2.20} deben ser iguales para toda gen S. Como tales data 
forman un conjunto denso, los coeficientes de go y g¡ en (2.18} y (2.20} son idénticos 

-ó.fo =So, !1 =S¡; (2.21) 

esto prueba la segunda de las dos fórmulas dadas para f en (2.12) del teorema 2.2. 
Para obtener la primera fórmula expresarnos la función So como la dada en (2.19) en 
términos de S dado por (2.13): 

So= -ó.S. 

Combinando esta con la primera ecuación de (2.21} tenemos 

ó.(fo - S) = O, 

es decir, f¡ - S es una función armónica definida en todo el espacio. Por otro lado si 
·está en S entonces también h y por lo tanto (2.13} muestra que S tiende a cero cuando 
lxl --+ oo, entonces por el principio del máximo, es cero. Luego fo = S como se afirma 
en (2.12). 
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Aplicando (2.12) a Uo(t)f, y como Uo(t)f es representado por la translación le 
obtenemos el siguiente 

1.2.3 COROLARIO. Sea u(z,t) = Wf la solución de la ecuación de onda 
con datos iniciales / y supongamos que el representante de la translación de f es C00

• 

Entonces 

u(:r, t} = j h(zw - t,w)d<.J, 

u1(z, t} = j h1(zw - t,w)d<.J. 

(2.22) 

(2.22)' 

La fórmula (2.22) es válida en un sentido más débil para tod~ tipo de data. 

Supongamos que la data / es C 00 e igual a cero para l:rl ~ R; entonces se sigue 
de {2.10) y (2.11) que le es cero para l•I ~ R. De esto, (2.14) y (2.22) se sigue que 
u(:r,t) = Wf es cero dentro de los conos lzl <!ti -R, por lo que !zw -tf > R y luego 
el integrando en (2.22) es cero para toda w en sn-l. esto presenta una prueba del 
principio de Huygens, enunciado en la sección l. 

I.2.4 TEOREMA. Los subespacios L 2((-oo, o) x sn-1) y L2((-oo, o) x 5n-I) 
asociados con la representación de la translación determinados en el teorema 2.2 son 
los espacios D- y D+, respectivamente. 

I.2.5 COROLARIO. El subespacio generado por 

F = (Uo(t)f;suppf e {lzl < t}] 

es denso en D+. 

1.2.6 TEOREMA. Sea u(z, t} una solución de la ecuación de onda con energía 
finita, y sea le la representación de la translación de los valores iniciales de u construida 
en el teorema 2.2. Supongamos que a5n-l)/2le es continua y tiene soporte compacto. 
Entonces 

a lo largo del rayo 

lim tCn-l)/2u(:r, t) = le(s,8) 
111~00 

:r =(t+s)B. 

(2.23) 

(2.24) 

Como veremos en los siguientes capítulos se tienen resultados análogos para la 
propagación de ondas con presencia de obtáculos. En este caso el límite (2.23) en la 
dirección positiva de t da el valor de la representación de la translación saliente de los 
datos iniciales u, y el límite en la dirección negativa de t da el valor de la representación 
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de la translación entrante de esta data. El operador de dispersión entonces relaciona 
el comportamiento de soluciones a lo largo de rayos para tiempos positivos y negativos 
grandes. 

Ahora veamos un resultado acerca de la resolvente de Ao 
Consideramos conveniente usar varios espacios con peso en L2. Para cualquier 

·real s denotaremos con L2·•( mn) al espacio de las funciones en mn valuadas en los 
complejos definidas por 

L2•'( IR")= {u(:z:): (1 + J:z:J2)•12u(:z:) e L 2( IR")} 

con la norma 
IJuJJo,. = JJ(l + J:z:J2)•f2ulJL•( IR"). 

También consideraremos espacios de Sobolev Hm,•( Dl") con peso en L2 defini
dos, para cualquier entero m y s real, de Ja siguiente manera: 

Las derivadas Dºu son en el sentido de distribuciones. El espacio Hm,.( IR") es de 
Hilbert bajo Ja norma: 

( )

1/2 

JJulJm,• = E IJD°ulJ~.• 
lol:Sm 

Los espacios Hm,O( Dl"), los cuales son los espacios de Sobolev L2 usuales de 
orden m, también los denotaremos con Hm( Dl"). 

I.2.'1 TEOREMA. Sea Ro(z) = (Ao-z)-1. Consideremos aRo~z) como una 
función analítica en <C\ II que toma valores en B(H2,. ® H2,,,L2,• ® L •') s > 1/2. 
Entonces • 

i) Para cualquier .\ E Il los siguientes límites existen en Ja topología uniforme de 
operadores en B(H2,a ® H2,., L2•• ® L2••) s > 1/2. . 

lim Ro(z) = JlÍ{.\) 
•-l 

(2.25) 

ii) Para cualquier Uo,/1) E H2,a ® H2,• y.\ E IR Ja data (u,v) = .Rij'(.\)(/0,/1) 
satisface la ecuación 

Ao(u, v) - .\(u, v) =(/o,/¡). (2.26) 
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Demostración. Como lim (z2 - Hor1 existe y es distinto de cero en· la 

:!:Ra>O 

topología uniforme de operadores en B(L2••,H2,.), entonces lim ~existe en 
.--A Z -.ao 

:!:Ra>O 

la topología uniforme de operadores en B(H2,.,L2,.), por lo que lim Jlo(z) existe ·-· :tRe•>O 
en la toplogía uniforme de operadores en B(H2,• ® H2, •• L2•• ® L2••). 

Sea Cfo.!1) E B(H2,• ®H2,.), A E IR y (u,v) = n:(A)(/0,/1), entonces 

Aq(u,v)-A(u,v)=(At-M) lim (·~~~o,>:}•)(~~) 
~~o z -Ho z2-Ho 

li z -Ho zr=¡¡¡; ('º) ( 
A;-Ho A-z) 

m AU -zH. A U f 
,{&;~o ,'f_Ho º ,Cn~ 1 

=(~ n(~~)=C~~)·· 
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Capítulo 11 

UNA GENERALIZACION DE LA 

TEORIA DE DISPERSION 

DE LAX-PHILLIPS PARA 

PERTURBACIONES DE RANGO CORTO 

En este capítulo desarrollaremos una teoría de dispersión para la ecuación de 
onda con perturbaciones del tipo 

Q(:t)= <p(:t) /J=2-'!!.,<p E L'(JR"), s >n > 2. ,.,,11 8 

Las normas 11 llo y 11 llQ son equivalentes, para ello vease el lema 2.2 

II.1 EL OPERADOR PERTURBADO 

Para la ecuación de onda perturbada 

éflv 
éJt2 - ll.v + Qv = O :t E JR" t E .IR 

v(z,O) = go 

v1(z,O) = g¡ 

(1.1) 

donde Q es tal que Q = W /J = 2 - ~. <p E L'(JR"), s > 2, s ~ f la forma de la 
energía si g = (go, g¡) es 
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Iniciando con data en C8" 0 C8", completamos con respecto a JI JIQ = (Eq)112 

y obtenemos el espacio de Hilbert 'Hq. El producto escalar en ~Q> está dado por 

((fo.!1),(fb,JD)q = J 'i!fo'i!fb +Qfo/6 +Ji![ dz .. 

Es conveniente escribir la ecuación (1.1) en forma de matriz: 

Il.1.1 TEOREMA. El operador Aq es autoadjunto negativo en 'Hq. 
Demostración. Veamos que Aq es antisimétrico en su dominio. 

(Aqf,g)q = ((f¡,(A-Q)fo),(go,g¡))Q 

= jvf¡'i!go+Qfüfó+(A-Q)fo9fdx 

integrando por partes 

(1.2) 

(1.3) 

.= j-f1A9o+Qh9o+Afo.9f-Qfo9fdz 

= j-Vfo'i!g¡-Qfo9f-f1(A-Q)godz 

= ((fo,f1),(g1,-(A-Q)go)Q 

= (f, -Aqg)q.• 

Probemos que rango de ,\ - Aq es denso en 'Hq para ,\ real distinta de cero. 
Para hacer esto resolvamos 

(>.-Aq)f=g (1.4) 

para toda g = (go, g¡) E C{f" ® C{f". Escribiendo (1.4) en sus componentes, tenemos 

-'fo -f1 =go, ,\f¡ - (A - Q)fo = g¡. 

Combinando estas dos ecuaciones obtenemos 

>.2 fo - (A- Q)fo = >.go + g¡ e C{f". (1.5) 

Usando la forma 
j 'i! fol2 + >.21fol2dz 

es fácil obtener una solución débil fo de (1.5) mediante el teorema de representación 
de Riesz, para la cual 11&" foil < oo para toda lal ~ l. Definiendo f¡ = >.fo - go, es 
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claro que f =(/o, /J) es solución de (1.4), es decir, el rango de..\ - AQ es C{f' ® C{f' 
que es denso en 1tQ, es decir AQ es autoadjunto negativo en 1iQ·• 

Como Aq es autoadjunto negativo el espectro de iAq está contenido en reales. 
A continuación veremos que los reales están contenidos en el espectro de iAq. Por lo 
que u(iAQ) = m. 

El espectro de H = !:; - Q en L2 es un conjunto discreto de reales negativos 
(con posible punto de acumulación en el cero) unión [O, oo ). El espectro puramente 
puntual de H es un conjunto discreto de reales con posibles puntos de acumulación el 
cero y +oo. El espectro absolutamente continuo de Hes [O,oo) y el espectro singular 
continuo de H es vacío (véase Agmon [1]). 

Primero veamos cuáles son los valores propios de Aq. Sea Aq( r¡>, .¡,) = ..\( <p, .¡,) 
entonces 

(~ ~) (:) = (~:) 
- (;/"') = G~) . 
- .¡, = ..\<p Hcp = ..\.¡, = ..\2<p, 

es decir, ..\ es valor propio de Aq si ..\2 es valor propio negativo de H (..\ debe ser 
imaginario porque Aq es autoadjunto negativo). La data ( cp, ..\<p) es un vector propio 
de AQ correspondiente al valor propio ..\ si <p es un vector propio de H correspondiente 
al valor propio ..\ 2. 

Entonces el espectro puramente puntual de Aq consta de las raíces cuadradas 
de los valores propios negativos de H. 

Denotemos con "ac(H) al espectro absolutamente continuo de H en L2 y con 
Rn(z) a la resolvente en z de H. 

Si z E Uac(H) entonces Rn(z) = (zl -H)-1 no es acotada, por lo que (zl-H) 
tampoco es acotado y (zlH) si es acotado. . 

Sea Q E Dl\{,\ E Dl l ..\2 es valor propio de H}, queremos ver que Q E u(AQ). 
Es decir queremos ver que RAQ(Q) es no acotada en 1tq. 
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Entonces 

llRAq(<>)(<p,!/1)11~ = flv "'2\?"''!_H<p + .. 2.¡,~Hl +Ql"'2'P"''!_H<p + "'2.p~Hl 
+I H<p + <>.P 12 dz 

<>2<p-H<p "'2.p-H.¡, 

-Jl"''PVH<p-<>H<pV<p .PVH!/1-H.PV!/11
2 

- (<>2<p-H<p)2 + '(<>2!/1-H!/1)2 . 

+QI "''P + .¡, 12+1 H<p + <>.P 12dz 
~-~ ~-~ ~-~ ~-~ . 

El tercer sumando de llRAq(<>)ll~ es f 1 .. 2:!8\P + .. 2.;!n.,;12 
dz. Si la data es 

de Ja forma (<p,..Xcp) con .X .f. O, el tercer sumando nos queda f 11- i~:~c;J:12 . Como 

~H E L2 y la constante 1 </. L2, entonces su diferencia no pertenece a L2, es decir, 
a rp- rp 

f 11 - i~:~c;J: 1 no es fipita, por lo que no es acotado en 'HQ· 

Por lo anterior tenemos que la resolvente de AQ en "' no es acotada para"' e JI 
por lo que II está contenido en el espectro de AQ. Entonces u(AQ) = II. 

Sea Uo(t): 'HQ --+ 'HQ el operador que relaciona los datos iniciales g con la. 
pareja (v, V¡), donde V es solución de la. ecuación (1.3) en el tiempo t. 

Uo(t)g = (v(z, t), v1(z, t)). (1.6) 

Veamos que Uq(t) es unitario. 

11.1.2 LEMA. Si g E Cíf' ® C8", entonces llUq(t)gllq = ll9llQ· 
Demostración. Sea v(z, t) solución de (1.3) con datos iniciales en C8" ® Cíf' 

(es decir, v(z, t) tiene soporte compacto respecto a. z). Entonces 

Eq(t)(v, v1) - Eq(O)(v, v¡) = fo1 
88 Eq(s)(v(z, s), v,(z, s) ds 

= ¡t Í .a.¡vv(z,•)12+.Q(z)lv(:z:,s)l2 +v,(:z:,s)l2 dzds hlm .. 
integrando por partes 

t .. ' . 
=fo j m•6vV. +11,"&i + Q11V,- +, v~Q11:f110,u¡ + v,v .. dzds 

= fo1 f m.(11 .. +611 +Qv)'Üa-j-~•(~~~+6v+Qv)dzds 
t .. ·.·· .... . 

=fo jlll!'o'dzds":'O., 
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Entonces 
llUq(t)gllq = ll(v((:z:, t),v1(:z:, t))llQ 

= [Eq(t)(v(:z:, t), v1(:z:, t))]! 

= [Eq(t)(v(:z:, t), t11(:z:, t))]! 

= (Eq(O)g]! 

= llYllQ·• 

II.1.3 COROLARIO. Conservación de la energía. 

Si g E 'Hq entonces llUq(t)gllQ = llYllQ· 
Demostración. Sea 9m una sucesión de funciones en Clf ® Clf que converge 

a g E 1tq. Como Uq(t)(f + g) = Uq(t)f + Uq(t)g para cualesquiera f y g E 'Hq, 
entonces 

Uq(t)gm - Uq(t)g = Uq(t)(gm -g) (1.7) 

y por lo tanto 11 lim Uq(t)gm - Uq(t)gllQ =O, lo cual implica lim llUq(t)gmllQ 
= llUq(t)gllQ· P.:'r;-;,~r el lema 1.2 tenemos que para cada m, llUQ{t~':llQ = llYmllQ 
Y limll9mllQ = ll9llQ• por lo que podemos concluir llUq(t)g)llQ = ll9llQ·• 

Como UQ es un grupo unitario, utilizando el teorema de Stone, concluimos que 
existe un operador autoadjunto (negativo) A con la propiedad de que si g E D(A) 
entonces 

A continuación veremos que el operador A es igual al operador Aq. 
Para g E D(A) tenemos que 

í}¡Uq(t)g = Ae1Ag 

pero, por otro lado, sabemos que 

í}¡Uq(t)g = (v1, v11) 

= (t11;(t.-Q)t1) 
= AqUq(t)g 

de donde concluimos que A = Aq. Entonces Aq es el generador infinitesimal de UQ· 
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U.2 _EQUIVALENCIA DE LOS ESPACIOS H0 Y HQ . 

Veamos que las normas 11 llo y 11 llQ son equvalentes en C{f ® C{f, lo cual nos 
lleva concluir por continuidad que los espacios 'Ho y 'HQ son equivalentes respecto a 
sus normas. 

Primero recordemos el resultado de Caffarelli-Kohn-Niremberg [1). 

11.2.1 LEMA. Sean p, q, r, a, a, {J, a y '"Y números reales fijos, tales que p, 

q ;::: 1, r > O, O < a $ 1, '"'( = aa + (1 - a)fJ, ~ + ¡¡., ~ + ~' i + ¡ > O. Existe una 
constante positiva e tal que la siguiente desigualdad es válida para u E C{f( mn) 

si y sólo si las siguientes relaciones se tienen 

1 '"Y (1 a-1) (1 {J) - + - =a - + -- + (1 - a) - + -r n p n q n 

o$ "' - " $ 1 y i + ¡ = ~ + 0 ;
1 

. (2.1) 

En el siguiente lema mostraremos que las normas de la energía 11 l lo y 11 llQ son 
equivalentes 

11.2.2 LEMA. Sea u(:r:, t) una solución del sistema sin perturbar (I.1.1) y 

Q(:r:) = ~' fJ = 2 - ~. tp EL"( Hl"), s > 2, s;::: ~ Entonces 

J Q(:r:)lu(:r:, t)l2 d:r: 5kj1Vu(:r:,t)l2 d:r:. 

Demostración. Sea •' = ~. entonces } + -lr = l. Usando la desigualdad de 
HOider tenemos 

(2.2) 
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Aplicando la desigualdad de Cafarelli-Kohn-Niremberg para los siguientes va
lores r = A, p = 2, o =O, 'Y = ~ y a = 1 obtenemos 

(2.3) 

sólo tenemos que constatar que 

! +!.=a(!+ ~)+(1-a) (!+~), r n p n q n 

O $ o - u $ 1 y ~ + ~ = i + !!¡¡:! haciendo las sustituciones tenemos ~ + ~ = 
~ + ~ = ~ = ~ - ;\ = i + !!¡¡:!. Por lo anterior 

ll(fo,/1)llQ $ clffo,flllo· 

Il.3 EXISTENCIA DE LOS OPERADORES DE ONDA 

Definamos los operadores de onda: 

W±:1to ->'Hq 

W±f = 1~~00 Uq(-t)Uo(t)f. 
(3.1) 

Preguntarse por la existencia de este límite tiene sentido ya que 'Ho y 'HQ son 
equivalentes, entonces podemos considerar que Uo(t)f está en 'Hq. 

Mostraremos que estos operadores existen y son isometrías. La prueba de esto 
está basada en el método de Cook y el siguiente lema. 

ll.3.1 LEMA. Sea u(x, t) una solución de la ecuación de onda sin perturbar, 

tal u(x,t) E Di y Q(x) = ~· f3 = 2- ~ 'f' E L'(lRn), s > 2, entonces 

lim (' ( f IQ(x)u(x,t)j2dx)! dt =O. (3.2) 
r,a-oo Ír J JR" 

Demostración. Sabemos que si u(x, t) es solución de la ecuación de onda sin 
perturbar con data inicial en c;r,entonces por el método de fase estacionaria (véase 
Reed and Simon [l] vol. III pág 46) tenemos que para toda 6 > O 

a) Para cualquier N, existe C N,6 tal que 

ju(x,t)j $ (1 + l~~lxl)N 
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donde Í:i:J 2: (1 + 6)ftf. 

b) Existe d tal que 

d 
fu(x, t)f :S (l + ftf)'51 · 

para toda :t y t. 

Como u(:i:,t) E D!¡., es decir, existe T ta!'que u(:i:,t) =O si f:tf < t+ T. 

Primero supongamos que s < oo. Entonces usando Ja desigualdad de Holder 
para ~ y.~ obtenemos 

donde k = Um.• fcp(:t)l 8d:t)~. 
Consideremos la siguiente descomposición 

A(t) = {x E /Rn: (1+6)ftf :S f:z:f,6 >O} 
B(t) = {:z: E /Rn: ftf +T :S f:tf :S {1 +6)ftf}. 

Ahora calcularemos (3.2) en dos pasos, primero restringida a A(t) y luego res· 
tringida a B( t ). 
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Elijamos N > (1 + n)(s -2)/s entonces 

li u z, d dt • (J, (1 ( t)12) ~ ) 'if r,•~00 /,. A(I) ~ :z: 

•( ( c2 )~ )'ff <k N6 d:z: - J. k(1) lzl2fl(l + ltl + JzJ)2N 

•( ( c2 )~ )'if <k N6 dz - 1 k(1) lzl2/l+n(ltJ)2N-n 

, (fr ( c2 rn-1 )~ )'ff - N6 dz 
- /,. (1+6)JIJ r2/l+n(JtJ)2N-n 

= /,.' ((1 + ó)2lllt12/1ck6Cltl)2N-n)~ 'ifdt 

. J.ª k ::;hm r ltll+<dt 

=0. 

Ahora calc!'laremos sobre B(t). Si T > O entonces u(z, t) es cero en B(~, 'así, , 
que supondremos que T < O. Como {:J = 2 - ~ y s > 2, tenemos que n + 1!f , < 
(2(1 + n - 1)~. 

,lim J.' k ( I (lu(z, t)l
2

) ~ d:z:) 'if dt 
r,a-oo r ÍB(I) lzl2/I 

J.• (1 ( d2 )~ )'it. 
:5 r,a!l!!!oo r k ÍB(t) lzl211(1 + ltl)"-1 dx dt 

<k lim J.' Vol(B(t))'if dt 
- 2 r,a-oo r ltjll+"r 

• ltl!-n 
< lim J. --"-dt = O. 
-r,a-oo r Jtlll+"jl 

El lema anterior afirma que si u es solución de la ecuación de onda sin pertubar 
entonces 

lim ¡· ( r IQuJ2dx) l dt =o. r,•-oo r J JR!l 
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ll.3.2 LEMA. Sean u(x, t) y Q(x) como en el lema 3.1. Entonces 

Demostración. 

lim f Q(:r)lu(:i:,t)l2d:i: =O. 
c-ooÍJR" 

Ahora veamos que pasa con cada uno de los sumandos anteriores 

t!r ct!r f lu(:i:,t)I•- d < 1 N,6 d 
ÍA(I) l:i:I~ "' - A(c) lzl~(l + l:i:I + ltl)Nt!r "' 

<--e- si N= (n+2)(s-l). 
- lt12+~ . 2. . 

h lu(:i:,t)I~ d:i: < h e~ d:i: 
8(1) l:i:lf!:T - B(C) l:i:l~(l + ltl)l':,:\l• 

l::!l 
citl•-1 

< :il=.n" 
- (ltl+T)~ 

En ambas integrales el límite cuando ltl tiende a infinito es cero. • 

ll.3.3 TEOREMA. Los operadores de onda W:1: existen y son isometrias de 
'Ho en 'Hq. 

Demostración. Haremos la prueba sólo para W+ ya que el caso para W
es análogo. Sea f E (UUo(t)Di) (un conjunto denso en 'Ho), definimos W(t) = 
Uq(-t)Uo(t). Como 'Hq es completo, el límite que define a los operadores de onda 
existe si y sólo si W(t) es de Cauchy cuando t --+ oo. . 

Usando el método de Cook escribimos 
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llW(r)/- W(s)/llQ = 11 { O,W(t)/dtllQ 

:5 { 110,W(t)JllQ<It 

= f lluQ(-t) (_ºQ ~) Uo(t)f~Q dt. 

Utilizando el hecho de que UQ es unitario en 'HQ, podemos reescribir la útima 
integral como 

{ (/ IQ(x)u(x,t)12dx) ! dt, 

donde u es solución de la ecuación de onda sin perturbar (I.1.1). Entonces por el lema 
3.1 

,)is
00

llW(r)f- W(s)fllq =O. 

Esto prueba que W(t) es de Cauchy para un subconjunto denso de 1'(J. La 
' existencia para toda f en 'Ho se sigue de 

llUq( -t)Uo(t)fllQ = llUo(t)/llQ 

:5 cl!Uo(t)/llo 
=cll/llo· 

Ahora veremos que W+ es una isometría en UUo(t)D~., y por completación 
concluiremos para todo f en 1'(J. Como Uq y Uo son operadores unitarios y la norma 
sin perturbar es equivalente a la norma perturbada tenemos 

llUQ(-t)Uo(t)fll~ = IJUo(t)/11~ 
= llUo(t)fll~ + j Q(.x)iu(.x,t)i2d.x 

= 11/11~ + j Q(.x)iu(.x,t)l2d.x, 

donde u es solución de la ecuación de onda sin perturbar (l.1.1), el lema 3.2 afirma que 

1~00 /Q(.x)iu(.x, t)l2d.x =O y por lo tanto podemos concluir que 

llW+(t)/llQ = 11/llo 

para toda f E 'Ho.• 
Es fácil ver que los operadores de onda son intercambiables para Uo y Uq. 

U.3.4 TEOREMA. Uq(t)W1: = W:1:Uo(t). 
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II.4 LOS OPERADORES DE ONDA SON COMPLETOS 

En esta sección probaremos que los operadores de onda W ±: 'Ho _:_, 1{Q defi
nidos como en (3.1) son tales que 

RangoW+ = RangoW_ = 1tq. 

En el caso del sistema no perturbado, definimos los espacio~ entrante D!!. y · .. 
saliente D!¡. como: . 

D!¡. = {!E 1lo 1 Uo(t)f =o 
D!!. = {!E 1lo 1 Uo(t)J =o 

para /xi S t, t > O} 

para '"'' ::5 -t, t < or 
Los espacios entrantes y salientes del sistema perturbado .;.tán dado~ por 

-... - : ·' -,:, 

Si lJ~ satisfacen l~s aXi()¡;,a:.. de Lax~Phillips 
.i) UQ(t)~fc D~ f,!lr~t:> O y l]~(t)Dr:. e D':. para t <o. 
ii) n UQCt)D~ ~ lo} i=·nc;¿foi;r:. . ·.. . . 

1·· . ';;-...... '·I ·.:. '· ... 

iii) .· LJUq(t)D~ == ifq ; Ü UQ(t)D~ . •. 
1. 1 

(4.1) 

(4.2) 

se· sig\ie cÍirectamerite del terce.r axioma;: qúe el rángo de W ± es 1iq', lo que significa 
que los operadores de onda W± s.~n:co~pletos. " 

II.4.1 LEMA. Los subespaciC>s D~ s'atlsfacen los axiomas de Lax-Phlllips (i) 

e (ii). Demostración.·' ~C>~o· los ~peradores de onda son intercambiables para AQ y 

Ao se tiene Uq(t)W±. = W±Uo(t); 'Utilizando {i) e {ii) para Di tenemos 

i) Uq(t)D~ = Uq(t)W±D!¡. = 'w±Uo(t)Di e W±Di = D~ 
ii) ílUqD~ =n_uqw~nr::nw±UoDi = W±ílUoDi = W±{O} ={O}.• 

El resto de esta secci6n lo 'dedicaremos a probar que »2 satisfacen el tercer 
axioma de .Lax-Phillips. Es decir, probaremos que · 

LJ;q(t)~~ll IJq ='Hq = LJUq(t)Dr:_ll llq. (4~3) .• 
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Supongamos que (4.3) no se cumple, entonces existe f E 1tq distinto de cero 

tal que f es perpendicular (respecto a Eq) a UU3(t)V'1. para toda t. Entonces 

(f,Uq(t)g)q =O, para toda t y para toda g E V+, luego {Uq(t)f,g)q = O, para 

toda t y para toda g E V't., por lo que (Ug(H<)~-Ug(l)f,g)q = O, para toda t, 

para toda g E V~ y para toda<:, entonces lim,-o( Uq(H<)~-Uq(l)f ,g)q = O, pero 

lime-o(Uq(t+<)!-Uq(l)f,g)q = (-J¡Uq(t)f,g)q = (AqUq(t)f,g)q= (Uq(t)Aqf,g)q, 

por lo que tenemos O = {Uq(t)Aqf,g)q para toda t y para toda g E v't., luego 

O = (Aqf, Uq(t)g)q para toda t y toda g E v't., entonces Aqf también es perpendi

cular a UUq(t)D~. Además Aqf E V(Ao). 
Probaremos que Aqf =O, y como estamos suponiendo que Aq no tiene espectro 

puntual en 'Hq, se sigue que f = O. 

Ahora, descompongamos Aqf en sus partes entrante y saliente. 

Sea T: 'Ho - L2( m., sn-I) la representación de la translación 

T(fo,fi) =-V~ Rfo +V~ Rf¡, 

donde Res la transformada de Radon R(s, w) = Í(z,w)=sf(x)dH(x) .. 
Entonces T es una isometría tal que 

(4.4) 

(4.5) 

(4.6) 

Denotemos con g y ha los eleme~tos'~uyos" repr~s;;ntantes.son 'f'TAqf y .PTAqf 
respectivamente ,. . , ... 

Tg='f'TÁqf. . 

Th=i¡,TAqf 
(4.7) 

En este caso Aqf = g +h. 

II.4.2 LEMA. Sean g y h como en (4.8), entonces g E vi; Aqg E 'Hq, h E D~ 
y Aqh E 'Hq. ..·· . . 

Demostración. Como TUo(t)g(x) = k(s-t) =O si s-t <-!y Uo(t)g(x) =O · 
para jxj < t - !, obtenemos que g E vi. De igual forma se d~muestra que h e·V~. 
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l 
1 

Por otro lado, como TAo = 8,T, obtenemos 

JIT(Aog)llL• = i18.(cpTAqf)i1¿2 
= ll'PaTAqf + cpo.TAqfllL• 
:S ll'PaTAqfllL• + llcpóaT Aqfi1¿2 
(a) 
:S cl!T AqfllL• + lfcpT AoAqflfv 
:S cl!T AqJll¿2 + c'lfTA0AqJll¿2 

la desigualdad (a) se da porque 'P• E Cíf°( Di.), y la última desigualdad se da porque cp 
está acotada. 

Entonces 

JIAogllo = llTAogllL• S ci1TAqfi1¿2 + c'llTAoAqfllL; 

:S cl!Aqfllo + c'llAoAqfllo 

pero Aqf E 1lo, luego JIAqgllo < oo entonces g E D(Ao), pero como D(Ao) = D(Aq) 
entonces llAqglfq < oo. De la misma manera se prueba que Aqh E 1lq.• ' - - · 

Ahora probemos que· {Aqf, g)o = O. 

ll.4.3LEMA. 

(Aqf,g)o.:= 1~00(Uo(t)Aqf,Uo(t)g)o . 

~- !in;. (Uq(t)Áqf; Uo(t)g)o · •. 
t-+oo ·~,. :. _.- .. · . · .. _ .. 

~ _§i·{Uq(_t)Aqf,Uo(t)g)q / 
·' ~.'· .. ~\;" -.,:.···:;.>·~: ·.-:r-·~->- ... ;. :·-,·:. 

~ 1§oo(Vq(t~~8/~·tv-1:~o(t)g)~ 
~o. -~- {-' 

Demostración. Como g E ni, ten~lllos'c¡u~ iy+Cló(t)~ E D~, y por Júp6tc~is 
Uq(t)Aqf es Eq-ortogonal a D~, entonces'_te~e;,,ósj~'iguiil_dad (d)'.-< <\>. ·.-.· 

Utilizando la propiedad intercambi~ble d;; wJ/iibt~D:6,i~~ (e):; . -. - .. 

(Uq(t)Aqf, W+Uo(t)g)q ~ (~~(~j~~1ir1~ifüvfiíá\ ' -
: ~~ó~til~t,:~~~~f~)1>b : . 
= 

1 
liin.x, (l)'q(t)1qf; Uo(t)g}q, 
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Ahora probemos (b): 

lim (Uq(t)Aqf,Uo(tJg)~ - (Uq(t)Aqf~ Uo(t)g)o .. 
c-oo ·. ·. ··.--.--,:- ,.:·;, ·:· :- ·, - .. 
= 1~00 J Q(x)(Uq(~)Aq[)~(l/o(t)ulo.d,~ 

donde ( lo significa la prim~a c~mpon~nt:: ' r : .::. ' 
Ahora usando la desigualdad cÍ~ IÍoÍde~} éi l~m8. 4.4 > 

.- .• · ..• , - . ! ,·,<- - " ... -. - •.. ·~·'- ··' .... -

!~ro,,., IQ(i)~~Q~t)Aq~).~U~(t)~ú+t•.:·:-.·.··~·>-,.··. 

~ 1 Hm~(/'Jcx;l~f qft?,1~n.E~x).1i(/Óc_xl)C~~(tJuiól.2 ax)! 

~ llAqillq Hrii:(J9'c:t)Í{b0Új9¡~1·2·ax)r~.o .. 
' . _: ; ':. ". -~7~--- .:.:~.._.,_ ,~: /f'~,'·.\:\~.--.:.;.:t-;:~:- t.<:·_,,::;-_:.: 

Ahora prob~mo~_(a)}~;',,)<;::>·.;> z:.' ;'.::· ¿; '.. : . 

. .. . · _ < ¡¡ffi;cu(jctJA~1;uri(tJa)o ::.::w;;ctiAQf,UciÚJu)ll;=o 
. :,_ .·: ;_t_~~,- · :·{-· .. :_· ~·::·,:;.:·r:;·~::: -.·--. ;~~-~'·/-._-:'·._· :': _ /"1:·'_;. :.:;·:·:::.···>:. · . 

. ~·. lim'-(Uq(t)Aqf+Uó(t)Aqf;Uo(t)g)Ó.~ o .. 
,·.' .· .. t~oo ,.,. n·~-; '. ·, : ,~-· ... -·:'-.:·":"e.·-:·.' -~zr~~ :>. ,, .,_~ \. .. . 

. ., · .. ~.;Hm.,;,lll/9(tJ¿qf.;¡,!:'o(~~19:{!1o.~o.>\· .:> · 

. ''"·«,::f 4ir~~f~~1t1ti,\;~l:'~W.i'1~·i;1~~::r~('.'11¡1,¡·~~+ 
Por el ~rincipiode Duhamel (vé~e ~ourant .and Hilbert [1] iroL' Ilpág 202) · · 

, ... ~ ... Y~?f ;i;11,:~w ~~i:J;r~;~~:·;:1i:(·,a~: ·•··. n ( ,;,, . 
llUq(t)A<Jj~'.Uo(t)Áqfllof•.·;:; .'•; •. 'J,· ... •. ·. 

~ lll(;cict ~·~) (~Jc;{:i):u;5á)Á;~f )Jsll 'º/ 
.. • ~···· ......•.•...• ·.··.•• .··- .. ~ •• ,· .• ·····\:\ ~:·• ::) .•. º;-· sfo!I ( ~o(t~~l'(~·Jú).: g),~~C~);4Q,{)!10 ds··· 
= l 11 ( l!~{ 1 - ~y (g~c1)} g )J~;~.·~; ~ )Uij(~ l/) 11

0 
ª~ · 

=fo1 1i((g _Jc~;)uJ~Zií)_iio'cÍ/ " · ·· .. · ·• . 
S fo1 ll(O, ~Q(~j~.c~;si)11ó'as>' ') . . 
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donde ves soluci6n de Dq y v(x,s) = Uq(s)f; 

Por otro lado 

1 ; · .. · .• ··... . ·. 

fo ll(O,-Q(x)vs(~,s))Jlóds~ !ti l~~l ll(O, -'-Q(:X)v,(x, s))llods. 

\,...... {r·r~1(4,,,.rQ(•l~c ... ,,,,.)1, · 

~32~;~t~:~ ~ .. 
En él caso'(i): ') ; > 
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1 . . 1 
;=e llcp(:i:)llL•ltl a.:n l•-»11-0 

·R·-n 2 •. 
. . . . 1 

$c'llcp(:i:)llL•lt1 . 
2
a.:n ~ 

. 111 • -n • 

1 . 1 
=e llcp(:i:)llL• 14-nl•A+nl•-2) • 

111 ... . 

Como <4-nlirA+n(s..:2l >O entonces 
aA . . . ' . 

1 
Hm

00 
llUq(t)Aqf - Uo(l)Aq/ll~zl>R =O. 

En el caso (ii); usaódo las desigualdades de Holder y Sobolev tat1emos 
.· .. . . .1 .·· . 2 

I ·. IQ(~)v,(:i:;r)l2d.:i:.=::;.( I IQ(:i:)l"d:.:)" ( I IV~r(:i:,r)l2do:).· 
Íjzj<R .· · · . . . · · Íizl<R Íjzj<R · · ·. . 

. . '· . • ~ . . 2 .. 

,, '., . !:; c(llA.qUq(t)ll~l<R) . 

Además p¡;r el l~~~ 4:5ii~;i~ Ü;,a:·s,;cesi611 {tn} tal q,;ei>ará t,;daR:> o •· 
. '·niim00 llUq(tn)Aqfll~l<~~O ' O: , 

.-por lo que ··:. 

Con esto. terminamos la prueba del l~~a.~ ,/ 

ll.4.4 LEMA. Sea Q(x) talque Q(;)~if·.~;nde .8 =2~.~. cp e L'(m~), ' 
s > 2, s 2: lJ Entonces .. ·. , .. · · 

(i) La funci¡;nal · • ':. · · · 

Q(fo .!1) ~J QltoÍ2d:c 

es una transformación continua compaCta· de. i-tQ e~~-m. .. . . .. . . 
(ii) Dado e > o, existe una constatltep; tal qÜe pará tóda f cri D(Aqf . .. 

f m• 1Qfol2dx S ef m~l~fol2d~+d&J~~ IY/0Í:2d:i:.JJ.,)~ > 
Demostración. (i) Por el lema 2.2 Q ~st~~óD1,; {W,ci,;;,.,¡ está bien defi;,ida .. 

y es continua en 1to. Sea Um = (umo• Uni¡) una sucesi6ri en'1tó tái que'•, .. ' . 

supll~;;.11~=.Ai<oo .. ·•· / · ·.<..;: (4.9) 
m ·. : . 
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Sea ¡; > O. Elijamos R > O tal que 

Rfi-I < i:(l + Mr1. (4.10) 

Sea tf> E C8"(Dln) tal que O :5 ,¡, = 1 cuando ll:z:ll :5 R, tf>(x) =O cuando ll:z:fl ~ 2R, 
sup,,emn IV,P(:z:)I :5 l. Definimos vm = tf>um. Por (4.10), el leme. 2.2 y (4.9) 

h lumo - Vm0 l2Q(:z:)dx < Rf.--l J lumo12 cp¡x>,,_dx 
mn - .mn l:i:I -., (4.11) 

. :5 M ~ 1 J mn 1Vumol2dx :5 i:. 

Es claro que vm es acotado en 'Ho. ·Como 8. > ~. ?:!r < ~- Entonces por 
el teorema de Rellich-Kondrachov (véase Adams (l], pag 144), existe una subsucesi6n 
Vmk de vm y v E 'Ho tales que . ,. . 

lim f . lv.;.ko - vol~dx =O. 
k-ooÍB(O,R), ..... 

Entonces por la desigualdad d~ Hold~~ y 'el· 1~~n 2.2, obtenemos 

lim · I ·lvmko·~-j~j21~(~)j~~··· . 
k-.oo ÍB(O,R): · . .> .· ·;.;; .,.;.. , • , · · 

:5 
1
lim ·(.¡ L:¡.q(,,.···.).f.4,, .. ·);;((. lv . .nko.'.-vol~dx) 1-t ;=O. 

k-oo ÍB(O,R). ·:. , ... ,·.;-.~.<: . : \ÍB(O,R) . . 
- .:·. -:·~ .i !·:.' . . :- -;~·-·-:; :;. .. '. ''.·," - · .. ,. . . 

De (4.10) Y.(Ül)obten.emos(i).:~ . 
(ii) SeaR ;'. o"~a.'P~r ¡~·s~cÍ:i6n2 ten~mo; .. 

. . · ;'.: ¿~l: '@(j1~!º:12~,,'.~cJm~ l~/~12dx; •. 
SÍ n ~ 3 el te0rema d; iri~~r;,¡6n de Sob~lev nci~ da · · ·. · . 

. j.,}~1~:(~;~~~~~~f ?~~t;:r?i.M~ 
Si n = 4, P.º~emos p 7 ~;; A~.~~#d~~! teÓ~~Íliáde S~bolev tenemos 

. . . .••. ·• .. ·. : .<:: ¡ : .··. l 

; fi,,l>RIQ!Ól2~x :5 (fi,,1i~19'l~dx) '. (lizJ<RIJÓ(x)1
2
Pdx )" 

:5M1' ·-.·:"'E,: •1
1 
:
1
..'":·.·.: ID'.'. fo 12 dx •. 

' .. 0$JaJ$2 ·." <R .; 

.:.· 40"·-

(4.12) 

(4.13) 

(Ú4) 

°(4.15) 

.· ... 



Similannente paran> 4. Usando el teorema 8.12 de Gilbarg and Trudinger [l] 
{pag 186) tenemos 

{4.16) 

Ahora eligiendo R suficientemente pequeña, de {4.13), {4.i4)·, .{4~1S) y ·{4;19}-
ohtenemos , ... 

JIR" IQ!ol2dx::; e f mn 1Mol2dx + M3(!IR"1Vfol2dx +f¡zl~Rifol2~a;J> .. _ ;{Ü7):: 

Aplicando el lema 2.2 (para la función característica en. l;I }.•~) aJa ~;¡¡~~·; ; . 
integral en (4.17) obtenemos {ii).• · •;• ;·, ' .. ;~}(/;~; 

... ¡:_-,-.·:·::::· .. ,- ,-· ... _; 

11.4.5 LEMA. Supongamos f E 1tq nD(Aq). Ent;;íii:~s;;x;~te'ti~'ii'.'• ... ~~~i6~'. ...•.•• ' 
{tn} {con tn _, oo) tal que para toda Ro> O · '',\.''. •. "> .. :. ·.,··,,";.': , . •' .r. 

Demostración. Como Aq no tiene espectro puntual ~n 1tq eídst~.-~n~ su~~~ióri) 
tn que tiende a infinito tal que . .' ': '· :? s< :. . . .: ~. . . ' 

tn~00(Uq(tn)Aqf,g)o=O• ··:(.' ' <·:·· 
<_~ ·,, 

para toda g E 'H.o. Por el criterio de compacidad de Rellich, el ~onjunt~-¡ ·e_-·D(AQ) :. : .. 
es compacto en 1to(B Rl· Esto implica que si el límite débil es cero entonces el límite · 
fuerte es cero. Esto significa que existe una sucesión tn tal que ... 
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Capítulo III 

TEORIA DE DISPERSIÓN 

CON DOS ESPACIOS DE HILBERT 

PARA LA ECUACIÓN DE ONDA 

CON PERTURBACIONES DE RANGO CORTO 

DE ORDEN 1/JXJ312 + E 

En este capítulo estudiamos la ecuaci6n de onda· 

lJ2v 
8!2 - t!.v + qv = o 

v(z,O) = 90 

vi(z, O)= g¡ 

en mn con perturbaciones de rango corto lq(z)I :5--!-:-:- cuando lzl ___: oo y q(z) E 
. 1.:12+• 

Lroc· 
En el caso de la ecua.d6n de SchrOdinger, el problema ha. sido estudia.do amplia

mente por Kato, Agmon y otros, y se tiene una teoría de dispersión para la ecuación de 
SchrOdinger con perturbaciones de rango corto de orden 1 +e, es decir, lq(z)I $ 1.,1l+. 
cuando lzl --+ oo. 

El caso de la ecuaci6n de onda ha sido estudiado por Enss, Ikebe, Simon, Lax, 
Phillips y otros, pero s61o se había llega.do a da.r una teoría de dispersi6n pa.ra la 
ecuación de onda con perturbaciones de rango corto de orden mayor que 2, en este 
trabajo estudiaremos el caso con perturbaciones de rango corto de orden m~or que j. 
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Este estudio lo hacemos de la siguente manera: 

Para la ecuación de onda no perturbada 

u11-6u=O 

con datos iniciales u(z,O) =fo y u1(z,O) = /1, la forma de la energía es 

Eo(/0,/1) = f m.n 1Vfol2 + l/112
dz. 

Iniciando con datos en C¡¡" © C¡¡" completamos respecto a 11 l lo = Ej y obtenemos un 
espacio de Hilbert 1ío. 

La forma de la energía para la ecuación perturbada 

u11-~u+qu =O 

con datos iniciales u(x,0) =fo y u1(:r,O) = /1, la forma de la energía es 

Eq(/0,/1) = j m.• IV/ol2 +qlfol2 + lf112
dx. 

Iniciando con datos en C/f © C¡¡" completamos respecto ;. 11 llq = El. y obtenemos un 
espacio de Hilbert 'Hq. 

Es conveniente escribir los sistemas de ecuaciones en forma. vectorial: 

ft = Aof donde Ao = (X ~) Y f = ( :J 
y 

ft=Aqf dondeAq=(t;.~q ~) yf=(:J 
Veremos que Ao y Aq generan grupos de operadores solución Uo(t) y U9 (t) los 

cuales son unitarios respecto a las formas de energía Eo y Eq respectivamente. 

En el teorema 1.4 veremos que la parte singularmente continua de Aq en 'Hq es 
nula. 

Definimos los operadores de onda W:1:(A9 ,Ao):1ío--+ 'Hq como.operadores de 
onda entre dos espacios de Hilbert · 

W:1:(A9 ,Ao) = 1~~00 Uq(-t)JUo(t), 

donde J: 'Ho --+ 'Hq es el operador que envía a C{j° ® C/f e 1{0 en C¡¡" © C{j° e 'Hq 
entonces por abuso de notación nos olvidaremos de J; por lo que pensaremos a los 
operadores de onda como 

W:1:(Aq,Ao) = slimUq(-t)Uo(t). 
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En el teorema 2.2 se prueba que los operadores de onda existen, para ello 
aplicamos el método de Cook en diferentes regiones y utilizamos cotas de soluciones de 
la ecuación de onda sin perturbar, obtenidas por el método de fase estacionaria. Las 
regiones donde vemos que se verifica el método de Cook son: 

!l¡ {x E m.n : !xi~ (1+6)1tl} 
l12{x E m.n : lxl :5 (1 - 6)1!1} 
l13{x E m.n: (1- 6)1tl :5 !xi :5 (1+6)1!1}. 

En el caso del sistema no perturbado, definimos espacios entrantes y salientes 
D~ yD!¡. como 

D~ = {f E 'Ho: Uo(t)f =O para lxl < ±t t >O}. · 

Se puede mostrar que estos subespacios tienen las siguientes propiedades: 

(i) Uo(t)D!¡. e D!¡. t >O; Uo(t)D~ e; D~ t <o 

(ii) nuo(t)D~ ={o}= nuo(t)D!¡. 

(iii) UUo(t)D~ = 'Ho = UUo(t)D!¡.. 
A cada subespacio de esta clase le corresponde una representación de la trans

lación f ,_, k, transformando de modo unitario a 'Ho en L2( Dl., sn-I ), con la propiedad 
que U(t)f ,_, k(s-t). En general habrá dos representaciones de la translación distintas 
T_ y T+ que corresponden a los subespacios D~ y D!¡. respectivamente. En el caso 
de la ecuación de onda sin perturbar en un espacio de dimensión impar estas dos 
representaciones coinciden. Pero tanto en el caso de dimensión par como impar las 
representaciones de la translación se pueden obtener de la transformada de Radon. 

Existe una estructura similar en el sistema perturbado, pero es más difícil de 
ver. 

Trabajamos en 1í~ el complemento ortogonal del subespacio generado por los 
vectores propieos de Aq. Definimos los espacios entrante y saliente para 1-éq como 

Los subespacios Dl, satisfacen las propiedades (i), (ii) y (iii) relativas a U9 en 

Como Uq(t)Dl = W±Uo(t)D!¡. se sigue directamente de la propiedad (iii) que 
el rango de W± es 1{~, esto prueba que los operadores de onda son completos. 

Como notamos anteriormente a cada uno de los subespacios D~ y D 9 le co
rresponde una representación de In translación de Uq en 1í~ denotada con T!. y T.+ 
respectivamente; de hecho estas dos representaciones están dadas cxplicitamentc por 

~W±f=T±f· 
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El operador de dispersión está dado por 

T'_J ¿_. T.¡.J. 

Los espacios de energía 1to y 'Hq no tienen normas equivalentes, para q con l..S 
condiciones antes dadas, como lo muestra el siguiente ejemplo: · · 

Seafo(x) = lzi4l+, y f¡ E L2(.Dl"), lapareja(fo,/1) E 'Hoya que Jl_V..fol2 dx 

1 1 ¡1 ¡1 .1.·· lx¡n+2,dx = e rl+<dr < oo. Pero f qlfol2dx ~ lxl3/ 2+< lxl"-2:t2~dx = 

f--
1~--dx = cf 1 ¡~+,dr > M, VME .m, por lo tanto Uo.!1) ft 'H9_._· . . 

lxr-2+3< r 

111.1 EL OPERADOR PERTURBADO 

Para la ecuación de onda perturbada 

éJ2v 
8!2 -Av+qv=O xe .m3 te m q=o(+.) 

· · lxl 2 +< . 
v(x,O) = 90 

v1(x,O) = g¡ 

la forma de la energía si g = (go, g¡) es 

~~(g) ;,J¡v~ol2 
+ql9ol

2
_-i:-l911

2 dx .. 

(1.1) . 

. ritlciandJ•~oh:d'.'t~~ ~n C~.® ~~ ¡ 0co~pl~tamos conr~specto_~ 11119 := (Eq)1/2 
y obtenemos el _espacio ·~e fü}b.ert, ?fq; El producto ~·~alar en 'Hq, est_a dado por<· . : 

••> (c{o;}fi;-Cfüj¡));;~~::f~&y{ó,"f~!oÍ6~j1~'~x? <.; ·cL2) 
:;;·;·:¡.- ··": : ~~-~"'': .:.-~~:-r¿ .... -·-. ~"· '·::.-> ... -.- ,_, ... ··~-·:- -=-· ·<·>t 

Es ;;.;ii~clent~ ~~crlbii' ia' ,;;;~ª~!6~ '.(~)\i#.' fo~~~· de. niat;i~i . 
-.. ~-< :··:<- .• ·. '·. '· 

. (;1)-Á;(~-)~~(g;)· . 

. donde Aq = (~ ~ q ~)y (;1~:·.~i);, (!i); 
>:· ' "• .-. ",--·"_ ' ' 

111.1.1 TEOREMA. El operador A9 es ~utoadj;,nto negati~¡, e~ 'Hq: 
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Demostración. Veamos que Aq es antisimétrico en su dominio. 

integrando por partes 

(A9/,g)9 = ((/¡, (b. - q)fo), (go,g1))q 

= jvf1Vgo+qft9o+(e.-q)fo9fd:z: 

= j -f1b.9o+qf19o+ t::.fo9f-qfo9í do: 

=J V fo"ílg¡ - qfo!ñ. + !1(-b. + q)gjj d:z: 

=-((fo, !1),(g¡, (b. - q)go)q 
= (/, -Aqg)q.•. 

Probemos que 'rango .de >. - Aq es .. denso en 1{q para >. real distinta d~ cero. 

Para hacer esto resolvamos • (i/Aq)f = g. (1.4) 

para toda g = (go,g¡) E C{f'® C~.:~¿~~bi~ndo (í..4) en sus componentes, tenemos· 

>.fo - !1 ;,, 9~. ;j >.f¡ ::._(e.- q)fo = 91· 

Combinando estas dos ecuaciones.~bte~e'mos, 

(l.5) 

es fácil obtener una solución débil fo de (i.5) medianie el teorema de representación 
de Riesz, para la cual 118" foil < oo para toda 1<>1 :5 l. Definiendo f¡ = >.fo - go, es 
claro que f = (/o,f¡) es solución de (1.4), es decir, el rango de >. - Aq es C{f' ® C{f' 
que es denso en 'H9 , es decir Aq es autoadjunto en 'Hq.• 

Como iAq es autoadjunto el espectro de iAq está contenido en los reales. A 
continuación veremos que los reales están contenidos en el espectro de iAq. Por lo qué 
u(iA9) = m. 

El espectro de H = !::,. - q en L2 es un conjunto discreto de reales negativos 
(con posible punto de acumulación en el cero) unión [O, oo ). El espectro puramente 
puntual de H es un conjunto discreto de reales con posibles puntos de acumulación el 
cero y +oo. El espectro absolutamente continuo de H es [O, oo) y el espectro singular 
continuo de H es vacío (véase Agmon [1 ]). 

Primero veamos cuáles son los valores propios de A9• Sea A,j(<p,,P) = >.(<p,,P) 
entonces 

(~ ~) (~) = (~~) 
- (i'f') = (~~) 
._,¡,=>.<p H<p=>..P= >.2<p, 
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es decir, .\ es valor propio de Aq si .\2 es valor propio negativo de H (.\ debe ser 
imaginario porque A9 es autoadjunto negativo). Los datos ( rp, .\rp) es un vector propio 
de Aq correspondiente al valor propio .\ si rp es un vector propio de H correspondiente 
al valor propio .\2. 

Entonces el espectro puramente puntual de A9 consta de las raíces cuadradas 
de los valores propios negativos de H. 

Denotemos con tTac( H) al espectro absolutamente continuo de H en L2 y con 
Rn(z) a la resolvente en z de H. 

Si z E uac(H) entonces Rn(z) = (zl-H)-1 no es acotada, por lo que (zl-H) 
tampoco es acotado y (zl:H) si es acotado. 

Sea a E U\{.\ E U 1 .\2 es valor propio de H}, queremos ver que a E tT(A9 ) • ... 

Es decir queremos ver que RA.(a) es no acotada en 1i9 • 

El tercer sumando d~ llRA.(~>llr es 1¡
0

;;_'}¡1> ~ :iJ!n~r·1~ .. ~i l~~'.·d~tos 
. . . . . . " . . 2 · .. 

son dela forma (rp,.\rp) con.\# O, el tercer sumand~.nosque~~Jll.~ ~~~:~:k'.9+.º· ,, , ( .. : 
l~

2

~';)1P E L2 y la constante 1 r/ L2 , entonces su.dife~en~ia riO ·p~~le~éc·~~·~· ~2/~ de'~i~; " - ":., 

f ,~ - b:~~: 1 no es finita, por lo que no es acotado én 1{
9

, ... i,•• '. : _· ) ; .. . . .· ·· 

Por lo anterior tenemos que la resolvente de Aq en c.·n,; es á~ot¡;d·~p,;i,i;:;.'·e:ÍZ: :;:~ 
por lo que IR está contenido en el espectro de iA9 • Entonces u(iAq) ~~[R· :< .:'•r}•-.: • . 

III.1.2 TEOREMA. Sea q(x) una función re~ en·~ t~ qJecJ.J.'¡~¡)~q(~): ·. 
pertenece a la clase SR para alguna ó > O. Sea (u, v) E H~ºc ® H~ac una soll.lcióá.de .. la:· 
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ecuación diferencial 
(Ü) 

A un niimero real. Supongamos que (u,v) E H2,ao ® H2,ao para alguna so > ~ - s. 
Consideremos a u y V como distribuciones temperadas en S( mn) y sean ü y V las 
transformadas de Fourier en distribuciones de u y V respectivamente (ü,v ES'( m")). 
Si ü, v E L/

0
c< mn) entonces (u, v) E H2,a( mn) ® H2,s( mn) para cualquier real s. 

Demostración. Como Aq(u,v) = iA(u,v) para A un número real si y sólo si 
Áu - qu = -A2u y v = iAu, tenemos las condiciones del teorema 3.3 de Agmon [l), 
por lo tanto si u E L)

0
c< mn), entonces u E 1t2,s( m"), por lo que (u, v) E H2,s( mn) ® 

H2,.(mn).• 

IIl.1.3 TEOREMA. Sea Aq = (.e:,~ q ~) un operador de onda con poten

cial q de rango corto. Sea R(z) = (Aq - zl)-1 la resolvente de Aq. Consideremos R(z) 
como una función analítica en Q;\a(Aq) con valores en B(H2,-s ® H2,-a. L2•• ® L 2•8 ) 

para cualquier s > 1/2. Sea e(Aq) el conjunto discreto de valores propios de Aq y 
sea A E D\e(Aq ). Entonces, los siguientes límites existen en la topología uniforme de 
operadores en B(H2,-s ® H2,-.; L2,s ® L2••): 

,' lim. R(z) = R±(A). 
.':;·"·'.z:--:-+.\ 

(1.7) 

. ±Re.z>O. 
, ........ .. 

., ... . (L9) 

E;;Jo qti~ sigtié n~s ~eferiremos a a+ (A) como los valores fro~tera de R( z) en .· . 
. el eje real: Claramente la función R±(A) (con valores en B(H2,-• ®H2,-s, L2,s ®L2•8 ) . 

. para cualquier s.> 1/2) és continua en fil\e(Aq) en la topología uniforme de operadores 
en B(Hi/-s ®H2,-.,L2,s ®L2••). . . 

. ·Demostración. Probaremos el teorema para R+(A), la prueba para R-(A) es 
·similar. · Sin pérdida de generalidad podemos suponer s restringida á. algún intervalo 
1/.2 :< s S. 1/2 +e, e > O. Elijamos e > O suficientemente pequeño tal que el operador 
m.ultiplicación q es un operador compacto de H 2 ,.;.1¡2_.( mn) en L2,l/2+e( mn). 
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Pera cualquier z E a:+ = fC+- U Jllf- definimos T(z} E B(H2,-s ® H2,.;.,,L2•' ® · 
L2•8 ) con 

T(z)(u, v) = Rj"(z) (~ g) (u, v) 

Aquí aj"(z) = Jlo(z) E B(H2,s ® H2,.,L2•8 ® L2•') si lmz >O, mientras que 
Rj"(z) está definido por (I.2.26) si z = ..\ E IR. Del teorema 1 y la compacidad de q 
(considerado como un operador de H2,_1¡2_.( IRn) en L2•112+'( IRn), se sigue que T(z) 

es un operador compacto para todo z E a:+ y que además, el operador T(z) es continuo 
en fC+- en la topología uniforme de operadores en B(H2,-s ® H2,-.,H2,-s ® H2,- 8 ). 

Consideremos la pregunta de invertibilidad en B( H2,-s ® H2,-B> H2,-a ® H2,-s) 
del operador 1 + T(z) donde 1 es la identidad. Afirmamos que (1 + T(z))-1 existe si 
y sólo si z E a:+\e(Aq ). Primero supongamos que lmz > O. Usando la ecuación 
resolvente 

R(z) +Ro(z) (~ g) R(z) = Ro(z), (1.11) ' 

y (1.6), se sigue que para cualquier f E H2,-s ® H2,-s y u= R(z)f E H2,-s ® H2,-., 
tenemos 

(1 + T(z))u = Ro(z)f. (1.12) 

Dejando variar a f en H2®H2, se sigue de (1.11) que H2®H2 C Ran(l +T(z)), 
lo cual implica que Ran(l + T(z)) = H2 ® H2. De esto se sigue por un resultado bien 
conocido en operadores compactos en un espacio de Hilbert (la teoría de Fredholm
Riesz) que el inverso (i + T(z))-1 existe en B(H2,-s ®H2,-8 ,H2,-s ® H2,-s)• 

Ahora, sea z = ..\ E IR. Por la Teoría de Fredholm-Riesz 1 + T(..\) es invertible 
si y sólo si -1 no es valor propio de T(..\) y sea u E H2,-s( m.n) la función propia 
correspondiente. De (1.9) se sigue que u = -Rti(A)(qu), lo cual implica que u es 
una solución v'A-saliente de la ecuación diferencial: Aqu = ..\u. Aplicando el lema 
4.2 de Agmon [1] se sigue que u E D(Aq), lo cual a su vez implica que ..\ es un valor 
propio de Aq. Inversamente, sea ..\ E IR un valor propio de Aq con una función 
propia correspondiente u E D(Aq). Usando (1.10) encontramos que u+ R=(z)(qu) = 
(..\ - z )Ro(z )u para z E <&+-. Entonces, dejando z --> ..\, usando el teorema 3, tenemos: 
u + Rti(A)(qu) = O, lo cual muestra que -1 es un valor propio de de T(..\). La5 
consideraciones anteriores muestran que (1 + T(z))-1 existe para z e a:+ si y sólo si 
z rt e(Aq). 

Ahora, como T(z) es continuo en a:+ en la topología de operadores uniformes 
de B(H2,-., H2,-s), se sigue de consideraciones elementales que el operador (1 + 
T(z))- 1 twnbién es continuo en a:+\e(Aq) en la topología uniforme de operadores 
en B(H2,-.,H2,-8 ). De (1.10) y (1.9) se sigue que 

R(z) = (1 + T(z)¡- 1 Ro(z) paralmz >O. (1.13) 
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Usando las propiedades de continuidad de (I + T(z))-1 y Ro(z) se sigue que, para 
cualquier A E m\e(iAq) 

3 lim R(z) = (I + T(.X))-1 llÓ(.X) (1.14) ·-· /m;r>O 

en la topología de operadores uniformes de B(L2••, H2,-s)· Del último resultado obte
nemos (1. 7). Los otros resultados mencionadoo en el teorema se siguen inmediatamente 
de (l. 7). Esto establece el teorema.• 

111.1.4 TEOREMA. Sea ?iqac el subespacio de continuidad absoluta de ?iq 
con respecto a Aq. Sea 1iqp el subespacio cerrado en ?iq generado por las funciones 
propias de Aq, entonces 

'Hq = 1iqac (j) 1iqp · (1.15) 

Observación. Denotaremos con {EÁ} la resolución espectral de la identidad 
asociada a Aq y denotaremos con E(B) la proyección asociada con un conjunto de 
Bore! 8 C IR. También denotaremos con Pac la proyección de ?iq en 1iqac· Con esta 
notación el teorema afirma que 

Pac =E( m\e(iAq)), 

donde e( iAq) = {A 1 A es un valor propio de Aq}. 

Demostración. Tenemos que mostrar que una. condición necesaria y suficiente 
para que (EÁJ, f)q sea absolutamente continua en IR es que f sea ortogonal a ?iqp· La 
parte de la necesidad de la condición es obvia. Para probar la suficiencia observemos 
que si f J. ?iqp entonces (EÁJ, f)q es una función continua en m. Por esto y porque 
e(iAq) es un conjunto discreto, para probar la suficiencia basta mostrar que la función 
(EÁJ, f)q es absolutamente continua en cualquier intervalo compacto en IR.\e(iAq)· 

Entonces, consideremos un intervalo [a, bJ e IR.\e(iAq) usaremos la bien cono
cida fórmula 

([Eb - Ea)f, f) = lim -2
1 .f.6 

([R(.X + ie) - R(.X - ie))f, J)d.X - ~-o 1n a 
(1.16) 

la cual es válida para cualquier I E ?i~ (ver Dunford [1)' pág .1202). Suponga que 
f E L2•8( IR")®L2( IR") para algulia: s:;,. 1/2. Sé sigue de (1.15) y del teorema 1.3 que . - ._. ·····'-'-;:·--·.· ,_.,,· .. ,.,. •\• 

.· .. · (¡ii,,·--,E.¡f:'}J~: 2~~Y!J~+(~l -R-(.X)Jf, f)d.X · (1.17) 

Luego, se siglie d~ (1.l6) ~J:,,"(E¡¡,¡)'ci;' c¿;,t¡n¡k,ente diferenciable en IR\e(Aq) y 
que '., . ., • 

. ".'d;o.:,,.· •· .. •"··1·· ·· .... "· 
d.X (EÁJ,f) '= 2.-i([R+(.X) - R-(.\)Jf,f) (1.18) 
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para cualquier f E L2•'( mn) ®L2( Dln) con s > 1/2. Como el conjunto de funciones f 
para las cuales (e,.f, /)es una función absolutamente continua respecto a A en [a,b] es 
cerrado en 1tq (ver Kato [1]), se sigue de (1.17) que (E),/, f) es absolutamente continua 
en todo intervalo compacto en Dl\e(iAq) para toda f E 1t9 , esto establece el teorema.-

Sea Uq(t): 1tq --+ 1{9 el operador que relaciona los datos iniciales g con la 
solución de la ecuación (1.1) en el tiempo t. 

Uq(t)g = (v(x, t), v¡(x, t)). (1.19) 

Veamos que Uq(t) es unitario. 

111.1.5 LEMA. Si g E C8° ® Clf, entonces JIUq(t)gJ1 9 = JlgJ19• 

Demostración. Sea v(x, t) solución de (1.1) con :aat'os iilÍciales eri C{f'.'® Clf ·.··. · 
(es decir, v(x, t) tiene soporte compacto resp.ecto ax). Entón,ces, :.:: ,;, ,.i ;:.: ' · · <. 

Eq(t)(v,vi) -Eq(O)(v,v1) =fo'. a,Eq(sY(~(~,sJ'.,r~%~·~t+.;·;;~\:~,;.('< .. Ji : , < .. ·• 

= fn Ji a,¡vv(;;·;)¡2'/~(~Ji~c~;1j12 +·,;;(;,~)fa,; ds · . 

integrando por partes º.IR" : ,' \.~·:;;,::;,"~':1:{·//' .}> ,< ,·· 

:~.~~f~?~~!~~~Tur~~·I~r:~~ 
.. >·- • .. ;¡•;.:· 

Entonces 
JIUq(t)gjj 9 ::.· ¡l(~((x~ ~);tit(~;t))llq' , ·-~ ; 

. ;;,; ¡E]q(t)c¿(~;t¡,T1;c~·.t)J1t 
. = [Eq(ií'c v'(x,t); ~;(~. t)JJL 
= (E~(Ü)g:]f :.: .. ' . 
= Jlgl.1~·· 

111.1.6 COROLARIO. Conservación' de la energía. Si g, E 1tq entónces 
JIUq(t)gllq = JlgJ19• . .. ·. 

Demostración. Sea 9m una_s~c~si_6n:;_cÍ~~flln~iones· en C{f ® .. 08° qu~ co~verge 
a g E 'Hq. Como Uq(t)(! +g) = U9(t)f +Uq(t)9 para.éualesquiera/y g E 'Hq, entonces 

Uq(t)gm - Uq(t)g = Uq(t)(um - 9 ) (1.20) 
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y por lo tanto JI m!i!!]cx,Uv(t)gm - Uv(t)gllv = O, lo cual implica m!i!!}oo llUv(t)gmJlg 
= llU9(t)gll9. Pero por el lema 5 tenemos que para cada m, llU,(t)gmllv = ll9mllv Y 
lim ll9mllt = Jlgllg, por lo que podemos concluir llU1(t)g)ll9 = llgJlg.• 

Como U9 es un grupo unitario, utilizando el teorema de Stone, concluimos que 
existe un operador autoadjunto (negativo) A con la propiedad de que si g E D(A) 
entonces 

Uv(t)g =•'Ag. 

A continuación veremos que el operador A es igual al operador Av. 

Para g E D(A) tenemos que 

0,Uv(t)g = AelAg 

pero por otro lado, sabemos que 

lJ,.U9(t)g = (v1, v11) 
= (v1, (ll. - q)v) 
= AqU9(t)g 

de donde concluimos que A = A9 • Entonces Av es el generador infinitesimal de U9 • 

111.1.T DEFINICION. Sea D(Ag) = {/ E 'Ho : A9 f E 1'9 en el sentido 
débil} y sea D(Ao) el dominio de Ao en Ho, es decir, D(Ao) ={/E Ho : Aof E 'Ho}. 

111.1.8 LEMA. Los conjuntos D(Av) y D(Ao) son iguales. 

Demostración. Sea f E D(Ao), notemos que 

a) 11/11~ = f IV /ol2 + lftl2 dx < oc y 

b) JIAo/11~ = 11(/¡, ll./o)ll~ = f IV /112 + lll./ol2 dx <oc 
para demostrar que f E D(Ag) basta probar que 

llA,fllv = j IV/112 + q(x)lfil2 + l(ll. -q)/ol2 dx <oc. (1.21) 

Como q(x) es de orden jx¡i+<, entonces jq(x)I ~ M para lxl >R. Utilizando 

las desigualdades de Holder y Sobolev y la suposición de que q E L!, tenemos que: 

j m.• q(x)lfil
2 

dx S /izl<Rq(x)l/112 
dx + /¡,,l>Rq(x)l/112 dx 

S /¡.,l<R q(x)lfil
2 

dx + M /¡.,l>R l/112 
dx 
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• 

:5 I q(z)l/112 dz + Mll/113 
ÍJrJ<R 

1 n:l 

Ho~der{J,., 1<Rlqlidz)ft(J,., 1<Rl/1l~dz) ft +Mllfllg 
ll=l 

= llqll~l<R ( I l/11~ dz) ft + Mll/113 . 
2 lirl<R 

= llqll~l<Rllfill~ + Mll/113 

Sot:slev cllqll~l<RllV/111~ + Mllfll~ 
= cllqllil<R j IV fil2 dz + Mll/113 

:5 kllAofllg + Mll/113 < oo. (1.22) 

Ahora veamos que f l(A - q)/ol2 dz < oc. 

/!CA - q)fol2 dx s j 1Afol2 + jq/ol2 + 2IA/ollq/ol dx < oo 

:5 llAofllg + / lq/ol2 dz + 2 (f 1- Úo12 dx) l (J lqfol2 dx) l 
:5 llAo/113 + j lqfol2 dx + llAofllo (/ lqfol2 dz) l 

entonces basta probar que 

j lqfol2 dz < oc. 

Esto lo probaremos en dos partes: 

i) Veamos que es cierto fuera de una esfera de radio R. 

f I 12 < 1 l/ol2 dx 
llzl>R qfo dz - Ílrl>R lzl3+2< 

Ho~er ( I (lz1-a-2edz)2/n) ( I (l/ol2r/n-2 dz) 
Ílzl>R llrl>R 

Sobolev j 
:5 e IV /ol2 dz 

:5 c11111g < oc. (1.23) 

ii) Demostremos que también es cierto en el interior de la esfera de radio R. 

1 lqfol2 dz :5 sup l/ol2 I lql2 dz 
lrl<R lzl<R llrl<R 
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(•) 1 1 S e l6Jol2 d:e + 1 1Jol2 d:e 
lzl<R lz<R 

S llAoJllg + j IV Jol2 d:e 

s llAoJllg + llJllg < oo, (1.24) 

donde la desigualdad(•) está dada por el teorema de inmersión de Sobolev. Luego 
llA9Jll9 < oo, entonces JE D(A9 ). 

Para demostrar la otra contensión, llamemos A' a la restricción de Aq en D( Ao). 
Si Aq fuera una extensión propia de A', entonces para cada>. tal que Ran(>.-A9 ) = ?to, 
vem"" que >. - A9 debe anularse para alguna J no trivial 

>.J-A9J=O, 

esto es, >.Jo - J¡ =O y>./¡ - (A-q)Jo =O y por lo tanto >.2 Jo..., (6 +q)Jo =O como 
distribuciones. · 

Sea 'I' E C{f', entonces 

(1.25) 

Además, podemos aproximarnos con funciones en C{f' a Jo porque está en HI, 
y obtenemos 

J J.21/ol2 + IV Jol2 + ql/ol2 
d:e =O 

y si >. es tal que >.2 > M, entonces 

f lq(:e)IJol2 d:e S f q(x)l/ol2 d:e + M I · l/ol2 d:e 
lizl<R lizl>R 

S j >.21Jol2 ,d:e + j IV Jol2 d:e 

Y por lo tanto /o = O, pero como /¡ = >.Jo, entonces f = (O, O), lo cual es una 
contradicción, por lo tanto D(Aq) :::> D(Ao).• 

Ill.1.9 OBSERVACION. D(Ao)¡zl<R = D(Aq)lzl<R· 

Ill.2 EXISTENCIA DE LÓS OPERADORES DE ONDA 

Ill.2.1 DEFINICION. Definimos los operadores de onda 

W±(A9 ,Ao):'Ho-+ ?t9 
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como operadores de onda entre dos espacios de Hilbert 

W:1:(A,,A0) =,!.!!roo u,(-t)JUo(t), 

donde J: 'Ho - 'H, es el operador que envía a Clf ® Clf C 'Ho en Cif ® Cif C 'Hv 
entonces por abuso de notación nos olvidaremos de J; por lo que pensaremos a los 
operadores de onda como 

W±(A,,Ao) = slimU9(-t)Uo(t). 

lll.2.2 TEOREMA. Los operadores de onda W±(A,,Ao) existen. 

Demostracidn. Utilizaremos el método de Cook. Te":emos que probar que 

f°" IJ(Av - Ao)e1Ao'l'llv + ll(A9 - Ao)e-IAo'l'llv dz < oo. (2.1) 
ÍTo 

(o º) ( 1 e±') Como A9 - Ao = q 0 y e±IAo = e±l6 1 tenemos que 

llCAv -Ao)•±1Aol"llv = ll(O,q'f' + q•±11"1lllv 
= llq<p + qe±1'1'1Jll2 

:5 llql"ll2 + llq•±11"1l112 
= llq'f'll2 + llq<p1)ll2· 

Como 'I' es solución de la ecuación de onda sin perturbar, entonces l"I también lo es, 
por lo que basta probar que · 

{"° llq'f'll2 dt < OO. 
ÍTo . 

Pera cada t E IR y 6 > O definamos 

fl¡(t) = {x E JRn l lxl ~ (1+6)1tl} 
fl2(t) = {x E JRn l lxl :5 (1- 6)1tl} 
f13(t) = {x E JRn 1 (1 - 6)1tl :5 !xi :5 (1+6)1tl}. 

Si <p es solución de la ecuación de onda sin perturbar con datos iniciales en 
e¡¡" ,entonces por el método de fase estacionaria (véase Reed and Simon (1] vol III pág 
46) tenemos que para toda 6 > O 

{ 

(l + l~~lxl)N x E fl¡(t) para toda N. 

c6 
l'f'(x, t)I :5 (l + ~l)n ¡ x E fl2(t) 

x E mn. 
(1 + ltl)"i1 

(2.2) 
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Si z E '11(t) entonces 

lo, 1q<z>1
2

1"'1
2

""' s lo, 1;rf2i dz 

< l c&,i dz 
- Jn, lzl3+2<(1 + ltl + lzl)2N · 

Como. l:i:I S 1 + ltl + lzl se tiene que (l+lllilzlJ2N S ¡;fm, lo cual implica 

l 0 &6 dz< r c&6 dz 
Jn, lzi3+2':(1 + ltl + lzD2N - Ja, lzi3+2':izl2N 

< Vol(B1)C~6 ¡oo l dr 
- J(t+6)11l r2N+4+2':-n 
_ Vol(B1)Ck6 
- (-2N-3-2e +n)lt12N+3+2': n 

C1 . n-1 
= 1t12+2< SI N = -2-

C1 
= lti2+2<' 

donde Vol(B1) es el volumen de la esfera de radio uno. Entonces 

( 
{ 2 )t C¡ 

Ja, lq(z)ipl d:i: S if11+<º 

Por otro lado 
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PQl' lo que 

Si n;::3 

(fa. M211"12 dz) l $ (J 02jq13 dz) ! (fa
2 

l'Pl6 tk) l 
< llqllf•c6Val(B1)(l-6)! 

- ltll . 
< C2 paran=3. 
- ltli 

Por otro lado 

Por lo_ que 

Ir 1 ... 1~ dz s Ir e~. ·-· dz º• 112 (1 + ltl)~ 
< C6Vol(02) 

- (1 + ltl/"Á'.:.3° 
< C6Vo/(B¡)(l -6)nltln 

- (1 + ltl) •·,¡:.3º 
< C6Vol(B¡)(l -6)n 

- ltl~ 
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Luego 

Notemos que Vo/(!13} = Vo/(B¡)((l +.s)n-(1-6)RJltln. Si z E Sl3(t) entonces 

I I 121 12..- .~ I ..lef_ d 
Ja. " "' ""' ~ Jn. lzJ3+2E z 

$fa. (1 - .s)3+21:1t13!2i(1 + ltl)n-1 dz 

< Vo/(ll3)d 
- (1 - 6)3+2iltln+2+2< 

Vol(B¡ )((1+6)n -(1 - 6)n] 
= (1 - 6)3+2•1tl2+2< 

(
/ 

1121 12 dz)t < (Vo/(B1)[(1+6)n-(1-6)n})l 
Ja. 'l cp - (1 - 6)3+2•1t11+< 

C3 
= ltil+•" 

(2.6) 

Tenemos que por (2.3), (2.4), (2.5) y (2.6) 

¡;; 11'1'1'112 dt $e: (la, lg(z)cpl2 dz) ! + (fo
2 

lgl21v>l2 dz) ! + (/n
3 

lgl21v>l2dz) ! dt 

¡oo C¡ C2 C3 
$ JTo ltll+< + jtjT + w+• dt 

Ci +C2 +C3 
= elTol' < 00 

luego, por el método de Cook, obtenemos que los operadores de onda W:i,(A9 ,Ao) 
existen. • 

111.2.3 LEMA. Si cp es solución de la ecuación de onda sin perturbar, entonces 

lim f q(z)lcp(z,t)12 dz =O. (2.7) t-oolm.n 
Demostraci6n. Si cp es solución de la ecuación de onda sin perturbar con datos 

iniciales en C8",entonces por el método de fase estacionaria (véase Reed and Simon [1] 
yo!. 111 pág 46) tenemos que para toda 6 > O 

1 

. CN6 
(l + ltl + lzl)N z E f!¡(t) para toda N. 

c6 
lcp(z, t)I $ (l + ltl)n-1 z E fl2(t) 

d 

(1 + ltllnyi 
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Si z E íl1(t) entonces 

fo, lq(z)ll'l'l
2 

dz :5 fo, 1;~~:. dz 

< r c&6 dz. 
- ln, lzlj+'(t + ltl + lzl)2N • 

Como lzl :5 1 + ltl + lzl se tiene que (l+lll!lrl)•N :5 ~' lo cual implica 

( c&6 dz< ( c&6 dz 
Jn, lzlj+«1 + ltl + lzl)2N - ln, lzlj+•1z12N 

< Vol(B )C2 !"° l dr 
- 1 N 6 1(1+6)111 r2N+i+c-n 
_ Vol(B1)C116 
- (-2N-~-e+n)ltl2N+f+c-n 

C1 . 2n+l 
= 1112+< SI N = -4-

C1 
= 1112+<' 

donde Vol(B1) es el volumen de la esfera de radio uno. Entonces 

I 2 C1 
Jn, q(z)l'l'I dz :5 1112+<" 

Notemos que Vo/(02) = Vo/(B1)(l -ó)nllln· Si z E ih(t) entonces 

¡ Holder(¡ a¡ )f..(¡ ~ )~ 
Jn, lqlf'l'l

2 
dz :5 Jo, lql dz Jn, 1'1'1 •- dz 

Por otro lado 

~ 
:5 (lfqlf~ (fa

2 
l'l'I~ dz) • . 

l ¡.,.,¡~ dz < I c6 dz 
Jn, - Jn, (1 + jll)~(n-1) 

< C6Vol(fl2) 
- (1 + lll)~(n-1) 
< C6Vo/(B1)(l -ó)Rl1ln 
- (1 + lll)~(n-1) 
< C6Vo/(B1)(l -ó)R 

- 111ª~.:-3" 
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Por lo que 

Luego 

(2.9) 

Notemos que Vol(Q3) = Vol(B1)[(1 +6)n-(1-6)nJ1tln. Si x E U2(t) entonces 

( 1 11 12 d < ( 1"'12 
dx Jn3 q 'P "' - ln3 lxlJ< 

1 
d . 

< dx 
- O. (1 - 6)i'ltli'(1 + ltl)n-1 
< Vol(U3)d 
- (1 - 6)J<itln+!+< 

Vol(B¡)((l + 6)n - (1 -6)n) 
(1 - 6)J•1t1l+< 

fn3 lqllipl2 dx $ ltlÍª+< 

Entonces de (2.8), (2.9) y (2.10) concluimos que 

lim J lqllipl2d:r: =O.• t-oo 

(2.10) 

En el siguiente lema, veremos que el operador W± posee la propiedad de inter
cambio para Aq y Ao. 

111.2.4 LEMA. Sea fe 'Ho, entonces: 

Demostración. Como U9 (t) y Uo(t) son grupos, tenemos que: 

U9(r)W±f = U9(r) [ slim U9(-t)Uo(t)f] 
i-±oo 

= ,!E:oo U9(-t+ r)Uo(t)f 

= ,!EToc, U9( -t)Uo( t + r )! 

= W±Uo(r)f .. 
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. Ill.3 LOS OPERADORES DE ONDA SON COMPLETOS 

A partir de este momento trabajaremos en el espacio 7"• que es el comple
mento ortogonal del subespacio de 1{q generado por los valores propios de Aq, y con la 
restricci6n de Aq a este espacio. 

En el caso del sistema no perturbado, definimos los espacios entrante D~ y 
saliente ~ como: 

Di = {/ E 'Ho 1 Uo(t)f = o 
D~ = {/ E 1to 1 Uo(t)/ =O 

para l:r:I S t, t > O} 
para l:r:I S -t, t <O}. 

Los espacios entrantes y salientes del sistema perturbado están dados por 

Si D! satisfacen los axiomas de Lax-Phillips 

i) U9(t)Di e Di para t >O y U9(t)D!. e D!. para·t <O. 

ii) ílU9(t)D~ ={O}= ílU9(t)D!. 
1 1 

~--~ 

iii) LJU9(t)Di = 'H~ = LJU9(t)Di. 
1 1 

(3.1) 

(3.2) 

se sigue directamente del tercer axioma, que el rango de W± es 'H~, lo.que significa que 
los operadores de onda W± son completos. 

Ill.3.1 LEMA. Los subespacios Di satisfacen los axiomas de Lax-Pbillips (i) 
e (ii). 

Demostración. Como los operadores de onda son intercambiables para Aq y 
Ao se tiene U9(t)W± = W:1:Uo(t). Utilizando (i) e (ii) para Di tenemos 

i) Uq(t)Di = Uq(t)W:1:D.'I. = W±Uo(t)Di e W:1:Di =Di 

ii) nuqDl = nuqW±Di = ílW±UoDi = W±ílUoDi = W:1:{0} ={o) .. 
El resto de esta secci6n lo dedicaremos a probar que D! satisfacen el tercer 

axioma de Lax-Phillips. Es decir, probaremos que 

LJUq(t)Dill ll, = 'H'9 = LJU9(t)D!. 1111•. (3.3) 

Supongamos que (3.3) no se cumple, entonces existe f e 1fq distinto de cero tal 
que fes perpendicular (respecto a E 9 ) a U U9(t)Di para toda t. Entonces (!, U9(t)g)9 
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=O, para toda t y para toda ge ni, luego (U9(t)/,g)9 =O, para toda t y para toda 

g .E Di, por lo que (U,(l+<l{-U,(I)/ ,g)q =O, para toda t, para toda g E »i y para 

toda o:;entonces lim,-o( U.(c+c)~-U,(I)/, g)
9 

=O, pero lime-o( U,(l+t)~-U,(I)/, g)
9 

= 

(/,U9(t)/, g)q = (A9U9(t)f, g)9 = (U9(t)Aqf, g)9, por lo que tenemos O= (U9{t)A9/, g)q 
para toda t y para toda g E ni, luego O= (A9/, U9(t)g)q para toda t y toda g E ni, 
entonces Aqf también es perpendicular a UU9(t)ni. Además Aqf E D(Ao), ya que 
A~f y A9 / E 'H9 entonces A9 f E n(Aq) e n(Ao). 

En el caso de dimensión impar probaremos que Aqf = O, y. como estamos 
suponiendo que Aq no tiene espectro puntual en 'H~, se sigue que f =O. 

Para ello, descompongamos Aqf en sus partes entrante y saliente. 

Sea T: 'Ho -+ L2( Hl, sn-I) la representación de la translación 

T(fo, /J) = -n;!1 Rfo + n:r Rfi. 

donde Res la transformada de Radon R(s, w) = Í(:r,w)=• f(x)dH(x). 

Entonces T es una isometría tal que 

TUo(t)f = k(s - t) 
TAo =éJ,T. 

Consideremos TAqf y elijamos 'f', .¡,E C00(Dl) tales que 

(•)={1 s>! 
"' o s < -! 

Denotemos con g y h a los elementos cuyos representantes son 'PT A9 j y ;¡;TAqf' ',:: 
respectivamente · · · 

En este caso Aqf = g +h. 

Tg='f'TA9 f 
Th=,PTA9 f. (Úi)' 

' ' ' . 
111.3.2 LEMA. Sean g y h como en (3.6), cntonc~s g E »i, Aqg E 'H~; h E n!!. 

y Aqh E 'H~. · . ' • < •.·... . . . . 
Demostración. Como TUo(t)g(x) = k(s-t) ·,,,;O sis,-t <-!y Uo(t)g(x) =O 

para !xi < t - !, obtenemos que g E ni. De igÚ.al fornía se demuestra que h E D!!.. 



PO.. otro lado, como TAo = 8,T, obtenemos 

llT(Aog)llL• = 11a.(.,.TAqf)llL• 
= lll"aT Aqf + .,.a,TAqfllL• 

$ lll"aT AqfllL• + lll"éJsTAqfllL• 
(a) 
$ c11TA9/llL• + ll\OTAoA9 fllL• 

$ cllTAqfllL• +c'llTAoAqfllL• 

la desigualdad (a) se da porque I"• E C8"( IR), y la última se da porque I" está acotada. 

Entonces 

llAogllo = llTAogllv $ cllTAqfllL• + c'llTAoAqfllL7 

$ cllA9/llo + c'llAoA9/llo, 
pero por hipótesis Aqf E 'Ho, luego llA9gllo < oo entonces g E n(Ao), pero como 
n(Ao) = n(Aq) entonces llAqgll9 < oo. De la misma manera se prueba que Aqh E 11,¡.• 

Ahora probemos que (Aqf,g)o =O. 

Ill.3.3 LEMA. 
{Aqf, g)o = 1~00 (Uo(t)A9 f, Uo(t)g)o 

(,!) lim (U9(t)Aqf,Uo(t)g)o • 
1-00 

~ lim (U9(t)Aqf,Uo(t)g)q 
1-00 

~ lim (U9(t)Aqf, W+Uo(t)g)q 
1-00 

~o. 

Demostración. Como g En!¡., tenemos que W+Uo(t)g e ni, y por hipótesis 
U9(t)Aqf es E 9-ortogonal a ni, entonces tenemos la igualdad {d). 

Utilizando la propiedad intercambiable de W :!: obtenemos ( c) 

(U9(t)A9 f, W+Uo(t)g)q = (Uq(t)Aqf, U9(t)W+g)q 

= (Aqf, W+g)q 

= 1~00 (A9/, U9(-t)Uo(t)g) 9 

= 1~00(U9(t)A9/,Uo(t)g)9 • 

Ahora probemos (b): 

1~00 (U9(t)A9/, Uo(t)g)9 - (U9(t)Aqf, Uo(t)g)o 

= 1~00j q(:i:)(U9(t)Aqf)o(Uo(t)g)o d:i:. 
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donde ( )o significa la primera componente. 

Ahora usando la desigualdad de Holder y {37) 

lim jq(x)(U9(t)Aqf)a(Uo(t)g)o d:t 
1-00 

:5 1~00 (! q(x)l(Uq(t)Aqf)al2 dx) ! (J q(z)l(Uo{t)g)ol2 dx }! 
:5 llAqfllq 1~00 (J q(z)l(Uo(t)g)ol2 dx) ! =O. 

Ahora probemos (a): 

1
.!!_n¡,., (Uo(t)A9 f, Uo(t)g}o - 1~00(U9(t)A9f, Uo(t)g}o =o 

~ 1~00 (U9(t)A9 f - Uo(t)Aqf, Uo(t)g)o =o 
~ 1~00 llUq(t)Aqf- Uo(t)Aqfllo =O 

por el lema 3.4 esto es cierto.• 

Ill.3.4 LEMA. Sea f E 1í~ n D(A~), j =O, 1, 2, entonces existe una sucesión 
{tn} (tn--+ oc) tal que . 

1~00 llU9(t)Aqf - Uo(t)Aqfllo =O. (3.7) 

Demostración. Por el principio de Duhamel (véase Courant and Hilbert [l] 
vol. n pág 202) 

U9(t)f - Uo(t)f = fo1 
( Uo(t - •) (qi) ~) Uq(s)f) ds (3.8) 

y por lo tanto 

llU9(t)A9 / - Uo(t)A9 Jllo = JJfo
1
.( Uo(t ~ ~>Ü;¡(z) ~)l!q(•)Aqf) d•JJ0 

:,; fo1 ll(~oc~::, ~>(i~~l .. ~)u~c~)A91)1!0 c1s 
·=JIJ(u~(t;-•>(_:Jc;o) •.·· ~}(A~q n Uq(•)l)llo d;· 

·=io1 ll((~'~q<iSu~c~)f)ll/· . 
. 1 . : 

:5 Jo ll{O;-q(z)u.(z,s))llods, 
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donde ves solución de09 y v(x,s) == U9(s)f. 

Por otro lado 

Í
1 ll(O,-q(x)v~(z,s))liods :S ltf max 11(0,-q(z)v.(z,s))lfods 

Jo l•l<flf 

=!ti max jlq(x)v,(x,s)i2dx. 
1•1<111 

Ahora dividiremos la prueba en dos partes: 

i) Cuando !xi > R y 

ii) cuando !xi $ R 
dond; R > !ti y jq(x)I $ -':;-si !xi> R. 

lzl~+• 
En el caso (i): 

( 2 { lva(x, s}f2 

1t11~~1Ílzf>Rlq(x)v,(x,s)I dx :S ltll~~¡J1zf>R lxf3+2< dz 

y por lo tanto 

1 J 2 :S ltl l~~l IRj3"+2< fv._(z,s)f dx 

< itl max llUq(;)flla 
- 1•1<111 IRI +2< 

!tic 
:S IRl3+2e 
<-e
- 1112+2< 

l~oo lfUg(t)A,¡f :- Uo(t)Agflltzl>R :5 l~oo ¡1¡2:2,. =O. 

Probemos el caso (ii). Usando las desigualdades de Holder y Sobolev tenemos 

' . . 2 2 

( lq(x}v.(x,s)12 dz :S ( { lq(x)¡n dx) n ( / !Vv,(z,s)!2 dz) 
J¡zf<R J(zf<R J(zl<R 

. :S cllAgUq( s )flltzl<R 

y por el lema 3.5 existe una sucesión tn tal que 
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lll.3.S LEMA. Si f E ?t~ n D(A~), j = 0, 1,2. Entonces existe una sucesión 
tn --+ oo tal que para R > O 

lim llA9U9(tn)fllbzl<R =O. (3.10) 
tn-00 

Demostración. Como f, Aqf y A~/ E ?t9, entonces llfllq, llAqfllq Y flA~fllq 
son finitas, por lo que llU9(t)A9 Jfl9 y flU9(t)A~fll9 = llA9U9(t)A9fflq son finitas, en· 
tonces U9(t)Aqf E D(Aq) = D(Ao). Como U9(t)Aqf E D(Ao) tenemos que 
llU9(t)A9fllo < oo y IJUo(s)U9(t)A9fllo < oo para cualquier s E IR. 

Supongamos que existe una constante M >O tal que llU9(tn)A9 fllbzJ<R > M, 
para toda n E IN. Sea O< e< M. Como Di es denso en ?to y U9(tn)Aqf E D(Ao), 
existen h¡ y h2 E Di tales que IJU9(tn)Aqf-h1llo < e/2 Y JJUo(-s)Uq(tn)A 9f-h2llo < 
e/2, pero 

e> llU9(tn)Aqf - h1llo + 11Uo(-s)U9(tn)Aqf - h2llo 

= llU9(tn)A9 f- h11lo + llU9(tn)A9J- Uo(s)h2llo 

= llUq(tn)Aqf- h11lbzJ<R + llUq(tn)Aqf- h¡ll~J>R 
+ llU9(tn)Aqf - Uo(s)h21lbzJ<R + llU9(tn)A9 f - Uo(s)h2fl~l>R 

= llUq(tn)Aqf..:. h11Jbzl<R+ flUq(tn)A~f - h¡ll~J>R . . .. 

+llU~(ti.)A~Jll~l<R+ l1Uq(tn)Aqf-Uo(s)h21lbzJ>R sis> R .. 

<:: ¡ju~(t;.}~;¡i;~·~Íllb~.I~~+ llU~(tn)Á9fllbzl<R + llU9(tn)Aqf,.,. Uo(s)h2llbzJ>R 

~· iw:ct.)A~fllbz!~R +'t1w9(tn)Aqf :.__ Uo(s)h2 - h11l~J>R 
·. ·· ... :'·'·.-;·,J.::···: . JzJ>R 
> M + ll2U9(t;,)Ai¡f -Uo(s)h2 - h11lo 

~nt~n~es O ;¿.-.'Ai)'.¡¡u9(tn)Aqf - hllbzl>R, pero esto es una contradicción al hecho 

de que: 11 iibzJ>.R es 'Ja.integral de funciones positivas, luego existe una sucesión tn tal 

que li¡.¡;n_:_;oo llU9(t;.)AqfllbzJ<R =O.• 

El Caso de Dimensión Par 

Para probar (3.3) en el caso de dimensión par empezaremos, igual que en el 
otro caso, suponiendo que es falso y obteniendo f distinto de cero en ?t~ n D(A{) tal 
que U(t)f es E 9-ortogonal a ni para toda t. Otra vez queremos mostrar que Aqf =O 
para f E D(A{). 

. El problema de la dimensión par es que D- y D+ no descomponen a 'Ho. Sin 
embargo D- n D+ = {O} y D- + D+ es denso en ?to. 
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Para evitar esta dificultad, usaremos otra técnica de Enss, nos aproximaremos 
a A9/ con datos de la forma w(Aq)Aqf definida como sigue: 

Elijamos w E 08°( m) que se anule cerca de tr = O. Denotemos con TI la 
transformada de Fourier de w. 

f!(t) = 2~ j ~i"1w(u) du, 

definamos 
w(A) = j !l(t)U(t) dt. (3.11) 

Como en el caso de dimensión impar usaremos los lemas 3.4 y 3.5 para elegir 
una sucesión {tm} con tm --+ oo tal que para /m = U(tm) y l•I, !ti::; m 

1 
llU9(t + s)Aqfm - Uo(t)U9(s)Aqfmllo :5 m'Y' 

donde 'Y> l. 

y 

lll.3.6 LEMA. i) lim llw(Aq)Aqfm -w(Ao)Á9i,;.llo =O y. 
m-oo , . . ·;·., 

ii) m~oo llU9(±m)w(A9 )Aqfm - Uo(±m)w(Ao)Aqfmllo ='.O .• 

Demostración. Por (3.11) tenemos ", ·'. ··.··. 

°'A,)A,t. -•(Ao)Aofm ~ J: ~•) (u,d¡~J; ~U,ciJ.A,!.)" 
Uq(±m)w(Aq)Aqfm - Uo(±nÍ)w(Áo~j·~)~L;(:,~A'

1

!(.;',·•.:.:\::,·· 
=Uq(±m) L: n(t)U9(t)A9tm: dt 7;yo(~~jf}';¿e~t>y9<t>A;1in'ilt 
= J: nctJ [uq(t ± m)A~d:]K~~~jl%f~!íjl{~l~;·. . .· >< , 

Como llA9 fllo::; cll/119+11Ai/119~entonées:·;.·i:.:;:;.;:';:.f:. / · · ,, 

l)U::~)~,~~i~tc~~~~~;f '·· 
en consecuenci~lw(A9)A9/m - ~CAÓ)A9;ií;i~r·· , ; ; · . <. , 

="L:1nctJl llrfq(tJA~/; 7·~o(ti'..t~:J;Hódt ~ }¡
1
¡;m ¡n(t)ldt 

. . . •·', .·· .. 

(3.12) 



y 

llU9(±m)w(A9)Aq/m - Uo(±m)w(Ao)A9fmllo 

s; Jm jf!(t)f llU9(±m)U9 (t)A9 fm - Uo(±m)U9(t)A9 fmllodt +e 1
11 

jf!(t)idt. 
-m ÍI~ >m 

" Como jfl(t)I es acotado y -y> 1 la afirmación del lema se sigue directamente de 
(3.11).• 

El lema muestra que w(Ao)Aqfm es una buena aproximación de w(A9 )Aqfm· 
A continuación descompondremos w(Ao)A9 fm en sus partes entrante y saliente. Para 
esto necesitamos recordar algunas propiedades de la representación de la translación 
saliente T+ para la ecuación de onda no perturbada en epacios de dimensión par (para 
las pruebas remitimos al lector a Lax-Phillips [6]). 

En particular [Uo(t)/] puede escribirse como 

u(x, t) = /
520

_
1 

m(x · IJ, ll) dli, (3.13) 

donde m(s,ll) = can-~T+f y e= ¡n~. El símbolo 8 denota la derivada parcial 
2¡2,,.) 

respecto a s, ~ usaremos el símbolo 9 para la. semiderivada at 

. 9.(.,;.) =. { i;rl 1 u > o 
. · ijujlf u<O, 

en otras palabras ah ·;,, p-~~Fk. do~de F és la t~...;sformada de Fouri~r en una ' 
dimensión 

Notemos que al es un operad~r conv~l~clón:· el c~iil:d~ja i~~arl;.,;te al conjunto de 

funciones con soporte .en m+. obvfaJn~~t.e <~!)~- ·~·-~>_." "'' •.- .. 
«."" ~ ::)·. '._..,. Ahora escribamos , 

w(A9 )Ávfm 'dji;¡''.i:·e;;; ' : 
d!>nde im = w(Ag)Agfm -w(Ao)A9 Ín¡ Y.~'11'.,;;;.;(Á~)A}f,;.. · 

El operador w(Ao) es acotado eri?io_;';t;:;~~~~·>::: · 

(3.14) 

(3.15) 

Hagamos la descomposición d'e e,;. :~n ~~s ~a.;,t:S'~ntrant~ y saliente poniendo 

k;,, =T+~m: 
.- 68'-: 

(3.16) 



Si denotamos con tm a T+Afm, entonces por (3.11) se sigue que 

km(•)= j fl(t)im(s - t)dt. 

Entonces el representante espectral saliente de em es 

Fkm =w(u)Ftm. 

Por lo tanto Fkm se anula donde w lo hace, digamos iul < li y vemos que para cualquier 
ve IR 

(3.17) 

Utilizando (3.13) y (3.15) tenemos 

llu" Fkmll S c(w )l~li"i(llJll + llAqflD· 

En particular cualquier derivada de cualquier o~den· o su inversa dclme un opérador 
acotado en km con cota independiente de m. , . . ' '.' · , , . . 

Utilizando las funciones 'f' y .P de (3.5) defuiah:ios 1';.,. part~ entrante y saliente , 
de em como ,· · ·.'.« · :'.:«:~,, 

T+hm = a!,¡,a~k~ .: r:io, . 
T+gm = a!.;,a#:l,i;t. 

respectivamente. 

Como <p + 1/J = 1 tenemos 

11a2cpai i:~11 ~ ll~ai Á:;,. ci:2~i8!.i~ i'cp"a~ kn.11 
•::; llo~k,,;11 +c1f8t ki.11 +c¡Ía~ Á,~¡¡. 

. . 

Por otro lado una simple interpoláci6n no; ,da .. , . 

11al'f'a~km s ll'f'a=hmll+ 11a.pa~k,;;¡¡ , 
ll8~cp8,i.km !> llocpa;lkmll + ll82ipa4k~ll- ·, 
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Combinando las estimaciones anteriores vemos que 

uniformenmente en m. 

probar 

También notemos que 

supp8~T+9m = supp8~cp8hm C m.+ - ~ 
~ n=1! +1 supp8 • T+hm = supp8 • ,P8 km C m. + 2· 

Se sigue que Uo(m)gm y Uo(-m}hm se anulan para lxl < n-!. Ahora podemos 

(a) (w(Aq}Aqfm,9m)o--+ O 

(b} (w(Aq}Aqfm, hm)o--+ O 
(c) (w(Aq)Aqfm.im)o --+O. 

Notemos que 

llUq(t)w(Aq}Aqfmllo $; c(liw(Aq}/llq + llAqw(Aq}fliq). 

Por lo tanto (c) se concluye directamente del lema 3.5. Las pruebas de (a) y (b) son 
esencialmente las mismas de (a) y (b) del caso de dimensi6n impar. 

Finalmente. (a), (b) y (c) juntas implican 

llw(Aq)Aqfmllo--+ O 

luego, como antes llw(Aq)Aqfll.¡ =O y por lo tanto w(Aq}Aqf =O como se quería.• 

III.4 EL OPERADOR DE DISPERSIÓN 

Sea / E ni definamos 
T+W+f=Tf 

y extendamos por continuidad para todo 'Ho. Analogamente lo hacemos para T-W-. 
Consideremos el siguiente' diagrama: 

'Ho 
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El operador de dispersi6n está dado por 

S:L2 --+ L2 

T-f ,__. T+f· 

También podemos definir el operador de dispersi6n en 'Ho como: 

Entonces hemos dado una teoría de dispersi6n para la ecuaci6n de onda con per
turbaciones q(.:r:), con Jq(.:r:)J :;:; ~ cuando J.:r:J --+ oo, q E LJ:,., y para perturbaciones 

lz12 

Q(.:r:), con Q(.:r:) = l:i~~¡. cuando J.:r:J--+ oo, 'I' e L'(Dl"), s > n > 2. 

Ambos casos son más generales que el caso en que la perturbaci6n es de orden 
ma,yor que 2. 
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APENDICE 

A.l DERIVADl\.S DÉBILES 

Si queremos tener ~na teoría simple y general de eeua.ciones diferenciales parciales, el cálculo clásico 
para funciones de varias variables es inadecuado. Por ejemplo, si pensam08 en las dos ecuaciones diferenciales 
parciales lJ2u/lJz8y = o'

1
y 82u/8yl)z =O deberían ser equivalentes, la primera es satisfecha por cualquier 

función que sólo dependa de z mientras que la segunda no siempre tiene sentido para tales funciones. 
Esto es poco natural e i\ldica Ja necesidad de sustituir a las funciones por nuevos objetos, que llamaremos 
distribuciones, tales que la diferenciación sea siempre posible. Al hacer esto es importante conservar tantas 
propiedades de los espac\os de funciones como sea posible. 

Para motivar las definiciones formales, primero notemos que el dominio de definición de un oper~ 
ad.ar diferencial puede se!r extendido considerándolo como un operador a4junto. Por ejemplo, la ecuación 
(J2u/lJy{}z = / implica q~e u es dos veces diferenciable, y que 

':,, J j u82v>/8z8ydzdy= j J fv>drdy 

para toda fUnción 'P dos vCces difcrenciabJe que se anula fuera de un conjunto acotado. De hecho, la igualdad 
anterior se sigue de inmediato si integramos por partes el l&do izquierdo, cambian.do las derivadas de 'P a 
u. 'nunbién es fácil ver q

1

ue para cualquier u dada, esa iguaJdad no es válida para una una función J que 
tan sólo sea continua (veise sección 2). Esto hace natura) definir que lJ2u/8zlJy = / en el .sentido dé6il si 
la igualdad de arriba se ?rtantiene. Obviamente las ecua.<:.iones 8 2u/8zlJy = / y 8 2u/l}y0z = f se vuelven 
equivalentes en eJ sentido débil. 

Además podemos dar'
1
otro paso y considerar Ja forma Jineal 

' <p<-+ j j u82<p/8z8ydzdy 

como una representación Para u82 /lJzlJy aún si no eiiste una función continua f que pueda ser escrita de 
la forma J J IV' dz dy. Pafa poder estu~iar los operadores diferenciales de cualquier orden consideráremos 
formas lineales en el conunt? de funciones que se anulan fuera de un conjunto acotado y que tengan derivadas 
de todos lo órdenes. Estudiaremos esas funciones en Ja siguiente sección antes de dar una definición pre9sa 
de distribuciones. ' 

i 
A.2 FUNCIONE!;' PRUEBA 

Sea(} un conjunto abi~rto en mn, y u una función continua en O. ·Definimos el aoporte de u (en O), 
denotad.o con aupp u; a la ~erradura de {z 1 z E(}, u(z) '1-- O}. El soporte es el subconjunto cerrado más 
pequeño den, fuera del cual se anula u. 

72 



Denotaremos con ct(Sl)1 O::; 1:::; oo al conjunto de toda11 lufuncione1 u definidas en Sl, cuyuderivadas 
parciale1 de orden menor o igual a 1: existen y eon continuas. Denotaremoe con c:(fl) al conjunto de todas 
lu Cuncionea en C1(0) con eoporte compacto en Sl. 

A.2.1 TEOREMA. Se puede identificar a C3(0) con el conjunto de todas laa v> e q( IR:') con 
ooport .. contenidoo en ll, i.e., C3(1l) = { v> 1 v> E C3( JR"), supp v> C ll }. 

Demo1traci6n. Si V' E et( m.") y supp V' C O entonces supp V' es un compacto contenido en (},por 
lo que v> E C3(1l). 

lnveraamente ai V' E <Jt (O), definimos 

.¡, es continua y tiene derivadu parciales continuas de orden menor o igual que 1:1 ya que los únicoe puntos 
donde habría problema son loa puntos de la frontera de O, pero e1tá contenida en ne, 

Los elementos de ego (fl) son llamados /u.ncionu pruda en O. Un ejemplo clásico de función prueba en 
IR:' es: , 

donde JzP = zf +z~+ ···+z~. 
De hecho /(t) = { ~l/t ; ~ ~ es una función en C 00 ( Dl.) ya que todas sus derivadas existen ~convergen 

aOcuandot--.O. : • .. · ... 
Sea\!-{:)= v>(z)/c, z e 1K' donde e= fm·v>(z)dz. Como lzl2,<'l; luego;·#.< O y además 

como e' es covexa, e1lfrl
3
-l S. eº.= 1, por lo que fm·~:i:)dz .~J1~ 1 ~ 1 ~(z)_d~ :=··.Jlrl.<le1/lrl

3
-ldz::; 

J1, 1<1 ldz =Vol( lzl < 1) = n(n + l)ll', entonces e= ÍJR• v>(z)dz <·oo.:··. .. ·. 
La función t/J tiene las siguientes propiedades: ' · ·· ·· · · ~ 

(i) \!(z) 2: O 
(ii) V.(z)=i!(-z) Vze IR 

(iii) \!EClf" 
(iv) J \1-(z)dz = 1 
(v) supp \!- = B1(D) = {zl lzl $ l} . . 

Iniciando con funciones que cumpJaii con las propied&deS_ ~teri~res.se ~ued.en ge~erar n.uevas fundones 
prueba formando la convoluci6n con una funció~ in~egrable -~: ··." · · 

(2.1) 

La igualdad es dada por el cambio d~ variable z· ~ z ·- 'cy cúyo j~biano es el valor absoluto del 
determinante de la matriz 

(

-· o o ... o -< o ... 

o o 
De hecho probaremos 

A.2.2 TEOREMA. Sea u una función integrable que se anula fuera de un subconjunto compacto K 
de(}, entonces 
(i) Si 6 es la distancia de K a ne y e < 61 entonces u,. E C8°(0). 
(ii) Si u es continua, u,. --. u uniformemente cuando e --. O 
(iii) Si u E Lp, 1 .:S p < 001 entonces u,. - u en norma p. 

Demoatraci6n. La continuidad de u,.. se sigue de la segunda igualdad en (2.1) y la continuidad de tp. 
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y de esta manera podemos derivar cualquier número de veces respecto a z¡ para i E {1, ... , n} 1 luego 
u, E C/i°(O). Ahora si u.(")~ O entonces u(,,-<11) ~O para alguna 1111:S1, tenemos que u("- •11) ~O, es 
decir, z- EY e K, así que el soporte de u,. es un subconjunto cerrado del conjunto de puntea con distancia 
a lo más e de K, y éste es un subconjunto compacto de O cuando E< 6. Por lo tanto u,. E 08°(0). 

(ii) Ahora supongamos que u también es continua .. Como f 'Pdll = 1, entonces u(")= u(") J <p(11)d11 = 
fu(")'P(11)dy, luego podemos escribir 

u,(,,)- u(")= j(u("- <y)- u(,,))'P(11)d11. 

Si E - O por la continuidad uniforme de u tenemos que u,.(z) -. u(z) u~iformemente. 
(iii) Ahora sea u E L,. Como O :S .P 2: 1 y J <pd" = 1, entonces 'P.e L, y J l'PI' :S J 'P = l; ademÓ!I la 

desigualdad de Minkowski nos da: · · 

Ju.(")i = IJ u(" - <l/)'P(11)d11l =:. llu(:ii :_:,j,)Jl,Jl'Plli :SIJ;.(z ::- <il)ll. 

por I~ ~ue si<< l/.\/Val B1 (0) ',;nfu~¡;.;,;°¡'¡i;',lj¡:S ¡j~¡~ .. · 
· .· .. :Para cU~quier .11·>' o.· p~_demos;eñcOntrar .. v E 08 (función continua con soporte compacto) tal que 

Jiu - vllp < q, y !lde~ás llu,'::: 1:'• JI,·'.< .'J~: Por tanto (por un teorema de convergencia uniforme), 

ÍimsupU;., _:~JI,~ HrnsupUú. - v,JI, + llu- vil,+ limsup 11•. - •JI< 2~ • 
.. '~º ,· ·. e-o r-o 
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lo cual prueba que u, - u en norma L,• 
El teorema anterior no funciona para p = 001 veamos un contraejemplo. Sea K un compacto tal que 

JK 'P < 1 definamco u(z) = 11i "e K y u(r) =O si "t K, sea<< JK <p, luego 

u.(r) = j u(r - <11)¡o(11)d11 = l. ¡o(y)dy < 1, 

entonces Jlu,Jlm = fK• 'P y Jlulfm = 1, por lo tanto u, .¡.....u. 
En particular m01tramoe en el teorema anterior que Gr' es denso en L,.(O). Lo·cual es importante para 

la definición de di11tribución1 una medida está únicamente determinada por su restricción a 08°(0). 
Veamos los siguientes resultados acerca de Ja existencia de funciones prueba. 

A.2.3 TEOREMA. Si K es un subconjunto compacto de Sl1 existe una función f/J E Cgo(O) tal que 
OS,¡, S 1y,¡,=1 en una vecindad de K. 

Demostración. Sea o < E< E' < E+ E' < 6 donde 6 es la distancia de K a oe. Sea 

( ) _ { 1 "e K,• = {r: d(z,K) S <'} 
uz - O z~K,,. 

Ea obvio que·u,. 1 definida por (2.1) tiene soporte en Kr+•' y es igual a Kc+,.'· 

A.2.4 TEOREMA. Sean 01, ••• ,Sln, conjuntos abiertos y K un conjunto compacto tal que K C UJ=t· 
Entonces, existen funciones 'Pi E Cgo(Oi) tales que 'Pi ~ O y E~ .S l con igualdad en una vecindad de K. 

Demostración. Para j = J, ... ,n podemos elegir un conjunto ~ompacto Ki e Oi tal que K C U~Ki·' 
Usando el teorema anterior encontramos t/Ji E c:i(O¡) tal que O .S. t/J; S 1yt/J¡=1 en una vecindad de K¡. 
Definimos ¡o1 =•Pi; \OJ = t/>¡(1 ·-11>1)-··(I - t/>¡-1). j = 2, .•• n. Entonces tenemos: 

t\OJ = 1-(1-t/>t)•••(l -\l>n)A 
1 

A.3 DEFINICIONES Y PROPIEDADES BÁSICAS DE DISTRIBUCIONES 

Primero introduciremos algunas notaciones para el cálculo en n-variables. Denotaremos con o multiín
dices, es decir, listas {01 1 ••• 1 O"n) de números enteros no negativos. Denotaremos con lol a su suma E::1 o¡ 
y aJ producto 01!02! ···on! con o!. Si mes un entero mayor o igual que lol escribiremos 

(m) mi 
o = o!(m - JoJ)!" 

Con D¡ = -i~, Dª = nr• · · ·Dg•. Aquí Ja i es la unidad imaginaria. Similarmente escribiremos zº = 
zr• ···z:•. 

A.3.1 DEFINICION. Una diatrihución u en n es una forma lineal en C8°(0) tal que para todo 
conjunto compacto K e rl existen constantes C y k tales que: 

Ju(¡o)J S C :E sup IDª¡oJ, ¡o e cy'(K). 
lolS.t 

(3.1) 

Al conjunto de todas las distribuciones en n es denotado con "D'(O). Si el entero 1: puede ser elegido 
independientemente de K, se dice que la diatri6ución u u de orden finito en !l, y el entero k más pequeño, 
~ llamado el orden de u en O. El conjunto de todas las distribuciones de orden finito en O es denotado con 
1>',(o). 
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A.3.2 EJEMPLO. Si u e L~º'(íl) = {u e L,(K) con K compacto en O} y o es un multiíndice, una 
distribución de orden S 1<>1 está definida por la íorma lineal u(¡p) = f uD"ipdz para ¡p E CO"(O). 

A.3:3 EJEMPLO. Sea n = 1 y O= (O,!). Entonces la forma lineal 

u(¡p) = E¡pU>(!/j) 
1 

está en I>'(O) pero no en VHO). 
Como ¡pUl(i/j) = (-i)i ~(1/j) $ l~(l/j)I $ suP,en ID"IPI y u(¡p) = I:¡oUl(!/j), entonces 

l•(IP)I ~ 1 E ¡pUl(l/i)I $E llPUl(!/i)I s E l•ls••up ID"IPI· 
Desde la igualdad (a) vemos que el orden no puede ser finito. 

La razón para la notación V'(O) es que Schwartz en {1] denota con 'D(O) al espacio q-:i(O) con una 
topología que hace a 'l>'(O) su espacio dual. 

Una forma equivalente de Ja definición de distribución está dada por el siguiente teorema. 

A.3.4 TEOREMA. Una forma lineal u en CQ>(O) es una distribución si, y sólo si, u(cp¡) ~O cuando 
j - oo para toda sucesión {cp¡} E C.f(O) tal que: , 

i) Dº'P; - O uniformemente cuando j --+ oo para todo multirndice o. 
ii) existe un subconjunto compacto de O fijo, que contiene los soportes de todas las 'PJ· 

Una sucesión que satisface (i) y (ii) se dice que converge a O en Cgo(O). 
Demostración. Sea u es distribución y { V'J) una sucesión en 08°(0) que converge a cero. Para toda··: 

compacto K e O existen C; y k¡ tales que / ' 

iu(¡o;)I s C; L sup ID"1P1I· 
· 1alS.tJ 

Sea K un·compacto que contiene a loa soportes de todas Jas tp¡, sea 1: = max{k¡ 1 j =· 11 ... ,n) ·.Y 
C = max{C¡, j = 11 ... 1 n) 1 entonces para o fija tenemos que 

iu(¡p/)I :S C; :E sup IDº¡p¡I $e :E jD"¡p¡j. 
· . lalS.t¡ · laJS¡. 

La segunda desigualcÍad p·~r8 ¡;·~-·~~{k¡'¡. f~·i, ... n}"y C = ~ax{GJJ. Para o fija, ·teneritos 
- . ".-,_ .. · .. -'" ·- ··- - . ·· .. · .. .. 

iu(~¡)j;,; C_t:',¡D~¡pjj~ O cuando j -i bo • 

. . ·- .,:-""" :.·.l?!~t::·:, ·_ \· .• 
Inversamente si u es .u~~ f~;~~ 1i~~~í ·~:1{Cr¡rcfi).· t~( 'q~~- i¡;d·a au~ión {rpj} ~eren) que converge a 

O, ti(~¡) - O. Supongamos que U no es:-distribución,'es decir existe' lp E C.)'°(O) y un compacto"K tal que 

para cualesquiera constantes C y k · . _;l~C~JÍ~ ~~sup l;;IPI· · 

Esto implica cille u es distintaAe-·cer~,-pOr io.<iue pod~mos encoOtrar 'Pi e ~(K) tal que ·u(rpj) = 1 y 
sup ID°'PJI::; 1/j. Entonces u(rp;) ~ .1 Y D°!rpJ. ~O cuandoj - oo y K contiene los soportes· de las V'J· 
Pero esto contradice la hipótesis d.~ :qu~ _u(rp¡)·~ebería tender a cero, por lo tan~ no existe tal tp, entonces 

por Jo que u ~ ·"u-ná distribución ... : 

· lu(¡p)I $ C L; sup jD"¡pl, 
. l•IS• 
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Ejemplo de distribucidn. Si µ ~ una medida en O, la. forma lineal 

08"(0) 3 'P ,_. J <pdµ 

a una distribución en n y por lo dicho después del teorema 2.1 a diferentes medidaa corresponden dlferentes 
distribuciones. Por lo tanto podemos identificar medidas con sus ditribuc:ione11 correspondientes. En vista de 
la identificación de una medida ab.tolrdarnentt continua con su función de densidad, significa en particular 
que una función /e L~ºc:(ll} es identificada con la distribución 

'P ,_. J <p/dz:. 

Esta distribución será denotada con / (nótese que identificamoa funciones que son iguales casi donde
quiera). 

Veamos una definición alteranativa de distribución. 

A.3..5 TEOREMA. Una forma lineal en 08°(0) es una distribución si, y sólo 11i1 existe una familia 
de funciones Po E Cº(O) taJes que los conjuntos suppp"' son localmente finitos (es decir, ningún compacto 
intersecta una infinidad de supp Pa) y 

(3.2) 

Si u es de orden menor o igual que k, entonces todas las pQ con Jal >le pueden elegirse igual a cero. 
, Demoatrad6n. Sea u E 'D'(n). Tomemos una sucesión creciente de compactos K¡ en n tal que todo· 
subconjunto compacto de O,..pertenece a algún K¡ y sea 'Pi e Cif(O) con 'Pi = 1 en K¡. Escribiendo 

•1• -{'1'1-'l'J-1 sij> 1 
,,, - <p¡ . SÍ j= l 

ienemos que 'P = Ef t/>¡<p si <p E C8"(0). . . . 
Como tp e C/? sólo es no nula. en algúri. compacto, entonces E 'PJ'P = ip. Como el sopor.te de V'JY' .eatá; 

contenido en el de Y'J y 'P; e 1>' existen Cj y le¡ tales que ' 

Ju(<p)J S Eiu(<p¡<p)I :~d: C¡ E sup IDª('l'J'P)I. 
1 t lof,SK¡ 

Ahora, Jos conjuntos soportes de .,P¡ son localmente finitos porque l/lj := O en KJ~l · . Por. J~ tó~~~lá.· 
de Leibi~itz tenemos DQ(1/J¡¡p) = E.e+.,.=a Df/>f .p-r¡ podemos entonces hacer que valga. la fórmula ·3.2 .. Si ·ef 
orden de u es le, entonces podemos tomar le; = k.• · , 

A.3.6 OBSERVACION .. El teorema anterior significa que C8°(0) es un espacio vectorial localmente 
convexo con espado dual 1>'(0) si la topología en C8°(0) está definida por las seminormas que aparecen 
del lado derecho de 3.2. (E., sup IPaDªipl). Obviamente 'l>'(O) es un espacio vectorial con las definiciones 
naturales de adición y multiplicación por escalares. (01u1 + o:zu2)(ip) = a 1u1(\')) + aau2{ip), U11 u2 E 'D'(O), 
~E 08°(0). Aquí 01, 02 denotan constantes complejas. 

Siempre usaremos la topologia débil en V'(0) 1 es decir la topología definida por las seminormas ju(tp}j, 
con u E D'(n) y <pes un elemento fijo de C8"(0). 

Dada una distribución u en O, podemos definir su restricción a un conjunto abierto O:' e n simplemente 
restringiendo el dominio de definldón de la forma lineal u aCG°(íl'). Diremos que dos distribuciones u1 y ui 
en 'D'(O) aon iguales en una vecindad de un punto z E O si laa restricciones de u1 y u2 en alguna vecindad 
de :t son iguales. 
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El comportamiento local de una distribución la determina completamente, de hecho probaremos el 
siguiente 

A..3. T TEOREMA. Sean u1 y u2 dos distribuciones en n tales que todo punto de O tiene una vecindad 
donde ui = t.12. Entonces UJ = U2 en rz. 

Demo•tración. Sea V' e Cgo(n) y K = supptp. Por hipótesis todo punto de K tiene una vecindad 
donde t.11 = u2 • Como K es compacto, podemos encontrar un número finito de vecindades flJ que cubren a 
K. Eligiendo & V'J e cgo(OJ ), de acuerdo al teorema 2.3.1 obtenemos V'= E 'PV'J 1 por tanto 

A.3.8 DEFINICION. Si u E 1>'(0)1 el soporte de u está definido como el conjunto de puntos en n 
loa cuales no tienen vecindad donde u es igual a O. El soporte de u es denotado con supp u. 

Es claro que suppu es cerrado en 0 1 porque el complemento es abierto. Además, se sigue del teorema 
3.7 que u= O en el complemento del soporte de u en n, es decir, 

u(¡<>)= O ai I" e CO"'(ll) y suppunsupp11>=8. (3.4) 

El complemento de supp u es el subconjunto abierto más grande de (} donde u = O. Por lo que «7'ta 
definición de soporte coincide con la dada en la sección 2 si u es una función continua. 

A.3.9 DEFINICION. Si u E V'(O), el soporte singular de u, denotado con singsupp u, está definido 
como el conjunto de puntos en O que no tienen vecindades, donde u está en C00

• 

Es claro también que supp u es un subconjunto cerrado en ll1 y repetición de la prueba del teorema 3.7 
muestra que u E C 00 en el complemento de supp u en O. 

A.4 DIFERENCIACIÓN DE DISTRIBUCIONES 
Y MULTIPLICACIÓN POR FUNCIONES. 

Para motivar la definición de la derivada, primero supondremos que u E C 1(0) y notaremos que la 
integración por partes da 

f ¡D,u)¡<>dz = - j uD,¡<>dz, 11' e c,"'(ll). 

(Esla es la forma de derivada débil discutida en la sección 1). 

La siguiente definición coincide con la clásica para funciones en C 1• 

A.4.1 DEFINICION. Si u E "D'(ll), definimos 

(D,u)(IP) = -u(D,I"); 1".ectcn¡ .. · . 

D,D¡u(¡<>) = D•(-u(D;¡<>)) = u(D,D¡,P) ,';, u(D;D~~l; "v¡(.:.u(~•I")) =:: D;D,u(¡<>): 

En general, siempre tenemos 

(Dºu)(ll') = (-J)l~I~(~~~)., .. ····~ ~Cg"(llÍ .. 

.(U) 

A.4.2 EJEMPLO. Sea ea la medida. de:.~¡~~~~~-·~'.~- ~-=,:·~~fi~i~~ :~~~ ~0-(.'P) ·~; .~<~)~ E~t~~C,~ 't'.~~~mos : 

(D"e.)(I") = C:-Ü l~l~a(D~IPJ = (~!) l~l(D"~)(o): 
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(La medida de Dirac es también denotada con 6., y cuando a= O el índice puede aer omitido). 

A.4.:S UEMPtO. Si H ea la (unción de Reaviside 

Obtenemos D1H = 6. 

H(;i;) = { 1 ·~.,>O 
o 111 z so. 

A continuación probaremos que al menos localmente, V'(O) es la extensión mú pequeña poeible de Lex1 
en la cual Ja di(erenciación ea 1iempre posible. 

A.4.4 TEOREMA. Sea u e 1>'(0) y w un conjunto tal que w ~ fl (es decir que¡;¡ eo compacto y 
W C O). Entoncee existe una función Je Lco(w) y un entero m tal que u= Di"··· U:/ en w. 

Demo1traci6n. Como u es distribución, entonces 

iu(¡o)I :S C E sup jD"¡of, 
ra1s• 

¡c>EC8°(w). 

Por otro lado si "1 e c:'(w) y lzJI S a¡ con lz¡I en w, el teorema del valor medio nos dice que 
1up Jloll :S a¡ 1up jD¡lolf, ,¡,E C¡¡"(w). Reptiendo la aplicación de este teorema, enconlramoo una conlllanle 

sup fD"l"I :S a¡ aup ID;Dªl"I 
:s •1 sup ID1Dº1PI 

S a:-01 sup JU¡1-ª1Dª~I 
:$ a:-a1Q~-a~ sup 1~-0J n:1-a1 Dª~I 

~ at-ª' .. , a:-a• iup 10:-Q'• ... U¡a-01 Dª~J 
S a~-ot •.• a~-ª· sup Jllt . , . ~~J. 

Ju(l")I :se E sup fD"l"I 
l•IS• 

se E ª~-o, •.. d~-0• 1up IL>t ••. D!SPI 
l•IS• 

:S C1up lot .. · D!l"i L at-•• .. · .:-•· 
···~· . :s C'aupiot ... LJ!l"I· 

Encontramo. una constante C' que por abuao de notación scribiremm C tal que 

Aclemú, cuando ,¡, e C{{' 

lu(l")l:SC•upjq. ... LJ!¡oJ, l"EC8°(w). 
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donde ·11 < z es eJ conjunto z1 > Y1 1 • • ·, Zn >y,.. 
Entone .. sup JwJ :S flD1 · • · D0 wJdz. Aplicando csta desigualdad a ( 4.4) lenemoe qae 

Ju(IP)J :s CsupJot ···Ú.IPI :se I 1ot+• ···ú.+'1Pldz. 
Ír<• 1 

Ju(IP)J :se I ID'!' ... o::'IPldz. 
'•<~ 

La forma lineal (-t)'1mn¡- ···D:ip - u('P) cp E CB°(w) puede ser extendida a una forma lineal en 
L1(w} con norma S C 1 por el teorema de Hahn Banach., Pero como L00 (w) es el espacio dual de L1 (w) 1 por 
el teorema de representación de ·Riez, esto significa que existe una función/ e L00(w) con ll/1/00 S. C tal que 

1PEC,\"'(w).• 

A.4.5 OBSERVACION. Si definimos/= O en o,C y ponemos 

g(z) =,~J. /(y)dy, 
•« 

tenemos u = n~+I ... v:+i gen w y ges continua. Pci~ Ío que todas las distri.buciones se pueden repr~nt~~:. 
como la derivada de una función continua. - - · · , 

A.4.6 DEFINJCJON. Si .u E 1J'(O) y a ~~<>0(0) definiremos el producto d~ u y a con la fórmula 

Es obvio que la íorma lineal au es una disirib~ción y que la definición es equivalente a Ja multiplicaciÓ~··~ .. 
puntual cuando u es una íunción. También note que: 

supp(au) e suppansuppu. 

A.4. 7 ODSERVACION. Schwartz probó que no puede ser definida una ,multiplicación asociativá de 
dos distribuciones arbitrarias. 

La íórmula de Leibiniz para la diícrenciación de un producto se mantiene váliaa, ya que: 

Dt(au)(IP) = -(au)(DtlP) 
= 7u(aDtio) 
= -u(Dt(alP) - (Dta)IP) 
= -u(Dt(alP) + u((Dta)1P) 
= Dtu(a1P) + (Dta)u(IP) 
= a(Dtu)(IP) + (Dta)u(;o). 

Después también necesitaremos la regla de Leibiniz para diferenciaciones de orden mayor en una forma 
más general. Sea P(E) un polinomio en n variables e1·· ··En. con coeficientes complejos, y denotaremos con 
P(D) al operador diícrencial obtenido de reemplazar a e; por D¡. Esto da una correspondencia uno a uno 
entre polinomios y operadores diferenciales con coeficientes constantes, para -

P(D)e'l•.11 = P(e)e'l•.11. 
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Si (z,E) = .e1(1 + .. ·+Z'n(n con compooenteo compl~u(¡. Repitiendo el uaode la íórm~lade Leibini1 
tenemo1 una identidad de la forma · 

P(D)(au) = EEªQ0 (D)u 

donde Q0 1c>n operadores difcrencialea. Estoe pueden eer determinadoe tomando a(z) = e'(~.c} y u como Ja 
función u(z) = e•(•,11), la cual da 

P(( + 'I) = EEªQ.(f/). 
a 

Si acribimm 

p(•>¡,,¡ 
Entonces, se 1igue de la fórmula de Taylor que Q0 ('1) = o! . Entonces hemos probado la fórmula 

general de Leibinis 

~(D)(au) = ~ (Dªa)P~~l(D)u). 

Finalmente probaremoe un teorema concerniente a la conecci6n entre diferenciabilidad en el sentido de 
dilbibucionea y el eentido dúico. 

A.4.8 TEOREMA. Si u y/ eon funciones continuas en n y D1u =/en el sentido de distribuciones, 
entonces D¡ u = / en el eentido clúico también. 

Demo1trad6n. Primero notemos que si X E C'¡¡'(ll), entonces xu y D¡(X•) = (D,x)u + xD¡u oon 
funciones continuu con 1eporte compacto. Es suficiente probar el teorema cuando u tiene 90porte compacto 
en O. Utiliando Ja notación del teorema 2.1 tenemoe 

D¡u,(.,)=e-•j D¡u(11lv>{";
11)d11 

=t-• j •(11)D.,v>("';')d11 

=-e-• j u(11)D,,v> ("'; 
11

) d11. 

Por<>tro lado lle(•)= /u(.e-c11)11'(11)d11, por lo que 

D¡(u.(")) = j u(.e- <11)D¡v>(11)d11 

=e-• j •(•)D1v>("' ; 11 )d11 

=·-· J /(•)v>(";
11

)d11 

=/.(Z'). 

~or el teorema 2.1 J. E 0 00 y J. - / uniformemente ti u. - 11 uniCormememte cuando t - O, 
luego D¡u. --+/uniformemente¡ por lo que D¡u,: - D¡u, entonces D¡u =/en el aentido clásico.• 

A.5 DISTRIBUCIONES CON SOPORTE COMPACTO 

Si u e L\"(ll), la íorma u(v>) = f u<pd" tiene .. ntido para toda \O e C-(ll) tal que aupp unsuppy> <:ll, 
Y u(tp) =O cuando suppu n •UPP'P =· Ahora probaremoe, que el dominio de una distribución arbitraria 
puede eer extendido de esta manera. 
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A.5.1 TEOREMA. Sea u E 1Y (O) y sea F un subconjunto cerrado de O que contiene al soporte de 
u. Entonces existe una y sólo una forma lineal ii en {'P 1 'PE C 00(0)1 F n aupp cp ~O} tal que 
(i) ii(<p) = u(<p) ai 'I' e Cg"(ll), 

(ii) ii(<p) =O ai <pe C-(ll) y F n aupp v> = 9. 
El dominio de ii es por supuesto más grande cuando F = supp cp pero necesitamm la unicidad también 

para otros conjuntos F. 
Demostración. a) Unicidad. Sea 'PE C 00 (0) y sea Fnsuppcp = K un subconjunto compacto de O. 

Por el teorema 2.2 podemos encontrar ,PE Gg°(O) tal que Y,= 1 en una vecindad de K. Entonces tenemos 
<p = 'l'o+'l'i donde v>o = l#v> e G,\"'(ll) y '1'1 = (1-Y,)¡:>, aal que Fnaupp<p¡ =· Usando (i) e (ii), obtenemos 

(5.1) 

lo cual prueba la unicidad de U. 
b) EziJtencia. Hemos visto en el inciso (a) que toda cp E COO(O) con F n suppcp = K compacto puede 

ser escrita 'P-'Po +cp1 con cpo E C8°(0) y Fnsuppcp1 = 8. Si cp = cpó+cp~ es otra descomposición, entonces 
epa - V'Ó = cp~ - cp¡. Luego 'Po - 'PÓ E C8°(0) y Fnsupp(cpo - V'Ó) = Fnsupp(cp~ -cp1) = 8 1 así, se sigue 
de (3.4) que O= u(¡:>o - IP'0 ) = u(<po) - u('l'á). Poniendo ii(v>) = u(/io) noa da una definición única de una 
forma lineal ii la cual tiene las propiedades requeridas, · 

Desde ahora escribiremos u(cp) en lugar de ii(cp) y se considera u(cp) como se definió para toda u e 1"(0) 
y toda cp e C 00 (0) con suppu n supp cp et n. En vista de la simetría de (5.1) algunas veces escribiremos 
(u,<p) en lugar de u(¡:>). Si u E "D'(ll) y¡:>,.¡, e c~(ll) cuando (5.1) ea válido tenemos 

(Y,u,¡:>)=(u,Y,¡:>), 

(D¡u,¡:>) = (u,D¡¡:>). 

(5.2) 

(5.3) 

De hecho, las formas lineales en cp en los dos lados de las igualdades anteriores coinciden cuando cp E 
Cgo(O) y se anulan cuando supp unsupp 'I' = 0, así las igualdades anteriores se siguen de la unicidad probada 
en el teorema 5.1. 

Ahora examinaremos más de cerca eJ caso particular cuando u tiene soporte compacto, La condición 
(5.1) es entonces nula, así que u(¡:>) está definida para toda v> e c~(ll). Si .¡, e Cg"(ll) y .¡, = 1 en una 
vecindad de supp u 1 tenemos 

así que de la definición de distribución y la fórmula de Leibiniz se sigue que 

iu(v>)I !5 e E supjDª¡ol, 
lolS:i K 

<pE~(ll). (5.4) 

donde K es el soporte de Y, y C y k son constantes. Inversamente, supongamos Que tenemos una forma 
lineal V en C 00 (íl) tal que algunas constantes e y k y algún conjunto compacto Len 

l•MI !5 C E sup ID"v>I, 
. lolS:i L 

<pEC~(n). (5.5) 

Entonces la restricción de v a Có'°(íl) es una distribución u con soporte contenido en L. Como se sigue 
de (5.5) que •('I') =O si L nsupp¡:> =O, obtenemos del teorema 5.1 con F = L que •(v>) =u(¡:>) para toda 
V' E C 00(0). Por tanto hemos probado 

A.5.2 TEOREMA. El conjunto de distribuciones en {l con soporte compacto es el espacio dual de 
COO(O) con la topología definida por, las seminormas : 
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donde K varia sobre todos 1oe aubconjuntol compactoa de O y t 10bre todoe loe enteros mayorea o iguales 
que O. 

Scbwart1 denota con &(O) al .. pacio cm(O) dotado con eeta topología. El espacio de diatribucion .. 
con 110porte compacto es denotado con t''(O). - De la prueba del teorema 5.2 también ae aigue que t''(O) 
ae puede identificar con el conjunto de distribuciones en E'( JR.n) con eoptJrte• contenidos en O. (Podríamoa 
usar la notación t'{A) también cuando A ee un aubconjunto arbitrario de lit' para denotar el coJtjunto de 
distribuciones en t'{ IR.") con eoportes contenidos en A.) 

A.li.3 TEOREMA. Si u E t:'(O) y es de orden S k, entonces u(lb) =O para toda lb E C""(O) tal que 
Dº\b(") = O cuando " E supp u y lol S 1:. 

Demostración. Sea K. el conjunto de todos los puntos con dis~ancia :S e de aupp u. Para e suficiente
mente pequeño tenemoa K. e n, y K, es una vecindad compacta de K para todo e > O. Con V' E Cga( lit'), 
tal que J <pd" = 1, <p ;=:O y supp<p = {:r: J:rJ S l}, como en 2.2 formamos 

(5.6) 

Ea claro que Xr = 1 en K., que Xr E Cr' y que suppX. e Ks.. (Veue la prueba del teorema 2.2) 
Entoncea x. E cgo(O) si€ es suficientemente pequeño, y obtenemoe 

u(\b) =u(\bx,) 

como "'(1 - Xr) = O en una vecindad de aupp u. Entonces 

Ju(lb)I S CE aupJD"(.,x,)I· 
lalSi 

Para estimar el lado derecho primero probaremoa que 

aup JD"lbl = 0(<6+1-1•1¡ cuando e--> O y Jol S 1:. 
ICk 

(6.7)° 

(5.8) 

(5.D). 

Para hacerlo notemos que para todo z E K3c 1 podemoe enconUar '11 E K con °lz - ul ~ :k. Como lu 
derivadu de 't/J de orden :S i ae anulan en 111 entonces ae sigue de la fórmula de Taylor que 

11"{.,)J S (f:~ l)l 'ºP {1:1::
1

, lb{v+t(z-v))I: o< t < 1}, 

lo cual implica (5.9) cuando o = O como 111- zl :S 3c y laa derivadas de "' eon uniformemente acotad.u en 
Ks.. Aplicando este resultado a IJO,P con 1: reemplazado por k - lal, obtenemOC!!I (5.9) para cualquier o con 
JolSI:. 

A continuación notem09 que se sigue de la diferenciación de Xo que para toda o .e tiene 

(5.10) 

Entones la estimación 
JD"(.,x,J =O(<), •-O, JoJ s 1:, 

se sigue de la fórmula de Leibiniz en viata de (5.9) y (5.10), y de (5.8) ahora oe sigue que u(lb) =O.a 

A.5.4 OBSERVACION. Una consecuencia trivial ee que el teorema ea también válido ai u e '!>'(O) y 
\bEC8"(0). 

Note además que no se puede tomar en general K' = aupp u en 5.3. Veaae el ejemplo en la p'&inaa 
94-95 de Scbwart1 [l]. 
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A.5.5 TEOREMA. Una distribución cuyo soporte sólo contiene un punto 11 es una combinación lineal 
finita de la medida de Dirac en 11 y sus derivadas. · 

Demostración. Sea {y} el soporte de la distribución u y i el orden de u. Si ip E C 00(Sl) formamos la 
expansión de Taylor de orden k, entonces 

11'(.r)= ~ (iD)ª;<11>(.r-11)ª+t/>(.r), 
fof,S'.t o. 

donde el residuo tP(z) se anula hasta el orden k+ J cuando z = '11· Entoocee u(tP) =O, en vista del teorema 
5.3 obtenemos 

dondeªª = ¡folu(z ~y)ª) A 

"" 

u(I") = ~ aaDªl"(I/), 
fol5.t 

A.6 CONVOLUCIÓN DE DISTRIBUCIONES 

La convolución u • ip de dos funciones continuas u y ~. con una de eJJas con soporte compacto eatá 
definida por 

(u•l")(.r) = j u(.r-y)l"(y)dy= j u(11)1"(.r-11)dy= (I"• u)(.r). 

Esto nos Ueva a la siguiente definición. 

A.6.1 DEFINICION. Si u E V'( IR") y 11' E C""( Ol"), denotamos con u• I" a la función definida por 

(u• \O)(.r) = u,(\O(.r- y)). (6.1) 

(Esta notación significa que u opera en sP(Z - y) como función de 11 para z fija.} 
Para enunciar los hechos básicos concernientes al producto convolución, primero definiremos la suma 

yectorial de dos conjuntos A y Ben IR"': 

A+B = {.r+11: .reA,yE B}. 

A.6.2 PROPOSICION. Si A es cerrado y B compacto, entonces A+ Bes cerrado. 
Demostración. Sea {zn + Yra}}° una sucesión convergente a z con Zn E A y Yn E B. Como Bes· 

co~pacto, existe una subsucesión {Yn.} de {Yn} que converge a y en B, Juego la aubaucesión {zn.} converge 
a z - y, pero como A es cerrado, entonces z - y E A. Por tanto z E A+ B, entonce A+ Bes cerrado.• 

Nota. Si A es cerrado y B también Jo es, A + B no neceaariamente es cerrado. Por ejemplo Sea 
A = {(.r, l/:c) : .r E DI. - {O}} y B = ·{(.r, -1/.r) : .r E m - {O}}.Entonces A+ B = {(.r,y) : :e E 
JR-{0},-1/z S: y S: 1/z}. El conjunto A+B no es cerra.do, ya que por puntos en él podemos aproximarnos 

·a Ja recta z =O pero no la contiene. 

A.6.3 PROPOSICION. Si A y B son conjuntos campa.e.tos, entonces A+ B también Jo es. 
Demostración. Por Ja proposición 6.2 sabemos que A+ B es cerrado, entonces basta encontrar una 

cota para los elementeos de A+B. Sea z = .r+yE A+B, lucgo l•I = l.r+11i $ l.rl+ 1111 $e, +e, donde 
C1 y C2 son cotas de A y B respectivamente .. 

A.6.4 TEOREMA. Si u E "P'( DI.") y 11' E C8"( fil"), tenemos que u• \O E C""( Ol") y supp (u• I") C 
u+ supp ~· Las derivadas de la convolución están dadas por · 

Dª(u • I") = (Dª.u) •\O= u• (DªI")· 
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Demoatraci6n. Si ZJ - z, es claro q~e ip(ZJ -v)- ip(z-SI) en cr como función de 11· Por lo que 
u•tp es cont.inua. En vista de (3.4), tenemoe que (u• tp)(z) =O a menos que el soporte de u inteneque al de 
'P(z -11) (como función de 11)1 es decir, a men<>1 que exista un punto SI E supp u tal que z - SI E supp tp, en 
tal caao z e 1uppu+1upptp. Para completar Ja prueba IÓlo tenemos que probar la igualdad de las derivadas 
cuando IBI = .1, cuo del cual ae sigue inductivamente para toda B. Sea e• un vector unitario en el eje z1r y 
considere 

(ih)-l ((u• 1P)(a: +he• - y) - (u• \P)(a:)) 
=u, ((1P(" +he. - y)- \P(" -y)/ih). 

Cu1111do i - O, (\P(a: +he• - y)-IP(" - y))/ih converge a (D•IP)(a: - y)= -D .. \P(a:- y), se sigue de 
la definición de derivada de una di1tribución que 

U• (D•\P) = (D,u) •\Po 

y esto completa la prueba• 
Ahora probaremos que el producto convolución es asociativo. 

A.11.5 TEOREMA. Si \P y 1/1 están en C8"( IR,.) y u E 'D'( IR,.), entonces 

(u•\P) • \(> = uo(\P•1/I). 

Demo1traci60. Para cada e > O formamoe la suma de Riemann 

/.(a:)=•":~::><., - 1•)\!>(1e), 

(6.3) 

donde g corre 10bre todoe loe puntal con coordenadas enteras. Entonces, tenemoe eupp /e e supp 'P+•upp tJ,, · 
el cual es un conjunto compacto, y para toda o tenemos 

D" /,(a:)= •• ED"IP(" -1•)\!>(g•) - ((D"IP). \!>)(a:)= (D"(¡p. 1/l))(a:) 

uniformemente cuando e - O. Por tanto 

(u•(\P•Vi))(a:) = ,~0(u•/,)(z) 
= .~.e" E<u • 1P)(z - 1•)1/1(1•) 

= ((uo \Pl* \!>)(a:), 

y el teorema ee ha probado• . 
Como una aplicacicSÓ probaremoe un teorema análogo al teorema 2.1 para la regularización de distribu

ciones. Denot8JllOI con V' a una función que pertenezca a~ 'tal que auppcp = 8 1(0), cp ?! O y Jcp = l¡ y 
eocribiremoo ¡c>.(a:) = .-•\P(:</<). 

A.ti.U TEOREMA. Si u e 'D'( IR!') tenemoo u• \P• E C""( IR!') y 

llUpp (u• \P•) e aupp u+ {a:;¡.,¡::; e}. 

Además, u• cp.r en 1>'( llf') cuando t - O. 
Demoatraci6o. En vista del teorema 8.4 9610 neceaitam01 probar la última parte. Sea ,¡, un elemento 

arbitrario en 08"( IR.") y definamos ,P(z) = 1/1(-z). Como u(\!>) =(u• ,P)(O), lo que necesitamos probar es 
que 

((u•1/l,)•,P)(O)-(u•,P)(O) si e-o. 

Pero en viata del.teorema anterior, el lado izquierdo es igual a {t.e • (ip. • \ii))(0)1 y como se 1igue del 
teorema 2.1 que V'• • t/J - ~en Gg°( IR.n) cuando E - O, hemos terminado.• 
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Nota~ Nos referiremos a las funciones u .. = u•"'" como regularizacionea de u. En general1 probaremos 
el siguiente 

A.6. 7 TEOREMA. Si u e 1>'(0) existe una sucesión UJ E C00(0) tal que UJ - " en J& topología 
.débil en1"(0), ea decir, para toda.¡, e C'¡"(n} tenemos que fu¡l/>dz ~u(!/>). 
. . Demostración. Sea K¡ una suceaión creciente de subconjuntos compact08 de n tal que todo subcon

junto compacto de O esté contenido en algún K¡. Elijamos XJ E cgo(O) tal que XJ = 1 en una vecindad de 
K¡ y uaando la notación de la prueba del teorema anterior 

Si .¡, e 08"(0) entoncea tenemos 

u¡ = (x¡u) • i't. 

J u¡r/Jdz = J«x1u) • i'f)l/>dz 

= x1u(¡ot(z -11))1/>(z)dz 

= x,,u(¡ot) • .¡, 

= (x;u • \Otl* 11! 

= x1u·~ (\Ot • I/>). 

Como (11'~ •T/J) - T/J en Ccf{O) y XJ = 1 en cualqUier subconjunto compacto de Sl paraj suficientemente 
grande, se sig~e que 

J u¡l/>dz - u(!/>), 

lo cual completa la prueba.• 

A.6.8 OBSERVACION. Que c~(n) sea denso en V'(n) también se sigue del teorema de Hahn 
Banach como el espacio dual de 'D'(Sl) (con la topología débil) es C8°(Sl) en virtud de un hecho elemental 
concerniente a topologías débiles. También note que las reglas formales de cálculo tal como )a fórmula de 
Leibiniz sigue teniendo sentido para distribuciones si Jo tienen para funciones. 

Se sigue inmediateamente de la fórmula para las derivadas de la convolución que u•rp; - O en C°°( m.n) 
si la sucesión 'PJ converge a O en Clf'( m.n). Si h E /R.n y definimos el operador translación Th con 

(r,,¡o)(z) = ¡o(z - h), 

es claro que 
u• (r,,¡o) = r,,(u • <p). 

Inversamente, podemos probar 

' :,• 
A.6.9 TEOREMA. Sea U una transformación lineal de C8°( m.n) en COO(Ol") Ja cual corimuta ~~ri-.1~ ~ ·' 

translaciones y es continua en el sentido de que Uip¡ ---+ O en 0 00
( m.n) si la sucesión 'Pi - O eii C~( /Rn)~ ~ 

Entonces existe una y sólo una distribución u tal que Uip = u• 1p, ip e Ccf( IRn). · · - ·· -· · '- · ' 
Demostraci6u. Por hipótesis Ja forma lineal 

C8° 3 ¡O>-+ (U¡o)(O) 

ee una distribución u, entonces (U¡o)(O) = u(¡O) =(u• <p)(O). Reemplazando i' por TA'f' y usando ~(í.~éhc) 
de que las translaciones conmutan con U y con el operador convoluciOn, obtenemos ·(Uip)(h) =: (u•,~){h); lo'~ 
cual prueba el teorema.• .~ ·. 
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Si u es una distribución con soparte compacto, es claro que ip ...,_.... u • ip transforma continuamente a 
C{f en sí mismo. (Por continuidad entendemos continuidad secuencial.) También es claro que la definición 
'1e u• ip puede ser extendida a ip e C 00 y da una transformaciOn continua de C00 en si mismo. 

Ahora podelllOll definir la convolución de dos distribuciones u1 y u2, una de laa cuales tiene soporte 
compacto. De hecho, la transformación 

~(IR") 3 ¡o,_. u, • (u 2 •\O) e C""( IR") 

a lineal, invariante bajo tran11aciones y continua. Entonce:& por el teorema 6.5. existe una distribución tínica 
u tal que 

u1•(u2•1P)=u•ip, ipeCg"(IR"). (6.4) 

Para conservar la uociatividad del producto convolución hemos hecho Ja siguiente definición. 

A.6.10 DEFINICION. La convol11ción de la.a distribuciones u1 y u2 en '.l>'( IR"), una de laa cuales 
tiene soporte compacto, está definida como la distribución u que satisface la igualdad anterior, y es denotada 
con u1 • u2. 

La conmlución defin~da aaí, es obviamente asociativa, 

u1 • (u2 • ua) :::: ( u1 • u2) • u3 

si todas las u¡ excepto una tienen soporte compacto. 
Note que se sigue del teorema 6.5 que esta definición coincide con Ja definición 6.1 si u2 es una función 

prueba. Similarmente, si u1 e &'(IR") y u2 E cea( IR"), una modificación del teorema 6.5 muestra que la 
definición coincide con la anterfor. 

A.6.11 EJEMPLO. Para toda u e 1>'( Ol") tenemos u• 6 = u. 

A.6.12 TEOREMA. a) La convolución es conmutativa. es decir, u1 • u2 = u2 • u11 si una de las 
distribuciones u1 y u2 tiene soporte compacto. 

b) Tenemos que supp(u1 • u2) C supp u, +aupp u2. , 
Demostración. a) Primero note que dos distribuciones son iguales si v1 • ('P • ,P) .= v2 • (ip • f/I) para 

ip, rJ¡ E C8". Entonces consideremos ' · · 

(u1 •u,)• (¡o• 11>) = u1 •(u,• (¡o• V>il 
= UJ •((u2•\0)•Íb) 
= u1 •(li>•(u2•10)J. 
=(u1•\6f•(u2•1") 
= (u2 • I") • (u1 • V>l 
= U2•(1"*{UJ •\i>)) 
= U2•((U1 •\i>)•¡p) 
=u2•(u1.•(li>•1")) 
= (u2• u1) •(\i>•.¡o) 
=(u, •u1) •(¡o• if,).· 

Hemos utilizado el hecho que la convoluciOn de funciones .es c~n~ut~tiv'o,: p~r .lo .~~e )a ~~~vo!uéión de 
distribuciones es conmutativa.. . : . .. . · 

b)ElüamOfl ~a- como en el teorema 6.6 y notemos que com~ , ·' · 
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ee 11igue del teorema 6.4 que el soporte de (u 1 • u2} •'Pe está contenido en supp u1 + supp u2 + {z; lzl :5 e}. 
Si dejamoo E - 01 ahora se sigue que suppu1 +suppu2contienea1upp(u1 • t12}• 

Una diferenciación puede ser escrita como una convolución. De hecho, 

D"u = (D"6) •u, 

donde 6 es la medida de Dirac en O. Para probar esto usaremos la fórmula de derivacón dos veces, 

(Dºu) .,P = u(Dº<p) =u o(Dº<p) • 6 =u• (d"'6) • <p, 

<pe Gil"( Hl."), lo cual implica (6.5). . 
Ahora obtengamos [)CZ(u 1 •u2) = (Daru1)•u2 = u1•(D°u2) usando la igualdad anterior, la asociatividad 

y la conmutatividad de la convolución, es claro. 

A.7 TRANSFORMADA DE FOURIER 

. . . 
A. T .1 DEFINICION. Sea /E$( IR"). La transformada de Fourier de /~ denotada con / 1 dada p~r 

fü)= - 1-f, c-<(•,11/(z)dz, 
(21r)"'' JR• 

donde (z 1 E) es el producto interior usual en IR." ((z,() ~ E7=1 z¡E¡). 
Como toda función en el espacio de Schwartz está en L1( IR"), la integral anterior tiene sentid~. 

A.7.2 LEMA. a) iSjV, = l;¡r¡; 
b) ZjV> = -D¡r¡; 
c) fíO<p=f;•r¡; 
d) ~ = (-i)l•lo-r¡; . · .. 
Demostración. a) Por definición i5¡v,, = (2•l•l:1 Jfl.c-i(s,UD¡V'(z) dz, i.ntegrando po~ part,~ en:l~. 

variable z J tenemos . . · . · · .. : · . , • · 

b) Como -D¡,c~l•O = z¡e-l~() ·· entonces ZjV> = (,.j.1, f m: ~-~(~,(l~j\P(z) :, m:/ 
= ~ J m.• -Df.¡~~i(.11:,f.~cp(:r:) dz y ya· qu~ la integr&l es respecto a z.1 entonceS·s_e.P~.~deÍl_ ~n.~fc~bia~.l~ :, : 
signos de ¡ntegral y Df., 1 por lo que la anterior es igual a · ~- :.:···;,'.· :: ,,, · ... , :· ~ : · ·. , 

A.T.3 LEMA. La transformada de Fourier es una funcional Une~ co~t~ua d·~ S eri'~Í·,~iSíriO;·· 
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Demostración. La linealidad de Ja transformada está dada por la linealidad de Ja integral, para probar 
la continuidad basta ver que"":S -ses acotada. 
. . Sea V' es, lliOllo,~ = •uPf !(" D'i0(01 aplicando laa propiedadea del lema anterior 

= oupl!J:(-i)o;~V'(z)(()I = •upl<2.j.¡. f,,. • • -•J•,flD.:"z~VJ(z)dzl :S <2.J.1• J.,. ¡e-•J•.on:~V'(z)I dz 

:S (2•J•i• f 11t• IIJ:'z'¡p(z)jdz < co ya que \P E S ~ D.:"~V'(z) E S C L1. Así que 
ll~llo,.0 < oo por Jo que .... env(a a Sen s{ mismo. Además si k es suficientemente grande J ,,..(l+z2)-'dz < oo 
uíque: 

_ 1 ( (1 + z 2)-• ,, 

lllPll•,• :S ¡2 .. ¡n¡2 J ,,.. (I + .. 21_, ID.~VJ(z)jdz 

:S•~P {(I + z 2)ID;(-iz)•¡p(z)} (2 .. ~ 012 (/.,. (1 +z2¡-'dz) 

usando la regla de Leibinitz, es fácil concluir que existen multiíndices o¡ /h y constantes e¡ tales que 

M 

11 'Piio.a :S [;c1llV'll•1•r 
l=l 

Por tanto rp está acotad a, por lo que es continua.-

0 
E !i.7.4 EJEMPL~. La transformada de Fourier' de lafu~ción/~z)~f:f~~'."1~~~·;F~2~~2f1:J:/2~ ••• / 

Demostración. /{z) = C2•]•h f JR.• e-i{r,fJ e-alrl /~ ~z .~¡ _h~~ce.hi~.,el ~~~io ·d·e Yariabie' t ~. ~;-~I ~ 

jacobiano es ('i)"
12 

por lo que la integral antedo~ es iguaJ a . ,·· ·~,'( ·:·;·'·. f.·~\\':~-': : 
__ 1_1 .-•1vr•.o.,.,.,.c<!r~'2 :i1·'.,'..· ·.:· :; ··'.: ·· 

<«. ··: ... : .. ·: '.··-: :'·-~.,.· .. :'.'• 
_:.{: ' 

~. -

haciendo el cMlbi? de ·var~abJ~·z:·= i_·~ ~-~."~i j~-c~biaii_~---~··~--;'~~~~~~~-:1~ i~t'~g;~-~nterior es ig~i~ á 

' ··.. . .~( .. o;.;,~~;i1f2i?f~~··~:~::;~;~.·;,· ·; ,; . . 
= { .. o~~,;~-Jff/~o u~~~~;· a{ 
,,; ( .. ~~~/~~~J(f/~o(~n/~ .. 
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En el ejemplo anterior si o = 1 tenemos que e-¡;¡;/2(() = e-l•l
9
/Z es decir, ee una función invariante 

bajo la transformada de Fourier. 

A.7.5 TEOREMA. La fórmula inversa de Fourier 

/(:e)= ~f. le«•.11 füll ti( (2z)•t2 .,. 

es válida en S. 
Demoatraci6n. Sea / E S. Calculemos 

-
1
-/, I•'"·º 1<ell de=~ f. e<•·º-1-f. .-•1 .. o /M d11 de. (2•)•/2 m• (2z)•t2 m• (2z)•/2 .,. 

Como la doble integral no converge absolutamente, no se puede invertir el orden de integración. Pero si 
introducimos un factor ~(e~), donde ~ E S y E: > O, obtenemos convergencia. absoluta y podemos invertir el 
orden de integración. 

-
1-f. el•.Ov.(<e)-

1-f. .-•lr,I) /(11) dy de 
(2•)•/2 ,,.. (2•)•/2 ,,.. 

= _1 _J. J. .-1r-•.O.p(<e)/(11) d11 de 
(2 .. )• ,,... ... 

= - 1-J. J, .-1r-•.O.p(<{)/(ll) de d11 (2,..)"' JR• R• 

= - 1-f. !(11) f, .-1·-··º11>«0 de d11 (2•)" ... ... 

= - 1-J. /(y+:e>f, 0 -1r.11v.(<e) dedy 
(2.-)" ... IR• 

= _1_J. IC11+:e>J. .-1~.«1v.c.e> de d11 
(2.-)" .... ,,.. 

= ,-• c2!)• / ... 1<11+z) J ...• -1~ •• 11.p(<eJ d(<e) dy 

= _ 1 _J. f(<ll + z) J, .-<r.11 V.({) d(e) d11 
(2 .. )" IR• IR• 

= (2 .. ;•/2 J ... !(<11 +:e) (2.-;.,2 J ...• -{r,l),¡,(O d({) dy 

1 f. -= (2 .. )•/2 .,J«11+:e)V.(11) dy. 

Como l y ~e S, son itegrables, además son continuas y acotadas, entonces podemos pasar el límite 
bajo los signos de integral cuando e - O y esto nos da: 

t/>(0)-
1
-/, 1•;1 •. 11 f<e>I de= lim -

1-J. ¡él•.11,¡,¡.e¡fü)I ti( 
(2 .. )•/2 m• •-o (2 .. )•/2 .,. 

=.~o (2 .. ;.,2 J.,. !(<11 + :e)~(y) d11 

/(z) J, -
= (2.-)•/2 ... V.(11) dy. 

Si tomamos t/>(:e) = e.:lf'! tcnemoo que IP(O) = 1, ~(y)= V.(11) y además J.,. ~(11) d11 = (2z)•/2, Por lo 
tanto , 

-
1-J. l•'l•.11 f(e>I de= /(z) (2 .. )"'2 =/(:e). (2•)•/2 ,,.. (2.-)•/2 
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A. T.8 COROLARIO. La transformada de Fourier es un isomorfismo bicontinuo de S en sí mismo. 
Ahora e1 fácil probar las siguientes propiedades fundamentales de Ja transíormada de Fourier en S. 

A.T.T TEOREMA. Si v> y.¡, están en S, tenemoo: 
a) f.,.<;.Pdz=f ... v>~dz 
b) f.,. 'P~ dz = f.,. r;~ dz (fórmula de Paraeval) 
e) ~(z) = v>(-z) 
d) (v>7.P) = r;~ 
e) (~)=i•~ 

Demo•traci6n. El inciso (a) es el caso particular de•, cuando z =O. 

b) Sea X=~ x(() = (2rl•I• J ... • -;(r,ll<p(z) dz = f111 ... 1 .. 11~(z) dz =~(()por lo que X=(~=~ •. 
entonces J.,. op~dz= J.,. v>xdz = J,.. 'Px =J.,. fP~dz 

e)~(()= inf 'Pz = f 111.• e;l•·-llfP(z) dz = \O(z)(() = v>(-() 
d) ('P • ,P)(z) = f fi• <p(Z - y),P(y) dy 

.,,7,P(() =J. .-•l•.11 J, <p(z -y),P(y) dy dz 
E• JR• 

= J.,. j .-11•,IJ <p(z - y),P(y) dy dz 

=J. • j .-•l•.llv>(z-y),P(y) dz dy .. .. 
=J., • .p(y) j .-•l•+.,llop(z) dz dy 

=J., • .p(y) j .-•l•.lle-•l .. 1lv>(z) dz dy 

= J,.. ,P(y)e-•l•,IJ j .-•l•.11 op(z) dz dy 

= r; J .-•l..il.p(y) dy 

= (2,,¡n/2r;~. 
::=::e .... ~d-....·-,.. 

e) v>.P = op(-z),P(-z) = <;(z),P(z) = fP• .¡, => op.¡, = fP• ,P.o 

A.T.8 TEOREMA. llfllL, = llíJJLo-

Demo1traci6n. llliil, = jnlíJ.' ~z 
· .. =f;)N; 
~:J,····ff¿,.. 

m• . . 

,;J, ic::.~)/i~z) d~ 
- . •, Dl~:-. . . 

=h.~ l/(-~)l•f . 
. = J~. lf(d:)J~ dz: : 

=11/lll;: 
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Supongamos que /E Clf'( IR"). Entonces para toda t; = ((1, ... ,(n) E a:' la integral 

j(t;)= - 1-J. .-l(C,•l¡(z)dz 
(2tr)•/2 ... 

eotá bien definida, donde (t;,z) = (A,z) + (q,z) ai t; =A+ ir¡ con A, r¡ E IR:'. 
Además j(() ea una función analítica entera de n variables complejas, ya que 

Luego, 

lci;) = - 1-J. e-'!A.•1+1•0•> /(z) dz 
(2tr)•/2 ... 

= ( )l 12 J. el•·•> /(z) coa((A, z))- iel•.•> /(z)sin((A,z)) dz 
21" n IR'" 

= (
2
,,;.¡, J,,,. elvl /(z)coa((A, z)) dz + (

2
,,;.,2 j.,. -el•·•> /(z)sin((A,z)) dz 

= u(t;) + iu(t;). 

8u 8u 
¡¡¡ ~· 
= /¡ (21';.,2 J.,. el•,•> /(zjco~((A;z)) dz · = /¡ (

2
,,;012 J.,. el• 0•l/(z)coa((A,z)) d., 

= (2ir;•/2 lm• /¡cl•.rl /(.,)coa((A,.,)) d~ = (2tr;n/2J.,. /qel•·•>¡(.,)cos((A,.,)) d., 

= (2 
1
)•/2 J. -el•·•>¡(.,)ein((~;.,)).,, ... .,. n d., = --1-J. cl•·•>¡(.,)coa((A z))z1 "'"" dz 

1" IR" ,. (2,..)n/2 JR• ' 

= (2 )
1
• 12 J. -88 

- •'•·•1 /(.,)sin((Á,z)) d~ = - 1
- 1-J. -~<-•'•·•> /(.,)ein((A .,))) dz " m• 'I · (2tr)" 2 m• 8A ' 

= -8
8 

(2 
1
)•/2 f -el•·•l/¡.,)ein((A,z)) dz = -~-1- f -.C•·•>l(.,)ain((A .,)) dz 

'I " Í m• OA (2tr)•/2 } .,. ' • • =o.; = -¡¡¡· 

Por lo anterior f(() es analítica, y como siempre se puede derivar respecto a ( 1 es entera. 
Además si el soporte de / está contenido en la esfera de radio R, entonces 

(it;¡)ºi(t;) = (it;¡)º-
1-J. .-11C.•I /(") dz 

(2tr)"12 l•ISR 

=-1-1 (it;¡)•e-•IC.•l/(z)dz 
(21r)•/2 i<ISR 

=-1-j re.-11c.•>1(z)dz 
(211')"/2 lrl~R ~ 

= - 1-1 .-•1C.•>0°1(z)dz 
(21r)"/2 l•ISR • 

0 

Tomando valor absoluto de ambos lados, tenemos 
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IClºlf«ll = _l _ 11 e-•CC.•lIJ" /(z) dzl 
(2")"12 l•ISR 

<-1-1 ¡e-•CC.•lIJ"/(z)ldz 
- (2.,)•/2 l•ISR 

= __ l_ 1 ¡e-•C•.•>+C•.-J D" /(z)I dz 
(2 .. )•/2 l•ISR 

$ -
1-1 leC•.•l l ID" /(z)I dz 

(2.,)•/2 l•ISR 

$ -( 1) /2eRl•l 1 ID" /(z)I dz. 
21r n l•ISR 

Si lol $ N, como/ E Clf', entonces CN¡ = (>rl•I• Ji•ISR ID" /(z)I dz < oo., l~ego, entonces VN E IN, 
(1 + ICIJNlf<CJI $ cRlmCICN/o por lo tanto 

Lo interesante de éstos cálculos es que no sólo son necesarioa, sino también suficientes para que / 
pertenezca a ego( m"). • 

A. 7.9 TEOREMA. (Paley-Wiener). Una función analítica /(() de n variables complejaa es la trans
formada de Fourier de una función Cif (Uf') con soporte en la esfera {z 1 fzl S R} si y aólo ai para cada N 
natural existe una constante CN tal que 

(o) 

Demostración. Hemos probado la necesidad. Supongamos que g es entera y lg(()I S ?.~j;j)'J1 
• Sea 

(=..\+ir¡ con.\ y q E /R.n. Para cada '1 g(.). + iq) está en S( /Rn) como función de .\ 1 ya que las derivadas 
decaen polinomialmente por(•). 

Sea /(z) = <2•.}•h J11.e-'(•,>-)g11 (.\) d.\. Entonces por el teorema de Ja fórmula inversa de Fourier 
/E S( m•¡ y /(A) = g(J.). Queremos mostrar que / tiene soporte en la esfera de radio R. 

/(z) $ CeRl•J-C•,•I, 
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donde e = (2~)~¡, f ... ITTW d~. Como I no depende de ,,, •i ,, = .. ,, •. E IR, entone .. l/(z)i s 
lim,_m Ce11*1-•l•I' =O si izl > R, (ya que Rslzl- •lzl' <O), por lo lanlo lf{z)J =O si izl > R, entonces 
el soporte de f está conlenido en la esfera { z l lzl S R} .o 

A.T.10 DEFINICION. Una forma lineal continua u en S es llamada di•tri6t1ció11 temperada. El 
conjunto de todu las distribuciones temperadas es denotado con S'. · 

La restricción de una distribución temperada a CC3( IR") es obviamente, una distribución en 1"( IR"). 
De hecho, podemos identificar a S' con un subespacio de 1>'( IR"), como el siguiente lema nos muestra que 
una diatribuci6n u ES' la cual se anula en ego( IR") también debe anularse en S.-

Consideraremos a S' con la topología débil1 i.e., si {'Pn} C S, tpn - tp ES~ u(V'n) - u(tp) en m.. 

A.7.11 LEMA. C{J" es denso en S. 
Demostración. Sean <p ES y .¡,E C{J" tales que .P(z) = 1 cuando izl S l. Defina <p.(z) = <p(z).P(<z). 

Es claro que <p, E C{J", y como <p.(z)- <p(z) = <p(z)(.P(<z) - 1) =O si izl < l/e, es fácil ver que <p, - <p 
en S cuando t: - O.• 

A.T.12 DEFINICION. Si u e S'1 la transformada de Fourier U está definida por 

ü('l')=u(;>), <pES. 

A. 7.13 TEOREMA.'! S'( IR") - S'( IR") es biyectiva y conlinua. 
Demostración. Sea u E S'(IR"), queremos mostrar qui! U E S'(JRn). Sea {ipn}neJll en S(IR") tal 

que 'l'n - <p E S( IR"), por demostrar que ü( 'l'n) - ü( <p). 
Por definición U(ipn) = u(ipn) por el corolario 6 fPn - rp, entonces U(ipn) - u(ip) = U(cp) ==>U E 

'S'( IR"). Sea Un E S'( IR") tal que Un - u E S', queremos ver que Un - U E S'. La sucesión Un 
converge en S' a U ES' si y sólo si V"P ES Un(ip) - u(cp). Entonces Un(ip) - ii(cp) Vrp ES si y sólo si 
Un(ip)- u(íp) vip ES si y sólo si Un - u en S'. Por lo tanto""es un operador continuo y es biyectivo, ya 
que su inverso es el operador definido por ü = u(\O), y :J(<p) =u(~)= u(<p) Ü(<p) =u(;!;)= u(<p).• 

Á.7.14 EJEMPLO; Calculemos la lransformada de Fourier de las derivadas de 6 E 'D'(IR"), 6(<p) = 
<p(O). 

(•) 

a) 6('1') = 6(¡>) =¡>(O)= (,.¡.¡, f.,. e-<(•,O)<p(z) d% = (••l•I• f JR• <p(z) dz = l(<p) . · . 6 = l. 

b) 60 (<p) = <p(a). 6';;(<p) = 6(a) = 
1
,,j.¡, f.,. e-<(•,o)'I'(") dz = e-1(•,•l(<p). 

l~(<p) = 6~(¡>) 

=6·(-:~¡¡¡ . ' . 

= 6~ (-.!!._!_ r .-•(•,()"'· <" .. > d.z) .. 
~ (2rr)•/2 J... · .. · .: ·, 

= 6.(izv;) ,, ... 

=.f.(iz<p)= (•-•(•,•)¡z)('I').·. < < ; · 
Si u E L2( IR"), la transformada de Fourier de ü' tariibié~ esti·~~ -·i~'( JRn) y i~ Íórmula de p·~y~(es 

válida .·.-.· .-_.. ..... .; : · '-··.·< ·· · ... _,, .·· , · ."' ".' · 
j iul2 dz = j iul2 dz. ' . . , 
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· Si u e L2( IR") entonces u(I") = f u(")I"(") d,., por lq que líl(l")I = iu(¡?)I :s; Jlull2ll~ll2 = llull2i11Pll2 
¡o E C8", luego 1iíl(¡oJll2 = sup1iull21i1Pi12 = 1iull2· 

A.T.15 TEOREMA. La transformada de Fburier de una distribución u Et! es la (unción 

íl({) = Ur {e-l(r,f)) , 

(es decir, .. aplicado a e-i(r,f} como rnción de z). 
Nota. El lado derecho también está definido para todo vector complejo e e a:' yes una función analítica 

entera de e, llamada la trana/onnatla de Fourier-Lapalace de u. 
Demostraci6n. Si u es una función U(,f) = Ur(e-í(r,f)) = f u(z)e-i(r,f) dz = ü'. Para probarlo en 

general, sea \O E Cíf' tal que f \P = 1, \O 2: O, supp¡p = {i"I :s; 1}, sea ¡p.(") = e-•¡p(,./c), entonces 
u•'P .. - u en Ja topología débil de E' por el teorema 6.3, por lo tanto converge en S', entonces u~, - U 
en S' cuando t - O. Por otro lado la tansformada de Fourier- Laplace de u• rp, es la función anaítica 

u• IP·JC·-•<•,fl¡ = jcu •¡p,)(,.¡e-•<•,fl d" 

= j u,(¡p,(" -y))e-•fr,f) d" 

=((u• ¡p,) • ee-•(r,f) ){O) 

=u o (IP, • e-•{r,fl)(O) 

= u(¡:J, • .-•(•,fl¡ 

= ucj ¡;,(,.¡e-•<·-•·fl d") 

= u(¡p,e-•<,.•l). 

El teorema de Paley-Wiener tiene una generalización natural en las distribuciones con soporte compacto. 

A.T.16 TEOREMA. Una función a~alitica entera U9() es Ja transformada de Fourier-Lapalace de 
una distribución con soporte en la esfera {Jzf S RJ si y sólo si para algunas constantes C y N tenemos 

(•) 

Demostración. Si U(() es entera y satisface (•), entonces U(.\ + iO) e S'( Dl."), por Jo que existe 
u e S'{ IR.") tal que U= U. Sea 'Pe CG° con soporte en la esfera unitaria y J 'P = 1, sea u,. =u• rp,. donde 
rp,. = t:-"v;(z/t:), Juego Ur = u~ .. = UtPr =U(.\+ iO)ipr. Como 'Pr tiene soporte compacto (la bola de radio 
e), sabemos por el teorema de Paley-Wiener1 que para cada M podemos encontrar una constante CM tal 
que 

entonces 

1- ('JI < CM •llmCI 
\P<' - (1 + l(l)N+M< ' 

GMCe(R+•)llmCI 

(l+i(IJM 

Jo cual implica por el teorema de Paley-Wiener que el soporte de 'Pr •u está contenido en la esfera de radio 
R + e. Como e es arbitrario y u• tp,.) - u débilmente, concluimos que el soporte de u está en la esfera de 
radio R. 
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Supong~os que u e E'( IR") e S'( IR") y aea V' e a:'( llt') tal que eo igual a 1 en el soporte de u. 
Definimos F(C) = u(e-<(C,•l'l'(r)), F(A + iO) = íl, ademú Feo enler& ya que 1i C =A+ Í'I 

Por Jo que 

Entonces . 

F(C) = u(e-il•.•)+(• 0•! ¡p(r)) 

=u {e'•·•lv>(r)coo((A,r)) - iel•0•lv>(r)1in((A,r))) 

=u (e<•·•lv>(r)coo((A,.,))) + iu (-•'•·•ll"(")•in((A,r))). 

/¡u ( ef•,•l'l'(z)cos((A,.,))) 

=u (!x•'•·•lv>(.,)coa((A,.,))) 

=u (-•'•·•>'1'(")1in((A,"))"1 •· . .,.) 

=u(-/;¡- el•0•ll"(r)C"8((A, "))) 

=/¡,u (-ef•·•l'1'(")1in((A,.,))). 

JF(C)I = Jíl(C)J = Ju(e-•IC.•lv>(:r)J 

:$e E sup Jn:·-•(C,•l'l'(")I 
JaSN 

=e E ( E sup l<iC)'·-«'··· Dº-'¡o(z>I) 
JaS:N IPIS:Jcrl 

=e E ( E 1upf(J'•R(lm((JD"-~v>(z)J) 
loSN l#ISl•I · 

:S CC'eRllmCI ( I; L J(J#) 
/aSNfJS.a 

:S CC'eRllmCI(! + ICl)N. 
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. A.8 FAMILIAS ESPECTRALES 
Sea 1t un espacio de Hilbert, y suponga que existe una familia no decreciente {M(..\)} de aubespacioa 

cerrad011de1t que depende un par'1netro real .\1 (-oo < .\ < oo) tal que la intenección de todos JOB M(.\) 
es O y su unión ea densa en ?t. Por no decreciente 11e entiende que M(..\) e M(A') para A< A'. 

M(.HO) = n M(.\') 
A<A' 

M(.\ - O)= LJ M(.\'); 
A<A' 

La familia M(.\) es continua por la derecha si M(.\ +O) = M(.\) y es continua por Ja izquierda si 
M(.\ - O)= M(.\). La familia {M(.\ +O)} tiene las mismas propiedades que {M(.\)} y ademáa es continua 
por la derecha. Estas propiedades pueden transladarse a propiedades de la familia {E(A)} de las proyecciones 
ortogonales asociadas a los M(A). Tenemos: 
(!) E(A) es no decreciente, es decir, E(A)E(µ) = E(µ)E(A) = E(min(.\,µ)). 
(2) a - ,_!!!!'~ E(A) =O y a - ,l.!_'!!, E(A) = l. 

Una familia de proyecciones ortogomales con las propiedades (1) y (2) es llamada una familia e1pectral 
o una reaolución de la identidad. 

Las proyecciones E(.\± O) en M(.\ ±O) están dadas por 

(3) E(.\±0) = •,!!.':\'
0
E(.\±e) .•. 

Aa( {M(.\)} es continua por la derecha (izquierda} si y sólo si {E(A)} es fuertemente continua por la 
derecha (izquierda). Usualmente una familia espectral se supone continua por la derecha en todaa partes • 

(4) E(.\+0)= E(A), -oo < .\ < oo 

y nosotros seguiremos esta convención. En cualquier caso, Ja familia {E(.\+ O)} es continua por la derecha 
en todu partes. 

Se dirá que {E(A)) es acatada por abaja si E(µ)= O para algunaµ finita (entonces E(A) =O para.\<µ 
forzosamente), la núnima cota superior de talesµ es la coto inferior de {E(A)}. Similarmente, {E(A)} está 
acotada por arriba si E(µ) = 1 para algunaµ finita, y la cota superior está definida análogamente. Note que 
E(A) no necesariamente es cero cuando .\ es igual a la cota inferior, mientras que E(A) = 1 si .\es igual a 
Ja cota superior, esto es debido a la convención (4). 

Para cualquier intervaJo semicerrado 1 = (.\¡, .\11
] de la recta real ponemos 

(5) E(I) =E(.\") - E(.\'), 

E(/) es la proyección en el subespacio M(I) = M(.\") e M(.\') (es decir en el complemento ortogonal de 
M(.\') en M(.\")). Si dos intervalos así 11, / 2 no tienen puntos en común, M(/1) y M(/2 ) son ortogonales¡ 
para el caso de que /1 está a la izquierda de !2 

M(I,) = M(.\~) e M(.\~) .L M(.\~) ::> M(.\f) ::> M(/1). 

La relación correspondiente para la proyección es 

(6) E(Ii)E(l,) = E(I,)E(l1) =O 

para /1, /2 disjuntos, la cual puede ser verificada usando (1). 

(7) 

La proyección en M(.\)eM(.\-0) es 

P(.\) = E(A) - E(.\ - O) .. 
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Como arriba tenemos 

(8) P(>.)P(µ) = P(p)P>.) = O para>. #p. 

P(L) # O si y sólo si E(A) es di11<onlinua en >.. 
Si ?tea separable, un conjunto ortogonal de proyecciones diferentes de cero ea a lo mú numerable. Por 

lo tanto hay a lo mú una cantidad numerable de puntos de discontinuidad de E(A) en un espacio 1eparabJe. 
Si S ea la unión de un número finito de intervalos (abiertos, cerrados o aemicerrados} en la recta real, 

S puede aer expresado como la unión disjunta de conjuntos de Ja forma 1 = (A,.\') o {A}. Si definimos 
E(S) como la suma de Jos E(i) o P(.\) correspondientes, es fácil ver que E(S) tiene la propiedad de que 
E(S')E(S'') = E(S' n S''). Llamamos a E(S) una medida eapectra/ en la claae de todoa los conjuntos S de 
la clue descrita .. La medida E(S) puede extenderse a loa borelianoa S de la recta real. 

Para cualquier u e ?t, (E(A)u, u) es una función de .\no negativa, no decreciente y tiende a cero para 
A - -oo y tiende a /lull 2 para .\ - +oo. Para cualesquiera u, v E 'H, la forma polar (E(A)u, v) 
(= H(E(A)(u + v), u+ v) - (E(A)(u- v),u- v) +i(E(A)(u + iv),u +v) -i(E(A)(u-v), u- v)]) como 
función de .\, valuada en los complejos es de variación acotada. Esto se puede ver directamente como 
sigue: Para cualquier/= (A',.A"} tenemos 

(10) l(E(J.")u, v) - (E(>.')u, v)I = (E(i)u, v)I 
= l(E(i)u, E(J)v)I 
S llE(l)ull llE(l)vll. 

Si /1 1 ••• ,In son intervalos disjuntos de la forma de anterior, tenemos 

Ll(E(l;)u,v)I S LllE(l¡)ull llE(l¡)•ll 
j 

(10). 
s (DIE(l¡)ull) t (DIE(1¡)•112

) t 

= [DE(!¡)u,u)]i [DE(l;)v,v)ji 

= (LE(l¡)u,u)i(LE(l¡)v,v)i 

s llull 11•11· 

Así, la variación total de (E(A)u, v) no excede a 11•1111•11· Diremos que o es un punlo de constancia 
repecto a {E(A)} si E(A) es constante en una vecindad de a. El conjunto de Jos puntos que no son puntos 
de constancia es llamado el aoporte de {E(A)} (o de la medida espectral E(S)). 

A.9 EL OPERADOR AUTOADJUNTO ASOCIADO 
A UNA FAMILIA ESPECTRAL 
Para cualquier familia espectral {E(A)} existe un operador autoadjunto asociado H, expresado por 

(11) H = L >.dE(A). 

El dominio de H es el conjunto de todas las u e 1l tales que 

(12) ¡_: >.' d(E(A)u, u) < oo. 

Para tales u, (Hu, v) está dado por 

(14) (hu, v) =· L >. d(E(Á)u, v), ve ?t. 
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La con...,rgencia de la integral (14) ae sigue de la estimación (10), la cual puede ser escrita ld(E(A)u, v)I $ 
d(E(A)u, u)d(E(A)v, v) i y de (13) por medio de la desigualdad de Schwartz. Es obvio que H es simétrico. 
Que H 1ea autoadjunto se probari a continuación. 

Notemoa que 

llHull2 =(Hu, Hu)= 1: A d(E(A)Hu,Hu) 

= 1: Ad, 1: µ d,(E(A)u,E(µ)u) 

= 1: Ad, Lµd(E(µ)u,u) 

= 1: A2 d(E(A)u, u) 

para u E D(H) donde (3) ha sido usado. :. e 
Si u e 7t., definimos Un= E(n)u-E(-n)u para toda n natural, luego Un converge a u ya que lim Jlun-

ull = limllE(n)u-E(-m)u-ull $ limllE(n)u-ull+ llE(-n)ull= O. Además Un E D(H) ya~;;.":' . 

L A2 (E(A)un, un) = [. A2 d(E(A)u, u) 

$n21: d(E(A)u,u) 

= n 2119ll <oc .•. 

Por lo tanto D(H) es denso en '/t. 
Hemos mostrado que cualquier familia espectral {E(A)} determina un operador autoadjunto H. ·ahora· 

veamos que el inverso también se vale. 

A.9.1 TEOREMA. (Espectral). Todo operador autoadjunto H admite una expresión 

H= 1: AdE(A) 

por medio de una familia espetral {E(A)} la cual está determinada Unicamente por H. 
Demostración. Definamos E(A) = 1 - t(U(A) - U(A)2], donde U(A) es el operador parcialemnte 

isométrico que aparece en la des.composición polar H - .\ = U(.\)IH - .\I de H - .\. Tenemos que mostrar 
que los E(A) forman una familia espectral y que la H determinada por (11) coincide con la H dada. , 
(i) E(A) es una proyección, ya que 11. = Mt e MA e M~ 

{

O aiueMt 
E(A)u = u ·~u E Mt; 

· u s1 u E M,,,. 

Luego E(A) es una proyección y su rango es M¡ e M~ = (Mt)J., que denotaremos con M(.A). 
(ii) E{A) es monótona. Para u E D(H) n M(A) tenemos ((H - A)u, u)$ O. Siµ> A, ((H -µ)u,u) ~O 

para tales u. Como M(A) reduce a H se sigue del lema 2 del apéndice que M(A) e M(µ). Esto es 
equivalente a que E(A) sea monótona. 

(iii) Como {E(A)} es una familia monótona de proyecciones, Jos limites fUertes E(:!::oo) = a - .\_!!~00 E(A) 

existen. Como todos los M(A) reducen a H, M(±oo = rango E(±oo)) también reduce a H y D(H) n 
M(±oo) es denso en M(±oo). Sea u E D(H) n M(-oo). Entonces u e M(A) para toda A y así 
((H - A)u,u) SO para toda A< O y u debe ser O. Esto prueba que M(-oo) ={O} o E(-oo) =O. 
Sea u E D(H) n M(oo), entonces u = }!_'!!, E(A)v. Sea un = E(N)v, n E IN. Luego E(oo)(un) = 
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.\l.!_~ E(A)un = },!.~(E(n)v = Un 1 lo cual implica ni.!.~ E(oo)un =ni!.~ Un= u-por lo tanto u E M(oo) 
y E(oo)u =u, luego E(oo) ;= 1 

(iv) E(A +O) eo la proyección en M(A +O), la cual es la interoección de todoe loo M(p) para p >A. Como 
M(i') reduce a H, también M(A +O). Para toda u E D(H) n M(A +O), tenemoe (Hu, u) S p(u,u) 
Vµ> A tal que (Hu, u) S A(u, u). Se sigue del lema 2 del apéndice que M(A+O) C M(A). Eato muestra 
que E(A +O) S E(A). Como la desigualdad opuesta es verdadera, se sigue que E(A +O) = E(A). 

(v) Finalmente tenemos que mostrar que el operador autoadjunto H' = f A. d'E(A) coincide con H. Como 
H y H' son autoadjuntos y como la unión de los rangos M(A, µ) = M(p) e M(A) de E(µ) - E(A) ea un 
centro de H' (vease apéndice), es sufiente porbar que M(.\,µ) e D(H) y Hu= H'u para u E M(.\,µ). 
Para terminar esto, primero notemos que M(.\ 1 µ) reduce a H y que .\(u,u) S (Hu, u) S µ(u 1 u) para 
u e /Y= M(.\ 1 mu)nD(H). Así Hes acotado en el último subconjunto y, como/Y es denso en M(.\ 1µ), 
D' debe coincidir con M(.\ 1µ) por la cerradura de H. En otras palabras tenemos M(.\,µ) C D(H). 

Como H tiene cota superiorµ y cota inferior.\ en M(.\ 1µ) 1 H - (A;µ) tiene cota ~. 
Ahora dividadmos el intervalo I =(A,µ] en n subintervaloa iguales 11 1 ••• 1 ln y sea.\¡ el punto intermen· 
dio de l.t, K 1, ... ,n. Defina E(I,,) como en (6) y sea 
U - lt = E(l.t)u, Tenemos u = u1 + · · • + Un y los u¡ son mutuamente ortogonales. Como cada 
E(/1)1t reduce a H, Hu1 pertenece a E(l1)1i y así los vectores (h - .\)u.t son también mutuamente 
ortogonales. Además, tenemos Jl(H - A.Ju•JI S (µ - A)Jlu•ll/2n por la observación hecha antes. Así 

(15) 

\. 

JIHu- E~•u•JI' = JIE(H-A.Ju•ll' 
• 

= E ll(H +A.Ju• 11' 
• 

$ (µ4:,A) E llu•ll' 

• 
= p ~0!>' Jlull'· 

Dejando que n - oo obtenemos limE, A,E(I,)u =Hu. Eato implica que (h'u, v) = f A dE(A)u, v) = 
limEA . .t(E(I,,.)u1 v) =(hu, v) para toda v E?t1 entonces H'u =Hu como queríamos mostrar.• 

A.10 EL ESPECTRO DE UN OPERADOR AUTOADJUNTO 

Sea H un operador autoadjunto en un espacio de Hilbert 1{ 1 tenemos la representación espectral 

H= L AdeE(A). 

donde { E(A)} es la familia espectral continua por la derecha asociada a H. Ponemos 

(16) P(Á) = E(AJ - E(A - O) 

P(A) #:- O si y sólo si ,\ es un eigcnvalor de H¡en este caso P(,\) es la proyección !Jrlognal al eigenespacio 
aaociado. Las P(A} para.\ diferentes son mutuamente ortogonales: P(.\)P(µ) =O para A:'/:µ. 

El conjunto de todos los eigenvalores de Hes llamado el r:apectro puntual de H, Ep(H) en símbolo.Si H 
ea separable es un conjunto a lo más numerable. 

Sea ?tp la variedad lineal cerrada generada por todos los P(.\)1t. Si IHp = 1t, se dice que H tiene 
espectro puntual puro (esto no implica que el espetro de H sea igual a su espectro puntual, ya que el 
espectro es un conjunto cerrado pero el espectro puntual no necesariamente es cerrado. 
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