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1.1 INTRODUCCION: La asignatura .de estadistica esta
ubicada en el quinto y sexto semestre del plan de
estudios del Colegio de Ciencias y Humanidades de la
Unidad Académica del Ciclo de Bachillerato de la UNAM.

La estadfstica es una de las herramientas mds

ampliamente utilizadas en la investigacion cientifica,
Se emplea en instituciones gubernamentales y educativas,
en los negocios y en la industria, y en otras
organizaciones. El empleo juicioso de las técnicas

estadisticas permite obtener conclusiones 1utiles a

partir de un conjunto de datos numéricos.

Los objetivos de este trabajo son:
1,.- Ensefiar al estudiante a organizar y resumir datos.
2.- Ensefiarle la manera de tomar decisiones cuando tiene

una gran cantidad de datos, examinando s6lo una pequefia
parte de ellos.

Los conceptos y métodos necesarios para lograr el primer
objetivo se presentan en la estadistica descriptiva, vy

el segundo objetivo se alcanza a través del estudio de
la estadistica inferencial.

En este trabajo, se estudia la estadistica descriptiva

en los primeros capitulos y la estadistica inferencial
en los ultimos capitulos.



MATEMATICAS QUE SE NECESITAN

A través de la experiencia de los profesores que han
impartido la materia de estadistica durante afos, se
sabe que muchos estudiantes abordan los cursos de

estadistica con bastante desgano, y es tipico de esos

estudiantes sus limitadas bases matemiticas. Han hecho

cursos previos de matematicas con experiencias

desalentadoras y escaso éxito, y llegan al curso de

estadistica convencidos de que tendrdn otra mala

experiencia.

El desarrollo de éste trabajo no es para un curso de

matemdticas, claro que debido a la naturaleza misma de

la estadistica habrd que hacer algunas operaciones

aritméticas para las que el nivel de matemdticas que se

necesita es minimo. Se podria decir que con

conocimientos de aritmética y de 4&lgebra elemental es
suficiente para la comprensién de los capitulos que se

presentan en este trabajo.

Quiero seflalar que este trabajo estd diseftado para hacer

uso de las calculadoras electrénicas, en especial la

calculadora CASIO fx-5000f que es la que presento a
través de los capitulos, debido a su precio accesible,

al alcance de los estudiantes, a sus 128 fé6rmulas

incorporadas, a las 12 memorias de cAlculo, y a 1la



posibilidad de agregar algunas férmulas que se necesiten

y no se encuentren en la memoria de la calculadora.

Las funciones estadisticas de la calculadora simplifican
una amplia variedad de operaciones estadisticas
cominmente usadas, con un considerable ahorro de tiempo,
de esfuerzo y de reduccién de errores de célculo., Su
empleo permite abreviar tiempo y por lo mismo avanzar
mas répido en el aprendizaje de la materia, ya que no
serd necesario calcular tablas laboriosas, ni raices
cuadradas, etc.. Asi el esfuerzo dedicado a los célculos
suplidos con la calculadora, se pueden dedicar a la
atencién e interpretacién de problemas planteados en

cada capitulo.

A los profesores que imparten la materia les recomiendo
no obligar a los estudiantes a memorizar férmulas. Las
evaluaciones deberdn efectuarse con un formulario y
pernitiéndoles el uso de la calculadora tal y como lo
recomiendan en el proyecto para la revisién del plan y

los programas de estudio del A&rea de matemAdticas del

C.C.H.

La calculadora es ex}\pleada en este trabajo para calcular

los siguientes conceptos de estadistica:

~ La media aritmética, la mediana y la moda.
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- Los cuartiles, los deciles y los percentiles.

- La desviacién estdndar para una poblacién y para una

muestra.
- Coeficiente de sesgo.
- Coeficiente de curtosis percentilico.
~ Coeficiente de correlaciéon y la recta de regresién.
~ Combinaciones de n elementos.
- La distribucién binomial.
- La distribucién normal.

La bibliografia consultada para éste trabajo y que la
presento al final del mismo, estd dividida de acuerdo a

su importancia,. en bibliografia basica y de consulta:

~La bibliografia basica es la compuesta por obras que me
sirvieron de apoyo para el desarrollo del cuerpo general

del trabajo y que estuve consultando continuamente.

-La bibliograffa de consulta es la conformada por los
libros que considero como auxiliares para complementar

el estudio por parte de los alumnos de los diversos

temas tratados al estudiar éste libro.



1.2 BOSQUEJO HISTORICO

Desde hace muchos afios la Estadistica ha sido utilizada
como instrumento de investigacién, quizd sin saber que
se hacia uso de ella, de una manera natural se les fue

dando forma a los métodos Estadisticos.

Es imposible imaginar una cultura u organizacién social

sin datos histéricos, normas que la rigen, cultura,

religién, etc., estos son los hechos que constituyen las
manifestaciones esenciales de su existencia,” y no es
posible también dejar de pensar en la serie de datos que
deben ser recopilados para ir modificando

Y
perfeccionando su manera de vida.

Muchos afos antes de Cristo, ya se tienen noticias de

compilaciones Estadisticas efectuadas en Cerdefla,

Egipto, China, Persia, Grecia y Roma. En el Pentateuco
de Moisés se habla ya de un censo y Confusio narra como
el Rey Yao hizo una Estadistica Agricola e Industrial
del Pais. En general sus fines eran tributarios y con el

objetb de determinar los recursos existentes para la
guerra.

A medida que los grupos y los conjuntos sociales se
perfeccionaban, hasta dar origen al Estado como entidad

juridica, politica y administrativa, las enumeraciones,



las recopilaciones de datos estadisticos se hicieron no
sélo mas fregﬁentes, sino también mas exactas 'y
completas. Por lo mismo, se mejoraban los métodos a
sequir para su obtencién, los andlisis que de los mismos
se hacian, arrojaban resultados mas precisos y variados,
y se multiplicaban sus usos. Decaen con la caida del
Imperio Romano para florecer mds tarde con Carlomagno,
con Guiliermo el Conquistador y en Espaia en el siqglo
XIV. En 1Inglaterra, en los antiguos registros
parroquiales = se registraban datos relativos a
nacimientos, defunciones y matrimonios en las llamadas
"Cuentas de Mortalidad", datos que la Iglesia introduce

con caracter obligatorio .después del Concilio de Trento.

Al aumentar las aplicaciones de la estadistica, aumenta
su importancia, y a fines del siglo XVI y principios del
XVII, tiene su origen la estadistica cientifica, siendo
Sartorio, profesor de Padua quien introduce los métodos
cuantitativos de las ciencias naturales en el organiémo
humano..En este siglo se le considera como disciplina
auténoma en la descripcién de cosas del Estado y, se

consolida como ciencia universitaria en el siglo XVIII.

Se descubren las leyes demogridficas y se hacen
relaciones entre las defunciones y otros factores y se
inicia el célculo de probabilidades, fundéndose 1la

estadistica moderna con base en los otros trabajos de



Adolfo Quetelet y A. Agustin Cournot, estableciéndose
tres divisiones: estadistica metodolégica, social o

demogréfica y descriptiva..

1.3 ESTADISTICA DESCRIPTIVA, ESTADISTICA INFERENCIAL,
POBLACION Y MUESTRA.

Los métodos estadisticos pueden ser aplicados por igual,

tanto en las clencias sociales como en las ciencias

fisicas.

Un problema cualquiera involucra una investigacién
estadistica a realizar.

Con el siquiente ejemplo nos daremos cuenta de ello:

, Supongamos que nos interesa conocer el tipo de peliculas
|

que més agrada a las personas que viven en el Sur del
; D.F.

Lo primero que debemos determinar es la "poblacién" con

la que vamos a trabajar, esto es, debemos dejar bien

claro qué colonias abarca el Sur del D.F.

Después de definir la poblacién, se tiene que decidir

sobre la forma en que se entrevistard a cada individuo,

o e 8 o s, o

Chea



en grupos, por encuestas, por preguntas directas,

quiénes hardn este trabajo, etc.

Muy frecuentemente resulta imposible obtener los datos
que se requieren de toda una poblacién, por lo cual es
necesario seleccionar s6lo algunos elementos de la

poblacion; esto es, se debe obtener una muestra

representativa de la poblacién.

Estudiando la muestra obtenemos resultados que podemos
inferir para toda la poblacién, esto quiere decir que si

sabemos la preferencia de peliculas de los individuos

que participaron en la muestra, se puede suponer que

esta preferencia también es de la poblacién en general.

Pero para estudiar la muestra necesitamos recopilar
datos haclendo encuestas adecuadas, ordenar la
informaci6n, presentarla graficamente y obtener medidas
representativas para poder tener resultados Optimos y

éstos proyectarlos en términos probabilisticos a 1la
poblacién.,

En la explicacién de las etapas a seguir en este ejemplo
tan sencillo hemos desarrollado las etapas que se siguen

en el Método Estadistico, estas las definiremos a

continuacién de manera m&s formal,
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ESTADISTICA DESCRIPTIVA

Cuando los datos sobre un hecho se han recopilado,
ordenado, presentado en gréficés y se han calculado
numéricamente sus caracteristicas, se dice que se han
cubierto las etapas que constituyen el prop6sito de la

Estadistica Descriptiva, de la cual damos su definicién,

ESTADISTICA DESCRIPTIVA: Es la parte de la estadistica
que recopila, ordena y analiza datos sin sacar

conclusiones.

ESTADISTICA INFERENCIAL
El propésito de la Estadistica Inferencial es obtener
conclusiones para una poblacién a partir del estudio de
una muestra representativa de ella, por lo que:
LA ESTADISTICA INFERENCIAL es la parte de la estadistica

que obtiene conclusiones de la descriptiva,  y trata las

condiciones bajo las cuales esos resultados son validos.

ESTADISTICA

La Estadistica Descriptiva y la Estadistica Inferencial

constituyen una sola disciplina: la Estadistica.
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POBLACION: Es un conjunto de objetos, individuos con
propiedades y que poseen caracteristicas comunes
observables de las cuales se desea informacién, tal como
las alturas y pesos de los estudiantes de un colegio, el
nimero de televisores defectuosos y no defectuosos

producidos por una fabrica en un dia determinado.

Una poblacién puede ser finita o infinita dependiendo de
que se tenga un numero limitado o ilimitado de datos.
Por ejemplo todos los televisores producidos por una
fadbrica en un dia determinado es una poblacién finita,
mientras que la poblacién formada por todos los posibles

sucesos {dguilas y soles) en tiradas sucesivas de una

moneda es infinita.

MUESTRA: Es un subconjunto de una poblacién. Una muestra
se considera representativa de una poblacién si cada uno
de los datos que la integran son escogidos
independientemente unos de los.otros para que todas las

unidades de la poblacién tengan la misma posibilidad de

ser incluidas en ella.
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1.4 ALCANCES DE LA ESTADISTICA, METODO CIENTIFICO.

El fin de 1la ciencia es lograr 1la descripcién vy

explicacién de los fendmenos naturales, para ello se

encarga de buscar las leyes que la rigen.

La mayoria de los clentificos siguen una metodologia

comin llamada Método Clentifico para buscar dichas
leyes.

El Método Cientifico cambia de acuerdo a la ciencia que

se aplica, sin embargo el proceso de investigacién en

cualquier «ciencia se resume en cuatro etapas

fundamentales que ocurren sucesivamente en un proceso en
espiral.

PRIMERA ETAPA

Se coleccionan hechos por observacién o experimentacién.
La observacién consiste en el estudio de los fendmenos

tal como se presentan en la naturaleza. Mientras que la

experimentacién realizada generalmente en un

laboratorio, es el estudio de los fenémenos bajo

condiciones de control determinadas por el cientifico.



SEGUNDA ETAPA

Se formulan las hipdtesis o teorias que expliquen los

hechos en términos de relaciones de causa y efecto.

En esta etapa se utiliza principalmente el Método
Inductive, para formular una hipbtesis o teoria que sea

aplicable a eventos o fenémenos distintos.de aquellos a

partir de los cuales fue elaborada.

TERCERAR ETAPA

Se efectuan deducciones para determinar qué resultados

se obtienen bajo determinadas condiciones.

Aqui se utiliza el método deductivo para obtener

proposiciones comprobables mediante la observacién y la
experimentacién, -

CUARTA ETAPA

Se verifican las deducciones para determinar qué

resultados se obtienen bajo determinadas condiciones.

Si en la cuarta etapa no hay contradiccién entre las

deducciones de la hipétesis y los nuevos hechos, no se

infiere la validez de la hipétesis, sino que se efectian

nuevas deducciones bajo otras condiciones, y de nuevo

13
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éstas se verifican por observaciédn o experimentacion.
Esto se hace sucesivamente hasta que se encuentren

condiciones en las que la hipoétesis requiera

modificaciones. Si hay una hipétesis que no ha entrado

en contradiccién con una extensa gama de hechos

observados en condiciones variadas, se le denomina Ley

.Natural. Sin embargo, aun asi no hay certeza de que la

ley natural sea valida estrictamente, puede ser que

algunos hechos no observados aun refuten o modifiquen

dicha ley. Por eso se afirma que en la Ciencia no hay
ninguna verdad definitiva.

De otra manera, sl en la cuarta etapa existe

contradiccién entre las deducciones de la hipbdtesis y

los nuevos hechos, la hipb6tesis se rechaza. Los nuevos

hechos se agregan a los de la primera etapa y con ellos

el ciclo comienza de nuevo. Se puede decir que el método

clentifico sirve para rechazar hipbtesis, pero no para

aceptarlas, Asi, las leyes naturales son hipétesis que

no han sido rechazadas en varios ciclos del método
cientifico.

Las etapas primera v segunda no estén diferenciadas

claramente, ya que no es posible observar todo en

relacién a algiin fendmeno.

14



El cientifico posee siempre algin conocimiento vago de
tipo conceptual o intuitivo sobre la hipbtesis y esto es

lo que lo guia para saber qué observar.

Algunos ejemplos del método cientifico son: Las leyes de
la herencia de Mendel, La teoria de la evolucién de las

especies de Darwin, etc,

1.5 ESTADISTICA Y METODO CIENTIFICO

La estadistica en su funcionamiento interno hace uso del
método cientifico, de manera que para un buen uso de la

estadistica se requiere conocer el método cientifico.

Por otro lado cuando el método cientifico se aplica a
fenbtmenos aleatorios (fendtmenos en donde interviene el
azar), es la estadistica la que auxilia al método

cientifico.

AYUDA QUE LE PRESTA LA ESTADISTICA AL METODO CIENTIFICO

PRIMERA ETAPA (Observacién o experimentacién)

La estadistica le presta ayuda al método cientifico en:
a) Como tomar el mejor tamafio de la muestra.
b) Como elegir la muestra de manera que sea

representativa {(muestreo, disefio de experimentos).

15



c) Cémo resumir aspectos principales de lo
observado (Estadistica descriptiva).
d) cémo determinar el grado de consistencia de las

observaciones (rangos permisibles).

SEGUNDA ETAPA (Formulacién de la hipobdtesis).

La estadistica no ayuda, quizd sbélo el resumen o

construccién de modelos ayude a sugerir la hipétesis.,

TERCERA ETAPA (Deducciones de la hipbtesis)

No hay ayuda de la estadistica. Salvo el caso en que las

hipétesis sean probabilisticas, por ejemplo las leyes de
Mendel,

CUARTA ETAPA (Verificacién o contrastacién)

La estadistica permite verificar si hay concordancia o

no entre lo esperado y lo observado. Para esto se

postulan modelos probabilisticos que expresen la

hip6tesis o bien el caso contrario (hipotesis de nulidad

de efectos, de diferencias) y se contrastan los hechos

observados en la hipotesis estadistica.

Ejemplos: La cantidad de deporte en horas que practican

los alumnos influyen en las calificaciones, es la

hip6tesis cientifica. La hipbtesis estadistica (de

16



nulidad) es que no influye, cantidad de deporte ¥y

calificaciones son independientes.

El colesterol en la sangre aumenta con la edad. Se

prueba la hipdtesis de que no estén asociados.

1,6 MEDICION DE FENOMENOS, ESCALAS DE MEDICION.

En el método cientifico los hechos observados casi

siempre son dificiles de comprender y evaluar en toda su
complejidad.

Los hechos seflalan una o varias propiedades de 1los
fenémenos determinando las modalidades que presentan
dichas propiedades. Para facilitar la tarea de

comprension y evaluacién de los hechos observados,

pernmitiendo ademds la comunicacién de un hombre a otro,
es necesaria cierta cuantificacién o clasificacién de
las modalidades que presentan las propiedades relevantes
de los fendmenos, auin cuando esto implique el riesgo de

perder algunos aspectos de las manifestaciones de los

fendémenos. Este es el proceso de medicién, el cual

presenta cinco alternativas que se reflejan en las

denominadas escalas de medicién, que son clasificadas
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como escala nominal, &escala ordinal, escala de

intervalo, escala de razén y escala absoluta.

ESCALAS DE MEDICION

ESCALA NOMINAL

En este nivel de medicién Unicamente se le dan nombres a
las diferentes modalidades de una propiedad que presenta
él fenémeno bajo estudio. Esta escala se utiliza como
medida de identificacién y sus valores son tales que no

se pueden ordenar de una manera \nica.

En el caso de que se empleen nimeros para distinguir las

clasificaciones o subclases, estas tienen un valor

simbélico y no numérico, esto constituye sélo etiquetas

que permitan diferenciar un conjunto de otro.

Ejemplo: Cuando clasificamos a los miembros de una

comunidad en alfabetos y analfabetos, en econémicamente

activos e inactivos, a los miembros de partidos

politicos en PRI, PAN, PRD, las carreras que cursa un

conjunto de estudiantes, el estado civil de un grupo de

personas, solteros, casados, divorciados, viudos vy

otros, etc,

18



ESCALA ORDINAL

En esta escala de medicién ademas de asignar nombres a
las modalidades que presentan las propiedades del
fenémeno, también, se determina en forma aproximada el
grado de intensidad de la propiedad observada, lo cual
se refleja en una relacién de orden, por ejemplo cuando
-clasificamos a los miembros de una comunidad en estratos
alto, medio y bajo, se puede establecer que alto es
mayor que medio y medio mayor que bajo o a la inversa,
bajo es menor que medio y medio es menor que alto, pero
no se determina que distancia existe entre un miembro
del estrato medio respecto a otro del estrato alto. Por
lo cual en el nivel ordinal la distancia entre dos
unidades no es conocida, unicamente se conoce

su
relacién en cuanto a rango o jerarquia.

En el nivel ordinal cuando se emplean nimeros que se
asignan a las caracteristicas permiten determinar el
orden o la posicién jerdrguica en una escala, pero no
tienen significado en 1lo referente a ¢(cudnto? o a

icuéntas veces? porque son cualidades no aditivas.

ESCALA DE INTERVALO

La escala de intervalo tiene ademAs de las propiedades

de la escala ordinal, la propiedad de que la distancia

entre dos valores es una magnitud conocida, la cual da a

esta escala un mayor grado de perfeccidén. En el nivel de
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intervalo el punto cero (punto de origen} vy la unidad

de medicién son arbitrarias.

El punto seleccionado como cero no es cero verdadero en
el sentido de que no indica ausencia total de la
cantidad que se estd midiendo, y a diferencia de las
escalas nominal y ordinal, los valores numéricos que se
utilizan, si tienen propiedades cuantitativas y admite

todas las manipulaciones aritméticas.

Ejemplo: Las escalas empleadas en medicién de 1la
temperatura: grados centigrados, Fahrenheit y Kelvin,
esta Ultima empleada en la ciencia fisica.

Nos referiremos a las dos primeras escalas por ser las

mAs comunes.

Temperaturas equivalentes en las dos escalas:
GRADOS CENTIGRADOS O 10 20 30 40 S50 80 100
GRADOS FAHRENHEIT 32 50 68 86 104 122 176 212

En la escala de grados centigrados la congelacién del
agua a nivel del mar constituye el punto cero, y la
ebullicién a este mismo nivel el punto cien. En la
escala Fahrenheit estos puntos equivalen a 32 y 212
grados. En ambas escalas el punto cero es arbitrario;
para la escala de grados centigrados pudo haberse

seleccionado otro procedimiento para determinar el cero
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y el valor cien, por ejemplo la congelacién y ebullicién
a la altura de 5000 metros. Las unidades de medicién -
grados - estdn determinadas por el sistema empleado para
fijar los valores de 0 y 100. Sin embargo ambas escalas

contienen la misma cantidad y el mismo tipo de

informacién,

En este mismo ejemplo podemos comprobar, mediante los
valores numéricos, que la razén de las diferencias entre
los intervalos son independientes de las cantidades

empleadas y del punto cero, por ejemplo

40-30_, 104-86 _
30- 20 86 - 68

La razén entre iguales diferencias de temperatura es la

misma. Las dos escalas proporcionan la misma cantidad de

informacién numérica, esto es asf porque estdn

relacionadas 1linealmente., Un valor en una escala se
puede transformar en valor equivalente en otra mediante

la relacién afin:

F==-C+32 0 C-=

wlo
Ol

(F - 32)
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Por ejemplo 50° transformados a Fahrenheit:

F = %(5o)+32=-4—§-°+32=9o+32=122

212° grados Fahrenheit transformados a centigrados:

5 5 - 900
= — (212-32)=—-(180) =—— =100
C =5 (12-32)=2(180 ==

En esta escala no es correcto afirmar por ejemplo que
100 es el doble de 50, ainque si es correcto decir que
la diferencia entre 50 y 100 centigrados seri igual a la
diferencia entre 212 y 122 grados Fahrenheit.

Otras escalas de intervalo son las escalas de actitudes,
las puntuaciones (IQ) de inteligencia, la escala para

medir el tiempo en nuestro calendario, el horario etc.

ESCALA DE RAZON

Se caracteriza porque tiene un punto cero verdadero, es
decir ‘absoluto, ademds de poseer las caracteristicas de
la escala de intervalo, esto es las distancias entre los
valores de la escala son conocidas en el sentido
cuantitativo y su "razon" es independiente de las

unidades que se utilizan.
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En las escalas empleadas en la medicidén de longitudes,
pesos y masas, el punto cero es absoluto, real; por
ejemplo en las unidades metro, yarda, kilogramo, libra,
metros cubicos, el valor cero indica ausencia de
medicién, esto es inexistencia. En la escala de
intervalo no podemos afirmar, por ejemplo, que 0 grados
centigrados indique ausencia de temperatura.

En la escala de razén se da una razén igual entre dos
valores de escalas diferentes, por ejemplo kilogramos y
libras; la razén entre 40 y 25 kilogramos es iqual a la
razén entre 40 y 25 libras. En estas escalas unicamente

se puede cambiar la unidad de medida, pero el origen es
fijo.

ESCALA ABSOLUTA

Es la que tiene todas las caracteristicas de las
anteriores,  pero los valores que se les asigna a las
modalidades observadas son inicamente numeros enteros
positivos y se utiliza en conteos por ejemplo, cuando
queremos contar el nimero de alumnos que miden mis de

1.70 metros de estatura en un colegio determinado etc.

Por lo expuesto anteriormente referente a las escalas de

medicién se dice que:

En todo estudio cientifico es necesario recurrir a

alguna escala de medicién. Si el conocimiento cientifico
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previo del fendémeno es extenso, lo mas probable es que
las escalas usadas sean de intervalo o de razén. Si se
esta en las etapas iniciales del estudio del fenémeno,
es mas frecuente el uso de escalas nominales u

ordinales. La escala absoluta se puede usar en ambos

casos dependiendo de la situacién.

1.7 EJERCICIOS DE REPASO

En los siguientes incisos indique el nivel de medicién

que corresponda:

1.~ En un grupo de estadistica del CCH sur se les
preguntd a los alumnos que carrera de la Universidad

habian elegido para su ingreso a la facultad y su

distribuciétn fue la siguiente:
Facultad de Ciencias Politicas
Facultad de Economia

Facultad de Filosofia y Letras
Facultad de leyes
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2.~ El VIII Censo de Poblacién clasifica a las personas

mayores de 6 afios de acuerdo al numero de afos de

estudio terminados y aprobados.

3.- En un periédico aparece la lista de los mejores sels

jugadores del afio en ajedrez en orden decreciente

respecto a su capacidad.

4.~ El censo de 1993 sefiala el lugar de nacimiento de
los habitantes censados.

5.~ En una escuela se prequnta el ingreso mensual de los
alumnos.

6.~ Jerarquice los niveles de medicién de acuerdo al

orden decreciente de perfeccidn.

7.- Dos empleados tienen sueldo de $ 7,000 y $ 3,500

pesos respectivamente. :¢El ingreso del primero es el

doble que el del segundo?. Indica con qué escala se

miden los valores monetarios.
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1.8 FENOMENOS ALEATORIOS Y FENOMENOS DETERMINISTAS

En general, las matemdticas juegan un papel muy
importante, tanto en el proceso de medicién como en la
especificacién de las hipbdtesis o leyes que gobiernan a
los fendmenos. Esto’ se logra por la introduccién de
modelos matemadticos para 'representar las diferentes
propiedades de los fenémenos que estudiamos. Los modelos
matemdticos constituyen abstracciones de la realidad, ya
que s6lo representan las propiedades relevantes para la
hipétesis planteada, no tomando en cuenta el resto de
las propiedades presentes en 1los fendémenos. Ademis,
estos modelos representan en forma aproximada a la
realidad. La aproximacién es satisfactoria desde un
punto de vista ‘préctiéo para ciertos ' fenémenos
denominados deterministicos, como las leyes de atraccién
de Newton, leyes del péndulo, caida libre de un cuerpo
etc.; sin embargo, existen fenémenos donde no es posible

establecer modelos matematicos con una representacién

satigsfactoria de la realidad, dichos fenémenos donde

interviene el azar se denominan aleatorios. Algunos

modelos que incluyen aspectos aleatorios pueden ser

utiles en estos casos.
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Los fendémenos aleatorios se caracterizan porque no se
puede determinar con suficiente precisién su estado
final, sino que se tiene cierto grado de incertidumbre.
Los fenémenos aleatorios se presentan cuando no se puede
conocer el estado inicial del fenoémeno con suficiente
precisi6on para determinar su estado final basandose en

leyes naturales conocidas. Esto puede deberse a:

- Una variacién muy pequefia en el estado inicial produce

un cambio muy grande en el estado final., Es el principio

de los juegos de azar.

- El estado inicial es muy complicado y es impréctico

medirlo, por ejemplo situacién microscédpica de un gas.

- Las leyes son conocidas pero complicadas, por lo que

en la préctica no se aplican. Por ejemplo, predecir el
resultado del lanzamiento de un dado, es posible

tebricamente, pero impractico.

Las leyes naturales involucradas no se conocen lo

suficientemente para hacer la prediccién. Este es el
caso de ia mayoria de los fentmenos biolégicos y

sociales, por ejemplo, ¢ cull ser& la carrera que escoja
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un nifio recién nacido?, o ¢ cudl serd el tamafo y peso
del huevo que pondra determinada gallina?. Los procesos
biolégicos y soclales involucrados no son conocidos con
exactitud, inclusive no se conoce cudles son los

factores relevantes en éstos fendémenos.

Estrictamente hablando, podemos decir que todo fenémeno
es aleatorio; pero si en la practica se estd satisfecho
con el grado de aproximacién que producen las leyes
conocidas y su aplicabilidad es factible a cilertos
fenémenos, éstos no se consideran aleatorios. Sin
embargo, existe un gran nimero de fenémenos que desde un

punto de vista préctico son aleatorios por una o mas

causas expuestas. Por ello es importante contar con

alguna ayuda metodélogica para el estudio de dichos
fentmenos. Esta ayuda metoddélogica es la estadistica,
que baséndose en ciertos postulados probabilisticos,
pernite hacer descripciones, optimizaciones y

predicciones en los fentmenos aleatorios.

Por ultimo sucede que cuando los fenémenos aleatorios
son estudiados en gran nimero de veces en condiciones

similares, presentan cierta regularidad 1llamada

estadistica. Esta regularidad estadistica consiste en

que las frecuencias relativas, porcentajes 6

proporciones con las cuales ocurren las diferentes
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modalidades de una caracteristica del fendémeno aleatorio

son muy estables, si desde luego el nimero de veces que

se estudia es grande.

Por ejemplo al estudiar la proporcién de “aguilas”, al

ir incrementando el nuimero de veces que se lance una

moneda tiende a ser % = 05.

4
1

Proporcidn

de .5

Aguilas

No. de lanzamientos de una moneda

Esta regularidad estadistica representada por un modelo
matematico es la probabilidad que se origindé con los

juegos del azar, la cual estudiaremos en otro capitulo.
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1.9 VARIABLES, VARIABLES CONTINUAS, VARIABLES DISCRETAS

O DISCONTINUAS, VARIABLES DEPENDIENTES Y VARIABLES
INDEPENDIENTES.

Al estudiar un fentmeno de la naturaleza es necesario

medir las ‘ caracteristicas observables. Esas

caracteristicas que toman diferentes valores son

conocidas como variables.

VARIABLE.- Una variable es un simbolo, tal como X, Y, 2

que puede tomar cualquier valor en un conjunto

determinado, por ejemplo los pesos de un grupo de

personas, las estaturas de un grupo de alumnos, los

salarios que reciben los obreros de una féabrica, etc.

VARIABLE DISCRETA O DISCONTINUA

Una variable se llama discreta, si los valores que toma

se pueden contar y sb6lo pueden expresarse con numeros

enteros bien definidos sin valores intermedios posibles,

por ejemplo, el numero de alumnos en una clase de

estadistica del CCH, es una variable discreta

porque s6lo toma valores como:

1, 2, 3, 4,...,n pero no valores intermedios como 2.432

o 18.375, Otros ejemplos: El numero de pétalos de una

flor, los censos anuales del colegio de profesores, el

nimero de salones en el CCH Sur, el nimero de billetes
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de $1000 circulando a la vez en la republica mexicana,

el numero de libros de la biblioteca de un colegio, etc,

VARIABLE CONTINUA

Una variable es continua si tebéricamente puede tomar
cualquier valor dentro de un intervalo dado.

Una variable <continua vy tiene las siguientes

caracteristicas:
a) El nimero de valores posibles es infinito.

b) No tiene los saltos o interrupciones de la variable
discreta.

‘c) Al hacer una medicién se puede hacer con alto grado
de precisién, de manera que un metro se puede dividir
en centimetros, milimetros, y con instrumentos

especializados se pueden tomar mediciones méas precisas.

d) Muy frecuentemente se tratan como si fueran discretas
con el fin de facilitar las operaciones. Como en el caso
de preguntarle su estatura a una persona, generalmente

responde registrando hasta el centimetro mds préximo.

Algunos ejemplos de variables continuas son: las

temperaturas registradas por un observatorio, el tiempo

en horas que dura un examen cualquiera, los salarios de

un grupo de profesores, el diimetro de un esfera, la

velocidad de un automévil, etec.
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VARIAELE DEPENDIENTE E INDEPENDIENTE

Cuando dos variables estdn relacionadas de tal forma que
el valor de la primera queda determinado si se le da un
valor a la segunda entonces se dice que la primera es
dependiente y la seqgunda independiente,

A la variable independiente se le pueden asignar valores
a voluntad o valores arbitrarios dentro de los limites
que el problema lo requiera, mientras que el valor de la
variable dependiente queda fijo cuando se asigne un

valor a la variable independiente.

Ejemplos: La capacidad de un salén de clases depende del

nimero de sillas: la variable dependiente es la

capacidad del salén de «clases y la variable

independiente es el numero de sillas, la produccién de

toneladas de trigo depende del afno (tiempo que se
considere), la variable independiente es el tiempo y la

variable dependiente es la produccién de trigo, la

distancia que recorre un automévil depende del tiempo,
etc,
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CAPITULO 2

REPRESENTACION GRAFICA DE DATOS

2.1 UTILIDAD DE LAS GRAFICAS

2.2 GRAFICA LINEAL

2.3 GRAFICA DE BARRAS

2.4 GRAFICA CIRCULAR

2.5 GRAFICA PICTORICA

2.6 EJERCICIOS DE REPASO
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2.1 UTILIDAD DE LAS GRAFICAS

La presentacién de los datos estadisticos puede hacerse
en tres formas; textual, tabular y gréfica; esto es,
puede presentarse en forma escrita, en tablas o en

cuadros estadisticos y mediante graficas.

Las grdficas permiten mostrar, explicar, interpretar y
analizar de manera sencilla, clara y efectiva, los datos
estadisticos mediante formas geométricas tales como
lineas, areas, volimenes; ademds permite la comparacién

.de magnitudes, tendencias y relaciones entre los

valores.

Las grdficas son especialmente Gtiles como medios de
divulgacién del andlisis estadistico ya que las

relaciones visuales se captan con facilidad y resulta

sencillo recordarlos.
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Existen varios tipos
usuvales:

La grafica lineal.

La grédfica de barras.
La grafica circular.

La grafica pictérica.

2.2 GRAFICA LINEAL

de graficas,

siendo

las més

La grédfica lineal es la representacién grafica de 1la

relacién numérica que guardan dos conjuntos de datos

sobre un plano definido por dos ejes perpendiculares

mediante puntos unidos por lineas rectas.

Ejemplo; la siguiente tabla muestra la produccién de

maiz en México de 1980 a 1985. Representar los datos con

una grafica lineal.

PRODUCCION
_ ARo (MILES DE
TONELADAS)
1980 90.5
1981 112.6
1982 67.2
1983 88.1
1984 75
1985 103.4
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PRODUCCION DE MAIZ EN MEXICO
. DE 19680 A 1985

NILES DE TOMELADAS

D S S

1980 . 1961 1982 1983 1984 1985
afio

En este ejemplo la variable dependiente es la produccién

en miles de toneladas y la variable independiente es el
tiempo (afos).

Para elaborar este tipo de grdficas se trazan puntos en
el sistema de coordenadas tomando los datos de la tabla,
por ejemplo (1982, 67.2). Después se unen los puntos por
medio de lineas rectas, puesto que no tenemos
informacién de la variacién de la poblacidn en los afios

intermedios. Por esta razén este tipo de representacién

se llama grAfica lineal.
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También hay que anotar que el cero tiene generalmente su

representacién en el eje vertical, pero no en el eje

horizontal

2.3 GRAFICA DE BARRAS

La grdfica de barras como la griafica lineal, es 1la

representacién de la relacién numérica que hay entre dos

conjuntos de datos y se construye por medio de

donde 1la altura de cada recténgulo

recténgulos,
represénta el numero de miembros de una clase, y el

espaciamiento entre ellos, la diferencia entre los datos

del otro conjunto.

Las caracteristicas para elaborar estas grdficas son:

a) La anchura de los rectdngulos debe ser igual para

cada uno de los rectdngulos y se escoge de manera
arbitraria.

B) Los rectdngulos deben dibujarse separados y el

espacio que hay entre ellos debe sBer el mismo y se

elige arbitrariamente.
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C) Los valores de la variable representada en el eje

horizontal (variable independiente) deben estar en el

centro de las bases de los rectéangulos,

D) Los recténgulos pueden dibujarse en forma horizontal
o vertical.

Ejemplo 1.

1.~ La siguiente tabla muestra 1las calificaciones

finales del curso de estadistica I, del grupo 1516 del

C.C.H Sur. Representar los datos utilizando una grafica
de barras. '

K}



CALIFICACION NUMERO DE ALUMNOS

NA

S
B
MB

12
10

CALIFICACIONES FINALES DEL CURSO DE ESTADISTICA DEL
GRUPO 1618 DEL CCH SUR

TOTAL 36
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Ejemplo 2

La superficie de distintas zonas del mundo en millones

de millas cuadradas aparece en la siguiente tabla.

Representar los datos mediante una grafica de barras

horizontal.
SUPERFICIE
ZONA {Millones de
millas cuadradas)
Africa 11.7
Asia 10.4
Europa 1.9
Norteamérica 9.4
Oceania 3.3
Sudamérica 6.9
U.R.R.S 7.9
AFRICA
ASIA
EUROPA
g NORTEAMERICA
| oceEANIA
SUDAMERICA
URRS.
t ¥ ¢ t t 1'
0 2 4 68 8 10 12

SUPERFICIE (MILLONES DE MILLAS?)
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2.4 GRAFICA CIRCULAR

La gridfica circular llamada también grdfica de pastel o
grdfica de sectores se emplea para representar la
relacién existente entre dos conjuntos de datos., Este
tipo de grdficas se utiliza de preferencia cuando 1la

variable dependiente o independiente, toma menos de ocho

valores.

Para la construccién de estas grdaficas, el circulo se

divide en pedazos, llamados sectores, con dreas que son

proporcionales a las cantidades que han de

representarse. Por ejemplo, supdéngase que una familia

proyecta emplear sus ingresos anuales de la siguiente

maneras:

DESTINO DEL CANTIDAD
INGRESO (Miles de pesos)
Alimento $§ 14
Vivienda 10
Vestido 6
Ahorro 2
Qtros 8

TOTAL $ 40

Para construir la grdfica circular se parte del hecho de
que el ingreso anual total es de $40 mil pesos. Este

valor lo hacemos corresponder al nimero de grados de la

circunferencia. $40 mil - 360°,
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Asi tomamos el primer dato y calculamos el numero de

grados que le corresponden mediante una regla de tres

simple.

ALIMENTOS

$40 MIL - 360°

_14(360)

14 MIL - X 40 x = 14(360°) X 40

=126°

Para los otros datos se sigue el mismo procedimiento.

VIVIENDA

$40 MIL - 360°

10 MIL- X 40 X = 10(360°) X=!°—(-:—om=90°
4



VESTIDO
$40 MIL - 360°
360°
6 MIL - X 40 X = 6{360 °) X=9(—-a-—2=54
AHORRO
340 MIL ~ 360°
360°
2 MIL - X 40 X = 2({360°) X='2"(76—l=18
OTROS
$40 MIL - 360°
8 (360°
8 MIL - X 40 X = B(360°) X=-—(—4b~—)=72

Hay que hacer notar que la suma de los grados

correspondientes a los datos debe ser 360°,

Con este procedimiento, haremos la transformacién de

nuestros valores a porcentajes. Y con los datos

obtenidos procederemos a construir la siguiente tabla

PRESUPUESTO FAMILIAR EN MILES DE PESOS
CON GRADOS Y PORCENTAJES

[DESTINO DEL CANTIDAD NUMERO
INGRESO (MILES DE PESOS) DE PORCENTAJES

GRADOS

ALIMENTOS § 14 126° 35 &

VIVIENDA 10 90° 25 %

VESTIDO 6 54° 15 %

RHORRO 2 18° 5 %

OTROS 8 72° 20 %

'TOTAL § 40 MIL 360° 100
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Por ultimo haciendo uso del transportador trazamos los

sectores resultantes y de esta manera se obtiene la

grafica circular.

DISTRIBUCION DEL PRESUPUESTO

FAMILIAR
20.0%
OTROS 35.0%
ALIMENTOS
5.0% 7 AHORRD
VESTIDO

15.0% VIVIENDA

25.0% |



2.5 GRAFICA PICTORICA

Las grdficas pilctéricas, son muy empleadas por ser
atractivas y de féacil comprensién para el puiblico y
consisten en ilustraciones, tales como caricaturas,
bocetos, croquis, dibujos, etc. Aunque son relativamente
fdcliles de interpretar, que es su finalidad, por 1lo
general su construccién requiere de especialistas en

dibujo.

Ejemplo. La siguiente tabla nos muestra la produccién
anual de una fAbrica de tubos electrénicos, durante

cuatro aiios:

ANO NUMERO DE TUBOS
1947 3000
1948 4000
1949 5500
1950 7000

La grdfica pictérica es la siguiente:

o ||
s )11
o 00000

aso (00000

PRODUCCION DE TUBOS DE LA FABRICA
(CADA DIBUJO REPRESENTA 1000 TUBOS)
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2.6 EJERCICIOS DE REPASO:

1.- El tiempo T (en segundos) requeridos para una
vibracién completa de un péndulo simple de longitud L
(en centimetros) es dado por las siguientes

observaciones obtenidas en un laboratorio de fisica.

a) Representar con una grafica lineal, con T como

funcién de L.

b) De 1la grafica, estimar T para el péndulo cuya

longitud sea 40 centimetros.

L0.1 16.2 22.2 33.8 42 53.4 66.7 74.5 86.6 100

T{.64 .81 .95 1.17 1.3 1.47 1.65 1.74 1.87 2.01




‘ .

2.- La siquiente tabla muestra las velocidades orbitales
de los planetas de nuestro sistema solar. Representar

los datos utilizando una grdfica de barras.

PLANETA VELOCIDAD
(MILLAS/SEG.)
MERCURIO 29.7
VENUS 21.8
TIERRA 18.5
MARTE 15.0
JUPITER 8.1
SATURNO 6.0
URANO 4.2
NEPTUNO 3.4
PLUTON 3.0

3.+ La siguiente tabla muestra 1la superficie ({en

millones de millas cuadradas) de los océanos del mundo.
Representar los datos utilizando:

a) Una griafica de barras.

B) Una gr&fica circular.

OCEANO SUPERFICIE (Millones
de millas?)
PACIFICO 70.8
ATLANTICO 41.2
INDICO 28.5
ANTARTICO 7.6
ARTICO 4.8
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4.-

hombres y mujeres

La tabla siguiente muestra el estado civil de

(mayores de 15 arfios) en México en el

aflo 1960. Representar los datos utilizando unas grédficas

circulares del mismo didmetro...

ESTADO CIVIL

HOMBRES
(% DEL TOTAL)

MUJERES
(% DEL TOTAL)

SOLTERQ

24.5 18.8

CASADO 69.8 66.0

VIUDO 3.8 12.8

DIVORCIADO 1.8 2.4
48
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CAPITULO 3

DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS E HISTOGRAMAS

3.1 ORGANIZACION, AGRUPACION Y REPRESENTACION DE DATOS.
3.2 TABLA DE FRECUENCIAS.

3.3 INTERVALO DE CLASE Y LIMITES DE CLASE.
3.4 LIMITES REALES DE CLASE.

3.5 TAMANO O ANCHURA DE UN INTERVALO DE CLASE,
3.6 MARCA DE CLASE,

3.7 REPRESENTACION GRAFICA DE DATOS.

3.8 HISTOGRAMA, POLIGONO DE FRECUENCIAS Y LA OJIVA.

3.9 DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIA RELATIVA.

3.10 DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS ACUMULADAS, TABLAS DE
FRECUENCIA ACUMULADAS Y OJIVAS.
POLIGONOS DE FRECUENCIAS ACUMULADAS, OJIVAS
“MENOR QUE” Y “MAYOR QUE”.

3.11 DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIAS RELATIVAS ACUMULADAS,
OJIVAS PORCENTUALES. |

3.12 EJERCICIOS DE REPASO.
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3.1 ORGANIZACION, AGRUPACION Y REPRESENTACION DE DATOS.

Supdbngase que un profesor, del Colegio de Ciencias vy
Humanidades desea realizar un estudio para determinar
las caracteristicas fisicas de 1los estudiantes que
asisten a sus cursos de Estadistica. Una caracteristica
de interés es el peso y decide obtener los datos en uno
de sus grupos; por medio de la observacién directa

interroga a cada uno de sus alumnos y obtiene los

siguientes datos:

Peso en kilogramos de un grupo de estudiantes

de estadistica del C.C.H.

66 67 59 62 64
68 61 65 68 67
60 58 68 69 65
70 71 73 71 72
74 71 75 74 63
69 63 68 68 71

Dado que los datos que se obtuvieron en el orden en que
fueron compilados son dificiles de interpretar, es
necesario ordenarlos en forma creciente o decreciente de

acuerdo a su magnitud, siendo la forma creciente la més

adecuada.
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DATOS ORDENADOS

58 63 67 69 72
59 64 68 69 73
60 65 68 70 74
61 65 68 71 74
62 66 68 71 75
63 67 68 71 71

También se observa que algunos datos aparecen mis de una
vez, por lo que al nimero de veces que se repite un dato
le llamaremos frecuencia, representada por F, y al total

de los datos los determinaremos por N, en este ejemplo
N=30.

3.2 TABLA DE FRECUENCIAS

Aunque un conjunto de datos puede hacerse mas
comprensible y adquirir mayor significado por medio de
un ordenamiento; puede lograrse una mayor sintesis
agrupando los datos,

Para agrupar a un conjunto de observaciones, se
selecciona un conjunto de intervalos contiguos que no se
traslapen‘ de modo que cada valor en el conjunto de

observaciones pueda colocarse en uno, y s6lo en uno de
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los intervalos. Estos intervalos se conocen en general
como intervalos de clase, Los intervalos de clase
estardn referidos a segmentos de la recta numérica de
manera tal que los extremos de un intervalo gseran
nimeros reales, por esta razén a estos extremos se les

denomina limites de clase.

Agrupar datos en intervalos de clase. genera una

simplificacién de 1los datos ordenados denominada

distribucién de €frecuencias, la que estudiaremos méas
adelante.

Uno de los primeros puntos a considerar, cuando se van a
agrupar clertos datos, es cuantos intervalos van a
incluirse. No es conveniente incluir pocos intervalos
debido a que hay pérdida de informacién. Por otra parte
sl se utilizan demidsiados intervalos, no se logra el
objetivo de la sintesis. La mejor guia en relacién con
lo anterior, asi como para otras decisiones que deberdn
tomarse al agrupar los datos, es el conocimiento que se
tenga de ellos. Puede ser que se hayan determinado con
anterioridad los intervalos de clase, como en el caso de

las tabulaciones anuales, cuando 8e conservan los

intervalos de clase de afios anteriores con fines
comparativos., Al respecto, debe seflalarse que no existe
una regla universal que deba seguirse, mads bien depende,
de la precisién que requiera un estudio determinado.

varios autores con experiencia en estudios estadisticos

han establecido algunas reglas empiricas para elegir un
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nimero de intervalos apropiado en relacién con el nimerc

de datos. A continuacién se presenta una tabla con tal

caracteristica:

SUGERENCIAS PARA DETERMINAR EL NUMERO
DE INTERVALOS

NOMERO DE DATOS | NUMERQ DE INTERVALOS
DE LA MUESTRA SUGERIDOS
25 5 - 6
26 - 50 7 - 10
MAS DE 50 11 - 20

El nimero de intervalos de clase, especificados por esta
tabla debe aumentarse o disminuirse segin convenga en
beneficio de un buen andlisis,

Regresando al caso que estamos estudiando, recordemos
que se tienen 30 datos correspondientes al peso en
kilogramos de «cada alumno, Para construir la
distribucién de frecuencias, primero se determina el
nﬁméro de intervalos gque se considere adecuado. En
nuestro ejemplo consideramos que se va a trabajar con 7
intervalos, tomando como base 1la sugerencia para
determinar el numero de intervalos expuesta
anteriormente. Una vez que se tiene definido el numero
de intervalos, simbolizado por K, el tamafio del
intervalo de clase (que representamos por la letra C) se

determina mediante la siguiente expresidn:
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_ RANGO
. 0 SEA C=
TAMARNO DEL INTERVALO = —me e o E

Donde el rango o recorrido es la diferencia entre 1la

observacién mayor y la observacién menor, por lo que:

Resulta evidente que es més conveniente utilizar un
tamafio C=3 para el intervalo de clase, lo que asimismo,
tendrd mds significado para el estudiante. Ahora podemos
construir los ihtervalos. Dado que el valor mds pequeiio
en nuestro caso es 58 y el mas grande 77, pueden
empezarse los intervalos con 57 y terminarse con 77.

Esto da los intervalos siguientes.

57 - 59
60 - 62
63 - 65
66 - 68
69 - 71
72 - 74 -
75 - 17

Como se cbserva hay 7 intervalos de clase que es lo que

gueriamos,
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queriamos.

Rhora procederemos a construir la tabla de distribucién
de frecuencias,

Nomero de Intervalo Datos que ae agrupan Frecuencia
intervalo de clase en cada intervalo F
1 357-59 58,39 2
2 60-62 60, 61, 62 3
3 63 -65 63,63, 64, 65, 65 5
4 66 - 68 66,67,67,68, 68, 68, 68,68 8
5 69-71 69,69, 70,71, 71, 71 6
6 72-74 72,73,74, 74 4
7 75-77 75,17 2
Total N=30

Cuando ya se tiene practica, el paso anterior se da por

obvic y se procede a obtener directamente la forma final

de la distribuci6tn de frecuencias que es la siguiente:

l Tabla de frecuencias del peso en kilogramoes de 30

estudiantes de un grupo de estadistica del C.C.H.

Nimero de Intervalo de

Frecuencia
intervalos

clase
37-39
60 -62
63-65
66 - 68
69-71
72-74
%-77

2O\ SN
N OV W Ny

N=30

3,3 INTERVALOS DE CLASE Y LIMITES DE CLASE

Como se anotd anteriormente, los intervalos de clase
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manera que los extremos de cada intervalo son nimeros
.reales por lo que estos extremos se les denomina limites
de clage. Los numeros 57 y 59 son los limites de clase,
el nimero menor 57 es el limite inferior de la clase y
el mayor 59 es el limite superior. Los términos clase e
intervalo de clase se utilizan a menudo indefinidamente,

aunque el intervalo de clase es realmente un simbolo

para la clase,

3.4 LIMITES REALES DE CLASE

Si los pesos de los alumnos 8e registran con
aproximacién de kilogramos, el intervalo de clage 57-59
tedricamente incluye todos los pesos desde 56.50 a 59.50
kilogramos. Estos numeros representados brevemente por
los numercs exactos 56.5 y 59.5 se conocen como limites
reales de clase ¢ limites verdaderos de clase, el menor
56.5 es el limite real inferior y el mayor 59.5 es el
limite real superior. Estos limites reales de clase se
obtienen sumando el limite superior de un intervalo de
clase con el limite inferior del intervalo de clasge
contiguo superior y dividiendo entre dos. Por ejemplo,
para encontrar los limites reales de clase del tercer
intervalo de nuestra tabla se procede de la 8sigquiente
manera:

El limite real inferior del 3er intervalo de clase es

igual a la suma del limite superior del 2o intervalo de
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clase mas el limite inferior del 3er intervalo de clase

entre dos.

Lim. real inf. del 3er int. de clase= 62+ 63 = %2:62.5

Y el limite real superior del 3er intervalo de clase es
igual a la suma del limite superior del 3er intervalo de

clase més el limite inferior del 4. intervalo de clase
entre dos.

Lim. real sup. del 3er int. de clas 65+66 _ 131

BT e

-*5— = 65.5

Por lo que los limites reales del tercer intervalo de

clase son 62.5 y 65,5 .

Para obtener el limite real inferior del primer

intervalo de clase, al limite real superior 58.5 le
restamos la anchura del intervalo C=3, esto es .

9.5-3=56.5.

Por lo que el limite real inferior del primer intervalo
es 56.5 ,

Y para obtener el limite real superior del ultimo

intervalo de clase, al limite real inferior del ultimo
intervalo de clase le sumamos la anchura del intervalo
C=3 de manera que nos resulta 74.5 + 3 = 77.5 .,

Por lo que el limite real superior del dltimo intervalo
de clase es 77.5 ,
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3.5 TAMANO O ANCHURA DE UN INTERVALO DE CLASE

El tamafio o anchura de un intervalo de clase es la

diferencia entre los limites reales de clase que 1lo
forman y Be conoce como anchura de clase, tamafio de
clase o longitud de clase. Si todos los intervalos de
clase de una distribucién de frecuencias tienen igual
anchura, esta anchura ccmin es representada por C. Por
ejemplo el tamafio del primer intervalo de clase de 1la

tabla de frecuencia es:

C=59.5 -8,5=3porloque C=3 .,

3.6 MARCA DE CLASE

La marca de clase es el punto medic del intervalo de
clasge, simbolizado por Xi se obtlene sumando los limites

inferior y superior de clase y dividiendo por 2., Rsi 1la

marca de clase del intervalo 66-68 es 66;68:67.

La marca de clase se llama también punto medio de clase.

Para andlisis matemdticos posteriores se va a considerar
que cada uno de los datos agrupados en un intervalo
tiene un valor igual a la marca de clase del intervalo
al que pertenecen. De esta manera todos los pesos en el

intervalo de clase 66-68 kilogramos se consideran como

67 kilogramos.
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Este sgupuesto es necesario tomando en cuenta que al

formar la distribucién por frecuencias se pierden los

valores individuales de los datos, 1lo cual se hace

considerando que el error que se introduce suele ser mas

pequeilo, y por lo tanto, se desprecia. Asi los valores

de las X, (marcas de clase)
columna que se‘adiciona a la tabla de distribucién de

se integran en una nueva

frecuencias.
Numero de intervalo { Intervalos de clase | Fi Marca de clase
) §7-59 2 53
2 60 - 62 3 61
3 63 - 65 5 64
4 66 - 68 8 67
5 69-71 6 70
6 72-14 4 73
7 75-177 2 76
N=30

3.7 REPRESENTACION GRAFICA DE DATOS

Al clasificar los datos en diversas clases de tamafios y
con ello generar una distribucién de f£frecuencias,

mis importantes de 1la
claridaad, sin embargo, una

caracteristicas
aparecen con mayor
presentacién grafica las destaca ain mas,

En general se utilizan tres tipos de graficas para
presentar datos distribuidos por frecuencias, Estas son

el histograma, el poligono de frecuencias y la ojiva.

59

las

distribucién



3,8 HISTOGRAMA, POLIGONO DE FRECUENCIAS Y LA OJIVA

HISTOGRAMA

Histograma o histograma de frecuencias consiste en una
serie de rectdngulos sin espacios intermedios que se
dibuja sobre un par de ejes cartesianos, anotando en las
bases (eje horizontal o eje X) los limites reales de los
intervalos de clase con centro en las marcas de clase y
loﬁgitud igual al tamafilo de los intervalos. Y como
altura de los rectdngulos (eje vertical o eje Y) las
frecuencias. El1 eje vertical generalmente empieza con
cero, mientras due la escala horizontal puede iniciarse
con cualquier nimero adecuado que convenga como punto de
partida para iniciar los intervalos.

En este tipo de gréficas la frecuencia en una clase se
representa por la altura del rectdngulo correspondiente.
En histogramés donde se utiliza densidad de frecuencias
(nimero de_datos por unidad de tamafio de intervalo, que

se determina dividiendo la frecuencia entre el tamafio

del intervalo {?) la frecuencia queda representada por

el 4rea del rectédngulo, por 1lo que el A4rea del
histograma de frecuencias es igual a la suma de todas
las frecuencias, es decir, al tamafio de nuestra

poblacién.



El histograma para el peso de 1los alumnos es el

siguiente:

HISTOGRAMA DE LOS PESOS EN KGS. DE LOS ESTUIANTES
DE UN GRUPO DE ESTADISTICA DEL C.CH,
r's

Frecuencia

::_J— I
'EEEREEE.

PESOEN KGS,

POLIGONO DE FRECUENCIAS

El poligono de frecuencias es otra forma de representar
gradficamente una distribucidén de frecuencias. Para
trazar un poligono de frecuencias, primero se hace una
marca en los puntos medios de la parte superior de cada
uno de los rectdngqulos que representan los intervalos de

clase sobre el eje horizontal de la grdfica. Después se
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observa que la altura de los rectédngulos de un
determinado punto corresponde a la frecuencia del
intervalo de clase pertinente. Por ultimo se unen 1los
puntos medios con 1{neas rectas obteniéndose de esta
manera el poligono de frecuencias. Hay que hacer notar
que el poligono de frecuencias se lleva hasta el eje
horizontal en los8 extremos hasta los puntos, que Serdn
los puntos medios 81 hublera un intervalo de clase
adicional en cada extremo del histograma, esto permite
que el area total quede incluida. Por lo que el Aarea

total bajo el poligono de frecuencias equivale al 4&rea
bajo el histograma.

POLIGONG DE FRECUENCIAS DE LOS PESOS BN KGS. DELOS
4 ESTUDIANTES DE UN GRUPO DE ESTADISTICA DEL C.CH.
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La siguiente figura muestra el poligono de frecuencias
sobrepuesto sobre el histograma. Esta figura- permite
ver, para el ultimo conjunto de datos, la relacién que

existe entre las dos formds graficas.

P13

a s
1 1

1

Frecuencia

3.9 DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIA RELATIVA

La frecuencia relativa de una clase es la frecuencia de
la clase dividida por el total de frecuencias de todos
las clases y Be expresa g¢generalmente como porcentaje

(regla de 3). Por ejemplo, la frecuencia relativa de la

clase 66-68 es ?80-=0.2666 O sea 26.66 %, La suma de las
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frecuencias relativas de todas clases es evidentemente 1

6 100%. Si las frecuencias de nuestra tabla de
frecuencias se sustituyen por las correspondientes
frecuencias relativas, la tabla realmente se llama
distribucién de frecuencias relativas, distribucién

porcentual o tabla de frecuencias relativas,
Las representaciones graficas de distribucién de
frecuencia relativa pueden obtenerse del histograma o

del poligono de frecuencias, sin mds que cambiar la

“escala vertical de frecuencia a frecuencia relativa,

conservandose exactamente el mismo diagrama. Los

graficos que .resultan 8e llaman histogramds de
frecuencias relativas o histogramids porcentuales vy

poligonos de frecuencias relativas © poligonos

porcentuales respectivamente.

3.10 DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIAS ACUMULADAS
TABLAS DE FRECUENCIAS ACUMULADAS Y OJIVAS
POLIGONOS DE FRECUENCIAS ACUMULADAS, OJIVAS
"MENOR QUE"™ Y "MAYOR QUE"

DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIAS ACUMULADAS

La frecuencia total de todos los valores menores que el
limite real superior de clase de un intervalo de clase
dado se conoce como FRECUENCIA ACUMULADA hasta ese

intervalo de clase inclusive. Por ejemplo la frecuencia
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acumulada hasta el intervalo de clase 66-68 inclusive en
2+3+5+8=18 significando que 18 estudiantes tienen pesos
menores que 68.5 kgs.

una tabla que represente las frecuencias acumuladas se
llama distribucién de frecuencias acumuladas, tabla de
frecuencias acumuladas o brevemente distribucién
acumulada, se elaboran con los limites reales de clase y
pueden ser "menores que" y "mayores que' por ejemplo

para el peso de los estudiantes:

TABLA DE FRECUENCIAS ACUMULADAS MENOR QUE :

PESO EN KGS. NUMERO DE

ESTUDIANTES
MENOR QUE 56.5 0
MENOR QUE 59.5 2
MENOR QUE 62.5 . [}
MENOR QUE 65.5 10
MENOR QUE 68,5 18
MENOR QUE 71.5 24
MENOR QUE 74.5 28
| MENOR QUE 77.5 30

POLIGONO DE FRECUENCIAS ACUMULADAS U OJIVA “MENOR QUE”

Una grdfica que muestre frecuencias acumuladas menores
que cualquier limite real superior de clase trazado
sobre los limites reales superiores de clase se 1llama

POLIGONO DE FRECUENCIAS ACUMULADAS U OJIVA y se muestra
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en la siguiente figura, para la distribucién del peso de

los estudiantes.

POLIGONO DE FRECUENCIAS ACUMULADAS (OJIVA) "MENOR QUE" DEL PESC
DE LO8 ESTUDIANTES DE UN GRUPO DE ESTADISTICA DEL C.CH.

56.6 §9.§ 62.5 5.5 66.5§ 71.5 74.5 77.5 >
PESO ENKGB,

TABLA DE FRECUENCIAS ACUMULADAS “MAYOR QUE”

En algunos casos es preferible considerar una
distribucidén de frecuencias acumuladas de todos 1los
valores mayores ¢ iguales al limite real inferior de
clase de cada intervalo real de clase. En este caso

consideramos los pesos de los estudiantes como “mayor



que” o mas que 56.5 kgs., "mayor que" o mas que 59.5
kgs. ect. esta se llama distribucién mayor que o mas
que, mientras que la considerada anteriormente es la

distribucién acumulada "menor que". De la una se obtiene

ficilmente 1la otra. Las correspondientes ojivas se

llaman "mayor que" y "menor que". La tabla que
representa las frecuencias acumuladas "MAYOR QUE" del

peso de los estudiantes es:

PESO EN KGS, NOUMERO DE

) ESTUDIANTES
MAYOR QUE 56.5 30
MAYOR QUE 59.5 28
MAYOR QUE 62.5 25
MAYOR QUE 65.5 20
MAYOR QUE 68.5 12
MAYOR QUE 71.5 6
MAYOR QUE 74.5 2
MAYOR QUE 77.5 0

POLIGONOC DE FRECUENCIAS ACUMULADAS U OJIVA “MAYOR QUE”

Una grafica que muestra las
"MAYOR QUE"

frecuencias acumuladas
es el poligono de frecuencias acumuladas

"MAYOR QUE", el cual se muestra a continuacién.
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POLIGONO DE FRECUENCIAS ACUMULADAS (OIVA) "MAYOR QUE* PARA
EL PESO EN KOS, DE LOS ESTUDIANTES DE UN ORUPO DE ESTADISTICA
DE. CCH.

30}

20

10

T

FRECUENCIAS ACUMULADAS

i (1 I

A i '

65 5395 626 658 685 N5 745 758
PESOENKGS

3.11 DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIAS RELATIVAS ACUMULADAS,
OJIVAS PORCENTUALES.

La frecuencias relativa acumulada o] frecuencia

porcentual acumulada es la frecuencia acumulada dividida
bor la frecuencia total (regla de 3). Por ejemplo, la

frecuencia relativa acumulada de los pesos menores que

68.5 kgs. es %%:(LG O 60%, queriendo con ello decir

que el 60% de los estudiantes tienen pesos menores que
68.5 kgs.
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Si se utilizan las tablas y gréficas anteriores, las
frecuencias relativas acumuladas en lugar de las
frecuencias acumuladas, los resuitados se 1llaman
distribuciones de frecuencias relativas acumuladas y
poligonos de frecuencias relativas acumuladas u ojivas
porcentuales resgpectivamente,

Como un resumén de este capitulo elaboraremos una tabla

de frecuencias con los conceptos hasta agqui estudiados.

NOMERO DE | INTERVALOS |Fi |Xi{ |LIMITES DE CLASE| LIMITES REALES
INTERVALO. { DE CLASE INF sup DE CLASE
INF sup
1 57-59- 2 |58 57 59 56.5 59.5
2 60-62 3 |s1 60 62 59,5 62,5
3 63-65 5 (64 63 65 62.5 65.5
4 66-68 8 |67 66 68 65.5 §8,5
s 69-71 6 |70 69 71 §8.5 71.5
6 72-74 4 |13 72 74 71.5 74.5
yi 75-717 2 {78 75 77 74.5 71.5
N=30

FRECUENCIA | FRECUENCIA ACUMULADA} FRECUENCIA RELATIVA ACUMULADA
RELATIVA OJIVAS OJIVAS PORCENTUALES
6,66 % 2 §.66 %
10% 5 16.66 &
16.56 & 10 33.33 &
26.66 % 18 60 %
20 & 24 80 &
13.33 & 28 93.33 %
6.66 % 30 100 &
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Ejemplo: La siguiente tabla muestra el precio del

kilogramo de cierta marca de arroz en 25 supermercados

diferentes,

140 147 130 142 130
175 128 144 137 177
152 170 170 179 162
160 133 158 135 157
166 155 180 174 159

A partir de estos datos elaborar:

I) La distribucién de frecuencias de los datos.

IT}) El histograma, el poligono de frecuencias y el

poligono de frecuencias acumuladas (ojiva) menor que.

Soluciédn.

DPe acuerdo a lo expuesto anteriormente se siguen los

siguientes pasos:

a) Ordenamiento de datos.

128 137 152 160 174
130 140 155 162 175
130 142 157 166 177
133 144 158 170 179
135 147 159 170 180

0
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b) Determinar el numero de intervalos que deseen
utilizarse. Con base al numero de datos de la muestra,

gque en este caso gon 25, se pueden escoger de 5 o 6

intervalos, consideremos K=6.

c) Obtener el tamafio del intervalo.

por lo qué C=————="==8,66

_ v Rango 180-128 _ 52
T]=C=—r— X z 7

De manera que el tamafio del intervalo resulta C=9,

d] Una vez que se obtiene el tamafio del intervalo,
elaborar la distribucién de frecuencias de los datos en

varias columnas como en el resumen del capitulo.

Namero de |Intervalo| Fi Xi | Limite de clase
intervalo {de clase
Inf, Sup.,
1 127 - 135 5 131 127 135
2 136 - 144 4 J140 136 144
3 145 - 153 2 149 145 153
4 154 - 162 6 158 154 162
5 163 - 171 3 lie7 163 171
6 172 - 180 5 1176 172 180
N=25

"
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‘2 Limites reales |Frecuencia |Frecuencia |Frecuencia
. de clase relativa acumulada relativa
acumulada

Inf. Sup.

126.5 - 135.5 20 % 5 20 %

135,5 - 144.5 16 % 9 36 %

144.5 - 153.5 8 % 11 44 %

153.% - 162.5 24 % 17 68 %

162.5 - 11,8 12 % 20 BO %

171.5 - 180.5 20 % 25 100 %

d) Construir el histograma, el poligono de frecuencias y

el poligono de frecuencias acumuladas (ojiva) “menor

que"

HISTOGRAMA DEL PRECIO DEL KG. DE ARROZ EN VARIOS SUPERMERCADOS
4

o
T

O
1)

B
T

(2]
L4

L
1

Namero de supermercados

v

G
d

126,
1355
1535

T\
3
PRECIO DEL KG. DE ARROZ

171.5
180
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POLIGONO DE FRECUENCIAS DEL PRECIO DEL KG. DE ARROZ DE

VARIOS BUPERMERCADOS
4
(118
§°T
]
£
a
]
‘83\—
gz;
1}
' 1 A -l &
= e ¢ & & ¢ ’

PRECIO DEL KG. DE ARROZ

Tabla de frecuencias acumuladas "menor gque®

| PRECIO DEL KG._ |No, DE SUPERMERCADOS
MENOR QUE 126.5 0
MENOR QUE 135.5 5
MENOR QUE 144.5 9
MENOR QUE 153.5 11
MENOR QUE 162.5 17
MENOR QUE 171.5 20
MENOR QUE 180.5 25
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1

POLIGONO DE FRECUENCIAS ACUMULADAS (OJIVA) "MENOR QUE" PARA EL PRECIO
DELKG. DE ARROZ DE VARIOB S8UPERMERCADOS.

»
[22]

Numero de supermercados
- ~
(=] [~
T ~T

-
=]
T

126.5¢
155
144.5¢
1535
162.5}
171.5¢
180.5

PRECIO DEL KQ. DE ARROZ

3.12 EJERCICIOS DE REPASO

1.~ Los siguientes valores son el nimero de litros de

aceite vendidos en una tienda de abarrotes durante 30

domingos consecutivos.

P 67 56 64 78 88 57
65 70 66 67 67 61
61 60 72 69 713 64
69 75 68 65 66 80
65 62 71 72 61 68

74

v



En base a esos datos.
a) Determinar una distribucién de frecuencias.

b) Construir el histograma, el poligono de frecuencias y
los poligonos de frecuencias acumuladas (ojivas) "menor

que" y "mayor que’

2.~ .La siguiente tabla muestra una distribucién de
Erecuencias de la duracién en horas de 400 focos con

diferentes caracteristicas, que fabrica una compariia.

Duracién (horas) Niimero de focos
300 - 399 14
400 - 499 46
500 - 599 58
600 - 699 76
700 - 799 68
800 - 899 62
900 - 999 48
1000 - 1099 22
1100 - 1199 6

= 400

Con referencia a esta tabla determinar:

a) Limite superior de la sexta clase e inferior de la

segunda clase.
b) Marca de clase de la séptima clase.
¢) Limites reales de la dltima clase.

d) Tamafio del primer intervalo de clase.
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e) Frecuencia relativa de la cuarta clase,

f) Porcentaje de focos cuya duracién es menor que

800 hrs. |

g) Porcentaje de focos cuya duracién es mayor o igual a

las 700 hrs.

h) Porcentaje de focos cuya duracidén es al menos de 400

hrs. pero menor de 1100 hrs.

3) Para los datos del problema anterior construir:

a) Un histograma.
b) Un poligono de frecuencias.
¢) Un histograma de frecuencias relativas.

d) Un poligono §e frecuencias acumuladas (ojiva)

"MENOR QUE".
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4.1
4.2
4.3

4.4

4.5
4.6
4.7
4.8
4.9
4.10
4.11

4.12

4.13
4.14

4.15

CAPITULO 4

MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL
MEDIA ARITMETICA, MEDIANA, MODA Y
CUANTILES

LA NOTACION SIGMA X,

PROMEDIOS Y MEDIDAS DE CENTRALIZACION

LA MEDIA ARITMETICA Y SU CALCULO PARA DATOS NO
AGRUPADOS

CALCULO DE LA MEDIA ARITMETICA PARA DATOS NO
AGRUPADOS, USANDO LA CALCULADORA.

PROPIEDADES DE LA MEDIA ARTIMETICA

VENTAJAS Y DESVENTAJAS DE LA MEDIA ARITMETICA.
LA MEDIANA Y SU CALCULO PARA DATOS NO AGRUPADOS.
VENTAJAS Y DESVENTAJAS DE LA MEDIANA.

LA MODA Y SU CALCULO PARA DATOS NO AGRUPADOS.
EJERCICOS DE REPASO

CALCULO DE LA MEDIA ARITMETICA PARA DATOS
AGRUPADOS.

CALCULO DE LA MEDIA ARITMETICA PARA DATOS
AGRUPADOS, USANDO LA CALCULADORA

CALCULO DE LA MEDIANA PARA DATOS AGRUPADOS
CALCULO DE LA MEDIANA PARA DATOS AGRUPADOS USANDO
CALCULADORA.

CALCULO DE LA MODA PARA DATOS AGRUPADOS.
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4,16 CALCULO DE LA MODA PARA DATOS AGRUPADOS USANDO
CALCULADORA.
s 4.17 CUARTILES, DECILES Y PERCENTILES (CUANTILES)
4.18 CALCULO DE LOS CUANTILES PARA DATOS AGRUPADOS.

4.19 CALCULO DE LOS CUANTILES PARA DATOS AGRUPADOS CON
CALCULADORA

; 4.20 EJERCICOS DE REPASO.
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4.1 LA NOTACION SIGMA ( I ) :

En matemdticas son utilizados con bastante frecuencia
algunos simbolos que nos ayudan a expresar en forma
abreviada muchas operaciones, uno de estos simbolos que

es utilizado en estadistica, es la notacién sigma.

Para entender la notacidén sigma veamos el s8iguiente
ejemplo. Supdngamos que tenemos seis valores de una
variable X: 1,3,6,7,10 y 13, y que cada uno lo podemos
etiquetar de la siguiente manera:

Xy =1, X3 =3, X3=6, x4=7, % = 10, %X = 13

El simbolo x;, 8e lee "x subindice uno"

El simbolo X; , Be lee "x subindice dos"

J

’

El simbolo x; se lee "x subindice seis"

La suma de estos seis valores es:

1+3+6+7+10+13

para representar esta suma podemos utilizar los simbolos
Xy t Xzt Xyt Xyt X5+ X

Esta suma la podemos abreviar utilizando 1la letra
mayuscula del alfabeto griego X SIGMA que indica que

deben sumarse todos los términos colocados delante de

ella.

» ESTA TESIS NO DEBE
SAIL BE LA BIBLIOTECA
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.

De manera que el simbolo:
iw6

Y X. indica la suma de todas las Xz y se lee "X
i=
subindice~i"

desde i=1, hasta i=6, esto es:

Xy # Xo bk X3+ Xy + X5+ X5 = ?:X1

Los nimeros que aparecen arriba y abajo del signo £ nos
indican apartir del cual X; vamos a empezar a sumar y en

el cual vamos a terminar, respectivamente. Asi 1la
expresidén anterior se lee "La suma desde que i es igual
a 1 hasta 1 igual a 6 de las X sub-indice i". Por lo
que la i toma el valor de 1 después de 2 etc. o sea que
va tomando vaiores enteros, en orden ascendente,

empezando con el 1 y terminando con el 6, y que tales

valores se van sumando.

Ahora si en lugar de tener 6 valores tenemos X; + X, +
X3 +...+ X, valores y deseamos hablar de alguno de ellos

sin especificar a cuval no referimos, podemos utilizar

entonces el simbolo X; que se lee "X subindice i", lo

cual indica que la Xj puede representar a cualquiera de

los 1,2,3,..., n subindices. También se puede utilizar
como pubindice general otra letra que no sea la i, por

ejemplo 3,k,q,x,s8, etc,



dun
Xy + X3 + X3 +oooh Xp = XX
Y]

otro ejemplo de la notacién sigma es el sigulente:
Si tenemos una variable simbolizada X; que hos

representa las edades de 10 nifios

Xy =Xy o Xa s X3, Xa v X5 ¢+ X5+ X9, X5, X9 + Xpo
Edades: 3,3,3,4,4,5,6,6,6, y 7

Entonces Z X; representa la suma de todas las edades

de los nifios es decir,
vio

:)‘“‘xi=x1+xg+x3+x‘+x5+x5+x,+xa+x9+xm

=3 4+ 3 +3+4+4+5+6+6+6+7=47

En algunos casos el L'gsimbclc) 2 se emplea para indicar la
suma de una parte de la X; , es decir de algunos valores
simbolizados por X;. Si en este ejemplo s86lo desedramos
sumar las magnitudes correspondientes a los primeros 5
nifios., la suma puede expresarme como:
g:x,=x1+x;+x3+x4+x5=3+3+3+4+4=17

o 8l la suma corresponde a los valores de ;os nifios
simbolizados. por X, a X7 ; es decir X, + X5 + X + Xy

deberd expresarse:

C I
:x,=4+4+5+6=19
(1]

ALGUNOS EJEMPLOS MAS DEL SIMBOLO X

?
l.g‘k=1+2+3+4*5+6+7

8l
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2.2 13 = 13 + 33 oot 1003

n 1 2
T AR SR ST &
[ ]
s 1 1 1 1

4, IR JETEIE SRR S
E‘ 21 21 23 211

<

5. 5 x5 = x-5%+ x50+ x5t x5t

Hay que notar en los ejemplos anteriores , que 1las
letras I y k no necesariamente pueden aparecer como

subindice sino que puedan ser exponentes, coeficientes,

divisores etc.

Ejercicios

Desarrollar cada una de las siguientes expresiones:
'!“
1' ) X‘ Yx

ALY
2, 5 X
]

3 }:“(xvz )3
"' § 41 &

wf (X, = X)?

n
E“ k+2
&Y
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Algunas veces cuando se tiene la suma de un conjunto de
términos es necesario simbolizarla con Y para poder

desarrollar demostraciones matematicas.

Ejemplo

1) 1 + 22 + ,., + n* se puede simbolizar como:
1+ 2+ ,,, +0d ='§1:‘k’

2) 10X, + 10X, +...+ 10 X, se puede simabolizar como:

[,
10%, + 10X, +... + 10X, =2.1oxk

Ejercicios

Expresar las siguientes sumas utilizando el signo z
1.- f1X1Y1+f;X,Y;+...+fn ann=

2,- ca, + ca, +...+ ca, =

3.- (a, + b1 ) + (a; + bz) LTS 4 (a,, + bn )=

4.- 10+ 20+ ., + 100 =

5.- fx (X1 - Y;): + f: (X, - Yz)a + .00t fn (xn - Yn)z =

81



4.2 PROMEDIOS Y MEDIDAS DE CENTRALIZACION

Como se mostré en el capitulo anterior, la presentacibn
griafica proporciona una descripcién visual general de
los datos obtenidos. Sin embargo, hay limitaciones para
su empleo, Por una parte, no siempre resulta posible
presentar visualmente los datos; por otra generalmente
la descripcidn grédfica no se presta al tratamiento
matemdtico necesario para el anédlisis estadistico. Por
estas razones, los expertos en estadistica generalmente
prefieren utilizar, entre otras medidas, los PROMEDIOS O
MEDIDAS NUMERICAS DE TENDENCIA CENTRAL. Algin promedio o
valor central que se calcule a partir de los datos de la
muestra, proporéionando una imagen mental de los datos y
permitiendo al mismo tiempo realizar inferencias acerca

de la naturaleza de la poblacién.

PROMEDIO.- Un promedic es un valor tipico o
representativo de un conjunto de datos. Como tales
valores tienden a situarse en el centro del conjunto de
datos ordenadés gegun su magnitud, los promedios se

conocen también como medidas de centralizacién.

Existen varios tipos de medidas de centralizacién siendo

las més comunes:
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—

-

LA MEDIDA ARITMETICA
LA MEDIANA
LA MODA

4.3 LA MEDIDA ARITMETICA Y SU CALCULO PARA DATOS NO
AGRUPADOS.

Una de las medidas de tendencia central mds comin Yy

dtilizada es el promedio aritmético de un conjunto de

observaciones. También s8e le conoce como la media

aritmética, o como la media de un conjunto de

observaciones.

La media aritmética de un conjunto de observaciones

{ » X ,..., X es igual a la suma de valores
2 n

individuales de la muestra dividida entre el ndmero

total de observaciones.

Recordamos que nos interesa tanto la muestra como la
poblacién, cada una de las cuales posee una media. Para
distinguir entre las dos usaremos el simbolo X para la

media de la muestra y p (la letra griega mu) para la
media de la poblaciédn,

Ya que las n observaciones muestrales, se pueden denotar

con los gimbolos xl, xz, xa, ++«v, X. La férmula para la
n
media muestral es:
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o x+x"'...+x
12"1& 1 2 n

x S =»* 8 eresncecencscene con i=0(1,2,3,00-,n

Yy cada uno de los simbolcs R. X¢ Y n nos representan:

X = La media aritmética de la muestra Yy se lee " X

barra®

Xa= Datos expresados como valores individuales.

n = Nimeros de elementos de la muestra.

La férmula para cdlcular la media aritmética de la
poblacién queda expresada por la f£érmula.

ien

pIP 4 X +X +...+ X
I=1 1 2 n

B=X= een = ceenineann con =0,1,2,3,...,n

donde los simbolos § , X§ y n nos representan:

# = media aritmética de la poblacién.
Xi= Datos expresados como valores individuales.

N = Nimeros de elementos de la poblacién (Tamafio de la

poblacién) .

Ejemplo Obtener la media aritmética para la siguiente

muestra de 11 datos. 1, 1, 2, 2, 2, 3, 4.5, 5, 9, 10
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, se calcula la media de

la siguiente forma:
San
- Zix. 14142424243 4445+5+49+10 44 -
A= i‘-- D ecreccvemmnrcecrccscannne = ceem = 4 =4
n 11 11

Hay que observar que aun cuando hay 11 datos para xi
solamente hay 7 datos diferentes,

El dato 1 aparece dos veces.

El dato 2 aparece tres veces.

El dato 5 aparece dos veces.

Y los otros datos aparecen solamente una vez, Puede
calcularse la media. multiplicando el nimero de veces
que ha ocurrido el dato por cada dato diferente y

sumando después los productos asi obtenidos.

- 2{1)+3(2)+1(3)+1(4)+2(5)+1(9)+1(10) 44

W mesecmumermemenser e AR e R e R e AR en N wme = 4
11 11

por lo que X=4

Los valores que no estan encerrados en paréntesis

representan el numero de veces que cada dato distinto se
repite y los valores dentro del paréntesis son los
distintos datos, Entonces, si se emplea fi para designar

el namero de veces que cada dato se repite o frecuencia
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del dato, y xi para designar los distintos datos, 1la

media muestral X puede expresarse Como:

Por dltimo el cdlculo de la media puede hacerse en forma
horizontal o wvertical indistintamente, y se calculara

unicamente para muestras, a menos que se especifique de

otra manera.,

Para la forma vertical en este ejemplo su calculo es:

»

SO LB WA A
[

£ixi

SN

10
9
10

=Y

3 B S W RO

-

B8



4.4 CALCULO DE LA MEDIA ARITMETICA PARA DATOS NO
AGRUPADOS, USANDO LA CALCULADORA

Utilizando la calculadora fx casio 5000f para este

ejemplo se procede de la manera siguiente:

INGRESO DE DATOS

1l.- PRESIONE MODE X para el modo SD DE ESTADISTICA
(Aparece en la pantalla SD)

2.- PRESIONE' SHIFT SCL EXE PARA BORRAR LAS MEMORIAS
ESTADISTICAS (NOTA SCl=AC)

3.- INGRESE LOS ELEMENTOS DE DATOS UNO POR UNO
PRESIONANDO LA TECLA DT LUEGO DE CADA INGRESO.

Si tiene un nimero de elementos de datos que son
idénticos, puede ingresarlos como un grupo, usando uno de

los dos procedimientos diferentes que a continuacién se

mencionan.
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PRIMER PROCEDIMIENTOQ

xi £i

W U e W N

[=Y
o

(NOTA:DT = V

Cada vez que se presiona DT s8in ingresar un nuevo

elemento de dato. Se ingresa nuevamente el elemento de

2

L . e O = A

INGRESO

1

Ww »u e W

10

DT DT

DT DT DT

. DT

DT
DT DT
DT
DT

| S,

)

dato ingresado previamente.

SEGUNDO PROCEDIMIENTOQ

Xi

W U1 & W N

10

Fi

= N Rk W

INGRESO

1 SHIFT [;] 2 DT
2 SHIFT [;] 3 DT
3 pr

4 DT

5 SHIFT ([;] 2 DT
9 DT
10 DT

( NOTA [;]=) )



El valor que se ingresa luego de (;) le indica a la

calculadora cudntas veces repetir el elemento del dato

ingresado previamente.

Una vez que se ha utilizado cualguiera de los dos
procedimientos seflalados se procede a conocer el
resultado de la media aritmética, asi como la suma y el

nimero, de los datos operados.

OPERACION DE TECLA RESULTADO SIMBOLO
SHIFT X EXE MEDIA X=4
SHIFT IK2 EXE SUMA DE DATOS TEiXi=44
SHIFT IK3 EXE NUMERO DE DATOS N=11

(NOTA: %=1, 1k=prog.)
BORRADO DE UN ELEMENTO DE DATO INGRESADO

El método usado para borrar 1los datogs ingresados

dependen de cuando y cémo los datos fueron ingresados.

Ejemplo 1
40DT 20DT 30DT 50DT

PARA BORRAR 50DT, PRESIONE LA TECLA Cl (NOTA Cl=X" )

Ejemplo 2
40DT 20DT 30DT 50DT
PARA BORRAR 20DT, PRESIONE 20 cl
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Ejemplo 3
30DT SODT 120 SHIFT (;])
PARA BORRAR 120 SHIFT ([;] PRESIONE AC

Ejemplo 4
30DT 50DT 120 SHIFT (;] 31
PARA BORRAR 120 SHIFT , 31 , PRESIONE AC

Ejemplo 5
30DT 50DT 120 SHIFT (;] 31 DT
PARA BORRAR 120 SHIFT [;] 31 DT, PRESIONE Cl°

EJEMPLO 6 _
50 DT 120 SHIFT (;] 31 DT 40 DT 30 DT

PARA BORRAR 120 SHIFT (;] 31 DT PRESIONE 120 SHIFT [;]
31 C1

Es necesario que antes de que utilices la calculadora en
férmulas programadas como la X, etc., desarrolles

manualmente las operaciones indicadas en las férmulas,

Ejemplo Encontrar la medida aritmética del siguiente
Conjunto de datos 4,5,5,7,7,8,9, 10'10,11 Yy 12,
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Xi fi £iXxi
4 1 4
5 2 10
7 2 14
8 1 8
9 1 9
10 2 20
11 1 11
12 1 12
11 88
L L
n 11

Para comprobar este resultado con la calculadora se

procede de esta manera

INGRESO DE DATOS

1.- PRESIONAR MODE X PARA EL MODO SD DE ESTADISTICA

2.- PRESIONAR SHIFT SCl EXE PARA LIMPIAR LAS MEMORIAS
ESTADISTICAS

3.- INGRESAR LOS ELEMENTOS DE LOS DATOS UNO POR UNO
PRESIONANDO LA TECLA DT LUEGO DE CADA INGRESO
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Xi ot INGRESO

4 1 4 DT

5 2 5 DT DT o 5 SHIFT (;] 2 DT

7 2 7 DT DT o 7 SHIFT [;] 2 DT

8 1 8 DT

9 1 9 DT
10 2 10 DT DT o 10 SHIFT [;] 2 DT
11 1 11 DT
12 1 12 DT
OPERACION DE LA TECLA|  RESULTADO SIMBOLO
SHIFT X EXE . MEDIA K=8
SHIFT IK2 EXE SUMA DE DATOS | X£iXi=88
SHIFT IK3 EXE NUMERO DE DATOS|  N=11

v~

4.5 PROPIEDADES DE LA MEDIA ARITMETICA
Antes de mencionar la primera propiedad es conveniente
dar una explicacién de lo que se entiende por las

desviaciones que hay entre un conjunto de datos y su
media aritmética.

Definicién.~ Las desviaciones de un conjunto de datos
respecto a su media aritmética son las diferentes
cantidades que resultan de restar el valor de cada uno

de los datos y su media aritmética, se representa como
(Xi-X).



|

i

!

i PRIMERA PROPIEDAD DE LA MEDIDA ARITMETICA

! La suma algebraica de las desviaciones de un conjunto de
i

. datos X , X , X ,...,X de su medida aritmética X es
i n
' igual ? cero.

=n

i T (Xi-X)=o
i in}
3 Ejemplo: tomando los datos del ejercicio anterior

4,5,5,7,7,8,9,10,10,11, vy 12 con X = 8

i

i

|

% xi (X1i-X) xi (X1i-X)
| 4 4-8=-4 4 -4
2 5 5-8=-3 5 -3
i 5  5-8=-3 5 -3
% 7 7-8=-1 7 -1
| 7 7-8=-1 7 -1
% 8  8-8=0 8 0
; 9  9-8=1 9 1
% 10 10-8=2 10 2
| 10 10-8=2 10 2
ﬁ 11 11-8=3 11 3
% 12 12-8=4 12 4
i 0

Utilizando las frecuencias de cada dato

Zfi(xi-§)=0 El ejemplo anterior nos queda como:
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Xi £i (Xi~-X) £i (Xi-X)
4 1 -4 -4
5 2 -3 -6
7 2 -1 -2
8 1 0 0
9 1 1 1
10 2 2 4
11 1 3 3
12 1 4 4
0

SEGUNDA PROPIEDAD DE LA MEDIA

La suma de los cuadrados de las desviaciones de un

conjunto de nimeros Xi respecto a cualquier & es minimo

solamente si a=X.

Ejemplo

Tomamos el siguiente conjunto de datos 2,3,4,5 y 6 el
cual tiene como media X=4 y n=5.

Apliquemos esta propiedad de la media para:

a=X=4 , a=2 , a=3 , &=5 y &=6 entonces se tiene:



PARA a=X=4

(Xi-4) (xi-4)

Xi

< = O v

-2
-1
0
1
2

N m =W W Y

10

PARA a=2

(Xi-2) {Xi-2)

Xi

© = = o v }lo
~ | ™

© = N ™ -

N m N YO

PARA a=3

(Xi-3)

(Xi-3)

Xi

- O «H 9 O

- O = N ™

N ™m <« O

15
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- PARA a=5

Xi (X1-5) (Xi~5)2
N 2 -3 9

| 4 -1 1

’ 5 0 0

15

|

PARA a=6

| xi (X1-6) (X1-6)?
$ 2 -4 16

| 3 -3 5

4 -2 4

| 5 -1 1

: ; o
30

Las tablas anteriores muestran los cuadrados y la suma

de los cuadrados de las desviéciones,'cuando éstas se
toman respecto a la media y a otros valores del conjunto
de datos. Puede verse que la suma de los cuadrados es

mads pequefta cuando las desviacliones se toman respecto a
la media. |

e i e 3 i e R b £ S
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TERCERA PROPIEDAD DE LA MEDIA

MEDIA ARITMETICA PONDERADA: Si a un conjunto de datos

Xl, xz, xs, .»., X B8e le asignan ciertos factores o
n

pesos % ,l% ,V%, +e.s W que dependen de la importancia
n
de cada uno de los datos, entonces.

WX +W Xz+...+W X T wixi
11

2 non

W o+ WH...+ W 2 Wi
1 2

n

Se le llama media aritmética ponderada.

Ejemplo: Si un examen final del curso se valora como
tres veces los examenes parciales y un estudiante tiene
una calificacién de exémen final de 85 y calificaciones

de examenes parciales de 70 y 90, su calificacién final
seré:

— 1(70) + 1(90) + 3(85) 415

Por lo que su media aritmética ponderada es X=83



- CUARTA PROPIEDAD DE LA MEDIA
Si £, numeros tienen como media m,.
f, nimeros tienen como media m,

’

?

f, nimeros tienen como media m,

i entonces la media de todos los nlmeros es:

Jh
=4
o
+
()
~n
'?.
-+
.
+
+h
B

| es decir, una media aritmética ponderada de todas las
medias.

i ( Ejemplo: Cuatro grupos de estudiantes, formados por

15,20,10 y 18 individuos registran una media de pesbs de

58,62, 60 y 67 kilogramos respectivamente. Hallar el

peso promedio de todos los estudiantes.

Entonces:

i £, =15 n, =58
£, =20 m =62
=10 m, =60

™
L

-

£
£, =18 m =67
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15(58) + 20(62) + 10(60) + 18{(67) 3916

= 62,158
15+20+10+18 63

El peso promedio de todos los estudiantes es X=62.16
Kags.

4.6 VENTAJAS Y DESVENTAJAS DE LA MEDIA ARITMETICA

1. UNICIDAD, Para un determinado conjunto de datos,

existe una y sélo una media aritmética.

2, SIMPLICIDAD. La media aritmética es f&cil de,

comprender y de calcular.

3. Dado que todos y cada unc de los valores de un

conjunto de datos intervienen en el cadlculo de la media,

ésta es afectada por cada valor. Por lo que los valores

extremos (muy bajos o muy altos}) influyen en su célculo,

y en algunos casos, pueden alterarla tanto que resulta
inconveniente como una medida de tendencia central.

Por ejemplo. Si los honorarios anuales de cinco médicos
que ejercen en cierta 4rea son:

$ 60, 000,00,
$ 60,000,00,
$ 60,000,00,
$ 60,000.00
$100,000,00
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La media es:

60,000 + 60,000 + 60,000 + 60,000 + 100,000

R = e e o e e e = 68,000
5

Evidentemente el 1inico honorario de $100,000 ha elevado
la media en $8,000. Si la media de los honorarios de los
cinco médicos es $68,000, cabria pensar que dichos
honorarios se han distribuido alrededor de $68,000, Por

esta razon, la media de §$§ 68,000 no representa

adecuadamente en este caso, la distribucién de

frecuencias de los honorarios.
4.7 LA MEDIANA Y SU CALCULO PARA DATOS NO AGRUPADOS

Otra medida de tendencia central es la mediana. La

mediana de un conjunto de observaciones generalmente se

define de la siguiente manera.

La mediana de un conjunto finito de valores arreglados
en orden de magnitud, es aquel valor que divide al
conjunto en dos partes iguales. Si el niumero de valores
es impar, el valor central que es el valor {n+l1)/2
ésimo, es la mediana. Si el numero de valores es par, no
se tiene una sola observacién en medio sino dos. En este
caso se toma de mediana comoc la media de

estas dos
observaciones centrales.
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Ejemplo 1. Obtener la mediana del siguiente conjunto de

datos:

10,10,11,12,12,13,14,15,16,17,17

En este caso los datos ya estan ordenados. Y como el
nimero de datos 11 es impar, la mediana sea encuentra en

el (n+l)/2 datos o sea (11+1)/2 = 12/2 = 6 es el sexto
dato.

10,10,11,12,12, 13 ,14,15,16,17,17

Por lo que Mediana = 13, que es el valor central con

cinco datos antes y cinco después.

Ejemplo 2: Calcular la mediana de los siguientes 14

valores,

10,3,10,12,9,7,9,6,7,10,8,6,7,2

Primero arréglese los valores ya sea en orden ascendente
o descendente. El arreglo en orden ascendente para estos
14 datos se muestra a continuacién.
2,3,6,6,7,7,7,8,9,9,10,10,10,12

Como hay 14 valores (par), la mediana es la media de los
valores séptimo y octavo. Esto es:

2,3,6,6,7,7, 1,8, 9,9,10,10,10,12

T+8 15
Medianas === = ==e= = 7.§

2 2
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4.8 VENTAJAS Y DESVENTAJAS DE LA MEDIANA

1. Unicidad. Como ocurre con la media, 5610 existe una
mediana para un determinado conjunto de datos.
2. Simplicidad. La mediana es facil de calcular.

3. No es afectada tan drasticamente por los valores

extremos como lo es la media.
4.9 LA MODA Y SU CALCULO PARA DATQOS NO AGRUPADOS

La moda de un conjunto de valores es aquel valor que se
presenta con mayor frecuencia. Si todos los valores son

distintos, no hay moda; por otra parte, un conjunto de

valores puede tener mis de una moda.

De todas las medidas de tendencia central, la moda es la
que mas facilmente se determina, ya que se obtlene por

inspeccién, y no por cémputo.

Ejemplo 1: Encontar la moda del siguiente conjunto de
datos.

10,10,11,12,13,13,13,14,15,16, 16 Moda=13
Ejemplo 2: Calcular la moda de:

10,11,12,12,13,14,15,16,17,17

Cuando hay dos modas se llama bimodal
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Ejemplo 3: Calcular la moda de:
4,4,4,5,5,6,72,7,7,8,8,9,10,11,11,11,12,13,13,14

Cuando hay mis de dos modas se llama Multimodal

Ejemplo 4: Encontrar la moda de
4,6,7,8,9,10,11,12

En este caso la moda no existe.

La moda vresulta sumamente util para expresar 1la
tendencia central de observaciones correspondientes a
caracteristicas, cualitativas tales como, estado civil,
ocupacién, estado de nacimiento etc. por ejemplo,
supéngase que los pacientes que se atendieron en una
clinica de salud mental durante un determinado afo
recibiron uno de los siquientes diagnbésticos: retraso
mental, sindrome cerebral orgénico, psicosis, neurosis y
alteracién de 1la personalidad. El diagnéstico que
ocurriera con mis frecuencia en el grupo de pacientes se

llamaria diagnéstico modal,

4.10 EJERCICIOS DE REPASO

1. Las calificaciones de un estudiante en 10 examenes

fueron:
84,91,72,68,78,80,90,87,77,79.

Hallar la media aritmética de las calificaciones
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2. Diez medidas del di&metro de un cilindro fueron
registradas como, 3.88, 4.09, 3.92, 3.97, 4.02, 3.95,
4.03, 3.92, 3.98 y 4.06 pulgadas.

Hallar la media aritmética de las medidas, utilizando la

calculadora.

3. Los salarios anuales de 4 hombres fueron:
$5,000, $6,000, $6,500 y $30,000,
a) Hallar la media aritmética de sus salarios

b) Decir si este promedio es representativo de los

salarios.

4. Comprobar que la suma de las desviaciones de un
conjunto de datos de su media aritmética es cero
{primera propiedad de la media) de:
4,5,6,6,6,7,8,8,8,9y 10

nota: primero hay que calcular la media aritmética.

5. Las puntuaciones finales de un estudiante en
Matemédticas, Fisica, Inglés y Biologia son,
respectivamente, 82,86,90 y 70, Si la importancia que se
asigna a estas materias son de 5,3,2 y 1

respectivamente, determinar el promedio de puntuacién
adecuado,

6., Tres profesores de estadistica registraron una

calificacién media en sus examenes de 79,82 y 84.

106

-



Sus clases estaban formadas por 32,25 y 17 estudiantes,

respectivamente. Hallar la calificacién media para todas

las clases.

7. Un grupo de 13 personas que coleccionan estampas,

recolectan cada una.

36,28,32,34,36,39,40,50,49,46,44,43 y 46

En base a esos datos calcula:

a) lLa media aritmética

b) La mediana

¢) La moda

d) La suma de las desviaciones de cada dato con respecto
a la media aritmética

e) ¢Cudl de las tres medidas centrales, escogerias como

representativa?

8. Los siguientes datos representan los salarios anuales

.de 10 ingenieros.

salario fi
$ 250,000 1
$ 110,000 3
$ 110,000 3
$ 90,000 2
$ 80,000 1

10
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En base a esos datos calcula:

a) La media aritmética

b) La mediana
c) La moda
e) Decir cudl es la mds representativa y por queé.

9, Los siguientes valores son los niveles de glucosa en

la sangre extraida a 10 nifios en ayunas,

Nimero Valor

1 56

62
63
65

65
65

2

3

4 .

5 65
6

7

8 68
9

70
10 72

En base a esos datos calcule:

a) La media aritmética

b) La mediana

c) La moda
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10. Una muestra de once pacientes admitidos para
diagndstico y evaluacién en una sala psiquidtrica
recientemente abierta en un hospital general, tuvieron

las duraciones siguientes de su internacidn.

Namero Duracidén del internado (dias)
1 29
2 14
3 11
4 24
5 14
6 14
7 28
8 14
9 18
10 22
11 14
Encuentre:

a) La duracién media de la internacidn para estos

pacientes
b) La mediana

¢) La moda

11. A ocho pacientes en el ala de convalecencia de un
hospital general se les permitid que eligieran entre

cuatro tipos de carne para la comida. Sus elecciones
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fueron las siguientes: pollo, pescados, higado, pollo,

pollo, tortas de carne y pollo, ¢Cudl fué la eleccidn
modal?

4.11 CALCULO DE LA MEDIA ARITMETICA PARA DATOS AGRUPADOS

Cuando 8e agrupan los datos, en intervalos, 1las
cbservaciones individuales pierdan su identidad.
Obgervando una distribucién de frecuencias puede
determinarse él nimero de observaciones que caen dentro
de los diferentes intervalos de clase, pero no pueden
determinarse los valorse reales. Debido a esto, deben
plantearse ciertas hipbtesis acerca de 1los valores
cuando se calcule una medida descriptiva a partir de
datos agrupados. Como consecuencia de estas
suposiciones, los resultados obtenidos son s8dlo

aproximaciones de los valores verdaderos.

Al calcular la media a partir de datos agrupados, se
gupone dque todos los valores que caen dentro de un
determinado intervalo de clase se localizan en el punto

medio del intervalo.

Para encontrar la media, se multiplica cada punto medio
por 1la frecuencia correspondiente, se suman estos

productos y se divide entre la suma de las frecuencias.
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Si los datos representan una muestra de datos, el

cdlculo de la media puede mostrarse simbdlicamente como:

Donde la X1 representan el punto medio de cada intervalo

de clase,

Para calcular la media a partir de una poblacién de
valores agrupados en un numero finito de clases, se

procede igual que en la ecuacién anterior.

Ejemplos.
Ejemplo 1. Calcular la media aritmética para la tabla de
distribucién de frecuencias del problema del peso en

Kgs. de los estudiantes de un grupo de estadistica del

C.C.H.

NUMERO DE | INTERVALO DE | fi | Xi f£iXi
INTERVALO CLASE

1 56.50 - 53.50 2 58 116

2 59.50 - 62.50 3 61 183

3 62.50 - 65.50 5 64 320

4 65.50 - 68.50 8 67 536

5 68.50 - 71,50 6 70 420

6 71.50 - 74.50 4 73 292

7 74.50 - 77.50 2 76 152

30 2019

. Ifixi 2019

Rom ceeee = cens = 67.30 . X=67.30kg
n 30

i



4.12 CALCULO DE LA MEDIA ARITMETICA PARA DATOS

AGRUPADOS, USANDO LA CALCULADORA

Para calcular la media aritmética de este problema

usando la calculadora CASIO 5000 su procede de 1la

siguiente forma.

1. PRESIONE MODE X PARA EL MODO SD DE ESTIDISTICA.

{aparece SD en la pantalla)

2, PRESIONE SHIFT SCl EXE PARA BORRAR LAS MEMORIAS

ESTADISTICAS
3. INGRESE

LOS

ELEMENTOS DE DATOS UNO POR UNO

PRESIONANDO LA TECLA DT LUEGO DE CADA INGRESO

xi £i INGRESO

58 2 58 DT DT

61 3 61 DT DT DT

64 5 64 SHIFT [;]1 5 DT

67 8 67 SHIFT (;] 8 DT

70 6 70 SHIFT ([;] 6 DT

73 4 73 SHIFT [;] 4 DT

76 2 76 DT DT

OPERACION DE TECLA RESULTADO SIMBOLO
SHIFT X EXE MEDIA %=67.30
SHIFT IK2 EXE SUMA DE DATOS 2£iXi=2019
SHIFT IK3 EXE NUMEROS DE DATOS| Xfi=N=30
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Ejemplo 2, La siguiente tabla muestra las calificaciones

obtenidas en una prueba de inteligencia por un grupo de

nifics que participaron en un experimento. Calcular su

media.
NUMERO DE | INTERVALO £i Xi £ixi
INTERVALO { DE CLASE
1 10 - 19 5 14.5 72.5
2 20 - 29 19 24 .5 465.5
3 30 - 39 10 34.5 345.0
4 40 - 49 13 44.5 578.5
5 50 - 59 4 54.5 218.0
6 60 - 69 4 64.5 258.0
7 70 - 79 2 74.5 149.0
57 2086.5
YEixi:=2086.5
— 2086.5 —
X= son-ee-- = 36.60 s X=36.60
517

Comprobacién de
calculadora

1. MODE X = 8D

2. SHIFT SCl EXE

3. INGRESO

14.5 SHIFT (;] &
24.5 SHIFT {:] 19
34.5 SHIFT [;] 10
44,5 SHIFT [;] 13
54,5 SHIFT [;) 4
64.5 SHIFT [;] 4
74.5 DT DT
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OPERACION DE LA TECLA RESULTADO SIMBOLO

SHIFT X EXE MEDIA X=36.60
SHIFT 1K2 EXE SUMA DE DATOS Y£ixi=2086.5
SHIFT 1K3 EXE NUMERO DE DATOS| Xfi=N=57

4.13 CALCULO DE LA MEDIANA PARA DATOS AGRUPADOS

Cuando se calcula la MEDIA a partir de datos agrupados,
se supone que los valores dentro de un intervalo de
clase se localizan en el punto medio, sin embargo, al
calcdlar la MEDIANA; se supone que dichos valores estan

distribuidos uniformemente en todo el intervalo.

Tomando como base la tabla del peso de los estudiantes
de estadistica del C.C.H. Procederemos a calcular la

mediana como una de forma ilustrar su desarrollo.

NUMERO DE | INTERVALO DE | FRECUENCIA| FRECUENCIA
INTERVALO CLASE £i ACUMULADA
1 57 - 59 2 2
2 60 - 62 3 5
3 63 - 65 5 10

5
4 66 - 68 a< 18
3
5 69 - 71 6 24
6 72 - 74 4 28
7 75 - 77 2 30

El primer paso para calcular la mediana a partir de
datos agrupados es localizar el dato en donde se

encuentra la mediana utilizando la férmula n/2. Para
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muestra distribucién, tenemos n/2=30/2=15, por lo que el

valor 15 es el dato central donde se encuentra 1la

mediana.

El segundo paso es localizar el intervalo de clase en el
que se encuentra el dato 15, Observando la tabla se ve
que:

El primer intervalo de clase que tiene 2 frecuencias, se

encuentran los datos 1 y 2.

El segundo intervalo de clase que tiene 3 frecuencias,

se encuentran los datos 3,4 y 5.

El tercer intervalo de clase que tiene 5 frecuencias, se

encuentran los datos 6,7,8,9 vy 10.

El cuarto intervalo de clase que tiene 8 frecuencias se

encuentran los datos 11,12,13,14,15,16,17 y el 18,
Por lo que el valor de la mediana se encuentra en el
cuarto intervalo de clase, Esta en algin punto entre

65.5 y 68.5 que son los limites reales de la clase.

El tercer paso es calcular la mediana mediante un

proceso de interpolacién, aplicado la siguiente férmula
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MEDIANA= Li +[ =========n c

It = Limite real inferior del intervalo de clase donde

se encuentra la mediana.

fa = Frecuencia acumulada del intervalo de clase

anterior al intervalo de clase en donde se encuetra la

nediana.

C = Tamaflo del intervalo de clase en donde se encuentra

la nediana.

fn = Frecuencia del intervalo de clase donde se

encuentra la mediana.

En nuestro ejemplo se tiene:

N/2 = 30/2 =15 La nediana esta en cuarto intervalo de
clase.

Li=(65+66) /2=65.5

fa= 2+3+5=10
C= 68.5 -65.5 =3
fn = 8

15-10
MEDIANA = 65.5 + |=--=-+4 3
8
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MEDIANA = 65.5 + 1.875= 67.375
MEDIANA

L]

67. 375 Kags.

4.14 CALCULO DE LA MEDIANA PARA DATOS AGRUPADOS USANDO
LA CALCULADORA

La calculadora CASIO 5000 viene incorporada con un total

de 12 memorias independientes para el almacenamiento de

las férmulas.

Cuando se almacena una férmula en una memoria, esta
permanece hasta que 8e le borra. Los contenidos de las
memorias del usuario se retienen ain si se presiona la

tecla AC o si se apaga la unidad.

Para almacenar una f£érmula en la calculadora se siguen

los siguientes pasos.

1. PRESIONE MODE 2 PARA CAMBIAR EL MODO WRT

Aparece en la pantalla algo similar a

P & 123456789 A B
wrt D
S= 675

La linea superior muestra las memorias de férmulas que

se encuentran vacias y 1listas para almacenar. Estas

memorias serdn referidas como memoria
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PO,P1,P2,...,P9,PA y PB, Cada vez que se almacena una
férmula en una de las memorias, el nombre de la memoria

en uso Se reemplaza en la pantalla con un guién,

El nimero en la linea inferior de la pantalla muestra el
namero total de pasos restantes que quedan para la
férmula en la memoria. Este es un punto muy importante.

Se puede almacenar lo que desee en cualquiera de las
memorias de las férmulas del usuario, en tanto que el
nimero de pasos de fdrmulas ya almacenados no exceda de

675 en las memorias de las férmulas del usuario.

La presentacién usada aqui muestra que las memorias de
férmulas del usuario estdn todas vacias. Cada vez que se
almacena una férmula en una de las memorias, el numero
en esta presentacién se convierte mds pequefio. Cuando se
ingresan las férmulas, la posicién ingreso se indica
siempre por un cursor parpadeando. Cuando en la memoria
solamente existen s8eis o menos pasos de férmulas
restantes, el cursor cambia a @ , y el ingreso se
conviefte imposible cuando se terminan de usar todos los
pasos. Si esto ocurre, para lograr mi&s espacios, borre

las férmulas que ya no necesite.

ALMACENAMIENTO DE UNA FORMULA
1. PRESIONE MODE 2 PARA CAMBIAR AL WRT
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2, USE LAS TECLAS ¢« o0 - para seleccionar un nombre de

memoria de férmula.

La memoria de férmula corrientemente seleccionada se
indica por su propio nombre parpadeando en la pantalla.
Las teclas ¢ o - mueven la seleccion bhacia la
izquierda o derecha. Por supuesto, este paso puede ser
omitido si el nombre de la memoria de formula que se

encuentra parpadeando es el que se desea.

3. ESPECIFIQUE UN MODO DE CALCULO PARA LA MEMORIA DE
FORMULA SELECCIONADA.

La siguiente es una lista de operaciones de teclas y las
restricciones para cada modo de cdlculo

COMP MODE [+]

BASE n MODE [-1

No puede realizarse cldlculos con funciones cientificas.
No puede especificarse unidades de medicién angular.

No puede recuperarse las férmulas incorporadas.

SD MODE [X]
No pueden usarse Abs niv

DT no puede ingresarse consecutivamente LR MODE [/]

No pueden usarse Abs ni v

DT no puede ingresarse consecutivamente

4. PRESIONE LA TECLA EXE
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La pantalla debe aparecer como se muestra aqui. E1 O en
la parte inferior derecha indica la cantidad de pasos
que hay entre la posicién presente del cursor y el
comienzo de la férmula. Como todavia no se ha ingresado

nada, este nimero indica cero pasos en la memoria

WIR D
S= 0
5. INGRESE LA FORMULA
n/2 - fa
FORMULA DE LA MEDIANA M=L1 4| ~~~~=—=~~- Cc
’ fn

FORMULA PARA INGRESAR A LA CALCULADORA

M= 1, + ((N/2 - A)/B)C DONDE:

L= Ia
n=n
A= fa
B= fn
C=2C

AC ALPHA M SHIFT= ALPHA L+((ALPHA N/2-ALPHA R)/ ALPHA B)

X ALPHA C EXE

APARECE EN LA PANTALLA M=L + ((N/2-A)/B)xC

L? 0

Observe que cada vez que se ingresa algo, el niémero que

indica el nimero de pasos se convierte mids grande. Si se
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utiliza las teclas « 0 = para mover el cursor
parpadeante en la pantalla, el nimero cambiarad para
indicar la cantidad de pasos que existe entre 1la

presente posicion y el comienzo de la férmula.
6. PRESIONE MODE 1 PARA ALMACENAR EL PROGRAMA

EJECUCION DE UNA FORMULA ALMACENADA EN UNA MEMORIA DE
LAS FORMULAS DEL USUARIO,

Una vez que se almacena una férmula, se le puede

ejecutar en cualquier momento especificando el nombre de

la férmula del usuario.

1, PRESIONE MODE 1 PARA INGRESAR AL MODO RUN.
2, PRESIONES PROG. SEGUIDO POR EL NOMBRE DE LA MEMORIA
DE LA FORMULA.

3. PRESIONE LA TECLA EXE PARA EJECUTAR LA FORMULA
SELECCIONADA.

Una wvez que se ejecuta una férmula, la operacién
siquiente depende del tipo de férmula que se recupera.
Por ejemplo, los indicadores aparecen para indicarle el

ingreso de los valores para las variables etc..

Para
nuestro ejemplo tenemos:
1. MODE 1
2. PROG O EXE EN LA PANTALLA | M=L+{(N/2-R)/B}xC

L? 0
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11=L=65,5
n=30
fa=A=10
fm=B=8
C=3

65.5 EN LA PANTALLA

EXE

30

EXE

10

EXE

EXE

122

65.5
L? 0

M=L + ((N/2-A)/B)xC

N? 0
30-

D
N? 0

M=L + ((N/2-A)/B)xC
D

A? 0
10-

D
A? 0

=L + ((N/2-A)/BxC

D
B? 0
8.

)
B? 0

=L + {({N/2-A)/B)xC
D
c? 0




3.
c? 0

M=L +((N/2-A)/B)xC
EXE

M= 67.375

MEDIANA=67.375

BORRADO DE LAS FORMULAS DEL USUARIO.

DESPUES DE ALMACENAR LAS FORMULAS PARA LAS MEMORIAS DEL

USUARIO, SE PUEDEN BORRAR INDIVIDUALMENTE O TODAS A LA
VEZO

BORRADO DE UNA FORMULA ESPECIFICA DEL USUARIO

1. PRESIONE MODE 3 PARA INGRESAR AL MOD PCL

Se pueden borrar las f6rmulas del usuario solamente

en el modo PCL.

2. USE LAS TECLAS « o -> PARA SELECCIONAR UN NOMBRE
EN LA MEMORIA DE FORMULA.

Las memorias que contienen férmulas se indican por sus
nombres de memoria siendo reeplazadas por un guién.

3. PRESIONE LA TECLA AC PARA BORRAR LA FORMULA DEL
USUARIO SELECCIONADA.
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Luego de que se presiona la tecla AC, el numero de 1la
memoria en donde se ha borrado la férmula aparecera

nuevamente en la pantalla en lugar del quiédn,

4, PRESIONE MODE 1 PARA VOLVER AL MODO RUN

BORRADO DE TODAS LAS FORMULAS DEL USUARIO

1. PRESIONE MODE 3 PARA INGRESAR AL MODO PCL
2. PRESIONE SHIFT MCL
Esto borra todas las férmulas del usuarioc, y ocasiona

que todos los. nombres de la memoria del usuario

aparezcan en la pantalla,

Ejemplo

BORRADO DE TODAS LAS MEMORIAS
P -123456789AB
MODE 3 D
8= 658
PP 123456789A8B
SHIFT MCL D
8 675

4.15 CALCULO DE LA MODA PARA DATOS AGRUPADOS

La moda de un conjunto de datos se defini6, como el
valor que se repite con mayor frecuencia. Cuando se
designa la moda de datos agrupados, se refiere por lo

general a la clase modal, donde la clase modal esta

124



localizada en el intervalo de clase con la frecuencia

mas alta.

NUMERO DE | INTERVALO DE

INTERVALO CLASE £i Xi
1 57 - 59 2 58
2 60 - 62 3 61
3 63 - 65 5 64
4 66 - 68 8 67
5 69 - 11 6 70
6 72 - 4 4 73
7 75 -~ 717 2 76

En nuestro ejemplo la clase modal se encuentra en 1la

cuarta clase 66-68, o bien 65.5-68.5, utilizando ios

limites reales de clase.

En algunos casos es suficiente decir que la moda esta
correspondida entre 65.,5-68.5 o basta con tomar como

moda el punto medio de clase, en este caso 67.

Perc hay ocasiones en que esto no es suficiente y hay
que fijar un valor mds exacto, por lo que se procede a

utilizar la siguiente férmula:
MODA= Li + ---+>-=~-~ c

Li= Limite real inferior de clése, donde se encuentra la

moda.

Di= Diferencia entre la frecuencia modal y la frecuencia

del intervalo de clase contiguo inferior.
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D:= Diferencia entre la frecuencia modal y la frecuencia
del intervalo de clase contiguo superior.

C= Tamafio del intervalo de clase donde se encuetra la
moda.

En el ejemplo

Li= (65+66)/2=65.5

D1
D2
C = 68.5 -65.5 = 3

8-5=3
8-6=2

MODA = 65,5 + =---- 3

MODA

65.5 +1.8
MODA

67.30 Kgs.

4.16 CALCULO DE LA MODA PARA DATOS AGRUPADOS USANDO
CALCULADORA

Como la férmula anterior no esta incorporada en los 128
férmulas programadas de la calculadora, procederemos a
almacenarla en las 12 memorias independientes, siguiendo

los pasos indicandos para la formula de la mediana.

1. PRESIONE MODE 2 PARA CAMBIAR AL WRT

2., USE LA TECLA -» PARA SELECCIONAR PI NOMBRE DE MEMORIA
DE LA FORMULA

3. ESPECIFIQUE UN MODO DE CALCULO PARA LA MEMORIA DE
FORMULAS SELECCIONADAS EN ESTE CASO MODE X PARA SD DE
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ESTADISTICA
4, PRESIONE LA TECLA EXE
R 5. INGRESE LA FORMULA
D =1L+ (S/(s+T))C
L1 =L
D: =5
D2 =T
{ C =C
; AC ALPHA D SHIFT= ALPHA L+ (ALPHA S/ (ALPHA S+ALPHA T))
ALPHA C
6. PRESIONE MODE 1 PARA ALMACENAR EL PROGRAMA.
PARA EJECUTAR LA FORMULA DE LA MODA, AIMACENADA EN LAS
: FORMULAS DEL USUARIO SE PROCEDE DE LA SIGUIENTE FORMA:

1. MODE 1 :

:; D=L +(S/(S+T)C

i 2. PROG. 1 EXE  EN LA PANTALLA SD D

i L? 0

: - 65.5_

; 65.5 SD D

L? 0

1

'3 D=L + (S/(S+T)) C

EXE SD D

5? 0

4

§

3.

t 3 SD D
s? 0

|

! b=L + {(8/(5+T)) C

EXE Sb D
T2 0
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2-—

2 Sh D
T? Q
D=L + (S/(8+T)) C

EXE sh D
C? 0
3-—

3 SD D
C? 0

=L + (S/(S+T))C
EXE SD D

D= 67.3

MODA= 67,30

4.17 CUARTILES, DECILES Y PERCENTILES (CUANTILES)

Si una serie de datos se colocan en orden de magnitud,
el valor medio (o la media aritmética de los dos valores
medios) que divide el conjunto de datos en dos partes
iguales es la mediana., Por extencién de esta idea se
puede pensar que aquellos valores que dividen a los
datos en cuatro partes iguales, se llaman CUARTILES vy

estan representados por Q, , Q, ¥ Q, , primero, segundo y

tercer cuartil, respectivamente.
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De esta manera, los valores que dividen a los datos en
10 partes iguales se llaman DECILES y se representan por
D, » D,+..., D, , mientras que los valores que dividen

los datos en cien partes iguales se llaman PERCENTILES y

Se representan por P, , P, , Py, ..., Pg.
El sequndo cuartil @, , el quinto decil D, y el

quincuagésimo percentil P, se corresponden con el

valor de la mediana.

En conjunto, cuartiles, deciles, percentiles y otros

valores obtenidos por subdiviciones andlogas de los

datos se llaman CUANTILES.
CALCULOS DE LOS CUARTILES PARA DATOS NO AGRUPADOS.

El célculo de cuartiles, deciles y percentiles para
datos no agrupados no representa ninguna dificultad, por
lo que unicamente daremos un ejemplo utilizando los
cuartiles.

Ejemplo: Supongamos que la edad en aios cumplidos de 16
nifos es la siquiente:
8,9,5,13,6,14,5,8,5,10,12,11,7,11,14 y 5

El primer paso es ordenar los datos, generalmente en

orden creciente,

5,5,5,5,6,7,8,8,9,10,11,11,12,13,14,14
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En seguida dividimos al conjunto de datos en 4 partes
iguales y asi obtenemos los cuartiles
55,55 6717,8,8 9,10,11,11, 12,13,14
a4
5.5 8.5 11.5
Q=55, Q, 8.5 y Q= 11.5

Que se pueden interpretar de la siguiente manera:

Una cuarta parte (25%) de los niflos tienen edades
menores que 5.5 afios, otra cuarta parte (25%) de 5.5 a
menos de 8.5 afios, otra cuarta parte edades de 8.5 a
menos de 11.5 aflos, y la otra cuarta parte, de 11.5 afios

a 14 afios.

4.18 CALCULO DE LOS CUANTILES PARA DATOS AGRUPADOS.

NUMERO DE | INTERVALO DE | FRECUENCIA
INTERVALO CLASE fi
1 57 - 59 2
2 60 - 62 3
3 63 - 65 5
4 66 - 68 8
5 69 - 71 6
6 72 - 14 4
7 75 - 11 2
30
Para el célculo de los cuartiles, deciles vy
percentiles se‘utiliza la férmula de la mediana:
'n/2 - fa
Mediana = Ll #i ===m==== c
fm
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e s e SR i i 3 e 55

L. = Limite real inferior del intervalo de clase donde
se encuentra el O

fa = Frecuencia acumulada del intervalo de clase
anterior al intervalo de clase que contiene el Q

fa = Frecuencia del intervalo de clase donde se
encuentra el Ou

C = Tamafio del intervalo de clase donde se encuentra el
03} ‘
En nuestro ejemplo:

1/4 n = 1/4(30) = 7.5

El 1 se encuentra en el dato 7.5. El dato 7.5 se

ercuentra en el tercer intervalo de clase.

In = (62 + 63)/2 = 62.56
fa =2+ 3 =25
fo = 5

C =655 -62.5=3

Q1 = 62,5+ 1.5 = 64

PARA CALCULAR Qs :
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Ii = Limite real inferior de la clase que contiene el Qs

fa = Frecuencia acumulada del intervalo de clase

anterior al intervalo de clase donde se encuentra Qs .

fq = Frecuencia del intervalo de clase que contiene a

Qa.
Cc

= Tamano del intervalo de clase que contiene a Qs

FOR LO QUE

3/4n = 3/4 (30) = 22.5

It = 68.5

fa = 18

fo = 6

c = 3

22.5 - 18
Q3 = 68,5 +|~=—mem——e= 3
6

Q = 68.§ + 2,25 = 70.75
Q3 = 70,75
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11 = Limite real inferior de la clase que contiene el Qs

fa = Frecuencia acumulada del intervalo de clase

anterior al intervalo de clase donde se encuentra Qs .

fg = Frecuencia del intervalo de clase que contiene a
Qs.

C = Tamafo del intervalo de clase que contiene a Q1

POR LO QUE

3/dn = 3/4 (30) = 22.5 '

L. = 68.5 ‘
fa = 18
fo, = 6 ’
cC = 3

22.5 - 18
Q: = 68,5 + ----6 ------ 3

Qr = 68.5 + 2.25 = 70,75

Qs = 70,75
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PARA CALCULAR Pio’

10/100 (n)- fa
Pio = Li 4| ~===memmemm—nn—— c

10/100 (n) = 1/10 (n) = 1/10 {30)=3

Ln = 59,5

fa =2

fr =3

10
c= 3
3 -2
Pio = 59.5 + |~—=—wm=- 3
3

Pio = 59,5 + 1= 60.5
Pio = 60.5

PARA CALCULAR Pso

90/100 {n) - fa

90/100 (n)= 90/100 {30) = 2700/100 =27

Lt = 71.5

fa = 24

fo = 4

90
cC =3
27 ~ 24
Pso = 71.5 4| -m—eemmm 3
4

Pso = 71.5 + 2,25 = 73.75

Peo = 73.75
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4.19 CALCULO DE LOS CUARNTILES PARA DATOS AGRUPADOS CON
CALCULADORA.

PROCEDEREMOS A INCORPORAR LA FORMULA EN LA CALCULADORA
PARA LOS CUANTILES.

1. PRESIONE MODE 3

2, USAR LA TECLA —» PARA SELECCIONAR P2

3. ESPECIFICAR MODE X PARA SD DE ESTADISTCA

4. PRESIONE LA TECLA EXE

5. INGRESE LA FORMULA X = L + {==m=e===-
. 1 B

AC ALPHA X SHIFT = ALPHA L + ((ALPHA M ALPHA N/ALPHA P -
ALPHA A)/ALPHA B)XALPHA C

6., PRESIONE MODE 1 PARA ALMACENAR EL PROGRAMA.

De los ejemplos anteriores calcular Qi, Qi, Pioy Pso
CALCULO DE O
EN LA CALCULADORA X = L + ((MN/P-A)/B)C
1. MODE 1
2. PROG, 2 EXE
Ly=L = 62.5
M=1
N = 30
P=4

‘A =5
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A?
B ?

c?

X= 64 o}
CALCULO DE Qa
1. MODE 1

2. PROG 2 EXE
L ? 68.5

M

)

3
N 2 30

P2 4

b4
-~

18
B ? 6
c? 3

X=70.75 O

CALCULO DE Pio
1, MODE 1

2. PROG. 2

62.5

30

Q=

EXE
EXE
EXE
EXE
EXE
EXE
EXE

Qs

EXE

EXE
EXE
EXE
EXE
EXE
EXE
EXE

64

= 70.75



L2 59,5 EXE

M ? 10 EXE
N ? 30 EXE
P2 100 EXE
A2 2 EXE
B ? 3 EXE
c 3 EXE

X= 60.5 O P10=60.5

CALCULO DE Pso

1. MODE 1

2. PROG 2 EXE
L? 71.5 EXE
M2 90  EXE
N 2 30 EXE

P ? 100 EXE

AR 24 EXE
B ? 4 EXE
c? 3 BXE

X= 73.75 o) Peo= 73,75
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4.20 EJERCICIOS DE REPASO

1. La siguiente tabla muestra la distribucién de edades

de casos de cierta enfermedad reportada durante un aiio

en un estado particular.

EDAD NUMERC DE CASOS
5-14 5
15-24 10
25-34 20
35~-44 22
45-54 13
55-64 5
75

EN BASE A ESOS DATOS CALCULAR:
a) LA MEDIA ARITMETICA

b) LA MEDIANA

c) LA MODA

d) EL CUARTIL UNO QO

e} EL CUARTIL TRES Qs

f) EL PERCENTIL DIEZ Pio

g) EL PERCENTIL NOVENTA Pso

h) COMPROBAR LOS RESULTADOS UTILIZANDO LA CALCULADORA,
2. La siguiente tabla muestra una distribucién de

frecuencias de la duracidén en horas de 400 focos con

diferentes caracteristicas, que fabrica una compaiia.
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E

DURACION NUMERO DE

(HORAS) FOCOS
300-399 14
400-499 46
500-599 58
600-699 76
700-799 68
800-899 62
900-999 48
1000-1099 22
1100-1199 6
400

CON REFERENCIA A ESTA TABLA CALCULAR:

a)
b)
c)
d)
e)
£)
q)
h)

3.

LA MEDIA ARITMETICA,.
LA MEDIANA.

LA MODA.

EL Q1

EL Q3

EL Pio

EL P9o

COMPROBAR CON LA CALCULADORA LOS RESULTADOS

Las ganancias de 200 corredores de bolsa estan

agrupados en una distribucién de frecuencias, como se

muestra a continuacién.
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GANANCIAS DIARIAS NUMERO DE CORREDORES

| DE BOLSA
! $ 77.5 - 82.5 5
L 82.5 - 87.5 12
E 87.5 - 92.5 13
; 92.5 - 97.5 22
| 97.5 - 102.5 30
% 102.5 - 107.5 35
% 107.5 - 112.5 32
% 112.5 - 117.5 20
% 117.5 - 122.5 15
| 122.5 - 127.5 10
127.5 - 137.5 6
200

CALCULAR:

a) LA MEDIA ARITMETICA
R b) LA MEDIANA

| ¢) LA MODA

d) o

e) O

£) Puwo

g) Pso

h) COMPROBAR LOS RESULTADOS CON LA CALCULADORA.
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CAPITULO 5

MEDIDAS DE DISPERSION, SESGO Y CURTOSIS

5.4

5.9

5.10

5.11

5.12

5,13
5.14

MEDIDAS DE DISPERSION

RANGO O RECORRIDO

LA VARIANZA Y LA DESVIACION ESTANDAR O TIPICA Y SU
CALCULO PARA DATOS NO AGRUPADOS.

CALCULO DE LA VARIANZA Y LA DESVIACION ESTANDAR
PARA DATOS NO AGRUPADOS,POR LA FORMULA SIMPLIFICADA
CALCULO DE LA VARIANZA Y LA DESVIACION ESTANDAR
PARA DATOS.NO AGRUPADOS CON CALCULADORA.

EL COEFICIENTE DE VARIACION.

EJERCICIOS DE REPASO.

CALCULO DE LA VARIANZA Y LA DESVIACION ESTANDAR
PARA DATOS AGRUPADOS.

CALCULO DE LA VARIANZA Y LA DESVIACION ESTANDAR
PARA DATOS AGRUPADOS POR LA FORMULA SIMPLIFICADA.
CALCULO DE LA VARIANZA Y LA DESVIACION ESTANDAR
PARA DATOS AGRUPADOS CON CALCULADORA.

INTERPRETACION DE LA DESVIACION ESTANDAR. LA REGLA
EMPIRICA.

SESGO.

CALCULO DEL COEFICIENTE DE SESGO CON CALCULADORA.
CURTOSIS, COEFICIENTE DE CURTOSIS PERCENTILICO.
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L,

5.15 CALCULO DEL COEFICIENTE DE CURTOSIS PERCENTILICO
CON CALCULADORA,

5.16 EJERCICIOS DE REPASO
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5.1 MEDIDAS DE DISPERSION

Al grado en que los datos numéricos tienden a extenderse
alrededor de un valor medio se le llama variacién o
dispersién de los datos. Si todos los datos son iguales,
no hay dispersién, si son diferentes hay dispersién en
los datos. La magnitud de la dispersién puede ser
pequefia, cuando los datos, aunque distintos, estan
préximos entre si. Si los datos estdn ampliamente

desparramados, la dispersién es mayor.

Existen distintqs medidas de dispersién o variacién, las
mas empleadas son:

a) EL RANGO O RECORRIDO

b) LA VARIANZA

c) LA DESVIACION ESTANDAR O TIPICA

5.2 RANGO O RECORRIDO

Es la medida de dispersién m&s sencilla, se determina
mediante la diferencia entre el dato mayor y el dato
menor de la muestra.

Si se denota el rango por R, el dato mayor por Xp y el
menor por Xp, el rango se calcula como sigue:

R= X, = X,
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Ejemplo 1. Calcular el rango de 1la siguiente

distribucién:

10,12,12,13,15,15,16,17,19,21,23
Rango=23-10=13 por lo que R=13

Ejemplo 2. Obtener el rango para el caso que se estudia,

relativo al peso de los estudiantes.
Rango=77-58=19 por lo que R=19

Este valor ya se habia obtenido con otros fines; sin
embargo, ahora se obtiene como un indice de 1la

variabilidad que indica la amplitud en la escala de los

pesos.

La utilidad del rango es limitada. El hecho de que 86lo
tome en cuenta dos valores, hace que sea una medida
pobre en la dispersién. La ventaja principal de utilizar

el recorrido es la sencillez y rapidez de su cdlculo.

También hay que hacer notar que el rango no es una

medida de dispersion de los datos intermedios respecto

al valor tipico.

5.3 LA VARIANZA Y LA DESVIACION ESTANDAR O TIPICA Y SU
CALCULO PARA DATOS NO AGRUPADOS
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Algunas veces la media aritmética y el rango no permiten
diferenciar la forma en que estdn distribuidos los datos
de un conjunto, por lo que es necesario otra forma de
e§a1uacién de la distribucién, que nos permita saber

cudnto varian los8 datos entre s8i. Un ejemplo nos

aclarard esto.

Ejemplo. En una escuela secundaria hay cuatro grupos de
2* afilo. De cada grupo se escogen, por sorteo, cinco
alumnos a los que se aplica una prueba de mateméticas.
Las calificaciones obtenidas por los cinco alumnos de
cada grupo son las siguientes:

Grupo A: 2,3,6;9,10 x=6

Grupo B: 6,6,6,6, 6 x=6

Grupo C: 4,6,6,6, 8 x=6

Grupo D: 4,4,6,8, 8 x=6

Cada uno de estos grupos obtuvo una media de 6, sin
embargo es claro que en unos grupos las calificaciones
varian entre si mds qQue en otros. En el grupo A, las
calificaciones varian desde 2 hasta 10 inclusive, es

decir son heterogéneas.

En cambio, las calificaciones del grupo B son totalmente
homogéneas, todas son iguales. En cuanto a los grupos C
y D, se puede ver que las calificaciones en el C fueron

homogéneas, aunque en menor grado que en el grupo B, y
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que las calificaciones en el D fueron heterogéneas,

aunque en menor grado que en el grupo A.

Esta informacién, que obtuvimos al observar directamente
lés calificaciones, nos fue proporcionada por la media.
Sin embargo para evaluar la dispersién o variabilidad de

los datos procederemos a calcular el RANGO O RECORRIDO.

El rango de las calificaciones de cada uno de los grupos

es:

GRUPQ A: 10-2=8 =8
GRUPO B: 6-6=0 =0
GRUPO C: 8-4=4 R=
GRUPQ D: 8-4=4 =4

Observamos que el valor mds grande, 8 corresponde al
grupo con mayor dispersién; el mas pequeiio, 0 al grupo
con menor dispersién, y un valor intermedio corresponde
a una dispersién intermedia. Sin embargo, aunque sge ve
que en C hay menor dispersién que en D, el valor del
rango es el mismo para ambos. Podemos entonces observar
que, aunque el rango se calculd fécilmente, en algunas
ocasiones no permite diferenciar la forma en que se
distribuyen los datos en cada grupo. Por lo que volvemos
a insistir como se habia dicho anteriormente, que es
necesaria otra forma de evaluacidén de la dispersién que

nos permita distinguir estas diferencias.
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De manera natural podemos pensar en medir la dispersioén
tomando como punto de referencia a la media aritmética,
Esto se puede realizar calculando la dispersién a partir

de las diferencias entre cada dato y la media
simbolizando esto como X,—;. Es claro que la desviacién

de los valores X, menores que ¥ resulta negativa, y que

la desviacién de 1los valores X, mayores que X es

positiva.
Entonces el siguiente paso es preguntarse si se puede
calcular un promedio de desviaciones sumando todas las

desviaciones y -dividiendo esta suma entre el numero

total de desviaciones, es decir;
promedio de desviaciones=g%'-l

Veamos esto en los ejemplos de las calificaciones de los

alumnos de los grupos A, B, C y D.

Recuerde que todos 10s grupos tienen media 6, es decir

Xe=Xs=Xc=Xo=6
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PARA EL GRUPO A CONSIDERANDO LAS FRECUENCIAS:

Xy £i (Xy~x) £1(X~x)
2 1 2-6=~1 =
3 1 3-6=-3 -3
6 1 6-6=0 0
9 1 9-6=3 3
10 1 10-6=4 4
5 0

Como se observa la suma de las desviaciones respecto de
su media es cero, esto es se cumple la propiedad de la

media aritmética. Por lo que también el promedio de las

desviaciones siempre es cero.

ZAKI-) 0
-~

PROMEDIO DE DESVIACIONES =

PROMEDIQ DE DESVIACIONES = 0

Calcule de la misma manera el promedio de desviaciones

para los grupos B, C y D.

Como se observé en los ejemplos, la suma de las
desviaciones siempre es cero, por lo que el promedio de
las desviaciones también es cero. Para evitar esto
podemos elevar al cuadrado cada desviacién, y después
sumar los resultados obtenidos, ¢ue seradn en todos los

casos positivos o igual a cero.
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Al dividir la suma de los cuadrados de las desviaciones
entre n-1, donde n es el nimero de datos de la muestra,
obtendremos una medida de dispersién llamada varianza

muestral que denotaremos con §°

LA VARIANZA de una muestra de n valores X,,X,,...,X,, se
define como la suma de los cuadrados de las desviaciones

de los datos con respecto a su media X y dividida entre

=2
(n=1) ., Y ésta dada por la férmula: sz=2&§—fl-

También se puede definir como el promedio o media de los

cuadrados de las desviaciones de las medidas respecto de

su media aritmética.

Considerando lo anterior calculemos la varianza muestral

de los datos del grupo A.

VARIANZA DEL GRUPO A:

X1 £1 (Xi-X) [ (X1-X)° ] ELi(Xi-%)°
2 1 -3 16 16
3 1 -3 9 9
6 1 0 0 0
9 1 3 9 9
10 1 4 16 16
5 50
=2
2 PAKCH) % % -
s w1 S-1-a 125 SN §T=125
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Calcule la varianza muestral de los datos de los grupos

B, CyD vy después compare estas varianzas entre si y

con la varianza del grupo A.

Al comparar las varianzas muestrales se debe observar
que la varianza del grupo A es mayor q\ie la del grupo D
y ésta es mayor que la del grupo C, que a su vez es

mayor que la del grupo B, es decir:
5, > 8, > 8 > 8,

De esta observacién se concluye que, mientras mayor sea
la dispersién de los datos de una distribucién, mayor
serd su varianza, por lo que se deduce que la varianza

muestral es una buena medida de la dispersién de los

datos de una muestra.

Algunas veces cuando se dispone de todos los valores de

‘la poblacién y se requiere calcular la varianza se

procede de la siguiente manera.

DEFINICION: La varianza de una poblacién de N valores
X,.X,X....,X, se define como el promedio del cuadrado

de las desviaciones de los valores con respecto a su

media p La varianza de la poblacién se denota por o (o
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es la letra griega sigma miniscula) y esta dada por la

férmula:

2
o= X(XIN-”)

donde u y N son, respectivamente, la media y el tamafio

de la poblacién.

Si observamos las fé6rmulas para calcular la varianza de
la muestra y la varianza de la poblacién, notamos que al
calcular §°, se dividié entre n-1, y al calcular §? se
dividié entre N, mds adelante daremos una justificacién
formal de este ﬁecho, por el momento podemos afirmar que
§’, obtenido en' la forma indicada, es un buen estimador
del parametro 83, es declr que S’ nos permite efectuar

inferencias acerca de 8% con mayor precisién.

También se puede apreciar que el dénominador {(n-1) es
pricticamente iqual a N cuando el tamafio de la muestra

es muy grande, cosa qQque sucede generalmente en problemas

practicos.

Conviene hacer la observaciédn de que la varianza algunas
veces estd representada por unidades cuadradas y, por lo
tanto, no es una medida de dispersién apropiada cuando

se desea expresar este concepto en términos de las
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unidades originales. Asi, si 1las medidas originales
fueron en éentimetros como en el caso de la estatura de
un grupo de personas, la varianza estara representada en
centimetros al cuadrado. Por 1o que para obtener una
medida de dispersiétn en las unidades originales,
simplemente se toma 1la raiz cuadrada positiva de 1la

varianza obteniendo como resultado lo que se conoce como

desviacién estandar.

DEFINICION: La desviacién estdndar de un conjunto de
datos, es la raiz cuadrada positiva del promedio de las
desviaciones con respecto a la media elevadas al

cuadrado y su £6rmula es:

§=vst = Z(Xi x)

De la muestra si X,, X,, X,,..., X, son logs n valores de

una muestra.

0=J—' (Xi x)?

De la poblacién si X, X,, X,,..., X, son los N valores de

una poblacién.
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Ejemplo 1. Si tomamos el resultado de la varianza de las
calificaciones del grupo A que vimos anteriormente
Sﬁ=12.5. Observamos que la varianza quedo expresada en
calificaciones al cuadrado, unidades 'que no tienen
sentido en 1la practica, por lo que para medir 1la
dispersiétn con las mismas unidades con que se midié la

variable, debemos calcular la desviacién estandar:

=2
Xi~
S= -ﬂ—-;_-:—)-=4l2-5n3-53 " s=3|53

Ejemplo 2. Encontrar 1la varianza y 1la desviacién
estdndar del siguiente conjunto de datos:

4,5,6,6,6,7,8,8,8,9,10

Como primer paso 8e procede a calcular 8u media

aritmética.
X, £i £iX,
4 1 4
5 1 5
6 3 18
7 1l 7
8 3 24
9 1 9
10 1 10
11 17
X=zfmezz=7 S ox=1
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Como sequndo paso calculamos la varianza:

&
™
X, £1 (X,-x) (X.-x)* | £1(X,-x)?

; ) 1 3 ) 9
; 5 1 -2 4 4
q 6 3 -1 1 3
; 7 1 0 0 0
| 8 3 1 1 3
§ 9 1 2 4 4
: 10 1 3 9 9
11 32

-2
Xi- 32
1 32=.§._u.=__=31 s 85=32
i n-| 10
Como tercer paso calcular la desviaciédn estandar.

(X - x)*
= n-1

s

={32=1788 . S=1788

5.4 CALCULO DE LA VARIANZA Y LA DESVIACION ESTANDAR PARA
DATOS NO AGRUPADOS POR LA FORMULA SIMPLIFICADA.

El procedimiento anterior para calculai la varianza y la
desviacién estdndar es bastante laborioso debido a que

la media debe restarse de cada valor de la muestra.

Resulta especialmente tedioso si la muestra es grande o

8l la media tiene cifras decimales.

Para un célculo més eficiente, puede utilizarse 1la

siguiente férmula:
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¥ &

UTILIZANDO LAS FRECUENCIAS

2
zﬁx’z_(f.‘&\_‘"i)

n-1

sz
Esta férmula se deduce de:

-5 '
§? .~_.2_f%_’5)_. varianza muestral

Desarrollando (X,-x)' = X? -2X,;+?, aplicando las

propiedades del simbolo Y y al mismo tiempo

simplificando sé obtiene que:

- @ ax )
2 A -9p EME-——l-
- n-1 N n-1

§

Ejemplo. Calcular la varianza y desviacién estandar del

problema anterior:

X; 1 FIX, X& 1%,
3 1 1 16 16
5 1 5 25 25
6 3 18 36 108
1 1 7 49 49
8 3 24 64 192
9 1 9 81 81

10 1 10 100 100

11 77 571
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2

(ZAX) 2

S g DD 5 9B
i n__ 1

n-1 T -1 10

, T}
8=

s? =illl:6i§2 55:.(?). =32 §'=3.2 VARIANZA

2
2 (EAiX)
Z(AXS -
o =.,/3.2 =1,788

§= oy S=1.788 DESVIACION ESTANDAR

5.5 CALCULO DE LA VARIANZA Y LA DESVIACION ESTANDAR PARA
DATOS NO AGRUPADOS CON CALCULADORA

Para calcular la varianza y la desviacién esténdar con
la calculadora se siquen 1los mismos pasos que

utilizamos, cuando calculamos la media aritmética.

Ejemplo: Calcular la varianza y la desviacién esténdar

del problema anterior usando la calculadora.

1. Presionar mode X para el modo SD de estadistica.

Aparece SD en la pantalla.

2. PRESIONAR SHIFT SCI EXE PARA BORRAR LAS MEMORIAS
ESTADISTICAS.

3. INGRESAR LOS ELEMENTOS DE DATOS UNO POR UNO
PRESIONANDO LA TECLA DT, LUEGO DE CADA INGRESO
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+ MODE X —=> 8D

. SHIFT SCL EXE

. INGRESO

. DT

. SHIFT [;] 3

1
2
3
4. DT
5
6
7

» DT

8. SHIFT [;] 3

8. DT
10. DT

OPERACION DE RESULTADO SIMBOLO
TECLA
DESVIACION
SHIFT EXE ESTANDAR 8=1.778
' MUESTRAL
DESVIACION 0=1.705
SHIFT EXE ESTANDAR
POBLACIONAL
SHIFT x EXE | MEDIA ARITMETICA X=7
SHIFT 1k1 EXE | SUMA DE DATOS AL 3.
CUADRADO Tfix =571
SHIFT 1k2 EXE SUMA DE DATOS
ZEiX, =77
SHIFT 1k3 EXE | NUMERO DE DATOS h=11

NOTA:

Por udltimo para calcular la varianza y la desviacién
esté&ndar de una poblacién de datos, se siguen los pasos

utilizados anteriormente, recordando que la divisién es

entre N, en lugar de n-1,
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5.6 EL COEFICIENTE DE VARIACION

La desviacién estdndar es Gtil como una medida de
variacién dentro de un determinado conjunto de datos,
8in embargo, cuando se desea comparar la dispersidén en
dos conjuntos de datos, el comparar las dos desviaciones
estindar puede conducir a resultados ildgicos. Puede ser
que las dos variables que intervienen se midan en
unidades distintas. Ademds, aun cuando se utilice la
misma unidad de medicidén, las dos medias éueden ser
bastante distintas, Por ejemplo, 8i se compara 1la
desviacién estdndar de los pesos de los nifios de primer
afio de primaria con la desviacién esténdar de los pesos
de joévenes de primer afio de secundaria, puede
encontrarse gue la desviacién estédndar de estos ultimos
es numéricamente mayor que la de los primeros debido a
que loal propios pesos son mayores Yy no porque 1la

dispersién sea mayor.

Lo que necesitamos en casos como este es una medida de
variacién relativa, mds que una variacién absoluta.
Dicha medida se encuentra en el coeficiente de
variacién, que expresa la desviacién estdndar como un

porcentaje de la media y se obtiene dividiéndo la

desviacién estdndar entre la media y multiplicando el

cociente por 100 para expresarlo como porcentaje. Es

decir:
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si ¥ y S8 son la media y la desviacién estédndar
muestrales de un conjunto. de datos, entonces el

coeficiente de variacién de estos datos es:

s
C.V.= (100
= (100)

Ejemplo;: Supdngase que dos muestras de personas del sexo

masculino proporcionan los resultados sigquientes:

MUESTRA 1 MUESTRA 2

EDAD 25 ANOS 11 ANOS

PESO_MEDIO 72.5 KGS. | 40 KGS. :
DESVIACION 5 KGS. 5 KGS.

ESTANDAR ‘

Al comparar las desviaciones estdndar se podria concluir
que las dos muestras poseen igual variabilidad. Sin 7
embargo, 81 calculamos los coeficientes de variacién de

las dos muestras obtenemos:

Coeficiente de variaciédn para los individuos de 25 afios

s =
C.V.=:’-§-s(100)=6.9 C.V.=6.9%
Coeficiente de variacién para los de 11 afios.

c.v.=-4-’6(mo)=1z.s C.V.=12.5%

Observe que el coeficiente de variacién carece de

unidades, y que al comparar los dos coeficientes de
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varlacién resulta que el peso de los niflos de 11 afios,
tiene una dispersién, en relacidén al valor de su media,

. casl dos veces mayor que el de los pesos de los jévenes
de 25 aftos.

: 5.7 EJERCICIOS DE REPASO:

1. Dado el siguiente conjunto de datos:
2,2,3,3,3,4,4,5,5,9, calcular:

% a) La media, la mediana y la moda.

1 b) El rango o recorrido,

c) La varianza y la desviacién estandar, utilizando la
formula no simplificada y la férmula simplificada.

d) El coeficilente de variacién.

e) Comprobar los resultados de X,S* y S con 1a

calculadora.

2. Se seleccionan aleatoriamente 11 cerdos y se obtienen
gus pesos al nacer como lo siguilente:
14,26,25,25,18,18,23,21,20,24,16, obtener:

a) La media, mediana y moda (nota: ordenar los datos)
b) El rango o recorrido.

¢) La varianza y desviacidn estédndar por la férmula no
gimplificada y por la f£érmula simplificada.

d) El coeficiente de variacién,

e) Comprobar los resultados con la calculadora.
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3. De los siqguientes grupos de datos, decir cuil
presenta mas dispersién y cudl presenta menos
dispersién (calcular las‘desviaciones estédndar):

a) 1,3,5,7,9,11
b) 1,2,3,9,10,11
¢) 1,1,2,10,11,11

4. Los promedios de puntos de calificacidn de 40

estudiantes se han organizado en una distribucién de

frecuencias.
Utilicense [%=3.0 para calcular la varianza y la

desviacién estidndar por cualquiera de los dos métodos

y comprobarlos con la calculadora.

PROMEDIO DE PUNTOS NUMERO DE
DE CALIFICACION ESTUDIANTES

2.0 2

2.3 3

2.6 7

2.8 11

3.2 7

3.5 7

3.8 3

40

5. Los salarios semanales obtenidos por 50 estudiantes
universitarios se han organizado en una distribucién
de frecuencias de la siguiente forma:

x fi
55 2
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60 3
65 4
0 5
75 8
80 10
85 8
9 6
95 4
50

En base a esos datos calcular:

a) La media aritmética, mediana y moda.

b) La varianza y la desviacién estdndar por cualquier

método.
¢) El coeficiente de variacidn.

d) Comprobar estos resultados con la calculadora.

5.8 CALCULO DE LA VARIANZA Y LA DESVIACION ESTANDAR PARA
DATOS AGRUPADOS.

Para calcular la varianza y la desviacién estdndar a
partir de datos agrupados, se supone que todos los
valores que caen dentro de un determinado intervalo de
clase se localizan en el punto medio del intervalo, tal

y como se planteé al calcular la media. Entonces 1la
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varianza de una muestra

férmula:

52 ZA -y

n-l

estd4 representada por la

Donde X, representa el punto medio de cada invervalo de

clase.

Tomemos como

ejemplo el

peso del grupo de 1los

estudiantes de estadistica del C.C.H. recordando que

obtuvieron como media x=67.3

No. DE

INTERVALO

£i[ X, - x -2)? . %)?
INTERVALO| DE CLASE (X,-x) | (X,-x) ﬂ,(,x‘ *)
T 56.5 - 59.5] 2|58] -9.3 | 86.49 172,98

2 59.5 - 62.5| 3|61| -6.3 | 39.69 119.07

3 62.5 - 65.5| 5{64| -3.3 | 10.89 54.45

4 65,5 - 68.5| 8{ 67| -0.3 0.09 0.72

5 68.5 - 71,5} 670} 2.7 7.29 43.74

6 71.5 - 74.5) 4}73} 5.7 | 32.49 129,96

7 74.5 - 77.5) 2176] 8.7 | 75.69 151.38

30 672.30

s -2
§2 o EAX N7 6123 o410

n-1i

S=v2318 =481

29

$’=23.18 (varianza)

8=4.81 (desviacion estandar)

5.9 CALCULO DE LA VARIANZA Y DESVIACION ESTANDAR PARA

DATOS AGRUPADOS POR LA FORMULA SIMPLIFICADA

Aplicando la foérmula simplificada en el problema

anterior:
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(@ fix)?
=}:ﬂXf~‘—';'L'

2
§ n~1
NUM.DE |INTERVALO DE|fi| X, | E£iX, X’ fix*
INTERVALQ CLASE
1 56.5 - 59,5 ] 2] 58 116 | 3364 6728
2 59,5 - 62.5] 3|61 183 | 3721 11163
3 62.5 - 65.5| 5| 64 320 | 4096 20480
4 65.5 - 68,5 ] 8| 67 536 | 4489 35912
5 68.5 - 71.5| 6] 70 420 | 4900 29400
6 71.5 - 74.5] 4|73 292 | 5329 21316
7 74.5 - 77,51 21176 152 | 5776 11552
30 2019 136,551
(E fix))? (2019)
sz=zﬁ“"2‘ e 1essi-13sa78
n-1 30~1 29

52 =9-72%‘§= 2318 (varianza)

5=v2318

8=4.81 (desviacion estandar)

5.10 CALCULO DE LA VARIANZA Y LA DESVIACION ESTANDAR

PARA DATOS AGRUPADOS CON CALCULADORA

Para calcular la varianza y la desviacién estdndar para

datos agrupados con la calculadora se sigue el mismo

procedimiento que aplicamos en datos no agrupados.

Pasos a seguir:

1. MODE X 8D
2.SHIFT SCI EXE
3 INGRESO
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58 SHIFT [;)
61 SHIFT [;)
64 SHIFT (;)
67 SHIFT [;)
70 SHIFT (;]
73 SHIFT [;]
76 SHIFT (;]

20T
3nT
5DT
8DT
6DT
4DT
20T

OPERACION DE
TECLA

RESULTADO

SIMBOLO

SHIFT X EXE

SHIFT X EXE

SHIFT X EXE
SHIFT 1kl  EXE

DESVIACION
ESTANDAR
MUESTRAL

DESVIACION
ESTANDAR
POBLACIONAL
MEDIA ARITMETICA

SUMA DE DATOS AL

5=4.81

0=4,173

x=67.3

CUADRADO Tfix,’=136,551
SHIFT 1k2 EXE| SUMA DE DATOS T£ixX,=2019
SHIFT 1k3  EXE| NUMERO DE DATOS n=30

5.11 INTERPRETACION DE LA DESVIACION ESTANDAR

LA REGLA EMPIRICA

Entre la media y la desviacién esté&ndar de un conjunto
de datos cuando la distribucién de éstos es de un cierto

tipo, existe una relacién interesante que nos permitira

hacer inferencias importantes en estadistica.
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Para ello, tomaremos el histograma y el poligono de
frecuencias del peso de los estudiantes de estadistica

del C.C.H. que es el siguiente:

I )
o 2
‘v 6~ ;
: s
a
g 6 ' .
® ' X
o B :
[+ 8 \ f
[ 4 ;‘ '
- / N
2 :- E A W
- 2 |
L ! |
n - )
T T iy I
PESO EN KCS.

Para esta distribucién, se tiene como media x=67.3 kgs.
y como desviaciéon estdndar S5=4.81 kgs. Puede observarse
que el poligono de frecuencias es aproximadamente

simétrico respecto a la recta paralela al eje de 1las

ordenadas que pasa por x

S1 aumentamos el numero de datos y el numero de clases,
en el histograma disminuira el ancho de los rectdngulos,
y el poligono de frecuencias se pareceria cada vez mas a
una curva en forma de campana. A esta forma que toma el
poligono de frecuencias se le conoce con el nombre de
poligono de frecuencias suavizado y queda de 1la

siguiente forma:
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8i lo que acabamos de decir ocurre para cada muestra con
un nimero suficientemente grande de datos, es de esperar
que el poligono'de frecuencias de la poblacién sea muy
parecido a la ocurva obtenida anteriormente. Esta curva
es simétrica respecto de la recta paralela al eje de las
ordenadas que pasa por el punto de mayor frecuencia de
esta curva. El punto donde dicha recta corta al eje de

las abscisas coincide con la media de la poblacién.

Se dice que una poblacidén cuyo poligono de frecuenclas
se parece mucho a la figura anterior, tiene una
distribucién normal. Este tipo de distribucién se

egtudiara con mds detalle en otro capitulo.

Para distribuciones en forma de campana, es8 decir las

distribuciones Bsemejantes a normales, hay una relacién
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interesante entre la media y la desviacién estandar.

Esta relacién se conoce como la regla empirica.

REGLA EMPIRICA

Si un conjunto de datos tienen una distribucién de

frecuencias - aproximadamente simétrica, en forma de

campana y tiene media X y desviacién estdndar S,

entonces:

1)

2)

3)

El intervalo xS , (x-S, x+S) contiene
aproximadamente el 68% de los datos.

El intervalo x+28 , (x-28,%+28) contiene
aproximadamente el 95% de los datos.

El intervalo x#3S , (;-38, ;+38) contiene todos o

casl todos los datos.

Verifiquemos la regla empirica con el ejercicio del peso

de los estudiantes el cual tiene como media x=67.3 Y

como desviacidn estandar S5=4.81

1)

2)

¥S, (x-S, x+S)=(67.3-4.81 , 67.3+4.81)=(62.49,72.11)

¥+28 , (x-28 , x+28) = (67.3-2(4.81) , 67.3+2(4.81))
= (57.68 , 76.92)
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3) x#38,(x-38, x+38) = (67.3- 3(4.81), 67.3+3 (4.81))
= (52.87,81.73)

1) El intervalo (62.49, 72.11) contiene aproximadamente
el 68% de los datos. Para ello, presentamos aqui los

datos de nuestro ejemplo.

Peso en kilogramos de un grupo de estudliantes de

estadistica del C.C.H. (Datos ordenados)

58 63 61 & 12
59 64 68 69 73
60 65 68 10 4
61 65 688 1 74
62 66 &8 1 75
63 61 68 11 77

Hemos subrayado los datos que pertenecen al intervalo
(62.49, 72.11).De 1los 30 datos, 20 pertenecen al
§

intervalo. Utilizando una regla de tres simple

obtenenos:
30 — 100%
20 — X stg%)—ol=66.66%
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Resulta que el ©66.66% de los datos pertenecen al
intervalo sefialado. Entonces se puede decir gque el

66.66% de los estudiantes pesaron entre 62.49 y 72.11

kilogramos,

Observe que este porcentalje es ligeramente menor al que
marca la regla empirica, pero recuerde también que esta
dice, gue el intexrvalo (x-s, §+S) contiene

aproximadamente el 68% de los datos,

2) El intervalo (57.68, 75.92) contiene 29 datos de los
30 datos.

ERPEPBEER
EREBERER
BBk EEBBR
FREBRBE
IFERER

por lo que %%(100)-—-96.66% de los datos pertenecen al

intervalo, entonces se dice que el 96.66% de 1los

estudiantes pesaron entre 57.68 kgs. y 76.92 kgs.
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3) El intervalo (52.87, 81.73) contiene todos los datos
por lo que se dice que el 100% de los estudiantes
pesaron entre 52.87 kgs. y 81.73 kgs.

Esta informacién puede ser presentada en un cuadro para

compararla con los establecidos por la regla empirica.

PORCENTAJES COMPARADOS CON LA REGLA EMPIRICA.

% DE LA REGLA %
INTERVALO EMPIRICA ENCONTRADO
(x-8, x+8) APROX. 68% 66.66%
(x-28, x+28) | APROX. 95% 96.66
(x-38, ;+3§) APROX. 100% 100.00%

Estos porcentaﬂes estdn bastante préximos a los
establecidos en la regla empirica. Si combinamos estos
resultados con el histograma de 1los datos, podemos
asegqurar que los datos muestrales estén distribuidos de

manera aproximadamente normal.

Representemos la regla empirica con el histogramas de

nuestro ejemplo.,
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1)xts

= (62.49,72.11)

2)k+2s = (57.68,76.92)

3)%+3s = (52.87,81.73)

P N
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I

HISTOGRAMA DE LOS PESOS EN KGS. DE LOS ESTUDIANTES

DE UN GRUPO DE ESTADISTICA DEL.C.CH.

36.5
39.3
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e 25
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X128

X3S
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La regla empirica puede ugilizarse para determinar si
aproximadamente un conjunto de datos esta o0 no
distribuido de manera normal, en base a una medida de
tendencia central como la media y a una medida de

dispersién como la desviacién estdndar.

5.12 SESGO

El sesgo es el grado de asimetria, o falta de simetria,
de una distribucidn. Si la curva de frecuencia (poligono
de frecuencias suavizado) de una distribucién tiene una
cola mas larga é la derecha del punto mdximo central que
a la izquierda, se dice que esta distribucién esté
sesgada a la derecha o que tlene sesgo positivo., Si es
al contrario, se dice que esta sesgada a la izquierda o

que tiene sesgo negativo.

En distribuciones sesgadas, la media tiende a situarse
con respecto a la moda al mismo lado que la cola méas
larga. Asi una medida de asimetria nos viene dada por la
diferencia (Media - moda) . Esta medida puede
adimensionarse, dividiéndola por una medida de

dispersién tal como la desviacidn esténdar.

Media — moda ;-muh

Sesg0 = svincion cstandar ~ s
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Para evitar el empleo de la moda se puede utilizar la
relacién empirica entre la media, mediana y moda.

Media - Moda = 3(Media-Mediana)

Esta relacidn empirica se usa para curvas de frecuencias

unimodales que sean moderadamente sesgadas

(asimétricas) .

De manera que la férmula para encontrar el sesgo queda

de la siguiente manera:

X~ moda - 3(; - mediana)
S S

Sesgo =

En las siguientes figuras se muestran las posiciones
relativas de la media, mediana y moda para curvas de
frecuencia que estdn sesgadas a la derecha y a 1la
izquierda, respectivamente. Para curvas simétricas 1la

media, moda y mediana coinciden.
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Ejemplo. Calculemos el sesgo de nuestro ejemplo del peso
de los estudiantes, recordando gqgue tiene como medidas
centrales y desviacién estandar las siguientes:

%X=67.3 ,Moda=67.3, Mediana=67.375 y S§=4.81

Como la media y la moda tienen el mismo valor nos indica

que la curva es simétrica.

x-moda _(67.3-67.375) _ 0 _o

Sesgo =" 4.81 .81

tomemos la relacién empirica para comprobar el resultado

anterior.

*

3(x -~ mediana) _ 3(67.3~67.375) _ 0.225
s 4.81 4.81

Sesgo = =0,0467
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De este resultado podemos concluir que esta curva estd

ligeramente sesgada a la izquierda, vy

considerar como simétrica.

5.13 CALCULO DEL SESGO CON CALCULADORA

se puede

Dado que la férmula del sesgo no esta incorporé&a en las

128 férmulas de la calculadora, procederemos a

en una memoria la férmula.

1. PRESIONE MODE- 2
2. USAR LA TECLA = PARA SELECCIONAR P3

3. ESPECIFICAR MODE X PARA SD
4. PRESIONE LA TECLA EXE
5. INGRESE LA FORMULA S=X-M/D
AC ALPHA S SHIFT=(ALPHA X - ALPHA M)/ALPHA D
6. PRESIONE MODE 1 PARA ALMACENAR EL PROGRAMA

;—mmh
s

Sesgo = en la pantalla S=(X-M)/D

Ahora almacenemos la fémula Sv.-sgo==-3—(-’1‘—_-—”’1%')&'&Jﬁl

sustituiremos en la calculadora por S=3 (X-P)/D

1. PRESIONAR MODE 2

2. USAR LA TECLA = PARA SELECIONAR P4
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3. ESPECIFICAR MODE X PARA SD
4. PRESIONAR EXE

3x-P)

5. INGRESAR LA FORMULA S=

AC ALPHA S SHIFT=3 (ALPHA-ALPHA P)/ALPHA D
6. PRESIONAR MODE 1 PARA ALMACENAR EL PROGRAMA

&qm=iﬂﬁlﬁgﬂé§él EN LA CALCULADORA S=3(X-B)/D

Ejemplo, calculemos el sesgo del peso de los estudiantes i

con las fé4rmulas P3 y P4 incorporadas a la calculadora.

PASOS

1. MODE 1

2. PROG 3 EXE
S=(X-M) /D

3, x? 67.3 EXE
M? 67.3 EXE
D? 4.81 EXE

SESGO=0 como se tenia

Usando la férmula SESGO= %x'M‘:DIANA)
PASOS
1. MODE 1

2. PROG 4 EXE
S=3(X-P) /D
3. X? 67.3 EXE
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P? 67.375 EXE
D? 4.81 EXE
8=-0.0467

5.14 CURTOSIS, COEFICIENTE DE CURTOSIS PERCENTILICO

Es el grado de apuntamiento de una distribucién.
Normalmente se toma en vrelacién a 1la distribucién
normal. Una distribucién que presenta un apuntamiento
relativo alto se llama LEPTOCURTICA, mientras que la
curva que es mas achatada, se llama PLATICURTICA. La

distribucién normal, que ni es muy apuntada ni achatada,

se llama MESOCURTICA.

Leptocirtica

AN

Platicirtica

Mesocurtica
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COEFICIENTE DE CURTOSIS PERCENTILICO

Una férmula para medir la picudez de la curva esta
basada en los cuartiles y percentiles y se conoce como
coeficliente de curtosis percentilico y esta dada por:

K
Pyo-Po

Donde Q=rgl%91 es el rango semi-intercuartilico.

Pgo-P10 es el rango entre los percentiles 10-90,.

Para la distribucién nor@al el coeficiente de curtosis

percentilico es 0.263, de manera que:

81 K > 0,263 la distribucién es platicurtica.
Si K

it

0.263 la distribucién es neoctrtica (normal).

81 K < 0.263 la distribucidén es laptocurtica.

Calculemos el coeficiente de curtosis percentilico en
nuestro ejemplo del peso de los estudiantes recordando
que:

Q=64 , Q=70.75 , Po=60,5 y P0=73,75

Q31-Q, 70.75-64 675 '
Q= 32 L. S = = 378 5 Q=3375
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P,,-P,=73.75-60.5=13,25

Q 3,375

P 13.25
Po0 " Pro

Por lo que K= = 0.254 s K=0254

Entonces como 0.254 < 0.263 se dice que la distribucién

es8 ligeramente leptocurtica y se puede tomar como una

distribucién normal.

5.15 CALCULO DEL COEFICIENTE DE CURTOSIS PERCENTILICO
CON CALCULADORA

Como la férmula del coeficiente de curtosis no esta

integrado en las férmulas de la calculadora, debemos

almacenarlo en una memoria.

PASOS
1. PRESIONE MODE 2
2 USAR LA TECLA => PARA SELECIONAR P5
3, ESPECIFICAR MODE X PARA SD
4. PRESIONAR LA TECLA EXE
5 INGRESAR LA FORMULA K=(C-D)/2/(M-N)

AC ALPHA K SHIFT=((ALPHA C -ALPHA D)/2)/(ALPHA M -
ALPHA N) ‘

6. PRESIONAR MODE 1 PARA ALMACENAR EL PROGRAMA
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Ejemplo. Calcular el coeficiente de curtosis

x percentilico para nuestro ejemplo, del peso del grupo.

PASOS
1. MODE 1
2. PROG. 5 EXE EN LA PANTALLA K=((C-D)/2)/(M-N)
3. C? 70.75 EXE
D? 64. EXE
M? 73.75 EXE

N? 70.5 EXE
K=0.254

5.16 EJERCICIOS DE REPASO

1. Los pesos al nacer (en kilogramos) de 40 becerros
nacidos en Toluca en 1990 estdn agrupados en una

distribucién de frecuencias como a continuacién se

| muestra:
PESO AL NACER NOMERG DE
(EN KGS.) BECERROS
11.5-14.5 3
14.5-17.5 11
17.5-20.5 15
| 20.5-23.5 6
! . 23.5-26.5 4
| 26.5-29.5 1
40
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a)

b

—

c)

d

—~—

e)

X En base a esos datos calcular:

La media, la mediana y la moda,

La varianza y la desviacién estdndar por la férmula
no simplificada y por la fo6rmula simplificada.

El coeficiente de sesgo y decir si es sesgada a la

derecha o a la izquierda.

El coeficiente de curtosis percentilico, k e

interpretarlo.

Comprobar los resultados con la calculadora

Para el ejercicio 1 del grupo 4.20 capitulo 4 pagina ‘

137 calcular: I

a) La varianza y la desviacién estédndar por cualquier

método

b} El coeficiente de sesgo y decir si es sesgada a la

derecha o a la izquierda.

c) El coeficiente de curtosis percentilico, k e

interpretarlo.

d) Comprobar los resultados con la calculadora
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3. Para el ejercicio 2 del grupo 4.20 capitulo 4 pagina

; 137 calcular:

a) La varianza y la desviacién esténdar
! b) El coeficiente de sesgo e interpretarlo.

% c) El coeficiente de curtosis percentilico, k e
! interpretarlo.
i

% d) Comprobar los resultados con la calculadora

% 4. Para el ejercicio 3 del grupo 4.20 capitulo 4 péagina
| 138 calcular'utilizando la calculadora:

a) La desvigcién esténdar

b) El coeficiente de sesgo e interpretarlo.

c) El coéficiente de curtosis percentilico, k e

interpretarlo.

5., Para el ejemplo del precio del arroz en kilogramos,
que se vende en 25 supermercados pagina 70 del capitulo

3, cuya tabla de frecuencias es:
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INTERVALO DE fi
CLASE
127-135
136-144
145-153
154-162
163-171
172~180

O W o N U

a) Calcular la media y la desviacién esténdar

b) Calcular los extremos de los intervalos:
(x-S, X+5), (¥-25, x+28), (x~-35, x+35) y‘diga
aproximadamente cuintos supermercados tenian sus
precios en esos intervalos y calcular sus
porcentajes.

c) Diga si este conjunto de datos estd o no

distribuido aproximadamente de manera normal.




CAPITULO 6

MEDIDAS DE CORRELACION

6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

INTRODUCCION.

CORRELACION LINEAL,

COEFICIENTE DE CORRELACION.

RECTA DE REGRESION.

ERROR ESTANDAR DE ESTIMACION.

CALCULO DEL COEFICIENTE DE CORRELACION Y DE LA
RECTA DE REGRESION CON LA CALCULADORA.

6.7

EJERCICIOS DE REPASO.
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6.1 INTRODUCCION

Los técnicos de la Secretaria de Agricultura al analizar
la produccidén de trigo en una de las zonas agricolas del
pais, encontraron que la mayor parte de la produccidén se
encontraba en aguellas regiones donde se habia utilizado

mayor cantidad de un nuevo producto quimico para abonar
la tierra.

Después de discutir si la concentracién de la produccién
se debia al producto gquimico utilizado o a algun otro
factor, decidieron hacer un andlisis de correlacidn
entre la produqcién de trigo y el nivel de precipitacidn
pluvial, y otro, entre la produccién de trigo y 1la
cantidad de abono usado. Se hizo el andlisis
estadisitico y resulté ser mayor el coeficiente de
correlacion entre la produccidén del trigo y la cahtidad
de abono. Por lo anterior, se concluyd que el abono fue

el factor que permitidé obtener una buena cosecha.

Este tipo de andlisis es necesario cuando dos variables

en estudio estan relacionados en este capitulo

estudiaremos este tipo de medidas.
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6.2 CORRELACION LINEAL

En la vida diaria es comin encontrar dos variables que
guardan dependencia entre si, es decir, el valor de una
de ellas estd sujeto al valor de la otra, o viceversa.

Esta interdependencia se conoce como correlacién de dos

variables.

Daremos un ejemplo que nos permita ver el fendémeno de la

correlacién de dos variables.

En la tabla siguiente se muestra el rendimiento de un
cierto cultivo y en funcidén de la cantidad de agua x. Es

decir, suponemos que el rendimiento depende la cantidad

de agua

CANTIDAD DE RENDIMIENTO
AGUA (X) DEL CULTIVO (Y)

12 5.27

18 5.68

24 6.25

30 7.2

36 8.02

42 8.71

44 8.42
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Nuestra pregunta es: ¢serd o no cierta esa dependencia?

Al graficar en el plano cartesiano los datos anteriores,

se obtiene:

q

10

94

N{’

12 18 24 3¢ 36 42 44

Se puede aventurar decir que 1las variables estan
correlacionadas y se agrupan de manera gue guarden una
correlacion lineal, esto es, su grafica Bse puede

representar por una recta y expresar algebraicamente en

una funcién lineal del tipo: Y = mx + b,
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Es importante hacer notar que puede haber correlaciones
no lineales, es decir, que sus graficas, y por lo tanto

sus funciones, no sean lineales, como se observa a

continuacidén.

-

CORRELACION e CORRELACION CORRELACION
PARABOLICA CIRCULAR HIPERBOLICA

Nota: en este capitulo sélo mencionaremos la correlacidn
lineal,

6.3 COEFICIENTE DE CORRELACION

La correlacién 1lineal tiene por objeto encontrar 1la
funcién que relaciona linealmente a las dos variables,
pero antes es conveniente analizar, por medio del

coeficiente de correlacicén, si la dependencia mencionada

es aceptable.
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Con este fin definiremos la desviacidn estédndar de la

variable x (cantidad de agua) como:

T (xi-X );‘
Sx 2] cecccccccnoe -

N

Y para la variable Y (rendimiento del cultivo), es:

T(yi-v)2

Ademas de la desviacidn estiandar, para cada variable es
necesario tenef una medida de dispersion de la
correlacion que existe entre X y Y. Esta medida la

denominaremos covarianza y la definiremos asi:

Sy = =mmeemmmsessscecsaaa-
N

Ahora si podemos definir el coeficiente de correlacién o

coeficiente r de Pearson:

es decir, que el coeficiente de correlacién es el

cociente de la divisidén entre la covarianza de las
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variables y el producto de las desviaciones estandar de

cada variable.

Sustituyendo los valores queda:

T(xi~-%X)(yi-Y)

N T(xi ~X)(yLi~-¥)
r=- —————————————— - e 5= emwem e on an e P S s P S B0 S S U O W S
' — {1 — V'Z(xi )2 L(yi-¥)2
T(xi~-%)2 \[Z(yi - ¥)2
N N

Para calcular el coeficiente de correlacidén del problema

gque nos oéupa, ;ecurrimos a la tabla siguiente:

i ] vi | (xi-%) |(vi-¥) [(xi-X) (vi-¥) | (xi-X} | (vi-yp
12 | 5.27 |-17.43 | -1.81 31,55 303.80 | 3.28
18 { 5.68 |-11.43 | -1.40 16.00 130.64 | 1.96
24 | 6.25 |~ 5,43 | -0.83 4.51 29.48 | 0.69
30 | 7.2 0.57 | 0.12 0.07 0.32 | 0.01
36 | 8.02 | 6.57 | 0.94 6.18 43.16 | 0.88
a2 | 8.71 | 12.57 | 1.63 20.49 158.00 | 2.66
a4 | 8.42 | 24.57 | 1.34 19.52 212.28 | 1.80

206 | 49.55 98.32 877.68 | 11.28

Ixi 206 . Xyl 49,55
X & meeen = we- = 29,43 J= —mmeo- £ —m———- = 7.08
n 7 n 7

L (xi-%)2 877.68
Sy =l mwermmmeenccmne = [ eeenea = 11,20
N 7




Sy= ————————————— =] mm——— = 1.27

Sy = —mmmmsemmmmcmesleasie = mmeme~ = 14,05
o N 7
Sxy 14.05
I = emmseeee B oeeeeeeees e = 0,987
Sx Sy (11.20) (1.27)

El coeficiente de correlacién puede ser positivo o
negativo dependiendo de 1la covarianza; asi tendremos
correlacidn positiva (Y aumenta cuando X aumenta) o

correlacién negativa (Y disminuye cuando x aumenta),

come se nmuestra:

CORRELACION POSITIVA CORRELACION NEGATIVA

N



Por otro lado, el coeficiente de correlacién lineal r
slempre tiene un valor entre -1 y +1. Un valor igual a
+1, o bien a ~1 indica una correlacién positiva o una
correlacién negativa perfecta, respectivamente, es
decir, todos los puntos de las observaciones estan

perfectamente alineados.

=~ Cuando’ r = 0 la correlacién es nula, es decir, no hay

ninguna dependencia entre las variables.

- Cuando r esta entre 0 y 1, existe una correlaciodn
positiva entre las dos variables X y Y. Si estas tienen
una correlacién positiva, los valores de X y Y tienden a
moverse en la misma direccién. El valor de una variable

tiende a variar directamente con el de la otra.

- Cuando r estia entre -1 y 0, existe una corteiacién
negativa entre X y Y. Entonces los valores de X y Y
tienden a moverse en direccién opuesta; cuando uno

aumenta, el otro tiende a disminuir y viceversa.

En nuestro problema la correlacién es positiva y muy
cercana al valor uno, por lo cual hay una dependencia

aceptable entre la cantidad de agua y el rendimiento del

cultivo.
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Daremos dos ejemplos para analizar el grado de

correlacidn.

Ejemplo 1. Dadas las siguientes parejas de datos, decir

sl la correlacién 1lineal entre las dos variables es

aceptable o no.

Xi vi
1 5
3 19

-3 -23
6 40
9 61

Procedemos a elaborar la siguiente tabla.

xi] vi} (xi-X)y (¥i-¥)| (xi=RX)y(¥i-Y)| (xi-X¥§ (vi-¥p

1l 5 -2.2 -15.4 33.88 4.84 237.16

3 19 -0.2 - 1.4 0,28 0.04 1.96

-31 ~23 ~6.2 -43.4 269,08 38.44 {1883.56

6 40 2.8 19.6 54.88 7.84 384.16

9 61 5.8 40.6 235.48 33.64 {1648.36

16 | 102 593.60 84.80 14155.20
- 16 - 102

S = 3,2 Y = e = 20.4

8 5
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El coeficiente de correlacidén es igual a la unidad, por
lo que la dependencia es perfecta; es mias los puntos

estan alineados, como se puede verificar al graficarlos.

Ejemplo 2.~ Con los siguientes datos apareados, analiza

el grado de correlacién

Xi Yi
1 1
1 2
1 3
2 2
3 2
3 1
3 3
2 1
| 2 3

Hagamos la tabla de calculo.

Xi| vi | xi-%) | (vi-¥) | (xi-%) (vi-9) | (xi-%) {(vi-%y
1 1 -1 ~1 1 1 1
1l 2 -1 0 0 1 0
1 3 -1 1 -1 1l 1
2 2 0 0 0 0 0
3 2 1 0 0 1 0
3 1 1 -1 -1 1 1l
3 3 1 1 1 1 1
2 1 0 -1 0 0 1
2 3 0 1 0 0 1
e —
18 18 0 ] 6
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“ £(xi-%)% (yi-§) 2

El coeficiente de correlacién es nulo, ya que no hay

dependencia entre las variables. Lo anterior se puede

verificar al hacer la grafica.

Es conveniente hacer notar que aunque el coeficiente de

correlacidén sea bueno, hay que examinar la dependencia

de las variables.

6.4 RECTA DE REGRESION

Una vez que, a través del coeficiente de correlacidn,
sabemos que hay una buena dependencia de las variables,
nos interesa conocer la funcién de relacién, es decir,
la recta de regresidn o la recta de ajuste. Esta funcidn
debe cumplir la condicién de que la suma de los
cuadrados de las distancias verticales de los distintos
puntos a la recta de la regresién sea minima, La forma

para lograrlc es a trdves del METODO DE MINIMOS
CUADRADOS.
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Este criterio de minimos cuadrados consiste en definir a

la recta de regresidn como:

y = mx +b

la cual tiene dos parametros: m y b, gue nos interesa
conocer. Al sustituir en ella los valores de Xi,
obtendremos imdgenes como los correspondientes de Yi,
pero estos tendran un error ej. El error ej se suma a
todos los valores de Xi como se ve en la tabla

siguiente:

¥ ~mx3 - b =g

Yo ~nmx2 - b = e

!

[}

¥n ~mXp ~ b = e,
I(Yi - mxjy - b) =1 ey

X

min T ( d12 + d32 + d32 + dg? + dg? )
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La suma de €; serd menor si consideramos su cuadrado

asi:

L (Yi-mXi-b? =xe2

Aplicamos ahora el criterio de minimizacién derivando
parcialmente la funcién X e‘, respecto a las variables

m y b.

Para derivar parcialmente respecto a m, se considera a b
constante. Al derivar parcialmente respecto a b, m es la

variable que se considera constante. Por lo anterior
podemos escribir:

d

a;‘): (Yi - mxi - b)2 =% (=2 (¥Yi - mxi -~ b) Xi) = 0

d
(-n;Z(Yi-mxi-b)’=Z(-2 (yi - mxi - b)) =0

Si resolvemos simultdneamente las dos ecuaciones

anteriores, obtenemos los valores de m y b asi:

N 2Xivi - (X Xi)( X Yi)
N X(xiz ) - (XXi)?
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(ZYd) ( IXi2) - (Zxi)( Ixivi)

N Y Xi2 - (Ixi)2

Apliquemos las férmulas anteriores para encontrar la
funcién lineal que relaciona la cantidad de agua con el

rendimiento del cultivo. Para ello reguerimos la

\siguiente tabla:

2
xi vi X1 xivi
12 5.27 144 63.24
18 5.68 324 102.24
24 6.25 576 150.00
30 7.2 900 216.00
36 8.02 | 1296 288.72
42 8.71 | 1764 365.82
44 8.42 | 1936 370.48
206 49.55 | 6940 1556.50
7 (1556.50) = (206) (49.55) 688.2
M = mmmm————————————————————— = mmm——— = 0.11
7 (6940) - (206)2 6144
(49.55) (6940) = (206) (1556.50) 23.238
b= =ememem———— ———————e e ————— S = 3,78
7(6940) = (206)2 6144

Por lo tanto, la recta de regresion se representa por la

funcidn lineal siguiente:

Y =0.11 x + 3.78
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Resumen. De acuerdo con lo que hemos visto en este

capitulo, podemos definir dos conceptos:

1) COEFICIENTE DE CORRELACION (r):

Es un nimero 6 indice que nos informa si la correlacioén
es positiva o negativa a través del signo y por lo

general se dice que una correlacién es buena si se

cumple

lrl 2 0.7

2) RECTA DE REGRESION:

Es la recta que mas se ajusta a las observaciones

apareadas y se representa algebraicamente por la

expresion:

Y=mx+bh

Las fdérmulas de cdlculo son las siguientes:

T (Xi-X) (¥i - ¥)
r= e ————————————

\lz (xi-X)2 I(vi-¥) 2
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N Ixivi - (Zxi)( Zvi)

NS wwwwamw .

N Ixi2 - (Ixi)?

(Tvi)( X Xi?) - (Zxi)( T xivi)

B2 e e e v - Wt T I O e o At

N 2x12— - (Zxi)2

6.5 ERROR ESTANDAR DE ESTIMACION

Si en la funcidén de la recta de regresidn:
Y =10.11X + 3.78

sustituimos los valores originales de X, los valores de
Y calculados © estimados no serdn iguales a los valores

de Y originales. Lo anterior se.puede verificar.

Resulta fdacil comprender gque cuanto mayor sea el
coeficiente de correlacidn, menores seran las

diferencias entre los valores originales y los

calculados en la variable "y",

Si queremos conocer el grado de dispersidén que tienen
dichas diferencias, podemos hacerlo a ' través de 1la
medida denominada error estandar de estimacién que se

calcula de la siguiente manera:
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L (Yl - Yest )2‘

e = e e s o 2 e

Para calcular

problema que

N

el error estdndar de estimacidn en el

nos ocupa, reguerimos de la tabla

siqguiente:
Xi | vi Yest | (YL - Yest ) | ( Yi - Yest )2
12 | 5.27 5.10 0.17 0.0289
18 | 5.68 5.76 ~0.08 0.0064
26 | 6.25 6.42 -0.17 0.0289
30 | 7.20 7.08 0.12 0.0144
36 | 8.02 7.74 0.28 0.0784
42 | 8.71 8.40 0.31 0.0961
44 | 8.42 8.62 ~0.20 0.0400
0.2931
Y = 011X + 3.78
r \ ' \
T (YL - Yest )2 0.2931
e = || memmm———————— = \lemme——— = 0.205

N K

La interpretacidén del error estadndar de estimacién se ve

claramente en la grdfica sigquiente.

El error estidndar de estimacion es la medida que se

forma verticalmente, arriba y abajo de la recta de

201



regresién, y permite definir dos rectas paralelas,

dentro de las cuales se encuentran el 68% de los puntos

de observaciones.

¥
10 //
s 7
8t / L
7 3
6 > |
5 * g
4 /
3t
2
1
0 +

6 12 18 24 30 36 42 44 X

En resumen, diremos que al estar relacionadas dos
variables podemos calcular el grado de dependencia entre
ellas por medio del COEFICIENTE DE CORRELACION. Si el

coeficiente de correlacién nos da un resultado

aceptable, se pueden calcular los parimetros de la RECTA
DE REGRESION,
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Al utilizar la RECTA DE REGRESION, los valores estimados
no son iguales a los valores originales, por lo cual
calculamos el ERROR ESTANDAR DE ESTIMACION. Este valor
es como la desviacién que tiene los valores estimados

tomando la RECTA DE REGRESION como valor medio.

Se puede decir que en una grafica el punto ( X , ¥ ) es

el centro de gravedad de los puntos aobservados.

6.6 CALCULO DEL COEFICIENTE DE CORRELACION Y DE LA RECTA
DE REGRESION CON LA CALCULADORA.

‘Para realizar cdlculos de regresidén 1lineal en la

calculadora, se debe ingresar el conjunto de datos en el

modo IR . [ / ]

Hay que hacer notar que algunos resultados de calculos
se almacenan automaticamente en ciertas memorias de
constantes como se indica debajo. Esto significa que

cualquiera de los valores previamente almacenados en

estas memorias se pierden.
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| MEMORIAS RESULTADOS DEL CALCULO

L. IK 1 SUMA DE LOS CUADRADOS DE DATOS Xi
: IK 2 SUMA DE LOS DATOS Xi

; ‘ IK 3 SUMA DE LOS ELEMENTOS DE DATOS N
ﬁ IK 4 SUMA DE LOS CUADRADOS DE DATOS Yi
j IK 5 SUMA DE LOS DATOS Yi

% IK 6 SUMA DE LOS DATOS Xi e ¥i

REGRESION LINEAL
INGRESO DE DATOS

| 1. PRESIONAR MODE [/] PARA MODO IR

2. PRESIONAR SHIFT SCI EXE PARA BORRAR LAS MEMORIAS
ESTADISTICAS. '

| 3. INGRESAR LOS PARES DE DATOS USANDO LA SIGUIENTE
Z OPERACION

(DATO X)  SHIFT [,] (DATO ¥) DT
Si se tiene un numero de pares de datos que son

idénticos, se les puede ingresar como un grupe usando

uno de los siguientes procedimientos.
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EJEMPLO 1

DATOS: 10/20, 20/30. 20/30, 40/50

INGRESO : 10 SHIFT [,] 20 DT

|
20 SHIFT {,] 30 DT i
pT
40 SHIFT [,] 50 DT

Cada vez que se presiona DT sin ingresar un nuevo par de

datos, el par de datos ingresado previamente es

ingresado de nuevo (20/30 en ejemplo)

EJEMPIO 2

DATOS: 10/30, 20/30, 20/30, 20/30, 20/30, 20/30, 40/50

INGRESO: 10 SHIFT {,] 20 pT

20 SHIFT [,] 30 SHIFT[;] 5 DT
40 SHIFT [,] 50 DT

El valor que se ingresa luego de {;] (5 en el ejemplo) le
indica a la calculadora cuéntas veces repetir los pares

de datos ingresados previamente ( 20/30 en el ejemplo).

BORRADO DE UN PAR DE DATOS INGRESADOS

El método usado para borrar 1los datos ingresados

dependen de cudndo y cémo los datos fueron ingresados.
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EJEMPLO 1

10 SHIFT {,] 40 DT
20 SHIFT {,] 20 DT
30 SHIFT ,; 30 DT
40 sHIFT {,] 50

Para borrar 40 SHIFT [,] 50, PRESIONE LA TECLA AC

EJEMPLO 2
10 SHIFT [,] 40 DT
20 SHIFT {,] 20 DT
30 SHIFT [,] 30 DT
40 SHIFT [,] 50 DT

Para borrar 40 SHIFT {,], 50 DT, presionar la tecla cl

( Nota cl=xM )

EJEMPLO 3
10 SHIFT [J 40 DT
20 SHIFT [,] 20 DT
30 SHIFT [,] 30 DT
40 SHIFT {,] 50 DT
Para borrar 20 SHIFT [,] 20 Dr , presione

20 SHIFT [,} 20 CL

El céalculo del coeficiente de correlacién r y de la

recta de regresion en el ejemplo estudiado anteriormente

se efectua de la manera siguiente:
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1. SE PRESIONA MODE [/] PARA EL MODO LR (REGRESION
LINEAL)

2, SE PRESIONA SHIFT SCl EXE PARA BORRAR LAS MEMORIAS
ESTADISTICAS.

3. INGRESO DE LOS DATOS:

12/5.27, 18/5.68, 24/6.25, 30/7.2, 36/8.02,
42/8.71 y 44/8.42

12 SHIFT [,] 5.27 DT

18  SHIFT (,] 5,68 DT

24 SHIFT {, 6.25 DT

30 SHIFT ,] 7.2 DT

36 SHIFT [, 8.02 DT

42 SHIFT [,] 8.71 DT

44 SHIFT [,]8.42 DT
TERMINO DE CONSTANTE A SHIFT [A) EXE = 3.78
{(Nota: A =7 ).
COEFICIENTE DE REGRESION B SHIFT [B] EXE = 0.11
{(Nota: B =8 ),
COEFICIENTE DE CORRELACION r SHIFT [r] EXE = 0.988

{(Nota: r = 9 ),
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(NOTAY =4 y X=1)

Rendimiento del cultivo ¥ cuando la cantidad de agua X

es igual a 60.

60 SHIFT € EXE = 10.50 ( Nota: ¥ = [/])

Cantidad de aqua X cuando el rendimiento del cultivo Y
es iqual a 15

” »
15 SHIFT X EXE = 100.148 ( Nota: X = [x] )

por lo que el coeficiente de correlacidén r = 0.988

La recta de regresidn

Y=mwx+b & y=BX+A es Y= 0.,11x + 3,78

MEMORIA RESULTADOS DEL CALCULO
SHIFT IK 1 EXE T X} = 6940
SHIFT IK 2 EXE Y Xi = 206
SHIFT IK 3 EXE N = 7
SHIFT IK 6§ EXE TY{= 49.55
SHIFT IK 6 EXE T Xi¥i = 1556.5
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6.7 EJERCICIOS DE REPASO.

1, Un vitivinicultor observé que las pérdidas de vino
durante el afiejamiento no eran constantes, sino que
variaban de tonel a tonel. Se preguntdé si ello ocurria

debido a la diferente capacidad de los toneles, o bien

habia otra causa.

Para satisfacer su curiosidad, obtuve los datos de los
porcentajes de pérdidas en cada tonel segin su

capacidad, como se reporta a continuacién:

Capacidad en 1 x 104 9 2.5 10 16 § 15 7 18

% de perdida anual | 2 4.4 16 15 7.5 7.3 16 11.5

a) Calcular la covarianza de las variables,

b} Determinar si existe una buena correlacién y en caso

afirmativo calcular la funcién de la recta de regresién.

¢} Comprobar los resultados con la calculadora.

209




2. Una compania fabricante de productos farmacéuticos
desea conocer si existe correlacién entre las ventas de
pomada yodada y las ventas totales de la empresa. Para

ello disponen de los siguientes datos:

ARO VENTAS DE VENTAS TOTALES

POMADA YODADA DE LA COMPANIA
$ $

1968 13,200 34,500

1969 17,400 43,600

1970 19,300 48,900

1971 21,600 54,300

1972 24,000 62,600

a) Determinar el coeficiente de correlacién.

b) Formular la funcidn de la recta de regresién.

c¢) Dibujar las graficas de la recta Yy las

observaciones.

d) Comprobar los resultados con la calculadora.
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3. El1 siguiente cuadro nos muestra la altura y el

volumen que tienen la principales presas mexicanas*

NOMBRE ALTURA (MTS) VOLUMEN 106 m3
CHICOASEN 240 12.0
INFIERNILLO 148 5,5
LA ANGOSTURA 144 4.4
NETZAHUALCOYOTL 138 8.5
PRESIDENTE ALEMAN 76 8.3
LA AMISTAD 87 11.6
FALCON 50 9.0
MIGUEL HIDALGO 86 10.2
ALVARO OBREGON 90 8.8
LAZARO CARDENAS 97 5.3
ADOLFO LOPEZ MATEOS 107 7.1
VICENTE GUERRERO 63 1.8

a) Calcular el coeficiente de la correlacidén. Explicar

sl la correlacién es buena o mala,

negativa.

si es positiva o

b) Encontrar la ecuacidn de la recta de regresidn.

* Tomado del Comité Nacional de Grandes Presas.
Ingenieria Civil, septienmbre,

Publicado en Revista
octubre, 1975
Nim., 190, México
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c)Graficar las observaciones y verificar visualmente si

el punto (x,yY) es el centro de gravedad.

d) Verificar los resultados con la calculadora

4. Considérense diez estudiantes universitarios. A
continuacién se muestran sus promedios de puntos de

calificacién en bachillerato y en la universidad.

P.P.C. DEL P.P.C EN LA
BACHILLERATO (x) UNIVERSIDAD (Y)
2.5 2.2
2.6 3.0
2.8 2.4
3.0 2.7
3.2 3.0
3.4 3.0
3.5 3.2
3.6 3.5
3.8 3.4
3.8 3.6

Tomando X como variable independiente y usando 1la

calculadora obtener lo siguiente:

a) El coeficiente de correlacidn

b) La recta de regresion
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7.7
7.8

7.9
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PROBABILIDAD

BOSQUEJO HISTORICO
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7.10 ESPACIOS FINITOS DE PROBABILIDAD
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EVENTOS INDEPENDIENTES

EJERCICIOS DE REPASO
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7.1 BOSQUEJO HISTORICO

Al servir a la ciencia y a los negocios, las matemdticas
de la probabilidad han alcanzado un estado muy superior
al de sus origenes; que estaban ligeramente en el peor -
de los lados. La teoria de la probabilidad se inspiré6 en
las preguntas de los jugadores que buscaban alguna
informacién interna para ganar en las cartas o en 1los
dedos, Tartaglia y Cardano presentaron andlisis muy
sagaces de los problemas del juego. Pero su trabajo, tal
vez demasiado relacionado con el  juego para los
matemdticos y demasiado matemadtico para los jugadores,
fue olvidado en 'gran parte. La probabilidad en la forma
que la conocemos en la actualidad fue propugnada porvun
trio de franceses a mediados del siglo XVII: un noble de
elevada posicién, el caballero De Meré y dos matemdticos

esporéddicos Blaise Pascal y Pierre de Fermat.

Las principales preocupaciones de Pascal eran la
filosofia y la religién. Le entusiasmaba también la
geometria "proyectiva", cierta geometria que se refiere
a los problemas de perspectiva del dibujo y a las formas
de las sombras a que dardn lugar las figuras
geométricas. Fermat era un jurista de profesién, cred
partes de la geometria analitica independientemente de
Descartes, pero se le recuerda como uno de los
principales te6ricos del numero de todos los tiempos,

una reputacién que gané al quedarse en casa hasta muy
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tarde, a la luz de la luna, después de las seciones en

€l parlamento local.

En 1651 6 1652 De Meré y Pascal coincidieron en un viaje

a la cludad de Poitou. Al tratar de encontrar un tépico
de conversacién mutuamente interesante con el cual
distraerse en el viaje, el mundano De Meré presentd al
espiritual Pascal un problema matemd&tico gque habla
producido grandes controversias desde la Edad Media,
coémo dividir la polla en un juego de dados que tiene que
interrumpirse. Pascal ponderd el problema durante un par
de afios y finalmente, en 1654, lo comunicd a Fermat para

conocer su opinidn.

En la célebre correspondencia que siguid al problema
puesto por De Meré, Pascal y Fermat empezaron por estar
de acuerdo en que, en un juego de dados no terminado,
las apuestas en la mesa deberian dividirse seqin las
perspectivas de ganar que tuviese cada 3jugador.
Supongamos por ejemplo, que cada jugador ha apostado 32
doblones (antigua moneda europea de oro) a que el ntmero
elegido saldri tres veces en un dado antes que lo haga
el numero de otro jugador. Después de que el juego haya
seguldo durante un rato, el nimero 6 de De Meré ha
salido dos veces, el 4 de su oponente ha salido una sola
vez. En este instante De Meré recibe una repentina

pregunta; ¢Cémo dividir los 64 doblones de oro de la

mesa? El amigo de De Meré podria sostener que dado que
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sus posibilidades de consequir dos tiradas afortunadas

~son la mitad de probables que las posibilidades de De

Meré de obtener una tirada afortunada, tiene derecho a
la mitad de lo que corresponde a De Meré, es decir

21 1/3 frente a 42 2/3 de De Meré. De Meré, por otro
lado, podria sostener que en la tirada siguiente del
dado lo peor que pudiera sucederle seria perder su
ventaja, en cuyo caso, el juego estaria nivelado, y en
este supuesto tendria derecho a la divisidon exacta que
corresponde a 32 doblones de oro. Si, no obstante, en su
préxima tirada tuviera suerte ganaria la apuesta
original y recogeria la totalidad de los 64 doblones. De
Meré arguye, por lo tanto, que incluso antes de la
tirada tiene derecho a 32 doblones, mi&s 16 de los que
sélo tiene la mitad de la certeza. Y estd en lo cierto;

Pascal y Fermat lo resolvieron asi.

De las investigaciones de Pascal y Fermat en torno a
distintas situvaciones del juego ha surgido la teoria
moderna de la probabilidad: las leyes de la suerte. la
idea de que la suerte estd regida por leyes puede
parecer poco convincente. Pero en verdad las leyes de la
probabilidad no impiden 1la posibilidad de que un
individuo tenga una racha de suerte, ni niegan el valor

de los presentimientos del juego.
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Empiezan a actuar como leyes solo cuando hay muchas
repeticiones: al tirar muchas veces los dados, al dar
muchas veces las cartas, cuando ocurren muchas
colisiones de coches, al considerar las vidas de muchas
personas. Este aspecto de la probabilidad se conoce por
la ley de los grandes ntmeros por las circunstancias

especiales que intervienen.

La misma ley da a un individuo s6lo una posibilidad
remota de tener suerte constantemente, de actuar
constantemente mejor de lo que una prediccién de
probabilidad garantizaria, Por otro lado, una racha de
buena suerte no hace disminuir la posibilidad de que un
individuo tenga suerte nuevamente en cualquier ocasién
determinada; un vendedor que viaja miles de kilémetros
al afio sin ningdn accidente no incurre en un riesgo
mayor cada vez que sube a un avidn. Las pistas de
despeque y el rodar no tienen memoria, vy las
posibilidades de sobrevivir en un vuelo determinado son
tan buenas, la milésima vez,como la primera.

La ley de los grandes nimeros es aplicable hoy a la
mayoria de los usos practicos de la probabilidad. Debido
a éstos, la probable exactitud de cualquier provision
aumenta con el ’nﬁmero de casos que comprende: el numero
de moléculas en un recipiente de gas o el nilimero de
pblizas de seguro de accidentes suscritos. Esta en una

razén por la que las primas son mucho més elevadas en
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las pdlizas individuales hechas a la medida para cubrir
un riesgo particular, que las podlizas ordinarias que
puedan extenderse a un nimero elevado de casos
distintos. Por ejemplo, un actuario de seguros puede
mirar los archivos referentes al tiempo atmosférico y
hallar que, por término medio, en un dia del mes de
abril en la Ciudad de México, las probabilidades de que
llueva son inferiores al 2 por ciento. Pero si un
millonario mexicano desea asegurar contra el peligro de
lluvia la recepcidén de la boda de su hija realizada al
aire libre, la compafiia de seqguros no le dar& cincuenta
casos favorables contra uno, sino que sélo
aproximadamente 10 a 1. Es decir, tendria que pagar
alrededor de la décima parte del costo de la fiesta. Por
otro lado, si un conductor hace la apuesta de 100
délares con una compaiiia de seguros de que su coche no
dar& lugar a 300,000 ddlares de dafios el aflo, se le dara
un trato mejor. Tendrd que pagar s6lo un poco mas de 1o
que corresponde a su participacién en todos los dafios y

perjuicios que hagan colectivamente él y muchos miles de

conductores como é&l.

Las matemiticas de la probabilidad influyen sobre muchos

otros factores de 1la vida moderna. Ayudan al

" investigador atémico a interpretar 1las huellas que

impresionan en la pelicula las particulas atémicas

disparadas desde los ciclotrones. Ayudan al experto en
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cohetes a decidir qué factores de sequridad deberian
construirse en los costosos sistemas de cohetes
dirigidos. Ayudan a valorar a nuestros hijos en las
pruebas de inteligencia y hacen posibles las

predicciones de votos.

Bésicamente, dos leyes son el fundamento de la
probabilidad; la ley conjunta para calcular la
probabilidad de dos sucesos que se presentan
conjuntamente y la ley de exclusividad, para calcular
entre dos sucesos la probabilidad de que ocurra uno o el

otro.

Regresando a la probabilidad de los juegos, cuando se
tira una moneda al aire, ésta asume un estado de

impredicibilidad

Nadie puede decir que lado saldra. A pesar de esto, si
ge tira aquella moneda un millén de veces, con
variaciones cada vez menores, saldrid cara la mitad de
veces y cruz la otra mitad. En esencia, ésta en la base
de la teoria de la probabilidad, una rama de las
matemdticas que sSe ocupa de las probabilidades,
predicciones y de la posibilidad. Enunciadas por primera
vez, aace trescientos aflos, sus aplicaciones mas
tempranas fueron en el cémpo del juego, con el que

todavia mantiene unos lazos muy fuertes. Pero la
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probabilidad {al igual que su  asistente, la
estadistica), se ha convertido en un instrumento
moderno indispensable. Pierre Simon de Laplace,
prominente en el campo de la probabilidad, la llam6 una
ciencia que empezd con el juego, pero que evolucioné en

"e]l objeto mids importante del conocimiento humano".

Antes de estudiar algunos conceptos de probabilidad
estudiaremos algunas técnicas utiles para contar el
nimero de eventos que satisfacen algin conjunto de
condiciones.

Estas técnicas son (tiles para calcular la probabilidad

de un evento, cuando el numero total de eventos es

grande.

7.2 TECNICAS DE CONTEQ

FACTORIAL DE UN NUMERO NATURAL

DEFINICION:

0f =1

1! =1

2! = 2x1

3! = 3x2xl

4! = 4x3Ix2xl

’

[
{n-2) | = (n-2)(n-3) ,..., 3x2xl
{n~-1) i = {n-1) (n-2) (n=3),..., 3x2x1

ni{n-1) (n~-2),..., 3x2xl
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También
5] =5 (4)!
{(n-2) !=(n-2) {(n-3)
)

}
{(n-1) !=(n-1) (n-2}1

Ejemplo calcular n! para n=6

n{n-1} {n-2) (n-3) {n-4) {(n-5)
6{6-1) {6-2) (6~3) (6-4) {6-5)
6x5x4%x3x2x1

S
noau

OPERACIONES CON FACTORIALES <

6! ex5x4x3x2x1

6! 6x5x4!
1) eom = e = 6x5 o —m——E me—en— = 6x5
4! 4%3x2x1 Q1 Q!
151 15x14x13x12}
2) === = ememecemae— = 15x14x13
121 121
16! 16x15x14x13!
3) memme- B emmme—e—e——— = 16x15x14
(l6-3)1 13!

141 14x13x12x11!  14x13x12  14x13x12
T Te— B mmmemmemmmes R eemme—eee B e
{14-3) 13! 11 3 3! 3x2x1

= 14x13x2
51 51 51
5) m=m=em~ = cme = —e- = 51 = 5x4x3x2x1

(5-5)1 0! 1

71 7!
6) —=mmmm = - =]
(7-0)t T
10! 10x9x8!  10x9  10x9
7) mmemmmeme = mecmeee = mmee = —eee = 5X
(10-2) 12! 812! 2x1 2
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(n-1)! (n-1) (n-2)!

B) wwmmen B ceeccseeee~ = (n-1)
(n-2)! (n-2)4
n! n{n-1) (n-2)!
9) wwmem- T mmmmm e ———— = n({n-1)
(n=2) ! {(n-2)!
n! ni{n-1) (n-2) {n-3) {(n-4) !
10) ==emme B e e e = n{n-1) (n-2) (n-3)
(n-4)! (n-4)
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7.3 EL PRINCIPIO FUNDAMENTAL DEL CONTEO Y LAS
COMBINACIONES

Si un evento puede realizarse de n, maneras diferentes,
y si, continuando el procedimiento, un segundo evento
puede realizarse de n, maneras diferentes, y si, después
de efecﬁuados, un tercer evento puede realizarse de n,
maneras diferentes, entonces el nimero de maneras en que

los eventos puedan realizarse en el orden indicado es el

producto n; X n; X n3 X ...

Ejemplo 1. Hallar el nuimero de palabras de tres letras
diferentes que se puede formar con las siguientes 6

letras a,b,c,d, e, £,

Representamos las palabras de tres letras por tres

cajas:
gon

Ahora la primera letra puede escogerse de 6 formas
diferentes; en seguida, la sequnda letra se puede
escoger de 5 formas diferentes; después de esto, la
tltima letra se puede escoger de 4 formas diferentes,

Escribimos cada numero en su correspondiente caja como

sigue:

ClEn
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As{ por el principio fundamental del conteo hay 6x5x4 =
120 posibles palabras de 3 letras sin repeticién.
Ejemplo 2. ¢De cudntas maneras se puede acomodar una

reunién de 4 personas en una fila de 4 sillas?

@B]@] 4 X3 X2 X 1= 24 maneras

COMBINACIONES
Una combinacién de n objetos tomados de r en r es una
seleccién de r objetos de los n objetos dados, donde el

orden no se toma en cuenta, y su férmula es:

(n-r) ir!

n
. n
Para simbolizar las combinaciones se usa C, o (r )

indistintamente.

Ejemplo 1. Hallar el numero de maneras de elegir un

comité compuesto de 3 personas de un total de 7 personas

KAl Tx6x5x4! Tx6x5

(7-3) 13! 413! 3x2x1

Se pueden elegir 35 comités diferentes
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7.4 CALCULO DE LAS COMBINACIONES USANDO LA CALCULADORA

Para calcular las combinaciones con la calculadora del

ejemplo anterior se siguen los siguientes pasos:

c=n!/{rix(n-x)
1. AC 13 FEMLA (en la pantalla)
n=? 0

=n!{/r!x{n-r)
2. 7 EXE {ingrese el valor de n)
r? 0

C= n!/rix({n-r)
3. 3 EXE {ingrese el valor de r)
C= 35

Ejemplo 2. De cuidntas maneras se puede escoger un comité
compuesto de 2 hombres y 2 mujeres de un grupo de 4

honbres y 4 mujeres.

*8in utilizar la férmula de‘las combinaciones:

H1l,H2,H3 y H4 M1,M2,M3, y M4
H1,H2 M1,M2
H1,H3 M1,M3
H1l,H4 M1,M4
HZ2,H3 M2, M3
H2,H4 M2,M4
H3, H4 M3,M4

Hay 6 manera de eleqgir 2 hombres de un grupo de 4 y 6
maneras de elegir 2 mujeres de un grupo de 4. Para

formar el comité de 4 personas compuestas de 2 mujeres y
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2 hombres, cada una de las sels combinaciones de los
hombres se combina con cada una de las seis

combinaciones de las mujeres.

M1 M2

1 M3

H1H2 M1 M4
M2 M3

2 M4

M3 M4

Se procede de igual forma para las 5 combinaciones de
hombres que faltan, de manera que hay 6x6=36 comités
diferentes que se puedan formar,

Utilizando la fd%mula de combinaciones se tiene:

7.5 EJERCICIOS DE REPASO

1. De un grupo de 30 alumnos se desea escoger 3 alumnos
¢De cuédntas maneras diferentes se puede hacer la
eleccidn?

2,

Un estudiante tiene que contestar 8 de 10 preguntas

de un examen.
a) ¢Cudntas maneras de escoger tlene?

b} ¢Cudntas maneras tiene si las tres primeras son

obligatorias?
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3. De un lote de 60 articulos, 10 son defectuosos
i{Cudntas muestras de 6 articulos no defectuosos se

pueden obtener?

4, Una granja tiene 10 vacas, 8 puercos, y 4 gallinas.
¢De cuantas maneras el granjero puede escoger 2 vacas,

3 puercos y 2 gallinas para regalar 7 animales en

total?

5. Una clase consta de 7 niflos y 4 nifas.

iDe cuéntas maneras un profesor puede elegir un comité

donde haya cuatro personas?

a) Si el comité debe tener dos niflas exactamente
b) Un nifio exactamente,

c) Un nifio por lo menos

7.6 ESPACIO MUESTRAL Y EVENTOS

ESPACIO MUESTRAL

Brevemente, un espacio muestral es el conjunto

universal, Siempre esta relacionado con un experimento.

DEFINICION.~ El espacio muestral es el conjunto de todos

los resultados posibles de un experimento dado y lo

simbolizaremos por S,
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Ejemplos

a) Encontrar el espacio muestral del experimento
"lanzar un dado".
Al lanzar un dado, hay seis posibles resultados

§ = (1,2:3: 415I 6}

B) Encontrar el espacio nmuestral del experimento

"lanzar una moneda".

S = {A, 8§}

EVENTQ: Evento, es un subconjunto del espacio muestral.

EVENTO ELEMENTAL: El evento elemental es un evento que

contiene un sélo elemento del espacio muestral.

El conjunto vacio @ y S5 son eventos tal que, el @ que
carece de elementos algunas veces se denomina el evento

imposible {o imposibilidad), y S es el evento cierto o

Seguro.

Podemos combinar eventos para formar nuevos eventos o

eventos compuestos, que consistan en al menos dos

eventos.

EVENTO COMPUESTO: Un evento compuesto es un subconjunto

del espacio muestral, que contiene dos o ma&s eventos, Y
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se forman utilizando diferentes operaciones con

conjuntos.

a) AUB es el evento que sucede, si A sucede o B sucede

© ambos suceden.

b) ANB es el evento que sucede si A y B suceden

simultdneamente

c
¢) A (que se lee complemento de A), es el evento que

sucede si A no sucede.

EVENTOS MUTUAMENTE EXCLUYENTES: Dos eventos A y B son
llamados mutuamente excluyentes, si AMB =@. En otras

palabras, son mutuamente excluyentes si no pueden

suceder simultaneamente.

Ejemplo.
Experimento: Léncese un dado y obsérvese el ntmero que

aparece en la cara superior. Entonces el espacio

muestral es:
s= {1,2,3,4,5,06)

Sea A el evento de salir un numero par,
B el evento de salir un nimero impar y

C el evento de salir un numero primo

A= {2,4,6}, B= {1,3,5}) y C= {2,3,5}
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Entonces

A = (2,3,4,5,6} es el evento de que el numero sea
par o primo.
BAC = (3,5} es el evento de que el nuimero sea impar ¥

primo.

CC = {1,4,6) es el evento de que el nimero no sea primo.

7.7 DOS ENFOQUES DE PROBABILIDAD “OBJETIVO Y SUBJETIVO”.

ENFOQUE OBJETIVO DE PROBABILIDAD
Hasta hace muy poco tiempo, la probabilidad era
concebida por las estadisticos y matemdticos sélo como

un fenémeno objetivo derivado de procesos objetivos.

El concepto de probabilidad objetiva puede
caracterizarse aun mads, bajo los titulos de:
1) .- Probabilidad cldsica, o a priori.

2) .~ El concepto de probabilidad de frecuencia relativa

0 & posteriori.

1) PROBABILIDAD CLASICA O A PRIORI.
El estudio de la probabilidad como ya dijimos data del
siglo XVII y del trabajo de dos matematicos, Pascal y

Fermat, Gran parte de este teoria se desarrolld a través
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de los intentos para resolver los problemas relacionados

con los juegos de azar.

Los ejemplos de los juegos de azar ilustran muy bien los
principios que intervienen en la probabilidad clésica.
Por ejemplo si se lanza un dado no cargado de seis
lados, la probabilidad de que se observe 1 es igual a
1/6 y es la misma para las otras cinco caras. Si se
elige al azar una carta de una baraja normal bien
barajada, la probabilidad de elegif una de corazones es
de 13/52. Las probabilidades como éstas se calculan por
el proceso de razonamiento abstracto. No es necesario
lanzar un dado o tomar una carta para calcular las
probabilidades anteriores. En el lanzamiento del dado se
dice que es igualmente probable observar cada uno de los
seis lados si no existe razétn en favor de alguno de
ellos. Asi mismo, si no existe razén en favor de la
eleccién de una carta en particular de una baraja, se
dice que es igualmente probable tomar cada una de las 52
cartas. Puede definirse la probabilidad en el sentido

cldsico de la siguiente manera:

Definiciétn: Si todos 1los eventos elementales de un
fendmeno tienen Jla misma probabilidad de ocurrir,
entonces la probabilidad de ocurrencia de un evento es

igual al nimero de eventos elementales que lo forman
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dividido entre el numero total de eventos elementales.

Es decir, para cual quiera que sea el evento E.

Nimero de eventos elementales del evento E
P(E) S =cmmem e e e e e e e e e e e e e e

Nimero de eventos elementales del espacio muestral
Si llamamos a los eventos elementales de un evento E los
casos favorables (de E} y al total de eventos los casos
posibles, la igualdad anterior se puede escribir en la

siguiente forma.

Para cualquier evento E, la probabilidad de ocurrencia

de E es: .
Nimero de casos favorables

Numero de casos posibles

Ejemplo:

Al tirar un dado, encontrar la posibilidad de que salga

un 2 o un 5.

El espacio muestral es: 8= (1,2,3,4,5,6)

Si E es el evento de que salga 2 0 5, E = {2,5])

Observamos que el evento E estd formado por dos eventos
elementales; es decir, el evento E tiene dos casos

favorables y dado que hay seis casos posibles, entonces

2 1
P (B} = == = === = 0,333
6 3
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Para usar esta definicién en el célculo de
probabilidades, se debe cumplir el requisito fundamental
que consiste en que todas las probabilidades de los
eventos elementales sean iguales; esto equivale, en el
ejemplo, a que el dado no este alterado, lo que se
cumple si su masa esta repartida homogéneamente en el

cubo que lo forma y si este cubo es perfecto.

El uso de la definicién clasica para el célculo de
probabilidades presupone que todos los eventos
elementales tienen iqual probabilidad de ocurrir, lo
cual es una suposicidén tedrica. Por lo tanto, las
probabilidades asf{ calculadas seran tedéricas. Un mal uso
de este supuesto nos puede conducir a errores. Por
ejemplo, si el dado estd alterado, es falso que
p(E)= 0.333 puesto que algunas caras caerian hacia
arriba mis frecuentemente que otras. Pero (Como saber si

el dado que tenemos estd alterado?,

La Unica forma de tener una idea es lanzédndolo muchas
veces y estimando la probabilidad de ocurrencia de

algunos eventos, 1o que equivale a utilizar la

probabilidad frecuencial
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2) EL CONCEPTO DE PROBABILIDAD DE FRECUENCIA RELATIVA

O A POSTERIORI
La aproximacién de la frecuencia relativa a la
probabilidad depende de la repeticién de algin proceso y
de la capacidad para contar el nimeroc de repeticiones,
asi como el nimero de veces que ocurre alguin evento de
interés. En este contexto, la probabilidad de observar

algquna caracteristica, E, de un evento, puede definirse

de la manera siguiente.

Definicién: Si algun proceso se repite un gran nimero de

veces, n , Yy si algin evento resultante con la

caracteristica E ocurre m veces, la frecuencia relativa

de ocurrencia'de E, m/n, serd aproximadamente igual a la
probabilidad de E.

Para expresar esta definicién en forma concreta,

se
escribe:
ul
P(E) = ---
n
Sin embargo, debe tenerse en cuenta que, estrictamente

hablando, m/n es sélo una estimacién de p(E).
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Ejemplo:

Al lanzar una moneda al aire 200 veces y computar los
resultados, se obtuvo la siguiente tabla con respecto a
las veces que salid &gquila o sea el evento

E = {sali® 4guila la moneda.}

La columna encabezada por A indica el nimerc de 4guilas

que aparecen cada 10 tiradas.

La columnam = Y A es la suma acumulada de 4guilas.

La columna m/n presenta la frecuencia relativa de
dguilas en n tiradas. Por ejemplo, en las segunda fila
m/n = 8/20 = 0.40, en la tercera fila m/n = 14/30 = 0.47
que son las frecuencias relativas de 4guilas en 20 y 30
tiradas.

12 3 4 5 6 7 8 9 10} A |{m=XA n ¥A

n n

1}1s AAA S S A S A Al 6 6 0.60
215 s As § 8§ s A S8 8§ 2 8 0.40
3{A A AS S A S ADA s}| 6] 14 0.47
415 A S S AAADAS S| 51|19 0.48
5{A S A S S A A A S Al 6|25 0.50
61 S A S A A S A S A A) 6 ]3] 0.52
71 A A A A A A S A S| 7138 0.54
8|{AA S S A SAAS s} 5143 0.54
918 S AS A A S s § S| 31|46 0.51
10jA s A S A A S A S s} 51|51 0.51
11]A 8 S A 8 A 8 A 8§ A| 5 |56 0.51
12l s A A 5 A S A A A A\ 7 |63 0.53
13|/A S 8 S A S A S A A 5|68 0.52
14{s S A A 8§ § S A A 8| 4 |12 0.51
15/s A 8 A 5 S A s 5 s}|3 17 0.50
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16/ S A S S S A S A 5 3|78 0.49
17lA s s s A A A S S8 A 5 83 0.49
18/A S A AR S S AA S A 6; 89 0.48
19|/S A S AR S A S A A A 6] 95 0.50
20/A S A S S AAS A A 6 l01 0.505

Observe en este experimento los siguientes puntos:

1, Se realiza un experimento (lanzamiento de una moneda)
que se repite una y otra vez hasta 200 en condiciones
uniformes. La n=200 indica el nimero de repeticiones del

experimento.,

2., Hay dos resultados posibles {&guila, sol) y se
calcula la frecuencia relativa de las 4quilas aparecidas

en diferentes ensayos.

3, Las fluctuaciones de las frecuencias relativas de
4dguilas, m/n varian considerablemente cuando n es
pequefio, paro cuando n es grande, la amplitud de las
fluctuaciones diminuye. Este fenbtmeno se expresa
diciendo: La frecuencia relativa resulta estable o 1la

frecuencia relativa presenta regularidad estadistica a

medida que n crece.

En la siguiente figura se muestra la regularidad
estadistica mencionada. Graficamente, en el eje vertical
se colocan las frecuencias relativas y en el eje

horizontal el nimero de tiradas n. En la grafica se
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observa que la amplitud de las fluctuaciones decrece
gradualmente cuando n aumenta: en este ejemplo, tiende a

fluctuar alrededor del valor 0.5.

4
m/nP

4

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
No. de lanzamientos

N6tese que se dice tiende a fluctuar alrededor de 0.5
aunque podria hacerlo alrededor de 0.53 o 0.47 o
alrededor de cualquier valor. Se ha elegido 0.5 porque
se parte del hecho de que cuando no hay fundamentos para
preferir uno de los posibles resultados o sucesos a
cualquier otro, todos deben considerarse que tienen la
misma probabilidad de ocurrir. Asi en este caso, en caso

de que salga &aguila o que salga sol tienen la misma

probabilidad.
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Sin embargo, el principal interés en este punto no estd
en que la probabilidad sea 0.53, 0.48 o 0.50, sino en
ver que cuando el nimero de experimentos aumenta la
frecuencia relativa de las 4guilas se estabiliza vy
tiende a un valor determinado. Con esto podemos suponer
que cuando el experimento se repite una gran cantidad de
veces, la frecuencia relativa ﬁodria ser précticamente

igual a un valor P, con un elevado grado de certeza.

El nimero P, que se llama probabilidad del evento E, se
representa por P(E). Y P{E)}=1/2 en un nimero tal que la
frecuencia m/n = 101/200 = 0,505, para 200 tiradas, sera

practicamente igual a P(E)=1/2 cuando n es muy grande.

El uso de la definicién frecuencial no permite. conocer
con precisién la posibilidad de ocurrencia de los
eventos, sino solamente estimarla mediante muchas
observaciones. Por otra parte, aunque la definicién
clasica permite calcular facilmente las probabilidades,

los resultados obtenidos pueden no concordar con la
realidad.

La definiciétn frecuencial de probabilidad considera 1la
experiencia que se tiene de los fenémenos, mientras que
la definicién clésica los ignora. Es decir, el uso de la
definicién frecuencial brinda probabilidades a

posteriori, después de la observacitn del fenémeno,
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mientras que la clésica las brinda a priori, antes de la
observacién. Esto es, mientras que la clésica es una
definicién que no considera las condiciones en las
cuales se realiza él fenémeno Dbajo estudio, la
frecuencial es una definicién que si considera las

condiciones de realizacién.
PROBABILIDAD SUBJETIVA

A principios de la década de 1950, L. J. Savage didé un
impulso considerable a lo que conoce como un concepto
“"personal® de la probabilidad. Este punto de vista
sostiene que la probabilidad mide la confianza que tiene
determinado individuo en la veracidad de una proposicién
particular. Este concepto no se basa en la repeticidén de
algin proceso., De hecho, aplicando este concepto de
probabilidad, puede evaluarse la probabilidad de un
evento que s6lo puede ocurrir una vez, por ejemplo, 1la
probabilidad de que se encuentre una cura para el céancer

en los proximos 10 afos.

Aunque el punto de vista subjetivo de la probabilidad ha
recibido una gran atencién desde hace ya varios afios,
no ha sido completamente aceptado por los estadisticos

con orientaciones tradicionales.
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7.8 AXIOMAS DE PROBABILIDAD

El tratamiento moderno de la teoria de la probabilidad
es puramente axiom&tico. En 1933, el enfoque axiomadtico
de la probabilidad fue formalizado por el matemdtico
ruso, A.N. Kolmogorovi La base de este enfoque esta
englobado en tres axiomas, a partir de los cuales se
construye un sistema completo de la teoria de la
probabilidad mediante el uso de la légica matematica.

A los axiomas también se les llama postulados. Se trata

de declaraciones que se aceptan sin demostrar,

Definicién: Para cualquier espacio muestral finito
5= {aj, @z r»+.s 2y} , la probabilidad de un evento E

es un nimero P(E) tal que cumple los siguientes axiomas
de probabilidad.

Al, Para todo evento E, 0§ p(E) € 1
A2, P(S) =1

A3, Si A y B son eventos mutuamente excluyentes,

entonces p(AUB) = p (A) + p (B)

El axioma 1 afirma que la probabilidad de un evento
puede ser a lo menos cero a lo mas uno, o de otra manera

una fraccién entre cero y uno.
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El axioma 2 establece que la probabilidad de un evento
seguro (que forzosamente debe ocurrir) es uno. El
espacio muestral es un evento seguro ya que contiene

todos los resultados posibles de un experimento.

£l axioma tres permite determinar la probabilidad de
cualgquier evento, siempre que se conozcan las

probabilidades de los eventos elementales.

7.9 TEOREMAS DE PROBABILIDAD
Los teoremas que veremos se deducen directamente de los
axiomas anteriores y aunque no los demostraremos, los

ilustraremos mediante ejemplos.

También hay que anotar que los axiomas, asi como los
teoremas que se estudian en este capitulo, se utilizan
para relacionar las probabilidades de distintos eventos
entre si, y son validos tanto para las estimaciones de
probabilidades obtenidas mediante la aplicacitn de 1la
definicién frecuencial, como para las probabilidades

calculadas mediante la definicién cléasica.
Teorema: Si & es el conjunto vacio, entonces p (@) = 0

c
Teorema: Si A es el complemento del evento A, entonces

p (A)= 1 - P(A)

41



Teorema: Si A y B son dos eventos, entonces

p(AUB) = p(A) + P(B) -~ P{(ANB)

7.10 ESPACIOS FINITOS DE PROBABILIDAD

DEFINICION: Sea S un espacio muestral finitos digamos

S = {ay, ags...s ay}. Un espaclo finito de probabilidad
se obtiene al asignhar a cada ai € $ un nimero real Pi
llamado probabilidad de ai, que cumple las siguientes
propledades:

1) Cada Pi es no negativa, Pi 2 0

2) La suma de las Pi es uno, X Pi = Py + Py +...4 Py =1

EJEMPLOS

Ejemplo 1.~ Al lanzar 3 monedas. Hallar la probabilidad

de que:

a) salga un sol, evento A

b} Salgan dos soles, evento B
c) Salgan tres soles, evento C

d) Salga por lo menos un sol, evento E

El espacio muestral es:

s = {(A,A/R,), (AA,S), (A,S,A) 'SrAcAr): (s,5,A), (SrAuls)a
(A,S,8,),(8,8,8))
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S5i el nimero de los elementos del espacio muestral de un
experimento es N{S)= n, entonces, el numero de eventos

n
de ese experimento es 2,

Asi en este ejemplo 23 = 8 nos indica que el espacio

muestral consta de 8 resultados.

Otra manera de encontrar el espacio muestral es con la

técnica del llamado diagrama de Arbol.

DIAGRAMA DE ARBOL

A/A """" (AR, R)

SOLUCION DEL EJEMPLO 1.

a) salga un sol, A = {(A,A,S),(A,S,A), (S,A,A))}
entonces p(A) = 3/8
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b) salgan dos soles, B= {(A,S,S),(S,A,S),(S,S,A)}
entonces p(B) = 3/8

c) salgan 3 soles, C={(A,A,A)} entonces p(C) = 1/8

d) salga un sol por lo menos,

E={(A,A,S), (A,S,A), (A,S,S), (S,A,A), (S,A,S), (S,S,A),
(S,S,8)) entonces p (E) = 7/8

OTRO METODO.

si Ec es evento que no salga ningin sol, Ec= {(A,A,R))
y p¢ (E} = 1/8 entonces:
P(E)=1 - p (E)., P(E)=1 - 1/8 = 7/8

Ejemplo 2. Al lanzar 4 monedas, obtener la probabilidad

de que salgan 2 soles.

24= 16 nos indica que el espacio muestral consta de 16

resultados.

L}

Utilizando el diagrama de &rbol en la siguiente pagina:
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Plommm o (A[AIAI A)

/A<s ———————— {A,A,R,S)

/\/A ________ (A,A,S,R)

N g (A)A,S,5)
.\
< ———————— (A,SIAIA)
/‘ e (A,S,A,S)
s
\S/A -------- (R 5,5/ B)

\S ———————— (A[ SISIS)

A<A ________ {s,A,A,A)
/ Semmmmme (s,A,A,s)

\< -------- (5,A,5,A)
S

-------- {S,A,S,58)

\5<A -------- {S,5,8,A)

Smmmmm e (6,5,8,8)

Sea el evento H={ Que salgan dos soles}, entonces
P{H)= 6/16

Ejemplo 3. Al lanzar 5 monedas obtener la probabilidad

de que salga por lo menos una aguila.
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25= 32. El espacio muestral tiene 32 resultados. Ahora

si Hc es el evento que no salga ninguna 4guila y H el
evento de que salga por lo menos una aguila, entonces

K = ((5,5,5,5,5)} y P(H) = 1/32 entonces

P (H) = 1 - 1/32 = 31/32

Ejemplo 4. Si se tiran dos dados. Hallar la
probabilidad de obtener:

a) Ocho puntos
b) De que por lo menos un dado muestre un nimero par.

c} El total de puntos mostrados sea divisible por dos o

por tres.

El espacio muestral contiene 62 = 36 resultados

DDy DyD, Dy D3 DDy D1D; DDy
{1,1) {2,1) {3,1) {4,1) (5/1) (6,1)
(1,2) {2,2) {3,2) {4, 2) {5,2) {6,2)
{1, 3) (2,3) {3,3) {4,3) {5, 3) {6, 3)
{1,4) (2,4) {3,4) {4,4) {5,4) {6,4)
{1,5) {2,5) {3,5) {4,5) {5,5) {6,5)
{1, 6) {2,6) (3, 6) {4,6) {5, 6) {6,6)

a) Ocho puntos

M={(2,6), (3,5),(4,4),(5,3), (6,2) Jentonces P(M)=5/36

b) S1 K= {Por lo menos un dado muestre un nimeroc par}
P{k} = 27/36
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¢) Si D=(El total de puntos mostrados sea divisible por
2 o por 3} P(D)= 24/36

Ejemplo 5.~ Supongamos que la probabilidad de que usted

lleque a asistir a una universidad es de 0.6; la

probabilidad de que trabaje tiempo completo es 0.7 y la
probabilidad de que lleque a asistir a una universidad y
trabaje tiempo completo es de 0.5 ¢Cuadl es la

probabilidad de que asista a una universidad o trabaje
tiempo completo?

Sea P(M) = 0.6 probabilidad de asistir a una
universidad P(N) = 0.7 probabilidad de trabajar tiempo
completo P(M nN)}) = 0.5 probabilidad de asistir a una

universidad y trabajar tiempo completo.

Entonces la probabilidad de asistir a una universidad o
trabajar tiempo completo o p(MUN] , es:

.

® (MUN) = P(M) + P(N) -~ P (MN) = 0.6 + 0.7 - 0.5 = 0.8

La probabilidad de que usted ni asista a una universidad
ni crabaje tiempo completo es p =1 - 08 = 0,20
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7.11 EJERCICIOS DE REPASO

1.- Sean A y B eventos con P{(A) = 3/8 , P(B) = 1/2 y
P(AnB)= 1/4 . Hallar:
a) P (AMB) , b) P (R) y c¢) P (BY

2.- Sean A y B eventos con P (AUB) = 3/4 , P{A%) = 2/3
y P(ANB)=1/4 . Hallar:
a) P(A) ’ b) p(B)

3. Si se tiran tres dados, hallar la probabilidad de que

los tres muestren nimeros menores que tres.

4. Tres caballos A, B y C intervienen en una carrera,A
tiene el doble de posibilidad de ganar que B, y B el
triple de ganar que C. ;Cu&l es la probabilidad de ganar

de cada uno de ellos?

5, Una moneda esta cargada (aumentada de peso) de modo
que la posibilidad de salir &guila sea el triple que la

de sol.

Hallar p{A) y P(S).

6.~ Tres estudiantes A, B y C intervienen en una prueba
de natacién, A y B tienen la misma probabilidad de ganar
y el doble de la de C, Hallar la probabilidad de que

gane B o C.
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7.- Hallar la probabilidad de tirar 14 con dos dados de

doce caras.

8.~ Si se lanzan al aire tres monedas ¢(Cudl es la

probabilidad de que por lo menos obtengamos dos aguilas?

9.- 8i se tiran dos dados. Hallar la probabilidad de

que:
a) Por lo menos uno de ellos muestra el 4,

b) Ambos muestran nimeros menores que 3,

10.- 5i la probabilidad de perder cierto juego es 0.4
¢Cudl es la probabilidad de ganarlo?

11,- Se saca al azar una carta de una baraja americana
{52 cartas). Hallar la probabilidad de:

a) Sacar un rey
b) Sacar as o reyna

12.- Un psicdlogo mete la mano en la jaula y toma una
rata al azar, al soltarla en el laberinto. Hallar la
probabilidad de que corra.

a} Hacia la derecha

b) Hacia la izquierda
c) Hacia el frente

13.- De 120 estudiantes, 60 estudian francés, 50

estudian espafiol y 20 estudian francés y espaitol. Si se
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escoge un estudiante al azar, hallar la probabilidad de
que el estudiante,

a) Estudie sbélo francés

b} Estudie s6lo espariol

c¢) Estudie por lo menos un idioma
d) No estudie ni francés ni espanol

14.~ Suponer que se cruzan dos flores rosadas hibridas
{los genes de cada flor contiene un cromosoma rojo y unc
blanco) . Describir el espacio rmuestral de 1la
descendencia posible de estas flores y hallar 1la

probabilidad de:

a) Obtener flores blancas
b) Obtener flores rojas
c) Obtener flores rosadas

15.~ Un cierto colegio tiene 500 estudiantes y se sabe
que:

300 leen Francés

200 leen Aleman

50 leen Ruso

20 leen Francés y Ruso
30 leen Alemdn y Ruso

30 leen Alemadn y Francés
10 leen los tres idiomas

Si se escoge un estudiante al azar de este colegio,
¢Culdl es la probabilidad de que el estudiante:

i) Lea dos y solamente dos idiomas

ii) Lea sb6lo Francés

{i{i) Lea cuando menos un idioma
jiv} No lea ningin idioma
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16.~ Se lanza un dado 50 veces. La tabla siguiente
muestra los sels nimeros y la frecuencia con que se

repiten.

Numero 1 2 K] 4 5 6

Frecuencia | 7 9 8 7 9 10

Hallar la frecuencia relativa del evento.
- a) En que aparece un cuatro.
b) En que aparece un nimero impar,

c) En que aparece un nimero primo.

17.- La probabilidad de que el equipo A gane su primer
juego de basquetbol es 1/2, y la probabilidad de que
gane su segundq juego es 1/3. iCudl es la probabilidad
de que gane por lo menos uno de sus primeros juegos, si

la probabilidad de que gane ambos es 1/6?

19,- Supéngase que una bolsa contiene 10 esferas
marcadas 1,2,3...,10. Sea E el evento de extraer una
esfera marcada con el nuimero par y F el evento de
extraer una esfera marcada con el nimerc 5 o mayor.

a) ¢Son E y F. mutuamente excluyentes?

b) Obtenga P (EUF)

19.- La probabilidad de que el Sr. Diaz invierta en
acciones comunes AR es 0.20, en acciones comunes B es

0.30 y en ambas, A y B, 0.10. Hallar la probabilidad de

que no invierta ni en A ni en B,
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7.12 ESPACIOS FINITOS EQUIPROBABLES

Frecuentemente, las caracteristicas fisicas de un
experimento sugleren que se asignen iquales
probabilidades a los diferentes resultados del espacio
muestral. Un espacio finito S§ de probabilidad, donde
cada punto muestral tiene la misma probabilidad, se
llamar4d espacio equiprobable o uniforme. En particular,
si S contiene n puntos entonces la probabilidad de cada
punto es 1/n. Ademads si un evento A contiene r puntos
entonces su probabilidad es rxl/n=r/n. En otras

palabras:

nimero de maneras en que el evento A puede suceder
p{Al= =wmme-e - e e D altatt el Dt

nimero de maneras en que el espacioc muestral S puede suceder.

Hacemos notar que en la férmula anterior P(A) puede
utilizarse solamente «con respectc a un espacio

equiprobable, y no puede usarse en general.

EJEMPLOS

EJEMPLO 1. Tres tornillos y tres tuercas estidn en una

caja.

Si se escogen 2 piezas al azar. Hallar la probabilidad

de sacar un tornillo y una tuerca.
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(TO1 TU1l) (TO2 TUl) (TO3 TU1l) (TOl TO2) (TUl TU2)
§ = (TOl TU2) (TO2 TU2) (TO3 TU2) (TOl TO3) (TUl TU3)
(Tol TU3) (TO2 TU3) (TO3 TU3) (TO2 TO3) (TU2 TU3)

El espacio muestral S puede ocurrir de 15 maneras.
El evento A puede suceder de 9 maneras

(TOl TUl) (TO2 TUl) (TO3 TUl)
A = (TOl TU2) (TO2 TU2) (TO3 TU2)

(TO1 TU3) (TO2 TU3) (TO3 TU3)

por lo que P(A) = 9/15

Utilizando combinaciones tenemos:

Ejemplo 2. De 10 nifos de una clase tres tienen ojos
azules. S8i se escogen dos nifias al azar. Hallar 1la

probabilidad de que:

a) Las dos tengan ojos azules
b) Ninguna tenga ojos azules
c) Una exactamente tenga ojos azules
d) Una por lo menos tenga ojos azules

a) Las dos tengan ojos azules

3 7
C, G 3 1
P = —---i-(-)-—— T mme- T e
G 45 15
b) Ninguna tenga ojos azules.
7
cd e a9
P = ——-———0--- R emem-m S -
1
C, 45 15
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¢} Una exactamente tenga ojos azules.

ch G 3x7 21 7
P = -—-—-i-a'--- N ememes TR wmmes 3 e
C, 45 45 15

el o a3 2 s
e T At T
C, C, 45 45 45 15

otra manera de resolver este inciso, con combinaciones:

¢t c! 21 45 21 24

P o=l = mmmmmmae 21 = mem @ oam— o mam 2
10

c! 45 45 45 45

Ejemplo 3. Seis parejas de casados se encuentran en un

cuarto. Si se escogen dos personas al azar. Hallar la

probabilidad de que:
a) Sean esposos

b} Uno sea hombre y otro mujer

ct 6 1

a) P = ---i;, B omem B e
G 66 11
c® c® 6x6 36 6
b) P = ~~~-i-5-- 5 eemmemen 5 v B v
C, 66 66 11

EJEMPLO 4. Una clase tiene 6 nifias y 10 nifios. Si se

escoge al azar un comité de tres. Hallar la probabilidad

de:

a) Seleccionar 3 nifos

b) Seleccionar exactamente 2 nifios
c) Seleccionar por lo menos un nifo.
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ct® ¢S 120
8) P = e = mmee
le 560
cl® ¢t usxe 270
B) P = mmmmmme = mmeee- = amme
Cﬁs 560 560
ct?cf it Vi 150 270 120 s40
C) P = mmmoes § mmmmem fmmomes = moe fome- fomes = oo
3 C, cl® 560 se0 560 560

OTRO PROCEDIMIENTO:

Cf,o Cf 20 560 20 540
p = 1 - --—-—1-6—- = 1 - mEmus =X e w mae E asaew
C; 560 560 560 560

7.13 PROBABILIDAD CONDICIONAL

DEFINICION: Sea E un evento arbitrario de un espacio
muestral S con P{E)>0, La probabilidad de que un evento

A suceda una vez que E haya sucedido se define como
P {ANE)

TEOREMA, Sea S un espaclio finito equiprobable con

eventos A y E, entonces

Nimero de maneras en que A y E pueden suceder
P (A/E)= mmmem e e e e e e e ——

Nimero de maneras en que E puede suceder
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El modelo geométrico de la probabilidad condicional se

ruestra mediante un diagrama de Venn como sigue:

ENA

Al definir las probabilidades condicionales, hemos
creado en efecto un nuevo espacio muestral E, el cual es
un subconjunto del espacioc muestral original S. Entonces
hemos asignado nuevas probabilidades P(A/E) a los

eventos contenidos en E.

Para justificar esta definicién de probabilidad
condicional, necesitamos demostrar que los nimeros
P{A/E)} en realidad son probabilidades, es decir,

satisfacen los tres axiomas de probabilidad

AXIOMA 1 p (A/E) 2 0O

0
Si ANE = @ entonces P(A/E) = —~=-- =0
P{E)
p (ANE)
Si ANE # @ entonces P (A/E) = ~====-vn= >0
p(E)
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AXIOMA 2. P(E/E) =1

A=E = ANE = E entonces P (A/E) = ----= =1

P(E)
AXIOMA 3, Si AnE = @ (mutuamente exluyentes) entonces
P{{(AUE)/C) = P (A/C) + P (E/C)

Como A NE =@, se tiene que (A NC) ¥ (E NnC) son

mutuamente excluyentes, entonces

P{{AUE) NC)
P ((AUE)/C) = =mmm=mmmmmmmm

P(ANC)  P{ENC)
P(C) P(C)

= P(A/C) + P(E/C)

EJEMPLOS
EJEMPLO 1 Si se lanzan dos dados. Hallar la probabilidad
de que la suma de sus numeros sea 10 o mayor si:

a) Aparece un 5 en el primer dado

b) Aparece un 5 en uno de los dados
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a) E ¢ §

)
6 \/..
A
r N
4 .
3 .
2 ’
1 \:‘E

E= {aparece un cinco en el primer dado}

E= {(5,1), (5,2), (5,3), (5,4), (5/5), (5,6)}
A= {La suma de sus numeros sea 10 o mayor}
A= {(4,6),(5,5),(5,6),(6,4)(6,5),(6,6))

ANE = {(5,5),(5,6)}

2
P (A/E) = ===
6
Ecs
b o}
6
5
4
3 .
2' )
1t (JE
1 2 3 4 5 6 D,
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E = {Aparece con 5 en uno de los dados por lo menos}

E=((5,1),(5,2),(5,3),(5,4),(5,5),(5,6), (1,5),(2,5), (3, 5)

(4,5),(6,5))
A= {(4,6),(5/5),(5,6),(6,4),(6,5),(6,6))
ANE = {(5,5),(5,6),(6,5))

3
P(A/E) = ===
11

EJEMPLO 2. Si se 1lanzan 3 monedas. Hallar
probabilidad de que todas sean Aquilas si:
a) La primera de las monedas es A4guila

b) Una de las monedas es aguila

a /A<S

s={ (A,A,A), (A,A,5) (A,S,8), (n,S,8), (5,A,A), (S,A,8),
{s,s,A),(5,s,S)}

E= {La primera de las monedas es aguila)}

o1
n

{(a,A,R), (A,A,8), (A,S,A), (A,S,S) )

A= {Todas son Aguilas)

A= { (A,A,A)}
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ANE = {(A,AA)}

1
P(A/E) = ===
|

b} E= {Una de las monedas es &guila)

3
il

=~ ‘(AIAIA) ’ (AIAI S) ’ (AISIA) ’ (AISIS)} (SIAIA) ’ (SIAIS) ’
(S,S.RA))

A

[}

{Todas las monedas sean aguilas})

{1

= {((A/A,RA}]}
ANB = {(A,A,A})}
1

P(A/E) = ===
7

EJEMPLO 3. En cierta facultad 25% de los estudiantes

reprobaron matematicas, 15% quimica y 10% las dos.

a) Si reprobd quimica.. Hallar la probabilidad de que

repruebe matematicas.

b} Si reprobd matemdticas. Hallar la probabilidad de que

repruebe quimica.

P (MMQ) 0.10

a) P(M/Q) = -==m=wm = —cem
P(Q) 0,15

P (M) 0.10

b) P {Q/M) = ~-emmm = ceee
P (M) 0.25
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7,14 TEOREMA DE LA MULTIPLICACION PARA LA PROBABILIDAD

CONDICIONAL.,

Teorema P(EMA) = P (E) P (A/E)

Demostracién. Por la definicién de probabilidad

condicional

P(A/E) = -wmem- con P (E) >0

Se tiene P(E) P(A/E) = P(ANE) si hacemos A "E = E NA
entonces P(E) p(A/E) = P(ENA)

por lo que P(ENA) = P(E) P(A/E)

Por extensiédn de este teorema tenemos que:

Para los eventos Aj, Az ..., Ap

P(AJAR,AR3N. ... MAg) = P(Ay) P(Rz/A1) PIA3/A1ARL), ...,
P(An/A; NAN. .. MR}t )

EJEMPLOS

EJEMPLO 1.- Un lote de 10 articulos tiene 3 defectuosos.
Si se toman al azar tres articulos del lote uno tras

otro. Hallar la probabilidad de que los tres sean no

defectuosos.

La probabilidad de que el primer articulo sea no
defectuoso es 7/10 ya que 7 de los 10 son no

defectuosos.
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Si el primero es no defectuoso, entonces la probabilidad
de que el segundo sea no defectuoso es 6/9 puesto que 6

de los 9 sobrantes son no defectuosos.

Si los dos primeros articulos son no defectuosos,
entonces la probabilidad de que el tercero sea no
defectuoso es 5/8 debido a que solamente 5 entre los 8

que quedan son no defectuosos.

Asi por el teorema de la multiplicacién tenemos

7 6 5
P(Alf\Az(\A3) = P(A]_) P(Az/}\l) P(A3/A1(\A2) LTI ST ST

10 9 8
EJEMPLO 2. Una urna contiene 7 bolas rojas y 3 bolas
blancas. Se sacan 3 bolas de la urna una tras otra.
Hallar la probabilidad p de que las 2 primeras sean

blancas y la tercera roja.

3 2 7

P=--= X == X -~
10 9 8

EJEMPLO 3. Una clase tiene 9 nifios y 5 nifas. Si se
escogen 3 estudiantes al azar uno tras otro. Hallar la

probabilidad de que:
a) Todos sean nifos
b) El primero y el tercero sean nifios y el segundo nifa

c) El primero y el segundo sean nifios y el tercero nifa
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al) P =

b) p =

c}) P =

9 8

——— X .
14 13
9 5
— W ———-
14 13
9 8
e M e
14 13

7

X ~me
12

X e
12

b
12
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7.15 EVENTOS INDEPENDIENTES

Se dice que un evento B es independiente de un evento A
si la probabilidad de que B suceda no estd influenciada

porque A haya o no sucedido,

DEFINICION: Dos eventos A y B son independientes, si, y
s6lo si:

P(AnB)= P(A) P(B) de otro modo son dependientes.

Esta definicitn es un resultado del teorema de 1la
multiplicacién para la probabilidad condicional, ya que
P(ANB) = P(A) P( B/A ) pero p( B/A } = P(B) debido a
que A y B son independientes

Por lo que P (ANB) = P(A) P(B)

De la definicién anterior se desprenden los siguientes

teoremas.

TEOREMA. Si A y B son eventos independientes con
probabilidades p (A) y p (B}, entonces:

P (AUB) = p(A) + p(B) - p(A) p(B)

TEOREMA.- Si A y B son eventos independientes, con
probabilidades P(A) y p(B), Aentonces los eventos

complenentarios AF y Bc, también lo son, y

p (AnsS)=p (&%) P (8S)
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TEOREMA.~ Si A v B son eventos independientes, entonces
c c

AC y B son independientes y P({A NN B ) =P(A) P(B ).

EJEMPLOS

EJEMPLO 1.~ La probabilidad de que A dé en el blanco es
1/3 y la probabilidad de M es 1/4 . Si A y M disparan.
Hallar la probabilidad de que se pegue en el blanco.

si P (A)= 1/3 y P(M)=1/4, se busca P (AVUM). Ademds,
la probabilidad de que A o M den en el blanco no depende
de que el otro le dé, de manera que el evento A dé en el
blanco es independiente de que el evento M dé en el

blanco, por lo tanto P(ArM) = P(A) P(M).

Asi P{A VU M) = P(A) + P(M) - P(A) P(M)

1 1 1 1 6 1
P(AM) = === 4 === = =wm X =wm = wmm = e
3 4 3 4 12 2
EJEMPLO 2. - La probabilidad de que un cliente de un

restaurante ordene una hamburguesa es 0.65 y la
probabilidad de que ordene una cerveza es 0.35,
Suponiendo independencia entre los dos eventos, i;cudl es
la probabilidad de que el cliente ordene una hamburguesa

y una cerveza?

P (H) = 0.65 , P(C) = 0.35 P(HNC) = 0.65 z 0.35
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EJEMPLO 3.- La probabilidad de que un hombre viva 10
afilos mas es 1/3, y la probabilidad de que su esposa viva

10 afios mas es 1/4
Hallar la probabilidad de que:

a) Ambos estén vivos dentro de 10 afos
b} Ninguno este vivo dentro de 10 afios
c) Al menos uno este vivo dentro de 10 aflos

d) Solamente la esposa este viva dentro de 10 afios

Sea H = {El hombre viva dentro de 10 aflos}
M = (La esposa viva dentro de 10 afios}, entonces

P(H) = 1/3 'y P(M) = 1/4

a) Calculamos P{ H N M ), Puesto que H y M son

independientes,
1 1 1
PHNAM =P{(H) P(M) = =re X === & —=ua
3 4

b) Calculamos p(HFnMF)
como P ()= 1-p(H) = 1 - 1/3 = 2/3
’ P(M)=1-PM) =1-1/4 = 3/4

Ademas Hc y MC son independientes, entonces

P (K C)= p( 1) P(MC)= 2/3 x 3/4 = 6/12 = 1/2

c) Calcular P{HU M) = P(H) + P(M) - P( HN M ) pero

como H y M son independientes entonces
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P(HU M) =P (H) + P(M) -P(H)P(M)

P(HU M) =1/3+1/4-1/3%xX1/4 =6/12=1/2

d) Calculamos P( Hcr\ M.
Cc
Como P( HC )= 1 - p(H) =1 - 1/3 = 2/3 y H y M son

independientes, entonces

]

P{ ch M) P HC) P(M) = 2/3 x1/4 =2/12 = 1/6

7.16 EJERCICIOS DE REPASO
ESPACIOS EQUIPROBABLES

1. De 12 nifias de una clase, 4 tienen pelo negro, Si se
escogen tres nifias al azar. Hallar la probabilidad de
que:

a) Los tres tengan pelo negro

b) Ninguna tenga pelo negro

c) Una por lo menos tenga pelo negro

2. Tres cucharas y tres tenedores estan en una caja, Si
se escogen dos piezas al azar, hallar la probabilidad de

sacar una cuchara y un tenedor.

3. Una clase consta de 5 niflas y 12 nifios. Si se escoge
al azar un comité de 4 hallar la probabilidad de:
a) Seleccionar cuatro nifos

b) Seleccionar exactamente dos nifios
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c) Seleccionar exactamente tres nifias

d) Seleccionar por lo menos un nifio

4. Una caja contiene 20 fusibles buenos y 5 defectuosos.
Si seleccionamos al azar 5 fusibles, ;jcudl es la

probabilidad de que todos sean buenos?

PROBABILIDAD CONDICIONAL

5. Se escogen al azar dos digitos desde 1 hasta 9. Si la

suma es par, hallar la probabilidad de gue ambos numeros

sean impares,

6. Sean los eventos A y B con P(A) = 1/2 , P(B)= 1/3 ¥y

P (AMB) = 1/4. Hallar

a) P(A/B) , b) P(B/A) + €) P(AUB)

7. Se lanza un dado. S5i el nimero es impar, ;cuadl es la

probabilidad de que sea primo?

8. Se lanza un par de dados. Si los nimeros que resultan

son diferentes, hallar la probabilidad de que su suma

sea par.

9., En una escuela el 20% de los alumnos tiene vista

defectuosa, el 8% tiene oido defectuoso y el 4% tiene

vista y oido defectuoso.
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a) ¢Son los dos eventos (vista y oido defectuosos)

eventos independientes?

b) ¢Cudl es la probabilidad de que un nifio tenga oido

defectuoso si sabemos que tiene vista defectuosa?

c) ¢Cudl es la probabilidad de que un nifo tenga vista

defectuosa, si sabemos que tiene oido defectuoso?

d) ¢Cudl es la probabilidad de que un nifo no tenga

oido defectuoso?

e) :Cudl es la probabilidad de que un nifio no tenga

vista defectuosa?

10, Una clase tiene 12 nifios y 6 nifias. Si se escogen
tres estudiantes de la clase al azar, uno tras otro,

Hallar la probabilidad de que:
a) Los dos primeros sean nifias y el tercero nifo

b) El primero y el tercero sean del mismo sexo y el

segundo del sexo opuesto
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EVENTOS INDEPENDIENTES

11. La probabilidad de que A de en un blanco es 1/4 y la
probabilidad de que B dé en el Blanco es 1/3. Si cada
uno dispara una vez. Hallar la probabilidad de que sé6lo

uno de ellos le dé al blanco.

12. Una urna A contiene 5 bolas rojas y 3 blancas, y una
urna B contiene 2 rojas y 6 blancas. Si se saca una

bola de cada urna, gculdl es la probabilidad de que las

dos sean del mismo color?

13. La caja A contiene 8 articulos de los cuales 3 son
defectuosos, y la caja B contiene 5 articulos de los
cuales 2 son defectuosos. Se saca al azar un articulo de
cada caja, hallar la probabilidad de que:

a) Ambos articulos sean no defectuosos

b) De que un articuloc sea defectuoso y otro no,
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8.1 DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD

En este tema relacionaremos los conceptos de
probabilidad con lo estudiado en el tema de presentacidn

grafica de datos.

Trataremos las funciones aleatorias que tienen asociada
una sola variable numérica, por lo que los eventos cuya
probabilidad de ocurrencia que nos interesaran seran

conjuntos numéricos.

8.2 VARIABLES ALEATORIAS

Si a cada evento en un experimento probabilistico se le
asigna un valor numérico, entonces conforme se observa
su resultado se considera una variable aleatoria o
fortuita. Este valor numérico serd el valor de 1la

variable aleatoria que se estudiari.

DEFINICION.- Una variable aleatoria es una variable que
toma un valor numérico unico para cada uno de los
resultados en el espacio muestral de un experimento

probabilistico.

274



En otras palabras, una variable aleatoria se utiliza
para indicar el resultadec de un experimento

probabilistico.

Puede tomar cualquier valor numérico que pertenezca al

conjuntc de todos los resultados posibles del

experimento.

{Se llama "aleatoria" porque el valor que toma es el

resultado de un evento fortuito o sujeto al azar).

Cada eventc en un experimento probabilistice también
debe ser definido de manera que le sea asignado sélo un
valor de variable aleatoria, y todo evento debe tener

asignado un valor. Tipicamente, la variable aleatoria

discreta es una cuenta de algo.

El significado de variable aleatoria se aclara cdn los

ejemplos siguientes:

EJEMPLO 1.~ Se lanza 8 monedas observindose el numero de
4dguilas. La variable aleatoria X es el nimero de &guilas

gue caen Yy pueden tomar valores enteros entre 0 y 8.
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EJEMPLO 2.~ Se lanzan dos dados, observandose la suma de
sus puntos. Una variable asociada a este experimento
puede ser el numero total de puntos. En este caso, la

variable aleatoria X puede tomar valores ente 2 y 12.

8.3 DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD DE UNA VARIABLE
DISCRETA.

Para empezar en el estudio de las distribuciones de
probabilidad, se considerard la distribucién de
probabilidad de una variable aleatoria discreta, que

puede definirse como sigue:

DEFINICION.~ La distribucién de probabilidad de una
variable aleatoria discreta es una tabla, grafica,
férmula o cualquier otro medio ﬁue se utilice para
especificar todos los valores posibles de una variable

aleatoria discreta junto «con sus probabilidades

respectivas.
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8.4 VALOR ESPERADO, VARIANZA Y DESVIACION ESTANDAR DE
UNA DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD DISCRETA

Recordando que la media aritmética de una distribucién

de frecuencias es:

expresién que puede ser escrita como

- £1
X = LXi =--
n

En otro capitulo se estudié que la probabilidad de un
eventc es la frecuencia relativa esperada de una

ocurrencia. De modo que si sustituimos

fi

_— por p (Xi)
n

puede hallarse la media de una distribucién de

probabilidad teérica por:

valor medio de X = £ Xi p{Xi)

Recuérdese que la "frecuencia relativa esperada"”
representa lo que ocurrird a largo plazo. En

consecuencia, la media de X es la media total de la
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poblacién de resultados experimentales. El simbolo para
la media de X (en una distribucidén de probabilidad ) es

B y la férmula puede escribirse como:

B = I Xi p(Xi)

La media aritmética, el valor esperado o esperanza
matemética de una variable aleatoria discreta tienen la

misma fé6rmula, de manera que

H= E(x) = £ Xi p(Xi)= X, p(X,)+X, p{X,)+...+X, P(Xp)

VARIANZA DE DISTRIBUCIONES DISCRETAS

La varianza de distribuciones de probabilidad discretas

se define de manera semejante a la varianza de datos

muestrales,
0’ =X ( Xi- H)? piXi)
fi
sustituyendo - por p(Xi)
n

como en el caso de la media aritmética M.
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DESVIACION ESTANDAR DE DISTRIBUCIONES DISCRETAS

La desviacién estdndar es la railz cuadrada de la

varianza

6 =V p(Xi)( Xi ~ p)?

EJEMPLOS

EJEMPLO 1.- Sea X la variable aleatoria que denota el
nimero de soles obtenidos al lanzar 3 monedas. Hallar su

distribucion, su histograma, su media aritmética, su

varianza y su desviacioén estandar.

"
<<

5

7

s-""’/‘A
\s

El espacio muestral es

s = { (nAA), (AAS), (B S,A), (AS,S), (S,AR),
{S,A,8), (S,S,A), (§,5,8) }
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DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD:

Xi | NUMERO DE EVENTOS SIMPLES P(Xi)
0 (A,A,R) 1/8
1 (A,A,8), (A,S,A), (S,A,R) 3/8
2 (p,8,8),(s,A,8), (S,S,A) 3/8
3 (S,8,8) 1/8

HISTOGRAMA DE LA DISTRIBUCION DE Xi

p()(i)T
3/8
2/8
1/8 ¢
0 1 2 3 xi’

MEDIA ARITMETICA:

Xi P(X1) Xip(Xi)

0 1/8 0

1 " 3/8 3/8

2 3/8 6/8

3 1/8 3/8
12/8

B=2Xip(Xi) = 12/8 = 3/2 = 1.5
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LA VARIANZA

X1 p(Xi) (Ki-p) | (Xi=p)? | p(Xi) (Xi-p)?

0 1/8 -3/2 9/4 9/32

1 3/8 -1/2 1/4 3/32

2 3/8 1/2 1/4 3/32

3 1/8 3/2 9/4 9/32
TR S .

24/32

g? =% p(Xi) (Xi-u)z = 24/32 = 3/4 = 0.75

LA DESVIACION ESTANDAR :

6 =7V X p(Xi)(Xi-j)2 =V 0.75 = 0.8660

EJEMPLO 2. Al 1lanzar dos dadoé, sea X la variable
aleatoria que denota la suma de sus puntos mostrados.
Hallar su distribucién, su media aritmética, su

histograma, su varianza y su desviacién estandar.

DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD:

Xi] NUMERO DE EVENTOS SIMPLES p(Xi)
2 (1,1) 1/36
3 (1,2),(2,1) 2/36
4 (1,3),(2,2),(3,1) .1 3/36
5 (1,4),(2,3),(3,2),(4,1) 4/36
6 (1,5),(2,4),(3,3),(4,2),(5,1) 5/36
7 (1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)| 6/36
8 (2,6),(3,5),(4,4),(5,3), (6, 2) 5/36
9 (3,6),(4,5), (5,4), (6,3) 4/36
10 (4,6),(5,5),(6,4) 3/36
11 (5,6),(6,5) 2/36
12 (6,6) 1/36

281



e~

p(xix

6/36
5/36 1
4/36
3/36 ¢
2/36
1/361

HISTOGRAMA DE DISTRIBUCION DE Xi

i

D o nn———

LA MEDIA ARITMETICA

Xi p(Xi) Xi P(Xi)
2 1/36 2/36
3 2/36 6/36
4 3/36 12/36
5 4/36 20/36
6 5/36 30/36
7 6/36 42/36
8 5/36 40/36
S 4/36 36/36
10 3/36 30/36
11 2/36 22/36
12 1/36 12/36
252/36

= I XipXi) = 252/36 = 7
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LA VARIANZA

Xi p(xi) | (xi-p) | (Xi-my? | p(xi) (Xi-p)?
2 1/36 ~5 25 25/36
3 2/36 -4 16 32/36
4 3/36 -3 9 27/36
5 4/36 -2 4 16/36
6 5/36 -1 1 5/36
1 6/36 0 0 0
8 5/36 1 1 5/36
9 4/36 2 4 16/36
10 3/36 3 9 27/36
11 2/36 4 16 32/36
12 1/36 5 25 25/36
210/36

0?2 = ¥ p(Xi) (Xi-})2 = 210/36 = 35/6 = 5.83

LA DESVIACION ESTANDAR

6 =VEIpx) Xi-p2'= ¥5.38 = 2.41

EJEMPLO 3. Se selecciona al azar una nmuestra de tres
articulos de una caja que contiene 12 de los cuales 3
son defectuosos. Hallar el valor esperado de los

articulos defectuosos.

Solucién.~

El espacio muestral S consta de:

f = 220 muestras diferentes igualmente posibles de

tamafio 3.
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Cuando X, = 0 , p (X)) = -~-E;;—-- = -Eﬁi;
G G 108
BT B T T
: Ci 27
X, = 2 , P (X)) = =e~m—me—-——- = -
’ ' ! cy 220
G G 1
X, = 3 , P (X,) = m=mem=——- = —m—
‘ o ci 220

Por lo que la probilidad de que salgan 0,1,2 y 3
articulos defectuosos son respectivamente 84/220,

108/220, 27/220 y 1/220

Su distribucién de probabilidad es:

Xi P{Xi) XiP(Xi)

0 84/220 0

1 108/220 108/220

2 27/220 54/220

3 1/220 3/220
1657220

Su valor esperado es E(X) = ZXiP({Xi) = 165/220 = 0.75
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La distribucién binomial es una de las distribuciones de
probabilidad que se encuentran con mas frecuencia en la
estadistica aplicada. La distribucién se obtiene a
partir de un proceso conocido, como el ensayo de
Bernoulli en honor al matemadtico Suizo James Bernoulli
(1654-1705), quien hizo contribuciones importantes en el
campo de la probabilidad. Cuando en un ensayo de algin
proceso o experimento puede conducir solo a uno de dos
resultados mutuamente excluyentes, tales como muerto o
vivo, enfermo o sano, masculino o femenino etc., se

conoce como ensaye de Bernoulldi,

Una secuencia de ensayos de Bernoulli forma un proceso

de Bernoulli en las siguientes condiciones.

1. Cada ensayo conduce a uno de los dos resultados
posibles, mutuamente excluyentes, uno de los resultados
posibles se denota (arbitrariamente) como éxito y el

otro como fracaso.

2, La probabilidad de éxito, denotada por p, permanece
constante de ensayo a ensayo. La probabilidad de fracaso
l -~ psedenotaporq, por loquep+ q=1

3. Los ensayos son independientes, es decir, el
resultado de cualquier ensayo particular no es afectado

por el resultado de cualquier otro ensayo.
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3. Los ensayos son independientes, es decir, el
resultado de cualquier ensayo particular no es afectado

por el resultado de cualquier otro ensayo.

4, Si estamos interesados en el numerc de éxitos y no en

el orden en que sucedan, entonces aplicamos el siguiente

teorema.

TEOREMA, La probabilidad de que K éxitos exactamente en

n pruebas repetidas se expresa por.,

n k n-k
p (Kl =b (kn,p) =C p q

k simboliza el nuimero de éxitos.
n simboliza el nimero de veces que se efectua el

experimento.
p simboliza la probabilidad del éxito.
g simboliza la probabilidad del fracaso.

EJEMPLOS:

EJEMPLO 1. Hallar la probabilidad de obtener 2 soles al

lanzar 3 monedas.

SOLUCION.

En este caso K= 2, n=3, p=1/2, yq=1 ~p =1 -1/2 = 1/2
por lo que p{2)= b(2,3,1/2) = Cg (1/2)2 (1/2)3-2

p(2) = 3(1/4)(1/2) = 3/8 = 0.375
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Sopl2) = 0,375
8.6 CALCULO DE LAS BINOMIAL USANDO LA CALCULADORA
Para calcular la binomial en la calculadora se siguen

los sigulentes pasos. (Tomando los datos del problema

anterior).

Px= anxnyxx(l

1. AC 103 PMLA -
{recuperacién de la formula n? 0
de la binomial) g

Px= anxnyxx(l
2. 3 EXE -

(ingreso del valor n) x? 0

Px= anxPnyx(l
3. 2 EXE 5

{ingreso del valor X) P? 0

Px= anxPnyx(l
4, 1/2 EXE -3

{ingrese el valor de p) Px =0.375

p(x)=0.375 o p(2)=0.375

EJEMPLO 2. Al lanzar 6 monedas. Hallar la probabilidad
de que:

a) Salgan 2 &quilas exactamente.

b) Conseguir por lo menos 4 &aguilas.

c) No salga ninguna aguila,

d) Salga una aguila por lo menos.

287



Solucién.

a) Salgan dos &guilas exactamente

K= 2, n=6, p=1/2 y q=1/2
6 2 4
p{2) = b(2,6,1/2) = Cq (1/2)7 (1/2) = 15(1/4)(1/16)
p (2) = 15 (1/64) = 15/64 = 0.2343
Resultado que se puede comprobar con la calculadora.
b) Conseguir por lo menos cuatro Agquilas
K=4,5,6 , n=6 , p=1/2 y q=1/2

p(4)+p(5)+p(6) = b(4,6,1/2)+ b(5,6,1/2)+ b(6,6,1/2)

p(4) = b(4,6,1/2) = Ce/21? (1/2)? = 15 (1/16) (1/4)
p(4) = 15/64 = 0.2343

6., 5
p(5) = b(5,6,1/2) = Co(1/2)° (1/2) = 6(1/32) (1/2)
p(5) = 6/64 = 0.0937

6., 6 0
p(6) = b(6,6,1/2) = G (1/2) (1/2) = (1)(1/64)(1)
p(6) = 1/64 = 0.0156

«» pl4) + p(S) + p(6) = 15/64 + 6/64 + 1/64 = 22/64
= 11/32 = 0.3437

c) No salga ningun 4quila.
K=0, n=6, p=q=1/2

p(0) =b(0,6,1/2) = CQG(I/Z)0 (1/2)6 = 1/64 = 0,015625
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6 6
Todos fracasos equivalen a p (0) = ¢ = (L/2) = 1/64

d} Salga un Aguila por lo menos.

k= 1,2,3,4,5,6 , n=6 , p=4q=1/2

p(l) + p(2) + p(3) + p(4) + p(5) + ple) =1 - pl0) =
=1-b1{0,61/2) =1-q =1-1/64 = 64/6d - 1/64 =

= 63/64

Por lo que la probilidad de por lo menos una égu;la es

igual a uno menos la probabilidad de ninguna &guila.

EJEMPLO 3 Supdngase que el 40% de los individuos de una
poblacién tiene el grupo sanguineo B. para una muestra
de tamafio 8 extraida de esta poblacién. Encontrar la
probabilidad de que se encuentren:

a) Exactamente 3 personas.

b) Menos de 3.

Solucién.
a) Exactamente tres personas.
k=3, n=8, p=0,4yq=20.6

p(3)=b(3,8,0.4)=C?(0.4)3(0.6)5=56(0.064)(0.07776)=0.2787

b) Menos de tres.
K=0,1,2,n=8, p=0,4yq=20.,6
pl(0)+ p(l) + p(2) = b{0,8,0.4) + b(1,8,0.4) + b(2,8,0.4)

P(0) = b( 0,8,0.4) = q8 = (0.6)8 = 0.01679

P(1) =b(1,8,0.4) =C.8(0.4)(0.6)7 =8(0.4) {0.02799)= 0.0895
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p(2) =b(2,8,0.4) =Cf(0.4)2(0.6)6=28 {0.16) (0.0466)=0.209
.« P (0) + P(1) +p (2) = 0.01679+0.0895+0.209=0.3152

8.7 LA BINOMIAL COMO UNA DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD

DISCRETA

Rhora si consideramos n y p como constantes, entonces la

férmula p{k) = blk,n,p) = CE pkqn-k es una distribucién

de probabilidad discreta:

K P (K)
C;l qn-O pO - qn
1 ot "t Pt
2 cr "% Pl
3 C‘n qn--3 p3
.
l"l C:'.l qn-n pn = pl’l

A esta distribucién se le llama distribucién binomial,

ya que para K = ¢0,1,2,3,...,n le corresponden los

términos sucesivos del desarrollo binomial.

n n n -1 -
(atp)  =q + C, qn p+C:1 qnzp2+...+pn
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8.8 PROPIEDADES DE LA DISTRIBUCION BINOMIAL

Media = np
Varianza (32 = nqp

Desviacién estandar O = ¥ npq'

EJEMPLOS

EJEMPLO 1. La probabilidad de que un articulo producido
por una fébrica sea defectuoso es 0.02, Un cargamento
de 10,000 articulos se envia a sus almacenes. Hallar el
nuimero esperado de articulos defectuosos y la desviacion

estéandar.

E(x) =np , E{x) = (10,000)(0,02) = 200

6=Vnpg , © = Y(10,000) (0.02)(0.98) = Vioe'= 14

EJEMPLO 2. El 5% de los tornillos producidos por una
fadbrica son defectuosos. En una remesa de 400

tornillos. Hallar el valor esperado de tornillos

defectuosos.

E(x) =np, E(x) = (400)(0.05) = 20
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8.9 LA DISTRIBUCION NORMAL
DISTRIBUCIONES CONTINUAS DE PROBABILIDAD

La distribucién binomial que estudiamos anteriormente es
una distribucién de variable aleatoria discreta. Ahora
estudiaremos las distribuciones de variables aleatorias
continuas. En el capitulo uno se seflalo que una variable
continua es aquella que puede tomar cualquier valor
dentro de un intervalo especificado de valores asumidos
por la variable. De manera que, entre cualquiera de los
dos valores asumidos por una variable continua, existe

un nuimero infinito de valores.

Ejemplos tipicos de variables continuas son la altura y
el peso de seres humanos, los errores de medicién en
experimentos de laboratorio, el tiempo de vida de

lamparas incandescentes etc.

Para comprender mejor la naturaleza de la distribucién
de una variable continua, consideraremos, el histograma
y el poligono de frecuencias del peso de los estudiantes

de estadistica del C.C.H.
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Frecusncla

(R -
-,

6.5

9.5

>

g 6AaS)
B reaf———

Observese que el poligono de frecuencias es
aproximadamente simétrico respecto a la recta paralela

al eje de las ordenadas que pasa por X.

Ahora si aumentamos progresivamente el tamafio de la
muestra y el numerc de intervalos de clase, en el
histograma disminuiria el ancho de los rectdngulos, y el
poligono de frecuencias se pareceria cada vez mé&s a una
curva en forma de campana. A esta forma que toma el
poligono de frecuencias se le conoce con el nombre de

poligono de frecuencias suavizado y queda de la

siguiente forma:
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®pm———————

Si lo que acabamos de decir ocurre para cada muestra con
un nimero suficientemente grande de datos, es de esperar
que el poligono de frecuencias de la poblacién sea muy
parecido a la curva obtenida anteriormente. Esta es
simétrica respecﬁo de la recta paralela al eje de las
ordenadas que pasa por el punto de mayor frecuencia de
esta curva. El punto donde dicha recta corta el eje de

las abscisas coincide con la media de la poblacién.

Se dice que una poblacién cuyo poligono de frecuencias
se parece mucho a 1la figqura anterior, tiene una

distribucién normal.

La distribucién normal es la m&s importante y la m&s
frecuentemente utilizada de toda la estadistica. La
férmula para esta distribucién fué publicada por primera
vez por Abraham De Moivre (1667~1754) . Muchos
matemdticos figuran de manera prominente en la historia

de la distribucién normal, incluyendo a Carl Friedrich

294



Gauss (1777-1855), Con frecuencia a esta distribucién se

le nombra como distribucién gaussiana en reconocimiento

a sus contribuciones.

Matematicamente hablando, la distribucién normal o curva

normal se define como:

1

J2na

fix)=

e~ x-mil2e! -0 < X < ®©

En donde ® y e son, respectivamente, las constantes
3.1459 y 2.71828, Los dos parametros de la distribucién
son 0 la media y O, la desviacién estandar, de los
valores X en la poblacién. Para nuestro estudio,
nosotros no utilizaremos esta férmula, ya que podremos
encontrar en tablas los resultados que necesitaremos en

la resolucién de problemas.

Las sigulientes propiedades son las caracteristicas mas

importantes de la distribucién normal.

1. La curva es simétrica respecto a la recta
perpendicular al eje de las abscisas que corta a la

curva en su punto méximo. Desde este punto la curva cae
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simétricamente en las dos direcciones y se extiende sin
llegar a tocar el eje de las abscisas. También se dice
que la curva hacia cualquiera de los lados de la

perpendicular es una imagen de espejo de la del otro

lado.

r———& EJE DE SIMETRIA

e v e —n — o — — ——

Si a y b son puntos del eje de las abscisas como se
sefialan en la figura, se dice que la porciones de Areas
bajo la curva que quedan a la izquierda de a y a la

derecha de b son la colas de campana.
2. La media, la mediana y la moda son iguales.

3. El &rea de la superficie limitada por la curva y el
eje de las X es igual a 1. Esta caracteristica se deduce
del hecho de que 1la distribucién normal es una
distribucién de probabilidad. Debido a la simetria

mencionada, el 50 por ciento del Area esta hacia 1la
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derecha de la perpendicular, trazada en la media, y el

50 por ciento restante estd hacia la izquierda.

4. Si se trazan perpendiculares a una distancia de una
desviacién estdndar a partir de la media, en ambas
direcciones, el drea encertada por estas
perpendiculares, el eje de las X y la curva seré

aproximadamente el 68% del 4rea total.

Si se extienden esto limites laterales hasta una
distancia de dos desviaciones esté&ndar, hacia cualquier

lado de la media, se encerrard aproximadamente el 95%
del &rea.

Y extendiendolas hasta una distancia de tres

desviaciones esténdar, se logrard que aproximadamente el
99.7% del &rea total quede encerrada. Estas 4reas se

ilustran en las siguientes ffguras.
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5. La distribucién normal est& determinada completamente
por los parémetros H y O. En otrés palabras, se
egspecifica una distribucién normal distinta para cada
valor distinto de |l y O. Los valores distintos de H
trasladan la gradfica de la distribucién a lo largo de

los ejes de las X.

Hy » Ha Hy
By < iy <y

Tres distribuciones normales con diferentes medias.
Los diferentes valores de O determinan el grado de

aplanamiento o levantamiento de la grafica de la

distribucién,

a9

9

0,< 0, <0,

’

Tres distribuciones normales con diferentes desvisciones estindar,
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8.10 LA DISTRIBUCION NORMAL UNITARIA O NORMAL ESTANDAR

La Ultima caracteristica mencionada de la distribucién
normal implica que ésta es en realidad una familia de
distribuciones en la cual un miembro se distingue de
otro con base en los valores de I y G. El miembro mis
importante de esta familia es la distribucién normal
unitaria o normal estandar; llamada asi porque tiene una
media igual a cero y una desviacién estédndar igual a

uno. Esta distribucién puede obtenerse a partir de la

ecuacidn:

]
f(x) - e-lx-;«l"?a'“ -0 < x < fe )

N

haciendo que HU=0 y O=1, La variable aleatoria que
resulta, (X-l)/0, se designa generalmente por la letra

Z, de modo que la ecuacién para la distribucién normal

unitaria se escribe como.

Jlo=

PR _m<cr<m

7
sl -
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La siguiente grafica muestra la distribucién normal
unitaria.

i
“=0 s
La distribucién normal unitaria,

Para encontrar la probabilidad de que 2 tome un valor

entre dos puntos cualesquiera sobre el eje 2, por

ejemplo Zg y 21 debe encontrarse el Area limitada por
las perpendiculares trazadas en estos puntos, la curva y
el eje horizontal. Las é&reas bajo la curva de una
distribucién continua se encuentran integrando la

funcién entre dos valores de la variable. Entonces, en

el caso de la normal unitaria, para encontrar el &rea

entre 2p9 y 27 se necesita calcular la

siguiente
integral:
n ¢~V 2
L {5 2’[
Afortunadamente, no tiene que llevarse a cabo esta

integracién, dado 4que se cuenta con tablas que

301

-t



proporcionan los resultados de todas aquellas
integraciones que podrian' ser interesantes., La tabla
que se anexa al final del capitulo es un ejemplo de
estas tablas. En dichas tablas se encuentran las &reas
bajo la curva entre ~ oo y los valores de Z mostrados en
la columna de la extrema izquierda de la tabla, El &rea

sombreada de la siguiente figura representa el 4rea dada

en la tabla como aquellas entre =- o y Z = Zj

zZo
Area dada en la tabla

EJEMPLOS

EJEMPLO 1.~ Dada la distribucién normal unitaria,

encuentre el Aarea bajo la curva, para arriba del eje 2,

entre - o y Z =2,

Solucién Es (til trazar una grafica de la distribucién

normal unitaria y sombrear el 4ra que se desea, como se

nuestra.
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0 2

Distribucién normal unitaria que muestra el 4&rea entre
-ooyz=2 “

Si se localiza el Z = 2 en la tabla y se lee el valor
correspondiente en cuerpo de dicha tabla, se encuentra
que el area deseada tlene un valor de 0.9772. Esta darea

puede interpretarse de varias maneras.

Como la probabilidad de que una Z seleccionada al azar

de la poblacién Z tenga un valor entre - oo y 2,

Como la frecuencia relativa de ocurrencia (o proporcién)

de los valores de Z entre - o0 y 2,

0 bien puede decirse que el 97.72 por ciento de las 2

tiene un valor entre - o y 2
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EJEMPLO 2. Encontrar la probabilidad de que una 2
seleccionada al azar de la poblacidén de 2 tenga un valor

iv entre -2.55 y +2.55

-2.55 2.55
Curva normal unitaria que muestra P(-2.55 < Z < 2,55)

Solucién. La tabla da el &rea entre - oo y 2.55, la cual
se encuentra localizando el 2.5 en la columna de la
extrema izquierda de 1la tabla y, a continuacién,
dirigiendose horizontalmente hasta llegar al valor que
se encuentra en la columna encabezada por 0.5. Se
encuentra que esta 4rea es de 0.9946. Si se observa la
ffgura que se traz6, se ve que ésta es mas de el &rea
? deseada. Se necesita restar de 0.9946 el &rea hacla la
% izquierda de -2.55, Utilizando la tabla se verifica que
el Area a la izquierda de -2.55 es 0,0054.

| Por lo tanto, la probabilidad deseada es:

P {~2.55 < Z < 2.55) = 0,9946-0.0054= 00,9892
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EJEMPLO 3. ¢ Qué proporcién de valores Z estédn entre
-2.74 y 1.53?

\

-2.74 0 1.53

Curva normal unitaria que muestra la proporcién de los
valores de Z entre 7Z=-2,74 Y Z=1.53

Solucidon. En la tabla se encuentra que el &drea entre
-~ o0 y 1,53 es 0,9370 y que el &rea entre - oo y -2.74
es 0.0031.,

Para obtener la probabilidad deseada, se resta 0.0031 de
0.9370. es decir:

P (~-2.74 £ 2 < 1.53) = 0,.9370 - 0,0031 = 0,9339
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EJEMPLO 4. Dada la distribucién normal unitaria,
encontrar p(Z 2 2.71)

0 2.71
Distribucién normal unitaria que muestra P{Z 2 2.71)

Solucién. Se obtiene el &rea hacia la derecha de 2 = 271

restando el &rea entre - oo y 2,71 de 1. Asi, se tiene:

p (222.71)=1~- P(252,71)=1 - 0.9966 = 0.0034

EJEMPLO 5. Dada la distribucién normal unitaria,
encuentre P(0.84 € 72 £ 2.45)

0 0.84 2,45

Curva normal unitaria que mueétra
P(0.84 < z < 2.45)
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Solucidén., Primero se obtiene el &rea entre -oo y 2.45 y,
de ésta, se resta el &rea entre -oo y 0,84. En otras
palabras, se obtiene que:
P(0.84 < Z < 2.45)= P(Z <€ 2.45) -p (z S 0.84)

= 0,9929-07995

= 0.1934
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8.11 CALCULO DE AREAS DE LA DISTRIBUCION NORMAL

UNITARIA USANDO LA CALCULADORA

*)‘
Q>

Para encontrar areas de la distribucién normal unitaria

usando la calculadora se procede a seguir los siguientes

pasos.

Del ejemplo 2 Encontrar P(~2.55 £ 2 S 2.55)

1. AC 110 FMLA
{Recuperacién de funcién de
probabilidad normal)

2. 2.55 EXE
(Ingrese el valor para Xx)

3. EXE

4. EXE
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B(X) Q X)
X7 0

pi{x) Q (x)
t=0.628659

pix}) ©Q (X)

P(X)=5.38617599 0>

P{X) Q(x)
Q(X}=0.4946138




Ahora como p(0 S Z £ 2.55) es igual a P(- 2.55 s z s0)
entonces 0.4946138 se multiplica por dos y se obtiene:
P(- 2.55 <2 £ 2.55)= 0.9892

Del ejemplo 3. ¢ Qué proporcién de valores Z estan entre

-2,74 y 1,532
p(-2.74 25 1.53) = P(~2.74 £Z2sS0) + P(OS2Z s 1.53)

PASOS
P(X}) Q(X)
1, AC 110 FMLA
X? 0
P(X) Q(X)
2. 2.74 EXE
t= 0.611733
P(X) Q(X)
3. EXE -03
t(x)= 3.0720166
P(x) Q(X)
4. EXE
Q (X)=0.496927983

Por lo que P(-2.74 S Z2 S 0) = 0.4969

Siguiendo .los mismos pasos se encuentran que:
P(0£2<1,53) = 0.43699
Asi que P(-2.74 £ Z < 1.53) = 0.4969 + 0.43699 = 0,9339

Aplicaciones. Aunque su importancia en el campo de la

estadistica es indiscutible, debe tenerse en cuenta que
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la distribucién normal no es una ley a la que se apeguen
todas las caracteristicas medibles que se presentan en
la naturaleza. Sin embargo, es clierto que muchas de esas
caracteristicas estan distribuidas casi en forma de una

distribucién normal.

Veamos ahora como pueden contestarse algunas preguntas
sencillas de probabilidad acerca de variables
aleatorias, cuando se sabe, o se tienen motivos para
suponer que, al menos, estdn distruibuidas en forma

aproximadamente normal.

EJEMPLOS:

EJEMPLO 1. Un fisioterapeuta nota que las calificaciones
obtenidas en cierta prueba de destreza manual estén
distribuidas en forma aproximadamente normal con una
media 10 y una desviacién estandar de 2.5. Si un
individuo seleccionado al azar realiza la prueba, gcudl

es la probilidad de que obtenga una calificacién de 15 o

mas?

Solucién. Primero se debe trazar una grafica de 1la
distribucién y sombrear el A4rea correspondiente a la

probabilidad de interés.
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10 15

Distribucién normal para aproximar la distribucién de
las calificaciones en una prueba de destreza manual.

Si la distribucién en cuestién fuera la normal unitaria
con una media de 0 y una desviacidén estandar de 1,
podria utilizarse la tabla y encontrar la probabilidad
con poco esfuerzo., Afortunadamente, cualquier
distribucién normal puede transformarse en la normal
unitaria., Lo que tiene que hacerse es transformar todos
los valores de X en los correspondientes valores de Z.
Esto significa que la media de X debe hacerse 0, la

media de Z. En las siguientes figuras se muestran ambas

distribuciones.

Debe determinarse qué valor de 2, por decir 2g
corresponde a un X de 15, Esto se lleva a cabo mediante

la siguiente férmula:
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la cual transforma cualquier valor de X de cualquier
distribucién normal al valor correspondiente de 2 en la
distribucién normal unitaria. Para nuestro ejemplo se

tiene que:

Entonces, el valor de Zy que se busca es 2.

0 Zo= 2 Z

Distribucién normal de las calificaciones de destreza
manual (X) y la distribucién normal unitaria (2).

Examinando ahora estas relaciones con mas cuidado. Se
observa que la distancia desde la media, 106, hasta el
valor de X de interés, 15, es de 15-10=5, que es una

distancia de dos desviaciones estandar. Cuando se
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transforman los valores X en valores de Z, la distancia
del valor Z de interés a partir.de su media, 0 es igual
a la distancia del valor correspondiente de X a partir
de su media, 10, en unidades de desviacién esténdar. Se
vi6 que esta ultima distancia es de 2 desviaciones
estadndar. En la distribucién 2, una desviacién esténdar
es igual a uno y, en consecuencia, el punto sobre la
escala 2 localizado a una distancia de dos desviaciones
estandar de 0 es Z = 2 que es el resultado que se obtuvo

utilizando 1la férmula. Consultando 1la tabla, se

ehcuentra que el 4rea a la derecha de 2 = 2 es 0.0228 .

p{z2 2 15) = p Z 2 --=—- =p(222) 0.0228

Por lo que la probabilidad de que un individuo
seleccicnado al azar realice la prueba y obtenga una

calificncién de 15 o mas es de 0.0228,

EJEMPLO 2. Supdngase que se sabe que los pesos de cierto
grupo de 1individuos esté&n distribuidos en forma
aproximadamente normal con una media de 70 kgs. y una
desviaciéﬁ estandar de 12.5 k. ¢Cudl es la probabilidad
de que una persona seleccionada al azar de este grupo

pese entre 50 y 85 Kgs.

Solucién.- Las siguientes graficas muestran la
distribucién de los pesos y la distribucién 2 a la cual

se transforman los valores originales, con el fin de
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determinar las probabilidades deseadas. Se encuentra que

el valor Z correspondiente,

50-70
Aun X de 50 es, 2 = ===~~~ =~1,6
12.5
85-70
Y para X=85 se tiene que 72 = ~www~ = 1,2
12.5

Distribucién de pesos (X) y la distribucién normal
unitaria correspondiente (2).
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En la tabla se encuentra que el &rea entre -« y =~1.6

es de 0.0548 y que el Area entre -oo y 1.2 es de 0.8849.

El &4rea deseada es la diferencia entre los valores

0.9949 ~ 0,0548 = 0,8301.

Para resumir se tiene que:

50-70 85~70
P(50 £ X € 85)= p ~-=—m $2 € ~——=p(~1.6 $2 S 1.2)
12.5 12.5

p (-2 $2<1.2) ~p (- £ 2 < -1.6)
0.8849 - 0,0548
0.8301

8.12 EJERCICIOS DE REPASO

1. Al lanzar un dado, sea X la variable aleatoria que
denota al do}:':le del numero que aparezca. Hallar su
distribucién, su media aritmética, su histograma, su

varianza y su desviacién estandar.

2, Una caja contiene 8 articulos de los cuales 2 son
defectuosos. Una persona selecciona 3 articulos de 1la

caja. Hallar el nimero esperado de articulos defectuosos

que ella zaca.
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3. El numero de llamadas X que se reciben en un
conmutador durante cualquier periodo de 1 minuto es una
variable aleatoria y tiene la siguiente distribucién de
probabilidad.
X 0 1 2 3 4
piXi) 0.1 0.2 0.4 0.2 0.1

Hallar su media y la desviacién esténdar de X

4. Un jugador de domind tiene una probabilidad de ganar

de 1/4 cuando juega. Si juega 5 veces en un torneo.

Hallar la probabilidad de que gane exactamente 3

partidos.

5. Supongase que la tasa de mortalidad para cierta
enfermedad es 0.10 y que la contraen 6 personas de la

comunidad.

Hallar la probabilidad de que:

a) Ninguna sobreviva
b) Al menos tres mueran
¢) Exactamente 3 mueran

d) Por lo menos una muera

6. El equipo de natacién del C.C.H. SUR tiene 3/5 de
ganar cuando compite. Si compite 4 veces, hallar 1la

probabilidad de que gane:
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a) 2 competencias
b) Una competencia por lo menos
c) Mas de la mitad de las competencias.

d) Comprobar los resultados con la calculadora.

7. El 2% de televisores producidos por una fébrica son
defectuosos. En un despacho de 3600 televisores. Hallar
el nlimero esperado de televisores defectuosos y la

desviacién estandar.

8. Un dado corriente se lanza 1620 veces. Hallar el
nimero esperado de veces que sale el 6 y la desviacién

estandar.

9, Dada la distribucién normal unitaria encuentre:

a) P (22 0.55)
b) (z2 -0.55)
c) {zs -2.33)

e)

P
P

d) P {~1.96 S z S 1.96)
P (-2.58 € z S 2.58)
P

£) {(-1.2 £ 2 £ 0.8)

10. Supdngase que las edades en las que se adquiere
cierta enfermedad estan distribuidas en forma

aproximadamente normal con una media de 11.5 afos y una

k¥
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desviacién estandar de 3 aflos. Un niflo acaba de contraer
dicha enfermedad. ¢(Cu&l es la probabilidad de que el
niffo tenga:

a) Entre 8.5 y 14.5 aflos de edad?

b) Mas de 10 afos de edad?

c) Menos de 127

11, Para cierta porcién grande de poblacién. En un ailo
en particular, supéngase que el nimero de dias de
incapacidad es de 5.4 con desviacién estéandar de 2.8
dias., Hallar la probabilidad de que una persona elegida

al azar tenga incapacidad de:

a) Mayor de 6 dias
b) Entre 4 y 6 dias
c) Menor de 5 dias

12, si las capacidades de la cavidad craneana de los
individuos de cierta poblacién estan distribuides en
forma aproximadamente normal con una media de 1,400 cc
y una desviacién estédndar de 125, encuentre la
probabilidad de que una persona seleccionada al azar de
dicha poblacién tenga una capacidad de cavidad craneana:
a) Mayor de 1,450 cc

b) Menor de 1,350 cc

c) Entre 1,300 y 1,500 cc
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13. Si las concentraciones de colesterol total para
cierta poblacién estan distribuidas en forma
aproximadamente normal con una media de 200 mg/100ml y
una desviacién esténdar de 20 ng/100 ml encuentre la
probabilidad de que un individuo seleccionado al azar de

dicha poblacién tenga una concentracién de colesterol:

a) Entre 180 y 200 mg/100 ml.
b) Mayor de 225 mg/100 ml.
¢) Menor de 150 mg/100 ml.
d) Entre 190 y 210 mg/100 ml.
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RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS DE REPASO
CAPITULO 1 EJERCICIOS 1.7 PAGINA 24
1. ESCALA NOMINAL

2. ESCALA DE RAZON

3. ESCALA ORDINAL

4, ESCALA DE NOMINAL

5. ESCALA DE RAZON

6. RAZ20N, INTERVALO, ORDINAL Y NOMINAL

7. ESCALA DE RAZON

a) Limite superior de la sexta clase = 899
Limite inferior de la dltima clase = 400

b) 949,5

¢) Limite real inferior de la dltima clase = 1099.5
Limite real superior de la Ultima clase = 1199.5

d) 100
e) 19%
£f) 65,5%
g) 51.5%

h) 955%

CAPITULO 4 EJERCICIOS 4.10 PAGINA 105

1. X = 80.6
2, X = 3,982
3. a) X = 11,875

b) No este promedio no es representativo debido a que
un valor extremo esta muy aumentado

-

5. X = 83.45
6. X = 81.16
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7. a) X = 40.23
b) Mediana = 40
c¢) Bimodal

8., a) X = 114,000
b) Mediana = 100,000
¢) Bimodal
d) La nmds representativa es la mediana

9. a) X = 65.1
b) Mediana = 65
c) Moda = 65

10. a) X = 18,36
b) Mediana = 14
c) Moda = 14

11. POLLO

CAPITULO 4 EJEMPLOS 4.20 PAGINA 137

1. a) X = 35.23.
b} Mediana = 35.63
c) Moda = 36.31
d) Q; = 26.375
e) Q3 = 44.15
f) Pyo = 17
g) Pgp = 52.57

2. a) X=715
b) Mediana = 708.32
c) Moda = 668.73
d) Q) = 566.46
e) Q3 = 860.79
£) Pyp = 456.02
g) Pgg = 974.5

3. a) X = 105.02
b) Mediana = 105,07
c) Moda = 105,62
d) Q = 97.04
f) Pyg = 88,65
g) Pgg = 121.16

CAPITULO 5 EJERCICIOS 5.7 PAGINA 159
1. a) X = 4 , Mediana = 3.5 , Moda = 3
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4-" S

5., a)
b)
c)

R2=

S = 4,22, 8§ = 2,054

C.V. = 51.37%

X = 20.90 , Mediana = 21 , Moda = Bimodal

R2= 12

S = 16,29 , S = 4.036

C.V. = 19,31%

S= 3.74 , b) § = 4,47 , c) 8=5,13

Tiene menor dispersién y c¢) Tiene mayor dispersioén
= (0,47

¥,= 78 , Mediada = 80 , Moda = 80
s° = 113.26 s = 10.64
C.V. 13.64%

CAPITULO 5 EJERCICIOS 5.16 PAGINA 180

1, a)

5. a)
b)

<)

Xp= 19 , Mediana = 18.7 , Moda=18.42

S =12.46 , s = 3,53

S = 0.16 sesgada a la derecha ligeramente

K = 0.242 como 0.242 < 0.263 la distribucién

es leptocurtica.

52 = 168.036 , S = 12.628

Sesgo = -0,085 ligeramente sesgada a la izquierda
K= 0.249 como 0.249 < 0,263 la distribucidn es
leptocirtica

S2 = 36,250,375 , S = 190.39
Sesgo = 0,243 sesgada a la derecha '

K = 0.2819, como 0.281 > 0,263 la distribucidn es
platicirtica.

S = 11,80
Sesgo = -0.05 ligeramente sesgada al izquierda

K = 0.241, como 0.241 < 0.263, la distribucién es
leptocurtica

X = 153.68 , S = 16.45

(X-s, X+S) = (137.23,170.13), 14 Supermercados, 56%
(R-25,X+25) = (120,78, 186.58), 25 Supermercados,
Este intervalo cubre el 100% de los supermercados
por 1o que no es necesario calcular (R-3s,X+3S)
Como estos porcentajes no estan préximos a lo
establecidos en la regla empirica, podemos decir
que los datos de la nuestra no estén distribuidos
de manera aproximadamente normal.
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CAPITULO 6 EJERCICIOS 6.7 PAGINA 209

1. a) 84y = 9.14
b) r = 0.35

2. a) r= 0,99
b) vy = 2,57 X -262.06

3. a) r = 0.25 , la correlacidn es casi nula, ya que
esta cerca de r=0
b) y = 0.014X + 6.08

4. a) r = 0.87
b) y=0.84 X + 0.31

CAPITULO 7 EJERCICIOS 7.5 PAGINA 226

1. 4060

2, a) 45, b) 21

3. 15890700 |

4. 15120

5. a) 126 , b) 28 , «c) 329

CAPITULO 7 EJERCICIOS 7.11 PAGINA' 248

1. a) 5/8, b) 5/8, c) 1/2

2. a) 1/3, b) 2/3

3. 8/216

4. p(R) = 6/10 , p(B) = 3/10 , p(C) = 1/10
5. p(A) = 3/4 , p(s) = 3/4

6. 3/15

7. 11/144

8. 4/8
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9., a) 11/36 , b) 4/36

10. 0.6

11, a) 4/52 , b) B/52

12. a) 1/3 , "b) 1/3 , ¢} 1/3

13. a) 40/120 , b) 30/120 , c) 90/120 , d) 30/120
14. a) 1/4, b) 1/4, c) 2/4

15. a) 50/500 , b) 260/500 , ¢} 480/500 , d) 20/500
16. a) 7/50 , b} 24/50 , «¢) 26/50

17, 4/6

18. a) No , b) 8/10

19, 0.60

CAPITULO 7 EJERCICIOS 7.16 PAGINA 315

1. a) p=4/220 , b) 56/220 , c) 164/220

2. p=9/15

3. a) p=495/2380, b) 660/2380, c) 120/2380, d) 2375/2380

4. p=15504/53130

5. p=10/16

6. a) 3/4, b) 2/4, ¢c) 1/12

7. 2/3

8. 12/30

9. a) No, b) 4/20, c) 4/8, d) 92% , e) 80%
6 5 12 360

10, a) p= === X === X === = —mmeem
18 17 16 4896
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11. p=

12, p=

13, a)

12

6 11

6

12 5 1152

b) p= === X === X === 4 === X === K === 5 mme-es

1
4

5
8

18

- x -

p= 15/40 ,

17 16

2 3

3 4

2 3
8 8

18

1

t mm— R -

3

b) p= 19/40

17 16 4896

5

28

mmm K mem o s e 2 e

64

12

CAPITULO 8 EJERCICIOS 8.12 PAGINA 267

1.

Xi 2

4 6 8

10

12

1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

m=7, 6= 11.66 , s = 3.41

2.
3.
4.
5.

7.

E{x)= 3/4 = 0.75

m =2

14

s = 1.09

p(3) = 0.0878

a) p(0)
b) p(3)
c) p(3)
d) pll)

. a) p(2)

b) p(1)
c} p(3)

E(X)=72

=
+
=
+

+
+

14

8. m = 270 ,

0.531

p(4) + p(5) + p(6)
0.0145
p{2) + p(3) + p(4)

0.345¢6

p(2) + p(3) + p(4)

p(4) = 0.4752
s = 8.4
s =15

325

0.0158
p{5) + p{6) = 0.468

0.9744
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9.

11,

12,

13.

0.2912
0.2912
0.0099
0.95
0.99
0.673

0.6826
0.69146
0.5661

0.41516
0.27629
0.4432

0.34457
0.34457
0.57628

0.3413
0.1056
0.0062
0.3829



Areas de la curva normal Pz € zp) los valoses en el cuerpo de la tabla
son dreas entre —ooy 2, '

s - =008 007 <006 -008 04 003 ~002 b0 00 :

; =0 0001 0001 0001 0001 0001 o 0l KK .'lll)l A0t - 380
=170 0001 0001 0001 0001 0001 0001 0001 0001 0001 0001 ~370
; =360 D001 0001 - 0001 0001 L0001 00T 0001 Ol o2 N2 - )60

~350 0002 0002 0002 L0002 O D002 02 002 0002 002 -5
: =340 0002 0003 0003 0003 L000F 000} 000) 000X Y 003 - 140
o ~330 000} 0004 0004 0004 L0004 0008 OO0 K0S 0005 K0S - 30
i =320 005 0005 0005 0006 0006 (K06 K6 K06 X077 - 2.0
=310 0007 0007 000K 00D0R 00K BOOE  B0Y 000 00 001D <20

XK O0KE 0010 0011 00K 00N 0012 0012 MY MY AXHY - M0
~290 0014 0014 0015 .0OIS 0016 0NI6 0017 DOIR ANHE OD1Y -290
~280 0019 0020 0021 0021 0022 023 2} 002 0028 026~ 280
! =270 0026 0027 0028 0029 00X IKIRE 002 0033 003 0038 =270
; =260 0036 0037 0038 0039 0040 XM 0043 D044 (KMS 0047 - 2060

~250 048 0049 0051 0052 0054 08§ 0037 0089 0060 062 - 250
: ~240 0064 0066 X8 0069 0071 KT} TS O0TROORO OORY - 240
! =230 0084 00R7  OOBY AN R4 (XKG6 WY 1Y 0N 17 -2
5 =220 000 01y aite 0ty o2 08 iy . 0 My -2
~210 014} 0146 0150 0154 OISR 0162 0166 OIT0 74 (179 - 240

i ~200 0183 0188 0192 0197 Q2 Q07 02 0217 0222 2 -200
; =190 0233 0239 0244 0250 0256 0262 Q26H 274 ORI O2R7 —190
; -~ 180 0394 0301 0307 04 0822 009 0M6 03 03 089 ~ 1Ko
i =170 0367 0375 03E 0392 (0L MW GHEIR 7 e 6 - 170
! ~1.60 (0455 0465 M7 O4RS 0495 0505 OSI6 0826 OS5V OSR - L6

, =150 0559 0571 0582 0594 0606 061K 06X 064N DRSS H6OK  —1.50
; - 140 06Kt 0694 G708 0721 0738 MY 0768 07RO 0703 GKOR - 140
! =LY ORIV UKIB LOKSY  OK6D  ORKS  NOL RIK (MM 9SE 6K - LMW
: =L O08s  100% 100 1038 J0S6 1075 9y I EM ISt L)
=110 3170 B0 A210 230 A28E 0 LTE L1292 Mg 1S 18T -0

: =500 4379 HE IR a6 46y 492 SIS 1S3 1Y ISKT - 1)
=080 1611 635 et JeRS AN AT 462 1IRR AREE IR <080

=080 LERGT IR 92 9 9770 08 208Y ) Y - 0RO
: . -0 2148 D77 QW6 226 26 2296 2127 MK 23R8 200 -0
! =000 2451 2488 2504 3846 289K 2611 264r 0 2676 WM 274Y -0

. ~050 2776 QK10 2R4} K77 2912 26 29KE IS M0S00 RS -~0.50
~040 M2 M6 39 AR N6t M0 336 72 Mm o M6 —-040
~030 48} 520 2857 ds94 0 3632 669 M7 NS Ry ORI -0
=020 K59 W97 M36 3979 4} 4052 M0 419 Q6K 4207 ~a20
=040 4247 Jd26 0 4325 4364 04 Y QURY 4522 4562 40 -0

O 3641 d6R] 4725 4761 WJROD ARG ARBD 4920 49y SO0 Q0




(Continuacibn).

z 000 00! 002 003 004 005 006 007 008 009 z
000 5000 5040 .50B0 .5120 .5160 .5199 5239 5279 5319 .5359 000
0.10 .5398 5438 5478 .5517 5557 5596 .5636 .5675 .ST14 .5753 010
020 5793 5832 SB71 .S910 5948 5987 .6026 6064 6103 6141 020
030 6179 6217 .6255 .6293 .6331 .6368 6406 .6443 6480 6517 030
040 6554 6591 .662% 6664 6700 6736 6772 6RUR 6844 6879 040
050 69158 6950 .6985 .7019 .7058 .7088 7123 7157 .7190 .7224 050
060 7257 1291 1324 7357 (1389 1422 1454 7486  .71517  .1549  0.60
070 71580 7611 ..7642 7673 7704 .17}4 7764 1794 1823 .1852 0.70
080 J788E. 7910 .79)9 7967 .7995 .R023  ROSI  RO78  .RI106  RI3Y Q80
090 8159 BIR6 B2 B2 B264  R2BY  KIIS  BMD KIS B3BY 090
100 8413 .8438 8461 .84B5 .RS0B .BS3) .8554 .BS77 8599 8621 100
110 8643 8665 .B6B6 .BT08 8729 .B749 .BI70 .B790 .8BI0 .BB3O L.10
1,20 .RB49 BRG9 BRRE 8907 8925 BO44 B962 .HUKO K997 9015 120
L300 9032 S049 9066  90RY 9099 9115 913 9147 9162 9177 LM
140 9192 9207 9222 9236 9251 9265 9279 9292 9306 9M9 140
150 9332 9345 9357 9370 9382 9394 9406 9418 9429 9441 1.50
160 9452 9463 9474 9484 9495 9505 9515 9525 9535 9545 1.60
1,70 9554 9564 9573  9SRY  959) 959V 96U 9616 9625 963} L0
180 9631 9649 9656 9664 9670 9078  96K6 9693 9699 9706 1.BO
190 9713 9719 9726 9732 9738 9144 9750 9756 9761 97167 190
200 9772 9778 9783 9788 9793 9798 9803 9808 9812 9817 200
210 9821 9826 9BIO 9834 983I8 9842 9846 9KS50 9854 9857 210
220 .986F 9864 9B6B 9871 9R75 .9BI8 98BI .9BE4 9BET 9890 220
230 9893 9896 9898 .990) 9904 9906 .9909 9911 9913 9916 230
240 9918 9920 9922 9925 9927 9929 993F 9932 9934 993 240
250 9938 9940 .994) 9943 9935 9946 994K 9949 9951 9952 250
260 9953 9955 9956 9957 .9959 9960 996} 9962 9963 9964 260
270 9965 996 9967 9968 9969 9970 9971 .9972 9973 9974 270
280 9974 9975 9976 9977 9977 9978 9979 9979 9980 998} 280
290 9981 9982 9982 9983 9984 9984 9985 99RS 9986 .99K6 290
J00 9987 YYKT  YYRT  GURB  GURE  9UKY  SOKY  YURY 9990 9990 300
300 9990 9990 9991 9991 9992 9992 9992 9992 9993 999y 310
320 9993 9993 9998 9994 9994 9994 9Y9s 9995 9995 9995 320
330 9995 9995 9995 9996 9996 9996 9996 9996 .9996 .9997 3.30
340 9997 9997 9997 9997 9997 9997 .9997 9997 9997 9998 340
350 9998 9998 Y99H Y998  99YR 9998  Y9YR  YUYE  9Y9B  9Y9R 350
360 9998 9998 9999 9999 9999 9939 9999 999 9999 9999 3.6
370 9999 .9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999 3.70
380 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999 380




Areas de la curva normal P(z < 2,) los valores en el cuerpo de la tabla
sonlreascentre — oy 2,

H =00 <008 007 000 -005 -0 =003 ~002 001 0 N
-~380 0001 0001 0001 0000 0001 0001 0001 0001 0000 0001 -3.80
~370 .0001 000! 0001 0001 0001 0001 0000 0001 0000 0001 -3.70
~360 0001 0001 L0001 0001 0001 0001 0L 000F 0002 (02 = 3.60
=350 0002 0002 0002 0002 002 0002 0002 0002 0002 02 =350
-340 0002 0003 .0003 .0003 X3 0003 000} 000 000} 0003 <340
-330 0003 0004 0004 0004 0004 (004 0N 0005 005 NS ~3.30
~320 0005 0005 0005 0006 0006 006 0006 (006 0007 0007 -3.20
=310 0007 0007 0008 ODOR  OOOR NO0OK KD 0009 0K 0010 = 110
=300 0000 0010 0011 0011 ML 012 0012 0013 01y 001} -3.00
=290 0014 0014 0015 0015 0016 .0M6 0007  KMR  OOMR 019 -290
-280 0019 0020 0021 0021 0022 002} 0023 (K24 (X5 0026 ~2K0
<370 26 0T 0028 0020 00MY D0Y 032 MY 00k (3§ 2,70
=260 0036 0037 003K 0039 00 0 OIMY 04 00IS o7 - 2600
~250 XHE 049 0051 0052 053 00SS  00ST 00SY (06 062 ~2.50
-240 0064 0066 0068 0069 0071 OOTY 0075 KK DOKO Q0K - 240
=230 0084 0087 .00B9 0091 .94 X969 0102 104 D107 =230
~220 0110 OH3 016 0HY 0122 01258 0129 0132 0136 39 ~2.20
=210 0143 0146 0150 0154 IS8 0162 0166 0170 0174 0179 ~2.10
=200 0183 0188 0192 0197 0202 007 0242 0217 0222 028 ~200
~-190 0233 0239 0244 0250 0256 0262 026K DTS 01 QT -1
-180 0294 0301 0307 034 0322 039 06 03 0351 0359 —1.H0
~L70 0367 0375 .3B4 0392 001 M09 041K (M27 (436 (H46 ~ 170
- 160 0455 0465 0475 Q4RSS 0495 0505 0516 0526 0537 0S9K - 1.60
- 1.50 0559 0571 OSK2 0594 0606 061K 06)0 0643 OASS 066K — 150
-~ 140 00K1 0694 0708 0721 0735 0740 0764 077K 0790 OKOK - 140
-130 0K} ORIR O LORSY ORGY  ORKS 0L (MR WX WS (6K - LMW
-1.20 0URS .03 3020 10X 0086 Q0TS e} a2 13 LISE - L0
-110 170 1% Q200 4230 L1280 0270 029 OMd 1S 8T -~ LI
=100 13T 401 ) e 6Y 142 SIS S0 186 1Sk Lo
=030 16l 0635 Lo6h 16NS  ATHE AT 4762 ARK K1 KL - 080
=080 IK67 IRV 1922 1949 L1977 2008 2083 061 W0 211y — 0K
=070 2148 2077 26 26 2266 2296 2327 238K MY 40 -0
=060 2451 ME} 2504 2546 2878 3611 264 2676 2MM 2MY -6
=050 2776 2RI x4} MIT 12 46 9K MIS NSD MRS <050
=040 21 356 M9 2R 364 00 36 A2 MW M6 ~0d0
=0.00 M8} 3520 3557 3594 36X 66 AT TS MY MM -000
-020 .J59 3R97 L3936 L3974 4013 4082 W0 4129 4168 4207 -020
=010 4247 4286 D25 4364 404 443 JIRY 4822 4562 46N ~000

000 4641 J6RT 4721 4761 4801 484D ARRO 4920 490D S000 0.0




Apéndice 623

. (Continuacion),

z 000 00! 002 003 004 005 006 007 008 009 z
000 5000 .5040 .5080 .5120 .S5160 .5199 5239 .5219 .5319 5359 0.00
0.10 5398 5438 5478 .S517 5557 .5596 .5636 .5675 .S714 .5715) 0.10
020 .5793 5832 5811 5910 .5948 5987 .6026 .6064 6103 6141 020
030 6179 6217 6255 .6293 .6331 6168 6406 .6443 6480 6517 0.30
040 6554 .6591 .6628 .6664 6700 6736 6772 .6ROB 6844 6879 040
0.50 .6Y15 6950 - .698S .7019 7054 7088 M2} (7157 7190 7224 0.50
060 7257 .7291 .1324 7357 7389 7422 7459 (74R6 7517 1549 0.60
0.70 7580 7611 .7642 7673 .7704 7734 7764 7794 7823 7852 070
0.80 .7881- .7910 7939 7967 .7995 8023 ROSL KO8 8106 K133 080
090 8159 .BIB6 .8212 8238 8264 .RIKD RIS B0 .BI6S  B38Y 090
1.00 8413 .B438 .B46) .84B5 .B508 8531 8554 .RS577 8599 .B621 1.00
1.I0 8643 .B665- .8686 8708 8729 8749 BI70 8790 .B8I10 8830 1.I0
1.20 8849 8869 .BBRR 8907 .B92S .R944  KOG2 RUKD 8997 9018 1.2
1.JO 9032 9049 9066 9082 9099 9IS 91N 9147 9162 9177 1L
1.40 9192 9207 9222 9236 9251 9265 9219 9292 9306 9319 140
1.50 - 9332 9345 9357 9370 9382 9394 9406 9418 9429 9441 1.50
1,60 9452 9463 9474 9484 9495 9505 9515 9525 9535 9545 1.60
170 9554 9564 9573 9S82 9591 9599 9608 9616 9625 9633 L70
1.80 9641 9649 9656 9664 9671 9678 Y6E6 9693 9699 9706 180
190 9713 9719 9726 9132 9738 9744 9750 9756 9761 9767 190
200 9772 9778 9783 9788 9793 9798 98O} 9808 9812 9817 200
210 9821 9826 9830 9834 9838 9R42 9846 9850 .HBS4 9857 210
220 9861 9864 9868 9871 9875 9878 98BI 9884 9RE7 9890 220
230 9893 9836 .9898 9901 9904 9906 .9909 9911 9913 9916 230

) 240 9918 9920 9922 9925 9927 9929 9931 9932 9934 9936 240
250 9938 9940 9941 994) 9945 9946 Y948 9949 9951 9952 250
260 9953 9955 9956 9957 9959 9960 996! 9962 9963 9964 260
270 9965 9966 9967 9968 9969 9970 9971 9972 9913 9974 2.0
280 9974 9975 9976 9977 9977 9978 9979 9979 9980 9981 2.80
290 9981 9982 .9982 9983 9983 9984 9985 9985 .9986 99K6 290
J00 9987  99HT 9987 QYRR ONKR  GYRY  99KRD  99BY 9990 9990 A0
JI10 9990 9991 9991 9991 9992 9992 9992 9992 9993 9993 310
320 9993 9993 9994 9994 9994 9994 9994 9995 9995 9995 1.20
330 9995 9995 9995 9996 9996 9996 9996 .9996 .9996 9997 330
340 9997 9997 9997 9997 9997 9997 9997 9997 9997 9998 340
S0 9998 9998 9998 9998 9998 9998 Y99 9998 9998 9998 350
J60 9998 9998 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999 360
370 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999 3.70
380 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999 380
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