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Introducción 

El propósito de este escrito es exponer y desarrollar conceptoe y resultadoe 
básicoe de las Tuorías de Torsión. 

El contenido de esta tesis se divide en tres partes. Primero, se introducen 
definiciones y resultados fundamentales, los cuales son ilustrados con algunos 
ejemplos. En la segunda parte se caracterizan ciertas teorías de torsión que 
satisfacen algunas condiciones adicionales. Y finalmente se presenta el Teorema 
de Miller-Teply, en la tercera parte. 

El Teorema de Miller-Teply dice que si Res una anillo con elemento identidad 
y satisface la condición de cadena descendente, ( ccd), sobre ideales izquierdos 
r-puros, entonces satisface la condición de cadena ascendente, (cea), sobre ide
ales izquierdos r- puros. 

Este teorema es una generalización del teorema de Hopkins-Levitzki, que es
tablece que todo anillo artiniano izquierdo, con elemento identidad, es neteriano 
izquierdo. 
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Capítulo 1 

Prerradicales y Radicales 

Sea R un anillo con uno, denotamos por R - M od a la categoría de todoa 
los R-módulos izquierdos. 

1 Prerradicales y Radicales 
Deflnici6n. Un prerradical r de R-Mod es un subfuntor del funtor identidad. 
Es decir, para cada ME R-Mod, rM es un submódulo de M y si a.: M-+ N 
entonces a[rMJ ~ rN y r(a) es la restricción de a a rM. 

La clase de todos los prerradicales tiene un orden parcial: r ·$ t #para cada 
ME R- Mod, rM es un submódulo de tM, (rM $ tM).·• '' · ·· ·· 

'-/:''.·.'·< .... :-l:\':-· -· 
Definici6n. Sean r y t prerradicalcs de R - M od, defini.Tto~ rt como 
rt(M) = r(t(M)). · ·· · · · 

Definici6n. Un prerradical r de R.:..' Ú~d se llaiii'; idémpÓtente si para cada 
MER-Mod rrM=rM. . . ... . .· . ·. . 

Proposici6n 1.1 Sean r y t prermdicales de R- Mod: Sir$ t y r es idem-
potente, entonces rt = tr = r. · · · 

Demostración·:·, 
r S t .. . . • . .' e<• ' · .. '. 
=> rM S tM para todaMeR.::..Mod 
=> rrM S rtM para toda ME R-- Mod 
:o> rM $ rlM.para tÓdaMÉ R-- Mod 
y como t M 5: M en toiiceii"rtM 5: r M por lo tanto rt = r. 
Por otra párte· · ·;.: · 
r s t ,_ . ' .. - :_i, • !e:-·::~:~ .. -~~~~:r;:.:.-.·-~-
=> r(rM) 5: t(rM) para toda ME R- Mod 
=>.rM::; trM para toda ME R;.;. Mod 
y como tes prerradical,'entonces.'trM S rA/ por lo tanto tr = r. 
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Definición. Un prerradical r de R- Mod se llama radical si para cada 
ME R- Mod r(M/rM) =O. 

Observación. Sir ea un premidical de R- Mod y D :5 rC, entonces 
r(C)/D r; r(C/D). .; . .•.. . . . 
Ya que tenemos el epimorfismo canónico,!/> : O-:+ C/ D, y el morfismo inducido 
por el prerradical de manera natural, ri/>: rC ..;;+ r(C/D), el diagr_ama: 

e "' c¡o . 

ir ··.fr .. , <',. ·' 
:·~ 

r(C) r(C/D) 
r(t/I) 

es conmutativo así :> .:·: ; ··: 
Nuc(rt/¡) r; Nu~(i/> o i) = r(C) n Nu~(;p):= r(C)nD= D. 
Por consiguiente r(C)/D r; r(C/D):\:. ,:.; · · 

Proposición 1.2 Sir es un'radi;al'de'~:._N~d y D :5 rC, entonces 
r(C/D) = r(C)/D. . .. .. . .. . ' . •. 

Demostración </ ' é '/ • O · · 
Sea ,P : O/ D -+ C/rC ~I epim~rfismo canónico, induce de manera natural el 
morfismo r,P: r(C/D)-:+ r(C/rC)¡ pero r(C/rC) =O por ser r radical. 
Así tenemos el siguiente diagrama i .; · · · · · 

<c;!J~ --·-~-· - C/rC 

ir.·· .. +. 
r(C/D) r(C/rC) 

r~ :. 

que es conmutativo; esto indica que :: .. :· ;'. . . ; 
r(C/ D) = Nuc(r,P) r; NÚc(,P o i) r; !{uc(tfi) =: r(C,)/ D 
Por lo.tanto r(C/D) r; r(C)/D.) \ < · .,\, .·.;'~.: .... ·, .··, · 
Como de la observación anterior se tiene que r(C)/ D. r; r(C / D), la proposición 
queda demostrada. · •·-< ;,; .. · · • 

Dado un prerradical r, podemos disÚllguÍ~ claramente a dos clases: 
Tr ={ME R-Mod.'l·rM= M}: ... ,,,.,;e.•··· ··oc·····"·· 
Fr={MER-Mod 1 rM::o}· :.; ::, :, .:·· 
Observemos que si ME T,;N·É F; y•¡: Ai/~.·N como r(/):: O, pues 
r(/) : rM -+ O¡ que es la restricción de / a rM entcmées f es el morfismo cero. 
En otras palabras Hom(M, N) =O pára todo M E 'J.'r y N E F r 

Proposición 1.3 T r es cemida bajo cocientes y sumas directas. 
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Demostración 
1) Tr es cerrada bajo coci~ntes. . 
Sea ME T, y.N $ M, entonces N $ rM.= M => M/N = rM /N $ 1•(M/N)¡ 
por la observación, además como r_es un prerradical.r{M/N) $ M /N. 
PorconsiguieÍltf!r{M/N)=.M/N: _ .,.· · 
2)Tr es cerrada bajo sum_a8,direct~:•' ... ·•-·. '> . ..· .. 
Sea {MQ}..\ !;; T, ~ntOíicesr(Mó) =:: AfQ ·~V,af: A, teríem_os la inclusión 
ip : MfJ -+ eM,/y él siguiente diagrama conmutativo: ' 

... ' <"·' >" -.·· : :. : :~¡- ~':,. -; , <' ' ": ,. •"' 
'1i1 ..• -- $1'1~--

i(.• .v· 
- MfJ > 'r(EBMQ) 

. ,•,- •. r(i•) - _- _;_ 

la imagen de cada monoinorfismo'canóni_có ipestá contenido en 1·(E9AIQ) y de 
la definición de stÍma_diréc.ta, tcnemc;isque eMQ := r(eMQ): • 

Proposición '1.4F,:·e~ ce~,.;¡d~ '6~jo~~~b~ód~los y-¡;roductos directos. 
·~> ' - ~ • • ,··- :· _;_.,(,e~ ¡· ... 

Demostración,-·_ . . :- •: _'•'-· ,. _, .. 
1) F, es cerrada b~jos~blnód~los; " / __ · <' __ _ 
Sea ME F,y O$ N$ M ent,onces _O:S.rN $ rM =O. Por lo tanto NE F,. 
2) F, és cerrada bajo productos.• t , · • : : 
Sea {MQ}A !;; F,: éntoné:és r{MQ) ='=O •Vcr E A, tím:mos el diagrama: 

·---¡/ •• . --p.,_-; - , -·--- -

- -:g~Q .-. -- ·; -·· ,-~r 
r{ílM.;), .. ___ r(ÚfJl=º 

que conmuta, de aquis~b'~h'.i~sq~e- ~CP•~; , , ___ _ 
r(ílMQ) =Nué(rpp);!;; N,~c(pp,~i) !;; Nuc(pp) Vf3 E A. 

~~~1:~~n~on~J~~~.{['\[' :) -· ?I' - << ' • 
Dcfinici6.i; 'llna cl1e~ ~e p~etor~i~~ es una dase',de módulos cerrada bajo 

. cocientes y sumas:'directM> •< : :< , .- ._, . -, - -
Una clase libre'dé'prétorsión es uná clasé de módulos cerrada bajo submódulos 
y product0s direCtos.'·' · 

Ahma' veamos que a cada-clase de pretorsión le podemos asociar un prerra
dical idem¡Íotente y a cada clase libre de pretorsión un radical. 

Proposición 1.5 Una clase de pretorsión T induce un prermdical 
idempotente r1', 
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Demostración 
Sea ME R- Mod, definimos rT(M) = l:{T ET I T $ M}. 
Observaciones: •. · . . 
a) r1(M) es un cociente de e{T.e T 1 T $ M}E T; 
Entonces r7'(M)E Ti < .. ·.: ; · .•.. :· :,··· · . · :. " , · 
b) Sea ME ,T i,entonées M. $ rT(M) -por lo tanto rT(M) = M. 
l) r:T(M) <:M 'claramente; '•.:'. · ' ·:: :·•·<~ 'e. :.,·.· · 
2) Sea/: 'M:.!. N,}. ri(M)S Ú' y rT(M) 'e T, además 
J[r7·(M)) ~i .. r(M)/Nuc(f) E,T y J[r1'(M)] $ J[M] $ N 
cntonces/[r7'(M)] :':; rT(N): ~; j) ',: ·'/.·:·.:. ' 
Por lo tantó rT(/)es la restriééión de/ a rT(M). 
3) rT es idempotente, pUes' ri(M) E T. (obs; a) y . 
rT(rT(M)) = rT(M) (obs. b); ;_ 

Propo~ición 1.6 Una clase libre de ;~e/~;~;d~ F, i~duce un radical rF. 

Demostración . , :' .... ,. <\.'. ..,. ..... \ 
Sea ME R- Mod, definimos rF(M) ;,,n{F $ M. j M/F E F} 
Observaciones: . · .. ·. : _.·,; : .· . , 
a) Si ME F entonces rF(M) =pdarariiente. : , _ 
b) M/rF(M) E F; sea L .E {F $ M 'j:M/F E F}; de ésta manera 

· observamos el diagrama: · .. ·- - · · 
,.-, •,-.' 

M ,, ·-· _. TIM/F 

:'>:~·~: '}· 
.•··•··-,~M/L 

como /(MJ e;;; [lM/F =>'•J(MJ E F, ad~más/[M] ~ M/Nuc(f) 
y como Nuc(f):::: nNuc(PL)=''rFM; por lo tanto M/rF(M) e F. 
c)SiB={Nuc(o:)j'o:-:M:....J(y/(EF}y . 
A= {F $ M;.¡ :M/F E F} entonces A= B. 
e;;;] Sea F_e A. c~nsideremos,,P': M - M/F el epimorfismo canónico, 
como M/F E F y'Nuc('f') = F, entonces Fe B. ·· 
2]Sea'FEB,\.. -. . .·- .. · .·· 
entonées 3K E F y a: M...;. K tal que Nuc(o:) = F =>K~ M/F. 
l)rF(M)SM.claramcnte: .·- _ ... _ · -
2) Sea f: M.~ N¡ y sea z E rF(M) $ M, si a :N.- K con Ke F, -
zeNuc(ao/)(obs.c) .. ,. ,· ' .. :,··-·.:. 
entonces /(z) E Nuc(a) para toda a E U{Hom(N, K) 1 K e F} (obs. e). 
entonces /(z) E rF(N), por lo tanto /(rF(M)] e;;; rF(N). 
3) rF es radical, como M /rF(M) E F (obs: b) 

• 

entonces por la obs. a rF(M/rF(M)) =O. • 
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Entrelazando las últimas cuatro proposiciones llegamos a dos resultados im
portantes: 

Proposición 1. 7 Ei:i•te una corn:spondencia 6iyectiva entre preNUdicalu idem
potentes l/ clases de prdorsión. 

Demostración 
Sir es prerradical idempotente. sea T. como en prop. 1.3 
Si T es una clase de pretorsión, sea rr como en prop. 1.5 
1) T ..... rr ..... T,T es la identidad. 
Te T # rr(T) = T# Te T.T. 
2) r 1-+ T, 1-+ rr, es la identidad. 
Sea Me R-Mod 
~Jr(rM) = rM => rM e T, => rM = rr,(rM) i;;, rr,(M). 
Por lo tanto rM i;;, rr,(M). · · · · 
;?]rr,(M) e Tr => rr,(M) = r(rr,(M)) ~ rM. 
Por lo tanto rr,(M) i;;, rM. · · • 
Proposición 1.8 Ei:iste una ~omsp,ond~;·~i~ biréctiva entre radicales r cla1es 
libres de pretor1ión. · · ·· · · · · 

~:,- :,-.:~:-: 

Demostración . ':. i/ · '.• -
Sir es un radical, sea F, co'mo en_p.rop: 1:4 
Si F es una clase libre de ¡}retorsión, sea ¡.F como en prop. 1.6 
I) F ..... "F ..... F,,. es la ideritidild.·s · < · ··' · 
Fe F# rF(F) = O#FÉF/l{'. .:, 
2) r 1-+ F r t-+ rF,. e~ la identid~~ -:'· ·· 
SeaMeR-Mod · ·•"••·· · •:· <' 
2JrF.(M) = n{J"1sii\f/.f:Ú/F,.e F~}:::n{F.:s; M 1 r(M/F) =O}~ rM. 
~JrF.M ~ rM "=> r(M /rf.,) :== r,(M)/r;;M, (prop'; 1.2) y_ .-
r(M/rF,M) =O (obs:• 2 de la prop; 1.6) ~~r(M)/rF,M =O. 
Por lo tanto rM i;;, rf.;M:•/.;: · ~.::: · · • 

Proposición 1.~;~~do~:~,{r~,i~~i~a'J',., ~xiste ~~ -~dical ¡; tal que r $ i' ' 

pa::::s:~::::ª''. -~~.~ :'[e-:tie~e r,:$ t.' ~'.< ' . ·.. · ...... · 
Sean r un prerradical, F,: como en prop>L4 y_r_el radical correspondiente a F r 
w:~;·s); .·, :···e··~. 'tv :~:-:; .,: ' ; . · __ 
Sean Me R':""'. Modyf!M,~ !< éóni<É Fr 
=>f[rM]<rK.;,o /' .·,• .. ·.·'.•_'::• ·/:' •-., ... 
=> rM :s; Ñuc(f) .V/e Ú{ll~m(M;I() l I< E F,) 
=> rM :s; rM VM eR--.Mód, •por lo tanto r < r. 
2) Si t es rádical y r :s; t => r :s; ( ·: · -
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Sea ME R-Mod 
rM = n{F S M 1 M/F E Fr} y tM = n{F S M 1 M/F E F,} (prop, 1.8) 
comorSt=>F1t;F, · 
=>{FSM 1 M/FEF1}t;{FSM IM/FEF,} 
=> rM S tM 'llM E R- Mod por lo tanto r S t.: • 
Propo1ición 1.10 Si r ea idempotente,;ent~n~~s ~'.es idempotente. 

:.:_ ,,>··.< 
Demostración · . , 

Sea ME R-Mody LE {FS rM 1 d(M)/FeF,}, 
r(M/L) = rr(M/L) (r idempotente):L .J ·. ·· 
S rr(M /L) (prop. 1.9) .· .. •. C ....... . 
= r(r(M/L)) = r(rM/L) =O (prop: L2y rM/L E F,) 
=>{FSfM 1 r(M)/FeF,}t;{FsM'i!'r(M)/FeF,} 
=> rM::; rrM y como rrM S rM 'llMER.;_Mod. 
Por lo tanto r = rr. · ' .,.; .· • 
Proposición 1.11 Dado un prerradic~I·; elisie;un r prerradical idempotente, 
tal 9•e;. s r y para todo prerradical idemjio!.ente't,·t $ r se tiene t s r. 

Demostración · >; '.:: C: ; ·. . . . . 
Sea r un prerradical, T, como en la prop.''I.:ly 1'''él pl'eiradical correspondiente 
a Tr (prop. 1.7). .. · · ' 

Se~ ME R-Mod ·• .. ' ' ·.' , 
1) r Sr · > '• " · .. 
rM e T, y rM S M => rM = rrM S rM;' 'llMER- Mod. 
Por lo tanto ;. < r. : · }' ~·::;; :)' : · 
2) Si t es un pr-;rradical idempotente y t S r. ~ t S r . 
r(tM) = tM (prop 1.1) entonces tM E T.; es decir,. : 
tM E T,ytM s M => tM = r(tM) s rM<VM E R-'- Mod. 
Por lo tanto t S r. . · , • 

·,·,-· 
Proposición 1.12 Si r es un radical, e,ntiinces ;. es radical . 

. ,.:'.-. :, 

Demostración . . <" · . " 
r(A!/r'M) = L,{T/rM s M/rM 1 ;T/rM ET,}' 
= L,{T/rM 1 T s Myr(T/rM) ,.:;;; T/rM})' . 
Como rM S T,;. idempotente/r ::;·~=>· rM. :,rrM. S rT (prop. 1.1). 
Además res radical~ r(T/rM) = 'rT/rAf:, (prop. 1.2) 
Entonces r(M/rM) = r;,{T/rMf'TS MyTeTa ··• 
=E{T/rM 1 TSrM}=O.'' ;" "' .. , . • 

Definición. Una clase de pretorsló~es her~dit~ria si es cerrada bajo submódulos. 
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Propo8ici6n 1.13 Sea r 11n premJtlical. Son e911iflalentea : 
(a) r ea 1111 /11ntor ezaclo iz911ienlo. 
(6) Si D S C entonce• r(D) = r(C) n D. 
(e) r es idempotente J Tr u llereditaria. 

DemOBtración 
W*OO · 
Sea D S C entonces la sucesión O -+ D - C - C / D - O es exacta y como ,. 
es exacto izquierdo tenemoe el diagrama : 

I , 

r/ \.•1.·:· 

.C/D 

;l· .• 
r(C/D). 

; •,/e 
que es conmutativo. Así: · .·· · :·· ·'-'°•', ;> .••. ·: .•:: ........ , 
rD = Nuc(rg) = Nuc(korg)::: NuÍ:(goj) :·/m(j)n Nuc(g) = rCnD. 
(b) * (c) ·. · ... ' ·. .. e ,.:• , . ·:, · ~·. , : 
1) Sea M.eR..;.Mod,::\:rM,SM * r(rM) = rMnrM = rM así rr = r. 
2) Sea M'e.T,"y"N's'Al,:':iJ"!f}"':N~rM,=NnM~N. · .. 
Por lo tanto T •:es.· cerrada baJo __ submódulos. : · 

· (c) *(a) ' .:• ·_:· ,· : : ¡'C ·. ·. 
Sea O -N..!.....M...!...+M" - O 6act&; 
1) Nuc(rl) =O 
Nuc(r/) S Nuc(J) =O 
2) Nuc(rg) = lm(rl) 
Nuc(rg) S rM como res idempotente rM E Tr ~ Nuc(rg) E Tr 
Nuc(rg) = rM n Nuc(g) = rM n /m(/) = /m(r/). 
Hemos probado que r es un funtor exacto izquierdo:· • 
Corolario 1.1 Eziste una correspondencia 6iyectiva entre prerradicales ezaclos 
izguienlos 11 clases de prelorsión llereditarias. 

Demostración 
T es una clase de pretorsión hereditaria <=> rT. es idempotente y T es cerrada 
bajo submódulos (prop. 1.7) <=> l'T es un pr1madical exacto izquierdo (prop. 
1.13). . . • 

Proposición 1.14 Si r es un prerrodical i~e/n",,ote'nte enloces F r es cemJda 
bajo eztensiones. 

-- ¡-

Demostración .:-, •· •-.:: : ... " . ':·· ... 
Sean M',M" e F, tal que O-M1 --+AiS 1f.tu'.:_.·o·es exacta, 
entonces M/M' E!! M" E F, ~.rM S M',E F, ~·r(rM) =O 

·además r = rr ~ rM =O, por lo tanto ME F,. ·· · 
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Proposición 1.15 Si r es radical entonces T r es cerrada bajo e:i:lensiones. 

Demostración 
Sean M', M" ET, tal que O-+ M'-+ M-+ M"-+ O es exacta, 
entonces M/M' ~ M" ET, y M' $. M => M/M' ET, y M' $. rM, 
uí, M/M' = r(M/M') = r(M)/M' (prop 1.2). Por consiguiente rM = M . 

• 

2 Ejemplos 

l. Grupo• de Torsión. Si R = Z entonces definimos 
rM = {z E M 1 z es de orden finito} '\/ME Z-.Mod. 
r es un radical exacto izquierdo. 

1) r es prerradica/. 
(a) rM $. M 
rM '/- 8, pues O E rM. Sean z,11 E rM y k E Z 
=> 3m, n E Z tales que mz = O = n11 y O :;. mn E Z . 
Por otro lado mn(h + 11) = (mn)kz + (mn)y = (nk)mz + (m)r111 =O, 
tenemos que (kz + 11) E rM. 
(b) Si/: M .... N =>/(rM] !;; rN. . 
Sea 11E /(rM) !;; N => 3z E rM tal que /(z) :=11.: • . 
=> 3n e Z tal que nz =O y n:;. O=> n11::: n/(z) :d:: /(ni:) =/(O)= O 
=> 11 E rN¡ por lo tanto /(rM) !;; r/f.:/ ... . 
2) res radical. . ,. ,. '_:· ·_- .-!-

Sea Me R-Mod y z E r(M/rM).o:; ;•: .'. <··· 
· => z E M/rMy3n E Z, n:;. o.tal que nz =Ü => nz E rM 

=> nz E M y 3m ~ Z tal que"m(nz):= o·~.'(mn)z =O y mn '/-O 
=>"'E rM => z =O¡ conduim0s que r(M/~M) =o. . : 
3) r es exacto izquierdo. :·~, . ;·: ~:'¡!'. e>'.:•. ';.•: '/ '+· . .. 
(a) Sea N $. M => rN $. rM y ,.j.¡$_ N ~ rN:$. rMn N: 
(b)SizerMnN=>zeNyze.rM t·~· ·+: .. · 
=> z E N y 3n E Z, n '/- O tál que nz ::: O ~ z E rN => rM n N $. rN. 
Por lo tanto rN = rM n N y por prop.'• U3 ;. es·éxacto izqúierdo. • 

(•': .. 

ll. p·Grupos. Si R = Zyp es'~~,~~~~~o ~~l;rio,'kar~ t~do ME R-Mod, 
definimos tpM = {z E M 1 p"z =O para·atguría f'I EN} 
t, es radical exacto izquierdo. ·· · · ··· · .. : : ·· ··· · 

1) t, es prerradica/. 
(a) t,M $. M . .. . . 
t,M '/- 8 1 pues O E tpM. Sean z, y E tpM y k E Z 
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~ 3m,n EN tales que p"'z =O =P"ll 
~ pm+"(b +11) = pm+nkz +pm+ny = (kp")pmz+(pm)P"ll =O 11 m+n EN¡ 
esto muestra que (b + 11) E tpM. 
(b) Si/: M - N ~ /[tpM] !:;; tpN. 
Sea 11 E f[tpM] ~ 3z E tpM tal que /(z) = 11 
~/(:e)= 1111 3n EN tal que 'jl'z =O 
~ P"ll = p" /(z) = /(fl'z) =/(O)= O~ 11 E tpN. 
2) tp es radical. _ 
Si if E tp(M/t,M) ~ i E M/tpM y 3n EN tal que Jf'i =O 
~p":e E tpM ~p":e E M y 3m EN tal que pm(~"z) =O 
~ pm+nz = O y m + n E N ~ :e E tpM ~ i = O. Así que podemos concluir 
que tp(M/t1>M) =O. 
3) tp es exacto izquierdo. 

·(a) Sean N. S M. ~ tpN S tpM y tpN S N ~ tpN S tpM n N. 
(b) Si :e E tpM n N ~:e EN y 3n EN tal que p":e =O 
~:e E tpN ~:e E tpM n NS tpN. 
Con la ayuda de la proposición 1.13 podemos concluir que tp es exacto izquierdo . 

• 
DI. Zoclo. Para cualquier M E R - M od, definimos 

zM = E{S S M 1 Ses simple } 
z es prerradical exacto izquierdo, pero no es radical. 

1) z es prerradica/. 
(a) zM S M claramente. 
(b) Si f: M-+ N y como zM es semisimple 
~ f[zM] es semisimple y /[zM] S N ~ /[zM] S zN. 
2) z es exacto izquierdo. 
Notemos que si M E R - M od y S es simple, entonces M n S = O ó M n S = S 
Así S <: zN~S < zMnN. 
Por lo tanto zN ~zM n N y por prop. 1.13 z es exacto izquierdo. 
3) z no es radical. 
Si R = Z y M = Zp• con p tin número. primo, entonces zM = pZpa y 
M/zM = Zpa/pZpa !:!! Zp, como Zp' es simple, entonces z(M/zM) = z, f. O. 
Por consiguiente, z no es radical. • 

IV. Radical de Jacobson. Para todo ME R- Mod, definimos 
JM=n{N<M 1 Nesmáximo} 
J es radical, pero no es idempotente. 

Observación : 
Si A= n{N < M 1 N es máximo en M} 
11 B = E{L < M 1 Les superfluo en M} ~A= B 
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!;;] Sea ie E A, para demostrar que ie E B es suficiente con probar que Rie es 
superHuo en M. , . 
Supongamos que Rie no es superfluo en M, entonces existe·N < M tal que N 
es máximo en M y N + Rie = M => ie f. N => z f. A !!. · , 
Por lo tanto A!;; B. 
2] Sea ie E B => ie E Ls < M y L,, superHuo en M, supongamos que z li! N 
para algún N < M máximo en M, entonces N + L,, = 'M y 'N 'f:. M 
=> Ls no es superfluo !!. Por lo tanto B !;; A. · , 
1) J es pre11adical. 
(a) JM S M claramente. 
(b) Si/: M-N => /[JM] 
= f[L:{L < M 1 Les supcrHuo en M}) 
= L:{l[L] < N 1 Les superHuo en M} 
!;; L:{K < N l K es superHuo en N} = JN; 
es decir, f[JMJ !;; JN. 
2) J es radical. 
J(M/JM)=n{N'<M/JM 1 N'esmáximoenM/JM} 
= n{N/JM< M/JM. ¡ · N es máximo en M} 
= n{N < M 1 N es máximo en M}/JM 
JM/JM=O.. .'. < . 

- 3) J no es exaC!o izquierdo. . . 
Sea R = Z, considermos M,= Z1s y N = Z3 
=> JM!!!! N y JN =O'=>J(JM)= Oi Z3 = JM 
Por lo tanto J no es idempótente: , • 
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Capítulo 2 

Teorías de Torsión 

1 Teorias de Torsión y Radicales 
Deftnici6n. Una teoría de torsión para R-Mod, es una pareja (T,F) de clues 
de R-módulos que satisface : 
l)Hom(T,F)=O l/TeT,FeF 
2) Hom(T,C) =O l/T ET::} CE F 
3) Hom(C,F) =O l/F El' :}CE T 
T es llamada clase de torsión y sus módulos, módul08 de torsión. 
F es llamada clase libre de torsión y sus módulos, módulos libres de torsión. 
Observemos que T n F ={O}. 

Cualquier clase C de módulos genera una teoría de torsión, ~(C) = (T, F), 
de la manera siguiente : 

F = {F 1 Hom(C,F) =O l/C E C} 

T = {T 1 Hom(T, F)= O l/F E F} 

T es la clase de torsión más pequeña que _:onÚene a ~. 
Análogamente C cogenera una teoríadeJorsión; X-(C) = (T, F) : 

T = {T 1 H~~(T;c(;'"ó ve Ec} 

F = {F "eií~iricrli{~'_,_-~-- VT {T} 
.'.: <':,;· .:;:~-;. 

donde F es la clase libre de ~~r~i6~ ~¡j;~-queha <¡Je contiene a C . 
. ' . "" ;, "'""'~·:;_: ~~.'¡ \•' ' . ' . ;··.'. . ' ' ,. ' 

Proposición 1.1 Son equÍ~~le~te/: ·: < --•_·. _ · 
(a) T es una clase de lórsióia~para -tÍlguna teoría de torsión. 
(b) T es cermda bajo cocienies;- sumas directas·-, e:r:tensiones. 

. . .. •<' . " ' 

Demostración 
(a) ::} (b) 
Sea (T, F) una teoría de torsión. 
1) T cerrada bajo objetos cocientes. 
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Sea N :5 ME T, supongamos que M/N f. T, 
entonces existe FE F y/: M/N - F con 11 O, así M/N 1 O. 
Si.,¡,: M - M/N es el epimorfismo canónico, t/J 1 O, 
entonces g =fo t/J 1 O está en Hom(M,F) !!, pues ME 'J'· 
Por lo tanto M/N E T. . . 
2) T es cerrada bajo sumas directas. 
Sea {Ta} A~ T, entonces 
Hom($T0 ,F) = ílHom(T0 ,F) = íl{O} =O VF E F. 
Por lo tanto $Ta E T. 
3) T es cerrado bajo extensiones. :< ... ,_ . , 
Sean T' y T' ET tal que O-+ T' - T- ~·...:.O es_ exacta 
* O -+ H om(T", F) - JI om(T, F) - H om(T' ,' F) es e~acta V F E F 
además Hom(T",F) = Jlom(T',F) =o' VF_E F*Hom(T,F) =O. 
Por lo tanto TE T. . ., ' 
(b) *(a) .. ·· .. : . : :·.'>.<.••;;t :;•::• .. :'. . ,. . . , 
Sea T una clase cerrada bajo coderítes/sumas di_re.ctas y_ extensiones, 
definimos F ={FE R..:Mod'. l;iHom(T,F)::; O VT ET}, 
1) Hom(T,F) =O VT ET y'FE F:es obvio.·\ 

~~ z~:~~:;~ ~ ~ ~~~~·~.g~ ~·~·.s.l&r:· '.< •... ••·.·.¡ . .· ' 

Sea C' = E{T :5 e 1 TE T} ET, notemos que G' es el submódulo máximo 
de T contenido en C. · ·· · · ' 
SeaTeTy /E Hom(T,C/C'), ':. >.: ~'-·-'. :<:_ .. 
Im(I) e!! T/Nuc(I) E T entonces Im(I) =O por lo tanto/= O 
(pues si / 1 O * 3D ~ C tal que C' e D y como T c8 cerrada _bajo extensiones, 
tendríamos que DE T!!)¡ así C/C' E F * J/om(C,C/C') =O* C = C'. 
Consecuentemente CE T. • 

Propo•ición 1.2 Son equivalenles : . . 
· (a) F es una clase libre de lorsión paro alguna leoría de torsión. 

{b) F es cerruda bajo submódulos, productos ¡¡ eJ:tensiones. 

Demostración 
(a)* (b) 
Sea (T, F) una teoría de torsión. 
1) F es cerrada bajo submódulos. 
Sea N :5 FE F, supongamos que N 1 F, 
entonces existe algún TE T y un T-N, 11 O. 
Sí N~F * i o 11 O y además io/ E J/om(T,F) !! Por lo tanto NE F. 
2) F es cerrada bajo productos. 
Sea {Fa}A ~ F entonces 

Hom(T, II Fo)!!! I1Hon1(T,F0 ) ::i II{o} =O VT ET 
¡\ ¡\ ¡\ 
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tenemos entonces que nA Fa E F. 
3) F es cerrada bajo extensiones. 
Sea O ..... F' ..... F ..... F" ..... O exacta, con F', F" E F 
=>O ..... Hom(T, F') ..... Hom(T,F) ..... Hom(T,F") es exacta VT ET 
como H om(T, F') = H om(T, F") = O => H om(T, F) = O VT E T 
por lo tanto FE F. 
(b) =>(a) 
Sea F una clase cerrada bajo submódulos, productos y extensiones, definimoa 
T={TeR-Mod 1 Hom(T,F)=O VFEF} 
1) Hom(T, F) =O VT ET y FE F. Es claro de la definición de T. 
2) Hom(C, F) =O VF E F =>CE T. Inmediato. 
3) Hom(T,C) =O VTeT =>CE F 
Observaciones: 
Definamoa C' = n{F :5 C 1 C/ FE F} 

'a) C/C' E F 
Usando la propiedad universal del producto directo, tenemos el siguiente dia
grama 

nc/F, . .. P •. ·· C/F 

... ;~~Li-81:·;~ 
conmutativo. De tal forlri~~~;~ucf = nNucp = C' .. 
=> C/C''= C/Nuc/5!!/[C] ~IlC/FE F; Por lo.tanto C/C' e F. 
b)C'eT.' ''>:; .... '~( ..... 
SeanF.eFyo:C' . .'...+FPDia=:=O' .. 
Consid~rem~ ·la suc.,,;ión''eitaí:ta (, C> 

C'/Nuca ~0[~1;·~0t<?f1~1~~:i;.ª ..... c/C' ..... O 

Ademáá, ya probamós'.i¡ue'C/C~.lE· F. y como Fes cerrada bajo extensiones 
podemós concluir que C /N Úco e F. ; ' : '/ •·· , . 
De ta forma.en que fue' defiÍÍidO C', tenemos también que Nuca ~ C' 
=> C' =·Nuca~ a''= o: Por lo' tanto C' ET, 

Si Hóm(T,C)~ O,:VT/e.T¡ partiéularmente Hom(C',C) =O, pues C' e T 
(obs.b); lo cualimpliéa'q.Úe C'.,,;, o; Además C 5!! C/C' e F (obs.a). Por lo 
tanto e.e F. ~~'. '):'.," T • 
Lema· 1'.1 ·. Una te~ria de torsión (T, F) induce un radical idempotente 

.' "/. . ,,, 

Demost;a~idn .......... < 

Definimos frM.= L{T ~ M .1 TE T} 
1) rT.es prerradical idempotente. 
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Por prop. 1.1.5 ya que T es una clase de pretorsión. 
2) "T es radical. 
Notemoe que M/rTM E F, 
supongamos que existe/ E Hom(T,M/rTM) / :f O para alguna TE T 
=> /[T) E T => existe T' ~ M tal que T' /rTM ~ /[T] => rTM < T' E T!! 
Por lo tanto M/rTM E F. .· 
Como r"T(M/rTM) ET y M/r"TM E F .· . . .·.··•••·· .. ·.·• 
entonces Hom(rT(M/rTM),M/rTM) =O=> rio(M/r1-M) =O 
Por lo tanto rT es radical. · .. ·.·· ·• · · · · • 

Lema 1.2 Un rodicalidempotente r, define ~n~;-,;~r(a' de lorsió11 (Tr, Fr)· 

Demostración (>(.: · 
Sean Tr y Fr como en el primer capítulo: \e 
1) Hom(T,F) =O VTE Tr y FE Fr es claro 1 

2) Hom(T,C) =O VT E Tr =>CE Fr ' ··.... : 
Sea i: rC - C, como res idempotente rC ET,;=>·¡= O entonces rC =O 
Por lo tanto CE Fr. . . 
3) Hom(C,F) =O \/FE Fr =>CE Tr 
Como res radical, entonces C/rC E Fr 
~ .¡, : C - C/rC el epimorfismo canónico es cero => rC = C 
Por lo tanto CE Tr. • 

· Teorema 1.1 Eriste una corrupondencia biyectiv~ ·entre teorías de torsión 11 
rodicalea idtmpoltnlts. 

Demostración 
Si (T, F) una teoría de torsión, "T como en lema 1.1 y si res radical idempotente, 
(T.,Fr) como el 1.2 · 
1) (T,F),... "T,.... (Tr,.,F ... ) es la identidad. 
TE T ~ "TT= T~ TE Tr,.. 
Fe F~rFF =O~FeF .... 
por lo tanto (T, F) = (Tr,. 1 Frr)· 
2),. H (Tr,Fr),.... rT, es la identidad .. • . 
es inmediato de la demostración de la prop~ l. l. 1 • 

Corolario 1.1 Si r es un premidic~l idempole~te ento11ces r es el radical 
idempolenle correspondiente a la teoría ·de lorsión ge11~rada por Tr. 

Dema9tración . . . . ' r . , 
Sea r un prerradical idempotente, entonces ·por la demostración de la prop. 1.1.9 
r es el radical asociado a F r, además F r·-es·-cerrada bajo extensiones por ser r 
idempotente (prop 1.l.14) y res idempoterite (prop.• 1.UO), así tenemos r un 
radical idempotente y F r una clase libré ·dii torsión; donde F r = F ,, entonces 
por too. 1.1. (T,,F,) = (T,,Fr) = {(T;). Demostrando así que i' es el radical 
idempotente correspondiente a e(T ~)'. . • 
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Teorema 1.2 La pareja (T, F) e1 .no tearia de toraión ~ 
I} TnF =O. 
t) T e1 cemado 6ajo 06jdo1 cociente. 
9) Fe• cemado 6ajo sdmódu/01. 
-l)VM e R-Mod eri1te .no auce1ión erocto O-+ T- M - F-+ O con TE T 
rFeF . 

• DelllOlllración 
~1 
1) Sea ME TnF => Hom(M,M) =0=> M =0 
2) Inmediato de prop. 1.1 
3) Directo de prop. 1.2 
4) Sea M E R - Mod y sea r el radical idempotente correspondiente a (T, F) 
entonces rM E T y M /rM E F claramente. 
Por lo tanto existe O-+ rM-+ M-+ M/rM-+ O exacta. 
<=) 
1) Sea TeT y FE F, si/E Hom(T,F), 
T' = T/Nuc(/) y/': T' - F el monomorfiamo inducido por/ 
=> T' e T y T' 9! /'(T') :S F E F => T' = O => Nuc(/) = T => / = O. 
Por lo tanto Hom(T,F) =O VT ET y FE F. 
2) Hom(C, F) =O VF e F =>CE T 
Sea O - T..!.....C...!...F-+ O exacta, tal que TE T y FE F 
entonces g =O => /m(/) = Nuc(g) = C => T 9! C. 
Por lo tanto CE T. 
3) Hom(T,C) =o VTe T =>Ce F 
Sea O-+ T..!.....C...!...F-+ O exacta, tal que TE T y FE F entonces/= O 
=>O= /m(/) = Nuc(g) => C 9! F' :S FE F. 
Por lo tanto CE F. • 

Proposición 1.3 Sea C Ha c/a1e cerrnda 6ajo cociente.. La claae de torsión 
• generada por C consiate de todoa loa módu/oa T, ta/ea q11e cada cociente de T 

diferente de cero, tiene un 1u6módu/o distinto de cero q11e está en C. 

DemDlitración 
Sea {(C) = (T,F) =teoría de torsión generada por C. 
Notemos que F E F 
~ llom(C, F) =O VC E C ~ VO ':/; L :S F, L ft C 
~ F no tiene submódulos distintos de cero en C. 
AfET 
~Hom(M,F)=O VFeF~VO':/;M/N, M/N¡tF 
~VO':/; M/Nexiste O':/; Ce C, C :S M/N. 
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2 Teorfas de Torsión Hereditarias 
Definición. Una teoría de torsión (T, F) 11e llama hereditaria si T es heredi
taria; es decir, si Tes cerrada bajo submódulos. 

Proposición 2.1 Ei:iste •na cornapondencia 6iyecti11a entre teoría. de lorsión 
laerellitariaa f rallicalea ezacto1 izq•ienlo•. 

Demostración 
E1 inmediato de teo. 1.1. y cor. 1.1.1 • 
Proposición 2.2 Una teoría de torsión (T, F) ea laereditaria si y sólo si F u 
urrwda 6ajo cápnlas inJectivas. 

Dem08lración 
~l Si t es el radical exacto izquierdo correspondiente y F e F entonces 

• tE(F) n F = tF =O y como Fes esencial en E(F) entonces tE(F) =O. 
Por lo tanto E( F) e F. 
~l Si Te T y C :5 T con1ideram09 o: e- C/tC el epimorfismo canónico, 
y loe monomorfism09 j : C/tC - E(C/tC), i : C - T, entonces existe un 
mormmo {J: T - E(C/tC) tal que 

rp 

i 
E(C/tC) 

conmuta. Como F es cerrada bajo cápsulas inyectivas => {J = O. 
Eato implica quejo o = O=> o = O y de aquí que C = tC. 
Por lo tanto Ce T. 

Proposición 2.3 Sea C es •na clase de mód•los cerrada 6ajo cociente• 11 
1116mód•lo1. La teorfa de torsión generoda por C ea laereditaria. 

Demoatración 

• 

Sea {(C) = (T, F). Buta demostrar que Fes cerrada bajo cápsulu inyectivas 
(prop. 2.2). _ , 
Sea Fe F, para todo Ce C y o :C-E(F) 11e tiene que o[CJ e T y 
o(CJ :s; E(F) => Fno[CJ =O y como F:5.E(F)=> o[CJ =O=> o= O 
=> E( F) e F; es decir, F es cerrada bajo cápsuhiá inyectivas. • 

Corolario 2.1 Sir ea un prerradical ei:act~:-:~~i~ie;:/¡~\~to~ces ¡; también es 
ei:acto ízquienlo. - -'--'~ ,' - - -

Demostración 
Como res exacto izquierdo 11e tiene que Tres una clase de-pretorsión hereditaria 
y de la proposición anterior y el corolario 1.1 11e sigue que ¡; es exacto izquierdo . • 
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Corolario 2.2 Si r es un prcnudical eraclo izquierdo y M u un mód11lo, 
entonces rM es un submódulo esencial de rM. 

Demostración 
Sea L::; rM y rM nL =O, como res exacto izquierdo rL = rM nL =O y por 
prop. 1.1.8 y la demostración de 1.1.9 tenemos que L E F, = F, => rL =O. 
Además fes radical exacto izquierdo, lo cual implica que O= rL = rMnL =L. 
Por lo tanto L = O. • 

Lema 2.1 Sea (T, F) una teoria de torsión laereditaria. Un módMlo M ea Mn 
módulo de torsión si y sólo si cada submódulo dclico de M, es de lorsión. 

Demostración 
=>)Inmediato. 
*) M = E .. eM Rz que es un cociente de e.eM Rz E T. • 
Proposición 2.4 Una teoria de torsión laereditaria es generada por la familia 
de aquellos módulos cíclicos R/ I que son mód•loa de torsión. 

Demostración 
Inmediata del lema anterior. • 
Propoaición 2.1> Una teoria de torsión es laereditaria si 11 sólo si puede ser 
cogenerada por un módulo inyectivo. 

Demostración 
Sea (T, F) una teoría de torsión hereditaria. 
Consideramos todos los ideales izquierdos de R tales que R/ I E F, 
Fes cerrado bajo cápsulas inyectivas y productos => E= íl E(R/ /) e F. 
Por ser E libre de torsión H om( M, E) = O para todo M E T. 
Por otro lado sabemos que M ji T si y sólo si existe un morlismo de M en 
F distinto de cero para algún F E F; esto es, si y sólo si existe z E M y un 
morfismo O :F f : Rz -+ F, como /m(/) es un cíclico libre de torsión existe 
j: /m(/)--. E, entonces f se puede extender a un morlismo Rz-+ E distinto 
de cero que se puede extender a un morfismo M -+ E (E inyectivo),lo cual 
quiere decir Hom(M, E)'# O. Hemos probado que Me T # Hom(M, E)= O, 
lo que significa que E cogenera la teoría de torsión. 
Inversamente, sea E es un módulo inyectivo entonces la clase de torsión coge
nerada por Ees T ={ME R-Mod 1 Hom(M,E) =O} Si ME T, N $ M 
y cualquier morfismo "' : N -+ E. Por ser E inyectivo éste morlismo se puede 
extender a /3 : M -+ E, de tal forma que f3 o i = a, como M E T, se tiene 
que a = O. Así probamos que todo submódulo de un módulo de torsión es de 
torsión. • 

Lema 2.2 Si L y M son módulos, entonces Hom(L, E(M)) = O si 11 solo si 
Hom(C, M) =O para cada submódulo cíclico C de L. 
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Dem08tr11eión 
~]Sea C S L cíclico y j: C ...... L la inclusión, cualquier morfismo C ...... M 
se puede componer con la inclusión, M.....!...+E(M), obteniendo así un morlismo 
/ : C -+ E(M), dado /existe {J : .L -+ E(M) (ya que E(M) es inyectivo) tal 
que / =jo {J =jo O =>O : C -+ M. 
<==] Supongamos que existe O i= a: L:..... E(M) entonces O i= a[LJ S E(M) 
=>existe O i= 11 E a[LJ n M. 
Sea z EL tal que a(z) = 11 entonces tenemos el diagrama: 

o 
E(M) 

rJ 
Ry 

que conmuta, 
entonces existe un morfismo distinto de cero de & S Len E(M) !!. • 

Propo•ición 2.6 Si (T, F) ea un leo ria de torsión herEditaria cogenerada por el 
mód•lo inyectivo E. Un módulo M es librE de torsión si y sólo si es submódulo 
de un producto dirEcto de copia• de E. 

Demostración 
Todo submódulo de un producto directo de copias de E es libre de torsión 
claramente. 
lnvenamente si M es un módulo libre de torsión distinto de cero tenemos: 
1) Para toda O i= z E M existeµ .. E Hom(M, E) tal que µ.(z) i= O. 
Sea O ,¡, z E M, & es un submódulo de M E F => Ri: es libre de torsión. 
Como la teoría de torsión está cogenerada por el módulo inyectivo E, existe un 
morfismo a : & - E, distinto de cero. Además como E es inyectivo, existe un 
morlismo µ~ que extiende a a. Si denotamos como µ 0 : Ri: ...... !vi al morfismo 
cero, tenemos que Vz E M, i: i= O, existeµ .. : M - E, tales que µ .. (i:) i= O. 

Ahora consideremos el siguiente diagrama: · 

NUC'J ..!.... 

conmutativo. . . . .. · •: : , :: : .. " }c .. >. . . 
Así Nuc('J) = nNuc(pz) =O, ya q~e por (1) sa~emós que para cada O i= i: E M 
existeµ .. E Hom(M,E) tal qué µ~(i:),i=oO. ~He'mos conduido que 'I es un 
monomorfismo. ·. ··'. · ·/. • ·. ·•: · <. : 
Por lo tanto, todo módulo libre de torsión es submódulo de un producto directo 
de copias de E. · · • 
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3 Topologías Lineales 
A continuación daremos algunas definiciones necesarias para llegar a comprender 
lo que es una Topología Lineal. 

Un grupo lopológico es un grupo abeliano G, con una topología donde 
+ : GxG-+ G y - : G-+ G (la adición y el inverso) son funciones continuas. 
Observemos que por la continuidad de éstas operaciones en un grupo topológico 
las traslaciones son homeomorfismos; si a E G fijo y U es una vecindad de 
a, entonces U - a es una vecindad del cero. La topología queda determinada 
completamente por el filtro de vecindades del cero. 

Un anillo lopológico R, es un anillo dotado de una topología con la cual es 
un grupo topológico y además la multiplicación, · : RxR-+ R, es continua. 

Si tenemos un anillo topológico R, un mód•lo topológico izquierdo (dereclao), 
M, es un R-módulo izquierdo (derecho) con una topología con la cual Mes un 
grupo topológico y el mapeo M x R-+ M ((a:, a),_. aa:) es continuo. 

Cabe mencionar que las únicas topologías que son de nuestro interés, son 
aquellas que están definidas por ideales y submódulos, respectivamente. 

Un anillo topológico R, es un anillo lopológico lineal izq•ienlo (dereclao) si 
existe un sistema fundamental de vecindades del cero que consista sólo de ideales 
izquierdos (derechos). La clase, F, de todos los ideales abiertos satisface: 
Tl) JE :F y J :5 l => l E F. 
T2) I, JE :F => 1 n JE F. 
T3) l E :F => (I : a) E :F \fa E R. 

Si R es un anillo topológico lineal izquierdo con :F el conjunto de todos los 
ideales izq.uier_d_os ·abiertos; un R-módulo es llamado módulo lopológico lineal si 
tiene un '_sistema fundamental de vecindades de cero que conste de submódulos. 
Los submódulÓs abiertos satisfacen las siguientes condiciones: 
TMl) N.:::;'K~y'N. es abierto=> K es abierto. 
TM2) N. y, K SÓn abiertos => N n K es abierto. 
TM3) N es'ab,i~rto => (N: z) E :F \fz e M. 

-',:,. i:<': .. -·, 

Un anillo topológico lineal con su conjunto :F de ideales abiertos induce una 
topología linéál SÓbre cualquier M e R - M od. 
Nos interesa particularmente, la topología en la cual el conjunto de módulos 
abiertos es ! . "' 

:F(M) = {L :S M 1 (L: :r) E :F \fz E M} 
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Esta topología es llamada la F-topología sobre M. Diremos que un módulo, M, 
es F-discreto si la F-topología sobre M es discreta. 

Proposición 3.1 La T·topolog{a sobre M es discreta si g sólo si 
An(z) eF Vz E M. 

Demostración : . ' · · 
An(z) E F Vz E M # ({O} : z) E F # {O} E F(M) # laF-topología es 
discreta. · · :' :· · · • 

Lema 3.1 La clase de los módulo• F-discretos ea una clase de pretorsión here-
ditaria. · 

Demostración 
Sea C la clase de todos los módulos F-discretos. 
1) C es cerrada bajo submódulos. 
Si ME C y NS M => An(z) E F Vz EN (prop. 3.1) =>NE C. 
2) C es cerrada bajo cocientes. 
Si ME C, NS M y i E M/N => An(i) = An(z + N) 2 An(z) E F entonces 
por (Tl) An(i) E F Vi E M/N. Por lo tanto M/N E C. 
3) C es cerrada bajo sumas directas. 
Si {Ma}A !;;; C y r; E $Ma, entonces An(r;) = nAn(r;(n)) y como 
An(r;(n)) E F Vn E A entonces por (T2) An(r;) E F. • 

Lema 3.2 Cada c/aae de pretorsión hereditaria induce una topología lineal. 

Dem011tración 
Sea C una claae de pretorsión hereditaria definimos: 

Fc={ISR 1 R//EC} 

Tl) Sea JE Fe y J S 1=>1 E Fe .. 
Consideramos el epimorfismo canónico r/J : R/ J ..;:..'R/ 1 .. 
entonces R/1 El! (R/J)/Nuc(r/J) E C =*R/1 E e: Por lO tanto 1 E F •. 
T2) J,J e F. =>lnJ E F. . . <:;•· .,:-.~::•,,· ,::·· .·, ·, 
Sea f: R/(/n J)-. R/1$ R/J tal qUé,/(m+JnJ);,,,, (in +r,m + J), 
es un monomorfismo => R/(1 nJ)_'i!!!J[R/(/ r;1.'J)]S R/1$ R/J.E C. 
Por lo tanto 1 n J E F.. · . . · '>:: ., .. . . . · > ·· . . 

T3) l E Fe::}(/ : a) E Fe Va E R . , . ,'. , " ( ':'. ... . .·· .. 
Sea a E R consideremos: el morfismo µ~ : R ::.:... R(multiplicar por, a), el 
epimorfismo canónico r/J : R..:.. R/ 1 y la composición f ;,,,. ·.p··¡, µ.;: 
Así tenemos que R/Nuc(f) El! /[R] S R/I E C=>R/Nuc(I) E C 
ycomoNuc(/)=(/:a)=>(/:o)eF •.. Vae·R., ····· · · ·• • 

Proposición 3.2 Eriste una corre~pondencia bigectiva e~tre : 
{1} Topo/ogíu lineales sobre R .. · 
{!!} Clases de pretorsión hereditarias de R-módulos. 
(9) Prerrodicales eractos izquierdos. 
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Dem011tración 
Si Tes una topología lineal le asociamos C como en lema 3.1 
Si T es una clue de pretorsión hereditaria le asociamos TT como en lema 3.2 
1) T ,._. TT ,_.Ces la identidad. 
~)SeaMeT 
=> R/An(z) ~ Rz ::; ME T l/z e M 
=> R/An(z) E T l/z E M => An(z) E Tr 't/z E M 
Por lo tanto Me C. 
:2) SeaM e e 
=> An(z) E Tr l/z E M => Rz ~ ll/An(z) ET Vz E M 
como M = E Rz y E Rz es un cociente de eRz entonces M E Fr. 
2) T ,._. C ,._. Fe es la identidad. 
~)Sea 1 ET y i E R/1 => An(i) = An(z + 1) = (1: z) ET l/z E R (T3) 
=> R/1EC=>1 E Fe 
;;;!] Sea 1 E Te => R/ 1 E C => An( i) E T Vi E R/ 1 
=> (1: z) ET Vz E R en particular para cuando z = 1entonces1 E T. 
Hasta aquí tenem08 la equivalencia de (1) y (2). Como la equivalencia de (2) y 
(3) es el corolario 1.1.1, la proposición ha sido demostrada. • 

4 Topologías de Gabriel 
Definici6n Una familia T Fe de ideales izquierdos que satisface: 
T3) l E F => (1: a) ET l/a E R. 
T4) 1 S R y 3J ET tal que (1: b) ET Vb E J => 1 E F. 
es llamada una topología de Gabriel. 

Una topología de Gabriel es una topología lineal para ello veamos que cumple 
con la definición dada en la sección anterior. 

Propoaici6n 4.1 Si T ea 11na topolog{G de Gabriel entonces F 
satisface (TJ) 11 (TI!). \:: · 

D ; 1'°" 

emostracion . . . :< , ,i·'. . , , 
Sea 1 ET y por (T3) si a.E 1 entónces R = (1: o) E T. 
Tl) JE :F y J S 1=>1 E F.~, C \ . 
(1: a)= R E :F Va E J eiitó'nces' por (T4) 1 e F. 
T2) I,J E F=> 1nJ EF''f;:·:/c .• · ... 
Si a E J => (1 n J : o) =' (I: a) n (J : a) = (1: o) E F 
entonces por, (T_4) !O ·J. E{·':: .· . . . • 
Proposici6n 4.2 si F es 'una topo/ogíá de Gabriel 11 J, l E :F entonces 1J E :F 
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:-.~';';", J
1

: 6) por prop. anterior (IJ: 6) E :F V6 E J entonces por 
(TI)Ue~ · • 

Teorema 4.1 Erial ana correapondencia 6iyectiva entre: 
(J) Topología• de Ga~riel. 
(t) fior{aa de Torai<fn Herditariaa. 
(9) Radica/ea tracto~ iz9•ierdo de R - Mod. 

Demostración 
La correspondencia eptre (2) y (3) está probada en la prop. 2.1, entonces basta 
exhibir la correspond~ncia entre (1) y (2). 
Si :Fes una topologi~ de Gabriel entonces es una topología lineal (prop. 4.1) le 
asociamos una clase 4e pretorsión hereditaria e, (prop. 3.2). 
(a) Si F es una top~logía de Gabriel y C su clase de pretorsión hereditaria 
correspondiente, ento~ces C es cerrada bajo extensiones. 
Si o- M1...!....M...!....M" -+O es exacta y M', M" E C entonces 
para cada :e E M,g(r) E M" =>J.,= An(g(:e)) E :F como 
g(J.,:e) = J.,g(r) =O~ J.,r :s; Nuc(g) = /m(/) !!! M' E C => Jrr E C. 
Por otro lado An(6r) = (An(r) : 6) E :F "t6 E Jr entonces por (T4) 
An(r) E :F "tr E M. Por lo tanto ME C. 
(b) Si T es una clase de torsión hereditaria y :FT su topología lineal 
correspondiente, entonces FT satisface (T4). 
Sea 1 !> R y JE FT t~I que (1: 6) E :FT para cada 6 E J 
Sea O-+ J/(lnJ)-+ R//-+ R/(1 + J)-+ O exacta. 
a) Como R/J ET y R/(1 + J) es un cociente de R/J => R/(1 + J) ET 
b) Si 6 E J => An(b+ 11 n J) = (1 n J: 6) = (1: 6) E FT (por T3). 
=> J/(I n J) es FT-di~creto => J/(I n J) E T. 
T cerrada bajo extensfones entonces R/ 1 ET por lo tanto 1 E :F, • 

1 . . . 

Si F1 y :F2 son topc¡logías sobre R, decimos que :F1 es más débil que :F2 (y :F2 

es más fuerte que :F1) 1

1

si F1 ~ :F2 • Con ésta relación tenemos un orden parcial 
en Top(R). A cada tc¡pologia :F le podemos asociar la más débil topología de 
Gabriel g(:F) que es n\ás fuerte que :F. , · 

Proposición 4.3 Sea :F la topología de Gabriel correspondiente a la teoría de 
torsiÓll cogenerada po E(M). .·::, ; : · ,. , 
Entoncea:F= {1$ R 1 (1: a)r #;O para cada aeR y O#; zeM} . 

. Demostración :·-- .. :. ,. : . . , 
Sea A= {1 !> R 1 (1 a)r :f O para cada a E Ry O#;rE M}. 
!;;] Supongamos que 1 't A=> 3a ER y O'#;:r e:M tal que (1 : a)r =O. 
Sea o : R/(/ : a) -+ tal que a(i) =~ r¡ a es .un· morfismo distinto de cero 
=> R/(1: a) 't T => (I a) \t :F. . · · · · 
2] Supongamos que I :F => 3a : R/ I-+ M distinto de cero. Sea O :f "' = a(i), 
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entonces para cada a E I tenemos que Q(o) = aQ(I) =O=> /z =O=> I fl A . 

• 
Proposici6n 4.4 La topología de Gabriel correspondiente a la teoría de torsión 
cogenerada por E(M) es la topología de Gabriel más /.erte para /a e.a/ M es 
libre de torsión. 

DemOBtración 
Sea (T,F) una teoría de torsión hereditaria donde Mes libre de toni6n, y 1ea 
F la topología de Gabriel correspondiente. 
IEF~ R/(I: a) ET Va E R=> Hom(R/(I :a),M)= O lfaE R, 
entonces por lema 2.2 I E íi(F). • 

5 Ejemplos de Topologías de Gabriel 
J. l·Topolog(as. Una 1-Topología sobre Res una topología de Gabriel con 
una bue que consiste de ideales principales (izquierdos). Una 1-Topología F 
está determinada por el conjunto E(F) = {a E R 1 Ra E F}. 

Proposición 5.1 La función F- E(F) define una correspondencia 6iyectiva 
entre J. Topologías 11 conjuntos, S de R, cerrados multiplicativamente 911e .ali•· 
/acen: 
SJ) 6a ES=> a E S. 
SD) s E S r a E R ==> 31 E S r 6 E R tale1 911e ta = 6s. 

Demostración 
1) E(F) es cerrado multiplicativamente y satisface (SI) y (S2). 
(a) Sean s,t E E(F) => (Rt: a) E F y (Rt: a)~ (Rts: a•) \fa E R 
=> Rts E F => ts E E(F) 
Por lo tanto E(F) es multiplicativamente cerrado. 
(b) 6ae E(F) => R6aeFy R6a ~ Ra=>aE E(F) 
(c) Sean• E E(F) '11 a E R => (Rs: a) E F y como Fes una 1-Topologla 
existe t E E(F) tal que Rt ~ (Rs : a) => t E (Rs : a)¡ es decir, ta = 6s para 
alguna6 E R. 
2) Si S es un conjunto cerrado multiplicativamente que satisface (Sl) y (S2) 
entonces definimos: F. = { I ::; R 1 / n S "F 8}; es una l·Topologia. 
(a) Sea / E F. '11 a E R => 3s E / n S y por (S2) también existe t e S y 6 E R 
tales que ta= bs E / => t E(/: a) n S. Por lo tanto(/: a) e F, \fa E R. 
(b) Sea I :5 R y JE F. tal que(/: 6) E F. \f6 E J => 3s ES n J 
=> (1 : s) E F., esto es, (/ : s) n S "F 0 => 36 E S tal que bs E /, además 
6s E S => bs E In S. Por lo tanto I E F,. 
(c) F, tiene una base de ideales principales. 
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Sea I E :F, => I n S "I l. Sabemos que Va E l $ R y s E I n S, 31 E S y 6 E R 
tales que ta= bs. Esto implica que 3t E (Rs : a) 
Va E I => (Rs : a) n S "I 0 Va E I => (Rs : a) E :F, Va E l => Rs E :F,. Y 
como Rs =:; I, hemos probado que :F, tiene una base de ideales principales. 
3) :F 1-+ !:(:F) 1-+ :Fs es la identidad. 
Ra E :Fe:> s E E(:F) e:> Rs n E(:F) "10 e:> Rs E :Fs. 
4) S ...... :F, 1-+ !:(:F,) es la identidad. 
8 E se:> Rs E F. e:> 8 E E(F). • 

Para una 1-Topología :F, los módulos M de :F-torsión están caracterizados 
por la propiedad de que para cada z E M, 3s E !:(:F) tal que sz = O. 

D. La Teoría de Torsión de Goldie. La familia :F de todos los ideales 
esenciales en R es una topología, pero no siempre cumple T4. El prerradical 
exacto izquierdo correspondiente lo denotamos por z. A ZM le decimos el 
submódulo singular de M y a {i(:F) se le llama la 'lbpología de Goldie y Ges el 
radical correspondiente a íi(:F). · 

Propo1ici6n 5.2 G(M)/Z(M) = Z(M/ZM). 

Demostración . ·.> .· ,., .• 
!;;] Por el corolario 2.2 tenemos que ZM$.GM VM.E R-:- Mod. 
Si z E G(M/ZM) = GM/ZM => An(z) = (ZM : z)$.R => An(z) E :F => 
GM/ZM $ Z(M/ZM). . . 
;2] inmediato. • 

Propo1ici6n 5.3 Si :F es la familia de los ideales esenciales entonces 
fl(:F) = {I $ R 1 3J E :F tal que I $ J r (I: 6) =E :F Vb E J} 

Demostración 
!;JI E {l(:F) entonces tenemoe que G(R/I) = R/I,Z(R/l) = J/I 
y como Z((R/I)/Z(R/I)) = G(R/I)/Z(R/I) = (R/I)/(J/I) = R/J 

·entonces Z(R/J) = R/J la última igualdad indica que Je :F, I < J 
y como Z(J/I) = J/I entonces An(ii) = An(b + 1) = (r: 6) e :F-V6 e J. 
2]1 $ R, I $Je :F y (I: 6) E :F V6 e J => J, (I: 6) e íi(:F) Vb e J 
entonces por (T4) I E g(:F). ' .. . . . • 

Notemos que un módulo, en la Teoría de Torsión d;·a¿ldi~;.eii libre de torsión 
si y sólo si su submódulo singular es cero (i.e. es no singúlar). · 

La Topología Densa. Los ideales izquie;dO'~que ¡)e~ten'écen a la Topología 
de Gabriel, 'D, correspondiente a la teoría de. forsión hereditaria cogenerada por 
el módulo inyectivo E(R) son llamados densos. ·•··· · · .··. · 
Reinterpretando la prop. 5.5 tenemos: · 
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Proposición 5.4 1 E 'D ~ (/ : a) no tiene an11/adores derecho• para cada 
oJER 

Corolario 5.l Todo ideal izquierdo denso es esencial en R. 

Corolario 5,2 Un ideal bilateral es denso como ideal izquierdo si 11 aólo si 1 no 
tiene anulador-ea derecho• distintos de cero. 

'D es la Topología de Gabriel más fuerte en la cual R es libre de torsión. En 
general es más débil que la Topología de Goldie. 
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Capít?tlo 3 

El Teorema de Miller-Teply 

Un conocido teorema de Hopkins y Levitzki dice que todo anillo con uno, 
sí es artiniano izquierdo, es neteriano izquierdo. El principal teorema de este 
capítulo generaliza el resultado a teorías de torsión hereditarias. 

Lu teoríu de torsión con las que trabajaremos en este capítulo son heredi
tarias y denotaremos como r al radical exacto izquierdo asociado . 

1 Condiciones de Cadena en Teorías de Torsión 
Deftnici6o. Un submódulo N :S M es r-puro en M si M / N E Fr. 

Propoaici6o 1.1 Si N :S ME F, !/ M/N e T, entonces N :::;. M 

Dem011tración 
Sea K :S M tal que K n N =O como ME F,, tenemos que K E F,. Ahora 
consideremOll el epimorfismo V' : M - M / N observemos que 
K !!! ip(K) :S M/N E entonces K ET,. Así concluimos que K =O. • 

·Proposición 1.2 Si {N¡}1 es na familia de sa6módulos de M r-puros en M 
entonces nN¡ ea r-p1ro en M. 

Dein011tr11ción 
Dado el siguiente diagrama conmutativo: 

M ir¡ M/N¡ 

~et r,; 
"-.ílM/N¡ 

sabemos que nN¡ = nNuc{/¡) = Nuc(cr), 
entonces M/nN¡ !!! lm(cr) :S flM/N1 e F,. 
Por lo tanto nN¡ es r-puro. • 
Deftnici6o Un R-módulo M :f. O es r-cocritico si 1\1 e F, y cada cociente 
distinto de M está en T r. 
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Proposición 1.3 Submódulos distintos de cero de r-cocriticos son mód•los 
T·cocríticos. 

Demostración 
Sea M un módulo r-cocrítico y O :F.N S M 
1) ME Fr =>NE Fr 
2) Sea O:# K S NS M => N/K S M/K E Tr => N/K E Tr. 
Por lo tanto N es r-cocrítico. • 
Proposición 1.4 O :F ME Fr, Si M 1Gtisface la condición de cadena ducen
dente sobre submódulos r-puros entonces M tiene un submódulo T-cocritico. 

Demostración 
Sea .A = {N S M 1 N es r-puro }¡ con la contención .A está parcialmente 
ordenado, además si N 1 ¿ N2 ¿ · • · ¿ Nt ¿ · · · es una cadena descendente de 
A, entonces nN; E A (prop. 1.2), por consiguiente .A satisface las hipótesis del 
lema de Zorn, entonces A tiene elementos mínimos. Sea K :5 M un elemento 
mínimo en .A 
1) K E Fr (pues K S ME F,). 
2)Si O~ NS K =>K/NETr 
Si r(K/N) = K'/N (NS K' S K) entonces (K/N)/r(K/N) !!!!! K/K' E Fr 
y M/K E Fr (pues_K es T~puro). Y como la sucesión 

O-+ K/K' - M/K' - M/K-+ O 

es exacta=> M/K' E F,;, pero como K era mínimo respecto a esta propiedad 
entonces K' = K. Por lo tanto K/N E Tr. • 

Definición NS Mes llamado T·crítico en M si M/N es r-cocrítico. 

Proposición 1.5 N ea T•CIÍtico en M ~ N es má:rimo entre los ••bmód•los 
propios r-puros en M. 

Demostración 
==>]Supongamos que N no es máximo entre los submóduloe propios T-puroe 

. en M, entonces existe K S M tal que N < K < M y M/N,M/K E Fr 
=>O :F K/N < M/N y como 0-# M/K !!!!! (M/N)/(K/N) 
=> M / N no es T-cocrítico => N no es r-crltico !I. 
<==]N es máximo entre los submódulos propios r-puros en M entonces: 
1) M/N E Fr. 
2) Todo cociente distinto de M / N es de r-torsión. 
Sea K S M y N < K entonces O :f K/N S M/N y (M/N)/(K/N) !!!!! M/K. 
Demostraremos que M / K E T" 
1) Si /( = M inmediato. 
2) Si K < M consideramos r(M/K) = M'/K 
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~ M/M' !!! (M/K)/r(M/K) e F, 
~ M' es r-puro en M y como N era máximo respecto a ésta propiedad entre 
los submódulos propios entonces M' = M. Por lo tanto M/K ET,. • 

Deftnici6n Una r-cadena en Mes una sucesión de submódulos 
O= M0 S M1 s; · · · S M,. = M con la propiedad de que M;+i/M; es r-cocrítico 
para toda O S i s; n - l. Si tal r-cadena existe, diremos que M tiene r-longitud 
finita; además el entero n será llamado lar-longitud de M. 

La r-longitud de M está bien definida, pues se puede probar que todas las 
r-cadenas tienen la misma longitud. Aunque esta demostración no se hará aquí. 
(Vease [3]). 

En caso de tener la teoría de torsión, r =O, en la cual todos los módulos son 
libres de torsión, los módulos r-cocríticos son precisamente los módulos simples. 
Una O-cadena en M no es otra cosa que la serie de descomposición de M. 

Propo1ici6n 1.6 Si M tiene r-longit•d finita entonces M E F,. 

Dem011tración 
Sea M un módulo de r-longitud n. Procederemos por inducción sobre la longi
tud de la cadena. 
Sin= O, 1ignifica que M =O E Fr 

Supongamos que todo módulo que tenga r-longitud menor que n es libre de 
torsión. 
Como O - M1 - M--+ M/M1 --+O es exacta, M1 E F, por ser, r-cocrltico y 
M/M¡ E Fr por hipótesis de inducción, pues tiene r-longitud'n :;_l. 
Podemos concluir que ME F.. • 

Propo1ici6n 1.T Sea M E R- Mod libre de torsión. Entoncea son e9uiva-
lentea: , 
{1} M tiene r-longit•d finita, n. 
{!!) M satisface ambas condiciones de cadena, ducendente (ccd) 11 ascendente 
(cea}, sobre nbmód•los r-p•ros. 

Demostración 
(1) ~ (2) 
Lo probaremos por inducción sobre la longitud de la cadena. 
Como ya vimos sin= 0,M =O y se satisface (2) claramente. 

Supongamos ahora que todo módulo de longitud menor que n satisface ambas 
condiciones de cadena. 
Sea 1' la familia de todos los submódulos r-puros en M. Para cada N e 1' 

·tenemos que M¡/(M1 n N) e! (M1 + N)/N s; M/N e F,:y como M1 es 
r-cocrltico, entonces M1 n N =O ó M1 s; N. DenóteÍnos por 7'' la familia de 
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los T-puros que contienen a M1 y por tp: M-+ M/M1 el epimorfismo canónico. 
Claramente la imagen de un T-puro en Mes T-puro en M/M1. 

Si 'P' .¡: 0, toda cadena ascendente con al menos un T-puro que contenga a 
M1 induce una cadena en ip('P1, por hipótesis de inducción la cadena en M/M1 
se estaciona¡ es decir, existe n E z+ tal que N,./M1 es máximo en la cadena, 
que proviene de un elemento máximo en 1'. Por consiguiente la cadena en M 
se estaciona en N,.. 

Si 'P' = 9, como M1 n N =O para cada N E 1' tenemos que ip[N) !!!! N 
entonces toda cadena ascendente en M es isomorfa a una cadena en M/M1 
y otra vez por hipótesis de inducción la cadena en ip(1') se estaciona¡ es decir 
tiene un elemento máximo. Por consiguiente la cadena en 'P tiene un elemento 
máximo, en el cual se estaciona. Y de la misma manera se prueba que 'P satuface 
la ccd, probando que cada cadena tiene un elemento núnimo. 
(2) => (1) 
Si M =O no hay nada que probar. 
Si M .¡: O, por prop. 1.4, existe M1 S M núnimo T-puro que es T-cocrítico. 
Inductivamente para cadaj > 1, tenemos que si O -1: M/M;-1 E F, y escogem0& 
a M; S M de tal forma que M¡/M¡-1 es T-cocrítico. Hemos construido una 
cadena O $ M¡ $ · · · ascendente de T-puros, que por hipótesis sabemos que se 
estaciona¡ es decir, existe un M,. máximo en la cadena. 
Además M,. es igual a M. Pues si O"!: M/M,. E F., por prop. 1.4 existe un 
M,.+I S M tal que M,.+ifM,. es T-cocrítico, M,. < M,.+1 !I 
Por lo tanto M tiene T-longitud finita. • 

Corolario 1.1 Sean tT r T radicales eractos iz9•ienlos tales 9ue tT S T. Si 
M E F r tiene tr-longitud finita, entoncea M tiene T·longitud finita. 

Demostración 
Notemos que todos los módulos libres de T-torsión son automáticamente libres 
de tr-torsión. 
Si No $ N1 S · · · es una cadena ascendente de T-puros, también es una cadena 
ascendente de tr-puros y por hipótesis sabemos que existe n E z+ tal que N,. es 
máximo en la cadena¡ es decir, la cadena se estaciona. De la misma manera ae 
prueba que toda cadena descendente de T-puros tiene un mínimo. Así y con la 
ayuda de prop. l. 7 concluimos que M tiene T-longitud finita. • 

Corolario 1.2 Sean o y f3 radicales ezactos iz9uienlo•, T = in/(o, /J) 
Y ME Tp. Entonces M tiene T·longitud finita si, 'solo ai, M tiene a-longitud 
finita. 

Demostración 
Observemos, que para cada T E T p se tiene que TT = oT n {JT = o T. 
En particular cada cociente de M es de /3-torsión, de lo cual concluimos que 
N S M es T·púro si y solo si es o-puro. • 
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Corolario 1.3 Si M tiene r-longitud finita 11 N es un submódulo de M. 
entonce• N tiene r-longit•d finita. 
Ademáa, si M/N e F., entonces M/N tiene r-longitud finita. 

Demostración 
Primero haremos alguna11 observaciones. 

Para cada L r-puro en N definimos /(L) :S M de tal forma que 
f(L)/L = r(M/L). Como 

/(L~nN :SN/LEFr y /(L~nN :S/(L)/LETr 

yademú 

M/l(L) !!! rt:./¡~) E F., 

tenemos que /(L) n N = L y /(L) es r-puro. 
Por otra parte, si L1 :S La y considerando el epimorfismo natural 

M/L1 -+ M/La que por ser epimorfismo manda submódulos de r-torsión de 
M/L 1 en submóduloe de r-torsión en M/La. 
Y como r(M/L1) = /(L¡)/L1,.... (/(L1) + L2)/La :S /(L2)/L2. 
concluimos que /(L¡) :S /(La). 

Dada cualquier cadena ascendente L1 :S L2 :S · · · de r-puros en N, ésta 
induce una cadena ascendente /(L1) :S /(L2) :S ···de r puros en M. 
Por hipótesis la cadena en M se estaciona en /(Ln) para algún n E z+. 
Si Ln :S Lt ~ /(Ln) :S /(Lt) como la cadena se estaciona en /(Ln) 
~ /(Ln) = /(Lt)· 
Por otro lado Lt = /(Lt) n N = /(Ln) n N = L,., por consiguiente la cadena 
en N se estaciona. 
Se prueba de igual manera para cadenas de&cendentes. Entonce& por prop. 1.7 
N tiene r-longitud finita. 

La segunda parte del corolario es una consecuencia inmediata de la prop. 
l~ . • 

• Corolario 1.4 Sean N :S M mód•los tale• gue ME F, 11 M/N ET,. Si N 
tiene r-longit11d finita, enloncea M lamhién tiene r-longilud finita. 

Demostración 
Sea L1 :S La :S · · · una cadena ascendente de r-puros en M, 
L1 n N :S L2 n N :S ···e& una cadena ascendente de r-puros en N 
(porque N/(N n L;) '.!!! (N + L;)/L; :S M/L; E F, Vi). 
Por hipótesis existe n E z+ tal que N n Ln = N n Lt Ylc ;:: n. Sea k ;:: n 
y O= N n Ln = N n Lt, tenemos que Lt/Ln :S M/L,. E F,. Por otro lado 
Lt/Ln '.!!! f:~g E T., pues Lk/C !!! (Lt + N)/N :S M/N que .es de r-torsión 
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por hipótesis. Concluimos que Lt = Ln VA:~ n¡ es decir, M satisface cea. 
la misma manera se prueba que M satisfaee ccd y con lo ayuda de la prop. 
tenemos que M tiene T-longitud finita. , 

De 
1.7 • 

Proposición 1.8 Sea o- NLM.L.K-:+ O tÍil que N y K tienen T-/ongitud 
finita, entonces M también tiene T-/ongitud finita. 

DemOBtrsción 
Elegimai una T-csdens O = No S N1 S · · • S Nr = N en N y otra T-cadena 
O = Ko S K1 S .. · S K, = K en K. Definimos M1 = N; O S i S r Y 
M1+r = g- 1(K;) 1 Si S s. Entonces tenemai que 

O = Mo S M1 S · · · S Mr+• = M 

claramente es una r-cadena. • 
Corolario 1.5 La suma directa de H ntÍmero finito de H6módalos qae tienen 
r-longitud finita, también tiene r-longitvd finita. 

DemOBtrsción 
Procediendo por inducción sobre el número de sumandai en la suma directa y 
con la ayuda de la proposición anterior se verifica fácilmente. • 

Propolición 1.9 Sea M un móda/o libre de torsión 1 aea F la sama de todo• 
los sabmódulos de M los cualea tiene r-longitad finita. Entonce• todo sa6módvlo 
finitamente generado de F tiene r-longitMll finita. 

DemOBtrsción 
Sea {F0 } A la familia. de todos los submódulos de M que tienen r-longitud finita 
y sea G = EBAFº la suma directa. Se tiene un epimorfiamo natural G...!!....F. Si 
N es un submódulo de F finitamente generado, usando los generadores pode
mos encontrar un K S G finitamente generado, K ~ E9?:i Fo;i que bajo el 
epimorfismo antes mencionado cubre a N. Por el corolario anterior y con ayuda 
de la primera parte del cor. 1.3 sabemos que K tiene T-longitud finita. Además 
N !l! K/Nuc('P) y es libre de T·tosión (porque M lo es), así que aprovechando 
la segunda parte de cor. 1.3 concluimos que N tiene T-longitud finita. • 

2 El Teorema de Miller-Teply 

Lo que probaremos es que si R satisface la condición de cadena descendente ( ccd) 
• sobre ideales izquierdos r-puros entonces R satisface la condición de cadena 

ascendente (cea) sobre ideales izquierdo r-puros. 
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Ahora estudiaremos algunas propiedadf!I de un ideal que será particular
mente de nuestro interés. 

Proposici6n 2.1 Son iguales los siguientes ideales : 

A = n (A = { I :S R 1 I es r-critico } ) 

B = n(B = {Nuc(I) 1 /: R-+ S y Ses r-cocritico}) 

e= n(c = {An(S) I Sea r-cocrítico}) 

DemOBtración _ · _ __ ____ . : . • 
A ~ BJ Sea I S R r-crítico, entonces si ir : R_::... ll¡ J.es el epirriorfismo canónico 
tenemos que l = Nuc(ir) y R/ I ea r-cocrítko: :_; ;-_i•,;¡ _\, • • · : • ------ · -- -
B ~A) Sea/: R ..... S y S r-cocrítico entoncefi..'R/Nuc(/)e! /[R] :SS y por 
prop. 1.3 R/Nuc(I) es r-cocrítico => NÜc(/) esf:7crític~.::( > ,· .-• :. 
Huta aquí tenemOB A=B. · · •·-·;·~:·;:~t·i .. ; ;\: ·-·. < ·----:-- > ---·-
B ~ C Sea S un ideal r-cocrítico y sea'/,: R.-+ S t~I qu~/,(r),,,; rs entonces 
íl,uNuc(/,) = An(S). - -- , , ; /·. > 
Asl tenemOB que C = {/, : R-+ S 1 a ES y S r-cocrfticó}~ 8 
=>DCC. : • - -
e~ A=>] Sea I E A=> R/I es r-cocrítico y como An(R/I) = l => l E e 
=>.A~ C. Por lo tanto e~ A. • 

A partir de este momento, el ideal caracterizado en la proposición anterior 
lo denotaremoe como V. 

Lema 2.1 Si R satisface ccd so6re ideales i:quienlo.s r-puro.s entonces eziste un 
entero ,ositi110 n tal t•e yntr ¡yntrtl e T, "19 ~O. 

DemOBtración 
(Contrapoeitiva) . 
Supongamoe que existe una sucesión {n¡} tal que yn;¡yn¡tl ft T., 
entonces tenemos las siguientes observaciones: 
1) r(Vn;¡yn¡tl) = Tn¡/Vn¡tl así que·yn¡tl :S Tn¡ < yn¡ 
lo cual indica que {Tn1} es una cadena descendente. 
2) Además sabemoe que : 

( 
yn¡ ¡yn¡tl ) ( yn¡) 

r(vn;¡yn;+I) 5!! Tn¡ E F,_ 

Por otro lado si consideramos el conjunto A;= {1-:S R 1 In yn¡ = Tn.} Vi, 
que es parcialmente ordenado por la contención , además toda cadena' ascen
dente tiene una cota superior que pertenece a .41. Como satisface las condiciones 
del lema de Zorn A tiene elementos máximos. Para cada i, sea M¡ un elemento 
máximo en A. Sea <p: R/Tn; ~ R/M; el epimorfismo n.atural entonces: 
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3) ¡¡>(V"i/Tn¡) ~ V"i/Tn; 

¡¡>(V"i/Tn¡) =(V"'·+ M;)/M1 ~ V"i/V"i n M; = V"'/Tn¡ e F, 

4) ¡¡>(V~i/Tn¡) es ~n~ial~n¡~/M¡ > • . 
Sea K ~ M1 tal que ¡¡>(V~i/T,;·.) n (K/M;) =O entonces, por Ja ley modular 

. ·<,._:- ·'.··;·.'.-._·1..'.~·:;-. __ :;_~·:::·,'.~'-~'_.· ,.:T' . "-?:-: . . 

(CV~Í +;Ai,1)/~1)_hK~M;~ (CV"i n K)/M;) +(<Mi nK)/M1) =O 

=> (V•i n k)¡ !J/Ji'o ;;fr~; s V ... 1 n K s M¡ 
=>T. . n V?' < v•fnK < M· n v•1 
=> r:; s v~j.ñ¡( 's rr1{~ ¡( = M1 => K/M1 =O. 
á) Cada M{es r~puro. . 
Como r(R/M;) ET, y ¡¡>(V"i/Tn1) E F, tenemoe que: 
r(R/M;)nip(V"i/Tn1) =O y por el inciso anterior r(R/M;) =O. 
Por lo tanto M; es r-puro. 
Sea 

n:l=i 
N¡ = =1M; 

N; es r-puro pues es intersección de r-puroe y además Tn; S N; l/i (se verifica 
fácilmente por inducción/i y por obs.I). Así tenemoe Ja siguiente relación: 

Y por construcción N1+1 $ N; l/i E z+ 
6) N; -,; N1+1 l/i E z+ 
Si N; = N;+i para algún número poeitivo i, de la relación(•) y de Ja construcción 
de N; se tiene que V"l+J S N;+J S M1+1 
=> V"1+l/V"i+1+1 = (V"l+l n M;+1)/V"i+1+1 = Tn;+1/V"i+i+1 

=> Tn1+1 = V"l+I que contradice la obs.I. 
Así que hemoe construido una cadena estrictamente descendente, {N1} de ideale. 
r-puros que no se estaciona. Por consiguiente R no satisface la ccd. • 

Lema 2.2 Sea ME R-Mod. Si e:rislen K 11 ... , K, S M r-críticos cu,a inter
sección es O. Entonces e:risten N¡, ... , Nt S M r-cocr(ticos ta/ea que la BMma 

· E:=i N; S Mes directa y~ e T,. ("'""··· ,) 

Demostración 
Observemos el diagrama: 

M 
/; 

M/K; 

"" " r .. 
"-. ílM/K; = $M/K1 
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Como Nuc(a) = nNuc(/;) = nK; =O, por hipótesis, a es monomorfismo. 
Es decir Mes libre de torsión, ya que M !!!! M' S $M/l(; E FT, porque cada 
M/K; es r-cocrítico. . .. 
Además tenemos que OS M/K1 S M/K1 $ M/K2 S ... S $M/K1 es una 
r-cadena, esto indica que (fJ M / K; tiene longitud finita; por cor .,1.3 M también 
es de longitud r-finita y por prop. l. 7, sabemos que M sati.sfllce ccd y cea sobre 
submódulos r-puros. <: i\ > ; >' 

Procedamos a elegir los submódulos de M T -cocríticO& mediante un pro-
ceso inductivo. : ,::::·_:< .. , 
l. Tenemos que O .¡ M e F r y M satisface ccd sobre· submódulos r-puros, 
por prop. 1.4, M tiene un submódulo r-cocritico, Sea N¡ S M r-cocritico y 
O.¡ z E N1, existe un r-crítico K1 tal que z;. K1 (Ki existe ya'que nK1 =O). 
Ob.1 N¡/(N1 n K1) !!!! (K1 + N1)/K1 S M/K1 E F, y como'N1 es rccocritico 
se tiene que N1 n K1 =O. . .. 
ll. SupongamC11 ahora que N1 1 ... 1 N1-1 y K1 1 ... 1 K1-1 han sido elegidos de tal 
forma que Vi < t se tiene: · 
(a) N¡ es r-cocrítico. 
(b) N¡ S n;;;~K¡. 
(e) N; n K; =o. , . . .. , .. 
Si nj;;;~K¡ #O entonces elegimos N1 S íl~;;;~K; .r-cocriÜco, y si O~~ E /Í/1 
elegimos K1 de tal forma que z;. K 1• Además por el mismo,razonamierito que 
en Ob.1 sabemos que N1 n K 1 =O. · •.· · ·. ·· ·· · · 
DI. Obaervemoe que .-'·.~ <-'-;· 

nl;;~K; = _nj;;\K; ~7(nj~l~;f~·~i~j¡/K· 
n}=1K; (nj;;l~/-~;i: [;;;_,\~Z..~f1;~y·: f ... • 

y como M/K; es r-cocrítico, nJ::K;';~~~~~f J~º~'fy: ~.si ~enemas la siguiente 

cadena M ~ K1 ~ ~1 nK2 ~· .. ~· .. que es, de longitud r-finita, por hipótesis 
~abem'.18 que ex!ste n E z+ tal qu~.nj,,;';K¡).=.:O,'~est() indica que el proceso 
mduct1vo se detiene despues de un numero· finito de pasos. 

Una ves elegidos los submódulos 'r:cocrítico8 probaremos que E?= 1N; es 
directa. . / ,'• ' ;e!; • · .·· .. · · · 
Basta probar que CE:;;;: N1) n !{1 ,;;; O \( 'Vl !; t S n. 
Además, por construcción teneni()sque ·N, ·s n:;;: K1, entonces 

·-· · . ,··~y .... :·'.:{:.-.~:/\/'.:,,~:i 
<El=I N1)n!{1 s.CE1~1.iV1) n(n:;;: K;) 

Lo que haremos es probar por inducciók~~bre t que 
' .· '· ; .. ·:·::-; .·• ' 

<E1=1 N;) íl(nl.:.-1K1) ~O Vl S t S n 

Si t = 1 claramente N1 n K1 =O, por const~ucción. 
'Supongamos que U:~=I N;) íl(nf=1 K;) =O Vl S r < t 

36 



<E!=t N1)íl(n/=1/(1) 
=<E:;;: N, + N,) íl(nl;;;f K¡ n K,) 
= m::;;:Ni+ N1)íl(nl;;;f K1)} nK1 Como N, 5 n:;;;/K1 
= ( ((¿:;;:N¡)íl(nl;;;/K1)) + N1) n K, Usando la ley modular 
= N1 n K 1 = O Por hipótesis de indución y por construcción. 

• Esto prueba que la suma es directa. 
Ahora probaremos por inducción que 

M 
, 

1 
. ET, Vt 5 n 

E1=1 N, + n; .. 1 K, 

Como M/K1 es r-cocrítico y (N1 + K1)/K1 "/.O, entonces 

,,.. M/K1 
M/(N1 + K1)- (Ni +Ki)/Ki ET, 

Supongamos que 

M 
~·. ll • K ET, . " .:.-1:1 1 + n,=1 ; 

Dada lo sucesión 

O . ¿;;:N1~-l-nj;;;\Í<j ·.· . M M O 

- E: .. 1N1+nJ=1K;;7.,E:=1N;+nJ=1K; - E:;;:N1+n;;;;lK1 -
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entonces 
(n};; \ K;) + K, 

N,+K, ETr 

Notemos que An(i) ~ (J(1 + N, : ;;) .>Vease (a), 
= ((K, + N1) ílnJ;;\ K¡ : z) .. y por la ley modular .. · 
= (n}=1K¡ + N,: z) E F Por (b) ·,:>· 
Entonces tenemos que : ·) ;·,:~ 1 • ,·; • l-l 

An(i) ET :vf'e E1=1N1+n1=1Ki 
.·.> E:;;;1N1;tnj;;,1K; 

• 
Corolario 3.1 Si R aatis/ace la ccd so6'r-e.'ideales r-puros, entonces ezisten 
A1 .... ,A. :S R/V r-cocriticos tales qaela suma E~:1(A;/V) :S R/V es di-
recta 'a4em6s iÍ<~~/i¡ ET,. ·. ··· . 

Dem011tr11ción . , ... :: : . 
Basta mostrar que existe un número finito de submódulos r:criticos en R/V 
cuya intenección es O. Consideremos la familia : · ~<:· ;; ., 
.4 = {nj=1K1 1 K1 :5 R r-critico y r algún natural.}. Cómo R satisface la 
ccd sobre r-puros, .A· tiene mínimos. Sea K 1 n .. : n K,;' minimo en A, es fácil 
observar que K1 n ... n K,. =V. Así tenemos que KjJV,;.:iK;;/V':Sll/V son· 
r-críticos y n'b1K;/V =O. ''¿' ':x ;:;'.~~ . .. . 111 
Teorema 2.1 (de Miller y Teply) R satisface la ccd.·~ob~ Ü~aié; r-paros. 
Si M E R-mod satisface la ccd sobre submódulos r~puros; entonces M. también 
aatisface la cea sobre r-puros. En particular R satisface la·· cea sobre ideales 
r-puros. 

Demostración 
Sea M E R - M od que satisface la ccd sobre r-puros. Sea 10 = r(M). Recursi
vamente seleccionamos para todo j ~ 1 y M/I;-i ,¡.O un submódulo r-cocrtico 
(existe con la ayuda de prop. 1.4 pues O f. M/1;- 1 E F, satisface la ccd). Es 
suficiente probar que l, = M para alguna s E z+, porque así tendríamos que 
O :5 l¡/ lo :5 .. · :5 J, /lo = M /lo es una r-cadena de longitud finita y M / 10 E F r 
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y por la proposición 1.2 M /lo satisface la cea sobre submódulos r-puros y por 
lo tanto M también satisface la cea sobre submódulos r-puros. 

Supongamos que 1; "/; M Vj E z+. 
Definimos mo =o y tnr+l = mazr,, donde 

r, = {j E z+ 1 V:r: S lm,p.a.:r: E 1; - l¡_¡} 

Supongamos 9ue m1 e:r:iate Vt E z+. Entonces Vt E z+ tenemos las 
siguientes observaciones : 
Ob.1m,+1 e r, 
Como lm,+i/ Im, es r-cocritico, entonces V(lm,+1/ lm,) =;O. 
Por lo tanto V:r: E I,,. 1+1 - lm, V:r: :S lm,• 
Ob.2 Si :r: E lm,+1 ~ v•:r: :S lm,+1-t VI&, 1:SI&Sm1+1 
Se verifica fácilmente por inducción y apoyándonos en la manera en que fue 
seleccionada a cada m1• 

Ob.3 Para todo :r: E I,,.,+1 - Im, se tiene que V:r: 1. l,,.,_ 1 • 

Supongamos que existe algún :r: E lm1+1 - 1,,., tal que V:r: :SI,,.,_, 
~ m1 +1 E r,_1 y por definición de mr tenemos que m, + 1 $ m, 11. 
Ob.4 Si :r: E lm,+1 - !,,,, ~ v•:r: '/: !,,,,_. VI&, 1 $A: :S t 
(Se comprueba por inducción sobre A: y con ayuda de Ob.3) 

Tenemos entonces la sucesión { m1 }~1 que es estrictamente creciente. Por 
el lema 2.1 existe un n E z+ tal que vn+f ¡vn+t+l e T r Vq;::: o. 
Sea z E Im.+t - !,,,. , por Ob.2 y Ob.4 sabemos que 

y 

lo cual indica que existe un d E z+, n $ d < mn + 1 tal que 

y 

Sea ip: R/Vd+I .. - (R:r: +lo)/ lo tal que r + V~+1, ,_;..r:r: :f-10• 
Claramente.es epimorfismo, además O "f:.ip(Vd/vd+1f$ M/10 E F r 
y como d;::: n, -ip(Vd /Vd+t) es un coeiente de Vd /V~+ 1 e T., · 
EstoimplicaqueO:fip(Vd/vd+l)ET,nF;>:n. ' · 
Por lotanto existe algún s E z+, I, = M ' ' 

. Probemos entonces que m1 existé Vt E z+,'y así estará completa nuestra 
demostración. · · · · 
La demostración se hará por inducción sobre t. 
La base de inducción ya la tenemos, mo = O. 
Supongamos que m, existe, por demostrar que .mr+i existe. 

Supongamos que mr+i no existe. · 
Entonces existe un conjunto i11finito, n, de índices j > m1 +1, elegimos 
z; E/; - l;-1 tal que Vz; :S !,,.,. por el corolario anterior existen 
A¡/V, .. .,At/V SR/V r-cocríticos tal que r::=l A;/V es directa y 
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(R/V)/ ffi A¡/V e T,. Afirmamos: 

(1) Existe al menos un A;/V,A;z; 'f:lm,• 
Supongamos que A;z; 5,1,,;¡ Vi.=:. (2:A;)z;::; lm,• 
Consideramos el morfismo: ;, ·: " '.<\.:.. · , · · 

~: R/V-> R;~:.~m;, 1+ V Hz;+ lm,. 

Como <IJA;/V S Nuc(~), ento~~es exist~ ~n·~¡,i'morÍismo 
¡, : R/V , :~;__, 'Jl;i'+ !..;; > 

<IJA¡/V :;:.' •·.•·:•lm,·· 

Lo que implica que O# Rz;l:, lm,~·T,Jt,~~.~E~ll:,lm, 
Por lo tanto existe al menos un A;/V,A;zj 'f:.J,;;;i' 

(2) Si A¡z; (, lm,, entonces (A¡z; ~'.}~3~~1;-~~~+'i ·'.· 
Es claro que lm, ::; (A¡z; + lm,) n/;~1'y'9ue Of: .:. l .. ,,m' E F,, 

,_,.f_--; ,-- ,,.. 

puesessubmódulodeM/lm,• ....... ,.,, ·:,·.: .. . 
Además A,s¡;:~· es r-cocrítico;'. .. : : . ' ~:. )~. ·.,1. ••••••.• ..·· 

Nos fijam0& en la restricción de .v> a•A¡jv, notemos que: 

~(A;/V) ~:~~;z}~~m.·;~,;;;~~·e F,. 

Y como A;/V es r-cocrítico, K/V :::'o: Sé tier;'e ~ntonces que·· 

·.:A¡:~:,·1~···~·A;·)~'· 
Supongamos que (i;;i'+:'/T 1XnjJ¡tf 27!t~to~~es .. 

(A;z¡ + lm,) n l;-1/lmtf O y ~C)mo, , •l : "9 r~coc.r1t1co, 

· (Ai~/"t:j~~))i~·,:;. 'Úi~~JA~~/.f lm, > , T : 
. (A;z; + /..;¡) n l¡~t/1,:,.,, ,-:;j(A¡z¡'+lm,) n 1¡;_ 1 ,e r 

y , <'; ·"· ,x''T. <'.•'· 

!l. 

... '.·~·~:,~~r~!E'~J10~g~J2r:ri~~;:· ,i. f :,: .. ·· 
se tiene que Aiz; ::; .1;-1. Vi=:. (2:A¡)z/~'/;_ 1 y con 'el razonamiento hecho 
en (1) llegamos a que . ··, .: '· ,;, · ..... · 

0# R¡:l(ti¡, eT,n}\!!. 
.· j-1 
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Por lo tanto (A;z; + lm,) n l;-1 =·lm,• 
De lo anteri;;r también c6~ch1imos que para cada j e n existen AJ S R y 
z; el; ....:1/-1 t8:1es'..qúe Aj~; ;¡, lm,· 

(3) EJ~~(~1~~~,~~·)''~,·1:' es suma directa. 
Como O'=·{j1 ;i2~Y.;~j,;',;·,;}'j((ji.'< iH1) es suficiente probar que para cada 

i en que.·'•.·(~¡;.~¡¡ ~-~.;;;)·'íl."í::;~~ll (A;z¡ + lm,) =O. 
:, :.:'. :-~::·;-·~:lmr'f.,!;":·: ;:·'·.-·-,;.':... lm, 

(
A1;z1; +1,;,';)'fii:J1f;.,;~; (A;z/+ Im,) 
.. _, 1m(~:-··'.·-~,:!,'' _ ;i::' .;. ti;:<~/~X~:~-~~\ .. > .:.:· 1m, 

S ( ÁJ;ZL~.:~:~;)'ff~¡;~jen,(~jl:,lm,) 
< (A¡;z¡;'+lm;:)f1.'·.'·•.E;:'.•y. '(/¡ +lm,) 
- - ., .·lrr.,·.;,,., .. :;;- -'•'·· ." .'-•?:JEO .·. lm, 

= (A;;z¡; +.~m, :) n.- (/;;:, )·. 
lm, •.-. ·· ,. · lm, 

_ (A;~z;; + /,;. 1 )íl/;,_1 - · lm, 
< (A;,z;, + lm,)íll;;-1 
- lm, 

(A¡z;+lm,)íll¡.:_¡ · 
y por (2) tenemos que''' = O 

lm, · 
A partir de este momento construiremos tina cadena infinita, {M0 } 1 estric

tamente descendente de submódulos de M•'.r"puros. 
Definiremos M., de manera recursiva::sea M1 = M consideremos la familia 

A.,= {/( < Ma-1 1 Kn¿¡;;/(A;,z¡,+l,n,) = 1m1 Y E:0.,(A¡,z¡,+lm,) S K} 
como A., está ordenado bajo la contención/ satisface las condiciones del lema 
de Zorn para cadenas ascendentes, A.,· tiene ·málCimos, elegimos a M., e A., 
máximo. '' •: 

·-a 1 : . }:·:: "}:. 

(•) M., ffi(ffi _ A;.z¡, + lm•)s. M'/ . 
Im, i=I .Im, . >-:. }• !'!'•:\. ,, 

Basta demostrar que es submódul() esenéial_en .M/lm,. pues que la suma sea 
directa es inmediato de la constr"ucción'; '-'' '> '•. -·.: · ,_ . . : 
Llamemos N = ei:::l:- 1Aj1zj¡ +·1;,;/ysea'/~~ S K~ M tal que 
[( n (M., + N)::: !,;., ;: · .,~;.;'2 .':• ,,~~;.y;.;7 ': ·; · · 
(M., + [() n Ns (N.+ M.,) n (M.,+K) ·•• ' ;,:' ., 
=((N+M.,)nK)+M.; · (M.,sM~+Nypoi.laleymodular) 

= M., ···:• . : ·••·· J > .·•. .•. , . ·.· · .. · · .. => Nn (M.,,+K)S M., nftf. =1,n, pero como M., es máximo respecto a ésta 
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propiedad, K S M0 • Así tenemos que 
K = Kn(Ma S Kn(N+l\!0 ) = lm,• Por lo tantoK/lm, =O. 

(5)·N como antes. N/lm, 5!! (N + Ma)/Ma$eM/Ma• 
Sea M0 S K S M tal que Kn(N+M0 ) = M 0 entonces usando la ley modular 
Kn(N +Ma) = (KnN)+Ma = Ma ::} KnN $ M,:. '::? KnN S ManN = lm, 
y como M0 es máximo respecto a ésta propiedad, K,;, M 0 • 

Por Jo tanto N$,M/M0 • · 

~~es~~ .· .. 

I I N + Ma n ( M ) ) · ( M)· é N lm, $ M lm, E F, ::} ~ r Ma =O y por (5 r Ma . =O. 

Consecuentemente tenemos una cadena infinita {M,,} estrictamente decre
ciente de submódulos r-puros, lo cual contradice el hecho de que M satisface 
ccd sobre r-puros. Hemos probado la existencia de m1 y lá demostración del 
teorema se ha concluido. • 
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