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Introduccion

k El propésitd de este escrito es exponer y desarrollar conceptos y resultados
bisicos de las Teorias de Torsién.

. El contenido de esta tesis se divide en tres partes. Primero, se introducen
definiciones y resultados fundamentales, los cuales son ilustrados con algunos
ejemplos. En la segunda parte se caracterizan ciertas teorias de torsién que
satisfacen algunas condiciones adicionales. Y finalmente se presenta el Teorema
de Miller-Teply, en la tercera parte.

El Teorema de Miller-Teply dice que si R es una anillo con elemento identidad
y satisface la condicién de cadena descendente, (ccd), sobre ideales izquierdos
T-puros, entonces satisface la condicién de cadena ascendente, (cca), sobre ide-
ales izquierdos - puros.

Este teorema es una generalizacién del teorema de Hopkins-Levitzki, que es-
tablece que todo amllo nrtmlano lzqmerdo, con elemento identidad, es neteriano
lzqmerdo 3




Capitulo 1

Prerradicales y Radicales

Sea R un anillo con uno, denotamos por R — Mod a la categoria de todos
los R-mddulos izquierdos.

1 Prerradicales y Radicales
Definicién. Un prerradical r de R— Mod es un subfuntor del funtor identidad

Es decir, para cada M € R—Mod, rM es un submédulode M ys sn a: M — N,
entonces a[rM) C rN y r{a) es la restriccién de o a rM, - b

La clase de todos los prerradicales tiene un orden parclal‘ r < t& para cada -
MeR-Mod, rM esun submodulo de tM (rM < tM i

Definicién. Sean r y ¢ prerradlcales de R Mod definimos rt como
ri(M) = r(t(M)) ‘ : :

Deﬁmclén. Un prerradlcal r de “R="Mod se llam dempotente 8i pnra cada
MGR Mod > rrA!:rM ; ,

Proposnclén 1. 1 Sean r yt pnermdlcales de R Mod Sl r. < t y res xdem-
polente, entonces rt ='tr ; .

Demostracwn g
r<t

y como tM <
Por otra parte
L

=>rM < trM p‘ara toda Me R ;Mod
¥ como ¢ es prerradxcal entonces trM < rM por lo tanto tr=r, =




Definicién. Un prerradical r de R — Mod se llama radlcal si para cada '
M€ R~ Mod r(M/rM)=0. :

Observacién. Sir es un prerradical de R — Mod y D < rC entonces ;
r(C)/D c r(C/D).
Ya que tenemos el epimorfismo canénico, (b C — C/D, y el morﬁsmo |nduc1do
por el prerradical de manera natural, ry : rC — r(C/D), el dlagrama :

C

r(C)

Lor(e)
es conmutativo, asi
Nue(ry) C Nuc(voi) = r(C) A Nu
Por consiguiente r(C)/D C r(

Proposicién 1.2 Si rés un ‘radical de: R —'Mod y D < rC enlnnces
r(C/D) =r(C)/D. « .

Demostracién - e
Sea ¢ : C/D — C/rC el eplmorﬁsm noénico, r mduce de manera natural el
morfismo r¢ : +(C/D) ~— +(C/rC); pero r(C/rC) =0 por serr radlcal
Asi tenemos el siguiente diagrama :

que es conmutatlvo, esto mdlca que
r(C/D) = Nuc(ré) C'Nuc( o i)
Por lo tanto’ r(C/D) cr(C)/D.
Como de la observacion anterior se ti

e r(C)/DC rrv(‘C/D'),‘\ la proposicién
. queda demostrada. S TR ]

Dado un prerradxcal r, podemos dlstmgmr claramente a dos clases
T, ={MeR-Mod | rM=M :
Fr={M€R-Mod | rM =0}: : :

Observemos que si M. T,-,Nje Fry N como r(f) 0, pues
r(f):rM —0; quees la restnccxon de'f arM entonces'f es el morfismo cero.
En otras palabras Hom(M,N) =0 para todo M € T, yN e F, ‘

Proposicién 1.3 T, es cenuda bajo coc:entes v sumas _dmzctas.



Demostracion i o

1) Ty es cerrada bajo coclentes :
Sea'M € T,’y:N < M enionces N < rM = M = M/N = 1M/N < 1(M/N), i
por la observacidn, ademas como r.es un prerradical r(M/N) < M/N .
Por consiguiente r(M/N)'= M/N :
2)T, es cerrada bajo
‘Sea’ {M.,}A cT

A,‘tenemos la mclusnon

i esta contemdo en r(®Ma) ¥y de
M., r(eMa

SeaMeF,-y0<N <Mentonces
2) F, es cerrada bajo productos
Sea (Ma},\ C F, ent

que conmuta, de q |
r([IMa) = Nuc(rpﬂ)'
r(I1Ma) S Nuic(pp

. cocxentes y sumas du- tas.
Una clase hbre de pretorsto

dical ldempotente ya cada clase libre de pretcrsmn un radlcal

Proposnclén l 5 Una clase de pretorsién T mduce un prerradzcal
tdempotente rqn



Demostracion .-
Sea M € R — Mod, deﬁmmos rT(M) Z{T €T | T<
Observaciones: "

M),

a)r.(M)esuncoclént'd @{TGT | T<M}e’l‘ ; :

Entonces rT(M) eT.

2) Sea fo

Por lo tanto rr(f) esla restnccnon defarp(M
3) rres ldempotente, pues rT(M) €T (obs:a)y:
)‘ :

Observacxones .
a) Si M € F entonces rp(M) =0,

b) M/rr(M)€F;sea L€ {F <
observamos el dmgrama' o

’f[rT(M)}ﬁ T(M)/Nuc(f)e'r i '(M)1<f[M1<N £

como f[M] C ['[M/F' = [M] e F; ademas f[IW] E M/Nuc(f)
y como Nuc(f) = ﬂNuc(pL) = rpM, por lo tanto M/rp(M) € F

C)SIB {Nuc(a) jiat: M—-»KyKGP}y
< /FEF} entonctsA B.

uc(gq) = F.‘ gntonces F € B.

D) Sea’F.€ B SELy
entonces 3K € Fy a: M —'K tal que Nuc(a)
1) rp(M) < M claramente. L
2)Sea'f: M—’N'yseazerp(M)<M si ai
z € Nuc(ao f) (obs. c).
entonces f(z) € Nuc(a) para ‘toda a € U{Hom(N K)
entonces f(z) € re(N), por lo tante flrr(M)) € rp(N)
3) rr es radical, como M /rp(M) € F (obs.'b) -
entonces por la obs arp(M/rp(M))=0.

cl Sea Fe A corisxderemos p ‘M= M/Fel eplmorﬁsmo canomco, o

'—»Kconl{EF

| Ke‘F} (obs c).



Entrelazando las iiltimas cuatro proposiciones llegamos a dos resultados im-
portantes:

Proposicidn 1.7 Eriste una correspondencia biy entre prerradicales idem-

potentes y clases de prelorsiin.

Demostracion
Si r es prerradical idempotente. sea T, como en prop. 1.3
Si T es una clase de pretorsion, sea rp como en prop. 1.5
1) T — rp +— T, es la identidad.
TeETWrr(T)=T&STET,,.
2) r— T, + r7, es la identidad.
Sea M € R— Mod
Clr(rM)=rM 2> rM €T, = rM = rr,(rM) c rr, (M)
Por lo tanto rM C rr,(M).
dJrr(M)ET, = m(M) = r(rr,(M)) crM.
Por lo tanto rp, (M) C rM

Proposicién 1.8 Eriste una correspondencm biy
libres de pretorsidn, ;

Demostracion
Si r es un radical, sea F, como en prop s g
Si F es una clase libre de’ pretomon sea rp como en prop 1 6 ..
DF—rpr F,, esla’ ldentld :

Clre,M CrM = r(M/rp) :
r(M/rp,M) =0 (obs 2'de
Por lo tanto rtM Cre’M

Propoucldn
para todo t radwal

Demostrac:on
Sean r un prerradical, F,
(prop::1.8).
Dr<e s
Sean M. € R Mod yif:
> flrMI<rK =00
=M < Nue(f) Vf € U{Hom(M,K)| ‘K.€ F,}
=S rM < FM: VM €'R=Mod, por lotantor<r
2)S|tesrad|calyr<t=>r<t S

como en pro

A4’y # el radical correspondiente a F,




SeaMGR Mod
=n{F<M | M/[FEF} ytM = n{F<M B M/F‘GF.} (prop, 1.8)

comor<t=>l‘,CF,

> {F<M | M/IFEFR)JC{F<M: | M/Fe!‘,} e

=> M <tM VM € R~ Mod porlotantor<t i

‘entonces

Proposicién 1,10 Sir es ldempotcnt ‘es idempotente,

Demostracion
Sea MeR- ModyLe{F<rM :
r(M/L) = rr(M/L) (r idemp tent
< ri(M/L) (prop.1.9) :
=r(f(M/L))=r(fM/L) = (prop. 1.2y FM/L € F, )
>{F<M | {(M)/Fe F,} C{F<M:
= FM < FFM y como i+M < FM VM-
Por lo tanto ¥ = FF. :

Proposicién 1.11 Dado un pmmdwal un 7 prermdxcal idempotente,
tal gue # < r y para todo prermdwal tdempote tetl, 1< risetienet < 7.

Demostracion
Sea r un prerradical, T, como en Ia prop.
a T, (prop. 1.7).
Sea M € R— Mod
Né<r : LR
rMeT,.er<M=>rM-.rrM<rA ~'Mod.
Porlotanto # < r.
2)Sitesun preuadlcal ldempotente y t<r=1<
r(tM) = tM (prop 1.1) entonces tM € T, es declr,
tMET,y¢M<M:tM—r(tM)<rM VMER,} Mod
Pot lo tanto ¢ < F. b

rradical correspondiente

Proposicién 1.12 Sir es un mdié‘al,"‘

Demostracion
FHAJPM) = S{T/PM < M/iM
=3{T//M | T< Myr(T/rM
Como #M < T, # idempotente,’
Ademis r es radical = r(T/#M)
Entonces #(M/FM) = E{T/rM
=Y AT/#M | T< M} =

Definicién. Una clase dyé p’r'etorsklo‘n es hereditaria si eg_ce}rada bajo submédulos.



Proposicién 1,13 Sea r un prerradical. Son equivalentes :
(a) r es un funtor ezacto izquierdo.

(b) Si D < C entoncea r(D) =r(C)N D.

(c) r es idempotente y T, es hereditaria.

Demostracion
(8) = (b)
Sea D < C entonces la sucesién 0 = D —C -+ C/D —~ 0 es exactl y como r
es exacto izquierdo tenemos el diagrama : .

D ! o A ;c‘/D .

|

rD

v
que es conmutativo. Asi: '
rD = Nuc(rg) = Nuc(lc or

Sea 0 — N—~M+~M” — 0 exacl.u
1) Nuc(rf) =0 )

Nuce(rf) < Nuc(f) =0

2) Nuc(rg) Im(rf) S

Nuc(rg) < rM como r es idempotente rM e T.- = N uc(rg) € T.-
Nuc(rg) = rM N Nuc(g) = rM N Im(f) =Im(rf).
Hemos probado que r es un funtor exacto lzqunerdo

Corolario 1.1 Eziste una correspondencia hycctwa entre prerradicales exactos
izquierdos y clases de pretorsidn heredltarma

Demostracion
T es una clase de pretorsion hereditaria ﬁ r1- es ldempotente y T es cerrada
bajo submédulos (prop. 1.7) ¢ rp es un pretradical exacto izquierdo (prop.
1.13). I ]

Proposicién 1.14 Si r es un prermdlc' ‘entoces F,. es cerrada
bajo eztensiones. Lo
Demostracion EOAT
Sean M',M” € F, tal que 0 — M’ M M. 5 0 es exacta,
entonces M/M’ M EF, =M <M.€F, = r(rM) =
“ademds r =rr=»rM =0, por lotanto M € F,. "




Proposicién 1.15 Sir es radical entonces T, es cerrada bajo exlensiones.

Demostracion
Sean M, M" € T, tal que 0 = M’ — M — M” — 0 es exacta,
entonces M/M'=M" €T, y M'SM=>M/MeT, y M'< M,
asi, M/M' = r(M/M') = r(M)/M' (prop 1.2). Por consiguiente rM =M,
a

2 Ejemplos

I. Grupos de Torsién. Si R = Z entonces definimos .
rM ={z€M | z esde orden finito } VM €Z-Mod.
r es un radical exacto izquierdo. : .

1) r es prerradical.
(ayrM < M

rM #8, puesOerM Seanz,yErMy k€2 -
= 3m,n € Z tales que mz—O-nyyO#mnGZ
Por otro lado mn(kz + y) = (mn)kz + (mn)y = (nk)mz + (m)ny 0
tenemos que (kz +y) € rM. : s
(b)Sif: M- N=flrM]CrN, :
Sea y € f[rM] C N = 3z € rM tal que j(z) =y
=>3In€Ztalquenz=0y n#0=>ny nf(z) = f(nz) =
= y € rN; por lo tanto ![rM] crN

2) r es radical.
Sea MeR-Modyze r(M/rM) :

‘ f(0) 0

=z € rM = £ = 0; conclui
3) r es exacto izquierdo.”
(a)Sea N<M=3rN<rMyrN
(b)SizerMNN=>zeNyzerM
S>zeENy3IneZ,n#0talquen
Por lo tanto rN = rM NNy por |

II. p-Grupos. Si R =2y ‘p es
definimos t,M = {z € M = |~ p"z =0 para algun
tp es radical exacto lzqulerdo :

1) t, es prerradical.
(@), M<M E
t,M#O, pues 0 € ¢, M. Sean 2 yEt,,MykeZ

.10



= 3m,n € N tales que p™z =0 = p"y
= pm (ks +y) = pHrka +pm 0y = (kp")p™ =+ (P™)py=0ym+neN;
esto muestra que (kz +y) ELM
b)Sif: M —N=flt,M]C t,,
Sea y € flt, M] = 3z € tp M tal que fz)=y
:f(z) yy3dn€Ntal queptz=0
= Py =p"I(@) = J("2) = J(0) =0 > y € ,N.
2) tp' es radical. 5
Siz€t,(M/tytM)=>E€ M/t,M y 3n € N tal que p"Z =
Spizet, M= p" zeMmeeNtalquep"‘(gz) 0
Sp™z=0ym+ne€ N>z €t,M =z =0 Asique podemos concluir
que t,(M/ts M) =0,
3) t, es exacto izquierdo,
“(a)Sean NS M =3t N Sty,Myte,NS NGNS HMNN.,
(b)Siz€t, MNN=>z€ Ny3dn €N talquep”z =0
Sz €LNDzEL,MAN St,N.
Con la ayudade la proposicién 1.13 podemos concluir que ¢, es exacto izquierdo.

II1. Zoclo. Para cualquier M € R — Mod, definimos
M =Y {S<M | Sessimple}
z es prerradical exacto izquierdo, pero no es radical.

1) z es prerradical.

(a) zM < M-claramente.

(b)Si f: M — Nycomo zM essemisimple

= f[zM] es semisimple y f[zM] < N = f[zM] < zN.

2) z es exacto izqmerdo

Notemos que si M € R— Mody S es slmple, entonces MNS=06 MnS S
AsiS <IN & S<:MNN. .

Por lo tanto zN.=zMnN N y por prop. l 13 z es exacto izquierdo.

3) 2 no es radical. -

SiR=2Z 'y M= Z,a con p un numero pnmo, ‘entonces :M = pZya
M/:M =2, /pZy =2, como Z,, s s|mple, entonces z(M/zM) z, ;ﬁ 0.
Por conslguxente, znoes radlcal B

IV. Radlcal de Jacobson. Para todo MeER-M od, deﬁmmos
JM =nN{N <M | N es miximo }
J es radical, pero no es ldempotente

Observacidn :
SiA=n{N< M | ‘N es maximo en M}
yB=Y{L<M | LessuperfluioenM)}=>A=5B

11



C] Sea z € A, para demostrar que £ € B es suﬁclente con probar que Rz es
superfluc en M.

Supongamos que Rz no es superfluo en M, entonces exlste N < M '.al que N
esmaxlmoenMyN+Rz—M=>z¢N::¢A " : :
Por lo tanto 4 C B.
2] Seaz € B=>z€L: <My L superfluo en M, supongamos que z ¢ N
para algin N < M madximo en M, entonces N + L; = M y N#EM-

=> L, no es superfluo ¥, Por lo tanto B C A B s .
1) J es prerradical.

(a) JM < M claramente.

(b)Si!:M—oN:][JM]

= f[Y{L <M | L essuperfluo en M}].

=Y {f[L) < N | L es superfluioen M}’

C Y {K <N | K essuperfluc en N} JN

es decir, fIIM] C JN s

2) J es radical. SE

J(M/IM)=n{N'< M/JM |- N’ €s maximo en M/JM)
=N{N/IM<M|IM | N es miximo en M) ‘
=N{N<M | Nes méximo en M}/JM -
JM/IM=0. ... : i
3)J noes exacto izquierd
Sea R=12, consxdermoe M=2Zsy N= Z;
=>JM‘-"‘NyJN 0= JM)—O#Z;,_JM
Por lo tanto .I no es ldempotente :

12



Capitulo 2

Teorias de Torsion

1 Teorias de Torsién y Radicales

Definicién. Una teoria de torsién para R— Mod, es una pareja (T ,F) de clases
de R-mddulos que satisface :

1) Hom(T,F)=0 VT €T,FeF

2) Hom(T,C)=0 VTeT=C€eF

3) Hom(C,F)=0 VFeF=CeT

T es lamada clase de torsién y sus médulos, médulos de torsion.

F es llamada clase libre de torsién y sus médulos, médulos libres de torsion,
Observemos que TNF = {0}.

Cualquier clase C de médulos genera una teoria de torsion, §(C) = (T, F),
de la manera siguiente :

F={F | Hom(C,F)=0 YC €C}
T=(T | Hom(T,r)';o_vreF}

T es la clase de torsion més pequena qu}
Anilogamente C cogenera una teona d )

(a) T es una clau de-torsidn’ p
(b) T es cerrada bajo coccente ;

mas directas y eztensiones.

Demostracicn
(a) = (b)
Sea (T, F) una teoria de torsnon
1) T cerrada bajo objetos cocientes.

13



Sea N < M € T, supongamas que M/N ¢ T,

entonces existe FEFy f: M/N — F con f #0, asi M/N #0
Si ¢ : M — M/N es el epimorfismo canénico, ¢ # 0, :
entonces g = foy # 0 estd en Hom(M,F) !!, pues M E ’l‘

Por lo tanto M/N € T.

2) T es cerrada bajo sumas directas.
Sea {Ta)a C T, entonces R
Hom(@To,F) = [[Hom(Ta, F)=[]{0} =0 VF€F.:
Por lo tanto @T, € T.

3) T es cerrado bajo extensiones.
Sean T" y T" € T tal queO—oT'—»T—tT'? —0es exac(.a
=0 — Hom(T",F) — Hom(T, F) — Hom(T!, F)'es exacta VF € F
ademds Hom(T”,F) = Hom(T", F) =0.YFEF = Hom(T l")

Por lo tanto T' € T.
(b) = (a)

1) llom(T F)_O VTeTy FeF
2) Hom(T,C) =0 VTGT:)C’EF
3) Hom(C, F) = 0 VFEFS3CET R :
SeaC'=Y{T<C | TET}ET, notemn: e C' es el submédulo mdximo
de T contenido en C. ' N ) SS .
SeaT €Ty f € Hom(T,C/C"),
Im(f) 2 T/Nuc(f) € T entonces Im(f) =0 o f= 05

(puessi f #0=3D CC tal que C'CcDycomoTes cerrada bajo extensiones, !
tendriamos que D € TV); asi C/C’ € F = Hom(C, C/C') =0=C=0C. :
Consecuentemente C € T. -

Proposicién 1.2 Son equivalentes :
" (a) F es una clase libre de torsidn para alguna teorfa de torsidn.
(b) F es cerrada bajo submddulos, productos y extensiones.

Demostracion

(a) => (b)

Sea (T, F) una teoria de torsién.

1) F es cerrada bajo submédulos.

Sea N < F € F, supongamos que N ¢ F,

entonces existe algin T€ T y un T-—N, f £0. .

Si N—~F=>lo!¢0yademastojel{om(T F) ! Porlotanto NEF.
2) F es cerrada bajo productos. R

Sea {FoJACF entonces ;

Hom(T HF.,) = Hllom(T F.,) = H(d} =0 vr ET

14



tenemos entonces que [], Fo € F.

3) F es cerrada bajo extensiones.

Sea 0 — F' — F — F" — 0 exacta, con F/,F" €F

= 0— Hom(T, F') — Hom(T,F) — Hom(T,F") es exactaVT' € T

como Hom(T, F') = Hom(T\F") = 0= Hom(T,F)=0 VT €T

por lo tanto F ¢ F.

(b) = (a)

Sea F una clase cerrada bajo submdédulos, productos y extensnones definimos
={Te R—Mod | Hom(T,F)=0 VYF e€F}

1) Hom(T,F)=0 VT'€ T y F € F. Es claro de la definicién de T.

2) Hom(C,F) =0 VF € F = C € T. Inmediato.

3) Hom(T,C)=0 VTeT=CE€F

Observaciones:

Definamos C' =N{F < C | C/F' €F}

‘a)C/C'€F
Usando la propledad umversal del producto directo, tenemos el siguiente dia-
grama :

conmut,anvo De tal forma que Nucf =NNucp = C’ :
= C/C'.= C/Nucf 2 f[C] <[IC/F.€ F. Pot lo tanto C/C’ e F
b)C' € T. 7

Sean'F €F ya
Considere: 08 1a'suc

\} e T partlcularmente H om(C C) 0, pueSFC’ €T
C’ -0.Ademés C = C/C' € F (obs.a)." Por lo
: ‘ . : .

de )to‘rswr':»(T,F) induce un radical idempotente

Definimos r1-M S{r< M | TG T}
1) rr es prerradlcal |dempotente

o
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Por prop. 1.1.5 ya que T es una clase de pretorsion.

2) rr es radical.

Notemos que M/rrM € F,

supongamos que existe f € Hom(T,M/rrM) [ #0 para alguna T €T
= fIT} € T = existe TV < M tal que T’/rTM = f[T] M <T € T
Por lo tanto M/rrM € F. o

Como rr(M/rrM)E Ty M/rrM €F s
entonces Hom(rp(M/rr M), /"TM) 0 =>'
Por lo tanto rz es radical.

Lema 1.2 Un radical idempotente r, deﬁne

Demostracion :
Sean T, y Fr como en el primer capl
1YHom(T,F)=0 V'€ T,y FEF, &5
2) Hom(T C)=06 VT €T, 2CeF,: "
Sea i : rC — C, como r es idempotente rC 'I‘r
Por lo tanto C € F,. S
3) Hom(C,F)=0 VFeF,. =>CeT,
Como r es radical, entonces C/rC € F,.
= ¢ : C — C/rC el epimorfismo candnico es cero =rC = C
Por lo tanto C € T,. S

* Tearema 1.1 Eriste una correspondencia lnyec ua entre teorias de torsidn v
radicales idempotentes. 3

=> = 0 enlonces rC =0

Demostracion
Si (T, F) una teoria de torsién, rp como en lema l l y sl res radlcal idempotente,
(T,,F,) comoel 1.2 :

1) (T, F)—~rr = (Frp Fep) esla ldentldad

TeT&mT=T&HTET,,
FeFerpF= OﬁFEF,,. :
por lo tanto (T, F) = (Tyr,Fpp).
2) r i+ (T,,F,) — rr, es la identidad
es inmediato de la demostracion de la proj

te entonces 7 es el radical
idn generada por T,.

Corolario 1.1 Sir es un prermdlcal idempat
idempotente correspondiente a la teoyfm de

Demostracion
Sea r un prerradical idempotente, entonc p
7 es el radical asociado a F,, ademas F,"es cerrada’ béjo extensnones por ser r
idempotente (prop 1.1.14) y ¥ es idempote (prop :1:1.10), asi tenemos 7 un
radical idempotente y F, una clase hbr ‘de orsion,’ ‘donde F, = Fr, entonces
por teo, L1 (Ts, Fy) = (T, F,) = €(T,). De ostrando asn que 7 es el radical
idempotente correspondiente a e(T,.) i E L]

ostracnon de laprop. 1.1.9




Teorema 1.2 La pareja (T, F) es una teoria de torsion <>

1)TNF=0.

2) T es cerrada bajo objetos cociente.

3) F es cerrada bajo submddulos,

4)YM € R~ Mod eziste yna sucesion ezacla 0 —+T <M —+ F -0conTET
yF€eF. P

Demostracidn

=]

1)Sea M e TNF=> Hom(M, M) =0=>M =0

2) Inmediato de prop. 1.1

3) Directo de prop. 1.2

4) Sea M € R~ Mod y sea r el radical idempotente correspondiente a (T, F)
entonces rM € T y M/rM € F claramente.

Por lo tanto existe 0 — rM — M — M/rM ~ 0 exacta.

=]

1)SeaT €Ty FeF,si f€ Hom(T,F),

T' =T/Nuc(f) y ' : T' = F el monomorfismo inducido por f
STETYyT'2L[T)SFEFIT =0=>Nuc(f)=T=f=0.

Por lo tanto Hom(T',F)=0 VT €Ty F€F.

2) Hom(C,F)=0 YVFeF =>C€eT

Sea 0 — T-C—24F — O exacta, tal que TET y FEF

entonces g =0 = Im(f) = Nuc(g) =C=>T=C.

Por lo tanto C€ T.

3) Hom(T,C)=0 YTeT=>C€EF

Sea 0 — T-L0C—-L+F — 0 exacta, tal queTET Yy F € F entonces f =0
2 0=Im(f)=Nuc(g) >C=2F <FeF.

Por Jo tanto C € F. o

Proposicidn 1.3 Sea C una clase cerrada bajo cocientes. La clase de torsion
generada por C consiste de todos los midulos T, tales que cada cociente de T
diferente de cero, tiene un submédulo distinto de cero que estd en C.

Demostracion

Sea £(C) = (T, F) = teoria de torsién generada por C.
Notemos que F € F

& Hom(C,F)=0 YVCeECOYO£L<F, L¢gC
<> F no tiene submédulos distintos de cero en C.

MET
& Hom(M,F)=0 YF € F &Y0 # M/N, M/N ¢F
SO Y0£ M/Nexiste 0£#C € C, C<M/N. n
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2 Teorias de Torsién Hereditarias

Defiinicién. Una teoria de torsién (T, F) se llama hereditaria si T es heredi-
taria; es decir, si T es cerrada bajo submédulos.

Proposicién 3.1 Eziste una correspondencia biyectiva entre teorias de torsidn
Aereditarias y radicales ezactos izquierdos.

Demostracion
Es inmediato de teo. 1.1. y cor. 1.1.1 )

Proposicién 2.2 Una teoria de torsién (T,F) es hereditaria si y solo si F es
cerrada bajo cdpsulas inyectivas.

Demostracion

==%] Si t es el radical exacto izquierdo correspondiente y F' € F entonces
tE(F)NF =tF =0y como F es esencial en E(F) entonces tE(F) = 0.

Por lo tanto E(F) € F.

«=]SiT€TyC < T consideramos a : C — C/tC el epimorfismo canénico,
y los monomorfismos j : C/tC — E(C/tC), i : C — T, entonces existe un
morfismo 8 : T — E(C/tC) tal que

i
c/iC E(C/tC)
conmuta. Como F es cerrada bajo capsulas inyectivas = 3 = 0.
Esto implica que joa=0=>a =0y de aqui que C = tC.
Por lo tanto C € T. . n

Proposicién 2.3 Sea C es wna clase de mddulos cerrada bajo cocientes y
submddulos. La teoria de torsion generada por C es hcmﬁtan'a. :

Demostracion
Sea §(C) = (T, F). Basta demostrar que F es cerrada bajo capsulas inyectivas
(prop. 2.2). S

Sea F€F,paratodoCe€Cya:C— E(F)seclene
a[C] < E(F)= FNa[C] =0y como F<,E‘(F)Z=> a(C)
= E(F) € F; es decir, F es cerrada bajo capsu

Corolario 2.1 Si r es un prerradical ctac(o i2qui r_nto"nce.! ¥ también es

ezacto izquierdo,

Demostracion
Como r es exacto izquierdo se tiene que T es una clase de pretorsnon hereditaria
y. de la proposicidn anterior y el corolario 1.1 se sigue que # es exacto izquierdo.
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Corolario 2.2 Si r es un prerradical ezacto izquierdo y M es un mddulo,
entonces rM es un submddulo esencial de FM .

Demostracién

Sea L <FM y rM N L =0, como r es exacto izquierdo rL = rM NL =0y por
prop. 1.1.8 y la demostracién de 1.1.9 tenemos que L € F, = Fp = 7L = 0.
Ademds ¥ es radical exacto izquierdo, lo cual implica que 0 = FL = FMNL = L.
Por lo tanto L = 0.

Lema 2.1 Ses (T,F) una teorfa de torsion Aereditaria. Un mddulo M es n
mddulo de torsidn si y sélo si cada submddulo ciclico de M, es de torsidn.

Demostracion
=] Inmediato.
] M =Y cp Rz que es un cociente de P, ¢y Rz € T. L

Proposicién 2.4 Una teoria de torsidn hereditaria es generada por la familia
de aquellos mddulos ciclicos R/I que son mddulos de torsion.

Demostracion
Inmediata del lema anterior. ]

Proposicién 2.5 Una teoria de torsion es hereditaria si y sdlo si puede ser
cogenerada por un modulo inyectivo.

Demostracion

Sea (T, F) una teoria de torsion hereditaria.

Consideramos todos los ideales izquierdos de R tales que R/I € F,

F es cerrado bajo cipsulas inyectivas y productos = E = [] E(R/I) € F.

Por ser F libre de torsion Hom(M,E) =0 paratodo M € T.

Por otro lado sabemos que M ¢ T si y sélo si existe un morfismo de M en
F distinto de cero para algin F' € F; esto es, si y sdlo si existe z € M y un
morfismo 0 # f : Rz — F, como Im(f) es un ciclico libre de torsién existe
Jj:Im(f) — E, entonces f se puede extender a un motfismo Rz — E distinto
de cero que se puede extender a un motfismo M — E  (E inyectivo),lo cual
quiere decir Hom(M, E) # 0. Hemos probado que M € T ¢ Hom(M, E) = 0,
lo que significa que E cogenera la teoria de torsién.

Inversamente, sea E es un mdédulo inyectivo entonces la clase de torsién coge-
nerada por Ees T = {M € R— Mod | Hom(M,E)=0}SiM €T, N<M
y cualquier motfismo a : N — E. Por ser E inyectivo éste morfismo se puede
extender a f: M — E, de tal forma que foi = a, como M € T, se tiene
que o = 0. Asi probamos que todo submédulo de un médulo de torsidn es de
torsién.

Lema 2.2 Si L y M son mddulos, enionces Hom(L, E(M)) = 0 si y solo si
Hom(C, M) =0 para cada submddulo ciclico C de L.
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Demostracion !
=»]Sea C < Lciclicoy j:C —Lla mcluslon, cualquler ‘morfismo C — M
se puede componer con la inclusién, Mt——oE(M ), obteniendo asi un morfismo
J : C — E(M), dado f existe § : L — E(M) (ya que: E(M) es inyectivo) tal
que f=jof=j0o0=>0: CoM. -

«=] Supongamos que existe 0 # a1 L — E‘(M) entonces 0 #all]l < E(M)

= existe 0 # y € a[L]N M. Ve

Seaze€Ltalquea(z)=y entonces t.enemos ) dlagrama'

L E(M)
-'I Ii
Rz Ry
ﬂlkl
que conmuta,
entonces existe un motfismo distinto de cero de Rz < L en E(M) !!. n

Proposicién 2.6 Si(T,F) es un teoria de torsion hereditaria cogenerada por el
mddulo snyectivo E. Un mddulo M es libre de torsion si y sdélo si es submddulo
de un producto directo de copias de E.

Demostracion

Todo submddulo de un producto directo de copias de E es libre de torsién

claramente.

Inversamente si M es un mdédulo libre de torsidn distinto de cero tenemos:

1) Para toda 0 # z € M existe u, € Hom(M, E) tal que p.(z) #0.

Sea 0 # z € M, Rz es un submédulo de M € F => Rz es libre de torsién.

Como la teoria de torsién esta cogenerada por el médulo inyectivo E, existe un

morfismo a : Rz — E, distinto de cero. Ademas como £ es inyectivo, existe un"

morfismo g, que extiende a a. Si denotamos como y, : Rz — M al morfismo

cero, tenemos que ¥z € M,z # 0, existe pip : M — E, tales que ps(z) £0. 7~
Ahora consideremos el siguiente diagrama: S R

Nucn oM

" P
E“/

conmutativo. :

Asi Nuc(n) = NNuc(p,) =0, ya. que por (1) sabemos que para cada 0 .-/: zeM
existe u. € Hom(M,E) tal que Hz(z)#:0. Hemos' conclmdo que 7 es un
monomorfismo.
Por lo tanto, todo modulo Ilbre de torslon es su

odulq e un producto directo
de copias de E. S ‘ . [ ]
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3 Topologias Lineales

A continuacion daremos algunas definiciones necesarias para llegar a comprender
lo que es una Topologia Lineal.

Un grupo topoldgico es un grupo abeliano G, con una topologia donde
4+ :GxG — Gy — : G — G (la adicidn y el inverso) son funciones continuas.
Observemos que por la continuidad de éstas operaciones en un grupo topolégico
las traslaciones son homeomorfismos; si a € G fijo y & es una vecindad de
a, entonces I — a es una vecindad del cero. La topologia queda determinada
completamente por el filtro de vecindades del cero.

Un anillo topoldgico R, es un anillo dotado de una topologia con la cual es
un grupo topoldgico y ademds la multiplicacién, - : RxR — R, es continua.

Si tenemos un anillo topoldgico R, un mddulo topoldgico izguierdo (derecho),
M, es un R-médulo izquierdo (derecho) con una topologia con la cual M es un
grupo topoldgico y el mapeo M x R— M ((z,a) ~+ az) es continuo.

Cabe mencionar que las iinicas topologias que son de nuestro interés, son
aquellas que estan definidas por ideales y submddulos, respectivamente.

Un anillo topoldgico R, es un anillo topoldgico lineal izquierdo (derecho) si
existe un sistema fundamental de vecindades del cero que consista sélo de ideal
izquierdos (derechos). La clase, F, de todos los ideales abiertos satisface:
TI)JeFylJ<I=IeF.

T2) I, JeF=INJEF.
T3)Ief=>(1 a)ef' Va€R.

SiR es un amllo topolégico lineal izquierdo con F el conjunto de todos los
ideales lzqmerdos ablertos, un R-mddulo es llamado médulo topoldgico lineal si
tiene un ‘sistema fundamental de vecindades de cero que conste de submédulos.
Los submodulos abiertos satisfacen las siguientes condiciones:

TMI1)'N.< Kiy’'N.es abierto = K es abierto.
TM2) N.y K son abiertos => N N K es abierto.
g it ﬂ(N ::)E}' Vze M.

Un amll topologlco lmeal con su conjunto F de ideales abiertos induce una
topologia lineal sobre cualquier M € R— Mod.
Nos mteresa partlcularmente, la topologia en la cual el conjunto de mddulos
ablertos es’

J""(M)-—{L<M | (Liz)eF ¥z e M)
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Esta topologia es llamada la F-topologia sobre M. Diremos que un médulo, M,
es F-discreto si la F-topologia sobre M es discreta. :

Proposicién 3.1 La F-topologia sobre M es discreta si y solo si
An(z)eF Vze M. :

Demostracion RS R
An(z) e F Vze M & ({0} :z)e F & {0} € }'(M) '¢> Ia*}'—topologn’a es
discreta. : SRR |

Lema 3.1 La clase de los médulos F-discretos es ung clase e pretorsion here-

ditaria.

Demostracion

Sea C la clase de todos los médulos F-discretos.
1) C es cerrada bajo submédulos.
SiMeCyN< M= An(z) € F Vz € N (prop. 31)=>NEC

2) C es cerrada bajo cocientes.

SiMeC,N<MyieM/N = An(Z) = An(z + N) 2 An(z) € F entonces
por (T1) An(z) €F Vie M/N. Por lo tanto M/N €C.

3) C es cerrada bajo sumas directas, .

Si {M,)a C C y v € ®M,, entonces An(p) = NAn(p(a)) y como

An(p(a)) € F Va € A entonces por (T2) An(yp) € F. L

Lema 3.2 Cada clase de pretorsidn hereditaria mducc tna topologm lineal.

Demostracion .
Sea C una clase de pretorsion hereditaria definimos: -

Fo={I<R | R/IGC}

Tl)SenJG}}yJ<I=>IeJ-'¢ S
Consideramos el epimorfismo canénico 1 : R/J
entonces R/I = (R/J)/Nuc(¢) € c => R/I €
™)1 JeF.zmINnJEF. '

Sea f: R/(INJ) — R/I® R/J tal que.f(m+ InJ) (m *Im + J),
es un monomorfismo = R/(ln J) 2f[R/(INT))S RIS R/.I € C
Porlotanto INJ € Fe. 57
T3) Ie]-'c=>(l a)e}'c VaeR

ycomoNuc(f) : a)::»(l a)e.?'c Va : SR : .

Proposicién 3.2 Eziste una comspande‘ cm b:yecl a e tne N
(1) Topologias lineales sobre R, 70" i ’
(2) Clases de pretorsion hereditarias de R-modulos

(3) Prevradicales ezactos izquierdos.
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Demostracion

Si F es una topologia lineal le asociamos C como en lema 3.1

Si T es una clase de pretorsion hereditaria le asociamos Fr como en lema 3.2
1) T~ Fr + C es laidentidad.

ClSeaM €T

= R/An(z) 2 R: < MeT VzeM

= R/An(z) € T Vz €M = An(z) € Fr VzeM

Por lo tanto M € C.

J]SeaMeC

> An(z)€Fr V€ M => Rz 2 R/An(z) €T Yz e M

como M =Y Rery 3 Rr es un cociente de ®Rz entonces M € Fr.

2) F ++ C —~ F. es la identidad.

ClSealeFyzec R/I= An(£)=An(z+1)=(I:2)€F Vz € R (T3)

> R/[I€C=>1€F,

D)Seal€ F.=> R/I€C = An(2)€e F Vi€ R/I

= (I : 2) € F Vz € R en particular para cuando z = 1 entonces I € F.

Hasta aqui tenemos la equivalencia de (1) y (2). Como la equivalencia de (2) y
(3) es el corolario 1.1.1, la proposicion ha sido demostrada. u

4 Topologias de Gabriel

Definicién Una familia F # @ de ideales izquierdos que satisface:
T)IeF=>(I:a) €EF Va€ER.
THI<RyIJ€Ftalque(I:b)eF YoecJ=>I€F.

es llamada una topologia de Gabriel.

Una topologia de Gabriel es una topologia lineal para ello veamos que cumple
con la definicion dada en la seccién anterior.

Proposicién 4.1 Si F es wn [] pologl'a de Gabriel entonces ¥
satisface (T1) y (T2).:

Demostracion
SeaIG}'ypor(Ta)snaelenton s R= (I:a)eF.
TI)JeFyJ<I=1E :

(I:ta)=R€F Va€Jen
T2) [ JeEF=INT € T
SiaeJ=>(InJ:a)=(I:a)N(Ja) (I:a)e.F,»
entonces por'(T4)InJ€.7~' et

i 3n .2 Sl F es una topologm de Gabnely J I E F entances 1JerF
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Demostracion
Sea b € J => I < (1J : b) por prop. anterior (IJ : b)) € F Vb € J entonces po.r

(T4) lJ € F.

Teorema 4.1 Erist¢ una correspondencia biyectiva entre:
(1) Topologias de Gabriel.

(2) Teorfas de Toraijn Hereditarias.

(8) Radicales ezactos izquierdo de R — Mod.

Demostracion

La correspondencia entre (2) y (3) estd probada en la prop. 2.1, entonces basta

exhibir la correspondencla entre (1) y (2).

Si F es una topologia de Gabriel entonces es una topologia lineal (prop. 4.1) le

asociamos una clase de pretorsion hereditaria C, (prop. 3.2). :

(8) Si F es una topqlogla de Gabriel y C su clase de pretorsién herednana )

correspondiente, entonces C es cerrada bajo extensiones, .

Si0— ML M-L.M” — 0 es exacta y M, M” € C entonces

para cada z € M, g(z) € M” = J, = An(g(z)) € F como

9(Jez) = Je9(2) =0 Jo2 < Nuclg) = Im{(f) 2 M eC=> .z € C.

Por otro lado An(bz) = (An(z) b) € F Vb € J. entonces por (T4)

An(z) €F Yz € M. Porlo tanto M € C.

(b) Si T es una clase de torsidn hereditaria y Fr su topologia lineal

correspondiente, entonces Fr satisface (T4).

SealI<RyJeFr tal que (I :b) € Fr paracadabeJ

Sea 0 — J/(INJ) — R/I — R/(I+J) — 0 exacta.

a) Como R/J € T y R/(I +J) es un cociente de R/J = R/(I+J) € T

b)Sidet = An(b+INI)=(INJ:b)=(1: b)erT (por T3).

= J/(INJ) es Fr-discreto = J/(INJ) € T.

T cerrada bajo extensjones entonces R/I € T por lo tanto I € .1" a
Si Fy y F;3 son topr.‘)logms sobre R, decimos que F) es mas debll que Fp (y F2

es mas fuerte que }'1) si Fi C Fa. Con ésta relacién tenemos un orden parcial

en Top(R). A cada topologia F le podemos asociar la mis debll topologm de

Gabriel G(F) que es mas fuerte que F.

Proposicién 4.3 Sea|F la topologia de Gabnel comspond:ente a la teoria de
torsidn cogenerada por) E(M).
Entonces F={I<R|| (I:a)z#0 para cada a

. Demostracion
SeaA={I<R | (I a)z#OparacadaaGRyO#zEM} i
C] Supongamos que I|¢ A = Ja € R.y. ‘z.€:M tal que’'(I: a)z = 0.
Sea a : R/(I : a) — M tal que’ a(l) z;a e un morﬁsmo distinto de cero
S>R/(IT:a)gT=>(lla)gF.
2] Supongamos que I .7-' = Ba R/I - M dlstlnto de cero Sea 0 76 z = a(1),
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entonces para cada a € I tenemos que a(@) = aa(l) = 0= Iz =0=> I ¢ A.
-

Proposicién 4.4 La topologia de Gabriel correspondiente a la teoria de torsidn
cogenerada por E(M) es la topologia de Gabricl mds fuerte para la cual M es
libre de torsidn.

Demostracion

Sea (T,F) una teoria de torsién hereditaria donde M es libre de torsion, y sea
F la topologia de Gabriel correspondiente.

I1eFSR/(I:a)€T Va€ R=> Hom(R/(I :a),M)=0 Va€R,

entonces por lema 2.2 I € G(¥). L

5 Ejemplos de Topologias de Gabriel

1. 1-Topologfas. Una 1-Topologia sobre R es una topologia de Gabriel con
una base que consiste de ideales principales (izquierdos). Una 1-Topologia ¥
estd determinada por el conjunto ) (F)={a€ R | Ra€ F}.

Proposicidn 5.1 La funcion F += 3 (F) define una correspondencia biyectiva
entre 1-Topologias y conjuntos, S de R, cerrados multiplicativamente que satis-
facen:
"S1)ba€S=>a€S.
S2)s€S ya€e R=>3t€ S yb€ R tales que ta = bo.

Demostracion

1) ) (¥) es cerrado multiplicativamente y satisface (S1) y (S2).

(a)Sean s,t € Y (F) > (Rt:a)€e Fy(Rt:a) C(Rts:as) YaER

> Rts€ F>ts€ Y (F)

Por lo tanto 3°(¥) es multiplicativamente cerrado.
(b)ba€ 3 (F)=> Rbae F y Rba C Ra=$a € 3(¥)

(c) Sean 8 € }2(F) ya € R= (Rs : a) € F y como F es una 1-Topologia
existe ¢ € Y_(¥) tal que Rt C (Rs : @) = t € (Rs : a); es decir, ta = bs para
alguna b € R.

2) Si S es un conjunto cerrado multiplicativamente que satisface (S1) y (S2)
entonces definimos: F, = {I < R | INS # 8}; es una 1-Topologia.
(a)SeaI€F,ya€R=>3s€ NSy por (S2) también existe L€ Sy b€ R
talesque ta=bs€l=>te(I:a)NS. Porlotanto (I :a) € F, Va € R.
(b)SeaI<RyJeF talque(l:b)eF, WoeJ=>IseS5NJ

= (I:8) € F,,estoes, (I :5)NS £ 8 =>3be S tal que bs € I, ademis
bseS=>bs€INS. Porlo tanto I € F,.

(c) F, tiene una base de ideales principales.

25



SealeF,=INnS#0. SabemosqueVaGl<Rys€Iﬂ.S'3tGSybeR
tales que ta = bs. Esto implica que 3t € (Rs : a)

Vael=>(Rs:a)NS#0 VaeI=>(Rs:a)eF, Vael=>Rs€F, Y
como Rs < I, hemos probado que ¥, tiene una base de ideales principales.

3N Fr Z(J-’) ++ Fs es la identidad.
Rs€EFsE€ETAF) S RsNT(F)# 0 Rs € Fs.

4) S— F, — Y (F,) es la identidad.

SESORIEF, &s€ T (F) "

Para una 1-Topologia F, los médulos M de F-torsion estan caracterizados
por la propiedad de que para cada £ € M,3s € 3_(F) tal que sz = 0.

II. La Teoria de Torsién de Goldie. La familia ¥ de todos los ideales
esenciales en R es una topologia, pero no siempre cumple T4. El prerradical
exacto izquierdo correspondiente lo denotamos por Z. A ZM le decimos el
submédulo singular de M y a G(F) se le llama la Topologia de Goldiey Gesel
radical correspondiente a G(F).

Proposicién 5.2 G(M)/Z(M) = Z(M/ZM).

Demostracion :
C] Por el corolario 2.2 tenemos que ZM<.GM VM e
Si Z € G(M/ZM) = GM/ZM = An(z) = (ZM z)< R > An(z) €F =
GM/ZM < Z(M/ZM). : :

D) inmediato.

Proposicién 5.3 Si F es la familia de los ideal ncial Lﬁldnccs
GF)={I<R | VeFtalquelsIy(l:b)=€F Vbe‘J)

Demostracion

C)I € G(¥) entonces tenemos que G(R/I) = R/I, Z(R/I) = J/ I
¥ como Z((R/1)/Z(R/1)) = G(R/I)/Z2(R/I) = (R/1)/(J/1)= R/J
entonces Z(R/J) = R/J la iltima igualdad indica que J € F,I < J

y como Z(J/I) = J/I entonces An(b) = An(b+I)= (I b) € F Woel.
DQN<RI<JeFy(I:b)eF WeJ=J,(I: b)eg(}')‘TVbEJ :
entonces por (T4) I € G(F). -

Notemos que un médulo, en la Teotia de Tors:on de Goldie, es libre de torsién

si y 8lo si su submédulo singular es cero (i i.e. es no ngul

La Topologia Densa. Los ideales |zqu1erdos que pertenecen a la Topologia
de Gabriel, D, correspondiente a la teoria de torsion heredxtana cogenerada por
el médulo inyectivo E(R) son llamados densos :

Reinterpretando la prop. 5.5 tenemos:
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Proposicidn 5.4 I € D <= (I : a) no liene anuladores derechos para cada
aER

Corolario 8.1 Todo ideal izquierdo denso es esencial en R.

Corolario 5.2 Un ideal bilateral es denso como ideal izguierdo si y sélo si I no
tiene anuladores derechos distintos de cerv.

D es la Topologia de Gabriel méf fuerte en la cual R es libre de torsién. En
general es mas débil que la Topologia de Goldie.
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Capitulo 8

El Teorema de Miller-Teply

Un conocido teorema de Hopkins y Levitzki dice que todo anillo con uno,
si es artiniano izquierdo, es neteriano izquierdo. El principal teorema de este
capitulo generaliza el resultado a teorias de torsién hereditarias.

Las teorias de torsion con las que trabajaremos en este capitulo son heredi-
tarias y denotaremos como 7 al radical exacto izquierdo asociado .

1 Condiciones de Cadena en Teorias de Torsién
Definicién. Un submédulo N < M es r-puro en M si M/N € F,.
Proposicidén 1.1 SiN<Me€F, yM/N€T, entonces N <. M

Demostracion
Sea K < M tal que KNN = 0 como M € F,, tenemos que KX € F,. Ahora
consideremos el epimorfismo ¢ : M — M/N observemos que
K 2 p(K) € M/N € entonces K € T,. Asi concluimos que K = 0. n

* Proposicién 1.2 Si {N;}, es una familia de submodulos de M r-puros en M
entonces NN; es r-puro en M.

Demostracion
Dado el siguiente diagrama conmutativo:

M

sabemos que NN; = NNuc(f;) = Nue(a), = =
entonces M/ N N; = Im(a) < TTM/N; E F, o
Por lo tanto NN; es T-puro. . TR [

Definicién Un R-médulo M :;é 0es r-cocntnco si M € F, y cada cociente
distinto de M estd en T,. :
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Proposicién 1.3 Submdédulos distintos de cero de T-cocriticos son mddulos
r-cocriticos. )

Demostracion
Sea M un médulo r-cocriticoy 0 AN < M
1YMeF,=>NeF,
2)Sea 0 K <NSM=3N/K<M/KE€T, =>N/KeT,.
Por lo tanto NV es r-cocritico. -

Proposicién 1.4 0 # M € F,, Si M satisface la condicién de cadena descen-
dente sobre submddulos T-puros entonces M tiene un submddulo r-cocritico.

Demostracidn
Sea A= {N <M | N es r-puro }; con la contencién A esta parcialmente
ordenado, ademdssi Ny D N2 D+« D Ny D -+ es una cadena descendente de

A, entonces NN; € A (prop. 1.2), por consiguiente A satisface las hipétesis del
lema de Zorn, entonces A tiene elementos minimos. Sea K < M un elemento
minimo en A

1)KeF, (puesK<MEF,)

2)Si0#N <K:K/N€_T,

Si 7(K/N) = K'[N (N-< K! < K) entonces (K/N)/T(K/N) = K/K' € F,
yM/K e !-‘, (pues K es r-puro) 'Y como la sucesién

o - K/K’ = M{K' — M/K =0

es exacta = M/K' € F,, pero como K era minimo respecto a esta propiedad
entonces K’ = K. Por lo tanto K/N € T,. |

Definicién N < M es Hamado r-critico en M si M/N es r-cocritico.

Proposicién 1.5 N es r-critico en M <=> N es mdrimo entre los submddulos
propios T-puros en M.

Demostracicn

==>] Supongamos que N no es maximo entre los submodulos propios r-puros
.en M, entonces existe K < M tal que N< K <M y M/N,M/K €F,

=0# K/N < M/N y como 0 # M/K = (M/N)/(K/N)

= M/N no es r-cocritico = N no es r-critico !!.

<=]N es maximo entre los submédulos propios r-puros en M entonces;

1) M/N € F,.

2) Todo cociente distinto de M/N es de r-torsidn.

Sea K <M y N < K entonces 0 # K/N < M/N y (M/N)/(K/N) = M/K.

Demostraremos que M, /K €T,

1) Si K = M inmediato. :

2) Si K < M consideramos 7(M/K) = M’/K
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=> M/M' % (M/K)/T(M/K) € F,
=> M’ es r-puro en M y como N era méximo respecto a ésta propiedad entre
los submédulos propios entonces M! = M. Por lo tanto M/K € T;.

Definicién Una r-cadena en M es una sucesién de submédulos

0= My < My <--- <M, =M con la propiedad de que M;;;/M; es r-cocritico
para toda 0 < i < n—1, Sital r-cadena existe, diremos que M tiene r-longitud
finita; ademads el entero n serd llamado la r-longitud de M.

La r-longitud de M esta bien definida, pues se puede probar que todas las
r-cadenas tienen la misma longitud. Aunque esta demostracin no se hard aqui.
(Vease (3)).

En caso de tener la teoria de torsidn, 7 = 0, en la cual todos los médulos son
libres de torsién, los médulos r-cocriticos son precisamente los médulos simples.
Una 0-cadena en M no es otra cosa que la serie de descomposicién de M.

Proposicién 1.6 Si M tiene r-longitud finita entonces M € F,.

Demostracion
Sea M un médulo de 7-longitud n. Procederemos por induccién sobre Ia long|- :
tud de Ia cadena.
Si n =0, significa que M =0€ F,

Supongamos que todo médulo que tenga r-longitud menor que nes llbre de
torsién.
Como 0 — My — M — M/M; — 0 es exacta, M, € F, por ser r-cocritlco y
M/M; € F, por hipétesis de induccién, pues tiene r-longltud n=17
Podemos concluir que M € F,. Xie -

Proposicién 1.7 Sea M € R~ Mod libre de torsidn. Entoncu son equiva-
lentes:

(1) M tiene r-longitud ﬁmla, i

(2) M satisface ambas c iones de cadena, d dente (ccd) y ascendente
(cca), sobre submddulos r-puros.

Demostracién
(1) ==>(2) '

Lo probaremos por induccion sobre la longitud de la cadena.
Como ya vimos si n = 0, M = 0 y se satisface (2) claramente. .

Supongamos ahora que todo médulo de longnud menor que n sausface ambas
condiciones de cadena. : :
Sea P la familia de todos los submédulos r-puros en M -Para cada N € P

- tenemos que M1 /(M N N) = (M1 + N}/N < M/N € F ¥y como Mi'es”
r-cocritico, entonces M\iNN =06 M1 < N Denotemos por 'P’ la famlha de
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los r-puros que contienen a M; y por ¢ : M — M/M, el epimorfismo canénico.
Claramente la imagen de un r-puro en M es r-puto en M/M,.

Si P’ # 0, toda cadena ascendente con al menos un 7-puro que contenga a
My induce una cadena en [P’], por hipétesis de induccién la cadena en M/M,
se estaciona; es decir, existe n € Z+ tal que N,,/M, es maximo en la cadena,
que proviene de un elemento maximo en P. Por consiguiente la cadena en M
se estaciona en N,,.

Si P’ = 8, como M; NN = 0 para cada N € P tenemos que p{N] = N
entonces toda cadena ascendente en M es isomorfa a una cadena en M/M;
y otra vez por hipdtesis de induccion la cadena en p[P] se estaciona; es decir
tiene un elemento maximo. Por consiguiente la cadena en P tiene un elemento
maximo, en el cual se estaciona. Y de la misma manera se prueba que P satisface
la ccd, probando que cada cadena tiene un elemento minimo.

@@=

Si M = 0 no hay nada que probar.

Si M # 0, por prop. 1.4, existe M; < M minimo r-puro que es r-cocritico.
Inductivamente para cada j > 1, tenemos que si 0 # M/M;_, € F, y escogemos
a M; < M de tal forma que M;/M;_; es r-cocritico. Hemos construido una
cadena 0 < M; < - ascendente de 7-puros, que por hipdtesis sabemos que se
estaciona; es decir, existe un M,, maximo en la cadena.

Ademéds M, es igual a M. Pues si 0 # M/M, € F,, por prop. 1.4 existe un
Mgt € M tal que Mny /My es r-cocritico, My < Mpy1 U

Por lo tanto M tiene r-longitud finita. .

Corolario 1.1 Sean o y  radicales ezactos izquierdos tales que 0 < 1. Si
M € F, tiene o-longitud finita, entonces M tiene r-longitud finita.

Demostracién

Notemos que todos los médulos libres de r-torsién son automaticamente libres
de o-torsion.

Si Np € Ny <. es una cadena ascendente de 7-puros, también es una cadena
ascendente de o-puros y por hipétesis sabemos que existe n € Z* tal que N, es
maximo en la cadena; es decir, la cadena se estaciona. De la misma manera se
prueba que toda cadena descendente de 7-puros tiene un minimo. Asi y con la
ayuda de prop. 1.7 concluimos que M tiene r-longitud finita. L

Corolario 1.2 Sean a y 3 radicales ezactos izquierdos, = inf(a, 3)
y M € Tp. Entonces M tiene r-longitud finita si, y solo si, M tiene a-longitud
finita.

Demostracién
Observemos que para cada T' € T se tiene que rT = oT N BT = aT.
En particulg; cada cociente de M es de f-torsién, de lo cual concluimos que
N < M es T-puro si y solo si es a-puro.
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Corolario 1.3 Si M tiene r-longitud finita y N es un submddulo de M.
entonces N tiene r-longitud finita.
Ademds, si M/N € F,, entonces M/N tiene r-longitud finita.

Demostracion
Primero haremos algunas observaciones.

Para cada L r-puro en N definimos f(L) < M de tal forma que
f(L)/L = r(M/L). Como

NN
L

< N/L€F, y

fOON < sy e,

y ademds

MIf(Ly = —(’i,f,%—) €F,,

tenemos que f(LYNN =L y f(L) es r-puro.
Por otra parte, si L) < L y considerando el epimorfismo natural :
M/Ly — M/La que por ser epimorfismo manda submédulos de r-torsnon de
M/L, en submédulos de r-torsién en M/L;. -
Y como r(M/L1) = f(L1)/Ly = (f(L1) + L2)/ Lz < f(L2)/ La. .
concluimos que !(L;) < f(La). L
Dada cualqui dente Ly < Lz < «-« de r-puros en N, ésta
induce una cadena mendente (L) S J(Lz2) £+~ de T purosen M.
Por hipotesis 1a cadena en M se estaciona en f(L,,) para algin n € Zt,
Si Ly <€ Ly = f(Ln) € f(Ls) como la cadena se estaciona en f(L,)
= f(Ln) = f(Ls).
Por otro lado Ly = f(Ly) NN = f(Ly) NN = L, por consiguiente la cadena
~ en N se estaciona.
Se prueba de igual manera para cadenas descendentes. Entonces por prop. 1.7
N tiene 7-longitud finita.
La segunda parte del corolario es una consecuencia inmediata de la prop.
1.7

Corolario 1.4 Sean N < M mddulos tales gue M € F, yM/N€T,. Si N
tiene r-longitud finita, entonces M también tiene 7-longitud finita,

Demostracion
Sea Ly < Lj £ -:- una cadena ascendente de r-puros en M,
LiNN £ LaNN £ -+ es8 una cadena ascendente de 7-puros en N
(porque N/(NNL;)= (N +L;)/Li <M/L; € F, Vi),
Por hipdtesis existe n € Zt tal que NNL, = NNL; Vk>n. Seak>n
yC=NnLn = NN Lg, tenemos que Ly/L, < M/L, € Fy. Por otro lado
LyfLy, "" S € T,, pues Li/C 2 (Lk + N)/N < AI/N que es de T-torsién
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por hlpotesls Concluimos que Li = Ly, <Vk > n;es decir, M satisface cca. De
la misma manera se prueba que M samface ccd y con Io ayuda de la prop. 1.7
tenemos que M tiene r-longitud ﬁmta »n

Proposicién 1.8 Sea 0 — N—»M-—oK;—* 0 tal que N y K tienen r-longitud
finita, entonces M también tiene r-longllud ﬁmla

Demostracion L
Elegimos una r-cadena 0=Ng SN << Ny = Nen Ny otra 7-cadena
0=Ko < K| £ <K.—Kenl( DeﬁmmocM; N 0<i<ry

Miyr = g1 (K)) l < i € 5. Entonces tenemos que

0=MysM < SMy=M

claramente es una r-cadena. [ ]

Corolario 1.5 La suma directa de ¥n nimero finito de submddulos gue tienen
r-longitud finita, también tiene r-longitud finita.

Demostracion
Procediendo por induccion sobre el nimero de sumandos en la suma directa y
con la ayuda de la proposicion anterior se verifica ficilmente.

Proposicién 1.9 Sea M un médulo libre de torsidn y sea F la suma de todos
los submddulos de M los cuales tiene T-longitud finita. Entonces todo submddulo
finitamente generado de F tiene r-longitud finita.

Demostracién
Sea {F,} A lafamilia de todos los submédulos de M que tienen r-longitud finita
y sea G = @, Fa 13 suma directa. Se tiene un epimorfismo natural G, Si
N es un submédulo de F finitamente generado, usando los generadores pode-
mos encontrar un K < G finitamente generado, K < @/, Fa;, que bajo el
epimorfismo antes mencionado cubre a N. Por el corolario anterior y con ayuda
de la primera parte del cor. 1.3 sabemos que K tiene r-longitud finita. Ademas
N = K/Nuc(p) y es libre de r-tosién (porque M lo es), asi que aprovechando
la segunda patte de cor. 1.3 concluimos que N tiene r-longitud finita. L

2 El Teorema de Miller-Teply

Lo que probaremos es que si R satisface la condicién de cadena descendente (ced)
. sobre ideales izquierdos r-puros entonces R satisface la condicién de cadena
ascendente (cca) sobre ideales izquierdo 7-puros,
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Ahora estudiaremos algunas propiedades de un ideal que serd particular-
mente de nuestro interés. :

Proposicién 2.1 Son iguales los siguientes ideales :
A= n(A ={I<R | I es r-critico })

B= n(B: {Nue(f) | F:R— S yS es r-cocritico })
C= n((.' = {An(S) | S es r-cocritico })

Demostracion
A C B]Sea I < R r-critico, entonces si 7 : R
- tenemos que I Nuc(m) y R/I es r-cocnhco

Hnsta nqul tenemos A=B.
B C C Sea S un ideal r-cocritico y sea
ﬂnesN ue(f,) = An(S). :
Asi tenemos que C = {f, : R— S | aESyS r-
>BCC.

=>.ACC Por lo tanto C C A.

A partir de este momento, el ideal caracterizado en la proposicién anterior
lo denotaremos como V.

Lema 2.1 Si R satisface ccd sobre ideales izquierdos T-puros entonces eziste un
entero positivo n tal gue VP /Vn++l € T, Vg > 0.

Demostracion
(Contrapositiva)
Supongamos que existe una sucesién {n;} tal que Vi /V"it! ¢ T,
entonces tenemos las siguientes observaciones:
1) r(V7i/Vmitl) = T, /Vnitl  asique Vit < T, < V™
lo cual indica que {T},;} es una cadena descendente.
. 2) Ademds sabemos que :

| 74] V"i‘” Vn
——..'-/—..—-n- = €F,
r(Vni/Vnitl) T,.' .
Por otro lado si consideramos el conjunto A4; = {I < R I In V"- = T,. } Vt, :
que es parcialmente ordenado por la contencién ', ademas toda cadena ascen-
dente tiene una cota superior que penenece aAi. Como satlsface las condiciones

del lema de Zorn A tiene elementos méximos. Para cada i, sea’ M; un elemento
méximo en A. Sea ¢ : R/T,,; — R/M; el eplmorﬁsmo natural entonces:
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3) so(V"-/Tu.) > V"-/Tu
p(v? -/T..,) = (v"f + M.)/M. o v"./v"- nM; = V"‘/T,.‘ € p, -

4) ?(V"'/Tn,) es esencial en R/M; i+
Ve, )n(K/M.) 0 entonces, por Ia ley modulu v

= Tn; nV"&<V"-nK<M.nV"¢
=>T,. <V"mK<T,. =>K M;:aK/M.;

5) Cada M; es -puro’
Como r(R/M;) € T,y ¥( ymi /T,. ) € F, tenemos que:
T(R/M;YN (Vi /Tn;) =0y por el inciso anterior 7(R/M;) =
Por lo tanto M; es T-puro.

Sea

N; es 7-puro pues es interseccion de r-puros y ademds T,; < N; Vi (se verifica
ficilmente por induccidn/i y por obs.1)."Asi tenemos la siguiente relacién:

Vritt VNH ST < (*
Y por construccion N.~“ <N; VieZt
6) N; # Nﬂ.l vie z+
Si N; = Ny, para algiin nimero positivo ¢, de la relacién (*) y de la construccién
de N; se tiene que V™i+1 < Ny < Miyy
= VP VI = (V7 0 M)V = T fymiet
= T,.‘ = V"i+1 que contradice la obs.].
Asi que hemos construido una cadena estrictamente descendente, { N;} de ideales
T-puros que no se estaciona. Por consiguiente R no satisface la ced.

Lema 2.2 Sea M € R-Mod. Si ezisten K,,..., K, <M T7-criticos cuya inter-
aeccadn es 0. Entonces ezisten Ny,..,N. < M Tt-cocrilicos tales que la suma

E‘_l Ni < M es directa y -—-#———- eT,.
(2--1 N
Demostracion
Observemos el diagrama:
M ti M /K.'
™~ a i

™~
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Como Nuc(a) = NNuc(f;) = NK; = 0, por hipdtesis, @ es monomorfismo.

Es decir M es libre de torsién, ya que M & M’ < GBM/K. € l",, porque cada

M/K; es r-cocritico.

Ademais tenemos que 0 < M/K; < M/K; & M/Kz Lo < @M/Kg es una

r-cadena, esto indica que eM/K tiene longitud ﬁmta, por cor.1.3 ‘M también

es de longitud r-finita y por prop. 1.7, sabemos que’ M satisfac cca sobre

submédulos 7-puros. |
Procedamos a elegir los submédulos de M 1 -cocntlcos medlante un pro-

ceso inductivo. ' ; :

1. Tenemos que 0 # M € F, y M satisface ced sobre su modulos T-puros,

por prop. 1.4, M tiene un submédulo r-cocritico, Sea Ny" <’ ‘M - r-cocritico y

0 # z € Ny, existe un r-critico K, tal que z ¢ K, (K exlste ya que ‘NK; =0).

Ob.1 N}/(MiNK,)) = (K, +N)/K, S M/K; € F, y como Nl es r-cocritico

se tiene que Ny N K; = 0.

II. Supongamos ahora que Ny,..., Nt y Ky, ...,l\,..l han, sldo elegldos de tal

forma que Vi < t se tiene: R, S s

(a) N; es r-cocritico.

(b) N; < ﬂ’_,K;

() NiNK; =0.

Si =1 Kj # 0 entonces elegimos N. < n'

en Ob.1 sabemos que Ny N K, = 0.

II1. Observemos que
nok izl
Nj=1K; ~ (NZIK) N K
niziK;
¥ como M/K; es T-cocritico, —{-'I—K-’-
=174
cadena M > K. 2 KNK; 2 ..’. > q

e longitu r-ﬁmta, por Inpotesls
0y epto indica que el proceso

directa. .
Basta probar que (E‘_‘N;) n

(E} ») ﬂ(n' 1K)

Lo que haremos es probar por md ‘ccl

Sit =1 claramente Nl n K 1= 0, por construccnon :
* Supongamos que (i) ﬂ(n,_,l\’.) =0 =Vl<r<t
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(Z::!N‘)n(n|!=ll(f)
= (TiziNi+ N) (YNizt K n Ky
= (Z2IM + M)NZIK)) NKe  Como N; S M1k
= (((Z:;:N;) NNizik:Y) + Np) N K, Usando laley modular
=NNK=0 Por hipotesis de inducion y por construccion.
* Esto prueba que la suma es directa.
Ahora probaremos por induccién que

M
Z::lN‘ + ﬁ==1Ki
Como M/K, es r-cocritico y (N1 + K1)/K1 # 0, entonces

M/K,
(N] +K1)/K|

€T, Vt<n

M/{(N + K)) = €T,

Supongamos que

M

. 1\{‘ +__n_.__."'=l % €T, Yr<t

Dada lo ;ulcéa;ion
- M

0 — 0
1Ki - ZEiNcHOISKG

exacta. Ba.sta con demostra

SN n,':‘Kf

T
Ei_lN‘ +nj—1KJ T

D> !N +ﬂ"’K;

Z.-.N‘ + n,_,K,
=1 P
-GE.—N-Y‘E’W lK.f 5

(a) An(2) > An(z+(Ny+ K)o . S
SearE(K:,+‘M z) b’+n en‘“‘K'y:n eN. n‘_‘K,
=k en _,‘K :

Sea }' el ﬁltro de Gabnel asoclado a r y sea €

Entonces z=n+4

‘0+HGZHM+m4mS

0¢(Nr+’\t)/Kl.<r((”‘ in)+ K.)/K, :
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entonces —1 RS

(nj=11(j)+Kl‘€
N +Kt S
Notemos que An(z) > (A, + N, : z) :

= ((Ke+ N)ANZIK; 12) !

_(ﬂ_lKJ+N..z)€f LS

Entonces tenemos que : - - - :

entonces

Corolario 2.1 5i R satisface la ccd aobre deales’ 'r-puros, entonces ezwten
Ay, ., A € RIV  r-cocriticos lales gue. la suma ¥ ;-1 (A; /V) < R/V es di-

recta y ademds 5%.% €T,.

Demastracion :
Basta mostrar que existe un nimero finito de submodulos 7
cuya interseccion es 0. Consideremos la familia :

={nN.Ki | Ki<R r—crmcoy r algiin naf
ccd sobre 7-puros, A tiene minimos, Sea Ky N.in K,
observar que Ky N..N K, = V. Asi tenemos que’ K 1 /V
r-criticos y N, K /V = 0.

Teorema 2.1 (de Miller y Teply) R satisface la
Si M € R-mod satisface {a ccd sobre submddulos r-p . s
satisface la cca sobre T-puros. En yarlu'ular R s'amjac‘ la cca aobm ldeales"
T-puros. E .

criticos en R/V

} Como R satlsface la’
minimo en’A es fdcil -

Demostracion e
Sea M € R~ Mod que satisface ia ccd sohre r-puros Sea Io = -r(M ) Recursn-
vamente seleccionamos para todo j > 1y M/I;_1 # 0 un submédulo r-cocrtico
(existe con la ayuda de prop. 1.4 pues 0 # M/I;_1 € F, satisface la ccd). Es -
suficiente probar que I, = M para alguna s € Z*, porque asi tendriamos que
0 h/hh S S L= M/Io es una r-cadena de longitud finita y M/Io € Fr
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y por la proposicién 1.2 M/l satlsface la cca sobre submédulos r-puros y por
lo tanto M también satisface la cca sobre submédulos r-puros.

Supongamos que I[; # M Vj € Zt,
Definimos mg = 0 y my41 = maz D'y, donde

={jet*t | Ve<inpaz€l;- I}

Supongamos que m, eziste Wt € Z*. Entonces Vt € Z* tenemos las
siguientes observaciones : :
Ob.lm+1€ry '
Comwo Iy, +1/Im, €8 T-cocritico, entonces V(Im,41/1m,) = 0.
Por lo tanto ¥z € Im,41 ~ Im, V& < In,. ) .
Ob.2Siz € I, 41 = Vi < Im,.‘.]_t" Vi, 1<k<m+1
Se verifica ficilmente por induccidn y apoyindonos en la manera en que fue
seleccionada a cada my.
Ob.3 Para todo z € Ip,41 — I, se tiene que Vz £ 1,5, _, .
Supongamos que existe algin z € I, 41 ~ I;m, tal que Vz < Iy, _,
=> my + 1 € ly_; y por definicion de m, t 8 que mg+1 <my 8,
Ob4Siz€ln gt —In HVizLln,, VEI<Sk<E
(Se comprueba por induccién sobre & y con ayuda de Ob.3)
Tenemos entonces la sucesion {m}{2; que es estrictamente creciente. Por
el lema 2.1 existe un n € Z* tal que V""'/'V"‘"‘"l €T, Vg0
Sea z € Im 41 — Im,, por Ob.2 y Ob.4 sabemos que -

vratlecly, y  VPz gl
lo cual indica que exxste und €Z*, n<d<m, +1 tal que
o Vizgly oy Vzg 10
Sea ¢ : R/V’“" — (Rz: + 1o}/ I tal que r+ VL v rz. +Io :
Claramente es epimorfismo, ademas 0 # P(VIJViHy< ML e F,

ycomo d > 'n, p(V2/VH!) es un cociente de V4/V
Esto lmphca"que 0 ;6 :p(V“/V‘“") €Ty nF

demostracién.

La demostracién se hard por induccién sobre t

La base de induccién ya la tenemos, mg = 0. :

Supongamos que m, existe, por demostrar que m,H exuste
Supongamos que my4; no existe.

Entonces existe un conjunto infinito, 2, de indices j > my + 1, elegimos

zj € I; — Ijy tal que Vz; < I, por el corolario anterior existen

AfV, .., At/V < R/V r-cocriticos tal que 2,’-;1 Ai/V es directa y

EIR TESS HB DEEE
SAUR BE 14 BIBUOTES.
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(R/V)/ e AV E T, Aﬁrmamos

(1) Exlste al menos un A /V A..t, & I,,.,
Supongamos que A;z; < 1,,, : (ZA.);::J < I,,,,
Consideramos el morfismo )

pues es submédulo de M/I,,.
Ademas Aggtlng og rcocritico

se tiene' que ‘A;zj: </
en (1) ]legamo; a‘que




Por lo tanto (Aiz; +;I"") n I,..; = I...,.

De lo an'.enor tamble conc lmos que ‘para cada j € R existen A; S Ry

 ;‘_1‘va P f w
(Aiazit""‘lv\m)nli.-; :

5
< (s, + P ) N jumit 7
-—L’—L———I
¥y por (2) tenemos que zjet I"") ’ =0

A partir de este momento construlremos una cadena infinita, {M,}, eatric-
tamente descendente de submddulos de M r-puros :
Definiremos M, de manera recursiva’;Sea M1 M consideremos la familia
={K<Ma_y | KnZi-l (Ah‘j-"‘lm‘) Loy y Tiza(Asizgit Ini) < K)
como A, estd ordenado bajo la contencién; satisface las condiciones del lema
de Zorn para cadenas a.scendentes, A,, tiene maxlmos, elegimos a M, € Aq
mdximo. :

i=a—1

() 72 GB(@ -‘—‘—A s ”,”' '

Kn(M, + N) = I,,.
(Mo +K)NN (N
= ((N + Ma) Kv)\

=> Nn (M +K) < M,,, nN : 1,,., pero como M., es’ maxnmo respecto a est.a
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propiedad, K < M,. Asi tenemos que
K=Kn(M, < KN(N + My) = Inn,. Por lo tanto K/Im, = 0

(5) N como antes. N/l (N+M.,)/M¢.<,M/M¢,, I
Sea M, < K < M tal que K N(N +M,) = M, entonces usando la ley modular
KN(N+Ma) = (KNN)+Ma = Mo = KON < Mo = K N < M..nN 1,,.,~ ‘
y como M, es miximo respecto a ésta propledad R Mo, o :
Por lo tanto NS, M/M,. ;

(6) M, es r-puro. R TE s ;
N+M M W M\
N/, <M/lm,€py=>'—M—2 T(E)_pror(s)r(Mn), 0.
Consecuentemente tenemos una cadena infinita {My}) estnctamente decre-
ciente de submédulos r-puros, lo cual contradice el hecho de que M satisface

ccd sobre r-puros. Hemos probado la existencia de m, y la’ demostraclon del
teorema se ha concluido.
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