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PROLOGO 

En este trabajo se exhlbe una fór•ula para calcular el área. 

hiperbólica .. ·de las reglones fundamentales de grupos 

Fuchsianos ac.tÜando en el plano hiperbólico: y por lo tanto 

de las superficies de Rlemann asociadas a dichos grupos;::·Por 

otra parte se prueba también que esta área es finita sl Y. 

solo si el polígono tlene un número flnlto de lados y n.o· 

tlene lados llbrc... l.a fórmula del área está dada en 
tér•lnos del género y de los órdenes de los clclos 

parabólicos y elipticos. 

El espiritu de la tesis es mostrar que la •atemátlca es una 

unldad y no un conglo•erado de ramas sin conexiones. De 

acuerdo con esto se han desarrollado introducciones a la 

integral de Lebesgue asi co•o a la homologla singular 

(capitules 1 y 2). Estas teorias se usarán para probar que 

el.área es independiente de la reglón fundamental y para 

exhiblr la fdrsula de la caracteristlca de Euler de un 

complejo esférico. Esta última determinará la fórmula del 

área. · 

Los fundamentos de los grupos Fuchsianos Y.de la geometria 

hiperbóllca .·plana no se h~n· d~sarrollado ~on detalle .•. · sÓlo 

se han enumerad~ ·.·1as:;.!.cj:éini61~n~~ }~' 'l~~ '. r~sult~dos 
fundamentales (capltulo3Í;•.u~a ÍÍes~~l~clón ~ás ~etallada'-se 
puede encontrar en Le.h{;~d:CH:~ e~".j4~;~~~d;,,· [7];:.{ 
Finalmente qulslera enfatlZár~ la' impo'rtá€cta\de •este . tema en· 

la matemática actual. En Wl nl~~Úbáslante más c~mplejo pero 

paralelo, el estu~io ~;(de :, ~~lúm~~;,~'\ d·~ ·. J-varied~des · 

hlperbóllcas es un pr~blemá c~nt~al '.e'n. l!. to~ol;~ia de las 

3-variedades asi c;;-.;;o ; en. el estudl~: ¿~· -:¡~~'grupos 
Kleinlanos: En parÜcular encontrar variedades. de Jolw;,en 

minlmo, que se sabe Í¡ue e~i~té~. 'es ~-p~6b1e~a abierto. 



CAPITULO 

UNO 

INTEGRAL DE LEBESGUE 

MEDIDA EXTERIOR 

Sea I = {(x,y) E R2
/ asxsb, csy:sd) un rectángulo, se define 

el área Ali) de I co•o A(l) = (b-a)(d.::c). 

Entendere•os por cublerta cerrada:de.unconjunto E e R2 co•o 

cualquier familia a lo sU.o :'nl!ll~~~bl~ . de rectángulos 

cerrados 

que si se 

'.'"'.; ... ' .. , -·-·. ~-.::, ~· 

u,>7=1 . tal qu~ :·~:°i~1~1·,· ~?ñ el entendi•iento 

tiene cuble",.ta ·nnlÍa¡ :::: I ¡·,;;·.e :. si · J>t para alguna 
,e ., ,;·~~>:·::);-:-'.·.l,,;,::,'-_-' "-:.. 

t E ti. Si· i;: es ·cualquie.r ~cubier_ta cerrada de un conjunto 

E e Rªi esc~ib~m~~ ;(h;;;·I: A(l). 
. .::• :r•rei;¡: '-> . 

La medida exterior de·un·subconjunto E de R2
, denotada por 

IEI , se define como IEl3 ~).Íhf.~ci;J. Donde el inflmo es 
• < - • ~·,~····< "•"- .. · -

tomado sobre las cubiertac;cerradas i; de E. 

Teore11a t.t. Para un rectángulo 1; . Ple= ACIJ. 

DEllOSTRACIOM. Ya que ~ ·r-~~tá·*.lo I es cubierta de si 

mismo, tenemos que IEi' ~:;'Aci):::.Para probar la desigualdad 
, ~,:\.~_,,_ ,·':~.·CD;.-: 

inversa, supongase que'·::;i;::= «1·) '"'·es una cubierta cerrada .--•>·e ;i.\:';·:':·J_~k k=::l ·. 
de l. Dado c>O, sea I ··;un• rectángulo cuyo interior contenga . . ·~:~:}\;:~·:':":··-:~--/ _: __ - . . ' . - . 
a It tal que A(lk)s(1~~l •. ~C I~). Enton~es I e U (1:) 0

, co•o 
. ::;«: : :.·:. : ,, : .... .': .• . ::> .. t=t: .... , 

compacto, renombrando;. los. indices,,, se.: tiene que 
-- ·---:~:-,-,~. --~} <:---:.;-~-~~:-- ~-~.:-''.'.~--:~';':~-t---:-~:o.C:7· ~:::: .. : 7~·-,,,~. ;~: '=-: 

Claramente se ti~ne: que . A(l )s E· A(l ) .· (lo cual 
. '. <-~ >: _·. ~-~(-. :,:·.:~.:.·'~.'·.~'<:' .:·:(~ ·:>.:< ... ·:· k=l ·~~.'.>~·.'.', -

se puede ver subdividiendo .·los• rectángúlos ·Le; r_-;:: t =1, ••. n 
1-·:.-

en subrectángulos) .. Por tanto; 
··ii ·. 

ACI l s' I: AÜ: l 
k=t 

.H 

s (1+cJI: A(I J s (1+c)a-(I;). 
k=t . k 



Ya que e 

A(l) SO'(I;) 

puede ser arbitrarla.ente pequel\o, 

y por tanto A(l l s fI l.· 

• • 

se sigue que 

D 

Teor- 1.2. Sea E c·U=IE •• entonces IEI "r IE 1 
• • • k=t 111. • 

lllXISTRACIOll. Pode•os suponer que IEl
11 

< • para ll tE ~. 

Sea c>O fijo, para cada elijamos una cubierta cerrada 

(1 11
} de E. 

J J • 
tal que Puesto que 

tenellOs 
• 

Ec U<UI~), 
ll=I J 

Por lo tanto 

.. .. 
IEI s E ( IE 1 .. c/2

11
) = r IE 1 + e, 

e k=t 11 e 11=1 11 e 

ya que e puede ser arbl trarlamente _ pequel\o se sigue el 

resultado. D 

Observese que la unión nwaerable'de conjuritos'de'aedlda cero 

es de aedlda cero. · ·-:' / · ' -

Como ejeaplo construlaos el ~~ri]iuit~ d~':'. ~to; 'que es un 

conjunto no nuaerable de •edida'cei:o;\:, :('- >: _ : ~ , 
Considereaos el conjunto .. ,p1'.·_;..'<<x;y¡/_osx'."l, _osyst} 
dividamos Ixl en nuP.ve cuadr...Os_ de-;;igualiárea, y toaeaos 

solo los cuatro cuadrados )-~er'rac:Í~s ¡;;~ <i~{ i esquinas. 

Llamémosle a la unió,n_ -~~- é~º~J'?1}, §~ra repitamos la 

operación en los cua,tr~-·- cu~~r~~~s/:.!ª}ic1 ;c obteneaos 16 

cuadrados y llaaeaósle. _ _-a-:<; su·':. un ion e: C -;· Continuamos la 
. . . ·-"·: . '·•' ... ,.,. 2 

operación sucesivaaente' obteniendo. c -;·:-- c ---•.•. ' . Se define el 

conjunto de Cantor~en~;;2 ";!~0~~\(~=:~~C: : 

ya que ___ los conjuntos_·-c ·,son;:cerrados se sigue que c2 es 
, , - ;_-;," :_-_--_- ll •: ,.L·: 211 ."_;-., .·_-· ·,, 

ce:~a2do. ~os c.; c°.n6,ls~.".n}:de. 2 cuad;ados cerrados de área 
(3 J • C contiene los vértices-de todos estos cuadrados. 

Cualquier_ plinto. de .C2 perteneci>_a un cuadrado-_en C
11 

para 



cada - y es por lo tanto un punto li•lte de los vértices de 

los cuadrados. Esto prueba que, C~. es perfecto. Flnal•ente, 

ya que c2 esta cubierto por· los· .cuadrados de cualquler c_. 
lc21. s (22

3--)
2 

para todá -· P~~ tanto !c21. = O. 
•,;-·:o. 

Teor- t.3. SJ E e fl.2 , ;,¡;toric~s: dado c>O, exJste un 
11/'-·. ·'. '·' 

conjunto abJerto G tal qu" 'E.e ~ Y··· IGl.s IEI. + e, 
Por tanto IEle = inf IGI : :\ Dóiadl?'el irl/'Jao es toaado sobre 
todos los conjuntas ablt;;tos /(;<<·q.~;, contJnen a E. · 

DDIOSTRACIOll, Dado c>O;° ,;,llJa~o'~ . -~ectángulos 1- tal que 
• • ':_-~·/; ~:_,:~·:.;:·if~-:~:\;>; • 

E c-~1 1- y -~1 A(I-) .~}IEl~+·.~/2 Sea 1- un rectángulo 

que contiene a 1- en··· su· interior de tal •anera que 

A(I:) s A(I-) + c12-•1
• Sl G = Ü u;Jº, entonces G es 

&=l 

abierto y contiene a E. Además, 

• • m ao 
IGl.s r A(IK)s r A(l-J+r c/2-·

1
s1EI.+ 1/Zc + 1/Zc =IEl.+c. D 

ll=l 11=1 11=1 

CONJUNTOS l.EBESGUE KOIBLES 

Un subconjunto E de 

simple•ente •edible, 

G tal que E e G y 

fl.2 se dice que es Lebesgue medible, o 
:,·., 

si dado c>O, existe un' conjunto abierto 

IG - El
0
s .c. , 

Si E es •edible, su •edida exterior: es llamada medida de 

Lebesgue o si•plemente su llÍ;dld~ y ~s cl;r;otada 1E1; es decir 

. IEI "'JE:I •• pa~~ E"medible 

Cualquier conjunto. 'abierto es •edible, esto es inmediato de 
la definición.•>• . . 

Cualquier• conjunta de •edida .cero es medible; SupC:ngase que 

IEle".' .. º• entonces dado c>O, por el teorema 1.3 existe un 

conjunto.abierto G conteniendo a E tal que IGI < !Ele+ c. 

Por tanto 

IG - Ele s IGI < c. 



Para eje•plo de conjunto no lledlble ver Wheeden (10) p ... 46 . 

• 
E U Ell de conjuntos; 

medJbJe:s; e:s; aedJbJe y 

DE311DSTRACIOll. Sea c>O, para cada ll•l,2,... . Elljuoa un 

conjunto ablerto Gil tal que E"' e Gil y jGll - Elll• s c/2~ 
• 

Entonces G = U Gil es ablerto y E e G. Mas aWi, ya que 
ll~t • 

G - E e U (Gll-Ell), tene•os 
ll•l • • 

IG - Ejes 1 U,(Gll- Ellll~ sr IG"' - Elll.< c. 
ll=t·,' ·. ·. . . ll=l 

Esto prueba que E es •edible> La; desigualdad es consecuencia 

del teorema 1. 2. 

Corolario l. 5, Un rectángulo •::1 x~ ~dib,le y 1I1 

D 

'A(I), 

DEllOSTR.mo•. I es la unión de: su{interior~fy SU frbnt~ra;' ya 

que estos son •edibles entonces del' teoreu'' 1;·4. se 'sigue que 

es medible y del teorema LL 'que •,ACI) ;,;,'ÜI. D 

Teor ... 1.6. cualquier conjunto cerrado e:s; 81!dibJe. 

Para probar este teore•a necesi taaos de los· ··siguientes 

lemas: 

2 ' 
L- l. 7. cualquier conjunto abierto en 11 puede _:s;er e:s;crlfo 

.. . . 
co11a una unión llUW!rabJe de cuadradÓ:s; cerrados; que ·no :s;e 

Jnter:s;ectan en :s;us Jnteriore:s;. 

DEllOSTRACIDll. Se define K
0 

co•o el.· conjunto de cuadrados en 

112 determinados por los puntos- co~'., ~o~~c:lenadas enteras. 

Bisectando los lados de cadá\'du¡;dracÍo. en , KÓ, oliteneaos 

cuatro subcuadrados cuyos· Íado~ l:i:erie~ lorigttud · ~ 1/2;: esta 

nueva colección de • sub~uad~~;;o~ . l~: Üamaiios (; • Si 

continuamos bisectando;+obterie~6s cbl~¿ci~~e~-\~~· ~uadrados 
KJ cuyos lados tienen ·1ongltud' .~/2l J=2, 3, •.• • • Ahora,_ 



sea G cualquier abierto en R2• S0 la coleccl6n de todos 

los cuadrados en K
0 

que est~ contenidos en G. Sea s
1 

los cuadrados en K
1 

que estan contenidos en G pero que no 

son subcuadrados de algún cuadrado de S
0

• En general, para 

J ~ l. Sea SJ la coleccl6n de cuadrados en KJ contenidos 

en G pero que no son subcuadrados de ningún cuadrado en 

S
0

, ••• ,s,_
1

• Si S denota la colecci6n total de cuadrados 

de tocios los S J, entonces S es un conjunto numerable de 

cuadrados. Adeaás, ya que G es abierto y los dlúietros de 

los cuadrados de KJ tienden a cero cuando 
Infinito, se tiene que G • U Q. 

tiende a 

D 

L- l.8. 51 {Ik)==• 

tales que I~ íl I~ = e 

QES 

es una colecc16n flnlta de rectangulos 

• si l"J,· entonces U I es •edible y 
• • k=I k 

1u 1k1 ,. r Pkl· 
11:=1 111:=1 

• 
~c1om.Por el teoreu t. 4 U Ik es •edlble ya que cada 

k=I 
• • 

ea •edible y ade•is 1 U Ikl :s E l lkl. 
k=I k~I 

Ahora, sup6ngase 

• que 

c>O, sea 

tal que 

es una cubierta cerrada de u rk. 
k=I 

un rectángulo cuyo interior conten¡a a 

Entonces 

es co•pacto reno•brando los indices se tiene 

• • • U I e U E
1

• 
lll=l 11: l=I 

Dado 

• • Procediendo co•o en el teore•a l.l. r A(Ik) s E A(E
0

) 

K=I l=I k 

7 



(ya que los Ik no se traslapan), por lo tanto, 

• 11 • 
E A(Ik) s E A(Ekl s (t+c)o-(CJ. 

11=1 11=1 

Ya que e puede ser arbitrariaaente pequefto, se sigue que 

• • r A(lk) s IU Ikl· a 
11=1 ll•I 

DeCir.ición. Se define la distancia entre dos cunjuntos E
1 

y 

E2 COllO d(E,,E2) = inf { lx,-x21 : x, E E,. x2 E E2}. 

L~ 1.9. Si d(E
1
,E2) >O entonces IE

1
U E21.= IE

1
f 0 + IE21.· 

DIXISTllACJOll. Por el teorema 2.1 IE
1
U E2l0 

s IE
1
1. + IE

2
f_. 

Ahora, sea c>O y elija.os intervalos {Ik>:Rl tal que 
• • 

E, u E2 e u Ik y r Pkl s IE,U E2f. + e • Pode11os suponer 
11=1 11:=1 

que el diámetro de cada Ik es 11enor que d(E
1
,E

2
J. (De otro 

llOdo, dlvidlllOs cada Ik en un numero finito de subintervalos 

con esa propiedad). Por tanto {I > se separa en dos 
1 2 k 

subcubiertas {Ik} y {lk}, la pri•era cubre E
1 

y la 

segunda E2. Claramente, 

IE11. • IE2I. s r P!I • r 11:1 = r Pkl s IE,u E2 1. • c. 

Por lo tanto, a 

Obs6rvese que si E
1 

y E
2 

son co11pactos y disjuntos entonces 

d(E1 ,E2J >O y por tanto fE
1 

U E21. = IE
1
1. + IE

2
1_. 

DD1DSTRAc1011 DEL TEORDIA 1.6. '.Supóngase que F es co11pacto. 

Dado c>O, ellJa•os . lllL·,abierto · G . tal que · F. e G y 

IGI :s IFI. + e, . ya .que~ G :. F' ·.es abierto entonces existen 
cuadrados que no 'se:.:·t~Bn.slápar(-·· 1:·, 11:=1.2, ••• , tal que 

m ' .. ·.· ;_ .. , 
11 

•· ·m 

G - F =U I. Por lo'tanto IG- Fl~:s E IIkl, por lo.que 
k=l k k=I 

8 



es suficiente de11<>strar que . .. 
Tene11<>s G = F U CU l.,l :> F U ( U r.,) para cada entero 

k=l .... =1. • 

Por tanto IGI ~.· IF U CU 1.,> l.= IFI.+ 
k=l 

positivo N. 

por el leaa 1,8, F son disjuntos y compactos, 

• • 
ahora. coao 1U1.,J

0
=E11.,P por el lema 1.7, obtenemos 

k=l k=l . • • E II 1 s IGI - IFI <e para cada N,: por lo que E 11.,I se 
11=1 ll • ">>-~/-( >:;·:; < >~ k=l . 
coao esperabaaos, Esto prueba.'el'resultado en el caso donde 

Fes coapacto. Para coaple~r;ta~iill.'.~ruetia, ,sea F cualquier 
;.,>- ·, -~'.-

a 

DeliniclÓn. Una colección E de ~ubco~j~1tos de X es llaaada 

una v-algebra sl satisface la~ siguie~tes. ~~~~iciones: 
1) X E E· 
!) Eº E E si E E E· 

• 
11) U E., e E si E., E ¿, · 1<=1,2, ... 

k=l 

Observese que COllO (O E.,Jºz LJ E: se tiene .n E., e E si 

E., E E. 1<=1,2, ... 

Teor ... l.10, La colección de subconjuntos ·d~· ~2 aedlbles es 

una v-algebra. . ., .:, 

DDESTRAc1011. La uni6n nuaerable . de_: éorijuntos" ia°;;dibles es .. -

aedible (teoreaa 1. 4). Por lo. q\Je b~st~; d~~~str;,_r que; el 

coapleaento de un conjunto aedÍbl~-:. es.'' medible •. ' Sea E 

aedible, para cada entero positivo_ 1t ,_·elÍJam~s ~:abierto a., 



• 
tal que E e Gil y f Gil - Ej

8 
< 1/k, Sea H •U G0

, 

11=1 ll 
entonces 

H es aedible puesto que es unión de cerrados, adeús 

He Ec. Escribiaos ~=HU 2 donde 2 = Ec- H. Entonces 

Z e Eº - G:= Gil- E, y por lo. tanto : fzf. < 1/k para todo k, 

entonces fzl.= o y en parttéular· 2 es aedible. Por lo 

tanto Eº es aedible ya qÚ .... e;''Üt;t.ón de dos aedibles. D 

i.- 1.11. 
::~(:·~····· 

Un cetnjunto· E >;en ·\11.: es aedlble sl y setlo sJ, 

dado c>O, exJste un conjunt:~:~e~~a~o F. e E tal que 

:'.~E',:~·~C<·~i;' ·. 
DDKISTIIACiom. E es aedible·si\y;sólo'.si Eº, .. es.aedible, 

;[:f :}~;~~~x~~:~~~~1~~!~2~fi~ 
Teo.._ z. 9. Sl es una coJeccl6n n.mer.abJe de 

• • 
conjuntos ..,dlbJes dlsjuntos entonces jU E

11
1 •E IE

11
1· 

ll=I ll=l 
OISDl'tACI09, A esta propiedad se le 11...a propiedad de 

aditlvidad nimerable y se dice que la ...ctida es cr-a:Utlva. 

-'TRACIO•. Prlaero sup6ng<1se que cada Ell es acotado. Dado 

c>O y l•t,2, .. ., useaos el leaa anterior para. eh•slr un 

cerrado File Ell con fEll-Flll < c/21l. Entonces IE
11
j s jFlll+c/21l 

por el teoreaa 1.4. Ya que los Ell son acotados y disjuntos, 

son coapactos y disjuntos. Por lo tanto, por el 

• • 
IU Flll = E IFlll para cada •· El hecho que 
11=1 11=1 

11 • 

!aplica E IF111 s IU Ellj; 
11=1 ~ ll=l 

Por .lo tanto 
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• • 
por lo que IU Ekl ;!: I: IEkl• Ya que la otra desigualdad 

k=l ' k=t ' 
es sieapre·cierta el teoreaa se~slgue en este caso, Para el 

caso general, sea: · I j'; , J~i; 2,· •. ~, ,
2 

una sucesión anidada de 

rectán&Ulos ',ce~rad,os ~~ · ~u~ra ;, 11 , y deflnaaos s1 = 11 y 

St I J-I J~t p~r~'.;1,~~:; \E,'1t.~.~~~~}º~. conjuntos Ek,t EJl SJ, 
k.J=t,2, ... " son~ acotados,:: disjuntos~· Y. aedibles. Ahora 

8-,~1~.k.~:TY'. ,·,·.k~lEk.~k~t;( J~l Ek,J), 

Por lo tanto usa.Íldo el priaer caso•tene•os 

1 ü Ekl =1 ü ( ü Ek J) 1 = 1 u Ek JI = I: IEk JI= E(;: IEk JI) 
11:=1 11:=1 J=l t 11:, J • -· J -.· ll:=lJ=:t • 

• 
• I: IEkl· 
k=I 

D 

F'lMCIONES LEBESGUE t.E>IBLES 

Sea f: E e 112--+ R se dice que f es Lebesgue medible en E, 

o si•ple•ente aedible, si para cada a:, flni to, el conjunto 

{x E E I f(x) > a) es un subconjunto· •écHble en 112
• 

Sl E • 112 y f es continua en R2
, ent~.;é:~s {x E 112/ f(x) > a> 

es sieapre abierto, por lo que toda funcion continua de 

112 en 11 es aedlble. 

Teorema l.12. Sea f:E e 112--+ 11. Entonces fes lledlble sJ. 

y solo sJ cualquJera de las condJcJones se c1UJple para toda 

.. real • 

1) {x E 112
/ f(x) ;!: a) es ...,dlble. 

11) {x E 112
/ f(x) < a) es ...,dlble, 

lli) {x E 112
/ f(x) s a) es medible. 

DEllOSTRACION, Ya que {X•E El f(X)ó!:a) = íl {X E E/ f(xJ»~-k-1 ) 
la •edibllidad de f 6mpl1ca ( i). Ya que {x E El, f(x)<a) es 

el co•plemento de {x E El f(x)ó!:a} se sigue que:.Cl) implica 

(11). Ya que {X E ¡::lf(x)sa) = íl {X E Elf(x)<~+k-I), se ve 
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que (11) h1pllca (Ul).Final11ente, ya que {x E El f(x)>a} 

es el co1111le..,nto de {x E El f'(x)sa}, se siaue que r es 

lledible si (111) lo es. 

TeoNlllll 1.12. Si r es aedible, lfl es aedible. 

DEllOSTRACIOll, 

{x / ¡rcx>I < a) = {x / f(x) < al U (x / f(xl > -a) a 

Teor- 1.13. Si (fk(>c))==l es una sucesión de funciones 

11edibles. entonces supkf'k(x) y lnf'kfk(x) son .,,,dibles. 

mmsTRACIDll. Ya que inflk(x)= ·:·-supk(-fk(x)) es 

suficiente probar el r·esultado para suplk· Pero esto se 

•iaue f'acil11ente del hecho que 

• 
{x / supkfk(x) > a) =U {x / r Cxl > a). 

k=1 k 
a 

Coao caso especial del teoresa 

r 1, ••• ,f'. son medibles, entonces 

lo son. En particular, si r es 

r• • ux ff,O) y r~ = -•in <r,o). 

anterior, ve110s que si 

113Xkfk Cxl y · •lnkrk Cxl 

lledible, entonces lo son 

Si {ak}==l es una sucesión de puntos de R, sea 

bJ = sup kl!:J ak y c1 = inf' kl!:J ak, J=1,2,. ... 

Entonces -• s cJ s bJ s +•, ·y (bJ) y (cJ) son 110nótona 

creciente y decreciente respectivamente, Se define 

li• sup a y li• inf' a _coao 
lk. 111 11. 11 

11• sup ak = .11• bf 7' 11• '{sup . a ) 
k • . J .. . • . J • ~- kl!:J k 

11~ :ne _ª_k =_~·.•_1JÍ~ c_J_''".7 .. _ uii fi~/ ~ ) 
• - - J .. •.• kl!:j ,k 

•.. · :-·'·, .,·,> ·,_'1 ··, .:· ·. 

Adeús la sucesión {ak}k,;,1 cc:mverge a un punto x en R si y 

solo si lla sup ak = lla inf a~:= X;. Ver. Wheeden [10) pag. 4. 
11 ca k m 
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Teor- 1.14. SJ U",CxJ>,Efj es un,a SIJ~e~Jon de fünclones, 

aedlbles 11• sup, • f,Cxl y :ll•: inf~, .:f~Cx.> :· son 11Jedlbles. 

1E11STRAc1a.. Va que l~~.~~~ g,7:~,.·~?"t/6~ .~/•(x)} Y 

11• i~f,C~l;"' sup Onf f,Cx)). 
•·•·• .. ::,,·;' ·•: .,,: . kl!:J 

El teoreaa se sigue del teorema· anterior; o 

Corolario t. IS. El li111lte de una 'suceslon convergente de 

funciones 111edlbles es medible, 

FlH:IONES SIM'LES 

Deflnlclón. Sea s una función real definida en R2
• Si el 

rango de s es finito, deciaos que s es una función simple 

Sea E e R2, y pongaaos si X E E 

si X ff E 

se le llaaa la función caracteristica·de''E. 

Supongaaos que el rango de . s consta de' l'o~' n<iaeros 

c
1

, .. .,en, c
1
" c

2 
si l"J·. St!a ,E

1 
= {lCl's(X)'.",c

1
}•1=1, ... ,n 

Fntonces s z1~1 c 1 ~,L'fai~~~~t'~~~·~f~~iin ~Íaple ~s 
una coabinación Uneal finita de· funciones caracleristlcas. 

Es evidente que s ~s .•. ~éd,tbÍ~t si y solo si 

son aedibles;,;:: · · '; ,E 
n ' :?> >' ~:~:::.:· . ·:_. \. . ' 

Teor- 1.16. Sea ¡.;u(e:~2~~~. 
i)f puede ser escrita'" cono ··el. lh1lte de 

u,cx»,Efj de func1°":n_ .. s,;,1;;,1¡,s, .···• .. 

los conjuntos 

ll)SJ f(xl io o V ~; ! ú súcf;s16n de (i) 

creclente, esto es, t~l ~~\;)f C~l :S f : Cx) 
, ·.. ., . ,.; . k .· k+I 

se puede elegir 

V k, V x; 

iil) Si la función:· f. es.·medible,: entonces 

y (11) pueden ser elegidas medibles. 
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-c11111. Supo"8aaos f 11: O, para cada •• P.1,2, ... , 

subdividireaos los valores de f los cuales caen en [O,•) 

con una partición de [O,•) en int~rvalos ÚJ-1)2-•,J2·•1, 

J=l, 2, ••• ,•2•. Sea 

o-u.-2• •• IJ-1~/2~.·~ i<)(l s Jj~•. J=1; .... u•. 
fk(x) = { k al f(X) l;Ír~ .. •.: · ..••.•.. , 

Cada f• es una f~ciÓn sÚ1ple ~e;{fr~~ en todo el doainio 
'"" ::t:"· ;_~·::,., ' 

:cr:~n:nd:uela :~::~:l::f ·l~~L·,:. x~ f~::o s s:/2:ued:e v;: 

fo~aa c2J-2l/l·•1 s f(x) is ~j;~·.+,~. < . 

Adellás f.-. f ya que ~s f '-:~.s~~k para k suflcienteaente 

grande. 

Para probar il aplicuos u)· ,¡',~C::áCla\tfua de las funciones no 

negativas f+ y f" obteniendocs~c~~l~~és crecientes {f; > 
~ . ',-,,}·:• , '~.- :·- : "'/ __ -,.'. ':' .-:-__ : ',· .. 

y cr;> de funciones siaples tál ·que·:··~;~ f,. f;- f-. 

Entonces (f' - f") - (f+ - f~) =··f.··.~·: '' 
k k . e ••·•• ·."> •,,,, .. ,.. . 

Por liltiao, para f(x)l11: O teneaos f• ... :(J-1)/2 ,.~ + k ~· 
• • ',' •.• ' '' ' ' J 

donde Et{x E U/IJ-ll/2 s f(x) s J/2 > y E={X E U/f(~)~ •>. 
Estos conjuntos son aedibles sl f lo es;· po1> lo. que f• es 

aedible. D 

Se observa que si f es acotada, las funciones siaples 

convergen uniforaeaente. 

INTEGRACION 

Supo"8amos que 

S(X) = L C
1
:tt; (X) 

l=I 1 

es medible, y E e A2 es medible. Se define 



n 
IE(s) = I: c 11E n E 1 f 

l•l 
Si f es aedlble y no negativa, se define 

J f dA = sup I (s). 
E . E 

donde el supreao es toaado sobre·todas las funciones siaples 

s tales que O s s s f. 

A J f dA se le llaaa la integral de Lebesgue de f sobre el 
E 

conjunto E. 

Observese que JEs dA = IE(s) 

no negativa. 

para toda función simple s 

Sea f acdible y consideremos las dos integrales 

J f• dA J f- dA. 
E E 

Si al aenos una es finita, se define 

f f dA = J f+ dA - f f- dA. 
E E E 

Sl ubas son finitas se dice que f . I!ª integrable· en E en 

el sentido de Lebesgue y se denota f:E 1.; 

Teo..- 1.17. Sea E un cónJunt~ aedl61:e~'·t12 , 
1) Sl f es a?dlble y. ('acotada ···en E,. · y sl 

entonces f E l. en E. 'i, ·: '.'' 

UJ 5' •• ''"' • :l'!~11~1~3:~i;; l!I '.~ 
111) Sl f, g E l. en:· ·E,··.·· Ty sl" '·f(x) ·.s .. g(x) 

t~;~·~m·"~ 

IEI < •• 

es 

VxEE 

iv) Sl f E l. en É:i' • éntónces éf É t. · en E pan toda 

constante c, y 

v) Sl IEI =O, y 

Jcf dA.; cf f dA. 
E EJ . 

· f medible · f dA = o. 
E 

vl)Sl f E l. en E, A inedlble y ·A e E, entonces 

f E l. en A. 
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La deaostraclón de 6stas afirmaciones es consecuencia 

inaediata de la definición; 

Teor- l.18. 

i) Supongaeos que f es 11edible y no negativa en 112
• Para 

E lll!dlble defJnaJaJs 

fCEl = I f dA 
E 

entonces, • es oT-adJtJva. en la 11'-algebra. de conjuntos 

•dlbles de 112
• 

11) l.a •lsu conclusión se C1U1ple para f E ¡; en 112 
• 

• 
E =U Ell, donde 

ll=I 
Hay que probar que si 

l*J, y los conjuntos son aedibles C1r=1,2, ••• ) 
• 

entonces •CEJ = tfCE .. ), considera80s tres casos: 
ll=I 

t) Si f = ~ 

•CE> = J :r. dA = ten El = 1s n cÜ E,.>I - 1Ü ce n E .. >I 
E ll=l ll=l 

= r 'ª n E .. t = r I :r. dA = r fCE .. ). 
ll=I ll=I Ell ll=I 

n 
2)Si f • t c1r:r. función siaple. 

llml k 

Se tiene 

•CE) • Ir c .. ~ dA = r c fB.jl Et. 
E Ir Ir 

Procediendo coao en tl esto es t •CE .. ). 

J)Si f es una función cualquiera, se tiene que para cada 

función siaple aedible s tal que O s sCxl s fCxJ. 

• • I s dA = r ¡ s dA s r •cE .. >. 
E ll=l El k=l 

Por lo tanto, • 
•CEJ s t •CE1rl 

ll=I 
+m para cualquier Ir el resultado es 
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trivial ya que f(E) " tCE
11

J .. 
Supongaaos que f(E

11
) < .._. 'I 11. Dado c>O, .podemos elegir 

una función simple s: E ~ R: .tal que os s(x) :sr(x) y que 

J s dA "J f dA -.·e y J:'s dA.ll::·Jr dA - c. 
c

1 
c1 . c;i .. .. E2 

Por lo tanto, 

2:: tCE
1

) +'.tCE~l .:'2~; 
de •odo que tcE1U E2 J 2:: t<É,i~.:-cE~>< 
Se deduce que V 11, ' · 

tCE1U EP ... u E11 > = t<E,Ú<~c.E~> +~'. .. + ~CE11 > 
. entorícés f(E) .,= I: f(E

11
), a 

... : .. :): ':•. " . ll=l 

co•o 

Corol.,.io t.19. SJ E es aedlble,: · B :e E y jE - Bj = O, 

entonces J f dA = J f dA. . 
E 1 

-CIOll. E = B U (E - B), 

f(E) = f(B) + f(E - B) 
ya que IE - BI ,. o. 

entonce~ 

tCBJ ~1 r.dA" tCBl 
E-1 
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CAPITULO 

DOS 

HOMOLOGIA SINGULAR 

Un espacio afin de d111enslón n sobre R es 1111 conjunto E en 

el cual el grupo aditivo rf act~a libre y transltlv&11ente. 

De este llOdo para cada par de puntos P, Q en E hay un oolco 

vector v en R" de Q a P. 

Sea S = {P
0

, •• ,P .. } un subconjunto finito de R". Entcnces 

w(P
0

, ••• P .. l o w(S) (118118do hlperplano generado por SJ es el 

conjunto de los puntos P de R" que pueden escribirse co•o 
.. 

donde r ~I = 1 y cada ~. 
l=O 

es un número real. 

Decimos que P
0

, .•• ,P" son Independientes si 

P1- P
0
,, •• ,P .. - P

0 
son linealmente independientes. 

Ahora, si P
0

, ••• ,P .. son Independientes, 

un espacio afln de dlllensión n, el cual es llamado espacio 
• 

generado por P
0

, ••• ,P,.. Cada punto S ,. I a P1 en este 
l=O 

1 

espacio tlene un ~leo conjunto de coordenadas (a
0

, •.. ,a.> 

11 ... das cooordenadas barlcentricas relativas a P
0

, ••• ,P,.. 

Estas coordenadas son arbitrarlas excepto por la ecuación .. 
I • .. i. 

l=O I 

Dados puntos Independientes P
0

, ••• ,P,., el conjunto s. que o 

consta de los elementos de •(P
0

, ••• ,P,.) cuyas coordenadas 

baricéntrlcas son no negativas for•an el n-41..,..tonal 

at..,leJo geométrico generado por P
0

, ••• ,P,.. 

Pt"opoatción 2.1. s,. es el amor conjunto convexo que 

contiene a {P
0

, ••• , P.}. 
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DEll!STRACIOll. Realizareaos la prueba en dos pasos: 

a) Sn es convexo, Sean P, Q E Sn' 

n 

con o s l ~ ·n~ 

<'.;:_-·.··.: 
I ª• = 1, 

. . 1~0 .. 

Q"}; b
1
P

1 

'ª' calculando 

con b•"º· osasn; _I:b{=l, 
' ·'g': 
'.· '.- ,•, .,'" 

_ '· · -(·:· n -~:-:;·- ~-: ·>: .-~ ._. n; " · · 
tP + (1 - t)Q =·:t}; a P-:'.+ (1 - tlE b P

1 
= 

n , :.:·.;_e::,\j{.~,~~~)~~~<~:-~·.,<..>;:: l•O, l 

}; (ta
1 

+ (1 - , tl,b~)P; ; ~O.ll:·.·1: (ta1 <f< .. t)b) 
l=O ·"·,~ _;. l=O : ',. :·· l 

.. 1. 

Por tanto, tP + ( 1> - _t )Q 'ci .s~ . si :: _o :s _ t :s 1, _ esto auestra 

que Sn es convexo~ ::;:_!;: -···.· 

Observeaos que (P
0

, ••• :;P~)_s;_,,sn.-,_ 

b) s s; e, para todo e convexo i¡U;> c:~ntenga _á {P
0

, .. ., Pn). 
Usan~o inducción sobre ~- - - ,_::·-

Si n = O, entonces S
0 

= (P/s: c,C __ 
51 n = 1, entonces s

1 
= (tP~ +··-(1· - t)_P

1
: O s t s 1) E f:, 

ya que e es convexo. >--· -<· - '•': 
Suponiendo que la hipótesis val~~~~~~ k: 

n - '·. -;~. 

Sl n "k + 1, sea }; at
1 

E Sn<)'entonces si an" 1, 
l:al - .•. -': 

k a --
.!: n-=i-r P

1 
_E C. y 

l=O . n ··-

E C • 

Por tanto, 

(l - ªn) r: (1.:!;) 
.. :; t=o- .. _ .. , n. 

0e aqu1 se tiene -qúe s"C. ~ 
k•l 

a 
; .;·•" ';-,_::::_:! 

Una función, r.~-á~ :Jni'~sp!~i~ afin E. a otro E' se llamará 
transror.-á~l6n·.;if1r{='~i ~;.'°_ - ·:-.~.-!:; --~~:-· :·.:, .- -

ftlP + (1 .:: ti'iú . ..::if(pj /et~ t)f(Q) • V~. a E E y t E R . 
. - '. '• . ' . 

Si P
0

, ... ,Pn~ son -illdep~ndientes ,_Y E,; ft(P
0
,..,,Pn) la 

transformación ·afln: es_tá únicamente de_teminada por su efecto 
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en estos puntos, ya que 
• • 

f(}.; a
1
P

1
J = t a/(P

1
), 

1~1 l=l 
Para aostrar lo anterior apllqueaos inducc16n sobre n. Si 

a
0 

" 1, en otro caso es trivial, 
n ·. . . ·. n .:·<~a .. 

f(}.; a
1
P

1
) • f(a

0
P

0 
+ (1 -:-,a

0
) E ,rr=tJ,P1 )= 

1=0 . ._.,·.•. . · .. ·.·.·••···.· \"'·• }"'.'; .º 
a f(P

0
J +Ü -.a~Í iir u:!·> .f > 

o .•. ··.:~ •. ·•>':·";::<;'.:·.1=1: :....... :. 
y por hlp6tes1s ·de lnducci6n es .igual· a .. 

: : · .... <:~~;.j~:~\:,'~,~\~:aI\~ .. ~.':;'. ~·-:·<·:~-.. -; . , n ·: 

a
0
f(P0 ) + 0-:a0 J, E•'cl-~ ) f(P;) ~E a/(P1 ), 

:·,,·Jl=t-..~ O·' ·~,i.c.;':<: ·.:-.'ll"TO· 

Inversaaente, dados:~~f~~~1~'.~fp~t~s·,i'r<P~J.'.'.. ,f(P
8

) en 
ff'. as tos valores defimm ·:.funa .•,:.única·:.-. transforaaci6n · afin 

f:E - ff' <E= •CP
0

, .;,PnJJ; defintdá'.'¡,o~• 
.. n '..:;; ·-~~ -.. _:· .. :.::· n· :">:-·J.,:."~:,:··:\_:·', 

f!I: ªta! = I: ~;f<~1J. 
:l=Oi .... · • · -1=0: .. · :.:c. 

Ya que si P, Q .E E,_:·¡:~ /i'• 
:;.· n_.:.- :"_;;;·::;·,~<.·-~:"··<-· ., 
P=I:aP·;_Q,.}.;bP · .. 

-·~º-~·:-'.l< ~:),{;.{:}:~~·,.:.~---~-~,- ·. 
f(tP +(t - t)Q.= I: f(ta :+·(1 - tb )P z 

n ·.':_l_~g7f>~·y_~- _·.·•. l 

E ta/CP1J.• ro·-: tJf<P1J .. 
l=O l=O · ·· . 

n - .. 
+ (1 - t) t b/CP1) = t f(P) .+ (t - t)f(Q). 

t:nO - • 

TEORIA SINGULAR 

De aqui en adelante todas las funciones consideradas serán 

funciones continuas. 

Para cada n >: O, consldereaos los vecti:lres en Rn, 
-- . : . --~ -:·. - '.-.·... '' 

e
0
= (O, ... ,OJ, e

1
= (t,O, ... ;oJ;,_e2.= (0,1,0, .. .,0J, ... , 

en= _(O, .. .,·,O,t). o 
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An denota el n-diaensional siaplejo geoalltrico generado por 

e e e Esto es A
0 

es un punto·, A
1 

el ·intervalo o' 1' ·' •' n • 
unitario [0,1]; A2 es un triángulo (con su interior) que 

tiene -coao vértices e
0

, e
1

, e
2 

: A
3 

es un tetraedro etc. _ 

Dado un espacio topológico X, un n-siapleJo singular en X es 

una func16n 11' : A - X. 
n 

Si R es un anillo conautatlvo con unidad, se define S (X) 
n 

coao ·el R-~ódui.o libre generado por todos los n-slaplejos 

sin.rulares en· x. 
foraales 

Los eleaentos de S (X) son coabinacloues 
n 

r VIJ' 11' 

donde 11' corre a través de los ··n-:slaplejos y los coeficientes 

son eleaentos de R. Estas s\lllas son llaaadas n-cadenas 

singulares. 

Sl P0 ,. • .,Pn son puntos ~~ '.~:·~;. _<Pa''.('.·Pn) deríotarii la 
restricción a A ·-de:la-'única•t:ransfoniacl6n afin .R"- li" 
que envla e0 e:~0.;; ••• te~"~~:¡,::,·:-~-~áte_aodo .•.. <e

0 
••• en)· 

es la trasforaac16n: identidad• de··•;¡-A'; .• 

Dado n > O, paraº.~ '•t·~~!;-7~i~~~A:. 
es la transformacl6~ ~f,1~:(.e~'-;·~1 ••• ;~n)._do~de é

1
si¡¡n1flca 

"oaltir e,·: en ot~ast71t~~~:xl)J « 1, 

AnUoguente 

afin donde 

f: A - A n-2 n 

F_ (e ) "'{; J) 
n J --- e . ; _sl,.·: ., __ il: l. 

- J~l -

(e
0 
••• r.1 .. é, .. :e~l .-~~n~ta:'.1a transformación 

"o•itlmos e
1 

y eJ 11_~ es -~1~'Cir,, la' transforméi.c16n 
donde 

{e 
si k _< )• .k --

f(et) e . si :s k :s •-1, 
e~~· si k il: 1-1. k+2 
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Para un n-slaplejo singular arbitrarlo .,. en un espacio X se 

deCine la 1-ésl11a cara .,.o> de O' coao el (n-ll-slaplejo 

singular O"•F!. 

Coao ejeaplo toaa11os n z 2 y cr: 4
2
-. 4

2 
la identidad en 4

2 
La Contera de un n-siaplejo singular O' es la (n-1)-cadena 

singular ac ... 1 =E c-0 1.,.111 • 

Ahora extendeaos a a un hoaoaorctsao de aódulos 

Sn (X) --+ Sn-I (X) 

por linealidad; de este aodo BCE v.,.rl = I v.,. B(r). 

Para n = O, la Crontera de una O-cadena de deCine coau O, 

L- 2. 2. F!F!_1 = F!F!:: para J < l. 

DEll'.lSTllACIOI. F!F~_,= (eº .. ;41···~1':1'.··e/ = F!F!::. a 

Propoaicion 2.3. aa =O.: --;--

DEll'.lSTllAc1111. Es suCiciente;~Z~u'~car,que ,a(ac) ;,, o cuand~ c 

ea un n-slapleJo singul~r 0:;~-Us~dó ei : leii:a 2. 2. 
n . '·<_:,-_::·.::_:~a·::·:·-~ >-.. :~-n-l 

BCillr) "'E l-ll 1 a10.'~"> .;;'E C-:Í> 1
. I c.:.01c.,.•F1

J•F1 • 
l=O ,-., ,··,--t_iz=o--~ -J=O n n-t 

n ;, · ., · _; n-1 

.. r c-0 1•1.r.cF1Fl-ll + I 1-111•1• (F1F1 ), 
J<la1 . n n-t QalSJ n n-l 

C&llblando los indices al priaer aieabro de la suaa de tal 

Corn que 1•= l. l' = 1-1 obteneaos 

E (-1)1+l.,.•(F1F1-1) • E (-l)l'+l+l'r•CF1'FJ' ) a 

JCl=l n n-l l'<J'•t=t n n-1 

nEl (-l)J'+1•+1.,.•(F1¡,1• ). 
O=I 'SJ' n n-1 

Por lo que aabos aleabros de la su.a. se cancelan. a 

Una n-cadena singular c tal que B(c) = O _es llamada ciclo; 

si c = B(c') para alguna (n+t)-cad~na c', c es llamada 

Crontera. Dos n-cadenas las cuales· diCleren p_or una 
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frontera son llaaadas holl6logas y escribl•os c1"'c2. 

Por la proposición 2.3.; las fronteras for•an un sub•6dulo 

B (X) de el •6dulo Z (X) de ciclos; 
n n 

Z (X)IB (X) es llaaado el n-6si•o 
n n 

singular de X, denotado por Hn(X;R) 

el ll6dulo cociente 

•6dulo de ho•ologia 

o H (X) cuando la 
n 

referencia de R es sobreentendida. 

EJDFLO 1. X es un único punto x. H~y Wl (mico n-sl•plejo O'n 

park cada n (funcl6n constante en x). Tene•os 

a(o-n) .. { o-n~t n par Ílayor que cero 

o .. : : n i•par, 

Ya que es la función constante 

con valor x, para· toda .1.· Por lo tanto 

:Zn={={:· 
n 

Por lo ·que un·• O, para 

Íllentras 8
0 

= O, por lo 

V0'
0 

-+ V. 

n 

n 

toda 

que 

par •ayor 

i•par, 

n >o. 

Ho'" R, 

que cero 

Sln e•bargo Z• o s o 
el iso•orf is•o es 

Propo•lclon 2.4. Sea (Xk) la faallla de coaponentes conexas 

por trayectorias de X. Entonces hay un lso11110rfls11110 canonlco 

ffn(X) '".•k Hn(Xk) para todo n ~O. 

llDl>STllACIOll. Co•o t.n. , es., conexo por trayectorias un 

n-sl•plejo singular O'.,: envla ':· t.n en alguna co•ponente por 

trayectoria X • De este· ~;~o· .cada n-'cadena c se descompone 
k .· •'e'.·: 

en una suma c = ~ ck don~~, .'i:.;·, es una n-cadena singular en 

Xk. Por lo tanto se tlenl!'·'t>i: 'Isomorfismo canonico 

Sn(X) '"(llkSn(Xk)~para~todo n~o. 
Y ade•ás la frontera opera: componente a componente. D 
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Propoalclon 2.5. H
0

(X) es un R-aoduJo Jlbre con tantos 

•enerlldores c~ coaponentes por trayectora hay en X . 

.-isnL&CI ... Por la proposición 2. 4. Pode110s suponer que X 

es conexo. Eligiendo un punto base XO 

x. sea " X 
una 

Dada una O-cadena 

trayectoria de x
0 

a 

8(trX) = X - XO. 

c=I:vx 
X X 

en X. Para cada x en 

X, por Jo que 

Aflraaaos que c es una frontera si y sólo si Ja BUiia de sus 

coeficientes es cero: si E v. = O, entonces 

c = E vxx - et vx>x0 = acr vx"x>· 
X 

El reciproco es lllllediato. Ahora cada o-cadena es un cJ.clo. 

La función que envla c en la suaa de sus coeficientes es un 
<> 

ho9o9orflsao de S
0 

en R con Kernel 8
0

• De este llOdo, por el 

primer teoreaa de lso110rflsao H
0

(X) s R. o 

-'IACI .. 1. El a6dulo de hoaologia reducida n:cxl es 

obtenido def lnlendo un diferente operador frontera sobre 

o-cadenas 

Se puede verificar que a•a = O. n•cxl es el. cociente de el 

kernel de a• por laa fronteras.-de '
0

1.::"~adenas:·: Sl X es conexo 

por trayectorias, n•1x1 =":..-~. :-:.::at"entras · sl X tiene r 
o ..... ·-

coaponentes por trayectoria;··,_ r > : 1, ·;:.'j¡• (X) · es un R-a6dulo 

llbre sobre (r - 1) gen;~~d~-~~s, · l'o~ ·Jo .que es lla11ado 
,~·· .. º· 

hoaologla reducida. .,d 

deflnlaos · n•i'x)'. = H (X). Para n>O 
n ·· n 

ConsideraJ1os ahora propiedades funcloriales. Sea f: X 4 X' 

función. SI v es un n-siaplejo singular-en X, f•v es uno 

en X'. Obteneaos un hoaoaorfi"sao Sn(f):Sn(X) -1 Sn(X') por 
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Es claro que 

(1) S (Identidad) = Identidad, 
n 

(2) sn (gof) = sn <s>,•sn (f), 

L- 2.6. a Sn(f) ,~ Sn.:1 (,~)B;' 
lllXlSTRACIOll. Se sigue a parUr,de ,~e' (foirl•F1 = f•(O'•F1Í o 

"".: n ·. n 

~ 2.7. S (f):S (X) ~'<s' (~') ': emiJa < B (X) en B (X') y 
n n ··n · n n 

Zn(X) en Zn(X' l, ,',• , / , 

oE11DSTRAc1011. Sea c E Bn(X),' ~~to~~~s\e~i'st1{ c'E Sn+~(X) 
tal que B(c' J = c, ahorai s'(r)~'';/~ (f)Bc' .;,-'B(S, (f)c' ). 

:····,-:~n ,!}' ,__n ~ ,.'c":'.·-·'·-.-:_:,n+l 
Por lo que S (f)c E B (X'J>:Sea'z E:Z (XJ;:,> 

O= Sn_
1

(f)n8z = B(S:(f.;~L ~~~~~;t''~~~~~,1~1(fff t'zn(X' ), D 

Si z es un ciclo en X, ;z>s~' ~l~se '.fe h~mol~gta , obtenemos 
"o-'' 

; H (f);~'.(~') ~i'~H ix•),, un hoao•orfis•o, 

-.-·.· ,,, n--..",,, ;' ... n ::"<.';. :--,_~::n~:.-:.< .;>, _ 

con H (f)(z) = 9,(f)(zf.\'~El~'cuaF,esta bien definido por el 

~:;a H~~:::¡;~:á;ttf ~:~~§r~::f ro,:~~; :', , ',,,, 
(2) H (g•f) =,H (g)•H (f), , , ' 

n ·- .... ·. n ·.' _ n ·. 

- -, ' 

OllSERVACIOir' '2. 'u' es un functor de la'' c~teii~ria dé, espacios 
·. ·. ·.: ,: . ·· .. n . . - ~ - . . ---~ ,-· . ·-·~- . ···-

topológicos en la categoria de R-•6dulos,para cada.n z: ·º"'De 
este •Odo los •6dulos de homologiá ",, son invari'antes 

topológicos. 

CCJM>LEJO DE CADENAS 

Definicion. Un complejo de cadenas sobre R es una sucesión 

C = {Cn,Bn) de R-m6dulos libres y homomorfismos B:C-1C 
n n n-1 
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tal que 8 8 
n n-1 

O, 
11 a 
c~c~ e 

ntl n n-1 

Sl n<O, entonces Cn= O, Un eleaento de Cn llene dlaens16n n. 

El coaplejo singular de un espacio X es el ejeaplo donde 

C
8

• Sn(X) y an es la func16n frontera. 

Frecuenteaente abreviaaos {Sn(X)} por S(X). 

n.rtntclon. Una sucesión de hoaoaorflsaos {f } con 
n 

f :C -. C' n n n 
es una func16n de cadenas si 8' f = f 8 n n n-l n 

f 
e--.!!-.+ e• 
¡n f ¡n 
c~c· 
n-t ·, n-1 

Por eJeaplo, una función deespacios f:X .:...:.....v induce una 

función de cadenas S(f):S(X)~ S(Y)/ 

Coao en el caso topológico, ln~;~u~l~~~ Z (C), B (C), los 
de e def ltÍi•os :. ~'.~. ': > ~ -,,: n n sui.ódulos 

D.finlclon. 

definido por 

n Z (C) = ke~.:B .·.. n..:clclos 

s)c> = rlll a~:_;: ~;:f~órl'ti~~~. 
El n-éslmo 'a6dulo 0• d1!~. hÓaalogia '~de' e" esta 

·'· 

H cC:ii~ z cc)/s ce>. · · · · 
.n ::_ n ,. __ .. n ~:,· 

Por construcción , Hn (CJ~I~ és::, w;; R~l.6ctuio. z. E Zn(C) 

escriblaos z para ~t; ,','l~.~~;::~or~é~p;,'~~l~~tei~n: H (C)~ 
Una función de caderiás· ·r;c':::.i;'• e• :.énvia'clclos·anclclos 

y fronteras a fio¡;t~r~~. ;}';,~; 1~ ta'nto, induce Un hoaoaorflsao 
bien definido ·,",·-_. <··::: 

t.!· 

· H (fl:'H (C)-~ H'(C') 

·- " .. í1:,·r)Cz>.-.=:nz1~ 
r ... ,_n :."·º·>'·,·· : ·: n 

De este aodo H define·un•runctor.de.lá categorla.de complejo 

de· cadenas sobre·R y··:·íunclones·de cadena•a"la categoria de 
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R-a6dulos y hoaoaorfisaos. 

Deflnlcion. Una hoaotopla de cadenas . entre funciones de 

cadenas 

f = {fn:en ~e~> y 11 = ,<11n:en ~e~} 

es una sucesión D = <o n: en. 77 ~~:. 1 > ·, de hoaoaorflsaos tal 

que 

e•~ c·~c· 
n•l n n-t 

Escrlblaos f ~ 11 

a~no =fo - llol. 

(Si en= o· para n<O, la ecuación se lee 

Propoalclon 2.8. Funciones de cadena ho1JOtóplcas Inducen las 

als .. s funciones en hoa:>Jogla. 

-CIOll. Sea z E Hn (e) una clase con representante 

z E Z (e). Entonces 
n 

Cn (z) - lln (z) = 8~+1Dn (Z) + Dn-IOn (z) 

Por tanto 

H (f)(z) 
n 

INVARIANCIA HOMOTOPICA DE LA HOMOLOGIA. 

D 

"' --., .-. 

Un rasgo fundaaental: i de«;: los.: functores ·de h~olog1a es su 

lnvarlancia homotóplca;;. func,io~~s !léimot6plcas · inducen la 

alsma función en hoaologia' .. Esp~~ios<de < el alsmo tipo. de 

hoaotopta tlerien módulos, d.;_ homol~gl~ Í.s~~~rfns. · .•_ 

Teor- 2.9. Sl f,g ~'~V son fÚrK:Ionés homotoplcas, 

entonces S(f) y · S(g) son funciones de.cadena homotoplcas 

S(X) __) S(Y). 



Vease Greenberg (21 pag. 59. 

Teor- 2.10. Sl f,g :X--. Y son funciones hoa>t6plcas p¡ira 

cada n io O, los ho1D01DOrfisaos inducidos Hn (f) y Hn Ca> en 

los módulos de homologia son Iguales. 

IJIXISTRACI09. Si f, g : X ---> Y son funciones hoaotópicas, 

por el teoreaa anterior S(f) y S(g) son funciones de cadena 

hoaotópicas y por la proposición 2.8 inducen funciones 

i8Uales en ho•ologia. IJ 

Teor- 2. ll. Sl f: X --. Y e~·· una equ.lvall!ncla hoaot6pica, 

entonces para cada n !O º· 
H (f): H (X) ---> H (Y) 

n n, n 

l!S un lsoaorfisao. 

111XJS111ACJ09. Sea g: Y---> X .una· inversa hoaotópica a f. 

Entonces f•R'" ldy y g•f , .. ,·i.~. Por lo que 

Hn (f) oHn (g) '.= 1 '.;Y,;, Hn (g) oHn (f) = 1. 

Por lo tanto Hn (f) y H~ (,g)',:: son lsoaorflsaos inversos. 

Teor- 2.12. (Relació~ 'e~fr~ ~'; y H J. 
· .~:,L. 1 

Sea X un espacio topol6glco.coriexo por trayectorias entonces 

H
1 

(X, Z) es la abellanlzacl6n ·¿~ ' ir
1 

('X). 

Ver Greenberg (2] capitulo. 12: 

HOMOLOGIA RELATIVA 

Sea A un subespaclo de X~ Entonces pará cada ni.O, S (A) es 
, . , -· .·, .: n 

el suba6dulo de Sn(Y.)"!JU.e .cónsiste/de'las'cóabinaclones 

lineales de n-siaÍpleJo.s singular~ •' 6
0 
¿ X· • ¿uya .·' iaagen 

esta contenida en .. A. ' Podemos ·.·entonces . foraar ;_'el , a6dÚlo · · 

cociente, y ya que ;l o~.~r~dor front~~a en~ia Sn (A) en 

S (A), se. induce . un '.homomorfismo ·: a ·el cual· hace el 
n ... t . -. -.,' · 

siguiente diagraaa, ·conmutativo 

28 



---- S (X)IS (A) 
n l; 

---- Sa-t (X)/Sn-t (A) 

es decir, si c E s (X), se ,define if(c) • Be. Es inaediato 
n 

que a esta bien definido. 

·Claraaente 8 8 •O. Pode•os entonces considerar co•o antes, 

los 116dulos 
o 

(a) kernel (s (X)IS (AJ ___.!___. S 
1

(XJIS 
1

CA>) n n n- n-

(b) i• (s 
1 

(X)IS (A) B S (X)IS (A)) 
~ nU n n 

Ya que (b) es sub•ódulo de (a), pode•os tambl6n for•ar el 

ll6dulo cociente, el cual se denota Hn(X,A), (o Hn(X,A,R) sl 

queremos hacer explicito el anillo de coeficientes) y es 

llamado el n-6sl•o módulo de ho•ologia relativa de X •od A. 

Podemos obtener este •ódulo .'directa•ente si 

O E sn-t (X)ISn-t (A)¡ clara.en~~~~t~ siKnlflca que 

ti'? ~ S~::¡(A):, 
El conju.'lto de todos ''los"'':tales, c's ror•a un submódulo 

Zn(X,A) de Sn(X) cuyos''ei~~érit~~: son llamados n-clclos 

relativos en X-11od_:~,:--~:-~ ,.<- --.. ~:~,f-/ ~:} .. 
EJEllPl.O 2. Si tr e~:o:w:i~; ;t~~ye:tória er.: X; es un 1-clclo 

relativo mod A;,, s11Y'sóio si su~' J;Witós 'rina1es están en e1 

subespacio A:,., Más gener~Í:~eri~e;:'~ ~:.~im~leJo ,. singular es un 

;~c~;:~:e,1::itºA{i~=~,s;~j~f j1:~!}!it:z~:~i:::,1 en h:~o~orr tsao ·' 

cociente del :'módulo (a) ¡'.~~~~lb~.• u.::~ prei•agen de • (b), 

clarüente es el sub•óduio ée"!~,ÁLd~ <<ÍO '~é, consiste 

de cadenas' lt~aóJ'.o~;~, a, cadenas ~n' ',Sn(A)¡ Estas son 

llamadas n-fronteras 'relati.~~s ,en X ,~od A (escribimos c c' 
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llOd A al c-c' es una n-frontera relativa), 

S.- 2.13. lln(X,A) • Zn(X,A)IBn(X,A), 
mxlSTllACIDll. Se sigue del tercer teore11a de lso..,rnsao: 

Sean N' ' e H' e H R-aóduloa entonces 

(HIN'' )/(N' /M' ' l • H/H' a 

EJDa'LO 3, Sl A es vaclo, Sn(A) = O para toda n, por 

deflnlcl6n, aqui lln(X,el = lln(X). De P.ste llOdo cualquier 

dlscual6n de aódulos de hoaologia relativa Incluye a Jos de 

hoaolosla coao caeo especlal. 
Los abdulos de hoaologia relativa son functorlales en el par 

(X,A) donde A es un subtospaclo de X, es decir, dado otro par 

(X',A'), A' subespaclo de X' y una función 

f:(X,Al ---.. CX',A'), 

esto es, f:X---.. X' y f(A) e A', el hoaoraofisao inducido 

S (f):S (X) --J S (X') 
n n n 

envia Sn(A) en Sn(A' ), por tanto envia Zn(X,A) en Zn(X',A') 
y Bn(X,A) en Bn(X',A'), por lo que pasando al cociente 

induce el homomorfisao 
: 11'(f):H ex; A) ~ 11 (X' ,A'), 

. .,- n .... -' n·.:·.·,· · n 
Esta cuaple las propiedades functoriales 

. -··.···","'\"'.·.- " 'l. 
(1) 11 (Id) = Id, .. . 

ll: .' . . ,_:·:.··::·-':",. , ..... ::::: .:-
(2) lln(g•CJ;=H~(g)~lln(f); 

;:_. :'·.'·:· ---;.--~ 

EJEllPLO •· Tene..,;~"s1'.;¡,;~~iina·runi:!6n J: (X,eJ -t (X,Al la 
cual·· es·• J.a'i:rJJ~i.Ó~ }!~:;°:itídad •'·en X, 

hoao~orf¡~ao·i~d~cid~ . f 
Y por tanto el 

' '~.Jll(Jl,;,ll~C~J-,~ llnÍX,A). 

Por otro lado; .la run'ci6n ·1~~1u;16n':· l:A 
- ' - --."' ,' . - ,.'; -:~::'. 

-x induce· un 

hoaoaornsmo ·' 

Ya que Zn (A) 

~ (l):H(A)-tH(xJ; 
.·n n - - . . , n 

e en (X, AJ, el .h~'áoaíorf!sa~ coaposlci6n 
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Hn(J•ll:Hn(A) ---. Hn(X,A) 

es el hoaoaorflsao cero, 

A los hoaoaorflsaos ffn(J) y Hn(l) los denotareaos por 10 

y J
0 

respectlvaaente. 

Observeaos que los rect4r,.ulos en el dla1raaa 

H (A) 
1. _. 

"L 
H (A') --+ 

n 1' • 

J 
ff,(X) ~ H CX,A) 

"L'" " L 
H'cx;.,--+ Hn(X',A') 

n :,~:-:·~·" ' J ~ 
son COllaUtatlVO!l (las f!ech~~: V~rtlcaleE son hoaoaorflSiaOS 

lnducldos por una Cunclón rfix',:A) · ___. (X', A' ) ) , 
"";:.¡.;.·/'; 

-:.:-~t;:.·:_: 
Propo•lclon 2.H. Sl A .esJ'no, X ·· cone1ro por 

trayectorias entonces H (X,Af·~·()}<·c ..... 

=~~,:::;:~~i~~~V~,~~~;::: ... 
por lo que c es hoaólo1a, a una· o-cadena en:. A. o 

>~--·. -~--:' :· \:-~-~~'. ' ::<·_:,".::: .:-::··;_1,:· . 

A continuación se ~xh1b;;-·. un r·~-~~l t~do análo10 al teorema 

2. 10.. para hoaÍ~,l~~s:~ r~i~t{~~:· 
' . . - .- . -- ~- _;·:_: ... ·::·- . ,· -

Propoalclon 2.1s;/j¿d~or12 ihomtóplcas· de pares 

~~:~e ~~:~n~1·mj>~;:j~~~}: !~riéi'~ne;' Igual es. en hoa.Jlogt a. 

,- .·::_;..,;.' ¡--." 

LA · SUCESloN ~XA~TA ·_. l:IE·~ ~~001Á; ,.·:• 

La más 

relativa 

conexión 

lmport~nt~<P;~p~e~~d ·,dé ·los módulos de homologia 

IÍ·cx.'.ü es ·la _existencia de un homomorfismo de 
n 
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Hn(X,A) - Hn_1CA) 

con el cual obtene11as una sucesión infinita de ho11a111>rfis111>s 
i. J. 

~ Hn(A)---.. Hn(X)---.. Hn(X,A) ~ Hn·l(A) - ••• 

llaaada la sucesión de hOllOlogla de el par (X,A). 

Defini11as este holl090rf iBllO como sigue: Dado un n-ciclo 

relativo z en X llOd A representando una clase de homologia 

i en Hn(X,A), por definición, Bz es una (n-1)-cadena en A, 

pero ya que aa =O, az es en realidad un (n-1)-ciclo en 

A. Y pode111>s considerar su clase de hoaologla Bz en 

Hn-l(A). Esta clase depende sólo de z: Si z z' llOd A, 

en~onces z = z'+ w + Bz'', donde w es unan-cadena en A, 

z'' es una (n+l)-cadena en X; entonces Bz = Bz'+ Bw, es 

declr, az y az• son hoa6logos en A. Por lo tanto 

definilllls el ho11amorflsao de conexl6n, denotado por 8 co11a 

ai • az. 

Teor ... 2.16. La suceslon de hoaologla de (X,A) es eracta. 

D1X1S111Ac1m. Exactitud en Hn(X,A}: Sea z un n-ciclo en X, 

es decir, az = o. Entonces BJ.Cz) = Oz = O, por lo que 

la coaposlcl6n aJ. es cero. Sea z un n-clclo relativo tal 

que la iaagen Bz de z bajo el hoaoaorfisao de conexión es 

cero, esto significa que Bz 8w, donde w es una n-cadena en 

A. Por lo tanto, z - w es w1 ciclo. en ){_,:·Ad~.;¡~; ~Í~ clase 

de ho11alogla relativa de z .-. w: ·es': lá.: als~á
0

:que ·la'. de · z; 

De este aodo> j
0
CZ::-ii>., =z. Esto auest;¡i~~e·. l~\ i;~gen: de 

J 0 es igual al: k~i-ne1,'~e ~·a. . ... •· .. ' ' i; ' ' 

ExactHud ·.~n "n ~>.· .. s~~~.+ ~e J.i}~ o. Sea z ~ Ún n-ciclo 
en X tal que j 0 (z) .':'o., entonces'z•es unª frint~ra rel~tlva 
•od A,, es decir, ,~ ·=:·~~-~:"~ ·,z··:~",do~de:w ·~~:\m~.>~-c'~:d~·~·a en A 

y w' es w:ia ~~í-c.i~e~~·e~ X. Aho~~ ~ ~ 'a~ -~·aaWº = o, por 

lo tanto w ·es un n clClo ~n. A;·'ad~~á~ w y ~. ~~n. homologas en 

X, por tanto :·i~Cw) ·= z .. E~to mue~·tr~ que .la imagen de i. es 

lgual al. kernel'de· J
0
.' 
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Exactitud en H (A): Sea z un c1clo relat1vo aod A, entonces 
n 

az E Sn(A), por lo que _i 0 CBz) ·= Bz= o en Hn(X). Sea z un 

c1clo en A tal que i 0 ,Czl . "· O'.·. en~onces z = aw donde w es 

una n+1-cadena en x,', por_}o··<iue'.~ es un ciclo relativo aod 

A. Esto prueba que la• laagen·, de,. i
0

. e_s iglÍal al kernel de B. 
·-·. : ~;_ ~·:· .. '. _, -.. , .. 

)~·''i·' ?::;;·._:: ;-, 
EJEllPLO s. s1' A es ii_~ ciitc.; p~to -X ' , Hn (A) = O para toda 

n > o. De este aÍ~do'; "~"'ª ióda' ( n ~ º? 
o·'.·;:<~f c~¡·:¡~J~•:,. (;x.·x~>•j_ •••....•... · ,. :.o·.· · 

es exacta, lo cual, d1ce qu~ '8. ·:·~,s.;· un/ 1soaorf1smo; Para 

q • 1 el lado'de;e·chÓ debe ~t;r_re_'mplazado por H (x ) 111 R. 
- "" ' . . . o o 

Pero es claro i ~ª· .:a:z;/~;~~) ~ ~~Cíe~), es hoaoaorf1sao 

:::-2:8~~~~~~;~!,f {~~\;;i:·.';,~: ... 
n • 1, 'y 'J:,or t~i~;:.debido~a'.la exactitud de la sucesión de 
hoaolo•ia · ._-_ ·· :'~:-.,..,:·;·Y · ;, ' 

- i :' i\~: c~O ~n-1 >,.;8 H:_f es"~~¡ 
es un isoaorf1sao·para;toda'n • 2; 
Para n · = 1 ::_'~b·~~ri~;~;~i:f ~ :::·~~:.:·_·>,.;:,· · ·. " 

º-~ #1 (~;-s":¿\.l -~,~~es~~~> ~-~0 CE"> ~o 
Para n > ,1, . S .-es;; conexo:por_t_rayectorias y por tanto 

H,CE", s"-lk~E~: t:~~~:~n~.~:wr:1~:i:s!H0¡~~¡¡. 
;,~}?, .<.. --\·.: -,._ .. -

Propoaicion 2;17,' .. La ;u~~;lo;,'de:ho,;,¿,lÓ~la es_ functorial en 

:~et~:.· ~~to ~lLiflca: que la ; 

dcx;.ú·---=.. ex;;;.•¡ -
1nduce una sucesi6n 1nfinÍta de cu~dros conmutativos 
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... -+ H (A) ---t H.(X) __. ff·(X,A) ---t H 
1

(A) -+ ... 
"! . .!." . . .l.\ - .!."" 

... -+ Hn(A' l.--+ Hn(X')-+ Hn(X',A) ___:. Hn~1 (A') -+ ••• 

los ho•o110rf is•os verticales son· · iriducldos por r. Solo 

necesita.os checar que a 
Hn(!,A) ---t Hn·llA;) 

a '" . 
Hn (X', A') -+ Hn·I (A') 

es conmutativo; esto es irwediato de el hecho que las 

cadenas de ho•o•orfis•os S (f) conmutan con el operador 
n 

frontera. D 

Lema del cinco 2.18. Dado un diagraaa de R-llOdulos y 

ho..,..,rrisaos con todos los rectangulos co,...,tatlvos 

f f f f 
A ~A 2-+A -2-.A -!....+A 

11 .1,1 fJ.l.2 r.l.3 .s.1,• c!s 

e, ~e2 ~e3 ~e.~e 5 

tal que las flechas son exactas en 2, 3, 4 y Jos cuatro 

ho..,110rris100s 11, {J, .S, e son Iso90rf"Is110s, entonces r es un 

I sollOrrI srao. 

IJEll0511IACIOll • .S es mono: Si a e •A · -y r(a) ··.= O entonces 

ar3Cal = o. Ya que " e~ ~n,().-,,r:<~>;,;"(). Por'i~ ~x~ctHud 
en A3 a= f

2
(a'). Ent~nce~".g}l(a')= rf2 (~') =o: Por la 

exactitud en B , fJ(a') =;g ·o;¡; Y~ qu~ ci ~s -;,pi,:; 6 = ~(a;,). 
Entonces ~1 (cl(a'')) ·,;

1

fJC~;J''i{Jr'¡c~··í. ;;'' po~:i~ qile 

/Ha'-f Ca'' J =o. Ya que;fJ_es morÍo,''a' ,;; r Ca'•>'. :Erit.~~c~~ 
a=f2~1 (a'')=o., :·.\::;·,: ;- ·.·.·.·>·I·· .. ;·····.• 

7 es epi: Si b ~ B, 'g (b ) :..-.se~· ) por_;,.;,:,·., ~?i; entonces 
' .,3 ','' ·'· 3 •;3. '"" •. • . . ' " " ' 

c(f
4

(a•)) = g
4

(c5(at)l ~ o;;,ya 
1
que'c ~~ ll~~o 'r:(a~) ;,,·{).;Por 

la exactitud en 'A4 f 3(a3) =.a,. ::Entone~~ · ~3 C7(a3JJ = 

c5(f3(a3)) = g3 (b~). Por•lo t~nto' g3Cb3 7(a:1» · = o. Por 
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la exactitud en 83 g2(b2l = b3 - 7(a3). Ya que ~ es epl 

~(a2 ) = b
2

. Entonces 7(f'2(a2)) = g2 (~2 (a2 )) = g2(b2) 

~ b
3 

- 7(a
3

), Por lo tanto b
3 

= 7(a3 + f 2(a2)), CI · 

TEOREMA DE ESCISION 

Este teoreaa establece que ciertos espacios V e A pueden 

ser cortados sin af'ectar a los aódulos de hoaologia 

relativa. Más precisaaente, la función inclusión 

(X - U, A - U) ~ (X,A) 

es llaaada escisión si induce un isoaorfisao 

H (X - U, A - U) ---+ H (X,A) 
n n 

Teo..- 2. 19. SI la cerradura de U esta contenlda en el 

lnterlor de A, entonces U puede ser esclndldo. 

Ver Greenberg (2) pag. 82 

Teor ... 2.20. Supongase V e U e A y 

(1) V puede ser esclndldo, 

(11) (X - U, A - U) es un retracto por deror11Jaclon de 

(X - V, A - V). 

Entonces U puede ser esclndldo• 

DEllOSTRAClo•. La condición de <JÜ sigliiÍica que . la función 

identidad de 

es una retracción de' ói'-:V;:A·-'Vl. en (X·-·u,A·- U), 

i: ex - u, A:..¡;¡• ·•cx~::..v,/A::: vJ :· 
es la función inclusión. •Por el·.teoreaa· 2.15, H'(i). es un 

isoaorf'ismo para t~d~ .é n. ··Ya ~e ~Hn e's W. f~ct~~ y V puede 

ser escindido, (X - U,•· A - U) ·~ (X;A) ·es una· escisión. a 
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T-- 2.21. Sean E:, E: Jos healsEerlos cerrados de la 

n-esEera s", n >: 1, esto es, E: íl E: es el ecuador s"-1
• 

Entonces 

es una escJslon. 

mxmuc1m. EscindirellOs el he•isferio abierto 

U = {x E s" / x
0

_
1 

< O). 

No podemos aplicar directaaente el teorema de escisión ya 

que no satisface las hipótesis. ··De •odo que procederemos en 

do• pasos. 

Sea V = {x E s'1 / x < -1/Ú;. · por el teoreu de escisión 
n+I · + ,' 

V puede ser escindido. Pero (En, .S'-1
) es un retracto fuerte 

por defoniación de (Sª - V, E-- V), por tanto aplicando 

el teor- anterior (E:, ff''!.1
) ----+ (s°, E:> es una 

escisión. a 

Ahora proyectando en las pri•eras n coordenadas obtenemos un 
homeo111>rf1sao 

He11<>s visto que el ho•oaorf ismo de conexión 

H CE", ff'-1 ) -.· H ' (sª-1 ) 
q • ( q-1 • • .. 

es un isomorfismo para q >: 2 .. Por. otro·.1ado; 

contraible tenemos que O:· :<, ./ . .' · .. 
H (SºJ ____.."H(sº,É7J. 

coao es 

q .-·.' ."' ,q:.,:,· .· n_. , 
es un isomorfisao para q "· 2 •.. Co•binando estos resultados 

con el teoreA anterior obtenemos Wí·. iso.arflsmo 

H Cs"> ----+ H Cs°-1) ·p~raÜodÓ q >: 2; n >: 1. 
q q-1 . . '•: , .... 

Si n = 1, 
ri:>1. 

H1CE", 5,~-1) '7,{'~ 
n' 1. 

También tene•os la sucesló~ ·~xacta'~ar~ n >: 

o-> H1Cs"J ~ H,cs". E-) b.;: H'(E-J ~Hesª) ->o 
n · · O n ·. · O 
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ya que c es un isoaorfisao, taabi6n obteneaos que a es un 

isoaorfisao (b = O). 

Corolario 2.22. Para q ~ 1 y n ~ 1 

H (Sn) 111 { R 
q n, 

q o q • n. 

{ R q = n, 
H CE." sn·t¡ 111 

q • o q .. n. 

OEDIYACIOll 3, El teoreaa de escisi6n es cierto para la 

hoaolo11a reducida si suponeaos que U " A, para este caso 

H:(X - U ,A - U) = H
0

(X - U,A - U), 

u:cx,AJ • H
0

(X,Al (Suponiendo A "el. U= A puede ocurrir 

bajo la hipotesis de 2.19 solo cuando A es abierto y cerrado 

a la vez. 

SUCESION DE MAYER-VIETORIS 

Ahora consideraaos triadas ordenadas de espacios (X, X
1

, X
2

J 

tal que X
1 

y X
2 

son subespacios de X. Teneaos las funciones 

inclusi6n 

k
1

: cx
2

• x,n x
2
J ~ cx

1
u x2• x

1
J, 

k2: ex,. x,n x2> - ex, u x2• x2J 
Si k

1 
y k

2 
son escisiones, la triada es Uaa,.da exacta (o 

propia en algunos l lbros) ~ _·.\-~: 

De este aod~Ck1l:Hn(Xj• ~:nex:>)~ Hncx,U x2• X1l 

es un isomorfismo paraÚ~da;' 'ci·.1{'.= "ct,2fo (2,1). Estos 

isomorfismos son 'análog;;';: ·aJ.:·.. priní~r teorema de. isomorfismo 

en la teoria de. ~rup~s> i'.;i ~~~~~Í.tud d~~~nd# solo de \U X
2

; 

:~:X;, Si x,~_,xz son 
1lmb~ra~ierto~, L2ces' cx.x,.x2¡ 

es exacta. Podemos suponer X =.X
1
U X

2
• Para A= X

1
, 
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U = X
1 

- ex
1
n X

2
), entonces X - U = X

2
, ·.por. lo:· que U es un 

subconjunto cerrado de X contenido· en el ab.lerto · A, y asi 

aplica110s el teoreaa de escisión •. , .. . ; . 

E.1Dl'LD •· es", E•, E-) es una triad~' exacta· ·por teore•a· 2. 21. 
ft n . _,. ,, ',.; .·_ .. f' ~. e :_·. - ,-~ - :· • 

Supondremos en lo que sigue que:'DX .~',-X1ll.;X~',YA ,;. X1U X2 • 

La lncluslón (X , Al --+ (X, X ) lÍÍduc-; 'eí\Uqraaa 
1 . 2 ' . . . 

-) H eAl-) H ex)-) H cx •• A>-) H .eAl-) H .ex.>-) 
etl n ! n !ª n ! n- ! · n- ! 

-> H,.CX
2
)-> Hn(X)-> HneX,X

2
l-> Ha_1 eX3 )-> Ha_1 eXl-> 

en el cual todos los rectingulos son coneutatlvos . 

._ 2.23 (De lluTalt-llhUab_.) Dado un dJqr- de 

R-86duJos y ha.>aarfJsaas en Jos cuales Jos rectlUllfUJos 

conmitan y JOs rel'l8lones son eractos 

'1 g hl 
e A -+B ...!..+e -+A -tB -

--+ 1 1 - 1 1 lª i·-· 11-1 l ;... l ... l 11
• 

7 
• ··-· 111-1 

-+C' -tA' -+6' -+C' -+A' -tB' -t 
1+1 1 r; 1 8 ; 1 h; 1-1 1-1 

SJ Jos ,-
1 

son JsoaarfJsa>s, entonces hay una sucesJón larga 

eJtacta 

• . • < . r1 
¿ A1 ~ A; a 8 1 ..J..+ e; -> A1-1 --+ 

donde t
1 

= (cz
1
.• f

1
)D,'.•

1 
= D' C-r; • 11

1
), r

1 
= \i-;ªg; Y 

D(a) =(~;a), D'.(x,y),= ex+ y), 

Ver Gree.nberg '. [2), pag. 99. 

. . . 

La funtorialldad 'de·. la sucesión Barratt-Whltehead es una 

consecu~ncia·:'de .la const;ucción.· • · 

Deflnicil>n. Si (X;X·,'x·i e~'Üna; triada exacta entonces (1) 
. '·· . 1 2 . . ..• . . ; .. 

es un diagrama c:'on isomo~flsaos H~CX1 ,Al ·~ HnCX,X
2
). La 

sucesión asociada de Barratt-WhÍtehead es la sucesión 
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Mayer-Vietoris de la triada. 

r • • 
- Hn+t(X) ~ Hn(A) ~ Hn(X1 l. e Hn(X2 ) ~ Hn(X) -

OBSERYACIOll •· Si A ,. "'• la sucesión Mayer-Vietoris puede 

ser ter•lnada "'n 

- u1 cxJ - u:cAJ - n:cx1 J • u:cx2 J - n:cxJ - o. 
por observación 3. 

E.IEllPLO 9, Ho•ologia del Toro T. 

El toro puede ser considerado co•o dos tubos cllindricos A 

identificados a lo largo de su frontera coaan. · .. (Abusando' de 

la notación ambos tubos serin denotados por ·A.; ) '·\ ·· 
,,,_,.,._._-

La frontera es la Wllón 'disjun·t~1 C + e de dos . circules 

C1 y c2 con las inclu~i~~es\ c
1

1 },;.+
2

Ac(';':~.i~~i~n~las 
ho•otópicas. Usando el t~o~t!•ª.de ,'es~isión '2.'1~ '.y 2. 20 

observa.os que (A,BA)' ~; <T;'ÁJ ;1~.fu'~~·.,w;fisciiÍ~rflsll~~en 
homolo¡ia. Por tanto . obtene~~~· 'úii~'?i:;¡~~~ióll'' tli;~r'...v~t~ris · 
exacta ; ;. ;' ; y' r:, 
0 ~ R,<T> ~'Z:,~t&:~io~:i::it~fjq,~. i~ ~ 
Por (2,4) y (2.22), H1 (C1 +C~J111,~.~·~~Y:P'lrobservación1 

H:(C
1 

+ C
2

) 111 R. Usamos las.equivalencias hoaotópicas para 

identificar H
1 

(A) • H
1 

(A) .. ,R '¡;' R;·· i~' '•atriz de •
1 

con 

respecto a la base natural es (: :). Se sigue que 

ker •
1 

111 R 11enerado por (1, -1) y i• •
1 

111 R 11enerado por 

(1,1). Entonces H
2

(T) 111 R y H
1

(T) 111 Re R. 

CONSTRUCCION DE COMPLEJOS ESFERICOS 

Supóngase que son dados un subespacio 

una función f de A en un subespacio Y. 
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XIJY de X y Y con la topologia coproducto, identifica90s cada 

punto x E A con su iaagen f(x) E Y. El espacio cociente 

Z = X U, Y de XIJY con la relación de equivalencia 

deter•inada por esta identificación es llaaado el espacio de 

adjunción de el sisteaa X ~ A ..f.+ Y. Es claro que la función 

cociente g:XÜY---+ Z envia Y ho11eom6rfic1U1ente en un 

subespacio de Z: identificare1111s Y con este subespacio. Si 

f:X---+ Z es la restricción de g a X, entonces identificando 

A con el correspondiente subconjunto de Y en XIJY se tiene, 

ílA =f. 

En lo siguiente, considerareaos solo pares (X,A) que 

satisfacen las si11Uientes condiciones: 

(1) X es Hausdorff, 

(2) A es cerrado, 

(3) Puntos en X - A pueden ser separados de A, ea decir, 

para cada punto x E X - A, existen abiertos disjuntos U, 
V tal que X E u y A e v. 
l•l A tiene un collar B en X, es decir, hay una vecindad 

abierta B de A en X tal que A es un retracto fuerte por 

deformación de B, y A - B. 
En este caso deci1111s que (X,A) es un par con collar. 

EJEIFLO to. !E", Sn-t) es un par con collar. En este caso, 

el espacio Z = E" UfY se dice es obtenido de Y por adjunción 

de una n-celda via f. 

EJEIFLO u. Mis general, si X es una variedad con frontera, 
y A es su frontera, entonces (X,A) es un par con collar: en 

efecto, A tiene una vecindad abierta B tal que (8,A) es 
ho11eo1111rfo a (Ax (0,1), Ax O). 



Propo•icion 2.2t. Dado un par con collar (X,A) Y una funclon 

f:A--+ Y, donde Y es Hausdorff. SJ Z =X Uf Y, entonces 

(Z, Y) es un par con collar; en efecto, 'sl B es un collar 

de A, entonces Y U f(B) es· un collar' de Y. Adems, f 

envia X - A homeoaJrfJcaaente sobre · Z - Y. 

DD1aSTR1.c1ow. Ya que g-1 cz -·v·J ='X: A; él cual es abierto 

en XIJY, Z - Y es ablert~> y f :~~~i:~ X - A ho•eo•orficuente 

en z - Y. Sea B un c~llá~>de'·;: A en X. Ya que BllY es 

abierto en XIJY, Y U i'(B) ~~i'tbi.c'rto de z. 
' ' ' 

Sea D:B x I ~.a <_¡,;..¡~.'fi.m~iÓn tá1 que D(a, t) =a para 

toda a E A, D(b0 • O):~ b'' p~r~ <:toda b E B, D(b, 1) E A 

para toda b ~ e."' Se :deÚne. una fUn~i6n D en (Y U f(B)) x I 

·'.'.si . Z E Y, 

'·si' . z. ~ céb> con b E B - A; 

Observesé qú..; B ~·stá' bien d~fl~lda, ade•ás D es. continua 

puesto• q.J(, )i¡~~~ ;;s:·~~~tlnÚ~-y'fDlréeJ~~· {taB.~16~. lo -es y 

ambos ·son :conjuntos. cerrados.'·: Por 'lo 'tanto. Y:. es un retracto 

fuerte p~~ d".f~rmac16n ;de! VÜ i'~eJ'. :s.;¡;d~;iá~e z e z. -·Y, 

z = i'Cx);. Se~ u, v ~Íi1ertos'.,it;.'Juntos~~il x tal que •x e u 
y A e V. Ent~nces los'~bÍert6's ;¡'{~jt;\t_';,~ v't/i"CVJ y f(U) 

de Z separan Y de z; ··oé ~~t~'modo i~ c~~i116i6n. (3) ·.,e 

;: ·:~<·:.'. .··.:.:;::.'. ... : cumple. 

Para probar que Z es Hausdorff; d~do.s ¡,uri~ó ... distintos 

z
2 

hay 3 ca.sos: <::t· ·· ~: 

caso 1: Ambos puntos están en ··~--: Y. :vá:qu..; Z - Y 

abierto y homeomorfo a X .:; A, \1 ·,c~~l - es .ábl~rto en 

Hausdorff, podemos separ~r-. ~~t'o~. 

es. 

X 

caso 2: Un punto ,est_a 'en :.Y,' -~l otro· fuera de Y ... Este·:·caso se 

sigue de la condición c':l{ 
caso 3: Ambos . purito~ ' ~~tAn en 

disjuntos de Y los cuales sep_aran 
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una retracci6n, y e
1 

• r-1 cr-1 CY
1 
)), 1 • 1,2. Entonces 8

1 
es 

abierto en X, y Y
1 

U fCB
1

) y Y
2 

U fCB
2

) son abiertos 

disjuntos de Z los cuales separan z
1 

y·z
2

• o 

·,\ ,' 

Sl se eapieza con un conjúnto. •·finito 'ité :._puntos, y 

suceslvaaente se alladen · ;.Jri .. 'iíúllero 'ii~úci :dé celdas 

posiblemente de diferentes 1Íia~;;"~1·~~e~;': .~se o~tlene un 

espacio compacto Hausdorff,';que'.se'3ll~~!•;·C:oioplejo'esférico. 
'',,1;.;.,.:t ,'· .:'',.-¡: . ' 

:~~ ;:~!,~ :~-~n-tj;;~~,K~it~~fa~~:~rii·~·~ = ~. 
s1 Y= s1

, r:sº __. v}·H~;·~~·3i~~6n, ~~i.lJri punto Y. 

Entonces Z consiste· de 2 • .. clrculo.s' e.o~ 'E!.l •punto .·i Y · en coatín. 

Iterando est~ ó~~~c.~6~;<,r i'./>..f v.;'~esU~.~~ é1 ·~sao. punto Yl 
obteneaos« la•"rosa .•de:;.r:-hojasc·LG'cL que/es la un16n de r 

· _.,-, '_.;1:' ·,_¡:;, .;.,_'(<;:· .. ,, ,,· ..• ·.-·:·· _r-' . . <::_,,,.-,--
clrculos en un punto'•·coatín);:· · · · 

Sl Y =· G~, d;¡~o.t~?".l~·~· 2''1áiiós ·~. ;~ :Y considerando E2 
coao 12

, S1 C:óí.o .' é1' ~rl~~t~'c; de'' el rectángulo, el 

diágraaa de~c;i¡,;;~~ funclÓ~ f-;i;.: ~u;.:l pega una 2-celda 

a G
2

• 

---ll>------'l ~ 
--- '·· ·, .. a;._.-_ 

Entonces 
·' ·--· ·. 

es homeoaorfo.a el.toro. z 

Supongase 

sistema·X 

de f. Entonces 

.. eL espa.cio de adjunc16n de un 

y .. l":x:~ Z ·es la extens16n can6nlca 

induce un hoaoaorflsmo de la sucesl6n de 

homologla del· par. (X, A) en la del par (Z, Y). 
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Teor- 2. 25. Supcmgaaos que (X, Al es un par con collar. 

Entonces 

H (f):H (X,Al-) H (Z,Y) 
n n n 

es un Jsoaorrlsm para toda n. 

lllllOSTRACIOll. Sea B un collar de A en X. Consldereaos el 

siguiente diagraaa conautativo. 

H (X,Al ~ H (X,Bl 

; l .n.·1r• 1 2 ·. 

donde los 

Hn cz, Yl -:r:."n~~· •v. U f(Bl l 

hoaoaorflsmos h~ri~~~t~l~~y·~on ·•inducidos 

inclusiones y los verticales. ~';;~·'i'.. ··:• /T· 
Mostrareaos que i, J. f' son l~~liórflsaós y 'J,or 

2 •. · •... ·· 

lo es. /;.-,:···.<--: 

El diagrama conautativo 
·--, --;.-_·'·-' 

H (X - A, B - Al ----> H'(X,B) 
n f3 l )n ;'lf2 

tanto 

H (Z - Y, f(B - A)) ----> H (Z, Y U f(B)) 
n ·· n, 

por 

en el cual las flechas .h~rii~nt~les:,'.són escisiones y f
3 

inducido por un hoa~óriorfl~li'~', •;,·:·.·auestra que f es un 
........ ' .• '. ·.· ' ' 2 

isoaorflsmo. Para ver q\ie · 1: (res~ct;· JI es un isoaorfismo, 

usaaos el hecho que • A (rep~·ct·~· Yl es un retracto fuerte por 

deforaación de B (respecL{de\ Y U .f(B) ). Esto iapllca que 

teneaos un diagrama do~uta'tl.v~. 
,_,._ ,].:',,·-;·,· 

H (AJ----. H (X)~ H (X,AJ·~ H (AJ - H (X) 
nl nl , \' >~ J,'.¡< n-tl n-tl 

H (B) ----. H (X) ., r{(Óll ----. H (8) - H (X) 
n n. ~:·· <-·~.<.:n ~·- n-t n-t 

en el cual las d<>s Ílecli~s verticales de 

isoaorflsaos ~: l~' s~d~sl;;n~s son exactas. 

sigue del leaa 'deLcln.;o. ' 
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El resultado se 



~ DE BETTI Y CARACTERISTICA DE ~. 

51 to•aaos la ho•ologla con coeficientes enteros, para 

ciertos espacios, tales collO los co•plejos esféricos, los 

grupos de ho•ologla son flnltaaente generados. (Ver 

Greenberg (2), pag. 118). 

El teorema fundamental de grupos abellanos nos dlce que 

al A es flnltaaente generado, 

A .. z • z • .•• • z • zp1• •.. • zpk 
(Ver Lang (5), pag. ), 

Se deflne el rango de A co•o el nÚllero de coplas de z. El 

es llamado el n-ésl•o no.ero de Bettl ~n 

y taablén se deflne la caracterlstlca de 

rango de Hn(X,ZJ 

de el espacio X, 
Euler xCXJ por la fórmula 

xCXJ z E C-l)n ~n 
ft 

cuando esta su.a es flnlta, 

topol6glcos. 

Estos no.eros son lnvarlantes 

EJDIPLO 13, Para sn, ¡jo = ¡jft 

q • O. Y obtene•os 

1, y ¡j q = O para q • n y 

xCs"J = .{ 
0 

2 .: 

sl n es l•par 

·'sl · n es par. 

Taablén se define de •anera· sllÍllar.: los .nÚlleros ·.relativos ·de 

Bettl y la caracterlstlca ~~l~tlvá.d~··Eui'.;r: ~·(X~AJ para un 

par (X, AJ. 

EJDIPLO u. Para el toro· r,·¡·¡j ···.= ¡j ,: ·.':' .. ,.,o ... '· 2 
n > 2 (eje•plo 9).· Y .obtene•os.:·· 

2, ¡jft 

'x(TJ. ,O. 

i. ··.~s:. :;, ; 
L- 2. 26. CUando estos· mi.;ros, e~.~an.,def.1n1dos, 

~CXJ = ~CA> .+;'~CX,Al 
DDOJSTRACIOW. Usando la suc.es16n :de ho•ologla exacta 

... -> H
0

cx1 - a.cx;ÁJ-:::--+ H
0

_
1
CAl-> 

O sl 



la deaostración se reduce a un leaa puramente algebraico: 

L- 2.27. Dada una suceslon' éxacta', de, g~upos abellnanos 

flnltaaente generados 

i" "i 
O~A1 ~A2~ ... ~Ar'~O entonces :,'_,,;-,>.: ,.:· -.. :· .. ·.: .. ::.·.--// :•·· ., , , 

A A : ¡::.'J.i~1 r.,aneo, ,·, A ' ;,_ O. rar.go 1 - r~o z.:.• .,,. '•• ,, .,,,,. ,' r,, , 
IJEllOSTRACio•. Por inducción· sobre r ,· {'; · ""i" , · '· 

Para r = 1 y r = 2 es'1riió'~dl~tct7r~t~~{~~.};~.se~ A1 el 
grupo cociente de A aóduló riu gr'u?o''Cle ~ tor.slón;" Obtenemos 

ho•o•orflsaos induci~o~ :I;; :Tz'. por l~':ti;,t~ una• sucesión 
de grupos abe llanos libres" " ' ,;:",, ,:,;·,·· ,'J ",.;,",.::",", 

·,r · :\r ,,'"· <·' 
0---+A"~'A ~'A·~o 

1 '· ·:>:••'ª·'.' '" •'< ,,3," :,'. ,,,,,, 
la cual no es en general exacta.,· Adellás: teneaos el, ~lgui~nte, 

. . . ··~:?:.~··. ,;:·,~-: resultado. !'. ~· '.~.'. -:; ,'_ -

Subl- 2.28. T1 es un ;,.,nollJO;¡l;~,¡'j,I{Jesun epl11JOrflsllJO, 
y kernel I

2
/Ia I

1 
es ~n gro;,\¡~ torslon.t' ,, ' 

Ollm1'Mcrow. s1 a
1 

e A
1 

··~~tk·;:;";:, i/deri~t·~~·~~o·~· ·:·c·aao __ a
1
· a 

su clase de e<rüvalencla en A1 \·~;_;:;"" ,, ;f'· ,.,¡e"~;.::, 
I

1 
es un monomorfisao: Sea i;":e ·A tál que>T· (a· ) ; = o, esto 

lmpltca que existe una n :N t~l: ~~.'~'t [¡~;ª~;!" ,;, Í, (a"J 
'.,:" , , t t , " , t t 

y coao 1 es monomorf'ismo se tiene, c¡Uí!, :a{,;,.:-, o,. por .tánto 

ª1= o: 1 i -"' 'i_J', ,'' ',', 
1

2 
es un epimorflsao: ,Sea':' a "•e A',,:éoíío'(i'·'"esfeplmorfls110, 

. 3_/< ,.-' 3.,:.,.\"/:··;:·.·\.'.'~·::· 2:~·:, -~·:,"-L' 
existe a2 E A2 tal ~e·, 12(a2~ ~.~~3;¿. D~,.;~~l ~e, tiene que , 

12'ª2l = ª3' .,,,',''• \: ,"" 

T = kernel T2 /,Im T1 < es de td~s1ó,ni; s~á : a E A tal que 

T
2

Ca
2

) = O, ent~nceslúa:J· ~ [1 2 (a;JJ~.=:~ p~~a al~a n, y 
'.--.,-~ ·;~. -.;·.- . .,~,""' : o·-., 

como kernel 1
2 

=·Im-1
1

, se', tie~~ que \C~¡J = i
2

(a;J para 
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torsión. D 

Por tanto rango A
1 

= ranao (kernel T
2

J. Ahora la sucesión 

exacta de srupos abelianos libres 

O --) kernelT
1 
--) A

2 
--) A

3 
--) O 

se escinde ya q11e --los 116dulos libres son proyectivos.· De 

donde rarigo A
2 

= r9.ng'o_}3 ~rango (kernel T
2

J. _ , . 
Ya que rango A

1 
-~ ra11go A

1
. por deflnici6n, · el len está 

probado para r, = 3;;, '_•-·_:-.·• .. _/_é-'· ._;_·_:_· ,•_•·'.-.": . . 
r - '(~:. • : '; '• 

co~~icie~a;¡os 'í.~s '2 .;úce ... lones ~xa~tas Para r > 3; 
•.. • .. ·• ¡, "'.¡::··; 

O ~'--.~~. i//,~;;;:;;~.A2 ~:-~ :::.«12<_~:.<~r ~o .. _·.O 
q11e. cada' e sucesión '''contiene·., aenosc- ·que - . r iér;ainos, ya 

'''0· .: .. ':~· 
.,. 

--, ... ,. ,:;;:•'' ,--,;1--· 
- '"':-'.7.. 

concluimos por, i¡;d;¡~~l6n; . _.,,_ 
- - . -- - ' .• - .. · "-i.~ . . - "··· ;:~Y;._'.: ;'.~--;~· . . -:,; :-·f.:. · 

Corolario z. 29. ,SI .z ;es. obtenldo 'de,_Y por adjunclon de una 

n-celda, y' x<YJ ·-e~gc~tl,~~(fziXt:~j; ·.e " < _ 

01XJS1RAc1011, ·Por la pr~~osi~i6n·~-'. 2s;·:•.·Hn(Z,Y) ... ~n<E" ,sri·t J 
para toda n, 'por tanto J>O,r, _el "lema anter_ior" necesita.os 

• 1 • i ;· · ··..; · ·; ·· -.•.-;->·. r, 
so.a.o ca e~ ar·::···_':.·_:..:...<,_-:·_-:::. 0

···.: ---::,.·. , • '.:~:.· .-.<.· ·'.' 
xcz:y) = xCE".~n~,1): '•Apllcando el leaa otra vez 

~CE"> ,,; xCE",s.;~~J\ ;~csn~1 J, por lo ~e 
x<E",sn·1 > ;. xCE"J .~.xcs~o!J =:L- !Í + c-1Jn-•1 = c:.un. 

o 

COROLARIO 2; 30. Sea X un 
puntos por adjunc16n'·de. 

q = 1, ••. n (en cualqÚler 

complej~ esférico, ·obtenido de ex
0 

ex celdas de dlmens16n q,- para 
q ' . ' ' 

orden). Entonees 

x!XJ =E C-t)q ex. 
q o 

•• 



IJDIOSTilt.C 1 Oll, 

Si q = o, X es el espacio que consta de u
0 

puntos. Usando el 

eje•plo 1 y el teorema 2.4 tene•os que 

;t(XJ =ªo· 

Supongamos el corolario válido para n = k. Sea X el 

co•plejo esf6rico obtenido de u
0 

puntos y por adjunci6n de 

ªn n-celdas paran= 1, •. k. 

X por adjunci6n de ªui 

Y sea X' el espacio obtenido de 

k+1-celdas, por el corolarlo 

anterior te11e•os 
k 

;t(X') "' ;t(lí) + (-1 ¡k+ICllk+I = I: (-1)q gq + (-1)k+lgk+t'" 
o 

Cll. a 
o q 

TEOREMA DE Cl.ASIF'ICACIOH DE SIA'ERf'ICIES COM'ACTAS 

ORIENT ABLES 

Te•inare•os con este capitulo enunciando el Teoreaa de 

Clasificación de Superficies co•pactas orientables, el cual 

utilizare•os en el capitulo 4. 

Una Superficie es una 2-variedad conexa. 

Sea s
1 

y s
2 

das superficies disjuntas. Su llWla coneKa, 

designada por S11 S
2

, es la superficie que se obteniene 

quitando un pequefio disco a cada superficie'y pegando a lo 

largo del borde de cada agujero. . Para ser precisos, 
. ' ' . · .. · 

escojamos subconjuntos:. D · e: S : y D : e·: s.;. ,tales que o
1 

y 
.;;:;.;:>,;'.' 'i' ;;c.' •::"2 2 - : 

D sean hoaeoaorfos a;':,Ef!,;.; {x;e'•I! :dxf:;.:1}. Sea S' el 
2 <.-: .. ·

0
, \;·.···::·., ::: ~·· ·· .: ·, -' ~'· l 

compl~aento, ~~p 1 • e~. S 1 ~; 1,;;,,1,,.2.; · .. Escojamos·· un homeomorfismo 

h del circul~b·~'..dl! ,de ·, .ºí:; s~br~ .el ,citc~i~ b_orde de D2 • 

Entonces"SI s::es:,:el"espacio cóciente·:de· .. S' U S' 
1;; 2 .:·:· '' - - " :- :·' ..... ___ ;;_ ·----_._' ._ .. 1 2 

obtenido identificando los: puntos 'x Y. h(xJ, ·para todo x del 

borde D
1 
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puede de•ostrar que el tipo topol61lco de 511 52 no depende 

de la elecc16n de los discos D
1 

y D
2

, nl de la elecc16n del 

ho•eo•orfls•o h. 

Toda superflce co•pa~ta orlentable es 

ho-.eoiaorra a una esfera, o a una suaa conexa de toros. 

SJ una superfJcJe S es suaa conexa de 1 toros, se dice que 
es una superfJcJe de 1énero g. Adeás 

X(S) = 2 - 21. 

Ver Massey (6), capitulo 1. 

PÓr l'.lltl•o aenclonare•os w1a deflnlc16n alternativa de la 

caracterlstlca de Euler para superficies, la cual coincide 

con nuestra definic16n anterior. 

llD'r•rc11111. Una trlanaulacl6n de wta superficie collJl&cta s 
consiste de Wla fa•llia finita de subconJwttos cerrados 

{T1,T2, ... ,Tn) que cubren S, y wta f .. illa de homeomorfismos 

•a: T; ;--+ T1 , i = l, ... n donde T; es Wl tr1!"8'1lo del 

plano 11 (es decir Wl subconjunto co•pacto de 11 ll•itado 

por 3 rectas distintas). Los subconJwttos T
1 

se lla .. 

"triángulos". Los subconjuntos de 1'
1 

que son iugen por "• 

de vérUces y . aristas del triángulo T; se llaman t .. bién 

, "vértl~e.s.", y "aristas" respectivamente. Final11ente se l•pone 

la condici6n de que dos triángulos dlstlnt<>s T y T o son 
. • . 1 J 

distintos;· o tienen un s6lo vértice co•lln, o tienen tcida una 
arista' ¿.;~11n. · 
Sea M. una'·sÍiperflcle con trlansulacl6n {T

1
, ••• , Tn). Sean 

v = núme~o · total de vértices de H. 

e = número· tota1. de aristas de' ti.<:. 
e~tonces'. se ·d~ftne ·la caracter_lstlca. de Euler ~ de M coao 

·~~CMJ = ~·-~.+·n. 
La cual solo depende de· M\• ~o de la tr1Ílngulaci6n elegida 

(ver Hass~y (6), ca~. t; ~~ce. 8); 

te 



&JDIPLD. Caracteristica de Euler del Toro. En la figura 

siguiente se muestra una triangulación del Toro, con la cual 

obtene•os que 

~CTl = 9 - 27 + 18 = o. 



CAPITULO 

TRES 

GEOMETRIA HIPERBOLICA PLANA 

En este capitulo 11enclonare•os las definiciones y resultados 

bisicos de geo11etria hiperbólica plana. Las demostraciones 

de estos hechos se pueden consultar en pueden ver en Lehner 

[SJ, capitulo 1. 

Una transforucl6n de MObius es una biyecci6n corlfor98 del 

plano co•pleJo extendido e en si •ismo. Estas 

tnansfor11aciones son de la f or•a 

T( J = az + b 
z cz + d ' ad - be 1' O 

donde a, b, e, d son nÚlleros co•plejos. Es fá.cll probar que 

estas transfor11aciones for•an un grupo bajo la co•posici6n. 

Si dos transformaciones son iguales, es decir, 

az + b a'z + b' ad - be ,. O, a'd'- b'c'• O cz+d • e' z + d' V Z E C, 

entonces a=Aa', b=Ab', c=Ac', d=Ad' para alguna A E C. Por 

lo cual a cada transforaacl.6n de Hobius T le corresponden 

exactamente 2 aatrices uni•odu,lare·s 

± (~ ~) con ad - be = 1 ·. az + b 
y , T(z) = -cz + d -

El. arupo de estas matrices se, dencita:··;p6r SL(z',c). Es fá.cll 

probar que la siguiente sucesi~n es e~act~ •. ;·:•: 

o~ ± I -> SL(2,CJ ~ SLCz;ci/±;,1 :.._, o. 
Por lo cual, (y~~~~i!~e~~~o;~K:~~~í'.c2.~)·é~•;±Ú septiede 

identificar elJ grup~· de tra:r;'~r~rma:~i~~e~. de-. Hobi.ús .''con 

:~(~~:~s;o:~~~l~:ecMB~iu~ T ~e~ co;Jugad~ a •otra S en 

PSL(2, C) si -existé'· una transformación A• e PsL(Z, C) - tal.que 

ATA-1 = S. 

50 



Las transforaaclones en PSL(2,C) fijan a lo llás dos puntos y 

se clasifican co•o sigue: Sea TE PSL(2,C) 

1.- Si T fija un punto, La transfor•ac16n es conjugada a una 

translación y a T se le llaaa parab6llca. 

2.-Si fija 2 puntos. Es conjugada a una transforaaci6n de la 

for•a 

casos:-

, '''ie 
z. ~~. z, con p > O, o :s e < 2•. 

a) Sl p. = 1, e •'O; a T se le llaaa ellpllca. 

b) Si p • 1; ~' ;.· O; a T SP. le llama hlperb6lica. 

c) si p • t,·e •O; a T se le llaaa losnclróaica. 

Y tene•os 3 

Si x denota la traza de una •atriz en SL(2,C) que define a T 

se tiene que T es parabólica sl y solo si lxl • 2; T es 

ellptlca sl y solo al X E R y lxl < 2; T es hiperbólica al y 

solo si X E R y lxl > 2; y T es loxodr6•1ca si y solo si 

X« R. 

Se denota por PSL(2,R) el subgrupo de PSL(2,C) que consiste 

de las transfor•aclones deflnldas por •atrlces SL(2·,·c><'co~ 
entradas reales. Estas son exactaaente las transf~~~i~~~s 
que preservan el ae•J.plano superior H2= {z e e.-:: ·J~ -~~·.;~::·0>. 
Si T e PSL(2,R) es claro que nunca es loxodr6•ic~:. Además: 

si T ellptlca los puntos fijos de T son conjugadosi :: ~·1· T: es. 

hiperbólica tiene dos puntos fijos reales . . ' cuand~ es 

:;r~b6:l~a , :::ni:l:,:;:o c:~~:l::ª~·rt~gon~les aL ;;je. •real, 
l. ·: 2 .. • , . · ,. .:.e'• •·'••,·e; .•.. ,. 

entonces existe un ele•ento de PSL(2,R.>,. ·'."1~'.~~~1a.~L1 en L
2

• 

Sea A • {z e e el •· dlscÓ unitario ':abierto. La 

transfor•ac16n· 
: .. :· .. ~ 

· A(z) ~ }t} 
. <º. :1:.·:'" :1~-· 

transforma . H2 en A. Por. lo que 'ATA·. , 'T. E: PSL (2, I!) , preserva 

cualquier trall~f6;~~~i6~ de A y viceversa Hiiblus· que 
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preserva A es de esta foraa. Es decir, 

conjunto de todas las transfor.aciones 

si M(A) denota el 

que preservan A. 

PSL(2,ll) y M(A) son subgrupos conjugados. En esta tesis 

trabajaaos solaaente con estos subgrupos. 

Un punto at E C es un punto li•lte de un subgrupo r de 

PSL(2,C) si hay un z E C y una sucesión {Vn}ndl de 
eleaentos distintos de r tal que Vn(z) ---> at. Se denota 

por L al conjunto de todos los puntos llaites de r. Si z no 

es un punto Halle se dice que z es un punto ordlnu-lo, y se 

denota coao • al conjunto de todos los punta3 ordinarios. 

Un grupo r es discontinuo si y sólo si no • es vacio. A los 

subgrupos discontinuos de PSL(2,ll) o de M(A) Re les 11 ... 

grupos Fucbal11noa. 
Un grupo discontinuo es a lo suao numerable. 

Dado r < PSL(2,C). Dos puntos z y w en e son equivalentes (o 

r-equivalentes) si y sólo si existe V E r tal que V(z) • w. 
Esta es una relación de equivalencia, por lo cual induce una 

partición en C on clases de equivalencias u órbitas. Asi 

rz = {V(z) : V E r} es la·órbita de z 

Un subgrupo en SL(2,C) es discreto si no.tiene sucesiones de 

aatrices distintas conv~rgentes. Esta ~~flnición se extiene 

de aanera natural a i:5L(2 •. C>: ,;· '·'• 
El conjunt<1 de p~to~>.it11lt~ de ii:ut ''grupo discreto es 

:r:;:~ r es discon~in~o ~f; ~~fo ~l ~~ discreto. Adeús 

sir< PSL(2,R),<LCrJ c.f!~y:"l(,\r,f:MA'; L(r)c BA. 
El establlizador.ri'ci~>un PW1to{z'es·i.ei ~~bgr.upo de 
r definido. coao;..'.- r··, ;;·:{v.·E··¡. ,··:v(z) = 'z): .Se·. tiene que· 
rA(zJ = .t.f'~~-1á'~,~~r'.~· : .. :· < .. ·· ··· .. : . . . 

Si r < PSL(2,ll) y r .es discreto, r
2 

~·~'ctéll~~ fiilito<o la 

identidad ~;:.árici;) z E H, es ctcllco infinito o ·la identidad 
cuando· z E 11. 
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Sea r < PSL.(2,11) un grupo, una re1l6n ~ntal de res 

un subconjunto abierto R de H tal que 
1) Ningún par de puntos de R son r-equivalentes. 

2) Cada punto de H es r-equivalente a un punto de R. 
Se tiene que cada grupo que posee una regi6n funda11ental es 

discontinuo. 

Se define una aétrica en H2 coao sigue: 

Dados P,Q en H2 

p(P,Q) = inf r: l!'~W dt 

donde el iufiao corre sobre todas las curvas 

7:(0,l] ~ H suaves que unen a P con Q. 

Esta es la aétrica hiperb6Uca en if. Ji' provisto con asta 

aétrica se le llaaa plano hiperbólico de Poincaré. 

PSL(2,ll) es precisa11ente el grupo de isoaetrlas hiperb6licas 

de H2 que preservan la or ientaci6n. Adeaás las curvas que 

ainimizan la distancia hiperb6Uca o geodésicas son los 

seaiclrculos y seairectas ortogonales al eje real. A las 

geodésicas se les llama taabién H-lineas y a los segmentos 

de geodésica H-seg11ento. 

Sea R e: H2 Lebesgue aedibie se define el área hipeb611ca 

co•o 

f i2 dA, 

R 
esta cantidad se denotará por, IRI. 
El área hiperb611ca es inva~i~t~ bajo transformaciones en 
PSL(2,lll. 

La topÓlogia inducid.a por, la aétrica hiperb611ca 

equivalente a la . topologia usual euclidiana. 
en H2 

Una 
es 

base 
de los conjuntos abiertos en la topologia hiperb6lica 
consiste de los discos · 
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D(T0,r) = {_w EH : p(w,T0) < r, r >O), 

y estos discos resultan ser discos euclidianos. 

El bisector pérpendicular de un H-seg11ento ab es el conjunto 

de los puntos en H2 que equidistan hiperbóllcaaente de a y 

b. Este conjunto es precisa11ente la geodésica ortogonal al 

n.:.seg11eríto atí ·en su punto aedio. 

Se dice que - W e n2 es hiperbóllcaaente convexo o H-convexo 

si V p,q E W, W contiene al segaento de geodés,ca que une 

p y q. Un conjunto H-convexo es conexo. 

Exhiblaos ahora la construcción del polisono llllldallental da 

Dlrlchl•t (o poligoao 

r de PSLC2,Rll. 

noraal para un sul>grupo discreto 

,,,:' '-• - 2 
Sea r < PSL(2,Rl di~~r,~:~_º• y w0 E H tal que no es punto 

fijo de ninguna transf()raación ~n r - {Id}, 

Sea {V1 , 1 = o,1,2~'."~-~v0:~;i),I/.~:-: una_ enuaeración de los 

eleaentos de r. Las ':iaage~~s , w
1
• =' V

1 
(w

0
) son todas 

distintas. De este aodo para:•·> -o; "w
0
w

1
,. es. un H-segaento 

y no un punto. - - ,''-o: - -:-:;, )";": ' · ;¡c. " - ' 
Se denota por A

1 
el bls~ctcii:-• perpendicular de el segaento 

w
0
w1• La H-llnea A

1 
·_·d~~l:d~: :~.-' H •e'n dos "séaiplanos"; 

denotamos por L
1 

ál ~.; cantil.ne, a ,w
0

, y al otro t;, 
Se tiene que 

L1. {z E H;: p(z,w0) < p(z,w¡)} 

A
1 

= <Z oi'H d~;':'o) ,;, p(z;w
1
)} 

t; <':. {H '; pCz;1;1~> > p(z,w1)} 

No".'íl t¡, 
" 1•1" 

·_;· 

y asimismo · N
1 

-= V
1 

(N
0
), ·es el 'iíollgono. de Dirichlet con 

centro en w
1

• N es un c~njunto H-con~exo que con~iste de 
1 ' 



los puntos que estan estrictaaente aás cerca de w1 que de wJ 

V J" 1. 

A la cerradura de N
1 

en C la denotareaos coao Ñ
1 

y a la 

cerradura de N
1 

en H2 coao A. 
N

0 
(y por tanto N1) es una reglón fundaaental de r relativa 

a H. Cualquier subconjunto coapacto de n2 esti contenido en 

un núaero finito de pollgonos A1. 
Cualquier punto en H2 está en eicactaaent.e uno de los 

s1gu.1entt•s 

= (z E H 
O (z EH 

E = (z E H 

De hecho, 

conjuntos: 
p(z,w0) < p(z,w1) para toda 1 •O} 

p(z,w:i) s p(z,w1) para toda 1 y 

p(z,w0) = p(z,wk) para al aenos una k •O} 

p(z,w0) > p(z,wk) para al aenos una k • O} 

l = N
0

, B = BN
0

, E = Ext N
0 

n H. 

Un lado de N0 es un H-segmento aáxiao contenido en la 

lntersecc16n de un bisector AJ Y Ñ
0 

• 

Un vértice ordinario de N
0 

es un punto en H que se encuentra 

en exactamente dos lados. 

Un lado libre es un segmento aáxiao de R contenido en Ñ
0

• 

Un vP.rttce real es el punto de intersección de dos lados en 

la recta real extendida. 

La parte de la frontera de N
0 

que está en H consiste óe un 

núaero a lo •ás n1111erable de lados y vértices ordinarios, la 

parte de la frontera que está en R es o vacia, o consiste de 

un núaero a lo •ás nuaerable de vértices reales y lados 

Ubres, y de puntos para los cuales cualquier vecindad de 

ellos intersecta a un núaero infinito de lados. Los puntos 

que están dentro de un lado libre son puntos ordinarios de 

r. 
Se dice que dos lados·'. de N

0 
son conJua:adoa, si hay 

elemento de r, distinto ide la identidad, que transforma 

lado en otro. Los ládos de N
0 

son conjugados por pares. 

SS 

un 

un 



Un lado S coincide con su conjugado si y sólo si hay un 

eleaento eliptico V E r de orden 2 que tiene un punto fijo 

11 que coincide con el H-punto aedio de S (si S no tiene 

longitud infinita).En este caso se considera 11 coao vértice, 

y los dos segaentos del lado original S, coao dos lados 

distintos que con vértice co•ún 11. 

,La relación de r-equivalencia divide los vértices ordinarios 

de N
0 

en clases d~ equivalencia llaaadas ciclo• ordinarioa. 

Un clclo ordinario solo contiene un núaero finito de 

vértices, 

Una transforaación que fija un punto ordinario 

necesariaaente es una tranforaación ellptica. De esti foraa 

se clasifican los ciclos coao eliptico o accidental, de 

acuerdo a si todos o ninguno de los vértices del ciclo son 

puntos fijos, y los correspcndlentes vértices son llaaados 

vértices eliptlcoa o vértices accidental .. y los ciclos son 

eliptico o accidentales respectivlllll!nte. 

El estabilizador r V de un vértice ellptico V •• un grupc 

cicl!co. finito cuyo orden es llaaado el orden del vértice, 

y el ordeu de todos los véi-tices de U.'l ciclo eliptico es el 

aisao. Este enlero es llaaado orden del ciclo. 

Los lados de N
0 

que se cortan en un vértice v son arcos 

circulares y foraan dos ángulos si v es ordinario, La aedida 

del ángulo que liaita una pcrción de N
0 

será llaaado el 

ángulo de v "..n N
0

• 

Cuando v E R, deciaos que el ángulo es cero si v es la 

int~rsección de dos lados y s/2 si v es la intersección de 

un lado y un lado libre. 

Un ciclo parabólico es la intersección de la órbita . de un 

punto fijo de Wia. fransforaaciÓn. par~bólica con Ñ .. : De hecho 

todo ciclo parabóliÍ:~ contiene 'ái •en~~ .Un }vér~l.'ce 'en .·.Ño 

llamado vértice parabólico. (ver a·eardon•lll teoreaa 9.2.9). 
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La s1111a de los Angulas en los vértices de un ciclo ordinario 

de N es 2 .. /1 si y sólo· si el·. ciclo es eliptlco'de orden 1, 
o . . ··:· ... 

y es 2 .. si y sólo si el ciclo es·accidental. 

Si {SJ, s; : J = 1,2, ... ) son los' lados 'de N0 y 
TJ(SJ) = s;. TJ E r. 

Entonces 

r = <T
1

, T
2

, •• ,>, 

Es decir, r está generado por las transforaaciones que 

conjugan los lados de N0. 

Estos resultados no solaaP.nte son ciertos para polígonos de 

Dirichlet sino se cuaplen taablén para una clase aás general 

[ver Beardon (1) capitulo 9). 
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CAPITULO 
CUATRO 

EL AREA HIPERBOLICA DE REGIONES f"Ul'l>AMENT ALES 

Teor- 4.1 (de Ga--Bonnel). El Area hlperbóllc• de un 

trl'"1fulo hlperb6llco con "1gulos •• 8, r es flnlt• e lgu.l 

• 
• - C• + B + r>. 

llDllSTRACIOll. Dlvldlre•os la deaostraclón en varios casos: 

(t) Sea el trlá.ngulo ABC con ángulos O, •/2, «. Se puede 

SUP<!ner que dicho tr1ingulo es el que aparece en la flpra 1 

Y" q-Je lledlante una transforaaclón en PSL(2,R) se puede 

enviar al triángulo de la figura. Se tiene O < a s p. Ahora, 

aplicando el teoreaa de Fubinnl para Integrales l91>roplas 

(ver Hasser[ll), teorema 5.6) se obtiene que 

l4ABCI = J a J • 1 
dy dx = 7 

O j p2-x2 

__!_ dy Jl dx .. 
y2 

I a lla {- f .+.-1 ... • }•; dx. =.·J .. •.ª t.- r-'22 \'. "' . 
O .¡ p~-x~ ·' o 

=J a .1/p . dx. 

o /1 - (; )2 
. 

__ l_dx 

./7"-x2 

Haciendo el caab1o de variable u = x/p la Integral 
anterior se transforaa en 

! J a/p P du = arcsen ~ = ; - ex = • - (O + ; + ex). 
Po~ 
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Observese que este caso se aplica taab~én cuando a = p, es 

declr el triangulo tlene 2 vértices en fi. 

e 

A 

fl9ur• 1 

(2) SI AABC tlene lingulos o, «, ~ como auestra la f lgura 2 

Se tlene 

Por tanto 

• 

e 

' 1 
1 
1 
1 
1 

figura 2 

ldADCI = ir - ca + ~ > Y 

b 

jMBcl = 21r - C1r + « + M = 1r - Cu + M. 
En el caso en-que- A Y B están_en el mlsmo lado con respecto 

a D se procede-de manera slmllar. 
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El caso 2 cubre todos los casos en los que el triingulo 

tiene al 11enos un vértice real ya que llediante una 
transformación en PSL(2,~) se puede transfo.-.ar dicho 

triinguio en alguno que ten¡¡a • coao vértice. 

3) En este caso se consideran triingulos sin vértices reales 

coao se •uestra en la figura 3. 

rtqura 3 

Se prolon¡¡a AB hasta cortar . el eje real en un punto D. 

Trazando la H-linea que une, a .e • coi(D se tiene que 

= <• - (« + 1 i e::': a)}:·: (~ ..: (e + ll + c5l> 

= - (« + rí ¡, CIÍ: ':: ~í "···'· <~' + 1 + IJl. 
:/:; 

D 

". . .. '"". :'! ~.'. :.:- '·<..:·:,· . <.,::, ~ . ' 

Teor- 4.~. Sean Rí•'Y.~~\';)r~~lones funduentáles tales que 
sus rroriteras cen m; tli.iieri 'ár~a· <te ieb~siue ééro. · int~nce~ 

.. :. .. . ?> X1RJ ~·-,;~¡.' ·~.··· , ... · ... 
DDIOSTRACIOI. ·Ya que R • es abierto, es lebe~~e ~éc:lib1.;; y 

ya que ait¡ ~s:d:/'á~~a;'c~~·af!seu!:nepor ·(Lt9J que 

jR11 = jR
1

j: considerámos priilei-o>e1 ·caso 'en 'qlie jR
1
j, jR~I 

son finitos. 

Para probar el .teorema se. necesitarán las· siguientes 
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relaciones 
R

1 
~ U CVCR

2
) n R

1
), U CR

2 
n v-1 CR1 l ~.R2 

VEr ·YEr 
La priaera es trivial y la segunda se sigue del hecho· de que 

H es cubierto por iaágenes de' R :;: · •·· 
Como los térainos en eÍ ~i~~bro; · d~~e~ho cÍ~ la primera 

inclusión son di,:~T~)~1,r~~i~i{íif2:>,~;HI. , 
Aqui se está usando l.a'.;.;_~<lit'i".~fa~)~~}.árfrct.18).' 
Por la invarlancla de1·~·á~e~ hlper~611ca y otra vez la 

_..,u .... Z~'i:~;~·~~.·~~~t.i~t;·~~í'.· 
"I U: {R.<nf~(R Hl !!:·fR F / 
e VEr '.•:. ~t'· '.'.J :\;\ ~:;, :} 2 

• •. 

De esta foraa invlrÚendo'•los·~papele"i d.i:R\y R coapletamos 

la prueba. s1 llÍI /~·~~t.·.;~·r~~~t.~·~~te:a.X.! IRi<co . 
. -:: 1 ... ~': ··.:_'..-;. ,;_:} :'.-'.~:~-:.:-.-.:::~ :~. -~'"7-?:' ;;: .. :_~,.-::;-.- -~'.:-· ., ·':--;'-::::; ,':0: ,. 

:7'::.:;:; ·:,t,~~"J;;i~:~:.:r~;,'ff.,'.·~·" 
;::;~:e w~ po::~::od~~il*iec~htt.:ifiJ{J8~Zª~-n::ro 1:. 
lo aas nuaerable de 11neaíi' re~~¡,;,'• y .l~c~~' 'circulár'es y es 

por tanto de área· cero', e 

' . . 
Teor- 4.4.· Un poÜgono de Dlrlchlet tléne:área·hiperb6Jlca 

finita si y solo si tiene un número 'rÍ~ú;;, de Údos ·y ·no 

tiene lados libre. 

nEMOSTRAc1n•. Por el corolario anterior po<lelÍos -c;nsÍderar 

un poligono de Dirichlet arbitrarlo N; si.• .·N .t¡~~e_ 'un:·núm-ero 

finito de lados y no llene ·lados libres, s~.;á~ea puede· ser 

calculada por la fóraula de Gaus~:.BOnnet~ Sele~c~onando · un· 

punto interior P en N y dibujando 8'..i1~ea.i de ~ a' cada uno 

de los vértices de N. Por la convexidad de N estas 
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H-lineas están entera.ente contenidas en Ñ. De esta aanera 

se obtiene una triangulación de N. Supongase que N tiene 2n 

lados. Asocia•os a cadá c'fclo·· un nllmero 1, el cual es 1 para 

un ciclo accidental, el orden del ciclo para un ciclo 

eliptico y • (esto es 1/1= O) para un ciclo parabólico. Con 

esta asociación se observa que la SUl&a de los lngulos en los 

vértices de un ciclo es en todos los casos igual a 2w/l 

Considerando que la suma de los ángulos en P es 2w. 

Se tiene por Gauss-Bonet qu9 

(1) INI = 2wn - 2w - 2w E 1/1 = 2• (n - 1 - E 1/1), 

dende la SUl&a se extiende sobre tcdos los ciclos. Se sigue 

que 'INI es finita. 

Suponga.os ahora que INI ea finito;· Entonces N no .tiene 

lados libres, debido a que cualqUÍ.~íO:' vecindad de un punto 

dentro de un lado libre tiene, ir~~:c irif tnl ta; 

Proba.os ahora que N tiene un' Íl~;;,·~finlt~ de lados. Sean 
; •• • O'c! .',, i -;:- '•~:.. · 

s
1

, s
2

, ••• , s2n 2n ladós 'consecut.ivéis"de·, N.:.Desde un punto 

ª~:;~;;?ct1~:~~~,:~~::;=·-~ 
Sea wJ=. ~y~· ~ji1 :·;~ú'~,io en

1i1 °v~r:t,e:t;/i c~:t~ · puede 

estar en w o en· ll) .. Eiitonces 
:<:~·:- -v-~-'.,'';" ~-._ · \··-. > .... ·t2···n< ... ;.'.~-.· '· 

, , , ·.:...- .· .. . ·2n-1. , ,. -... ':·:,,-

(2) !~'··f,.~+ :J~l~j '":~l } .. ~2 --J~1{1,:, ' 
Observese ·~~.:·.:E~i}~}/2 .. jl]Y,;, º. s WJ s .... A~~ús, se.pueden 

excluir· los yért1~~1s ~ara los. c~~l~s .. ~j '(';ª•,; ~Y~/. qu~ • ~ste 
caso ocurre ;~6i~ ;~n un cicl~ de, orden ;L2 con~~ltuido por un 

W>ico vér~l~~} que-;·_· se .•.• ·puede ·:simplemente .:'d~~preciar 
transfo;~.; i~s 2 . t.r-1,i,g.)1'0~ que Üeg.;,:. ~ este vÚtlce en 

uno solo:· Por tanto' 
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2n-t 

(3) 3• + INI > fJ, + 1'2n - • + 2• + INI " E (• - WJ), 
J=l 

ya que {J
1 

< w
1 

< • y si1111laraente 1'2n < •· 

Si el núaero de•lados:~n·N:~~;lnfini\o,>~e puede extender la 

sucesión {s > lnd~flnld~ellt;;, y se .sigue de (3) que ,la .·e l •. ·'i·J·:·'.:.::·~;-{<.?~."'-':,' ·;~~:<'! ',-:, • .. ~:. ·> • :· ;.' _,- -, .· ' ' 
serle E(• -·w) converge¡,:y;por,lo.tanto:w ·~ •· Se sigue 

1 =~~·· .. :-': -· ·i~~L'. ·: d¡~~,/:.~1:(;~::·.~~f .. ;~:.;:~:·; __ -;;:~·;_-_::}~(-~ ~.:·':L;~ · .<>:> >~. "~ _,. .-. :, : 
que WJ ~:o !'ª~~:· 6c~~º.L\1Jl~:~.~~r'.~ nl'l,lt~:de,,J: s, ·las ·.cuales 
correspollden.',. ·:a :.,los:•: ',vértices'" parabólicos "en.' . N; . Por 

conslguient" sl J · >J '' · · •'!'.'}'' S/' 

'
41 

·,·· •·••• ,·,f;º~J~J··3~,;:·p~~~··J, ~\~·· 
Estos vértlces·.::de'~N ;•son,,.ordlnarlos; "Coao hay' un núaero 

lriflnlt~''<te ;~1~1ci'~'~'1'8ünó~'·,,cci~ ~~ú~,;· <ti~~os v,
1

, ••• , v,J 
"ª u&r~~~ · • ~~.· >J~::f ~··~1 ;'. . :;.;,~J~·, 
Para este ciclo:se tiene por~(4)·· 

r- < .;;~« .... = ~1,r2,. .. ,rj 

flnalaente coao '. : :-,_· 

'2• 
~:· :,'.w,.rt:.•.>. :;r< .. ·+·'. ':'~:~~; 

·'.·-.-
donde 1 es orden del ci~l~; se tl~n¡; que 

2;,.> ·2; 
3 •J <' 1 < l<J 

y 

·2:< .. Jl '< 3,· 
. > "·-. : .. :· 

lo cual e's 'Úna, contradicción. Por tanto N tiene un número 

finito de lados. D 
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Corolario 4.5. SJ INI < •• entonces r posee un sJste-. de 

generadores que tJene a Jo lás :!l!!l + 6 •leeros . • 
DDIOSTRACIOW. Supongase que N tiene 2t lados. Por 

Gauss-Bonett 

INI = 2w(t - 1) - 2• r 1/J J ' 

la suaa se extiende sobre todos los ciclos ordinarios. Si un 

ciclo de orden 1 J tiene r J vértices, entonces r Jl J > 3¡ 

exceptuar.do el caso 1 J = 2, rJ = 1. Esto es trivial· si 

lJ > 3 o si 1, = 2 y r, > 1. Sl 1, = .. (e~tº',es un ~i~lo 
accidental), entonces r I!: 3. Esto·.es porque;1a·suaa de los 

J ·.·· ... ;;" ·'·'> .. '.,/·.;e•··· .. ~.; .. ·:.,. :· 
ángulos de los vértices de un clclo•accldental·es·2w; y los 

ángulos en vértices accidental~~<~~n' ·~no;es ·~e • (un 

ángulo de • esU asociado so1o'"c~ÍI::~ V~rÚ~e de orden 2). 

Suponaase hay e ciclos con i J .~.2,<~~ r /= 1. Entonces para 

los ciclos restantes se tiene ~··· 

1 rJ. e<~''·" 2t .; e r I = r i=l " 3 r rJ " --3- • 
J J J . ··.• '· 

y por lo tanto 

J& I!: t _ 1 2t -:·e\ •e t e 
2• - --3-.- : 2 =. 3 - 6 -

Cada uno de los vértices ·e' 'éi~ orden 2 svpara 2 lados 

conjugados, Dos de estos Vértlc.es/;o pueden ser consecutl\'OS 

en la frontera N, ya .que ·.'esto·. hopl1car1a que el lado 

coaprend1do entre ambos seria, '.éonJuii:ado de .. 2 lados dlstlntos 

(ver figura 5). 

tlqura. s 
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Por tanto e ~ t y esto da 

l!!l,..!.-1 
2• 6 . 

Ya que las transforaaciones que conjugan los ·lados generan 

el grupo, se sigue la de•ostraci6n. 

D 

Defln16n. Un espacio topológico conexo de Hausdorff .es una 
Superficie de Rl-.nn si existe una futlla' ...• 

<C;
1

,UJJ : Je J};, .,<:: 
llamada un atlas (las parejas e; , U } ; s1Fles llua. cartas} 

J ·.J~·· ;·: :J 
tal que ·· - . 

(1) {UJ : J e J} eo; w1a cublert_a ;a~t;.rta ~~K; : .•• _ , 

(U} cada ; es un ho11eo•orfis•o'de ¡ji::,¡~iíre' un ·subconjunto 
J ·., ._.,.,,, ;.,,._. -J '>'.'·· 

abierto del plano complejo;. y. -· .. : - · · ·, .· 
:·.. ..; :-. ·?:,-. ... ·.·:··:··.-.-,·: ·. 

(111) si u= u •. ~.~~5-~r~;rcte,s~,~.Cul, 
es w1a función _anaÜtlca entre·,los conjuntos planos ;/Ul y 

l.'·-

Defintclón. ,Sea' :' .. a'·'Wi grupo .11ultiplicatlvo con elemento 

identidad., ".;i:Se:dic~:qu1!'_ G. actúa espacio topológico X cuando 

existe l:ná rlúición eiG ;;c':x ~ X que satisface 

o> oce,xJ=x ·v,¡ex. 
c2Je(h,11Cg,';J~~C~;xi> vx~x y Vg,he.G. 

C3J og:x·~·x .;fc'<>í~ti'~~a :.11,~ e G,'d'>.nde.o8CxJ = o(g,xJ. 

A 9 se llan"una:·'aci::16n de G en X. . ·~ 

Dada un:. a.cctÓn cl~\G' éll' esp~~i~ . X; : f?.l. éapac'to d", 6~bi tas es 

el: conj~to d~ Ó~~i t~·~ x,.ta ~r~vistri•d:'~x. _1f. tX/éG~l.:~ .• ~.l.a<c. ~ciente 
inducida por la 'J;roy;;cc16ri iíatural · ~ .,··· . :·_· 

Si r < PSLC2,lii>. 'y\ 'deÍÍnlrÍos :'..9,¡.~Íl2 2:..'i(l. como 

9(T, z) ,,; TCzÍ. iii~~nc'~s .• ·~ d~ri~;. ~a ~~clÓ~ ~,; G en iJ2 y 

W /r denot~ su espac'io. de córbÍ.-ta~. Ade11á~ ,. si': R e C entonces 

denotaremos ~"·"' RI~ al '-e~¡Íac'io cociente de R bajo la 
relación 'de r-equivaléncia. 
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Si r es un grupo Fuchslano actuando en r, r/1" es una 

superficie de Rie•ann (ver Beardon [1) cap. 6 ), ais al'.m si 

N es una reglón fundaaental entonces r/r y R/r son 

ho•eomorfos (Beardon [1) cap. 10), En el cas~ en que N'tenga 

area hiperbólica finita se puede probar qu~> ÑIT es una 

superficie de Rle•ann co•pacta orientable · sin'"'fr.;ntera. Esto 

se hace estableciendo una topo logia adecuad; '~';a Úos ·puntos 

fijos parabólicos (ver Beardon (1) cap. 6 ·y·'.·c;~:. 10). Por lo 

cual Ñ/r es la superf'lcie cerrada as.;ciad;· á''R/r,) .. qÚe se 

obtiene de Ñ quitando un número f'lnlto }d~'; puntos que 
:,·.>.:>.-

corresponden a los puntos parabólicos. "' 

De acuerdo al to>arema 4.2., para c~lcul,~r '.el área 

hiperbólica de una reglón f'undaaental de. r ·e~ suficiente 

calcular el área para cualquier poUgÓno'de Dlrlchlet N de 

r. y se tiene ade•ás es siguiente result~do. 

Teor ... 4.7. Sl INI < •, entonces 
·:;· ... 

(Nl/21r = (2g - 2 +. I: (l -J/1
1 

), 
·. --='.1=•·.:;·: 

donde g es es género de l~ ~.J;e;rl~fe d¡,· Rle8JIUI ~/1" y s es 

el nÚO!ro de ciclos n0 · ~é:'clde;,Úles: ', 

DDIOSTRACION. 

Euler co•pleJO~--~sié~1C~) ·-.-;---c"s~'-fiÉ!n~ 

~CÑ/rJ = ~ - n + l. 

Por tanto, c - n + 1 = 2'- 2g. 
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Ahora se tiene por Gauss-Bonnet que 
e 

INI = 2• (n - 1 - r 
IRI 

De esta f or•a tenemos que 

INl/2• e 2g - 2 + c - r 1/JI = 21 - 2 ··r c1 - 1/1
1
1. 

1=1 l=I 
En la suaa anterior pode•os o•itir ·los ciclos accidentales 

(J = 1), por lo tanto • 
INl/2• = 21 - 2 + r c1 - 1/1

1
1. 

lcl . 

donde s denota el nÍl•ero de ciclos nci accidentales.' D 

Corolario 4.8. Sea Runa reglón fund1U1e11taJ deT «PSL(2,R).· 

Spongase taablén que la frontera de R tl~~ ·.medida de 

Lebesgue cero. Entonces IRI > Il . _ ..•. _.·., ,; , 
DIJIOSTRACION. Por el teore•a 4. 2 podemOs -'.~uP<:)~~r . __ que·: R . es un 

poligono de Dirlchlet de r y por Ía f 6r~~la·il~i~ téorema '4. 7; 

se quie:-e deaost~~r ci,é • .·•, . .· .. · 

}/Ri., i? 
. ' 1' 42' 

Los paruetros en (1 J s~n2 ::·:• Ll 1~ .... J~}, donde 

Cuando g a: 2, ten~•~s R1;'~:dj'/ ~.:.·:· ··,.,':. · .. . ·: 
Cuando g = 1, tene•os que ·s.>_ó(de :'o't~ll for•a R

1 

g I!: o y 

O, Por . 

tanto . " ,' •;/ ... , 

R a: -'1/J .a:.1/2. 
' 1 ' . .:• ,; . '~---"' .... · 

Supo113ase g = O. 

Si s "' S: R
1 

a: -2 + 5/2 ,;;•Úz. 
Si s = 4, 1

1 
> 2 par~_ al ;.ell'os a18una i, de otra 

es positivo y R
1 

.,· -1(1
1

+1/2"' 1/2.- 1/3 = l/6, 

forma R
1 

no 
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Sl s = l o s •2 no se CllllPle que R
1 

es positivo; 

Si s = 3, tenemos 

R
1 

= 1 - (1/1
1 

+ 1/1
2 

+ 1/1
3
), 

supongase 1
1 

:s 1
2 

:s 1
3

• Si 1
1 

1: 4, R
1 

1: l - 3(1/4) ~ 1/4, 

Sl l 1 1: 3, entonces ya que 1
2 

1: 1/3,' debeaos tener c¡ue 

1
3 

1: 4 para que R
1 

se mayor que cero. Por tanto 

R
1 

1: (1/3 + l/3 + 1/4). = 1/12. 

Flnal•ente supongase 1
1 

= 2. Entonces 1
2 

= 3 o 1
2 

1: 4. En el 

primer caso necesaria.ente 

1
3 

1: 7 y R
1 

1: 1 - (1/2 + 1/3 ~ 1/7) 1/42. 

Sl 1
2 

4 necesaria.ente 1
3 

1: s.· Por.tanto 

R
1 

1: 1- (1/2 + 1/4 +· 1/Sl. = 1/20. 

El caso 1
2 

> 4 se sigue en.rCli;-~~ ~náloga, a 

EJEllPLOS. ,, ' 

La cota lnÚrÍo~r ~~sc'rttá.én 
que existe' úÍl grüp;;'con• los, paráie'tros:: 

llamado el ~~~~<;;~~a:·}~.+:~·~~P~~~ probar .que la 

reglón desbr1tá ·.•en .la •figura•. 6 . ea .:;;..~·•. ~eglÓn fundamental 

para este grupo ... 

figura 6 
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Al aplicar las transforaaciones de este grupo se obtiene una 

teselaci6n del disco unitario (vease figura 7). 

flqur• 7 
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El p-upo ...Sular SL(2,Z). 

El grupo aodular denotado SL(2,Z) es el grupo de todas las 

•atrices 2x2 unlaodulares con entradas enteras. 

Una reglón fundaaental para el grupo de transforaacionea 

definido por SL(2,Z) es 

R : x2 + y2 > 1, lxl < 1/2, y >O 
(ver Lehner [4), pag.59), la cual se auestra en la figura B. 

s: 

o 
rtqura e 

El grupo es generado por las transforaaciones 

U(z) = z + 1, la cual conjuga s
1 

con s~, y-·:T_(z) 

cual conjuga s
2 

con s;. 

Los ciclos son {p, -p}, {1},. {m}, d~nde-: 

-1/z, la 

{p, -i>> es Wl;'clclo :'.de\.:orden :3, 'ya _,'que,, la suaa de los 

ángulos de los ;Órtl'c~~-d~:~~tií ciclo ~s-·2~i3; 
{i} es ~ ci~l~;~de-~rd.;n _2/ 

{m} ciclo. P!lrabóUco. .:_- \': 

usando la róríiuia. c2> del; teoreaa 4. ·r t~~e.Os que 

~;; <i: ;,::~ '.::_1J_12 ;,,· C3 - 2-'- iJ/2 =o; 
Por el teorema:'. 4, 7.: el'. área 'lli~rbólica de la región 

fundaaental es 

IRI = 2• (2g: 2.+ EO. - 1(1,l = 
. ·: .. 1=1 . 

2• [-2 + (1 - 1/3) + _(1 - _1/2) + 1) = w/3. 
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El VUPO mu. 
El grupo rCZl es el subgrupo de SL(2,Z) que conslte de todas 

las utrlces 

con a y d tapares, b y c pares. 

Una reg16n fundaaental para este grupo es la que se auestra 

en la flBUra 9. (Ver Lehner (4), pas.61) 

s, 

l'lqUI'• 9 

Este grupo es generado por las transf oraac1ones 

U = z + 2, que conjuga los lados s 
1
con s' 

1 
y 

T(z) = 
22 

! 1 , que conjuga los lados s
2 

con s~. 

Los ciclos son {CD}, 

parab611cos, 

{-1, t>, , {O}, los cuales son 

·.: ._ . ' 

Usando la f6raula (2) de teorema', 4. 7 teríeaos que 

8 = (3 - 2 ~,1)/2 =o. -

todos 

Por el teoreaa 4. 7 el área" hl,~rbÓUca de la reg16n 

fundaaental es 
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