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INTRODUCCION

' El curso "Temas Selectos de Matemdticas” | introducido por la Universidad
Nacional Auténoma de México al programa de tercer aiio del bachillerato in-
corporado, correspondiente al drea Misico-Matematica, tiene como finalidad
orientar al alunimo hacia una modalidad sistematizada de razonamiento y pro-
porcionarle una vision general de temas que cubran un amplio espectro.

Este programa procura, dentro de un marco muy flexible, enfatizar la for-
macion del estudiante en cuanto a su capacidad para desarrollar demostra-
ciones.

Abreviadamente, los temas includos en dicho programa son:

1. Sistemas de numeracion

2. 'Teorfa de Conjuntos

J. Nimeros Complejos

4. 'Teorfa de ecuaciones

5. Desigualdades

6. Sistemas de ecuaciones lineales
7. Sucesiones y series

8, Analisis combinatorio

El teorema del Binotuio de Newton

=

10, Probabilidad

11, Estadistica

12, Bstructuras algebraicas

Como puede verse de esta enumeracidn, se incluyen varios temas ya vistos
por ¢l estudiante en los aiios previos, pero cou menos profunididad, y sobre todo
sin un enfoque estrictamente fortal, También la uniformidad del tratamiento
de los temas se entiendio necesaria para que este curso resultase efectivo en la
preparacion del estudiantes orientado al drea Fisico-matemdtica.

Asimismo, un componente importante del programa consite en evidenciar
la interdependencia y concatenacion ldgica de los temas, pero sin omitir la idea
del desatrollo paralelo en los diversos campos.

Hasta la fecha, para brindar soporte bibliogratico a la totalidad del curso
dnicatiente se ha publicado el libro titulado " Pemas Seleetos de Matematicas”
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de autoria del Prof. Flores Meyer (edit. Progreso, 1991), el cual represento
un aporte itil, pero sin embargo soslaya, a juicio de la autora del presente
trabajo, un abordaje inductivo a muchos de los resultados, Ademas este li-
bro, en algunos temas presenta la informacion de una manera excesivamente
condensada,

La alternativa al uso de este libro por parte de los estudiantes consiste en
consultar distintos textos que cubren parte del programa, pero aun asi hay
teinas como el de "Sistemas de numeracion” para el cual no es facil conseguir
buenos libros de nivel adecuado, En otros casos, como en el tema de "Estruc-
turas algebraicas”, unicamente se pueden encontrar textos cuyo formalismo
resulta excesivo por coinpleto para los estudiantes de bachillerato.

Durante los dltimos seis aiios, la autora ha trabajado como profesora de este
curso en un colegio privado con alta exigencia académica y control continuo
del aprendizaje; ello le ha servido para apreciar las dificultades y carencias
bibliograficas que deben enfrentar los estudiantes, y de aqui surgié la inquietud
por comenzar aescribir material de estudio referente a los temas en que aquellas
dificultades y carencias eran mayores,

Como parte de la ensenanza activa del colegio, tos referidos materiales pre-
liminares fueron sometidos a las critica de los estudiantes, y progresivamente
enriquecidos por la discusion colectiva.

De alguna manera, entonces, la visidn personal de la autora acerca de cmo
deberfa enseriarse cada tema, resultd matizada por la apreciacion necesaria-
mente mis puntual de los estudiantes, y entonces el principal desafio consistio
en sostener una metodologia y un nivel homogéneos a lo largo de todo un texto.

Debe entenderse sin embargo, que el texto que ahora se presenta constituye
una primera presentacion del misino, en que figuran reunidos todos los temas, y
gue el colegio piensa editarlo en tiraje limitado y mediante técnica que permita
irle introduciendo ejoras en afos sucesivos,

Antes de arribar a una version estabiliazada y satisfactoria, es preciso que
este proceso de retro-alimentacion complete varios ciclos.

Varios libros de texto muy conocidos hau inspirado el tratamiento de los
temas, como ¢s el caso de CRAMER para Estadistica,, de SWOKOSKI para
Tearla de Ecuaciones. Sin embargo se ha hrindado especial atencidon a dotar
cada seccion con un enfoque uniforme y propio, resultante de la expriencia
personal camo maestra y de la consulta a libros especializados de ensenanza
de las Matemdticas, porque se trata de satisfacer una necesiad bien concreta y
en un ambito escolar bien definido,

Para la concepeion general y el tratamiento particular de cada tema, la au-
tora se beneficio de la experiencia acumulada por el Profesor Guillermo Gomez,
del Depto. de Matematicas de la Facultad de Ciencias, quien actud como di-
rector de la tesis,

De sus alumnos, a autora ha recibicido inumerables comentarios y sugeren-
cias, mismos que al ser tenidos en cuenta y adaptados a la necesidad docente,
no han restado a la obra un cierto matiz de creacion colectiva, que resulta
particularmente gratificante para la maestra,
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Terminada la presente version, luego de revisada por los sinodales de la
tesis y enriquecida por sus conscjos, se confia en que el texto resulte til para
los estudiantes,
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1. SISTEMAS DE NUMERACION

A cualquier persona le resulta muy sencillo asociar el simbolo "3" con algin
objeto que aparezca tres veces, pero al hombre le costé muchos siglos construir
una estructura o sistema que le sirviera para representar cantidades numéricas,
En particular la idea de que, por cjemplo, el nimero 3 es el simbolo que re-
presenta a todos Jos posibles conjuntos que puedan ponerse mutuamente en
correspondencia con un conjunto de tres elementos,

Actualmente se utiliza en casi todo ¢l mundo el sistema de numeracion
decimal, pero esto no siempre fué asi. A lo largo de la historia se han utilizado
sistemas numéricos completamente diferentes al actual, La razén fundamental
por la que se adopté of sistewa decimal es que la forma mds primitiva para
contar es utilizando los diez dedos de las manos, asociando la ocurrencia de
cada eletento con el desplegar nu dedo de ta manao.

Ui sistema de mumeracion consta de numerales o gharismos que representan
Jas cantidades, y un wimero, casi stiempre Hamado base del sistema, que indica
que base de unidades simples (unidades de primer orden ) forman wa unidad
de segundo orden y que base nuidades de segundo orden forman una unidad
de tercer orden . Por ejemplo nuestyo sistema tiene bhase 10 y consta de 10
guarismos diferentes que son ¢

0.1,2.3,4,5,6,7,8,9

Cuando contamos 1,233 objetos contamos unidades de primer orden, pero
al llegar a 10 (base del sistemna) formamos una decena, que es una unidad de
segundo orden y al contar 10 decenas formamos una centena que es una unidad
de tercer orden, y asf sucesivinnente, Bn general diez unidades de cnalquier
orden forman la unidad de orden inmediato superior.

. s importante notar que ciando se nos terminan los guarisnios comenzamos
a combinarlos entre si con un cierto orden. Porejemplo en base 10 comenzarmos
a contar

9 se terminan los guarismos

10 se camienza a combinar

SISTEMAS DE NUMERACION
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1.1 Sistemas posicionales y no posicionales

En el sistema babilonico, asi como en el maya, wn numeral podia tener mn
significado completamente distinto dependiendo de la posicion que ocupase
dentro del nimero, es decir que se trataba de un sistema de posiciones,

En nuestro sistema, utilizamos el primer tugar a la derecha para escribir
las unidades (primer orden), la segunda cifra a la derecha representa decenas
(segundo orden) y por cada lugar que nos corramos el digito representa 10
unidades mds grandes que el digito de la derecha.

Cada tres érdenes, se forma una clase, éstas se cuentan sicinpre de derecha
a izquierda. Por ejemplo 1,5\@.

clase
o general, si llamamos b a la base del sistema, d; a cada uno de los nu-
merales o digitos y & a la cantidad de digitos del nitimero, un nimero escrito
es un sistema posicional se representa de la forma:

l[khk 4 d,\._ﬂ;k"' +..00F (1|b| + dub"

pero para escribir mas abreviadamente el ndmero, sélo escribimos

‘ik‘lk-l Ve ([.l’ob

donde el snbindice b final significa que el ntimero en cuestion esta en base
h.

Los sistemas no posicionales se basan en diferentes principios, como por
ejetplo, que cada guarismo represente una cantidad, escribir los guarismos y
al final sumar las cantidades, El sistenia romano de numeracion, que todavia
usamos para escribir los siglos, se basa precisamente en el prineipio de la swna,
es decir no importa la posicion que ocupan los numerales. Por ejemplo en el
mimero X1, el numeral [ tiene el mismo valor las dos veces,

1.2 Antiguos sistemas de numeracion

Los antiguos egipcios, que vivian en el valle del Nilo desde antes del aiio 3000
A.C. contaban con una escritura Haniada jeroglifica y un sistema de numeracion
de hase decimal, cuyos simbolos aparecen en la siguiente figura

InR § 7 a ¥

! 10 100 1000 10000 100000 1000000

8 SISTEMAS DE NUMERACION



Cada simbolo podia repetirse hasta nueve veces y para representar cualquier
nimero bastaba con sumar las cantidades que representaba cada simbolo, Por

ejemplo:

QR ANAMN 10041004 10+10+10+1+ 1223

En el valle que se encuentra entre los rios Tigris y Eufrates de Irak, flo-
recié la antigua Babilonia, donde se utilizaba un sistemna sexagesimal (base 60
) de posiciones. Se desconoce cual fué el origen de este sistema en base sesenta,
aunque algunos investigadores lo atribuyen a que la duracion del aiio babilénico
era de 360 dias. Todavia conservamos vestigios de este sistema, puesto que di-
vidimos la hora en 60 minutos y el minuto en 60 segundos, también lo utilizamos
para medir angulos, una vuelta son 360 grados, 1 grado son 60 minutos y 1
minuto son 60 segundos. Sin embargo este sistema resultaba complicado, ain
para ios babilonios, ya que se necesitaban demasiados guarismos, por lo que la
poblacion en general utilizaba un sistema alterno de base 12,

Los guarismos que utilizaban eran en forma de cuila y por eso se llamaban
caracteres cineiformes, la siguiente figura muestra como la cuiia era la misma
pero cambiaba de valor al rotarse

vy oo

La civilizacion maya fué la primera que utilizd un sistema numérico de
posiciones incluyendo al nimero 0, El sistema de muneracion maya estaba en
uso 5 6 6 siglos antes que cualquier otro pafs del mundo utilizace un sistema
semejante,

La gran importancia del 0 radica en que sirve para indicar la ausencia de
unidades de un cierto orden, por ejemplo:
en el mimero 102 , el 0 indica que no hay decenas, o bien nos hace distinguir
entre 4 y 40

El sistema maya era de base vigesimal (base 20) y los niimeros se repre-
sentaban por puntos y rayas como muestra la siguiente tabla;

o <& 5 — 10 e 5 ==
1 . 6 LI 18 é
2 o0 7 2t 12 _s° 17 _:-——'_-:
3 e 8  ees 13 ﬁ 18 -.O=O__-.0_
4 eeee 9 sses 1 ssee Y TY)

e Il
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El gran matematico francés Laplace emitio la siguiente opinion:

"La base de nuestro sistema de numeracidn no es divisible entre 3 ni entre
4, es decir, entre dos divisores empleados por su sencillez, La incorporacién de
dos nuevos simbolos (guarismos) darfa al sistema de numeracion esta ventaja;
pero tal inovacidn serfa, sin duda, contraproducente, Perderiamos la utilidad
que dié origen a nuestra aritmética que es, la posibilidad de calcular con los
dedos de las manos”

Fl mimero 12 es el gran derrotado por el niimero 10 en la lucha por ser la
hase del sistema de numeracidn, El doce ofrece la gran ventaja de tener mds
miltiplos que el mimero 10,

Pero conservamos doce meses en al afo, dividimos los dias en docenas de
horas, nuestros relojes dividen la hora en 5 docenas de minutos, en el sistema
inglés de medicion un pie tiene doce pulgadas, En nuestros mercados todavia
so venden naranjas, tortillas, huevos , elotes y hasta pollos por docena.

Los simbolos que actnalmente utilizamos para representar nimeros se la-
man arabigos, aunque, en realidad se originaron cn la India, durante el siglo
VI v fueron llevados a Europa por los drabes,

Practicamente los sistemas numéricos mds utilizados son el binario (base 2)
v ¢l hexadecimal (base 16). El caso mds intercsante de la base binaria es que
como sélo tenemos dos simbolos, no hay posibilidad de confusién, Por ejemplo,
todos los dispositivos electronicos digitales se basan en un mismo principio: el
voltaje de un cable esta alto o bajo. Todos los nervios del cuerpo humano
funcionan bajo este mismo principio digital, ya que solamente dan una seial
gue se llama potencial de accion, o bien estin en reposo.

LI sistema hexadecimal tiene su principal aplicacion en fa estructara de
computadora, ya que permite representar los mimeros de manera mas com-
picta., Cuando se representan cantidades o bien las direcciones internas de los
dispositivos se utiliza base 16,

Utilizando los principios hdsicos de construceién para nuestro sistema de
nunteracion, podemos construir un sistema de numeracion que tenga como base
a cualquier mimero positivo a partir de 2

1.3.1 Principios bisicos para sistemas de numeracién

1. En todo sistema, el nimero de unidades de cualquier orden,
igual a la base, forma una unidad del orden inmediato superior.
Por ejemplo, si estamios contando zanahorias en base 10, al llegar a 9 , se
nos acabaron los guarismos, ya que el 9 es el décimo, entonces seguimos
contando con la formacién de un orden inmediato superior, el nimero 10.
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Es decir, al momento de llegar al nimero de zanahorias igual a la base
(10 en este caso) tuvimos que agregar otro digito al mimero.

2, En todo sistema una cifra escrita a la izquierda de otra, re-
presenta unidades tantas veces mayor que las que representa la
anterior, como indique la base,

Esto se desprende de que estamos tratando con sistemas posicionales, en-
tonces, por ejemplo en el niimero 12 en base 3, 1 representa una unidad
J veces mayor que 2,

3. En todo sistema con tantos guarismos como unidades tenga la
base, se pueden escribir todos los niimeros.

Ohservemos que del principio 2 se desprende que el 0 no se escribe a la
izquierda de un mimero, ya que el cero representa la ausencia de unidades.

Ahora construiremos los primeros 11 mimeros en los sistemas de base 2,3,4,5
y 10, utilizando los guarisinos que ya conocennos,

Binario Ternario Cuaternario Quinario Decimal
0 0 4 0 0
| l | l |
10 2 2 2 2
I 10 3 3 :

100 il 10 4 4
101 12 1! 10 5
110 20 12 11 6
i 2] 13 12 7
1000 22 20 13 8
1001 100 N 14 9
1010 101 2 20 10
1011 102 23 21 11

De tal modo que 110; (el subindice indica la base) representa fisicamente
la misma cantidad de unidades que 203, que 124, que 115 y que 7jp. Cuando
alguien nos dice que en una fiesta habia 50 personas, nosotros no nos ia-
ginamos un simbolo "50", sino la cantidad fisica de personas; y esto es muy
importante, ya que como podemos ver, si la base de nuestro sistema fuera osra
"50" representaria otra cantidad.

Anteriormente se dijo que se podian construir sistemas de numeracién con
cualquier base, veamos entonces lo que sucede con sisternas con bases mayores
a 10,

Ehinico poblema es que no tenemos mds que 10 simbolos, entonces tendriamos
que inventar nuevos simbolos, estos podrian ser caracoles, peces, bastones o
simplemente un garabato, pero debido a que tenemos otros simbolos muy cono-
cidos para todos, que sou las letras, utilizaremos estas,
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Base 10 Base 11 Base 12 Base 13 Base 14
0 0 0 0 0
1 | 1 1 1
2 2 2 2 2
8 8 8 8 8
9 9 9 9 9
10 A A A A
11 10 B B B
12 11 10 C C
K 12 11 10 D
14 13 12 11 10
15 14 13 12 1t
16 15 14 13 12

Claro que cuando llegaramos a una base 36 se nos habrian acabado las
letras, pero tendriamos todavia algunos simbolos y mas que nada imaginacion
para inventar simbolos nuevos,

El mimero 1011, representa ¢l mismo nimero de unidades que By , pero
en base 2 se necesitan mas digitos que en base 14. Cuanto mas grande sea la
hase del sistema, se necesitardn menos digitos para representar un nimero.

1.3.2 Operaciones aritméticas en diferentes sistemas

Gracias al principio posicional de nuestro sistema, podemos efectuar las cua-
tro operaciones aritméticas suma, resta, multiplicacion y divisidn, rapida v
ficilmente, ya que todos los digitos se operan como si fueran unidades de
primer orden , y solo al obtener el resultado final tomamos en cuenta su orden.

Suma

Desde muy pequerios, se nos ensefio un método para sumar que consiste en
reagrupar nimeros para formar grupos de 10, Cuando se junta un grupo de
10 0 mds nos "llevamos” las unidades de orden superior al siguiente grupo.

Ejemplo:

l

18 empezamos por sumarle al 8, 7 unidades, cuando
+47 Hegamos a la base (10) nos "llevamos” el digito

9 de orden superior al siguiente grupo (1+4)
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]
18 luego agrupamos cl siguiente grupo 1 + 144 =6
. +47
~ 65
Este mismo métoda lo podemos utilizar para cualquier base; y por cierto
- que este método se facilita si utilizamos un dbaco con tantas cuentas en cada
linea como unidades tenga la hase,

unléndes de: cada cuenis equivale o
primer srden 1R
segundo erden "
tercer orden 108
1000
10008
100000
1000000

Ahara vamos a wtilizar este dbaco para sumar 13 + 14
' ' \ = 10

Observemos que las dos cuentas de la primera linea del segundo abaco se
regresan al lado izquierdo en el tercer dbaco y se aumenta una cuenta de la
segunda linea, esto es debido al principio 1 de sistemas de numeracidn,

Ejemplo:
ABSC\s En base 16 se llega hasta la letrd F

+ 875EW
112K A

. Resta

El método que utilizamos para vestar consiste en contar el niimero de unidades
que nos faltan para legar a la unidad que estd arriba, si la unidad que estd
arriba (en el minuendo) es mas pequeda que el nitmero que vamos a restar (del
sustraendo), entonces se pueden hacer dos cosas:

a) (en el minuendo)se le "pide prestado” una unidad a la cifra de junto a la
izquierda

b) le sumamos uno al mimero que esta a la izquierda del niimero que vamos
a restar
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Estas dos soluciones tienen un mismo objetivo: sumarle una unidad de
orden superior al nimero al que le vamos a restar.

Ejemplo:

(por conveniencia de notacion utilizaremos la forma de restar a)
-1
67
-49
18

Ejemplo:

D

o
[ SR -
[

6

3

<

(]

.
D

Ejemplo:

-1
1ABY;3 base 13 llega hasta la letra C

— 6783
14345

Multiplicacidn

Sabemos que multiplicar a x b equivale a sunar a veces b, o viceversa, pero seria
laborioso multiplicar asi, es por esto que en la escuela tuvimos que aprender
de mernoria las tablas de multiplicar para unidades de primer orden, Es asf
que para multiplicar en base 4, por ejemplo, necesitamos obtener de la tabla
de multiplicar para base 4:

1
0 x 1|a[o
231, i
" ligg 3] jiojs
4
1000, P s
231,
30222,
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Divisién

Dividir un ntinero, lamado dividendo, entre otro niinero Hamado divisor, es

equivalente a partir el dividendo en "divisor” partes iguales, es decir, se trata

de una operacion inversa a la multplicacion,
Para realizar con éxito una division en una base numérica con la que no
estamos familiarizados, se necesita la tabla de multiplicar en la base correspon-

diente y recordar el primer método con el que nos enseiiaron a dividir:

o Primero separamos en el dividendo tantos digitos como tenga el divisor,

por ejemplo dividiremos el nimero A8C.4y4 + B4

B" IA‘SCA“

¢ Alora nos preguntamos ;Cuantas veces cabe el divisor en los digitos se-
parados?, cn este caso no cabe, entonces, agregamos otro digito a nuestra

separacion

BIAS, Ciyy

Recordeinos que cada vez que Hegamos a 10, ya se contd una vez la base;
en este caso 14 y si llegamos a la letra Ayy, la base se conto 10 veces, por lo
que 13 debe caber aproximadamente unas Cy4(12) veces en A8y,

multiplicamos C x B

C
BHII‘S,C.‘!“
=96
12

Nos esta quedando nn residuo de dos digitos y el divisor es de un digito, por
lo que nuestro cdlculo aproximado fué incorrecto, debemos tomar un nimero

wmds grande que Byy

D7.6y4
Bu lASC.‘i 14
=43
05C
=41
034
=44

08
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o Agregando ceros, podemos continuar con la division hasta obtener ol
nimero de fraccionarios deseado o bien hasta que el residuo sea 0,

1.3.3 Conversion de un nimero en base diferente a 10 a base 10.

Como estamos trabajando con sistemas de posiciones, sabemos que un digito
a la izquierda es una unidad de orden superior al digito de la derecha. Si
consideramos el valor que tendria dicho digito en base 10, entonces podenios
sumar cada digito del mimero multiplicado por su valor en base 10 y asi obtener
dicho mimero en base 10,

Parafacilitar la idea dividimos cada digito del mimero a convertir con rayas
y escribimos abajo el valor por el cnal tenemos que multiplicar cada digito

d, l dy l dy
n-1

base base™=? | buse"=?

"'l d,

base®
donde d, es un digito del nimero,entonces

d, ([2([3(1...(1115(”: =

=dy x base"™! + dy x base™? + dy x base™> + ... + dy, x base},

Los digitos que esten a la derecha del punto, son una unidad de orden menor
por cada lugar a la derecha, esto es

dfy l df I dfy lflf-ts
1| 1 1

base! | base? | based | baset

Cuando hagamos un cambio de una base mayor a 10 a base 10, simplemente
tomamos cada letra con su valor en base 10, es decir, A equivalea 10, B equivale
all, etc,

Ejemplo:
SCB{‘ls - .Ym

8
15%

c
15?

B
15!

A .
159

8CBAs = 8x15°+12x 15 +11 x15' +10x 15° = 2700042700+ 165+ 10 =
= 29875y
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1.3.4 Conversidn de un niimero en base 10 a un ndmero en otra base

Es evidente que el proceso tiene que ser el inverso al anterior, es decir, en lugar
de multpilicar por la base, dividmos entre la base, y nos quedaremos con el
residuo de la division entera, ya que lo que nos interesa es saber cudntas veces
enteras cabe el niimero "base” en nuestro niimero de base 10,

Veamoslo con un ejemplo:

441[0 — Xs

88 17 3 0
5 [{4T 588 517 503 Y
11 38 2 g Hho=32
! 3

Los residuos de la division se van tomando al revés para obtener el mimero
final, esto porque la primera division nos da las unidades de primer orden en
base 5, la segunda division nos da las unidades de segundo orden, etc.

] proceso para cambiar la parte fraccionaria de un mimero en base 10 a
otra base, es basicamente el mismo, se trata de abtener el nimero de veces

1

enteras que cabe b—ﬂ'—; para obtener el primer fraccionario, j—— para obtener

el segundo y as{ sucesivamente,

Fjemplo:
0.216 — X digito

et base 5

0216 +57' = LOS — 1 = 0216= (5*-1) = 0.016
0.016 +572 = 04 — 0 = 0016- (572.0) = 0.016
0016 +5-3 = 2 — 2 = 0016~ (57%.2) = 0

0.2164y = 0.1025

Ejemplo:

991278‘1[0 —_— .\'u;
Primero cambiaremos de base la parte entera

619 18 2 0
16 9912 16619 1638 1612
8 1 6 2
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Cuando haganios un cambio de una base mayor a 10 a base 10, simplementr
tomamos cada letra con su valor en base 10, es decir, A equivale a 10, /1

equivale a 11, etc.

Ahora la parte fraccionaria

0.784 - 1677 = 1254 — 12 = 0.034
003416 = 8704 — 8 =  0.00275
0.00275 16" = 11264 — 11 = 0.000064453
Finalmente 9912.784,y = 2638.C8B)4
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2. TEORIA DE CONJUNTOS

La teorfa de conjuntos es una parte de la Matematica que da posibilidad de
globalizar el conocimiento y utiliza un lenguaje simbélico para ordenar y ex-
presar sus proposiciones, modelos y resultados. Todos los conocimientos de
matematicas pueden irse remontando hacia atrds hasta llegar a la teoria de los
conjuntos, de modo que esta es una de las maneras que tencmos para funda-
mentar las matematicas, Las ideas basicas sobre conjuntos las desarrollaron
George Boole (1815-1851) y George Cantor.

No es necesario definir el concepto de conjunto, ya que se trata de una idea
primitiva, que todos intuitivamente conocenios y manejamos. Todos los dfas
utilizamos conjuntos, desde que salimos del conjunto de sibanas, escogemos un
par de calcetines de entre nuesira coleceion de calcetines, ohinos un conjunto
musical ... hasta dar las buenas noches utilizando un conjunto de letras.

Ahora bien las expresiones matemiticas son rigurosamente ldgicas y no
admiten ambigiedades , s por esto que la matenidtica se ocupa de conjuntos
bien definidos , es decir, de aguellos para los cuales se tiene una propiedad que
nos permita saber si un elemento pertenence o no al conjunto,

En el pdrrafo anterior, hemos tocado un punto muy importante : si un ele-
mento pertenece o no al conjunto. Lista relacion de pertenencia es un concepto
que también tomaremos como primario, ya que intuitivamente todos conocemos
esta relacion, Para denotar la relacion de pertenencia entre un elemento y un
conjunto se utiliza el simbolo € (introducido por Peano 1858-1932), mientras
que para indicar no pertenencia usaremos ¢. Esta notacién sélo tiene sentido
cuando ¢l objeto que se encuentra del lado izquierdo del simbolo € es consi-
derado como elemento y el que se encuentra del lado derecho es considerado
como conjunto,

En general, usaremos letras mayisculas A,B,C,... para representar a los
conjuntos y mimisculas a,b,c,... para representar a sus elenientos.

2.1 Descripcién de un conjunto

La forma en que describimos un conjunto debe indicarnos claramente cudles
son los elementos que pertenccen al conjunto y cuales no.
Podemos describir los elementos de un conjunto de las siguientes formas:

e extension - Consiste en listar todos los clementos del conjunto
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22 Cardinalidad.
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e comprension -Se utiliza una expresion o frase que describa las carav
teristicas en connin de los clementos del conjunto,

Tanto para los conjuntos descritos por extension, como para los descritos
por compresion, usaremos la notacion entre taves .

Ejemplo_:

Describir el conjunto que contiene a todas las notas musicales

{do,re,mi, fa,sol,la, st}

por extension Notas

por comprension  Notas = {x | & es una nota musical}

El ejemplo anterior muestra un conjunto que se puede describir por com-
presion o por extension, pero no sucede lo mismo con todos los conjuntos.
sdlo lus conjuntos finitos pueden ser descritos por extension jpero qué és un
conjunto finito?

L.a cardinalidad de un conjunto cs el nitmero de elementos diferentes entre
si que tiene el conjunto, Se denota mediante el simbolo # seguido del nombre
del conjunto. Si tomamos como ejemplo ¢l conjunto Notas compuesto por las
notas musicales: #Notas = 6.

Comprender la "magnitud” de un conjunto sélo es posible estableciendo
equivalencias, Si tenemos dos conjuntos y logramos que a cada elemento del
primer conjunto le corresponda un ( y solo uno) elemento del segundo con-
juntoy viceversa , entonces la coorespondencia entre estos conjuntos se llama
biunivoca y se dice que los conjuntos son equivalentes . Esto es la verdadera
idea de contar, ya que como se menciond en al eapitulo anterior lo que hacemos
al contar es establecer una correspondencia biunivoca entre los objetos a contar
y los dedos de la mano. De hecho, los mimeros responden a la pregunta de
cudntos objetos tiene la coleccion de todos los posibles conjuntos equivalentes
con el mismo numero de elementos.

Asi que laidea de CANTOR para definir un conjunto infinito, fue estable-
cer una correspondencia biunivoca entre todos los nimeros reales y los puntos
de la reeta, Utilizando esta misma idea, podemos decir que un conjunto s
finito si y solo si es equivalente con un segmento inicial de los naturales o es
vacio,
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Hay que ser muy cuidadosos cuando utilicemos la palabra "infinito”, porque
comunmente la usatos para referirnos a mimeros muy grandes y un mimero
por mads grande que sea siempre es finito.

Un niimero entero muy grande es el lamado Googol, La definicidn de un
Googol es: un uno seguido de cien ceros, El Googol es un nimero mas grande
que los mayores niimeros usados en {isica o en astronomia, ya que estos nimeros
requieren menos de cien ceras. El nimero de electrones que pasan a través del
filamento de una ldmpara cléctrica conuin, de cincuenta watts, en el término
de un minuto, iguala al nimero de gotas de agua que caen por las cataratas
del Niagara en un siglo. El nimero total de electrones, en el universo entero,
puede determinarse por medio de la fisica de Einstein y es muchisimo menor
que un Googol . Los conjuntos que se encuentran en la naturaleza, si bien son
a veces muy grandes, son todos, por cierto finitos.

2.3 Relaciones entre conjuntos

2.3.1 Subconjuntos

Decimos que nn conjunto .4 es subconjunto de otro conjunto B ( o hien que
A estd contenido en B), si y solo si () todos los elementos que pertenecen a
A, también pertenecen a B. La contencidn se denota mediante el simbolo ¢,
Ahora escribiremos esto mismo usando notacién de conjuntos:

ACBevVrreA=reB

Esta definicion de subconjunto nos permite afirmar que todo conjunto es
un subconjunto de si mismo, puesto que todos los elementos del conjunto A,
también estin en A, i.e. A C A, Pero nosotros vamos a reservarnos el signo
C \inicamente para denotar a un subconjunto propio, es decir aquellos sub-
conjuntos que no contengan todos los elementos del conjunto original. Por
cjemplo los enteros pares son un subconjunto propio del conjunto de todos las
ntimeros racionales,

Cuando sucede que un subconjunto tiene los mismos elementos que el con-
junto original, se dice que se trata de un subconjunte impropio. Si un
conjunto Aes subconjunto impropio de B, entonces es que Ay Bson iguales.
Claro estd que en ocasiones o tenemos la certeza de que un subconjunto A del
conjunto B sea subconjunto propio o impropio, entonces utilizamos el simobolo
c.

=

'Donde la flecha =5 (se lee como eutonces) une la hipdtesis con fa tesis
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La contencidn de un conjunto dentro de otro, tiene las siguientes propiedades
Sean A, By C conjuntos:

1. Reflexiva: AC A
2, Transitiva: si ACBy BCcC=ACC

Para afirmar que una propiedad se cumple para todos los conjuntos debemos
demostrarla.

Demostrar quiere decir que a partir de una cierta hipétesis debemos con-
cluir una tesis, hay muchos caminos para llegar de una hipditesis a una tesis,
pero todos ellos tienen algo en comiin: sélo es vilido utilizar verdades univer-
sales (i.e. , proposiciones ya demostradas o definiciones). Nunca serd posible
demostrar una propiedad (proposicién o teorema) utilizando un ejemplo en
particular, ya que puede ocurrir que esta se cumpla para el ejemplo elegido
pero no para todos los demads casos,

Sin embargo, cnando queremos demostrar que una proposicion no es vilida,
basta con que encontremos un solo ejemplo que no ecmmpla la proposion{contra-
cjemiplo), ya e esto indica que la proposicion no tiene validez universal,

Demostraremos la segunda propiedad para la contencion entre conjiuntos

Por demostrar que V (para todo) A4, By C,

sidCcBy BcC=AcCC

Hipdtesis Tesis

En este caso utilizaremos la demostracion directa, la cual consiste en partir
de la hipotesis y llegar a la tesis, utilizando iinicamente los elementos de la
hipotesis y verdades universales. Es un error muy comiin, en el que no debemos
inenreir, hacer nso de la tesis para efectuar la demostracion; por ejemplo, si
sabemos que en cierta isla existe un tesoro y queremos encontrarlo, no podemos
utilizar el dinero del tesoro para comprar el barco que se necesita para llegar
a la isla.

Demostracion : (escrita con palabras)
tomemos cualquier elemento x del conjunto A, como la hipdtesis nos
indica que A C B, entonces «x ¢s también un elemento de B, pero segiin
la hiptesis B C C, entonces & también es un elemento de C', por lo tanto,
si partimos de tomar cualquier elemento r del conjunto A y llegamos a que
este elemento también estd en el conjunto C, concluimos que AcC C. O

Demostracién : (escrita con simbolos matemadticos)

Sear€eA, commACB=>reB peroBcC=zeC0O

El mimero total de subconjuntos de un conjunto A es igual a 2#4, Algunos
capitulos mas adelante veremos la justificacion de esta afirmacion.
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Ejemplo: Obtener todas los subconjuntos de Moneda = {dguila, sol}

#Moneda = 2 entonces el niimero de subconjuntos debera ser 22 = 4

Sy = {dguila, sol} subconjunto impropio

Sz = {dquila} subconjunto propio

Sy = {sal} subconjunto propio ‘

ya no tenemos mnds posibilidades de obtener subconjuntos y sin embargo,
(donde esta el cuarto subconjunto?

2.4 Conjuntos especiales

24.1 Conjunto Vacio

Todos los conjuntos contictien al conjunto vacio (lo denotaremos como {} o
bien como $), que es el conjunto que no tiene ningin elemento. Hay que tener
mucho cuidado en no confundir la notacion, no es lo mismo {#} que {} o que §;
{0} representa al conjunto cuyo iinico clemento es el conjunto vacio, entonces
no estd vacio contiene un elemento,

El subeanjunto que nos falid en o} ejemplo anterior es

Sy = {} subcoujunto propio

2.4.2 Conjunto Universo

Llamaremos conjunte Universal (denotado por /) a un conjunto fijo que
coutiene a todos los denids conjuntos que estamos estudiando, por conveniencia
ol conjunto universo se incliuye a si mismo.

243 Cohjunto Complemento

El conjunto complemento A° del conjunto A esta formado por todos los ele-
mentos que estan en el conjunto Universo pero no estén en A.

A= {r|z ¢ A}
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2.5 lgualdad

Dos conjuntos A y B son iguales si contienen exactamente los mismos
elementos , o lo que es lomismo, si todos los elementos que estan en A también
estan en B, y si todos los elementos que estan en B también estdn en A. Esto
quiere decir que si A y B son iguales es porque A C By B C A, Ahcra
escribanios esto en notacion de conjuntos :

SiA=B=3ACByBCA

l.a ignaldad entre conjuntos tiene las siguientes propiedades:
Sean A, 17, C conjuntos en un miiverso U

. Rellexiva: A =4
2 Transitiva:sid=By B=C= A=(C

3. Simétrica:sidA=0= 0=

2.6 Diagramas de Venn-‘Euler

Un diagrama de Venst es un modelo grométrieo para visualizar conjuntos y
sus operaciones,  Consiste en representar el conjunto universal por el drea
comprendida en un rectangulo

u

Cualquier conjunto que este dentro del universo se representa por medio
de una region en o} rectingnlo. Es comiin que dicha region sea circular, sin
embargo podenios representar al conjunto por

u
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2.7 Operaciones entre conjuntos

2.7.1 Unién

Unir dos conjuntos A y B es equivalente a juntar todos los elementos del

conjunto A con los del conjunto B, sélo que sin repetir los elementos que estan

en el conjunto A y a su vez estén en el conjunto B, La operacién de unir dos

conjuntos es similar a la operacidn de sumar mimeros, inclusive algunos textos

utilizan la notacién de + para la unidn, nosotros utilizaremos el simbolo U,
La unidn de dos conjuntos forman un nuevo conjunto :
AUB={z|reAdze B)

Graficamente;
./‘/
Ejemplo:

Sean los conjuntos
A = {r |2 es uno de los cuatro primeros nimeros perfectos}

B = {z | x es uno de los cinco priteros miuneros pares)
Entonces:

A={(6,810,14) y B={(246,810}

Asf:

AU D = {2,4,6,8,10,14)

2.7.2  Interseccion

La interseccion de dos conjuntos A y B, es el conjunto que contiene todos los
eletnentos que estan en A y que también estan en B. Para denotarla utilizare-
mos el simbolo N,

AnB={zlzeAyzeB)

Graficamente:
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l3jemplo:

W = {p|pes un punto sobre la linca recta y = Sz — 3}
T = {u]ues un punto sobre la curva 2% 4+ 2 — 3}

Asi:

WwnT={(-2-13), (0,-3),(27) }

Gritlicamente:

(2,Mn

-1 V 2

T (0,-3)

(=2,-13)

2.7.3 Resta

La resta de dos conjuntos A y B denotada por A — B es la operacién mediante
[a cual obtenemos los elementos gque estan en A y que no estan en B,
A-DB={c|lzeAyc ¢ B}

Gralicamente:
A / '

A= {z | es unaletra del alfabeto}
B = {x ] es una vocal}
Entonees: A — B = {x | & ¢s una consonante}

Ejemplo:
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2.7.4  Uso general de la nomenclatura de conjuntos

n la actualidad los conceptos de conjunto, de interseccion unién y resta estan
hallando aplicaciones directas en que no se van a utilizar nuevas manipulaciones
matemdticas. [ste seria el caso de cuando se efectiian bisquedas bibliograficas
por ejemplo: todos los libros de matemdticas para nivel bachillerato, todos
los libros de estadistica y libros que traten de estadisitica y sean para nivel de
bachillerato.

También es importante senalar que varios lenguajes de programacién como
PASCAL y C por ejemplo, adiiten la definicion de variables tipo conjunto , y
efectuan de manera automatica operaciones como la resta o la interseccidn,

Ejemplo:

Representar graficatente la operacidn

(B-A)uC

teniendo la siguiente informacion acerca de los conjuntos A, By C
AnNC=¢ BnC=y

Sabemos que A no se intersecta con C ni tampoco B se intersecta con C,
entonces podemos graficar el drea que represente al conjunto C separada
de las dreas gue representen a los conjuntos A y B, Pero no sabemos si los
conjuntos A 'y 13 se intersectan o no, por lo que al dibujarlos tendremos
mucho cuidado en intersectarlos, ya que si los conjuntos no se intersectan
entonees el area correspondiente a la interseccion estard vacia, en cambio,
si los conjuntos se intersectan y los dibujamos separados nuestro dibujo
estarfa mal hecho.

2.7.5 Propiedades para las operaciones entre conjuntos

Dados A, B y C conjuntos en un universo U, se cumplen las siguientes
propiedades

1. De Idempotencia
(a) AUA=A
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(h) ANA=A

Por la forma en 1a que se define la igualdad entre conjuntos, cuando
tenemos que demostrar alguna igualdad entre conjuntos debermos
partir la demostracion en dos partes, en la primera parte se de-
mostraré la contencion hacia un lado y en la segunda parte hacia ol
otro.

Demostraremos la propiedad (a).

Por demostar: AUA = A

=] PD. AUACA

Tomemos cualquier elemento r dentro del conjunto AU A, en-
toncesr € A 6r € A, por lo que r € A, si partimos de tomar
cualquier elemento de r dentro de AU A y llegamos a que este
clemento tambicn estd en A concluimos que AUA C A

<] PD. ACAUA

Tomermos cualquier elemento r dentro del conjunto A, entonces
red, porloquer € Aér e A, sipartimos de tomar cualquicr
elemento de r dentro de A y llegamos a que este clemento estd
tammbién dentro de AU A concluitnos que A C AU A

Porlo tanto AUA=A. QO

2, Conmutativas

(a) AUA=A
(b) AnB=Bn4

3. Asociativas

(a) (AUB)UC = AU(BUC)
(b) (ANB)NC = AN(BNC)

. Distributivas

(a) AU(BNC) =(AUB)N(AUC)
(b) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

Demostraremos la propiedad (a), nuevamente como se trata de una
igualdad entre conjuntos debemos tratar la demostracién en dos
partes

Por demostar: AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

Demostracién:
3] PD. AU(BNC)cC(AUB)N(AUC)
Tomemos cualquier elemento w dentro del conjunto AU(BN C),

entonces w€ Aéw € (BNC), estoeswe Ad(weBywe(),
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entonces (weAowell) y (weAoweC) porlo que
(we AUB) y(we AUC), asiw € (AU BN(AU C), concluimos
que AU(BNC) C (AUB)N(AUC)

<| PD. (AuB)N(AUC)CAU(BNC)

Aniloga a la anterior.
Porlo tanto AU(BNC)=(AUB)N(ALC). O

También podemos visualizar la validez de esta propiedad usando
diagramas de Venn

AU(BNC)

5. De la identidad

(a) AUU =U
(b) ANU =4
(c) AUD=A
(d) And=19

6. Del complemento
(a) AUA=U
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(b) AN A* =0
(¢) (A°) = A
(d)y Us =9
(e) e=U
7. De D'Morgan
(a) (AUB) = A°n B¢
(b) (AN BY = A°U B

Observemos geométricamente la validez de la propiedad (a) de D'Morgan

(AU D)
- u

___._?/"‘\»()/
Z\_ﬁiﬁ/—ﬂ:

AN e

: u u
Z -
A
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3. NUMEROS COMPLEJOS

Los ntimeros surgen a partir de la necesidad de contar, por esto es que el primer
conjunto de nimeros utilizado por el hombre, es el conjunto de los nimeros
naturales (denotado por N ) que se define como :

N = {r|x esun nitmero que sirve para contar)

Si definimos de esta forma el conjunto N es claro que el cero no es un
elemento del conjunto, ya que no se pieden contar cero unidades de algo.

Posteriormentese descubreel cero(ver capitulo 1)y los niimeros negati-
vos , asi que al conjunto conocido hasta el momento se le anaden estos elementos
y se le da el nombre de conjunto de tos mimeros enteros , denotado por Z.

Z=Nu{0ju N~ ={.-2~1,012.}

Tal vez al racionar nn pastel o repartir una herencia alguien se dié cuenta
de la necesidad de agregar al conjunto de nitmeros conocidos, mimeros que se
pudieran expresar como la division de dos nidmeros enteros, al nuevo conjunto
se le llamo conjuuto de los mumeros racionales:

Q= {r|r secpuede expresar de la forma l{;’.donde Pq€Z q#0}

, . n
Notemos que cualquier entero se pnede expresar de la forma L , s tomamos

g =1y para cualquier racional hasta quep€ Z y ¢ € N.

Aproximadamente 100 afios antes del nacimiento de Cristo, los griegos se
encontraron con nn problema muy grande: jse dieron cuenta que el conjunto
de mimeros conocido tenta hiecos!, Los griegos le atribuian propiedades cas
divinas a la proporcion dorada (ver capitulo 7) inclusive el Partendn fué cons-
truido utilizando medidas doradas, pero al tratar de calcular el niimero dorado
se dieron cuenta de que no se podia expresar como divisidn de dos enteros,
mids ain, a pesar de que el mimero se podia obtener geométricamente no se
podia obtener numéricamente, ya que dicho ntmero tiene un infinito nimero
de decimales, es decir, no se portia medir, (lo mismo sucede con el mimero 7
} por ello nombraron a estos mimeros inconmensurables, y mas adelante se le
did el notubre de conjunto de los mimeros irracionales, denotado por I.

I'={r|r esunniimeroquenose puede expresar de la forma E}
q
Ahora bien, el conjunto de los irracionales viene a rellenar los huecos que

dejan los nimeros racionales, asi que la union de estos conjuntos forma el
conjunto de los mimeros reales, denotados por R.
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Graficamente;

cotno podemos observar NCZ C Q C R,

Como sabenios un minero real puede ser positivo o negativo, pero su
cnadrado siempre es positivo, entonces no existe ningtin nimero real que pueda
satisfacer la ecuacion:

Ast que los natemiiticos iniciaron la hiisqueda de una nueva clase de mineros,

s claro que evalquier mimero de la fornm /=¥, » € I}, se puede escribir
como V=T 1 = =1+ /z, s6lo que /=T resultaba tan "extrafo” que nadie se
portia de acuerdo en si Hamarlo miiero o no. Una de la razones por las que re-
sultaba "extrano” era que no habia ninguna forma de comparar su tamaiio con
los dewits mimeros reales, Finalnente se decidié llamarlo ndmero imaginario
y se tod la primera letra de la palabra "imaginario” para denotar :

V-l=i
Los nimeros imaginarios pneden ser sumados, restados, divididos, multi-

plicados y junto con los mihmeros reales forman ¢l conjunto de los niimeros
complejos (18], Un mimero complejo es de la forma :

a_ + hi
partereal  parle imaginaria
donde a y b son mitmeros reales,
Si a =0 (parte real) , entonces deciinos que se trata de un niero hnagi-
natio puro, si b = 0 entonces se trata de un mhnero real.
El signo de s es notacion para poder operar algebraicamente con ellos y
no significa que la parte real se este "sumando” a la parte imaginaria.

3.1 Representacion grifica del nimero complejo

Fn general casi todos los conceptos mateniticos se nos facilitan si tenenos
la posibilidad de representarlos de forma grifica. Podemos representar un
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ntimero real en una linea recta, pero el nimero complejo ademnds de la parte
real, ticne una parte iinaginaria y entonces necesitamos una dimension mas
para poder representarlo grificamente, por lo que utlizaremos un sistema de
ejes coordenados,

Primero graficamos la parte real del niero complejo sobre un eje horizon-
tal X, al que lamaremos eje real. Despuds, dibujamos un eje vertical ¥V, al
que Hamaremos eje imaginario, en este ¢je graficaremos la parte imaginaria,
asociando el punto ¢ = 0,y = 1 con el niwero imaginario i, por lo que se
conoce al ntinero ¢ comno la unidad imaginaria.

En general, dados dos ndimeros reales x y y al nimero complejo:

=z 4yl
le podemos asaciar e} punte {z,y) en un sistema de ejes coordenados X ~ Y,

. eje A
imaginsrin
Y

. (xy}

>
elereal X

Observenos que la parte real de los ntineros que aparecen sobre el eje ¥V
es cero, sienda dstos los nimeros imaginarios puros. Andlogamente, la parte
imaginaria de los niineros que aparecen sabre el eje X es cero; y estos son los
mimeros reales, Todos los niineros de este plano, incluso los que se encuentran
sobre los ejes, son complejos. Los niicros reales y los imaginarios puros son
casos particulares de nineros coplejos.

‘También suele representarse un ndmero complejo como el vector de posicion
z que va del origen del plano coordenado al punto (a,b) ; y entonces en lugar
de utilizar la notacion a + &, lo denotainos como la pareja ordenada (a, b), por
lo que podemos definir el conjunto de los nimeros complejos de la siguiente
manera:

C = {{a,b)]a,be R}

y geontétricamente queda representado por el vector que va del (0,0) al (a,8),

v o

>
1 X
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3.2 igualdad

Dos nimeros complejos z y w son iguales si y solo si la parte real de z es igual

a la parte real de w y la parte imaginaria de z es igual a la parte imaginaria de

w. (o bien si sus partes correspondientes como parejas ordenadas son iguales).
Sean z,w € C > z=a+bi, w=c+di,

r=wsa=c y b=d

3.3 __Ndmeros complejos conjugados

Ll complejo conjugado de z = a + b, denotado por z, se define como a - bi,
i.c., se le cambia el signo a la parte imaginaria de z.

Y

o 2=(ab)eathi

—
X

o In(a-b)ea-bi
jemplos:

Si z=3+4i =>F=3-di
TT=24T
=i

(9) 3) = (9) “3)

3.4 Operaciones

34.1 Suma

La smma de dos niineros complejos z = a+bi y w = c+ di se define
como (a+¢) + (b + d)i
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Sean z,we C,
z+w={a+bi)+(ct+di)=(a+c)+(b+d)

Geométricamente significa sumar los dos vectores de posicion

Y (a+c, b+d)
(ab)

(cd)

34.2 Resta

La resta de dos mimeros complejos 2 = a+ bi y w = ¢ + di se define como
(a+c¢)—(b+d)i
Sean z,weC,

z—w={(a+bi)~(c+di)=(a=c)+(b—d)i

Geométricamente su ilnstracion se reduce a una swna ya que z — w =
z4(~w):

(ab)

(ac,bd)

\

(<)
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Ejemplos:

(34 T) + (5 + 21) = 8 4 0i

(—i)+(7 = 2i) = 7~ 3i
(2+i)— (=642 =(2+i) - (~6-2i) =8 +3i

Demostrar que la sutna de un nimero complejo con su conjugado es un
nimero real.

Demostracién  ( escrita con palabras )

Tomemos cualquier elemento z dentro del conjunto de los nimeros com-
plejos, enlonces z tiene la forma a + bi y su conjugado tiene la forma
a — bi, entonces si sumamos z con z-conjugado el resullado es 2a + 0i,
como la parte imaginaria es 0, entonces el mimero es real. Por lo tanto
concluimos que ln suma de un niimero complejo con su conjugado es un
mimero real. O

Demostracion  (‘en notacion mateindtica)
Scn2€C=>r=atbiyi=a-bi=>z+z=(a+bi)+(a-b)=
20401 =2a, 20€ R
porlolantoz+Z€ R O

Obsérvese que geométricamente la ilustracion es inmediata:
v
]

\ 4

)
Demostrar que la diferencia de dos nimeros complejos conjugados es un
munero imagianrio puro.

'

emostraci
Seaz€C,=>z=a+bi yZ=a-bi = z-7=(a+bi)—(a-b) =
(a=a)+(bi-(=bi))=0+2b
2bi es un imaginario puro, ya que la parle real es igual a 0 ,z — % es un
imagtario puro 0

Geométricamente : z -z = z 4 (—2)

sy R

X -
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34.3 Producto

Antes de definir el producto haremos una reflexion del resultado de multiplicar
la unidad imaginaria i por si misma:

2 = o= =l = -l
P o= g = ~l.f = -
o= 3 = - = |
Graficamente:

Observemos del grafico antevior que para el producto de complejos sus
dngulos se suman y su tamaio es el tamaio del vector producto. (vedse mis
adelante la justificacion)

El producto de dos mimeros comnplejos z = a + b y w = ¢ + di se define
como (are=b-d)+ (b-c+a-d)i, o bien algebraicaimente podemos multiplicar
verticalmente:

a+bi
X _ectdi
adi +[bdi?] [bdi? = bd - (~1) = —bd]
ac + ch
ac+ (ad + eb)t — bd = (ac~ bd) + (ad + cb)?
Ejemplo:

(5+2i) (=2 = 3i) = (=10 = (~6)) + (~4i — 15i) = —4 — 10i

S5+ Y
X _=2-h ara, .52
~15i ~ 62 ot
10— di 29ms X
TTO-T9 +6 = —d-10i
(4-19)
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Demostrar que el producto de dos mimeros complejos conjugados es real
positivo,

Seaz€C,z=a+bi yz=a-bi, s T = (a+bi) (a—b)
a+ bi
X a—bhi
—~abi — h*? — —b4? = —pt (~1) = B
a4+ abi
at + 0 + b

S F=a+ Ry + >0
porlo tanto z T € R O

Este miimero z:3 = a? 4+ 1 es el cuadrado del tamano o longitud del vectar
z:|:* . asi que ol tamano o longitud del vector = seri :

|z] = Va? + b2

344 Division

Para definir la divisién nos encontranmos con el problema de que primero te-
nemos gque "deshaeernos” de la i que apareee en el denominador para poder
" [N IR 2 o_ ‘.'_m

realizar la division £ = £5¢ .

Demostramos que z -5 € ¥,z € C, entonces nos podemos valer de un
artificio algebraico para eliminar la ¢ del depominador, este artificio consiste
en multiplicar la division por un 1 (la divisién no se altera) "disfrazado™ dvl
cociente del conjugado del denominador %%’l:))- = i{%, esto con el objeta de
que al multiplicar el denominador por su conjugado nos quede como resultado
un mimero real,

a+b c—di _ (ac+bd) +(—ad +cb)i

c+di e—di ~ 2
o+ bi
X _c—di
—~adi - bdi?
ac + chi
ac+ (ch - ad)i + bd
Ejemplo:
Realizar la siguiente division 3%
S92 lei o D0 _ Tk o T _ 4
[ e R N A
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Demostrar gue la parte real del cociente de dos wmimeros complejos conju-
gados es nuntéricamente menor o ignal que 1.

fa+ I
) = fi (u - hi)

Haremos la division para poler separar la parte real del resultado:

parte real 41((

LR R

at+bi _a+bathi (@ - ) + 2abi R ) 2abi = Re a® - b
a=bi " a=b a+b a + bt Toat bt a2 Na? 4 b2

y la parte imaginaria es

ut = h? 2ali
Im =
LN ad 40

é
P.D. (por demostrar) herdbell

Para realizar osta demostracion atilizaremos la téenica de reduccion al ab-
surdo, que consiste en suponer gne la tesis de la proposicion es falsa, Si con
esta suposicion se llega i una contradiceion con la hipdtesis original de la
proposicion, esto significard que la lipotesis de partida de la demostracion es
falsa, luego la tesis de la proposicion es verdadera,

Demostracién

Suponce que '{:—5—? Slaat = >i @ +0 =2 -P>a 4+ =
2 : v
P >h .

PR
porlo lanto =5 <1 0

Demaostrar que el coeficiente real de la parte imaginaria del cociente de dos
mimeros complejos conjugados es nmméricamente menor igual que 1,

) 2ah
DD, A <

Demostracion: (tambicn utilizaremos reduecion al absurdo)

Suponer que u-f'i%; ST 2ab>1 (¢ 4+0) = 2b>a? 4+ = 0>
W0 ~2ab 0> (a-0)?Y

( como cualquier wimeeo hrado al cuadrado es mayor que 0, esto re-
presenta una contradiccion)

N ‘Lab
porlo tanto 55 <1 0
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3.5 Forma trigonométrica o polar

Pensemos en el mimero complejo a + b como un vector, entonces se puede
describir como la parcja ordenada (a,b), o bien utilizando ¢l angulo que forma
el vector con respecto al eje real y la magnitud (o médulo) del vector. La
magnitud es la longitud que tiene el vector en valor absoluto.

z=(ab)

Usando el tridngulo de Pitagoras, obtenemos la longitud del vector :

r=vat+

Solo tomaremos el resultado positivo de la raiz ya que r representa la lon-
gitud del veetor y las longitudes son mimeros no negativos,

) . A oy . RPI] — _Catelo opuesto
Alora el dngulo 0 del vector de posicion queda dado por tan 0 = ZEEedbuts. =

f para obtener el dngulo # aplicamos la funcion inversa de la funcion tangente
a ambos lados de la igualdad para no alterarla
arctan (lan 0) = arctan 2 =

0 = arclan 2
a

Asi hemos obtenido » y 0 como funciones de a y b,
Reciprocaente se puede obtener a y b en tériinos de ry 0. En clecto

se puiede observar de la fignra anterior que a es el cateto adyacente y cost =
calelo adyacente e I(.‘lll-()llCCS

hpotrawse T
a=r cosf
4 . .. catelo opueste _ b .
Anitlogamente sen ¢ = """‘l—m,mu;m..«... =}, entonces

b=r send

Finalmente la equivalencia de notaciones queda asi

Forma

rectangulay a4+ h
pareja ordenada (a, )

polar r cos 0+ (rsent)i
vectorial z

Para reducir la forma de escritura polar se acostumbra escribir r cis0 en
lugar de r cos0 + (r sen0)i .

a+bi =rcosl+(rsend)i — rcisl
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Fjemplo:

Eseribir en forma polar ol siguiente nimero complejo

=5+ 5i r= \/(-5)2 +(57=v50 y 0=arctan - % = 135°

por lo tanto =5 4+ 5i = Vil cis 135°

jCuidado con la calculadora!

Si calculamos arctan = | en algunas calenladoras el resultado sera -45 ,
quessi es un resullado correcto, lo que sucede con los angulos negativos es
que en lugar de estar wedidos a parkiv del dugolo 0 en e sentido contrario
a las manecillas del reloj, estin medidos en el sentido de las manecillas
(saclas) del reloj. Pavahacer la correceidn basta con sumar 180° al angulo
negalivo 1 —45° + 180° = 1135°

Y
(-5.5)
.

.

! 135

Por esto es muy bmportante imaginarse o bien dibujar la posicién del
vector antes de escribir como dngulo el resultado de una calculadora.,

Bjewplo:

Esaribir en forma polar ol nimero =3 4 di r= Vo416 =5 y
0 =arctan - § = =53.130102

Al obtener este resultado ulilizande calculadora ( algunas ) nos queda
=53L0102 |, por ser un dngulo negativo le smmamos 360° y queda como
resultado 326.86980° , gracias a que tuvimos la precancion de imaginarnos
la posicion del vector antes de realizar ningiin cilenlo, nos podemos dar
cuenta de que el resultado no es correcto.

Veamos lo que siueede en cada enadranle

utilizando

calenladora
|¢cuadrante 5+5i 0 = 45° es correclo

Mocyadrante —5+51 0 = —45° sumar 180°
Jecuadrante -5-5 0 = A5°  sumar 180°
{2cuadrante 5 -5 0 = —45° swmar J60°

Asi que en el caso del ejercicio anterior debemos sumar 180°para obtener el
resultado correcto, que serin 126.86989°, de este tnodo —3+4i ~— 5 cis 126.86989°
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Ljemplo:

Fscribir en forma rectangular los siguientes mimeros
4 eis 90° = 4 cos 90° + (4 sen90°)i = 4i

20 cis 180° = =20

3.5.1 Operaciones

Las rinicas opciones para sumar o restar mimeros complejos es o bien hacerlo
gralicamente o hacerlo con el mumero en coordenidas rectangulares. Cnando

dos mimeros complejos estin dados en coordenadas polares no es posible obtener

of resnhiado de la suma porque no existen identidades trigonométricas que
puedan relacionarlos:

ryeisthy ey eistly = (rycosty + rycosly) + (g sen 0y + ry senly) i
para obtener el resultado de la expresion anterior debemos aplicar la funcion
SCN0 ¥ coseno,

A diferencia de la operacion suma, dividir o multiplicar niimeros complejos
ent forma polar resulta en ocasiones mas sencillo que hacerlo cuando el nimero
complejo estd en coordenadas. rectangulares,

Yara determinar formulas que simplifiquen el multiplicar y dividir dos vec-
tores necesitaremos recordar las siguientes identidadades trigonométricas:

sen(a + 3) = sena-cos J+cosa - sen 3
cos(a + ) =cos a - cos 3 - sena - sen 3
sen{a — 1) = senacos 3 — cosa +sen 3
cos{a - 3) =cos a-cos 3+ sena-send

Multiplicacién

SeanzyweC=z=rcos b+ (1 send)i y ry cos Oy +(ry senthy)i
Caleulamos 2 - w
ryocos Op + (g senly)i
X 1y cos O + (1) senbh)i
t ryrgcos Oysenly  + i*ryry senfsent,
rirycosdy cos 8y 47 ryrasend cos 6,
riracos 6y cos Oy +1 1y (cosbysen 02 + sen 0y cosOy) — ryry sen fysen 0,

factorizamos ryr;
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rirg(costy cosOy + i (coslisenlly + senlly cosy) = senllysen 0y)

separamos la parte real y Ia parte imaginaria
rprg [(c«)s Oy cosly — senBpseny) i (cos Opsen y + senfly cos ;)
COs (01 + I);) sen (01 + 02)

entonces,
zow =g (cos (O +0y) 40 sea (0) 4 04)) = ryry cis (0 4 0;)

Graficamente esto coineide con la interpretacion que dinos antes de esta
misina operacion, ie. que o complejo producto tiene por dngulo la swmna de
los angulos de sus componentes v por magnitud el producto de las magnitudes
de los mismos 2 complejos originales.

W
4
/
v . f: iz /
hs ‘ /
,'91 0 w L e /
B re; X .z 8;+0,
/’/
——— /vv'
Divisidn

Sean 2y € =y cos O+ (ry senfly)iy vy cos Oy + (1 seny) i

o cos Oy (ry senth)i
Wy cos - (ry sen )

Sueede aqui lo mismo que enando los mimeros estan en forma rectangu-
1

lar, debemos primero deshacernos de la i que aparece en el denominador, y

para ello multiplicaremos por un 1 "disfrazado”™ del cociente del conjugado del

denominador

s _rpeosth+(rpsenth)ioryocos 0 = (r) senty)i
w1y cos Oy 4 (ry senfly)i rg cos 0y = (ry senth)i

Anteriormente habiamos demostrado que el resultado de multiplicar dos
miteros complejos conjugados es ignal a sumar la parte real elevada al cuadrado
s el coeficiente de la parte imaginaria clevado al enadrado. Entonces:

(r2 cos Oy + (ra seny) i)« (ry cos y — (ry senly)i) =
=13 (cos? 0 + sen®l;) = 1?3
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t[rcos Ok (ry sen00)d) - [y cos Oy = (ry senfy)i]

r2

w 3

_rirgl(cos 8y 40 sen0)) - (cosly — i senby)]
= 7 =

= :_:l'((ft)s()l +isen)):(cosly + i sendy)
2

cosl) + i sen 0,
X coslly — i sen b,
—icosOysenlly — i% senOysen 0,
cos 0y cos 0y + 1 cos Oysen 0,
cos Oy cos Oy + 1 (cos Oysenly — cos Oy senfly) + senlysenly

cosly coslly + senllysently +i (cos Oysenty = cos Opsenty)

cos (0 = 0y) sen (0 = 0y)
por lo tanto

3 ry .
— = -l (0| —02)
w 12

Geométricamente obtenenios como cociente de dos complejos, otro com-
plejo enyo dngulo es la resta de los dngulos de los complejos originales y cuya
magnitud es el cociente de las magnitudes de los complejos originales.

¥
H
&
6,-8,
8,
9, X

Potenciacion

Teorema de Moivre

M= (rcsa)’ =r"clsn -« Vne NU {0}

Uste teorema no se puede demostrar directamente, porque tendriamos que
probar la igualdad para cada valor de los infinitos valores de n. Realizaremos
esta demostracion unos capitulos mds adelante cuando estudiemos induccion
matemadtica,
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A pesar de no contar todavia con las herramicntas para demostrar este
teorema es claro que elevar un mhmero = a la potencia n es equivalente a

nultiplicar n veces 2:
n

Ly ~ »
AR A SRR TR

S e
n-veces

Pero ya vimos que multiplicar dos mimeros complejos equivale a sumar sus
angulos, entonces ol dngulo de z" esat+a+a+...+a s decir, @ njy

-

n-veces
multiplicar sus magnitudes es; poprore . op=pt
et jot——

N=veces

Ejemplo:

120 = (1 eis90°)% = 100eis (90 - 20) = ) ¢is 1800° = 1 cis0° = |

Raices n-ésimas

Teorema sobre rvaices n-ésimas. Si : cs enalquicr mimero complejo (
roers0) diferente de vvro yonoos enalguicr cntero positivo, entonces = liene
noratees distintas. Dichas vaiecs les denotaremos por 2 g cstdn dadas por:

= Ur 1'0.\‘( + 2rk) + sen( + k)
n n
donde b = 0,1.2,...,n =1y donde lus z; son los diferentes valores de

"/
~o

Coma estamos trabajando todos los dngulos en grados, tomaremos ren
grados, i, e, , 130°,

La demostracion ile este teorema también requiere de la téenica de induceién
matemitica porque se neeesita denwstrar la igualdad para cada valor de n.

Cada raiz n-ésima del nimero = es un mimero tal que multiplicado por s
mismo n veees nos da como resultado z, por ejemplo:

N TN B e i
n-uveces

Esto quiere decir que para calcular el dngulo de la rafz, debemos dividir el
ingulo de z, en n partes ignales, con el fin de que al multiplicar la raiz por sf
misma recuperemos el ingulo de z,ya que al multiplicarse dos complejos los
angulos se suman,

Recordando que cnalquier niimero real se puede eseribir como ntimero com-
plejo, descubrimos al fin, en donde estaban las otras 4 raices, por ejemplo,
cuando caleulamos la raiz quinta de algin nimero,
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Fjemplo:

Encontrar las rafz cuarta del mimero 1. Como vimos la ¥/1 tiene 4 raices, ;
A tales raices se les llama raices de la unidad.

| =1cis0®

Fntonces tenemos que calenlar V1 cis 0°

2= \‘/l-cis@‘“%'i’l = lcs(® = 1 (cos0° + ¢ sen0°) = |
= Vieis@HE) = ) eis90° = 1(cos90° +i sen90°) =i
= \‘/Tm'sw—"—"f—"ﬁ = |cisl80° = [(cosI80° + 1 sen 180°) = ~1
a= Yleis@HEA = 1 eis270° = 1(cos270° + i sen270°) = —i

Obsérvese que geamétricamente esto significa que en el plano complejo las
raices de la unidad estdn sobre el cirenlo unitario (eirculo de radio 1).

Y

=i

A

A
Y

z ."1 ,l.l X

2= J’

Podemos alora comprobar que cada rafz obtenida es en efecto una raiz de
la unidad :

Z|=l

(m)'=11:1.1=1
22=i

(z)' =i ivivi=|
23 = —|

(2)'= =1 =1 =1 =1=1
24 ==

(29)' = =i+ =i =i —i= ]

46 NUMEROS COMPLEJOS



4. TEORIA DE ECUACIONES

El idioma del dlgebra es la ecuacion, "Para resolver un problema referente a
mineros o relaciones abstractas de cantidades, basta con traducir dicho pro-
blema, del inglés u otra lengua al idioma algebraico”, escribié Newton en sy
manual de Algebra titulado Acitmética Universal.[36]

L1 Polinomi

Entenderemos por expresion algebraica una representacion simbdlica de
variables, constantes y mimeros de un cierto conjuisto numérico, ligados por
las operaciones algebraicas bisicas en un cierto orden y sélo un nimero finito
de veces, Una expresion, por ejeniplo, que contenga el paso al limite no puede
ser una expresion algebraica.

Un monoinio en & es una expresion algebraica de la forma az® , donde a
es ull nimero teal, n es un wimero entero 1o negativo y ¢ es una variable,

N L
\: ——
. 4
ey —1
F T

]
-1

no es un monomio porque la variable z estd clevada a la potencia -1,

Ejemplos:

Monomio | a | n

~2r3 K

5 510

2
= .
y este es un entevo negative:
2= a=2

n=-1

Un binomio es la suma algebraica de dos monosuios.

Ljemnplos:
Mounomsio 1 | Monomio 2| Binomio
~hzt Tad =5t 4 T2
28 P! pL)

TEORIA DE ECUACIONES
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Un trinomio es la suma algebraica de tres monomios,

Ejemplos:
Monomio 1 | Monomio 2 | Mononio 3 Trinomio
-3 2t -3 —d 4 223 -3
A8 A 1 A6 — A4}
.'a
\z .1 o x v

Un polinoniio es la suma de varios monomios,
Un polinomio de grado n en la variable ¢ es una funcion de la forma :

f(x) = apz" + ay_ 12"+ angz”? o+ ag’ +ag

Se dice que f, dada por la expresion anterior, es un polinomio entero y
racional, si los coeficientes a; , donde ¢ = n,n - I,n —2,..., 1,0, son nimeros
coimplejos, n es un entero positivo que indica el grado._del polinomio,  es la
variable y sélo son admisibles las operaciones de suma y multiplicacidn..

Es importante recordar que el conjunto de los nimeros reales es un subcon-
junto de los complejos, de tal forma que los coeficientes a; pueden ser reales,
imaginarios puros o complejos y que para dichos coeficientes son adinisibles
todas las operaciones bisicas,

El coeficiente a, , comunente llamado térnmino dominante no debe ser
igual a 0, ya que si el coeficiente de z" fuera 0, entonces el polinomio no tiene
grado n, sino grado n — | o menor,

Al coeficiente aq lo llanaremos término independiente, pues a diferencia de
los demas términos (monomios) del polinomio no depende de la variable z.

Graficamente un polinomio de grado 1 (n = 1) representa una linea recta ,
un polinonio de grado 2 (n = 2) representa una parabola, cuando es de grado
mayor que 2 representa una linea que tiene n — 1 cambios de curvatura.
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Los polinontios tienen la propiedad de ser coutinuos, es decir que lim flx) =
[(u), {esta propiedad se estudia ampliamente en cileulo diferencial), esto -
plica que un cambio pequeito en la variable » produce un cambio pequeiio en
la funcién f(z).

4.1.1 Operaciones con polinomios

Suma y resta

Para simar o restar wn polinomio f(2) con otro g(x) basta con sumar o restar
los términos semejantes, esto es, los términos que contienen la variable elevada
a la misma potencia. :

Ejemplo:
f(x)=~2"+507 = 0?+ 20y glx)=a" =204+ 5: 410

fe)+g)==r"+rt b ¥ (h=2) -2+ 50+ (204 10) =
~e5 e rt 3t =t 4 S 4 30

i}

il

Este punio es de
lagrifica de ls
fu y umg

Observemos de la grifica anterior que a cada abscisa 2 de la funcién suma,
. «  le corresponde una ordenada (f 4 ¢) (zo) que se obtiene al sumar la ordenada
J{x0) cou la ordenada g(uxy) .
f(zx)-glz)=—2d -V +2%(5 - (=2)) ~2c? =524 (20-10) =
=~ ~ ot + 708~ 2? - 52 + 10

7% 8

=100
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Producto
il producto de dos polinomios f y g se obtiene al multiplicar cada ténmino
(mmonemio) del polinomio f por cada término del polinomio g.

Ejemplo:

flv)=~2%+2 y g(v)=v"-v"+1

f(v)'g(v) :—'202'(06—03"-1)-‘-2.(»6_”3*_l)=
= =208 4208 =20 + 200 - 20 42 =
= =208 4 20 + 20° ~ 2% — 2?2 42

En ocasiones resulta mis ldcil de hacer la multiplicacion en forma vertical:

A
P — 42
28 - 28 +2
—2y8 + 20° -~ 2p?

=208 4+ 208 4+ 2% = 203 - 20 + 2

Esha un punh
b numl ﬂmddn

Observemos del grifico anterior que cada punto de abscisa xq (0.6 en
el grafico) de la funcidon producto tiene como ordenada a f (o) + g(xo) (
228 1.83 = 4.1739 en el grifico), Si alguna de las dos ordenadas f(zy) ¢
g (o) fuese menor o igual a 1 en valor absoluto, tendrimmos que realizar un
anadlisis mds delicado, ya que cualquier nimero muitiplicado por otro nimero

menor que | en valor absoluto nos da como resuitado un nimero mas pequetio
que ¢l primero,

/__-_.L o
~< -1 i L gt
v
*20]
-4 '8
-50
-80)
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POLINOMIOS

Divisién
Ll proceso de division de polinomios es similar al que ntilizamos para dividir

enteros, veimoslo con un ejemplo:

Clg)=12° 13> +4 y  D(g)=3¢* -2

9 ~ 29
Jg? =2 125 - 1P +4
— 1245 ¢ Sg:

0 - 5g*
59" - By
0- Fo+4

La grafica de la funcion § presenta dos asintotas verticales en 2y = -\/g =
~0.816497 y en iy = \/—:1; = 0.816497, esto se debe a que la funcion D toma
el valor de 0 en estas abscisas, entonces estariamos dividiendo entre 0 y por lo
tanto la funcion g— tiende hacia infinito en estos valoves de .

Si multiplicamos a C(g) = 49" ~ 3y por D (g) = 3g° - 2 y le sumamos
R(g) = =8 +4, obtenemos P(y) = 124° = 135% + 4, es decir que la division
-l;-((%))- puede representarse como:

~

Ply)=D(g)Cg)+ R(y)

ALGORITMO PARA LA DIVISION DE POLINOMIOS

Bn general, si f(x) y g(x) son polinomios y g(x) # 0, entonces existen
dos polinomios dnicos (i) y r(z) tales que

f(x) = gle)g(r) + r(r)
donde r(z), lamado residuo, puede ser ser igual a 0 o bien es de grado

menor que el divisor g(x). A (z) se le Hama el cociente de la division de
[ entre g,
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coctente

B

ulmisnr{y (J‘) f(-") }tfu'ulf:mlu

rr)
N
residuo
Obsérvese que, en efecto, de lo propuesto como algoritmo se obtiene la
forma usual de la division:
J(x)=g(r) q(x) +r(2)
o bhien
Jx) r(x)
=—=q(r) + =
glr) Do)
Cuando dividimos un polinomio f(.) por otro polinomio lineal & — ¢ (grado
v e s 1) sueede algo muy interesante: vl residuo gue se obtiene al dividir
fee) entre # = ¢ esigual al resultado de evaluar el polinomio en e

flry=2—ri—qo4?2 y r—c=2-l=c=1

Wt tr—3
e—1 PPt qr+42
R

-
o

=Jr+2

=de 43

=1

—Residuo

Jy =202 - (1) -4(1)+2=E0

TEOREMA DEL RESIDUO (RESTO)

Si dividimos el polinomio f(z) entre v — ¢, donde ¢ es un ndmero real,
entonees el residuo de dicha division es f(c).

Demostracidn:

Por el algoritmo de la divisidn para polinomios sabemos que f(z) se puede
eseribir como:
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POLINOMIOS

Jlr) = gledg(r) +r(r)

pero en este caso gx) = & —c que es un polinomio de grado 1, y por lo
tanto r(x) es de grado 0, ya que ol yeado del residuo siempre es menor
que el grado del divisor, esto significa que r(z) ¢s un mimero real.
re)y=d, de R= flo)=qgla)a=c)+d

si sustituimos ¢ en f(r)

fley=qle)lc=c)+d = fle)=0+d = flc)=d

pordo tanto flx) = q(r){r —=c)+ f(c) O

Del Teorema del Residuo se desprende otro importante teorema:

TroreMA bEL Facton

Un polinomio f(r) ticne como factor a b = ¢, sty sélo si f (¢) = 0.

Demostracidn:

—~—

Sea f(.r) un polinomio =por el Toorema del Residuo sabemos que f(x)
st puede eseribir como

T} = qle)(e =¢) + fle)

jCridada! Este trorema incluye un si y sdlo si (doble implicacidn), en-
tonees, tenemos que partiv la demostracion en dos partes:

Si f(r) tiene como factor a x —c¢ PO, que f(e) =0

Sia—=voxun fuctor dv f(o) = al dividir f(2) entre 2 = ¢ el vesiduo
s dqual a 1), povo ol visadeo o5 a sy ver f(c) por haber dividido entre
&= efpor e} teocema del eesiduo)= f(c) =0

Si f(e)=0 P.D.xr—vesun fuctor de f(x)
SiJie)=0= flo)y=qglofar ~c) = r—rcesun fuclor de f(r)

por i) y i) concluimos que & ¢ es fuctor de f{r)y e f(e) =00

Divisién sintética o Regla de Ruffini.

Valuar un polinomio p(a) de grado 5 en w (w € R), por ejemnplo, resulta una
labor tediosa, ya que tenemos que elevar w a la potencia 5 y multiplicar el
resultado por su coeficieute, a este uueve resultado le tenemos que sumar w
clevada a la potencia 4 , multiplicar par su coeficiente y asi sucesivamente,
Pero el Teareia del Residuo nos dice que es lo misio valuar p(z) en w , que
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dividir p(x) entre & = w, el problema es que la division algebraica tampoco
resitlta un proceso rapido y ficil,

Afortunadamente hay wna forma de simplificar la division de wn polinomio
p(e) entre x — w, medianle el siguiente procedimiento:

1. Determinar w

2. Escribir p(r) en orden decreciente de los exponenctes, incluyendo los
cocficientes iguales a 0,

3. Escribir:
Iy Aue) ey 20 A dy
i)

. Escribiv a, en tercer renglon bajo a, (primera columna)
Iy p-y dp-p < () (g
(y

N

e

. Mulliplicar a, por w y ponerle el vesultado bajo el coeficiente que o<1
en la signiente colimna, en el tevcer rengldn eseribir la suma de lus dos
mimeros que aparecen en la colunma

fty pel Gue 0 Ay gy
w it
dy  dyoy + ayie

6. Realizar el misimo procedieminto que en el paso 3, ntilizando la tercera
columna, luego la cuarta y asi sucesivamente,

Hustraremos este proceso, llamado division sintética, utilizando el poli-
nomijo del ejemplo anterior:
Jley=2% = =4 42

cae ficientes del polinomio

I ] -1 -4 2
2 |

2 T =3 =1

coc[l'cituTrf.v de q(r)

28 =0 —dr 2= (e =) (e -1) - 1= f(1)

i
|
—

Fjemplo:

Demostrar que r — 2 es un factor del polinomio f(x) = z* —22% — 3z -2,
Por el Teorema del Factor sabemos que si & — 2 es un factor de f(r)
entonces f(2) = 0, resulta mucho mas rapido utilizar division sintética
para caleular f(2) que sustituir x por 2.
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21 2 442
e 2 1
TEOREMA;

Tado polinemio de grado> 0, con coeficientes complejos, se puede fac-
torizar en n factores lincales coplejos del tipo @ —r.

M) = a2 = )2 = &) =€)

Ejemplo:
ple) =204 e = 6 =2 = 1)« + 1)

No se puede dividiv pr) entre 2 pues se altera el resultado, aunque si el
polinonio estuviera ignatado a coro entonees si se podria dividir entre 2,

4.2 Ecuaciones

Las ecuaciones aparecen cnando igualamos un polinomio a 0, i.e.:

[t) =0

Una eenacién es nna ignaldad algebraica en la que las dos expresiones que
forman la igualdad, son iguales solamente para determinados valores de las
literales (las fitevales simbolizan variables, éstas pueden tomar distintos va-
loves a lo largo de una expresion natemdtica), Precisamente los valores que
translorman la ecnacion en una igualdad se llaman soluciones de la ecuacidn,

Ln este capitulo sélo estudiaremos las ecuaciones polinoniiales, éstas tienen
una sola inedgnita o variable y entonces las soluciones se llaman raices o ceros 1
del polinonio.

Los egipcios resolvicron las ceuaciones de primer grado hace quiza 4000
anos [49]. I's decir, encontraron que la solucion de la ecuacion: me + b = 0
(polinomio de grado | igualado a 0), representada por una linea recta, es:

Y
mx+b
m
I 1t
n ~mxsbed X
X0
"
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La ecuacion de segundo grado: ax® +ba + ¢ = 0 fud resuelta por los hindies
v los drabes con la férmula:

—-b+ Vb ~dac

da

Ty =

donde x, corresponde a la solucidn con + y i, con - y esto queda denotado
por ry .

Luego, en el siglo XVI, los italianos resolvieron las ecuaciones de tercero y
cnarto grados, obteniendo formulas extensas que involucraban raices cibicas
v enadradas, De manera que, alld por el afo de 1550, pocos afios antes del
nacimiento de Shakespeare, habian sido resueltas las ecuaciones de primero, se-
gundo, tercero y cuarto grados, Hubo luego una pausa de 250 afos, porque los
matemdticos estaban fuchando con la ecuacidn de quinto grado, la "quintica
general”, Finalmente, en los comienzos del siglo XIN |, Ruffini y Abel de-
mostyaron que las ecuaciones de quinto grado no podian ser resueltas con ra-
dicales.

De acuerdo a los términos de las ecuaciones, éstas se pueden clasificar en:

Enteras Los términos son exprestones enteras respecto
a las incdgnitas

Fraceionarias En alguno de los términos la incégnita figura como
divisov

De acuerdo a las potencias a la que este elevada la variable, las ecnaciones
se clasifican en:

Racionales  Las potencias son enteras
frracionales Las potencias son fraccionarias

I'n este texto solo trabajaremos con ecuaciones racionales y enteras,
Una ecuacion entera y racional de grado n en la variable @ es de Ia forma.

A" 4+ 2™ b 2"t Lt g =0

4.2.1 Raices de una ecuacién

Las soluciones (raices) de una ecuacién son muy importantes porque son los
valores que hacen que se cumpla la igualdad f(x) = 0, desafortunadamente, en
la mayor parte de los casos, estas raices son muy dificiles de encontrar, Pero
existen algunos métodos para hallar o aproximar soluciones de ecuaciones.
Aplicando el Teorema del Factor podemos afirmar que ¢ es una raiz { o
cero ) del polinomio f(z) si x — ¢ es un factor de f{x), puesto que el residuo
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f(c) = 0. Dicho en palabras mds simples, una raiz de una ecuacion, es un
punto en donde la grifica de la funcion interseeta el eje horizontal,

Toda ecunacion racional v entera f(¢) = 0, admite al menos una raiz real
o compleja.

Gauss demostro este teorema a Jos 22 anos, en 1799, En algunos textos lo
podemos encontrar tanhicn ennnciado de la siguiente formas

Toda ecnacion racional v enteva f{r) = 0 de grado n > 0, ticne n raices
complejas.

B} wiinero de rajves de nua ecnacion esti detenminado por su grado, ya
que st tenemos una ecnacion de grado noquiere decir que esta se origind de
mivltiplicar n factores de la forma .~ ¢ (donde ¢ puede o no cambiar para cada
factor), _

Las raices de una ecuacion pueden ser reales o complejas, Las raices reales
las podemos ver en ¢l plano de dos dimensiones porque son los puntos en que
la grafica de f(r) atraviesa el eje horizontal, en cambio, las raices imaginarias
atraviesan el eje imaginario y para visualizarlo tenemos que salirnos a otra
dimensian, por lo cual no se pucden ver en una grafica de dos dimensiones,

Cuando considermmos polinomios con cocficientes reales, no siempre sus
raices o soluciones son reales, muchas veces, como ya lo menctonamos, éstas
pueden ser complejas; como es el caso de la ecuacion

341 =0 cuyas soluciones son ¢ y i,

Es aqui entonces donde se da la necesidad algebraica de los ntumeros com-
plejos, que resultan como una extension de los mimeros veales.

Multiplicidad de una raiz

Se dice que la raiz » de f(x) = 0 es una raiz de multiplicidad n si el poli-
nomio r ~ r aparece n veces como factor de f(z), Anteriormente se dijo que
una ecuacion de grado n siempre tiene o raices, por lo que la suma de las
multiplicidades de las raices debe ser igual al grado de la ecuacidn.

Apoyindouos eu el curso cdleulo, también podemmos decir que r es una raiz
de multplicidad & para el polinomio p(z) si:
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pltr) =0

Py =0

p'(r) = 0 3k~ primeras derivadas
pii(r) = 0

en cambio pA(r) # 0

Grilicamente cuando una raiz se repite un nimero par de veces, la linea
toca al cje de las X's, pero no lo atraviesa; en cambio, cuando la raiz se repite
un nimero impar de veces, atraviesa el ¢je de las X's,

par M“ —7Y

impar _—

multiplicidad

Cnando se grafique un polinomio de grado n se debe de tener cuidado con
los cmbios de curvaturas que va teniendo el polinomio, que siempre son n— 1.

IEjemnplo:
Determinar las raices y sn multiplicidad, correspondientes a la ecuacion:
(r=1p@+2)(c+4)=0

50

- 40

ry= | multiplicidad 2 30
ry = =2 multiplicidad 1 29

ry = —4 multiplicidad 1 \/Zwl P

grado— 4§

Si multiplicaramos todos los lactores de la ecuacion del ejemplo anterior,
obtendriamos: ¥ 4 4 — 3?2 — 102 + 8. Lsta eeuacion es de grado 4 y segun
lo expuesto anteriorimente debe tener 4 raices; y si las tiene, lo que pasa es que
liay una raiz que se repite dos veces: la raiz 1,

Fjenmplo:

Determinar las raices y su multiplicidad , correspoudientes a la ecuacion:
(r+ 1)z =1} (x+1)=0
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(e D+ 1) (e=Df(r+H=0

(e+1Pe=12r+))=0 0.8
0.6
0.
£y = =1 demultiplicidad 3 \ 0/2
£ = =} demultiplicidad 1 ] X
r3 = | demultiplicidad 2 ~1-0,5 0.5 1
grado — G

Multiplicando los factores la ecuacion nos queda como:

L %_,«" - g.:.-* -3+ :j'-’f + % =0

Para comprobay si la multiplicacion es correcta, el lector puede sustituir las
raices en la ccuacion obtenida. Claro que serd mucho mds rapido usar division
sintética y verificar que ¢l residuo sea ignal a 0,

Regla de los signos de Descartes,

Como ya se menciond anteriormente, por lo general las vaices son dificiles de
encontrar, La regla delos signos de Descartes nos indica las posibilidades de la
forma en que estin distribuidas las raices, separandolas en la siguiente forma:

Positivas
Negativas

Reales {

Conplejas

Raices

La regla dice ast:
St f(x) es un polinomio con coelicientes reales

i) El mimero de raices reales positivas de la ecuacion f(z) = 0, es igual al
ntimero de variaciones de signo de f(z), o ese mimero disminuido en un
entero par.

it) El nimero de rafces reales negativas de la ecuacidn f(z) = 0, es igual al
nimero de variaciones de signo de f(~z) o ese nimero disininuido en un i
entero par. ‘

Nota: Los coclicientes iguales a cero no se toman en cuenta para contar las
variaciones de signo.

Como sabemos que toda cenacion de grado n, tiene n raices (descontando

multiplicidades), entonces la suia del niintero de raices positivas con el nimero
de raices negativas, con el nimero de rvaices complejas, debera ser igual a n.
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Fjemplo:

Aplicar la regla de los signos de Descartes a la siguiente ecuacion:
28 =Tt + 322 + 62 -5=0

2% =Tt 4322 46 -5 = 0
-+ o+ -

—p ey —p

variaciones de signo de ( f(z)) = 3, esto quiere decir que el nimero
de raices positivas de la ecuacion deberd ser de 3, o bien este nimero
disminuido en un entero par, pero el tnico entero par que se le puede
restar a 3 serfa 2, entonees también cabe la posibilidad de que la ecuacion
tenga (3-2=1) solo una raiz positiva.

J(mr)==Pr-T2' + 1> -6r -5
variaciones de signo de ( f(-z)) =2

Al haeer la tabla de distribucion de raices debemos tener cuidado de com-
binar todas las posibilidades de las raices negativas con las posibilidades
de las raices positivas. Como ya se menciond, el niimero de raices com-
plejas serd igual a la resta del grado de la ecuacion (5 en este caso) menos
la suma det mimero de raices positivas y del nimero de raices negativas,

r(+) FENEN
r(-) 2200
r(complejas) |0 2 2 4
grado— 5 5 5 5

Cotas para las raices de los polinonios.

Las cotas son valores que sirven para saber en qué intervalo se encuentran las
raices reales de una ecuacion.

.= YT

I X

e
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Una cota superior es un punto sobre of eje X despuds del cual Ja funcién no
tiene ninguna raiz real, f.e. no se vielve o intersectar con el eje X, de manera
aniloga, una cota inferior es un punto sobre el eje X, antes del cual la funcion
o tiene ningnua raiz veal

Supdngase que f(r) es un polinomio con coeficientes veales, y que el coe-
ficiente dominante a, es positivo; usamos division sintética para dividir f(z)
entrexr — ¢

i) Sie> 0y todos los mimeros del Leveer renglon en el praceso de divisidn
sintética son pusitivos o cero, entonees ¢ es una cota superior para las
soluciones reales de f(r) =0,

i) Si e <0y todos los mimeras en el tevcer renglan del proceso de division
sintética tienen signos alternados, (+ 6 -, donde O puede ser 4 6 -)entonces
ces una cota inferior para las soluciones reales def{(z) = 0.

Ljemplo:
Encontrar cotas para la ccuaciin 207 + 522 =8¢ =T =0
!
2 5 -8 -7
1} 2 T -1
2 7T -1 =8
2 5 -8 -7
2 308 2

29 1
por lo tanto 2 es una cota superior para las raices de la ecuacion,
Todos los valores despuds de 2, también son cotas anique sean cotas, mas
lejanas,

25 =8 -7 Y
-3 -6 d 1A
2 -1 =5 8 10
N/,
25 -8 =71 -6 - -2 .10 2
—4 -8 12 16 -20
2 -3 4 =28 -30
-40

por lo tanto —4 es una coti inferior,
£3) ‘ e
T'odos los valores que estin antes del -4 también son cotas,
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Raices racionales

Las solnciones de una ecnacion pueden ser:

Irracionales

Reales { Racionales
€ N
Complejas

Las raices racionales son las mas fiaciles de hallar mediante el método gue
estudiaremos a continuacion:

TEOREMA DE RA[CES RACIONALES

Supongamos que f(r) = @™ Fayq 2"t apo e 4t agrt Fapa® es
nn polinomio con coeficientes enteros, Si § es una raiz racional de [(.r).
donde ey d no tienen factores primos en comnin ¥y ¢ > 0, entonces ¢ ox

nn factor de ag v o es un factor de a,.

Iis10 es, formamoes dos conjuntos:
¢
D

y a partir estos formamos el "conjunto simbslico” %, este conjunto es el que

contiene todas las posibles raices racionales £ que pueda tener la ecuacion

[(r) =0,
Fjeniplo:

{todos los divisores del término independiente}
{todos los divisores del término dominante)

Resolver la signiente ecuacion: % — 303 =812 — 102 =0

hinediatamente nos damos cuenta que una de las raices de esta eenacion

os 0, pues f(0) = 0. entonees podemos dividir la ecuacién por &, obtenicndo:.

=gt =8r—10=0
Buscamos los conjuntos C'y D
C = {£1,£2,£5,£10} y D={£l},

Inego el "conjunto simbolico™:

%= {£1, 42, %5, £10}
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Para saber si alguno de los elementos det conjunta § es raiz de la ecuacion,
tendriamos que dividir el polinomio entre cada uno de dichos elementos,
Sin embargo puede ser que al aplicar la regla de los signos de Descartes,
esta nos indicara, por ejemplo, que no es posible que la ecnacion tenga
raices negativas y asf evitamos probar con los elementos negativos, Aplique-
mos pues la regla de los signos de Descartes en la ecuacion:

B =t =Sr =10 = 0
Gy

variaciones de signo de (f{r)) =1

fl=r) = =% <3t 30 ~10 = 0
variaciones de sigho det fi -y =2
ri+) |
r{-}) 20
rivomple jus) | 0 2
yrudy — l 303

Con esta tabla obtuvimos una pista muy importante de por dénde debe-
mos busear rafees: sabeios que hay ma raiz positiva y puede ser que
haya 2 negativas o ningupa negativa, entonees lo que wos conviene es
buscar la positiva.

b =3 - -1

1 b=2 -~ = 5= {1, =1, 42, £5, +10}
=2 -0 -

<l

I =3 =8 =)
2 =20 =
I -1 =10 =30

~

o= {f=1, 2 =2, £5, £10)

I =3 -8 ~10

5] 5 10 10 = =de?-8e~10 = (2* 4 22 + 2) (x - 5)

L2 2 9

Resolviendo la ecntacion de segundo grados
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x,,;==§§ﬂ3=-—l;{:i

’

Finalmente, las soluciones de la ecuacion: 300

z' = 32% ~ 8z% ~ 10z = 0 son: 200
Iy =

r3 = =144
v = 1 i -2 4/ 6
T4 L=t -wol\\/

Raices complejas e irracionales

Estas son las raices mas dificiles de encontrar, aunque a veces, si nos dan una
pista (una rafz), podemos aplicar alguno de los dos siguientes Teoremas:

TEORE : ES S CONJUG

Si un mimero complejo r = a + bi es una raiz de la ecuacion racional
y entera p(z) = 0, de coeficientes reales, el complejo conjugado a — b
también es raiz de dicha ecuacion.

A pesar de que no se incluye la demostracion a este Teorema, es muy facil
darse cuenta de su veracidad. Pensemos en una ecuacién de segundo grado,
al aplicar la formula, encontrada por los drabes e lindies, aparece un numero
imaginario si e} discriminante es negativo, pero como el discriminante se toma

con signo mas y con signo menos, el resultado final son dos nimeros complejos
conjugados,

discri minante

. -4V b2 — dac
Ty = 2

si discrimiente es menor que 0,

=btwi
23
_=btwi [/
T2 T\
~b-wi
2
Ejemnplo:

242 =0>z2=/-WB=>zy =5 z,=5

Si el grado de la ecuacion es mayor que 2, entonces al dividir el polinomio
entre a + bi, g(z) (el resultado ) nos quedard con coeficientes complejos, que
solo se eliminan al dividir ¢(z) eutre a — bi,
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AN
D

Ejemplo:

Resolver la ecuacion ot —a® — 1622+ 592 + 13 = 0 sabiendo que ¢ = 3+ 2¢
es una raiz.
! -1 -16 59 13
34+ 2 342 24100 -624 20 —13
1 242 =M+ =3+ 2 0

Observemos que () ( tiene grado 3) quedd con coeficientes complejos,
pero cuando lo dividamos entre el conjugado de la raiz, se van a ir can-
celando todas las partes iimaginarias,

L2420 =144 100 =342i

.'l-‘.!il 32 Ih—10i 3-2i

! H ! 0

La ecuacion queda o2 4 50 + | = 0, 51 la resolvenios:

_=hE VAT
= 5=

Finalmente las soluciones de la ccuacion:

el =g = 160 4 50+ 13 = 0 Y
SO 400
g = Q9 300
o= 42 200
r; = 3 _2, 100
T3 = =0.20871215 \ X

T4

_4.79128781 Ml 2 4
-200

Entonces podemos expresar f(x) como producto de factores lineales:

S(x) = (x = (34 20))(x = (3 = 20))(x +0.20871215)(x + 4.79128784)

De los enunciados anteriores podemos concluir que toda ecuacidn racional
entera de grado impar con coeficientes reales admite por lo menos una
raiz real; pues las rajces complejas siempre vienen por pares.

EORE : RA[CES IRRACIONALES
Si la ecuacidn entera y racional f(z) = 0 de coeficientes racionales tiene

una raiz de la forma a + V0, siendo a,b € Qy Vb € I, entonces a — Vb
es también rafz de la ecuacion.,
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Ejemplo:

Resolver la ecuacion z# — 923 + 2522 — 19 — 6 = 0 sabiendo que 2 + v/5
es una raiz.

1 -9 25 -19 -6
2+ /| 24V -9-5/8  T+6/5 6
I —7+v56 16-5V6 —12+6v5 0

1 -7+V6 16-5/5 —1246V5
2 -5 2—-v6 —1045/6 12-6V8
1 -5 6 0

Como la ecuacion resultante es de segundo grado, podemos aplicar la
formula y las raices de la ecuacion &4 — 92% + 2527 — 192 — 6 = 0 son :

5
o= 245 0
I = 2—\/5

)

£ 7
4 = 3 : -2 ‘1-V 3745
-10

Como bien los llamaron los griegos, los nimeros irracionales son inconmen-
surables porque no se pueden medir, i.e., tienen un nimero infinito de deci-
males, es por esto que nunca podremos encontrar una rafz irracional exacta
(f(x) sca exactamente 0), lo mds que podemos hacer es aproximarnos tanto
como nos lo permita el lapiz, la paciencia o la calculadora.

Existen muchos métodos para encontrar raices irracionales, pero todos
tienen la misma base fundamental: ir acotando la raiz (cercandola) hasta que
tengamos la aproximacion deseada,

Método gréfico. Consiste en graficar la funcién (liecho bastante compli-
cado por el extenso nimero de valuaciones) y fijarse en las raices.

Método de mitades. Solo sirve para encontrar raices de multiplicidad
impar, i.e., que cruzen el eje X, Comenzamos por detectar dos valoresa y b
para los cuales la funcion presente cambio de signo y luego buscainos la abcisa
que estd a la mitad del intervalo [a,b] , y asi obtenemos ¢ = a + 52; calculamos
f(c) y procedemos a determinar los nuevos valores de a y b , dependiendo de
en cudl valor se obtenga el cambio de signo para f.
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¥ i
fib)
/
ya
ﬂt’ '//
r . o>
a ‘ /,/ c-a*‘%!)- b X

fla) e

El proceso contimia hasta obtener la aproximacion deseada para la raiz.

Este es un medtodo en el que se tienen que hacer muchas valuaciones para
obtener una buena aproximacion, pero es ficil de programar en cualquier
lenguaje de computadora v ésta serd la que se encargue de las valuaciones.

Ljemplo:
Obtener las solnciones de la siguiente ecuacion :
=3t e -9 =0

Lo que nos conviene hacer primero es aplicar la regla de los
signos de Descartes para daros una idea de la distribucion de las
3 raices:

r(+) 3o
(=) 00
r{complejas) [0 2
grado — l 13

Como la funcion no tiene rafces negativas, busqueinos si tiene
rafces racionales positivas:
¢ .
5= {1 £3,49)
I =3 H
1 I =2 3

3 3015
I 05 6

Entre 1 y 3 encontramos un cambio de signo y esto quiere
decir que en el intervalo (1,3) hay una raiz irracional, No podria
ser racional porque no hay valores en el conjunto 5— que estén en el
intervalo (1,3).
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Aplicamos el método de mitades:

f

¢ L0 1% aproximacion — 2
I N

b
¢ 1+80=0] -3 v

. f
a 2 -3 N

b 29 aproximacion — 2.5

3 6
¢ 2+852 =[25) 0375

Despuds de 7 aproximaciones obtenemos ¢ = 245312 y f(c) = —0.0253716,
¢l valor de ¢ seria nuestra aproximacion para la raiz y el valor de f(c) en
valor absoluto es nuestro error, puesto que es la distancia que tenemos
de separacion con el cje X,

[Ina vez obtenida la raiz, podemos utilizar division sintética para bajar
¢l grado de la ecuacion de 3, a grado 2 y poder aplicar la férmula para
ecuaciones de segundo grado:

1 -3 5 -9
_1 245312 —1.3415 ° 8.974

I -0.51688 3.658 —-0.025

«— se toma como 0

obtenemos 2% — 0.54688z + 3.658 = 0; y resolviendo esta ecuacion de
2do. grado las soluciones de la ecuacion 3 — 3z% + 5z — 9 = 0 son:

60
5 o= 245312 o
72 = 027344+ 1892942 .
Iy =

0.27344 — 1.892942 2/‘,{01’—1/2 s 4 5
-40

No debemos olvidar que los datos anteriores estan calculados con un error
de 0.025.

Método de Newton-Raphson

Este método permite aproximarse muy rapido a cualquier raiz sea cual sea
su multiplicidad, pero tiene un defecto con el que hay que tener cuidado: si no
comenzamos el proceso en un valor cercano a la raiz entonces los valores que
comienza a devolver son al azar y 1o se aproximardn a la rafz.
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N,
xy

xy valor arbitrario de abscisa (valor inicial)
Ly tangente a f(z) en (o, yo)

ay valor abeisa donde L, corta al eje X

T punto de f(x) de abscisa @

iy valor de abscisa dowde Ly corta al eje X

r raiz de f(x)

Con ry se obtiene £y , con ry se obliene ry y asi sucesivamente, de modo
que con &; se obtiene iy .

Recordenios que la derivada de una funcidén es la pendiente de la recta
tangente a cualquier punto de la funcion entonces, la pendiente de L; es igual
a la derivada de f(z) en z; ,ic.any, = f'(x)

Sabemos que L; pasa por (&, f(r)) ¥ por (zi41,0) entonces podemos calcular
la pendiente L; cotno

mg, = j.r-._f%);,_:? = f'(z,) = T = Tigy = }"((-:)) -
= 7

A esta férnnla se le conoce cono de Newton,

Ejemplo:

Encontrar la raiz irracional de la ecuacion del ejemplo anterior utilizando
el nictodo de Newton-Raphson.

Jlz) =23 =322 +5:-9=0 y [f'(z)=32?-62x+5

Como ya habiamos determinado que esta ecuacion tiene una raiz irra-
cional entre I y 3 podenos tomar como valor de inicio a cualquiera de
estos dos ntimeros:
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0) — 1) - D =
o=t il - f =l - =
Mo 2 106307
12:.[--}%_nl——m—\3,06391
ry = 259771
ry = 2.46581

1

245621y f(245621) = 0.000404165

Observemos que despuds de 6 iteraciones del método, obtuvimos un error
de 0.000404165, por lo que podemos considerar que nuestra aproximacion a la
rafz es huena,
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5. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEA-
LES

R

Una expresiin de la forma:

ar 4+ by =c¢

s una ecuacion lineal donde r v y son variables v a, b y ¢ son constantes reales,
Grificantente una ecuacion lineal con dos variables representa un linea recta,

Ejeniplo:

YA
~ &
“
SO
\\‘
rloy h
dr 42y =4 ] 2 3 B ) 2 3 3
91 1 \
21 -2 -2
" \

Del mismo modo, la ecnacion lincal con tres variables 2,y y z es una
ecuacion de la forma

ar by +ecz =

que grificamente representa un plano en el espacio (es decir en un sistema
coordenado xyz2),

Ejewplo:

Je 2y +4z =

En una ecnacion lineal pneden presentarse mas de tres variables, pero ya
no podemos inaterializar la representacion grafica de la ecuacion, ya que cada
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variable que se agrega a la ecuacion anade woa dimensién mas a la grativa,
y como vivimos en la tercera dimension (sistema coordenado xryz) no somuos
capaces de visualizar dircctamente cémo se ven las cosas en otras dimensiones.

Uua eenacion lineal en n variables &y, 22, 23, ..., &y, donde n es cualquicr
ntiere entero positivo, es una expresion de la forma

ax) + azrey + azxy+ ...+ apr, =¢

donde ay, a3, a3,...,a, ¥ ¢ soi constantes reales asociadas a la respectiva
variable independiente,

Abaplicar eenaciones lineales para resolver un problema, surge la necesidad e
satistacer shnultdneamente mas de nna condicion.

Fjemplo:

Ll propietario de una tienda de electrodomésticos desea hacerse publici-
dad lanzando una gran oferta de equipos de sonido de dos tipes, Cada
equipo det primer tipo le cuesta n$650 y ocupa un espacio de 60 crus.,
v cada equipo del seguudo tipo le cuesta n$800 y ocupa 90 cms. Si el
propietario cuenta con un espacio de 36 nits, y planea gastar ¢xacta-
mente 35,500, jcudntos equipos de cada tipo debe comprar haciendo
uso completo del capital y del espacio?

r- tiiero de equipos que cuestan n$650

y - nimero de equipos que cuestan n$800

si queremos satisfacer que se haga uso completo del capital
650.r + 800y = 35,500

si queremos satisfacer que se haga uso completo del espacio

60r + 90y = 3,600

pero si queremos que las dos ecuaciones se cumplan simultaneamente
debemos encontrar una solucidn que satisfaga las dos ecuaciones. De
este modo, nos encontramos con un sistema de ecuaciones.

650r + 800y = 135,500 s

60r + 90y = 3,600 s
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Existen varios métodos para encontrar la solucion de un sistema de dos
eciaciones lincales.

Método de substitucion

i) Despejar una variable de alguna de las ecuaciones

it} Susbstituir la expresion obtenida en i) en una de las ecuaciones que
quedaron sin despejarse

iii) Resolver la ecuacion de una sola variable qne quedd en el paso ii)
iv) Substituir la solucion de iii) en la expresion que se obtuvoen i )

Apliquentos pues este método para resolver ol sistema de ecuaciones lineales
que nos queds en el ejemplo anterior
. . .. 4 A
i) despejamos @ de la ecoacion 1: r= 'L“"f\T»RMl
ii) Substituimos la expresion anterior en la ecnacion 2:

60 - (_.._9_0__'19‘_’1) + 90y = 3,600

ii) Resolvemos la couacion anterior

2 l;.:gul)ﬂ() - n:);\(()m” + |)0” = J 600

10,500y = 650 - (3,600 ~ LLitow)

= U000 _
U= Tose =20

iv) Sustituimos y en la expresion obtenida en i)

. 35.500-800-() _ .
x 50 =30

I’nr lo tanto se necesitan comprar 30 equipos de los que cuestan
n$650 y 20 de lo que cuestan n$800.

Método de eliminacion (o suma y vesta),

Se reemplaza una de las ecuaciones del sistema f =0 por k. g+ f =0,
donde g = 0 es cnalquier otra ecnacion del sistema y k es un nimero real,
Resolvamos otra vez el sistema del ejemplo anterior para ilustrar este método;

i

6500 + 800y — 15, H00

0 e
!
60z + 90y — 13,600

0 o

4
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Con el fin de eliminar la variable @ de la ecuacién f, mltiplicaremos ta
ecuacion g por —%2 | la ecuacion no se altera porque multiplicaremos ambus

w0 Y
lados de la igualdad,

60 (~%9) x +90- (-52) y - 3,600 (-52) =0 (-%2)

—650r — 975y + 139,000 =0
#(-48)=0
Ahora sumaremos g » (—%‘%’) +f
-650r —975 +39,000 =0
650r +800y —35,500 =0
O0r -1759 43,500 =0

=
i
=

=3,50) v
I =
=175 20

Solo nos falta substituir y en cualquiera de las ecnaciones f 6 g
Gthr -+ 90(20) — 3,600 = 0 = z = L& = 30

Método grifico
Se grafican ambas rectas y el punto de interseccién representa la solucion

del sistema,
Utilicemos este método para resolver nuevamente el ejemplo anterior:

—— W

Graficamente es muy claro imaginarhos que euando tenemos un sistena
de dos ecunaciones lineales en dos varjables sdlo existen tres posiblidades en la
solucidn del sistema:

I. las dos lineas son idéntieas (sus ecuaciones tienen coeficientes propor-
cionales).
Entonces el sistema tiene un infinito mimero de soluciones, pues cada
punto del sistema satisface las dos ecuaciones,

2. las lineas son paralelas (sus pendientes son iguales no asi sus ordenadas
al origen).
Entonces el sistema no tiene solucién, ya que dos lineas paralelas no
tienen ningiin punto en condn.

3. las lineas se intersectan en un solo punto.
Entounces el sistema tiene exactamente una solucién,
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5.2 Sistemas de ecuaciones lineales en mas de dos va-

— . riables

En general, un sistema de m ecuaciones con n incdgnitas tione la siguiente
forma:

aypry gl +apry o+ Gty = @
gy Fagary Fanry oo F apdy =@

OR

Uy F el R agars+ o0 F dpady = dy

donde los subindices de vada coclivienhe indican lo signiente:

d,,

7N
el winero el urnero
esti en la mnltiplica a
ecnacion la variable

donde i puede tomar cnalguier valor entre |y m, ya que tenemos m ecua-
ciones y J piiede tomar valores entre |y 0, ya gue tenemos n variables.

Si tadas los términos independientes oy, @y, .., @,, de las ecuaciones son nulos
{0), entonces se dice que el sistema es honiogéneo,

Cuando hablamos de sistemas de eenaciones lineales, se entiende immedia-
tamente que lo que se busca ex una solucidn que satisfaga simultdneamente a
todas las eenaciones del sistema, por ello para denotar que ciertas ecuaciones
forman un sistemna utilizarenios una Have del lado izquierdo de las cenaciones,
como en ”,

Para resolver estos sistemas de eenaciones es vitlido utilizar los métodos que
utilizamos para vesolver los sisteinas en dos variables, excepto el método grafico,
pues como ya se menciond anteriormente no podemos realizar una grifica en
mis de tres dimensiones, y atin la de tres limensiones nos cuesta trabajo puesto
que no estamos familiarizados con algin implemento tridimensional {asi como
el cnaderno o el pizarron que son muy titiles para realizar graficas en el plano)
que sirva para realizar graficas de tres dimensiones, de maodo que por lo general
lo que estamos acostumbrados a ver es la proyeccién en ¢l plano de la grafica,
aunque las visualizaciones logradas en ciertas computadoras son excelentes.

Encontremos ahora la solucion del siguiente sistema en tres variables, uti-
lizando el método de substitucion:
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Wwt+y-2: = 10 e \
Je 4242 = 1 v ,
Sr+dy+3: = 4 e )

i) despejamos z de | o = l0=yd:
ii) substitumos en2 yen 3

3. (10=atde) Loy 4+ 2: =
5o(10oat3e) 4 gy 49z =4

15 -3y +3: 4+ +2: =1 :_ éy+5:= —14
By-3y+dhr+dy+3: =1 3y +8: = =21
Para resolver el sistema que resultd de i) volvemos a aplicar el mdétodn
de substitucion

Ly =14
y+8: = =21

Despejamos = de la segunda ecuacion

—2]-1
s = )l8 b3

Substitumos en la primera ecuacion

Ly +5-(:“—8‘%ﬁ)=-m

1 05 _ 15, _ 4.
Wy Tey=-i =
~ly==1 =9
W =g y=s
. -2-2 .
Ahora substitumos y en z = —s—'—y y obtenemos z = =3,

Con los valores y =2 y z = —J substitumos en la ecuacion 1:
2 4+2-2.(=3) =10

Finalmente el punto solucién del sistema es (1,2, -3).
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Si intentamos con el método de eliminacion (sumas y restas) el resultado
que obtendremos debe ser el mismo

W4y-2:=10 ... 0
e +2+2:=1 e
Se+dy4+3z=4 . @

i

i

Multiplicamos @ por —~;‘ v lo sumamos a 88

2r 4y =2 o= 10
by +5: = -4
Sr 44y 43 = 4

Multiplicamos M por ~3 v lo sumamos a §

0 4y <2 = W
%y +3z = 11
UERRE =2

Ahora multiplicamos ta segunda vevacion por -3 y la sumames a la tercera

ey =2 = 10
y +5: = -1

~-73 = 2]
entonees : =~ = 3

substitnimos 2 en la segnnda ecuacion

Ly+5 (= =-H=y=2

substituimos ahora los valores de y = 2y 2 = =3 en la primera ecuacion y
abtencmos
WH2-2A-NDN=0=2>r=1

Para comprobar que ol punto (1,2, —1) sea efectivamente una solucién
basta con sustituir en cada una de las ecuaciones

2(1) +  (2) = 2(-3) = 10
O o+ 22) + 2= = 1
S+ 4(2) + 3(-3) = 4

Si queremos resolver nn sistema de ecuaciones lineales necesitamos que el
mimero de variables sea igual al niimero de ecuaciones. En algunas ocasiones
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sneede que un problema tiene menos ecuaciones que incégnitas (variables) v o
que correspoude entonces es "fabricar” otra ecuacion,

Un ejemplo interesante se plantea para conocer la cantidad efectiva de los
tres tipos de alimentos ( glicidos, lipidos y proteinas) que se estan combustio-
nando en el interior del cuerpo de una persona,

Obviamente es imposible "introducirse” al interior de los tejidos para ofve-
tuar determinaciones quimicas. Por lo tanto, sera forzoso basarse en las on-
tradas y salidas de substancias que son fijadas o liberadas al quemar cada tipo
de alimento.

Entonces, se mide el Oxigeno que se consume por unidad de tiempo y
también el Anhidrido Carbonico que se produce por unidad de tiempo, ambas
determinaciones se efectan sobre el aire respirado,

Se plantea entonces el siguiente sistemna:

al inhalar

O (consuniido) =k, (glicidos) + ky(lipidos) + ko (proteinas)
COproducido) = keoyy(glicidos) + kegu(lipidos) + keo,(proteinas)
/

al exhalar

Los coeficientes & son constantes conocidas, por ejemplo &y se refiere a la
constante de Oxigeno consumido para proteinas,

C‘omo existen 3 incognitas necesitamos tener wna tercera ecuacion en la
que aparezcan las tres variables independientes. Fsa tercera ecuacion nos es
proporcionada por la tasa de eliminacion a través de la orina y de la materia
feeal.

N(eliminado) = ky,(glicidos) + ky(lipidos) + kx,( proteinas)

Los coeficientes ky, y kag valen 0, pero se arma la ecuacion de este modo
para obtener una tercera ecuacion v asi resolver ol sistema,

A mediados del siglo XIX, los matemdticos se dieron cuenta de que los
resultados que se obtenfan eran los mismios si en lugar de trabajar con las
venactones, se trabajaba dnicamente con los coeficientes y fué asi como intro-
dujeron el dlgebra de matrices,

5.3 /'\Igebra de Matrices

Una matriz es un arreglo de valores dispuestos en renglones y columnas .
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ESTA TESIS NA DERBE
SALIK Lt LA BIBLGTECA

Fjemplo:
1 53 4267
5 06 4 8690
2067013

Utilizaremos letras mayisculas para denotar las matrices y letras mintisculas
para denotar los elementos, los cuales llevaran dos subindices para indicar al
mimero de renglén y al mimero de colunma que pertenecen. Se acostumbra
encerrar el arreglo entre corchetes | ] o bien entre paréntesis ( ).

iy 2 dpy e Uy s
— renglon 1

an a ay v Ay
A=
) 2 Amy 0 gy

columna 2

C'on esta notacion de subindices podemos tambidn escribir la matriz A como

(ay) para £ = 1,omy j = Lo donde es el mimero de renglon y J el
ntimero de columna,

Si tenemos por ejemplo la matriz

1 9
D=1 25 Jelelementodyy =4ydyy =7
$ 76

Fl orden o tamaiio de una matriz expresa ¢l mimero de renglones y el
niimero de columnas que la forman, v se indica asi:

m % n, donde moes el miniero de renglones
v a el mimero de colurnas

Ejemplo:

I
ordende | 5 6 S 6 9 0 |es3xT

5.3.1 Diferentes tipos de matrices

Cuando el nimero de renglones (m) es diferente al mimero de columnas (n),
decimos que tenemos nna matriz rectangular de orden m xn . Sim =n
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entonces decimos que tenemos una matriz cuadrada de orden n (es deon
una matriz de n renglones y n columnas).

L.a diagonal principal de una matriz cuadrada , estda formada por los
elementos de la forma q;; donde { = j . Por ¢jemplo la diagonal principal de
la matriz D es;

(1“ l
dy 2
dys 6

Una matriz cuadrada en la que todos los elementos que no estan en la
diagonal principal son cero, recibe ¢l nombre de matriz diagonal.Por ejemplo:

30 00
61 00
0o =210
00 07

Llamamos matriz triangular superior a una matriz cuadrada en la que
todos los elementos que estdn abajo de la diagonal valen 0; y llamamos matriz
triangular inferjor a nna matriz cuadrada en la que todos los elementos que
estan arriba de la diagonal superior valen cero.

Fjemplos:
13 . .
0 § | ¢ una matriz triangular superior
1 0 0
5 =3 0 |es una matriz triangular inferior
6 8 3

Una matriz nula o matriz cero, denotada por 0, es una matriz en la que
todos los elementos valen 0.

Ejemplo:

es unta thatriz nula de orden 3 x 5

c oo
oo
oo
oo
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La matriz identidad es nna matriz cuadrada que tiene unos en la diagonal
principal y todos los demds elementos son cero. Esta matyiz se denota con la

letra 1.

, 100
' 010 Matriz idéntica de orden 3

001

La matriz transpuesta de la matriz A, denotada por A | es la matriz que
se obtiene al convertir los renglones de A en las colnmmnas de A . Claro es que
para realizar este cambio, la atriz A debe ser cnadrada.,

-2 5 6 9 =2 1 12 0
I S , 5 0 7 6
b= 127 40 =1 4 O
D6 7 N 9 30 0

5.3.2 lgualdad entre Matrices

Unamatriz A os ignal a otra matyiz B si ol orden de A os igual al orden de B
y advemas cada elemento de A es ignal a su correspondiente en £,

ayy  dyy v Hyy ()“ ()u P blp
(DT {50 SR { T (I-“ ()2-.1 s ()gp
A= . B=y . .

Ay O 0 My ba| ()‘,2 e ()op

Ordean de A=m =xn,onlende B=oxp

A=B&m=o,u=pya,=h, Vi j

5.3.3 Operaciones con matrices

Adicién (suma) y Sustraccion (resta) de matrices

Dos matrices A y B del mismo tamaiio (orden) pueden sumarse (o restarse),
sumando sus clementos cortespondientes,
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si A =a, paraj = W2om j= L2000
VB =b, para i = LW2iom j= L2

A+ = (“U + ['u)
Ejemplo:
4t ~1 0 T ~4 0 I -5 ¢
((i ) 3)+(—6 I 2)"(0 3 5)
1 =190 T~ 0 -3 30
62 3 )7\ ¢ 2 12 1)

Propiedades de Ja suma

l. C‘nnmumtividad A+ B =N+ 4
Demostracisn
PD. A= 1+ 4

o oayy i by by ... bin

@ oday e g, by by ... by,
A4l = .zl ‘zz . .n + 21 by ' ?u

mp Uy - Ay bn(l ['m'l tre [’mn

Mtby ap by, . Aa + by
tan by ay 4 hyy U + by,

) + l’ml my + bm’.’ ol + ,‘mn
wlilizando lq propiedad conmutatipg parala suma e dos imeros reals s

biy + ay, biptay .. bin + ay,,
[)2|+¢12| [’22+sz 'Izn+(lzu

[l

['ml + a,,, I‘u|2 tpy o bmu +a,,,

[l“ ,)“ s i’)],, iy (¥ P a), .
by by .. bay a ay U
AR £ =B+4

bml ”m2 T bmu Uy Qpy oo Uy

2, Asociatividad
A+ (B+C)= (44 B)+c.
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Esta propiedad se demmestra de forma semejante a la demostracion an-
terjor.

Existencia del idéntico

La matriz Nula, mencionada anteriormente, es o elemento idéntico refa-
tivo a {a suma, os decir

A+0=4

-

Existencia del inverso.

El inverso aditivo —A de la matriz A os tal qne A 4+ (—~A) = 0 donde
-4 = —d;.

I claro que la resta A = /3 de dos matrices, es igual a la suma A+ (~B)

—

Producto de un escalar por una matriz

Sea ¢ un escalar, es decir un wdimero real, esto es ¢ € By 4 una matriz de
orden m x 1 entoyees
e d=(cayy)

Fjemplo:
6 =2 12 -1
2,11 O =1 2 0
3 5 6 10

Si [y g son niimeros reales v o, 13 dos matrices de orden m x n, entonces

[y = f(gA)
(f+g)l=fA+gA
TV + B)=fd+ (B

Multiplicacién de matrices

En ningin momento debemos olvidar que el estudio det dlgebra de matrices
sirve para aplicarse a los sistemas de ecnaciones lineles; y la multiplicacidn de
matrices es una operacion muy importante en la vepresentacion de un sistema
de ecuaciones lineales, aunqgue su definicion resulta nn poco extrana.

Para poder multiplicar dos matrices A y B, es necesario que el mimero de
columnas de A sea igual al niimero de renglones de B, esto es, si el orden de
Aesm xny el orden de B3 ¢s 0 x p, entonces n deber ser igual a o para que
se puedan multiplicar; y el orden de la matriz resultante es m x p.

A mxn l}n xp

deben ser iguales
orden de la resultante
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Para obtener el elemento ij de la multiplicacion tenemos que sumar la
multiplicacion de cada elemento de rengldn ¢ de la matriz A, multiplicado por
cada elemento de la columna j de la matriz B.

n
Mulliplicacién;,' = ap by + apbyj + . + (Ignbnj = E‘n ik bkj

ayy Qg o G

a2y @z ¢+ Q2n b" bl? blp
o by bn bap
= n=o
l ;) Qg e ain] / /
: ' bnl bn2 bnp

Amp Gm2 *** Qmn

n n n

Cagcby Lancbig o L an by

£ = =

g by Y oagcby o0 3 an by
= k=1 k=1 k=1

i)
ZI Uk bkl R:l Uk * 1’{‘2 e Z Uk * bkp

A= k=

Por ejemplo para obtener el elemento 1,3 de la multiplicacién, debemos
multiplicar el primer renglén de la watriz A por cada uno de los elementos de
la columna 3 de la matriz B y sumar cada multiplicacion.

Fjemplo:  Realizar {a signiente multiplicacion

1 0 5 2 3 240415 340420 17 23
SR N B R U (RS R R BT R P I
T -2 -3 3 4 Tl M4+2-9 21-10-12 ]| 7T -l
142 : 2-446  3+20+8 b3l
orden 3x2 h —
orden 4x3 orden 4x2

La multiplicacidn de dos matrices ho es conmutativa, para demostarlo basta
con mostrar un ejemplo:

123 -1 20 25 18 16
A=13 45 |B=] 7 85]|=>AB=] 45 38 30
0 25 4 02 34 16 20

5 6 7
BA=| 31 56 86

4 12 22

Propiedades de la multiplicacién

1. Asociatividad. Si A, B y C son matrices deorden m xn, nxp y
p x q respectivamente, entonces A(BC) = (AB)C
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2, Distributividad. Si A y D son matrices de orden m x n, y By C son
matrices de orden n x p entonees
AMB+C)y=aAB+ AC
(A+D)B=AB+ DB

-

Existencia del idéntico ( sélo cuando la matriz es cuadrada) . El
idéntico para el producto es precisamente la matriz identidad que se
definié anteriormente. Veamos lo que sucede cuando multiplicamos por
ejemplo, una matriz # de orden 3 por la matriz identidad I

My M2 o' 1 00

'y T2 . {1 I Y] =

rmoo a2 Ta 001

7'||+0+” O4+r+0 0404, rry P M
ryy 0+0 0+ ra t 0 0+0+ "y = ray o2 Ty
P00 D4+ 0 04+ 04 ey rae gz Pag

Fat general si A es wna matniz de ovden n, e [ es de orden n se cumple que
Al=14=4

1. Existencia del inverso. sdlo para algunas matrices cuadradas, Lla-
wareos al inverso maltiplicativo de wna matriz A , matriz inversa y lo
denotaremos como A~V
Cuando multiplicamos nna matriz por su matriz inversa, obtenemos el
nentro multiplicativo:

A == A714

No todas las watvices cuadradas tienen la "snerte” de tener inversa; las
matrices que o tienen inversa se laman matrices singulares, Sila
matriz mversa existe, eptonces esta es inica.

A lo largo de este texto estudiaremos dos formas dilerentes para hallar
la inversa de wna mistriz, pero primero comenzaremos revisando la justi-
ficacion de estos metodos v para ello no debemos apartarnos de nnestro
objetivo : Jos sistemas de ccuaciones lineales,

5.4 Representacidn matricial de un sistema de ecua-

‘ones lineal

Consideremos ol sistema:
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Sr4dy—-12: = |
r—=y = 3
=2+ + 5z = -1

La representacion matricial de este sistema es:

5 4 -12 r 1
1 -1 0 y|= 3
-2 3 5 z -1
— e, e
orden 3x3 orden 3x1 orden3x|

Si realizamos la multiplicacién obtenemos:

S5u 4 4y ~ 122 1

r—y = 3

= +3y+ h: -1
ar«i;lr-'h( 1 orden 3x]

v sabemos que dos matrices son ignales si tienen el mismo orden y ademas son
igales elemento a elemento, entoncees

Sr4dy—-122 = 1
r—y =
=2r+3y+ 5z = -1

La matriz que representa los cocficientes de las variables sc llama matriz
de coeficientes y se acostumbra denotar por A, la matriz que representa
las incignitas (variables) se llama vector de variables y se denota con X .
Finalmente, la matriz que contiene los términos independientes se denota con
3. De tal forma que nos podemos encontrar con algo como:

AisXisxt = Bisxi

a simple vista parece algo muy sencillo, pero en realidad se refiere a un
sistema de ;18 ecuaciones con 18 variablest,

Otra forma de representar un sistemna de ecnaciones lineales es utilizando la
matriz aumentada, que consiste en escribir la matriz de coeficientes seguida
de los términos independientes,

5 4 —12 1 1

I - 0 3

-2 3 5 1 -l
La matriz aumentada tiene la ventaja de que se trabaja igual que si se

estuviera trabajando con las ecuaciones, pero sin escribir las variables, Dicho
de otro modo cada rengldn de la matriz aumentada, representa una ecuacion.
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Si consideranos e} sistema eserito de la forma AX = B, la matriz aumentada
puede escribirse como AB.
54.1 Operaciones elementales en las matrices

Es claro que intercambiar dos ccuaciones de lugar en un sistema no afecta la
solucidn del sistema.

Ar 4 by - 122 . . Se+dy—-12z = 1
A Ay - | intercambiamos el 9 * o

Ty T renglén 2 por el 3 “hdyd 5= -

-2r4+3y4+ dr o= =1 - o =y = 3

Una eetacion se puede mubiplicar o dividiv por una constante diferente de
cero, sin que se afecte la eenacion.

Ljemplo:

Se4dy-120=1 oy equivalente a =50 —dy+ 12 =~}

La solucion de un sistewa tatipore se altera st sumamos o restamos a una
ecuacion otra ecuacion del sistema multiplicada por una constante diferente
de cero, esto debido a que Tas variables siguen conservando la misia relacion
enlre ecuaciones,

Ejenuplo:
Seddy =12 = 1 multiplicamos la Se+dy~122 = |
r=y =} 2% ceenacion por 2 r=y = 3 .
<243y 4 hr o= -1y lasmmamos ala 32 y +5: =5 ‘

Mediante wn mibimero fintto de estas operaciones elementales puede obtenerse
un sistema equivalente a partiv de otro; y dos sistemas equivalentes tienen la
misma solucion. La equivalencia se denota por el simbolo ~.

Aprovechando la representacion matricial de los sistemas de ecuaciones li-
neales, podentos encontrar una matriz equivalente a aquella que representa el
sistema; esta matriz equivalente puede ser mis facil de resolver que la matriz
oviginal,
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TEOREMA

Dada la matriz aumentada de un sistema de ecuaciones lineales, cada 2
una de las siguientes operaciones transforma la matriz en una matriz
equivalente

i) Intercambiar dos renglones
i) Multiplicar un rengldn por una constante diferente de 0

iii) Multiplicar un rengldn por una constante y sumarlo a otro renglon,
reemplazando este ltimo por el resultado obtenido

54.2 Determinantes

Antes e comenzar a estudiar métodos que nos permitan resolver sistemas e
eenaviones lineales, debemos estidiar edmo calenlar el "determinante” de una
matriz, Eldeterminante es importante porgue ademis de ntilizarse en algunos
metodus para resolver sistemas de ecuaciones nos puede indicar si el sistemna
tiene solucion o no.

1l determinante de una matriz cuadrada A es un valor asociado a dicha
ntatriz gque denotaremos como |A| . Debemos de tener mucho cuidado en no
confundir esta notacidn con ol valor absoluto,

Si ¢l orden de una matriz Aes |, = A = (a;,) y el determinante de 4 os
I‘l = [llnl = dy)

Si 4 es una matriz de orden 2, entouces A tiene la forma ( f:“ i:‘: ) v el

n
determinante de A estd definido como :

yy dayp2
2y ax

Al =

= dpd —apay

Fjemplo:

Hallar el determinaunte de la siguiente matriz

-1 3 -1 3 \
_4:( ; l):,g,u=l 5 l{:(-l)-l—3-5=—lb

Estudiaremos un método para encontrar determinantes de cualquier orden
mayor a 2, pero en el caso particular de los determinantes de orden 3, existe
un método Hamado Regla de Sarrus que en ocasiones resulta mds practico.

La Regla de Sarrus se puede aplicar de dos formas:

Fscribimos la matriz y
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a) repetimos a la derecha de la matriz las dos primeras columnas

b) repetimos abajo de la matriz los dos primeros renglones

y se efectuan los proditctos de las diagonales que pasan por tres elementos
conservando el signo de las diagonales que salen a la derecha y cambidndoseclo
a las diagonales que salen a la izquierda, como se muestra a coutinuacion:

) 4y ap
~

@y A7 a3 } = Qyleityy + apnapaz + aanay
&

gy« ;2 fln

-/ﬂ” {In \*

M3
v -
7oAy "'n\ ll'm\ +
e ~

+

iy llu ll” gy g
Il‘“‘ l n ll); H“ ayy = dypagpiyy + apanag) + a3 das
g «lu . (ln "'dnl iy

e - /'/’. ’ h -

Rl Y o
I_CL_-mploz
1 =2 1
Fucontrar el determinante de lamatriz | 2 1 —~1
300
b =2 |
201 =l =14+0+6-0-0~(~4)=8
3 0 1
I -2
P B |

Desofortunadamente esta regla no funciona para encontrar determinantes
mds grandes de orden 3, asi e estudiaremos, un método que sirve para en-
cotrar determinantes de orden mayor o igual a 3.

Método de menores para determinantes de orden mayor a 2.

Si A es una matriz cuadrada de orden n, entances el menaor Af;; de un
clemento iy de A, es la submatriz que se obtiene al eliminar el renglén i y la
columuma j de la matriz 4. Por ejemplo:

l "‘5 6 ‘.) ]
A={4 23 =>;\/,2=(;'\).—.>zxf2,=(‘ ‘3)
7 1 8 73 78
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Ahora definiremos el concepto de cofactor, que es también necesario en
meétodo de menores para hallar el valor de un determinante, ‘

El cofactor C;,, de un elemento ai; estd definido por ¢ij = (=1)* | M,

Dicho de otro modo el cofactor de un elemento ayj, es el determinante el
menor con un signo + 6 - dependiendo de i y de j,

(=1)"*7 da como resultado | 6 ~I dependiendo de ¢ y de j. La finalitlinl
de (=1)"* es alternar signos tomando como inicio ¢l signo + que llevara ol
cofactor del elemento 1, 1.

Fijemplo:

Sea la matriz R 4

|+ v- v+ ‘.
my re rnon

-
e

PRe = :’ (ree 3

'- '-+ '-.
A T Ty
/f -+ - .+
'y oy '3y

-~

T I ¥ P I K]

Si A4 es una matriz cundrada de orden n > 1, entonces el determinante e
A (]4]), es igual a la suma de los elementos de un renglén o columna( puede
ser cualquiera) | cada uno multiplicado por su respectivo cofactor. Es decir
que si seleccionamos el primer renglén de A para calcular el determianate, la
formula seria:

[Al=ay - Cp+ap- Cratary - Cig+ oo + agy - Chy

st lo escribimos en términos de los menores:

l/” = +(l|| ' ll‘lul -y ll"nl + .. + (—I )l+" adry lﬂ’l[,.l

En este caso tomamos el rengldn I, pero se puede tomar cualquier cobtmna
o renglén,

Antes de decidir qué renglén o colunmmna escogeremos para calcular el de-
terminante, debemos revisar todos los renglones y columnas para encontrar ol
mis facil de multiplicar. Por ejemplo si la columina 3 de una cierta matriz tiene
up cero y las demds columnas no tienen ceros, nos conviene tomar la columsa
3, puesto que en la posicion donde el elemento vale 0 no tenemos que calcular
¢l cofactor.

Ejemplo:

1 =2 1
Encontrar el determinantede A= | 2 | =1
3 0 1

En este caso lo mds conveniente es tomar el rengldn 3 o la columna 2.
Tomemos el renglén 3 =
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A =3 Cy +0-Cn+ 1 Cy=

=30 (1P My 4+ (=1 [ Mag| =

S

3 R2-D+U=(~))=34+5=3

Cuando tenemos que calenlar un determinante de orden 4, el problema se
complica, pues los menores seran de arden 3 ¥ entonees tendremos que caleular
determinantes de orden 3. Claro que los determinantes de orden 3 se pueden
caleular utilizando la regla de Sarms. Pero si la matriz es de orden 5 o de
orden mas grande entonees si tendremos que yrealizar wna cantidad importante
de operaciones.

TEOREMA

Si dos renglones (o colmunas) de yna matriz cuadrada A son idénticas,
entonces el [A] =0

Fis evidente que si dos renglones { o columnas ) de una matriz son idéuticos,
entonees el sistema de cenaciones que estid representado por la matriz no tendrd
solueidn, puesto que dos de las eenaciones son iguales y nos faltaria entonces
nna eenacion.

Matriz inversa

En la seccion correspondiente al algebra de matrices afirmamos que para al-
gunas matrices cnadradas es posible hallar wna matriz Hamada inversa que al
maltiplicarse con la matviz original nos da como resultado la matriz identidad.
Una matriz enyo determinanate es igual a 0 no tiene versa y se le Hama
matriz singular.

Estudiaremos 2 formas distintas de obtener la matviz inversa, la primera
de ellas cousiste en eseribir del lado derecho de una matriz A de orden n,
fa matriz identidad de orden n y por medio de operaciones elementales que
se efectuardn en ambas matrices transformamos A en la matriz identidad, la
matriz que quede del lado derecho serd la inversa de A,

1 =2 1
Ejemplo: Encontrarlainversade C =} 2 | -1
3 0 1

Utilizaremos la notacion r, para referirnos al i-ésimo renglén y poder
indicar la operacion que se realizd en cada paso.
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(i‘| . —2) +

2 I =1 010}~ (ry - =3) + 1y 0 5 -3 -2 1 0
300 12001 0 6 =2 =30
) | =2 L+ 1 00
(ry=5 30 21 ~
~ 1} | -5 "§ H 0
0 6 =2 -3 01
1 0 -! L2
(ry-2)+n R R
(ry+ =6)+ry -5t =5 5 |
00 i =% -8
o -} 1ot
Paooo-
SRR (Y| RN TS B S R )
0o e I
I 00 L2l
(ry- =414 R
b [OT 0T T
001 8 8 8
malrye tnrersda
L § L 1 21
set=l-f - =k s 203
-3 -¢ 2 -3 -6 5

Para comprobar que €' sea efectivamente la matriz inversa de C basta
cor nltiplicar =1

La otra forma de calenlar Ia matriz inversa es validudonos de la matriz
adjunta. La matriz adjunta de una matiiz cuadrada A, denotada por adj A,
es la matriz transpuesta de la matriz de cofactores, estailtima se obtiene
sushstituyendo los elementos de A por sus respectivos cofactores,

Si oA es una matriz de orden nentonces:

adj A

Al =z 2L

[A]
l‘:'!('lllpl():

Eneontrar la matriz inversa de la matriz €' del ejemplo anterior, uti-
lizando la matriz adjinta,
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+|M.,| -Mfrgl +l1"m|'
C de cofactares= { =Myl +[{Mal —=|Mul | =
+ “’:ul - I‘\l:;zl + [M.nl

L=t ]2 - 21|
0 1 3 30
_l—‘ll lll _‘:-2 ) ::’;:g
01 31 300 . 3 s
. N 1 =2
1 -1 2 - 21
P -5 -1\ P2
adj A=12 =2 -6 | =} -3 =23
T N 3 -6 4

-3 -6 5

Contamos ya. con todos los elementos necesarios pata estudiar como re-
solver un sistema de ecuaciones lineales; en este texto estudiarenios tres métodos
para resolver sistemas de ecuaciones lineales:

o Método de Gauss
o Regla de Cramer

o Método de la matriz Inversa

4 . . 3

551 Método de Gauss

Si revisamos por un momento e} método de climinacion (suma y resta) es-
tudiado anteriorinente para resolver sistemas de dos ecuaciones, este método
sirve en realidad para resolver un sistema de ecuaciones tan grande como se
desce,

Consiste en ir eliminando de cada ecuacién una variable, hasta que la dltima
ecuacion tenga una sola variable, se resuelve esta dltima ecuacion y los resul-
tados de las variable se van sustituyendo hacia atrds, Pensemos que por cada
variable que se elimina queda wn cero ocupando el lugar del coeficiente de la
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variable y de este modo la matriz se ve como una watriz escalonada, es o
cir, el primer clemento distinto de cero, en cada reuglon, esta en una colune .
posterior (derecha) al primer elemento distinto de 0 del renglén anterior. 1 v
matriz escalonada es por ejemplo:

39 32
0037
0001
0000

i

Fue Karl Gauss (1777 - 1350) quien desarrolld esta idea y por eso el método
leva su nombre, aunque también se le conoce como eliminacin gaussiana. Fu
olros capitulos estdiaremos otras ideas del genial Gauss.

L resumen, para resolver un sistema por eliminacidn ganssiana:

. Se eseribe el sistema en forma de matriz anmentada
2. Transfurmar la matriz aumentada en nna matriz equivalente escalonada

3. Substitnir el valor de cada variable en una ecuacién antes (arriba) e
donde fue obtenido el valor de dicha variable

Ejemplo:

Resolver el siguiente sistema

rty+ s+ =002 bbb
-3+ - w = -| A N R |
€Ir - y+2:+3ll.‘ = 5 - l —l 2 3 : 5
Jr+dy—:24+w = 6 ’

T 2 IO L O
) - (1 =2) 41, .
33 1 -1 - -5 =1 =3 i -

R P Ao A LR R IR R
I -1 2 3 H (;-‘ . _.3} + ry 0 =2 1 2 3
302 -1 1 6 0 -1 -4 =2

Para formar la matriz escalouada es claro que tenemos que transformar
en 1 el valor que estd en la posicién (2, 1) , pero esto implica dividir entre
5 y entonces tendrimaos que trabajar con quintos y las operaciones se
complican, busquemos pues otra camino:
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Iy e 1y

=
[
—_—
!
-
i
e
=

(ra» =2} +ra

-1 =4 =2 0
("2 ’ —5) +ry ~
0 9 613 3
0 0 19 T =b
" R T T p)
(=3 En by o o) 22 0
0 0 9 6 }
I

Fsta matriz escalogada representa al sistema equivalente :

r+y+ st = 2
-y —dz=2w = 0
9z + 6 = K]

~He = -3

Fucontramos el valor de w v comenzamos la sustitucion hacia atrds:

w o= 2

Yz +6(2) = 3 = o= -l

-y == =2 =0 =2 y = 0
r+0- 14+ 2 2 =2 r = |

Finalimente la solucion del sistemaces: (1,0, ~1,2)
Cuando cada elemento de un renglon es un maltiplo constante de otro
renglon, por ejemplo:

P42 =
28 4 =2

-—

al tratar de obtener una matriz escalonada, un renglén completo se vuelve 0,
Esto es porque el sistema es singular y no tiene solucion,

Si el sistema tiene solucion, cuando obtenenos la matriz escalonada, esta
resulta ser una matriz triangular superior,
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55.2 Regla de Cramer

Si D es la matriz de coeficientes asociada a un sistema de n ecuaciones lincales
y |D] # 0, entonces el sistema tiene una solucion inica dada por:

_ II),[' _ID:)I _Il)r.’!l N _IDJ'HI
I = II)' y I = IDI y I3 = l[)’ yoere p il = ID'

donde Dy es la matriz que se obtiene al reemplazar los coeficientes de r,
por los términos independientes.

Ejemplo:

Resolver el siguiente sistema utilizando la Regla de Cramer:

Ay =2 = |
wtdy-: = =2
Jr =244 = 3
2 =2
D=2 1 -1 [|D|=2
3o=2
12 =2
-2 4 ~l
- 3 -2 ¢ 10 10
= B =n =Tn
: - = = 32
i == =Tn

Fatonces el vector solucion es: (%, -—%. -

)

o o

55.3 Maétodo de la matiiz inversa

Supongamos que tenemos un sistema de ecuaciones lineales que esta represen-
tado en la signiente forma:

b X=8

matriz de coeficientes

ahora multiplicaremos a ambos lados de la igualdad por A-!:
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AT AN =08
pero A7V es igual a la wareiz identidad, entonees
I XN =A"18
sabemos que la identidad es of nentro multiplicativo por lo que

N=a"hp

y esto quiere decir que la solweion del sistewa se obtiene al multiplicar la matriz
inversa de fa matriz de coclicientes por ol veetor de térmivos independientes,
Clara que en ocastones es dificil encowtray by maveiz inversa,

Fiemplo:

Resolver el sistema de conaciones del ejemplo anterior utitizando la wmatviz

Hversa,
Y2y =2 = | l 2 =2
rddly - = =2 A=12 | =i
e - +d: = 3 3o=2

aplicando cualquiera de los métados va estudiados obtenemos

OU S §
12 6 1
A=l = 1 T |
A= .7)4 xl'.' x
-5 3 ]
R | 1 | .7_+2+! 0
\V = ._l.i _:: ._i | = _L.z_!.:_;._i = __)ﬁ =
'g 'f 8 - - 21_, l.:, 8 - 2»} -
A ] H —-5—-:+0 -3
-3
|
R
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6. DESIGUALDADES

Una desigualdad es una expresion algebraica que relaciona dos cantidades
reales,

6.1 Tricotomi

Cuando tenemos dos cantidades reales existen 3 formas de relacionarlas entre
st, estas tres posibilidades forman la llamada "ley de la Tricotomia”,

Sabemos que los mimeros reales solo pueden ser positivos, negativos o cero
, por o que la diferencia entre dos mimeros reales solo puede ser positiva,
negativa o cero, de tal forma que establecemos la siguiente relacién:

a > b (a mayor que b) . si la diferencia ¢ = b es positiva
a < b (a menor que b) , st la diferencia @ - b es negativa
a =b (aigual que b) , sila diferencia @ — b es igual a cero,

Reparemos en que la igualdad (ecuacidn) es un caso particular de la de-
sigualdad.

Las designaldades son mas "tolerantes” que las ecuaciones porque el con-
junto de soluciones para aquellas es mds amplio que para estas dltimas . Asi,
por cjemplo. st queremos deseribir matemdticamente el objetivo para la pro-
duecion de una empresa, necesitamos atilizar una desigualdad que relacione la
prodiecion P eon cierto valor lite de rentabilidad », por encima del cual una
sitnacién productiva resultara aceptable;

P-I>r

donde § corresponderfa al mimero de unidades producidas cuyo valor se neeesita
utilizar pava pagar impuestos lijos, mientras que r corresponderfa al niimero de
unidades que es preciso como minimo para cubrir otros gastos generales fijos
de la empresa,

6.2 Desigualdades estrictas y no estrictas

Llamaremos designaldades estrictas a aquellas que no contemplen la posibilidad
de la igualdad, por ejemplo:
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r<d

es una desigualdad estricta ya que todos los valores que tome la variable s
deberdn ser ecstrictamente menores que 5, esto es, no puede tomar valores
tmayores o iguales a 5.

Las desigualdades no estrictas son aquellas en las que se permite la igualdad
con el valor limite, por ejemplo :

227

en este caso todos los valores que tome la variable z deberdn ser mayores 6
iguales que 7, es decir que se permite la igualdad con el valor limite 7.

Una situacion frecuente en que es preciso distinguir entre ambas, se presenta
cuando vamos a clasificar un conjunto de datos . Por ejemplo si tenemos la
siguiente lista de puntajes de un examen y solamnente vamos a formar cuatro
clases (NA, S, B, M13) se puede ver que segiin la desigualdad que satisfagan
los datos quedarian ubicados en su correspondiente clase:

Calificacion ~ Clase

0<c¢<6 NA
6<¢ <7l S
73<¢ <87 B
87<¢ <10 MB

Nombre | Calificacidn | Clase
Fernando | 9.7 MB
Isabel 8.7 MB
Joel 7.2 S
Daniel 4 NA
Clara 6.8 S

6.3 Propiedades de las desigualdades

Para enunciar propiedades para las desiguladades, consideremos que tenemos
cuatro cantidades reales a,b,cy d

1. Transitiva

| ] |
. l '
(a) Sia<b y b<c=ma<e I‘ l !
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(b) Sia>b y b>e=za>c

T

Demostrarenos la propiedad transitiva a)
Sia<byb<e P.D.quea<e

Sabentos quesia < b= a-b<0yquesib<c=b-c<0,ahora, como
a—~byb—c son dos mimeros ncgativos, su suma tambien es negativa y
tenemos que (a ~b) + (b —c) <0 utilizando la propiedad asociativa de
los miimeros reales a + (=b+b)~c<0=>a~c<0 yesto es que
a<cO

2. Aditiva

(a) Siau<h = at+ce<hte Ve

(b) Sia>b = a+c>b+c Ve

(c)Sia>b y e>d=2>a+c>b+d
)

(d) Sta<b c<d=a+ec<b+d

-

3. Multiplicativa

(a) Sia<b y ¢>0 = ac<be
(b) Sia<b y ¢c<00 = ac>he
(¢)Sta>b y ¢>0 = ac>be
(d) Sia>b y ¢<0 = ac<be

Esto quiere decir que las desiguladades "cambian de sentido” cuando
las multiplicninos (y cuando dividimos) por un ntimero negativo, por
cjemplo:
h < 7, pero si muitiplicamos por I en ambos lados de la desigualdad
—5> 1

Demostraremos la propiedad 3 (a) a manera de ejemplo:

Sta<bye>0 PD.queac<be

D racié
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Sia<h=>a~b<0, comoa—Dbesunnimero negativo y ¢ un niumero
positivo, el producto de ambos serd negativo (a —b)c < 0 = ac = he =
0 = ac < be.O,

4. Potencias

(a)a<b = a*<b" Yn>0,a>0 y b>0
(bya>b = a">0" Yn>0,a>0 y b>0

Iin este texto resolveremos desigualdades basandonos en un razonatniento grafico
v para ello necesitamos aprender a describir zonas graficas. Estudiareinos en-
tonces, como describir un segmento en la recta numérica(una dimensiéon) o lo
fque es lo misnio, a describir graficamente un subconjunto del conjunto de los
mimeros reales,

6.4.1 Intervalos finitos

Supongamos que tenemos la desigualdad a < b , entonces a estd a la izquierda

que b en la recta nunérica:

[ ] b

a 'y b sou los extremos izquierdo y derecho respectivamente del segmento ab.
Direnos que el intervalo que va de a a b estd cerrado o abierto por la izquierda
si contiene o no contiene al extremo izquierdo a, y lo mismo sucede con el
extrenio derecho b,

Asi, consideremos por ejemplo, una desigualdad cuyas soluciones son cle-
mentos del siguiente conjunto:

Conjunto Solucion = {z | ~2 <z < 7}

Este conjunto solucién corresponde a un intervalo de la recta nimerica que
va de -2 cerrado a 7 abierto, ya que el nimero -2 esta incluido en el intervalo
y ¢l 7 1o lo estd. Denotaremos los extrernos cerrados utilizando corchetes (],
niientras que los extremos abiertos los denotaremos con paréntesis () . De
mm[lo que el intervalo antes mencionado quedaria denotado como:

-2,7)
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6.4.2 Intervalos infinitos

Consideremos la desigualdad z > 4, el conjunto solucién seria {z | z > 4}, es
decir que la solucién son todos los niimeros reales mayores que 4, por lo que el
intervalo quedaria definido de 4 a infinito. Como ya sabemos, el infinito no se
puede alcanzar, por lo que los intervalos que tienen como extremo al inifinito
siempre son abiertos, asi el intervalo seria:

(4» m)
7N
abierto abierto

Grificamente serfa imposible colocar un paréntesis sobre el infinito, ya que
esto equivaldria a representar que el infinito se puede alcanzar, por lo que
(nicamente marcaremos el extremo que podamos alcanzar y a patrtir de allf
utilizaremos una flecha para indicar que el intervalo continda hasta infinito o
hasta menos infinito segin sea el caso.

-
14

-
*

A veces ocurre que incorrectantente escribimos un intervalo solucion como
por ejeniplo:

[5,00) U (=00, 2]

debemos siempre escribir primero el intervalo que esté mas a la izquierda
en la recta numérica,

—

6.5 Resolucion de desigualdades

En el capitulo de ecuaciones estudiamos que cada variable que agregamos a
una expresion algebraica significa una dimension mds al momento de represen-
tarla graficamente, y también vimos que las soluciones vilidas de una ecuacién
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corresponden a la proyeccidn de la funcion sobre el cje x, En forma andloga. L

métodos que utilizaremos para resolver desigualdades se basan principahinents

en un razonamiento grifico, pero el conjunto de soluciones corresponderi a la
proyecciou de todo un sector del plano sobre el ¢je de la abcisas,

Al ignal gque en el caso de las ecuaciones existiran desigualdades de mas
de una dimension, pero solamente podemos visualizar mediante representacion
gritfica hasta tres variables (grifica tridimensional o de visidn estereoscipica
para funciones de dos variables) .

Resolver una desigualdad quiere decir encontrar el conjunto de tados jus
valores que puede tomar la variable para que la desigualdad se torne verdadera.
La forma de encontrar estos valores es muy similar a la que utilizamos para
resolver ecuaciones, pero en el caso de las desigualdades podenios hallar a veces
"atajos” muy ingeniosos,

6.5.1 Desigualdades absolutas y condicionales

Al resolver desigualdades nos encontramos con que algunas de ellas siempre son
verdaderas, es decir, se cumplen para todos los valores que tomen las variables,
por ejemplo:

444420
se puede factorizar y queda como:
(¢+2)° 20

¥ ya que cualquier mimero elevado al cuadrado siempre devuelve un valor
positivo la desigualdad es cierta para cualquier nimero real que tome la variable
x. A este tipo de desigualdades se les llama absolutas.

La anterlor desigualdad podria haber correspondido a la descripcidn de la
productividad de una fabrica en que la variable z correspondiese a la pro-
duccion ( mimero de unidades producidas) , y la variable y correspondiese a
los ingresos por venta ( la relacion parabolica indica el aumento de eficiencia)
¥4+ 4r +4 =y, y esta igualdad estaria describiendo el balauce.
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v [(x+2)!

2 X
Para cl empresario implicaria ganancia todos los puntos por encima de dicha
curva,
Claro estd que las desigualdades mas comunes no son las absolutas sino
las condicionales, que son las que condicionan los valores que puede tomar la
variable, por ejemplo:

' w<T
en este caso la variable w esta condicionada a tomar valores menores 6 iguales
alt.
A las desigualdades condicionales también se les lama inecuaciones,

6.5.2 El caso de una desigualdad lineal con una variable

Este tipo de designaldades son las mds sencillas de resolver, pues sélo tenemos
que agrupar términos semejantes y despejar, es decir agrupamos todos los
términos que contengan a la variable de un lado de la desigualdad y del otro-
lado los términos que no contengan a la variable , finalmente despejamos la
variable,

A propésito de esto, debeinos recordar de tener mucho cuidado cuando mul-
tipliquemos o dividamos la desigualdad por algin valor, ya que si este es nega-
tivo la desigualdad cambia de sentido segiin lo estudiamos en las propiedades
para las designaldades,

Fjemplo:

. Una compaiia que produce comida "rapida” tiene experiencia de vender
en un estadio deportivo y en una sala de conciertos de rock, en el estadio
tuvo que pagar | por derechos de instalacion y vendid cada unidad a
0.0004, en la sala de conciertos tuvo que pagar 8 y cada unidad la vendié
a 0.0007, habiendo ganado mas en este (ltimo lugar se desea saber por
encima de cudntas unidades deberia vender para que le conviniese insta-
larse en |a sala de conciertos si coincidieran los dos tipos de espectaculos
y se pudiesen estimar las ventas, (sabiendo el nimero de entradas ven-

didas)
0.0007r -~ 8 2 0.0004r - | = 0.0007z - 0.0004z > —~1 48 =>
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= 0.0003z > 7

para despejar z, debemos dividir ambos lados de la desigualdad entre
0.0003, y como este es un valor positivo la desigualdad no cambia de
sentido, asi

T2 5w
Escribamos ahora el conjunto solucion
C’,S.::{:tlmzabg—m-}
el intervalo solucidn
(23333.3, 00)
y finalmente la solucion descrita graficainente

0.0003x-7

Ejemplo:

Resolver la desiguladad  }z +3 > 7r
r-Te>-3 = > -3

ahora debemos dividir ambos lados de las desigualdad entre 2, y como
se trata de un valor negativo, la desigualdad cambia de sentido

T < iﬂi
obieny=z-%<0
CS = {.L‘ |z < %}
Intervalo solucién (-oo, %)

Grafica:

% x
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6.5.3 El caso de una desiguladad no lineal con una variable

En el capitulo correspondiente a ccnaciones vimos que para resolverlas lo
primero es despejar todos los términos de un lado de la igualdad y tratar de
escribir la ecuacidn conto produco de factores lineales o polinomios irreducibles
(por ejetnplo x? + 1),

Para resotver una desigualdad hacetnos exactamente lo mismo y luego ana-
lizamos el compartamiento de dichos factores, En realidad una desigualdad
ita lineal | por ejemplo de grado 2, se puede tratar como 2 desigualdades si-
multdneas de grado 1, nna designaldad de tercer grado se puede tratar como
tres desigualdades simultaneas de grado 1y asi sucesivamente,

Ejemplo:
Plr-3<9
N, e’
se piiede factovizar vomo (- Pt + 3) entonees Ia desigunaldad quedaria

(r=1)(r+3) <0

Ahora hien, si tencinos dos wimeros @ v b cuyo producto es negativo, quiere
decir el signo de a es diferente al signo de b, Asi:

Siah< = a<0 y h>0  (dos desigualdades simultdneas)
")
azlhy h<t

Analogamente, si el producto de a y b fuera positivo, esto querria decir que
a y b son del mistmo signo. Asi:

Siab20 = n20yh>0
4
a2y b>0

Regresemos entonces, a nuestro problema:
{(r—=r+3) <0

Como el producto de los factores lineales es negativo quiere decir que debe-
mos analizar las dos signientes posibilidades:

=120 y r+3<0 r2by rS-3.
é = )
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r-1<0 y ¢£+4+320 z<1l vy 12—3-._2

Recordemos que la desigualdad z > 1 tiene como solucion a un conjunto de
nimeros al igual que la desigualdad z < -3 y que estamos exigiendo que las
dos desigualdades se cumplan a la vez, entonces lo que estamos buscando es la
interseccion de los dos conjuntos solucién. En ocasiones se dificulta encontrar
esta interseccion y es por esto que nos auxiliaremos de la recta nimerica

1 :
caso | L) !
-3 0

o

x

s claro que la interseccion es vacia (9)
caso 2

*———x»

-3 1
el intervalo solucidn seria (-3, 1]

Originalniente habfamos dicho que cualquiera de las dos posibilidades (1 6
2) hacia verdadera la desigualdad. Esto quiere decir que la solucion final sera
la unién de los valores que cumplen el caso | con los valores que cumplen el
caso 2. Eutonces;
caso 1 6  caso?2
0 U (-3,1]
Finaliente:
el conjunto solucion seria:  C.S. = {z|-3<z <1}
el intervalo solucién  [-3, 1]
y la grifica solucion

[—3v l]

&

‘También podemos resolver las desigualdades analizando como se comportan
los factores en los posibles intervalos solucion. Como ya sabemos la raices de
una ecuacion son los valores de z que igualan la ecuacién a cero, y cada vez que
esto sucede los valores que estan a la izquierda o la derecha de la raiz hacen
que la ecuacion se haga posivitiva o negativa y que esto no vuelva a cambiar
hasta la siguiente raiz, asi que los posibles intervalos solucién serfan todos los
intervalos que se forman con las raices.

'Tenemos la desigualdad escrita ya como producto de factores irreducibles

(z-1D(z+3)<0
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las ralces serfan | y -3, veamos ahora graficamente los intervalos que se
forman

,-3 Oll X

los posibles intervalos solucion serfan: (—oo, =3 , {-3,1}, {1,00)

Ahora procedemos a analizar el signo de cada factor en cada intervalo y
después multiplicaremos los signos para ver el signo que tomaria el praducto
de Jon factores en cada intervalo

Intervalo ] (=11 (¢ +3) | Producto
sy - - 7
(-3 1] - + -
[t oo) + + +

Camo se nos pide tamar los valores que hacen que la funcién tome valores
menores que 0, tomaremos conia solucivn aquellos intervalos en los que el signo
del producto sea negativo, en este caso ; =3, 1].

Si tuvieramos que resolver una desigualdad donde la variable tiene grado
mayor o igual a 3, hacemos exactamente lo misma, el inico incoveniente seria
que hay que analizar un niimero muncho mayor de combinaciones de signos.

Existen funciones que no se pueden expresar como un simple producto de
factores lineales, como por cjemplo:

d+a<h  abeR
En este Lexlo no estudiaremos este tipo de procesos no lineales, pero la tinica
forma de resolver desigualdades comno la anterior, es auxilidndonos de la derivada,

IEn ocasiones podemos encontrarnos con desiguladades en la que aparezca
valor ahsoluto, recordenos entonces el valor absolulo de un niimero real © es
la distancia desde el origen de una linea coordenada al punto z, es decir que
esta definido como:

le| = stz 20
~rsiz <0

por ejemplo |5 =~~5=5
Si observamas la grafica de la funcién f(r) = ||
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y deseamos obtener los valores que cumplan con la desigualdad |r} < y tenvrns
que intersectar el conjunto solucion de & > ~y para ¢ < 0, con el conyunts
solucidn de x < y, para z > 0.

Y

X
en cambio si debemos obtener las soluciones de la desigualdad |z| > y tencinos
que tomar la unién de los conjuntos soluciones de las desiguladades = > y,
< -y

Propiedades para el valor absoluto

Ljaj<bh & =b<a<d

2 jal>h & a>b ¢ a<-b

En el caso particular de las desigualdades de segundo grado, a veces se fa-
cilita expresar la desigualdad como un factor clevado al cuadrado, por ejemplo:

Sef+22c~120 = z’+2.5‘£z..%20

completando el trinomio cuadrado perfecto obtenemos:

M N1 12 I\ 149
e (@ 2be (3] (o3)a
”+5”(5) 25t\y) * ©*ty) 2%

Para resolver esta desigualdad podemos aplicar raiz cuadrada a ambos
iembros de la desigualdad

12\* _ [149 12] _ V14D
e+5) 25 = les]2g

entonces aplicamos la propiedad 2

z+B>d48 5 p4lg VB

z 2 0041131 0 z < —-4.84131
CS={r|c2004131 6 < -4.84131)
Intervalo solucion (—oo, ~4.8413] U [0.04131, c0)

Grafica
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] i »
-4.84 004 X

A veces no es facil distinguir una desiguladad absoluta, por ejemplo:
3?42 4+4>0

aplicamos la férmula para resolver una ccuacién de segundo grado, con el fin
de obtener las raices del polinomio

_ =2/l
===

a primera vista podriamos pensar que la solucién no esta en el conjunto de los
ntimeros reales, sin embargo esta es una desiguladad absoluta y para probarlo
basta con que sustituyamos cualquier valor real en la desigualdad por ejemplo
el valor -2

B(=2)2 4+2(=2)+4>0

12-444>40

Si obtenemos un resultado que parezea no tener solucidn en el conjunto
de los reales, debemos siempre probar enalquier valor en la desigualdad para
comprobar si esta se cumple, si efectivamente la desigualdad se cumple entonces
la solucion son todes los reales.

6.5.4 Desigualdades fraccionarias

Cuando la variable aparece ep el denominador de una desigualdad, decimos
que esta cs fraccionaria. Por cjemplo:
S5

Si en lugar del signo de desigualdad tuvieramos uno de igualdad, el pro-
blema se reduciria a multplicar por 2p — 1 a ambos lados de la igualdad, pero
teniendo el signo de designaldail tenemos un problema: no sabemos cuando la
variable v toma valores negativos y cuando paositivos; y esto es muy impor-
tante ya gqne 81 la variable o toma valores negativos, al multiplicar por 2p — |
la designaldad , ésta se altera. La solucion estd en multiplicar ambos lados de
la desigualdad por el cuadrado del denominador, es este caso por (2¢ — 1)?, de

este modo estamos garantizando que multiplicamos por un nimero positivo.
Asi:

PR~ S5y -1 = B (2e-1)< 201
8p? =8p+2<10p -5 = Bp*~18p4+7<0
Factorizanos la designaldad en factores irreducibles:
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p-3<0 y e-120...()

2 *——p
o

< l Z
.8 = {x | 3 £
Intervalo bolncmn [
Grafica

}
il
BN
Fjemplo:

Resolver la siguiente designaldad 5 < £

Si tratarmmos de resolverla nmitiplicando por los cuadrados de los de-
nominadores nos quedaria una designladad de sexto grado y tendrianios
que recurrir a los métodos estudiados en teoria de ecuaciones jresultaria
muy complicadol, mejor actueinos asi:

2 Qr—r?
- <0 = ’—(—-———ﬂ,_,’,(,_,, <0

~2rdt
(:-l)?r-?) <0

Consideremos las soluciones de cada factor lineal, es decir =2r + 1 =

0,r—1=0yz-2=0,luegn:

I
:z:-;.l,z

r-l

b i Y
esto quiere decir que los intervalos que debemos analizar son:

{
(~e0 8} 4 (51) 1 (1,2), (2,00)
aliora analicemos como se cotuporta cada factor lineal en en cada uno de
los intervalos

Intervalo | —2e 41 {c—-1|z-2 G—fﬁ—r&}_,?)

= =
71 R I I
2 | - |+ | - +
2oo) | = | + | + -

Finalmente: C.S. = (%, l) U (2, 00)
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6.6 Sistemas de desigualdades de dos variables

Cuando tenemos que trabajar con varias desigualdades a la vez nos referimos a
ellas como a un sistemna de desigualdades; la solucidn de este sera la solucion
que sea comin a todas ellas.

De forma similar a los sisteinas de ecnaciones, la solucion de un sistema de
desigualdades de dos variables es un conjunto de puntos ordenados (z,y) que
hacen verdadero el sistema,

Ejemplo:
Encontrar el conjunto sohucion y la grfica de la siguiente desigualdad:
r—=2y-1>0
C.S = {)ly> 5}

La grifica de Jaccuacion  y = £51 corresponde a una linea recta, donde
a cada abscisa a le corresponde una ordenada 251

v
¥
| X
Lus puntos (a, b) que satisfacen la desigualdad son aquellos que cumplen con
b > %5, es decir los puntos que estan arriba de el punto (a, 3 ) Utilizaremoa
Imcns punteadas para las desigualdades estrictas ya que los puntos que estan

en la recta no estan inclnidos en el conjunto solucidn de la desigualdad y lineas
continmas para las designaldades no estrictas.

Andlogamente |a grifica de la dcsigunldml ¥ < f(z) es el conjunto de puntos
que estin abajo de la grifica de la ecnacidn y = f(z)

\\\\\\k\\\\xz

RN
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Ejemplo:
y-1'<0  ygo

Ejemplo:

Un accionista planea invertir $30,000 en dos inversiones A y B. La accion
A esta valuada actualmente en $165 y paga un dividendo de $6 por accion
v la accidn B estd valuada en $90 y paga $ 5 por accidn, Si el accionista
requicre que la inversion le pague mas de $1,400 en dividendos, hacer un
bosquejo de la grifica de la region solucion

1652 + 90y < 30,000
6z 4 5y > 1,400

Es claro que en este caso sélo tiene importancia la region para la cual
r 20y y 2 0centonces

6.6.1 Programacion lineal (enfoque geométrico)

La programacidn lineal es una técnica matematica que se utiliza para resolver
problemas que involucren optimizaciones. Por ejemnplo se utiliza para encontrar
la cantidad dptima de produccién que debe tener una empresa para minimizar
sus costos o bien para maximizar sus ganancias,

Ejemplo:

Una fabrica de golosinas produce dos tipos de palanquetas: " cacahuato-
sas” y "chocolatosas”, El tipo "cacahuatosas” contiene miel, cacahuates
y chocolate en proporcion 10:70:20 y el tipo "chocolatosas” contiene estos
tres ingredientes en proporcion 5:40:55 . Cada semana la empresa pucde
confiar en un suministro de 2.8 kilos de miel , 20 kilos de cacahuate
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(pelado) y 20 kilos de chocolate, La planta de produceion puede elaborar
a lo mas 10 kilos de palanquetas. Si la empresa obtiene una ganancia
de $100 por kilo de palanquetas del tipo "cacahnatosas™ y $200 por cada
kilo del tipo "chorolatosas™. ;Qué cantidades debera de producir de cada
tipo para. obtener la médxinta ganancia?

Fn casi todos los problemas de este tipo lo mds conveninete es resumir
la informacién en una tabla:

Miel  Cacaluate  Cliocolate
"cacahuatosas” 1) 13.5 7.5
"chocolatosas” 3 3 4
sumitislro Y 32 20

Denotarentos con . al wimero de Kilos de palanquetas " cacahuatosas”
que se producen a la semana vy con y al mimero de kilos de palanquetas
"chocolatosas™.

Contamos con 2.8 kilos de niiel a la semana por lo que la cantidad uti-
lizada en producir o vy no debe exeder a 2.8, esto es:

0.be +0.05y < 2.8

también sabemos que la cantidad de cacalmates que se utilizen para ela-
borar »r y i es a lo mas 20, entonces:

0.7+ 04y € 20
lo misimo sucede con ol chocolate:
0.2 + 055y < 20
como la fabrica prede producir a lo mas 10 kilos entonces:
r+y <A

Es claro que x y y deben ser mayores o iguales que 0, ya que denotan la
produceion de palanquetas en mimero de kilos:

20y y20

Entonces, el sistema de desigualdades quedaria como:
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0.1r+ 005y < 28 ’
07z +04y < 20 ,
0.2r+ 055y < 20
z+y < 40 !
r 2 0
y 2 0 L] 10 19 20 ] X

. . Regidn solucién ,
En programacion lineal las desigualdades se llainan restricciones para las

variables y la funcién lineal que debe ser optimizada (minimizada o maximizada
) se llama funcién objetivo. Una forina de obtener el 6ptimo es sustituir todos
los puntos extremos de la region solucién en la funcién objetivo y observar
dénde toma su valor dptimo,

Iln este caso la funcion objetivo seria:
Utilidad = 100z + 200y

100r corresponde a la ganancia que se obtendrd al vender z kilos de
palanquetas "cacahuatosas” y 200y a la ganancia de vender y kilos de
palanquetas "chocolatosas”.

Buscainos los puntos extremos de la region solucion, i.e., los puntos donde
se intersectan las lineas:

Procedamos a encontrar el punto en el que la funcién objetivo se optimiza
(en este caso, se maximiza) sustituyendo los puntos extremos de la region
solucion en la funcion objetivo

Punto Utilidad = 100z + 200y
(0,36.3636) $7,272
(5.71429,34.2857) $7,428.57
(13.3333,26.6667) $6,666.66
(24,8) $4,000
(28,0) $2,800
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La maxima ganancia ($7,428.57) se obtiene al producir 5.71429 kilos
de palanquetas del tipo "cacalmatosas” y 34.2857 kilos de palanquetas
"chocolatosas”,

Hacer una tabla como la anterior puede ser algo tedioso, en cambio existe
una forma geométrica, mucho mds agradable, de resolver el problema , se
trata de obtener el dngulo que forma la funcidn objetivo con la horizontal y
ta graficarla abajo o arriba de la regién solucidn, dependiendo de si se va a
minimizar o maximizar:

cuando la funcién ohjetiva tiene
pendiente negativa (crece hacia la derecha) :

el mixima acurre s lo
lasgo de cuta rects, ¥
en pasticulss en sus
exttemos.

cuando la funcién objetivo tiene
pendiente positiva (crece hacia la izquierda):

A \ minimo

/

/ /e

ST
- minimo mhun\

Siempre que trabajamos con sistemas de desigualdades lineales de dos vari-
ables la funcion objetivo tiene ta forma:

ar+by =k
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pero observemos que el valor de k no afecta la pendiente que sera ~%, esto
significa que al alterar el valor de k, lo tinico que cambia es la ordenada al
origen de la recta. Por lo que si se nos dificulta el uso del transportador para
trazar la recta, podemos darle a & algtn valor (por ejemplo 0) para graficar la
funcion objetivo y con el auxilio de un par de escuadras ir trazando las rectas
paralelas,

Ejemplo:

Obtener la ganacia maxima del ejemplo anterior, utilizando el método
grafico.

Obtenemos la pendiente de la funcién objetivo y calculamos el dngulo
que esta forma con la horizontal:

y= —25)(())01 + uh?l(l)gad

Aretan ('—'L") = —=26.565011° = 153.4349° = 153.43°

200

De la grifica anterior podemos observar que la funcion objetivo se maxi-
miza en el punto (5.71429,34.2857) , entonces:

ganancia maxima = 5.71429($100) + 34.2857($200) = $7,428.57
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PRINCIPIO DE INDUCCION MATEMATICA

Sean Py, Py, Py, ... una secuencia de proposiciones, Supongamos que

a) P es verdadera

b) Para cualquier k, si Py es verdadera, entonces P4y es verdadera

Fntonces todas las proposiciones Py, Py, P, . .. son verdaderas.

Fauna demostracion por induceion matemdtica es necesario que se salisfa-
gan las dos condiciones a) y b), Usualmente a la demostracion de a) se la Hlama
hase dde la imduecion v ala suposicion de que Py es ¢ierta se le llama hipétesis
de induccion,

Fl principio de induceion matemidtica se basa en la propiedad de tos miteros
tatutales deque todo nmero natural & tiene un sucesor k41 y que todo natural
k puede ser aleanzado mediante un mimero finito de pasos, a partir del |

Ijemplo:

Demostrar la siguiente proposicion A : 7 a®* — b** s divisible por a + b,
siendo noun ntimero natural enalquiera”,

Demostracién:

a)  Pordemostrar que Ay es cierta.
V= 2 = B = (a=b)(a +b) como (a +b) aparece como
factor de a? = 0, = Ay s verdadera,

b)  )Suponemas que A es vendudera |, es decir, suponemos que s
cierto yue a** — 6% se pucde faclovizar en la forma (a + b)(z + w).
donde z y w son dos crpresiones, Esto es la hipdtesis de indueeion,

i) Por demostrar que Apyy es verdadera, es decir, debemos demostrar
que @R+ — RN S puede factorizar en la forma (@ + b) (r + y)
Puara poder fuctorizar (a +b) de la erpresicn a*®+1 — pk+1)
wecesario ulilizar un prqueio "truco” que consiste en sumar a lu
crpresion un cero "disfrazado” de a*b** —a*b**, Estos pequeiios "tru-
cos” son precisamente lo mds dificil de encontrar cuando estamos
efectuando una demostracidu,

@t Rk k) o pRkY) g2k G202 cqmbiamos de
orden los té€rminos y obtenemos:
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a1 gk BAHD g2k, oy v g2k 2k g
a? a?k — b“’) +h% (? i) e e (1

hipétesis de induceiin

pero sabemos por la hipditesis de induccign que w3k+1) _ ke g,
puede factorizar ey Jorma (a4 b) (2 + w) entonces escribimos lu
expresion (1) en la forma:

at(a+b)(z+w) + b (= by (n + h)
factorizamos (a + h) y obtenemos

(a+b) [a""(: +w)+ b (g - /))] = (a+b)(x +y)

et

—_—
(r+y)

por-lo tanto canctuimos que lo proposicidn 4, es verdadera para
lados tos p naturales.,

En el capitulo 3 (Ntiineros complejos) dejamos pendiente la dentostracicn de
un teorema que nos indicaba cgni elevar un mimero complejo a una potencia

positiva y entera:

TEOREMA DE Mowgg
Seaze (= o0 = (reisf)" = s n. g Vue Z+

Notemos que en esta proposicion los valores para n comienzan desde el @,

Demost racion:

a)  Por demostrar que la proposicidn es cierlq para n =)
=1y = i 000 = ors 0° =cos0° +isen0° = | 40 = I
por-lo tanlo la proposicion ex cierta para n = ()

b) i) Suponemos cierto que X = pheishoog
it) Por demostar que 2R = pker (k+1).0
= ok,
Pero por hipdtesis dv induccin sabemos que ¢ = pk o k.9 entonces

skl - (r"cisl: . o) “2 = (rkeisk 0) “(reisg)
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1.2 Sucesiones

y multiplicar dos wime vos complejos en su forma polar es equivale
a sumar sus dagulos y multiplicnr sus magnitudes, asi:

= (r'k(:isk . 0) c(reish) = r¥treis (k2 0) + 0) =
rh+eis (k+1)-0
por lo tanto la propesicidu es cierta, O

Intnitivinnente todos tenemos la idea de lo que es una sucesion, se trata e
Teosas™ que van Mapareciendo e certo orden™ . Por ejemplo los abiogs
dos utilizan commmmente la frase "los hechos se fueron sueadiendo .., pana
refevise a ciertos hechos que oearrieron e cierto orden de aparicion; vambao,
hemos formado parte de una sneesion enando estamos formados en una il
Matensiticamente podemos deliniv lo que os una sucesion mis formahnente.

Fna sueesion inlinita es ana Mineion que tiene como dominto ol conjunto e
los nriteros naturales y por contradominio los mimeros reales, o bien cnalguier
conjunto , incluso no numérico, por ejemplo:

Consideremos un grupo de personas esperando en el banco para pagar
sus inpuestos, resilta mds edimodo para todos que se repartan fichas con
mimeros; y asi cuando una caja queda disponible se llama a la persona
«ne tiene el siguiente mimero de ficha. Estas personas no lo saben, pero
en realidad el mimero por el que seriin Hamadas es un mimero natural,
puesto que sirve para contar ol mimero de personas. En este caso ol do-
minio es el conjunto de Jos nimeros naturales y el rango (contra-dominio
es el eonjunto de personas:

I — Salomon Pérez
2 — Hermida Juarez
3 — Sara Garcia

En este texto estudiaremos inicamente sucesiones infinitas cuyo rango
(contradominio) es el conjunto de los nvmeros reales,
JiN=R

Fs importante darnos cuenta de que las sucesiones son funciones de un tipo
diferente a las que conocfamos, puesto que no son funciones continuas, como
lo son por ejemplo los polinomios,
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SUCESIONES

Si f es una sucesion infinita, entonces a cada mimero natural n le corres-
poude nn real f(n).

L= f(1)
2 f(2)
)'a -——-—» f(‘n)

De forma que podemos eseribir del siguiente modo los mimeros en el rango
(coutradominia) de la funcidn:

FOY e F2) T3 v S0,
|

indican que la sucesidn no termina

A F(1) se le Nama primer Womine de sneesion, a f(2) s le Hama segundo
término de la sueesion, ete, Enogeneral f(n) es o} n- ésimo término de la
sucesion, o Jugar do eseribir la sucesion como lo hiciinos anteriormente, se
acostiinbra eseribirla ast:

L T L TN K TR { PPN

donde u, representa a f(n).
Las sucesiones infinitas se definen a veces dando una formula para obtener
el n-ésiimo tépmino.

Fienplo:
Dada la formmla de a, = 1, obtener los cuatro primeros términos de la
SUCesion
=1= , =1 gy =1 =1
iy = 1 = | )y = 2 iy = 3 thy = 1

fa sueesion quedaria cotyo
pli

BV e

Cuando tenemos una formula como ¢, = 5, decimos que la sucesion es
constante, ya que a; = 5, u; = 3, ete,

No siempre es posible hallar una expresién (formula) para describir el n-
ésimo térntino de una sucesion, tomemos por cjemplo uno de los problemas
mas antiguos de los que se conoce; y el cual por cierto sigue atn sin resolverse,
a pesar de los intentos hechos por los matemdticos: encontrar una formula que
sirva para generar (obtener) mimeros primos. Un mimero primo es aquel que
s6lo es divisible por dos mimeros distintos, él mismo y la unidad (observemos
fue el primer mimero primo es of dos).
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Tomemos la sucesion ay.ay, as. ... donde @, es el n-dsimo mimero pr:
positivo

2,055,711, .

Fs claro que no resulta facil hallar nna formula para definic a, . Bl primer
intento conocido, que haya resultado fructifero, no es una formula, sino un
método llamado criba de Eratdstenes, Una criba es una coladera como la
que usan los buscadores de oro en los rios. Ertdstenes fué un matematico
de Cirenaica, educado al pricipio en Alejandria y mas tarde en la escuela de
Platén. Fué el encargado de dirigir la biblioteca de Alejandreia hasta el fin o
sus ias. Eratéstenes era uno de los mis grandes sabios de su tiempo y ademis
era poeta, orador, filosofo y un gran atleta,

Fratéstenes presentd al rey Ptolomeo HI de Egipto, una tabla de niimeros
primos hechos sobre wna plancha metilica en la que los mimeros no primos
estaban marcados con un pequeno agujero, el procedimiento para seleccionar
los ineros cousistia en hacer un agujero primero en los nuiltiplos de deb 2 fuecd
del 3y asi sueesivamente, inalmente sélo quedaban en la tabla los nimeros
primos. Por esto se le dio el nomhre de Criba de Eratastenes al proceso de qur
se servia el gran sabio para formar su tabla,

Fjemplo:
Listar los cinco primeros términos de la sucesion infinita cuyo n-ésimo
i . _ 2nth
termino s a, = 74

9 11 13 15 Mes
TR R

Aquellas sucesiones que cuentan con una férmula para obtener el n-ésimo
término, pero esta formula esti determinada por nio o varios de los términos
aunteriores de la sucesiones, se llaman sucesiones recurrentes o decimos que
la [drmula es recursiva,

La recursividad es un proceso que necesita recurrir a si mismo en niveles
anteriores, Consideremos por ejemplo:

I}l proceso de elevar un mimero b a la potencia &, consiste en multiplicar
k veces el numero b por si mismo.
W=hobebe,,, b =3.3.3.3
k veces
ahora describamos este proceso recursivamente
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N o= 3P
=t = -2 o= 313
: P o= 3.3
bt = b 3‘ =1

Siempre que definamos una sucesion recursiva, tenemos que considerar que
¢l proceso debe tener un tope inferior, os decie, un valor para el cual se termine
el proceso recwrsivo. Esto es iy inportante cuando utilizamos una cotiputa-
dora para hallar un valor en un proceso reenrsivo, puesto que la memoria de
la computadora tiene que guardar cada nivel de recursividad, de no definir un
tope para el proceso, la mewmaria de la computadora se llena,

Observemos que en el capitulo anterior, utilizamos un proceso recursivo al
definir el método de menores para el cilento de un determinante; ya que para
hallar el valor del detesminante de una matriz de orden », es necesario caleular
antes o] determinante de nnamatriz de orden n = 1.

Ejetplo:
Consideremos
Uy = Upyoy + Uy donde uy =1 v wy=1
cntonees
My = g+ uy
y = a4+, = 1+1 = 2

aliora substitumos hacia atrdas (nivel nas arriba de recursividad)
y=24+1=4

Calewando los primeros 8 tévminos de la siucesion

L2058 08,20

Fsta sucesion es conocida como la sucesion de Fibouacei, en honor del
matentitico italiano Leonavdo de Pisa (mejor conocido como Fibonacei); y
describe T cantidad de deseendientes de una pareja de conejos en un cierto
mimero de meses, bajo la condieion de que al primer nies de nacidos no pueden
tener descendencia, pero a partic del segundo mes dejan prole en forma de ima ‘
pareja cada mes,

uy representa el nimero de parejas de conejos despuds de 4 meses

wp = | el primer mes empezamos con | pareja de conejos
iy = 1 la parcja se puede reproducir a partir del segundo mes
uy =2 la pareja que habia mas s nueva pareja que nacié

Esta sucesion tiene partienlaridades ny especiales:
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Cnando dividimos u, entre w,~) obtenemos una aproximacion al nimers
dorado, enanto mis grande sea n, mejor serd la aproximacion., El mimero
dorado es una constante con la cual podemos llevar a cabo divisiones de figuras
geométricas . Supongamos que tenemos un segmento de recta que mide | de
longitud, como muestra la figura:

d es el punto dorado tal que la proporcion que guarda todo el segmento con
respecto a d es exactamente la misma que la proporcion que guarda d con 1 —d,
esty os:

b=il =1 —d =d® = d* +d - 1, aplicamos la férmula de segundo
grado v obtenemos:

dyy = 1‘—!95 solo tomanios la parte positiva ya que buscamos una pro-
porcion = d = 0.618

el resaltado de o es an mimero irracional por lo que no podremos obtener
su valor exacto, sino aproximaciones a ¢l y como deciamos anteriormente una
forma de hacerlo es utilizando la sucesion de Fibonacei. Esta misma idea puede
ser transladada a rectangnlos e inclusive a tridangulos, los griegos utilizaron
rectingnlos dorados para construir e} Partendn.

Iista sucesion estd también relacionada con los coeficientes del Binomio de
Newton, que serd uno de nuestros siguientes temas a estudiar.

¢, .

Mis adelante estudiaremos algunos problemas en los que serd necesario calenlar
la suma de los n primeros términos de una sucesion. Digamos

ay+dy+dz+ ...+ a,

Con el fin de no tener que escribir tantos términos utilizaremos la siguiente
notacién

n
Gqtaytaz+..+a, = Z a;

=1
esto se lee como * la suma desde que i vale | hasta n de a; . A la variablei se
le Hama el contador o indice y toma todos los valores enteros que hay entre el
ntimero que esta junto a la i y el nimero que aparece arriba de la letra griega
sigma (1), a los a; se les llama términos de la sumatoria, de manera que cada
indice se substituye en el término «¢; y sucesivamente se van sumado.
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Ejemplo:

La suma de los mineros del 1 al 100 se puede escribir como

100
Si=1+243+ 14,4994+ 100
t=]

Ny

Ejemplo:

Obtener el resultado de la siguiente simma
g

G iD= I = 05760

M~

J

Ljemplo:
Podemos escribir un polinomio entero y racional utilizando notacion de

sia

n
z apr® = apr? + ayr! 4 a4+ o " 4 apa®
k=0

TEOREMA DE SUMAS

a) g(a, +5)

n

Sa+ Y b

l)) .i:l ((l, - b,') = é:I ty — f: I;,-

n n
¢) Leay =0 Y a
i=l

Para demostrar este teorema de una manera formal debemos usar el princi-
pio de induccidn matemitica, sin embargo nos contentaremos con mostrar que
estas propiedades son ciertas usando solamente propiedades conocidas de los
mimeros reales,

‘il (a; + b)) = (a1 + by) = (ag + by) + (a3 + by) + .o (an + by) =

=£ll+bl +ap+l+ . tay + b=

~
prapiedad asveiativa de la sima
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it

)y +ay +.v.+l!,,+l)| +I).l "f-..."f'l),,:‘-

propiestad conmutativa de Ja suma

(Ill +ll_| +.,. +Ii,,)+([)| +I)~.! 4+ +I),,)=

U

-~
propiedad asociativa de la s

n

¥ a4+ 3 by

=1 =1

De forma aniloga podemos convencernos de la validez de los incisos b) v

).

14 Series

Uia oot infinita es Jasmma de todos Tos términos o, de nia sueesion inbin
[T | P lll'l\m A COMmY

~
Z hh=aptdr+ oo+ ag+ .
=1
Cansideremos faserie 4+ L4 L4 L L0 ol resultado que se o
tiewe al smmar los primeros 3 términos es 0.873, pero si consideramos la sima
de los sels primeros tonminos, el rensltado es 3984375, si consideramos los
primeros 7 la smma es 09921875, ete.. Los resiltados que se obticnen se va
aproximandn a 1y los térmiinos que vunes sumando adicionabimente, se van
hartendo cada vez mis pequenos, de tal forma que attn sumaudo m aiern
nony grande de (drminos, la suma no rebasa el 1. Cnando una serfe preseara
nn comportamiento senejante a este, decimos que la serie converge.
: Munnas veces es imposible determinar si conforme se agregan mas términos.
’ fa serie se acerea a un determinado valor, En estos casos decingos que li serie
esddivergente,

La series se presentan en muelios procesos matematicos como lo son por
viemplo ol cileulo del mimero 7 v ol wilenlo del mimero ¢, El edleulo el
imero 7, que tanto preacupa a los griegos se puede aproximar tanto conw
esee nsando la serie

1 4
) 15

No podemos obtener of valor exacto ya que por ser un niimero irracional
tiene infinito mimero de cifras decimales, pero nos podemos acerear a su valor
exacto mediante la suma cada vez mds grande de sumandos,

Cuando tomamos sélo nna parte de la serie, decimos que tenemos una suma
parcial,

S L SO T IO
7 A

o1 F .

4
N—*l‘:-i'f'
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Soay=aytaytagtagtas+.oFagt .
- Nt—— prreire——
=1 sima parcial

1
Sai=ay+art ag +ay
=1
esta suma la denotaremos por S 4, que siguifica que estamos sumando los
primeros 4 elementos de la serie. Del mismo modo podemos denotar S, Sg
etc.

7.5 Progresiones aritméticas

Decimas que los términos de una suvesidn estan en progresion: aritmdéiica, si
cada térming de Ja sueesiin se poede obiener a partir de sumar una constante
al térnino anterior

ty = tyoy +d

v ad sele llama por razones obviasd = u, —a,.) la diferencia de la progresion
aritinética.

Fjeniplo:

20406,8, 10,12, 14, ..,

Por cierto que esto del 1érmino anterior lo relacionamos inmediatamente
con las suecsiones reenrventeos (recordar el ejemplo de los concjos), y es que
de lieeho las progresiones arivinéticas son un caso particular de las sucesiones
recurrentes,

De modo que i general, una progresion aritmetica se puede expresar como

ey +d (ay+d)+d, (g +d)+d)+d, .
Es claro que ¢l 22 término es ay +d , el 32es a; +2d el 42 es a; +3d , etc.
Tratemos de encontrar una formula que describa el n-ésimo término de

una progresion aritmetica sin ser una formula recursiva como la férmula a,, =
tny +d
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30

ay v +d, g +2d a4y +3d, g +4d L a H(n=-1)d,
N Nt N Nt et v gt N, e/

12 22 32 42 52 n=ésimo

wimero de término

Sid > 0 decimos que la progresidn es creciente (ya que los términos se hacen
cada vez mis grandes) y si d < 0 decimos que la progresion es decreciente (los
términos se hacen cada vez mis pequeiios).

El problema de progresiones mas antiguo que se conoce, s el de la repar-
ticion de pan, registrado en el papiro egipeio de Rind. Este papiro fue escrito
2000 anos antes de nuestra era v en realidad se trata de mra copia de otra obira
matemitica min mas antigna [6]. Bl problema dice ast:

"Lintre cinco personas se reparticron cien medidas de teigo, de tal sier
que fa segunda recibio mas que la primera tanto como le correspondiny «
la tereera mids que a la segunda, a la cuarta mads que a la tercera y a la
quinta mas que a la cnarla. Ademas, las dos primeras obtuvieron siete
veces menos que las tres restantes, j Cuinto correspondio a cada uno? ”

La respuesta la podentos obtener a través de las sumas de la sucesion e
lo recibido por las 5 personas, pero primero introduzcamos una notacion ade-
cuada.,

Supangamos que ¢ es la cantidad de trigo que letoco ala primera persona
v que d es a diferencia connin , entonees

tot+d o b+2d, E+3d, 4 d
miniero de persona

=

sabemos que originalmente aba cien wmedidas de trigo
4 (4 d) + (0 +2d) + (+3d) + (¢ + 1d) = 100
5t + 10d = 100

y también sabemos que las dos primeras personas obtuvieron siete veces
menos que las tres restantes

T+ (L +d)) = (t+2d) + (E+3d) + (E+4d)

TU+d) =3 +9d

H-2=0

tenenios entonces un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas
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11 =2d 0

{5/+|n,/ = 100

o 9
Si lo resolvemos, resulta que £ =13y d = 0}

Asi que el trigo fué repartiduo en la signiente forma:

) 5 1 I
=2 L o0, 29- L 3s-
3 105 0 6 3

7.5.1 Suma parcial de una progresion aritmética

Hubo una vez un maestro que desesperado ante el comportamiento de sus
alumnos de primaria. les ordens que sumaran los mimeros del 1 al 100, i. e,
les pidid la suma pareial de los primeros cien términos (Syge) de la sucesion
aritmeética en la que

a=1 v d=1.

Apenas empezaba a gozar de Las loras gue tendreia de silencio, cnando nno
de sus almmmos, Karl Ganss, canesto correctamente of resultado de a suma,

Giauss habia eserito los nineros del 1 al 100 2 veces, nna vez en orden
ascendente v otra en orden descendente; v se did cuenta de que la suma era
stenipre igual.

I+ 100 = 10}

24+ 99 = 101

3+ 9 = 1ol

o+ 97 = ol 100 veces
9o+ 2 = 10l
e + 1 =10

Visto de este modo. el resultado era ficil de obtener, el 101 se repetia 100
veces, entonces 100-101, pero los mimeros habian sido tomados dos veces en
fugar de una sola vez, esto se resobvia dividiendo entre 2. Finalmente

100
. — 100101 .
.s]nu = 2‘ = -“—.)—'— = 50-')“

El método que utilizo Ganss para hallar la swma, sivve para encontrar la
sutna de los n-primeros términos de cualquier progresion aritmética.

Sy= a +(uy +d) +.oo0 Hay +(n=1)d)
+ Su= (ar+(n=1)d) +ay+(n=2)d) +... +a
29 = 2a+(n~=1)d 2+ -1)d +... +2a +(n~1)d

250 = n(2ay + (n = 1)d) = S, =320 + (n = 1)d)
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= Ny =4 lata + (0= D)d] =5 (a) +a,)
¢ \——w——l h
n-ésimn Linuine

Volvemos al procedimiento de Gauss, la suma de los o primeros términos e
mna progresion aritmética es igual a la suma del primer término mas el dltimo,
nudtiplicada por el niimero de téninos que se tomen en la suma, finalmente
dividimos entre dos,

Alora bien, hemos encontrado una formala para hallar el valor de la suma
de Jos primeros notérminos de una progresion aritmetica, pero no hemos de-
mostrado que esta sea cierta. Para demostrar su certeza debemos usar el prin-
cipio de indoccion matemitica, ya que se trata de una férmmla que depende de
los mineros naturales,

Prorosiets

Lasuma pareial de los e-prineros ténminos de nua progresion aritniétn
oSN, = '_f(ln + )

Demostracion:

i) P D.qur la proposicidn es verdadera cvando n =1

Spo= Hay + ) = B = ay, que en efecto ln suma parcial 1 osti
Jormada solo por el primer sumando
por lo lanlo la prosicion es cierta paran = 1.

i) Hipdtcsis de induceicn:

Suponemos cicrlo que la proposicion sc eumple paran = k, es decor
suponentos cierto que
Si=ap+dp+ o F g g = ,‘3’(0. + ay.).

it) P.D. que lu proposiciin es cierta paran = k + 1

Sk =y Faytas o F gy g Fagyy =

~

S :
por hipdtesis de induccidn sabemos que S = g(ul + ai). enlonces,
substituyendo esto en ln erpresidn anterior tendremos:

o k »;
Sesr=4(a,+ay) + a,, =totalting

2

tambien sabemos que agyy = ay + (k+1=1)d = ay + kd, puesto que
st Irata de una progresion aritmetica entonces
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S = Moyt )R 20 bkd) _ kagthag oy by phdbkd _ k(mbagtd) Raybe) bhd)
k) = 2 = I = ?

vecordemos que ln forma de eseribic ecarsivamente el término agyy
es g 4+ d ylambicn ay + kd = ayy,

‘= Magdargy )bl +agr) _ (g )b+ e +uigg)
- 2 - 2 - p)

luego por el Principio de Indueeidn Malemilica si ln férmula es
cierta para n = 1 . por hipitesis ¢s cierty para n = k y también
vesulla ser civetn poea ol siguicnte n =k + 1, entonces serd cierta
para todos los wiowe ros antwrales 0. Esto significa que para todo
wimero natural w se cumpl

H
N, :;(”l + "n} a

7.6 Pr%resiones geométricas

Decimos que los términos de una sucesion estdn en progresion geometrica,
si cada ténmino de la sucesion se puede obtener a partir de multiplicar una
constante (commin a todos los 1érminos) al ténimino anterior

fy = gy I donde rek

Al ignal que las progresiones arinmeticas, las progresiones geométricas son
un caso particular de las sucesiones recurrentes, ya que es posible obtener
cualquier elenento simplemente nultiplicando por la razén (1) el elemento
anterior; y este anterior a su vez se obticne de multiplicar su auterior término
por 1 y asi sucesivamente hasta llegar al primer término que no esta definido
en fiumeion de otro término v hav que darlo como condicion inicial conocida,

De modo que una progresion geomdétrica se puede expresar como

y g vy (a-r)er o ((asr)er)or, ...

st multiplicamos ahora las razones, la progresion se ve asi:

X ‘
ay e et ag® apet L
S e | | N

122 Y 1° 52
wimero de teemino
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Fn general. es claro que el n-ésimo término de una progresion geonwitiie ..
estit dado por

ay=ay ™!

Ejemplo:

1,2,4,8,16,32, ..,
m=ayr=>8=4:2
sahemos que se trata de una progresion geométrica puesto que

'f' =2 = % =2= % = 2 ete., que es la llamada razdn de la progresion
HYS .
geometrica () = n—n—n-x)

Fu ocasiones es necesario obtener la sima de los primeros n ténminos de
U progresion geomeétrica
Se=maptapr+aprt o ape" aet!

Cuando r = | potemos la sueesion se convierte en una sicesion constante

ay ., a(l) . a(1)*, (n(l)3 N

entonees la suma parcial S,

S=ay+ay+ar+ ...+ = nay

e
n veces

Ohsérvese que al hacerse o muy grande la sucesion tiende intuitivamente a
algo nmy grande.

Alwora, hallaremos una formnla que obtenga el resultado de la suma de los
primeros n términos de una progresion geométriea, cuando la razon es diferente
de | (¢ = 1), para esto tendremos que utilizar un artificio. multiplicarermos S,,
por r

Sor=ar+aprt + a3 o Fap" fape?

allora vamos a restar S,ra S,

Se= oy Faqpr a0 fapr™?t o fagent!
- Spr = +apr +aprt 4apd 4., +ayr®t e
Sy =Sar= —-apr"

Sa(l=r)=a (1l =r) =

o _ al'(l -r)

bn = ——————

l-r
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Claramente r # 1. de o contrario ol denominador toma el valor de ceto, lo
enal no es valido,

Dado que 1a Tarmula obtenida depende deb mimero natural ny entonees es
necosario ufilizar o) principio de fmduecion matemitica para demostrar que la
formula que hemos obtenido es derta,

P ST g ony o5 i progresion geometsica, entonces

. =r" gy
Sy=ap+ayFagto. ta, =M= eony #
Demostracidn;

) 2D gue I proposwwn os veorta para n =1

Sy =y pordefinewn de sumo pavead, wicatras qur porla formaln
PN B

fanihaon Sy o vy Ao caal comprurha 1o formula para
n =1
) Sopanonos ol i I proposaeidn s u'uml;{. pavan = ki

SUpANCNIos g

. a(1=r% o . . L,
Sp=ay by bact Ldbag = -'-(—‘—_-;—l —s ipdtesis de induecidn

Wiy 2D qud e proposwewn se cnmph para n = k41, ie,por demostrar
l’l“

(1=t

Sppp = et

= .

. 'u!l-r")
Seer = gty gk ity = T T de =

~ -

gl =k . . ‘e
.‘i_'.l.:'_l segnin b hpotesis ofe imieeisn

‘||(l-—l")+v|1-"(l--"1

como st teala e wna progosidn geontdtrica agyy = ayr®

a{t=e*Yra -0 _ n{{1-rt et =rttt) - 'n(l—r‘+r*—r“") _

I-r 1=-r 1-r

ot il , -
= “'("T-"r—'l qut st et le forma que loma la faemula pava n =k +1

y eso era o gue que vinmos demostrar

por fo tanto concluimos que la proposicion es verdadera pare toda
neNQ

Otro antiguo problema de progresiones geométricas (probablemente de hace
2000 anos) os el de la veeontpensa que pidio Lahur Sessa, por haber inventado
¢l juego del ajedrez, al triste vey Ladava de la proviacia de Taligana en a Iudia.
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Pl rey fadava se sintié tan maravillado ante el juego, que habia couseguuin
aliviar sus angustias que ofrecid a Sessa cualquier recompensa que este desearic
Sessa pidio su recompensa en granos de trigo; nn grano de trigo por la primeri
-asilla del tablero del ajedrez, dos por la segunda, cuatro para la tercera, ochu
para la cnarta, y asi doblando sucesivamente hasta la sexagésima casilla del
tablero,

Inicialuente tanto el rey como sus sibditos rieron de tan ridicula peticion,
pero despuds de largas loras en que los algebristas trataron de calcular la
cantidad total de trigo, se dieron cuenta que sembrados todos los campos de la
India. no darian en dos mil siglos la cantidad de trigo necesaria para pagar la
recompensa. Sessa declard piblicamente que liberaba al vey de su obligacién.

Veamos la progresion

12,18, 16,...

s pidedublar Jaccantidad de trigo de la casilla anterior, entonces vesulta claro

que e trata de una progresion geométrica con razon r =2y a; = 1, entonees
) |~ 264 .

Ly tevompensa se traduce en Sy = L—,j-,-l = 2% — | que da como resultado un

widiero gigantesco jeon 20 ciltas!, helo aquf:

UL QS Ny 116, 714,073,709,551,615

Consideremos aliora, una progresion geométrica, cuya razén en valor abso-
hito es menor que 1, i e | < 1,0 bien =l <r <1

ay, ar,apt, L

os claro que como |r] <l entonces los términos van siendo cada vez s
pequenos, visnalicemos esto con nn ejemplo:

m=lyr= % = la progresion queda como:
2

LR )

y si seguimos obteniendo tériminos, éstos serin cada vez mas pequeiios, ya que
ol denominador es cada vez mas grande.

Lo anterior nos induce a pensar que si los términos que vamos agregando a
ta progresion se hacen cada vez mds pequeiios, entonces la suma de los términos
debe ser convergente,

Como ya sabemos S, = '-’-'-‘-11-_"7':1 , ¥ considerando que |r] <1 podemos
calenlar facilnente

(=) @ (1-0) o«
lim = =
LS l-r 1-r'

ya que es claro que si |r| <1, entonces ”lil!,lo " =0, recordemos el ejemplo de
cuando la razn es 1.
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7.7

Ejemplo:

Un cuadrado mide - cm. por lado y su drea es de 16 e . Si se construye
una serie de cuadrados cuyos vértices sean los puntos medios de los la-
dos del cuadro anterior, jcuinto sera la sunia de las dreas de todos los
cuadrados?

ot~

Pendvs ot Benwadro g2epadr

Pl VROVRD 202 VA
e, s’ e nd

yepdro

i

entontces ay = 16,0y = Nay = Layp=2ete, v e =L por lo que la sima
16 "

total de dreas es igual a 5, = [ = 32
<

v

Interpolacion

Interpolar quiere decir encomrar valores intermedios entre dos o mds valores
{polos). Supongamos que en o} ntes de enero en un cierto hospital, nacieron
25 nifios y en el mes de marzo nacieron 29, Si alguien nos preguntara que si
sabemos cudntos nifos nacieran en ese hospital en el mes de febrero, probable-
niente contestartamos 27, Pavacdar esta respnesta lo que hicimos fue interpolar
un valor entre 25 y 29. Hay ddistintas formas de interpolar segin el nvimero
de datos que nos dan, inchisive se pueden utilizar rectas o polinomios para
interpolar,

Por ejemplo para interpolay lincalinente entre dos puntos lo que hacemos
es unirlos por medio de una linea vecta, obtenemos la ecuacidn de dicha linea
y entonces podemos tener el valor que toma la funcion para cualquier punto
intermedio

Fn esta seccion estudiaremos cémo interpolar utilizando progresiones.
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7.7.1 Interpolacién de medios aritméticos

Los términos que estan entre dos términos de una progresion aritmetica
Haman medias aritméticas entre los términos dados,

Ejeiplo:
[nterpolar tres medios aritméticos entre 2 y 22

2t 22

como nos piden medios aritméticos, sabemos que lo que se pide es que
los tres términos que buscamos, formen una progresion aritmética con-
siderando también los dos términos que nos dieron

D d 2422 43,22

pero sabenios que 22 =2+ 1d | entonces

20 ” e P .
d =2 =5 la progresion queda cono

RAV N Y

77.2 Interpolacion de medios geométricos

Los términoes que estan entre dos términos de una progresion geométrica <o
llaman medias geométricas entre los términos dados.

Fjemplo:

Insertar el mimero dado de medios geonétricos reales y eseribir la pro-
grosion finita resultante,

a) dos entre 1 y 27
| ¥ A= IS IPU N I IR
pero sabemos que 1t =27 = r =3
finalmente la progresion queda como
1.3,9,27
b) dos entre m® y m'
m?, oMt omteor,mEort, mopd
pero sabemos que m? - 1% = m™ = r = Vm'? = m? finalmente la
progresion queda como m?,m8, m!%, m"

2
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8. ANALISIS COMBINATORIO

8 1 Técnicas d

El estudio del andlisis combinatorio consiste en contar los elementos que per-
tenecen a un conjunto, En particualr nos van a interesar los conjuntos que
conticnen a todos los resultados posibles de un experimento. Por ejemplo con-
tar el nimero de intentos que tendriamos que hacer para abrir una caja fuerte
cuya "combinacion” no ronocenmos.  Para ayndarnos a resolver este tipo de
problemas no existe wuna formula general por lo que se hace necesario aplicar
diferentes téenicas de conteo segin ol tipo de problema; aunque existen proble-
mas enva inica forma de resolver es contando wo por uno los eleinentos del
conjunto,
Dichas téenicas de conten son:

o Listar todos los resultados

Ejemplo:
Listar todos los posibles resultados que obtenemos al lanzar dos
monedas
{(aguila, sol), (dguila, dguila).(sel, sol), (sol, aguila)}
Fn total tenemos 4 resultados posibles, claro estd que elaborar una

lista asi no serfa posible si el conjunto de resultados fuera mucho
mayor.

o Diagramas de drbol
Fsto se hace grificamente y es por ello que es un método incoveniente
cuando se tiene mn mmero nuy grande de resultados,

Fjemplo:
Unestudiante presenta un examen de tres preguntas del tipo verdadero-
falso. Dibujaremos un diagrama de arbol para las tres preguntas del
examen con el fin de contar las opciones posibles de respuestas.

Comoel estudiante tiene dos opciones para cada pregunta verdadero-
falso, el drbol presenta dos ramas para cada pregunta.
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——-‘/
v e, —
,_/ ; VVF
Py
- S
L ~— V_- VFV
v P
- ~—~ VFF
e F
\\ v FVV
F
\ FVF
1° pregunts
FFV
F
2*preguats FFF

F
Spregunta

El nimero de posibles resultados es 8.
o FFormulas matemdticas

- Principio de multiplicacion.
- Permutaciones

- Combinaciones

8.2 Principio fundamental del andlisis combinatorio

Si para efectuar un experimento se necesita realizar una primera operacion de
ny maneras diferentes y continnando el procedimiento podemos realizar una
segunda operacion de n; maneras diferentes y luego una tercera operacion de
ny maneras diferentes, y asi sucesivamente, entonces el nimero de maneras en
que pueden realizarse tales operaciones sera el producto ny . ng - nz ...

Ejemplo:

iCuantas placas diferentes para automodviles particulares podria haber
en la Ciudad de México?

Dichas placas se componen de 3 nimeros y 3 letras. El conjunto de
nimeros se compone de 10 digitos del 0 al 9 y el conjunto de letras
excluyendo a la i consta de 26 letras, Entonces para formar las placas
tenemos que el primer digito puede aparecer de 10 maneras distintas,
lo mismo para el segundo y tercer digito, mientras que cada una de las
letras pueden aparecer de 26 formas distintas, el esquema queda descrito
asi:
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Fs claro que el nimero de posibilidades en cada lugar para la placa se
multiplica, por ejemplo si tenemos una placa que comienza con

987 BF__

la dltima letra podria ser de 26 formas diferentes por lo que habria 26
placas distintas que tengan este comienzo.

Ast, el total de postbles placas en la Ciudad de México serfa de
101010262626 = 17,576, 000

A problemas como este se fos Hama ordenaciones con repeticidn, ya que
disponemos Ius elementos de wn conjunty de una manera ordenada. Decimos
ordenada ya gue tomamos en cnenta el orden en el que aparecen los elementos
del conjunto, considerando vl ejetiplo anterior, es diferente la placa

125 HJF quelaplaca 452 HJF,

Sin embargo nuestro cilculo para el nimero de placas de automdviles en la
Ciudad de México, tiene todavia algunos problemas, como es el que las placas
con nieros o letras repetidas estian reservadas para vehichulos oficiales o
diptomiticos,
Entonces para escoger el primer digito del mimero podemos escoger entre
10 elementos distintos: _19_, en cambio para escoger el segundo digito ya
solo tenemos Y elementos para escoger puesto que uno de los 10 digitos que
tenfamos al principio se queds en el primer lugar y ese digito no se puede
. repetir, entonees el minero de tres cifras se formaria ‘

0.9 8 ylasletras 26 25 24

Por lo que el total de placas seria: 10-9-8+26.25. 24 = 11,232,000
A este tipo de ordenaciones sin repeticion se les conoce como permuta-
ciones.
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8.3 Factorial

Fl factorial de cualquier nimero natural n denotado por n!, es igual al producto
de todos los nimeros naturales desde el | hasta n

nl=n.(n-1)(n-2)+..:3-2-1
por ejemplo
6!=6-54-3.2:1

Calcular el factorial de un nidmero es un proceso recursivo, veamoslo con

un ejemplo
0'=6-5:4-3.2:1

N e

5!

pero

Bl=5.4.3.2.1
S=5.4-3.2
! y
y asi sucesivamente hasta llegar a 1! que por definicién es igual a 1. También
por definicion se toma O = 1,
Su férmula recurrente, si tomamos a f(r) = nl, sera :

f(ny=n-f(n-~1)

8.4 Permutaciones

8.4.1 Fdérmula para el nimero de permutaciones de n objetos tomados de n en n

Supongamos que vamos a acomodar 5 personas en una banca, es decir, tenemos
5 elementos y los vamos a acomodar en grupos de 5

el total de maneras diferentes de hacerlo segiin el principio de la multiplicacion
seria

142 ANALISIS COMBINATORIO



G432 1 =120

esto es lo mismo que 8 (cinco factorial).
Asi el mimero de permutaciones de n elementos tomados de n en n (deno-
tadas por £,) es igual a nl.

Py=n!

8.4.2 Férmula para el niimero de permutaciones de n objetos tomados de ren r

Usaremos la notacion 2% para referirnos al nimero de diferentes permuta-
ciones que se pueden {ormar a partir de un conjunto con n elementos tomados
de r en r. Es evidente que r < n puesto que tomaremaos los n elementos de un
conjunto para formar grapos de ¢ elementos.

Supongamos que cn una eseuela la generacidn mas adulta que cousta de
98 estudiantes, desea escoger un presidente, un tesorero y un secretario de la
generacion, ;De cudntas foras se podrian seleecionar?,

Lo primero que debemos distinguir para resolver este problema es que debe-
mos Lomar e cuenta el orden en que serin seleccionados los estudiantes ya que
no es lo miswo ser tesorero que presidente. También observemos que los elemen-
tos seleceionados no se pueden repetir ya que la persona que sea seleccionada
para ser tesorero, por cjemplo no puede ser también secretario. Finalmente no-
tamos que no todos los estudiantes serdn seleccionados, de los 98 estudiantes,
solo se escogeran 3.

98 07 96

presidente  tesorero  secretario

Entonces el nimero de pernmutaciones difeventes seria de 98-97:96 = 912,576
Eu general las perimitaciones de n elementos tomados de ren v vienen dadas
por

wlr=ncn-1)- (=2 o(n=r+1)

1 factores
En ef caso de los 98 estudiantes el problema se resolverra:

o8 Py=98.(98—1)- (98 —2) =98.97. 96 = 912,576

También podemos expresar la [ormula para , £, usando la notacién factorial,

ey = astiacBlelaortll aor oD 320 o gy — 1)e(R = 2)enns (0= 1 4 1)
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\

Ast:

nt
b= —
(n-r)

8.4.3 Casos especiales de las permutaciones

Permutaciones en conjuntos con elementos repetidos

Hasta el mnomento hemos estudiado permutaciones sobre conjuntos que con-
tienen elementos diferentes, pero en ocasiones nos encontramos con conjuntos,
donde existen elementos repetidos y queremos calcular el total de formas de
avomodar los elementos del conjunto,

Por ejetplo, pensemos en un conjunto que contiene 5 monedas de $.50,
3 monedas de $1y 4 de $2; en total tenemos 12 monedas Jde cantas formas
distintas las podriamos acomodar en Imea recta?. Si las 12 monedas fueran
diferentes entre st, entonces el total de formas en que se podrian acomodar serta
de 12!, pero en realidad hay monedas repetidas y la forma en que se acomoden
estas en la fila es la misma si intercambiamos una moneda repetida por otra

P

TN ST LT "’) )
{0 .5 Vo, %
Wt ) &‘5)/ &
R N

\\v

Si las monedas de $.50 fueran diferentes tendrian 5! formnas de acomodarse
entre s, de ignal modo sucederia con las monedas de $1 que tendrian 3! maneras
e acomodarse y las de $2 tendrian 4!, Recordemos aliora que las posibilidades
de acomodo se nultiplican, por lo que si queremos eliminar las maneras en
que se acomodan los elementos iguales, lo que tenemos que hacer es dividir ol
total entre las posibilidades de los elementos iguales. Asi el total de formas
diferentes en que se pueden colocar las monedas serian:

12!
Este caso especial para las permutaciones no se presenta necesariamente si
el conjunto cuenta con elementos repetidos, puede suceder que por alguna razon
nos convenga tomar ciertos elementos del conjunto como si fueran iguales.
Consideremos el conjunto de todas nuestras cintas musicales, y supongaimnos
que las queremos acomodar en un estante. El total de posibles formas de
hacerlo serfa:

Py=n! , donde n es el mimero de cintas
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Pero lo mds comodo para localizar nuestras cintas serfa que las clasificaramos
de acuerdo al tipo de misica que contiene cada cinta. Fs evidente que no ten-
dremos cintas repetidas pero sin embargo lo que nos interesa es que todas las
cintas de rock pesado, por ejemplo, estén juntas y no nos interesa el orden
que estas guarden entre si. De maodo que consideremos que si tenemos por
ojemplo, en total 15 cintas de las cuales 3 son de rack pesado, 6 de new agey 6
de jazz, entonces el total de formas en que podemos acomodar nuestras cintas
cintas musicales tomando en cuenta silo el tipo de mdsica seria

151

= 120, 420

Permutaciones circulares

Si deseamos acomodar los 1 elementos de un conjunto en forma circular debe-
mos tomar en euenta que existen w formas en las que si los elementos estu-
vieran eiuna il da disposicion serfa diferente, pero cirenlarmente es la misma,
Veamoslo ausiliandonos del dibijes de un Havero cireuatar con 4 Haves distintas

ce Gy (O~ €

By G G O B O
’ ) e B O @&
h\'\"‘{l\ LAg

2 s ) @%’ = O

De modo que o} mimero de maneras en que se pueden eolocar n elementos
diferentes en una ciraunferencia es ignal a (n = i)

85 Combinaci

Las permutaciones de n elementos tomados de r en r consideran que una vez
que han sido seleccionados los ¢ elementos del conjunto, estos pueden formar
acomodos diferentes cambiando el orden de los elementos , en cambio en las
combinnciones lo inico gue importa son los elementos seleccionados
sin tomar en cuenta el orden en que estos se presenten,

Dicho de otro modo :

Una combinacién de r elenientos del conjunto S de n elementos
(n 2 r), es un subconjunto de S que contiene r elementos distintos,
sin importar el orden en que se escogen.

St estamos jugando al pikar, por cjemplo, lo que nos interesa es la jugada
que nos sale y no nos sirve de pada el orden en que salen las cartas, es decir
para los fines del juego es exactamente lo mismo 1a jugada
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oLl [a]fe] e o8I0 2,

Es claro que similarmente al proceso de permutaciones en conjuntos con
clementos repetidos lo que debemos hacer para obtener el niimero de combi-
naciones de n elementos tomados de r en r, es dividir las permutaciones entre
1! que serfa el mimero de posibles acomodos que tendrian los r elementos una
vez que han sido seleccionados del conjunto de n elementos,

Volviendo al ejemiplo de las cartas en el juego de pokar una vez que se
seleccionaron las 5 cartas del total de las 52 con que cuenta una baraja debenios
climinar de las permutaciones el mimero de posibles acomodos de las 5 cartas
seleccionadas entre si, esto seria

kY] Bl
sl -5 3 52.51-50.49-48
5 _ (5e-5) D] = 5 = 2,598, 960

5
Lt general el mimero de combinaciones de n elementos tomados de ren r,

denotado por ., o bien por (:) es igual a

- ! n = 1) (n=2)u(n=r+1)
n(r =-—0= = (l)
o (n=r)lr! r!
Ijemplo:

¢ De cuantas formas se pueden seleccionar tres representantes de una gen-
eracion de 72 alumnos?

Claramente en este caso no importa el orden de las tres personas selec-
cionadas, entonces el resultado es:

72! 7207271070
7203_(72—3)!-3!—69!3!— T = 0% 640

Cuando r = n el mimero de posibles combinaciones seria 1, ya que sélo hay
un suhconjunto que contiene a todos los elementos del conjunto (impropio) :

n n! n!
WCn=| )= = o
vn ( ) (n=n)n! 0! !

También es importante notar que ,Cp = 1, ya que si consideramos a las
cotbinaciones como subconjuntos, entonces el nimero de subconjuntos que no
contiene ningun elemento (vacio) es 1.
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9. EL TEOREMA DEL BINOMIO DE
NEWTON

P4 . . I

En algunos procesos matemiiticos se hace necesario elevar a una cierta potencia
n dos expresiones matemiticas « y b que se estan sumando algebraicamente
(a + )", El teorema del binomio de Newton nos proporciona una férmula para
expandir (a + )", Para avudarnos a entender eémo se obtiene dicha formula,
caleularemos explicitamente (v + 5)" evando o (la potencia) es un entero pos-
itivo :

(a+ ) = a b ho a+b

(u+ h)2 = (a+b)u+l) = o + 2ab+ I

(a+ b = (a+bP(a+h) = b+ dath + 3ab? + (1)
(a+h)' = (a+b(a+b) = al +da*h + 6a?h? + dab® + b

n

(a+b)° = (a+b)'(u+h @+ 5a'h 4 1007 h + 10a?® + Hab® + bF

A partir de las expansiones anteriores observemos que en el desarrollo de
(a+b)":

o ¢l niimero de términes es uno mids que ol exponente del binomio,

o ¢l exponente de « es o en el primer término y decrece de uno en uno
hasta llegar a 0 en el iltimo término,

e cl exponente de bes 0 en el primer término y aumenta de uno en uno
hasta llegar a n en el iiltimo término,

¢ todos los términos contienen nn producto de la forma a't? donde i+j = n,

o despuds del primer término. el producto del coeficiente del término ante-
rior por el exponente de a y despuds dividido entre el mimero de término
nos da como resultado el cocficiente del término siguiente,

Es claro que el producto a'h en el r-ésimo término deberd tomar los expo-
nentes:

@' mr=pr-t
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por ejemplo

para r = Hprimer término)  —
para r = 2(segundo ténmine) = "t ENE = v = gt
pira r = 3(tereer término) = @"=(=141=1 = a"

=Nt = "

el analisis (1) también podemos eseribir los coeficientes para cada término

J(tercer término) el

Henarto térming)  Mazlin-2

32
" . . n(n=t)(n=2)(n=3)
Heninto término) T3

entotres el résino término tendra el coeficiente

uln =) (n=2)...(n=(r-=12))

(r=1r-=-2...2

Fero el denominador es (7~ 1)

win = 1) (n=2)...(n=(r=2))

(r—=1y

Fotonees Hegamos a que Ta fdrmla que buscabamos es la siguiente:

(0 +h)" = a" + na" 1 4 22l '_'_,'!" an-ih? 4 nlosln-2) ""ﬂ! no2) =34
o Ml elan o (=W
Fuah"t 4

Para los mas exigentes podemos ofrecer una demostracion rvigurosa de este
teoreina al final del capitudo.

A estia formulase le conoce como teorema del binomio de Newton v finneiana
para cualguier mimero racional (mimeros positivos, negativos y fraccionarios
Cuandu se trate de exponentes negativos o fraccionarios el desarrollo es ilin
tado, aunque puede sneeder que ta serie sea convergente hacia algin valor,

Ijeplo;
Desarrollar (2 4 3w)®

(z420)" =

D) 45 (w) + 5T (20)F + 2222 (20) + B2 (2p)" .
A2l (.,“,)5 - '
5 sy =

=30 4 102w + 40230 + 80z2w® 4+ S0zwt + b
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o también es posible desarrollarlo en la signiente forma:

(z+ ) = ‘ '
254 52 (2w) + 10, ¥ () »+&:~'(3m)"+¢:(2».,‘)" + (2w)®
: LI

a1
"i‘ e [

Ejemplo:
. . 1
Obtener los cnatro primeros términos en ol desarrollo de (» = y)7.
1
(r—y)=

o L) oy D) (-0 oy ﬁjﬁ;%ﬂj)_,,(g-a)(_y)a +

'

Deacnerdo a lo estudindo en of capitudo anterior, cotrespomnlionte a andlisis
combinatorio, observemoes que o frmmla para ol conliciente binomial def -
fsito termine

nin = ~2) 0 (n = (r—=2))
(r—1y

copresponde a las cambinaciones de n tomadas de r ~lenr =4 1 Oy,

yue usualitente se denata conw ol nimero combinatorio (" ) Esto quiere

decir que podemos volver a enuneiar ol tearema del hinomio de Newton en la
siguniente forma:
{a+ W) =
= (;:)u”‘“l)”+ (';)u”“'h' + (';)::""lf’-;-. . .+(rﬁ!)a"‘("”l)("”-{-, ot
#(2)an-rae

(ll + ”)u - Z ('.‘)(lu—lhl
{

1=t

vy la formmla para el r-éstino término es

n "n—-(r~—llbr-!
r—1

En el capitulo correspondiente a teorfa de conjuntos, seccién 2.3, dejamos
pendiente la justificacion de la afirmacion de que el nimero de subconjuntos
que tiene cualquier conjunto es ignal a 2 elevado a la cardinalidad de dicho
conjunto; y éste es el punto doude podemos explicaruos el por qué, utilizando
nuestros conocimientos de anilisis rotbinatorio y del teorema del binomo de
Newton.
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Si tenemos un conjunto A, el mimero de subconjimtos con 0 clement-
(vareio) seria (:;) el mimero de subconjintos con 1 elenmento (’l' , con 2 elemen
tos ('z‘) y asi sneesivamente hasta llegar a que el mimero de subconjuntos con
n elementos es (") . Entonees el total de subconjutnos del conjunto A es:

Ol

Si "disfrazamos” nn poco esta suma sin alterar el resultado, tenemos

n ln-()ll)+ n ln—lll+ n 1"‘212+...+ n e
0 l 2 n

Y esto es precisamente e desarrollo binomial de (1 4 1)" = 2%,

9.2 Tridangulo de Pascal

150

A partir del ealealo gue realizamos en (1) podemos construir un arreglo triangu-
lar, Hamaddo tridngulo de Pascal, con mimeros gue representan los coeficientes
del hinomio.

n=1>0 l

n=| | |

n==: l 2 |

n=1y l 3 3 |

n=.1 l { 6 1 l

n=> ] G 10 10 H l
n==6 1 ] 13 20 15 6 l
n=71 T 21 35 35 21 7 1

Cada miimero puede obtenerse a partir de sumar los dos mimeros que estin
a laizquierda y derecha del renglon anterior, por ejemplo:

Fn el tridngulo de Pascal es muy claro observar que los coeficientes hino-
miales son simétricos a una hinea vertical a través del centro, esto quiere decir
(que cuando tenemos un exponente n par basta con obtener los coeficientes
hasta el térmnio %, ya que a partir de este término los coeficientes se repiten:

en easo de que n sea impar basta con obtener los coeficientes hasta el término
ntl
4L
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Las aplicaciones que tiene el teorewa del binomio son muchas, princi-
palmente en probabilidad y estadistica, sin embargo parece increible que la
simetria que existe en el caracol Nautilus pueda tener algo que ver con los
coeficientes hinomiales,

En el capitulo correspondiente a sucesiones y series, estudiamos los nimeros
de Fibonacci, arreglemos ahora los coeficientes binomiales en la signiente forma:

]

11

P20
I3 3 1
Py oo b1
P 5 1010 5 |
L6 15 20 15 6 1

Lt sumat de os mimeros que e encuentran sobre cada una de las lineas
diagonales, e un ntinero de Fibonace

I
VAR

A

AR

2 /106 4

8 /1510 10 5 |

50/ 0 615 215 6 1

3/

13

9.3 Demostracién de la Formula del Binomio de New-

ton para exponentes enteros y positivos

Por induceion en n se puede demostrar que para todos los nitmeros naturales
n y para todos los nineros reales (incluso complejos) a y b diferentes de 0:

(n (a+b)" = 2": (,.l)a““b‘

i=0 \!

Demostracién:

i) Paran =1 la formula (1) se transforma en:

DEMOSTRACION DE LA FORMULA DEL BINOMIO DE NEWTON PARA EXPONENTES ENTEROS
Y POSITIVOS
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o

[

(a+b)' = i (:)a"‘bi
pero =

(a+b)'= 4+ b;
I Ll . - 1 ~1pl
L b=()aoms (arpie oy

ii) Supongamos que para cierto niimero natural > 1 es verdaderg lq JSormula
(n.

i) Demostremos que entonces es wilida Iq formula (1) pam n +1:

n+l »
(a +I))n+l - Z (" T l)a(n+l)-lbn

1={)
Fn ¢ fecta:

(a + I))"+I =(a + I))({l +il)" Hip. fl»_i_{l-hxrriﬁn (a + I)) i (:,)a"_l-b'-

i=0)

=a ‘=,El0 (:‘)ll"-'[)i+l)l=i') ("') an=rp
=§) (',»')a"*""b‘#‘);) ('._l)an-l'bH»I
=l_);“0 (?)avl+l-ibi+;§' (kfl)auu-kbk
= q"tlq f' (:l),,n+|~i,,.+k)f (kgl)"n+l-kbk+bn+l
= =1
= a"”+§) [(:‘) + (.:'l)} a’l+l-|'b;'+bn+l

= antiy 5 (":H),,(u+l)-a'b.'+bh+l
i=]

que cada niimero de} tridnguly
nerse a partir de lq suma de los mimerog que estny

ala izquierdn Y derecha del renglén anterior,

De lo obtenido, porel P

rincipio de Induccidn, se sigue que la férmulq (1
€S clerta para todos Jog

nimeros naturales n, a
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10. PROBABILIDAD

10.1 Experimento aleatorio, ensayos, sucesos y espacio
muestral

Todos los dias y a cada instante nos enfrentamos con situaciones practicas en
que nos resulta imposible predecir con exactitud cudl serd el resultado de una
observacién en particular. Por cjemplo: si sera hombre o mujer la préxima
persona que haga nna llamada telefonica a noestra casas o si serd par o impar
el primer digito de la placa del proximo automovil que pase lrente a nosotros.

A escala mas general resolta imposible predecir con exactitnd el valor de
nn indicador bursitil o la proporeion de compradores de un producto dado.

Annque habitualmente nos intriga mas el hecho de que ningin doctor en
Fisica sea capaz de predecir con exactitnd de qué lado caerd una moneda
lanzada al aire,

También es imposible prodecir con exactitud cudl serd el sexo de un hijo,
porque el espermatozoide fecundador puede portar el eromosoma sexual 'X' ¢
Yy cientos de miles de cromosomas se aproximan al dvulo, pero uno solo de
estos (al azar) efectuard la fecumdacion.

De modo que un experimento aleatorio es una accién bien definida en
cuanto a sns posibles resultados. pero totalimente impredecible en enanto a cudl
de estos resultados ocurrira en una ejecucion dada. Llamaremos ensayo a una
realizacion individual aislada del experimento aleatorio. A su vez se denomina
suceso a cada uno de los resultados posibles del experimento.

Asi, por ejemplo, la inspeecion de contaminacion de antomdéviles sorteados
constithye un experimento aleatorio, la inspeccidn de un solo antomavil, consti-
tuye un ensayo del experimento aleatorio "inspeccionar antoméviles sorteados™,
v las calilicaciones de "no contamina”, “regresar despuds de afinacion” y "re-
chazado por completo”, constituirian sucesos posibles asociados a la realizacién
del ensayo (inspeccion de un antonovil),

En la vida cotiana distinguimos entre sucesos seguros (ciertos o progra-
mados), o eventuales (cnatdo pueden o no ocurrir). Por esto debe evitarse la
actual costumbre de usar el término "evento” para referirse a algo programado.

En el capitulo 2, afirmamos que ef desarrollo de la teoria de conjuntos
habia facilitado el estudio de diversas dreas de la matematica, la teoria de la
probabilidad es una de ellas.

Fl espacio muestral S de un experimento es el conjunto de de todos
los resultados posibles del experimento, s decir, todos los diferentes sucesos
que pueden ocurrir al realizar el experimento. En muclios casos no es posible
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conocer todo el espacio muestral,

Fjemplo:

Il experimento aleatorio de lanzar un dado al aire, tiene un espacio mnes
tral que contiene 6 sucesos posibles (los 6 lados del dado)

S ={1,2,3,4,5,6)

Ejemplo:

En cambio, la proporcién del total de televidentes que a determinada
hora estan mirando un cierto canal es una cantidad que permaneee in
definida a menos gne se estudiase la totalidad de los televidentes. |

experimento aleatorio consiste en lamar por teléfono o tocar en cada
prerta ¥ preguntar que canales se estan viendo, El espacio mmestral esta
ronstitnido por todos los canales, pero comno existen posibilidad de estar
captando canales por antena parabolica o viendo grabaciones, solamente
estian bien definidos algimos de los sucesos posibles (canales nacionales).

S = {z | # es un canal de television}

U'n evento es un subconjunto del espacio muestral. Es decir, es un subeon-
jrntodel conjunto que contiene todos los posibles resultados de un experimento.
De modo que el espacio muestral pnede considerarse también como integrado
por subconjuntos, por ejemplo para el caso del dado, el espacio muestral puede
reducirse a los sucesos "par” o "impar®

S = {(«x par),(x impar)}

o a tres subconjuntos arbitrariamente definidos:

S={(r<2),2gr<d) (4 <e<B))
Utilizaremos letras mayisculas para referirnos a los eventos, por ejemplo,
st consideramos que
A :concebir un varcn
B :concebir una mujer
¥y esto se representa de manera compacta

§={A,B)

Antes de finalizar, es importante sefialar que la palabra estocdstico (ilv
origen griego) se utiliza en la literatura cientifica como sindnimo de aleatorio
(al azar),
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Siendo impredecible el sexo resultante de una fecundacion en particular, es
evidente que si se consideran cientos de miles de nacimientos, la proporcion de
hombres y mujeres exhibe un valor aproximadamente igual en distintas épocas
y regiones. Por esto, afirmamos, que existe "regularidad estadistica” en el
fendmeno aleatorio de la determinacion del sexo de los hijos.

De la misma manera, verificamos que lanzando miles de veces la misma
moneda al aire, ambas caras ocurren aproximadamente e} mismo nimero de
veces. No podriamos predecir el resultado de un lanzamiento en particular,
pero observamos "regularidad estadistica” considerando un gran ndimero de
repeticiones (ensayos o lanzamientos) del experitento (lanzar la moneda).

Para resumir lo observado, utilizamos la frecuencia relativa (Fr) que es el
cociente eitre e} mimero de veces (1) en que ocurrid el resultado considerado
(una cira o un sexo) entre o mimero total (n) de ensayos (o repeticiones del
experimento)

Fr=l
n

Si el mismo resultado ocurriese sienipre, teudriamos certeza y la frecuencia
valdria 1. De la misma manera, a uu resultado imposible le corresponderia la
frecuencia relativa 0,

Ejewplo:

Si se lanzd 10 veces un dado y en tres de éstas, salié la cara '5', podemos
expresat lo sucedido de manera compacta utilizando la siguiente notacion;
~J v salio la cara '5’

J = {r=25)}
Fe(J) = 135 =03

Ademds de esta frecuencia relativa priucipal, hay otras tres frecuencias
relativas que resultan obvias y que también resumen lo ocurrido:

e coule es practicamente imposible que el dado quede sostenido sobre uno
de sus vértices o aristas, es practicamente seguro que el resultado del
lanzamiento sera una cara del dado, de modo que la frecuencia relativa
de que no se vea ninguna cara serfa 0.

{f : ninguna cara

H=9
la frecuencia relativa de H resultd ser de 0 veces en 10 lanzamnientos

Frii)=2

10
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o Alora, si sdlo nos fijainos en que salga cara sin importarnos cnal

It : salga cara
It ={1,2,3,4,56}

la frecuencia relativa de 2 resulto ser de 10 veces en 10 lanzamientos
() = 10 =
Fr(R)=128=1
o Y finalmente, la frecuencia compleinentaria de que salga cualquier cara
que no sea la §

J i quesalga §
J : que la cara sea diferente de 5
Fr(J)y=1-Fr(J)=15

10.2.1 Estabilizacidn de la frecuenecia relativa cuando se repite un experimento
g1an nimero de veces,

Si estudiamos la frecuencia relativa Fr de ocurrencia de una de las caras de
una moneda y vamos repitiendo niuchas veees su lanzamiento, la "regularidad
estadistica” de que hablibamos antes, aliora aparecerd como una tendencia en
el valor de la frecuencia relativa. Observemos la figura 10.1.
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Fig. 10.1 Frecuencia relativa de una cara en una serie e tiradas con una moneda,
En el eje de las abscisas se utilizd escala logaritmica.[22]

Al hacer series de cinco lanzamientos la cara considerada de la moneda
puede presentarse las cinco veces (Fr = 1) o ninguna vez (Fr = 0) , pero
ocurren con inds frecuencia los resultados 2 en 5 (Fr = 0.4) y3en 5 (Fr = 0.6).

Al considerar series de 20 lanzamientos, se constata que la ocurrencia de
20en 20 (Fr =1) 6 de 0 en 20(Fr = 0) se ha tornado mucho mas excepcional
que cuando se consideraban series de § ensayos por vez
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Sin embargo los resultados que se ohservan mas a menudo son los de alrede-
dor de 10 en 20, es decir la mitad de las veces (Fr cercana a 0.5) se presenta
la cara considerada.

Si el experimento se prolongase para abarcar cientos de miles de lanza-
niientos {muchos cientificos se ocuparon realmente de hacerlo en ¢l pasado),
el resultado seguiria exhibiendo la misma tendencia: aproximadamente en la
mitad de las veces se presentaria la cara considerada,

La constatacion generalizada de estos comportamientos conduce a aceptar-
los como una caractenistica natural, intrinseca, del Universo fisico que habita-
nos |

Aceptamos que es imposible predecir el resultado de un ensayo aislado del
experimento aleatario, pero confiamos en que si el mismo experimento se repi-
tiese gran mimero de veces, la frecuencia relativa de uno de sus resultados
posibles tenderia a un valor bien definido,

Por lo tanto debe quedar entendido que la "regularidad estadistica” y la
tendencia 'a la larga” de la frecuencia relativa de un resultado det experimento
es una propiedad empirica como 1o es la caida de los cuerpos hacia el suelo; y
asi como resultarfa absurdo decir que los cuerpos se caen porque existe la ley
matemitica de Newton, tambicn lo seria decir que la regularidad estadistica se
debe a que existe una ley.

En el campo de la Fisica y la Quimica, un ejemplo de comportamiento
aleatorio nos es proporcionado por fos dtomos de elementos radiactivos (ra-
dioisétopas).  De entre cierta cantidad del elemento, nna proporcidn de los
atomos son inestables, por lo que tarde o temprano se van a desintegrar, Pero
es totalmente impredecible cuando, De modo que al estudiarlo, se registran
desintegraciones separadas por intervalos irregulares y totalmente al azar,

10.3 La probabilidad de un resultado es su frecuencia
relativa esperada "a la larga”

Observando la figura 10.] vemos que la banda en que se presentan los valores
de la frecuencia relativa de un resultado es cada vez mds estrecha a medida
que se considera mayor mimero de repeticiones y estamos en condiciones de
teorizar en el sentido de que si se repitiese un niimero indefinidamente grande
de veces, la banda se reduciria a un fnico valor y entonces tendria sentido
asignarle un significado preciso al misino. De aqui surje el formalismo de la
probabilidad P de un resultado de un experimento alcatorio:

P=lim Fr

n~0Q

pero debe tenerse presente que esto representa una idealizacién, la frecuencia

LA PROBABILIDAD DE UN RESULTADO ES SU FRECUENCIA RELATIVA ESPERADA " A LA LARGA"
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con que se presentaria el resultado en caso de repetirse un gran nimero de
veces el experimento,

A la luz de lo anterior, sera un absurdo ( en el que se incurre con frecuencia)
el hablar de probabilidad al considerar un ensayo aislado del experimento. Por
ejemplo, es absurdo afirmar que "existe una probabilidad de 0.5 de que sca
varon el proximo hijo de un pareja dada”, ya que solamente es valido afirmar
que "cuando se consideran cientos de miles de nacimientos, la mitad de ellos
son varones”,

En lenguaje cientifico se distingue entre confianza y probabilidad.

Para enfatizar esta distincion fundamental en Estadistica se habla de pro-
babilidad para referirse a la regularidad estadistica y de confianza para referirse
al ensayo aislado, a pesar de que en el lenguaje cotidiano se mal utilizan como
sindnimos. (en inglés cientifico también existe la diferencia conceptual entre
“confidence” y " probability”).

Regresenado al ejemplo de la radiactividad, para cnalquier muestra de ma-
terial radiactivo se comprueba que es aleatorio e intervalo entre desintegra-
cjones, pero que al considerar gran mimero de estas aparece regularidad, Fsto
periite expresar la "actividad” como el nimero de desintegraciones que ocu-
rren por unidad de tiempo (un Curie corresponde a 10'® desintegraciones por
segundo).

10.3.1 La definicion "a priori” de la probabilidad para el caso de experimentos
aleatorios totalmente especificados en sus resultados posibles.

Si se conocen todos y cada uno de los resultados posibles del experimento y
ademas confiamos en que ellos se presenten ¢on la misma frecuencia relativa,
podemos enunciar la familiar definicion de la probabilidad "a priori"como el
cociente de el nitmero de casos favorables entre el mimero de casos posibles.

nimero de casos favorables
nimero de casos posibles

P(evento) =

Pero debe quedar claro que csta estimacion "a priori” de la probabilidad
solaniente se tornara cierta y adquirira sentido real, cuando el experimento
se haya repetido gran nimero de veces y el limite de la frecuencia relativa
efectivamente coincida con lo previsto.

Claramente esta forma de definir probabilidad sdlo es valida cuando no
existe preferencia alguna para la ocurrencia de cada uno de los " casos” posibles.

En un juego de azar, como la ruleta, se calcula para cada nimero una misma
probabilidad ( 3;) suponiendo que su construccién sea perfectamente simétrica;
pero si no lo fuese, la frecuencia relativa observada al cabo de muchos miles de
lanzamientos, seria mayor que 3 para ciertos nimeros y menor que % para
otros.
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10.4 La probabilidad de diferentes resultados de un

mismo experimento aleatorio. Axiomas de
la probabilidad

En la Matematica moderna, existe tendencia a la axiomatizacion y desde este
punto de vista la probabilidad se concibe conto una cantidad numeérica asociada
a un suceso y que se supone posee ciertas propiedades basicas, expresadas por
medio de axiomas, es decir, proposiciones fundamentales que se expresan y
aceptan sin demostracion. Sin embargo, la descripcién empirica antes vista de
la regularidad del comportamiento de los experimentos aleatorios nos ofrece
una aproximacion mas amigable a las propiedades basicas,

A continuacion estudiaremos las tres propiedades fundamentales de la pro-
babilidad, sin olvidar que también es posible considerarlas como axiotnas,

1. La probabilidad de un evento A es siempre un niimero no negativo o cero,

Habiamos visto que Fr{:4) = & v si efectivamente se realizan n repeti-
ciones, es evidente que e niimero de ocurrencias (r) del evento 'A’ puede
ser alo mds igual a n (st ocurrié en todos los ensayos) y al menos igual
a 0 (si no ocurrid ningina vez).

Para grandes valores de n (inuchas repeticiones), Fr serd un valor aproxi-
mado a la corrrespondionte probabilidad P(A), y es natural exigir que
P(A) satisfaga la misma desiguatdad

0< P(A)<tparatoda AC S

2. La probabilidad de un evento cierto es siempre igual a 1.

Si el evento considerado incluye a todes los sucesos posibles (espacio
muestral) de un experimento, es claro que tal evento ocurrird en todos
los ensayos (repeticiones del experiemnto) y entonces r = n y por lo tanto
Fr = 1. Escribimos pues

PS) =1

hed

La probabilidad de eventos mutuamente excluyentes es igual a la suma de
sus respectivas probabilidades.

St el experimento se repite n veces (ensayos) y el evento'A’ se presentary
veces, el evento 'B' ocurre rg veces y ademas el evento A no tiene sucesos
comunes con el evento H, entonces es evidente que el evento compuesto
'A G B’ (AU B) ocurre ryup = ry + rg, dividiendo esta igualdad entre
n tenemos Fr(AU B) = Fr(A)+ Fr(B).
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Por lo tanto es natural que la probabilidad cumpla ta thisina cenaeion
P(AU ) = P(A) + P(13)

Generalizando tenemos que

PlA, U AU AU L) = Pl + Plda) + P(.‘ls) + ..

donde A;N A, = § paratoda i # )

Ejenplo:

Fu ol caso del dado, la probabilidad del suceso compuesto de que salga
‘vara muiltiplo de 3, es la suma de fos dos resultados individuales qne
cumplen esta condicion (caras '3y 6°),

A que salga ) A= {1}
B e salga 6 B = {6}
S ={12,3,4,5,6}

como los eventos A y B no tienen sucesos en connin, podemos afirmar
(e '

P(AUB) = P(A) + P(B)

mundricamente

PlA) =L P(B) =1 P(A)+P(B)=2=}
- 2
AUB = (3,6) PAUB) ===

La probabilidad de que dos eventos A y B ocurran al mismo ticmpo s
denota camo P(A N B). Para caleularla es necesario contar inicaniente los
resultados en los que se cumpla el evento A y ol evento B,

Ejemplo:

Supongamos que entramos a una venta de 5000 libros usados que estdan
desordenados, de los cuales 2000 tratan de Quimica, pero solamente 800
incluyen el tema de Cristalografia ( otros libros tratan este tema, pero
son de fisica), la probabilidad de libros tomados al azar sean de Quimica
y traten de Cristalografia, viene dada por cociente 2%,
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10.4.1 Algunos teoremas sobre probabilidad

En conjuntos utilizamos la notacién A para referirnos al conjunto complemento
del conjunto A, en probabilidad el conjunto A es un evento, por lo que si se
nos pide calcular la probabilidad de A, tendremos que calcular la probabilidad
de que no ocurra el evento A,

TEOREMA 1

P(A) = | — P(A), donde A es el complemento de A con respecto a S.

Demostracién; Sabemos que AUA = § de modo que P(AUA) = P(S), pero
subemos que [/(S) = | por ol arioma 2, entonces P(AU A) = 1, Como
AQA =W podemos aplicar ol arioma 3 y entonces P(AUA) = P(A)+
PCA). En conseencacia P{A)+ P(A) = 1 y por lo tanto P(A) = | -
P(A) a.

TEOREMA 2

P(ANB) = P(B)-P(AND)

rostracion: A uriliemonos de lu figura para observar que:

B=(AnB)u(snB)

Entonces P(B) = P ((Zin B) u(an B)) . Pero (Eﬂ B) NANB)=4¢
porlo que aplicamos el azioma 3 y P ((Zﬂ B) u(an B)) =P (Zﬂ B)+
P (AN B) finabnente P (B) = P (A0 B) + P(AN B) o,

LA PROBABILIDAD DE DIFERENTES RESULTADOS DE UN MISMO EXPERIMENTQ ALEATOQRIO.
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TEOREMA 3

P(AUB) =P (A)+ P(B)=-P(ANB)

Demostracién: Observemos que AU DB = AU ('A'n B) (ver figura):

% A‘n
A B

entonces P(AUB) = P (/1U(ZﬂB)) Como ANANDB = @ ( eventos
mutuamenle crcluyentes ) por el azioma 3:

P (A u (:iﬂ B)) =P(A)+ P (/_fﬂ B) y uplicando el teoremn 2:

PA)+P (?in U) = P(A)+P(B)-P(ANB) y porlo tanlo concluimos que
PAUB)=P(A)+ P(B)=P(AND) Q.

1§

10.5 Probabilidad de un evento condicionado a la ocu-

162

rrencia de otro evento

Se llama probabilidad condicional a la probabilidad de un resultado cuando
st ocurrencia estd a la vez condicionada a que antes o a la vez ocurra tambicn
otro resultado deutro del misnio experimento.

L.a presentacion de una enfermedad llamada Hemofilia proporciona un ejen-
plo de probabilidad condicionada, ya que para que el nacitniento implique ries-
gos de enfermedad antes debio cumplirse la condicion de que hubiese nacido
un varon. :

Para referirse a este tipo de probabilidad se utiliza la notacion :

P(llemofilia/ varon)

El valor numérico de esta probabilidad viene dado por el cociente de la
probablidad conjunta del evento "Hemofilia y varén” entre la probabilidad del
evento "varon”,

Si de la secuencia total de n repeticiones de un experimento aleatorio, con-
sideramos la subsecuencia de r4 veces en que ocurrid el evento A, podemnos
hallar algunas veces en que también ocurrié otro suceso no excluyente B esto
se indica: rqng .
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La razon 2422 indica el nimero de veces que ocurrié B condicionado

al hecho de que se haya presentado A. Y en forma analoga lo contrario.
. . . Liag
Para las frecuencias relativas se tendrd:  Fr(BIA) = =8%— y cuandon

3 T n
sea grande se aproximardn a la probabilidad

P(ANB)

P(BIA) = =5

10.6 Asociacion de experimentos aleatorios con y sin

condicionamiento reciproco.

Cuoando se consideran dos experimentos aleatorios, es fimdamental establecer
si las probabilidades de los eventos asociados a los misimos, son o no afectadas
por ¢l resultado del otro experimento,

Si consideramos familias con dos hijos, el sexo del primero no condiciona el
sexo del otro, de Ja misma manera, el resultado del lanzamiento de una moneda
o resulta condicionado por el resultado que hayan dado sus lanzamientos
previos,

Por el contrario, si de una misma esfera estamos extrayendo bolillas (como
en los sorteos) y no se reponen las bolillas, es evidente que va aumentando la
propercion de los que no tuvieron suerte, y por lo tanto cambia su probabilidad
de ocurrencia.

Consideraremos por separado ambos casos en {os dos numerales siguientes

10.6.1 La probabilidad de coincidencia de dos sucesos aleatorios independientes
es igual al producto de sus probabilidaddes individuales.

Consideremos la probabilidad "a priori” de que en familias que tengan dos hijos
ambos sean varones. Vimos ya que el sexo de cada uno de ellos se determina en
forina independiente en eada fecundacion, ya que al évulo se acercan millones
de espermatozoides la mitad aproximadamente portadores del cromosoma " X”
y la mitad portadores del "Y" |, pero solamente uno de todos ellos (al azar)
fecunda.

El espacio muestral consta de cuatro sucesos posibles:

Primer hijo | Segundo Hijo
mujer mujer

mujer hombre
hombre mujer

hombre hombre

ASOCIACION DE EXPERIMENTOS ALEATORIOS CON Y SIN CONDICIONAMIENTO RECIPROCO.
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El resultado que nos interesa ("hombre,ombre™) es uno de entre enat:
por lo tanto:

P(hombre, hombre) = %

Pero también vemos que dicho resultado es el producto de multiplicar entre
st las probabilidades de que naciese varon el primer hijo y vardn el segundo.

En forma mads estricta, el criterio de independencia puede enunciarse de la
siguiente manera:

P(A/B) = P(A) ytambién P(B/A)= P(B)

es decir, que la probabilidad condicional del suceso es igual a su probabilidad
incondicional.

P(A/B) = BoB) - p ()

de aquy

P(ANB) = P(A) P(B)

Enfatizamos que este resultado sdlo es vilido si los eventos son indepen-
dientes,

Ijemplo:

Supongamos que los nimeros presentados en la siguiente tabla dan las
probabilidades de que un individuo seleccionado al azar caiga en una de .
las categorias "fumador " o "no fumador”

Contrae Cancer No contrae cancer
Fumador 0.50 0.20
No Fumador 0.10 0.20

Si F es el evento de un individuo seleccionado al azar fume , y C es ol
evento de que el individuo contraiga cancer, tenemos que:

P(FNC)=050, P(FnT)=020, P(FnC)=0.10,
P(FNT) =020

y como (ver teorema 2)

P(F)=P(FnC)+P(FNT) =01

P(C)=P(FNC)+P(FNC)=06 .
velnos entonces que

P(FNC)=05#(0.7)(0.6) = P(F)+ P(C)

de modo que F y C no son eventos independientes,
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10.6.2 La probabilidad de coincidencia de dos eventos encadenados entre sf por
un condicionamiento probabilistico.

En una bola hay 10 bolillas de las cuales 8 son rojas y 2 negras. La probabilidad
de sacar bola roja en un primer sorteo es de 5 = 0.8, pero si no se repone a la
esfera la bolilla extraida, antes de un segundo sorteo, entonces la probabilidad
de sacar "roja" sera menor si previamente salié roja.

P(roja,roja) = 5 = 0.78
por el contrario, si el primer sorteo hubiese dado negra, entonces:

P(roja,negra) = 3 =0.89

10.7 La construccién de modelos probabilisticos para
representar situaciones de la vida cotidiana,
y la utilidad prdctica de tales modelos.

En un control de calidad correspondiente a {a produccion de televisores, de en-
tre 5 de éstos inspeccionados al azar se hallan 3 defectuosos, pero el fabricante
de la maquinaria aseguraba que la misma produciria, a lo mas, un 10% de de-
fectos. Para decidir si este resultado podria ser debido exclusivamente al azar,
(siendo cierto el nivel supuesto de 10%), nos vemos necesitados a construir un
modelo probabilistico para saber con qué {recuencia podrian ocurrir resulta-
dos como el hallado (3 en 3) si la probabilidad de ocurrencia de televisores
defectuasos efectivamente fuese 0,10,

Admitiendo que la ocnrrencia de defectos en un televisor no resultase afec-
tada por la calidad de los televisores producidos antes, entonces estarfamos
considerando la ocurrencia del evento compuesto ¢ "3 defectuosos y 2 bien" .
De acuerdo a lo visto anteriormente tendremos que:

D : televisor defectuoso

B : televisor bueno
P(D,D,D,B,BYy=P(D)-P(D)-P(D)-P(B) P(B)
P(D,D,D,B,B) = [P(D)'- [P (B)}

Pero la secuencia "D, D, D, B, B” es solamente una de las 10 secuencias
posibles que satisfacen la condicion "3 defectuosos y 2 buenos”, ya que lo que
nos interesa es el total de defectuosos ocurridos en la muestra y no su orden
de presentacion,

LA CONSTRUCCION DE MODELOS PROBABILISTICOS PARA REPRESENTAR SITUACIONES DE
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De acuerdo a lo visto en el capitulo correspondiente a Analisis Combinats-
rio, el calculo anterior corresponde al niimero de combinaciones de 5 elementus
con 3 repeticiones:

5C3 = 'T%! =10

De modo que el modelo probabilistico completo quedaria escrito :

P(3D y 2B)=Cy:[P(D)]-[P(B)
que con nuestros datos serd
P(3D y2B) =10-(0.10)* - (0.9)* = 10.0.001 - 0.81 = 0.008

Se concluye que un resultado como el hallado ocurre por azar solamente
8 de cada mil veces, por lo que resulta inverosimil suponer que el proceso
productivo tinicamente produzca 10 %, de televisores defectuosos.

Obviamente, la Estadistica no permite descartar la posibilidad de que se
hnbiese presentado en nuestro caso uno de esos resultados excepcionales (que
ocurririan solamente 8 de cada mil veces), pero si podemos tener confianza
en e a nosotros nos haya sucedido uno de los resultados que ocurren con
mucliisima més frecuencia (920 de cada mil veces).

Con rigor cientifico, afirmamos, con nivel de confianza del 1 — 0.0081 =
0.992(99.2%) que es inverosimil la hipdtesis de que el proceso productivo genere
10 % de televisores defectuosos.

En Ciencia se considera inverosimil a un resultado que puede ocurrir
solamente 5 de cada 100 veces o menos. En el Capitulo siguiente se justificard
este criterio unanime internacional.

Para finalizar, repararemos en que heios usado el término de confianza y
no de probabilidad para referirinos a nnestra conclusion estadistica, ya que
tinicamente se efectud una vez el experimento aleatorio de tomar 5 televisores
al azar. Aunque si efectuamos el cilculo de PROBABILIDAD para arribar
ala DECISION ESTADISTICA, a la cnal le otorgamos un valor de CON-
FIANZA.

10.8 La aplicacion de modelos probabilisticos para des-

— urales,
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cribir e interpretar fendmenos en ciencias nat-

Para que ocurra una reaccién quimica es preciso que las moléculas involu-
cradas se encuentren entre si en el espacio y el tiempo y que lo hagan ademas
en la posicion adecuada para que ciertos detalles estructurales embonen co-
rrectamente con los complementarios de las reciprocas, y tal requerimiento
geométrico va a determinar una Probabilidad de choque efectivo.

PROBABILIDAD



La ocurrencia de encuentros efectivos determina el niimero de reaeciones
que ocurran por unidad de tiempo, y esto se manifestard como "velocidad” de
la reaccion (-%’-).

El nimero (V) de moléculas de un reactivo disminuye durante el curso de
la reaccién, y como cada vez quedan menos, la reaccién se va enlenteciendo,
toda vez que la probailidad de choque efectivo (') no cambie -4 =K -N

Esto explica la "cinética de primer orden” que es una caracteristica general
de muchisimos procesos fisico-quimicos, cuya expresién integrales N = Ng-e=**
donde Ny es el nimero de moléculas existentes al inicio del tiempo considerado.

Las leyes de Mendel nos ofrecen un ejemplo de interés historico acerca de la
utilizacidn del modelo probabilistico como criterio. Si en una poblacion existe
por cjemplo, un gen con frecuencia relativa esperada (probabilidad) de § y los
individuos de esa poblacién se cruzan entre si al azar, las frecuencias relativas
para muestras de 5 individuos cada una :

st st si s st (P(sN)P(s)) P8 P(s0) P(sT) = P(si)®
st st st no si: P(s1) P(s1) P(s1) P(no) P(si) = P(si)? - P (no)

Como las frecuencias obervadas en gran mimero de apareamientos de 5
coincidieron razonablemente con las prediccion tedrica, se concluyé que la ley
resultaba una buena prediccion.

Pero, para terminar este capitulo advertiremos la diferencia entre las leyes
de tipo "deterministico” y aquellas (como la de Mendel) que tratan de regu-
laridades estadisticas,

La Ley de la Gravedad de Newton es una ley deterministica, en el sentido
de que nos dice con qué fucrza es atraido un objeto de cierta masa en cierto
lugar del planeta y a cierta altura respecto al suelo,

Pero esta distincién debemos "tomarla con pinzas” porque al intentar com-
probar experimentalemte el calculo aparecen errores de medicién que son im-
predecibles en el ensayo individual, aunque regulares "a la larga”,

LA APLICACION DE MODELOS PROBABILISTICOS PARA DESCRIBIR E INTERPRETAR FENOMENOS
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11. ESTADISTICA

11.1 La descripcion como un paso previo a toda prediccion.

En todas las actividades humanas resulta imprescindible describir de manera
numérica y compacta la informacion acerca de realidades particulares . Pero
sin embargo, en la inmensa mayona de los casos el estudio interesa porque se
desea aproximarse a conocer una realidad mas general,

Asl. por ejemplo, un estudio de mercado considera a un grupo mas o menos
amplio de posibles consumidores, pero lo que justifica llevarlo a cabo no es
conoeer las preferencias de ese grapo. sino utilizar ese concocimiento para esti-
mar enal seri la prefencia en un amplio sector de la sociedad, o eu la soeiedad
toda.

El término "estadistica” deriva de la descripcion de las cosas y asuntos de
un Fstado cou fines de gobierno, Aiin a este nivel, resulta evidente que dicha
descripeion se hace con fines de predecir qué pasaria en afios sucesivos si se
aplicase la misma politica.

sz rs . .

Todos los habitantes de una cindad constituyen una poblacion civil; si hacemos
ahstraccidn de los individuos y consideramos tinicamente el ingreso mensual de
cada uno de ellos, ahora tenemos una poblacién de datos de ingreso mensual
en el sentido estadistico.

Por un lado, hicimos una definicion del origen que tendrdn los datos (todos
los individuos que viven en una ciudad) y por el otro aislamos e} dato que nos
interesa (ingreso mensual) de las restantes variables de cada individuo.

De esta manera la poblacién real queda representada, con fines estadisticos,
por una poblacion de datos individuales, y por una lista de condiciones paramétricas
que especifican de qué tipo de individuos esta formada la poblacién real.
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Las variables estadisticas son variables aleatorias y es preciso distingnir entre
las que provienen de mediciones y las que se originan en calificaciones.

El hecho cotidiano de que no encontremos dos personas exactamente iguales
sirve para comprender que et estudio de un grupo tomado al azar genere un
grupo de datos aleatarios.

En otro orden de cosas, sucede en ciencias, que al medir muchas veces un
mismo ente, ocurre que los resultados varian entre si, y hablamos de que han
octirrido “errores de medida” de monto aleatorio, debido a la accion de un
gran athmero de factores que no podemos controlar o que nos son por complein
desconocidos,

Cuando medimos la estatura sle cada individuo adulto, el resultado es wna
variable (longitud) que puede adoptar un valor de entre un amplio conjunto e
valores posibles comprendidos en un cierto rango (entre 1y 2 metros); dado
que la cinta métrica tiene apreciacion de un centimetro, hay por lo menos cien
valores posibles para la variable dentro del rango posible.

Si se sustituye la cinta métrica por una regla milimetrada, la apreciacién
es diez veces mayor (mil valores posibies) dentro del rango. Utilizando un
aparato optico de presicién (catetémetro), podriamos tener una apreciacién de
0.1 mn1., y entonces habrian 10,000 valores posibles,

Sucesivamente, la apreciacion de la medida podria anmentarse, y también
anmentaria el wimera de valores posibles, hasta hacerse indefinidamente grande
cuando el intervalo de apreciacion fuese indefinidamente pequeio. Esta es la
caracteristica de una variable continua.

Como es totalmente imprevisible a priori la estatura que tendrda un indi.
viduo dado (ya que estan siendo tomados al azar), estamos en presencia de una
variable aleatoria con muchos valores posibles, con tantos como el modelo de
los nimeros reales en el intervalo correspondiente; a este tipo de variables se
les laman variables aleatorias continuas o medidas reales..

Por ¢l contrario el sexo de personas tomadas al azar de una poblacion, es
una variable también aleatoria pero que dnicamente puede tener dos valores
(hombre o mujer) , entonces decimos que es una variable discreta o atributo,
en este caso de opcidn binaria,

Ademds vemos que la variable discreta no admite como tal una escala, ya
yue careceria de sentido ordenarla.
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11.4 Pardmetros poblacionales y estadisticos muestrales.

Cuando se considera la totalidad de una poblacidn se puede conacer (por medio
de un censo) la proporcion de cada uno de los subconjuntos que la forman; a
estas cantidades verdaderas se les denomina valores paramétricos, Asi, por
ejemplo, existe el promedio de estatura de los hombres de 25 afios que habitan
en el Distrito Federal, aunque sva indeterminable a los fines practicos,

En la inmensa mayoria de la situaciones, no podemos estudiar a toda la
poblacidn y entonces estudiamos una muestra de la misma, y conflamos en
que los subconjuntos de que la poblacidn consta se hallen proporcionalmente
representados en la muestra,

Las cantidades calauladas a partir de los datos que forman una muestra, se
llaman valores estadisticos nwestrales.

Un propasito central de la Fstadistica consiste en estimar el valor de los
pardmetros de una poblacidn a partir de los valores estadisticos de una nwestra
tomada al azar de la poblacion.

115 Ordenamiento de los datos,

11.6.1  Clases. Intervalo y marca de clase.

La lista de valores individuales permite identificar un valor mdaximo y uno
minhmo, y se denomina rango al intervale que separa ambas cantidades,

B} ordenamiento del conjunto de datos se efectiia distribuyéndolos entre
clases diferentes, inscritas dentro del rango.

Para asignar cada dato individual a la clase que le corresponda es preciso
cansiderar intervalos de clase excluyentes entre si, pero que cubran todo e
rango sin dejar huecos, Asi mismo es preciso adoptar un criterio para asig-
nacion de aquellos valores individuales que sean iguales a un limite entre clases
contiguas,

Tl inf S i < Tlim osup
Ejemplo:
En la muestra constituida por un grupo de la escuela, las calificaciones
correspondientes a matadticas, pudicron abarcar el rango de 0 a 10,
Definiendo 5 clases para asignar cada calificacion a una de las clases,

podriamos adoptar el criterio siguiente;

PARAMETROS POBLACIONALES Y ESTADISTICOS MUESTRALES. 17
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NA —  0<aliff<c6 — [0,6)
S — 6<eaifi<td — [6,74)
B — T5<ealifi <87 — [T587

MB — 87<elifi <10 -—— [8.7,10]

esto es, que un dato individual de valor 8 (¢, = 8) se asigna a la clase
N - -yt
7.9-8.7"

Nombre Examen | Calificacién
Adriana 6.5 S

Marco 8.7 B
Maricarmen | 5.8 NA

Fidad 6.7 S

Carlos 7.5 B

Alberto 8.9 B

Foriqueta | 9.2 MB

Piar 3.8 MB

115.2 Frecuencia absoluta y relativa de la clase.

La cantidad de datos individuales que pertenceen a una clase dada, coustituye
la frecuencia absoluta o efectivo de la clase. Como puede observarse en los
datos del ejemplo, unas clases tienen frecuencia absoluta mucho mayor que las
otras,

Al agrupar los datos en clases, en realidad estamos condensando la infor-
macion, y un paso mas adelante cousiste en suponer que todos los valores indi-
viduales pertenencientes a una clase dada son iguales entre si, y a su vez ignales
al valor central del intervalo de clase, también llamado marca de clase.

Para que esta forma de condensar la informacion resulte justificada, o«
necesario que el rango incluya muchas clases. En Estadistica aplicada iy
rara vez se consideran menos de 7 u 8 clases.

Con ¢l propdsito de estandarizar las descripciones estadisticas, en lugar
de manejar la frecuencia absoluta de eada una de las clases, se considera sn
correspandiente frecuencia relativa (£r) , resultante de dividir la frecuencia
absoluta entre el nimero total de datos (n):

Fr=>£t

Obviamente, la suma de las frecuencias relativas de todas las clases vale 1.

para cualquier conjunto de datos individuales considerado.
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11.6 La distribucién de las frecuencias relativas de
los diferentes resultados de un experimento

La tabla de las clases y sus respectivas frecuencias relativas correspondiente a
una muestra o al total de una poblacién de datos individuales se llama dis-
tribucion de frecuencias para la variable en la muestra o poblacién consi-
deradas.

La caracteristica mas comiin de las distribuciones de frecuencias en la vida
real consiste en presentar uno o mas maximos de Fr. Es decir, los datos
individuales correspondientes a ciertas clases se presentan mayor nimero de
veces, Mientras que los valores extremadainente altos o bajos son muy poco
frecuentes.

Excepcionalimente, podetos encontrar una distribucién de frecuencia uni-
forme, en que todas las clases presentan la misina frecuencia relativa. Por
ejemplo, la distribucidn de edades individuales en una poblacién bioldgica esta-
cionaria (que no crece ni disiminuye) exhibird fa misma proporcién de individuos
jovenes que de viejos,

11.6.1 Tendencias dentro de una distribucién experimental de frecuencias relati-
vas.

Si clasificamos por ejeruplo. los datos de estatura individual de los alumnos de
quince afos varones del colegio. vemos que clertas medidas se presentan con
mas frecuencia que otras,

El valor mads frecuente eoustituye una moda (el largo de las las faldas
mas usadas por las mujeres de una poblacion, por ejemplo, es “lo que esta de
moda”).

Sin embargo, la moda puede no estar bien definida y ademas la distribucion
de las frecuencias en torno suyo no ser simétrica. Por esto, para caracterizar
la tendencia de una manera mas general, se utiliza ¢l promedio que se indica
(y se lee: "x barra”™):

Z?::l I
n

I =

La idea subyacente al calcular el promedio consiste en determinar cual seria
la estatura individual si todos los individuos fuesen idénticos y en conjunto
totalizasen una misma longitud. Lo que resultaria algo andlogo a determinar un
individuo "ideal” que representase a todo e} conjunto de individuos estudiados,

LA DISTRIBUCION DE LAS FRECUENCIAS RELATIVAS DE LOS DIFERENTES RESULTADOS DE
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Otra manera (menos usada) de resumir una distribucion es la mediana, e
es el valor situado en la mitad del rango.

Si la distribucién es simétrica, concidirdn la moda, la media y la mediana.

Cuando en un conjunto de datos ciertos valores se repiten muchas veces
conviene agruparlos en clases y efectuar el cdlculo de manera abreviada, que
se conoce como de datos agrupadas

F = z,k:tm."Fa
n

donde k es el nimero de intervalos de clase y m; es la marca de clase del
intervalo,

Muchas calenladoras tienen una tecla especial para introducir el valor y o}
mimero de veces que se repite, con lo cual se evita la necesidad de teclear al
dato muchas veces.

El valor que se encuentra en la mitad de la distribucién de los datos ordena-
dos, se conoce como mediana. Cuando se tiene un nimero de datos de orden
par se toma como mediana el valor promedio de los dos valores que estin al
centro de la distribucion.

11.7 Dispersion de los datos individuales en una dis-

——Lribucién

La mayor parte de los datos individuales difieren en un cierto monto del prome-
dio correspondiente al colectivo; se dice que cada individuo posee un desvio
individual :

ey - 7|

Lo tomamoas en valor absoluto porque lo interesante es el tamasio del desvio.

Asi como existe una tendencia de los datos, es obvio que también existe una
tendencia en los desvios individuales, y que esta tendencia ha de estar cercana
al valor 0, lo cual no se explica que no se utilice este promedio de desvios
individuales para caracterizar la desviacién media de los datos,

Para datos no agrupados:

n
P2
dm =l
n

y para datos agrupados:
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nm .
Z my: I a€;
dm =S
n
nm es el mimero de marcas de clase,
Los desvios cuadriticos (x; — F)° en cambio, presentardn una propiedad

fundamental:

la de que su suma se hace minima cuando el valor de referencia corres-
ponde al promedio.

Paraobservar esta propiedad, supongaros un grupo de 9 alumnos y calcule-
mos e} desvio cuadratico de la altura de cada uno de ellos respecto a un valor
de referencia counstituido por el mds alto, por el mads bajo y por el promedio.

Nombre Estalura(X) l - -".l-nl l X anl l ¥ - El ( Y- .F)l

Enrique 192 (¢ 0,2 181 0,08
Javier 1.8 012 0,08 0,02 0,0004
Santiago 1,78 0,14 0,06 04 0,0016
Jorge 1,72 0,2 Q 0,1 0,01
Salvador 1.81 on 0,09 001 0,000
Felipe 1.83 0,09 on 0,01 0,000
Alejandro 1,88 0,04 016 0,06 0,0036
Rodrigo 1,74 0.18{ 0,02 0,08 0,0064
Hugo 1,9 0,02 018 0,08 0,0064
Totales 16,38 05 0,0386

3 a
TR0 dna%2=0088 | A2%. 0

El promedio de los desvids cuadraticos se denomina varianza, y constituye
una medida de la variacion (dispersion ) de los datos,

(zi-%)°
n

Sin embargo, presenta el incoveniente prictico de tener dimension distinta
a la de los datos originales, (parque se elevaron al cuadrado los desvios) . Si
descanos indicar el parecido (la dispersién) entre las estaturas de un grupo
de estudiantes, resulta confuso el expresarla en centimetros cuadrados (por
ejemplo),

Por esta razon se utiliza de manera universalla raiz cuadrada de la varianza
que se conoce con ¢l nowbre de desvio tipico o desviacidn estandar y se indica
con la letra S para una muestra y o sigma para una poblacidn;

> 1/(17:' - %)
n

Por iiltimo, se denomina coeficiente de variacién a la relacién porcen-
tuada entre el desvio estandar y el promedio:
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i Jas poblaciones bioldgicas es excepcional que el coeficiente de variavwm
sea inferior al 1% pero tambidn es ravo que exceda del 20% si las condiciones
para incluir individuos han sido bien definidas,

Los métodos fisico-quimicos de medicion se calibran repitiendo gran mimero
de veces la determinacidn del valor de un estandar invariable. y caleulando
hiego, el coeficiente de variacion, En términos generales, un método aceptable
es dquel cuyo coeficiente de variacion es del 0.1% o menos,

11.7.1 E! histograma: una construccién grifica en que el drea del rectingulo
asociado a cada clase representa la frecuencia relativa con que se presentan
datos individuales pertenecientes a la clase,

La representacion de la distribucidn dJe frecuencias mediante wn grafico carte
sianto de fa frecueneia relativa (1) no resulta adecnada para tas consideracions:
habibuales, ¥ por esto se utiliza el ayea de un rectangulo para indicar la #r con
que nenrren datos pertenecientes a esa clase,

Para satisfacer esta condicion, la alura y el drea de cada rectangulo se
caleala:

avea = (base) - (altura(F'r)) =marca de clase: Fr

altura = Fr (de la clase)

intervalo de clase

Fsta variable se denomina densidad de frecuencia relativa.

Todos los histogramas deben tener la misma drea total porgue corresponile
al 100% distribnido de manera distinta. El nombre densidad es tomado de la
mecinica y hace referencia al hecho de que la masa unitaria estda distribuida
stbre of eje de la variable. A su vez el promedio corresponde al centyo e
gravedad de la distribucidn,

(ieneralmente se conoce como histograma de frecuencias al grafico de barras
v vomo poligono de frecuencias al grafico de lincas.

Fjemplo:
Consideremos las calificaciones de la materia de matematicas de un grapo
de 40 estudiantes del quinto grado de bachillerato:
43,.5,69,65,10,6,98,94,95, 72,
53,63,4,84,96,85,86, 77,78, 71,
.1,68,7,83,74,99,67,76, 72,82,
78,94,74,8,81,57,82,88,8,62
Ordenar y agrupar los datos en clases que midan a lo mds 1 , elaborar una
tabla de distribucidn, obtener la media, mediana, moda,desviacion media.
desviacion estindar y coeficiente de variacion, Elaborar un histograma
de frecuencias relativas y un poligono de frecuencias relativas,
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Clase | Marca |Frecuencia] Frecuencia Fro ) 'Dewh- B R R
) clase | absoluta | relativa |acumulada] Fa.m, | clones |
m Fa Fr — 'M, - ﬂ l"" “ Fa
dex s8] 45 3 0,075 0,075 138 3 9
$<x,s6{ 55 3 0,075 018 16,5 2 6
6<xs7| 65 7 0,475 0,325 455 | ?
T<xs8) 75 12 03 0,625 90} 0 [}
8<xs9] B85 8 0,2 0,825 68 i 3
9<xslo}l 95 7 0,475 ] 66,5 2 4
Total 30, 1 300 “
00
"’7{"-’ ‘-.%_“
o JIWs LY J
Modan?8
Mudow o .L.’.%.L.’... ) C.V.=19.0904%
Histograma de frecuenclas relativas Poligono de frecuencias relativas
0, 0,3
0.2 S '\

.
0,2 & /. L]
N K R A n 3 0
[T SR S s ST SR i
. 2] o ~ a )

1 i n 1 n 1
~t n [T ~ L =1 o

Calificacin Calificacién

11.7.2 El poligono de frecuencia relativa acumulada expresa la funcién de proba-
bilidad correspondiente al experimento que genera la distribucidn,

En lugar de considerar la proporcion de alumnos cuya calificacion los ubica en
determinada clase (ver ejemplo anterior) , podemos considerar la proporcion
acumulada de alumnos cuya calificacién esta por debajo de cierto limite, En-
tonces, esta frecuencia relativa ird acumulando la frecuencia relativa de las
clases (ver figura) y se llamara frecuencia relativa acumulada (Fr,).

Frecuencia relativa acumulads

1 2

0,8 —
& 0,6
0,4

0:2 _/./.
O‘” bl i ] Ll b
vl © ~ Co >
Calificscidn

Alir desplazando hacia arriba el valor 1imite considerado, es obvio que cada
vez sera tnayor la proporcion de estudiantes que quedan por debajo del limite,
hasta alcanzar la totalidad ( Fr,. = 1)cuando se considere un limite superior a
la calificacion del estudiante mds aplicado,
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La representacion grafica de la frecuencia relativa acumulada exhitie v
escalon para cada una de las clases consideradas y va desde el nivel 0 al 1ol
1, esta grifica expresa en realidad la probabiidad de encontrar estudiantes con
una calificacin inferior al limite considerado al tomarlos al azar.

De modo que la altura de la funcion en cada punto corresponde a la pro-
babilidad P(z < limite considerado)

11.7.3 Lo que sucede cuando existe gran cantidad de resultados posibles para el
experimento que genera la distribucidn de frecuencias relativas.

Si en lugar de considerar tinicamente los 40 datos individuales expuestos, se
considerasen 400 datos por ejemplo, al haber 10 veces mas individuos se podrian
formar tres o citatro clases en lugar de cada una de las ¢lascs previaa sin gue
imfluyesen demastado las irregularidades,

A su vez, al existir mayor miniero de clases la diferencia entre los respectivos
rectingulos del histograma se harfa mucho wenor, si todavia creciese mas vl
wiero total de individuos, de nuevo habria mas clases con intervalos mas
estrechos y mas parecidas entre si |

El perfil del histograma se suaviza cada vez mas, hasta aproxiinarse a una
curva,

Otro tanto sucede con la poligonal de frecuencias relativas acumuladas,

En la inmensa mayoria de los casos, observariamos que esa forma limite del
histograma corresponde a una campana (curva normal) con su eje de siinetria
ubicado a nivel del promedio y con sus puntos de inflexion subtendiendo un

arca del 68% total.
ﬂ’r%\
"-

g X X-0

A su vez, la forma limite para la curva de frecuencia relativa acumulada s
una sigmoide con su punto de inflexion ubicado a nivel del promedio y que se
aproxima asintoticamente al valor 0 y al valor I por sus extremos.

v
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11.7.4 Los modelos probabilisticos proporcionan curvas que se ajustan a las dis-
tribuciones de frecuencia relativas observados cotidianamente

A partir de las dos supociones que se explican a continuacidn , se construye un
madelo matemitico que consiste en una ecuacion que genera la curva normal.
Dichas supasiciones son:

o que un valor de separacion es ignalmnete probable hacia ambos lados del
protnedio

o que {a probabilidad de de valores es proporcional a su cercania del prome-

dio,

La ccuacidn del modelo indica la densidad de frecuencia realtiva para un
valor ., una vez conacido el promedio y el desvio estdndar para la distribucion

. I fr-7)°
DER, = -
.\\/27{ 28
Puede verse que tinicamente liguran los parametros s (desviacion estandar
y x {promedio)

11.7.5 Empleo del modelo probabilistico para predecir lo que sucederia si se
pudiese observar a toda una poblacidn o repertir el.experimento infinito
nimero de veces.

Sabemos que el interés mayor es conocer a toda la poblacidn, pero esto es algo
imposible en casi todas las situaciones practicas, De modo que el conocimiento
cientifico se construye mediante estimaciones de los parametros poblacionales
a partir de los estadisticos muestrales, v admitiendo el cumplimiento de regula-
ridades estadisticas nniversales, entre las cuales la mas importante es una cuya
expresion conceptual se enuncia comno teorema del limite central.

Segiin este teorema, si se sacan de una misma poblacién miles y miles de

. muestras de igual tamaro, los promedios muestrales se distribuyen en torno al
promedio poblacional verdadero segin una distribucién normal.

Cuando hemos estudiado, por ejemplo, una muestra integrada por 70 indi-
viduos, nos preguntamos cual serd el valor verdadero del promedio poblacional
que corresponda a la poblacidn, integrada por cientos de miles de individuos.
Para responder a esta interrogante nos basamos en que de acuerdo al teorema,
si se sacasen muchisimas muestras de 70 individuos cada una de la misma
poblacidn, los promedios hallados en cada una de las muestras se distribuirfan
en forma normal en torno al verdadero valor poblacional . Luego, podemos de-
cidir cudles valores hipotéticos acerca del valor poblacional serian compatibles
con el resultado observado en nuestra tinica muestra de 70 indivduos,
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19. ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS

El dlgebra es el estudio de las operaciones, pero el dgebra moderna o contem-
pordnea no se limita al estudio de las operaciones con nimeros, sino que inves-
tiga operaciones con elementos de conjuntos de naturaleza mucho mas general,
como podrian serlo las propiedades simétricas de los cuerpos geométricos por
ejemplo,

A lo largo de este texto hemos estudiado como efectuar distintos tipos de
operaciones entre mimeros, matrices, niimeros complejos y polinomios , pero
ahora estudiaremos cdmo se comportan las operaciones, particularmente las
llamadas "operaciones binarias”,

Cuando tenemos un conjunto en el que podemos realizar una o varias "ope-
raciones binarias” formamos un sistema algebraico gue cuenta con una cierta
estructura dependiendo de las propiedades de las operaciones definidas para
dicho conjuuto,

Pademos encontrarnos con vonjuntos de naturaleza completamente dife-
rente e inclusive con vperaciones distintas, pero que tienen el mismo com-
portamiento algebraico y esto querrd decir que los sistemas tienen la misma
"estructura algebraica”. '

12.1 Operaciones binarias y sus propiedades

El primer contacto que tuviimos con e} algebra fué precisamente una operacion
binaria: la suina,

Una operacidn binaria o ley de la compaosicién en un conjunto es una
regla que asigna a cada par ( de aqui el término binaria) ordenado de elementos
del conjunto algin otro elemento también dentro del conjunto.

Para establecer una relacion entre dos conjuntos cualesquiera A y B debe-
mos contar con una funcién de A en B por medio de la cual a cada elemento
del conjunto A le asociemos un inico elemento de B.

r A
f - \B;
dominio codominio

Ast, por ejemplo si A = {A,0} y B = {a,,7} entonces f : A — B
puede estar dada por la asociacion:

Ar—a
O 3
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el subconjunto {a, 8} de B, se llama imagen de f ; el elemento 4 no es imagen
de ningiin elemento de A bajo f.

Utilizaremos la siguiente notacion para denotar las iméagenes de los elemen-
tos de A bajo f:

f:A—B
A f(A)=a
Or— f(0)=4

Ahora consideremos el producto cartesiano de un conjunto A que se denota
A x A y que consiste en todas las parejas ordenadas de elementos de A, es
decir:

Ax A={(a;b)]| a,b € A}
DeriNicioN:
Sea S un conjunto no vacio,

'na operacion binaria o ley de la composicidn en S es una funcion f :
S x § — S donde (z,y) — f(z,y).

Podemos denotar a la funcion utilizando cualquier simbolo, por ejemplo
fop. Y, @068, X, +, xetc, y por conveniencia denotaremos f(z,y) como z fy.
Si la operacidn binaria f la denotamos como + (suma) entonces (1,2)
+(1,2) = 142 = 3 o bien podemos denotarla como -(multiplicacién) y entonces
() — - (34)=3-4=12

Fjemplo:

El profesor de matematicas de una escuela establece que la calificacion
bimestral se obtiene considerando que el promedio de examenes parciales
cuenta el 70% de la calificacidn y el promedio de tareas cuenta el 30%
.. Constituye esta manera de obtener el promedio bimestral una operacion
hinaria?

Denotaremos la calificacion bimestral como C, el promedio de examenes
como P, y el promedio de tareas como P; entonces:

Co=P.-07+ P03
esta regla esta definida sobre el conjunto:

D={z|z€R0<z<10}
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es claro que el valor de () esta también dentro del conjunto 1), puesto
que el valor de £, esta en D y al multiplicarse por 0.7 siempre tomard
unt valor entre 1 y 7, andlogamente P, tomard valores entre 1 y 3 que
al sumarse nunca towaran valores menores que O ni mayores que 10.
Coucluimos entonces, que esta forma de calcular el promedio si constituye
una operacion binaria,

Otros ejemplos de operaciones binatias son la suma en los naturales, el
producto en los enteros, el valor minimo entre dos valores, la divisién en los
reales, otc,

12.1.1 Propiedades de una operacion binaria

Sea * una operacion binaria definida enun conjunto St

o Cerradura
Sea T un subconjunto de 8. Se dice que T es cerrado bajo la operacion
«siVa,be T, ashel,
Par ejemplo, si consideramos la divisdn e los reales, el subcanjunto de
los enteros no es cerrado bajo la division:

29€Z; i¢lie, +:ixZ-R

En cambio el conjunto de los enteros es cerrado bajo las operaciones
suma, resta y multiplicacion.

¢ Elemento idéntico

Un elemento ¢ € S es un elemento idéntico para la operacién * , si para
todo a € S, ¢ satisface que

avi=1*xa=aqa
¢ Elementos inversos

Para todo « € S existe un clemento al que llamaremos inverso y deno-
taremos cotno a”!, también dentrade S, tal que a™' xa =a*a™' =,

o Asociatividad
Para cualesquiera tres elementos a,b,¢ € S decimos que * es asociativa
si
at(bsc)=(asb)xc

¢ Conmutatividad
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Decimos que la operacién + es conmutativa si

Va,b€ 8; asb=bxa

Fjemplo:
Sea W = {w|w=2n,Yn € N} y la operacidn binaria definida por:

a®b=3a+20+2, Va,be W

a) ;Es W cerrado bajo ®?
Si a y b son elementos de W, entonces tienen la forma a = 2z y
b =2y, asi:
a0b=2rQ2 =3(22)+2(2y)+2 =6z +4y+2=2(3x+ 2y + 1)
el resultado 2(3x + 2y + 1) tiene la forma 2n por lo que concluimos
que esta dentro del conjunto IV y entonces éste es cerrado bajo

h

oFs 2 una operacion conmutativa?
aDb=3a+2042 y bQa=3b+2a+2 entoncesa®@b # hiva
y por lo tanto la operacidn no es conmutativa.

12.2  Estructura de grupo

Los grupos son las estructuras algebraicas mas simples.

Decimos que un conjunto no vacio de elementos G forma un grupo, si en
G esta definida una operacién binaria ® (denotaremos esto como (G, ®)) tal
que:

i) G es cerrado bajo ©O,estoes ,Va, b€ Gia O beG.
ii) La operacidn es asociativa.
iii) Existe el elemento identidad

iv) Cada elemento de G tiene un inverso.

Ejemplo:

Sea G = {1,—1} y tomemos la multiplicacién usual en los reales ;Tiene
el sistema (G, ") estructura de grupo?

es claro que G es cerrado bajo la multiplicacion, ya que:
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1.1 = 1
o=l = =]
-1 = -1
-l =1 = 1

observemos que todos los posibles resultados estdn en G.

evidentemente la operacion es asociativa, el elemento identidad seria 1
porque cualquiera de los dos elementos que tiene el conjunto quedaria
igual a si mismo si lo multiplicamos por | y finalmente los elementos
inversos

1 = |
-1 =1

Concluimos entonces que G si es un grupo.

Ejemplo:

Sea el sistema (Z,-) . resulta que el conjunto de los mimeros enteros Z
respecto del producto - no forma un grupo, no obstante que se cumplen
las condiciones i),ii) y iii) de la definicién, pero la iv) no se cumple, ya
que, en general, para casi cualquier nimero entero su inverso no es entero
y para el 0 ni siquiera existe,

Decitmos que G es un grupo abeliano o conmutativo si en G esta definida
una operacion binaria # y para cualesquiera a,b € G se tienc: a* b= b *a,

Ejemplo:

Sea K el conjunto de matrices cuadradas de orden 2 de la forma:

. 0 ,
1\={(5 y)lr,yex}

y la siguiente operacion binaria :
Ao = A+ B' donde A, B € Ky B* significa la matriz transpuesta de
la matriz B,

Determinar si i forma un grupo abeliano respecto de o, o bien, deter-
minar si (K, o) tiene estructura de grupo.

1. Primero debemos probar que A’ es cerrado bajo o y para ello tomamos
dos elementos de i :

= Iy 0 _ .I?20
A (0 yl)‘ B—'(O yz)
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3 £y 0 R 0 - £y I 0 )
"OB—.(O y:)+(0 *Jz)_( 0 wn+un

esta dltima matriz es un elemento de K, por lo que el conjunto A
os cerrado bajo o,

2. Comprobemos que la operacidn sea asociativa, es decir que :
Ao (BoC)=(AoB)oC, V A, B,C € K, entonces si

[ 0 N E [z O
"‘—(0 !Il),B—(O yz)'c_(ﬂ ya)

_ &Iy 0 b 0 I3 0 _
Ao(BoC) = ( 0 )o[( 0 yg)o( 0 s )] =

&y + (g +13) 0 [ ntaata 0 ) -
0 i+ (y2 +v3) 0 Vit 2+ u

(.l‘| + .)'-.») + '3 0
0 (n+up)+u

3. Aliora debemos buscar si existe el elemento idéntico, es decir

):(Aol))oC

d
L= ( 0' ((1)2 ) donde d,,d; e Z

testalque Aor=104A=A4 VAeK

N 0 d 0 _ r +d, 0
AOL—(O y')o(o ‘12)-.( 0 y1+d2)

como ¢ es el idéntico

I+ dy 0 Y ) 0 = rn+dy =1y = dy =0
0 w+d )] \0 n yotdy =y, dy = 0)
por lo tanto existe un elemento idéntico y éste es:

00
00/

4, Existencia del elemento inverso,
Un elemento inverso debe de cumplir con Ao A=! = ¢, VAe K

= 0 a_fu 0
SCHREE

y a_ [ntn 0 _{00 zy+y =0
Aod —.( 0 .'/:+02)_(0 0)=> Nn+v=0

U = —=I)
Uz = =l
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Asi, el inverso es:

A_l = —-rI 0
0 -

Hemos demostrado hasta el momento que A" es un grupo, ahora sélo nos

falta verificar si se cumple la propiedad conmutativa para K forme un

grupo abeliano, eutonces debemos probar que:

VA,Be 2, AoB=DB0A

Iy 0 €2 0
A= , B=
‘ ( 0 yl) ( 0 yr)

B T T (S L I
.\on_( 0 ,:/."r.u:)“( 0 y2+.'n)'B°A

Porlo tanto concluimos que A con la operacién o toma la estructura de
un grupo abeliano.

12.2.1 Propiedades fundamentales para grupos

Si G es un grupo con una operacion binaria , entonces:

a)

b)

el elemento identidad (neutro) es tinico

Demostracién:

Si el elemento identico s 1 ya € G, se tiene que a %t = t + a = a,
ahora supongamos que eriste otro elemento idéntico ' y hacemos a = ¢,
tendriamos que ' x1 = 1%1' = 1!, pero como 1 es idéntico para » , entonces
txt =0xd =1, en conseenencia ' = ¢ y por lo tanto ¢ es tinico, O

todo a € G tiene un inverso tinico en G
Demostracién:
Sia~V es el inverso de a y o es el idéntico, tenemos que:
axa™' =a ' va =1, supongamos que eristiera otro inverso dentotado
poray! tendrimos que ava;' = ay'va = o aplicamos « con a=* en ambos
lados de la igualdad anterior y:
a ! (n «ai') = a7' «1, como G es un grupo cumple la propiedad
asociativa y entonces:

a'va)sai' =a v Bvai =a e eway = va!

. t
y esta igualdad sélo puede satisfacerse si a;' = a=', por lo tanto a™' es
tinico. O
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12.3 Homomorfismos
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c¢) para todo a € G.(a")' =a
d) paraa,b€ G, (ax* b)) =b"1+a"?

Cuando tenemos un sistema (G, *) con estructura de grupo, es posible que
algunos subconjuntos de G , con la operacion *, también tengan estructura
de grupo y entonces decimos que son subgrupos de G. Mas formalmente
podemos definir un subgrupo en la siguiente forma:

DEFINICION:
Sea ((,+) un grupo y sea S C G, se dice que S es un subgrupo de G para
la operacion «, si (S, #) es un grupo,

Ademas de la estructura de grupo, estan las estructuras de anillo y de
campo, que son mas completas que las de grupo y se refieren a un conjunto y
dus uperaciones binarias definidas para el mismo. Aunque no profundizaremos
en el ostudio de estas estructuras, vamos a dar una breve explicacion de este
coneepto,

Sea (¢ un conjunto no vacio en el cual se definen dos operaciones bhinarias
(+, 1), entonces G es un anillo si es un grupo abeliano para * y ademas cumple
con las propiedades de asociatividad para M y distributividad de ™ sobre .
Fjemplos de anille son: el conjunto de los mimeros enteros con la adicidn
y la multiplicacidn, las matrices cuadradas de orden n con la adicion y la
multiplicacidn , los polinomios con la adicén y la multiplicacidn.

U'n campo o cuerpo G es un conjunto en el cual se definen dos operaciones
binarias (+,) de tnodo que (G *) y (G,) tienen estructura de grupo abeliano
y se cumple la propiedad distributiva de X sobre # por la izquierda y por la
derecha, esto es:

VYa,bce G

a(bec)=(aMb)*(aMc) y

(bec)Ma=(bNMa)*(cHa)

Como ejemplos de campo estan el conjunto de los nimeros reales con la
suma y nmltiplicacion, el conjunto de los complejos con la suma y multipli-
cacion, el conjunto {a +v2b|abe Q} con las operaciones de suma y multi-
plicacion,

El concepto de homomorfismo es una idea central dentro del dlgebra moderna,
El término homomorfismo viene el griego "homos” - mismo y "morphe” - forma
y en este caso nos referimos a estructuras algebraicas que presentan la una
forma muy parecida entre si. La idea central de homomorfismo consiste en
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una aplicacion de un sistema algebraico a un sistema algebraico analogo que
mantiene la estructura.

DEFINICION;

Sean Sy T grupos con operaciones binarias denotadas por *y A respec-
tivamente, Sea f : .S — T una aplicacion tal que

J(si#82) = f(s1)Af(s82) 8,%€S
entonces decimos que f es un homomorfismo.

Si tenemos dos elementosen S (81, 83) y con ellos efctuamos la operacion »
y después le aplicamos la funcion f, el resultado de ésta serd igual a aplicar la
funcion a sy y a sa (f(sy) f(s2)) ¥ lnego efectuar la operacién A entre ambas,

Fjemplo:
Consideremos el grupo que forma el conjunto de los nimeros reales R
con la operacion adicion, el grupo que forma el conjunto de los reales
positivos £t con la operacion multiplicacion y la funcién f: RY — R
definida por f(r) = logr (r es positiva puesto que el dominio de la
funcion es f£*). Probar que f es un homomorfismo.

Primero tomamos dos elementos dentro del conjunto R* : z y y, efectu-
amos entre éstos la operacion multiplicacion z -y y aplicamos la funcién
fr-y)=logz-y

pero sabemos el el logaritmo de un producto es igual a la suma de sus
logaritmos, entonces;

[(x-y)=logr-y=logr+logy = f(z)+ f(y)

por lo tanto f si es un homomorfismo.

) Ejemplo:
Sean el grupo (R, +) . el grupo (R - {0} ,-) y la funcién ¢ : R = R—{0}
definida por ¢ (a¢) = 2*.Determinar si f es un homomorfismo.
Ty € R x+y = f(r+y) =2 aplicamos las leyes de los exponentes
y ast;
[ (+y) =24 =20 2= [ (2)- f(y)

concluiinos entonces que f es un homomorfismo.

HOMOMORFISMOS - 189



190

12.3.1 Isomorfismos

Si tenemos una funcién f que es un homomorfismo y ademds f es biyectiva, se
dice que la funcién f es un isomorfismo.

Recordemos que para que una funcién g sea biyectiva tiene que cumplir con
las dos siguientes propiedades:

o g es sobre (suprayectiva), es decir todos los elementos del contrado-
minio son imagen de la funcién g.

o g es uno a uno (inyectiva), a cada elemento del contradominio le
corresponde uno y sélo un elemento del dominio.

Ejemplo:
Sea el conjunto M de inatrices diagonales de orden 2 con elementos reales

y el conjunto R? de las parejas ordenadas de nimeros reales, ambos
conjuntos con la operacién suma. Definimos una funcion ¢:M — R? con

la regla
f(( : g)) - (ab)  (a,bER)

Determinar si g constituye un isomorfismo.
Comenzamos por tomar dos elementos dentro del dominio,

R 0 A 0
=los) Y 5\od
y los operamos con la suma
a 0 c 0
(0 b)+(0 d)

ahora aplicamos la funcién g

(5 8)+(3 2))=o((75184)) mievanea

por otro lado

s (5 ) o 1))
=(a,0)+(c,d) = (a+cb+d)

entonces
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gy +x7) = g(x) + g(23)

En este punto podemos afirmar que g constituye un homomorfismo, ahora
debemos verificar si g es biyectiva,

Claramente la funcion es sobre, ya que a todas las parejas ordenadas les
corresponde una matriz diagonal de orden 2, es decir no existe ningiin
elemento en el contradominio que no sea imagen de g y ademas la funcién
es inyectiva (uno a uno), cada pareja ordenada del contradomnio corres-
ponde a una sola matriz en el dominio,

Por lo tanto concluimos que g es un isomorfismo,

Ejemplo:

Consideremos los grupos (Z.+) y (W,) donde W = {1,~1,i,~i} y la
funcidn

[ Z = W definida por f (w) =i, ;Es f un isomorfismo?

Probemos primero si se trata de un homomorfismo:

tomamos  y y deutro del conjunto de los enteros y operamos mediante
la suma z + y, ahora aplicameos la funcién f, ast:

flety)=tv =iV = f(x) f(y)
sabemos entonces ya, que f si es un honomorfismo.

La funcién f es sobre puesto que todos los elementos del contradominio
son imagen de f, siempre que elevemos la unidad imaginaria { a alguna
potencia entera, tendremos como resultado alguno de Jos cuatro elemen-
.tos del conjunto W; pero f no es inyectiva (uno a uno) puesto que los
elementos del contradominio son imagen de la funcién aplicada a difer-
entes elementos del dominio, por ejemplo

fMy=it=i y f@) ==

Aunque podriamos afirmar que la funcion no es inyectiva simplemente
observando que un conjunto (Z) es infinito y ¢l otro no (W), por lo
que resultaria imposible que a cada elemento del contradominio le corre-
sponda uno y solo uno del dominio.

Por lo tanto f no es isomorfismo.
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