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[ PROLOGO. }

Uno de los temas poco recurridos por la comunidad actuarial de nuestra
Escuela Nacional para la presentacion de tesis es el concerniente a la wm:bn
de tablas de mortalidad y por ende cualquier técnica que se encuentre relacionada
conella,

Uno de los temas de gran relacion con la construccién de estas tablas es el
trabajo de graduscién que, como veremos, es el toque final en la construccién de
cualquier tipo de tabla de decrementos. Al igual que cualquier materia, estas
técnicas han ido desamrollandose con el paso del tiempo. Ea principio la
. graduacién se llevaba a cabo por métodos gréficos, i.c., se graficaban los datos
que se tenfan y luego se iba comrigiendo la curva resultante hasta obtener una
curva suave y contioua. Luego se pasaron a métodos mds sofisticados hasta Negar
a aquellos que involucran un conocimiento més profundo de las Mateméticas, el
Céiculo y I Estadistica, - )

Por lo tanto una de las principales fuentes de motivacién para realizar Ia
presente tesis fue el de poder difundir un tema de tanta importancia en el campo
actuarial y que tan pocas veces tomamos en cuenta. Recordemos que el cilculo
actuarial no existiria sin las Hamadas tablas de decrementos, lldmense de
mortalidad, de invalidez, rotaciém, etc., puesto que junto con los elementos
financieros son el corazéa de todo trabajo que presuma de llamarse actuarial.

Es interesante ver como ¢l desarrollo de estas técnicas de graduacion nos
lleva a splicar conocimientos de materias que muchas veces durante nuesira
formacién profesional como actuarios cuestionamos para que nos servirén, Fue
realmente satisfactorio encontrer que al desarrollar el presente trabajo de tesis
todos ¢sos comocimientos sdquiridos sobre Célculo Diferencial ¢ Integral,
Estadistica, Métodos Numéricos y Algebra Lineal entre otros, se hayan fusionado
de tal forma quo sin su ayuda hubiera sido imposible fundamentar y desarrollar
técnicas tan caracteristicas de nuestra profesién como lo es la creacion de tablas
de decrementos. .

También Ia que suscribe el presente trabajo exhorta a cualquier otro
estudiante que ande buscando tema de tesis y que se interese por este tipo de
cosas a que complemente y/o corrija este trabajo con la construccion de una tabla
de mortalidad para hombres y otra para mujeres confiables que ain a la fecha en
nuestro pafs no existen. Se hace la distincién entre mujeres y hombres porque
recordemos que el comportamiento de la mortalidad entre los dos sexos es



' ‘Idiferentes y que esta diferencia debe ser tomada en cuenta para. que asf los
cdlculos actuariales sean més representativos que al utilizar una sols tabla para
ambos sexos.

Por «ltimo Ia que ha realizado el presente trabajo esté consciente de que

. existen fallas en el ejemplo prictico pero también espera que en un futuro esto sea
" mejorado y cosregido por alguna exposicién posterior.

GGLV.

Marzo, 1995,




N E . INTRODUCCION. |

La Graduacitn tiene por tarea el convertir en curvas suaves y continuas las
curvas de eventos en los que firmemente creemos que existe una interrelacién
entre sus vecindades y que no lo representan debido a que aun se observen

cambios bruscos que no concuerden con nuestra creencia. Ejemplo claro, y por '

demads recurrido en esta tesis, es el caso de la mortalidad donde la interrelacién
consiste en un aumento de la probabilidad de muerte segin aumente la edad del
individuo (con excepcion de los primeros afios de vida en que la mortalidad suele
ser mas alta que en edades posteriores), es por eso que se busca que 1a curva se
suavice y no presente picos que sugieran cambios muy drdsticos de
probabilidades de muerte de edad a edad. Ademds la curva debe ser continua
dado que aunque la costumbre sea la de representar en las tablas de mortalidad
sélo las edades enteras no se puede negar que este fenémeno puede presentarse
en cualquier momento de 1a vida de un individuo,

Para lograr esto se recurre a las llamadas técnicas de graduacion. Para
nuestros propdsitos utilizaremos dos de ellas (Whittaker-Henderson y Bayesiana), -
lo cual no significa que sean las unicas.

Entonces:

1. El objetivo del presente trabajo es el de realizar una comparacién entre
las técnicas de graduacién de Whittaker-Henderson y 1a graduacién de Bayes con
Ia finalidad de poder aplicar algtn tipo de criterio cuando se esté a punto de
escoger entre alguna de ellas para poder llevarla a la practica. Esta decisién
deberd basarse en las ventajas que ofrezca cada técnica con respecto a la otra.

2. Existe otro objetivo que se pretende alcanzar y que es el demostrar cuan
importante es el graduar la informacién que se utilizars como tablas de
decrementos en los cdlculos actuariales ya que si no se realiza dicha graduacién
esto causard que los cdlculos obtenidos luzcan poco consistentes entre si.

3. La hipbtesis existente antes de concluir el trabajo era la siguiente:

La técnica de Whittaker-Henderson es la mas sencilla de aplicar por las
herramientas de célculo utilizadas, sin embargo los fundamentos teéricos de la
graduacién de Bayes son més atractivos puesto que involucran la utilizacién de
informacién ya existente que pueda servir de respaldo.



CAPITULO UNO.
NOCIONES BASICAS DE LA GRADUACION.

1.1 Definicién de graduacién. |

Antes que nada es de suma importancia comprender a que nos emmosA'
refiriendo cuando hablamos de graduacién y en que casos, y que cosas, podemos
graduar.

No toda Ia informacién es susceptible de graduarse.

Se puede graduar toda aquella informacién en la que después de haberse
calculado estimaciones iniciales se sospeche que existe una interrelacién entre las
vecindades de las estimaciones qu: generalmente representan Secuencias de .
datos, por ejemplo, al medir el grado de desnutricién en nifios de diferentes
estratos econémicos entre cero y un afio de edad, se espera, en general, que entre
mayor sea la solvencia econémica de los padres el grado de desnutricién vaya

- disminuyendo. De acuerdo con esto supongamos que nuestras estimaciones

inicigles al ser graficadas muestren el siguiente aspecto:

PESO/XG,

" 800

SALARIOS MINIMOS

o 1 3 5 10 18 -] 0

.. Por supuesto se debe tener en cuenta que lo aqui se presenta se trata
solamente de un ejemplo ficticio que nos ayudars a comprender lo que estamos
explicando.

o pbservamos que la grifica presenta picos, esto contradice a lo que
mtumvamen.te proponfamos de que a mayor solvencia econémica menor el grado
de desnutricién, es decir, nuestra 16gica nos indica que la grifica deberfa ser Ia de




P 'uua funcién monétona creciente (sih saltos) y continua, lo que nos hace pensar

que ain falta algo por hacer.

Esto que nos falta por hacer y que logrars uns curva continua creciente es lo’
que llamamos graduacién de 188 estimaciones iniciales.

El proposito de 1a graduacion consiste, entonces, en obtener una curva
representativa del fondmeno estudiado (en este caso desnutricion vs. solvencia
econdmica) que sea una curva suave y lo més ajustada posible a las estimaciones

originales (o iniciales).
Es decir, also como lo siguiente:

Aquf podemos obsesvar la curva graduada (curva gris) que estd més acorde a
1a idea bésica de interrelacién entre los datos (nutricién creciente a mayor salario)
que teniamos, es decir se suavizé Ia informacién a la vez que se cuidé de que la
nueva curva tuviera un grado de ajuste a 1a original bastante bueno.

Llegado a este punto podemos ver que existen ciertas nociones basicas que
deben ser tomadas en cuenta al realizar la graduacién de estimaciones iniciales:

1.- Por supuesto lo primero a hacerse deberd ser la obtencidn de wna
representacion inicial del fenémeno en estudio (estimaciones iniciales), lo cual se
puede hacer con técnicas estadisticas ya conocidas.

2.- Mejorar Ia representacién de nuestro primer modelo por medio de:

a) suavizacion,




b)ajuste,

que es precisamente lo que llamamos graduacién y que es lo que se
desarrollaré en el presente trabajo.

Es necesario aclarar en este punto que no se estdn juzgando las técnicas
estadisticas conocidas al querer "revisar" las estimaciones que estas nos
proporcionan, es muy vilido en estos momentos preguntarse ;porqué revisar algo
que se supone ha sido obtenido por métodos que ya han sido estudiados y
aceptados? :

La respuesta a esta pregunta la encontramos precisamente en la naturaleza
del conjunto de datos a graduar en el que intuitivamente creemos que existe una
interrelacién entre sus elementos que no ha sido incluida por los simples
procedimientos estadisticos conocidos,

Como ya se habfa mencionado anteriormente no toda informacién (o
estimaciones iniciales) es susceptible de graduarse, en estos casos, lo calculado
con los métodos estadisticos conocidos sera mas que suficiente. ’

Por ¢jemplo:

Podria hacerse una estimacién del cambio en la tasa de natalidad, en un ailo,
de los pafses latinoamericanos ordenindolos en forma alfabética. Sin embargo el
pensar que los pafses en los que su nombre comience con la n-ésima letra del
alfabeto tendrén una mayor (0 menor) natalidad que aquellos que comiencen con
Ia (n-1)-£ésima letra del alfabeto es algo que desde un principio resulta ilégico.

En este ejemplo se puede apreciar como no existe una interrelacién vélida
entre los elementos de la secuencia formada, por lo cual no se puede justificar la’
creacién de una curva continua moné6tonamente creciente o decreciente ajustada a
las estimaciones iniciales. Es decir aquf la estadistica ha hecho lo mejor que es
posible para representar el fenémeno.

En general el incluir al tiempo como variable en estudio nos conduciria a la
creacién de una secuencia de estimaciones dignas de graduarse, es decir en ¢l
cjemplo anterior se pudo haber dicho que en un solo pais en un periodo de cinco
affos 1a natalidad ha tendido a disminuir por lo que la curva que nos represente Ia
natalidad en ese periodo en ese pais debera ser por logica una curva decreciente,
claro de antemano hemos desechado 1a idea de algin suceso extraordinario que



nos pudiera provocar un aumento considerable de natalidad cuando en el afio
_ inmediato anterior ésta habia disminuido.

. FEn base a todo lo anterior podemos ya construir la sngu:ente definicién de
acuerdo al criterio de la que suscnbe la presente tesis:

Definicion:

"Graduar es el arte y la técnica de tevisar estimaciones previamente
calculadas para un fendmeno dado, de tal forma que se incluyan las creencias
Iégicas de interrelacion (habiendo desechado de antemano sucesos extraordinarios
debido a su insignificancia) entre los elementos de la muestra estudiada y asi
formar una curva suave y lo mas agjustada posible a la curva original.

Se define a la graduacion como un arte puesto que en gran medida la
creacion de la curva graduada, dependeré de la habilidad y destreza de quien
realice el trabajo.

Se le define como una técmica puesto que ya existen procedimientos
especificos (como los que mis adelante se tratardn) para llevarla a cabo.

Para concluir esta seccion diremos que hay que notar que graduamos
simplemente lo que hemos observado (muestra) y suponemos que el fenémeno se
mantendrd constante, si queremos crear un modelo que tome en cuenta los
cambios a los que se sujeta el fendmeno en cuestién a través del tiempo!,
estaremos entrando a uma tercer fase en la construccion de nuestro modelo
Illamado proyeccién. Este es un tema de gran utilidad pero que no desarrollaremos
en este trabajo, sin embargo se hard mencioén de un ejemplo que nos ilustrara la
importancia de la proyeccién, en el caso especifico de proyecciones de poblacién
en Demografia:

"..las proyecciones de poblacién son importantes en la
programacién econdmica y social e indispensables para calcular los
requerimientos futuros en materia de educacién, empleo, vivienda,
salud, segundld social. Dichas proyecciones ayudan también a
entender mejor la dindmica de los fenomenos demograficos, pues
permiten estudiar los efectos de las variaciones de las tasas de
natalidad, mortalidad y migracion en la estructura por edades, asi como
predecir el futuro y comprender el pasado. Por su parte, la proyeccién

‘Principalmane ¢l tiempo, puesto que el tie 1 bi 1ot : .
’ d mpo enla gia, actitudes, politicas,
economia, nuevos descubrimientos, etc. politicas

4




B de escenarios deseables permite pmpbnera!temﬁvas alaevoluciéen de
fenémenos demogréficos que pueden provocar efectos negativos en el :
desarrollo del pais,"? : .

[ 12 Natursicza de s graduscion. |

Es nuestra intencién demostrar que la graduacién tiene una naturaleza
 estadistica para asi poder utilizar las herramientas que esta ciencia nos ofrece.

Esta naturaleza estadistica es clara si tomamos en cuenta que- estamos
tratando de estimar lo més correctamente posible las verdaderas tasas de cambio
* en una serie de observaciones con relacién a algtin fenémeno dado que suelen ser
muy irregulares de acuerdo a nuestra 16gica. Al lievar a cabo dicha estimacién se -
" tienen que aplicar herramientas. matemdticas y técnicas estadisticas, sin las
cuales no podria llevarse a cabo la graduacion, Comprendiendo esto serd més
filcil el entender el porqué de la utilizacién de conceptos tales como variable
" aleatoris, media, varianza, intervalos de confianza, etc., en las diferentes técnicas
de graduacién.

La tnica diferencia es que la estimacién estadistica se basa exclusivamente
en los datos observados y ahi finaliza su tarea, mientras que la graduacién toma
las estimaciones iniciales conjuntamente con esa creencia que se tieme de
interrelacién entre Ias vecindades de las estimaciones y a partir de ellas realizar su
trabajo revisindolas y convirtiéndolas en estimaciones finales o graduadas.

| 1.2.1 Clasificaciones. . - |

La graduacién se divide principalmente en dos tipos de métodos:
1.- Graduacién de estimaciones iniciales en forma tabular (tablas).

2.« Graduacién de estimaciones iniciales representadas por una funcién, es
decir en forma paramétrica.

Un buen ejemplo del primer caso son las tablas de mortalidad, invalidez,
rotacién, y en general las tablas de decrementos tan utilizadas en el trabajo

- actuarial,

30rdorica Mellado, Manuel. La poblacion de Mixico en los albores del siglo XXI: Jprediccidn o
proyeccion? Comercio Exterior. México, julio de 1993. p. 634,

E)




‘ Pam el sogundo caso tenemos aquellas funciones clésicas repmsentanvas de
~ ' la mortalidad tales como el modelo de Gompertz: . :

b =hg®*

o bien ¢l modelo de Makeham:
’x=kf“cx

que como bien es sabido representan apropiadamente la tipica curva de 1,
sobre un considerable rango de edades.

Endmémuabajoumtarﬂcontécnimdegmd\mcibnpan
estimaciones iniciales en forma tabular (primer caso) dado que es mas comun
* encontrarlas de esta forma que representadas por medio de una funcién. Dichas
técnicas son:
«Graduacién de Whittaker-Henderson.
+ Graduacién de Bayes.
{____1.3 Importancia de Ia graduacién dentro de trabajo actuarial, I

Se comenzark esta seccién haciendo una cita:

"El sctuario espera poder utilizar sus tablas de mortalidad pars hacer
. chloulos de primas, reservas, snualidades y demis, No existe ganancia
slguna en el suponer algo distinto al hecho de que la mortalidad varia
en forma regular y continuamente. Irregularidades caprichosas en las
tablas de edad a edad interfieren el orden de progresién de las primas,
efc., que resulta inconsistente con la 16gica comiin de que tales cosas
debcdm ser tegulms. causando asi uma desconfianza bastante
justificable.™

Como sabemos una de las tareas principales del actuario es la de realizar la
construccion de modelos de sobrevivencia generalmente mostrados en forma
tabular (tablas de mortalidad). Estos modelos son necesarios pues sin ellos no

3Miller. Comentario tomado de: Loudos, D. Grad: The » o Winsted,
€ ACTEX publicati 1985, !

P

6



* podria ser posible el calculo de primas para los segutos o las aportaciones a un
. fondo de un plan de pensiones, por citar algunos ejemplos. ]

~ . Dado que el actuario trata con eventos que regularmente forman secuencias -
. "hemos llegado a ia conclusion de que el material utilizado por é1 es susceptible de

. graduarse, un ejemplo obvio es la interrelacién que guardan las tasas de
mortalidad a diferentes edades, éstas deben ir aumentando conforme lo haga Ia
edad del individuo (con excepcion de los primeros afios de vida en que la
.- mostalidad es mayor que en los subsecuentes) y esto a su vez se veré reflejado en
los célculos actuariales que se realicen. Por ejemplo pensemos en un seguro de
vida, de una u otra forma intuitivamente todos creemos que a una persona con
mayor edad que otra debera cobrarsele una prima més alta por un beneficio del
mismo monto, dado que para ella se cuenta con un menor tiempo (debido a su
mayor probabilidad de morir en un tiempo dado por ser més "vieja") para crear el
fondo que le otorgard dicho bepeficio. Generalmente esta interrelacion de la que
hablamos no es tomada en cuenta al calcular las estimaciones iniciales (que son
hechas independientemente por cada edad) provenientes de los censos o de
estadisticas de las empresas, es por eso que tenemos, repito, que graduar todo
este trabajo inicial.

- Aclarado este punto mencionaremos que de aqui en adelante la informacién
a Ia que se haga referencia en la graduacién seré principalmente aquella utilizada
por los actuarios, tales como !a mortalidad, invalidez, rotacién, etc.




CAPITULO DOS.
CONSIDERACIONES ESTADISTICAS, DE PROBABILIDAD Y
DE METODOS NUMERICOS.

*Notacién utilizada...

Siendo el libro "Graduation..." de Dick London uno de los principales
pilares de la presente tesis, se ha decidido adoptar el tipo de notacion por €l
utilizada, que a continuacién scré descrita:

[iSimbolo Significado

x ) El indice que define a la secuencia,

Iy La secuencia de valores reales que serdnf
estimados.

Uy Las variables aleatorias estimadores de iy,
asumidas como  proporciones  binomiales
insesgadas.

ny Los tamafios de muestra (expuestos) en los“
]modelos binomiales asumidos.

Bx Las realizaciones particulares de U, nuestras
estimaciones iniciales (o valores observados) de
ty. ’

lvx ' Las estimaciones revisadas de fy, nuestros
valores graduados.

Ve La variable aleatoria de la cual vy es unal
realizacion particular.

Wy La secuencia de ponderaciones usadas en una

‘ uacion.

Ex La variable aleatoria de estimacion del en'orll
incurrido.

g Las r.eallzaclones particulares de Ey.




2 [ 2.1 Problemas de estimaci¢n.

-2.1.1 Analogia de un proceso Binomial con el comportamiento dela
mortalidad.

Primeramente hay que tener en cuenta que para graduar existen tres cosas;

1, Las t; que son los valores reales que desconocemos pero que
queremos estimar.

2, Las uy que son las estimaciones iniciales con que contamos, y

3 Las vy, valores graduados, que pretenden ser nuestra mejor
"representacién posible de las ¢,

Lo principal al hacer una estimacién inicial de las ¢, es escoger ¢l modelo
que mejor represente el comportamiento de la poblacién dado cierto evento, e.g.
mortalidad, en este caso las ¢, repmentarén la probabilidad de muerte de un
individuo con edad x.

El evento mortalidad, como es bien sabido, se presenta en forma dicétoma,
te encuentras muerto o no.

Cuando hablamos de eventos que sélo tienen dos posibles resultados, éxito
o fracaso, hablamos de procesos Bemoulli (un solo ensayo) o de procesos
Binomiales (varios ensayos).

Recordemos que los ensayos dentro de un modelo Binomial son
independientes entre s{ y aunque la mortalidad no se distribuye exactamente como
una Binomial ya que los ensayos no son independientes (el hecho de que un
individuo sobreviva al préximo afio estd condicionado a que sobreviva este),
podemos considerarlo como tal ya que regularmente el niimero de expuestos en la
muestra es lo suficientemente grande como para que el error que se produce sea

significativo.

Para desarrollar ¢l modelo Binomial correspondiente supongamos que el
resultado aleatorio de un volado (cara o cruz) representara al evento mortalidad
(sobrevivir o no).




F;itonges: '
. Sea ¢ la probabilidad de obtener un cierto nimero de caras en n volados,

N 'pé,ra poder estimar esta ¢ lo que podemos hacer es observar la proporcidn de
‘ocurrencias, lhmémosle u, al realizar estos n volados. : B

Si definimos a H como la variable aleatona que represente el numero de‘
caras obtenidas en n easayos teaemos que:

E[H)=nt y Var(H)=m(l-1)

 Ahora si definimos a 1a variable aleatoria U como la proporcién de carss. ;
" obtenidas en n volados, obtendmmos

U=

ETE]

_que es lo que conocemos como una proporcién binomial, por nmnéé.-" ‘
Entonces:

F(U}=LE[H]=1 -

Var(U) ="L20Var(ﬂ)=.’.g7_l_)

" Hay que recordsr que s una estimacion de ¢ (i.e. u=7),

" Dado que Unos seré de gran utiidad a lo largo de este trabajo, es de interés <
- remarcar las siguientes caracteristicas: )

1 U es un estimador insesgado de t, (E[U]=1).

.loi""f



" 6Ver Auexo Dos,

Ues el estimador de méxima verosimilitud de 1.

: U es también el estimador del método de momentoss.

Notemos que Var(U)= —g——'— lo que significa que Ia varianza de -

"L ung propomén Binomial es inversamente proporcional al tamafio de la muestra,
- propiedad de suma importancia en la graduacién,

) 5. Si n es lo suficientemente grande, la distribucién Binomial de U
~puede ser aproximada mediante una distribucién normalé,

Dado que frecuentemente necesitaremos un valor numérico para la varianza
y viendo que esta esté ligada al valor desconocido de ¢ utilizaremos en su lugar:
ParU) = !ﬂn_‘_'Q

1o cual se justifica porque u =7 .

[ 2.2 Pruebas de suavizacién. ‘ ]

Esencialmente ¢l obtener un indicador del grado de suavizacién en una curva
graduada es meramente relativo. Lo mas fécil es graficar los datos graduados y
observar que tan suave es la curva obtenida. Por otro 1ado si lo quequemnoses
una medida numérica, podemos auxiliamos de las diferencias progresivas finitas .
para comparar el grado relativo de suavizacion en diferentes graduaciones de la
- misma informacién y mds ain, de Ia misma informacién sin graduar, Este nimero
fndice (atil s6lo para fines comparativos, i.e. sin significado por si solo) puede ser
obtenido como la suma de los cuadrados (o valores absolutos) de dichas

;;(sz,. )2

" 4Ver Anexo Uno,
* '5Ver Anexo Uno.




=2 Pog ejmlo, si pensamos qué nuestra informacién es una curva' do
" naturaleza cfibica Jo mis logico es considerar diferencias cuartas (z=4) para
* calcular su suavizacién. -

L

[ 2.3 Pruchas de ajuste.

‘ "Siempre sc ha discutido que los valores graduados no deberian
alejarse demasiado de los valores iniciales; esto es, debe existir algin
grado de afuste entre los dos."”

Una forma de asegurar un buen ajuste de los datos gradvados a los datos

~ iniciales s tomando el miinero de expuestos n, (muestra) lo suficientemente

: grande (ley de Jos grandes ntimeros, proporcion binomial) lo cual implicaria un
mejor ajuste, es decir desviaciones mds pequefias, en comparacion con aquellas
muestras de tamafio mis pequefio con mayor desviacion.

Consideremos las siguientes medidas numéricas de ajuste:
= ;"x("x ~uy)

y

Fy=Fwalvy—ur)?

: La primera tiene una explicacién 16gica, ponderar las diferencias enm l_oé h
valores graduados y los que observamos, sin embargo F tiende a cancelarse por -, :

fo cual es mejor utilizar F, que al elevar al cuadrado las diferencias nos evita los
problemas con los signos. )

Por lo tanto para juzgar esta medida numérica de ajuste tou:x'exhos en cuenta
que si Uy es aproximadamente normal, con:

EUsl=ty » VarUy)=20"1)
. X

7ulx:lon, D. Graduation. The revision of Winsted, C icut: ACTEX publications, 1985,
p. 16.
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Uy =15
Var(Uy)

" ueneunadlsmbucxénzz con 1 grado de libertad, Mésaﬁn,sxcadamde_
= thxesmdependnente,tenemosqw

Wy~tx)* )?
F= ; Var(Us)

" esuna variable aleatoria con una distribucién 22 con n grados de libertad y
" n términos en la suma, ademds sabemos que: :

ElF]=E[ 2y J=n

. Por supuesto que no conocemos las #, pero podemos utilizar las v, que son
- nuestras mejores representaciones de las fy, para poder caléular

f=§wx(vx-u,)2pormediodewx= i TR SUNPO S )
2 v (l-v)) " 1. (-1) " Var(U,)

" 2.4 Conceptos de Métodos Numéricos. T

En el campo actvarial constantemente es necesario obtener Tespuestas
numeéricas a problemas fisicos (e.g. represe.ntambn de la mortalidad). El primer
paso para resolver dichos problemas es el transformarlos en problemas
matemiticos. Asi tenemos por ejemplo la aproximacién de Woolhouse para poder
calcular anualidades pagaderas m veces al afio que nos dice:

8Ver pigina 10.

T K




1,4D

-]

. m?
1 -
"’Dxlgl x4, D [21 e 2’" D"+12m dx

donde:
m = frecuencia de pagos en el afio
Di = Valor conmutado

¥ que ¢s a su vez la representacion numérica o mejor dicho €l méfodo
" numérico en el cual hemos transformado nuestro problema de célculo de
anualidades contingentes psgaderas m veces al afto.

Mixhas veces el encontrar sohiciones numéricas a problemas fisicos
depende de un escenariv de ensayo y error hasta acercarnos a lo que buscamos o
& Jo que nuestra intuicién nos dicte.

La interpolacién cae dentro del campo de los métodos numéricos, y en
. nuestro caso nos serd de utilidad, especificamente para la graduacién de
- Whittaker-Henderson, ya que las téenicas de graduacién que se presentan son
para estimaciones representadas en forma tabular.

Recordemos que llamamos interpolacién al proceso de pasar una curva a
mudemdadoa(ubh)pmmmwwmﬁmondesﬂ'x) para
valores do x que no 86 muestren explicitamente en Ia tabla,

Particularmente, dentro del tema de 1a Interpolaci6n, haremos un recorrido
por ¢l método de diferencias finitas progresivas. Pero primeramente recordemos

la formula de interpolacién de Gregory-Newton, para la construccion de un
polinomio, que nos dice:

2
plw)= f(x,)+éf—-(—-1- J—(ﬁ— u(u -l)+——f-(-llu(u—1)(u-2)+

Ah
: f( l)u(u iy.. u- (n—l)]

W




leemchs ﬁnlm.

- Una diferencia finita (0 sunplemente diferencia) de la ﬁmclén f(x) es sel valor,
" 7. delafuncién en un punto x; menos el valor de un segundo punto x5 :

Algebraicamente, esto se representa como:
S f(x)

.. - Geométricamente las diferencias son representadas por intervalos a lo lnrgo :
~del gje vertical de un plano cestesiano: ¢

! . ZA#U;.) '
I AL —

ik

% X x_;fh.

‘. Las cantidades Af(x,), V/'(x;) » & () son llamadas todas diferencias.
En particular Ia que nos interesa Af (x;) es llamada diferencia progresiva.

: En una tabla, las diferencias se van obteniendo por sustraccién de valores
", sucesivos, ie., f(x)~f(x;) y se les denomina diferencias pmnetas,
ugundas etc, segﬁnsealapnmmmsm. 1a segunda, etc., e.g.




e ."Mh' A CWY)

..m:) Waucla D((nmla thereucla
; primera. segunda, tercera

21

i 27

48 10
37

85

" Entonoes laa diferencias progresivas de esta tabls, se obtienen escogiendo .
*+.. unpunto inicial x, y trazando una diagonal en forma descendiente como se ilustra
- endicha tabla. ;

Generalizando: -

B /RO (L
Af (x“_h)
I ACN A2 (x,,p)
AS(%,08) 8 (x,4)
a2 S ("l+2h)

A

[EAPA (AN
' Af (i)




Expresado algebmcamente

Af(x. = £S5

RS =AF () -A0 (%) i
=[G a) - F -1 ) - f(x,)]
AL 2f(xl+h)+f(xl :

‘ Bfix =821 (x,,)~ A2 £ (x)
=[arey, 0-ar6 0] [ar6, -80@)]
=AS G 2p) =2 () +AS () Lo :
“[f( 1+3;,) fx l+2h)] 2[f( 1+2h)'f(“l+h)]+[f(xl+h)+f.(f" B
=3 ) =37 Gy ) 435 o) =S () T

ete,,etc..

Observemos que los coeficientes de la fumcion en AF £(x;) son los mismos .
que aquellos obtenidos por el binomio de Newton.

1501' lo tanto, la k-ésima diferencia progresiva en el punto x; ¢s

E k k
24 1= S Copand {3 e 3 Crnramdt-- 4D 15D

Si hacemos /=1 entonces las diferencias progresivas corresponderdn a los
coeficientes de Ia férmula de interpolacién de Gregory-Newton, B

Por lo tanto el polinomio que interpole los valores de la tabla serd igual al
que resulte de sustituir las diferencias progresivas en la férmula de Gregory-
Newton.

Las diferencias progresivas cuentan con las siguientes propiedades:




e un polinomio de grado cero, o mejor dicho una constante;

polinomio en uno, i.e., si fx) es un polinomio de grado n, A f(x) es un polinomio A,
-de grado -1, dclocualsemguequesnfét)esmpohnmodegmdon,Af(x) es

Af(x)=c
y
AMp(xy=0

" H opendor de diferencias progresivas es distributivo:
Alf(x)+g(x)]=Af(x)+Ag(x)

« Por tltimo, también es conmutativo con respecto a una constante:

A[c-f(x)]=c-Af(x)

1 2.5 Conceptos de Estadistica Bayesiana. ]

La inferencia Bayesiana tiene por principio utilizar la informacion histérica
existente acerca de los valores que queremos estimar de una poblacién para
obtener estimaciones actuales de nuestros valores reales desconocidos #y; i.e.,
nuestras estimaciones a posterfori se encuentran condicionadas a los valores
estimados a priori con los que contemos. Sin embargo si no contamos con
observaciones histdricas, entonces es posible aplicar una distribucién que a
nuestro juicio se ajuste a nuestros valores reales 7.

Este tipo de estadistica toma su nombre precisamente del reorema de Bayes
que es su eje central y fundamental.

El teorema de Bayes nos dice:

Sy @O0
==

« La aplicacién del operador A a ung funcién polinomial reduce el grado del . -




dbhde T y U son vectores de v.aiid.

' Por lo que fp(¢) representa nuestra dnstnbuclén a priori, f, U|r(“|') cOmo 8¢
" comportaron los valores observados conociendo ¢! comportamiento de los valores ,
=  Teales, distribucién @ posteriori, y f,;(u) no es mas que una distribucién margmnl :

o ‘ obﬁemdaapamrde fm(u]t)

Para facilitar la aplicacién de este teorema es pracl:ca comiin auxiliarse de
' las llamadas distribuciones conjugadas. :

Las distribuciones conjugadas se definen de la siguiente manera:

"Si la funcién de probabilidad anterior, f(¢), es un miembro de
una familia de distribuciones tal que sea conjugada para el modelo del
experimento  fy;,-(u/t), ecntonces la funcién de probabilidad
posterior, 7, (¢/4),seré un miembro de esa misma familia, y por

consecuencia , poseers las mismas propiedades que posela la funcién
de probabilidad anterior."?

Es decir s al multplicar (1) Por [y (uir) y dividicla entre fy;(u) , segin
el teorema de Bayes, obtenemos una Sy (1/4) que pertenezea a la misma
" familia de distribuciones que f.(r) significard que f(f) es la distribucién

: ‘conjugada para fu,r(u]t).

Ejemplos de dfstribuciones conjugadas son:-

9[4;;don,D.C fuation. The revision of estimates. Winsted, Connecticut: ACTEX publicaticas; 1985, -
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" DISTRIBUCION DE LA
 MUESTRA Sy, (ufe).

1 Binomial
2 Binomial Negativa
3 Multinomial

;4 Poisson
- Exponencidconmcdiai"‘
6 Normal con varianza conocida,
pero con media desconocida

.7 Normal con media conocida
pero varianza desconocida
8 Multinormal

Por ejemplo:

Si fr() esBeta y fu’T(ult) es Binomial o Binomial Negativa, entoncé s

(010 serk Beta

DISTRIBUCION
CONJUGADA £1(1).

Beta.

Beta.

Dirichlet.

La media es Gamma.
A es Gamma.

La media es Normal,

La varianza es una
Gamma Invertida. -
Multinormal

O st f(6) es Maltiormal y J,y,(4) es también Mltioormal entonces -

gy () s Maltnorma,

La siguiente ilustracion nos ayudaré a comprender mejor esta metodologia: -

Mustracién.

Supongamos que estamos buscando el pardmetro binomial ¢ que nos
represente la tasa verdadera de caras en ¢l experimento de realizar un volado. En
un proceso formal Bayesiano debemos expresar nuestra creencia inicial acerca de
t por medio de una distribucion de probabilidad més que por medio de un valor

especifico de £,

20



Entonces; sea T' una v.a. con distribusién Beta, ie,,

I'(a+b)

L RO, s

) - donde @>0 y b>0 son parfmetros. Fécilmente se comprueba que
g lgf,(:)m=1 dado que  [1o7le-1’"lar es la funcion Bets,
0

o F@)eT)
Bad="tars) -

. Podemos apreciar que el experimento (volados) es claramente binomial,
entonces, si H es la variable aleatoria para el nimero de caras en n vohdos, .
tendremos que:

—_._'l!.___h —gyrh =
pHIT(h')_hl(n—h)!' (1-1)*", 0sts1, h=0,l,..n.

o . La distribucién marginal 15,1 (h) se encuentra mediante:

1

P B)={p. (h
- H o H|T
lo cual da por resultado:

T'(a+b)n! T(a+b)eI'(b+n- h)
~ T(@ysTB)h(n=h)l T(a+b+n)

Aphcando el teorema de Bayes encontraremos que la fimcién de dlstﬁbucldn i 5
postenor es igual a;

¢

PN
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07 1a cual es nuevamente una distribucién Beta, donde a es reemplazada por

i a+h y b por b+n-h. Por lo tanto hemos comprobado que la distribucién Beta es

- conjugada a la Binomial, lo cual fue parte de la motivacién para escogeria como .
nuestra distribucién a priori.

Por tltimo, recordando que lo que queriamos era un valor para # podemos
=" tomar la media de la distribucién posterior que hemos obtenido para ¢ dados los
" resultados de la v.a. H, puesto que la media nos representa el vnlorqueen

.~ ‘promedio siempre tenderemos a obtener.




CAPITULO TRES.
FORMULAS BASICAS DE GRADUACION Y ALGUNAS DE
SUS VARIANTES.

- {____3.1 Determinacién ds ls férmula bsica de Whittaker-Henderson. - .

Férmula bésica.

o Bm«mte Ia formula. de graduacién de Whittaker-Henderson es una
"+ combinacién lineal de 1as dos principales caracteristicas con que debe contar toda
y técmcs de graduacion: :

o Ajuste.-

Fu $we(ve~uz)?
x=1

e Suavizacitn.-

§="F (4¥v)?

e ‘ Fmp:mnhd:speméndclosdatosySmpmsemhmmpolmmalala
. Gque sepienss que ¢l comportamiento de los datos pudiera parecerse. ey
La combinaci6n lineal es Hevada a cabo de Ia siguiente forma:

M=F+hS

M= i Wy (Vg —tug)? +h"i‘(A'v )’

~ A contiguacién se ird desglosando y estudiando cada una de las componentes :
" de esta formula, con la intencidn de ir comprendiéndola en su estructura.



B bbservcmos primeramente su forma general:
e M=F+hS

“"."si recordamos el modelo de regresion lineal simple:

y=a+bx+ex

el valor de M tiene un valor inicial (F, datos sin graduar) aiin sin agregarle ningin

.. otro tipo de elemento. El otro elemento que en este caso modifica a M es’

" -precisamente el grado de suavizacién, o semejanza a algin polinomio deseado Sy

B " 'por Ultimo tenemos un elemento de error e, que en el caso de la formula de

-~ Whittaker-Henderson es igual a cero, suponiendo que este error se distribuye
- normalmente con pardmetros (0 , o°).

Por lo tanto, la funcién de & en esta formula es ni mas ni menos que la de un
coeficiente de regresion.

. Es decir, la & nos determina el balance entre ¢l mayor ajuste posible (menor
valor posible de F) y la mayor suavizacién posible (menor valor posible de §). O
en otras palabras; es bien sabido que S representa un polinomio de grado Z-1,
entonces la magnitud de & determina que tan cercanos estardn los valores
graduados al polinomio. Mientras mayor sea la magnitud de 4, mds se parecerdn
los datos graduados al polinomio; entre menor sea la magnitud de /# méis se
pareceran los datos graduados a sus valores originales.

£¢Como seleccionar la constante h de suavizacion?

Una de las formas de hacerlo es mediante ensayo y error, comparando los
resultados para distintas pruebas con el mismo conjunto de datos y manteniendo
en mente que si deseamos un mayor acercamiento de los datos graduados a los
originales debe % —»— 0 viceversa, si queremos un mayor acercamiento de los
datos graduados a la curva polinomial en cuestién, debe &~ .

Regularmente se busca minimizar ¥ +AS tomando en consideracién una A
positiva. Si #=0, se enfatiza por completo el ajuste de los datos graduados a los
originales, y en tanto h~»c se ird dando mas énfasis en el suavizamiento
(semejanza al polinomio).

24
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. 05 h<oo

lo cual es un rango bastante amplio. Pensemos entonces en hacer la siguiente ; ‘
~ simplificacion:

(1-K)F+KS
donde:0< W 1.
- ‘ i.e., cuando A’ =1, existird un completo énfasis en la suavizacién, y cuando
- "N =0 existird un completo énfasis en el ajuste. Esta modificacién en la funcién a
minimizar en el proceso de la graduacién es equivalente a encontrar el balance
apropiado tomando en consideracién cierta ponderacién del lado izquierdo, en
luger de tomarla solamente del lado derecho de l1a férmula,

M#s adelante regresaremos a esta cuestion, mientras tanto continuemos con
nuestro andlisis.

La parte de M que nos proporciona el ajuste a los datos originales:

n
F= Z We(Vy ‘“x')2

] seﬁ mejor entendida si mantenemos presente el concepto de varisnza .
" otorgada por la estadistica.

Entendemos por varianza una medida de! esparcimiento o dispersién de los
valores que puede tomar la variable X correspondiente, con respecto a una media
represemativa X . Esta medida es la diferencia bésica entre dos muestras con la
misma media, ldgicamente al comparar dos muestras con la misma media se
confiard mis en la representatividad de 1a media de aquel conjunto en que la
varianza sea menor.

Recordemos que Ja varianza muestral es igual a:

_Z(X-X)?

var n-1

25



" Igualmente en el caso de Ia formula de Whittaker-Henderson, con F éstamos - -

E midiendo ¢} grado de sjuste (dispersién) de muestros valores representativos Vy - .
'vjoonrespectoalmmmnﬂes(nnm) Sy, y asi de alguna forma podér

representar a los valores reales ty, 1]a wy en F hark entonces las veces de * .

‘mmcdm(opondaambn)qmobtenemosenlavmmaldmdn-emren -1, yla'._A :

" podremos calcular por medio de:
W, =___'_lf_.__
* T ue(-u)

La suavizacidn:

§="5 (8%ve)?
x=l

Como ya se habia mencionado § representa la curva polinomial a'la que se B

piensa que el comportamiento de los datos pudiera parecerse.

. Sabemos también que S son difaﬁncias progresivas, la cuestién estd en
cémo obtener el orden de dichas diferencias- que mejor nos representen nuestros
datos muestrales.

Una sugerencia es Ia de manipular dichas diferencias hasta Uegar a un nivel
en donde sus valores tiendan todos a cero y tomar el valor de esa diferencia
(diferencia tercera, diferencia cuarta, etc.) menos uno, ya que recuérdese que
A™lpr(x)=0 si y s6lo si f(x) es un polinomio de grado m, o bien

equivalentemente tomar n de A" f(x)=¢ donde ¢ es una constante, i.¢., donde
veamos que las diferenciag mgmswas de los datos originales sean més o menos
constantes.

Con esto ya hemos descrito todas las partes de la formula M.,

Asf tenemos que M puede ser cualquier valor dependiendo de los datos
observados y aquellos valores graduados que escojamos,. principalmente, pero lo
més l6gico ¢s escoger los valores graduados de tal forma que estos difieran de los
originales lo menos posible para asf asegurar la mejor representacién de los
valores reales, es decir la diferencia:

" 26
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tiene que ser minima, .
Al bacer esto a la par estaremos minimizando el valor de A por lo tanto para
* encontrar los valores de las vy que lo minimicen, debemos derivar (parcialmente)
a M, con respecto a cada una de 1a8 vy (n en total) e igualar dichas derivadas a
cero, 1o que nos resultard en n ecuaciones con n incdgnitas (las vx),dpmlm el

sistema de ecuaciones resultante habremos encontrado los valores vy que no son
otra cosa més que los valores graduados buscados.

Abora bien recordemos que proponfamos la siguiente simplificacion:
(1-K)F+KS
donde:0< A <1.
Es entonces ésta, la expresién que derivaremos parcialmente. Para esto nos '
auxiliaremos del dlgebra lineal, con el propésito de obtener una representacién
matricial de nuestro modelo y simplificar las operaciones.
Realizacién de la mipimizacién de M

M se minimiza de la siguiente manera:

W— o
75;—-0, para r=1,2,..n

 Como ya habiamos mencionado nos auxiliaremos del dlgebra lineal, por lo »
~ tanto denotaremos por letras negritas a las representaciones tanto de vectores
como de matrices.
Sean u y v los vectores de éstimaciones iniciales y estimaciones revisadas

(valores graduados) respectivamente. Utilizando ¢ para denotar Ia transpuesta de
y , tenemos que;

u _-_[u‘,ulz,...,u,,] y v‘=[v‘,v2,...,v,,] .

27



R una matriz diagonal mm que contiene las ponderaciones wy. Sea k; una
" matriz especial que contiene los coeficientes binomiales de orden z de las

", diferencias finitas progresivas, con su respectivo signo, tal que el producto kv es

el vector que contiene los valores de A%vy. Por lo tanto si existen 1 valores vy,
tal que v sea un vector nx/, kg seré de dimension (h-2jxn y kyv serd un vector de
trxl.

Por ejemplo:
Siz=2y n¥6, tendremos:

1. 21 0.0 0]
o0 121 0 0
2710 0 1 21 of

0 000 1 2 1

Es de ficil verificacién que k,v serd igual a A%v,. En cuanto a los signos, el

primer elemento de Ky (ay;) serd positivo si z es un niimero par, y negativo si z
" s un numero impar.

Definidas asf nuestras matrices v, 4, w, y &;, tenemos que' la funcion M
queda representada por:

28



SR Me(v-a)fwv-u)+h(ko) key
" (Recordsndo que M se encuentra de  Ia
SR et

R Wy -ug )P+ H T (Ae)2),
e = | x=1

: Si introducimos la modificacién:

M=(1-K)F+KS
" nuestra representacion matricial queda finalmente de la siguiente forma: )

M =(1-H)(v-uf ww—u)+h (kzv)f kgy
Ahora derivando parcialmente a M respecto a v tenemos:

—%’ = ‘—;—(l ~-h) (v—u)’w(v—u) +h' (kzv)' kv
= %(l-—h’)(v—u)‘w(v—uhh’_ v'k{kzv
=21~ H)YW(v-u)+2h’ kikyy
=(2-2h')(wv—wu)+2h’ KAy

- = 2wy —2wu—2h Wy +2h wu+2h' k{kzv

Igualando todo lo anterior a cero, nos queda:

= 2wv-2wu-2h v+ 20 wu+ 2k Kk = 0
2wv 2k’ wv +2h' k§kov=2wu -2 wu
wy-h' wv+h'k§kzv= wu—-h'wu
[(1-B)yw+h kR w=(1-hwu ... (1)

"y sustituyendo c=[(1~#")w+h'k*k] , en (1), obtenemos:




" ev=(l-hwu
. Estamos abora en posibilidades de resolver el sistema de ecuaciones, que .

+ - ejenplo el método de eliminacién de Gauss-Jordan, o métodos més sofisticados
- como lo es el método de factorizacion de Choleski?®,

‘forma matricial hemos obtenido, mediante algin método numérico como por |

. Dadoqucsepudedemostmrque c esunamatnznosmgularseuenecomo Y

' consccuencia que su inversa ¢~ siempre existe y por lo tanto:
cv=(1-h"wu
siempre podré ser resuelta por medio de:

Cv=(] -h')wm."‘1
con lo que ﬁmhnenw habremos obtenido los valores graduados vy.

Para simplificar el trabajo, (y eliminar la utilizacién del método de Choleski),
se adopté como lenguaje de programacién el lenguaje APL dado que resuita
bastante cémodo debido a su gran capacidad en el manejo de arreglos matriciales
y por 1a posibilidad de utilizar la funcién denominada division matricial B, que
en-bf&zm "sutomética” resuelve sistemas de ecuaciones de la forma ax=b donde
xn

Dicho programa puede consultarse en los anexos!! de este trabajo.

- | 3.2 Variantes de Ia graduacién de Whittaker-Henderson. I

1. La forma general de diferencias mixtas es:
M= $w,(v, —u)? +hl"\;l(Av,)2 +h2"$$(A2v,)2 +...+h,"};:’(A*v,)2

Nétese que si h,>0yhj—0 para cualquxer otra j, obtenemos la férmula
antes discutida:

10Ver Anexo Tres.
11Ver Anexq Cuatro.
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M= #Wx("x T"x)z +h:”$(A'Vx)2 ’
i-‘orma exponencial para S.

" Recordemos que en la formula de Whittaker-Henderson S es ngual saum £
: polmom:odcgndoz—l :

o Smembargonucsu'acmencmprev:apuedenocsmdeacuerdocanqueh
.+ curva graduada se asemeje a un polinomio. :

+ Por ejemplo, supongamos que estamos graduando fuerzas de mortalidad que
creemos que siguen la ley de Makeham, entonces nuestra creencia previa es que:

= A+ Bc*
Y por lo tanto, S deberd definirse en concordancia con esto.

Aty =B(c=1)c* y

Vi :
| vemosque 821, = B(c~1)*c¥ =rAty

~ Donde r=(c-1), entonces A%, —rAt, deberd ser |gual a cero, ul que‘
podamosdeﬁmraScomo )

S;"i;z(sz, ~rAv;)?

Y es con este resultado que llevaremos a cabo la minimizacién de M.
3. Variacién propuesta por Walter B. Lowrie.

: ‘Esta variacién consiste en la combinacién de las fomns pohnonnal y ‘
exponencial de S, su forma es Ia sxgulente ‘




M= () Ews G =)y o 0 5
+h2"$ (G

donde s es un valor de una tabla apropiadamente selecclonada y w, es. l
ponderacién asociada con el ajuste entre v, y sy. :

4. Van'aci(m propuesta por D, R, Schuette.
Schuette propone reemplazar las medidas de ajuste y de suavizacion que se

" encuentran elevadas al cuadrado en la formula de Whittaker-Henderson por
valores absolutos, justificandose en el hecho de que el elevar al cuadrado dichas

medidas solamente es apropiado en el caso de que el error (v.a.) £, se distribuya . .

normalmente, tal como se asumié al desarrollar la férmula de graduacién de
Whittaker-Henderson. Cuando este no sea el caso sera mas conveniente utilizar la
siguiente variacién:

M= frw,[v, -u,|+h");:’|sz,|

| 3.3 Determinacién de la férmula basica de 1a graduacién de Bayes. ] ' =
Proceso formal de Ia Graduacién de Bayes. '
Se especifica que se trata del proceso formal de graduacién de Bayes dado’
que existen diversas aplicaciones de métodos que tienen una aproximacién de
carécter bayesiano.

. Mas que una férmula, la graduacién de Bayes es un procedimiento a seguir
seglin las nociones propuestas por él.

Por lo tanto, la aproximacién Bayesiana est4ndar al problema de graduacién
puede ser descrita en cuatro pasos fundamentales:

1. Formular una distribucién de probabilidad anterior (a priori) para
las ¢y, que represente la secuencia que deseamos estimar,
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2.-  Seleccionar el modelo para el experimento, i.e., una expresién para la
. -distribucidn de probabilidad condicional de los datos observados u, dada la

" gecuencia fy.

. 3.  Usar el teorema de Bayes para resolver la distribucidn de
. - probabilidad posterior (a posteriori) de ty, dados los datos obtenidos uy.

4.-  Seleccionar los valores graduados vy de la distribucion posterior de
acuerdo al objetivo del problema de graduacién.

- Descripcion de cada uno de los pasos del proceso.
1. La distribucién anterior para .

Tomemos a los valores reales que deseamos estimar como variables
aleatorias que podamos representar por 7y. En notacién vectorial usaremos - T
para representar el vector aleatorio, y ¢ para el vector de realizaciones de T. Dado
que T es un vector de variables aleatorias continuasi2, lo que estamos buscando

establecer es la funcidn de densidad anterior fT(t), la que por supuesto tendré
que ser una funcién multivariada.

Teéricamente esta distribucién anterior debera reflejar apropiadamente las
creencias iniciales acerca de T. Esto es definitivamente mucho mds fécil de decir
que de realizar, dado que no sélo depende de lo que se tenga a priori, sino que
ademnss la eleccidn debe poseer ciertas propiedades matemdticas que nos faciliten
su manejo (como el caso de las distribuciones conjugadas) y no perdemos al
obtener un resultado que no podamos identificar. En cuanto a los cédlculos
debemos cuidar que no se compliquen demasiado como para no poder resolverlas
apropiadamente con una calculadora o computadora i.e., que sélo queden como
una teoria dificil de aplicar en la préctica.

2, E! modelo para el experimento.

Aqui estamos hablando ni mds ni menos que de la funcién de densidad
condicional para los datos observados dado t , i.e. J‘U T (u/1).

12Es continua dado que para poder graduar su inuidad en el fond que se esth
estimando. ’ '
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.. . Este paso es menos subjetivo que el anterior, claro que lo mas légico es’
 suponer que la distribucién apropiada de la variable aleatoria Uy es binomial con
. parémetros £y y ny (como la visto en el capitulo 2), pero para nuestros propésitos
~ resultard mucho méds cémodo asumir alguna distribucién de forma continual? que
una distribucién binomial de forma discreta.

"3, Ladistribucién posterior para t.

Para encontrar la distribucién posterior para ¢, fT/U('/")’ aplicamos el | .
teorema de Bayes de la siguiente forma: U

ll{l("”).f (9]
ITrt/w= 0 z

Recordando que fo,;(¢/ u) es multivariada y continua.

) Entonces dado que f7(t) y fy,r(u/t) son funciones ya dadas
' .. encontraremos f,(x) por medio de:

i
1, @=11, @ity f, @t
0

~ . Que no es otra cosa més que una distribucién marginal.

- Obteniendo esto autométicamente podremos calcular £, (1/u), dado que . - -
ya contaremos con todos los elementos necesarios para hacerlo. :

Cuando realizamos esta operacién es necesario multiplicar Ity

Jup(u/t), entonces lo mejor serd que para obtener una expresién conveniente

nos auxiliemos de las distribuciones conjugadas, mismas que fueron definidas en
el capitulo dos.

13Dado que un decremento puede ocurrir en cualquier momento,
M



H ‘escoger las funciones de distribucién tal que sean conjugadés no es .
absolutamente necesario para nuestro trabajo de graduacién Bayesiana, peto si’
facilita en mucho las cosas. :

4, Seleccion de los valores graduados vy. -

Concluido el paso anterior tendremos la certeza de que la distribucion
. posterior obtenida , contiene nuestra creencia inicial sobre- T modificada por la
informacién contenida en u (datos observados).

Es logico entonces que los valores graduados v se seleccionen de la
informacién contenida en ., (¢/u).

Recordemos que una funcién de probabilidad cuenta con medidas de
tendencia central llamadas media, mediana y moda que nos describen a la
distribucién de la poblacién en estudio.

Dado que el objetivo de la graduacién es tomar como valores graduados
aquellos valores de T esperados, o bien siendo mds precisos, tomar aquellos
valores més representativos o mas probables, podemos tomar en cuenta lo
siguiente: .

«Si tomamos el criterio de valores esperados, el vector de los valores
graduados serd igual a la esperanza (o media) de la distribucion posterior:

E[f,i,,(flu)]

« Si tomamos el criterio de valores representativos (i.e. el valor central de un
conjunto de niimeros ordenados por su magnitud), el vector de los valores
graduados sera igual a la mediana de la distribucién posterior: .

_1
F,(r% =5




oPor ﬁlumo, si tomamos el cnteno de valores més probables (ie. los valores o
que ocurren con mayor frecuencia), el vector de los valores graduados serd lgual a
‘la moda de 1a distribucién posterior. ;

. max{f,0}

" Decidido el criterio & utilizar habremos completado nuestro trabajo de
e * graduacién y con esto finalizamos la descripcion de cada uno de los pasos del
. Proceso Formal Bayesiano.

El método de Kimeldorf-Jones,

Este método se auxilia del proceso de graduacién formal Bayesiano pero con
la caracteristica de que utiliza en sus distribuciones anteriores y posteriores la
normal multivariada, por comodidad este serd el método que se utilizard para

- desarrollar el ejemplo prictico en capitulos postenores Los pasos se describen a
continuacién:

1-  Ladistribucién anterior para f,.(f) es:

Jr(?) pertenece a la familia de distribuciones multinormales, lo cual resulta
matematicamente conveniente.
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--'Sean m'y A ¢l vector de medias y la matriz de covarianzas respechvnmente'
entonces Ia fuucitn de densidad para T serd de la forma:

5 0y=kespl- (e ~my 47V -m)

k=[aria] %

. ‘ Esta funcién se especifica por completo asignandole valoresam y a A, (la .
. eleccion de A y m es en realidad el eje central de este método).

Es importante notar (debido a la utilizacién futura de métodos de resolucién
de sistemas de ecuacxones) que A es simétrica, dado que fue definida como una
matriz de covarianzas, de dimensién nxn y ademds positiva definida, y por lo
tanto no-singular, para que as{ T resulte multinormal.

2~  Elmodelo para el experimento.

Como hemos visto 1a distribucién que mejor representa a Uy dado £, es la
Binomial (o proporcion Binomial Condicional). Dado que una proporcién
binomial se aproxima a una Normal, el método de Kimeldorf-Jones utiliza como
distribucién condicional multivariada para U, dado t, una multinormal,

Como E[Uy]=ty, se sigue que el vector de medias para nuestra multinormal
condicional es t. Si suponemos ademas independencia mutua entre las variables
Uy, 1as covarianzas serdn todas cero y por lo tanto la matriz de covarianzas, B, es
una matriz diagonal nxn, que contiene solamente las varianzas de las variables
Uy. - :

Lo cual significa que la funcién de densidad condicional para el modelo
queda expresada por:

fUIT(u‘t)=kzexp[— Yo(u=1y B u-1)]




ky =[2a"|B[ %

: 3+, La distribucién posterior para T.

" . Para obtener esta distribucién aplicaremos el teorema de Bayes.

Faa Ya conocemos fmr("l') y f7(t) entonces f,(x) lo podemos obtener pot‘ ‘
~ 7 medio de:

Ty @)= o 1y

Debido a que f; (k) es una integral definida, podemos concluir que es"'v

_ 'constanteconrespectoat,yporlotantopodemoscombinarlaconklykzdela
siguiente forma, sean:

ky =fu(“) yk, =57:3£2‘,

. ahora sf, aplicando el teorema de Bayes obtenemos:

kyexp]- =ty BV =) okyexp|- (e - my 471

'fny('u)= kJ

=-k7c}::—-exp %[(u -tyB W (u- t)+(t )

- =kyeesp{-Y(u- t)'B“'(u—t)-:-(t




Yrean'eglando este exponente';' ,
)= k‘exp{— }4[(: —m)'A"(t-m)+(u—t)’B'l(u-t)]}' | |
- k‘exp{— %[(x' —m) AN -m)+ (' -r')B-‘(u—:)]} |
- =’k‘exp{- }g[(m" —m' A7Vt - m)+ (B! —r'a")(u-;)]} o

= k‘exp{-—}{[t'A"‘r —t'A'Fm-m'A"l+m'A"m+u’B"u...

e

...—u'B"r—r'B"wr'B"r]}
=k‘exp{—%[(m'A“'m+u’B"u)+t'A"lt-M"m-m’A"t...
w—t'B Y —t'B Yy + t'B'lt]}

_k exp[ }/(m’A'lm+u'B“u)]
.exp[ Kt —ra m-m a7 - u'B“r r'B"u+r'B"t)

Sea entonces:
kg = k4exp[—}4(m'A"m+u'B“u)]
' = Sustituyendo y reordenando los términos restantes obtenemos:

;l.c;.éx}.)‘{,—.}é[t'(A"+B“)t-—t’(B‘lu-f-A"m)—(u'B“+m'A")‘tv]}l :

Ahora bien definamos a Cl=(41+B)
ya v=C(B lu+ 47 m),
tal que Cly=(B"lu+ A" 1m),

y sustituyendo esto en nuestro resultado anterior obtenemos:



- k’-exp{- %[r'C"t—t'C"“v—(u"B" ;m",{‘i“)vr]}'..g@' 5
Dadoque CW=(B"lu+ A~!m), entonces:
;.'f5~':(CL"&)' vy =By + (Ao my = (Bl (47l
x " Observemos que para cualquier matriz X diagonal se cumple:
Xy =x-1,
va que las matrices A, B y C son diagonales por definicién, tenemos que: - :

vCl=wBlima!

Entonces sustituyendo v'C™! porwBl'+m4' en ..@ y sumando y:'
" restando v'C™Yv dentro del paréntesis obtenemos:

kg ;zxp{-}g[t'c“r -£C - v'C"‘r]}
= lés -W{—%[I’C"ll —tChv-vel+vev-vcly "

L kguo fnvolucraat.



7 ‘v,?(A'.’ ?B'l)"(5""+14"lv'). y
C=(a71+ BTy,

Con esto demostramos que fry () es también una distribucion -

" multinormal con vector de medias ¥ y matriz de covarianzas C, es decir una = |

B " multinormal es conjugada consigo misma, lo cual simplifica nuestro trabajo

4.-  Laseleccion de los valores graduados.

Como ya habfamos dicho lo ideal es escoger los valores graduados como
aquellos representados por la media, moda o mediana de la distribucién posterior
fﬂ" (t]u), el estar utilizando e! método de Kimeldorf-Jones, con distribuciones

multinormales, nos conlleva a que estas tres medidas coinciden en un mismo
punto, siendo v el vector de medias, modas y medianas, tenemos que nuestros
valores graduados son:

v=(A 14+ B 1Y (B lut 4~ 1m)
=u+(I+ 4B~ Y m—u),

donde I es una matriz identidad de orden n,

Ahora bien para encontsar estos valores graduados necesitamos especificar
primeramente los elementos que integran a m, 4 y B. A continuacién se presentan
algunas sugerencias para su eleccion: :

«m Tepresenta la media, moda y mediana de T cuando esta se distribuye
normalmente, pero también es nuestra mejor estimacién de £ en ausencia de datos
experimentales.

Entonces, si no contamos con ninguna informacién anterior , lo que
podemos hacer es seleccionar estimaciones ya existentes que estén basadas en
1a experiencia de otro grupo (muestra) con caracteristicas similares al grupo que
tenemos en estudio actualmente.
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: +A es la matriz de covarianzas del vector aleatorio T. Recordando que se
defini6 a la teoria de la graduacién como las "relaciones existentes entre tasas
‘vecinas", podemos representar estas relaciones por medio de coeficientes! de
correlacién entre cada par de tasas, :

‘ Claramente los elementos de la diagonal de A son las varianzas de las
variables aleatorias de 7, y los demds deberan ser las covarianzas. Como
definitivamente Ia eleccién de 4 es bastante subjetiva nos resultard mas til el
concepto de coeficiente de comelacion que el de covarianza. Asf, pues,
determinamos que este coeficiente siempre serd mayor o igual que cero y que

" tendera a cero en tanto que la distancia entre los elementos de T sea mayor.

De acuerdo a esto podremos igualar a cero ciertos elementos de 4 con el
propésito de simplificar los calculos.

En el presente trabajo, para no sobrecargar la teoria, tomaremos como tal la
~ férmula sugerida por Kimeldorf y Jones que nos dice:

a,j=p2rp_j], p>0, 0<r<l1

‘L- ay €4

2 ‘pzeslavnn'anmdei;. Vi,

3- r e e coeficiente . - de ' comelacién - entre

LY T; donde |i-jl=1

L 4-  De igual forma, si |i - j|=2, el coeficiente de correlacién entre Ly
. Tjserérz,ew.

“Coeﬁcle.me de correlactdn.- Es el grado de interconexidn entre varisbles que intenta determinar con
quo precisién describe o explica la relactdn entre variables una ecuaciéa lineal o de cualquier otro tipo.
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6bs¢rvemos que:
l - Aseré definida positiva y claramente simétrica,
A2 Asmnimosunhvaxianuigual(pz)pmtodaf;.

. 3.; La correlacién entre los elementos de A se establece en forma: '

e geométrica .

Esto no significa que debamos limitar nuestra creatividad si no estamos de
acuerdo a esta férmula propuesta. En el caso de esta tesis se adoptard, como ya
. dijimos, tal y como est4 para no scbrecargar la teorfa y no abusar en el tiempo de

realizacion de la misma.

Pero bien se puede suponer varianzas diferentes para cada 7; al observar que

nuestra muestra presente mayor sesgo en ciertas edades, hablando de la
construccién de una tabla de mortalidad graduada, o dificultad para obtener
informacién adécuada en ciertos rangos.

O en general, construir una matriz de covarianzas més acorde a nuestras
creencias o necesidades!s, .

Pero sobre todo estar siempre consciente de que no existe la graduacién
correcta en términos absolutos, de lo contrario nos encontraremos vagando en un
. gran callejon sin salida.

«B es una matriz diagonal de covarianzas, o mejor dicho varianzas, de la

distribucién vaT(ult), sus elementos son mds féciles de seleccionar en

comparacién con los de A.

El que tengamos la creencia (l6gica) de que U/, ; es aproximadamente una
proporcién binomial nos permite calcular:

15Por ¢jemplo en las ascguradoras para evitar pérdidas financioras substanciosss seria preferible utilizar
tablas de mortalidad sobrevalusdas (mayor mortalidad, previendo mayor castidad de pagos

lamados). Sin embargo en la iéa de un plan de pensiones por jubilacidn serla preferible optar
por una tabla subvaluada (mayor esperanza de vida, previendo un periodo mis largo durants el que se
tendrén que hacer los pagos).
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e Pero como en el método de Kimeldorf-Jones B debe esm hbre
debemos de tomar: ‘

m(l ;)

]

Var(U;)=b; =

dado que m es nuestra mejor estimacién disponible de T.

Contando con estos 3 pardmetros, habremos por fin resuelto nuestro
problema de graduacion por medio de este método. En los anexos se presenta el
programa en APL para llevar a cabo el ejemplo prictico presentido en este
' trabajo.

" 3.4 Variantés de ]a graduacién de Bayes. ]

Para este caso, esté de mAs decir que existen tantas variantes como. nuestra
habilidad nos permita crear.

Todo dependeri de las distribuciones escogidas a priori y posteriori para
obtener los valores graduados.




CAPITULO CUATRO.
DIFERENCIAS ANALITICAS ENTRE LAS DOS TECNICAS.

[ 4.1 Diferencias en Ia concepcién ; 1

La técnica de graduacién de Whittaker-Henderson fite concebida como una
modificacion a las técnicas de regresién lineal, como ya se vi6. Solamente toma
en cuenta las actuales observaciones del fenémeno en estudio.

Por otro lado la técnica de graduacién de Bayes nace de la definicién de
probabilidad condicional; i.e. se interesa por los hechos histéricos para modificar
los eventos actuales.

| 4.2 Diferencias en las herramientas utilizadas. ]

La técnica de graduacion de Whittaker-Henderson se auxilia de la
estadistica, de conceptos como varianza, de los procedimientos de regresién lineal
y de conceptos de métodos numéricos (diferencias finitas).

Mientras que la graduacién de Bayes es una técmica netamente de la
Estadistica Bayesiana. La cual implica un amplio conocimiento de las
distribuciones de probabilidad para poder sacarle ventaja a una técnica tan
creativa como lo puede ser esta.

Por lo tanto las herramientas matemdticas utilizadas en la graduacién de
Whittaker-Henderson sueclen ser més sencillas que aquellas utilizadas en la
graduacitn de Bayes que implica herramientas de célculo més complejas.

f 4.3 Ventajas y desventajas, similitudes y diferencias generales. |

La graduacién de Whittaker-Henderson tiene una gran ventaja préctica:

Su estructura es bastante accesible en cuanto a calculos de resultados, i.e., el
hecho de que finalmente se legue a la solucién de un sistema de ecuaciones nos
pinta un panorama por demds conocido,

La dnica dificultad se tendria al aplicar el algoritmo apropiado del dlgebra
lineal para resolver dicho sistema de ecuaciones.
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La desventaja consiste en que como sélo se basa en observaciones actuales,
no es posible aplicar comecciones que nos permitan uniformar nuestros valores
con aquelios ya existentes. Por otro lado nuestra creatividad se encuentra limitada
por su misma estructura.

La graduacién de Bayes tiene una gran ventaja sobre la de Whittaker-
Henderson, el poder incluir en sus valores graduados la informaci6n de valores ya
existentes que nos uniformen dichas estimaciones.

" Sin embargo en la practica resulta muy densa de realizar debido a su
naturaleza tedrica y el escoger los parametros y distribuciones apropiados que nos
lleven a un buen resultado. Por otro lado nos permite experimentar con una gran
variedad de posibilidades al graduar por medio de las llamadas distribuciones

conjugadas. )
En pocas palabras la graduacién de Bayes incluye un grado de subjetividad
mayor que aquel que aplicamos para la graduacién de Whittaker-Henderson.
Definitivamente la similitud més relevante entre estas dos técnicas es su
objetivo:

. Graduar valores presentados en forma tabular que no incluyen esa relacién
entre vecindades de los datos que nosotros intuimos existe.




CAPITULO CINCO.
APLICACIONES NUMERICAS.

[ 5.1 Tablas utilizadas. , i

Lo primero que debemos obtener para poder graduar es una tabla de tasas

Se estuvo buscando un trabajo de esta naturaleza que se hubiera realizado
para el afio de 1990 en base al censo de poblacién y nimero de defunciones en
dicho afio.

Al no haberse encontrado una tabla de mortalidad hecha para este afio, para
nuestro pais, en base a este censo, se procedié a calcular las tasas brutas de
manera muy simple i.e., sdlo para efectos de ilustracién del presente trabajo, ya
que no es su objetivo principal el de construir dichas tablas.

- Esto se llev6 a cabo de la siguiente forma:
‘ 1. Intervinieron en el cilculo datos provenientes de:

a. ~ El censo de poblacién mexicano de 1990.
b.  Defunciones en nuestro pais registradas en 1990.

2. Debido a que las defunciones originalmente venian agrupadas por
" quinquenio se procedié a interpolar linealmente tomando como referencia las
marcas de clase de cada intervalo.

Ejemplo:

Intervalo de edad ~ Marca de clase Defunciones
40-44 42 8776
45-49 47 10204




LE776-10204 _ g5 e

=347

i y;-s776=2ss.60(x-42)
y=285.60(x—42)+8776 ...(1)

: éusntuc'én en la ecuacion (1), e.g.;

A edad 44 tendremos:

y=285.60(44 - 42) + 8776
- y=9347

_ " Comonoes posible tener 1/5 de muerto, los resultados fueron redondeados a
niimeros enteros.

3. Las tasas brutas se calcularon dividiendo el nimero de defunciones a

edad x entre el numero de vivos a edad x en 1990, al observar los resultados se

_ observé que aquellas tasas obtenidas a partir de edad 86 resultaban mayores a
uno, por lo cual fueron desechadas.

4. También se utilizé para el caso de la graduacién de Bayes la tabla de
mortalidad AMA91 elaborada por el departamento de Estadistica y Actuaria del
ITAM en base 8 la informacién proposcionada por 5 de las aseguradoras mis

~ importantes en nuestro pais.

s, Las tabulaciones de toda esta informacién y sus respecnvas graficas
son mostradas en las paginas siguientes.

6. Por iltimo se remarca que se hizo una distincién entre mujeres y
hombres para la presentacion de las ejemplificaciones.

48 .‘.‘

Por 1o tanto el ndmero de muertes a edades 43, 44,45 y 46 se obtendrén por e




HOMBRES

JAD iy dy x A:AM
g x

=T LA E) W O0sToT .00

1 949,071 5,307 0.005738 0.000339

L2 1,043,585 2,539 0.002433 0.000447

-3 1,001,225 1,570 0.001439 0.000438

3 1,100,198 1118 0.001006 0000435

w8 1,074,822 1,043 0.001808 0.000439

8 1,082,813 2,771 0.002607 0.000442

7 1,059,305 3,508 0.003308 0.000447

-8 1,105,850 3,532 0.003194 0.000434

] 1,035,506 3468 0.003347 0.000418

1.009420 3,400 0.003083 0.000390

972,013 3,334  0.003430 0.000380

1,105,053 3,268 0.002055 0.000308

1,020,891 3,850 0.003089 0.000439

1,032,272 4,032 0.004487 0.000567

1,008,138 5313 0.005281 0.000701

972,458 5,805 0.0081685 0.000348

990,507 8,677 0.008741 0.001015

1,003,819 7,057 0.007032 0.001023

787,172 7438 0.009448 0.001051

852,582 7.816 0.008167 0.001093

853,448 8,185 0.012541 0.001140

787,087 8,575 0.010882 0.001188

738,809 8,624 0.011673 0.001257

705,302 8,672 0.012205 0.001321

702,150 8,721 0.012420 0.001378

002,037 8,780 0.014566 0.001431

508,730 8,818 0.014728 0.001480

603,185 8,756 0.014518 0.001493

544,484 9,004 0.015987 0.001502

705,371 8,623 0.012230 0.001507

392,420 8,571 0.021841. 0.001505

548,253 8,509 0.015520 0.001498

477121 8,607 0.018038 0.001573

455,562 8,705 0.019108 0.001845

528,480 8,802 0.016855 0.001746

448,104 8,900 0.019048 0.001780

370,556 8,008 0.023707 0.001868

8 482,145 8,954 0.018375 0.002022

39 304,151 8,900 0.022601 0.002180

40 503,551 8,085 0.017605 0.002373

41 231,840 8,620 0.038027 0.002573

42 397,084 8,776 0.022068 0.002764

43 301,485 9,002 0.030060 0.003018

A4 270,373 9,347 0.034571 0.0032084

45 387,009 9,633 0.024847 0.003532

4B 263,889 8,818 0.037584 0.003821

TABLA1
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240,341 10,204 0.042458 0.004130
308,500 10,311 0.033624 0.004470
254,076 10417 0.041000 0.004831
357,876 10,524 0.020432 0.005211
149,507 10630  0.071100 0,005813
239, 10,737 0.045021 0.000030
203,630 11,133 0054673 0.000630
212,074 11,530  0.084214 0.007280
236,000 11,628 0.050344 0.007934
190,115 12,323 0.061889 0.008839
154,091 12,119 0.082542 0.008302
181,607 12,841 0.071258 0.010542
147,181 13,163 0.080448 0.011760
203,318 13,388 0.045037 0.013058
85,090 13,608  0.159925 0.014451
136,306 13,830 0.101398 0,015051
132,174 14,452 0.107071 0.017057
122,041 14,475 0.117739 0.020100
162,784 14,707  0.080053 0.022395
103,011 15,120 0.145509 0.024859
100,024 15442  0.154383 0.027505
100,204 15,313 0.144185 0.030514
74,718 15,184 0.203217 0.033727
170,278 15,054 0083400 0.037183
X 14,925 0.378480 0.040706
76,070 14,706 0.182231 0.044664
88,000 15203  0.270373 0.050001
82,342 15,610 0.200231 0.055619
88,881 16,018 0.180218 0.001568
82,003 10425 0.300847 0.007893
40,876 16,032 0.411782 0.074848
58,880 16843  0.203816 0.070757
20,102 16,253 0.415050 0.085260
84,070 15,904 0.187808 0.001072
20,243 15,674 0.774202 0.007110
27,802 15,385 0.553377 0.103260
2,392 16,883 0.720087 0.110249
23,407 18,342 0.783812 0.117205
34,037 10,820 0.567307 0.124488

TABLA1
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MUJERES

EDADES I dy qx AN;AM

. X,

() TSR SR 0.005%
1 011,777 4800  0.008274 0.000327
2 1,014,108 2313 0.002281 0.000418
3 1,070,513 1,395  0.001293 0.000335
4 1,077,003 948 0.000878 0.000381
8 1,041,328 1,585 0001522 0.000371
e 1,052,385 2225  0.002114 0.000350
7 1,030,111 2854 0002771 0.000339
] 1,083,600 2720 0.002510 0000327
9 1,010,540 2,575  0.002533 0.000303
10 1,080,671 2431 0002202 0.000267
1 954,008 2208 0002396 0.000221
12 1,063,337 2,142 0002014 0.000165
13 1,022,215 2201 - 0.002241 0.000249
" 1,058,203 2440  0.002306 0.000330
1 1,017,508 2500  0.002545 0.000414
1 995,104 2739 0002752 0.000507
17 1,012,927 2,888 0002853 0.000814
18 1,020,438 2032 0002873 .  0.000593
0 - 859,248 2077 0.003485 0.000587
20 943,181 3021 0003208 0.000590
21 710,231 3088 0.004317 0.000505
2 844,950 3110 0.003881 0.000596
2 811,831 3,125  0.003840 0.000041
24 780,842 3,140  0.004021 0.000677
28 770,870 3,154  0.004045 0.000708
2 \ 3169  0.004734 0.000738
27 644,201 3,184  0.004042 0.000763
28 083,233 3217 0004814 0.000810
20 502,344 3249 0005485 0.000858
30 779,884 3282 0004208 0.000909
3 410,800 3314 0.007804 0.000983
a 08,199 3347 0005503 0.001021
3 507,503 3513 0.008921 0.001118
M 403,407 3678 0007454 0.001218
35 573,950 3844 0008607 0.001323
3 434,091 4000 0008271 0.001440
a7 300,857 4175 0010441 0.00156¢
28 490,408 4237 0008483 0.001892
» 410,585 4200 0010471 0.001830
40 557,258 4302 0007828 0.001978
“ 235,900 4424 0018747 0.002135
42 394,705 4888 0012378 0,002302
43 77,705 4804 0.008540 0.002445
“ 287,011 4002 0017079 0.002505
45 415,071 5111 0012314 0.002752
4 270,502 5319 0.019863 0.002014
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248,704 5527 0022488 !
329,741 5702 0.017474 0.003430 -
250,170 58 0. 0.003701
309,280 0233 0015810 0004168
140,776 8400  0.043160 0.004570
244,471 6704 0027422 0.005008 -
214,200 7,002 0033156 0.005380
224,178 7500 0033458 0006752
207,264 7097 0029548 0.008174
190,058 8205  0.041504 0.000820
180,747 0803  0.084780 0.007088
109,318 9,004 - 0.045473 0.007941
160413 943 0082734 0.008526
33,%8 5,807 0020890 0.009756
8434 10170 0.119775 0.010748
144854 10550 007299 0011812
140000 ' 10820 0077084 0012324
131,781 11200  0.085688 0.012901
214043 11081 0.054480 0.013516
105761 12031 011548 0.014145
96033 12401 0428347 0.014782
10831 12454 0103930 0.018384
70442 12807 0157436 0.017088
198500 12560 0083919 0.019817
30846 12013 0310300 0021349
0748 12000 0158862 0.023205
58687 13104 0224820 0027033
57210 13722 0230815 0.031000
109133 14250  0.130575 0035473
57223 14778 0258288 0.040228
42214 15300 0382881 0.048437
62140 15474  0.248882 0.043749
15641 0380921 0.
111,106 15800  0.1422%0 0.056725
212200 15078 0075287 0.085277
33844 10144 04081278 0.071130
783 18845 0852221 0.078048
28821 21546 0755443 0.085243
40374 24248 0502209 0.092147
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" DEFUNCIONES REGISTRADAS POR GRUPO DE EDAD

GRUPOS DE EDAD NUMERO DE DEFUNCIONES
HOMBRES MUJERES

0 36,766 28,399

1 5,397 4,809
2 2,539 2,313
3 1,570 1,395

4 1,116 96

59 3,598 2,864
10-14 3,268 2,142
15:19 6,677 2,888
20-24 8,575 3,110
25-29 8,818 3,184
30-34 8,509 3347
35.39 8,998 4,175
40-44 8,776 4,486
4549 10,204 5,527
50-54 10,737 6,704
55-59 12,719 8,693
60-64 13,830 10,550
6569 15,442 12,401

70-74 14,796 12,666

75-79 16,832 15,306

80-84 15,385 16,144

85 Y MAS 22,777 29,650
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A connnuacnén se muestran los resultados de las gmdmnones que se L
o pmncaron

Dichos resultados fueron posibles gracias a los programas en APL- que se
muestran en los anexos.

Parimetros utilizados,
Para Ia graduacién de Whittaker-Henderson:
2230 y b=0.5

Para la graduacion de Bayes:

m_ (1-m
b,,=-—§-(-—-—’l ; r=0.9 limitado a la vecindad entre 10 edades adyacentes
x

pazég- ; donde m es el vector de probabilidades de muerte de la tabla
- AMAS9, r el coeficiente de correlacién, n el mimero total de observaciones,




TABLA 4

HOMBRES

EDADES TOTAL MUERTES T.BRUTAS GRAD.W-H GRAD. BAYES AMARY

(] 14K NS 0. x X i
1 40,971 5307 0.0057%  0.0057% 0.003037  0.000339
2 1,043,885 2539 0002433  0.002433 0.001440  0.000447
3 1,081,228 1570 0001435 000143 0.000037  0.000438
4 1,100,108 1,118 0001008  0.001008 0.000721  0.000435
5 1,074,022 1043 0001808  0.001807 0.001124  0.000439
e 1,002,813 27711 0002607  0.002013 0001525  0.000442
7 1,050,305 3598 0003398  0.003373 0.001922  0.000447
s 1,108,359 3532 0003194  0.003247 0.001814  0,000434
0 1,085,508 3468 0003347  0.003225 0001882  0.000418
10 1,009,420 3400 0003003  0.003270 0.001741  0.000360
1 972,013 3334 0003430  0.003135 0001895  0.000380
12 1,108,983 2208 0002055  0.003178 0.001631 0000308
13 4,020,091 3950 0003860  0.,003872 0.002154  0.000439
1" 1,032,272 4832 0004487 0004518 0002527  0.000567
15 1,008,138 8313 0005281  0.0053%9 0.002091 0000701
18 o724%8 5905 0.008165  0.008072 0.003506  0.000848
17 990,507 0,677 0008741  0.000811 0.003878 0001015
18 1,003,619 7,057  0.007032 0007389 0004027  0.001023
19 787,172 7438 0.000448  0.008814 0.005249  0.001051
20 882,582 7816 0000167  0.010017 0.005120  0.001093
21 053,448 8165 0012841 0011088 0008841  0,001140
2 787,987 8575 0010882  0.011544 0.008034 0001188
2 738,800 8624 0011673 0011611 0.008485  0.001257
24 708,302 8672 0012205 0011882 0.008308  0.001321
2 702,150 8721 0012420 0012828 0.008899  0.001378
2 002,087 8,769 0014586 0014180 0.007008  0.001431
27 508,730 3818  0.014728 001503 0.008104  0.001480
28 803,185 8,75 0014518 0014778 0008005  0.001493
F3 544,484 8604 0015967  0.014052 0.008735  0.001502
30 705,371 8633 0012239  0.014210 0.008873  0.001507
31 362,420 8571  0.021841 0015075 0011873  0.001505
2 848,253 8509 0015520 0017323 0.008508  0.001496
2 i 8607 0018039 0017888 0009308  0.001573
N 458,582 8705 0019108 0017672 0.010377  0.001045
-38 820,480 8802 0010655 0017949 0000188  0,001718
3 448,164 8900 0.019%48 0019880 0010888  0.001789
a7 279,585 8008 0023707  0.021439 0.012787 0001888
38 402,145 8054 0019375 0021439 0.010899  0.002023
39 304,191 8900 0022601  0.020020 0.012305  0.002190
40 503,551 8,885 0.0178605 0019842 0009980  0.002373
#“ 231,040 8820 0038027  0.022857 0020300 0.002573
42 207,084 8,778 0022088 0020700 0012431 0002794
“a 301,485 9,062 0030060  0.028553 0.018957 -0.003018

4“ 270,373 9,347  0.034871 0.027685 0.02171§  0.003284
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45 307,690 9,633  0.024847 0.028055 0.016097  0.003532
48 263,880 9,018 0037584 0.033807 0.023718  0.003821
47 240,341 10, 0.042450 0.038566 0.026715  0.004130
48 306,568 10311 0033834 0.038387 0.021657  0.004470
49 254,076 10,417  0.041000 0.033819 0.020145  0.004831
80 357,570 10,524  0.020432 0.033711 0.018485  0.005211
51 149,507 10,630 0.071100 0.043048 0.044200 0.005613
52 238,488 10,737 0.045021 0.053470 0.020008  0.006036
53 203,630 11,133 0.054873 0.054321 0.034842  0.006838
54 212,674 11,530 0.054214 0.048080 0.034930  0.007269
85 228,800 11,0920 0.050344 0.051002 0.032023  0.007934
88 199,115 12,323 0.061889 0.088320 0.040015  0.008639
57 154,001 12719 0082542 0.078772 0.052493  0.009382
58 181,607 12,041 0071258 0.075310 0.046317  0.010542
5@ 147,161 13,183  0.089446 0.050777 0,057534  0.011760
60 203,310 13,308 0.045637 0.057425 0.032254¢ 0.013058
1 85,080 13,000  0.159025 0.079116 0.100168 = 0.014451
(] 138,308 13,830 0.101388 0.100788 0.086206  0.015051
‘a3 132,174 14,152 0.107071 0.114752 0.070484  0.017057
[ ) 122,041 14475 0117739 0.101535 0.077630  0.020100
(] 182,784 14,707 0080853 0,093431 0.056898  0.022385
08 . 108,011 15,120  0.145509 0.114578 0.005047  0.024859
a7 100,024 15442  0.154383 0.154208 0,102263  0.027508
es 100,204 ° 15,313 0.144185 0.170080 0.097490  0.030514
@9 74,718 15,184  0.203217 0.138377 0.133593  0.033727
70 170,276 15,054  0.083409 0.105124 0087354  0.037153
" 39,434 14925 0378480 0.145882 0.239763  0.040796
72 76,970 14,706 0.192231 0.244981 0.131612  0.044064
73 55,000 15203  0.276372 0.280817 0.183322  0.050001
74 52,342 15,610  0.208231 021821 0,108569  0.0556819
.15 88,881 16,018  0.180218 0.207724 0.131477  0.081568
78 52,093 16,425  0.300047 0.307352 0210514  0.087803
7 40,879 16,632 0411752 0.347061 0273273  0.074648
78 55,080 16,543  0.205518 0.341078 0.200885 0.079757
79 39,102 16,253  0.415858 0.388598 0279933  0.085280
80 84,076 15004  0.187885 0,194156 0.148103  0.081072
81 20,243 15674 0774202 0.784668 0406113  0.097110
82 27,802 15388  0.563377 0.555020 0.38848¢  0.103288
83 23,392 10,083  0.720087 0.720551 0470044  0.110249
84 23,407 18342 0.763812 0.783839 0.500606  0.117205
85 34,037 19.820 _ 0.567307 0.567300 0.385388 _ 0.124455




TABLA §

MUJERES

EDADES TOTAL MUERTES T.BRUTAS GRAD.W-H GRAD. BAYES

AMAQ1
R L% (. 26,900 0.020806  0.020808  0.017003  0.004200
1 011,777 4800 0005274 0005274 0.002801  0.000327
2 1,014,100 2313 0002281  0.002281 0.001340  0.000418
3 1,078,513 1,305 0001203  0.001203 0.000814  0.000335
4 1,077,093 048 0000878  0.000878 0.000620  0.000381
5 1,041,328 1,585  0.001522  0.001521 0.000947  0,000371
8 1,052,355 2225 0.002114  0.002119 0.001237 0000359
7 1,080,111 2,854 0002771  0.002749 0.001565  0.000339
8 1,083,608 2720 0002510  0.002555 0.001410  0.000327
9 1,018,549 2575 0002533  0.002439 0.001418  0.000303
10 1,080,671 2431 0002202  0.002415 0.001279  0.000267
1 954,008 2288 0002398  0.002231 0001309  0.000221
12 1,063,337 2142 0002014  0.002119 0.001000  0.000165
13 1,022,215 2201 0002241 0.002175 0.009245  0.000240
14 1,058,203 2440 0002308  0.002323 0001318  0.000330
16 1,017,508 2500 0002545 0002548 0.001480  0.000414
18 995104 27% 0002752  0.002753 0001830  0.000507
17 1,012,427 2888 0002853  0.002843 0.001734  0.000814
18 1,020,430 2932 0002873  0.002037 0.009733  0.000503
10 850,248 2977 000M85 0003202 0.002028  0.000587
20 943,181 3,021 0003208  0.003549 0001896  0.000590
21 710,231 3,088 0004317  0.003768 0,002458  0.000505
2 844,950 3,110 0003881  0.003842 0002139  0,000508
23 811,831 3,125 0003849  0.003870 0002245  0,000841
24 780,842 3,040 0004021  0.003943 0002340  0.000877
25 770,670 3,154  0.004045  0.004133 0.002377  0.000708
26 689400 3,160 0004734  0.004559 0002735  0.000738
27 644,201 3,184 0004942  0.005020 0.002853  0.000763
28 688233 3217 0.004814 0005071 0.002812  0.000810
2 502,344 3,240 0005485  0.004748 0002171  0.000858
30 779,884 3,202  0.004208  0.004781 0.002559  0.000009
a1 419,800 3314 0007804  0.005580 0.004420  0.000963
32 608,199 3,347 0005503  0.008458 0.003202  0.001021
EX) 507,503 3,513 0006021  0.006614 0004018  0.001115
M 493,407 3678 0007454  0.008520 0.004335  0.001216
35 573,950 3844 0008807  0.007281 0.004010  0.001323
38 484,601 4000 0008271  0.008888 0.004858  0.001440
a7 309,857 4175 0010441 0000303 0.008004  0.001568
38 400,488 4,237 0008483 0008857 0.005087  0.001802
39 410,565 4200 0010471  0.008781 0.008150  0.001830
40 557,256 4382 0007820  0.009884 0.004903  0.001978
4 235,900 442¢ 0018747  0.010850 0.010441  0.002135
42 304,705 4880 0012378  0.009088 0.007339  0.002302
4 717,705 4,804  0.008540 - 0.008270 0.004181  0.002445
44 287,011 4902 0017079  0.008965 0008725  0.002505
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45 415071 5111 0012314 0013500 0.008800 . 0,002752
4 210502 5319 0019663 0016285 0010003 0.002914
47 245794 5527 002248 0021888 0011203 0.003080
4 20741 5762 0017474 0019819 0.006374  0.003430
49 288,170 5998 002232 0016777 0.012018  0.003791
50 399,290 6233 0015610  0.018348 0000011  0.004168
81 149779 0480 0043190  0.025580 0020013 0.004570
82 24447 6704 0027422  0.032508 0014490  0.005003
5 214200 7102 0033155 0032810 0017122 0005360
5 224178 7,500 0033458 0.020080 0017475  0.005752
S5 207254 7,897 0020545  0.031262 0018084  0.000174
5 199,858 8205 0041504 0042605 0021382  0.008820
57 158747 8,693 0054780 0053012 0027261  0.007088
58 199,318 0064 0045475 0049588 0023824  0.007941
5 150413 9438 0082734 0037445 0031837 0.008628
80 239,385 9807 0028896 0038022 0017855 0.009756
81 84884 10,170 0119775  0.054491 0.056882  0.010740
62 1440854 10550 0072033  0.077401 0.037675 0011812
83 140808 10920 0077664  0.082680 0030973  0.012324
&4 131,781 11200 0085685 0070330 0043700  0.012901
65 214043 11661 0054480 0064728 0030850  0.013518
6 103,781 12031 0.115049  0.085071 0057224 0014145
67 0883 12401 0125347  0.118481 0061557 0014762
68 110831 12454 0103030  0.120680 0053418  0.016364
80 7042 12507 0157438  0.100354 0.076934  0.017068
70 198500 12560 0083010 0.074428 0038383  0.019817
7 3084 12813 0318560  0.112157 0.148268  0.021349
72 80746 12888  0.156862  0.199104 0079763 0023205
73 S8887 13194 0224820  0.230508 0.110727 0027033
74 57210 | 1372 0236815  0.100828 0.119418 - 0031008
75 100433 14250 0130575  0.150247 0075718 0035473
78 57228 14778 0258253 0250091 0132486 0040228
TT 42214 15300 0.62581 0.308242 0170838  0.045437
78 82148 15474 0248082  0.284517 013055  0.049749
70 42282 15041 038621 0327328 0187068  0.054530
80 111,104 15800 0.42200  0.146070 0.094883  0.050725
81 212200 15076 0075287  0.074928 0089513 0085277
82 33544 18,144 0481278 0483127 0.244808  0.071130
83 27823 18845 0682221 0631920 0333708 0.078048
8 28521 21,546 0755443  0.755467 0.368340  0,085243
85 48274 24248 05020 _ 0.502209 0.266050 __0.092747



5. 3 Comparacibn de los resultados.

- la comparaclén realizada en esta seccién se llevard a cabo por medlo de las'
gmﬁcas de cada tabla graduada. R

B

Tasas brutas vs. tasas de la graduacién Whittaker-Henderson,

. Observando las grificas comparativas tanto de hombres como de niujeres

. podemos notar que hasta edad 70 se obtuvo un grado de suavizacién

relativamente bueno, los grandes brincos que se siguen detectando en las edades
siguientes son provocadas en parte por el gran sesgo con las que fueron
calculadas las tasas brutas debido a la informacién de la que prowenen
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e | | Tasasbmtas tasasdelagraduacléndeBayesytasasdelatabIade"‘
'momhdadAMAm .

: En estos casos la tabla de mortalidad AMAS1 nos sirvi6 como antecedente - -
" para aplicar 1a graduacién de Bayes. o

Notese como nuestra curva graduada cae entre la de las tasas brutas y la de
1la AMA9].
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‘I -~ Tasas de la graduaclén de Whmaker-Hendcrson vs. tasas de: la o
gmduacl()n de Bayes. :

" '1."Podemos notar como en ambas gréficas (hombres y mujeres) la curva con un
mayor grado de suavizacion es la obtenida por la técnica Bayesiana.

Esto podria deberse a la correccién que no provocé la inclusién de las tasas
de Ia tabla de mortalidad AMA91.

Por lo que pareceria més confiable, para este caso, la graduacién obtenida
por la técnica Bayesiana,
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ﬁ CONCLUSIONES |

Entre las conclusiones mas relevantes a las que se llegd se tiene el hecho de
que el trabajar con este tipo de teorias es practicamente imposible sin la ayuda de
una computadora que nos realice los calculos, puesto que se manipulan matrices
de dimensiones demasiado grandes para resolverlas manualmente.

Se remarcé la importancia de la graduacion de tablas para fines practicos y
de tipo calculo actuarial.

En cuanto a la comparacion de las dos técnicas presentadas la mas utilizada
parece ser la de Whittaker-Henderson debido a que, como se explic6, es mucho
més prictica y menos subjetiva que la Bayesiana. Por la informacién y
bibliografia recolectada se observé que la graduacion de Bayes es una de las
técnicas mas jovenes que existen dentro de este campo en la actualidad, muchos
autores auguran que esta serd la que reemplace a la de Whittaker-Henderson,
porque aunque mis subjetiva, nos permite reflejar mejor nuestras creencias @
priori o de interrelacién entre las estimaciones iniciales.

De hecho resulta mas sencillo desarroliar la teoria de Whittaker-Henderson y
su ejemplo prictico que la teoria y ejemplo de la graduacién de Bayes. Sin
embargo la que suscribe la presente tesis es de la opinién de que si se cuenta con
los elementos necesarios para desarrollar la graduacién de Bayes se realice la

_graduacioén por medio de esta técnica que luce mas acertada, ya que nos permite
incluir la experiencia que se ha ido acumulando y no arrancar de cero como en el
caso de Whittaker-Henderson, ejemplo claro de esto es la correccién que produjo
incluir la experiencia de una tabla existente (AMAS1) en la nueva que se
construy6, ya que nos condujo a obtener una curva mucho mas suave que con la
otra técnica. Esto resulta de suma importancia dado que Ia informacién que se
gradué contiene un alto grado de sesgo.

Por ultimo es de interés notar que con los pardmetros propuestos se obtuvo
un mayor grado de ajuste que de suavizacion en las curvas graduadas del ejemplo
préctico, (tanto por Whittaker-Henderson como por la Bayesiana), esto puede
modificarse:

Primero, cormrigiendo la informacién con la que se calcularon las tasas brutas
(disminuir el sesgo en la informacién).

Segundo, experimentando con pardmetros diferentes a los aqui propuestos.
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I ANEXOS ]

[ ez |

) Los métodos que se presentaran a continuacion son itiles en la estimacién de
pardmetros desconocidos de una poblacién.

Método de momentos"s.

El método de momentos consiste en igualar los primeros momentos de una
poblacién a los momentos correspondientes de una muestra, con lo cual se
obtienen tantas ecuaciones, segiin se necesiten, para resolver y obtener los -
pardmetros desconocidos de la poblacién.

Definicién.- El k-ésimo momento de las muestra de un conjunto de
observaciones x,),x,,...,y Xy es la medida de sus k-ésimas potencias y se presenta

por medio de m} ; en forma simbélica, se tiene:

!  Por lo tanto, el método de momentos consiste en solucionar el sistema de -
T eg_uaciones: ) ) L

LA k=12,..p
para obtener los p pardmetros de la poblacién. i
Método de mdxima verosimilitud’.

Este método tiene la ventaja de que los estimadores que produce son
suficientes, siempre que estos existan, y que son asintéticamente insesgados de

B e ESTATESIS ¥ map
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. La caracteristica esencial de! método de méxima verosimilitud es que
" primero observamos los valores de una muestra aleatoria y después elegimos
como nuestra estimacién del pardmetro desconocido de la poblacién, el valor para
el cual la probabilidad de obtener los datos observados es un maximo.

Definicién.- Si  x,%;,....y ¥p son los valores de una muestra tomada al
azar de una poblacién con el pardmetro ©, la funcién de verosimilitud de la
muestra esta dada por:

L(©®) = f(x],%y,0...%n;©)

para valores de © contenidos en un dominio dado. Aqui f(x},%y,....,%,;®)
es ¢l valor de Ia distribucién de probabilidad conjunta o funcién de densidad
conjunta de las variables aleatorias X,,.X;....y X es el punto de la muestra
observado. Por consiguiente, el método de maxima verosimilitud consiste en
maximizar la funcién de verosimilitud con respecto a @ y nos referimos al valor
de © que maximiza la funcién de probabilidad como la estimacién de méxima
verosimilitud de ©.




Anexp 2

Aproximacidn de la distribucién binomial
mediante la distribucion normal'®,

La distribucién normal se puede obtener de una apromnm de la
distribucién binomial cuando » es grande. Recordemos que la dmribuclbn
binomial tiene la siguiente funcién de probabilidades: i

ro=(3)pre = Obt), D) -
" conmadin: ' o
: u=np .2
e y varianza:
o P=mpg  .(3)

o  Tecrema.- Sea 0<p</. Entonces, para n grande, la distribucién binomial se .- ° =
’.;puedeaproxxmrpormedxodcladwm‘buclénnomalconmedudldapor&)y ST

B vmanmdadapor(S),estoes
ORI A (x=0,1,...,n),
donde:
fe@=gml—e T, za22n

rjnpq J_ ’ npq
es la densidad de la distribucion normal, y el simbolo = (léase

S "asmtéucamenw igual) significa que la razén de ambos miembros se aproxima a 1
... cuando n tiende a ©0,

18Ver [10] de la bibliografia.
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Método de factorizacion de Choleski®s.

Recordemos que cuando se quiere resolver un sistema lineal de la forma

. Ax=b podemos hacerlo por eliminacién Gaussiana o bien factorizando la matriz 4

en términos de una matriz inferior L y de una matriz triangular superior U -
(llnmado método LU).

El método de Choleski es precisamente una técnica para llevar a cabo esta
_factorizacién.

- El procedimiento de factorizacién se describe en el siguiente algoritmo:
Algoritmo de Choleski

Para factorizar una matriz nxn positiva deﬁmda A como LI! donde L es
triangular inferior:

. ENTRADA la dimensién n; los elementos a, 1€i, j<n de A.

SALIDA los elementos Iy, 15 jsi,1<i<nde L.. (Los elementos de

U= son uy=ly,isjsn, 1<isn).
PASO 1 Tomar /; =‘/au .
PASO 2 Para j=2,...,n tomar lﬂ=a%. ‘
1
PASO 3 Para i=2,...,n-1 seguir los Pasos 4 y 5.

pAso4Tomar1,_[a,, z'll,g]%;

- 19Ver [1] de la bibliografia,




- PASO 5 Paa j=i+1,..n

; n=1 }f
. PASO6 Tomas =[a,,,, -éltg,,] .

- PASO 7 SALIDA (I para j=<1,..,i ei=h.,n); -
PARAR. Ce







N PROGRAMA QUE REALIZA LA GRADUACION DE -
. WHITTAKER-HENDERSON.

Wen WEIGHTS u;Q L
Ae ((14pn)x (ux1-u)= 0)+((ux1-u)|lo)xn+(ux1-u)+(ux1
Qe(((pA),1)pA), ((pPA), (pA))po :

- We((ph), (pA))pQ ;

Q+Z KZ N
+(0=2)2)pL1
‘Qo-((N—z) N)p(("l*|(z+1))x(0,

dWN=O -

Ven WHITT E;Q
u+Etn - . "
Wen WEIGHTS u - .
'TECLEE EL ORDEN 2 DE LAS DIFERENCIAS FINITAS'
_-KeQ. KZpn
nHel (+/A)+pn o !
HeO
xo-(1-H)x(w+ xu)!((1—H)xw+Hx (iK)+ xx)
nx«(w+ xu)B (W+Hx (§K) +. %K)
Ve 0 6 ¥(((pn),1)pX)

- .
VOV AEWN=O

[ e

EALLA DE ORIGEN
NIBIY0 30 vy
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1
1
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1
2
2
2

PROGRAMA QUE REALIZA LA GRADUACION BAYESIANA DE

KIMELDORF-JONES
VeBayes
' Introduzca el vector de muertes...'
EeO

'Introduzca el vector de poblacion total...'

ned - :
'Introduzca el vector de estimaciones ya existentes...’
meD : fe e
'Introduzca el valor inicial del coeficiente de correlacion
reD N -
*Limitado a la vecindad entre cuantos elementos??...'
ccveld

usEt+n

Ie (1pn)e.=1pn

auxe¢ (mx 1-m)¥n

pe (+/aux)+paux

a+ (p*2)xr*0,1ccv

ale((pn),(pn))ea, ((pn)-pa)e0,0
a2ealx{ipn)e .S1pPn

a3« (Rat)x(1pn)e . 21pn

Aca2+a3

nclea2[143;143)+a3[143;143]
nc2ea2[143;(43+143) }+a3([r143; (43+|43)]
u03«52[(43u43),l43]+a3[(43+|43),143]
:c?&aZ[(dBfMS) (43+143)]+a3[(43+143) (43+143)]
s

loop:A[i;1]ep*2
-o((pn)zio-in)/loop Sl
Be (((pm), (rn))paux)x(lpn)-.~1pn .
Vc-u+(lI+A+ xBB)Em-u e
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