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L--------•::.:R:;O~LOG0:.:::.;::~·::..-------...1J . 
Uno de los temas Poco recunidos por la comunidad actuarial de nuestra 

Blcuela Nacional para la presentación de tesis es el concerniente a la construcción 
de tablas de mortalidad y por ende cualquier t6cnica que se encuentre relacionada 
con ella. 

Uno de los temu de pan relación con la construcción de estas tablas es el 
trabajo de graduación que, como veremos, es el toque final en la construcción de 
cualquier tipo de tabla de clocrementos. Al igual que cualquier materia. estas 
técnicas han ido desarrollindose con el paso del tiempo. F.o principio la 
sraduacióo se lleYaba a cabo por métodos 'grdcos. i.e., se graficaban Jos datos 
que se teman y luego se iba corrigiendo la curva multante hasta obtener una 
clll'\l8 suave y continua. Luego se pasaron a métodos més sofisticados hasta llegar 
a aquellos que involucnm un conocimiento m6s profimdo de las Mateiúticas, el 
Célculo y la '&Wlllldca 

Por lo t1111o 111a de las principales fuen&es de motivacióo pin reamar ·la 
pmente tesis ftie el de poder difimdir un tema de tanta importancia en el campo 
actuarial y que tlD pocas veces tomamos en cuenta. Recordemos que el cálculo 
actuarial DO exislirla lliD las lllmadas tablas ele decrementos, lhimense de 
mortalidad, de ilM!idez, rollci6a. etc., puesto que junto con los elementos 
finlDcieros son el coru6D ele todo trabajo que presuma de llamarse actuarial. 

Es interesante ver como el des81ToDo de estas t6cnicas de graduación nos 
lleva a aplicar coaocimientos de materias que muchas veces durante nueslnl 
fonnación prof'esialll1 como actuarios cuestionamos para que nos servinin. Fue 
realmente satisfactorio encontrar que al desarrollar el presente trabajo de tesis 
todos esos c:onocimientos adquiridos sobre Célculo Diferencial e Integral, 
Estadistica, M6todos Numéricos y Algebra Lineal entre otros, se hayan fusionado 
de tal forma que sin su ayuda hubiera sidc imposible fundamentar y desarrollar 
16cnicas tan caracterfsticas de nuestra profesión como lo es la creación de' tablas 
de decrementos. 

Tambim la que suscribe el presente trabajo exhorta a cualquier otro 
estudiante que ande buscandc tema de tesis y que se interese por este tipo de 
cosas a que complemente y/o corrija este trabajo con la construcción de \Ula tabla 
de mortalidad para hombres y otra para mujeres confiables que aún a la fecha en 
nuestro pafs no existen. Se hace la distinción entre mujeres y hombres porque 
recordemos que el comportamiento de la mortalidad entre los dos sexos es 



diferentes y quo esta diferencia debe ser tomada en cuenta para que ul los 
c41culos actuarialcs sean más representativos que al utili7.ar una sola tabla para 
ambos sexos. 

Por IUtimo la que ba realiz.ado el presento trabajo esti coaaciente ele que 
existen fallas en el ejemplo práctico pero tambim espera que en un ftlturo elto sea 
mejorado y corregido por alguna exposición posterior. 

G.G.L.JI. 
Mlll'IO, 1995. 
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La Graduación tiene por tarea el convertir en curvas suaves y continuas las 
curvas de eventos en los que finnemente creemos que existe una interrelación 
entre sus vecindades y que· no lo representan debido a que aun se observen 
cambios bruscos que no concuerden con nuestra creencia. Ejemplo claro, y por 
demás recwrido en esta tesis, es el caso de la mortalidad donde la interrelación 
consiste en un aumento de la probabilidad de muerte según aumente la edad del 
individuo (con excepción de los primeros ailos de vida en que la mortalidad suele 
ser més alta que en edades posteriores), es por eso que se busca que la curva se 
suavice y no presente picos que sugieran cambios muy drásticos de 
probabilidades de muerte de edad a edad. Adenms la curva debe ser continua 
dado que aunque la costumbi:e sea la de representar en las tablas de mortalidad 
sólo las edades enteras no se puede negar que este fenómeno puede presentarse 
en cualquier momento de la vida de un individuo. 

Para lograr esto se recurre a las llamadas 16cnicas de graduación. Para 
nuestros propóaitos utilimremos dos de ellas (Whittaker-Hendcrson y Bayesiana), · 
lo cual no significa que sean las únicas. 

Entonces: 

1. El objetivo del presente trabajo es el de realizar una comparación entre 
las 16cnicas de gniduación de Whittakcr-Henderson y la graduación de Bayes con 
la finalidad de poder aplicar algún tipo de criterio cuando se esté a punto de 
escoger entre alguna de ellas para poder llevarla a la práctica. Esta decisión 
deberá basarse en las ventajas que ofrezca cada t6cnica con respecto a la otra. 

2. Existe olro objetivo que se pi:etcnde alcanzar y que es el demostrar cuan 
importante es el graduar la infonnación que se utilizará como tablas de 
decrementos en los cálculos actuariales ya que si no se reali2.a dicha graduación 
esto causará que los cálculos obtenidos luzcan poc0 consistentes entre si. 

3. La hipótesis existente antes de concluir el trabajo era la siguiente: 

La 16cnica de Whittaker-Henderson es la más sencilla de aplicar por las 
herramientas de cálculo utilizadas, sin embargo los fundamentos teóricos de la 
graduación de Bayes son más atractivos puesto que involucran la utili7.ación de 
información ya existente que pueda servir de respaldo. 

m 
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CAPITULO UNO. 

NOCIONES BASICAS DE LA GRADUACION. 

l.l Definición de graduación. 

Antes que nada es de suma importancia comprender a que nos estamos 
refiriendo cuando hablamos de graduación y en que casos, y que cosas, podemos 
graduar. 

No toda la infonnación es susceptible de graduarse. 

Se puede graduar toda aquella información en la que después de haberse 
calculado estimaciones iniciales se sospeche que existe una interrelación entre las 
vecindades de las estimaciones qu.:: generalmente representan secuencias de 
datos, por ejemplo, al medir el grado de desnuttición en nillos de diferentes 
estiatos económicos entre cero y un afto de edad, se espera, en general, que entre 
mayor sea la solvencia económica de los padres el grado de desnutrición vaya 
disminuyendo. De acuerdo con esto supongamos que nuestras estimaciones 
iniciales al ser graficadas muestren el siguiente aspocto: 

e.oo 

5.00 

4,00 

' >,3.00' 

2.00' 

'1.cxi 

o 10 15 30 

Por supuesto se debe tener en cuenta que lo aqul se presenta se trata 
solamente de un ejemplo ficticio que nos ayudari a comprender lo que estamos 
explicando. 

. . ?hservamos que la gráfica presenta picos,. esto contradice a lo que 
mtuítivamente proponíamos de que a mayor solvencia económica menor el grado 
de desnuttición, es decir, nuestra lógica nos indica que la gráfica deberla ser la de 



wia función monótona creciente (sin saltos) y continua, lo que nos hace pensar 
que aún falta algo por hacer. 

Esto que nos falta por hacer y que logran\ UDB curva continua c:reeiente es lo· 
que llamamos graduaci6n de las estimaciones iniciales. 

El propósito de Ja graduación consiste, entonces, en obtener UDB curva 
representatiYll del fmómeno estudiado (en este caso desnutrición vs. solvencia 
económica) que sea una curva suave y lo más ajustada posible a las estimaciones 
originales (o illicillca). 

Es decir, alao como lo siguiente: 

GIWlllACIOll 
PESOlllD.· 

2 

e.ao 
5.00 

4.00 

3.00 

2.00 

Aquí podemos observar la cuna graduada (curva gris) que está m4s acorde a 
la idea bésica de interrelación entre los datoa (nutrición creciente a mayor salario) 
que tenlamos, es decir se suavim Ja información a la vez que se cuidó de que Ja 
nueva cUI\18 tuviem un grado de ajuste a la original bastante bueno. 

Uegado a esto punto podemos ver que existen ciertas nociones básicas que 
deben ser tomadas en cuenta al reali7.ar la graduación de estimaciones iniciales: 

l.· Por supuesto lo primero a hacerse deberá ser la obtención de una 
representación inicial del fenómeno en estudio (estimaciones iniciales), lo cual se 
puede hacer con t6cni.cas estadlsticas ya conocidas. 

2. • MejOilll' la representación de nuestro primer modelo por medio de: 

a) suavización, 

1 



b)ajuste, 

que es precisamente lo que llamamos graduación y que es lo que se 
desarrollará en el presente trabajo. 

Es necesario aclarar en este punto que no se están juzgando las t6cnicu 
estadfsticas conocidas al querer "revisar" las estimaciones que estas nos 
proporcionan, es muy válido en estos momentos preguntarse ¿porqu6 revisar algo 
que se supone ha sido obtenido por métodos que ya han sido estudiados y 
aceptados? 

La respuesta a esta pregunta la encontramos precisamente en Ja naturaleza 
del conjunto de datos a graduar en el que intuitivamente creemos que existe una 
interrelación entre sus elementos que no ha sido incluida por los simples 
prócedimientos estadlsticos conocidos. 

Como ya se habla mencionado anteriormente no toda información (o 
estimaciones iniciales) es susceptible de graduarse, en estos casos, lo calculado 
con los métodos estadlsticos conocidos será más que suficiente. · 

Por ejemplo: 

Podría hacerse una estimación del cambio en la tasa de natalidad, en un allo, 
de los paises latinoamericanos ordenándolos en forma alfabética. Sin embargo el 
pensar que los paises en los que su nombre comience con la n-ésima letra del 
al&beto-tendrén una mayor (o menor) natalidad que aquellos que comiencen con 
la (n-l}ésima letra del alfabeto es algo que desde un principio resulta ilógico. 

En este ejemplo se puede apreciar como no existe una interrelación válida 
entre los elemento~ de la secuencia formada, por lo cual no se puede justificar la 
creación de una curva continua monótonamente creciente o decreciente ajustada a 
las estimaciones iniciales. Es decir aquí Ja estadlslica ha hecho lo mejor que es 
posible para representar el fenómeno. 

En general el incluir al tiempo como variable en estudio nos conducirla a la 
creación de una secuencia de estimaciones dignas de graduarse, es decir en el 
ejemplo anterior se pudo haber dicho que en un solo país en un periodo de cinco 
allos la natalidad ha tendido a disminuir por lo que la curva que nos represente la 
natalidad en ese periodo en ese país deberá ser por lógica una curva decreciente 
claro de antemano hemos desechado la idea de algún suceso extraordinario qu~ 



nos pudiera provocar un aument11 considerable de natalidad cuando en el allo 
inmediato anterior esta habla dismlituido. 

En base a todo lo anterior podemos ya construir la siguiente definición de 
acuerdo al criterio de la que suscribe la presente tesis: 

Gndur es el arte y la técnica de revisar estimaciones previamente 
calculadas para un fenómeno dado, de tal forma que se incluyan las creencias 
lógicas de interrellción (habiendo desechado de antemano sucesos extr¡¡ordinarios 
debido a su insign!ficancia) entre los elementos de la muestra estudiada y así 
formar una curva suave y lo más ajustada posible a la curva original. 

Se define a la graduación como un arte puesto que en gran medida la 
creación de la curva graduada, dependerá de la habilidad y destre:z.8 de quien 
realice el trabajo. 

Se le define como una técnica puesto que ya existen procedimientos 
especificas (como los que más adelante se ttatarán) para llevarla a cabo. 

Para concluir esta sección diremos que hay que notar que graduamos 
simplemente lo que hemos observado (muestra) y suponemos que el fenómeno se 
mantendm constante, si queremos crear un modelo que tome en cuenta los 
cambios a los que se sujeta el fenómeno en cuestión a través del tiempo•, 
estaremos entrando a una tercer fase en la construcción de 'nuestro modelo 
llamado proy«dlll. Este es un tema de gran utilidad pero que no desarrollaremos 
en este trabajo, sin embargo se hará mención de un ejemplo que nos ilustrará la 
importancia de la proyección, en el caso especifico de proyecciones de población 
en Dem:>grafla: 

" ... Las proyecciones de población son importantes en la 
prognllllllCÍÓD económica y social e indispensables para calcular los 
requerimientos futuros en materia de educación, empleo, vivienda, 
Sllud, seguridad social. Dichas proyecciones ayudan también a 
entender mejor la dinámica de los fenómenos demográficos, pues 
permiten estudiar los efectos de las variaciones de las tasas de 
natalidad, mortalidad y migración en la estructura por edades, asi como 
predecir el futuro y comprender el pasado. Por su parte, la proyección 

1 l'rincipalmenle d tiempo, puesto que el tiempo conlleva cambios en la t<cnologla, actiludes políticas 
eainomJa, llUC\'OS descubrimientos, etc. ' ' 
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ele eKelllrios deseables permite proponer altemalivaa a la evolución ele 
fenómenos demoglitico1 que pueden provocar efeetos negativos en el 
desarrollo del país. •2 

. 1 1.2 Naturaleza de la gniduación. 

Es nuestra intención demostrar que la ~ón tiene una naturaleza 
estadlstica para así poder utilizar las herramientas que esta ciencia nos ofreco. 

Esta naturaleza estadística es clara si tomamos en cuenta que estamos 
tratando de estimar lo m6s correctamente posible las verdadetas tasu de cambio 
en una serie de obsezvaciones con relación a algún fenómeno dado que suelen ser 
muy irregulares de acuerdo a nuestra lógica. Al llevar a cabo dicha estimaeión se. 
tienen que aplicar herramientas. matemáticas y técnicas estadfsticas, sin lu 
cuales no podrfa llevarse a cabo la graduación. Comprendiendo esto será mú 
1icil el entender el porqu6 de la utiliz.ación de conceptos tales como variable 
aleatoria, media, varianza, intervalos de confiani.a, etc., en las diferentes t6cnicas 
de graduación. 

La única diferencia es ,que la estimación cstadlstica se basa exclusivamente 
en los datos observados y ahl finaliza su tarea, mientras que la graduación toma 
las estimaciones inicisles coqjuntamente con esa creencia que . so tiene de 
intenelaclón entre las vecindades de las estimaciones y a partir de ellas realizar su 
trabajo reviúndolas y convirti6ndolas en estimaciones finales o graduadaS. 

1.2.1 Clasificaciones. 

La graduación se divide principalmente en dos tipos de m6todos: 

l.· Graduación de estimaciones iniciales enfonna tabular (tablas). 

2.· Graduación de estimaciones iniciales representadas por una función, es 
decir en forma param6trica. 

Un buen ejemplo del primer caso son las tablas de mortalidad, invalidez, 
rotación, y en general las tablas de decrementos tan utili7.8das en el trabajo 
actuaria). 

10rdorica Mellado, Manuel. La población de Mb:tco en lo• a/borrs thl •lglo XXI: ¿prwllcctón o 
prayccctón? Comercio Exterior. Mmco, julio de 1993. p. 634. 



Para el segundo caso tenemos aquellas funciones clásicas representativas de.·· 
la mortalidad tales como el modelo de Gomper1z: · 

o bien el modelo de Makeham: 

que como bien es sabido representan apropiadamente la típica curva de 1. 
sobre un considerable rango de edades. 

Bn el praéme ~o se tratará con t6cnicas de graduación para 
eatimac;iones iniciales en forma .tabular (primer caso) dado que es más común 
enoonlrarlu ds esta forma que representadas por medio de una función. Dichas 
t6cnicu IOD: . 

• Gndulción ds Wbittabr-Headerson . 

• Graduación ds Bayes . 

. 1 1.3 Importancia de la pduación dentro del trabajo actuarial. 

Se cOlllellZllri esta secx:ión haciendo una cita: 

"El llltUlrio etpea poder utilizlr sus tablu de monalidld pll'I hacer 
c61culos ele primas, rescms, lllllllidldes y demú. No existe ganancia 
llailSll m el suponer algo distinto 111 hecho de que la mortalidad vufa 
en fonna replar y continuamente. llregularidades capricbosu en las 
tibias de edad a edad interfieren el orden de progresión de. lu primas. 
etc., que resulta incomistente con la lógica común ele que tales cosas 
deberfu ser regulares, causmdo ul una desconfi11111.1 bastante 
justificable. •J 

Como sabemos una de las tareas principales del actuario es la de realiz.ar la 
construcción ele modelos de sobrevivencia generalmente mostrados en forma 
tabular (tablas de mortalidád). Estos modelos son necesarios pues sin ellos no 

lMfilcr. ~ t<lmldo de: London, D. Graduatlon. The Tevtslon of estima/es. Winsted, 
Coa!locticut:ACTEX publicalicns, 1985. 



podría ser posible el cálculo de p~ para los sesuros o las' aportaciones a un 
fondo de un plan de pensiones, por citar algunos ejemplos. 

Dado que el actuario trata con eventos que regularmente forman secuenclu 
hemos llegado a la conclusión de que el material utiliz.ado por 61 es susceptible do 
graduarse, un ejemplo obvio es la interrelación que &lllfdan las tasas de 
mortalidad a diferentes edades, 6stas deben ir aumentando conforme lo bap la 
edad del individuo (con excepción de los primeros aflos de vicia . en que la 
mortalidad es mayor que en los subsecuentes) y esto a su vez se veré reflejado en 
los cálculos actuariales que se realicen. Por ejemplo pensemos en un sesuro do 
vida, de una u otra fo11118 intuitivamente todos creemos que a una persona con 
mayor edad que otra deberá cobrársele una prima mú alta por un beneficio del 
mismo monto, dado que para ella se cumita con un menor tiempo (debido a su 
mayor probabilidad de morir en ID1 tiempo dado por ser m6s "vieja") para crear el 
fondo que le otorgará dicho beneficio. Generalmente esta interrelación de la que 
hablamos no es tomada en cuenta al calcular las estimaciones iniciales (que son 
hechas independientemente por cada edad) provenientes de los censos o de 
estadfsticas de las empresas, es por eso que tenemos, repito, que ¡¡nidÍiar todo 
este trabajo inicial. 

AIÍlanldo este punto mencionaremos que de aqul en ldelante la inf'onmci6n 
a la que se basa feferenc:ia en la graduación sert principalmente aquella uliliZlda 
por los actuarios, tales como la mortalidad, inYlllidez, rotación, etc. 



CAPITULO DOS. 
CONSIDERACIONES ESTADISTICAS, DE PROBABILIDAD Y 

DE METODOS NUMERICOS. 

*NotaciOO Ulili7.ada ..• 

Siendo el hbro "Graduation ... " de Dick London uno de los principales 
pilares de la pmmte tesis, se ha decidido adoptar el tipo de notación por él 
Ulili7.ada, que a continuación será descrita: 

ISfmbolo S/rmilicado 
JC El Indice auo define a la secuencia. 

•x La secuencia de valores reales que serán 
estimados. 

Ux Las variables aleatorias estimadores de •x• 
aslUDidas como proporciones binomiales 
inses""""•· 

"x Los tamallos de muestra (expuestos) en los 
modelos binomiales aslUDidos. 

"x Las reali7.8ciones particulares de U JC• nuestras 
estimaciones iniciales (o valores observados) de 
t..,. 

V;;c Las estimaciones revisadas de 'x• nuestros 
valores '"""'uados. 

Vx La variable aleatoria de la cual Vx es una 
reali7.8ción narticular. 

"x La secuencia de ponderaciones usadas en una 
onuluación. 

Ex La variable aleatoria de estimación del erro1 
incurrido. 

ex Las realizaciones particulares de E..,. 

i ... , ..... .,.., .... '!llr.~.:f;.~------



· ¡ 2.1 Problemas de estimación. 

2.1.1 Analogfa de un proceso Binomial con el comportamiento de la 
mortalidad. 

Primeramente hay que tener en cuenta que para graduar existen tres cosu: 

l. Las t x que son los valores reales que desconocemos pero que 
queremos estimar. 

2. Las ux que son las estimaciones iniciales con que contamos, y 

3. Las vx, valores graduados, que· pretenden ser nuestra mejor 
· representación posible de las t x. 

Lo principal al hacer una estimación inicial de las t x es escoger el modelo 
que mejor represente el comportamiento de la población dado cierto evento, e.g. 
mortalidad, en este caso las t x representarán la probabilidad de muerte de UD 

individuo con edad x. · 

El evento mortalidad, como es bien sabido, se presenta en forma dicótoma. 
te encuentras muerto o no. 

Cuando hablamos de eventos que sólo tienen dos posibles resultados, 6xito 
o fracaso, hablamos de procesos Bernoulli (un solo ensayo) o de procesos 
Binomiales (varios ensayos). 

Recordemos que los ensayos dentro de un modelo Binomial son 
independientes entre si y aunque la mortalidad no se distn'buye exactamente como 
UD8 Binomial ya que los ensayos no son independientes (el hecho de que UD 

individuo sobreviva al próximo allo está condicionado a que sobreviva este), 
podemos considerarlo como tal ya que regularmente el número de expuestos en la 
muestra es lo suficientemente grande como para que el error que se produce sea 
significativo. 

Para desarrollar el modelo Binomial correspondiente supongamos que el 
resultado aleatorio de un volado (cara o cruz) representará al evento mortalidad 
(sobrevivir o no). 

9 



Entonces: 

Sea t la probabilidad de obtener W1 (lÍertO número de c:aras en n volados, 
· para podca- estimar esta t lo que podemos blWer es observar la proporción de 
ocurreDcias, llamémosle. ~. al rcaJi7.ar estos n volados. 

Si dcfinínios a H como la variable aleatoria que represente el número de 
c:aras obtenidas en n ensayos tenemos que; 

E[H]=nt y Var(H)=nt(l-t) 

Ahora si definimos a la variable aleatoria U c:omo la proporción de caras 
· obtenidas Clll n wlados, obtendranos: 

que es lo que conoc:emos como una proporción binomial, por ruones 
obviu. . 

Entonces: 

E[UJ=lE[H]=t n 

y 

Var(U)=~•Var(H)= t(l-t) 
n n 

Hay que lecordar que 11 es wia estimación de t (i.e. 11 = i). 

· . Dado que U nos será de gran utilidad a lo largo de este trabajo, es de interés 
remarcar las siguientes c81'11cierlsticas: 

l. U es IUl estimador iosesgado de t, ( E[U] = t ). 

10 
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U es el estimador de máxima verosimilitud" de t. 

· U es también el estimador del m6todo de momentos'. 

4. Notemos que Var(U)= t(l-t), lo que sipifica que la variama de . n 
. • Wl8 proporción Binomial es inversamente proporcional al tamallo de la mueslra, 
· prOpieclad de suma importancia en la graduación. 

5. Si n es lo suficientemente grande, la distribución Binomial de U 
puede ser aproximada mediante una distribución nonnal6 . 

Dado quo frecuentemente necesitaremos un valor num6rico para la variama 
y viendo que esta está ligada al valor desconocido de t utili7.aremos en su lugar: 

Var(U) = u(l-u) 
n 

lo~ se justifica porque u=¡. 

22 Pruebas de suavi7.ación. 

Elcncialmente el obtener un indicador del grado de suavi7.ación en una curva 
graduada es meramente relatiyo. Lo más fácil es graficar los datos graduados y 
observar quo tan suave es la c\lfV& obtenida. Por otro lado si lo quo queremos es 
uná medida numérica, podemos auxiliarnos de las diferéncias progresivas finitas . 
para comparar el grado relativo de suavi7.llción en diferentes graduaciones de la 
misma información y más aún, de la misma información sin graduar. Este número 
Indice (útil sólo para fines comparativos, i.e. sin sisnificado por si solo) puede ser 
obtenido como la swna de los cuadrados (o valores absolutos) de dichas 
diferencias. 

4Ver Anexo Uno. 
'Ver Anexo Uno. 
6Ver Ancxo Del. 
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. . 
Por ejclaiplo. si pensamos que nuestra infonnación es una cuna· de 

naturaleza c:6l!ica Jo mú lógico es considerar diferencias cuartas (z=4) para · 
calcular 9u suaviación. · 

2.3 Prudm de ajuste. 

"Siempre se ha discutido que los valores graduados no debcrfan 
alejllle dcmlliado de los valores iniciales; esto es, debe existir alglÍD 
pllllo ele~ entre los dos."' 

Una fünna-de uegurar un buen ajuste de los datos graduados a los datos 
inicilles es tommdo el núinero de expuestos nx (muestra) lo suficientemente 

· araade (ley de loe grandes números, proporcióo binomial) lo cual implicarla un 
mejor ajuste, es decir desviaciones más pequdlas, en comparación con aquellas 
muestras de tllm8lo más pequeik> con mayor desviación. 

COlllidenmol las sisuientes medidas num6ricas de ajuste: 

y 

La primera tiene una explicación lógica, ponderar las diferencias entre los 
valores grUadoa y los que observamos, sin embargo Fj tiende a cancelarse por 

lo cual es mejor ulili7.ar F2 que al elevar al cuadrado las dllerencias nos evita los 
problemas coa lm sipos. 

Por lo lmlo pma juzgar esta medida num6rica de ajuste to~mos en cuenta 
que si U ;e es aproximadamente normal, con: 

7Lmdon. D. G""""1Jlon. The rev/11/on of uttmates. Wmstcd, Ccnnccticut: ACTEX publications, 1985. 
p.16. 
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tiene una distribución r con 1 grado de libertad. Más aún, si cada una de 
las Ux ea independiente, tenemos que: 

F=Y'(U¡-l;x)2 
· l' Var(Ux) 

es una variable aleatoria con una distnbución r con n grados de b'bertad y 
n t6rminos en la suma, además sabemos que: 

Por supuesto que no conocemos las tx pero podemos utilizar las Vx que son 
nuestras mejores representaciones de las t x, pua poder calóular 

2.4 Conceptos de Métodos Nummcos. 

En el campo actuaria! constantemente. es necesario obtener respuestas 
nlllD6ricas a problemas ftsicos (e.g. representación de la mortalidad). B1 prilÍler 
paso para resolver dichos problemas es el transformarlos en problemas 
matemáticos. Asf tenemos por ejemplo la aproximación de Woolhouse para poder 
calcular anualidades pagaderas m veces al afio que nos dice: 

ªVer página 10. 
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donde: 
m • fi'ecueocia de pagos en el do 

Di[ .. Valor conmutado 

y que es a su ~ la iep¡uentación numérica o mejor dicho el métotkJ 
t11111tlrlco en el crual banas transformado nuestro problema do célculo de 
anualidades continpntes pagaderas m veces al allo. 

Mucbu wcea eJ encontrar soluciones num6ricas a problemas ftsicos 
depende do UD escemrio do ensayo y error hasta acercamos a lo que bUSC81DOS o 
a lo que nuestra intuición 1101 dicte. 

La intlllpolación cae dentro del campo de los métodos llUID6ricos, y en 
. llUOICro caao nos seri de utilidad. capeclficamente pera la graduación de 
. Whitlabr-Hendencm. ya que las Ncmicas do gradulCióo que so presentan llOD 

para estimlcicnea repreaeabldas eofonna tablllar. 

R.eoonfemos que llamamos iDtmrpolaci6n al proceso de pasar una curva a 
.... do ,moa dados (tabla) pera determinar vakns filncionales J(x) para 
wloree doz que no io muesttm oxpllcitamente en la tabla. 

Particulannente. dentro del tema de la Interpolación. haremos un reconido 
por el m6todo de diferencias finitas progresivas. Pero primeramente recordemos 
la fórmula de interpolación de Oregory·Newton. para la CODS1rucción de un 
polinomio. que nos dice: 

4/(1' ) !12 /(x } !13 /(~ ) 
p(u)=/(x1)+~1 u+~2 u(u-l)+~u(u-l)(u-2}+ ... 

1 1 . 31 

Ánf(x) . · 
+--1 u(u-1)( ... )[u-(n-l)] 

ni . 
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· · Dlferendls ftllitu. 
.. :· 

Una diferencia finita (o simplemente diferencia) de la función.ff.r) es el valor . 
. de la función en un punto x1 menos el valor de un segundo punto .r2. · 

Algobraicamente, esto se ~ta como: 
f(X¡)- /(.r2) 

· Geom6tricamente las diferencias son representada por intel'Vllos a lo largO . 
del eje vertical de un plano cartesiano: 

• 
• 
• 
• 

>t. X,¡, ~+h. 

Las cantidades l>f (.r1). V/ (.r1) y lf (x¡) son lllmadu todu diCemlcial. 

En particular la que nos interesa l>f (X¡ ) es llamada diferencia progresiva. 

F.n una tabla. las diferencias se van obteniendo por sustracción de valores 

sucesivos, i.e., f (.r1+1)- f(x¡) y se les denomina diferencias primeras, 
segundas, etc. seg6n sea la primera resta, la segunda, etc., e.g. 

. ,.._.,. 



.. ./(Jt). ~"' Dl/ftntla D(fm11elll ,,,.,... ..,,,,. tacaw 

.2 

3 48 10 
37 

4 85 

· F.ntoaoel lu diferencias progresivas de ea tabla, se obaenen escogiendo 
un punto inicill x1 y trazando una dia¡ODll en forma descendiente como se ilustra 

. en dicha tabla. 

Generalimldo: . 

X¡ 

xl+h /(x,+11) 

4/(x¡+lf) 

Xl+'lll /(xl+'lll) 42 /(xl+h) 

4/(xl+'lll) 43 f(x1+h) 

XI+» /(xwJlt> 42 f ( xi+'2A) 

4/(xl+'Jlt) 

"t+41i /(Z¡+41t) 



· Expresado algebmicamente: 

4/(x1) •f(xl+h)-f(x1) 

.. A.2/(x¡)'=Af(xl+h)-4/(x1) 

=[f(x1+7Ji>-/(x1+h)]-[/Cx1+h)- f(x¡ >J 
= /(x1+2h)-2f(xt+h)+ /(x1) 

. 113 f(x,}=t..2/(xl+h)-42 f(x¡) . 

•[Af(:x1+2h)-Af(x1+h>]-[ 4/(x1+h)-A/(x1)} · .. 

•ll/(x1+2h)-2Af(xt+h)+llf(x1) 

etc.,etc. .. 

Observemos que los coeficientes de la función on t./' f(x1) son los mismos 
que aquellos obtenidos por el binomio de Newton. 

Por lo tanto, la k-ésima diferencia progresiva en el punto x1 es: 

. l (k) (k) l /l:. f(x¡)=f(:xl+lh)- l f(:xl+(k-l"Jh)+ 2 /(x/+(l-2)h)+ ... +(-l) f(x¡) 

Si hacemos 1-l entonces las diferencias progresivas corrcsponden\n a los 
coeficientes de la fórmula de interpolación de Gregory-Ncwton. · 

Por lo tanto el polinomio que interpole los valores de la tabla sera igual al 
que resulte de sustituir las diferencias progresivas en la fórmula de Gregory
Newton. 

Las diferencias progresivas cuentan con las siguientes propiedades: 
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• La aplieación del operador A a WUI función polinomial reduce el grado del 
polinomio en uno, i.e., sif(x) es un polinomio de grado n, A/(x) es un polinomio 
·de grldo n-1, de lo cual se sigue que sif(x) es un polinomio de srado n, A/(x) es 
un polinomio de grado cero, o mejor dicho una constante; 

y 

·•El operador de diferencias progresi'Ylll es distnl>utivo: 

A[/(x}+ g(x)]= A/ (x)+Ag(x) 

• J»m- último, tmnl>Wn es comnutativo con respecto a una constante: 

A[c•/(x)]=c•Af(x) 

2.5 Conceptos de Estadistica Bayesiana. 

La inferencia Bayesiana tiene por principio utili7.ar la información históriea 
cxiatente llCfRa de los valores que queremos estimar de una población para 
obtener estimaciones actuales de nuestros Yalores reales desconocidos lx; i.e., 
nuestras estimaciones a posterior/ se encuentran condicionadas a los valores 
estimados a priori con los que contemos. Sin embargo si no contamos con 
ohletvaciones hist6ricas, entonces es posible aplicar una distribución que a 
l1UlllrO juicio se ajuste a nuestros valores reales t r. 

Bate tipo de estadística toma su nombre precisamente del teorema de Bayes 
que es su eje cenlnll y fundamental. 

El teorema de Bayes nos dice: 

. 18 



donde T. y U son vectores de v.a.i.i.d. 

Por lo que fr(t) representa nuestra distribución a priori, fu¡r(11jt) QO!Do.so 

comportaron los valores observados conociendo el comportamiento de los valores 
reales, distribución a posterlori, y fu ( 11) no es mas que uua distnbución marginal . 

obtenida a partir de fu¡r(ujt). 

Para facilitar la aplicación de este teorema es práctica común auxiliarse de 
las llamadas distribuciones conjugadas. 

Las distribuciones coajugadas se definen de la siguiente manera: 

"Si la función de probabilidad anterior, fr(t), ca UD miembro de 
una &milla de disbibuciones tal que sea co'1fugada Jlll8 el modelo del 

experimento fu11(u/t), entonces la fUnción de problbilidld 

posterior, lr1u(t /11),serft UD miembro de esa misma familia, y por 
COllleCUCDCia , poseer6 las mismas propiecladcs que poscla la ftmción 
de probabilidad anterior. •9 

Es decir si al multiplicar fr(t) por fu¡r(11it) y dividirla entre f uM , según 

el teorema de Bayes, obtenemos una fT/u(t/u) que pertenezca a la misma 

familia de distn'buciones que f r ( t) significará que f r ( t) es la distnbución 

conjugada para fu¡1(uit). 

Ejemplos de distribuciones conjugadas son:· 

9Loadoo, D. Graduatlon. The Mlfslon of,.tlmatrs. Winstcd, Ccnnecticut: ACTEX publicaticína, 1985. · 
p. 73. 
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. DISTRDUCION DE LA 

MVESTRA. '•(ujt). 

1 Binomial 
2 Binomial NeptiVli 
3 Multinomial 
4 Poisson 
S Exponencial con media A..-1 
6 Normal con varianza conocida, 
pero con media desconocida 

. 7 Normal con media conocida 
pero varianza desc:onocida 
8 Multinonnal 

Por ejemplo: 

DISTRIBUCION 

CONJUGADA /r(t). 

Beta. 
Beta. 
Dirichlet. 
La media es Gamma. 
A. es Gamma. 
La media es Normal. 

La variant.a es una 
Gamma Jnverlida. 
Multinomial 

Si fr(t) es Beta y f u¡r<11!t) es Binomial o Binomial Negativa, entonces 

O si fr(t) ea Multinonnal y f v¡r<11!t) es tambi6n Multinormal, entonces 

f 7ju(t!11) seré Multioormal .. 

La siguiente ilustración nos ayudará a comprender mejor esta metodología: 

Dustrad6a. 

Supongamos que estamos buscando el parámetro binomial t que nos 
represente la tasa verdadera de caras en el experimento de realizar un volado. En 
un proceso formal Bayesiano debemos expresar nuestra creencia inicial acerca de 
t por medio de una distribución de probabilidad más que por medio de un valor 
especifico de t. 
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Entoo~; Sea T una v.a. con distn'bw:ión Beta, i.e., 

donde a>O y b>O son parémetros. Fácilmente se comprueba que 

· 1 
¿f r(t)dt = 1 dado que 

B(a,b) = r(a)•r(b). 
r(a+b) 

1 
ftª-l(t-l)b-ldl 

o 
es la función Beta, 

Podemos apreciar que el experimento (volados) es claramente binomilll, 
entonces, si H es la variable aleatoria para el número de caras en n wlados, 
tendremos que: 

La distn'bución marginal Pn(h) se encuentra mediante: 

lo cual da por resultado: 

r(a+b)nl • r(a+b)·r(b+n-h) 
r(a)or(b)h!(n-h)! r(a+b+n) 

Aplicando el teorema de Bayes encontraremos que la función de distnÜUCióÍi ; 
posterior es igual a: · 
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/ (ti•)· r(a+b+n) ,a+1r-tc1-1)6+n-ll-l 
r¡H ,.. r(a+h)•r(b+n-h) 

18 cual es nuevamente una distnl>ución Bc;ta, donde a es reemplazada poi' 
a+h y b por b+n-h. Por lo tanto hemos comprobado que la disln"bución Beta es 
coqjupda a la Binomial. lo cual fue parte de la motivación para escogerla como 
nuestra dilln11ución a priori. 

Por liltimo, recordando que lo que querfamos era UD valor para t podemos 
tomar la media de la distn"bución posterior que hemos obtenido para t dados los 
resultados de la v.a. H, piJesto que Ja media nos representa el valor que en 
promedio liempre tenderemos a obtener. 



.. /' 

.. 

•· 

CAPITULO TRES. 
FORMULAS BASICAS DE GRADUACION Y ALGUNAS DE 

SUS VARIANTES. 

3.1 Determinación de la fórmula bésica de Whittaker-Hendenon. 

Fónnula búica . 

Bésicamente la fórmula. de graduación de Whittaker·Henderson es una 
c:ombiaación lineal de las dos principales caracterlsticas con que debe contar toda · 
t6cmica de graduación: 

• ¡\juste.• 

• Suavimción.· 

F iep1111e11ta la dispersión de los datos y S representa la curva polinomial a la 
.'que se piema que el oomportamiento de los datos pudiera parecerse. 

La combinación lineal es llevada a cabo de la siguiente fonna: 

M=F+hS 

A continuación se irá desglosando y estudiando cada una de las componentes 
de esta fórmula, con la intención de ir comprendiéndola en su estructura. 
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· Observemos primeramente su fonna general: 

M=F+hS 

si recordamos el modelo de regresión lineal simple: 

y=a+bx+e., 

. . · · e interpretamos M utilizando la comparación de acuerdo a esto, tenemos que 
el valor de M tiene un valor inicial (F, datos sin graduar) aún sin agregarle ningún 

· · otro tipo de elemento. El otro elemento que en este caso modifica a M es 
precisamente el grado de suavización, o semejanza a algún polinomio deseado S y 

por último tenemos UD elemento de error ex' que en el caso de la fórmula de 
Whittaker-Henderson es igual a cero, suponiendo que este error se distribuye 
normalmente con parámetros (O , o"). 

Por lo tanto, la función de h en esta fórmula es ni más ni menos que la de UD 
coeficiente de regresión. 

Es decir, la h nos determina el balance entre el mayor ajuste posible (menor 
valor posible de F) y la mayor suavización posible (menor valor posible de S). O 
en otras palabras; es bien sabido que S representa un polinomio de grado Z·l, 
entonces la magnitud de h determina que tan cercanos estarán los valores 
graduados al polinomio. Mientras mayor sea la magnitud de h, más se parecerán 
los datos graduados al polinomio; entre menor sea la magnitud de h más se 
parecerán los datos graduados a sus valores originales. 

¿Cómo seleccionar la constante h de suavización? 

Una de las fonnas de hacerlo es mediante ensayo y error, comparando los 
resultados para distintas pmebas con el mismo coajUDto de datos y manteniendo 
en mente que si deseamos un mayor acercamiento de los datos graduados a los 
originales debe h....:; -r:JJ o viceversa, si queremos un mayor acercamiento de los 
datos graduados a la curva polinomial en cuestión, debe h....:; r:JJ. 

Regularmente se busca minimizar F +hS tomando en consideración una h 
positiva. Si h=O, se enfatiza por completo el ajuste de los datos graduados a los 
originales, y en tanto h....:; e.o se irá dando más énfasis en el suavizamiento 
(semejanza al polinomio). 
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1 
··.·Es decir: 

O:Sh<OO 
lo cual es un rango bastante amplio. Pensemos entonces en hacer la sisuiento 

simplificación: 

(1-h')F+h'S 

donde:O :S h' S l. 

i.e., cuando 11' = l, existirá un completo énfasis en la suavi7.ación, y cuando 
· 11' =O existirá un completo énfasis en el ajuste. Esta modificación en la filnción a 
minimiz.ar en el proceso de la graduación es equivalente a encontrar el balance 
apropiado tomando en consideración cierta ponderación del lado iz.quierdo, en 
lugar de tomarla solamente del lado derecho de la fónnula. 

Más adelante regresaremos a esta cuestión, mientras taiito continuemos con 
nuestro análisis. 

La parte de M que nos proporciona el ajuste a los datos originales: 

será mejor entendida si mantenemos presente el concepto de varianza 
otorgada por la estadlstica. 

Entendemos por varianza una medida del esparcimiento o dispersión de los 
valores que puede tomar la variable X correspondiente, con respecto a una media 
representativa X. Esta medida es la diferencia básica entre dos muestras con la 
misma media, lógicamente al comparar dos muestras con la misma media se 
confiará mú en la representativldad de Ja media de aquel coajunto en que la 
varianza sea menor. 

Recordemos que Ja varianza muestral es igual a: 

v. r<x-x,)2 
ar =--n---l~-
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t .. Jgualmeiitc en el caso de la f6rmula de Whittaker-Henderson. con F éitamos 
midiendo el anido de ~uste (dispersión) de JllleSlros valores representativos "x · 

··con respecto a ioa ori¡inlles (muem) "x· y asf de alguna forma poder 
fepreaontar a los valores reales t "' la Wx en F bar6 entonces las veces de . 
promedio (o ponderación) que obtenemos en la varianza al dividir entre 11-I, y la 
podremos calcular por medio de: · 

Como ya se habla mencionado ·s repICIClllta la curva polinomial a la que se 
piensa que el comportamiento de los datoi pudiera parecerse. 

Sabemos tambi6n que S 90ll difmincias progresivas, la cuestión está en 
cómo obtener el orden de dichas· diferencias que mejor nos representen nuestros 
dilos mucstmles. 

Una suprencia ea la de manipular dichas diferencias basta llegar a un nivel 
en donde sus valores tiendan todos a cero y tomar el valor dC esa diferencia 
(diferencia tercera, difemicia Quarta, etc.) menos uno, ya que recuérdese que 

tt.n+l¡(x)=O si y sólo si /(x) es un polinomio de grado n, o bien 

equivalentemente tolml' n de !::t.11 f(x)=c donde e es una constante, i.e., donde 
veamos que las diferencias progresivas de los datos originales sean más o menos 
oonstantes. 

Con esto ya hemos descrito todas las partes de la fórmula M. 

Así tenemos que M puede ser cualquier valor dependiendo de los datos 
observados y aquellos valores graduados que escojamos,. principalmente, pero lo 
més lógico es escoger los valores graduados de tal forma que estos difieran de los 
originales lo menos posible para as! asegurar la mejor representación de los 
valores reales, es decir la diferem:ia: 
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tiene que ser mfnima. 

Al hacer esto a la par estaremos minimi7J!l!do el valor de M Por lo tanto para 
encontrar los valores de las Vx que lo minimicen, debemos derivar (parcialmente) 
a M, con respecto a cada una de las Vx (n en total) e igualar dichas derivadas a 

.• cero, lo que nos resultará en n ecuaciones con n incógnitas (Ju vx>. al resol'VCI' el 
sistema de ecuaciones resultante habremos encontrado los valores Vx Que no son 
otra cosa más que los valores graduados buscados. 

Ahora bien recordemos que proponlamos la siguiente simplificación: 

(1-h')F+NS 

donde:Osh'sl. 

Es entonces ésta, la expresión que derivaremos parcialmente. Para esto nos 
auxiliaremos del álgebra lineal, con el propósito de obtener una representación 
matricial de nuestro modelo y simplificar las operaciones. 

Rmjpcjón de la mmirpiyción de M. 

M se minimiza de la siguiente manera: 

6M 
8tl, =o, para r= 1,2, ... ,n 

Como ya hablamos mencionado nos auxiliaremos del álgebra lineal, por lo 
tanto denotaremos por letras negritás a las represental.1iones tanto de vectores 
como ele matrices. 

Sean u y v los vectores de estimaciones iniciales y estimaciones revisadas 

(valores graduados) respectivamente. Utilizando y1 para denotar la transpuesta de 
y , tenemos que: 

27 
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una matriz diagonal mm que contiene las ponderaciones "'x· Sea k: una 
matriz especial que contiene los coeficientes binomiales de orden z de las 
diferencias finitas progresivas, con su respectivo signo, tal que el producto k:v es 

el "YeCtor que contiene los :valores de ll:vx. Por lo tanto si existen n valores Vx, 

tl1 que v sea IDl vector nxl, k: será de dimensión (n·z):xn y k:v será un vector de 
(n-z)xl. 

Por ejemplo: 

Si z=2 y n=6, tendremos: 

k -[ ~ ~2 -2 ~ ~ ~~ l 
2 - o o 1 -2 1 

o o. o -2 

Es de fácil verificación que k2v será igual a ll2vx. En cuanto a los signos, el 

primer elemento de k, (a11 ) será positiw si z es un número par, y negativo si z 
es IDl número impar. 

Definidas asf nuestras matrices v, 11, w, y k:, tenemos que. la fimción M 
queda representada por: 
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M =(v-u)' w(v-u)+h(kzv>' kzv 
(Recordando que M se encuentra de la 

'' 11. 2 n-: : 2 
•.. i,; Wx(Vx-Ux) +h l; (A Vx) ). 
X=l X=l 

Si introducimos la modificación: 

M=(l-H)F+HS 

nuestra representación matricial queda finalmente de la siguiente fonna: 

Ahora derivando parcialmente a M respecto a v tenemos: 

':' = !<l-h')(v-11)'w(v-u)+h'(kzv)' k:v 

=.:. (l-h')(v-11)'w(v-u)+h'v1kfkzv 

=2(1-h')w(v-u)+2h' kfk:v 

=(2-2h')(wv-wu)+2h' kfkzv 

=2wv-2wu-2h'wv+2h'wu4-2h' kfk:v 

Igiialando todo lo anterior a cero, nos queda: 

=2wv-2wu-2h'wv+2h'wu+2h'kfkzv =O 

2wv-2h'wv+2h' kfkzv=2wu-2h' wu 

wv-h' wv+h' kfkzv= wu-h'wu 

[(1-h')w+h'k'kJ~l-h?wu ... (1) 

y sustituyendo c={(l-h')w+h'k'kJ , en (1), obtenemos: 



cv .. (J-h')wu 

• Estamos abara en postbilidades de resolver el sistema de ec:uacione8, que en 
forma matricial hemos obtenido, mediante algún m6todo num6rico como por 
ejmDplo el m6todo de eliminición de Gauss-Jordan, o m6todos mAs sofisticados 

· como lo es el m6todo de factori.ueión de Choleskil0• 

. Dado que se puede demostrar que e es una matriz no singular se tiene como 
COll&Uuencia que su inversa c-1 siempre exiSte y por lo tanto: 

cv "" (1-h '}wM 

siempre podrá ser resuelta por medio de: 

· V"" (1-h')wuc-I 

con lo que finalmente habremos obtenido los valores graduados vx. 

Para simplificar el trabajo, (y eliminar la utili2:ación del m6todo de Cholcski), 
so adoptó como lenguaje de programación el lenguaje APL dado que multa 
bastante cómodo debido a su gran capacidad en el manejo de arreglos matriciales 
y por la posibilidad de utilizar la función denominada divisi6n matricial !E, que 
en fcnna "autmmtica" resuelve sistemas de ecuaciones de la forma mt=b donde 
xm/Jlllc,, 

Dicho programa puede consultarse en los ancxosl 1 de este trabajo. 

3 .2 Variantes de la graduación de Wbittaker-Henderson. 

1. La forma general de diferencias mixtas es: 

Nótese que si hz >O Y h1 =O para cualquier otl'a j, obtenemos la fórmula 
antes discutida: · 

loYer Anexo n... 
llVcr Anexo Cuatro. 
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Forma exponencial para S. 

Recordemos que en la fónnula do Whittaker-Henderson S ea isual a a un· 
•· polinomio de sndo z-1. 

Sin embargo .nuestra creencia previa puede no estar de acuerdo con que. la 
. curva graduada se asemeje a un polinomio. 

, Por ejemplo, suponpmos que estamos graduando fuerzas de mortllidad que 
creemos que siguen la ley do Makeham, entonces nuestra creencia previa es que: 

Y por lo tanto, S deberá definirse en concordancia con esto. 

Vemos que: ª'" = B(c-7"1)c" y 
a2t" •B(c-l)"'c" =rl1t" 

Donde r=(c-1), entonces 42tx -rat" debed ser igual a cero, tal que .. 
podamos definir a S como: 

Y es con este resultado que llevaremos ·a cabo la minimización do M. 

3. Variación propuesta por Walter B. Lowrie. 

· Esta variación consiste en la combinación de las formas polinomial y 
exponencial de S, su forma es la siguiente: · 
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donde sx es un valor de una tabla apropiadamente seleccionada y w,! es 
ponderación asociada con el ajuste entre V.r y s ... 

4. Variación propuesta por D. R. Schuette. 

Schuette propono reemplazar las medidas de ajuste y de suaviz.ación que se 
encuentran elevadas al cuadrado en la formula de Wbittaker-Henderson por 
valores absolutos, justificándose en el hecho de que el elevar al cuadrado dichas 
medidas solamente es apropiado en el caso de que el error (v.a.) Er, se disbibuya 
normalmente, tal como se asumió al desarrollar la fórmula de graduación de 
Wbittaker-Henderson. Cuando este no sea el caso será més conveniente utilizar la 
siguiente variación: 

3.3 Determinación de la fórmula básica de la graduación de Bayes. 

Proceso formal de la Graduación de Rayes. 

Se especifica que se trata del proceso formal de graduación de Bayes dado 
que existen diversas aplicaciones de métodcis que tienen una aproximación de 
carácter bayesiano. 

. Más que una fórmula, la graduación de Bayes es un procedimiento a seguir 
según las nociones propuestas por él. 

Por lo tanto, la aproximación Bayesiana estándar al problema de graduación 
puede ser descrita en cuatro pasos fundamentales: 

1.- Formular una distribución de probabilidad anterior (a priori) para 
las t X• que represente la secuencia que deseamos estimar. 



; :-. : 

2.· Seleccionar el modelo para el experimento, i.e., una expresión para la 
·distribución de probabilidad condicional de los datos observados ux, dada la 
·secuencia t x. 

3.· Usar el teorema de Bayes para resolver la distribución ~ 
probabilidad posterior (a posteriori) de t X• dados los datos obtenidos Ux. 

4.· Seleccionar los valores graduados vx de la distribución posterior de 
acuerdo al objetivo del problema de graduación. 

Descripción de cada uno de los pasos del proceso. 

l. La distnbución anterior para tx. 

Tomemos a los valores reales que deseamos estimar como variables 
aleatorias que podamos representar por Tx. En notación vectorial usaremos T 
para representar el vector aleatorio, y t para el vector de realiuciones de T. Dado 
que T es un vector de variables aleatorias continuas12, lo que estamos buscando 

establecer es lajimción de densidad anterior fT(t), la que por supuesto tendrá 
que ser una función multivariada. 

Teóricamente esta distribución anterior deberá reflejar apropiadamente las 
creencias iniciales acerca de T. Esto es definitivamente mucho más fácil de decir 
que de realiur, dado que no sólo depende de lo que se tenga a priori, sino que 
además la elección debe poseer ciertas propiedades matemáticas que nos faciliten 
su manejo (como el caso de las distribuciones conjugadas) y no perdemos al 
obtener un resultado que no podamos identificar. En cuanto a los cálculos 
debemos cuidar que no se compliquen demasiado como para no poder resolverla8 
apropiadamente con una calculadora o computadora i.e., que sólo queden como 
una teorfa dificil de aplicar en la práctica. 

2. El modelo para el experimento. 

Aquí estamos hablando ni más ni menos que de la función de densidad 

condicional para los datos observados dado t, i.e. fu¡T(11/t). 

12& continua dado que para poder graduar suponemos continuidad en el ÍCllÓ!lleno que ac está 
estimando. . 
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Este pao es meD111 subjetivo que el anterior, claro que lo más lógico es 
suponer que Is distn'bución apropiada de la variable aleatoria U x es binomial con 
paiémetros tx y n.r (como la visto en el capitulo 2), pero para nuestros propósitos 
resultará mucho más cómodo aswnir alguna distribución de forma continual3 que 
una distribución binomial de forma discreta. 

3. La distribución posterior para t. 

Para encontrar la distribución posterior para t, /TIU(tl•), aplicamos el 
teorema de Bayea de la siguiente fonna: 

fu/T(•lt)• /T(t) 
fT1u<tl•) fuM . 

Recordando que fr1u(t I u) es multivariada y continua. 

Entonces dado que fr(t) y fuir<" lt) son funciones ya dadas 

encontraremos fu(u) por medio de: 

i 
fu(u)= ifu IT(ult)•fr(t)dl 

o 

que no es otra cosa más que una distribución marginal. 

Obteniendo esto automáticamente podremos calcular fr¡u(tlu), dado que. 
ya contaremos con todos los elementos necesarios para· hacerlo. 

Cuando realizamos esta operación es necesario multiplicar fr(t) y 

fu1r(u/t), entonc:es lo mejor será que para obtener una expresión conveniente 
nos auxiliemos de las distn"buciones conjugadas, mismas que fueron definidas en 
el capitulo dos. 

13Dado quo un '*'-o puodo ocurrir en cuaJ.P.ier momento. 
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· El escoger las funciones de distribución tal que sean coqjugadas no es 
absolutamente necesario para nuestro trabajo de graduación Bayesiana, pero si · 
filcilita en mucho las cosas. 

4. Selección de los valores graduados vx. ·· 

Concluido el paso anterior tendremos la certeza de que la distribuci6n 
posterior obtenida , contiene nuestra creencia inicial sobre · T modificada por la 
información contenida en u (datos observados). 

Es lógico entonces que los valores graduados v se seleccionen de la 

información contenida en fTtu<t 1 u). 

Recordemos que una función de probabilidad cuenta con medidas de 
tendencia central llamadas media, mediana y moda que nos describen a la 
distribución de la población en estudio. 

Dado que el objetivo de la graduación es tomar como valores graduados 
aquellos valores de T esperados, o bien siendo más precisos, tomar aquellos 
valores más representativos o más probables, podemos tomar en cuenta lo 
siguiente: 

• Si tomamos el criterio de valores esperados, el vector de los valores 
graduados será igual a la esperanza (o media) de la distribución posterior: 

•Si tomamos el criterio de valores representativos (i.e. el valor central de m 
conjunto de números ordenados por su magnitud), el vector de los valores 
graduados será igual a la mediana de la distribución posterior: 

1 
Fr(t ¡,1)=-

12 2 
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. :' .. • Por últim~. si tomamos el criterio de valores más probables (i.e. los valores · 
que i>cwren con mayor fi:ecuencia), el vector de los valores graduados será igual a 

· la m~ de la distnbución posterior. 

Decidido el criterio a utilU.ar habremos completado nuestro trilbajo de 
graduación y con esto finali7.amos la descripción de cada uno de los pasos del 
Proceso Formal Bayesiano. 

El m~o de Kimeldorf..Jones. 

Este m6todo se auxilia del proceso de graduación fomial Bayesiano pero con 
la caracterúlica de que utiliz.a en sus distnbuciones anteriores y posteriores la 
normal multiwriada, por comodidad este será el método que se utili7.ará para 
desBJTOllar el ejemplo práctico en capltulos posteriores. Los pasos se describen a 
continuación: 

1.- La distnbución anterior para fr{t) es: 

fr(t) pertenece a la familia de distribuciones multinormales, lo cual resulta 
matemáticamente conveniente. 
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Sean m y A el vector de m• y la matriz de covarianm respectivamélltC; 
entonces la función de densidad para T será de la forma: 

donde: 

Esta función se especifica por completo asignéndole valores a m y a A, (Ja 
elección de A y mes en realidad el eje central de este m6todo). 

Es importante notar (debido a la utiliz.ación futura de m6todos ele resolución 
de sistemas de ecuaciones) que A es simétrica, dado que fue definida como una 
matriz de covarianzas, de dimensión rum y adem4s positiva definida, y por lo 
1llnto no-singular, para que asl T resulte multinormal. · 

2.· El modelo para el experimento. 

Como hemos visto la distribución que mejor representa a U;11 dado t X• es la 
Binomial (o proporción Binomial Condicional). Dado que una propomón 
binomial se aproxima a una Normal, el m6todo de Kimeldorf-Jones uti1iz.a como 
'clistnbución condicional multivariada para U, dado t, una multinonnal. 

Como E[U x J = tx, se sil!Ue que el vector de medias pira nuestramultinormal 
condicional es t. Si suponemos además independencia mutua entre las variables 
U X• las covarianzas serán todas cero y por lo tanto la matriz de covarianzas, B, es 
una matriz diagonal nxn, que contiene solamente las varianz.as de las variables 
Ux. 

Lo cual significa que la función de densidad condicional para el modelo 
queda expresada por: 
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3." , La distnlJución posterior para T, 

Para obtener esta distnbución aplicaremos el teorema de Bayes. 

Ya conocemos fu¡r(ult) y fr(t) entonces fu(u) lo podemos obtener por 

medio de: 

Debido a que fu(lt) es una integral definida, podemos concluir que es · 

constante con respecto a t, y por lo tanto podemos combinarla con k1 y k2 de la 

siguiente forma, sean: 

ahora si, aplicando el teorema de Bayes obtenemos: 
-· ;:· .·L· 

·.· ·;<~'f'; ,.,.: .. 
·'' ··-r-

f _.+. ~..,-M<·-·>· ·-·<·-t·"'l-M<t~m);;-:~í~~¡,~~i' ;,IS 

. ·~; .... {-M(<•-t)' ·-·(H)+(t-~i:'.(1~1íR~;J~t~J:;, .. 
=k4 •"P{-~[<u-t)'B-1 (u-t)+(i-mi;H<i,~·;>]}( . • ; "' .. 

::1,, -~·.:,~:(~:· .. :.:r.~: :. 
, ..... ·-· .. 



. ·.•, 

. ·'··. 
'.,·',. 

Y rearreglando este exponente; 

f~¡u<tju>=k4exp{-~[<r-m)' A-1(t-m)+(u-t)' B-1(u-t>]} 

= k4exp{-Yz[<t'-m')A-1(t-m)+(u' -t')B-1(u-t) ]} 

=k
4
exp{-Yz[<t'A-1-m'A-1)(t-m)+(u'B-1-t•B-1)(u-t)]} 

=k
4
exp{-X[t'.A-1t-t'A-1m-m'A-1t+m'A-1m+u'B-1u ... 

... -u•B-1t-t'B-1u+ t'B-1t ]} 

= k
4
exp{-X[ (m' A-1m+ u•B-1u) +t'Á-1t-t'.A-1m-m' A-1t ... 

. ...-u'B-1t-t'B-1u + t'B-1t ]} 

=k4exp[-X<m'A-1m+u'B-1u)]... . . • · .. :x· 

.... exp[-Yz<t'A-1t-t'A-1m-m'A-1t-u'B-1t-t'B-1u+t'B-11,)] ·• .• ;;; ):, 

Sea entonces: 

Sustituyendo y reordenando los t6nninos restantes obtenemos: 

Ahora bien definamos a 

ya 
tal que 

c-1,..(A-I +B-1) 

v = C(B-1u+ A-lm), 

c-1v=(B-1u+ A-1m), 

y sustituyendo c:sto en nuestro resultado anterior obtenemos: 

.... · 
·, 



· · · · (c-lv)' = v•cc-1)• =(B-1u)'+(A-1m}'=u'(B-1 )' +m'(A-1)' 

Observemos que para cualquier matriz X diagonal se cumple: 

ya que las malrices A, B y C son diagonales por definición, tenemos que: 

Entonces lllllituyendo v'C-1 por u•B-1 +m' A-1 en ... @ y sumando y . 
mlllndo v•c-lv dentro del pmnteaia obtenemos: 

.. t 1111 <tlu>•t6 •exp[-M<t-v}'c-i(t-v)) 

donde: 



:-,, 

Con esto demostramos que f
11

u(tju) es también una distribución 

multinormal con vector de medias v y matriz de covarianw C, es decir .una 
multinormal es COl!iugada consigo misma, lo cual simplifica nueStro tr&bajo. 

4.- La selección de los valores graduados. 

Como ya hablamos dicho lo ideal es escoger los valores graduados como 
aquellos representados por la media, moda o mediana de la distribución posterior 

f 11u<tlu), el estar utilizando el método de Kimeldorf-Jones, con distnbuciones 

multinormales, nos conlleva a que estas tres medidas coinciden en un mismo 
punto, siendo v el vector de medias, modas y medianas, tenemos que nuestros 
valores graduados son: 

v=(A-1 + B-1r 1(B-1u+A-1m) 

=u+(l + AB-1)-1(m-u), 

donde I es una matriz identidad de orden n. 

Ahora bien para encontrar estos valores graduados necesitamos eapecificar 
primeramente los elementos que integran a m, A y B. A continuación se presentan 
algunas sugerencias para su elección: 

• m representa la media, moda y mediana de T cuando esta se clistn'buye 
normalmente, pero también es nuestra mejor estimación de ten ausencia de datos 
experimentales. 

Entonces, si no contarnos con ninguna información anterior , lo que 
podemos hacer es seleccionar estimaciones ya existentes que estén basadas en 
la experiencia de otro grupo (muestra) con caracterlsticas similares al grupo que 
tenemos en estudio actualmente. 
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•Á es la matriz de covarian7.as del vector aleatorio T. Recordando que se 
definió a la teorfa de la graduación como las "relaciones existentes entre tasas 
vecinaS", podemos representar estas relaciones por medio de coeficientes•• de 
correlación entre cada par de tasas. 

CJaramente los elementos de la diagonal de A son las varian7.8S de las 
variables aleatorias de T, y los demás deberán ser las covariamas. Como 
definitivamente la elei:ción de A es bastante subjetiva nos resultará más útil el 
éoncepto de coeficiente de eotrelación que el de covariama. Asl, pues, 
determinamos que este coeficiente siempre será mayor o igual que cero y que 
tenderá a cero en tanto que la distancia entre los elementos de T sea mayor. 

De acuerdo a esto podremos igualar a cero ciertos elementos de A con el 
propósito de simplificar los cálculos. 

En el presente trabajo, para no sobrecargar la te01ia, tomaremos como tal la 
fórmula sugerida por Kimeldorf y Jones que nos dice: 

donde: 

1.- a0 eA 

3.- r es el coeficiente de 

4.- De igual forma, si ji- JI= 2, el coeficiente de correlación entre T¡ y 
. . 2 r1 será r , etc. 

14Coejl~e~1/e de camlact6":- Es el grado de interconexión entre variables que intenta determinar con 
que prec151ón describe o explica la relact6n entre variables una ecuación lineal 0 de cualquier ocm tipo. 
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· Observemos que: 

A será definida positiva y claramente simétrica. 

2:- Asumimos una variall1.a igual (p2) para toda T¡. 

3.- La correlación entre los elementos de A se establece en forma 

geom6trica (r~-J] ). 

Esto no significa que debamos limitar nuestra creatividad si no estamos de 
acuerdo a esta fórmula propuesta. En el caso de esta tesis se adoptará, como ya 
dijimos, tal y como está para no sobrecargar la teoría y no abUSlll' en el tiempo de 
reali7.ación de la misma. 

Pero bien se puede suponer varianzas diferentes para cada 1j al observar que 
nuestra muestra presente mayor sesgo en ciertas edades, hablando de la 
construcción de una tabla de mortalidad graduada, o dificultad para obtener 
información adecuada en ciertos rangos. 

O en general, construir una matriz de covarianzas más acorde a nuestras 
creencias o necesidadesis. 

Pero sobre todo estar siempre consciente de que no existe la graduación 
correcta en t6nninos absolutos, de lo contiario nos encontraremos wgando en un 
gran callejón sin salida . 

• B es una matriz diagonal de covarianzas, o mejor dicho varianzas, de la 

distribución fu¡T<"lt), sus elementos son más fáciles de seleccionar en 

comparación con los de A. 

El que tengamos la creencia (lógica) de que U¡ es aproximadamente una 
proporción binomial nos permite calcular: 

Upor ejemplo en las aae¡¡uradoru pua evitar pérdida financieras substanciosu ICrla pmeriblc 111i1izat 
tablas de mortalidad sobnva/lllJdas (mayor mortalidad, previendo mayor caatidld do PfiOS 
=lamadoe). Sin embargo en la cieación de un plan do pensiones por jubilación ICrla pn&riblo optar 
por una tabla SMbvaluada (mayor esperarwi de vida, prcvicrulo un periodo mú largo duranto el quo se 
tcodrin que hacer los pa¡¡os). 
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Var(U )= l¡(l-I¡) 
. i n¡ 

P~ como en el m6todo de Kimeldorf-Jones B debe estár libre 
debemos de tomar: 

m·(l-m) 
Var(U.)=b .. = 1 1 

I // n¡ 

dado que 111 es nuestra mejor estimación disponible de T. 

Contando con estos 3 parámetros, habremos por fin resuelto nuestro 
problema de graduación por medio de este método. En los anexos se presenta el 
programa en APL para llevar a cabo el ejemplo práctico presentiido en este 

· traliajo. 

3.4 Variantes de la graduación de Bayes. 

Para este caso, está de más decir que existen tantas variantes como nuestra 
habilidad nos pemiita crear. 

Todo dependeni de las distribuciones escogidas a priori y posteriori para 
obtener Jos valores graduados. 

._ ... ,. 
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CAPITULO CUATRO. 
DIFERENCIAS ANALITICAS ENTRE LAS DOS TECNICAS. 

4.1 Diferencias en la concepción 

La técnica de graduación de Wbittaker-Henderson fue concebida como una 
modificación a las t6cnicas de regresión lineal, como ya se vió. Solamente toma 
en cuenta las actuales observaciones del fenómeno en estudio. 

Por otro lado la técnica de graduación de Bayes nace de la definición de 
probabilidad condicional; i.e. se interesa por los hechos históricos para modificar 
los eventos actuales. 

4.2 Diferencias en las herramientas utilizadas. 

La técnica de graduación de Wbittaker-Henderson se auxilia de la 
estadlstica, de conceptos como varia!l1.8, de los procedimientos de regresión lineal 
y de conceptos de métodos nwnéricos (diferencias finitaS ). 

Mientras que la graduación de Bayes es una técnica netamente de la 
Estadistica BayesiBSIB. La cual implica un amplio conocimiento de las 
distribuciones de probabilidad para poder sacarle ventaja a una t6cnica tan 
creativa como lo puede ser esta. 

Por lo tanto las herramientas matemáticas utili7.adas en la graduación de 
Wbittaker-Henderson suelen ser más sencillas que aquellas utili7.adas en la 
graduación de Bayes que implica herramientas de cálculo más complejas . 

.___4_.3_~..:.en-'ta""ú"-as'--y.__de...:sv_eu'--ta-"ú.c.as-'-,..:.simil;....;.;._ . ...citu..:.d'--e..:.s .... y-'dili_."'ere;;..;_n..:.ci'--as'--g"'e;.;;n"'e;;;;ral::.;ec:s.;.... ____ ] 

La graduación de Whittaker-Henderson tiene una gran ventaja práctica: 

Su estructura es bastante accesible en cuanto a cálculos de resultados, i.e., el 
hecho de que finalmente se llegue a la solución de un sistema de ecuaciones nos 
pinta un panorama por demás conocido. 

La única dificultad se tendría al aplicar el algoritmo apropiado del álgebra 
lineal para resolver dicho sistema de ecuaciones. 
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La desventaja consiste en que como sólo se basa en observaciones actuales, 
no es posible aplicar correcciones que nos permitan unifonnar nuestros valores 
con aquellos ya existentes. Por otro lado nuestra creatividad se encuentra limitada 
por su misma estructura. 

La graduación de Bayes tiene una gran ventaja sobre la de Whittaker
Henderson, el poder incluir en sus valores graduados la infomuwión de valores ya 
existentes que nos tmifonnen dichas estimaciones. 

Sin embargo en la práctica resulta muy densa de realizar debido a su 
naturalem teórica y el escoger los parametros y distribuciones apropiados que nos 
lleven a \Dl buen resultado. Por otro lado nos permite experimentar con una gran 
variedad de posibilidades al graduar por medio de las llamadas distribuciones 
coitjugadas. 

Fn pocas palabras la graduación de Bayes incluye un grado de subjetividad 
mayor que aquel que aplicamos para la graduación de Wbittaker-Henderson. 

Definitivamente la similitud más relevante entre estas dos técnicas es su 
objetivo: 

Graduar valores presentados en forma tabular que no incluyen esa relación 
entre vecindades de los datos que nosotros intuimos existe. 



CAPITULO CINCO. 
APLICACIONES NUMERICAS. 

S.1 Tablas utilizadas. 

Lo primero que debemos obtener para poder graduar es una tabla de tasas 
brutas. 

Se estuvo buscando UD trabajo de esta naturaleza que se hubiera realizado 
para el afio de 1990 en base al censo de población y número de defunciones en 
dicho afio. 

Al no haberse encontrado una tabla de mortalidad hecha para este afio, para 
nuestro país, en base a este censo, se procedió a calcular las tasas brutas de 
manera muy simple i.e., sólo para efectos de ilustración del presente trabajo, ya 
que no es su objetivo principal el de construir dichas tablas. 

Esto se llevó a cabo de la siguiente forma: 

1. Intervinieron en el cálculo datos provenientes de: 

a. El censo de población mexicano de 1990. 
b. Defunciones en nuestro país rtglstrodas en 1990. 

2. Debido a que las defunciones originalmente venlan agrupadas por 
quinquenio se procedió a inte1polar linealmente tomando como referencia las 
marcas de clase de cada intervalo. 

Ejemplo: 

Intervalo de edad 
40-44 
45-49 

Marca de clase 
42 
47 . 

Dejúnclones 
8776 

10204 

47 . 



···. m-'8776-10204= 28560 - 42-47 . 

y-8776= 28S.60(x-42) 
y=28S.60(x-42)+8776 ... (1) 

Pór lo tanto el número de muertes a edades 43, 44, 45 y 46 se obtendrán pÓr 
suStituclón en la ecuación (1 ), e.g.; 

A edad 44 tendremos: 

y= 28S.60(44'-42)+8776 
y=9341 

Como no es posible tener 115 de muerto, los resultados fueron redondeados a 
números enteros. 

3. Las tasas brutas se calcularon dividiendo el número de defimciones a 
edad x eolre el número de vivos a edad x en 1990, al observar los resultados se 
observó que aquellas tasas obtenidas a partir de edad 86 resultaban mayores a 
uno, por lo cual fueron desechadas. 

4. También se utilizó para el caso de la graduación de Bayes la tabla de 
mortalidad AMA91 elaborada por el departamento de Estadistica y Actuaria del 
ITAM en base a la información proporcionada por S de las aseguradoras más 
importantes en nuestro país. 

S. Las tabulaciones de toda esta infonnación y sus respectivas gráficas 
son mostradas en las páginas siguientes. 

6. Por último se remarca que se hizo una distinción entre mujeres y 
hombres para la presentación de las ejemplificaciones. 

48 . 
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TABLA! 

HOMBRES 

'" dx t/x AMAl1 
9JC o 975,d:U 3i,7M 0.637767 o.oonoo 

. 1 IM0,971 5,397 0.005738 0.000339 
.2 1,043,565 2,539 0.002433 0.000447 
,3 1,001,225 1,570 0.001439 0.000436 
•4 1,109,198 1,118 0.001008 0.000435 

.5 1,074,822 1,943 0.001808 0.000439 
8 1,082,813 2,771 0.002e07 0.000442 
7 1,059,395 3,598 0.0033118 0.000447 
8 1,105,859 3,532 0.003194 0.000434 
9 1,035,596 3,.ce6 0.003347 0.000418 

10 1,009,429 3,400 0.003093 0.000380 
11 972,013 3,334 0.003430 0.000300 
12 1,105,953 3,268 0.002955 0.000308 
13 1,020,991 3,950 0.003889 0.000439 
14 1,032,272 4,832 0.004487 0.000567 
15 1,008,138 5,313 0.005281 0.000701 
18 972,458 5,995 0.008185 O.OOOM8 
17 Dll0,507 8,877 0.008741 0.001015 
18 1,003,819. 7,057 0.007032 0.001023 
19 787,172 7,438 0.009«8 0.001051 
20 852,582 7,816 0.009187 0.001003 
21 853,448 8,195 0.012541 0.001140 
22 787,987 8,575 0.010882 0.001185 
23 738,809 8,824 0.011873 0.001257 
24 705,302 1,872 0.012295 0.001321 
25 702,150 8,721 0.012420 0.001371 
28 802,037 1,789 0.0145118 0.001431 
Z1 5118,739 8,118 0.014728 0.001480 
21 603,185 1,756 0.014518 0.001493 
2D 544.484 8,894 0.0151187 0.001502 
30 705,371 8,633 0.012239 0.001507 
31 392,429 8,571 0.021841. 0.001505 
32 548,253 8,509 0.015520 0.001498 
33 477.121 8,607 0.018039 0.001573 
34 455,562 8,705 0.019108 0.001845 
35 528,480 1,802 0.019855 0.001718 
38 448,1114 8,900 0.019948 0.001789 
37 379.555 8,998 0.023707 0.001888 
38 482,145 8,954 0.019375 0.002023 
39 394,191 8,909 0.022601 0.002190 
40 503,551 8,185 0.017605 0.002373 
41 231,940 8,820 0.038027 0.002573 
42 397,884 8,778 0.022068 0.002794 
43 301,485 9,082 0.030060 0.003018 
44 270,373 9,347 0.034571 0.003284 
45 387,899 9,833 0.024847 0.003532 
48 283,889 9,918 0.037584 0.003821 

49 



TABLAI 

47 240,341 10,204 0.042458 0.004130 
41 31111,llea 10,311 0.033934 0.004470 ... 254,078 10,417 0.041000 0.004831 
50 357.578 10,S24 0.029432 0.005211 
11 148,507 10,1311 0.071100 0.005813 
S2 231,488 10,7'7 0.045021 O.OOll038 
13 203,llO 11,133 0.054873 o.ooeaa 
14 212,874 ,1,530 0.054214 0.0072119 
11 238,llO 11,1211 0.050344 0.007834 

• 111,115 12,323 0.081889 0.008839 
117 114,091 12,719 0.082542 0.009392 
Sii 111,807 12,941 0.071258 0.010542 
59 147,181 13,183 0.089448 0.011780 
80 293,311 13,386 0.045837 0.013058 
81 15,090 13,808 0.151125 0.014451 
82 138,398 13,830 0.101398 0.0151151 .. 132,174 14,152 0.107071 0.017957 
84 122,941 14,475 0.117739 0.020100 
81 182,784 14,797 0.080953 0.022395 
118 103,811 15,120 0.145509 0.024159 
87 100,024 15,442 0.154383 0.027505 
11 108,204 15,313 0.144185 0.030514 

• 74,718 15,114 0.203217 0.033727 
70 170,271 15,054 o;Dll408 0.037153 
71 H,434 14,1125 0.371480 0.040798 
72 '1'11,970 14,788 0.182231 0.044684 
73 15,009 15,203 0.279173 0.050001 
74 112,342 15,810 0.298231 0.055819 
71 11,881 11,018 0.180218 0.0815118 
78 52,993 18,4211 0.309947 0.087893 
77 40,878 18,1132 0.411752 0.074148 
78 11,980 1U4S 0.295518 0.078757 
71 11,102 11,2111 0.415818 0.085280 
IO 14,978 15,11114 0.187885 0.081072 
81 20,243 15,874 0.774292 0.087110 
82 27,802 15,385 0.553377 0.103289 
113 23,392 18,183 0.720587 0.110249 
14 23,407 18,342 0.783812 0.117295 
81 34,937 18.820 0.587307 0.124455 
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TABLA2 

MUJEltEll 

BIADEB lx dx t/x AMAl1 

6.iiii68 
t/x 

d id,784 21.Ai 0.06U66 
1 811,1n 4,808 0.005274 0.000327 
2 1,014,108 2,313 0.002281 0.000418 
3 1,078,513 1,3115 0.001283 0.000335 
4 1,077,883 848 0.000878 0.000381 
5 1,041,329 1,585 0.001522 O.OOOS71 
8 1,052,355 2,225 0.002114 O.OOOHI 
7 1,030,111 2,854 0.002771 0.000339 

• 1,083,808 2,720 0.002510 0.000327 
8 1,018,549 2,575 0.002533 0.000303 

.10 1,0&0,871 2,431 0.002282 0.0002117 
11 854,008 2,2119 0.0023118 0.000221 
12 1,0l3,337 2,142 0.002014 0.000185 
13 1,022,215 2,281 . 0.002241 O.OOOZ48 
14 1,051,203 2,440 0.002308 0.000330 
15 1,017,5118 2,580 0.002545 0.000414 
18 995,104 2,738 0.002752 0.000507 
17 1,012,127 2,888 0.002853 0.000914 
18 1,020,438 2,832 0.002873 0.000583 
18 858,248 2,977 0.003495 0.000587 
20 843,181 3,021 0.003203 0.000580 
21 710,231 3,09& 0.004317 0.000585 
22 844,850 3,110 0.003881 0.0005118 
23 811,831 3,125 0.003848 o.1Joo1M1 

·24 780,842 3,140 0.004021 0.000877 ,._' 
25 778,870 3,154 0.004045 0.000708 
211 1198,408 3,188 0.004734 0.000738 
27 844,291 3,184 0.004842 0.000783 
28 888,233 3,217 0.004814 0.000810 
28 592,344 3,248 0.005485 0.000858 
30 779,884 3,282 0.004208 0.000809 
31 419,800 3,314 0.007884 0.000883 
32 808,199 3,347 0.005503 0.001021 
33 507,593 3,513 0.008921 0.001115 
34 493,407 3,678 0.007454 0.001218 
35 573,050 3,844 o.ooee87 0.001323 
38 484,881 4,008 0.008271 0.001440 
37 399,857 4,175 0.010441 o.001eee 
38 499,488 4,237 0.008483 0.001882 
39 410,585 4,288 0.010471 0.001830 
40 557,258 4,382 0.007828 0.001878 
41 235,880 4,424 0.018747 0.002135 
42 394,795 4,888 0.012378 0.002302 
43 717,705 4,894 0.008540 0.002445 
44 287,011 4,902 0.017079 0.002585 
45 415,071 5,111 0.012314 0.002752 
48 270,502 5,319 0.019863 0.002914 
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TABLA2· 
.. 

'47 245,7114 5,527 0.022488 0.003080 
48 szt,741 5,7112 0.017474 0.00S430. 
411 2&1,1711 5,11118 0.023232 0.0037111 
llO 31111,210 9,m 0.0151110 0.00418e 
51 1411,7711 8,4811 0.043180 0.004570 
52 244,471 8,704 0.027422 O.OOl!OOS 
113 214,200 7,102 0.0331511 0.005380 .. 224,1'711 7,500 0.0334511 0.005752 
51 297,284 7M7 0.029546 0.008174 
51 1111,855 8,2115 0.041S04 o.ooee20 
57 155,747 8,9113 0.0547&0 0.0070N 
51 11111,318 11,094. 0.045475 0.0071141 
51 1ll0,413 11,4311 0.1182734 o.ooeaze 
eo 3311,386 11,507 0.028888 0.009758 
81 84,11114 10,1711 o.1111n5 0.010741 
ez 144,1114 10,550 0.0721133 0.011812 

• 140,eoe 10,820 0.0771194 0.012324 
84 131,7111 11.21111 0.085885 0.012901 
85 214,043 11,ee1 0.054480 0.013518 

• 103,7111 12,031 0.11511411 0.014145 

'" 111.1133 12,401 0.125347 0.014782 
ee 111,931. 12,454 0.103930 0.018384 
811 711,442 12,507 0.157430 0.0171188 
70 1118,500 12.seo 0.08311111 0.0111817 
71 311,844 12,813 o.:n8580 0.11213411 
72 80,748 12,eee 0.158192 0.023205 
73 58,1&7 13,184 0.224820 0.027033 
74 57.2111 13,722 0.2311815 0.0310ll9 
75 109,133 14.250 0.130575 o.0354n 
711 57,223 14,7711 0.258253 0.0411221 
77 42.214 15,308 0.382551 0.045437 
78 82,1411 15,474 0.248812 0.04117411 
711 42.282 15,841 0.389921 0.054530 .... , 
ID 111,104 15,IOll 0.142290 0.0511725 
81 212,200 15,11711 0.075287 0.085277 
52 33,544 18,144 0.481278 0.071130 
93 27,823 18,845 0.982221 0.075048 
84 28,521 21,540 0.755443 0.085243 
85 41i!.!4 24~ 0.5022911 O.Oll2747 
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DEFVNCIONES REGISTRADAS POR GRUPO DI! EDAD 

GRUPOS DI! EDAD NllMERO DE DEIIUNCIONl!S 
HOMBRES MUIERES 

o 36,766 28,39!1 
5,397 4,809 

·;.:·: 2 2,539 2,313 
3 1,570 1,395 
4 1,116 946 

5-9 3,598 2,864 
10-14 3,268 2,142 
15;19 6,677 2,888 
20-24 8,57S 3,110 
2S-29 8,818 3,184 
30-34 8,S09 3,347 
35-39 8,9!18 4,175 
40-44 8,776 4,486 
4S-49 10,204 5,527 
S0-54 10,737 6,7o4 
5S-S9 12,719 8,693 
60-64 13,830 10,550 
65-69 15,442 12,401 
70-74 14,796 12,666 
75-79 16,832 15,306 
80-84 15,385 16,144 

8SYMAS 22777 29650 
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5.2 Gmduación de las tablas por medio de las dos técnicas. 

A. continuación se muestran los resultados de las graduaciones que se . 
practicaron. 

Dichos resultados fueron poSlbles gracias a los programas en APL que se 
muestran en los anexos. 

P•l'llmetrol adliudoe. 

Pma i. sraduación de Whittaker-Henderson: 

z-30 y h-0.S 

Pma la araduación de Bayes: 

m (1-m ) 
h11 = ! .J ; r=O .9 limitado a i. vecindad ame 1 o edades adyacentes 

n:r 

p ~ l: ~ ; donde m es el vector de probabilidades de muerte de la tabla 
n . 

AMA9 l, r el coeficiente de correlación, n el número total de observaciones. 
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TABLA4 

HOMBRES 

EDADES TOTAL MUERTES T. BRUTAS GRAO. w.H GRAD.MYES AMA111 

o i7&,04S 38.7A o.637707 0.037167 O.OB664 0.00i300 
1 940,971 5,397 0.005718 0.005738 0.003037 0.000339 
2 1,043,MS 2,539 0.002433 D.002433 0.001440 O.Q00.447 
3 1,091,225 1,570 0.001439 0.001439 0.000937 0.000436 
4 1,109,1111 1,1111 0.001008 0.001008 0.000721 0.000435 
5 1,074,622 1,943 0.001808 0.001807 0.001124 0.000439 
11 1,W,813 2,771 0.002907 0.002813 0.001525 0.000442 
7 1,059,395 3,511& 0.0033911 0.003373 0.001922 0.000447 
8 1,105,859 3,532 0.003194 0.003247 0.001814 0.000434 
11 1,035,598 3,<lell 0.003347 0.003225 0.001882 0.000418 
10 1,0lll,4211 3,400 0.003083 0.003270 0.001741 0.000390 
11 972,013 3,334 0.003430 0.003135 0.001895 0.000380 
12 1,105,953 3,298 0.002955 0.0031711 0.0011131 0.000308 
13 1,020,9111 3,950 0.003889 0.003672 0.002154 0.000439 
14 1,032,272 4,1132 0.004487 0.004515 0.002527 0.000567 
15 1,00ll,138 5,313 0.005281 0.005399 0.002891 0.000701 
18 1172,'511 5,905 0.008185 o.ooeo12 0.003508 0.000848 
17 llll0,507 8,977 0.008741 o.ooee11 0.003878 0.001015 
18 1,003,819 7,057 0.007032 0.007389 0.004027 0.001023 
19 797,172 7,438 0.0094411 0.008914 0.005249 0.001051 
20 852,592 7,8111 0.009187 0.010017 0.005130 0.001093 
21 053,448 8,195 0.012841 0.011080 O.ooee41 0.001140 
22 787,987 8,575 0.010882 0.011544 0.000034 0.001185 
23 738,809 8,824 0.01187S 0.0111111 O.oo&le5 0.001257 
24 705,302 8,972 0.0122115 0.011882 0.009808 0.001321 
25 7112,150 8,721 0.012A20 0.0128211 0.0088911 0.001378 
2tl 802,037 8,'799 0.014588 0.0141M 0.0079119 0.001431 
27 5118,739 a.ata 0.014728 0.015039 0.008104 0.001480 
28 903,185 8,758 0.014518 0.014778 0.008005 0.001493 
29 544,484 8,894 0.0158117 0.014052 0.0087S5 0.001502 
30 705,371 8,833 0.0122311 0.014210 0.008873 0.001507 
31 382,429 8,571 0.021841 0.015875 0.011973 0.001505 
32 548,253 8,509 0.015520 0.017323 0.008508 0.001498 
33 477,121 8,e07 0.0180311 0.017888 0.009808 0.001573 
34 455,1162 8,705 0.019108 0.017572 0.010377 0.001945 
35 528,480 8,802 o.01eeu 0.017949 0.008188 o.oome 
38 448,194 8,900 0.019948 0.019880 0.010888 0.0017811 
37 3711,555 8,898 o.omo1 0.0214311 0.012787 0.001888 
38 "402,145 8,954 0.019375 0.021439 0.01081111 0.002023 
311 3114,1111 8,909 0.022901 0.0200211 0.0123115 0.002100 
40 803,551 8,885 0.017905 0.019842 o.oom11 0.002373 
41 231,940 8,820 0.038027 0.022857 0.020300 0.002573 
42 3117,984 8,778 o.022oea 0.029700 0.012431 0.002794 
43 301,485 9,062 0.030080 0.028553 0.018957 0.003018 
44 270,373 9,347 0.03ol571 0.027995 0.021715 0.003284 
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45 387,111111 11,1133 0.024847 0.028955 0.019097 0.003532 
411 293,eat 11,1111 0.037584 0.03311117 0.0237111 0.003821 
47 240,341 10,204 0.0424511 0.038111111 0.029715 0.004130 
48 309,5118 10,311 0.033934 0.113&3117 0.0211157 0.004470 
411 254,0711 10,417 0.041000 0.0339111 0.029145 0.004831 
llO 357,5711 10,524 0.11211432 0.033711 0.0111485 0.005211 
51 149,507 10,930 0.071100 0.043048 0.!1«200 0.005813 
52 238,488 10,737 0.045021 0.053470 0.02ll008 0.008039 
53 203,930 11,133 0.054873 0.054321 0.0341142 0.008638 
54 212,1174 11,530 0.054214 0.048llllO 0.034930 0.007269 
55 238,890 11,9211 0.050344 0.051002 0.032823 0.007934 
1111 11111,115 12,323 0.0918811 0.098320 0.040015 0.009839 
57 154,081 12,7111 0.082542 0.079772 0.052493 0.009392 
58 181,907 12,1141 0.071258 0.075310 0.048317 0.010542 
511 147,1111 13,1113 0.089448 0.05117n 0.057534 0.011760 
eo 2113,3111 13,388 0.045937 0.057425 0.032254 0.013058 
111 115,090 13,908 0.159925 0.079118 0.1001116 0.014451 
82 138,3811 13,930 0.101396 0.109788 0.066296 0.0151151 
113 132,174 14,152 0.107071 0.114752 0.070464 0.017957 
114 122,1141 14,475 0.117739 0.101535 0.077630 0.020100 
115 112,7114 14,7117 0.090953 0.083431 0.05118118 0.022395 
1111 103,1111 15,120 0.145509 0.114578 0.0851147 0.0248511 
117 100,024 15,442 0.154363 0.1542118 0.102263 0.027505 
88 109,204. 15,313 0.144185 0.170050 0.087490 0.030514 
89 74,718 15,1114 0.203217 0.138377 0.1335113 0.033727 
70 170,278 15,054 0.088409 0.105124 0.097354 0.037153 
71 39,434 14,925 0.378480 0.145882 0.2311783 O.CM0796 
72 78,970 14,796 0.192231 0.2441181 0.131612 0.044994 
73 55,009 15,203 o.27ea1a 0.280617 0.183382 0.050001 
74 52,342 15,810 0.2118231 0.218271 0.11165611 0.055819 
75 88,881 111,018 0.180218 0.207724 0.131477 0.0915118 
711 52,11113 111,425 0.3Dllll47 0.307352 0.210514 0.067893 
77 40,1179 111.832 0.411752 0.347081 0273273 0.0741148 
78 55,880 18,543 0.2955111 0.341078 0.209865 0.079757 
79 311,102 111,253 0.415858 0.3885118 0.279933 0.085260 
eo 114,9711 15,8114 0.1871165 0.1114158 0.148103 0.081072 
81 20,243 15,874 0.7742112 0.7841188 0.4118113 0.097110 
82 rT,802 15,385 0.553377 0.5558211 0.31111486 0.103289 
83 23,3112 18,8113 0.720887 0.720551 0.470044 0.1102411 
114 23,407 18,342 0.783612 0.783838 0.50tl898 0.1172115 
115 34,837 111.820 0.587307 0.587309 0.385386 0.124455 
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TABLAS 

MUJERES 

EllADES TOTAL MUERTES T.BRUTAS GRAD.W·H GRAD.BAYES AMA91 

o ii2,7ii 28,399 o.029806 0.029805 0.017063 o.004200 
1 811,777 4,809 0.005274 0.005274 0.002801 0.000327 
2 1,014,109 2,313 0.002281 0.002281 0.001348 0.000418 
3 1,078,513 1,395 0.001293 0.001283 O.OOG814 0.000335 
4 1,077,993 948 0.000878 0.000878 0.000828 0.000381 
5 1,041,328 1,585 0.001522 0.001521 0.000847 0.000371 
8 1,052,355 2,225 0.002114 0.002119 0.001237 0.000359 
7 1,030,111 2,854 0.002771 0.002749 0.001555 0.000338 
8 1,083,808 2,720 0.002510 0.002555 0.001418 0.000327 
SI 1,018,549 2,575 0.002533 0.002439 0.001418 0.000303 
10 1,060,871 2,431 0.002282 0.002415 0.001278 0.000287 
11 954,008 2,288 .0.002388 0.002231 0.001309 0.000221 
12 1,063,337 2,142 0.002014 0.002119 0.001090 0.000185 
13 1,022,215 2,291 0.002241 0.002175 0.001245 0.000248 
14 1,058,203 2,440 0.002306 0.002323 0.001318 0.000330 
15 1,017,588 2,580 0.0025'15 0.002548 0.001480 0.000414 
18 995,104 2,738 0.002752 0.002753 0.001830 0.000507 
17 1,012,127 2,888 0.002853 0,002843 0.001734 0.000814 
18 1,020,438 2,932 0.002873 0.002837 0.001733 0.000583 
18 859,248 2,977 0.003o465 0.003202 0.002028 0.000587 
20 943,181 3,021 0.003203 0.003548 0.001898 0.000590 
21 710,231 3,oee 0.004317 0.003768 0.002458 0.000585 
22 844,950 3,110 0.003881 0.003842 0.002138 0.0005Sl8 
23 811,831 3,125 0.003848 0.003878 0.002245 0.000841 
24 780,842 3,140 0.004021 0.003943 0.002348 0.000877 
25 778,1170 3,154 0.004045 0.004133 0.002377 0.000708 
28 888,409 3,188 0.004734 0.004558 0.002735 0.000738 
27 844,261 3,184 0.004942 0.005020 0.002853 0.000783 
28 888,233 3,217 0.004814 0.005071 0.002812 0.000810 
28 592,344 3,248 0.005485 0.004748 0.003171 0.000858 
30 778,884 3,282 0.004208 0.004781 0.002558 0.000808 
31 418,800 3,314 0.007894 0.005580 0.004428 0.000983 
32 808,199 3,347 0.005503 0.008456 0.003192 0.001021 
33 507,593 3,513 0.008921 0.008814 0.004018 0.001115 
34 483,407 3,878 0.007454 0.008528 0.004335 0.001218 
35 573,950 3,844 0.008897 0.007281 0.004010 0.001323 
38 484,891 4,009 0.008271 o.ooaeea 0.004858 0.001440 
37 399,857 4,175 0.010441 0.009303 O.D0e004 0.001588 
38 499,488 4,237 0.008483 0.008857 0.005087 0.001892 
38 410,585 4,299 0.010471 0.008781 0.008150 0.001830 
40 557,258 4,382 0.007828 0.009894 0.004903 0.001878 
41 235,990 4,424 0.018747 0.010859 0.010441 0.002135 
42 394,785 4,888 0.012378 0.009968 0.007339 0.002302 
43 717,705 4,894 0.008540 0.008270 0.004181 0.002445 
44 287,011 4,902 0.017079 0.008965 0.008725 0.002585 
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TABLAS 

45 415,071 5,111 0.012$14 0.013500 0.008800 0.002752 

48 270,502 5,319 0.01*3 0.019295 0.010003 0.002914 

47 245,794 5,527 0.022486 0.021888 0.011293 0.003080 ... 329,741 5,702 0.017474 0.019819 0.009374 0.003430 
41 258,1711 5,911 0.023232 o.0191n 0.012018 0.0037111 

. so 3111,290 8,233 0.015810 0.018348 O.OOll011 0.004188 
51 141,779 8,481 0.043190 0.025580 0.020913 0.004570 
52 244,471 8,704 0.027422 0.032508 0.014480 0.005003 
53 214,200 7,102 0.0331511 0.032810 0.017122 0.005380 
54 224,178 7,500 0.0334511 0.02llOllO 0.017475 0.005752 
55 297,2114 7,897 0.029545 0.031262 0.016084 0.008174 
se 1111,858 8,295 0.041504 0.042805 0.021382 0.009820 
57 158,747 8,693 0.054780 0.053012 0.027291 0.007088 
58 199,318 9,064 0.045475 0.0411588 0.023824 0.007941 
59 150,413 11,438 0.082734 0.037445 0.031637 0.008829 
80 339,315 11,807 0.028896 0.038022 0.017855 0.009758 
61 84,1184 10,1711 0.1111775 0.054411 0.058882 0.0107"8 
62 144,954 10,550 0.072933 0.077401 0.037875 0.011812 
63 140,808 10,920 0.077884 0.082660 0.039973 0.012324 
84 131,781 11,290 0.085885 0.070339 0.043700 0.012901 
65 214,043 11,11111 0.054480 0.084728 0.030850 0.013518 
88 103,7111 12,031 0.11511411 0.085071 0.057224 0.014145 
87 118,833 12,401 0.125347 0.118481 0.061557 0.014782 
68 111,831 12,454 0.103830 o.12aeeo 0.053418 0.018384 
811 71,442 12,507 0.157438 0.100354 0.076984 0.017188 
70 118,500 12,580 0.083819 0.074429 0.038383 0.011817 
71 31,844 12,813 0.318580 0.112157 0.1482811 0.021349 
72 80,748 12,888 0.15e882 0.1111104 0.071783 0.023205 
73 58,817 13,184 0.224820 0.2305118 0.110727 0.027033 
74 57,2111 13,722 0.231815 0.188129 0.11114111 . 0.0310llll 
75 108,133 14,250 0.130575 0.150247 0.075718 0.035473 
711 57,22S 14,7711 0.258253 0.2SOOll1 0.132486 0.04022& 
77 42,214 15,308 0.382581 0.30ll242 0.1718311 0.045437 
78 112,1411 15,474 0.2481112 0.284517 0.134055 0.0411749 
79 42.212 15,1141 0.381821 0.327328 0.11171189 0.054530 
80 111,104 15,809 0.142290 0.148073 O.OIMllll3 0.059725 
81 212,200 15,978 0.0752117 0.074928 0.069513 0.085277 
82 33,544 18,144 0.4812711 0.483127 0.244888 0.071130 
83 27,823 18,1145 0.8112221 0.8811120 0.333708 0.078048 
84 28,521 21,546 0.755443 0.755467 0.388840 0.0852"3 
85 48.274 24,248 0.5022lll 0.5022llll 0.268050 0.092747 
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. La comparación reali7.ada en· esta sección se llevara a cabo por medio d9. las · ·. 

· • grificas de cada tabla graduada. 

Tasas brutas vs. tasas de la graduación Whittaker-Henderson. 

Observando las gráficas comparativas tanto de hombres como de majcres 
podemos notar que hasta edad 70 se obtuvo un grado de suavización 
relativamente bueno, los grandes brincos que se siguen detectando en las edades 
siguientes son provocadas en parte por el gran sesgo con las que fueron 
calculadas las tasas brutas debido a la información de la que provienen. 
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D Tasu brutas, tasas de la graduación de Bayes y tasas de la tabla de ·· 
mortalidad AMA91. 

F.n estos casos la tabla de mortalidad AMA9 l nos sirvió como antecedente 
para aplicar la graduación de Bayes. 

Nótese como nuestra CUl'\18 graduada cae entre la de las tasas brutas y la de 
laAMA91. 
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ID Tasas de la graduación de Wbittaker-Henderson vs. tasaS de la 
. · 8ralfuaciión de Bayes. 

Podemos notar como en ambas gráficas (hombres y mujeres) la curva con un 
mayor grado de suaviz.a.ción es la obtenida por la t~nica Bayesiana. 

Esto podría deberse a la corrección que no provocó la inclusión de las tasaS 
de la tabla de mortalidad AMA9l. 

Por lo que parecerla más confiable, para este caso, la graduación obtenida 
por la ~ca Bayesiana. 
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CONCLUSIONES 

Entre las conclusiones más relevantes a las que se llegó se tiene el hecho de 
que el trabajar con este tipo de teoiias es prácticamente imposible sin Ja ayuda de 
una computadora que nos realice los c.álculos, puesto que se manipulan matrices 
de dimensiones demasiado grandes para resolverlas manualmente. 

Se remarcó la importancia de la graduación de tablas para fines prácticos y 
de tipo cálculo actuarial. 

En cuanto a la comparación de las dos técnicas presentadas la más utilizada 
parece ser la de Whittaker-Henderson debido a que, como se explicó, es mucho 
más práctica y menos subjetiva que la Bayesiana. Por la información y 
bll>Jiografia recolectada se observó que la graduación de Bayes es una de las 
técnicas más jóvenes que existen dentro de este campo en la actualidad, muchos 
autores auguran que esta será la que reemplace a la de Whittaker-Henderson, 
porque aunque más subjetiva, nos permite reflejar mejor nuestras creencias a 
priori o de interrelación entre las estimaciones iniciales. 

De hecho resulta más sencillo desarrollar la teoría de Whittaker-Henderson y 
su cúemplo práctico que la teoría y ejemplo de la graduación de Bayes. Sin 
embargo la que suscnl>e la presente tesis es de la opinión de que si se cuenta con 
los elementos necesarios para desarrollar la graduación de Bayes se realice la 

. graduación por medio de esta técnica que luce más acertada, ya que nos permite 
incluir la experiencia que se ha ido acumulando y no arrancar de cero como en el 
caso de Whittaker-Henderson, ejemplo claro de esto es la corrección que produjo 
incluir la experiencia de una tabla existente (AMA91) en la nueva que se 
construyó, ya que nos condujo a obtener una curva mucho más suave que con la 
otra técnica. Esto resulta de suma importancia dado que la información que se 
graduó contiene un alto grado de sesgo. 

Por último es de interés notar que con los parámetros propuestos se obtuvo 
un mayor grado de ajuste que de suavización en las curvas graduadas del ejemplo 
práctico, (tanto por Whittaker-Henderson como por la Bayesiana), esto puede 
modificarse: 

Primero, corrigiendo la información con la que se calcularon las tasas brutas 
(disminuir el sesgo en la información). 

Segundo, experimentando con parámetros diferentes a los aquí propuestos. 
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Los métodos que se presentaran a continuación son útiles en la estimación de 
parámetros desconocidos de una población. 

El método de momentos consiste en igualar los primeros momentos de una 
población a los momentos correspondientes de una muestra, con lo cual se 
obtienen tantas ecuaciones, según se necesiten, para resolver y obtener los 
pañmetros desconocidos de la población. 

Definición.- El k-ésimo momento de las muestra de un conjunto de 
observaciones x1,x2, ... ,y Xn es la medida de sus k-ésimas potencias y se presenta 

por medio de m¡; en forma simbólica, se tiene: 

Por lo tanto, el m6todo de momentos consiste en solucionar el sistema de 
ecuaciones: 

k=I,2, ... ,p 

para obtener los p parámetros de la población. 

Método de lll4xlma verosimllltudl7. 

Este método tiene la ventaja de que los estimadores que produce son 
suficientes, siempre que estos existan, y que son asintóticamente insesgados de 
varianza mínima. · 

16Ver [3] do la bibliognúla. 
17Ver (3] do la bibliognúla. ESTA 

SAUR 
TESIS Níl DfBE 

fJE LA ttúJi.lfüifCA 



La caracterfstica esencial del método de máxima verosimilitud es que 
primero observamos los valores de una muestra aleatoria y después elegimos 
como nuestra estimación del parámetro desconocido de la población, el valor para 
el cual la probabilidad de obtener los datos observados es un máximo. 

Definición.- Si xl'x2 , ... ,y Xn son los valores de una muestra tomada al 
azar de una población con el parámetro e, la fanci6n de verosimilitud de la 
muestra está dada por: 

para valores de E> contenidos en un dominio dado. Aquí f(xpx2, ••. ,xn;0) 
es el valor de la distribución de probabilidad conjunta o función de densidad 
conjunta de las variables aleatorias X1,X2' ... ,y Xn es el punto de la muestra 
observado. Por consiguiente, el método de máxima verosimilitud consiste en 
maximi7.Bf la función de verosimilitud con respecto a E> y nos referimos al valor 
de e que maximU.a la función de probabilidad como la estimación de máxima 
verosimilitud de e. 
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AptoxbnacllJ11 tk la d/str1Hclll11 blllomlal 
IWdlanU la tllstrllJllcllJ111U11maJI•. 

. La distn'bución nonnal se puede obtener de una aproximKión de la 
distnbución binomial cuando n es grande. Recordemos que la distn'bucióa • 
binomial tiene la siguiente fimcióa de probabilidades: ' 

f(X) = (~)pXqll-X (x=O,l, .. .,n), ... (1) 

con media: 

µ=np ... (2) 

yvarianu: 

a2=nP!J ... (3) 

Teoi'ema.· Sea O<p<l. Entonces, paran grande, la distn'bución binomial se 
puede aproximar por medio de la distnbucióa nonnal con media' dada por (2) y 
varianza dada por (3), esto es: · 

(x=0,1, ... ,n), 

donde: 

· es la densidad de la distribución nonnal, y el slmbolo · s: (léase 
asintóticamente igual) significa que la ru.ón de ambos miembros se aproxima a 1 
CUllÍldo n tiende a oo. 

18Vcr [I O] de la bibliosrafla, 
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1 ~3. 

Mltodo tk/oetorl:aclón de CllO/oJdl9. 

Recordemos que cuando se quiere resolver IDl sistema lineal ele la fcirma 
Ax-b podemos hacerlo por eliminación Gaussiana o bien factorizando la matriz A 
en t6nninos de una matriz inferior L y de una matriz triangular superior U 
(llamado m6todo LU). 

El método de Choleski es precisamente una técnica para llevar a cabo esta 
factoriz.ación. · 

El procedimiento de factoriz.ación se describe en el siguiente algoritmo: 

Alaoritmo de Choleski. 

Para factoriz.ar una matriz nxn positiva definida A como LL1 donde L es 
triangular inferior. 

ENTRADAladimensiónn;loselementosa!J, lSI, jsn de A. 

SALIDA los elementos /!J, lSjSI, lSiSn de L .. (Los elementos de 

U=If son "!i"'IJl•iSjSn, lSISn.). 

PASO 1 Tomar /11 =.¡a;;. 

PASO 2 Paraj=2,. . .,n tomar 111 = ª '/'(. 

PASO 3Para1=2,. . .,n-1 seguir los Pasos 4 y s; 

. [ 1-1 2 JM PASO 4Tomar111 = a11 - I; 11k • 
.t'=I 

· l~cr [I] de la bibliografia. 
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PASOS Paraj=i+ l, .... n 

tomar l ji = t[a j/..;. 1i\1lú, ]· 
11 G1 . 

> ... 

·,· 

. [ n-1 )M 
PASO 6 Tomar 11111 == ªm - I: l~ . 

f=I 

PASO 7 SALIDA (liJ para j == 1,. . .,1 e i = l; .. ;,n.);. 

PARAR. 
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. PROGRAMA QUE REALIZA LA GRADUACION DE 
WHITTAKER-HENDERSON. 

[0] 
[1] 
[2] 
[3] 
[4] 

[O] 
[1] 
[2] 
[3] 
[4] 
[5] 
[6] 
[7] 
[8] 
[9] 

V•n WHITT E¡Q 
UtoEfn 
W•n WEIGHTS u 
'TECLEE EL ORDEN Z 
K•D KZpn. 
•H•l ( +/A)+pn 
H•0.5 

-:· -··.'«''"' 

X• (1-H)x (W+.xu)B((1-H)xW+Hx (U)+.xKY 
•X•(W+.xu)l(W+Hx(-K)+.xK) 
V• O 6 •(((pn),1)pX) 

FALLA DE OHIGEt\! 

N3fJIHO 30 'r/ll'r/ :1 



[ OJ 
[ 1 J 
[ 2] 
[ 3] 
[ 4] 
[ 5] 
[ 6] 
[ 7] 
[ 8] 
[ 9] 
[10] 
[11 J 
[12] 
[13] 
[14] 
[15] 
[16] 
[17] 
[18] 
[19] 
[20] 
[21 J 
[22] 
[23] 
[24] 
[25] 
[26] 
[27] 
[28] 

PROGRAMA QUE REALIZA LA GRADUACION BA YESIANA DE 
KIMELDORF-JONES. 

V•Bayes 
'Introduzca el vector de muertes .•. • 
E•C 
•Introduzca el vector de pob_lacion total ..• • 
n•C 

. : -~· .. -. . .. --:. t~: 
i.: 

. ;·<:::.:~/:~·~:~. 
;',.. ····/~--. 

•Introduzca el vector de estimaciones ya existentes •.• '. 

~;~traduzca el valor inicial del coeficiente de correlaCion·. ;:;.\:::.<·· _,, 
ne 
'Limitado a la vecindad entre cuantos elementos??. '·. • 
ccv•C 
u•E+n 
I• (1pn)• .=1Pn 
aux• (mx 1-m)+n 
P• (+/aux)+paux 

.. _.: 
... . :... ~· :,_' :·.:\ : 

.. --:;·, 

,.:-:.. .. 

:.,; .. ·--
'': 

'. :·:.j' ;~;:··~·.' 

a• (p*2)xr*O, \CCV 
a1•((pn)¡(pn))pa,((pn)-pa)p0,0 
a2•a1x(1pn)•.~1pn .... ,..-- ,,.,., '•.·· 
a3• (ir¡a1 )x (1pn)• .~\ pn .. :::.: : X .. ;·; .. ,,_,_ .,.,,,,,, 
Afoa2+a3 ,,~ ~'\.'.-.~~:·fr:::· :.~iT· ~i/\ 
"cha2[143;143J+a3[143;i 43J · .:.· .. '::'. :. ,·:·.: ;·-::. · :·,, >'.: 
"c2•a2[143;(43+143)J+a3[143;(43+143)] :., ::· ':;;;:-::"·. · .,. ,, 
"c3•a2[(43+143);>43J+a3[(43+143);i43]. . ·· ·_·,, ... · .... ,· .. :·; ··,_<,;-.-,, 
"c4foa2[ (43+l43); (43H43) J+a3[ (43+143) ;,(43+143)]:: · '·;, .. ;; .. ·; ':'.:''':~ , ". 
i .. 1 . ·· · ·.:··· ·: :;,·. ·~ ·,' :.-> :-.''.: ., \{:'.,\.!;:.-;:e·- ·.·1~: 1 _. :. ; '.'.·-' 
loop:A[i;i]•p*2 : .. : ;. , ·: ... · ",_.,, .. ;i.'(;'.i'./:C::),,:_: 
~ ( (pn)~i•i+1 )/loop :: ,., ·:•:· " /"<·'~:-. · ·, :; .... 
B• ( ( (pn), (pn) )paux)x (1pn)• .=1pn ,, .. _.,. ·. ·. ,.,,·. ··:;.; •: :• ·:·. , ... 

V•u+(BI+A+.xaB)Bm-u ',<.-· ·;:,,•:_.:- :;¡ ,·,:~-?:,:__· 
: .- ' ·. ':. <~·.;. ' .. :~_ ,.·, . ·-~~." ·: 

,·: .. ··'." ;~>-;'.·:,;:;:;; .. ~;:·~:: ·' 
•' ".,, ,. ;:··:-:: :~..-.: ;}:;~·~>:·:': 

.:.:::·¡.:.>.,' . . '.'·•'; 
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