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Ensefiar matemdfticas es una tarea sumamente compleja.
Demasiados factores influyen en el proceso de comunicar o
enseflar habhilidades, conceptos y principios matemdticos hacia
los estudiantes, Quizas =l factor mds significativo en el

proceso  de  enseffar es el de entender el desarrollo

intelectual o pracesa cognescitive, El cdme un estudiante
aprende o adquiers nuesvas habilidadas o conocimientos tiene
un  impacto directo y significative de cdmo los profesores
deben enseflar las matemdticas. Pearo, ninguna teorfa dsl
aprendizaje describe en forma completa cémo 21 estudiante
debe adquirir el conocimiento matemdtico. En parte ésto se
debe a cdmo las diferentes teorfas del aprendizaje ven las
metas u objetivas de la instruccidén matemdtica. Algunas ven a
las matemdaticas como la adquisicidn de habilidadss
algoritmicas., otras la ven como el entendimiento de conceptos
y relaciones que definen la estructura de las matemdticas
como algo ya acabado y algunas atras la ven como sl
desarrolle de habilidades y conceptos para resolver
problemas.

Cudntas veces nposotros coms prorasores nes hemos preguntado
cémo planear una leccion o unidad en matemdticas, y como
empezarla., La tenria del aprendizaje de R. Gagne (The
Conditions of Learning and a theory of instruction. 1985, New
York, Holt Reinhart.), da sugerencias y algunas ideas de como
empezar. El trabajo de Gagne se fundamenta principalmente en
la suposicidén de que la experiencia de una adecuada secuencia
diddctica, seguida de una practica correcta y suficiente,
dara por resultado el aprendizaje deseado, El asegura que las
tareas de un alto grado de dificultad se pueden dominar si
antes que nada, éstas se pueden descomponer en blogues
2lementales representados en un orden jerdrquico de
suhordinacidn y de pre-requisitos en las habilidades,

Por las razones aqul expuestas, considero gue la ensefianza
del Cdlculo en un curse introductorio para alumnos del
Colegio de Ciencias y Humanidades en edades entre 16 y 17
afios segqun el programa de matematicas IV de la curricula,
debe estar enfocado a traves de un "manosgeo” intuitivo de los .
conceptas fundamentales del mismo (el de Limite mds
propiamentel, s8in descuidar lag secuencias diddcticas
adecuadas para impartirio, asi como un tratamiento histérico
de los problemas que le dieron arigen.

Partiendo de dos hechos importantes:

I' El alumno ya curso: Algebra, Geometrfa Buclidiana. vy
Geometria Analitica,.
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2° El contenido programatico de matematicas IV donde va a
gervir este trabajo como material de apoyo es:

Los Reales. Intervalos y Desigualdades
Relaciones y Funciones,

Limites,

Continuidad,

Derivada

Qtro punto valiosn acerca de esta propuesta para un enfoque
intuitive sabre el estudia del Cdlcule es acerca de la
mativacién que se logra por un lade, en la eleccidn de los
problemas mas akractives y significativos gque introducen el
estudin del Caleula. Y por otre lado el espiritu histérico de
la exposicion que mobtive al estudiante a su  intuicidn
geometrica y fisica de su munda,

El enfoque del aourso dehe ser fundamentalmente intuitivo,
concreto, historieco y  conceptual mas  que abstracto y
deductive. Log conceptos fundamentales se incluyen a través
del papel que ellos juegan para resolver problemas bdsices. Y
aun cuandae el Calewle tiene prafundags ralces san problemas
fisicos, sin embargo gran parte de su poatencia y bhelleza
deriva en la variedad de sus aplicaciones, Asf{, un curso
introductorio a nivel bachillerato, de Calculo debe llevar a
las aplicaciones apelande a la intuicion, para después., por
el ejercicio en la resolucién de problemas., alcanzar una
destreza aoperatoria. De esta manera el estudiante se
convierte en participante active en la evolucion de las ideas
y no queda como merco ohservador pasivoe de los resultados.
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L~ INTRODUCCION

El cdloulo diferencial & integral da origen a una nueva
matemdtica: la matemdtica del movimiento, antes sxistia un
tipo distinte de matemdticas qua se conoce como matemdtica
elemental y cuyas principales ramags son la aritmética. la
geometria euclidiana, el 4lgebra elemental Y la
trigonometrfa. En el sjiglo XVII, se inicid el movimiento
cientifico moderno. En el se plantearon problemas y técnicas
para nuevas ramas de las matemdticas. La creacién mas
importante y fructifera para el desarrollo moderno de las
matemdticas y la ciencia, fue el cdlculo. Con el surgimiento
del cdlculo se preduce upa ruptura entre lo que es la
matemdtica elemental (contemplativa o estatical y la
matemdtica que incarpora los procesos dindmicos.

1
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L. 2.~ LOS PROBLENAS QUE DAN ORIGEN AL CALCULG

Los matemdticos del siglo XVII que fueron desarrollando
gradualmente las ideas y los procesos que hoy abarca el
célculo, se dedicaron fundamentalmente al estudio del
movimiento de los cuerpos. Uno de los primeros problemas gue
se abordaron es el de la relacidn existente entre la
distancia recorrida por un cuerpo. su velocidad y su
aceleracion. Aun cuando ellos sabian que la velocidad era la
razén de la distancia con respecte al tiempo, no les era
posible calcular la velocidad en un instante determinado, Un
problema similar encontrahan en el estudio de.la aceleracién.

El problema inverse era igqualmente importante. Supéngase que
se conoce la aceleracidn de un cuerpo en movimiento en cada
instante, {Come encontraremos la velocidad y distancia
recorridas en cada instante? Duando la aceleracién es
constante se pueden maltiplicar la aceleracion por el tiempo
transcurrido y obtener asi la velocidad deseada. Pern este
procedimiento no canduce al resultado correcto cuandn la
aceleracidén es variable,

Otro era el problema de las tangentes a una curva, pero no
enfocado desde el punto de vista meramente geométrico. EI
problema se plantesaba como la relacion entre la trayectaria
que sigue un cuerpo y las fuerzas que acthan sobre el. Un
tercer problema que se presentaba consistia en el estudio de
las valores maximos y minimes de una funcion., Este tipo de
problemas comenzo a ser atacado por Galileo en sus estudios
sohre la caida libre de los objetes y la balistica en
particular, Pero también apareceria en el estudio de las
trayectorias de los planetas. por ejemplo para calcular la
distancia maxima o minima de un planeta al 80l o a otreo
planeta o para describir el movimients de un cohete de tal
manera que se tenga que tomar en cuenta la variacion en la
aceleraciéon debida a la gravedad.

Un cuarto problema abordade era la determinacion de
longitudes, volumenes y areas bajo ciertas curvas. Por
ejemplo calcular el volumen de la tierra, o la longitud de la
trayectoria sobre la que =e mueve un planeta en un periodo de
tiempo dade. Esto es impartante si se desea predecir la
posicisdn del planeta en un instante posterior,

1t



Para dar una idea al alumno de la diversidad de problemas que

pueden tratarse por medic del cdlculo, se exponen a
continuacion algunos ejemplos:

I.2. PROBLEMAS QUE INTRODUCEN AL ESTUDIO DEL CALCULO

Ejemplo 1.- Consideremos primero un ejemplo de movimiento.
Cuando viajamos en carro de Guadalajara a
Aguascalientss y décimos que cubrimos los 300Km. en
5hrs, se concluye que desarrollamos una velocidad
(rapidez) promedio de 60Km. por hora (sobre hora),
en realidad estamos pensande en pasar de la ciudad
G a la ciudad A a velocidad constante, de una
posicion inicial en el tiempo 0 a la posicién x en
el tiempo t, que representaria estar en
Aguascalientes,

(valocidad)

Geométricamente, este hecho lo podemos representar como
sigue:

b
Exi .. A
Expmmmn
o 1
v f
'_d, [
i |
% |
"’i )
< |
G '
= a— T

Trempo ¢ en hovds

En nuestro ejemplo x=300Km y t=5hrs por lo que la velocidad
promedio v=60Km/hr representa la pendiente de la recta que
pasa por los puntos G(Ohrs,O0Km) y A(5hrs,300Km). Fisicamente
esto representa que el carro estd viajando a una razon de

13
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cambin constante o uniforme. La qrdfica. tiempo vs. distancia
recorrida, asrd constitunida por nna 1 {nea recta,
Evidentemente, esta descripoidn del movimiento de)l carro de 6
hacia A no es real, un modelo del fendmend mas realista es
aguel en dande la velocidad estd variande. cuando el carro
disminuye su veleocidad dehido a las curvas. ciudades., trdfico
etc., por lo cual, una grdafica mas realista que describe a
este movimiento serfa :

h
KXo mo e e o a0k
E‘ [}
M [}
o 1
u :
9 .
J
g 1
“a :
LY 1
q by s
O Tiempoten hovas +

Se observa claramente que ahora en cada par de instantes la
velocidad promedio puede ser difesrente entendiédndose por
velocidad promedio, la dirferencia entre distancias entre la
diferencia de los tiempos. iCoamo debe ser la travectoria para
que cuando se tomen dos parejas distintas las velocidades
promedio sean iguales?

Ejemplo 2- IUna compafila manutfacturera ha compradoe una
midquina cuya produccion prezenta ingresos en un
tiempo t, de: P(ti=-t*+4t+18 donde P(t) estd en
unidades de 10.000D pesos y t eatd en afios. Por otra
parte el costo por reparacisn y mantenimiento de la
mdquina en el tiempo t es de: M(t)=t donde M(t)
estd en unidades de 10,000 pesos y t estd en afios.
La compafiia estd por supussto interesada en saber,
¢En que  tiempos Ja mdquina  da  un  mdximo de
ganancias?, {En que tiempo se debe retirar la
maguina por incosteable?

Solucidén:

La funcidén de ganancias %(t) es igual a los ingresos P(t)
menos el costo por reparacion y wantenimiento de la mdquina
M(t), por lo que:

14



Get) = P(t)y - M(t)
- ~t? 4 4t + 18 - t
= ~td o+ 3t o+ 1B

Grarficamente:

AGH)

204
18

bk

A U

S1 obgervamos la grdfica de G(t), vemos que en el vértice de
la parabola es en el punto en el gque se obtiene mayor
ganancia, y se encuentra entre el primero y el segundo afio de
produccion, Esta respuesta 2s tan aproximada como la escala
de la grafica. 8Sin embarge. la respuesta precisa serd
analizada y obtenida posteriormente. La maquina se deberd
retirar cuando las ganancias sesanh cero, Yy como sSe observa en
la grafica G(t)=0 en t=6 afics. Para apoyar la respuesta
tenemos que hacer:

G(t) = ~t* + 3t + 18 = (t-6)(t+3) = O

en t=6 y en t=-3, G(t) =0

t=-3 no tiene sentido., entonces t=6 afios.

Una pregunta mas que podemos plantear es {como van cambiando
las ganancias con tespecto al tiempo?

Calcular tangentes a una curva en un punto, localizar puntos
exactos sobre la grafica de una funcion en los cuales, al
dibujar wuna tangente, ésta sea horizontal, nos permite
resolver las preguntas planteadas.

15
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T.3 EL PROBLEMA DE LAS TANGENTES.~ E! problema de cdmo
trazar tangentes & curvas ha arraide el interds de muchas
personas a travds de la histqyia de las matemdticas. Los
gedmetras griegos conscran un mérode para construir tangentes
a una pardbola pero antes de aplicarle vamos a recordar que
es una pardbola. La pardbola es5 ¢l lugar geomdtrico ds todos
lo puntos del plano que =2stdn equidistantes de un punto fijo
llamade foeco y una recta llamada directriz., una pardbola es
simétrica con respectd & la recta que pasa por el foco vy
forma un dngula recte con la directriz. esta linea de
simetrfa se llama eje de la pardbela y corta a la pardbola en
un punto Ilamado vértice,

br Ele

(,Foco

Vdvhee

\_j—b Diveetriz

El  método griege para trazar tangentes a upa curva es el
siguiente, Marquemos wun punto T en la pardbola por donds
queremas haecer pasar la rangente. Yy levantemos una
perpendicular de este punto al #je de la pardbeola, y a esta
interseccidn la denotarsmos  come P, despuds trazamos un
efrculo que pase por el punto P v tenga el wvértice de la
pardbala cemo  centra. este «oirculo corta el eje de la
pardbola an otro punto que llamaremos Q. Finalmente trazamos
la recta que va de Q a T. esrta taca a la pardbola en el punto
T. y es la recta tangente a la pardbola en =1 punto T.

16
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Demostremns que la recta trazada efectivamente es la tangente
a la parahaola,

A partir del punto P trazamos rectas paralelas a la directriz
y al eje de la pardhola formande el rectdngule ODPB, fLrazamos
una vrecta de P al foco y otra del foco al punta de
interseccidn de la recta tangente con la directriz. de manera
que se nos formen los triancgulos AFP y PAD comn se muestra en
la siguiente rfigura,

8 p
X a)
F
Y
b ¥
b D s
¥ A
d
¢
/

APAF y APAD son congruentes par la propiedad de reflexidn
de la pardbola y PF=PD

a' o
Como AQAFar ABFP entonces - = -
b I
a' a
Yy ARFPR2 AR  entonces - = =
' b
a
por lo tanto - = -
» h

asx

17



Por largo tiempo el problema de las tangentes a curvas rfue
resuelto por varios metodos, pero fue en &) siglo XVII cuando
Rene Descartes dio un gran pase para unificar la teoria de
Jas tangentes, por un mttodo llamado de rafces iguales. el
cual proporciona un procedimiente uniforme para determinar
lag ecunaciones de las tangentes a un  ndmero pequefio de
curvas, como £l circule y la parabola, pero este método falla
e algunas curvas camo y=x3,

Pierre Fermat, un oontemporanes de Descartes encontro una
forma para encontrar la ecuacion de la recta tangente para
cualgquier curva, consiste en marcar en la curva un punte por
donde se quiere hacer pasar una tangente denotado como T Yy
tomamos oLro punto en la cuwrva P cerca de T, trazamos una
recta secante PT, Supongamss que P se mueve hacia T a lo
largo de la curva. de manera que la recta secante se va
convirtiendo en la recta tangente, conforme P se aproXime a T,

T

Esta idea serda estudiada con cuidade en &l capitule IV

18
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11, -~ NUMERGS REALSS,
RELACTONES V  FUNCIONES.

LD 21 L0OS NUMEROS REALES

II.1,1 NOCIONES DE TEORIA DE CONJUNTOS .- En esta seccion se
empieza por estudiar brevemente el lenquaje y la notacidn de
la tearia de conjuntos, esto se debe a la necesidad de estos
conceptos y su terminologia en los capitules siguientes.

Un conjunto A es una coleccion o grupo de obietos. A cada uno
de los nbjetos del conjunto A se le llama elemento de A o
miembra de A. Aguel conjunto gque no tiene elementos se
denomina conjuntoe nulo., ¢ conjunto vacio y se denota con el
simbole @,

Suponga que A es un rfanjunto y que a es un elemento del
conjunto A, Lo anterior se escribe como sigue

a €A

y s2 lee: “"a es un elemento de A" o “a pertenece a A", Si b
no es un elemento de A, entonces escribimos:

b

Yy sa lee. "b no es elemento de A" ¢ "h no pertenece a A".

20



Existen suficientes ejemplos de conjuntos a nuestro
alrededor. Por ejemplo. un alumnno puede decir que es miembro
de un cierto grupo acadédmico, pongames por ejemplo la clase
de matemfticas, En este c¢aso, el grupo de alumnos que
pertenecen a la clase de maremdticas es un conjunto, y los
estudiantes inscritos en este cursoe son elementes del mismo.
Asi, un estudiante no inscrito en la clase de matemifticas no
23 un elemento del conjunto, 51 no se inscriben alumnos en la
clase de matemdticas. entonces se dice que el conjunto es
conjunto vacfe. esto quiere decir un conjunto gque no tiene
elementos.

Se puede escribir un conjunto A en dos formas. Estas dos
maneras de escribir conjuntos se presentan en los ejemplos
siguientes

Ejemplo 1.~ tConsideremos &l conjunto de los digitos D, EI
cual se puede ascribir como:

D =¢0.1,2,3.4,5.6.7.8,9}

Aqui en realidad se estan listande o enumerando los elementos
del conjunto D. Una manera de describir el mismo conjunto D
es:

D= ¢3 7/ % es un digita}

Agui Themos descrite al eonjuntoe [ danda la propiedad o
caracterfstica comin que todeos los slementos de D tienen. a
saher: la propiedad de ser un dfgite,

Por supuesto. cuande esta es posible, se puede utilizar
cualesquiera de las dos formas anteriares para describir un
conjunta. Sin embargo, algunas veces resulta prédcticamente
imposible listar o enumsrar todos los elementos de un
conjunto debido a la naturaleza del mismn., Ejemplo de tales
cases es el coniunto de los enteros positivos,

Ejemplo 2.- (Considérese ahora. al conjunte S, cuyos
elementos son los dfas de la semana. Fn este caso
se pueden enlistar los elementos de S5 coamo:

S=(lunes. martes, midreoles, jueves, viernes, sdbado. domingo)

B S={x/x es dia de la semana!

21



De  preferencia  los elementos de un conjunto no deben
repetirse. Esto significa que un elemento dado se registra
una sola vez como mismbro del conjunto,
Asi. escribimos (3.2) en vez de {3,2.2}
También debemos ohservar que el orden en el cual se enlistan
los alementos del conjunto. carece de importancia, asf:

{2, 3, 4} : (2, 4. 31 {3, 4, 2t
Son tres listados diferentes del misme conjunto. Esto

significa gue los elementog son los que distinguen al
conjunto, ¥ no &l orden en el cual se escriben sus elementos.

En adelante, adoptaremos la convencion de que las letras

mayusculas A, B, ,.., representen a los conjuntos y las
letras minusculas a, b, ¢.... representen los elementos de un
conjunto,

Considerando a los coniuntos:
A ={1,2} B= (1,2,3,4}
Se observa que cada elemente de A tambiédn pertenece al

conjunto B, Cuande dos conjuntos presentan esta condicidn,
decimos que A es un subconjunto de B,

Definicién: Si todo elemento de un conjunto A, también es un
elemento del conjunto B, entonces A es un subconjunto de B,
Lo cual se simboliza como:

ACH

Por ejemplo:

{1,2,3} C (%/% es un digito}

11,2,3) ¢ ¢1,2.%)
II.1,2 CLASES DE NUMEROS.- Los ndmeres que se emplean para
enumerar objetos o contarles, tales como el nidmero de
miembros de la Camara de Dipufadeos o el nimero de tornillos
que fabrica una mdquina en una semana. Se CONACAN COMO
Nimeros Naturales, los cuales normalmente se simbolizan como

Ny son :
N =¢( 1.2.3......}
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Sin embarge. existen muchos cases prdcticos en los cuales no
es posible 0 no es suficiente conocer y aplicar los nimeros
naturales. Por ejemplo, si se tiene un saldo de $300.00 en la
cuenta de cheques y se gira un cheque por $450,00 iCémo se
representard o1 saldo de una cuenta sin utilizar nlmeros
rojos?. En cfireculos cantables, un débito o dinero adeudado se
representa entre pareéntesis, que para el caso anterior del
cheque girado seria:

($150.00) = - $150.00

Si la temperatura durante el dfa, en alguna ciudad del norte.
es de B'C, y durante la noche haja 12°C. entonces LCu&l es la
nueva temperatura? y écomo se puede representar?. De hecho lo
que se trata de mostrar aqul es la necesidad de numeros
negativog., De esta misma rforma, podemos decir que la
temperatura durante la noche, decendid a -4°'C,

Y al conjunto de numeros que se emplean para representar
casos como los anteriormente descritos., se le conoce como
Numeros Enteros negativos, éstos junto con los naturales y el
cero forman el conjunto de los NUmeros Enteros, los cuales se
simbolizan con 2

Ademds observamos que los nimeros naturales (N) forman un
subconjunto de los nimeros enteros (2), esto es:

NecZ

Ya con este conjunta Z, se pueden resolver muchos problemas,
gin embargo, existen todavia muchos otros con los cuales, los
ndmeros enterog tienen dificultades de aplicacidn, Por
ejemplo, {¢se podrd utilizar un nimero entero para responder a
las preguntas? ique parte de la edad de Luis (20 afies)
representa la edad de Juan (15 affos)? & {qué parte de
tornillos defectuosos (125) que produce una mdquina al dfa,
son del total de tornillos que se producen (8500)
diariamente? La respuesta es ino!, Se necesita un nuevo
conjunto de numeros, el cual contenga a los anteriormente
conocidos. Este nuevo conjunte de nlmeros se denomina
Conjunto de Numeros Racionales, los cuales se simbolizan y se
definen como;

Q= (x/x=(m/n) conm, n € Z y n¢o)
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Esto gsignifica que los ndmeros racionales son todos aquellos
nimeros que se pusden expresar como el caciente (o razdn) de
dos ndimeros enteros (m/n), siempre que el denominador sea
diferente de cero, dehidn a que la divizidn entre cero no
estd derfinida (asi n#Q), Por ejemplo para responder que parte
de 20 es 15, se dice que e 15/20 1o cual es 374, o también
0.75. Los siguientes. son ejemplos de nimeros racionales.

.75 = 374

!
<
—
(6.}

4

=15/7100

i

—

S
n

3147100

[

- 3.141¢6 ~31416/710000

0,333.,, = 1/3

3in embargeo., todavia en algunos casos, tampeco 1os ndmeros
racionales describen c¢an exactitud la solucidén de muchos
problemas. For ejemplo, =i se tiene un tridngulo rectdngulo
isdsceles, en el cual los dos lados iguales son de 1 metro de
longitud,

Ohseérvese la figura sigulente:

Ahora se pregunta. {se podrd expresar la longitud de la
hipotenusa por medio de un numero racional?, coma sabemos por
el Teorema de Pitdgoras., la lengitud de la hipatenusa al
cuadrada es igual a la suma de laz cuadrados de los catetos,
la pragunta es s1 fi=1*+1t=2, ‘les £ un nGmero racional?

Los antiquos griegos pensaban que la magnitud de cualquier
cantidad frfisica, en principin, podfa expresarse como un
mimero racional. En aquel tiempo, ellos estaban convencidos
de que esta magnitud. debia constar de cierto ndmero de
unidades completas mas una fraccidn m/n como una cantidad
adicional. Peroa este regacijo de los pitagdricos por la
belleza de esta clase de nimeros ss vine shajo en el siglo V
A.C. por Hipasio de Metaponto quien demastrd a travéds de
métodos geométricos que la hipefenusa del tridngulo de la
figura anterior no se podia expresar comoe un caciente de
enteros. Segun la leyenda. Hipasio hizo este descubrimiento
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en alta mar y fue arrojado por la borda de la nave griega,
por pitagdricos fandticos debido a que su descubrimiento
contradecya la doctrina adoptada por estos. Este
descubrimiento decisivo marca la existencia de nUmeros que no
son racicnales los cuales 1lamaremos Irracionales. Este
descubrimiento ez de los de mayor importancia en toda la
historia de las matemdticas. Otros ejemplos de numeros
irracionales, los cuvales los podemos simbolizar con ' son :

¥2 ., 3, @, e, cos 19°

También en la antigua Grecia. ya se conocfa el hecho de que
sin importar qué dos cfrcules se utilizan, la razén del
perfmetro y el didmetro del primerc. es la misma razdn del
perfmetro y el didmetro del sequndo y es igual al nmimerae
irracional w. La demostracién de que el nimero w es
irracional es complicada y escapd a los matemdticos durante
siglos; Lambert en 1761, finalmente pudo demostrarlo., este
matemdtico suizo-alemdn., ademds de su trabajo sobre los
nimeros irracionales, escribid  excelentes obras sobre
geometrfa y algunas como la teorfa de la cartograffa y la
perspectiva en el arte. En su libro de geometrfa ya anunciaba
el descubrimiento de la geomstria no-euclidiana,

La unidn de las ndmeros racionales con  los nimeros
irracionales, recibe el nombre de Jos Nimeros Reales. las
cuales se simholizan con R. por lo que ;

R=qQuq

Dentro de los nlmeros reales, los nimeros racionales y los
irracionales pueden ser diferenciades por su representacidn
decimal., Los  ndmeros raciconales tienen asociada una
representacion decimal periadica: esto significa que a partir
de un cierto lugar de la parte decimal, consta por completo
de ceros ¢ bien de una serie rinita rija de digites. la cual
se repite indefinidamente, por ejemplo:

= 3.0
174 = 0.258
4/3 = 1.;

3711 = 0.;;

577 = 0,7142857

374 = 0,750
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Los nimeros irracionales tienen asociada upa representacidn
decimal no ~ periddica. Por ejemplo

0,101001000100001000001 ., ..

es un ndmero irraciopal dehido a que la parte decimal no se
repite, esto es porque el ndmero de cerns entre los unos va
creciendo de la siguiente manera, primero un cero. luego dos
luego tres. luego cuatro etc. y con la condicién de que
despuds de cada grupo de ceros, se pone un uno. .

En el aflo de 1637, el matemdtico y fildsofao francés Renato
Descartes (1596 - 1650), publicd su "Geométrie", as{ como una
obra filosédfica titulada el "Discurso del Métoda", la primera
de ellas dividida en tres libros de los cuales dedica el
segundo & uns nueva rama de las matemdticas, as{ como en el
segundo tuve tres apéndices que tenian por objeto mostrar
como aplicar el "método" en ejemplos concretos, el tercer
apéndice asocid dos ramas de la matemdtica, el dlgebra y la
geometrfa, Todo el trabajo de [escartes evoluciond en una
nuava materia llamada Geometrfa Analitica, la cual
proporciond una forma de describir curvas geométricas por
medio de rfdrmulas algehraicas y reciprocamente. La geometria
analftica es la base para dar un paso importante en el
estudia de los nimeros., estableciendo una correspondencia
entre el conjunto de los nimeros reales y el conjunto de
puntos que conforman a una linea recta. la cual se conoce
como la Recta Numérica Real, La recta numérica real puede
describirse como el conjunto de puntos P de la lfnea recta,
tal que a cada punto P le corresponde exactamente un ndmero
real x.

Para establecer la correspondencia eptre los puntos P y los
nimeros reales x, primeramente consideremos una lfnea recta
horizontal /. A continuacion se elige un punto 0 que esté
sobre I, Llamamos a este punto el origen 0. Se conviene en
asociar a este punto 0 el nimero real x=0

< s > 1
x=0

Ahora se elige ofro punto U a la derecha del origen 0, sobre
l; el mimero x=1 se asocia con el punto U

o
c

xX=0 x-i
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La distancia de 0 a U se llama escala, o unidad de medida
puede ser un em., un m., una pulgada etc, Ya establecida la
escala se puede asociar cada ndmero real x con un punto sobre
l. Por convencidn, se acepta que los puntos a la derecha del
origen estdn asaciados con leos nimeros reales positivos, Yy
los que astdn a la izquierda de 0. con. los numeros reales
negativos. Asi, podemos representar a la recta numérica real
con algunos puntos como sigue:

Ahora podemos observar un hecho de suma importancia. Los
nimeros reales presentan un orden. es decir :

Dados dos nlmeros reales a y h. se pueden comparar,
ohservando en la recta numérica como estdn colocados., Si a
estd a la izquierda de b decimos que a es menor que b y lo
denotamos por a<h ., en este caso también decimos que b es
mayor que a lo cual se puede escribir bla.

El orden en los ndmeros reales satisface la siguiente ley
llamada ley de Tricotomia:

Ley de tricotomfa.- Dados dos nimeros reales cualesquiera, a
y b, sdla una de las afirmaciones siguientes
es cierta:

i) a es menor que b
ash

i1) a es mayor que b
a’b

iii) a es igual a b
a=h

Algunas veces escribiremos ach para seffalar que a<b o a=b
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Ademas de Ja tricotomia el orden satisface las siguientes
propiedades: :

Transitiva,.- Si ac<bh y h<c entonces a<e¢.
Aditiva .- Si a<b y c€R entonces a+c<b+c

Multiplicativa.- Si a<b y c€R entonces:
ac<he si ¢>0

acrbe 81 o0
Como consecuencia de las propiedades anteriores se tiene que:

ach si y salo si b-a>0,

LD 2 INTERVALOS

hnalicemas los siguientes conjuntos
A= {XER/ag¢<x < h can ash

A este se le llama INTERVALO CERRADD. Cumple con tener a
todas las valores que estan entre a y b inclusive contiene
los extremos que =cn a y b. su notacion es (a.b] y la
representacion en la recta numsrica es

A( AL 2 Lot o " A( {I//L/lj >
a b a
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B=(xE€R/a<zx< bt con a<bhb

Al conjunto de la forma B se le llama INTERVALO ABIERTO, y se
forma con los valores que estdn entre a y b pero no contiene
los extremos, su notacidén es (a,b)=<a.,b> y la representacidén
en la recta numérica es :

O ¢s 422 0
B < IR NEEN bl @ B < {1({(;1114::} >

a b a b

De las dos formas para denotar un intervalo abierto vamos a
usar la segunda, <a,b> para evitar confusidén con los puntos
del plano cartesiano gque se denotan de la forma (a.b).

C={XER/as x< bt con ab

Al conjunto de la forma C se le llama INTERVALO SEMICERRADO,
o SEMIABIERTO y consta de todos los valores que estdn entre a
y b incluyendo a & pers no a b, su notacidén {a,b> y la
representacidn en la recta numérica es

C( Qi tp 0000 > 4 C\ {:1;1;,.> >
a b a b

D= (X €E€ER/a<x < bt conah

Al conjunte D se le llama INTERVALO SEMICERRADO , o

SEMIABIERTO, se forma de todos los valores que est&n entre a

Y b incluyendo a b pero no a, su notacién es <a,b) y la
representacién en la recta numérica es:

D < Q22 2w i 2 B b é D < AR R Wie | >
a b a

Observemos que los intervalos difieren entre si, dado que en
ellos se incluyen algunos puntos que no se consideran en
otros.
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Los siguientes intervalos se llaman INFINITOS porque uno de
sus extremos o ambos se extienden hacia el infinito, Su
notacion y representacion grafica es:

E-(X E R / X 2 b}=[b,‘w> E El; PP N A ) Lowsdt >
b —_— o

F={X €E R/ %X > bi=<b,'®> F \;:/ L2 oo et re)
b > o)

G={x €E R/ x ¢ aj=<~w,a} G <adaadsdsysaasasasadd

- (———— a

H=(XER/X<&)=<*"-’.&> H(\\\\\\\\ \\\\>
SE L m———— a

I={x €E R/ x € Ri=(~,4w)> ] &Ll L2 bbtsttsst)
- < > u)

Observacion: La flecha hacia la derecha indica que el
intervalo se debe extender a infinito y la flecha hacia la
izquierda indica que el intervalo se debe extender a menos
infinito,

II. 2.1 OFPERACIONES CON INTERVALOS. - Los Intervalos son
subconjuntos de los Numeros Reales por lo tanto toda el
dlgebra de los conjuntos es valida para los intervalos, aqui -
el conjunto universo es la recta numérica real, es decir
todos los Numeros reales.

Operaciones con conjuntos e intervalos:
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UNION
La union de dos conjuntos se define como:
AUB = (%X/x € A o x € B}
LQue serd la unidn de dos intervalos A=<a.b> B=<c,d>?
Analizaremos las posibles situaciones,
PRIMER CASO: Los intervalos son ajenos.

Sean: A=<a,b> y B=<c.d>

? < 3;;1[111.; :;;;;nd )
@ s (11;1/;,\ <1,,1> >
3 b < d
AUB =222 AUB=<a,b> U <c¢,d>

.

SEGUNDO CASO: Los intervalos se intersectan.

Sean: A=<a,b> y B=<¢c,d>

< 3"”’0:/’101’121110 >
e d
< {44114/1'\1¢/1rr\ >
) < b 3
AUB = =22 AUB=<a,d>

TERCER CASO; Un intervalo contenido dentro de otro.

Sean: A=<a,b> y B=<c,d>

< [« Ig"ll}'"o’/fla >
o a b

¢ {/;u{;; /\‘/:/L >
< a b d
AUB=<c,d >=B

Observacién: Esta operacion se puede realizar no sélo con dos
intervalos abiertos, puede tomarse dos cerrados, o bien uno
abierto y otro cerrado etc, Como veremos en las otras
operaciones.
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INTERSECCION

La interseccidon de dos conjuntos se derine como:
ANB = {x/%xEA y XEB)

Veamos como se ve para intervalos,

PRIMER CASO: Los intervalos son aijenos.

Sean A y B dos intervalos de la
forma: A=<a,b} y B={c,d>

e N
@ ¢ e >

a b < 4
ANB=Q ANB=@

SEGUNDOQ CASQ; Los intervalos se intersectan,

Sean A y B dos intervalas: asca,b) y B=<c,d)

[

I4 228 - >
@ o >
e
1)
ANB =222 ANB=<c, b}

TERCER CASO: Un intervalo contenido dentro de otro.

Gean A ¥y B dos intervalns: A=<a,b} y B=(c,d]}

< Qres .8 - >
B c 3 » 3
@ e e e >
4 a b d
ANB=A= €222 ANB=<a,h}=A
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COMPLEMENTO

El complemento del conjunto A se define:
A= (/% £ A)

E! complemento del intervalo

A=<a,b)
V ! R 2Ll L i
= e
/ ¢ DA AT bbbttty
[ — / 3 s
A== At= (o ,a) U <b,'®w>

o)
o]
<}
-3
>

La resta de conjuntos se define: A-B={xX / XEA y xﬁb)

PRIMER CASQ; Los intervalos son ajenos

Sean los intervalo A=[a,b> y B=[c,d>
| W] . 2
< Z :. s >
< NP 1(\’_ | od N
s b 3 3
A-B=p= &==2 A-B = A
SEGUNDO CAS0; Los intervalos se intersectan.
Sean los intervalos A=<a,b] y B=<c,d)
< sll[_lég' .b ; >
@ : < /'L'IJJ\ .1 1 >
a <1 i
A-B= &= A-B = <a,c]
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TERCER CASQO; Un intervalo contenido dentro de otro,

Sean los intervalos pu¢a,b) y B=<c,d)

< Qs 2 NPT | >
3 = 3 b

< <tlt)< ;‘z)r.z} >
a < a b

A-B=<a,c] U <d,b]

Observemos que la diferencia de conjuntos e intervalos es la
realizacién de dos operaciones bdsicas, ya que:

A =B = (x/%xEA y x¢B)
= (x / €A} N (x / x{B)
= AN B,

De esto podemos concluir que AUB, ANB, A' son operaciones
elementales y A-B es una operacién compuesta.,

PRODUCTQ CARTESIANO

El Producto Cartesiano o producto cruz se denota y define
como:

A X B= {(xy) /xEA, yEB)

Ejemplo: Sean los conjuntos A={1,2,3}; B={a,b}

AXB = {((x,y) / xEA, YEBRB)
= ((x.,¥y) / %€{(1,2,3}), y€(a,b})
= ((1,a), (1,b), (2,a), (2,b), (3,a), (3,b))

Su representacion geométrica puede ser de dos formas:
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Grarfica de alveolos Grafica Cartesiana

1° Conjunto  2° Conjunto 8’3‘ conjunto
6
. //f'vdz,a)
y 1° Conjunto
! z

En la primera representacion AXB. los elementos se visualizan
como un segmento, en la segunda como punto,

iEs (a,1l) elemento de AXB?

Respuesta=,y, AXBABXA el producto cartesiano no es
conmutativo.

Ejemplo 1 : Determine AXB si: A=¢(-6,-1]) y B=<2,6)

Solucion

AxB = ((x,y) / %XEA , yEB}
= {(X.,y) / XE<=671), y&2,6}}

= {(x,y) / -6<{x¢-1, 2Ky<eb)

Su Grdfica cartesiana es :

ye 8
:/ )
////
-:6 ] J':XGA
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Ejemplo 2.- petermine CXC, con:  C=<-»,0)

CXC = {(X.,Y)/XE~2,0>, y&(-w,0>)

= {(x,y) /7 %<0, y<0}

A4

—
7

/////L

I1.3 RELACIONES

Se introducen los conceptos en forma intuitiva asf como su
notacién en forma prédctica.

En la vida diaria frecuentemente usamos relaciones.

Por ejemplo.’la relacidn tal que a cada empleado del edificio
de la ONU (ese que estd ahi en Nueva York) le asocia el
idioma que domina. Su grarfica de alveolos es:

A={x/x es empleado de la ONU) B={y/y es un idioma}
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Considerese una segunda relacion (R:) tal que a cada empleado
del edificio de la ONU le asocia su idioma materno. Su
grdafica de alveolos es:

Rs

Hermane lemdn
Pier

Luigi Inglés
Venanci
Pedro
Patl
John—"

DEFINICION.~- Una relacién podemos definirla como la
asociacioén que se hace al menos de un elemento de un conjunto
con al menos un elemento del segundo conjunto,

Del ejemplo esquematizado arriba, el méximo de asociaciones
que se pueden hacer entre los conjuntos Ay B es :

El cual se le conoce como el producto cartesiano entre A y B,
y se simboliza.

AXB =((a,1) (a.,2) (a,3) (b,1) (b,2) (b,3) (c,1) (c,2) (c,3)}



Asi las siquientes son relaciones entre los conjuntos Ay B :
donde A={a,b,c¢}): B={1,2,3)

Ry = ((b,3)}

Grdfica de alveolos Grarica cartesiana
~ $*(b,3)
3 B .. ..
)
2 '
A B :
1; 1
[}
Py Iy »
a b e A

Ry = {(a.1) (a.2) (a.3) (b.1) (b,2) (b.3) (c.l1) (c,2) (¢,3)}

Su grdfica de alveolos es: Su gréfica cartesiana es:

;b—B‘ _1_,_7/_(4‘“)52,
z*";“"'*‘[,(c,n

7 A

—
»
[}
-
'
1
-~ - -

ot - -
| =, PP

np---w

Ry = ((a.1) (a,2) (b,3) (c.3))

Su gréfica de alveolos es: Su grdafica cartesiana es:

R Lt
——— o
29 - -t i H
A B ! X t
fe - 4 : !
\ ) X
[} 1) \

% [N LA.A

a b e
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Ry ={(a.3) (b.1) (¢.2))

S grafica de alveolos es:

Ry = ((a,2) (b,2) (c.2))

Su grdfica de alveolos es:

Ry = ((a,2), (b.3)}

Su grafica de alveolos es:

‘III....

39

8u grafica

cartesiana es:

Su grdfica

deowe ==ve-e

A8
3 71 Ma,3)
- -{ - - - . -qle,2)
| U
. ) :
; i '
a b e A

cartesiana es:

e ie,2)

b - - - =~ -

o d--emm -
o

Su grdfica

0

cartesiana es:

18
ar- - -
i
2}"‘"1‘ :
N i
) i
{ .
] ]
! t
Fy i ‘\A
a b o



1. & FUNCIONES

II. 4,1, EL CONCEPTO DE FUNCION REAL.- Retomemos la relacién
tal que a cada empleado del edificio de la ONU le asocia su
idioma materno., Su grafica de alveolos ss:

Herman Alemdn
Pier

Inglés

Espafiol

]

Una funcion e3 una relacién tal que “A cada elemento del
primer conjunto le asocia uno y adlo un elemento del segundo
conjunto"” El primer conjunto se llama Dominio y el segundo
Contradominic o Codominio. a la manera en como se asocia
elementos de un c¢onjunte con los elementos de otro. se le
conoce como regla de correspondencia la cual denotaremos como
r.c,

Esto significa que ningun elemento del primer conjunto queda
sin asociar Y cada elemento del primer conjunto tiene
agociado un solo elemento del segundo conjunto.

{Cudntas y cudles de las relaciones de la seccidén anterior
satisfacen esta definicion de funcion?. Si observamos, sdlo
las relaciones Ry, Ry, debido a que en cada una de ellas,
todos y cada uno de lng elementos del dominio, estdn
asociados c¢on los elementos del! rango. Ademds también se
observa que a cada uno de los elementos del dominio le asocia
uno y 8clo un elemento del codominio, que son las dos

-condiciones que debe satisfacer una relacién para que sea

funcién,

Cada una de las otras relaciones Ry, R,, Rs. Rs, no cumplen, al
menos con una de estas dos condiciones,
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El elemento del segundo conjunto asociado por la r.c. se
denomina valor de la funcion o imagen del punto. Si D es el
dominio de f, {(f(x)/xEDom f} se llama rango o imagen de la
funcion,

As{ en una funcian:

Para x en el dominio, f(x) indica "Lo que la funcién f le
asocia a X" lo cual se lee brevemente "f de x". Su grdfica
cartesiana es:

————— 4lx,g{x})
{

]
]
: X

Ahora bien, cuando una rfuncion tiene como codominio los
numeros reales (R) entonces decimos que la rfuncién es REAL.
Si el dominio es un subconjunto de los numeros reales decimos
que la funcioen es de variable real. En cdlcule estamos
interesados en el estudio de funciones reales de variable
real. es decir, de la forma:
f: DCR—>R
Definimos la grafica de una funcién como:
Ge={ (X, £(xX))/xEDom £} Observemos que G.cR

¢{Cudndo una curva representa la grafica de una funcién?

¢ i 1

C) r o —»
.
@ 4 (e) 4 (5 4

i\

v
VA

4



regimnine

(1

S BB i e as e

En (a) la curva no representa la grarica de una funcién. pues
a x=0 le corresponden dos imagenes . Si en la grdfica (e)
trazamos una recta paralela al eje de las ordenadas vemos que
toca varios puntos de la curva, o sea que a un elemento del
dominio le corresponden varias imagenes, lo mismo ocurre con
la grdfica del inciso (c¢), de lo anterior podemos concluir
gue si upa recta paralela al eje y toca a la curva en mas de
un punto, esta curva no representa la grarica de una funcion,
Las curvas de los incises (b), (d). y (f) s{ representan
grdricas de funciones,

II.4.2 DIFERENTES TIPQS DE FUNCIONES

Ejemplo 1,- Considérese la relacison tal que a cada numero
del conjunto (-2,-1.5,0,1,1.5,2,3) se le asocia su
cuadrado.

Tabulando tenemos: St diagrama de alveolos es:

-1.5] 2.25

WorreFEO
w
VDAENFO
[}
ot

% fix)

Su grdfica en el plano cartesiano es:

——t—p—t L A X
-2 0 3
Estos son los unices puntos de la grdfica, por lo tanto no
podemos unirlos.
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De lo anterior podemos obtener:

Dominio de la funcién De = (-2, -1.5, 0, 1, 1.5, 2, 3}
Imagen de la funcién Ie = (4, 2.25, 0, 1, 9}

Regla de correspondencia r.c : f(x) = x?

Por otra parte tenemos que la grafica es un subconjunto del
producto cartesiano\P,XI,

Asi: GeCDe X Ig

L £
2Tz 3 &
Ejemplo 2.~ Sea la funciodn g:(-2,3>—>R cuya r.c. es g(x)=x?

Tabulamos algunos puntos del intervalo [-2,3>

X g(x)

-2 |4
-1,5( 2.25

@Ch.bl\)r—ac
™D N
o w

El 3 no es elemento del intervalo por 1o tanto (3,9) no
esta en la grdfica de la funcidn.

Su gréafica es: . fy




Observemos que en esta grafica si debemos unir Jos puntos que

tabulamos, pues la funcioén esta definida en todo el intervalo
(-2,3>. Esto se puede justificar utilizando el concepto de
continuidad que veremos mds adelante.

El Dgn["‘2,3) Ig“(0‘9> ' r‘.c"’g(x)“x2
R

As1: GgcDg X Ig = [-2,3> X (0,9> Egﬁjégjﬁ/'
/ .

v

2,
.2 T X

Ejemplo 3 .- Sea h la funcién que a todo numero real negativo
le asocia su cuadrado,

h: {(~©,0> ==—> R r.c: h(x)=x?
Tabulemos algunos valores del intervalo <-®,0> ’Py

X |h(x) Su grdfica esl

I A
As1: Dp=¢~®,0> , In=<0,>, r.c:h(x)=xt’

GneDn X In= <-®,0> X <0,®>

Ayely,
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Ejemplo 4.~ Sea f la funcién que a todo nimero real le asocia
su cuadrado,

Tabulamos algunos puntos Su grdfica en el plano
del intervalo <-®, ®) cartesiano es:
4 i)
X f(x) [z
-3 9
-2 4
-1.5} 2.25
0 0 d
1 1 .
1.5) 2.25
2 4
3 9
X
0
Asi: Des<-o,0)> Ie={0,0> r.c=f(x)=x?

En este caso Gecle X Ie=-~m, 0> X [0, @)

A Yer

7

-3 0

Las funciones anteriores tienen diferente dominio y por tanto
diferentes grdficas, pero la misma regla de correspondencia.

En muchas ocasiones, para hablar de una funcién sdélo se
especifica la regla de correspondencia. En estos casos, se
entiende que estda definida en el conjunto en el cual dicha
regla tiene sentido. En este caso decimos que se considera el
Dominio Natural de la funcion. Asi si escribimos solamente
f(x)=x* entendemos que nos referimos a la funcién del ejemplo
4.
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Ejemplo 5.,- Considérese la relacién tal que a cada numero
real del conjunto (1, 2.25, 4, 9} le asocia su raiz
cuadrada.Determina:

a) Su Dominio.

b) Su Imagen.

c) Su regla de correspondencia

d) Su Grarfica de (alveolos y cartesiana)
e) Explica si esta relacidn es runcion

Solucidén:

a) D=(1, 2.25, 4, 9}

oy

RS

0

D I

b) I={1, -1, 1.5, -1.5, 2, -2, 3, ~3}
c) r.cixfp——> %

d) Su gréfica Cartesiana

e) No es funcidén porque al menos al 2.25 le asocia dos
elementos -1.5 y 1.5

L4
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Ejemplo 6,- Consideremos
del conjunte {1, 2.25.
negativa,

Determina:

a) Dominio.
b) Imagen.

la relacion que a cada numero real
4, 9} le agocia su raiz cuadrada

¢) Regla de correspondencia

d) Gréafica de (alveolos y

cartesiana)

e) Explica sl esta relacién es funcién

Solucién:

a) D=(1, 2.5, 4, 9}

b) I={~1, ~1.5, -2, =3}
c) r.c: xf——-)—{?

d)

O &SN =

Grdafica Cartesiana

e) Esta relacién si es funcion. porque a, cada elemento del
dominio le corresponde uno y s0lo un elemento del

contradominio.
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Ejemplo 7,- Consideremos la relacién que a cada numero real
del intervalo [0,9> le asocia su raiz cuadrada,
Determina;

a) Dominio.

b) Imagen.

c) Regla de correspondencia

d) Grdfica cartesiana

e) Explica si esta relacién es funcidén?

f) Producto cartesiano del dominio y la imagen.

Solucidn:

a) D={0,9>

b) I=<-3,3> Sea y&(~-3,3) , existe x tal que xf———)y
si y€(~3,0) entonces x=(~y)?
s5i YE(0,3) enteonces x=y?

¢) r.c: xf—-)TJ?

d)

% 3 4 i

0
1 R S
~1 7 X
1.5 4

-1.5
2 -3. >

-2 A
3

-3

ENEN]

DO DK -
NN O | X
[ x¢ ]

e) Esta relacidon ne es funcién porque al menos al 1 le
corresponde dos valores 1.-1

) El producto Cartesiano DXI

X&)
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Ejemplo 8.~ Consideremos la relacién que a todo numero real
contenido en (0,9> le asocia su raiz cuadrada positiva.
Determina:

a) Dominio,

b) Imagen.

c) Regla de correspondencia

d) Grarica cartesiana

e) Explica si esta relacion es funcidn

Solucién:

&) De=(0.9>

b) I.=<0,3>

c) r.c : Xp—>HX

d) La grdfica cartesiana:

4
3’9

. . ~V . > (3
e) Esta relacion s1 es funcion cada numero real del dominio
le corresponde uno y sélo un elemento del contradominio.,

II, 4.3 CLASIFICACION DE LAS FUNCIONES REALES

Funciones Polinomiales.- Cualquier funcién cuya vregla de
correspondencia sea del tipo;

£(R) = ap + @1% + @2X2 + .,.,.... + apx"
en donde n es un numero natural y los coeficientes ao,  ai,
aa, an Son numeros reales, eos llamada funcién polinomial,
Estas funciones tienen por dominio leos numeros reales. Casos
especiales de las funciones polinomiales son las funciones
lineales que son de la forma:

f(X)=ax+b a, bER .
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Daremos algunos ejemplos de runciones polinomiales

IT. 4.4 FUNCIONES ALGEBRAICAS

Ejemplo 1.~ Sea f la funcion que a cada ndmero real le asocia
su doble mds tres.

Tabulemos algunos de los Grafica (artesiana
valores que puede tomar
esta funcion:

§lx

X £(x)

d(x)=2x+3

[)r = (—m'm) Codant At ;xv

Ig = (-0, @) ) // l

r.c:f(x) = 2x + 3

LLa Gréafica de esta funcion es una recta, La grdfica de una
funcién lineal es siempre una recta por eso recibe ese
nombre, el dominio y la imagen de estas funciones son los
numeros reales. Toda recta no vertical es la grafica de una
funcidn lineal,

Ejemplo 2.~ Consideremos la funcidén que a cada nimero real
le asocia el numero 3 . En este caso no se nos da el dominio
de la funcidn entonces tomamos su dominio natural que son
todos los numeros reales, su grdfica es:

Y
De = (-, 0>
2 Ie = (3}
r.c: f(x) = 3
> x

La Grafica de esta funcion repregenta una recta paralela al
eje de las absgcisas y pasa por y=3,

Las funciones de la forma f(x)=c donde ¢ es cualquier numero
real cuyo rango es un solo punto. reciben el nombre de
funciones constantes,
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Ejemplo 3.~ Consideremos la funcion f que a cada numero real
le asocia el mismo nudmero real.

Grdafica Cartesiana

§Lx)=x

ey X

La grafica de esta funcion es una recta que pasa por el
origen y que forma un angulo de 45°con el eje de las X's,

Df = <—-m,m)
Ip = (~m,®)>
r.c: £(x) = x

Esta funcién recibe el nombre de funcién idéntica o
identidad.

Ejemplo 4.- Consideremos la funcion que a todo ntlmero real le
asocia su cuadradoe mas uno.

Tabulacion Grafica Cartesiana
x | £(x) , p(x)
=21 5 s
g 5-1) i §lx)=xt1
L TSRS ISP WO Y

Esta grafica nos representa una pardbola en donde:

De = {~0,@>

I, = (1 m> x*+121 si xER. Por otra parte si y€(1,0, y-120,
x=yy=1

r.c: £(x) = x*+1

Las funciones de forma f(x)=ax* + bx + ¢ donde a, b y ¢ son
numeros reales donde ak0 reciben el nombre de cuadrdticas.
El] dominio de este tipo de funciones también son 10s numeros
reales, en general las grdficas de funciones cuadrdticas son
pardbolas, si a es positiva la pardbola abre hacia arriba
pero si a<0 abre hacia abajo.
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Ejemplo 5.- Considersmos la funcién que a cada numero real se
le asocia su cubo menos uno.

Tabulacidan Grafica Cartesiana
X £(x) T“x)
€(x) ==
€~ s
— x

Dz = (-0 ,0> J
Ie = <~»,®) 51 yE(-», 0> , x= Yy+] satisface que I (x)=y
r.c: f(x) = x=3-1

La funcion Qel ejemplo anterior pertenece a la familia de las
funciones cubicas que son de la forma:

F(X) = ax= + bx* + cx + d

Donde a, b, ¢. d, son cualquier constante. E) dominio de
estas funciones también son los numeros reales.

Ejemplo 6.- Consideremos la funcien que a cada un numeroxle
asocia el inverso multiplicativo de (x-3).

Tabulaciodn Grdfica Cartesiana

£(x)

=<

‘r Yaf (X),
-1/5 1 :
~-1/3 3 .
....]_ !
no estd definida

!

oub@NnON

?

1 v 9
1/2 d

]
]
]
1/3 |
]
]
)

v

Observemos que la grdfica de esta rfuncion no tiene una imagen
para el valor x = 3 y por lo tanto se corta en este punto.
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De = R-(3)

I < R-{0) Si y=0 tomando x=(1/y)+3 tenemos f(x)=y
1

r.c : f(x) =
x -3

La funcioén del ejemplo anterior pertenece a la familia de las
funciones racionales que son de la forma:

a(x)
f(®) = =——— donde g ¥ h son funciones polinomiales
h(x)

El dominio de las funciones racionales son todos los numeros
reales menos los numeros reales que nos haga el denominador
igual a cero ya gue la division entre cero no esta definida.

Ejemplo 7.- Consideremos la rfuncién f que a cada numero real
le asocia su valor absoluto,

Tabulacioén Grdfica Cartesiana

4\{(X)

flx)eix) > Ly

Observemos que en la grdfica a medida que nos alejamos del
origen hacia la izquierda o derecha, aumenta el wvalor
absoluto de Xx.

De = R

I, = (0,0> 81 yE(0,0> x=y ¢ x=-y satisfacen f(x)=y
% si %20

r.c : f(x) = |x|=
% 81 x<0
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Ejemple 8 .~ Consideremos la funcion tal que a todo numero
real x no negativo le asocia su raiz cuadrada, (consideremos
la parte no negativa de la rafz cuadrada, para que sea
funcién) )

Tabulacidn Grdfica Cartesiana
x| f(x) y=¢lx)
0 0
1 1
4 2 ¢ l Y ¢
De = [0,@> '

I, = [0.@> 51 yE[0.w} x=y? satisface que f(x)=y
r.c: £(x) =%

Una funcién es algebraica si se puede obtener mediante suma,
resta, multiplicacion., division y extraccién de raices de
funciones polinomiales. los anteriores son ejemplos de
funciones algebraicas,

Ejemplo 9.- Consideremos la funcion que cumple con la
giguiente r.c :

-2 8i x <1
fix) = 1811 < %<3
4d8ix >3

Grafica Cartesiana

e

et
¢ ; >
————1—

N

De = R
I, = {=2.1.9)
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Ejemplo 10 - Consideremos 1la funcion cuya regla de
correspondencia es:

X2 s1 %<2
f(x) =
2% + 3 sl x22
Tabulacioén Grafica Cartesiana
A
X £(x) y'(k)
-3 9
-2 4
-1 1
0 0 x?
1 1
2 7
3 9\ 2x + 3
4 J11
5 |13
De = (—,2)U(2,2) < J > X
y

Re = [(0,@> Si yE[0,®>, entonces x=—(y satisface gque f(x)=y

II. 4.5 SUSTITUCION DE VALORES EN UNA FUNCION:

Ejemplo 1.- Sea la funciodn: f(x) = x*+3

Evaluar la funcién para el valor: x=2

Vamos a usar la "maquina funcién" para obtener f(2), en el
siguiente dibujo vemos una méquina disefiada para efectuar la
aplicacién f(x)= x*+3., Las entradas aceptables para la
mdquina son los elementos del dominio de f la salida son
elementos de la imagen de f,
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entrada de x=2

4 ——

£(x) L
= salida f(x) = 7

es decir [(2)=(2)*+3=7
Lo mismo ocurre para los siguientes incisos.
Calcular: b) f(-2) ¢) £( d) f{x+h)
f(x+h) - £{x)
8) e donde h#0
h
b) £{-2)=(~-2)%+3=7
c) £(0)=(0)?+3=3
Q) f£(x+h)=(x+h)? +3=x? +2xh+h? +3
e) f{x+h)~f(x) x? +2xh+h? +3~ (%2 +3) 2xh+h?

~ = = 2%x+h
h h h

Ejemplo 2 _ gi f(x)={2x+3

Obtener: [(x+h)=~f(x)

donde h+#0
h
£ {x+h)—f(X) VZRFZRTE - {7%+3
= = (Multiplicando por el
h h conjugado)

(N2x4+2h+3 — ¥2x+3) (¥2%x+2h+3 + {2x+3)

h(NOXF2RF3 + J2%+3)

(¥2x+2h+3)2 .~ (J2x+3)? 2x+2h+3-2x-3
i h(yZx+2h+3 + {2x+3) i h(¥2x+2h+3 + {2x+3) -
2h 2
i h(42x+2h+3 + §2x+3) i (N2x+2h+3 + {2x%+3)
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II. 4,6 OPERACIONES (CON FUNCIONES,

Sean £ y g das funcioneg, las operaciones de suma. resta,
multiplicacion y divisgion, se definen como:

a) (f+gr(x) = £(x)+g(») Dominio de (f+g)= DeNbhg

3

b} (f-g) (%) F(x)-g(x) Dominio de (f-g)= DD,

c) (fg)(x) = f(x)egi(x) Dominia de (frg)= DeNlg

d) {(£/g) () fix)/gtx) Dominio de (f/g)= DeNDg~{XER/g(X)=0}

Ejemplo 1.~ Sean: f(X) = NX De = {0,o)
aix) = % Dg = R

a) (f+g) (X) = X+{% Dominio RN{D,®)=[0,®)

b} (f-g) (%) = ¥K=-x Dominio RN[0,m)=(0,®)

c) (fg)(x) = (¥X)(X) Dominio RN(Q,@)=(0,»)
X

d) (f/g)(x) =

» Dominio (0,®)

COMPOSICION DE FUNCIONES.-

Considérese que en una fdbrica para enlatar mermeladas hay 2
mégquinas que realizan las siguientes funciones.

Maquina 1.- funcion f: Llenar frascos de mermelada

Maquina 2.- funcién g: Cerrar frascos.

Llamaremos a la funcion (gef) funcién composicién que aqui
serd rrascos con mermelada cerrados.
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El diagrama de este proceso seria:

wlada |, X
\lz

= == |
r ! ﬂJ@'\;?ﬁ’?%

(gel(x)

(gof) (%) = rfrascos cerrados llenos de mermelada.

Si quisiéramos ahora aplicar primero g y después f, es decir
considerar fog, observamos que al aplicar g el frasco queda
tapado, por lo cual ya no es posible llenarlo de mermelada,
entonces fog no estd definido.

Con este simple ejemplo vemos que si tenemos 2 funciones y
hacemos la operacion composicion es importante el orden en
que se realice.

Ejemplo 1. f(x)=x+4 g(x)=x?

La Composicion (gof)(x) = g(f(x}) = g(x+4) = (x+4)?
La Composicion (fog)(x) = f(g(x)) = £(x}) = x*+4

Observa que (gof)(x)# (fog)(x), es decir, la composicién no
es conmutativa,

Ejemplo 2.- sean h(x)=1l/x y g(x)=x?-1

{Cudl es el dominio de hoeg?

El dominio de hog es el conjunto de valores x que estén en el
dominio de g de tal manera que g(x) pertenezca al dominio de

h,

a) El dominio de g son los numeros reales,

el dominio de h son los numeros reales menos el cero.

b) g(x)ER-{0) es decir x*-1#0 entonces x*#1 de donde xfl y
x#~1, entonces el dominio de hoeg=F-(1,-1),
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2 (hed) ) =higix)y=hiwi~Li= L/7(x -1}
LCudl es el dominia de geh?
a) E! dominio de h es R~(0}

b) Los valores de h(x) estén en R-{0}
1
c) Como la regla de correspondencia de goh €5 = —— — 1
. %2
su dominio es R-{0}

FUNCION INVERSA.- Antes de ver las funciones inversas vamos a
ver las funciones Inyectivas, Suprayectivas y Biyectivas.

Ejemplo.~ Para la funcién formada por las siguientes parejas
{(a,3),( b,1),(c,2)}

Su grdfica de alveolos es:

——

A este tipo de funciones. donde a elementos distintos del
dominio se le asocian elementos diferentes del contradominio
se les conoce como runciones Inyectiva,

Ejemplo.- Para la funcion formada por las siguientes parejas
{ta,1),{b.1),(c, 1))}

Su grdfica de alveolos es:

[ —
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A este tipo de funciones, donde el rango de la funcidn es
igual al contradominio(es decir todo elemento de B
(contradominio) es imagen de al menos un elemento de A
(dominio)), se les conoce como runciones suprayectivas

Ejemplo.—~ Para la funcion formada por las parejas:
{(a,3) (b,1) (e, 2)}

Su grarica de alveolos es:

A este tipo de funciones que son a la wvez funciones
Inyectivas y Suprayectivas se les llama funciones Biyectivas.

Funciones Inversas.— Para todas las funciones hay una
relacidén inversa, pero sdélo en algunos cases es la inversa
también wuna funcidn., Solo la vrelacién inversa de las
funciones biyectivas es también funcién., Si la relacién
inversa de una funcién f es también uwna funcidén, la
designaremos come [—3*.

Ejemplo,- Sea la funcisn f definida por las siguientes
parejas (¥a,Ya), (Xa.,¥=2), (Xa.,¥a), (Xa,Ya)
p* Ie
£
—
[
f—1
If—-2 Df-2

En este caso f es biyectiva y la funcion f-* esta formada por
las pareias (yi.X1), (ya.X2), (¥Y3,X3), (Ya.Xa)
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Expliquemos esto por medio de unos diagramas:

51 tenemos yna maquina de funciones. programada para efectuar
la aplicacion (funcieén) f. Las entradas aceptables son los
elementos del dominio de f y las salidas son los valores de
£(x).

entrada de x

[

f |
— salida f(x)

Consideremos las inversas de funciones en términos de
mdquinas de funcioneg. Suponga que la funcién f que se ha
programado en dicha maguina tiene una relacidn inversa que es
también funcién. Supongamos ademas, que la mdquina de
funciones tiene un botdén de retroceso, Cuando se oprime este
botén la méquina egta programada entonces para efectuar la
aplicacién f-*, Las entradas se dan entonces por el extremo
opuesto y todo el proceso se invierte.

salidas f-*(y)

Y

t—1 f—_entradas, y

Ejemplo .~ {La funcién f(x)=x+1 tiene inversa?
Desde luego estamos pensando que el De=I =R
I(x) =y = xtl R —>R
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Primero veamos que y es inyectiva, en efecto f(x)=f{x') =>x+1
= X'+l =) xex'

También es suprayectiva pues para Y€R,
f(x)my <=> Xtlmy <=> xay~1 f(y-1)=y

La ultima ecuacion x=y-1 nos ayuda para encontrar f-*, de
hecho f-:(y)=y-1,

3% + 2
Ejemplo.— ¢{La funcion f:R-->R f(X) = —————— tiene inversa?
5]
3x+2
=y =) 3x+2=5y
5
=) Jx=85y-~2
Sy-2
= ) xX=
3
. Sy~2
L WET(Yy) =

Observemos en este ejemplo, que planteamos primero resolver
el problema de la suprayectividad, en el camino vemos que la
solucidén de f(x)=y, nos lleva a definir f-*(y): quedando esta
bien definida como funcién., tLtenemos entonces que f es
biyectiva, con inversa f-*(y).

Ejemplo.~ Para las funciones del ejemplo anterior:

3x+2 Sy-2
f(X)= Yy f=i(yl = tenemos:
5
I + 2
£=31( £(x)) = t-2
5
3x+2
o] -2
5
3
3x +2 -2
= -x
3
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Por otro lado:

fy-z
3 + 2
(f . ?( It {5y-—2\ 3 Sy-2+2
or— = .= o =
M 5 5 Y

Ejemplo, - Sea f:R*—>R* donde R*=(0,®) definida por f(x)=x?
£ (y) =y

(fof=2) (y)=f (Jy)=(I¥)* =y

(f=2of) (x)=f—2 (x*)=y%XI=x

De los dos ejemplos antericres podemos observar gque la
composicién de una funcién con su inversa es la funcidn
identidad.

Pero observamos que:
(f-20f)(x)=x quiere decir que f-iof es la funcién identidad en
el dominio.

Gof-*}y)=y, da la identidad en el codominio.

II.4.7 FUNCIONES TRASCENDENTES .- Hemos visto que la
definicion misma de funcioén, induce a que esta es una terna,
dos conjuntos (Dominio o Codominic) y una regla de
correspondencia, vimos también que si la r.c, esta dada como
una expresion algebraica, entonces la funcién se 1lamara
algebraica . 5in embargo, dentro del estudio de las funciones
reales, existen aquellas en las que la r.c. no se pueden
expresar algebraicamente, a estas se las conoce como
funciones trascendentes. A esta «clase pertenecen las,

Trigonométricas o circulares

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS O CIRCULARES .- A manera de
introduccion y dado que las funciones circulares o
trigonométrica requieren del conocimiento y manipulacién del
concepto de &ngulo plano y las unidades en que se expresa,
necesitamos hacer un breve recordatorio al mismo,

En la clase de geometria se definié al dngulo plano (o
simplemente dngulo) como "la abertura entre dos segmentos de
recta que se cortan en un punto llamado vértice",
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Lado finat

ydads inceiat

Ademas se yig que no eg importante el tamafio de los segmentos
como en si su abertura.

Nota: Los dngulos tienen un sentido, =i se miden del lado
inicial al lado final en sentido contrario al movimiento de
las manecillas del reloj entonces el &ngulo es positivo. En
caso contrario serd negativo,

Se estudié tambiédn que para medir un dngulo esto se puede
hacer en alguno de los tres sistemas de unidades, los cuales
son:

Sexagesimal (Deg = D)

Sistemas de Unidades = Centesimal (GRD = G)
(para medir angulos)
Ciclico (RAD = R)

Sistema Sexagesimal.- Es el sistema mds antiguo, ya lo usaban
sus creadores, los babilonios, hace mas de treinta siglos. Y
es aquel! en el cual se divide a un dngulo de un giro total
(aguel en el que coinciden el lado inicial con el lado
final), en 360 pequefios angulos. todos iguales, a los que se
les llamé grados (°).

90° sexagesimal
—

1

Y también es el sistema mas usual, el cual aprendimos a usar
desde la educacion primaria. Posteriormente se crearon
submultiplos a esta unidad, llamados minutos y segundos de
dngulo. (base 60 = sexagesimal).
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Sistema Centesimal.~ Este sistema es relativamente nuevo Yy
surge en la época napoleonica en Francia, con un afdn de
convertir tode a base 10. Y aquf surgio la unidad 1lamada
gradiente, la cual tuve origen como la centesima parte de un
dngulo recto (no de un giro total) ,

]
400 .., 100° gradientes
! )

Por lo que un angule de un giro total es igual a 400°
gradientes.

Los dos sistemas anteriores, son convencionales, existe un
sistema de unidades para medir dngulos gue surge de
argumentos geométricos, este es el:

Sistema Ciclico.- En este sistema la unidad angular es el
RADIAN el cual se define como: " El dngulo entre dos radios
de una circunferencia cualquiera, que subtienden un arco de
longitud igqual al radio".

-——

,7 r\ oxco de clacunferencia
N Q‘: Aadidn

Perimetro de la circunferencia
Y como sabemos que =
Didmetro

Entonces {(Cudntes radianes hay en un dangulo de un giro
total?., En términos de unidades sexagesimales tensmos:
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360°'= 27rad.

360 180"
= =] rad entonces | rad =
v T

Hemos  obtenido la ley de transtormacion de  grados
(sexagesimales) a radianes o viceversa,

Ejemplo 1.- Deseamos transformar 90' a radianes,
Salucion:

180° a@° 90 (wrad)
s ) x—
Trad x 180°

¥ = w/2 rad

Ejemplo.~ Transformar #/3 rad a grados (sexagesimales)

Solucian

1ant o x 180" (7w/3rad)
[N P = o=
T w3 Trad
180"
= = 650°
A

Ahora Tharemes una tabla de equivalencias del sistema
sexagesimal y el sistema ciclico para los dngulos mas usados:
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YR Birad)

0° 0 rad
45 red rad
O re3 rad
EIVN wsZ rad
Lan: 27/ 3 rad
135" 3/ rad
180° rorad
249° Srrd rad
2700 Irs2 rad
3L’ 7w/d rad
3600 ar rad

Concluyendo. en esta parte. hemos visto gue un mismo angulo
se puede medir en tres diferentes tipos de unidades. las mas
usuales son el sistema ssxagesimal y oiclico. En  las
calculadoras cientificas aparescen estos treg sistemas de
unidades seleccionando 21:

MODE

T

Sexagesimal {Deqg =EZ

3, Cielico RAD =E§

FUNCIONES  CIRCULARES.- Ahora construiremes un  juguete
generador e funciones: donzideremos en el plane cartesiano
el circulo de radio uno v una manecilla apoyada en el origen,
cuyca  punto rinal ]e¢  encuentra Justamente  sohre la
circunferencia y s muave en  sentide  contrario a  las
manecillas del relaoi.

El punte final de las manecillas en cada posicion lo
designaremos como plx,y).
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Observa que la longitud de la manecilla en cualquier posicion

es uno, Py

(-7,0)

b (9,-7)

Ahora para el angulo © que hace la manecilla con el eje x,
encontramos las coordenadas (x.y) del punt¢o P (punta de las
manecillas), entonces tenemos:

TABLA |
=] b Y- (X.y)
0* = 0 rad | | G (L.0)
90" = w/2 rad | 0 1 (0.1)

180° = T rad (-1 | 0 (~-1,0)

270° =(3/2r rad | 1 |-l (0.-1)

360° = 27 rad 1 0 (1.0}

Procedemos a obtener algunos valores para (x,y) que no
aparecen .en la tabla.

p(0,1
45°
CT Pla,a)
'a
1'721 150 [ (1,0
a >




En ©=45'=w/4 rad se forma un tridngule isdsceles cuyos lados

iguales (q) se aponen a log dngulos de 45°. Por Pitagoras

tenemos:
at+at=]?
2ai =]
ar=1/2
a= 1/NZ

Utilizando la simetria podemos calcular los  valores
correspondientes a 135°, 225* y 315°,

Asi, tenemos.

TABLA 2
g % y (x%,y)
0'= 0 rad |1 0 (1.0)
45' = w/4 rad | 1/4Z |1/ Nz, 12
90* = w/2 rad | 0 1 (0,1)
135' = 37/4 vad [-1/NZ | 142 | (=142, 14D
180° = 7 rad |-l 0 (-1.0)
225 = (5/4r rad|-1/42 |-1/42 | (. 142,214

270" = (3/% rad | 0 -1 (0,-1)

315° = (7/4r rad | 142 |-1/NZ | (NZ 14D

3607 = 27 rad 1 0 (1.0}

Esta tabla nos muestra nueve valores para nueve dngulos, no
obstante; esta tabulacion pudiera ser de 10' en 10° o de 1l'en
1* y seria mas completa. ’

Utilizando lo antericor podemos definir las funciones
trigonométricas seno y coseno,

Funcién Seno.- Es la funcién que asigna a cada dngulo 9 la
coordenada y del punto P(x,y) extrema final de la manecilla
cuando esta forma un angulo & con el eje x., Esta funcidon se
denota por y=send:

Sen'!{0,27] ~~R

> sent
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Emtonces tenemos:

o y=Sent
0 0
w4 | 1/
/2 1
3r/4 1742
T 1)
Barrd =172
I/ 2 -1
7174 -1/0Z
2w 0

Uniendo los puntos ohtenemos la ¢grarica Cartesiana:

I A . e e e e e e e e e e
! 1
! \

B

Observamos aqy;, que la rfuncién seno, asi  construida,
satigface la definicion de funcion. Su dominio es (0,27).

Funcion Coseno.- Es la runcion que asigna & cada angulo © la
coordenada x del punto P(x,y) exXtremo final de la manecilla
cuando ésta forma un angulo © con el eje y, Esta tuncion se
denota por x=cosé:
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"= z;,.p_ - -
- N -

Entonces tenemos:

o x=C0s89

0 1

w4 | 1NZ

T/2 0
ar/a | -1/42

T -1
s7/4  |-1/42
3w/2 0
/4 | 1T
2m 1

Uniendo los puntos obtenemos la grafica cartesiana:

- e - L o e R o o e

'--—----.._-.. L . . T T S Y
-

Observamos aquf, que la funcioén coseno, asi construida,
satisface la definicion de funcion; su dominio es (0,27},
su rango es (-1,1} .

La funcidén tangente se define como aquella que, "a cada
angulo 6 le asocia el cociente y/x de las coordenadas de la
punta de las manecillas",

Las funciones circulares: cotangente, secante y cosecante que
denotamos por cot, sec y c¢sc se definen a través de las
anteriores como:
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QTS

A las funciones rtrigonometricas
funciones cirveculares debhido a que se definen utilizando el

circulo unitaria,

-
o

)

-~

nsy

ane

I

aat

72



CARPTTULO T I'T

L T M I T

QN T I NI T D A D

<



IIr.- LIMITES
Y CONTINUIDAD

III.1.- EJEMPLOS DE LIMITES

Ejemplo 1,-Consideremos la funcion f{x)=x*+x+l y calculemos
algunos valores de la funcion.

» fix)
~1 1
=172 .75
-1/74 81
-1/8 .89
=1/1001 .99

v} 1

1740071,01

178 1.14

174 1,31

172 1.75

i 3

Observamos que a medida que nos acercamos a cero los valores
correspondientes se acercan a uno, entonces escribimos:

lim f(x)=]
X~>0

y decimos que el limite de la funcid¢n es une cuando x tiende
a cero.
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Observa que en este caso lim [(X)=r(0)=1
%=>0

En muchas ocasiones, el limite coincide con el valor de 1la
funcion, por ello, el primer candidate a considerar es
precisamente este valor, sin embargo, como veremos enh el
siguiente ejemplo, el limite no siempre sigue esta regla,

x:~-1
Ejemplo 2.- Obtengamos el lim
x=->1 x-1
%=1
En este casa f(x)= en x=1,
x-1

La funcion no esta definida ya que x-1=0 entonces f(l) no
puede ser el valor limite, sin embargo:

x? -1 (x=1) (x+1)
= = x+l si whl
x-1 x-1

Entonces las grdficas de f(x) y g(x)=x+l son iguales en todos
los puntos excepto en %=1, la grafica de f es:

51 nos acercamos & =1, los valores de la funcién f se
aproximan a 2, entonces, lim f(x)=2
X~->1

Observa que g(l)=2, en realidad, a pesar de que las funciones
no son iguales en x=1 (f no esta definida en x=1) se tiene

Xi-1
lim = 1im w+1=2
x=>1 x-1 ¥=>1
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Ejemplo 3.~ Coansideremas la runcion:

X3-8
= s1 w2
w2
f(x)=
4 51 X=2

%3-3 (=21 (k3 +2%+d)
como = = i 4Intd S1%f2

n=2 MN-2

la grarica es:

v

2 -l 12
En este ejemplo f &1 esta derinida en x=2. sin embargo los
valores de la funecion se aproximan a 12#£(2), a msdida que x
se acerca & 2.

Asi1: lim £(x) = lim w+2w+d = |2
w22 n=02

Ejemplo 4.~ Calecular &) limite:

X3-5%
1im

¥»=20 wr-2x

observa que la funcidn no estd definida en x=0.

Procedenos como en el ejemplo anterior,
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X3-5% it =% wi =9
1{m = |im = {im
n=20 3w ~in =20 Min=2) X=>0 x=2

=5
Dbserva que gixl=

w—
o -

candidato a limite es g{0)=5/2

Dibujanda la grdfica de g tenemos:

si estd definida en x=0, entonces el

A !
|
1
)
|
5 |
‘ |
vy, JRArs S
2)
‘ !
|
!
n & - . !
R¥-5y 5 v .
entonces: lim B e
¥=>0 %2 2
x#*-1
Ejemplo 5.~ Calcular tfm
N->1 WAl
X3-1 , {x=~1) (% +x+l) W AN+] 3
1{m = jim = |im = —
X=>1 X*~1 (R=~L)1(x+1) X+1 2

BENEE

Ejemplo 6.~ cCalecular lim
t=->0 t
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En muchos casos. coma en aste ejemplo, aparecen radicales,
una posibilidad papa ynrentar resolver, es multiplicar por el
conjugado vy dividir entre 41,

2-Ja=% (2-437) (24377 4=(4-t )
lim = lim = lim
t->0 ¢t t=>0 ti2-J4=t) t=>0 t(2+J4-t)
t 1 1 1
= lim = lim = " ——
t->0  t(2+i3-t) t->0 2+Jd=t 2444 4
k!

Ejemplo 7,~ Calcular lim
n=oH %

La funcidn no esta derfinida en x=0. sin embargo. observamos
que:

|x| K

si X0 — s 2]
» »
X] -%

y 81 »<0 = e— =-1,
X ®

Entonces si nos acercamos a cero por la derecha, es decir con
valores positivos, los valores de la funcidn siempre son
iguales a uno, esto lo denotamos,

'x
lim =]
=20+ w

Si ahara nos acercamos usande numeres negativeos, los valores
de la funcion son iguales & -1, escribimns

¥
lim =—1
®%=>0—
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Eg decir

apromimen

En general

si y sdlo

es decir
iguales.

calcular:

al
Y negativos no encontrames un

las imdgenes. Asi. el lfmite no

1im f(x)=L
- ra

si m v(x) = 1dm f() = L
X= 28" G-t

los |imites por ambes

Ejemplo 8.- Consideremos la funecion £
1
lim -~

w=20 X

acercarnos sinultdneamente por valores positivos
inico ndmero al cual se

existe.

lados deben existir y ser

1
¥) B e—  quersemos
x {

Como la rfuncidn no estd derinida en x=0 ne hay un candidato

natural

para ser el

limite, entonces

erectuaremos una

tabulacidén para analizar el comporramiento de, la funcidn,
observa que en este casd tampoco es posible simplificar la

expresidn.

X

-1/100000
—-1/1000
~-1/100
-1/10
-1/4
~1/3
-l/2
-1
-2
-3
Q
172
1/3
174
1710
17100
171000
1710000
17100000

£(x)

-100000
—.'.000 1?-?"0

-10
- L
- SALi
-2
-1
=172
-1/3
indefinida
2
3
4
10
100
1000
10000
100000
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La grarica de la funcidn as:

2
— -
-
-
w

Y

!~

a medida oS ) .
que oS aproximamos a cero por la derecha, es decir,

con valores positivos, los valores de la funcidn crecen cada
vez mds, contrario a lo gue sucede cuando nos acercamos por
valores negativeos, en cuyc case se obtienen valores cada vez
m&s pequefios. En este caso el lIfmite no existe, pero para
sefialar la situacidén que acabamos de describir escribimos:

1 1
1im e = 0 Y Ifm — ==
x®=20% % w=o0" %
1
Ejemplo 9,~ Calcular 1im w——
X=20 %

como en el ejemplo anterior, la funcidn no esta definida en
x=( y tampoco es posible simplificar. En este caso:

1 1
1M —— = y lim —— = co
X=20+ x? x=20" x?

En este caso escrihimos:

1
1fm —— =
®=o0 x?

Adn cuando el limite no existe, d4sta es sélo notacidn para
recaordar que al acercarncos a cero, los valores de la funcidédn
cracen inderinidamente,
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i
!
1
!
!
|
I
H
§
!
i
1
3

En todos los ejemplos que hemos analizado, la variable
siempre se aproxima a un numero real. ahora nos preguntamos
gue’ sucede a medida que la wvariable crece (decrece)
inderinidamente los simbholos ques usamos para estos casos son:

1fm f(x¢) y lim f(x) respectivamente,
X= >0 N> - 0a

1
EJEMPLO 10.- Calcular 1{m ——

W=

44
»d
G

L 4

P SR T

Analizando Ja grdrfica de la runcién observames que los
valores de la funcidn se aproviman a cero a medida que la x
crece, entonces:

1 1
lim — = 0 andlogamente lim —— = 0
X=o® % X=omea ¥

Int =Ox+4

Ejemplo 11,~ Calcular 1im
W= wi4D

Eh este caso dibujar la grdrica no es tanh sencililo como en
los casos anteriores. pero cuando como en este caso, se trata
de un cociente de polinamios, tenemcs el siguiente recurso,
dividimos el numerador v &l denominadcr entre x elevado a la
mayor potencia del ‘'denominador. en este caso x* .
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At =54

3n2 —=5n+4 xé

l{m = ] IM em—
N0 xP+2 weowm Wil
Mt
S 4
1 e e o —
» x:

= l{m
X=0®m 1 + 2

la @Gltima igqualdad se obtiens utilizando el ejemplo 10 y el
hecho

1{m —— = 1}
®=dw ¥

que puede probarse de manera andloga.

En el caso de limites de cocientes de polinomios cuando la
variable decrece indefinidamante, es posible resolver
utilizando el mismo procedimiento.

III.2 CONTINUIDAD DE UNA FUNCION.

El concepto de continuidad se origina del estudio del
fendmeno rfsico del movimienta. Nuestra necidn intuitiva de
una particula mévil es la de un punto gue pasa de una
posicidn a otra ininterrumpidamente,

Para una funcidén, la idea intuitiva de continuidad es que la
L .

curva que representa la grafica de la misma debe poderse

dibujar con un trazo ininterrumpido.
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s g s o s o a1 5 0 b

Intuitivamente la grarica de una funcien ceontinua estaria
represaentada por una “cusrda’ que no se2 rompe, Si ello no
acurre, as decir si la cuerda se rompe decimos que la funcion
es discontinua,

Consideremos lag siguientes graficas de tunciones:

(1) Tyrgtx) (kg (o6
/\ bl,. 2 _
) \// ”» L ;o > X >X
(V) Py =6 x) (N7 yegix)
8x,)
L ) \
P /\/\/‘ .
<8 0 ’
i)t i) ysg(x)
‘ % i
—1 i i
X'o [ Xo

De las graficas de las siete funciones anteriores solamente
dos de ellas son coptinusas, la (I) y la (V), S8i nos fijamos
en un punta ¥ del deminie, cbservamos que al acercarnos a Xe
por cualguier lade las imagenes cortespondientes se aproximan
a [iXe}, las otras graficas representan a funcieones con algun
tipo de discantinuidad en el punto %o )
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EntII) la funcidn no es continua. Observa que la funcidn estd
definida en 21 punte o pero tiene un salto en esa punto,

En (III) la runcidn no estd definida en el punte ~o, a la
ardrica le ralta un punta,

En (IV) la grdfica es similar a la rfuncidn que aparece en
(III}, aunque en el punte Xo la funcidn si estd derfinida, no
es continua ya que €] wvalor gue noma en ese punto no es el
gue cubre el hueco de la grafica, obsaerva que al acercarnos
al punto %o par ambos lades las imdgenes correspondientes se
aproximan a L que no es el valor de la funcion en Xo.

En (VI) la funcidn esta derinida en xo , pero al acsrcarnos a
este punto, nuevamente los valores de la funcion no se
acercan a f(Xe), en este casdo tampoco se acercan a un valor
determinado.

Por dltimo en (VII), si nos acercamss a Xo por la derecha,
los valores de la runcidn se apreximan al valor de la
funcioén en Xp, s decir r(Xe), Sin embargo por la izquisrda
los valores de la funcidn ne se aproximan a un punto,

En general podriamos decir que se puede encontrar, en las
funciones reales, tres tipos distintos de discontinuidad.

Primer Caso.~ f no estd derinida en el punte %xo. En este caso
a la grdrica de la funcidn le falta un punto.

Segundo Caso,- La runcidn s1 egta definida en o, los Ifmites
laterales 1im f(x) y ifm t(x) existen ambos,
X=IXo~ W= OXa ™

Pero ocurre alguna de las siguientes situaciones,

a) lim £(x) # lim £(x)

X~ >%n= R®=O¥a*
b) Ifm f(x) = lim fC0) es decir 1im f(x) existe
X=2Xo™~ X=Xa™ ¥—"Xo

pero 1im f(x) # flug!l
R=D¥p

Las grdficas de (II) vy (IV) ilustran a) y b) respectivamente.
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Tercer Cago.- La funcidn sf estd definida en xo. pere alguno
de, Ifm £(xx) y lfm f(x) no existe,
X=IOX%o" w=Mao™

Las grdficas de (VI) y (VII) son eljemplos de este caso.

Ohservamos que en todos los casos, determinar si la fancidn
es continua, nos lleva a pensar &n 1lim £ix).

X~ 2Xn
sin embarge vimos que la existencia del limite no asegura la
continuidad, del andlisis anterior podemns dar la siguiente:

Definicién .- Una funcion f es contipla en un punto X, sSi y
sélo =1, se cumple:

i) La funcion f esta definida en el punto %. Esto
guiere decir que X&ED
ii) Exista el limite de la funcidn f en el punto X

1im £(x)
¥ = O>Xe

Esto quiere decir que los limites laterales sean
iquales.

lim £(») = lim £(x})

% =I%e= X ~>Xo™
iii) lim F(X) = f(X)
M= 2%

Esto quiere decir que. que si existe el limite de la funecidn
f en el punta 3. este sea igual al wvalor que la funcidn le
asncia al punto Xo.

Brevemente: f es caontinua en ¥, si:

a) Esta definida f(Xo)

bh) Existe 1{m [(X)
%= %o

c) 1im £(xX) = E{Xe)
X=2%o
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De lo anterior concluimos qua si una o mas de las condiciones

no se cumplen., la funcidn es discontinua en ¥,

III. 2.1 EJEMPLOS DE FUNCIONES CONTINUAS:

Ejemplo 1.~ Considera f(x) = —— (Es continua en x=2?

I es discontinua en »=2 ya gue:
1) £(2) no esta definido (el denominador es cero en x=2)
ii) No existe lim fix).

X=>2

En realidad basra con escribir alguna de las
justificaciones,

Grdficamente tensmos:

ya4(x)
}
!
1
!
0 ! - X
!
]
1
t
n* -4
Ejemplo 2,~ = ~————  (Eg cantinua en x=27
-;_2

1) £{2) no esta definida, sin embargo observamos que:

) , , x4
i1) lim f(x) = lim
X=>2 M=22 wed

(w+2) (¥—=21
= |{m
®=>2 W=z
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La tinica condician que falto para que la rfuncidn sea continua
es que: 1m fiwy = fih

e

deciy gi definimos la funcidn en w=2 como: f(2)=4 la
funcidn ehtenida gerd sontinus,

Gréricamente tenemos:

» -4
f(X)= glm) =N+2
X=2
f
. A
X -4
X=-2 X+te
/ i » / . -
/ 0 2 pd a 2 -
< =
Las funciones ()= ——— v qlul=u+z son iguales excepto

en x=2. AsY, si derfinimos:

f(x) =

las dos funciopnes ceinciden. vbzerva que 1o dnico que hicimos
fue definir de manera canvenienrts en x=2 para que el hueco
desapareciera.

Cuandoe como en el casc  anterior, asignandoe un  valor
determinadc como  imagen del punto Xe ia tuncidn obtenida
resulta continua decimos gue ia discontinuidad es evitabhle.
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El  siguiente es otro
discontinuidad evitahle,

@jemplo

T
e’

Ejemplo 3.~ Considera la funcidn:

2t~ 4
~~~~~~~~ si w#2
Ly =
2 s1 w=g

{Porqué r es discontinua en

w=27?

{Es evirtabley

el cual hay una

¢Cual es el

valor que hay que asignar en x=<Z para que la funcidén sea
cont inua,
Analizamos las tres candiciones:
i) T(2)=0 , es decir f s1 estd definida en 2.
ii) 1im fix)=4 es decir, ei limite s1 existe.
®=>2
Obgervamos que la tercera condicidn es la que no se cumple,

entonces la funcidn no @8 CoOnTinua 2n x=2

/

/
/

4 >
I

Sin empargo. coma vimas en ol ejemplo ant

wio—- 4

——————— S1 X#2Z

W= 2
alx) =

4 si w=z

es continua en k=2, As1,

el valar gue hay aue dar &n x=2 es [{4)=4

g8

erior, la funcidn

la disconrinuidad de f es evitable y
2



En 105 ¢jamplos 2 y 3 las discontinuidades son evitables. Una
discontinuidad no evitable la encontramos en el ejemplo 1,
veamos porque:

1
la funcidn f£(x)= ne esca definida en x=2
w=2
podemos derfinir r(2)=b hER
1 .
sin embargo 1im ——— = ® y lim (%) = -~
K=22* xX-2 w=—-02=

es decir 1fm f(xX) no existe
K=02

y esto Ultimo no depende del valor b que se asigne a la
funcidn. Asi, no importa cual sea el valor de la funcidn en
X=2, ésta no es continua ¥y la discontinuidad es por tanto no
evitable.

Ejemplo 4.~ Considérese la rfuncidn,

»é XE({-3.4]
fix) =
-x+5 %E(4,6]

dEs f continua en »=47. analizamos las tres condiciones:
i) £(4)=1 es decir t si esta derinida en x=4

ii) 1dm  f(x) = 1fm »? =16
X~ 24~ X=>d=

I{m (%) = 11n ~x+5 =1
w4 w4

entonces 1fm (%) no existe y f no es continua en x=4
X=4
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Graficamente:

En este caso la continuidad tampoco es evitable

Ejemplo 5.~ ¢Es continua en x=-1 la siguiente funcidn?

» -4, 51 -2 < 2o =1

~
o,

® -6, 81 -1 < %

i) £(-1)= =1-4=-5

ii) 1dm £(x) = lim %t =6 =5
X=o=1" PNl

1im £(x) = 1¥m x-d =-5
X=>=-1= Pl

e

entonces lim fix)==5
X- -1

111) 1dm £(x)==5=f(=1)
x=>-1

Por tanto la funcidn es continua en X=-1
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ERLEIINS

LV, - DERIVADA

IV.I CALCULO DE TANGENTES

Ejemplo 1.- Consideremos la ecuacion f(x)=3 ¢{Cudl es
pendiente de esta recta?

L(x)=3
Y
f(x) f(xth)
3 . : £(x} = f(x+h) = 3

t
X X
] )
! : 5w
X Xth

Recordemos que la pendiente de una recta es igual a:
Ya-¥Ya

Xa=Xi
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Lomamos dos puntos en la recta Alx.f(x)) y Bix+h,f(x+h))
la pendiente de la recta sera:

£(X+h) =L (x) 3-3 (]
m = = ::-—-—::[:‘ n]uo
xX+h-x h h

Observa que no es importante que la altura de la recta sea 3,
en general si sustituimeos por cualquisr otra constante, la
pendiente sera cere, entonces podemos concluir que la
pendiente de una recta paralela al eje de las abscisas
es 0,

Ejemplo 2. - Si ahora r(x)=3x+2 iCudl es la pendiente de esta
rrecta?

Tomamos dos puntos de nuastra recta:

A(X,£(X)) y B(x+h,f(x+h))

F(x)=3x+2

{0

g 4

24

o ——— X

La pendiente de la recta estara dada por:

-

Flw+h) =T () IR+ +2-03x+2) Ix+3h+2-3x-2
n]ﬂ = = =
(xn+h) = h h
3h
= e = 3 sgi h#0 m = 3
h
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Ejemplo 3.~ 31 f(x)=x* {Cuadl e= la pendiente de la recta que

une los puntos A(x. (%)) y B(x+h,f(x+h))?

L(w) = %

‘!‘.__.—..-
X xvh
T(X+h)-T (%) (x+h)?-x? »? 4 2%h+h? -x? 2xhth?
m 5= = = =
(X+h) = h h h
=2%x+h si h#0 m=2x+h

Observaciaon.— En Jos ejemplos 1 y 2. =l valer de la pendiente
ne depende de los puntos elegidos, en cambio en el ejemplo 3
el valor de la pendiente depende del valor h gue tomemos.

Lo anterior se observa racilmente en el dibujo

2




Consideremos una particnla que se desplaza sobre el eje
vartical v aue su pesicidn con respecte al origen (el cero de
dicho eie) se puede determinar como una funcidn del tiempo,
F(t).

Ejemplo 4 .~ Si la partfcula se desplaza siguiendo la regla
Frt)=3t+2, /Cudl es la velocidad promedio en el
racorrido de la particula entre los instantes t=2 y

t=57

Solucién.- Desde luego la velocidad promedio entre los
tiempos ti y tz se define como:

distancia final - distancia inicial

Vo =
tiempo final -~ tiempo inicial

por lo que en nuestro caso

£(5) - £(2) 3(Dr+2 - [3(2)+2]

Podemos observar aqui que la velocidad promedio entre dos
tiempos cualesquiera t, ¥ to == rambién igual a 3 ya que

f{ta) - f(tq) 3ita)t2 = [3(ta)+2) J(ta~-t1)

ta - ta ta - ta ta-t,

Cuanda se trata de un desplazamiento de #ste tipo donde la
velocidad promedio entre dos rtiempos cualesquiera es la
misma, se dice fque es un movimiento uniforme de velocidad
constante. Este no es el Unico tipo de movimienta.

Ejemplo 5.~ Si la partfcula cambia de posicidn siguiendo la
regla rfit)=(-l/21gt*+% donde g es una constante,
entonces la velocidad promedic entre ti=) y ta=2 y
la velecidad promsdic  entrs ta=2 y ta=3 sonh
diferentes., en efecto,
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Eltal=flty) f(2)-£(1)
= = (~l/21g(2)12 +8~(-(1/2)g(1)*+8]=

ta-ta 2-1

~(1/2)g(4-1]=(-3/2)¢

E(ta)-£f(ta) (~1/72)g(4* )+8=-(-(1/21g(3)? +8]

ta~tas -3

-(1/2)q(4* -3 |=(-7/2)qg.

Ejemplo 6.~ Si la posicion de una particula esta sujeta a la

Vl:.

regla f(t)=(~1/21gt?*+8 donde g es una constante,
cual es la velocidad promedio entre £,=2 y ta=2+h

f(2+h)-£(2) (~1/2)@(2+0) 2 +8~[{~1/2)g2% +8]

=

2+h-2 h

~1g(4h+h? ]
—eme = (=1/2)q(4+h)
2h

Esta velocidad promedio que desde luego cambia, cuando h
varia, Vpth)=(~1/21g(4+h). cumple que cuando h se aproxima a
cero, la velocidad promedio se aproxima a (~4/2)g=-2g.

3

Tz2 o244ty

v
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Esto se conoce coma ta welooidad instanctdnea del movimiento
an el instante t=2,

En general decimos qus la welocidad instantdnea de una
partfcula gque se mueve sobre una lfnza, siguiendo la regla
F(t), &s igual en el instante teo, &l siguiente limite

f(to+h)-fita)

V=]1m
h=>0 h

Ejemplo 7.- Cud) es la velocidad instantdnea de una partfcula
que se musve sobre una linea en el instante teo=2, si su
posicidn con respecto al tiempo esta dada por r[(t)=t3+t.

It2+h)-r(z)
Vi(2) = lim ———————— =
h=->0 h

(2+h) 2+ (2+h) =232
= ]11im =
h=->0 h

8+12h+6h? +h®+2+n-8~2
= 1{m =
h->0 h.

h®+6h? +13n

= 11im
h=2>U0 h

= 1fm h*+6h+1l3 = 13
h->0

luego la velocidad instantdnea en el instante t=2 es igual a
13,
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IV.2,- DERIVACION DE FUNCIONES ELEMENTALES

Anteriormente vimos que el limite:

() 1{m f{x+h) - f£(x)
h=>0

h

es fundamental en temas aparentemente tan poco relacionados
entre si como el de las tangentes a curvas y el de velocidad
de méviles, Se trata de un limite que ocupa-un primer plano
en el cdlcule diferencial. Para su estudico sistemdtico
conviene considerar junto con cada funcisn £, la funcion cuyo
valor en x es el limite (I)

Definicidon.— Sea f una funcidn definida saobre el intervalo J:

i) Diremos que f es derivahle en x&J si y sdlo si,
el limite (I) existe;

ii) La nueva funcidn cuyo dominio esta formado por
los puntos % en los cuales f es derivable vy
cuyo valor en x es el limite (I) se llama la
DERIVADA de f y se indica por '

La relacion entre f y f' pusde expresarse hrevemente por la
igualdad
f{x+th) - £{x)

£'{x) = lim
h =>0 h

El proceso de encontrar £' a partir de £ se llama DERIVACION.
Para llevarleo a cabo evaluamos el 1fimite del cociente

f(x+h)~f(x)

h
cuando h->(

Ademds del simbole £'(%) otros tipos de notacidén son
utiljzados - para representar la derivada de vy=f({x) con
respecto a %,
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Observacion.= gy hacemos y=x+h. f(x+h)-f(x)  £(y)=f(x)

h y-x
Por lo que:
f(x+h) =1 (%) L(y)~1f (%)
lim —— = im
h=>0 h h=>0 y =%
pero h=y-wx -=>0 si y sélo si y->x
fix+h)=£ (x) CE(y)=f ()
| {1 p———_ (.
h=>0 h y=ox y-x

IV,3- DIFERENTES NOTACIONES DE LA DERIVADA,

La eleccién de notacidén que hizo Leibniz para la derivada fue
el resultado de grandes reflexiones y discusiones con sus
amigos matemdticos sobre las ventajas y desventajas de
distintos simbolos.

Leibniz concibid a la derivada como el cociente de cantidades
infinitamente pequefias llamadas infinitesimales :

ay

—r

dn

Esta notacidn resume el proceso que se sigue para obtener la
rormula para calcular pendientes de las rectas tangentes a la
curva y=f(x). Ya que primero se empieza obteniendo la
pendiente de la secante que pasa por, les puntos (%X.f(x)) Yy
(x+vaA%. £ (x+A%)) O sea:

AY I(%+A%X) = £(%)

ax Wt AX-X
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Cuande Ax se hace pequelio AY también, si el cociente de aoy/ax
se aproxima a un valor, este serd la derivada f en X que
Leibnitz denotao:

dy AY

—— = I me— = £ (%)
dax Ax->0 AX

Hay otras notacionas, las mas comunes son:

frix)= y'(x) notacion de Lagrange,
D, notacion de Cauchy.
§(x) notacion de Newton

IV.4.~ INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA.

Geométricamente la definicidén de la derivada se expresa de la
siguiente manera:

Consideremos la ¢rdfica de un3 funcién f 'y dos puntos
Pix,f(xX)}) ¥y Q(x+h,f(x+h)) de dicha grdrica. La recta S que
determina P y © forma un dngule o con respecto a el eje de
las x.

Hi— = =
by
-
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De la misma rigura observamos que: Tan a=ay/ax donde
Ay=If{x+h)=If(x} y ax=h

por tanta:

tiwth) —~ Ftxd

ftan @ = e——————

h

Esta igualdad representa la pendiente de la recta S secante

a la ocurva. Ahora procedemds de la siguiente manera.
Haciendo que x+h tienda a X. consideremos la familia de

rectas secantes donde (@ tiende a P (como se muestra en 1a 2=
ardfica),

Llamamos recta tangente a la gréfica en el punto (x,f(x)) al
limite de las secantes, es decir la recta que pasa por
(%, (%)) ¥y que tiene por pendiente:

fix+h) = £(x)
tan B = lim
h=50 h

gi tal limite existe, el cual es la derivada de la funcidn
y=£(¥) en el punto X,

4 . . .
Notese que estamos definiende a la tangente a una curva en un
punto, como el limite ds secantes a esa misma curva gue pasa

por ese mismq punteo, y no com¢ la recta que “corta" a la
curva en un salo punto,

A £
\3 3 . H
o X
ava :
@ " Y B R

En las figuras (a) y ,(b) la recta T es tangsente a la grafica
de f en P, pero ademas corta a la curva en los puntos P y Q:

Y en la figura (¢) aunque corta en un solo punto la recta T a
la curva, ésta no es_ tangente.

102



! TEOREMA 0.~ Si f es derivable en x.

f(x+h)—£ (%)

l{m r(x+h)-f(x)= lim ———————— +h

.h=>0 h=->0 h
[ (+h)—=£ (%)

= I ———
h=->0 h

= £'(x)0 =0

entonces: lim f(x+h)=f(x)=0
-h=>0

es decir 1fm f(x+h)=r(x)
h= >0

IV.5.~ PROPIEDADES DE LA DERIVACION: TEOREMAS SOBRE LA
’ DERIVACION DE FUNCIONES, '

Veamos ahora algunos teoremas gensrales sobre la derivada.

entonces es c¢ontinua en x

lim h
h=>0

TEOREMA 1.- La derivada de una runcion lineal f(x)=cxX+b es

una constante.
Demostracién:

f(x+h) - (%)

j lim
i h=>0 h
@ c(X+h) +b-(cx+b)
i = lim
i h=>0 h
‘ ch
= lim —_—=

- h=>0 h

¢ (%) = ¢
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Ahora, si la funcién lineal tiene el coeficiente c=0, es
deciyr f(xX)=b (la funcién es constante) entonces:

f'{x)=0 (por el teorema 1)
As1, hemos probado:
Corolario 1 .-"La derivada de una rfuncién constante es cero".
Ahora, si la funcién lineal tiene los coeficientes c¢=1 y b=0,
esto quiere decir f(x)=x (la funcidén Idéntica) entonces:

aplicando nuevamente el teorema 1 se tiene f'(x)=1, es decir:

Corolario 2 .-" La derivada de la funcién Idéntica es uno".

" TEOREMA 2.~ Si f(x)=x" siendo n un entero positivo, entonces

f es derivable y ademds ['(x)=nxn-t

Demostracién:
f(y)—f(x) yhn=-xn
f'(X) = 1im ~———— = ] m
y-o%x  y-x y=>X y~X

(Y"'X) (y“*1+y“~3x+. , .+xn-—1')
= lim
y=>X Yy~

= lim yh—il4yn=axs, | Fxn-d
y—=>X

LI ¢ P4 ind 3

£'(X) = nxn-t

TEOREMA 3.- Sea f derivable en un punto X. Y € un numero
real, entonces c¢rf es derivable en », y ademas

{ef) ' (X)=cf'(x)

Demostracisén.~ (cf)'(x) = lim _cf{x+h) = cf(x)
. h=->0 h
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= lim j¢ £(xX+h) = £(xX)
h=->0 h

= lim e « lim |fix4h) = £(x)
h=2t h=>0 h

=lof' (X) l.q9.q.d.

TEOREMA 4.~ Sean f, g derivables en X, entonces f+g es
derivahle en X, y

(f4g) ' (x) = £'(R)+g' (%)

(£+g) (x+th) = (f+g) (x)

(f+g) ' (X)=1l1im
h=>0 h

Demostracion. -~ lim [f(»+h) + aqiwth)] = [f(x) + g(x)]
h=->0 h

= |im [fix+h) =~ fix}] + [gix+h) - g(x)]
h->0 h

= lim £lxth) = f(x) + lim @ixsh) = glz)
h=>0 h h=>0 h

=0 £ (x) +ogt(x)

Ahora, mostremos la utilidad de estos cuatro teoremas
aplicandolos al siguiente ejemplo:

Ejemplo.~- Dada f(x)=7x%-2x2+8x+5 encontrar-f'(x).

f'(x) =d £(x):
dx
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d £(x) = d (7x4-2%x2+8%x+5)

dx dx
= d(7x9) + d(-2x2) + d(8x) + d(5) ...Teo 4
~dx dx dx dx
= 7d(x?) - 2d(x®) + Bd(x) + 4(5) v».Teo 3
dx dx dx dx
= 7edex® ~ 2.3x% + 8 dx + d5 ...Teno 2
. dx  dx
= 28%3 - 6% + 81 + 0 vo. Teo |}

28x3 - 6x* + 8

A partir de los teoremas anteriores (1,2,3 y 4) la derivada
de cualquier funcion polinomial puede encontrarse fdcilmente,

Teorema 5.—- Sean f. g. derivables en x entonces fg es
derivable en x, Yy .

(f g)(x) = £(x)ed g(xX)+g(x)ed £(X)
dx dx

Demostracién.— d (fg)(x)= lim Lixthdeqa(xth) = f(xXlsq(x)
dx h->0 h

Restando y sumando f(x+h):g(x) en el numerador tenemns :

= lfm fi(xthlegqixth) - fix+thleq(x) + fixthlagix) — fx)eq(x)

h=>0 h
= lim| f(x+h) e gix+h) = af{x) + g(x)e L£{xwth) = £{x)
h=->0 h h
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- lfm[?§x+h)«g(g+n) - chjl + limf;Tx)' Lix+h) - f(fz}

h=>0 h -J h—)OL_* h

= 1fm f(x+h)» lim qix+h) = gix) + 1fm g(x)s lim fix+h) = f{x)
h~->0 h~>0 h h=>0 h=>0 h

usando 21 teorema 0

= F(X)ed gix) + gix) « d £{x) l.q.q.d,
dx dx

Ejemple.~ Dada H{x)=(2x2-4x* ) (3InS+x?) encontrar H'{(x)
d H(X) = (2%3-4%x* Jed (3xB+x2 )+ (3XB+x* ) d(2x2~4x?)
ax dx ax
a8 (2%F-4R? ) (1SN 2X)F(3RT+D ) (6X3 ~BX)
= (JUX7~60%5+4xX4-BX3)+ (1BRT~24S+6X4~BX>)
= 4BX7-B4xE+10x%-16K>

Teorema 6 .- Si f y g son funciones derivables en X,y con
g(x)¥0 entonces: f/g es derivable en x, y '

g(x)e dftx)=£ixysdg(x)
dx dx

t
—fl (%) =
ax{a

{o(xy)?

(£/7g) (2+hy=(f/g) (%)
Demostracién.~ (t/g)'(x)= lim

h->0 h
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(xth). -~ £(x)
a{x+h) gi(x)

= }fm
h=>0 h

= lfm  f(x+h)s» g{X)~f{x)» g(x+h)
h->0

he g (R} g(xth)

Restando y sumando f(xX)'g(x) en el numerador :

=« 1im  f(x+h)eg(X) = £(X)e@(X) = £(X)sg(x+h) + f(x)rvg(x)
h=>0

hrg(xX)rgtx+h)

F(x+h) - £(x) ©gix+h) - g(x)
-t = JL{X)
h h

gix):

= 1{m
h->0 g(x)sg(x+h)

Lo g(x)e lim £ixah) = £0x) - 1dm £(X)s 1Im _qfx+h) = gix)

h=->0 h=->0 h h->0 h->0 h

Him g(x)s 1fm g (x+h)
h=>0 h=>0

utilizando el teorema 0.

g(x)ed £(x) - £(x)ed g(x)
dx dx

= 1.q9.q.4.

{g(x)j?
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Ejemplo.~ Dada H(x) =
X =4x+]

gncontrar H'ix):

(% =4x+1) di2n2+4)-(2x3+4) dix® =dx+1l)

dx dx
d H(x) =
dx (F =dn+l)?
(37 =dx+l) (66X )= (283+4) (Zx~4)
(%% -4%+1)?2
ONI~2402+602 =4 N H+BR 2L +16
1% —d4x+1)?
ZNA-16X2+6x2 —Bx+ 16

{X?=4x+l1)?

Ejemplo.- Apliguemns este ditimo teorema, a f(x)=x-" donde -n
es un entero negativo y x#0, entonces:

df (X)=_dx—n = Qr 1
dx dx dx[ ®r

XPed(l)~1.dxn
dx dx

{(nn)?

XMW = pexnot

_\-Zn
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-nyn-3

= enxh-iaAnm ~Hy=n-t

x:}n

De los teoremas 2, 3 y 6 concluimoes que para cualquier r
entero positivo o negativo y cER

d (cx¥) = gcersyr—2
dx

Es util saber que la derivabilidad es una condicién mas
fuerte que la continuidad. es decir, si wuna funcidén es
derivable, entonces tambien es continua. Una prueba de ello

. ge did en el teorema 0.

El reciproco sin embargo, es falso. no =ss cierto que toda
funcidn continua en % posea una derivada en ese punto. El
contra ejemplo mas sencillo es la funcidn f(x)nlx’ (valor
absoluto). Esta funcidén en x=0 es continua pero no posee
derivada ya que :

f(x+h) = f(x) f(x+h) = £(x)
lim ———eee s =] F 1im =1
h=>0- h h- >0+ h

IV.6.- LA DERIVADA DE UNA FUNCION COMPUESTA

Sea H(x)=(2x%-5%2+4)5 Qbservames que H=f g donde
y=f(u)=u® y u=g(x)=2x3-5x%+4

nos preguntamos en que punto H es derivable. para responder,
utilizamos el siguiente teorema, que establece las
condiciones para la existencia de la derivada de una funcioén
compuesta.
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Teorema 7.- (Regla de la Cadena) .- Si y es una funcién de u 'y
dy/du existe, y si u es una funcion de x, definida por u=g(x)
y du/dx existe, entonces y es una funcion de x y dy/dx existe
y esta definida por :

Aplicando la regla de la cadena a nuestro ejemplo, tenemos:

Ejemplo 1.- Dada y=(2x®-5x2+4)% encontrar dy/dx considerando
a vy y u tales que: y=u® y u=2x3-5x2+4 por lo tanto,
aplicando el teorema:

dy = dyedu = |a s |a(2xe-5x3+4)
dx du dx du d¥%

= Bue (6% ~10%)

= 5(2x2-5x2+4) (6% ~10x)

1
Ejemplo 2 .~ Dada k(x) = obtener k'(x)
4x2+5%2 ~7x+8

Aplicande la regla de la cadena con f(X)=4x2+5x!~7x+8 y
glu)=1l/u tenemos:

K'(X) = =1(4%2+5x* ~7x+8)~3(12%2 +10%-7)

~12x2 -10%+7

(4%24+5%2 ~Tx+8) 2

n



IV.7.- DERIVACION IMPLICITA

81y es una funcién de x definida por la ecuacidn y=2x®-5x!+4
entonces vy ssta definide explicitamente en funcién de X y
podemos escrihir: y=r(x) donde f(x)=2x2-5%*+4, sin embargo no
todas las funciones estdn definidas explicitamente. Por
ejemplo, si tenemos la ecuacidn:

(I} y¥+3wi=xiy+s

donde y depende de x%. no podemos resolverla para y,y aobtener
una runcidén explicita. 3in embargs puade existir una o mas
funciones y=r(x) tales que satisracen a la ecuacidn anterior.
En este caso establecemos que y estd§ derinida impl{citamente
como, una runcién de %, o que la rfuncién f esta definida
implicitamente por la ecuacidn dada.

Si  una funciédn estd derfinida implicitamente, pademos
encontrar su derivada usando =l proceso llamado, Derivacidn
Implicita, expliquemas dicho proceso mediante un ejemplo:
Aplicamos d/dx a ambhos lados de la ecuacidn (1)
derivando la ecuacion:
A (y2+3xF) = _d(xiy+8)

d.

dx e

Aly3)+d(3x?) =_d(x*y)+d(8)
dx dx dx ds

3y?sdythx = xFadytyed(x?)+0
dx dx dax

3y? dytbx = xX*dy+ys 2%
dx dx

(3y? -x?)dy = 2xy~6x
dx

dy = 2xy -~ 6x
dx  3y? - x*
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Ejemplo .~ Dada (xt+y)?—(x=y)?=xd+y+
Obtener dy
ax

Derivamos implicitamente con respecto a x:

2(x+y)(1+d¥) 2(x-y) (1~ d¥)=4\5+4y°-d¥
dx

2x+2y+(2x42y)d¥—2x+?y+(Zx 2y)d¥-4x°+4y3d¥
dx

(4x~4y?)dy=4x3~4y
dax

dy=x2=y
ax x~y?

El teorema 2. se pueda extender para exponentes
fraccionarios, a traves de la derivacién implicita., si
f{x)=x" con n=p/q (p. q €Z) qkO0 entonces:

y=xP/q =) ya=xr derivando implicitamente tenemos:

AAlys) = _d(xe)
dx dx

q: Yq_1d¥ = pxp_

xp~1 Xp_
—— -
ya=1 xp/a)q~1

= ]3 xXp=1 Xprq) (L~=qQ) = p XIP=i)+(prq)—p

q q

p X{p/q)~1

q
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dy = nxn-* con n=p/q
dx

Aunque esta férmula s4lo se ha demostrado para n€Q, es
valida para cualquier namero real.

IV.8.~ FUNCIONES INVERSAS

Sean f y g dos funciones. Decimos que g es la inversa de f si
fog=I=gof, donde I es la funcidn identidad.

_ Observa que si g es la inversa de f, entonces f es la inversa

de g, es decir son mutuamente inversas., si f y g son
inversas, podemos escribir y=f(x), X=g(y).

El siguiente teorema relaciona las derivadas de funciones
inversas.,

Teorema 8 .- La derivada de la inversa de una funcidn es
igual al reciproco de la derivada de la funcidn, es decir: Si
y=f(X) y X=g(y) son funciones inversas derivables entonces:

dt(x) 1 dg(y)
= — si ¥ 0
dx dg(y) dy
dy
1 1 dy
Ejemplo.~ Si X=y+=- y3+- y® , encuentra ——
3 dx
dax
—— 2 1+y2 +y-l
dy
dy 1 1

dx  dx 1+y? +y«
dy
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Ejemplo.- 3i

dy
} dx

= Yy /% 4+ yis3 | epcuentre %¥

1 1

- .v-l/:: 4 —— y.-;;/a

2 3
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APLICACIONES DE LA DERIVADA

Comoe hemos visto, 2] concepto de la derivada lo hemas podido
aplicar a algunos problemas parciculares que nos sirvieron de
pretexto para entender las ideas del mismo. Estos problemas o
mas propiaments su sgolucidn son solo algunos ejemplos en
donde la derivada interviene en forma directa. No abstante
existe un sin nimern de ejemplos y problemas en donde la
derivada jusga un papel sumamente importante en su solucidn.
En todos ellos el comin denominador es el de ser un proceso
de cambio en el cual se desea saber la razdn de cambio y/o la
rapidez con la cual este cambio se produce. Si tenemos una
funcidn la cual nos describe el comportamiento de un proceso
determinado a través del tiempe: rtt) y deseamos saber, no
sdlo la manera en come se esta produciends este cambio en
cada instante t, sino ademds s» desea saber el instante t en
el cual el proceso toma un valor mdximo, o un valor minimo.

Supongamos que la grafica de la funcidn f es de la forma
siguiente,
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(1)

v

Obssrvanss que la duneidn £, estax dsfinida en el intervale
[a.b).

Podemos analizar la

orese 0 dacrecs,  gus
PURTOS la Pecna Langenns
A O 1 AENST i.

qréfica de la runcidn observande ddnd
s sontinua o dibudando ea aloaunos

ezt cnal e la pendiente, Si
vEgia de corregged nd~nc1n d
wHE funoian, peroe n 41ut1. by «1%». e conivenient
poder harer un andlizis s e dspenda aqrdfics. mds
aftn,  aque  nos d4f informacidn aoeros vara  podet
dibuiaria,

il’

aF (Y G b SR 11 B0

Azl par
YV OWmETY )

nplr, 22 Importants onfles son log valores mayoy
rama la funcidn.

Divemos qus © T12ns O miome speslane anoun punte oS(a.nl .
g1 tion 1ovalor ma drands  qus Ioaltanza en todo el

intervala, = dsciy, il D osnnone

Lty agin

For supmsste ©oniens un winims akasiune 20 oS {a k] =i

fro ot vara cualgquisy udis hy

Fay elempin 21 fi=
funcidn tisns un m1n1m

= oM=D, .

=hoeloinnareaia (0,21, la
=0V oan mEwine absoloto
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Hay funciones gue tiensn varios maximos y minimes absolutos,
recuerda por edemplo la grdfica de la funcidn seno.

Ohservande nuevamente la ardfica (I), &l respecto podemos
decir que 1 tiena un minime absolutoe en M.y un maximo
absolute en b,

Sin embargs., natames  gqus fiddndonoes en sl punte Xo. si

restringimes el dominie de la fancidn. digamos 21 intervalo-
fa.xa). la nueva rtuncidn tien2 un mdximd absoluto en Xa.

Decimor entonces gue Mo 5 un mixime relativa de la funcidn

original. D2 mansra  andloga podemos  hablar de. minimos

relativas,

Cuande e muy  clare si ose trara de un mExXimo  (minime)
relativo o absolune. o no es impartante de que tipo se rrata,
1o llamamos simplements maAximo minimo)

Chservencs ahora gue en Ios puntos %e V ¥i, en |
ancidn tiene un maxime v un minimo respectivamente
situacidn semejante. =1 trazamos la recta tangente a la
grdfica 2n el punto. en ambos casos sSe abtiens una recta
horizental., es decir la pendiente eg cera. dicho an otras
palabras, la derivads de la funcidn en awbos casas es cero,
esto no e casual, en general =1 la funcidn tiepe un mdximo o
minime =n un punto eoSla. b y f as derivable en ¢, entonces
o)==,

NS que la
» hay una
n
i

Lo anterior dice que en la hisqueda de midximos vy minimos de
una funcidn, debemos siempre analizar en aquellas puntos en
que la derivada sea oeoro. Recordemos &hora el ejemplo en el
que analizames la funeidn identidad, e} mdwime se alcanza en
®=2 y la tangepnts en =] punto no es horizontal. El problema
en e&seé ¢aso e qus =& trata de o uno de los extremos del
intervalo.

Esog son los dnicos casos en 1os gus habiende mdximos o
minimos. la derivada no =8 ¢oro,

Los puntos en lox cualess la derivada es cero. se llaman
puntas eritice.

Ghserva aus =n 1o puntas en  los Que la rfuncién no es
derivahie también puedes haber méximo o minimo . por ejemplo:
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y

¥

La funcidn no aes derivable en xo v eh ¥y v sin embargs tiena
un minims ¢n X3 Yy un ndxine én 2o

En resumsn. los mdximes o minimos 3410 pusden encontrarse en
log. avtremos dal dominio., =n log puntos oriticos ¢ donde la
funcidn no es derivable,

Notemos que cuando tensmas un mdkime en un punto que nho

as
extrema del intervalo, la Duncidn a la izquierda del punto es
creciente, y decreciente a la derecha. del misma modo, en un

minimo, observamos que la funcidn decrece a .la izquierda y
crece a l& deracha del punte,

Geométricamente es rdecil notar gque la derivada ss

) s positiva en
wn intervale si y sbHle =i la funeidn es erecient & en ese
intervalo. De la misma manera la derivada es negati si la
funcidn es decreciente,

-(”70 ,f' ! ’
70 {20 {'¢o0
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x=0) 28 el dnico punto erftico

81 %<0 f'(x) = 2% < 0 es decir la funcidén es decreciente en
(~»,0)

De la misma mansra. ohservamos que si x>0 f£'(x)=2x>0,
entonces la funcidn es creciente en (0,®),

La funcidn tiene un minimo en x=0,

la grdrica es:

hﬂnxa

¥

Ejemplo 2.~ Se f(x)= 4x®-3x determinar los puntes criticos,
los intervaleos en los cudles es creciente o decreciente,
Encontrar sus médximos y minimos. Dibujar la gréfica,
El dominio de la funcion es R
['(x)=12x* -3
Resolvamos £’ (X)=0
12x? -3=0
12x* =3
X} =3/12
xt=1/4

los puntos criticos son x=1/2 y x=-1/2 ahora veamos dénde es
positiva la derivada

12x2-=3>0
x? >1/4
|x|>1/2
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Es decir si x>1/2 & si x<~1/2 f£'(»)>0 dicho de otro modo:
f 83 creciente en (-®,-1/2) y an (1/2,@)

antonces I'{x)<0 81 XE(-1/2,1/2) es decir, es decrecisente en
dicho intervalo,

como x==1/2 y x=l/2 son puntos c¢rfticos, del andlisis
anterior tenemds que en (~®,-1/2) a3 decir, a la izquierda de
~1/2, f es8 creciente y a la derecha de -i/2 la funcidn es
decreciente. entonces en f tisne un méximo en x=-1/2. De la
misma manera puede verse que f tiens un minime en X=1/2 la
grafica es:

Y

-1

En ocasiones. no &5 sencille encontrar los intervalos en los
que la funcidn es creciente o decreciente y por consiguiente.
una vez encontradeos los puntos criticos -no es fdecil decidir
si la funcidn tisne un mé&ximo o minimo en dicho punto, por
ello es conveniente usar el siguiente criterio, conocido como
el criterio de la segunda derivada para méximoes y mfnimos:

1*) Calcular la derivada e igualar a cero para eéncontrar los
puntos crfticos

2%) Ca&cular la segunda derivada y evaluar en el punto
critico que llamaremos X.

5i f'(x4)<0 £ tiene un mdximo en %,

81 f"(%1)>0 f tiene un mfnimo en X4
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Ejemplo 3,- Sea f(x)= x+-2x%! encontrar los puntes crfticos y
determinar si se trata de mdximes o minimes., [Dibujar la
grdtfica,

La funcidn estd definida y &s continua en R.
£ (X)=4x3-4x
igualamos la derivada a cero para encontrar los puntos
criticos
4x2-4x=)
4x (% -1)=0

4x=0 ¢ xi=]

tenemos entonces tres puntos criticos:

x=Q, x=1 y x==1
Calculamos la 22 derivada f"(x)=12x*-4
evaluamos en las puntes criticos
£*({0)=-4 en x=0 hay un mdximn
f"(~1)=12-4=8 en x=-1 hay un minimo
£*(1)=12~4=8 sn x=1 hay un minimo

la grdfica es:

P Maximse

T N

P. Minime 2 M nimo
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Vames a resolver algunes problemas donde se requiere que
alguna cantidad sea maximizada ¢ minimizada, la cual se
presenta como una funciédn, aun cuandoe cada problema tiene
caracterfstica Unicas seguiremos un procedimiento, gque consta
de los siguientes pasos:

1) Asigne simbolos que tepresenten a las variables del
problema., Si es posible, utilice una figura para
ayudarse,

2) Determins las relaciones entre estas variables,

3) Identifique la cantidad para la cual se va a encontrar un
mdximo o minimo relativa.

4) Exprese la cantidad gque ha de ser optimizada como una
funcidn de las variables,

5) Aplique a esta funcidn las téenicas para determinar el
médximo ¢ mfnimo.

Ejemplo 1.- Un fabricante hace corralitos para bebés cuya
construccidn flexible permite gue se ensamblen los cuatro
lados cada lado es de una longitud ¢ y normalmente tiene una
forma cuadrada.

Al colocar el corralito para bebd como se muestra en la
figura, el d4rea cercada es 2c¢*. la cual dobla el 4rea de
juego del nifho. ¢Existe atra forma geométrica con la cual se
logre un 4rea mas grande, que el doble del drea de juego del
nifio con la condicidn de que el corralito forme 4&ngulos
rectos con una pared?,

Rited
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Puesto que el corralito para bhebés debe estar dispusesto en

.dngulos  rectos contra la pared, las formas geomftricas

posibles dependen de la longitud de la pared que se utilice
como quinto lado para el corralitoe.

— Eved

Sea x la mitad de la longitud de la pared utilizada como
quinto lado., El drea de juego A es una funcidén de x y es la
suma de dos rectdnqules (con lados ¢ y X)) y dos tridngulos
rectos (de hipotenusa ¢ y hase x), Entonces, la cantidad que
ge ha de maximizar es: .

Alx) = 2ex+xdcT=x¥ , 0exsc

Para calcular el 4rea méxima, se observa que:

x3

A(X) = 2¢ + fGT-% ~
N =x?

20MCE~x 4+ ¢ ~2x2

Los valores crfticos obedecen a:
2cdci=x 4+ ¢t - 2x* = 0
2cfci=xt = 2x* ~ ¢?
4ol (pd=x?) = 4x4d ~ 4oixt 4+ o4
4x4 = 3¢

3

x-lnc-‘,_.,___

4

%= ,93l¢
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Calculamos la segunda derivada de A
-X 2% (od ~xt ) +x? ~3xcd +2%2 X (2x*-3¢ct)
A (X)) —— = =
Jer=x? (ci-xt)2r2 (c2=x?)272  (g?-x? )33

T3/ ct2( €374 )2 -3e2)

A E e = ¢ 0 hay un maximo

(cl (1_.Id/z))3/2

© Se calcula A(x) en les puntos extremos x=0, X=c¢ y eén el valor

critico x=,931¢
A(D) = 0
Alc) = 2¢?
A(.931c) = 2.20c¢?

As1, una pared de longitud 1.862c maximizara el drea,

Entonces la forma geométrica que se presenta en la segunda
figura, aumenta el drea de ijusgo en cerca de un 10 por ciento
(de 2 a 2,20)

Ejemplo 2,- De cada esquina de una pieza cuadrada de una hoja
de metal de 18 pulgadas de lado, quite un pequefio cuadrado de
X pulgadas de lado y de la yuelta a los bordes, de manera que
se forme una caja abierta.dcCual debe ser la dimension x del
corte para maximizar el volumen de la caja?

La cantidad que se ha de maximizar es el volumen
representemoslo por V y a las dimensiones del lado del
pequefio cuadrade por X tal como se representa en la figura,
Aunque el drea de la hoja de metal es fija, los lados del
cuadrado pueden modificarse de manera que estos se consideran
como variables, sea y la porcion que se deja después de
cortar las X para hacer el cuadrade, se tiene entonces
y=18-2%

La altura de la caja es % mientras que es] area de la base de
la caja es y*, Por tanto el volumen V queda expresado por:
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- Puesto que se tiene una funcion de dos variables, se necesita

reducirla a una de una variable, se hace esto sustituyendo y
en la fdérmula de volumen, Esto da V=x(18-2x)?

En este ejemplo, la funcion que ha de ser maximizada, es :
V=x(18-2x)2

y tiene como dominio el conjuntoe de log numeros reales. Sin
embargo, fisicamente los unicos valores de X que tienen
sentido son aquellos estan entre O y 9, Entonces. se debe
encontrar el maximo absclute de:

V= %(18-2x)2 en Daxs9

Para encontrar el valor de x que maximiza a V se deriva y se
encuantran los valores criticos, si los hay.

V'(x)= (18-2x)3+2x(18-2x) (~2)

= (18-2%)(18-6%)
Se hace V'(x)=0 y se resuelve para x
(18-2x) (18-6x) =0
18-2x=0 & 18-6x=0

X=9 ¥=3
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Ahora ge calcula la segunda derivada y se evalua en los
puntos encontrados

V' {X)=~2(18-6%)=6(18-2x%)=24x~144
V" (9)=72>0 hay minimo V" (3)=—72<{0 hay maximo
en xX=3 V logra su maximo abseluto,
El volumen mdximo es entonces:
V=3(18~6)2 = 432 pulgadas cubicas

las dimensiones de la caja son una base cuadrada de 12
pulgadas de lado y altura 3 pulgadas.

Recordemos el ejempln 2 del capitulo I que decia:

Ejemplo 3.~ Una compafila manufacturera habfa comprado una
mdguina cuya produccién representa ganancias en un tiempo t,
de: G(t)=~t*+3t+18 donde G(it) estaba -en unidades de 10,000
pesos y t estd en afios, donde guedo la siguiente pregunta por
contestar. ({({En qué tiempo la mdquina da un miximo de
ganancias netas?

Si observamos la grafica de G(t) veremos que el maximo de
estas ganancias. esta entre el primere y el segundo afio,
Para saber el tiempo exacto en el cual tenemos la mdxima
ganancia dehemas obtener las coordenadas del punto mas alto
de nuestra curva
G'(t)==-2E+3=0
Diespejande  -2t=-3
t=-3/~2

entonces t=3/2 es ¢l Qnico punto critice
G"(t)==2

G"({3/2)=-2 -%0
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entonces G tiene un maximo en t=3/2,

La ganancia mdxima es, G(3/2)=-(3/2)*+3(3/2)+18 = B81/4
es decir la ganancia en pesaos es:

(81/4) (10 000) = 5202 500
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