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1

Introduccion

Durante la tiltima mitad del presente siglo ha surgido una direccién
nueva dentro de la investigacion en Geometria: La Geometna Combi- »
natoria. el estudio de problemas de optzmzzaczon acerca. de conJuntos

finitos de puntos o ﬁgura.s (en su mayoria: convexa.s), es decxr pro-7

Combinatoria”. Desde entonces a'la fecha'ha’ ha.bxdovun crecxmiento :
explosivo en la materia (compa.ra.ble al que ‘han'ten
toria y la Teoria de las Graﬁca,s) a.l grado'de’ ha.ber ma,s de 3000
publicaciones al respecto. g : :

Losobj Jetlvos funda.menta.les del ‘presente tra.ba_]o son dOS‘ Por una
parte el estudio de, problemas tzpa Syl ester (capxtulos 1,4 y 5) que, -
aunque el: primero deé u bngen hace mds de.cien afios,
han servido® pa.ra,fgene ecenas’ de: trabajos recientes de investi-
gacién, por otra parte el analisis e mvestlgacxon sobre problemas de
optmnzacxon en con_]untos ﬁnztos de puntos (capxtulos 3y 6)

nido la’ Combma.-- :
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Aunque pudiera parecer que estas dos partes son aisladas entre si
se puede observar que algunos de los resultados de una parte depen-
den de la otra e inversamente.

La tesis se encuentra dividida en seis capitulos. En el capitulo 2 se
estudia con detenimiento el Teorema de Sylvester; uno de los proble-
mas de mis tradicién dentro de la geometria combinatoria (data del
siglo pasado y fue clasificado varias veces, junto con el Teorema de los
cuatro colores, como un problema de ficil planteamiento y solucién
aparentemente imposible, [Kl]). Ademas de exponer miiltiples de-
mostraciones, se encuentran resultados con interés propio que son
consecuencia inmediata del citado Teorema. Por otro lado se estu-
dian diversos problemas que conservan el espiritu de planteamiento
y que son igualmente interesantes, varios de éstos constltuyen el ob- :
Jjetivo fundamental de los capitulos 4 y 5. -

El capitulo 3 se encarga del estudio de problemas comblna.tonos
sobre configuraciones de puntos en el plano (o en E") que’son éptimas - -
en un cierto sentido (por ejemplo determinan el menor niimero posi-.~
ble de distancias entre pares de puntos o'el x;my ero de distan-*
cias maximas). Los resultados que se ha.n obtemdo para‘este tipo de -
problemas son, en el mejor de los casos & nte precisos, en:

algunos de ellos es mclusnve comphcado eterminar; valores exa.ctos

ciencias nuevas;. como la’ Teorza de Codzgas ¥ la. Crzstalagraﬁa. En
este sentido se djstmguen por su precxm n’» los resultados sobre dis-
tancxas ma.xxma.s (seccnon;'

finito de casos que son clasxﬁcados tota.lmentc Postenormente en el
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capitulo 5 se estudia la generalizacion natural del problema anterior,
pero para tridngulos semejantes a uno dado, del cual se obtienen so-
lamente resultados parciales: se clasifican totalmente las excepciones
con 4 puntos y casi en su totalidad las de 5 puntos, se encuentran ex-
cepciones con un nimero elevado de puntos y se resuelve totalmente
el problema cuando el tridngulo en cuestién resulta ser equilitero.

Todos los resultados, tanto problemas como soluciones, tratados
en estos dos capitulos constituyen traba jo original de investigacién y
no se encuentran plasmados en ninguna de las publicaciones consul-
tadas. Entre éstos sobresale la técnica de demostracion del Teorema
19, pues ha probado tener aplicaciones a problemas de otra indole.

El capitulo 8 se encarga de determinar el nimero mdaximo de
tridngulos equildteros que pueden determinar n puntos en el plano.
Este problema ha sido planteado en diferentes ocasiones por diversos
especialistas en el irea ([Er5], [CFG]). En el transcurso del capitulo
se resuelve asintéticamente el problema e incluso se demuestra que el
orden correcto de estimacion es cuadrético en n. Ademais se refinan
considerablemente las cotas supenor e 1nferlor de’la constante del
termmo cuadratlco (la me_]or cota supe ue s€ encuentra resulta

i entran un par de apeudlces
que tratan con’ fundamenta.lmente de los

capitulos 4-y;5.

Las definicion I cuentran en el traba.Jo estan
numeradas en orde secuenma.l :la numeracién de las, proposiciones
depende del’ capxtulo en q cuentran y la de los lemas’ y coro-
la.nos, de los teoremas 0 proposxcxones a los que contrlbu yeu
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Problemas Tipo Sylvester

2.1 Introduccién

“Considérese un conjunto finito de puntos en el plano con la propiedad
de que la recta que pasa por dos puntos cualesquiera contiene’a un =~
tercero, ,;,Deberan estar todos los puntas sobre una mzsma recta7"'

contrar una demos conté este problema a 7
pronto encontro una demostraczon zngemosa” En

[Ga] Desde entonces ala fecha se han encont
ciones mds de diversa indole. .

donde cada recta contlene el rmsmo nd:
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en ([KM] afirman que la respuesta afirmativa a la pregunta depende
fuertemente de los axiomas de orden.

Referencias extensas de la literatura que ha surgido a partir de
este problema se pueden encontrar en [BM].

En la siguiente seccion se expondran algunas de las demostraciones
que hay del ahora Teorema de Sylvester-Gallai. Posteriormente se
demostrard una variacién del mismo para puntos coloreados y se
expondran un par de resultados interesantes que dependen directa-
mente del citado Teorema. Finalmente se estudiardn algunos proble-
mas que tienen un planteamiento similar al del Teorema en cuestion,
algunos de estos se desarrollardn de forma mas extensiva en Capitulos
subsecuentes y solo son brevemente mencionados en éste.

2.2 Las Demostraciones del Teorema de Sylvester -

Sea P un conjunto ﬁﬁito puntos en el pla:no :

Definicién 1 SeAllamar recta conectora a_aquella que una dos pun- o
tos de P y recta ordi
puntos de P,

mnguna. recta ordmana, Ahora proyectese p1 a algun punto al infinito
(notese que las proyecciones preservan las relacxones de mcxdenma.) y



2,2. Las Demostraciones del Teorema de Sylvester 11

considérese el conjunto de rectas conectoras que pasan por p; todas
éstas son paralelas entre sf y cada una de ellas contiene por lo menos
dos puntos de P ademids de p;. El resto de rectas conectoras (las
que no pasan por p;) son transversales a las anteriores y por tanto
forman un cierto 4ngulo con el haz de rectas paralelas por p;. Sea s
la recta transversal conectora que forma el menor de dichos angulos
(ésta existe, pues sélo hay un nimero finito de rectas conectoras,
Fig. 2.1 A). Supéngase que s tiene por lo menos tres puntos de P;
D2, P2 ¥ Pey ¥ ademds ps estd entre po y py (Fig. 2.1 B). La recta
conectora por p;p3 no es ordinaria, por tanto contiene algin otro
punto ps € P y entonces alguna de las rectas pyps 6 ps4ps formaria
un angulo menor con el haz de paralelas que el que forma s. Por lo
tanto s tiene exactamente dos puntos de P, es decir, es ordinaria
como se quer{a demostrar, O

A

Py P,

FIGURA 2.1. Primera demostracién del jTeorema de Sylvésté?; i

La siguiente prueba es partxcularmente snmple y tota.lmente eu-':'
clideana. '

Demostraciéon 2 (Kelly, [Cr])

Sea P un conjunto finito de puntos no todo 'cohnea.les ¥ sea S el
conjunto de rectas conectoras de or’;P. Por. cada punto
p€ Py cada recta s € § que 1o’ ‘pase por p sea d{p, s) la distancia
euclideana de pa s.. El conjunto de “todas’ estas distancias es finito,
ya que tanto P como '§.. Io son;. por lo tanto ha.y una de éstas que
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cumple ser la menor. Sea p* € P y s* € S una pareja que realice
dicha distancia minima y sea q el pié de la perpendicular a s* por p*.
Se afirma que s* es ordinaria, ya que de lo contrario s* contendria
al menos tres puntos de P, de los cuales por lo menos dos caerian en
un mismo semiplano determinado por p*q. Sean estos puntos p; y p2
con p; entreq y p; (Fig2.2 A) o p; = ¢(Fig2.2 B), En ambos casos
la distancia de p; a la recta conectora p*p; es menor que d(p*,s*) lo
cual es una contradiccién. Por lo tanto s* es ordinaria y el Teorema
queda demostrado. O

FIGURA 2.2. Segunda demostracién del Teorema de Sylvester,

Demostracion 3 (Steinberg, [Ste]).

Sea P un conjunto de puntos no todos colineales y sea S el conjunto
de rectas conectoras determinadas por P. Sea p € -P, si p cae en
alguna recta ordinaria el Teorema queda probado, por lo tanto se
supondrd que p no cae en ninguna recta ordinaria. Sea I’ una. recta
por p que no pase por ningiin otro punto de P, las rectas en§ que no
pasan por p intersectan a ! en los puntos zi,-: 5
sin perder genera.hda.d que el segmento Pz C

de P en s, Sean estos: puntos Py P2 y pa‘de*ta.l "rma. que p1 y a:1 :
queden separados por. p;"y:p3 (Fig 2.3.C). L ‘
contiene otro punto de P’ (recuerdese que p no ¢z
ordma.na) sea este punto py, ahora a.Iguna. de I

.en mnguna recta i
recta.s conectoras,

ecta conectora pp1

P2p4 6 papy intersectaria a 'l en'el segmento . “pro}ubxdo pzi-locial '

es una contradiccién. Por lo tanto's es ordmama y ‘el Teorema. queda '
demostrado. O
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Ahora, como cada cara tiene por lo menos tres aristas y cada arista
estd en exactamente dos caras se tiene que

3C <24 (2.2)

Supéngase que la valencia de cada vértice es mayor o igual que
seis. Como cada arista contiene exactamente dos vértices, entonces

6V < 24 (2.3)

De (2.1), (2.2) y (2.3) se sigue que
12=6(V-A+C)=6V-64+6C <24-6A+44=0

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto exmte a.lgun vertxce con
valencia menor que seis. - : )

Piénsese el Teorema de Sylve"'svte,r_
forma dual, es decir: Dado un conjunto
tivo no todas concurrentes existe u
en dos rectas. Considérese ahora el plano royectivo. como una. es-.
fera identificando antipodas y obsérvese'q e la ldentxﬁcamon no con-
tribuye en nada al problema; el planteamento equwa.lente queda
como sigue: Dado un nimero finito: de circulos méximos en la’es-
fera no todos concurrentes existe un punt;o que cae exactamente en .
dos circulos. De ser falso el enuncmdo anterior los cxrculos maéximoes |

generarian un mapa en la esfera donde cada vértice caeria por lo @

menos en tres circulos maximos, es‘ decxr. cada vértice tendria va-
lencia por lo menos seis; esto tiltimo es imposible como se demostrd
anteriormente. Por lo tanto el enunciado es cierto y el Teorema qued a
demostrado. O
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2.3 Problemas Relacionados

A continuacién se resolvera una variante del Teorema de Sylvester
cuando los puntos en cuestién son coloreados con' dos colores, para
ello se seguirin las ideas de Chakerian’quien utlhza. un enfoque sim-
ilar al de la dltima demostracxon. .

Teorema 2 Si P es un con]unt finito’ de puntos en.el plana que
estdn coloreados con dos colores y. que.no estan sobre una linea recta,
entonces hay una recta conectam que cumple que todos los puntos de
P que caen sobre ella son del mzsmok olor. :

Demost raclon . ( C hakerian,[Cha] )

e Lema, a.tnbmdo a, Cauchy,

signo alrededor’ de ‘cada vertlcé s por lo menos'4f Sean VA yC
como en la demostracion 4. y sea N'la suma del | numero de cambios
de signo alrededor de'cada uno de los Vértices del mapa. En vista de
que el nimero de camblos de signo a.lrededor de cada vértice es por
lo menos 4 se tiene que
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N>4v (2.4)

Sea C el nimero de caras del mapa que tienen exactamente k la-
dos. Nétese que al sumar sobre todas las caras el nimero de cambios
de signo alrededor de cada una se obtiene N. Ahora, como el nimero
de cambios de signo alrededor de una cara de k lados es par y a lo
mas k se obtiene

N <2034+ 4C4+ 4C5 +6Ce¢ + 6C7 + ... (2.5)

Por el mismo argumento que se usé para obtener (2.2) se obtiene

24 = 3C5 +4C; + 5Cs +

De ser falso este enuncia
resulta en la esfera con .+ si-

cual contradirfa al Lema 2:1; Por lo
y el Teorema queda demostrado.’0 .

ciado es verdadero
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La siguiente Proposicion es una consecuencia mmedJa.ta del Teo-
tema de Sylvester que ha sido el punto de pa.rtxda de’ mucha.s pre- ’
guntas interesantes al respecto. SLE g

Proposicién 2.1 Para cualguier con]unto no colmeal de n puntos :
hay uno de ellos que estd en por lo menos \/" rectas conectaras. :

Demostracion.

Sea S el conjunto en cuestlon, denotense m a.l ma.xlmo numero de '
rectas conectoras que pasan por a.lgun punto de 5 y k al' numero :
maximo de puntos de S que esta.n sobre a.lguna. recta. conectora

Como para cua.lqmer recta, conectora.
q€ S\Llasrecta.squ
dxstmta.s entonces m:

¥ par cua.lqmer punto T

enos én rectas conec-

obtenida por. Clarkson ':Edelsbrunner y ‘otros [CEGSW] Este es: uno o »
de los e_|emplos mas fa.mosos que muestra la. djﬁcultad que hay para
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encontrar resultados precisos sobre incidencia de puntos y rectas.
Para terminar esta seccién se discutira un resultado que es una ex-
cepcién en este sentido, es decir, un resultado preciso sobre incidencia
de puntos y rectas que se obtiene a partir de un argumento sencillo;
de hecho el siguiente resultado es una consecuencia directa del Teo-
rema de Sylvester.

Proposicion 2.2 n puntos no colineales determinan por lo menos
n rectas conectoras.

Demaostracion.

Si n = 3 el resultado obviamente es cierto, supéngase que el enun-
ciado es falso para algin conjunto § co tos, supongase
sin perder generalidad que S es el mds pequeiio de todos. los éonJun-
tos que no cumplen el resultado.

recta y un punto fue
conectoras :

de subconjuntos de E2 (el .plano euchdeano), tal” que cualqmer con-
junto P den puntos que cumpla R esta. en algun elemento de S.
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Ejemplos:

1) R= 0, S el conjunto de todas las rectas del planoy n = 2 (i.e.
cualquier conjunto de dos puntos determina exactamente una recta),

2) R la propiedad de no tener ternas colineales, S el conjunto de
todas las circunferencias en el plano y n = 3 (i.e. cualquier conjunto
de tres puntos no colineales determina exactamente una circunferen-
cia).

Bajo estas consideraciones se puede plantear el siguiente prablema:

Prablema: Sea P un conjunto finito de puntos en el plano que
cumple R y que ademds para cada subconjunto de n puntos de P
hay otro punto, de forma que los n + 1 estdn contenidos en algin
elemento de S. ;Serd czerto que todo P esta contemda en un solo
elemento de §¢- :

Nétese que si R 5 ¥ n son como en el ejemplo 1 entonces el
Problema resulta ser el Teorema de Sylvester. Si R, Syn son coro
en el ejemplo 2 el problema. es cierto'y Motzkm [Mot] fué el primero
en dar cuenta del hecho, el problema con-§ el conJunto de ‘cénicas
no degeneradas (elipses e hjperbolas), n'=5y R cierta propiedad
que garantize que cualesquxera. cmco puntos estén contemdos en una
cénica, fué resuelto por Wiseman y Wilson. [WW], mientras que el -
problema con 5 el conJuuto de parabolas, n=dy R cxerta propjedad
analoga perma.nece a.bxerto Al coutmuamon se resolvera. el problema
con R, § y n'como en el e)emplo 2, : : :

Teoremn 3 (Motzkm, [Mot]) ‘Para cualquzer conjunta ﬁnzto de
puntos no ‘tres de’ellos’ colzneales y no todas sobre una czrcunferencza
hay una czrcunferencza ¢ e nte tres de ellos

Demost raclon.

; y- ]P|’> 4, (para evitar
que el conjunto ‘esté’ sobre una chcunferencla fSea C’ el con.]umo, B




20 2. Problemas Tipo Sylvester

de todas las circunferencias determinadas por ternas de P. Témese
p€ P ysea Cp C C las circunferencias de C' que ademds pasan por
p (Fig 2.4), obsérvese que P C Cp y que ademas todo punto de P es
interseccién de por lo menos dos circunferencias de Cp. Inviértase el
rlano con respecto a alguna circunferencia arbitraria con centro en
p (Fig 2.4). Sean P y C} las imdgenes de P y Cp bajola i inversion.
Como C, es un conjunto de circunferencias que pasan por el centro de
inversidn, entonces Cy, es un conjunto de rectas que coincide con ser el
conjunto de rectas conectotas determinadas por P’; por lo tanto por
el Teorema de Sylvester existe ¢’ € C}, que contiene solo dos puntos
de P’ y entonces ¢ (la imagen inversa. de ¢’) es una circunferencia
que pasa por p y por tinicamente otros dos puntos de P . Quedando
asi demostrado el Teorema. O

FIGURA 2.4, Cp se transforma en un conjunto de rectas bajo la inversién.

En el transcu;‘so del capxtulo 4 se demostra.ra que el problema con:

un némero finit
capitulo, Pa.ra.l X

T, se encuentran toda.s las excepclones posxble con4 6 b puntm (en
la' mayoria ‘'dé 1os casos) y ademds se “demuest ,aﬁrmatwameﬂte el
problema. cuando T es eqmlatero, todo. esto en el ca.pltulo 5.

Para termlna: este capltulo se me' ci un P oblema de planteamxento
similar propuesto por Croft [CFG seccmn F10 pag 157}
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Problema ;Ezistird un conjunto finito de puntos en el plano yéon la
propiedad de que la mediatriz de cualesquiera dos de ellos contenga
por lo menos otros dos puntos del conjunto?

Kelly encontré un conjunto de ocho puntos (Fig 2.5) el cual con-
siste de los vértices de un cuadrado junto con los vértices de cuatro
tridngulos equildteros, cada uno de ellos sobre un lado del cuadrado
y todos apuntando hacia afuera (hacia adentro es lo mismo). ;Qué
otros conjuntos de puntos tienen esta propiedad? ;Es ochoel mdximo
niimero posible de elementos? ;Habra configuraciones con por lo
menos tres puntos en cada mediatriz? Todas estas pregunta.s carecen
de respuesta hasta la fecha.

\
/

\

/N

FIGURA 2.5. Un conjunto donde cada mediatriz tiene exactamente dos puntos
del conjunto. :
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Distancias en Conjuntos
Finitos

3.1 Introduccion

,Cudl es el nimero maximo de parejas a dJsta.ncm maxzma/ minima-
que pueden determinar n’ puntos" LCua.l s el nimero miximo de
pa.re_las a dmtancm umta.na";C ul es el minimo nimero de d:stancxas,
‘ unto ﬁmto” Que ocurre .

precxsos para. n pequenos

.se divide de la s1gmente “manera En la.s secciones
3.2,3.3 y :3.4 se estudian los problemas sobre el niimero maximo
de dlstancla,s mdximas, minimas y unitarias’ respectxvamente, en la
seccién 3.5 se analizard el niimero mfnimo de distancias diferentes
que pueden ocurrir en conjuntos finitos. Finalmente en la seccién de -
notas se comentan algunos resultados sobre otras preguntas igual-
mente interesantes que no son tratadas en las secciones previas.
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3.2 Distancias Maximas

El objetivo de esta seccion es exponer algunos resultados acerca del
nimero de veces que ocurre la distancia maxima en un conjunto finito
de puntos. Para conjuntos en la recta la respuesta es obviamente 1,
a continuacion se demostrara el valor preciso para conjuntos en el
plano y ademds se demostrarin algunas caracteristicas inherentes a
aquellos conjuntos que realizan la igualdad.

Deflnicién 2 Sea P un conjunto de n puntos en el plano (de aquf
en adelante se escribird (P : n) cuando se requiera precisar que P
tiene n elementos). Sea M(P : n) el nimero de parejas de P a
distancia mdzima. Abusando de la notacidon se define M : N — N
de la siguiente forma: .

M(n) =n}z,q'z M(P :n)

donde el mdzimo se conszdera sabre todos los subconjuntos del plano
conn elemento .

En segmda. se demostra.ra. que M(n) = n Siguié yx‘l‘doy"lalri i déésdé ;
Pannthz. e L s

Teorema 4 (Pannwitz, [HP))Si (P: n) es un conjunto de puntos
en el plano entonces la distancia mdzima entre ellos ocurre a lo mds
n veces, mds aun, para cada n > 3 ezisten conjuntos de n pﬁnibs
con n segmentos a distancia mdzima (i.e. M(n) = n). k

Demostracion.

Se demostrard primero el siguiente Lema.

Lema 4.1 Los segmentos de longitud mdzima determihadqé por un -
conjunto finito de puntos en el plano siempre se intersectan.
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Demostracion.

Sea m la distancia maxima entre pareJas de P Suponga.se que'b

D

FIGURA 3.1; Do' “eg ehfds de‘ lohgitud mdxima siempre se ifxteiaect’an .

Ahora se’ dem stra Teorema. Sea P = {P],Pg,...,P } un
conjunto de puntos en el pla.no y sea mla dlsta.ncla mmma entre .
parejas_de’ P Se. procedera por mduccxon Si n

con tres o mas suponganse Pz, Pa, P4 y ademas P1P3 esta entre -
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P, P;y P Py. P; no esta conectado con ningin otro P; , pues
de estarlo P3P; tendria que intersectar tanto a P, P; como a:

P, P, (ya que los segmentos de longitud m se mtersecta.n), 10_:'» : B

cual es imposible.

Ahora aplicando la hipétesis de induccién a P — {Ps} hay a lo"‘ -

més n — 1 distancias m y P sélo contribuye con una mas, por
lo tanto en P hay a lo mas n distancias m.

Ademads los vértices del poligono regular de 2n + 1- lad' 8

vértices del poligono de 2n + 1 lados con un punto mds a.'dxstancxa.‘i:f i

méxima de algin vértice y sobre la mediatriz de los d a0
opuestos son ejemplos de conjuntos donde se alca.nza. la 1gualda,d .
(Fig 3.2). O SR

FIGURA 3.2, Conﬁgurwones de n'puntos donde la maxima dxstancm ocurre n
veces.

3.2.1 CARACTER.fSTICAS D ,Los CONJUNTOS DONDE SE

relativas a'la’ -
“6ptimas” del
siciones serdn’de

Deﬁmcmn 3 Sea (P n)es un con]unto en el plana Cc(P n):
denotara ‘el. nimero; de Iados ‘del: polzgono que forma la envolvente‘ )
conueza del con]unta
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Proposicion 3.1 Si (P : n) cumple ser una configuracion donde la

distancia mdzima ocurre n veces, entonces los n puntos forman un
n-dgono convezo (i.e. Ce(P:n)=n)

Demostracion.

Supéngase Cc(P : n) k < n. La distancia entre cua.lesqmera.'
dos punton del mtenor del pohgono o entre un punto del mter{qr .d,el

Demostracion.

Debido a la maximalidad del nimero de segmentos maxxmos es;
necesario que cada punto sea extremo de por 1o, menos un segmento ’
de longitud mixima. Sea P = {Py, P;, ..., Ps},supbngase que ‘todos
los elementos de P son extremos de exactamente dos segmentos de:
longitud méxima. La grifica conformada. por los element !
como vértices y los segmentos de longxtud méxima ‘como’aristas es
entonces una unién finita de ciclos, Cons:derense Ios sxgu'entes dosf'
casos: - :

1. Hay algiin ciclo de Iongltudxmpar Supongase que Png = P2k+1
es dicho ciclo, por. pandad debe existir otrociclo. de :longi-
tud impar, ‘dendtese al; mismo ng+2P2;,+3’ ".'Pg, (an 3.3).
Supdngase sin- perder genera,hdad que Pi2-se encuentra en:
el semiplano inferjor’ detemunado por-la recta. PP, por el
Lema 4.1 ng+2ng+3 debe mtersecta.r a.l segmento PP, y por

"‘de.P"_'
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lo tanto Py.43 se encuentra en el semiplano superior determi-
nado por P, P;. En general, bajo el mismo argumento, F; estd
en el semiplano inferior si i es par y en el superior si es im-
par. De esta forma P,, se encuentra en el semiplano inferior y
entonces los segmentos P\ P; y Pz, Py 42 son ajenos, contradi-
ciendo al Lema 4.1.

Pryss
Pz:;‘s
\
\
\
B \\ P,
\
\
P2 e \ '
szu

, "F'I'GURA 3.;, P}oposidan 32, Casos 1y2.

2. Todos los c1clos son‘de lougxtud par. Sea. PP,... Py un ciclo
de longltud par, Supongase que Pj se encuentra en el semiplano
superior, determinado por larecta P P; (Fig 3.3). Andlogamente
al caso antenor se' deduce que P; est4 en el semiplano inferior si’
tes par y en'el supenor si‘es lmpa.r. Por lo tanto Po se encuen- .
tra’‘en el senuplano lnfeuor y. por_consiguiente los segmentos :
PP y ngPl son. a_]enos, contradu:lendo al Lema. 4,107

En ambos casos se obtlene una contradJccmn, lo 'qix_e 'dg'mue'st;ra la
Proposmon D e S

Proposlclon " i puntas en el‘
plano, de forma que la dzstancm mazzma curre 5 ‘veces entonces
ocurre alguna de las szguzentes : < :
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1. Tres de esos puntos forman un tridngulo equildtero de lado la
distancia mdzima.

2. Las cinco distancias mdzimas son diagonales de un pentdgono
convezo.

Demostracion.

Sea m la distancia mdxima. Por la Proposicién 3.1 los cinco puntos
son vértices de un pentdgong convexo, sea ABC DE dicho pentdgono.
Si las cinco diagona.les tienen longitud mixima no hay nada que
demostrar, de no ser asi supgngase que AB = m. Porel Lema 4.1 las
distancias maximas se mterﬁecta.n y por lo tanto CD # m, DE #m
y EC # m (Fig 3.4). Ademu por la. misma razon EA -y, BC ‘no

el tridngulo ADAB es eq llitero y de lado
EA = m entonces BC # mly BD # m. De es i
cinco distancias que no valer m, por lo tanto las resta.n : 'deben ser..”
iguales am y consecuenteijte el tna.ngulo AABE eqmlatero de

lado m como se queria demostrar. O

C
———j - Distinto de m
= — lgualam

A B

FIGURA 3.4, Prqposicién 3.3.
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3.2.2 DIMENSIONES MAYORES

El mismo problema en dimensiones mayores a dos es sustancialmente
mas complicado y son muy pocos los resultados que se han obtenido.

Definicion 4 Sea (P : n) un conjunto en E3. Sea M(P : n) el
ntmero de parejas de P a distancia mdzima. Abusando de la no-
tacidn se define M3 : N — N de la siguiente forma:

’ M‘(n) ;méz M“(P i n)

donde el mdzimo se conszdera s bre todos los subcon]untos de E“ con
n elemenios. - e -

M"’(n) = 2n - 2 fue conjeturado:por -Pannwitz (ver. Hopf y Pa.n-
uwitz [HP] ,Sutherland‘{Su)): 8 rd])y. pre
dependnentemente por. Grunbaum [Gr1],"Heppes, [He] y ;
[Str]. Lenz prob6 que M‘_(n)}.z.:‘ [n?/4]:(Con la’ misma
de la Proppmcxon 3.4 ) v Erdos [Er5] demostro qu

Encontrar los valores exactos de Md(n) para d > 4 es un problema
abierto.” ' .

3.3 I)f;st‘aﬁéias' Mmim%as";_ S

mayores que tres es muy complxcado encontrar sxqujera esumacxunes
correctas.. - : B . :
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Definicion 3 Sea (P : n). un conjunio en Ed. Sea m#(P : n) el

nimero de parejas de P a distancia minima. Abusando de la notacién
se define m% : N — N de la siguiente forma:

) e

donde el mdzimo se conszdem sobre todos los subcon]untas de Ed con
n elementos. [ L

A continuacién'se demostrard que m?(

Teorema 5 (Erdds, [Er4]) Para L;U‘izl;jﬁz;ér conjunto de n puntos
en el plano la distancia minima ocurre a: Io ‘mds 3n ~ 6 veces.(i.e,
m?(n) < 3n - 6). ~ .

Demostracion.

Por un argumento dual al del Lema. 4.1 dos segmentos de longitud
minima no se pueden intersectar, por consng\uente la grifica formada
por los vértices del conjunto y: por las aristas de longitud minima es
plana y entonces cumple con la. formula de Euler. n—2= A C,

de regiones o caras’ determmada.s por las a.mstas. Como cada cara
tiene por lo menos tres a.nsta.s % cada arista estd en dos caras entoncesf

6n en base ala encxlla observacién de que a lo mas se pueden sxtuar :
12 puntos en la esfera unitaria de forma que cada uno de ellos diste "
por lo menos 1'del resto, esto demuestra que m3(n) = O(n), sin"
embargoel va.lor prec150 de m3(n) permanece como problema. abjerto
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Encontrar el valor preciso o estimaciones de m%(n) para d > 4
también es un problema abierto.

3.4 Distancias Unitarias

Después de haber investigado sobre el nimero mdximo de parejas
a distancia mixima y minima la siguiente pregunta natural es cues-
tionarse por el mimero maximo de segmentos a distancia fija. En par-
ticular basta estudiar el problema para segmentos unitarios. Como
es de esperarse el problema es mucho mas complicado, pues los ar-
gumentos métricos se ven restringidos notablemente.

Definicidon 8 Sea (P : n) un conjunto en el plano. Sea F(P : n)
el mimero de parejas de P a distancia unitaria. Abusando de la no-
tacion se dird que F : N — N esta dada por:

F(n);mgzi F(P i)

donde el mammo se tama abre todas los con]untas de n puntas en
el plano.
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{0 < £ < 1). Como la circunferencia unitaria con centro en vy y
la circunferencia unitaria con centro en v; se intersectan en a lo mds
dos puntos, entonces z; + 22 — 2 < n. Mds generalmente

S (e -2%+2)<n
i=1

de donde

de donde

F(n) es un problema.,
or primera vez. este prob-

torias en extremo comple_]a.s. E dos obt.uvo cm Jozsa y Szemeredl
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o(n3) [JS], Beck y Spencer cn’%' [BS]y Spencer, Szemerédi y Trotter
4 . .

en3[SST] la cual es la mejor cota hasta el momento, sin embargo

ésta tltima es atin muy lejana a la esperada cn!t®, De hecho Erdés

conjetura que:

F(n) < n'*fgian

y ha ofrecido en muiiltiples ocasiones $500 por una prueba o un con-
traejemplo.

Al respecto de las cotas inferiores Erdés [Er4] demostré utilizando
resultados clasicos de Teoria de Niimeros acerca del,numero de solu-.~
ciones de la ecuacion z? 4+ y?'= "¢, que log. vertlces dela’ vuadrlcula. .
de /7 X /7 es un conjunto de n puntos. :
guna de las dlsta.ncm.s entre vertxces'del“

que la citada dxsta.ncxa. se con
H"olhl'- < F(n) ‘

FIGURA 3.5, Conﬁgurmones de n. puntos con el maximo nimero posible de
distancias umtanas entxe pare;as DR
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3.4.1 DIMENSIONES MAYORES

A continuacién se mencionaran brevemente algunos resultados para
el mismo problema en dimensiones mayores, Es interesante notar que
para dimensiones mayores que tres es posible determinar el orden
correcto a partir de una construccion relativamente sencilla.

Sea (P: n) un conjunto de puntes en E? (Donde E? es el espacio
euclideano de dimensién d)

Deflnicién 7 Sea (P : n) un conjunto en ES, Sea Fy(P : n) el
nimero de parejas de P a distancia unitaria, Abusando de la no-
tacion se dird que F3 : N — N esta dada por: :

i) =i Fi(P:n)

donde el mazzmo se toma: sabre todas los conjuntos de n puntos en

nida porr Drdos [Er4] 1gua.1 que en el pla.no‘ '
a partir de-la’ rt:ubos Erdés [Er4] obtuvo cn3 como "
cota superlor pa.ra.'Fs(n), postenormente Beck obtuvo 3 +o(1) [Be],:
Chung ent [Chl] Y. ﬁnalmente Clarkson et al [CEGSW] obtuv1eronf :
n2 ﬂ(n) Obtener el Qlfden correcto de estimacién parece ser mucho
més comphcado e encontrar el de Fy(n). ‘

La cota nnfgxlo

Para d > 4 el me_]or resultado es Fy(n) = in? (1 - [—72] + o(l))
obtenido por Erdos en [Er6] utilizando algunos teoremas cldsicos
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en Teoria Extrema de Grificas [KST], [ES]. A contnnua.cnon se de-
mostrard un resultado mds débil.

Proposicién 3.4 Si d > 4 entonces Fy(n) =

Demostracion.

nimero de_distancia _dzferentes entre pare]as puntos ‘de, WP Se o
dice entonces (abusando de la notaczon) que f N g N esta an(la
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por:
fa(n) =(rgf,3 Ja(P i n)

donde el minimo se toma sobre todos los subcongjuntos de E3 con n
elementos,

El problema consiste en estimar o encontrar el valor exacto de
fi(n) para cada n. Este problema planteado hace casi 50 aiios por
Erdés [Er4] ha probado ser extremadamente dificil. Las mejores cotas
hasta el momento son:

filn)=n-1

4
can

- -.‘ (logn)°1 < f2(") <. —m

. -_P,.mdz 3, cynk <.f,,(n) < c'g;;s

cn§ pero qu
la correcta,’ de hecho

( ,
lo menos \/n -2 dzstanczas dzferentes (z e fg(n) > \/n = )
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Demostracién.

Sea (P : n) un conjunto arbitrario de puntos en el plano. Con-
sidérense dos puntos A,B € P vértices consecutivos de la envolvente
convexa de P, la totalidad del conjunto P estd en alguno de los
dos semiplanos determinados por la recta AB. Supdngase que desde
A hay a distancias distintas y desde B hay b distancias diferentes.
Distinganse dos casos:

1. méz{a,b} > v/n — 2, de donde fo(P :nr) > /n -2

2.a<+vn-2yb < /n-2, cada punto de P distintode A y
de B estd en la interseccién de un semicirculo con centro en A
y otro con centro en B y éstos se intersectan a lo mas en ab -
puntos (Fig 3.8); peroab < n— 2 lo cual es. contra,dxctono con
el hecho de haber n — 2 puntos en- P {A B}

De acuerdo a.l Teorema.«
muestran en las ﬁgura,s

f(4) = 2, f,(8) =2

A contmuacwn se demoStrara una proposxclon que; ademas de termr
interés por si nusma serd, de utxhda.d pa.ra demostrar que f2(6) = 3 .
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FIGURA 3.7. Configuraciones de n puntos con el minimo numem poalb)e de .
distancias. .

Proposicion 3.5 La tinica conﬁgumczon de 5 puntos y unzcamente
dos distancias distintas es el pentdgono regula :

Demostracién.

supongase sm perder genera.hdad. ue’ APngPa 8 equllatero.; L
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Seaa = 1y a < b. De las tres distancias de P; a P, P, y P3
(i = 4,5) dos son iguales entre si por el principio de las casillas. Si
P P; = P,P; entonces { P, P, P3, P;} debe ser alguna de las siguien-
tes configuraciones: (Fig 3.8)

.b—(4+2f)
.b_\/—,Png'

y por Io ta.nto el pentégono es regula.f CI
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Corolario 3.5.1 f(6) = 3.

Demostracion.

f(6) > 2 debido al Teorema 7 y los vértices del hexdgono regular
demuestran que f(6) < 3. Si existe P tal que f(P: 6) = 2 entonces
por la proposicién anterior se sigue que cualquier quinteta de puntos
de P son los vértices de un pentigono regular, lo cual es imposible.
Por lo tanto f(6) > 2 (i.e. f(6)=3). O

De la proposicién 3.5 se sigue inmediatamente que el pentdgono
regular es la inica configuracién que realiza f(5), también es trivial
demostrar que el tridngulo equilitero es la 1nica configuracion que
realiza f5(3). ;Existird algin otro entero n > 5 para el cual exista
una iunjca configuracién que realice f,(n)? esto dltimo es falso si
n=6,7,8y9 (Fig 3.9).

FIGURA 3.9. Configuraciones de n puntos con el minimo niimero posible de
distancias. .
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3.5.1 DISTANCIAS DIFERENTES EN PoLfGoNos CONVEXOS

En esta subseccién se expondran los resultados obtenidos por Alt-
man, quien resolvié afirmativamente una conjetura de Erdés [Er4].
Como es usual en este tipo de problemas, una vez que se tiene infor-
maciéon geométrica sobre las configuraciones en cuestion, basta un
sencillo argumento combinatorio para deducir el resultado.

A continuacién el resultado principal.

Teorema 8 (Altman, (Al]) Todo poligono convezo de n lados de-
termina por lo menos |3} distancias distintas entre pares de vértices.

Demostracién.

Se demostrarin previamente los siguientes Lema.s‘.

Lema 8.1 Si un lado A1 Ay, de un: p ono: convezo A1A2...A,. es -
de longitud mdzima (i.e. no ezcedzdo en ongztud por ningin lado o
diagonal), entonces para cualquzer cuarteta de’ enteros (p,q;z,y) que

satisfaga 1 Sp<y<z<g<n se: ne que al menos uno de los
segmentos ApAr 0 AgAy es mds. pequena que A pAqg.

Demostracion.

Sean A14;... 4, y (p,q,2,y) como en las hipétesis. Supongase.
contrario a lo que se quiere demostrar, ‘que ninguno de los segmentos
ApA: y AgAy es més pequefio que A,Aq, e,

A Ay > A A, .
AA AA (3.1)

IV lV

Supdngase y < 7 y sean a,a ﬂ ﬂ, qS, ¢,¢,¢ z/) y 1/) como en la
figura 3.10, por (3. 1) se tiene que '
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¢2a
V=B
y entonces
p+Y2a+f (3.2)
por la convexidad del poligono
> &
Z > g (33)

| FIGURA3.10.Lema81,y<z -

Si denotamos por Ky

: ala rsecciones de A; Ay y AnAz con.
ApA, respectivamente, entonces T

o
4

>
>

A ume
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donde ¢ = ¢ si p= 1. Entonces ¢+ ¢ > ¢+ 1 y por (312) yk(3!.3) ’

$+d>a+h ;ﬁwf v (3”

En los tridngulos A1 Apdy y AIA,.A los angulos a y ﬂ se oponen
al lado mayor A; Ay, por lo tanto )

Vv

@R
o

y entonces

a+ﬂ>¢+¢ "  o (35)

ademds, como los é.ngulos del cuadnla.tero AlA,,LK suma.n 360° se
tiene que LR

',}"

‘Sl
e [t
<

- (3.6)
y de (3 5) y (3 6) se sxgue que :
 a+ﬁ>¢+¢

lo cual es contrad1 tono con (3 4) El Lema. queda. demostra.do en
este ca,so i : ) : s

Si z ._y or; convex:dad LA Ay ‘= a >
3.11). Como @ ‘se opone al lado A1A,. en el tnang

lados A, Ag A, A,, en el tna.ngulo A,,A Ay deb
dngulo menor. que 60° (i.e, debe ser menor; que A
lema queda. demostrado completa.mente C\

A,,) y entonces elf.f, [
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entes; st ademds un lado es mammo ‘eniel sentido estrzcto entonces ‘
el poligono tiene al menos n — 1 dzstanczas dzferentes. i 3

Demostracion.

FIGURA 3.12. Lema 8.2,

Sea A14,.. A un pohgono convexo (Fig 3. 12) y sea A1A un
lado de ]ongltud ma.xxma. dyi.
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Considérese el cuadrilitero A;ApAn-143. Como A A, es de lon-
gitud mdxima entonces los dngulos adyacentes a A;A, deben ser
agudos. El cuadrilitero sin embargo debe tener algin dngulo obtuso
que debe ser adyacente al lado A3 A; (i.e. opuesto a alguna de las
diagonales). El lado A,. Az (denotado por d;) es entonces menor
que ésta diagonal y por lo tanto menor que A4, (i.e. d2 < dy).

Por el Lema 8.1 al menos una de las diagonales A2A,—3, An-143
(denotada por d3) debe ser mas pequefia que A2A,,—1 (i.e. d3 < d'z <
dr).

En general, si ApAn—, es una diagonal de longitud d» entonces por ;
el Lema 8.1 alguno de los segmentos App1An—q 6 ApAn gy debe.
ser menor que dy. Introduciendo asf una nueva distancia dy 41 <:d,\ .

Cada etapa en este proceso consigue una nueva’ distancia mds
pequeia y elimina un vértice adyacente a la distancia anterior, por
lo tanto después de n — 3 pasos se habra terminado con este proce-
dimiento obteniéndose n — 3 distancias distintas, si a éstas se agrega
el lado A1 4, = d; entonces se habrin conseguido exactamente n—-2
distancias diferentes.

Si ademés A1 A,, es maximo en el sentido estricto, entohcesnaml’)as‘ :
diagonales del cuadnlatero A1A,;An-1A2 son’ menores ‘que’ A1A,. =::
dy y por lo menos una de éstas es menor que A,._lAg = dz obteniéndose
asi una longitud intermedia dy 5, di > dij5 > dg. A51 “queda’ de-
mostrado completamente el' Lema. O ‘ ;

A contmua.cxon se demostrara. el Teorema. CAyAg . iA, un
poligono ‘convexo de n lados (Fig 3.13)y A oA una djagona.l de”
longltud maxxma con la propiedad de dejar el ménor niimero posible
z de vértices de un solo lado (sin incluir a A;'y:A,). Se obtienen de
este modo’ dos poligonos convexos: Ap AL VAG ‘denotado por P
con un ‘total de z +2 lados y- Aq RN .A, W A,, denotado por Q con un
tota.l de n—z lados A

‘En P se txene que A, A es’ ma.xxmo en el sentndo estrlcto y entonces
por el Lema 8. 2, P tlene por lo menos T4 1 dJstancna,s diferentes,
En Q se tlene que A,,A es ma.xlmo Y por el rmsmo Lema, Q tican
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por lo menos n - z — 2 distancias distintas.
Supdngase que ni en P nien @ hay més de |3] distancias diferentes

entonces las siguientes dos desigualdades se cumplen:

s+1<g)
n—-z-—-2<|

2

“FIGURA 3.13. Teorema 8 -

posible ca,rax:tenza.r a aquellos conjuntos que cumplen con la Jgual- -
dad, sorpreswamente, esto ’ pohgonos rcgulaxes. i “
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Teorema 8 (Altman, [Al]) Si 2N + 1 puntos en el -plano’forman
un poligono convezo y entre estos puntos hay emctamente N dzstan-,‘
cias distintas entonces el poligono es regular, =~ 2 '

Demostracion.

Primero se demostrara el siguiente Lema. i

Lema 9.1 1. Siunlado Ay Ay de un pohgono canvezo de n lados’
A1Az... A, es mdzimo en' el sentido estricto (1.e. “de longitud S
mayor que cualquier lado o"dzagonal) y,el oligon deﬁr‘e ez-
actamente n —'1 dzstancui dzferentes
entonces AgAn_k

censidé'r_‘q
del Lema.

tudes de’ dos 1 cf

(dy ~ dg) + d3 > da. n virtud de la.:xmmma.hdad de distancias
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d
FIGURA 3.14, Lema 9.1, parte 1.

en el poligono, z no puede ser una dxsta.nma. mtermedja entre
dy y d3, por lo tanto z = dj. i :

‘esvma.ximo estricto
‘1-:Supdngase que

A continuacién se demostrard que AzA,.
en el poligono secundario A2A3 .
ApAq > dj.

(a) 2<p<g<n-1,

convexidad) se’tiene 1,4 ‘+ LA7AL1A, <
/A,,A;A,.-*—} lAlA A ) omo ApA, es-lado

'Elcasog=n=1¢s aniélog'b.

AAn_lA Aq y los
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La suma de las diagonales es mayor que la suma de lados
opuestos en el cuadrilitero A; A34,A,_1 por lo tanto:

A]Aq 4+ AgAp-1 > AgAq + A4 =
AlAq+d3 > AgAq-i-ng ds +d; =
A-lAq >dy = AlAq =dy

Lo cual contradice el hecho de ser A; A; maximo absoluto.

Ahora, si el poligono AzA3...An—2A,-1 €8 convexo de n — 2
lados, con exactamente n — 3 distancias diferentes y A2A,,_y es
maximo estricto; entonces por las mismas consideraciones del
primer pérrafo de la demostracién se obtiene que AxA,_; =
A3An_y = d4 y A3A,-2 = ds. Aplicando este mismo proceso
sucesivamente se encuentra el resuitado deseado.

2. Sea A1A2...Ay, un poligono convexo que define exactamente
n — 2 distancias diferentes y en donde A; A,, es maximo (Fig
3.15). ;

AL : ‘A
] n

FIGURA 3 15 Lema 9.1, parte 2
Si AlAn ="dy . y AgA,._ dg de acuerdo al Lema 8.2 dy >

d;. Sean’” z, ¥ las longxtudes respectivas de AyAn-1°y.A;A,
entonces por nvemdad en el cuadnla.tero AlAgAn_]A

,z+ry>d1+d2=>
2> (dy—y)tidy
. y>(>d1-1')+:d2 o
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i.e.
z>dy y > da.

Debido a la minimalidad del niimero de distancias distintas, se
tiene que z = y = dy.

Por un argumento andlogo a 1. se observa que AzAp—; es un
méximo estricto en el poligono secundario A;42... 4, y apli-
cando las mismas consideraciones se demuestra el resultado, O

Ahora puede ser demostrado e} Teorema.

FIGURA 3.16. Teoremu 9.

Sea A1A2 ..A2N+1 (Flg"3 16) un pohgono convexo que com-

suposxcxon comprendena mas de . dxstanma.s dxstmtas
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Sea A;An una diagonal de longitud maxima. Se obtienen los si-
guientes poligonos secundarios:

1...A4p... Ay con un total de N + 1 lados donde A,AN es
maximo en el sentido estricto.

II Ay...A;...A3N+1A; con un total de N + 2 lados donde A1An
es de maxima longitud.

De acuerdo con el Lema 1 para el poligono (II) las diagonales
A1AN+1 Y ANAan4a deben ser de longitud maxima. Cada una de
éstas divide al poligono en dos poligonos secundarios del tipo (I) y
(II) de tal forma que cada poligono del tipo (II) tiene una nueva
diagonal de longitud mdxima. Por lo tanto todas las diagonales que
dejan N vértices de un lado y N — 1 del otro son iguales.

Ademds cada poligono secundario del tipo (). cumple las conse-
cuencias del Lema 1, por lo que todas las dxagona.les que dejan K.
vértices de un lado y N ~K'-= 1 del otro (K 0 L. N - 1) son
iguales entre sf, Por lo’ T

an on dera.do, se pueden pedxr
ﬁgura, 'oues en consxdera,clon y

donde el minimo se coﬁsidefa"sobfe todo's Ios subconjuntos del plaho
con n punlos y en poszczan general (z e.no tres colineales y no cuatro
cociclicos) . :
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El problema andlogo consiste en estimar g(n), Erdés ha pregun-
tado varias veces si es cierto que

i 2 = o o1
n-—ouo gy(;?) s . (3'8)

Szemerédi [Sz)] observé que g(n) > (n- 1)/ 3 y de hecho con-
jetura que g(n) > (n-1)/2, postenormente Erdos, Hickerson y
Pach [EHP)] demostraron (3. 8) aﬁfm txvamente A contmuamon su
demostracién.

Teorema 10 Para cada ntimero natural " g(n) < (3/2)nlo8d/ 1082 <
(3/2)n1-585 3 .

Demostracion.

de ceros y unos). z —z'. es'
mdependlentemente _dg”z :

e ! : (n) <g(2ky < 3*/° o
-+ log n/ og2,:p anto’ ¢ (3/2)310511/1052
(3/2)n1053/log2 [} g T

?La sucesion (0,0, .., 0) nunca s la diferencia de dos puntos distintos,
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3.6 Notas

En esta seccién se exponen brevemente otros problemas que no podian
dejar de ser mencionados, pues estan directamente relacionados con
las secciones anteriores,

3.6.1 DISTANCIAS MAXIMAS Y MINIMAS

En un enfoque distinto al de la seccién 4.2, trabajando exclusiva-
mente en el plano, se define M;(n) como el niimero maximo de veces
que puede ocurrir la j-ésima mds grande distancia, y m(n) el mimero
maximo de veces que puede ocurrir Ja i-ésima mas pequeiia distancia
( M*(n) = My(n) y m¥(n) = ml(") )

Recientemente Brass [Br] demostro que:

() = o(l))

y Vesztergombl ([Vel] [Ve2]) probo que Mz(n) < 3n/2 con 1gua.ldad :
para n par. :

Erdés conjetura. qu
mi(n) < en.:

Mi(n) y Mi(fi) ,

3.6.2 DISTANCIAS UNITARIAS
Se define”
F;(n) =

'maz ;

Fiiredi [Fu] consngulo demostrar que F ( n) es sustancxa.lmente nenor
que Fy(n), de hecho demostro que 'F, (n) < 21rnlogn 7rn = O(nlog )
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Por otro lado Edelsbrunner y Hajnal [EH] encontraron ejemplos para
cada n que demuestran que Fy(r) > 2n — 7, lo cual es considerable-
mente mejor que la cota §(n — 1) obtenida por Erdés y Moser [EM].

3.6.3 DISTANCIAS DIFERENTES

Otro problema relacionado muy interesante es el siguiente.

.Cudl es el nimero maximo de puntos que puede haber en E® de
forma que las distancias entre parejas s6lo tomen dos valores? For-
malizando 1a pregunta; si d(n) es este maximo ;Cudnto vale exacta-
mente d(n)? La respuesta para n pequeiios es: d(1) = 3 (un segmento
y su punto medio), d(2) = 5 ( los vértices de un pentigono regular),
d(3) = 6 (los vértices de un octaedro regular, o una pirdmide con
base pentigono regular, y altura adecuada, Fig 3.17).

————e

FIGURA 3.17. Conﬁgurwonea enn dxmensmnes que cumplen ser con_]untos de' )
dos dxstumu con numero mmmo de elementos : ; :

Los va.lores exactos para n°'> 4 son afn desconocxdos, aunque ha.y
algunas cotas; el con_]unto de } n(n + 1) puntos medms de las aristas
del simplejo regula.r de djmensxon n siempre forma un’ ‘conjunto de
dos distancias, Delsa.rte, Goethals y Seidel [DGS] han .dado ejemplos
con in(n+ 3) puntos para n =" 2,6, y 22. La mejor cota superior
es deblda. a Blokhuis [Bl] quien demostré que un. conjunto de dos
distancias en E" tiene a lo mas 1(n + 1)(n + 2) puntos.
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4

Triangulos Congruentes

En este capitulo se resolvera el problema de tipo Sylvester que segiin - .

la seccién 2.4 corresponde a los valores R=0,n =2y Sel coxijqntq ‘ : . =

de ternas en el plano que son vértices de tridngulos congruentes"a, T.

El problema se resuelve afirmativamente excepto por ‘siete confi-
guraciones muy especificas y una familia infinita bien determma.da.

La solucién del mismo constituye, en gran medida, una multntud de»ﬂ R

aphcacxones del capltulo autenor lo que demuestra en pa.rticul

resultados aislados entre si.

El capxtulo estd organizado de la siguiente ma '
seccion se plantea y formaliza el problema, e
seccién se encuentran cotas sobre el nidmero :
que podria tener una conﬁguracxon que constxtuya una- xcepcnon.f o
Finalmente, la tdltima seccidn, se enca.rga de la’ clasxﬁcacxon ngurosa,’ :
de estas excepciones. O

4.1 El Problema

Considérese_un’ con_)unto finito (P n) de puntos en el plano. Eb

objetive 'del problema. es clasificar todas las conﬁguracxones de puntos .
(P:n)y todos los mangulos T con la siguiente propied ' .
pareja de’] puntos en-P hay otro punto en: P de. forma, qu los ‘tres’
puntos son vértices de un'tridngulo congruente a T Formahzando lo‘
anterlot se tlenen Ias slgmentes, : : B R
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Definicién 10 Sea (P : n) un conjunto de puntos en el plano y
sea T' un tridngulo dado, Se dice que la pareja (A,B) € P .x P.es.
T-congruente conectable, con respecto a (P : n), si eziste C € P
de forma que el tridngulo AABC es congruente a T'. S ‘no eriste’
tal C se dice que (A, B) es T-congruente ordmarza. (E‘n notacwnﬂ\ T
T =conectable o T Xordinaria) i

Teorema 11 'Séa (P n) ;un' conjunto T2 ,onelc‘table, en'to'n;"és:‘

L.n<ll yen partzcular

2T equzlatero => Y < 35 S

3T zsosceles => n < 5

Demostraéiéh u

1. En general fz(P n) < 3 y entonces, porel Teorema. 7 \/n ~-2<
f(P:in) < 3, y porlo ta.nto n < 11 .
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2. SiT es equildtero, entonces por la misma Proposicién v'n — 2 <
f2( P :n) =1, y por lo tanto n < 3,

3. Analogamente a 2. v'n < fP: n) 2 y por lo tanto
n € 6. Pero la xgualdad no puede ocurnr, pues f(6) 3 por el
Corolario 3.5.1 y por lo tanto n < 5

Los puntos 2 y 3 del Teorema son: precisos; es/dec:r, en efecto
existen configuraciones (P :5) y (P-:3), g
tridngulo equilitero) que son T —conectables pa.ra a.lgun T isdsceles y
equilitero respectivamente, Por el contr: ola'cota general se puede
mejorar considerablemente. De hecho, portante hacer notar que
una vez conocido el valor f(8) = 4se podna deduar inmediatamente
que la cota general puede ser reba.Ja.da. an < 7, Sin embargo se
preferira otro enfoque para demostrar. la cota n < 7 que tendrd
la virtud de ser de utilidad para la subsecuente clasificacién de las
configuraciones T' =conectables, . -~

—_~

4.3 Cotas mas Precisas

Deﬂniciéﬁ‘i2"$ea Tr((P n) T) el numero de trzangulas congru-
entes a T con vertzces en P’ L

Proposxclon 4.1 Si (P n) es T canectable entonces B

Demostracit‘)n ’

Para cada pareja. P,, P_, P 3% Pjse deﬁne 97(P:; P;) como
el nitmero de. tnangulos congruentcs a. T que tlenen a P.P_7 como uno
de sus la.dos, notese que S R : :
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TA(P:),T) = 5 T 9r(P P) (4.1)
£

Ya que cada triangulo congruente a T' en P se cuenta tres veces en
la suma (una vez por cada lado). Ahora, como P es T Zconectable
se tiene que gr(P;, P;) > 1 para cualquier pareja, lo que junto con
(4.1) lleva a:

T((P:n),T) 2 %(g) = T((P:n),T) > L_l‘ (’2‘)] a

Esta dltima Proposicién indica que las configuraciones T' 2conectables
poseen una gran cantidad de tridngulos congruentes con T', esta
propiedad serd de gran utilidad para demostrar el siguiente.

Teorema 12 Si (P :n) es T Zconectable entoncesn < 7.

Demostracion.

Supéngase que (P : n) es T' conectable con n > 8 y ademds 7'
no es isosceles. Dendtense por ¢ < b < ¢ las medidas de los lados de -
T. La distancia c ocurre en (P : n) a lo méds n_veces por el Teorema
4 y por la Proposicién anterior Tc(( = n) T) > [ 1G )] Notese‘

quesin > 8 entoncea n < fs(")] y. por lc_) ta.nto ha .dos tna.ngulos :

fio : denotese a estos
by. “AC. = ¢ se
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4.3.1 .Caso- 1

ByDen el mismo sem.lpla.no detenmnado por la. recta AC conse-
cuentemente AABC ACDA :

FICURA 4.1. Caso 1, Posible medida de 8D.

BD # c pues por el Lema 4.1 los segmentos de longitud méxima se
intersectan - Si BD = bentonces ZCDB = /BCD, pero LACD, ZBAC
{DBA < 90° por ser dngulos opuestos a lados menores que ¢ y en-"
tonces: 360° (CDB +:(DBA + (BAC 4+ LACD: = (BCD + i
({DBA +{BAC + [ACD < [DBA + /BAC + ZZACD <'4.90°,
cla.ramente una contra.dlcclou Por lo tanto BD =a. "

FIGURA 4.2. Caso 1. Posible medida de AE,

Ahora, como (P : n) es T conectable entonces (B,D) es T conectable
y por lo tanto existe £ € P que-cumple ADBE & AABC (la otra
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opcion ADBE = ABAC es simétrica) y ademds por el Lema 4.1
DE intersecta a AC.

Sea X = AC N DE. El triangulo ABEC es is6sceles por lo que
({BEC = (ECB. Porotrolado {BED = {AC B, de donde LDEC =
LECA y por tanto AECX es isosceles = EX = XC = DX =
AX = AXAE=AXDC = AE=DC=a.

ABDC es un cuadrilitero ciclico por ser un trapecio isosceles,
y ademas (AEB = /BAD = /ADB, por lo tanto el pentigono
EABDC es ciclico. Por otro lado CE # a pues de lo contrario
EABDC seria un pentigono regular y consecuentemente c y b serian
igunales, lo cual no es posible,

Caso 1.1 CE=b

4
£

FIGURA 4.3. Ca.so 1.1, Solo se pueden agregar dos puntos ma.s. el centro del
hexagono y el vértice faltante. - s

El cuadrilitero EADC es un pa.ralelogra.mo y .por ser’ clchco ¢=s
un rectingulo. Por lo tanto a? + b2 = cz, por. ‘otro, lado aphcanao, a

del’ hexagono, . k
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y el centro del mismo (Fig 4.3). Ademas el centro del hexigono

falla ser miembro de alguna pareja 7" Zconectable. Por lo tanto, con
n > 8, no hay configuraciones en este caso.

Caso 12CE=c

FIGURA 4.4. Caso 1.2. Solo se pueden agregar dos puntos mds, los vertlcesw :
faltantes’ del heptlgono

n>8.

Ademas como la pareJa. (E Cles T _conectable es ne
alguno de los veértices faltantes esté en-la conﬁguracmn y con “esto
bastara, para tener una configuracién T' ~concctable :
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4.3.2 Caso 2

By D en semiplanos distintos, y AABC = ACDA. Como ABCD
es un paralelogramo se tiene que

BD?* =2(a® + b)) - - L (42)

Caso 21 BD =a

Dado que la pareja (B, D) es T _conectable ex:ste E €P tal’ que

ABDE = AABC. Hay dos posxbles opclones sa.lvo sxmetna. (B

y Ez en.la figura 4.5)." Sea.n a =(LACB = ZCAD ZDE.B y
=" DCA—ZDEE.con1—12 b : L

AABD es xsosceles = (DBA = 180° - 2a — 2ﬂ :
como AEDA es is6sceles, y ademds (EDA = ZED
180° - 2a 2ﬂ se txene que ABCD ~ AEAD: y pol

1. EC a = AECH = AABC = ZC’B,
LACB: < /BAC (pues a <.b), de, .donde:

‘a+2ﬁ—ZCBE—ZECB—3a+,B=>ﬁ—2a=:~ a=15%y
B = 30°% Por otro lado tamblen AAE'B es 1sosceles por lo que ‘
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FIGURA 4.5. Caso 2.1

2a+28 = /BAE = (EBA = 180° - 2a - 338 = 50 + 4a =
©'180°.= 210° = 180°, esto iltimo, una coyntxy‘a.di}cvcic')n evidente.

por. conslgulenté ZE‘D
LADC =-180°=a =
por slmetna AE =

1. CE =b=>2a b= \/Ea Es decir, si @ =1 entonces' o
b=2yc= f, por lo ta.ntolos puntos A, B c, D Eestan bxen',

,zgn’e‘,que L{ADB = 180° - 2a - 2;3 yoo
DB lADB-a+ﬂ Por otra parte .
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determinados. Ahora, como (£,C) es T =conectable existe
F que cumple AECF = T y en cualquiera de las posibles
locaciones de F resulta que FD, por ser mediana del ACFE,
vale 14/10 distancia que no estd permitida.

b \/— 2yc'=2,por lo tanto los punto_s
determinados. Ahora., ‘como’ (E C)

locaciones’ de F: resul qu

D por ser 'medlana. del ACFE
vale 2f ' ;

Caso 2.3 BD

Por (4, 2) se tiene que ¢? = a? 4 62, e decu' Tfes recta.ngulo Como
A B,Cy D alguaa

abo c, por:lo: ta.nto “al meno una‘ de: estas tres
distancias se’ replte (1 e E estd en. a.lguna de las’ cuatro medxatrlces
determmadas ‘por. ’A B,/C. y D) Sean estas medx tmces ml, ma, m3

y my como se muestra en la ﬁgura. 4. 7
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m:
. , /;
ms, j ALY
\ .
B \ : / C
Nt
L
R
s
L . -
ab
s
LAY
S
AR
/ \
A . . D

FIGURA 4.7. Caso 2.3, El Rectingulo ABCD y sus mediatrices.

Caso 2.3.1 E en el interior de ADCB

E no puede dlsta.r c de_ mngun‘ emce del rectangulo, pues c es la

"posxbles locaéxones de F‘ salvo sxmetrla (F1 y.Fpen la ﬁgura,{ :
4, 8) djsta.na. mas que c de D, Y por lo tanto no se p‘ dna tener

En el prlmer caso AADE es equildtero "AABAP es‘lsosceles,"‘
por lo ta.nto [BAE = ZAEB 90°—-60° = 30° Y por lo tanto .
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/BEC = 360° - {AEB - /(DEA - (CED = .240° > 180°,
esto dltimo una contradiccién. El segundo subcaso se resuelve
analogamente al primero. En ambos subcasos £ no puede estar
en el interior del rectangulo. : 3

Los casos E en ml, ya la 1zqu1erda d _AB E en Eenmiy abijo‘de )
AD son analogoa por simetrfa,” B [ AR s
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tridngulos AEH,C , AEH;D y hacxendo a = 1; se obtiene el
siguiente sistema y solucxones :

(EH) + (%b) V‘ ; |

Al

(EHy +a)? + (go)‘ =

FIGURA 4.9. Caso 2.3.2. Las posibles locaciones de £ no cumplen las hipévtgsis. .

es decir los puntos A, B,C, Dy £ son muy particulares, Ahbfa. ,
como (E C) es T _conectable exlste Foe. P derforma que ™

3. EB=EC=byEA= E'D;— Como
EA'="AC entonces Ay B estan ambos sobre la. medjatnz de "
EC lo cual es nnpOSJbIe o ‘
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4.3.3 CaAso 3

B y D en semiplanos distintos, y AABC = AADC.

Cas03.1 BD=a

E, E\

|
|

D
FIGURA 4.10. kCuo 3.1. Las posibles locaciones de E no cumplen las hipétesis.

Al ser (B D) T 2conectable existe E € P tal que ADBE =
AABC y.e tuando simetrias solo hay dos opciones para E: (E1
y Eyenla ﬁgura‘4 10) Como 60" = ZADB < ZC’BD, y: AC’BD es
Jsosceles, entonces S o

60° < LCBD <90° C(a3)
Caso 3. 1 ¥l E E'1

ADEB = AACB = (EBD = ZABC = ZEBD ~ ZCBD
LCBA - (CBD = 60° = (EBC = 60° = 'ACEB es equilatero,
Ademas /ABE = 360° - /DBA~(EBC ~LCBD= 240 - [CBD. ‘
Y usando (4.3) se tiene que: 150° <:/ABE.<:180% = AE = ¢ =
AACE isésceles = 2/CBA + 60° = 360° = /CBA = 150° =
LACB = 0°. Esto dltimo una contradmcxon o
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FIGURA 4.11. Caso 3.2. Posibles locaciones de E.

Caso '31 2 E’ Ey

1 EC < b = (EBC < 60° = ZA.BE+ [C’BD+ 120° > 360" :

AABC, dxstx'nga.nse ,dosAca,sos scgun’ylas unlcas,dos posxbles loca.-
c10nes de E exceptuando sunctnd.s (E1 y .E'z en’ la ﬁgura 4 11)
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Caso 3.2.1 E = E

LABE = (DBE - [DBA = /CBA — (DBA = 60°, Como 0 <
({DBA < 60°y (CBE = 120° + /DBA entonces 120° < (CBE < -
180° y. por lo tanto EC = c. Por otra parte (BAC = 90° - LDBA
y0< ZDBA < 60° = 30° < LBAC < 90° = 90° < LEAC < '150° v
Por lo ta.nto c= EC > AC = ¢, obviamente una contradjccxon

CasoS??E Eg\

Por sxmetn = a.'AE # a, pues LEBA > 60°. Si AE = bse
obtxene una conﬁguracmn andloga al caso 1.1. Flna.lmente SUAE = ¢,
por el Teorema de Pitdgoras aplicado a AABH, yelde Ptolomeo al
tra.pecxo 1sosceles ADCE se obtlene el sistema: B

FIGURA 4.12, Caso 3.2.2. Las posibles locaciones de F no cumplen las hipétesis. .

(o= 5"+ (30) -

¢:2—IJ¢:—a2

Sia=1se obtxene b \/— y Jes ' decir los puntos
AB,C,Dy E estan determmados, a.sx como el tnangulo T; ccmo
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(A, E) es T ~conectable existe F' € P tal que AEFA AABC,
pero las dos posibles locaciones de F salvo snmetna, (F1 y Fz enla
figura 4.12) fallan, pues F1B < a y F3C < a. i

Cas0 33 BD =¢

I\__

FIGURA 4.13. Caso 3.3. Las posibles locaciones de E, no cumplen las lupotesns

Como (B D) es T' =conectable existe E € P de forma que ABED =5
AABC, (la. otra. opclon ABED‘ ABAC es slmetnca), y-las’ dos‘— o
posibles: loga.c' nes de E: (E’ By en’la’ ﬁgura. 4 13) cumplen que

un pa.ra.lelogramo, y entonces '
H=BDNAC,c1 = HC ye;=AH, Porel Teorema de Plta.gora.s
aplicado a los tna.ngulos ABHC’ y. AAHB se. obtxene :

(4.5)
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(E;C) = ( C'—Cz) (q - —c)zr
(EgA)3= (ic-{-cg) ( c—cz) ’

1

c’—(cg) =>Cg= 2c=>a
ta.nto la umca opcxon que resta, es

2, (P 5) cinco. ‘vertices de un hezagona regular'y T el: trzangulo4
formado con un ‘lado del hexagono y dos dzagan‘ les di, tzntas‘ :
entre s : e ;

3 (P 6) uertzces de un hezxdgono regular y T el trzangulo fol-’
mado con un lado del hexdgono y dos dzaganales d in e(ztrq e
st. : S

4. (P :6) seis vértices de un heptdgono feyill&f yT el tridnyﬁlo
formado con un lado del heptdgonoy dos” dzagonales distintas
entre si.
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5. (P:7) vértices de un heptdgono regular y T el tridngulo for-
mado con un lado del heptdgono y dos diagonales distintas en-
tre st,

Corolario 12.2 Si(P:n) es T conectable conT escaleno y no es ‘
1,2,8,4 6 5 del corolario anterior entonces T.((P : n) <k donde’
k es el nimero de veces que ocurre la distancia mdzima en (P_ n) e

Demostracién.

Si (P : n) es T Zconectable con T escaleno y no es- 1 2,3,4 05 del .
corolario anterior entonces ninguna pareja de tna.ngulos congruentes
a T comparten lado méximo, por lo que el nimero de tridngulos
congruentes a T' es menor o igual que el nimero: de segmentos en
(P : n) a distancia mixima (i.e. To((P: n) ) < k) Q-

Corolario 12.3 Si (P:n) es T —canectable con T escaleno, y no
es 1,2,8,4 6 § del corolario 12.1 ‘entonces :

4<T((P 5)T
5 < T.((P.:6),T)
T{(P:7),T) =

\-/\./
~1 I/\ I/\

dependiendo del valor de n.
Demostracién.

Se sigue directamente del corolano antenor, de la Proposxcxon 4.1,
y del Teorema 4. O

44 Clasificacién de las Configuraciones =

El Teorema 12 de la se 5 Corolzmos serd, -
de suma utlhdad para proceder a la.'clasxﬁcamon' de Ias conﬁgura- .
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ciones T' =conectables, de antemano se sabe que dichas configura-
ciones tienen a lo méis 7 puntos. Primero se desechardn aquellas
configuraciones de 3 6 menos puntos, pues éstas obviamente son
T conectables; después se realizara la clasificacion segin el tamaiio
de los conjuntos y posteriormente de acuerdo a que T" sea isdsceles o
escaleno.

4.4,1 CONJUNTOS DE CUATRO PUNTOS

0'< @ <90°

FIGURA 4.14. Unicos conjuntos 7" conectables con cuatro puntos,

Teorema 13 Las dnicas configuraciones (P : 4) que son T 2 conectables
son: : i

1. (P : 4) tres vertices de un tridngulo equildtero y su centroide; -
yT-el trzangulo Jormado con ¢l centroide y dos vértices rcl‘ O
trzangulo eqmlatero )

2 (P 4) vertices de un rectangulo arbitrario, y T el tru.n]u/a'
rectdngulo correspondiente. ;

Demostracién.

Claramente las conﬁguracxones 1y2 cumplen ser I conectablc:. =
La demostracién de la unicidad para conjuntos con -4 elenientos se
verd mas adelante como consecuencxa de un resulta.do mas gcnorul
(Teorema 18). O :
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442 CoNnyUNTOS DE CINCO PUNTOS "

Teorema 14 Las inicas conﬁgum ‘o
con T isdsceles son: .

1. (P: 5) vértices de un pentdgo
mado con dos lados y.une

2. (P 5) vértices de un pentagono regular, v Tel trzangulo for-
mado con dos diagonales y un lado,” " =

FIGURA 4.15, Unicos conjuntos T Sconectables de cinco puntos con T isésceles.

Demostracion.

Es facil verificar que las configuraciones descritas en 1 y2 cumplen ‘
ser T' = conectables La. unlcxd d se sigue du'ectamente de la Proposxcxon
3.5. OOEL L Hae: : i

Teorema 1 L u

ectable, con T -
escaleno’es bt

(P: 5) cinco vertzqes de un he:cagano regular, Y T ‘el trzangulo '
formado con un‘lado del hexagono, y das dzaganales dzstmtas
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Demostracion.

FIGURA 4.16. Unico conjunto T' 2conectable de cinco puntos con T escaleno.

Por el Corolario 12.1 se sabe que la configuracién descrita arriba
cumple ser T Zconectable y ademds es:la"inica configuracién ex-
istente con T escaleno y con un par.de trisngulos congruentes a T'
compartiendo lado méximo; por lo tanto solo falta demostrar que no
hay configuraciones (P : 5) con:T" esca.leno y sin tnangulos congru-
entes a T' que compa.rta.n ‘la;do maxi i ‘

BC, C'D JHBD es de’ longltud ¢; como ademds los scgmentos
ma.x1mos ‘s€ mtersectan supongase sin perder generahdad que”
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BC = c? y que AD esta entre AB y AC. Como (A, B} y
(A, C) son T conectables por suposicién entonces AE = a (o
b) y por lo tanto BE = CE = b (0 a); en ambos casos se infiere
que FE esta en la mediatriz de BC y al no estar en el interior
de AABC se infiere que AD = by BD = CD = a. Entonces
es evidente que ED < a. 3

D ¢ i D

E 1 C T8
| !
1

\J/

FIGURA 4.17. Teorema 15, caso 1,

El tnico caso fa.lta.nte es'que todos los puntos sean extremos :
de a lo mds dos segmentos de long:tud c.:Sin. perder gener-

alidad y dado que los segmentos de longltud ma.xlma. deben’
intersectarse supongase que DB = ‘ ‘
Como las parejas (E, B) y (B, D) son T =
T= ABAE y T = ABDCy sa.lvo sime
guientes tres casos (Fxg 4 18)

(a) DC EA=a y BA HBC’

INdtese que 'AABC 8 equllatero
3Pues la distancia maxima 'de D'a cuulquner punta del sector circular BAC

menos el AABC. es precisamente DB = DC = a.
' A FeVAOTESIS MO DB

SALIR BE La EisaiuTECA
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(c)

BC =EA=ay DC = BA=0).(E,C)es T =conectable
= ED = a, ademés (A, D) es T conectable => AD =
a=> /CDA = /CDE lo cual es una contradiccién.

E

(b) (e)

FIGURA 4.18. Teorema 15, caso 1.

2, Tc((P 5),T)=5
Por la Proposimon 3.3 ha.y dos casos:

(a)

(b)

: Por lo ‘men: :
;E‘B o EC va.le ¢, pues de lo contrario habria tinicamente -

' medxda ¢k . P
" Los. segm ntos AB BC CD, DE' y B

T _ordm:ma. ya que todos los trxd.ng

AABC eqtulatero
a.l‘suna de las distancias DA, DB, DC, EA

cuatro dmtancxa.s maximas, sin perder genera.hdad sea AD =
c. Por a.na.logxa. con 1. se concluye que 413‘ = b y BE' =
CE= . onsecuentemente ED<a. :

ABCDE pentagono convexo con todas \

tud a6 b,y por lo: ta.nto sin perder
BC: obtcmendose asi una contradjccm

Iado son xsosceles Cl b
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4.4.3 CONJUNTOS DE SEIS PUNTOS

Teorema 16 Las dnicas conﬁgumcmnes (P : 6) que son T conectables
son: ,

1. (P : 6) vértices de ur hezagono regular, y T. el tridngulo for-v -
mado con un lado del h no v dos dzagonales dzstmtas entre; -
st :

2. (P :6) seis vertzces consecutivos de un heptagono regular, y T

el trzangulo formado con ‘un-lado del. heptagono y.dos diago-
nales distintas entre st.

FIGURA 4.19. Unicos conjuntos T' conectables con seis puntos.

Demostracion.

Por la Proposicién’ 4.1 se sabe.que si (P : 6) es T _conecta.ble :
entonces 7' 8 esca.len ), de la,] ‘misma forma. ‘que en la 5ecc1on anterior

Por el Corolarxo 2.21a 1stanc1a ¢ ‘ocurre exactamente 6 veces,

y por otro lado, seguh la- Proposxclon 3.1 C',_.(P 6) =.6."Por
la Proposxcxon 3 2 hay un elemento de P: que es extremo de



82

(b)

~ de lado. ¢, Nétese que los-otros:tres: scgmcntos de lon-

4. Tridngulos Congruentes

exactamente un segmento de longitud ¢, Sea A tal elemento.
Considérese el conjunto P—~{ A} y obsérvese que es un conjunto
de 5 elementos con 5 segmentos de longitud maxima; entonces
por la Proposicion 3.3 ocurre alguna de las signientes:

(a)

Las diagonales del pentigono BC DEF son todas de lon-
gitud c. Se supondra sin perder generalidad que F'A = c.
Como las parejas (D, E) y (F,C) son T =conectables se
tiene que si EF = BF entonces ED = BC; consecuente-
mente por simetria EA =-BA y por lo tanto la pareja
(B, E) es T ~ordinaria (Fig 4.20 A). La otra opcién es

A B
F E

FIGURA 4.20. Teorema 16, caso 1.a.

que EF # BF y entonces se puede suponer sin perder .
generalidad que EF = ay BF = b, Debido a que las .
parejas (F, D)y (F; B) son T' =conectables se tiene que
a, consecuentemente CA#ayCE#b
lo que Jmphca que'(A F) es T _ordmana. contra.dJcmndo
las thotesxs (Fig 4. 20 B)." : :

Tres clementos de P~ {A} forman un trla.ngulo equilitero

gltud c necesa.namcntc mtersectan a los tres lados del
trgapgulo eqmlatero, debido a ‘esto se tiene que cada tno
de estos tres segmentos'tiene algiin extremo que coincide
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con un vértice del tridngulo equilatero. Supéngase que el
tridngulo equilitero es ABC D, y supéngase ademas que

dos segmentos, sin perder generalidad BE y BF, tienen
longitud ¢, Obsérvese que entonces la pareja (E,F) es

D

E

B c

FIGURA 4.21. Teorema 16, caso 1.b,

T =ordinaria, pues BE y BF estin ambos entre BC y .
BD (i.e. EF # ¢), y ademis EA y FA no pueden tener
longitud ¢ por no tener extremos que coincidan con B, C
6 D (Fig 4.21),

I3

FIGURA 4.22, Teorema 16, caso 1.b.

El caso faltante es que cada uno de los vértices del ABCD
sea extremo de otro segmento de longitud c (i.e. BA =
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CE = DF = ¢). Como (B,C) (C,D) y (D,B) son
T =conectables, entonces los tridngulos ABCF, ACDA,
y ADBE son congruentes 2 T,

Supéngase que dos lados consecutivos del hexdgono ADEBFC
son iguales (i.e. AD = DE = a y también CA = EB = b).
Por la convexidad del hexigono se tiene que AE # ay
por lo tanto AF = b; entonces la pareja (A, F) resulta ser
T =ordinaria, contradiciendo las hipétesis (Fig 4.22).

Si ningin par de lados consecutivos del hexigono son
iguales entre sf, entonces se puede suponer sin perder gen-
eralidad que AD = EB = FC = a (Fig 4.23), entonces
por simetria de la figura se tendriaque AE = EF = FAy
ademds por convexidad AE # a y AE # b (pues AEAD
no es isésceles), por lo tanto AE = ¢ lo cual contradice el
hecho de haber tnicamente 6 segmentos de longitud c.

FIGURA 4.23. Teorema 16, caso 1.b.

2, T ((P:6),T) =
Pa.rtlcula.mzando la demostracién de la Proposlcwn 4, 1 se ob-’
tiene;

z g,((X Y)vT)

(x Y)EP’ .
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donde cada sumando es mayor que uno y como soélo son 15 ele-
mentos en la suma, entonces cada pareja de puntos de P forma
parte de uno y solo dn tridngulo congruente a T' . Considérese
el tridngulo congruente a T correspondiente a la pareja AB,
sea éste AABC; considérese ahora el tridngulo andlogo para
la pareja AD, sea este nuevo tridngulo AADE. Finalmente,
supéngase que el tridngulo correspondiente a la pareja AF es
AAFX. Nétese que independientemente del punto que sea X
la pareja AX formaria parte de dos tridngulos congruentes a
T lo cual esclaramente una contradiccién, por lo que no hay
configuraciones T =conectables en este caso. O

4.4.4 CONJIUNTOS DE SIETE PUNTOS

Teorema 17 La unica configuracion (P : 7), T =conectable es:

(P :7) vértices de un ,héptdyano regular, y T el tridngulo formado

Demostraclon.

con un lado del hepta'gbno, y dos diagonales distintas entre si;

FIGURA 4.24. Unico conjunto T Sconectable con siete puntos. ..

Igual que en_las dos secciones a.ntcnores, solo fa.lta., dcmostrar

que no hay conﬁgura.cxones (P :7), T _conectable sin: tna.ngulos
congruentes a T que comparta.n lado ma.xxmo, de” exxstu‘ ta.l ‘con-
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figuracién, por el Corolario 12.8, T.((P : 7),T) = 7, y ademds el
nimero de distancias mdximas es 7, y entonces por la Proposicién
3.1 C(P : 7) = T7; y consecuentemente por el Teorema 9 (P : 7)
son los vértices de un heptigono regular, lo cual contradice el he-
cho de no haber tridngulos congruentes a T' que compartieran lado
maximo. O
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Tridngulos Semejantes

En este capitulo se trata el problema anilogo al capitulo anterior
pero para triangulos semejantes, es decir, el problema correspondi-
ente a los valores R =@, n = 2y § el conjunto de ternas en el plano
que son vértices de tridngulos semejantes a T', segin la seccién 2.4.

Este problema presenta dificultades mayores que el del capitulo
anterior, la razon principal es que no se pueden usar todos los resul-
tados acerca de distancias entre parejas, pues ahora estas no estan
restringidas. Sin embargo, se logran clasificar todas las excepciones
con 4 puntos, asi como las de 5 puntos cuya envolvente convexa no
sea un pentdgono, ademas se muestran varias excepciones con;mas
de 5 puntos (de 11 puntos la mds grande que se conoce) y se resuelve
afirmativamente el problema cuando T es equilatero. " :-

se plantea. y formaliza el problema, enla segunda. y t

puntos y con 5 puntos bajo ciertas condchones En'la/
se muestran varias de las configuraciones que 'se conocen’ con’ mas
de b puntos, finalmente, en la tltima secClon se !

cuando T es equildtero, T

5.1 . El Problema

Considérese un conjunto finito P de puntos enel plano El ob_}etlvo
del problema. es clas:ﬁca.r todas las conﬁguramones de puntos (P n) -

El capitulo se divide de la siguiente manera: En la pnmeid",s‘ééci{)n S

7 el prob]ema.; o
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y todos los triangulos T' con la siguiente propiedad: Por cada pareja
de puntos en P hay otro punto en P de forma que los tres puntos son
vértices de un tridngulo semejante a T'. Formalizando lo anterior
se tienen las siguientes.

Definicién 138 Sea (P : n) un conjunto de puntos en el plano y
sea T un tridngulo dado. Se dice que la pareja (A,B) € Px P es
T-semejante conectable, con respecto a (P : n), si existe C € P
de forma que el tridngulo AABC es semejante a T. Si no existe
tal C se dice que (A,B) es T- seme]ante ordinaria. (En notaczon '
T ~conectable o T ~ord1 ia)

es un. con]unto de puntos en el plano
'B) con'A # B es T ~conectable,
vme]ante conectable. (En notacion

oblema’ consxste en caracterizar P yT
. onecta.ble '

. SiDyE son puntos znterzores de AABC €s mposzble que’
AABC ~ T~ AABD y ABCE T

3. Es 1mposzble que D yE sean puntos en el trzangulo AABC D
interior.y que ademas los trzangulas AABC AADE, ABDu :
y AC’DE sean seme]antes aT.
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4. Es imposible que D y E sean puntos en el tria'nyﬁlb ANABC, D

interior y que ademds los tridngulos AABC AABD y ACDE
sean semejantes a T',

Demostracion.

1. SSAABC ~ T~ AABD con D un punto lntenor del tridngulo
AABC entonces cla.;" ente’ : .

de Ios szguzentes Fig.

1 (P 4) vertzces de un rectangula arbztmrzo y T el trzangulo
rectangulo correspondzente .
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2, (P : 4) tres vértices de un tridngulo rectdngulo arbitrario y el
pie de la altura sobre la hipotenusa y T el tridngulo rectdngulo
correspondiente, -

3. (P : 4) tres vértices de un tridngulo equildtero y su centrozde
y T el tridngulo jormado con el centmzde y dos vertzces del
tridngulo equildtero. - i SR

4 (P:4)={A,B,C, D} don eT AABC A DC yT = T
donde T tiene dos dngulos ¥ y '29'de ‘forma que y es el tinico
dngulo que cumple sen3(37) sen(7)aen2(27) =0!"

0< <90’ 0< a<90’

FIGURA 5.1, Unicos conjuntos T ~conectables.

Demostracion.

Claramente las configuraciones descntas en 1. 2,y 4 cumplen ,
ser T ~conectables, a continuacion se demo rara que el con_]unto.i
descritoen 4. es T ~conecta.ble :

5 y._entdﬁceé

por iley dé .los sénos

1Rl cuadnlatcro quc se obtlcne reﬂejando ABOD se conmderaxa la misma
conﬁguracxon : . :
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“AC sen"’(37)

.1
CD sen2(27) (51)
por hipdtesis
sen(y) _ sen3(3y)
sen(3y)  sen?(27) (52)
también por ley de senos
sen(y) AB (5.3)

sen(3“/) : AC B
y de (5.1), (5. 2) y (5 3) se btien .

ormar con vemces
a que cua.lesqujera‘ :

tanto los tnangu.los ABCD ACAD
sf. Sean a< ﬁ < 7 1os angulos dc
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Necesariamente dos de los dngulos /BDA, /CDA, {BDA son
obtusos, pues la suma de los tres es 360°. Sup6ngase sin perder gen-
eralidad que /ZCDA y {BDA son obtusos, entonces v = /CDA =
{BDA pues T tiene a lo mds un dngulo obtuso. Entonces /CDB =
360° - 27 = 2a + 28, quien obviamente es mayor que o y 8, por lo
tanto /CDB = 7 es decir 360° ~ 2y = ¥ = v = 120°. De esto iiltimo
se deduce ficilmente que AABC es equildtero y D es su centroide.
(Como se describe en 3.) O

5.2.2 Casco CoNVEXO CUADRILATERO

De la misma forma. que en la subseccx'

: 90° y entonces (P 4) es -

, BCD: Sin perde ;generahdad /ADC = B (x e -
27. = ﬂ), ahora /CAD < ‘a’y LCAD: £ioy: por: 1o tamo
LCAD = .7-y; LACD = a; Entonces AACD ~ ADAB'y
consccuentemente AD - BA = DB . DC. Por otro lado;

i debe'h_aber tres . /

ﬂ Y CBA > @ entonces e
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AD _ BD _ BA DC _ BD
sen(2y) ~ sen(3v) ~ sen(y) Y gen(3y) ~ sen(27)
debido a la ley de los senos en los tridngulos AABD y ABCD,
sustituyendo en la ecuacion anterior se obtiene que sen3(3v) —

sen{)sen?(2y) = 0. (Para la existencia y unicidad de 7 ver
Apéndice A). Por lo tanto (P : 4) es como se decribe en 4. O

Corolario 18.1 (P : 4) es T ~conectable si y solo si hay tres o mds
tridngulos semejantes a 1.

Como se puede observar en la demostracién del Teorema ante-
rior, la herramienta combinatoria que juega un papel decisivo en el
argumento es el conocimiento del niimero de tridngulos semejantes
a T. En esta direccion, la funcién andloga a T, (introducida en la
Proposicién 4.1), pero ahora para tridngulos semejantes serd de gran
utilidad para la clasificacién de las configuraciones con 5 puntos.

Definicion 15 Sea T,((P : n),T) el nimero de tridngulos seme-
jantes a T con vértices en P,

Proposicién 5.2 Si (P :n) es T ~conectable entonces
1
T((Pim),T) 2 [3@)]

La demostracién es tota.lmentefan’é.loga a'la.'Pr'oposicién 4.1, a

Demostracion.

Proposicion 5.3 Si (P : n) es. T ~conectable con'n > 5 y no con- .
tiene configuraciones como Ias descrztas en el Teorema 18 entonces

T((P:n),T) < [3B)]
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Demostracion.

Para cada cuarteta {A;, A3, A3, A4} de puntos en P se define
94 ({A1, A2, A3, Ay} ,T) como el niimero de tridngulos semejantes a
T cuyos vértices son elementos de la cuarteta.

Nétese que

T(P:n),T)= —-Eg.({A.,A,,A,,,A,} T

pues cada tridngulo semejante a T se repite n—3 veces en la suma por
estar contenido en n—3 cuartetas, Ademds g4 ({Ai, Aj, Ak, A1}, T) <
2 pues de lo contrario, por el Corolario 18.1, se tendria una cuarteta
de puntos como las descritas en el Teorema 18. Aphcando esta tltima :
desigualdad a la suma se obtiene que. : ;

T-((P:n),T)isf 2

como se queria demos

Sea (P 5)1 ~conectable P = {4, B, C,D E} Segun el Corolario
5.3.1 si P no contien onﬁguracxones como las descritas en el Teo-
rema 18 se cumple que 4< T ((P:5), T) < 5. En el transcurso de
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esta seccién se usard la siguiente notacion para los tridngulos con
vértices en P:

T1=AABC Tg= AACE
= AABD T, =ABCE
T35 =AOACD Ts=OLADE
Ty= ABCD Ty= ABDE
Ts = AABE Tyo'= ACDE

SiT,((P:5),T) = 4, la.s tnicas conﬁguramones ‘de grupos de 4
tridngulos semeja.ntes a'T g Ten
Apéndice B):

son (ver Apenﬂjc

1= TaTeToTho:
: 2 - T1T4T5T5T1 F =TT TeT7T
;3 — T1T2T7T5T1 S T2T4T5T6Tlo
4 ’— T1T3T5T9T10 : 10 — Ty TeT7Ts
= NTsTeTeTs 11, = T3TyTsTeTs
leT“TsTng 12. = TZT4TsT71s

Se procedera. al cla,sxﬁcacmn de las configuraciones T' ~conecta.b1es

1te Primero, segiin el nimero de lados de la en-""
volvente convexdy_ despues de acuerdo al mimero de tridngulos con:
gruentes con T*' que pudxera haber segtin las listas anteriores ( cuando '

se mdnque que el nimero ‘de tridngulos es 5 se supondra. que los . :

cinco tna.ngulos son de la segunda lista, ya que los casos rcstantes se
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LTTio é
deaxed
LhnLTh
H WP:=41 - ]
DyEenla LT -
frontera RN
L N
U 3adilA P
gEBo=p BN
| § S S .
3.4.i1.B AN
o ~ AN
interiores’ LlgEBC=a
B . \
e

i 1hiLA
B3 |zEBC=B
l¢DAB=O R
i : 3.b.ii.B //bx
LEBC=00 =
meope
D interior | -

EsobreaBf . e

FIGURA 5 2 Resumen & del ana.lmls por casos de las cqnﬁguraciofxcs
T ~conectables con 5 puntos y ca.sco > convexo tridngulo..’ :
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analizarin cuando se supénga que solo son 4 tridngulos). En todos

los casos a considerar se evitan aquellos que son simétricos entre si.

5.3.1 Casco CONVEXO TRIANGULO

Sin perder generalidad se supondri que AABC es la envcolvente
convexa de P, se contemplaran tres casos segin el niimero de puntos
de P que hubjera en el interior de AABC. El cuadro sindptico (Fig
5.2) resume el analisis total de los casos, después de aquellos casos
o subcasos que dan origen a conjuntos 7° ~conectables, se localizan
reproducciones de los conjuntos.

I Dy F EN LA FRONTERA
T, ((P:5),T)=4

Quitando los casos simétrigbs_ hay solo tres posibilidades.

FIGURA 5.3. Una configuracién T ~conectable pira cada ﬂfa;

1. T1~T2~T5~T10~T

Denétense por a f yva lbs angulos ZBCA AABC y [CAB k
respectlvamente. E ¢ (AB U DB) pues L~Ts ~ T, de 1gual :
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forma D y E no estan en el mismo lado de AABC pues T ~
T, sin perder generalidad se supondrd que £ € ACy D€ BC

Como T3 ~ Ts ~ T entonces

LABE = (DAB = (BCA=a
(BEA=(ABD = [CBA=f
(EAB=(BDA=(CAB="7

Ahora, como Typ ~ T, si (CED = ﬂ entonces ZDBA +
(DEA = 180° y por consiguiente ,A B,D y E son ciclicos
y por lo tanto 8 = v en cuyo caso AB||ED, si por el contrario
LCED = 7 entonces de inmediato se sigue que AB}|ED. En"
ambos casos LZCAB = LABC = 3. 51 0 < a < 60° entonces
hay una tnica configuracion para cada a (Fig 5.3).

h~T3~Ty~T3~T

Como T ~ T3~ Tise tiene que LZADB = /CDA = 90°
Si ZCDA # ZDAB entonces ' /CAB = - 90°.y como Ty ~.T =
ZCEB ='90° entonces . : lo cial es una contradiccién. Por
LD comoT7~Tg~T=>ACEB—
E D’estam almea.dos lo. cua.l es

: D y: E no pueden’ esta‘r‘d 1}1_' el mlsmo ]ado pues Ty~ Tm ~ 7.
Ademds E ¢ C. y D 'AB pues Ty ~ T~ T Sin p«-rder
generalxdad supongase que E E ‘ABy De BC. -
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Sean /ABC = o, (BCA = B, LCAB = « (Fig 5.4). Por
semejanza de tridngulos se tiene que i o
Te~Ti~T=(AEC=§,/ECA=a

Ty~Ty~T=(DAB=§,/BDA=v
To~Ty~T=(DEB=7v,/BDE=§"

A
7
ST .
- T o ] .
_A ﬂ('\-/ : a BQ=
B D C

timto ambos son lgua.les a 90°, lo cual xmphéa. que LCAB = 90°.
Ana.logamente como: T5 ~ T7 ~" T se tiene que ZABC = 90° lo
cual es 1mp051ble :
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Il D Yy E PUNTOS INTERIORES

T,(P:5),T) =

De aquf en adelante se denotardn pora < 8 <« a los a.ngulos de T
Por simetria los dnicos casos posibles son: :

1. Ti~Tp~Ts~Tio~T

No hay configuraciones en este caso de acuerdo ala Proposxcxon :
5.1 (inciso 4) aplicada a los tnangulos T Ty T -

2, T1~T5~T9~T10~T.

No hay conﬁgurauones en este caso deacuerdo ala Proposlcwn
5.1 (mclso 3) aphcad a'los tris SR

plano derecho de ermi
de lo contrano lDAE

“ademés como:E sta. ‘a la derecha de AD entonces
“LEBC<'(BCE lEBC = a y (BCE = f. Por
. simetria ZDBC’ ="{BCD = [BCE = f (Fig 5.5).
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Por lo tanto

(ﬁ+a)+(ﬂ+a)+2ﬁ=2a+4ﬂ

de donde

FIGURA 5.5, Cuo I1.3.a.

180° = LABC + ZBCA + ZCAB =

- 101

Supdngase que AD =1, por ley de senos aphcada. a

AAED y ACAD se obtxene que

pues ya. se tlene que

' (BCE = p o ("D'g -bl-) AC=BC
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pero

IR PPl
senﬁ:sen<45 _E)—2AB 3AC

lo cual implica que

lo: tamo hay‘una ola cor guracxon T ~conectable
con a _a.rcsen( ) i

FIGURA 5.6. Configuracién T ~conectable.

ii. (DAB=a= LAEB=90°-a - ( pues AAEBes -
isosceles = {CEB =90°+ a+f > 90° = (CEB =,
v = v = 180° — (a+ﬂ) = 90°4-(a+ﬂ) = 45" =
a+ B.

Abora si AD =.1, como en el caso anterjor entonces i

como AAED AC‘AD se‘tlene q
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FIGURA 5.7, Configuracién T ~conectable,

ademas’

7"3§_=-"sen(45°) = senlDE}Bj:y g% = R

BE = 2DE =2 DE

a.hora. se djstmgmran 1os

B. /EBC = a.'Para ser (P:5)T ~conectable, es
condicién’ necesaria y suficiente que B% = DE, '
utxlwando (5. 6) y (5.7) se deduce que '

V2DE® = DE¥ BE) =
= DE -EC=1- DE?
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de donde

y es la tnica solucién (Fig 5.8).

FIGURA 5.8, Configuracién T ~conectable,

“(b) LEDA = B = [EAD = a y (DEA = ‘4 de donde
-LCAD = 3 .pues LCAD > LEAD, esto ultimo implica
también que /DCA= a. A contmuac;on los poslbles val-*
_-ores de: ZDAB

i ZDAB ﬂ ‘= [ABD =g« a.na.log
.. {CEB.= vy como EC < EB ento
Y LBCE=3. I
SeaAB =ay BD =CD = b, ade 45 gase qie
AD = 1. Nétese que DE = . ,Eig pues
AADE ~ ABAD. Por otro lad e

BC = 2ABsenfl = BC2

lo cua.l 1mphca que

BYCv = 4a - (a +1 - b"’)
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Por otro lado, nétese que
LAED = ZC’ED 90

de donde

FIGURA 5.9. Conﬁguracién T~coneciablé

Se tiene tamblen que ABCE ABAD 1mphca que

-+ 2% + 2a%?
Igualando estas dos ultlmas ecu Johes se encuentra
que la inica pareja; de solu Teales que satisfacen
l<b< aesb=1v2] 2"‘Porlota.ntoAB—2
y BD = /2 es la tinica solucién’ que da origen a una
configuracién T ~conectable (Flg 5.9}
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ii. /DAB = a = (ABD = §. Distinganse los posibles
valores de LEBC.

A /EBC=§=/BCE=0a
Sea AD = 1,CD = ay AC = b. Como AABD ~
ACAD AADE entonces BD = 1, AB =%, DE =
5 y AE = §. Usa.ndo ley de cosenos en AADC

se obtzenen e

(5-8)

)

‘ Ahora en vu‘tud de que ACBE ~ ACAD se
*" tiene que’ il

B _ach
BETE XD? =

2 o B241
a® = &
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Por ley de cosenos en AAEC

EC? = ﬁ + b2 — 2a cos (f — a)
ademas
cos (0 — a) = cosacos (3 + senasenf3

y por ley de senos en ACAD
senfd

SDQ:'———

utlhza.ndo (5 8) y (a 9)

'a2b7+b’—a‘+2a2—1 v

a2+1

. si se sustituye

también usando ne que

\/3+f—1+f
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las opciones con signo menos quedan descartadas
(pues b > 1), por lo que a = /2+ V2 y en
tonces el tridngulo de lados 1,q y b resulta ser
acutangulo lo cual es imposible. Por lo tanto no
hay configuraciones en este caso.

B. LEBC = a

FIGURA 5.10, Configuracién T ~concétabie. :

Por analogia al caso antenor se txene que
bcz b’(2a’+2 "72 S
, Yop3ing2L '
BE? = zﬁia?f:*l
EC ‘ ;;._;zbz ,,2 at—a?+1
Ahora, como ABCE ACAD se tlene que

BC2 - AC3- BGC? AC’

EGi = 4p1 gEr = 6p7 =

2b2+2a2—1 —a4(b4—a2b2—b2+a4—a2+1)
262 + 2a2 - 1= a?p? (2a2 b"’ + 2)

Una. sola soluclon real'dc

' cumple l<ia< b Por lo: tanto hdy una umca,
--solucién en este caso con va.lores aprox:mados a=
-1 21061 y b = 1 77423 (I‘lg 5 10) :
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T, (P:5)T) =5
) Exceptua.ﬁdo "simetl;ﬂ"kask hay dos casos:

LT ~Ty~To~ Ty~ Tia~ T ,
no hay configuraciones en este caso de acuerdo ala Proposicién
5.1 (mmso 4) aphcada. a los tridngulos Ty, T2 y Tm co

2. T2~T3~T5~T1~T10~T
ComoT ~ Ty~ Ty y LCDB < 180° entonces

LADB = [CDA 'y > 90

andlogamente como T ~ Ty ~ T5 y' LAEC <180° '§n§§n¢é§

LAEB = LCEB

contradiccién. Por tanto

III E EX EL SEGEMENTO AB YED,PU.\TOAINTERIQR.

T,(P:5)T)=4

Por simetrfa hay. seis ¢

n te caso de acuerdo a la. Propomcxon
't 'angulos T1, T3 y T9

no hay conﬁgurac nes en este caso de acuerdo ala Proposicxou
5.1 (mcxso 3) aphcada a’ los tnangulos Tl, Tg, Tg Y. Tm Sl
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3 N ~Ty~Ty~Ts~T
no hay configuraciones en este caso de acuerdo ala Proposicién
5.1 (inciso 4) aplicada a los trié.ngulos N, TyyTs.
4.T2~T3~T7~T3~T e ; :
Como Ts ~ Tz~ T"y ZBDC < 180° entonces LCDA

Ty ~ T,_y wfbb ABDf:_q, 41)43 = ﬂ,.

: 'p}iﬁgo lnterxor del

pér otfa parte

: Distfﬁg;mée 1os siguientes dos casos de acuero al valor de /D B(.
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(a) {DBC =§ = [BCD = a de donde AABD = ACBD
y por lo tanto BC = BA= =90°- 3= (= 45°.
Sean AB = BC =1y consecuentemente AC = V2.
Como AACE ~ ABCD entonces

AE = V2BD
Por ley de senos en AABD y ABDE se tiene que

sena v sen?a

BD = 2
seny sen?y

Ahora, dado que

; conﬁguracmn con T el tna.ngulo de
] 'angu]os 80° 45° 135° yes la. unlca solucxon en este caso

FIGURA 5.11. Configuracién T ~conectable.
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(b) {DBC =a= (BCD=p
Sean AD=b,AB=ay BD =1,
Como AABD ~ ADBE ~ ABCD entonces

DE=2

De todo lo_a.nte'rio'r\se tlene Que S

a —62(262.—-0, +2)

y como 62 f ;,—1 entonces a? = 3 (pues sia? = 1,0 =
—1locual es 1mposnble) De aqux se tiene que a = V3 y
b= \/; es la tnica solucién que da origen a una configu-
racién T' ~conectablc en este caso (Flg 5. 12)
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c

FIGURA 5.12. Configuracién 7' ~conectable. '

6T2~T6~T7~T10~T ; L :
Como T' ~ Tg ~ T, se tlene que ACEA = ZCEB = 90° = .
Ahora, como’ LBDA = y.=-90°, entonces /BCA = ZBC'E +
LECA. < 90° lo cual xmphca. que /BCE = (ECA = ~
_ 'entpnces co 1 Tio~ T y LEC’D < ZECA a se obtlene una.

T,(F:5),T)
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Dado que Tg ~ T, si ZBCA > 90° entonces [BDE = vy =
90° y como Ty ~ T 'y {BDA > (BDE = « se obtiene una
contradiccion.

Si, por el contrario, /ZBCA < 90° eutonces /BCE = (ECA=
ay /CAE=(EBC =8.

Siademds /BDE = v se sigue el argumento de la contradiccion
anterior, de otro modo se tiene que ZEBD < (EBC = f lo
cual implica que /ZEBD = a y /DEB = 90°. Como ademas
Ty ~ T entonces -

/BDA—?ﬁ 'y 90°=>ﬂ—45°_a

lo cual es una contr d1ccx ‘n‘ por lo que no ha.y configuraciones
T ~conecta.bles en’

ol ente convexa (en ese orden)

L Ty~Tg~To~Tio~ T
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HP:T)=4

v .
E sobre A8

v
£ interior

FIGURA 5.13." Res

NG

LT

18

2a
ZDAC-B‘

ZDAc_a éé§§2§§>

_2biA
AABC~ABED

S b
\aasc-avra

\st\

.an ms por casos ~de - las conﬁguracmnes

T ~conectables con 5 puntaa y cuco convexo cuadnlatero.
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Como Tg ~ Tog y A, E y B son colineales entonces /DEB =
LAED = v = 90°, ademds ABED = AAED puessi ABED ~
ADE A entonces se tendria una subconfiguracién como la de-
scrita en el Teorema 18, También Ty = AABC es semejante a
T por lo que C es colineal con B y D, (si AABC ~ ADAE)
o C es colineal con A y D. (si AABC ~ AAED) -

2 N1 ~nTy3~Tg~Ty~T
Recuérdese que a < 3 < 7 son los angulos de T
ZABC > ZE'BD y ZBC'A > AE’CA = AABC Fay BCA ;é ‘

/<_// -\‘\ / . s o,
A s TEN OB

I3 B

FIGURA 5. 14 Ca.ao Iv.2.

L‘sLa es toda. la lnformacmn que se puede obtencr acerca. dc los
a.ngulos dela’ conﬁguracmn a partxr de las hlpotems A contm-
uacién dlstmganse dos ca.sos L
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(a) LDAC=p
Como T3 ~ T entonces ZAC'D = a. Resulta entonces que
el segmento AD esta sustendido por dngulos a desde B y
C, esto implica que los puntos A, B, C y D son cociclicos;
de esto ultimo se infiere que 8 = /CAD = /CBD < B8 lo
cual es una contradiccién,

(b) tDAC = a
T3~T= (ACD = f3.5¢ean AD = AE=a,AC=by
CD=CE=1. :
Utilizando que AACD = AACE ~ AABC ABDE se
tiene que. e T v

2 é_é
AB:%,pcg"yBE AB AE_”_’a,‘?

Tamblen se tlene que

Fma.lmente, por lal y de 5 nos en AADE‘ se obtlene .

DE 2asen(a) . | (5 15)
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Sustitiiyase ahora (5.13) en (5.14) y {5.15), y posterior-
mente igudlense estas dltimas con (5.11) y (5.12) respec-
tivamente para obtener el sistema

82 (82 - a2)® = a?(2a? + 26% - 1)
b2 (b2 — a2)® = —a* (a* + b% - 20?5 — 2a% - 2b% + 1)

sujeto a la restriccién 1 < @ < by a+ 1 > b. Existe una
tinica solucién al sistema (ver Apéndice A) con valores
aproximados a = 1.3525 y b = 2.0087 la cual da origen a
una tnica configuracién T' ~conectable en este caso (Fig
5.15).

FIGURA 5.15. Configuracién T' ~conectable,

3 N~ ~Ty~ T3

- Distinganse los slgulentcs dos casos

Debido a que /BCD > /BCA > ZBCE' y. todos estos forman
parte de tna.ngulos semejantes a T
(BCA'= By (BCE = a. Por, ro.lado;lDBC < (ABC =
LEBC > ‘{ABC.= ZL‘BC fa= ZCAB ‘a (pues Ty~ T),
consecuentemente ZABC' ZE'BC ; 7 Yy LCE'B ﬂ (Fxg

5.18).: il ’

(a) {CDB=ay (DBC -_—.ﬂ.

e tiene que /BCD =7,
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Es decir A, B C y D son cocxchcos, y por lo tanto 8 =
(DBC = (DAC (pues sustxeneden el mismo a.rco) En-' ’
tonces ¥ = ZBCD y (DAB = ZCAB + ADAC = a’

FIGURA 5.16, Caso IV 3.

(b) LCDB=By (DBC=a. o
Es decir‘E; B, C y D’son’ cocxchcos y mas aun’ ABDC’ =

Nuevamente por la ley ¢ cosenos en AABC se tiene que
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1 = a? + b% — 2ab cos(a) E
5 = 1+ a? - 2acos(y) : . (5:18)
Utilizando la férmula cos(y—a) = cos(a) cos('y)-f-aen(a)sen('y)’
en (5.17), y después sustituyendo (5. 18) se obtlene que vl

DE? ot = (42~ 1) (5 19)

Por otro lado de (5.16) se tiene que:

.cada,’ tna.ngulo T qlie cumpla las cxtadas restncclones es
posxble constrmr la configuracién (P : 5) (Fig 5.17).

B A

FIGURA 5.17. Conjuntos T ~conectables de lados 1,8, va* — a2 +1 c¢in
a=1.2,14y 1.6 respectivamente,

Por lo tanto en este caso se encuentra’una nica config-
uracién para cada 7' de lados 1,2y va*—a? + 1 con a



5.3. Clasificacién de los Conjuntos con 5 Puntos 121

entre 1 y 1,7692 aproximadamente (Ver Apéndice A para
esta iltima cota).

T((P:5),T) =

Salvo simetria se tienen los siguientes cuatro casos

1. T1~T3~T7~T8~T9~

Dado que Tg ~ Ty entonces. [AED
por andlogia con 1. del '
posnbles en _este’ caso

= ZDEB— v.= 90°,y

(a) ﬂ - 7. Se’ tlene entonces que
ADAB ES ABCA y adema,s todos son xsosceles. Sea.n
AE = EB CD =1: y ‘AD. = DE EC CB ='a.
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Entonces por semejanza se tiene que a? = 2 (ie.a = v2) -
lo cual es suficiente para tener una tdnica configuracién
T ~conectable (Fig 5.18).

B
FIGURA 5.18. Configuracién T ~conectable.
(b) B <. [EDA B=>(DAE =4 = ZDAB y.{BDA =

y-lo"cual’ ‘contradice el hecho de haber - un solo” ingulo
7 en: AABD “Por lo ta.nto ZEDA =ay a.na.loga.mente

180°) y entonces AC‘EB %,
T) LEBD = a, (BDA = §,

cuencia se tendria que 3 = 7, con-

Como demas LCEB y LAED son dis-

SN
~'tintos de o entonces
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180° = LDEC + (CEB + LAED > 34 ’

y mds aun, basta con que alguno de estoa tres angulos
sea distinto de 8 para obtener N . Sl

180°>2ﬂ+7>a+ﬁ+7—'180°

lo cual es una contradxccmn Y
[CEB=(AED == 60°
De inmediato se mﬁere que E {
AB,y consecuentemente B= o o'que no hay‘i' .
~conﬁguracxones T ~conecta,b1es n este ca.so e

V E EN EL INTERIOR DE ABCD

T,((P:5),T) =

Exceptua.ndo simetn‘aa se tienenhlqs_ sigﬁientes tres Ca}sbé."

1.1~ T§ ~. Te ~ Tg Debxdo a que se- menen las desxgua.l-
dades (CAE < ZDAC LACE <-LACD,; [BDE <{CDA"

y todosestos. angulos forman parte de trzangulos semeja.ntes: .

a T entonces se’infiere que ninguno: de los angulos lDAC, ;
LACD, {CDA vale o (el dngulo menor de T lo cual es una
contradicciéu, pues T ~ T Por lo tanto no ha.y conhgutac:o-' ;
nes en este €aso. : : : ;

2, T1~Té~T9~T10

Dado que Ty ~ T se supondra sin’ perder generahdad que ;
E estd en el: mtenor de‘;fABCD Como LED “LEDA;
(DBE < tABC y T9 ~ T se txene que / BE (el ‘dngulo:
mayor de T) -

Si ZEED =-a y ZEDB

- B entonces, en v1rtud de. que‘ :
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y D son cociclicos y por lo tanto /EAB = /ABD. Ademds
LABC > LABD = § = (ABC = v.

Por otra parte se tiene que ZECD y /C DE son ambos menores
que v pues de lo contrario la suma de angulos internos de
ABC D excederia 360°, por lo tanto /CED = v y consecuente-
mente /CEA = (AED + (CED = v+ f < 180°. De esto
iltimo se sigue que /CAB > /EAB = (3, es decir /{CAB = v,
lo cual es una contradiccién pues LABC = 4 y Ti no puede
tener dos angulos iguales entre sf.

De todo lo anterior se infiere que ZEBD # a,es decir ZEBD =
B y por consiguiente /EDB = a. Ademds, como LABC >
({DBE se tiene que ZABC = 7. A conti ua.cxon dxstmga.nse )
los dos posibles valores de /ZEDA. o i

(a) LEDA = 8. Como Ty ~ T y ZAE‘D < [BED se sxgue‘
que JAED = ay (DAE = 7.1 : :

FIGURA 5.19. Caso V.2.a
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Si {CDE = a entonces /DBC = 90° — a, LABD =
7+ a —90° y por consiguiente /ABE = 90°. Esto iltimo
es imposible, pues si B es tal que B’BED es un trapecio
isdsceles (Fig 5.18), entonces /B'BE < 90° y ademas
{B'BE > {ABE. Porlotanto /CDE =03y (ECD = a.
Considérense ahora los dos posibles valores de /BC A.

i. /BCA = a. Se tiene que AABC ~ ADEC, entonces .
DC _ EC:
AC BC

y como ademds LACD = ACDA se mﬁere que ABCE ~-
AACD por lo que o

es decu' 7 + ﬁ =+180°.lo cual es’ una contra.dlccxon,
por lo’ que no ha.y conﬁguracxones en este caso, -

Q/

y/ el

B/Y ~13 c

FIGURA 5. 20 Caso V.2.a.i.

il. {BCA = B, Sea. X AC N DE (en efecto estos

. segmentos se. mtersecta.u “pues LAEC < 180°, Fig
5.20), Dado que’ :/XDB: =/ X'AB se tiene que el
cuadrxlatero ‘BXDAes cnchco y por lo tanto ZABX =
‘180" ~B pero entonces :

AABC - 7> LABX = 180° -8
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es decir v+ 3 > 180°, nuevamente una contradiccién,
por lo que no hay configuraciones en este caso.

(b) LEDA = v. Si LDAE = (3 entonces 360° = /EDA +
(DAB+!(ABC+/BCE+/ECD+/CDE = v+(a+8)+
Y+{BCE+/ECD+/CDEycomoTyo~ T yFE estienel
interior de ABCD, entonces /BCE+ (ECD+ /[CDE >
a + 3 de donde

360° > 2(a + B + v) = 360°

lo cual es una contradiccién, por lo ta.nto ZDAE' =ay’
LAED =8.

Como F esti en el interior de ACDB entonces / DE'C =
7 (delo contrario /BED+(DEC < 180°, Fig 5 21) Sean -

FIGURA 5.21. Caso V2 b.

BE =1,AD = ay BD = b. Dado que AAED ~ ADBE .
se tiene que AE = ab y AD = a2, Aphcando la i Ley de”
cosenos a ABDE se obtlenen o

: a2+b2
cosa = —

;?(;»;22‘1)

~(5.23)
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También por ley de cosenos enAABE se tiene que
AB?=a%?+1- 2abéoé(7 -B)

Utilizando (5.22) y (5. 23), asl como las identidades seny =
y cos(y - 8) = cos'ycos ,6+sen'ysenﬂ en la anterior
se obtiene O

es dos casos

CDE.= ABDE y por
ABDC es isdsceles y
eleva.ndo al cua.drado

Considérense ahora los mgu

i. /CDE = a. En cuyo

lota.ntoEC-lyC’ .
por lo tanto BC .= 2BD:

y sustituyendo (5 21)seo >

Por otro lado,:
se obtlene que’
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sujeto a las restricciones 1 < a < bya+1 > b. Los
tinicos valores que satisfacen el sistema son a =
1.16327 y b = 1.68261 (ver Apéndice A). Por lo
tanto hay una dnica configuracién T' ~conectable
en este caso (Fig 5.22).

FIGURA 5.22. Configuracion T' ~conectable.

B. AABC ~ ADEB, de donde
AB _ DE :EC ‘*EB

conﬁguracxon T ~conecta.ble en :
este ca.so (Fxg 5. 23) L o



il

5.3. Clasificacion de los Conjuntos con 5 Puntos 129 .

FIGURA 5.23. Configuracién T' ~conectable.

(CDE = 8, de donde AECD es ”uﬁ paralelogramo,
es decir EC ='a% y CD = ab. Por ley de cosenos en
AAEC se sigue que Gl

="~ cosa se puede
obtener

Por otro lado, apllc
se obtiene que :

unhza.ndo la. 1v
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y
b3(b* + ot — a?h? — a® - b? + 1) = a(2a® + 2b% - 1)

b4(2a? + b2 + 2) = a?(2a% + 2b% - 1)

Para el primero hay una iinica solucién que satisface
1 < a < b, pero el tridngulo al que da lugar resulta
gser acutdngulo (Apéndice A), lo cual no es posible.
La segunda no tiene soluciones reales que satisfagan
1 < a < b (Apéndice A). Por lo tanto no hay configu-
raciones en este caso.

3 1 ~Ty~Ts~Tyo~T

Se tiene que /EAB < [DABy /ABE < (ABC y como
Ts ~ T entonces LBE A = «. Sin perder generalidad sup6ngase
que (DAB=+y ZABC > ﬂ sttmga.nse dos casos.

(a) LABC = B, de donde AABC ABAE,ademés /ABD #
v pues LABD <. /ABC y-también (ABD # B pues
de lo contrario ' B,C y. "D serfan’ colineales. Por lo tanto
LABD = ay consecuentemente B,E y D son colin-
eales (Fig 5.24).Ademds, como Typ ~ T y /DEC =

D \
\"‘ N T~ ¢
) LT A,
\, / ¥ \\-\ 7 ¥ \
4 / < ~ AN

FIGURA 5.24. Caso V.32
180° — /CEB = 180° — a entonces -
180°~ o= /[DEC< 7= 180° S a+ v
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lo cual es una contradiccién y por lo tanto no hay confi-
guraciones en este caso.

(b) LABC = 4. Sea X = AC N BD. Si E € AAXB propia-
mente entonces LEAB < {CAB < v,/ABE < /ABD <
v y consecuentemente /FAB = LABE = a lo cual no es
posible. De igual forma, si £ € ADXC propiamente en-
tonces LABD < /ABE < v, {CAB < (EAB < vy
por consiguiente /ABE = (EAB =0 lo cual tampoco es
posible.
De lo anterior se deduce que £ € AAXDUABCX. Sin
perder generalidad se supondra que £ € AAXD. Como
Ts ~ T se tienen dos opciones,

¢ 60°< ¥ < 180" b

FIGURA75.25. Una con‘ﬁguncibén‘ T Jcohectable para cada alfa.

LB = X.Sean 1> BE = a3 AE = b'como ,
AABE AACB ADBA se sigue. que AC =
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i.e. @ = by esto es suficiente para tener una config-
uracién T ~conectable, entonces si 60° < /BEA =
¥ < 180° se obtiene una configuracién para cada vy
(Fig 5.25).

ii. E# X.En cuyo caso basta que AABC ~ ADAB ~
ABEAy que v > 60° para obtener una configuracién
T ~conectable. A continuacién la demostracion.

B A
A =
> i
S X N
c% N e
,“/ - 'vy\iﬂ"\\ - \\t\\\
. >
// o \\> \\\
N
2\ D

lDC’CD’ son 1sosce1es entonces se sigue que lo sels. B
puntos ‘4, B C,C\ D, D!, B, X estn sobre’ una ci ‘
cunferencia. Por’ lo ta.nto “YDEC =(DX Yy
(CDE'= [CD'E = a y consecuentemente ADEC ~'
ADAB, es decir los cinco puntos forma.n una, conﬁg-,' i
uracién T ~conectable (Fig 5. 27). ok
Este resultado es sorprendente, pues a dxfetenua, de’
las otras familias infinitas que se han encontrado esta
familia esta determinada por dos para.metros ‘En pa r-
ticular existe una configuracién 7" ‘~conect,a.ble de 5
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puntos para cualquier tridngulo distinto del equilitero
y es muy probable que a partir de estd construccién se
puedan obtener configuraciones con un mayor nimero
de puntos.

D

FIGURA 527 Una configuracién T ~conectable para cada tnngulo T no
equildtero, .~

T.((b :75);“T\) 7‘

Sea X AC Il BDV Ev1tando sxmetrxas se txenen 1os sxgulentes tres
cagos, -

1. T1 ~ T3 ’

: Sin' perder genera.hdad suponga.se que £ € AAXD. Como
LBDE'<.{CDE < (CDA y los tres 4ngulos forman parte de
- 4ngulos’ seme;antes a T, entonces /BDE = o, /{CDE =y
{CDA = v,porotrolado /EBD < (ABCy /BDE < [CDE

“:por:le’ que (DEB = «. Ademés, como (DEC < /[DEBy
LCDE = ( entonces (T~ T) LDEC =ay LECD=7lo
cual es contradictorio pues v = /ECD < [ACD < «. Por lo
tanto no hay configuraciones en este caso.

2, T1~T2~T6~T9~Tw

Se tiene que /EBD < [ABD < ZABC y todos estos_son
angulos de tridngulos semejantes a T por lo’ que CEBD = ay
LABD =y lABC = 1 Dlstmganse dos casos.
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(a) E € AABD, de donde /EAC < (DAB y por lo tanto
/DAB =4y {BDA = a (T; ~ T') lo cual es contradic-
torio pues a = /BDA > (BDE > a.

(b) E € ABCD, dedonde {CAE < {CAB < /DAFB y como
todos son dngulos de tridngulos semejantes a T' entonces
{CAE = a, {CAB = 3y {DAB = v y por consiguiente
(Ty ~ T) {BCA = a lo cual es contradictorio pues a =
(BCA>(ECA2a.

En ambos subcasos se obtienen contradicciones, por lo tanto
no hay configuraciones en este caso.

Ty~ Ty~ Ts~Tg ~ Tho.
Supéngase primero, que T es isésceles con dngulos v > a.
Como . /DBC:<- LABC, (BCA < [BCD, LtABE < (ABC,
LECD < /BCDy todos estos son angulos de tridngulos seme- :
jantes aT entonces LABC = (BCD =~y /DBC'=(BCA =
LABE = ZEC - @, Si - 7 > 90° entonces /CDB = (CAB =.
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(b) E € ADXC,dedonde LCAB < (EAB, {BCA < LBCD
y por consiguiente (T3 ~ T') ZABC = 7. A continuacidn
distinganee los posibles valores de LCAB. )

i, ZCAB = §, de donde /EAB = 7 y por ta.nto =

alo cua.l es una contradxccxo
ii. /CAB = - a, de donde /BCD

y entonces debe “ocurrir: todas-las Jgua.ldades (Flg ‘

5.28), por lo que /BCA =:£E'CD ‘B,:LABE =
(DBC =ay. consecuentemente 2a > 7 > 2ﬂ lo cual
es una contradjcclon : g

FIGURA 5.28, Ca.so V.S.b.2.ii con 5 tri:‘mgﬁ]ﬁﬁ semejantes a T.

(c) Ec ABCX de donde ZECD < (BCD, /ABE <
LABC, (EAB < "ICAB, {CDE < [CDB'y. como to-
dos son angulos de tnangu]os semejantes a T eutonces :
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(DEC = /[BEA =~y [BCA = /[DBC = a. Debido a
que a # B y Ts ~ T se puede suponer sin perder gener-
alidad que /ZECD = ay /ABE = 3. Como Ty ~ T} ~
Ts ~ Tig, entonces /CDE = (BCD = [CAB = j,
LEAB=ay LABC = v (Fig 5.20).

D N “A"

5.4

En la seccxon iterior se logro determinar-una gran . cantidad: de -
conﬁguracno 1€ T ~conecta.bles con 5 puntos, 1nc1uyendo "4 famil:
, ‘las configuracio-

nes que se conocen con’ ma.s de cmco puntos, de hecho exceptu'mdo .
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las configuraciones T' =conectables (que por supuesto también son
T ~conectables) no se conoce ninguna configuracién de mas de seis
puntos que no contenga alguna subconfiguracién ya descrita en las
dos secciones anteriores, Esta iltima precisién es previsible, pues se
observan grandes dificultades para extender la técnica de clasificacién
de conjuntos con 5 puntos a conjuntos con un mayor nimero de pun-
tos. Porotro lado es muy probable que, de la misma forma que con las
configuraciones T' 2conectables, exista un conjunto T' ~conectable
con nimero maximo de elementos.

Un conjunto T' ~conectable que fuera el mds grande de todos
necesariamente debe ser maximal en el sentido de la contencién, es
decir. no debe estar contenido propiamente en ningin otro conjunto
T ~conectable. En este sentido los conjuntos que a continuacién se
detallan son T ~conectables con mds de cinco puntos y que tal vez
sean maximales.

1. (P:7) = {A,B,C,D,E,F,G} donde AABC es equilatero,
D, E,F son los puntos medios de AB, BC y CA respectiva-
mente, G es el centroide de AABC y T = AAGC (Fig 5.30).

FIGURA 5.30, Configuracién T ~conectable de siete puntos.

2.(P: 7) = {4, B, C‘, D, E, F,G}donde AB‘CD;"es ,ﬁn_ti‘apecio
isdsceles de medidas AB =2, BC = DA'=+/2,CD =1,
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E,F,G son los puntos medios de AB, CE y DE respectiva-
mentey T = AAED (Fig 5.31).

FIGURA 5,31, Configuracién T ~conectable de siete punt.os.

3. (P:9)= {A B,C,D,E, FG H, I} donde ABCD es un rectangulo
de medidas ‘AD =1 AB. \/Q, E, F G son los puntos medios

A

FIGURA 5.32, Configuracién T ~conectable con 9 p_untbs. E

4. (P:11) = {4, B,C,D,E, F,G,H,1,J,K} donde ABCL o5 un
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rectingulo de medidas AD = 1, AB = f 2, E F son los puntoe
medios de AB y C D respectivamente, G, H y I, J son tales que:
dividen a AC y BD en tres partes iguales respectlva.mente, K
es el centro del rectanguloy T = AABC (Fig 8. 33)

D

R
FIGURA 5.33. Configuracién T' ~conectable con 11 puntos.

Para precisar que en efecto ‘son conﬁgura.cxones T ~conectables
basta indicar los tnangulos seme_jantes a T -en: ‘las” conﬁguracnones
respectxvas :

L AAGC ADF

ABI F;todos estos cubren(a las pareJas con ;[ en'un extremo, el
resto de ]os tnangulos semejantes esta.n incluidosen el sxgmente
1nuso :
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4, AABC ~ ABGF ~ ADAE ~ AAIJ ~ AAEK ~ AAGE ~
AJIF ~ AEGK ~ AGJH y también son semejantes entre
sf los tridngulos anilogos segun las simetrias del rectingulo
ABCD.

Todas estas configuraciones contienen subconfiguraciones T' ~conectables
de mds de cuatro puntos, la primera y la segunda solo tienen una,
pero entre la tercera y la cuarta tienen 53 subconfiguraciones T’ ~conectables
no isomorfas entre si.

De estos conjuntos el mds sorprendente es el cuarto, pues entre
otras cosas tiene 48 tridngulos semejantes entre si, probablemente sea
el conjunto de 11 puntos que mds tridngulos semejantes a uno dado
determine. Ademas, es probable que sea el conjunto T ~conectable
mas grande que pueda existir,

5.5 Triangulos Equildteros

En las secciones anteriores se han determinado las configuraciones -
T ~conectables de acuerdo al nimero de puntos, en esta seccion se
seguird un enfoque distinto. Una vez fijo T, ; Para que n existirdn®
configuraciones (P : n) T ~conectables?, en particular en la seccién
5.3 se demostrd que para cualquier tridngulo distinto del equildtero
existe una configuracién tal con 5 puntos. En general, clasificar todas
las n para las cuales existen las citadas configuraciones con T fijo es .
mucho mas complicado que el trabajo realizado en las secciones an-
teriores puesto que hay muchas mds posibilidades en consideracion.
También es clara la necesidad de argumentos geométricos mas fuertes
para completar con éxito dicha clasificacidn, : S

En este sentido, el tinico resultado contundente que se obiuvo'es.
cuando T es un tridngulo equildtero, a continuacidn el Teorera

Teorema 18 Si P es un conjunto finito de puntos en el pluno con B
la propiedad de que por cﬁdg dos puntos de'P. hay otro-de forma que
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los tres son vértices de un tridngulo equildtero entonces P tiene tres
elementos. (i.e. Si P tiene mds de cuatro elementos, y T es equilatero
entonces contiene una pareja T ~ordmarza)

Demostracion.
/“"_\z
PN Z] \\ Yl /{\
e 0, 4 .
/ DN ZN
\ W / !\\ \\\
i ', ,"'I SN
.. \ i .. N
W e
- N et
- » = 1 L]
X~ Y XS LY
N g
\\‘\Vz - ,'I
\ i
N [
Ny
h rd
Va
.//
) ]

; FIGURA 5.34, Teorema 19,

Supdngase que P txeue ma,s de tres elementos. Sean X y ¥ dos"
puntos en”P a dxsta.ncxa ma.xxma, por hipétesis hay Z €-P tal que -
AXYZ es equxlatero ©Como la distancia méxima entre puntos’ de P
es igual:al lado de nangulo "AXYZ entonces P esta contemdo en: =
el tridngulo de Reuledux con vértices XY Z.:Sea' W el centroxde de‘ e
AXYZ, consnderense la.s regiones ZXW, XYW y. YZW (Flg ‘
por s:metna podemos suponer que ha.y un cua:to
region. YZW Sea.n Vi'y.V los dos puntos en el pl

XV entonces V1 esta. en la reglon ZIZWI V2 esta en
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la regién YY;W,. Dado que la recta W;Z es tangente al arco XZ
en Z y la recta W,Y es tangente al arco XY en Y se tiene que
las regiones Z,ZW; y YY;W; intersectan al tridngulo de Reuledux
XYZ en los puntos Z y Y respectivamente. Por lo tanto ni V; ni
V; estdn en P y entonces la pareja XV no cumple con la hipétesis,
contradiciendo asi la suposicion de tener P mds de tres elementos. O

Observacidn. El teorema sigue siendo vilido si P es un conjunto
compacto de E2.

De lo anterior se desprende que lainica configuracién T' ~conectable
con T equildtero es la trivial, es decir, tres puntos que son los vértices
de un tridngulo equilatero.
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Nimero de Tridngulos
Equilateros

6.1 Introduccién

En este capitulo se estudiars el maximo niimero de tridngulos equildteros
que pueden determinar n puntos en el pla.no Este problema fué
planteado por primera vez por Erdds [Er5] y “como'ya ha’ sido men-
cionado en la literatura al respecto (ver por eje plo‘[EH‘P] y [CFG,
seccion Fl4. pag. 161]) el tipo de configuraci sfqué se piensan
éptimas para este tipo de problemas normalm \te' son‘en extremo
simétricas, ésta no es la excepcion, pues no es‘muy “dificil conjetu-
rar que la configuracién 6ptima es un cxerto subcoxuunto de la latiz
de tridngulos equildteros. Lo interesante en_este problema es que se
puede determinar facilmente el orden precxso de crecimiento de dicha
funcién con respecto de n. :

En la primera seccién se.plantea y formaliza el problema, pos-
teriormente, en la segunda seccién se encuentran cotas sencillas del
problema que son suficientes para determinar el orden correcto de es-
timacién. En la tercera'y cua.rta seccion se refinan considerablemente
las cotas inferior y: supenor respectivamente; esta dltima mediante
una aphca.cxon del Teorema 18. Finalmente se muestra un panorama
del mismo problema en dimensiones mayores, en particular se en-
cuentra el orden correcto de estlmacxon pa.ra. el espacio euchdea.no
de d.lmensnon d > 6 -
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6.2 El Problema

Sea (P : n) un conjunto de puntos en el plano,

Definicién 18 E(P: n) denotard al numero de trmngulas equildteros .
que tienen como vértices a Ioa elementos de (P n) Abusando dela’’
notacién se define : g

E(n) —ma:rj' E(P n)

donde el mdzimo se considerd sobre todos los con]untas en el plano
con n vertices.

El problema consiste en determinar el valor de £(n) para cada n,”
o menos optimistamente, encontrar el orden correcto de estimacion -

de E(n).

6.3 Cotas Sencillas

6.3.1 TUNA COTA INFERIOR

Como ya se mencioné en la introduccién, los mejores ejemplos:de
configuraciones Sptimas que se pueden pens‘ar en este problema son
subconjuntos de la latiz de tnangu.los equ.lla.teros. -Para obténer tha
pnmera. cota. mfenor se conta.r mla.teros que tlenen

comprendlda. en’ un: tna.n
anterior se txenen la.s si

reticula formada por triangulos eqihlateros unitarios. Se denotard,
puntos latices a los elementos de la latiz Y poligonos latzces a aquellos"’
poligonos cuyos vertzces sean puntos latzces.
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Definicién 18 Para cada n € N: Ex(n) = E (T:(";z)), donde
T es el conjunto de puntos latices comprendidos en un tridngulo
equildtero latiz de lado n y con lados paralelos a la misma.

Proposicion 6.1 Para todo n nimero natural: Ex(n) = ("}%)

Demostracion.

Nétese que cualquier tridngulo latiz equildtero puede ser inscrito en
un tridngulo latiz equildtero de base inferior paralela a la horizontal
y ademads, conterido en el tridngulo latiz equiltero de lado n.

FIGUR.A 6.1, Todo tridngulo equilitero latiz puede ser inscrito en un mngulo
equildtero de base inferior paralela a la horizontal. : - FR

Una vez sabido esto basta darse cuenta que hay exa.ctamente SO
’”‘2") tna.ngulos latices equiliteros de lado 7 con'base inferior, par- o

alelaala honzonta.l y adema,s en cada uno de ellos se puedeu mscnbu{
exa.ctamente i triangulos equilteros latices (Fig 8 }. Porlo ta.nto :

De esta form s ("+2) 3 decu‘, sfm = (""'2) +k con

0<k< 2n +4 entonces da.do que E(m) es estnctamente creciente



146 6. Nimero de Tridngulos Equiliteros
se tiene que

E(m)> E(("$)) +k2 Er(n) + k>
> (") + k> Y(m? - m(2k+ 1) + k% + k)

de donde se desprende que I:m —L,-) > 1 si es que existe, como se
demostrara en la siguiente subseccxon.

6.3.2 UNA COTA SUPERIOR

Proposicién 8.2 Para todo nimero natural n: E(n) < %( )

Demostracion,

Dada una pareja de puntos en el plano hay inicamente otros dok

puntos que son vértices de tridngulos equildteros cuyos otros dosf B
vértices son los elementos de la pareja en consideracién, por lo ta.nto R

dado un conjunto de n puntos en el plano a lo més cada pa.reJa. de Lo
ellos forma parte de dos tridngulos equiliteros, como hay (") pa.re_]a.s
de puntos y cada tnangulo se cuenta tres veces por cada uno de sus
lados entonces E(n) < 2(3) O o

Esto ultxmo demuestra que hm —L—l existe, y ademas es menor‘

) lgua.l que 1; consecuentemente E(m) = O(m?. En las sxgulentes )
secciones se encontrarin mejores cotas tanto superlor como inferior

de dicho limite.

6.4 Una Mejor Cota Infe;‘iqg

En el transcurso de esta seccion se conta.ra, el nimero de tridngulos
eqmlateros que hay en una cierta porcxon de la latiz triangular. Para
comenzar se estudxa.ran los hexagonos regula.res y posteriormente los
cxrculos S ; :
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6.4.1 HEXAGONOS REGULARES

Hardn falta las siguientes definiciones para describir claramente el
modo en que se contardn los tridngulos equiliteros latices cuyos
vértices estdn contenidos en un hexigono regular de lado n. Es im-
portante hacer notar que se obtendrd un resultado preciso al re-
specto.

Definiciéon 18 Se denotard por hezdgono paralelo a aquel hexdgono
latiz cuyos seis lados sean paralelos a la latiz.

Definicion 20 Sea H,, el con]unto de puntos latices’ comntenzdos:
en un herdgono regular paralelo de’ lado .

Definicién 21 Para cada n

deno;qra‘@l ;

Deﬂ‘m‘cxon‘ H(n 1, k) es el nimero de (l k)- hezagonos con verttces g
en Hy cuyas bases superzores son de langztudl ‘ :
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Por simetria H(n,i, k) = H(n, k,1). Un (a, 0)-hexdgono resulta ser
un trisngulo equildtero con lados paralelos a la latiz !, por lo que
3n
ki

Eyp(n)= Y H(n,k,0)

k=1

el limite superior se debe a que el lado del tridngulo equildtero con
lados para.lelos ala latxz, de mayor tamafio y contenido en H, es
precxsa.mente o

Deflnicién 268 H(n) es el nimero de todos los posibles (1, k)-hezdgonos
con vertices en Hy,.

Teorema 20 Para todo nimero natural n

Eqy(n) = 5

Demostracién.

Lema 20.1 Para todo nimero naturaln -

Era(m) = 2(n) + Ee(n)

Demostracion.

Sea EH el conjunto de tna.ngu.los eqmlateros con vertlces en Hy,,

sea E P el conjunto de tridngulos eqmlateros con lados pa.ra.lelos a la. I

latiz y contenidos en H,.

Sea AABC un elemento de EH\EP con A el prime \iee*de'f
1zqu1erd “derec "°B’el segunt g 0.,

1Rl caso l =k .="0"corresp

ro°de puntos latices deniro del
hexdgono regular latice de lado n £ SR R S
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el tridngulo obtenido de reflejar AABC con respecto a la recta ver-
tical que pasa por el centroide de AABC (Fig 6.2). El hexdgono
AB'BA'CC' cumple por construccién B'B||CC' y ademds es un
hexagono latiz. Por otra parte los cuadrildteros ciclicos AB'A'C
y ABA'C’ cumplen CA = B'A’ y AB = A’C’ respectivamente
por lo que son trapecios isésceles de donde C'A||BA’ y AB'||A'C.
Finalmente es claro que AA’B'C’ es también el resultado de una
rotacién de AABC con respecto de su centroide, por lo que A'C =
C'A=B'By AB' = BA' = CC!, es decir, AB'BA'CC’ es un (a,b)-

hexdgono.

/\ /, | |< \ /\ 7« /\/ — y; "/ \\
VAVAVA \/\ \A.\/ /
/\ﬂ/\/\\ e AV \/

/\/\/\ AVAVIA YA \\/\/ NAYAY
VAVAYAYA /\QL \/\\/\V AVAYAVA

AN / /\ AN LGN

RN
. / v

FIGURA 6.2, Lema 20.1.

De esta forma se demuestra que a cada elemento de EH\ EP le cor-
responde el (a,b)-hexdgono que lo circunscribe, ademds cada (a, b)-
hexdgono circunscribea dos} tna.ngulos de EH \EP, por lo tanto
Ey(n) EP(n) = 2H(n) =F

Lema 20 2 ‘Para todo.numero natural.n R

H(n)-?Z f; H(nllc)v Ef-‘fi(ﬁ,k,k)

=1 I—k RGP Y 31
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Demostracién.

La demostracién se sigue directamente de las definiciones y de
la observacion H(n,l,k) = H(n,k,l), bajo la cual basta incluir
tinicamente en la suma aquellos sumandos H(n,!,k) que cumplen
{ > k y duplicar el resultado, por otra parte es preciso restar aquellos
sumandos donde { = k pues estos no debfan ser incluidos doblemente
en la suma. El limite superior t""‘; "J ge debe al hecho de no haber

(1, k)-hexdgonos que cumplan I > [3"2- k]' o

Lema 20.3
3n? —3n(k+{+1)+ 1(2+ k% + 4kl + 3k + 31 + 2)
szO<Ic<I<n :

H(n, k)=
(3n—2l—k+2)(3n 2! k+1)
szO<Ic<n<l<l3" J

Demostracion,

Distinganse dos casos:

.O<Sk<I<n (Fxg‘ﬂ 3) Se conta.ra. el nimero de (1, k)-
hexdgonos que tlenen qu ba,se mfenor en el renglon i, Observese

ay exéf:tamente n+z -k hexagonos Y
del tipo: (l
: Justamente

: Sx se reallza.:
bases superiores;y- ade
que en-el renglo on
pueden situar n 4 i —

arriba ha.cla. abajo se. observa. .
(conl< i< n+1—k) 5e
exagonos del tlpo {, k) con su’hase

nglén i, ‘con 1'<Hii< . + 1= - |, pues - ;‘11



6.4. Una Mejor Cota Inferior 151

superior sobre dicho renglén, nuevamente esto es posible hasta
el renglén n + 1 + k y ademas los de este iltimo renglén no
se incluyen puesto que ya fueron contados con el argumento
anterior,

FIGURA 6.3. Lema 20.3, caso 1

Sumando la totalidad de (L, k)- hexagonos que hay en cada
renglén se obtiene

‘n+11

H(n,l.}é) Z (n+z-k)'+ }:(n+z-z)

simpl.iﬁcg.x:ldd la sun

] a,se inferior se encuentra en el lugar
‘ 3 temente el dltimo hexdgono en dJChO
renglon ser aquel cuyo, extremo izquierdo de la base mfenor
se encuentre en el lugar 2n —~{+1-k, por lo ta.nto ha.y 3n =
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2] — k + 1 hexégonos del tipo (I, k) en el renglén 1. El siguiente
renglén tiene un espacio menos de lugar para acomodar un
({1, k)-hexdgono puesto que la base superior es de tamafio /, por
lo que en él caben 3n — 2l — k& hexigonos del tipo (I, k), este
proceso se puede continuar hasta el renglén 3n — 2l — k + 1
donde solo hay un ({, k)-hexagono. Por lo tanto en este caso

N 3n~-2-k+ l

Hn k)= 3

=1

3n-20—-k+2)3n—-2-k+1)

MI'—‘

como se queria demostrar, O

T TT i\
2n-k-1 JAYAYAVAVAVAY. \/\
YAVAVAVAVAVAVAVAYAN

oy g f\/ /

n k  2nk-l

FIGURA 6.4, Lema 20.3, caso 2,

Ahora se puede demostrar el Teorema ‘De’ a.cuerdo a los Lemas
20.1y 20.2 se tlene que - b v

Z Yﬂ(n,l k) 2’2H(n lc k)+ Z H(n,lc 0)-
S =
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Utilizando el Lema 20.3 se parte cada suma segin la definicién
correspondiente de H(n,{,k) para obtener

Eg(n)=
n n
4303 (302 - an(k + (+1) + J(1 + k7 + 4k + 3k + 31+2)) +
k=1 i=k
I-Jn—.

2}: Z(an-zz k+2)(3n 21 k+1)-
k=1 l=n+l o o -

se pueden sxmphﬁcar las su
deseado. S

para 6'brten>ezi'l el ‘_'reys‘u’lta'dq e

Para ewtar este’ trabaJo e sencﬂlo perca.ta.rse que despues de :
la 81mphﬁca.c10n de las suma.s se obtendra. un. pohnomxo de grado 4,
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Una vez sabido ésto se pueden calcular los primeros cuatro valores
de Ey, que a saber son Ey(l) = 8, Ey(2) = 66, Ey(3) = 258
y Ef(4) = 710; después se puede agregar el valor E5(0) = 0 e
interpolar segun la férmula de Lagrange para obtener como resultado
Eg(n) = in(Tnd+ 14n* + 90+ 2). O

De esta forma se observa que si m es un conjunto de puntos en el
plano que cumple 3r? + In+ 1 < m < 3(n+1)2+3(n+1)+1, es
decir,sim=3nr?+3n+1+kcon0< k< 6(n+1) entonces, dado
que E(m) es estrictamente creciente, se tlene

E(m)> Ey(n)+ & 2> In (707 + 14n2+9n+2) +k >

z7 (m—k-l) +k

y por lo tanto lam ——(T) 2 38 7 lo cual es mayor que 6. Se p de me_]o-j
rar un poco mas este limite si se considera para cada n el con_yunto""
de puntos latices que mas se aproxime a los puntos latices ‘contenidos -
en un disco, en la siguiente subseccién se detalla el a.na.hms de estos
ejemplos. :

6.4.2 CfircuLos

Hasta la fecha no se ha podido determinar con exa.ctltud el numero i
de puntos latices contenidos en un disco de radlo n, por 10 que es de ‘
esperarse que tampoco se podrd determinar con precxsxoh‘ el numero

de trizngulos equilateros latices contenidos’ en el dxsc Sin’ emba.rgo’;
usando el método proba.blhstxco se puede prec1sa.r e va.lor al: que -
tlende E(,%'—“) cua.ndo (P m) es una regxon d :

el nimero de puntos"latzces cantemdos en D,.)
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La siguiente Proposicion resuelve el valor asintético de D*(n).

- . D*(n) _ 2r 2
Proposicién 6.3 ﬂllm " —\—/_—é es decir D*(n) ~ x/ﬁn

Demostracion.

Sea Ej(n) el nmimero de tridngulos latices unitarios y equildteros
que se forman dentro de Dy, Como cada tridngulo equildtero unitario
tiene area %3 entonces se tiene que

-V?El(n) < wn?

y ademads

V3

-1y < El(n)

Ahora, nétese que cada tridngulo equildtero unitario tiene tres
vértices y ademds cada punto del interior del circulo esta en seis
tridngulos excepto los de la orilla, pero como el nimero de puntos
de la orilla es de orden n entonces

5Er(n) = D*(n) + O(n)

De lo anterjor se deduce qué R

_2_7r(n’—‘1)2 D(n) +0(n) _ 2¢
Aow w3

hacnendo tender.n a infinito se‘ obtxene el resultado deseado.

i mos racxon sirve para deducxr que s A es
una regién sxmpl del plano con area A'y A* es el numero de puntos
latices contemdo en la. regxon entonces AT~ \/"

En segmda se aphcaran estos resultados al problema -

2delimitada par una curv; continua',‘ cermda y 8in auto ‘intersecciones.'
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Definicion 20 Sea Ep(n) el nimero de tridngulos equildteros con
vértices en D7, :

Definicién 30 Para cada punto p € D}, sea T{p) = 5(p) +2D(p), o
donde S(p) es el nimero de puntos que junto con p son verticesde
exactamente un tridngulo latiz equildtero contenido en Dy 'y D(p) [-CRAE

el mimero de puntos que junto con p son vértices de ezactamente das
tridngulos latices equildteros contenido en Dy, ’ :

De acuerdo a las definiciones anteriores se tiene q@é f
Ep(n) = Z T(p)
pe:D'

puesto que cada tridngulo equildtero latiz se mcluye seis’ veces en'la
suma, dos veces por cada lado. : :

Teorema 21
2
lim_ ED1) _ 47 _‘C;"I

Jim = =5 es de‘_mir E,D('Q ~

Demostracion.

Demostracién. .

Sea p € D3 un ‘punto latiz,
partir de p por rotacxones con centro en o de. 60" y 60° respectxva.—
mente, R RER : :
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Si un punto g € D% es tal que Apgt es equildtero entonces necesari-
amente ¢ es un punto latiz, de acuerdo a esto ltimo basta determi-
nar aquellas regiones de puntos ¢ en D, donde los ¢ correspondientes
también se encuentren en Dy,

T(p) = ID\II + II._\!?

ie. 8
I(p)
ademads por la simetria de D,

ne ‘ue Di= lI] porlo \ue

Sea D' el disco con centro en‘p’ y radio n. Sl q el éntoﬁcé existe
t tal que qut es eqmla.tero y adema.s t esta a la lzqmerda de 7] (Fig
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6.8). Si se realiza una rotacién de 60° con centro en p entonces

P—oyqg—t

Por lo tanto p'q = ot y como t € D, entonces p’q = ot < n, €8
decir, ¢ € D'. Reciprocamente, si ¢ € D' y ¢ es un punto tal que
Apgt es equilitero y ademads ¢ est a la izquierda de 5§ (Fig 6.6)
entonces realizando la misma rotacién se obtiene que ot = p'q < =,
es decir, t € Dy, y por lo tanto g € I.

FIGURA 6.6. Lema 2i.1.

Deesto ultnmo se deduce queVI es 1gua.l al numero de puntos latices
contemdos en D,l n D’

Demostracion.
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Sea D’ como en la Proposicién anterior, sea op = r. Segiin la ob-
servacion de la Proposicion 8.3 basta encontrar el area determinada
por D, N\ D', Sean a y b las intersecciones de las circunferencias que
rodean a D, y D' (Fig 6.7). Sea 6 = Zaop = (pob. Como Dy, tiene

el drea del tridngulo) es

n? (20 - éqeﬁ;@c

y cosf = 1(%) de donde
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como se queria demostrar. O

La demostracion del Teorema es como sigue. Para cada p € Dy,
sea rp = op, sea An(r) = 4arccos (5) — L\/4— (£)*. De acuerdo a
las definiciones y al Lema 21.2 se tiene que

Ep(n) ~ 3\/_ ZD An(rp)
peD]
de donde V3
ED(") 9 2"2‘4"(7‘?)
peD,

ahora, si se realiza una homotecia con centro en o y razén ,l‘ y después
se considerd la latiz dual de la latiz de tridngulos equildteros (i.e. la
red de hexagonos regulares que se forma uniendo los centroides de los
tridngulos equiliteros que comparten una arista) se observd que cada
punto latiz estd rodeado por un hexdgono de area ,‘}4 , ademas todos
estos hexdgonos cubren la totalidad de D, salvo la orilla y conforme
n crece tienden precisamente a cubrir Dy, De estas observaciones se
deduce que

V3 V3
ez;. ana () = g}; 2,241 (n)

es una suma de RJema.nn de la. funcxon Al( r) sobre el circulo unitario,
es decir : -

olares, se’
por lo que
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simplificando y resolviendo la integral se obtiene

/: (‘[)2' rAx(r)dO) dr = 27{[)1 rAy(r)dr =

(1rr2 — M (9 4 #3) ~2(r2 - 1) arcsen(g)) ; =

por lo tanto. .. -

n la slguxente seccion se re-
gumento geométrico basado
gulo gqmlatero

que poseén la.s conﬁguracxones opt
baja la cota superior. de acuerdo
fuertemente en las sxm tnas del ot
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6.5 Una Mejor Cota Superior
La optimizacién de la cota superior 1 estd basada en la escencia de

la demostracion del Teorema 19. Sea (P : n) = {p1,p2,:.;Pu} un
conjunto de puntos en el plano. : S Sy

Definicién 31 Sea ga2(pi, p;) el nimero de pu
vértices de tridngulos equildteros que tienen como'su otro dos vertwes

apiyp;.

(61)

puesto que cada tnangulo se c veces en la suma, una vez

por cada lado.

orma ‘de acotar superiormente
ra ciertos puntos p; muy especificos,

A contmuacxon se encon

sumas de la forma Z yz(Pu i)
i<y

rzarigulor eq'uila‘tero de lado mdzimo
dentro de los trzangulos equzIatero determznadas par (P : n)en-
tonces :

Z 92 p.,p,) < 5(n 2)
l<!<3

Demostracion.

Dmda,se el plano en cuatro reglones la reglon F velv‘extenor del -
LRy Ry enel. .
‘po“ los segmentos .
que unen el centroide de Ap1 pgpg con su (Flg 6. 8) Denotese L
por R; al niimero de puntos de P= ~{ p,, y p;;}tontemdos enla’ reglon -
R;, de la misma forma sea F el numero ‘de; puhtos de P~ {p1, p2,p3}
contenidos en F. Se denota.ra a p,p, ord.ma.ma., sencdla o doble de
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acuerdo con que g3(p;, p;) valga 0, 1 6 2 respectivamente. Sean O, S y
D el nimero de parejas ordinarias, sencillas y dobles respectivamente
que hay de la forma p;p; con i = 1,2,3. Claramente O+5+D = 3n—6
y también
3 gpirps) = S+2D
15is (6.2)

=2(3n-6)-20-5

de: puntos en’ la._
respectlvamentev
De estas defini-

: (6.4)
Por otro lado, recuerdese de la demostracnon el Teorema 19 que’

cada punto en R; que forma pa.rte de- -una pa.re_la sencdla o doble
con p; determina un punto o una’ pareJa. de puntos en F a saber
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el otro vértice o los otros vértices de los tridngulos equiliteros que

_determinan; ademas dichos puntos en F no pueden ser determinados
por alguna otra pareja que forme una pareja sencilla o doble con
p; (j = 1,2,3), esto tltimo debido a que las regiones R¥" y R;7%°
obtenidas a partir de R; por rotaciones con centro en p; y a.ngulos de
60° y —60° respectivamente son ajenas entre si (Fig 6.8). De todo
lo anterior se deduce que

F > 2Dy + D+ D3) + 51+ Sz + Sa (6.5)

FIGURA 6.9. Las rcgiones R; rotadas 60 y -60 grados'.:

Ademas a cada p p‘ en F se- le pued hacer corresponder el’
vértice mds d15ta.nte del v'tnangul" AAp;pgpa,rla. distancia pp; por
ser mayor queel lado de Ap;p3ps hace'c que la pareja pp; sea ordinaria
(recuérdese que Aplpgp;, ‘esel tna.nguld eqmlatero de lado maximo).
Por otro lado, al menos una de las parejas D1P2, P1P3, P2pa es sencilla, -
pues si las tres fueran dobles 'se’obtendria un tridngulo equildtero de
lado 2p;p; lo cual es 1mposlble Por lo tanto, de estas observaciones-
y de las definiciones se tlene que g

O>F+01+02+03 (6.6)’

"»'5251+‘52+53+1 (6.7)
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de donde
20+5'>2(F+01+Oz+03)+(51+Sq+Sa)+1 (6.8)

utilizando (6.5) y (6. 3) se slgue que :

+‘s.+D.)+1-

= 2Ry + 1;,+,1:3);+F:+ T
de (6.4) se deduce que o .

20+ 52> 2(n- 3)' F+1
finalmente como F < n—3

20+S>n—» -

y postenormente sustituyendo en (6. 2) se sxgue que

2 92(p.,p;) < 5n = 10
1<) o
l<l<3

como se queria demostrar El

Estailtima Proposxcxon, que reduce loca.lmente Ia suma Z gg( p., p,)

s B e i
permite encontrar una me_]or cota. pa.ra. n pequenos asl como una::
mejor cota global. L ey

Proposicién 6.5 Para todo n'tim:e‘rv'o naturaln >3 E(n) é (n? = 2n + 2)

Demostracion.
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Sean P y Apipaps como en la Proposicién anterior. Como se men-
cioné en la Proposicion anterior se tiene que

3E(P:n)= Z 92(pi, ;) =
18i<j<n

3" aipivpi) + E 92(pi» p;) <
i<j 4gi<i<n
1<i<3

5n - 10+ 2("7%)
esto dltimo debido a la Proposicién 8.4, por lo tanto se tiene que
. Loeoa
E(P:in) <3 (n? - 2n+2)
como se queria demostrar, O3

A continuacién una definicién que ayudard a clarificar algunos
aspectos del siguiente Teorema.

Definiciéon 32 Si T es un tr:angulo en eI plano,,er'itﬂém\c;é‘s 'pd‘rd’todq :

E(n) <

Demostracion.
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mdzimo en P’. Si F denota al conjunto de puntos en P’ que estdn
en el exterior del tridngulo de Ruleauz M entonces

3" 92(p, Lu(p)) < 2m
pEF

Demostracién.

Supéngase que p € F forma una pareja sencilla, o doble con
Lym(p) = pm+r (ice. 92(p,Lm(p)) 2 1), esto quiere decir que ex-
iste ¢ € P de forma que Apgpn,+; es equilitero. Como p € F se
tiene que ppmy1 > Pm+1Pm+3 Por lo que Apgpm4 es un tridngulo
equildtero mayor que AABC y por lo tanto g € {p1,p2,...,Pm}- En
base a esta observacion se deduce que la suma

Y 92 (p Lm(p))

pEF

es igual al nimero de tridngulos equildteros de la forma App;Lay(p)
con p€ Fy 1< j< m. Denétense por o al centroide de M y por

FIGURA 6.10. Lema 22.1

regiones 1, 2:y 3 a las determinadas por los rayos opm41, 0Pm+2 ¥
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OPm+3 segiin la figura 8.10; también segin la figura definanse las
regiones I, II, III y IV.

Sea p; un punto arbijtrario en P\ P/, supéngase sin perder gener-
alidad que p; se encuentra en la region 1. Nétese que las regién
i (i = 1,2,3) es el lugar geométrico de los puntos p tales que
Lp(p) = Pm+i. Se afirma que

1. Si hay un punto p € F tal que Ly(p) = Pm+1 ¥ OPPiPm+1 €8
equilétero entonces p; € IUIV .

2. Si hay un punto p € F tal que Las(p) = Pmsz ¥ Dppipm+2 €s
equildtero entonces p; € IUIL,

3. Si hay un punto p € F tal que Ly (p) = Pm+3 ¥ ApPiPm+3 €8
equildtero entonces p; € [ITUIV.

Dada la simetria de M basta probar los primeros dos incisos. Para
demostar el primero supdngase que hay un punto p € F tal que
Im(p) = Pm+1 Y Appjpm+1 €8 equildtero, supéngase ademds que p
se encuentra a la derecha del rayo pp,4+1p;. Si se realiza una rotacién
de 60° con centro en pyn4q y se denota por 1/ a la imagen de 1 bajo
dicha rotacién se observd que I =1 N 1’:ademds bajo la rotacién se
tiene que p — p; por lo que p; € L. Sip se encuentra a la jzquierda
del rayo Pm+1P; entonces rota.ndo —60° se demuestra que p; € IvV.

‘fSea. p € F ta.l que )
dtese que pa.ra. que p esté

Ahora, la demostracx ]
LM(P)

mcxso antenor,‘
lo que p, E I UIL

tambxen son c1ertos y se pueden demostrar con'la msma tecnxca
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De estos incisos se deduce que p; forma parte de a lo mas dos
tridngulos equiliteros de la forma App;Lag(p), esto es

3" 9a(p, Lu(p)) < 2m
pEF

como se queria demostrar. O

Sea (P :nr) = {p1,p3,...,Pn} un conjunto de puntos en el plano.
De acuerdo a la Proposiciéon 6.4 se tiene que si Apjpyps es un
tridngulo equildtero de lado maximo entonces

3" g2(pivpj) <5 - 10 (6.9)
1<i<3
<7

Sea Apypspg un tridngulo equilitero maximo de P\ {p1,pz,pa}.
Nétese que en la demostracion de la Proposicién 8.4 solo se uso el
hecho de que Ap;pap; fuera maximo en las desigualdades (6.6) y
(6.7). Si se considera a Apypsps en vez de Ap;pzp; entonces uti-
lizando el Lema 22.1 para las desigualdades (6.6) y (6.7) se puede
reemplazar (6.8) por ’

204+ 8522(F+01+02+403)+ 51+ 52+ 83-6

siguiendo el argumento de la demostracién lntegra.mente se obtlene i
que

Z J: 2 (p.,p,) < 5n - 18
4<|<6 .

en general, si . a1 es un' t; ! A é.xxmo de’

Sea n=9m +;"' con0<r <8 Dj$tihgé.xiéé los si:guiéutéjs' dos casos
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1. 0 < r < 2. Considérense la desigualdad (6.9) y las desigual-

dades (6.10) para ! = 2,...,m. Para! = 3m+ 1,...,n con-
sidérense las desigualdades triviales

S alpp)s2(n-1)

i<j

Sumando todas las desigualdades en consideracién se obtiene
que

}:yz(p.,p,)<(25n 91)—1-;-2 2 (n=1)

1< =3m+1
es decir
1
29 (pip) < 15 (17n = 21+ r2 + 3r— 18)
i<y o :

y entonces por (6.1) se obtxene qu
E(n)< = 54 (17n —21 +r +31-_ 8) : »'; o

, las desxgual-'
3m +4,7 '

dades (6.10) para = 2,,..;m;m+1; Pa.ra.
considérense las desngualdades triviale o

P (p:,p,) <2(n=1)
I<J

Sumando todas las,dgsxguéid‘eid
que IR N

consideracién se obtiene -

Zgz‘(’p.,p,) <

n<.1
es decu‘

292 (PI’pJ) _1_8

T
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y entonces por (6.1) se obtiene que
! 2 2
E(n) < 2 (1708 - 2ln 417 - 15r + 36)

como se queria demostrar. 0

De este iiltimo Teorema se sigue directamente que I:‘m —"‘,) <
lo cual es una mejoria significativa con respecto a la cota anterior

un- gl’-‘

Resumiendo, las mejores cotas que se han podido encontrar son

_V3_ ., E(m)
Y <« il
T 4n rv{—"go mé ~ 54

[

6.6 Dimensiones Mayores

Sea (P : n) un conjunto en E4

Definicion 33 Sea E¥(P : n) el ndmero de tridngulos eqmlateroa
cuyos vértices son elementos de P, ab sando de la notaczon se deﬁne

E"(n) —maz E"(P n)

donde el mdzimo se considera sobre todos lo. con]untos de n puntos
en B4 .

Nuevamente el problema consxste en"determinar E'"(n) para cada
n € N o encontrar el orden correcto.de magnitud. De hecho segin
las secciones anteriores y la cota tnv1a1 (") las preguntas de interés
més conciso son: :

(6.11)

i dim. %"—)‘—omd>3 (6.12)

n—oo
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Como lo hizo notar Erdés en [Er5] segin el método generalizado
de Lenz es posible contestar ambas preguntas si d > 6, en partic-
ulat, es posible demostrar que si d > 6 entonces E4(3n) > n® y
consecuentemente E4(n) = O(n3). A continuacién la demostracién
de este hecho.

Proposicién 6.8 (Erdés, [ErS]) Sid > 6 entonces E4(3n) > n®.

Demostracion,

Sean A, B y C los siguientes con_]untos en E4

A= {(z.-,y.-,o,o,o,o,o €Edi1< z_< n}

tna.ngulo equilitero de lado \/_ por lo
se queria demostrar, O R

De hecho, Erdés plantea en el szmo ‘articulo’ que 'al ‘par
imposible situar 3n puntos en E8 de forma,’ que determmen ma,s de, .
n3 tridngulos equildteros del mismo tamario,’ Esto iltimo ta.l vez sea.’
correcto para n suficientemente grande, pero es falso paran'< 4,
pues el simplejo de dimensién cinco tiene 6 puntos y.20 tna.ngulos”
equiliteros del mismo tamafio, del mismo modo el conjunto formado '"
por un simplejo de dimensién seis y otro de dimensién 4 que com-
parten una cara de dimensién 2 (un trisngulo) tiene 9 puntos y 44
tridngulos equiliteros del mismo tamaifio. Finalmente el conjunto for- -
mado por un tetraedro y dos simplejos de dimensién seis, cada uno
de ellos compartiendo una cara con el tetraedro, tiene 12 puntos y :
determina 73 tridngulos equildteros del mismo tamaiio.
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Para dimensiones 3 < d < 5 no existen respuestas a las preguntas
6.11 y 6.12, sin embargo se sospecha fuertemente que ambas son
afirmativas para d = 3.
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Apéndice A

Ecuaciones Diversas

A.1 El Heptagono Regular

Utilizando Mathematica 2.2 se encuentra que las soluciones aproxi-
madas de la ecuacién % — b? — 2b+ 1 = 0 son:

by = —1.24698
by = 0.445042
by = 1.80194

Como b debe ser mayor que a = 1 entonces la tercera opcién es la
tinica solucion posible al problema. Por otro lado, en efecto es una
solucién valida, pues aplicando dos veces el Teorema de Ptolomeo
a un heptigono regular de lado 1 se obtiene que la diagonal menor
cumple la ecuacioén de arriba.

A.2 El Valor de v

Proposicion A.1 57y esun real no nulo que satisface Sen®(3y) -
Sen(y)Sen®(2vy) = 0 entonces: .

_ 1 s 1 1128 o 1, 1/23
7“"“‘"‘(ﬂj”\/ 3 s\/3+\/ §+'6\/§‘)
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Demostracion.

Utilizando las identidades Sen(37) = 3Sen(v)—~4Sen3(y)y Sen?(27) =
4Sen?(y) — 45en(v) se obtiene que la ecuacién en cuestion es equiv-
alente a la ecuacién (3 — 4Sen3(y))® - (4- 4Sen3(7)) 0, Sea
y = 3 — 45en?(y), entonces basta resolver y? ~ y '+ 17='0. Cuya

iinica solucién real es y = \/ -3 -4/2+ -3 + /2 puesto que

3 > 0. De esta ultima se infiere el resultado. (El va.lor aproxxmado
utlhza.ndo Mathematica 2.2 es v = 40, 328°) a

A3 Las Ecuaciones del Capiﬁ;lbf)?;

A.3.1 EL SISTEMA DE II.3.B.u;‘B

Como a y b representan dlstancxa,s enel s:stema (pag 108) son can-
tldades posmva.s y por lo tantola.cnendo los cambios de va.na.ble .

:B =.0.10091

‘B =0.38196

B = 2.61803

B =3.14789
{'B=0.426+0.368 - i

. B =0.426 — 0.368 -

, .232 - _0.792 ‘i B=0449-3.115 i

A=-1.232+0792-i B=0449+3.115-i
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De todas éstas solo la soluciéon A = 1.465571232y B = 3.147899036
preserva la condicion 1 < 4 < B y entonces para esta solucién

= 1.21061 y b = 1.77423 de forma que ademds se cumple que
a+ 1> b por lo que en efecto existe el triangulo de lados 1,a y &.

A.3.2 EL SISTEMA DE IV.2.B
Dado que a y b representan distancias en el sistema (pag 118) son

cantidades positivas y por lo tanto haciendo los cambios de variable
A = a? y B = b? se encuentra el sistema equivalente

B(B-A?=-A?(A?+ B?-24B-24-2B+1))
B(B-A)?=242+24B- A

Utilizando Mathematica 2.2 se encuentra que las soluciones aprox-
imadas del sistema son:

'vaA_=0v B=0

‘A=05 =-05
"A=025 B =0.25

- A=1.828483562 B = 4.035052071
A=0.335+0401-i B=0.232-0.264- 1
A=0335-0401-i B= 0.232 +0.264 - ¢

De todas éstas sololasolucién 4 = 1, 829488552 yB =4 035052971

preserva la condicién 1 < A <: B'iy entonces -para esta ‘solucién”

a = 1.352584028 y b = 2, 008744128 e forma. que adema.a se cumple‘ i
que a + 1 > b por lo que en efect el tnangulo de lados lyay--
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A.3.3 EL INTERVALO DE SOLUCIONES EN IV.3.B

Para que exista un trisngulo con lados 1 < a < vat — a? 4 1 basta
verificar que se satisface la desigualdad del tridngulo, es decir

vat-ai+1l<a+1=

. at—2¢-2<0
como a > 0 entonces la anterior es equivalente a
a®-2a-2<0

Utilizando Mathematica 2.2 se comprobé que la primera raiz posi-

tiva de la ecuamon ant
mada.mente y.como se pue ‘
(1,1 7692., ) satlsface plenamente la desngua.ldad

Por lo ta.nto exxste e tna.ngulo rcquendo siemprequea € (1,1 .7692 .

A3.4- ELSISTEMADEV”BI-\

Dado que ayb representa.n dJstancxas en el sistema (pag 128) son
cantidades posltlvas y por lo tanto haciendo los cambxos de variable

la gra.ﬁca (Fxg A 1), el interv: alo [
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A =aly B = b? se encuentra el sistema equivalente

B(B*+A'-AB~A-B+1)=AB+A+B
B(~(A- B} +24+28-1)= A*(AB+ A+ B)

Utilizando Mathematica 2.2 se encuentra que las soluciones aprox-
imadas del sistema son:

A=0 B=20

A=¢0 B=-1

A=2 =-1

A= /2 = ~1

A= 135321 B = 283118
A=-05+0.866 1 B=-05F0.866-¢
A=-0176+ 1202 = ~-0.4155 0424 .4

De todas éstas solo la solucién A = 1.35321 y B = 2.83118 preserva
la condicién 1 < A < B y entonces para esta solucién a = 1.163275
y b= 1.682611 de forma que ademis se cumple que a + 1> b por lo
que en efecto existe el tridngulo de lados 1,a y b.

A.3.3 EL SISTEMA DE V.2.B.1.B

Dado que a y b representan distancias en el sistema (pag- 12‘8)'so‘n‘.
cantidades positivas y por lo tanto haciendo los cambios’ de v vana.ble '~‘
A =a®y B = b? se encuentra el s:stema equwa.lent : :

B(B* 4+ A'~ AB— A- B(+1'
B(~(A- B +2442B =

Utilizando Mathematica 2.2 se encuentra que las soluciones aprox- :
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P

imadas del sistema son:

A=0 B=0
A=025 B=05
A=2 B=4

A=-05+0866-i B=-0570.866-1

De todas éstas solo la solucién A = 2y B = 4 preserva la condicion
1< A < B y entonces para esta solucién a = v2 y b = 2 de forma
que ademds se cumple que @ + 1 > b por lo que en efecto existe el
triangulo de lados 1,a y b.

A.3.6 Los SISTEMAS DE V.2.B.1I

Dado que a y b representan distancias en ambos sistemas (pag 130)
son cantidades positivas y por lo tanto haciendo los cambios de vari-
able A = a® y B = b? se encuentran los sistemas equivalentes

B(B*+A?-AB-A-B+1)=A(2A+2B-1)
B(2A4+ B +2) = A2(24+2B - 1)

y
B(B*+A*~AB- A-B+1)= A2(24+2B - 1)
B'(24+B+2)= A(2A+2B~1)
Utilizando Mathe k cu htﬁz"a. ’q'ixé‘ las sqlucionés aprox--

imadas de los sistemas son

20,561 F 1.212 4
04427 0429 i

A= -o1moms
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para el primer sistema y

A=0 B=0

A=05 B=0

A = 0478416 B = 0.272826
A=-1759+1398-{ B=-0.1656F2703 ¢
A=-0518+0543.-¢ B=—-0.087+1.120-%
A=01851+0423-4 B=0075F0305 ¢

del segundo sistema

De las soluciones de ambos sistemas solo A = 5.18674 y B =
5.54257 preserva la condicién 1 < A < B y entonces para esta
solucién @ = 227744 y b = 2.354266 de forma que en efecto se
cumple que @ + 1 > b por lo que existe el tridngulo de lados 1,a y b,
sin embargo dicho tridngulo resulta ser acutingulo pues

a?-b+1

~0.1414 >0
2a

coBY =



182 Apéndice A. Ecuaciones Diversas



Apéndice B

Tridngulos Cubrientes

El algoritmo que se utilizo para determinar los posibles grupos de
cuatro y cinco tridngulos que cubren a cada pareja de T es el si-

guiente.
Forty=1to6

Fortz=t1 +1to7
Fort3=t3+1to 8
Fort4=t3+1t09

Forts = t‘,+ 1’ to ‘10’ (fecorre todos los indices de tridngulos)

ti=1= AB,AC,BC.~ 1
ti=2= AB/BD/AD =1
't =3="AC,CD;AD 1
-1 =4="BC;,CD;BD.—'1
t=5= AB,BE,AE 1
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ti=6=> AC,CE,AE -~ 1 (asigna 1 a
t;=7= BC,CE,BE -1 aquellas pa-
ti=8= AD,DE,AF -1 rejas que
ti=9= BD,DE,BE — 1 han sido cu-
ti=10= CD,DE,CE — 1 biertas)

next ¢
P— AB.AC-AD.AE.BC.BD.-BE.CE-CD.DE
P=1= T,,T,,T,, T3 T, (salida)
next {5
next ¢4
next‘taht“.r‘ :
next tﬁ :

next ¢,
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