
UN 1 VERSIDAD NACIONAL 
AUTONOMA DE MEXICO 

PROBLEMAS COMBINATORJOS 
SOBRE CONJUNTOS FINITOS DE PUNTOS 

TES 1 S 

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE 

MATE M A T J,t;::O;»' 

PRESENTA: 

BERNARDO MANUEL /\BREGO LERMA 

.\IEXJCO, D.F. 

FALLA DE OR!GEl\i 

1995 



UNAM – Dirección General de Bibliotecas Tesis 

Digitales Restricciones de uso  

  

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA 

SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL  

Todo el material contenido en esta tesis está 

protegido por la Ley Federal del Derecho de 

Autor (LFDA) de los Estados Unidos 

Mexicanos (México).  

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y 

demás material que sea objeto de protección 

de los derechos de autor, será exclusivamente 

para fines educativos e informativos y deberá 

citar la fuente donde la obtuvo mencionando el 

autor o autores. Cualquier uso distinto como el 

lucro, reproducción, edición o modificación, 

será perseguido y sancionado por el respectivo 

titular de los Derechos de Autor.  

 



M. EN C. VIRGINIA ABRIN BATULE 
Jefe de la División de Estudios Profesionales 
Facultad de Ciencias 
Presente 

Los abajo firmantes:· co~mu'camos a Usted, que habiendo revisado el trabajo de Tesis que 
realiz(ó)ron~~·asante(sP,ERNARDO MANUEL ABREGO LERMA 

'<' .. ~--. , ..•.. 

con el Tl!Úlo:_· ----con númerÓ d~c~~~~ta· é 9251951-2 
!"'·.·;.;_,'. 

PROBLEMAS-COMBINATORIOS SOBRE 

Otorgamos nuestro; Vot~ Ap;~\at~~lo y consideramos qÚ~;a la bre~~d;d de~~rá presentar su 
Examen Profesional para obtener el tftulo ,d,~ . MA'rEMATI co ·· · · 

<·;··(,< . .. :; ,. 

GRADO • NOMBRE(S). · ·>·APELLIDOS COMPLETOS 

M. en e. ; GcS~E~ bRTEGA 
Dlmlor de Tesl1 

DR. NEUMANN LARA 

Suplente 
. DR. 

Suplenu 
ALEJANDRO ILLANES MEJIA 



Problemas Combinatorios sobre Conjuntos 
Finitos de Puntos 

Bernardo Manuel Ábrego Lerma 
Facultad de Ciencias U.N.A.M 

Abril 1995 



Contenido 

1 

2 

3 

Introducción 5 

Problemas Tipo Sylvester 9 

2.1 Introducción . . . . . . . . . . ' ... ...... 9 

2.2 Las Demostraciones del Teorema de Sylvester. 10 

2.3 Problemas Relacionados ..... 15 

2.4 Otros Problemas Tipo Sylvester : 18 

Distancias en Conjuntos Finitos 23 

3.1 Introducción . . . . . 23 

3.2 Distancias Máximas 24 

3.2.1 Características delos Conjuntos donde se Al-
canza la Igualdad . . · · 26 

3.2.2 Dim1msiÓn~s·Mayo~és 30 
.· ,·, 

3.3 Distancias Míitiit(as '; 

3.4 Dist~cias u'cit'~i!l.!l 

3.5 

3.4.1 . Dimerl~i;;~~; Mayores 

Distanci~ Difere~teS ..... 

30 

32 

35 

36 



4 

Contenido 

3.5.1 Distancias Diferentes en Polígonos Convexos 

3.5.2 Conjuntos en Posición General 

3.6 Notas ................. 
3.6.1 Distancias Máximas y Mírumas 

3.6.2 Distancias Unitarias 

3.6.3 Distancias Diferentes . 

Triángulos Congruentes 

4.1 

4.2 

4.3 

4.4 

El Problema , . ''' .... ''' 
Cotas sobre la Cantidad de Puntos 

Cotas más Precisas , 

4.3.1 Caso 1 , 

4.3.2 Caso 2. 

4.3.3 Caso 3 ·.e 

Clasificación de las Configuraciones . 

4.4.1 Cbnj~n'tó~ de' Cu~tr6 Puntos 

4.4.2 Co~ju~i~sde Cinco Pun~os 
' . . . ' •. ' . 

4.4.3 Conjuntos de Seis Puntos . 

4.4.4 Conjuntos de Siete Puntos , 

5 Triángulos Semejantes 

5.1 El Problema , , . , , 

5.2 Clasificación de los Conjuntos con 4 Puntos 

42 

52 

54 

54 

54 

55 

57 

5¡ 

58 

59 

61 

64 

iO 

i5 

76 

81 

35 

87 

87 

89 



5.2.1 Casco Convexo Triángulo .. 

5.2.2 Casco Convexo Cuadrilátero 

5.3 Clasificación de los Conjuntos con 5 Puntos 

5.3.1 Casco Convexo Triángulo .. 

5.3.2 Casco Convexo Cuadrilátero 

5.4 Conjuntos Grandes . 

5.5 Triángulos Equiláteros 

6 Número de Triángulos Equiláteros 

6.1 Introducción . 

6.2 El Problema . 

6.3 Cotas Sencillas 

6.3.1 Una Cota Inferior 

6.3.2 Una Cota Superior 

6.4 Una Mej~rJC~~tftfe~ior . 

6.4.1 HeicÍig~n~s RéguÍares . 
~': '-•: >.~,- ... , < 

6.4.2 Cír~ulos '; : ;,; : . 

6.5 Una Mejor c~;a S~peri~r 
6.6 Dimensiones ~~y6;~s •. 

A Ecuaciones Diversas·: 

A.l El Heptágono Regular 

A.2 El Valor de 1 . . . . . 

Contenido 3 

91 

92 

94 

97 

. 114 

. 136 

. 140 

143 

. 143 

' . 144 

. 144 

. 144 

. 146 

. 146 

. 147 

. 154 

. 162 

. 171 

175 

'175 

. 175 



4 Contenido 

A.3 Las Ecuaciones del Capítulo 5 . . 176 

A.3.1 El Sistema de 11.3.b.ii.B . 176 

A.3.2 El Sistema de IV.2.b .. . 177 

A.3.3 El Intervalo de Soluciones en IV.3,b. ; . 178 

A.3.4 El Sistema de V.2.b.i.A .. . 178 

A.3.5 El Sistema de V.2.h.i.B . 179 

A.3.6 Los Sistemas de V.2.b.ii . 180 

B Triángulos Cubrientes 183 

Bibliografia 185 



1 

Introducción 

Durante la última mitad del presente siglo ha surgido una dirección 
nueva dentro de la investigación en Geometría: La Geometría Combi­
natoria. el estudio de problemas de optimización acerca de conjuntos 
finitos de puntos o figuras (en su mayoría'convexá.s),·es decir pro- · 
blemas sobre configuraciones finitas de puntoi o figuras. que ·son en ·· 
cierto sentido óptimas o suficientemente buenas. ,;;e ·_· '":; . 

El nacimiento de la geometría combinatori~ ';;~~rre; en la decada 
de los cuarentas y cincuentas con la aparición·de !Os artículos'[Er4] ·· 
y [Had]. El primero de ellos se debé aJ.:gran·maiemátic'o'hi'ingaro 
Paul Erdéis quien ha contribuido en gran•'m~didai·al:désarr()Uo:de 
esta nueva geometría (para dar uná'idea dé esto1bastai~ecir:qúe 
ha publicado a lo largo de su vid.a más"'de 40 artículos'' al'réspecto, 
muchos de ellos con problemas propuestos'por'é! qúe:.han'~esistido 
hasta la fecha los embates de los mejores matemáiico1tdéh:riundCÍ), 
el segundo, escrito por el matemático sitizo Hugo.~Hadwig~r es la 
primera publicación donde se utiliza comÓ tal el térhiíno ¡¡Geometría 
Combinatoria". Desde entonces a la fecha ha habido" Ím.crecimiento 
explosivo en la materia (comparable al que han tenido la Combina­
toria y la Teoría de las Gráficas), al gradó de haber masde 3000 
publicaciones al respecto. · · 

Los objetivosfünd~entales delprese~i~ t;ibajo soii. dos: Por una 
parte el estudio de problemas Úpo Sy/vester (capítulos 1,4 y 5) que, 
aunque el primero de ést()S tUVO~SÚ. o~igen hace más de cien años, 
han servido para·generar:dci:énas.dé· trabajos recientes de investi­
gación, poi otra parte el ánálisls e investigación sobre problemas de 
optimización en conjuntos finitos de puntos (capitulas 3 y 6). 
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Aunque pudiera parecer que estas dos partes son aisladas entre sí 
se puede observar que algunos de los resultados de una parte depen­
den de la otra e inversamente. 

La tesis se encuentra dividida en seis capítulos. En el capítulo 2 se 
estudia con detenimiento el Teorema de Sylvester; uno de los proble­
mas de más tradición dentro de la geometría combinatoria (data del 
siglo pasado y fue clasificado varias veces, junto con el Teorema de los 
cuatro colores, como un problema de fácil planteamiento y solución 
aparentemente imposible, (Kl]). Además de exponer múltiples de­
mostraciones, se encuentran resultados con interés propio que son 
consecuencia inmediata del citado Teorema. Por otro lado se estu­
dian diversos problemas que conservan el espíritu de planteamiento 
y que son igualmente interesantes, varios de éstos constituyen el ób­
jetivo fundamental de los capítulos 4 y 5. 

El capítulo 3 se encarga del estudio de problemas combinatorios 
sobre configuraciones de puntos en el plano (o en E~) que soll óptimas 
en un cierto sentido (por ejemplo determinan el menor'. número pósi-' 
ble de distancias entre pares de puntos o el mayor 'iiiímero de distan­
cias máximas). Los resultados que se han obtenido para' este tipo de 
problemas son, en el mejor de los casos;·asi~toti~amente precisos, en 
algunos de ellos es inclusive compliciido:detérinin~r,,valores exactos 
para conjuntos pequeños.: La dific~ltad fundaméntal .de lo anterior 
consiste en la falta de configuraciones simétrica.S cci~ un gran número 
de objetos, aún cuando la busqueda de éstas ha sido motivada por 
ciencias nuevas, cómo la Teona de Codigos y .la Crista/agrafia. En 
este sentido se distinguen.por su precisión !Os resultados sobre dis­
tancias máximas (sección3.2),;distancias.mínimas (sección 3.3) 
y distancias diferentes en· poligonos convexos (sección 3.5.1 ). N1:­
merosos resultados ell é~tas seccioÍles, además de ser interesantr:s 
por sí mismos; son 'de gran u'tilidad par~ los fines del capítulo 4. 

,·.,-':" ,, ,•<.·,·.>. 

El capítnlo,4 se, eilcarg~'.:cÍ~ ~esiilver uno de los problemas 1ie 
tipo Sylvester acerca•de~triángulos congruentes a uno dado. r:.n ,,¡ 
transcurso deLiúisino '~e completa exitosamente esta tarea, es decir 
se demuestra afirD1ativame'ntee!'problema excéptuando un númel"'l 
finito de casos que son clasificados totá.Imentc. Posteriormente, en el 
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capítulo 5 se estudia la generalización natural del problema anterior, 
pero para triángulos semejantes a uno dado, del cual se obtienen so­
lamente resultados parciales: se clasifican totalmente las excepciones 
con 4 puntos y casi en su totalidad las de 5 puntos, se encuentran ex­
cepciones con un número elevado de puntos y se resuelve totalmente 
el problema cuando el triángulo en cuestión resulta ser equilátero. 

Todos los resultados, tanto problemas como soluciones, tratados 
en estos dos capítulos constituyen trabajo original de investigación y 
no se encuentran plasmados en ninguna de las publicaciones consul­
tadas. Entre éstos sobresale la técnica de demostración del Teorema 
19, pues ha probado tener aplicaciones a problemas de otra índole. 

El capítulo 6 se encarga de determinar el número máximo de 
triángulos equiláteros que pueden determinar n puntos en el plano. 
Este problema ha sido planteado en diferentes ocasiones por diversos 
especialistas en el área ([Er5), (CFG]). En el transcurso del capítulo 
se resuelve asintóticamente el problema e incluso se demuestra que el 
orden correcto de estimación es cuadrático en n. Además se refinan 
considerablemente las cotas superior e inferior. de· la constante del 
término cuadrático ( la mejor cota superior que se ~ncuentra resulta 
de las técnicas de demostración del Teorema:'<l9)~'·Este cá.pítulo cons­
tituye tal vez la parte más importan'te de fa iésis' y al igual que en 
los capítulos anteriores el trabajo es'Cirigin.;l en su totalidad y no se 
encuentra reportado en las referencias cCÍÍ!sllitadá.s. 

Finalmente, al finai'de la t~~i~ sé ~Ücuent~an un par de apéndices 
que tratan con ciertas cuestiones té~nicas, fundamentalmente de los 
capítulos 4·y 5. ···v·' ·· · 

Las defi!Íici~nes y teo:~~i;iqu~ s~ encuentran en el trabajo están 
numerada.Ben orden ·se.cÚenciil .• l.~ nÚmeración de las. proposiciones 
depende del cápítulo' en qu'e se encuentran y la de los lemas y coro­
larios, de los teoremas o<proposi~iones a los que contribuyen. 
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Problemas Tipo Sylvester 

2 .1 Introducción 

•'Considérese un conjunto finito de puntos en el plano con la propiedad 
de que la recta que pasa por dos puntos cualesquiera contiene a un 
tercero. ¿Deberán estar todos los puntos sobre una misma recta?" 

Hace más de cien años, Sylvest~rJ[Sy], 189J),pr~p~so este'prob~ 
lema. En aquella época no se enc¡;nfró'riinguñ'a'soJuéión's'atisfaÍ:toria 
y el problema pareció ser relegad.é:i°al,olvi,do.\Ciiarenta:a.ñºª después 
( 1933) Paul Erdos lo saca a Ja> luz éQmó'~na' conjetura en su forma ·. · 
contrapuesta: ,.' ,',' ', ' :':) :•;~ ·<; ·. . . 

. ::, /':<;_:'.< ·~;.>::;:,.· :/:~;'. •, ~~i-~'::: i2-~'.:: ,-\~;;_;./. ~-.:.;_ :·_··,,'·:,;<-._(·.'.y .. ' ; _.~; 
"Si un conjunto finito de puntos en él plano no está sobre una /mea 

recta entonces hay una recta r/ue'pás~~pó~'exlú:,iameiite'dospuntos". 

Erdéís (Er2J .en 1982 escribi6 iÍ<r~st~~tÓ ••~ipe~~bri''que ~/problema 
fuera sencillo, peropara mi g~an sorpresa y desenéemto,.~o pud~ en­
contrar una demosirá~ió~7ie conÚ esÚ p~óbl~má á Gal/~(quien inuy 
pronto encontró·una demostración.ingeniosa'.'; Eil1943:'ErCléí¿(Erl] 
propuso el problema en "The American Mathematic~, Mc;n thly" ,alín 
sin saber que ya había sido propuesto cilléuenta á:ñós arités y ll.J aiio 
siguiente apareció impresa la primera solución dé(rí'ii;riJ;:J•por Gállái 
(Ga]. Desde entonces a la fecha se han encontrado Íriuéh'asdemosira-
ciones más de diversa índole. . ·;,_ "''" · ··J:•· "'" '· 

Ejemplos simples muestran que la misinifüi~Üntie~·réil~~~éri el 
plano complejo proyectivo (Co], así como énfas(geóméti:ías finitas, 
donde cada recta contiene el mismo número <lé'puntos?Kelly y Moser 
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en [KM] afirman que la respuesta afirmativa a la pregunta depende 
fuertemente de los a.xioma.s de orden. 

Referencias extensas de la literatura que ha surgido a partir de 
este problema se pueden encontrar en [BM]. 

En la siguiente sección se expondrán algunas de la.s demostraciones 
que hay del ahora Teorema de Sylvester-Gallai. Posteriormente se 
demostrará. una variación del mismo para puntos coloreados y se 
expondrán un par de resultados interesantes que dependen directa­
mente del citado Teorema. Finalmente se estudiarán algunos proble­
mas que tienen un planteamiento similar al del Teorema en cuestión, 
algunos de estos se desarrollarán de forma má.s extensiva en Capítulos 
subsecuentes y solo son brevemente mencionados en éste. 

2.2 Las Demostraciones del Teorema de Sylvester 

Sea P un conjunto finito de' p~iito~ ~!1 el pl~o 

Definición 1 Sella~Cl~'á ~~~tdcíin~ctOr~"ci a'~u'fua qúe una dos pun~ 
~°:n~es ~e y;ecta 'or~!~aff~~a f quelld "qu<P,~.~~pofexa,ciainente dos 

En función .de la d~fi~~ÍC:m ~nterior ~1•Teo·r:l:º~eSyl~ester es el 
siguiente: ·~~·:·.:, - - .- · ·~~ ,-.·;·_-~,.-·-,·~:<: --->-:·-:-·-::.~~~_'! __ :: -~--{·:.<~/.::_- ... ·-J.:· 

.-. ~ :·,: :>'/.·' .-_ . 'y~¡--.= ... :.-
'· ;»i~;-~_->.:',:',:>·· · .. ·-_. ;:( ;'..~-_: ;':<·-, ·;_·-~::·_--::~ -:--';:.'·.:· :'.~- .. ., .. "'::/~ "'·-~: 

Teorema 1 (G~ll~l) G_udlquf~~ c~nJ~nt'ó flniifi f', d~ puríios .no to­
dos colinea/es detériif iria' al m~no~- uná r~cta ~r~ina'ria. -

' ~~-- ,'.·. ·-:' 

Demostración 1 (dall~i, [o~í). .- -} :~· ·.'. , . 

Escójase,uII. punto P1 .E P. Si Pi. cae:n.aliuna. recta ordinaria. 
el Teorema es' ci~rto, por lo tanto se supondrá que•pi no cae en 
ninguna recta ordinaria. Ahora proyéctese p1: a algún punto al infinito 
(nótese que las proyecciones preservan laÍI relaciones de incidencia) y 
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considérese el conjunto de rectas conectoras que pasan por p¡; todas 
éstas son paralelas entre sí y cada una de ellas contiene por lo menos 
dos puntos de P además de p1. El resto de rectas conectoras (las 
que no pasan por p1) son transversales a las anteriores y por tanto 
forman un cierto ángulo con el haz de rectas paralelas por p1. Sea s 
la recta transversal conectora que forma el menor de dichos ángulos 
(ésta existe, pues sólo hay un número finito de rectas conectoras, 
Fig. 2.1 A). Supóngase que s tiene por lo menos tres puntos de P; 
IJ2, P3 y p4, y además P3 está entre P2 y p4 (Fig. 2.1 B). La recta 
conectora por P1P3 no es ordinaria, por tanto contiene algún otro 
punto p5 E P y entonces alguna de las rectas P2Ps ó p4p5 formaría 
un ángulo menor con el haz de paralelas que el que forma s. Por lo 
tanto s tiene exactamente dos puntos de P, es decir, es ordinaria 
como se quería demostrar. O 

A B 
,S 

/ 
/ 

FIGURA 2.1. Primera demostración del ,Teorema de Sylvester, 

La siguiente prueba es particularmente simple y totalmente eu-
clideana. , 

Demostración 2 (Kelly, (Cr]). 

Sea P un conjunto finito de p~nt~sn~ t~dos c~lineales y sea S el 
conjunto de rectas conectoras deter~in,adM por,P. Por cada punto 
p E P y cada rectas E S qué lio:pá.Se po(p sea d(p, s) la distancia 
euc!ideana de p a s . El conjunto de)odas estas distancias es finito, 
ya que tanto P como S lo son; 'por lo tanto hay una de éstas que 
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cumple ser la menor. Sea p• E P y s• E S una pareja que realice 
dicha distancia mínima y sea q el pié de la perpendicular a s• por p•. 
Se afirma que s• es ordinaria, ya que de lo contrario s• contendría 
al menos tres punt08 de P, de 108 cuales por Jo menos dos caerían en 
un mismo semiplano determinado por p•q. Sean estos puntos P1 y P2 
con Pl entre q y P2 (Fig 2.2 Al o Pl = q (Fig 2.2 B). En ambos ca.sos 
Ja distancia de p1 a Ja recta conectora p•p2 es menor que d(p•, s•) lo 
cual es una contradicción. Por lo tantos• es ordinaria y el Teorema 
queda demostrado. O 

A B 

q p P2 s' q:p¡ P2 s' 

1 
¡p• ¡p• 

FIGURA 2.2. Segunda demostración del Teorema de Sylvester. 

Demostración 3 (Steinberg, [Ste]). 

Sea P un conjunto de puntos no todos colineales y sea Sel conjunto 
de rectas conectoras determinadas por P. Sea p E P, si p cae en 
alguna recta ordinaria el Teorema queda probado, por Jo tanto se 
supondrá que p no cae en ninguna recta ordinaria. Sea I una recta 
por p que no pase por ningún otro punto de P, la8 rectas en S que no 
pasan por p intersectan a I en Jos puntos x1; x2, . . \, x¡.. Supóngase 
sin perder generalidad que el segmento px¡ no contiene a ningún otro 
x; (Fig 2 .3 A). Sea s E S una recta qÜe páse porx1 :(Fig 2.3 B), 
entonces s es ordinaria, pues delo.contrario h.ahría tres o m;í,s puntas 
de P en s. Sean estos puntos pJ.i p:lf p~ dé tal'formá'que p1 y x 1 
queden separados por P2 y p3 (Fig 2:a C)'. La 'recta conectara pp¡ 
contiene otro punfo dé P (recuérdese que p nó Cae én ningÜnarecta 
ordinaria), sea este punto p4,'ahora alguna de laS ~ecta.S coííectorás 
P2P4 ó pap4 intersectaría a I en el segmento ."p.rohibido"·p'x1 lo cual 
es una contradicción. Por lo tantos es ordinariayel Teorema queda 
demostrado. O · 
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8 

p 

FIGURA 2.3. Tercera demostración del Teorema de Sylvester. 

Esta demostración tiene la virtud de'ser'una prueba elemental 
pues, al igual que el planteamiento del Teo~ema, sohunente utiliza 
el concepto de incidencia de puntos y· iectu.' A:'diferencia de las 
demostraciones 1 y 2 en las que se usa er' con'cepto de ángulo y 
distancia respectivamente. . ·. ... · . 

' 

La prueba que sigue muestra como e!'.'J'~~e~a :d~Sylvester se 
deduce a partir de un hecho conocido sobre m'.lpá.s_ en lá esfera. 

Demostración 4 (Steenrod). '· 

Se demostrará primero la siguiente Pr~~o~l~iÓ!l ác~~ci'd~ mapas 
en la esfera: Dado un mapa finito en la ~sfer3. d()ndé cadii:' cara tiene 
tres o más lados existe un vértice con v3.!~ncia Ulenor que seis (la 
valencia de un vértice es el número de.áristas,que iní:iden:en él). 

Si V denota el número de vérticel~~l~i;i;¡f~~;·A ~i-•Iiúmero de 
aristas, y C el número de car~ ~e.tien~ la ~elaéión de EÍtler. 

V~Á+C=2 (2.1) 
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Ahora, como cada cara tiene por lo menos tres aristas y cada arista 
está en exactamente dos caras se tiene que 

3C:::; 2A (2.2) 

Supóngase que la valencia de cada vértice es mayor o igual que 
seis. Como cada arista contiene exactamente dos vértices, entonces 

6V:::; 2A (2.3) 

De (2.1), (2.2) y (2.3) se sigue que 

12 = 6(V - A+ C) = 6V - 6A + 6C :::; 2A - 6A + 4A = O 

lo cual es una contradicción. Por lo tanto existe algún vértice con 
valencia menor que seis. 

Piénsese el Teorema de Sylvestel':en e~~~i.Ll~ proyectivo y e~ su 
forma dual, es decir: Dado un conjunto de .re'ctas en el plÍl.rio proyec- · 
tivo no todas concurrentes existe un:pünto.:que;cae precisamente 
en dos rectas. Considérese ahora el plano\'proy~ctlvo como Ü·na es­
fera identificando antípodas y obsérvese'~ü~ la identifiéación no con­
tribuye en nada al problema; el planteaIÍ:i.ientO 'equivalente queda 
como sigue: Dado un número finito de 'éír~UJÓs máximos en la es­
fera no todos concurrentes existe un punto que cae exactamente en 
dos círculos. De ser falso el enunciad~ anterior los círculos máximos 
generarían un mapa en la esfera donde cada vértice caería por lo 
menos en tres círculos máximos,·es decir, cada vértice tendría \'a­
lencia por lo menos seis; esto último es imposible como se demostró 
anteriormente. Por lo tanto el enunciado es cierto y el Teorema queda. 
demostrado. O 



2.3. Problemas Relacionados 15 

2.3 Problemas Relacionados 

A continuación se resolverá una variante del Teorema de Sylvester 
cuando los puntos en cuestión son coloreados. con· dos colores, para 
ello se seguirán las ideas de Ch<i.kerian quien utiliza un enfoque sim-
ilar al de la última demostración. · · · 

Teorema 2 Si P es un conjunto finitO de puntos en el plano que 
están coloreados con dos coloréS y que no están sobre una linea recta, 
entonces hay una recta conectora 'que cumple que todos los puntos de 
P que caen sobre ella son. de_l mismcr cÓlor. 

Demostración. ( C hak~rian, [Cha]) 
, .. , "'• • _;,e, 

Se demostrará· primer¿ elsigiÍie~te :Leína, atribuido a Cauchy, 
quien lo uso para: de'mostrar su rai:nosií Teorema de rigidez para 
poliedros convexo.s.· .:f,; • • •; •. ¡ 

Lema· 2.l(C~uchy) Dddo ~n ';¡apa e'n!a esfera donde_cada cara 
del mismo tiene por lo ~enos 3'1ddo~ ese imposible etiquetar las aris­
tas del misino'con.signos + y - 'de fÓrma que el número de cambios 
de signo alrededor. de cada vérÚce'sea por lo nierws ..¡. 

'. ' ~ - J 

Demostración/. 

Un éambio de signo es sÍn!plemente u~ par de arÍst~ adyacentes 
con signos diferentes: e. . . . ··, . . . ' ... 

Supóngase que se tiene un m~pa en la esfüra donde cada cara 
del mismo tiene por lo menos 3 lados; Supóngas~ además que las 
aristas están etiquetadas de forma qu'e '.el ~úmero de cambios de 
signo alrededor de ca:dayértii:e es por lomerios 4; Sean V, A, y C 
como en la ·demostración 4 y sea N la suma del número de cambios 
de signo alrededor de cada tino de losvértic.es del mapa. En vista de 
que el número de cambios de signo alrededor de cada vértice es por 
lo menos 4 se tiene que 
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N~4V (2.4) 

Sea C1r el número de caras del mapa que tienen exactamente k la.­
dos. Nótese que al sumar sobre todas las caras el número de cambios 
de signo alrededor de cada una se obtiene N. Ahora, como el número 
de cambios de signo alrededor de una cara de k lados es par y a lo 
más k se obtiene 

N ::S 2C3 + 4C4 + 4Cs + 6Ca + 6C7 + . . . (2.5) 

Por el mismo argumento que se usó para obtener (2.2) se obtiene 

2A = 3Ca + 4C4 5Ós +'... . (2.6) 
,:,:;·_.;;-?~ . ·<·,·_:,...""' ·, 

Utilizando (2.1) y (2.6), y luego (2.4) y (2.5)se tiene.que 
'•, 

4V- s = 4A- 4C =.2(3Ca+4~:i~sc~;::+'.T_}: __ ~(~3"1-P4f· .. ) 
4V - 8 = 2Ca + 4C4 + 6Cs + .. :.~!f,~:~':':F' , 1~r o:. ,,. . 

lo cual es una contradicción y por lo tanto el Lema.équeda. demostrado. o 
. '1' ·.,,:- ·:e:,·,-.;,···'" ,;'J. 

Ahora de Ja misma forma que en Ja detri~sÜ°iCiÓ~;4,;·d~spué~ de 
dualizar y transferir el problema a Ja esfer~; el'enunciado'eqÍúvaleute 
es el siguiente: Dado un número finito;'de~cÍrcUlo~:máXimos en Ja 
esfera cada uno de ellos coloreado rojo o_a.ztil y uó todosc~ncurrentes; 
existe un punto que cae en por lo menos.'d~s. drciÍlosy además. todos 
los círculos que pasan por él son del 'mismo' Í:olór'; · '~·'' ' · · · 

• • ·- '·-· .. ,.. • -~- "·-'~~r•·'· •, ,'.,".'"·' 1 

De ser falso este enunciado''étiqÜ¿t~~~i~· íis' ¡'rú1t~:del riiapa qu~ 
resulta en Ja esfera con+ si Ja arist3:1eñ cuesti6n)or~a'pal:te de un 
círculo rojo y con - si forina' parte dé' uno azul: qomo' cad~ vértice 
del mapa tiene círculos 'roJos y á.ZtÍlesqlle' pasan por.~l; entéi~ées hay 
por lo menos cuatrocambiosde si~o 'aJr~dedor de cada. vértice; lo 
cual contradiría. al. Lema 2 i1: Por lo tanto él 'enu~ciado es ~~rdadero 
y el Teorema queda demostrado. o 



2.3. Problemas Relacionadoe 17 

La siguiente Proposición es una consecuencia inmedjata deI '.l:'eo­
rema de Sylvester que ha sido el puntó de partida de.muchas pre­
guntas interesantes al respecto. 

Proposición 2.1 Para cualquier conjunto nd colineal den puntos 
hay uno de ellos que está en por lo menos ,/ñ rectas ci:mectoras. 

Demostración. 

Sea S el conjunto en cuestión, denótense m al máximo ~~mero de 
rectas conectoras que pasan por algún punto· de S y k al número 
máximo de puntos de S que están sobre alguna reéta 'conectora> · 

Como para cualquier r~i:i~\~lle~t~r~-'L y ?8.rar~ua.Í4wer';pu~to 
q E S \ L las rectas que conectan á q con los puntas de S n Vsori . 
distintas entonces:in ?.''k, ·:·<~::.··~,,·:¡-:;·' < ··:«i: ··r:- /c.'.: :>·<.·~:·· · · 

-- ··- ., .L,,., ·~:;-

Sea p u~ phritó de §que est¿ eri,m ~ect~s conectoras:·_co~o. k $ m . 
cada rectáinéiderite;á"p¡iasapor'a l~m¡¡¿ ni;-·ípúntosadicionales .. 
de S. Péro'cada punto' dé' S'cae eri 8.IgÚna'dé est;is récfa:S; por, ló 
tanto n $ m(m·.:.:.1) ti. De~qÚÍsésigÍÍéque m ~Vñ:'o . 

Lasiguié~fé'i:~nfei~r~ és uJ~ v~rsi~~ ~;~··~~erte~~elTeore~a an-
terfor: · · -.. · · ·· : · ' · · ·. · 

/. :-·~·\ " ., ' ,·. ~ 1 .: ; 

Conjetura 1. Si Tt'p~nto~ en el plano no son tbdos colinea/es en­
tonces algu'iíá ~~ ellos'deb_ecaér en por lo rrierios ln rectás corlee-

"::~ [::]'i,,., ... ~.;·p~bfofuii,e.ipJM~do ¡ p~< ¡, ~ 
GrünbaumJ(;r2) e~~º~-~~·~gÍÚ1()sejemp¡os.que pr11ebanque,~. n() 
funciona para todas. laii; n;,'aúii así es' probable que. funéione. para 
n suficientellienté gr'an<le. F.tié Erdéis [Er3]el. primero .. que sugirió la 
dificÚJtad de es.tábl~cer.ºcuií.lqttler:cotá'infeÍ'ior dela fo~ma en,. con. 
e constarite;p'ositiv~';o;Li{mejor'éota hástael momento ése::: rn-32 

obtenida por Clarkscm, Edelsbrunner y otros [CEGSW]. Éste es.uno 
de los ejemplos máS famosos que muestra la dificultad que hay ·para 
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encontrar resultados precisos sobre incidencia de puntos y rectas. 
Para terminar esta sección se discutirá un resultado que es una ex­
cepción en este sentido, es decir, un resultado preciso sobre incidencia 
de puntos y rectas que se obtiene a partir de un argumento sencillo; 
de hecho el siguiente resultado es una consecuencia directa del Teo­
rema de Sylvester. 

Proposición 2.2 n puntos no colineales determinan por lo menos 
n rectas conectoms. 

Demostración. . . 

Si n = 3 el resultado obviamente es cierto, ~·upóngase que el enun­
ciado es falso para algún conjunto s con'n ~ ~ eiéinentos, supóngase 
sin perder generalidad que S es el más péqueftc:¡ d.e todoslos conjun-

tos que no cumplen el resultado. "~j~·-~:: :~~.:l;~; ,"·~.·'..~: ... 
Por el Teorema de Sylvester hay una re~ta (que contiene exacta­

mente dos puntos p y q de S. Si S \{p} es ~ol.iiléa(tendi-ía.IIl~s n:.:. 1 
rectas que pasan por p más la recta que contlené ·a.'S \'{PFY entonces 
el resultado es cierto. Si S \ {p} no fuer~'col.Íiiéal úlejor,aúil,'ptÍes 
entonces S \ {p} tendría por lo menos n :'.::n:rectas'(S'eraelinínimo 
que podía tener menos rectas conéctoriis'ciu{su:tan;iiño)y,como la 
rectal es ordinaria no coin.cidécci~•Il.irÍgti~a·d.e éstaá!:o. ·. · 

. - .. ' - , .. '- ~,,.,,. .• ,.·, ~-''<: ,. ,·-~ .··, .<·. ·-«-:, - ·'" ... 

Esta última Proposición.e~ ~¡e~l~~.;~u~s ~~~ i\~~~t6s ~;,bre una 
recta y un punto fuera d~ lií: mismii:'d.'eterillinaÍí é~aí:tamente n reétas 
conectoras. 

Sea R ,una propiedad. sobre co~j~nt~s del plano y sea S una coleccit:n 
de subconjuntos de' E 2 (ei.plaiio eÜclideano); tal que cualquier con­
junto P den puntos que cuinplá. R está en algúri elemento de S. 
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Ejemploa: 

1) R = 0, S el conjunto de todas las rectas del plano y n = 2 (i.e. 
cualquier conjunto de dos puntos determina exactamente una recta). 

2) R la propiedad de no tener ternas colineales, S el conjunto de 
todas las circunferencias en el plano y n == 3 (i.e. cualquier conjunto 
de tres puntos no colineales determina exactamente una circunferen­
cia). 

Bajo estas consideraciones se puede plantear el siguiente problema: 

Problema: Sea P un conjunto finito de puntos en el plano que 
cumple R y que además para cada subconjunto de n puntos de P 
hay otro punto, de forma que los n + 1 están contenidos en algún 
elemento de S. ¿Será cierto que todo P está contenido en un solo 
elemento de S? 

Nótese que si R, S y n son como en el ejemplo l ·entonces el 
Problema resulta ser el Teorema de Sylvester. Si R, S y n son como 
en el ejemplo 2 el problema es cierto y Motzkin [Mot] foé el primero 
en dar cuenta del hecho', el problema con s el conjunto de cónicas 
no degeneradas (elip~es e hipérbolas), n = 5 'y-Rcierta propiedad 
que garantize que cualesquiera cinco puntos estén contenidos en una 
cónica, fué resuelto por Wiseman y· Wilsori. [W,W]; mi~ntras. que el 
problema con Sel conjunto de parábolas, n = 4 y Rcierta propiedad 
análoga permanece· abierto. A continuaCión sé resolverá el problema 
con R, S y n como en el ejemplo 2. 

. . . 
Teorema 3 (Motzkin, (Mot]):. P~ra cualquier conjunto finito de 
puntos 110.tres.de e/loscolineriles y no iodos sobre_uha circunferencia 
hay una circunferencia que pasa por exa~tainente Úes de ellos. 

,.,, 

Demostradón. 
- . . 

Sea P un conj~nto finito de puntos en E2 , l~I ;:::_ 4 (para evitar 
que el conjunto esté sobre 'una dri:unfer¿nCia).: Sea C el conjunto 

,- ' ··.· ., . ·' 
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de todas las circunferenciu determinadas por ternas de P. Tómese 
p E P y sea. Cp \;;; C las circunferenciu de C que a.demás pasan por 
p (Fig 2.4), obsérvese que P \;;; Cp y que además todo punto de Pes 
intersección de por lo menos dos circunferencias de Cp. Inviértue el 
plano con respecto a. alguna. circunferencia. arbitra.ria. con centro en 
p (Fig 2.4). Sean P' y C~ 11111 imágenes de P y Cri ha.jo la. inversión. 
Como Cp es un conjunto de circunferencias que pa.sa.n por el centro de 
inversión, entonces C~ es un conjunto de rectas que coincide con ser el 
conjunto de rectas conectoras determina.das por P'; por lo tanto por 
el Teorema. de Sylvester existe e' E C~ que contiene sólo dos puntos 
de P' y entonces e (la. imagen inversa. de c1) es una. circunferencia 
que pasa. por p y por únicamente otros dos puntos de P . Quedando 
a.sí demostrado el Teorema.. O 

. i e· 
11~ 

. -~_:::r~ 

:><f P~<,,_~­
~~~ 

../" I i -----
, 1 

FIGURA 2.4, C, se transforma en un conjunto de rectas bajo la inversión. 

_,_. :" ' . ' ' 

En el tra.nscursodel capítulo 4 se demostrará que el problema. con 
R = 0, n = 2 y S el conjunto de ternas en el pla,no que son vértices 
de triángulos ,éo~gr\lentes · á T (con' T:fijo) (es .-cierto ~x~epto. por 
un número finito;de é'a.sos qÜE'. se estúciiá.n'.:con)det3.Ue~én;el mismo 
capítulo. Párálá. extensióI! naturat del :Problemá;· con<s el _conjunto 
de ternas. en el. plancÍºqué ~on. vértices. de. triá~gltla~· semejan tes a. 
T, se encuentrá.n t~d • .i:s las excepÍ:ion~~ poslbles;con) ó 5 puntos (en 
la. mayoría. de los ca.sos) y a.deníÍúi sé derriúestra' afirmativamente el 
problema cuando Tes. equilátero, todo esto_en'él capítulo 5. 

Para terminar .este capítulo se mencio~il'¡ ~n pro~lema de planteamiento 
similar propuesto por Croft [CFG, secéi61i FlO; pag. 157]: 
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Problema ¿Existirá un conjunto finito de puntos en el plano con la 
propiedad de que la mediatriz de cualesquiera dos de ellos .contenga 
por lo menos otros dos puntos del conjunto? 

Kelly encontró un conjunto de ocho puntos (Fig 2 .5) el cual con­
siste de los vértices de un cuadrado junto con los vértices de cuatro 
triángulos equiláteros, cada uno de ellos sobre un lado del cuadrado 
y todos apuntando hacia afuera (hacia adentro es lo mismo). ¿Qué 
otros conjuntos de puntos tienen esta propiedad? ¿Es ocho el máximo 
número posible de elementos? ¿Habrá configuraciones con por lo 
menos tres puntos en cada mediatriz? Todas estas preguntas carecen 
de respuesta hasta la fecha. 

.• 
/ 

/ 
i 

/ 
'I • 

FIGURA 2.5. Un conjunto donde cada mediatriz tiene exactamente dos puntos 
del conjunto. ' 
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3 

Distancias en Conjuntos 
Finitos 

3.1 Introducción 

¿Cuál es el número máximo de parejas a distancia máxima/mínima 
que pueden determinar n puntos? ¿Cuál es el número máximo de 
parejas a distancia unitaria? ¿Cllál és el ID.ínimonúmero de distancias 
diferentes que puede deterIÍlinan1n conjunto finito? ¿Qué ocurre 
en las•. preguntai ruiteriores'si ~e. restringen' a: conjÚntos con ciertas 
propiedats (p~ügonos conve~os·, co~jun tos .en posición general)? 

Éstas· yÓt;ls ~~~~~n~~;rélaA:ig~~'.d;::se~st\ldiáñ .en. eftranscurso 
de este capítÚlo.)e/pu~de :'ver. fádlÍnente. que' esta.S cuestiones son. 
las máS. sencillas :y naturales que ·se'pueden. plantear sobre la canti­
dad de configÜra~i~nés en'el esp~dó. éu~lideáno que cÚmpleri ciertas 
propiedádes~ge(imetriCasSsiti embargó rungúna ·de ·euaá resulta ser 
trivial pues' en el -~ejor de !Os casos sé han e.ncontrado soluciones 
a.sin tóticas y valores precisos para n pequeños' . 

El capÍt~~cf'~e ·;d~vide de la siguiente• mi~erli.: En las secciones 
3.2, 3.3 y 3.4 se estudian los problemas sobre el número máximo 
de dis.tancias máximas, mínimas y unitarias respe~tivamente, en la 
sección· 3.5 se analizará el número mínimo de distancias diferentes 
que pueden ocurrir en conjuntos finitos. Finalmente en la sección de 
notas se comentan algunos resultados sobre otras preguntas igual­
mente interesantes que no son tratadas en las secciones previas. 
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3.2 Distancias Máximas 

El objetivo de esta sección es exponer algunos resultados acerca del 
número de veces que ocurre la distancia máxima en un conjunto finito 
de puntos, Para conjuntos en la recta la respuesta es obviamente 1, 
a continuación se demostrará. el valor preciso para conjuntos en el 
plano y además se demostrarán algunas características inherentes a 
aquellos conjuntos que realizan la igualdad. 

Definición 2 Sea P un conjunto de n puntos en el plano (de aquí 
en adelante se escribirá ( P : n) cuando se requiera precisar que P 
tiene n elementos). Sea M(P : n) el número de parejas de P a 
distancia máxima. Abusando de la notación se define M : 111 - 111 

de la siguiente forma: 

M(n) =máz M(P: n) 
(P:n) 

donde el máximo se considera sobre todos los subconjuntos del plano 
con n elementos. . ' . . 

En seguida se demostrará. que M(n) = n siguiendo lall idea:s de 
Pannwitz; 

Teorema 4 (Pannwitz, [HPJ)Si (P: n) es un conjunto de puntos 
en el plano entonces la distancia máxima entre ellos ocurre a lo más 
n veces, más aun, para cada n ;:;:: 3 existen conjuntos de n puntos 
con n segmentos a distancia máxima (i.e. M(n) = n}. 

Demostración. 

Se demostrará primero el siguiente Lema. 

Lema 4.1 Los segmentos de longitud máxima determinados por un 
conjunto finito de puntos en el plano siempre se intersectan. 
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Demostración. - ' : 

Sea m la distancia máxima entre parejas de P. SupóngllSe que 
A,B,C,D E P son ta.les que AB =CD= m y además'AB y.CD 
no se intersectan, entonces los cuatro puntos fornián un'é~adrilátel'<J 
convexo con AB y CD dos de sus lados. Como)oíitá.ÍlgÚlcis'lnter~ · 
nos del cuadrilátero suman 360º alguno de loíi'á.IlgUios intériios;'.siri 
perder generalidad t.ABC, es mayor o igual que'.90º;y:p~r.tanto la· 
diagonal AC cumple que AC > AB =ni (Fig 3.i)contrádiciendo 
el hecho de ser m la medida mayor, Por lo tanto cua.lellqtÍiera dos 
segmentos de longitud m se intersectan'. o.: · 

1~ ... · ... ··.··•···· .. ·.···.· ... ··.··.· .. ·. JJ L ·.·· .. ~ 

D e 

FIGURA 3.1; Do~ ~eg~entos de longitud máxima siempre se interseclan. 

Ahorasedézno~t~a;á~lTeorema: Sea P = {P1 ,P2 ,. .. ,Pn} un 
conjunto de puntos· en'•el'plano y sea m la distancia máxima entre 
parejas de P. Se ºprocederá por inducción. Si n = 2 ó n = 3 .el 
resultado es 'cierto. · · . · . 

Conéctes~ P; ¿Ó~P; sieznpre que P;P; = m.DisÚngans~ dcis casos: 
' - :, ' ' • .,.(. • ,. - • -P ~ •i"--o.-.o- .-~· ··- • 

l. Cada P; está con.ectado co~ a lo rnásotros dÓs ~lerÜ~ntÓs de P, 
en este c~(¡ el,núiner()de paréjasde;piintoSádistan'cia mes. 
menor ó igual que'n ( pues denot~do :i:[al núm~ro dé vértices 

., ·.·: ': ·+-: ':~·: ... :-!·.~·:· _··:f·.~_-_: .. .-:.=:~:~º-'' .;':.:·~; s·:::_·:: _-; ~'.:~.:,:~ ~-~-~ -~ -~;~:,_:·_ n ~-7-.-,~ _· o~:.-o::: ~ . 

que están.~onec.ta~os;con Pi'~ M(J": n)':,; fEx¡ $ n). 
1' • ;. ~·;\' ,. ". ·' '·' ·•,, • i=l' • • 

2. Alguno de lÓs e1i{ffientosde P; supónga8e A. está conectado 
con tres o más; su pónganse P2, P3, h y además P1P3 está entre 
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P1P2 y P1P4. Pano está conectado con ningún otro P; , pues 
de esta.rlo P3 P; tendría. que intersecta.r tanto a. P1P2 como a. 
P1P4 (ya. que los segmentos de longitud m se intersectan), lo 
cual es imposible. 

Ahora. aplicando la. hipótesis de inducción a P - {Pa} ha.y a. lo 
máa n - 1 dista.ncia.s m y P3 sólo contribuye con una. máa; por' · 
lo tanto en P ha.y a. lo máa n distancias m. ",,,,:. 

Ademáa los vértices del poUgono regular de 2n + 1 la.dos·.y:los 
vértices del poügono de 2n + 1 lados con un punto máa a.:'dis'ta.ncia'' 
máxima. de algún vértice y sobre la. mediatriz de los dos , vértices 
opuestos son ejemplos de conjuntos donde se alcanza. la igúá.Idad 
(Fig 3.2). o . 

• 
"\ 

----· 
n=3 

&. 
. 

\ 

/ 
• 1 

• 
n=4 .. n=S n=6 

' ; ' ; ~ . ; ' 

.n=1 

FIGURA 3.2. Configuraciones .de n, puntos do~dé la ~á,xhna di~tancia ocurre n 
veces. 

3.2.1 CARAÓTERÍS~ICAS>DE LOS CONJUNTOS DONDE SE 
ALCANZA LÁ''IGUALDAD ,, ' ' 

" 
En esta subsección;se1dernués~ra.Íi, tres propo~icicínesrelativas a la 
estructura.·gécí,fi{ét'riC~''qúe pÍJs'eé'íi13B configú'ra~iones' óptimas' del 
problema: Ademáa'dé su i!lterÍís propio, estas proposiciones serán de 
utilidad para los r~sultadoá dél capítulo 4; '' 

Definici?n'.a:Sea\i:n)és u~ conjunto· en el plano. Ce( P.: n) 
denotará ··el 'número de lados de/,poli'gono, que forma la envolvente 
convexa dd coiijunto. ' 
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Propo•ición 3.1 Si (P: n) cumple ser una configuración donde la 
distancia má:i:ima ocurre n veces, entonces los n puntos forman un 
n-ágono conve:i:a (i.e. Cc(P: n) = n) 

Demo•tración. 

Supóngase Cc(P : n) = k < n. La distancia entre cualesquiera 
dos puntos del interior del polígono, o entre un punto del interior del 
polígono y UD vértice del mismo, es menor que la dista.ticia entre SllS 

vértices más distantes¡ por lo tanto los n - k puntos que es't'an en el -
interior del polígono no son extremos de segmentos cuya''distancia 
sea máxima. Por otro lado por el Teorema 4 los restaiítes'Íqíuntos 
determinan a lo más k distancias máximas, obteniéndosei'asÍ;Úna 
contradicción pues la distancia máxima ocurren vei:e5)o··";; • 

Proposición 3.2 Si (P: 2n) es una configuració~ do:~~e la distan­
cia má:i:ima ocurre 2n veces, entonces hay.-Íin'~puntá'·-ae p_. que es 
e:i:tremo de e:i:actamente un segmento de longiiud :mli:i:irna. -__ · 

Demostración. 

Debido a la maximalidad del número de segmentos· máximos es 
necesario que cada punto sea extremo de por lo menos un segmento 
de longitud máxima. Sea P = {P¡, P2,,,., P 2n}i supóngase que'todos 
los elementos de P son extremos de exactamente dos segmentos de 
longitud máxima. La gráfica conformada por los elementos de P 
como vértices y los segmentos de longitud máxima como' arista.S- es 
entonces una unión finita de ciclos'. Considérense los siguientes dos 
casos: 

l. Hay algún ciclo de longitud impar. Supóngase que P1P2 ._ •. P21<+1 
es dicho ciclo; por paridad deb~ eicistir otro cido de longi­
tud impar, denótese al mismo P21<+iP21<+a., .P2r (Fig 3.3). 
Supóngase sin -perder generalidad qué P 21<+2 se encuentra en 
el semi plano inferior determinado- por la recta P1P2, por el 
Lema 4.1 P21<+2P21<+3 debe intersectar ál segmento P1P2 y por 
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lo tanto P 2H 3 se encuentra en el sem.iplano superior determi­
nado por P1P2• En general, bajo el mismo argumento, P; está 
en el semiplano inferior si i es par y en el superior si es im­
par. De esta forma P2r se encuentra en el semiplano inferior y 
entonces lo& segmentos P1P2 y P2rP21<+2 son ajenos, contradi­
ciendo al Lema 4.1. 

FIGURA 3.3, Proposición 3.2, Casos 1 y 2. 

2. Todos l~sdclos so'~ de !Cln~iud par. Sea P1P2 ••• P21c un ciclo 
de longitud par/Supóngase que P3 se encuentra en el semi plano 
superior determinado por la recta P1P2 (Fig 3.3). Análogamente 
al caso allterfoue deduce que P; está en el semi plano inferior si 
i es par y én el superior sies impar. Por lo tanto P21c se encuen­
tra en el sentlplano inferior .Y por consiguiente los segmentos 
P2P3 y P21rP1 son ajenos, contradiciendo al Lema 4.L 

' : . 

En ambos cá.sos se obtiene uná. contradicción; lo que demuestra la 
Proposición. O ' · · · · ' · , · , , " 

Proposición 3.s-si A,B,C,D:E·~s u'ii cimjÜ'nto de puntos en el 
plano, de forma qÜe la distancia máxima ocurre 5, 'veces entonces 
ocurre alguna de las siguientes: 
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J, Tres de esos puntos rman un triángulo equilátero de lado la 
distancia máxima. 

!!. Las cinco distancias ázimas son diagonales de un pentágono 
convexo. 

Demo1iración. 

Sea m la distancia máxim . Por la Proposición 3.1 los cinco puntos 
son vértices de un pentágon convexo, sea ABC DE dicho pentágono. 
Si las cinco diagonales tie~en longitud máxima no hay nada que 
demostrar, de no ser así supqngase que AB = m. Por el Lema 4.1 las 
distancias máximas se inter~ectan y por lo tanto CD :f: m, DE :f: m 
y EC :f: m (Fig 3.4). Ade1Jlá.s por la misma razón Ek y BC no 
pueden ser ambas de longitud m. Si ninguna de las distiLilcias EA 
y BC es igual a m entonces el resto de los segmentos'ilidén m 
(pues de los diez segmentos ))ay cinco que no miden ni);'por'lo tanto 

~~ri=án!~~t!~e~~~s f:e~~~r;; ~ :. ~~s~,f~il;~{:º~~a::~~~ • 
~inco distancias que no vale~ m, por.!? tanto,la8 resta.xi.t~s.?' .~b'e,ll' ser 
iguales a m y consecuentemerte el tnangulo t!i.ABE es eqwlatero de 
lado m como se quería demo trar. O · . · .·.·. ·.· · :, . 

D 

e 
-- Disfinto de m 

\ - - - [g~al a m 

\ 
\ 

\ 
\ ;----¡- /J 

FIGURA ·3.4, Proposición 3.3. 
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3.2.2 DIMENSIONES MAYORES 

El mismo problema en dimensiones mayores a dos es sustancialmente 
más complicado y son muy pocos los resultados que se han obtenido. 

Definición 4 Sea (P : n) un conjunto en Ed, Sea Md(P : n) el 
número de parejas de P a distancia mázima. Abusando de la no­
tación se define Md : rll ..... rll de la siguiente forma: 

Md(n) =máz Md(P: n) 
. (P111) · 

. . 
donde el mázimo se considera sobre todos los subconjuntos de Ed con 
n elementos. · · · 

M 3 ( n) = 2n ~ 2 f~e c~njetu~~do por Pann~itz (yer Hopf y Pan­
nwitz. [HP] ,Sutherlánd [Su]) y~yá.isonyi (vér'(Er4]) y: probado in­
dependientemente por Grünbaum · [Grl], Heppes ·•[He] y S.tra8zE!wicz 
[Str]. Lenz probó que M4 (n) ~ ln2/4j(Conla misma constrticéión 
de la Proposición 3;4 ) y Erdéis [Er5] demóstró que: / · · · · 

·- . . - . '.r .. ,· ,-

lím Md(n) = ~ - _1_ 
,._"" n2 2 2 Ld/2J 

Encontrar los valores exactos de Md( n) parad ;::;: 4 es un problema 
abierto. 

3.3 Distancias Mínimas 

Muy poco se conoce acerca delnúniero de veces que ocurre la dis­
tancia mínima en un conjunto fi1iio de~puntos: Para conjuntos en la 
recta la respuesta es obvia.n:lente. n °:-:.1,'sin' emba.i:go para dimensiones 
mayores que treses. muy complicado encontrar siquiera estimaci•:,ues 
correctas. 
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Detlnición 5 Sea (P : n) un conjunto en Ed. Sea md(P : n) el 
número de parejas de P a distancia mínima. Abusando de la notación 
se define md : IM - IM de la siguiente forma: 

md(n) =máz md(P: n) 
· (P:n) · 

donde el má:z:imo se consider~s~bre tddos los subconjuntos de Ed con 
n elementos. ,, -.·.:·::. ,::,, '. '.:\.·.;;:·;; 

.<_:':_~·:.~:·'·,·,: - ·.:·: 

A continuación se demostra.tá que mi(.n) ::; Jn ..'. 6. 

Teorema 5 (Erdos, [Er4J) Para cuaÍquier conjunto de n puntos 
en el plano la distancia mínima ocurre a lo más 3n - 6 veces (i.e. 
m2(n) ::; 3n - 6). 

Demostración. 

Por un argumento dual al del Lema 4.1, dos segmentos de longitud 
mínima no se pueden intersectar, porconsiguiente la gráfica formada 
por los vértices del conjunto y por las áristas de longitud mínima es 
plana y entonces cumple con lafórmula de Euler: n - 2 = A - C, 
donde A es el número de a~isti9 (i:e. A,,; m2(P: n)) y C el número 
de regiones o caras deterníinadas por las aristas. Como cada cara 
tiene por lo menos tres aristas y i:ada arista está en dos caras entonces 
3C ::; 2A, de donde_3n '.:.:. .6 ;,;, 3A...: 3C ?: A. o 

El valor p~~cls.o iii~<;)=:: la~ -v'l2n - aj fue conjeturado por.: 
Reutter (Re], y demostrado por 'Harborth [Har], la igualdad ocurre 
en ciertos sub'conjuntos de la !atice de triángulos equilátero~. Estos 
subconjuntos han sidoc!Mificados totalmente por Kupitz [Ku];. 

'· · ... ''··· . . 

Como mencion~ E~déis en [Er5] es posible demostrar que m3(n) < · 
6n en base a la sencilla observación de que a lo más se pueden situar 
12 puntos en la.' esfera unitaria de forma que cada uno de ellos diste 
por lo menosl del resto, esto demuestra que m3 (n) = O(n), sin 
embargo el valor preciso de m3 ( n) permanece como problema abierto. 
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Encontrar el valor preciso o estimaciones de md(n) parad ~ 4 
también es un problema abierto. 

3.4 Distancias Unitarias 

Después de haber investigado sobre el número máximo de parejas 
a distancia máxima y mínima la siguiente pregunta natural es cues­
tionarse por el número máximo de segmentos a distancia fija. En par­
ticular basta estudiar el problema para segmentos unitarios. Como 
es de esperarse el problema es mucho más complicado, pues los ar­
gumentos métricos se ven restringidos notablemente. 

Definición 6 Sea (P : n) un conjunto en el plano. Sea F(P : n) 
el número de parejas de P a distancia unitaria. Abusando de la no­
tación se dirá que F : l\J - l\J esta dada por: 

F(n) =máx F(P: n) 
.. (P:n) ' 

- -· ·.-. 

donde el máximo se torria sobre i6dos'los conjuntos de n puntos en 
el plano. ·· · . ·· .· · . ·· 

Teorema 6 (É;da;, [E;4J): n j;llntos en el plano·.determinan a lo 
3 '• · .. . J'' ·,'.·'.:~;,· .. • -\·-·- '-~: .• '. - .. ~ .. :'·' .:. .- '·''·'·3·-~ 

más n• distanc~as unitári~s(i;e.1F(n)'$'n2); · · 

Demostra~~ó~{- ·.: ... ·.' · •• ·• 

Sea P. ,,; { v1 ;~28; . ; ;n}~ un i:cmj~rit~ arbitrario de n puntos en el 
plano y sea.x¡ .el.número de distancias unitarias qi{~ parten de .v;; 
supóngruie sin perder gener3.lidad qne·x·1·~:x2:~· ... ~ Xn• Clara-

---.: ·, · ·-. -, n"t: · .: · ·. · .... ··: --·- " .. . ·,: 

menté F(P : n). =:' ~Ex¡. Sea a = lJñJ, y sea e ~ .,fñ - a 
' i=l . . 
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(O ::; e < 1). Como la circunferencia unitaria con centro en v1 y 
la circunferencia unitaria con centro en V2 se intersectan en a lo más 
dos punt0&, entonces z1 + :i:2 - 2 $ n. Más generalmente 

j 

E (z1 - 2i + 2) $ n 
i=l 

de donde 

aza :5 E z¡ :5 n - 2a + . 'Í:, 2i = n + a2 - a 
i=l· • · . i=l 

. . 
= 2n - 2Vfie + e2

. + e :-- {/ñ 

y si n ;::: 4 entorié:es e2 + é ::; \f¡¡, 'jio;_ lo .que 

de donde 

< 2n ;_ 2V'ñe ).2n - 2.jñe = 2.jñ 
Za - . . a. ·- . Vn ;_e ·. n 

Por lo tanto 

es decir F(P: n)$ ;~~;
0

i:p6r }e) ta.IÍtoF,(n) ~nL o. 

Determinar. el ¿rd~~ -~~~~~¿t~<i~\a·f~~~lÓn ic ~)es un problema 
muy complica.do: En 1946 Erdo~ pr~gúso por pri~(?ra vez este prob­
lema y dem()stro_Ja cota supet:JOr ,n•, desde entonces J¡u; ,cotas su­
periores hansido.mejoracla.S muy pocoutilizandó t~énicas combina-

• • •• • • .• • •O,:" ·,.. •_ ' •• •" e,;" • 3• '•'• •' •o.• •>• O 

tonas en extremo compleJas.·.Erdos obtuvo en•, Jozsa y Szemered1 
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o(n~) [JS], Beck y Spencer en.!/ [BS] y Spencer, Szemerédi y Trotter 
cn1 [SST] la cual es la mejor cota hasta el momento, sin embargo 
ésta última es aún muy lejana a la esperada cnl+•. De hecho Erdos 
conjetura que: 

F(n) < n1+1.,1~ ... 

y ha ofrecido en múltiples ocasiones $500 por una prueba o un con­
traejemplo. 

Al respecto de las cotas inferiores Erdos [Er4] demostró utilizando 
resultados clásicos de Teoría de Números acerca del número de solu­
ciones de Ja ecuación :i:2 + y2 = e, que los vértices dela cuadrícula 
de .¡ñ X y'ñ es un conjunto de n puntos en elp.Jano'en:el cual al­
guna de las distancias entre vértices del IÍlis~éto~urr~ ¡;~¡:·¡º me~cis 
ni+1.,1~, .. veces. Aplicando una/dil.ata'.cióíí.:'a ta.J. conjuntó de forma 
que la citada distancia se convierta'enha/unidad;se dení~éstra que 
ni+1.,1:,,. < F(n).. . .. · .. ' ,:';:~ :···~ J.'f ;• ·· ·.·.·.· 

... 
Algunos valor~sdéP(~) par~,.;_ pequ~Íio~ son::f(2) = 1, F(3) = 3, 

F(4) = 5, F(5);:: 7?F(6)::: 9, .fi'(7) =12 (Fig 3.5) . 

• 
----· /\ 

I \. 

/ 
I • • 

n=2 n=3 

n=6 

n=4 
• ,/ \\ 

/ ·--· / \ ¡ \ 
/ \/ \ ·--·--· 

/ 

·---·---· 
n=5 

"=7 
FIGURA 3.5. Configuraciones de n, puntos con el máximo número posible de 
distancias unitariaB entre, parcjás: 
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3.4.1 DIMENSIONES MAYORES 

A continuación se mencionarán brevemente algunos resultados para 
el mismo problema en dimensiones mayores. Es interesante notar que 
para dimensiones mayores que tres es posible determinar el orden 
correcto a partir de una construcción relativamente sencilla. 

Sea (P: n) un conjunto de puntos en Eº (Donde Eº es el espacio 
euclideano de dimensión d) 

Definición 7 Sea (P : n) un conjunto en E•. Sea Fd(P : n) el 
número de parejas de P a distancia unitaria. Abusando de la no­
tación se dirá que Fd : 111 __,. 111 esta dada por: 

Fd(n) =máz Fd(P: n) 
(P:n) · 

donde el mázimo se toma sobre todos los' conjÜnt~s de npuntos en 
E•. •'·.J'·.· >. C" '·"' 

.:.;·· 

Para d = 3_ (e~ decir J~ el~'es~~cfo) l;;.s rhejof~s ~~taa. son: 
·- •. ,, ,.,~_--;::--:~~-::.-;· -:.:·:;:-;·-~ .. ~;,,·-- -~-~-· •J;-;: 

,, 
· ,". . : .. -,- _-,-_ :···! - r'.'.-; :·:(.' · "· -- · _,;·· - · ... --~ a·.-: 
· c¡na loglogn < F3(n) < n•/3(n) 

'' "/:<· '-·_·:,··-.' ,·, -_· ' 

donde /3( n) es unáÚilción relacloriada ~o~ la inversa de Ackerman. 
la cual tiene la pr~piedad}e crecer extremadamente lento. . 

La cota inferior:r~~ obt~;tlÍ!a por Erdéis [Er4] igual que en el plano 
a partir de li laíÍ~~;ile'hlpercubos. Erdos (Er4] obtuvo cd como 
cota superior par~ A(n); p~steriormente Beck obtuvo n~~+o(l) (Be], 
Chung cnl (Chl] y finalmente Clarkson et al (CEGSW] obtuvieron 
n~/3(n). Obt_enerel orden correcto de estimación parece ser m~cho 
más complicado que encontrar el de F2(n). 

Parad 2: 4, el ~ejor resultado es F0(n) = ~n2 ( 1 - [ii}2J + o(l) ), 
obtenido por.· Erdéis én (Er6] utilizando algunos teoremas clásicos 
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en Teoría Extrema de Gráficas [KST], [ES]. A continuación se de­
mostrará un resultado más débil. 

Proposición 3.4 Si d;:: 4 entonces Fd(n) = O(n,2). 

Demostración. 

Utilizando la construcción de H,LeI.Íz se' construirá un conjunto 
( P : n) en E" ·que sirva de cota inferior:' Seah ' 

; : ¡ ~~ ¡;::;~;~ i'ti.rt ::~ ~:1 i .··• 
" •• • • J ·.;" _. ", •• , • -":.;:·'---:~;;'- .-:- - : '. -~- --:_·-· - -. ' 

·~:·~:::n}z·ik~f ~~f~~·t;r~t·~~~~.t·~::· .. 
Bes 1, por lo que'J>.,,,;'AÜB.és_:un1c~nJuilt~ dé íi on+ 1 ¡)untos en 
E" con ¡j¡•~;t .. ~eJ~:i 'M~~~~Ci#'.ull,it~ri~; jlo~·lo t~to Fd(~) ~J~2 • 
Por otro lado n púnt_cis. ~~t:eripJ~á,ií)or lo menos .n<.n2~ 1l ·distancias, 
(i.e. Fd(n) :5 n(~~.t>)'cons~cÍiendiriíénté Fd(n)=· O(n2)• ·o. 

:··>-. -: ' . ; ·. 

3.5 ·· Distall.~ias Diferéntes 
. ' .. ·.~ .. 

En el trariscu~so ~~ las s~ccihn~s anteriores se han planteado pro­
blemas sobre e!'máidmo Ilúniércicie p~rejasa·"i:ieria'' distanciaque .· 
puede determiriar.im cónjunfode n pu.ntos;¿GuáI.Ítos valores distin­
tos podría tomar és·~ ,''cierta'~· di~tan~·ia?, el obJétiv~ dé esta sección 
es dar cabida a: est~ pregunta> .: '·· . .. . ¡ •.• ·'' ., •• 

',·,.,! 

Definición 8 'sea (P . ~) un conjÚn'i~re.~ E": s~d Íd-(P:: n): .:{­
número de distancias diferentes.entre parejas de puntos de (P;í/Se 
dice entonces {abusando dé iá 'nota~ión) que jd; rN ..... lli e~i({d~·da - . 

., .1 •• 
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fd(n) =mín fd(P: n) 
(P:n) 

donde el mínimo se toma sobre todos los subconjuntos de E" con n 
elementos. 

El problema consiste en estimar o encontrar el valor exacto de 
fd(n) para cada n. Este problema planteado hace casi 50 años po~. 
Erdos [Er4] ha probado ser extremadamente dificil. Las mejores cotas 
hasta el momento son: 

.. :, . 

/1(n) = n - l 

• 
~<h(n)<:~ 
(log n)c1 .. · .. · · 'y'ltigñ 

"P,arad ~ 3, 

Las ~ot~ superi()re; .e~tá.Il dadas porla iatiz
0 

de hiperC:~bos en Ed. 
Erdos obtuvo fas cótailinfériores para. d ~ 3,'en: tanto q\í.é' las éotas · · 
inferiores para 'él. plií.no han' id~· {n·ejciriúido desde-Erdos: éTI-~ ,· .Moser 
en~ [Mos],·ChÜng C'nI:.![ClÍ2];{Iléck•~·ri~f j;• [f.le],hiÜíta Chung; Sze­
mer!ldi y Tro~térfC:S'.f]quienes ªªrlli'.á.ii'que tal :\fez. podrían :probar. 
en~,. pero que ~ún':'est~'·c~ta'qi1é<la'ríi' 1~jos d~ ¡~'que se s~speciia é~ 
la correcta,. de hecho. E.rdéis. conjetúrá que:' . .. . ·. . 

,· ,, ·' <.::~.< 

Teorema.7(M~s~·~,[MosJ) n punt~s en el fal~no déterminan por 
lo menos v'ñ-=-2 distanCias diferentes (i.e. h(n) ~ ../n - 2). 
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Demo1tración. 

Sea (P : n) un conjunto arbitrario de puntos en el plano. Con­
sidérense dos puntos A,B E P vértices consecutivos de la envolvente 
convexa de P, la totalidad del conjunto P está en alguno de los 
dos semiplanos determinados por la recta AB. Supóngase que desde 
A hay a distancias distintas y desde B hay b distancias diferentes. 
Distínganse dos casos: 

l. máz{a,b}:::: v'ñ""=2, de donde h(P: n):::: .;n=2 

2. a < .,/n - 2 y b < ..;n=2, cada punto de P distinto de A y 
de B está. en la intersección de un semicírculo con centro en A 
y otro con centro en B y éstos se intersectan a lo más en ab 
puntos (Fig 3.6); pero ab < n - 2 lo cual es contradictorio con 
el hecho de haber n - 2 puntos en P :.._ {A, B}:: 

· ··•· FIGÚRA J~6>Teorema 7. 

De acuerdo ai;T~ore~a·'~ntel'i~I'y a l~. configuraciones que se 
muestran en las figuras 3.7 y 3.0es'posible demostrar que h(3) = 1, 
12(4) = 2, '2(5) ~ 2yf2(7);~.3.1 0tros ya!ores para los cuales se 
conoce el valor precisó ·de '2( n) són:/2(6) = 3, h(S)= 4 y /2(9) ~ 4. 
A continuación sedemcistrará. una proposición que; además dé tener 
interés por sí Inisma, será de Útilidad para demostrar que h(6) = 3. 
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n=3 

/.·~0-._ 

\
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fXl L~> .. ~17 
n=4 

/f \ 
/\+/\ . \., ·-. .. 

n=6 

FIGURA 3.7. Configuraciones de n puntos con el mínimo número posible de 
distancias. 

Proposición 3.5 La única configuración de 5 puntos y únicamente 
dos distancias distintas es el pentágon? regular; ' 

Demostración. 

SeaP = {P1,P2, P3, P4', P;f. Den6'í~~~po~.~~b~'l<l~:Jnícos valores 
posibles para las distancias entre'pá:fej3.sde"puntos.deP. Supóngase 
primero que hay parlo menos ifseg[IJ,eiitós éuya lÓngitud'es á'. Sea 
A(P;) el número de segm~nt'éís· d~'l?Iig¡tud··a:que)ienen·~ P; co~o 
uno de sus extremos:·:,E~tonces~~~·:;_tiene'qu~. Bí;{A(P;)'~ 12: lo 
cual implica que eX'.is.te'i't'il.J)que~A(j>;) ~a.;sin'perde(generalidad, 
A(P1);:: a y P1Pi'=i~'?1 P; ;:;p;·p_¡y.;;:a'/Nót~si((¡'ile'si ii.igunó de. 
los segmentos'. hP3'; P2P.i'ó P3j>4 !ni diera: a ent~n~es se, tendría· un 
triá.ngu1o equilátero de,!ádt:i.'a~;po'r¿tr~ladó'; si'losúe'5', s~gméntos 
midieran b se. tendría Ün tíi~ngulÓ,equilát'ero de ÍáDo,.b:: Por lo tanto 
siempre. hay, tres·. puntos de P. qÜe form~Íi • un:ti:iángulo.equilátero, 
supónga.Se siu p~rder generálid~d/é¡ue .6P1PiP3 es equilátero; 
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Sea a = 1 y a < b. De las tres distancias de P; a P1, P2 y P3 
(i = 4, 5) dos son iguales entre sí por el principio de las casillas. Si 
P1P; = P2P; entonces {P1, P2, P3, P;} debe ser alguna de las siguien­
tes configuraciones: (Fig 3.8) 

l. 2. 3. 

FIGURA 3.8, Proposición 3.5. 

l. b = 2Sen(75º); P1P2 = P3P;;, a; P1P; = P2P; = b. 

2. b = v'J, P1P2 ;,';p¡p¡ ;_; Pd~; = J,··PaP; = b. 
- ' - ·-· : ·,- _.' - . , ' '-~~· - .-' , 

4. 

3. b = ( 4 + 2v13)S~n(75º.), ¡,¡:p;;,,, P3P; =: b, P1P; = P2P; = a. 
~ ·'· '··- '· ' •• ' ' '· w• '' • < \' ' - ' • ·-· • ' • 

4. b =va. P1P2 ='b,'P1P;~;fa2P;.;,p;f.; 7 ·1z. 
,,·.";::'!·,:.;-e'·· ·¿..'--

No es posible qu~ú{;y. Ps"~~tén;.~~:'il.iguria d~·ia.s~kteriores si­
multáneamente,. pues'ü>.iPs"s'e~ía:uila nueva dista,ii~iá:~·por lo tanto 
no es factible supoÍl~r

0

que' liá'.Y:a.Igún\triá.ÍigÚlo equilátero;'•. 
~ . -_ . -_. ::"-\:_;_t~~;·:~·;f·t;S ·- ~~/.)~·::~t;i.~() :<\: :;~~:1~~ \nf ;. ;:-.'.:Z~~} ~i~; :~--/~ ;-~::: :~· ·: '.i;~ '· 

Supongase_,que hay.,exactamente .5•.stigment?s}flongitud. a, 5. de 
longitud by ademá.Sno liaf triá.Dgüliiseqüiláforos en'P, El número de 
distancia8 niáXiniaa' entPes '5 y conse~Úeritli!hente. pór la Proposición 
3.3 las cinco' distanéias ,má.Ximas son 'diagonales de un pentágono 
convexo, entonces.todos lÓs lá:dós del pentágoné> son igúales" entre sí 
y por lo tanto el pentágono es regUJar. o . •' . 
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Corolario 3.15.1 /(6) = 3. 

Demo•tración. 

/(6) ~ 2 debido al Teorema 7 y los vértices del hexágono regular 
demuestran que /(6) :::; 3. Si existe P tal que /(P : 6) = 2 entonces 
por la proposición anterior se sigue que cualquier quinteta de puntos 
de P son los vértices de un pentágono regular, lo cual es imposible. 
Por lo tanto /(6) > 2 (i.e. /(6) = 3). O 

De la proposición 3.15 se sigue inmediatamente que el pentágono 
regular es la única configuración que realiza '2(5), también es trivial 
demostrar que el triángulo equilátero es la única configuración que 
realiza '2(3). ¿Existirá algún otro entero n > 5 para el cual exista 
una única configuración que realice h(n)? esto último es falso si 
n = 6, 7,8 y 9 (Fig 3.9). 

n:8 

~;:'~4~:· 
,,,,.·· .. ·,,-~ ,, __ .. __ -,. 

n:9 

FIGURA 3.9. Configuraciones de n puntos con el mínimo número posible de 
clistanciaa. 
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3.5.l DISTANCIAS DIFERENTES EN POLÍGONOS CONVEXOS 

En esta subsección se expondrán los resultados obtenidos por Alt­
man, quien resolvió afirmativamente una conjetura de Erdiis [Er4]. 
Como es usual en este tipo de problemas, una vez que se tiene infor­
mación geométrica sobre las configuraciones en cuestión, basta un 
sencillo argumento combinatorio para deducir el resultado. 

A continuación el resultado principal. 

Teorema 8 (Altman, (Al)) Todo polígono convezo de n lados de­
termina por lo menos [~J distancias distintas entre pares de vértices. 

Demo11tración. 

Se demostrarán previamente los siguientes Lema.o¡, 

Lema 8.1 Si un lado A 1 An de un polz~onoconvexo AíA2, .. An es 
de longitud máxima (i.e. no excedido en, longitud por ningún lado o 
diagonal}, entonces para cualquier CUa,rteta de enteros (p, q, X, y) que 
satisfaga 1 $ p < y$ z < q'< n sé tiene que al menos uno de los 
segmentos ApAz ó A 9A 11 es más.pequéño que ApA9 • 

Demostración. 

Sean A1A2 ... An y (p,q,x,y) como en !M hipótesis. SupóngMe. 
contrario a lo que se quiere demostrar, que ninguno de los segmentos 
ApAz y A 9 A 11 es más pequeño que ApAq, i.e. 

(3.1) 

SupóngMe y < x y sean a, ii, /i, /:J, </J, ~' ~. ijJ, lb y iii como en la 
figura 3.10, por (3.1) se tiene que 
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y entonces 

</>+t/J'?.a+/3 
por la convexidad del polígono 

a>a 
f3 > fj 

FIGURA 3.10. Lema 8.1, y< 2:; 

(3.2) 

(3.3) 

Si denotamos por K y L a l.;_s intersecciones de A1 A11 y AnA.r con 
A,,A

9 
respectivamente, entonces •· . . ' . . .. 
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donde ¡¡, = <f> si p = l. Entonces ¡¡, + fP > <f> + 1/J y por (3.2) y (3.3) 

(3.4) 

En los triángulos AiAnA11 y AiAnA,, los ángulos ii y iJ se oponen 
al lado mayor AiAn 1 por lo tanto · 

y entonces 

(3.5) 

además, como los ángulos del cuadrilátero AiAnLK suman 360° se 
tiene que 

(3.6) 

y de (3.5) y (3.6) s_e sigue que 

lo cual es contrawctorio con (3.4). El Lema queda demostrado en 
este caso. 

Si x = y ~or,convexidad LApAyAq = a ::> ii ;;;, LA1Ai1Án (Fig 
3.11). Comó ii se opone al lado AtAn en el triángulo AiA¡,An1.ii 2': 
60° y por lo tanto a > 60°. Consecuente1'.1ente al nienos,uno de Jos 
lados ApAy ó AqA11 en el triángulo ApAqAy debe, opone:se ~ algún 
ángulo menorque 60° (i.e. debe ser menor qué :A¡>Aq)'y,entonces el 
lemá.queda· demostrado completamente. o · · · 
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FIGURA 3.U. L~m~'á.1; :r =y 

Lema 8.2 Si un lado de. Ún p~l1'gono ~on~e:z:~'de n lados. es de lon­
gitud máxima (i.e. no e:z:ceíiido en l~Í'Ígitud,por ningún :lado o diag­
onal), entonces el po/1'gono . tiene a/;me¡¡o.s n:~ 2 <distancias. difer­
entes,· si además un lado es· má:z:iriú.('en et.8eíitido estricto entonCes 
el po/1'gono tiene al menos n.- 1 distancÍaSdi/erentes;< 

Demo11tración. 

FIGURA 3.12. Lema 8.2. 

Sea A1A2 ... An un poügono convexo (Fig 3.12) y sea A 1 An un 
lado de longitud máxima d1• 
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Considérese el cuadrilátero A1A,.A,.-1A2. Como AiA,. es de lon­
gitud máxima entonces los ángulos adyacentes a AiA,. deben ser 
agudos. El cuadrilátero sin embargo debe tener algún ángulo obtuso 
que debe ser adyacente al lado A,.-1A2 (i.e. opuesto a alguna de las 
diagonales). El lado A,._1A2 (denotado por d2) es entonces menor 
que ésta diagonal y por lo tanto menor que AiA,. (i.e. d2 < d1) 0 

Por el Lema 8.1 al menos una de las diagonales A2An-2• A,.-1A3 
(denotada por d3) debe ser más pequeña que A2An-l (i.e. d3 < d2 < 
d1). 

En general, si ApAn-q es una diagonal de longitud d;i. entonces por 
el Lema 8.1 alguno de los segmentos Ap+lAn-q ó ApAn-q:-1 debe 
ser menor que d;i.. Introduciendo así una nueva distancia d>.+l < d;i.. 

Cada etapa en este proceso consigue una nueva distancia más · 
pequeña y elimfoa un vértice adyacente a la distancia anterior, por 
lo tanto después den - 3 pasos se habrá terminado con este proce­
dimiento obteniéndose n - 3 distancias distintas, si a éstas se agrega 
el lado A1An = d1 entonces se habrán conseguido exactamente n - 2 
distancias diferentes. 

Si además A1A,. es máximo en el sentido estricto, entonces_ambas 
diagonales del cuadrilátero A1A,.An-1A2 son menores que 1l1A,.·:= 
d¡ y por lo menos una de éstas es menor que An-1 A2 ·= 'd2 .obteniéndose 
así una longitud intermedia dl.5, di > dl.5 > d2 • Así queda de­
mostrado completamente el Lema. O 

A continuii.ción. se demostrará el Teorema:: Se~ AiA2 ••• A,. un 
polígono convexó de n lados (Fig 3.13) y A~'AJ una diagonal de 
longitud máxima con la propiedad de dejar el menor número post ble 
x de vértices de un solo lado (sin incluir a Av' y Aq)• Se obtienen de 
este modo dos polígonos convexos:Ap .. ;Ár , .• Aq. denotado por P 
con un total de x + 2 lados y Aq . .• A,"·. Ap denotado por Q con Jn 
total de n - x lados. 

En P se tiene que ApAq es máximo ene! sentido estricto y entonces 
por el Lema 8.2, P tiene por lo rriénos x+ 1 distancias difüre:1tcs. 
En Q se tiene que ApAq es má.Xiinci fpor el icismo Lema, q tic·:t•! 
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por lo menos n - :e - 2 distancias distintas. 

Supóngase que ni en P ni en Q hay más de l~J distancia;i diferentes 
entonces las siguientes dos desigualdades se cumplen: 

:e+ 1 < l;J 
n - z - 2 < l;J 

i.e. 

n-liJ-2<z< liJ-1 

A, 

FIGURA 3.13. Teorema B 

' ~,· ·-

Paran= 2N se tiene que N:-.2 <:c.< N '.'"'.1 lo cual nose cumple , 
para ningún entero :X. Mientras que para n .=. 2N +1 se tiene que 
N - 1 < :e < N - 1 lo cüal es co~tiadiétoéio por sí ffiisino. Así queda. 
demostrado el Teorema~' o ' =-~>. :., »,:.::: -~-·- - •,-,,.' .~,;. T5~ • 

Gracias a queJa EC>~tradkción en '.eL~aso illií>aJ.'es Ínásfu~rte es 
posible cará.cterizariaaquellos conjuñtós qh~ cumplencon' la igual­
dad, sorpresivamente, éstos'sori los polígonos regulares~ 
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Teorema 9 (Altman, (Al)) Si 2N + 1 puntos en el plano forman 
un polígono con vezo y entre estos puntos hay exactam.ente N. distan-. 
cias distintas entonces el pol1'gono es regular. ·· · 

Demostración. 

Primero se demostrará. el siguiente Lema. 

Lema 9.1 l. Si un lado A1A,. de un po/i'go~o convexo den lados 
A1A 2 ••• A,. es máximo en el sentid() estricto. (i.e.' de longitud 
mayor que cualquier lado o diagonal) y elpoli'góno defir:e ex­
actamente n - 1 clistanciás'diferen'tes d¡ ·. >' d2 >'; ... >. d,._¡ 
entonces AkAn-k+í·,(k ;),~;·;/;; l~J) ~s de:1ongitÜdd2k.:1 y 
AkAn-k+2 '=.Ak.:1'A~;'..k+i =' d2i,:'.:::2 ·conk =' 2, 3;; .• :',l111.J ;· . 

.. ,.<' :\; ~-· :,>;< ,. ,¡, ~< ;le".\• ., . 

2. Si un lado A1A~·deun'poÚ!/ono ~~nvexo de nladosA1 A~ ... A,. 
es de longituri.mlíiimáii~>(i.é;aé:.lo'ngitudmayor •. ó igual ,que 
cualquier'• ladÓ' ··º :'liiagorÍal) "f¡e'l ~pol1'gono '"definé exaCtamenie 
n - 2 dist~ncias'.'difúeñtés.'d1 ;·; ili:>\ ;;,';::,;(a,.::-2 éntÓnces 
AkAn-k+t (k = 2;3,.:':;;HJ} es d~ /?ngÚudd2k::::l¡JAkAn-k+2 = 
Ak-1 An-k+l = d2'k-3 con k =' 2, 3, ; .. , l !!fl j: 

Demostración. 

l. Sea AiA2. '..A,. .~n p~lígo~o convexo q~e,defiue. exti.ctamcnte 
n-1 distanciai clireréntes"y en clo'iiclé-'iliil,.i es má.X:imo estricto 
(Fig 3.14)• . . .' . , <, , . . . .. 
Considére.se. el cua~iiÍát.em .4i A2A,.l1 A~. De l~ d~mostración 
del·Lema 8.2··se'l¡}uédesupo:iP.r si~'per.der'generaÍidad aue si 
di= A1i,.entonce8 A.1:..i~.:1 =·d2 y/A2'ALi =da (d1 >-d2 > 
da), . , ,: { ,,,::,, '< U, . •·i :•¡" V;.··.···'.-. 

Sea x = A2 Á~.: ~o_r la,~~s;g~a.ldad J:~ tl'Í~gul~ la suii1a d~ !as 
longitudes de las diagona.les-es Il:iayoique la súma de las longi­
tudes de dos ladosopUest~s por l()tanto x+d2 > d¡ +da=> x >. 
(d1 - d2) + d~ ::> da: En virtud dé laminima.lidad de distancias 
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FIGURA 3.14. Lema 9.1, parte l. 

en el polígono, z no puede ser una distancia' intermedia entre 
d2 y da, por lo tanto z = d2. 

A continuación se demostrará que A2An-'l es málCimo estricto 
en el polígono secundario A2Aa. •·. An:.2An....:1-; Supóngase que 
ApAq ~da. . . 

.. 
(a) 2 < p < q < n - l. ; .. ·i · 

Por un argumento siriúla:f;ál-·~eifr,ii'llla 8.1 (es decir por 
convexidad) se tie11e quefLít;'A~Á,\!..'..i + LA2An-1Aq < 
LApAtAn+ LA1A;.A~;;Por __ otrÓ lado;' como ApAq es lado 
má.ximo.enJos,td.~g¡¡j_os;A,42Aj,:<l-i'Y:.f1;An....:1ApAq y- los 
ángulos LAn...:1A.¡A~; Lll~A¡,Ai no se oponen al la.do máximo, 
se tiene_-- que estos· iíltÍmos • ángulos'.i soii;agÜdos _(o rec~ -
tos_- si ApA~---== da)/ De laifili_sma"foinia ·~n • 10,s tdáÍÍgulos 
t:.A;Ap1q •y é:.AnÁ~Atseobtie~e"que los ling11168·LA¡,'A1An· · 
y LA!A~A;¡ támbién s_on agudos y,entOnces:;{ •;, - .. -. . 

. ., ·~'j·- ' ·- •. - _. ·:· 1. 

o·'";··.'!·,, .... ·:._,_, ... :-·-~"~;; ... ·i·~::-·--·-<:· ·.· .·. - . 
360 :;::: LA¡,A2A,;;:i +)A2A;.:.1Aq +.LA;.:..1AqAp + LAqApA2 < 
LA~AjA;.;+LA1A;.A;¡:nso~·::;;360º ,: ._·· -·-· 

· " ~~e-:,._:_--~:"°~---~-:~-~;_-"~~· ·:·;_,:-7·-----,:~t··c · ·-... ~+-~----'~- .... ·· ··· ~ 

Por lo tanio en este ca.¿;, es imposible.que A¡;Aq ;::: da. ' 
(b)p = 2. 1 . . . . . 

1 El caso q = n - 1 es análogo. 
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La suma de las diagonales es mayor que la suma de lados 
opuestos en el cuadrilátero A1A2AqAn-1 por lo tanto: 

AtAq + A2An-t > A2Aq + AiAn-1 ::::> 
AtAq + da > A2Aq + d2 2:: da + d2 =:­
A1Aq > d2 ::::- AtAq = di 

Lo cual contradice el hecho de ser AtAq máximo absoluto. 

Ahora, si el polígono A2Aa ... An-2An-t es convexo de n - 2 
lados, con exactamente n-3 distancias diferentes y A2An-1 es 
máximo estricto; entonces por las mismas consideraciones del 
primer párrafo de la demostración se obtiene que A2An-2 = 
AaAn-1 = d4 y AaAn-2 = ds. Aplicando este mismo proceso 
sucesivamente se encuentra el resultado deseado. 

2. Sea A1A2 .. . An un polígono convexo que define exactamente 
n - 2 distancias diferentes y en donde AiAn es máximo (Fig 
3.15). 

FIGURA a.15. Lema 9.1, parte 2 

Si A1An = d1 y A2An-1 = d2 de acuerdo al Lema 8.2 d1 > 
d2. Sean z, Y, las longitudes respectivas de AiAn-1 y A2An 
entonces por convexidad en el cuadrilátero A1A2An-1An 

- ~ - - _- -- - -- -

z+ y> di+ d2 ::::> 
z > (d¡-: y)+ d2 
y> (di - z) + d2 
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i.e. 

Debido a la minimalidad del número de distancias distintas, se 
tiene que z = y = d1. 

Por un argumento análogo a l. se observa que A2An-I es un 
máximo estricto en el polígono secundario A1A2 .•. An Y apli­
cando las mismas consideraciones se demuestra el resultado. O 

Ahora puede ser demostrado el Teorema. 

FIGURA 3.16. Teorema 9 

Sea A1A2 .. . ' A2N+1 (Fig 3.16) un polígono convexo que com­
prende exactamente N dist~néi~s :diferentes entre .sus vértices. Su 
diagonal má.icima. deb~ dejar'.exacta:i;ente N vértices· de. un lado y 
N - ldel otro; púe~ si,'deja;a ~liS.déN vértiées.deá.lgún ládo se 
obtendría un poligorio de'riíás ·d~i·N+ 2 lados' en el cual la diago­
nal en cuestión sería'un!málcinio y por'el Lemá s~2, contrario a la 
suposición, comprendería más. de ·.N distancias distintas. 
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Sea AiAN una diagonal de longitud máxima. Se obtienen los si­
guientes polígonos secundarios: 

1 Ai ... Ap ... AN con un total de N + 1 lados donde Ai AN es 
máximo en el sentido estricto. 

11 AN . .. Aq .. . A2N+tAt con un total de N + 2 lados donde AiAN 
es de máxima longitud. 

De acuerdo con el Lema 1 para el polígono (11) las diagonales 
AiAN+i y ANA2N+i deben ser de longitud máxima. Cada una de 
éstas divide al polígono en dos polígonos secundarios del tipo (1) y 
(11) de tal forma que cada polígono del tipo (11) tiene una nueva 
diagonal de longitud máxima. Por lo tanto todas.las diagonales que 
dejan N vértices de un lado y N - 1 del otro son iguales. 

Además cada polígono secundario del tipo (1) .cumple las conse­
cuencias del Lema 1, por lo que todas las diagonall!s que dejan K 
vértices de un lado y N - K -:-1 del otro (K'= O, 1, ... , N...: 1) son 
iguales entre sí. Por lo tanto el 'poügciíio es regular. o 

·::<'·-,::~ -~ ,,_ >.>, :·· } 
. '·· '(• 

3.5.2 CONJUNTOS,·E~ PcJ~I~IÓN GENERAL 
. "f' ! ··~·.¡ ··--

Además de los. pro~l~g:; ¿~e v~-~e·h: consi~erado, 5~ pueden pedir 
condiciones adicionales'sobrelas conffguraciones en consideración y 
obtener de este modo problemasi.de''divérsá índole y dificultad. El 
siguiente es un ejemplo.alrespect~ .. ··.. · . 

Definición 9 Sea g : fll ~ fll da~d por: 

'u(7i:j =mí~h(P: n) 
. , .. ·JP:~) . '• ,, 

donde el mínimo se considera sobre todos los subconjuntos del plano 
con n puntos y en posición general (i.e .. no tres colineales y no cuat~o 
codclicos) · 
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El problema. análogo consiste en estimar g(n), Erdos ha. pregun­
ta.do va.ria.s veces si es cierto que 

lím g(n) = oo 
n-oo n 

(3.7) 

lím g(n) - O 
n-+oo n2 - (3.8) 

Szemerédi [Sz] observó que g(n) ;:::: (n - 1) /3 y .de hecho con­
jetura. que g(n) 2:: (n - 1) /2 , posteriormente Erd8s, Hickerson y 
Pa.ch [EHP] demostraron (3.8) a.firma.tivaménte. A continuación su 
demostración. · · · 

Teorema 10 Para cada número naturaln, g(n) < (3/2)nlo1J/lo12 < 
(3/2)ni.sss 

Demostración. 

Considérese primero el ca.son= 2k; Sea. P el conjunto de vértices 
del hipercubo unitario en Rk (i:~. foda'.sla~rimcesiones z = (z1,z2, ... ,zk) 
de ceros y unos). z - z' es. ünasucesión 'de'c:eros, unos y menos unos 
independientemente de z y z'. ' péírJo:que his parejas de elementos 
de P determinan a lo más' 3k'.:;: (vect~res distintos.2 Estos últimos 
ocurren en (3k - i)/2,"par~jií.S".de;:~ectore~ opue;tos y ento~ces de~ 
terminan a lo más .(3\--\1)/2 Ílistancia.sdlferentés. Ahora se puede 
escoger un planoHq~e"pasep;{~';('¿fige'n de fo~a qÚela. proyección 
de p en n sea ún C()íÍjuntd''Em posición gen~ra.L El conjunto proyec~ 
ta.do P' también'idetermi'ria'á lci:má.8' ( 3k·• i:.1) /2 distancias diferentes 
(i.e. g(2k)::; (3~';_ 1)/2,~ 3~/2}'! •, ·~ ·; 'i " · :::. 

Aho.ra c~>nsldé~~s/ri arbit;~;i·~: Sea ktalqu¡2k-'1 < n :5 2k. Dado 
que g es estrictaIÍlente 'é:rédente sé' tiene qué g( n) ·$;g(2k) < 3k /2, 
Pero k.< lffogn/log2,por.lo tantog(n)'.< (3/2)3l?gn/.log2 = 
(3/2)nlog3/log2, O . ':·.-: <:• /< : : : ;';' '. ·· . • · 

,:.: :· .. ' .: .· .. 

--,L-a_s_u_c_cs-io-'n (íi, ~ .... ,O) n~~ca,e~ ¡¡ dif¡rcncia de dos puntos distintos, 
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3.6 Notas 

En esta sección se exponen brevemente otros problemas que no podían 
dejar de ser mencionados, pues están directamente relacionados con 
las secciones anteriores. 

3.6.1 DISTANCIAS MÁXIMAS Y MÍNIMAS 

En un enfoque distinto al de la sección 4.2, trabajando exclusiva­
mente en el plano, se define M¡(n) como el número máximo de veces 
que puede ocurrir la i-ésima más grande distancia, y m;( n) el número 
máximo de veces que puede ocurrir la i-ésima más pequeña distancia 
( M2(n) = Mi(n) y m 2(n) = m1(n) ). 

Recientemente Brass [Br] demostró que: 
'· --.... · 

rif2(~) = (~ + o(l)) n 

y Vesztergombi ([VelJ,'[Ve2J) probó que M2(n) :5 3n/2 con igualdad 
paran par. 

Erdos conjetura ~~e·~~st~ ~lia constante é tal qu~ éM¡{n) < én y 
m;(n) <en.· .·· .. ·.· ''.· <'. 1 } '\e' •;) '. ' ' . ··.·. · · ·.·. 

Para i 2:: 3 no sé c~n6c~n nl v;tlores exactos ni estimaciones de 
M;(n) y m;(n).'< · ·· · · · 

3.6.2 DISTANCIAS UNITARIAS 

Se define 

Fc(n) = máz.{ F2(P: n) : Pes un polígono convexo en E 2} 

Fürcdi [Fü] consiguió demostrar que F0 ( n) es sustancialmente menor 
que F2(n), de hecho demcistróqúe F0(n) ::; 21rnlogn.:C.irn:;::; O(n log r.). 
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Por otro lado Edelsbrunner y Hajnal [EH] encontraron ejemplos para 
cada n que demuestran que F 0(n);::: 2n - 7, lo cual es considerable­
mente mejor que la cota ~(n- 1) obtenida por Erdos y Moser (EM]. 

3.6.3 DISTANCIAS DIFERENTES 

Otro problema relacionado muy interesante es el siguiente. 

¿Cuál es el número máximo de puntos que puede haber en En de 
forma que las distancias entre parejas sólo tomen dos valores? For­
malizando la pregunta: si d(n) es este máximo ¿Cuánto vale exacta­
mente d(n)? La respuesta paran pequeños es: d(l) = 3 (un segmento 
y su punto medio), d(2) = 5 (los vértices de un pentágono regular), 
d(3) = 6 (los vértices de un octaedro regular, o una pirámide con 
base pentágono regular, y altura adecuada, Fig 3.17). 

FIGURA 3.17. Configuraciones en n dimensiones que cumplen ser ~onju-ntos de. 
dos dista.ocias con número máximo de elementos.. · · · ' 

' : . . . . . 
Los valores exactos para n ;::: 4 son aún desconÓcidós, aunqÚe hay 

algunas cotas; el conjunto de ~ n( n + 1) puntos medios' de las aristas 
del simplejO regular de dimensión n siempre forma U:n conjunto de 
dos distancia8. Delsarte, Goethals y Seidel [DGS] han dado ejemplos 
con ~n(n + 3) puntos paran = 2, 6, y 22. La mejor cota superior 
es debida a Blokhuis [BI] quien demostró que un conjunto de dos 
distancias en En tiene a lo más s(n + l)(n + 2) puntos. 
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Triángulos Congruentes 

En este capítulo se resolverá el problema de tipo Sylvester que según· 
la sección 2.4 corresponde a. los valores R = 0, n = 2 y S el conjunto 
de ternas en el plano que son vértices de triángulos congruentes a. T. 

El problema se resuelve afirmativamente excepto por siete co~fi­
guraciones muy específicas y una familia infinita bien deterlninada.; 
La solución del mismo constituye, en gran medida, una mUititud dé 
aplicaciones del capítulo anterior lo que demuestra en particular que·. 
la Teoría de Conjuntos Finitos de Puntos no está confórmada~por 
resultados a.isla.dos entre sí. •:L.:' ,. 

El capítulo está organizado de la siguiente manera: E~'¡a'p~iinera 
sección se plantea y formaliza el problema, en Ja'zsegllnda;y tercera · 
sección se encuentran cotas sobre el número mlí:Ximo~d.é',célementos 
que podría tener una configuración que con~tituya u!la excepción. 
Finalmente, la última sección, se encarga de la clasificación rigurosa 
de estas excepciones. · · · ·,. · · . 

4.1 El Problema 

Considérese un conjunto finito (P : n) de puntos en el plano. El 
objetivo'del problema es clasificar todas las configuraciones de P,untos 
( P : n). Y todos 105 triángulos T con la siguiente propiedad: por cada 
pareja de puntos én P hay otro punto en P deforma ·que)os tres 
puntos son ,vérticesde un triángulo congruente a T.•Formalizando lo 
anterior se tienen las siguientes. ' · 
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Definición 10 Sea (P : n) un conjunto de puntos en el plano y 
sea T un triángulo dado. Se dice que la pareja (A, B) E P X P es 
T-congruente conectable, con respecto a (P : n), si e:r:iste C E P 
de forma que el triángulo D.ABC es congruente a T. Si no áiste 
tal C se dice que (A, B) es T-congruente ordinaria. (En· notaéidTI' 
T ~conectable o T ~ordinaria) 

i, ~ 

Definición 11 Si (P : n) es un conjunto de puntos ~~ elpla~o 
que cumple que toda pareja (A, B) con A # B es T .~·coTlectable, 
entonces se dirá que P es T-congruente conectabte'.''"(En: notaciór¡ 
T ~conectable). · · ~ • · i { · ·• ·. 

Con estas definiciones el problema consiste en ~ar~terizar P y T 
de forma que (P: n) sea T ~conectable. • 

4.2 Cotas sobre la Cantidad de Puntos 

Si (P : n) es T ~conect~bi~·~ri'tirice~:ca~a p~~to de P dista del 
resto alguna de las tres meÍildas'de)~s)ádos' de T, por lo tanto .el 
número de distanda.í(distintas'-en el 'conjúnio 'íistá'restrlngida Y' en 
este sentido el TeÓrema·7.perutlÜiií/d~mostrarel'siguieíifo: . 

. > ·.,- ~'-;'_,- " • . • ··: > 

Teorema 11 Sea (P: n) .unc~~ju~to.T-~conectable, entonces: 

l. n :'.5 11, y en particular: 

2. T equilátero ~· ·n i;· a:. 
3. T isósceles ~ n :'.5 5. 

Demostración. · 

l. En general h(P: n) :'.5 3 y entonces, por el Teorema 7../n - 2 :'.5 
h(P: n) :'.5 3, y por lo tanto n :'.5 11. 
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2. Si Tes equilátero, entonces por la misma Proposición ~ :5 
h(P: n) = 1, y por lo tanto n :5 3. 

3. Analogamente a 2. Jn - 2 :5 h(P : n) = 2 y por lo tanto 
n :5 6. Pero la igualdad no puede ocurrir, pues /(6) = 3 poi el . 
Corolario 3.5.1 y por lo tanto n :5 5. 

Los puntos 2 y 3 del Teorema son preds()s; es decir, en efecto 
existen configuraciones (P: 5) y (P : 3), (elpentágono regular y el 
triángulo equilátero) que son T ~ conectables para algún T isósceles y 
equilátero respectivamente. Por el contrario-la 'cota general se puede 
mejorar considerablemente. De hecho, es importante hacer notar que 
una vez conocido el valor /2(8) = 4 se podría deducir inmediatamente 
que la cota general puede ser rebajadá. 'a n :5 7. Sin embargo se 
preferirá otro enfoque para demostrar la cota n :5 7 que tendrá 
la virtud de ser de utilidad para la subsecuente clasificación de las 
configuraciones T ~conectables. 

4.3 Cotas más Precisas 

Definición 12 ·Sea Tc((P : n), T) el número de triángulos congru­
entes a T con vértices en P. 

Proposición 4.1 Si ( P: n) es T ~ co~ect~ble. entonces: 

Demostración. 
' ' ' 

Para cada pareja P;JÍ{E P co'u P; iPrse define 9T(P;, P;) como 
el número de. triángulos congruente~ a: T que tienen a P;P; como uno 
de sus lados, nótese que: - ·· ·· · · 
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1 
Tc((P: n),T) = 

3
- LYT(P;,P;) 

i"#j 

(4.1) 

Ya que cada triángulo congruente a Ten P se cuenta tres veces en 
la suma (una vez por cada lado). Ahora, como Pes T ~conectable 
se tiene que YT(P;, P;) ~ 1 para cualquier pareja, lo que junto con 
( 4.1) lleva a: 

Tc((P:n),T)~ H;) ~Tc((P:n),T)~ fH;)l D 

Esta última Proposición indica que las configuraciones T ~conectables 
poseen una gran cantidad de triángulos congruentes con T, esta 
propiedad será de gran utilidad para demostrar el siguiente. 

Teorema 12 Si (P: n) es T ~conectable entonces n:::; 7. 

Demostración. 

Supóngase que (P : n) es T ~conectable con n ~ 8 y además T 
no es isósceles. Denótense por a < b < e las medidas de los lados de 
T. La distancia e ocurre en (P: n) a lo más n veces por el Teorema 
4 y por la Proposición anterior Tc((P: n),T)·~ ... fH;)l,'Nóte~e 
que si n ~ s entonce~ n < f H;)] y p

3
or 10 t~to h~Y·.dos triángulos 

congruentes a T. que cmnparten el lado de ta.maño e, denótese a estos 
triángulos L:l.ABC y L:l.ADC, donde AB '~ a, ~BC = b y AC = e; se 
tienen tres posibles ca:Sos:'. '·'' 

l. B y D en el mismo s~miplano d~terminado porla recta AC. 

2. B y D en~ serÍtlpl~o~'di~¡i~~~~ i L:1.Á;6 ~~:~tn.4. . 
. · . . . . ,. . . :;:.: ·, " 

3. B y D en .serítlpla'.nos distintos y L:l.ÁBC ~ 6.ADC. 
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4.3.1 CASO 1. 
·, .. 

B y Den el Inismo semipla.tio determinado por la recta AC, conse-
cuentemente l::,,ABC ~.l::,,CDA. . 

FIGURA 4.1. Caso l. Posible medida de BD. 

BD :f. e pues por el Lema 4.1 los segmentos de longitud máxima se 
intersectan: Si BD = bentonces LCDB = LBCD, pero LACD, LBAC, 
LDBA:< 90º. por ser ángulos opuestos a lados menores que e y en­
tonces: 360°- =ÍLCDB+ LDBA + LBAC + LACD. = LBCD + 
LDBA + LBAC+ LAáD < LDBA t LBAC + 2LACD < 4 · 90°, 
claramenté una contradicción. Por lo tanto BD = a. 

A e 

FIGURA 4.2. Caso J. Posible medida de AE. 

Ahora, como (P: n) es.T ~conectableeÍltonces (B; D) es T ~conectablc 
y por lo tanto existe E E P que cumple l::,,DBE ~ l::,,ABC (la otra 
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opción l::i.DBE ~ l::i.BAC es simétrica) y además por el Lema 4.1 
DE intersecta a AC. 

Sea X = AC n DE. El triángulo l::i.BEC es isósceles por lo que 
LBEC = LECB. Por otro lado LBED = LACB, de donde LDEC = 
LECA y por tanto l::i.ECX es isósceles =? EX= XC =? DX = 
AX=? l::i.XAE ~ l::i.XDC =? AE = DC =a. 

ABDC es un cuadrilátero cíclico por ser un trapecio isósceles. 
y además LAEB = LBAD = LADB, por lo·tanto el pentágono 
EABDC es cíclico. Por otro lado CE ::/: a púes de lo contrario 
EABDC sería un pentágono regular y consecuentemente e y b serían 
iguales, lo cual no es posible. 

Ca.so 1.1 CE= b 

B D 

E 

FIGURA 4.3. Caso !.!. Solo se pueden agregar dos puntos más, el centro del 
hexágono y el vértice faltante. 

El cuadrilátero EADC es un paralelogr_amo y por ser cíclico _Ps 
un rectángulo. Por lo tanto a2 + b2 = c2 , porotroladoaplicanúo 
el Teorema de Ptolomeoal cuadriláterodclicoCDBEsé_ti~ne que 
e= 2a y b = VJa; es decir E,A;B;n;c 'si:>1Í'-Cinco'vé~tié'es de 1:n 
hexágono _reglllar;\ ._ -..... '_ ' <' _/ .•;' ;:, ;'.T;/;'._F ;_\ 

-- - ~· - - ~' .'";:\_,. -,-. 

Respetandola eXistendá, d~únicamerite las clistltnciá.s a,by e sólo 
se pueden agregar dos :Pú!~tos\ná.Si ~l yértlcé r.i.Itante 'del -h~xágono; 
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y el centro del mismo (Fig 4.3). Además el centro del hexágono 
falla ser miembro de alguna pareja T ~conectable. Por lo tanto, con 
n ~ 8, no hay configuraciones en este ca.so. 

Ca.so 1.2 CE= e 

• • 
FIGURA 4.4. Caso 1.2. Solo se pueden agregar dos puntoa más, los vértices 
faltantes del heptágono 

Aplicando eLTeorema de Ptolomeo a los cuadriláteros ÁBDC y al 
ABCE ;y haCiendo a= 1 se obtiene e= b2 -1 y'b3.:.... b2 '-2b-fl =O, 
de donde l~ 'ú'n.ic;isolución con a< b < e (verApéndicé' Á); consiste 
en que los 'puntos E, A;'B, D, C sean vérticés .ccinsecuÚvos de Ún 
heptágonoreg_ul_.ar~ :,•, .,,,::>>,: (' .. ' -

' :} ';·,)~ 

Nuevamente •. c~fllo ~~'é1'~a5ci ;~terl~~·lo~,ú~Íc~~'..ci~~p~ntos qu~ 
se pueden agregar. a la é'onfiguración son los d¡;s vértiéesfalta.Íites' 
del heptágono regÍtlar, (Fig '4.4). De esta rorm:a se tendría una con~ -
figuración de a lo más siete puntos, lo cual contradice la'hipótesis 
n 2: 8. 

Además como la pareja (E, C) es T ~conectable es 'nec~~ario ~ue 
alguno de los .vértices faltan tes esté en la configuraciónf con-esto 
bastará para tener una configuración T ~conecfable. 
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4.3.2 CASO 2 

By Den semiplanos distintos, y 6ABC ~ 6CDA. Como ABCD 
es un paralelogramo se tiene que 

BD2 = 2(a2 + b2) - c2 (4.2) 

Ca.so 2.1 BD =a 

Da.do que la pareja (B, D) es T ~con~ctable existe E E P tal que 
6BDE 2;! t::.ABC. Hay dos posibles :opciones 'salvo simetría (E1 
y E 2 en la figura 4.5). Sean a = LACB ::: LCAD . .;, LDE;B y 
{J = LBAC = 'LD<!.A'~ LDBE; con i = 1, 2. 

LCDE2 .;,LBDE2-LBDC = a+{J => DE2 = b,CE2 =ayA,D 
y E 2 son c¿line&ies. Entonces, como LE2CA es obtuso 'se infiere qlle 
AE2 > AC ·~ e lo cual es una contradicción y por ló taiíto E ':;. E1. ' 

' -··¡'. 

t::.ABD es isósceles => LDBA = 180º - 2a -'- 2/J. Por otro lado 
como 6EDA es isósceles, y además LEDA = LEÍJB''-- LÁDB/= 
180º - 2a - 2{J se tiene que 6BC D "' 6EAD y por','coiisi~iente 
AE =c. A continuación los tres casos para el p~sibie.~'vli.Ior'de EC: . 

l. EC = a => 6ECB ~ 6ABC => LCBE:;, LACE, pero 
LACB < i.BAC (pues a< b), de,donde:{Á.CB = L,CBE :::: 
LCBD+LDBE = LCBD +LBÁC>'liidn'élaraménte ·una ' 
cont?adicdóÍl. · ... ,,. · '>-,.. ~:1~··.i:: ·;~:~;;~ ,. -... 

2. EC = ,b ~ 6.BEC;:ggifi.AEIJ·~~·'LCBE ;:LlnAE¡pe~o 
tambiénLDAE.d;·LCBD y/LCBE ;;.LCBD +DBE;lócual 
implicaría que'L.DBE '';;;o:·: ·:·: ·' . ,; ' 

. ;..-:·.:. !,.;',>.:.;.i,,, ,, .. 

3. EC =e'=> 6AECeseqitllátero:::::..LCÁE =LCAD+LDAE = 
2a + (3 =· 60°, además conio 6ECl1'.es ,isósceles entonces 
a+ 2{J = LCBE;:_ LECB = 3a + (3 ::i. (3 = 2a:;. a= 15° y 
(3 = 30°. Por otro lado también 6AEB es isósceles por lo que 



\ 
\ 

\ 
\ 

\ 
\ 

4.3. Cotas más Precisas 65 

FIGURA 4.5. Caso 2.1 

2a + 2(3 = LBAE = LEBA = 180° - 2a - 3(3 => 5(3 + 4a = 
180º_=> 210º = 180°, esto último, una contradicción evidente. 

Caso 2.2 BD_= b 

Por (4.2)~e'Jiene q~e c2 = 2a2 + b2 • Como la pareja (B,D) es 
T :l!;!conectablé eÍciátéE 'e P tal que L::i.BDE E!;! L::i.ABC. De las dos 
posibles opciones salvo ~imetría (E1 y E2 en la figura 4.6) E2 -:/; E, 
ya que LADE2 ':>'LADC => AE2 >.AC =e, lo cual no es posible. 
Porlotantoe;rE1;·-· - -

· .. ·.,:.·:, 

Sean a';;'iAcB'~ /.éÁ.lJ'~ LDBE y (3 = LBAC = LDCA = 
LEED. PÓr suma de';á~giilos' internos en el l:i.BDE se obtiene que 
LEDB = 180°-a:_q, Además-, cÓmci L::i.ABD es isósceles y LBAD = 
LBAC t WAD = a'+::f3)e tiene que LADB = 180° - 2a - 2(3 y 
por consiguiente LEDA~ i._EDB - LADB = a+ (3. Por otra parte 
LADC = 180° - a if3 por lo que C, D y E son colineales y entonces 
por simetría· AE = b. Ahora· hay dos posibles casos: -

. - .' <:· ' 

l. CE ::i b =>'2a.:;,,.b =:>e= y'6a. Es decir, si a= 1 entonces 
b = 2 y e= y'ii; pÓr lo tanto los púntos A, B, C, D,Eestán bien. 
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determina.dos. Ahora, como (E, C) es T ~ conectable existe 
F que cumple AEC F ~ T y en cualquiera de las posibles 
locaciones de F resulta que FD, por ser mediana del ACFE, 
vale ~v'IO distancia que no está permitida. 

B 

E, 

FIGURA 4.6. Caso 2.2. 

2. CE = e => 2a = e => b =:: V2a. Es decir, si a = 1 entonces 
b = V2 y e= 2, parlo tanto los. puntos A, B, C,D,Eestán bien 
determinados .. Ahora, comci {E,C)es T ~conectable existe 
F que cumple 6.ECF}~ T y en cualquiera 'éie .las posibles 
locaciones de Fresulta quePD, por ser meil.hí:na del t::.CFE, 
vale ~ y'2. distan~ia· 9ue''no ºestá permitida.. . 

Caso 2.3 BD = e .. 

Por ( 4.2) se tie~e que c2 = a 2 + b2, ~ decir T es·. rectángulo. Como 
n ;:: 5 hay un qÚiiito punte E que dista ~e .A, B, C y D algu'.la 
de las distanci~·a;b.o.c,·por-lo ta.D.to al menos' una de e~tas tres 
distancias se re.pite (i.e. E está en.alguna de las cuatro mediatrices 
determinada.$ pO/A, B;C y D) .. Sean estas Ínediatfkes mi, m2, m3 
y m4 como se muestra en la figura 4;7, . . 
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A tttr---/-, .:__ ___ ;,,.._\ _ _::,. D 

' ' ' ' 

FIGURA 4.7. Caao 2.3, El Rectángulo ABCD y sus mediatrices. 

Caso 2.3.1 E en el interior de ADCB 

E no puede distar e .de nirigún~.vértice del rectángulo, pues e es Ja 
longitud de Ja' diagonhl déIJhismo; Si alguna de las distancias a o 
b, que hay'de E'a·Jos vértices''del rectángulo se repitiera más de 
dos veces; eD.i()nces'E_-íe;;'driá que estar en dos mediatrices, y por lo 
tanto tendría que 'ser el centr~ del rectángulo: de aquí se obtienen 
los siguieiltes dos ~á.568: ' · 

.. ~. ' - ' 

·/' 

l. E e.1 ~ent~o :déJl"ectángulo. AE = ~e tendría que ser igual a 
a yb =·:qc:'como.(A,E) es T ~conectable entonces existe 
F E P tal ·que .6.AEF ~ .6.ABC, pero cualquiera de las dos 
posibles locaÍ:ionés de F, salvo simetría. (F1 y F2 en la figura 
4.8) distaría más que e de' D. Y por Jo tanto no se podríá tenér 
una configuración T ~conectable con n ;:::: 8 puntos: 

,,- .• ,·.· 

2. E dist~ a de dos vértices del ~~ctá~giiJ6;"y bde Jos otros dos. 
Hay dos posibles subcasos: ·:: :~.·"~;., :. : <(é~L.··; ·· · 

(a) BE =.CE =a y AE;, DE::); /J: • 
(b) BÉ = AE,'d. ay CE'i- n/~ li: .. 

En el primer caso.6.ADE es ~qllÜát~~oy .6.BAEesisósccles, 
por Jo tarito ¿BAE ·~ ÚEB .;_ 90º:.:.. 60º. :::= 30°:.v. p~r Jo t~to 
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LBEC = 360º - LAEB - LDEA - LCED = 240° > 180°, 
esto último una contradicción. El segundo subcaso se resuelve 
analogamente al primero. En ambos eubea.sos E no puede estar 
en el interior del rectá.ngulo. 

FIGURA 4.8 .. calK> 2.3.1. ·r,.,;- posibles locaciones de F no cumplen las hipótesis. 

Caso 2.3.2 E en é/ext.erior de ADCB 
. ,. 

Si E esta en~1 ;'~·la'derecha de CD, entonces resulta que EB = 
EA > c,.lo ~ual iíó.es posible'.S'si· E esta en m4 y arriba rle BC 
entonces L'::.AJ1E ~ '~ÁBC,;; E\,,;p, lócual es una contradkdón.1 

Por último si.E'esta'e~'·'r'r!;·~~y:~tres sti.bcasos: . . 
' .:¡ ¡. ';· ·, "'. • ·.·:<:o ;. }~'.;'~.: . .'.· •' ~e.' 

l. EB = EC ;, a y'EA;; ED ;, b: E~. este ~aso.se obtiene una 
configúración-ánálogá al CáSoi.1'" . . . .. . . . . 

2. EB = EC.;,-~}EA ~ ~D ~h .·· .... 
Si //¡.y H.], son los punt;_;ii rncdJ¿js 'dc:;:Bá y<rtn''rcispr~tiva­
mentc, entonces por el Teorcma(de -Pitágoras aplicado a los 

1 Los casos E en;,.,¡ y a,laizqulerd~ de'Ali';en'23 y·~.en m4 y abajo<lc 
AD son análogos por simetría. · · · ·. · · · · · · · 
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triángulos D.EH1C, 6.EH2D y haciendo a= 1; se obtiene el 
siguiente sistema y soluciones: 

A •'JI, 
g 

a=l 

b= /q+1 
e= ,/q+a 

FIGURA 4.9. Caso 2.3.2. Laa posibles locaciones de P no cumplen las hipótesis. 

es decir los puntos A, B, C, D y E son muy particulares, Ahora, 
como (E, C) es T ~conectable existe F E P de forma que -
6.F EC ~ T y además con F bajo BC, pues las distancias 
máximas. se deben• intersectár; las dos únicas_ opci~nes. para 
F salvo simetría (F1 y F2 en fa Figura 4;9) n'o cumplen las 
hipótesis, pues BF1 < iz y AF:i <ª· · · · · · 

3. EB = EC =by EA= ED =c. Como.b..EBC es equilátero y 
EA = ÁC entonces A y B están ambos sobre la mediatriz de 
EC lo cual es imposible. 
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4.3.3 CASO 3 

By Den semiplanos distintos, y b.ABC =':! b.ADC. 

Caso 3.1 BD = a 

D 

FIGURA 4.10. Caao 3.1. Las posibles locaciones de E no cumplen las hipótesis. 

Al ser (B : D) T ~conectable existe E E P tal que b.DBE ~ 
b.ABC y ex~eptuando simetrías solo hay dos opciones para E ( E1 
y E2 en l~fig~ra4.10). Como 60° = LADB < LCBD, y b.CBD es 
isósceles, entonces'. . 

60° < LCBD < 90° (4.3) 

Caso 3.1.1 E= E1 

b.DEB =':! b.ACB => LEBD = LABC => LEBD - LCBD = 
LCBA - LCBD = 60° => LEBC = 60ó => b.CEB es equilátero. 
Además LABE = 360°- LDBA- ZEBC-LCBD := 240- LCBD. 
Y usando (4.3) se tiene que: 150° < LABE < 180º.=> AE = e=> 
b.ACE isósceles => 2LCBA + 60° = 360º => LCBA = 150° => 
LACB = 0°. Esto último una contradicción. 
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FIGURA 4.11. Caso 3.2. Posibles locaciones de E. 

Caso 3.1.2 E= E2 

l. EC::; b => LEBC.$ 60° => LABE + LCBD + 120° 2: 360° => 
LCBD;:: 12~º·'.yna contradicción a(4.3); pues LCBD < 90º. 

2. EC =·c.LED(;.>~ 30~.~.:t-LBJJC:~, '3p°c.J;LCB.[), ad~más 
LDCE.·~ LEDC "=~30~+;'LCBD,¡iues'6.EDC;esisósceles. 
Por'ótra p~te L,DCE.';};jt.n(fjj;'f::¡_iJcE~~·9o~·~·~¡_EBC -
(90º -.LCBD) =: 2?0'-; 2fS!1J?.::/tl,~!J.q => .. 

(4.4) 

Pero·LEBC= 3¿0º,- 2LbBb;"._~0° = aoo~:_2LCBD, susti­
tuyendo en (4:4): 24Ó0 = ~LC,B.[) +150° '.'"'. LCB.fl'S. LCBD = 
45º, cOiií~~dii:cióri a(4:3).· ··· ··.• · · · · · · ·· ···· ·. · 

Dado que (B, D) es '.J:. ~co!lectable eXíste E E ~.que cu~ple 6..DBE ~ 
6.ABC, dístfngansé, deis casos segí1ri' IáS úniéas dos. posibles loca­
ciones de E exceptuando simetrías· (E1 y :E:.i 'en'la figura 4.11). 

'.··, .. ·., .. ·. "· ·, . ' , . ,. 
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Caso 3.2.1 E= Et 

LABE = LDBE - LDBA = LCBA - LDBA = 60°. Como O< 
LDBA < 60° y LCBE = 120° + LDBA entonces 120° < LCBE < 
180° y por lo tanto EC = c. Por otra. parte LBAC = 90° - LDBA 
y O< LDBA < 60° ~ 30º .< LBAC < 90º ~ 90° < LEAC < 150º. 
Por lo ta.Ilto e ,,;; EC > AC = e, obvia.mente una. contradicción. 

Caso 3.2.2 E=;= E2 

Por simetría. EÓ =.a. AE f: a, pues LEBA > 60°. Si AE = b se 
obtien.e una. configuración análoga a.l ca.so 1.1. Finalmente, si AE = e, 
por elTe0rellla 'de Pitágora.s a.plica.do a t::i.ABH, y el de Ptolomeo al 
trapecio isóscel¿s ADC E se obtiene el sistema.: 

,. 
,. ,. B 

FIGURA 4.12. Caso 3.2.2. Las posibles locaciones de F na cumplen las hipótesis. 

c2 - be- a2 =O 

Si a = 1 se obtiene b ;,;, J'2 ; i = ~-.di, es decir los puntos 
A, B, C, D y E están determinados, así corno el triángulo T; como 
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(A,E) es T ~conectable existe FE P tal que .6.EFA ~ .6.ABC; 
pero las dos posibles locaciones de F salvo simetría'(F1 y H en la 
figura 4.12) fallan, pues F1B < a y F2C < a. · 

Caso 3.3 BD = e 

B 

D 

FIGURA 4.13. Cuo 3.3. Las posibles locaciones de E, no cumplen las hipótesis. 

Como (B1D) es T ~conectableexiste E E P deforma.que .6.BED ~ 
.6.ABC, (la otra opción .6.BED. ~ .6.BAC es simétriCa), y las .dos 
posibles locacion,es de B (E/y .E2 en!a'figura 4.13) cumplen que 
E1E2 = e; púeé 6E1DE2; ~it::,,DCB; Por lo tarito E1E2CA es 
un paralelogramo, y elltonées;E2C;,, :E1Á y E2A < E1C. Sean 
H = BD n AC, c1 = HC y c2 ·:::; AH. Por el Teorema. de Pitágora.s 
a.plica.do a. los triángulos .6.BHC y .6.AH B se obtiene: 

:·' ,:: 2 
a2 ,;,(~i::) + (c2)2, 

b2.=Üc2) ,+(c1)2 (4.5) 

También por el.Teorem~ de P~tái~ras: 
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(E2C)2 = (~c-c2) 2 
+ (c1 - ~c)2 

(E2A)2 = Oc+ c2)
2 
+Oc- c2)2 

(4.6) 

Si E2C = e entonces por ( 4.6) se t~ndría qu~. ~c2 =', ..:.2c1c2 lo 
cual no es posible, De igual forma' si E2A = e ento!Íces '¡i()r ( 4'.6) 
ic2 = (c2)2 => C2 = ~e =>'a =. b un~.:nue~vacoÍltr~~ción;,•,P?r lo 
tanto la úniéa opción que resta esBiC::: á;·E~í1 '= b fsustituyendo 
estos valores. en ( 4:6) y. luego. igtialando '(4:5r y ( 4.6r;.se obtienén 

simultáne~énte b = e ( v'3 ~ 1) y b:= ~~\/~.:·+ 1)~~~3.I ~~¿o~~ 
tradictorio. Por lo tanto E2 queda descartado;'1E1.\ta.Illbién,queda 

descartado pues: (E1C)2 = (~e - c2) 
2 

f (~~ ~ c2) ~.?-tV: :( 
Una vez terminado el análisis de todos los ~~o;''q_~~di·d~¡d6st~~do 

el Teorema y además se obtienen los siguientes é:C>rolarios?que serán 
de gran utilidad, para clasificar a todas lasco;}figÜraciones (P : n) 
conectables. o · ' · · . . . · 

< ' ;-.-;· ':::~: ···.·,- '.:_; :: ::.··: 
Corolario 12.1 Si (P: n) es T ~conectable do~de T ~~ e~caleno y 
hay una distancia máxima que comparter(dos 'trfringulói c~ng~uentes 
a T, entonces (P: n) y X son álgun~'-dldos.'sigu'iént~s:'. '' : · 

. ::'. "' ' - •O'''-• :::,:'."\\'.:: ,r• .... 

--:;::;·_·J' 

l. (P : 4) t'értices;de, uri.réctá~guloa~bitrario y T el triángulo 
rectángulo correspondiente. 

2. (P : 5) Ji~co~é/h~~s ~~ un hexágono regularT T eltriángulo 
formado con un lado del hexágono y dos diagonales distintas 
~~d ' ' 

S. (P : 6) t'értices de un hexágono regular y T el triárigu/o for­
mado con un lado del hexágono y dos diagonalés distintas entr·e 
sí. 

,./. (P : 6) seis vértices de un heptágono regular y T el triángulo 
formado con un lado del heptágono y dos diagonales distintas 
entre sz'. 
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5, (P: 7) vértices de un heptágono regular y T el triángulo for­
mado con un lado del heptágono y dos diagonales distintas en­
tre si: 

Corolario 12.2 Si (P: n) es T =:!conectable con T escaleno y no es 
1,2,S,,/ ó 5 del corolario anterior entonces T0 ((P: n), T) $ k donde 
k es el número de veces que ocurre la distancia máxima en (P: n). 

Demostración. 

Si (P: n) es T ~conectable con T escaleno y no es 1,2,3;46 5 del 
corolario anterior entonces runguna pareja de triá.D.gulos congruentes 
a T comparten lado máximo, por lo que el número de triángulos 
congruentes a T es menor o igual que el número de segmentos en 
(P: n) a distancia máxima (i.e. T0((P: n),T) $ k)/D 

Corolario 12.3 Si (P : n) es T =:!conectable con T escaleno, y no 
es 1,2,S,,/ ó 5 del corolario 12.1 entonces: 

4 $ T0 ((P: 5),T)$ 5 
5::; T0 ((P.: 6),T) S 6 

T0 ((P: 7),T):: 7 

dependiendo del valor de n. 

Demostración. 

Se sigue directamente del corolario anterior, de la Proposición 4.1, 
y del Teorema 4. O 

4.4 Clasificación delas Config11raciones · 

El Teorema 12 de.ia sección .~nt~riof, junto ¿~n.sus Corolarios será 
de suma utilidád para proceder a lá dasificación de las configura-
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clones T ~conectables, de antemano se sabe que dichas configura­
ciones tienen a lo más 7 puntos. Primero se desecharán aquellas 
configuraciones de 3 ó menos puntos, pues éstas obviamente son 
T ~conectables; después se realizará la clasificación según el tamaño 
de los conjuntos y posteriormente de acuerdo a que T sea isósceles o 
escaleno. 

4.4.1 CONJUNTOS DE CUATRO PUNTOS 

0"< a <90" 

FIGURA 4.14. Únicos conjuntos T E!!conectables con cuatro puntos. 

Teorema 13 Las únicas conjiguraciones(P: 4) que son T ~conectables 
son: 

l. (P: 4) tres vértices de un triángulo equilátero y su centroitie, 
y T el triángulo formado con el centroide y dos vértice~ r.el 
triángulo equilátero. · · 

2. (P : 4) vértices de un rectángulo arbitrario, y T el trié.nrp1!0 
rectángulo correspondiente. 

Demostración, 

Claramente las configuraciones 1 y 2 cumplen ser T ~conectablc~. -
La demostración de la unicidad para conjuntos con 4 elementos se 
verá más adelante como consecuencia de un resultado más general 
(Teorema 18). o · 
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4.4.2 CONJUNTOS DE CINCO PUNTOS . 

Teorema 14 Las únicas configuractones(P: 5) que son'T ':!!conectables, 
con T isósceles son: · · ' 

'" .. ,.·;• ';,> 

J. (P: 5) vértices de un "rJentágo~~· regular; y T'et tridngulojor-
mado con dos lados y una ;diág~rtal//~\ < .. . . : 

2. (P: 5) vértices de un pentágono regular, y T el triángulo for­
mado con dos diagonales y un lado. 

FIGURA 4.15. Únicos conjuntos T E!!conectables de cinco puntos con T isósceles. 

Demostración. 

Es fácil verificar que las configuraciones descritas en 1 y 2 cumplen 
ser T ':!!conectables. La unicidad.se sigue directamente de la Proposicion 
3.5 .. 

Teorema 15 •La. IÍntcrf~~~fl~~f:acirin (P :. 5 f; T ~ conectable,. con T 
escaleno'.es:';:~ .,, : .. ·:_ ,.-,, · ,., '·' '· ···· ',. · , __ . ·' _._, 

(P : 5) cinco vértices':de un he:uígono regular, ·y .T 'el triángulo 
formado con un. tado .del hexágono, y dos diagonales distintas 
entre sí. · · 
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Demostración. 

FIGURA 4,16. Único conjunto T ~conectable de cinco puntos con T escaleno. 

Por el Corolario 12.1 se sabe que la configuración descrita arriba 
cumple ser T ~conectable y además es la única configuración ex­
istente con T escaleno y con un par de triángulos congruentes a T 
compartiendo lado máximo; por lo •. tanto solo falta demostrar que no 
hay configuraciones (P : 5) con T escaleno y sin triángulos congru­
entes a T que compartan l¡¡,d(),m~mo:: · 

Se procederá por cont;.i:dJ.cci~·~,;su~óngase que existiese tal con­
figuración (P : 5) = {A,B,'CiD,"E}:'Por el Corolario 12.3 dicha 
configuración debe cumplirque4 ~;T0((P: 5),T):::; 5. 

,,_,·, .• V ~·~ ··}~• ;>-
1. Tc((P.: 5),T) :~·· . ;••• .r ••···.· .. ·~ .•... . ·. 

Si en·.algún,puntiii!icid~~;lo~ ~tiatrosegmentos de longitud 
e, sin perder genera.!Ídad é~l'L;Ai'eiiton~es la pareja (A; B) es 
T e!ordinaria, ¡iués todos los triángiilos con AB como lado son . 
isósceles. Lo,ritisl'ó..o'siléede'si eri A inciden tres segmentos de 
longitud e (AB; Ac!fA.:V) y además BE= e (Fig 4.17) : Si· 
AB,;,, AC =AD~,c,'y'ninguno de los segmentos BE, (JE 
ó DE mide e entoll.ces forzosamente alguno de los segmentos 
BC, CD ó BD es de l~ngitud e; como además los segmentos 
máximos se intersectan, supóngase sin perder generalidad que 
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BC = e 2 y que AD está entre AB y AG. Como (A, B) y 
(A, C) son T ~conectables por suposición entonces AE = a (o 
b) y por lo ta.nto BE= CE= b (o a)¡ en ambos casos se infiere 
que E está en la mediatriz de BC y al no estar en el interior 
de b.ABC se infiere que AD= by BD =CD= a. Entonces 
es evidente que ED <a. 3 

D 

B 

/ 

FIGURA 4.17, Teorema 15, caso l. 

El único caso faltan te es que todos los. puntos sean -~xtremos 
de a lo má.s dos segmentos de longitud c. Sin perder gener~ 
alidad y dado que los segmentos de longitud má.Xima deben 
interscctarse supóngase que DB = BE'=.;BC:'S :'CA = c. 
Como las parejas (E, B) y (B, D) son T ~conectables entonces 
T ~ b.BAE y T ~ b.BDC y salvo sime,tría se tienen los si-
guientes tres casos (Fig 4.18): · ·· ' · · 

(a) DC =EA:: a yBA = BC =-b:·'p);~ si~~trí~ se t~ndría 
que AD :: e lo, cual.no es p~sible:\ ') · • , ;• .; 

(b) DC,;;'BA =ay BC = 'EÁ ¿b.(E/c)es'i'~conectable 
=> ED = b,

0
además (A; D)es.T:=::<conectable => AD = 

b => lCDA _;;, LC DE lo cuii.J es una contradicción. 

2 Nótese que LÍADd es ~qui!á.ter~. : 
3 Pues la distancia máximá de D á 'cualq~icr punto del sector circular DAC 

menos el AABC es precisamente DB = DC '= a. 

fST~ 

SALfü 
TF~lS 

Ut LA 
~Hl ~f:G.E 
mil1.llifECA 
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(e) BC = EA = a y DC = BA = b. (E, C) es T ~conectable 
=> ED = a, además (A, D) es T .~ci:mectable => AD = 
a~ LCDA = LCDE lo cual es una contradicción. 

E 

E 

A 

JJ JJ e 
(a) (b) (e) 

FIGURA 4.18. Teorema 15, caso l. 

2. T0((P: 5), T) = 5 

Por la Proposición 3.3 hay dos casos: 

(a) l:,,ABC equilátero 
Por lo ~eñ¿s alguna dé las distancias DA, DB, DC, EA, 
EB o EC, vále e; pues de lo contrario habría únicamente 
cuatrci distancias máximas, sin perder generalidad sea AD.= 
c. Por ánalogía con l. se concluye que A.E = b y BE = 
CE.='.a¡ corisec_uentemente ED <a. 

(b) ABC DE. pe~tágono convexo con t¿das sus diag~ñaies de · 
medida· c; · i; · · · 

Los segl!1entos AIJ, BC, CD,DE:y 'EA•,tie~~n longi­
tud a ó (y_por lo tanto siri perder generalidad AIJ == 
BC obtcniendose así_ una contradicció~;· púes (A, C) es 
T. ~ordinaria ya que todos_ los. triárigUJos cori ÁC como 
lado son isósceles. o . .. . . 
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4.4.3 CONJUNTOS DE SEIS PUNTOS 

Teorema 18 Las únicas configuraciones ( P : 6) que son T ~conectables 
son: 

:,'· ·:··: . .. 

J. (P: 6) vértices d~ ü~'helag~no regular, y T el triángulo for­
mado con un ladó 'del hexágono y dos diagonales distintas entre 
si. 

:':.; 
-¡·,:: __ .. . -.. 

'·¡· 

2. (P: 6) seis vé~tices consecutivos de un heptágono regular¡ y T 
el triángulo formado con un lado del heptágono y dos diago­
nales distintas entre sí. 

FIGURA 4.19. Únicos conjuntos T ~conectables con seis puntos. 

Demostración. 

Por la Proposición 4j,se:sabe que si (P: 6) es T ~conectable 
entonces T es esc3.leno, de la'misma forma que en la sección anterior 
se supondrá que P =',{A;B, C;D,E,F}no es ninguna de las confi­
guraciones descritas en eLCorolarici 12.1, entonces por el Corolario 
12.3 se tí~,ne.ciue 5':5 TcC(P·: 6); T) :5'6. ·· · . · 

_,-- ·"·'·. ·.· 

l. Tc((P: 6), h= 6: 
Por eÍ Cor~ia.rlo i2 :2 l~di~ta~cia e ocurre e~actamente 6 veces, 
y por otro lado; según Ía ProposicióÍi 3;1 Cc(P : 6) =.6. Por 
la Proposición; 3.2 hayun elemento de P que es extremo de 
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exactamente un segmento de longitud e, Sea A tal elemento. 
Considérese el conjunto P-{A} y obsérvese que es un conjunto 
de 5 elementos con 5 segmentos de longitud máxima; entonces 
por la Proposición 3.3 ocurre alguna de las siguientes: 

(a) Las diagonales del pentágono BCDEF son todas de lon­
gitud c. Se supondrá sin perder generalidad que FA = c. 
Como las parejas (D, E) y (F, C) son T ~conectables se 
tiene que si EF = BF entonces ED = BC; consecuente­
mente por. simetría. EA = BA y por lo tanto la pareja 
(B, E) es T ~ordinaria (Fig 4.20 A). La otra opción es 

A 8 

F 

D 

A 

FIGURA 4.20. Teorema. 16, ca.so 1.a.. 

que EF :¡!: BF y entonces se puede suponer sin perder 
generalidad que EF = a y BF = b, Debido a que las 
parejas (F, D) y (F,'B) son T 3'!conectables se tiene que 
ED = b yBC == a, consecuentemente CA f. a y. CE# b 
lo que implica q\10.(/1, F) es T ~ordinaria contradiciendo 
lashipótesis (Fig 4.20 B). 

(b) Tres eleme~tos de P- {A} forman un triángulo equilátero 
de lado e, ,Nótese que Jos otros tres segmentos de lon­
gitud e necesariamente intersectan a los tres lados del 
triángulo equilatero, debido a esto se tiene que cada uno 
de estos tres segmentos tiene algún extremo que coincicle 
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con un vértice del triángulo equilatero. Supóngase que el 
triángulo equilátero es l:::,.BCD, y supóngase además que 
dos segmentos, sin perder generalidad BE y BF, tienen 
longitud c. Obsérvese que entonces la pareja (E,F) es 

D 

E 

8 e 

FIGURA 4.21. Teorema 16, caso J.b. 

T :!!ordinaria, pues BE y BF están ambos entre BC y 
BD (i.e. EF ::/:e), y además EA y FA no pueden tener 
longitud e por no tener extremos que coincidan con B, C 
ó D (Fig 4.21). 

D 

JJ e 

FIGURA 4.22. Teorema 16, ca.so J.b. 

El caso faltan te es que cada uno de los vértices del l:::,.BC D 
sea extremo de otro segmento de longitud e (i.e. BA = 
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CE = DF = e). Como (B,C) ,(C,D) y (D,B) son 
T !:!!conectables, entonces los triángulos IJ.BCF, IJ.CDA, 
y IJ.DBE son congruentes a T. 
Supóngase que dos lados consecutivos del hexágono ADEBFC 
soniguales(i.e. AD= DE= ay también CA= EB = b). 
Por la convexidad del hexágono se tiene que AE f; a y 
por lo tanto AE = b; entonces la pareja (A, E) resulta ser 
T ::!ordinaria, contradiciendo las hipótesis (Fig 4.22). 
Si ningún par de lados consecutivos del hexágono son 
iguales entre sí, entonces se puede suponer sin perder gen· 
eralidad que AD = EB = FC = a (Fig 4.23), entonces 
por simetría de la figura se tendría que AE = EF = F rl y 
además por convexidad AE :¡6 a y AE # b (pues IJ.EAD 
no es isósceles), por lo tanto AE =e lo cual contradice el 
hecho de haber únicamente 6 segmentos de longitud c. 

D 

FIGURA 4.23. Teorema 16, caso J.b. 

2. T0 ((P:6),T)=5 

Particularizando la demostración de la Proposición 4.1 se ob­
tiene: 

15 = L • Or((X, Y), T) 
(X,Y)EP2 

X;éY . 
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donde cada sumando es mayor que uno y como sólo son 15 ele­
mentos en la suma, entonces cada pareja de puntos de P forma 
parte de uno y solo ún triángulo congruente a T . Considérese 
el triángulo congruente a T correspondiente a la pareja AB, 
sea éste /::J.ABC; considérese ahora el triángulo análogo para 
la pareja AD, sea este nuevo triángulo /::J.ADE. Finalmente, 
supóngase que el triángulo correspondiente a la pareja AF es 
/::J.AF X. Nótese que independientemente del punto que sea X 
la pareja AX formaría parte de dos triángulos congruentes a 
T lo cual esclaramente una contradicción, por lo que no hay 
configuraciones T ::!conectables en este caso. O 

4.4.4 CONJUNTOS DE SIETE PUNTOS 

Teorema 17 La única configuración (P: 7), T ~conectable es: 

(P: 7) vértices de un heptágono regular, y T el triángulo formado 
con un lado del heptágono, y dos diagonales distintas entre si'. 

FIGURA 4.24. Único conjunto T !:!!conecta.ble con siete puntos. 

Demostración. 

Igual que en. las dos secciones anteriores,•· solo 'ralta dé!llostrar 
que no hay configuraciones (P : 7), T. ::!coriectables·sin triángulos 
congruentes a T que compartan lado máxinio;· de existir tal con-
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figuración, por el Corola.río 12.3, T0((P : 7), T) = 7, y además el 
número de distancias máximas es 7, y entonces por la Proposición 
3.1 Cc(P : 7) = 7; y consecuentemente por el Teorema 9 (P : 7) 
son los vértices de un heptágono regular, lo cual contradice el he­
cho de no haber triángulos congruentes a T que compartieran lado 
máximo. o 
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Triángulos Semejantes 

En este capítulo se trata el problema análogo al capítulo anterior 
pero para triángulos semejantes, es decir, el problema correspondi­
ente a los va.lores R = 0, n = 2 y S el conjunto de ternas en el plano 
que son vértices de triángulos semejantes a T, según la sección 2 .4. 

Este problema presenta dificultades mayores que el del capítulo 
anterior, la razón principal es que no se pueden usar todos los resul­
tados acerca de distancias entre parejas, pues ahora estas no están 
restringidas. Sin embargo, se logran clasificar todas las excepciones 
con 4 puntos, así como las de 5 puntos cuya envolvente convexa no 
sea un pentágono, además se muestran varias excepciones con.:más 
de 5 puntos (de 11 puntos la más grande que se conoce) y se resúelve 
afirmativamente el problema cuando T es equilátero. ' :i:i 

El capítulo se divide de la siguiente manera: En la prin:Í:e~ase¿ciÓn 
se plantea y formaliza el problema, en la segunda y tercera sección se' 
clasifican todas las configuraciones que constituyen éx~epcÍones c~n 4 
puntos y con 5 puntos bajo ciertas condiciones:,En la tercera sección'·. 
se muestranvarias de las configuraciones qúes~ ébn'ocen con más 
de 5 pÚntos, finalmente, en la última sección se resuelve el problema. 
cuando T es equilátero. · · 

5.1 El Problema 

Considérese un conjunto finito P de puntos en el plano. El objetivo 
del problema es clasificar todas las configuraciones de puntos ( P : n) 
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y todos los triángulos T con la siguiente propiedad: Por cada pareja 
de puntos en P hay otro punto en P de forma que los tres puntos son 
vértices de un triángulo semejante a T. Formalizando lo anterior 
se tienen laa siguientes. 

Definición 13 Sea (P : n) un conjunto de puntos en el plano y 
sea T un triángulo dado. Se dice que la pareja (A, B) E P X P es 
T-semejante conectable, con respecto a (P : n), si existe C E P 
de forma que el triángulo D.ABC es semejante a T. Si no existe 
tal C se dice que (A, B) es T-semejante ordinaria. (En notación 
T "'conectable o T "'ordinaria) 

.'<·, .. ·.· 
,', .. 

Definición 14 .s{(.f>.·: ~j es un. conjunto de puntos en el plano 
que cumple que ioda,pareja (A;'B) con A ¡i. B es T "'conectable, 
entonces·se<dirá que pies T~semejante conectable. (En notación 
T ""cone~table )> ;t '·. f' .•. • 

-.. ~'.~.··> - '\~· ·{t;';:,.;·~-~ --
Con e~tlÜÍd~fiJ~¡Ó~e·~~~I problema consiste en caracterizar P y T 

de forma que ( f : •n) 'sea T.7conectable. 

La sig1ii~~t~ ~rg~¿~~cl~:·s:;¡ té~nicamente necesaria para Ja cla.Si­
ficación Úlaa configuraciÓnesT ~c~nectables con 4 ó 5 p-untos, por 
lo que será utilizada reité'ratlvaii1_ent4la lo largo de,~StlJ capítulo, .. 

,,._, ·. ' . ' . 

-_;,,~ ;, ... ·: ·:··-,,, -· .. . . . :-:~.:- ~~-~-
Proposición 5.1 Seancr $ {J '5. 7 Í~s dngul6s del trid~gUl~·T. 

1. Si D.ABC "" T "' D.ABDCd~ D u~ p!lrito inte;id~ del iriárigulo 
D.ABC, entonces a< 'p <. 1, LBDA '= ¡ y además LBÓA ~ 
Q, 

2. Si D y E son puntos foteriores de b.ABC es Jmposible qu~ 
D.ABC"' T."' D.ABD y D.BCE"' T; . . -·· .· 

3. Es imposible que Dy E ~ean puntos en el triá~gulo é::.ABC, D 
interior y que además/os triángulos D.ABC, 6ADE,_D.DDE 
y D.CDE sean semejantes a T. · . 
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.¡, Es imposible que D y E sean puntos en el triángulo t'::,,ABC, D 
interior y que además los triángulos 6ABC, 6ABD y 6CDE 
sean semejantes a T. 

Demostración. 

l. Si 6ABC "' T "' t'::,,ABD. con D un punto interior del triángulo 
6ABC entonces daram~nté LABD . <: · LABC y LDAB < 
LCAB, porlota.IlWúiAB/LABC 50;} ilistintosde a, y LABD, 
LDAB 50~ 'ciistintos;'M . .Y:· cóD.secuenteníente LBDA = ¡, 
LBCA =a 'ya;< (3 <1. '· . . 

·~,.,_ ' 

2. De acuerd6' ~()~'E~i.tiABD y '6.J3CE 50.n semejantes a 6ABC 
se tendríéi'.·~imítltaÍieamenté~que LBCA = LCAB = a lo cual 
contradice;q~e a <Yf3.'::<I'. > ·· ·;: ·· · · · 

3. Si D y E soII pu:t.:;d; 'f'::,,ABC, D esi~térior)~~~máS SABC, 
6ADE, li.BD~ y'ACDE son semejánte~iTéntonées'LEAD < 
LCA.B;·LEBD < ZABC yiECJJ,;<LBCAlo cuafimplicáría 
que Íúngúno' dé léís'á.n'gulos ! Te AB jiABC . y il3c Á "vii.Idría a 
lo cúal es j'úna coñíradicCión'; e:'~'., ::; ·• . '• 

4. Si D y E son'pu~i~~·~~~Á~~.·b es interlor yadem~ 6ABC, 
6ABD yf'::,,CDE son ~enÍeja.Ilt~á aTentoné~s ZDAB .. <L CAB, 
LDBk<-·LÁBC ·y'LECD.<<:>'LBC'A 'lo cuai·•impÜ~aríaque 
ninguno de los á.iÍgUiosiG'ÁB,:'lABCy LBCA v3.ldría a lo · 
cual es 1.ui:¡{¿Q~fraruc·Ci6ri~":"O::, ':rt.. . .. - ,. 

\~:~.· .·· .. ;:.· ... i.'~~.:_·:. :.') _:~, >~~--;·-~:~:~; ';;:. 
·,·;·'.'.:: 

ClasificacÍÓ~ de lo~: bonjunfos ;cün(4 ~Puntos . 5.2 
·:;,·:~, .'~:_'_~--- _:_;~. - --· 

Teorema 18 CE': 4)es T ~cónectable si y solo 'si p y'T.~s alguno 
de los siguientes {fig 5;1/ .· · · •· · , ·, •>, ' 

- ,¡ ., 

J. (P : 4). vé~tices)leun r~ctángu/o arbftrdri~ y T el triángulo 
rectángulo correspondiente. · 
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2. (P : 4) tres vértices de un triángulo rectángulo arbitrario y el 
pie de la altura sobre la hipotenusa y T el triángulo rectángulo 
correspondiente. 

3. (P : 4) tres vértices de un triángulo equilátero y su centroide 
y T el triángulo formado con el centroide y dos vérticés ·del 
triángulo equilátero. · 

.¡, (P: 4) = {A, B, C,Df donde. T"' .AABC "'~BDC y T = T 
donde T tiene dos ánguliis 'Y y 2"( de forma que "f es el único 
ángulo que cumple sen3(3-y)-sen(-y)sen2(2"f) = 0.1 

O< a<90° 

1 ! • / 
V/,,,.-·---

FIGURA 5.1. Únicos conjuntos T "'Conectables. 

Demostración. 

Claramente las configuraciones descritas en 1. 2. y 3. cumplen 
ser T "-'conectables, a continuación .se demostrará que el conjunto 
descrito en 4. es T "-'Conectable. >· · · . · 

Las parejas (A, B), (A, C); (B, d),'(B,D) y (C,D) son T ."'conectábles 
por estar en los triátigulos AABC•ó ABDG'. La'pareja faltante 
(A, D) es T .vconeétable pues ~CAD ~T.por lo siguiente:.··. . 

1 El cuadrilátero, que se obtiene reflcjanclo ÁDOD se' con~iderará la mism~ 
configuración. · · 
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AC sen2(31) 
CD = sen2(27) 

sen( 'Y) sen2( 37) 
sen(31) = sen2(2r) 

también por ley de senos 

sen('Y) . AB 
sen(31) = AC 

y de ( 5.1) , ( 5.2) y (5.3) se ~~.ti~.Iie . 

· Ac· ·. i.B ·· 
CD- AC 

de donde AC AD ""AABC .:.... T. 

91 

(5.1) 

(5.2) 

(5.3) 

En las siguientes dos sub~ecci~n~s ~é expondrán las condiciones 
necesarias para que exista 11na configuración T ~conectable segun el 
número de vértices delcasco éonvexó de la lliisílla; ' 

5.2.1 CASCO CONVExo+~ii~auL6 

Nótese que de los ~uatro triá.~~~i~0~u~~~ pueden.formar con vértices 
de Pal menos trés .<teI>en de, ser seÍnejantes a T , ya que cualesquiera 
dos triángulos' comparten úná:arista, y éntonces entre dos triangulos 
utilizarían a lo má.s dncó arÍátiiB;·es enfonces neéesanó considerar un 
triángulo más para cubrir a.··1a' pareja: r3.ltant~';•t;:~ Q> <:: .·: 

Su póngase. qÜe. D está>efi' el ÍriteriCir. dél'trí ángiilo úABC {Por la 
ProposíÍ:ión 5.1 es impo¿ible quc·ÓABC sea'seúlejante áT,· phr lo 
tanto los triii.ngulos b.B(iD,l:.CADy 6.ABDson semejantes entre 
sí. Sean o $. p $. 7los ángulos de T> . .. .. . . . . . 
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Necesariamente dos de los ángulos LBDA, LCDA, LBDA son 
obtusos, pues la suma de los tres es 360°. Supóngase sin perder gen­
eralidad que LCDA y LBDA son obtusos, entonces¡= LCDA = 
LBDA pues T tiene a lo má.s un ángulo obtuso. Entonces LCDB = 
360° - 2¡ = 2a + 2/3, quien obviamente es mayor que a y {3, por lo 
tanto LCDB =¡es decir 360°-2¡ = ¡ => ¡ = 120°. De esto último 
se deduce fácilmente que l::;.ABC es equilátero y D es su centroide. 
(Como se describe en 3.) O 

5.2.2 CASCO CONVEXO CUADRILÁTERO 

De la misma forma que en la subsección anterior debe haber. tres 
triángulos semejantes a T .. Por lo taíitose ~upondrá siii.perder gen- . 
eralidad que ~ABD y ABCD. són semejaiites'·a T.'Como (A, C) es 
T rvconectable entonces sin perdérigeiiera.tidá.d 'AABC. ~ .T. Sean 
a= LBAD, /3.:: L!2!J~'y 1'':;:'LfJD{L¿ >:·~ :; ;_ . 

Salvo simetría l!e';iie~~ri·ío; ~iiiiiehtes c~¡trb ~~~~:. 
;·-. /~~- "::;-;-~---;}~~>:~,~ ::'·~~-.'.-~-;-- i'·-~'-•"' ;~·{-':.~:;- :: -~·:~ ; ',-.,"' .. ·>,: . « ... 

.. ,;\':: :~1 ·:;~;.·_'.;~~:~::\.:J~;'.;:~i;( .\· .. i.: «·.~-' 

l. AABD ..:, t;_(:jjJ];:oúc/'que,:1.cBÁ>;/3:y Zen.A > 'Y en­
tonces LCBA~ a~a·'.~'f1+:7=>a,;;,90~~yenionces (P.: 4) 
es como·eñ 2.<·• ;{;: · ".,_ '"-·"'" 

2. AAB~·---i.~kbi d:J:Í~A~ iYd~ e~to~c~s ~·ABÓ ~~·isósceles 
y por l~t;¡nt~ si'n perder genel'alida~ a·.= fJ .. 7

0 
~y entonces 

a = 90~ y iJ' ;,;, "(' ::,i45o ló- cu3l ;es . un' caso. partii:ufar' de' la 
configur;Ú:ión!J; > .. , ''. · ..... , ,'; 

3. AAJJf),,,·ADBC: Com~'/CBA >·f3_yLCBA> a.entonces 
l.CBA .= 1·;;.'¡';::f1+a .;,,.j;;; 90° y entonces (J>.: 4) es 
como en 1: ' ' ' . 

4. AABC. "' ~BCD: Sin°(~er~er generalidad· /.ADC = {3 (i.e. 
2¡ = .{3), ahora !.CAD-< a y LCAD ':¡, 2¡ por!o tanto 
LCAD =' ¡ y .LACD = a. Entonces AACD ,.;,, 6JJAB y 
consecuentemente AD.· BA = DB · DC. Por otro lado: 
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AD BD BA DC BD 
sen(2-y) = sen(3-y) = sen(-y) y sen(3-y) = sen(2-y) 

debido a. la. ley de los senos en los triángulos A.ABD y A.BCD, 
sustituyendo en la. ecuación anterior se obtiene que sen3 (3-y)­
sen('Y) sen2(2-y) = O. (Para. la. existencia. y unicidad de 'Y ver 
Apéndice A). Por lo ta.nto (P: 4) es como se decribe en 4, Cl 

Corolario 18.1 (P: 4) es T ---conectable si y solo si hay tres o más 
triángulos semejantes a 7'. 

Como se puede observar en la. demostración del Teorema. ante­
rior, la. herramienta. combinatoria. que juega. un pa.pel decisivo en el 
argumento es el conocimiento del número de triángulos semejantes 
a T. En esta. dirección, la. función análoga. a. Te (introducida. en la. 
Proposición 4.1 ), pero a.hora. pa.ra. triángulos semejantes será de gra.n 
utilidad pa.ra. la. cla.sifica.ción de las configuraciones con 5 puntos. 

Definición 15 Sea T.((P : n), T) el número de triángulos seme­
jantes a T con vértices en P. 

Proposición 5.2 Si (P: n) es T -conectable entonces 

T.((P:n),T)~ rH~)l 

Demostración. 

La. demostración es totalmente análoga a la Proposición 4.1. a 

Proposición 5.3 Si (P: n) es T"'.conectable c~n n ·;:: 5 y no con­
tiene configuraciones como las descritas: en el Teorema 18 entonces 
T.((P:n),T)$ lH~)j. ...... . 
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Demostración. 

Para cada cuarteta {A11 A2, A3 , A4} de puntos en P se define 
g4({A1,A2 ,Aa,A4} ,T) como el número de triángulos semejantes a 
T cuyos vértices son elementos de la cuarteta. 

Nótese que 

1 
T.((P: n),T) = -

3 
¿g4({A;,A;,Ak,A1},T) 

n-
pues cada triángulo semejante a T se repite n-3 veces en la. suma por 
estar contenido en n-3 cuartetas, Además g4 ({A;, A;, Ak, A¡} ,T):::; 
2 pues de lo contrario, por el Corolario 18.1, se tendría una cuarteta 
de puntos como las descritas en el Teorema.18. Aplicando esta última 
desigualdad a la suma. se obtiene que. 

T.((P: n),T):::; n :a(~}= H;) 
como se quería demostrar.:P·••' .'.''. 

Corolario 5.3.l, Si. (P.: ~) esT.,;~~nectable y s~tis/ace .las hipótesis 
de la Proposición ánterioi-. enioríées 4 :::; T.( ( ]>. : n ); T) :::; 5: 

_. , _:·: .... _:,:~-.······-\::: __ '!.:"._·._--~-·,-.~~-~.:>,·,. -·-·.:··<. _, .. 

En ha.se a ~ste ca,~ol~iio "~e :~.r~E~d~~{a. l~ c1.is¡fi~acl'óri de. las con­
figuraciones T . ...:.conectábl~~. con :,5 puntos que no conti~nen subéon­
figuraciones coro~ las" descriÍas'eh'e!Tea,l'ema i8;posteriormen'te se 
encontrarán las 'éxtension~~· de los ú;r;:k~s éuatrc:i casos' especiales. 

5.3 Cla5i.ficación d~los COÜ.j~ntos con 5 Puntos 
·_' ~ .- e··-; 

;-:,. 
"\· 

Sea (P: 5) 1; ;;,éon¿ctableP = {A, B, e, D, E}. Según el Corolario 
5.3.1 si P no contiene configtiráciones como las descritas en el Teo­
rema 18 se cumple que'4 $T. ((P: 5) ,T):::; 5. En el transcurso de 
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esta sección se usará la siguiente notación para los triángulos con 
vértices en P: 

Ti= AABC Ta= AACE 
T2 = AABD Tr = ABCE 
Ta= AACD Ts = AADE 
T4 = ABCD T9 = ABDE 
Ts = AABE T10 = ACDE 

Si T. ((P: 5), T) = 4, las úIÍi~¡~ c~nffguraclones de grupos de 4 
triángulos semejantes a T qmi"cubreri a cada pareja de P son (ver 
Apéndice B): · .· .i:.:· :.·· 

- ';.::·· 

l. - T1T2TsT1'.~ a . .:.. T4TsTaTs 
2. - T1TaTaT9'.'..· 7:- T2T4TaT9 
3. -T1TsT9T10' :8. -TaTsT1T9 
4.:..;. T1T4T1Ts'·• 9.;.:.: TaT4TsT10 
5. -c- T2TaT1Ts'>, 10. - T2TaT1T10 

~.-'o,-_ ;;· ;_-, ,_- -

Si T. ((P: 5), T) = 5, lasiúilca.5 c~nfiguraciones de grupos de 5 
triángulos semejantes a·.T. 4u1i'. nó ·s~n' extensiones de las anteriores 
son (ver Apéndic~ B): · \f ":·;;'· :::- ' ' ·. · 

·:-~·f. ~;·::-~:· -' -
,,.·-

1. - T1T2TaT9T1~:._ 7 •. -T2TaTsT1T10 
2. -T1T4TsTsTioi8; -T2T3TaT1T9 
3 . .:_T1T2T1TsT10 :. 9. -T2T4TsTaT10 
4; .:_ T1TaTsTsT10 10. - T2T4TaT1Ts 
5;~ T1T3T1TsT9 11. - T3T4TsTaTs 

· 6. -T1T4TaTsT9 12. - T3T4TsT1Ts 

Se proceder¿ lida.!ll~~ación de las configuraciones T "'conectables 
de la siguiente'formai Primero, seg1ín el número de lados de la en~ 
volvente convexá y.después de acuerdo al número de triángulos con~ 
gruentes con T quepudiera haber según las listas anteriores (cuando 
se indique que. el número de triángulos es 5 se supondrá que los 
cinco triángulos son de la segunda lista, ya que los casos restantes se 
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'&(P:T)=4 

D y E en la 
frontera 

11 
DyE 

interiores 

111 

.. . .. ··. 
1iTs181io 

.. ··.· ·, •. {T¡T,hr.~~ 
'&(P:1)=S. ·.: · .. ·:.· ·:·.:· 

;. ... ·, 72 T31511110 

'7j 7~76'f~ ' 

D interior 
E sobre AB 

;y'f2T619Tw 
'/j 72T1'f11io 

. 1J,P:T)=5 1j 1)T118T., 
Ti 141~ "18 "19 

"12 7j Ti,'1179 · 

,,3.a,. 
LEDA=Y 

3.a.i 
LDAB=~ 

' 3,a;ii · 

3.a.ii.A //\e, 
LEBC=~ ~ 

LDAB=O. 3.a.ii.B 
t.EBC=a. 

3.b.i' /i'<--
LDAB=~·~ 

3.b.ii.A 
3.b.ii t.EBC= ~ 

LDAB=O. 
3.b.ii.B 

t.EBC=a. 

FIGURA 5.2. R~sumén >cleL a~á.lisis por casos de las configuraciones 
T -conectables co.n 5 punt.~s y casco .convexo triángulo .. 
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analizarán cuando se supónga que solo son 4 triángulos). En todos 
loe casos a considerar se evitan aquellos que son simétricos entre sí. 

5.3.1 CASCO CONVEXO TRIÁNGULO 

Sin perder generalidad se supondrá que .t::.ABC es la envcolvente 
convexa de P, se contemplarán tres casos según el número de puntos 
de P que hubiera en el interior de .t::.ABC. El cuadro sinóptico (Fig 
5.2) resume el análisis total de los casos, después de aquellos casos 
o subcasos que dán origen a conjuntos T --..conectables, se localizan 
reproducciónes de los conjuntos. 

1 D Y E EN LA FRONTERA 

T.((P: 5) ,T) = 4 

Quitando los casos simétricos hay solo tres posibilidades. 

e 

D 

FIGURA 5.3. Una configuración T-conectable para cada alfa. 

l. Ti"' T2 ": Ts ""Tio"" T .. . 
Denótens~ por~. /3 y¡ a los ángulos LEGA, LABC y LCAB 
réspectivamente. E ~ (AB U DB) pues T2 "' T5 "'c. T, de igual 
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forma D y E no están en el mismo la.do de 6ABC pues T10 "' 

T, sin perder generalidad se supondrá que E E AC y D E BC. 

Como T2 "' Ts "' T entonces 

LABE = LDAB = LBCA =a 
LBEA = LABD = LCBA = f3 
LEAB = LBDA = LCAB ='Y 

Ahora, como Tto "' T, si LCED = f3 entonces LDBA + 
LDEA = 180º y por consiguiente A, B, D y E son dclicos 
y por lo tanto /3 = 'Y en cuyo caso ABllED, si por el contrario 
LCED = ¡entonces de inmediato se sigue que AB/IED. En 
ambos casos LCAB = LABC = (3. Si O < a < 60º entonces 
hay una única configuración para cada a (Fig 5.3). 

2. T2 "' T3 ,...., Tr "' Ts "' T 

Como T2 "' T3 "' T se tiene que LADB = LCDA = 90°. 
Si LCDA ::f LDAB enton.cesJCAB :::i 90º y como T1 "' T:;. 
LCEB = 90° entonces A ~E lo c~al es una contradicción. Por 
lo tanto LCAD :dLDAiJ y como.Tr"' Ts "'T =? LCEB = 
LCED = W:entoñces B,E· y D estáii alineados lo cual es 
también una'contrá'.dic~ión~ · 

3. T¡ ...¡ T8 ;,, T9 "' T¡~ ~ T . 
Este ~asci ~o es ~osibl~ pues colllo Ts "' Tg "' T10 se tiene que 
LAED .+ LJ)EC,;_ 180~ yi.EDA+ LBDE = 180° de donde 
T sería degenera.da.•·· . 

T, ((P: 5) ,T)= 5 

Exceptuand~ slmetrí~ h~y.dos casos . 
. '". ' ~. ·:., :', . . · ...... · ; 

l. T¡ "' T2 "' Ta --' Tgrv~T10 ---T.·· 

D y En~ p~~d~Í1~~tar,enC! mismo lado pues T9 "' T10 "' T. 
Además§ ('AC,/!J '~ AB pues T2 "' 26 ;.,, T. Sin pl!rder 
generalidad supóngase que E E AB y DE ne. 
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Sean LABC = a, LBCA = /3, LCAB = 'Y (Fig 5.4). Por 
semejanza. de triángulos se tiene que 

T6 "" Ti"' T => LAEC = {J, LECA= a 
T2"' Ti "'T => LDAB = {J, LBDA = 'Y 
Ts"" Ti"" T => LDEB = '"f, LBDE = /3 

FIGURA 5.4. Cuo I.1. 
. . 

de donde a< /3. < '"( 1' pues a =.LE.CA '<. tBCA =' /3 y 
{J = LDAB <. LCAB ='Y,· Dado que Tio"" Ti'':" TfLDCE ,< 
LDCA ;;, LBCX.-=·:13 se füirie que LDCE = a: Distínganse 
ahora.los dos po.sibles ,v~ores dé LC E D . . , . 

. LC~n'',;;.~Ul~s~r~~L~EB+LCED+ LAEC ~ = 1+2{J ~·a.;;, {J. . ., 
LCED = 1~ 180° = 1.DEB + LCED + LAEC = 
= 21+f1=>.:.,;,;,,,,1; · · 

En a.U1b:s; c~o~ se ~btiene una contradicción, p~rlo que no 
hay configÚracionés en este caso. · · 

2. T2"" T3',;,'Ts·;;_·T1;:_;T1~·..:,;·T . 

Com():'.f2',2<·ra~ T ~e.ti~n~ que .l.Anii =. ZCDA y por lo 
· ta.ri.to amb'os son iguales a 90°10.éual implica que LCAB = 90°. 
Análogamente como Ts "" T1 ,.:,, T se. tiene .que LABC = 90º lo 
cual ~s imposible. · 
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11 D Y E PUNTOS INTERIORES 

T.((P: 5),T) = 4 

De aquí en adelante se denotarán por a::; f3::;; 1 a los ángÍllos de T. 
Por simetría los únicos caBos posibles son: 

l. T1 "' T2 ,..,, Ts "' T10 ,..,, T 

No hay configuraciones en este c¡u¡o de acuer.do a la Proposición 
5.1 (inciso 4) aplicada a los triá.ngúlos T¡;,T2' y Tw; 

' ' .. ·', ' . ' , ~ ·., 

2. Ti "" Ts ,..._ Tg "" T10 .,..._ T. . ··~\ 

No hay configuraciiine~ e~ e~t~ ciúi~''d~~~ü~fdo' a.1~ Prop~sición 
5.1 (inciso 3) aplicada' a lostriá.IígUió~'T1;'Ts, Tg y Tú1o 

3. T2 ,..,, T3 ~ T1 ~ T~;~/f ;F''.: ,· ,, '~ ~i'¡ ~ '.'i 

Debido.a que='D:'ii~ta en;eÚlnterior:de ·fiABC se ti~ne que 
l.CDB·. < 1so0 ;::> Z'.ADc:+·\~D;;t'S( lSOº'd~'donde' 'Y = 

~~~~d:r L;~; dd:r~~~~~r~,~~~~~;q~J(E i~tá~en el s~~: . 
plano derecho'deterinÍn~do' por AD .'El á.llgiíl~ LE n'.4 .I; ·a pués 
de lo contrario LDAE,;/iy 'd:iil;fecué'Ílt~merite'jf,:EY°C serían 
colineales lo. cual no e~ p'ósib!é ya qué B es'punto interior de 
.6.ABC. A continúación el a.llálisls de los dos posibles valores 
de LEDA. , · );¡')!> '·'. 

(a) LEDA='"(,;;,: LCAfJ;,:µ'pu~~ lcAD > LEAD. En 
seguida se ~nauzarán'los' dos'p~sibl,es valores de LDAB. 

i. LDAB =·~;~·L,ABY/;;:~}~démits LEBC, LBCE :1 
'Y pues de lo'cont'~ario LABC + LBCA + LCAB > 
180°. Dc,.est'o'ií1úm'éí se dedúcc que LCEB = r, 
además comÓ E está a la derecha de AD entonces 
LEBC<'[BCE* LEBC =a y LBCE = {3. Por 
simetría LDBG = LBGD = LBCB = (J (Fig 5.5). 
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Por lo tanto 

180º = LABC + LBCA + LCAB = 
= (fj +a)+ (/J +a)+' 2/J =.2a + 4/3 

de donde 
fJ = 45°-'!a 
r = 135° ""'.)a 

FIGURA s.s. Caso II.3.a. 

Supóngase que AD == 1, por ley de senos aplicada a 
l::,.ABD y !::,.CAD se obtiene que 

BD= DC= sen(45- ~) 
- - sena (5.4) 

Como b..AED"' Ó.CAD entonces 

DE",; DE= AD'=~ 
-·AD DC DC 

Además . -
. . ·_._. -- EC AD 1 

l::,.BCE"' !::,.CAD# ----=-- ==-- -- - --- • -·. - .-- ; ·- BC _ AC, AC 

pues ya se tiéne qu~ • ... -.- .-

L»c E == p ~ (ne ~ ~e) .Ac = Be 
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pero 

( 

0 ª) BC BC sen{J = sen 45 - 2 = 2AB = 2AC 

lo cual implica que . , 

DC. - ~.=:;~en .. ·(45 - ~). => 
· DC. · ·'· . 2 . 

DC = s~n .(45 _ x)•·• +· /se~2(45- ·~) fl (5.5) 
.. · .. • 2 ', ,.y:.' :•. ' ',2 .·· .·.·. 

Igua!a!ldo (5.4)' y cs'.s) s~'ribtierie que s~na = A· Por 
lo. tanto hay únasol~ éonfiguración·T '"'conectable 
con a =arcsen(3) en .e~te caso (Fig 5.6). ·. 

e 

FIGURA 5.6, Configuración T -canectable. 

ii. LDAB = a=> LAEB = 90º - a - (3 pues 6AEB es 
isósceles=> LCEB = 90º +a+ {J >. 90º => LCEB = 
I' => ¡ = 180° - (a + ,6) = 90º + (a + fJ) => 45° = 
a+ [3. 
Ahora si AD = 1, como en el caso anterior entonces 
como 6AED"' ~CAJ) se.tiene q~e '· · ··· 

CD= _!._. 
.· ·ED 

(5.6) 



e 

5,3, Cluificación de loe Conjuntoe con 5 Puntoe 103 

FIGURA 5.7. Configuración T-conectable, 

además 

·Y{-= sen(45º) = senLDEB = ii ~ 

BE=~= ../2DE 
(5.7) 

ahora se distinguirán los poslbl~sia]~resde L}]BC. . 
A. LEBC.= .B~ Pár.;_ser (P~:5):f.~c~~ect~ble, es 

condición necesaria y suficiellte que',,J~ =:= DE , 
utilizando (5.6) y (5.7)se 'de'düce que 

-· '' .' ·-' -~; - f • • ·- - ' 

:-:: tJ! f~!iE~~~;?,E(DiJ- DE) 
, .. . 

/ ~(va- 1) 
DE~ . 2 

y es único en e'ste caso (Fig 5.7), 

B. LEBC = a.·P¡ra ser (P : 5) T "'conectable, es 
condición necesaria y suficiente que ~~ = DE, 
utilizando (5.6) y (5. 7) se deduce que 

../2DE3 = DE2(BE) = 
= DE · EC = 1 - DE2 
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de donde 

DE= y'2 
2 

y es la única solución (Fig 5.8). 

FIGURA 5.8. Configuración T -conectable. 

A 

(b) LEDA = {J ~ LEAD = a y LDEA = 1 de donde 
LCAD = {J pues LCAD > LEAD, esto último'ilnplica 
también que LDCA =a. A continuación los posibles val­
ores de LDAB. 

i. LDAB = fJ ·~ LABD = a, análog¿;ellt~ a 3(a)i 
LCEB = 1 y como EC < EB entonces'LEBc··~ a 
y LBCE =/J. ·.· .. ·. 
Sea AB = a y BD = CD = b, ~demás ~upón,gase rp1e 
AD = l. Nótese que DE = A1y y>ÁE ;'==' ~ pues 
6.ADE....., 6.BAD. Por otro lado .· .... 

BC = 2ABsen/J ~ BC2 = 4~2 
( 1,:- cos2 ,8) 

y por ley de cosenos en 6..f!AD 

> ... a+l-b2 
cos{J = 

2 
· .,. a 

lo cual implica que 

' ' ' ,' 2 
BC2 = 4a2 

'- ( a 2 + 1 - b2
) 
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Por otro lado, nótese que 

de donde 

y 

LAED == LCED.: 90° 

EC2 == CD2 
- DE2 == b2 

-
1
2 a 

FIGURA 5.9. Configuración T~conectablc. 

Se tiene también que l:.BCE "'b.BAD implica que 

; BE_2 '- BD2 => 
.. E02".""". . 

a2.:::i b4. 
•' .·, '._. . 

EC2 ·.· '1 •; ¡;.. '·' ·:e 
y también BC'.i ::: AB• 'de'donde . 

a2b2 - 1 = -a4 ':_:b~ 01:¡_'·2a2 +2b2 + 2a2b2 

Igualando estas dos últih;a;; ~c~al:iones se encuentra 
que la única pareja de s~lú'ciones reales que satisfacen 
1 < b < a es b ::: y'2 y a ~ 2. Por lo tanto AB = 2 
y BD = v'2 es la única ·solución que da origen a una 
configuración T ";'conectable (Fig 5.9). 
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ii. LDAB == a =? LABD == /J. Distínganse los posibles 
valores de LEBC. 
A. LEBC=/J=? LBCE==a 

Sea AD== 1,CD =a y AC = b. Como AABD,..., 
ACAD "'AADEentoncesBD = LAB =~,DE= 
g y AE = ~· Usando ley de cosenos en AADC 
se obtienen · 

·.··· a2+b2-1 
cosa== 2ab · (5.8) 

•. ·¡,2.f1--a2 
· cos{j = .. · .. 2b (5.9) 

1z2+ 1~ b2. 
cos "Y = .. . . . (5:10) 

J · ."< 2a · .. 
Por otro lado también 'de la ley de cosenos en 
AABE se tiene que'•,. • 

. • .. >)é• ~2;. . .. 
BE2 =_e·+'-...:, 2cós2a 

..... " ; a2 •·.• • b2 . 

Sustituyendo (5:8) y ll.iili~~ndo una identidad trigo-
nométrica conocida se' sigile que .· . 

. ~~~ ;,)~2·;+ 2b'; ~ 1 
. a2b2 

Nuevament~, p~rle; de c6senbs en ABDC 
. : ': : -->· : , : : ~ .. 

·. 1 .. ·· . 
BC2 =·'-- + a 2 

- 2 cos 21' 
. a2 ·' 

sustituyendo (5.io)'~n la anteiior se sigue que 
•• ·'· -· .-<· .. , ¡· ·_. . . ' 

.: ·. ~- <c2~2+2- b2) b2 
·BC:·:··=· . a2 

Ahora en virtud de que b.CBE 
tiene que" 

E102 _ AC2 

BE~ - A'Ll2 =? 

ª2 - Et.! 
- 2 

ACAD se 
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Por ley de cosenos en L::i.AEC 

a2 
EC2 = ~ + b2 

- 2acos(/1- a) 

además 

cos (/1 - a) = cosacos j1 + senasen/1 

y por ley de senos en L::i.C AD 

sen/1 
sena= --

a 

utilizando (5.8) y (5.9). 

•· ·." a2b2 +b2 -a4 +2a2 -l 
cos (/1..-:- a) = 2ab2 

de donde 

EC2 = b4 -·a2b2 ':-·b2 + a4,.... a2 + 1 
. ,:. ... .•.·::.:··.:.,>b2. ·· .·· · 

si se sustituy~a2.~ ~~ ~~ ~bti~ne . 

. ·E02 .~···~·· ... (b• ':- 262~··1) 
. .4 •• b2 •..•..•.. : 

también usando a2 =·~.~e ()btiene que 

.1rn~: .• =(!
1

~. b2 ~~ ·• 

Nuevament~, comiNiÓBE :..··é!.c,Án 
.~~~ ~qgf~ : 

. . 

Hb·-~~~1 ))= ª~ (:. }:: a=> 

b4 - 6b2 +• i · = o => 
. b = va +v'S = 1+0. 
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las opciones con signo menos quedan descartadas 

(pues b > 1), por lo que a = J2 + V2 y en­
tonces el triángulo de lados 1, a y b resulta ser 
acutángulo lo cual es imposible. Por lo tanto no 
hay configuraciones en este ca.so. 

B. LEBC =a 

A 

FIGURA 5.10. Configuración T -conectable. 

Por analogía al caso anterior se tiene que 

Bc2 = &•(2a•s2-&•J 

EC2 = &•-a•b2 -b;,+a'-a'±! 
Ahora, como t::.BC E "' t::.C AD se tiene que 

~f-; =Jz~, ~~ = ~ => 

2b2 + 2a2 - 1 = a 4 (b4 - a2b2 - b2 + a 4 - a2 + 1) 
2b2 + 2a2 - 1 = a 2b2 (2a2 - b2 . + 2) 

Una sola solllción real del ~isterría (Apéndice A) 
cumple 1 < a < b. Podo tanto hay una única 
solución en este caso ccm valore's aproximados' n. i::: 

1.21061 yb = 1.77423 (Fig 5.10). ·· 
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T. ((P: 5) T) :::: 5 

Exceptuando simetrías hay dos casos: 

l. Ti "' T2 "' Ts "" Tg "' Tia "' T 
no hay configuraciones en este caso de acuerdo a la Proposición 
S.l (inciso 4) aplicada a los triángulos Ti, T2 y Tto· 

2. T2 "' T3 "' Ts "' T7 "' Tia "' T 
Como T"" T2 "' T3 y LCDB < 180° entonces 

LADB = LCDA ='Y> 90° ·, 

análogamente como T ...... T7 ...... Ts Y'. {AEC'~ lSOº entonces 

LAEB= LCEB;;;-y}9~0 
.'." "'-.: :_ ·- . .--~ ':· ·-, 

lo cual implica que ABllDE y zriás''~á!l':;lB,.JjiJ r~;ttlta,ser ím 
trapecio isósceles. · :',;; ¡;';:· ;\; /5 · · ·· 

Ahora, como Tio"" T algunode' lnÉc>LEÓD ó LCDE vale 
"f de donde se infiere que D ó E es punto mcterio; locual es una 
contradicción. Por tanto n'il,hay.é?nfiguraéi~iíesen este caso. 

IlI E EN EL SEGEMENTO AB ~":i~P~~~;;NTE~JOR,. 
T,((P: 5)T) = 4 

Por simetría hay ~eis éás~~: .. ·.· 

i. Ti ,.., ;ª 2'rs ..... ~fg~:r 
no háy cÓ~fig~ra~l~n~~· en est~ caso de acuerdo a Ja Proposición 
5.1 (inciso:4) aplicada a los triángulos T1, T3 y T9. 

:~o· - •'-'-. - - ·--~ -- ·--· - ,. <- '-

2. T1 ..... T~"' T9~ Tui~· T 
. . ..., ' .. : . (' 

no hay configuraciones en este caso de acuerdo a la Proposición 
5.1 (inciso 3) aplicada a los triángulos T1 , T8 , T9 y T10. 

t -. • •• ' 
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3. Ti ,...., T4 "' T7 ,...., Ts ,...., T 

no hay configuraciones en este caso de acuerdo a Ja Proposición 
5.1 (inciso 4) aplicada a Jos triángulos Ti, T4 y Ta. 

4. T2 ,...., Ta "' T7 ,...., Ts ,...., T .· ... , ·: 

Como Ta "' T2 "' Ty llJDC;<. 180°. entonces LCDA = 
LBDA = ¡ > 90° .· . {,.:.~> , 

T2,...., T7 y LEBC > LABD ,;_. LABD =a, LDAB = (3 
' -~' .... ;- ,.. . . .. - ~; .- .. '' . 

además LE BC ~ ·{pu·~~· LADC ':;;; 'Y y D es pÚnto interior del 
triángulo t::.ABC lo cual implica: <¡ue, .. c· . 

LEBc = f3, WEB·~ 1 /LBcÉ':;,. ·ª 
LBCE =/; 'Y pues de lo contrariolasmna d~ los á~~ulos internos 
en 6ABC sería mayor que 180°. Como la suma de los áÍlgulos 
internos en. el triángulo ·6BC E es áJ' (3 '+:1':p'zDC E se de-·. 
duce que LDCE = O (i.e. C, D y E son\colineÍí.le~);' entonces 
LAED = 180° - 'Y < 90°. Como Tsi..,; T<Y LDAE.:: (3 se 
deduce queLAED = a, por cÓnsiguiénte"A,·Ey;B no serían 
colineales, lo cual es una contradicción;.::·: ' ; . ' ' .... 

Por lo tanto.no hay c~nfigurac'Íori~s ~~/~ste c1o/ 
. ,-: :.:., .:.·' ,~~; . - ;:·.;:-':~: ._,/;' ;;~.~ 

5. T2 ,...., T4 "' Ta ,...., Tg ·"' 7'.: · . : ii 
Dado que T2 "' T4 "' T ;. LADC ~ Í.80~ · 

;L~bÁ'=·)¿blJiJ~; ~ !ÍOº 
¡- - - _- '· ; ·, - . '.~- __ ' .. : - , - -

·~~·---- ~-/.:0 º - ~r--:"'· 

además, como T2'"-'Ta ;,;T,·y LDÁB.<:. LCAE se tiene que 

.. ) · T~RA~lª.<¿·····i~~= p . 
. 1-''é:'{ 

por otra párte T,9·;_:;·T i_ilipll~a~qucT 
. .: áú5$ d/x('LDEB = 'Y 

Distínganse los sigui~~te~d~s cá~os de acuero al valor de LD BG. 
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(a) LDBC = /3 => LBCD =a de donde AABD ~ ACBD 
y por lo tanto BC = BA => f3 = 90° - /3 => /3 = 45°. 
Sean AB = BC = 1 y consecuentemente AC = .;'2. 
Como AAC E "' ABC D entonces 

AE = v'2BD 

Por ley de senos en AABD y ABDE se tiene que 

2 
BD = sena BE = sen a 

sen'Y y sen2'Y 

Ahora, dado que 

i("21eDO = .;'2BD = AE = ••ll"f 
''' 

AB :_BE= 1en27-1en2a 
.,· __ .,C'·~-.<' '.:~~D~"Y . · .. 

y 'Y.= .135.°,:(t,S~;?~t,ien~~~ll~:~.~~csen(Ü(i.e. a= 30°) 
Por lo tanto hay una configuracióncon T el triángulo de 
ángulos 30°' 45°' '.135º y es la única solución en este caso 
(Fig 5.11); , 

FIGURA 5.11. Configuración T -conectable. 
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(b) LDBC =a=> LBCD = (3 
Sean AD = b, AB = a y BD = l. 
Como AABD"' ADBE"' ABCD entonces 

DE= ~,EB= ~,CD.= g,BC= 5 
AE = AB-EB = 11º; 1 

AECB es isóscelesp~é~J~·~1C..::: CBE y ésto implica 
que AC AE "' AABD .y por ~?,nsig1dénte 

Aplicando la l~y de seno!l;'a ~ABC y AABD se obtiene 
que "' ... :-. -

.;,!· ,:: ~ -·~ 

Ác•'.,•_·•BC . 
aen(cv+P) .7 ·ieñP =>-

A •. C, -- ~~•~(:cv:/Jl - .,• 
-.·•r#J ·-b• 

Por ley de cosenos' en LiA.BC y LiABD se sigue que 

¡,2+1- ª2 
COS/ = 

2
,, 

y 

C2_ 2( l.J..2 ) A .- a 1 + ¡;2 , b cos 'Y 

i.e. 
2 . 

AC2 = ~·.(2b2 + 2 - a 2
) b2 . 

De todo lo anterior se tiene que 

a2 = b2 ( 2b2 - a2 + 2) 

y como b2 = ¡¡~~ 1 entonces a 2 = 3 (pues si a2 = ~, bi •= 
-1 lo cual ~s imposible). De aquí se tiene que a= Jj y 

b = j'f es la. única solución que dá origen a una confi~u­
ración T "'Conectable en este caso (Fig 5.12). 
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B 

e A 

FIGURA 5.12. Configuración T ~conectable. 

6. T2 ....., Ts "' Tr'"' T10 ....., T 

Como T,.;,, T6 "'.Tr se tiene que LCEA = LCEB = 90° = ¡. 
Ahora, C:omo {BDA := ./ = 90°, entonces LBCA = LBCE + 
LECA< 90º:lo cual implica que LBCE = LECA = a y 
entonces ~omo T10 ....., T y LEC D < LECA= a se obtiene una 
contrawcción:, · 

Ta((P: 5),T) = 5. 

Por simetría hayd~co .casos 

, . . 

l. Ti ....., T2 "" Ta "" Ts "' T10 "" T. No hay configuraciones en este 
caso dé aéuer'dci a la Proposición 5j (inciso 4) aplicada a los 
triángÜ!os T1'

1 
T2'Y T1~~ .. . , 

2. T1 "'T2 "' Tr ~ Ts "' T1o '." T. Aná!Ógo a l. 

3. T1....., T3 .....;7y"" Ts"' Tg"' T. AnlÍ.!6g~ a L. con T1, T3 y Tg. 

4. T1 "'T~....., Ts ;·T~.VTg ~T.~Aii'filJ~o a'L ca~ Ti; T4' y Ts. 

5. T2 ....., Ta ....., ~s ~ Tr·;,f'k~ T.'c~~o T ~ Ta ....., fr se sigue por 
analogía 3.I caso 6; del parra.fo anterior que LCEA= LCEB = 
90° = 1· . ' . . 
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Da.do que T9 "' T, si LBCA 2: 90º entonces LBDE = 'Y = 
90º y como T2 "' T y t.BDA > LBDE = 'Y se obtiene una 
contradicción. 

Si, por el contrario, LBCA < 90° entonces LBCE = LECA= 
a y LCAE = LEBC = {3. 

Si a.demás LBDE ='Y se sigue el argumento de la contradicción 
anterior, de otro modo se tiene que LEBD < LEBC = (3 lo 
cual implica que LEBD = a y LDEB = 90°. Como además 
T2 "' T entonces 

/_BDA = 2(3 =.'Y = 90° :;. (3 = 45° = a 

lo cual es una contradicción; por lo que no hay configuraciones 

T "'conectables ~~e:s~e:c,~~; .. '\ ;,; 

5.3.2 cAsco coN\;·E~o ~cu'ióaltÁ:f~ªº 
-;.'~~;:~·'..: .. -<:~:-- '_(. ,- ';.-'--,~,, 

Sean A, B, C y~ l~~·~rrti~rs d~ l:~nv~lv~nte convexa (en ese orden). 
Se procederá anaiogaiiiente á la1subsección anterior, es decir, primero 
se dasifiéllxan las cóiifiguraCiones de a.cuerdo con que E esté en la 
frontera del'cÚad~H~tero"'A:Bc.D o en su interior y posteriormente 
de acuerdo itl niírneroAé triángulos semejantes a T igual que en la 
subsección ánterior la tabla Fig 5.13 resume el análisis de los casos. 

--· ·,>···, .. t·.,_.·.;, '·.' ' 

"'"'·.;·' • .1 

IV E EN LA F\!.ONTERA DE ABCD. 
"" .. !>·e~:.' 

Se supond~á sin ~er~~r generalidad que E E AB. 

T,((P: 5), 7') =' 4 •· 

Por simetría hay escencialmente tres casos distintos. 
'. - •'\ - .. ·· .· .. ·. ' -

l. T1 "' Ts "' Tg "' T10 "' T 



IV 
E sobre AB 

V 
E inlerior 
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2.a 
7j Ts797io LDAC= ~ 

2.b 
LDAc;,a 

3.a 
7j T2T.TR. ,¿cDs~a 

7j T2T1Ts1Jo· 4.b 
~<y 

• , ~·,. :: • ..... ; ·-' o • 

.. 
FIGURA 5.13. Resúnién del: análisis por c.:Sos de las configuraciones 
T ~conectables con· 5 punt~s 'l. c'asco corivexó c~adrilátero, 
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Como T8 "'Tg y A, E y B son colineales entonces LDEB = 
LAED = "'f = 90°,además6BED ::!! 6AEDpuessi6BED,..,,, 
6DEA entonces se tendría una subconfiguración como la de­
scrita en el Teorema 18. También Ti = 6ABC es semejante a 
T por lo que Ces colineal con By D, (si 6ABC"' 6DAE) 
o Ces colineal con A y D. (si 6ABC"" 6AED) 

2. Ti "' T3 "' T6 ,..,,, Tg "" T 

Recuérdese que a::; f3 ::; 'Y son los ángulos de T. 

LABC > LEBD y L.BCA >LECA =>;.LABC fciylBCA =f 
a => LCAB:= LCAE = a (pues Ti .':"'T)/.Por'otrn la.do 
LEC.A ~cLBCA~ LECk.=f 7',yaaerilás;icAE ='a de 
donde LE.CA#:a·, estai!"'dos ú1Üm3;simplicañ que LECA= f3 
yconsectientém~nte;iAEC{;;;~(T¿:;;,T);''iam:biÍ!n LECA= 'Y 
pues f3 =LECA< LBCA\y''.Í'i ';v''if','pélr'.lo'qúe también se 
tiene queLABC, = (3,'Co'nio'.T9'...., T

0•J LBDE < LCDA, 
eritoitcesLBDE#,yiAdemásµ~·LABd> LEED de donde 
(Tg N T) LEBD = a, LDEB = ,yy LBDE = {3; esta última 
implica a su' vez que LCDA = "'f (T3,..,,, T, Fig 5.14). 

1 ;' 

" y Y¿\ 
E 

FIGURA 5.14. Caso IV.2. 

Es La es .toda la información que se puede obLener acerca de los 
ángulos de Ja configuración a partir de las hipótesis. A contin-
uación distínganse dos ca.Sos. · · 
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(a) LDAC = (J 
Como T3 "' T entonces LAC D = a. Resulta entonces que 
el segmento AD esta sustend.ido por ángulos a desde B y 
C, esto implica que los puntos A, B, C y D son cocíclicos¡ 
de esto último se infiere que (J = LCAD = LCBD < /3 lo 
cual es una contradicción. 

(b) LDAC =a 
T3 "' T => LACD =(J. Sean AD = AE = a, AC = by 
CD= CE= l. 
Utilizando que l::,.ACD ~ l::,.ACE"' t::,.ABC"' l::,.BDE se 
tiene que. 

b2 b : · ·.· .. ·· b2 - a2 
AB= -, BC= - y BE= AB.-AE= -·-a .:a ·, · a 

También se tiene que 

(5.11) 

y 

····.' BE'./b c;(~2':_ ~;) 
BD= 0 ti •'f'.· :·.' ... a 2 .. (5.12) 

Por otro lado, utiliza~Jo lI'ley de co~~nos e~ el triángulo 
t::,.AEC . · ... · . ' . 

:'· . ' 

. 1 = a2 + b2 "".'. 2abcos(a) 

.· ' ·,;;:~' . . . . .. ' - ·/ , 
(5.13) 

2 . . b2 2b : ; ' . . . b2 2b . . 
BD =.1+2-:-,-.cos(1+/3) = 1+ 2 +-cos(a) (5.14) 

a ·a.:.:.:: ·· . · a a· . 

Finalmente, por la ley .de ~enos en L::,.ADE se obtiene 

DE= 2asen(a) (5.15) 
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A 

Sustitúyase a.hora (5.13) en (5.14) y (5.15), y posterior­
mente iguálense estas últimas con (5.11) y (5.12) respec­
tivamente para obtener el sistema 

b2 (b2 - a2)2 = a2(2a2 + 2b2 - 1) 
b2 (b2 - a2)2 = -a4 (a4 + b4 - 2a2b2 - 2a2 - 2b2 + 1) 

sujeto a la restricción 1 < a < b y a + 1 > b. Existe una 
única solución al sistema (ver Apéndice A) con valores 
aproximados a = 1.3525 y b = 2.0087 la cual dá origen a 
una única configuración T ""conectable en este caso (Fig 
5.15). 

FIGURA 5.15. Configuración T -conectable. 

3. Ti "" T2 "" T4 "" Ts 

Debido a que LBCD > !_BCA > l..BCE y todos éstos forman 
parte de triángulos semejantes a T, ·se tiene qué '!..BCD = /, 
LBCA:: (3 yl.BCE = a. Por oÚoJado LDBC < LABC = 
LEBC => LABC = LEBC f; ci::;,: LCAB =O. (pues T1 "" T), 
consecuentemente LABC = LEBC ;,,_:'Y y 'iCEB = (3 (Fig 
5.16). . 

Distínganse los siguientes dos casos: 

(a) !_CDB=ayl..DBC=f3· 



5.3, Cluificación de loa Conjuntoa con 5 PuntOll 119 

Es decir A, B, C y D son cocíclicos, y por lo tanto ,13 = 
LDBC = LDAC (pues sustieneden el mismo arco). En­
tonces¡= LBCD y LDAB = LCAB t LDA(J == a+/3 
son suplementarios y por lo tanto 'Y = 90~ 'de dond.e se 
obtiene una subconfiguración como en el Toorema· 18. 

FIGURA 5.16, Caso IV,3. 

(b) LCDB = (J y LDBC =a 
Es decir E, B,C y D SOIÍ cocíclicClB y máB ~u~ LiBDC ~ 
6.CEB. De'dondeiDEC:d(LDBd;; LBDE ==··ªy 
entonces LAED = 1ao0 'C:.. LDEBY;,;; (so 0 \:-:1.DEC '­
LC EB = 180°::·a~fJ:::: .-f. p()r:ótró IacÍo;co'mo iiDAE"' 
T y LDAE > iCÁEentOnce~'2D'AE~'.{3yLEDÁ=a. 
Sean 1 = BC .< AB => <AC='b. :_ .< i .. ·•. ·. 
A continuaéión 'se ~~~·~nt~~izí'-¡()~,~~ores de DE y AE 
en función de a y b; Ccimci' ÓABC, ;__, 6.C BE se. tiéne que 

Utilizando (5;16)y l~ l~y de ~ós'íi~~s el'i':i'c DE ~e obtiene 
que - ' ' ·. -,.. .• ·· ,,.,-.· .. ··· ". 

JJ_E2 
• a2 == b2 +i ~ 2b cos(1 _;a) (5.17) 

Nuevamente por' !a ley de CCJsenos ~Íl L:::.ABC se tiene que 
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1 = a2 + b2 - 2abcos(a) .. (5.lS) 
b2 = 1 + a2 - 2acos(-y) 

Utilizando la fórmula cos( -y-a) = cos( a) cos( 'Y )+sen( a )sen('Y) 
en (5.17), y después sustituyendo (5.18) se obtiene que 

nE2 ·a•= (b2 -1r 
Por otro lado de (5.16) se tiene que 

AE = AB - BE = a - ~ . 
a 

(5.19) 

(5.20) 

Ahora, t::.AED ---·l);CBA ~.Ae.: ~ = DE (puesto que 
LDEA ='Y) yestoúltimo~cfil.re sí y solo si. (sustituyendo 
(5.19) y(5.20))• '. ·> \:>> ' .···· .. 

,····· ············?~. :~(~2 -_ l) ~ b2 
- 1 

',' ~ ., 

Es de~ir:palaqÜe_éXista una configuración con triángulo 
T de l_ado8 l ,< a < b'.taJ. triángulo debe estar sujeto a las 
restrji:Ciónes 1 + á ::> by a2(a2 - 1) = b2 -1. Además para 
cadá. triá.DgÚlo T que cumpla las citadas restricciones es 
pcÍsibl~ construir la configuración (P: 5) (Fig 5.17). 

e D ,·1c /;//\ .. '. 
, i 

·,' 
/ ' D/>I ~ /~·. Í 

.\ 

\ 1 ~. ··• 
A E IJ 11 E B A E IJ 

FIGURA 5.17. Conjuntos T -conectablee de lados 1, a, Va' - a2 + 1 t: ln 
a= 1.2, 1.4 y 1.6 respectivamente. 

Por lo tan to en este caso se encuentra una única config­
uración para cada T de lados 1, a y y a4 - a2 + 1 con a 
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entre 1 y l. 7692 aproximadamente (Ver Apéndice A para 
esta última cota). 

T.((P: 5), T) = 5 

Salvo simetría se tienen los siguientes cuatro casos 

l. T1"'Ta"'T1"'Ts"'T9"'T 
Dado que T8 "' T9 entonces LAED = ,LDEB = "'( = 90°, y 
por análogía con l. del parraÍó aritériÓr no hay configuraciones 
posibles en, este caso .. ~ . /~:.'; . {; .. · • c. 

2. Ti "' T4 "' T6 ;,!. T8 .:::, T9 .·"' 1' D~ Ji IÍU~maforma que en el 
caso anterior Ts ;_,, Tg y;porfo' tanto tio hay 'Configuraciones en 
este caso. •'. ;·::: . :u:· ' "',·;~ ' .. ' . . 

3. Ti ;_,.t2".....,~·T¿~~J-~9·.....,··iioi~t;,.Como LBDE < LCDE 
y LECA < LECD é~tonées ~e tiene que a = LDEC. (pues 
Tto ~ T)~· '. ¿>~~ }· } •y· . 

Dad~.la~iI!let~Íade Ia'figura su¡>óngase que LCDE.= (J y 
LECD ;,;,'.i/éntÓnces 'i>odáprimera'desigualdad se tiene que 
LBDE ,,;,; a y cónsecúcntcment~ LABD. = /J (pues LABD < 
LABC).:.Esto' úlÜnio,implÍcá'que LBDA. = 'Y y "LDAÍJ = a, 
(T2"' T)lo'cua.I es una contradicción pues LCAE LDAB. 
Por lo tanto nó hay conflgúraciones en'·e~te'caso,'; . 

4. Ti• ,_,'.;y·:k Tr ;._,, T~ ·2 '.lia:;~: .7'.\Se'.~~ie~:n·las siguientes 
desig\lá.Idadé~; .LCAB<";lDAE,·.LABD,'.<.)BBC{LEDÁ < 
LBDAy'.ZBCE <iLBCA:•Adémá;,'i°"ÁB,;·/J .;d;'L'BCA = 1 
y LÁBc_·~ dio éuafes'<:oni'racHctória,pile·s LÁ.Bc:;, LEBC ~ 
a, pór lo ta.rito'¿ e AB ,,,; a y ána.J.oganient~ iABD. ~- á> 
Distí~gari:e lo~ ~i~ién~~f ~~s ~asos: • · • .. · .· •. ·.' . ·x ·. 
(a) /J ;,,,_"'f. s'e'ti~~eent'o~cesque t:::,.AED ~ D.EBC ~ D.CDE"' 

l::,.DAB ~. D.BC A y además. todos son isósceles, Sean 
AE = EB =CD~ 1 y AD ·=,DE =EC = _CB =a. 
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Entonces por semejanza se tiene que a2 :::: 2 (i.e. a :::: '\1'2) 
lo cual es suficiente para tener una única. configuración 
T -conecta.ble (Fig 5.18). 

FlGURA 5.18. Configuración T -conectable. 

(b) /3 <'Y· LEDA :::: /3 => LDAE ='Y:::: LDAB. y .LBDA:::: 
'Y lo cual contradice el hecho de haber un solo ángulo 
'Y en D.ABD.; Por lo tanto LEDA :::: a y análogamente 
LBCE= a;· . 
N u~va~~!lt~ s~ tl~ll~ll 'doá<c~os ... 

i. WEC1~ ~\ t'';'-· > ~;-: < · 
DEllBÓ y ADl!CEi Lu~g~, sin perder generalidad 
LDAE<.::= 7;(pues_>si•LDAE == EBC = /3 entonces 
LAED.= LCEB :f: "Y y por lo tanto 180°:::: LAEB = 
2¡ +a.> -y+ ,a+·ll! = 180°) y entonces LCEB = ¡, 
LEBC id:. {3,' (7):"' T) LEED = a, LBDA :::: /3, 
LBCA =. -y;;A<iemíúi LECD f "Y pues de lo con­
trario los cí.tadrilÍí.teros AEC D y EBC D serían rom­
bos y corilo;'.~orisécuéncia se tendría que ,a = ¡,con­
se~uentémellte"'iECD :::: /J y LCDE ="Y (T10"' T) 
de dondé~el ;·cuadrilátéro ABC D es cíclico y por lo 
tanto)'= iBDA = LECA = ¡ nuevamente ccin­
tradiciendO la' hipótesis. 

ii. LDEC >a Comdademás LCEB y LAED son dis­
tintos de a entonce~ 
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180º = LDEC+ LCEB+ LAED ~ 3(J 

y más aun, basta con que alguno de estos tres ángulos 
sea distinto de (3 para obtener 

. 180º 2: 2(3 + "t > Q + f3+ 'Y = 180° ·. 

lo cual es una contradicclón'y p~r lo tanto LDEC = 
LCEB = LAED = (3 ::_ 60°. : '. <> , . ' 
De inmediato se infiere que E es·elpúnto_:medio de 
AB, y consecuentemente (3 =' "f··1PorJo que no hay 
configuraciones T -...conectablés en este casó. 

V E EN EL INTERIOR DE ABCD 

T.((P: 5), T) = 4 

Exceptuando simetrías se tienenlos siguientes tres casos. 

l. T1 ,.;, T3 ..... T6 "' T9 ; Debido a que se tienen .las desigual­
dades WAE < LDAC, LACE < LACD, LBDE/< l.CDA 
y todos estos ángulos forman parte de triángulos semejantes 
a T entonces se hÚiere que ninguno de los ángitlos LDAC, 
L AC D 1 L CD A vale a (el ángulo menor de T} lo cÚal es una 
contradicción, pues _T3 "' T. Por lo tanto no hay configuraciO. 
nes en este caso. 

2. Ti "' Ts "' Tg ..... Tio· 

Dado que T9 ....... T se supondrá sin perder gene~aliclad que 
E está en el interior de 6BCD. Como iEDB:< LEDA, 
LDBE < LABC y T9 ~T. setiene que iBED,;,, -¡'(el ángulo 
mayor de T). . · · ··· ·· · 

Si LEBD ::: a y LEDB ;;..J3 ent~né~~ ;n ~ir~ud de que 
LEDB < LEDA, se infiere que:LEDA,=."f y por consigu­
iente LAED = (3 y ÚJÁ.E ; á, es decir los p~ntos A, B, E 
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y D son cocíclicos y por lo tanto LEAB = LABD. Además 
LABC > LABD = /3 => LABC ='Y· 

Por otra parte se tiene que LECD y LCDE son ambos menores 
que 'Y pues de lo contrario la suma de angulos internos de 
ABCD excedería 360°, por Jo tanto LCED ='Y y consecuente­
mente LCEA = LAED + LCED = 'Y+ /3 < 180°. De esto 
último se sigue que LCAB > LEAB = {3, es decir LCAB = 7, 
lo cual es una contradicción pues LABC = 'Y y Ti no puede 
tener dos ángulos iguales entre sí. 

De todo lo anterior se infiere que LEBD #a, es decir LEBD = 
/3 y por consiguiente LEDB = a. Además, como LABC > 
LDBE se tiene que LABC = 'Y· A continuación distínganse 
los dos posibles valores de LEDA. · 

(a) LEDA= {3. Como Ts "'T y LAED < LBED se sigue 
que LAED =a y LDAE ='Y· .... <·; ,. ··•· ... ·. .·. 
Por otro lado LABD < LCBA'~iLEBD = 'Y :_/J·de 
donde LEAB > 2a +/3:-..y y.por éonsigÜiente los ángul0s, 
LECD,.LECD son ambos distintos de .. ..Y(deótro:modo 
los ángulos internos de ABcp sumarían máá de 360º), es . 
decir. LDEC,,; 7; Ensegwda se considerarán los ¡l'osibles · 
valci~es de iCDE. ·- ····· · ·· · ·• · 

B~\-. 

FIGURA 5.19. C11110 V.2.a 
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Si L.CDE = a entonces L.DBC = 90° - a, L.ABD = 
1 +a - 90° y por consiguiente L.ABE = 90°. Esto último 
es imposible, pues si B' es tal que B'BED es un trapecio 
isósceles (Fig 5.19), entonces L.B' BE < 90° y además 
L.B'BE > L.ABE. Por lo tanto L.CDE = /3 y L.ECD =a. 
Considérense ahora los dos posibles valores de L. BC A. 

i. L.BCA =a. Se tiene que 6.ABC"' 6.DEC, entonces 

DC EC 
AC = BC 

y como además L. AC D = L. C DA se infiere que 6.BC E "' · 
6.ACD por lo que .' .} .. · · 

L.CEB;//_(jÍJ~·'f;'c. 
360°'- 2 = 2f.i · ...... ·. .. .. . 1 . . • ,"' .. 

es decir 1 + fJ . = ·· 1im0 i¿ <!uJ ~s 'una coiitradicclón, 
por lo que no hay configúráciones en este ca.so. 

FIGURA 5.20. Caso V.2.a.i. 

ii. L.BCA = [J. Sea X~ AC n DE (en efecto estos 
segmentos se intersecta.n .. pues L.AEC < 180º, Fig 
5.20). Dado que':L.XDB = LXAB se tiene que el 
cuadrilátero BX DA es cíclico y por lo tanto L.ABX = 
180° - f3 pem entonces 

L.ABC = 1>l.ABX=180° - /3 



126 5. Triánguloe Semejan! .. 

es decir 'Y+ f3 > 180°, nuevamente una contradkción, 
por lo que no hay configuraciones en este caso. 

(b) LEDA = 'Y· Si LDAE = (i entonces 360° = LEDA+ 
LDAB+LABC+LBCE+LECD+LCDE = "Y+(a+/3)+ 
"Y+LBCE+LECD+LCDEycomoT10"' Ty E está en el 
interior de ABCD, entonces LBCE+ LECD+ LCDE > 
a + (i de donde 

360° > 2(a + (i +'Y)= 360° 

lo cual es una contradicción, por lo tanto LDAE = a y · 
LAED =·fi. 
Como E está en el interior de 6.CDB, entonces LDEC = 
'Y (delo contrario LBED+LDEC < 180°, Fig 5.21). Sean 

FIGURA 5.21. Caso V.2.b. 

BE= 1, AD = a y BD = b. Dado que 6.AED"' 6.DBE 
se tiene que AE = ab y AD = a 2 • Aplicando la ley de 
cosenos a 6.BDE se obtienen 

a2 +b2 -1· 
cosa= .:. 2ab 

b2 +1 -' a 2 · · 
cos(i = · 2b _ .. · 

a2 + 1- b2 

COS"f = 
2

a 

. ( 5.21) 

t5.2:l) 

( 5.23) 
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También por ley de cosenos en D.AB.E se tiene que 

AB2 = a 2b2 + 1- 2abcos(-y - (3) 

Utilizando (5.22) y (5.23), a.sÍ cÓ~o l~ identidades sen'Y = 
~ y cos('Y - /3) = cos-ycosf3+sen'Ysen(3 en la anterior 
se ªobtiene .·· · ·· 

AB2 = b4 +a" ...:. a2b2 
- a2 

- b2 + 1 

Considérense ahora los sigui~~~~s dos casos 

i. LCDE =a. En cuyo ~:ci'D.CDE ~ D.BDE y por 
lo tanto EC = 1 y CDjdf.b. D.BDC es isósceles y 
por lo tanto BC = 2BDsl!ila, elevando al cuadrado 
y sustituyendo (5.21)s:Óbtie~e.que 

BC' " ~,(~í'.,f ·)~f !'~:~~~,t ~·· -11L1 
~o:~tti::~~~~dela ~,~:.~~.· c~~~~.~s ~;~c~dáaD.AEC 

AC2 =: ~2b~Ji .:... 2ái/co~( 'Y+ (3) · 
-<;' ' .. "- '°' -.:;"''"' '-~:.. ;- '·'\-'··· ':-~;., 

utiliz¡¡,ndci el .lied10 1e 'quetcos( 'Y+ /3) - cosa y 
sustituyendo (5.21) se sigue que 

:)(J2'.'.f.if,b2 •. ~ ;;+_b2 (5.25) 

Como T1 "' T e.x:isten dos pósibWda.des. 
A .. D.ABC"' !S.BED, de d~nd~; 

AnI.iJe·._''.nc ED 

AC~BDYAc =.cD 
i.e. 

sustituyetid~'(5.Ú) y'( 1Ú5) s~·~btiene el sistema 
- ..... _, .. , .- : -.. ·."',,., ... 

b2(b.¡ + d4 -~~2/i2.:.. ~~ ~é + '1) =: ~:i/;2 + a2 + b2 

b2 (- (a2 - b~)~ + 2~2 ~ 2~2 - 1) = a4(a2b2 + a2 + b2) 
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sujeto a. las restricciones 1 < a < b y a+ 1 > b. Los 
únicos va.lores que sa.tisfa.cen el sistema. son a = 
1.16327 y b = 1.68261 (ver Apéndice A). Por lo 
tanto ha.y una. única configuración T "'conecta.ble 
en este caso (Fig 5.22). 

FIGURA 5.22. Configuración T ~conectab)e. 

B. óABC"' óDEB, de donde 

i.e. 

AB DE BC 'EB 
AC = BD y AC =·nn 

b · AB =a·~ AC y b ', BC = 1fo 
•· -•.. ;¡ - .,. .<,-,,.-. '· .. ·'. ',· 

sustituyendri (5:24)!y (s.25) seobtiene el sistema. 

b2(b• +,ª··~ ~2b2;8ª2:---:~H1i·~ d2 cd2b2 + ª2 + b2) 

b2 (~ c{;:~h: ~;2a.2"t:2¿2 ~' ;) = a2(a2b2+ a2 + b2) 

sujeto {1af;e·;tric!¿i~h~s .l<'a <.by a+ 1 > b. 
los 'únicos vii.IÜ~és'.íi~e '.satisfacen el sistema. son 
a '= \12 Y. fi.·~=~2 (vércApéndice A). Por !O íanto 
ha.y.una. única.::configuración T -conectable en 
este caso (Fig 5i23). ' 



5.3. Cluilicación de loa Conjunt011 con 5 Puntoa 129 

A 

FIGURA 5.23. Configuración T ~conectable. 

ii. LCDE = {3, de donde AECD es un paralelogramo, 
es decir EC = a2 y CD =.ab. Por ley de cosenos en 
6.AEC se sigue que · > ' . , ' 

AC2 = a 2b2 +?4:::.2~3bcos(-y + /3) 

nuevamente, como cos(.:Y1+ '!1) = - cosa se puede 
sustituir (5.21) en la antérior y obtener 

AC2 = ~2 (~;~:Í f 2b2 - 1) (5.26) 

Por otro lado, aplicando laley de cosenos a 6.BC E 
se obtiene que ·'.. .<.' '<> ··.: .. 

nq2 ~ .. 1 ta4}-2a2 ~os(~"Í)., ., .. 

utilizando la identiclÍUl cos(27) ;:~2cós2,( -y)--1 y susti­
tuyendo (5.21) se sigueqÚé~ ;:. '· .. · .. ·. , 

· · ·· '~at~·~:2(~~2 f'b2\.~r (5.27) 

Análogamente á.I caso .l:~terior;seprocederá de acuerdo 
con que 6.ABC ~ tiBED ÓitiABC,;;,;·:[)EB. De­
spués de sustÜui.~ (5~26) f(5.?7) ~en Iall ~~oporciones 
de semejanza se obtiéne'n fos siste~aS :, ·•. •• . .. •..• 

b2(b4 +~4 ~ a2b2 -~2·:::112~!') ~;a2(2a2+2b2 - 1) 

b4(2a2 + b2 + 2) = ~4(ia2 + 21; ~· 1) 
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y 

b2(b• +a• - a2b2 - a2 - b2 + 1) = a4(2a2 + 2b2 - 1) 

b4(2a2 + b2 + 2) = a2(2a2 + 2b2 - 1) 

Para. el primero ha.y una. única. solución que sa.tisfa.ce 
1 < a < b, pero el triángulo al que da. lugar resulta. 
ser a.cutá.ngulo (Apéndice A), lo cual no es posible. 
La. segunda. no tiene soluciones reales que sa.tisfa.gan 
1 < a< b (Apéndice A). Por lo tanto no ha.y configu­
ra.dones en este ca.so. 

3. Ti "' T2 "' Ts "' Tio ~ T 

Se tiene que LEAB < LDAB y LABE < LABC y como 
Ts "'T entonces LBEA ='Y· Sin perder generalidad supóngaBe 
que LDAB ='Y y LABC? {J. Distínganse dos ca.sos. 

(a.) LABC = ,13, de donde .6.ABC ~ .6.BAE, a.demás LABD -::/: 
"f pues LABD < LABC y también LABD -:f /j pues 
de lo contra.ria B,C y,D serían colineales. Por lo tanto 
LABD = a y consecuentemente B, E y D son colin­
ea.les (Fig 5.24).Adcmás, como Tio "' T y LDEC = 

FIGURA 5.24. Caso V.3.a 

180º - LC EB = 180° - a entonces 

180° - a= LDEC::::; 'Y=> 180º::::; a+ 'Y 
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lo cual es una contradicción y por lo tanto no hay confi­
guraciones en este caso. 

(b) LABC =¡.Sea X= AC n BD. Si E E t:,,AXB propia­
mente entonces LEAB < LCAB < ¡, LABE < LABD < 
¡ y consecuentemente LEAB = LABE =a lo cual no es 
posible. De igual forma, si E E ADXC propiamente en­
tonces LABD < LABE < ;, LCAB < LEAB < ¡ y 
por consiguiente LABE = LEAB = fJ lo cual tampoco es 
posible. 
De lo anterior se deduce que E E AAX D U /'::,,BC X. Sin 
perder generalidad se supondrá que E E !::,,AX D. Como 
Ts "' T se tienen dos opciones. 

e 
60° < 'Y < l so· D 

FIGURA 5.25. Una configuracioón T ~conectable para cad~ alfa. 

i. E= X. Sean 1 >.BE:: a?: AE = b. Como 
/'::,,ABE.._ ó-ACB ':" /'::,,DBA se sigue que .AC = ! 

.y BD =~.de donde: e . • • 

. ~ - . 

Ec=A.a2·2'E~ i - b 
.•.: . . -:.····' ·, 

Además T10 "' T, y ~o,móBD ?:-EC entonces 

~-a_ b 
~-b-;¡ 
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i.e. a = b y esto es suficiente para tener una config­
uración T ,..,,conectable, entonces si 60° < LBEA = 
'Y < 180º se obtiene una configuración para cada 'Y 
(Fig 5.25). 

ii. E ':f: X. En cuyo cuo huta que ~ABC,..,, ~DAB,..,, 
~BEA y que 'Y > 60º para obtener una configuración 
T "'conectable. A continuación la demostración. 

FIGURA 5.26. Caso V.3.h.ü, los puntos A, B, O, 0 1
, D, D', E, X son cocíclicos. 

Sean C' y D'. los simétricos de C yD con respecto a la 
mediatrizdeAB.(Fig 5.2~), por simetría E.= AD'.n , 
BDy,LBD'A ;;;~JNótese'que LACC'. =·LCÁB.(AÍJ 
y CC' son par.alelos)'y (¡hé·Lxncl:::::.;:LCAB por 
hipótesis. pe esta obseivacióÍisc'd.edu.cé que C,' X. 9' 
yD son'.co'cíclii:os;'y ~omolos' t~aped~s.'EXC~'y 
LDC'CD' son isós~eles entonces 'se~igue'qite los.séis 
puntos. A, ii, C,C',D, D', E, X están sobre' una .cir­
cunferencia. Por lo t~to LDEC .;,· LDXC o.;,· 7, 
LCDE = l.CD'E :::i a yc~nsecuentemente~DEC,..,, 
~DAB, es decir.los cinco puntos forman una config­
uración T "'conectable (Fig 5.27). . · ·. •.. . 
Este resultado es sorprendente, pues a dife;enéi~ d~ 
las otras familias infinitas que se han encontrado, está 
familia esta determinada por dos parámetros. En.p;ir' 
ticular existe una configuración T .""'conectabl e da 5 
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puntoa para cualquier triángulo distinto del equilátero 
y es muy probable que a partir de está construcción se 
puedan obtener configuraciones con un mayor número 
de puntos. 

D 

FIGURA 5.27. Una configuración T -conectable para cada tringulo T no 
equilátero. 

T.((P: 5), T)::: 5 

Sea X = AC nBD. Evitando simetrías se tienen los siguientes tres 
casos. 

l. Ti...., Ta....:. Ts,..; Tg"' T10"' T 
Sin perder generatidad supóngase que E E /::,,AX D. Como 
LBDE ';,( LCDE < LCDA y los tres ángulos forman parte de 
ángulos semejantes a T, entonces LBDE = a, LCDE = f3 y 
LCDA:::;: ¡,por otro la.do LEBD < LABC y LBDE < LCDE 
por ló que LDEB = 'Y· Además, como LDEC < LDEB y 
LCDE = f3 entonces (T10"" T) LDEC =a y 1.ECD = 'Y lo 
cual es contradictorio pues"(= LECD < LACD ::; "f· Por lo 
tanto no hay configuraciones en este ca.so. 

2. T1 "" T2 "" Ts "' Tg "" T10 
Se tiene que LEBD < l.ABD < LABC y todos estos son 
ángulos de triángulos semejantes a T por lo que LEED = a, 
LABD = f3 y LABC = "f· Distínganse dos casos. 



(a) E E l:l.ABD, de donde LEAC < LDAB y por lo tanto 
LDAB = -y y LBDA :: a (T2 "" T) lo cual es contradic­
torio pues a= LBDA > LBDE e a. 

(b) E E t::i.BCD, de donde LCAE < LCAB < LDAB y como 
todos son ángulos de triángulos semejantes a T entonces 
LCAE =a, LCAB = {J y LDAB =-y y por consiguiente 
(Ti "' T) LBCA = a lo cual es contradictorio pues a = 
LBCA > LECA e a. 

En ambos subcasos se obtienen contradicciones, por lo tanto 
no hay configuraciones en este caso. 

3. Ti "" T4 "' Ts "' Ts "' Tia. 
Supóngase primero, que T es isósceles con ángulos -y > a. 
Como LDBC·< LABC, LBCA < LBCD, LABE < LABC, 
LECD < LBCD y todos estos son ángulos de triángulos seme­
jantes aTerítonces LABC = LBCD =')'y LDBC= LBCA = 
LABE = LECD_'::: a. Si 'Y e 90° entonces LCDB = LCAB = 
a, de lo contrarió LCDB = LCAB = -y, en ambos casos se 
tienequeE e'BDnACpuesT5 ""Tia yBe~táenelinterior de 
ABCD, por iO'tantOB,;X y consecúentemente LECD =a 
por. l~'que;2a ;=:·.1. y por-lo ta.Iíto7. ::::; 90~; obteniéndose ásí 
una subcémfig~ráció.ri descrita en. el Teoreroai18; Ahora, se 
aná.lizara el·· ca.So 'en;qÜé: T,'se.{ escalé~o~ DisÚnganse · Ios si-
guientes tres ca8a,s:, : . ' · . , ' ; " )_ •, \,> ,,, 

(a) E.e/D.ÁXD;' dé dond~, ~<}DB < LCDE,'·ZDBC < 
LABC; ÚJAB .<(LEAB,y(LBCA;<).BCD y pcir·con-

' siguiente'(Ti'º~T4\'~T)'LBCD);,;, i.ABC::= .7,pero­
LEAB,: LC DE e f3 Y,por, tanto.( ' : >; .f 

360° ,;;:xb n'.l!J:fl~EDA +'.~DAE+~ 2EiiJ+-· 
LABC, +'. .. LBCD '?:)(J {:2,:Y +'.LDAE+ .:EDÁ . 

~., .,1 : ,,1_ ,s·,·; .. :·:- Y/v:>.<.,- ··;·:_-._· ·. ':' .. : ·-:·· ... -, :: " , 

y como Ts "',T entonces 'LDAE:+ LEDA e Q + (3, ·~P. 
donde · i<; ·, ,., :,. · ., '·" • -'·'. :. 

360º e 3{J + 2..,. + ª > 360º 
lo cual es una cont;~cll~cÍÓn.' 
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(b) E E .ó.DXC,dedonde LCAB < LEAB, LBCA < LBCD 
y por consiguiente (T1 "'T} LABC =¡.A continuación 
distínganse los posibles valores de LCAB. 

i. LCAB = {3, de donde LEAB =¡y por tanto 

360º = LC DE+ LEDA+ LDAE +. lEABf -
LABC + LBCD '?. 2a + 2¡ +/3 +LBCD· 

y como LBCD ;:: f3 entonces 360~ ;:: i(~¡;/3+ ¡) = 
360º es decir todas las igualdádes''se~deb'en cumplir 
y por consiguiente LBCl);=/1 i!f-d,DE:

1
;:,_ a, pero 

LBCD = {3 > LECD ='a y por tánto LCDE;z: {3 > 
a lo cual es una contrá.dicl:ión:· ··· . .. :; 

ii. LCAB =a, de donde LBCD ~'.y.y por tikto ·, 

D 

360° = LCDE + LE.b'A~;LJJAE'.i~.E.4.8+. 
LABC + LBC D.'?. 2a-+ 2r + 2/1)= 360~ , .... 

- .... ' .~·::- ·:'-:. '._ -. :_, : . -:' '_:' --: . . .. '-,: .. ' :: -~ : '-_:·. ·- -- . : 
y entonces deb~~ ~~~ni~ t~das Í~ -¡~aldades (Fig 
5.28), por lo que l..BCA'= LECD = {3,LABE = 
LDBC =a y' consecuentemente 2a > ¡ > 2/1 lo cual 
es una contfádicción. 

FIGURA 5.28. Caso V.3.b.2.ii con 5 triángulos semejantes a T. 

(e) E E 6BCX, de donde LECD < LBCD, !..ABE < 
LABC, LEAB < 1..CAB, LCDE < LCDB y como to­
dos son ángÚlos de triángulos semejantes a T entonces 
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LDEC = LBEA =¡y LBCA = LDBC = a. Debido a 
que a ::/: {3 y T8 "' T se puede suponer sin perder gener­
alidad que LECD =a y LABE = {3. Como T4"' Ti "' 
Ts "' Tio, entonces LCDE = LBCD = LCAB = {3, 
LEAB = a y LABC = ¡ (Fig 5.29). 

FIGURA 5.29. Cuo V.3.c, con 5 triángulos semejan.tea a T. 

Dado que LB.CE.=:'/3 .5a 'Y LEBC(;, 1~ f3•entonces 
LCEB = 2a + /3 y por consigiiiente' LAED ,:;· {3, como 
Ts"' T entonces LEDA_¡.:• LDAE ~ /3} 1'y' por lo tanto 

a6oº ·,,;; LcniJf 1_enx_:¡;'znxiJ}1_.EA.»+ 
LABc:+· L!Jcij~'i. &.'.+'21 '{a:O > a60° •··· 

lo cual ~s'Ün~cont~adl~ción. 
En todos los c~~s,se 6btienen contradicciones, por lo que no 
hay configuraciones én este cáso. . . . 

5 .4 Conjuntos Grandes 

En la secciÓn .. ~terior se logro determinar una gran cantidad d~ 
configuraciones T ,.,.,;conectables con 5 puntos, incluyendo '4. famil­
ias infinitéll!,'A pesar de lo anterior son muy pocas)ás configurado­
nes que sé conocen con' más de cinco puntos, de hecho excepLu:indo 
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las configuraciones T e!conectables (que por supuesto también son 
T "'conectables) no se conoce ninguna configuración de más de seis 
puntos que no contenga alguna subconfiguración ya descrita en las 
dos secciones anteriores. Esta última precisión es previsible, pues se 
observan grandes dificultades para extender la técnica de clasificación 
de conjuntos con 5 puntos a conjuntos con un mayor número de pun­
tos. Por otro lado es muy probable que, de la misma forma que con las 
configuraciones T ~conectables, exista un conjunto T "'conectable 
con número máximo de elementos. 

Un conjunto T "'conectable que fuera el más grande de todos 
necesariamente debe ser maximal en el sentido de la contención, es 
decir. no debe estar contenido propiamente en ningún otro conjunto 
T ""Conectable. En este sentido los conjuntos que a continuación se 
detallan son T -conectables con más de cinco puntos y que tal vez 
sean maximales. 

l. (P: 7) = {A,B,C,D,E,F,G} donde D.ABC es equilátero, 
D,E,F son los puntos medios de AB, BC y CA respectiva­
mente, G es el centroide de D.ABC y T = D.AGC (Fig 5.30). 

FIGURA 5.30, Configuración T -conectable de siete puntos. 

2. (P: 7) = {A,B,C,D,E,F,G}donde ABCD es un trapecio 
isósceles de. medidas AB = 2; BC = DA = v'2, CD = 1, 
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E,F,G son los puntos medios de AB, CE y DE respectiva­
mente y T = 6.AED (Fig 5.31). 

FIGURA 5,31. Configuración T -conectable de siete puntos. 

3. (P: 9) = {A,B,C,D,E,F,G;H,l}dondeABCDesunrectángulo 
de medidas AD= 1, AB = V2i E, F, G son los puntos medios 
de AB, CD y,Ap 'respéctivaméñte;G es el centro de ABCD, 
1 E ED es tafqtie El,;, 2/D y T,;, 6.ABC (Fig 5.32). 

FIGURA 5.32. Configuración T -conectable con 9 puntos, 

4. (P: 11) = {A,B,C,D,E,F,G,H,1,J,K} dóndeABCD es un 
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rectángulo de medidas AD= 1, AB = J2, E, F son los puntos 
medios de AB y CD respectivamente, G, H y I, J son tales que 
dividen a. AC y BD en tres partes iguales respectivamente, K 
es el centro del rectángulo y T = é:..ABC (Fig 5.33). 

FIGURA 5.33. Configuración T -conectable con 11 puntos. 

Pa.ra. precisar que en efecto son configuraciones T "'conecta.bles 
basta indicar los triángulos semejantes a T en Ja..l cÓnfiguraciones 
respectivas. ·· 

·); . 

l. é:..AGC."' ti[)F(: C(.iba} y!taillbién son s~meja.rites en­
tre sí los triángwo~ a'nálÓgo~'s~giiiiJ<iB :simetÍ'ías'del triángulo 
equilátero t:..ABc.·<x;·' ~'.'.' < ·'"· :; > .. :.'" 

! ':, ._._,, <-:~"·;~~;!-/,. ~-~.' ;_,_... '·'·'.';!-'· "'·" 

2. é:..AED N 6EGA ,.,;ft:,,(JDE ~ liFGE:y también son. seme- . 
jan te~ enÚe sí Jos triángÍtlos análogos segúl:dáB simetrías del 
trapecio. iSó1iCéles' ABC D .º~i~t/~~_4;-~~-)!Y: "-- ,·:J~,y-c;;-" 

3. 6AB~ 3.i.Á1~;_,~EIH;.., tibfÁ:,_,:f:.FIG"' 6.CID "' 
é:.BI F, todos estos cubren a J~ parejas con! en u~ extremo, el 
resto de los triángulos semejantes están incluidos en el siguiente 
inciso. 
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4. t:.ABC "' t:.BGF "' t:.DAE "' t:.AIJ N t:.AEK N t:.AGE N 

t:.JIF"' t:.EGK"' t:.GJH y también son semejantes entre 
sí los triángulos análogos según las simetrías del rectángulo 
ABCD. 

Todas estas configuraciones contienen subconfiguraciones T "'conectables 
de más de cuatro puntos, la primera y la segunda solo tienen una, 
pero entre la tercera y la cuarta tienen 53 subconfiguraciones T "'conectables 
no isomorfas entre sí. 

De estos conjuntos el más sorprendente es el cuarto, pues entre 
otras cosas tiene 48 triángulos semejantes entre sí, probablemente sea 
el conjunto de 11 puntos que más triángulos semejantes a uno dado 
determine. Además, es probable que sea el conjunto T "'conectable 
más grande que pueda existir. 

5.5 Triángulos Equiláteros 

En las secciones anteriores se han determinado las configuraciones 
T "'conectables de acuerdo al número de puntos, en esta sección se 
seguirá un enfoque distinto. Una vez fijo T, ¿ Para que n existirán 
configuraciones ( P : n) T -conectables?, en particular en la sección 
5.3 se demostró que para cualquier triángulo distinto del equilátero 
existe una configuración tal con 5 puntos. En general, clasificar todas 
las n para las cuales existen las citadas configuraciones con T fijo es 
mucho más complicado que el trabajo realizado en las secciones an­
teriores puesto que hay muchas más posibilidades en consideración. 
También es clara la necesidad de argumentos geométricos más fuertes 
para completar con éxito dicha clasificación. 

En este sentido, el único resultado contundente que se obtavo es 
cuando T es un triángulo equilátero, a continuación el TeorP.r.Je:.. 

Teorema 19 Si P es un conjunto finito de puntos erí el plano con 
la propiedad de que por cada dos puntos de P hay otro de forma que 
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los tres son vértices de un triángulo equilátero entonces P tiene tres 
elementos. (i.e. Si P tiene más de cuatro elementos, y T es equilatero 
entonces contiene una pareja T -ordinaria). 

Demostración. 

_,,zl'· // . 
/ 

' 
./w~, 

.// ',,,J 
x·~·r 

FIGURA 5.34. Teorema 19. 

Supónga.se que .,P .tiene más de tres elementos. Sean X y Y dos 
puntos en 'P a distancia máxima, por hipótesis hay Z E P tal que 
LiXY Z. es equilátero> Como Ja distancia máxima entre puntos de P 
es igual al lado del' triángulo LiXYZ entonces P está contellido .en 
el triángulode.ReÚleaU.x éon vértices XYZ. SeaW.elcentroide de 
LiXYZ, considérense la.s regiones ZXW, XYW y YZW(Fig 5~34); 
por simetría pódemos 'suponer que hay un cuarto punt~·y E ·~·.eri l~ 
regiónYZW. Sean Vi y V2 los dos puntos en el plaií'o;'qiie cumplen 
que los triáD.gúlos LiXVV¡_y 6XVV2 sonequiláterosyséariZ{ZW1 
y YY2 W2 la.s regiones obtenidas de rotar la región ZYW d~sde Xi 60° 
y -60° respectivamente (Fig 5.34). Como 'LV x'Vt'.,;,,,, 60° y XV = 
XV¡ entonces V¡ está en Ja regiónZ1ZW1; á.ná.l,ogairiente V2 está en 
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la región YY2W2. Dado que la recta W1Z es tangente al arco XZ 
en Z y la recta W2Y es tangente al arco XY en Y se tiene que 
las regiones Z1 ZW1 y YY2 W2 intersectan al triángulo de Reuleáux 
XYZ en los puntos Z y Y respectivamente. Por lo tanto ni Vi ni 
V2 están en P y entonces la pareja XV no cumple con la hipótesis, 
contradiciendo así la suposición de tener P más de tres elementos. O 

Observación. El teorema sigue siendo válido si Pes un conjunto 
compacto de E2. 

De lo anterior se desprende que la única configuración T --conecta ble 
con T equilátero es la trivial, es decir, tres puntos que son los vértices 
de un triángulo equilátero. 



6 

Número de Triángulos 
Equiláteros 

6.1 Introducción 

En este capítulo se estudiará el máximo número de triángulos equiláteros 
que pueden determinar n puntos en el plan~.""Este problema fué 
planteado por primera vez por Erdéis [Er5) y coinó'ya ha sido men­
cionado en la literatura al respecto (ver por ejtompfo [EHP) y [CFG, 
sección F14. pag. 161)) el tipo de configuracione~ qué'se piensan 
óptimas para este tipo de problemas norniálmente son en extremo 
simétricas, ésta no es la excepción, pues no es muy dificil conjetu-
rar que la configuración óptima es un cierto suilcorijurito de la latiz 
de triángulos equiláteros. Lo interesante en este problema es que se 
puede determinar facilmente el orden preciso de crecimiento de dicha 
función con respecto de n. , 

En la primera sección se plantea y formaliza el problema, pos­
teriormente, en la segunda sección se encuentran cotas sencillas del 
problema que son suficientes para determinar el orden correcto de es­
timación. En la tercera y c'uarta sección se refinan considerablemente 
las cotas inferior y superior respectivamente; esta última mediante 
una aplicación del Teorema 19. Finalmente se muestra un panorama 
del mismo problema en dimensiones· mayores, en particular se en­
cuentra el orden correcto de estimación para el espacio euclideano 
de dimensión d ;:::· 6> · 
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6.2 El Problema 

Sea (P: n) un conjunto de puntos en el plano, 

De8nición 16 E(P: n) denotará.al número de triángulos equiláteros. 
que tienen como vértices a los elementos de (l': n). Abusando de la · 
notación se define . . 

E(n) =máz E(P: n) 
(P:n) 

donde el máximo se considerá sobre todos los conjuntos en el plano 
con n vértices. 

El problema consiste en determinar el valor de E(n) para cada n, 
o menos optimistamente, encontrar el orden correcto de estimación 
de E(n). 

6.3 Cotas Sencillas 

6.3.l UNA COTA INFERIOR 

Como ya se mencionó en la introducción, los mejores ejemplos de 
configuraciones óptimas que se pueden pensar en este problema son 
subconjuntos de la latiz de trián.gulos eqlliláteros. Para obtener u;'la 
primera cota inferior se contará.IÍ ,los 'triÍí.ngÜlos éqUiláteros que tienen 
como vértices. los puntos la'.tices'.de uñaiátiz.de triángulos equiláteros 
comprendida en. un triofugÜlo' éqllihúero de lado n.: Formalizando lo 
anterior se tienen la8 siguiént'és."/<'. , •' ' · · ·· · · 

. ">-:· {~; .:·.:. '.)t 

De8nición 17 Por laÚ~:.s~ ent~~d.~rá al c~njunto de vértices de la 
retícula formada por triángulos ·equiláteros unitarios. Se denotarib. 
puntos /atices a los eleme~tos de ia latiz y poligonos [atices a aquel/os 
po/1'gonos cuyos vértices sean puntos, lcitice5. 
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Definición 18 Para cada n E IU: ET(n) = E (T :("!2
)), donde 

T es el conjunto de puntos [atices comprendidos en un triángulo 
equilátero latiz de lado n y con lados paralelos a la misma. 

Propo•ición 6.1 Para todo n número natural: ET(n) = ("t3
) 

Demo1tración. 

Nótese que cualquier triángulo latiz equilátero puede ser inscrito en 
un triángulo latiz equilátero de base inferior paralela a la horizontal 
y además, contenido en el triángulo latiz equilátero de lado n. 

FIGURA 6.1. Todo triángulo equilátero latiz puede ser inscrito en un tringulo 
equilátero de base inferior paralela a la horizontal. 

Una vez sabido esto basta darse cuenta que hay exactamente 
("+~-i) triángulos latices equiláteros de lado i con baseinfei:ior par­
alela a la horizontal y además en cada uno de ellos se pueden inseribir 
exactamente i triángulos equiláteros latices. (Fig 6.1). Por lo tanto 

, 'é, {,;; ;{ ,},.;.;>){ ; •Y . 
Ei(n) ':: -·2)n+ 2::: i)(n +'1 ~. i)i··· 

·: i~ 2,.i=l'::;.;<) ·<.~·e., 
~:·~~_-_:_-;:_:,. .... ·' ::-~·-, ····: . ·:-- ---~-~-, 

simplific~d~l~~~~ase.c:ibtie~~ET(~).= ("tª) .o 

De esta fo~a si ("!:Í,)$' m S (~t3); es.decir, si.m = (~!2) + k con 
O$ k $ 2n + 4 entonces dado que E(m) es estrictamente creciente 
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se tiene que 

E(m);:: E (("Í2)) + k;:: ET(n) + k;:: 
;:: (n¡3) + k;::: ~(m2 - m(2k + 1) + k2 + 7k) 

de donde se desprende que lím E(1>) <:: -6
1 si es que existe, como se 

m-+oo m 
demostrará en la siguiente subsección. 

6.3.2 UNA COTA SUPERIOR 

Proposición 6.2 Para todo número natural n: E(n) $ ~m 

Demostración. 

Dada una pareja de puntos en el plano hay únicamente otros dos 
puntos que son vértices de triángulos equiláteros cuyos otros dos 
vértices son los elementos de la pareja en consideración, por lo tanto 
dado un conjunto de n puntos en el plano a lo más cada pareja' de . 
ellos forma parte de dos triángulos equiláteros, como hay (~) pareja.S . 
de puntos y cada triángulo se cuenta tres veces por cada uno de sús 
lados entonces E(n) $ H~) O . 

Esto último demuestra que lím E(';') existe. y además es menor 
m-+oo m ' 

o igual que Si consecuentemente E(m) = O(m2). En las siguientes 
secciones se encontrarán mejores cotas tanto superior como inferior 
de dicho límite. 

6.4 Una Mejor Cota Inferior 

En el transcurso de esta sección se contará el número de triángulos 
equiláteros que hay en una cierta porción de la latiz triangular. Para 
comenzar se estudiaránlos hexágonos regulares y posteriormente los 
círculos.', · · 



6.4. Una Mejor Cota Inferior 147 

6.4.l HEXÁGONOS REGULARES 

Ha.rán falta las siguientes definiciones pa.ra describir claramente el 
modo en que se contarán los triángulos equiláteros !atices cuyos 
vértices están contenidos en un hexágono regular de lado n. Es im­
portante hacer nota.r que se obtendrá un resultado preciso al re­
specto. 

Definición 19 Se denotará por hexágono paralelo a aquel hexágono 
latiz cuyos seis lados sean paralelos a la latiz. 

Definición 20 Sea Hn el conjunto de puntos /atices comntenidos 
en un hexágono regular paralelo de lado _n . . 

Definición 21 Para cada n E ~-(~~(;i) ~·E(H~': ~~2 fan+ 1). 
---:-. ~./:/-- . >.J:.:: ':J>: ·.-.', '-

Definición 22 Para cada n Ó ~ ;\Jij~(~)<e~·'.·¡f,~'al;al n~mero de 
triángulos equiláteros con virtices 'e'n H;. y lados paralelos a la latiz. 

Definición 23 X= ÁBCJJEE"~/u~i(aib)~he:iágono con a, b en­
teros no negativos s(e8.un'heidgonó con las siguiéntes propiedades 

' ,- ;. ·,"' ·-. '" - ; ~. ' ; ' ' . ; .. , .. 
, -.· ·_.,. ,,. .. ___ , 

1. X es un hexá~~no"~a;~lelo 
~''\ -.-- ,,:_:,·. ·,, ·,_¡·I •· -:-::.: --~-- ·.<• 

2. 1lB.=_i:;n··; EF'.·J·a.:.-

•"-":(i 

.",/);'; .. ;<;,: i' \'.::~~'. - '~' . ·. ~ ', ' '. 

Definición 24; Si X eS uri (a, b )-hexágono se dirá que el. primer 
lado . de· "arriba":. a ;~"abájo" ·es· la 'base·. superior,· el. último será la 
base inferior y él segmento formado' con los dos vértices restantes se 
denotará elsegrri'entO meéiió:c 'é' · . · . · .· . · . . 

... .. 
'_·· ''. . .- . 

Definición 25 H(~,l, k): ~sel niiinerode (1, k)-háágonOs con vértices 
en Hn cúyas bases ~uperiores son de longitud Z: · · · · 
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Por simetría. H(n,l, k) = H(n, k, l). Un (a, 0)-hexágono resulta. ser 
un triángulo equilátero con la.dos para.lelos a. la. la.tiz 1 ,' por lo que 

L ;i; J 
Ep(n) = ~ H(n,k,O) 

lc=l 

el límite superior se debe a. que el la.do del triángulo equilátero con 
la.dos pa.ra.lelos a. la. la.tiz, de ma.yor ta.maño y contenido en Hn es 
precisa.mente l ~J. 
Deftnición 26 H(n) es el número de todos los posibles (1, k)-he:i:ágonos 
con vértices en Hn. 

Teorema 20 Para todo número natural n 
1 . . " 

EH(n) = ¡n (in3 +14n2 + 9n + 2) 

Demostración. 

Se demostrarán previa.mente l~s sig'iiientes. Lemas 

Lema 20.1 Para todo número natur~l n 

EH(n) = 2H(n) + Ep(n) 

Demostración. 

Sea. EH el conjunto de triángul?s equiláteros con vértices en Hn, 
sea. EP el conjunto de triángulos equiláteros con la.dos para.lelos a la. 
la.tiz y contenidos en Hn. ,;, , ·. ·.· 

Sea. /:,ABC un elemento de'.~Jf\Ep' ~~~ Á.·eI 'prl~e; ~értic:e ele 
"izquierda." a. "derecha"; Bel segÚndci'y C,el último':'séa !:,Á'B'G'' 

:;~,.:· ·-· ; ~·: ' :.:'"\'. 

1 El caso 1 = k -=·rico~;;.~~nd~ al~¿,;;~~~ dé puntos latic~s.de~iro del 
hexágono regul~ !atice d~ lado n. · 
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el triángulo obtenido de refteja.r óABC con respecto a la recta ver­
tical que pasa por el centroide de t::.ABC (Fig 6.2). El hexágono 
AB' BA'CC' cumple por construcción B' B/ICC' y además es un 
hexágono latiz. Por otra parte los cuadriláteros cíclicos AB' A'C 
y ABA'C' cumplen CA = B' A' y AB = A'C' respectiva.mente 
por lo que son trapecios isósceles de donde C'Al/BA' y AB'l/A'C. 
Finalmente es da.ro que t::.A' B'C' es también el resultado de una 
rotación de t::.ABC con respecto de su centroide, por lo que A'C = 
C'A = B'B y AB' = BA' = CC', es decir, AB'BA'CC' es un (a,b)­
hexágono. 

/\/\/ 

FIGURA 6.2. Lema 20.1. 

De esta forma se demuestra que a cada elemento de EH\EP le cor­
responde el (a, b )-hexágono que Jo circunscribe, además cada (a, b )­
hexágono circunscribe a dos triá.D.gulos 'de EH\EP, por lo tanto 
Ey(n) - Ep(n) = 2H(n) o · 

Lema 20.2 Parci todo ~u111~~º ~~tu~ál'~ 
·~ l ª"•_:~ J n . 

H(n) = 2¿ E H(n,l,k)- ¿n(n,k,k) 
k=l · ·l=k' k=l 
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Demo1tración. 

La demostración se sigue directamente de las definiciones y de 
la observación H(n,l,k) = H(n,k,l), bajo la cual baata incluir 
únicamente en la suma aquellos sumandos H(n,l,k) que cumplen 
l ;::: k y duplicar el resultado, por otra parte es preciso restar aquellos 
sumandos donde l = k pues estos no debían ser incluidos doblemente 
en la suma. El límite superior l 3n;lr j se debe al hecho de no haber 

(l, k)-hexágonos que cumplan l > l 3n;lr J, O 

Lema 20.3 

{ 

3n2 - 3n(k +·l ·+·· .l).·+ .. ~. ( .. ¡2. + k

2 

+ 4kl + 3k + 31 + 2) si O::; k $ 1 $ n 
H(n,l,k)= , 

!(3n- 21- k+ 2)(3n-2l- k+ 1) 
:iO $ k < n s;'l::; l3n;lrj 

Demostración. 

Distínganse dos casos: 

l. O::; k $ l::; n (Fig6;3). Se.contará el número de (l,k)­
hexágonos que tienen su báS.e inferior en el renglon i. Obsérvese 
que la base infllrió(de'un (I; k)-hexágono es de longitud k, por 
lo tanto se puepen situar n+ 1 .:,khexágonos del tipo (l, k) en el 
renglón 1 ;. ~l sigiliente renglón tieÍie unespado más de longitud 
por lo que en'&:cáben'n\2 .:,k hexágonos (1, k). Continuando 
este proí:esose ~bser'va q~e !Íayexactamente n+i-k hexágonos ' 
del tipo(l,k) en,eÜrengiéin i,'conl ~ {$ n + l ':- l; pues 
justamente en eLreiigléÍri n+ 1 :__ l los s~g~entos medios de los 
( l, k )-hexágrinos' correspondientesakanzan. el renglón n + 1 '. . 

Si se reili~á;;1.~s~o;p~Ó¿~sJ;pe~Ó ah~r~c~n ;~;p;~~~ :L las 
bases. superiores y además' de arriba hada abajo se. observá 
que en el renglón 2n+)>:.: i (cmi 1 ::; .i < n + 1 ~ k) se 
pueden situarn + i.:.: 1 liexágonos del tipo (1, k) con su base 
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superior sobre dicho renglón, nuevamente esto es posible hasta 
el renglón n + 1 + k y además los de este último renglón no 
se incluyen puesto que ya fueron contados con el argumento 
anterior. 

k n-k 

FIGURA 6.3. Lema 20.3, caso l 

Sumando la totalidad de (l, k)-hexágonos que hay en cada 
renglón se obtiene 

n+l-1 n-k 
H(n,l,k)= L (n+i-k)+ L(n+i-l) 

i=l, ' > i=l 

simplificando la su~a ~~,Ó~tie'n~ ~l resultado. 

2. o $ k < n•<,;/~ w~1:~J;(fi¡;~:~); ~~la misma forma que 
en Lse contaráe!núméro de(l,k)~héxágonos que pueden ser 
situados'.¡;ón.su\base'inferior'sobre el renglón· i. En el renglón 
1 el priiner hex'ágono·que'se puede considerar es aquel cuyo 
extremo iz'qüferdodéJa basé inferior se encuentra en el lugar 
l - n (Fig 8.4), consecuenteinente el último hexágono en dicho 
renglón :será· aqÜel 'cllyó'.ext'remo izquierdo de la base inferior 
se encuen:tre.en el lugar 2Ít - l + 1 - k, por lo tanto hay 3n -
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21 - k + 1 hexágonos del tipo ( 1, k) en el renglón l. El siguiente 
renglón tiene un espacio menos de lugar para acomodar un 
(1, k)-hexágono puesto que la bue superior es de ta.maño 1, por 
lo que en él caben 3n - 21 - k hexágonos del tipo (1, k), este 
proceso se puede continuar huta el renglón 3n - 21 - k + 1 
donde solo hay un (l, k)-hexágono. Por lo tanto en este cuo 

, 3n-21-k+l l 
H(n,l,k)= E i=:¡(3n-21-k+2)(3n-2l-k+l) 

i=l 

como se quería demostrar. o 

l-n k 2n-k-I 

FIGURA 6.4. Lema 20.3, caao 2. 

Ahora se puede demostrar el Teorema .. De· acuerdo a los Lemas 
20.1 y 20.2 se tiene que _ · 

Ey(n)= 2H(n)fE~(ii);= . 
" l~J ··· . ,. . 'L•2"J 

4E E H(n,l;k)-2¿n(n;k,k)+E H(n,k.O) 
k=l· l=k. . :k=l ' . 'k=l 
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Utilizando el Lema 20.3 se parte cada suma según la definición 
correspondiente de H(n, l, k) para obtener 

EH(n) = 

4 tt (an2 - 3n(k+ l + 1) + w2 + k2 + 4kl+ 3k+ 31+2)) + 
k=ll=I< 

n l •n;• J 
2 E E (3n - 21- k + 2)(3n - 2l - k + 1)-

k=l l=n+l 

Ahora, media.IÍte ~l ~~i, d~ !~ r6rmulas 

.· ·n · '· .'<·.( A;~> i·. . ·• ·· 

¿: .m ,;jn(n+ 1) 
m=l <·.·. e,: . . 

E :=i~c~+i)(2n+.1) 
m=l .., ·' ·' ·', 

n , , ,e/:.~ .·:;;~~:~: <~>. . · .. 
L: m3 '='=fn2(nf1)2 

m=l ... ' .. · 

se pueden simplificar ias smnas''anteriof~1ji~ra C>btener el.resultado 
deseado. ' ·. · .·. · ::.: q . . 

Para evitar este trabaj~_efm? s~~c~o· percat~se que después de 
la simplificacióudé las sumas se obtendrá un polinomi~ de grado 4. 
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Una vez sabido ésto se pueden calcular los primeros cuatro valores 
de EH, que a saber son EH(l) = 8, EH(2) = 66, EH(3) = 258 
y EH(4) = 710; después se puede agregar el valor EH(O) = O e 
interpolar segun la fórmula de Lagrange para obtener como resultado 
EH(n) = in {7n3 + 14n2 + 9n + 2). o 

De esta forma se observá que si m es un conjunto de puntos en el 
plano que cumple 3n2 + 3n + 1 $; m < 3(n + 1)2 + 3(n + 1) + 1, es 
decir, si m = 3n2 + 3n + 1 + k con O$; k < 6{n + 1) entonces, dado 
que E(m) es estrictamente creciente, se tiene que 

E(m) ~ EH(n) + k ~ in {7n3 + 14n2 +.9n'1- 2)+ k > 

Hm-;-1>2 + k 

y por lo tanto,,!~ E,!:;) ~ fa lo cual es mayor que A. Se püede IIl.ejo~ . 
rar un poco más este límite si se considera para cacla.n .el conjunto · 
de puntos !atices que más se aproxime a los puntos !atices contenidos 
en un disco, en la siguiente subsección se detalla el análisis de estos 
ejemplos. · 

6.4.2 CÍRCULOS 

Hasta la fecha no se ha podido determinar con exacHtud e( míri:J.ero 
de puntos !atices contenidos en un disco d.e radio n,· p~r lo que es d.e 
esperarse que tampoco se podrá determinar con precisÍóÍI el número 
de triángulos equiláteros !atices contenidos en ~¡ disco/Sií1 embargo 
usando el método probabilístico se puede pr~cisar. eFvalor ¡¡Lque 
tiende EC~;m> cuando (P : m) esuna reg¡ónde' punt~s)atices que 
tiende a ser una región circular conforme m. áei:e. re ; 
Definición 27 Sea Dn.un dÚcode radi~ n co~>centr~·e~ un p .• nio 
latiz. Sea D~ el conjunto de los púntos latic~s que pertúiecen a D,... 

-o_-.-·- -'-,-·-,_ - -· -- •o-- __ , -------- -- -·· - ,_ •• -

Definición 28 Para. cada!!-' eAtero ;,g;iúv~ sea n•(n) = ID~I ( i. e. 
el número de puntos latice5. cónienidos en Dn)-' 
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La siguiente Proposición resuelve el valor asintótico de D*(n). 

Propoaición 6.3 lím D*(n) = 271" es decir D*(n)"' 
2~3 n2 

n-oo n2 v'á V '1 

Demoairación. 

Sea. E1(n) el número de triángulos la.tices unitarios y equiláteros 
que se forman dentro de Dn. Como ca.da. triángulo equilátero unitario 
tiene a.rea ':/} entonces se tiene que 

y a.demás 

Ahora, nótese que cada triángulo equilátero unitario tiene tres 
vértices y a.demás ca.da punto del interior del círculo esta en seis 
triángulos excepto los de la orilla, pero como el número de puntos 
de la orilla es de orden n entonces 

1 
2E1(n) = D"(n) + O(n) 

De lo anterior se deduce que 

27r(n-1)2 D•(n)+O(n) 2ir ----< <-v'3 n2 . . . n2 v'3 
haciendo tender n a infinito se obtiene el resulta.do desea.do. o 

En gener~ i~· ~ll~a··~~~os~~~ci~n sirve para deducir que si Ji es 
una región simple2 del plano con a.rea A y A• es el número de puntos 
!atices contenidos en la región entonces A•"'~~· 

En seguida se aplicarán estos resultados' al pr~bl~ma. 
- -¡c.,--. ·- '. . • . . . - . ~ < ·~. ~ >' 

'delimitada por una curv~ con¡i~uá, cerrada; ;~in au~~ 'int~;secciones. 
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De8nición 29 Sea Eo(n) el número de triángulos equiláteros con 
vértices en n:. 

Definición 30 Para cada punto p E D: sea T(p) = S(p) + ~D(p),. 
donde S(p) es el número de puntos que junto con p son vértices _de 
e:i:actamente un triángulo /atíz equilátero contenido en D,. ·y D(p)'es 
el número de puntos que junto con p son vertices de e:i:actam_ente dos 
triángulos /atices equiláteros contenido en D,.. 

De acuerdo a las definiciones anteriores se tiene que 

Eo(n) = ~ E T(p) 
pt:D:a 

puesto que cada triángulo equilátero latiz se incluye seis veces en la 
suma, dos veces por cada la.do. 

Teorema 21 

, Eo(n) 411'2 v'371' . . ··· .·· \' ·(41r2 v'3ir)·. '4 hm -- = - - -- es decir Eo(n)"' ·.-. - .. -.--. n . 
n-+oo n4 9 3 · · 9 3 .. ,. _,·. _-

Demostración. 

Para la demostración· del T~orema, se usarán á~gltlos en. radianes, 
a diferencia del resto del trabajo <loiide se utiliza:ti. grados. Antes de 
pasar a la demostración deltrusmo harán faita los siguientes Lemas . 

. :;-··, <~·'· . ., <.·:--/; 

Lema 21.1 Si o es el ée~tro ddJ,. y Jf (eÍ pt1nt/J obt~níd~ a partir 
de p bajo una rotacíonescOn cent:o'en<o 'de 60ºLe~toncesT(p) = 
2 ID; n D'I ( i.e. dos.veces el miméro.depuntós /atices contenidos en 
D,. n D') donde D' es el disco.concentro en ¡l,y.r~diÓ,.; (Fig6.S) . 

. · - ... ,:-· ,. ·;_··\:.' ~. ···:,,, .. ~ "'· .. ". :.::,; :· . - ' 

,,'·"\ 

Demostración. 

Sea p E D~ uri p1Ínt.;1iüi, ~~á~ ¡/ ~ ~' l~/puI1to; obtenidos a 
partir de p por rotaciones con centro en o de 60ó,y _;60º respectiva.~ 
mente. · · 
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Si un punto q E D~ es tal que Apqt es equilátero enton es necesari­
amente t es un punto latiz, de acuerdo a esto último b ta determi­
nar aquellas regiones de puntos q en Dn donde los t corre pondientes 
también se encuentren en Dn· 

;~:::::.:.:.:.=-.q.~~.q.'.= .. ~.e·~ .• :···t·n·o·:º. ·.·.·.: .. ::··.u··. n.P·to··.:..·º·rm·n···· ·P.ª ... :·.:¡:.~:: equiláteros en Dn, en dos cé:mjÚntos: ·EL conjunto e/ , de odos los 
puntos q tales que si Apqt es eqÍi.iláte~o enfonée~t se éncu ntra del 
lado izquierdo del rayo Pii y el conJu~to n. d.onde los tcor espondi­
e~t.es se encue~~ra.n a la dere~ha ~e,,Pii;,'Si q ~oi:niajunto ch p dos 
tnangulos eqwlateros en Dn entonces' q E 1: n. D. Porlo tanto . 

T(p) == JD\/J-f.JI\~1:+~·¡f~11 
i.e. 

T(p) =IDl.~ÍII· 
además por la simetría de Dn ~etie~.~ ~u~in¡ = III por lo 

Sea D' el rusco con ce~tioen p' y rawo n . . Si q E J ento.nce existe 
t tal que Apqt es equilátero y además t está a la izquierda de q (Fig 
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6.6). Si se realiza una rotación de 60º con centro en p entonces 

Por lo tanto p'q = ot y como t E Dn entonces ¡lq = ot < n, es 
decir, q E D'. Recíprocamente, si q E D' y t es un punto tal que 
L:1pqt es equilátero y además t está a la izquierda de pq (Fig 6.6) 
entonces realizando la misma rotación se obtiene que ot = yq < n, 
es decir, t E Dn y por lo tanto q E /, 

i 
I 

FIGURA 6.6. Lema 21.I. 

De esto último se deduc.e queI es igual al número de puntos !atices 
contenidos en D,:.. nD', de h~ch.o, por la misma razón D es el número 
de puntos !atices conte.Ítidos en Dn·n D'.' ~¡ D" es el círculo con centro 
en ¡11 y radio n(Fig fÚ)'.~o !,:{e_ ·· ·.· · . 

Lema 21.2 Si o es el centro de D_n yop = r entonces 

( (r) ·rw·· ······(r) 2
)·. 2 T(p)"' 4arccos - - - 4-. -.. · -. n2

• 2n n · · . n . v'3 

Demostración. 
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Sea D' como en la Proposición anterior, sea op = r. Según la ob­
servación de la Proposición 6.3 basta encontrar el area determinada 
por Dn n D'. Sean a y b las intersecciones de las circunferencias que 
rodean a Dn y D' (Fig 6. 7). Sea 8 = Laop = Lpob. Como Dn tiene 

---------b~ / ./ii\··. ·,., / ! ., . 

/ // 1 \\ 

( (~.\, 
o \ i .· )P 

1 \ \ ' • \ \ ! , ! 
' 

FIGURA 6. 7. Area de la región Dn n D'. 

radio n, el area del sector circular abo es 1Jn2 , por otr~ parte el area 
del triángulo .6.abo es ~n2sen2fJ de donde se de~uefeque e,l á,reá bus­
cada A (el doble de la diferencia del área del· sector Circular menos 
el área del triángulo) es · · 

además por el Teorema de Pitágoras sil tj~n~.que se~8 ·::=: ••. ~/4- (~) 2 
y cos IJ = ~ (~) de donde ·• · ···, ' > · · · · 

y entonces según la ~bservaciÓll d.~ la P~opo~iéiÓ~ 6.3 el número de 
puntos !atices T(p) es asiÍltÓticárnenté > . . . 

. ::·i:··.. .-.,•.:·,'. 

(
4arccos ( r). ~ ~i~(· ~) 2) ~n2 

. 2n . n ~ <l - \ ñ} v'3 
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como se quería demostrar. O 

La demostración del Teorema es como sigue. Para cada p E n: 
sea rp = op, sea An(r) = 4 arccos (f.¡) - f.../4 - (f;,) 2

• De acuerdo a 
las definiciones y al Lema 21.2 se tiene que 

de donde 

n2 
Ev(n)"' . fii L An(rp) 

3v3 peD:. 

2n4 v'3 
Ev(n)"' 9 L 22An(r,,) 

pED:. n 

ahora, si se realiza una homotecia con centro en o y razón k y después 
se considerá la latiz dual de la latiz de triángulos equiláteros (i.e. la 
red de hexágonos regulares que se forma uniendo los centroides de los 
triángulos equiláteros que comparten una arista) se observá que cada 
punto latiz está rodeado por un hexágono de area ~, además todos 
estos hexágonos cubren la totalidad de D1 salvo la orilla y conforme 
n crece tienden precisamente a cubrir D1. De estas observaciones se 
deduce que 

es una suma de lliemann de la función Ai(r) sobre el círculo unitario, 
es decir 

Si se realiza/u~ c~;"nbi~· de ~~iabÍEi!i · á '~i>6rdehadas polares, se 
observa que el jacobiano 'cie la transformá:ción es igílal a. r, por lo que 
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simplificando y resolviendo la integral se obtiene 

fo1 (fo2
" rA1(r)d9) dr = 211' fo1 

rA1(r)dr = 

( 1!'r2 - ~ (2r + r3) - 2 (r2 - 1) arcsen(~)) j~ = 
11'-M 

4 

por lo tanto 

Eo(n)"" ( 
4

;
2 

- "i"') n4 

como se quería. d'~mostrar. o 

A la luz de1.'.l'eri;~iria iriterior y bajo' eFhe~ho de que por la 
Proposición tU.énp~:h'áy'.D•(n)-::-'~n~ pÚntos.se sigue que· 

lím ~¡~)e•·, ;.···· .. •.1-(~:~r:·zª~ .. ;,.·'.; • '~,:.\n))·~ 
m-.oo · m ·'·~·:· .. ~,;~,'..·~~-.';~'.-~~::.~~'.;~:{--:~!~·-::~;';, -,~\_:~~:~:.'.' -

~ !~~~E~¡n)~·+.;;2'i(;4;~rJ.~.i):'.\··I~·'.~···· 
esta última e~ liger~e'¡i~~~:]~;·~~~ 1 ~fri~~c~b ~ - h- ~) 
< 0.0011. Dada la naturaleza simétrica delos triángulos equiláteros 
y de las circunferencias 50' i:onjét'iifa que. ;.¡;.; ::,{ 

: ~ ~ ;· . ·- ; _. '~~·>.' ; \ 
La dificultad que hay par~ d~;;o~traie'~ta Conjetura estriba prin­

cipalmente en. la iIÍadecu,a.da c~m pr~nsió~ 'de, l,a éstructúra geométrica 
que poseén las configuraciories"ópiimasiEn íá'siguiente sección se re­
baja la cota superii:>r de acuerdo a'ti(argumento geométrico basado 
fuertemente en Ja8 siDl~trías ,del triángulo equilátero. 
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6.5 Una Mejor Cota Superior 

La optimización de la cota superior l está basada en la escencia de 
la demostración del Teorema 19. Sea (P: n) = {p¡,p2, ... ;pn} un 
conjunto de puntos en el plano. 

'· 

Definición 31 Sea 92(p;, p;) el número de punto~ en':Pdue Son 
vértices de triángulos equiláteros que tienen como ,sus otro~:dos vé'.'tices ·· 

ª~Y~· ~ K 
Obsérvese que de la definición anterior s~: deduce que 

. . ·!.·' ... , ·, 

(6.1) 

puesto que cada triángulo se cuent~.t~es veces en la suma, una vez 
por cada lado. ··· · · ··. 

~" ,,• 

A continuación se encontll.i-á:Ü~~t"íoka de acotar superiormente 
sumas de la forma E g2(p¡, p;) éra:éieft_os puntos p¡ muy específicos. 

i<j ... : . ,.., ... 

Proposición 6.4 Si 6.p1p2~a es'ui'.tridngulo equilátero de lado máximo 
dentro de los triángulos equilátéros}elerminados por (P : n) en­
tonces 

Demostración. 

L 92(p¡,p;) ~sen - 2) 
i<j 

1:$i$3 

Divídase el plano en cuatro regiones:Jaregión F, el exterior del 
triángulo de Ruleaux 6.pf P2Pa y las regiones' R1, : R; : y Ra en el 
interior del triángulo de Ruleáux y dete~:állñadas por los segmentos 
que unen el cen troi de de 6.p1p2pj con. sus "vérÚ~e.s ( Fig 6 ;8): Denótese 
por R; al número de puntos deP~{p¡;pid pj} conteilidos en la región 
R;, de la misma forma sea F el número de puntos de P ~·· {p¡, P2, Pa} 
contenidos en F. Se denotara a p¡p; ordinaria, sencilla o doble de 
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a.cuerdo con que g3(p;,p;) valga O, 1ó2 respectivamente. Sean O, S y 
Del número de parejas ordinarias, sencillas y dobles respectivamente 
quehaydelaformap¡p; con i = 1,2,3. ClaramenteO+S+D = 3n-6 
y también 

E ua(p;,p;) = S + 2D 
i<j 

1$i:53 

= 2 (3n - 6) - 20 - S 

FIGURA 6.8. t.;.'regione'• qued~te~rnina el tringulo p1P,pa. . . . ., ' __ , '. '. ' 

(6.2) 

Un poco más de.notación;Se~~O~'el.nú~erode·puntos en· Ja 
región R.¡ que forman una pareja ordinaria'cón p;, respectivamente 
defínanse S; y D; para parejas''senéillas''y dobles.· De estas defini-
ciones se obtiene qu6 ~~ ·<·~·:.. /·,: .. ·· 1

·'" <'.:,­
..... ,_ ,·1 _·'._':.J) ... :· ::~> 

(6.3) 

y además 
(6.4) 

Por otro lado, recuérdese de la dem()~tración'del Teorema l9 que 
cada punto en R¡ que forma p&-te de una pá.rejasendlla ó doble 
con p¡ determina un punto o una pareja 'de puntos en F, a saber 
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el otro vértice o los otros vértices de los triángulos equiláteros que 
. determinan; además dichos puntos en F no pueden ser determinados 
por alguna otra pareja que forme una pareja sencilla o doble con 
P; (j = 1, 2, 3), esto último debido a que las regiones ari• y R¡60

' 

obtenidas a partir de Rt por rotaciones con centro en p¡ y ángulos de 
60° y -60º respectivamente son ajenas entre sí (Fig 6.9). De todo 
lo anterior se deduce que 

(6.5) 

FIGURA 6.9. Las regiones R; rotad88 60 y -60 grados. 

Además a cad.a. punto p en F se l~. puede hacer corresponder el 
vértice más distá'.nté'pi del triáIÍgulo'~p~p2p~, la distancia pp¡ por 
ser mayor que el lado de'L:i.p1P21'3 hace que la pareja pp¡ sea ordinaria 
(recuérdese que L:i.p1P2PJes,el triáilguloequilátero de la.do má.Ximo). 
Por otro lado, al menos una'de.líls' parejas P1P2. PtP3. P2P3 es sencilla, 
pues si las tres fueran doblés se obtendría un triángulo equilátero de 
lado 2P1P2 lo cual es imposible; Por lo tanto, de estas observaciones 
y de las definiciones se tiene qu~ 

(6.6) 

y 

S ?: S1 t S2 + S3 + 1 (fi. i') 
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de donde 

20 + S;:: 2(F + 01+02+03) + (S1 + S2 + S3) + 1 (6.8) 

utilizando (6.5) y (6.3) se sigue'que 

' 3'.'· 

20 + s ;:: F + 2(L( l)i + S; + D;) + 1 = 
'. i=l ' 

= 2( R1 +Á; :+'13) t F-+ 1 

de (6.4) se deduce que 

20 + S 2::: 2(n - 3)...:. F + 1 

finalmente como F ::; n - 3 

y posteriormente sustituyendo en (6.2) se sigUe que 

como se quería demostrar, O 

Esta última Proposició~, qu~ r~ducelocalmente la su~a L Y2(p¡, Pi) 
' . ' ' i<j 

permite encontrar una mejor cota para n pequeños asicomo una 
mejor cota global. , · · 

Proposición 6.5 Para todo número naturaln;:::: 3: E(n)::; ~ (n2 - 2n + 2) 

Demostración. 
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Sean P y ~Ptl"ll"J como en la. Proposición anterior. Como se men­
cionó en la. Proposición anterior se tiene que 

3E(P: n) = E 92(p;,p;) = 
l:>i<j:Sn 

5n - 10 + 2(n23
) 

esto último debido a. la. Proposición 6.4, por lo tanto se tiene que 

E(P: n) :::; ~ ( n2 
- 2n + 2) 

como se quería. demostrar. O 

A continuación una. definición que ayudará a. cla.rifica.r algunos 
aspectos del siguiente Teorema.. 

Definición 32 Si T es un triángulo. enel pfanó, enti:mces para todo 
punto p en el plano LT(P) denotará a a/gÜno de /Ós liirtices de T que 
cumpla ser el más alejado de p. :>.• , 

Teorema 22 Para todo número Aat~~a/h',: sir ~ n,,-; 9lBJ entonces 

{ 
t,¡(11n2~.21.~+~2 + ... ·.ª~ .. :... .. 1 .. ªx.:.º.:~ ... ~$. 2 

E(n) $ . .• . ..:· '.,.:<: .··< ·::" · ·:\.•"":'• ·•:,. 
t,¡ (17n2 - 21n +~2 ::.:i5rf36)) 3 .$ r :S 8 

.. . ·: .. . ·, . . ·' . ' ... ,~. ·· ... : .·. -... - ' -, .. - ·' 

Demostración. <:• ~:;.· ;t_<;'~;;.~· ''• '; .. · 
A continuación se verá ~n·.~e;uÚadb :t~cniio;'(iri~ ~~rá necesario 

para. la. demostración del Teorema. Sea' ( ~ 'i Ji) ='='°{p{; P2 ,• ... ; p~} un 
conjunto de puntos en 'ef ¡Ílimo':.: '•i \ ••:'\> .. ''' ;!~> ) · , .. ·:. · · 

Lema 22.l Sea (P': ~-~).~ P\ {p1,p2, ... ,p,;.} con m $ n - 3. 
Supóngase que M>= f).p,;,'.¡:1iJn\+2¡,,,;+3 •es un triánguloeqi.ti/átero 
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mázimo en P'. Si F denota al conjunto de puntos en P' que están 
en el e:z:terior del triángulo de Ruleau:z: M entonces 

Demoatración. 

L92(p,LM(P)) ~ 2m 
pEF 

Supóngase que p E F forma una pareja sencilla, o doble con 
LM(P) = Pm+i (i.e. 92 (p, LM(P)) ~ 1), esto quiere decir que ex­
iste q E P de forma que L:,,pqPm+l es equilátero. Como p E F se 
tiene que PPm+1 > Pm+IPmH por lo que L:,,pqpm+l es un triángulo 
equilátero mayor que l:,,ABC y por lo tanto q E {pi,p2, ... 1Pm}· En 
base a esta observación se deduce que la suma 

es igual al número de triángulos equiláteros de la forma L:,,pp;LM(P) 
con p E F y 1 $ i $ m. Denótense por o al centroide de M y por 

FIGURA 6.10. Lema 22.1 

regiones 1, 2 y 3 a las determinadas por los rayos ºPm+l • OPm+2 y 
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op,,.+3 según la figura 8.10¡ también según la figura defínanse las 
regiones 1, 11, 111 y IV. 

Sea P; un punto arbitra.río en P\P', supóngase sin perder gener­
alidad que p; se encuentra en la región l. Nótese que las región 
i ( i = 1, 2, 3) es el lugar geométrico de los puntos p tales que 
LM(P) = Pm+i· Se afirma que 

l. Si hay un punto p E F tal que LM(P) = Pm+1 Y b.pp;Pm+l es 
equilátero entonces P; E 1 U IV . 

2. Si hay un punto p E F tal que LM(P) = Pm+2 y 6pp;Pm+2 es 
equilátero entonces p; E 1 U JI. 

3. Si hay un punto p E F tal que LM(P) = Pm+a y 6pp;Pm+3 es 
equilátero entonces P; E 111 U IV. 

Dada la simetría de M basta probar los primeros dos incisos. Para 
demostar el primero supóngase que hay un punto p E F tal que 
LM(P) = Pm+i y ÓPP;Pm+i es equilátero, supóngase además que p 
se encuentra a la derecha del rayo Pm+tPi· Si se realiza una rotación 
de 60° con centro en Pm+t y se denota por 11 a la imagen de 1 bajo 
dicha rotación se observá que 1 = 1 n 11 además bajo la rotación se 
tiene que p H Pi por lo que Pi E l. Si p se encuentra a la izquierda 
del rayo Pm+1P; entonces rotando -60°. se demuestra que Pi E IV. 

Ahora; la demostració!l. del segundo inciso. Sea p E F tal que 
LM(P) = Pm+2 y ÓPPiPm+2 esequiláter~; n~tese que para que p esté 
en la región 2 ,és nece~arioque p esté'a l~'izqitlerdadelrayo Pm,+2Pi· 

~f~:si~~tj~;c!~:~1~i~~~~~~i~i~~~fºJJ:éfrii~l~l,t~~~s:;~~ 
inciso antérior, se <>hsérva;q~~'ru ¡f;;; in 21 y adéIÍJ.áS p ~ Pi. pór 
lo que P; E 1 U IL.: ·. ., Y' 

De hecho.los en~nciad~~·reCíp;ocos de··lostre~ inciso~·anteriores 
también son ciertos y se pueden demostrar con la niisma técnica. 
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De estos incisoa se deduce que p; forma parte de a lo más dos 
triángulos equiláteros de la forma í:J.pp;LM(p), esto es 

E 92 (p, LM(p)) :5 2m 
pEF 

como se quería demostrar. D 

Sea ( P : n) = {p¡, P2• ... , Pn} un conjunto de puntos en el plano. 
De acuerdo a la Proposición 6.4 se tiene que si í:J.P1P2P3 es un 
triángulo equilátero de lado máximo entonces 

E 92 (p;, P;) :5 5n - 10 
l<i<3 
I«J 

(6.9) 

Sea í:J.p4p5P6 un triángulo equilátero máximo de P\ {p¡,P2,P3}· 
Nótese que en la demostración de la Proposición 6.4 solo se uso el 
hecho de que í:J.PtP2P3 fuera máximo en las desigualdades (6.6) y 
(6.7). Si se considera a í:J.p4p5P6 en vez de í:J.PJ.P2P3 entonces uti­
lizando el Lema 22.1 para las desigualdades (6.6) y (6.7) se puede 
reemplazar (6.8) por 

20 + S ~ 2(F + 01 + 02 + 03) +Si+ S2 + S3 - 6 

siguiendo el argumento de la demostración íntegramente se obtiene 
que 

(6.10) 

Sea n = 9m + r con, 0:5 r ~ 8; Distínganse l~s siguientes dos casos 
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l. O $ r $ 2. Considérense la desigualdad (6.9) y las desigual­
dades (6.10) para l = 2, ... , m. Para l = 3m + 1, ... , n con­
sidérense las desigualdades triviales 

}:u2(Pi.P;) :5 2(n- /) 
l<j 

Sumando todas las desigualdades en consideración se obtiene 
que 

}:g2(p;,p;)$ (f:sn-91)-1+2 E (n-1) 
i<j l=l l=3m+l 

es decir 

~g2(p¡,p;) $ 
1
1
8 

(17n2 - 21n+ r 2 + 3r ..:.18) 
•<J 

y entonces por (6.1) se obtiene q~e 

1 ,' : ·.·· ' 
E(n) $ 54 ( 17n2 

- 21n + r 2 + ~r -:18) 

2. 3 $ r $ 8. Considérense la desigmud~d (6.9fy. l~ desigual­
dades (6.10) para l = 2, ... , m, m.+L .Para/=· 3m+ 4, .. ;, n 
considérense las desigualdades triviales <: · 

}:02(P1,P;) :5 'Ún:.:.1r· 
l<j . . 

Sumando todas las desigualdad~s·.~~'.consideráción se obtiene 
que 

~02(p;,~;) ~ (IYsn~~') ~ 1~'2'c.f: (n -1) 
•<J.: , , · ,l==l : :· .. . :. l=3m+4 

es decir . -.- ~ 

~92 (p;,p;) $ 1
1
8 ( 17n2 ~21n + r 2 

- 15r.+ 36) 
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y entonces por (6.1) se obtiene que 

E(n) :5 
5
1
4 

( 17n2 - 2ln + r2 - l5r + 36) 

como se quería demostrar. O 

De este último Teorema se sigue directamente que lím ~nn :5 N 
n ..... oc 

lo cual es una mejoría significativa con respecto a la cota anterior ~· 

Resumiendo, las mejores cotas que se han podido encontrar son 

~ - v'3 < lím E(m) < ~ 
3 411' -m-oc m2 - 54 

6.6 Dimensiones Mayores 

Sea (P: n) un conjunto en Ed 

Deftnición 33 Sea Ed(P : n) el número de triángulos. equiláteros 
cuyos vértices son elementos de P, ab·usandode la not.ación se define 

Ed(n) =má:c Ed(P: n) 
(P:n) ·.·· · ·· 

donde el máximo se considera sobre todos.los'conjuntos den puntos 
en Ed · · · · 

Nuevamente el problema consill~~ end~t~~min~ Ed(n) para cada 
n E 111 o encontrar el orden correcto de magnitud. De hecho según 
las secciones anteriores y la co,ta trivÍal (~) las preguntas de interés 
más conciso son: 

Ed(n) ... · · 
lím --

2
-.. :::: xi ? si d > 3 

n-oo. n .':: - (6.11) 

y 

¿. l' Ed(n) - O? • d > 3 
n.!.~ n3 - • SI - (6.12) 



Como lo hizo notar Erdos en [Er5] según el método generalizado 
de Lenz es posible contestar ambaa preguntaa si d 2". 6, en partic­
ular, es posible demostrar que si d 2". 6 entonces E 0(3n) 2". n3 y 
consecuentemente Eº(n) = O(n3 ). A continuación la demostración 
de este hecho. 

Propo1ición 6.6 (Erdü1, [Erl>]) Si d ~ 6 entonces E 0(3n) ~ n3 • 

Demo1tración. 

Sean A, B y C los siguientes conjuntos en Eº 

A= { ( :z:;, y¡, O, 0,0, O, o)e)~• : 1 ~· i.~ n} 

e= {(o~o;o,,o.~;/p;, o) EE./1.~·Í·~ n} 
t··· •),::.. l- ' 

donde (:z:¡, y¡) sori~s()fri~i~~e~~difünt'~:de laº ecuación :z:2 + y2. = .1 •. 
Nótese que si P =}Ali B,u C,entonces:~uatqwer~térna ~e puntos, con' 
un· element0 ~n cada.unó' de· 1éis\'cc>iífú~i-as·1~,'V8 y e determina un 
triángulo equilátero de lado \12, por lo'tantoEº(P: 3n)2". n3 como 
se quería demostrar. D ·· · :: ·. · · ·. 

··,-.: ,'' 

De hecho, Erdos plantea en el mismo arúcitlo '~u~ ~·~arecer. es 
imposible situar 3n puntos en E6 de forma que deter;n¡rien más de 
n3 triángulos equiláteros del mismo tamaño: Esto último talvez sea 
correcto para n suficientemente grande, pero· es falso para n ·~ . 4, 
pues el simplejo de dimensión cinco tiene 6 puntos y. 20 triángulos 
equiláteros del mismo tamaño, del mismo modo el conjunto formado 
por un simplejo de dimensión seis y otro de dimensión 4 que com­
parten una cara de dimensión 2 (un triángulo) tiene 9 puntos y 44 
triángulos equiláteros del mismo tamaño. Finalmente el conjunto for­
mado por un tetraedro y dos simplejos de dimensión seis, cada uno 
de ellos compartiendo una cara con el tetraedro, tiene 12 puntos y 
determina 73 triángulos equiláteros del mismo tamaño. 
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Para. dimensiones 3 :5 d :5 5 no existen respuestas a. las preguntas 
6.11 y 6.12, sin embargo se sospecha. fuertemente que ambas son 
afirmativas para. d = 3. 
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Apéndice A 

Ecuaciones Diversas 

A.1 El Heptágono Regular 

Utilizando .lfathematica 2.2 se encuentra que las soluciones aproxi­
madas de la ecuación b3 - b2 - 2b + 1 = O son: 

b¡ = -1.24698 
b2 = 0.445042 
b3 = 1.80194 

Como b debe ser mayor que a = 1 entonces la tercera opción es la 
única solución posible al problema. Por otro lado, en efecto es una 
solución válida, pues aplicando dos veces el Teorema de Ptolomeo 
a un heptágono regular de lado 1 se obtiene que la diagonal menor 
cumple la ecuación de arriba. 

A.2 El Valor de 'Y 

Proposición A.1 Si 'Y es un real no nulo que satisface Sen3 (3"f) -
Sen("f)Sen2(2"t) =O entonces: · 
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Demo1tración. 

Utilizando las identidades Sen(3-y) = 3Sen(-y)-4Sen3(-y)y Sen2(2-y) = 
4Sen2(-y)-4Sen3(-y) se obtiene que la ecuación en cuestión es equiv­
alente a la ecuación (3 - 4Sen2(1)}3 

- (4- 4Sen2(,Y)) = O. Seá. 
'IJ = 3 - 4Sen2(-y), entonces basta resolver y3 - 'IJ + 1 = O. Cuya 

única solución real es 'IJ = ~ - ~ - A fij + 4:... ~.+ A fij puesto que 

~/ > O. De esta última se infiere el resultado,' (Elv3.ior aproximado 
utilizando Mathematica 2.2 es 'Y:::::: 40.328°) O 

A.3 Las Ecuaciones del Capítúlo. 5 • 

A.3.1 EL SISTEMA DE l!.3.B.II;B 

Como a y b representan distancias e¡_~lllistema (pag 108) son can­
tidades positivas y por lo. tanto.haciendo los cambios de variable 
A = a2 y B = b2 se encuentra el 'sistema equivalente i 

-~~ '~·::.:-~~-- ~<~~~ ~' !.· .. ; __ .;. 

2B + 2A..:. i ·:: A.2 <í,:í ~''A» ..::i1 +w :.: A+ i> 
2B + 2A:2.1,:•AB(2.íf!:':;·B + 2) :(•- •·· > '. 

Utilizando MathematÍca 2.2 se eric~entra que las soluciones aprox-
imadas del sistema 'són: ··. · ·-· · 

A=:= o>·:. 
A =0.46557, 
A= L6181fa 
A ,::;:.::;0:61803 
A::::: i.48557 < 
A= ::..0.232':... 0.792 · i 
A = ,.,-0.232 +.O. 792 • i 
A_,,; ..::1.232:... 0.792 · i 
A = -1.232 + O. 792 · i 

_ B'=0.5 
B =.0.10091 
B = 0.38196 
B = 2.61803 
B = 3.14789 
B = 0.426 + 0.368 · i 
B = 0.426 - 0.368 · i 
B = 0.449 - 3.115 · i 
B = 0.449 + 3.115 · i 
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De todas éstas solo la solución A = 1.4655 71232 y B = 3.14 7899036 
preserva la condición 1 < A < B y entonces para esta solución 
a = 1.21061 y b = 1.77423 de forma que además se cumple que 
a + 1 > b por lo que en efecto existe el triángulo de lados 1, a y b. 

A.3.2 EL SISTEMA DE IV.2.B 

Dado que a y b representan distancias en el sistema (pag 118) son 
cantidades positivas y por lo tanto haciendo los cambios de variable 
A = a 2 y B = b2 se encuentra el sistema equivalente 

B (B - A)2 = -A2 (A2 + B 2 - 2AB - 2A - 2B + 1)) 
B(B- A)2 = 2A2 + 2AB - A 

Utilizando Mathematica 2.2 se encuentra que las soluciones aprox­
imadas del sistema son: 

A=O 
A= 0.5 
A= 0.25 
A = 1.829483552 
A= 0.335 + 0.401 · i 
A = 0.335 - 0.401 · i 

B=O 
B = -0.5 
B = 0.25 
B = 4.035052971 
B = 0.232 - 0.264 · i 
B = 0.232 + 0.264 · i 

De todas éstas solo la solución A = 1.829483552 y B = 4.035052971 
preserva la condición 1 < A < · B Y.· entonc~s: para esta solución 
a = 1.352584028 y b = 2.008744128'Cié forma que además se cumple 
que a + 1 > b por lo que en efecto exis't~ el triángulo de lados 1, a y 
b. -- - '.-· ·-~-- ~- " 
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A.3.3 EL INTERVALO DE SOLUCIONES EN IV.3.B 

Para que exista un triángulo con lados 1 < a < ../a4 - a2 + 1 basta 
verificar que se satisface la desigualdad del triángulo, es decir 

../a• - a2 + 1 < a + 1 => 

a4 - 2a2 - 2 <O 

como a > O entonces la anterior es equivalente a 

a3 - 2a - 2 <O 

Utilizando Mathematica 2.2 se comprobó que la primera. raíz posi-

6 

4 

2 

. o.s 2.5 

-2 

; . . . . . . 
FIGURA A.l. 0 Grafl~a. de la fuñdón a3 _;:2a- 2. 

tiva. de. la. ecuación anf~riorl~~~da. a. O es a = l. 769292253 aproxi­
mada.mente y como sé puédúier:·en fa gráfica. (Fig A.1), el intervalo 
(1, 1.7692 ... ) satisface plenáñí~ntii'!a desigualdad. 

. . . 
Por lo tanto existe el triángitlo'rcquerido siempre que a E (1, l. 7692 ... ). · 

A.3.4 EL SISTEMA DE V.2.B.I.A 

Dado que a y b representan distancias en el sistema (pag 128) son 
cantidades positivas y por lo tanto haciendo los cambios de variable 
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A = a 2 y B = O' se encuentra. el sistema. equivalente 

B (B2 + A2 - AB - A - B + 1) = AB +A+ B 
B ( - (A - B)'' + 2A + 2B - 1) = A2 (AB + A+ B) 

Utilizando Mathematica 2.2 se encuentra. que las soluciones aprox­
imadas del sistema son: 

A =O 
A=O 
A= ./2 
A=-./2 
A= 1.35321 
A = -0.5 ± 0.866 · i 
A = -0.176 ± 1.202 · i 

B=O 
B= -1 
B = -1 
B = -1 
B = 2.83118 
B = -0.5 :¡: 0.866 · i 
B = -0.415 :¡: 0.424 · i 

De todas éstas solo la.solución A = 1.35321 y B = 2.83118 preserva 
la. condición 1 < A < B y entonces para esta. solución a= 1.163275 
y b = 1.682611 de forma. que además se cumple que a+ 1 > b por lo 
que en efecto existe el triángulo de lados 1, a y b. 

A.3.5 EL SISTEMA DE V.2.B.I.B 

Da.do que a y b representan distancias en el sistema (pag .128) son 
cantidades positivas y por lo tanto haciendo los cambios de variable 
A = a2 y B = b'J se encuentra el sistema equivalente 

B(B2 + A2 - AB-A- ».+ 1) =·A(AB+A+ B) 
B (-CA- B)2 +.2A.+2~.;;:1)·~ ~(AB -!-A+B) . 

. \'-- .. ' •• , ~·' . ~:~:: . , • L, . 

Utilizando Mathema.tic~ 2.2 se encuentra que!~ ~ol~Ciones aprox-
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imadu del sistema son: 

A=O 
A= 0.25 
A=2 
A = -0.5 ± 0.866 · i 

B=O 
B=0.5 
B=4 
B = -0.5 :¡: 0.866 · i 

De todas éstas solo Ja solución A = 2 y B = 4 preserva la condición 
1 < A < B y entonces para esta solución a = V2 y b = 2 de forma 
que además se cumple que a + 1 > b por lo que en efecto existe el 
triángulo de lados 1, a y b. 

A.3.6 Los SISTEMAS DE V.2.B.11 

Dado que a y b representan distancias en ambos sistemas (pag 130) 
son cantidades positivas y por lo tanto haciendo los cambios de vari­
able A = a 2 y B = b2 se encuentran Jos sistemas equivalentes 

y 

B (B2 + A2 - AB - A - B + 1) = A (2A + 2B - 1) 
B 2 (2A + B + 2) = A2 (2A + 2B - 1) 

B (B2 + A2 - AB - A - B + 1) = A2 (2A + 2B - 1) 
B2 (2A+B+ 2) = A(2A+ 2B- l) 

Utilizando Mathematica ·2.2 ~e ~ncuentra que las soluciones aprox-

imadas de ~os=s~te.f aa son:.; ·'' '• .. ,r;BB., .. ~---c ... Ol 
A= 0.5~·· :' ·., 
A= 0.46Ú28. ·, ·. •·••; :B.':;,o'.0956429 

A= 5.18674 <' . '.B~ 5.5425! . . 
A= :..o.398 ± Ó.4Fi B:= -0.561:¡:1.212 · i 
A= -.0.128 ± 0.945; i :.B.~0.142 :¡: 0:429 · i 
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para el primer sistema y 

A=O 
A =0.5 
A= 0.478416 
A = -1. 759 ± 1.398 · i 
A = -0.518 ± 0.543 · i 
A = 0.185 ± 0.423 · i 

del segundo sistema 

B=O 
B=O 
B = 0.272826 
B = -0.165 ::¡: 2.703 · i 
B = -0.087 ± 1.120 · i 
B = 0.075 ::¡: 0.305 · i 

De lu soluciónes de ambos sistemas solo A = 5.18674 y B = 
5.54257 preserva la condición 1 < A < B y entonces para esta 
solución a = 2.27744 y b = 2.354266 de forma que en efecto se 
cumple que a+ 1 > b por lo que existe el triángulo de lados 1, a y b, 
sin embargo dicho triángulo resulta ser acutángulo pues 

a2 - b2 + 1 
COS'Y = 

2
a ~ 0.1414 > 0 
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Apéndice B 

Triángulos Cubrientes 

El algoritmo que se utilizo para determinar los posibles grupos de 
cuatro y cinco triángul011 que cubren a cada pareja de T es el si­
guiente. 

For ti = 1to6 

For t2 = ti + 1 to 7 

Fort3=t2+lto8 

For t4 = t3 + 1 to 9 

For ts = t4+1to10 (recorre todos los índices de triángulos) 

AB _:,O BD. -. O 
Ac:..:..o. BE:..+o ·· 
AD - o ·en·~ o (ini~iauza 
AE -+ O CE -2o ; loíi valores 
BC - O DE_: O ~·ele Iá.8 parejas) 

Fori=lto5' 
~·::.\':. :,:~\ 
-.~;·/_ -

t; = 1 =>,AB;Ác,Bc'-+) 
t; = 2 ::;., ÁB,BD,AD,:;... 1 
t; = 3::::, AC, CD,'ÁD '-+ 1 
t;=.4:;.BC,CD,BD.-1 
t; = 5::;. AB,BE,AE- 1 
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t¡ = 6 => AC,CE,AE-. 1 
t¡ = 7 => BC,CE,BE-+ l 
t¡ = 8 => AD,DE,AE-. 1 
t¡ = 9 => BD,DE,BE-. 1 
t¡ = 10 => CD,DE,CE-. 1 

next i 

(1111igna 1 a 
aquellas pa­
rej1111 que 
han sido cu­

biertas) 

P-. AB·AC·AD·AE·BC·BD·BE·CE·CD·DE 

next t5 

next t4 

next t3 

next t2 

next t1 
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