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INTRODUCCIÓN 

Aparentemente la Teoría. de Nudos vió sus inicios en la Física del siglo XIX 

con un trabajo de electromagnetismo de Gauss y Listing, pero quizá el inicio más 

real fue a raíz del modelo atómico de Kelvin en 1867. Sin embargo, desde ese 

entonces !& teoría. de los n~doa tomó un cauce totalmente abstracto volviéndose 

as( uno de los ejemplos mlÍB claros de las matemáticas puru. Ahora, más de un 

siglo después, vuelve a sus Inicios al verse aplica.da a la descripción y al cálculo 

de ciertas configuraciones moleculares y, asl, al análisis de ciertos experimentos 

de ADN. Esta teoría es asl un ejemplo más de lo que Edward E.David describió 

como "la aparentemente inevitable utilidad de aquellas matemáticas concevidas 

de manera simbólica sin ninguna relación con el mundo real". 

La tésis se basa en los trabajos de De Witt Sumners y el interés primordial 

radica en dar una. descripción de la herramienta matemática. y utilizar!& para at

acar los problemas que surgen a raíz de ciertos experimentos de rccombinaci6n. 

En el primer capitulo se babia de los experimentos en ADN circular desde 

el punto de vista biológico y de su traducción a un problema. de nudos y ovillos. 

En el capitulo 2 se da la clasificación de ovillos ra.cion·ales, de nudos de dos 

puentes y se dan algunos resultados generales para Ja solución de ecuaciones de 

ovillos racionales. 

Finalmente, en el capítulo 3 se aplican herramientas de 3-variedadcs (in

cluyendo ciertos resultados recientes como el teorema de cirugía clclica. ) para 

encontrar las soluciones a ciertas ecuaciones de ovillos, y se muestra que bajo al

gunas suposiciones matemáticas y biológicas ésta es la única explicación posible 

a los resultados de los experimentos. 
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Capítulo 1 

Motivación 

1.1 ADN y Enzimas. 

1.1.1 La doble hélice de ADN: 

La doble hélice de ADN de Watson y Crlck consta de dos hebras hecha.a con 

unidades alternantes de fósforo y azúcar. La.a hebras están orientadas de forma 

antíparalela. A cada azúcar se encuentra. ligada una de la.s 4 bases siguientes: A 

idenlna, T tirnina, C citosina., G guanina. El listón helicoidal se forma gracias 

a la presencia de un puente de hidrógeno que liga a cada base de una hebra con 

alguna de la otra hebra. La base A solo se Jiga con T, y C solo con G. El listón 

resultante tiene giro helicoidal de mano derecha. 

La molécula de ADN tiende a desear una estabilidad de 10.5 pares de bases 

por cada giro completo de Ja hélice. Sí el eje de Ja molécula es plano se dice que 

está relajada y se observa en ese caso la. estabilidad mencionada. anteriormente. 

La doble hélice de ADN puede existir en forma circular cerrada en cuyo caso 

se forma con el listón una banda torcida, orienta.ble. Gracia.a a la.a propiedades 

químicas de la molécula es imposible que se forme una banda de Mobius. Así, 

las dos hebras se pueden ver como un enlace de 2 componentes en la frontera de 

un toro solido que es vecindad regular del eje del listón. As!, la frontera de Ja 

banda consiste de dos heb;as circulares. La superficie del listón forma un marco 

~na.temático para el haz normal del eje central de Ja molécula. Dada cualquier 
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configuración Inicial para una molécula de ADN circular ála puede ser relajada 

hacieado un pequeño corle en una de lu hebru por medio de la enzima DNua. 

Cabe observar que eale corte no cambia en nada el tipo de aado del eje de la 

doble hélice. A lravéo del corle la molécula pierde la tensión (IDB cabos 1ueltoo 

de la hebra dividida oe ponen a girar ) y una ves que la molécula se ha relajado 

oe reoella con la enzima lif<ua obleniendo ul una molécula relajada 1in corlea 

en las hebru. SI orlentamDB el eje de la cadena de ADN e lnduclmoo la misma 

orientación a cada una de lu dDB hehru (Ignorando uí la orienladón qufmlca 

anliparalela que tienen ) enloncea el número de enlace de lu hebru en eslado 

relajado, Lko, se puede pen1ar como aquel que mide que lanto oe enrosca una 

hebra al rededor de la otra y ea aproximadamente iff.¡, donde Neo el número 

de pares de base1 que tiene la molécula circular relajada de ADN. Además se 

sabe que para virus pequeñoo se tiene N !:!! IO"y para baclerlu N ~ 10" y 

entonces Lko E [102, 105]. 

Este número Lko puede ser usado como punto de referencia para medir el 

efecto de las enzimas lopoiaomerusu sobre el ADN, pero de esto hablaremos 

más adelante. 

Finalmente cabe observar que en términoo matemáticoo: 

un U.Ión es un encaje suave/: 5 1 x (-1, l)-+ R3 

el eje del listón corresponde a/ (51 x {O}) 

Se denota al listón por: R= /(51 X (-1,IJ). 

El estudio matemático del ADN involucra al estudio de la geometría difer

encial. de listones R enR3, 1in embargo nosotrDB fijaremoo nuestra atenci6n en 

la topología de las moléculas circulares más que en su geometría. 

1.1.2 Técnicas de laboratorio: 

Los dos métodoo principales para determinar la estructura de nudo y enlace 

en la configuración tridimensional del ADN son la e/eclro/orr:1is de gel y la 

microacopia electrónica. A pesar de que la microscopía da unacstereocstructura 

completa de las moléculas en forma individual, la electroforesis provee una visión 

global más rápida y cuantitativa de una población de moléculas de modo que 



es preferible utilizar los dos métodos. 

Un gel es un medio de proteínas obstructivo a través del cual las moléculas 

de ADN pueden ser forzadas bajo la influencia de un campo eléctrico.Es im

portante obs~n'ar que el ADN tiene una carga neta negativa. Así, cuando se 

pone un substrato de ADN en un gel donde existe una diferencia de potencial 

electrostático entonces las moléculas emigran a través del gel hacia el electrodo 

con carga positiva. Se pone una muestra de ADN en la punta de una columna 

de gel, moléculas similares emigran en el campo eléctrico con velocidades aim .. 

ilares formando así bandas discretas en el momento en que se apaga el campo 

eléctrico. 

La velocidad con que se mueven Ju moléculas en el medio es una función 

tanto de su masa molecular como de su carga y de su forma. En la electro

foresis de gel, dadas moléculas de misma carga - topoisómeros (tienen gráficas 

moleculares Isomorfas pero encaje no isotópicos) - las moléculas mas compactas 

(enredadas, anudadas ... ) emigran más rápido que las moléculas no anudadas y 

de hecho si consideramos moléculas con el mismo tipo de nudo las relajadas em· 

!gran con menor velocidad que las otras en estado no relajado. Las bandas disc

retas en que se divide la migración son observables al colorear el gel y viéndolo 

después con luz ultravioleta. Bajo el microscopio electrónico las moléculas de 

ADN circular provenientes de la naturaleza aparecen muy contorsionadas. Es

tas moléculas son más veloces en la centrifugación y en la electroforesis de gel 

que las mismas moléculas en estado relajado. Vinograd conjeturó en 1965 que 

esto se debe a que el ADN en su estado natural tiene torceduras negativas con 

respecto a su estado relajado, es decir que : 

Lk - Lk0 -< O. 

Donde Lk es el número de enlace de las hebras de la molécula no relajada 

siendo éstas orientadas como antes. 

Si consideramos dos fragmentos ya sea de un mismo listón de ADN o de dos 

diferentes y los hacemos girar uno sobre el otro entonces a cada giro completo 

se le !lama sup<rposición. Una superposición de la cadena abarca aproximada

mente 158 pares de bases, así, una superposición es mucho más fácil de detectar 



en el microscopio electrónico que un giro completo entre laa dos hebras de una 

misma molécula ( de aqul en adelante nos referiremos a éste simplemente como 

~ l/Íro). Para una molécula de ADN circular que cambia del estado relajado a 

~ otro estado distinto en un tiempo finito por causa de algún factor externo la 

. .t, . .,. diferencia (Lk - Lko) .. observable puesto que un cambio de :U en ésta se tra-

4. 3',. (ltlSt duce en :H superposiciones en la molécula. Esto es porque la molécula tiende a 

desear el estado de menos tenai6n correspondiente a un promedio de 10.5 pares 

de bllsetl por giro. En moléculas de ADN desanndado la dlstrlbuci6n a través 

del gel depende del número de superposiciones, y de hecho se puede detectar 

una diferencia de 1 en este número. 

Existe una técnica de observación, relativamente nueva, llamada microscopia 

electrónica por recubrimiento con recA. Esta técnica hace posible una análisis 

detallado de la topologla de las moléculas. RecA es una proteína de Escherichia 

Coli que se adhiere al ADN afín de mejorar las observaciones en el microscopio 

electrónico. En su estado natural la doble hélice de ADN tiene aproximada

mente 20 angstroms de diámetro, una vez cubierta por la recA alcanza los 

100 angstroms permitiendo, al ser obscurecida la molécula, la determinación 

sin ambigüedad de los cruces vistos a través del microscopio. Este proceso de 

recubrimiento engorda, tensa y estira ~ ADN de modo que desaparecen cier

tos cruces como rizos por ejemplo y la proyección del nudo se aproxima a una 

proyección mínima. Por otra parte, con la molécula engordada resulta fácil la 

visualización de su estructura helicoidal de mano derecha. De este modo se 

evitan errores al estudiar al ADN a través de las fotografl'as hechas con el mi

croscopio donde el error principal consistiría en hacer el estudio de la imagen 

en el espejo de nuestra molécula. En términos matemáticos esto no representa 

ningún problema si el nudo observado es amfiqueiml (es decir que existe una 

isotopía ambiental entre éste y su imagen en el espejo}, pero si por el contrario 

el nudo es qutirn/ entonces desde el punto de vista de la matemática se es

tarfan estudiando dos objetos distintos y asl mismo desde el punto de vista de 

la química se estarla estudiando el enantiómero de la molécula original cuyas 

propiedades pueden diferir de manera radical. 
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El m~todo de recubrimiento por recA ha sido mejorado de forma que se 

permite una caracterización de cantidades menores a un nanogramo de ADN 

anudado. Se ha desarrollado también una técnica para determinar la orientación 

de las cadenas engordadas de modo que ya resulta posible determinar totalmente 

la topología de cualquier caden& de ADN, Aal, todos loa tipos posibles de nudos 

y cadenas pueden ser Identificados y analizados con la mlcroscopCa electrónica. 

i.2 Topoisomerasas y experimentos. 

Las fopoisomerasas son enzimas que alteran el encage del ADN en el espacio 

ambiente. Estas enzimas facilitan los eventos genétlcos de replicación, tran

scripción y recombinación a través de una manipulaci6n geométrica. de las 

moléculas. Las topolsomerasas abundan en la naturaleza. La topoisomerasa. 

de tipo I, o TOPO 1, actúa creando un corte temporal en una hebra de ADN 

y haciendo pasar a través de ese corte ya sea. otra hebra de ADN o una doble 

hélice. La topoisomcrasa de tipo U, o TOPO 11, actúa haciendo pasar una. 

doble hélice de ADN a través de un corte temporal hecho en este caso sobre las 

dos hebras de una doble hélice.( ver diagrama) 

Se sabe que una. enzima TOPO 1 de Escherichia Coli relaja superposiciones 

negativas en dobles hélices circulares de ADN por incrementos de uno. Puede así 

i;ambiar el número de enlace de las dos hebras de la molécula. Se sabe también 

que hace y deshace nudos a partir de ADN circular de una sola hebra y que 

forma enlaces a partir de drculos de una !!ola hebra cada uno y no enlazados. 

Pero es importante ver que TOPO 1 solo puede cambiar el tipo de nudo o enlace 

de dobles hélices de ADN si existe de entrada un pequeño corte en una de las 

hebras de cada molécula. Por otra parte la TOPO ll altera el número de enlace 

de la. doble h~licc circular en incrementos de dos, y puede crear nudos y enla.ccs 

a partir de moléculas desanudadas o que no están enlazadas. 

Las células de todos los organismos prokariotes ( ej: bacterias que son organ: 

ismos cuyo material genético no está contenido en un núcleo) y de los organismos 

eucarlotcs (ej: el hombre) contienen tanto TOPO 1 como TOPO 11. 

La. teoría de nudos ha. sido utiüza.da de manera no trivial en la elucidación 



de lu diferenclu entre topoi10meruas procariotes y eucariotes, y entre TO~O 

1yTOPO11. 

Como un ejemplo podemm mencionar que el LK0 de una molécula relajada 

puede oer utWzado como marco de referencia para medir el efecto de lu topol

IOmeruu en el ADN. En el cuo de la acción de una TOPO 1 en una BOia doble 

hBice de ADN circular ae tiene que, deopués de puar lu hebru una a través 

de la otra el número de enlace reoultante toma un nuevo valor Lk. Para dobles 

hélices clrculareo desanudadas el c:ambio en el número de enlace, debido a la 

acción enzlmiltlca, 

ALI:= (Lio - Lk), 

es observable en la electroforesla por lo que ya se dijo anteriormente. 

La estrategia experimental consiste en observar loa cambios causados por la 

enzima en la geometrfaeudldeana (superposiclonea) y en la topología (anudamiento 

y enlazamiento) del ADN, y deducir el mecanismo de la enzima a partir de estos 

cambios. La geometría y la topología del substrato son variables que pueden ser 

controladas de manera experimental, y ya vimos que la geometría y topología 

del producto son observables en el laboratorio. 

In vil ro (en el laboratorio) los experimentos suelen ser como se .describe a 

continuaci6n: 

Se prepara un substrato que consiste de una colección de ADN circular 

artificial donde todas las moléculas tienen el mismo tipo de nudo, y este ea en 

general el nudo trivial. La secuencia genética de) substrato puede ser controlada 

y se arregla de forma que cumpla con loa requisitos del experimento en cuestión. 

Otra variable controlable es la cantidad de superposiciones con que cuentan las 

moléculas del substrato (denaidad de s11perposiciones). 

Se hace reaccionar al substrato con enzimas purificadas provenientes de 

células vivas. Posteriormente se fraccionan los productos de la reacción por 

medio de la electroforesis de gel. En este caso las moléculas tienen todas la 

misma masa molecular de modo que la diforcncia en velocidad en el movimiento 

a través del gel se debe a diferencias en la geometría y topología de las moléculas. 

Cuando se trabaja con ADN anudado y enlazado, como son en este caso los 
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productos de la reacción, las moléculas deben ser llevadas a su estado rela

jado antes de la electroforesis para evitar confusiones en la. intcrprctaci6n del 

comportamiento del gel. 

Para moléculas relajadas la velocidad esta determinada por el número de 

cruces del nudo o enlace¡ nudos y enlaces con el mismo número de cruces emi

gran en el gel llevando prácticamente la misma velocidad. 

Una vez obtenidas, las bandas discretas de gel son separadas. Para cada 

banda se sacan las moléculas y se engordan con la proteína recA. Se observan 

después bajo el microscopio electrónico y se toman micrografías. Dadas las 

micrografías de los productos de la reacción se establecen las distribuciones 

frecuenciales de los tipos de nudo y enlace. 

Describiremos ahora tres experimentos llevados a cabo en 1085 en los labo

ratorios de N.R.Cozzarelli en Berkeley y de A.Staslak en Zurich. En su artículo 

del mismo año escriben: 

"En un acercamiento topológico a la. enzimología, el mecanismo de 

una enzima se deduce a partir de los cambios topológicos que la enz

ima introduce en su substrato. Dada la enorme variedad de tipos de 

nudo y enlace, puede ser recopilada mucha más información acerca 

de una reacción a partir del tipo de nudo o enlace de los produc

tos que a. partir de la estructura primaria o enroscamiento de éstos. 

Además, las estructuras de nudo o enlace son invariantes topológicos 

contrariamente a la. manera de enredarse formando superposiciones, 

y de este modo, tales. estructuras no pueden cambiar al analizar y 

trabajar con el ADN ." 

Experimento 1.-: 

Se estudiará la acción de anudamiento de la TOPO 1 en dobles hélices 

circulares de ADN con un corte en una de las hebras. Observemos que este 

corte asegura el estado relajado del ADN. 

Así, el substrato consiste de dobles hélices de ADN circular, desanudado, 

con un solo corte en un sitio específico de una de las hebras. 

11 



Se trata al substrato con TOPO I de Eacherlchia Coli y el producto de 

la reacción se somete a la electroforesis de gel formando una escalera de bandas 

de gel. De cada peldaño ae alala el ADN y ae estudia siguiendo el método antes 

descrito. U na vez obtenidas las micrografías es necesario someterlas al juicio 

de dos o tres observadores para determinar, sin que haya lugar a duda, el signo 

de cada uno de )09 cruces, 

De las obaervaclonea ae concluye que la mobllidad electroforétlca queda de

terminada por el número de cruces independientemente de la variedad de tipos 

de nud'aa existente para n cruces, donde n es un número natural fijo. 

Se detectaron nudos de hasta 9 cruces y se catalogaron según estructura y 

quelralidad. 

Obsérvese que en general sucede lo siguiente: 

El número de los tipos posibles de nudos con n cruces poro alguna 

n fija es igual a la suma de dos veces el número de nudos queirale• 

con n cruces, más, el número de nudos amfiqueimles con n crucea, 

más, el número de nudos compuestos con n cruces. 

Fueron observados un total de 136 nudos con estructuras distintas. Con

tando imágenes en el espejo (enantiómeros) y nudos compuestos existen 15 

nudos distintos (no orientados) de 6 o menos cruces. Todo• éstos fueron obser

vados. También fueron observados JO de los 16 nudos que hay de 7 cruces. En 

el caso de nudos queirales se detectaron ambos enantiómcros en 8 de 9 de Jos 

C&sOS' en que más de un nudo fue observado. 

Se concluye además que TOPO 1 no tiene ninguna preferencia particular 

para crear cruces positivos en vez de negativos, o vice versa. 

Se conjetura entonces que TOPO I produce todos los nudos posibles. Se 

hizo una simulación por computadora ·de la probabilidad de anudamiento de 

una cadena circular de la misma longitud que la cadena de ADN de nuestro 

experimento, encajada al azar en el espacio ambiente. Se obtiene que Ja cantidad 

de nudos no triviales vroducidos de esta manera es del dos por ciento sobre el 

total, y que de éstos todos son tréboles. Entonces TOPO J produce muchos más 

nudos no triviales (tiene una producción del diez por ciento) y más complejos 
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de. lo que podrla esperarse. De aqui que se concluya que TOPO 1 debe provocar 

deformaci6n y torcimiento de la molécula para crear cruces asl como también 

debe invertir algunos cruces haciendo cortes que lo permitan. Además al hacer 

ésto debe fijar de alguna manera los demás cruces pues de lo contrario los 

nuudos más complicados quedarlan desfavorecidos y se desanudarlan por los 

cambios aleatorios de cruces que suceden en el medio ambiente. 

TOPO 1 debe reconocer la orientaci6n biol6gica natural de la hebra que 

rompe pues en este experimento la enzima forma cortes temporales unicamente 

frente al sitio del corte ya existente. TOPO 1 no reconoce el signo de los cruces 

que invierte puesto que produce una distribución equitativa de enanti6meros. 

TOPO 1 actúa de manera diferente a otras topoisomerasas. Por ejemplo la 

lambda-phage integra.sa solo produce nudos toroidales con un número par de 

cruces, y la Tn3 resolvasa no produce nudos de 3 o 5 cruces. Es a esta última 

enzima a quien Je dedicaremos Ja mayor parte de nuestra atención. 

Experimentos 2 ... y 3.-, las recombinasas: 

Aqui hablaremos de manera breve de dos experimentos de recombinacl6n de 

sitio especifico correspondientes a las enzimas lamhda-phage integrasa (/ni) y 

TnS reaoluasa. 

La recombinación de sitio cspcdfico es una de las formas que utiliza Ja natu

raleza para alterar el código genético del organismo ya sea moviendo un bloque 

de ADN a otra posici6n distinta a la que ocupaba en la molécula (ésto está 

hecho por enzimas llamadas Tronsposasas), o bien integrando a la cadena un 

bloque de ADN ajeno a esta molécula (hecho por enzimas llamadas /ntcgrasas). 

Daremos a continuación la definición de algunos términos que nos serán de 

mucha utilidad posteriormente, 

Deftnici6n 1 Jtecombinasa: cualquier enzima mediadora de un evento de 

recombinacióu de silio cspec{jico . 

.Sitio de recombinaci6n ( de reoolución): consiste, para una recombinaaa 

jija, de un segmento lineal corto (abarca aproximadamente JO ó /5 pares de 

ba.iics) cuyo código genético es reconocido por la en:ima. 
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..Sinap1i1: momento de la reareión en que los dos sitios iguales son atados por 

la enzima. 

_Complejo 1iaáplico local: Ea la parle del aubstmto que se pega a la enzima. 

_complejo 1iaápllco: mnata de la enzima g de toda la parte de la molécula 

involucroda en la ainápsis (inc/u,,endo algunas parles que nunca se adhieren a 

la recombinaaa). 

Después de formar el complejo sináptico local, la enzima realiza dos corte1 

de doble hélice (es decir que corta las dos hebra&) y recombina los extremos tal y 

como se ve en la figura ( la doble hélice de ADN está representada por una sola 

hebra y se omiten las superposiciones de la molécula). Cada enzima actúa de 

manera diferente, espedfica, dependiendo de la diferencia del complejo slnáptlco 

relativo a esa enzima. Después de la recombinacl6n la molécula es liberada. 

Como antes, se escoge un substrato {ADN pre-recombinación) de moléculas 

circulares afin de captar los cambios topol6gicos que tienen lugar. En el ll\bora

lorio se pueden sintetizar moléculas con dos copias de un sitio de recombinacl6n 

particular. 

En suma, si se considera un nudo, o enlace de dos componentes, con dos 

sitios de resolución, uno en cada componente. Un evento sencillo de recombi

nación en esta configuración consiste basicamente de dos movimientos: 

_Un movimiento global en que los sitios de recombinación son alineados en 

paralelo dentro de una pequeña 3-bola por medio de una isotopfa ambiental en 

R". Obsérvese que la 3-bola solo intersecta a la configuración en las dos hebras 

paralelas. 

_ Un movimiento local en el interior de la 3-bola en el cual las dos hebras 

paralelas se rompen en los dos sitios de resolución y son recombinados. En esta 

etapa la parte del nudo que queda fuera de la 3-bola queda intacta. 

Obsérve1e que la sucesión de pares de bases que forma el sitio de resoluci6n 

le dá a la molécula una orientación biológica natural, y entonces dados dos sitios 

de resolución en una misma molécula de una sola componente (nudo ) pueden 

inducir en ésta Ja misma orientación u orientaciones opuestas. En el primer caso 

se habla de que los sitios estan en repetición directa y el resultado de un evento 
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dé recombinación es un enlace de do~ componentes,y en el segundo caso se dice 

que los sitios estan en repetición invertida y el resultado de la recombinación es 

un nudo. 

· La Tn3 resolvasa solo opera en sitios de repetición directa mientras que la 

recombinación hecha con Int es mucho menos disciplinada y opera en cualquiera 

de lo• dos casos además de actuar también con sitios perteneciente• a moléculas 

diferentes formando producto• que abarcan una gama muy grande en la colección 

de los nudos y enlaces existentes. La Tn3 no act)Ía entre componentes no en· 

lazadas. 

Experimento 2.-

Dacteriophage lambda es un virus que ataca a las bacterias introduciéndo su 

propio material genético en el de ellas. El mecanismo de esta inserción genética 

es una recombinaci6n de sitio específico llevada a cab'o por la enzima lnt. 

Se prepara un substrato con dobles hélices de ADN, circulares, con dos 

copias del sitio de recombinación en cada una de ellas. 

El primer experimento se hace con sitios de repetición invertida y el siguiente 

con sitios de repetición directa. 

Se sabe que la enzima, después de haber atrapado a los sitios, media un y 

solo un evento de recombinación antes de soltar a la molécula, no puede haber 

recombinaciones iteradas pues un evento rompe las secuencias de los sitios. 

Una vuelta de recombinación produce una familia sorprendente de produc-

tos: 

-Para sitios de repetición invertida se obscrv6 la famiUa de nudos 4-plats 

{(- (2k + 1)) /O$ k $ 11}. 

-Para sitios de repetición directa fue observada la familia de enlaces 4-plats 

{(- (2k)) /O$ k $ 11}. 

De los 4-plats hablaremos en el capítulo siguiente y por el momento nos 

basta con decir que los obtenidos son nudos que se pueden inscribir en un toro 

bidimensional y que son de la forma mostrada en la figura 

La razón para que de un experimento hecho sobre moléculas con el mismo 

tipo de nudo (el trivial en este caso) resulten distintos elementos de una misma 
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familia muy particular de nudos es que en el substrato las moléculas aparecen 

con distintos grados de enroscamiento (número de superposiciones) y parte de 

ésto se ve atrapado por la reacción de maneras distintas dependiendo de la 

molécula. Es decir que el número de 1uperposlciones atrapadas en el complejo 

1inil.ptico local es varlable a causa de las colisiones al azar y se crean asl nudos 

y enlaces diferentes en cada caso. 

Este mecani1mo de colisloneo al azar fue eotablecldo por dOB lineas de ev· 

ldencia. Primero, la complejidad promedio de )09 productos es directamente 

proporclonal a la densidad de superposiciones del substrato. Segundo, los 100 

nudos y enlaces que fueron sometidos a la microscopia electrónica pertenecen 

todos a la familia predicha, se enroscan todos en el toro con giro de mano 

derecha, y tienen mismo signo (que es+ para los nudos). 

SI se trabaja con dobles hélices a quienes se )es hizo un pequeño corte 

en una do las hebras se obtienen de la reacción nudos y enlaces casi en la 

misma proporción, tréboles del experimento con sitios de repetición invertida, 

y enlaces triviales del experimento con sitios de repetición directa. Dado que 

las moléculas estan relajadas y que la enzima Introduce un solo cruce nuevo 

durante la recomblnaci6n, entonces los cruces de los productos deben provenir 

de la manera en que se pega la Int. Tudos los tréboles del producto fueron 

l.'osltlvos, esto se explica de manera fácil si una superposición negativa entre 

los dominios se ve atrapada en el complejo sináptico. Con argumentos tanto 

biológicos como matemáticos se llega a confirmar que esto corresponde al caso 

real, sin embargo no entraremos más en detalle en lo que a la Int se refiere. 

Experimento 3.· 

Recordemos que en el caso de la Tn3 resolvasa solo hay reacción si las 

moléculas son dobles hélices circulares con dos sitios de resolución que son de 

repetición directa. 

La complejidad geométrica de los productos de la recombinación en parte 

depende de los cruces 4e cada componente del substrato, donde por cruces nos 

referimos tanto a cruces dentro de un mismo nudo como a cruces entre dos 

componentes enlazadas. 
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Se escogen para el substrato moléculas desanudadas y se tratan con Tn3 

resol vasa. 

Se obtiene como producto principal el enlace de dos componentes desanudadas 

con número 
0

de enlace -1, y como producto minoritario el.enlace figura 8 con 

un cruce positivo en el centro. 

Recordemos que las moléculas de ADN no poeeen una orientación natural. 

Se desarrolla entonces una prueba muy ingeniosa para ver que siempre que el 

mecanismo produce enlaces triviales estos tienen número de enlace -1: 

Los puentes de hidrógeno que ligan a los pares de bases de la forma A

T son más fáciles de romper que los de los otros. Se inyectan entonces en 

la molécula regiones ricas en A-T y luego se desnaturaliza parcialmente a la 

molécula creando asl burbujas alll donde se rompieron los puentes. Dado un 

clrculo con tres burbujas distintas se puede ya determinar una orientación. Se 

lleva a cabo el experimento y se determinan ya sin ambigüedad los signos de 

los cruces en los productos. 

Se sabe que Tn3 no actúa entre <los moléculas no enlazadas. En general 

Tn3 actúa de manera dipersiva, es decir que se pega a la molécula circular, se 

lleva a ·cabo un evento de rccombinaci6n y luego la enzima. suelta al producto 

enlazado. Sin embargo una vez sobre veinte la. acci6n es progresiva, es decir 

que se dan varios intercambios de las hebras entes de que la enzima suelte al 

producto creando así configuraciones topologicamente más complejas. 

Par evitar contaminación de las bandas resultantes de la. electroforesis a las 

moléculas producto, se les hace a estas tíltimas un corte en una de sus hebras. 

Así la electroforesis separa los productos de la reacción por número de cruces 

en la proyección mínima. 

Se observa que los nudos emigran a menor velocidad que los enlaces con el 

mismo mímcro de cruces, 

Se propone un modelo para el mecanismo de ésta enzima, que implica la 

~iguiente configuración Inicial para un encuentro entre ADN desanudado y Tn3 

resol vasa: se trata de un nudo trivial con tres cruces negativos que se adhieren 

a la <•nzima (ver la figura). 
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El modelo 18 expone a continuación: · 

En un encuentro simple entre el substrato y Tn3 reoolvasa, la enzima 18 

pega a la molécula y fija tres cruces negativos. Durante este encuentro cada 

evento de recombinación produce un único cruce pooitlvo en el dominio. Al 

final del encuentro la enzima suelta a la molécula. 

Suponiendo que el modelo funciona, el primer evento de recombinación pro

ducir(& el enlace (-1) ( queiral), el segundo evento progresivo producirla el nudo 

figura 8 (amHqueiral), el tercero el enlace fig~ra 8(+) (queiral) y del cuarto 

evento sucesivo resultar(& el nudo 62 (queiral). Además loo tres cruces nega

tivos iniciales permanecen ligadoo a la enzima durante todo el encuentro (ya 

sea progresivo o dispersivo) y son soltados al final. 

La electroforesis de gel aplicada a productos de un experimento hecho con 

moléculas dobles de ADN, circulares, desanudadas y relajadas revelan que hasta 

este punto el modelo funciona. Además, en la banda correspondiente a 6 cruces 

se encontraron once nudos y todos ellos fueron 62. Siendo que existen un total 

de 8 tipos djstintos de nudos de 6 cruces, contando compuestos y cnanti6meros 1 

si Tn3 produjera nudos de 6 cruces al azar la probabilidad de obtener el mismo 

resultado que en el experimento ser(a aproximadamente de 1.2 x 10-10• Este es 

un argumento probabil(stico para afirmar que el modelo propuesto (unciona en 

general, siempre y cuando se respeten las condlciones por él requeridas. 

El propósito de este trabajo es armar un modelo matemático en el contexto 

de la tcorla de nudos y veremos que ciertos argumentos de esta teoría probaran 

que el modelo es el único posible siempre y cuando se tomen como ciertas 

algunas suposiciones hechas sobre la ar.ción enzimática. Se prueba, por ejemplo, 

la siguiente: 

CONJETURA: Es imposible ir del nudo trivial a la cadena figura 8 ( +) 

a través de un solo evento de recombinación. 

Una vez ubicado el problema desde sus or(genes biológicos dispongamonos 

a preparar toda la herramienta matemática de que haremos uso para plantear 

modelo completo y demostrar su eficacia. 
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Capítulo 2 

Herramienta matemática, 

definiciones y resultados. 

2.1 Nudos. 

Deflnici6n 'Z Un nudo es un encoje1 suave de un círculo 5 1 en R3 o en la 

3-esfem S3, 

I : S 1 .... K e R" o S3 

Definlci6n 3 K1 y K2 son equivalenlea 

~ Existe un homeomorfismo que preserva la orientación h : W - !l3 tal que 

h(K1) = /\2. 

Se :lenolo: K1 ""K,. 

?bservación 1 Se hará un cierto abuso de lenguaje pues- cuando hablemos 

de nudos nos estaremos refiriendo 110 sea o encajes, o a las imdgenes de eslos 

encajes, o bien a clases Je equivalenci'a de cualesquiera de los dos anteriores. · 

Definición 4 Uno lsotopía ambiental enlre dos encojes lo.!1 : X - Y ea 

un encaje /l :Y x[O,l}-Yx [O,IJ,1!(11,l)=(h1(u),l) lo/queft =h1•!0 

u ho = /d¡•. 

Llamaremos deformación o lodo isotopia om6ienlol. 

'Si X y 1~ '°º rsraciot de Uautdorlf, una funddn /:X - Y es un t>ncojui /: ..'< - /(X) 
n un hom<"Omorfismo. 
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Y 1urje uí el •lgulente: 

Tw!orem• 1 K 1 l:'.:S K ':l 1i w 1ólo 1i hau una dt/ormación de R3 en R-1 que lleva 

!'" nudo en el otro. 

Ad-emú de con nudos trataremos tamblen con cadenu de nudos y con com~ 

posiciones de nudos. 

Delnlc16n 1 Un enlace de n componente• ea la imágtn bajo un encaje 

1uave de una unión de n ca'rculoa. 

NUDOS 

() OOzc& 00 CBJ 
T.,.,,f Trcl.I+ Tr.1./- -,:-,J.,"•' 

ENLACES 

E.1.Pr.,Q (Q) e© 
f.1 • ., J. H,ff E.l.ct ,¡, IJ),,.1;~ .. d 

Deftnicl6n 6 (Vease la figura 2,11 ) Sea K un nudo que interaecta a un plano 

E en 1 puntoa A 1J B. Se cierro o cada uno de los arco.s de K que van de A a 

B por medio de un arco en E para obtener los nudos h'1 11 K2. Al nudo K se le 

llama producto de K1 JI A~, JI se denota: /{1IK2. Tambien se dice que K ea un 

nudo compuesto con factores K1 JI K2 • 

Observación 2 La operación 1 aplicada a nudos, tambíen llamada 1uma conexa 

ea asociativa, ea decir que 

AdemáA ai llamarnoa i al nudo trivial entoncea 
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Definición 7 Un nudo K que rrsulta de la composición de dos nudos no trl~

Íales se llama nudo compuato. Un nudo no-trivial que no ea nudo compuesto 

ae 1'4ma nudo primo. 

Loa nudos' y enlaceo viven en el e1paclo de tres dimensiones S3. Dado un 

núd.; o ~nlace K nosotros trabajaremos c~n ~na proyección bonita de K sobre 

un plano de d~ dimensiones metido en s•. Se demuestra que es équivalente 

trabajar directamente con el nudo que trabajar con una "buena" proyección de 

éste, en la siguiente dellniclón vemos a Jo que nos estamos refiriendo al hablar 

de una "buena" proyección. 

Deftnlción 11 Se dice que uno pro11ección p de un nudo K aobrr un plano E ea 

regular si: 

1) El conjunto de punto• múltiples2 en la pro11ección .. finito {P;/l $ i $ n} 11 

todoa lo• punto• múltiples ion punto1 doble•, e• decir ll"e jp-1 (~}j = 2, Vi. 

t) En cada punto doble la intersección ea tmnaversal. 

La figura 2.1, da ejemplos de lo que no ocurre en una pro11ección regular de un 

nudo. 

Las proyeccionea de nudos se clasifican por número de cruces. 

Defl niclón 11 Sea un nudo K. Se dice que K e• de n cruce• ai ezúte una 

pro11ccción regular de K con ezactamente n puntos dobles, también llamado• 

cruce1, 11 de modo que en cualquier otra pro11ección regular de K el n rimero de 

crucea ea ma¡or o igual a n. 

Dado un nudo K, el conjunto de todas las proyecciones regulares de éste es 

abierto y denso en el espacio de todas las proyecciones de K. 

Teorema 2 Dos diagramu del nudo K repre1entan nudos •ll"ivalente• ai •• 

puede ir dd uno al airo por medio de uno auceaiónfinita de movimientos de Rei

clemeisier !l¡,i = 1,2,3 o"" inveraoa 0¡- 1
• Loa movimientos de Reidemeiater 

ion de•critoa en la figura 2.1,. 

3Se Jice que un punto r en la proy«cióa de f.' 10bre E e. múltiple ai lp-1 (r)J >- J. 
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El problema de oaber cn1111do doe aad111 10n equlvalenteo no .. nada fM:ll, 

de modo que han ido 1urglendo lnvariantet de nudoo detde el ndmero de cruces 

ya mencionado huta .Jgan111 lnvarlant.,. algebralc:oo mudlo mú compllcadoe. 

Delald6a 10 S... K •n nHcJ eon .,.. orienl«i6ft Jft~ Al n""° 

o61enido el inoerfir ,., orientaeidn le K lo denolemoi fJOf' (-K). Al nMo 

e61enido el re/fe¡. e K '*' reqecll> • •n ,,,.... • le llame bnlpa •• el 

..... cle IC , • •no1a k. 
Se dke flN' K ulavertlble.; K., (-K), '""' K uamllqueiral 1i K., k. 

Enelcuoen""' K'lk -..ñ:c.,... K •• •n nwq-lraL 

El ... r queiral o amflquelral eo un lnvarl1111te del nudo. 

Para estudiar un nudo en s• tenem111 el problema de estar tratando con un 

objeto matemático de dimeosi6n 1 quien, visto como espacio topológico, no nos 

da informacio6n de la manera en que está encajado en S3. Se obtiene mucha 

más informnd6n al estudiar el espacio retultantc de considerar a S3 con una 

perforación hecha a lo largo del nudo. 

Definición 11 Dado un nudo K e S3 el complemento de K eo S3 - K 11 

d exterior de K ea S3 - N (K) donde N (K) e1 una .H.:indad regular o6ierta 

de K. Obaérveae que el complemenlo de un nudo ea un aubconjunto alrierfo de 

s• 11 que ., ei:lerior e• cemulo. 

DeftnlclÓn 12 Sta una curva cemJda simple orientada a e S'-K, el Dlimero 

de enlace de K con a e1: 

Lk(o,K) = Ec¡ 
donde lc;I = 1 cada ""' que a cruza a K por ~bajo 11 cero en airo """'· La 

conuención paru el aigno de e¡ s~ mueatra en la figuro 2.1 •• 

Otro forma de decir iato ea: dado un enlace de doa componen! .. orienladoa K 1 

SI K2, el número de enlace enlre la1 componentes 1e define coma: 

1 
Lk(K1oK2)=:¡Ec; 
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donde loa e¡ son 101 cruces entre loa dos componentes, . ·' 

f; av ... '··· (c .. llf••'"' J. ...... ) 

X 
C;a+t c::-i 

.P.uede verse que Lk(K1,K2) no cambia al hacer los movlmlentoa de Reide

melate~, por. lo tanto es un Invariante del enlace. 

Prop1>11ici6n Z Todo nudo o enlace K C R3 es /ronlem de una auperficie com

,..c1a1 coneza, orienlable S encajada en R3. A S se le llama 1uperftcie de 

Seifert de K. 

Introduciremos ahora otros objetos matemáticos que utilizaremos constan

temente a lo largo de este traba.jo. 

2.2 Ovillos. 

john H. Conway introdujo el concepto de ovillo en 1967 en [C]. Se darán a 

continu'aci6n las definiciones principales de ovillos y se podran ver ejemplos, en 

la figura 2,,11 de cada uno de los objetos que se definan. 

Sea D3 la bola. unitaria en R3 = XY Z con S2 = IJD3y (S2 n XY) el 

ecuador. Se piensa. al eje Y positivo como el norte y al eje X positivo como 

el este, y sean {N E,NW,SE,SW} cuatro puntos ecuatoriales privilegiados de 

03. 

Deflnici6n 13 Un ovillo en D3 ea una pareja (D3 , t) de dos arco• no orienta

dos (1) con ertremos (NE, NW, SE, SW}, encajado• en (D3) SI de forma que 

tnS2 = (NE,NW,SE,SW}. 

Resulta natural pensar, que dos ovilloa (D3, lt) y (D3 , 12) son equivalentes 

si los arcos de 11 se pueden superponer a los de 1,. 

23 



Dellalci6a 14 (D",11) '(03,li) oon equillflknle• •i JIÓID •i ezúle un Aame

omor/ümo 

H: (»3.11) - (»3.12) · :1 H/S2 = ldsa. 

Para poder geaeraliur el concepto de ovillo a uaa 3-bol& cualquiera necesJ. 

lamoe ldealllicar de algúa modo a la bola con D3. Ali: 

Ua ovillo• ua conllguncl6n (113,t,•) donde 113 ee uaa 1,...bola, t -

doo arcoe propiamente encajadoo en 113, y• ee an homeomorfbmo fijo• : 

113 - D' c¡ae manda loe exlremoe de 1 en loo punloe NE,NW,SE,SW. El 

homeomorli1mo fijo • permite <onaiderar a cada. ovillo como contenido en D". 

y enloaCt!9 podemoo decir c¡ue: 

(BfPl'iSrli):ll~~. t.,•i) aon ec¡ulvalenles si y s6lo si (03,•1 (11)) y (D",•2(t.)) 

son equivalentes. 

Si A y B aon ovillos isomorfos escribiremos A = B. 

Sea p: D3 _, D2 e XY la proyección de D3 sobre el plano ecuatorial XY, 

y escojamos un homeomorfismo '11: B 3 _, D3 tal que ('11/lJB3 ) = (fl/lJB3) y 

de manera que la lmágen de los arcos t bajo p o '11 es una proyección regular en 

el interior de D 2• 

Un diagrama de ovillo• es la imágen de (B3,t) bajo po tí. Dos diagramas 

representan ovillos isomorfos si y solo si difieren entre ellos por una sucesión 

finita de movimientos de Reidemelster en el Interior de D2 • 

Los ovillos se clasifican como racionales, localmente anudados 11 primoa, de 

acuerdo a laa siguientes definiciones: 

Definición 111 (figura 2.2,.a')) Un ovi/lo(D,t) earacional si eziste un home

omorjiamo de pa,..jaa h: (D,t) _, (D, to) donde (D,to) ea el ovillo de la figura 

2.2, a) al que denola,..mo• por ( oo ). Observemos que el homeomorfismo dado 

puede mover la frontera. 

Deftnición 111 (figura 2,,,.b))Un ovillo (D,t) ea localmente anudado si eriste 

una 2-e•/era S en D que interarcta a t de manera transversal en 2 puntos 11 
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tal que la 3-bola que S bordea en !f' inlersecta a 1 en un arco anudado con 

eztremos en S, Haciendo un esfuerzo por formalizar esta idea nos queda la 

siguiente definici6n: 

(D, t) es localmente anudado ai 380 una 3-bola con Bo e D tal que 8 0 n t = t' 

es un arco, 11 si cerramos t' por medio de un arco t" C 8Bo entonces t' U t" es 

un nudo no trivial. 

Observación 3 Se dice que un ovillo es localmente desanudado si para toda 

3-bola Do C D que interaecle al ovillo en un arco t' entonces el nudo K obtenido 

al cerrar a t' por medio de un arco t11 C 8Bo es un nudo trivial . 

. Observación 4 Los ovillos mcionales son localmente desanudados. 

Definición 17 (figuro 2,2,.c))Un ovillo es primo si no ea ni racional ni /oca/

mente anudado. 

Observemos que todo ovillo es de uno, y sólo uno, de los tres tipos definidos. 

2.2.1 Operaciones: 

O Dados dos ovillos A y B definimos la suma de ovillos como lo indica la figura 

2,,,(NE de A se pega a NW de B ,y SE de A se pega a SW de B) 

Propiedades de la suma:( ver figura 2,,) 

i) (+)es asociativa: VA,B,Covillos se tiene: 

(A+ B) + C = A+ (B + C) 

ii)( +) no es conmutativa. 

lli) A y B ovillos racionales no Implica (A+ B) racional. 

Observemos que una suma de ovillos no siempre es un ovillo pues (A+ B) 

puede contener una curva cerrada simple. Cabe aqui introducir el concepto de 

pan'dad. 

Definición 18 Dado un ovillo (11,t), se dice que: 

- A tiene paridad (O) si lo60rco• de 1 unen NW con NE 11 SW con SE. 
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• A liene paridad (1) si los arcos van de NW a SE u de SW a NE • 

• A liene paridad (oo) si loa arcos van de NW a SW u de NE a SE. 

Ea fácll ver que dados dos ovillos A y B, su suma (A+ B) es un ovillo a 

menos que tanto A como B tengan paridad ( oo ). 

~ Lu construcciones del numerador y del denominador apllcadu a un ovillo 

A son moatradu en la figura 2,31 y denotadu N (A) y D (A) respectivamente. 

De estu con1trucclones pueden reaultar tanto nudoa como enlaces de doa com· 

ponen.tea. SI A y B son ovilloa ae definen N (A+ B) y D (A+ B) de manera 

análoga. Nótese que en el caso de que (A+ B) no sea un ovillo loa resultantes 

pueden llegar a aer enlace• de huta tres componentes. 

Obaervacl6n 1 El nudo o enlace N (A+ B) ea lopológicamenle equivalenle al 

661enido al pegar A con B a lo largo de au frontera haciendo com!aponder el 

NE de A con el NW de Bu el SE de A con el SW de B (por la suma), u 

el NW de A con el NE de B u los do• 11!alantes uno con el olra. Reconlemoa 

ademds que el espacio S3 ae puede ver como el 11!aultado de pegar doa 3-bolaa a 

lo largo de su frontera común. 

El enfoque topológico a los problemas biológicos que se mencionaron en el 

capitulo anterior requiere entender ciertas características importantea de los 

ovillos racionales. Por ello, a lo largo de la siguiente sección de este capitulo 

trataremos de hacer un análisis global de este tipo de ovillos y nuestro primer oh· 

Jetivo será clasificarlos. Sin embargo este ea un problema que queda lejos de ser 

trivial y para resolverlo necealtamos Introducir alguna herramienta matemática 

fuerte. 

Existe ademáa una clase muy grande y bien estudiada de nudoa y enlacea de 

dos componentes deaanudadu, loa 4-plats, que están fuertemente relacionados 

con los ovillos racionales: 

SI A y B son ovillos racionales 

==> N (A+ B) ea un 4-plat, 

De esta clase especial hablaremos más tarde y se dará tambl~n una clulfi· 

cación de 4-plata. 
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il) QJ+®= 0 1 @. = @+<[p 
~ ®·QlJ 

Co) (oO) (1) 



~·e®+ e)= .i(eJ) . 
... ~ (~\,~ 

oo~ &] ~ rm 
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2.3 Clasificación de ovillos racionales. 

La tarea de clasificar a loo ovillo• raclonale• resulta ser muy laboriosa. Para 

hacer eota clasificación en D3 necesitamos estudiar Jos homeomorfismos de D3 

en al mlomo que fijan Jos cuatro puntos ecuatoriales distinguidos {A,B,C,D} 

y entender cuando dos homeomorfismos definen el mismo ovillo. Observare

mos primero que basta fijarse en las restricciones de esos homoomorfismoo a 

.homeomorfismos des• en si mismo que fijan {A,B,C,D}, y que hay una 

~orrespondencia 1 a 2 entre éstos y los homeomorllsmos de Tª en •i mismo 

que conmutan con cierta involución p : Tª .... T'. Estos homeomorfiomos in

ducen a su vez automorllsmos de ll1 (T2) que estan representados por matrices 

( 

6 
a' ) con entradas enteras y determinante uno. Veremos finalmente que 

a b' 
dos homoomorfismos de D3 en si mlsmo definen el mismo ovillo si y sólo si las 

matrices correspondientes coinciden en la primera columna. Así, a cada ovillo 

Je podemos hacer corresponder un único número ~ E Q U { oo} que lo clasifica. 

Para evitar confusiones ocasionadas por la notación, denotaremos con mayúsculas 

a los homeomorfismos entre espacios de 3 dimensiones y con mlnúsctllas a aque-

llos entre espacios de 2 dimensione•. Por otra parte, dada una. curva. 1 C X, 

con X espacio topológico, denotamos por [7] a la clase de homotopía de 1· 

Recordemos que por la Dellnlcl6n 15, un ovillo ( D, t) ea racional ·si hay 

un homeomorllsmo que manda al ovillo (oo) = (D,t0 ) en (D,t). Es decir 

que todo homeomorllsmo de .. te tipo determina algún ovillo racional y dado 

cualquier ovillo racional existe al menos un homeomorfismo así. De aquí que el 

problema de clasificar ovillos racionales se puede traducir al de clasificar ciertos 

homeomorfismos de la bola en la bola. Recordemos ahora la Definición 14 que 

dice que dos ovillos (D,t1) y (D, l.} son equivalentes si existe un homeomorfismo 

que preserva la orientación tp: (D,1 1 ) -+ (D,t.). 3 ·<p/lJ = Id. De aqul 

que para la claslllcación podemos considerar el diagrama de la figura 231 • No 
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olvidemos observar que el diagrama no conmuta puesto que en general R20//!1 

no fija la frontera. 

Si R 1 y R 2 definen ovillos equivalentes entonces denotamos: 

Para poder seguir necesitamos antca conocer ciertos resultados básicos sobre los 

homeomorfismos de la bola. 

Sean X, Y espacios topológicos tales que existen homeomorfismos 

91 :X--+Y 

92 :X--+Y. 

No puedo a.segurar en general que haya una lsotopla ent.re 9 1 y 9>· 

Ejemplo 1 Conaideremoa el homeomorfiamo del loro bidimenaional en él mismo 

que manda a la curva ,\ en µ + ,\, Paro hacer ésto hubo que corlar al toro y 

voluer a ~gar como lo muestro la figuro 2.:1.1 • No eziste ninguna isotopía del 

toro que lleve a ,\ en 1• + .\, 

Sin embargo cuando tratamos con dos homeomorfismos de la 3-bola en si 

misma que preservan la orientación sí podemos afirmar que hay una isotopla 

entre ellos. 

El problema de clasificar ovillos racionales se traduce al de clasificar cierto 

tipo de homeomorfismos de la 2-esfera en si misma. Surje la siguiente: 

Observación 8 1) Si //1 (lo)= R2 (lo) entonces R1 - //2. La/unción V'= Id 

es la que sirve paro la prueba. 

2) Si 11¡/8 = /12/8 entonces R1 y /12 definen ovillos equivalentes. Esto es pues 

( //2 o /111) /8 = Id y por lo tanto la equivalencia entre los ovillos está dada 

por V' = /12 o //1-
1• 

Ahora consideremos un homeomorfismo cualquiera /1 D3 --+ D3 y su 

lcstricclón /1 a la 2-esfera. 
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Propo1ici6n 3 Dado el homeomorfUmo h pu.do recupemr a H aaluo isolop(a 

que es la identidad en la frontero. 

DEMOSTRACIÓN: Primero observemoo que todo bomeomorftamo 

h : s• ...+ s• se puede exte~der a uno H' : D3 -+ ·n• del siguiente 

modo: 

Defino 
H':D3 -+ D' 

1 
h(:ro) ai:r=:roe8D3 1 

:r .... oh(:ro)V:r E D3 -8D' 

donde z = azo p.a.zo e S'yo e [O, 1) 
aquí estamos pensando en los puntos z como vectores en la bola 

unitaria de dimensión 3. 

Claramente H' es continua. pues h lo es. En éste caso se dice que 

extiendo h a todo D 3 por cáscorm. Observemos que 

(n- 1 º n') /8D3 =Id 

Entonces, dado que el Teorema; de Alexander Tletze [BZ, ch. I] 

afirma que todo homeomorfismo H: D3-+ D3 • :¡ ·h = H/8D3 = 

Ideo> ea isotópico a /dIJJ ( se denota H"' Id) y la lsotopía deja la 

frontera fija, se tiene que 

n-1 o JI'"' Id 

==> H "' H' fijando la frontera. 

a 

Se concluye de la proposición 3 que basta estudiar a loa homeomorf11moa 

h= H/8D'. 

Por otra parle tenemos el siguiente resultado: 

Propo1ici6n 4 Sí h1 11 h2 son isotópico• fijando lo• cuatro pun-

to• ecuatorialts diltínguido• {A, B,C, D} enlonce1 H1 11 H, definen 
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ovil/oa equiva/ent ... 

DEMOSTRACIÓN: 

Para Ja prueba obaervamoa que H2 oHj'1 : (D,11)-+ (D,t.) fija 

loe cuatro puntoo {.4, B,C,D} pero no lija la frontera. 

Por hlp6te1il <p = lla o laj1 : 53 - S3 e1 ilotóplco a la Identidad 

fijando I01 cuatro p11nt01 {A,B,C,D}. 

Demos otroo nombre1 a JOf 4 puntoa ecuatorlaleo di1tinguldoa 

para 1lmpllftcar Ja notaclcSn, oean uí (A,B,C,D) = (ai,a,,a.,a4). 

Con1lderemoa al ovlllo (03,la} y sea C un collar de 803 apJutado 

en loa puntoa a¡ y que no toque aloa &rCOI la máaqueenelOI puntos. 

Para ver a C nos lljamoo en la llgura 2.s,, y pen1&11100 en S como 

donde 

Ahora, sea 

C=S3 x(O,l)/"' 

(a;, 1)"' (o¡,a), Vi E {l, 2, 3,4}, Vr,a E l. 

y 

5 2 X {l} =803 

•:OS-o3 

• :l ·•(z}/D3 -C =Id 

y •te 1111 deftne como: 

•((z,1)/-) = t(z,1) 

donde t : 53 X (0, 1] -+ 53 X (0, 1) ea la (110topía que relaciona a <p 

con la identidad, donde 

t(z,O) = (z,O) 

t (z, 1} = (<p(z), l) 

9(o¡,I) = (o¡,1),Vi,VI. 
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Observemos que: 

(+-1 o ( H2 o H!') j //JD3 =Id 

y es un homeomorfismo de D' que manda (D, 11) en (D, 12). lJ 

Podemosaflrmar a partir de aqu( que dos homeomorfismos fijos HI: (D, to) -+ 

(D,t;}, i = 1,2 que son Isotópicos sin mover los puntos {A,B,C,D} generan 

ovillos eq;uvalentes. Sin embargo si tenemos dos ovillos equivalentes y dos 

homeomorftsmos fijos que loe generan entonces no podemos aaegurar que éstos 

sean Isotópicos sin moverlOfl puntos {A,B,C, D}. De hecho existe otro tipo de 

homeomorfiamos que llevan 11 en 12• 

Dividamos a D 3 en tres rebanadas tal y como lo muestra la figura 2.3.i (a). 

Ahora sea r una torcedura vertical de D 3 a quien definimos como la. Identidad 

en las tapas y, viendo la rebanad& central como D2 x [O, l] definamos a r alll 

como 

El resultado de r es torcer i& bola como se muestra en 2.3.i (6). 

Surje así la siguiente: 

Observación 7 Dado H : (D, lo) - (D, 1) un liomeomorfismo cualquiera 1e 

tiene que 

H-Horn,vneZ. 

Se llega faci/menle o ésto obsen1ando que r(lo) =lo y aplicando el inciso 1) de 

la Obsen1ación 6. 

En éste punto nos servirá la herrami~nta de dobles cubiertas dclicas rami· 

ficadas del Apéndice A de este capítulo. 

Observación 8 Seo T3 el loro sólido dibujado en la figura 23,. A las cun1as 

1Jo y Áo lea llamamos el meridiano y la longitud del toro. Si p e• lo rotación de 

18d' o lo largo del eje X y con.ideromo• la acción de p aobre el loro entoncea el 

espacio cociente T 3 / p e• homeomor/o a D 3• La proyección p : T 3 -+ D3 envía a 
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los arcos de i = T3 n ( ejeX) en los arcos t del ovillo g a los puntos A', B', C', D' 

en los puntos A, B, C, D respectivamente. Además µ0 y ~o ae proyectan sobre 

los arcos AB y BC de D3 n XY. De éste modo se ve a T3 como a la cubierta 

doble de D3 rumificada en t. Y a OT3 = T 2 como una doble cubierta de 5 2 

ramificada en {A,B,C,D}. Todo z E D3 -t se levanta a dos puntoa z' 11 "" 

en T3 - i 11 se tiene que z' = p(z"). 

Consideremos a continuación el siguiente: 

Lema 1 1) Todo homeomorfismo h : IJD3 -+ IJD3 se levanta a dos homeamor

jismos hº : IJT3 -+ IJT3. tales que el diagrama siguiente conmuta: 

IJT3 ~ IJT3 

P! !P 
IJD3 h IJD3 

-+ 

donde p es la proyección cubriente que se mencionó antes. 

2} Todo homcomorfismo 11 : (D3 , to) -+ (D3, 10 ) se levanta a dos homeomorfis

mos /{º : T3 -+ T3 tales que el diagroma siguiente conmuta: 

T3 !!.: T3 

p ! ! p 

D 3 !f.. D 3 

Y es claro que los dos levantamientos estan relacionados por la rotaca'ón p. 

DEMOSTRACIÓN: 

Recordando las afirmaciones sobre levantamientos de cubiertas 

vistas en el Apéndice de éste capítulo llegamos a que: 

h se levanta ahº pues el subgrupo de ll1 (52 - {A, B,C,D}) cor

respondiente a ésta cubierta está formado por los lazos con número 

de intersección par con ABUCD,y este conjunto es invariante bajo 

cualquier homeomorfismo 

h: 5 2 - {A, B,C,D} - 5 2 - {A,B,C,D}. 
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H se levanta a Hº pues el subgrupo de 0 1 {D3 - t) correspon

diente a ésta cubierta está formado por los lazos con número de 

enlace par con 1, y este conjunto es invariante bajo cualquier home

omorfiamo 

H : (D, to)-+ {D, fo), e 

Teorema S H1 : (D,to)-+ (D,11) r H2: (D,to)-> (D,t2) definen ouil/08 

equivalente1 1i 11 1ólo 1i hj (µg) r hi (/Jo) ion cuMJ01 homotópicaa (salvo ori

entación) en T2, 

DEMOSTRACIÓN: 

=> JH1 ""' H2 => 3cp: (D, ti) -> (D, t2) · :t ·cp/lJ = Id. Considere

mos el homeomorfismo Hi1 ocpoH1 : D3 -+ D3• Por el Lema 1 éste 

se levanta a un homeomorfismo ( Hi1 o cp o H1 )" : T3 -> T3 tal que 

el siguiente diagrama conmuta: 

p! !p 

D3 H;1 oipo111 D3 

donde p es la proyección ya definida a través de p. Pero dado que 

todo homeomorfismo de T3 en a{ mismo envla meridianos en merid· 

ianos, y aquí por meridiano nos referimos a una curva en lJT3 que 

bordea un disco en T3, y como: 

entonces {h;¡1) • o(h1)" debe enviar meridianos en curvas homot6plcas 

a meridianos (salvo orientación), es decir: 

Ésto Implica que (h2)" (µo)y (h1)"(11o) = (h2)º0( (h;¡1 )"o {ha)º) (IJo) 

son homot6plcos salvo orientación. 
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~ J Para ésta parte se utilizará un resultado muy fuerte el cual 

será probado bajo la forma de un lema más tarde: 

Reaultado /: Todo homeomorlismo h : OT3 - OT3 que envl 

meridiano y lon¡itud en curvas homot6picas es isotópico a la identidad. 

Además si h o p = p o h entonces la isotopla conmuta con p. 

Utilizaremos también un segundo resultado mucho más débil: 

Resultado 11: Todo homeomorfismo h : OT3 - OT3· 3 ·h (JJo) = 
µ 1 donde [µ0) = [µ1) puede descomponerse como 

h = h' o d"' para alguna o E Z 

donde d es un ¡iro como se muestra en la fi¡ura 2.3.o (un giro asl se 

llama giro de Dehn, y de lstos hablaremos más tarde) y h' es un home

omorfismo que manda meridiano y lon¡itud en curvas homot6picas. 

Para.probar ésto último observemos que 

pero entonces 

y h se escribe como 

h(µo) E l'Pol, y, 

h(.lo) E {.lo]+ ofµo) 

h o d-• ([µo)) = [µo) ,. y, 

h o d-• ([.lo)) = {.lo) 

Volviendo al teorema, tenemos que si (h1)" y (h,)" mandan al 

meridiano µ0 en dos curvas homotóplcas, entonces (h;¡1)" o (h¡)" 

manda meridiano en meridiano y entonces, por el Resultado //se 

tiene que: 

{h:i1)" o(h1)" = h" od" 

~ (h1 )" = (h,)" o,.. o d" 
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y por el Resultado I hº es isotópico a la identidad. Entonces: 

donde r es una torcedura vertical y h "' Id fijando los 4 puntos 

ecuatoriales distinguidos, por lo que r y h definen al mismo ovillo 

que Id y entonces podemos concluir que H1 y Ha definen al mismo 

ovillo, es decir 

[J 

Demostremos ahora lo que quedó pendiente: 

Lema 2 Todo homeomorfismo h : OT3 -+ OT3 que enuía meridiano y longitud 

,.,~ • ..._ J.J:r; en curuas homotópicas es isotópico a la identidad. Además ai h o p = p o h 

tonces la isotopi'a conmuta con p. 

DEMOSTRACIÓN: 

Sea h : T 2 -+ T 2 que envla meridiano en meridiano y longitud 

en longitud. Lo que se quiere probar es que existe una isotopla F 

de T 2 que lleve h en Id. La idea de la demostración es modificar a 

h con una isotopla ambiental hasta convertirla en la identidad sobre 

subconjuntos cada vez más grandes de T 2• Ésto se hace a lo largo de 

3 pasos que quedan ilustrados en la figura 2.3, y que describiremos, 

sin demostración ·alguna, a continuación: (para los detalles de la 

demostración remitirse a [R, p.20-26]) 

l>- Por hipótesis (h (¡to)) ,; (O, 1) y entonces puedo enderezar 

con una isotopía ah (µo) has.ta q~e,,coi~cida con µ 0 • Con ésto tengo 

h (µo) = µo y como ésta curva es un disco _e_n_caj~d:o en el toro 

entonces puedo arreglar el homeomorflsmo de mo'do que h/µ0 =Id. 

2>- Afirmamos que dado A= {z/1 ::; z::; 2} en el plano complejo 

ya: (1,2)-+ A uncncajetal'q~·~.;¡1,2]nOA =: {cr(l) = 1,cr(2) = 2} 

entonces si cr es homotópico, con lo~ éXtreinos fijÓs, a la inclusión 

36 



j : [i, 2) -+ A existe F1 : A -+ A isotopla ambiental tal que Fo = 
ld,F,/8A =Id y F1 o a= j. Ahora considero el anillo T' - {µo}. 

Usando el resultado enunciado podemos cambiar a h con una iso

topla de modo que enderece ah (>.o) y entonces h/ {l'o U >.o} = Id. 

Además ,\0 ea isotópica a la derechita en T' - {l'o} sin mover la 

frontera del anillo. 

Hasta ahora se ha logrado que h lleve l'o en l'<J y >.o en >.o con 

la identidad: 

3>- La cerradura de lo que queda por ser enderezado es un disco 

D y h/8D = Id pero en éste caso podemos asegurar que existe una 

Jaotop!a. de D que lleva h a la Identidad y que no mueve a {JD. 

En suma, se obtiene una lsotopía ambiental que lle\-a h a la 

Identidad. O 

Definimos la siguiente relación entre homeomorfismos de T 2 en T 2 que con

mutan con p: 

hj -~ h; =:> [hj (µo))= [hi(µo)] 

{ 
3i E Z· ;¡ ·3F isotopía que conmuta con p y } 

** que lleva hj en (hó)', donde hi = (/12)' o (d)1 

La relación ...,~ es de equivalencia. 

Hemos probado lo siguiente: 

JI - H' => h' -~ (h')' 

Por otra parte, veremos ahora que hay correspondencia entre los homeo

morfismos de T2 y los automorftsmos Il1 (T'). Recordemos que U1 {T2) es 

isomorfo a Z ill Z, donde las d...,s de homotopía del meridiano y ¡,. longitud 

e•tan representad"" por (1,0) y (O, 1) respectivamente, y que si h' : T' -+ T' 

es un homeomorfismo, entonces éste induce de manera nat uraJ un isomorfismo 
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Ahora, sea + : Z Ell Z - Z Ell Z un isomorfismo, afirmamos que podemos 

construir h" : T 2 - T' de modo que h" Induce a +. Cabe aqul preguntarse 

como son los isomorfismos de Z Ell z. 

Afirmación: Todo isomorfismo + : Z Ell Z .... Z Ell Z es una trans-

::acr: n~i q:e :::.';:~~:n::e:«:~:a::.p::n::a (::~i; 
(a', b') son las Imágenes de (1, O)y (O, 1) respectivamente (ver figura 

2.31 ). E inversamente a toda matriz de este tipo corresponde un 

aut:~:::~:::r::z~ ( b a').;:¡ ·/detM/ = 1. Dado que 
a b' 

ZEllZ = ((1,0),(0,1)} ~ V(m,n) E ZE!lZ y V+: ZEll Z -

ZEllZ isomorfismo, +(m,n) = m+((l,O))+n+((~,l)). Defini

mos entonces+•;:¡ ·+((1,0)) = (b,a) y +((0,1)) = (a',b'). En

tonces V(m,n) e Z Ell Z,+(m,n) = m(b,a) + n(a',b'). Además, 

+ isomorfismo ~ (b,a) y (a',b') son linealmente Independientes 

~ + (Z Ell Z) = ((b,a), (a' ,b')) D, 

Así, por el Teorema 3, dos homcomorfismos 111 : (D3,to) ..... (D3,t1) y 

H2: (D3,to) .... (D3,12) generan al mismo ovillo si y s6lo si las matrices aso

ciadas a hi y h2 coinciden en la primera columna, salvo quizás por el signo. 

Observemos además que como los homeomorfismos originales preservan la ori

entaci6n entonces las matrices asociadas tienen determinante +l. 
Queremos ver ahora que toda matriz de éste tipo proviene de algún home

omorfismo JI : D3 .... D 3 y para ésto basta ver que la matriz proviene de un 

homeomorfismo h" : T 2 .... T 2 que conmuta con p ya que entonces h" se proyecta 

ah: lJD3 - lJD3 que puede extenderse a un JI: D3 ..., D3 • 

Consideremos la acci6n en !R2 dada por el grupo de traslaciones enteras que 

es precisamente Z Ell Z y tomemos el cociente de ésta acci6n. 

Aflrmaci6n: 
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Sea q : R2 - T 2 la proyección cubriente correspondiente. 

Dada una matriz ( b ª
1 

) con determinante 1 consideremos la transfor-
a b' 

maci6n lineal tt• : R2 -+ R2 asociada, •· es un homeomorfismo, queremos ver 

que el diagrama de la figura 2 . ., define un homeomorfismo h" de T 2 en T'. 

Dado z e T 2 , tomemos :t' e q-1 (:t), apliquémosle •• y proyectemos nueva

mente definiendo as! 

h"(:t)=qo•"(:t') 

Afirmación: La h" : T 2 - T 2 está bien definida y es homeomor

flsmo. 

Dem: Dado que los elementos del conjunto q-1 (r) difieren, en 

~2 , por vectores enteros, entonces sus imágenes bajo c11• difieren 

por vectores enteros pues lf»• es lineal. Asf, todos los elementos de 

.¡>• (q- 1 (:t)) se proyectan bajo q al mismo punto en T 2• 

h' es continua puesto que 41" es continua y q es un homeomo«

fismo local. 

ser~::s:~:::e:u:u:sc:::c~~: b(as:a :~r)q:~e~~e::l::::~t:: 
a b' 

y determinante l entonces la M-1 también tiene entradas enteras 

y determinante l y por lo tanto podemos definir, lguál que como' 

definimos ,.. para j\(. un mapeo continuo g• : 7'• -+ r• y es claro 
' •• . • ' ~ 1 ·, ¡," (· 

que, por construccl6n, 

g• oh"= h" og• =1d 

D 

Observemos que los homcomorfismos de T 2 en T 2 definidos de ésia manera 

conmutan con p. 

En suma, hemos visto que a cada homeomorfismo ll1: (D3 ,to),:,. (D3,11) 

le corresponden dos homeomorfismos h¡ y (h\)' de T 2 en r• tales que (h\)' = 
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hjop, y, por lo tanto, dos matrices ( b a') y ( -b -a' ) , Vimos también 
a b' -a -b' 

que dos bomeomorfismos H1 y H3 definen e mismo ovillo, si y s6lo si las matri-

ces asociadas coinciden en la primera columna, salvo por el signo de élta. Nos 

preguntamos ahora de qué forma son todas las matrices enteras, con determi-

nante 1, q(ueb co:,cl)den (en :a ::im)era columna salvo por el signo: 

Sean y tales que 
all all' 

restado las ecuaciones tenemos: 

bb'-aa'= 1 

bb"-aa"= 1 

b (b' - b'? - a (a' - a") = O 

y como (a,b) = 1 entonces forzosamente 3A: e z. ~. 

por lo que 

b-11'= ka 

y 

a-a"= kb 

( 
b a" ) = ( b a

1 
). ( 1 k). = '( .b 

all' ab' 01 a 
a'+kb) L · ,,.ez. 
b'+ka 

Observemos que ( : : ) es fa matriz que corresponde al bomeomorfismo 

Por otro lado tenemos el siguiente resultado: 

40 



,, ... , 
JI -.-s.' 



.A. ~ 
~ 

(: e¡>) 



Teorema 4 Toda matriz},{= · • ;¡ • {a,b,c,d} E Z, bb1
- aa1 = 1 y 

( 
b a

1
) 

a y . . 

b '# O admite una expansidn coino se muestra a continuación~ .. 

( 
b a' ) ( 1 a1 ) ( '1 O ) ( 1 O ) ( .±1 'k ) 
a b' = O 1 ª• 1 "' am 1 O ±1 ' 

donde a¡,k E Z,Vi E {1,2, .. .,m} ,m EN, 11el±esel1igno de b, 

Ademds podemos elegir todas las a¡ del mismo signo 11 a¡ ,¡, O, Vi 2: 2 y con éstas 

condiciones la expansión (att 02 1 ... 1 om) es única y está dada por la expresión 

de ~ como fracción continuada de In forma: 

b 1 
Q' = a1 +a +-L 

l 03+ ... 

DEMOSTllACIÓN: 

La matriz de la extrema derecha sirvo para pa.sa.r entre matri· 

ces con la. misma primera. columna. salvo signo, de modo que nos 

podemos restringir a resolver: 

Fijándonos en el lado derecho de la lguaJdad :de matrices del 

enunciado definan\ os l~ suc~s\¿~·d~·~¿ieÍ~s (~0(~'11 : •• , rm) como sigue, 
empezando)º'' ·'·· '. . · ", .'7. ,.,.,,. . 

(: : .~J ::, : ) ,~L~ '. ª:..}f ::· .: ) 
y entonces 

:;· ·. 

luego: 

ro:~ ,~~i:¡J~~·~·¡i :~ ,,. ~·.~i·. 1 • 

-~ b,;; aia·+·;;~ '' 

· .. ,-,. 
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-- ---~- ·--···-- ·----. __ ._, 

( r2 •) ( 1 º)(r2 •) 
r1 • = a2 1 r3 • 

e¡n =:~:ral~ l = ¡ 1 °21-1 ) ( r2; •)Vi e {l, 2,. .• } 
r2i-1 • O 1 ra;-1 • · 

r2; • = 1 o) ( •a; •)vi e {0,1, ••• } 
rai-1 • 02¡ 1 r2;+1 • 

Obteaemoo, de estas ecuadones de matrices, el aislema: 

ro 01r1 + r2 

ra a2r2 + r., 
r2 a3r3 + r,. 

... 
Donde m es par. 'lbmemoo a y 6 enteroe posltivoo dlstlntoe de 

cero (el caso en que a es cero es inmediato) el algoritmo de la división 

aplicado a ro= 6 y r1 = a da soluciones enteras positivas r;,o' a un 

sistema como el anterior con Om ~ 2 pero donde m puede ser impar. 

En este caso podemos reescribir 

rm-1 (om - 1) rm + rm+l 

r,,.+I 1 • rm 

para obtener una solución de longitud par al sistema. Si llamamos 

r 2 = 61 entonces observemos que si a >- 6 entonces 01 = O y a; ,; 

O, Vi 1' 1, y si 6 >- a entonces a¡ 1' O, Vi y de hecho 6' es la parle 

entera de!. 

Asl, hemos probado que el sistema tiene solucl6n a.hora qulsier· 

amos ver que Ja solución como la que queremos es única. 
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Se puede mostrar que loe a¡ de cualquier solucl6n del sistema 

dan una expres16n de ~ como fracci6n continuada: 

b 1 
; = 01 + 42 + 113! ... 

donde 01 puede ser cero. Se sabe que la expansi6n de ~ como 

fracción continua.1 donde b y a son enteros positivos cualesquiera, 

con 01 ~O, a¡ :-O, Vi~ 2y m par es 1inlca. 

Las soluciones para a -< O y b >- O se obtienen a partir de las 

soluciones para -a y b cambiándole el signo a todas las a. D 

. ( )ª' ( ) ( )ª' • 10 10 11 
Observac16n 9 Como Va¡ e Z, = y 

11 o¡l 01 

( 
1 a·) ( b a') ' , entonces toda matriz M = • ;¡ • det M = 1 admite una 
O 1 a b' 

expansión como se muestra a continuación: 

( 
b a

1 
) = ( 1 1 ) 

01 

( 1 O ) ª' ... ( 1 O ) •>m ( ±1 k ) 
a b' O 1 1 1 1 1 O ±1 

. donde todas las a¡ son del mismo signo y distintas de cero excepto por a1 que 

puede ser cero. 

Si M representa un Isomorfismo t de Z QJ Z en si mismo, el expresarla de 

ésta forma. equivale a mostrar a una. 4»' donde 

[t'(µ)] = [t(µ)], 

como composición de isomorfismos~'= 4tm o4tm-1 o ... otl1 y mostraremos que 

equivalentemente muestra a h como composición finita de homeomorfismos de 

5 2 en 52: 

h =h. o h._, o .... oh,. 

Pero éstos homeomorfismos seran de un tipo muy especial y ésta descomposici6n 

nos dará una clasificación de los ovillos racionales. 
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LBB matrices de Ja forma ( ~ ~ ) y ( ~ ~ ) representan homeomorfis

mos muy particulares en el toro llamados Giros de Dehn.(ver Ja figura 2.:i.) 

Y dado un giro de Dehn en la doble cubierta ranúficada de Ja esfera con 4 

puntos de ramificación éste se proyecta en un homeomorfismo de la esfera que 

deja fijos Jos puntos de ramificación y que es isotópico a una "torcedura" como 

se muestra en Ja figura 2.:i.· 

De éste modo todo ovillo racional se puede crear a partir del ovillo (D3 , lo) 

:pe:::::::e ~ :::::;: ;::~::c::::u:: ::::::n ú:::a u:ea é::r::º(:du~BBi, 
construida por el teorema anterior a partir de Ja expansión como fracción con

tinua ~ = a1 + ;;# y a quien corresponde también de manera única un 
•3+··· 

vector ( Om, a,,._¡, ... , a1). 

Veamos todo ésto con un poco más de detalle: 

2.3.1 Giros de Dehn: 

Sea +1 : Z aJ Z -+ Z aJ Z un isomorfismo representado por Ja matriz M 1 

( : ~ ) • Esta matriz lo que nos está diciendo es que +1 ((1, O)) = (1, 1) 

y que +({O, 1)) = (O, 1), es decir que +1 manda a la clase de homologla del 

meridlano µ = (1,0) de T 2 en la clase (1, 1) de la curva en el toro que da una 

vuelta meridionalmente y una longitudinalmente, IBB dos en sentido positivo; 

y a la clase de homologla de Ja longitud ,\ la deja fija. Análo)amente si el 

isomorfismo +2 está representado por Ja matriz M2 = ( 
1 1 

Jo que nos 
o 1 

dice es que+, manda a la clase de,\ en la clase {l, 1) de curvao en el toro, y 

deja a Ja clase de µ fija. A éstos homeomorfismos del toro les llamamos giros 

de Dehn y Jos denotamos por cr¡ y u, respectivamente.( ver figura 2.,.) 

Obsérvese que las ¡natrices operan por la izquierda es decir que para una 

clase {a,b) de curvao se tiene: 
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'~1 ·((a, b)) = ( ~ ~· 1 ¡ : l = ( b: a l 
~.((a,b))=(l 1 b =(b+a 

O 1 a a 

Como toda matriz ( : : ) con determinante 1 es producto de matrices 

( : ~ ) y ( ~ : ) entonces todo homeomorfismo del toro bidimensional en 

si mismo se puede ver como composición de potencias de los homeomorfismos 

"• y "••es decir que "• y <Ta generan todos los homeomorfismos de Tª en T'. 

Surje una nueva pregunta: 

¡,Dado uno de los homeomorfismos "• y"' del toro, a qué clase de 

homeomorfismos de la es/cm en la es/ero se bajan por vía del mapeo cubrienteV 

La. figura 2.a. nos da la respuesta a esta pregunta. En S', <Tt se ve como h1 

y "' como h,. As!, en cualquier ciase de homeomorfismos del toro en el toro 

que fijan {A', B', C', D'} y conmutan con p, hay un representante que se puede 

expresar como: 

h" = (u01 ) o (ui') o (u0') o ••. o (u¡•) para alguna n E N, y donde, i E {1, 2}, 

donde todas las a¡ son de mismo signo y solo •1 puede ser cero. 

Y entonces la clase correspondiente a [h"] de homeomorfismos de la. esfera en 

si misma. que fijan {A, B, C, D) tiene como representante a un homeomorfismo 

h que se expresa como: 

h = (h01 ) o (hi'l o •.• o (hi"),donde todas las a; son de mismo signo.y solo 

01 puede ser cero. 

De éste modo queda probado que para todo ovillo radonal existe un ovillo 

canónico equivalente a él que es como en la figura 2.a10 y que está definido 

por la sucesión de enterosª"ª'' •••••m obtenidos en el teorema.. Los a¡ estan 

totalmente dctcminados po~ 
"" 
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sabiendo que tienen el mismo signo, que salvo por a1 son disti.ntos de cero y 

que m es par. Si observamos que 

1 
Dm =am± 1 + ±1 

entonces concluimos que sin pérdida de generalidad podemos cambiar la última 

condici6n por la condici6u Jam 1 ~ 2. 

Se puede mostrar que si m es impar, el desarrollo 

da una soluci6n de 

( 
b • ) = ( 1 ª' ) ( 1 o ) ... ( 1 o ) ( o -1 ) 
a• 01 a,l Oml 10 

donde ( ~ :
1 

) es la matriz asociada al horneomorfisrno 

H:(D,to)-+(D,ti) 

que es el que se muestra en la figura 2,311 • El ovillo que corresponde a este caso 

en quemes par es como el de la figura 2.310 ,a), y el que corresponde a m impar 

es el de 2.,1., b). 

Obtenernos asl la convenci6n de Conway según la cual toda clase de equiva

lencia de ovillos racionales puede ser representada por un único vector estándar 

con entradas enteras (am,ªm-lt ... ,a1) donde: 

_ a; el OV2 5 i 5 m. 

_ a;a; >- OVi,j • 

. JamJ >- 1 

Esta convenci6n excluye los cuatro ovillos excepcionales {(O) ,(1), (-1), (O, O)} 

que se muestran en la figura 2.3,.. Al vector estándar para un ovillo racional le 

llamarnos S1°mbo/o de Conu>ay para el ovillo y se toman a los cuatro vectores de 
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arriba corno los símbolos de Conway para Jos cuatro oviUos excepcionales. 

Teorema 5 Clnsiftcnción de ovillos racionales: 

Eziste una correspondencia uno a uno entre las clases de equivalencia de ovillos 

racionales y los números racionales e:elendidos ~ E Q U {oo} con Q E N U {O}, 

p E Z y (Q,¡l) = l. 
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2.4 Espacios Lente y Cirugía en Nudos. 

2.4.1 Espacios Lente: 

Definición 19 Sea T un toro aólido en S3 • Decimos que una curva cemJda 

aimple µ E lJT ea un meridiano siµ es frontero de un disco encajado en T. 

Definimos como longitud de T o toda curva , cemJda, simple ~ E lJT que 

intersecta oµ en un punto, y como longitud preferente de T o uno longitud 

cuyo número de enlace con el alma del toro es cero. 

Recordemos que II1 (T2) = Z $ Z donde (µ) = (1, O) y (~) = (O, 1) y que un 

elemento (a, b) e U1 (T2) está representada por un encaje S 1 <-+ T 2 si y sólo si. 

(a= b =O) o (a,b) =l. 

Veamos ahora como se construye un espacio lente: 

Sean Vi y V, dos toros sólidos. Si h : lJV2 _, OV¡ es un homeomorfismo, 

podemos formar el espacio M 3 = Vi Uh V2 como resollado de Identificar cada 

"'E lJV2 con h (z) E OVi en la unión disjunta de Vi con V,. 

Afirmación: M 3 es una 3-variedad cerrada, conexa y orlentable que depende, 

salvo homcomorfismo, únicamente de la clase de homotopla de h(112) en OV¡, 

donde 1'2 es un meridiano de V2. 

Definición 20 Escogiendo generadores A¡,µ¡, longitud-meridiano, fijos paro 

U¡(lJV¡), podemos escribir h(112) = PA1 +qµ1 donde p,q E Z· 3 • (p,q) =l. Al 

espacio resultante se le llama Espacio Lente dc tipo(_p, q), y se denota: M 3 = 

L(p,q). 

' As!, un espacio L (p, q) lente es el resultado de pegar dos toros sólidos T1 

y T2· por la frontera de forma que el meridiano de lJT1 se pega a la curva que 

llamaremos ~ en OT2. 

Pr.oposición 5 Una 3-variedad es un espacio lente si y solo si contiene un toro 

sólido tal que la cermduro de su complemento también cs toro sólido. 
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Afirmación: 

L (p,q) S!! L (p,-q) S!! L (-p,q) E! L(p,q + kp)Vk E Z. 

Por convención consideraremos siempre O -< q -<p. Esto incluye a todos los 

espacios lente de este grupo, excluyendo a 8 3 y a 8 2 X 8 1• 

Afirmación: fi1 (L(p,q)) = z,. 
Dado que el grupo fundamental es un invariante para espacios topológicos 

entonces de la afirmación anterior podemOI concluir que L (p, q) S!! L (p•, q•) ~ 

p=p• 

Ob1ervaclón 10 Ezüten repeticiones bojo homeomorfiamo dentro del conjunto 

{L (p, l),L (p, 2) , ... ,L(p,p- l)}de todoa los e1pacioa /ente con grupo z,. 

Teorema 6 L(p,q) E! L(p•,q·¡- ±q• = q*I (mod p). 

Otra manera de ver al espacio lente L (p, q) es como resultado de mover 

una vecindad tubular de un nudo trivial en 83 y repegarla de forma que un 

meridiano so Identifique con un curva en T2 de ciase (p, q), es decir, una curva 

en la frontera del toro que tiene número de enlace p con el nudo trivial y que 

da q vueltas longitudinalmente. 

En esta subsecclón dimos una rápida ojeada a ciertos objetos fundamentales 

de la teorla de nudos. El resultado más Importante fue el del teorema 6 que 

da una clasificación completa de los espacios lente. La demostración de este 

teorema es muy larga y complicada y es por eso que nos limitaremos a utilizar 

el resultado. 

El teorema de clasificación de espacios lente se usa pua la clasificación de 

los 4-plats, de quienes hablaremos posteriormente dando tanto definición como 

clasificación de ellos, pero antes introduzcamos el concepto de cirugía que se 

usará en el capítulo 3: 

2.4.2 Cirugía de Dehn: 

Al proceso de sumar dos toros sólidos a lo largo de su frontera se le llama Cirugía 

de D<hn. Veamos primero un par de ejemplos que motivarán la definlción: 
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Considerenae los toros s6lldoa A, B, C y las curvas "Yl, 12, 131 como lo muestra. 

la. figura 2,41 • Si identificamos la.s fronteras de A y H de tal forma. que 11 se 

pegue con "(2, obtenemos un espacio homeomorfo a 5 2 x st. Si, por otra parte, 

la identificación es ahora de A con C de forma que 11 se pega a 73 entonces 

obtengo 5 3 . Así, S3 ca la unión de dos toros sólidos identificando sus fronteras 

de un modo particular. 

Consideremos ahora. un nudo cualquiera K. Una. vecindad regular de K se 

puede ver como un toro encajado en el espacio ambiente. La cirugía de Dehn 

sobre K consiste en considerar al nudo junto con su vecindad regular Vº (K), 

tomar S3 - Vº (K) y en el "hueco" que le queda al espacio meter de nuevo a. 

Vº(K) pero identificando la frontera de alguna otra. manera.. 

Definición 21 (ver la figura 2,,,). 

Sea K un nudo no trivial, Vº una vecindad toroidal abierta de K, C (K) = 

S3 - Vº el complemento del nudo, y defino un sistema de coordenadas fijo en 

8V0 = llC (K), sea(µ,>.) meridiano y longilud, donde la longilud es una "lon

gilud preferente", es decir que lk (>., K) = O. 

Para p,q E Z· ~ -(p,q) = 1, sea M = srg (s3,J(,i) la 3-variedad cerrada 

[C ( 1\) U¡ V'] donde V' es un toro sólido con meridianoµ' JI / es un homeo

morfismo de pegado 

/: llV' .... BC(K) 

/ (1•') ~ pµ + q>. en llC (K) 

Se dice entonces que M se obtiene de 5 3 por cinigia i en J(. 

La. pendiente ~es lo que caracteriza a. la. cirugía.. 

Notación: K~= cirugía i hecha. sobre el nudo K. , ,. , 

Los ejemplos dados al principio corresponderían a. decir que si Ko.es el nudo 

trivial entonces: 

-(Ko).,. = 53 

.(Ko)0 = 52 x S1 

Observemos que: 

.( Ko) 1 = S3 y ésto es pues si vemos a las curvas 41 y 61 de la. figura 2,.,, 
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éstas son iguales en el toro sólido de modo que da. lo mismo pega.r, en la. cirugla., 

un meridiano a. 6o que a. 61. Podemos entonces hW!r la. siguiente: 

Afirmación: 

(Ko)¡¡ = S3
, Vn E Z. 

Cabe ahora preguntarse que forma. tiene (Ko)f· En este caso la función de 

pegado manda a ¡l en 2µ + ~. Pero µ' bordea un dil(O en V' de modo que en 

el espacio resultante la curva 61 = 2µ + ~ va a ser borde de un disco y por lo 

tanto homotópicamente trivial. De ésta. forma., si 

H1 (s"-K) =(a,_)= z 

entonces abora: 

H1 ((s"-K) uv') = (a,a• = i) = z, 

y entonces la. homología. del espacio que resulta de ha.ter cirugía. f sobre el nudo 

trivial es z.. Y de manera. análoga se llega a. a.firmar que 

H1 ((Ko)i:) = Zm f. OVm EN - {l} 

y de hecho 

(Ko)i: = L(m,n) 

y entonces toda cirugía sobre el nudo trivial da. o bien un espa.clo lente, ó S 3 ' ó 

s• x s1, y 
(Ko)';\' = S 3 ~ m = l,n E Z. 

Existen resultados muy Importantes en relación con las cirugías sobre nudos. 

Por ejemplo tenemos los siguientes: 

Teorema 7 Toda 3-vgriedad es resullado de alguna cinig1'a sobre un enloce. 

Teorema 8 [Gordon-Luecke) 

Si K es un nudo no trivial entonces ninguna cinig(a no trivial aobre K produce 

52 



~J 

. \ 
1 J) \ $.1- k" 

1 I I 



Sª, 

Dado que H1 (J(w-) = Zrn y que H1 (83) =O entonces en los únicos casos 

en que cabe preguntarse si K'ii:=Sª es cuando m = l. Sin embargo lo más 

lejos que podemos llegar con la homología es a ésto. No sabemos comparar, con 

homología, a K.i.. y K .L si n 1 i- n,. Con ésto nos podemos dar una idea de la 
"J "J 

complejidad de éste último teorema. En el capítulo 3 se enunciará otro teorema 

muy importante que sirvió para probar éste último, se trata del Teorema de 

t;Jirugía Clclica, pero por ahora concentremos nuestra atención en los siguientes 

resultados. 

2.5 Clasificación de 4-plats. 

2.5.1 4-plats o nudos de dos puentes. 

Nudos de m puentes. 

Shubert clasificó nudos y enlaces orientados de dos puentes, y mostró que cada 

nudo de éstos se puede representar de manera normal. Se observa que si se los 

considera como nudos no orientados su clasHicación puede verse como parte de 

la clasificación de los espacios lente de 3 dimensiones y además está intlmamente 

relacionada con la claslficaclón de ovillos racionales. 

Definición 22 (figura 2.5 ,)Sea K un nudo o enlace en !R3 que inlersecla a 

algún plano E C R" en 2m puntos de forma que los arcos contenidos en cada 

semieapocio relativo a E poseen pro11eccionea ortogonales sobre E que son sim· 

ples y disjuntas. 

Se dice que (K,E) es una presentación con m puentes para K. 

Se define d número de puentes de ]( como el mínimo m tal que K admite 

una presentación con m puentes. 

Observación 11 (ver /guro 2.5,) 

i) Dado un nudo K, una proyección regular p(K) con n cruces admite una 
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presentación con n puentes relativa al plano de proyección. Y si la proyección 

regular del nudo es no altemante3 entonces el número de puentes de K es menor 

que n. 

El único nudo con un puente es el nudo trivial. 

Trenzu. 

La Idea geométrica de trenza introduce una nueva representación para nudos y 

enlaces. Daremo1 una definición constructiva de trenza: 

Definición 23 fuer la figuro 2.o,) 

Considérese un rectángulo R C !R3 y tómense en dos lados opuestos de R puntos 

equidistantes P;, Q¡ con l $ i $ n paro alguna n EN. 

Sean /¡, l $ i $ n, n arr:os poligonales simples 11 disjuntos en !R3 de forma 

que para cada i1 /¡ empieza en P¡ 11 termina en Qu(i) donde u E Pn con 

(Pn ={permutaciones den elementos}]. Las/¡ deben ir estrictamente "hacia 

abajo", es decir que paro cualquier plano '.P ortogonal a los lados del rectángulo 

que no contienen ningún P; o Q;, se tiene: J/¡ n '.PJ $ l. 

Al conjunto:{f;/1 $ i $ n} se le llama trenza. 

A R se le llama marco de la trenza. 

Las clases de isotopía de n-trenzas forman un grupo llamado el grupo de 

trenzas Bn con la multiplkación dada en la figura 2,84 • El grupo de trenzas 

D-1 es generado por 3 generadores{,· ilustrados en la misma figura, es decir que 

cada trenza aparece como el producto de las trenzas elementales (¡ y (¡1• 

Una trenza puede ser cerrada con respecto a un eje h. De hecho cada trenza 

{define una trenza cerrada€' que representa un enlace deµ componentes donde 

µ representa el número de ciclos de la permutación de la trenza e (ver figura 

2 ... J. 

3 La pro11rcd4n de tm nudo e' a//emanle ,¡lo' c:rucr• pcr arriba r 101 cruce1 por abajo 1e 

o/teman al rrcoMTr el nudo. Un nudo K e' allemante ,; po1ce una proJJ«cidn alternante. 
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Dada una m-trenza e*"' podemos "cerrar" a ern para crear un enlace. La 

manera de "cerrar" que nos interesa es pegandole 2m arcos simples: 

(P2;+1P,;+2)VO :5 i::; m -1 

y 

(Q2;+1Q2;+.JVO :5 i::; m -1 

como lo muestra la figura 2.s,. El enlace resultante es un 2m-plat. 

Se probará en la siguiente sección que: 

{K/K es de 2 puentes}= {K/K es 4-plat}. 

Presenta muchas \'enlajas estudiar a los nudos de dos puentes como 4-plats. 

2.5.2 Clasiflcación de 4-plats: 

Para clasificar los 4-plats se dará !amblen un vector representativo o símbolo 

de Conway del nudo en cuestión, En esta· sección utilizaremos las herramientas 

introducidas de 4-plats, de nudos de 2 puentes y de espacios lente. 

Proposición 6 

K es./-plal 

DEMOSTRACIÓN: 

K es de S puentes 

K es un 4;plal con 

una /1ebra 'desanudada 

_ [/( es 4-plat ~ K es de dos puentes} 

Dem: 
l : ~ •. 

K=N(A+B) 

A, B ovillos racionales 

P.D. {K/ K es 4-plat}!; {K/K es de 2 puentes}. 
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!;J Por definición K ea de dos puentee ai no es el nudo trivial y 

existe un 2-plano E· ~ • IE n Kf = 4 y en cada semiespacio de 913 

determinado por E se encuentran dos arcos aimplee y desanudados 

de K que admiten proyecciones ajenas en E. 

Al método utilizado pua ver a un 4-plat K como nudo de dos 

puentea le llamaremos método del plano inclinado:(ver la figura 2.s,) 

Sea Q un plano que contiene al marco de la trenza que genera 

al 4-plat. lnteraectamoa a Q con un plano T .¡. Q que forma un 

'ºgulo I #- 90° con Q y tal que la arista inferior del marco está en 

T n Q. Asl, en el aemiespacio superior de R3 determinado por T, 

llamado T+, quedan toda la trenza y loe dos arquitoo que Ja cierran 

por arriba, y en el semlespacio Inferior solo loe dos arquitos que la 

cierran por abajo. Nos olvidamos por un momento de la exletencia 

del eemleepacio inferior a T, llamado T-. Dada la definición de 

trenza que tenemos podemos dividirla en nlvelee ortogonales a los 

arcos de modo que en cada nivel i queda 1 cruce entre dos de las 

cuatro hebras. Si contamos las i de T hacia T+ entonces lo que 

queremos es deshacer Jos cruces en ese orden. Una vez deshecho 

el cruce del nivel i sabemos que en los niveles anteriores no. hay 

ningún cruce y procedemos a deshacer loe de i + 1 garantizando 

que al hacerlo las hebras no se atoran en ningún lado, tienen el 

can1ino libre. Empezamos por el cruce más cercano al plano T 

y lo jalamos hacia abajo hasta llegar a T. De alli se extiende el 

arco sobre T del lado donde el ángulo entre Q y T es mayor a 

90°. Del mismo modo se deshacen loe demás cruces. A partir del 

segundo cruce, el arco tendrá que rodear el camino que eigui6 el 

primero basta encontrar un Jugar sobre T. Se logra, después de un 

número finito de movimientos, pegar parte de Ja trenza a T sin que 

se superpongan las hebras, pues en un IP siempre hay espacio para 

acomodar un número finito de arcos simples sin que se superpongan, 

además como de este modo se fueron deshaciendo todos Jos cruces 
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de la trenza podemos asegurar que la parte que oe quedó en Q se . . 
proyecta ortogonalmente sobre T sin presentar puntos múltiples, 

Afirmamos que lo que queda del 4-plat en T+ U T consta de 2 

arcos. El suponer que es uno contradice la definición de trenza pues 

el arco único tendría que "bajar" y volver a "subir". El suponer 

que son más de do• también nos lleva a una contradicción pues la 

Intersección de K con TnQ tiene solo 4 puntos y si hubiera más arcos 

habría cabos sueltos en r+o en To bien habría un arco cerrado sin 

t_ocar a TnQ lo que vuelve a contradecir la definición de trenza por 

la misma razón del principio. 

Asl, de esta operación resulta un encaje de Knr+ en R3 trJ que 

su proyección ortogonal sobre T consta de dos arcos ajenos, simples 

y desanudados. Es claro que sucede lo mismo para K n T-, y, por 

lo tanto K es nudo de dos puentes . 

• [K es de 2 puentes ~ K = N (A+ B), A y B ovillos racionales] 

Dem: Recordemos que K es de 2 puentes si existe un plano 

P· !! • IP n J(I = .¡ y que en cada semiespacio determinado por P 

quedan dos arcos que admiten proyecciones ortogonales, simples y 

_disjuntas sobre P. Considero 51 = Pu { oo }, 51 divide a 83 en dos 

bolas, cada. una. con dos arcos cuyos extremos estan en la. frontera de 

la bola y el resto en el interior. Es decir que tenemos dos ovillos A y 

B, quisiera.mas probar que aon racionales. Pero por definición, dado 

,c~alquiera de los ovillos, como los arcos correspondientes admitían 

proyecciones ortogonales simples y disjuntas sobre P entonces ésto 

equivale a decir que las hebras del ovillo se pueden pegar a la fron

tera de la bola sin que se crucen. Hay entonces dos discos d1 y d2 que 

unen & cada uno de los arcos del ovillo con un arco en la frontera y 

as(, d1 y d, determinan un par de arcos en 51• Existe un homeomor

fismo Y' ; s• - S 2 que endereza los arcos como se ve en la figura 2 .•• ' 

Queremos extender'/' a un .,.. : D3 - D3• Empezamos por mandar 
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a IDI dlscOI da y d2 en dos dlscos derechitos como en la figura, ésto 

me determina que los arcos lnteriores iniciales van a dar a otros arcos 

pero que 08ta vez estan derechitos. Ya tenemos entonces definida a 

<p" en la esfera y en da y d2, para lo que falta observemos que si por 

V (803 U {discos chueooe}) nos referimos a una vecindad regular 

abierta, entoacea 03-V (8D3 U {discos chuecoa}) ea una boluólida 

y eatonet!9 puedo ala ora extender a <p enviando a esta bola en la bola 

que ttSulta de tomar 03- V(OD' U {dlnot1 derechos}). Obtengo 

así •u holll<!Otnorfiamo llA: (D,IA) ..... (D,41), con (D,lo) = (oo) 

y por lo tanto el ovillo A ea racional. Análogamente B es un ovillo 

racional y queda as! demostrada la proposición. 

[ 

K = N (A+ B) , A y B ovillos racionales ] 

- * K se puede ver como 4·plat con una hebra desanudada. 
Dem: Sean A y B dos ovillos racionales. Sabemos que N (A+ B) e 
s•' puedo entonces ver a S3 como la unión de dos bolas 

83 = Ba U B2· ;:¡·A =·(Ba.t,¡).B = (82,ls). 

Por convención decimos que A está "adentro" y B "afuera". 

B racional~ 31ls: (82,ts) - (B2,lo). Al aplicar este home

omorfismo se enderezan los arcos tg y se mueve la frontera lJB2. 

Considero al homeomorfismo h = Ils/882 : s• - S 2 y lo ex

tiendo a B1 , sea h' : 8 1 - B1 el homeomorfismo resultante. Clara· 

mente como A es racional, entonces A' = h' (A) es un ovillo racional 

u( que existe un homeomorfismo IIA' : (81,10 } - (Ba,t,¡.) que 

lo define. De la clasificación de ovillos racionales sabemos que 

(H,¡•} /O es equivalente a una composición de dos tipos de torceduras 

muy especificas en la esfera que llamamos "torceduras de Dehn": 

(h,¡o) = (h2"} o (ti;•-•) o ... o (hi'), donde todas las a; son positivas, 

i; = 1, 2Vj. La lmágen, bajo esta composición, del ovillo (D, lo) es 

el ovillo A~ equivalente a A' que es como se muestra en la figura 2,5, 
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y que define de manera canónica a A'. 

Se ve en la figura que al hacer la conatrucclón dj!l numerador 

oobre un ovillo de éste tipo el nudo obtenido ea un 4-plat con una 

hebra d.a.nudadL y con •to queda dem01trada eat.a lmpllcac16n. 

~K • 4-pla& coa naa •ebra deaanudada.,.. K • 4-plat) 

Eeta .Utlma allrmad6n • WllediatL e 

Obaervem01 que en partlcalar queda dem01trado que todo nudo de dOI 

puentea eo un 4-plat, y vice-versa. 

VayamOI ahora hacia la claalficaclón de los nud01 de 2 puentes. Sea K un 

nudo de dos puentea. Entonces s• 18,J>Uede ver como la unión de dos 3-bolas 

B, y B2 pegadas a lo largo de su frontera y tales que el conjunto I¡ = K n B; 

consiste, para cada i, de dos arcos propiamente encajados en B; desanudados 

y no enlazados entre al. Ahora, la doble cubierta dcllca de 5 3 ramificada a lo 

largo de K es claramente la unión de las dobles cubiertas de las B¡ ramificadas 

en I¡. Pero la doble cubierta cíclica de una 3-bola ramificada a lo largo de dos 

arcos triviales ea un toro sólido. De alU que: 

Proposición T La doble cubierta cíclico de S3 ramificada a lo largo de un nudo 

de do• puentea, •• un eapacio lente. 

Pero lo que aún no ha quedado claro es de que modo se lleva a cabo el 

pegado de los toro• para poder as( determinar con exactitud los espacios lente 

resultantes. 

Consideremos una bola B y sea t el conjunto de dos arcos en B desanudados 

y no enlazado• entre 11 y de modo que los extrem01 de I01 arcos éatan en la 

frontera de la bola y el resto ealá ell el interior. Tomemos dOI copias (B;, I;) de 

(B,t). Si pegamos B3 a Bacon /d: IJB2 -1JB1 obtenemos todo 5 3 y la unión 

de 11 y 12 es el enlace trivial de dos componentE9 (ver la figura 2 .• ,). Ahora, la 

doble cubierta de B; ramificada a lo largo de I; es un toro sólido T¡. En éste 

cuo particular, loa toros sólidos T1 y T2 estan pegados por la Identidad en sus 
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fronteras de modo que la unión es 5 2 X s•. Concluímos entone .. que Ja doble 

cubierta cíclica de 83 ramificada a Jo largo del enlace trivial es 52 X 5 1• 

Ahora veamoa Jo que pasa en un caso en que Ju bolas no 1e pegan con Ja 

Identidad. Sea h1 : IJB - IJB un homeomorfi1mo que es Ja Identidad fuera 

del disco D mostrado en la figura 2,510 , y que dentro de ftte hace girar las 

cosaa de modo que dOI de loo puatOI de ramificación .., ven lotercambladOI 

con un giro que va con Ju manecillas del reloj. La doble cubierta de ua diKO 

ramificada a Jo largo de dos puntoo ea un anillo y "' ve en la figura 2,s11 que 

el horneomorfismo h¡/D: D .... D ae leVlU\la a un homeomorfi1mo (ha/D)º de 

giros en los anUloa. De este modo el homeomorfismo inicial ha "' JeVlU\ta a 

un horneomorftsmo hj : 8T .... /JT que manda al meridiano en la curva (l, l) 

tal y como lo muestra la figura. Sí vemos ahora a ha como el homeomorfismo 

de pegado de Ba y B2 entonces B1 uh, B2 = 53 y el conjunto de ramificación 

11 Uh, 12 es el nudo trivial. Y arriba tenemos a la doble cubierta de 53 exprcsada 

como Ja unlón de dos toros s6lldos pegados a lo largo de su frontera por un giro 

de Dehn longitudinal cuya matriz asociada es ( : : ) . De alil que la doble 

cubierta clclica do 53 ramificada a lo largo del nudo trivial es L(I, 1) e! 53. 

Sl ahora aplicamos el homcomorfismo hi varias veces, dlgamos p veces, 

entonce• siguiendo el mismo procedimiento que antes llegamos a que la doble 

cubierta dcllca de 5 3 ramificada a lo largo del nudo K, que es como 1e muestra 

en la figura 2.s11 , .. el espacio lente L (p, 1) y en la cubierta 101 toros T1 y T3 

se pegan por un homcomorfismo de sus fronteras cuya matriz asociada es 

De manera análoga un homeomorfismo h2 de Ja frontera de la 3·bola que e1 

la idcnti<lad fuera de un disco Do como lo muestra la figura 2.5,, y que dentro 

de kte hace gira.r a I~ dos puntos de ramificación que contiene pero ésta. vez 

"l sentido contrario a las manecillas del reloj, se levanta a un giro de Dehn 
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meridional representado por la matriz ( ~ ~ ) o olguna potencia. de ella. 

Por otra parte, ya oe probcl que todo nudo de 2 puentes e1 tamblb un 4-

plat, y de la del\nlcl6n de 4-plata 1&bem01 que út0110n generad01 por olguna 

4-tru1a. La equivalencia, Inducida.por la propoúclón 8, entre 4·pl&t1 y 4'"1'lall 

C09 11aa hebra d-11dlda cornoponde a la allrmadón algulente: 

AFlaMACÍóN1 Cualquier 4-plat ea 53 11e puede eacriblr en t~rmlnOI 
de loo generadorea (1 y (1 del grupo de trensu 84. 

Reiulta daro que al vemoa a 53 como la unión de doa bolu pegad u a lo largo 

de su frontera entoncea loa generadores del grupo de trenza al crl!&r al 4-plat 

corresponden precisamente a !DI homeomorfismoa h1 y h31 que ya d.Scriblmoa 

y se levantan a giros de Dehn en (51 ·x 5 1). Entonces todo 4-plat con una hebra 

desanudada, y por lo tanto todo nudo de 2 puentes, puede ser construido con 

h2,h1 y hi1 ,h¡1• Es decir que puedo construir a cu3.1.qulera de éstos nudos por 

medio de la composición de alguna sucesión finita de los homeomorfismos antes 

mencionados. Esta sucesión queda determinada por el número de cruces entre 

cada par de hebras. Al 4·plat con una hebra. desanudada le asocio un vector 

con entradas enteras (c1 1 c2 1 ... 1 c2n+1) donde los e¡ son los enteros que indican 

el número de cruces tal y como lo muestra la figura 2,s,.. En esta figura solo 

aparecen cruces positivos afin de mostrar cual es la. convención. Cabe observar 

que al enlace trivial le corresponde el (O) y al nudo trivial puede ser tanto el 

(1) como el (-1). Entonces dado el nudo K el homeomorfismo que lo genera es 

"= h;"'•' o"~ o ... o~ o hr • y la doble cubierta ddlca de 53 ramificada .. 

lo largo de K e1 el espacio lente que resulta de ·pegar doa toros sólidos con un 

homeomorfiamo cuya matriz asociada es 

( ),, ( )" ( )"··· 10 11 10 

11 01. 11 

(1 º)(1 c2) ( 1 º) (q ") = C1 1 O ( ..... C2n+l 1 = p t/ 
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p y q quedan determinadoo por la fracción conlinuada 

y la cubierta .,. entoncee el eapatlo lente L (p, 9). Oboerwru<11 que el enlace 

&rivlal admite un salo wdor poelble y por lo tan&o la cubierta qued1. determl· 

nad1. sin amblgiledad, en el caso del nudo trivial no hay contradlcci611 11.IDpoco 

pues lu doo eleccionea potlblee do veclor llevan al mlamo eopado leate pueoto 

que vlmOI ya que L(l,I) • L(l,-1). Sin embargo p.va otro tipo de nudoe 

no est' claro qae doo rep.-eatadon"" cllatlntu del ml1mo nudo noo Hevea por 

eate método al mltmo espacio lente. 

E11 1970 Conwa.y prob6 que queda con •le m6todo .. tabletida una corre

spondencia 1 a 1 entre loo 11udoo de doo puen"'9 y loe espacios lente nlvo home

omorfismo. Para probado veamoe de nuevo a K como nudo de doo puenlel. 

r.... damos a K una orlent&d6n. CertamOI al plano dado por lo. definición para 

formar una esfera 5 2·,. ·K n S2 = {A,B,C,D} y quedan dot arcos en tad1. 

una de las bolas bordeadu por S', ""'° 101 = AB, wi = CD loo de adentro '/ 

"• • ,., los de &fuer&,'/ de hecho, gt&das a la definición de nud01 de doe puentes, 

podr mos considerar a""'°' arooo de modo que se pueden adherir a Ja frontera 

5 2 1in que le l11lenecten dOI &rCOI de adeatro al doe UtOI de afu~a. Por el 

teorema de Schoolllea4 1111 y w, 1e pueden eatlrar. QW.leramoe acomodar a 11¡ 

y ui de alguna fornaa ""pedal, e&116nlca. 

Sin p<!rdlda de geae~alldad podemoo nponcr que "J lntuoecta primero a 

WJ pu.,. lodo primer pnnlo 1<>bre 1111 1e puede remover con una lsotopfa am· 

bieotal de la NfetL Podemot ademú legrar q.e cada arco 11; lnteroecte • loo 

"'i de manera alternante, '/ de manera an'1oga que cada w¡ interoecte a loe 11¡ 

de manera alternante. ~ o - 1 el número de puntoe dobles 1abre w1; por 

co111trucción hay el mi1mo námero de puntoo dobln aobre wi. Así, el número 

de puntos doblea en an diagrama reducido ea par. Le uocl&moe un n6mero a 

.. 'Teottm• de SdaO•lietm! Si l te ••a cine cena.la limp&e ea R', la cerradura de una de 1u 
C'Ompoa.e•t.a de R' - J .. ~tontOtfa .. dbco •Ditario o>~ 
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cada punto doble de cada w¡ contando en sentido inverso a. la orientación do m¡. 

El resulta.do de esta construcción se puede ver en la figura 2.514 , Observemos 

que si K es nudo y si Ut parte de n, Clltonces el otro extremo de Ut debe ser e 
o Den cuyo caso se marcan un número par de puntos dobles en cada. W¡ pues el 

arco Vt da varias vueltas completas, y lo mismo pasa con el vi correspondiente, 

ésto implica que "' - 1 = 2n y por lo tanto a es impar. Análogamente si K es 

enlace entonces u1 = AD, v, =CD y a es par. 

Pasando a la doble cubierta cíclica de 52 ramificada en {A, 8, C, D} que 

sabemos es un tora bidimensional T2, observamos que w¡ se levanta a {wj,p(wi)}, Vi E 

{1,2}, w¡- p(w;) = w¡(l-p) es una curva cerrada simple en T2, además, 

wj{l - p) y w3 (1- p) son isotópicas en T2. 

Del mismo modo u¡ (1- p) y •i {1- p) son dos curvas ierradaS.slmplesén 

el toro. Cada u; (1- p) intersecta a las w¡ (1- p) dé manera'aiterna~te ;:P~~a 
ello debe 1r dando vueltas al reded~r del hoy~ d~l to:r~?.f ~~~~c~s .. ~e'iien~ que: 

l!•J(l-~lj ri[w¡(i-p)J!=a •. \.:i.(1)···. · 

1'! ;.· 

Por otra parte en la figura. 2.a 1 ~ se ve claramente que al consideramos una 

pequeña vecind'!'I t.~bular d~l a~co ,"!• en .5~ y a}a fro~~~r~. d~ esta vecindad le 

llamamos O, ( w¡) y le damos la orientación inducida. por la d.e la esfera, entonces 

ésta curva se l~vanta a dos curvas isotópicas a wj(l-.p)en 7:2.,•De,manera 

similar,· dado el arco (DD) e 52 resulta que p-1 (O, ((BD))) consiste.de. dos 

curvas i~otópié.,¡¡ 10 y i¡. Es claro que poden1ós t~mar· a'm0.i= wi(l - p) y 

a 10 como generadores canónicos de Jl1 (T'}. A mo lo li~~ merldÍa~o ·; ,.· 10 
, .: ;'·"ii ;_.;. :~ r:s:~~--<T .. : ·,.· . 

longitud. : /:·:" 

Ahora, .volviendo al problema inicial, supongamos a )- .1 (~ciUrm'ós aq;.¡ al .. ·., 

nudo trivial y al enlace trivial de dos coiÍiponriniesj) PiiÚ~;·~~t~ri«m .· ·. . 

3a,b E Z· :i ·ui (1- p) = brn0+al0 

pero, por ( 1 ): 

.. a=o. 
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Y fJ = b >- O si en el primer punto doble de v; el arco w2 cruza de Izquierda 

derecha en el punto doble con número lfJI, de no pasar ésto se tiene fJ-< O. Por 

construcción l/JI -<o y (o,/J) = l. Se dice que el 4-plat K tiene un diagrama 

reducido con números o,{J. Se denota K = b(o,{J). El número de componentes 

de b(a,{J) esµ= a(mod2), 1 :S µ :S 2. 

Propo1lción IS Para cadaparo,{J de enteros tales que satisfacen: a>- O, -o-< 

{J-< a,(o,/J) = l,/J impar, ezilte un nudo o enlace con doa puentes K = b(a,{J) 

~n un diagrama r'fducido con números 0 1 /J. 

De éste modo la doblo cubierta de 5 3 ramificada en K es el espacio resultante 

de pegar dos toros sólidos por su frontera de forma que el meridiano rn¡; de uno 

se pega con la curva 'Y = fJm¡; + o/0 a quien denotaremos (o, /J)o simplemente 

~·El espacio lente resultante es L(o,{J) y os cubierta del 4·plat b(o,{J). 

Sabemos que dados dos nudos equivalentes K1 y K2, las doblos cubiertas 

clclicas de 5 3 ramificadas en cada uno do los nudos son espacios homeomorfos. 

Así, si K1 y K2 son 4-plats podemos hacer la siguiente afirmación: 

Afirmación: 

Recordemos el teorema 6: 

De aquí que: 

Nosotros lo que queremos es que tlimbién··se dé el Inverso, e~. decir que 

espacios lente homeomorfos sean cubierta do nudos équival~ntes. 
Observemos que la construcción "del caracol" que hicimos no ftie simétrica 

con respecto a las bolas B1 y B2. SI so cambia el papel do las bola8 entonces 
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(m0,10) y (m¡,lj) deben intercambiar papeles; É~to;¡'c'J~h;;~iÍ.>(mi,liJ ~-lá. 
base can6nica, y recordemos_ que m¡_ está definid_o por: 

m¡ = vj(l-p} = /lm0+al,; 
'/,;/J, 1,;:';,';.;.:. ·-~~·- ... 

además, 

donde 

Se sigu~ que" 

Como Di y D2 inducen en su frn~t~ra:c~mún'orientaciones opuestas debem~~ 
escojer a. ( mj, -li) ~on;o curv;,.1Ican6~lcas eri T, Con tod-o ésto llegamos a que . ."" ·.' .. ' . .. 

·_ /lil'- aai ={i . .;!·¡¡~1 5 ¡(m~~a),i.,;::':, ·:: -•~ 
. ~;,bc.;tii~.~:~c~!e'),;, ".>,:: ,: ,,, '"' . , .,· ... ,.· 

todos si y solo si 

·.1::.·· 

Por lo que vimos al princlpl~I dado u~ nud_o de 2 puente~ probatpos que,~u 
cubierta era el espacl~ lente ,L (p1~)' d~nde, p ;· q'.sallan de u~ vedor obtenido ... ·.; ..... :.:, ... ·'.'.·,.· ·. . .. '·"''•"""' '""' .,, . ., 

, al p_on~r a K; ~.om,o "4;¡}1at; co_n ~~a h~bra dcsan';'dada., e E11:tónces t~do _n~do 
b (a,µ,) ti~ne un .~~cto~ .;.;ol:iá.do (~; 1 c2 1 ;:. 1 c2n+t)1d<!~de a. (c1ic2, .:,,•2n+i) le 

corresponde el ra~io~a.Í ~· E~to~~esyor ~I teÓie~a de clasifica.ción necesitamos 

p = a y q a ¡¡±t (ni~do): Dado que por construcci6n O -< /l -< a y O -< q -< p 

entonces lo q~c- se .req~lerc es q =/lo q ~ o - ¡i. El primer éMo nos dice que 

p ~--· ' 1 ' -

º = ¡; = •1 + ::::l:r 
~ . Cl .... 
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y en el segundo resulta ser que: 

i=----,-
p C2n+I + c,J .. * 

Y como el desarrollo en fracciones continuadas de un número racional es único 

y Jos únicos casos posibles son los dos anteriores entonces: 

Proposición Dos 1uce1ione1 (ca, c2,. •• , en), 11 (e\,~ •... , C:.•) definen el mismo 

nudo o tmlaee ai 11 •olo sin= n' JI e¡ = ~ o e¡ = c:__¡Vl :S i :5 n. 

Con ésto damos por terminada la dasificaci6n de los 4-plats. Veremos a 

contlnuacl6n ciertos resultados generales que relacionan a. los ovillos racionales 

con Jos 4-plats y que nos sera.o de mucha utilidad en el desarrollo de nuestro 

problema. 

2.6 Resultados generales. 

Lema 3 Dados dos ovillos mcionales Al = ~ 11 A2 = ~ entonces N (A1 +A>) 

es un ,/-plat K = b{o,/l} donde o= 101/12 + 02/11111/l queda determina~o c~mo 
sigue: 

(i) o= o:}¡¡= l. 

(ii) o= 1 :} /J = l. 

(iii) o>- 1 

:} {3 queda determinado de manem única par: O -< fJ -< o 11 

fJ 5 u(a1a~ + /J1~)(modo) donde" e1el1igno de {01/12 + 02/11) 11 á,,~ ion 

las entmdas en la segunda columna de cualquier matriz representativa pam el 

~vil/o*· 

DEMOSTRACIÓN: 

Probemos que efectivamente el 4-plat es de la forma propuesta. 

Sean (a1,a., ••. ,a2,,.) y C.ba.6., ••. ,b,,) dos vectores (de longltud 

par) representativos para los ovillos Al y A2. Estos vectores se 

66 
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DO= <o) 

(}() = <1> 

" 0-0: (·I> 

. 

• !i::.,, ., 

=b ./=" 
. p::' . 

f'ff1·"1: 
. . 

~ . 
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~<A4G): 

r,a., ... 2.,.,,. 
1f R: e ; 6 =~ 

Ne s ) = ~ ::.. 0 -t,.1.,1.I 

::t> tJ ( (et (-1<1}) +-A)= k "\'"riv•· .. I 

t\.)(A+G) = 

..... " 



pueden obtener a partir del slmbolo de Conway relajando la condición 

que dice que el valor absoluto de la primera entrada. debe ser ma.yor 

o igual que 2. Observando la figura 2.e1 podemos a.firmar que 

K = N (A 1 +A>) puede ser representado por alguno de los sigu-

icntes vectores: 

6 

Observemos que las a; y las b¡ pueden ser de signos opuestos y 

entonces b1r + 02m puede ser cero. 

Por otra. parte de la. clasificación de 4-pla.ts sabemos que 

(b(a,P))" = L(a,P) = T1 U¡,• T2 

con T., T2 toros sólidos y h" : /JT1 -. /JT2 el homeomorfismo que es 

la composlei6n de giros de Dehn dada por el vector ca.n6nico que 

representa a K. La representación matricial que se le asocia a h" 

determina a a y f1 de la siguiente manera: 

{l) •.• ( P a' ·) = ( 1 O ) .•• ( l b,, ) ( 1 ª'"' ) ... ( 1 O ) 
·/'l .. •· · "ª P' ·b1 1 o 1 o 1 ·•·· ·a1» .• 1 . 

·'' :·· 
y tenemos 

Pfl'-aa'= 1 

Observemos además que si para (b., b,,. .. , b2,) se tiene: 

.,,, ":"'.' 
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entonces 

( P~ ª~) = ( 1 º) ... ( 1 b3,) 
02 /12 b1 1 o 1 . 

y así el producto(!) resulta. ser: 

(!') ... ( P a' ) = ( P~ <>'a ) ( /11 «. ) 
a P' 02 /12 01 PI 

de donde resulta inmediato afirmar que: 

Pero estos valores de a y p no estan normalizados puea o puede 

oer negativo, o, o -< p. Nosotros queremos tener ooluciones o y P 
únicas tales que O-< P-< a. 

Como L(o,¡1) = L(o,P+ko)Vk e Z entonces si 

las sol~clonesson {(a,PJ/a = a2{Ji + 01/12 y P s (01<>~ + P1P:J(moda)} 

y si 02/11 + 01112 -< -1 entonces como 

L(o,p)°,;, L(·.:~;:.i.p .f.ko)Vk E Z 

las solucione~ son {éo;pj¡o;,; .:_ (~2/1; + 01/12) y P 5 - (010H P1P~)(moda)}. 
Y ésto no es otra casi.que .áflrmar que si o = 1( 0 2111 + 01Pall >- 1 

entonces P s a'(o1a~ + PiP~)(moda) donde a es el signo de la ex

presión (aa/11 + 01/1a). Haciendo ésta consideración entonces dado 

o >- 1 y a podemos determinar a P de manera única. 
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Por otro lado como L (±1, (3) = 53 entonces si ia2{31 + a1f32I = 1 

definimos a= l,{j =l. 

SI a2f31 + a1f32 = O entonces estamos tratando con el enlace 

trivial de dos componentes, cuya doble cubierta. clclica ramificada 

L (011) = 5 1 X S'. En este caso definimos a = O, (3 = l. 
Observemos que las condiciones (l),(li),(lll) Implican que dado 

a, entonces (3 queda determinado de manera única. a 

Sean A y B ovillos racionales, sabemos que el numerador de la suma de estos 

dos ovillos racionales es un 4-plat K = N (B +A). Surje entonces la siguiente 

pregunta: 

SI A es racional y K es 4-plat: 

¿Qué ovillos X satisfacen la ecuaci6n K = N (X+ A)? 

¿De ser soluci6n, es X racional? 

La respuesta a la última pregunta es negativa en general y para eso veamos 

el ejemplo que se muestra en la figura 2.e, en que A es racional, B es primo 

y K es el nudo trivial. A los nudoa que, como A, consisten de un reng16n 

horizontal de cruces se les llama nudos enteros. SI A es entero, la. ecuacl6n 

Ka= N(X+ A) donde Ka es el nudo trivial tiene una. Infinidad de soluciones 

primas de la forma (B +(-A)) donde Bes un ovlllo primo tal que N (B) = Ka 

Sin embargo en caso de existir soiuclo~es 'radonales a la ecuaci6n de ovillos 

K = N (X+ A), sfhay forma de conocerlas y.éstanos lad&el siguiente teorema. 

~rema 10 Sean 

A=~= (a.i,ah:·.:iª•~) un ovillo racional, y, 

· ,,K.: (c11 c2,.::;c2k+i) i- (O) un ~-plal 
.. ; ... ' · .... ' ',·e~.\ .. ' 

Entonces I~ ·~~¡,~·cid~ ·¡/;{J/(x .{A) 'tiene como soluciones racionales para X 

a: 

X1 =:(e~, c2, ... ,c2.1c+·1t'~,·..:.a~,·-B~~ ... ,·-a2m) 

X2 = (c21c~~~c21c, .:.,ch r, -~1·, -a2, ... ~ -a:im} 
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pom toda r e z' y éstas son las únicas. 

Si K ={O) la única solución <B X= (-a,, -a., ... , -a,,.). 

DEMOSTRACIÓN: 

La prueba está dividida en dos pMtes: 

1) Ver que efectivamente las X; propuestas oon solución para 

toda r e Z, y X para K = {O). 

2) Probar que el conjunto de soluciones es completo. 

1) Esta parle está totalmente basada en las figuras 2.s,, 2,s,,2,..,. 

En 2.o, se considera el caso en que K = (O) y A = ~ = ( a1, 02, ... , ª''") 
y se prueba que X = (r, -a.,-a,, ... , -a2m) no es solución si [re Z - {O}J 

pues en esos casos N (X+ A) = (1) =nudo trivial. En 2.e, se mues-

tra que X = (-ai. -a,, ... , -a2m) es solución a 

N(X +A)= (O). 

Finalmente en 2,s, se prueba que si K = (c.,c,, ... ,c24+1) '#.(O) 

entonces X 1 es solución a la ecuación N (X+ A)= (c.,c2, ... ,c,.+t), 

y análogamente X2 es solución a N (X+ A)=; (cu+1oc24, ... ,c1). 

2) Recordemos que si K = {c1,c., ... ,c2k+1) es el. súnbolo de 

Conway para el 4-plat K entonces 3~ e Q U {oo} que caracteriza 

a K donde ~ = •a+~ y se denota K = b[v.q), Además 
ci+~ 

si K = (c11c,, ... ,c2k+1) entonces K"' K' <* K' = (c., e,, ... ,c2H1) 

o K' = (<2kf1,c24, ... ,c¡). Además si K '#{O) y K 'F (1) entonces 

o -< q-< p y (p, q) = l. 
Supongamos K '# (O) y K ,¡, (1). Dados los símbolos de Conway 

. (ci. e,, ... , cu+t) y {c2•+• • c24, ... , c1) po:ibles para K obtenemos dos 
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ecuaciones como de hizo en el lema 3 

.:.-.·:· 

Observe,;,os que 3!q' e {1,2, .. :,p- l}• ~ ·qq' e 1 (modp). ::::t ~~:f ¡ if ,, •. , 
Así, poru cada ./-plat K se tiene K =,b(p,q) donde {p,q,q'} son 

enteros totalmente determinados por el símbolo de .Conwoy' de K. 

La doble cubierta clcUca de 5 3 .ramificada en b(p,q) es el espa~!o 

lente L (p,q) = T1 Ua T, donde el homeomorfismo de pegado h' está 

determinado por ( : ~ ) o por ( ~ : ) , Nos interesa saber 

que forma tendrá cualquier otro pegado entre los toros que nos lleve 

al mismo espacio lente L (p, q ). Recordemos que al pegar basta con 

saber, en las fronteras de los toros, quien es la lmágen de un merid

iano pues la curva a la que va a dar una longitud no cambia al 

espacio resultante del pegado. Así, cualquier otro pegado se puede 

ver como una alteración de alguna de las matrices anteriores, pro

ducida por un cambio de coordenadas que preserve la orientación, 
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de la siguiente forma: 

±(~ ~ ){: ... ~J(~,.:').~;•eZ 
Geometrlcament~, el ve~o~ ~·e~t~ co~o trlneCormaclo~ee entre &T1 

y OT2 resulta que tc~~m~ ,qu; ( ~ .:~:,;) ,,;*·~;~ia l~~gl.t ~~ (O', 1) 

en (•, l} (ver la figura 2 ... l ino mueve e(~e~ldiano, Como, para 

obtener L (p, q) solo me !~teresa 'qti~ (} ti .) . ~an~a (;l.-) e. n .· ·p' .· o ' 

( 9 ) entonces el apllc~ pri~~;~· (l!,.ff)·~~,:~~bl~~2~;q); 
y 1: mismo el después aplico !(:-l ir-~~ t ·: . '. \ '~ '/.: .. 

. o 1) . : 
Por otra parte observemos que: . ¡ ,· ·: {: '· ,. ''. . 

-[( : )~tf /.\If JjJ~·:f }t1:(f ~} (: : i 
r'.(:~ ··=~J ~an~~ (Í,~·)r:.~~1:0)}(0,1) en (-r,-1). Es 

decir que manda al meridiano en otro Igual pero recorrido en sentido 

opuesto, y a la longitud en (-r,-1) de forma que el cambio de 

coordenadas preserva la orientación como lo podemos constatar en 

Ja figura 2,,,. Todo ésto da Jugar a dos Camillas de matrices de 
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pegado, con dos parám~tr~s r·· ~. ,¡: :,¡ '' 
... 

{G,(• .. ! I•" ? . 1 ;(:. ; H ;})tl: ; ) l 
(G,.,.(.,;;:.: ~, =l!'· t;r;n,fü~'{: :J¡ 

!J' ... ·>.,·.\'· f:·.'J·:.:: :'..:· ~- :3·t::-:C?,a,r,ez,;_ ... ; 
< '.' • ' :; • ·!. . . ' . . ' . " . ,. ' ~ . f 

'y.éstas só'n.iodiJ.,1a. matrices de dos'poiilos que describen pegados 
. . . ~ .~, ·I . , . . . . 

que preservan' Ja orlcntaclón dand~ lugar a u'n·espacio homeomorfo 

aL(p,q)ria~(p~q'), , •. r·· ' .:' 
( .. Volvamos al problea !nlcÍal:' queremos e~cont;ar'un ovillo racional 

-~.;~t~.~ue:} .. ,·t "~ · : \. 1~ ; i " ·" {· .. 

K = N(X +A) .. , .... (•) 

n:2r~:~ó. qu;_~:~";r·¡· .. \,~;m~;o'(;~:¡'..)~,(i'';:m).,. ( :
1 
~) •. 

De ( •) y por el lema 3 resulta que la .función de pegado para L (p, q) 

.... "'".¡':Jrt~~'.fr::i~ F :, 
.,, •, 
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(u v') donde X = , Observemos además que: 
V u1 

· . · (. /3 a')=( 1a2m1 .. ·¡1 º) 
a /31 O 1 a1 1 

=>(/3' a')=( 1 O "' 1 a2m) 
· a /3 a1 1 O 1 

=> .( /3' a' )-I = ( /3 -a' ) = [( 1 O ) "' ( 1 a2m )]-I 
a /3 -a /3' a1 1 O 1 

•. = [ ( ~ ª:m r· ... ( :1 : r·J 
=> ( /3' a' )-I = ( p -a' ) ( ¡ -a2,. ) ·•· ( 1 '. O,) 

a /3 -a /31 O 1 . -a1 .' t . 

Ademils recordemos (o} de la página 71. Asl, para algunas r, a E ZÍ: 
.. ·,.,,··· .. 

donde llamamos a la primera ecuación. (E1) y a la segund!'.(E,). 
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Pero obser".cmos lo alguien~c: 

(: : ) (: (~.~i: .:.i.;,füW :::~J 
y 

( 
{J ·-o') ( q+.P; '~_(q~ ~~.> .¡'.¡1 + rq')' 
-o {J' p ps+q' 

:: ( fJ,(9;!" pr) - ~'p, ~ ·) :: ( u_ •'. ) •"•'.• '°. 

-o(q+pr)+{J'p • \ v u' ·:' 

por lo que para dcicrminÚ. (u, v), Y por lo t~l\i~X ~ Ílo D~c~sitamos 
conocer a a. Así, sin pérdida de geni?rali~ad t.~ma~os. a··~~· Q .;::· ' :t .~ 

.·.:! 
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Y antes de concluir ob_servemos que: 

( 

il rl )', . (· 1 -02m ). . ( 1 O ) ( 1 r ) .. (· 1 º) -.( .. 1 º) 
u u' = - ! O . i ·:· -o1 1 O 1 c1 1 . ;·• •2•+1 1 ~ 

(
-u -u') (; 1. -02,. ,)· .( 1=:)'(1 "r .) (' 1 O:)• .( ,· 1 º)· .. ·'· 
-u -u' = O 1 ... -01 1 O 1 ".1 1 . ... c2~+1 .. 1 · 

y ésto dice simplemente que -~ se obtiene de las X1 y X'. antes 

enuncladaa, ea decir que, dado que =* = ~' tomando 108 ~ores 

negativos se llega al mismo resultado. 

En el caso en que K = (O), K está representado por la matriz 

identidad ( ~ ~ ) y en este caso las ecuacio~~s (:fi~l/~~J,.~ _ 
reducen a una sola: 

(E) ... (u u') = ± ( 1 -02,. ) ... ( 1 O)( 1 r) 

u, u' ,( '. ; , -~':) (' l .7)1 , 1 . J O" 1' 
=± -, - / 

~ (E) .. : ... : .... : .. A:~,/)' ·~±(o,;( :Pr-:·~, ) 
• 1 -'/V

1
v"--u' "" / -~\ -:;;ar~/J' 

.. , ~ = "'." h· no dep~~d~~ d;'.~ ;¡~· ~~do qué pode~os tom;.. 
' ~.-, ·.:·· .. t·Í"',''·J·-j_:f)'il-,"·';.:_P,i-..· f.',.;~~r·, .. _.,~_':.·.·;; :1 
·r = O sin pérdida de generalldad. ·Entonces· la ecuáclón (E)'vlene .. 

' ,. ·1,-;·~-·-' .·~:•,_!:;t; -;~.;.,~W';" ·'i'·"·J:· 'J ':,·'.\! ;-.· "\ -:··,· 
de X =(-01,'-02, ... ,..:.02,;.) y es la dnica'soluclón/ -• .,. ,· 

Concluimos que l,;s ~lucl¿~~'x /y X 2 ~rop~;,.¡.:,¡ son laá úniéas 
' ~ ': {·· ... --_ ... ! .. -~-·i,·t/{ ;-;·-1: ~<-··.t<.::.:~-_".;: ;·-. ~ · .. , .. ;·· ·~:". 

po~ibles, y con ,ésto qued~ d~mostra~o ~l .teore.ma. O : l, e J · · · · 
' • -·~· _'. :-~ 1 ::.f_.::\:··,~· . ·:~ .. l~: .f.· . ·y~ ... .,.~:.>'. ·t:/.f "·:. \' 

Observación 12 Podn'amo• c0n1iderar la posibilidad de no separar el caao 

:i:c~:~nd:::• :e:~;: ;;:~1~,:t:;;,~~:~t}~5;'.v.J~·~~'."~'.~nés pro~u~atas · 
(O, r, -a1 ~ -a2, ... , ~ª2"')"'~·, (-:a·¡·; ..:.·á·ú ••• ~ -a2·~fvr e. z. 

. ,. ·.. , .. '" . ' 
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Por lo tanto X.= (-ai.-a2,. .. , -a2,.) e1 la única aolación. 

La observaci6n queda Ilustrada en la figura 2.e.. 

En términos de los númeroo racionales que clasifican a los ovillos, las solu

ciones racionales para las ecuaciones en el teorema. 10 estan dadas por las frac· 

dones siguientes: 

· e = !Jt::P!J:J, 
y 

; = !!f;t+'P!í:Jir, 
El teorema anterior afirma entonces que una ecuacl6n de ovillos con una lnCÓgnita. 

tiene una infinidad de soluciones raclonalea siempre y cuando K i' (O). Vere

mos ahora·que es lo que pasa cuando se tiene un sistema de dos ecuaciones con 

una incógnita. 

Corolario 1 Sean A1 11 A 2 doa ovillo• racionales diatinlo•, 11 sean K, 11 Ko 

dos ,/-plata. Hay a lo máa doa ttolucionea rocionalea al aistema: 

DEMOSTRACIÓN: 

(i) •.•.• N(X. + A1) = Ki 

(ii) .•••. N(X. + A2) = Ko 

Sean A1 = ~,A2 = ~,K, = b(a,/J),Ko = b{a',/J'), y sea· 

X = ~ la. inc6gnlta. Por el lema 3 se tiene que: 

a = Jua1 + v/J1l 

y 

a' = Jua2 + v/121 

En el plano uv cada una de estas ecuaciones se ve representa.da por 

dos rectas paralelas. Las rectas resultantes tienen a lo más 4 puntos 

de intet&ecci6n quC son simétricos por parejas con respecto al origen. 

Da.do que ~ = ~ entonces los puntos de intersecc16n representan 

·a lo más dos ovillos racionales que son soluciones distintas para las 

ecuaciones del sistema. a 
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Puede suceder que un 1l1tema como el anterior no teag& IDlucloneo radonalel 

para X como lo muestra el ejemplo 1lgulenle: 

(i) ..... N(X +(O))= (1) 

(ii) ..... N(X +(l)) = (l,l,l,1,1) 

que no tiene IO!ucloneo de 11l11gú11 tipo (ni radoa.lee, al primas, al be. uudadu) 

como oe ver' en el próximo capítulo. 

En cambio, 11 tomamoo A1"' l.A1 :a lf,K1 = 6(5,3),Ka = t(29,17), 

entonces las doo oolucloneo par& X aon X= -& y X=-//¡. 

Con ésto lerminr.moo eote capítulo donde fue Introducid& la lterramlenlr. 

matemática básica que necealtaremoo para continuar, en la primera parle del 

capitulo siguiente, con re1ultadoa más especlflcDll que 1erán apllcadoo, en la 

segunda parle, al problema biológico. 

2. 7 APÉNDICE A: Cubiertas dclicas ramificadas. 

Recordemos las siguientes dcflnicióne1: 

Definición 24 Un eapacio cubriente e• uno lemo { Á, p, A) donde: 

i) p : A -+ A ea continuo; 

ii) A 11 A aon orcoconeclo6k1; 

iii) Ezi•le uno cu6iorla abierta {U.,} de A lal 9t<t! codo comporienle cone.ra de 

p-1 (U.,) o homeomor/a llajo p a U.,. 

Notación: 

_Ae11&baae. 

_ A et el Eapacio Tolal o Cubierta. 

_p-1 (z) ea la fibna de• \f• e A. 

Se dice que la cubierta ea de orden n 11 p-1 (U.,) tiene n componenteo para 

cada o. 

Afirmación: Lu cubiertas de A están en correspondencia. uno a uno con loo 

subgrupos del grupo fundamental de A. 
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.,-az,,) X= (o' )1, -Q, I •• 

®~®® 
(o,o) (0,:11) 



ESTA TESIS 
ULIR DE LA 

NO DEBE 
BIBLIOTECA 

Afirmación: SI / : A .... B es una función contlnua y p : fJ .... B .,. una 

cubierta, entonces / se levanta a una función J : A ... fJ 11 Y. sólo 111 

/' (íl1 (A)) C p' (Il1 (B)). 

Dellniclón 211 Una cubierta ramlllcada de una voritdad N e• una varitdad 

· M junto con una /unción / : M _. N tal que """' una 1u6variedad K C N, 

~n dim(K) = dim(N)-2, (.l.l - /-1 (K),f,N - K) e• e1pacio cu6rienle. A 

K •• le llama conjunto de ramillcaclón de la cubierta. 

Otra manera de ver las cubiertas es la siguiente: 

Una variedad M cubre a otra variedad N si hay un grupo G actuando en 

M de forma que el cociente M/G=N. Y, para que la acción cubriente esté bien 

definida se pide que no haya puntos fijos. Por ejemplo un grupo de rotaciones 

en el plano no actúa de la manera requerida. Al relajar esta última condlcl6n 

se obtienen las cubiertas ramificadaa, y el conjunto de ramificación consiste 

exactamente de !os puntos fijos. Para un ejemplo de ésto nos fijamos en la 

figura 2.A1 que nos muestra al toro bidimensional como doble cubierta de la 

esíera ramificada en cuatro puntos. En este caso G= { ld , rot1800}. 

Sl p : fJ ... B es una cubierta ramificada de una superficie entonces queda 

\otalmcnte determinada por la cubierta correspondiente 

p: iJ - ,.-• (K) - B - K 

donde K es el conjunto de ramificación que consiste de un número finito de 

puntos. 

De manera análoga, dada una cubierta ramificada de una 3-varledad sobre 

un nudo ésta está totalmente determinada por la cubierta correspondiente en 

el complemento del nudo. • 

Para cada nudo K C S3 hay una única doble cubierta de S3 ramificada 

sobre K y ésta es la correspondiente al subgrupo de íl1 (S3 - K) formado por 
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los lazos cuyo número de enlace con K es congruente con O m6dulo 2. Éata oe 

llama doble cubierta clclica de 53 ramificada en K. 

CoMlruccMSn de la doble cubierta cklica de S3ramificada en el nudo K: (ver 

fig. 2.A,) 

Quiero una cubierta para 5 3-K. Debo cortar 5 3-K a lo largo de alguna 

superficie que no puede ser cerrada pues una 1uperficie cerrada oepara• al el· 

pacio, Escojo ul a una superficie de Seifert S de K. Cortamoo a 5 3 a travn 

de S. F.:ngordam01 a S tomando Sx [-1, 1] =Sq, luego considero dOI copias de 

S3-S0 oean Yo e Sx {-1} y Y1 e Sx {l} y pego a Yo en Sx {-1} y a Y1 en 

Sx {l}. La resultante es una cubierta doble cíclica del complemento de K. Si 

relleno el espacio con K entonces en los puntos de K ya no es cubierta pues 

cada uno de ellOI tiene una única preimagen bajo la transformación cubriente 

mientras que tod01 los demás punto• tienen do1 preimágeoes. Queda entonces 

la doble cubierta c(c/ica de 5" ramificada en Ka quién llamamos también doble 

cubierla ciclica ramificada de K. 

Análogamente dado un ovillo (D3, t) hay una única cubierta doble de D3 

ramificada en 1 y ésta corre1ponde al subgrupo de n, (D3 - l) formado por los 

lazos cuyo número de enlace con tes congruente con O módulo 2. 

'Dada uaa nriMad M de di11teuión n, 1e dice que una .uperfide F upara a M ai exi1len 
M1 y Mi aubcoajuR&OI ajuoa de M, coa M=M1UM:a y tala que ao 1e puede lr de M1 a MJ 
1in tocar a F. 
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Capítulo 3 

Detectando Racionalidad. 

3.1 Ecuaciones de ovillos y soluciones racionales. 

Veremos primero ciertos resulta.dos que son muy ilustrativos del comportamiento 

de los ovillos bajo la. suma: 

Lema 4 a) Si R es un ovillo racional, entonces R + R es localmente de

sanudado. Más aún: 

b) si R es racional y R + R es racional entonces R es un ovillo entero. Inver· 

samenfe: 

c) si Res racional pero no es entero y no tiene la paridad (oo), entonces R+R 

es primo. 

DEMOSTRACIÓN: 

a) P.D. R racional '* R + R localmente desanudado. 

R tiene paridad (O), (1) 6 (oo). Observando la figura 3.11 vemos 

que en cualquiera de los tres caso• N (R + R) = K resulta. ser un 

enlace de dos componentes. ·Además sabemos que K es un 4-plat, 

o, lo que es lo mismo, es de dos puentes. Pero para que un enlace 

de dos componentes sea de dos puentes entonces debe de haber un 

puente en cada componente, es decir que cada una de ellas es un 

nudo de un puente y por lo tanto un nudo trivial. Así, un enlace 

4·plat es un enlace con dos componetes desanudadas. De aquí que 
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podemos afirmar que. N ( R + R) es localmente desanudado y por lo 

tanto R + R es localmente desanudado. 

b) P.D.R racional y R + R racional => R es ovillo entero. 

Observemos que si R tiene paridad ( oo) entonces R + R no es ovillo 

y entonces no procede trabajar sobre éste caso. En loa dos C&IOI 

restantes R +Res ovillo y D (R + R) siempre resulta ser un nudo. 

Ademáa tenemos la siguiente: 

Afirmaci6n: 

Res ovillo entero ~ D(R) es trivial. 

Observemos que si R es ovillo entero entonces R + R es ovillo 

entero. 

Supongamos que R no es ovillo entero. Por otra parte observe-

mosque 

D(R+ R) = D(R)+ D(R) 

pero ésto representa a D ( R + R) como la suma conexa del nudo 

D (R) consigo mismo. Si D (R) no es el nudo trivial entonces 

D(R + R) es un nudo compuesto y ésto es una contradlcci6n pues 

D(R + R) es de dos puentea y loa nudos de dos puentes son primos. 

Concluimos, por la" Afirmación" que R debe ser ovillo entero. 

c) P.D. 

R racional, no entero y paridad(R) i' (oo) 

=> R + R es primo. 

Ya vimos porque se pide paridad(R) i' (oo). Por el inciso.b): 

R no entero => R + R no es racional. 
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Además, por a): 

R racional '* R + R localmente desanudado. 

Pero si R + R no es ni racional ni localmente desanudado, entonces 

es primo. a 

Por otro lado: 

Sean A y B ovillos y K un 4-plat tales que N (A+ B) = K. 

Proposición 10 Si K = (O) ó K = (1) entonces A 11 B son loro/mente de

sanudados. 

DEMOSTRACIÓN: 

Sin pérdida de generalidad supongamos que existe un nudo local 

en A, es decir que 3Sl C A·~ · ISl n t.tl = 2 y tal que Sl bordea 

una 3·bola que contiene un nudo local. Ésto quiere decir que /( se 

puede ver como suma conexa de un nudo no trivial Ko con otro nudo 

K 1 • Pero ésta es una contradicci6n pues ni K = (O) ni K = (1) se 

pueden descomponer como suma conexa de dos nudos donde uno de 

ellos es un nudo primo no trivial. Concluim'!s entonces que A y' B 

son localmente desanudados. O 

Antes de continuar enunciaremos y probaremos ciertas caracterizaciones 

importantes de los ovillos por medio de sus dobles cubiertas ramificadas. 

Definición 26 Sea M una 9-variedad, ae dice que: 

1} M es irreducible si toda t-esfem encajada en M es frontero de una 3-bola 

enM. 

t) M tiene frontera Incompresible si ninguna curoa esencial 1 en la frontero 

bordea un disco en M, 

~') En genero/ se dice que una superficie orientable S, distinta de S 2, en el 

interior de 111 es Incompresible si ninguna curoa esencial en la superficie 

1Se dic:e que la curva l C1 e.enci&J ca una 1uperfide S 1i no bordea ningún dilco D2 en S. 
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bordea un disco en M. Se puede probar que una superficie S es incompresible 

en M ai 11 solo si el homomorfismo inducido de Il1 (S) en Il1 (M) es inyectiuo. 

9)Se dice que una superficie orientab/e S en el interior de M es compresible 

si no ea incompresible. f"i~urG. 3.1.t 

.,..t,..$'=~ 
"" ~ 

E;jemplo 2 (ver figuro 3,1,) 

1) 8 3 ea irTeducible. 

T = D X 8 1 ea irreducible. 

1) T = D x 8 1 tiene frontero compresible pues el meridiano es una curva 

eaencial en 8T que bordea un disco en T. 

Teorema 11 Sea X= (D,t) un ouil/o 11 X' su doble cubierta romificada, en

lonces: 

1) X es rociona/ # X' es loro sólido. 

2) X es primo 
{ X' es irreducible 11 tiene } 

# 
frontero incompresible. 

3) X •• loco/mente anudado # X' no es irreducible. 

DEMOSTRACIÓN: 

Sabemos ya que un ovillo es de una, y solo una de las formas 

siguientes: racional, primo o localmente anudado. 

Por otra parte las condiciones .de ser "toro sólido", "irreducible 

y con frontera Incompresible" y "no irreducible" también son ex

cluyentes. Ésto es ya que si X' es variedad Irreducible con frontera 

un toro compresible entonr.es si cortamos X' a lo largo de un disco de 

compresión obtenemos una variedad con frontera una esfera, qultSn, 

por ser irreducible, debe ser una bola sólida así que si pegamos 

nuevamente a lo largo del mismo disco obtenemos un toro s6lldo. 

De éste modo, para la demostración del teorema basta probar la 

"Ida" (~)de cada una de las afirmaciones 1), 2) y 3). 

1) P.D. X es racional ~ X' es toro sólido. 



En general si X = ( 3
11) es un ovillo racional entonces sabemos 

que existe un homeomo fismo h que lleva. a X en un ovillo trivial. 

Así que podemos encon rar un disco D en D3 con frontera en 52 

que divida a D 3 en dos olas B 1 y 8 2 de modo que en cada una. de 

ellu queda un arco triv al tal y como 1111 muestra. en Ja figura 3.1,. 

En la doble cubierta ficada del ovillo, D 1111 levanta a dos discos 

D' y D" encajados en ', y X' n Ja unl6n de la doble cubierta de 

Di ramificada en un ar trivial con la de B2 ramificada en otro 

arco trivial pegados a IO largo de los discos Dl y Dl'· Sabemos que 

la doble cubierta ramifi 1 da. de una bola sobre un arco desanudado 

es una bola., por lo tant , tal y como lo muestra la figura 3.1, 1 

X'= di ll~ B¡ E!! D2 X S 1 =(toro sólido). 

Conclulmos que: 

X r Ion al => X' toro sólido. 

2)P.D. X es primo 
{ 

X' es Irreducible y tiene } 

=> frontera Incompresible. 

Supongamos que X no es Irreducible, es decir que existe una 

esfera esencial en X', s decir una esfera que no bordea una 3· 

bola. Como X' es doblf cubierta ramificada de X con proyección 

cubriente p, entonces Ja runci6n que a cada punto de ramificación de 

X' lo manda en al mis10 y dado cualquier otro z 1 e X' lo manda 

en el z2 E X'· :l ·p(z1) = p(:r2) es una involución2. Por el teorema 

de la esfera equivarion e3 podemos afirmar que existe una esfera 

esencial equivariante S • Como S' es equlveriante, se proyecta en 

una esfera. S encajada. n X. 

20ada X un& variedad, unalnv lución de X es un homcomorfi1mo distinto de la identidad 
h :X-X· :l •hoh 2/d. 

3 Seo X' uno .f·voriedad c:ompo~to ~ orientable que admite una involución i, Si X' contiene 
uno ea/era eaenciol, entonc:H X' 

1
contiene uno etfero rHnc:ial equivariante S, et decir uno 

e1/eru tal 9•• i(S) ns= 1 d i(S)nS =S. 
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Observemos que surjen los tres casos siguientes (ver la. figura 

3.1,): 

IS ne(= o ........... [1] 

is n ti= 2 ........... [2] 

(Snt( >-2 ........... (3] 

En el ca.so [lJ a S la llamamos S1 y sea. S1 = IJB,. Si es una. esfera. 

encajada. en X que bordea una bola B1 en X que no intersecta al 

conjunto de ra.miflca.ci6n de modo que el conjunto preimágen de B1 

en X' consiste de dos bola.s y s: ea frontera de una de ella.s y por lo 

tanto s: es trivial. 

En el caso [2] a S la llamamos S2 y sea Si = IJB., Si es una 

esfera encajada en X que intersecta a los arcos del ovillo en dos 

puntos y entonces S2 bordea una bola que intersecta al ovillo en un 

arco desanudado (pues X es localmente desanudado por ser primo), 

y la doble cubierta. cíclica ramificada de una bola sobre un arco 

desnudado es una bola, pero aquí hay de nuevo una contradlcci6n 

a la suposicl6n de que S' es no trivial. Observemos además que la 

doble cubierta ramificada de B2 sobre un arco desanudado consta 

de una IÍnica bola. Bi no puede levantarse a dos bolas pues t n Si = 
{zi. zi} y las prelmágenes de z1 y de z2 constan de un solo punto 

para z1 y uno solo para :ri. 

Antes de seguir con el CaBO [3] observemos que para toda esfera 

S encajada en X se tiene que 

IS n XI= 2m, para alguna m EN U {O}. 

Ahora sí, afirmamos que el caso [3] es imposible pues la doble cu· 

blerta de una esfera ramificada en 2m puntos es una superficie de 

género m -1 y entonces si m ~ 2 se tiene una contradlcci6n al hecho 

de que: 
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donde (S,)'. es l~ cubierta de 53 con 2m puntos de ramificación. 

Concluí~?" que X' es irreducible. Falta probar que tiene fron

tera incompresible. 

Supongamos que X' tiene frontera compresible, es decir que ex· 

lstc u~ luo 7 .e lJX' qu~ es esencial en lJX' y que bordea un disco 

en X', a éste disco se le llama disco de compresión para 8X1• Apli· 

cando el teorema del lazo equivariante4 afirmamos que ha.y un disco 

de compresión equivariante, es decir que 370 <-+ lJX' lazo esencial 

en lJX' que bordea un disco D~ C X'· 3 •p(D~) es un disco enca

ja.do en X. Surgen de nueva cuenta. tres posibilidades que quedan 

ilustradas en la figura. 3.1e: 

11 n Dol =o ........... [1) 

11 n Dol = 1 ........... [2) 

lt n Dol >- 1 ........... [3] 

En ca.da ca.so (•1 a (701 Do) los llamo (7¡1 D¡). 

Para el ca.so [l] observemos que D1 no puede partir en dos a X 

de forma que quede un solo arco de cada lado pues X es un ovillo 

primo,por lo tanto, la única posibilidad es la que muestra la. figura. 

3.1,. es decir que podemos empujar a D1 a la. frontera lJX. Obtengo 

entonces algo como lo que se muestra en la figura. Es decir que en 

X', 71 se levanta. a. un lazo no esencial y ésto es una contradicción. 

Concluimos que no puede suceder [l]. 

En el ca.so [2), 12 bordea. a D2 con 11 n D2l = l. Y para ésto hay 

un solo caso posible que es el que se ve en la figura. 3.1o. Pero este 

disco con un punto de ramificación se levanta a. un disco en éJX1 tal 

y como lo muestra. la figura 3.111 y éste tiene como frontera a 72 • 

Se contradice así la hipótesis de 12 esencial en la frontera y por lo 

tanto el ca.so [2] no procede. 

•Teorema del laio equivariante: 
Seo X una variedrul compacta 11 orienlable que odrnile uno involución i. Si X contiene unn 

di1co de comp~1ión paro ax, enlonce1 contiene un rli1co de compre1idn equiuarionle. 
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Para el cuo (3) v•amm primero q11e .. lo que sucede 11 lt n 031 = 
2. Se pftllelltaa dOI ejemplOI de éite cuo en la figura 3.11 • 

0 3 .. enton<a H di1co en X con doo puntoo de ramilicacicSn y 

111 doble cubierta ddica ramificada es un anillo. Pero ésto es 11aa 

eoatradicclón ya que la prelmágen de 0 3 es el diaco D~. 

Si lt n 031 ¡... 2 entonces la cubierta ramificada de D3 eo una 

1uperf!cie plana con varios hoyos, entonceo volvemos a tener una 

contradicción. De aqul que (3) ea Imposible. 

Dado que (l), (2), (3) son imposibles entoncea X' tiene frontera in-

{ 
X' es irreducible y tiene } 

compresible. Concluimos entonces que X es primo => 
frontera incompresible. 

Finalmente: 

3)P.D. X es localmente anudado => X' no es irreducible. 

Supongamos que X' es irreducible, es decir que toda esfera en 

X' bordea una 3·bola. 

Recor~emos que la definici6n de ovillo localmente anudado nos 

da una 2-esfcra S encajada en X que lntersecla a uno de los arcos 

en dos puntos y el segmento de arco que encierra está anudado. La 

doble cubierta de S ramificada en dos puntos es una esfera S' en X' 

y bordea entonces una 3-bola en X' y ésta bola es la doble cubierta 

ramificada de la bola B e X bordeada por S en X. 

Lema 5 Sea (B, t) una 3-bola donde 1 representa a un solo arco. Entonces 

(B, t)1 es una bola # 1 es un arco desanudado. 

Con éste lema llegarnos rápidamente a una contradlcci6n y queda. 

entonces probada la lmpllcaci6n 3). Pero falta probar el lema: 

Observemos que <= J es Inmediata. 

=>J Se tienen (B,I) y (B,1)1 = (B1,t1
) dos bolas, si pes la 

transformaci6n. cubriente entonces p es un homeomorfismo tal que 

p/11 =Id es decir que p(t') =t. (ver la figura). 
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Entonces p es una involución y además 

A= {:r E B'/p(:r) =:r} = t' 

entonces por la. Conjeturo de Smith5 t1 está desanudado y por lo 

IR.oto t está desanudado. a 

Queda así demostrado el teorema ll. a 

Una vez vistas estas generalidades podemos seguir con ciertos resultados 

más particulares que nos serán de mucha utilidad. 

Teorema 12 Sea K el nudo trivial, 11 A, B ovillos tales que N (A+ B) = K 

entonces A ó B es racional. 

DEMOSTRACIÓN: 

La doble cubierta cíclica ramificada del nudo trivial es X'= S3. 

Por la proposición 10 los ovillos A y B son localmente desanuda

dos. Supongamos que A y B son ovillos primos, entonces por el 

teorema 11 A' y B' son Irreducibles y con frontera incompresible. 

Y por otra parte llA' = llB' = Tl es un toro bidimensional. Pero 

si T1 es incompresible en A' y en B' entonces T 2 es incompresible 

en A' UT' B' = X' y por lo tanto 3G -< Il¡ (X')· :i' ·G "' Z Ell Z = 

Il1 (T2). Ésto es una contradicción pues. X' = S3 => Il1 (X') es 

trivial y por lo tanto no puede tener un subgrupo isomorfo a Z Ell Z. 

As( concluimos que como A y B deben ser localmente desanuda-
fi13. '·· dos y no pueden ser los dos primos a la vez entonces al menos uno fJ 

de A ó B debe ser racional. a ~ 

Ob1ervaclón 13 Si K es un nudo no trivial en genero/ no podemos concluir ~ 
que 11 11 B sean localmente desanutfados ¡¡ encontromos un ejemplo de ésto en ll:<ol 1 .!:.~.i. 

la figuro 3,¡ 00 • Por otro parte ai alguno de A o B es localmente anudado no 

s Conjtlum dr Srnith: 
Si h: 8 3 - 0 3 u una involución de una 3·6ola donde A={~ E B3 /h(z) = i:} u un arco 

cnlonu1 A t'dd dt'.nnudodo. 
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podemos afirmar que el otro sea racional y de hecho podemos ver un ejemplo 

en /a figura 3.i 11 

Proposición 11 Dados A 11 B ovillos y K un ,/-plat tal que N (A+ B) = K 

entonces a lo más uno de A ó B es lac..lmente anuda,/o, 

DEMOSTRACIÓN: 

Los casos K = (O) y K = (1) ya fueron demostrado•. 

Supongamos que A y B son localmente ilnudados, es decir que 

3Si e A y 3S2 e B con Si e! S, !!! S' que encierran nudos locales, 

es decir que Si intersecta a los arcos de A en solo dos puntos y 

encierra un arco que esti!. anudado, y análogamente para S, con B. 

Por otra parte sabemos que los 4-plats son nudos y enlaces prl· 

mos. Y recordemos que un enlace K de curvas cerradas, simples y 

disjuntas en S3 es primo si no existe ninguna 2-esfera S e S 3 que 

separe a las componentes de K, y toda 2-esfera que intersecte a K 

en dos puntos, transversalmente, es frontera en S3 de una y solo 

una bola que lntersecta a K en un único arco desanudado cuyos 

extremos estan en Ja 2ªesfera. 

Así, Si debe dejar de un lado un arco desanudado y del otro 

uno a.nudado. Por hipótesis el del interior es no trivial y por lo 

tanto el del exterior debe ser trivial y entonces bordea un disco sin 

autolntersecciones D .• Veremos que ésto es Imposible ya que el arco 

exterior contiene al nudo local encerrado por S,. 

SI S1 = 8 Bi con el arco anudado en nr, y si K es primo, entonces 

Kn (S3 ..:. Bi) =tes un área desanudado cuyos extremos {a,& e S). 

Dado cualquier arco simple t0 e Si que vaya de (a) a (b) se tiene 

que to U t = 1 bord~;. u~ disco D sin autolntersecclones. Considero .. 

el conjunto D ns,.. Observemos que un su barco de 7 es un arco 

· · anudadoencerrado por Siy éste tiene por extrem~ .. a los pun~~ • . (e) 

y (d) en S.,¡. Entó~ces, forsozamente D n 52 contl~ne un· arco simple 
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(pues el disco es encajado) que va de (e) a (d). El resto de D n S2 '3.ltt 
consiste de curvas cerradas simples como lo muestra. la. figura. 3,112 • 

De hecho si hubiera otro arco abierto en la intersección entonces sus 

extremos formarían parte de 'Y, y entonces habr(a otro su barco de 'Y 

encerrado por 52 lo que dice que 152 n KI >- 21!!!. Por otra parte las 

intersecciones circulares pueden ser removidas con una isotop(a de 

D pues toda curva cerrada simple en Dª bordea un disco D1 C Dº 

y además esa ml1ma curva bordea. un disco D2 e 52 • Finalmente 

Da U /J2 ea frontera de una 3·hola. que no contiene puntos de K, y 

que por ello se puede remover con una lsotop(a de D. 

Así entonces nos queda D n 52 con un solo arco abierto cuyos 

extremos son los mismos que los del arquito anudado en B~, pero 

entonces ha.y un disco que conecta al arco del interior con el de la 

frontera de B'l• Esta es una contradicci611 pues pues esa es justa.. 

mente la definición de un arco desanudado metido en una bola y se 

había supuesto que S2 encerraba un arco no trivial. O 

Teorema 13 Si N (A+ B) es un 4·plat, y A y B son localmente desanudados 

entonces A ó B ea mcional. 

DEMOSTRACIÓN: 

N (A+ B) = K un 4·plat => K' = L(p,q) p.a. p,q E Z 

=> íl1 (K') = z,. 
Supongamos que A y B son primos, entonces por el teorema 

ll, A' y B' son Irreducibles y con frontera Incompresible, además 

8A' = 8B' = T2• Del mismo modo que en la demostración del 

teorema 12 concluimos que T2 es Incompresible en A' UT' B' = K' 

y parlo tanto 30 1> Il1 (K') = Zp· 3 ·G ~ Z lll Z !11 

Concluhnos que 1l ó B es racional. O 

Sean ahora los ovillos A0 , A¡ y B tales que: 

1) ............................. N (tlo + B) = Ko =nudo trivial 

2) .................. N (Aa + B) = X= 4-plat 

91 



Sabemos que X' es un espacio lente, cabe entonces preguntr.rse como son A~. A~ 

y B'. Sahemoe que DA\ 5!! DA\ 5!! 8B' 5!! 7'2. Además por el teorema 11 

tenem01: 

A, B racionales ~ A', B'""º toros sólidoe. 

Y dadas tu ecuaciones 1) y 2) aahemoe, por la proposición 10, que Ao y B 

IOD localmente deaanudadoo, ademú sabemos que uno de Ao ó B es racional, 

y que, al A1 es localmente desanudado entonce. uno de A1 ó B es racional. 

Queremoo saber ahora cuando B es racional. 

Supoogamoe que B no es racional y veamos que pasa: 

B no racional ~ Ao racional 

además 

donde T2 = 8T, por lo tanto 

B' ea el exterior de un nudo K 

Por otra parte, 

N(A1 + B) =X~ X'= A\ U B' =espacio iente. 

~Al u B' = L(p,q)p.a.p,q e Z 

Pero Il1 (X') = z, para alguna pe N ~ T 2 no puede •er incompresible para 

ambos lados. 

Por otra parte, por ( • ), K debe ser no trivial pues de lo contrario B' sería 

toro sólido y entonces B serla racional contradiciendo asl nuestra hipótesis Ini

cial. Tenemos además el lliguiente resultado: 

Afirmación: 

K no trivial ~ el exterior de K es Irreducible y con frontera. 

incompresible. 
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Así que A~ tiene frontera compre•ible de modo que si suponemos que AL 

~s localmente desanudado entoncea A1 ea irreducible y pol' lo tanto ea un toro 

sólido y entonces, por el teorema. 11, A1 no puede ser primo, ea decir que A1 es 

racional. Pero 

A1 racional => A\ toro sólido 

En suma., suponiendo, en lu ecuaciones 1) y 2), A1 localmente desanudado y 

B no racional, tenemOI que Ao y A1 son racionales y por lo tanto A:, f A\ son 

toros s6lidoe, Y por lo tanto: 

X' ea un e.,,..cio lente que ae obtiene 

haciendo cirugía en un nudo no trivio/, 

Enuncia.remos ahora el Teorema de Cirugía Cíclico, a. quién llamaremos 

TCC para abreviar. El TCC nos asegura que hay pocas cirugías que dan espa

cios con homología dclica: 

Teorema 14 Se afirma lo siguiente: 

(1) Sea K un nudo no toroidal. Entoni:e• la cirugía r sobre K, denotada Kr, 

puede tener grupo fundamental cíclico finito 10/o •ir E Z. 

{l') Si hay dos enteros r1 11 r, talea que K,1 11 Kr, tienen grupo fundamental 

ca~clico finito entoncea r1 11 ri deben ser aucesiuoa. 

(2) Si K es un nudo no trivial 11 r"' ±1 entonces Kr no es aimplemente conezo. 

Ademds K 1 u K_1 no pueden ser ambos simplemente conezoa. 

Observación 14 a) En (1) pedir r E Z implico que la curva que determina o 

la cirugía puede ir longitudinalmente solo una ve:. 

b) En (1') que r1 11 r 2 aeon aucesivoa significa que los curvos que detrrminan 

cada una de laa ciMJgía1 1e interaectan una aola uez. 

c) El inciso (2) nos dice que la único forma de que el grupo fundamental sea 

finito ea que r = -1 ó r = +l pero no los doa. 

¿Cómo aplicamos el TCC a lo que vimos antes? 

93 



Lema O Supongamos que dado un ovillo B ezislen ovillos A¡ con 1 $ i ::; 3 

con A2 11 A3 localmente desanudados, 11 tales que: 

N(B + A1) = b(l,1) ............................. (1). • .. ~ ' !, 

N (B + A2) = b(a,¡3)¡ a>- 1. .............. (2) 

N(B + Aa) = b(a',P')¡a' >' 1 ............ (3} 

DEMOSTRACIÓN: 

Observemos que a::; 1 => b(a,/J} es trivial, L.(1,~) = S3,Vp. 
Por ésta razón pedimos a >- 1 y a' >: l.. · . ,. 

SI B es racional entonces B' es el exterior de un nudo trivial y 

ya. acabamos. " .~ :· 

Supongamos que B no "" raclonal: 

Entonces A., A2 , A3 son racionales y parlo ta.nto AÍ, A~,A~ son 

toros sólidos. 

SI A\ es toro sólido entonces Pl implica que B'. es el .exterior do 

un nudo no trlvlal K. Y A~,A~.tor~s sólidos y, (2) y (3), lmpllcan 

que b(a,/J) y b(a',/J') se obtienen por clrugla en/(, 

Supongamos ahora que B' es el exterior de un nudo no toroidal, 

entonces por el TCC las clru~ías que generan á. b(a,/J) y a b(a1,/J') 

son enteras y sucesivas. Pero, 

ya que el meridiano del toro va, en la clrugla, pegado a una curva 

que representa a veces el generador de la homología del exterior de 

K, de modo que las cirugías qua producen · .. 'b(a,/J) y a b(a',P'} 

son ~·y ~ respectivamente, con • primo relativo a a. Lo anterior 

me dlce que: 
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Pero, 
H1 (61(01/j)) =Za 

y 

H¡(6' (01
1/j')) = Za• 

. Por el TCC, l>'(o,/j) y 6'(o',ll') provienen de cirugías f y s¡! sobre 

K y, lu curvas f y f oe lntenectan una sola vez, es decir c¡ue las 

distancias entre ellas es 1, es decir 

lo-o'!= 1 

Esto es una contradicción pues tenemos como hipótesis del lema 

lo - o'I >-l. 
Concluimos entonces c¡ue ya sea B racional o primo, B' es el 

exterior de un nudo toroidal. O 

Reformulemos el lema G añadiendo una condición más: 

Lema T Supongamos que dado un ovillo. B ezislen ovil/oa A; con 1 $ i $ 3 

con A2 11 A3 localmente deaonudados, y tales que: 

N (B +A¡)= 6(1, 1) .......................... ,,,(1) 

N(B + A2) = 6(0,/j)¡o >- 1 ............... (2) 

N (B + A3) = 6(a',ll')¡o' >- 1 ............ (3) 

Entonces si lo - o'I >- 1, 11 si además o ó o' •• J!,9 ó 4 enloncea B' ea loro 

aó/ido, 

DEMOSTRACIÓN: 

Sabemos ya por el lema 6 que B' es exterior de un nudo toroidal, 

y cabe destacar que la cirugía en nudos toroidales está bien estudi· 

ada. Utilizaremos para la demostración la siguiente afirmación: 

Afirmación: En el nudo toroidal no trivial (r,a), donde podemos 

pedir sin pérdida de generalidad 1 -< r -< • (se excluye al 1 pues se 

está suponiendo que el nudo no es trivial), la cirugla con pendiente 
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i da un espacio lenta si y solo si lr•q +PI = l. Y el espacio lente 

que se obtiene es L (p,q•') .. 

Entonces, suponiendo cierta. esta. afirmación y si sabemos que 

la cirugía con pendiente i da un espacio lente entonces procede lo 

siguiente: 

Observemos que 1 -< r -< • => r • s ~ 6 Además« 

lr•q +PI =1~ r•q +i> ,;/:1:1 

y como lql ~ 1: 

raq+p= ±1 
_.,,,, '~ ¡;·~'±i(;:;{od'(;:;~i):, 0 

pero si p >- O entonces 
'', • 7_/i • ' ··; r .• ;,::~, :· ·. '~ ~··· • 

pe±l(mod (~·•)) 

=>p~,5 

. ,•' 

Y de este modo afirmamos que p no puede ser ni 2, ni 3, ni 4. 

Aplicando ésto a nuestro problema, dado que sabemos que las 

cirugías con pendiente s;. y s;: sí nos dan espacios lente y que D' es 

exterior de un nudo toroidal K, y supusiinos a.demás que una de a 

o a' es 21 3 ó 4 ento11ces concluimos que el nudo K debe ser trivial 

y por lo tanto que B' es un toro sólido. a 

Daremos ahora un resultado más general: 

Lemn 8 Supongamos que dado un ovillo B eziaten ovillos A; con 1 $ i $ 3 

con Ai y A3 localmente deaanudados, y tales que: 

N (B +.A¡)= b(I, l) .......... ; .................. (l) 

N(B+Ai)=b(a,¡l);a>-1 ....... ~.~: .... (2}. 

N (B + A3) = b(a + 2,/l') ......... : ... :.;.;;ca>"·': 
,, .' .. , '..: .. :>t ' . ' '. '~:~;· 

N (B + A3) = b(a +4, /l ) .. ;;.:: ..... "f""'(4} ' · 

Si la - a'I. >-1 entonmB' •,•, l()~,i.óli~a, y ~r !o .ta~Ío,B,.~•, IJ~illa racional. 
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DEMOSTRACIÓN: 

Sabemos, gracias ai lema 6, que B es el exterior de un nudo 

toroidal M = (r,s). Supongamos que M es no trivial. Además 

existen pendientes ri, r2, r3• 3 • 

K,, = L(a,{J) 

K., = L (a+ 2,{J') 

K,, = L (a+ 4,{J") 

Por la Afirmación hecha en el lema anterior, si ponemos p = a, 

p' = a+ 2 y p" = a + 4 entonces: 

¡ Ir~::::~; :i l 
Iraq"+ a +.41 = i .. , , . · • 

• =? .• ¡ l~.'.: 1~~ r;~ti·~.'ir·J· ...... 
la+4l=lrsq"l±l' · 

· - - ·, .. -; .. :· '· "··i ~-.,;:· .. }.".•.':v .. :· ·;h ·· ·:'·· ... 

Observemos que a no puede.ser 1 ó -l pues~~ esos.caso~ . . .... ' - . ' .• . ' 

''·;·. ' ,\" _'"', 

L(a,{J) := S~, 

y entonces Al ser!a.triVial y B raC'foná.I~ -~ .. -i 

SI suponemos a >- O : 
.. ¡· 
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Si ehora. o -<.O Se revisan de manera análoga los otros casos, 

o :5 -4 y -4 -< o $ 2 y se llega al mismo sistema de soluciones. Se 

concluye que el sistema nunca tiene solución y por lo tanto B' es el 

exterior de un nudo trivial, es decir que es toro sólido y, por tanto, 

B es ovillo racional. a 

Ahora, consideremos sistemas más particulares: 

Lema Sea X un ovillo cualquiera tal que 

N(X+(oo))= (1) 

11 

N (x + ~) = b(p,q) 

entonce• L (p,q) •e obtiene por cirogfa ~ en un nudo 11 p = l/1 + •ol. 

DEMOSTRACIÓN: 

Como N (X+ (oo)) = (1) ~ (N (X+ (oo))J' = S! y (oo)' es un 

toro sólido entonces X' es el complemento de un nudo K, queremos 

entonces saber de que nudo se trata (en principio X' podría ser 

complemento de varios nudos distintos). 

Los arcos NW a SW, y SW a SE en ll(oo) se levantan en 

la cubierta, respectivamente a un meridiano µ' y una longitud >..' 

en 8 (oo)', como lo muestra la figura 3,1,.. Además sabemos que 

5 3 = X' u, ( oo )' donde g : 11 ( oo )' - llX' es el homeomorfiomo do 

pegado que determina la cirugía. Debo escojer meridiano y longitud 

en OX'. Puedo ver a (oo)' como vecindad regular de un nudo en 

S3 y X' el exterior de ese nudo. Asl, el meridiano µ' de ( oo )' se 

identifica con el meridiano µ del nudo, y Ja longitud >.' de (oo)' 

difiere de la Jongótud preferente >. del nudo en un número fijo de 

meridianos, es decir que la curva>.' de /J(oo)' es alguna longitud del 

nudo y entonces, la longitud preferente para el nudo es isotópica a 

>.'+•µ',para alguna• E z. 
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Por otra parte como ~ efi un ovillo racional cntonccc exi!>tc un 

homeomorfismo f: (oo)-+ *· Sea. ahora 

F = f/lJ: O(oo)-+ 8 (~) 

En el capitulo anterior vimos que nos pod•mos limita.r a trabajar 

con F. Entonces consideremos 

F': 8(00)
1

-+ 8 (~)' 

que es un homoomorfismo del toro en sí mismo y, por la sección 

de cla.sificaci6n de ovillos racionales, si µ1 es el meridiano en 8 ( oo )' 

entonces 

F' (µ') = {3µ' +o>.'=µ". 

Nos preguntamos ahora. a quien se pega. el meridiano ¡111 del 

toro (~)' en el exterior de /( para formar, por cirugía. sobre ese 

nudo, al espacio lente correspondiente. Fijándonos en el cambio de 

coordenadas dado por g, el homeomorfismo de pegado es ahora: 

h:8(~)' -+8X1 

• 3 ·h(µ") ='g(/3µ1 +o>.')= {3g(µ') + og(>.1) 

=> h (µ") = {3µ + o>. - 0•¡1 = (/3 - os)µ + o>. 

de donde concluimos que la cirugía. es <0: 0 •l y entonces la homología 

del L(p,q) obtenido es Z111-.. I• por lo que p = l/3- <>•I· Y comos 

es un entero arbitrario entonces queda así demostrado el lema. O 

. Lema 10 Sea X un ovillo cualquiera tal que 

N (X+ (O)) = (1) 

y 

N (x + ~) = b(p,q) 
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3. t ,~ entonce• L (p, q) Be.obtiene por cirugía ~ en un nudo !.' p = la+ •PI· 

6'Jr' 
l 

"{<::>\E 
5.,~, 

(•) 

DEMOSTRACIÓN: 

Como podemos observar en la figura 3.1,., cuando T = (O), Ion-

gitud y meridiano cambian de papel con respecto al caso en que 

T = ( oo) y entonces ahora 

µ" =a1l+{J>.' 

de donde queµ" expresada en términos de la baae (µ', ~') paraO(O)' 

resulta ser ahora de la forma: 

(a+•fJ)µ+{J~ 

donde • es algún entero. a 

Tene:nos ya Información sobre la cirugía y sobre p, pero nos gus.tarla saber 

también algo acerca de q. Para poder hacer ésto necesitamos antes Introducir 

el concepto llamado Número de Enlace Racional. 

En 5 3 dadas dos curvaa cerrada• simples a y b podemos definir el número 

de enlace entre a y b como la suma algebraica de las interseccloMs con signo 

de b con una superficie de .Selfert s. para a. 

Se demuestra que este número queda bien definido, que no depende de la 

elección de la superficie de Seifert que se haga, ni de si se toma para una curva 

o para la otra, y se demuestra también que esta definición es equivalente a la 

que fue dada en el capítulo anterior. 

En general no tiene sentido hab!ar de número de enlace entre dos curvas en 

una 3-varledad arbitraria. Sin embargo supongamos que M c'B tal que 

Hi(M)= Zp 
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para alguna O -< p -< co. Entonces 

V11 C M curva cerrada simple 

=> p • 71 es homóloga a cero. 

Entonces p • 11 es frontera. de una superficie contenida (¿encajada?) en la 3· 

variedad. Dadas 7 1 y 1• dos curvas cerradas simples en M. Sea. 

" ·{ · número de intersecci61l algebraica. } 
e (ni. 1.i = 

de 12 con s~. . . 

do~.Íl~·'s~,' e~·Ú·n·a superficie enea.jada. en M y con frontera 71• Y definamos: 

Observemos que como 111 (M) es finito entonces 112 (M) = O, de modo que 

C (P"f¡, 12) no depende de la clccci6n de S,.. Se ve también que 

y que si 12 es homóloga a 1~ entonces 

por lo que C (11.1'2) y C("/1,7~) difieren por un entero. De éste modo ee puede 

definir el Número de Enlace RaCional como 

.'t •. ~ 

:¡' es una. forma.. biline!ll bien definida. en clases de homología. 

Una. vez definido el número de enlace racional para 3-varledades con ho

mología cíclica finita probemos el siguiente resultado: 
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Lema 11 Sea X ur, ovillo cualquiere tal que 

entonces 

N (X+ (oo)) = {l) 

y 

N (x + ~) = b(p,q) 

q ., al2 ( mod p) pol'D algún •nleru 1. 

DEMOSTRACIÓN: 

Por lo que hemos aprendido hasta ahora podemos afirmar primero 

que por la definición de espacio lente, L (p, q) se obtiene por clrugfa 

~ sobre el nudo trivial. 

Afirmación: Sea M una 3-variedad que se obtiene por clrugfa ~ 

en un nudo K e S3 , entonces 

C(¡1,¡1)=!l. 
p 

dondeµ es el generdor de //1 (M) que representa un meridiano para 

K. 

Observemos que H¡ (M) = z,. Entonces para probar la afir· 

mación hay primero que encontraruna superficie de Selíert para 

p • µ, y por definición 

.e (µ;;>·:·~·<;{/Zi .··· 
De todo ésto, tonÍálld~:;L'i~;l/). ~~concluye que existe un 

generdorgdeH1(L(p;q))Í~q~e::_;( ;: .. 
· r~ ~¡-.~:t.'·.'. fr. :l:;,'{·:~.:; .¿r:i~·.}·~··~·~.~~}1 .·'.'.!":-;::·. i,,: ) .:1. ~ 

•.,_';,.".• , ... , •. :::::;,;;'.~~~~¡'~~·:-~,~·~~~ .. ··,/_'·. 
Pero por hipótesi~' y. por el lem~ ~~~eri~r L (p, q) se ~btiene "ºr 

cirugía~· ~obr~ lllgú~ nudo K don~e'; = :f:(p + sn) .. Esto es 
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que 

3h generador de Zp 

• :;¡ ·C.(h,h) = -¡rf;¡; = :!:~ 

Cabe preguntarse ahora como son g y h. Como los dos son gener

adores de Zp entonces 

3t e {1,2,. .. ,p- l}-" ·g = th. 

y por lo tanto, recordando que el número de enlace racional 'ei una 

forma. billneal, se tiene que!-

C.(g,g) =.e (th,th) ='tt.(h,th) = t't.(h,h) 

y entonces 

~-,.¡ f:, .;,;._,·.-< '~ b "'.: .±~t~ .. =:=:~ ':<\ ":· ,-,··!·: 

.¡·.:·· '·:_;·. ··Ji ;, .. ::w: ,,=>qe:l:~t~("!~dp).CJ.:,· 

De .;;anera análoga se prneb~ el ·~lgÚiente: ., ' ,· 
·-,,·· 

Lema 12 Sea X un ouil/~ éualq~i~l'fJi~i que · 

: N (X +(O}) = (1) 
: >· V . . .·· 

N (xÚ) :=.6(p,q). 

entonces 
• . l '.',::;. :;»::- ., · .. 

q e {Jt2 (m'oo P1 ,Mira ~lgún enlelll t. 

Para. terminar veremos 'el slgulente:c;orolarlo que se debe al. Dr. M.Bollea.u: 

Corolario 2 Si T es un· ovillo tal que T =. (O) ó T = ( oo) entonces no ezisle 

ningún ovillo X tal que 

N(X+T)=(l) 

V 

N (X+ (:1:1)) = (1, 1,1, 1, 1) = b(S,5). 
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DEMOSTRACIÓN: 

Se tiene: 
<>={J=:l:l 

p=8,q=5 

por el lema anterior.llegamos a que si el sistema tiene solución en· 

!onces: 

5 :; :!:12 ( mad 8) para algun entero l. 

Sin embo.rgo esta congruencia no tiene solución en Z, pues para 

cualquier entero 1 se tiene que, módulo 8, 

12 E{0,1,4}. CJ 

Con ésto podemos ya regresar a revisar el problema biológico, planiear un 

modelo y probar su eficacia, tal parece que la herramienta matemática necesaria 

J.ia sido expuesta ya en su totalidad. 
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3.2 La Tn3 Resolvasa: el modelo de ovillos. 

3.2.1 Presentación del modelo. 

Recordemos que al final del capítulo 1 de este trabajo se propuso a grandes 

rasgos un modelo para la acción enzimática de Ja Tn3, nos proponemos dar 

ahora una descripción más precisa de aquel modelo desde el punto de vista 

matemático. Cabe recalcar que el objetivo del modelo ea el de captar la 

topología de todo el complejo sináptico en un evento de recombinacl6n tanto 

antes como después de la acción enzimática, dada la topologla de substrato y 

producto. 

Recordemos tod" Ja termlnologla que se introdujo en el capítulo I. Alll vimos 

que en Ja recombinación de sitio especifico sobre un substrato circular de ADN 

hay dos tipos de movimientos: 

.J.- Una lsotopía ambiental global del espado S3 en que se un par de sitios 

de recombinación se ¡>onen en paralelo, y se adhiere entonces la enzima a la 

molécula formando asl el complejo slnáptlco. 

J!.- Un movimiento local, que se atribuye totalmente a la acción enzimática, 

y que tiene lugar una vez concluida la sinápsis: 

en la reglón por ella controlada, la enzima rompe en cada sitio 

al nudo o eiilacc formado por la molécula y recombina los extremos 

con un intercambio de hebras. 

Fijemos toda nuestra atención en la estructura del complejo 

sln.áptico local antes cie que se lleve a cabo la recombinación, y 

justo después de ésta. 

En las micrografías electrónicas se ven frecuentemente pares· de hebras de 

ADN girando una al rededor de la otra. Tanto los ovillos raciona.les como los 4-

plats estan formados al hacer girar pares de hebras MÍ y se ven como el ADN en 

tM micrografía.•. Además resulta que muchos de los productos de esperimentos 
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de recombinación sobre substratos de moléculas circulares no anudadas resultan 

ser 4-plats. Veamos a la esfera de influencia de la enzima como una 3-bola 

B3 e S3 y observemos que el complejo sináptico local que consiste de Ja pareja 

"enzima-ADN cubierto" forma un ovillo de dos arcos en B3. En 1986 surgió 

entonces Ja idea de modelar la acción de las enzimas sobre el ADN usando lo 

que sabemos sobre ovillos, y, dado que se observó que los ovillos de Interés son 

usualmente racion..tes y que en eM>s cll808 los productos son 4-plats entonces 

Jos experimentos se pueden describir cou ecuaciones de ovillos del tipo de las 

que ya aprendimos a resolver. 

Antes de contlnuar debemos hacer una serle de suposiciones matemáticas y 

biológicas que forman parte del modelo de ovillo y aln las cuales nueatro trabajo 

pierde aentido. La mayoría de éstas suposiciones suelen estar impUcitas en los 

análisis que se hacen de resultados de experimentos con enzimaa. 

Supoaición biológica 1.-: El mecanismo de la enzima ea con. 

stante paro cada evento simple de recombinación, independiente de 

la geometrfa euclideana (superposiciones} 11 topología (anudamiento 

11 enlazamiento} que son variable• en la población del subatroto. J\fás 

aún, toda la recombinación se lleva a cabo solo dentro de B3, 11 la 

configuroción del substroto fuero de ésta bola pem1anece fija duronte 

el evento en que las hebros son sepamdas 11 recombinadaa en el in

terior 11 en la frontero de B3. 

Observemos que la Suposición Biológica Jo que está diciendo es que si dos 

complejos sinápticos locales, Uamados también sinaptosomaa, vistos antes de 

la recombinación son "Iguales", donde por Iguales me refiero a que representan 

ovillos equivalentes, entonces podemos suponer también que los sinaptosomas 

después de la recombinación son Iguales. 

En un evento de recombinación podemos hacer distinción matemática entre 

distintas partes del ADN involucrado. Surgen tres tipos distintos: 

1) El ADN en los sitios de resoludón y cerca de ellos aJU donde Ja ruptura 

del ADN se está llevando a cabo. 
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2) El resto del ADN adherido a la enzima pero que queda invariante durante 

un evento de recombinación. 

3)El ADN en el complejo slná.ptico que no está adherido a la enzima y que 

no cambia durante la recombinación. 

Acerca de los tipos 1) y 2) podemos hacer la siguiente: 

Suposición matemática 1.-: El sinaptosoma es un ovillo 11 

puede ser aubdividido como la suma de dos ovillos. 

Al ovillo que contlene al ADN de la forma 1) se le llama ovillo paterno o 

de sitio y se denota por T. Al otro ovillo se le denota por Ob y es aquel que 

está dentro del dominio de acci6n de la enzlma pero que no cambia durante el 

evento de recombinación, 

El ADN de tipo 3) se ve como un ovillo al que llamamos ovillo libre O¡ y 

es quJen no toca a la enzima además de no ver su estructura alterada por Ja 

recombinación. 

Finalmente podemos decir que la acción enzimátlca se ve, a nivel del slnap

tosoma, como el simple hecho de reemplazar un ovillo por otro, también llamado 

"cirugía de ovlllos": el ovillo T pre-recombinante es reemplazado por un ovllllo 

post·recombinante que llamaremos R. Por Jo tanto: 

sinaptosoma pre-recomblnante = (Ob + T) 

sinaptosoma post-recomblnante = (Ob + R). 

Suposición matemática 2.·: Todo el complejo sináptico se 

puede ver como: 

N (Ü¡ + sinaptosoma) = N (O¡+ (Ob + T)) 

ó 

N(O¡ + slnaptosoma) = N(O¡ + (Ob + R)) 

Si nos fijamos en el complejo sináptico prc-recombinante sln la enzima 

obtenemos el substrato del experimento, y análogamente el complejo sináptico 

post-recombinante sin la enzima da el producto, Por otra parte, llamemos 
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O == O 1 + Ob al ovillo de afuera u ovillo de substrato. Entonces el nudo re

sultante en el substrato se puede pensar como N (O + T), análogamente para 

el producto donde se obtiene N (O + R), y O no cambia por la Suposición 

Biológica 1.-. Así, la estructura topológica de aubstrato y producto genera 

ecuaciones de ovillos donde las variables son justamente O, Ty R. En un evento 

simple de recombinación sobre una única molécula de ADN doble, circular y 

desanudada del substrato produce las dos ecuaciones siguientes: 

N(O+T)= substrato ........... (i) 

N (O+ R) = produclo ........... (ii) 

Para resolver estas ecuaciones para las variables {O,T,R} necesitamos cierta 

información experimental. El cambio topológico entre substrato y producto 

puede ser utilizado para determinar al ovillo O. Para determinar la descom

posición de O en O¡ y Ob debemos tener información de la estructura del ADN 

del complejo slnáptico que no está pegado a la enzima, y ésta puede provenir de 

las mlcrograflas electrónicas del complejo sináptlco, de su velocidad en el gel, 

o del conocimiento del espectro de estructura (tipos de nudo y de enlace) de la 

población del substrato. En cuanto a T y R hacemos la siguiente: 

Suposición matemiltica 3.-: T y R son constantes detenni

nadas por la enzima, independientes de la geomelria ooriable de O, 

Generalmente contamos con una cantidad suficiente de informaci6n para. 

resolver las ecuaciones ( i) y ( ii). Podemos tener por ejemplo Información sobre 

los resultados de la recombinación hecha en substratos distintos. 

Pero tamblfo se mencionó que en el caso de la Tn3 resolvasa pueden, en 

un mismo experimento, ocurrir multiples vueltas de recombinación ya sea de 

manera distributiva (la enzima. se adhiere a. la molécula, lleva a cabo uno o más 

movimientos recombinantes, suelta la molécula, y otra copia de la enzima se 

pega a esta molécula ya liberada, efectua la recombinación, suelta la molécula, 

y así sucesivamente) o, una vez sobre 20, de manera consecutiva. Este último 

caso encuentra una interpretación matemática más simple que el anterior y 
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proporciona resultados muy representativos desde el punto de vista blol6gico. 

En éste caso los resultados de varias vueltas de recombinación llevadas a cabo 

en un único encuentro nos dan mucha información siempre y cuando hagamos 

la siguiente: 

Suposición matemática 4.·: Para n vueltas de recombinación consecu

tiva, el sinaptosoma post-recombinación es (06 + nR). E• deci,. que la recom-

6inacidn consecutiva actúa por adici6n de ovillos. 

Esta suposición lo que dice es que, después de la primera vuelta de rccom· 

binación en que T es reemplazado por R, cada nueva. recombinación llevada 

a cabo durante un único encuentro de la enzima con la molécula lo que hace 

~s sumarle al sinaptosoma el ovillo recombinante R, y entonces después de n 

vueltas lo que se hizo fue reemplazar, en (06 + T), a T por nR = R+R+ ... +R. 

Asl Ja ecuación (ii) corrrespondiente a éste caso es: 

N (O+ nR) = producto den vueltM ........ (ii). 

De este modo en el experimento hecho con Tn3 resolvasa algunas de la vari

ables aparecen un tal número de veces como para que nos permitamos afirmar 

que podemos obtener suficiente información para probar que O, T y ~ deben 

ser racionales y para resolver las ecuaciones de la recombinación obteniendo 

soluciones que concuerdan con )as observaciones, 

.3.2.2 Demostración del modelo. 

Resumiendo lo que se ha mencionado hasta ahora acerca de la enzlma· que 

ñas Interesa, podemos decir que la Tn3 reso)vasa es una rccomhinasa de sitio 

' es¡iecífico que actua sobre ciertos substratos de dobles hélices de ADN circular 

desanudado con sitios de resolución de repetición directa. Sabemos también 

que esta enzima no actua sobre sitios que no se encuentren en la misma cadena 

en caso de que las dos cadenas no estan enlazadas. Se cree que ésto se debe a 

que Ja enzima no logra en estos casos poner Jos sitios de resolución en paralelo. 

Al hacer actuar a Ja Tn3 rosolvasa sobre un substrato de moléculas de ADN 
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como el ya descrito se observan, en el producto, distintos tipos de nudo de 

los cuales se observa un producto mayoritario (en cantidad) y varios productos 

menores. 

En la. mayor parte de los casos, al hacer actuar a la resolvasa aobre un 

substrato dado, ~eta actua de manera dispersiva, e1 decir que se lleva a cabo 

una sola vuelta de recombinación ante1 de que la molkula 1uelte al producto, 

El praducto principal observado corresponde entonce1 a esta reacción y es el 

enlace de Hopf que e1 un 4·plat con afmbolo de Conway (2). Se observa que si 

le damos una orientaclón al nudo trivial del que partimoo y le hacemos heredar 

esta orientación al enlace de llopf entonces éste tiene siempre número de enlace 

(-1 ). Sin embargo sabemos que la resolvasa a veces actua en forma consecutiva, 

y resulta que mientras más vueltas de recombinación ocurran en un mismo 

encuentro, menor es la frecuencia de aparición del producto de esta reacción, 

y de hecho la frecuencia decrece exponencialmente con el aumento del número 

de recombinaciones consecutivas. De este modo los productos, que son los 

siguientes: ( figura 3.21 ) 

_nudo figura ocho = (2, l, l) 

_enlace de Whltehead = (1, l, l, l, l) 

_nudo 62 = (1, l, 1,2, l), 

se cree que son respectivamente los resultados de dos, tres y cuatro vueltas 

consecutivas de recombinación. 

El descubrimiento del producto (1,'1, 1, 2, l) obtenido sentó las bases para 

el modelo de que se ha hablado y que describe el mecanismo de la Tn3. Se dará 

una prueba matemática de que este modelo es la única explicación posible de la 

estructura del complejo slnáptlco para los primeros tres productos observados 

de recombinación con Tn3 dadas las suposiciones que se hicieron, donde cabe 

destacar que el pap~I más fuerte lo juega la Suposición Matem,tica 4.-. 

Se probará primero que los resultados experimentales de las primeras 2 

vueltas de recombinacJón consecutiva de Tn3 producen ecuaciones de ovillos 

con cuatro soluciones para O y R. A continuación se verá que la tercera vuelta 

de recombinación se puede utilizar para descartar tres de las soluciones antes 
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encontradas dejando una que se cree es la solución correcta biológicamente 

hablando. 

Antes de continuar demos un lema que tiene como corolario un resultado 

que será fuertemente utilizado en una parte de la prueba del teorema que nos 

proporciona las soluciones a un sistema conocido de ecuaciones de ovillos. 

Lema 13 Sean A y B ovillos la/ea que A + B es un ovillo mcional, entonces 

sucede una de las siguientes aituaciones: 

A y B son rocionales, o, 

si uno es primo entonces el olro debe ser el ovillo ( oo ). 

DEMOSTRACIÓN: 

Observación: A + B = R racional'* A y B son localmente de-

sanudados. 

Consideremos las dobles cubiertas cíclicas ramlficad~:.d.•A!By 
A+B que denotamos por A'; B' y (A+ B)'. Sabemos que (A +.B)' 

es un toro sólido y que, por la observación; A; y B' so,n :.;i;~l~d~d~s· 
Irreducibles cuya fronterá es Úií toró'bldlm~~sl~nái:, O . • ... , . , 

Como A+B = AU4B donde d.~s un dlscoque·t~~~ ~l~~·aréd~ def 
'·~ . •.- "'.' ·.' .. ,, .... " ... ·'.·;·.···~,~.- ... ·;~ .\~,,-"'":;~.'·"·~~-::-··---···. 

ovillo en dos puntos, entonces (A+ B) .= .A'Ud•.B' donde d' resulta 

ser Ún anillo esencial en OA' y 8BI: Tuiteníos dos·é;.;;6~~6a1hÍ~s ;~ra 
d' y éstos son que sea'compreslbÍC en algúnci d~ -A' o•B'; ~ blon''que 

sea incompresible en las dos. 

"2) d''es Incompresible en A' y B'. 

Eri éste caso d' es también incompresible en A'U4• B'.' Recorde

mos los siguientes resultado de tres variedades: 

Sea M una 3-variedad y S una superficie que separa a M como M = 

X Us Y. Si S es incompresible en X y en Y entonces ademh de que 

Il1(S)'-' Il1(X) 

y 

Ili(S)'-' Ili(Y) 
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se tiene que S es incompresible en todo Al de modo que 

II1 (S) '-+ II1 (.M) 

y 

II1 (X) .... II1 (.M) 

II1 (Y)'-+ II1 (Af) 

Aplicando ésto a nuestro problema, corno d es un anillo entonces 

n, (d) = z y tenemos que: 

II1 (d) = Z .... H1 (A') 

y 

Hi(d) = Z '-' H1 (B') 

y H1 (A') y Hi(B') se Inyectan en el grupo H1 (CA+ B)') = .z. 
Entónces: 

H1{A')=Z 

y 

H1(B')=Z 

asl que A' y B' son loros s6lldos, es decir que A y B son raclc¡nales. 

Ahora, si suponemos que alguno de los dos no es racional, lo que 

en este caso significa que es primo, sucede que: 

2) SI d' es compresible en A'. 

Esto significa que hay una curva esencial en d' que es bomológlcamenle 

cero en A', pero dado que d' C OA' entonces podemos afirmar que 

A' tiene frontera compresible, y corno además sabemos que A' es 

irreducible y que OA' es un toro, entonces A' es un toro s6lido. En· 

lances A es un oviUo racional. Y además si A' es toro s6lldo y tf 

es compresible en A', y como todas las curvas esenciaÍes en d' son 

paralelas, podernos afirmar que 8d' está formada por dos meridi-

anos del toro A', m1 y mi = pm,. Como los arcos del ovillo A se 

le1'ilntan a los arcos del toro s6lid o A' que se muestran en la figura 
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3.2pentonces sabemos que podemos elegir un disco d~· 3 ·8d~ = m1 

que no intersecta a las preimágencs de los arcos del ovillo ni tampoco 

aau rotado p(<f.)(observemos que 8[p (d~)] = m3). En éste caso d~ 

se proyecta en un disco encajado en A, con la misma frontera que 

d, y que separa a las dos hebras del ovillo mostrando así que A está 

forzado a ser el ovillo trivial ( oo ). a 

Corolario 3 Si A y B son ovillos tales que A es primo, D es localmente de

sanudado y B"' (oo), entonce• A+ D es primo. 

DEMOSTRACIÓN: 

Supongamos que A+B es racional, entonces por el lema anterior 

,con la hipótesis de que A es primo, se llega a que D = ( oo ). Como 

esto contradice las hipótesis entonces A+ D debe ser primo. O 

Enunciemos ahora sí el teorema que nos lleva. a probar que, una. vez hechas 

las suposiciones biológicas y matemáticas de las que ya hemos hablado, el mod

elo piopuesto es correcto. 

Teorema 15 Supóngase que los ovillos O,.T 11 R satisfacen.las ~iguientes ecua-

ciones: ,', .";.'¡ ,-,)_.:4 :. ~,L',J.¡; ~ :. • 

N(O+T) = (l) ....• , ............ : ... (i):, .. 

N (O+ R) = (i) ........ ::;:_;,::::.'.. (i,l). '• • 

N (O+ R + R) =. (2, l; 1) ;;.'¡L (Úi)',, · 
Entonces 

DÉ~ióSTRACIÓN: 
.. '' 

. Observemos qué co.mo (2)_ y (2, 1, 1) son 4·plats amfiqueirales 

entonces dada una solución {O, R} al sistema formado por.las ecua

~¡~~.~ (Íj ,'fi;¡ ,(Íii) entonces {-0, -R} tambi6n es solución. 

Primero proba.remos que R debe ser un ovillo racional: 
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N (O+ T) = {l) => O y T son localmente desanudados por la 

proposición 10. 

N (O+ R) = {2) => a lo más uno de O ó R ea localmente 

anudado, y por lo anterior a lo más R es localmente anudado, pero 

ésto ea Imposible pues (2) es un enlace de dos componentes de

sanud>Mlaa. Entonces Res lotahnente desanudado. 

Ahora, 1i R tiene paridad (oo) entonces N(O + R + R) debe ser 

un enlace de dos o tres componentes. Dado que por hipótesi• ésto 

no sucede alno que N (O+ R + R) es un nudo entonres R no puede 

tener paridad (oo). De este modo R debe tener paridad (O) ó (1). 

Observemos además que O debe ser distinto de (oo ). Éato último 

se debe a que si suponemos O = ( oo) entonces como se puede ver 

en la figura 3,2,: 

N (O +R) = D(R),'IR ovillo. 

Y la única manera de que D ( R) sea un enlace de dos componen tea 

es teniendo a un R de paridad ( oo ). Asl, se concluye que O #- ( oo ). 

Supongamos que R es primo y entonces como O es localmente 

desanudado y O fe. ( oo ), entonces por el corolario a.l lema 13 afir

marnos que O+ Res primo. Pero dado que la ecuación (iii) dice: 

N(O+ R+R) = N((O+ R)+ R) = (2,1,1) 

entonces por el lema 13 uno de (O+ R) ó R es racional lo cual es 

una contradicción. 

En suma sabernos que R ea localmente desanudado y 1uponer 

que es primo nos lleva a una contradicción, por lo tanto R debe aer 

racional. 

Demostremos ahora que O es racional: 

Sabernos que es localmente desanudado, supongamos entonces 
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que es primo. Pero 

O primo => T racional por ( i) 

=> O' es complemento de un nudo en S3 • 

O' denota la. doble cubierta clclica ramificada de O. 

Del mismo modo, por el teorema 12 

N (O+ (R + R)) = (2, 1, 1) 

=> (R + R) es racional 

Y entonces se tiene que R y (R + R) son racionales y por lo tanto 

R' y (R + R)' son toros sólidos. Además (2) = b (2, 1) y (2, 1, 1) = 
b (5, 3) y entonces 

[N (O+ R)]' = L(2, 1} 

[N(O + R+R)(= L(S,~l., .. 

y podemos afirmar L (2, 1) y L (5,3} se obtienen por cirugía d~ De_lin 

en el complemento O' de algún n~d~. , .· . . .. 

Ahora aplicando Jos lemas G y 7 -~las 'ecu'aciones ( i), (ii) y ( iii) se 

tiene que como 12 - 51 >- 1 entonces O'. es complem~nto de unmido 

toroidal, y como además exist~ r tal que: o: = ;i (i; lfentonces 

O' es toro sólido y por Jo tanto O es ·ovilló radonal Jo c~al ~S'una 
contradicción pues se supus~ que·~~~ ~~iii~"'c~á.· pf·i~o. ·. ·. . . ,. 

Así, como O' no puede ~er ni primo ni localmente a~udado ~n-
tonces es racional; · 

Tenemos entonces que los ovillos O y R que sea~ solució~· al , 
' . '..<'.•' . .'·.' 

sistema deben ser ovillos racionales. 

Ah~ra hay que probar que uno de estos dos ovillos tiene que ser 

un ovillo entero. Si suponemos que ninguno de los dos es enter~ en; .· 

tonces N (O+ R +Ji) resulta ser un nudo de Montesinos no tri.vial 

y por lo tanto no puede ser 4·plat, lo que es una.contradicció~; 
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Sabemos que R no tiene la paridad ( oo ), Supongamos que R es 

el ovillo entero (r). Suponiendo que R =(O) tendrlamos: 

(2) = N(O +(O))= N(O +(O) +(O))= (2, 1,1) 

lo cual es claramente una contradicción y por lo tanto si Res entero 

se tiene r 1' O • 

. Suponiendo que R = (r) y O= ~son soluciones a las ecuaciones 

propuestas entonces por el lema 2.1 se tiene que: 

lu+rul = 2 

y 

lu+ (2r)ul = 5 

Resolvamos entonces éste sistemita: 

Sea z = ru, entonces haciendo este cambio y elevando las ecua,. 

clones al cuadrado obtenemos las siguientes: 

u2 + 2uz + (z2 - 4) =O 

u2 +4uz+ (4z2 -25) =O 

y las soluciones a cada una de éstas ecuaciones de segundo grado 

son respectivamente: 

es decir 

u= -2d'~=-z±2 
y 

u E {-z + 2;-z-2} n {-2r+5;-2z-5} .. 

y las soluciones {u, z} posibles son 

{{-1,3} j {l, -3} ¡ {9, -:-7} j {-9, 7}} 



y para cada par simétrico de éstas se tierien varias soluciones { ¡¡. r}. 

por ejemplo: 

{u,z} = {-1,3} ó {1,-3} ~ 

{¡¡,r} e {{~.1};{=!.-1}d-:1,3};'{1;~3}}' 

Es fácil verificar que de estas cuatro soluciones, {-1,3} y {1,-3} 

no son solución de (iii), y solo lo son {-$,1} = {(-3,0),(1)} y 

{!. -1} = {(3,0), (-1)} quienes son entonces soluciones al sistema 

inicial. 

De manera análoga partiendo de {u,z} = {9,-7} ó {-9, 7} se 

obtienen de nuevo cuatro posibilidades de las cuales solo dos son 

solución al sistema inicial y ellas son: {;. -1} = {(2, 3, 1), (-1)} y 

{-Y, 1} = {(-2, -3,-1),(l)}. Obtengo as! que si Res un ovillo en

tero el sistema tiene cuatro soluciones posibles para {O, R}. Además 

observemos que las soluciones que fueron descartadas por no satis

facer la ecuación (iii) corresponden al caso en que tanto R como 

O son enteros. De éste modo O y R no pueden ambos ser ovillos 

enteros, 

Ahora supongamos que O = (s) un ovillo entero y que R = ¡¡ 
con ti 'r l. Entonces por el Lema 2.1 tenemos 

•. ·.··Como O es un'ovillo entero podemos afirmar qu~: 
'<,:.' ...... ~. ', 

N ((O+ R) + R) = N (R + (R+O)) '= (211;1) :.· •.. 

y él o~mó' (R +O) éstá C!a&ifÍcad~'p'ór eÍnÍ!méro;racional (a+ ~) 
de forma que si ~~lve~os a 'apÍi~~r eÍ ¡~;¿¡ 2.i obtenemos: ' 

· ¡2u~+ sv2¡;;.vl2u + svl = 5 
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de modo que como v >- 1 y 5 es prlmo entonces 

As(, dadas las ecuaciones 

•= 5 

lu+ 5vl = 2 
y 

l2u+5•1=1 

encontramos como soluciones a 

(u,s) = { (-1,ü, (1,-ü ,{-3,1),(3,-1)} · 

de las cuales podemos de entrada descartar las dos primeras donde 

a no es entero, y con un poco más de trabajo se verifica que las 

soluciones {O, R} propuestas por las demás no satisfacen la ecuación 

{iii). a 

Llegamos entonces a tener cuatro soluciones posibles al sistema de tres ecua. 

clones propuesto. N esotros quisieramos tener una sola que sea correcta desde 

el punto de vista biológico. Para ésto hace falta más evidencia experimental 

y de hecho se necesita un nuevo producto que esta vez sea queiral pues de 

lo contrario las soluciones vienen por parejas. Afortunadamente se encontró 

el enlace de Whltehead que es queiral y que parece ser el resultado de tres 

vueltas consecutivas de recombinación. Con éste dato final podemos encontrar 

una única solución para {O,R} y se puede predecir el producto de una cuarta 

vuelta consecutiva que también ha sido observado. 

Corolario 4 Supóngase que los ovillos O, T u R satisfacen las siguientes ecua-
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ciones: 

N (O+ T).= (1) '"'.''.~"'T""':··.:·:··:·'.","'.(i),. 
/'{e o + m "' (2) ..... ,: ..... ;,; .... ·.: ... :.: .... :.e m ·. . ' ... . . :·. ~. ; .. -. ·. ~' :' . - ,' . . 
N (O+ R.+ R) = (2,1;1).;,;;,+ ......... (iii) 

N(O+'R.+R+R)ii; (i,ií;'ó';iy::.::civ)'. ''''"' 
Entonces 

. ·<~ ,: '," 

{O;RJ = m-.a;O};(iin . · ... · 
.:·~.~:.>~:,. /~:~~:: ...... ;,'_'·::.~; -.'.':•~,:~" .. :,..,.:\:- ,·,·".: .. 

•·'·•, 
y además 

DEMOSTRACIÓN: -.,;, -'·,': ;•;1: 

Es fácil ver que de las cuatro solúcioncs'imcontradas en el teo-

rema 15 la únlca que satisface la ecuación (fo) es{O, R} = {{(-3,0), {1)} }. Cl 

Observemos que, dados los sistem;.. anteriores, no hemos obtenido ninguna 

lnformaclón acerca del ovillo T. Recordemos por otra parte que si asignamos 

una orientación a cada nudo trivial del substrato y observamos con cuidado 

la orientación Inducida en cada uno de los productos, entonces vemos que Jos 

productos debidos a una sola vuelta de recombinación encontrados son, en todos 

los casos, el enlace de Hopf con número de enlace (-1). Afirmamos que si en 

el corolario anterior aumentamos las siguientes dos hipótesis: 

_ La paridad de T es cero 

_El número de enlace de N (O+ R) es (-1) 

entonces las ecuaciones ( i) y ( ii) son suficientes para determinar la solución cor

recta, de~dé el pÚnto de vista biológico, de {O, R} y para predecir los resultados 

de todas las siguientes vueltas de recombinación consecutiva. 

El conoéer {O,R} y el mímero de enlace del producto de la primera vuelta 

de reco~hl.nacl~n ,consecutiva podemos obtener cierta información acerca del 

ovlllo T. 
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Corolario 6 Supóngaae que el ouillo T satisface las siguientes ecuocione•: 

N((-3,0)+T) = (l) ..................................................... (i) 

N((-3,0)+(1))=(2), oonnúmerodeenla« -1. ... (ii) 

Entoncu T tiene paridad (O) p, si T es racional entonces 

T = (2z,3,0) 

poro algún entero~. 

DEMOSTRACIÓN: 

Observemos que T no puede aer de paridad (1) pues, suponiendo 

que lo fuera entonces cerno {-3,0) también tiene paridad (1) en

tonces N ((-3, O) + T) serla un enlace de al menos dos componentes, 

cosa que no sucede. 

T lleno entonceo paridad (O) o (oo). Demos ahora una ori

entacl6n al nudo trivial, ésta debe lnduclr una tanto en {-3,0) como 

en T. Si no conocemos a T nl su paridad entonces de entrada &oto 

podemos dar una orientacl6n a uno de los arcos de (-3, O) tal y 

como lo muestra la figura 3,23 (a)• Este arco orientado lnduce una 

orientación en una de las componentes del enlace (2) obtenido en la 

ecuación (ii), y como sabemos que (2) tiene número de enlate 'c-1) 

entonces podemos doterminar la orientación de la otra componente 

y de éste modo &aber cual e• la del segundo arco de (-3, O), tal y 

como se ve en la figurb. 3.2aO)• De aqui resulta que, dada la ori .. 

cntación en el nudo trivial, necesitamos que T sea de paridad (O), y 

observamos que si la paridad fuera (oo) obtendríamos en la ecuación 

(ii) cl enlace de llopf con número de enlace(-!). 

Ahora si T es además un ovillo racional entonces por et t_eoreffi8. 

T = (2z,3,0) para: algún entero z. Y cabo destacar que •l .z = O 

entonces T = (O). a 
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Muchos. biólogos tienden a pensar que T =(O) y de hecho se dice que existe 

un argumento biomatemático para sustentar este hecho. Si suponemos que 

T = (O) es cierto entonces se puede determinar el mecanismo cnzimá.tic~ y la 

estructura del compl.cjo sináptlco a partir del conocimiento de los productos de 

una y dos vueltas de rccombinaci6n. 

Corolario 6 Supóngaae que los ovilloa {O,R} aatiafacen las siguientes ecua. 

ciones: 

entonces: 

N(O +(O))= (1) ................................................ (i) 

N (O + R) = (2), con número de enlace - ! .... (ii) 

N(O + R+ R) = (2, l, l) •••..•.••....•.••..••....•.•....•• (iii) 

{O,R} = {(-3,0),(1)} 

N(O + Rt. R+R) = (Í,1,1,1,1) 

N(O +R{JÍ.t. R-f-R) 'C(i,1,1,2,1) 

Deltcorem~Ú ten~rno~~~e:hay~.1~'máS 4 soluciones para 
~ . - - - '. - , .... - '. . -.. _ . . , . 

{O;R}yson:.· ·> 

H-:i,oi.cm. {(3;o>.c~l)}. 
. {(2,3, l). (-!)}. {(...:2~~3,':-1); (!)}. 

Obscr\'emos en la figura.3,21 que Iaa ill~i!"~ dos soluciones propues

tas no satisfacen la ecuación (i). Y, p~r 'el cor~larlo anterior, de las 
- . :. ., 

dos primeras soluciones propitcstas I~ ú01ca <jue_ satisface la ccuaci6n 

(ii) donde el producto tiene número de enlace (-!)es {(-3, O), (1)}. 

Y se vió en el corolario 4 que {0,R} ,;,, {c'.-3,D),(1)} satisface: 

N(O + R+ Ri- R),;; (1, l,l~l, 1) 

y' 

N(O+R+R+R+R)::(1,1,1,2,1) o 
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Con ésto se vé que, haciendo ciertas suposiciones biológicas y matemáticas 

más o menos fuertes, se prueba que el modelo propuesto en el capítulo 1 para 

la acción de la enzima recomblnasa Tn3 resolvasa es correcto y es el único posi

ble. Ahora sólo queda esperar a que surja evidencia biológica suficiente para 

demostrar que las suposiciones son ciertas en general para este tipo de experi

mentos. E1to último no es nada evidente y nos Impide afirmar lln lugar a dudas 

que nuestro modelo es "el" correcto, sin embargo da una buena aproxlm&clón 

de la realidad. 
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