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PHASE SPACE APPROACH IN DIFFRACfiON AND FORMATION OF IMAGES IN 
TRANSMISSION ELECTRON MICROSCOPY 

Optical system theory has been well developed in terms of Fourier Optics. On de other 
hand, geomelrical optics provides a well - developed system theory, too. The link between 
these two disCiplines is formed by the Wigner dlslribution function, and the alm of thls tesis' work 
is to study the electron diffraction theory and images formation utilized the Wigner dislribution. 
Why?, because lt desCiibes these phenomenons in the space and the spatial frequency 
domain, simultaneously. lt is fundamental in the interpretation of the electron optical 
phenomenons. 

An electron microscope can be considerad as a series of three communication channels 
whlch act successlvely on the ineident electrons : interaceion electron - object, transfer In the 
microscope and recording of the image. We workad with the two first channels. Frorn the 
change in the electron state one can deduce infOrmation about the interaetion and hence about 
the object itself. The states of the electron can be determinad in either real space or reCiproca! 
space. Then, the use of sorne Quantum Mechanics tools, such as the density operator and the 
Wlgner dlslribution functlon provlde a slmpler, yet elegant, theoretlcal framework for studlng 
electron difraction phenomenons and images formation In electron optics. 

The transfer function of the electron microscope was studiad as the product of the transfers 
functions of subchannels. Each subchannel is a sorne kind of oplical aberration. In conclusion, 
the electron microscope can be considerad as a communication channel and we can treat it with 
the Wigner dlslributlon funetion. These theory Js a useful signa! representatlon in quantum 
theory and in theoretical optics. We are able to produce the WDF for real objects, the results 
could be achievad in the real space and the reciproca! space, then we can know about electron 
diffractlon pattern and its image simultaneously. 
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Cosas más grandes que estas pueden 
realizarse por visión refractada. Pues 

podemos dar tales figuras a cuerpos 
transparentes y disponerlos de tal 

forma respecto al ojo y a los objetos que 
los rayos se refractarán ... hacia donde 

nos plazca, de forma que veremos el 
objeto al alcance de la mano o a 

cualquier distancia ... Así, desde una 
distancia increíble, podremos leer las 

letras más pequeñas, y podremos 
contar las 11artículas más pequeñas de 
polvo y arena ... y muchas cosas de ese 
tipo que las personas que desconozcan 

estos principios se negarán a creer. 

Roger llflcon (/2ZIJ-1292). 
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INTRODUCCION 

Los fenómenos ondulatorios de la materia han encontrado en 
el formalismo de Fourier su expre;si6n matem-átiC·a .... si~ .e~barg~> 
este formalismo no conecta de manera ~ª-~~i:;.·~~- .. y .· 'dir~~ta. _ -l~s · 
fenómenos de la óptica ondulatoria con los: de.·ia.:·ópti:¡;a···g~o~étri.;á . . . . - . . . . . 
lo cual le resta una interpretación más intui~_i?~: __ -~·- 1:-º~- ~ent?i:iie_nOS 
que usualmente tratamos a través la óptica d~· · Fouri,;;~;· .·.Existénr en 
mecánica cuántica lo que se conoce como funCi"an~~ .- i~t~Z:.medi:as, que 

tienen la particularidad de proporcionar información. Simultanea 
del espacio real y su correspondiente espaé-i'~~ -·de frecuencia·s 

espaciales. Debido a esta propiedad, es posible_ · tehe:r ,una conex"ión 

natural entre los fenómenos ondulatorios Y. ~a·· 6pt'i~-a· geo~étrica. 
El principio de incertidumbre hace que .. el concepto de espacio 

fase en mecánica cuántica sea ·dificil:• .. de trabajar. Es· 
perfectamente conocido el hecho de qU~-:··~·n·~-~ Pod~~o·~·:·>d~.t.~~rminar,.-··J..á. 
posición y el momento . de una pa~ticula: s~l1\ui~áneaméni:e cuarício nos' 

:::~~~~:m::a e:i:~r::::;:: C!0eu~::::~n1:~~~t~i,:1~:ti~:;on~~::n::~:, 

~~;;~=;;.;:~i~;·:x~rr"!~?~f~JriH.::~1~f~T $E~t1~~ • ... 
::::i:·:-~· ;~-~:.- .~ _·;"'; .. ,,. 1 - --~::--.:-; ___ _, ·::· .. ·.-~r.-·' 

posee graves 
hecho de que 
por lo que no 
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se trata de una función que puede 

estos inconvenientes, la función 

tenido múltiples aplicaciones 

tomar valores negativos. Pese a 

de distribución de Wigner, ha 

en áreas como la mecánica 

estadística, la óptica física y la óptica cuántica, asi como en 

teor1a de comunicaciones, debido a la propiedad que tiene de 

trabajar en dos espacios simultáneamente, espacios que en esta 

formulación tienen el mismo peso estadístico, esto es, una 

propiedad en el dominio espacial, tiene su dual en el dominio de 

las frecuencias espaciales. 

El fenómeno de formación de imágenes con electrones difiere 

fundamentalmente del proceso de formación de imágenes con luz, 

debido la gran variedad de interacciones que el haz de electrones 

tiene con los campos eléctricos y magnéticos del objeto a 

observar. Esto provoca que la interpretación de las imágenes que 

se observan por microscopia electrónica de transmisión· sea muchas· 

veces sumamente complicada, de ahí la importancia de poder 

deconvolucionar cada uno de los efectos propios del sistern~ con el 

que se forma la imagen, de los obtenidos por la interacción de los 

electrones con la muestra. El estudio de estos fenómenos, a~través 

del formalismo de Wigner, nos permite entender los cambios. 

observados en el espacio real y su correspondiente espacio de 

frecuencias espaciales, en presencia de aberraciones 

fluctuaciones externas. 

Básicamente el fenómeno físico involucrado dentro de· 
microscopio 

materia y 
observador. 

electrónico es la interacción de .los. el~ctró.ne·~, con 

cómo llevan estos· la información del :· ;,bj~t~; ·;~a1i'-' 
Los cambios en los ·estadoS · cUántiCos{' de·, ·1os-. 'éie~t~'6~e~ 

debidos a estos dos procesos PUede"h·.~ ·s~r··,: :· é~fudi~·d~~ :i'ta·rit~ .~· ~~ :: .' ei~: 
'··_:: ;:"·,;.:>'':':~i.~····'.'.i;.:~, ·:.··::t·: .. '·-·~.i.::.·;··· :-~:·:<~ ...... ·: 

espacio de coordenad~s c.~~o ::~: .. ~r:i ... ·.:.~·~~ ;~7¡:.·~~-p~é::.~o'; :.":_'.~~ ·: ~. :f~~~u.en~.ias 
espaciales. El estudio. de eSt~~" .. _'~~~.bi~~s--(~~~íid~::¿.~~-~;.·t:~~·~·S_f·o:.:.ma·d~· :·de 

wigner como herrami.en~a,. es ~~:·.-.·~tjj~~·~VC>.:·d;;~-~J.:_·~r:~S~iit~·~:.t.~a:~~?º· · Pa~á: 

~:::::~:::=~::::!:::::~:::l!if ih~1tt:~}~1:h!:s2ll1t:Te~i~:; 
~ransf iere .. el. siS.~e·m_a: .. ;- .. ~~t:~~·~i~~~'ió~i·~:~::->·~.·~¿·5~~::· . .-··:i~·f~r~a.Ci·ó·~:::.:: a~-.· 
obse .. ~~ador ... ~r'i~~~o.~1·~'.~aÍi~·~~-~-~o~·:-~1:9~-~~-s:--d~·.:\~~-S .... ~Onc~Ptos c.lá~-icos .·· 
de la 6pÜca ~11d:uia'to~Í~.~~·1~; i~~. delj·f:;~malls;.o de Wigrier, para 

: : ~ .' .. Pág., 2 
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luego extender su aplicación en el proceso de formación de' 

imágenes con electrones, siendo este camino una forma simple· y.· 

elegante de entender los fen6memos ópticos que ocurren en. ·un 

microscopio electrónico de transmisión convencional. 

Pá9_; 3 
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I.- DE ·LA· ECUACION DE DIRAC .Á LA ECUACION ·DE SCHRODINGER 

INDE~ENDIENTE DEL TIEMPO; 

....... ": .·.·.·. . ·:·:. .' 

L 1 PROPAGACION: DE UNA ONDA DE ELECTRONES .EN .EL VACIO • 

., :. . ·' ·' 

El .. eStudiO .... de la formación de imaCÍene,~, eri\~~rmi~~S ~·e· la 

téor1a·:··~riduiatoria, se basa fundamentalmente en la -herranlienta 

matemática· de la Transformada de Fourier. Nll~stro ~bjet.i.vo es 

utiiizar un formalismo alternativo, a través· de una función 
intermedia, la funéi6n de distribución de Wigner, que nos permita 

inte~pretar, con sencillez, lo que ocurre en el proceso de 
f0rmaci6n de imágenes, tanto en el espacio real como en su 
correspondiente espacio de frecuencias espaciales, de manera 
simultánea. 

Antes de empezar nuestro desarrollo, repasaremos brevemente 
los fundamentos de la óptica fisica a la luz de la teoria 

cuántica, con el fin de entender claramente el problema de. la 

propagación de una onda de electrones y cómo puede ésta ser 

utilizada en un proceso de formación de imágenes dentro de un 

microscopio electrónico de transmisión. 

Un microscopio electrónico, como sistema óptico, consiste de 

un haz de electrones acelerado por una diferencia de potencial 

constante que incide sobre un objeto cuya imagen es formada por un 

sistema de lentes magnéticas (electroimanes). 

Empecemos por analizar lo que ocurre con la fuente de 

iluminaci6n. Uno de los métodos convencionales para producir 

electrones es la emisión termoi6nica . Los electrones acelerados 

poseen todo un conjunto de diferentes números cuánticos, formando 

un ensamble estadistico descrito por la estadistica Fermi-Dirac. 

Esta distribución de. energías, es descr1ta de forma aproximada por 

la distribución de Maxwell;, sin eIDbar9o, al aumentar la densidad 

de corriente, el anchO ::.·de·._:.ia:·::··di~tt::ibuCión . aumenta pareciéndose 

cada vez mas a una di'st~~~~c.i-6·~::;G~\1~.si~~ª· Esta dispersión de los 
posibles valore's d·e· _:,'-'i~·.--:·',';~~efcif~- ~s . consecuencia de las 

interacciones - electrón:;~Íáé:t:r61i·~ que -ocurren al aumentar la 
~ :.: , 
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densidad de· electrones que conforman el haz1 La densidad de 

corriente es controlada por un electrodo Wehnelt que se :en·cuentra 

a una diferencia de potencial de -200 a -300 .ev: con respecto al 

cétodo (cañón) y que tiene una acción repulsiva· .sobre los 

electrones emitidos. El Wehnelt actua como una lente 

electrostática convergente, limitando as1 el haz a una región muy 

pequef\a y formando un disco de m1nima confusión llamado 
11 cross-over", siendo éste el que finalmente actúa como una fuente 

efectiva de electrones. 

El efecto de este aumento en el rango de los posibles valores 
de la energía de los electrones que conforman la fuente de 
iluminación se refleja en una disminución de la coherencia del 

sistema, afectando el limite de resolución del microscopio. Este 

tip·o de efectos sólo es importante cuando la probabilidad de que 

las interacciones electr6n-electr6n aumente considerablemente y 

puede ser tomado en cuenta dentro del formalismo de la función de 

transferencia a través de una función envolvente, de tal suerte 

que podemos eliminar este tipo de efectos de la fuente de 

iluminación propiamente dicha y describir al haz de electrones 

como un conjunto de electrones sin interacción entre ellos, 

moviéndose bajo una diferencia de potencial y en presencia de 

lentes magnéticas. 

Ahora bien, la forma mtis general de tratar un haz de 

electrones bajo una diferencia de potencial constante y en 

presencia de lentes magnéticas, es a través de la ecuación de 

Oirac, porque en ella se incluy~ el comportamient~ relativista del 

electrón y se toma en cuenta su espin. sin embargo, analizaremoS 

cómo el problema puede reducirse a uno de estados estacionarios~ 

descrito por una ecuación de SchrOdinger independiente del tiempo; 

todo esto cuando se trata de la formación de imtigenes en un 

Microscopio Electrónico de Transmisión. 

Empecemos por discernir la razón por la cual en microscopia 

electr6nica de transmisión, no consideramos los efectos de espin 

del haz de electrones, esto reducirá la ecuación de Dirac a una 

ecuación de onda para una partícula de espín o. 

l 
Este erecto rue · obuervodo exper 1menlo1 menle Boersch 

mode1ado por LOcrrler: .. bas~ndose: ·~in co1 lsloneu eJcclron•electron. 

Pég. 5. 



un haz de electrones producido por métodos cOnvencioÍlales 
está formado por electrones cuyo esp!n posée direcciones 

arbitrarias. En un Microscopio Electrónico, estos electrones son 
acelerados por una diferencia de potencial V, alcanzando 
velocidades mayores a c/2 <2 >, para luego ser deflectados por un 

conjunto de lentes magnéticas con simetria axial. Ahora bien, para 
que un haz de part1culas cargadas, con esp1n semientero, presente 
efectos de polarización, es necesario que sufra una dispersión por 
átomos pesados; un experimento tipo Stern - Gerlach en el caso 
particular de electrones, no produce un haz polarizado (27]. La 

polarización de un haz de electrones es más probable, entre mayor 
sea el número atómico del blanco dispersor.. De esto, podemos 
concluir que las lentes magnéticas no producen un efecto de 

polarización sobre el haz por s1 mismas, en tal caso, veamos si 
dichos efectos pueden ocurrir al interaccionar el haz con la 
muestra. 

Al incidir sobre el material a observar, el electr6n sufre 

una dispersi6n proporcional al m6dulo al cuadrado de la 

transformada de Fourier del potencial dispersor U(x) (aproximaci6n 

de Born). Por sus caracteristicas, esta dispersi6n cumple con el 

principio de reciprocidad, es decir;. es ·!;,variante ante 

inversiones de los estados final e inicial. La dispersi6n es 

simétrica respecto a cualquier. calntd:~::;-.~~.- i:iignc:;> de todas las 
componentes del momento y del espin. ·Asi.pÜes; el· estado final del 

electr6n no presenta polarizaci6n· ~c:~i.:~';;spin final no esta 

orientado en alguna direcci6n preferencial) (17]. 

Explicaremos lo anterior con más -detalle. En los procesos de 

dispersión elástica e inelástica, _.Íos ele,ctrones ven afectadas sus 

trayectorias al pasar por la muestra, o bien, son retrodispersados 
por ella. Entonces, la dispersl6n producida puede ser de pequeño o 

de gran ángulo dependiendo de, e1ú.' q~e se rompa la simetría del 

fenómeno de dispersión. En ~l hec~~ ~e qu~ la sección transversal 
de dispersión, en el caso clásico· (Rutherford), no dependa del 

ángulo azimutal y dependa·:sólo.,del .ángulo _de dispersi6n, se basa 

2 
Por 

acelcracloh 
o.Ole. 

ejemplo, para 
do 400Kev, 

., cÓrÍvf:nc 1ona1 voltaje de 
alcanzan velocidad de 
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la invariancia ante inversiones de los estados inicial y final del 
electrón, cuando se trata de una dispersión en la que B:!i 1·0<> [32). 

Ahora bien, la polarización de los electrones por dispersión se 

presenta a ángulos grandes, inientras que, en Microscopia 

Electrónica de Transmisión, el contraste de fase, que es el efecto 

que fundamentalmente nos interesa, se presenta cuando los ángulos 

de dispersión son pequeños, es decir, en el limite de la óptica 

paraxial. Para conseguir este efecto, se utilizan aperturas en el 

plano focal de la lente objetiva que nos mejoran el contraste de 
1a imagen, eliminando con ello, loS electrones que son dispersados 
a ángulos grandes, siendo estos los que presentan asimetrías en el 

fenómeno de dispersión y por lo tanto, los que estan polarizados. 

Para finalizar, debemos resaltar que los efectos de espin si 
son de importancia en Microscopia Electrónica de Barrido, en la 

que se utiliza la información de los electrones retrodispersados 

para la caracterización del material estudiado. En estos casos, se 

debe analizar con cuidado la ecuación de Dirac con sus 
correspondientes operadores de espln [32). 

Como los efectos de e~p!n no Son observados, la ecuación de 

Dirac se reduce a la de Klein-Gordon, para un potencial constante 

V: 

{v2 _ _!_ L_ + ~ v2 + ~ ..L} ~cr,tJ· 
· (he) 2 at2 (he) 2 ihc2 . at 

(1.1). 

.'• .·· ... : 
o bien, en términos del d' alambert'iano 

{o - m•c2 }' ~<r-'t:í: +.{:/.;2 ~·,;_;_,\ 2.;\. a> ··}.·.:.~c.",·.· .1:.>'. = ... o 
h

2 
· -':::,:,-,c,;C:¡~·!;i/i!'<('élt 

:~:::~::::e~:=~:~::;~chiWti;t ¡~l1BJ~~B1~tif :tJt2;~kl%::::· ..... : 
de la ecuación de Schrcidi~g~J;·X;·;; f·· ., .. •e'<:/\' : {;. ·- :·:•:' >:•. ·· "· ', · .-. 

. . f." - ,,::,~, , :: ;:.'.·-·-:· ;>·~.-~~.~~::'-" :r ..... 

. H ,~(r,~),~·;~;¡,;·, :t·,,~'fr,t)_::::_·.·.· . (1.2) .... 

usando la expresión r;,iati..;i~~~ ~ar¡ .la 
, ... ; - . ' ' --,,-,_-.': - '-,,. '-'·:~ ·'.: 



(l.. 3) 

o bien; 

· h~w2 .)1~c~k~ ·, + :.m~~~-. 
en donde no hay que pe~~~r d~·~: v'ú'ta~; ~..¡;; E . y p son·. operadores • 

. Ahora bien, . c;;o~o· .en nue~t~~:.- éa.~:o·~·:..:'·~¡·;;·p·O.té~Ci~l :·.~·.-~~:-::--f~d_~·~erl~ie~te 
del tiempo¡ Ías ecs. (l.;l) y (l .• 2); ad.;i:t~n S()luc:Í..ories del tipo: 

'l<(r,t> ci.4> 

esto es, el regimen estacionario considera que estamos trabaja.ndo 

con un haz paralelo, homogéneo y monocromático, es decii_, .. : 
temporalmente coherente. Cabe aclarar que cuando nuestro electrón 
incide sobre un material, el potencial generado p~r ·::su·:· .. -. 
distribución de carga, provoca una desviación de la· olida·,:· 

incidente, el problema se complica, el potencial depende ento~-C'eS·: 
del espesor de la muestra y se necesitará utilizar la aProXimac.i6n·:, 
de Born para analizar el sistema, en este caso, el camp~ di°sPers"~~:,: · 
es considerado como una perturbación sobre la ecua~ión ··. ( 1; 2) ';; 
suponiendo que el potencial de la muestra es t(r), l~ ,~cu_aCi6'~ .:a:. 
resolver es: 

- e t(r)'l<(r) 

Debido a que el potencial dispersor es pequeño con respecto a 

la diferencia de potencial V, podemos seguir considerando el 

hamiltoniano del sistema como independiente del tiempo y seguir 

trabajando en el regimen estacionario. 

Ahora bien, notemos que bajo estas consideraciones, la 

ecuación (1.1) tiene la misma estructura matemá.tica que (1.2), 
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.. ,.-,,,''\'.'·i '."•-" 

pero los operadores E y p se relacionan con las variables 
dinámicas w y k a través de la teoria especial de la relatividad. 

Entonces, la corrección relativista de la.:longitud de onda, 
produce un factor de corrección cuando se calcula la intensidad de 
reflexión a través de la matriz de dispersión. Este término, juega 
un papel importante en la teoria dinámica de difracción de 
electrones, puesto que la probabilidad de transición de que el haz 
incidente Ü

0 
sea difractado a Ü~ depende de la corrección 

relativista de la masa (25), y por consiguiente de la corrección 
relativista de la longitud de onda de los electrones. Asi pues, la 
estructura matemática de la solución (1.4) no cambia, la 
corrección relativista se encuentra inherentemente en la longitud 
de la onda de electrones. 

De esta manera, vemos que la ecuaci6n a resolver es la 
ecuación de Schrodinger para una.cparticula libre en· un potencial 
escalar constante, la cual tiene la .e.~trúctura de. una ecuación 
tipo Helmholtz ( 19) y es a partirº} dE!. este punto en donde 
empezaremos a trabajar con el fenómeno de .i6rmaclón de imágenes. 

1.2 

La conclusión que se desprende de .icl ~isc.~~ióri_:anterior nos 
lleva a que el comportamiento de un haz de .. electrones dentro de un 
microscopio electrónico de Transmisión -._.C:b~ve~cio~~l puede ser 

tratado a partir de la ecuación de séhr<Íding~r 7 independiente del 
tiempo para un electrón. Esto nos lleva ·a:··1á.»C:onocida ecuación de 

Helmholtz: 

[ 11
2 .+ 4rrV] l'l<r> =~') 

··.:>( "·' )~ . .... ;/ 
(1,5) 

la cual admite como · solución:.,· aricias · .. planas.:: morÍocromáÜcas 

amplitud compleja de. :la si9~.i~nte .·~?r'm~~:.· 
de 

-<:-:-:-'.~,,-_':'. ~-:·· .... "'.'_ --~·.:,; -.,',-- \ -_, 

donde ¡¡¡¡ 

. 5{r):.~ Á'e.~·p·· ... {2~.i¡¡.~) 
, .... -

l~mbd~ l..~ 

p .. 6)º· 

-. Es 
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1 
¡-

importante notar que la ecuación (1.5) es válida ~_en :ausencia· d~ 

campos o cuando estos son iridepend~e~tes d.e~· · t~.e_mPC? y(µ.· sea un 

nG.mero real, en caso contrari~, ·~~ ti-~t~~~ ·de. :ún~:·'.~nda~ ci~e-_ se 
amortigua exponencialmente. ,i ~::·· :····· -~· 

La amplitud compleja nos da la: in°fo~m~cÍÓn/éo~pletá. de .la 
onda plana, dicha información_: ~st~::, d_~~~-f~~·n~~a:~::'Pa~.·;. tiry:i~-0~-j-~~to de 

:§~~!1~'.~;ii~~~lit;ti1r11r~1111¡1,~ 
freéíienchs e~~~°,iaÍ~·~··Y;<l/' i~ ·el e,;paclo_.'::eª7.:'.'.'<• .. }J ' 

· .. · íi. ~i <u•".•".>. ,;,,;'cü;v) ;,~ ; ·c;;;,¿/·;:)C~:i) ..... 
_.,_·:· .·,,,.:¿··. »'' 

·.·La figÚra} ,;;~'estra la. posiéión. del ~~diar'H";~F el. espacio de 

frecúenc·i·as·-~---. Noterños _que -cual"qu.iÉ!ril · :~e;::.l,~-~~-:'\~:~-~-~.> proyecciones 
pUed~-~-'sez:,_:;·e~b~i·t·a en términos de las otras' d~s<y.:·;~~···1~. ·magnitud 

d el· ~ectOrº 7i ·como : , z i ·._· ,>, .. ~ 
· f'4 w . = u ~ <u, + v ·r 

u== u sena 
y= u cor a _.sen 11 

As1, la expresión de la amplitud compleja de_·una onda' 
monocromática plana puede reescribirse como: 

. ~· ·. : ·:.: :."·_ -
en un éspc!ciO bid.:iln.eriSi·~·nai, 
trahajarem~~.>> ·' 

,._-_ . 

en. ·;·.e~ . que.' de . ahora·.:.~~' ;:·-i~~l~rlt~;. 
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Obviamente aparecen dos signos debido a la ra1z cuadrada (±), 

los cuales están relacionados con la dirección en que se propaga 

la onda. En todo el desarrollo siguiente, usaremos una onda que se 

propaga hacia la derecha, es por ello que hemos elegido el signo 

positivo en 

coordenado en 

la 

el 

exponencial, 

que la onda 

esto 

se 

es, usaremos 

propaga en la 

un sistema 

dirección 2 

positiva. Es además claro que para el caso en que µ 2 
- u 2 

- v 2 < o 

se tendrá como solución una onda no homogénea que se amortigua 

exponencialmente3. 

Para construir la solución general, recordemos que la 

ecuación de onda es lineal y por lo tanto cumple con el principio· 

de superposición , as1, la suma de soluciones del tipo (1.7).··.~s, 

también solución y sus componentes poseen amplitudes,. ·fa~~~::.Y 
direcciones de propagación arbitrarias. Esta solución puede': 

escribirse corno la integral sobre todo el espacio de, frecuencias 

de soluciones del tipo (1.7), esto es: 

'i'(r) JI:(u,v)exp,[2niz/ µ
2

- u
2

- v
2 

Jexp[2ni(ux + vy) Jdudv (1.8) 

donde g(u,v) es una función compleja que describe la amplitud y la 

fase de una onda plana en términos de la dirección de propagación. 

Debido a estas caracteristeristicas es una función que describe el 

espectro de frecuencias angulares, la función de onda se 

descompone en un espectro de ondas planas con diferentes 

direcciones de propagación y g (u, v) nós ... da información sobre los 

ángulos de los distintos vectores. de,_' onda. 

l!:sta es la solución general 'd~ la .·~cuacióri ( 1. 5) , ahora lo 

que queremos saber es la· fo~ma>::d~·<est~. ;;·Oiuci61) .. ··cuand.~. ,se. ha 

propagado una cierta dis~a~c.i~~:.,.Z\{;:r.~.~~e~:t;f _ .~( ~~~u~l~~ .· ~~. ~~ ~is~~m~ :. _ 

::e q~: ::~~s~::::~:m~~v::~~,~~:f;§;tt~'..i~ªí;ji:h:¡:~~· z)•, n~ :~s más·• 
3 SI el veclor.. .· d~.>· ·~~~~.ª -".\';·:~~~,. '"'· u~~,){ pArte'~ ·; .:·~::~,l~~~·~'~:~. :::)~i;~'.~~··Jlll, · de · 
cero, 111 onda .. se«·. amortiguara·.':''.¡¡.:. :medida: ':'.".,·qu~ ~' ~se; \'.Pr'óPil9Ú~ :::~.}·:. :Pr.l?~i."~l~s :.:·· 
of" Opllcs. M11x B0rn a.·.~ll. Wólr.· :Pp.5~1 · :-.:-~ .. ,.·; .• .. ,., 1 ··~·-· _. 
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g(u,v)exp(~rriz/112:- u 2
-: v

2 

en donde estamos moviéndOrios ~en· un eS~~~io .·bi:jim.e"riSi.~nal .---
Tenemos entonces qu~: · 

(J..9) G(Ü,v) =u [~ci,;,¡]\~:}'~;~i~fr(~'.~¡~0.11~\u2.- v2 

. .: :, '¡ ·<,'. :;·>·-
Ahora bien,._ ·en': z~C,-\t'eii~einOS' :que·:··~ · · .. ;, -· ~>~· 

':, - ' ,. "~. :• .. : : ; -:-.: 
) . -... ~--:-~·., - :·~_.;;~~- ":»:;,. .- ':. "·']·_'. 

·. · • ''.}·1't!Hf i'~'~4¡~J&ii~ta·i t•; 
__ _ .. :~ · °"'" -~: ,.-;,:·· ·:',·_,\_;(-;_ .. · ·_,._o.;.1 ~'-~::--·· 

la 'cual es' ~a·: t~·ansr"c;r~~da, iri~¡~~'a•.'i~e :-~--(,u·~\~(:" 
·-~-) .:. -· -!- ··_;." .. ,.-; . ''"': ~---. .. 

· ... ··. ·.· .. · · · ·· . :~e~ .:~X"t:/~.~···f~.·~; ·.· 
,.,...,., ';;:-,;-:··. ;;, , .::·;· ·:.> 

(J..10). 

(J.. J.l) 

(J.. J.2) 

.0 ..... ,::2::'·~:.;1~;~~·-'.;f~,c"JL.;~ ..... ,,:··"!·· 
funci6n P(u,vJ tal que:· .. · ·. :,· '•'· ·· ); :;,e;• 

P(u,v) = exp(2rrid 112
.;;. u2

- v 2 
) •• :{i.i~Í 

llamada propagador en el espacio de· ·frecuencias es·p~Ci~i~~. ÁSÍ ,--.. 

para representar una ond:a 'que se propaga en el vac1o;_ en el 
espacio de frecuencias esPaciales, debe obtenerse . la : t,r8.nsformad~ 
de Fourier de la función de onda en el plano z=O y multiplicarla 
por el propagador P (u, v) .en su correspondiente espacio· . de 
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frecuencias. 

En particular, nos interesa cono'cer lo que ocurre en la 
aproximación paraxial, para la cual, i.r y x corresponden a valores 

pequeños de los ángulos de propagaci6n·.de. la.s .ondas. En tal caso, 
u2+ v 2 << 112 y entonces: ....... ·.··, · .. 

j µ.•- u•- v• " µ.: [~ -.· ;'~2./v• ··) . 
•• . 2µ.•·.·. 

as1, el propagador puede escribir~e ·como:> 

P(u,v) = exp{2rrizµ. (1 - u::.v<n (1.15) 

' ' '.. - . ~ ; 

Para obtener el propagador en. el·.- ~sP·~~¡c; ieai;. basta 

obtener la transformada de Fourier del'-.p~op~gad~;:<' ~ri6ont;:ad~ · 
- < ,... -~-~:/ ~-;: ·; •• __ :<=· anteriormente, puesto que: ... 

,·;_,_,·: 



la cual puede ~iv_idir's~ en dos in~egra_l.es. de~·. m~s.mo ._tipo, .. esto 

es: 

• ¡.-

J '~.>·. = ~~fJ~f'ixi./f:¡~L,~\2rri~(;~·;:.:/;• .·~~p-.(~rr+;x•/;~i 
obteniendo fi~~i.rn~n~~·.d~~}~; > · . L / ::, . · ' · . · .. 

•• :: 1 .,; '.Sb·i:,;~m\,:.·J~~fü .. ~c1~;;« ff •·• · (1.17) 

. ·.•••••·~ 'i.:·.·Y;~~) ~t~w:·:x~~~Hi.f µ.:;.;~.\.(i~.~'.-(~~::z{·.¡iJ• 
. -.-,,'- -

~~:r::n:d~tr:;P.ªt~:ºr· frl:f'J~t:~~t:~~:{~~1Á:1';p'Jfü:~· ,~;:t·~~:e::ª~:: 
,:·?::·::i·: ···:·'~·:::··:·.-···:··.·. ~(-':: .. ·.­

\' .. ·.-· - -~·>: -~: 

·,.-

.. 



matemát.icanlénte c6mo: 

'i'(x,z) =( 1~. Jexp(2Triµz).¡.(x,y)•exp{2rriµ ( x2~l l} · (1.19) 

La pregunta ahora es ¿ Qué pasa cuando un.a· ~~·da . .'.:~.'.:~~ ·-~~6u·e;¡tr~ 
con un obstáculo, sea éste una rendija, una lellt~, .e~~.i.,6.•:c(:n".o en 
el caso de ondas de electrones al interac9,i~~ar:"; c.a,~>\l?s· .'.·c~.ritp~s. 
eléctricos y magnéticos en una muesi;.ra ?.~·-_.En.·'. .. «:.stOs·.)::~sOs;··_Se­

requiere determinar la forma que · ~om~. . .. ~a·_'_· .'_."~~~~~6 .. ~.:<-:."~~-·· :=--:ond~ 
dependiendo las caracteristicas del objeto· -~obr~'.el·.:.:,;¡;;;{,J~~ide. 
Poder determinar con exactitud las caracte·r.ÍstÍ.Ca·~_:·de:::ia'.··ond~'-bajO:·. 
estas condiciones es, en genera1, sumament~: .. c·~m~ii~~~~,~- '.:·P~r·~­
reso1ver este tipo de problemas se utii'iza la·:,>'~pr6Xi~~6.iÓn de 
Kirchhoff, en la que se considera la 'existe~c.i~ .. _d~ .: Ui-t~._--f~n~i-6ri 
T (X, y) que contiene la información de las características del 

obstáculo que son vistas por la onda inc;::idénte ~n la poSici~Ji z=D ... 
y fuera de él consideramos a la onda como si el obstáculo no 

existiera. 

Matemáticamente esto se expresa de la siguiente manera: 

.¡. • (x,y,O) = T(x,y) 'i'(x;y,O) 

Los problemas de difracción pueden tratarse básicamente Con · 

el formalismo anterior si consideramos Un plano tangente ·a1· 

Obstáculo justo después :del mismo, podemos· utilizar en est_e-.punto 

1a aproximación de Kirchhoff, .cal.ctilando en est'e pian~·~.l~ ·.f-~ri~Í.ón 
de ond~ que ha sido previament~ deformada .¡. (x ,y, o)· ·~;;:'determinando 
mediante la expresión (1.19) qué es lo quecha. o~u~rlda·c;,n la onda 

difractada a una distancia Z del obstácuio~ ·.Teniendo esto ·en 
mente, podemos ver que la ecuación .. ( 1> i 9). es la expresión 

ma'temática de la . difracción de Fresnel. ·La _e>cpc;ne'ncial que depende 

de z puede ser interpretada como un .. 'téimirio" que· 'representa el 
retardo de fase que s~fre el frente a·e .: ~na~( 'a'1 .. propagarse una 
distancia z. Cabe aclarar que los .. ~i::~nt·~·~ .. < de onda ya no· son 

esféricos y 

aproximación 
en esta consideración'. -· rciside precisamente 

de Fresnel. El factor 'complejo -i implica 
la 
un 
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corrimiento de fase de 90° · de las ondas, ·dit;racta~aS. respecto· a la 

oncla incidente. 
El caso que podernos desarrollar: t~i_;iaimente·. es el. ele una 

lente clelgacla. En ese caso, tenernos· un<ilb:i~tc;·;·pÚlno ele lnclice ele 
refracción constante y de distan~ia :.·f~~'~¡:.;:· f'~' sc;b~é ::~1'::. c;~a·l _: incidé­

una onda y cuya función de tranSm.i.s'i6n·:··e"s: ~~\: .. >\:: _·, . 
. '·" _.;,··;\:~;· 

T(x,y) = exp{2niµL'~;;:~y2;'rf : 
siendo f su distancia focaL . ·.·./''··e··.,.;)·,:·.· ·._',.:· ' .... •, :· .... 

As1, para un sistema cuya funciÓ~ :c1e_ tr;.n.;m{si6n·:;,·,¡·~~cx •. y) y· 
que se propaga una distancia z teneín;;~ que:,;' ' · 

~cx,y,z¡ = [ ~cx,yJ T~ffr>'J}~ ~c~·f·"( 
De esta manera, si nos enc~-~tr-~~~~--':·~:¿=ri J~ri: .. : ~-i;~·t-~ni~: ni~~ de 

una componente como se muestra. 

. . - . . _.- .' ' . . . .. . :' : .. ~-- . -·. .' ' , ·~ '-. . 

Bajo est.e enfoque,. es~udiaremos ·10 que le pasa a un haz de 
electrones al incidir sobre una muestra suponiendo que su 
interacción .con el:t'a pr'ovoca. s6lo dispersiones ele bajo ángulo. 

1·.'3 . APROXIMACION MULTICAPAS 

Hemos estudiado a través clel formalismo ele Fourier los 
efectos Pioducidos.en una onda al atravesar ésta un sistema 
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6ptico. Estamos interesados ahora en saber cómo es modificada al 

interaccionar con una muestra y qué información podemos sustraer 

de ella. 
Cuando el haz de electrones interacciona con una muestra 

encuentra una distribucci6n tridimensional de campos que le 
producen una desviación dependiendo de sus características. Si el 

haz de electrones es muy energético (E~ lOOKev), será debilmente 

dispersado, esto es, la amplitud del haz dispersado será pequefia 

comparada con la amplitud del haz incidente. En el siguiente 

tratamiento supondremos que el objeto con el cual va a 

interaccionar el haz es suceptible de ser dividido en N capas, 

cada una de las cuales es vista por el haz como un plano en el que 
se concentr;i un potencial de interacción V(r). La idea de este 
tratamiento es la de poder usar la aproximación de Kirchhoff junto 

con la de altas energías y obtener la forma de la onda de salida. 

supongamos entonces que nuestro haz de electrones incide 

sobre una muestra y que la ve como si fuera un potencial V(i=) 

independiente del tiempo con el cual interacciona. En tal caso, la 

ecuación de SchrOdinger es de la forma: 

v
2.P<r> + ~m2 ( E - ver> J .P(r> o (1.20) 

De la discusión anterior, sabemos que : . si .v (r) fuera 

constante, una solución admisible seria uria .. ~nda)piána> dei· tipo. 

exp(2rriil•r). Ahora nos dedicaremos a re.sól~er'.eÍ\;aso.p~r.i el cual 

el potencial de interacción no es constarit.;·. ~~-:ro::;;,;;a::r1a·• clé~ilmente 
en la dirección perpendicular al haZ· ·r~t·~.~-~:~.~.~;.~<.~~.Y+~·~~~-~:a~· t~i que 
el obstáculo no desvíe sensiblemen~B: :.;· '~~r :~~z -:~--~.::f~sPe~tó . a su 

;'. ,:· ~ ·.: ~;' dirección de incidencia. 
. . ··-'·:·,;'.\'.~<~::':"· ·; .. _,_, ·_.:.·'.:· 

Obtengamos la transformada de F~liZ:re~·.é:i.;\~· ~-~Ja~ió~ '(1.20): 

·."·(~: 
.. 

" { n• ... (-r) +.· h2m····· [··.·.··E--·.· .. ·V·''(··-r;;·)·· H·. U V T . ] ~(;;)r~ Q 

' . . .. ·:: ~ -.: : ,:'-". 
"i ; '•. r-.·-',,- ,.,·~ " 

' ~--
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- ..... ;· 

lexp(~~~i~·~l {·v2~(r) + =~· [ E - y(rl ~<r>} dil o 

de donde' se .. obtiene'. que,, .. ' '.; .... 

. ·. c~2rri~~} ~;:c¡;i + 2mE'·~. ~¡¡>(~? :~;:~;!<~)' .:~· (¡¡¡·=O 

Rec,;rcia;,a~'~t1~~~cii.~
2

:~e.~~l;i;os::~~· 1~i~;~~~~; ;,i 'a1 ;,úm.;ro . ·de 
onda cie:i 'ha.z" incidente;-; definido:· como:µ·= . 2mE/h .'.entonces·:· ·· . ,_: · ·. ::_.· .. ·. ·r:~- ..... _ •, - -. -.. o,. , ".-, . ,.-. , ... · .. , .. 

.. '.: 

.• ~~· '~ Cill: *:~ (jl) =o (1.21) 

Podemos proponer comO" 'soluci.6~·--a-. ~st~ ecuación una función de 

onda plana modulada por una función <p(r) ·que tenga la información 
de la desviación sufi:-ida'.·-por·. el, .-héÍz" .al interaccionar con la 
muestra. Esto eS posibie. po:rque s.up.onemos que esta interacción es 

débil. Entonces: 

~ <il> = J ~SPJ?~~~·r] ~xp[2rriil.·r] ip<r> dr 

~ <ill -J· e><f H&~~(¡; ¡¡~n <p(r) dr 

la ecuación (2)~~e·~~~~~i;'i;~~~'.~~/> .. 

11 

'P(¡¡ - il.) 

(11: ~ Iill +:;¡~):)#.) Ú { ~\ ~<[u - ii.JJ~ o 

Elijamos lá d~recc.i.~~ z ·como la dirección ~e propagabI~n é1"ú' · 
haz, esto es il= (O,O,µ ). Ahora bien, si u es ~1 v~,;t"C,,:'./'eri':·e'i"· 
espacio r~c1prc;co. del haz· d.Í.spersado, lo podemos _--~~·c~ib~r :.·-~9~_0-· 
combinación del .vector de onda incidente como se ve 'en ·1;. _figu,ra;: · 

¡¡ = il.+ ¡¡• 
Como estamos en la aproxima~i~lí ::_ae·,.--· 

altas energías, µ1 es_p~queño.re~­

pecto a ii
0 

y supondremos que. su·:.v¡f 
riaci6n es muy pequeña en·· la di-,· 
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' . . . ' . . ' ; 

rección del _haz inCidente;. este> es. el áng.;lo entr'e .ámbos .es --~uy 
pequeflo. 

EntOnces: 

(l..22) 

µ: - lit.+ it1 l 2 
= 1.1:- 1.1: - lit1 l 2 

- 2 it.· it 1 

Es en este punto en donde haremos explicita la aproximación 
de altas energ1as. corno ·la desviación del haz es pequefla 

entonces lii'=(u' ,v' 1 v 1 ) 12 es una cantidad pequef\a respecto a µ
0

, 

esto es, la variación del haz difractado µ, se encuentra 
fundamentalmente en la dirección de propagación del haz 
transmitido. Matemáticamente tenemos: 

entonces: 

µ: - lit.+ it1 12 
" -2 it 10 it. 

'.;··.· 

as1 ·1a ecuacfóri (1._21) qll:~da ·-~o~~,;- .. ~_,·:::; 
-~: :~;. ·, 

' 

-2w 1 ¡.¡ ~-[(u 1 v,...:-¡.¡ i) ~'\;.>{·\~l.~······}c( .. _<_~_;_v 1_.,_.·_-_.-_"• __ > __ J-. =o 
. o . ·. · .. o .· . h2 ::_·: . . :;·::~-~ .:· .·:.· '. 

A 

-2w1 ~0 ~(<u',v',v')) { ~ * ~ }:(/úv~l::i·>J~~ ·· 
~ '. :· ;' 

Hemos llevado la ecuación (l.. ú) a-\ :'5u\ ~;c¡,,;;;si6ri ·bajo una 
aproxi.rnación de altas energias, én donde::¡~-·-·,;¡;d¡;::_•¡;;].a,;~':incidente 
la proponernos modulada por una funcióri;. · f{I· (;::) '>f:'q\i'E; ::_ ~oritiene la 

información de la desviación sufrid.a po~--.i.l'.h~~- ai. interaccionar 
con la muestra. Tenernos pues que -.-la .. •exp;::;;s,ú,ri (l..22) varia 
fundamentalmente en la coordenada re~fpróca··.-·v, - de·· la variable 
espacial z. Entonces, obteniendo· iit · '.;f~a~·g·f·~~-~ada de ~our~er 
inversa de (l..22) llegarnos a que: 
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uº .. -· a<p(r> 
ni ·.az 

' .. ,,. 

o. 

a<p(r).. i'.' 2mrri ~C~l'P_C~l = 0 

(L'24). 

az h 2 ~·~,~· 

Para integr~r eSta· últim~ ::eX~:~e.~i~~~;:~~~~.~-~ct~.· ~::.z·, . .':~ei¡~amos: · 
.· z<:··:<:·.:.·:·J·::.-;·_-:: ;:.·;·.·.: . 

f (x,y,z). J :~::,..:V,:~~)·:iz-~? ;~_ ·.-. 
o. ,:··- .. :•.. '". ','' 

=~:~o~.· N~~:~::t::::~se~u=~te~cia:·.·~:~f.;::::::r:Y:-1rr~u;~:)ra(r:n·· .• el 
Bz {exp(f(x,y,z) )<p(r) }=exp{f.(x,y,z¡Jh.z '°''.._ ¿;,g~~ ·e;· 'P., ] .. o 

' ~' .. : -- - .. ,..,,,h.,:~;-~-;-:· .. ·(i>;'''):·""'~~,;;.· ·.<:-.;· 1·\- ·.~ . .: ' '' . - :_,.. ;.·-~·:::_~·:·-~ ~·.~_,.· 

a: {exp( f(x'.y.~))~c~)};'.;;~,;·· 
;·,·.-. '<.::: 

esto nos garantiza que la funCi'6n '- ~·~~~~­
expl1ci tamente de z. Llamemos A(~,y) ;.a;:t'ai::i~n"di6ri: "-

despejando la función 

"'<i> 

•:: ip(i,z) 
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Definamos: 

_u= 2mrr 
h21J.o 

que es conocida corno la constante· de interag 
ci6n~ . . . 

y como v. al potencial proyectado:·· 
- . ~.' \ ·.-',.: ~~:_,:·: _·, .. ;' 

. 'V ·~?J.vd) d;·. 
···-~>- ... :·,, _ó'?>:"·<. ,_-.-

De esta manera li~lnO~. Con~tiu{do:.una _., .. ~~~ci6n''ac la 'e~~ª~.i6n 
~, "' ·.·:-:; >>·)··:··.·:: -::<:\ ,~'.·.·~ ·;-· ~~~;~ :,~·:_._:: ._,',.·~g~.: -:_:·· -.~:i.: (l.2) de ·la forma: 

~cx,y,z) ~ A<~> .. ~~-n.i~~~Dr.J{~;~ "Tti;._y1l ; _ .. , ,; c1 •. ~~i .· 
._-':)_:- ·-~~~: :.~:'.t::<>~-~-~.}~~~f~:>~·'.L1 ~-- -~~~-- .. : ._,;~.:-.: -":-:-·- -i 

As1, por cada capa tengo ;~na fu~-=~6~-~~;;§~~:j~;.~f<!nC,i~,- de ,ia .. 
forma: 

. . - . . 
después de la cual propagamos una distancia : z · h¡sta ~n,;ont~ar 
otra funci6n de transferencia del mismo tipo. 

Para tener una visi6n más intuitiva de la introducci6n y el 

uso del potencial proyectado en óptica de electrones, partamos de 
lo que le pasa a una onda al atravesar un medio con indice de 
refracci6n diferente respecto al medio en que se propaga 
inicialmente. Sabemos que el indice de refracci6n esta dado como 

n='Ao/71., donde 'Ao es la longitud de onda del haz incidente y 'A la 
del haz refractado. Entonces, si 'Ao=h (2mE)"2 y 'A=h (2m(E-v (r)) )"2 

tenemos: 

n(r) 
[ 
---=E- ] 

112 

[ ---=1-
E - V(r) l - V(r)/E ] 

1/,2 ... ¡: l, +. V(r) 
2E 

.. _,_ 

despreciando ordenes de magni tU.d mayores, ... ~ebi.d~ 'a. que'- ·estamos 

trabaj a¡:>do con electrones de al ta 'eMr~,i:.'a.: :El': de,;fas~miento .¡, (r) 
puede ser obtenido de la diferencia. de ,. c'a~_ino; 6p.ticci: · rel.ativa ·'al 
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frente de· onda ·en el vac!o, esto es 

Hrl 211· -,.- J [ n(r) - 1] dz 

-m 

~~ J .. ~Cr) dz 

-.. 
pero la trayectoria solo va de o a· z · Y. además E 

entonces: 

tl)Cr> 2Anm 

~ r o 

ver> dz 

As1 pues, vemos que cuando trabajamos con electrones de alta 

energía (100 kev $ E) como es el caso de las energías que se usan 

en microscopia electr6nica de transmisión, los cambios en la 
componente paralela al haz incidente son tan pequenos que podemos 
usar la aproximación WKB para enterder el proceso de difracción de 

electrones. 
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II.-. FUNCION DE DISTRIBUCION.DE WIGNER. 

'2.l INTRODUCCION 

- · . .' ·:·.,_-·,· 

La . función·. de distdbu.;i6~ de WÍgn.;,r." 
onda f(~~;r;'g(x,z) se.define cómo riiJi' 

fÚnciones de 

siendo 'C" un vector que permite pasar del espacio de frecuencias 
espaciales al espacio real. Por esta raz6n la distribución de 
Wigner pertenece al conjunto de funciones intermedias, dado que es 

una función que contiene la información de la función de onda 
tanto en el espacio real como en el espacio reciproco. 

Un caso particular se tiene cuando g(i} = f(i'), en ese caso 
se obtiene lo que se conoce como función de auto distribución de 

Wigner. La función W, puede interpretarse como el espectro 
espacial de la función f(X,z) en donde su correspondiente espacio 

de frecuencias espaciales está determinado por el espacio de los 
vectores (ii ,v) • 

De la misma manera puede definirse la función de Wigner para 
las transformadas de Fourier de f y g [11]. 

Inspeccionemos ahora 
transformada de Wigner y 

(2.2) 

algunas 

·-·,·¡.-

de J·'i~~ ': : ~~opiedades de la 
las situa,cion'e.i~ 'us,ic~s que podemos 

._,, ... · 

anali~:: ad:r::~s =~t:~~~~nes que n~~ . }~~~;~s: < e~plorar, es la 

información que podemos recuperar: d~···uT¡~, :-f~líCión. de onda cuando 
ésta se propaga a través de álgOÍi,, Ín.;,d¡o:,: .. de · cierto indice de 
refracción (puede ser simplemente;' ·.su :.~·pl-'C::>paé]a.ción en vac!o, a 

través de una lente, etc .. )< As~: ~.~~~>~'.~·~,--:c'on~e·n~~nte entender qué 
tipo de información podemos Óbterie~.'s"i·'..·1~. _ápHcaníos la función de·. 
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distribución. de Wigner a uria función de onda f(x) 

(2.3) 

la forma de esta expresión nos. ·sugiere que podemos obtener 
. información . sobre la función de onda .. en. ei espacio real ·.si 

integramos su distribución de. Wigner • .. sobre el espa.cio de las 

frecuencias, esto es: 

cx,ü> dü Jexp{-2rriÜ·~b('.:(~ ;~~,2) i*(>< ~ ~12)d~ _dÜ .c2.4) 

~' .. :.- -~·~ ;;>.. :'.:.'~ ~ 

al integra~ pri~~f~~:~~~~e ;.·:gi{t{~~~ Iu~~ f~ncUm ~;~~~;~c' en - ~ 
• .. ~ ·- ' ·, ·. . . -Y:;:.,.;:'.'..·' ' . " ... es decir:.: ··- ;·:_·;;:·- ,,:.:...· '''·.::..-':: .. ,:- ,:r·: :~·:_.:'.~ - ~,_f· ··.'·;.'~ ... ,';Y .. 

J W, <X.O> ,.' 1:,;~l ~íf > .,,),~(· - ,,,¡,: 

J w, (x,Ü) .dÜ 1 f c3<> 1
2 (2.5) 

que en términos de la información que podemos obtener de la 

función de onda, significa que al proyectar la función de 
distribución de Wigner sobre el espacio de frecuencias espaciales 

se obtiene la distribución de intensidad de la función de orida, .· 
esto es, lo que conocemos como imagen. 

De igual manera, si trabajamos con la transformada de Fourier 
de la función f(x) obtenemos : 
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J wF <ü,x> dx 1~(Ü)1 2 

que es la densidad de energia espectral de la . función :·de .. ;ri.~a .. ·:. · 
f (x), o dicho de otra forma, el patrón de: difracción.: 

Observemos adem&s que la función de distribución de Wign.er. es. 
real, es decir : 

wf cx,ü> =:w\ <x,ü> 

esto Qltimo puede exhibirse del siguiente 

11 (x,~l 

- . . ... -. 

f(x + ~1~}/~(x .v2J.·= Jexp{2rr~x~~tw~cx,ü>: dü 
_. ,.- .. _ -·,. 

de.donde : 

~ ;: . . . 

n~(x,~> ~.•f*(x+(1.·2 ... J ~(x .. ·.(.1 .. 2):~n.1x,".1I>·.· .. · 
' ., .: .. ·;,,; 

~Fxp{-2d~·~}w;(i,cii ~~ Fx~frrri~.<~~>}·w,c;i;ü> dü 

de esta Qltima igualdad se concluye .(2.9f: Sin.embargo., a(ln c.~ando 
la función de distribución de Wigner es s·iempre ·.r .. al, no 
necesariamente siempre es positiva, esta es la razón por· 1a cual 
en mecánica cuántica no puede utilizarse como· una fUnci6n dé 
distribución de probabilidad. 

Lo que vamos a hacer a continuación es utilizar la· funéión de 

distribución de Wigner para representar algunas .s-ituaciones 

concretas de la óptica física (óptica de Fourier), y algunos .. casos 
de la óptica geométrica . 

• 
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2.2 ONDA QUE SE PROPAGA UNA DISTANCIA Z 

supongamos ahora que una onda f(x) se propaga en el vacio y 
queremos saber cómo se ve la sefial al desplazarse una distancia z, 

en términos ahora del formalismo de Wigner. Del tratamiento por 
Fourier, ·encontramos que una onda al propagarse 

0

distancia puede ser representada matemáticamente 
convoluci6n de la funci6n con el propagador: 

una cierta 
como la 

f(x,z) =(~) exp(2rriµz) f 0 (x) • exp{2rriµ( x
2

;zr
2 J} 

obteniendo la transformada de Fourier de dicha expresi6n tenemos: 

F(ü,z> =.F~Cü,o¡ ~xp{2rrizµJ1 -.u::(:>)}tFzCü>. 

obtengamos ah~~ª· la .transfbr~~da d" wi9n"r · d~' FC~. ;¡ · · · 

w,. e•."> ~ f ~{i~~\i~l~tf !~~Í¡~¡[~f 1fü'~( ¡~ ;~!'''' ) } 
-; ', '~~··,;~·> - i, .: ·::,:.:<'.: "- .·://: 

F~. (~~·~· .~,2 1;!~~{~2~~-~~v.;~' .. '. /t-:~µ~12!i'JJJ.~r 

• .. , ... , -F"'li,~i~Ii~~~fü\i~[~'~S·li,1~1;·~~,~;:+ ·• 
. , ~: ---:~:.;.::.: ·:,:r. :~.e .-":>:i: <· .. ·.· L~:._. t~~ :\. 

•·. ''.· ~, ¡~¡ff ,M:H '~i'.)ll itdi ~;,f ;: (· -"'1 
de donde :es, inmediátci que:•·" 

·_-__ ·_, 

,i - zü 
-µ-

d~ 

(2.10) 
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Un análisis rápido de la función obtenida, nos permite 
observar que hay un corrimiento en las variables de posición que 
depende del vector de propagaci6n de la onda. Sin embargo, nos 
interesa trabajar con la función y no con su transformada de 
Fourier. Para obtener la transformada de Wigner de f (K) hagamos 
uso de la siguiente propiedad: 

la cual podemos demostrar facilmente puesto que: 

en donde se han escrito expl1citamente 
Fourier. Asociando los términos con 7!: 

las 

W,cü,><>=Jexp{2rrii!·(>< - ><•; "")}exp{-2rriu·(><• 

dX 1 dX 1 'd~ 

(2.11) 

transf~~~a~as ·d.;·.· 

integremos sobre 1! dado que las funciones ya .no· tierlen'."'ninguna. · 
dependencia explicita en esta variable: '.>,'~::';:: .:':, i· 

w,cü,><>=J a[>< - x•; "") exp{-2rriü·(><· - x':~)}t~Wri;(iJ;'{(~'dx;• 
'>· -·<,...,·,';··· . ·v', .·,·-, 

evaluemos primero respecto a )¡• '= 2 (>< · -.· :~') '. ..... ,·'.:,/:~·:· . ... ,:.·.·"e·•" 

2 (x ~')) }d~;yf~{ 2(~; ·. '" ~')}. dx• 
"" ·.,.¡·, f -·"'' 



w.<ü,x> 2 Je~p{-2rriü·(2x' - 2x)} f(x')f*{2(x - ~')} .dx' 

hagamos ahora el S~g.Ui~nte.· éarnbio -d~c·var~~bie·,· 'sea ·.i: = .. 2 (~0' ,;.. X), .. 
entonces: 

·.: '.:· ·,·· 

W r (ü, x) =J•~{-::i~·~}· ; [~.: :J ¡l·i.;·2,······.r·.\;;.; .. ~ .. ·: ~ :.! )}d'f .. 
. ,·~¡-:',· . . . . . . 

de donde finalmente obtenemos: .. · ... / ?• · , •f .•. ·• 
w. (u,x) = I exp{-2rriÜ·~} f (" + ~ 1~.(;·.z .. :i,~'.:Jr·~~· .v~f·ix,Ü) 

Usando entonces esta relaci6Íl para -~·¡· caso de· -.una : Olida.~ (;¡ue - se 

propaga una distancia z tenemos que: 

(2.12) 

Observemos que la transformada de Wigner de la funci6n f
0

(x) 
propagada una distancia z, result6 ser la transformada de Wigner 
de f

0 
(x - zÜ/ll), esto es, la variable espacial se ve modificada 

por el vector ii que se encuentra en el espacio de frecuencias 
espaciales. Sea X' = X - (ll/Z) ü ' un vector que se encuentra en 
el plano que corta al eje en la posici6n z. Gráficamente tenemos: 

¡¡ 

z 

,,_ ___ 1-----7 
Figura 3 
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Vemos claramente que cuando el vector de propagación µ es 

paralelo a z, el vector (i,O) cae en el plano (X,z), lo cual se 

obtiene del argumento de la transformada de Wigner, 

independientemente de la estructura de la función de onda, puesto 

que no hemos puesto una función de onda especifica, la única 

restricción que tenemos es que nos encontramos en el régimen de la 
6ptica paraxial, debido a la forma del propagador que hemos usado, 
lo cual se refleja en la geometria del sistema y nos indica que la 

propagaci6n en el espacio de una seflal ondulatoria puede 

representarse matemáticamente como un corrimiento en las variables 

de posici6n. Si la expresi6n (2.12) en el espacio de coordenadas, 

obtenemos: 

= j F(u) j 2 

La imagen se obtiene si se proyecta en el espacio de 

frecuencias. 

Las expresiones (2 .10) y (2 .12) muestran la simetr1a que 

existe entre las variables del espacio real y su correspondiente 

espacio de frecuencias en el formalismo de Wigner, as1, cuando una 
expresi6n describa una propiedad en el espacio real, tendremos una 

expresi6n que describirá una propiedad similar en el espacio de 

frecuencias. Esto nos permite pasar de una representación a otra 

sin mayores complicaciones matemáticas, dado que algunas veces 

será más fácil trabajar en el espacio reciproco que en el real. 

Vemos entonces, que a partir de la función de distribución de 

Wigner, podemos conocer la amplitud de una función de onda que 

pasa a través de un punto en el espacio y cuyo vector de 

propagaci6n es µ. Analicemos ahora algunos casos particulares. 

2.3 ONDA PLANA PROPAGANDOSE UNA DISTANCIA Z 

Analizaremos ahora el caso particular de una onda plana 

propagándose en el vac1o una distancia z. Matemáticamente esta 
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~ituaciÓO·pueae· representarse como sigue: 

'1<,;cx,z) 

donde. i:io es el vector de onda de la onda plana · incidE!nt~ i 'y .la ~ · 
del propagador es el número de onda que en este caso;, Como·:. no hay · 
desviaci6n ni perdida de energ!a, coincide con liio_I.·_.·.: obt~ngámoS,: 
por simplicidad, la transformada de Fourier de ~.(ii,z)··· .. 

pero: 



"·.•:' 

w,cü,x)=re.xp{2ni~·[x,~ z~. nJ exp{2nix•·[Ü + ~,; _ il.n dx' 

. . J ;·cl>"·i:-f ~;~.~( :i~.)} ,,; 
. ~' 

w F (Ü, X)= Jexp{2ni~· (x --~f +·:+;-~"\ltx~FA~·Uü -~.-ló) r·· . 
. ·:'.. - '. !° ,.,-,.,. .,-,: ~;.,-_ ·, . : ; 

~:)· }-';~;.;'<ik; -~i>' 
·.·:.~ ,,-,":\ ·,.--.,./ ... " 

" 'j - " . i •·~e:·. ,-

integrando sobre ~ 

w cü,x)=J~[x - zü + x•- x•}x;{~~ix·~r~·;:rn·n~:r~{irrix"Lfii:- ¡¡)} 
F --¡¡-; ~- .di•;;~1:fr.§ .. ~,º;·e.r.,~:·;:_::~:-··.:.•_ .. · o •. · 

integrando ahora sobre . X!';·:.· te.nemas ~;una'· funci6fl:~~ c5 .:-~que;_ nos 2. reduC:e - lá · 
integral a evaluar la f.;;,·ci6n . .in.'i·''''.'."" ;•_::.-.•:;••o.;:. '····· '· 

.•. ;, ._ :_.'- ·., ,. ;;:r.'<, ·.; :-:: .. ; .. < .:·,~-:-: ••• " • -, 

·.·-·····.··:.~~:·*:·2 ::'f ·;:h:·'.;~ 1it::!'.:~·t]H "_:, :·
1

·:'. 

······+~+ ... -1~ ~ •. ¡¡:.~: .. ¡ '. ~ -~. r 1· 1· .. n ... 
w cü, ~> =J· ~x~{-ini.[ü~J:'h·-)'~[d~'fcffe;~\:jJ;):.};~~}c 

~- . i .· - - .:: ·;,·.·, :: .. :::.}:sr_:C:~\_t;';_::~Ll::::r· < .• 

w,cü.~)=ex+:~¡~ '2 i.]; [~ ... --~~--'] r~{~(f <~~n :; 
·f.-: 

la cual es básicamente .una !Url:aT6'r(:c5 .. -d-e.-;"0'1ra·c ,_-en ~·la":.-~iariabie, de 
frecuencia espacial: ···.·;:~;'.' ',_, :::-:.;: .. - ~· ._, ·,._. 

·_:,··, 
,·];: 
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(2.13) 

As1 pues, la expresi6n (2.13), proporciona la direcci6n del 
vector de propagación para un rayo, y su posición en el espacio 

(como si la punta del mismo fuera un evento localizado), segün el 
corte perpendicular a la dirección de propagación, interconectando 

de manera natural, los resultados de la 6ptica fisica con los de 
la 6ptica geométrica. Este resultado refleja claramente el hecho 
de que hemos usado el propagador en la aproximaci6n de ángulos 

pequefios. Podemos preguntarnos ahora, que pasarla si en vez de 

tener una sola onda plana tuvieramos dos o más de ellas con 

distintos vectores de propagaci6n. La no linealidad de la 
transformada de Wigner nos proporciona de manera inmediata los 

efectos de interferencia, esto puede verse con mayor claridad en 
la secci6n 2.6. 

2.4 ONDA ESFERICA PROPAGANDOSE UNA DISTANCIA Z 

Una onda esférica la puedo ver como una fuente puntual 

propagándose en el espacio una distancia R, donde R es el radio de 
curvatura de la onda esférica: 

tJ(x,y,R) 

... .,,.,. .. , .. , .. ''"":' ;~~¡'.¡J'J·.:~J~fr·'•L .. ;/ 
Obtenga"}os ·~ª~~~r;;;);?~~~~~~;~~d~ ;:_ ~·~gn~i:· . ':.' 

·::,· :· ;:.,>::..' ,, .. , ... -~-"'<-~~{-..~-,< ~~-- --·-.'~·~".{';-~~;~_·,···- ,·;,.-'-.:r.',. 

•.; ":"'-E··'i'I;,,,~i 1i~~}i~{;f {~li~'t 6t\··,·f i\;'"51 

J} 
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( -

al asociar las. exponenciales, 
son los cruzados, entonces: 

(x+gq •+ (y+g2J •1.}d. ~ 
2R .... 

,· "· ·.-, ... - : 

los ünicos- té~'in'i.riOs que -·s~breviveii 
·- ... 
: -~: ~~ . ~·- - . : . ; . 

••• ,.,.,. [-Y)· J~·r':i~f :~1iif i~~11tG~~:e )ir;~< 
·.'-.~'.;·~~ ',_<-'·~·~~:::~.::-::· :¡),' ,.. , , ,., o} ,~-. ' 

. ••• ,.,~, é i , t; lM~~ l if~:~rt'.:~ : tr-1¡ .; 
entonces: :-. _'-;/,,·.: -~-

u i - ü --R- (2.14) 

Notemos que la transformada de Wigner de la función de salida 

es nuevamente una a-oirac. Observemos que: 

ü 
-¡¡- (cosa,cos¡J) 

los cosenos directores en el espacio real, en la aproximación de 

ángulos pequenos, coinciden con los cosenos directores en su 
correspondiente espacio de frecuencias. La expresión (2.14) 

refleja el caracter puntual de la descripción obtenida por Wiqner. 
De esta expresión, podemos inferir la amplitud de un rayo que pasa 

por el punto X y cuya frecuencia espacial es ü. Si consideramos 

las puntas de un conjunto de rayos con distintos direcciones de 

propagación y un mismo radio de curvatura, obtendremos un frente 
de onda esférico como era de esperarse, es decir, tenemos un 

conjunto de ondas planas tangentes a la superficie esférica: 
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Figura 4 

2,5 ONDA PLANA TRANSMITIDA A TRAVES DE UNA LENTE DELGADA 

Otro ejemplo que podemos desarrollar con facilidad dentro de 
este formalismo, es el de analizar lo que le pasa a una onda al 
pasar por una lente delgada, con indice de refracción constante y 
distancia focal f, La función de transmisión de una lente delgada 
es tal que [14]: 

'lf(x,y) 

en donde, ~(x,y) es la función de onda antes de la lente y 'lf(x,y) 
es la función de onda transmitida por la misma. Entonces: 

X + ~ ...... 2 
2f 

¡• } 

(2.15) 

•• '"·"' +~-1 ·¡ ·~:';':·zr:i~ :h,;i • •. i· •:· "' i.~! '"'"';' ¡ 
, "·"'··· 
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.ue doride es inmediato que: 

W~Cx,ü¡ ü - µx l .f 
(2.16) 

En este caso, notamos que la onda, al ser transmitida por la 
lente delgada, ha sufrido una desviación en su dirección de 
propagación por un factor de corrimiento que depende de su vector 
de posici6n, transversal al ej~ óptico, del número de onda ·y de la 
distancia focal de la lente. Si recordamos la definición en óptica 

geométrica del poder de refracción de una lente, veremos que este 
es proporcional al indice de refracción de la misma e inversamente 
proporcional a su distancia focal. Analizando la expresión (2.16), 
podemos ver que esta información se obtiene de manera natural de 
la forma en que la transformada de Wigner transforma las variables 
de espacio real y de frecuencias. 

Podemos ir más allá en nuestro análisis, supongamos que 
tenemos una fuente puntual a una distancia R a la izquierda de la 

lente delgada, de tal suerte que a la salida de la misma tengamos 
una función representada matemáticamente como: 

~(x,y) ~ 
2R x2;/ J} 

En este punto, utilizaremos un resultado demostrado en el 
apéndice A, en el que demostramos que la transformada de Wigner 
del producto de dos funciones en el espacio real, es la 
convolución de las transformadas de Wigner de cada una de las 
funciones sobre el espacio de frecuencias. Entonces: 
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µ x 
-f-.- - ¡¡ ) (2.17) 

expresión de la que podemos sacar mucha .in.formación. Obsérvese que 

si la fuente puntual se encuentra en el foco de · la' lente,· 

obtenemos a la salida una onda plana, tal coma· debe ser. Si ahora 
ponemos nuestra fuente puntual en infinit~·. la .ecuación .(2~17) se 
transforma en: 

(2.18) 

-.. >: f.:~~--~::~:' . .'.'·-· .. ··.:: .. ·-~.- · .. :_ ,·•:, .,. 
desarrollemos expl1cltari;~nt~_•.la: cpnvo~'!ci6n ·.?e' las :·6 '.s: ::o 

. ::<~·::;. ~~-:·:· ... '.·;·• -' ., : -. :::~·:~{: ,;:.'.~>:·-~.:..;··-'>" -'.:..::: ': '.· 

6 ( ¡¡ J • 8( µ/ · ~.ü fi_Jtr ~;h3(~:!.'.~~~·~:·~.,~·/;~L¡~. 
, .. -::f~: . ,., .. ~/~ :: ; .:-~- ,<..:« ··; .. _ 

JJJ exp{y • w}: e~~{l~_'.~i~.·.· .•. :i1/g;2.:~Jll.:;tj'.;.~f ·~i·~~~-. 
: ·. :;:·. ' ,,¡; _: .• ·.;·, '._·· ·.···~ '..•.·.'.',·.·.·- . __ , lf ··". 
'-~-: ;· . ; ;_. · .. .', .;;1; '·~:· . 

JI
. exp{( µ/ -.uS:~~M:·t\~2;'~-~J.·: .. d.)x~~r-

<· ·r· 

-!-u ",.. • ~ r' .~H~W ~i{\sf 2;~ • 1 
de donde.(18) ;- se ~J:;;~~~~~ln~ ~n· . '. •'· · ·. 

es decir; el: rayo. cae ,en el pla.no ... focal de. la lente. Gráficamente 
tenemos: 
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FJgw-a 5 

Podemos entonces entender la propagaci6n y la transmisi6n de 
una onda en medios de indice de refracci6n constantes, aplicando 

sucesivamente las propiedades de la transformada de Wigner. 
As! pues, el formalismo de Wigner muestra de manera sencilla 

lo que le sucede a la onda a trav~s de los cambios que sufren las 

variables en el espacio real y en el de frecuencias 
respectivamente, siendo por eso una forma atractiva de analizar un 

sistema. 

2.6 RENDIJAS PUNTUALES 

Estudiemos ahora algunos de los casos que involucran los 
. conceptas de interferencia y coherencia d~ las ondas. 

Tratemos el caso de un par de rendijas puntuales en la 
posici6n X = a/2, i = -a/2 sobre el plano z=O y cuya funci6n de 
transmisi6n es: 

T a(x + f ) + a(x -~ 

Cada una por separado, puede verse como una fuente puntual en 

el plano z = o. La pregunta es ¿Qué pasa con la transformada de 
Wigner a una distancia z = z• después de la pantalla?. Para esto, 
recordemos que el propagador es de la forma: 
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entonces: 

pero:· 

.~::; m;{f·c;~"~-•~,'r~-:<·~·(f~/i•·· .:z·.~··) •·. 

con esté;> la·· t~~n~~'?rm~'.~ª~h-~.¡#2~7.: ~~¡ ·. ·. ;, •· ...• , 
''..'l' ,. ·'>' ' ; •' "·'..~·7:· .. ·- .; ·/:- ,. 

::;~~:.?,·~~~!~:~~\~!:!Jl1ljl!t'J~~;;~{:::>:: ¡: 
··+·~~·(:.-~ •i::: ~;;Jl]':' . 

~·:- .- ; ... \~~ .. ~~-~\?: .:·~~:):.::; ··;:,- <:•: '. '·<:·. " 
Por comodidad,· haga.~~~::t,':s:sig~ie~.~~s c+b,i'?~ :d~ .vadablés: 

séa:~ .. ·_.(:·~'.)};'·,~:.s<;~!{·3~ri~~~c~~:·' ',' 
. "" ':~~: ·:: --,-:· -.'/ 

· ·¡.>Pr-,~~~ntH'.~f t~~ r"ti¿~f ·f~:r'.!+i'.1 
.. --;_·; ·~··;-',:, ~,.~· •: '.<· ·- ·:· ·,.~,,«~;,. 

+ ~-x~;{lx +. ·} :+;J-):2E;,'¡i < ~. ~ 
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+ exp/3{ (x - ~ + *) 2 

- -(x + ~- -+r} 

fr'll~ 
·:._'··.;_, - , 

-.'H~[i~~·~fü~H;,,_, ~'\l' '·'.'H,··· .,. .. ¡ Wq. (x,ü¡ 
s 

.. ~w~~-~:?1~-~zt:.;-t-1 ,,:, --.. ¡ J ,, 

asociando todo~_i;,s téfmi;;'.;~ que contengan_~ 

w.¡, cx,ü> 
s - : ~.[x + ·~ ])} d~ + 

~xpL2~~µ .~·alf ~xp{-wi~·(ü -. -~~ xJ}:d~ + 

,,·::-

-. exp ( _ 2~~µ ~.iue~¿ F{i:~·,(Ü;;.f (:;/x/J)~ + 

Jexp{-2ni~·[u :~)~ -~;_._n)} ·d~ ]. 

-.~.-.·~·¡::·~<:·:··;.:o· '··: .. ~· ;·, ;' .-···. 
como podemos ver, tOdaS :·i"a·s-·:· iri~eg:·raú!.S'~'S~h ·o~ s·: 

; ·¡:.:~;., ;:·.~-~:~· ~- .. ~>/;:/::-·: :.-. 
_:_ . .. ,- ... 

Wt
6 

(x,ü>=( ~.) 2 

[ a{ü · - ·. ~;N):_: ~J}.'.i.~xf(2f~IJ ·_ i·aJa{~•-~ 
·<:· 
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+ e~~{ ,. . -~2f,!1L .".".~)~{ü - ~· "} +. ~{ü - ~. [x .- .·.~ ]_} ] 
..,,_, "·. \."' ... 

~es_u·, i __ ._t··ª····d·,··º .. ·.· .. ~ .. •.q_·,·_·.~.--.e_.,.·.· .. P_º·.'·d, __ · __ e._m._ os .• , .. _e_ .. ·-.~.-.1'_._r_ .•• ~~-'.1 .. ·_ .. r_: ___ ;_;e_ ... n._. téfiiinos dei; d~~(: 2"~< ~·-i) : ' _ , ,, .,·.,:._.r~~"."-'."--"-· ·;:.¡,\"··' '•::_..,,,~· ,··::-.Z .:.·.:·'.'·'-:':-- ~, 

• ~:.,::~·~ 1 1:í··'[·t~ ~;·~ .¡~::": J 1 Y'.f '~: ~1 :::1 iiii.~i. 
{

- IJ [-+ Ó U - -zt X - ~]}] (2.19) 

Como puede observarse, recobramos un resultado ya conocidO. 
Existe un término de interferencia que reproduce el patr6n de 
difracci6n de una rendija doble. Por otro lado, de los argumentos 
de las funciones 6 de Dirac, cada "rayo" con dirección de 
propagaci6n ü intersecta al plano z• en : 

X = z• {l ± a. Siendo {l el vector unitar.io en la direcci6n de.l 

vector de propagaci6n. 

2.7 RENDIJA RECTANGULAR 

Obtengamos ahora la transformada de Wigner de una apertura 

rectangular de la forma: 

. { l 
f(x.~y). ·~-.·_ .. · 

.. o 

si· jxj_:: 

en o:tro 

a ; IYI.:: 

lugar· 

• ... 

b 

,, 
.-; .. 

-~.., --~' ." 
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de donde obtenemos: 

sen 2rru(a -lxl)·' sen 2rrv(b -IYI) 
nu nv 

Recordemos que debido a las caracter!sticas flsicas de la 

difracci6n de Fraunhofer (en este caso, los radios de curvatura 

tanto de la anda incidente cama de la difractada son tan grandes 

que pueden considerarse prácticamente ondas planas), el patr6n de 

difracci6n correspondiente producido por un obstáculo, puede 

calcularse básicamente obteniendo la transformada de Faurier del 

objeto difractor. Es muy conocido que, al calcular el patrón de 

difracci6n en la zona de Fraunhofer de una rendija cuadrada 

obtenemos : 

F(Ü) sen 2nua 
rru 

sen 2rrvb 
rrv (2.20) 

resultado que difiere del obtenido por Wigner en una fase que 

depende de que tan lejos del borde de la rendija pase el "rayo" de 

luz (o de cualquier otro tipo de part1culas). Gráficamente 
tenemos: 

La función de distribución de Wigner nos indica que la 
intensidad del patrón de difracci6n no es uniforme, sino que 
depende de la forma del objeto difractor. Es claro que esta 
función de distribución, proporciona una descripción puntual del 

patrón de difracción, como puede verse de la ecuación 
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correspondiente. De nueva cuenta, obtenemos una desc~·~pciÓn P.~.~to · 

a punto del fenómeno óptico en el espacio real ·y su · 

correspondiente espacio de frecuencias espaciales. 

2.8 TEOREMA DE VAN CITTERT - ZERNIKE. 

Hasta el momento, nos hemos ocupado G.nicamente de sistemas 
espacial y temporalmente coherentes. Estudiaremos ahora,. através 
del formalismo de Wigner y de la matriz densidad, la condición de 
coherencia para fuentes parcialmente coherentes. 

El Teorema de Van Cittert - Zernike, relaciona el grado de 

coherencia entre dos puntos de un plano z con la intensidád de la 
fuente extendida que los ilumina. Enunciado en términos de óptica 
convencional : cuando una fuente incoherente, ilumina dos puntos 
localizados en un plano que se encuentra a una distancia z alejada 
de la fuente, el grado de coherencia mu~ua entre estos dos puntos 
está dado por la magnitud de la Transformada de Fourier de la 
distribución de intensidad de la fuente. 

Nuestro objetivo es extender este Teorema a estados cuánticos 
a través de la transformada de Wigner, utilizando una mezcla de 

estados mutuamente incoherentes. Recordemos que la transformada de 
Wiqner en estos caso adquiere la forma: 

W(x,u) = J exp[- 2niu · ~) p[ x +.x++ d~ 

fuente extendida, 
(incoherentes) de 

supongamos ahora que tenemos una 

caracterizada por un conjunto de estados >I<•(x) 

tal manera que la matriz densidad del sistema es: 

De esta manera, p en la repr~sentaci6n de coordenadas toma la 
forma : 
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p(x•,x> 

Ahora bieli, partamos de la suposición de que cono'cemos el 

estado del sistema completo en el plano z=O, esto es, tenemos 

perfectamente caracterizada nuestra fuente a partir de un ensamble 

estadistico y por sus respectivos pesos a través de p(x',x). 

Deseamos encontrar entonces lo que en óptica convencional 

conocemos como función de coherencia mutua, la cual correlaciona 

el comportamiento del sistema en puntos distintos de la fuente: 

rci,i•¡ 

T 

Lim + I v(i,t¡v*c><• ,t + -.:) d-.: 
T->., 

-T 

en mecánica cuántica sin embargo, el grado de coherencia de un 
sistema esta descrito por la matriz densidad de la mezcla de 
estados. 

Por otro lado, recordemos algunas propiedades de la 
transformada de Wigner 

I [ x, + "· ,ü] exp[ 
2ni (x, - ><,] ·ü) ~ex, >~*<><.> w~ 2 -.¡,- dÜ = 

de donde vemos claramente que al obtener la transformada inversa 

de Fourier de la transformada de Wigner de la función, se obtiene 
precisamente la matriz densidad, la cual describe el grado de 

coherencia mutua en dos puntos de la fuente, que es lo que en este 
momento requerimos. 

z=O, 

Obtengamos ahora la transformada de Wigner del sistema en 

l 
2 l. '11.""- d~ 

/z=o 



pero, la ca~cularemos en i; = X~ - i
2 

de tal :manera que elegimos X = 

xi + x2 
2 

• Por otra: parte, te.liemos un~:. ~uerite· incoherente, lo 
que se ,~raduce ·en q~e_, la ~at;.~Iz. _de:\ien.sid~·d ·deil sistema toma la 

forma: 
·~ ·. 

I 0 (x)o(~) 

·es:" 
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,x - l 
2 

la matriz densidad del sistema al 

ser ~bservado en un plano z •O después de aplicar el ·propagador 

p. Ahora bien, en este punto no se puede usar el hecho de que en 
la fuente el sistema es incoherente dado que ahora estamos 

trabajando en el plano z. Obtengamos entonces la transformada 

inversa de Fourier de la transformada de Wigner para obtener el 

promedio de la matriz densidad en dos puntos distintos del plano 
z: 

,x - ....L . 2 

pero : 

asi, la coherencia mút.;a' erit're.;'dÓs:.pu~·tas ~ ·Y':~\~blÍ~~'~l pla'no z 

esta dada por la ;.;.t;,iz deÍJ~id~~ ~~;1a:r.,;'¡,i~sérit~'?í.~~:'cle x; y "· 
: . : ·.:: ' :.-: ¡~. , . . -.. , .··-·. ;. '. 

Pz<x,,x.i Jr'.(~.·~;~~,!FiJ(~~{i:~p-~Jt: ·•• ·2 · (2.21) 

. .· .• _ . .J:J.}'..r·:~·;'.~r·-::1,c·.:~~{i·%f\:·/,J ·'·<.:< 
Con lo que reconstruimos. el::Teorema, de· Van :·'Cftt~~t ;~:~ ~:· ~~~:,,·ik·e 

para una mezcla de estados cua~ticcis; a. ~rav_~s. ci~i'ioini~ú6i.;a dé 
Wigner. • · 

Podemos. ahora· .. pregun~arn6~. ~~i -la i~fl~encia de un~ fuen~e 
finita en la visibÚid~d: de 'las fran~as. de interferencia que 
se forman en el plano_ z_.-·La"situaci6n fisica es la siguient.e: 
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z=O 
Figura 7 

·As.1 pues, lejos de la fuente emisora de extensión finita, 

podemos encontrar que los coeficientes del término coherente son 

distintos de cero y obtener franjas de interferencia. 

Queremos entonces saber en qué momento Pz deja de tener un 
valor apreciable dependiendo del tamaño de la fuente (longitud de 
coherencia). Con este objetivo supongamos que tenemos un tren de 
ondas cuya longitud es .ó.X. La función de intensidad en la fuente 
la supondremos de la forma: 

1><1 " 
tix 

2 

1><1 > 
tix 

2 

··.··p~·c~1 .• x2i·•'.7;Jrjx~i•~ .••.. f~:.Ji+·(27~~::üJ• •'dü · 

haga!"os el si~~i~~2. ca~~i~· ~e v~rl~bÚ :~ 
,. ::<,· 

'',' ·;, .'":. 

sea. = ·x~~~ .. :x.' y ü•= + ~. 
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.. -1!_ 
,.2· ... 

. : .. ¡.[~·: e.J··~l;)' '< ¡ r . . . ,. 
Esta es Una funci6i-i .. Osc.ilai1te ·~~e se: ~~Or~i9~~\a·~:~.z~:~~¿·~~d .. ~~e·~~ 

diferencia Ax. El. prfmér cercC·~curre. cuando '.el ·'ái'gíimenfo 
funci6n sine se anula, esto·· lmpo;,e ·ia 'ccmdi.;;:.s;:; :': ;",:::, "'·,· ' . : .. 

1
.-,,¡ = . · .. l.> ,. ··.··· >·.·.:· :: 
u ···>." ; 

JAÜJsen~r .·./, , .:·:;;, 

por otro lado, el vector de ond~·,,.,.~ta' reiac-~'on;cio·.~con la longitud 

de onda a través de la expresión . 1~{ ·<.::iij¡í;',y' ademlis para 
6nqulos pequef'íos sen 8 = e, con ·1_'? '.CUaf ,:la· lon9itud de·· coherencia 

-·-.·,,·-:,:c .. :. 
de la fuente es: 

Este resu1tado, muestra ei ~fÉ!ct~,-qJ.;,' tiene el tamaf\o de la 

:~::~:s :: ~:te~~:::::~~ :;}:~ ir~=~~j1if~ :!s~:i~~:~:ª d:n ~:: 
fAxf no sea mayor al valor dado~p~;;'la' i~n'gitud de coherencia • 

.... ,_: ___ :_, .. -,-... : 
2.9 PROPAGACION DÉ ONDAS·P~OVENIÉNTES DE UNA FUENTE.DE.EXTENSION 

FINITA EN .. ,UN: MEDIÓ '·NO' HOMOGENEO 
... : .. : _'.· ~- '/ 

. ~ . ' ., ,. .' -

Sabemos que ei•:p'i:océ;.o':de formación de image,;es depénde·ctéi 
grado de c~herencia .'d-¡; ia iu.;,nte de· ÚuminaCi6n. Hemos: ~bt~,;ici.:i; :a 

través del ._fo_~nia.~~~~o.~~;~~--~-~~9~~~--~ -'~-~ -·teoréma :de. V~~. -.~itte~~.;:_z.~r~.ike. 
que .relaciOna·;.: :el·~ g·r·~d~· ·:de -c-Oh~~~nCia en'tre ·_do~' Puritos·~·- di~~fi~to~­
de un plano -ii~~i"~ad'ci;;:p~,~--:.:\l~a··:·, éU~nt~:·d~ ext.~nsie,n·~:·.~f i'~it~·~·>_:·e~>.'e:i:._:·, 
caso en ei que el' m~cÚ~ entre la' fuente y. e~ píáii6 °de :~bse~va"c.i.'6;, 

.. ··": . ·. ,·, . ~; .. -
:i ·" 



es homogéneo, sin embargo, en el caso de un microscopio 
electrónico de transmisión, la onda proveniente de la fuente no 
sólo se encuentra con el especimen a observar, sino que además el 
medio esta modificado por campos magnéticos que son los que 
trabajan como lentes para formar la imágen. Nuestro objetivo ahora 
es el de analizar como modifica la función de transferencia de un 
microsc6pio el grado de coherencia encontrado entre dos puntos de 

un plano iluminado por una fuente extendida. De hbcho, hemos de 
encontrar que podemos separar las características de coherencia de 
la fuente, de los efectos que produce la función de transferencia 
sobre la señal. 

Partamos de nuevo de la matriz densidad que nos describe a la 
fuente colocada en el plano z=O, p

0
, en la representación de 

momentos. Los estados que describen a la fuente como sistema 
cuántico, forman el conjunto de las {~•(Ü0)} y éstas eventualmente 
serán modificadas por lo que llamaremos el operador función de 
transferencia T(Ü) que actua sobre las funciones de onda como: 

supondremos que la función de transferencia de nuestro sistema 

sólo afecta las fases de las ondas de tal manera que tenemos 
cambios en el contraste debido a cambios de fase y. no de amplltud'; · 
esto se traduce en estados puros en la energía. : En' .;sta : 0.ltim·a 
expresión, X se· encuentra en el plano de, ob~e~vac~óii:':·~.:,~3{:,·· .. :::·~-n< __ ~·~: 
plano de la fuente. Asi pues, la matriz densidad ·eii'J;;if~i',{ri;,-,'Je~·. 
observación se construye con este ~ue·v6 con.jtÍ~t6;:d~·}}~·n~-i6~~·s· --d~::· 

- 1 ·,("·· - -. 

la siguiente manera: .· 'J · •• -"- /~-:: ·,~ \. •. .., ·-··'· • 

. ·.'-:.:;.·' ·:··:· ... ~ .. ~}::-_.··' ;.:~·-~·",; 

P• ~: CÜ',ü0 'lT·c.ü•;ü~6fc~.~}S~~;~/~) 
.• '" •. ,.''.:-.c .. ..:----

p(Ü,Ü') ¿ (2.22) 

·k .,., ·---·:~/.· ... ,:.; ·;,:r,..;• .. 

con l:?~::~=~;::s j:~~J;f t,~~~ª:1t:nt:oW~~f~:1~t<~~ e::e ~:::~~;: 
conjUgado. Exi:)res·i.6n, >..éJu.é_'~:·,·~n ·-.~el.-_ :espac:ii~ · de· Cooi'"den.adas; puede 
esc-rib.i~r~e ,e:~<términ·as·. d.:; .. ~~·;na., tr~liSfo·~m~da -'~e ·Fouri'ér: 
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p(ü,u•¡ 

· .. - ·-

exp(2rri[u·x. - ü·~>vJ] dx0 

Ahora bien, debido a que la ·.puede 
considerarse confinada practicamente a.·· UJ".Iª :: Su~·cc··j_~~',_;:/~i~ri~.-.·: Y.: ... la 

dependencia de T(x) con el punto x y el pu~ti:.·a~·:obse;;,aci6n.li, 
puede, como una buena aproximació~, '.cOn~id~~-~~~~-:_:·f-~TlciÓ·~-- de Ía 

diferencia X - X
0

• As! pues, la expresión· (1) ·:·s~_-_'z:~;·~~~Í.b~:' como: 

p(u,u•¡ ·r[P ex ,x >T*cx lT<x i]·exp(2~i[~;~.Li1 •• ~.")···.Jdxdx 
012 1 2. ·.1.~··. ·12 . . . : . . -

·.- . ·, -

(2.23) 

donde: x - x0 . x 1 _ y_ i'_:- _ i0 ':~· ~.-'_F~-,~_:;_~E~~~ expr~si6n representa una 
;co'nvoluci6n de func.i'ones. Ah'Or-,{~b~en;_::uSemos las propiedades de la 

matriz densidad. La p~c:>b~bllici'íu:l::de 'e~~~ntrar una particula con un 
. vector de onda Ü e~:p(u;u'¡:;a.~i/:.l~ !"Xpresi6n (2.23) se transforma 
en: .:;·,~- >>_··h·::' ';< .. 

"«'" ..•.. .,,_,,_ .. · 

¡¡;.f :~~'~S·@f J~~\J¿~ 1 'i'~oi .. - ·.1 ¡ ...... · 
::'-::·'.)-:. :.. - .-.;-'.> ,'.i;·,_,; ~·-~.·.. :;· ·/:.: 

~·- :, ~·.; ' .. ; .'. ·-~ :-~ . - ' --: . : . . " ' .. , ' 
sin perdid~· d~ 'g'~~eraú~~~ .. ~a·g~mq~ 1" 'sig.;.Í.ente -redefiri.ici6n 

de Y~~·iabi_e~ :º'..:\-~. : ;_;;. ~. ~. '-~ ........ _. 1,._. ~-·.-;; ::;:~\~;~'.'..~\i:~,;.;r.,:-)~-~~: ~ : -~ -~.: .... · ·_". . 

p(ü;ü¡ (2.24) 

·. ·' -_·x.,--· . , /" ,_ .,_...,. , <".~-~:~.:--'· ,;,:_~-, ·:'.: ~:-· -.:.\' :<V:'-:,.: ·e :;·j:; '·:_:: .'.'-". ,. 

se~3( "ii
2 

,,;,t; ; x ·+ .~ ,;;;x/'~Y·'. x ~ ~:':'{':: 
entonces: 

-~-~\~- ;·:.,:;':·;: ·,- .. '\~.:: .'/::·_ . .-. 
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p(Ü,Ü) 

lo cual no es otra cosa que la proyección, en el espacio real 

de la transformada de Wigner del producto de la matriz densidad 

que caracteriza a la fuente y la función de transferencia del 

sistema. Matem~ticamente tenemos: 

p(ü,ü> = J wP 1;¡ ;¡ >T<x ;¡ > dx 
o 1' 2 t' 2 

(2.26) 

Una propiedad interesante de la transformada de Wiqner, que 

se demuestra en el apéndice A del presente trabajo, es que la 

transformad8 de Wigner de un producto de funciones en el espacio 

real, puede entenderse como la convoluci6n de las transformadas de 

Wigner de cada una de las funciones, sobre el espacio de 
frecuencias espaciales. Esto es: 

p(Ü,Ü) (2.27)_. 

As1 pues, la intenSidád.,'. ~·n· · .. ei .. ·e~pa~~O. ~·:t,~:=;~~,:--e·~. :·:~~-.:,Plano 
imagen. producida por .una'' fuenté.' dé extensión 'flni ta •. es igual a 

la convolución de 1a~ · transfórm~·d~·s·'. --ci~\-W":i.9~~~·. de '1a · matriz 

densidad. que caracteriza a ,la:'iu~nt~ ·Y. ·.i~:'f~nci6n ·de t~a.;sferencia 
~el sistema. Vemos .ent~C·es:::qu~·~:·:ca'da··)·c;omPOrlente ·en la ima.gen, 

depende sólo, de su _cor·r·e~Po·n,ú.~n:t.~ :.~Omponente en el objeto, 

mientras que, sus Caract-éristic'as d~: fa.se, se verán modificadas 

por la función de transf~renci~ d~1 si~tema .. Esta propiedad es muy 

importante porque nos perm~tirá ' trabajár con la función de 
transferencia independien.~eme~~e ~ d·~ _las- car~cterlsticas esp~~iales 
de la fuente. 

Para concluir esta parte de·nuestro 

la fuente es puntual, -1~ · .... trit~iisiaEld e~· 
a~·áliSis, notemos ~u~- si 

el espaci;, fase s~rá la 



furición de trarisferencia del sis tenia, ·. en el espacio de 

frecuencias: 

Este tratamiento recurda · ei ·'arililisis obtenido a través de la 
formula de Hopkins4, que es una ;'·geri~ralización del teorema de Van 
cittert-Zernike en óptica · de'.'· Fóu'rier, donde la función de 
.coherencia mutua· en. el plano·. d~·-·.¡~--~:i~~9en. es: 

p(x, x'> J p0 %~ x~>~.::<~>~º )T(x'- x;>]dx0dx~ c2.28) 

si escribimos. ca~~: té~~¡~·~ ;;,;.; c!t'ri6i6n . de .. sus transformadas . de 
Foll;;ieri· · ····- ·· . . _·,>·: "'·:· : <- -. 

. ,,,_,·: .. " .. <.:,:::·.~ .. ',":':: •., .·~- ·': .~·.j:,::.·:" 
.- .... 

pcx;x'.> Je.'.c~. f>'{~~(2n((~}::··_';ü•J)Jty dü'' · 
, .. 

·- ';~·.(·... . ' .. ... 
: '\ /". ·- ·.··:::-~-,:_:~.'. : ........... ·:,:_<:; :" 

J~6~~!' ü·f~~~[2~iJü·~º :. ~>.-~~1Jáü dü· 
·: .-:· ,· :· .~:·. _-_, - ,:;·,,· .,:-~/i·~. -,¡:·~·. 

"º :·.. ; .... ·.;,: .· ·-~-~:-:<-- ::..:::. ~--;·~~::{:; .· ... , .;-·-,-

T ••• - •• '"''- ~:1Itrr~¡&V,·.~ltFWlff {t:JK~: ~··~m·~ ·•· 
~ .. -- .:~·:_?:) .:'-::.· .. ,.,_ .. :;~-:,.,< ··<:~ :.:,,··;~;.;_:,·,:_ ::;.- · .. :::-~:. 

' ·' \'" . . '°:1 .,~ .:-i -

en e~0:::~:<~i;¡¿n~5 ::b::nv~!;t:ªirJt:!~!J~~~~{9ft;;;:F:l°fi::ta:: 
(2 .28) y' usándo' ~i t~orema _de, la' convoiüC:ióÍi,' teÍiemos: 
4 . Pr.1hClplas. Or !J~tlca. Hax D~~n, &. - ,':-~;J_~·'/:: ~~·if:/· :·:,~;~;~::."· .... --~t~:<_:' Slxth 

Edlllon. 
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p(Ü, Ü') p
0 

cü, ü• > w cü,ü• > 
cx,x'> 

ecuaci6n que expresa la coherencia del sistema en el plano imagen, 
para diferantes frecuencias espaciales. Esto demuestra que el 
formalismo de Wigner puede ser usado también en sefiales 
estoc6sticas, como sei\ales parcialmente Coherentes, en las que el 

tamaño de la fuente es finito. 
En los siguientes capitulas, exploraremos las caracter1sticas 

de la función de transferencia de un microscopio electrónico de 
transmisión convencional utilizando el formalismo de Wigner. 
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CAPITULO 111 



III.- TRANSFORMADA DE WIGNER Y LA FUNCION DE TRANSMISION 

CALCULADA POR TEORIA MULTICAPAS. 

3.1 INTRODUCCION 

De la discusión por el método multicapas, usando la 

aproximación de Kirchhoff, encontramos que, una onda, al encontrar 
un obstáculo, se transforma a la salida en la onda de entrada 
modulada por una función que contiene la información de las 
caracteristicas propias del obstáculo. Nuestro objetivo ahora es 

el de encontrar la relación entre la transformada de Wigner de la 

función de salida respecto a la sefial de entrada a través de la 

función de transmisión, cuando ésta es una función que cambia la 
fase de la onda incidente a través de un potencial proyectado. 

La situación fisica que describe a una onda que se encuentra 

con un obstáculo es la siguiente: .Ps(x)= >P,<x)T(x). Si obtenemos 

la transformada de Wigner de esta función se tiene (Apéndice A): 

(3.1) 

Ahora bien, si la situación fisica fuera la de una onda que 

se propaga en un sistema óptico, esta estarla descrita 

matemáticamente por la convolución de la función de onda incidente 

con la función de transferencia caracteristica del sistema en el 

espacio de coordenadas y entonces, la transformada de Wigner de 

tal situación estará descrita por la expresión (Apéndice A): 

o bien: 

' ' 

.·Hasta aqu1;_. heino13 obt;.nido _la relación entre la transformada 
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de Wigner de la función de salida y la de entrada al ser 

modificada por un 

caracteristicas en un 

obstáculo~ o ~1·.. ser cambiadas sus 
sistema óptico. ·con estas propiedades, 

podemos ahora estudiar algunos de los casos de funciones de 

transmisión que se presentafl en microscopia electrónica; asi como 
también las propieda_des "de. la· f.unción de transferencia de un 

microscopio electrónico. 

3.2 FUNCION DE TRANSMISION PARA UN_ OBJETO QUE DISPERSA DEBILMENTE 

LA ONDA INCIDENTE. 

Analicemos ahora el caso particular de una onda (de 

electrones) que incide sobre un objeto cuyo potencial proyectado 

es v¿ (x) y que modifica 
Para este caso, 

transmisión T(x) es: 

nuestra onda incidente. 

la forma explicita de 

T(x) ex~c-~~VP(x)} 
·. ,:;_ 

la función de 

notemos que se t~ata de ·un·~ /funé:i6n .-·que, tínicamente . va· a cambiar la 

fase del haz inci.~ente;;· obt~rigami:)s la transformada de Wigner de 

11' s (X): :·-.::·~·.:~;· 

•• , ... ,_¡. .. [-'-'•·~]~.\;ji~:,,1; .. _ ,,,,~.¡-....... "'') 
exp{ i<TV~(;( - ~í.2>:} d~: 

En este punto, s~pJndremos : · qU.e . el., ·.potencial proyectado 

puede desarrollarse_ ~n-Uná~~~~.i~.d~-T~y~·ar ~l_re"dedor.·de X, lo cual· 
presupone que VP(x) difier~ muy poco~d~ ,V(x:;+ ~t2), entonces: 

v.cx + ~/2)= ~f<~> \j';~c~{.2. ~/2 + óca2) 

en donde vamos. a des~r~Ú~f i~¡mi~~~ d~\orcÚm superior, de igual 
~-- :··~· 

':::;" 

.. ~.; .. :·:.,·.:,e:::;-. 
-~:-
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manera:_ 

VP(x:·~ /f/2) = VP(n V VP(X) i12,+ d(a 2
) 

··.tuy~ndo.en i~ i;,te~~a1 d~·w}9;,~f.t'7~~~;~ 'ciüe:··· 

"•!"'·>····.·e···~.-:··xJ ........ P····e···;{·~.·~···P·:·.•.··i· .. ·.··(··.·.~-.: .•. ·.·.·.': .•. ·.·.·[·········.i· .. • .•. v··ü·····P:,;·.:·: ... :(·.·.•.·.-•x ... ~.·:::'~: .... "'····.:.~.~ ... · ..... •.e .•... : .. +• .. (·: .•. · .. ~v" ... : .•••... \~~~~2):;~.'.~~~./i12L : .·. 
V • \<~)'·ii2 .• :h·;y~Ú<>}f;v;~~)·~/2J} d(. 

· .. ::_<: ~ .. ' .. ::r ·-.-··: .... _, ·'-~;-, ,-.,·. ~>- .. :':,~:~.~):-.·:_::···· ::«_:'.·' .. ,..,,.... ;,: ·_,,_ 

lo cual se"~"~~".~/~··~;· >:.:2 ';<-.'/ •, J .• > 
w"'!><,;~·i Jex~[~:t¡i;~J:;J·1~ •i ~/2 í.~.:$i.~ .;: -~'f>,~;~~J)::r!~f .~:'.(.<i>··i] d~···. 

. . ' . -.:~,_:.;:··· _••t>'" .'-,.~~:·: '<".;( .-.·· ,:.:·.:· ... :-: 
reagrupando los términos que c.:,ntie~eri•iri·ü.;,~~~ci~; ,¡; · · · 

' -; ~~--. ~:· . . 

de donde es obvio que: 

W.¡.!X,Ü) = W.¡.) x, ü + (<r/211)V VP(x)) (3.2) 

La suposici6n hecha sobre el potencial es fuerte, implica que 
las variaciones del mismo son pequefias punto a punto sobre la 
muestra. Sin embargo, hemos obtenido una expresi6n muy parecida a 
la encontrada para el caso de una lente delgada, s6lo que en este 
caso, el desplazamiento sufrido en el espacio reciproco es 
proporcional al gradiente del potencial proyectado y la constante 
de proporcionalidad es básicamente la constante de interacci6n del 
sistema. Teniendo esto en mente y suponiendo que a cada átomo 

podemos asociarle un potencial proyectado efectivo, entonces la 

onda incidente ve a la capa cristalina como un conjunto de lentes 
delgadas del tipo (3.2). As1 pues, los cambios de direcci6n 
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, . 

producidos por· _la presencia cie "un pC:,tené:ial 'proyectado a· primer 

orden ocurre_ri en el plan~ d~fifiido'. c~~oi 

ü = - ccr12n¡v v,;(x> 

siendo v.cx> __ . una función en el plano XY, su gradiente indica 
la direcci6n de su máximo incremento. Asi el cambio en la fase de 

la onda está en la direc_ción del campo eléctrico generado por el 
potencial proyectado del objeto. 

Ahora la pregunta es: ¿Qué pasa. _con términos de orden mayor?. 
Conside-remos los término de .tercer orden, esto es 

oca"> = 1/2! { h2V.,(x,y) + 2khV,,C>:.Yl + k2v .. cx,y) } 
entonces: .-: : <:<> 

_.: - =·:·-· =: . ·- . ,::; . ' - : .-. ' .· - - ·. 

··;;;_!ci/~i{-~/v (x+i;
1
,y+l;,i+2i; i;v cí.:i:¿

1
,:Y+i;

2
i+1;

2
Zv cx+i; ,y+i; >} .. 

' . . . XX . 1 2 XY _, · ~ _ ' _ · \- ~ ,. _1 · . 2 
. ' ·.< ." . ·: : . . ;' 

. para el. caso ex - ~¡2¡ el término de 't~r·¡,~j; ;o,:d~n ·es. exactamente 
~i -mism~ que para el· caso anterior, _'p~r 1·~ :·~ual~ _ai. ~~ter lo :·a :i~· 
exponencial se elimina, siendo válida ia .ecuación (3.2) hasta 
:tercer· orden. Para ordenes mayores,_ ~enemOs (¡Ue~ considerar otros 
términos en el argumento d_e la:. transformada de Wigner, 
provenientes de los términos con derivadas parciales impares. Por 
ejemplo, el término n - ésimo es de _la _forma: 

l/n!{i;; v;;cx,y¡+(;)i;;-1 i;2v,n-;,c~,y)+ ... +i;; v;cx,y¡ }(112f 
;~; '. '-·· 

::sª:~:~1:0::::SV't; ~~-~;}21i:_:·ct~;,~~~~ . ;;~;;s~:: . :::mi:::m1;::za::~ 
.--~=:~::~:n:Lf~~;i~!~fde;:_:_ew:::i.~g!n~

0

e:_ •. r~.~ ... ~.·u:_7.~~~bf2;.~~~::::=.::.:!::: 
;..;nbiúa . a· t~avés • 
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3 • 3 POTENCIAL PROYECTADO PARA UNA ESTRUCTURA CRISTALINA 
ARBITRARIA. 

Lo primero que tenemos que hacer para obtener la transformada 

de Wigner de un sistema dado, es calcular el potencial proyectado 

para un objeto de estructura arbitraria. 
El potencial en un punto Z: debido a un conjunto de átomos 

colocados en r1, r2, .... ,rn, puede escribirse como: 

n 

V(r) ¿: v!.cr - r,> (3.3) 
1=1 

donde v!, (r - . r
1

) es el potencial debido al l-ésirno &tomo. Este 

potencial, pUf'.!de escribirse en términos del factor de estructura 

at6rnica como: 

:::.' V(r) 

As!, a pa,;tir:·Ci~: {~~ factores de dispersi6n at6rnica, podemos 
calcular el poten~fai. · .. 

siguiendo · é:o;," ·la a·p~-.;ximaci6n multicapas, recordemos que 

necesitamos proy'~ct~~-.", ~~: p~t~~cial sobre una capa de espesor muy 

pequen.o, de esta -·manera~ ·el potencial estará dado por la 
expresi6n: 

V(r) 11' 
-A---

Ahora lo 'Único que necesitamos es escribir los factores de 

dispersión atómica de manera accesible para que puedan realizarse 

los cálculos. supondremos que estos factores de dispersión son 
gaussianas del tipo [24]: 

5 

f(Ü) = L ªi exp {-bJ iüJª} bJ ~- o para toda j. 

J= 1 
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Necesitamos 18 trariSformada ··de .. Fourier inversa de ésta 
funci6n. Tenemos entonces q~e:·: 

~ _, [ .•. ta;exp·{~;:l~ÍW;]·· ·i;-'.[<f ~~p{2~i~·~}.~xptt;i¡ii¡~} dü 

J.= ,1 - ·. ,-.-.\> ... ,:~·~: :<<~<:>:;':~· .': ·::~ ~.~··<>:·. ·. ·; ::···. -;':, . ,-.-:. : ;:·; . 1 ·':' 

t ª ..• ~.Jr· ·~.:.x .• ·.i.f ,···n,:,i:.·.(·X···u··:..'_·;·f :..:·{:,~ki}\~.x~ rF<c~f r W:·::¿(>}' du~sd .. ··.·· 
'J•l_. - ·' ;'--' ':·~!::,::•.'._':.::·~~-:~; ···.-. ,.:_:.;:~;:_;. 

as~ci~~d·~- ·.té·i~i~Ó~·;·.: -:. - ,··:-:'·· ,·.r.-.·)- ·.·;.):\_-.. :~,.·:~-"·'.;'.'.{ :.":>{:~;· ·<; : .. ~-1.;;;S/'. L~-~;: 
~ ' '. ·-:7-:;:•: ; ··.~; : ~;i-: :'. i:;'. .::_:::;· .. 

Jt.ªi· J exp{-bi[u2 

: ~·~HT>/ipe~Jt~~ >~iv]} · 
· ·~xp{-bieU .E~.)}' ~.~.~~d~ · 
que;< · >:· •'' 

n2 x2. 1· b 
J 

eDtónces·:',. '° · 
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como era de esperarse, la transformada de Fourier de los factores 

de dispersión también son gausianas en el espacio real. 

Lo que deseamos obtener es el potencial proyectado. Con este 

fin, usaremos el siguiente teorema del análisis de Fourier [14]: 

Si g(x,y) = J~~(x,y,z) dz 

entonces: ~(x,y) = ~(u,v,o) 

As1, si obte.nem~s la transformada de" Fourier de la, fun6i6i1 

.:-· ' -
-- ~, 

. ' . ' :.: .. S. ~·}: · ... ·.-::·>·,{c'~.i::~2._:.;:~-.·~··.:·-2';~. 2· ','}• [' < :~ ';] 3 _,., 
h(x;y:'.'z): .:2Z:a;ex~· .:c.::::F:.(k.+:r,,+z::l . ;;~· · . 

. _,,.· J,=_;.•:;••)< ;l_>><-'./;;< '~'. 

~·····''·· .. %~;tt.~.· i¿f !~t ;tI~1rJ1,t~ .. ~{.*1• 1 ~1 .. 
:_- ::· _.:: . -.::- ,,~ ·:; . :: ~.' . - ' ·- -!),~:) :, . . ;:. •' : .. - . ¡.;- .. ' . - . - - . 

t ,, [ ~.·.·. :Ji'i_:,.~J" ~~!St!_,_-~_x_·_ ~f ~, ¡ ~~_1_·.-_·_ .• _._ •. _ .. :~_•_·._:_: __ ·;_,_·l.1.·•. ' .•.. ·;~.; i .. 
J =.1 >·.,;;' ,. ............. · ·' :;_.:.-. : '. :• .. " .· 

.,t.·., t ~;:1W~~'11:.*;r:;i/::s ~,~1P 
. ~.¡ ~*.:füX.'.f ~;;~,~u;:J~c ·; ~1·.8~ 

completand; d~\,J:~~'j~~~~r~;6~:. ' ;J :: 



. -·. 

ta, exp e~icf"~~~J} 
J •• ''·'·· .•·,;;. 

obteniendo ahora lá t~~~~f~~~'~.i~'.\:~~~~~a para .obt~n.;;~ el potencial 

v, (x,y) 

proyectado: """"·.:''·'-::\:· ... _,,.. ... ',,;· · · 
:<:·~,.' '". ',. ,. . . ... ' ' " / .<· . .. _::_.:;.:. ,. 

-·.·~t.·'. 1~1,~:1~t.~n;~:f .i):·~j,',· r; ,¡ .. · 
-r,t/: ·fü~E¡~~{;,j~~}~JN~~;qy . · ...... . 

····,,j\~~¡~i_~l~!~i~~:~~:~., 
- ·~·-.·.ta, -~~P'. {-~,~~(~~tf~>}_ ~y; '' .. 

J = 1\ . • .... · . ".'), . ... ... "":.,·. ,;:!,_: 

V' (z •y) • e y >~.if il-l~,J·:~•f i ~;(';+ ó} . "• < j 

que es la expresltSn J~l <~~~i:~~'i~{:~;~~l~~~~J··p~~~~~ad1 
estructura crist"álin8·~·., ->~ ·<· ···-:·:\ 1~ ".· .. :._:· :'(.-,:. ·.,·., ·'"\·:;'-·:",-. 

Para n átOmo~· Po~r··, ca-pa~~- .:·t·~~~nicis i;;.·~~:;~ '/. i')>-" . . •. 

'> 0 (X• Y) ~ ,~,:~,.~> ifü ;;.ji:~;{;;;!i,~ü0i' . ( >';) 

•\ .. ··-.···' , ...... ,,~:.:. ·~ ·;.· ''.··,_:··- ·-;~:<··· ·-~~~"·-;.:·.:.::-'' 

Esta e,;presiÓn-noe;. •p~~~it:.;;; Jiic1/ia~· lo~'\d~ní6¡·oe; ;~¿~ct;,s de 
·-· .... ;.:.'.".:··~· ... --



fase provocados por la rejilÚ ~z:ii;¡taii;,!l_. 
Necesi t-á~Ós el· gradiente de esta· función: 

·i 

, , .. ,, ·"~ .· ~ .~ ~.f :rn~.;J~it-,~<'.~; ~il[' '~: l 
~:~:-_::..,;·:·: :.··:·'.·,:-,~~- ~'~(~ .. ·, ~, ... ,;':;· 

- ,_;.,:·· -· ·-;\:·: . . ~- :: 

c~.Yl 

V v •• cx:yl.~.' 2~3~\.;z 't!.[F:L]·ú~:{~.• '.~:;:e~·+ y~)r (x,y)' 
···.:·:··-:;::· \~"Í•l· '''J:-1 ::~::,J.:~·-:-·\,\-~_·:; 

., -;.,- ,.. <-:.'. '" . --~~~--.. '.-;. ::\·-_::_"· ,, . 

sul:istit.;,i~;,Ci~' 'e~~l;' ¿:~:;..~}6',:~~aai~;{¡ú~ii~r: · ·•· ·. . .,, .. 
:./:··; ·_i .-•. , _::~. '.::;;:~~::\~~;:,,~~-.-~~-:-.·;'-r'.c::: -~-- ··, >-

W~(x,Ü) ~:·{·{'.~·~:;~~."':~J~'_-f,~;'·[:J,3~'·]·~~;:{-J.~<cx•~ 
S · · •.·E.•,.·;•\ ;_:,.:·•ce•'..!..!:..:,!!:. -;};bj" ;.•,;·.,;';!-·.Je, .... · 

·. .. -. J. :: -~·._.. ._ >-:\T\.~~~~-~/-_.,_ -; . --, . :~-/~_-;/-~ ,< ,·:·.~; .. ,.. , .... /. 

siendo' e~tá l~/f6i,n1"en(;~J;·. i~f~~~~'.:_•ti·f'~,,'i~~~~·J~'.;;,ia··· ~~"}P,~~d-~r 
=~=~=cPtaarudan ° c:o:n)c,il·:u. -~isr,'.).~•ó.:nfoEtielrn.to'~s;t_~.-.·

0

q'u·',·e~t_-.· .. •.·ºe,:l·:.)jv;e:c .. ~tro.:~r:.'
0

_:_:~ }:X:j~~~.~~f .••• P°,~:ed;?e' c.i .• ª1.a

1

' • 
. . ~¿:{¡,~º.'._1.~~.·.:q_ .• ,:.~_.:,".· .. ·.1_.~h 

onda incidente varla;¿.;j¡¡~: .• ;:·· ..• , •.... ,.,,"'.'.·-···· " .• :,··,·.· 
'.~- ... J - :¡ ". .. : .. :~·:.~:\ ~,-:¡ .• ·:::;~;,:.,..;:' , ... ' . .. ·:.-:: .-~\.l:;·';.:· ,,•"···. 

- ;"! ;_· ·' '(., :}'.!.f ,:,,;·· e•·, ' " '·''<·<'-;.\:~. ; .. ,. 

::".~1 ~'.1 ~'.,;l,i]~~~~;;~¡~;,1)}· ü 

·,_·,. -::-- __ :~ .. ) :- :·,~;:;:,. -.~;· :. ~7·._·:·'··_._ .-~ ·>. ~~~-'. ',".•,( 

expresión que refleja la geoín.;'~~Ía ~~~/fa~';he~~s 'impuesto a cada 
objeto dispersor. As1 pues, hem_os~-éncCjntrado\que los cambios· en el 
vector de propagación de la' Ó;,da ·,i~biá.iüt'e ~o¡; propor'cionales al 
gradiente del potencial prciy~ctadÓ; 
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CAPITULO IV 



IV.- FUNCION DE TRANSFERENCIA VISTA COMO EL PRODUCTO DE 

FUNCIONES DE ABERRACION Y SU INFLUENCIA SOBRE LA IMAGEN. 

En un sistema óptico la información que podamos obtener del 

objeto que estamos analizando está determinada por las condiciones 

de coherencia espacial Y temporal del 

formando la imagen. Por ello es de suma 

el sistema 6ptico a partir de su función 
a que la resoluci-ón del instrumento 

haz con el que estemos 

importancia caracterizar 

de transferencia, debido 

está limitada por las 

aberraciones que presenta su sistema de lentes. 
Esquemáticamente lo que tenemos es la siguiente: 

Slste~ do 

~h.,lnaclonl ~'----!---¡ ->.> 

~ z 
Objeto f'ormaclon d~--· 

la l~a;an_ 

·····;·: 

Para un microscopio electr6~ico-,' :c·te~en;os: .que la función 'de 
salida est& dada por la. expresi6f1':'. ''·· ,-,::;t:\''.:\>-. -· .. 

~ex.y> ;, ·~ cx;;j. T(~;yr •· .--º- . . . (4_. 1) 
, .... 

¡-,. 

sienciri T(x';y¡ ·la función d~ trari;;f~rerÍC::ia .d~ ~;;~t~a~te de fase, .y· 

q.
0
(x,y) la .fün~i6n .de' o~da q~é n~;,¡, i'.'1:~~fó~~ac:i6~:a:~1 pbj~~o; ·En .. 

el ·-espacio de frecuencias··''espacia1es';:·.·-·,<esta ""·convolución se 

c,o~vi~~~e·· .. :.e~ .un producto de· tun:c~·~~-~~·· .. y::;i_a;·;~~~~.:s·to~~8da·. de )~_ou?-ier· 
de.· i~ _·función. _de. transfererlcia ~'. t~~a ·: i)i'·'.~~r~~ :;::·~:.;· · .,_ .. ..- · 

'T 



en donde A•(ii) es la función de apertura del microscopio y X(U) 

contiene los términos de desenfoque, aberración esférica, 

aberración crom~tica y astigmatismo lateral (34). 
Analizaremos ahora las propiedades del microscopio 

electrónico independientemente del objeto porque, como podemos 

recordar, la transformada de Wigner del producto de funciones se 

convierte en la convolución de la transformada de Wigner de cada 
una de ellas, esto nos permite analizar el sistema por separado. 
Matemáticamente tenemos : 

w~!ii,x> =[ w~.cu,x> ] • [ w:r cu,x> ] 

donde la convolución es sobre la variable real.. 

La función de transferencia del sistema, puede verse· como· un 

producto de funciones, cada una· de .. ~as·':::~~~~·~~- .º,Cmt·~·~n~- ... :6i~~t~.-.. 
información del mismo, esto .es, -ia _ -~~~-~-~c_i.6n -.: ~.~n ~>~~ .. ·. ~~~-~·· .. ~'f ;·· <~1 · 
término de aberración esférica, ~l asÚgn\~ti.~ínb; · ;.~e.} [ :Í.iÍ ; .. · .. . 

T(u) = exp(wH[- + ~fliil 2+ +{c> .. i~n~ff./ni~~*:],r~_,~'.i~J\J]~/·.·· 
[-·-;- (rr~A)\ri~~J·'.HC~l ···'. exp 

-... '.·.,·--' ., ~-:·.:::::·;;,: 

exp [-rriA~·f ¡u¡ 2 ]·; exp [rrt·-~·~:'1'u,.~,J.3,'..J.~:.:.~.·.}.',x.:.::~r?~i~,~.~f(~Ycu·i11;2~1 u1 2 J] .. 
• + • ' • ~'.' ·~~,.~·. • ': 

· ~·· ¡u :;, f r?,~9 ;'.~Z:J i~:~'' · ·.· 
":;:··,;;,:--.· 

~··:;-,< '· -

TAf(u) T~.cii> Te~<~> TA~<~>,":~>·) .. · ·. 

en donde hemos dividido, la· ·•fiuíc.ión de' tránsferencia en . cinco 
términos, aquel que contierie:: l~~--.. ·.-k·f~·~·éa's·:·.d~l des~nfoque,· .el que 

contiene los efectos de· la ~b~'rr8~~i:i;n e~f~ri~a, .. el :Cor~espondiente 
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al astigmatismo lateral, el que des.cribe los efectos· ~e las 
inestabilidades en la energía (aberraci6n cromática) .Y.finalmente 

el .término H(ii) que contiene los efectos producidos· ai·. 0úulllinar 
Empecemos por obtener : la: tr~ns'fó·r~~ct"a: :·~~·. con una fuente finita. 

Wigner de TAf (ii) : 

J~.¡,. .... i ... ¡-..... ¡. · +J 'h·I ·:·"¡: ; ~r p:? 
. 1 ,~ '. ,··. ,··. . • •' ... : ·~ .. ': 

•.-~¡~ ..... J 

Notemos que el término debido al desenfoque produce un 

corrimiento en la imagen por un factor igual a AfÜ dado que : 

w·(ü , x - Afü) 
Po . 

El.hecho de.que·este corrimiento sea en el plano definido por 

x , ·es decir, :perpendicular al vector de propagación de la onda, 

eXplica porque al desenfocar obtenemos una sombra ("fantasma"), 

que "se haé::e ·presente cuando nos encontramos fuera del foco óptimo. 
Como el término del astigmatismo axial, también depende de 

.términos cuadráticos en ü, analizaremos ahora su transformada de 
Wigner. Para el astigamatismo axial, a primer orden, tenem~s una 
funci6n de transferencia dada por: 
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aberración eSfér.ica : 

' . . ·- . " . . .. ~ :" .:·: 

desarrol{~~cl~ lo~ térlninÓs~de·:.1as: exponenciales> llegamos a : 

WTc. (ü, xi· = J ~xp [2nii·[x (c~.f l;:1·:·~JT;i~~ti!if.A.', [~·~l.~1 2 )td~·· 
Esta· i~tegra1' n~. \i~~~IJd' ·~:~~;js'fa~ '~~alitica .·.exacta. 

El término · - .. . · .... -- . - ·· · -,, '.• · · : ;:};.··.· 

. ··.·,~¡ ~ ~1.;~;¡~.tt~"füH 
puede desrrollarse p~r~,v~~~~fs.~~~~~~*~.;d~ ~·. 

H 'S'.i;'(~~llii't:r~J¡]{< ~. "·''(•·•r<i 'J) 
+ J º ¡~:~~i::-~x~[2'.~t~~J~)\~"c;i:~I~1 r:~il d~ ·. 

·- .· .. ' 

·.·.~.i~.A~',ü-f Hú~:~x~[;;¡~~[~. +c~A' lül • ü) J d~~.- ,º[~:~~) 

d~ 

O~s .. e·~v~·~os.;.-~-q~~-'. ~s-t~·-(:a~~~~ª . irite~ral 'es. u~_ª· ~ra·n·~·~~~I-m~da _de 
Fou~ i~.~· ,··.: --~~~-:~-~-~:-·;;·~·!:~~.~~'~.~:~-~~ ~-; ·· d~·;· ~ i '• Expi~sando : la· ··:·~~~~n-e~~~-i~1-" en·· 

términos d,e· '~~n~s·~·x.,COSenOS obtenemos : 
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' . 

+iC9 A 3Ü·Jl~! 2 
.• ~ .. exp[2ni~·['f~ C~A 3 l~l 2 

üJ] d~ 

.. +ic.A'ü·Jm• ~ {cos[;n~·.[xt ,frA'lül 2 •~lJ 
'l'le~Fn~j:[~ + é:~,¡~/~'~jJF~~- . •• ·, .. ·· 

la primera integral se anula," puesto que. ei• pro'dúcto' d~ funciones 
para ese caso es · iÍnpar, ' evalUa·d~ en i1in.~t·eS:···· s~~étriCOs.: ·Por lo 

tanto, la parte imaginaria no contribuye. La part¡; real diverge 
para valores grandes de ~ 1 • Mientras qlle, para· valores p_equeños 

alrededor del cero, este término no contribuye~· Lo mismo ocurre 

con O [ t;~i;~J · 
En conclusión, a primera aproximación, par~ valores pequeños 

de t;
1

, el término de la función de transferencia, correspondiente 
a la aberraci6n esférica, contribuye en un corrimiento sobre la 
imagen, dado por la expresión : 

Observemos que este corrimiento es lo que se conoce en óptica 

covencional como aberración esférica transversal. El efecto de la 
aberración esférica sobre el eje óptico, puede obtenerse usando, 
en el formalismo de Wigner, una onda que se propaga una distancia 
z, como en el caso de los ejemplos del capitulo anterior. 

La función de salida estara entonces descrita por la 
siguiente expresión matemática: 

wPJü ,x - t.fü + ~c. [ü - 21ü·a1
2 

a] + c.A' lül
2 

ü] 

Vemos finalmente que los efectos del desen.fo.que, el 
astigmatismo axial y, a primer orden, de la aberraci6~· _esf~rica, 

son similares a los que produciría .una plac;:a de. fase ·de' eSpesor n"o 
uniforme, en donde existe un, corrim.Í.ento·:'.cie>~~~-~.·:.q\.lé_";dep0~de d~l .,._ ,·,;,~· ·.,¡_,.·· "» ' ' 

vector de propagación. 
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La transformada de.Wigner de la función de salida, nos indica 

además que los efectos de aberración esférica a primer orden 

representados por un corrimiento en la imagen, pueden ser 
cancelados usando un valor del desenfoque adecuado. Este valor del 

foco es conocido en microscop!a electrónica como foco de Scherzer. 

Entonces, el· valor del desenfoque que cancela los efectos de 

aberración esférica a primer orden es : 

Af = C
8

;>.
3 lüi 2 

Gráfic~mente tenemos: 

La parte que contiene la depend~ncia 

cromática, tiene una dependencia en Ü d~l 

término de la aberración esférica 

con la aberración 

mismo ·tipo que el 

(n~~r.1~,·r · 
por· lo que, 

del tipo: 

en primera· aproximación t~~;~~·s;. -i:ambién una .s-Dirac 

WTAc ~ü~x) · ~,.s(i_;/~'.:: {rr~~;~.1t1 2 ~L 

~~I:~ig~illl~i~~~Th!~i~~~f ~~~rl:~~j 
S . "lllgh' - .:( /;-~~::1Ut.'i~·~ '·~·<'.,:·;~ < tmage lnlerprelallOn \:.,, ~;n··:,· .>' .~rystAll lno 
9cr111Anl_Uin••.· "op~i'k,:-.'.49,·cú1_7:7J;~·· .·30~-323 •.... ·· 

·.-,\; 
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ºapertura virtual" en el slstema óptico~ ~s.1,_" .. utilizando el 
trat.amiento de Fourier se obtiene. q~~- eSta fúñCi6n es de la 'forma 
[33]: 

H(Ü) 

' ... -. - .... '" :·· : : 

2 Jl2nac[t.fii + A(AC~ ~ int. 2 )ü 3 JI 
l2n0c[t.fü + A(ACs - int. 2 )Ü3 I 

En donde Se es el ángulo de iluminación finita y t. la 
desviación estandar de la distribución de los valores de foco 
según las fluctuaciones en el voltaje. Esta aproximación es válida 
siempre que el haz central sea más fuerte que cualquier otro haz 
difractado. 

Entonces, partamos nosotros también de una apertura circular 
de radio a: 

. { 1 
hCx> = 

0 

si (x2 + y 2
)

112 ~a 

en otro lugar. 

y obtengamos su correspondiente: transformada· de Wigner. Para 
funciones en el espacio real t~ne~os: ... 

_.,· 
::.::·- .. _.' ~ 

w, (x,ü¡ = Jexp{-2niü~"}t(x +~~/.~f·t*(x '-Ú2)d1:' 

entonces: 

h(x + 1:¡2¡ =.l: 
:.::.:·,. __ ,_:.·· . . .. 

haciendo el .cambio 'de ·,;~~{~ble:/ ... ,._., . ·: ·:' 
': :.:~:·· .- .. :.-.. _,_e,. 

sx = x + T' ~Y = y·+ ~y··~:, s~.' ··:~~ose-~:-~~".. 
.·:·: ·._.-, 
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u= pCosrp ,,,v P,Senrp 1 :~.,= ª•''.":lxl,, "•, 

el jacobiano d,e la tran~for'~~¡,;¡¿~,~~ 2r; ~~1; 
;~·/.". ···':/, ::·~-:<;-.. ;;_:·· ' · . .:(·.; 

w e>< ü> - ,;J!~J~ !l~:;{':S~l~(:if~;f ''~~, .)',,,.,,,,',,~,,··,•,',d;d~', , 
,',. r, ',,•, - ·,· ,, ~'7 ~i ¡'.~;,'.);;?,//;:}; , 

·· ,.,., -tf ·-',é~~·r¡~~·'.H-t:tFW 
w,c><,ü> 

pero: 

w, cx,ü; 

pero: 

, ., ~kp; {~~/i:L1~·1:~<>:~~,"t Jfa;:~r~ü',r:'dr~e 

,~;·~k~·i·~~'irni,:,J,J~llitú·~'.·"~;¡. -.J),. 
. . ; ' :' ' . ' . ~:· ;·~ . . ·.. . . _: .•· ,/ :_~ \' ~:: ·: ; ! :-

· ., ' - - ··~:! ,. >•' ; ·,' 

... '·t ~.f ~2i~t~~J%;[t'~{~' 
~HA,1rr.~ .• ,1,':' ti',''t·,•·, ;;,~~~JJ{.'J.;,.,,,. ~. 

:·-:~· ' . :~:.. :·:···cn·p~ .· 

B~p2 ~x~{4~i~[ixlc~sr/>,+' l~l~en~)}t;,; J 0 (r') dr' 

xJ
1
(x) 

X'· J r' J
0
(,;'). dr' 

o 
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•. . 

W,(x,ü) = (4na2
.) exp{4nip(l~lcos,~ :': Jy¡csen~)} 

'1-''.,. 

J1(4rrpa) 
4npa 

con ·lo cual se·- ha i:~~upe_r.~d:o .~l i-e~úitádo. de O'Keefe con 

-" . . -,-:).:'>;:-- . .... : 
.. :' _·:\:.'_:.-~ ,._: ·. · .. -·.. -:}.:~··_:;·~ '. 

·- .·,!'-,· -· ,¡.-- -····' ... 
Pero '1a distribución: ,j;;' ·. _wlgner en ·el ·espacio.- ·de.- ·frecuencias 

de Una funci~n· · PUe_cl'~·-··.-o_bte~e~-~~~~ ~~;: __ ~a __ :'J6r~f S'~'.6-~_cii~~f_e ··e~:'.·:·~~~--- ~~~aci~ 
re~i, por un ~imp1~·- irlte;;.·camb·i·¿ ~de·~:-i¿~·.;:·~-á-~'~fabi~~ '._-d·e ·. -~-~p~C·i.?· .. f_~ú~e ; 
real. Entonces·: ... · ··:.~'.:,·;:, )',: .. _ ':v:· ,:;<:-

.. _r , ·.• ., -. '··.~~'. -:· ; .. ,·, .. , ·<.,..-:.-

--!!!.:... exp{.i~l~(·j~l~~s~L~'l~l~~~~);:·}u·.· j,(4rrp/a)··.·, 
a• < , :· , . :~\', ,:, :/;,,_::;;::,':; ~./:>:.. . . , 4_np/a . 

'. ·.·:.:;:·¡:·· -· <:'('. --~f-- ., :.:·· 

W,(ü,x) 

. ' -_~-.::~:../ 

La función de' ci.ist~:Í.bÜ6{6g: de ';'wigner también nos da una 
·fultCi6n é~volve~t~ .-q~~'.-;.;;~·p·~e~~·ri'ti:::ra-· tii:~nt~·.·~;efectiva 11 del· si.stema 

óptico, de manera· ~·.Í.~iia·r~;.~;:~·~:\~~~,~>.·1.ó 'i:i~ce el tratamiento'.· de. 
Fourier. ':.··::·)'.·:·/;:·;~::• · ._. .. , : .. 

Finalmente, la expres.iórl., que:'nos. describe el comportamiento 
de nuestro siste~a ·opto~·ie~t~6f;.i\::~~//ta~t6 ·en .~1.~esp·ac1.~': ~~-~~ :·¿~~~- -
en el de frecuencias es: ::~ .~ ... : --~.._.-.-·.;. :- '·· . 

wP (ü,x) 
+ 

4n 

7 

_;,;~·-·····-··•, ...... : .. . ,.. .. -, .... ' ,,,·~--·, ·····-

-.::/ ;,,:/:--._.-.·.: :,· .. -~> 

wp· (u .~ : ·ú~·~ ~C:~(ü 
o ·. " ,~ .-:., :'•· :· :·,~" :.' .. 

~), ,r •• 

-,'i 
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La función. de .. distribució!'. de Wignér .de ·un sistema. con 
aberraciones, nos indiCa , ___ que estas · p_roducen1· a . prime~ orden, 

únicamente un corrimieílto 'en ·1a··~ma~e!1·· 
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CAPITULO V 



V.- TEORIA LINEAL DE FORMACION DE IMAGENES. 

La función 'cte transferencia de un microscopio electrónico en 

el espacio ·de .f'r'eciµetlcfas' e.spaciales es de la forma 

.. ~'.,<ü)= ~.(Ü) exp[ix(ü)] (5.l) 

en dond., l\(Ül .e"'. la funci6n de apertura del microscopio y xcü>. 
contiene los términos de desenfoque y aberraci6n esférica· 

En el capitulo anterior, estudiamos las caracter!sticas de, 

esta función de transferencia. Ahora, queremos saber cómo se ve un 

~bjeta y que caracter!sticas tiene su imagen al formarse en un 
sistema cuya funci6n de transferencia esta representada 

matemáticamente por la expresi6n (l). 

Supondremos, en primera instancia, que tenemos un haz 
incidente monocromático (temporalmente coherente) y que además 
corresponde a una función de onda plana, asegurando la coherencia 
espacial de la fuente. Tenemos entonces, un valor medio del 
desenfoque que no depende de la aberraci6n cromática AE. 

Estudiaremos el sistema bajo del formalismo de Wigner. La funci6n 

de salida de un microscopio electr6nico es de la forma: 

" " " ~,(Ü) = ~0 (Ü) T(Ü) 

Donde ~0 (Ü) es la funci6n de onda del objeto y T(Ü) la 

funci6n de transferencia del sistema 6ptico que esta formando la 

imagen. Asi, al pasar_ las ondas de electrones por la lente 
objetiva del microscopio -electr6nico, estas son modificadas 

básicamente por'. los factores contenidos en la funci6n X(Ü). 

Entonces, i~· ... tiall~fo~n1~d~ ::~ ;. ~a·iéU1ar ·es: 

w~ :5f Ix~-[;J¡i.i]> ¡'(ü + l) i*[ü. -l) dif 
:"&",,<::' /:~':i<·';.):\·.>:.:\·· ... -.: ~- ~ 2.. •. .· 2 

Para objetos i deigácÍos c)i::.~: dispe".san e.l' haz .. debÜmente, la 
·-·-_;_._. 
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función de onda incidente se ve 'modificada por un factor· de fase 
que tiene que ver con el potencial '¡;,:;;y~ctado del· material 

observado (34 J : 

t
0

(x) = { i - a(x) } exp (iv.c~>J:~:/i ~.a(x) ~ icrv.cx¡ 

No hay que perder de vista. que.'a(X) .•.ii·s·:úri factor de absorción 
y crv (X) un factor de de dispersi6;;•:•qhi;··-·obvlamente depende del 
pote;cial proyectado del materiaÍ> . .-.· ::,.: .. · '!· '· 

En el espacio de Four ier . t·~~e~c»~:: · · ·:. · · 
i 

0 
(u) s .S cur :: ;;·fu> + icrv • cü> 

.entonces: ··,.·~··, , .. ,. ,--;: 
• < .'·~ \,~ '..: ;'";::. • ••• 

wi.=J exp[2ni~·><J_{ ~,[ii :.~r.~~;;[u.+_+) + icrv.[ü + +)} 

< ~· ... 
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La escritura es un poco complicada, pero los términos· son 
bastante sencillos al ser evaluados e interpretados. Evaluando las 
integrales y reescribiéndolas término a término: 

Jexp[211i~·xJo[ü + +)o[ü -+)T(ü + +]:r*[ü ~.+Jd~=.~T(üJo(üJ 
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ª
2 
WT(Ü)~ (Ü) 

p. 
. ·. . .~.· '• .. -

iaJexp(2ni~·xJT[ü .+ +)T*[ü ~.·~l·•{~[ü.+'+Jv.iw•.Sf:J·- ... ·· .. 

,: •• ~.·[~ ~::+JY..[~:;+.ifJ}~·it{:J(.~,i) ·•· 
Asociando términos.:. :·:.:>:., •,. ) .. ~( <'//, •'..· 

: .· 'f\ .. ~;· .. . ~_.·;~-: _·;':;·2 .. :.~·~:'{_'..'.;/,\ ·._.:·::¡"'- ~:•:·:··:-<::::--~:·:...:.·.:. ......... ··, 
w~.= WT(Ü)ll(Ü) + WT(Ü)a,Cü>;;~ .~.wT(ÜJV~(~?·:t\I<\·.~>( 

·'' ~~::·~··:.":, :. '~ ') ,_::f: ·. ·;·.' :,-;:~";·,:{ ::·:·: ',: ·!} ·. >~ . ·. . '1 

- exp (-2niü
0 x] ~· (~l~<~i~.~ :};ii~i, ~~~'.~~;~i:~J f (~~T(~)~'.~<0>' 

~ . .:·:.;: .:) ..... ,.··:·:: ··-'L:.:-z. './:;~'-· ;}·-·:_::._ ,¡- - :·:-.:.-:· 

-..... [-• .. •·•]~: '"' .,,, é,•1 f g:i~~tiJ,f :;'~'•'J' •· '"' 
Ahora bien, tanto a(i) ·.co~~·: v·(x¡··son".funciones· ·reales y si 

·.-. ~:- ::::-_:.,\}'.;·s::· -:":~{:,"-::"' .. ~:· ;:~_-:·>'"."" .. _: .· .. 
ademi'.ls imponemos la considerac.i6n Ae :qu<:'.~.son"·simétricas, ento.nces 

~(Ü) = ~~(Ü) .~. ~~i~~/~~~~.~i;l::~: ; 
·~:.;.t." '-'' ;_'.~.:/·k~~~·<:,c- • 

ademá.s: :·i!;_'"-' --:~ .. i·:>.~:··>· 
.'. ;.,' .)~·... ~·; 

T<ü> 

decjonde ·, 

de esta manera podemos simplificar la funci6n de distribÚci6n 'de 
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Wigner como 

"' 2· "' . - -T (ii) 1i (ii) + W.¡. (ii) a (ii) + cr WT (ii) V P (iij + 1 (u• x) 

- 2,; (ii) ~. (ii) ~.(O) c~s [ 2rrii•x + x (G)] 

+ 2crv.<ii>~.<ii>~.<li> sen[2rrii•x + x<ii>] (5.2) 

Analicemos cada uno de los términos. La primera transformada 
de Wi~ner corresponde al haz transmitido. Las otras dos, 
corres~onden a las caracteristicas propias de la muestra; la que 
corres~onde a a(Ü) nos da las caracterlsticas de la función de 
absorción y por consiguiente nos da información de los haces que 

han siJo absorbidos, de hecho, al proyectar Wa(ii) sobre el espacio 

real, ~btenemos una amplitud de absorción. El término que contiene 

el po~encial proyectado nos proporciona información sobre las 

desviaJiones que sufren las trayectorias de los electrones al 
incidii sobre la muestra. Recordemos que en el capitulo III 

obtuviJos la función de distribución de Wigner para una estructura 
1 

crista1¡ina arbitraria, y encontramos que se producia un cambio en 
el vector de propagación de la onda equivalente al que verla el 

haz si lse encontrara con un conjunto de pequefias lentes delgadas. 

Centrémonos ·ahora en la función de transferencia. Para 

analiz]1r esta parte, usemos las siguientes definiciones: 

1

. - { Tc1f>T'c•> • Tco1T'co1 } - ~[»•·i • x<ii>] 

I' . ' { Te•> T'c1f> - T <'> T' cii> Jy"!'[ ,,¡¡.¡ ? <1f> j 

conocidas como funciones de traLfere~~i~ d~: amp:ltud y de fase 
respectlivamente, en el. tratam·i~~to::.:·~i6~i~';)~··,·: .. v~~oS et1~onCes que 

hasta ~qu1, hemos recuperada' . r,;: t~a~i~: :iih~~l : de· form-.:.dón de. 
1 ., ................ > '"• .• ,.,, ·.. • "·. . •' .. 

imtigene

1

s. Analicemos ahora; :cómci,.'e~:,:1a·:·función de transferencia en 

1 
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e1·caso de una función pupila simétrica. 

5. l FUNCION DE TRANSFERENCIA PARA EL CASO DE UNA APERTURA 

SIMETRICA. 

Recordemos que en el formalismo de Wigner, es posible 

a·nalizar la correspondiente función de distribución de un producto 

de funciones a partir de las transformadas de Wigner de cada una 

de las funciones por separado para después relacionarlas por medio 

de una convolución. Nos centraremos entonces en analizar las 

funciones de transferencia de amplitud y de fase de un microscopio 

electrónico, ahora bajo la suposición de que tenemos una apertura 

de entrada de tamaño finito. La señal de electrones que forma la 
imagen, depende del tamaño de los elementos ópticos que componen 

al sistema, en nuestro caso, de cómo varian los campos conforme 

nos vamos alejando del eje óptico, o eje de simetría de la lente, 

y de los elementos fisicos que la señal encuentre en su camino, de 

este tipo de características depende ·la calidad de la imagen. 

Entonces, la función de transferencia es distinta de cero sólo en 

cierta región del espacio, de tal suerte que la senal que lleva la 

información del objeto, encuentra en su camino filtros espaciales 
que eliminan información proveniente del mismo. Por otro lado, los 
electrones al encontrar aperturas de tamafto finito, viajarán en 

un ángulo oblicuo respecto al eje óptico. Esta desviación 

finalmente se refleja en una superposición incoherente en la 
imagen. Incluiremos todos estos efectos proponiendo una función de 

apertura finita y obteniendo la transformada de Wigner de la 

función de transferencia. 

Bajo estas consideraciones, obtengamos la función de 

distribución de Wigner para la función (l). 

WTCÜ,x) = J exp[2rri~·xh[ü + +) exp{ix[ü + +)} 
A: (ü - +] exp{-ix[ü - +J} d~ 

hagamos el siguiente cambio de .variable.:' 
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ESTA TESIS • DEBE 
SALIR ll LA llBUOitGA 

w 2dw .dif 2 (w - iiJ ¡ ii - + = 2ii - w 

wTcii;x¡···= ;2 f exp[2nt;.~2(w~,-:~)J ... A• (wJ 
<'·' 

· ..• ,,· ; .. '.;.:·"· . i~~H~~~-c-2~_:..P>} dw 

podem!:r:jp~:~~:f~cf~tHi)ºiL:::;l~j, 'o· valores grandes de 

' :. '. ''x:i~{;,~) ~/c:i~) - w º.V X(2U) 

.',,e=.<.~·',;;•, ' .•. :~::'•' ,·:>~ '•',:<•-

exp[~fni0·;JJ.~iftirr~I~;wJ'. ~•<f! A.:c2u - wJ 

1111. 

.: -< ·::.)( ~ ~::-·. :·~·:_~; 

.'sn:.. . .. : :. .. :.· 

:i!_i~u)•yf~~{·:il x(~iiiJ} dw 
,. '.::··:- .. ·:·> ~-J ' • 

. -~--' ·-· ;¿>-·· ·'·1 ·;.:. 

como 'suponemos. lwl y :x(w)':;.'ú~rie'/:términos 
vadabl~, podemos despreci~ria,~=.·· . 

cuadrAticos en es 

WT(ij,X) • ' ~•p[-•-'»U]¡;,~i;tf i.~'~ ,- U) 
exp{ i ( - xc2ii¡ '~N·:;U~Jx; ~{v x,c2ii¡ J)} dw 

-'.( 
reescribiendo en senos ,Y C~SeiiOá'.':ia ·,p~rt~> exponencial~ 

wTcu,xJ = 2 exp[-4nix·u] :r.\<~>~\~t/i2~.<:wJ 
tenemos: 



isen(w ;J4nix ~ V ;¡:(;iü¡] 

esto nos 'Co.ndu.Ce·; a: 

xc2ü¡)} dw 

.• , ~·~[~;,~~M~~\1/~;. ''"e o¡ 

.. · [cosTx<d>)cio•~(~· ~' [~~x)~·~f~cf~:JJ ·. +'' . 

·.. ~e~l~~2~)J .;~~f&}; [:~~; ¡:;·~ A2li.iJ r~ · 
::>',. '·"":-;--' :·--_-::_ ... -. :', ·. ' 

Los simétrica. 

;;·~:~ .. :_:' . _.... . -
' . -- .:-:.,:'¿ ,, . 

isen[x~2~¡J~.~s(~ <T~.~~;f;~ f<~Ü) J ) .•. + 
:'· 

icos(x<,2+:Jh~.;Jé.' ·. r.¡n~~·/~ ·;,;ü¡ J)] _dw 
térmitlos .·:-en : seno ·»de·s~-~~-reéen ~:-~:pÓ~qu~-~:~- 1a· 

-;, ~-': .· 
.·:~\~ ;, O\ e:.. '"-.~-:; :'. :· 

aper_tura es 

[-4~¡x~ü] { 6~~{~c~ü>) .'- ·i~en(~c2ü)) } .. 

I 
. ".: '•:,-.[;., ,--· __ , 

.· • A.tw> A;c2~ .;'pi -~~~.f ;;;'..~ i~"x.,·: 
Seai. 

-·:.·-: .... ,-: ' .. -.,. ; .. , -._,·;,., 

; . ,. .,••/ ·}•' ... 
E(Ü,x).'.;,. 
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La ecuación (5.4), nos indica que la función de.transferencia 

para una sistema óptico cuyos elementos son de tamaiio finito, 

puede escribirse como el producto de una función de transferencia 

para el caso de una fuente perfectamente coherente, como se 

muestra en la expresión (5.2), por una función envolvente E(u,x), 

la cual representa el efecto que produce una función pupila 
finita. As1 pues, podernos escribir la función de transferencia de 

un microscopio electrónico, para el caso de coherencia espacial 
parcial, como el producto de funciones de transferencia coherentes 
y una función envolvente. Obsérvese además que E(Ü,i) es una 

función que depende tanto de las variables en el espacio real como 

en el espacio de frecuencias espaciales y que el efecto final en 

la imagen dependerá de la convolución entre la función (5.4) y la 

función que representa el tamafto finito de la fuente. 

supongamos ahora que tenemos una función pupila cuya 

distribución en el espacio .de frecuencias es de tipo Gausiano, 

matemáticamente: 

1 exp. [- ~L0: ) 
1lW02 ...., 

(3), . la. función: .. ~nvolvente estará determinada 
.. ,~- 'º\;' . 

substituyendo 

como : 

J , ~.,E~ @l¡~~f ;~fi1;f ij# · ""' + • , '''" 1 '" E(Ü,x) 

F.'tr "!:Ji 1·~t~-~1~ íb;\!~.- [, 
e~ton~~~=·· 

E(Ü,X) ·1 
(5) 

':<.· -
·,;,.·,' 

-v ~ . ;''r.'.~; 

La expresión (5) 'nos muestra '~.ia~~m~nte la dE!pendené'ia de -la 

función envolvente co11 1~ ., .. xt .. ~.sión flsié:a',,dei. si!"tema .óptico y 
con las aberraciones de1 .. misma:· 
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CONCLUSIONES 

La filosof1a del presente trabajo se basa en el tratamiento 

de la teor1a de formación de imágenes en microscopia electrónica 
de transmisión a través de la función de distribución de Wigner. 

Este formalismo, como ya hemos indicado, posee la ventaja de 

trabajar simultáneamente en el espacio real (en el que se esta 

propagando la onda) , y su correspondiente espacio de frecuencias 

espaciales, proporcionándonos información de los cambios de 
amplitud y de fase que sufre la onda al interaccionar con algün 

material, de manera simultánea, cualidad que no posee el 
formalismo de Fourier, el cual ha sido hasta ahora básicamente el 
Qnico utilizado en el estudio los fenómenos de formación de 
imágenes con electrones. 

La primera parte del trabajo, muestra claramente la conexión 
que nos permite hacer el formalismo de Wigner entre los fenómenos 
que describe la óptica geométrica y la óptica f1sica, gracias a la 

propiedad que tiene de trabajar los fenómenos en dos espacios 

simultáneamente. Por ejemplo, encontramos que una onda al 
propagarse en el espacio, puede, punto a punto, ser mapeada 
multiplicando la distancia que se ha propagado por los cosenos 
directores de su vector de propagación. 

La herramienta muestra ser ·más poderosa al utilizarse en el 

ámbito de la óptica f1sica. Al analizar las expresiones obtenidas, 

encontramos por ejemplo, la relación directa que hay en el cambio 

de dirección de una onda que se encuentra con un par de·rejillas, 
en función del tamafio de estas y su posición en el espacio. Esto 

es, mediante manipulaciones matemáticas sencillas podemos, a 
través de la funci6n de distribuci6n de Wigner, tener un mapeo de 
lo que le pasa a la onda punto a punto cuando se encuentra con un 
obstáculo. 

En el campo de la óptica de electrones fuimos más allá. Se 

encontró que· al combinar el formalismo. de Wigner con la matriz 

densidad se pod1an estudiar sefiales de naturaleza estocástica. 
Por ejemplo, el grado de coherencia espacial, en el plano imagen, 
de una sef\al que es emitida por una fuente de extensi6n finita, 
incoherente, depende ünicamente, de la transformada de Fourier de 
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la funci6n intensidad en el plano objeto, pero evaluada en el 

punto X - (z/~)Ü; esto por supuesto, si la onda se propaga en un 

medio homogéneo hasta llegar al plano imagen. Cuando la 

propagaci6n de la sefial no es en un espacio homogéneo y existe, ya 
sea una función de transferencia o una función de transmisión que 

modifique el espacio, el grado de coherencia en el espacio de 

frecuencias, se encuentra obteniendo la convolución de las 
transformadas de Wigner de la matriz den~idad que caracteriza a la 

fuente y la función de transferencia o transmisión que caracteriza 

al espacio en el que se esta propagando la sefialª Matemáticamente 

esto puede sonar muy complicado, pero en realidad no lo es, debido 

a que podemos trabajar con cada una de las transformadas de Wigner 

de las funciones independientemente unas de otras y al final, 

obtener el efecto en el plano imagen a través de una simple 

convolución de funciones, con la información adicional de el 

comportamiento de la sefial en los dos espacios, debido a que, en 

el formalismo de Wigner, toda propiedad en el espacio, tiene su 

dual es el espacio de frecuencias correspondiente. 

Bajo esta filosof ia, se analiz6 el comportamiento de la 

función de transferencia para un microscopio electrónico de 

transmisión, obteniéndose, a través de Wigner, información 

simultánea sobre las caracteristica de amplitud y de fase de estos 

sistemas, as! como sus propiedades. de coherencia y las 

distorsiones que sufre la imagen debido a efectos de 

desestabilidad en las corrientes de las lentes, a la extensión 

finita de la fuente, etc., recobrandose la teoría lineal de 

formaci6n de imagenes en microscopia electr6nica. Además, tiene la 

ventaja de ser una descripción muy didáctica de lo que le ocurre a 

la imágen, al introducir efectos de desenfoque o astigmatismo, en 

términos de un simple corrimiento que en la mayoria de los casos, 

es proporcional al vector de onda de la sefial incidente. 

No analizamos ampliamente la coherencia temporal y sus 

efectos en la formación de imágenes en microscopia electrónica, 

debido a que el tratamiento es completamente simétrico al 

realizado en el dominio espacial, sólo que en ese caso, se 

consideran variaciones en la longitud de onda de los electrones 

emitidos por la fuente. Por otro lado, las fuentes en microscopia 
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electrónica son altamente coherentes en el dominio de la energia. 
Después de los resultados obtenidos, consideramos que la 

funci6n de distribuci6n de Wigner es una poderosa y el.egante 

herramienta que nos permite trabajar con fenómenos ondulatorios de 

todo tipo, donde quedan incluidos los sistemas coherentes, 

incoherentes y parcialmete coherentes. Fenómenos como la 
hol.ografla o patrones de difracción obtenidos a través de la 
técnica de haz convergente, pueden ser estudi'ados ampliamente con 
esta representación. También nos permite obtener una 
interpretaci6n geométrica e intuitiva de fenómenos compl.icados 

como los que se producen en sistemas parcialmente coherentes. 
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A P E N D I C E A 

Transformada de Wianer de .Yil producto ~-11@ !!!lil Convo1uci6n de 
Funciones 

supongamos gue tenemos: l"(x)= .P(x)T(x). Obtengamos la 
transformada de Wigner de esta funci6n: 

Esta expresi6n ·puede •verse '·.é:cim6·,una'' .. transformada ~ Fourier 
~ ~ en !! del producta' .:: d;;; '. d'.;i':•" {;,ri.;1;,r;;;;s que definiremos como 
sigue: '"·'· .• ::.\.'; "·e·.:.~ · 

" 

sea f(~) >Pcx + ü2>>P*cx - Ú2):y 9c{>~:= TCx+ 1I12JT* ex - V2>. 
·. ~ . 

. entonces: · · 
•. 1 :·. 

f CifJ. g Cifl dlf 

ahora bien, recordemos que la tra~sf.orJn~d'a de.· Fourier de un 
producto de funciones es iguai· a.,:: li"·'' convciluci6n de las 
transformadas de Fourier de ca:aa __ :Un~;,~d~-;~.l¡¡:S: ·.~ui1ciones (Teorema de 

la convoluci6n), en tal caso tenemos: ' ··· 

WrCx,üJ ={u CfC~>i)'•'.{,;icifclfJJ } 

pero: 
~ <::: ·- ·. , .. ' , ' 

.Jª;~{?~~~:~J>Pc~_;:'.~,~i>cx ~- v2i 
-: .. ····. -: ;: -, : . ·~·\·:-=-..-.";·-- . -.. -· -1·. ;'·--.:_ .. ·::..~·:. :-:- . -

il Cf Cifl J 

lo mismo ocurre con. g(lf);:. FfnalnÍent~ :.tenemos. que:: 

~;\e.i1-¡"w;; •.• , J · [ W;ti.•;J (A) 
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o.bien: 

En conclusión, la Transformada de Wigner de un producto de 

funciones en el espacio real, es la convoluci6n de las 

transformadas de Wigner de cada una de las funciones sobre el 

espacio de frecuencias. 
Una propiedad similar puede ser obtenida para la transformada 

de Wigner de la convolución de dos funciones en este caso, 
tenemos: 

w f • 9 cx,ü> = w il [f • gJ cu,x> = w F G cü,x> 
que se reduce al caso anterior, pero ahora la transformada de 
Wigner del producto de las transformadas de Fourier se puede ver 

como la Transformada ~ de Fourier de S en ~ , es decir, la 
Transformada de Wigner de la convolución de dos funciones es igual 

a la convoluci6n de las transformadas de Wigner de cada una de las 

funciones pero sobre la variable de la posición, esto es 

w f. 9 cx,ü> =[ w f cx,ü> ] • [ w 9 cx,ü> J (B) 

o bien: 



BIBLIOGRAFIA 



REFERENC IÁS B 1BL1GRAF1 CAS 

1.- M. J. Bastiaans, . '~Tr.ansport equatiC:.ns .•· far· the .Wigner 
distribution · functioni•; "'óptica· Acta·,· ( i!n9) . 12.65::1212, .·· 

r-: •,·.r·:::··~·.: .. ';~~~'( ... ,,' ... ~: .. > 
2.- M:.J .. Bas~iaans.; 

opÚcal signals 
No; 1:',. 26-30. 

;;;h~:~~j_~ner/di~t~l~ution·•.· function . · ~pplied ·.to 
and-.. sYs~·~~-~~f .. .- ~·ópticS\.; .·C~mmU~1-CÜ1tib-~s;: -!--Y~1-~·2_s·;: 

·~>.:;-~:_; .. · ::~·-:~-:; .. ,., ':'•'' · .. :·:- "·- -··-> · ~~·-::. '"~ '~ ·.,_.~':.~-:- .' ... : 
;·_:> -,.·:-:'.<·;·.·'.!.·-.-.. ·>.:.'·< <·-;--: _,.:,··:. :'-· ·_;·;-::·,.·.>· 

, __ ::~:=~::~:::t~::~~~~~f ~!~t~~~R~~~B;,;,¡r.; 
4.- K.H. Brenner and A.W. Lohmann;.-."Wigner•· oi~kfü;.:;t:i~ii·: F~i:i;:;Úori 

Display of C;mpl~~ ío,~i9~~F";::·;optlc~> ~t~.~~~}~-t}:tf~i.: .. ;,.:,¡_ .•.••. 
42 1 No. 5 1 310-314· . . ,.,.· .':~.-j_c~•::,~-;!\~'.-.>:;;:·:-;.?:~;\'»i{.;:-~" !- ·o' .. ,,\-,-,:;"···"·· 

5 
• - =~~~r ~::::~:' f:~:ái:r~:~:~.<·1~:d ;'~~lfa{/c~~=:tt1~1d:~;\ ;~~~=:•.•· 

communications, Vol. 32/N'•· i<ci98oi'i 32_,;J·a •... ·. · 

6.- Beran and Parrent, "Theory of partial 
Prentice-Hall International series in Physics. 

7.- Max Born & Emil Wolf, "Principles of Optics: Electromagnetic 
Theory of Propagation Interference and Diffraction of Light". 
Sixth Edition. Pergamon Press. 

a.- Castafto M. V1ctor, "The Wigner distribution function as an 
alternative for HREM image simulation". Computer Simulation of 
Electron Microscope Dif fraction and Images. Edited by W. 
Krakow and M. O'Keefe. The Minerals, Metals & Materials 
society, 1989. 33-41. 

9.- V.M. Castaf\o, P. Santiago, ·A.· G6mez, 

transmission electron microscopy: A 
Optik, VoL, 95. No' 1( 199.3),. 3i,33. 

"Image 

phase 
Displacements in 

space approach11 • 

Po1g. 87 



10.- castaño M. V1ctor M., "Efectos finos de Difracci6n ·de 

Electrones". Tesis Doctoral','en. Fisicá (l985)'. 
·- ', : ' . 

"· -¡~ª:f::::::;:::t1~.'J~$1i~S;.;~.¡,~;}~~~i~;;¡;~ 
-:"·:::<<·· .:~.'·: -' .-: /. ''.,'\~-.~· ... t'/: < '/. \ - ··.•·. '·/~ ;·;.: .:·:'.:)~~.:\-·· . 

. :~·-. ·>· ' . :\':):'·'.-: :-.~-'.<:-.;·:~~:i.·~,i.'. /::: __ .. ,'.e' .. }· __ ·.>,:~:::·.' ,/<·>:,· ···:,·;.:. . ;'_:'.•: 
12:- T.A~c;M; claaseri:'arid w;F,G;·;;Mecklenbrliukei;;;:!~'l'he )~igrier 

:!:~j,!~~t~~:ºj~t~i:i~~ ;~~~'i·t~~~~zffii:z~rrz!!~r~;.·;~i~!:!r :-
.. 276,-300;' .: ;,-: .. :: .... , __ .-"'"-,_,:e--' .. :;:::.;:;:· :,·:s· · ,_._.,,_._ ... ·. , •• _ . .-,., ...... :- ,._:,": ._. ·•· 

'" .,. -. . - ·-:: ·. "<~ -.~ · .... -. ·::·:~ .-(:_•,:;~. - .;,~:·,·.·' 
" ~'.;,:"- -. • <' :. • ;•;l•:~.~'-~ ·' .. ·• ._e-,-··,; :' ', •: 

,, ,_ ~~~~:~i~,~~--'.-~~t~i·:~:t_:_.tr~riml~¿t::=. 
·--. ·;' ·,-;.• : .' .. _\:~- .. ·.,. -· 

14.- J.;hn 'M~ cciw1ey/ iiBfii~~~t:iO~;Piif.il:b'~;;; North-Ho1land (1986) • 

. • ~~i;::~i~~:;!;ét:,~f t!lJf.~:t~~:~f !i~~'1Vª:1~~~=~n "º:i:::ª::~:~ .. ~ 
. · .... :· ·: ~·-·;·,;~:<:\~·:{'.:· .~~·: ·,;~~: 

16.- G. DoneÚi and L'•Pá~Í~ti:i' 1iEi~~tron Micrograph Analysis by 
optical· Trana'tc;~~~;?:~ · .. ··.> ···' 1

" 

17.-·Luisde 

Segunda 

la Pefia, ;.i¡¡~~~duc~ión 
Edici6n ( 1991)'. Fondo de 

a la Mécanica cuántica". 
Cultura Econ6mica. México. 

18.- A. G6mez, P. Santiago, V.M. Castaño, 11The Van Cittert-Zernike 

theorem revisited: aiternative approaches in the small angle 

approximation for electron diffraction". Optik, Vol. 95, No. 

2, (1993). 59-62. 

19.- A. G6mez and V. M. Castaño, "Unified Approach 

High-Energy Approximation in Transmission 
to the 

Electron 
Microscopy". Phys. stat. sol. (a) 107, (1988), 845-850. 

Pág. 88 



20;- A. Gómez, "Electron Diffraction: An"·Advanced. course with 
selected applications". Instituto de Fisica .u.N.A.M., Notas 
de Fisica (1985). 

21.- Joseph w. Goodman, "Introduction to Fourier Optics". 
McGraw-Hill Book Company. 

22.- Gutierrez Castrejon Ramon, "Disefio y Análisis de Sistemas 
opticos mediante Furiciones Intermedias". Tesis de 
Licenciatura en Fisica (1990). 

23.- Harold H. Szu, "Two-dimensional optical processing of 
ene-dimensional acoustic data". Optical Engineering, Vol. 21·, 
No. 5 (1982), 804-813. 

24.- Herrera Becerra RaO.l "Un Algoritmo para la simulación de 
Imágenes y patrones de Difracción de objetos arbitrarios en 
Microscopia Electrónica de Alta Resolución. Tesis Doctoral en 
Ciencias (Fisica). Septiembre 1989. 

25.- Hirch, Howie, Nicholson, Pashley, Whelan, "Electron 
Microscopy of Thin Crystals". Second Edition (1977) . .Robert 
E. Krieger Publishing company., Malabar, Florida. 

26.- Toshiaki Iwai, Naoki Kawamura and Tamiki Takemori, 
profiling of a pure phase object using an 
distribution function". optics communications 
199-204. 

"Real-Time 
auto-Wigner 
95 (1993) 

27.- Jachim Kessler, "Polarized Electrons". Springe~-'-1.'erlag. Texts 
and Monographs in Physics. " ··: · 

:·,:>>' ,. ' 
-> .·.' 

28.- S.G. Lipson & H. Lipson, "Optical Physics".· Seco'nd Editlon 
(1981). Cambridge University Pres~.; ···· .. .- ... ::•;·'}'F:.:· >:.; 

29.- Michael A. O'Keefe, ""Res<>1utio~ in hi~~:;~:-~'o¡~;:iJ~ ~i~¡~ion 
microscopy". Ultramicroscopy;:4?. (199~)~'.2.82:'-.2?,7-,_,;.·\:_J'-• .·•::-' .... · 

Pág. 89 



30.- Ján ·Perina, 11 Coherence of Light". van Nostrand Reinhold 

Company London. 

31.- Reimer, "Transmission Electron Microscopy: Physics of 
image formation and Microanalysis". Optical Sciences, Third 
Edition. Springer-verlag. Texts and Monographs in Physics. 

32.- Reimer, "Scanning Electron Microscopy: Physics of image 
formation and Microanalysis". Optical sciences, Third 
Edition. Springer-Verlag. Texts and Monographs in Physics. 

33.- John c. H. Spence "Experimental High Resolution Electron 
Microscopy". Second Edition. Oxxford university Press (1988). 

34.- w.o. Saxton, "Computer Techniques fer image Processing in 

Electron Microscopy". Academic Press (1978). 

35.- D. s. Saxon, "Elementos de Mecánica Cuántica". Editó.r"i.;l 
EASO, S.A. México. 

36.- o. Van Dyck and A. F. de crong, Ultimate resolution and 
.. . 

information in electron microscopy: general pririciples11 ... 

Ultramicroscopy 47(1992) 266-281. 

37.- o. van Dyck "Direct Structure Imaging in Electron 
Microscopy". Diffraction and Imaging Techniques in Material 
Science, eds. s. Amelinckx, R. Gevers and J. van Landuyt. 
North-Holland Publishingcompany, 1978. 355-396. 

38.- G. Vázquez Polo, D. R. Acosta and v. M. Castafto, 
function 

_optik, 

"Two-dimensional analysis of the contrast transfer· 

in High resolution Transmission Electron Mic~_oscopy''..• 
Vol. 89, No. 1 (1991) ¡ 1-3. 

:, - :' . '." ~;-:-· '·.·:'. ·. •' 

39.- J. Widjaja, J. Uozu~i;·,·T •. Usll':i.~ak~-a'nd T. Asaktira, · "Real-Time 

generation of the Wig~~-~ dlstfi~iiú.ori !hiibtró¡; b}'. means of a 
·. ·;;-,,,;-· :: ' "·~J.,_.: . 

Pág; 90 



single·.,. acousto-optic 
94(1992) 313-320. 

.. . . ,; ,:.··' 
40.- J. Widjaja, J. Uozumi an1 T: Asakura, ··~Wign~i(. ,:d¡~~~i~~Ü~~ 

netw;,rli:s 1i'.< ,· cipÜcs 
~ .: ; ::,··'. : 

function in . optical 1 per~~t~Úori : 
communications 103 (1993) 53-58. 

41.- E. Wigner, "On the qu¡ntum correction fer. :thermodynamic 

equilibrium". Physical R\wiew 40(1932) 749-759. 

42.- N. Yen, "Time and fr,quency representation of acoustic 
signals by means of the Wigner distribution function: 
Implementation and interJretation". J. Acoust. Soc. Am. 81 

(6), June 1987, 1841-1
1
050.v. A. zvérev, "Radioóptica". 

Editorial MIR, Moscú. 

Plig. 91 



ARTICULOS 
PUBLICADOS 



JI 

Image Displacements in transmission electron microscopy: 
A phase space approach 
V.M. Castaño, P. Santiago, A. Gómez 

Jn11i1uro de Física, U.N.A.M., Muico. 

1 latrodUdfoo 

Ir is weJJ known, among cJectron microscopists, lhal im­
agc dispJaccmcnts causcd by imagc dcfocusing havc sorne 
vcry inlcresting prac1ical applications U -J}. lndeed, rc­
ports on imaging of amorphous spedmens, slcrco-image 
pairs (technique aJso known as 2} D clectron microscopy 
[JU, high rcsolution imaging. mcasuremcnt of spherical 
abcrration coefficicnts, ele. can be found in 1he Jilcraturc 
publishcd during lhe past JO years. 

ReccntJy, the intcrcst in thesc image dispJacements has 
bccn rcncwcd becausc, among othcr reasons, lhe increas­
ing availability ofmore ver y high resolulion microscopes, 
which require c~trcmely weJJ defined imaging conditions 
if a reliable inlerprelalion of images is 10 be possiblc. 
Also, the feasibiJif y o( achieving 1 ruJy.automated electron 
microscopy requires a deeper undcrslanding and con· 
troJling of lhe microscope's key paramelers (1). In 1he 
parlicular case of defocus-indua::d displacements, it is 
possible to ob1ain an equalion for il from purely geomel­
rical optics consideralions 14] or as a derivative of the 
phase of the conlrasl lransfer function fJ). In bolh cases, 
lhe displacemenl (d) depends on lhe amount of defocus 
(d), on rhe reciproca! space vector ü, and on the spherical 
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aberration cocfficient c •. as 

da M !A' C, lül' - .d).lüll 
where M is the magnification of the microscope. 

(Jj 

Jn this wod: we present an alremative way of evaJuat­
ing such image displacemenrs by using a phase space 
function (the so-called Wigner dislribulion function) 
which provides, as wc wiU show, a simple yel clegant 
geometricaJ picrure of the phenomenon. Also,for lhe sake 
of cJarity, and in order to allow a comparison, we have 
included a derivation oí the same displacement by using 
standard Fourier oplics. 

The use of these phase space mathematical tools (also 
known as intermediate fune1ions) in Optics and Electron 
Microcopy has becn explored reccntly (S-8] including 
image formation 1heory and applicalions to the analysis 
of contras! transfer íunctions in lransmission eleclron 
microscopy. These works have shown sorne altractive 
possibilities of phase space functions in tcrms of (aster 
compuling limes in modeJing optical systcms and sim· 
pliciry in peñonning calculations. 

2 Foarft.r optks •Pproach 

Ur us consideran object in the microscope characlerized 
by a transmission function {S] f{X) and with a Fourier 
transform given by /(ü), where X= (x, y) and ;¡ ... (u, v). 

Thus, lhe image f (X) will be ideally rcJatcd to the 
difTraaion spectrum ](ü) by: 

f(xJ=lfliil•'"'.'dü. (2) 

In the real case, however, lhe effecl of dcfocus and 
spherical aberralion must be incfuded as foJJows: 

f'(X) = j J(ü)e'Xfil~ZtrOH dü (J) 

wherc 

X(Ü) = n{d.t{u2 + l12) - ! C,.t3 (u2 + v2)2J (4) 

.t being the corresponding wavelenghl. Notice 1hat here 
d > O corresponds to an underfocus. 

11 is clear lhat for cach ü0 = (u0 , v0 ) therc exisls a 
neigh borhood in reciproca! space centered in U0 su ch that 
lhe dilTraction amplitude is negligjble ou1side ofit (Ibis is 
aulomatica1Jy the case if one inseris an aperture to form 
a dark lield image, if no aperture is inserled then we wiJJ 
assume one is in1eres1ed in the conrribution ro the image 
arising from reílection ü0 = {u0 , v0) alone). Mathemali· 
cally, Ibis means that a Taylor series expansion around 
(u0 , v0 } can be made 

xliil = x(u,J + vxru,l · 1a - a,¡ (Sl 

P69. 92 



32 ·v:·M. Castaño, P •. Santiago, A. 06mez, lmage Oisplaccmcnls in transmission elcclron microscopy 

with 

vi(ü0l = 2n.i.Aüj;-2nA3 C.IUo'l2 Uo (6) 

whcre tcriJ15 of highcr order bave been nc¡lcctcd. 
Thcn, by rep1acing (S) and (6) in cq. (3) wc obtain: 

/'(i).,. t/J J /(ü)e2•1•·1r-1-.u¡¡¡+,tJc,¡¡¡¡11¡¡¡¡:11dü (7) 

whcre • 

4'=~.tliOJ-Vzr.;¡jJ•;;;J 

reprcscnts a phase factor simply. 
Thus it is clcar that 

/'(x) = ~/(x -(-JAU.+ c,Al•lliiOJl. (8) 

In other -words, thc. imagc including dcíocus .d and 
abcrration cocfficicnt e,, is basica11y lhc ideal imagc dis­
placed by a vector. 

(9) 

To rCcovcr eq. (J) all wc havc to do is to multip1y cq. (9) 
~Y. a magnifi~tion ~actor M. 

3 llaslc prop<rtles of , .. Wfs-r Dlstributloa F-

Thc Wigncr Distribution function {WDF) of a function 
f (X) is dcfined as 

W(f(xl} = W1 (x,11J 

eJ/(i+Üf"(x-üe-Z•U·o45 (10) 

hcrc /• is thc complex conjugate oí f. Noticc tbat thc 
WDF is a íunction or 4 dimensions: 2 corresponding to 
thc real coordinates i and tbc othcr 2 to thc reciproca! 
spacc ii. 

In prcvious publications J5, 8) thc applications ofWDF 
to cascadingoptical systcms havc bccn analyzcd and here 
we w:iJI only summarizc sorne or thc most relcvant prop­
crties or thcsc functions. 

In general, thc output WDF oran optical systcm is 
relatcd to the input WDF as follows (8): 

~w1p111fi, ü) = Wj11p111 (ai + bü,ci + dii} (11) 

whcrc a, b, e and d are paramctcrs which depcnd on thc 
spccific systcm analyzcd. As an cumple, considcr the 
case oía lens with focal lcngth f. For this particular case, 
thc paramcters are 

lntthis picturc, to obtain a Fouricr Transform simply 
consists in excha~ging thc coordinatcs ·ü and X, that is:. 

•=º 
b= - 1 
c=I 
d=O 

or, in tcrms oícquation (11): 

llj(x,ü) = W,(-ü,x). 

To rccovcr cithcr tbc imagc Jf(.i)l2 or thc difTraction 
pauern J/(ü)l2 from thc WDF, a simple projcction must 
be performcd: 

111.xi1• = IW."'•·"•· ¡;¡aa 
I! (olll' = j Ww,,.,(x, ü)dx. (12) 

4 WJper Distributloa Function •pproacb 

Tbc cffcct of dcíocus and spherical abcrration on thc 
image can be cxprcsscd as: 

/'(11) = T(ll)/(ol) (13) 

wbcré f' is thc imagc amplitudc dislribution, f thc ob­
jcct íunction and T thc SO·callcd transfcr function of thc 
microscopc. which, as was alrcady used in section 2, is 
givcn by 

T(ll)=é"" (14) 

witli x(üJ ¡¡ivcn by cq. (4~ 
By calculating thc WDF of cq. (13) wc obtain 

~r<"·"= 1r(x +Dr·~-011• +O 

where F stands Cor a Fouricr iranSromialiori, s~ u~in8 thc . : · 
convolution thcorcm ,· - '"· · · · · 

Wr(.i, ,¡¡ = w, • w, .'\ri( 
whcrc • symbolizcs thc convOlution pr.~d~cl ~~d -.yr 'is~ 
thc WDF orthc transrcr func1ion T. (furthcr dctails can be 
round in (9]). . · ·"> ... .:·, ... _ ... , .. 

Now wc cxplicitly calculate relat,i~.~J~~~ ·_b( .. ~.~¡~g -.. ·: 
cq.(14) .. > .. ., : •-.,: .. 

n¡.cx,üJ=Je-,."·•¡(x~~} ..... - , ... , 

·1•(x - ~)e'"('~~) é ~ 1.1 ~•-•J)ds (18) 
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Using urgumenls siini1Ur t~· th.~s.c: .. in :;1...Ctiou 2. wc c:c.:~ 

pa.nd 1. in n Taylor Sc~ics ' · · 

x(it + ~) ~ ?t~)-~ V~~~~·.~+ ··.°''. \, 

z(r;-n" l.(ÍO- ~x!m :~ + 
wher~· V is thc.gtadiCnt opcrator. 

By using eq. 19, and· after straightforwnrd substitu· 
tíons, cq. (18) can be finally \\·rinen as: 

n;.f.i, 1i) = JV1(.f - vx<iH.1i). f20> 
That is, in rhe phasc pícture. rhe eJTcet on thc image ot 

defocu1i. an<l spherical aberration is an image shin (noticc 
1hat thcre is no shin in thc difTraction domain, ü) givcn by 
the gradient ot the aberration runcdon X· That is we havc 
recovcred thc corn~ct cquation for imagc displaccmenls. 

One interesting fcature to point out, is the possibility of 
gtamctrically represcnfü1g the image dis.placcmenl in 
phase space. lndecd, by rcpresenting eq. (20) in geo· 
meuicaJ rcrms, wc can easiJy see that the clTect in phasc 
spacc is simply to produce a shift ín one set oí coordinares 
fin !his case. real spacc coordinates}. 

5 Concluslon 

Thc use of phase mcthods in transmission clcctron mi· 
croscopy. in particular rhc Wigncr Distribution functíon 
has bccn dcmonstratcd for obraining a aencralizcd plot or 
thc contrast transfer fünction in an elcctron microscope 
f6, 7) as wcll as an ahernafü·e. whh grcar computíng 
advantages, for cvaluati11g cascading systcms [8). Jn thís 
work, a stcp further has bccn proposed by using rh~ 
WDF for calc:ulating image displaccmen1s duc to both 
defocus and sphcrícal abern:ition etfects. Onc bi¡ advan· 
ta¡e ar this approach, bcsidcs simplidty. is the straighl· 
forward physícal foterpretation of 1hinking in phasc 
spacc. The n~Jevancc ofthis approach to othcr more cxcit· 
ing app!ications .such as cohercnce is being currenlly 
studied. 

-'Thc' pha!oi: !ipílct: approach pro vides the meaos Cor gel· 
ting physical insight in severa! W<tys. Firstly, it ís u link. 
bc:twccn the formal, rigorous wavc rrealmenl and thc 
casicr geomclrical op1ics (which dc:spitc the fact o( bcing 
str!ctly spcaking invali<l, is geomcrrically Cí)'Slal clc<1r). 

· Secondly, thc phnse sp<1cc approach allows a sort of semi· 
classica1 picturc: elcctrons urising from a more or lcss 
wdl dcfined rcgion of thc sampJc (lhc part beins ímagc:dJ 
and with a more or Jc:ss well dcfined momcntum (rcmcm­
bcr thal wc are forming busically a dark.filcd image and, 
conscqucntly, selccting the range or wa\'\M·cctors) torm 
an imagc: thc amount of localization in both sp;uial and 
momenrum coordinatcs bcing. obviously, Jimilcd by thc 
uncertainty relations. The reason why thcre is n shífl is. 
now. simply that 1he clectrons havc to lravcl an extra 
dís1ancc d whUe h;wing a Uansvcrsc: component oíspecd 
propor;iona1 ro u. 

Jn oth~r words, thc dark-ficld imagcs are a good exam. 
ple oí 3 quantum systcm 1hat, ncvcrtheJcss, can be dc­
scribcd remarkably wcll by a poinl in (dassical) phase 
spacc. 
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The Van Cittert-Zernike theorem revisited: alternative approaches 
in the small angle approximation for electron diffraction 
A. Gomez. P. Santiago, V. M. Castaño 

Jnstitu10 de Fisica U.N.A.M., Muico 

1't Vu Cfnat-Zenib dieonm mill ... : •ltnathe •P-

CC.Jc~!'~~~r!rrc:h!:1r~1~~=r~'=: 
:~~~ioun~~d~~Th-:S:;~:f:Jies~~":rc:cT':~ ~ 
~t~~~i~~c r:~1i~~. ~';h~~',:='e ::'í'!.J"rc:~Y 1~fui:rr!~ 
dCICribina cucadin¡ optical sys1cmi. 

W..,_.,. .. .._ .. Vu Chrm-Zcnúbtlttormu: Ahrru­
dYe ......... lm Bettidi., k&ri••lü~.nn.c la iltt 
Elñ.~. Das Van Cit1cr1-Zcrnike Thcorem wird 
filr die Elektroncnoptik un ter dcr Annahmc óer KJciawiolr.cl-

=:~:e~~~~~~d ~~:"~!ifº:ct;u:i~C::!~~:Wu~: 
lunktion, cin Phuenr1umwerkzcug das bereits zur Bcschrci­
buns kukadtener optischcr Systcmc vcrwcndet wird. 

J. lntrodDCrion 

Undoubtedly, ene of the most important theorcms in 
Modern Physical Optics is the Van Cittert·Zcrnike theo· 
rcm ((1) and [2)). This relation, proven independcntly by 
Van Cinert and Zcmike is also thc basis of a number of 
difTcrcnt mclhods in oplics and slellar interferometry [IJ. 
Roughly speaking, the theorcm sta1es that thc spatial 
cohcrcncc funclion of an oplical sourcc is rclated by a 
Fouricr transform 10 thc corrcsponding intensity distri· 
bution. 

This is an extremcly relcvant and bcautiful rcsult,since 
il allows onc to know how the mutual intcnsity of an 
extended collection of indepc:ndenl radialors propagatcs 
from an incohercnt source. 

In electron optics thc trcatmcnt ofcohcrencc is usually 
shaped after the optical onc (JJ although thcre have bccn 
somc quanlum mechanicaJ trealments using densily op· 
erator tcchniques ([4) and (SJ) for the high cncrgy case. 

In this contribution, we offer a derivation of thc Van 
Clttcrt.Zcmike thcorem for clcctrons wilhin the framc· 
work ofthc small anglc approximation (paraxial approx· 
imation) in electron optics. First, bascd on the quantum· 
mcchanic:al concept of denshy operalor, a statislical 
mixture of staccs is conscructed and, by meaos of thc free 
space propagalor for electrons, thc theorem is derived. 
La ter, bascd on lhe Wigner dislribution function (a phasc 
space tool wbich has bcen rcccntly Ulilized !or desc:ribing 

Rcccived November 2, 1992. 
Alfredo Gomez. Pal ricia Santiago, Victor M. Castai\o, lnstitu10 
de Fisica, U.N.A.M., Aparlado Postal 20.364, Mcxico D.F. 
01000, Mexico. 

cascading optical systems in a simptificd fashion (6J, (7)) 
anothcr vicw of thc Van Citlert·Zcrnike theorcm is oí· 
fered. 

Thc small angle approximacion simplifics the deriva· 
tions to a largc dcgrcc and lhc proors offcrcd, besidcs 
proving lhc validity or lhc lheorem for clectrons, are 
belicved to be suitable for use within thc standard 'multi· 
slice' approac:hcs to high cnergy dynamical clcclron dií· 
íraction. The use of the Wigner distribution funclion al· 
lows a frcsh insight inlo 1bc phy~ics or cohcrcncc in 
clcctron oplics as discusscd in thc conclusions. 

This scction is dividcd as follows: first, the propag,ation of 
clcctrons witbin tbc so·called small·angle approximation 
is prescnted and discussed. Then a subscction is dedicated 
to introducing thc dcnsity operators uscd in quan1um · 
mcchanics. Finally, \\-C shall introduce thc Wigncr distri· 
bution function. 

2.1 Propagmors in th<• .fmull angl<" approximat/011 

Considcr an clectron moving subjccl to ScbrOdingcr's 
cquation 

r>'.P+4n'x'.P~µv.p Cll 
with 

2 2mE 
1. =-¡;¡- (2) 

and 
2m 

' (3) .: µ=-¡;r· 

In free space V"" o nnd ~q .. (~J has Sol~tiO~~.in i'hc roñTI . 
of ptanc wavcs · · ~ · · ' ' 

e2•dh••+•1+w:1 = ehl•:r · :\·~~>' ,_~i:.: 
provided 

liil,... (u2 + v2 + w2)1/J =X· (Sl 

Then, thc most general supcrposition of plane waves sal· 
isíying SchrOdinger's cquation will be 

'tjJ(x,y,z)~ Jl A(u,r)e1 ' 1111•• 11 • 1·~;1duJr (6) 

:~:1~e F4o';\:1~1~2e ~~r1!~~d~~~==c:r~1::;0~:~~¡~fi~:: 
caying (íor:: > 0) or •cvanesccnt'. This integral represen· 
tation is known as Rayleigh's reprcscntation (8). 
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Evalualing al z =O 

c/J(.Y,J't O) :o JJ A(u, v)ehllu+rrltJudv (7) 

which is un invcrse Fouricr transíorm relalionship. Con­
scqucntly 

A~~-·~~~~~~ W 
(hcrc ,F stands for thc 2-dimensional Fourier transform). 
Co.Pscquently 

l(t/J(x,y,z)J = A(u,v)e2• 111 .r'-•'-r':rl 
= -'lt/J(x,y, O)J ez.11• .r'-•'-1·'.i (9) 

or, in a simpler noration using - 10 denote lransíorms 

4'cu, v, z) ... ~(u, v,O}e2•111 .r'-•'-~"1. (IO} 

Thc corrcsponding exprcssion in 'real' space is, then 

t/J(x,y, z)""' f/J(x,y,0} • ~-J [e111tY.r'-•'-r'rlJ 
=<i>(x,y,O)•P,(x,y). (11) 

Hcrc • denotes lhe convolution. No1icc that in the prc­
ccding cquations lhc transforms are with respcct to (x, y) 
or (u, v) Jeaving zas a parametcr. The runction P,(x, y) is 
callcd 'propagator through z'. 

In high cncrgy cleclron microscopy lhe ampliludcs 
A(u, v) are apprcciable only íor small valucs oíuand v so 
thc 'small anglc approximalion' holds: 

(12) 

(13) 

lhc Wigncr distribu1ion íunclion (sce [9] for an cxample 
oí lhe use oí thc Wigncr function oí a dcnsity opcralor) 
defined as: 

(16) w,.,c;, ü) = J e· 2 -'•·•p(r- ~· r + ~· :)Js 

where ;;·is thc 2-dimensional reciprocal spacc vcc1or. 
The propcrties and applica1ions of lhe Wigncr distri· 

bution funclion have bccn discussed clsewhere ((6J and 
17)) and hcre wc shall restric1 oursclvcs to recall only onc 
propcrty rclcvant to our prcscnl purposc: indecd, il can 
be shown that the effcct of propagation in space consist~ 
basically in a coordinatc shiO 

w.,,cr,ü)= w"°(r-7.ii). (17) 

whcre W., is thc Wigner distribution function oíl he Cune· 
tion rpatZ = Oand,obviowly, W., is 1he Wignerdistribu­
tion function or lhe rp at :, (in ·1he previous cquation 
multiplicative íactors nol depending upon ; and ü, and 
pbasc factors, were omittcd). 

3. The V1n Cittm-Zemlkr tbeorem 

In the next two subseclions wc discuss the Van Ciltert­
Zcmikc lheorem for elcctrons. Two approaches are pre· 
scnted. The firsl involves the dcnsily opcrator nnd lhc 
expressions for the free spacc propagators plus the as· 
sumption of a prcfcctly incohercnt elcctron sourcc. The 
second approach makes use oí lhe Wigner distribution 
function. 

J./ De11sit.l' operatnr opproad1 

From cq. (14) we havc 

,,,cr, :) = J P.e• - ai .¡.,ca. o¡Ja 
,,,e;,''= J .r:•cr - o, o¡ dn 

2.2. C~heri~c'e 'and denifiJ· ~p~~~i~~s·: · . 
Thé Sta.tiStical prop;;r1iCs ¿f 1h~ ei~if~~ fieJd.will be ·de- · so by'usinS eq. (15) we Obtain 

(18)' 

~~~!:~~! ~:!~i~1f:a~s~1x~t::ª~r~~~~:1:~~~sk~~~~.. ptr:t: =>~~· f JJ ¡,~·i::cr.·~ li1 ~,10. OJ ~·w·:. li> 

:~·º:;;,~:!;?~:'.:~~~:f ::fü~~;~:F~.~:~~f f ff {,'.é> :.: z.~~:·i:§j~$~f f j;c·:~ .• ;~ dóf r.~ • . (191 

Hcrc ! ~nd r• n~c vcctors in thc .l", J' plane and thc p4 are , . bul ¡( we assumc lhat the sourcc at =~o ¡5 pcffectly 

lhe sta11st1cal we1g~ts of lhe s~,at~s ."'~· '-. ·::"-, .-.' .- ,_.: ,' . ··~ incohe,~.~! .. . ·: :; _ ~,'::;-~.·~) ,', ·~· ;· .'. ' __ 
2.J Wixm:r clú1ributio11 funrtlnf! ~ · · · " · ·:.~·s: ·: .<<~ · · <.' . • "-: · ' · - • , - ' ' "·'· .... · - - · · •· 

!?.~~: ~~~~~~;~~~;¡~;'::;~~~º~~~~~~:~~~~~~ : · ,f~~~~,~}'. ~;%~li?~;;I::~c~t~;YW 1ª'.º! 'í~º' . 
. . .:1· .. · .· . '<,· .:·:;:: ','.~ ':. !. ·.' .. __ , :.~· ·~·:. >.'' 

.... :·· 
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(her~ /(a) i~ t~.C..int~nsi.iY. at. a) a·~f . . .. 
p(f, ;•, z) = ff P,(f':.. a) P,ª(f'-- ~) 6(a ':'-~)Í(a) dad5 

= ff i:rr - a¡ P,'(r' - a¡ r¡a¡ da 

[
..: I •'''" ,,11!'..::.!l!l] =ff T-__ -,-•- • 

[
, .- •• 1,. - -··ll!:.¡!l!l] - -• ¡-.-,-e· . . l(a)da 

.,. ().J :2)-1 e-fl•l/J.111t•IJ-lt'l'I JI 
• e-12.11:1.11·1P-•'1·•i(a) da 

= o7((f - r')/(lz)) (21) 

(cz reprcscnts ali thc: conslants and pbasc factors outside 
the integral). This last cquation is the Van Cittert·Zcmikc 
theorcm that gives thc degrce of cohcrence at a given 
distance :, due to an extended incoherent source, as thc 
Fouricr iransform of thc inlensity distribution. 

3.2 Wigner distribu1ionfunctlon approach 

First, we calculatc 1be Wi¡ner distribution function Cor 
z=O 

W"°{r, ü) = I e-hl•· 1p(r-~.r + ~.o)ds (22) 

but, as in cqualion (20], we assume thal at : =O thc 
sourcc is peñcclly incohcrent. Tbus: 

W"°(i',ii)-J e-.z.1•· 1 c5(S)/~(r + !)ds"" lo(f). 
-

2 
(23) 

Now, by calculating the .Wigner distribution funclion 
at z we obtin, through cquation [17]: 

·and 

.'x·.~.~~·~·· 
it foltows that · 

p(x. x'J .,( ~;) •"'"''' I r,(ü1 •";;;,.'.,¡¡; .. ,¡d~;. (26J_ 

ThC Jast equation is again the Van Ciucrt·Z.Cr~ik~ th~~~-. · ... 
rcm (thc factors outsidc of the intcgrals difTer in the two · 
derivations bccausc, as already mentioncd, severa! muhi· 
plicative íactors wcrc Ieft out in cq. 17}. . ··· :: ···;· ·¡ 

4. Coaduslons 

Thc rclevance of 1he Van Cittcic-Zcrnike Theorcm docs 
not necd to be cmphasizcd Cor both standard and electron 
oplics. The use of some Quantum Mechanics lools, such 
as the dcnsity operator and the Wigner distributon Cune· 
tion providc a simpler, yet clcgant, thcorctical frlmcwork 
for dcriving such an important thcorcm. Thc direcl appli· 
cation of these rcsults to problcms oí cohcrcnce in trans· 
mission clcctron microscopy is currcntly being explored 
and will be rcported separately {JOJ . 

Although thc dcrivations werc madc for clcctrons in 
thc small anglc approximation, thcycan be readily adapt­
ed to the general case of oprics in the paraxial approxima· 
tion. Tbe Wigner distribution is, to sorne extcnt, analo· 
gous to a descriplion in classical phasc spacc. ll is also a 
phasc space Jocalizalion tool in thc scnsc that tt;.,.fr, ii) is 
a mcasure of to what an extcnt thc function p0 can be 
thought of as bcing locatcd orconcenluled around f and 
has momentum ü. In this sensc ,

0
(f, ii) could be inlerprct· 

cd (with cautionl) as describing an electron localed 
around r (with dispcrsion Ar) and having wave-vector ü 
(with dispcrsion Aü) both Ai".dü being, of course, related 
by Heiscnberg's uncenainly principie. Conscqucntly thc 
relationship established in eq. 17 (or 24) can be intcrpret· 
ed as follows (fig. 1): 

Elcctrons around r and with momentum around ü 
travel a certain di51ance from = a::: O so they reach the = 
planc, Jaterally displaced by a distance !E. 

X 
Because of the perfcct incoherence of the source, the 

number of clec1rons leaving r is simply /0 (r). 

Also from thc figure,~= a: (a: is lhc beam divcrgence) 
X 

and, from Heiscnberg's unccnainty principie IAPI -
1
1ül 

... ~· an expression that could also be derivcd dircctly 

from eq. 21 and which appcars in mosl lextbooks on 
microscopy as a praclical means of asscssing the dcgree 
of cohercncc (sce Cor examplc (1 t]). 

·--
z 

' - - - -·. •--··· 
Fia-1.,. Effec1 or • ·~i.centtft1 bf. :. H~;~ A .• lfJ. •ad• IS 1h~ 
~iproall'ttlor. ..·. . ··, ,, .. "; .. · -
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