32
Z.EJ‘

DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

MODELACION DE SISTEMAS DE
LINEAS DE ESPERA.

T E S i S
QUE PARA OBTENER EL TITULO  DE:

A C T U A R I O

P R E S E N T A

CESAR GA'%,‘\NI(R(? ARANZA

MEXICO, D. F. FACULTAD DE, ClENCLES MARZO 1995

SI“(“L]OI\ i h( OLAG,

FALLA DE 0RIGEN

L

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



“‘\',;,\L. \'. 8 \m W

Sy d
0 & 3 3

‘lmvmmn NAqONAL
AVEXReMA DE
MEXICO

M. EN C. VIRGINIA ABRIN BATULE

Jefe de la Division de Estudios Profesionales
Facultad de Ciencias

Presente

Los abajo firmantes, comunicamos a Usted, que habiendo revisado el trabajo de Tesis que
realiz(G)ron __EL pasante(s) __CESAR GALINDO ARANZA

con niimero de cuenta 8525029-9 con el Tiulo:

MODELACION DE SISTEMAS DE LINEAS DE ESPERA

Otorgamos nuestro Voto Aprobaterio y consideramos que a la brevedad deberd presentar su
Examen Profesional para obtener el titulode __ACTUARIO

GRADO NOMBRE(S)  APELLIDOS COMPLETOS qw

ACT. JOSE ROBERTO BAUTISTA ATENOGENES

o 4 Tk okoe FRANCISCO  DE LA VEGA GONGORA (/r%

MAT, HUGO VILLASENOR HERNANDEZ

ACT. CLAUDIA LARA PEREZ S0TO Mj’w‘
S:g'lrc.n . NOE MOACYR ' VALLEJO GONZALEZ O/ /d/’z/‘/ 44/ Yd

Suplente



A QUIENES MAS DEBO EN EBTA VIDA:

MIS PADRES (MAMA, PAPA Y TIA) POR
8U APOYO INCONDICIONAL, SINCERO E
INVALUABLE QUE NUNCA PODRE PAGAR
EN 8U TOTALIDAD.



A ROBERTO POR 8U VALIOS0 TIEMPO PRESTADO EN
LA DIRECCION DE ESTA TESIS.

A MI8 SINODALES POR 8U AYUDA EN LA REVISION
DE ESTE TRABAJO.

A TERE POR 8U NOTABLE APOYQ Y SUGERENCIAS.



MODELACION DE SISTEMAS DE LINEAS DE ESPERA
CONTENIDO

INTRODUCCION. . svovvenoserosnssssssnesssosssnssssssssosessssss 1
CAPITULO I. PROCESOS ESTOCASTICOS..:eeessorscosssessssassnses 3

1.1 CLASIFICACION DE ESTADOS
DE UNA CADENA DE MARKOV.....¢ee0vvvessocscavocessncees 6

1.2 RECURRENCIA. . cieovvrnrevrrernnsssosossasscsnarsovess 8
1.3 CADENAS DE MARKOV DE PARAMETRO CONTINUO......vcvveves 12
1.4 TEOREMAS LIMITES DE CADENAS DE MARKOV......ccve0vues. 14
1,5 PROCESO DE NACIMIENTO Y MUERTE.. . veveversesecsosvees 1B

1.6 PROCESO DE POISSON. ... vevvvvvrovssoarsessssesvnsnsres 18

CAPITULO II., MODELOS DE COLAS. v vvvereoeenonneanasasonnesens 20
2.1 CARACTERISTICAS DE LINEAS DE ESPERA....vvvvnnnevenns. 20

2,2 NOTACION BASICA . v vvrevrnunnsvesesenseonsssansnereess 22
2.3 MODELACION DE LINEAS DE ESPERA.....vvevvenvsvevonnnss 24
2.3.1 MODELO DETERMINISTICO....00veevevnansnnreonses 24

2.3.2 MODELOM M L1.utuvir i ieiinnreennnnennnnsennees 26

2.3.3 MODELOM M C.utivnnnnnininnnnerenniennnneanenns 32

2.3.4 MODELOM M INFINITO.o.uveeeneenonnsnnensroenas 40

2.3.5 PROCESO DE NACIMIENTO Y MUERTE ADAPTADO
A SISTEMAS DE LINEAS DE ESPERA ,..eveevvvsoess 42

2.3.6 MODELOM M 2 Kuvvviiiiinnnernrnrennrennnnrnns. 44
2.3.7 MODELOM M @ Kuvvvvrvvvrunerenneososnasesannes 50
2.3.8 MODELOM M d C.ovvivninirnverevenneeennnennss 59
2.3.9 MODELOM M 1l M M. . i iiiiiiiiinnennnnneans 61
2.3,10MODELOM M d M Muuiiviiiiieinnnnrneinroreneess 66
2.3.11 MODELO M M C CON RENUNCTA. .. .00 veuenernnnnnnes 70

2.3,12 ALGUNOS EJEMPLOS ADICIONALES...osseveaceserses 74



ro—

o

2.3.23MODELOM G 1.vveivivenvennronernssnnnenanesans 77

2,3.14 MODELO G M 2. vviiiervineneennennesnannnnness 90

CAPITULO III APLICACION DEL MODELO DE REPARACION DE MAQUINAS. 97
3.1 PROBLEMA DE REPARACION DE MAQUINAS. . evevscrnnvasssss 97

3.2CONCLUSIONES . esttesesorssssssrssscsosrssssosssosnansns 98

APENDICE A
A.1 METODOS DE TRANSFORMACION + «+ v v e vvevnennnevnraneensns 100
A.2 TIPOS DE CONVERGENCTA. v v v vvavevnssnnseesnsoanaeennsss 102
'_ A.3 FUNCION DELTA DEDIRAC. « s vvesvuvenennsonsessensesnsss 104

A.4 RELACION ENTRE ARRIBOS POISSON Y TIEMPOS
DE SERVICIO EXPONENCIALe¢:veeososssrsesoosecarave.asss 106

A.5 PROGRAMA DE REPARACION DE MAQUINAS. ¢ vovvvtevssvssnoss 107

APENDICE B
B.1 PROCESOSDE RENOVACION. csesstvooasnveasrsscnsonnnssoses 111
B. 2 PROCESOS DE RENOVACION RECURRENTES Y TRANSITORIOS.... 120

B.3 PROCESOS REGENERATIVOS....sveessesnenensrronsnsensess 122

APENDICE C
C.1 DEMOSTRACION DE LA FORMULA L=AW. . s e e v vvrvensnvnsnness 126 '

BIBLIOGRAFIA. . vvestnocosscvosvssecesesssvanssasnsssssssessss 129



INTRODUCCION

En la actualidad, cada vez resulta mds frecuente encontrar
situaciones en las gue al requerirse de un servicio determinado,
se tiene que esperar turno para ser atendido. Las causas de tal
problema son varias: alta demanda del servicio, con instalaciones
inadecuadas; tiempo ocioso de los servidores; tramites demasiado
extensos, que involucren mayor tiempo de consumo; etc.

Por tal razén y en respuesta a ésto, se ha desarrollado una
teoria, gque permite predecir las situaciones de demanda a partir
de datos de observacidén, para asi establecer un modo de proceder
que permita un mejor funcionamiento del sistema.

La teoria de colas o sistemas de lineas de espera tiene sus
origenes en 1909, afio en que A.K.ERLANG con su andlisis de
congestidn de trafico telefénico en COPENHAGUE para optimizar el
servicio, da las bases para su desarrollo. La importancia de
esta teoria, se debe a que muchos problemas pueden caracterizarse
como de congestidén llegada - 'salida, por ejemplo: tréfico de
comunicaciones ( teléfono, fax, etc ); trdfico de transporte
(aéreo, maritimo, terrestre); inventarios; procesos industriales;
etc. De tal suerte que en un sistema de colas el término cliente
puede referirse a:

- Gente esperando para recibir un servicio .
- Maquinas esperando para ser reparadas.
- Aviones esperando aterrizar, etc.

. El término instalaciones de servicio puede referirse a:

- Lineas telefdnicas .
- Talleres de reparacién.
- Pistas de aeropuerto, etc.

En general un sistema de colas se caracteriza por las siguientes
propiedades:

1.~ Pauta de ]legadas, es decir frecuencia media de 11egadas
por unidad de tiempo.

2.~ Mecanismos de servicio: tiempos de servicio, disponibilidad,
capacidad del sistema, etc.

3.~ Politica de servicio, ésto es la forma de seleccionar a los
cllentes para atenderlos.

Puesto que las propiedades anteriores conllevan a una gran
variedad de modelos, el presente trabajo tiene como finalidad
mostrar algunos de ellos, para tal propbslto se juzgd conveniente
la siquiente estructura:

- En el capitulo I, se dan los resultados més importantes de
procesos estocdsticos, en especial de cadenas de Markov y se
termina el capitulo con los procesos de nacimiento - muerte y
Poisson;
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~ En el capitulo II, se caracterizan a los sistemas de lineas de
esBpera y se desarrollan los modelos clasicos: llegadas Poisson;,
tiempos de servicio exponencial, capacidad finita, poblacién
finita para posteriormente llegar a los modelos generales en
donde las llegadas y los tiempos de servicio siguen una
distribucién arbitraria;

- En el capitulo III, se da una pequefia aplicacién de un modelo
de reparaci6n de maquinas y se simula en un programa una
situacién especifica, en la que la finalidad es determinar el
nimero Sptimo de servidores.

- Finalmente se anexan tres apéndices relacionados con el tema.



CAPITULO I
PROCES0OS ESTOCABTICOS

En esta seccién se define lo que se entiende por un proceso
estocdstico y se dan resultados concernientes a una clase
especial de ellos llamados cadenas de Markov.

Definicién 1: Por un proceso estoclstico se entiende una
sucesién de variables aleatorias { xtl t € T } indexada por teR.
Formalmente X es un proceso estocdstico si X:0xT -+ R, TeR tal que
VY teT se tiene que X(w,t) es una v.a. cominmente X(w,t) es
representado por X,.

Como ejemplos se tienen:
1) La cantidad X, de agua en una presa en el tiempo t.
ii) Nimero de nacimientos X, en una poblacién en el tiempo t.

iii) El nGmero de clientes esperando en fila para recibir un
servicio en un tiempo t.

iv) La cantidad de Reserva hecesaria que requiere una Compafiia
Aseqguradora para hacer frente a las reclamaciones de los
asegurados en un tiempo t.

Dado X un proceso estocdstico, el conjunto T es llamado conjunto
parametral o Indice y el conjunto de posibles valores del proceso
denotado S ez llamado espacio de estados.

Se dice que un proceso estoclstico es de Markov si para un
conjunto cualquiera de constantes ti<t<o. o<t t; € T la
distribucién condicional de X, para va&ores dados  Xyys e Xy
dependen s6lo de X, ,. Formalmente
P[X,, € X, | Xy = Xqp0000X

= xn-1] = p[th < xn | xtn-l =X

tn-1 n-1]

intuitivamente lo anterior dice que la probabilidad de 1la
conducta futura estd ligada al conocimiento exacto del
comportamiento presente y no se modifica al saber el
comportamiento pasado.

De acuerdo a la naturaleza del conjunto de indices T y del
espacio de estados S los procesos de Markov aceptan la siguiente
clasificacién :

ESPACIO DE ESTADOS S

ESPACIO NUMERABLE NO NUMERABLE
PARAMETRAL
NUMERABLE CADENA DE MARKOV DE PROCESO DE MARKOV DE
PARAMETRO DISCRETO PARAMETRO DISCRETO
NO NUMERABLE CADENA DE MARKOV DE PROCESO DE MARKOV DE
PARAMETRO CONTINUO PARAMETRO CONTINUO




Para el caso de una cadena de Markov de paréametro discreto se
define

mn - = -

PN =Pl X =3 | X =1]

como la probabilidad de transicién de i a j, si n=m+l se tiene
PO™ = Pl Xy =3 ] X, = 1)
la cual es llamada probabilidad de transicién en un paso.

Con respecto a estas probabilidades y a 1la funcién de
distribucién inicial P[ X; = i ) = P; de la cadena de Markov se
tiene que la distribucién de probgbilidad de la cadena esta
completamente determinada por estas probabilidades, precisando
se tiene el siguiente teorema:

Teorema 1: Sea (X} ., una cadena de Markov entonces
Pligidpreerd) = Piogin Pinainer™ ProitPio

Obsérvese gue las probabilidades de transicién, no solamente son
funciones del estado inicial i y del estado final j sino también
del tiempo. cCuando las probabilidades de transicién en un paso
son independientes del tiempo, se dice gue la cadena de Markov
tiene probabilidades de transicién estacionarias o gque es
homogénea. De la observacién anterior se puede dar la siguiente
definicién de estacionalidad para un proceso estocédstico
arbitrario.

Definicién 2: considérese T un conjunto de indices cerrado bajo
sumas, es decir si s,teT, s+teT. Se dice gue un proceso
estocdstico es estacionario de orden k, k € 2', si para
tty.a ity € T i=1,..,,k y cualquier h € T los vectores
aleatorios de k dimensiones ({ Xy,ove Xy ) Y { Xgunro e e Xpun )
estan distribuidos idénticamente. Y si para cualguier k ¢ 2*
es estacionario de orden k, se dice que el proceso es
estacionario.

cuando las probabilidades de transicién Pﬂf” no dependen de n
simplemente se escribira Py;.

Obsérvese gue como S es numerable entonces P;, se puede arreglar
en forma matricial de la siguiente manera.

0 1 2 cer
g gOO gm gOZ et
10 1 12 '
2 PZO le PZZ et =P = | P” i

nbtp, Py P, ...



donde
Le,=1vi
]

Py 20Vid

Una matriz P que cumpla las condicliones anteriores es llamada
matriz de probabilidad de transicién en un paso.

Concerniente a P y P[ X, = i ] = P; (la distribucién de
probabilidad inicial) se tlene el siquiente:

Teorema 2 (de existencia): Dada P y P, existe una cadena de
Markov cuyas medidas de probabilidad de transiciédn componen a P
y con medida de probabilidad inicial P;, esta cadena de Markov
tiene probabilidades de transicién estacionarias.

Se define ahora la probabilidad de que una cadena de Markov que
estaba inicialmente en el estado i pase después de n-pasos al
estado j de la siguiente manera:

PP =P X =3 | X =1i)
Yy para n = 0
1 si i=j
Pl =
0 si inj

Una relacidén Gtil que satisfacen 1las probabilidades de
transicién, la da el siguiente teorema:

Teorema 3 (Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov):
YVmyle2
Wm Wp (m
Pt = Q{Pu Py
En particular

= -1 pt
Pyt = ; PPy

Es decir, la probabilidad de pasar de i a j en 1l+m pasos es
equivalente a pasar del estado i a un estado k intermedio en 1
pasos y en los restantes m pasos pasar del estado k al estado i,
claro estd considerando todas los posibles estados intermedios
k; es importante notar que esta dltima probabilidad no depende
de la forma en que se haya alcanzado el estado intermedio k.

Asi como las probabilidades P, constituyen la entrada (i,k) de
la matriz de transicién en un paso P,es posible poner en forma
matricial las probabilidades.



P“” de la siguiente manera

gnou 11::"‘ g:oz X
"o a0 ol a2 T
P o= Pag Py 2
P“no P"‘"t P““2 vee
L . |
cumpliéndose
Ley=1 V3

De esta manera las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov expresan las
conocidas leyes matriciales para el producto, a saber

Pn=plp

pi = p! pn

1.1 CLASIFICACION DE ESTADOS DI UNA CADENA DE MARKOV

Definicién 3: Un estado j de una cadena de Markov {X {n=0,1,...},
es llamado accesible desde un estado 1 si el estado j puede ser
tomado por la cadena desde i en un nGmero finito de pasos., Si
dos estados 1 y j son accesibles uno de otro entonces se dice que
se comunican,

Probabilisticamente:

i3} ( J es accesible desde i ) si para algan n0 P">0.

j=»i ( 1 es accesible desde j ) si para algan n20 Pj"i>°°

iej (i y j se comunican ) si para algunos n,m20 P‘."j>o Pj‘"(>o.
equivalentemente

i#3 ( 3 no es accesible desde i ) si para todo nz0 P" =0.

i)
j#i ( 1 no es accesible desde j ) si para todo n20 p=0.
iy (i y j no se comunican ) si P(",=o H Pj"'(=0 Y m,n20

o P"=0y P"=0 V m,n20



como consecuencia de la definicién se tiene que la relacién de
comunicacidén " ¢ Y es una relacién de eguivalencia, es decir
Vijes

i)y  iei

ii) dej = jei
iii)  deg jek = ik,

Por consiguiente esta relacién de equivalencia induce una
particidn en clases de S. En este punto es conveniente dar las
siguientes definiciones:

Definicién 4: Dado un estado j de una cadena de Markov la clase
comunicante C(3j) es el conjunto de todos los estados k en la
cadena que se comunican con j, es decir keC(j) « ke#j.

Obsérvese sin embargo que una vez que la cadena sale de un estado

j, es posible gue este estado ya no sea accesible con ningGn
otro, ni siquiera con el mismo. Precisando se tiene la siguiente:

Pefinicién 5: Si j no se comunica con ningin estado (ni siquiera
consigo mismo) j es llamado estado sin retorno. Si j»j, j es
llamado estado con retorno.

Definicién 6: Si €¢(j) = C donde C * o es una clase de estados
entonces C es llamada clase comunicante.

Con base en lo anterior, se tienen los siguientes resultados
dados a manera de teoremas:

Teorema 4: Si C,,C, son clases comunicantes = C;=C, o C,C,=0

Teorema 5: Si S el espacio de estados de una cadena de Markov
entonces -

8§=C+C+. o +C s i = o sii#j
y en donde cada C; es una clase comunicante de estados o contiene
exactamente un estado sin retorno.

Cuando un conjunto de estados Cra es tal que V jeC y k¢C P“f=0
Y n=0,1,... se dice que C es cerrada.

Cuando la relacién de comunicacién induce una sola clase
comunicante se tiene la siguiente:



Definicién 7: Una cadena de Markov de parametro discreto es
llamada irreducible si todos los estados se comunican, es decir
sl existe n,m>0 tal que Pif>0 y P;™0 V (i,]) o eguivalentemente
si la relacién "e" induce una sola clase.

Se define ahora el periodo de un estado i denotado d(i) de la
siguiente manera:

Definicién 8: El periodo de un estado i es el méximo comin
divisor (M.C.D) de todos los enteros n2l tales que P;">0.

En el caso en que (M.C.D) es 1, es decir en que i tenga periodo
1 el estado i es llamado aperiddico. Como consecuencia de esto,
gse tiene la siguiente:

Definiciép 9: Una cadena es llamada aperiédica si todos sus
estados son aperiédicos. Para estados periédicos o aperiddicos
se tienen los siguientes resultados dados a manera de:

Teorema 6: Si el estado i tiene periodo d,(>1) entonces existe
un entero N tal gue para todo entero naN Pn““>0, es decir

el retorno al estado i puede ocurrir en todos los miltiplos
suficientemente grandes del perfodo d,.

Corolario 1; si P””>o entonces existe un entero positivo N tal
que V n2N p“("""d">o

De la aplicacién de los resultados anteriores se tiene:

Teorema_ 73 Si isj entonces i y j tienen el mismo periodo, es
decir la periodicidad es una propiedad de clase.

1.2 RECURRENCIA

Dada una cadena de Markov de parfimetro discreto se define £, "
como la probabilidad condicional de que la primera visita desde
i hasta j ocurra exactamente en n pasos. Precisando

L]
£, = PIX=3, X»j r=(1..n-1) | X=i] y £ = 21f”"
ns
es la probabilidad condicional de visitar alguna vez al estado
j dado que la cadena de Markov estaba inicialmente en i.

Frecuentemente £, " es llamada probabilidad de primer paso desde
el estado i al j en el instante n, mientras que £
es la probabilidad de un primer paso desde i a j.



El siguiente teorema proporciona una relacién entre las
probabilidades de primer paso y las probabilidades de transicién
en n pasos.

Teorema 8: Para cualesquiera estados j y k y n21 neZ
. 0
p," =% £, P, donde P, =[ 1 si j=k
J U ! 0 si jek

Obsérvese que f; ==§1f‘ﬂ implica que f;; < 1, es decir

iniciando en el estado i existe una probabilidad positiva de que
el proceso no pueda retornar a este estado o bien el retorno al
estado i es seguro,

Con base en la observacién anterior se tiene la siguiente:
Definicidén 10: Un estado i es llamado recurrente si y solo si
iniciando en i el retorno al estado i es seguro. En términos de
probabilidad el estado i es recurrente si y solo si f;;=1. si
£,<1;1i es llamado estado transitorio.

Para un estado i recurrente se define su tiempo medio de
recurrencia por la siguiente expresién

0 .
B = Z nf"

es decir K#; es el nlimero esperado de pasos que se requieren para
retornar por primera vez al estado i.

Un estado recurrente puede clasificarse en funcién de su tiempo
medio de recurrencia, precisando se tiene la siguiente

Definicién 11:

i) Un estado i es recurrente nulo si y solo si su tiempo medio
de recurrencia es infinito, es decir

0

ii) Un estado i es recurrente positivo si y solo si su tiempo
medio de recurrencia es finito, es decir

o
= n
B = Eﬂnf,, < ®



Es posible dar un criterio de clasificacién de estados
recurrentes o transitorios, por medio de las probabilidades p";;.
Con esta finalidad se da el siguiente:

Teorema_9: Para un estado i cualquiera en una cadena de Markov

©
11}
£<1 = E1P < ®
n=

o
4} =
f=1 » L Py=w
nxl

ahora si se considera una clase C de estados es conveniente dar
la siguiente

ién 12:

i) € es recurrente si V ieC f;;=1

ii) C es transitoria si V ieC f <1
Con respecto a la definicién anterior se tienen los sigquientes
teoremas:
Teorema 10: Sea C una clase comunicante de estados de una cadena
de Markov, entonces C es recurrente o no recurrente precisando:
1) si ieC es tal que £fi; =1 = £, =1 V jeC
2) si ieC es tal que f; <1 =~ f <1 Vjec
Obsérvese que el teorema anterior afirma que la propiedad de

recurrencia (no recurrencia) es una propiedad de clase

Teorema 11: Una clase comunicante recurrente es cerrada. Una
clase comunicante cerrada no recurrente posee infinitos estados.

Teorema 12 (de descomposicién): El conjunto S de estados de
retorno de una cadena de Markov se puede escribir come la unién
de clases comunicantes ajenas, es decir

§=0C +Ctuu it C, +.u

donde C, es recurrente cerrada; no recurrente cerrada o bien no
recurrente no cerrada.

Obsérvese que si la cadena de Markov es finita, del teorema 11
se tiene que no hay clases comunicantes no recurrentes cerradas,

10
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otro criterio para determinar si una clase es recurrente la da
el siguiente:

Teorema 13: Sea C una clase comunicante cerrada de estados y sea
k un estado fijo de C, se tiene entonces que:

C es recurrente si y solo si V jeC , jrsk £, =1
Antes de contihuar resulta conveniente dar las siguientes
definiciones:

Definicién 13: Un estado i es llamado absorbhente si P=1

Definicién 14: Un estado i es ergédico si es recurrente positivo
y aperiédico.

Obsérvese que cuando i es absorbente f;;=p,;= 1 y i=1, es decir
i es recurrente positivo.

Finalmente se enuncian los siguientes teoremas que serdn de
utilidad posteriormente.

Teorema 14:; Una cadena de Markov irreducible con espacio de
estados C es no recurrente si y solo si existe un estado keC tal
que el sistema de ecuaciones

Vy = I Py, V estado j#k
irk

posee una soluc16n acotada [V;] que no sea idénticamente igual a
cero.

Teorema 15: Una cadena de Markov [X ] irreducible y aperiédica

es recurrente positiva (ergédica) "si existe una solucién no
negativa del sistema

Teorema 16: Una cadena de Markov X irreducible y aperiédica es

positiva recurrente(ergédica) si y s0lo si existe una solucién
no nula de las ecuaciones

FX,P“ = X; i=0,1,2,... tal que ?'xll < @

Teorema 17: Una cadena de Markov (X} con espacios de estados
finito, irreducible y aperiédica es ergbdlca.

11



1.3 CADENAS DE MARKOV DE PARAMETRO CONTINUO
Considérese una cadena de Markov (X, | t > 0} de parémetro
continuo., Sea

P, (s,t) = P[X, = j|X, = i]
la probabilidad de transicién de los estados i y J en los
instantes t>s>0, en forma andloga al caso de cadenas de Markov

de parametro discreto se tiene la siguiente definicidén de
estacionalidad.

Definicidén 15: Una cadena de Markov (xtltzO) es estacionaria si
Viy3jes P[X, = X, = 1i] es independiente de t.

Dada una cadena de Markov homogénea, se define una matriz de
transicién de la cadena como un arreglo finito o infinito pero
numerable de funciones (P;(t)),o simplemente (P)) i,jes
satisfaciendo V i,j € §

i) P(t) 20
i) Fp”(t) =1

1id) ZP,, (8) By (t) = P, (t+s)
Si ademds la matriz de transicién (P;;) es tal que

1im P”(t) =6; = 1 si
t0* 0s

¥V iy j, entonces se dice que la matriz (Py;) es estéandar.

Obsérvese que la Gltima condicién implica que los P;;(t) son
continuas por la derecha en 0.

En los resultados dados a continuacién se suponen matrices
esté&ndar.

Con la finalidad de dar algunas propiedades de las probabilidades
de transicién de las cadenas de Markov homogéneas de paré&metro
continuo se dan los siguientes resultados a manera de:

Teorema 18: Sea { thZO},una cadena de Markov homogénea de
par&metro continuo con probabilidades de transicién P(t), sii
y j son fijos en S entonces P;;(t) es uniformemente continua como
funcién de t, t20.

12



Teorema : Sea {X/|t20} una cadena de Markov homogénea de
pardmetro continuo con probabilidades de transicidén Py (t)
entonces para todo i € S

gy = -P’/(0) = lhﬁ - Pt}
t+0 t

existe pero puede ser infinita.

Teorema 20: Suponiendo lo mismo que en el teorema anterior pero
ahora tomando ivjesS

Qi = P'”(O) = lim B”.LQ_
t-0* t
existe y es finita,

Obsérvese que las cantidades q;; Yy q;; son no- negativas pero no
necesariamente estdn entre cero y uno, y por tanto no siempre
pueden ser interpretadas como probabilidades. Sin embargo q
estd relacionada con las transiciones de un estado i a un estado
3 vy q;; esta relacionado con las transiciones de un estado i a
otro estado arbitrario. Precisando estas probabilidades tienen
la siquiente interpretacién:

Las probabilidades de transicién dentroc de un intervalo de
longitud h son asintéticamente proporcionales a h, es decir la
probabilidad 1 - P, (h) de una transicién desde un estado i a
otro durante un intervalo de longitud h es igual a hq; més un
resto 6(h) tal que el

1im 8(h) =0

h0 h

mientras que la probabilidad P;;(h) de transicién de i a J
durante un intervalo de longitud ﬁ es igual a hq; + 8(h)

donde
lim 68(h)=0
h-0 h

A q;; se le llama intensidad de paso de la cadena de Markov dado
gue la cadena estid en i. Y q;; es llamada intensidad de
transicién a j dado que la cadena estd en i.

De las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov, se tiene que

Pij(t+8) = B Py (£)Py(s)

sl se hace s = At se tiene

P (ttdt) = T P, (t)P, (At)
k&S

= P”(t)P“(At)+ﬂ P“(t)P”(At)+P”(t)—P”(t)
ks

13



po—

"E”.‘__A_L_t+ t "'P”.(_).t =2 E;k.(_)ItAt kj.(A_.).t + 2”.0.:%{2”&).:1).
t kej

sacando limite cuando At-0 y suponiendo gue el paso del limite
en la £ es uniforme con respecto a j se tiene

P'ij(t) = -q”P”(t) + E;P‘k(t)qkl
]
Estas ecuaciones diferenciales para 1 fijo son llamadas
ecuaciones de Kolmogorov hacia adelante.
Andlogamente para t=As

P (As+8) = E P (As)P,(s)
keS
= P”(As)Pﬂ(s) + = Pw(As)P“(s) + P”(s) - P”(s)
ki

trasponiendo términos, dividiendo entre s, tomando s=t y
aplicando limite cuando As~0 (At~0)

P/ () = =g Py, (t) + l:‘:‘Jc_(“‘l’“(\:)

estas ecuaciones diferenciales para 3j fijo son llamadas
ecuaciones de Kolmogorov hacia atras. '

Obsérvese que en el paso del limite en el Gltimo desarrollo
no se supone gue sea uniforme con respecto a 1i.

1.4 TEORENAS LIMITES DE CADENAS DE MARKOV.

En esta seccibn se dan resultados relacionadbs con el comporta-
miento limite de probabilidades de transicidén de cCadenas de
Markov.

Definicién 16: Se dice que una cadena de Markov con espacio de
estados S, tiene distribucién estacionaria si existe una
distribucicn de probabilidad {[[,, i€S} que satisface la ecuacién
matricial

[I=]lp donde [];20 y ) [l =1 es decir si I],=; [Iipy 3=0,1,2...

Definiciébp 17: Se dice que una cadena de Markov con espacio de
estados S posee una distribucién de larga duracidén si existe una
distribucién de probabilidad {H“ keC} gue tenga la propiedad de
que para todo j y keéS

,}},“‘ Py, =l

14



. Una vez hecho esto, se dan dos importantes teoremas que serédn de
utilidad en el desarrollo del capitulo siguiente:

Teorema _ 21: Sea {X,|n=0,1,2,...} una cadena de Markov
irreducible y aperiédlca entonces el lim P(X=]}] = []j V3 siempre

existe y es independiente de la dlstrlbu016n inicial. Si todos
los estados son positivos recurrentes ( ergédicos ), entonces
[, >0 V) y {[[;} es una distribucién de probabilidad con [I; =1/u
y la diStIlbUClén limite es la Gnica solucién al sistema
estacionario de ecuaciones.

I ='§ [Iipy; Vi=0,1,2,...

Ly -1

i=0

Obsérvese que de la f(ltima parte de la conclusiédn cuando
la cadena es ergbdica la distribucién estacionaria y 1la
distribucién de larga duracidén son la misma.

Para cadenas de Markov de Par&metro continuo se tiene:

Teorema 22: Si {th t20} es una cadena de Markov irreducible el
limite de la distribucién, lim P(t)—ﬂ‘exlste y es independiente

de las condiciones inic1ales del proceso. El limite (][], nesS} es
tal que todos ellos se anulan idénticamente, es decir = 0 Vnes
o son todos positivos y forman una distribucién de probabilidad,
es decir [[, >0 Vnesy L[|, = 1

1.5 PROCESBO DE NACIMIENTO-NUERTE.

Para este proceso supéngase que dos tipos de eventos ocurren y
los siguientes postulados:

Considérese un nacimiento como un evento que signifique un
incremento en la poblacién y una muerte como un decremento en la
poblacién, ademis:

1) 8i 1la poblacién es igual a n (n20) en el tiempo t, la
probabilidad de gque ocurra un nacimiento en un intervalo
(t,t+h) es igual a A h+8(h) y de que no ocurra un nacimiento
es igual a 1-A h+6(h), ademés la probabilidad de que ocurra
nds de un nacimiento en el intervalo [t,t+h] es 6(h) donde
0(h) es tal que

lim 6(h) =

0 h

15



2)

3)

considérese también que los nacimientos ocurridos en (t,t+h)
son independientes del tiempo desde la Gltima ocurrencia.

Si la poblacién es iqual an( n2 0 ) en el tiempo t, la
probabilidad de que ocurra una muerte en un intervalo (t,t+h)
es uh + 8(h) y la probabilidad de que no haya una muerte es

1-p, n o+ 6(h), ademis la probabilidad de que mids de una muerte
ocurra en (t,t+h) es 6(h). Al igual que en 1 supéngase que
las muertes ocurridas en ( t, t+h ) son independientes del
tiempo de la Gltima ocurrencia y que 1im 6(h) = 0

h+0 h

Para poblacién del mismo tamafio, nacimientos y muertes ocurren
independientes unas de otras.

Sea N(t) la poblacién en el tiempo t y Py, (s,t)=P[N(t)=n|N(s)=i]
k>s.

Obsérvese que el proceso N(t) es homogéneo y por tanto se puede
escribir:

Pﬂ

(t)=p, (0,t)=P[N(t)=n|N(0)=i] de los postulados 1-3 se tiene

P . (t, t+h) = (u,h + 68(h))[1-Ah+8 (h)]

p

= uh '+ O(h)

m(t,t+h) = [1-A h+0(h) ] [1-4h+6(h)]

= 1-Ah -ph + 6(h)

P (t,t+h) = (A h+0(h)][1=uh+6(h)])

= Ah + 6(h)
L p, (t,t+n) = 6(n)

Jen-1,n,m1

de las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov, se tiene que:

Py, (0,t+h) = ) Py (0,t)P, (t,t+h)
kes

Para n=0

qu(olt“‘) = qu(ort)Poo(tlt+h) + P||(olt)P10(tlt+h) + 8(h)

y

para n>0

P, (0,t+h) = P, ,(0,t)P, . (t,t+h) + B, (0,t)P (t,t+h) +

pinﬂ (O,t) pn+1n(tlt+h) + e(h)
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haciendo P, (0,t+h) = P (t+h) y sustituyendo las probabilidades
respectivas.

Py(t+h) = Py(t) [1~Ash+0(h)] + P, (t) (pyh+0(h) ]
= Po(t) + Py(t)[-Ah+8(h)] + Py (t) [p4h+8 (h) ]

P (t+h) = P_(t)[A,n+8(h)) + P (t)[1-Ah-ph+8(h)] +
Py (E) [Bpyqh*8 ()] + B(N)

&uﬂ%:_&m = Po(t)['lﬂ%‘ml 1 + Py(t) [ﬂ,'*%ﬁl). ]

+ h- t) = Pn'i(t)“‘n~l+eh(m ]+ pn(t)[-knh-pnme(hm ] +

P,,.,(t)[»,,.,nmeh' g

haciendo que h-0 se tiene que
P’o(t) = =AP(t) + P(t)p, n=0

Pr(t) = A Pq(t) = (A, + p )P (E) + B, P (t)

satisfaciendo la condicién inicial
1 8sin=i

P (0) =
0 sl nwi

Por el teorema 22

1im P (t) =0,
to

1im P’ (t) = 0

o
asi

100 = =g+ il + Ay + pply,  m21
2) 0 = =gl + wyl
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Para n=1 sustituyendo I, en (1)
0 = =(dy + p)dolly + Aglly + p,I,
By
= =3y 4, T
Byl

procediendo de esta manera se tiene

L=dod..ad 1

Bibge o o fy

L4 -
puesto que T Il = 1 se tiene Iy = {1 + £ _Adpend 17
n=0 [132] ”1“2‘ . '“n

Observe que ([} es solucién no nula s6lo si 1+§‘=i Adyeeod o <0

Bybiae o o By

1.6 PROCESO DE POISSON
Considérese ahora el proceso {N(t)|t20} donde N(t) representa el
nimero de eventos gue ocurren en el intervalo (0,t], sea
P;(s,t) =P[N(t)=j|N(s)=i] con s<t
Supéngase que se cumplen los siguientes postulados:

1) Los eventos que ocurren en intervalos que no se traslapan son
independientes unos de otros.

2) Para intervalos de tiempo t existe una constante A tal que

la probabilidad de ocurrencia de un evento en (t,t+dt) ests
dada como sigue:

1) By (t,t+At) = 1 - AAt + O(At)

ii) Py, (t,t+At) = AAt +8(At)
[ ]

iii) & Py (t,t+it) = 6(At)
Jeie2

iv) P”(t,t+At) = 0 j<i

donde 1lim O(4t) =0
A0 At

18
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bajo estas condiciones la funcidén de distribucién del proceso
N(t) tiene una distribucién de Poisson dada por:

P, (t) = P(N(t)=n|N(0)=0} = e} (it}" n=0,1,...

ni
ademds si el proceso ha sido observado inicialmente en el tiempo
8>0 en el cual N(s)=i .

Piy(8 k)= @MU [d(gog) !
(n=-i)!
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CAPITULO II
MODELOS8 DE TEORIA DE COLAS

2.1 CARACTERISTICAS DE LINEAS DE ESPERA

Se define a la Teoria de Colas como una rama de la Matemédtica
Aplicada, que ha sido desarrollada con el fin de predecir las
fluctuaciones de la demanda, a partir de datos de observacién,
para asi establecer un modo de proceder que proporcione a los
*clientes" un servicio adecuado con un tiempo de espera
determinado. Esto se hace con la finalidad de desarrollar
sigtemas cuya organizacién esté& basada en predicciones -como por
ejemplo nGmero de clientes que esperan en la cola en un instante
dado, tiempos de servicio, etc. -~ que sirvan para anticiparse
a situaciones que provoquen congestidn y tomar medidas apropiadas
para un mejor funcionamiento.

En general una cola o linea de espera se forma por alguna
restriccién en el servicio. Por ejemplo:

81 se consideran N articulos que llegan a un departamento de

‘prueba donde solo hay m trabajadores ( N > m ) la restriccién

en el servicio consiste en que solamente un nGmero limitado de
articulos ( a lo mds m ) pueden ser atendidos a la vez y la linea
de espera surge debido a que los articulos no atendidos deben
esperar para recibir servicio.

Sin embargo también pueden deberse a otras causas; por ejemplo
llegadas irregulares, trdmites demasiado extensos, ociosidad de
los servidores, etc.

Asi se tiene que en general la formacidén de una cola o linea de
espera en el sistema depende esencialmente de las irregularidades
( comportamiento de clientes, llegadas irregulares, etc. ) en el
mismo y no solamente de las propiedades en &l (capacidad del
sistema, instalaciones insuficientes, etc). Como campos de
aplicacién de esta teoria se tienen el trafico de comunicaciones,
teléfono, telégrafos, fax; tr&fico de transporte , aéreo,
maritimo, terrestre; inventarios y procesos industriales,
mantenimiento, lineas de montaje; procesos fisicos, movimiento
de particulas hacia un desaglie; crecimiento en la poblacién, etc.

En cuanto a la caracterizacidn de las lineas de espera se tiene:

1) La pauta de llegada, es decir la frecuencia media de llegadas
de los clientes por unidad de tiempo (tasa media de arribo).
En este punto se contemplan:

i) llegadas regulares,- en estas los clientes llegan uno a uno
en instantes igualmente espaciados con c unidades de tiempo
entre si y donde la frecuencia de 1llegada es a = 1/¢ por
unidad de tiempo.
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ii)

iii)

2)

iv)

v)

llegadas completamente al azar, en éste los clientes llegan
en orden aleatorio como por ejemplo las llamadas que llegan
a una central telefénica en un tiempo t o bien llegadas
de aviones a un aeropuerto etc.

llegadas independientes generalizadas.- en este caso se
toman como independientes los intervalos entre llegadas con
una funcién de distribucién general G(x). Es decir si un
intervalo entre dos llegadas es particularmente largo o
corto, la distribucién del siguiente intervalo no se
afecta. Por ejemplo cuando los clientes llegan a una cola
inmediatamente después de haber sido atendidos en una cola
precedente en la que la estacién de servicio nunca esta
desocupada.

llegadas en grupo.- en este caso se considera que los
clientes llegan en grupo como por ejemplo cuando cierto
nimero de l1lamadas telefénicas se presentan simultineamente
ante una telefonista.

llegadas continuas.- son aquellas en las que se supone
flujo continuo de clientes. Como por ejemplo, la llegada
de un fluido en forma continua con una frecuencia constante
o variable a un sistema de almacenamiento.

El mecanismo de servicio se refiere a establecer cuando esta
disponible el servicio, cuantos clientes pueden atenderse a
la vez y cuanto tiempo toma el proporcionar el servicioc. En
este punto hay que considerar tres aspectos.

i) Tiempo de servicio.- es decir el tiempo que se tarda en dar

i1)

servicio a un cliente, donde se supone que estos tiempos
de servicio son variables aleatorias con cierta funcién de
distribucién de probabilidad ( exponencial, deterministica,
gamma) pudiéndose también tener el cliente su propia
distribucidn de tiempo de servicio.

Capacidad del sistema.~ é&sta se define como el nGmeroc
miximo de clientes que pueden ser atendidos simulténeamente
pudiéndose tener sistemas con capacidad finita, como por
ejemplo en una central telefénica con un ndimero finito
de 1lfineas o bien sistemas de capacidad ilimitada,
frecuentemente la capacidad del sistema esta constituida
por canales de servicio en paralelo, algunos de los cuales
pueden estar en serie con otros y en donde se atiende a los
clientes simult&neamente.

iii) pisponibilidad del servicio.- La cual puede ser completa

es decir cuando los canales de servicio estin siempre
listos para atender a los clientes que esperan o incom-
pleta, la cual denota que el sistema solo esta disponible
para un cierto namero de clientes como en el caso de
llamadas telefdnicas en horas pico.
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3) Politica de servicio, en este punto se especifica cobmo van a
seleccionarse los clientes para darles servicio. La politlca
més comGn de servicio es aquella en la que el primero en
llegar es el primero en ser atendido. También es posible que
los clientes sean atendidos segfin ciertas prioridades, como
por ejemplo el caso de telégrafos en el que un mensaje urgente
es transmitido primero o bien en la atencién de enfermos en
un hospital en donde los casos de urgencia son atendidos
inmediatamente. Existen también sistemas en los que el orden
de llegadas de los clientes es indiferente y las unidades se
escogen por el servicio al azar ( orden aleatorio ). Puede
también consicderarse aquella en la que el Gltimo en llegar es
primero en ser atendldo como el caso en que las unidades que
llegan se apilan y la dltima unidad de arriba es la primera
en ser atendida.

2.2 NOTACION BASICA

Una vez caracterizadas las lineas de espera es conveniente
introducir la notacién que se usa en la exposicién. Se empieza
por mencionar que un proceso de colas es descrito por una serie
de simbolos y diagonales tales como A \ B \ ¢ \ D donde A
indica la distribucidén de los tiempos de 1nterarr1vo, B la
‘distribucién de los tiempos de servicio, C el nimero de canales
de servicio y D la restriccién de la capacidad del sistema, en
las tablas 1 y 2 se da la notacién bdsica de teoria de colas.

Caractefsticas Simbolos Explicacion
Distribucién de tiempos L] Exponencial,
de {nterarrivo ( A ) b Determinf{stico.
E Tipo k-Ertang.
G¥ Generat {ndep,
Distribucisn de L} Exponencial
tiempos de D Determinfstica (constante)
servicios (B ) Ex Tipo k-Erlang.
. G General
Nimero de estaciones
de servicio ¢ ¢ ). 1,2,009
Restriceion de la
capacidad del sistema (D). 1,2,00:9
Disciplina de cola FiFo Primero en llegar
primero en satir,
LIFO Uttimo en Llegar
primero en salir.
SiR0 Servicio en orden
sleatorio
PRI Prioridad.
cid bisciptina general.

TABLA 1
NOTA: DURANTE TODO EL TRABAJD SE UTILIZA LA PRIMERA DISCIPLINA
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NOTACION BASICA DE TEORIA DE COLAS

.~ nGmero de servidores en el sistema.

nGmero esperado de clientes en el sistema E(N)

incluyendo los que estan siendo servidos.

.~ nimero esperado de clientes en la cola ( no incluyendo
los que estdn siendo servidos ) E(N).

.~ tasa de arribos de clientes al sistema
L = 1/E(t)

.~ tasa de servicio u = 1/E(t,)

.~ variable aleatoria que describe el nGmero de clientes
en el sistema en el tiempo t. v

.~ nGmero de clientes en el sistema.

.~ nGmero de clientes en la cola en el tiempo t.

~ nGmero de clientes en la cola (esperando en linea).

~ nGmero de clientes recibiendo servicio en el tiempo t.

.~ nGmero de clientes en servicio.

.~ probabilidad de que haya n clientes en el sistema de
colas en el tiempo t asumiendo un numero inicial en el
tiempo t = 0.

.= probabilidad de que haya n clientes en el sistema.

~ v.a., que describe el tiempo que espera un cliente en la
cola antes de recibir servicio.

.~ utilizacién de servicio.

p = A/cp

- v.a. que describe el tiempo de servicio.

v.a. que describe el tiempo de interarribo.

~ v.a. que describe el tiempo total que los clientes estén

en el sistema incluyendo el tiempo de espera en la cola
para obtener servicio y el tiempo de servicio.
W=mT +T =1
W = E(wW) .
)tiempo esperado en el sistema E(w) = E(t ) + E(t,)
W, = E(w
J tiempo esperado en el sistema excluyendo el tiempo de
servicio E(t) =W - E(t).
E(t )
- tiempo esperado de servicio.

wq(t) .~ distribucién de probabilidad del tiempo de espera en la

cola,

w(t) - distribucién de probabilidad del tiempo de espera en el

sistema.

W(t) .- funcién de distribucién acumulativa del tiempo de espera

en el sistema W(t) =P (t, st ].

wg(t) .= funcién de distribucién acumulativa del tiempo esperado

en la cola. W(t)=P{t <t].

(s B e ]
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TABLA 2
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2.3 MODELACION DE LINEAS DE EBPERA.

En esta seccién se realiza la construccién de algunos modelos de
espera en donde la politica de servicio es: primero en llegar
primero en ser atendido; se empieza con el estudio de una cola
deterministica, es decir donde se toma como fijos los tiempos de
servicio y de llegadas y se considera un solo servidor, se dan
intuitivamente las condiciones bajo las cuales el sistema se
estabiliza ( es decir no se forma cola infinita ), asi mismo se
desarrollan los modelos clasicos, M|M|1, M|M|Cc, M|M|wx,
posteriormente se utiliza el proceso de nacimiento y muerte para
desarrollar otros modelos de colas ( con capacidad finita,
poblacién potencial finita, con renuncia, etc.) y se formalizan
las condiciones para que el sistema alcance el equilibrio
estad?sfico, finalmente se construyen los modelos generales M|G|1
y GliM{1.

2.3.1 MODELO DETERMINISTICO

CARACTERISTICAS

En este modelo se toman como fijos los tiempos de llegada y
servicios, supéngase que las llegadas ocurren a intervalos
regulares de tiempo de longitud a (tasa de llegada 1/a) y son
atendidos a intervaloa regulares de tiempo de longitud b (tasa
de sexvicio 1/b), que solo hay un servidor y que el primero en
llegar es primeroc en ser atendido, ademés los clientes que llegan
esperan para recibir servicio.

Sea N(t) el niimero de clientes en el tiempc t, se esta intarasado
en P ., = P[ N(t) = n ], la probabilidad de que haya n clientes
en la cola en el tiempo ¢, y en la cantidad de tiempo requerido
para servir a todos,

Obsérvese que:

i) si b < a es decir b/a < 1 en algin momento no habra espera
( pues los tiempos de servicio son mas cortos que los de
llegadas ).

ii) si a < b es decir b/a > 1 el nimero de clientes esperando
crecerd indefinidamente,

iii) si a = b no habra espera si la operacién comienza vacia en
caso contrario la cola serd constante.

Supbngase que b/a < 1 y que la operacién comienza con una cola
de i clientes, i 2 2 obsérvese que como se comienza con i
clientes todos estos ser&n atendidos al final de un intervalo de
tiempo de longitud ib y en este tiempo [ib/a} ([‘'] m&ximo entero)
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habridn llegado y tendrdn que esperar, supdngase que el dltimo
cliente en llegar espera en la instalacién. también el tiempo de
servicio de estos clientes es b[ib/a] y de nuevo durante este
tiempo [ib/a + [1b/a](b/a - 1)] clientes habrdn 1llegado
(obsérvese que se estd considerando a los clientes que llegan
durante el tiempo ib y durante b[ib/a] menos el Gltimo cliente
que llega y espera en la instalacién), similarmente el tiempo de
servicio de estos clientes es b[ib/a + [ib/al(b/a - 1)] y de
nuevo durante este tiempo habrdn llegado

{[ib/a + [ib/a]}(b/a =1)] + [ib/a + [ib/a](b/a - 1) (b/a-1)]},

continuando con este proceso se llega al momento en que 1los
clientes que llegan no necesitan esperar.

Para ver que pasa esto, obsérvese que como b/a < 1

[+ [ap ][5 -] <3y wes [2-gjeo -y oo
ib (Q - 1) <.0, también
alla
ERCIRRENE '
ib + [ ib (9 -q
a alla

De tal suerte que a medida que pasa el tiempo la cola se extingue
y los clientes gue llegan no necesitan esperar.

Ejemplificando:
Si se hace i = 30, b = 1, a = 3, El tiempo que tardan en ser
servidos los 30 clientes es de 30 unidades de tiempo y durante
este tiempo llega [30/3] = 10 clientes que requieren 10 unidades
de tiempo para ser servidos durante los cuales llegan

(10 + 10(-2/3)] = [3.33] =

requiriendo 3 unidades de tiempo para ser servidos durante los
cuales llegan

(10 - 20/3 + 3(-2/3)] = [1.33] = 1 cliente,
y a partir de entonces no habr4i espera.
Con base en lo anterior se tiene que el nGmero total de clientes

que han esperado, incluyendo al primero de los i-clientes que
empiezan, es de 44,
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Obsérvese que

1 n=1i
P,(0) ={
0 n+i pues en el tiempo inicial se empieza

con i unidades adem&s para t > 0

1 si hay n clientes en t
P,(t)=P[N(t)=n) ={ . o
0 si el nGmero de clientes es distinto de n

Con todo a partir de t, > 0 para t > t, no habrd ya cola. Si se
considera ahora que ocurren M nuevas liegadas las cuales esperan
en linea se tiene que la llegada siguiente, es decir (M + 1)
ocurre después del tiempo de servicio de (i + M) clientes ésto
es b(i+M)<ca(M+1)=ib~a < M( a~b ) obsérvese que
M = (ib-a/a~b] + 1 satisface tal requerimiento, de donde el
tiempo requerido para servir a todos los clientes que esperan es:

b[i + (ib-aja-b) + 1) = b(i + ib-a/a~b + 1) = b(ia-b/a~b)

Obsérvese que s8i |a - b| < €, con € suficientemente pequefia,
entonces mas clientes tendrdn que esperar.

2.3.2 MODELO M|M|1
CARACTERISTICAS

Supéngase que los clientes arriban segin un proceso Poisson con
tasa A y media 1/) y son atendidos por un solc servidor, con la
politica, primero en llegar primerc en ser atendidos y donde los
tiempos de servicio tienen una distribucidn exponencial con tasa
A Y media 1/4.

B8e considera el proceso { N(t)/ t > 0 } donde N(t) representa
el nGmero de clientes en el tiempo t y se esti interesado sn

calcular la probabilidad de que haya n clientes en el sistema
i.e. P (t) = P[N(t) = n}. Para esto supéngase las siguientes:

HIPOTEBIS

P [un arribo ocurra en un intervalo de longitud At | n clientes]
= A At + O(At).

P [mds de un arribo en At | n clientes] = O(At).

P.(un servicio completo en At | n clientes] = p At + 6(At).
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P [mas de un servicio completo en At | n clientes] = 8(At).

Y donde 0 (At) es una funcidn tal que

lim 8(At) =
At-0 - At

Obsérvese que los tiempos de servicio y los tiempos de llegadas
son los mismos independientemente de cuantos haya en la poblacién

icee p=u, A =12 Vns=1212...
DESARROLLO

Si se indica con la variable ¢ que hay n clientes en el
sistema, entonces se tiene que:

P [sistema este en €  en el tiempo t + At] =
P [sistema este en ¢, en t y no ocurran arribos durante Aty
no haya servicios completos durante At] + P{sistema este en €  en
t y un arribo ocurra durante At y un servicio sea completo en At]
+ Pr[sistema este en €, en t Yy un servicio completo ocurra
durante At y no haya arribos en At] + P [sistema este en ¢, en

t y ocurra un arribo en At y no haya servicios completos en At]
+ 8(At). Se sigue que:

P [t + At} = P _(t) P [no arribos en At}:P [no servicios completos

en At] + P, (t) P.{ tn arribo en Aty b {un servicio en At} +
nn(t) P.( in servicio completo en At}: b .{ no arribos en At] +
A(t) P[un arribo en At}:P {no servicios completos en At} +
6(at

es decir,

P (t + At) = P _(t)[1-AAt+8(At)]{1-pAt+B (At)] +
P (E) [AAL+0 (AL) ] [uAt+B(At)] +
e (t){pAt+6(At)][1 AAE40 (At)) +

S (E) [ABE+8 (Ab)] [1-pAt+8(At) 148 (AL),

Si denotamos con 6(At) a todos los términos que tengan a A%t y
0 (At) se tiene:

1) p((ti:)At) = p (t) (1-Mt-pdt] + P, (t) [pAt] + P_,(t) (ALt] +
n2 1.
2) Py(t+dt) = Py(t)[1-Mt-B(At)] +

p (t) [1-AAt~0 (At) ] [nAt+0 (At)] + 6(At)
Py(t) {1-AAt] + P () [udt] + 6(At)
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Si en las ecuaciones transponemos términos y hacemos que
At -+ 0 se tiene:

dp (t) = —(A+p)P (t) + P, (t) + AP, (t) n21
at

AP, (t) = -APy(t) +uP,(t) n=0.
at

Considerando la intensidad de trafico p = A/u < 1, eliminando
el tiempo e igualando a cero las ecuaciones se tiene:

1) 0 = =(Ap)P, + AP, + pP, n21

2) 0 = -AP, + uPp, n=20

Si se hace n = 1 se tiene de (2)
P, = A/uP, Yy de (1) sustituyendo P, y haciendo operaciones
0 = =(A+U)A/uPy + pP, = =(A%/u)P, ~AP, + WP, + AP,

Por consiguiente P, = (A/4)%P,

Para n = 2
0 = ~(A+p)P, + AP, + pP;
de donde sustituyendo P, y P, resulta

Py = (A/u)’P,.

1]

éara n = k-1
P = (A/B)¥R,

Se afirma que P, = (A/p)"P;. La prueba se realiza por induccién.

it

P.d. que vale para n = 1.

Como P, = A/uP, se tiene el resultado.

Ahora, suponemos que es valido para k = n-1.

P.d. que vale para k =n. Como P, = (A/u)"P,, para k = n se
tiene:

0

i}

=(A+p)P, + AP, + P,

n+l

- 0

= () (AfB) "By + A(A/B)™'R, +uP

n+l
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asi
P, = (A/u)”‘Pa . vale para k = n.

L] L]
ahora como E P, =1 se tiene que E (Ap)'P, = 1

n=0 n=0
“ P, E (A/uw)" =1 como Aju < 1 E (A/p)" = 1/ 1-A/u
n=0 n=0
=+ Py = 1/1f/1-p = 1-p . P = (1~p)p" donde p = A/u,

de donde el nimero de esperado de clientes en el sistema viene
dado por

L = E(N) = (1-p)p/(1=p)% = p/(1=p) = Ay = A/ = _A_
1-A/u p=a/u p=2
y L] [ ] L] .
Ly = E(Ng) = n); (n-1)P, =n2=1npr; - .§1Pn =L - (1-P) = p?/1-p
= 22
H(p=3)

Si se considera ahora W_(t) la funcién de distribucién del tiempo
de permanencia en cola hay que considerar lo siquiente:
si un cliente que arriba encuentra el sistema vaclo, entonces

Wy(t) = P[t=0) = P[N=0] = 1-p.

Sin embargo si un cliente que arriba encuentra n clientes en el
sistema (n > 1) el tiempo consumido por un cliente hasta recibir
servicio es la suma de los tiempos de servicios de cada uno de
los clientes, los cuales tienen una distribucién exponencial
ue™*t como estos tiempos son v.a. independientes se tiene que la
suma tiene una distribucién n-Erlang.

Asl

£y = bttty

£ (t) = pe®(ut 3! t>0

(n-1)!

y

Por consiquiente por ley de probabilidad total
Wo(t) = P(t, s t) =Plt; = 0] + P[0 <t <t ]=

P, + E1P[N=n] PO<t, <t|N=n)=
n=

Pp+ LP [t pe™ (uy)™! dy = (1-p) + L (1-p)p"fr @Pu"y™! dy
=17 Jo  n-1! ot !o n-1!
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(1-p) + (=p)pu (¢ e );,Lw).l"T’ ay
0 n=-1i:

L]

(1-p) + (1=p)pu fo‘ e’WeftY dy

fl

1~pe Nt gi £20, y p=2d <1
W t = 1- t

a®) = | 10 e ;
de donde Wq' (t) = p(u..l).(#'l)t

asi E(t) = P var (t,) = _2p~p?
? n(1-p) Y (=)t

y para la distribucién del tiempo total en el sistema se tiene
que

wt) = ['n e w (t-s)as

Io‘# P (1-00'“"”“'”) ds

!otu et ds - [; pp @k @ hts)gg

= 1~ e'(#-l)t

Wilt) = (u-A) A

SE(D) = 1.y V() = _1
TS RV
Ejemplo:

1) Bupéngase gque una refineria cuenta con una bomba diesel en
donde los automdviles van a abastecerse, segin estudios
hechos la llegada de los automéviles que cargan diesel mues-
tran una distribucién Poisson, mientras que la duracién de
servicios muestra una distribucién exponencial. El promedio
de llegadas a la bomba diesel es de 5 automéviles por hora,
mientras que los servicios promedio de la bomba son de 7 por
hora. Buponiendo que 85lc se puede atender un autombvil a
la vez y se atiende segin el orden de llegadas determinese:

a) La probabilidad de que un automovilista que llegue aentre
a cargar diesel inmediatamenta,

b) La probabilidad de encontrar un automévil cargando y otros
3 en cola.

¢) El nimero esperadoc de automéviles que hacen cola.

30



= (1=p) + (1-p)pyu 5 e*V§=1(g%¥gT’ dy

0
T Ame) 4 (1-p)pu [ @wramr g,
= l-pe’tbt 4 >0, y p =2 <3
= | 1- t
wa(t) { i-ge*“*" t

de donde w;'(t) = p(u=-A)e#ht

asi E(t) = var(t,) = _2p5-42

= lot/‘ @ks (l_pe'(ll‘l)(t's)) ds

4

lotu e" qg - /; PU @748 @ (h-D)t-s)q

= 1w @ (-Mt

Wit) = (u-1) owhr
E(T) = 1y V(T) = _1
B=a (u=4)
Ejemplo:

tran una distribucién Poisson, mientrag que la duraciép de
de llegadas a la bomba diesel es de 5 automévileg Por hora,
Rientras que los servicios Promedio de 1a bomba son de 7 por
hora. 8uponiendo que s56lo se puede atender up automévil a
la vez y g atiende 8egin el orden de llegadas determinese:

4) La Probabilidad qe que un automoviligta que llegue entre
& cargar diese] inmodintamente.

b) La Probabilidaq ge encontrar un automévil cargando y otrog
3 en cola,

¢) El nimero 88perado de¢ automéviles que hacen cola,
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d) El nimero esperado de automéviles en el sistema.
e) El tiempo promedio de espera en la cola.

f) El tiempo promedio para dejar el sistema(cargar diesel y
abandonar la gasolineria).

g) La probabilidad de que en el sistema se encuentre mis de
3 automéviles.

h) La probabilidad de que la espera en cola sea mayor que
0.5.

i) La probabilidad de que un automévil espere en el sistema
1 hora o md&s antes de abandonarla.

golucion:

Tomando como unidad de tiempo la hora, se tiene que
A=5 u=17 p= 5/7 < 1

a) un automovilista llega a cargar diesel inmediatamente si no
hay un automévil en la gasolineria, asi

Pp= 1=-A=1=5-=0.29
n 7
b) la probabilidad de que hay un automdvil cargando Yy 3 en cola

esti dada por

= L.
P, = B, (75) = 0.075

c) el nimero esperado de automdéviles en cola es:
Ly=_A%2 _ =25= 1.79

m(u=A) 14
d) el nimero esperado de automéviles en el sistema es

N=_A =5= 2.5 automdviles
2

e) el tiempo promedio de espera es

E(T,) = A__=_5=0.36 de hora
K(u-A) 14

es decir, casi 22 minutos.
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f) el tiempo promedio para dejar el sistema es

E(w) = _1_=1

p-A 2
es decir, el tiempo promedio de espera en cola y ser atendido es
de 30 minutos.
g) La probabilidad de que en el sistema se encuentren mds de 3
automéviles es:
L]

L] <
P(N>3] = (1-p) I "= (1-p) 3 p " = (i-p) A

= (1~p) p* 1 = p*
1-p

Asi P(N>3) = (5/7)% = 0.26
h) la probabilidad de que la espera en cola se mayor que 0.5 es
P(T,>0.5) = (5/7)@ 7 - 5N05 = g, 26

finalmente la probabilidad de que un automévil espere 1 hora o
mis antes de abandonar el sistema es:

P[w>1] = @@ = 0.13

2.3.3 MODELO M|M|C
CARACTERISTICAS
En este modelo se considera un sistema en donde los clientes son
atendidos en el orden en que llegan, cuando los servidores estén
ocupados los clientes esperan para recibir servicio, se supone
que los tiempos entre sucesivas llegadas y tiempos de servicio
son iguales que en el modelo M|M|1 pero ahora se consideran c
servidores en el sistema.

8e pusde suponer al igual que el MODELO M|M|1 las siguientes:
HIPOTESIS

P{un arribo ocurra en un intervalo de longitud At|n-clientes) =
A At + B (At)
P{ocurra mas de un arribo en At| n-clientes] = @(At)
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P{ocurra un servicio completo en At| n-clientes) =
nupAt + 6(AL) si 1gngec-1
culdt + 6(At) si n2c
Obsérvese que la Gltima probabilidad depende del nGmero de
servidores en el sistema, de ahi que resulte lo anterior.

También A = A puesto que de llegadas no depende del nimero de
clientes que hay en sistema.

DESARROLLO

Procediendo de manera similar que en el modelo anterior se tiene
que:

=(Anp) P (t) + (nl)pP,(t) + AP, (t) 1snsc-1
1) dp (t) = {
t =(Mcu)P (t) + cuP,,(t) + AP, (t) n2c
2) dPy(t) = =APy(t) +pP,(t) n=0
d

Por consiguiente igualando a cero y eliminando el tiempo

=(Atnp) P + (n+1)pP,, + AP, 1sngc-1

0= (1)
=(A+cu) P, + cuP,,, + AP, n2c

0 = ~AP, + uP, n=0 (2)

asi para n=1 y 1sn<c-1

0 = ~(A+p)P, + AR, + 2uP,

i se sustituye P, en la primera ecuacién.

0 = ~(A+p) A P, + AP, + 2pP,
u

P, = 2 = 2
T 1)&2;:2 Elz"'( ) o

T e
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si ahora n=2 nsc-1

0= -(A+2u)P, + AP, + 3uP,

sustituyendo P, y P,

p, =_A3 Po=l—(ﬁ)390
S Te 31

Finalmente para n=c~1 se tiene

P, = _1 ‘A_r P,
cl i

Si se considera ahora nc de (2)

0= -(A+cu)P, + AP, + cuP

c+l

sustituyendo P_ y P, Y haciendo operaciones

0 = ~_A™ By + cpP,,

clut
P, = _A* p
T P T o B

si ahora n=c+l de (2)

0 = -(Atcp) P, + AP, + cuP

c*2

sustituyendo P  y P, Y haciendo operaciones

P, =_1 ©2 p
2 ———{l‘-‘—; 0
° clet pu®

.
.

finalmente para n-1 se tiene que

pﬂ = 1 (A )n PO
clc"® \ u

por consiguiente

" 1y
n! \p

P=

n{P 1 (L)"=PD c°(¢\.__" n2c
clc™® i u cl uc
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(4)

si n<c

si A <1



puesto que E P =1

- or= P"[ e lﬁ?(%‘)n+%z£o (_d C’ ""’ A‘;‘_‘)"]

;_( L) __u_zu_)____]
n! \p cl (1-1/cp)

i
Ju
M

P, = 1

o A e

Obsérvese que 8i A_ =1 = E P = o por lo cual es necesario
Cit n=0

que A_ <1, haciendo p=_)_ se tiene que:

cl cl
P, (AJp)” o<n<c
{ n!
Pn =
n-¢
P.p nz2c

Para el nimero esperado de clientes en el sistema se tiene que:

4

L = E(N) = 5:0 np, MZO: nb, ( ““ +'§M np, e
- "°(&) . s (‘)"' r e L (o)
= ( A) E P, + P, { . _cp

(1-p) i-p
" (1 i 1~A/c J i P{ (1-p)?2 f%;]
= cp + _op,
(1-p)

si se considera ahora w_(t) la funcidén de distribucién del tiempo
en cola, obsérvese que

0 si n<c

tﬁ + tﬁ +e00t ts si n2c

n-c+1
donde ts, representa el tiempo de la primera salida (suponiendo
gue hay c-clientes siendo atendidos) ts, el tiempo entre la
primera y la segunda salida,... ts, el tiempo entre la (n-1)-
ésima y la n-ésima salida.
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Obsérvese que si un cliente llega y encuentra c-clientes siendo
atendidos s6lo espera ts; (el cual es el minimo de los tiempos

que tarda cada uno en ser atendido, teniendo una distribucién
exponencial cue ™ ), si al llegar encuentra c+l-clientes, es
decir c siendo atendldos y uno esperando su tiempo de espera es
ts, + ts,; similarmente si hay n-c+l el cliente tendrd que esperar
ﬁ + ts, +...+ ts ., POr consiguiente ts + ts, +...+ ts ., tiene

una distribucién n-c+l-Erlang.

Asi -

W, (t) =P (t <t)=P(t =0)+P(o<tast)=P(n<c) +E P(N=n)P(0<tqst |N=n)

n=¢

® t
P(n<c) + [ pnIo @M (op)netiyne
n=c

(n-c)!
c-1 4 t
=P, L 1 [Al+Lppme [0 M (cuymetlye gy
=0 | n=c © -
[ (n-c) |
c=1 t L]
= i (a) e rou [y @ I Ame  (ou)meyme
n=0 nsc nec -
U cu (n-c) !

c-1 t o
=p, L 1_ A "+ cuP [n e I  (Ay)'
n=0 ¢ r=0 rl

c- l t
= P, ( ) + cuP, I wekysly
$ n' M

c-1
wo(t)= By I _1__‘%)"+ P (1e"°““)
n!

n=

c-1 c-1

ya que w,(0) = P(t=0) = P(Nsc-1) =L P = pq§ (Afp)"
) nz0 =0 nl
se tiene que POE rYML P c
LY c!(l-A/cu)
»W(t) =1 - P+ P 1~ etV
(1-p) 1-p
1 - ¢ _(Mw® Py=1-_P, t=0
cl (c-A/w) 1-p
¥ Wq(t) = -t(cu-1)
1 - _peti t>o0
(1-p)
de donde w, = E(t,) = I, t dw,(t)
={ tp !t(cu A) (CM"A) dt
g (1-p)
= P (cu=A) [ ° t etlkh gt
(1-A/cu) fo
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= _ u(A/B)°P,
(c-1) ! (cu-2)
asi w, = (ALg)‘PD
Y Te-1)t(cu-2)?

Para encontrar la distribucidn del tiempo total en el sistema hay
que considerar los siguientes casos.

Si un cliente que llega tiene que esperar es decir si todos los
servidores estén ocupados entonces. .

T‘=Tq+ts

y asi la funcién de densidad del tiempo total de espera esta dado
por

t
W (£) = fo wa(t-y) wy(y) dy

t ( A) c
= fo N !;I‘(C’l/“)“'y) F‘O n e"‘y dy

c~1!

= !‘ p_xt__e®Enity) 4 o p. dy donde r= }

0 c~-1! I
= “zrcp t gralle-r)t-y)ty) dy

c-1!

* Y0

= 112y le-r)t o t oepllr-c)ytyl
= ur’P, e e dy

c-1! [

0

U JON ~ut -utle-r-1}
= yrp) e [ 1 -e

c-1! c-r-1 c-r-1

8in embargo puesto que un cliente puede 1llegar y entrar
inmediatamente a servicio es decir t =0 se tiene que como
(th=0) » (n<c) entonces la probabiliaad de que esto suceda es

p(n<c)= 1- (A/p)°P, y asi la distribucién de el tiempo total de
cl(1-p)

espera en el sistema es esta probabilidad multiplicada por la
probabilidad del tiempo que tarde en ser servido como este se
distribuye exponencialmente finalmente se tiene que

mJt)={1-(Ann% pekt vy (A/u)P. @Mt [1 - @D g

cl(1-p) c-1! e~A/u-1
= uo*1 1-(A/u)°P, + (A/u)°P, | = u (Azm)cP @ ktted/uet)
cl(1=p) c-1! (c=A/u=-1)] c-1! (f-)m':l—) £>0

si ahora se quiere conocer el tiempo esperado en cola
L]

o
n{:c (n-c)p, = Zk;okpk*c

]

L, = E(N,)
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k=0 €
=Py L K(AM)E (;_)k
k0 o1 c
= P (A) €A )} d_ pk] donde p = A_
Eq wl cu L k=1 dp cp
=p, (A} e A ] (1-p) - pt=a ]
ol ‘n ci (1-p)
L = MNC _A 1 = P
! cE!"(E’ cu (1-p)’] f(1-p)?

multiplicando por cp/cp la ecuacidn anterior

L“="(7:Ei'17!‘:%c

y para el tiempo promedio de espera en el sistema se tiene que

Tt

E(T;) = E(T, + T,)

- E(T) + *B(T,)
=W, + 1/p
Asi
E(T,) = 1. +{ __(Au.u__r] P,
p (c-1) ! (cu=1)
Ejemplo:

En una estacién de gasolina situado en los limites de la ciudad
de Durango los automéviles llegan a tres bombas diesel con una
distribucién que se aproxima a la Poisson mientras gque los
servicios tienen una distribucidén exponencial, el promedio de
llegadas es de 8 autobuses por hora mientras que se proporcionan
7 servicios en una hora. 86lo se puede proporcionar servicio
a un autobiis a la vez en cada homba y la disciplina de servicio
@8, primero en llegar primero en ser servido. Encuéntrese:

a) la probabilidad de que haya 3 autobuses en la gasolineria.
b) el nimero esperado de autobuses en cola.

¢) el nimero esperado de autohuses en la gasolineria (esperando
y recihiendo servicio).

d) tiempo medio de espera en cola.

e) tiempo medio de espera en el sistema.
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8olucidn:
Tomando como unidad de tiempo la hora.
A=8 =7 c=3 p=8/21 < 1

a) la probabilidad de que haya 3 autobuses en el sistema es

nona (4]
S I

Py . 1
2
Foala ) ()
=0 ntl 7 3t 7 3(7)-8
1 = 0.3127
3.1976

Asl
Py . 0.3127 ( 8 )3 = 0.077
6 7

b) el nlimero esperado de autobuses en cola es
Ly = {8/7)(8)(7) 0.3127 = 0.077
2! (21-8)

Es decir, podria pensarse que ho hay espera en cola.

c¢) el nlmero esperado de autobuses en la gasolineria es

e
1

(_g + (21 Py__

21)

1.2193
d) el tiempo promedio de espera en cola es

E(t,) = (8/7)3¢7) (0.3127)
338

= 0.0096 de hora

es decir, el tiempo de permanencia en cola es de 5 minutos.

e) el tiempo esperado en el sistema es

E(w) = 1 + 0. 0096 = 0.152

es decir, el tiempo de permanencia en el sistema es de 9 minutos,
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2.3.4. MODELO M|M|w
CARACTERISTICAS
En este modelo se suponen las mismas hipétesis que en los modelos
anteriores con excepcién del nimero de servidores que ahora se
supohen que son un numeroc ilimitado bajo estas condiciones se
tienen las siquientes:
HIPOTEBISB

* P{un arribo ocurra en un intervalo de longitud At| n-clientes)=
A At + O(At)

* P[ ocurra mas de un arribo en At| n-clientes] = 0(At)

* P[ ocurra un servicio completo en At| n-clientes] =
nudt + 6(At) si n21

* Plocurra mas de un servicio completo en At{n clientes]=0(At)
donde 0(At) es una funcidn .>. lim O(At) =0
e At

DESARROLLO

Procediendo como en los modelos anteriores

0

=(Mnp)B, + (nEL)pP, + AP 12n
(2)

]

0 =AP, + jP, n=0,

del modelo anterior

sy
nit p
L ]

puesto que 1

i
I ™
<o
g
-]
]
2 s
(=]
Al
Bl
D
L)
<

= POQM“
Py = _1

P, = 1_ (A} et 1 phe’?
n! \u !

n! con p = A/u

L=EWN) =p=
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Obsérvese que en este caso p no tiene que ser menor que 1.

Como hay un nimero infinito de servidores se tiene que no hay
clientes esperando en cola.

Asi Ly=0yw =0

y para el tiempo esperado en el sistema se tiene gue

E(T,) = E(T,) + E(T,)

#

Wy + E(T,)

=0+l
1)

también come T, = T, + T, y T, =0
entonces w(t)=P[T,st] =P[T,st] = 1-e™%,
Ejemplo

Supéngase que los encargados de un sistema telefdénico que cuenta
con un gran nimero de lineas para atender todas las llamadas que
llegan, desean conocer el nimero promedio de lineas an uso del
sistema, para ésto, segin estudios hechos recientemente se sabe
que las llamadas llegan segiin un proceso de Poisson con una tasa
de 200 llamadas por hora y gque la duracién de estas se
distribuyen exponencialmente con una duracidén de tres minutos
en promedio. Determinar el niimero promedio de lineas sn uso.

golucidn:

Tomando como unidad del tiempo la hora.
A = 200

1.3 =u4=20
4 60

por consiguiente el nimero promedio de lineas en uso es

OR ]

p =200 =10
i

8
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2.3.5 PROCESO DE NACIMIENTO Y MUERTE ADAPTADO A
SISTEMAS DE LINEAS DE ESPERA.

En esta seccién se hace uso del proceso de nacimiento y muerte
para modelar algunos sistemas de colas interesantes. Para esto
supéngase lo siguiente:

1) Si el nGmero de clientes en el sistema en el tiempo t es n
entonces

P [haya una llegada en el intervalo (t,t+At)| n en el sistema)=
AAt + 8(At).

Asi

P [nlngun cliente llegue en (t,t+At)| n en el sistema)=
1% -A At + 6(At)

También P[haya mds de una llegada en (t,t+At) | n en el sistema]=
6(At) donde 6(At) es tal que lim (At) =0

Supdngase ademds que las llegadas en (t,t+At) son independientes
del tiempo en que ocurra la Gltima llegada.

2) Si el namero de clientes en el sistema en el tiempo t es n
entonces

P_[haya un servicio completo en (t,t+At)| n en el sistema]=
unAt + B(At).

Asi P [no haya un servicio completo (t,t+4t)]| n en el sistema]=1~
u At + 6 (At), donde lim (Q L=

Supéngase ademds que la completacién del servicio es
independiente del tiempo en que se inicio.

3) La dependencia entre llegadas y salidas (servicios completos)
s6lo estd restringida a los puntos 1 y 2.

Sobre estas consideraciones el proceso de colas deflnido
anteriormente es un proceso de nacimiento y muerte. Asi 51 N(t)
es el nGmero de clientes en el sistema en el tiempo t y si

P (t) = P[N(t)=n|N(0)=i] se tiene que

1) P (%)

i

=AgP (t) +4,P, ()

#

2) PT(t) = = (A H) P (£)+A (P, (€)1 Py, (£)
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con las condiciones iniciales
1 si n=i

P, (0) = )
0 si n+#i

Por el teorema 22 se tiene que l&g P, (t)=P,

pudiendo ser P, = 0 V neN (si todos los estados son transitorioes
o recurrentes nulos) o bien P, > 0 V neN (si la cadena es
ergdédica) y ser una distribucién de probabilidad .

Que el &sm P (t)=P, es equivalente HEP P’ (t) =0

se tiene entonces que

2) 0 = =(Atu)Poth P H P, para n2l

por consiguiente

P,= AojeeBoddoPy
Bpe oo tbytbaby

lo cual se prueba por induccién:

para n=1 P, . 4, P
Hy

suponemos valido para n=k-1 B, ., A ,...d,A,A P,

Bye o o Byltahty
P.D. gqgue vale para n=k
para n=k de 2)
0 = = (At ) Betdy Byt Py
simplificando y sustituyendo los valores de las P, se tiene que

Pk’-l = Ak&—'—'—LaA‘_A_OPO
Byeys s o Hyltohhy

y asi vale para n=k . vale VY keN

A fin de obtener el valor de P, obsérvese que

1=F B =Py +L A...drAP,

n=0 , LS T ST
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o
finalmente P, _ 1+ P A e dA AP !
et e s fhgtholhy

de.donde {P,} es una solucién no nula si y solo si

1+ I Aqeeaddd) <
AT

en particular los tres modelos anteriores se deducen tomando

M|M|1 M|N|c
AH=A para n=o' 1' "o An:'.k para n=0, 1, oo
B=H para n=1,2,... Bo,=np para nsgc-1

=cpu para h2c
M|M|w
A=A para n=0,1,...

K,=np para n=1,2,...

2.3.6 MODELO M|M|1|K

8e considera ahora el caso de que un nimero méximo de clientes
pusden ser nlmacenados, en particular se supone que el sistema
pueds tener cabida a 1o més para k-clientas (incluyendo al que
estd en servicio). 8i un cliente llega cuando hay k clientes en
el sistema no se le permite la entrada y parte sin ser atendido.
8e supone que las llegadas se distribuyen mediante un proceso
Poisson con tasa A (pero sélo aquellas gque encuentran al sistema
con menos de k clientes entran), la politica de servicio es segin
el orden de llegadas Yy 1los clientes son atendidos
sxponencialmente con tasa u por un sélo servidor.

Bajo estas condiciones se tiene un proceso de nacimiento y muerte
donde

[ A 0<ngk=~1

A o= |
"l o n2k
[ n 0<ngk
By, = {
( si n3k+1
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Se tiene entonces que:

n veces
M...A B, =( .L)" P, si ogngk
Bihe v o pt 0

ge]
[}

0 si n>k

o bien P, = P, p" donde p = 1

H k
Para encontrar P, obsérvese gue como Z P, = 1 se tiene
n=0
P, = 1
0 ——p—
E p"
n=0
aAsi (
1»8 si p»1
bo1-pk*
P, = {
I 2 si p=1
| k+1
| 1-p p" si p»1
| 1~-p**
P, = { ‘ Para n=0,1,2,...,k
| 1 si p=1
{ k+1

Obsérvese que aqui no hay ninguna restriccién sobre

p= A Asi si A>u o p>1
i

intuitivamente se espera que el ntmerc en el sistema aumente y
permanezca cerca de su valor miximo k, en cambio si p<i entonces
se espera que el nimero en el sistema sea pequefio y se plerdan
menos clientes, si p=1 entonces la probabilidad de encontrar n-
clientes en el sistema es constante y es igual a 1/(k+l). Para
el caso en que p<l

el 1lim -p p" = (1~p)p"
ko 1=pk*

lo cual concuerda con el modelo M|M|1.

para el nimero esperado de clientes en el sistema se tiene que:
para p¥l

k

k k
= = = - n o - n-l
L= E(N) Z np, E n 11 % p it'.pg - P Z:::O np

n=0 n=0 ~-p
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k
= ]-9 p E do" = _1-p dz p"
1-p** n=0 dp 1~p**"  dp a0
= p a4 1=p!
1-p dp 1-p
= -(!g+1‘gk“ + _p
1-p** 1-p
y cuando p=
K
L = E np, = (14243 +., v HK)= _1 [315__1 1 =
n=0 k+1 k+1 2
por tanto
{ -(k+1‘9k” + _p si  pxl
| 1-p% 1-p
L= |
| x si p=1
{ 2

y para la longitud esperada de la cola se tiene que :

1:.q =1L ~ (1~ By)
- 1 - (1_gl
[ 1-p** ]
= - —pk ;
=1L gi; &) sl prl
y para p=1

Ly=k_ - [1-1/(k+l)] =k -1 +.1_
2 2 k+1

p - + k"‘+ -nk

{
| 1-p 1-p**
L, = {
| kK -1+_1_ para k2
I 2 k+1

Para calcular las distribuciones de T y T, paran=0,1,2,...k~1.
sea ¢, la probabilidad de que haya n cilentes en el sistema
justamente antes de que un cliente que llegue entre al sistema
entonces g, *p, ya que q,=0 y p,*0. Considérese ahora

g, = P, [n clientes en el sistema | esté por ocurrir una
llegada)
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por la regla de Bayes se tiene que

p.in clientes en el sistema) Pr[esté por ocurrir una llegadajhay n en el
= sistema)
d, .

) P.In clientes en el sistema) P lesté por ocurrir una llegada| hay n
n=0 en el sistema)

= 1im P _[Ah + B8(h)]
ho K B

P, [Ah + 68(h))+ p,0

n=0

Pn[ A+ g_ol)_]
'3 | h

= lim
h=0
) P A+ 0 |
n=0 h
9, = T AP = ]-;Elgk—
L pa
n=0
Obsérvese que k1 k-1
L gq=2_|L Pn] =1

=0
n=0 1-P, "
» g, @s una distribucién de probabilidad .

Sea ahora N_ la v.a. que representa el numero de clientes
justamente antes de que un cliente que lleque entre al sistema,
es decir N, = 0,1,...,k-1 y q, =P[N, = n).

Se tiene entonces que la funcién de distribucién del tiempo de
espera en cola esta dado por

k-1
P(t, < t]) = v, (0) +')‘3_1 P(t, < t | N, = n)q,

k1t

q, + L q, Io w(ux)™! e dx
na1 {(n-1)!
k-2 t

dy + L qg, [0 pipx)" e dx
n=0 n!
k-2 k-2

dg + L g - L a,, [: g(u'x)“ e dx
n=0 n:

n=0

I

k-2 n
1 -1 q, L ) e
n=0 §=0 it

1]
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0 eguivalentemente

k-1 t
Wo(t) = PlE < €) = gy + L g, [, mx)™! e ax

n= n~1!
k-1 o
=g+ lq | 1~ wun™ e ax
n=1 n-1!
k-1 k-1 .
=q0+£qn—2qnltg_(y_)gﬂo'“"dx
n=l n=t n~1!
k-1 n-1
n W) = 1- L d, L oo® ut)
n=1 i=0 it

y para la funcién de distribucién del tiempo total en el sistema
se tiene que:

k=1

W (t) =1L P[T<t|N,=n] P[N.=n)
n=0
k-1

= § [Io!u_Lu_xﬂ)_!“ e“"1 dx q,

n=0
k-1 ®
= § ll "l: pux)” e"“1 dx q,
=0 n!
){:-1 ki“‘ l ©
= - n K
n=0 9n n=0qn t E_Lﬁ_)lﬂ_ e" ax
{:“ ! Ut i
=1- n=0q" i=0. 'uf%l"

Para calcular el tiempo promedio de espera en cola y en el
sistema obsérvese que un cliente no es admitido en el sistema con
probabilidad P, pues ya hay k clientes en el sistema por
consiguiente si A’ es la tasa media dke1 que un kg:liente entre al

sistema se tiene que A’ = A(1-P,) = In::oxﬁ P, = Z;olpn = A{1-P,)

Por consiguiente de las formulas reducidas se tiene que

W= E(Ty) = _L Wy = E(Ty) =

Al

a
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Ejemplo

Bupdngase gque la Gnica ventanilla de un banco que proporciona
servicio a los clientes en sus respectivos automédviles opera con
los siguientes caracteristicas: 1la llegada de los clientes tiene
una distribucién de Poisson con valor medio de 8 por hora. El
tiempo de servicio tiene una distribucién exponencial con valor
medio de 4 minutos. El1 espacio frente a la ventanilla tiene
capacidad para un méximo de 4 automéviles, incluyendo al
automdvil que se le esta proporcionando servicio.

Encontrar:
a) la probabilidad de que un automédvil maneje directamente a la

ventanilla sin formar cola.

b) la probabilidad de que un automovilista tenga gue esperar en
cola.

¢) el tiempo promedio de espera antes de que se proporcione
servicio al automovilista.

d) el tiempo promedio total de estancia en el sistema.
Solucién:

a) la probabilidad de gque un automovilista maneje directamente
a la ventanilla sin formar cola es P,, por consiguiente si se
toma como unidad de tiempo la hora

A=8 u=15 y A=8_ <1
" 15
Py = 1 -~ B/15 = 0.466 = 0.487

1 - (8/15)° 0.9568

Asi la probabilidad de que un automovilista ser servideo de
inmediato es de 18%.

b) la probabilidad de que un automovilista tenga que esperar en
cola es 1 - Py =1 - 0.487 = 0.513.

c) el tiempo promedio de espera antes de que se proporcione
servicio es

Wg = L, = 0.3948 = 0.1948 = 0.0519
A7 8(.961) 7.68
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donde

L= _p =~ (k+t1)p*' = 8715 -~ _5(8/15)° = 0,53 - 0.215 = 0,9271
1~-p  (1-p}* 1-8/15 1-(8/15)° 0.46 0.9568

Y
L, =L - pfl- X} = 0.9271 - 0.53(1-0.39) = 0.3948
1-p** 1~ (8/15)

es decir, cerca de 4 minutos un automovilista espera en cola.

d) el tiempo total que un automovilista pasa en el banco es

w=0DL = 0.9271 = 0.1247
Al 7.68

es decir, aproximadamente 7 minutos.

2.3.7 MODELO M|M|C|K

supéngase las mismas hipétesis del modelo anterior, pero ahora
considérense C servidores bajo estas consideraciones se tiene un
proceso de nacimiento y muerte con los siguientes parémetros:

[ A 0<ngk
A, =
{ o n>k
| nu o<nsge
By = 4
| op os<nsk
{ (AJu)” si O<n<c
.
§n= { —EBy__ (Aw)" si esngk ... (1)
| clche
|
{ 0 si n>k

k :
Para encontrar P, obsérvese que como % P, = 1 se tiene que:
n:

k . K -1 k
TP =Sp + ZP =5 A P +3 A p =1
n=0 n=¢ n=0 ntu" n=¢ o ey

50



[(Afu)e L= pkes sipw
c!

1-p

I
S (M) = | donde p=p
e ot oy (I (A/u) (k=c+1) cu
c! sip=)
Se tiene .
-1

-1
[f‘l" ~L_ (A/u)n 4 Au)e (k~c+1) ] 8i p =1
n n! c!

Considérege ahora

k
Lh = %q (n-c) P

Ly =¥ (n-g) Po[ _ (A/u)"]

cl cghee

n=¢

T A ey (4 ey (A/uc) et
(o}

L}

¢ cep kee . i1
E%CT(A/uc) . 1A uc)

k-c
= Byc(p) et (E d_ o )
cl f0 dp
= PCC(p)C"I[ d ( 1 - gk‘cﬂ )]
c! dp 1-09p

]

Eoc_‘(p)""[ L=p%® = (3-p) (kogt1) pke l E)
c! (1~ p)

Y para 1, ge tiene que:

k c-1 k
L =“C) P = - -
B LR N
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c-1 c-1
=L-3mP ~c|1-2 P
ns0 n=0

c-1
L=Lq+C-E {n-c) Pn

n=0

Para encontrar las funciones de distribucién del tiempo de espera
en la cola y en el sistema. Sea N, la v.a. que representa el
nGmero de clientes en el sistema austamente antes de que un
cliente que arribe, entre al sistema, es decir, N, = 0,1,.. . k=1
y P[N, = n] =q,.

Se tiene entonces que:

( .

: (A/u)" Po 0<n<c
n!

qn = ‘ M

{ ct_(Alcu)" Po cgngk~1

c!
donde ' i% = _ Po
1-P,

asi por la ley de probabilidad total

k-1
wo(t) = Pt < t] = w (0) +_zc P(t, s t | Ny = n] P[N, = n]
k-1

t
wa(0) +2{ f cufcux)™c et
0

9

n=c (n-c)!

k1 «
= W,(0) + % [ 1 -I cu(cux)™C e q
n=c (n-c) !
t
k-1 k-1 o
= W, (0)+ Z q, - 3 q, / cu(cux)™® e Ay
n=c n=c (n-c) !
t
ket k=1 nc
= Wy(0)+ Z q, -~ Zq, I _(cut)k e
nce n=c k=0 k!
c-1 k-1 k-1 n-c
n W (E) =Pt <t} =2q +E q -%q = _(cut)k e
n=0 nsc nse k=0 k!
k-1 n-c
=1-%q = _(cut)k ekt
n=c k=0 k!
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Obsérvese que el resultado anterior es consistente con el modelo
M|M|1|k pues si c=1

k-1 n-1
wi(t) =1-3q & _(ut)k e*
4 e k!

=t k=0
lo cual concuerda con lo ya obtenido.

Para calcular la funcién de densidad del tiempo total de espera
en el sistema, obsérvese gque si hay menos de ¢ clientes en el
sistema, un cliente que llega no espera y en caso de haber n(n>c)
clientes, un cliente que llega debe esperar la suma de los
tiempos de servicio de n-c+l la cual tiene una distribucién
(n c+l) Erlang. Sea pues w(t ) la funcidén de densidad del tiempo
de espera en caola y w(t |n) Ya funcién de densidad condicional
del tiempo de espera eh cola dado que hay n clientes en el
sistema se tlene entonces:
k-1
w(ty) —ni w(t, | n) q,

aplicando transformada de Laplace de ambos lados:
k-1

Awit)) =2 Hwit, | n)l q,
n=0

lo cual puede ser expresado como:

e k-1
« W(tq)) =3 6tq-o) g, + = (cp/opts) " g

n=0 n=c

Obsérvese que el primer término de la derecha representa que un
cliente no espera y gue es utilizada la funcién Delta de Dirac
que es Gtil en estos casos, (ver apéndice d). El segundo término
representa la transformada de Laplace del tiempo que un cliente
debe esperar, en este punto recuérdese que la transformada de la
distribucién de una suma de variables aleatorias independientes
es el producto de las transformadas de cada una de las variables
de la suma, y como se tienen n-c+l variables aleatorias
distribuidas exponencialmente con parametros cp se tiene el
resultado de la derecha, asi:

c-1 k-1
Q(W(tq)) =35 q, + 5 (cpeprs) vl q

n=0 n=c

Ahora para obtener la funcidn de densidad de w(T,) obsérvese que
T, = T +T, yT , T, son independientes entonces 1a transformada
de Laplace de J(T ) es igual al producto de las transformadas de
w('l‘) Yy w(T,) de donde.

c-1 k-1
HAw(t)) =3 (u/p+s)q, + S (u/u+s) (cp/cpts) ™! g

n=0 n=c
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antes de continuar obsérvese que

{
: (c?)" Po n=0,1,...,c
n
q'\::‘ A .
{ ¢ p" Po = q p"° =Cc+1,C+2,...,k-1
cl
{

por consiguiente

c-1 k1
& w(tqﬂ =% q, + 5 (cu/cuts) v q

n=0 n=c
c1 k-1
=3 y t9. T (cp/opts) Mert pneent
n=0 P nc
-1 k-1
=3 gq,+g 2 { (A/cu+s)) met
n=0 p n=c
c1 k-c
=% q,+4q_ = ((A/cpts))n
n=0 ] ns1

Asi

¢ k¢
Wwit)) =3 (u/(p+s))q, + _gc. = ( (A/(cut+s))) "(u/ (u+s))

n=0 p n=l

aplicando transformada de Laplace inversa se tiene que:

' (u/(uts)) = @ (1/(s+p)) = pe™

y para
B (A7 (cu+s) ) "(u/ (wte) )= [( H A )1 i
n=4 cu+s pts Clts uts

- (,Hs) |

Aplicando transformada inversa a cada término

o [( cu+s )( u+s )] Au&* PYEZ%ETTE;SJ

COomo
'll.t

] ey

[(cu+s) {(u+s)
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aplicando convolucién se tiene que

t
Mg 1 ] . Au[ el gkt g
(cuts) (u+s)
0

- Au[ ekt et
Cl-p (Cu=p)

ahora: ¢! . terckt g '( . ent
| ~arar | o

(cuts)

9‘1[ +8) ] Az“f(Te'c“T @Mt qp
(cuts 2

(u+s)
= Azu[ a: tcu ek @'TA' ]
cp=p (cu-#)2 (cu-p)?
Para ¢ ( )] LIRS 1
cu+s ;1+s (cuts)® (u+s)
como

1 t? e cnt y gl 1 . @'kt
(cu+s) ] [(p+s)

- )_3# g 1 ] . )_3“ 'Tz e"'” e Mt §p
(cu+s)3(p+s) f
0
13“ [ ( tCﬂ ) ]
-n) 2!(cn-n) * (cp- n)z -#)
y para
o) [ 5 )] - “"l :
cu+s u+s (cu+s)* (u+s)
9"[ 1 ] = g3 ety 9"[ ] = et
(cu+s)? 3! (u+s)
- 9'1 :

1 ] = [ _T3 e ght M gp
(cuts)* (u+s) [ 3!
0
ta : bl t
= g' -3 £ LC“
(cu=-p)* [ (st <4-1)!<cu-u)T]

ch+s> ( uts )] 14“[ ?ﬂg-——‘ 1-1 (4= til.)l!(ec;tzc-‘-‘n)‘ )]
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continuando de esta manera

O g ] 7
cpu+s pts (cpts) K (u+s)
=A“%.~_7 {5 ghoet grter )]
(cu=p)*¢ it (k=c-1) ! (cu=p)'
asl
w(T,) = pe™™ 8 g, *+ _dec_ z p)," - gn £l grten

meIN L fonapn) v
n=0 p [(cu-u)“ =1 (n=1) ! (cp-p)
como un dltimo comentario obsérvese que utilizando este método

también podemos calcular la funcién de densidad de tiempo de
espera en cola, para ver ésto considérese:

c1 k-1

o w(tq)) =% q,+5 (cp/eptsl ™ g
nz20 n=c
e~

k-c
=% q,+ _Qe 2 ( A/ (cpts)) ®
ne0 p =

y aplicando transformada inversa a cada té&rmino de la segunda
suma

21( (A/(cu+s))) " = [ { cm) +( c_;-ﬁ-%) 2+"'+(C,Tf;) k-c]

se tiene que

¢! A= dem

(cp+s)
[ = A%t oM
(°#+5)(Cﬂ+5)
tambié&n
oy | - A
IH'S)
g [ I ] = Mt? e P
(cu+s)* 3'
Finalmente
g [ pkee ] = pkecpkeet geent
(cu+s)ke (k-c-1)!
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c-1

L q, t, =0
n=0

w(tq)=

k-c
dc T p" _(cu)® tn et t, >0
P nm (n-1)!

y wq(t) = P[OS'I‘qSt] = P[Tq-'-‘O] + P[O<Tq<t]

k-c t
= w(0) +_g, T p [ [ {eu) "1 etckt dt]
p n=1
1]

(n-1)!
c1 A k-c k-c ©
= £ _(cp)" Po+ g T p"-g, I p f feu)” t™! et gt
0 (n)! P nst p 0=t (n-1)! :

- L

¢ ke1 . k-1
= % _(cp)" Po+ I c"P -g = P“""[ {cp)Mett ghe atert gt

ns0 (n) ¢ n=c c! P nac (n-c) !
t
k-1 ©
=1 ~ Tq p"“[ (cu)™et! ghe ekt gt
n=c (n-c) !
t
k-1 ne=c
=1 - % qn[ L g™ (cut)!
n=c i=0 i!

lo cual concuerda con lo que habia dado anteriormente.

Por lo que respecta al tiempo promedio de espera en cola y en el
sistema se tiene por las férmulas reducidas.

w=_Ii_ A’ = % (1~Px)
Y

wq=w-__;__ 6 Wy = 1q
B Al

57



EJEMPLO M|M|C|K

En un consultorio pequefio con dos doctores llegan pacientes para
recibir tratamientos con una distribucidén Poisson y a un ritmo
medio de 4 por hora se proporciona atencién médica a los
pacientes de uno en uno, sobre la base de orden llegada. El
tiempo que se pasa con cada cliente tiene una distribucidn
exponencial con un tiempo medio de 20 minutos. Bupdngase que en
la sala de espera sbélo pueden estar cinco pacientes incluyendo
los que estén siendo servidos, se pide determinar:

a) La probabilidad de que haya 3 pacientes en el consultorio
(dos siendo atendidos y uno esperando).

goluocidn:

A=4 y 1 =20 =_1 = p=3 _4 <1
6

M 60 3
i
Po=[35 (4/3)™ + (4/3)% [1-(4/6)%%1) 1!
m0  nl 21 1-(4/6)
= (4.463]7 = 0.2240
asi Py = _0.2240 { 4 )’ = 0.2240 r 4 ) 3 = 0.132
: 212 3 4 3

es decir, la probabilidad de que haya tres pacientes en el
consultorio es del 13% aproximadamente.

b) El nimero esperado de pacientes esperando servicio es:

L =_p_ 22 (4/6)3 [1 - (4/6)% = [1 = (4/6)1(4) (4/6)3
T (1 - (4/6) )7

= 0.298[ 0.803 - 0.390 = 1,13 pacientes
0,1089

es decir, el nGmero de pacientes esperando servicio es uno.

c) El nimero esperado de pacientes en el consultorio (esperando
y recibiendo consulta) es:

1
L =1.13 +2 - 0.2240 & _(2-n)  (4/3)"
n=0 nl!
= 3.13 -~ 0.2240 [2+(4/3)) = 2.38
es decir, aproximadamente 2.
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d)

El tiempo que espera un paciente para ser atendido es:
Wq = Ia = 1.13 = 1.13 = 0.300
A(1-P,) 4 (1-P;) 4(0.9411)
donde P; = Po (4/3)% = _0.2240  (4.21) = 0.0589
(2)(2) 16
es decir, un cliente espera 18 minutos para ser atendido.
El tiempo promedio para que un paciente abandone el

consultorio es:

w = 2.38 = 0.63
3.764

asl un cliente permanece en el consultorio aproximadamente
38 minutos.

2.3.8 MODELO M|NM|c|C

Este modelo es un caso especial del modelo anterior con k=c, este
sistema es cominmente llamado M|M|C sistema con perdida ya que
los clientes que llegan cuando todos 1los servidores estén
ocupados no son admitidos y son perdidos.

Se tiene entonces del modelo anterior tomando k=c

P, =

(
|
:
|
|

_Eq. (Afu)" ngec
ni

0 n>c

[+4
donde P, =[ = ( A )" 1 ] -1

ne

u

por consiguiente

(A/u)™ / nt
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la distribucién anterior es 1llamada “"distribucién Poisson
Truncada", ademds en particular la probabilidad de que todos los
servidores estén ocupados es:

(A/p)€ / el

ComGnmente P, es llamada férmula de Erlang de pérdida.
Si ahora A’ es la tasa media de arribo al sistema se tiene

A’ = A (1~ P
Obsérvese que como la capacidad del sistema es c y hay c
servidores w, = L, = 0 puesto que solo es permitida
la entrada al sistema siempre que haya menos de c clientes.
Por lo que respecta a L se tiene:

[

[
L =E[N] =% nP =P, % n(i/u)™ 2
n=0 n=1 n!

fl

B(Am) B (A/m)™ _1
n=1 n-1!

]

(3]
(A/w) T Po(d/p)l 1
J=0 3!

= A/p [1-P.)
para W se tiene

W = E(T,) = _i‘LL,_ = E(T,)

a

Obsérvese que lo anterior se deduce del hecho de gque en este
modelo no hay espera, tambhién como

T, = 't:q +t -7 =T, pues T =0
se tiene que W(t) = P[T, £ t] = P[T, s t] =1 - g* ,
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2.3.9 M|M|1|M|M POBLACION FINITA

A diferencia de los modelos anteriores en donde se supone que la
poblacién de donde los clientes llegan al sistema es infinita,
en este modelo se supone que la poblacién de clientes potenciales
es M (M<w). cCuando el nimero de clientes potenciales en el
sistema es n (n=0,1,...,M) existen 86lo (M-n) clientes
potenciales fuera. S8e supone que todos los miembros de 1la
poblacidn potencial se encuentran alternativamente dentro y fuera
del) sistema de colas. Finalmente supdngase gque el tiempo fuera
de cada miembro (ésto es el tiempo que pasa desde que deja el
sistema hasta que regrese) se distribuye exponencialmente con
pardmetros A y que los tiempos de servicio se distribuyen
exponencialmente con pardmetros u. Ademds todos los clientes
actiGan independientemente unos a otros.

Obsérvese que cuando n miembros estén dentro, (M-n) estdn fuera
y asi la distribucién de probabilidad actual del tiempo que
falta para la préxima llegada al sistema, es la distribucidn del
minimo de los tiompos restantes afuera para esos miembros, siendo
esta exponencial con pardmetros A(M-n).

Bajo estas condiciones se tiene un proceso de nacimiento y muerte
donde:

{{ A (M~n) 0<ns<M

A, =

{ ) ns>N
B, = K n=0,1,...,M
Asi

o
it

o1
n = Py pom_-.il = Py A(M/u) A[(M=-1)/p)...A((M=(n=1))/p]
. f

( Py (A/u)" Ml 0<ngM
| (M-n) !

p = |
{ 0 o.l.

N

N
como £ P, =1 =~ I (A/u)" M! P, =1
ne0 n=0 {M-n)!

P, = g(l/n)" M! -
=0 (M-n)!
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pPara el nimero esperado de clientes en el sistema se tiene por
definicién.

L=3np = 2 n{A/m)" M! P,
n=0 n=0 (M-n) !

L}
= P, I n(A/u)"

o

n=0 (M-n)!

y para el nimero esperado de clientes en cola se tiene que

M M L}
L= % (n-1)P =32 np - P,
nat n=1 n=t

L]
= L-ZEF

n=1

Si ahora se quiere encontrar las funciones de distribucién de t
y T. Sea g, la probabilidad de gque haya n clientes en el
sistema justamente antes de que un cliente que lleque entre al
sistema con n=0,1,...M-1, se tiene por la regla de Bayes que:

g, =P, Inclientes en el sistema | esté por ocurrir una \legada)

Pr n clientes en el sistema) Pr lestéd por ocurrir una llegada | n en el sistema)
L

N
m!b Pr tn clientes en el sistema) Pr lesté por ocurrir una tlegada | n

P l (K-n)A + _0_(’?)_]

h~0 M
nEO P,{ (H-n)A + Q_L:)_]

(M-n)P, . (Hen)P,
] ] LIE §

HE Pa o™

[ ]
Obs.~ Egq, = 3 —— =1
n=0 ns0 M- L
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por consiguiente

N1
P(t, $ T] = w(0) + r:z;‘P[tq T | N, = nlq,

Mot t

=q, +32 an p(ux)™! e ax
n=} A (n-1)!
N-1 n-1

=1=-3%q, & _(ut)* e
n=1 k=0 k!

M-1
y p['rts'r]=zopt'rtst | Ny = n] PN, = n]
ns

LIS ] t

=3 [ f plux)® e dx} q
n!
0

n=0

M-1 n . .
=1-2q I _ef (ut)*
n=0 k=0 k!

Para obtener el tiempo de espera en el sistema y el tiempo de
espera en cola, obsérvese que sSi en el sistema hay n clientes
entonces M-n estén fuera, asi la tasa media de arrivos de cada

cliente es (m-n)A y por consiguiente la tasa media de arrivos
para todo el sistema es:

M ] M
A/ = 2 (M-n)AP, = I MAP, =~ I nApP,
n=0 na0 n=0

L} L}
AMETP -AZnpP

n
ns0 n=0

it

1]

A = A(M - L)

Por consiguiente por las férmulas reducidas:

L
W =
A (M~L)
L
qu-—_—_ﬂ.—___.....
A(M-L)
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EJEMPLO M|M|I|M|M

gupéngase gue un ingeniero en computacién estd encargado del
mantenimiento de 4 m&quinas. Para cada méquina el tiempo medio
entre requerimientos de servicio es de 10 horas y se supone que
tiene una distribucidn exponencial. El tiempo de reparacidn
tiende a seguir también una distribucién exponencial y tiene un
tiempo medio de 2 horas, se supone que el ingeniero sélo atiende
una miquina a la vez, encuéntrese: ,

a) La probabilidad de que ninguna méquina esté descompuesta.

b) La probabilidad de que una méquina se encuentre en
mantenimiento y otra en espera.

c) NGmero esperado de m&quinas que esperan servicio en una hora.

d) El nimero esperado de méquinas en el sistema.

e) Tiempo promedio de espera en cola.

f) El tiempo promedio de espera en el sistema (esperando y
recibiendo servicio).

8olucién:

Puesto que el tiempo medio entre requerimientos de servicio es
de 10 horas, entonces

1_ =10 - A= 0.1
A
también _1 =2 =~ pu = 0.5 donde se toma como unidad de
B tiempo la hora.
1
asi Po =
teh
z ( 0.1 )" 4!
n=0 0.5 4-n!
1
= — = 00,3983
2.5104
« 0,4

Es decir hay un 40% de probabilidad de que no se encuentre
ninguna miquina en compostura. '
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h)

a)

e)

£)

La probabilidad de que una midquina se encuentre en
mantenimiento y otra en espera es:

P, = 4! (0.2)% (0.4) = 0,192
(4=-2) 1
El nGmero esperado de maquinas que esperan servicio en una
hora.
Ih =X (n-l)P% = (Q)P, + (1)P, + (2)P; + (3)P,

= 0.192 + 2(0.0768) + 3(0.01536) = 0.39168

donde

Py = 4! (0.2)3 (0.4) = 0.0768
(4-3) 1

P, = 4! (0.2)% (0.4) = 24 (0.2)* (0.4) = 0.01536
(4-4)1

Es decir el nGmero promedio de mdquinas que esperan
servicio en una hora es: 0.39 de maquina.

El nimero promedio de mAguinas en compostura.

L = P, + 2P, + 3Py + 4P,

]

0.32 + 2(0.192) + 3(0.0763) + 4(0.01536)

0.99584 « 1

]

Esto aproximadamente una miquina estd en compostura y tres
funcionando.

El tiempo promedio que una méquina espera en cola para ser
atendida es:
Iq 0.46848 0.46848
Wy = m=m—meme S mmmmeme——————— = me—————— = 1.55943
A(M-L) 0.1(4-0.99584) 0.300416
0 sea aproximadamente una hora y media.
El tiempo promedio de espera en el sistema (esperando y
recibiendo servicio).
L 0.99384
W = memmmeee = meecaeeee- = 3.314
A(M-h) 0.300416

0 sea aproximadamente 3 horas con 18 minuto
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2.3.10 MODELO M|M|C|M|M

En este modelo se supone lo minmo que en el anterior pero ahora
se consideran e servidores al igual que el modelo M|M|1|M, se
tiene un proceso de nacimientos y muerte con:

{ (M-n) A 0snsM
A, =1
( 0 n>M
{ ny o<nsc
By = 1
( m n>c
asi
[
l Po ( M ) ‘ A )" osnsc
oAl
P =
" Po ( M ) n! ( A )" csngM
{ In cl ce i
"
como TP =1

1

cé( u) (A/p)" + g ( M ) nl__ (A/m)"
o | n e | cl e

Para L por definicién se tiene que:

N ] ]
L =2 nPh=3 n( M )(A/u)" Po + T n( M) n! (A/s)" Po
ns0 n=0 n n=c n cl ce
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N L]
=L np, -c3IB
n=c ns¢c
c-1 c-1 ]
=EnP +TnP,-Znf -c3IP
n=c n=0 n=0 n=¢

M c-1 c-1
T nP,-EnP -c(l-ZP ]
n=0 n=0 =0

¢t
L~-c+ 3% (c-n)Pn
n=0

il

wre e B e ) 4)°

Para encontrar las distribuciones de t: y t, considérese q, como
en el modelo anterior.

M-t
W (t) =w, (0) + 5 P[t, <t | N, = n) PN, = n)

n=c

#e1 t
= W (0) + = f culcux)VC e* q dx
nzc n-c!
0
H-1 H-1 n-c ‘
=w,(0) +Zq, ~Zq, I et (cut)
nse ns¢ k=0 k!
M-1 n-c
= 1- $q, & _e (cput)*
n¥c k=0 k!

Para calcular la funcidén de distribucién del tiempo total de
espera en el sistema, obsérvese que un cliente que llega no tiene
(jue esperar si hay algn servidor desocupado, de otro modo
esperard hasta que uno de ellos se desocupe, se tiene pues que

la funcién de densidad del tiempo de espera puede ser expresada
como!

M-1
w(t) = nfo wit |n)q,
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aplicando transformada de Laplace a ambos lados se tiene que:

LR
dwit)) = = Kwit, | n) q
ns0

lo cual puede ser expresado como:

el -1
Awt)) = = Aol t-0) g+ = (ep/epts) ™ q
n=0 n=e
puesto que ¥ &l t~0)) =1 se tiene que:

c-1 -1
4 w(tqﬂ = % g, + & {cp/epts) ™ q
ns nsc

y como T, = Tq + T

Hw(r)l = @ (w(t)) @ lw(t))

i
donde: ¢ {w(t,)) = =—==---
p+s
et -1
y o w(tq)) = =g, + =(cp/epts)™ g

n=0 n=c
por consiguiente:

c-! N-1
g(W(T,)) = % (u/p+s) q, + 2 (u/p+s) cu/cu+s) n-c+ q,

nz0 n=c

Por analogia con el modelo M|M|C|k| se llega a gue:

c-1 H-c n
w(T,) = pe*™ % q + % plep)" e - = TN okt Qpuet
n=0 et (cp=p)" =1 (n=3){(cp-p)!

y para el tiempo promedio de espera en cola y en el sistema se
tiene que:



EJEMPLO M|{M|C|M|M

Suponga que una pagquefia flota de aviones cuenta con 4 aviones de
tipo Jumbo 747.

S8e ha venido observando el comportamiento de estos aviones desde
1985 y en especial las fallas de las turbinas. Los datos indican
que las fallas de cualgquier avién es una variable aleatoria
exponencial y que el tiempo promedio entre dos fallas
consecutivas de cualquier avién es de un afio, El tiempo promedio
de ravision y compostura de la falla de la turbina es de 45 dias
(un octavo de afio). Bupéngase que se tienen dos equipos humanos
de expertos para dar servicio y se proporciona servicio bajo la
politica de servicio "primero en llegar primero en atenderse.
Durante el pericdo de mantenimiento el avién no vuela.
Determinese:

a) La érobnbilidad de que ningln avién esté descompuesto.

b) La probabilidad de que se encuentren dos aviones en
nantenimiento y uno en espera.

c) El nGmero promedio de aviones en el sistema.

d4) Tiempo promedio de estancia en el sistema.

solucién:

a) La probabilidad de gue ningin avién esté descompuesto.

Tomando como unidad de tiempo un afio se tiene que:

1=1 = =1 Yy =1 = u=8 y M=4 A=1
A 4 8 B 8
asi p = A = 1 = _1
2(p) 2(8) 16
1l
LB T e e i e e e s e e e 2t e e A e 2 e S0 e e

1 4
£ (4! nl(4-n)t)(1/8)" + T (4!/4-n!) _5_7_1_5?[ (1/8)"

n=0 n=2

1
asf P, = —=-=-= = 0,622
1.606

por consiguiente hay un 62% de probabilidad de que no se
encuentre ningln avién descompuesto.
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b) La probabilidad de que se encuentren dos aviones en
mantenimiento y uno en espera

3 = 0.0072

"R )

Asi la probabilidad de gue se encuentren dos aviones en
mantenimiento y uno en espera es: 0.0072

¢) El nimero promedio de aviones en el sistema (esperando y
recibiendo) .

[
i

=L E A e ) e ()

0.622 {0.5 + 0.18756 + 0.0351 + 0.00288)

]

0.451 de avién. {ningGn avién en cola)

d) El tiempo promedio de estancia en el sistema (recibiendo
servicio y esperando para recibir servicio) es:

W S mmemee—e——— = 0,1270 es decir aproximadamente
(4 - 0.451) 46 dlias

2.3.11 MODELO M|M|C CON RENUNCIA

En este modelo se supore lo mismo gque en los anteriores pero
ahora se considera que los clientes pueden decidir no entrar al
sistema porque la cola as demasiado grande.

Supdngase que:

Pr [ Un cliente qno llega en el tiempo t se una al sistema |
N(t)=n ] = con nxo

Por consiguiente:

Pr {Un oliente gue llega en t no se una a la cola|N(t)=n ] = i-b,
Obsérvese que { b} . 8 una suceaidn decraciente, pues a medida
que aumenta n, la problbilidld de que un cliente que llegue se
una al sistema se hace pequefia, también b =b,=b_,=1 ya que la
probabilidad de unirse al sistema, cuando hny menos de ¢
clientes, es muy alta. Finalmente obsérvese que la tasa media
de que un cliente se una al sistema es: A’ = Ab .
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Al igual que los modelos anteriores este sistema puede ser
modelado como un proceso de nacimiento y muerte con:

A=1( b, (n20)

ny 0<ngc
By =
cu nzc

Por consigquiente se tiene que:

n-1
P, =P, [ Ab__ si osngc

=0 (i+1)p
P, = P, (_}_.__,)“"_p_q.bt. BN =P°_1___(_L_}"
7 n! n! \pu

y para n2c

n-1 n-1
Pn = Po H ..__i_b{_ H _Lbj
i=0  (i+1l)p j=c  Ci

asi Pn = P, ( A )n 1 be.berie v -t
c! "¢

si se hace D, = bc.bert.. bt n2c+l  y D=1
se tiene que:

P, =Py | A" 1 D con n2c
. 7 cl c™e "
{ Eﬁ ( A |n con 0<nsc
n K
p, =
I P ( A 1 D= Po( A _}" € Db, conn2c
{ I c! ce cl c!
Obsérvese que:
P(A)" 1 D=P(A)‘(A)"°D
0 |- o— 0 ., .
B cl " " M cu ;
=P, p"® D, donde p = _2A
cu
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B‘{ ( A )" con 0s<ngc
n! 7

P, p"° D, con n2c

e}
1]

Para encontrar el valor de P, como:

c-1 [
T p =1~ p({ T 1 (A”wpczp”D =1
n=0 n=0 n! ﬂ n=c
si se supone que T p"° D converge entonces
n=¢
1
Po IN e e e e e 0 e B ot e B e Bt e e et B
c-1 ©
1 ( A)"+p T p™c p
=0 n! i n=c
o
sl se quiere L = E(n) =2 gq(l)“+znpop“°

n=0 0

y para la longitud de la cola

[ ] L] L]
Lq = E(Nq) =Z (n=c)P , =X nP, +I cP,
n=¢ n=¢ n=¢

L] o
= ZnP, D, p"° - Z cP_ D, p™€

n=c n=¢

Obsérvese que las relaciones anteriores no pueden ser
simplificadas sin conocer D,.

Si un cliente que llega al sistema decide unirse a la cola y
egperar para recibir servicio se tiene que la funcién de
distribucién del tiempo de permanencia en la cola viene dada por:

L
Pltst] = w (0) + Z P(t,st|N=n] P[N=n]
n=c
t
(cu)™ e e Sk xn-c d’i
f n-c!

L]
= P(tgc-1) + T P,

n=¢

0

c1 ©

=ZI P, + z p. p™¢ D, [1 -f culcux)™C e ck dx]
=0 n=c n=-cl

t
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c1 o © n-c « st
- n-c - n-c ~C
=L P +ZP p" D - IP p"° D |Z _(cut)t et

n=0 n=¢ nec k=0 k!

En el caso en que haya un udnico servidor se tiene que:

>
[

{ Ab,  n20

B, { B on=1,2, ...

Por consiguiente:

n-1
Pn = Po I —Abi_
1=0 M
n~1
= Po(—l-)“ Iy, donde b, = 1
B! =0
1
Y Py = mmmmmmmmmmmemememee e

Ejemplo:

supSngase que una gasolineria cusnta con una bomba, en donde los
automéviles gue requieren abastecerse llegan 4de acuerdo a un
proceso Poisson con una tasa media de 206 por hora. 8in embargo,
si la cola es demasiado larga ostos clientes pueden desistir
unirse a la cola (ir a otra gasolineria) en particular si hay n
automéviles en la gasolinsria la probabilidad de que un autombvil
que llega se una a la cola es 1/(n+l) con n=0,1,2,...

BupSngase ademds gue el tiempo que se necesita para servir un
automévil tiene una distribucién exponencial con media Ade &
minutos.

Encuentre la probabilidad de gue haya n clientes en el sistema
Y la longitud esperada de automéviles en el sistema.

8olucidn:

Tomando como unidad de tiempo la hora A = 20
1 = _6_= _1 = p=10
u 60 10
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P ----------------------------------------------------------
¢ 1+(;_Q)+(_2_02_1,+(;g;3_1_+(g_q>"_;+...+(g_g)“__;+...
10l 1100 2t {10l "3t 110 4t 100 n!
= -2
. Py = e
n-1
wPp=e? 2"l b, =e? 2" 1

i=0 n!

Es decir la probabilidad de encontrar n automéviles en el sistema
sigue una distribucién Poisson con pardmetro A =

Asi L = E(N) = 2 es decir el nlmero esperado de gentes en el
sistema es 2.

2.3.12 ALGUNOS EJEMPLOS ADICIONALES

Como primer ejemplo de esta Seccién considérese la situacién en
la cual un servidor tiene dos tasas medias de servicio. Supbngase
que un servidor trabaja con una tasa iy hasta que hay k clientes
en el sistema y que a partir de este punto (k) la tasa media de
servicio cambia a p, asi la tasa media de servicio p, depende
ahora del estado del sistema. Supéngase que las 11egadas ocurren
segln un proceso Poisson y los tiempos de servicio son
exponenciales con tasa y, Y § respectivamente se sigue que este

modelo puede ser representado como un proceso de nacimiento y
muerte con

A ={ A n=0,1,2,...

n

By 1<n<k
B, = {
M nzk
suponiendo A <1 se tiehe que para n<k
i
k-1 veces
=A... & P, i L)“ Py 0<n<k
Byoo oty ol
y para nzk
N veces
P, =_A... )y = An P,
By Byesofly Booolt AT

k-1 veces  n-k¢! veces
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Para encontrar el valor de P, puesto que

— 1 n =
L p, =1 se tiene que ( A " B, +2 — o B 1
n=0 n=k  Hhy 4
LBy = 1
I | A )" ) A"
ne0 | fy ko fhy T ket

k-1
Puesto que L

A m = 1=t

ns0 |y 1= A/py
L
y L AP
nak uE! “n-k'ﬂ
-1 L Al
pFY o p™t
- AT Al o= AK
BT gso pd By T (1=A/p)
asi Py = > v
A=(A/p)* + -
1- A/p, 85T (1=A/ )
(M) B 0s<n<k
n n
TS ' i e

El siguiente ejemplo supone gue la tasa media de servicio se ve
modificada cada vez que cambia el tamafio del sistema. Esta
modificacién en las tasas de servicios puede deberse a la presidn
que ejercen los clientes que estan formados en la cola, es decir
puede suceder que si un servidor ve que hay muchos clientes
esperando, realice mas rédpido el servicio o en caso contrario si
hay poca cola puede ser que tarde mas en servir a un cliente. Se
supone que las llegadas ocurren seg@n un proceso Poisson con tasa
A, que los tiempos de servicio son exponenciales con g =n‘y y que

hay un servidor. Se tiene pues un proceso de nacimiento Yy muerte
con

A ={ A n=0,1,2,...
B, =(n° p n=1,2,...

75



-

aquil
n =nimero de clientes en el sistema.
k, =tasa media de servicio cuando hay n clientes en el sistema.

1 = tiempo de servicio normal esperado: tiempo promedio para
4 servir a un cliente cuando es el dnico en el sistema.

c =coeficiente de presién: constante positiva que indica el grado
en que la tasa de servicio del sistema resulta afectada asi si
c=1 la reduccién del tiempo de servicio es proporcional a A.

Se tiene entonces que:

n veces
Pp=_deee A Po=__A" Pi= 1 (A) Py
1°%% 2%, ..n% (nt)c uh nt )

L]

a fin de deternminar el valor de Py como L P, =1

. n=0
Rl aneli

= Py = 1 haciendo A_ =p se tiene que:
«
m
ol
0\ ni i
L)
Py = _ 1 esto tiene sentido solo si L [_1]| %" converge.
n=0 \ ni
) { 1}¢ o
n=0t n!

obsérvese que [ _1_ p" converge si c>0 ya que por la prueba de la
n=0 nit

razén para series

i
1im (n+1) 1€ = 1im _ni® p™ = 1im _ p =0<1
e Q"c e (n+1)1° p" e (n+1)°

n!

asl L _1_ p" converge absolutamente
ns0 n!¢
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para c<0 lim p >1 y por tanto la serie diverge.
o {(n+1)°¢

con Py = 1 con c>0

En particular si c=1

E p" | V= efy P, = P (A/u)" = e ME(A/p)"
n! n!

n0 n!

lo cual nos da modelo M M w,

2.3.13 MODELO M ¢ 1

En este modelo se considera un sistema inmediatamente después de
que el servicio de un cliente es completado y el servicio esta
por comengar para el siguienta. 8e supone que el sistema tienen
un proceso [N,it20] de llegadas POISBON con tasa Ay los tiempos
de servicio son independientes e idénticamente distribuidoa con
una distribucién de probabilidad arbitraria; diferentes clientes
tiene independientes tiempos de servicios. Bea {y(t))tz0} el
proceso que denota el nGmero de clientes en el siatema en el
tiempo t y t,<t,<..., los tiempos en los cuales los clientes
completan un servicio, por consiguiente x =y(t) n=0,1,2,... es
un proceso de tiempos discretos donde x-y(t) rcprlnnta el
nimero de clientes en el sistema justuontc donpuis de que sl n-
éaimo cliente deja el sistema. Obasérvese que si T es el instante
de 1a n-ésima salida y 8=8,, es el tiempo de servicio del (n+1)
cliente. 8i X >0 durante el Liupcs de servicio del (n+l1) cliente
iniciado en T Yy finalizado en T+8 llegan N, _-N, arribos y por
consiguiente el tamafio de la cola justamente dospués de la (n+1)
salida es X +(N, . -N/)-1. 8i ahora X =0 entonces el saervidor
permansce desocupado hasta que 8l (n+l) cliente arriba, digamos
en el tiempo r entonces durante este servicio que inicio en r y
termindé en r+s hay N weN. arribos (siendo dstos los que quedan
detrés de la n-ésima nlfda)

asi
Xt (Np~Np)=1  si X >0 (1)
NN si X =0

r
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Asi de la independencia del proceso de arribos, de los tiempos
de servicios y del hecho de que en el proceso Poisson el numero
de arribos durante un intervalo de 1longitud S tiene una
distribucién que solo depende de S se tiene que

PNy,,~N=k!Xg,+ .+ ,xn,T]=P[Ns=k]

T8

también P[N o1 Xgr oo 1 X, *1=P[N.=K]

I'*S

asi X, depende solo de N, y x, Yy no de ¥;,...,X , por consi-
qulen@e la cadena [x.] es de Markov.

Sea ahora kn=P[Ns=n]=!0 P[Ns=n{5=t]dws(t)=!0 et (At)" dw (t)
n!

donde w,(t) es la funcidn de distribucién del tiempo de servicios
si i=0 de 1
P[X,y=) | X=0]=P [N, -N=3)=P[N=}]=k,

-,
r+s

también si i>0 de 1

P[X =31 X =1]1=P(Ny,~N=j+1-1}=P[N=j+1-1] =| k., j2i-1
0 J<i-1
‘ . K, i=0 320 '
P(Xpy = 31X, = 1) =[ Ky i>0  j2i-1 (2)
0 0.1

Sea ahora P—[P”] Y k=P, [haya n llegadas durante un tiempo de
gservicio s=t)

=1>[N,,=n]=f0 oM (At)" aw, (t)
n! _

Por 2

kg ky Kk

ky K, k: oot

0 ko ki k, - - (3)
P=p;] = 0 g k, k, k,

Ee intuitiveo que el sistema es estable si E(N,)<1 es decir si el
numero promedio de clientes que arriban durante un periodo de
servicio es menor que 1. Por definiciédn

< L

E(N)= ;onkn =1 B !o &M E)" aw (t) n=0, 1, 2,...
: n n!
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fl
o b

ff, n e At)" aw (t)
n!

=

=f L) (At)" dw,(t)
“:' (n-1) !

JO et L ()™ v (t)
= m!

= ]ue'“kt[e“]dws(t) = A]n tdw,(t) = AE(s) = p (4)

Asi p es el nimero promedio de clientes que arriban durante un
periodo de servicio nétese que k>0 V n de tal suerte que la
cadena es irreducible y que P [pasar k a k en una
transicién]=p‘” ;>0 V k y por consiguiente el periodo de k
definido como ei maximo comin divisor del conjunto {n'P""kk>0} es
uno, como conhsecuencia la cadena es aperiédica. Se muestra a
continuacién que si p<l entonces la cadena es ergédica para esto
supbngase que

p<l y xi=1__i__ i=0,1,2,...
-p

E By = E By, 3 E k 'H(
js j=0 J=i- 1

=xoum+x,;+xzm_u o
1- 1-p 1-p

= ko (i=1) + g,(;-;) + K (i=1) +... Ry + 2K, +...

1-p 1-p 1-p 1-p  1-p
__;_ (Ko (i=1) +k (1-1)+ky(i=1)+. .. ]+ 1 (Kky+2K, +...)
-p 1-p
=(i-1 Lkpr_1 L ik
1-p =0 l-p j=0
=i-1 .1+ _1 p =i-l+p =x;-1 X;20
1-p 1-p 1-p 1-p)>0

AdemésEPoij E__‘l_kj-—l E]k =_p <o
j=0 j=0 1-p 1-p j=0 1-p

Asi por Teorema 15 [X ] es ergédica y por el Teorema 22 tiene una
distribucién de probabllldad en equilibrio estadistico.

Como consecuencia si p<l la cadena [X,] tiene una distribucién
I=(0,MO,...) I>0 V i y tal que

. BT T8 pn negg
ML e w wisiatis EGA



Lo -1yn Jf 0Py j=o,1,... (5)

i=0 i=0

Obs, ky k, k, « ok,
Kok k2D kK, .
Chikk I

(IIO,II,,...,II...)=(II0,H,,...,IIJ...) 00 )k & o K

-
.
.« . o
e .

Hi=H0ki+H1ki+H2ki-1+' otk
+1
2L Otk o) i 120,1,2,... (g

Sean O(z) = Zi:oll,z' | 2 £1 -la funcién generatriz para o
L]

k(z) = gok,z' - la funcién generatriz para x

entonces multiplicando (6) por 3!

i+1

II,z'=[Iok,z'-0-?;1 Ok, .,z

i+]
=k, z'+§oﬂjk,_mz’-ﬂokm 2!

j+1
=Mk, 2143 (;I ijf,mz“'-ﬂokmz'”)
2

de donde ) I, 2! ) Ik, z'+
i=0 =0

is)

Obsérvese que j):onfk""'J €5 una convolucigp de donde ;

H(z)=ﬂok(z)+;z (),::ocmzm, - I % ?;(,RMZ"'
=lhk(z)+1 [k(Z)H(Z)‘HokoJ‘ O, (k(z) k)
2 P
H(z)=lI°k(z)+; k(z)H(z)- Ox(z)
z z
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+ T(2) (1-1k(z)) =Dk (2) -k (2) =M, (k (2) ~k(2))
2 2 2

asi M(z) = IO, (k(z)-k(2)/2) = O (zk(z2)-k(z

1-(1/2)k(2) z-k(2)
Finalmente O(z) = Oy {1-2]1k(2) (9)
k(z)~2z
de (7) M(2)=L Mz' » M(1)=L M=1 = L k;=k(1)
i=0 i=0 i=0
también Teorema A.1.2
o
k/ (l):E(Ns)=E nkn=p
n=0
de II(z)= O, (1-2)k(2) se tiene por la regla de L’Hopital
k(z)-2
=[(1) =lim [(2) =1lim Hd(l-z)k’(z)-k(z)l
z1 21 k’(z)-1
=1im I ~2)k’(2)]~- 2
- k' (2) -1
==L k(1) =

k’(1)-1 1-p
oI, =1~p

Nétese que la probabilidad de 309;91 sistema este vacio 1-p es
la misma que para el modelo M M 1.

Antes de continuar con el desarrollo se demuestra que la distri-
bucién de probabilidad encontrada es decir la probabilidad de
encontrar n en el sistema en un punto de salida es igual a la
probabilidad de encontrar n en el sistema en un punto arbitrario.

Se empieza por hacer las siguientes ohservaciones, si se sigue
el estado del sistema (nimero de clientes en el ) de manera
continua para un tiempo suficientemente pequefio las transiciones
de este es Unicamente a sus vecinos mas préximos. En particular
si E, es el estado del sistema cuando hay n clientes entonces
s6lo son posibles las transiciones E~E,,, E-E , (donde la Giltima
s6lo es posibles si (k21). Una vez hecho esto considérese un
intervalo de tiempo de longitud T y sea A (t) el nGmero de
transiciones de E~E,, en un intervalo de tiempo (0,t) pudiéndose
entender esta como el nimero de arribos individuales ocurridos
en (0,t) y sea D (t) el nGmero de transiciones de E-E _, en un

:

. \ 1
intervalo de tiempo (0,t) entendiéndose esto como ef n%mero de
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salidas individuales ocurridas en (0,t). Puesto que las llegadas
ocurren individualmente, los clientes son servidos
individualmente y se supone flujo continuo en el sistema (esto
es llegada-salida, salida-llegada) se tiene que:
I'a, (T)-p (T)] <1 (1)

Suponiendo que el sistema no se satura (p<l) después de que el
sistema esta en operacién una longitud arbitraria de tiempo el
nimero de transiciones hacia arriba (arribos) debe ser

pridcticamente igual al nlmero de transiciones hacia abajo
(salidas) esto es

1lim D(T) =1im A(T) =1 o 1lim A(T) =lim A(T) =1 con proba- (2)
e A(T) T~ D(T) T« D(T) 1= A(T) bilidad 1

dividiendo 1 por A(T) y tomando limite cuando T-wo se tiene
lim/ A(T) - D(T) < 1im _31_
1 | A{T) A(T) T~ A(T)
puesto que lim A(T) =w se tiene que
T0

liuy - <0
1~ | A(T) A(T)!
- lim/ T) - (T)/ =0

T A(T) A(T)

= 1im A (T) =lim D (T) (3)
o A(T) ™~ A(T)

usando 2 se tiene que

lim =1im D (T) .1 = 1lim D (T) .1lim A(T) = lim D (T) .A(T)
~ A(T) T~ A(T) r A(T) T D(T)‘ T~ A(T) D(T)
= 1im D (4)
T« D(T)

Puesto que los arribos ocurren en puntos de un proceso Poisson

operando independientemente de el estado del sistema, se tiene

que lim A (T) =P, ademds puesto que por definicién 1lim D_(T) =II,
T«  A(T) T+ D(T)

de 4 se tiene finalmente que II =lim D (T) =1lim T) =P,
T D(T) 1= A(T)

- [In =Pn
Una vez hecho lo anterior resulta que
L] )
H(z)=E an"=z P 2"=P(z)

n=0 n=0
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asi II(z2) 1- 1- 2 (10)

k(z)-z
entonces por el Teorema A.1l.2 puesto que II’ (1)=E(N)=L
se tiene que

I’ (z)= (k(z)=2z) (1-p) ((1=-2)k’(2)=k(2)]-(1-p) (1=2)k(2)[k’(2)=1])
(k(2)-2)*

O/ (1)= (k(1)=1)(1=p) [0-k(1)]=(2=p) (1-1) (k(1))[k/(1)=1]) = _OQ
(k(1)-1)* 0

aplicando otra vez regla de H’opital y simplificando términos

" (z)= (1-p)[(k(z)=2)[(1-2)k"(2)-2k’(2)]1~[1~-21k(2)Kk"(2)
2(k(2)-2) (k' (2)-1)

v 1im I"(z)= (1-p) -2k’ (1)) =~ 1im (1-p)[1-z]1k(Z)K"(2)

2! 2(k(1)-1) 21 2(k(2)-2) [k’ (2)-1)]
= =(1=p)[2p] ~-(1=p)limfl-2z)k(2Z) .lim _Kk"(2)
2(p-1) 1 2(k(2)=2) =2t k'’ (2)-1

=p =(1=p) . 1im (1-z)k({2) ‘ k" (1)
-1 2(k(2)-2) p=1

obs. 1im [1-2]k(2) = 0
1 2(k(z)=2) 0

Por lo tanto aplicando H’opital

1im [1-z1k(2) 1im (1=-2]1k’(2)-k(2)
1 2(k(z)-2) -1 2(k’(z)=-1)

It

It

=k(1l) = _1
2(p-1) 2(1-p)

. 1fim O"(2) = p+(1—p)( 1 . k" (1
z-1 2(1-p) (1=p)
= p + k"(1) (11)
2(1-p)

Por consiguiente

L=II’ (1) = p + k"(1)
2(1-p)

Para encontrar el valor de k"(1) qonsidérese la transformada de
Laplace de s denotada $(w,(6))=(w, (8)) por el Teorema A.1.3

E(s) = - d_u_(ﬁ_)_/ = - w'(0) (12)
aé 0=0
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E(s?) = & '(91/ = w'"(0) (13)
a8 0:0 :
de k(z)=k0+k,z+kzzl+...=z k;z! |2 <1 la funcién generatriz de k

j=0

se tiene que k'(z)=E k2
je1

K" (2)=L J(3-1)k,2)2

i=2
asf k"(1)=L §(§-1)k; =E(N,(N,-1)) =E(N.2) ~E(N,)
=
o E(N2)=k" (1)+k’ (1)
o también
k(z)=L k2" =f | o ) (L z) aw, (t)
n=o j=0
=!0 e Mt oltzd"s(t) .___!u .‘(l'll)t dwa(t)
=w," (A-A2) (14) (1)
Esto es la funcién generatriz de (k) puede ser representada como

la transformada de Laplace-stieljes w,'(8) del tiempo de servicio
s calculado en 6=A(1-z) de (14) se tiene que:

K’ (2)==dw'’ (A=Az) y k"(2)=A? w "0 (A-Az) (15)
de 12 y 13 se tiene que:

K’ (1)==Aw,"’ (0)=AE(s)=p (16)
k" (1)=A% w, " (0) =A’E(5)=A%E(s?) (17)

sustituyendo 17 en 11 se tiene que:

L=E(N)=p+A’E(s?) =p+A?[E(s?) -[E(s) )21+ [E(s)]?

2(1-p) 2(1~p)
=p+A¥Var(s) +p? (18)
2(1-p)
y para calcular E(N?) se tiene E(Nz)—k"(1)+k’(1)

E(s Y+p
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y asi es posible saber la varianza de la v.a. N..

Ahora por la ley de probabilidad total

Pn=f° P[n arribos durante w]w=t]dw(t)

donde w(t) es la funcién de distribucién del tiempo de espera en
el sistema obsérvese que

P[n arribos durante wlw=t]=e*t(At)"
n!

Por lo tanto se tiene que

©
1='n=lln=f0 P[n arribos durante wlw=t]dw(t)

JO o'“(;\t)" aw(t)
n

de donde . .
I(z)=P(2)= E p2" = E f o'“().t)_" dw(t)z"
=0 <0
7 I aear awce)

n=0 n!
=[: et (Ml)dw(t) f SAt(i-2) dw(t)
=w'[A(1~2)] (19)

donde w'(8) es la transformada de Laplace -Stieljes para el
tiempo de espera en el sistema

por consiguiente d (g) dw'(v) dv / = -Agw'(y)/ :
dv  dz / vaxi-n) dv v=A(1-2)

=A[o te Mt qu(t)
asi por el Teorema A.l1l.2
L= E(N)=_ﬂ1.)./ =Af° tdw (t)=AE(W)=AW.
dz =1

finalmente se relacionan las formulas encontradas mediante las
cuales es posible encontrar P, wa(t), w,(t)

Sustituyendo 14 en 10 se tiene

O(z)=p(z)=(1-p) (1-2)w [A(1-2}] ecuacién transformada de I
W, [A(l-s)] -2 Pollaczek-khintchine
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sustituyendo 19 en I

wi(A(1-2))=(1-p) (1=-2)w  (A(1-2)] haciendo 8=A(1-2z)
W, (A(1-2) ]~z

=(1-p)A(1-2)w  (6)
Aw (8)+4(1-2) -2

=_(1-p)8w ’(8) = _ (1-p)8w  "(B) II
Avg (8)+A(1~2)-A 0+A[w, (0)-1)]

como w=‘I‘q+Ts por el Teorema A.1l.3
w'(e)=wq'(e)w;(e)

de tal suerte que por la unicidad de la transformada de Laplace

»

vy = (1-p)8 111
6+A[w. (0)~1]

BEJENPLO

Supongamos que lo funcién de distribucién de las tiempos de
servicio tienen una distribucién exponencial con parametro p

asi W'(8)= _u de I
L0

—

P(2)=(1-p) (1~-2) (u+A(1~2)) = _mu(l-p) (1-2)

(#/ (ptd(1~2)) ]~z p-z(p+d(1-2) )
= (1-p) (1~-2}) como p= _A_
1-z[1+(A/p) (1-2) ] [
P(z) = (1-p) (1~2)

(1-2)-(1~-2z)p2
[ ]
= _}-p =E (1-p) (p2)" silpd «1
1-pz n=0
& P =(1-p)p" n=0,1,2,...
ahora para encontrar el tiempo de espera en el sistema.

Se tiene de II

\ _u_)
W(08)=(1-p)8 ‘u+0. = (1-p)8pu
O+M _u —1] 0 (u+8) +A (u-u-06)
u+0
= (1-p)8 = u(l-p)

(8/p) (B+p)~p8  p(1-p)+0
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asi aplicando transformada inversa o simplemente notando que

1 es la transformada inversa de una v.a. exponencial con
B(1-p)+6 )
parametro u(i-p) se tiene que
w(t)=p(1-p)eti ot 20
y w(t)=1-glo t20

y para la funcién de distribucién del tiempo en cola de III

u;(9)= (1-p)8 __ = (1-p)0 = (8+u) (1-p)
O+A[ -1] 0-A+_Au O+ (u-A)
u+o 0+u
y asi w;(e)= (0+u) (1-p)
0+(u-1)
=(1-p)+ All=p)
B+p(1-p)

aplicando transformada inversa
Wa(t)=(1=p) 6 (£) +A(1~p)@stIP t20
donde 6(t) es la funcitn Delta de Dirac

- wh(t)=1-pe*“‘”‘ t20 es la funcién de distribucién del tiempo
de 'espera en cola, lo cual concuerda con 1los resultados

anteriores.

BIENPLO M B 1

Antes de sequir con la aplicacién de los resultados dados
anteriormente es conveniente hacer el siguiente paréntesis,
recuérdese que la funcién de densidad de una distribucién k-
Erlang esta dada por

£(t)= (uk)* thlet t20
k-1!
donde E(t)=_1_ v(it)=_1
m (kn)?

Y que si se considera la suma de k variables aleatorias indepen-
dientes e idénticamente distribuidas exponencialmente entonces
la distribucién de la suma es una distribucién de tipo k-Erlang.
Esto permite considerar un modelo de colas en el cual el servicio
puede consistir en una serie de idénticas fases, precisando
supdngase que el tiempo requerido para realizar cierto tipo de
servicio que necesita un cliente incluye una secuencia de k-
etapas realizadas por un servidor, si las etapas respectivas
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tienen una distribucién exponencial idénticas para su duracidn
el tiempo total de servicio tendrd una distribucién k-Erlang.
Obsérvese que esto implica que las fases de servicio son
independientes e idénticamente distribuidas y que por haber un
Gnico servidor s6lo un cliente puede estar en el mecanismo de
servicio en el tiempo t, es decir deberd terminar todas las fases
de servicio antes de que el nuevo cliente entre a servicio. Estas
consideraciones permiten analizar el siguiente modelo. El 1.
Llegadas Poisson, servicio k-Erlang y un servidor.

Se quiere encontrar la distribucién de probabilidad para este
sistema de I

I(z)=P(z)= il:R%Q%i%¥%%§%£%:§ll

donde w, (A(1l-z)) es la transformada de Laplace-Stieljes de la
funcién de distribucién del tiempo de servicio, en este caso como
el tiempo de servicio tienen una distribucién k-Erlang se tiene
que

(]
w:=J0 (uk)* tk! @ k'8t 4t  de la cual integrando por partes se
k=11 se tiene que

o= (uk)® (k-1) (k=2)...2(1) = _(wk)¥ k=11
k-1! (ku+s) k-1! (ku+s)*

1 kK =

i rtiL_) (1+_§Jk

ku m

y asi w'(A(1-2))= Twrerl
- A _(1-2
)

Por consiguiente de I.

(1+_L_(1-z))k

l(z)=_(2~ 1-
ll+_L_(1-z),E -2
kp

= - p=_A

1-z| 14_A (1-z)|X M
kp

y expandiendo esta ecuacién en serie de Maclaurin se encuentran
la distribucién de probabilidad.

(Una deduccién de estas probabilidades pueden ser encontradas en
Harris y Gross "Fundamentos de Teoria de colas." paAg. 243). En
particular para el caso de k=2 se tiene que

P(z)= 1- 1-2
1-zl_p___(1-—z)+1|z
2
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= , (1-p) (1-2) .= (1=p) (1-2)
1-27] p°(1~-2)° + p(l-z)+ﬂ 1-2p°(1-2) ~ zp(1-2)+z
4 4

A(l-p) (1-2)
4-2p%(1-2)% -4zp(1-2) -4z

4(1-p)
pez® -p(p+4) z+4

Haciendo f(z2)= pzztm(p+4)z+4 se tiene que las ralices de esta
ecuacién estan dadas por ‘

z =p(p+4)+ vp®(p?+4)-16p°
2

p

o bien z,=(p+4)+vp(p+8)
2p

2,=(p+4) =Yp (p+8)
2p

Por consiguiente la factorizacidén de £(z) en términos de sus
raices son :
£(2)=p?(z-2,) (2-2,)

asi p(z)= 4(1~ y como 1 - _1 = _+vp(p+8)
pe(2-2,) (2-2,) z-z, z-z,

—_—
(z-2,) (2-2,)

. P(z) = 1 4(1-p) 1 -_1. )= = 1 -1
P ( z-z, z—zz) 2,~2 Z,-2
vp(p+8) pvp (p+8)

multiplicando el primer término de la resta arriba y abajo por
1/z, y el sequndo por 1/2z1 se tiene que

1 1
P(z) = _4(1=-p) [(_2, =~ _2,_
1- 2 1-.2
pvp(p+8) 2,

P22 *(—)

N I s B

ahora 1
1-

b

Z,

*:

s
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asi P(z)= _4(21-p) E PE;* z, "o E%—( _%ﬂ )“] 2"

n=0

pvp(p+8)
4(1-p) (

=7 )
2ml zlml
pvp(p+8)

2.3.14 MODELO Gl M 1

En este modelo se supone gue los tiempos de servicio son exponen-
ciales y que los tiempos de interarribo son variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas. La tasa media de
arribos es A y la tasa media de servicio es u al igual que en el
modelo anterior una cadena de Markov Inmersa es utilizada como
;Froxinlci6n para los resultados dados. A diferencia del sistema

en donde X es el nimero de clientes que quedan en el
sistema cuando sale en n-&simo cliente ahora X, representa el
nimero de clientes en el sistema cuando llega el n~-ésimo cliente.
Obsérvese que en éste caso.

X, =X +1-8 (1)

Es decir el nimero de clientes justamente antes del (n+1) arribo
es igual al nimero de clientes justamente antes del n-ésimo
arribo mas el n-é&simo cliente (llego)) menos el numero de
clientes servidos durante el intervalo de tiempo T‘Y entre el
n~ésimo y el (n+1)~-ésimo arribo. Puesto que los tienpos de
interarribo son independiente la variable aleatoria TV puede ser
denotada tUnicamente por T, sea A(t) su tuncién de distribucién
acumulativa; también la v.a. B, depende sélo de la longitud del
intervalo y no de la extensién del servicio recibido (perdida de
memoria) y por consiguiente puede ser denotada por 8, asi x
depende Gnicamente de B y x, y por consiguiente la cadena es 33
Markov.

Sean ahora
b=P(B=n) = fo o H (ut)" dA(t) n=0,1,2,..
n!

se tiene entonces de 1 que

P=P [x,=}|x=1]=P[B=i-j+1]= b, i2j-1
0 i<j=-1

para j=0
Pm=P[B>1+1]—E b, —1-2 b,

r=|*1 r=0
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por consiguiente

si b =P [n servicios durante un tiempo de interarribo T=t]

I SR BT dA(E)
ns

By.ju izj-1 j21
i
Py, =[ 1-3 b, iz0 3=0 (2)
0 0.L.
[ 1by by 0 0 T
1
"&é’i by by -

2
R

as{ [P;]=p= (3)

3
+-Lb b, b, by 0 .
Da B3 By By By

L. -

por inspeccidén en 3 se tiene que la cadena es irreducible y
aperiédica. Ademds intuitivamente el sistema es estacionario si
E(B})>1 es decir si el nimero promedio de clientes servidos
durante un perfodo de interarribo es mayor que 1

o
por definicién se tiene que I‘:(ri»)=)::0m:;,1
ns

=E n fo et (ut)" aa(t)
n!

n=0
- [o o L (ut)" dA(t)
n=1 (n-1)!

=;J o teFH dA(t)
=u f , t dA(t)

. E(B)=p f,, t dA(t)=p . _1;\= gA>1 donde }‘; =f0 t dA(t)=E(T)

s5i p=A = 1>1 = p<1
Koo

ensequida se prueba que la distribucién estacionaria existe si
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E(B)>1 o equivalentemente si p<1.

Para ello se considera la ecuacién vectorial g=qp donde
q=(Qoqu"-)

B,b, 0 O . e .

o Jo

B, byby 0 . . .
(GgrDyroseobye oo )= (g Qqrevesbyees) |Bp By By By o v

. . . . . . .

se tiene que

hd i
1) gL q, (1-L b)
t=0 k=0

o
ii) q,f-;):; 1q‘ by 3=1,2,3,..

considérese ahora la solucién q=2z)  (0<z<1 3=0,1,2,...)

obsérvese que 0<z<1l ya que si 2=0 q=0 y si z1 E q; 21 y por
=1

consiguiente no seria una distribucién de probabilidad.
]

Sea B(z)=): b, z¥ la funcién generatriz para b,
k=0

Se afirma que B(z) satisface la ecuacién B(z)=z en efecto para
j21 y g;=z) de (ii) se tiene que

]
z’='):; 2" by, haciendo k=i-j+l = i=k+j-1

o
=), 2K B mglet Ky =gt
Eoz b, =z %oz b, =27 £(2)

s Blz)=2
para j=o g;=z! de (i) se tiene también que B(z)=z.

Se prueba ahora que la ecuacién anterior s8lo tiene una raiz
entre 0 y 1.

Para esto considérese y=8(z)
y=2

kK o K
como B(z)=§0bk 2" = byt g‘bk 2
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w 0<B (0)=by<l

y 3(1)=£0bk =1
También B'(z)=k21kbkz"" 20

y B"(2)=k, k(k-1)b2*? 20

puesto que los tiempos de servicio son exponenciales se tiene que
b,>0 V k22

s B"(2)>0 y por consiguiente B(z) es estrictamente convexa,
graficando las ecuaciones y=8(z) y y=2z se tiene dos posibilidades
de interseccién.

1t < Bl
g'u et

Esto es, se intersectan en uno 6 bien solo hay un punto de
interseccién en (0,1).

Por consiguiente y=Bf(z) tiene una solucién en el intervalo (0,1)
si en 2z=1

B’(1)>1 y en caso contrario B/(1)<1 y E q; =
1=0

Puesto que B’ (1) =E[numero de servicios durante un periodo de
interarrivol=p . 1>1
A

se tiene que 1 > 1 o equivalentemente si p < 1 es una condicién
p
necesaria y suficiente para gue la cadena sea ergédica.

Asi la solucién para B(z)=z y por consiguiente para el sistema
es

q;=cr,' i>0 0<r,<1
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L L]
Para determinar el valor de C considérese E q1=E Cro‘ = 1 =1
i=0 i=0 1-x,

- C=l-r,

Por tanto la probabilidad estacionaria de que un cliente que
lleque encuentre i clientes en el sistema es:

q;=(1-xy) ry' i=0,1,2...
Por consiguiente
L=E(N) =_x, Y L=
1-x, 1-x,

Obsérvese que la distribucién de probabilidad encontrada es para
el nimero de clientes gue un arribo encuentra en el sistema y es
distinta de P, el nlimero de clientes en el sistema, habida cuenta
de esto obsérvese que las distribuciones de los tiempos de espera
en el sistema y en la cola se pueden deducir de las ya
demostradas para M M 1 tomando p=x,

Como una Ultima observacién considérese

B(z)=z = z=L bz

k=0

o [}

=L 2k [, e';‘:l(gt)" AA(t)
k=0 .

=l: I @™ (utz)* da(t)
k=0 k!

=f, o#t ot an(t)
=fo o (FEt g (t)

=l A" (u-pz)=2" (s(1-2))

asi para encontrar la ralz r, basta resolver r, = A'(u(l-ro))

Ejemplo

Considérese ahora el caso H{M’ 1 en el cual los tiempos de
interarrivos tienen una distribucién hyperexponencial es decir

a(t)=a,r e ta,d,002 "
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se tiene que A'(s)= @,A,_ + @A,
+ A +8

y donde E(T)=__%__ = q +

asi rg=A"(u(1-ry))

"= 2,4, + 2k,
Ayt (1-rg) Ayt (1-ry)

= ry = gA (A, du(1-r)) + e h,(Ayu(l-re))
A (1)) (At (1=rg) )

= ro(Agp(1-rg) ) (At (1-rg) )=a,d, (A4 (1~ry) + ayA, (At (1-r,))

reduciendo términos y agrupando en términos de r; se tiene que

re+ ('—‘\—1 -4, -2 )"oz‘* & Lz*&”‘z‘*“allﬁ%-&z) rm Ay.dp- ( 1-&1*“252) =0
P K OB [T

haciendo r,=1 se tiene que la ecuacién anterior es satisfecha y
asf r;=1 es ralz de la ecuacién

Por tanto

ros*{ -, "&z'a thy Aythytd, +1+g—1-’=1+9522‘-z) To=dydy ‘( Q1L1+QZA2’= 0
[T TR pogobu u

puede ser factorizando como
(re-1) (r02+( ~& -g\_z-—l) ro*&;—z* a, A +a27¢ ’—0

por tanto la ralz r, con 0<r,<l esta dada por alguna de las
siguientes ecuaciones

L+L.+1’ Tk AN % -4] Ad e tah
rm=u’u +\/;41u2 "'-2”2)

2

NI M

Por consiguiente si r,’ es la raiz (alguna de los anteriores) que
satisface estar entre 0<r,’<1 se tiene que

n =(1-ry’) (xy’)"
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EJEMPLO

Considérese ahora el sistema de colas EJ M 1 llegadas segfin una
distribucién 2-Erlang tiempo de servicio exponencial y un solo
servidor. Se esta interesado en encontrar la distribucién de

probabilidad del nimero de clientes que un cliente encuentra en
el

sistema en el momento en que arriba se tiene que

ra=A"(n(1-x,)) = A 2
=R (B {1750)) (2A+p(1-r0)’

= ro(2A+p(1~ry))? =(2A)?

= rg(2A _+p#(1~-ry))? =(24_)2 haciendo p =) y desarrollando
1 m m ‘

£y ~2(2p+1)r2+(2p+1)2rg-4p? =0

puesto que para r =1, 13-2(2p+1)+(2p+1)2-4p? =0 se tiene que r; =1
es una raiz de la ecuacidn anterior

" Lt=2(2p41) K2+ (2p+1) r-4p? =

= (rg~1) (x4 (=4p~1)r,+4p?)=0

4 Yy ==(=4p=1) * v(-4p=-1)°~4(4p?)

2
= 4p+l + ¥ Bp+l
2
asi rg=1 Fo, =4p+l + ¥ 8p+1

roy, =4p+l - v Bp+

obsérvese que  ry, =4ptl + v Bp¥l = 2p+L+y BpHl 2 2p+l+l21
2 2 2 2 2

~ la Gnica rafz entre 0 y 1 es ry =4p+l - v 8p+
2

. P, ={1~ (4p+1) -y ap+1H(4p+1)-v gp+i) °  n=0,1,2,...
2 2
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CAPITULO 3

APLICACION DEL MODELO DE REPARACION DE MAQUINAS.

En los capitulos anteriores se han revisado algunas de las
caracteristicas basicas de sistemas de lineas de espera y se han
desarrollado, lo mds detalladamente posible, los modelos
clasicos; es claro que han dgquedado muchas situaciones de
congestién sin ser analizadas; como por ejemplo (por mencionar
solo una) aquellos en los cuales hay prioridad en el servicio,
como en el caso de los hospitales, sin embargo dentro de lo
posible se ha tratado de que los modelos vistos sirvan como punto
de partida para profundizar sobre estudios relacionados con
fendémenos de congestién.

En este capitulo lo que se pretende es llevar a la aplicacién la
teorfa vista, para esto se analiza un problema de reparacién de
maquinas y se elabora un programa que simule una situacién
especifica.

3.1 PROBLEMA DE REPARACION DE MAQUINAS.

Considérese N mdquinas automdticas y M reparadores(mecénicos)
encargados de su mantenimiento, supdngase que las miquinas son
estadisticamente idénticas y que su nimero de fallos es una
variable aleatoria con funcién de distribucién exponencial
caracterizada por el tiempo medio entre fallos; los reparadores
(mecdnicos) son también estadisticamente idénticos; y sus tiempos
para completar una reparacién es una variable aleatoria con
funcidén de distribucién exponencial caracterizada por su valor
esperado, se supondrd ademds gque todos los elementos son
estadisticamente independientes. Bajo estas consideraciones el
programa dado en el apéndice 4.5 simula esta situacién y ademis
suministra un anilisis de flujo de caja que obtiene una relacién
maquina- reparadores, siempre que se conozcan los salarios de los
mecdnicos, la renta de las maquinas y los costos generales.

Para su utilizacién es necesario introducir el nimero de maquinas
del sistema tiempo medio entre fallas por midquina, el nimero de
reparadores y el tiempo medio en reparar una miquina , ademis el
costo del reparador por unidad de tiempo, el costo de adquisicién
de una maquina por unidad de tiempo (gastos administrativos,
depreciacién, pago de arrendamiento, pago de seguros, etc.) y la
renta producida por miquina por unidad de tiempo. Con base en
la informacién anterior el programa suministra el nimero de
miquinas que estdn funcionando; el nimero de miquinas que se
estdn reparando, el nimero de maquinas en linea de espera, el
tiempo medio bajo por maquina, el nGmero de reparadores
desocupados; el coeficiente de perdida por miquina y por
reparador y la ganancia media que generan las maquinas.
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La situacién especifica que se abordara, sera el de determinar
el nimero 6ptimo de operadores que generen la mayor ganancla, a
partir de los datos de entrada dados a continuacién.

Considérese como unidad de tiempo la hora y como unidad monetaria
los N$, ademds se consideran los siguientes datos:

No. de mdquinas: 40

Tiempo medio de falla por miquina: 400 hrs.

Tiempo medio para reparar una m&quina: 24 hrs.

Costo por reparador: N$ 5

Costo de adquisicidén: N$ 2

cantidad de dinero que puede producir una mdquina: N$ 15

La siguiente tabla resume 10 corridas del programa del apéndice
A.5, haciendo variar el nlmero de reparadores.

No. DE No.MAQ, COEF!. DE COEF! .OE RENTA
SERV. EN LIN. PERDIDA PERDIDA PRODU,
ESPERA POR MAQ, POR REP.
1 17 3 22 0 0.538 0 165
2 32 8 6 0 0. 154 0.04 389
3 37 3 1 1 0.026 0.265 456
4 38 2 0 1 2 0.005 0.437 463
5 38 2 0 3 0.001 0.547 460
6 38 2 0 4 0.0003 0.622 456
7 38 2 0 5 0.00006 0,676 451
8 38 2 0 6 0.000012 0.716 446
9 38 2 0 7 0.000002 0.748 441
10 38 2 0 8 0 0.773 436
TABLA 3

3.2 CONCLUSIONES SOBRE EL PROBLEMA DE REPARACION DE MAQUINAS.

Con base en los resultados obtenidos por las 10 corridas del
programa en las que se hizo variar el nlGmero de mecdnicos y
tomando en consideracién los valores de la tabla 1,
especificamente las rentas producidas, se tiene que el nfmero
6ptimo de mecdnicos es de 4, pues la renta producida es la mayor
( N$ 463 por hora ), también es conveniente notar que mientras
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mayor es el naGmero de mecénicos para el mantenimiento de las
méquinas, son méds los gue permanecen desocupados, reflejandose

ésto en el coeficiente de pérdida por reparador y en las
ganancias obtenidas. Asi mismo obsérvese que para el caso de tres
y seis mecénicos la ganancia producida es la misma ( N$ 456 )
€sto surge como consecuencia del hecho de que en el caso de tres
mecdnicos, todos est&n trabajando; no as{ en el de seis, en el
cual sbélo dos trabajan y el resto permanecen desocupados, por tal
razén seria m&s conveniente contratar tres en lugar de seis
mecénicos para mantenimiento.

Finalmente resulta claro que mientras mads mecénicos ( n>10 ) sean
los encargados para dar mantenimiento a las maquinas menor sera
la renta producida, todo con base en las consideraciones
anteriores.
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APENDICE A
A.1 METODO DE TRANSFORMACION

Una manera alternativa (y muchas veces mas facil) de calcular los
momentos muestrales de una v. a. X la dan los métodos de
transformacién, por tal razén se inicia la seccién con 1la
siguiente

Definicidén A.1.1: 1la funcién generatriz de momentos ¢, (') de
una v.a. X esta definida como

¥ (t) = E(e™) ¥V t ¢ R tal que E(e) < w
Asi

T e™p(x;) si x es v.a.discreta

o
¥, (t) = l fﬂe“ £ (x)dx si x es v.a.continua

Propiedades importantes de la funcién generatriz de momentos la
da el siguiente

Teorema A.1.1: Sean X e Y v.a. con funciones generatriz de
momentos ¥,(*), ?yt) entonces se tiene

a)F, =F, si y solo si ¥,(.) = ¥ (.) (unicidad)

b)E(x) =d"¥ (t)
aen

t=0
c)!”y(t)=?x(t)!y(t) V t si x e y son independientes

considérese ahora una v.a .X que toma solo valores positivos y
sea P(j)=P(x=j)=P, 3j=0,1,... entonces se define la funcién
generatriz de X o la z- transformada de X de la siguiente manera

o0
g(2)=3 P;zl=py+p,2+p,2%... si|z|s1
Is0
ademds g(1)=1
el siguiente teorema da algunas propiedades de la funcién

generatriz definida anteriormente
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Teorema A.1.2: sea X e Y v.a. discretas que toman sdlo valores
positivos se tiene entonces

a) X e Y tienen la misma distribucién si y solo si g&(z)=gy(z)

b) Pn= "g{z) n=0,1,2..,

ntdz" | z=0
c) E(x) =g (1) y V(x) =g'’, (1) + g’ (1) - (G’,(l))Z
d) g,,lz) = gx(z)gy(z) si X e Y son independientes.
Habida cuenta de lo anterior se tiene la siguiente definicién:
Definicién A,1.2: Sea X una v. a. tal que P(x<Q) =0

se define la transformada de Laplace-Stieltjes de X de la
siguiente manera

L]
¢(F(x)=X"(0)=E(e¥™)= ‘ fo e % dF (x) si x es continua y 8>0.
 e%p(x) si x es discreta y 6>0.
por lo que respecta a la transformada de Laplace-Stieltjes el
siguiente teorema proporciona algunas de sus propiedades.

Teorema A.1.3: X e Y v.a. con transformada de Laplace-Stieltjes
X (') Yy Y (') entonces se tiene
a) F, =F, silysolosiX'(")=yY() (unicidad)

b) V8 >0 X"'(8) tiene derivadas de todos los érdenes dados por

fo (~1)" e *xPf (x)dx si x es continua

Nyt
de" { (-1V% e ixnp (x,) si x es discreta
c) Si E(X") 3 =
E(X") = (~-1)"d%X" |,
aen

En particular si E(X) y E(X?) existen, entonces

E(X) = - dax'
(X) 8™

E(X?) = + a¥%’
L

d) (X + ¥)"(8) = (X)"(B)(¥)"(8) si X e Y son independientes.
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A.2 TIPO8 DE CONVERGENCIA

Considérese una sucesién ({X} ., de variables aleatorias
definidas sobre el mismo espacio S, y sea X otra v,a. también
definida en 8. Bajo estas consideraciones se tiene los
siquientes tipos de convergencias

1) Convergencia con probabilidad uno. La v.a. X se dice
que converge a X con probabilidad uno si

P{ limX =x ] =1
fred

2) Convergencia en probabilidad. La sucesién {X }o S€
dice que converge en probabilidad a la v.a. X s1 V >0

1im P(l X ~¥ >e} = 0
froe

3) Convergencia en media cuadrdtica. La sucesién (x} . se

dice que converge en media cuadrdtica a la v.a. % "si

1im E((X~x)%) = 0
e

4) Convergencia en distribucién. Sean F, (x) y F(x) funciones de
distribucién de las v.a. X y X, la sucesién (x } , converge
en distribucién-a la v.a. X si y solo si siempre que X sea
un punto de continuidad de F(x) se tiene

’iip F (x) = F(x)

Con respecto a este Ultimo tipo de convergencia se tliene lo
siquiente:

TEOREMA A.2.1: Sea (F (x)},, una sucesién de funciones de
distribucién con {O(G)}mu sus correspondientes funciones
caracteristicas. Entonces F (x) converdge en distribucién a
F(x) si y solo si

lim & (t) = 8(t) V ¢
donde #(t) es continua en t = 0, ademis ¢(t) es la funcién
caracteristica de F(x).
Una propiedad Gtil acerca de sucesiones de sumas de variables

aleatorias la da el conocido teorema central del limite.
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TEOREMA A.2.2: Sea (X}, una sucesién de v.a. independientes
con E(X,) =, < ©y V(X)) =0% <o si

Z, = k8=1 ﬂk.‘:ﬁk)
|
|
\

2
[:3
='lk

xmd

Entonces la v.a. % converge en distribucién a una v.a. que tiene
distribucién norm'& con media cero y varianza uno, con simbolos.

X
F, (X) =~ el-Y)2
mn d ! q—éﬁ dy

Considérese ahora una sucesién de variables aleatorias X 1rre e X
independientes e idénticamente distribuidas con esperanza finita
M. Sea § = X;+...+X y X’ = § /n se tiene entonces

1) Ley débil de los grandes numeros. X, converge en
probabilidad a u , es decir

1im PUI X, - 4l > €] =

2) Ley fuerte de los grandes nimeros X, converge a j con
probabilidad uno, es decir

P[lim X = u) =1

(1}
e

finalmente son enunciadas tres desigualdades bAsicas en
probabilidad:
Teorema A.2.3:
1) Desigualdad de Chebyshev: Sea X una v.a. con E(X) = 4 y

V(x) = o entonces Y €>0

PIIX - 4 > €] g a¥/€t
o equivalentemente

PlX - pu <€ 21~ d%/¢e

2) Desigualdad de Chebyshev-Markov: Sea X una v.a. no negativa
y supéngase que F(x) existe entonces

P[X>a) < €(x)/a
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3) Desigualdad de Kolmogorov’s

Sea X,,X,/...,X, v.a. independientes con E( X?) < ® k=1..n.
Considérese: §, = X;+...+X, (k=1,2,...,n) entonces Ve > 0

P(gex I's, ~ E(s)l 2 €) gd? /[é
ken

donde ¢%s = v(S,).

A.3 FUNCION DELTA DE DIRAC

La funcién Delta de Dirac estd definida de la siguiente manera:

0 81 X » 0
§(x) =
) si x =0

Es decir para puntos muy cercanos a cero la funcién se anula y
en cero la funcién de un salto indefinido, se tiene ademis que
la funcién Delta de Dirac es también conocida como la funcién
impulso unitario, ya que puede ser considerada como el limite de
un entorno rectangular de altura 1/A y ancho A

HY

»i=

=LA b *
O

de tal manera que si hacemos que A -+ 0 el drea del rectdngulo
dada por A'l/A =1 es constante e igual a 1 y se genera la funcién
§(X) que vale ceroen X * 0 y en x = 0 da un salto indefinido.

De lo anterior se deduce la siguiente expresién para §(x)

. 1 sixe(-.e_..e_)
§(x) = 1lim ‘ € 2 2
«Q
0 0.L.

© €/2
de tal manera que [m §(x) dx = lim fqﬂ 1=1
0
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Sea ahora g(x) una funcién continua y 6(x~a) la funcién Delta de
Dirac definida por

1 si x e a-€ , a+e
§(x=-a) = 1lim { € 2 2
0
0 0.L.

Se tiene entonces que la convolucién de §(x) y g(x) esta dada por

fm g(x) 6(x-a) dx = !m g(t+a) 6(t) dt

= 9(X+a)/ = g(a)

x=0

[m §(x) g(x+a) dx

L]
La ultima igualdad se deduce del hecho !m g(x) 6(x) dx = g(0)
° 2
ya que fm §(x) g(x) dx linm fqﬂ af{x) = lim G(ef2) - G(~€/2)
-0 € 0 €

g(0)
t
donde G(t) = fo g(x) dx

La transformada de Laplace de §(x) esta dada por
[ ]

2
L6(x)) = f_, §(x) @ dx = 1linm f

-8X
-€/2 1l e dx

-0
= 11y @5*/2-g'8i2 Aplicando
-0 s€ H’opital
= 10 @%@ ] =1
«0 2

Finalmente, es posible probar que si x es una variable aleatoria
discreta se tiene que

n
P(x) = ﬁ1P(xj)6(x-xﬂ
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A.4 RELACION ENTRE ARRIBOS POISBON Y TIEMPOS8 DE BERVICIO
EXPONENCIALES

Antes de probar el siguiente resultado es conveniente hacer
algunas consideraciones, para esto considérese la realizacidn de
un cierto fendmeno en el tiempo y denotemos por W el tiempo
transcurrido hasta que se registran n eventos; se definen los
tiempos entre ocurrencias sucesivas T,, T,,... de la siguiente
manera T,=T,, 'I‘I='I‘,-Tj_,, donde T, es el tiempo que transcurre desde
t=0 hasEa el’ primer evento y para j>1 T, es el tiempo
transcurrido desde el (j-1)-&simo hasta el j-&simo suceso
obsérvese que W =T+T,+...+T, ademds sl N(t) representa el nimero
de clientes en un sistema de servicio en el tiempo t y W= el
tiempo que transcurre hasta la n-ésima llegada se tiene que
N(t)sn =« W >t V t>0 y n=1,2,... también N(t)=n « W<t y W >t
» W<t y no pasa W ,<t. ,

n
Por consiguiente:
i) P[N(t)gn] = P(W,,>t]

ii) P(N(t)=n] = P[Wst] - P[W,,st] = [1-P(W>t]] = [1-P[W,>t])

P(W >t] - P[W>t)
P(N(t)sn] - P[N(t)sn-1]

iii) P[N(t)=0] = 1-P[Wst]
Utilizando estas consideraciones se demuestra el siguiente:

Teorema A.4.1: Supdngase que un proceso de arribos sigue una
distribucién Poisson y se asocia a este la v.a. T que denota el
tiempo entre arribos sucesivos entonces la variable aleatoria T
tiene una distribucién exponencial reciprocamente si los tiempos
de interarribo son independientes y tienen una distribucién
exponencial, entonces son admitidos segGn un proceso Poisson.

Demostracidén :

Para demostrar la primera parte, obsérvese que si ha ocurrido en
este momento una llegada, el tiempo hasta la préxima llegada es
mayor que t « no hay llegadas en t, por consiguiente se tiene
P[T>t) = P[N(t)=0] = @™ de donde P[Ts<t]) = 1- e*', Si se hace
Fi(t) = 1- & = p[Tst) = £,(t) = dF(t) = Ae’** la cual es la

dat

funcién de densidad de un V.A. exponencial.

Reciprocamente supongamos que los tiempos de interarribo (entre
llegadas) son independientes y tienen una distribucién
exponencial. Considérese la funcién de distribucidén acumulada
P,[N(t)sn] = P (t) se tiene que P[N(t)=n] = P[N(t)<n]-P[N(t)<n-1]
como P[N(t)sn) = P[W,>t] = P[TH+T%+...+TM1>t] y puesto que los
tiempos entre arribos sucesivos T, se distribuyen
exponencialmente y son independientes, W =T+T+. . . +T , tiene una
distribucién (n+l) Erlang con pardmetros A
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» P(N(t)sn) = P[W,,>t] = ft A(gr)" et dx
n:

Si se hace u = x-t se tiene

L] o n
P[N(t)sn) = ft Muat)" e oM du = fr AT @Mt @Mk E_ TR AR
n! n! = (n-i)til

intercambiando los simbolos E Yy [ se tiene

n © n ©
P (t) = E aiﬂ et tf f AN @b ”n-l dy = E 3“1 et tf fﬂ e vi gv
" =0 “moiyTit O =0 A (n=i) 11l

haciendo v=Au dv=Adu . »
=L A et el (n-i)!

=0 “(n-i) 11!

n
P By(t) = L Al aht g

il

n
también P_,(t) = LAl ek ¢l

n
. Pn(t) = E A' g'lt ti - E 3' .'lt ti = £yn a-lt

= Y n!

1)
A.5 PROGRANA DE REPARACION DE MAQUINAS

5 LPRINT
10 LPRINT "TEORIA DE COLAS"
20 REM__
30 DIM Q(100)
40 LPRINT

50 PRINT "ENTRA EL NUMERO DE MAQUINAS;DEBE EXCEDER A UNO"

60 INPUT N

65 LPRINT "ENTRA EL NUMERO DE MAQUINAS;DEBE EXCEDER A UNO"; N
70 PRINT "ENTRA EL TIEMPO MEDIO DE FALLA POR MAQUINA";

80 INPUT F1

85 LPRINT "ENTRA EL TIEMPO MEDIO DE FALLA POR"; F1
90 F = 1 / F1
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100
110
115
120
121
130
135
136
140
150
160
170
180
190
200
210
220
230
240
250
260

280
290
300
310
320
330
340
350
360
370
380
390
391
400
401
410
420
430
440
442
450
451
460
470
480
490
500
510
520
530
540
550
560

PRINT "ENTRA EL NUMERO DE REPARADORES";

INPUT M

LPRINT "ENTRA EL NUMERO DE REPARADORES"; M

PRINT "ENTRA EL TIEMPO MEDIO DE REPARACION (POR MAQUINA) POR"
PRINT "REPARADOR"

INPUT R1

LPRINT "ENTRA EL TIEMPO MEDIO DE REPARACION (POR MAQUINA)"
LPRINT "POR REPARADOR"; R1

REM  INICIALIZACION DE VARIABLES
FOR1I =1TON+ 1

Q(i)
NEXT
Q(1)
El =
E2
E3
PO
REM__ CALCULO DE PROBABILIDADES POR MAQUINA
S = Q(1)

FORJ =0 TON - 1

REM__ K=MIN(J+1,M)

K=M

IFJ + 1 > M THEN 320

= O

CoOO0O !l i

nnn

= (N=-J) * F*Q(J+1) /K/R
Q(J + 2)

IF Q(1) <> 1 THEN 380

Q(1) =1/5s8

GOTO 260

LPRINT :

LPRINT YEI, SISTEMA SE DICE QUE ESTA EN EL ESTADO J SI"
LPRINT “J-MAQUINAS ESTAN"

LPRINT "DESCOMPUESTAS. LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD"
LPRINT "ESTACIONARIAY

LPRINT "SOBRE LOS POSIBLES ESTADOS, 0 HASTA"; N; ",Y OTRAS"
LPRINT "CARACTERISTICAS DE INTERES SE DAN A CONTINUACION:"
LPRINT

LPRINT "ESTADO", "PROBABILIDAD",

LPRINT "No. MAQUINAS", "No. MAQUINAS", "No. REPARADORES"
LPRINT " "n,on ®, " OPERANDO", " ESPERANDO",
LPRINT " DESOCUPADOS"

FORJ=1TON+ 1

O=N-J+1

W=J-M=-1

IF W > O THEN 520

W=0

PO = PO + Q(J)

i=M-J+1

IF i > O THEN 550

i=o0
IF L < M THEN 570
i=M
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975

LPRINT
LPRINT
LPRINT
LPRINT
LPRINT

3
N
nnun

NEXT J
LPRINT

USING " ##%; J - 1;

USING ".#####"; TAB(18)
USING "###"; TAB(32); O
USING "###"; TAB(47); W
USING "“###"; TAB(62); i

Q(J);

.
’
.
’
’
’

El + W * Q(J)
E2 + 1 * Q(J)
E3 + 0 * Q(J)

PRINT "PARA CONTINUAR,PRESIONE /ENTER’1";
INPUT 2Z$

LPRINT
LPRINT
LPRINT
LPRINT

"LPRINT

LPRINT
LPRINT
LPRINT
LPRINT
LPRINT
LPRINT
LPRINT
LPRINT
LPRINT
LPRINT
LPRINT
LPRINT
LPRINT
LPRINT
LPRINT
LPRINT
LPRINT
LPRINT
LPRINT
LPRINT

WA AR AR AR AR KRARRARRARRARAA AR AR AR AR A AR A AR AR A hdkhkkl
TAB(15); "CARACTERISTICAS DEL SISTEMA"
TAB(15); " "

"No. DE MAQUINAS ="; N

"TIEMPO MEDIO DE FALLA POR MAQUINA ="; F1; "UNIDADES"
"DE TIEMPO"

"No. DE REPARADORES ="; M

"TIEMPO MEDIO DE REPARACION POR REPARADOR="; R1;
"UNIDADES DE TIEMPO"

"NUMERO DE MAQUINAS POR REPARADOR ="; N / M

"PROB. (EL SISTEMA DE SERVICIO ESTE VACIO) ="; Q(1)
"PROB. (NO HAYA MAQUINAS ESPERANDO PARA SER SERVIDAS)"
" = n. po

1

"EXP. No. DE MAQUINAS OPERANDO ="; E3

"EXP. No. DE MAQUINAS INACTIVAS ="; N - E3

"EXP. No. DE MAQUINAS EN LINEA DE ESPERA ="; E1
"TIEMPO MEDIO BAJO POR MAQUINA ="; (N - E3) * F1 / E3;"
"UNIDADES DE TIEMPO"

"TTIEMPO MEDIO DE ESPERA POR MAQUINA ="; E1 * F1 / E3;"
"UNIDADES DE TIEMPO"

"EXP. No. DE REPARADORES DESOCUPADOS ="; E2

PRINT "PARA CONTINUAR, PRESINE ENTER2Y;
INPUT 2$

LPRINT
LPRINT
LPRINT
LPRINT
LPRINT
LPRINT
LPRINT
LPRINT
LPRINT
LPRINT
LPRINT

LPRINT

W/COEFICIENTE DE PERDIDA'’POR MAQUINA = FRACCION DE"
"TIEMPO EN"

YQUE UNA MAQUINA ESTE ‘INACTIVA’ COMO UNA CONSE-"
YCUENCIA DE LAS "

"CARACTERISTICAS DEL SISTEMA ="; E1 / N

"/COEFICIENTE DE PERDIDA’ POR REPARADOR = FRACCION"
" DE TIEMPO EN"

"QUE UN REPARADOR ESTE DESOCUPADO COMO UNAY
CONSECUENCIA DE LASY

"CARACTERISTICAS DEL SISTEMA ="; E2 / M

PRINT "TIPO 1 PARA ANALISIS DE FLUJO DE CAJA"
PRINT " 2 PARA PARAR"

INPUT Q1 .
LPRINT "TIPO 1 PARA ANALISIS DE FLUJO DE CAJAY;
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LPRINT

IF Q1 = 2 THEN 1250
LPRINT
LPRINT "ESTE ANALISIS SUPONE QUE UN REPARADOR COBRA ‘A’2
LPRINT UNIDADES"

LPRINT "MONETARIAS POR UNIDAD DE TIEMPO, QUE EL COSTQ FIJO"
LPRINT "DE UTILIZACION®

LPRINT "DE CADA MAQUINA ES’B’UNIDADES MONETARIAS POR UNIDAD"
LPRINT "DE TIEMPQ"

LPRINT "Y QUE UNA MAQUINA,CUANDO OPERA,ES CAPAZ DE PRODUCIR"
LPRINT "/C’ UNIDADES"

LPRINT "DE RENTA POR UNIDAD DE TIEMPO."

LPRINT

PRINT "ENTRADA DEL COSTO DE REPARADOR POR UNIDAD DE"
PRINT “TIEMPO,’A’";

INPUT A

LPRINT "ENTRADA DEL COSTO DE REPARADOR POR UNIDAD DE"
LPRINT "TIEMPO,’A’"; A

LPRINT

PRINT "ENTRADA DEL COSTO FIJO POR UNIDAD DE TIEMPO,’B’ DE"
PRINT "UTILIZACION"

PRINT "DE MAQUINA";

INPUT B

LPRINT "ENTRADA DEL COSTO FIJO POR UNIDAD DE TIEMPOQ, 'B’";"
LPRINT "DE; UTILIZACION; "™

) LPRINT "DE MAQUINA"; B

LPRINT

PRINT "ENTRADA DE LA CANTIDAD DE RENTA QUE PRODUCE UNA"
PRINT "MAQUINA TRABAJANDO"

PRINT "POR UNIDAD DE TIEMPO (OPERANDO)";

INPUT C

LPRINT "ENTRADA DE LA CANTIDAD DE RENTA QUE PRODUCE UNA"
LPRINT "MAQUINA TRABAJANDO"

LPRINT "POR UNIDAD DE TIEMPO (OPERANDO)"; €

LPRINT

D=C*E3-A*M-B*N

LPRINT "LA CANTIDAD PROMEDIO DE DINERO GENERADO POR LA"
LPRINT "COMBINACION DE"; N

LPRINT "MAQUINA(S) MANTENIDAS POR"; M; "REPARA";

IF M > 1 THEN 1220

LPRINT "DORES";

GOTO 1230

LPRINT "DOR";

LPRINT "ES"; D; “UNIDADES MONETARIAS"

LPRINT "POR UNIDAD DE TIEMPO."

END
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APENDICE B

B.1 PROCESO8 DE RENOVACION

Un proceso de renovacién es un proceso de conteo en el cual los
tiempos de interarribo son independientes e idénticamente distri-
buidos con una distribucién arbitraria precisando. Considérese
{X,}n=1,2,3... una sucesién de variables aleatorias independientes no
negativas con una distribucién comin F supdngase

L] n
que P(X=0)<1 y denétese u=h xdF(x) §,=0, S;@1x' n21

definase N(t)=sup{n|S <t} entonces por la ley de los grandes
nGmeros S, ol i con probabilidad 1 y por consiguiente S st
n

para un nGmero Finito de n, y asi N(t)=sup{n|S<t}<w con
probabilidad 1. Bajo estas consideraciones se define el proceso -
{N(t)lt20} como un proceso de renovacién y se dice que una
renovacién ocurre en t, si S =t para algGn ne N, intuitivamente
X denota el tiempo entre la (n-1) y n-ésima renovacién, S, el
tqempo de la n-ésima renovacién y N(t) es el nimero total de
renovaciones en [0,t], se tiene pues que los tiempos interarribo
son independientes e idénticamente distribuidos.

Relativo a esto se tienen los siguientes teoremas.

Teorema 1.

i) P[N(t)=n]=F (t)-F,,(t)

o
ii) m(t)=E(N(t))=E F (t) a m(t) el nimero esperado de renova-

in1 ciones en [0,t] se le conoce como

funcién de renovacién.
Demostracién:
Para probar i, obsérvese que N(t)2 n » S <t es decir el nlmero de
renovaciones en [0,t] es mayor o igual a n si y solo si la
n-&sima renovacién ocurre antes 6 en t. Considérese a conti-
nuacién los siguientes eventos [ N(t) 2n ] y [ N(t) 2 n+1 ),
se sique que el evento [ N(t) 2 n+l ] implica [ N(t) 2 n ],
es decir [N(t)2 n+l)c[N(t)2 n)
= [N(t)2 n)=[N(t)2 n+1]u[N(t)2 n]\[N(t)2 n+1]
=[N(t)2 n+1]Ju[N(t)= n)
Por consiguiente
P{N(t)=n]=P[N(t)2 n]-P[N(t)2 n+1]
=P[S,st]=P[S,,,;St]1=F, (t) ~F,,,(t)
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- 1 si la n-ésima renovacién
ii) Definase N(t)=z A, donde An={ ocurre en [0,t].
n=1 0 otro caso.

entonces E[N(t)]=E[nE=‘A"] = 21““"):.2:1 [1P (A =1)+0P (A =0) ]

") P(A=1]= r P(S,st]= ) F,(t)
nz1 n=1 n=1

Teorema 2:
i) m(t)<wo V t>0

ii) Hay una correspondencia uno-uno entre la distribucién de
interarribos F y la funcién de renovacién m(t).

Demostracién:

i) Sea t fijo pero arbitrario, como P(x =0)<1
= P(x,>0)=1-P(%,=0)>0 = 3 a>0 3 P(x>a)>0
= P(x Sa)=1-P(x >a)<1

asi P(x <a)<l, por la propiedad arquimediana es posible elegir
keN 3 tska, ademds el evento [S,st] implica [S,<ke) esto a su
vez implica la no ocurrencia del evento [%,>a,...,%>2] asi de la
independencia de las x;, y de la monotonia de la funcién de
Probabilidad se tiene que P(S,st]<1-P(x,>a,...,x>a]=1=[1~F(a)]-
=1-8 con o<B<l1l andlogamente por inspeccién se tiene que el
evento P(S, st) implica {S8,-S st, S, -Sn* <t,eee, S-Sy St] por
consiguiente P[S“*st]sP[skst]% < (1-'?3) también [Smkqsd implica
[SgSt] por consiguiente

ko1

””F[S"St]skP[Smst] de donde

m(t)=z P[Snst]skz (1-8)" =k <=
n=0 m=0 )
asi m(t)<w VYV t>0

il) Tenemos que m(t)<® es decir m(t)=):1 F (t)<w
ns

tomando transformada de Laplace a ambos lados se tiene que
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- > ya que se tiene una suma de v.a.
n* (s) =2 F;(s)=z [(F'(s) " independientes e idénticamente
n=1 n=t distribuidas

=nEF" F'(s))1"™ = _F'(s
L F(s)[F (s)] 1:57{5%—-

6 equivalente F'(s)= m'(s)
1+m (s)

asi ' esta determinada por m" y por consiguiente F esta determi-
nados por m. (unicidad de la transformada de Laplace).

Supéngase ahora que x,=x es el tiempo de la primera renovacién
entonces del hechao de que E(y)=E(E(y]x)) se tiene que

m(t)=E(N(t))=JD E[N(t) | x,=x]dF (x)

0 si x>t
como E[N(t){m=x]={

1+m(t~x) x<t
Es decir no hay renovaciones en [0,t] si el tiempo de la primera
renovacidn es mayor que t y si la primera renovacidén ocurre en
el tiempo x (x<t) entonces en este punto el proceso empieza de
nuevo y el nimero esperado de renavaciones en [0,t] es justamente
1 mds el mimero esperado de arrivos en t-x, asi

n(t)= I; [(l4m(t=-x) JAF(x)

[ [ [t
=1, dF(x) +, m(t-x)aF(x) =F(t)+ , m(t-x)dF(x)

Es posible generalizar la ecuacién de renovacién de la sigquiente
t

manera g(t)=h(t)+{0 g(t-x)dF(x) (t20) donde h y F son conocidas

y g es desconocida y que va a ser determinada.

Concerniente a ésto se tiene la siquiente.

Proposicidén 1:

t
st g(t)=h(t>+fo g(t-x)dF(x) = q(t)=h(t)+{; h(t~x)dm(x)

donde m(x) =§1Fn(x)
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Demostracién: de 1la ecuacién anterior g=h+g*F tomando
transformadas de Laplace se tiene que

g"(s)=h"(s8)+g"(s)F'(s) = g"(s)=_h'(s) =h"(s)| 1+ _F (s
e 1oF (5]

g'(s) = h'(s)+h"(s)_E(s)

1-F (s)

como m’(s)= 1EF‘ () ) se tiene que g'(s)=h"(s)+h"(s)m"(s) o
s

—-(h+h*F) de donde se 51gue que g(t) h(t)+[ h(t-x)dm(x) como
una aplicacién de esto se tiene el siguiente resultado.
E(Syctye J=E[%] [m(t) +1]

Para probar ésto supdngase que el tiempo de la primera renovacién
ocurre en x,=x asi.

. x si x>t
E[S 1 X =X]=
AR X+A (t-X) xst
con A(t)=E(SmM)
ya que S1 x>t entonces N(t)=0y Syeeye=¥ (el tiempo esperado hasta

la primera renovacién es x) y si x<t entonces el tiempo esperado
de la (N(t)+1) renovacién es igual a x ( tiempo hasta que ocurre
la 18 renovacién ) més el tiempo esperado de 1las restantes
N(t=-X)+1 renovaciones

©

asi E(Sy. ) =[° E(Sm).1lx1=x)dF(x)

t ©
=!0 {x+A (t-x) ]dF(x)+ft xdF (x)

© t t
Jo xdF (x) 'Jo A(t-x)dF(x)=E(x1)+f° A(t-x)dF(x)

asi A(t)=E([Sy,) satisface la ecuacién de renovacién con
g(t)=E(x,)
J: /|
. A(t)=h(t)+/, h(t=-x)dm(x)=E(x,)+ , E(x,)dn(x)
ft
=E(X,)+E(x,)) , dm(x)=E(x,) [1+m(t)]

Por lo dque respecto a teoremas limites se tiene el siguiente
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Teorema 3:

i) El nGmero promedio de renovacién por unidad de tiempo c
converge a 1 cuando t—o donde

n

1=__1
fn es llamada la tasa del proceso
o XAF(x)

formalmente con probabilidad 1 N(t ) - 1

t otep

ii) NGmero promedio esperado de renovacién por unidad de tiempo
converge a 1 cuando t-» es decir con probabilidad uno

M

m(t) - 1
t twpu

Demostracién: Por definicién de N(t) se tiene que S,.,,St<S, .,

asi Sy¢ey-S <S —t
R SeeET ey
con probabilidad 1 8 n—:‘p ademds N(t) t—_»moo con probabilidad 1.

2
n

de la ley fuerte de los grandes numeros

(- o B con probabilidad 1 y por tanto
) -

. N(t)+1 - p.1=u con probabilidad 1

Bve T St N

“ 4 € _t < p cuando t-+o entonces
N(t) N(t)

- i con probabilidad 1

o eguivalentemente N(t) - 1 con probabilidad 1.
t te pu

ii) Se tiene que Su( t<E(S“m”) =E(X;) (14m(t) )= (1+m(t))
SmE > d o e a0
t 1! t teo t 1!

Sea ahora M>0 una constante fija y definase el siguiente proceso.
p 4 si x <M

- n
x"=l ' n=1,2,...
M sl x >M

y sea s—E Xy N(t) = sup[nr's <t] puesto que los tiempos de
i=1
interarrivo del proceso anterior son acotados por M se tiene que
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Py

Sty S SEHM = B(Syyy,) SEHM = (m(t) +1) u,St+M donde

H
u¢=E(§;)={° 1-F(x)dx y m(t)=E(N(t), como X% <x, = N(t)2N(t)
= m(t)zm(t)

asi (m(t)+1)p,<t+M - m(t) < 1+ % &*-1)
t by €

= lim sup m(t) < 1_ para M>0 y como lim p, =[0 1-F(x)dx=u
tvo t Hy

se sigue que lim sup m(t) < 1
) t i

t

to t to o

. 1im sup m(t) € 1 < 1im inf m(t) de donde 1im m(t) = 1
b t t [0
con probabilidad 1

Un resultado importante que serd& de utilidad es la 1llamada
identidad de Wald’s se empieza por considerar la siguiente
definicién sea [X;], , una sucesi6én de v.a. independientes, un
valor entero positivo n de la v.a. N es llamado un tiempo fijo
(de paro) para la sucesiébn Xx,,X,,... si el evento (N=n] es
independiente de X .4, X .o/« ¥V n=1,2,...; intuitivamente se
observan las X durante un tiempo y N denota el tiempo en el
cual se para la observacién.

Ejemplo: Sea X in=1,2,,.. independientes tales que
P(X=0)=P(X =1)=1 n=1,2,... sea N=min{n:x,+x,+...+x =10}

2
se tiene pues que [N=n] =~ XytRyte o o HX =10 Y X+t . o +X <10 1l<n
as% {N=n] no depende de X ,Xs+++ Y POr tanéo N=n es tiempo
fijo.

Relativo a &sto se tiene el siguiente resultado dado a manera de
Teorema 4 (Ecuacidn de Wald’s)

51 %y,%,..+,% .. SON V.a. independientes e idénticamente distrj-
buidas con esperanza finita y si N es un tiempo fijo para

N
X%, +-.. tal gue E(N)<w entonces E(E %;)=E{N]E(x)
fed

1 si N2n
Dem. Considérese Y =
0 sl N<n
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o N [
asi L XnYn)=E Xy, + X XY, la dltima suma de la parte derecha
n=t n=t nektl de la igualdad es 0

N L L
N E:(r§1 Y,) =E(§=1ann) =HE=‘ E(X,)Y,) -Lebesque
=L B(x,)5(%,)

‘Observacién: La Gltima igualdad se sigue del hecho de que
(Y,=0)=(Nsn)

es independiente de X ,X,.,..+ por ser N de tiempo fijo.
N -
E<§1xn>= E(X)Z;'E(Yn)
= E(X)E P(N2n)
n=\

= E(X)E(N)

A continuacién se dan dos importantes resultados que seradn de
utilidad en el tema siguiente.

Para esto considérese las siquientes definiciones.

Definicién 1.

Una v.a. no negativa X se dice que es enrejada si 3 d20 tal que
§s¢P[X=nd]=1 es decir si solo toma valores gue son miltiplos de d

Se define como el periodo de x al mayor nimero d que cumple esta
propiedad. Convenimos en llamar a una funcién de distribucién de
una v.a. x enrejada si X es enrejada.

Definicién 2.
Una funciég h(t), t20 se dice que es directamente Iiiemann Inte~

gravle si L (2! v L in (a)} son finitos y 1 L m (a)

= 1im a ETnn(a) donde ﬁn(a) (m,(a)] es el maximo (minimo) de h
=0 =1 en el intervalo [(n-1)a, naj.
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Es posible probar que una condicién suficiente para que h sea
directamente integrable seglin Riemann es que:

i) h(t)=20 v t20

ii) h(t) es no decreciente

iid) f: h(t)dt < w

Una vez hecho esto se dan sin demostracién (para una demostracién
ver Feller vol. II) los siguientes teoremas.

Teorema 5 (Blackwell’s):
1) Si F no es enrejada entonces m(t+a)-m(t)~ a t-wo y V a>0

il) 8i F es enrejada con periodo d entonces
%Em P{una renovacidn en nd) = @

B

Obsérvese que el inciso (i) nos dice que si F no es enrejada el
nGmero de renovaciones en un intervalo de longitud a es a la
larga a (la longitud del intervalo por la tasa del proceso)

B

Obsérvese ademds que de este teorema se sigue que
1im m{t+a)=-m{t) = 1 = 1im lim m(t+a)-m{t) = 1 suponiendo que es
to a B ad  tew a B
posible intercambiar limites se tiene que limn’/(t) = 1
to B

Precisando se tiene el siguiente.

Teorema 6 ( Clave de Renovacién ):

Si F no es enrejada y h(t) es directamente integrable seygfin
t "

Riemann entonces lim [o h(t-x)dm(x) = } [o h(t)dt

t-
Finalmente considérese un proceso de renovacién con tiempos de
interarribos x,x,... Supéngase ademds que un premio (compensa-
cién) es ganada en el tiempo de la n~&sima renovacién, denotemos
esta compensacidn por Y, obsérvese que Y depende en general de
X, (longitud del intervalo de renovacién). Sin embargo supéngase
que el par (X ,Y,) n=1,2,... son independientes e idénticamente

N(t)
distribuidos y considérese Y(t)=21Y5 entonces Y(t) denota la
ns

compensacién total ganada en el tiempo t. Relativo a é&sto se
tiene el siguiente teorema.
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Teorema 7: Si E(Y,) Y E(X) son finitos entonces con
probabilidad 1

1) y(r)y - E(Y)
too

t E(X)
ii) B(Y(£)) - E(Y)
t e E(X)
Demostracidn:
et
i) como ¥(t) = E Y(n) . N{(t) -+  E(Y) con probabilidad 1
t ™ ON(t) t v E(X)

ya que por la Ley de los Grandes Nmeros

R(t)

‘ y(n) -+ E(Y) y N(t) =~ 1

~ON(E) e t t* E(X)
con probabilidad 1

ii) considérese N(t)+l=n « N(t)=n-1 = RytRpte s 4%, St Y
XytXte . o bx >t asi el evento {N(t)+l=n} depende inicamente de
XytX,+. . 4%y es independiente de X ,,,X,,,,...i Se sigue por tanto

que N(t)+1 es independiente de y,,,, ¥,,,,..-; ¥ asi N(t)+1 es un
tligpo fijo de Yoyt Ynear e+ oi Por consiguiente de la ecuacidn de
Wald'’s

NCt) NCL+t
E(£1Y")= E()n:ﬂyn) = E(Yyeeyn)
= EIN(Y)+1]E(Y) ~E(Yyy) = (ML) +1)E(Y) =ElYy(yy]
» E(Y(t)) tt - imi._i.)_tt +1)E(y) - &é.!..mnl '

Por consiguiente basta probar que Ef¥yl = O
t

tee

Para esto considérese g(t)=E[Y“m,1]. Se sigue gue

g(t)= !0 E[Yy 4y | Xy=x]dF (x) ahora

g(t-x) si xst

E{¥y(ryet | Xy=X] {
E(Y,ix=x) si x>t

t LY
s og(t) = Io g(t-x)dF(x) + It E(Y,:x,=x)dF(x)
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Obsérvese que E(Y,) = !0 E(Y,}x,=x)dF(x)<® y que
h(t) =1/, E(Y,|x=xX)dF(x)<SE(Y,) V t por consiguiente h(t) d 0

se sigue que la solucién para la ecuacidén de renovacién anterior
esta dada por

t
g(t)= h(t)+!o h(t-x)dm(x) del hecho de que 1lim h(t)=0 para €>0
t
arbitrario existe T 3 si t>T = |h(t)|<e por consiguiente

t-T t
tarl s et + ) ineexitango + /) incema tanco
t t t t
S € + me(t=T) + E(Y,) M{t)=m(t=T)
t t t

por el Teorema elemental de Renovacién lg(t)! = _e__ cuando t-w
t E(x)

asi g(t) ~o0
t te

;» del Teorema elemental de Renovacién

E(y(t)) - E(vy)
t e B(x)

Obsérvese que si se conviene en decir que un ciclo es completado
en cada tiempo en que una renovacién ocurre, entonces el teorema
anterior dice que la compensacién promedio (a la larga) del
proceso es igual a la compensacién ganada (esperada) durante un
ciclo entre el tiempo esperado en el ciclo.

B.2 PROCEBO8S DE RENOVACION RECURRENTES Y TRANSITORIOS

Se empieza esta seccién con la siguiente definicién.

Un proceso de renovacién se dice que es recurrente si x <o casi
seguramente para toda n; de otro modo se dice que el proceso es
transitorio. Asi un proceso de renovacién es llamado recurrente
o transitorio segGn F(m)=&£m F(t)=1 o F(w)=1&p F(t)<1.

Precisando un proceso de renovacién es recurrente si y solo si
F(w)=1 en caso contrario es llamado transitorio.
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Sea ahora N(w) = t1~.i°m N(t); se tienen entonces los siguientes

resultados:

Lema 1. Si F(®)=1 = N(x)=w con probabilidad 1.

Dem. Por hipétesis F(w)=1 es decir el [N(t)l t20] es recurrente
por tanto.

5.=X,+...+x <o para casi toda n asi por el Teo. de Convergencia
mondtona extendido N(w)= lim N(t)= supN,= © con probabilidad 1

o

Obsérvese que de el lema anterior se tiene que
m(o)=E(N(»))=1im m(t)= « con probabilidad 1.

L

Lema 2. si F(o)=lim F(t)<1l entonces N(w)<wo con probabilidad 1 y

t~o

m(o)= 1im m(t) < o

te

Dem. como F(x)<l entonces con probabilidad 1~F(w)>0 hay un
intervalo x, de longitud infinita. Asi S, =x,+...+X, <0 y

B =8, =0 om0 @ X, <0, ,,.,X <@ Y X, =} es decir 109 eventos
anteriores son equivalentes.

Por consiguiente P[{x<®,X,<®,...,X, <0 ¥ xk==oo}]=F"“(ca) (1~F(x)).

8i se considera ahora N(w)=1lim N(t)=sup,N, es decir el nimero
(]

total de renovaciones en {0,) se tiene que

PN () =K]=[1-F (@) ] F(w)*"! k=1,2,...

es decir N(w) tiene una distribucidén geométrica.
Asi N(®)<1l con probabilidad 1 y por consiguiente

m(o)=1im E(N(t))=1lim(t) = 1 <o,
te- tee 1-F (o)

Para finalizar esta seccién se da a continuacidn un resultado que
serd de utilidad posteriormente.

Lema 3. Sea x,,X
idénticamente &i
entonces E(N)<w,

.+++. variables aleatorias independientes =
si:ribuidos con E(x,)>0 y N=min{n x,+...+x >0}

Demostracién: como las variables aleatorias x, son independientes
e idénticamente distribuidas se tiene que

PIxS0, X +X,S0, .0 p XybXpbo o X, SO1=P X, S0, X +X ,<0, .., X+...X

n-1= nso]
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n
haciendo Sn=x %,
ja)

P[S,30, 5,20,.., S.$0)=P[S,$S.,, S.$S,.2¢+++ 5,30]
comés (5,50, szso,.':, snsO)"-»"min[ﬁ x',‘+...+xn>“01>n
entonces P[5,50, S,s0,.., S,50]=P[N>n]

L o
asi X P[N>n]= E P{5.$5..4s 5,85, /¢, S,50]
ns0 n=0

- E(N)= L P(S,$5,..1 S,85,.2¢++s S,20]
n=0

Ahora se conviene en que una renovacién tiene lugar en n si 5. <S .
yv 8,35, .+ S5.30. Obsérvese que los tiempos entre renovaciones
sucesivas son independientes e idénticamente distribuidas. Asi
por la ley fuerte de los grandes nimeros y del hecho que §<0
solo finitas veces se tiene que el nGmero total de renovaciones
es finito. Por consiquiente por el (Lema 2 Procesos de
Renovacidén recurrentes y transitorios) el ndimero esperado de
Renovaciones es finito. Por tanto como

P[snssn_, B S,‘SS“_Z, oy SnSO]
n=0

es precisamente el nimero esperado de renovaciones se tiene que
E(N)<x.

B.3 PROCEBOB REGENERATIVOS

Un proceso regenerativo es un proceso estocéstico [x(t)|t20] con
espacios de estados S={0,1,2,..] tal que con probabilidad uno
existe un instante de tiempo T, tal que la continuacién (realiza-
cién) del proceso mis alld de T, es una replica probabilistica
del procesos iniciado en 0.

Obsérvese que de aqui se deduce la existencia de instantes
T,, Ty,... teniendo la misma propiedad que T,. Ademis se tiene que
[6‘, Ty e++T ...] forma un proceso de renovacién en donde los T
son los insfantes donde se dan las renovaciones.

Convenimos en que un ciclo del proceso es completado en cada
instante en que una renovacién ocurre. Finalmente ohsérvese que
un proceso de renovacién es regenerativo y T, representa el
tiempo de la primera renovacién, T, el tiempo de la segunda
renovacién etc.
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5i ahora N, es el tamafio de la cola en el tiempo t de un sistema
de lineas de espera con un sb8lo servidor en donde las llegadas
se dan segln un proceso Poisson y los tiempos de servicio son
independientes e idénticamente distribuidos. Supbngase que se
toma como tiempo origen el instante en que una salida se da en
el sistema (sale un cliente} dejando atr&s exactamente j
clientes, entonces en cada instante de tiempo en que un cliente
sale de el sistema dejando atrdas a j clientes el futuro de N
después de tal tiempo tiene la misma ley de probabilidad que
cuando el proceso inicio en cero.

Respecto a este tipo de procesos se tienen los siquientes teore~
masge

Teorema 8: Si T, tiene una funcién de densidad absolutamente
continua y E(T, )<w entonces

P= lim P{x(t)=j)=Ef{tiempo total en el estado i durante un ciclo}
E{tiempo en un ciclo)
v jao

Demostracién: Sea j&S arbitrario y sea P J(E)=Px(t)= =}} y F la
funcién de distribucién de T, entonces

©
B (t)= [ P(x(t)=3|T,=s)dF(s) de la condicién de T, y por ser un
proceso regenerativo

t
I ,(t—s)dp(s)J P(x(t)=}|T,=s]dF(s)

haciendo q,(t)=[t P(x(t)=}|T,=s)dF(s) se tiene que
P (t)=q1(t)+f P, (t-s)dF(s)
cuya solucién por la proposicién 1 es

t
P,(t)=q,(t>+fo q;(t-s)dn(s)

se sigue del Teo. clave de Renovacién que

1im Pj(t)=L:_g (t)dt
e E(T,)

Observase que por la ley de probabilidad total

P(x(t)=j,T1>t]=fo P(x(t)=},T>t|{T,=s)dF(s)
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=!: P[x(t)=]|T,=s]}dF(s)

=q; (t)
v 1im Pj(t)=f0 Blx(t)=j,T,>t]dt
e E(T,)
1 si x(t)=3 y T>t
definase ahora 2= ‘
0 otro caso

se sigue entonces Io Z(t)dt representa la cantidad de tiempo del
proceso en el estado j durante un ciclo.
asi -

1imP, (t)=EfC Total de tiempo de ceso en j durante un cic
b 4 E(T,)

Supéngase ahora que cuando el proceso esta en el estado j, se
obtiene una tasa de compensacién £(j), j20. Se tiene entonces por
la propiedad regenerativa del proceso un proceso de renovacién
compensado. Con base en esto se tienen los siguientes resultados.

' n .
Proposicidn 2: Si E(I0 f(x,)dt) y E(T,) son finitos entonces con
probabilidad 1

t n
i) tslgg_ - Eiio %ﬁﬁgdg) cuanto t-wo

t n
ii) E.LLO_%L&L‘A&L - %}.«1@1 tewo
1

1]
Demostracién: Puesto que E(I0 £(x,)ds) y E(T,) son finitos y dada
la naturaleza del proceso se tienen que satisfacen las
condiciones del Teorema 7 y por tanto con probabilidad 1.

) ﬁ_:_ctx,ug. « 5y xae toeo

E(T,)
. It T
ii) Ed, ifx Jds) - g(!uEggr }ds) tw0
1
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Obsérvese que la proposicién anterior nos da una expresién a la
larga para la compensacién promedio (esperada) del proceso.

n
Teorema 9: Suponiendo lo mismo que Teorema 7 y si E(lD f(x,)at)
y E(T,) son finitos entonces con probabilidad 1.

. F s
i) ftxs ds :o & ij(])
Ld
t
ii) E! ftxs ds ol )}.:3 Pif£(3)

Demostracién: Basta probar que
o

n
E(!o £(x,)dt)= j):o ij,E(Tl) para esto considérese

n c

Io f(x,)dt= ): £(3) [tiempo total en el estado j durante

J=0 un ciclo]

!n b

E(, f(xs)dt)=E[E £(3) {tiempo total en el estado j durante

J=0 un ciclo]
= Z £(j)E {tiempo total en el estado j durante

J=0 un ciclo]

sabemos que E(tiempo total en el estado j durante un ciclo]
= P;E(T,) (Teo. 1) de donde por la proposicién anterior con
probabihdad 1.

t-o

" o (]
i) ﬁ_ﬁ&l_d_a). - E_io_f_msua =L ERET) =L £(i)P
t E(T,) = TEin,) i=0

n -
ii) E.L].;_feaglg.&l. 2 EJO £(x.)ds) = §0 £(3)p;.

E(T,)

Asl este teorema dice que a la larga (t~®) la compensacién
promedic (esperada) del proceso es igual a la tasa media de
compensacién con respecto a la distribucién limite.

Finalmente se prueba que P, representa (a la larga) la proporcién
de tiempo que el proceso esta en el estado j. Con esta finalidad
se prueba el siguiente:
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Corolario. Si T, tiene una densidad absolutamente continua y
E(T,) <= entonces

1im [Tiempo total en el estado j durante [0,t]] = P; con probabi-
t

te lidad 1.
VY j=20
Demostracidn:
1 si x=j
considérese f(x) ={
0 si x#)

t
Se tiene entonces que fof(xdds es el tiempo total del proceso
en j durante (0,t)

t
Asi por el teorema anterior fo f(x)ds -~ P,
t

to

APENDICE C

C.1 DENOBTRACION DE LA FORMULA L=AW

Con la finalidad de que la presente demostracién sea lo mas clara
y natural posible se analiza un sistema bdsico de colas; se
considera un sdlo servidor llegadas segln un proceso de
renovacién no enrejado y tiempos de servicios independientes e
idénticamente distribuidos. Es conveniente aclarar que 1la
demostraciédn no depende de el particular modelo analizado y asi
la demostracién permanece sin cambios para un modelo de colas
arbitrario que contenga puntos de regeneracién y tales que la
longitud media del ciclo sea finita.

Teorema:

Sea A= 1 entonces L=Aw
E(xg

Dem. Supéngase que un cliente llega a un sistema de servicio con
un solo servidor de acuerdo con un proceso de renovacidn no
enrejado, cuando un cliente llega es inmediatamente atendido si
el servidor esta desocupado y espera en la cola si el servidor
esta ocupado, se supone también que los tiempos de servicio de
los clientes son independientes e idénticamente distribuidos y
gue las llegadas también se dan de manera independiente.
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Sean X,,%,,..., los tiempos de interarribos entre los clieptes;
-y sean Y,,Y,,..., los tiempos de servicio de clientes sucesivos.
supdngase que

E(Y,) <E(X,) <0 (1)

Supdngase ademds que el primer cliente llega en el tiempo 0 y sea
T, el tiempo siguiente en el cual un cliente llega y encuentra al
servidor desocupado, se sigue entonces que T, es un punto de
regeneracidn para el proceso [n(t)ltZO] donde n(t)=numero de
clientes en el sistema en el tiempo t. Convenimos en llamar a un
perfodo "ocupado" si el servidor esta ocupado y "desocupado" si
el servidor esta desocupado.

Obsérvese que de lo anterior se sigque que el proceso
{probabilisticamente) es el mismo en el inicic de cada periodo
de ocupacién.

Se afirma que si E(Yy,)<E(X,)<» entonces la longitud esperada de
cada ciclo regenerativo es finita,

Sin perdida de generalidad supongamos que el tiempo hasta que el
siguiente cliente llega es mayor que el tiempo de servicio de
cliente inicial, es decir x,>y,, se sigue entonces que el perfodo

de ocupacién finalizara en y, y la longitud del ciclo
regenerativo es X,. Generalizando

Sea N=min{x +X,+*...+X >¥+y,+. ..ty } (2)

entonces el periodo de ocupacién finalizara en Y,+...+Y¥, y el
ciclo regenerativo serd de longitud T=X,+X,+...+X,

Ya que O<E(Y,)<E(X,) por el Lema (3) se tiene que E(N)<w» como N
es un tiempo fijo (de paro) y E(N)<» de la identidad de Wald’s

E(§1Xi)=E(‘I‘,)=E(X,)E(N)<ao (3)

Asi la longitud esperada del ciclo regenerativo es finita.

Ahora por el Teo. (8) se tiene que Pf=%£p P{n(t)=3] existe.

T
1
y como E(f0 n(s)ds)<o y E(T,)<o de la proposicién (2) se tiene

t 1
: ! ! 1
i) ts ds ol E n(s)ds con probabilidad 1

E(T,)
(37)

T
- E(fn n(s)ds) con probahilidad 1

™ E(Ty)

ft
ii) E(/ 4 n(s)ds)
t

Obsérvese que las ecuaciones anteriores son expresiones limites
para el nlimero promedio de clientes en el sistenma.
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Si ahora se denota por L el limite de el nimero promedio
(esperado) de clientes en el sistema entonces por (3’) se tiene
que

t t
L=1im 10 ni{s)ds =lim E('{u n(s)ds) (4)
de donde por (3) y unicidad del limite)
T
L= g([a’n(g)dg) - E(F,,' n(sids) . _1 (5)
E(T,) E(N) E(x,)

Sea ahora W, n=1,2,... la cantidad de tiempo que el n-ésimo
cliente espera en el sistema es decir el tiempo de espera del n-
ésimo cliente. Como N=min{nl x,+X,+...+% >y, +y,+...+y,} entonces N
representa el numero total de clientes servidos en un ciclo
regerativo. Asi w,tW,t...+W, Yy W tWyot. . otw,, tienen la misma
distribucién, donde N, representa al numero de clientes servidos
en el segundo ciclo.

Si ahora se considera el tiempo total de espera de los clientes
del n-ésimo ciclo como un factor de compensacién para el ciclo
del Teorema 7

N
% E(X_: wy)
1) L w, » _* con probabilidad 1
op ™ E(N)
" (6)
e E(E wy)
ii) E(E L izt con probabilidad 1
sl TR e E(N)

Si se denota por w el limite del tiempo promedio (esperado) de
espera del cliente de (6) se tiene que :

n n
w=11im E W = lim E(E M)
e sl n o me i=1 n

n (7
E(E wy) )
w = f=1
E(N)

N
Ty
ahora E WfJo n(s)ds ya que ambos representan el tiempo total de
=1 horas de espera en un ciclo.

Asi combinando 5 y 7
L =A.w
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