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INTRODUCCIÓN 

Sea X un espacio de Banach. Una base de Schauder de X es una 
sucesión { x¡} ~ 1 e X tal que para ca.da x E X, existe una única 

sucesión de escalares {a¡} ~1 tal que 

(X) . . ,., . 

. :e = E a¡~.:i . . , 

.• . i=I 

Una sucesión {x;}::¡ e X que es base del subespaciocerr~do por ella 
generado [xi]~¡' es llamada una succsion brísiéa. ,,, 

Sea {~;}:¡ ~,\',un~ sú~~~ió~, básica ei1'X 't~.~a ~ada1~ E N, la 

funcional liueal x;, en [x¡J~ 1 definida como x~ (x):: a,,' si i ='}2 a¡.v¡, es 
·. ' :"-'._ : ·._-··.· .. - - -·. . . ·.· _-.- ·. ·.-"' .< ··: -... '. •=l 

continua.·. La suc<'!sión {xi} ~ 1 ·es llamada la;sucesión ·de los· coeficientes 
funcionaÚs dsoCiadós.a .{x;}':,1 y resulta ser una·:sucesión básica en 
([x;J:1r· · · · · · 

' Por Ía coí~sideración de una sucesión básica. que no sea una base de 
X, es natural .plantearse el siguiente problérúa '¡:írescntaclo por Réther-
ford [7]: ' ·. · · · 

. . ' ', : 

.·Sea· { x¡} :i ,.la sucesión de los coeficientes funcionales asociados a 
una sucesión básica { x;} ~1 C X . ¿Existe una sucesión b1isica de e.r­
tcnsiones de Hahn-Banach de los coeficientes funcionales {xi}~ 1 ?; es 
decir; ¿existe una sucesión básica{!¡}~¡ ex· tal que f¡ 1 [:c;J:, =a:¡ 
Y llf;ll = llx¡ll, pam loda i EN? 

En [3], J.R. Holub responde ele manera negativa esta pregunta. Más 
aún, bajo la hipótesis que codim([x;]~ 1 ) = 1, da condiciones necesarias 
y suficientes para la existeucia de dicha sucesión básica de extensiones 
de Hahu-Banach. Usando este resultado, demuestra que si {.r¡}~ 1 es 
una sucesión básica en X acotada y tal que codim([.v;]~ 1 ) = l, entonces 
existe una norma en X, equivalente a la original, tal que la sucesión 
de coeficientes funcionales { x¡} ¡,:;1 tienen una sucesión b1isica de exten­
siones de llahn-Banar:h. Prueba también que si la sucesión bitsica c•s 
equivaleute a la base canónica {e;} ~ 1 de c0 (el espacio de las sucesiones 
de escalares que corrvergen a O), entonces para cualquier uonna en .\', 
equivalente a la original, cxistP una sucPsión básica de extensiones de 
Hahn-Banach de los coeficientes fu11do11ales {:z:¡}~ 1 , no importarrdo, 
en este caso, la codimcnsic)11 de [.v;)~ 1 • Finalmente, dem11c.•st.ra qui• si 
la sucesió11 básica {;r¡}~ 1 l'st.á acotada, 110 es quivalentc a {r·¡}~ 1 y 
codim([x;J;,:;,) = 1, entonces existe una uornra en X, equivak•11te a la 
original, para la cual no t•xistc 1111a sucesión b¡ísica de extc11sio11es de 
Hahn-Ba11ach de {.1:¡}:1• Holub dt•ja abierto el problema para c11a11do 
la codimensión de [.r;J: 1 es arbitraria. 



INTRODUCCIÓN 

Sea X un espacio de Banach. Una base de Schauder de X es una 
sucesión {x¡}:

1 
e X talque para cada x E X,· existe uria única 

sucesión de escalares {a¡} : 1 tal que 

., 00 ·' . : 

x. = "'·a·x· ·; L..J. 1 •·." 
i=1 

Una sucesión .{x¡}~ 1 CXque es base del subespacio cerrado por ella 
generado [i¡)~pes llamáda u11a sÍ1cesió1i básica. · . .· .. 

S~~J;}dj····~fi\;,l~'~~.~ri~i§~bá~i~F~~t :e~~~.c7da1~ EN, la 
funcional lineal x;. en [x¡):¡ definida como x;. ( x) :: a.; si x :: .L: a¡x;, es 

- . . . - · .. - . ·-- -:- :· . ,,· ~'..'. '_ - ·<·· ~-:·· ··': . _,..- - ,_--- ¡,' :,..··.,': ', . . - 1=1 

continua; La sucesióil {xn:1ieS lla1r1.ada'la'succsión ~clos coefidcntcs 
funcionales asociados a {x.¡}:1 y.;resulta ser un~;sycesión .. básica en 

([x1J:1r· · 

Por la considerncióndeuna sucesión' básica qu~nosea u11a base de 
X, es natural plá:ntearse'el siguidnte'¡)l'obleriia''j)re~'ei1titdb por Rether-
ford [7]: · . · · · · · 

Sea.{x¡}:1 .la sucesión delos Coeficientes'¡uncionales aso~iados a 
mia sucesión básica { x¡} : 1 C X . ¿Existe una. sucesión básica de CJ'­

tensiones de Hahn-Banach de los coeficientes funcionales {x¡}:1 ?,· es 
decfr, ¿existe una sucesión bdsica {/;}:! ex· tal que f¡ 1 [x;J:, =a:¡ 
Y llfdl = llxill• parn toda i EN? 

En [3], J.R. Holub responde de manera negativa esta pregunta. Más 
aún, bajo la hipótesis que codim([x;J:,) = 1, da condiciones necesarias 
y suficientes para la existencia de dicha sucesión básica de extensiones 
de Hahn-Banach . Usando este resultado, demuestra que si {.ri}:, 1•s 
una sucesión básica en X acotada y tal que codim([:r¡): 1 ) = 1, entonces 
existe una norma en X, equivalente a la. original, t.al qne la sucesión 
de coeficientes funcionales {xi}: 1 tienen una sucesión básica de exten­
siones de llahn-Ba11arh. Prueba también que si la sucesión básica es 
equivale11te a la base canó11ica { c¡}:1 di' c0 (el espacio de las sucesiones 
de escalares que co11vergen a O), e11tonccs para cualquier norma en .\', 
equivalente a la original, existe una sucesió11 biisica de extensiones de 
Hahn-Ba11ach de los coeficientes fu11cio11ales {a:;}:1 , no i111port.a11do, 
en este caso, la codimcnsián de [x¡): 1• Finalmente, dem11est.ra. q1ll' si 
la sucesión básica {.r¡}~ 1 está acot.acla, 110 es quivalente a {c¡}~ 1 y 
codim.([x;]: 1) = 1, entonces existe u11a 11or111a en );", eq11ivale11te a la 
original, para. la cual no existe una sucesión b¡isica de cxtensio1ws dl' 
Hahn-Banach de {.1:;} ~ 1 . Hol11h deja abierto t•I problema para rna11do 
la rodimensión ele [.r;J:1 es arbitraria. 



En esta tesis se hace una exposición ·monográfica de los resultados 
antes mellciornidos yse logra generalizarlos para cuando codim([x¡)~ 1 ) = 
n, co11:_ricE-J\:l:·:. :.~---'7-~~:.·_.. .. " ·1.· 

Así, ~l trab~j~~~tá dividido en tres capítulos¡ e~ el f~on.rec<?rclados 
alg~nos de los coñc~pt~s y"'re~ultados básicos del 'aíi'álisis foncional, _de 
éstos s~ dk'sú~ p\.íi~bas cuando son cortas, teniéndose comó excepción 
la de Jii. propÓsieiÓi1 69: N_o se incluye; y son da~os por coi1ocidos, los 
teoremas' de Hahn~Banach, la función abierta, la, gráfiéa cerrada y el 
acotamfonto uniformé, mismos que son usados libremente a lo largo del 
trabajo¡ en el'capít~lo 2 se presenta, incluyendo ~odos laspruebas, la 
parte de la t~cirí~:d~ bases en espacios de Banach Íiécesafiá ·para llegar 
a la exposición, en el capítulo 3, de los resultados principales de la 
tesis. · · 

El1 r~lación a: las generalizaciones de los reslutados que aparecen en 
[3], se debe señalar: que las demostraciones correspondientes son del 
todo siníilares a las dadas por Holub para cuando la codimcnsión de 
(x¡J~ 1 es iguala L Por otra parte, el teorema 80 fue probado por él 
en [4], pero.la prueba que damos aquí es más sencilla. Por otra parte, 
se sabe que los resultados son ciertos en un caso más general. a saber. 
cuando [x¡]~ 1 está complementado en X. Esto último fue demostrado 
por Yu y Xin-Tai [13], pero no se usó su artículo pues éste está escrito 
en chino y fue,_ de hecho, imposible conseguir un ejemplar del mismo. 

Para la realiza~ión de.este trabajo tuve el apoyo de una beca otor­
gada por la Direccióli General de Asuntcis del Personal Acadénúco, a 
propuesta del Instituto.el~ Matemáticas de esta universidad. Agradezco 
a ambos ese apoyo y doy, también las gracias al Instituto por todas las 
facilidades que ine ha·brindado en el trancurso de mis estudios. 



NOTACIÓN 

rR El campo de los números reales. 
C El campo de los números complejos. 
9 lRó c. 

3 

Q El subconjunto de los número racionales, cuando 9 = rR, o el subcon­
junto de números complejos con partes reales e imaginarias racionales, 
cuando 9 =C. 
N El conjunto de los números naturales. 
A La cerradura de un conjunto A en un espacio normado. 
A7 La cerradura de un conjunto A en la topología r. 

Si f: X-+ Y y x E X, la imagen de x bajo J la denotaremos por 
f (x) o bien (f,x). 

Si X es un espacio vectorial y {x.\}ÁEA C X, donde A es un con­
junto arbitrario de índices, entonces (:r:Á) ÁEA será el conjunto de combi­
naciones lineales finitas de elementos de {:r:Á}ÁEA' y, como es usual, lo 
llamaremos el subespacio generado por {xÁheA' Si X es además un es­
pacio normado, entonces a la cerradura de (:r:Á) ÁEA la denotaremos por 
(xÁbeA y la llamaremos el subespacio cerrado generado por {x,1heA' 

• Para un espacio normado (X, 11·11), x0 E X y e> O, definimos 

Bx (xo,e) = {x E X: llx - xoll <e} 
Bx [xo,e] = {x E X: llx - xoll Se} 
Sx (xo, e)= {x E X": llx - xoll =e}. 

Cuando la referencia al· esp~cio ·X.· resulte innecesaria, escribiremos 
B, (xo), B, [xo] y 8, (xo) en lugar de Bx (xo,e), Bx [xo,e] y Sx (xo,e) 
respectivamente. · .. · .. · · · · · 



Capítulo 1 

Preliminares 

En este capítulo presentamos las definiciones y los resultados básicos 
que necesitaremos a lo largo de la tesis. Con el fiu de no extender 
demasiado el trabajo, se incluyó sólo lo que consideramos más impor­
tante. Remitimos al lector a (8] para obtener una información más 
detallada. 

1.1 Espacios de Banach. Espacios 
duales. 

Definición 1 Sra X un espa<"io veclorial sobl'r. el campo <;)° y sea 11 · ll : 
X -> lR una 1101"ma en X. Decimos que (.X, ll·J/) es un e~pacio de 
Banach si X es r:omplelo con respcclo a la métrica indurida por la 
llOl'll!ll IJ·JI, 

Cuando sea claro cual es la norma que se está utilizando, hablaremos 
simplemente del espacio de Banach X, en lugar de escribir (X, IJ·IJ). 

Sabemos que~ con su norma usual <~s uu espacio de Banach, dondP 
él mismo funge como campo de escalares. l~ste será un hcclio quc 
usaremos constantemente, sin hacer hincapié en ello. 

Definición 2 Sean X y )"' dos rsµarios de 1wmuulos. 13 (X. V) de-
110/a a la colección de /orlas las lra11sfor111acio11cs (opcmdorcs} li11ralc.­
y con/i1111.as de X en Y. B (.\', ~) es llamado el dual normado df X !I 



6 Preliminares 

se le denota por (X, 11·11)* o, simplemente, x•. Los elementos de x· 
son llamados funcionales lineales continuos;: 

' ' ¡ 

Sea Yun ~ubespacio d~ ~11 esp¡cio:nor~~cló'x. Al cociente X/Y 
lo proveemos de. la siguienteseniinorma< :.\.'>:' · · 

don do l•J•donota ¡,J~;~~~.s~~r~¡,~~¡f f I<Lo.· '"'ººoo' 
11·11 ·es un~•norína e~;x/v,;;,Cúan<lÓ,'i;?s.·.Únsubesp~do cerrado de un 
espacio'deB~nach ·~, ()(/Y, ll·llfes;un·espacio de'Bána'ch.' 

ir denotardd//iom~~~~fisfu~(~áiió~i~~·d~X ~n.:X/Yi que a: cada 
x e X le á's;éia'súcla~<e1lX/'(.~) ·~: ., .. ': 

~·~~::b,!;~·~{_<1~ ;:•Ii;;;;~·}~·~"~'j¿~~'t"''''"'" JO X ' 

ML ={!E X~ :f(f) ~fOfaa~Ü'ti'dat~·'J\Í}. 
i.j¡ = {x e X :f (x),= o.pa.ro. tod~f,e\Nh 

es llamado el anulador de Ú 1.~~,:~I ;r;~nul~dor de N. 

Proposición 4 Si X y M soncorno en fa definició~ ahterior, entonces 
;- . '. '-;-_ _:,: 

i. (Mt) .-::: Ñ/· -

Proposición 5 Sea X 'Ün es;~cfa de'.)~n~~h.~ ~ea V un subespacio 
cerrado de X. Entonces ' · • ' 

:- :.;;,,~ . .-;¡~·; 

i) 

ii) 

v· es isornétricam,~11t~JS~n1~~fo a'>i~¡vi.'.1Jíá la isometri'á 

a(f) ==[J] i;d~ij,1{1.~s ·s.11~l.quie.1::ix,ie1!si6n conlinúa de f 
a X y [!] '~s lf c(á~e}e~f:eíi X~ ívi.:: ·•· .. ·.· .··· ·· 
(X/vr'CS ÍSométn'crÚÍ1c11le;isoT'rlorfola VL l!ÍU la iSOlllCfl'(a 
r(y•) ~y* 0°ii?"_,, ···•·· .. ,··.·.e······.· ' 

,.'.:~:·\ . :.·<·:~:L, 
Proposición 6< Seall•'xi)}Y~d~-s~spaéios no/'1nados y sea T : X --. }·· 
un operad~~ lin¿a!J' Lhs ·:~ig1¡i~1iÚs afirr:Tiai:iones son eq11ivale11les: ·· 

,'i '·': · ,· ,.··;·-· ' "';.':·;· -.. · r ·;,«; ··~'· · 

iJ re·rs cx,;yi.i . ... .· 
ii) Existe K;>.O tal'q11C··llT(x)ll ·$ /\' llxll para toda ;1: E X. 

iii) sup {llT (x')ll : ;r E X; llxll $ 1} < =· 
·'•- ,r., . ··:·: " . ·. . _-. ' ·' 
. ' : . -. 

Por es~a propiedad, l~s elementos' de B (X,}') son también llamados 
opemdo1~s lineales arolndos. · 



Preliminares 7 

Proposición 7 Sean X y Y dos espacios de normados y sea T E 
B(X,Y).Entonces · ' ' · 

min {le.~ O: llT(x)ll ~'I<llxllVx EX} 

= sup {JJT,(x)ÍI :~E X, tt~'ll $ Ü>::sup {ÍJT (~)JI : x E X, JJxll = 1} 

. ··=·~~~1~u~~?:1~~u-E?f,:.~~:o} ·.· .. · · 
Proposición:8 Sean,~-·y·Y'dó.~'espa~i~s'1!01;iiwdós'. La Junc/ón 11·11: 

B (X' Y) e,· ~~0i~~i*fl~1f ii;; ~~;t::f¡riu O>Ji •. 
es una 11oriniz';n;;I3(x,Y¡'i N!~l~;fri}(B(X;·Yf;'Jl:ll) ~1~n;spacio.de 
Banach si y sólo si Y es un espacio deBanách; \Asl¡,(X,11·11)* es un 
espaciodeBanáchpárotodo·espacio 1íímnado;X,1J la·~iormaen x· se 

'dice que és la i1idilcida por la no~ma 'cm X'. .' 'p• 7¡ · · >' ' 

··Al dual de (X, 11·11)* lo denotaremos J~o~ x!.~ .· P~r l~ dicl1~ antes, 
x·· es un espacio de Banach. · . ·.· ..•. · :·.,, .:., . 

Cada elemento X E X deten~ina.un elem~i1t~ X E x··, el c'ual 
queda definido por la siguiente regla 

x(f) = f (x) paratodaf Ex·. 

Resulta que 

Jlxll = sup {Jx (J)J : 11!11 $ 1, f E X*} =; llxll. 
Así, la tiansformación lineal X --} x; llamada la imnersióii canóniCa de 
X en x··, es una isometría. Con Xde¡1otaren1osa láimagende•X 

, según esta inmersión. ' . ·.·. · · .·· 

Definición 9 Dos no1·1.na~ 11·11 y llJ:Jll ~n u,n e~/l~~io vectori~l X s.e dice 
que son equivalentes (y .ésci·ibireÍflO.f 11·11 "' llJ·JllJ, si 'existen m, M. > O 
tales qÍle · · . · · . . 

<'. ·'; 

Proposición 10' ~en (X, 11·11) un espacio de IJn;id~h y sea 111·111 una 
norma eqilivaleiite a 11·11 ~ . Entonces las. normas i11d.ucidas en x· por 
estas dos normas son equivalentes. · 
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DEMOSTRACIÓN 

Existe a > O tal ,que 111~111 :::; o llxll para toda x E X. 
Entonces para cualquier f Ex·, sucede que 

.11/11.'7.s~p{lf,(x)l.:llxll :5 I} 
:::; sup ilÍ (;)I :'Hlxl!i~:i;aJ~ sup 'ÚI(a;)I: lllxlll :::; iJ 
· ·:; 'ds'J? {¡f (~)i ·F111·;1u '$;íJ #·¿·11Ln11 '. 

·," ,. :_:.,:;:,_-"-.. S·':·--:.~.i.:~,,·,.::·F.·1·<·,;:,.; .;-~---: _:·'.-:_,;: ... :: "' . 

De manerá siriulars.e d~fi{J~stf~ C)i.t~ eid~te,a :> O tal que 

Plll!Íll'.~ul}11! Ú ;i~a;~o~<l.~. f.~.x. ;.> ó 
. "i;' - . - "·. ,_ . , ~:; -·' ".,, . -

·Los e~pa~ios'~g;~·aaj~s6i/J~{·.t'/~¿¡;%%•¿'~'1;r·d~l~s.espacios .. local-
mente conv~xos/1ffque·~;~ti:;~éz'i:6~~tituyen·~~a;.~lase espé~ial .de los 
llamados esp'aciO,s vect'~ri~Íés"topol6gi~~~.'h . ·' :, . ·,. . . ., 

:..'/ .·~--:-¿'.;.:).':¡:;,; ~ .. -,;;· it~~--:\~::; ;::;: ,.,__ :.'r~-· ~'..-7 · ·-

Definicióni1:.'.)1lp~nga(ii()s'fqu~CXTePm'es/iaci~ ~¿ct'!iri~l ·sobre.~ y 
sea T una: tópología'e1fX Se dié'e qu((X,Tf és i.úi espacio \;ectorial 

topológic~;si 1a·~um:a'1:; ''i:(x,y)·P:x~Y · 

(A,x) +Ax 

son funcioneic~'.;¡tin~~~' ciimldo Ím X x X y en S} x X se co11sidcm11 
las topologz'as pÍ'odu;;to.'> •ié ; ·· · · · 

. "';~· .,'.·~o; 

.si X es u~ 1 es~acio ~ectorial topológico y Uei ilna base local de O, 
entonces 

Ur0 = {xo +V: V E U} 
. ·.· ''.·,•... '•. ' . : ..... ., ." ".·.'-

es una base local de Xo para cualquier Xo E X. Se dicé.que Ún; espacio 
vectorial topológico es localmente convexo si tiene una báselocal deO 
formada pÓr conjuntos convexos (algu11os autores también '~xig~n que• · 
X sea un espáCio de Hausdorff). ·•. • · · , , , 

Sea (X; r) un espacio vectorial topológico. Con (X, r)" se'dénot<mÍ 
a la colección de todas las funcionales lineales y cÓntinúas 'rt~s¡iecto a· 
la topología r. ' · · · · · · 

Definición 12 Sea X un espacio normado y \!un subcspaci~ del drwl 
(X, 11·11)". Definimos a u(X, V) como/atopolog(a más débil en X c11trr 
aquellas· para las que cada elemento en· V c., co11tinúo. 
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Se sigue inmedi~tamente qu!'l u (X, V) es más débil que la topología 
inducida por la nb"rm~ énX: 'Sea F(V) la colección de todos los sub­
conjuntos de V finitos y distintos del 0. Para e >O Y p = {Ji, ... , fn} 
en F (V), definimos · 

. B;.,,,:::'{:Z:~e j: IJ¡ (x)I <e, i = 1, .. ., n} . 
. · ,.; <'- :.:· .-..:t_~=: ;_á~_'.'-... ::1~.·'.'.-

La colecci<Ín :,: ' .· / ' ,\· '· 

.···- .; :{J;.~,.: ¡:)E F (V) y e> o} 

es una base loc~J'd¿·~.·p~;aia topología. u(X, V). Í\ esta topología se 
le llarna fo. topológ{á'aébile1i;XJ9e11eradapo1· V; ycon'ella Xes. un 
espacio localmente co~v~xo.: (X, V) es de Hausdorff para u (X, V) si V 
separa puntosdex:· · .... · . .• · ...• ·· .. · ,._ · º· .. 

. .. Podenios ref~rirnos a un c~ncepto o· propiedád topoÍ.ógica en> X 
e~ relaCÍó1i'a la: topología de la norma o a una tÓpólogí~ débil. Ei1 
eisegundo de los casos haremos aparecer la expresión u.(X, V). Así 
péir éj~mplo·, aparec~rán exprésicÍnes t'al~s éonÍo un u (X, V):púí1t~ de 
acumulación, la u (X, V)-cerradura de úl1 c¿nju1ito,.'ctc. · · 

De singular importancia es el heclio sig~fent¿: . 

(X, u (X, V))* = V, 

entendiéndose que la igualdad es entre conjuntos, y no encierra ninguna 
información topológica, de hecho, en (X, u (X, \l)r no hemos .definido 
topología alguna. . ' ·. 

Para un espacio normado reservaremos la notación X• para referir-
nos a (X, 11·11)*, y lo mismo haremos para X .. y (X•, 11·11)'. · 

Como caso particular, se tiene la topología débil u (X, X~), a la clue 
se le suele llamar la topología w en X. Por lo anterior, (.X, w)" =X~. 
También tenemos las siguientes propiedades para w: 

Si ;I C X es convexo, entonces A coincide con la w-cerradura de 
A, y por tanto, si V C X es un subespacio, entonces V es cerrado si y 
sólo si V es w-ccrrado. 

Es usual denotara u (x•,x) simplemente con u(X",X), y referirse 

a ella como la topología w• en X•. Por lo dicho antes, (X•,w•)* =X. 
Para esta t.opología tenemos los dos siguientes resultados 

Teorema 13 ·(Alaoglu) Sea X un espacio de Banach. La bola uni­
taT"ia de (X-; ll·ID es 'f'-compacta. 

Proposición 14 Si X es un espacio de Banach y V es un subespacio 

de x·, cnt~nres ( .1.v).L = 17w'. . 
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1.2 Pares lineales. Teorema de las 
bipolares. 

Definición 15 Sean X y Y dos espacios vectoriales sobre el campo 
~. Decimos que X y Y forman un par lineal si existe una funcional 
bi/ineal f3 : X x Y -+ ~. En este caso hablamos del par lineal (X,}") 
para la forma (3. Sean A e X y B e Y. Las polares de A y B se 
definen como 

Aº~' {y e Y: lf3(x;~)I·~ i' par~ toda~ E A} 

y como 

0 B':: {x E X: IP(~, 1J)I :!; 1 para toda y E B}. 
' ' . .' >; '; ... ' - ~ • 

. .. ·_.:..,. '' : .· ... ·: ·.\ ·:·: 

Cuando te;Iemos:un' .. p~r lin~al (X, Y) para la forma (3 podemos 
definir las topologíá's débilésú (X, Y) en X y u (Y, X) en Y, que tienen como bases lÓc~lés dél Ó a' · . . . 

{{xe.X,:if3(x,y;)l<e:}:y,, ... ¡¡,.EY, nEN, t:>O} 

y 
{{yEY:lf3(x;,y)I <e:}: x¡, ... x,, e Y, n'e N, e:'>o} 
'-,;;, : . . . · .. · '· ."· ."·,' 

respéctiva1nei1te, La definición de u (X, Y) tiene''co'mo cél.so ¡)articular 
a ladada para u (X, V) cuando X es un espáci,o, normado; V ex·, y 
se considera la fuiicional bilineal f3 (x, J) =¡ (x ): . . .. 

' ·' - - . :-'-

Prc>posición 16 Sea (X, Y) un par li1ieal ¡/amia Jolin~l31J .sea Ac 
X. Entonces Aº es balanceado, convexo ¡)O- (l" ~Y)::: cerrad~, 

. .;_-<.'.'. 

DEMOSTRACIÓN 

Es fácil ver que Aº es balanceado yconve~o. ··Sea y0 E 
A 0 u(Y,A;>, Sean e > ó y X E A; E~istc Y·E Y; con 1/3 (x, y)I 
< e:, tal que Yo+ y E Aº,~ por tanto · 

l~(x,y~)i:;, 1~d.v~'+v -y)I 

:::; lf3 (x, Yo+Y)i"+ lf3 (;,, y)J < 1+ e. 

Como t: es arbitraria, cni'onces 

if3(:r.,voll :::;_1; 

y esto vale para cualquier :e E A, por tanto ¡¡0 E Aº. O 
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Debido a que X y Y juegan papeles simétri~os, tenemos el siguiente 

Corolario 17 Sea (X, Y) un padinea/pa~a laforma f3 y seaB cY. 
Entonces ºB es balanceado, convexo y'u (X;Y)-cerrado. 

;: _.·.: ,'j ,·, ·.'' ' ' - ! .· 

Teorema 18 (Teorema de las bip~la~es) Sea (X, Y) un/parJfoea/ 
para la forma f3 y sean A ex. yB c·.Y.'1f1~tonces º (Aº).es. el m{nimo 
conjunto balanceado, convexo y O- (X,,Y)'7-c~rrado que C.ónti~ne a A y 
(º B)º es el mínimo conju11to bala1~~~ado1~ co.nvexo y u (Y, X) -cérrado 
que contiene a B. ' . · ·· '" · · ' · 

Corolario 19 Sea (X, Y)u1/p~r l~~ie~l para la forma f3. Si A C X es 
balanceado y convexo, ento.ncés '" ,, 

0 (Aº)=Sicr(X,l'J., 

De igual fo1ma, siB c'JCes'bal~nccado y convexo, entonces 

(º B)º = ¡y(l',X). 

Señalamos que las proposiciones 4 y 14 son un caso particular de 
este corolario. 

1.3 La característica de un subes­
pacio. 

En esta sección recordamos la definición de la caractenstica de un sub­
espacio V de x· y demostramos algunas desigualdades, mismas que nos 
ayudarán a demostrar más adelante algunas isometrías entre espacios 
de Banach. 

Definición 20 Sea X un espacio de Banach y sea \! un subespacio de 
x•. La caracterís.tica cleY. es el máximo. núniero r (V) tal que la bola 
cen'ada unitaria de, V es w~~densd enla·bola cerrada de radior (V), 
con centro enO, de' X•.·-; . - . - - · .. - --· ·., . 

Es claro q~e· o}~ ( vy$'1. 
Proposición 21 &a X. un_ dspd~i~ ~leBa1idbli, con m~; de uudcme11/o 
y sea V u1isúbesp_acio deX~'con cáract~l1si¡cd'1·(V); Entóuces 

' . ,' l ··_.· ......•...• : ·•··•· < ..•...•. · .. ·· · .. -..• 
r (V)=. ll. IÍ =.• inf. sup. lf .. (.x)I =! •.• jnf 11.X + Fl.1., " , sup. x :····xeX•¡ev ... ·' ;xeX,Jlxll=J· • · 

· xEEx · · · ll•ll:=.'11111::;1 revJ. : . 

donde L:x = Bx [O, l]cr(X,VJ, ~ d:nde convenimos que ;t, =O. 
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DEMOSTRACIÓN 

Sa~emos qu~ (X, V) es un par linealpara la funcional bi­
lineal ,B(x,f) = f (x). Así pues, aplicando el corolario 19 
se tiene 

·· ···•· ·.·.. ~¡x,v¡< ~ · .... · · · º 
E X = {X E' X : 11X11 :5 '1} ; ·',', ::: ' ( {X E, X : 11X11 :5 1 } ) ' 

donde llxllv = llill'll: Po{t~nto , " · .. ·. 

. , <~; ~i {iEi_-'.:Hxllv.~IJ. 
Saberiio~it~rhbiéíi'~ti~'(x·jx,) ~~-u·~· par iineal para la fun' 

. cional bHineal 'Y cf, x) ='= f(:i:), .y de nÚevó ~l corolario 19 
implica que ·· · · · · , · · ·· · · · · · · · -
. .:: ; ·;. ;,~;:. ;,;.:.'_:. <· .. -·.>~¡; )·:: ~ .. ::( .. : -''.~:\:-.::.:·:,,._: _ ;~_ ;, ~ ;··!~ .. >_~~--:e.;··:_: .. -,. ·. -; '~ ·. ;'·: 

{JE\/: 11111 :51} ·~-u~e~·,;: lf(ii:)I $ (siJxllv :5 I}. 

Sea 

' s ~ sup llxli =:sup {llxll: {~:x'f uxl/~ ~ l} . _.· 
· > .,' xEEx; .. :,'.;,· ;/;: .·,::.' .) .. :;,_ .· ; .. ,:J,\f; :'i1'':·:• f'. · 

Supo~gamos q~e r (V) =' O .. ~~~a i~d·¡ l >:·o existe 

f E X•. tal que 11111 < t y f f {f EY,: llJll.:5 1 }~·. O 
sea, IJ(xa)I > 1 para alguna.xciEX;,_talque llx~ll 1, :5. J. 
Entonces, t llxall > 1 y, po~ tantO, s >'.f. Así, s ~ oo y se 
cumple que r (V)=;. · ' · .. •;_'.-.·.· ·;'. •::, '.:.:· > 

. Supongamos que 1· (V) >.O: ·A5/1~~1.ii~_s;.qúe S :5 •!~l, 
pues en caso contrario existe Xo ,E X t<iique.: llx'allv :5 1 y 
r(h < llxall· El teorema de ~ah~~~<tIÍac~:nos asegura que 
existe fo E X· tal que llfoll =) ffo (xo) '= llxoll· Luego 
entonces tenemos ··· ... --.. ,.".-;.-, .... ,.,._ ,-.; -

lr(V)fo(xo)l;,,;~(V) ffxoll > 1, 

y por tanto, 
. . -'. -~ :_ :. --~· ,:"·. ,:,··-. :.:·. :' ":; ., ,·· .. ·. " 

r(V)fo(i~)E{JE V: 11111 :5 l}w·, 
. ; .. ···. :': ._... . . 

no obstante qul!llr,(1-'.'Í ¡¿U,= r (V). Por nuestra definición, 
1· (V) :5 ~· Por otra 'parte; es claro que s 2: l. Sea JE x· 
tal que 11111 < ~ y sé~....E _É X tal qüe llxlll' ::; l. Entonces 

IJ (x)I :5 llJll · llxll ::; 1. 
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Es decir, 

{ f E X* : 11!11 < ; } e {f E V: llJU :5 1} w'. 

De Ja definición de r (V) obtenemos 

: L~ r(V). · .. 
" S.r :,-. ~: .:; > --,<:'·1 ·~-: i ~ .·.-

Así, hemos probado en g~ne~~I que 

. r (~) ~·'~u;11;;xll', . 

. xeEv :· 

La igualdad· · ,'·· , .. · · 

• inf. ~up. lf ( x)¡ .=i·· •. , inf.·. ·• llx +Fil 
xEX JEV : · · .. . :xEX,flxll=I .. 

. ll•ll=•11111s1"' •;e .. ,.,,, Fev.t.. " ' 

se sigue ele c¡uiU:CiiJ' =;= .:, '.' irif Hlx +Fii, de acuerdo a la . i '.; \~ ;ixe;~~"'lf=L .• · ·: , .. , . . 
proposición5, y.de ciue,llillv = infsup lf (x)I, debido a la 

. ·•··· .• .. . .• :rEX·¡ev 
' . ;, ·'" .· ;; .;. ;.·, ;.· ..... ll•ll=.111111si . 
definición de llxllíi· · · · 

Finalrnen'te;· · · 

. f 1 
----- IJl -
sup llxll - xex,x;to llxll' 
xeEi · · ll•llvs1 

tanfo cuando• sup'dlxlles finito, co~o cuando es infinito. 
xEEx 

Es sencillo verificar las sigui en tes igualdades: 

inf -
1
- - inf ll=~llv - inf llxll 

xeX,x;to llxll - xeX,x;o!O llxll - xEX V ' 
ll•llvS• ll•llvSt 11•11=• 

ele donde 
l --- = inf sup l/(x)j. O 

SUp llxll xEX /EV 
:rEl::x ll•ll=•11111si 

1.4 Operadores compactos 

13 

Existe una clase de operadores muy importante: los operadores com­
pactos. Estos han sido ampliamente estudiados. Aquí sólo presentamos 
una variante de un resultado clásico de los operadores compactos: la 
Alternativa de Fredholm, que nos servirá para demostrar uno de los 
teoremas centrales de esta tesis. 
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Definición 22 Sean X y Y dos espacios de Banach y sea T E B (X, Y). 
Sea 

'B~Bx[0,'1]. 
Decimos que T. es compacto si T.(B) 'es':relativamente compacto, es 
decir, si T ( B) es compa~to;'.•;:. · "' ;,.:, 

Todo operad~·r.cori ~angcí de dim~iisfoil'finita es compacto. 
,:.~, >.~!.: i:::~1i .. ; rEt·., -i;A.:~ ~~;~<·A~·~i ~·A~~:: A~~', '.~~~~.'i>A>?y.::'ff·'·_,: ~-; 

Definición 23 Seán X~,\y'.Y 'dos• éspációs de no1-mados y sea T E 
B(X, Y) .DéjÚliinos ~1 adjuritodJTco~o el Óperado1·T· E B (Y*, X•) 
tal que P?'m e~~~ ~"..E:X~; ; : ,~ .•. 

. '. ·.• L7:~ (y~) = ~· o T. 

Seti~~~:~J~'ll#ll :~ llTll'( Como es de esperarse, la compacidad de 
un operaaor Ja cómpa~te su adjúnto. De hecho, tenemos la siguiente 

' ~'. ,·' .~'; ~-, .,. e • . r 

Propo!licióh',2~·s¿a;¡: X' y Y dos. espacios de Banach y sea T E 
B(X, Y)'; 7''Eiit0~c~s T es un operador compacto si y sólo sir· es 
compacto. ·. 

· P.rop~sldón 25 (Alternativa de Fredholm) Sean X y Y dos espa­
cios de Banach y sea T E L (X, Y) un opemdol' compacto. Sea ,\ E ~. 
con,\ =/=O. Si,\/ - T es inyectivo, entonces es supmyectivo. 

1.5 Algunos resultados técnicos. 

Para finalizar este capítulo, citamos algunos resultados que nos ayu­
darán más adelante. 

Proposición 26 Sea X un espacio de Banach y sean Y y Z dos sub-
espacios cerrados de X tales que · 

Y n Z ={O}. 

Una condición necesaria y suficiente para que la suma dir~cta Y 63 Z 
sea un subespacio cerrado, es que exista ti> O tal que. lly - zll ~ {j para 
todas y E Y y z E Z, con llYll = l y lfxll =)., · . . 

Proposición 27 Sea X un espacio de. Banach y 11'1 y N do~~ subespa-
cios cerrados de X tales que . . . 

Definamos lllxlll =: llmll + 11;2¡¡ .~ix ~ m +n; con m E M ¡¡ n E N. 
Entonces 111·111 es una 1w1·n1ci é11 X equivalente a 11:11. 
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Proposición 28 Sea X un espacio de Banach y sean /1, ... ,Jn y f 
funcionales lineales en X. Sea . . . 

N ={x E X 1 f¡ (x) =:=.O para. toda_i= l, ""'.'.~}, 
Las siguientes afil·11ú1ciones son equivaleiíte's: · . 

· y: ;' .~ " :r.' ·~ ;-: -'..'.,<; 

iJ /Ex,(st.e?;:ZCc~W/~~;~·.·~df¡~.:~:.tales. que 

iiJ iExiste,Y<.Oó•íd1.;,V.e¡iara tóda.x i:·X, 
. ,( SdlffD}.J<1~¡~~Jlfi(x)I:· 

. iii) f (x) ":=O para toda x EN,• 

ProposiciÓ.i ·. 29 ; (Ei; H~Ü~r ~ea"Í'uie;~·a~i~·~e Banach. ·.Sean 1 2'. O 
yfi, ... ,fnEX~ .. Dadoiai';.;.;C.·,. E~ yé>O, existe x. E X tal que 
para cada .i = 1, ..... 1i"se tiérw que' · · 

/¡ (x.)= et¡ • 

y 

llx.11 :51 +e 
si y sólo sipam cualesquiera (3¡, ... , f3n ,E q se tiene que 
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Capítulo 2 

Bases en espacios de Banach. 

En !'Ste capítulo darnos las definiciones y resultados cl;'isicos dula t1•01·ía 
de h11s<•s de Sclra11der en espacios de Batradr, 111is111os que 11os serviní.11 
para. apoyar ol 11111lm'ial qtr<~ presenf,anws cu d capítulo 3, parte 1·c11t.rnl 
de <'sta tesis. . 

Rn lo q1w si,r¡ur:,- a 111.ciios que sp, indiqur. lo. mntmrio, X ,,rrá ·1m es­
pacio df' flmtal'h dr,dimcilsirínÍnfinita .~Óbrc <;}, r:q1Úpado r·on fo 1/Ór11111 
11·11· ·· · · s, ·- rh ·· '- · .. • ... -. 

Sea {:cd:, 
m¡u ival<\i1tiis:·: 

~iii1i;:,; i;•s cond icio/ies •son 

i) 

ii) 

·.:·t.~; "' \· 

'X< ' . .·:·,:.:· '.¿~ .' .);,:( .<~~··_ .. ::~.:-< :-:::-~:_ ;::~ '---:~,~-~ ·-~J-::_--: .. 
_E Ílj:r.; := O implirn·q(le· a.¡= O pim1.: toila•i. EN: 
'~•I/>. .:.= .. --:\·o6·\. ::;._::· <-~; ·:·. ·,. ->- -~·':-__ \-;: .::<< .. -.> ,;(J' _:: .. 
• ¿;·n;.r;:=.·•E li;x; implkaq1i<? 11¡ = b,- p<indodai E'N,· :ii 
i=I < !·:, _:.,:. i=l''·. --. ~: é ':-_~--:· . ·•·· ::·· ::_:.,, -'·· ..• ...:._·-·_,-'.--· • · · • 

a111bas SPrics CUllVCl',l?;Cll. - '"" ·'-' 

Cua11do alguna de estas coruliduncs se c11111pln, <'ill.Í;111'.1•s :i:¡ oJ _O para 
todai.E:N. 

A 1.oda s11cesi<'i11 q11P salisl'aec i) SP le su<d<• lla111ar w-li11rnl11wn/1· 
i11dr¡w11dic11lr:. 

2.1 Bases y resultados básicos. 

Definición 30 lhw .~1wcsión { x¡} ~ 1 rn X '"' lla111111la 1111<1 hasl' dP 

Ji 
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Schauder de X, o simplemente una base de X, si para cada .e E X 
existe una única sucesión de escalares {a¡} : 1 tal que 

00 

x = L:a¡x¡. 
i=I 

Una .sucesión {x;}:1 ·en X que .sea ~ase de [x¡]:1• es.llamada una 

sucesión básica> '. ..,:(> . ·• 1:, . > . ~· '> 

~;'1;~:.~;¡!t~·,~~i'.;iij~,E-@~;~11·~1~~~~~tl·;~~~·- º' 
hecho, si X. pos~.\111ª b;tse; digamos {xi}:;, enton~é~ x·es separable, 

pues el conjürito' nt,tmefable}• <· < ··.·•··. > · .·•· · ·•·• .. '. ''( : C' . · . 

. {~a¡x;iá;~4, (~ l, .. .,n,,n ~N} 
es denso en X. Por tanto, un espacio de Banach. que no sea separa­
ble, por ejemplo 1!00

, no puede tener una base. Así pues,. es· natural 
preguntarse: ¿todo espacio de Banach separable posee una base? Esta 
pregunta, conocida como el problema de la base, fue resuelta· en forma 
negativa por P.-Enflo [2]. En contraste con esto, cualquiér espacio de 
Banach posee una sucesión básica (teorema 51). · 

En cualquier espacio de Banach con base es' posible 'definir üna 
norma equivalente a la original y con respecto a la cual diver~os. re­
sultados son enunciados. · Procedemos a definir dicha norn1a en un 
contexto un poco más general. , , .. _-< ·:_:\.~: 

Sea {x¡}:1 una sucesión en X w-linealment~ indep~ndielite. Sea 
.~ ··- '.'.' . ·~ ·.. _. 
. .. - . 

Y = { x E X : x =: i~ ~¡x¡ para :una ( úni~~) suéesión 

,•de escalaresJad:1l '. . 
··:·:r 

.--y.·.;;: . ' 

·· .. Tffi~lll ~~ur·jjt~¡x¡11·. 
: ~;~: .. _::.·:,:. ~·;::·.>ne~·'.~ i=:1 · ·· 1 ..• 

Es trivial comprobar~ue/v'~s'~n,,sube~paciode X y que 111:111 es una 
norma en Y que.'satisfáce1 · · · · · 

.· .. ,;.-· :· 

.; UYÍl.~· 11 IYlll 
:;; :'.··.~ -···"' ,. .... 

para t.oda y E Y; 
.. .. " . ~." '· ' ,,. ' 

:·. ···;,. . : ·~,: .:.:.. '··-, . . 

Notamos quesi {x¡J:!'es u11a base de X, entonces Y= X y, en este 
caso, 111·111 está definida para todo x E X. ·· 
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Lema 31 Sean X, {x¡}:,1 y Y como antes. Si {y¡}:1 es una sucesión 

de Cauchy en (Y, 111·111), co;i y,. = f a,.,¡x¡, enfonces para cada i E N /~ 
,· 1=1 :• . .. ._· 

,:- :_- - _,-OQ ·:·. - . 

sucesión de esca/ares {a~:d::"=t COT!Verge, .AfaS aún, ¡:; a¡X¡ convfrge en 
'.,' _: - . -~-~--,:··,;_:·: ,::~--:.·:. //· ·<:':-::·-._~,-. -.. -~t·- ":. 

(X, 11·11), donde a;= lftn á,.,;; y {yi}:,1 converge a .°E a;x; én (Y, 111·111); 
. ,n·- ... ~~.;¡_'.~-:;~·-,::i- -\·.:··. . >:. i=l , .. , ,. 

es decir, (Y, 111·111) es completo(' .. •. ' 

DEMOSTRACIÓN 

Eñ vista:~? q·¿e'# :~s ~b1riplet0, hal!ta probar que {a,.,;} ::°=i 

es de ·cauchy•para,toda' i E N; para obtener ·Ja primera 
afümacióll;<'/ .,., "• ····•·•·· · ·• .,.; · · ·... . · 

··Haremos ind~cci6n'sobr~·i~'!S~ae >o.<ExiJteN e N 
tal que para Cualesquiera 7i', m > N, sJcede que ·.··. . 

o lo: que es lo ~i~1n¿; . 

•.s~~1·1'±.(.a,.,¡ - Um,i) x¡.,.,· .. ·.<.e llx11!, 
reN i=l .. , . 

en particulársir~ 1, 

la,.,1 7'" am,; 1 • llx1U == !i(a,.,¡ -¿ am,I )x, 11 <e llx111, 

por tanto, 

fau,1 - ~m,t 1 < ~' · 
es decir, {a ... i};:, es de Cauchy. Supongamos que las suce­
siones {a,,,¡} ;:1 son de Ca u ch y para toda i < k, con k E N. 
Existe N E N para la que n, m > N implica 

o lo que es lo mismo, 

sup 11~· (a . - a· :) x·ll < e llxkll .. - L...J n,1 . . _m,1 . 1 9 , 
rEN i=l · .. · c. -

en particular si :¡. = k, 

¡l'É,(a . _a :) x'll < €: llxkll 
i=J ~,'' -::~''-- 1 

---- =-2 ' 
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por tanto, 

/an,k - am,k/ • l/xkl/ = ll(an,k - am,k)xkl/ 

< <il~• 11+ 11:~: (an,i - am,i) X¡ll 
, ... '., k-1 • , 
~ .•11~•11,+ J: /cín,i ;-- am,;/• l/x;ll, 
, • , .•' .,:, i"'.1: ;·. é , , ·, , , 

o lo que es lo misinO,' •.··'· 

así pues,· siNk ·.;;,,••ínax{N1 , Ni;;.:)Nk~1,N}; ent~nces para 
cualesquiera 1i, ;i :>· iVk ten~;no~ ciüé. ..· ·· 

~: ;~,~i:t1.~~,~~~{i~.¡'.;li~,~it~~eda rcobada 

· .. Ya. qu~://;;l/.¡:5\11/x/llp~rii'-t¿da.·x':,E -x> fYn};:,· ~s 
también UÍ\a suc~siÓÍl ;de. (Jauchy''pa~á l¡¡, I~o;nia 11·1/, :Y'. por 
tantó converge en (X; ll·ll)a im elerneritó y E X;.Se probará 

-, ._ .. ·o:»,·.::'::·:: ;·::·,<<-:i:-, ·:-.. :~ .· .. ··" ~\:--.. ·¿_,,,_, .. _,_.-, .. , . ... . . -. . -
que y,= E a;i;, donde; 

: _i=t . ·.:/-.;·~:-·-_,_-;:"' ·:: 

'a¡ ~JL~:~·~;i .: , -~ ~~~a·j_~~fii.E·N: . 

Sea ~ > o. Existe Ni É N:tal qll'~ si n;;.wl' ent~nces 
.·· ··,... : . , e .·•.·· 

l/yn·:~ Yll'.< ¡· · 

Existe N2 E N tal que paril. c~alesqui~ra 1i., m > · N2, sllccde 
que 

' . . ' . . ' 

sup lltan;¡x¡,~tam,iX¡ll =
0

11/Yn..:. Yml// < ¡, 
reN 1=! ; .•· i=l · .. '. ·' 

al tomarellín~ite en la ~xpresiónanterior, cuando in-> oo, 
se tiene , , ,. ' ,• 

(2.1) 
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Así, 

11 t an,iXi .:.... t a¡x¡ll ::; ~ para toda r E N y n > N2. 
•=1 ~=1 . : 

Sean> max (N1 , N 2 ). :De la desigualdad 

.. .·.. ·. . ' ·... .·.·1·1Y~. f~¡.-,i¡I . .J . . 

· i=I · · .· · · 

::; llY-.~.n.' 11+ .. •11Yn1:7/Éa,;};;¡11•.-f: .. 1.t an,iXi - .t a¡x¡ll 
. -·· ·- :-. -- t=l -- t-1 : 1-l 

se sigue 
. . . -

llY -;ta;x¡11/~ lly,¡ ~.ti a,,,;xill +~ 'para toda 1· EN. 

Así, para toda· 1· suficien teinente grande 

Concluimos que 
oo: 

y =:·L}a;x¡ . 
. i=l 

Por la definición :de Y se tiene qtte y E}' y por (2J) con­
cluimos qu{y~··~onv.erge a y en(Y, 111·111). o 

·-~;- .. :-·-'. 

Pr.oposición32'§e'1::{x¡}~1 unl! base.de'X. 
con respecto a láiíor1na 111·111> . 

Proposidón 33 tLas.norTll~s ll·ll':YIÚ·lll son equivalentes: 
<'--·· : 

,, ·'·'; -

DEMOS;~ACIÓ~ 
;,1,· '"(L-. 

Es es una consecuencia inmédiata..de lapn;pcisición 32, del 
teoreina de la función abierta y del hecho .de qu~ llJ:ll :5 
lllxlll para toda x E X. O · · ' · 

21 

Sean X y Y dos espacios ele Banach. Si.T: X -¿ Y es un isomor­
fismo lineal, entonces { x;} : 1 es hase ele X si y .sólo si {T ( x¡)} : 1 es 
una base de Y. Así, {x¡}~1 es una base de (X, 11·11) si y sólo. si {:r¡}~ 1 
es base de (X, 111·111). 
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Definición 34 Sea {x¡}i:1 una ha.se de X. Para cada n EN definimos 
Pn : X -+ X como - . 

Pn (x)7 1\(-f.~i~:i)·:;=;= t a¡x;, 
. , . ·.: (' •=t -, .. ,·. '2"/:~ ··=· 

y la /lamamos la n-~sima ~roye~ción' á¡~ciada a {x;}f:1. 

ProposiCióll 35 Sea {x;}f:?una b~s~· de X.·. Las proyecciones asoci­
adas a la base {x¡}l:1' so,n opemdoreSlineales acolados y la/es que 

. . 

. sup llP,.11 ~·oo .. ··· 
nEN_. · _· 

DEMOSTRACIÓN 

Es claro que para cadan E N,· Pn es lineal. Para toda 
x EX y para toda 1?. E Nsucede que. IJPn(x)ll ::; JllxllJ y, 
por la prop;)~¡ci6ri 33; saberTlos que existe d > o tal qtie 
JJJxJll ::; a Jlxll 1 porétanto _ · 

JIP,;(x)IJ :5n JlxlJ. 

Así, Pn está acotad.a Y. 

¡¡up·JJP~IJ'.5 a<~. o 
neN · · · 

Definición 36 Sea {xi} 1:1 · w1~ba~e de X. La constante básica /( de 
fa base {X¡} 1:1 Se defiÍ!c; como:,· 

/( :;sup lJPnll · 
.·neN. 

Una base cuya constante básica es J ·es llamada una base monóto11a. -

Observaciones 37 El valor de la constante básica no sóló depende 
de la sucesión sino también de la ·norma en X, ya que la norma para 
las proyecciones es la inducida por la norma considcmda en X. As1~ 
al lomar una norma equivalente, el valor de la <~011sllllite básica p11cdc 
variar. 
Sea {x¡}:1 una base de X, con constante básica/(. Entonces IJP11 (.1: )/J ::; 
IJJxJIJ :5 /( JlxlJ para toda x E X y n EN. . 
La constante básica de cualquier base siempre será mayor o igual q11c 
1, pues ,/Jl~ IJP11 (x)I/ = 1 para cualquier x E X, con JlxlJ = 1. 
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Lema 38 Sea {x¡}:1 una base de X. Una condición necesaria y su­
ficiente para que la base {x;}:1 sea monótona es que para cualquier 
sucesión de escalares {a¡} :1' la sucesión 

{11 n 11}"" LªiXi 
i=l n=l 

sea no decreciente. 

DEMOSTRACIÓN 

Supongamos que· 1a base· { x¡} :; es monótóna y que. existe 
una colección de escaJ.ar~s {a;}i~tf, con no EN, tal que 

no+! 
Sea x' = L: a¡x¡ y sea 

i=l -· .. 
;·' ·,_· ,,·_ ,-:·'10'+1 _. .. -'. 

x = n:'ll = tr u::ux¡. 
Entonces llx 11 ;,, I_, y _esdaro _<¡ue 

//~ ll:;Hx;j/ >/j~~\,:;llx;ll, 
es decir, 

· JIPno (x)IJ > JIPn0 +1 (x)ll =.llxll = 1, 

lo que implica que llPn0 ll > 1, lo qu~ contradlceel hecho de 
que la constante básica es l. ·.·· ...••... · · · 

Inversamente, si x = f a¡x¡ es t~l ~ue llxJI = 1 y n E N, 
i=l . 

entonces 

llPn (x)ll $ llPm (x)JI para. cualquier m > n, 

ya que la sucesión 

-{//ta¡~¡/I}"" 
·: i=t· n~t 

es no decreciente. Tomando el frmite cuando in --. oo obten-
emos 

llPn (x)ll $ l. -· 
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Así, 

Finalmente, como n E N es arbitraria, concluimos que 

sup llPnl/ $l. 
neN_-

Por lo señalado en 37, se tiene 
_'.' ~ - .:. . ' 

sup llPnl/ ;:: l. 
•, neN :: __ 

,,, ;< 

Así, la ~~nstante básica'es_L o .... _;. 

La siguiente proposición nos indica que dada ]na base en un espacio 
de Banach X, es posible siempre definir una non a para la cual la base 
es monótona. 

' . . 
Proposición 39 Sea {x;}:1 una base de X. P rala norma 111·11/, la 
base {x;}: 1_e/1!1onótpña. 

_-.- ;, 

DEMOS~RAÓ1'6~ 
- . ;·. -... ; ·i·\·-~:::~-, ;_-::\:-.... ·).;. ·~~~:> :::)_-_ -_.:_<;i:,.\r: ~¡-,.. < 

. Es claro que pará;cualquier· sucesión 
sucedeºé¡Ue I~ súcésión);jt _; -

'..{:lllE a;:t;lll}"" 
~ i= 1 '·. :.~- . -~~=1 

· es no d~cieci~nt¡, liJ6? t~nto el lema 38 n s asegura que 
{ x¡} ~1 és 'lnonótcina: /o ·. 

' -, - ' '-: . /~. :• }fl;;) .; : -_. 
Definición 40 Uiia súcesión ~ásica { x;} ~1 en X es acotada si existe11 
m, M >O talés q~e·- t;: r< .--- ' :• ' ... - -

para toda i EN. 

Decimos que {x;}:'1' es n~rmalizada ~i llx;ll = 1 para toda i EN. 
' •' 1 - ' 

Dada una base {x;}:1 de X y una sucesión <e escala~es {Á;}~P 
con A¡ #- O para toda i E N, se tiene que {A¡x¡ :,1 es una báse de 
X, así, una base siempre puede substituirse por u 1abase acotada,.de 
hecho, normalizada. · -

Como ya mencionamos, la proposición 39 nos a.egura qlle si {x;}:1 
es una base de X, entonces podremos encontrar un n'orma equivalente 
tal que la base { x¡} : 1 es monótona. Si la base e. acotada, algo más 
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puede obtenerse. En efecto, si {x;}:,1 es una base acotada, entonces 
podemos definir 111·111': X:---+~ como_ 

--_l_l __ lx __ -IU' ='.11·1·f a;~,,,,,, =su.?-
1
:
1
. 1

11 
llf:a_;x;ll · 

, :: ·~ i=l: neN X11 i=l 

Es sencillo ver,úsandb_q~e {x;}:,1 es una base acotada, que 111·111' es 
una norma equivalente a 111·111, y por tanto a la original. Para 111'.lll', 
la has~ {x~}:1 n'o sólo'esmonótona, sino que también es normalizada. 
Así pués,\ tenemós · ra siguiente 

ProposiciÓn 41 Si {x¡}:1 es una base acotada de X, entonces existe 
una n<Jrriíi/equivalente a la original tal que la base {x¡}:1 es monótona 
y nÓrmalizáda. 

Cuando {x;}:1 es sólo una sucesión básica en X, t,odo lo dicho 
tiene sentido a condición de sustituir a X por [x¡J:1 • , 

Existe un criterio, que será de gran utilidad, para saber cuándo una 
sucesión en un espacio de Banach es una base. 

Teorema 42 Sea {x¡}:1 una sucesión en X. Entonces {x¡}:1 es una 
base de X si y sólo si se cumplen las siguientes il'es condiciones: 

i) X¡ f. O para toda i E N. 
ii) Existe /( > O tal que para cualquier sucesión de escalares 

{a;}:1. y para cualesquiera n,m EN, con n < m, 

11.ti a¡:c¡ll 5 }( 11¡~ a¡x¡ll · 
iii) [x,J:

1 
=X: -

DEMOSTRACIÓN 

Suponga;Jios que {x¡}:1 es una base de X con constante 
básica/(• Es claroque i) y iii) se satisfacen. Por 37; 11 lxlll 5 
/( llxll para toda 'x. E X; así, si {a¡}:1 es una sucesión 
arbitraria de escalare~, entonces para cualesquiera n, m E 
N l con n < ni, ;ucéde que -

.:, '-:-· · . .'.! 

-llf a;x;,,-~_::,,-,É~;x;lll s i·l-lf: ~/x;lll 5 /(llf: a¡x¡¡¡, ·=···· ·.'.: . ",- i=J. ·.·:_ i.::1 '· .. ; ; i.::1 

lo que clemu~st~a queÚ) también~é ~~tisf~c~:. -_-
_En. cuant,o __ a]a ~uficiellcia,_ob.s.er,v~rrios,,·q~e i) y ii) im­

plican que {x;}:1 es ~-liiíealini:nte)ncl'é¡)endiente. Por el 
lema 31 sabe!nos q'iie' ' · '" ---- · ' · -

Y ~{x E Xi x;, .D ~;x¡ para una(única) sucesión 
'•=1 ·. .· -, ' ·: ._,. . 

de· escalares {a¡} : 1} · 
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es 111·111-completo. Mostraremos, usando ii}, que 11·11 ,.., 
111·111 en Y, y por tanto, Y es cerrado en X. 

Sabemos que llYll :5 lllYlll para toda y E Y. Por otra 

parte, si y E Y y y '.;, E a¡x¡, entonces ii) implica 
·. i=l. 

para toda n EN, 

y, por tanto, 

sup lit a¡x¡/I :5 K //t ~¡X¡,,., 
neN •=t •=t, , ··'. 

o lo que es lo mismo, 
. . 

lllYlll :5 /( llYll; 

es decir, 111·111y11·11 son equivalentesen Y. Por consiguiente, 
(Y, 11'.li) es completo y, por tanto, cerrad¡), en X. Como es 
claro que (x¡)i:1• cY, s~ sigue de\ii) qúe X = Y. Así, 
{x¡}:,1 ~s un~ base de X. · · · · 

Corolario ··43 'Seá {:iií}i:1.-Üna su~e~i6nJen/X'.'~E11tonces. {x;}~1 ·es 
una siú:ésión bíísicá de X si y,sóló"si'se:'cumpleié las: siguientes dos 
condiciónesi · · ·-· ·' . " . . ' 

i) x; ,¡,o pa~a toÚ /e N. . · . . 
ii} Existe K > O tal que para cualquier sucesión de escalares 

{a¡}~ 1 y para cualesquiera n,m EN, con n < m, 

lliti a¡x¡ll $ /( "¡~ a¡x¡ll. 

2.2 Ejemplos de bases. 

En esta sección damos algunos ejemplos de espacios de Bauach que 
poseen base. 

Ejemplo 44 Los vectores unitarios e1 = ( 1, O, O, ... ), e2 = (O, 1, O, ... ), ... 
forman una base para el espacio de Banach .· · 

Co = {{an}~=t : lanl-> O, n-> oo}, 

equipado con la ;_arma de/supremo, es decir, ll{an}:=tll "".sup lanl· 
• - ·-·.- '· -- • · · neN 
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Ejemplo 45 Losvectoresunitariose1 = (l,O,O, ... ),e2=(O,1,0, ... ), ... 
f arman una base para el espacio de Ba.nach ' 

f.P = {{an}::°:1 : E lanl~·< OO.'.:}. ·<con 1 $ P < oo, n=I .. · · 

equipados con la norma\1~~~,l.;1 11r={~1 idniP,) ~ · 
. ._::._;~. " ' 'r'' -. ' . . _·::_"'-~~>;;·. 

•'. __ ,, .. _, __ < ', ._,. ,_ ;, '' _ 1 ·~· '':. - •• :. - ·:'· 

· c = {{an}:f:~1 ;:;{a.n}:=1['.es'.convergente}, 

equipado con la· ~º•~~.~-11\~,~~?:'l¡•:~!~~·ltS·'.'.~e hecho,~i .ªn 
entonces 

Ejemplo 47 \El Sistema 'de ~iá';.,, ~j~"d~d¡o, 1], J ::; p < oo. Para 
cada n EN, d~jlnimos aj,; ep; ([O;)]) c~mo sigue: 

- " .... -...... ; 

'J¡ (t) =·1, 

.· ·. .,,.,{ ,, 'ifa· . s; te f 1!::1. 21-1 ~ 
- ._V~~ _1 2•+1 , 2-'•+t , 

f2k+t (t) = · ... ::..,..¡;¡¡ si t E ~i+!, 2;~, , 

. , · · O . · en cualquier otro caso. 

donde l = 1, 2, : .. , 2k y k =O, 1, 2, .... A la sucesión Un}~=t se le llama 
el sistema de Haar: · · 

,.· '. •. ,; .. • •... · . /z ·. ·. • . ,, ·. . . ,, l~·.··.···········.1~·.···. ·~·· .. P-··· 

·> .·.•. > < •, • .• :. :, '. ·.·~ .. ·I ,· ·· .. ·· 1 
... ·~·. - .. · -

. . .- •. ·.· < .. ·_· .. 

Is '1 'ª 
1 

. ¡ ·I ~ . ·• 
-2 - -2 ·2 ·2 
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En la figura 1 veinos cual es el comportamiento de dichas funciones. 
Sean a 1 < a 2 < ... < ª•-1 los puntos de discontinuidad de las 

funciones /1, /2, :;., fr y sean ao ,,;, O y O'r = l. Si O'k < t < O'k+J • con 
k =O, 1, .. ;, r - 1, entonces para cualquier r E [O, 1), sucede que 

y así 

donde. r + I = 2ni +z, c'?11.1. s l::; 2"'..TS~a o·::; k Sr yak< .t < a:,.w 
Si .k i'i-I y k ~ j¡ enton~esf,;+1 (t)::: O y por hipótesis de inducción 
tenem?sque.·., .. :,·;~•: .. 1! · ·· · · 

~f¡ (t){¡(;) =.~fo (~){r~ if~;{ ª~+11-n~ i si t ªk < T < ªk+1 • 

s; k ~j ~I, ,,,.;;;;,J.+' (t) ',d ~::.r,J~:~~ ~;d, Ó .;.,, < T 

~_( " , 

1.+~(t) fr+: ... úr·;~.·{~ .0~.-~;:.):L.~.•.L7.; ;~k~:2. , . '.. · . . · · SI T·< O'k O O'k+2 < T. 

Por hipótes,is, de. indúcción tenemos que · 

tJ¡ (t)f¡ (r)2·.{;ª~+;-a~·= 2.m 
i=I ·.. · Q 

y así 

si ak < T < l'.\'k+2' 
si T < (i.k Ó O'k+2 < T 

si. Ok < T < Ok+Ji 
si ªk+i<. r,<ok+2 , 

si T < ak Ó ºk+2 < T. 
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Análogamente si k = j se obtiene lo deseado.· 
Considerando lo anterior, dadaf E LP (O, l); para cada i EN defi­

nimos a a¡ E ~ como 

1 

a¡= j f (r)f;(r)dr 
o . ,'• 

y para cada n EN definimos a Pn : LP (O, 1)-+ LP (O, 1) como 

n . 

P,. (!) = E ad;; . 
i=l - "' 

Es sencillo checar que Pn es lineal 'para toda n E N. Mas.aún, sean 
n EN y ao, ... an como antes. Sio~ < t <ak:+:í(con k =O, 1, ... , n - 1, 
entonces por lo anterior tenemós"qué·:_• 

· ,:-,-· · '·· r.· . '.f' ·: .. ~--·.-;; 1• 

· .(~n·u>; t)_ ~.(~a¡~¡;·tJ'.==~~iS~.(lr, c[/f;(r)ar) J¡ (t) 
. ~·[ (f(r) t~~·1;(~~f;}r)}~r;·~ :f .. ~:!~~ª• dr (2.2) 

. = - 1-· ._. ",,"[.¡ ( r) dr 
" ªA:+l "'.'"~k- ,''ak. -' ,~-~ --- -- · ' 

y por tanto 

Usando la desigualdad d~' Holcle~ ~bi·e~~~o~ qu~ 
~·; ·: q,c··· ' . ._,,; ,·~ 

IT/(r )~{'.s'1;-;H~i1•C• ··~· lf(r)I' d' 

para toda k =O, 1, : .. ,n,::; 1, y por tadto · 

1 ·, '· . . . . .· 1 

j l(Pn (!), t)IPdt $/IJ (r)IP dr, 
o . o 
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es decir, llP,. (J)llp $. llJllP' y como f E LP (O, l] fue arbitraria, entonces 
tenemos que 

es decir; P,. es c~ri'tinuá para t~da n E N. 
De lo anterior, si { bÍ} :¡ es ima sucesión de escalares arbitraria y si 

n,m EN, c~n'n < m;·éntonces' . . . ".,' - ~ . ,, -;., - - ' -. 

' ' · 11~bt~ 11:J,11 ~~\(~',b¡~9 ll"~ 11~ b~f¡ 11 ·. ' 
·-- ,.:- \., -- .. . . 

. Jim. llP~ (/)~'f 11.~ O, 
. n-oo - - :::-·_ : ~;i .-: .. ·-.e· >.<.-... J_· 

es decir,. (!;):1 es d~n~o.·~I1 CCfO, lJj)~~·bi~~;~a!>idoque C ((O, l]) es 
denso en LP [O, l], Ji.or tél.I1to.téri,eiü,ós qüe,.(J;):; esdenso ·en LP [O, l] y 
asÍ el teorema 42 nos aSegtÍr~ qllelJf¡}~l~·.~S IÚ1:(t base ..... ·· .. ·' .. ·•.· .. 

. ,'. ·.:, ·r.';;:.--+'::'.·:·.·'~'·?·"~''-!+.~--,~~:'·1.-.. :,.:,:·>:-~J·i_:··:-,._~";'i<!<·'.•~.:<,/: _,: .:.,. : . __ :·. 
Las· bases qÜé llan isido descritas. hasta ahora ·so.o• monófonas, . es 

decir' tienen' constantebásic~ igilal. ~) .)~~~sen'tárnos ahora u~ ejemplo 
de una base no mon'óto~'ii.J•<''f·F";'' ') :~ '\ .... . ·. < · · 
Ejemplo 48 Para l~/i!eft~'imos x1 ~ íe1/~~ =á~h::e~,'.Y :C11 :: ~tei+ 
e,. para toda n ~ 3, donde O<.•).,'$_ 1 y {e;}:(es la base canónica de 
l'. ' . ' ,. •, 

Esta base, a diferencia 'de todas las anteriores, tiene una constante 
básica igual a 2 + Í. 

2.3 Sucesiones básicas. 

Proposición 49 Sea {x;J:, una sucesión básica en X tal que (x;J:, 
es de codimensión r + 1, con r EN. Sean x_., ... , xo E X tales que 

X = [x_., ... , xo] EB (x;J:1 • 

Entonces {x;}:_. es una base de X. 

Lema 50 Sea Y un subespacio de X de dimensión finita. Sea e: > O. 
Entonces existe x E ~/c,on llxll;'.=,1, t,al.qúe llYll $. (1+ e:) llY + >..xll 
pam toda y . E ~· y. paro toda )., · E, <¿'/; ó fo que es lo mismo, 1 $. 
(1 +e:) llil + >..xll pa1;a toda y E Y,:con lliJll = 1, y para toda>.. E<¿'/, 

• ' • • ~. • 1. • • • •• 
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DEMOSTRACIÓN 

Podemos suponer que e <: l. Sea ·{y;}:'.:1 C $y (O, 1) una 
~-red finita. Así, para cada y E Y, con llYll = 1, existe 
i E {l, ... , n} para la cual 

-.:_? _,::~-..:'.;_.::: .. :l.;;_ ><e·-... / .... 
· VliYi-;Y;ll<2·'i 

Por el teorema de Hah11"Bariach, éxisten Yi, ... 'y~ E x·' 
con l!Yill = 1 para foda i=:J, ;;,,~;y tales que 

.r, ~ .t ;· " ¡ . ~ 

yf (1/;) ;,·l!Y;ll = 1. 

Existe x E X, con llxll= 1; t~I ~ue y¡(x) =O para toda i = 
l;;;., n, pues de no ser así~e cumpliría iii} de la proposición 

• 28 para cualqúier j É x·,. y por tanto i}¡ así, tendríamos 
que x· sería •de diménsióri finita, contradiciendo nuestra 
suposición general de cjue X es de dimensión infinita. Sea 
y E Y,con llYll :='LExiste i E {1, ... , n} tal que 

llY-: Yill < ~· 
Entonces para cualquier,\ E~. sucede que 

• . . e 
lllY + ,\J;ll :-:J..\x+ Ydll < 2' 
' - ~ .. ,. 

por lo que 

...... · llY ~"~U> llYi:.+ ~xll-: ~· 
Y ya que IMÍI ~l,·t~.~~:hos ... :. . 

ll1Í; +'Ax·ll ~Yi(~; + ..\x).= I, 
. ,·¡.:.'- . - . . - . 

así pues, ;· .'.• : :e· t .. ·· 
· llY t,\xll,? 1 .• '"";:2 :~'1+ e':,. 

de dondefi~.alrrí~nt~ob't~nehio~\i<: {l+e) llY + ..\xll. o 

Teorema .51,X %s~e u~~· s~'.cesÍón básidd . 
.\ .. ;_ ,,_;_: :·:~'. ;_?.::-. 

DéMo5TRAcfÓN ~::~·-· , ~~):·¡ ., . 
:\": . . ::· . _···::·;,:__ :-

Sea é >O ; sea. {e¡} :,/~na sucesión de. nÓmero positivos 

tales q. ue J1(1 +'·~¡) $ ·F+ { se';t·;;; ~ x-:·~onllx1ll = L •=1 . ' ::· .. 
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Por el lema 50, existe X2 E X; con llx2 11 = l, tal que para 
cualesquiera y E [ii] Y A.E ~' sucede que 

; U;ll. ~'(1·+ e)), llY + Áx2il • 
:·' ·,,. '" ::;':¡ .. ·· 

Podemos cÓn~t;uíi'~~;i~~-2esión {x;}~ 1 C X tal que llx;ll = 
l páracadá i e'l'IFy tal que pára cada ne N, sucede que 

· ; · ·· :!/n~w~~{('I ;·~¿~}UY + ÁXn+111 

para cual~~qÜi~il\~·~i¡~;?LTt¡'y f E ~. Así pues, dada 
una sucesiór1 dé escal~r~s' {a¡J:1; se tiene 

. ·, .,, ... ,;_••· . .... :--· ... ,, 

· ·1··1·i '~ix¡,.,,.·~~(ifin) ll~f a¡x¡ll 
1-1 ,.'·~;. _,_, ... ·,.;- ; . •-1 

$.(\·!4},(~,·~~~~fi)ll:t: a;x¡ll 
$ ... $ ;tJ:(1ofe;1J1.i.·~a'.¡~¡ll si m > n, 

y por tanto, 

ll t~¡x¡ll',$;ti.+'.f) llf';iÍx;¡¡, 
1=1~·->·,. . . ' .. _·- .. , ·~·;.-_·. t=l·':, .. ·;_-. 

lo que· es sufi~;~·nie'f''.~~{vi:t~d :del i~or~l~rio 43,. para. que 
{ x¡} : 1 ~ea< uná' ~úc~si~ñ '. b~ica}~uest~ qüe. x; , ~'.·o para 
todá i E:N,'. D . , .,. \/ '.'•.••cJ< 1:•: . . '· .... · 

~:,~~?;,~~tf ~f f~~~\~~~~~~~tJi!i::~i~t7;;;i,¡~:.. 
mente;, Décimos i¡úe .{xi} i=i y{y¡} i=1 SOTI equiváléntés si para éuizlquier 

· ,, · .. . :. -:~-..-<·;·/(::.~::;:~~-;.;,:-'.::;·;Y' -k/:·:: .. - · ·, ,J'{! oo ~'-' ·:.- .-_/< :~r-'<_'·<<'.. ;:-:> ;~.;;:<:·.-.-.f~·(< ·-::·."· 'oo ·:~- ~:;_~ .. · 
suceszon.de escalares:{a;}i=¡';•¿ a¡x¡ converge.si y solo si.E a;y¡ co.n-

, ··<:.-__ :_ ·.;,.:'.·: .'.:·:~·-. ~\·:,··~;·_,·~ '"._·-·. i=t: ._._ ., ___ ·-':<·:'··>::::-c·_:.-·-~·:-,~i:=,_~~:-r-< _;:-,·_:i=l ·· ·-· 
verge'..•En:este.ca.so. escribiremos {x;}~ 1 ;;;, {yi}i=;:~:;c· 

Propesi~i6~ ~3 si {x¡}i=t "'{y¡}:1í e~ton~~s eii,~t~n~~E N y/(> 
O tales que¿ para cualquier m .E N,. con '17~:>:.~no,<y para cualesquiera 
escalaresª"º' ... , ªm• sucede que . . . . ., •. 

y 



Bases en espacios de Banach. 

DEMOSTRACIÓN 

Dada la simetría de la propiedad supuesta para {x;J:, y 
{y¡} : 1, y en vista de que si para un natural no y una cons­
tante K > O se satisface cualquiera de las dos desigualdades 
enunciadas, entonces las mismas son satisfechas por cua­
lesquiera n~ > n0 y K' > K, se sigue que basta probar que 
la primera desigualdad se satisface para alguna n0 E N y 
alguna K > o. 

Supongamos que dados n~ E N y K > O, existen m E N 
y una colección de escalares an0 , ••• , am tales que 

ltE ªi.Yilk ~~?~r~sJ¡Eª+ll · . 
Así, si no= 1 y K =2, eicister1'm; E'Ny tiºª colección de 
escalares {a;}:,'nó. tal~s.~u~· ;.{:.',{:(;:~:: ~).• ·<· ,.·· · 

.: ll~'J:t:¡¡r~,~~t¡~~¿rr11~;ª%·j11···: 
Para na·= m1-f-ti¡y '/( ·:l'22,.éxisteri nid EN, con m2 > 
m1+ 1, Yun~ colec~ic5n_~~.esc~la~es {~;}~mí+i tales que 

.. 11·,2.~·.~:1·1·)>~2 k max>r¡·¡;.:t·2~.;,·¡¡ ·· 
·. i~~.i_fi 1 ~~~;,~:;:) .• :).: .. ·:\.~~-.··m1+:1.~kSni:Z-_ ~~~1 f~~-- '_~_::·' :-:-

Continu~~do ~st~ ¡>;'oc~so,.ted~m~s ~~.a~sucesió~ •creciente 
de núme~os ~rit~r~s'{ rr;~} 00~~ ; ''co~··~·J'',;~t(i, y.· una sucesión 
de escalares. {a¡} :¡:;)alé's ~~e: para cada ri EN, sucede que 

.. ·: ,.-,i~m~+~1>~~~¡1·1:i\~t'J~f1~~~'~{1,·11. /(t'.+·····, a,~,,·¡· .· . . 
· ~ n-t .. ··.··. ··· ·-> .. _'-'.~ -._ l=t~n-1 -~ ·-

Si para cada n E 'N definimos .• 

entonces kn > O, y si 

para i = mn-I + 1, ... , mni 

entonces 
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Así, E ot¡y¡ no es de Cauchy, y por tanto no es convergente. 
i=I , 

Por otra parte, ~i. r > r'·> m,;'...:1 + 2, entonces 

11 t,'~¡X¡ll ~:·;:J· ... ::+i;• .: 21
n + ••• + 2:' 1 

. : _:,- . : .· ~;.r --·'.·:·~);· .. ·~~:; ~-.-"; .. ; :{;(. -~;::'.«:: ·:j~ :·: :, :~_:::. :.'f ·. -~~~ ·;~; :· • 
donde. s .es elpnmer;naturaLm~yor o igual que mn que es 
inayo~q~·~'rfffii(;'~·t;~"que~~'.'~s:efPrimer natural mayor o 

~_/ · •· - ~. • • - ·· .' '· '~.- ; . C'.·ó. ·: ':,. •• ,i-: · · ;",·.";"] :_;, 1 '·' t ; 

. ;gu~ q~c:•t';~,~~~;¡1;~~doodo 

. .: - 00 ,;: --~-~:::.'·:·::·;.~;,~-:;.-'..;~.,- '<~· '·"-' ,. 
Se sigue que I:'otixi"'es iconvergente, lo que contradice. la 

.i=t~::,,:~·,_,_,.;'.~:.~.<~:/>é.'.':".¡'~ ·.· ·- ' 

suposicióffde que){x;J:i"-i{yi}:1.' O 
··. · .<.<~·:,~·\'<,_,;;!r'.·,,·,~_:·.;·.;.·>.1':/·-~>~:::;:-::···' ... -::: ... ·;_ :.~«. : .: 

Corolario 54 Sean. {xi}¡:¡' y {yi} ~i , efos ~~ucesiones·básicas. equiva­
lentes. Existen no E N y 1K~> O 'taies qu·e para cualqú'ier ni E N,. con 
m > no, y para cualesi¡íiie'Ji',e~~~lafe~'.anéo,;;;.:;•a;;, .t·'. '·. ; · 

y 

DEMOSTRACIÓN 

La existencia de. un natural·,~()''. y de· una·. ~ollstante para 
la cual se satisfaga la prim~ra' de~iguáida'd sesigue de la 
proposición anierior, y de •. la ~idit'éncia; e'IJ: virt~d del coro-

lario 43, de un'a c?~,·,st:rit:.w,.,;:~·º/ª¡·¡xz~e' <11 · ' 

:~.m~~ .' E·~.·r;;; :5.:M.' I:>a;xi 
-~o,~kS~.~ i~no '.~:::.-;.:. / , _:,=>~/ ~7.n,o:" > . 

Corolario 55 .·Sedn {xi}t; Y {y;}¡;,/do;,suc~sion'es básicati equiva-
lentes. Existe/( >. O fo/ í¡ue · .•., · · ·· · · · · ' 

. lit ;;¡'y¡¡·¡·:~ }i¡¡t:."lx~·1·1· 
•-1 .-. . •-1. 

' . 

lit a;x;ll $ f~llt a;y;ll · 
~~l .. . ·_ , ¡" •=1 

y 

para cualquier colección finita<l0 ; •• ., ªn· E ~. 
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DEMOSTRACIÓN 

Como antes, basta probar que existe K > O para la que se 
satisface la primera desigualdad. 

Por el corolario 54, existen n0 E N y K > O tales que 
pa~a'.''cJalquier m E N, con m > TI~;' y para cualesquierá 
escalares ª"º, ... , am E 'a', · · 

. :1:1 .. Eª .. ;y.¡11·.~ k.~·.L1'·1·t::~¡x¡.ll ·, 
~ •=no ' .: ; .. ·, -,·.: ·, •.=.no 

. Supongamos n~ >r.{:EJCist~<Kf>O,tál que para cualequier 
colección de escalares ai', ;;:,: Q~~~í' ~uéedé que 

: • '·/ '' :: •• ~' ~· •• 1 • ; ' ', :•,<:\:; '··· . • :.,:,-., _'. ! r'f. ·.· ,. , .. ; 

.·,· 11~Él:~¡y¡ll ·g·:;t1·17~La:¡·X· ¡11 
-i=t ,_ ..... · ··:.:-·· .'.:-~;·, '. '~ i=l : ~/ 

: ,' .. -.y_:<''.·;://;.:i:~~;_ .. i};.:.::~:·.~-{-~'.~:::/:\:;:_: ··:;_; ... -.. :::> .. : 
ya que tanto [x1, :.:;x,,~C:1], c{¡mo~-[y1 /;;;¡ Yno..:d son de di­
mensión finita; y"'es bi~ii'sabido:<iüe;cualquier operadorlin­

. eaJ entre espacios normados'de dimensión. finita es' C()ntinuo.·. 
Así pues,· si Kx'es lacónstant~hki.éa'dé~{x;J:¡, entonces 
para cualquier n~E N; eón ri.:>;n0;otenemós que 

' ' ~- '· . '"~-

· .. 11~ ª;~¡11 ~:11~~fa~;:11'.f'1i:tJ~¡y¡ll · 
·. ·~ rJ~;~:~;~:;t41l~~ttrr. 

5 K' ll":~ 1 d¡x¡ll-Fk}i·'.¡~Í<i)i1.Í: a¡x¡ll 

~ /(• Kxj'.~C¿;~~I ~.fütif~kl'i'.[t •;X<! 
, ,:e;=(:<~11j~;~jx.&•: ,. 

---· 

donde.Ka= J('.k{+:,1(:(1 tJ<x ). 
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Proposición 56 Selzfí\'{~¡j:{'ry''.{y¡j'~1 •. ba~es de los espacios de Ba­
nach X,y y; r~spfrtiv~i,nente,\y}~upongamos que {x¡}:1 "'{y¡}:I' 
Ent.onces. ex~~tcn,y :~X;::-:'+,)~(y ~ : Y!:~ X)ineales; continuos y tales 
que v(x;) =,Yi y v(yi);; x;parafodai EN. Masaún, ves biyectfoo 
y v-1 = v. · · . , .· - ... · . . 
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DEMOSTRACIÓN 

Para cada x E X, con x = f: a;x;, definimos a v: X-> Y 
i=l ' 

como v (x) = f aiy/. E!i'claro q~~ ves un operador lineal, 
i=I . '' •••'•'"'· ., . 

biyectivo y que v (x¡)= y¡ para.toda i E N. Veamos que 
es continuo. Por el corolé!-rio 55; existe K > O tal que 

,,,~·~¡~~,, ~~'.llta¡x¡ll 
1-lcJ,·:,;:, .°' 'Ó.:·.'. ~ .. 1-J 

para toda sucésiónfillitaCle ~sc~i.ir~s aí, ···ªn· Así, si ¡E a;x; 
converg~, se·ti~ne·~~~;.'.?l:. ~:··:l~('.' •~'· • 

ll fi~;Yil.I ~/irllf'a;x;ll • : i=t.•/,r ...... : i=I'.· ; . 

oloqueeslomismo;.;·_·: ...... '. .. , .. 
- ~,~: __ . - .ti.:::~:-::t: ;;i~~·J. ~=~~-'\-_:·;;;~: 

. ~' · .• :."dlv(x)ll'5Kdlxll, · 
_10 que implicaqu~téf~~~Íl~~él;t~l'h'~~lí6d~ q~e~- 1 .=. v ~e 

· sigue dé mánera·i~_híediáta'.Y,)a ¡;;)fifinu.i'dadde' zí se obtiene 
a partir de( teórem'a de la1 fün'Ci6n 'abierta. ;, (] ·. . . 

La ~as~.c~nó;;i~a~{~:J:;·d(! 2ricl,;i~~Jiai~I1el'~j~~~I~ 44 juega ún pa-
pel importante én"este trabájonDáremos ú1i criterio para sábei cuándó 

una b~e.e1 e~'.~i~a:l~J;~;~~.~¡}~ .. ;. :< ;: : > ;: .• :-/·) : .• :. / .. · 
Definición 57: Una serie: í2 x¡ en X es w:incóndidonalmeí!te dé Cauchy 

00 .· . ::>~ ~.:>::''.::~:.:•.": .. <'.:~~,,:,i~~·,.>·;._,~· /~·· ' .·::_:,·.:: ... ':~:~_->·'.\1> >\-":>~·;.~·-'"_:_: ·::··,:·. :· ·' 

si¡: lf (x;)j.<. 00 .pciratóaa'/EX,•; . ··' 
•=1 :, . .·:, ", ·:.',, /l:.,'., .'.:'.->:'.'·~.-.~ .;.,:,· ., ·;. 

m~n~:t:ndf:.7~~~fü=~~~~~~.:.:.i.~:~~~j·~~ue····~~ s~ri~ •• co#ve~.~ein~11di:c~~nal-
; · ... 

Proposición'58 'Se~ { ;;;i}¡:?üna ~.~c~sión • en'.X . . L~s siuu,ient~s afir- · 
maciones son.é.qUiValenlés: :e: : •· . .~~.. '° -;.: .c.. · · ... 

i) 

ii) 

iii) 

iv) 

¡,:~,rw~~t~·~j~~B·,;;,,¡!:l;~~·'' . 
.E I! (xi)I ~·Kllfllt \¡iara ~odáf;E X~.. .· ·. ··=l_ ; .. ::1>· .~ .. ,··.'·.'.~:"-'':··>~-,;..;-:;,.}.--' y·:-:.:~2..tq'.·;.!,_'."; __ ..... :,::.· :··. 

Existe 1(>0 tal.q.ue par~·étiálqui?r sucesión acotada.de 
escalare~.{~;}¡:;' ;¡¡cede'qúe'( ·",/i·2 , .. 

. . • sup llf, a;x¡ll d1( su~ 'ª~' · ' 
neN. •=I •·. · . · ·., 11EN · 

Para cualquier sucésióíi·de escalares {t¡} :
1 

, con t;-> O, 
oc) '·· ·-~ · · · 

la serie E tix; coriverge: 
i=l 
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DEMOSTRACIÓN 

1 i} =? iiJI Para cada/ Ex·, {~ IJ(x¡)I: n E N}·eS un 

conjunto acot11do, y e~tonces el prindpiodel acotamiento 
uniforme nos a5egÜra que'~xiste I<c(>' O y U e x• abierto 
tal que,.. - .,, · ,. .... ·· .·: ,. ,· - -.. 

.. ; f • , ~ °' t 

' . ¡~¡ lf( x¡)¡ .¿·K¿·~ ::~'.~~~~~~t,~~!:-;~~~ N y f E U. 

De áquí1 ~e si,g,~e q4~:~~is,~~ ~ .. ~?~a~ ~ue 

ll fii:.~·.¡¡ :::sti>!f(t a•x:)I 
_ . ,,·,, i7'1 ,./ .. ~ ,- .'/EX•.' :'"· i=I -

1 1 

.-

. ·. ' .. · · . . 11/llSt· .. • 

· __ ~su¡) U:·Ü.(i;)IY ;~p ;laff'~.J( sup lad . 
. {¡~~: ¡~~; ··>:-·o;- : 1.~,;~1., .• ;;.__ ieN 

1 iiiJ ~ iJI s§po;~ª'nº~:·q~~,~~YstiJ:e!· ta1 que 11!11 = i 
y que E lf (x;)j ~ ~.<.Én·t~né~s~~Íst~NE N tal que para 

i=t· . - .... ,.. . :•· • '. ' . 
cualquier n E N, con. n:> N; sucede 

. • • • . ,. '.•i '..~ ·: 

.. · ·. ·n :, .· ·- <- ·.·~----.·'. .~:\ 
·. EIJ(x;)I::::'./<, 
' i=t '·.. . '·-.•·- -

donde K tienehi~p~~p,iedad~s-lndfl:a?asen iii). P1ua cada 
i E N,'sea zi E ;)'tal q\}i:; ¡~¡¡ .;; f.Y ;¡¡_(d:;) .,;,, IJ (_;;;)¡. La_ 
sucesión {z;}:¡ está··acotada-por 1, y-entonces para toda 
r > N sucede }_-_._'., ~~-~~--~:e··~~-~-

O sea 

··•.gr·\'·g:~;~;~:11~~\·~'. 
: '~-

. '11.: (t z¡xi)' I'= ... Z(t~.i~;)-.>.:r1·1t Z¡.~¡11 · 
. •=1 .· .', ~ .·. :·:"'· 1=1·"., . •" > •=:.t ' 

lo quecont~~dlce ~ih~ch~;nJll i'.1.''; 
1 iii) * iv)j Seá {t¡}:¡ una: su~esl6n de. escalares tal que 
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t; -+ O. Sea e > O, existe N ·e N tal que para cualquier 
n > N, sucede 

. '. e 
· ... _ .•. ·. > lt,.l{K' . 

cÍond~ K Ú~íi~' i~\prÓpl~J~d~s i~d¡'cadas en iii). Supon­
gamos ~';n''>'';N;':ébn_'-;,n'; n. Hagamos a; = O para 
i = 1,2,.:.,n -2.r~a;•.='Í; par~'¡= 'n,n + 1, .... Se ob­
tiene entóne°es'rinasuc~si6n'ácotada {a;}~ 1 • A partir de 
iii) obten'ehi'ós' ::;I¡(,'' ·e ' . -

' ,' · .-,,_·'.:··.i;.· -,.~~-~--. <-··,-,':, -~.'.:.~;._. .r -

11
.f: i;iill :g'i¡(''~~p ; ltil < e · si m > n, 

· 1=n -.- ---·~- ,.··'.'.::·;_;: < .. n~1<00 _: 
';,;'.(~ =)·.:·.''.,' ~· ~·-. -~-~- ,.; 

,', '·::'. ·:>'·: .. ___ : ,._, __ ,, '"'::-~·, ... _-~ 
lo que implica que la serie E'tix; converge . 
.------·-.·· •'.. ·::.::' .. i=l· ..... 

j iv) => iii) 1 S!lpongamos,que ~ii/~dal~ri. ·Sea { a 1,;} ?,!1 una 
colección dé escalares acotada por Ly tal que 

-·· '• : .. ·.. .·- ..... 

, <1·1·td1,;;;11· ;-L 
-~_;-:- i=:=c·--::; · -" '-< 

Sea {a2,;};:!n,+i;· ~~n ~2 >';,n·1 , una colección de escalares 
acotada por 1 y tal que ·i 

'11 · f: :/_•ª_-'2.Jx_ :¡¡ ··i; ·~. -,_: 
'C, i=~_J_+.t.·,< :···/' ,·:····'·;·'· 

o lo que es lo mismo, _ _ 

' •.. ,, ..•.. ~ ij~2,;X¡1·1·._>l. 
i=n1+1: .. 2 .. · 

, .·'; ,- ": _,_·,, f ,-',- .. ~::.::· ''~(;~:;:; ).:>/ · .. l·::::;'·"'·/:.\:: .. ··. :,:(<·:..: ·"''.. . 
Continuamos este proceso, y para cada j EN definimos 

' ·-·-~~<-·~t.-·<:;)';' •:.,'..."'··'."···.< .,',f:,· ,· '' ., 

t;~--~"'' s(~i;;'-t-J~i $ nj, 

dónde no = O. E~~~nc~s;}~{~ce~ióri:de'escalares {t;}~ 1 
converge a cero, pero:páracitalé¡uier NEN, existe j EN 
de manera que 1Íj~1'? ¡.¡;y erilonces ;' . ' 

.. -. . .. ' .,· .:·:-,~- . < . 
lo que_ in1plica que la s~rie' E t;x¡ diverge, contradiciendo 

: ,. '· ;- .... :.··¡=}'L. ·>· >'.' '• , 

iv); o · · · 
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Teorema 59 Si una sucesión 6ásica {z;}:,1 de X satisface 

i} 

ii) 

6 =inf llz;ll >O Y 
iEN 

E z¡ es w-incondicionalmente de Cauchy, 
i=l 

entonces {x¡}:1 "'{e¡}:1, donde {e;}:1 es la base canónica de Co· 

DEMOSTRACIÓN 

Supongamos que {t;}:1 es una sucesión de escalares tal que 

E t¡z¡ converge. Así, lim t;x; = O, y como 
•=t .. · ' ..... 00 

o $ 6 lt;I $ llt;xdl · para toda i E N y 6 > O, 

' ' !...'~ ·~ .. "· ·¡ .. ~- ' ' . . ., . 00 

se sigue que Jim t; = O, es .decir, E t;e; converge. 
. 1-+oo ".-:- ··.: · _.: '/·:. i=J 

lnversameíite/si{Ü}i:i' es una sucesión de escalares tal 
00 ··;- ,:.-~:'.·:_!.; ... , .. , : 

que E t¡e¡ convergé, enforices la proposición 58 nos garan-
i=l .· . 

tiza que E t;x; converge. O 
i=l ' 
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Teorema 60 Si {x;}í:1 es una sucesión básica en X equivalente a la 
base canónica {e;}:1 de ea, entonces {x;}í:1 es acotada. 

DEMOSTRACIÓN 

Supongamos que illf~llz>:.11 =.O. Entonces existe una sub-
··' · n~N;:·.:[:c;·'·,, ··· .. e··· .··· ;. ·::· ·: ·. 

sucesión .{ x~,}J:1 ~1~1,~u~;}_!.~ ll~n; 11 · = O. Mas· aún, pode­

mos supone~'.cq:~f,. ~·;~·;· 

._ll~~dl;~.E: ;·.:~'~r'.~ccada i e N. 
·¡~ -" ·,:·/. -~:,-;·:_,:-_:;:~7:~ ;-~:;:,.>?·-~~\ ,<'/;,:::·:;- >( . :.. ; , .: 

. Así, ';°fi ~ni ~5, ~b:~ol1;1t~~e!:1~~:conve~gente, y por tanto con-
, - .. · .. > ,_ <.-. - ---~-.. ::·. _,;,:;- : .; :~.--.. ~ r: 

vergente, pero es daro·que lim>:¿ en· no existe, lo que 
·. ·, .. </: ··_.··-- .. ~:-~>: _ __,,.,~·: :~,"7~(j=J: ,~ 

contradice que {x;}:1 .~ {~i}:1 ::t ..... ·. 
De manera semejante se demuestra que sup llznll < oo. 

o .· .•... ·· .. / ·· ... neN 

Corolario 61 Si {x;}:1 es una sucesfrin básica en X equivalente a la 
base canónica de eo, entonces ·se 'cumplen i/y ii) del teorema 59. 



40 Bases en espacios de Banach. 

2.4 Coeficientes funcionales. 

En esta sección introducimos el concepto de coeficiente funcional aso­
ciado a una base. 

Definición 62 Sea {x¡}:1 una base de X. Para cada n E N, de­
finimos el n-ésimo coeficiente funcional asociado a {x;}~ 1 como la 
funcional f n : X -+ ~ definida como 

A la sucesión {/;}:1 se le llama la.sucesión dé coeficientes funcionales 
asociados a {x;}:1. · . · 

En el c~o en que· {xi}:1 sea·un:asucesi6~.bási<:~I l~s coeficientes 
funcionales asociado_~··~ {x;}:¡r,~~r~n'fuª~ionales'fn :·[x';J:íJ-+ ~. ·.· 

: Sean,{i1}:1,,üiía:;.sucesió,n;Jí¡¡Sicá_:énCX,·;{!¡}:; c,([:i:;]~ 1 r su 
sucesi6n · ~e:coeficiént~s}fuii'.~i~füal~s :( { P,;} ::°=¡\la sucesi6Ít dé. proyec­
ciones aáociadas a'·{ xi} : 1:. Entoiícé< . ~·~ '·_ · 

' .- -,,.·., ; '·; :. ~·"· ·-: 

.~ -.- --~--, (·:;~~ .. -.;. ~¡¡,>~ -1·!~:~. ·~:·:;: :·;, .·::,:-t··;·\· ;i ·¡,~,~;::-._~~-~-:_{·;' '· -· ·:_:;: _ . \ .. ·_ ,., - ~ -

i) x=:= .Ef;(x)x¡parn'tódax·,e[i;J:1 y'? .i .·· .. • 
-:::. -.-:.-'-< 1_:::,.1 '--·:·'_;·",¡:;;.¡: ~-.>> ·•:::_:.-:, ;:/> ~;o,\.'.·::::;- \'.;(~ ·/·:~:·- '~;·_;: i·:~;-, '\ --~<: . . :.:. 

Yiih• .•Pn (x);,;,_~:>J¡ (x) i¡ '¡járá toda n E N'y i E [x¡J~.; 
···. · .. ·. ....• ;¿. ,;;,,;;+; ;·.f,~:~;f;~8°.::¡:·:;~.\.':~f¿,{i0\;li1~'::f~;¡ :{ /

1

- . ' 

Es trivial dem()strar q~e los éo~fidentes funciónales asociados a: una 
base sonfunciotÍes.lineale·~ ~ontinil;J,¡¡', 1,De h~chci/sH~il:i ~s tilia base 

'. . ·.· '. ''•; . ,;·¡ ··:.: :>,,., .'~ - ·.~·< ... f ,•:;·_·. ''.<· :_>:.~~-,·:.::: .. ~::·.: ... ,, ''.'.:','-;; ·<~:~ ~. ,; '..> IXll- -~'./" 'i•' .· ,'.;: :. «.<' ;.-. , . ·.: ·:·. 
de Xcon constante básiéaK:Yx Ex; éori"x :::;;E· á;x;,"entonces ·rara 
cualquié~ n ~ ~s~~~d~ ).• /;· :: ::;. i.\\. :;; ''.;,;; i=:i . 

. · '¡¡n {~)i'~·f~nl =··,¡~•nll;¡¡'f~(~y;·~'!'cn-1(x)1 ll' 
. '.5.11x

1nll (Jl~n (~)H:+ llPn~:i'°(~)¡¡')''$ i1~~11 ll~JJ; 
dónde Po se defi~~ colllo·e¡ope~~dof O ( ob~éryeseque de aquí se obtiene 
l/n (x)J · llxnJI $~2K llxll para tod~ri. e·N,,la cual es.una desigualdad 
que será también usaaa·más'adelante), y,por tant~ 

' . . . .. 1 
·J.J~~H ·~- llxnJJ" 

Resur~iend~, L $ IJ/~Ji '.: llx~JJ '$ 2/(. Con estas observaciones es clara 
la siguiente · 
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Proposición 63 Sea {x;}i:1 una. base. acotada de X con constante 
básica K. Entonces la sucesión {/¡} Í:{ ~e los coeficientes /uiicionales 
asociados a {x;};:1 es acotada.''.Masaún>si O< ó. S llx~ll S M < oo 
para toda n E N, entonces· ·.'' ;;::, "• · ,. · 

,,., ·'''· 

. 1 .• .. , .:2/(: . .·.· .. · 
O< M :5 11/nll:~ .ó /f O().'. 

Una base·{x;}~1 ···del}(.iy«~u~i'~i%~~ieAtes]u~C:ioÜales.asociados en 
x· forman lo que 

1

se lla,ma''uii'<'sistem;z:bi~rtogon~l, es decir, 
:·;._¿.·,!, ,,~ '''•, ~. ;'.\·<i::·,:-~-·,-, 

In (xm) ~t'.~·; l>aiá ~~éil~qui~~~~. me N, 
··.j, -:~ ·: :.·.c:;'.::~f!) .. :\·~- , :/ :~ -~~ .¡,. \!~3-·¡ ., ':::<,·:¡.·,j .. •, 

dondi: ó,;,mrsl~.~~it~f~~~c~~~·'.f,'J~·!?j'X.h'C ;g . ·. .· .. · .· 
· La.siguiénfe proposi~ióiímuestra)ai,simetrí~éntre·los _coeficientes· 

funcionales asociado~/uria: base y la p~opi~ base. •'· · ... 
- -",. ~{;.: :·:_, . ... -.,,.'.1~ :-" ·.;;~~::;:!/,-.. ~_;~; ;_t:~t 

Proposición 64lse~:i{f~}2:;t~a'b~sel' ~e;~ :co71_co~s.tante. b,ásica • K. 
La sucesión {!;} l:i' de: los coefiCientes fiinciOitales as.ociados aj x¡} ¡:1 . 

es una sucesión-básica iuy:a ·c~nsta~·te básiéaºno''exéede a K, y. cuya 

sucesión de co/~~i~~t.~s !u?cionalés es { x; lr1;1r::;} :r \ª~~ f,~d~n E ~, 
la n-ésima pr:o'!feúiór,i., asoCiada a {f¡}~l es. larestrycción a [!¡):¡ del 
adju_nto de ~a· n?,ésin1a'pr'oyeci:i6n asociada ti {xi} ¡:1 • En el ca~o, en que 
{x;}:1 és mOniJtoiia; 37 implica que Ud:. es también monótona, 

DEMOST~~CJIÓ~ 

Es claro quef¡ -:f: O para toda i E N .. Sea {a¡}:1 una 
sucesión arbitraria de escalares y seann, m E N, con n $ 
m. Si Pn es la n~ésim~·Pf.,(JY.ección asociada a {x;}:i> en-

. ·· ton ces · ' · · "' · :, ·· · · " 
,,. 

·.P:. (t~¡/;)_·.~~{t·:~/;}a1{·=·~a;/;. 
, ... ;'.l I~}··~;.~:-;' .. :: :~ !'.·::~-:1,,¡,'-~- c·,·:·.J f-J 

Tam_bién teneirios'.que-:f " 

y por.tanto 

llta;f;ll :5 ~.lit a¡/¡11 · 
•=1 ·- ~.- ' •=1 
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El corolario 43 nos asegllra .eritorices que {!¡}:1 es una 

sucesión básica.Sea/=]: aif; un ~fomento de [/;J:1. De 
. '-~ - ·.~ 1::: 1 

lo anterior se sigue·,,,·.·· 

,P;(/)= (~a¡/¡) . 
Así, P; l¡/;)¡: 1.,.e~,,1l\~-~i;a) proyección

00 
asociada· a {!¡_} : 1 • 

Por tanto,Ja co~~ta:11te.~b~1ca d~. {f¡} i=I' es· menor. o igual 

queK; ~or otr~.p~~t~1 ~(f) = (.f•a¡/;,x,;);= an·para 

c~da ~ e'N, ·~s d~~ii'.,'{t1i/:1~'J''.' ·: la,suc~si6ri de coefi~ 
ci~n t.es fúíi~idn,al~ ~ociidos ~~{!;}~¡.'·Si { 3:;} ~/es'.~~riótona, 
entorices K.~'.1; y por;37/la•.constante bósica'~e {!¡}:; es 
también·. e o'·· . . e <>t · "/ . · · .. ·.· · .~ : . 

La constante básica de !~· ~u~esión .de los coeficientes 'ful1cioriales 
asociados a la base; descrita en 'el eje111plo 48' tiene iutv~io~ de 3, in­
dependiente de .t Así1 ésta hase,. éuando O·<·..\ <F.I;iprop~~éi~ña -un 
ejemplo en el cual las constantes básicas de la base y de la.'succsión de 
los coeficientes funcionáles a ella asociados son· distintas ~ntre s( 

. - '·, ' ·; ,_ ;.,~.:~·:.;;;·,' 
·· .. _ _,,~.-.,,_ ., ... , ·.- ,,~,,,, .... __ .. -~-. ~·S:~ .· ·.--= ... -. 

Definición 65 Se. dfce)1ú.e u#a ~ucé~ió~' {~;} :1·.e11 !fn'esp/icio,Vcctorial 
topológico de dimensión ,infinita (Z,:r).,esúna;base'.deScháudér de z, 
si ,· ·<· \:·! '. :~-:_;_, .... · ·-·,·'' ···' :: ;!,.>-· ,.,~:·,,·-;< .. : ·:,::: ':.:,:~;<<.-."<:.:_;:_ . , 

a} 

b} 

para cada z E z;,~;fste una ~nicd .Su°ÜsúJ;;_rde ~~cdlaies 

{a¡}: 1.ta1:q~e}==¡~·f!1>'i~'i~'';'~~''< i;~·.;j,.;., .· ..... ··· 
para cada i E N / lafuncióna/J¡: Z ~ 'i:Sj'.¡; (z) ~· al•J es 
conmtin'ua}i, .. ~:.e< <' ;,:;·.,; ' ·)· ; ' 

•.·,: ,_.·:;, <.)::.:·.'.¡:.~: ·~:".·';":·;;.,i-~ •. -.~~·:<::'.~·: .. ·:::/.::.-ú:;,>::;: .. -\~.,."i./~ .:.·(· . <.:. -:/ 
La sucesión {f;}~í es //ámáaá; cómo en el caso de bases en espacios de 
Banach, lasucesión}e l~s c~~!}cien tes funcionales .asociados· a{ z.¡} ~ 1 • 

·.·.· . Com~ y~ vl~i~, br:~s~~J~c;~~ c:~~do :~·e ~:111P;~ aJ.i ~~t6. ~ada 
'por una'norm<l'.;"?~ra liq~e'?Z'esde Banach; .•.. . '; . 

Sea. { x;} ~1 .~hiiii Jias~é~e.X ~ s~a {/;} ¡:1u~ s~cesióri d~ los. coeficien: 
tes funcionale~:as~Cia4~s;,a:{a;i}: 1 • E~ general, la: sucesión.'{J;}~ 1 Uo 
es una.b~e:de·.~·.:;,Ei(contrastéc()n esto,Iasiicesióri {!¡}:¡ sí es una 
hase del éspacio'vectorial't0pol6giCo (X;w•), es decir . . 

·- ,· '.' - -· - . ' ' .. 

a) . para cada /E. x·,· existe una única sucesión 'de escala.°res 
'{~¡}:1 t~I quef::: w~- lim .E b¡f; y . . 

. , " . ... ·, ·. n-oo •=1 
para cada i E N; la funcional asociada g¡ es w• - continua. b) 
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En efecto, sean y E X, con.Y = f /;(y)x.;, y f E X". Por la 
t=I ·. 

continuidad de J, 
~' : ' o;.·, . . ¡.".:~·::'-~ ;.> ' : ~ ~ 

1 <Y> =E f; <1i)J(x1):::; EZiU) /¡(y), 
i=l . i=l .· 

es decir, 

·'-· .:- •." -.\'·."' 

Si {b:J/:1 ,es otr~ süc~si~n di:~~.f~Í~r~s"tal qüe . 
'" '~ • _: ·, ",. ~ • .-.·: • • • '• o· ;J' :- ' • ; ... .' • 

Así, bj = x; (!) para toda j E N; e; d~ciP,:g¡ = X; par.a toda i E N y, 
por tanto, cada g; es w•-continua<· '"•; ·: ·:. · · 

Este resultado será útil rriáS adelante, -por lo que lo enunciamos 
formalmente. ·· . .. 

Proposición 66 Sea {x;}~1 un~ b~se de X y sea.{/¡}~~ la su~esión 
de los coeficientes funcionales asociados a { x¡} ¡:;·o [,_a sucesión {/¡} : 1 
es una base de Schauder del espacio vedonal· topoló!/ico''.(X; w~), y 
{ x¡} ~1 es la sucesión de coeficientes funcionales asóciado(a {/;} :,~. 

Es natural preguntarse cuándo la suce~ióri d~)¿~ cbefl,~le~te~ furi­
cionales asociados a una base es; a stÍ vez, ,una base de (X,ll·ID"· 

Definición 67 Sea {x¡}:1 una base"de X'.;:':n~tiirÜ~s qulla base {xi}:, 
es encogible si para cualquier f E Xº;· sílc~de que [ .. ·.· -. . 

donde f lrr¡Ji::. denota la,re~.trii~ii~ aJ}a:(x¡J:n• 
Proposición 68 Sea {x/J:tuna_b~,se._deX y sea· {!;}:1 la sueesión 
de los coeficientesfuncionafo,s asodados a {x¡}~i ;'.La sucesión {!¡}:

1 
es base de x· si y sóló si {x;}~¡ es encogible .. 
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DEMOSTRACIÓN 

Supongamos que {!;}:1 es base de x•. Entonces para 
cualquier f E X• sucede que 

JLrg, 11! - P; (f )11 == o. 

Para cualquier x E [x;J:n s1;1¿~d~ 9ue ( P:_ 1 (!), x) = O, es . ' • ,, '· ... l.':•,., •• , .... ,. . 
decir, P:_1 (!) e ([x;J:D ; A~í, .. ,· . 

JI! lr,,;1i::J==·,, 1'Í~tD•f'llj:0;oll '~JI!-' P::-1 U)JJ, 
ge([~;J;:-nL• •: >.•. ·•. 

de dond~JJJir!A'¡¡'~V~.~arido1~n.~oo .. ·. ·.. · 

Inve~sameíii~~~upo~garii~s'qúe{~;}:1 es encogible. Sea 
1 e x·:'Es'~í'~.'ró"que''·>o:''':'··· · "•· · · · ·· · . . 

(í•2 ;~)(~)~ (:e~iEn para toda X e.X, 

~;(-· ~ .. ~ ~ ' ·~: .. 
··;·p~!-~'-~l ~:· ': 

11!- P; {J)ll :;·llf~ (J'i-''.P.{)11'.~;¡¡J,i(,,;fr~~ll (1 + K), 
.: .. , -... - _ 'J,;'1 .. __ .L:,·;::::.::-.-:~-~.)-=: ,.;.~·.:>-'._'.·}.:-: '.º'~:~ -::.";..--' -_;;:-~!º .... _ -.-: .--- -,' 

donde K es l¡const~nt~ béÍ.si~a'··d~ {xi}t1:~Como {xi}~, 
es encogible; enton.ces . . ·>,\,,(,.:;¡qL ,/: '.· . · 

·: .:)L~, IV lr,,i;]~~ 11 '=.o/' · · · 
: . '·· .:_,,.,.,~. ¡_ ..... ":"" -- '.;-

~i·. -~iJ·----~~./. "<· '.;3~'. de donde ;. 

'¡¡TJ1 llJ ~P;.(h 11 :::·O,, 
:~~~---:.:.; . . _,',,'-<,;·".,~;·,l;,, .,¡;.;_·· ",¡. 

~ . :: . 

Proposición)m·Sea.{~;}:/;unli b~~e.:de:X.~on constante básica. J( · 
y sea.·{!¡} i'%.1/ la' sucésión¡de;los• coefic.ientes fu1icionales asociados á 
{x¡}:

1
• SeaV=JJ;J:¡;;.·. ; .. ; :· ~ .. ···· · .. · · 

i} Para. cualquier'./. e·x•. sucede que• 
!;: 

•\lifff ·~~~J1 ¡·¡t/(x;)f;¡¡ ·~ 1<11111 ·• 
> ::ne~: i.=.~ '. :. ,,:,,,.,'. ;. , : .• 

Inversamente; si {a;}t,; ·e~ und ~~cesió~ de e~cal~res tal que 
.;;; 

. su~ ,,.E a¡f¡ll < oo, 
neN i=l 
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entonces existe f E X• tal que f (z¡~ =a¡ para todo i E N. 
ii} Para cualquier FE V• áuCedequ~>< ' ... . 

llFll $!~~ ll~f (h)~11v$f¡~~ lltF(f;)x;ll $ KljFIJ, 
•'-'-c.'. '" ·- . - '· -

donde ll·llv es la norma dki~'%~Ci~nal.restrlngida a V. Inversamente, 
si {a¡}:1 es una sucesión de escalares tal que . 

. · supllt·a¡z¡ll < ~' 
... neN i=l . .. 

entonces ezisteF EY\tal que F(f;) =a; para t~da i EN. 
··". ... 

' " : ·.; ···.::··.';-: ·;··,: 

DEMOSTRACIÓN .... ···.·• \ • <2 ].> ·. > ;/ 
Sea f e·x·: S.i z~E'.X n;u::: 1) ent?nces . 

11
.t f (z;) /¡ (~)¡'1''=.· ,¡·1··.~··;¡~~·;;;(J.»1·1·~.~; 1·1 :i;J/(z) z;ll · 11/ 11 
1-l . .· 1-1.·. .· . . .· 1-l . 

de donde 

. 5 k11i112. }Ji~ra t~d~-~b'i, · 
>> 

-~-±,~; __ ;~~~::_~-;' :-· :_;:, . <:' . :._:;-":. -<~-:::::·~-~· '·' 
Sea e> O. Sea z.'=:=:L::/;(z)z; un.elemento de X tal que 

•: ,•,: _.-:,i"', i=J.:-.;,r' ;~·.> •»,,,· ':• ;'. ··: :' '•,',:' ':·· •1 

llzlJ= 1 y 11111 5 lf(z)li+e:.J\sí, ::. · ···••·· . ·. · . ·· 
11/IJ $J!_%•1t/(z~}j¡ ~;;)1·.i:/~:i~p·1·t:f~~¡)f¡ (z)I +e, 

,- .' · a=t--.. .. ':···.-;·;,> :··,.-.-.>.·-~-~N .. a=t .< ·... , 

de dónde 

IUll. S. Li.·· .. ··1·1:t f.;(.~z. ·.¡.) •. /¡¡'¡"·+.'\.e, 
,., .. _neN. i.=_l .... , "'···; . ·: 

y como e esarbitrariai Ohterierilos la'pri~era desigualdad 
que aparece en i). •;;r. e~ !~."'··'e<>;: e º;º . 

Inversamente; si{a;}:1 ekmia'~ucesión 'de escalares tal 
que •: ...... < ,,., .. · ,., 

' ~IJ~11:r:}~:J;l·12A! < · oo; 
neN i=l-:; ' :'·:" ¡ · ,. :· • 

entonces para cu~lqui~r coie~fión fl~itade escalares /3i, ... f3n, 
sucede que · · ' · .. . .. · .. ::·._·" . · 

.. ·. l:f: ª~~;1== l(.f: a;f¡, -f/3;z;)I 
$11.6.~:i/¡1·1 ·'1·1 t .. -~:.·~.·.i1·1 5·.J:1·1t.13. ;x;¡¡ ,. 

1-l . ' J-:-1 .; .. . . . J=l, 
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y entonces fa pr~posición 29 aplicada a x· nos asegura que 
para cad'a n E N existe/,; E x· tal que In (x¡) = a¡ para 
toda i =: I; ... , n y.tal que 11/nll :5 M +l. Así pues, tenemos 
un.a súce'sió~ «fi}i:¡; co~'te!lid¡¡, en' la bola de x• de radio 
M+ l. y ceritro en, O. . < •. 

. SÍ ~l:conjuntci~{f;J:; es' finito; entonces existe f E X* 
tal quti ¡,,;,··¡~·:p~ra 1'una infinidad de índices. Ental ~él!!º; 
j satisface querf (xi) :::: a¡ para toda i E N; SÚpongamos 
que.{/;J:t~~,:~n,conjunto infinito. El teorema deAlaoglu> 
nos asegur¡¡,\qu'e ·é1· conjunto {/¡}~1 posee. uri··w:..:.purito; 
de acumUladón en dicha bola, digamos, J; . Es dar<> que 
f (x¡) = a¡ pará toda i E N, con lo que queda demostrado 
i).. > / • ·. ' .. ·. ' - : ··1,; ¡~:> " 3? ; 

: Aplicando i) al caso en qué X= V se obtiénen todas las. 
afirmacioné;de ii), con excepción d~

0

Íás dos désigüaldadés' 
sig~ientés(:; ' ··; . · ,'._ ,'.) L ,-'.J . •· . 

·••siii> lltk.'u}>i.¡11 :: . .-.$~uJ¡¡f;.J.; .. :f~;¡¡, _ 
neN i=I · · -., .·. ;. V :' neN i=J · ·: 
-.. -->-.. -·· ;:::~:---·< ; ,-'.·:"- -~_;-~.~-;--!1·~,~··· :;;¡,'f· ·',"· . 

que es obvia,.y:· ,,. . 

súp·¡·¡f)f.(f¡),~~;¡¡ :5 ~jl;ll, 
nEN i=I ·'"'''.-····• · ·.: 

que proc~demos ~r~1b:,} h' , , ,· .. 
Sea r/> É x••, J EX~ y,n E N, entonces 

·· · · · • ,;:. ·;;;.~'l)f 21r-0~1 ;a,) ¡,r 
,,;,! (.f: ;('};);;)~{,f (/>(!¡) x¡,fJ, 

. . ..·· . ·;I,L·;·-~:.:: .:p.\.: . . 
es decir, P;• (~) = .L. rf> {j¡) x/.;\ A,sí,' 
. ' ' ('. : .. •; :.:>: . -~~ ·=:~,·-.~·~::f- <~~::: ::;l-:;~~~_/;_ 

·;'ll~'~t.~J¡t:·ll·':~·111<11/11r1>1.l•f·•J<llr/>ll · 
\' ~ ;' :i>' ,:.~- ;_" . ,- . "··. " '~,.. ·. : ':' ' -.·, :, 

Si r/> es una ext~~sión'd~ H~hri~BaÍi.ach a: i,• de F, entonces 
obtenerrÍ~s · · ·· · · · · ·.·· · ·· · ? ""· ,..; ·. :'.·• · 

~~~11~jU1)x¡ll gKll~ll .•o• 
Proposición, 70.Sea { x¡}~; :una 'base de X' con . coeficic11tcs /1111-
cionales asociados {!¡} ~1 , y úá Y un espacio de Banach. ,Entonces el 
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espacio de Banach B (Y, X) es isomorfo, vía la transformación T 1--+ 

{T* (/;)}:
11 

a .... . 

Z = { {g;}:,1 e r·: ~g;(y)x; converge en X ¡1ara toda y E Y}, 
donde la norma en Z es 

(, . ;~ . . 

·''U{g;}:1 ll =sup sup llt g¡ (y) x;ll · 
. nEN ~EY i=I · 

ll•llSt 

Mas aú~; su~ede' que 

llTll ·$j¡{Tº (/;)}fu1 11 $ K llTll para toda Te B(Y,X), 

donde K ~s /{constante básica de {x;}:¡; 

El principio del acotaUliento uniforme implica .• que 

. •• 11 ~.i~.~í ~:f ~#.i:]~:q~)j~:~"' 00 

,.:1 

para' toda {g¡} :/e Z;~ '~s~~n~iIICi;elltonce~ ve~ificarquc lo 
anterior determinauiia·normél.'tíi(Z.',Y '' .· .. ·.. . . 

Sea,T. érn (Y,X}:· Si ¡)ar'a í:aéta'.1.i'é N, 9; = r· (!;), 
entonces ' '· ' /::¡:;,,, :1: .... ; i \,, ' " 

.: .; .t., ... -.:· .. __ ; oo ~:_:: ,:-~~:~ .. :: .. : -~\-·.\·~ .. _--:l~:-( t-~ :.r¿-:·..;::~:., _ 
T(y)~'Ef¡ (T(y)) xi=i'L9i (y) x¡ 

----~- ', .. :-:i=l: '/".-:' .'- -··,;·_,/:,:·-...:_'.·~·:i=t"~.",::-:-.-_._'.''. 

para toda y E Y, ; e~to~~~s {g;} 21~ Z,"yasí 

. 11r11~~~P,ll~;~;cyTx¡f .. 
······• 1r.~~;.'-:-1.·"'' ·· 

$!~~!~~ 11i~º{<y>;~jf~i{,~~.c1¡)}:111.· 
· .. 11.11s1.: · ·· ' · , .... •· ·· · · 

Por ~tro. lad~,\¡·q% 11¡~·'.J~ (~) ~:11.~)J\~llxll .. para cua-
lesquiera x E X y n E N,i se sigue ,/; ) · · 

ll{T·. (/;)};,H,~!;l:~é/11;~;;(2(y)) x;ll · 
' ll•llSt· . . ... · 

$Ksup llT(,/)11',;,, KllTll~ o 
yEY .· ' . · 
ll~llSt 
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Proposición 71 Sea {:Í:;J:; u~a base de X con coeficientes funcionales 
asociados {!¡}~ 1 y sea Y::= [J;J:1 • Sea K la constante básica de la 
base {x¡}:1 • _ .... ' .. "-~ ··::"-.·.· -~ . . .. 

i) r (V) ;::: -Ji, es décir,1 (~'.bola unitariá de V es w•-densa en la bola 

de radio -k ~e~~-. , _- ._;·.·:· _:'···.,.:,·,,:'., :· _ ~, .. : .. -~.-, ,. :·--;· ... - ._
1

__ , _ 

ii} La u (~,y)-: cé,T'Tªª~rii'de/~.!b~{~ unitaria B 'de XI denotada por 
Ex, es !JcÓtaila. ! Mas aún; Ex e; Bí( [O] . 
iii) , . : : ·.: .. : 

... ·.·.·• < ·' > : 1 

iv) 

.1~1 ~~~:Jf (x)I;::'/(·' 
ll•ll=111111s1 ·~ 

fJ. - ;.' 

llx+Pll' 1 inf · >- • 
xeX,x;o!O llxll ·- K' , 

Fe V J. 

V) El homomorfismo cancJ~ico n : X ..... v· es un isomorfismo sobre 

S1t imagen y C~mple que'' 
, , . ····' ; •, 1 

llxllv$,ll~ll,.~ r(lffllxll~.' . 
. ;'.-"''" .--~- ~·,·c:·_-;_;'r::c;-·: , ,_ ~-, -- '; _,, _, 

donde 11 • ll v · es la nornia 'de l~ r~stric~idrta V de, u~afuncional en x·. 
Si { x;} ~1 es monóforia, entonces ta,dás las desigualdad e~ e inclusiones 

anterior;,, se, c~nvfrrt~,;·~~n.j~úaldades.' Si re( V) ==,'t{en'p~rÚ~ular si 
{x;}~ 1 es·monóiona);'eíiton'ces.!l:X:.:...+;V•Xesuna isometr{a.·· 

DE~OSTRAdó~ _. ,;'.{ ; , .•.• { . : ' 

La pro~o~ició~ 2i ;;¿s':asegui~ que _las' afiri~~cio'nes i), ii), 
iii), y iV) son equiyalcnte~·:Demostraremósii). Sea {yd} det. 
.una red en ;B, que; sea' u (X;V) :::.;cón~ergente á .x E Ex. 
Eritonces para cada i ~ N' /~Ücede que' 

/ímf; (ÍJ,Ü>=/; (x),, 
dell., · ......... • ... : .• · ... , 

y por tiintci,'para ~a~a1i E Nse~tieÜe , 

· 'líni'P.i ('ild)';;; P,¡ (x). 
· dell. ' .... ,. " .•: .. ; · 

Sea e >·O. ExiÚedoi2-do;(~,nJ
1

:~:Ll.tal que 

llf'n (x)IJ ~ JJP~(y~)i1~$ ¡¡pn (x) '- P,. (Yd)ll <e 
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para cualquier d ~ d0 , y como llYdll $ 1 para toda d E ~. 
entonces 

~ . :~, /.; 
llP,. (z)ll:S UP,.{1/d)ll te$ K+ e. 

Por tanto, ll~ll'~s~p'll~~·(z)ll ~ :K +e, 
,,, ' ¡.;:!¡,;;t~::i:'~jli{f; .. ;.,;f 

dedond~· <·:,•::,· ~i.1,y;,,,,,, .. 
•·•.··llzll :5 K; 

o lo que ~s !C>mi~ih~¡: ée 'B¡,:[o] . ':· 
··Para ,demostrar la' afirmación v),,recuérdese que en la 

<lemc>str~ciónJá!prop~sicióñ':ii 1 vimos'(¡ue para toda z ex, 
no nula, suéedÍá'que ':;: ,' "' .. ' 

-; :. 

y por tanto, 
..•.. :.1 ··': .·" 

. 11~11,~;r cv)Jl;,Jli;~,· o 
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Para terniinar esta sección; d~~cist~am~s ~na proposición. que. será 
muy útil en Ja8démosti'a~ionesCle1c;; teore~~s· prindpales de esta tesis. 

'·~;:- ':-~:- • •• - -- -::--, - -- < .··; ;:. ' • " ' • ' 

Proposición·' 72 Sea; {xiJ~{·ü1la' b~~é ~¿Hot~na de. x•· c?n coeficientes 
funcionales asociados {f;}:¡.tSéa:lll'.lll'una}normá equivalente a 11·11 
en V = [!;]~¡. Definirtios 111'.lll:"::x~ lR com~. ,• L < . . . ·. 

' • '· • "' •• _,_, • " ' ' • ' ••• ~h ·' ' ·- ' .- ,- • ·- • 

i'.'. :~·,_,-- .. > 

Entonces 111·111 es una no1:11la ~qJ~valente ~ '1{11',eh x; M~s aún, si 
{!¡}~¡ es monótona con réspedo'a/a norma 111·111, entonces para toda 
f E V sucede qüe ·• · · · ' ' ' .· · · · · 

··u11111:~s1J?J11<~Y1:";'.ex: 11111!1·$·11, 

es d~cir,. la norma 11{ 111 e~, V 'e?,;: i~~¿~ida :e~ V por. la nornia 111 · lll 
definida en X/ · · 

En virtud·~l'. la propo~ldóll IO,se ·tiene que las normas 
inducidasen .V•porll·ll.Y 111:111 son equivalentes .. Como 
es usuál, designaremos a Já' primera de dichas normas por 
11·11, en tanto que a la segúnda la denotáremos por 111·111' 
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en búsqueda de claridad. Por la misma razón, la norma 
inducida en V .. por 111·111

1 

se denotará por 111·11('. 
Por la proposición 71 se tiene 

llxllv = llxll (= 11.Xll). 

Por lo dicho en el primer párrafo, resulta que existen m, M > 
O tales que 

·' ·. , .-.·-. ::<·. ·. . , 

.~Ul~llli:: :5,ll~llv .. $ M lllxlllv, 

dond~HlxJ11~:p:r1@:.@w::~~H~:.ií~,c91=1 e v, 1111111$1}, 
por tarito; si de~ni!11()S.,lllxlll'.:=Jll~lllv> se tiene que 111·111"' 
11·11 en X. Finalmenteisi'{J;}f~)es monótona respecto a la· 
norma 111·111, se sigÜe dé lá'misma propósición 71, tomando 
X=(~.lll;lll)que · · · 

lllí1ll:~,~u11111. 
l ... ' , .. 

donde Vi;,,[~ lvJ:1• Así; 
' ".:."· 

Observemos que h E Vi sl y:sólo sl h.=.$ lv para alguna 
x E X, de.~imde \ , ', ;J;.y, , , 

·. 111/111 ~~u~ {I/ (x)I: 111·~111.5 1} ·.O 



Capítulo 3 

Extensión de coeficientes fun­
cionales. 

En este capítulo se expondrá el material que aparece en (3] y se hará 
la generalización anunciada en la introducción de la tesis. 

3.1 Extensión de coeficientes fun­
cionales. 

Lema 73 Sean {x;}:1 una sucesión básica en X tal que 

codim([xi]i:1) = !, 

y {x;J:1 la suces1on de los coeficientes funcionales asociados a la 
sucesión básica { x;} : 1 • Sea xo <l. (x¡J;':1 • Si {!;} : 0 es la sucesión de 
coeficientes funcionales asociados a la base { x;} ~0 , entonces cualquier 
.extensión g; de x¡ es de la forma g; = f; - >.¡J0 , con ).;E~. 

DEMOSTRACIÓN ; 

. La proposición 49 establece que { x;} : 0 es una base de X, 
así púes, tiene sentido hablar de los coeficientes funcionales 
{!¡}:0 • Es claro que para cada i EN, f¡ es una extensión 
de x¡ y es trivial comprobar que Ml. = (!0], donde M = 
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[x¡J:1 • Si g; es cualquier extensión de x¡, entonces g; - f; E 
MJ., pues g; IM= x¡ = f; IM, y por tanto, existe un escalar 
A¡ tal que g¡ - f; = >.;fo, o lo que es lo mismo, g; = f; - >.;fa. 
o 

El siguiente es también .un resultado de J.R. Holub [4], que en 
su versión original está enunciado en un caso más general, pero que 
aquí lo presentamos adaptado a nuestras necesidades presentes. En la 
siguiente sección se da una prueba original del resultado general. 

Proposición 74 Sea {x;}:1 una sucesión básica en X tal que 

Supongamos que Y e X es un subcspacio de dimensión 1 tal que Y n 
[x;J:1 = {O} y sea {y;}:1 una sucesión en Y. Entonces la suusión 
{ x; + y;} : 1 es. ttna sucesión básica si y sólo si codim([ x; + y¡J:1 ) = 1. 

DEMOSTRACIÓN • 

Sea Z =[x;+ y;J:1 y sea x0 E Y - {O}. Entonces Y = 
[xajy;adeinás {x;}:0 ·es una base de X(proposición 49), 
cori cóefidentes.füncionale5 asociados {f;}:0 • Exis.te una. 
sucesión'.de escalares {>.;}:, tal que y¡ = A;Xo para toda. 
i EN y si fE ZJ., entonces f (x;) = ->.¡f (xo) para toda 
i EN. La proposici\)n 66 nos asegura que 

f =.w·- lim. f:.J(x;)f; 
. n-+OO i=O 

para toda f E X•, 

por tanto, si JE zl., entonces 

f = f (xo) fo - ( w•.- Ji.~ i~ f (xo}>.;f;) 

~ f(x~j' (fo::.-_·~;- ·lilll f:. A'i·)· 
· " · -,:.·.;;¿·,.;'.~:::Jr"c1:·.·;,;.:tr~~ .. ~'.·~~.!.,· • ~, .... ' 

es decir, cualquier ~leri1~rito d.e ZJ:f.~S.de]a forma 

f ~· .,(2.~w:7 ¡~t,~'/.). 
así pues, la.-(w;-.·.·1·_·ii'i1.; 'f. >.ff;)\;~.·;.~.· ~···.g···.· enerador de. zl.' lo 

. . . . .. ,n. oo •=l'·'::· ... '·· . 

que implica que dim ( ZJ. }:$1~ 'y po~ tanto· codim(Z) ~ l 
(proposición 5 ). . · • •' . - · 
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Supongamos que { ; + y;}:1 es una sucesión básica y 
que codim(Z) < l. E1 tonces Z = X, y por consiguiente, 
x0 E Z. Existe una suc sión de escalares {a¡} : 1 tal que 

' ._ 1 -.~><·::.:_ './~.':_ .'. ; : - ·;_ _,·, . 
implica .f a;X¡ \;: i0. (jo ·o {X~} :I es Úna SU~esiÓn básica, 

. t=l : ' --: ·,\".: e·'- .-". · '· .,:· -,~, ~. · , ·.- · 
se tiene que a¡ =: Opar t?da i 'e N fxo' =: O,· lo 'que con-
tradice su el~~ci?n .. 'Así, I que {Xi +y¡} :1 séá. Una sucesión. 

básica iniplicá. que codin ( Z) = l. · ·. •. . , \ . 
Inversamente; supo~ amos que"codim(Z) = I, entoricés 

xó ~ Z; ya/qÜ~ en éá.sÓ~c .ntrario; de acuerdo· a lo anterior, 
Z =:X Séiifxi ÉX~ ál quef~. (x~) ,,;, 1 y 'f.,ó(z) =0 
para t'oí1a:~ É z~ Defin m~s la funcional g = fo ~. fx; Y. 
el operador T = 1.+ g x0 ; dónde con g ® xci denotamos 
ai óperádÓr en X de fango 1 determinado por lafórrnula 

· (g®xo)(ic) ==; g(;¡;)x0 .,E· cla.ro queg(xo)=: O, ydeaquíse 
sigue que r,·además de er lineal y continuo, esinyei:tivo, 

, , ya quesi . .. , 
T(x)=:= +g(~)xo=O, 

entonces x ;,,,, ..:.g (x) x0 , 1 que implica que x E [xo], i por 
t~nto g (x) = O. Usand9 1 proposición 25 concluimos que 

. ·, , ·'. R(T) =X~ 
•,'''.: .• <'.'''"'·:·:··. ,. ···+ .. ·. ··:... . 

Es decir, T. es invértible;~· résíilta qué .·· 

. . ; . ·.:· 'i{;;) 1=: ~¡;_;_ ~;: para cada i E N' . . 

:·· .·. ··. ··.·; - . . . , ·. - n-_oo i=l :·· .-. , 

9 (x;) =!ro (j¡¡) =fo (y¡); or todo lo anterior,'{ xi+ y¡}:1 
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ya q~~.' ~e a~uerdo.~:la ~ nesiÓn general obten~dapa~a lo~ 
elementos de Zl., tenemos f :rº = / 0-,w·- lim .¿ Ai/;; y as1 

es una sucesió!1 básica equ valen te a { x¡} :
1

. O · .. · 

Aho<a .,,;~~ ~n <0n;kión de do;,,o,i.M d teorema p•in<'P•I de 
la sección. ·· · · · 
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Teorema 75 Sea {x;}:1 una sucesión básica en X tal que 

y con coeficientes funcionales asociados { x¡} : 1• Existe una sucesión 
básica de extensiones de Hahn-Banach de los coeficientes funcio11ales 
{xi} : 1 si y sólo si para cualquier x0 f (x;J:ti los coeficientes fun­
cionales asociados a la base {x;}~0 , denotados porf;, tienen la propie­
dad de que existe una suc~sión d; escaiá~e's 1{A¡J:1 que satisface 

i) llf; - ,\;foil =infllh ~1.fo\f para toda i EN 
. ~e~ ·.·· . 

y 

ii) . s~pll.f:.,\¡x¡ll < oo. 
,neN •=I 

DEMOSTRACIÓN . 

Sean ·M . . ·· .. ,;,;¡'~,·]~·1··.y'·li•··,;; .·[J,,·]~0 .: 'sea {g,·}'?°
1 

cualquier ''•, ,.,. .... ,, , ·- •= 
suc~~ióri.,d~.extensi~ne~:Ae {xi}:;. Por ellema 73, existe 
Úna s~cesión ,de ~scal~re( {~i} :,¡,tal que g¡ = k- .· ,\¡/0 • 

~or.tanto,.:fgi}:,; es'iina'su~esión dé'extensione.s di? Hahn-, 
Banach de.{ ii:¡} : 1 .·si ':Y sólo si existe umí suéesión • de es~ 

.calares. ·{,\/}:¡.tal que.lluill '::; llf; ~·:,\ÍfollillJ¡•Lwll ;;. llxill·· 
pará tóda .i.E)'f ,Aho.ra bien, dela'proposición5: se sigue .· 

. ,,;i;IMll .chl~~·.,11'.iri.~'.~fi~f·ll:F~j:}[~i(.;,.. . . 
Así pues, existe utia'!lucesión .<le:extensionesde H~h~~Banach 
de { x¡} ~1 ·si y sÓI~ s.i'ex,i~té u1ia, sucesiÓ~ de' es~~lares.{ ,\/} :1 
talque ····"''"..':· .·" . 

llf; Z'~'iX1{~inÍ llf; .,-,\foil para cada iE N~ 
..... ~e9 . 

Por otra pa~te:la pioposición 74 aplicada á V n~s asegura 
que la súéesión {/; ::_ X;fo} : 1 es una sucesión básica'si y 
sólosi.dim(y/(f¡-);foJ:1) =l. Sea W.~ [/;.é:,\ifo]:,1• 
Entonces· · · · 

dirri(V/'f) = 1 si y sólo si. di~ W/= 1 

(proposición 5, ii)), donde 

WJ". ={GE V*: á (/);,,,Opa;~ todaf E W}. 
-· \ . ,. .·· ... ' ·, 

SeaG E V•, ento~ces GE WJ°~f.Y sbl~si G{j¡) = ,\;G (!0 ). 

Luego, dim WJ- = 1 si y sóló si existe. G0 E V* tal que 
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Go(/o) = I y G0 (/;) = A; para cada i E N. En efecto, 
si dim WJ- = 1, entonces existe G E V• no nula. Como 
G (/¡) = A;G (/0 ) para cada i E N y como {f;}i:0 es base de 
V, se sigue necesariamente que G (/o) f O. Así, Go = a80 ¡ 
satisface la condición enunciada. Inversamente, suponga­
mos que existe tal funcional Go y sea G E Z~. Entonces 

G (/;) = A;G (/o) = Go (/;) G (/o) para cada i ~ O, 

y como {!;}¡:0 es base de V, se sigue''·que G _:::::, G(Jo)Go. 
Por tanto {Go} es una base de WJ-: : _ . , :_/ _ : _ - -

Así pues, la sucesión {!; - A;/;} : 1 es úna suC:e.sión básica 
si y sólo si existe Go E V• tal que Go(fo)'.;;_;I

1

yp~(f;):'-:;, A¡; 

Tenemos que si la sucesión{/; ..:.: ~¡/0} : 1 es una sucesión -
básica, entonces --- '' - -· ·' -- -

sup lltÁ;x;ll =sup llEGoÚ;)x_,l-l'P 
neN i=I _ neN i=I __ -- •_ 

De la proposición 69 se sigue 

!~~ 11~ Go (/;) x;t $ K llGoU~_UXiillv .¿ oo, 

donde /( es la constante básica de {x;}~0/~cir tanto, de 
acuerdo a la proposición 71, - -

:~~ llti Á¡x¡ll·$ r /v) <~}Rº':'::+'uiouvf< OO. 

Inversamente, si se satisfá~'.~t~-,-, t\~:i,--,. ~ oci; e~tÓnces 
- - neN- •=I -.-:.. :_ -

se cumple que - - __ ' ' ' : --

!~~ 11~ ''"'~}'.~; ~;t,';\'; ..... · 
Aplicando de nuevo la proposidón 69 concl~irriosque existe 
Go E Vº tal que Go(/o) =) y,üó'(J;):~ ~¡'para t~dái eN. 
Por tanto, {!; - A¡/0 } :; es_ Ün~ sücesióti básica: o -
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·.'.' ''/)'. ':'.}:·~·: ):~.':':.~~",\>.:;'.~:"~<~.l~;:;_:~·.-;· _!:··::;;'.\:;;j·_: :,.·:·. 
Como veremos más adelánte,es posibJequetma sucesión básica 

en X sea tal que el subesp~do_Iiñ'e°~)!c~l'ia'.do'por;ell"generádo tenga 
codimensión 1 y no exista Úna\sti~é;ió¿; bá.sica de

1

exteií~iones de Hahu­
Banach de los coeficientesfo~-cionale~_aJiociados.

1

•Sin~embargo, en el 
caso en que la sucesión es 'áclemás-ac'Jta'.da';·-~iem'pre'p~d~~lllosencontrar 
una norma equivalente en Kpara)a cúal las co1ldici0Aei,del teorema 75 
son satisfechas y, por tanto, existi~á unasuce~i6il háSicade extensiones 
de Hahn-Banach de los coeficientes f~ncionales :asoci~d~s. 
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Teorema 76 Sea {x¡}:1 una sucesión básica acotada en (X 11·11) tal 
que 

codim([x¡J:1 ) = 1, 

y con coeficientes funcionales asociados {xi}:1 • Entonces existe una 
no1-ma e11 X equivalente a 11·11 tál que {x¡}:1 tiene una sucesión básica 
de extensiones de Hahn-Banach. 

DEMOSTRACIÓN .. 

Sea Xo E .X\¡;;1:~.·ta'pr~~~siciÓn 41 n~s pernúte suponer 
que la no~ina en X:és tal(qu~ la b'ase {x;}:0 es monótona 
y nbrma,li.zacf~t;. §ea;:{/¡}:~ )a'.:s~f.eBiÓn, d,e los C<?éficien­
tes fúncfo'nales·'asociad.os .á la~a8é.'.{x;}:0:Es daro que 
[/¡J~o =[/o]Ea[/;J:¡·;por tanto;'deacüerdo a la proposición 
27 la'riorma· ': :,; 

·' ' - ·~:. ,·;-;~- .::'-. ··' \_·,,: .. ": i: .· 

·,¡lfl:;,,~11·1~.~;i¡·11 ~•.ll§.~f~ll.±•11t·a¡}¡11·· .· 
•-º :.-~-. -·.·-·;-:,.: ·:~ ,..__._: .. -;.-. 1-1 '. 

es equivalente i ll;Jl~n~ri]~:~ '.{Mas~~ún, para cualquier 
sucesión de escalares {a¡}:¿,· 1a: ~·u cesión .•.. 

. : ·. ······{··1·1·1~·a¡i11·1"}. ~-·-"'· 
" 1-0 .. . -... - n=O 
';:,,:·'.;, ··1:_. ·, 

es no decr~ciente, yáque' 

lll~~if¡lll ~ .11ªÓ{oll +.11tta¡f¡ll, 
y por la propo~icióú6~y e; 1:~ª '3s se~iene que la sucesión 

'. ~' ' ·': . ... '."•" ': ., 

'' '{ll~a¡/¡11}7',;f,j, 
) -. _, .. '\ ,.;7~--~::~~<-, :.!1=1 : __ -~~· 

es no decrecief1te: :~sí,Ia suc~sióri hásÍ~¡i:{f¡}:0 es. lll·Jll-
1n~nó_t,~--~1-~-~~>-~ :~: ~·~·: -'.~ ~,.:L ... ~~:::-:_.'~~~~:_:,.'.~~: ... ~~t>_. ¡¡; ~- :~:,'..,~ '.·::·~_;\~--- : __ :·:_ ~~ _:: .. ! :_ : 

La propos1c1on.?2 no~ as.egllra,que lfinprriJa 111·111 : X--> 
IR definida Co!po ·: :';:";¡:<\ (· >L:;'~ 'I.; y J · 

. JllxllJ',,,;5s;p{1:f(a:T1<rtr/;Jt~;I;11í!11f$1} 
- . ·t. \.- '.: •k !·: . .- _;~·- ~.:,, - .; .... i: ·,· .. -'· - -~:-- . .. , •.. ' •. ,.,._, . ;:··-: '--: :· 

es equivalente a la origin~I y· qú'~ ad~!iiis ~~~ed~ 
- '"·¡-

111/lll=sup{lf{x)l:xeX, lllxlll$1} 
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para cualquier J E (f;J:,0 • Así pues, 

inf lllf; - Volll =inf (11-Afoll + llfdi) = llf;ll 
Ae9 Ae9 

para cada i E N, y claramente este ínfimo se alcanza cuando 

A =0. 

Si A¡= O para toda i EN, entonces, obviamente, 

sup lllt Á¡x¡lll =O < oo. 
neN •=I 

Del teorema 75 se sigue entonces que para esta nueva norma 
111·111, existe una sucesión básica de extensiones de Hahn­
Banach de {xi}:,1 • O 

57 

En el caso en que la sucesión básica considerada es equivalente a la 
base canónica de ea (ejemplo 44), entonces no es necesario renormar 
el espacio para obtener las extensiones que nos ocupan, pues siempre 
existirá una sucesión básica de extensiones de Hahn-Banach de los coe­
ficientes funcionales, aÚn CÚando codim(x¡J:¡ = 00, 

Proposición 77 S~á{x-;}:1 ,J~~ sucesión básica equivalente a la base 
canónica de Co· . Entonces/existe una sucesión básica de extensiones 
de Hahn-Banach de i/ós coeficie~tes funcionales {xi}:,1 asociados a 
{x¡}:1 · . 

DEMOSTRACIÓN· 

Por ~I te~rellla ~O, { z;} ~1 es acotada; y por la proposición 
63, {z¡}:1 también lo es. Sean {!;}:1 una sucesión de ex­
tensiones de Hahn-Bariach de {zi}:1 y {a;}:1 una sucesión 
de escalares.·· Entonces · 

...... J~ :hi~ll~·:!¡¡:. I<.~ y··f, ~" )1 
' ' ~~~-·~;··_-..: ,-.1>-< ,/."· ' ·.- . 

~ . sup jf: a;bi, '.pa~a tóda~ EN. 
11.~b;x;ll~¡ ¡•=I . \ 

Sea {e¡} : 1 Jab~~ _canónica cÍe CQ. •La proposición 56 garan­
tiza laexistenciade ii.-E B(éo 1 X) tal que 

v(e;).;:x; paracadaiEN. 
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Así, 

sup lf:a;b¡I~ sup lfa;(f;,v(y))I 

11 
oo 11 i=l . llYll<..l.. i=l - E b¡z¡ s•: ., - 1111_11 

i=l 

~ y=(u1_,~;~~.o,o~ ... ) I,~ a¡(/¡,~ (y)~I ~· :.~~ li~ a¡y¡I 
' . . l•i1~11fr• ' ')!' :... ;¡ +;•'<'-": l•d=utrr ' ' 

.... =; ,;~,,:s,upl~ ~¡;¡¡ : ~ .~ l~d: 
. . · .... ~.e!l .. •-1.. .. . · .. •-1 . 

. , ''• l•;I~• · . 

De,Io a~frr!or,?~t~i~14?' 1'/'}'.'. • .• 

; ; .. K= 11'111 :·~·~i>"llfni\', 
· · neN ·. 

•. .• ' ·:; - i__ /~_{·;;•,.;-;'.; :·:!i'• ;; / ~- . :,'i '· .. 
se sigue que para cual~q11iera n;rn~E N, con n < m, sucede 

.• 11.t ·:;f;.,·,·~~ .•. 2(s.~J'1-.l;n.'1.l)·.·{ .. f; ... '.'.·· .. la;! . 
. 1-l .. . .· neN ... " ..... 1-I.. .. .. . 

$ ·•(%~~:.~lfnll)i¡~·.'~il;.~~ 11.i~:.~!f 11 ·. 

". _ ·,· . l.-·-~-,.:;: ~\_<;.;,:.·s ,_,~;-~>: {:->;;-.~h'.\:~,~-~:;?-;:-~'--,~~t-i"'"::·~.; r::'>"> 
Por elcorolário'43i{/;m1 es .úna sucesión básica; o '. .. ¡,_. ·--~ .,.;. .... ,. ·-· .·-~ ;- __ ('·f·(:"'l";'-,':·'";~'.-:~:·:;:'_!::--·<'Y; ~: 

De esta prop~sicióll ~~. si.~u~;9u~ 'si ~~a/~ücesÚn: bá~ic# es equiva-. 
lente a la, ba8e c~ríonica :'{e¡}':,; de. ~~:.e']-ton,ce~: p~ra'cü~lq~ier norma 
equivalente a.la original,\eiiste una suce8ió11 básica de eicte11siones de 
Hahn~Ban~ch de l~s c~efiáieiites1uncionales; . . . 

Teorema 7~ ~~aJx¡i~;'.,·~~~ sucesión básica acotada en(~. H·ID tál 
que 

codim([x1J:1) = 1 

y supongamos qúe {.Í:;}:; no es equivalente a la base canó~ic~·{ e:} Í:1 
de .Co· Entonces:existe, en X una norma equivalente a 11·11.'.tal que no 
existe una sucesión básica de extensiones de Hahn-Banach de los coe­
ficientes f~ncio1lales {xi}:1 de {x;}:1 • 

. , ·')·'.· _¡-, 

DEMOSTRACIÓN ·• 
> ·.:;,· 

· Sea xo E X\[!i:;J:1• La proposición 41 nos permite suponer 
: que la nor~1a en X es tal que la base {x¡}:0 es monótona 
y norm.alizada .. Claramente {x;}~0 no es equivalente a 
{ei}~1 respecto 'a esta nueva norma. Por el teorema 59, 
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la serie Ex; no es w-inc.ondicionalmente de Cauchy, por 
i=O 

lo que existe ho E Xº, con llholl = l, y tal que 

00 

E lho (x;)I = oo. 
i=D 

Para cada i E N existe z; E 9 tal que 

lho {z;)I = z;ho ( z¡). 

Sea {!;} : 0 la sucesión de coeficientes funcionales asocia­
dos a {x;}:0 • Por la proposición 63, {/;}:0 es acotada. 

Además, Ja convergencia de E a¡/; implica que a¡ -+ O, ya 
i=O 

que 

para cada n =O, 1,2, .... 

Así, {a;}:o es acotada siempre que fa¡/¡ converja; 
t=O . 

Definimos 111·111 : [f;J:o-+ lR como 

111!111 = llli~o.lli{illl,~, . H~otoll~fl~ a¡/;¡¡2 
+· S~;;¡~cilfJriff4Y;l~: 11/nlll · 

neN .. '>:::'· ... · 

El supremo del lad~ defech~·~~ finito por lo dicho en relación 
al acotamiento de {Í¡}:t:Y {a;}i':o· Es sencillo comprobar 
que 111·111 es una norma; en[f¡J:0 • Además 

~hl,l_i/111}11!11::; 2111!111 
para algima m ),''oy.P,~r~,toda f E [/;J:0 , es decir, 11·11 "" 
111·111 en[/¡):~; .L~existencia de m se sigue de la proposición 
27 y del hecho;;~ 5·c ;;;, .~ · .. · 

. ila~I ;Uf~ll,~2~11.~~¡/;ll para toda n ~O, 
l ~, ·:.e:' ~ .- . · .. ~- ,• :· .. t • .. '(o>;•·":•, l':· '·. ' 

donde k es la co'nstante básica de {f;J:0 , resultado que 
fué obtenid() al probar la continuidad de los coeficientes 
funcionales' asociados a una base. Mas aún, para cualquier· 
sucesiónde escalares {a;}i':0 , la sucesió.n · 

{111 n 111}"" Ead; .. · 
•=o ·,&=o 

59 
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es no decreciente, pues para cualquier n EN, sucede que 

donde z0 =O, ydado que{f¡}:0'es !l;¡j-monótona (proposición 
64) 1 entonces el lema' 38~implica qúé la sucesión 

-·~' ·;Í; .- '._.,J.·¡:'::,' '1'.· ·., .. ::':: .- .'~.::.'.);' ;· ,_ ':· ·-';;, ' .. : -,· 

··{·¡·¡·¡f a/r¡¡¡·¡·}· ~r ,,;' 
• 1 • ~-:: •• , _ '.~~ r~\~:~:¡ ·:;-,,~~S? ~ ::::,:~:;.:-. 

es nodec;ei:iente.·,Pol' el-rnisiTiol~ma'a8/la·base {/;}:0 

es lll·lll-niori6ton~. A~(pu~s/laproj:i'osicióii'72 ~ós asegura 
que la norma: 111·111 :X-+~ defiiiidiico1iio ·. '. · 

111x111 c:·s.u1~:{'1}(:~;r:-}e 'rí;i~º; 1111111 $ 1} 

·.es ~quivalentc i·1J~i\~fHr'y:~~.~-~d~ií~i~ s~ced~ que 

· 111i!uS·;~k~l1}·~,~)i"T~·~··j~ W1x111·$ i} 
.... ,.'.. ", '. _;.:\ .. _; ::·. ·.:~:,..,~_, '" 

para cualquier {'E ;(f¡J:0: " 
Para cadafE N se tiene 

~:J /:'.;:; 

l~i 111)ii;~;~Jli.=l~l ({1.1,Y~.l¡,2 ;tUhll
2 

''·'. :•'•"'•'"'""' ,,.,,.,.,,., .. ,,,"'""¡,, :'•"' (3.1) 
+max {11,\/oll, lz¡ 11/dl::. Xllfolll}), 

-... "_,.\.:_ -~-~- _ ,~:~:-~:/·-~~"i;~:'.};_-;_~,;5/i--;-:~:Tt._:¡ ;;s_.·:~ :- / .:.{: . ·:-. _. , 

Para. determiiiai: dicho Ílifin10 1 b,asta cónsiderar al. O y 
las· Á ·E \.1' que téngii'.ii • 1~ inisiíúl.t;rientáción · qu'e z;, ya que 

tanto lo~ ~a1Óre~\/11Áfoll 2 +1if;1i\~~1!lri llAfoll• son invari­
antes bajo rotadoncs de X y, dara1i1e1iií .. , dada X E ~. el 
valor'·dc"'.·" .,,.,, <"'; "·" . ..:.:::":"·" 

lzillhi1.:.:.:X11folll.' · 

, es mayor o' igual que el obtenido para esa expresión evaluada . 
en IAI z;. Por tauto nos restringiremos a la colección de 
es,c~lares que satisfacen . · ·· , " 

. Á = IAlz;. 

Así; es suficiente determinar 
' ' 

i~& (V11tfoll
2 
+llfdl

2 + max {lltfoll, lllfdl - t ll!olll}) · 
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Es sencillo ver que si t 2: O, entonces 

lltfoll $ 111/;ll - t llfolll para toda t $ ~· 

y que 

lltfoll 2: 111/;ll - t llfolll para toda t 2: ~· 

Consideremos pues la función F : R+ U {O} -+ R definida 
como 

F (t) = Vt2 ll/oll 2+11/dlª+max {t 11/oll, 111/dl - t 11/olll} 1 

o lo que es lo.mismo,,~ :·.G ;:L ')• 

F(t);;;; Vt2 ll/oll 2
{ ll/;ll 2 ¡{llf;ll :- tllfoll .. · ~·- .·, "- "·'"""·~}··,~··~.·~-· .. -.: ·. 

si o$ t $ 2~m.l.1/,Y~C;l,·;J.·.· .. · ;.:·. :~fi{1>: .• . .. 
F, {t):~'Vt.2 11/oll~··+' ll/;11

2 ~;·t fffoll 

si J1m1, ·~~t;~ .f:'~I:~Iff.'..·:t(f:}{~rl.~~ ~i.:~2 .. · ... · .. 
. ·· F es ,cief;~ci~~ttl' e~ ef,i~fe~v~l~' [~1 '11WJ\ 1 ] y creciente en 

el interva:to: [J/OJ\1; :~) ,'qe_~q~í qu'~ ~)Í,;{~111~(3,}) :se alcanza 

.~ .· .· •. Ci\.. i .}d~.·.~.;~)~ll;1~·i·) ;< . . 
Puede probarse que: sóto:en este· punto.se obtiene eJ:.valor 

·: ~íniffio:Yfi.f)~::~-:i·:~J?~~-~- .··:?,-:~·.\i_;;~~: :.:_~:;~ :t.~\~'.(L-~~ri:'..·f.:~~:+!~)~· .'.-~f~.:- ·:, .. _, .. _ · ·,_·_ ... -
Debido a' que pám tod~ i .. E N'sucede que. 11/dl 2: 1, 

por ser { x;} :o norma:lizada,' y, eri''virtud de que llholl = 1, 
tenemos ·· · .: .• , · >"'' · .,,., '.•'::; ::'''"·'"''' .,, · ·. ··. · 

· ~u/¡·¡ i;\~;·¡·¡'·Z· i\u;:¡·¡·t.f.fuill~;l·I: 
· neN•.i=J\/ \(~·n:N' '.=:,1 llfoll 

~ ! !~~ l;ti ~tt~!i/ 1 h~(~;Jl,.~<;n}:t'~~~t~Hldl · lho (x;)I .. 

2: 211}011'sup &i l~Úi;)I ~,;11}:11{.~,l,ho,C~JI = oo: 
:.~~-~'. 1 .. '.'·.. . >::::- ·. (~ \':i.'/~~~:;'.·; .. :'.J'~;.~~:.:,.~;.:} ?:;:>. "~·-· 

De la equivalencia eiitr~ 11·11 y llHll se'sigue que 

' sup·1·1·1~~z;1·1·1t~"00.~'. 
neN. •-1 ,,. .. 

Asfpues, el teorema 75nos,as~~Jra que para (X, 111·111) no 
existé tina sucesión básii:a·'de extensiones de Hahn-Banach 
de {x¡}:1• O . 

61 
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De lo dicho después de la prueba de la proposición 77 y a partir 
del teorema ant~rior se tiene: 

Sea {x¡}:1 una sucesión básica y acotada en X y tal que 

codim ([x;J:1 ) =l. 

{x;};:~ es equivalente a la base canónica de Co si y sólo si pam cualquier 
norma en X equivalente a la origi71al, la sucesión de los coeficientes fun­
cionales asociados a {x;}:,1 tienen una sucesión básica de extensiones 
de Hahn-Banach. · 

Dado que la subsucesión {e¡}:2 de la base canónica de (iP, ll·llP), 
con 1 $ p < oo, no es. equivalentea la base canónica de Co (considérese 
la sucesión {O,¡ -t;, rt;, ... } ), se concluye de lo anterior que para cada 
1 $ p < oo, existe una norma 111·111,, equivalente a la usual tal que 
los coeficientes funcionales de { e¡}:2 no tienen extensiones de Hahn­
Banach que constituyan una sucesión básica. Con esto se responde de 
manera negativa la pregunta planteada por Retherford en [7]. 

Es natural preguntarse si los resultados son ciertos en general, es 
decir cuando la codimensión de [xi];:, es arbitraria. En la siguiente 
sección tratamos el caso en que [x;J:1 es de codimensión finita. 

3.2 Extensión de coeficientes fun­
cionales. Codimensión finita. 

En ésta sección ~e supondrá: 

i} {x;};:1 es una sucesión básica en (X, 11·11) para la cual Al = [xi]i:1 
tiene codimensión igual ar+ 1, con O::; r < oo. 

ii) {x-ri ... , xo} son vectores en X linealmente independientes, y 
N = (x_" ... , xo) es tal que M n N ={O}, es decir, X= M E9 N. 

Lema. 79 Sean . { x¡} : 1 • y J/; }:{.;.- _· lás_ s_uces,iOnes 1e los cocficfentes 
funcionales asociados a la ~ui:esión básica {xi}:1 y a la base'{x;}:_::r 
respectivamente.: Una f1lnciono.l g¡,:e;,·x·:·es'una extensión de x¡ si y 
sólo si · · " · · .... ·· · · · · . . . . / o>-~· .. · .· 

>g· .::._ .¡,·· . .:.... ___ '-'.' ,\P>¡. 
1 ~. ' .-.L.:,J: - , .. ,, 

· i=-r · 

pam una úni¿a co/ección'finita'de es~~i~re'S ,\¡-ri, ... , -'lºl. 
- ' ,_._ - ' .. "..,_. -,," .. _,>:::' . ,''': ·, 

DEMOSTRACIÓN . 
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Como X= M E9 N, se tiene N* ~ Afl.. Por tanto, 

~!ITI (AfJ.) = r+ l. 

Es claro que '{f¡J'?=-Tes;·~ria.b~ede:Mi.'. Si i E N y g; 
es una extensión .de x¡~ erít~licé~ g;·:_ f; i'É M ~, pór lo que 
existen ,\¡-r>, .. ;, -\fºl E•;f (únicos), tales que . 

. . _. "·, ;' . ,, .·,, . ·:·-:·· _, . :.~.:-.!--···-· r .. 

• . 'o ·;: .... '. ·.··: . 
g¡ = /¡ - E ~w>.r;'.·; 0 · 

j=-r >: -
.. ,. _·;>·;:: 

63 

Ahora generalizaremos la proposidó~:74 cori~na prueba más sen-
cilla que la dada en [4]. · .. ·.· ·· . · · · 

Proposición 80 Sea {y;}:1 una sucesió~ e~ N .. Las siguientes afir-
maciones son equivalentes ·<, )· •-

/:_:~ 

i) { x; + y;} : 1 ~/u~~ ~h~esiónbásica. 
ii) X= [x; + y¡J:{:EBN;~/ . , :· ...... . 

iii) [x¡ + y¡J:1 tiene codimensión r + i: 

DEMOSTRACIÓN 

Es claro qu.e'(~J f y¡J:;'+iV.~ M~W:~S,~~ P~ la proyección 

de X en.M; Si~;·;; EX(xi+,y;):para'. 1li1a sucesión de 
;:, • .:;:}.e i~t ';;· .. ,·> '_.;. ;·,·,. ';,·.::· . .:,.··e:;_.-, 

escalares, 'entonces por da. continuidad ide PM obtenemos 
· '.: oo;,.. ,l_-.· :>5 .. <J.\~.' .• ·;:·~::,,··':':.(,_";·: ;··.:->oo ···> _'., :.:oo·c 

qué L: A¡X¡ cónverge; y así; z =.L: ,\¡x¡ +L: ,\¡y¡. 

1 i/~=.:iJl~eas~·ªr~'r~~~~:rir1~·.f,~·:1t1 g:1;·1}{o}. Seaz e 
(x; + y;J~rnN,· .. Existe t1na.·.úriiéa'(s.Ücesión' de escalares 

{X;}:1 taiqu~ z.;,,, f'Xi.X/,t,E-\iyJ;'de d~ridc?f ,\¡x¡ = 
00.:.: ::'.. ·:, .:::.·. '· ··-. :;,~~~/~;·~·;:·-\'.~::~¡·-.:··-~-~-1_'~~:\~~-:~:<~: ·\_r-.. ·~+:-:··--·-<i~l 

z - L: -\;y¡ e•Mn N, y por consiguiente: X;.:; O para toda 

¡',~ :·;0Í;~J:~;©J*~i~,~~~AA;~f~~i1:,,,1om.,, 
z E '(x¡ +iiíJ:·1 /Existe; uiia :úííica sucesión de escalares . . ,' -<· ; ''~ ,.-:'\-:·_',, .-· •! ''.,;'c.:''". ~::l'"- :,-:. t>~ ¡,~;_.'·\:.;<~- 0·.~·;::·· -..,·.'.· - '00 - · :" 

. {,\¡}:~y t'n ú¡¡iro ele,meiíto¡//e N tál qtie z;,,, ¿; -\ix¡+y, 
. , i .' ! ,'. -.. '.··.-·;·~:<'.c.~;·_.: .. > ···~:·/f.: -.~:-·'.'.'.'":'-"> '-·~~~·.o;'.·'.':;~?;. f,_.,\'.. ' ":, ;\, . ~- :·. ¡~~ <· 

(recuérdese que se süpuso, al inicio de la sección; qUe X = 
M E9 N). Sea ri e N; e~~()rÍces \,.,.:-.< . . 

-,' .{' .. .. ~ 

n·:J-: .·. ;·-;··t· ,~:;;_:.'.";-:-'''"'i~··-:· · . 
-E-';(x;+ y¡) +E-';y¡ -y,, 

i=t . ~-i=1-,, 
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de donde. 

Dé· la ccmtinuida.i:I~e·Q y la convergencia de f .\¡x¡ se 
. -._:>cx;>.-1,'.·-:.··.'-·. :-.-~ i=l 

sigue qUez='I:);(x(+ y¡), Mas aún, {.\¡}¡:1 es la única 
;, ·:<: :¡=¡··; "·· '; ' 

sucesión 'aé escalárés,con tal propiedad, pues en ca.so con-
trario P.J'(z)"teri'dría dos expresiones distintas en términos 
de la állc~~ió#:=,b~ica :{ x;} ¡:1• 

:Es c::la~o q~~ Ú) ; iii). 

iii)~·i;}'siipongamos que [x; + y¡Jí:1 n N ,:¡, {O}, y sea 
Yo O 11nelementoen esa intersección. Existen ff:í, ... ,y:;. E 
N pár~ Jó's'?cü'~le~.{y¡j, ... ,y:;.} es una base de N. Conform~ 
a lo ~éñalado 'M inicio de la demostración, (x¡ + y;Jí:1'+J\' •:::;, ··. 
X/pcirtanto,'.!its clas~s [Y-:11; .. '.; lY-rl en X/ (.X;+ y¡J:1 c~n: 
stituyeri'\í;} sistemá' de: generadores de' este cociente, y así 
codim({~¡·+ y/J:1) $ r1 lojue contfadi~e a iii).\D . . . , 

: .. ,::: :·.:_,-;:_.··:·(:~:' ;.-~':,-·;·-~- :-_;~'._.:·\·.+::f':~/--)f:;~>~::,1:</~1...~\.·::.::·-:·:>.";.· 

Corolario. 8Í .. S~a '{f; }~2;i 1~·~~cé~i6n.'de.l~s • ~~eft~ientesf u'ncfonales 
· aso¿i~dos 'íi '/a bíis~::{x¡}~~·~::~»; S~a;~{ol} :i~na\súcesitÍn 'en M .L. La 
sucesiÍín {/;+ .'li}:í'\;es una sucesión básica'si y sólo si.: ' ,' 

:;. ·~ ;¡;¡J:1\.r#Xl{·L~iit·~dh!~ .M.L; 

o lo, que es J~ 1ni~'!1~, s~~y s~lo si {/;,io;Ji:¡ tiene .codimensión r + 1 
en [f;J:1 ~ J\1~ ... }; ·. 'i '( '•• .. ' , ••· · ·.·· · •• · .. 

<' ' 
DEMOSTRAcfoN •.·· 

·Tenemos ~u~X; ~NJ.JrfM.L, pues j(~ MeN. ,Como 
(J;]Í:1 cNJ.; setieneq~e Y ==Jf¡J:ieM.L'es ~nsuJ)éspacio 
cerrado•d.e X•?es;decir,J-:es u~•esp¡tcio d~ .• Bari'ach én·él 
que [f¡)~¡·:ti~ne codimensióri ~ +;i. : : ' ;•, ::: ; ;, : '(· ... ·· .. 

El corolario se. sigue delá.proposicÍón'anterloraplicada 
al espacio y'y'; la suce'~i6~' báSi~a· [/;J:;. : o > ' ·' 

; " : . . . " . ; f ·~: ·r,, '~· -:." '>:i·.'. ·,- ; .'- ;: : ; \ ·. --~ -.- , " 

Teorema 82 Sean {xi} ¡:1 y {f¡} t,.:.~ ·las d~cesiones de los coeficiente.~ 
funcionales asociados a {x¡}:1 :f¡ a:.{xi}:.:::r respectivamente. Existe 
una sucesión básica de extensiones'de Hahn-Ban'ach de {xi}~ 1 si y 

sólo si existe una sucesión {(.\¡-•>\ ... ;>\lºl)}:
1 

en ~·+1 que satisface 
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las siguientes dos propiedades: 

i) Para toda i EN, · 

ll
f; - E A(il f;ll = inf .¡¡f¡ - 'f: A(jJ f;ll · 

i=-r ' (.1<-•J,,;.,.IC•l)e!l•+• j=-r 

ii) ma,x (sup 11 E Afil xill) '~ oo. 
-r$1$0 neN i=I • . · · 

DEMOSTRACIÓN 

Como en el caso deheorema 7S, se demosÚará que i) es una 
condición necesária y 'suficiénte'p~ra que exista una s.ucesión 
de extensiones de.Ífah~-Ban'ach 'de'{x¡}~ 1 , en tarito que ii} 
lo es para que uua'sücesión de e'Xtcrisionessea uria: sucesión 
básica. · · · ···· · ·· ' 

Sea {g;}~tcualquiersuc~sión cléext~nsiori~sd~ { :Ct}:1• 

Por el le~~á 79/existe'!Jnasticési~d{ (,\f-rl; : Alº')} z1. en. 
!:J-•+1 :tal:que,;.:: :,:, :\ce",. ·. ''''oN ...;·,,.,, ·~·· .. ,._ '' ·· · · 

.'.( ··:·(;_ 

La sucesión ({y; }~1 ;~s una ~Ü¿esió~ dé'e~t'erisiCl~·es de Hah n-
Banach si y' sólo si.. :::"' ; ·i •··•··· · · 

11~i 11.~ lk¿1if. ~;, ~ 11 ~ 11;111 ~ 1¡h l;.11, 
' . '::. ' ~·j: ''·: ·,-i\·.-i ·;- > .- . -· 

y como 

Hi iM. '·'· = · ' . J¡nf ·,.,· .. ·· •.•·•·.·1·1f .. · .. ,·.- t. ·····.1'A(j).Íill . ( .1<-~>, .•. ,.1<0>)eu~+• ;· ;.~:-:" .· 

(recué~deseqÜ~Af~''i;{j_';t'.;;J~)}:~.~'.~'.i~~e.qu~.{~;}~ 1 es 
uua su~esión de ~ictensio1ies de Hahn~Bar1ach de {xi}:1 si y sólo si · .. · ·· · ··· ·.:·.··· · · .~ ; 

11¡, ~i. 11;, d~ (><-.. ;}~·L.~. ~J.,t ,i;;} ":;; ~ · 
,. ·: -·: ,.¿ ;.·:.-· 1 ~,;' - ·< 

Por otra parte,. de acuerdo a lo·seiÍal~dc/~n·la pru~ba.del · 
corolari.o aí1tcrior, se tiene que Y=: [J¡J: 1

1 mM~'esuu .es­
pacio de Banach. Por tanto, {g¡} :1 es ulia sucesión básica 
si y sólo si y = [g;J:I ffi [f;JJ=-r; Así, basta probar 'que 
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66 Extensión de coeficientes funcionales. 

Y [ .)°" . (/ Jº • 'l • {(•(-r) •(º))}°" • = g¡ i=l E9 ; i=-r s1 y so o s1 "'• , ... , "'• i=l satis-
face ii}. , ···. 

Hagamos V ::: (g;]:,1 y supongamos que {g;} :,1 es una 
sucesión,básica, y así Y = V E9 (fj]~=-r' Es claro que la 
sucesión de coeficientes funcionales asociados a {g;}~ 1 es 
{Xi ¡V}, de donde, aplicando la proposición 70 a V con la 
base {g;}:,1 y al espacio de Banach Y, obtenemos 

"~(Xi o Pv)(f)g;ll $ K llPvll 

para todaf E Y, con 11111$1, y para toda n EN, donde 
K es la constanté básicade {g;}:,1 y Pv es la proyección 
de Y en V. Sea/ E y; con 11111 $L Entonces . 

- - ' e ; ,- '. - • " -, ' • e~ 

:-, :, •, ;;..~··,: .. ~~ ú : ;/ . 

\,',>l':=~.~(Í) g;'+)}J;< 

para una única 9! E Af.l.; cle clrinde 

00 

Pv U>.=EXiU) g¡, 
i=l . 

y así, 

para toda n EN, 

En particular . 

donde. 11·11; es 1a.·1lorma'1Cie'la ~;stricaóri ele I~ f~nciou~I a 
N. Como/; E Nl.'p~ia t!)aa i,e 1'l;;ént~nces 

l ;,1;. ~ -: ; ··:, > '·. -

11 t Xi u>új ·~ gS11,c,:= 11.t'~}í)(,i· ·w> Ji) 11 ·· 
•-1 ~J;;*1i.~J¡,,:·\J-:-:• ... N 

Para cada n E Nclefi~Í~gs'~n /~-+ (oX¡, ... , x,.J como 

'• (•) =t. G~.'IJ)J,{x)jx, = t.((/; - g;) ® x;) (•) 
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Sean y EN, con llYll :5 1, y n EN. Entonces 

lf (s,. (y))I = Is,.(;) (f)j 
= l¡ti Z; (Í) (/¡ - g;) (y)' :5 K llPvll · 

Por el teorema de Hahn-Banach, existe h11 E ((x;];'..1)* tal 
que h11 (s,. (y))= !Is,. (y)ll y tal que llhyll =l. Sea hy = hyo 
P~, donde P~ es la diferencia P,. - Po, con Pj la proyección 
de [x¡]~-r a (x;Jf=-r• para cada -r :5 j < oo. Entonces 

donde K{:r;}l:,_, es la constante básica de {x¡}:_,. Ahora 

bien, es claro que h11 E Y, ya que h11 o P~ = E h11 (x¡) f¡, 
i==l 

por tanto, 

es decir,:>, 
';:•: , .. 

··lit {.E¿ÁWJi~(Y).}#~11.{~~~{t;>f~.'ll;~ll ;ÍIYll· 

.•·<T'. .:~;H;<~ ;\'.¡ ,;);:i;·:~&:i'.s:.T'.\< ··.···•· ··.·····.·.· ..• 
para toda' y ·e (x;J?.;'::.,>En párticular,!si -r.:5 j :5 o y 
y=xj;obten~~~~ ··.: ... }{ ·B.it.:~·.;, 

:;llff'j¡;>;:¡¡ ~ko\\ ' 
' i=I.•' ... ; '. .•••. ; 

donde 2Ko = K ·'K{~\}:11• llPV:li :iÜ~~·~ llxill \•C()mo n EN 
. . . . i: .. : '"' .. ··•".' :-rSJ~O ... 

es a~bitrari~; l~ ~·~~e~ÍJ>ri:{{ (.\t¡~/::·:,·~~°->)} :
1 

satisface ii). 
Inversam~~~e, supongalJlÓs :que.·.. ' · . . 

•,·_-,,~'!-'·.-~;·'.·'~,n,'._.'--f.•·:~:~·~,,-,. -··_.o_ .{. -

- . >,_.·: :_-.<.,:-_:.·-__ ,- .·'·.'·. 

para toda -:-r :5i :5 o.;Entónce's 
'' :.> .. ' 

llt(f; 1 g:i''~:11 ~:~1 .~ llhll = K2, 
1,.,1.. . ·.• ''·"· .,,. : J--r .. ,.. 

y por tanto, · · 
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68 Extensión de coeficientes funcionales. 

y como 

. · llt g¡ ® x¡ll i = lit f¡ ® X¡ll ~ K{x;};':,' 
•.=l. . M 1=1 M 

'concluimos quEi existe O< Ko < oo tal que 

, _., 

1

·'11.E ;g¡·~;x1·1· ~'Ko. para toda n EN. 
•=Ji·.;¡. ; 

Así, 

En particular si j-E [/;J:1 , entonces, 

;1~,.;(1~11 ~,Koii'tll, (3.2) 

"'•,_,--'..' 
:·.· ·oo-·:: ':; ... : . .,. ·:· .... 

lo cual implica que'. L: X; (J)g¡ converge par~ _toda f E 
. i=t~· ,, ... ' 

[f¡J~1·> ' " /, ;,; '',· -~~.y>':,.. > •· .. 
Definimo·s· Q .. : X, 7 [ú;J:¡ ~ V como~·.Q(f:}gf .. 

f X;(J)g~, donde /E Í/;]:1 ~y g E M·\Q'es~léi.r~m~nte 
i=l / F :··~ . .,.: > ',,:;,,;;'. "-'.t; /::¡, ·~'.:<: -;./;- :·; -~~~·""'··"'r~'.:.·~x··~.~:;:: .;!': 1 ,~ -,.;.';\;.~ .;}: >"'s:;,:..:,<·>->~ ,·.·:·: '·.·¡ :: .' .. 
una,proyecciónyes'continüa por;(3.2) yla proposición,27. 
Así,_ e_1 ··ra~go"de Q, eey ''.c~r1~d~ 'y'''~~[i{éJ_(g~):{c· Q.(Y); _coii~ 
cluimos que:[g¡]~¡y=; Q (Y),'y.;por'.tantoY ::d:Y & M.L. 
º-~-=- ,_ ,·,:_;y·,·',:_>- -· -. -., ;: .; ~ 1:--·. .-::._;'-· ;>~-~ ':-'./ 

! " _,);!·~~-;- - 7.--~- --~-·-:~,- ,:'.·> :j'.;:.-.,_ '>? ·:::,\" !. '·._· 

--Teoreml,l_,_3 Supi/ng~{nó~'i¡~t{i::i}~~;~s'~·~~~ds:~i:.~ttÍd~/1/sea.{x/}: 1 
; la s~~eS.ión ~e,¡o~ ,'_é!Íefi~i.~.ri~~-sJi~c!qn~(e.~~fB.ºCi~~os 'a:{ X¡} :1. En­
. tonces existe 'Una 'norii(a 5en?X'equiiíiilenté~a llJJ'tal·q1l'e.{x;} : 1 tiene 
una sucesió~' bÍí}ié~'-deYext'ensi~n~s 'ilé''iiafí~~Biiríach. \'· , ··.·--~~ 

'' .. ¡ _'!~_ ~ ;',- -):".:?: -;. 
DEMOSTRACIÓ.N'· .,·,·.·.·:c. :. '1 - ·•• 

--,-,. •:.·· 

La prcip~sici:ó~ '.41 nos. perrliite s\lpone(,que la norma 
en Xes talqu~{x;}:~r·es m~nóto~~i;'.J:io'~fn~liz~~a:Sea 

. {/;} :-r l.a sucesión de los coeficientes furici~iiálés' ·asociados 

. a {x'¡}:_;. 'Es~l,ar~' <Í~~[J;J;ii:r<:::,[Í;Jt~,É9
1

[Í;J~~~r' por 
tanto, de acuerdo a la proposición .27/;Ja·norrita '· ·· · 

> • • •• - - '~ '. ' • ·-, •• ; "•':<f ,_, ~ .• :: · .. •' , ' ·-; -'· .' ,, . ' ;, ·. ' 

111} 111 = IJl~~·;aif¡lll'fll.f/aii;¡·¡·+IJf_· aif¡ll· 
1=-r ., ::· 1~_-r · •=1 · 
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. ES1A :'f ESIS NtJ DD1 
SAUR DE U -

es equivalente a 11·11 en [/;]¡:_,. Mas aún, para cualquier 
sucesión de escalares {a¡}¡:_,, la sucesión 

es no decreciente, ya que 

y por la proposición 64 y el lema 38 se tiene que para toda 
sucesión de escalares { b;} :,1 , la sucesión 

es no decreciente. Así, {!¡}~_, es 111·111-monótona. Por la 
proposición 72, la norma 111·111: X-+ lR definida como 

lllxlll=sup{l/(:z:)liI.~@i:~,< 1111111:51} 

es equivalente a la original y'~cle~ás sucede que 

por tanto, 

~~x- .(supllit.A.'. ¡;·)····:z:.· .. •·.¡11·) ... <. oo. 
-r~J~O neN i=I •' : . 

El teorema 82 nos a5egur~e~ton~es'.quepara esta nueva 
norma 111·111, existe unasucesiÓn básk~ de extensiones de 
Hahn-Banach de {xi}¡:;. O ' ' .. · 
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70 Extensión de coeficientes funcionales. 

Finalmente enunciamos y demostramos la generalización correspon­
diente al teorema 78. 

Teorema 84 Supongamos que {x¡}:1 es además acotada en (X, 11·11> 
y que no es equivalente a la base canónica {e;} : 1 de eo. E11tonces 
existe en X una norma equivalente a la original tal que la sucesión de 
los coeficientes funcionales {xi} :,1 de { x¡} :,1 no admite una sucesión 
básica de extensiones de Hahn-Banach. 

DEMOSTRACIÓN 

La proposición 41 nos permite suponer que la norma en X 
es tal que {x¡}:;_, es monótona y normalizada. Claramente 
{x;}:_, no es equivalente a {e;}:1 respecto a esta norma. 

00 

Por el teorema 59, la serie E x¡ no es w-incondicionalmente 
i=-r 

de Cauchy, por lo que existe ho E X•, con llholl = 1 y tal 
que 

00 

E lho (x;)I = oo. 
i=-r 

Par.a cada i E N existe z¡E s.l tal que 
. . , :" ; .. " ¡ ·, j• e-' , '• ~. :: , . . . . l 

.. · ...... Jho(x;)I;: z;ho (x;). 
. . f.. .• ~.r ;· !.~·-: .. ·:··. i¡·:, ··~\.'.l r-;:::3;: .. ,.~, ... ~- :·-1 i ··; :. 

Sea {f¡}:~. la suc~si6~.d~ éoeflcientes funcionales asocia­
dos a {x¡}:~r; ~or)apropó~icibn 63,{f¡}:_, es acotada. 
Para cadfi j =.~r;: .. ;O, definimos.11:11': [!;]:,~. ~ R comci 

-. ·. . ·"·· -:'-- ·~··<-· ··).~,.h;.·-.,·:_:._';':·'~r.\··. ··. __ ... 

11 111j ::= ll¡E, a;fl,,; 1.1ª;/;11
2 + llif. a¡/¡112 

+.(!~~ l~i·.~1.J;U.+·z~a; llfnlll}" 
' :: ;' '°' 1~'\: 

Es fácil .. compr?bal', siguierid6 los -arguin~nto¿. u~ád~s en 
la' pru~badel tc;or'em~ ~ 78-;iqú'e 'et·'~ilí»r~ni~ coi1siderá.do 'es 
finito,, y ~-u~, 11 :lli~es'u~~ ,~,emifi.o~f'n~·eii: (/;)~_:}:·'Definimos 
entonces 111·111.:(/¡)~ . .:C...~có1rio J> ;·e;. ·· 

1:1r11L~f i~1~f.1~'~i~;J~111u; ·. 
:.,¡·:·:::k~~.· Y<~~-,:<:?:- :~i~~:~:-LX.'. -;~;:. t:: :-;:;~~~: '.-.. -~~~{~;~) > .. :·_·,_~-··. · i· .''.·. .. 

11l·111 e~. ut1a. ngrn,ia' .en_ [/;]~;:;·:e.ciüivalen.te a 11 :U, y además, 
{/;} :;_r 'és'Jl I; 111::111ü~6tori~. Por'tta'ilt'o;;1a;próposición 72 
nos asegura cí'uelá n?rfílá.111·111: x·.::;~definidá como' 

-- -·~·';_'· :;.~_::?:'~: · __ ~-{-._,. :·~-- -';_·'·. :·~--~;.~~A+:">~_·:.'.>_.:·:·:~-:_· ··. _:_ .. _. 

lllxlll = sup {11(~)1: fe (f;]~~r; 1111111 S 1} 
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es equivalente a la original, y que además sucede que 

111/111 = sup{I/ (z)I: z E X, lllxlll $1} 

para cualquier f E [/¡J:_,. 
Sea i E N. Entonces 

Sea 

""¡ - ;E. A(j)/;111 =-~~~º ( v'llAW/;11
2
+ ll/¡11

2 

+max{llAW/;,, ,,z¡ 11/¡ll -A(j) 11!;111}) · .. 

: ~ (~<-•>•'.~'.'A<º>) = 111/¡ - ;'f. A<;>/;111 • 

y para cad'a .:_r $ j $ o, sea 

G;,(A):::: VU~/;ll~ + ll/;ll2+max {llA/;11, lz¡ 11/¡U'.... .A llJ;llll · 
. : -. -:~ : ' f-. -- . - . - ' -. • 

Así, a(A<:~>, .. }.\<~>) =~m~x G; (AW), y es e·IÍt?~ces sen-
.•.. :::·.¡e,:·: ..... · •$1$0 ,, ·•.;•:· 

cillo probar que .· : · · > : ·' 

. ·, .. · ¡llJ ,Kt~.¡~G'{,\<i~;, ::., A1°i');~,.n~~ '(ir{r·ó/cA>). 
(Á<-:·•>, .... ,Ác~!)e~~+~). ,1 : c•;:<i;\·~i.; .::rs'~º· ... Áe? · , ,; 

Para ~ada :....; ·:::; f$0, G; (A) es una función de lafor~a 

v'IAl2 a2 + b2 + max (!Al a, lz¡b - Aal), 

donde A E ~. a, b > O y lzd = l. Como en el teorema 76, 
esta función sólo alcanza su ínfimo cuando . 

b 
A=-z¡, 

2a 

y por tanto G; (A) sólo alcanza su ínfimo cuando. 

A(jl - 11/;ll z· · 
1 - 2111;11 ,. 

Dicho ínfimo tiene un valor de::~:·:. 

(4±1) 11/¡ll 

De aquí que G (A(-r), ... , A<0>) s~lo;;~lcanz~ su mínimo en 

(A~-·>, .. ., Ajº>) =· (~'{)~:¡,, ... , ~t~oil y, 
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72 Extensi6n de coeficientes funcionales. 

ya que si ,\Ci•) :¡: ~/;· z; para alguna -r $ io $ O, entonces 
· 2fl/;o 11 

y por otro iado 

_.' ·.: • : e >. 'l.; 

R~sunúe~clo,·{(.\l-•>, ... ,Alº')}:
1 

esla única sucesión tal 
que ·'·· ·.. · ·· · · · 

, • :'inf · .. ·111J/:t(Á<;Jh111:·~:11·1l-:'t\i~>f,_·lll · 
(-'':-'\·.,-''~.>) .. :: e;=:-•:''. z:,;, ··:··\ .. . ,.,> i=-.• ;- -

para todaÍeN. · ... , 1/< . ,•·:'~;?'. ·.- ' . 
Debido. a que_pél.r¡{toda i _~·)~· su¿ede,qu~ll/;ll ~ ·l, 

. 'reº:e::s{~~~~f~__nro~m;!~t~,~~~~nJjl~-~~!:~~.'~u.e llholJ = 1, 

.sup .,.,E ~!n;¡1·1 '.{:::J;:~~~1·1\~·~'x;1·1· .. · 
· nEN ,i~I • 

1 

:" ' ;.:.neN i=~ · 1(1,11 .. 

. ··~• ·J~,g.:;~ .1~·~r:!'.E1 ·~~:)1 •~ . 
= ~11} 11. sup':E lhri'(xi)I;:_ ;í¡} 11·~¡: lho (x;)I =OO. 

' nEN,t=:t· ·, "· :,. , .- .. ,.' •:-:t·::: · .. 

De la equl~ale~~ia~IJtr~.IJ'.f¡'YHl·lll·s~:·siiue ~ue. 

Sup 
111 .

. ""'_".\(,j)'x¡i,:1·11·_._··;,,;_-.'.· __ oo· _;'.j:" ,•.::,:,:":•:;.,·.·. -··- . 
L.. " ";para toda)= -;r, ... ,o. 

ne~ .. •:-t .. ,. .· .. : 

Así pti~s:~el t~orem~ 82 nos ~egura qu~para (X, llHID no 
éxiste una súcesión ·básica de extensiones de. Hahn~Banach 
de {xi}~1 • O" · 
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