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INTRODUCCION

Sea X un espacio de Banach. Una base de Schauder de X es una
sucesion {z;}%2, C X tal que para cada x € X, existe una tinica
sucesién de escalares {a: }‘_ tal que AL : :

: Sea {.'L' },_, la sucesidn dc Ios cocfczentes funcmnales asocza(la.s a

“una sucesion bdsica {z;}2, C X . ¢Fzistc una sucesion’ bisica de er-
tenszones de Hahn-Banach de los coeficientes funcionales {x;}32, % es
decir, jexiste una sucesién bdsica {f;}2,; € X* tal que fi l iy = a;
y 17l S gl para toda i € N? E

En [8], J.R. Holub responde de manera negativa esta prcgunta Mas
ain, bajo la hipédtesis que codim([z;]72;) = 1, da condiciones necesarias
y suficientes para la existencia de dicha sucesién bdsica de extensiones
de Hahn-Banach . Usando este resultado, demuestra que si {#7};2, es
una sucesion basica en X acotada y tal que codim([z;]32,) = 1, entonces
existe una norma en X, cquivalente a la original, tal que la sucesién
de coeficientes funcionales {z7}2, tienen una sucesidn bésica de exten-
siones de Hahn-Banach, Prucha también que si la sucesién bdsica cs
equivalente a la base candnica {e;}:2, de cg (el espacio de las sucesiones
de escalares que convergen a 0), entonces para cualquier norma en X,
equivalente a la original, existe una sucesién basica de extensiones de
Hahn-Banach de los coeficientes funcionales {#]};2, , no importando,
en este caso, la codimension de [2;]72,. Finalmente, demuestra que si
la sucesién basica {w;}72; estd acotada, no es quivalente a {c;}32, v
codim([z;]32,) = 1, entonces existe una norma en X, equivalente a la
original, para la cual no cxiste nna sucesion basica de extensiones de
Hahn-Banach de {2{}2,. Holub deja abierto el problema para cuando
la codimension de [#]2; es arbitraria.
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- tensiones de Hahn-Banach de los coeficientes funcwnales {x; 12, % es
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En esta tesis se hace una exposwxon monograﬁca de los resultados
antes mencnonados y.5e logra gen rahzarlos para cuando codzm [a:.],_l
n, con, n E ‘N ; : LT

"parte de la teorla. de. ba.ses en’ espacnos de Banach' lécesarla para l]egar"
ala exp051c1on, enel capltulo 3 de los resu]tados prmcnpales de la
tesys : : £

“En relacmn a las generahzacnones de ]os reslutados que aparecen en
[3],se ‘debe’ sena]ar ‘que las demostraciones correspondientes son del
todo sm'ulares a las dadas por Holub para cuando la codimensién de
@iy es lgual a'1:"Por otra parte, el teorema 80 fue probado por él
_en [4], pero la prueba que “damos aqui es mas sencilla. Por otra parte,
se sabe que los resultados son'ciertos en un caso mds general. a saber,

cuando [z;]7Z, estd complementado en X. Esto iltimo fue demostrado
por -Yu y Xin-Tai [13], pero no se usé su ‘articulo pues éste estd escrito
en “chino y fue “de hecho, 1mp051ble consegmr un ejemplar del mismo.

Para la reahzacnon de este trabajo tuve el apoyo de una beca otor-
‘gada por la’ Direccién: al‘de Asuntos del Personal ‘Académico, a
propuesta del Instxtuto de M ematlcas de esta unwermdad Agradezco

" a’'ambos ese apoyo y doy ta.mblen las gracias al:Instituto por todas las
. fa.cxlldades que me ha brmdado en; e] trancmso d(' mis estudios.




NOTACION

R El campo de los niimeros reales.

C El campo de los nimeros complejos.

IRSC.

Q El subconjunto de los nimero racionales, cuando & = ®, o el subcon-
junto de niimeros complejos con partes reales e imaginarias racionales,
cuando ¥ = C.

N El conjunto de los nimeros naturales.

A La cerradura de un conjunto A en un espacio normado.

‘A" La cerradura de un conjunto A en la topologia .

Sif: X =Y ycze€ X, laimagen de z bajo f la denotaremos por
f{z) o bien (f,z).

Si X es un espacio vectorial y {£\},e4 C X, donde A es un con-
junto arbitrario de indices, entonces (1), serd el conjunto de combi-
naciones lineales finitas de elementos de {x\},c4, ¥, como es usual, lo
llamaremos el subespacio generado por {1} ,c4- Si X es ademis un es-
. pacio normado, entonces a la cerradura de (z,),¢,4 la denotaremos por
E [z,\]\eA y la llamaremos el subespacio cerrado generado por {z)},¢4.

' Pa.ra un espacio normado (X, ||]|), zo € X y & > 0, definimos

Bx (zo,e) = {z € X : ||z ~ 2ol < €}
By [.’L'o,E] {.EEX Hz—xoll < E)
Sx (o, e) = {z €X.: lz = zoll = €}

Cuando la referencxa al: espacm X resulte innecesaria, escribiremos
B. (z0), B:[zq) y Se (.1:0) en lugar de Bx (z0y€),. Bx [zo0,€] y Sx (o,¢)
‘ respectwamente oI ’ : ‘



o Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentamos las definiciones y los resultados bdsicos -
que necesitaremos a lo largo de la tesis. Con el fin de no extender
demasiado el trabajo, se incluyé sélo lo que consideramos més impor-
tante. Remitimos al lector a [8] para obicner una informacién mds
detallada.

1.1 Espacios de Banach. Espacios
duales.

Definicién 1 Sca X un espacio veclorial sobre ¢l campo S y sca I
X — R une norma en X. Decimos que (X,||||) es un espacio de
Banach si X es completo con respecto a lo métrica inducida por la
norma ||-||.

Cuando sea claro cual es la norma que se esté utilizando, hablaremos
simplemente del espacio de Banach X, en lugar de escribir (X, ||-||).

Sabemos que § con su norma usual es un espacio de Banach, donde
él mismo funge como campo de escalares. Este serd un Lecho que
usaremos constantemente, sin hacer hincapié en ello.

Definicién 2 Scan X y Y dos espacios de normnados. B(X. V) de-
nota a la coleccion de todas las transformaciones (opcradores) lincales
y continuas de X en Y, B(XN,Q) es llamado el dual normado de X' y

R
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se le denota por (X, |'|l)". o, simplemente, X*. Los elementos de X*
son lIamados funcwnales hneales contmu o

“Sea Y un subespacno de
lo proveemos de la sxgmente sem' 10

Proposicién 5 Séa X ;7u’7L
cerrado de X Entonces

i aczones son equwalenles

al que”||T (= )” <K ”x” para toda x € X
€x, ||:c|[< 1} < co.

. “Por esta. propiedad, los e]ementos de B (X Y) son tdmblen llamaclos
opcmdores lmealc.s nrohuios L S T
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dice’ que stla znduczda por la norma e

: X" es un_espacio de Banach.

"X en X7 es una isometria.: Con )\ den '
( segun esta mmerslon '

,‘tales quc =

g Proposmlon 10 Sea (X, [( (I)
.norma cquzvalenlc a ||| - Entonces las. ng

Proposicién 7 Sean X y YV do.s cspaczo.s dc normados y sea T €
B(X,Y). E'ntonces - SR T

Al dual de (X 140 ' lo denotaremos ])or '

“Cadaclemento z € X chermma un elemcnto :LE X“, eI cual
queda deﬁmdo pon la siguiente reg]a ' e

Resulta que

il = sup (B (1 IS L, e X‘},‘ el

a: m erswn canomca do
emosala’ 1magcn “deslX

Asl Ia transformacwn lmea] - a:, llam

Deﬁnlcnon 9 Dos normas |-|['y. ]H Il en un espacio vecto &
que son eqmvalentes (y escr zbnemos l| || ~|H |||) si ‘exist M>0 -

un- cspaczo ‘de:Banach: y‘sea,‘||| ||| una
‘znducz(las eit. X' por

estas do.s normas son equwalcntcs
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DEMOSTRACléN

Exlste a > O tal que [E]B a”b:”,";')ara'tqda z € X.
Entonces para cualquner f € X‘, sucede’ que

formada por conjuntos convexos (algunos autores Lamble
X sea_un espacno de Hausdorff)

la topologna 7.

Deﬁnlcnon 12 Sea X un cspaczo nmmado J V un subespaczo rlel dualr
(X, )1)": Definimos a o (X, V ) como la tapolq;za mds débil en \ t‘nhn
i aquellas' pam las que (’aa'a clemenlo en- Voes wuhnuo L
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Se sxgue inmediatamente que o (X, V) és més débil que la topolog:a.
inducida por la norma en X iSea 'F(V)'la coleccién de todos los sub--

_conjuntos de V. ﬁmtos y: dlst,mtos del (0 Parae >0y p= {fi,. fu}

en. F( ) defimmos

-A esta topologla se’
X generada por V, y con ella' X+ es un .
/) es de Hausdorﬁ' para o (X, V) sx V

. Podemos eferlmos a un_concepto. o: propledad;topologxc ‘en JX'

'e‘n relamon a’ la topo]ogla de ]a norma o-a‘una: topologla debll , En, ’

(X

entendiéndose que la igualdad es entre COHJllllt.OS y no encnerra nmguna »
informacién topoldgica, de hecho, en (A a(z\ V)) no hemos deﬁmdo :
topologla alguna. o L
~Para un espacio normado rcservaremos la notacién X’ paxa refenr- :
nos a (X, )|-]l)*, ¥ lo mismo haremos para X y (X*,{-[)*" e
Como caso particular, se tiene la topologia débil o (X, X ) ‘a la que”

a(,\ V))

“se le suele llamar la topologia w en X. Por lo ‘mt(,rior',,(/\*,'w)i =X

También tenemos las siguientes plopledades para w:
Si A C X es convexo, entonces A coincide con la w- ccrradura dc'
A, y por tanto, si ¥ C X es un subespacio, entonces V. es cerrado sn y :
s6lo'si V es w-cerrado. :
Es usual denotar a o (X‘ X) simplemente con o (X‘ ’) y referirse :

a ella como la topologia w* en X*. Por lo dicho antes, (X ) = X ‘
Para esta’ lopologla tenemos los dos siguientes xesultados

Teorema 13: (Alaog]u) Sea X" un espacio de Bmzach. La bola unz-‘
laria a'e (X",n ||) es w —compacta

Propos:cton 14 Si X cs un espaczo de Banachy J V ec un subes‘paczo

de A', cnt(mres‘ (*V) = V“
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1.2 Pares lineales. Teorema de las
bipolares.

Definicién 15 Sean X y Y dos espacios vectoriales sobre el campo
S, Decimos que X y Y forman un par lineal si existe una funcional
bilineal B : X x Y — . En esle caso hablamos del par lineal (X,Y)
para la forma 8. Sean A C X y B C Y. Las polares de A y B se
definen como : :

.‘(X‘Y) para la forma 8 podemos
) en X yoa(Y, X) en Y, que tienen

‘I/n € Y, ne N, 5:>‘0} ‘  ‘7 .

{{ye)’ |ﬁ(x.,y)|<e} 9:1, z,,e) nEN €

DEMOSTRACION

B Es facnl ver que’ A° es bala.nceado y ‘convex
: A""( it Sean e>0y x E'A:f[‘," ey €Y
< gy ta] que J0+1/ G A°

e
‘<Iﬁ

Como €es arbltrana cntonceq

|ﬁ(r Jol<l

y esto va]e para (‘ua]qulcr rE A, por tdnto o e A°. O



Preliminares

11

Debido a que X y Y juegan pa.peles simétricos, tenemos el siguiente

Corolario 17 Sea (X,Y) un pa1 Im 7 lpara la forma By sea B C Y
Entonces °B es balanceado, conveza (X Y) —cerrada e

es) Sea (X Y) un’ par lzneal

Teorema 18 (Teorema de las blpol
para la forma f ysean AC X yBC Y.
conjunto balanceado, convezo'y 0’(/\ Y)
(°B)° es el minimo conjunto bal
que contiene a B. :

De igual forrna, si. B C Xes bala éado'gj‘c‘o'nvézo,v entonces

(‘,B) a().z\) :

Senalamos que las proposiciones 4 y 14 son un caso particular de

" este corolario.

1.3 La caracteristica de un subes-
pacio.

En esta seccidn recordamos la definicion de la caracteristica de un sub-
espacio V de X* y demostramos algunas desigualdades, mismas que nos
ayudaran a demostrar mds adelante algunas isometrias entre espacnos
de Banach.

Definicién 20 Sea X un: espacio de Banach y y sea V. un §ubespaczo de
X‘ La caracterlstlca de'V. es el mdzimo.nimero r (V) tal quela bola
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DEMOSTRACIéN

Sabemos que (X V) es.un par lineal” para. la funcional bi-
lineal ﬂ(a: f) f(z): Ast pues, aphcando el corolario 19
; 'se tlene e :

lineal para la fun-
.l corolario 19

T(V) <'||zo]|- El teorema de Hahn
existe fo € X~ tal que ”fo”

r (V) <4 Por 'otra parte, es claro que s Sca feXx-
tal que Hf“ <1 ry sea\a: E X La] que ||.t||v . Entonces

If(w)l <Al llell < 1.
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Es decir, . o L
{feX‘ i <2 }c{fev EDM

De la definicién de r ( V) obtenemos S

fdeﬁmcxon de
F malme

tanto cuando sup l]?:]l cs ﬁmto, como  cuanido es mﬁmto
z€g :

Es sencnllo veuﬁcar las sngulentcs lgualdades

' zex.£¢o ”.7:|| a.'Ez\n.z;QO ””-T"lr = ‘ex ”33“\'
lizliy 1 fl=sllv<t I=il=
de donde |
——— = inf sup |f ()]
u : eX
rseﬁll llel o A

1.4 Operadores compactos

Existe una clase de operadores muy importante: los operadores com-
pactos. [stos han sido ampliamente estudiados. Aquisélo presentamos
una variante de un resultado cldsico de los operadores compactos: la
Alternativa de Fredholm, que nos servird para demostrar uno de los
teoremas centrales de esta Lesis.
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Definicién 22 Sean X yY. dos espacws de Banach yseaT € B(X,Y).

“Proposicién 25 (Alternativa de Fredholm) Sean X yY Vdos espa-

cios de Banach y sea T € L (X,Y’) un operador compacto. Sea A € G,

‘con A'# 0. §i M — T es inyectivo, enlonces es suprayectivo,

1.5 Algunos resultados técnicos.

Para finalizar este capitulo, citamos algunos resultados que nos ayu-
dardn mas adelante.

Proposnclon 26 Sea X un espacio de Banach y sean Y y Z dos sub-
espacios cerrados de X lales que

Ynz={0}.

Una condzczon necesaria y suficiente para que la suma dzrccta Yoz §
sea un subespacio cerrado, es que exista 6. > 0 tal que |ly — .,” > 6 pam :
todasyeY yz€Z, con ”y[] =1 Y “z“ = Lo

Proposicién 27 Sea X un espacw dc Banac Y M ‘_j N (los‘ subespa- %
cios cerrados de X tales que & '

Definamos ”lwl” ”m” ,+ I , n.m e M yneN.
Entonces {10 es una norma en X cqmvalente PR
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Proposicién 28 Sea X un espacio de Banach y sean fy,.. ,f,. vf
funczonalcs Iznealcs en: X Sca

—‘{z E X | f. (.1:) = O'para toda

yfh 1fn€X.
para cadaz =

si J solo si para cualesquzem /31, ,,B,, se lwne que .

Z’.av,ﬂ. Zﬂ.f.

< 7
' '-]
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Capitulo 2

Bases en espacios de Banach.

En este capitulo damos las definiciones y resultados clisicos de la teoria
de bases de Schauder en espacios de Banach, mismos que nos servirdn
para apoyar ¢l material que presentamos en ol (:;z])fl,tll() 3, parte central
de esta tesis, .. - . 7
Eulo que sigue, a’ mrnm quc .w l1l(llquf‘ lo rm Irarzo, X serd un r'.s-,
pacm de Bana(' ] in : ‘on [ norina

Cuando dlgmm (l(, (:.st'ts (muh(‘xoncs se ('mnpl(
todai €N, - : g

A toda sucesion que satisface z) se'le-sucle ”«lllldl‘ w- qunlmrnh
independicnde.

2.1 Bases y resultados basicos.

Definicién 30 (/na sucesion {x:}7e, en X es llamada una hase de

i=1
17

i



Bases en espacios de Banach.

Schauder de X, o simplemente una base de X, si para cada r € X
eziste una dnica sucesion de escalares {a;}io, tal que

es denso en ‘X, Por tanto, un espacio de Banach que no sea’separa-
ble, por ejemplo ¢, no puede tener una base.: Asi pues, es natural
preguntarse:- jtodo espacio de Banach separable posee una base'7 Esta
pregunta, conocida como el problema de la base, fue resue]ta en forma .
‘negativa por P. Enflo [2] En contraste con esto, cualquxer espacno de
Banach posee una sucesién bésica (teorema 51). &
- En cualquier espacio de Banach con -base es posxb]e “definir una." .
norma equivalente a la original y con respecto a:la cual’ dxversos re-"
sultados son enunciados. - Procedemos a deﬁmr dicha- no'rma. en’ un
contexto un poco mas general . v
Sea {:1:,}|_1 una suceslon en X w- Imea.lmente mdependlente. Sea o

: su‘cesyxon

i{x; °°" “es'una base de X
caso, M ||| esta. deﬁmda para Lodo z E z\

entonces Y, X ¥y, en este
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Lema 31 Sean X, {z:};2, yY como antes, Si {y,}‘_:, es una sucesion
de Cauchy en (Y, ||} |||), ca’ Yr 'E a,,'.:v entonces para'c daz G N la‘

es decir, (Y, 1)

DEMOSTnchéN

e P En ista‘de.
+oies: de Ca
o aﬁrmaclo

en: partlculal sir
[a,,' - am,ll ”"'l” = ” anl bt “m l)“"l” <e Ilwxll,

: por tanto, : ' A:
lanl am,ll < 5) g .

es decir, {a,,1}ne, es de Cauchy. Supongamos que las suce-
siones {a,‘,,}"_] son de Cauchy para toda i < k,con k'€ N.
Existe N € N para la que n,m > N implica =

€ (| Tk

o = vl < ”2 L

o lo que es lo mismé, v
Z (avn.i -

i=1

‘osup’
R

en particular st r-
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por tanto,

lan = EE Ilzkll = |[(ank — @mi) k]|

< 5115&11 + 2 (anl am.i) Ty
< i 5 '-aﬁ{fl;'; Nzl

o lo que es ]o misifn'o

b5 'l=l B ,‘
ma H llyiypor
: probara -

y;n'nlf< f,~

am ,.’r. = ”lyn :
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Asi,
4

‘ 2 a,,l.z, E aiT; e .'[;ara tddé r ‘G Nyn>N, _

Sean > max (N,, Ng k De la demgualdad o

”Im]][ para toda ze X, o

Sean X y'Y dos espacxos de Banach. 817 ::X — ¥ es un isbmoﬁ
ﬁsmo lineal, entonces {x;}32, es base de X~ si 'y solo si{T(z:)}2
una base de Y. Asi, {z;}32, es una base de (X I “) si-y. so]o si {:r.},__ :
~es base de (X, ]]]-]]l). ‘ e




22

Bases en espacios de Banach.

Definicién 34 Sea {:m,},_l una base de X’ Para cadan € N definimos
P,: X = X como

Proposi;ckiél‘i 35 { i}i base'de X Las proyeccwnes asoci-
dadas a Ia base {x.} lk son: operadores;lmeales acotados y tales que

D EMOSTRACI(SN

Es claro que para cada n G NP, es lmeal Para toda
z e Xy para toda n € N sucede que 1Pz < el v,
por.la ploposxcmn 33 sabcmos que ex1ste a> 0 tal'que’
=l < CYllfb‘ll y por; tan‘to S

Una base cuya constantc'biisica' cé'l‘es'llam(ida.ilna base 'mbnétona.

" Observaciones 37 E! valor de Ia constanle baszca no solo depcndn "

de la sucesidn sino también de la ‘norma en X, ya que la’ nornia para

“las proyecciones es la inducida por la norma considerada en’ X. A,

al tomar una norma equivalente, el valor de la r‘onsluntc‘ baszca puedc
variar.

Sea {z:}32 a1 Una base de X, con constante bdsica l\ Enton('cs ”P,, )|| <
Il yn €N.

La constante bdsica de cualquzer base siemprec serd maJor 0 zgual quc
1, pues lim ||P, (z)]] =1 pare cualquier z € X, con ||z|| = 1.:
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Lema 38 Sea {z;};2, una basc de X. Una condicion necesaria y su-
ﬁczentc para que la base {z;};2, sea manotona es que para cualqmer
la sucesion

g
1Ly }
MWon=1"

sucesién de escalares {a;};z,,

{ n
i=1

sea no decreciente.

DEMOSTRACl(f)N ;

’Supongamos que’ la base’:{z.} i es’ monotona y que exrste »
una coleccnon de e o,

ip @)l > nan @I —:nzu Zh

lo que 1mp]1ca que ”P,.u Il > l lo que contradlce el hecho de
_que la constante bdsica es. 1. : :

es decnr,

-Inversamente, si z = Zj aix; es tal que ”.1:” = 1 y ne N '

entonces )

1P, () || < ||P,,. (:z:)” pm:a;;uyalqg;e}'r m>n,

ya que la sucesién

esno decxecnente Tomando e] llrmte cuando M — oo obten-
emos : ,
| ARGl
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Asi, . .
A =1
Finalmente, como n'€ N es arbitraria, concluimos que

“sup ”P,,” <1,
s 'nsNr‘,v .

Por :]o seﬁ‘a]a&d}’éﬁ 37, setlene L

sup |Puf| 2 1.
neN

' Asl','l'a, één'stante basica'es'1:

‘La sngulente proposncxon nos mdlca que dada na ba.se en un espacno

" de Banach X ’es posible siempre deﬁmr una norr a para. la cual la. base .

es monotona

'VDeczmos que {m,};_l es norma]xzada si ||:c.|| =1 para toda i€ N

Dada una base {2:}2, de X y una sucesién de: escalares {/\ },_
con ); # 0 para toda 7 E N, se tiene que {Az;}2; e la;‘base‘dc;‘
X, asi, una base siempre puede substituirse por una bas 1, de -
hecho, normalizada. :

Como ya mencionamos, la proposicion 39 nos asegura que si {:L )2
es una base de X, entonccs podremos encontrar un

tal que la base {:c =1 €s mon6tona. Si la base es

; =1
norma equlvalente
acotad_a, algo ‘mas
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puede obtenerse. En efecto, si {1"}.—1 es una base acotada, entonces
podemos deﬁmr “[ “l' X - ?R como - i

! z'
ksandq(que {:1:,}'_l es una base a.cotada., que ||| HI es
) equ alente a |]| |||, y por tanto a Ia orxgmal Para ]“ 1S

una norm _equwalcnte a la orzgmal tal que la base {:1:,} o es monolona .
y normahzada

Cuando {z: }i2, es solo una sucesion bdsica en X todoflo dzcho-
tiene sentido a condicidn de sustituir a X por {ilie,.

Existe un criterio, que sera de gran utllldad, para saber cuando una-
sucesioén en un espacio de Banach es una base.

Teorema 42 Sea {z:}2, una sucesidn en X. E‘ntonces {m.}'_l' es una
base de X ‘st y solo si se cumplen las szguzente.s lre.s condiciones:

i) z; # 0 para toda i eN.
i) - Erxiste I{ > 0 lal que para cualquier sucesidn dc cscalares
' {(z,}‘_1 y para cualesquieran,m € N, con n<m,

"2?%"*‘,,‘2“-*

1=1

.Supongamos que {z.} o1.€s una base de X con constante
-bésica K'+Esclaro’ que iy iii) se satisfacen. Por 37, [Hz”[ <
'K |jz]| para-toda 'z’ € X; asi, si {a;}2, es una sucesion
‘arbltrarxa de: escalares, entonces para cua]esqunera n,m e

s :
: de escalares {a }°°
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es_|||||| —completo. Mostraremos, usando i), que ||| ~
[l 'en Y,y por ‘tanto, Y es ‘cerrado en X,
Sabemos que ”y” < |||y||| para toda y €.Y. Por otra

parte, 51 y € Y y y= Z a.z,, entonces n) 1mpllca

¥, porvtantro, :

Za,z.

c—l :

jsup
o neN

Zaa:.

_‘

»
t"l )

oloqueeslomlsmo, e

Illylll <Kllyll, S

es decir, |]| Nyl || son equwa.]entes en Y Por conmguxente, ;
(Y, ]Ill) es completo ¥, por tanto, cerra o.en X. Comoes .,
fcla.ro que (z.) ‘c Y, se slgue de 7
{z },_1 es una base de X

i S
ii) Eriste K >0 tal que pare cualquier sucesidn’de; escalmes
{ai}2, y para cualesquiera n,m € N, con n.< m,"

£ < ] o]

2.2 Ejemplos de bases.

En esta seccién damos algunos ejemplos de espacios de Banach que '
poseen base.

Ejemplo 44 Los vectores unitarios e; = (1,0,0, .. ),e; (0 1 0 ), e
forman una base para el espaczo de Banach o

o= {{an},,_, |an| ~0,n 5 oo}‘-

equzpado con la norma ch supremo, es: dcczr, ||{a,,} ,]I _sup |a,,|
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Ejemplo 45 Los vectores unitarios er = (1,0,0,..),e2 = (0,1,0,...) , ...
forman una base para el espacw de'Banach .

te
. te BEFT 2 TeHT
en cualquxer otro caso.

donde ! =1, 2 2 y k -—0 1 2 A ]a sucesion {f,,},._, se le llama
el szstcma de Haar g :

202" 20-1Y
2k¥1 3 261 J 1
20~1 _2l°

fzk;,(i)‘:

ik -
te
1
-
Fig. 1
2 -
1
Ja
1
-1
2] - 2[ - 2 - 2 -
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Enla figura 1 vemos cual es el comportamiento de dichas funciones.
Sean ay < @y < i<t a,_, los puntos de dxscontlnuldad de las

funcwnes S fz, why sean'

i ap:< T < iy,
<Ay b gy < T

s a' los puntos de
=1 Exqste

7' < ak 0 ak+2 <r
Por hlpotesxs de mduccxo tenemos que

2m sx ak <r <ak+2,

Ef.(t f.

T<O’/¢OO’,¢+2<TA

kyasf

2]

r+l“ B AR ;
Efx(l fc(T)— 2'"‘_2"--—0 Lo Qk+1 <7-<a,_+2’7
o L0 ; "'51ir<akoa,¢+2<r

o e m+| S IR ST S
=2m +2 2 S oG <T <ajyy
g

K m“
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Anélogamente si & = j se obtiene lo deseado.: )
Considerando lo anterior, dada f e:LP [0 1], pa.ra cada i € N defi-
nimos a a; € § como

aic ] vf»(%) fi(r) dr

. y para cada n € N definimos a P, : L? [0, 1] — L"[O, l] como.

y por ta.ni,o o



30

Bases en espacios de Banach.

es decir, || Pu (f)ll, < ”f”p, y como f € LF [0, 1] fue arbitraria, entonces

.tenemos que i il R e

el

Esta base, a dlferencm ‘de todas las anteriores, tlene una constante
bésica igual a 2 4 +.

2.3 Sucesiones basicas.

Proposicién 49 Sea {z;}{2; una sucesidn bdsica en X tal que [z;]7;
es de codimension r + 1, conr € N, Sean z_.,...,z0 € X tales que .

X = [Tery oy 7o) B[], -

Entonces {z;}io_, €s una base de X.

f=—r
Lema 50 _Sea Y un subespacw de X de dlmenszan fnzta Sea €>0,
Entonces existe zE Jhtal:que ”J” < 1+e) lly+ Az]| -
pard toda'y € Y»y o, Io que es o mismo, 1. <
(r +€) ”y + Az” para toda y(E Y, con’ ”y” = 1, v para toda AeS..
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DEMOSTRACION
Podemos suponer que € < 1. Sea {y. ' C Sy (o, l) una

5-red finita. Asx, para cada y e Y, con ||y]| =1, existe
i€ {1,. ,n} para la cua.l [EER R

.,y.‘.GX',

, Ex:ste z€ X con Hz“ tal c que y, (.1:) 0 paratoda i =
"1 ny'pues de no ser asi se cumplma ii¢) de la proposicién
. 28 para cualqmer f € "X*,'y por tanto i); asi, tendriamos
o que ‘X* seria‘de dxmensmn finita, contradlaendo nuestra
suposncxon general de que X es de dimensién infinita. Sea

y €Y, con ”y” = l L‘xlste = {l ., n} tal que

- Entonces pa_ra' cualyﬁuiéflz\‘ € &, s,tﬂ:ede que

por-lo que .  ”

¥ ya que [ly7||

na sucesion d numero posmvos ,
+_e Sea. :z:;E X con ”lel
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- Por el lema. 50 e)nste z:z G X; con |lz2]| = 1, tal que para
cualesquxera. y € [m]yreS, sucede que

o0 N i
solo’si Y ay con-

, \ r cualesquzera
,am, “sucede que o

m

'Z.y,

i=ng

< K max
. ng<k<m

Z alzl

i=ng

Z (l.y,

i=ng
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DEMOSTRACION

Dada la simetria de la propiedad supuesta para {z:}2, vy
{¥:}2,, y en'vista de que si para un natural ng y una cons-
tante K > 0 se satisface cualquiera. de las dos desigualdades
enuncmdas entonces las mismas son satisfechas por cua-
lesquxera n0 >npy K' > K, se sigue que basta probar que
la primera deSIgualda,d se satlsface para algunang € Ny
a.lguna K >0
Supongamos que dados no € N y K > 0, existen m € N

y una coleccién de escalares a,,,,, a,,1 tales que

Z @iy

i=ng

>K max:

escalares {a.

|—mi

n
@ =gicl para i=mu +1,.., my,
entonces
. Mm-S oE S ‘, S k - ‘
1= - > 2" i
.ya : max aiTiff
z_nlg-:ﬂ-l S Mney H1SkSmy Z ' ~‘

'.=7"n—l +1
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Asi, ): a, yi no es de Cauchy, y por tanto no es convergente.

~Por otra parte, si r’> 4 > m,.i + 2 entonces

Corolario 54 Seank: {a: e ji}i esione ,baszcas’ equwa-'
lentes. Eristen no €N q '
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DEMOSTRACION

Como antes, basta probar que exnste K >0 para. la que se
satisface la primera desigualdad.

. Por el corolario 54, existen np € N y K >0 tales quey

para cualquler m E N con m > s ¥ 'ara cualesqulera.

coleccnon de esca.]

Supongamos 0 : tal que para. cualequler

35
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Para cada z€ X, con z =

Bases en espacios de Banach.

»E daﬁ.-, .de.ﬁnimos av: X =Y

como v (z) = 2 a.y, Es claro.que v es un operador lineal,

biyectivo y que v (z,) Y para toda ¢ € N. Veamos que
es contmuo Por el corolario 55; existe K > 0 tal que

w) ' Pare cuanuzer uceszon

la ser ie- Z tizi converge

e escaIarm {t }‘_], cont — 0
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DEMOSTRACION

Para’ cadaf € X‘ {Z]j(z)l nGN} es: uni

conjunto acotado y ento:

nces el principio’ del acotamiento
umforme nos )

una’ sucesion  de. éscalares tal que

Sea {t'}-

\O‘y U [ X‘ ablerto ‘

37
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t; =+ 0. Seac >0, exxste N € N tal que ‘para cualquier
n> N sucede )

a n,n + l,.... Se ob-
ota.da {a.}._l. A partir de

acotada por y. tal qu

o lo que es lo mism

.Continuamos es
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Teorema 59 Si una sucesion bésica {r;};2, de X satisface
§  S=inflall >0y

ii) 55 z; es w-incondicionalmente de Cauchy,
i=1

entonces {z;}2, ~ {ei}i2,, donde {e;};2, es la base candnica de co.
DEMOSTRACION
Supongamos que {t;};2, es una sucesion de escalares tal que

): t;x; converge. Asx, llm tixz; =0, y como
& :

0< 6 |t | < ]|t.:t.|| ,‘paté. todai€ Ny §>0,

i o 5 . 4 : . . ‘oo
se sngue que hm t s decir, ), ¢;e; converge.
Lt liSE

Inversamen e; 8 1 €8 una sucesion de escalares tal

que E tie; conve g ‘n‘ces la proposicién 58 nos garan-

tiza que 2 t; :c. converge (n]

Teorema 60 Si {z;};2, es ‘una sucesion bdsica en X equwalente a la

base candnica {e:} 2, de co, entonces {z:};2, es acotada.

DEMOSTRACION

Supongamos que

sucesién {xn,} :
SN g

De manera semeja,
(=]

Corolario 81 Si {z;};2, es una ‘sucesidn baszca en X eqmvalente ala
base candnica de co, entonces se cumplen z) y u) del teorema 59.
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2.4 Coeficientes funcionales.

En esta seccién introducimos el concepto de coeficiente funcional aso-
ciado a una base.

Definicién 62 Sea {z;};2, una base de X. Para cadan € N, de-
finimos el n—ésimo coeﬁcnente funcional asociado a {z;};2, como la
funcional f, : X — S definida como

fulz) = (Za,z.)— an.

l—.l

A la sucesidn { fi}i2, se Ie llama 1a sucesién de coeﬁmentes funcxonalcs -
asociados a {:z:.},_1 . : :

Resu1nie:§dp, S[|f,,|| “1‘,.“ < 21\ Con estas observaclones es clara
la'siguiente .
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Proposicién 63 Sea {z;};2, una_ base acotada de X - con constante

bdsica K. Entonces la sucesion {f, }._1 de los coef cientes funcwnalesf
asociados a {z;}2, es acotada.. Mas ain, si: 0 < §< ||.1:,.|| < M < 00
para toda n € N entonces R

Una base! {z,}'_l |
X* forman lo que se Il

,Proposnclon 6
La sucesion { f, :
€cs una suceswn

{z.}',=, gs ‘monqtona, 37 zmplzca que {f,} o1 €5 tambzen monotona.

DEMOSTRACIéN L

Es claro que ’f; # 0 para- toda'i € N Sea {a.} oouna -
sucesion’ arbitraria de escalares ¥ 'sean n,m € N, con.n <

- m.Si P es la‘n-ésima’ proyeccid ‘asomada a {.1:.} —yren-

'f"tonces

poli=1

lfl

|=l
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‘ASI P [U] :
. Por tanto la’constant ba.sxca de 4. f.} , Tes; menor o lgual

* Bases en espacios de Banach.

El corolario 43 nos a.segura entonces que {fi}i2, es una
sucesién baslca Sea S ) a, f. un elemento de [fil2,- De

lo anterior se sigue-
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En efecto’ sean y € X, cony =§1 j‘(y) zi, ¥ f e 'X-; -POI’ la
continuidad de f, ; '

Fy) =

es decir,

- por tanto, cada gies w —contmu
Este resultado serd utxl ma,s a.dela.nte,p
formalmente. s s

Proposicién 66 Sea {m.} e una base de‘X y s: :
de los coeficientes funcionales asoctados a {z;};
es una base de Schauder del espacio’ vectona
{Z:}72, es la sucesion de coeﬁczentes functo'

s qu a base {.1:,}

{f-}._ la sucesidn
La suceszon {f,}

Proposicién 68 Sea =
de los coeficientes funcionales asociados a {z;

es base de X* si'y sdlo si"{z.}‘_ ‘"es éncogzble
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DEMOSTRACISN

Supongamos que {f;};2, es base de X*. Entonces para
cualquier f € X* sucede que

n—OOO

i, I = P2 =0
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entonces existe f € X* tal que f(z.) =a para.‘!odo i e N
ii) Para cualquier F € V ' :

171 <sup

ZF(X

|—l :

llzll = l‘y 'llfll

y como & es arbit
-que aparece en ).
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y entonces la propos:cnon 29 aplicada a X* nos asegura que
- para, cada n€N existe f, € X*-tal ‘que f, (z;) = a; para
; ,n'y tal que ”f,." < M+l Asi pues, tenemos

N e’s‘ﬁmto, entonces existe f.€ X=
a‘infinidad ‘de indices. En tal caso, = »
""q. para toda i € N.- Supongamosf

que procedemos a probar:
Sea ¢ G X - f e X

Si'¢ esuna
obtenemos

PropOS|c|on;70:’ u‘na}base de X ‘con coeﬁczcntcs Sun- .
cionales asoczados {f,},_] 1y sea Y un’ espaczo de Banach “Enitonces el -
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espacio de Banach B (Y X ) es zsomorfo, via la transformacion T +—

{1 (f)}2y) @

{{g.},_, C Y _,’Zg. (y) z; converge en X para toda y € Y}

donde la norm Zes '

Z-”' (.'/

=1 .

ll{y- ._1H =sup sup

II ll<

para’ toda {9 s
a.nterlor determl

<sup sup
*:neN yeY:
L s

‘<," sup IIT(y)ll \

IleI<l
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48
,funa base de X con coeﬁcwntesfuncwnalcs

R Sea K la constante bdsica de la

Proposicién 71 ‘Sea {z. ;
asociados {f,},_l ysea’

rid 'de V es w*—densa en la bola

_nzf&?ﬁc‘z B'de X, denotada por

,una ‘red - en B qu
Dntonces para cada.
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para cualquier d > do, y como |lyal| < 1 para toda d € A,
entonces

Proposncnon‘ 72 Sea {z.
Juncionales asociados q f.

enV = [f,]'_ Deﬁnzy

€s deczr, la no
def' nzda en X

‘,En virtud ‘de se’ t.nene que las normas_
'?mduc1das en’ ¢ ”] f{]: son equxvalentes ~Como’
- es usua.l desxgnaremos a la primera de dichas normas por
I “ ‘en’ tanto que a. la segunda. ]a denota.remos por fj|- 1
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) :por tanto, i
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en bisqueda de claridad, Por la misma razén, la norma
inducida en V** por B {II' se denotara por '
Por la proposiciéon 71 se tiene

llillv ==l (=[I2l)).

Porlo dlcho en eI pnmer parraf )

resulta que existen m, M >
0 ta]es que AN




Capitulo 3

Extension de coeficientes fun-
cionales.

En este capitulo se expondra el material que aparece en [3] y se hara
la generalizacidn anunciada en la introduccién de la tesis.

3.1 Extension de coeficientes fun-
cionales.

Lema 73 Sean {z;}72, una sucesion bdsica en X tal que
codim([z:]:2,) = 1,

y {27}, la sucesidn de los coeficientes funcionales asociados a la
sucesidn bdsica {x;};2,: Sea'mo ¢ [=:|2,. Si {f: }.—o es la sucesion de
coeficientes funczonales asociados a la base {zi}20, entonces cualquzer
‘eztenszon g. dc z3 es de la forma g; = f; = A ifo, con /\ € 8‘ :

DEMOSTnAcu‘SN

E ALa proposicién 49 establece que {z,} X, €5 una ba,se dc

*asi pues, tiene sentido hablar de los coeﬁcxentes funcronales

; {f,}'_o Es claro que para cada i € N, f; es una extension .
de 7 y es trivial comprobar que M+ = [f,], donde M =
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[z:]2,. Si gi es cualquier extensién de z}, entonces g; - f; €
ML, pues gi |m= z} = fi |m, y por tanto, existe un escalar

‘Aital quegi—fi = A fo, 0 lo que es lo mismo, g; = f;— A; fo.
a

El siguiente es también un resultado de J.R. Holub [4], que en
su .versién original estd enunciado en un caso mds general, pero que
aqui lo presentamos adaptado a nuestras necesidades presentes. En la
siguiente seccién se da una prueba original del resultado general.

Proposicién 74 Sea {z;}2, una sucesion bdsica en X tal que

codim ([z;]2,) = 1.
Supongamos que Y C X es un subespacio de dimension 1 tal que Y N
(]2, = {0} y sea {%:}2, una sucesion en Y. Entonces la sucesidn
{=i + y;}?ﬁ, es una sucgsio_’n bdsica si y sdlo si codim([z; + yi|2,) = 1.

DEMOST RACléN

Sea Z = [z. +y.],_1 y sea T EY - {0} Entonces Y =.

T wolly: adem¢'ts?{ar.',}‘_0 es:una base de X (proposxcxon 49),
“con’ coeﬁcnente funcionales asocnados {fi}i2o.; Existe una' .
,sucesmn “de: escalares {32, ‘tal que y; = X; iTo para’ “toda
i €Nysi f € ZJ-, entonces f (z;) = —X; f(a:o) para. toda.

z e N La proposicién 66 nos asegura que IR

B 4f—:w—llm _):f(a:,)f. paratodafEX"'

: por tanto sx f E Z-'-, entonces

- a'Sf buesy‘fo—;
que nmpllca. que. dlm‘(Z*
(propos:cnon 5)
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Supongamos que {z; + yi}iz; €8 una sucesién basica y
que codim(Z) < 1. ‘Entonces Z .="X .y por cons:gunente,
o € Z. Existe una suc| snon de escalares {ai}2

que 1mphca que r'€ [zo],_y por'f' i
propos:mon 25 conc]ulmos que :

( l) - fl‘o (yl) = fO (y:) :
b

v es una suces 6 asxca equ valente a {z.}

lhr

Ahora. estamos en condxcwn de demostrar cl teorema prmCIpal de
: la seccmn : Ful : o . :
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Teorema 75 Sea {z;};2, una sucesion bdsica en X tal que

codim([z]2,) =1,

y con coeficientes funcionales asociados {x}};2,. FEriste una sucesion
bdsica de extensiones de Hahn-Banach de los coeficientes funcionales
{27}, si y sdlo si para cualquier zo ¢ [z];2,, los coeficientes fun-
cionales asociados a la base {z.}'_o, den tﬁados por fi, tienen la propie-
dad de que existe una sucesion de. escalares {A; }.—1 que satisface

9 =Nl f;gg 15

|._l

Z/\z.”<oo

Por’ otra parte,‘»la proposncnon 74 ap]lcada. a V nos: asegu:ra :
- que-1a’ sucesion {f; =i ifo};2, es una sucesion ba_snca sn y:‘

sélo si, dlm V/[f. —Ai fo] 1) =1. Sea W [f.

'Sea.G' € V‘ entoncesG E Wv si ysolos: G'(f,) =)\ G’(fo)
Luego, dlm WV - 1 si y solo si existe Go '€ .V* tal que
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Go(fo) =1y Go(f;) = A; para cada i € N. En efecto,
si dimWy# = 1, entonces existe G € V* no nula. Como
G (f;) = MG (fo) para cada i € N y como {f;};2, es base de
V, se sigue necesariamente que G (fo) # 0. Asi, Go = G((’}D)
satisface la condicién enunciada. Inversamente, suponga-
mos que existe tal funcional G y sea G € Zj;." Entonces

G(f)=A\G(f) =Go(f)G(fo) paracadai>0,

y como {f;}2, es base de V, se sigu =G
Por tanto {Go} es una base de Wit
Asi pues, la sucesién {f; — Aifi}2

si y s6lo si existe Go € V* tal que Go ( fo)

Tenemos que si la sucesién {f; =
bdsica, entonces

sup
neN

-sup

Z Aizg

De la proposicién 69 se sigue

ZGO fl) T

i=1

ZGo(f:” ill 5

sup

Z izl <

i=1

sup
neN

se cumple que

f: ‘/\:.“'ii k

=0

sup
neN

Aplicando de nuevo lakﬁ
Gy € V* tal que Go(fo):
Por tanto, {f; — Xifo}2

Como veremos mds_adela
en X sea tal que el sub
codimensién 1 y no exista una
Banach de los coeﬁcxen

son satisfechas y, por tanto, existird una uce e ektensnones
de Hahn-Banach de los coeﬁcxentes funcxonales asocmdos TR
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Teorema 76 Sea {z;};2, una sucesién bdsica acotada en (X ||-|) tal
que '

c‘odini([z.—]ff,) =1,
y con coeficientes funclouales asoc:ados {z3}:2,. Entonces eziste una
norma en X equivalente a ||-|| tal que {zi}2, tiene una sucesion bdsica
de extensiones de Hahn Banach

DEMOSTRACIéN .

Sea ) E X \ [z a proposnclon 41 nos pemute suponer: :

es equnva]ente )+l
sucesién de escalares {a.}°° :
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para cualquier f € [fi]2,. Asi pues,

inf Illf.—AfoHI =iof (I[=Afoll + I1£:1l) = £l

A€T

paracadai € N, y claramente este infimo se alcanza cuando
A=0.

Si A = 0 para toda i € N, entonces, obviamente,

E/\.x.

Del teorema 75 se sigue entonces que para esta nueva norma
lII]ll; existe una sucesién basica de extensiones de Hahn-
Banach de {=zt}2,. O

sup =0 < oo.

neN

i=1*

En el caso en que la sucesién basica considerada es equivalente a la
"base canénica de ¢y (ejemplo 44), entonces no es necesario renormar
el espacio para obtener las extensiones que nos ocupan, pues siempre
existird una sucesién béasica de extensiones de Hahn-Banach de los coe-
ﬁc:entes func1onales alin’ cua.ndo codzm[:c.],_, = oo,

: Proposwnon 77 Sea:{a:;} una sucesion bdsica equivalente a la base
candnica de ¢, Entonc e una sucesidn baszca de extensiones
“de Hahn-Banach ‘delos coeﬁczentes funcwnales {zt}:2, asociados a

{31}1_1 *

DEMOSTRACION

Por el tébrema'ﬁo R 7 ey es a.cota.da., y por la proposxcxon
63, {7}, también lo es. Sean {f;}{2, una sucesién de ex-’
: 'tensxones de Hahn Bana.ch de {a: 'ybf{a,}'___1 una sucesion -
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Asf,
su ';' a;b;] > sup ga, (f.,u(y))l
”55,,, <« :'__ A vy
> wwp o |Balfir )= su z:a.y.l
?(ﬂl,g‘-;»v“rvi.nqu i€ i=1 i
Y vil=gh e

equzvalente a la: orz_qmal/ zzst

na uceswn"baszca'dc cztensiones de
. :Hahn-Banach :

funczonales. =

Teorema-? S una suceszon baswa acotada ‘en’ (X‘

que

1) ta l

"odzm([z'l.-,) =1

y supongamos que {.1:,} o1 no es equzvalente ala base canomcaz{e.}
de co.” Entonces eziste en X una norma equivalente. a ||-|f: tal que. no =
exisle una suceszon'baszca de extensiones de Hahn- Banach de Ios coe-
ﬁczentes' func 0 \ales {:c }.—1 de {z;}2 Sl

=1

DEMOSTRACI(SN

. \‘[:c,],_ La proposicién 41 nos permite suponer
“'que la norma’en X es tal que la base {z;i};2, es monétona
y normahzada ‘Claramente {z;}%%, no es equivalente a
e}, respecto a esta nueva norma. Por el teorema“59,



Extension de coeficientes funcionales. 59

la serie ): z; no es w—incondicionalmente de Cauchy, por
lo que exjste ho € X*, con |lho|l =1, y tal que
2 o (@)l = o0
=0
Para cada i € N existe z; € < tal que
[ho (2} = ziho(zi).

Sea {fi}:2, la sucesién de coeficientes funcionales asocia-

dos a {z;}2, Porla proposncxon 63, {f:}:;2, es acotada.

Ademds, la convergencia de %a. f; implica que a¢; — 0, ya
=l

que

a| < w7 =
lanl < g lanfull  para cadan =0,1,2,
: ieN

Asi, {a:}i2, es acotada siempre que 2: a,f. converja

Definimos ||| - [f.

0 — §R como

o= [||z: f

v:{ai}32;. Es sencillo comprobar
N [f;],?fo Ademis

para alguna m >

Il lll en (fi]Z,. L

donde Kes la constante'ba.sxca de {fi}iso resulta.do que‘ B
fué obtenido ‘al probar la“continuidad de los coeﬁcxentes.
funcionales asociados a una base. Mas atin, para cualquler ;
suces:on de escalares {a.},_o, la sucesion: *

{ Ea.f,’}ﬁo" |

i=0
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escalar(.b quc satlsfaccn .
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es no decreciente, pues para cualquier n € N, sucede que

’i aif.'"2

|] £ \/ ool +

es |[|-|[|-monéto

que la'norma |||:|

ies mayor 0 igual quc el obtemdo para esa expresnon eval uada o

en {A zi.:"Por tanto.nos restrmgnrcmoq a la coleccnon de

)\—|AI>

Asi, es suﬁcnente dctu mmar

(\/Ilifoll + IIf-II +max {Iltfoll mf. -t llfolll})
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Es sencillo ver que si ¢ > 0, entonces
liefoll < lifill —tlfolll  paratedat< g
¥y que
lefoll 2 Al = t1folll para toda ¢ = .

Consxderemos pues la funcmn F: RtuU {0} - R definida
como

F(t) =yt Ilfollzk+ llf:ll2 ‘max.{t Ilfoll ANSN = i}

o lo que es lo'mismo,

- Asi pues, el teorema; '
‘existe una sucesion bas
de {:c

 NI0S asegura que para (X ”] |||) no
» de’ extenslones de Hahn-Banach :
O ol ‘

x-.l
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Lema 79 Sean {z 1‘ y {fu}°°

-DEMOSTRACION

Extensién de coeficientes funcionales.

De lo dicho después de la prueba de la proposicion 77 y a partir
del teorema- anterior se tiene:
Sea {z:}32, una sucesidn bdsica y acotada en X y tal que

codim ([z:]32,) =1.

{z:}2, es equivalente a la base candnica de co si y sélo si para cualquier
norma en X equivalente a la original, la sucesion de los coeficientes fun- -

cionales asociados a {.1:.} tzenen une sucesion bdsica de eztensiones
de Hahn-Banach. I

Dado que la subsucesién {e;}2, de la base canénica de (l”, -l )
conl <p<oo, no es equlvalent,e a la base candnica de ¢y (considérese
la sucesién {0 1% 2" ' }) se concluye de lo anterior que para cada
1 < p < oo, existe una norma ||-|{|, equivalente a la usual tal que
los coeficientes funcionales de’ {e.},_2 no tienen extensiones de Hahn-
Banach que constituyan una sucesién basica. Con esto se responde de
manera negativa la pregunta planteada por Retherford en [7].

Es natural preguntarse si los resultados son ciertos en general, es
decir cuando la codimensién de [z;]2, es arbitraria. En la siguiente
seccidn tratamos el caso en que [#;]72, es de codimensién finita.

3.2 Extension de coeficientes fun-
cionales. Codimensidn finita.

En ésta seccién se supondra:

i) {z:}7Z, es una sucesién basica en (X,[|)]) para la cual M = [z}

tiene codimensién igual a r 4+ 1, con 0 < r < 0.
it) {z-ry..., %o} son vectores en X linealmente independientes, y
N =(z_,,.. ,.ro) es tal que Mn N {O} s €8s dec:r, X =M @ N.

’ ,}""l Y a Ia base {z }'__r

respectwamente
solo’si

A(")

ds sucesiones de Ios ocfczentea :

na eztenszon de xIsiy
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Como X =M @ N, se tiene N* = M*. Por tanto,

cilla que la dada en [4]

Proposicién 80 Sea {y:};2
maciones son equivalentes

i) {z. + ¥i ;=
W) X=lzd
iii) [z-' +y

DEMOSTRACION



64

Extension de coeficientes funcionales.

de donde A

( ( Yy ,\.z,):_—z—i,\. (z: + i) -

n@b en esa mtersecclon Ex:sten P 1ref—r €
e »i{yo, W ¥or} es una ba.se de N. Conforme

Teorema 82 Sean {:c W2y y {fi}i2: las sucesiones d de los coeﬁczentrs
funcionales asociados a {z;}32;" a“{z.}m_’r' respectivamente. Eriste
una sucesion bdsica de eztenswncs;de‘ Hahn-Banach de {.‘L 12, sty

sdlo si e:czstc una sucesion {(/\(") )‘(o)) }l,;’ en Qrl que satisface
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las siguientes dos propiedades:
i)  Para toda t€N,
" fi— 2 A(J) fill =

. . -
i - 1A R
(,\(—r)' l,,\(o))egwu J=E_r le

—-r<g< neN

ii) max (sup "2 ,\(’) u) <'oo.
DEMOSTRACION e

demostrara que :) es una?

Como en el caso del teorem '

65

condicién necesana y. suﬁclente para que cxlsta. una sucesmn S

de extensiones de.H whn-Banach de {z} }‘=,, en tan d‘que u) -
lo es para que una'sucesion de extensiones sea una succsion 5

corolario anterior, se tlene quc Y
pacio de Banach. Por tanto, {y, :
S‘ y bolO si Y = [gl]|= @ [fJ]J:—
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[g,]'=l @ [f,] Loy si y sélo si {(A( n,. Aso))}‘f satis-

face it). L
Hagamos V [g.]._l y supongamos que {gi}:2, es una
sucesion ; ba,slca, yasiY = V& [fJ]J__r Es claro que la
sucesion | ‘de coeficientes funcionales asociados a {g;}2, es

{7 |v}, de donde, aplicando la proposicién 70 a V con la
_base {g;};2, ‘y al espacio de Banach Y, obtenemos

"Z (Fi o Pv)(f) g

| < K||Pv

para toda’ fe Y con ||f]l < 1,y para toda n € N, donde

K'esla constante basnca de {g.},_, y Pv.es la. proyeccnon X

y asi,

donde ]I ||N es. l

'~ N. Como.
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Sean y € N, con |ly| £1,yne N Entqnce;
I (s o)l = s ) (D]
=[EFO -6 sKIAl.

Por el teorema de Hahn-Banach, existe hy € ([z]3,)" tal

que iy (30 (1) = llsn ()] ¥ tal que [y | = 1. Sea hy = hyo
P, donde P, es la diferencia P, — Py, con P; la proyeccidn
de [z;}2 [z.],=_,, para cada —r < j < oo. Entonces

i=—r

B @) =l v R < 2Keaz,

donde K (,.) , €8 la constante basica de {z;};2_,. Ahora

I"-T

bxen, es claro que h €Y, yaquehyo P, = Z‘ h (z.)f.,
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y como

Efl ®$|

c-l

< Kz,

; Zg-’QfF’i

: szOl‘lClullI‘lOS que exlste 0 < Ko < oo tal que

para toda n € N.
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es equivalente a ||-|| en [f;}2_,. Mas aiin, para cualquier
sucesion de escalares {a;};z_,, la sucesién

(D

==
es no decreciente, ya que

£ a
) a.f.|+“21a.~f.~

i=—r

si —r<n<o0

Eﬂ: aifi

i=—r

si n>0,

y por la proposicion 64 y el lema 38 se tiene que para toda
sucesién de escalares {b;};,, la sucesion

(1),

i=—r
es no decreciente. Asi, {fi}:2_, es |||:||-monétona. Por la
proposicion 72, la norma |f|-||| : X — R definida como

el = sup {12 @)1 £ € LA, Ml < 1)

es equivalente a la orlgmal

IIIfIII = sup{lf(w)

emas stiéede que

) .IIImIlI < 1}

‘a cadazeN

por tanto,

“max | sup:
—-r<i<0 VIEN
El teorema 82 nos asegu entonce, que para. esta: nueva

norma |||+|||, existe: una sucesxon ba.snca. de. extensxones de’
Hahn-Banach de {z7}32,. O 3

l—l
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Finalmente enunciamos y demostramos la generalizacion correspon-
diente al teorema 78.

Teorema 84 Supongamos que {z;}{2, es ademds acotada en (X, ||-||)
y que no es equivalente a la base candnica {e;}>, de cg. Entonces
eziste en X una norma equivalente a la original tal que la sucesidn de
los cocficientes funcionales {z}}2, de {z;};2, no admite una sucesidn
bdsica de extensiones de Hahn- Banach

DEMOSTRACION

La proposicion 41 nos permite suponer que la norma en X
es tal que {z;};2_, es mondtona y normalizada. Claramente
{z:}2_, noes equivalente a {e;};2, respecto a esta norma.
00
Por el teorema 58, laserie 3~ x; noes w—incondicionalmente
i=~-r

de Cauchy, por lo que existe kg € X*, con ||hofl =1 y tal
que

Z tho (z:)| = oo.

B l=—1’

Para. cada i G N existe z. € 9‘ tal que

o es acotada L
= ?R como
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es equivalente a la original, y que ademas sucede que

Al = sup {if (2)| : z € X, l|=]ll <1}

para cualquier f € [fi]2_,.
Sea ¢ € N. Entonces

fi= £ 201 = mpx, (VINOLIF+IAF
+ max{ llwf, || Iz. IIf.ll — a6 uf,ul})

~ Sea

: ', A(o)) l” fi — ,\(:) fJ

K r-'—r

ypara.cada r<j <0 sea

1 < < ] < 0, G; (/\) es una funcién de la forma ‘

\‘I/ ]A]2 a2 + 52 4+ max (|A| a, |z:b - z\al),

. -Para cada

' donde )« €3,a,b>0y |z =1 Como en'el teorema. 76»

. esta funcién sélo alcanza su fnfimo cuando -

b
A= z?h B
y por tanto G; (A) sélo alcanza su infimo cuahdo,,
Ul
P=3 Illel

Dicho infimo tiene un valor d
(E£) 150
De aqui que G()\(") /\(0) s6lo alca

AT, AD ( 1]
(4,0 ) = 2170

‘llfoll

n
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. yaquesi AUo) ;ﬂ'ﬁu"z.' para alguna —r < jo < 0, entonces
[ o

G’(M—r) ,\(o)) > G, (A > G, ( _‘%n"z‘)
= max, G (sfhly=) = (52) 1A,

por otro 1ado

(,\(—r) A(o)) - (‘/_ + l) £l
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