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INTRODUCCION 

Existen diversos materiales para los cuales la interacción con campos electro-

magnéticos muy intensos inducen una respuesta no lineal del medio, al mismo tiempo 

el medio reacciona modificando los campos externos en una forma no lineal. Este 

tipo de procesos da lugar al campo de la ()plica No Lineal. Este campo relativamente 

nuevo comienza en 1960 con el descubrimiento de materiales fotorefractivos en los 

cuales se observaron procesos altamente no lineales como la conjugación de fase, la 

biestabilidad y la generación de segundo armónico. Desde entonces el campo de la 

óptica no lineal ha crecido aceleradamente motivando su desarrollo la creación de 

láseres muy intensos con pulsos de duración muy cortos así corno el descubrimiento 

de materiales cuyas propiedades ópticas no lineales son enormes. Estos procesos no 

lineales aparte de ser importantes desde el punto de vista fundamental, son de suma 

importancia debido a su gran potencial en aplicaciones tecnológicas 

Entre los materiales novedosos que han sido utilizados para observar fenómenos 

ópticos no linelaes en los últimos años, destacan los cristales líquidos. Estos materiales 

se caracterizan por ser "suaves", es decir, porque la generación de fenómenos no 

lineales se produce con campus ópticos muy pequeños en comparación con aquellos 

usados para producirlos en cristales sólidos!. 

Uno de los fenómenos básicos para la comprensión de las propiedades ópticas no 

lineales en cristales líquidos lo constituye la Transición de Freederirksz Optica (TFO). 

Este fenómeno se presenta cuando un haz láser polarizado incide sobre una muestra 

de cristal líquido con sus moléculas anisutrópicas en un cierto estado de alineación 

¡Ás valores típicos de las potencias de lir, laseres indizados en lin cristal liquido son de roiliwatts, 
mimaras que le potencia de los latieres utilizados para stílidos son del orden de inegawatts 

O 
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inicial2. El láser ejercerá una turca sobre las moléculas del cristal líquido que tiende 

a orientarlas en la dirección del campo eléctrico, pero como el medio ejerce también 

toreas elásticas sobre las moléculas, se establece una competencia entre ambos tipos 

de toreas. Conforme la intensidad del laser aumenta el sistema adquiere cadas vez 

más energía volviéndose más inestable. Si la intensidada del campo óptico sobrepasa 

un cierto valor crítico, entonces las torras eléctricas vencen a las turcas elásticas y 

comienza el proceso de reorientación en la dirección del campo eléctrico, relajando a 

una configuración orientacional en la cual la mayoria de las moléculas se encuentran 

alineadas, en promedio, en la dirección del campo eléctrico. Así pues, la TFO se 

puede visualizar como un proceso de relajación, i.e. como un proceso irreversible, de 

un estado de equlibrio inicial inestable a un estado de equlibrio final. Debido a la 

anisotropía de las moléculas, los efectos de la reurientación tienen como consecuencia 

producir un cambio en diversas propiedades macroscópicas del material, como pueden 

ser la constante dieléctrica, la suceptibilidad magnética, etc.. 

Este fenómeno ha sido discutido extensamente en la literatura reciente y consti-

tuye uno de los efectos que colocan a los cristales líquidos en un lugar muy importante 

dentro de los nuevos materiales susceptibles de. ser empleados en diversas aplicaciones 

tecnológicas. Sin embargo, en la mayoría de los estudios teóricos y experimentales que 

se han hecho, los efectos de las fluctuaciones, sean internas o externas, generalmente 

se desprecian; aunque existen algunos trabajos que consideran fluctuaciones internas 

como ruido térmico inherente al sistema. Ahora bien, existen algunos sistemas en 

donde las fluctuaciones (internas) no son pequeñas y son esenciales para describir 

su dinámica; por ejemplo, en la vecindad de estados termodinámicos inestables u 

más generalmente, en estados fuera de equilibrio. Así pues, para poder estudiar esta 

clase de sistemas, es necesario hacerlo en términos de una descripción estucástica, 

que además tiene otras ventajas como son el poder calcular funciones de correlación 

en términos de las cuales se expresan diversas propiedades de transporte, así como 

propiedades dinámicas (p. ej. tiempos de respuesta). En esto reside la motivación 

de este trabajo. Más específicamente, su objetivo principal es el estudio cle la reori- 

%opuesto por IBS COIldieillneli de frontera 
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entación de las moléculas que componen a un cristal líquido flemático causada por 

un haz láser. En particular, el trabajo se enfoca al cálculo de la birrefringencia in-

ducida en el flemático por las fluctuaciones externas en la amplitud del campo óptico 

aplicado. 

Para este fin, se construye un modelo de reorientación que toma en cuenta lo 

anterior. Una de las características de este modelo es que las fluctuaciones externas 

aparecen en la dinámica de la reorientación en forma cuadrática (ruido no lineal). Este 

tampoco es un problema muy común, ya que generalmente se ha estudiado el problema 

de ruido externo lineal y sólo en pocos casos se han desarrollado técnicas para el caso 

no lineal. Así, en este trabajo se estudiarán los efectos del ruido externo no lineal en 

la reorientación y se obtendrá una expresión analítica para la birrefringencia inducida 

por dichas fluctuaciones para un cristal líquido nemático. Además, debido a que la 

reorientación de las moléculas induce un flujo hidrodinámico en el sistema, también 

los efectos de flujo se tomarán en cuenta explícitamente en nuestra descripción. Este 

hecho usualmente no se considera en la mayoría de los trabajos en la literatura y, 

como veremos, afecta significativament e al proceso de reorientación. 

El punto de partida para calcular la birrefringencia son las ecuaciones nema- 

todinámicas, las cuales son bien conocidas en la literatura 	[8],[9],[10] y se obtienen 

considerando al cristal líquido como un medio continuo. Estas ecuaciones se escriben 

para una geometría específica y bajo ciertas aproximaciones, se reducen a ecuaciones 

de amplitud de las variables relevantes, en las que el campo externo aparecerá en 

forma cuadrática y aditiva. Una vez que se han obtenido estas ecuaciones se intro-

ducen las fluctuaciones en la amplitud del campo externo, obteniéndose ecuaciones 

estocásticas para la amplitud de Fourier de las variables relevantes. 

El tratamiento para dichas ecuaciones estocásticas se basa en el método desar-

rollado por San Miguel y Sagués [42], quienes construyen y asocian una ecuación de 

Fokker-Planck para la densidad de probabilidad de la amplitud de Fourier de las com-

ponentes del campo director a dichas ecuaciones estocásticas y con ésta se calculan 

los momentos de esta función de distribución en el límite estacionario. Finalmente, 

utilizando estos se calcula la birrefringencia inducida por el ruido externo. 

Cabe señalar que el estado estacionario que se considerará no coincide con el 
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estado final del proceso de reorientación, debido a que las aproximaciones empleadas 

en éste modelo sólo permiten describir las primeras etapas de la reorientación ya 

que la descripción de todo el proceso de reorientación implica utilizar las ecuaciones 

nematodinámicas que de entrada son altamente no lineales. 

Para este fin el trabajo se ha organizado de la siguiente manera. En el capítulo 

1 se da un breve resumen de las propiedades básicas de los cristales líquidos (com-

posición química, clasificación e interacción con agentes externos) y se discute el efecto 

Freedericksz. 

Posteriormente, en el capítulo 2 se describe la deducción de las ecuaciones nema-

tudinámicas deterministas obtenidas por de Gennes y las ecuaciones nernatudinámicas 

estocásticas desarrolladas por San Miguel y Sagués. 

En el capítulo 3, se describen las técnicas desarrolladas por San Miguel y Sancho 

para el tratamiento de problemas con ruido externo lineal y no lineal. 

El modelo y la geometría particular que se adopta para el cálculo de la birrefringen-

cia se describen en el capítulo 4. En este capítulo se emplean las ecuaciones obtenidas 

en el capítulo 2, y se aplican las técnicas descritas en el capítulo 3 para obtener los 

momentos de la función distribución necesarios para calcular la birrefringencia del 

flemático. 

En el capítulo 5 se obtiene la expresión para la birrefingencia, la cual se grafica 

utilizando los parámetros de un nemáticu específico, 5CB. En la última sección de 

este capítulo se discuten críticamente los resultados. 

Finalmente, en las conclusiones, se discuten las limitaciones y alcances de este 

trabajo. 



Capítulo 1 

PROPIEDADES GENERALES 

DE CRISTALES LIQUIDOS 

En este capítulo se describen las caractetMcas generales de los cristales líquidos, 

composición química, clasificación y los efectos que sobre éstos producen agentes 

externos corno son las fronteras que lo confinan y diversos tipos de campos externos, 

eléctricos y magnéticos estáticos, así romo campos ópticos. Finalmente, se describirá 

brevemente el efecto de reurientación producido por estos campos sobre las moléculas 

del cristal líquido. 

1.1 Compuestos MesogéMeos 

Para entender el concepto de cristal líquido, es necesario hacer referencia a al-

gunos aspectos relativos a la estructura microscópica de los sólidos cristalinos y de 

los líquidos isutrópicos. 

En un cristal sólido compuesto por moléculas isotrópiras, los centros de masa de 

las moléculas están anclados a un arreglo periódico tridimensional presentando urden 

pusicional a largo alcance. Esto se manifiesta en el patrón de di fracción de rayos X que 

presenta picos de intensidad de reflexión bien definidos (fig 	a). Por el contrario, en 

el líquido isutrópico, los centros de masa de las moléculas están distribuidos aleatoria-

mente, por lo que sólo existe urden pusicional a curto alcance y en consecuencia su 

7 
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patrón de difracción no presenta máximos de intensidad (fig.11b). 
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Figura 1.1: Patrón de difracción de rayos X. a)Sólido cristalino, 14Lícitiido isutrópico, 

c)Cristal líquido esméctico fase A. Los picos de intensidad que aparecen en esta última 

figura indican que las mol¿culas no se encuentran distribuidas aleatoriamente. 

Si los sólidos crístalinus están compuestos por moléculas anisotrópicas, entonces 

la estructura molécular presenta dos tipos de orden a largo alcance: posicional y 

urientacional. 

Para estas sustancias, ambos tipos de urden desaparecen en el punto de fusión 

de la transición sólido cristtalino•líquido isotrópico. Sin embargo, existen algunos 

compuestos orgánicos que presentan fases intermedias en las que el urden posicional 

permanece mientras que el orden orientacional se reduce u desaparece; cuando esto 

ocurre éstas sustancias reciben el nombre de plásticos cristalinos. En el caso inverso, 

cuando el orden orientacional se conserva y el urden posiciunal se reduce o desa-

parece, entonces las sustancias reciben el nombre de cristales líquidos o compuestos 

mesoq(lieos y las fases intermedias son conocidas como mesofases o fases líquido-

cristalinas [1 jf2f (3) 

Así pues, los compuestos mesogénicus son sustancias orgánicas constituídas por 

moléculas altamente anisotrópiras. en donde la transición del estado sólido al estado 
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líquido, pasa por una o más fases termodinámicas bien diferenciadas, presentando 

orden orientacional a largo alcance, así como diversos grados de orden posicional el 

cual dependerá de las características químicas de las moléculas 131 (fig 1.2). 

0 1/ 00 0000  

0000c 
sis& .1,... erist lb 

ierrspwc.ilturo 

Fígura 1.2: Diversas mesofases en cristales líquidos termotrOpicos. Conforme la tem-

peLatura aumenta el orden pusicional desaparece dando lugar a una o más mesofases. 

Aqui se muestra la fase esméctica A y la nernática. Nótese que la fase esméctica 

presenta un grado mayor de urden posicional que la nernática 

Las propiedades mecánicas de estas mesofases son semejantes a las de un líquido 

convencional debido a que los centros de masa de las moléculas no están fijos es-

pacialmente y por tanto fluyen I. Por otro lado, al existir urden urientacional de 

largo alcance, estas sustancias tienen propiedades anisolrópicas semejantes a aquéllas 

de cristales sólidos como la anisutrupía en la constante dieléctrica y en la suscep-

tibilidad magnética, manifestándose principalmente en propiedades ópticas como la 

birrefringencia 111131151. 

fluidez depedera del grado de orden 	 quee prehilite cuela iiiesofa.se 
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1.2 Composición Química. 

Las unidades estructurales que constituyen un cristal líquido son moléculas geométri-

camente anisotrópicas con una parte rigida polarizable. La forma geométrica común 

de éstas, es alargada como una "varilla" (calamiticas) o planas en forma de discos 

(discóticas) [4] (fig.1.3) 

t 000
80 9 

  

Fígura 1.3: Cemumetría de las muleculas mesogénicas. a) Calamíticas, b)Discóticas. 

El vector Ti' indica la orientación promedio de los ejes largos de las moléculas 

Estas unidades pueden constituirse por moléculas orgánicas pequeñas u largas, 

así como por estructuras moleculares complejas. Las Moléculas ománicas pequeñas 

son calatníticiG, sus dimensiones sun de unos 20 A de longitud por 5 A de ancho. 

Ejemplos típicos son: el azoxianisol-p (PAA) y la butilanilina-p (NIBBA) 

Las Moléculas lamas existen en forma natural (DNA, virus mosaico del tabaco) o se 

obtienen artificialmente por medio de fibras plásticas flotando en agua, así cumu 

polipéptidos sintéticos disueltos en ciertos solventes. Las dimensiones para estas 

moléculas que también sun calámiticas pueden variar desde unos 300 A de largo 

por 20 A de ancho para los polipéptidos sintéticos, hasta :1000 A de largo por 200 

Á. de ancho para el virus mosaico del tabaco. También dan lugar a mesufases las 

estructuras complejas de moléculas, como los sistemas de agua-jabón, en donde los 

aniones alifáticos (C/13 	ECI121,, 2  — CO2 ) y iones positivos (Na', Ki, N11,1' ) se 

ordenan formando cadenas'. Cada cadena en solución, no constituye por si misma 

21.a parte polar (10.¡ ) tiende a 'maní. ra contado cone t an11:1, mientras que la parte apelar ti 

evita 

••• 
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un cristal líquido, sin embargo cuando se forman cumulos de cadenas, entonces es-

tos pueden adoptar la forma de una "varilla" o de un "disco" constituyendo así las 

unidades estructurales que darán lugar al compuesto mesogénico (fig. 1.4). 

Moléculas 
amfifílicas 	,5,55 

S 	Y" 
H,0 ,50 

55 	 5  55 	> 
H,0 

O) 
	

b) 

Fígura 1.4: Ejemplos típicos de agregados moleculares complejos que dan lugar a 

compuestos mesogénicos. Estos constituyen a) columnas u b) capas. 

En este trabajo sólo se consideráis cristales líquidos compuestos por moléculas 

orgánicas pequeñas y que presentan una mesofase específica, la fase nemática, que se 

discute con más detalle en la siguiente sección. 

Así, las moléculas sobre las que se hará referencia están descritas por la fórmula 

genérica de la fig 1.5. 

1-0-44-0-r 
Figura 1.5: Formula genérica de los compuestos mesogénicos. Las características 
principales de esta sun: Estructuras cíclicas, corno anillos de benzenu. Grupos puente 
A=B y cadenas términales R y R' 

H,0 
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La características químicas principales de estas moléculas son: presencia de es-

tructuras cíclicas como anillos de benzeno u heterocíclicas, en donde se encuentra la 

parte rigida polarizable de la molécula, ejemplo de ellas se presentan en la figura 1.6. 

-0-0- 
0 0C> -I& 

-0J>. 
Figura 1.6: Ejemplos de diversas estructuras cíclicas 

Estas estructuras están unidas por grupos puente A,B, como los que se muestran 

en la figura 1.7. 

--o mieC — 
o 

o 

~71 	

II 

Figura 1.7: Diversos grupos puente 

Además, existen cadenas aliféticas o grupos rígidos (-CN) terminales R y R' aso-

ciados a cada estructura. 
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—OR 	 —R 	 —COOOR 

—00CR —000OR "Nci%aiNcocit 

	

—si 	—f 

—N=C =O —CR=CR—COOR 	—Oen 

Figura 1.8: Grupos terminales. R y R' son cadenas alkalinas 

El tipo de mesofase está determinada por el número de grupos que cada cadena ter-

minal R,R' contenga. Por ejemplo, si las cadenas están constituidas por un grupo (ca-

denas "cortas"), entonces la mesofase se caracterizará por presentar un grado menor 

de orden posicional (fase nemática). Mientras mayor sea el número componentes de la 

cadena (cadenas "largas") las mesofases serán cada vez más ordenadas (esmécticas), 

pudiéndose dar el caso de compuestos que contienen cadenas con un número interme-

dio de componentes y que presentan ambos tipos de mesufases (esméctica y nemática) 

[3]. 

Cabe señalar que, aunque la estructura molecular en general no es plana y existe 

un ángulo entre los anillos de benzeno, es común considerarla plana de tal forma que 

el eje largo de las moléculas esté contenido en el plano de los anillos y facilite su 

descripción. 

Para finalizar ésta sección se presentan algunos ejemplos típicos de moléculas 

mesogénicas [6]: 

01. 
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C.11, 

a) 	 PI 

CH,0 

NF 

ft  HA 

loilak —E 
d)  

e)  

r-1/-49>--c44  
I) 

Fígura 1.9: Ejemplos típicos de moléculas mesogénicas. Nemáticos a) 5CB, b) MBBA, 

c) PAA. Colestérico d) Benzonatu de Colesteril. Esméctico f) TBBA (Tereftalilideno-

bis-(butilanilina-p)) 

1.3 Clasificación 

Existen dos grupos principales de cristales líquidos que se caracterizan por los 

parámetros a través de los cuales se inducen las transiciones de una fase a otra. Estos 

son: 

Cristales líquidos liotrópicos formados por moléculas de alto peso molecular (p. 

ej. compuestos amfifílicos, DNA), y cuya transición se induce por cambios en la 

concentración. 

Cristales líquidos termotrópicos, constituídus por moléculas de bajo peso molecu-

lar y en donde la transición se efectúa mediante cambios en la temperatura. 

' 	A su vez los cristales líquidos termotrópicos se clasifican estructuralmente 171 en 

tres mesufases principales: Nermilicos, Colest&iros y Esuiéelicos. 
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1.3.1 Nemáticos 

En la siguiente figura se representa esquemáticamente el orden estructural que 

presentan los cristales líquidos nemáticos. 

	

O 	0 00 ) O 
r7() O 0 o 

0 C 0 0 00 0  

Figura 1.10: Arreglo estructural de las moléculas en un nemático. El vector Tí>  indica 

la dirección preferencial de alineación de las moléculas 

Como se puede apreciar en la figura anterior las moléculas de esta mesufase se 

encuentran distribuídas aleatoriamente corno en un líquido isutrópico, por lo que 

no existe orden pusicional a largo alcanre3. Esto trae corno consecuencia que las 

propiedades de transporte como la viscocidad sea parecida a la de un líquido isotrópico 

10 -2puise). 

Ya que los ejes largos de las moléculas son mutuamente paralelos, fijan una di-

rección macroscópica preferencial. Dicha dirección se describe por un vector unitario 

que indica la orientación promedio de alineación de las moléculas. 

La polarización a lo largo de i es nula, debido a que el número de moléculas 

con momento dipolar permante en una dirección es igual al número de moléculas 

con momento dipolar permanente en dirección opuesta, por lo que los estados "ii>  y 

—irson indistinguibles. 

Las características ópticas de esta mesufase corresponden a las de un medio uniax- 

	

ial con eje óptico paralelo al vector 	alrededor del cual existe simetría rotacional. 

Esto se refleja notablemente en las propiedades ópticas como la birrefringencia. 

Cabe señalar que el tipo de moléculas que constituyen esta fase generalmente 

"Eit conwaraeit'm con las otras dos atesorases, (911.41 en la Inas desordenada. 

1 
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son ópticamente inactivas y tienen simetría a espejo (equivales), aunque el nemático 

puede estar constituído por un sistema de moléculas ópticamente activas (moléculas 

quirales) en donde se tiene la misma cantidad de moléculas izquierdas y derechas. 

1.3.2 Colestéricos. 

La mesofase colestérica es un caso particular de la fase nemática formada por 

moléculas ópticamente activas en las que existe un número mayor de moléculas 

izquierdas o derechas (quirales). 

El orden orientacional se preserva, pero ahora, Ti'varía espacialmente de tal forma 

que adquiere una estructura helicoidal. 

p/2 

Fígura 1.11: Arreglo estructural de las moléculas en la fase colestérica. F es el ángulo 

que forma el vector director con el eje x, p es el "paso" de la hélice. 

Para esta conformación cada plano perpendicular al eje de la hélice contiene 

moléculas que presentan el mismo urden orientacional y posicional que la fase nemática, 

pero la dirección preferencial ruta ligeramente en los planos adyacentes. Para este 

caso el vector director Ti se describe en términos del ángulo de rotación 0, que es 

función de la distancia subte el eje de la hélice. Al turnar el eje de la hélice a lo largo 
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del eje z, ir se escribe como 

n. =cosrif, n, =sen(P, n, = 0 , con (P = tz + cte. 

La estructura helicoidal es entonces periódica a lo largo del eje de la hélice. Si p 

es la distancia en la que ir describe una rotación completa, entonces el periódo es 

1, debido a que los estados .1.-r y --ir son equivalentes e indistinguibles. A p se le 

conoce como el paso de la hélice. 

Esta estructura helicoidal da lugar a fenómenos ópticos bastante interesantes, por 

ejemplo, la actividad óptica que presentan los colestéricos. Fenómeno en el que el 

poder rotatorio es miles de veces mayor que el de las sustancias ópticamente activas 

ordinarias (glucosa). Además, el paso de la hélice puede variar por la acción de 

agentes externos como la temperatura o la presión. Esto se manifiesta a simple vista 

ya que el paso es del orden de la longitud de onda en el visible, por lo que éstas 

variaciones producen cambios en la coloración o en la textura del cristal líquido (11. 

1.3.3 Esmécticos. 

Esta mesofase es la más ordenada de todas. Se caracteriza por presentar al menos 

orden posicional en una dimensión, por lo que las moléculas forman capas bidimen-

sionales que pueden deslizarse una sobre la otra y dentro de las cuales el orden posi-

cional de las moléculas puede ser nulo como en el caso de los flemáticos (fase A y C) 

o inclusive pueden ordenarse en estructuras hexagonales (fase B). 

El espaciamiento d entre cada capa esta bien definido y puede obtenerse a partir 

del espectro de difracción de rayos X. La dirección de orientación de las moléculas 

puede ser perpendicular al plano de las capas u en su defecto formar un cierto ángulo 

con las capas . En el primer caso se tiene un compuesto uniaxial (fase A) y para el 

segundo se tendrá un medio con características de medio biaxial (fase C), aunque la 

desviación respecto a la uniaxialidad es, en general, pequeña. 

.14 
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a) 	b) 

fi 000  
dI0 4000 00 	di000poo  

000 4 o 00 	00 000 0 

c) 

Fígura 1.12: Arreglo estructural de las moléculas en el esméctico. a) Fase A, b) Fase 

C. c) Fase B. En esta última las moléculas estan ordenadas en cada capa en una 

estructura hexagonal. 

1.4 Descripción Hidrodinámica. 

Existen diversos niveles de descripción teórica de los cristales líquidos nemáticos 

311183[9][111[123. En particular, esta descripción puede hacerse fenomenológicamente, 

como lo hace de Gennes [13, u a un nivel microscópico utilizando el formalismo  de  

Maier-Saupe [113. 

En este trabajo se adopta el formalismo de de Gennes, en el que se considera 

al cristal líquido como un medio continuo. En efecto, la conformación ideal de un 

nemático, esto es el estado de mínima energía, supone que todas las moléculas están 

alineadas a lo largo de una cierta dirección común i, la cual no presenta variaciones 

espaciales. Sin embargo, esta configuración no es compatible con las constricciones 

que imponen agentes externos como las fronteras que confinan al nemático u los 

campos externos que interactilan con él, ya que estos producen distorsiones en el 

estado de alineación de las moléculas elevando la energía por lo que7á presenta 
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variaciones espaciales, convirtiéndose en una función de punto. 

Las observaciones experimentales muestran que la magnitud de las distorsiones 

(1 >.-1 iim) son mucho mayores que las dimensiones moleculares (a,--20 A), por lo que 

es posible describir al sistema corno un medio continuo en el cual se ignoran los detalles 

de la estructura molecular. Así, las distorsiones se describen por medio de un campo 

vectorial -ii("r• ), de magnitud unitaria, u2  = 1, que describe la orientación promedio 

de los ejes largos de las moléculas que constituyen al cristal líquido, Si, además, se 

supone que las variaciones de Ti" son pequeñas en una escala macroscópica y lentas 

comparadas con tiempos moleculares típicos, entonces 	, t) será una variable 

hidrodinámica local. 

De esta forma, la deducción de las ecuaciones hidrodinámicas del cristal líquido 

puede realizarse a partir de la termodinámica irreversible lineal, en donde las dis-

torsiones inducidas por las fronteras o por los campos externos se visualizan como 

procesos irreversibles e isotérmicos lineales, 

Con la interpretación anterior y bajo la hipótesis de equilibrio local, es posible 

construir un potencial termodinámico, como la energía libre de Helmholtz, a partir 

de la cual se extrae la información dinámica, 

1.5 	Energía de distorsión elástica 

Corno primer paso, es necesario obtener la forma explicita de la funcional de 

energía libre de Helmholtz para las distorsiones elásticas que presenta el nemático. 

Si se considera un sistema ligeramente distorsionado (aj( << 1), en el cual el 

estado de distorsión local esta descrito por "irril y sus gradientes, entonces bajo 

las siguientes suposiciones es posible obtener la forma explícita de la energía libre de 

Helmholtz asociada Fd: 

1. Las variaciones de Ti' son lentas a escala molecular. 	riVr « 1, donde a 

es una dimensión molecular típica. 

2. Las únicas fuerzas intermoleculares de importancia son de corto alcance. 

Con estas hipótesis se desarrolla a la energía libre de distorsión Fd  corno una serie 

de potencias en los gradientes de iiri'*) en la cual sólo se considerarán los términos 
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de orden doe4. Para construir dicho desarrollo es necesario considerar que: 

(1) Fa debe ser par en ir , ya que los estados "ii* y - -rt son indistinguibles. 

(2) Los términos lineales en Vino se consideran, ya que Fa debe ser invariante 

ante rotaciones 

de cuerpo rígido. 

(3) Los términos en Fd que tienen la forma div ñ , se descartan ya que estos 

términos contribuyen 

a la densidad de energía superficial cuando se integran y en este trabajo sólo se 

consideran propiedades volumétricas. 

Por tanto Fa  sólo contendrá términos del orden de (Vir)2  , siendo (divri), (7-4i • 

rorir), (5-7 x rotir) los únicos términos que satisfacen las condiciones mencionadas 

arriba. De esta forma la densidad de energía de distorsión elástica, tambien llamada 

energía de Frank [13), es 

Fel = 	fdd 7  

donde V ea el volumen ocupado por el nernático y fa está dada por 

1 
fa  = 2 -Ki(ditírt)2 + -1  K2(it • rotir )2  4- -1  (--*n r rot-77)7. 

2 	 2 

Esta es la fórmula fundamental en la teoría del continuo para un nemático. Las 

constantes elásticas Ki  son positivas y con un valor del orden de 10-7  dinas. Cada 

término en la ecuación anterior está asociada a los tres tipos fundamentales de dis-

torsiones elásticas en un cristal líquido, a saber, 

En muchos casos es usual hacer la aproximación de constantes iguales, 

K1 = K9 = 15.3 K 	 (1.3) 

de tal forma que la er. (1.2) se reduce entonces a 

1 	, 
fa = 

2 
- h'((dit,  n )2 

 + (rot 5'0 2 } (1.4) 

4 Iw, términod de orden mayor a dos no son ronsideradoa debido a que estos términos van como 
tootenr.s., 	te 

V 

(1.2) 
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cs) 
	

b) 

I I rot 
K, 

Fígura 1.13: Deformaciones principales en un nemático. a)Bend b)Splay c)Twist. 

Las flechas en las placas indican la dirección del "eje fácil", esto es, la dirección que 

impone una orientación sobre las moléculas del nemático. Esto se vera más adelante 

Puesto que en el próximo capítulo se discutirán las condiciones bajo las cuales se 

alcanza el equilibrio termodinámico, sólo se comentarán algunas características de la 

interacción con las fronteras. 

1.6 Condiciones de Frontera 

En la deducción de la expresión de la energía libre de distorsión se han despreciado 

las contribuciones a la energía debidas a la interacción con superficies sólidas, ya que 

en la mayoría de los casos las fuerzas superficiales sun tan grandes que imponen una 

dirección bien definida al campo director -Fi en la superficie. Esta condición se conoce 

como anclaje fuerte. La condición implica que la densidad de energía superficial no 

cambia en las fronteras y por tanto es suficiente con minimizar la energía volumétrica 

si se desean calcular las condiciones de equilibrio termodinámico. 

Existen técnicas experimentales a través de las cuales se puede imponer la di-

rección de Ti en la frontera (" eje fácil "); ya sea por el pulimiento en una dirección 
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dada de una placa de vidrio, en donde las moléculas se alinean en esta dirección (con-

figuración planar) o por tratamiento químico de la superficie, de tal forma que el eje 

largo de las moléculas sea perpendicular a la superficie (configuración homeotrópica) 

o forme un cierto ángulo con ella. 

Homeotróplca ,Nemótico 
	

Planar 

V 

Paredes 
de vidrio 

• 11.• 

MI. 

111.11. 

11111•11 

~MI 

M.O 

111•1• 

11.1.1. 

=Ir= 
Eje de pullmlento 

(eje tacll) 

Fígura 1.14: Dos tipos de configuraciones usuales en nemáticos dentro de placas de 

vidrio. a) Homeotrtópica, en la cual la dirección preferencial es perpendicular a las 

placas y se impone por medio de tratamientos químicos. b) Planar. Para esta la 

dirección preferencial se impone puliendo la placa en una sola dirección. 

1.7 Efectos de campos externos 

1.7.1 Efectos de campo magnético estático 

Las moléculas orgánicas que constituyen al nemático son diamagnéticas, siendo 

el diamagnetismo más intenso debido a los anillos de benzeno de la molécula. Estos 

generan una corriente al sentir la presencia de un campo magnético 7/ normal a su 

plano, de tal forma que el flujo magnético a través de ellos se reduzca, lo que implica 

que la energía del sistema aumenta. Por otro lado, si II es paralelo a los anillos, no 

existe flujo alguno a través de ellos y, por tanto, no se induce ninguna corriente, por 

lo que la energía del sistema se mantiene inalterada. 

El efecto del campo magnético sobre las moléculas de cristal liquido es inducir 

una torea, de tal forma que las moléculas tiendan a alinearse en tina dirección en la 
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cual 71 esté contenido en el plano de los anillos y por tanto la energía sea mínima. 

Las moléculas típicas de flemático contienen al vector director Ti en el plano de 

los anillos, minimizándose la energía cuando 7ri. , que coincide con el eje óptico, es 

paralelo al campo 71. 
La magnetización g inducida por el campo magnético estático Y, para medios 

anisotrópicos está dada por 

7til= 777 

donde X es el tensor de suceptbilidad magnética. En el caso particular de un 

flemático (medio uniaxial) el tensor esta dado por: 

xii = xlóii xa(n 	— 516,j) 

en donde es x„ = 	— x j_ es la susceptibilidad magnética anisotrópica, que general- 

mente es positiva; XII Y XI son las susceptibilidades magnéticas paralela y perpendic- 

ular a ir, respectivamente. 

Asi la magnetización inducida en el flemático está dada por: 

	

x.(ir • -d)il. 	 (1.5) 

La contribución a la densidad de energía libre de Helmholtz debido al acoplamiento 

entre Ti' y un campo magnético estático 77 es entonces, 

ft~
1 

= 	
o 

M•cill = --
2

x i H 2 — 
2
—x„( ir • 11)2 . 	 (1.6) 

El primer término es independiente de la orientación y por tanto se omitirá. Entonces 

la contribución a la energía libre de Helmholtz está dada por 

	

= — 
2 v

dF6( ri • 11)2. 
	

(1.7) 

Nótese que para x„ > O la energía se minimiza cuando 	es colineal a Ti . 
Finalmente la expresión para la torea magnética (por cm3) ejercida sobre el 

nemátieu es: 



I'y = 	= x. Dr • Tirri. 

1.7.2 Efectos de campo eléctrico 

Si se considera el caso de nemáticos aislantes, entonces el acoplamiento del nemático 

con el campo eléctrico estático involucra dos procesos diferentes: uno es la anisotropía 

de la constante dieléctrica con consecuencias similares a las estudiadas por el campo 

magnético, y el otro corresponde a la polarización dieléctrica inducida por distorsiones 

elásticas. Sólo se considerará el primer caso. 

La relación entre el vector desplazamiento D y el campo r para medios anisotrópi-

coa uniaxiales, está dada en forma análoga a la ec.(1.5), esto es, 

	

D =E, V+ Ea  Cir • grii. 	 (1.9) 

En este caso, Eo=Eii — El es la anisotropía dieléctrica que puede ser positiva o nega-

tiva, dependiendo de la estructura química de las moléculas; E11 y E1son, respectiva-

mente, las susceptibilidades dieléctricas paralela y perpendicular al eje del nemático. 

Por ejemplo, si cada molécula tiene su momento dipolar permanente paralelo a su eje 

largo, el dipolo se orienta en la dirección de E,' , para éste caso tenemos que EG  > 0. 

Por otro lado, si el momento dipolar es normal al eje largo de las moléculas tenemos 

que Ec, < O y 7ri* se orienta perpendicularmente al campo D. 
La contribución eléctrica a la densidad de energía libre se obtiene a partir de la 

ecuación anterior, es decir, 

fe= —
47r. 
 I D • d7,11 = — 

8ir 	8/r 
— 	(ñ • 7.4)2. 	(1.10) 

El primer término de esta ecuación no es de interés ya que no acopla al campo con 

el director, el segundo muestra que Wse alínea con V, si E, > O ó perpendicularmente 

si E. < O. 

24 

(1.8) 
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1.8 Efecto Freedericksz estático. 

Hasta ahora sólo se ha considerado las interacciones de las fronteras y de los 

campos externos por separado. En lo que resta de este capítulo se discute el fenómeno 

de reorientación debido a un campo externo, considerando además loe efectos que 

producen las fronteras, esto es la transición de &eedericksz estática 111. 

Considérese una muestra de nemático con E„ positiva entre dos placas dieléctricas 

transparentes separadas una distancia d. Las condiciones de frontera son de anclaje 

fuerte y sin pérdida de generalidad se toma una configuración inicial planar (fig. 

1.15a), por lo que el el campo director 744  sólo tiene componentes en x y y. Para 

simplificar más se considera que las constantes elásticas son iguales (ec.(1.3)). 

Cuando la muestra de flemático se coloca en un campo eléctrico homogéneo y 

estático -g perpendicular a las placas, entonces el campo ejercerá una turca sobre las 

moléculas de flemático, dada por 

--) 
=E„ 	• 16 )11, x b, 

Si la intensidad de dicho campo es menor que un cierto valor crítico111 hic; 

fr< = (1.12) 

entonces el efecto de las fuerzas elásticas originadas por las fronteras predomina. A 

medida que la intensidad del campo aumenta la torra eléctrica que experimentan las 

moléculas será comparable con las toreas elásticas estableciéndose una competencia 

entre ambas toreas y elevando la energía del sistema, de tal forma que el sistema se 

vuelve cada vez más inestable. Citando 	alcanza el valor crítico E,., las moléculas 

más alejadas de las placas se orientan de tal forma que Ti)  esté alineado en la dirección 

de "g, por lo que el sistema relaja cayendo a un nuevo estado estable en donde la 

energía del sistema es mínima. Cabe recalcar que el sistema cae a un nuevo estado 

termodinámico estable en el que se tendrá una nueva configuración y que permanece 

en él, aún citando el campo externo vuelva a ser nulo. Por esta razón, a este efecto 

se le conoce como Transición de Freedericksz estáticas. 

5  Cabe aclarar que cala no es una transición de lase ea el sentido teruaalinainiuo; 



z 

26 

E<E, — — — 

E<E, 

1 

.11111.1111.111111~1~ 

a) 

C6) 
E>E, --—-— b)  

TrrITTTIT 
c) 

Figura 1.15: Transición de Freedericksz estática. Se muestran tres posibles geometrías 

para producir la reorientación. 

Se ha definido una cantidad conocida como longitud de coherencia que mide, a 

partir de las placas, la extensión de la región de transición entre la configuración inicial 

de r--11  y la configuración final nf donde 'irse encuentra completamente orientado en 

la dirección de r (fig. 1.16). 

Es posible mostrar que la longitud de coherencia es inversamente proporcional al 

campo y directamente proporcional a la raíz cuadradada de las constantes elásticas 

asociadas a cada una de las deformaciones principales Pl. 

Así, la reorientación de las moléculas de un cristal líquido por un campo eléctrico o 

magnético produce distorsiones en la configuración inicial modificando las propiedades 

macróscopicas como la constante d'eléctrica. Estos cambios en la constante dieléctrica 

E del nemático pueden medirse a través de la capacitancia de la muestra aplicando 

una diferencia de potencial. Conforme la intensidad del campo alimenta, el estado de 

distorsión del nemático también alimenta y la constante dieléctrica cambia cuando 

el nemático no pasa a otra rno,ofinie, lo que cambia ea su configuración inicial. 
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Figura 1.16: Reorientación de las moléculas por medio de un campo eléctrico. Si el 

campo eléctrico es mucho mayor que su valor crítico entonces, la longitud de coheren-

cia es diferente de cero y aumenta hasta un valor cercano a la separación entre las 

placas 

campo sobrepasa este valor, entonces disminuye y E aumenta hasta llegar a un 

cierto valor de saturación E, en donde 1+  está totalmente orientado en la dirección 

del campo aplicado. Comunmente las constantes elásticas del nemático se determinan 

por medio de este experimento, ya que el valor del campo crítico depende de dichas 

constantes [14J. 

Es importante señalar que debido a las características mecánicas de los cristales 

líquidos existe un acoplamiento entre el campo de velocidades v del nemáticu y 

el vector director 57, lo que se manifiesta en el flujo hidrodinámico que produce la 

reorientación. 

Como es de esperar, la introducción de los efectos de flujo complica la descripción 

de la dinámica de los cristales líquidos, por lo que cornunmente éstos efectos no son 

considerados en la mayoría de los estudios experimentales así como en los teóricos. 

Sin embargo, la presencia de estos efectos da lugar a fenómenos físicos importantes 
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Fígura 1.17: Etapas progresivas de la transición de Freedericksz. a)Relación del 

ángulo entre el "eje facil" (que en la figura 1.16 coincide con el eje z ) y el vector 

Se muestra tambien la longitud de coherencia para diferentes valores del campo 

externo b) Valores de la constante dieléctrica aparente de una muestra del nemático. 

Esta varía suavemente para valores por encima del campo crítico. Para valores mucho 

mayores que este, la mayoría de las moléculas estan orientadas en dirección del campo 

y la constante dieléctrica alcanza su valor de saturación. 

como la formación de estructuras espaciales transitorias durante las primeras etapas 

de reorientación [221 y también modifican en gran medida los tiempos de respuesta del 

cristal líquido cuando se aplican campos externos. Por esto es importante tomarlos 

en cuenta. Esto se hace en este trabajo. 

El hecho de que las moléculas en un cristal líquido no estén ancladas en una 

posición fija como en los sólidos y que conserven el orden orientacional, permite mod-

ificar sus propiedades microscópicas mediante la aplicación de campos externos con 

una intensidad pequeña (10-3  watts) en comparación con las intensidades empleades 

para modificar las propiedades en las sustancias sólidas (10nwatts), hecho que ha sido 

ampliamente explotado motivando su estudio y desarrollo tecnológico. 
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1.9 Transición de Freedericksz Optica 

El efecto Freedericksz estático discutido en la sección anterior fue observado por 

primera vez en el año de 1924 (15(. Desde entonces, ha sido estudiado en detalle 

utilizando además de campos externos estáticos, campos eléctricos alternos de baja 

frecuencia. Sin embargo, no fue hasta finales de los años 70 cuando se comienza a 

discutir la posibilidad de producir la reorientación con campos ópticos. Así, diversos 

grupos de investigación se enfocan a este problema (1611.81(1711201 y en el año de 

1980 el grupo de Zel'dovich logra observar que un campo óptico ( frecuencias muy 

altas; 10'4Hz) produce una torra no oscilante que tiende a alinear a las moléculas 

en dirección de dicho campo, como si ésta fuera producida por un campo eléctrico 

estático, dando lugar a la transición de Flyeedericksz óptica. Este fenómeno es el 

punto central de esta tesis y por tanto será necesario dar una explicación más amplia 

acerca de éste. 

Considérese el modelo descrito en la figura 1.18. 

z. O 	 z.d 

    

    

   

e 

    

- 

  

      

      

      

O» 10040 

Figura 1.18: Geometria del efecto Freedericksz óptico 

Este modelo es semejante al que se utiliza para el caso estático. Se tiene una 

película delgada de cristal líquido nemático (d N  100 aun) con una configuración 

inicial humeutrópica. Sobre la película incide en forma normal a las placas un haz de 
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laser polarizado en el plano x.1, con dimensiones transversales mucho mayores que 

el espesor de la película, (0 El haz pasa por una lente de tal forma que el haz se 

concentre y la celda de flemático se coloca en un punto en el cual las ondas salientes 

son planas y por tanto el campo electromagnético presenta sólo dos componentes que 

en general seran función de z y de x. Debido a que loe efectos de la parte eléctrica 

predominan sobre la parte magnética del campo óptico sólo se considerará la parte 

eléctrica: 

(s, z ,t) = Ex(x,z,t)i 	Ez(x,z ,t)k. 	 (1.13) 

Se supone que las condiciones de frontera son de anclaje fuerte 

(z = O, z = d, t) = 	 (1.14) 

y los efectos de refracción y reflexión tampoco son considerados'. 

Para este efecto la contribución a la densidad de energía libre debido a la inter- 

acción con el campo está dada por: 

= —
8—irE

,. (w)( • 15 )
2 	

(1.15) 

con E4  (u) =E11  (w)— E L (w) y u; la frecuencia,del campo incidente. La turca inducida 

estará dada por: 

Ea W) 	--+ x 	 (1.16) r„,„ 	( n • 	)( n 
47r
( 

 

Nótese que como estas expresiones son funciones cuadráticas del campo, los promedios 

temporales en general son diferentes de cero. Si el haz está linealmenete polarizado 

el promedio temporal de la densidad de energía libre, ec.(1.15) es: 

fort= —g(FT'• 55'') 2  1 	 (1.17) 

611)mo se discutirá más adelante, las dimensiones del haz afectan considerablemente el fenómeno 
de reorientación. 

7  Frito se conoce como modelo de Ong.123¡ 
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donde g es un factor que depende de los indices de refracción,"ir; es un vector unitario 

en la dirección de polarización y la intensidad del campo es / 

De igual forma que en el raso estático, existe un valor crítico para la intensidad 

del campo, 	= 	a partir del cual las moléculas del nemático se reorientan en 

dirección del campo aplicado. Este valor, en general será diferente del correspondiente 

valor para el caso estático, debido a que la anisutropía dieléctrica depende ahora de 

la frecuencias y además el campo óptico tiene una componente adicional (E') que en 

general contribuye a disminuir su valor. 

Cabe señalar, que una forma de distinguir cuando un campo es (le "Laja frecuen-

cia" y cuando es de "frecuencias ópticas", es a través de la razón de la longitud de 

onda del campo incidente .\, al espesor de la película d. Si esta razón es mucho 

menor que 1, entonces se cae en el caso de campos ópticos, por el contrario si la 

razón es mucho mayor que 1 , entonces se está tratando con campus alternos de baja 

frecuencia, 

Otra de las diferencias con el caso de campus estáticos u alternos, radica en que las 

dimensiones transversales del haz afectan el proceso de reorientación. En el modelo 

discutido con anterioridad, las dimensiones transversales del haz son mucho mayores 

que el espesor de la película. Esto implica que el haz se comporta corno un campo 

hurnogeneo que incide sobre la pelicula, interactuando con todas las moléculas de la 

misma forma. Pur el contrario, si las dimensiones transversales del haz fueran menores 

que el espesor de la película, entonces los efectos de las toreas elásticas producidas 

por las moléculas fuera de la región donde incide el haz, serán predominantes sobre 

las turcas inducidas por el rampu de tal modo que se formarán una serie de dominios 

espaciales en donde las moléculas tendrán diferentes orientaciones. 

Finalmente otra diferencia es la presencia de histéresis durante el proceso de re-

orientación [161. Efecto que no ha sido observado en el caso estático y tampoco en el 

caso de campo alterno. 

El efecto de reurientación es un proceso altamente no lineal (el tensor dieléctrico 

varía con la intensidad del campo óptico) y da lugar a diversos procesos no lineales!' 

8 1,fe, relaciones de ilihpersiiin .sine mulo:idas para algumg, liemátielis y SÓI(1 a frecuencias muy 1)aja.s 

'Efecimn rle ani.oenftivainient U. generacitín de seglintiii armlnlico, decto 	etc. 



que han sido observados en sólidos utilizando campus muy intensos. 

Así, se tiene que para un haz laser con longitud de onda menor que el ancho 

de la película en el cual se asume que presenta un frente de onda gaussianola, se 

presentan fenómenos de autoenfocamiento (o desenfocarniento), que se manifiesta 

con la presencia de anillos concéntricos, cuyo número depende de la intensidad del 

laser, así como del ángulo de incidencia y de la polarización. La observación de este 

fenómeno fue realizada por Zolot'ko et al, en 1980. Este grupo encontró que conforme 

aumenta la intensidad del haz incidente polarizado, la divergencia del haz saliente, 

también aumenta en una forma muy pronunciada, de tal forma que para valores altos 

de la intensidad se forman estructuras complejas como los anillos. De la misma forma 

se encuentra que, para una potencia fija del laser, el ángulo de incidencia también da 

lugar a la formación de anillos, los cuales aumentan en número conforme el ángulo 

de incidencia creceill. 

Otro de los efectos asociados a la reorientación de flemáticos por un campo óptico 

es el de la birrefringencia inducida por dicho campo. Este efecto, conocido también 

corno efecto Kerr, es el problema sobre el cual se enfocará esta tesis. La primera 

observación de este fenómeno fue hecha por el grupo de Durbin y Shen (201. En 

este trabajo la reorientación del campo director, inicialmente en una configuración 

homeotrópica, se produce por medio de un haz láser polarizado, el cual se denomina 

haz o campo de "bombeo" ("Purnping Field"). Este haz incide en forma oblicua a 

las placas y conforme su intensidad alimenta habra un número mayor de moléculas 

orientadas en la dirección del campo, por lo que las propiedades ópticas del material 

cambian, en particular su birrefringencia. Esto se mide por medio de otro haz láser 

polarizado con una intensidad fija y menor que el "haz de bombeo", al cual se le 

denomina haz de prueba ("Prube Field"). Si este campo incide en forma normal a 

la celda con una fase inicial tfin, entonces al atravesar la celda de nemático sufrira un 

cambio de fase, que dependerá de la intensidad del campo de bombeo así como de su 

ángulo de incidencia. La difelenria entre la fase ron que entra dicho haz y la fase con 

que sale es una medida de la birrefringencia. Los resultados se muestra en la gráfica 

"'Esto es las dimensiones tranversales del hm varián presentando una distribuí:ion gnus:Mino de 

la irradinnein. 
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siguiente. En esta gráfica las curavas estan parametrizadas con respecto al ángulo de 

incidencia del haz de bombeo.. 

Figura 1.19: Experimento de Durbin y Shen. La gráfica muestra la relación entre el 

cambio de fase de la onda incidente (probe field) y la intensidad del campo óptico que 

reorienta a las moléculas (Pumping field). Los valores corresponden a una muestra 

de nemático 5CB. Las curvas estan parametrizadas por el ángulo de incidencia del 

campo de bombeo. 

Para concluir este capítulo, debemos recalcar que en la mayoría de los modelos, 

tanto teóricos como experimentales, los efectos de flujo (reflujo) asociados a la reori-

entación son despreciados, además, las fluctuaciones asociadas a los campos ópticos 

tampoco son consideradas. La introducción de las fluctuaciones, como se verá en los 

siguientes capítulos es necesaria para poder describir completamente el proceso de 

reurientación. Estas dos consideraciones se toman en cuenta en este trabajo. 

«In 



Capítulo 2 

ECUACIONES 

NEMATODINAMICAS 

En este capítulo se presenta un resumen de la deducción de las ecuaciones hidrodi-

námicas para un cristal líquido flemático. El capítulo se divide en dos partes, en la 

primera se obtienen las ecuaciones nematodinámicas de manera determinista, basándo-

se en la deducción variacional de De Gennes [1]. En la segunda se introducen fluctua-

ciones térmicas en éstas ecuaciones siguiendo el método desarrollado por San Miguel 

y Sagués [22]. 

2.1 Ecuaciones Nematodinámicas Deterministas. 

Las ecuaciones hidrodinámicas de los nemáticos pueden deducirse utilizando difer-

entes puntos de vista [1][2][8][9][10][12]. Las primeras formulaciones [10] consideran 

al cristal líquido como un medio continuo, para el que se formulan ecuaciones de 

conservación, se proponen relaciones constitutivas y con ellas se construyen las ecua-

ciones hidrodinámicas. Otro enfoque adopta el punto de vista de la termodinámica 

irreversible lineal (TIL) [I]. En éste se considera a los procesos dinámicos que ocurren 

en los cristales líquidos como procesos irreversibles y se utiliza un método variacional 

para deducir ecuaciones de movimiento para las variables de estado relevantes. Este 

punto de vista será el que se adopte a lo largo del presente capítulo, 

34 
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Como primer paso en esta deducción será necesario establecer las condiciones bajo 

las cuales el cristal líquido se encuentra en equilibrio termodinámico y posteriormente 

se utilizará la metodología de TIL para deducir la forma explícita de las ecuaciones 

nematodinámicas. 

2.1.1 Condición de equilibrio termodinámico. 

El punto de partida es la funcional de energía libre de Helmhotz F, la cual es 

función del campo director ñ y de sus derivadas espaciales 

1 
F(n,„Opn.) = 2  iv

d r 
f(n,,kina) (2.1) 

en donde V es el volumen ocupado por el flemático y f la densidad de energía libre. 

La condición de equlibrio se obtiene exigiendo que la variación de 1' sea nula, es decir, 

6F =O. 	 (2.2) 

Pero la funcional F varía tanto por rotaciones de -rr, como por los desplazamientos 

de los centros de gravedad de las moléculas que constituyen el cristal líquido. Primero 

se obtendrá la condición de equilibrio para las rotaciones de 77 sin que existan de-

splazamientos y sujeta a la condición de simetría inherente a la fase nemática la cual 

esta dada por 

2 	1 n = . (2.3) 

Ya que P está sujeta a la constricción anterior, para realizar la variación indicada en 

(2.2) será necesario emplear el método de multiplicadores de Lagrange [24 En este 

método la constricción se toma en cuenta de la siguiente forma 

1 cfrf (n„, O" 
2 

) - - f d'F'AUFIrt2(7 ) = extremo mínimo, 	(2.4) 

en donde A(7) es un coeficiente indeterminado de Lagrange. 

Si ahora se calcilla la variación de la ecuación anterior se obtiene 
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6 f d r f(n0 ,0,,na ). f (17'101710 . bita , 	 (2.5) 

Pero la variación de F dada por el miembro izquierdo de la ec.(2.5), se puede reescribir 

como(23j 

6 I d 	
Of af -r• f(n„,O0n.) = 	-• { d r -r0bna + (-5-g-06 (anno)} 

en donde se ha definido 

(2.6) 

1,0  ann. 	 (2.7) 

Integrando la ec. (2.6) por partes y despreciando los términos superficiales, ya que 

sólo se consideran las propiedades volumétricas del nemático, se tiene 

f a  6 	dr• f(na,Oana) = j - { f 
9-ZI -1)"

( 
 Og
af
o 

671 	 (2.8) 

Al substituir ésta ecuación en la ec. (2.5), se obtiene entonces la condición de 

equilibrio termodinámico, es decir, 

ha
8f 	Of 

= 	
nP

+ O (—) = -MT> )na. 	 (2.9) 
O 	" a.goo 

A h se le llama "campo molecular" y la condición (2.9) asegura que en equilibrio 

termodinámico y en ausencia de desplazamientos moleculares, el campo molecular h 

debe ser paralelo a 

Ahora se considerarán las variaciones de F debidas a desplazamientos de los cen-

tros de gravedad de las moléculas que mantienen fija la dirección de Fr. Sea Ir(V) 

el desplazamiento del punto r al punto 7", o sea, 

-.-11 r = r--I u(r ). 

Ya que la dirección de Ti no cambia, se cumple que 

I) = 	(74  + Ti") = jr( -E). 	 (2.11) 

Por otra parte, W`(-11.• se relaciona con -"ir( V) por medio de 

(2.10) 



ftra &t• 'Y 	er 

ar io arc, arp 

con 

ar„ Ou„ 
= uorl 	1:-.1 	— 

vio 	 8/0  

y en donde se ha utilizado la notación (90  E 0--/, Entonces, si los desplazamientos son 

pequeños, a primer orden en u se tiene que 

art` arr 
— 	= —001100u, 0(u2). 	 (2.14) 

flyi  

Para el análisis siguiente deben considerarse explícitamente los diferentes términos 

de la energía libre de Helmholtz b' que contribuyen a la variación producida por los 

desplazamientos moleculares. F contiene, en general, diferentes contribuciones como 

son: la energía libre de distorsión elástica F4  . ft, Cr-4' fa  (energía de Frank [1]) dada 

por la ec.(1.1); la energía libre debida al acoplamiento con un campo electromágnetico 

externo Fe,,, = fv  dVf0„„ ec.(1.9) y la contribución gravitacional Pa. Esta última 

contribución no se considerará en lo sucesivo. 

Ahora bien, si el campo eléctrico es espacialmente homogéneo sólo produce rota-

ciones del vector 1 y no afectan la variación de la energía libre cuando se consideran 

desplazamientos moleculares, Entonces, al calcular la variación de P con respecto a 

traslaciones de moléculas, la contribución de la energía de acoplamiento con el campo 

eléctrico no contribuye y por tanto, sólo debe considerarse la contribución de la en-

ergía de distorsión F. 

La variación de la energía de distorsión se obtiene sustituyendo en la ec.(2.8) la 

densidad de enrgía libre fa  dada por la ec,(1.2). Ya que ñ está fija, el primer término 

de la ec. (2.8) no contribuye y por tanto la variación de la energía de distorsión sólo 

depende de las derivadas espaciales de 'ti, es decir, 

b:i  = JdVa0 ( 	). 	 (2.15) 
ugo 

I Ya que las moléculas son clec:traer/ante neutras, estas nu se desplazan por acción del campo 
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(2.12) 

(2.13) 



Sustituyendo la ec. (2.14) en la ecuación anterior, se tiene 

	

6Fd 	cfr 	52±Ioro  La  = f d r 	rrt)1(-0,,n7)(80,„) 

en donde se ha definido 

_ ofd 
ra'r  = agh .  

Más aún, si se define el tensor de esfuerzos de distorsión nít, como 

d — 
a00 = —70100/1.7 , 

la ec.(2.16) se reescribe como 

	

6Fd  = f rti• at1„8",. 	 (2.19) 

A partir de esta ecuación, la condición de equilibrio termodinámico, 6P = 0, aso-

ciada con desplazamientos moleculares, se obtiene en forma análoga a la condición 

dada por la ec.(2.9), sólo que ahora la condición que debe satisfacerse es la de incom-

presibilidad del nemático, div v = O o equivalentemente, 

divir = 0. 	 (2.20) 

Así, la variación de F debida a desplazamientos de las moléculas se obtiene 

únicamente de la contribución de la energía de distorsión F y resulta ser 

	

6F = f Cr 1-11.00„, 	 (2.21) 

en donde se ha introducido el tensor de esfuerzos de Ericksen definido como 

	

— P(5145.0. 
	 (2.22) 

Aquí p(74. ) es el multiplicador de Lagiange asociado con la constricción (2.20) y se 

identifica con la presión hidrostática. 

La variación total de la energía libre de Helrnholtz debida a ambos efectos se 

obtiene entonces sumando las ces. (2.8) y (2.21), 

38 

(2.16) 

(2.17) 

(2.18) 
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6F = f crr'' {o1,00u„ — • 	. 	 (2.23) 

Para expresar este resultado de tina manera más conveniente, se integra por partes el 

primer término y se desprecian los términos superficiales. Debe mencionarse que estos 

términos contribuyen a los cambios en la energía libre cuando ir cambia en la frontera 

debido a desplazamientos de las paredes, pero no cuando se utilizan condiciones de 

frontera de anclaje fuerte para 	como se hizo mención en el capítulo anterior. Así 

se obtiene que 

	

6F = f cit.' {—unedocri'm) — ha  • 6n„1 	 (2.24) 

Es necesario enfatizar que —Ir está definido en forma general por la er.(2.9). Sin 

embargo, la forma explícita de la densidad de energía libre f depende de la situación 

particular bajo estudio. En este caso se han considerado explicitamente las contribu-

ciones asociadas a la energía de Frank y la energía de acoplamiento con un campo 

eléctrico externo, dadas en el capítulo anterior por las ecs. (1.2 y 1.10). Entonces el 

campo molecular adquiere la forma 

Oíd 	 (2.25) Ea 
+ 	• EaW, 

4ir
t 

 

en donde Ea  es la anisotropía dieléctt ira definida en la sección 1.8 como Ea=E1  — Ep . 
El primer término del miembro derecho de la ec.(2.24) se identifica con la fuerza 

volumétrica de la muestra, (fi„ r-_--  801, , y la ecuación se interpreta entonces como 

el trabajo efectuado sobre el nemático por las paredes cuando estas se desplazan por 

, sin que ir cambie de orientación en la frontera. 

Hasta este momento solamente se ha discutido la condición de equilibrio ter-

modinámico sin tomar en cuenta los procesos dinámicos. Como se ha mencionado 

al inicio del capítulo, la dinámica del sistema puede describirse suponiendo que los 

procesos que ocurren en el cristal líquido son procesos irreversibles. Esto se discutirá 

a continuación. 
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2.1.2 Producción de entropía. 

Desde un punto de vista mecánico, un cristal líquido nemático se comporta de una 

forma más compleja que un líquido isotrópico, ya que existe un acoplamiento entre el 

campo de velocidades ti(V, t) y el campo director i (71, t). Por esta razón existen 

dos clases de disipación: una debida a los efectos viscosos y otra a la disipación 

de energía asociada con la rotación del eje óptico. Para describir éstos procesos 

disipativos el punto de partida usual en la literatura es considerar que todos los 

procesos son isotérmicos y que el cristal líquido satisface las condiciones de frontera de 

anclaje fuerte. Bajo éstas condiciones, TIb establece que para un proceso isotérmico 

la disipación o fuente de entropía esta dada por [241 

T S= —7-11 . 
dP 	

(2.2e) 

Aquí el círculo o sobre la variable denota la derivada total con respecto al tiempo, de  y 

la energía libre de Helmholtz I? contiene ahora un término adicional que corresponde 

a la energía del flujo hidrodinámico, esto es, 

d73. {-ipv2  + fa + fem} 	 (2.27) 
2 

En esta expresión e es la velocidad hidrodinámica y p la densidad local de masa. 

Substituyendo F en la ec. (2.26) se tiene que 

7, ,1= 

di
dr 
 

{
2 4

1)2  + fa 4.1.} 	
(2.28) 

El primer término del miembro derecho se puede escribir en función del tensor de 

esfuerzos ao, utilizando la ecuación general para la conservación del momento en un 

medio continuo [25j, a saber, 

dv0  
p dt = tyr,„0. 

Sustituyendo (2.29) en (2.28) e integrando por partes el primer término se obtiene 

e0 	dT'a„Avo  + hirm. sup. 	 (2.30) 

O 

(2.29) 
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Ahora se considerarán el segundo y tercer término de la er.(2.28), para los cuales 

se ha calculado la variación total de F en la ec.(2.23). Utilizando las ecuaciones de 

movimiento de Hamilton[26], 

	

d ap 	OP 61' 	
k 

=E(7,77;-__-6 nk  + 7-1,1614) 
k un 

(2.31) 

se tiene que 

d f 
dV(fd + fe) = f d r {a,,0000  ha lo } 	(2.32) 

La expresión general para la fuente de entropía, se obtiene entonces sumando las 

ecs.(2.30) y (2.32) 

T 5= J d r {(a00  - (740)0,v0  ho  ;10} . 	 (2.33) 

Para un cristal líquido es usual definir el tensor de esfuerzos viscosos como 171,0  = 

ca p - cr:p. En general a'aa  es un tensor antisimétrico, siendo la parte antisimétrica 

una medida de la torea que -fi ejerce sobre el medio circundante. Se puede mostrar 

explícitamente que la turca total se expresa comu2. 

ra  = 	— a;‘, = 	x 700. 	 (2.34) 

Nótese que en equilibrio total esta torra es nula y h es paralelo a Ti, como previa-

mente se ha mostrado. 

Se puede reescribir la ec.(2.33) en una forma más compacta separando el gradiente 

de velocidades 0„va, en su parte simétrica 

'La = -2 (0a v0 + A) ) 

y su parte antisimétrica 

1 	 1 
W y  = 2 - ((Í„vp - 80v„) = 2(V x 

Entonces la ecuación (2.33) se expresa como 

2  La demostración se encuentra en la seccion 5.1 del libro de de (kanes 

(2.35) 

(2.36) 
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T S= I d r {ír 	— to, ho  n211 }, 	 (2.37) 

en donde 470* es la parte simétrica de `""cr' y (:) indica la doble contracción de los 

tensores correspondientes. Esta ecuación se puede reescribir de tal forma que se 

puedan identificar las contribuciones a la disipación. Definiendo N como 

24 n w-I x , (2.38) 

donde N representa la razón temporal de cambio del campo director con respecto al 

medio circundante, la ec (2.37) toma la forma 

Idr { Á. 	+ -141 • N} 	 (2.39) 

Esta ecuación representa la producción de entropía asociada con los procesos irre-

versibles que ocurren en el nemáticu. El primer término representa la disipación 

debido al flujo y el segundo término está asociado a la disipación producida por la 

rotación del eje óptico. 

2.1.3 Relaciones fenomenológicas. 

El siguiente paso para deducir las ecuaciones nematodinámicas será establecer las 

relaciones fenomenológicas entre flujos y fuerzas a partir de la interpretación de la 

producción de entropía corno suma de productos de flujos y fuerzas termodinámicas. 

Si los procesos irreversibles que ocurren en el sistema son tales que los estados 

fuera de equilibrio son de equilibrio local, la producción de entropía se puede expresar 

como una combinación lineal de flujos y fuerzas [24[. Sin embargo, la elección de 

los "flujos" y las "fuerzas" nu es única. Aqui se adoptará la elección del grupo de 

Harvard [27] por lo que se escoge a 4(74° y 7: como flujos y, por tanto, A y N serán 

las correspondientes fuerzas termodinámicas. Entures, de acuerdo con los postulados 

de TIL, 'ir° y te se expresan como 

n:',0 	 + 	 (2.40) 
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Na  = Q1„07(ii4 )Afi7  P‹,fi(ii)hi), 	 (2.41) 

4-4 4.-1 •-•-.) 
en donde loe tensores R Q , Q' y P son coeficientes fenomenológicos indetermi-

nados. Por otro lado, estas expresiones también deben ser invariantes ante cambios 

de ir por —7i+  y satisfacer la condición de incompresibilidad del nemático. Final-

mente, deben satisfacer las relaciones de Onsager, las cuales establecen que la matríz 

de coeficientes fenomenológicos 

(2.42) 

debe ser simétrica, lo que implica que Q 	Bajo estas consideraciones, se puede 

mostrar que la forma más general que pueden adoptar los coeficientes fenomenológicos 

es [1) 

alfi  = 2v2A, + 2(1/2  — v3)(A,,,npno  + A,3i,npn.) 

+2(v1 v2  — 	 — 1(n,„ho  naba) 
(2.43) 

Na
h. „ 

= 	afta:  con a = x, y 	 (2.44) 

Aquí v1, v2, u3, y1  y 12  son diferentes coeficientes de viscosidad los cuales son posi-

tivos de acuerdo con la condición de aumento de entropía, y A = 1.1  es un número 

adimensional. 

La ecuación de movimiento para el director ir se obtiene de la ec.(2.38), cuando 

se sustituye la ec.(2.44) y la definición de campo molecular dado por la ec.(2.25), esto 

es 

110 A — , r, , A + 1, , 
dina = —

71 + 2 

1
ln,otival + ----2

lnnatvoi. 	 (2.45) 

en esta ecuación el simbolo dt  se define como de 	+ u • V. El primer término de 

esta ecuación, describe la dinámica del director en ausencia de flujo hidrodinámica; 

los términos restantes acoplan al director con el campo de velocidades. 
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Análogamente, la ecuación de evolución temporal de la velocidad 57>  se obtiene 
4-4 4-4 	 4-4 

sustituyendo a 
4_, 

= a' + ue en la ec.(2.29), donde a esta dada por la ec. (2.43) 

para su parte simétrica y por 1' (ec (2.34)) para la parte antisimétrica, así como la 

definición del tensor de esfuerzos de Ericksen ec.(2.22), lo que resulta ser 

1 
pdtvp= 8Quati  = {a<eja  — aneo  + I (noh„ — %hm} (2.46) 

Es importante recalcar que a partir de esta ecuación se puede recuperar las ecua-

ciones hidrodinámicas para el campo de velocidades de un fluido isotrópico conven-

cional (Navier-Stokes) si se toma el límite cuando ñ ---> O en 4-61, y se considera el 

término del tensor de Ericksen proporcional a la presión. 

2.2 Nematodinámica Estocástica 

La descripción de la transición Freedericics0 necesita incorporar a las fluctua-

ciones cuando se describen las primeras etapas de reorientación, ya que el sistema 

inicialmente en equilibrio, se lleva a un estado inestable a través de la variación de 

alguno de sus parámetros de control, como el campo eléctrico. Por tanto, las fluctua-

ciones juegan un papel relevante ya que estas, al inicio del proceso son pequeñas, pero 

al aumentar la intensidad del campo eléctrico se van amplificando hasta disparar el 

proceso de decaimiento de un estado inestable a un estado de equilibrio estable. 

Este problema de transición o relajación entre dos estados de equilibrio junto con la 

descripción de trasiciones de fase y el estudio de inestabilidades hidrodinámicas forma 

parte de una serie de problemas generales en la física estadística cuyo tratamiento y 

descripción utilizan las técnicas desarruladas en el estudio de la dinámica crítica. Para 

el caso particular de los cristales líquidos San Miguel y Sagués emplean éstas técnicas 

para desarrollar las ecuaciones nematodinámicas suplementadas con fluctuaciones(22]. 

El efecto de las fluctuaciones térmicas en la hidrodinámica de cristales líquidos 

puede ser introducido en las ecuaciones dinámicas a través de un modelo de Ginzburg-

Landau generalizado y dependiente del tiempo. Este tipo de modelo ha sido utilzado 

3Ilta se discutió en la última secciún del capítulo anterior. 
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ampliamente para estudiar la dinámica crítica así como la dinámica de transiciones 

de fase. El modelo proporciona una ecuación dinámica de Langevin que incorpora los 

procesos básicos reversibles asi como procesos disipativos. 

La ecuación generalizada de Langevin está escrita en términos de una funcional 

de energía F[45;(7> ,t)] para las variables relevantes del sistema li(V,t), 

rf'',)  atoi( r• ,t) 	v(4,;(7'. t)) 	
6F[th

cr•  ,t) 	' 
(
"
(-r. 

' 
t), 	(2.47) 

 

V [45i) incluye los términos no disipativos y el segundo término es la parte disipativa. 

L es una matriz de coeficientes generalizados de Onsager. El último término es la 

contribución de las fluctuaciones consideradas como ruido térmico gaussiano y que 

satisfacen las siguientes relaciones de fluctuación disipación, 

((i(r• ,t)(;(7 , e)) 	 — )6(t — 	 (2.48) 

Esta ecuación tiene asociada una ecuación de Fokker-Planck para la densidad de 

probabilidad dada por: 

Ot P111)4 = — f d i ;5-k(V;(0,)e-  1 + f tiT> 60,  {7,0114j- 

+2k B7' f erf >4.;( LoP Id) 
	 (2.49) 

En la ref [22] se prueba que si se satisfacen las relaciones de fluctuación-disipación, 

dadas por la ec.(2.48) y se cumple la condición de que V [I] sea una función no 

disipativa 

f d -6747  ( ( ) e 	) = 0, 	 (2.50) 

entonces la solución estacionaria de la ecuación de Fokker-Planck esta dada por: 

Pat  = N exp( 111'1 ) 
	

(2.51) 

con k,3  igual a la constante de Boltzman y N es una constante de normalización. 
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En esta sección describiremos la formulación de San Miguel y Sagués, que intro-

duce explícitamente las fluctuaciones en las ecuaciones nematodinámicas. 

Para aplicar el método consideramos a 7i, 	como las variables de estado del 

sistema y se parte de las ecs.(2.45) y (2.46), rescribiéndolas de tal forma que adopten 

la estructura de la ec.(2.47), para posteriormente distinguir los procesos disipativos y 

no disipativos. Estas contribuciones se escribirán en términos de derivadas funcionales 

de la energía libre P, por medio de los siguientes operadores [22] 

Lal TÉ )  = On Ma116106 

Mno76( n) = i;,(2(vi + u2  — 2v3)n„non.,n8  v2(6066cry 606 50-r) 

4-(v3 — v2)(n.n7804  + nan6607  + non76„,i  + non86,,) 

ra.,(w) = 	[(A +1)riA,507  + (A — 1)na947) 	(2.54) 

Así, las ecuaciones nematodinámicas adquieren una forma más compacta en la 

cual se puedan identificar los términos dispativos y los no disipativos, a saber, 

1 6F' 	,,6P 
71  orto 	6v 

dtno  = 	+ 01( n )— 	, 
, 

6F t  , 6P 1 6P 
divo = Lo,(V)6v„ — — rol( n) n );17-7; p áuo 

1 6P 
divo 

 =p 0110 	
(2.57) 

Es posible expresar estas ecuaciones en una ecuación inatricial definiendo al vector 

( 	= 	 ( 	) , 	( 	) } , 	 (2.58) 

por lo que las ecs.(2.55-2.57) toman la forma 

--> P 
= Ai.7 	j  ( )—, i = 1..9. 	 (2.59) 

La matriz ki  se descompone en su parte simétrica hermitiana relacionada con la 

contribución de los términos disipativos 

(2.52) 

(2.53) 

(2.55) 

(2.56) 
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( — -I li 
Ali = —Lij = 	o 

0 

o 
fr, 

0 

o 
o 

0 

(2.60) 

en donde 7 denota a la matriz identidad y L esta dada por la ec.(2.52). 

La parte antisimétrica y antihermitiana de A representa a las contribuciones no 

disipativas. 

o o 
iV-- -1-4  o 
	

(2.61) 

0 	0 

con r 4-1 
definido por la er.(2.54). 

Al separar A en su parte disipativa y no disipativa la ec.(2.59) adquiere la es-

tructura de la ecuación de Langevin generalizada ec.(2.47). 

Por medio de este método, es posible describir formalmente la dinámica de la tran-

sición de Freedericksz incorporando a las ecuaciones nematodinámicas fluctuaciones 

internas dadas por 

i 	i 0.110,0) 	 (2.62) 

que satisfacen las relaciones de fluctuación-disipación, ec.(2.48). 

Por tanto las ces. (2.55-2.57) se transforman en ecuaciones nematodinámicas 

estocásticas al agregar las fluctuaciones s„ tomando la forma 

1 t5F 	6F 

	

d1np = --7-- 
-yi  enp 

4- ro,( )6v7 +(,(r,t), 	 (2.63) 

,, 5F „t  ,._,, 5F 	1 5F 	, ,„ ,__, „ 

	

¿levo  = Lon n . )— — i kni--------4-ozt kr t] 	(2.64) 
hi),, 	0/ 	h., p 5up 	" (3 	" 

1 5E 
dtup = — p 

Estas ecuaciones constituyen un conjunto cerrado, son no lineales y la introducción 

de las fluctuaciones internas se efectuó de tal furnia que reproducen la distribución 

(2.65) 
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de probabilidades estacionaria ec.(2.51) sin embargo, además de este tipo de ruido, 

pueden incorparse a dichas ecuaciones fluctuaciones externas impuestas al sistema a 

través de cierto parámetro de control. Esto se discutirá en la siguiente sección. 

Cabe señalar que esta formulación, hasta donde sabemos, es la única que se ha 

efectuado de manera estocástica y será el punto de partida para el análisis de la 

dinámica de diversos procesos en nemáticos bajo diferentes aproximaciones y geome-

bias, 



Capítulo 3 

RUIDO EXTERNO 

Ya que este trabajo tiene por objeto el estudio de los efectos de ruido externo 

sobre la birrefringencia inducida en nemáticos, será necesario dar una descripción 

del método empleado para resolver problemas en donde aparece el ruido externo no 

lineal. t 

3.1 Introducción. 

Como se mencionó en el capítulo anterior, las fluctuaciones juegan un papel fun-

damental en la dinámica de reorientación de un flemático cuando ocurre el efecto 

Freedericksz2. Esta situación es una manifestación de un comportamiento más gen-

eral que ocurre en todos los sistemas físicos cuando éstos pasan de un estado de equi-

librio estable a otro inestable relajando a un nuevo estado de equilibrio [29)130)(31). 

En este tipo de procesos la evidencia experimental muestra que en la vecindad de un 

punto inestable las fluctuaciones son tan grandes comparadas con aquellas en equilib-

rio que hacen necesaria su inclusión en la dinámica del sistema para poder describir 

la transición de un estado de equilibrio a utrol28). 

Dichas fluctuaciones pueden ser de dos tipos: internas y externas. Las fluctua- 

I  COMO se verá más adelante, al definir el modelo, las fluctuaciones aparecen en las ecuaciones 
nematodinámicas en forma cuadrática. 

2atas se consideraron en las eruaciornes isematodinámiras como ruido térmico a través de un 
modelo generalizado de einzburg-landau. 

49 
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ciones internas, son aquellas que tienen su origen en la naturaleza molecular de la 

materia. El efecto colectivo de estas se considera, cuando se esta describiendo la 

dinámica de un sistema a un nivel mesoscopico, a través de un término aleatorio que 

principalmente depende de la temperatura. Por otro lado, las fluctuaciones externas 

se originan fuera del sistema y pueden concebirse como un campo externo actuando 

sobre él. Este tipo de ruido se impone al sistema a través de alguno de sus parámetros, 

pudiéndose controlar de manera independiente a la evolución del mismo, Una difer-

encia entre las fluctuaciones externas y las internas, es que las primeras no escalan 

con el tamaño del sistema. 

En algunos fenómenos físicos las fluctuaciones externas intervienen de manera 

lineal en las ecuaciones dinámicas del sistema. Su descripción es, en este caso, un 

problema bien entendido existiendo métodos bien establecidos para este propósito [28). 

Sin embargo, una gran variedad de sistemas físicos, fisicoquímicos e hidrodinámicus 

como son reacciones fotoquímicas 1321, cristales líquidos 1331, circuitos eléctricos (34[ 

o sistemas de Rayleigh-Benard 1351 se caracterizan por introducir al ruido externo en 

forma no lineal dentro de las ecuaciones que gobiernan su dinámica. Para estos casos 

el tratamiento y descripción de los efectos de ruido es poco conocido y está menos 

desarrolladte que el del ruido externo lineal. 

En ambos casos, las fluctuaciones lineales u no, se pueden modelar por dos procesos 

diferentes: ruido blanco y ruido de color. El ruido blanco es un proceso markofiano 

donde el tiempo de correlación entre las fluctuaciones es nulo. Por el contrario, el 

ruido de color es un proceso no markofiano, por lo que el tiempo de correlación es 

corto pero no nulo, Este último proceso describe situaciones más reales ya que la 

mayoría de los fenómenos presentan fluctuaciones con tiempos de correlación finitos 

y diferentes de cero. 

La aproximación de ruido blanco, resulta satisfactoria en el caso de ruido externo 

lineal, sin embargo, como se verá más adelante, esta aproximación pierde sentido 

en el caso no lineal debido a inconsistencias matemáticas. Ya que el propósito de 

este capitulo es la descripción de ruido externo no lineal entonces, las fluctuaciones 

necesariamente se modelarán como ruido de color, 

El capítulo se divide en dos secciones. La primera trata el caso de ruido externo 
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lineal y presenta las ideas generales que servirán de base pura que en la siguiente 

sección se trate el caso más complicado de ruido externo no lineal. 

En lo que resta de este trabajo solamente se tratará el caso de ruido externo, 

despreciando las fluctuaciones térmicas introducidas previamente. 

3.2 Ruido externo lineal 

Existen pocos métodos para tratar el problema de fluctuaciones con tiempo de 

correlación finito (ruido de color). Diversos tratamientos se le ha dado a este prob-

lema; ya sea por eliminación adiabática (37], considerando al ruido como dicotómico 

(381 o modelándolo por medio de procesos tipo Ornslein-Uhlenbeck (28]. Este último 

método será el que se aplique en este trabajo para el tratamiento de ruido externo de 

color. 

El tratamiento a seguir se divide en dos partes: en la primera se establece la 

ecuación fenomenológica que describe la evolución temporal de cierta variable de es-

tado q en ausencia de ruido. En la segunda se introducen las fluctuaciones en el 

parámetro de control del sistema, dando lugar a una ecuación diferencial estocástica 

del tipo Langevin. En esta ecuación las fluctuaciones aparecen en forma multiplica-

tiva, modelándose por un proceso de Ornstein-Uhlenbeck. Una vez definido el proceso 

se deduce la correspondiente ecuación de Fokker-Planck para la densidad de probabil-

idad, con la que se obtiene la información estadística en términos de los parámetros 

de ruido'. 

3.2.1 Ecuación de Fokker-Planck para el caso lineal 

El punto de partida es la ecuación fenomenológica que describe la evolución tem-

poral de la variable de estado q 

dq 
dt = f (q) + ng(q), (3.1) 

leabe señalar que la densidad de probabilidad con la que se trabaja se refiere únicamente a 
promedios que se realizan a un tiempo dado y no a In prohalidad de transición 
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en donde f(q) y g(q) son funciones arbitrarias q y a es un parámetro de control 

cuyos valores dependen de las condiciones externas al sistema. El valor de a fluctúa 

alrededor de cierto valor 5 de acuerdo a: 

= 5 +O), 	 (3.2) 

siendo rk el valor promedio de a y ¿(1) la fluctuación que se impone al sistema. 

Introduciendo a en la ec.(3.1) da lugar a la siguiente ecuación de Langevin 

dq = j(q)+Tig(q)+ e(e)g(q), 	 (3.3) 

Nótese que el último término es estocástico y que el ruido aparece en forma multi-

plicativa. 

Es razonable considerar que las fluctuacioines siguen una estadística gaussiana 

con un tiempo de correlación corto pero finito. Para definir completamente al ruido, 

1(t) se modela por un proceso de Ornstein-Uhlenbeck [39]. 

Este proceso tiene las propiedades de ser gaussiano, estacionario y markofiano. Su 

valor medio es cero 

(O» = 0, 	 (3.4) 

y la función de correlación esta dada por 

(0)1(t9) = 7(t, t') = 12  exp 	(t ti)  } t > t'' 	 (3.5) 

Aqui r y D son loe parámetros de ruido; r es el tiempo de correlación y D mide la 

intensidad de las fluctuaciones. 

Ahora bien, si se considera que para cada realización de 1(t) existe un ensamble de 

sistemas,4  que se distinguen solamente por las condiciones iniciales, entonces es posible 

caracterizar dicho ensamble por una densidad de probabilidad p(q,t) = (5(g(t) — q), 

que obedece la siguiente ecuación de continuidad en el espacio de q (Ec. de Liouville) 

[401 , 

4o bien una infinidad de trayectorias 'males q(t) en el espacio de 

ta 
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N(q,t)  - a (!(9) ág(q) + g(q)1(t)) p(q , t). 	 (3.6) 
Ot 	Oq 

Si p(q, t) se promedia sobre todas las realizaciones posibles de 1(t) y sobre las 

condiciones iniciales entonces, se obtiene la densidad de propabilidad P(q, t) del pro-

ceso, esto es, 

P(q, t) = ( Mg, 1)) = 0(0) — q)) 
	

(3.7) 

en donde q(t) es la solución formal de la ec(3.3) y los parentesis, <..>, indican que 

el promedio es sobre la distribución de 1(t) y sobre las condiciones iniciales. Pro-

mediando de esta forma la ec.(3.5), se obtiene una ecuación para la densidad de 

propabilidad P(q,t) 

aNq' t) 	a  (f (q) X9(4))g(q)) P(4, e) — ag 51(q) 1(0(60) — 4)) • 	(3.8) 
Ot 

Para calcular el segundo término de esta ecuación se hace uso de las propiedades 

estadísticas de 1(t) a través del teorema de Novikov, que interpreta las propiedades 

gaussianas de 1(t) en términos de funcionales [41]. Este teorema establece que para 

una funcional dada, 4>K1 se cumple que: 

1(01 = J de (t, t i ) (-
54 11) 
<51(11) 

Si 6(0) — q) se toma como la funcional de 1(1), entonces, 

dt'7(t,t') 	0  (5(q
60
(t) (1)1) 

	

=
0
q 	

de 1,(1, e) ((q(t) q) (9) ) fl 
 

Substituyendo en la ec.(3.7) se obtiene: 

ap(q,t) 
f- 	—( (q) i9(q))P (9,0 Ot 	0q 
06q(t) 

+ 	g(q)—;› 	< ft llt 	(6(q(1 ) (1)Tel,j 

(O» (q(t) - q)) = 1:, 

(3.9) 

(3.10) 

(3.11) 
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Si el tiempo de correlación .7-  es pequeño, entonces la integral que aparece en el 

segundo término de la ecuación anterior, puede evaluarse desarrollando a 1(t, t') en 

una serie de potencias de r, 

-1(t,e). 213[6(t 

que al susbtituir en la ec.(3.11) 

I de 1(g, e) ( 6(0) - 9) 

El primer término del lado 

de2D5(t - e) 

d2  - e) + d—eh« -O+ r2ae2  
--5(t - e) + 

se tiene, 

( 	de2D(t5(t 	t') 

(3.12) 

413) ' 

(3.14) 

,5q0\ 	 4(0) 
--(T5  l 	=

- 	(6(9(t) 	11)751i5 I 

d 	 45q(t)\ 
t') 

	

+.1.  d--v 6(t - 	(6(9(t) 	4)-6-1tri i 

	

b(t 	 (01 e) +r2-d2  (45(9(t) 	9)1.5  - 02  

derecho es: 

W i + / 

21)(6(q(1) (45(q(1) 	q)71 -1(1((tt?) ) = 	- q)151) . 

Los dos ultimas términos se integran por partes y se desprecián los términos de 

frontera 

d 4(0 

	

d 	" 1̀11.1 01 5q(t) ) --2Dr deb(t-e) (1%W - g)-c-téw) 2D I derd-6(t-t. 	- "81(e) 
(3.15) 

	

d2 	 hq(1) ) - I (WT 20 - e 5- d: 6  

	

der 2 d- ib(t e)(b(q(t) q)te(e) 	
( r2 

(3.16) 

Para evaluar los términos anteriores se debe calcular la cantidad 1, así como sus 

dos primeras derivadas temporales con respecto a 1'. Estas se obtiene en el apéndice 

de la ref [281. El cálculo se basa en la solución formal de la ec.(3.3). 
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Bajo la aproximacion a tiempos iguales, t=e, estas funciones aportan la mayor 

contribución a las integrales. Con esta aproximación se tiene que: 

4(1) = g(g(t)) 	 (3.17) 
60) 

	

d 	(0 
5) l 

, 	„ d , 

	

(1F 	1v.= f (II)) gkg(t )) - g(q(t))- f g(t)) 	(3.18) 
dg 

Estas cantidades se interpretan como funciones de respuesta al ruido externo para 

la ec.(3,3). La última integral, ec,(3,16), no se considera ya que al substiutir este 

término en la ec.(3.13), aparecen derivadas de tercer orden en q para P(g,t), y por 

tanto deja de ser una ecuación de Fokker-Planck. Al sustituir (3.14) y (3.15) en la 

ec.(3.13) se obtiene una ecuación de Fokker-Planck válida a primer orden en r. 

aPI° 	it ),q  (f (g) + rig(g)) P(9, t) + DTZ9(9) t-th(g)P(g, t) 

= 	Lit (1(q)  + Eig(g) + Dh(q)Zg(g)) P(9, t) + D 13-÷21 0(g)h(g)P(q, t) 
(3.19) 

donde 

h(q) = g(g) — r(f (g)—g(q) — 	— 	 (3.20) 
dq 	g(q)  dg f (q))  

El coeficiente del primer término en la ec.(3,19) Be conoce como coeficiente de arrastre, 

el coeficiente del segundo término es el coeficiente de difusión y siempre será positivo. 

El dominio de definición de la EFP está dado por los valores de g, para los cuales 

el coeficiente de difusión efectiva Dg(q)h(q) es positivo, de tal forma que la ec. (3.19) 

se encuentra restringida por la condición 

o análogamente 

D9(9)h(9) > O 

d .1(q)\ 
1  + Tg(q)Y4 	° 

(3.21) 

(3.22) 
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3.3 Ruido Externo no lineal. 

Esta sección tiene por objeto describir el método desarrollado por San Miguel y 

Sagués [42J para tratar problemas con ruido externo cuadrático. El método propor-

ciona una ecuación de Fokker-Planck asociada a cierta ecuación diferencial estocástica 

en donde las fluctuaciones entran en forma cuadrática. 

Como se verá en el capítulo siguiente, las ecuaciones dinámicas del campo director 

que describen el proceso de reorientación durante la transición de Freedericksz, pre-

sentan a la amplitud del campo óptico (que juega el papel del parámetro de control) 

en forma cuadrática. Al permitir que este fluctúe, entonces, las ecuaciones adoptan la 

estructura de una ecuación diferencial estocástica tipo Langevin como la mencionada 

en el primer parrafo. Así, con el método que a continuación se describe se construye 

una ecuación de Fokker-Planck asociada a las ecuaciones nematodinámicas, a partir 

de la cual, se obtiene los momentos de distribución necesarios para el cálculo de la 

birrefringencia. inducida en cristales líquidos. 

3.3.1 Ecuación de Fokker-Planck (EFP) 

El método es análogo al descrito en la sección anterior para ruido lineal. La 

finalidad es obtener una ecuación de Fokker-Planck para la densidad de probabilidad 

P(q,t), asociada a la ecuación fenomenológica para la variable de estado q descrita 

por: 

dg(t) 	f (0+  02,(q), 	 (3.23) 
dt 

en dunde f(q) y g(q) son funciónes arbitrarias de y y a es el parámetro de control 

que ahora aparece en forma cuadrática. Este fluctúa alrededor del valor medio ri de 

acuerdo: 

a = n + ¿(t). 	 (3.24) 

1(t) es la fluctuación que se impune al sistema. Al introducir a en (3.23) se obtiene 
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dq(t) 
= I (q) + a2g(q) + 2g(q)1(1) g(q)e(1) 	 (3.25) 

dt 

Nótese que en esta ecuación el ruido aparece en forma no lineal y multiplicativa. Si 

t(t) sigue una estadística gaussiana, entonces se puede modelar por un proceso de 

Ornstein-Uhlenbeck, cuyas propiedades se discutieron en la sección anterior, ecs.(3.4) 

y (3.5). Bajo estas suposiciones el proceso queda completamente definido y la ec.(3.24) 

se convierte en una ecuación diferencial estocástica tipo Langevin no lineal. 

Una vez que ha sido planteada esta ecuación y realizadas las suposiciones sobre 

1(t) se procede a asociarle una ecuación para la densidad de probabilidad P(q,l) (Ec. 

de Fokker-Planck). 

Esta ecuación se obtiene para el caso no lineal haciendo aproximaciones y suposi-

ciones concretas sobre los parámetros de control del ruido; D y r. Como se verá a 

continuación 

Aproximación a Ruido Blanco. 

Como primera aproximación a la EFP se reescribe la ecuación (3.25) de tal forma 

que el ruido «O que aparece en esta ecuación se susbtituya por otro ruido y(t) el cual 

entra en forma lineal en dicha ecuación. Para este efecto se reescribe el valor de (v2; 

ck2  = n2  + 2«(1) + 	 (3.26) 

como un valor medio que se calcula con la ec.(3.24) y la función de correlación de 

1(t), ec.(3.5), 

(3.27) 

más una fluctuación y(t), esto es, 

tv2  = ((12) + y(t) 
	

(3.28) 

La fluctuación 1/(1), es una transformación no lineal del proceso gaussiano 1(t), 
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11(t) = 12 (0 + zryl(t) - 	 (3.29) 

Este proceso deja de ser gaussiano, su valor medio es cero y la función de correlación 

se obtiene utilizando la ec.(3.5) y las propiedades estadísticas de 1(t) 5  

2 
(q(t)q(t')) = —

4n2D
esp{ 

 ft t'l 
 + 2 

(
—
D 

exp{-2It — t'l} 	(3.30) 

Como se ha mencionado, si el ruido externo fuera modelado por un ruido blanco, 

entonces en la ecuación anterior aparecería el cuadrado de una delta de Dirac y en la 

ec.(3.27) tendería a infinito. 

Hasta este momento solamente se ha reescrito el valor de a2  como un valor medio 

(02) más su fluctuación y(t), sin embargo, aunque esta separación es siempre posi-

ble, el valor medio de a2, como se ve en (3.27) depende de las características del 

ruido, por lo que al analizar los resultados en términos de los parámetros de ruido no 

puede tomarse a (a2) como una cantidad fija si a es controlada por los parámetros 

fluctuantes. 

Considerando lo anterior, se pueden efectuar algunas aproximaciones sobre 71(t). La 

primera consiste en despreciar los momentos de distribución de esta cantidad mayores 

a dos, de tal forma que 71(0 se aproxime a un proceso gaussiano. La segunda consiste 

en considerar al tiempo de correlación r muy pequeño, por lo que ri(t) se aproxima 

a un proceso de ruido blanco. Con estas aproximaciones la función de correlación de 

q(t) se reduce a 

(7)(t)q(19) 9.1 2(452D + tT )6(t — t'). 
2 

(3.31) 

Esta expresión se obtiene despees de tomar el límite cuando r tiende a cero por lo 

que las exponenciales que aparecen en la ec.(3.29) se reducen a deltas de Dirac. El 

coeficiente que multiplica a la delta es la intensidad efectiva, que está dada por: 

= 	di' (0)71(19) =41-i 2  D + —
D2 	

(3.32) 

5 (12(1)12 ( 1 )) - (1(i)t:(t9) 2 	2(12(1))(12(11) y ((t)E 2(e)) 	o 

1 
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Una vez que se han hecho estas aproximaciones el proceso queda completamente 

definido cuando se sustiyuye la ec.(3.28) en la ec.(3.23), obteniéndose la siguiente 

ecuación diferencial estocástica, en donde el ruido aparece en forma lineal, 

dq(t) 
- f(q) + (52  + T )g(q) + g(q)y(t). 

dt 

Esta ecuación se discutió en la sección anterior y tiene asociada una EFP dada por 

OP(q, t) D 	 O 	a 
— 	(f (q) + (ft' + -r-)g(q))P(q, t) D'— g(q)— g(q)P(q, t) 	(3.34) 

at 	Oq 	 Oq 

Es preciso notar que entre esta ecuación y la correspondiente al caso del ruido 

externo lineal, (ec.(3.19)) existen diferencias. La primera es la contribución D9(1  en 

(3.34) para el término de arrastre, la segunda es un cambio del coeficiente D por uno 

renormalizado D'. 

Esta ecuación será corregida, para tal fin se construye de manera sistemática una 

ecuación en la cual sea posible obtener el orden de los términos despreciados en la 

aproximación de ruido blanco. 

Aproximación para r y D pequeños 

El punto de partida es la ecuación de Liouville para la densidad de probabilidad 

en el espacio de eventos de q, correspondiente a la ec.(3.25), 

Op, t)  
— 

Og 	
Eta g(q) 2T-t 2 g(01(t)  g(q)12(1)) 	(3.35) 

8t  

donde p(q, t) es la densidad de probabilidad para cada realización de ¿(t). 

Al promediar esta ecuación sobre todas las realizaciónes de 1(1) y sobre las condi- 

ciones iniciales se obtiene una ecuación para la densidad de probabilidad P(q,tt 

HP,r  - Io  (f(q) + g(q)) P(q, t) — gq.(2rtg(q) (1(t)6(q(1) — q)) 

—1,g(q) 	(t)6(q(t) — q)) 
(3.36) 

6  EaStC promedio es el mismo que he &duo en la ee.(3.7) 

(3.33) 
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Si bien esta ecuación es exacta, no es cerrada para P(q,t) por lo que se necesita 

usar nuevamente el teorema de Novikov, ec(3.9) y su generalización 

(12(01 	= (12) (0  fe1) + J /18  I (1817(4 8 )7(t, ( 017:31,) 
	

(3.37) 

La funcional kj de ¿(e) se toma como: 6(q(t) — q). 

Sustituyendo (3.9) y (3.37) en (3.36) se tiene : 

- 	(f (q) + (ro + ;-!)g(q)) P(q, t) + 249-g(q)-14  f ds7(1,$)(16(q(1) — q)) 

+4-5(q)g. f ds f ds17(1, s)ry(t, s')( 4 :,161.)6(q(t) q)) 

(g(q) f ds f ds'ry(t, s)7(t,s9,1 <6.40,12,-9116(q(t)  — q))) 
(3.38) 

Nótese que el último término de esta ecuación contiene una derivada de tercer orden 

para P(q,t), por lo que se debe efectuar una aproximación si se quiere obtener una 

ecuación de Fokker-Plandc. Esta aproximación considera a r como un parámetro de 

pequeñez, de tal forma que la función de correlación 7(t, s') se expande en una serie 

de potencias de r, hasta orden cero y en forma análoga al cálculo de la ec.(3.19) se 

deben evaluar las derivadas funcionales de q(l) a tiempos iguales, ya que bajo esta 

aproximación estos términos, tambien conocidos como funciones de respuesta al ruido 

externo, aportan la mayor contribución a las integrales de la ec.(3.38). 

Estás funciones de respuesta se calculan en el apéndice de la referencia [42J, su 

cálculo se basa en la solución formal de la ec.(3.25) y son: 

60) 
	2o79(q(1)) + 2g(q(t))1(1) 

6 2q(t) 	 0q(q(t)) 
2g(q(t))6(s — •si ) + 	

2 
 + 2Fil(1) + mi)) (3.40) 

61(8)(51(89 	 11(t) 

Nótese que estas cantidades dependen explicltamente de 0), este hecho implica que 

al efectuar la sustitución de (3.39) y (3.40) en (3.38), se debe aplicar sucesivamente el 

teorema de Novikov y su generalización (ecuaciones (3.9) y (3.37)), obteniéndose una 

6q(t) 
(3.39) 
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serie infinita de términos que contiene derivadas de todos los órdenes con respecto a 

q. Esto implica la aparición de tina infinidad de términos a orden cero en r. 
Para poder truncar esta serie se debe considerar que el otro parámetro D sea 

pequeño, pero con º finito. Bajo estas circunstancias el término de orden 9 en 
la ec.(3.38) será el que aporte la mayor contribución a los efectos del ruido. Las 

correciones a este término son del orden de (9) x r =Dy (P-t ) x D = 5, Es-

tas contribuciónes son aportadas por los primeros términos de las ecs.(3.39) y (3.40) 

respectivamente cuando se sustituyen en (3.38). Los términos restantes aportan con-
tribuciones de mayor orden. Al despreciár las correcciones para órdenes mayores a 

uno, y considerando sólo los términos de orden D y 	se tiene la siguiente ecuación 

de Fokker-Planck: 

2P-4M = — g(f (q) + (a2  + 1)g(q))P(q, e) + 4n2Z-9(q)12-99(q) i) ds-y(e, s)P(q, t) 

+21-si g(q) 21 g(q) bu( ds 	ry(t , s)7(t, s')(5(.9 — s') P(q, e) + 	T' , D2 ) 

(3.41) 
Extendiendo las integrales de r hasta oo en (3.41) y despreciando los términos tran-

sitorio9 de orden e';'' ésta ecuación se reduce a la cc, (3.34). 

Las ecuaciones anteriores están expresadas en variables adimensionales, las aprox-

imaciones consideran que DKlyrK1 siendo 9 1. Cuando a es una variable 

física, t tendrá unidades de tiempo y la intensidad D unidades de a2r'. El tiempo 

de correlación Ti se mide en unidades del tiempo de relajación del sistema A--  I . Por 

tanto r pequeña significa que r K A-  I .De igual forma la intensidad D' requiere que 

D' «52A-1  
En esta aproximación no se requiere que la fluctuación sea pequeña ya que 1). 1 

esto es Q = Zi2, pero ea necesario que las fluctuaciones sean menores u del orden del 

valor medio de a. 



Capítulo 4 

ECUACIONES 

NEMATODINAMICAS PARA 

UNA GEOMETRIA ESPECIFICA 

En los capítulos anteriores se han discutido tanto las características físicas de los 

cristales líquidos y las ecuaciones que gobiernan su dinámica, como la metodología 

empleada para el tratamiento de problemas con ruido externo no lineal. En este 

capítulo y en el que sigue se tratará el problema específico de esta tesis: la reori-

entación producida por un campo óptico cuya amplitud fluctúa en forma gaussiana. 

4.1 Introducción 

Como se mencionó en el capítulo 1, es posible reorientar las moléculas de un 

flemático por medio de un haz laser (TFO). Durante este proceso, el sistema ini-

cialmente estable se lleva a un estado inestable a través de la variación de algún 

parámetro de control, que en este caso corresponde a la intensidad del campo óptico 

(-4Y). Así, cuando la intensidad alcanza su valor crítico, el sistema cae a un estado 

inestable, del cual tiende a relajar a un nuevo estado de equilibrio estable. 

Experimentalmente se sabe que las fluctuaciones que acompañan el proceso de de-

caimiento desde un estado inestable y sun precísamente éstas fluctuaciones el mecan- 

62 
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ismo que dispara dicho proceso [43]. Por ésto la descripción formal de la dinámica de 

transición de Freedericksz necesita incorporarlas. 

Existen diversos trabajos que han estudiado este problema [4411451122)(47], pero la 

mayoría de ellos introducen las fluctuaciones como ruido térmico inherente al sistema. 

Sin embargo, es necesario considerar también a las fluctuaciones externas al sistema, 

como las que puede presentar el parámetro de control. Este efecto sólo ha sido consid-

erado en algunos trabajos [4511221147]. El hecho relevante en ellos es la introducción de 

fluctuaciones externas en el campo eléctrico o magnético (estáticos o cuasiestáticos), 

las cuales entran en forma no lineal (cuadrática) en las ecuaciones nematodinámicas, 

introduciendo un término adicional aleatorio. A diferencia de estos trabajos, en éste 

se consideran los efectos de flujo hidrodinámica asociados a la reorientación, así corno 

la aplicación de un campo óptico cuyas fluctuaciones solamente dependen del tiempo. 

La idea básica de esta tesis será la de describir las primeras etapas de reorientación 

del nemático, esto es, cuando el sistema inicia el decaimiento desde un estado inestable 

a un estado de equilibrio estable. Para ello se parte de las ecuaciones nematodinárnicas 

obtenidas en el capítulo 2 (ecs.(2.63)-(2.65)) para una geometría particular. A través 

de diversas aproximaciones estas ecuaciones se simplifican, dando como resultado un 

par de ecuaciones para la amplitud de Fourier de cada componente del campo direc-

tor ir. Dichas ecuaciones dependen expliritamente de la intensidad del campo óptico, 

cuando las fluctuaciones se introducen en la amplitud del campo, entonces se trans-

formarán en ecuaciones estocásticas, adoptando la estructura de una ecuación tipo 

Langevin, en donde el ruido externo entra aditiva y cuadráticamente. Finalmente, 

como se discutió en el capítulo tres, estas ecuaciones tienen asociada una ecuación 

de Fokker-Planck para la distribución de probabilidades, de la que se obtienen los 

momentos de dicha disitribución. 

4.2 Modelo 

Considérese una muestra de cristal líquido nemático a una temperatura fija con-

tenida entre dos placas d'eléctricas y transparentes ron una separación d. Las placas 

se colocan en forma prependicular al eje como se muestra en la figura 4.1 
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Figura 4.1: Geometría empleada en el modelo. 	La configuración inicial es 

homeotrópica y el campo óptico incide en forma oblicua. 

Para este modelo, la configuración inicial es homeotrópica, 

= (0,0,1), 	 (4.1) 

y las condiciones de frontera son de anclaje fuerte; 

(x, y, O) = (0,0,1), 

"ii(x,y,d) = (0,0,1). 

Sobre la muestra incide, en forma oblicua a las placas, un campo electromagnético 

(láser He-Ne) polarizado en el plano xz y cuya longitud de onda es mucho mayor que el 

ancho de la película (d). Es razonable despreciar los efectos de la parte magnética del 

campo, ya que la susceptibilidad magnética en la mayoría de los nemáticos es mucho 

menor que la susceptibilidad eléctrica, por lo que los efectos predominantes sobre 

las moléculas del nemático corresponden a la parte eléctrica. Además se considerará 

que las dimensiones transversales del haz son mucho mayores que la separación entre 

las placas y que el campo no presenta variaciones espaciales, por lo que éste será 

homogeneo dentro de la celda que contiene al nemático. Bajo estas suposiciones el 

campo eléctrico esta dado por: 

7(e ).E,(1)i+b),(1)ic 	 (4.3) 

(4.2) 
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con 

Ex (t) = E(t) cos fi 
(4.4) 

I? (t)= E(t)senfi 

en donde fi es el ángulo de polarización del campo eléctrico dentro de nemático y 

E(t) su amplitud. Ahora bien, estrictamente hablando, el problema de reorientación 

ocurre en las tres dimensiones, pero los resultados experimentales muestran que la 

reorientación de las moléculas tiene lugar principalmente en el plano de polarización, 

que en este caso es el xz. Por tanto las componentes de Ti' sun: 

ii(T) = 	+ raz 	 (4.5) 

Otra aproximación importante, considera que la onda incidente es plana y que el 

proceso de reorientación es homogéneo a lo largo de la dirección T y y , por lo que Fr 

solamente será función de z. 

Con las aproximaciones arriba mencionadas, las componentes de ir se pueden 

describir por el ángulo reorientación 0(z, t), que se mide con respecto a la orientación 

inicial (eje z). Así, irse expresa como: 

= (sert0(z I), O, cos 0(z, t)). 	 (4.6) 

Los efectos de reorientación dan lugar a un flujo hidrodinámica -fi'(figura 4.2). 

La componentes 14, del campo de velocidades es nula debido a que la reorientación 

sólo tiene lugar en el plano xz. La componente v, tampoco se considera, ya que dicha 

componente es pequeña en comparación con la componente y,. Esto se debe a que la 

separación entre las placas es pequeña en comparación con su ancho y por tanto el 

flujo en ésta dirección también es pequeño en comparación con el flujo en la dirección 

x Entonces el campo de velocidades se aproxima por el flujo de corte: 

= 	O, o, o). 
	

(4.7) 

Bajo estas suposiciones, las ecuaciones (2.63 - 2.65) del capítulo dos se reducen a: 

1 (5 	I,' 
tir (z t) -- 	r zx Órt, 	61), 

(4.8) 

PS 
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Fígura 4.2: Dirección del flujo durante el proceso de reorientación. Como se puede 

apreciar es un flujo de "corte", en el cual se ha representado esquematicamente la 

magnitud de la velocidad con el tamaño de las flechas. 

dtnz(z,t) = 
, 	1 6F + 

1 
„ 

zz
5F 

, 
ryi  6n, 	6vz  

(4.9) 

6F 	t  6F 	t  6F 
citv,(x , t) = 

, 
6v, - 

	

1 
:=6v, 	'26n, 	

(4.10) 

donde F es la funcional dada en el capítulo dos por la ec.(2.27), di  es la derivada 

hidrodinámica (de= +v. 57) y los operadores 	r se definieron por las ecs.(2.52- 

2.54). Estas ecuaciones son no lineales, ya que los coeficientes 1",2 , 	dependen 

de ñ o de potencias de Ti. En estas también se han despreciado las fluctuaciones 

ténnicas y se ha supuesto que el centro de masa del elemento de volumen, 	no se 

desplaza, sólo existen rotaciones del elemento de volumen alredor del centro de masa 

por lo que la ecuación para ú no se considera. 

Para linealizar dichas ecuaciones es necesario efectuar la aproximación de acopla-

miento mínimo que consiste en reemplazar el valor de Ti por su valor inicial 71.1  cuando 

se calculan los operadores r y L . Esta aproximación es usual en la literatura y se 

justifica si se considera que en las primeras etapas de la reorientación 	difiere poco de 

su valor al inicio del proceso. Dicha aproximación, como se verá más adelante, retiene 

el acoplamiento que existe entre 	y Ti, de tal forma que los efectos hidrodinámicos 

son considerados. Así, bajo esta aproximación las ecs.(2.52-2.54) se reducen a: 
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+ 1 
r„, 

A 
 (91, 	 (4.11) 
2p 

rz, = o, 	 (4.12) 

rtx, 	= — 1\  + la 	 (4.13) 2p  s.  

= -r,, = o, 	 (4.14) 

Liz = a, Mzxzzaz, 	 (4.15) 

con 
v3  

111:33: = —p2 , 	 (4.16) 

por lo que L. se escribe como 

y ¿
2 	

vaa2
' 	 (4.17) . 	p2 

Debe aclararse que en la terminología usada por San Miguel y Sagués (22), rt es el 

operador adjunto de r , el cual se toma en el sentido de integración por partes en 

forma análoga al tratamiento de los operadores en mecánica cuántica. 

Sustituyendo estos operadores en las ecs.(4.8 - 4.10), éstas se reducen a 

1 5F 	4- 1  45F 
dn,.(e z, 	

6 
t) =  

71: 	
:bu=, 

 

b 
denz (z,t) = 

116n=  

, 	

15,. 

1' 	Á + 1 	.51," 
citn„.(z,t) = 2 o- — + 

2 	
. 	 (4.20) 

p 6n p hrtz  

Estas ecuaciones ahora son lineales, cerradas y acopladas. Resta calcular las derivadas 

funcionales de la energía libre para la geometría específica del modelo. 

(4.18) 

(4.19) 
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4.3 Funcional de energía libre 

La funcional de energía libre de Helmholtz dada por ec.(2.27) contiene tres con-

tribuciones: la primera se debe a la energía de distorsión elástica, que se simplifica si 

se considera que el orden de magnitud de las constantes elásticas es el mismo y por 

tanto se pueden considerar iguales (cap.1 sec.7). 

	

Fj = 
1

K L {(8,n,)9 + (0,n7)2} 
	

(4.21) 

La segunda contribución se debe al término de acoplamiento con el campo electro-

magnético y, como se mencionó al principio, sólo se considera la contribución eléctrica, 

teniéndose: 

	

F, = —r)2d7r4. 	 (4.22) 
8ir y 

La última contribución se debe a la energia cinética causada por el flujo hidrodinámico 

asociado a la reorientación, 

Ft, = e 
2 y 
f v2d7' 
	

(4.23) 

donde p es la densidad de masa del flemático y V es el volumen del nemático. 

Sumando las tres contribuciones se tiene que la funcional de energía libre es: 

P 	— 
2 Jv 

(K {(0,7742 
 + (8`nx)2 } 

— 91(7?• -1)2  + e v2) 	, 
4rr 	2 z  

y la densidad de energía libre estará dada por 

Ea f = —1 K ((0,7i,)2  + (0,7142 } — 	• r>2_, ev2
' 	

(4.25) 
2 	

I/ 	
2 

Para obtener la forma explícita de las ecuaciones nematodinámicas en términos 

de Ti>  y Tí>  es preciso calcular las derivadas funcionales de la energía libre a través de 

la ec.(2.5) dada en el capítulo 2. Así, las derivadas funcionales de 1? están dadas por: 

	

bF 	 Ea 	2 

	

= 
bn 	— 	+ 

47r 
(7L,E, + EA}} (4.26) 

(4.24) 
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6F
= — 	Ea 	2 

	

fr 	
4/r 

Obi, + 	-, + n,b,E,)} , 	(4.27) 6n,  

6F = 	 (4.28) 6v, 
Al substituir éstas en las ecs.(4.18-4.20) se obtienen las ecuaciones nematodinámicas 
en téminos de ñ y de v , 

K ,,,2 	 A + 1 , dtn, = --- (fi' n z  + --""-^Ea  (n, E ,2  + Itz E, E: ,) + —2— ozvz , 	(4.29) 
7i 	47rryi  

	

,2 	. 
i 

den, = 
K — t7; n 

4/rEry
i + — (n, E! + n,E,Ez) , 	(4.30) 
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diva  = 1101v, ---A +2 1  {K(9n, + 4ir  (n,g + E, E.)} • 	(4.31) 

donde de  denota la derivada hidrodinámica definida previamente. 

4.4 Ecuaciones de amplitud 

Como se puede apreciar, las ecuaciones anteriores sun ecuaciones diferenciales 

parciales y acopladas. Es deseable poder desacoplar dichas ecuaciones y aun más, 

reducirlas a ecuaciones diferenciales ordinarias (ecuaciones de amplitud). Para esto 

se utilizan las aproximaciones de inercia despreciable, acoplamiento mínimo, así como 

la suposición de ángulos pequeños. Con estas aproximaciones el campo de velocidades 

Ti y el campo director ñ , se desacoplan al desarrollar éstas variables en series de 

Fourier compatibles con las condiciones de frontera, reduciéndose las ecs.(4.29-4.31) 

a ecuaciones diferenciales ordinarias para las nuevas variables; n,„(t) y rkz(t) que son 

las amplitudes de Fourier de n, y nz. Las ecuaciones resultantes serán las ecuaciones 

de amplitud. 

La primera aproximación considera que el vector director es una variable lenta y 

que el campo de velocidades sigue instantáneamente al director, esto implica que el 

V 
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cambio en la velocidad es pequeño y por tanto se puede despreciar la inercia, esto es: 

div, = 0. 

Para ilustrar la importancia de la segunda y tercera aproximación, debe notarse 

que en el término de interacción con el campo eléctrico de las ecuaciones (4.29-4.31), 

el campo multiplica a las componentes de i . Esto implica que al introducir las 

fluctuaciones en la amplitud de dicho campo, éstas también entrarán en forma mul-

tiplicativa, complicando el problema considerablemente. Cabe hacer un parantesis 

y hablar un poco sobre éste problema. Si se considera que el ruido entra en forma 

multiplicativa, entonces por medio del método desarrollado en el capítulo 3 es posible 

asociar una ecuación de Fokker-Planck para la densidad de probabilidas de las am-

plitudes de Fourier de las componentes del campo director, a las ecs.(4.29) y (4.30). 

La ecuación de Fokker-Planck resultante no proporciona información que se pudiera 

utilizar en este modelo en particular, ya que al calcular el primer momento y el se-

gundo momento de la distribución en el límite estacionario, dan como resultado cero 

o bien una cantidad que diverge. 

Por lo anterior es deseable que el campo y por consiguiente las fluctuaciones 

aparezcan en forma aditiva, para esto se utiliza la suposición de ángulos pequeños 

en el término de interacción. Esta se justifica si se considera que en las primeras 

etapas de la reorientación, esto es para valores del campo eléctrico justo por arriba 

del campo crítico, los valores de Ti' no difieren mucho de el valor de 	Al7-7.5'. 	aplicar 

ésta aproximación las ecuaciones (4.29) y (4.30) se desacoplan y aparece el campo 

eléctrico en forma aditiva. 

Así, los términos de acoplamiento con el campo eléctrico se aproximan a: 

nz 	+ 	zli; 	E,,E, , 	 ( 4.32) 

n, Bs + Ej. E, l l , 	 (4.33) 

y las ecuaciones nematodinámicas válidas para las primeras etapas de reorientación 

sun: 

••• 
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K 	
+ E 
	A + 1 

rizv 
4.xyl 	

+
2 

En 

i 
den:  = 	

ry 4n 
+ 	G2, 	 (4.35) 

O = v3r9bi, A + 1 
	

(4.36) 
2 

Para reducir estas ecuaciones diferenciales parciales a ordinarias y desacoplar vx  

de nx, es necesario descomponer ni, ni, y vi  en series de Fourier consistentes con las 

condiciones de frontera 

nx  = O 
en z=0yz= d, 

n,=1 

y de adhesión para ti, esto es, 

tlx =0enz=Oyz=d. 

Las series de Fourier consistentes con las condiciones de frontera son: 

nz(z, 	E tkii„,(t)sen((2m. + 1)), 
m=o 

7TZ 
ni  (z, t) = E nyz,„(t)cus((2ni + 1)—

d
), 	 (4,38) 

m- o 
ITZ 

01(Z, 0= E vq,„,(1)sen((21rt 4- 1)7). 	 (4.39) 

Ahora bien, como se esta describiendo las primeras etapas del proceso de de-

caimiento de un estado inestable a un estado de equlibrio estable, esto es, para valores 

del campo eléctrico ligeramente superiores al campo crítico, es razonable suponer que 

la energía del campo eléctrico solamente exite los modos mas bajos del desarrollo 

anterior, por lo que sólo se considerará el primer término de estas series, esto es el 

mudo nt = O, que es el predominante. Por tanto las ecs.(4.37-4.39) se reducen a: 

trz 
nz(z,t) = n„(t)sen(—

d
-)

' 
(4.40) 

5. 

(4.34) 

(9.37) 



ns (z,t) = n„(t)ros(—rrz  ), 

1.12(Z, t) = v„(t)sen(-1T Z ), 	 (4,42) 

en donde n, (t), n„(t) y v„(t) son las amplitudes de Fourier para las componentes 

de ir y Ti. 

Al substituir los valores de ni, lis  y I), por sus componentes de Fourier (ecs.4.40-

4.42), despejando uQs  de la ec.(4.36) y sustituyendo en la cc. (4.34) se obtienen dos 

ecuaciones diferenciales ordinarias y desacopladas para nos  y n.,, 

d 	7rz 	1c7r2  
1 

r2.1 	E. sin/ 	+ 
(4.43) 

(4,44) 

in„sen(7) = --73d2n„ 

Z 
dinqz  cos( d ) 

+ 1) 
2 

21) 

	

+ —
2 	t/ 

	

kn2 	irz 

d 	47ryi
Er Ez , 

Ea 	2 E,. = ----ng, cos(—) + 
"Vi d2 	d 

Finalmente, sólo se considerarán propiedades volúrnetricas por lo que estas ecua-

ciones se integran sobre z, eliminando la dependencia espacial. Así las ecuaciones 

finales para las amplitudes de las componentes de Fourier son las siguientes "ecua-

ciones de amplitud": 

dtn„(t) = 1 + 
2 11  

+ 
 81,1  

(4.45) 

(4.46) 

n„(t) 

, 
ding,(t) = — 

2 

kir2  

ti3  

Ea v2 + 
871 

—ng,(t) 
"tid2  

Expresando al campo eléctrico en términos de su magnitud E y del ángulo de 

propagación fi las ecuaciones anteriores adquieren la siguiente estructura general 

ding,,,(t) 	—,4„nw,(t) + B„E2(t), 	 (4.47) 

con a = x, z en donde, 

Icir2  ( 	(A+ 1V71 
As= 7idz  1 + 

2 1  v3) ' 
(4.48) 
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(4.41) 
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= 	 (4.49) 

13, = aryi cos(P)sen(P), 	 (4.50) 

13, -9-sen2(f3). 	 (4.51) 

4.5 Ecuación de Fokker-Planck 

Como se puede apreciar en la ecuación (4.47), el parámetro de control, esto es la 

amplitud del campo eléctrico, aparece en forma cuadrática y aditiva. Ahora bien, es 

razonable considerar que este parámetro presente fluctuaciones temporales. Ejemplo 

claro de esto es el ruido que se debeb a los fenómenos cuánticos en el haz láser [36), u 

bien las fluctuaciones que se pueden superponer a la amplitud del campo óptico por 

medio de un generador de ruido [471. Como se ha mencionado, la introducción de las 

fluctuaciones puede conducir a fenómenos que no podrían ser descritos por medio de 

un análisis determinista, como lo es el caso de la descripción dinámica del proceso 

de reorientación. En esta sección se introducen las fluctuaciones en la amplitud del 

campo eléctrico, que aparece en forma explícita en la ec.(4.47). Una vez definido el 

proceso que modela dichas fluctuaciones, entonces la ecuación (4.47) se convierte en 

una ecuación estocástica nu lineal en el ruido y por tanto adoptará la estructura de la 

ecuación de Langevin (ec(3.3)) discutida en el capítulo 3. Finalmente, a la ecuación 

estocástica se le asocia una ecuación de Fokker-Planck para la distribución de Proba-

bilidades P(rig.(t), t) a partir de la cual se obtienen los momentos de distribución de 

11(ri g„(t), t) necesarios para el cálculo de la birrefringencia. 

Como primer paso para la obtención de la ecuación de Fokker-Planck es necesario 

introducir las fluctuaciones en la ec.(4.47). 

Es común suponer que el parámetro Mi) fluctúa de acuerdo a una estadística gaus-

siana, por lo que es posible escribir a la amplitud del campo como el valor promedio 

temporal, E, más su fluctuación /(t), esto es, 

kir2  
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(4.52) 

en donde C(t), se modela como un proceso de Ornstein-Uhlenbeck, ya que se desea 

que el proceso sea gaussiano, markofiano y estacionario (391. Así, el valor medio (1(t)) 

es cero y la función de correlación está dada por la ec.(3.5) del capítulo 3 

7(t, t') = (0We» —D  = 
exp{ it — el} 

Al introducir la ec.(4.52) en la ec.(4.47), se obtiene una ecuación estocástica de 

Langevin en donde el ruido aparece en forma aditiva y cuadrática 

dtnqc,= —A,,n,„,+2141(t)e + BoE2  + Bae2(t) 	(4.53) 

Esta ecuación tiene la misma estructura que la ecuación de Langevin (3.25) con 

j(q) = —Aanqz  y g(q) = Ba. y por tanto tiene asociada la siguiente ecuación de 

Fokker-Planck: 

+ 	(I — e -0.+A.)) + 9-1  --21/2-1 (1—  e`q".))} —r-a2  P(rt t) 2r A.r 	 Oni. 	* 	

(4.54) 
 

Para simplificar esta ecuación se desprecian los términos transitorios ( e~0 

y c-t(I+A.) ). Esto implica que la ecuación de Fokker-Planck resultante sólo tendrá 

sentido si se utiliza para hallar la distribución de probabilidades en el estado esta- 

cionario (t 	oo). Cabe señalar que el estado estacionario al cual se hace referencia 

no corresponde al estado final de la reurientación. Solamente es un proceso límite 

imaginario que proporciona cantidades que no dependen del tiempo. Recuerdese que, 

la descripción de todo el proceso de reurientación esta dado por las ecuaciones ne-

matodinámicas en su forma más general, las cuales son altamente no lineales y esta 

descripción sólo se limita a las primertas etapas del proceso de reurientación. 

Así, la ecuación de Fokker-Planck que resulta es: 

AP(n,„1) 	((—A,rtg‹, (-E2 + 1,1.8„)p(n„,1)) 
4B2.-g, 	,ffirp 
TA. 4 I 	2r I 	T • atto  

(4.55) 

OtP(raget ,t). fh-t ((—A.nq. + 2 + 127-13jP(ri,„,t)) 
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4.6 Momentos de la distribución P(nq„(t),t) 

A partir de la ecuación de Fokker-Planck es posible obtener toda la información 

estadística de las amplitudes de Fourier de cada componente del campo director 

En en el caso de la distribución gaussiana es suficiente con conocer los dos primeros 

momentos de distribución para que el procesos quede definido'. 

Así pues, para encontrar el primer momento se multiplica la ec.(4,55) por nq„ y 

se integra sobre toda la distribución de nq,. 

f (nqa9t P(ri,„, t))dnqc, = f 	[— 	((— 	+ (T 2  + t3„,) P (ny, t))1 daga 

[{ 4  rliA2  ?I 2  + 
 2U I)2 

} 11217, P n 9 " ' 	nqudnqc,  
(4.56) 

Cuando se se intercambia el operador derivada por la integral del lado izquierdo de 

esta ecuación se obtiene la derivada temporal del valor medio de 719,, ; 

Para el segundo y tercer 

los términos de frontera, 

f riga, 

¡ 

Juntando todos los 

cuya solución es: 

El valor en el límite 

f (nq,Dt  P(nq „, t))dtz,,, = at  

miembro del lado derecho se integra 

esto es: 

+ (--g2 	B„) p( 71/ 4„, 0)1 daga= 
4_14 	 p(7151,,  

(ng.) 

por partes y se desprecian 

— A„ (nqa ) +É2  + 
741.driga 	0. 

diferencial para (No): 

12  Bc,), 

I  1 	c'-A"' 

(4.57) 

º 13„, 

(4.58) 

(4.59) 

(4.60) 

(4.61) 

+ 0.L4:212.71} [{ 

términos se obtiene una ecuación 

di  (nqc,) = —A,, (nqi,) + (-e + 

= (floo ) e - no  t + /17 
+ 

2 	
r 	'1 

estacionario, t --> oo, es: 

(n") 40. = (722 -I-  2  r 	" 

)' 

. 
I En la distribución gannsiana, como ea bien conocido, Ion momentos de distribucion mayores a 

dos están en términos del primer y segundo momento. 

g. 
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En forma análoga se obtiene el segundo mutnentu de distribución (n92(,) , cuya 

solución estacionaria esta dada por 

	

( 
gol, 	 \ 
I  ) 	E4 (12)2 +2Dinr( 

TA 4-  A, +rig) 	
(4.62) 

2 	( 1 \ 2\ +D2 B2  
(2rA„ + d417.2 	krital 	

(4.63) 
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Capítulo 5 

BIRREFRINGENCIA INDUCIDA 

5.1 Introducción 

Una dé las propiedades más notables que presentan los cristales líqudos es la bir-

refringencia. Esto, como es natural explicar, se debe a la anisotropía que presentan 

sus propiedades eléctricas y magnéticas. Así, cuando estas propiedades macroscópicas 

cambian mediante la reorientación de las moléculas por un campo electromagnético, 

también lo hace la birrefringencia (efecto Kerr). Este fenómeno altamente no lineal 

y solamente producido en sólidos cristalinos anisotrópicos y en algunos líquidos no 

cristalinos mediante la aplicacion de campos muy intensos, ha sido estudiado amplia-

mente desde el punto de vista teórico y experimental en cristales líquidos [47],[48],[49] 

y de hecho constituye uno de los fenómenos con mayor aplicación, ya que a través de 

él pueden conocerse algunos parámetros físicos del nemátiro como la magnitud del 

campo crítico, así como las constantes elásticas del material. 

En este capítulo se obtendra una expresión análitira para la birrefringencia in-

ducida por las fluctuaciones en la amplitud del campo óptico. Dicha expresión será 

sólo válida para las primeras etapas de reorientación, esto es cuando las moléculas 

comienzan a reorientarse y los efectos de las fluctuaciones puedan ser considerables. 

Antes de comenzar a desarrollar esta idea es preciso recordar lo que significa la 

birrefringencia y propiamente el efecto Kerr en los cristales sólidos, para aclarar un 

poco más lo que en este trabajo se hace. 
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5.2 Birrefringencia en sólidos cristalinos 

La birrefringencia se presenta en muchas sustancias cristalinas compuestas por 

moléculas anisotrópicas. El modelo más simple para describir estas moléculas con-

sidera que las fuerzas sobre los electrones son anisotrópicas, esto es, son diferentes en 

cada dirección. 

Para representar estas moléculas, se considera un modelo mecánico, en el cual 

los átomos están compuestos por una corteza de carga negativa unida a una carga 

positiva fija por medio de resortes de diferente rigidez 1501. Así, un electrón que se 

desplaza del punto de equilibrio a lo largo de una dirección oscilará con una frecuencia 

característica diferente de aquella con la que lo haría si fuera desplazado en otra 

dirección. 

Figura 5.1: Modelo mecánico de una molécula anisotrópica 

Cuando la luz se propaga a través de estas sustancias, los electrones son impulsados 

por el campo eléctrico reirradiando ondas secundarias que se combinan en una onda 

refractada, la cual se desplaza a través del material. La velocidad con que esta onda 

se propaga está determinada entre otras cosas por la diferencia entre la frecuencia del 
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campo y la frecuencia característica del material!. Esto implica que la anisotropía 

en la fuerza de enlace de los electrones se manifiesta en la anisotropía del índice de 

refracción. En el caso particular de fuerzas de enlace iguales en las direcciones x, y , 

la luz que incide sobre estos materiales se propagará con dos velocidades diferentes: 

una a lo largo del eje de simetría de las moléculas vil  y la otra perpendicular este eje 

Ahora bien, si la estructura de los cristales es tal que las moléculas anisotrópicas 

están ordenadas a lo largo de una dirección preferencial (material uniaxial), entonces 

al incidir una onda electromagnética sobre este medio esta se propagará con dos 

velocidades diferentes; una paralela al eje óptico vii y la otra perpendicular a el, 

vi. Esto da lugar a dos tipos de ondas: ondas ordinarias o "esféricas" y ondas 

extraordinarias e "elipsoidales". La orientación del campo óptico con respecto al eje 

óptico determina las velocidades con las que estas ondas se expanden. Para las ondas 

o la velocidad de propagación será v11  y el campo electromagnético asociado a estas 

será normal al eje óptico. En el caso de las ondas elipsoidales, e , se propagarán con 

una velocidad vi  y su campo será paralelo al eje óptico. Finalrnente estas ondas se 

recombinan emergiendo una onda formada por dos ondas con estados de polarización 

mutuamente ortogonales. 

Así, los materiales uniaxiales presentan dos índices de refracción: n0  E ;fi. y nc  

-11 , diferentes. La diferencia entre estos dos índices es una medida de la birrferingencia, 

áN 	no  — no. 	 (5.1) 

Dependiendo de las magnitud de las velocidades con que estas ondas se propagan 

se tiene materiales uniaxiales positivos o negativos. Así, si vil  >v t. , entonces se tendrá 

un material uniaxial negativo, lu cual implica que las ondas o estan encerradas por las 

ondas e. En el caso contrario, cuando vii <vi  se tiene un material uniaxial positivo 

y por tanto las ondas esfericas encierran a las ondas elipsoidales (fig. 5.2). 

!Si el cristal es anisotrópico, puede incluso tener tres frecuencias características 

ESTA TESIS NO Un 
SALIR DE LA 1311311011CA 
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Fígura 5.2: Ondas o y e. a) Medio uniaxial positivo b)Medio uniaxial negativo. 

5.2.1 Efecto Kerr 

La birrefringencia puede inducirse o cambiar en algunos materiales a través de 

la aplicación de campos eléctricos muy intensos (3 x 104  imita). Este efecto cono-

cido como efecto Kerr fue descubierto por J. Kerr en 1875. El observó que algunos 

líquidos isotrópicos, como el benzeno y el nitrobenzeno, se convierten en sustancias 

birrefringentes cuando se les coloca en un campo eléctrico, presentando características 

de medios uniaxiales. El fenómeno se debe a una alineaciun parcial de las moléculas 

dirección del campo eléctrico aplicado, regresando a su configuración inicial cuando el 

campo aplicado es nulo. Este efecto también se presenta en sustancias sólidas cristali-

nas constituidas por moléculas anisotrópicas, por ejemplo el fosfato de deuterio de 

potasio (KD2PO4). 

El arreglo experimental para medir la birrefringencia se muestra en la fig. 5.3 

Este arreglo consta de una celda que contiene un líquido compuesto por moléculas 

isotrópicas, que se coloca entre dos electrodos a través de los cuales se aplica un 

campo eléctrico E. Sobre la celda incide un onda electromagnética, polarizada y con 

una longitud de onda )o. Dicha onda tiene como finalidad medir los cambios que 

presenta el líquido en sus propiedades macroscópicas como la constante dieléctrica o 

la birrefringencia, mediante un estudio de sus estados de polarización final e inicial. 
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Fígura 5.3: Arreglo experimental para medir el efecto Kerr. Una onda polarizada 

incide sobre la celda que contiene la sustancia anotrópica. Al salir de la celda cambia 

de fase, esto se detecta con el polarizador al final de la celda. 

Así, conforme aumenta la intensidad del campo E, la birrefringencia cambia mani-

festándose como un cambio en la polarización de la onda saliente, el cual se puede 

expresarse por medio de: 

= 	 (5.2) 

donde K es una constante que depende de la temperatura, así como del materia. 

Dicha constante es conocida como constante de Kerr. 

5.3 Birrefringencia inducida en cristales líquidos 

nemáticos 

Para el caso de los cristales líquidos este efecto también aparece, pero a diferencia 

de los líquidos tratados con anterioridad, en la fase nemática del cristal líquido, las 

moléculas de entrada están orientadas a lo largo de una cierta dirección preferencial 

impuesta por las condiciones de frontera. Esto implica que el cristal líquido presente 

une birrefringencia intrinseca siendo esta igual a: 
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AN = np - ni_, 	 (5.3) 

en donde nu y n1  son los índices de refracción paralelo y perpendicular al vector 

director -ra 

Cuando el efecto FYeedericksz ocurre, se produce un cambio en la orientación del 

campo director 'fi (que coincide con el eje óptico), de tal forma que -Fi' tiende a 

alinease en una dirección paralela a 	Esto induce un cambio en la birrefringencia 

del nemático, ya que ahora el eje óptico se encuentra paralelo a la dirección del campo 

Este fenómeno ha sido discutido en la sección 9 del capítulo 1. Cabe señalar 

que los resultados obtenidos en la referencia (2O) son para el proceso completo de 

reorientación, esto es cuando el vector director se reorienta por completo adquiriendo 

una nueva configuración. 

En este trabajo, a diferencia del descrito en el capítulo 1, se obtendrá una expresión 

para la birrefringencia inducida durante la primeras etapas de reorientación como 

consecuencia de los cambios producidos en el campo director por la fluctuaciones 

presentes en la amplitud del campo eléctrico. 

Así pues, la expresión para la birrefringencia inducida se obtiene por medio de la 

turca inducida por el campo eléctrico . (t), [51) esto es: 

r eler = 73 X 
;: 	 (5.4) 

donde j? es el momento diputar que consiste de dos partes; el momento dipolar 

permanente lp y el momento dipolar 

El momento dipolar permanente es paralelo al vector director 7i4 , 

Pp 
	 (5.5) 

dondeµ es la magnitud de dicho momento. Por otro lado, el momento diputar in-

ducido en un medio uniaxial, se escribe en términos del tensor dielectrico, 

pi =E0  (W • V)-57-1- E1 	-(ñ • --g)Ttf  ) 

= (e.t. bti+ en (flini ))I'  'al' 4-14 o 
(5.6) 
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En esta expresión, E11 y Ei son las constantes dieléctricas paralela y perpendicular al 

al vector director, Eaes la anisotropía dieléctrica y el punto, ( o ), denota la contracción 

de tensores. 

Ahora bien, una forma de medir la orientación de las moléculas puede ser a través 

de la polarización promedio de las moléculas del flemático: 

(p) . oír 4_ 	r>, 	 (5.7) 

en donde el promedio se efectua sobre todas las orientaciones posibles de las moléculas. 

Cabe recalcar que la configuración inicial es homeotrópica y que al aplicar el campo 

eléctrico con valores cercanos al campo crítico, la alineación de las moléculas cambia 

debido a las fluctuaciones en la intensidad de dicho campo, así como por el campo 

mismo. 

De igual forma, los cambios en la alineación se pueden determinar por medio del 

tensor de índice de refracción del material, el cual esta dado por: 

no= nihii  + A <nini  — 3 —bi  "• >, 
A 	 1 	

(5.8) 

en donde ni es el índice de refracción perpendicular al campo director y A es una 

constante que incluye las contribuciones de la birrefringencia inducida y de la bir-

refringencia intrínseca (AN), Los paréntesis, (...) en la expresión anterior, denotan el 

promedio sobre todas las alineaciones posibles de rt. 

Regresando al modelo discutido en el capítulo anterior, se tiene que el campo 

óptico incide en forma oblicua a las placas (fig. 5.1). Si los ángulos de incidencia 

son grandes, que implica que el ángulo entre el vector director y el campo eléctrico 

es pequeño, entonces la mayor contribución a la birrefringencia inducida se debe a la 

diferencia entre las componentes ti„ y lizz, expresándose como, 

n„ — n,= A((?,4 ) — (10). 
	

(5.9) 

En la expresión anterior, se utilizan los segundos momentos estacionarios de la dis-

tribución P(n9,,) calculados en la última sección del capítulo anterior (ec.(4.62)), 
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para obtener una expresión de la birrefringencia inducida consistente con el modelo 

propuesto en el capítulo 4, estos es: 

1 

(5.10) 

Esta es una expresión analítica para la birrefringencia inducida por las fluctua-

ciones superpuestas al la amplitud del campo óptico, válida solamente en las primeras 

etapas de la reorientación y para ángulos de incidencia rasantes a las placas. Es 

necesario recalcar que no se esta describiendo el proceso completo de re-

orientación. Además existe una contribucíon adicional debido a los efectos 

hidrodindunicos que se manifiesta principalmente en el primer término del 

lado derecho de la expresión anterior (Az  y As ). Los coeficientes Az , Az, Es , 

estan dados por las ecuaciones (4.48 - 4.51). D y r son los parámetros del ruido 

( intensidad y tiempo de correlación). 

Debido a que la constante A que aparece en esta expresión no es conocida, es 

preciso normalizar esta expresión con respecto a un cierto valor relevante. Para tal 

caso, se ha tomado a la birrefringencia evaluada en el campo crítico2, 

E` = 	. 71.  
r

E
c 7r 

con Ec, la anisotropía dieléctrica, k la constante elástica del nemáticu y d la separación 

entre las placas. Para obtener esta expresión se ha considerado que los efectos de flujo 

son nulos, por lo que esta expresión no depende de las viscocidades del nemático. 

Así, la birrefringencia normalizada con respecto a su valor en el campo crítico es: 

%te valor se obtiene transformando las ecs.(4.29-4.31) a ecuaciones de amplitud, pero sin con-
siderar la hipotesis de ángulos pequeños (ecs.(4.32-4.33). Las ecuaciones resultantes se resuelven y 
a partir de la solución se encuentra la condición de estabilidad que determina el campo crítico. 

••• 

A 	A 
(E)- n„ (E) = A-É4  

+2AD-E-2  

+AD2 

re-31) 2  
As  

- (
s  

-7811 

1511  
2B 2  2/3! 

+  [ 	
rAl 	+ rie 

2B? 	 28! 

Az  -I- 

+AD2 2rA, 
(131  

+ Alr2 	2rAz + A17-2 
(TAi 	(Ai zy ) 

(5.11) 
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f (E)— n„ (E)  
, 

(Ea)— £i i (Ea) 

[(t)2  - (t)'j  
(I31 - In) (N) + 2DE, G.-11 + As.--127-7•A,) + D [2rA,-1.74-Fy.  + 

+2DE2  [A — 4111r "1" Z2+31;11 	1 

(B? — In) / 	+ 2DE,2  G7-111 + 	+ D2  [2,7F.7,--,201.7.1 71A-11) 

D2 	[hti----ILT 7- 24,7" 	2r214---24-r1-,4T 4-  En (t'A, )2  — Bz (r,11,, ) 21 

(B1 — /4) (N) 2DR,2 (± 	4- D2 	PIÁT)) 

5.4 Birrefringencia inducida para 5CB. 

Para graficar la ecuación (5.12) se utiliza un nemático específico; el 5CB (4-ciano- 

4-pentilbifeni1). 

Loe parámetros de este nemático, así corno del modelo se han tomado de las 

siguientes referencias: [201 y [6). Estos son: 

Coeficiente de viscocidad de Leslie, 71  = 0.01 2. 

Coeficiente de viscocidades relativas, A = — 22  = 1.09. 
Constante elástica (se ha escogido ki), k = 7 x 10' 2  N 
Separación entre las placas, d =1 x 10"-4  m 
Coeficiente de viscosidad de Harvard, v3  = 0.02 2. 
Anisotropía dieléctrica: Ea= n! — no2  = (1.73)2  — (1.54)2  = 0.6213 donde no  y no  

son los indices de refracción paralelo y perpendicular al eje del nemático [20). 

La permitividad eléctrica al vacío, En= 8.85 x 10-12Z 

Campo crítico para el modelo E, = 3310.05 

Los parámetros del ruido se han tomado de la referencia [42) y son: 

Tiempo de correlación, r = 10-4s 

Intensidad de las fluctuaciones: D = 10-2 rh',2 = 10-6g. 

a. 

á 1 (5.12) 
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Las gráficas que a continuación se muestran, relacionan el valor de la birrefrin- 

gencia normalizada y la intensidad del campo óptico 	E2), dada por la ec,(5.12). 

Esta se grafica para dos casos; en el primero no se consideran los efectos flujo, v. = O 

, (gráfica 1) y en el segundo caso se toman en cuenta, y, # O, (gráfica 2), Los valores 

de cada curva corresponden a diferentes ángulos de incidencia. 

50 	100 	150 	200 	250 	300 
I(Vatts/ca2) 

Fígura 5.4: Birrefringencia normalizada vs Intensidad del campo externo. La bir-

refringencia se normaliza con respecto a su valor en el campo crítico y no se consideran 

efectos de flujo. 

Como se puede apreciar en estas graficas la birrefringencia aumenta con la inten-

sidad del campo. Para la gráfica 1, se observa que la birrefringencia es independiente 

del ángulo de polarización. En la gráfica 2, al considerar los efectos de flujo, se ob-

serva una disminución considerable en la birrefringencia que se puede apreciar mejor 

en la grafica 3. Además, se observa que conforme el ángulo de polarización aumenta, 

la birrefringencia disminuye con respecto a su valor en el campo crítico. 

Para cuantificar la diferencia entre ambas gráficas, se gráfica el cociente de la 
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Bi(1)/13i(lc) {Gráfica 2 DN Vs I(Efectoe de flujo)} 

Figura 5.5: Birrefringencia vs Intensidad. En esta gráfica se consideran los efectos de 

flujo hidrodinámico. Como se observa, la birrefringencia disminuye con el ángulo de 

incidencia, aunque este cambio no es muy apreciable. 

birrefringencia con efectos de flujo y sin él, esto es: 

A 

á N (I fi) (V, O)  
á N (1 , 13) (14 O) 

Estos resultados se muestran en la gráfica 4. La expresión anterior se grafica con re-

specto al ángulo de incidencia y se parametriza para diversos valores de la intensidad. 

Como se puede apreciar de esta gráfica los valores de la birrefringencia con-

siderando efectos de flujo son 2.5 menores que aquellos de la birrefringencia cuando 

no se consideran estos efectos. Por otro lado, también de esta gráfica se puede deducir 

que si el ángulo de polarización es pequeño entonces no existe un cambio apreciable 

en la birrefringencia. 
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Figura 5.6: En esta gráflcan las curvas de la birrefringencia con flujo y sin él en la 

misma escala, Nótese que la birrefringencia sin efectos de flujo es mucho mayor que 

la coreespondiente al caso de flujo 

5.5 Resultados. 

En este trabajo se ha obtenido una expresión analítica para la birrefringencia 

inducida por un campo electromagnético fluctuante. 

[(492  (13:)21  
— /31) (N) + 	( -4.1 A. 	+ [27A, Alr2  M) 

2D12 [0 
	lis  
1  — 	

282
.A 
	2B 

	

(13,1-81)((1)+2D-ewl + 	 + 132  [2rA.+2  AIT1 plpi) 
D2  { ,2"1,2 r2 

t, 

	

2-rAs  t-Air2 	
R 

‘TAl  .1 
N 

— 	(rA, )
2 

 
—;4 

(81 	131) ((-1) + 201,„ 	+ 	+ D2  [2,„, 	2t 	+ -,-51A-11) 

- 
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Bi(Vx)/Bi(Vx■
0) Gráfica 4 

Ang.de Polari.(grad.) 

Fígura 5.7: En esta gráfica se comparan los valores de la birrefringencia con efectos 

de flujo y sin el. Este cociente se gráfica vs el ángulo de polarización fi y se observa 

que la birrefringencia no cambia apreciablemente. 

En esta expresión, el ángulo de incidencia esta implícito en los coeficientes Bz  y 

B1 , dados por las ecs.(4.50 y 4.51). 

La introducción de los efectos de flujo afecta, corno es de esperar a la amplitud 

de Fourier de la variable rr,, por lo que se introduce un término adicional implícito 

en el coeficiente A, dado por la ec.(4.38). El efecto global de estos efectos sobre la 

birrefringencia son, como se puede apreciar en las gráficas anteriores, una disminución 

considerable de la birrefringencia (-40%). También se observa que la birrefringencia 

disminuye conforme el ángulo de incidencia disminuye, pero no es muy considerable, 

Esto se debe a que el campo director Tr, debe reorientarse en una dirección más alejada 

de su configuración inicial por lo que la componente n, de este campo aumenta y 

consecuentemente el segundo momento de la distribución P(741‘). 
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Por otro lado, la incidencia oblicua del haz introduce un término de orden cuarto 

en el campo eléctrico. Este término aparece por dos razones: la primera por la aprox-

imacion a la birrefringencia que se hizo cuando se consideró solamente la contribución 

de las componentes paralela y perpendicular al vector director y no se consideraron 

los términos cruzados ((ne.(t)nq„(t))), que se obtienen de un análisis más formal del 

tensor dieléctrico (esto es, utilizando rotaciones de loa ejes de referencia). La segunda 

razón es la introducción de los efectos de flujo, los cuales agregan un término adicional 

en el coeficiente A. 

Finalmente, cabe señalar que hasta donde sabemos no existe algún experimento 

con el cual podamos comparar este modelo. 



Capítulo 6 

CONCLUSIONES 

Como se mencionó en la introducción, la descripción de la reorientación de un 

nemático por un campo óptico ha sido ampliamente estudiado; sin embargo, en la 

literatura existen pocos trabajos que introduzcan fluctuaciones internas o externas!. 

En este sentido, este trabajo se enfoca a un problema relativamente nuevo como 

es la introducción de fluctuaciones externas en la amplitud del campo óptico. Más 

aún, también se han considerado los efectos de flujo hidrodinámico asociados a la 

reorientación, que tampoco es muy usual en la literatura. 

La aportación principal de este trabajo consistió en deducir una expresión analítica 

para la birrefringencia inducida por éstas fluctuaciones, la cual es válida sólo para 

las primeras etapas del proceso de reorientación. Esta expresión se obtiene a partir 

de un modelo simple que considera los efectos del flujo hidrodinámico asociados a la 

reorientación y que bajo ciertas aproximaciones, como el acoplamiento mínimo y la 

suposición de dngulos pequeños, es relativamente fácil de tratar. Cabe mencionar que 

estas aproximaciones son comunes en la literatura, debido a que la descripción com-

pleta del proceso de reorientación involucra ecuaciones dinámicas que son altamente 

no lineales. 

Una característica esencial del modelo propuesto es que permite introducir a las 

fluctuaciones en forma aditiva y cuadrática dentro de las ecuaciones nematodinámicas. 

Esto es posible gracias a la suposición de ángulos pequeños que se efectúa en el 

I En la mayoría de estos estadios las fluetnaciumli se incorporan como ruido térmico 
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término de interacción del campo óptico con ir, ecs. (4.32) -(4.33), y que permite 

introducir al ruido en forma aditiva conservando su carácter cuadrático, De otra forma 

las fluctuaciones entran en forma multiplicativa en las ecuaciones nematodinámicas 

complicando demasiado el problema 2. Por otro lado, debido a que el ruido externo 

es no lineal, es necesario modelarlas por un ruido de color', que en este caso se 

escogió como un proceso de Ornstein-Uhlenbeck. De esta forma el introducir ruido 

de color enriquece el problema, ya que que en este caso es posible tener control sobre 

los parámetros del ruido corno son su tiempo de correlación e intensidad, haciendo 

posible su implementación experimental a través de un genenerador de ruido que 

introduzca y controle las fluctuaciones en la amplitud del campo óptico. 

Así, la expresión de la birrefringencia calculada es aquella que solamente es in-

ducida por las fluctuaciones en la amplitud del campo eléctromagnético. Esta ex-

presión presenta otra limitación: sólo es valida para campos electromagnéticos que 

inciden en forma rasante a las placas (el ángulo entre la normal a las placas y Tc' es 

muy grande), o bien para valores de /3 (ángulo de polarización del campo dentro del 

nemático) pequeños. 

La expresión así obtenida se grafica utilizando los parámetros materiales del 5CB 

(4-ciano-4- Pentilbifenil). Para la gráfica 1 del capítulo 5, se desprecian los efectos 

de flujo hidrodinámico en la birrefringencia inducida. En esta gráfica encontramos 

que al no existir efectos de flujo hidrodinámico la birrefringencia es independiente del 

ángulo de incidencia. Esto es consecuencia natural del modelo que se planteó, ya que 

el restringirnos a ángulos de incidencia pequeños implica que las toreas ejercida por 

el campo óptico sobre el vector director es pequeña y por tanto la orientación de este 

no se aleja mucho de su configuración inicial. De esta forma el campo director no 

siente una gran diferencia entre los diversos valores de los ángulos de incidencia del 

campo óptico. 

En la gráfica 2 del capítulo 5, se consideran los efectos de flujo hidrodinámico. En 

esta gráfica se encuentra que los valores de la birrefringencia con efectos de flujo son 

2Se obtiene una ecuación (le Fokkcr-Planck que no permite obtener información sobre los mo-
mentos de distribución en el límite estacionario. 

3Como se menciono en el capítulo 3, la aproximación de ruido blanco pierde sentido en el caso 
de ruido no lineal 

1 
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menores que los correspondientes valores de la birrefringencia sin efectos de flujo. Por 

otro lado, esta gráfica muestra que la birrefringencia disminuye conforme el ángulo 

de incidencia del campo óptico aumenta. Esto se puede interpretar físicamente si 

visualizamos al flujo de corte como un agente que ayuda al proceso de reorientación 

empujando al campo director del nemático en dirección del campo externo y por tanto 

incrementando el valor de la componente nt  y consecuentemente las fluctuaciones en 

la dirección de nz. Por esta razón, la birrefringencia tiende a disminuir aun más 

conforme el ángulo de polarización aumenta, entonces el valor de la birrefringencia 

disminuye, aunque no es tan apreciable. Esto refuerza la imagen que se tiene del 

modelo, ya que conforme fl aumenta las moléculas del nemático sienten una turca 

mayor y por tanto el campo director incrementa su componente en x, de tal forma 

que i se encuentre paralela a el campo eléctrico. 

Al graficar el cociente de las birrefringencias con flujo contra el ángulo de po-

larización se observa que la birrefringencia no cambia apreciablemente, por lo que 

el efecto del ángulo de incidencia en este modelo es despreciable. También de esta 

gráfica podemos inferir que los efectos de flujo contribuyen bastante ya que tienden 

a disminuir el valor de la birrefringencia en un 40 % (gráfica 3). 

Seria deseable poder comparar nuestros resultados con algún experimento o sim-

ulación pero, hasta donde sabemos, no existen este tipo de resultados, por lo que 

este modelo puede ser una propuesta para realizar tal experimento. Sin embargo, 

consideramos que debe ser dificil de realizarlo, ya que generalmente las mediciones se 

efectuán considerando todo el proceso de reorientación y no las etapas transitorias. 

Resumiendo. Este modelo aunque idealizado en diversos aspectos, permite dar 

una primera aproximación a la descripción completa del proceso de reorientación en 

donde se incluyan las fluctuaciones superpuestas a la amplitud de los campos ópticos, 

que como se ha mostrado en las gráficas aportan contribuciones considerables. Estas 

contribuciones deben de tomarse en cuenta ya que cada vez se requiere de estudios más 

completos que permitan aprovechar al máximo este tipo de materiales en aplicaciones 

tecnológicas. 

El modelo es susceptible de ser mejorado; por un lado se pueden considerar ángulos 

de incidencia que no sean tan grandes, esto debe resultar de un análisis más completo 
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de las componentes del tensor de indice de refracción. También puede ser posible es-

tudiar este problema sin la restriccion de ángulos pequeños para el campo director, en 

este caso el ruido externo entraría en forma multiplicativa y en este caso la ecuación de 

Fokker-Planck obtenida por el método de San Miguel y Sagués no aporta información 

en el límite estacionario, por lo que habría que calcular tiempos característicos del 

proceso de reorientación como el tiempo medio de primer paso. En fin el problema 

se puede enriquecer bastante y podría ser empleado, (aunque sea a nivel teórico), 

para ciertas aplicaciones de los cristales líquidos como por ejemplo "moduladores de 

señales en fibras ópticas", ya que es un material con el cual se puede producir cambios 

en la birrefringencia con campos externos pequeños (efecto Kerr) y de esta forma se 

puede modular la fase de el haz que viaja a través de la fibra óptica. Más aún, si 

consideramos que las señales en muchos casos presentan ruido, entonces el problema 

puede ser un primer paso en esta dirección. 

Por último, deseo señalar que este es un problema bastante bonito e interesante ya 

que a través de un modelo "simple" se mezclan diversas ateas de la física4, como lo son 

la hidrodinámica de fuídos convencionales, la mecánica estadística, la termodinámica 

irreversible, el electromagnetismo y la óptica no lineal. Además, la introducción de 

las fluctuaciones lleva al problema a áreas poco estudiadas como son los procesos 

estocásticos. 

tke 

4Que hasta cierto punto son desconocidas o relegadas en los cursos que se imparten en la Facultad 
de Ciencias de la UNAM. 
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