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INTRODUCCION

Existen diversos materiales para los cuales la interaccidn con campas electro-
magnéticos muy intensos indncen nna respuesta no lineal del medio, al mismo tiempo
el medio reacciona modificandv los campos externus en nna forma no lineal. Este
tipo de procesos da lugar al campo de la Oplica No Lineul. Este campo relativamente
nievo comienza en 1960 con el desenbrimiento de materiales foturefractivos en los
cuales se observaron procesos altamente no lineales como la conjugacion de fose, la
biestabilidad y la generacidn de segundo armndnico. Desde entunces el campo de la
optica no lineal ha crecido aceleradamente motivando su desarrollo la creacion de
ldseres muy intensos con pulsus de duracion muy cortus asi cumo el descubrimiento
de materiales cuyas propiedades Gpticas no lineales son enurmes. Estos procesos no
lineales aparte de ser importantes desde el punto de vista fundamental, son de suma
importancia debido a su gran potencial en aplicaciones tecnoldgicas

Entre los materiales novedosus que han sidu utilizados para observar fenémenos
Spticos no linelaes en lus iltimos afos, destacan los eristales liquidos. Estos materiales
se caracterizan por ser "suaves”, es decir, porque la generacidn de fenémenos no
lineales se produce con campus pticos muy pequefivs en comparacién con aquellos
usados para prudicirlos en cristales solidos'.

Uno de los fenémenos bésicus para la comprensién de las propiedades dpticas no
lineales en cristales liquidos o constitnye la Transicidn de Freedericksz Optica (TFQ).
Este fendmeno se presenta enando nn haz laser polarizado inride sobre nna muestra

de cristal ligndo con sus moléeulas anisotrdpicas en un cierty estaduv de alineacién

Lo valores Lipicos de las polencias de los laseres ulilizados en an cristal Nqnido son de miliwatts,
mienitras que s potencia de Jos laseres utilizados para solidos sun ded orden de megawatts

~



inicial?. El ldser ejercerd una torea sobre las moléeulas del cristal liquido que tiende
a orientarlas en la direccion del campo eléctiico, pero como el medio ejerce también
torcas eldsticas sobre las moléculas, se establece una competencia entre ambos tipos
de torcas. Conforme la intensidad del laser anmenta el sistema adquiere cadas vez
més energia volviénduse mas inestable. Si la intensidada del campo Optico sobrepasa
un cierto valor critico, entonces las torcas eléctricas vencen a las turcas elasticas y
comienza el proceso de reorientacion en la direccidn del campo eléetrico, relajando a
una configuracion ovientacional en la cual la mayorin de las molérulas se encuentran
alineadas, en promedio, en la direccidn del campu eléctrico. Asi pues, la TFQ se
puede vistalizar como un proceso de relajacion, i.e. como un proceso irreversible, de
un estado de equlibrio inicial inestable a 1un estado de equlibrio final. Debido a la
anjsotropia de las moléculas, los efectos de la revrientacion tienen como consecuencia
producir un cambio en diversas propiedades marrosedpicas del material, como pueden
ser la constante dieléctrica, la suceptibilidad magnética, etc..

Este fendmeno ha sido discutido extensamente en la literatura reciente y consti-
tuye uno de los efectos quie colocan a los cristales liquidos en un lugar mny importante
dentro de los nievos materinles susceptibles de ser emplendus en diversas aplicaciones
tecnolégicas. Sin embargo, en la mayoria de los estudios tedricus y experimentales que
se han hecho, los efectos de las fluctuaciones, sean internas v externas, generalmente
se desprecian; aunque existen algunus trabajos que consideran fluctuaciones internas
como ruido térmico inherente al sistema. Ahora bien, existen algunos sistemas en
donde las fluctuaciones (internas) no son pequenas y son esenciales para describir
su dindmica; por ejemplo, en la vecindad de estados termodindiicos inestables o
maés generalmente, en estadus firera de equilibyiv. Asi pues, para poder estudiar esta
clase de sistemas, es necesario hacerlo en términos de una descripcidn estocastica,
que ademds tiene otras ventajas como son el poder calcular funciones de correlacién
en términos de las cuales se expresan diversas propiedades de transporte, asf como
propiedades dindmicas (p. ¢j. tiempos de respuesta). En esto reside la motivacion

de este trabajo. Mds especificamente, su vbjetivo principal es el estudio de la reori-

2lmpnesto por tas condiciones de froulera



entacion de las moléculas que componen a un cristal liquido nematico causada por
un haz ldser. En particular, el trabajo se enfoca al cilculo de la birrefringencia in-
ducida en el nematico por las fluctuaciones externas en la amplitud del campo dptico
aplicado.

Para este fin, se construye un modelo de reori'entncio’n que toma en cuenta lo
anterior. Una de las caracteristicas de este modelo es que las fluctuaciones externas
aparecen en la dindmica de la reorientacién en forma cuadratica (ruido no lineal). Este
tampoco es un problema muy comiin, ya que generalmente se ha estudiado el problema
de ruido externo lineal y s6lo en pocos casos se han desarrollado técnicas para el caso
no lineal. Asi, en este trabajo se estudiardn los efectos del ruido externo no lineal en
la reorientacion y se obtendrd una expresion analitica para la birrefringencia inducida
por dichas fluctuaciones para un crista} liquido nematico. Ademds, debido a que la
reorientacién de las moléculas induce un flujo hidrodindmico en el sistema, también
los efectos de flujo se tomardn en cuenta explicitamente en nuestra descripcion. Este
hecho usualmente no se considera en la mayorfa de los trabajos en la literatura y,
como veremos, afecta significativamente al proreso de reorientacion.

El punto de partida para calcular la birrefringencia son las ecuaciones nema-
todindmicas, las cuales son bien conocidas en la literatura [1]. [8],(9],[10] y se ubtienen
consideranda al cristal liquido como un medio continno. Estas ecuaciones se escriben
para una geometria especifica y bajo ciertas aproximaciones, se redicen a ecuaciones
de amplitud de las variables relevantes, en las que el campo externo aparecerd en
forma cuadrdtica y aditiva. Una vez que se han obtenido estas ecuaciones se intro-
ducen las fluctuaciones en la amplitud del campo externo, obteniéndose ecuaciones
estocdsticas para la amplitud de Fourier de las variables relevantes.

El tratamiento para dichas ecuaciones estocasticas se basa en el método desar-
rollado por San Miguel y Sagués [42], quienes construyen y asocian una ecuacién de
Fokker-Planck para la densidad de probabilidad de la amplitud de Fourier de las com-
ponentes del campo director a dichas ecuaciones estocdsticas y con ésta se calculan
luos momentos de esta funcidn de distribucién en el limite estacionario. Finalmente,
utilizando estos se calcula la birrefringencia inducida por e} ruido externo.

Cabe sefielar que el estado estacionario que se considerard no coincide con el



estado final del proceso de reorientacion, debido a que las aproximaciones empleadas
en éste modelo sélo permiten deseribir las primeras etapas de la reorientacién ya
que la descripcion de todo el proceso de reorientacion implica utilizar las ecuaciones
nematodindmicas que de entrada son altamente no lineales.

Para este fin el trabajo se ha organizado de la siguiente manera. En el capitulo
1 se da un breve resumen de las propiedades bdsicas de los cristales liquidus (com-
posicién quimica, clasificacién e interaccién con agentes externos) y se discute el efecto
Freedericksz.

Pusteriormente, en el capitulo 2 se describe la deduccion de las ecuiaciones nema-
todindmicas deterministas obtenidas por de Gennes y las ecnaciones nematodinamicas
estocdsticas desarrolladas por San Miguel y Sagués.

En el capitulo 3, se describen las téenicas desarrolladas por San Miguel y Sancho
para el tratamiento de problemas con ruido externo lineal y no lineal.

El modelo y la geometria particular qie se adupta para el edleulo de la birrefringen-
ria e describen en el capitulu 4. En este capitulo se emplean las ecnaciunes ubtenidas
en el capitulo 2, y se aplican las téenicas descritas en el capitulo 3 para obtener los
moumentos de la funcién distribiicion necesarios para calenlar la birrefringencia del
nematico,

En el capitulo 5 se obtiene la expresién para la birrefingencia, la cual se grafica
ntilizando lus pardmetrus de un nemitico especifico, 5CB. En la iiltima seceién de
este capitulo se discuten criticamente los resnltados.

Finalmente, en las conclusiones, se diseuten las limitaciones y alcances de este

trabajo.



Capitulo 1

PROPIEDADES GENERALES
DE CRISTALES LIQUIDOS

En este capitulo se describen las caracteiisticas generales de los cristales liquidos,
cumposicidn quimica, clasificacidn y los efectos giie sobre éstus praducen agentes
externos cuma son las fronteras que lo confinan y diversos tipos de campos externos,
eléetricos y magnéticos estdticos, asi cumo campos Gpticos. Finalmente, se describird
brevemente el efectu de reotientacion produrido pur estus campos sobre las moléeulas

de! cristal liquido.

1.1 Compuestos Mesogénicos

Para entender el concepto de cristal liquido, es necesario hacer referencia a al-
gunos aspectos relatives a la estructura micrusedpica de lus sdlidos eristalinus y de
los tiguidus isutrapicos.

En un cristal sdlido compnesto por maléenlas isutrdpieas, los centros de masa de
las moléenlas estan ancladus a nn arreglo periddico tridimensional presentando orden
pusiciunal a largo alrance. Esto se manifiesta en el pation de difraccion de rayos X que
presenta picus de intensidad de reflexion bien definidos (fig 1.1a). Por el contratio, en
el {fquido isutropico, lus centrus de masa de las moléculas estdn distribnidos aleaturia-

mente, por fo que silo existe urden pusicional a curto aleance y en runsecitencia su



patrén de difraccidn no presenta maximos de intensidad (fig.11b).
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Figura 1.1: Patrén de difraccién de rayos X. a)Sdlido cristalino, b)Liquido isotrdpico,
r)Cristal liquidu esméctico fase A. Lus picos de intensidad que aparecen en esta iiltima

figura indican que las molécilas no se encuentran distribuidas aleatoriamente.

Si lus sdlidos cristalinus estdn compnestos por maléeulas anisotrépicas, entonces
la estrinctura maolécular presenta dos tipos de orden a largo alcance: posicional y
orientarional,

Para estas sustancias, ambos tipos de orden desaparecen en el punto de fusién
de la transicién sélido cristaline-lignido isutrdpico.  Sin embargo, existen algunos
compiestus orgdnicos que presentan fases intermedias en las que el orden pusicional
permanece mientras que el orden orientacional se reduce o desaparece; cuando esto
uenrre éstas sustancias reciben el nombire de pldsticos cristalinos. En el raso inverso,
cuando el urden orientacional se ronserva y el arden pusicional se reduce o desa-
parece, entonres las sustancias reciben el nombre de cristales liguidos o compuestos
mesogenicos 'y las fases intermedias son conoridas como mesofuses o fuses lgnido-
eristalinas [1][2)[3)

Asf pues, los comprestus mesogénicos sun sustaneias organicas constitnidas por

molérulas altamente anisotrdpicas. en donde la transicion del estado solido al estado



liquido, pasa pur una o mas fases termudindmicas bien diferenciadas, presentandu
orden orientacional a largo aleance, asi como diversos grados de orden pusiciunal el

cual dependeré de las caracteristicas quimicas de las moléenlas [3] (fig 1.2).
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Figura 1.2; Diversas mesofases en cristales liquidus termotropicos. Confornie la tem-
peratura aumenta el orden posicional desaparece dando lugar a una o mas mesofases.
Aqui se muestra la fase esméctica A y la nemitica. Nétese que In fase esméctica
presenta un grado mayor de orden posicional que la nematica

Las prupiedades mecanicas de estas mesufases sun semejantes a las de un liquido
convencional debido a que lus centrus de masa de las muléenlas no estén fijos es-
paciahnente y por lanto fluyen !, Por otro lado, al existir orden urientacional de
largo alcance, estas sustancias tienen propiedades anisulidpicas semejantes a aquéllas
de cristales sdlidos cumo la anisotropia en la constante dieléctrica y en la suscep-
tibilidad magnética, manifestinduse principalmente en propiedades dpticas comu la

birrefringencia [1][3](5).

Yo Mitidez depederi del grado de orden posicional gue presente eada mesofase
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1.2 Composicién Quimica.

Las unidades estrnucturales que constituyen un cristal liquido son moléenlas geométri-
camente anisotropicas con una parte rigida polarizable. La forma geométrica comiin
de éstas, es alargada como una “varilla” (calamiticas) o planas en forma de discos

(discGticas) {4] (fig.1.3) .
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Figura 1.3: Gemumetria de las moleculas mesogénicas. a) Calamiticas, b)Discéticas.

El vector 7" indica la urientacidn promedio de lus ejes largos de las moléenlas

Estas unidades pueden constitnirse por moléeulas organicas pequenas o largas,
asi cumu por estructuras moleculares complejas. Las Moléculas orgdnicas pequerias
son calamiticas, sus dimensiones sun de unos 20 A de longitud par 5 A de ancho.
Ejemplos tipicos son: el azoxianisol-p (PAA) y la butilanilina-p (MBBA) (fig.1.9).
Las Moléculas largas existen en {orma natural (DNA, virus musaico del tabaco) o se
obtienen artificialmente pur medio de fibras plésticas flutando en agna, asi como
polipéptidus sintétices disueltos en ciertos sulventes. Las dimensivnes para estas
moléculas que también son caldmiticas pueden variar desde nnus 300 A de largo
por 20 A de ancho para los polipéptidos sintéticos, hasta 3000 A de largo por 200
A de ancho para el virus mosaico del tabaco. También dan lugar a mesofases las
estructuras complejas de moléculas, como lus sistermas de agna-jalson, en donde lus
aniunes alifaticos (CHly = [CHy), , — C0y) y iones pusitivas (Na' K'Y NI ) se

ordenan formando cadenas?. Cada cadena en sobieidn, na constitiye por si misma

2L parte polar (€005 ) Liende woestsr en cobtarto con el agus, mientras gpie b parte apslar fa
evita
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un cristal liquido, sin embargo cuando se forman enmulos de cadenas, entonces es-
tos pueden adoptar la forma de una "varilla” o de un "disco” constituyendo asi las

unidades estructurales que dardn lugar al compuesto mesogeénico (fig. 1.4).

Moléculas
omflﬂllcos

S
S
g

0) b)

Figura 1.4: Ejemplos tipicus de agregados moleculares complejos que dan lugar a

compuestos mesogénicos. Estos constituyen a) columnas v b) capas.

En este trabajo sdlo se considerdn cristales liquidus cumpuestos por moléculas
orgénicas pequefas y que presentan una mesofase especifica, la fase nemética, que se
discute con més detalle en la siguiente seccidn.

Asi, las moléculas sobre las que se hard referencia estdn descritas por la férmula

genérica de la fig 1.5.

fgura 1.5: Formula genérica de los compuestus mesogénicos. Las caracteristicas
F 1.5: F la de | t sogén) Laos caracterist
principales de esta sun: Estructuras ciclicas, como anillus de benzenu. Grupos puente
A=B y cadenas términales R y R’
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La caracteristicas quimicas principales de estas moléculas son; presencia de es-
tructuras ciclicas como anillos de benzeno v heterociclicas, en donde se encuentra la

parte rigida polarizable de la molécula, ejemplo de ellas se presentan en la figura 1.6.

0-0-0- 000
8 G

0 &F

Figura 1.6; Ejemplos de diversas estructuras ciclicas

Estas estructuras estan unidas por grupos puente A,B, coma los que se muestran

en la figura 1.7.

\fn\ Y”\ —C aC—

NN \ﬁ"’ ~ \c/h\
o]
\a‘,/zo‘ e \Q‘&m\ﬁ/”o\
(o]
—He— ~o~ —HE==Ce=p—

Figura 1.7: Diversus grupos puente

Ademis, existen radenas alifaticas o grupus rigidos (-CN) terminales R y R’ aso-

ciados a cada estrurtura,
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Figura 1.8: Grupos terminales. Ry R’ son cadenas alkalinas

El tipo de mesofase estd determinada por el mimero de grupos que cada cadena ter-
minal R,R’ contenga. Por ejemplo, si las cadenas estdn constituidas por un grupo (ca-
denas "cortas”), entonces la mesofase se caracterizara por presentar un grads menor
de orden posicional (fase nemética). Mientras mayor sea el niimero componentes de la
cadena (cadenas "largas”) las mesofases seran cada vez mas ordenadas (esmécticas),
pudiéndose dar el caso de compuestos que contienen cadenas con un ntimero interme-
dio de componentes y que presentan ambos tipos de mesofases (esméctica y nematica)
(3]

Cabe senalar que, aunque la estructiura molecular en general no es plana y existe
un dngulo entre los anillos de benzeno, es comtin considerarla plana de tal forma que
el eje largo de las moléculas esté contenido en el plano de los anillos y facilite su
descripcidn.

Para finalizar ésta seccion se presentan algunos ejemplos tipicos de moléculas

mesogénicas (6):
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Figura 1.9: Ejemplos tipicos de moléculas mesogénicas. Nemdticos a) 5CB, b) MBBA,
¢} PAA. Calestérico d) Benzonato de Colesteril. Esméctico f) TBBA (Tereftalilideno-
bis-{butilanilina-p})

1.3 Clasificacion

Existen dos grupes principales de cristales liquidus que se caracterizan por los
pardmetros a través de los cuales se inducen las transiciones de una fase a otra. Estos
gon:

Cristales liguidos liotrdpicos formados por moléeulas de alto peso molecular (p.
ej. compuestos amfifflicos, DNA), y cuya transicién se induce por cambios en la
concentracion.

Cristales liquidos termotrdpicos, constituidus por moléenlas de bajo peso molecu-
lar y en donde la transicion se efectiia mediante cambios en la temperatura,

A su vez los cristales liquidus termotrépicos se clasifican estructuralmente [7] en

tres mesofases principales: Nemdlicos, Colesiéricos y Esméclicos.
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1.3.1 Nematicos

En la siguiente figura se representa esqueméticamente el urden estructural que

presentan los cristales liquidos nematicos.

00 0 gy 09
ﬁ’()()OO()()

00 00 00 0

Figura 1.10: Arreglo estructural de las moléculas en un nemitico, El vertor 7' indica

la direccitin preferencial de alineacion de las moléculas

Coumo se puede apreciar en la figura anterior las moléculas de esta mesofase se
encuentran distribuidas aleaturiamente como en un liquido isotrdpico, por lo que
no existe orden posicional a largu alcance®. Esto trae como counsecuencia que las
propiedades de transporte como la viscocidad sea parecida a la de un liquido isotrdpico
(~ 10~ *puise).

Ya que los ejes largos de las moléculas son mutuamente paralelos, fijan una di-
reccién macroscépica preferencial. Dicha direccién se describe por un vector unitario
que indica la urientacién promedio de alineacidn de las moléculas.

La polarizacién a lo largo de 72’ es nula, debido a que el nitmero de moléculas
con momento dipolar permante en una direccién es igual al niimero de moléculas
con momento dipolar permanente en direccién opuesta, por lo que los estados 7' y
— 7' sun indistinguibles,

Las caracteristicas dpticas de esta mesofase corresponden a las de un medio uniax-
ial con eje dptico paralelo al vector 77, alrededor del cual existe simetria rotacional.
Esto se refleja notablemente en las propiedades Opticas como la birrefringencia.

Cabe sefialar que el tipo de moléculas que constitiyen esta fase generalmente

Msn comparacion con las obras dos mesofases, esta es la mis desordenada.
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son dpticamente inactivas y tienen simetria a espejo (aquirales), aunque el nematico
puede estar constitnido por un sistema de moléculas Gpticamente activas (moléculas

quirales) en donde se tiene la misma cantidad de moléculas izquierdas y derechas.

1.3.2 Calestéricos.

La mesofase colestérica es un caso particular de la fase nemdtica formada por
moléculas dpticamente activas en las que existe un nimero mayor de moléculas
izquierdas o derechas (quirales).

El orden orientacional se preserva, pero ahora, 7i'varia espacialmente de tal forma

que adquiere una estructura helicoidal.

Figura 1.11: Arreglo estructnral de las moléenlas en la fase colestérica. F es el dngulo

que forma el vector director con el eje x, p es el "pasu” de la hélice.

Para esta conformaciéon cada plano perpendicular al eje de la hélice contiene
molérulas que presentan el mismo urden urientacional y pusicional que la fase nematica,
peso la direccidn preferencial rota ligeramente en lus planos adyacentes, Para este
caso el vector director T se describe en términus del angnlo de rotacidn ¢, que es

funeidn de la distancia sobre el eje de la hélice. Al tomar el eje de la hélice a lo largo
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del eje z, " se escribe como
ng =cos, n, =send, n; =0, con ¢ =tz + cte.

La estructura helicoidal es entonces periddica a lo largo del eje de la hélice. Si p
es la distancia en la que T’ describe una rotacién completa, entonces el periédo es
£, debido a que los estados 7’ y ~7 son equivalentes e indistinguibles. A p se le
conoce como el paso de la hélice.

Esta estructura helicoidal da lugar a fenémenos dpticos bastante interesantes, por
ejemplo, la actividad dptica que presentan los colestéricus. Fenémeno en el que el
poder rotatorio es miles de veces mayor que el de las sustancias dpticamente activas
ordinarias {glucosa). Ademads, el paso de la hélice puede variar por la accidn de
agentes externos como la temperatura o la presion. Esto se manifiesta a simple vista
ya que el paso es del orden de la longitnd de unda en el visible, por lo qgue éstas

variaciones prodicen cambios en la coloracidn o en la textura del eristal liquido [1].

1.3.3 Esmécticos.

Esta mesofase es la mds urdenada de todas. Se caracteriza por presentar al menos
orden posicional en una dimensidn, por lo quie las moléculas forman capas bidimen-
sionales que pueden deslizarse una sobre la otra y dentro de las cuales el orden pusi-
cional de las moléculas puede ser nulo como en el caso de los neméticus (fase A y C)
o inclusive pueden ordenarse en estructuras hexagonales (fase B).

El espaciamiento d entre cada capa esta bien definido y puede obtenerse a partir
del espectro de difraccién de rayos X. La direccidn de orientacion de las moléculas
puede ser perpendicular al plano de las capas v en su defectu formar un cierto ingulo
con las capas . En el primer caso se tiene un compuesto uniaxial (fase A) y para el
segundo se tendrd un medio con caracteristicas de medio biaxial (fase C), aunque la

desviacion respecto a la uniaxialidad es, en general, pequena.
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Figura 1.12: Arreglo estructural de las moléculas en el esméctico, a) Fase A, b) Fase
C. ¢) Fase B. En esta iltima las moléculas estan ordenadas en cada capa en una

estructura hexagonal,

1.4 Descripcion Hidrodinamica.

Existen diversus niveles de descripcidn tedrica de los cristales liquidos nematicos
[1}{8}[9}[11}[12]. En particular, esta descripcidn puede hacerse fenomenolégicamente,
como lo hace de Gennes {1}, o a un nivel micruscdpico utilizando el formalismo de
Maier-Saupe {11},

En este trabajo se adopta el formalismo de de Gennes, en el que se considera
al rristal liquido como un medio continno. En efecto, la conformacion ideal de un
nematico, esto es el estado de minima energia, supone quie todas las moléculas estén
alineadas a lo largo de una cierta direccion comiin 7', la cual no presenta variaciones
espaciales, Sin embargou, esta configuracion no es compatible con las cunstriceiones
que imponen agentes externus cumo las fronteras que confinan al nematico o lus
rampos externos que interactiian con él, ya que estus producen distorsiones en el

estado de alineacion de las muléenlas elevando la energia pur lo gue 7 presenta
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variaciones espaciales, convirtiéndose en una funcién de punta.

Las observaciones experimentales muestran que la magnitud de las distorsiones
{ >1 pm) son mucho mayores que las dimensiones moleculares {a~20 A), por lo que
es posible describir al sistema como 1in medio continuo en el cual se ignoran los detalles
de la estructura molecular. Asf, las distorsiones se describen por medio de un campo
vectorial 7(7"), de magnitud unitaria, n? = 1, que describe la orientacién promedio
de los ejes largos de las moléculas que constituyen al cristal liquido, Si, ademads, se
supone que las variaciones de 7 sun pequefias en una escala macroscopica y lentas
cumparadas con tiemnpos moleculares tipiccs, entonces W(7T,t) serd una variable
hidrodindmica local.

De esta forma, la deduccidn de las ecuaciones hidrodindmicas del cristal liguido
puede realizarse a partir de la termodinamica irreversible lineal. en donde las dis-
tarsiones inducidas por las fronteras o por los campos externos se visualizan como
procesas irreversibles e isotérmicos lineales.

Con la interpretacién anterior y bajo la hipétesis de equilibrio local, es posible
construir un potencial termodindmico, como la energia libre de Helmholtz, a partir

de la cual se extrae la informacién dindmica,

1.5 Energia de distorsion eldstica

Como primer paso, es necesariuv obtener la forma explicita de la funciunal de
energia libre de Helmholtz para las distorsiones eldsticas que presenta el nemitico.

Si se considera un sistema ligeramente distursionado (a/l « 1), en el cual ¢l
estado de distorsion local esta descrito por () y sus gradientes, entonces bajo
las siguientes suposiciones es pusible ubtener la forma explicita de la energfa libre de
Helmholtz asociada Fy:

1. Las variaciones de 72 sun lentas a escala molecular, ie., aV# & |, donde a
es una dimension molecular tipica.

2. Las iinicas fuerzas intermoleculares de importancia son de corto alcance,

Con estas hipdtesis se desarrolla a la energia libre de distorsion Fy como una serie

de potencias en los gradientes de 7'(7) en la cnal sélo se cunsideraran los términas
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de orden dos*. Para construir dicho desarrollo es necesario considerar que:

(1) F4 debe ser par en 7', ya que los estados 7' y ~ 7 son indistinguibles.

(2) Los términos lineales en V7'no se consideran, ya que F; debe ser invariante
ante rotaciones

de cuerpo rigido.

(3) Los términos en Fy que tienen la forma div7, se descartan ya que estos
términos contribuyen

a la densidad de energia superficial cuando se integran y en este trabajo sélo se
consideran propiedades volumétricas.

Por tanto Fy sélo contendrd términos del orden de (V/')? , siendo (div ), (7 -
rotm), (' x rolw) los linicos términos que satisfacen las condiciones mencionadas
arriba. De esta forma la densidad de energia de distorsidn eldstica, tambien llamada

energia de Frank [13], es

Fo= [ 17, (1)
donde V es el volumen ocupada por el nemdtico y f; estd dada por
Ja= %K,(div'ﬁ')’ + %K;(W rot ) 4 %(7? ¥ rot )3, (1.2)

Esta es la formula fundamental en la teoria del continuo para un nematico. Las
constantes elisticas K; son positivas y con un valor del orden de 10°7 dinas. Cada
término en la ecuacion anterior estd asociada a los tres tipos fundamentales de dis-
torsiones elasticas en un cristal liquido, a saber,

En muchoe casos es usual hacer la aproximacion de constantes iguales,

Ki=kKy=Ki=K (1.3)

de tal forma que la ec. (1.2) se reduce entunces a

Ja= %kumm’ +(rol ™)} (14)

4Lew términod de orden mayor a dos no son eonsiderados debido a gue estos términos van comy
poternein de (a1 1)
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Figura 1.13: Deformaciones principales en un nemético. a)Bend b)Splay c)Twist.
Las flechas en las placas indican la direccién del "eje fécil”, esto es, la direccién que

impone una orientacion sobre las moléculas del neméticu. Esto se vera mas adelante

Puesto que en el préximo capitulo se discutirdn las condiciones bajo las cuales se
alcanza el equilibrio termodindmico, sélo se comentaran algunas caracteristicas de la

interaccién con las fronteras.

1.6 Condiciones de Frontera

Enla deduccion de la expresion de la energia libre de distorsion se han despreciado
las contribuciones a la energia debidas a la interaccion con superficies sélidas, ya que
en la mayoria de los casus las fuerzas supetficiales sun tan grandes que imponen una
direccidn bien definida al campo director 72 en la superficie. Esta condicidn se conoce
como anclaje fuerle. La condicién implica que la densidad de energia superficial no
cambia en las fronteras y por tanto es suficiente cun minimizar la energia volumétrica
si se desean calcular las condiciones de equilibrio termodindmico.

Existen técnicas experimentales a través de las cuales se pnede imponer la di-

reccién de 7 en la frontera (" eje facil ”); ya sea pur el pulimiento en una direccién
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dada de una placa de vidrio, en donde las moléeulas se alinean en esta direccién (con-
figuracidn planar) o por tratamiento quimico de la superficie, de tal forma que el eje
largo de las moléculas eea perpendicular a la superficie (configuracidn homeotrdpica)

o forme un cierto dngulo con ella.

Planar
Molécul tje de puilmiento
Horergonte’ (eJefach)

Figura 1.14: Dos tipos de configuraciones usuales en nematicos dentro de placas de
vidrio. a) Homeotrtdpica, en la cual la direccién preferencial es perpendicular a las
placas y se impone por medio de tratamientos quimicos. b) Planar. Para esta la

direccion preferencial se impone puliendo la placa en una sola direccién.

1.7 Efectos de campos externos

1.7.1 Efectos de campo magnético estatico

Las moléculas organicas que constituyen al nematico son dismagnéticas, siendo
el diamagnetismo mas intenso debido a los anillos de benzenc de la molécula. Estos
generan una corriente al sentir la presencia de un campu magnético 1 normal a su
plano, de tal forma que el flujo magnético a través de ellus se reduzca, lo que implica
que la energia del sistema aumenta. Por otro lado, si T es paralelo a los anillus, no
existe flujo alguno a través de ellos y, por tantu, no se induce ninguna corriente, por
lo que la energia del sistema se mantiene inalterada.

El efecto del campo magnéticu sobre las moléenlas de eristal liguidu es indueir

una torca, de tal forma que las moléculas tiendan a alinearse en una diveccidn en la
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cual 7 esté contenido en el plano de los anillos y por tanto la energia sea minima.

Las moléculas tipicas de nemédtico contienen al vector director 7' en el plano de
los anillos, minimizdndose la energia cuando 77, que coincide con el eje Gptica, es
paralelo al eampo H.

La magnetizacion M inducida por el campo magnético estético ﬁ, para medios

anisotrépicos estd dada por

M=%H

donde Y’ es el tensor de suceptbilidad magnética, En el caso particular de un

nematico (medio uniaxial) el tensor esta dado por:

1
Xij = X, 8ij + Xa(nin; = 55-';)

en donde es x, = X — X, es la susceptibilidad magnética anisotrépica, que general-
mente es positiva; X y X. son las susceptibilidades magnéticas paralela y perpendic-
ular a 7, respectivamente.

Asi la magnetizacién indurida en el nemético estd dada por:

M=x,H+x (7 N7, (1.5)

La contribucién a la densidad de energfa libre de Helmholtz debido al acoplamiento

entre 7' y un campo magnético estatico H es entonces,

fu== [T dH =3 W7 = (AP (1)

El primer término es independiente de la orientacién y por tanto se omitird. Entonces

la contribucidn a la energia libre de Helmholtz estd dada por

S B T 21
Fy = 2/\‘/dr)(,,(n i_f) (1.7)

-—
Nétese que para X, > 0 la energia se minimiza cuando 7 es colineal a H.
Finalmente la expresién para la torca magnética (por em®) ejercida sobre el

nematico es:
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—

Tn=MxT=x(7 W7 xT. (1.8)

1.7.2 Efectos de campo eléctrico

Si se considera el caso de nematicos aislanies, entonces el acoplamiento del nemético
con el campo eléctrico estatico involucra dos procesos diferentes: uno es la anisotropfa
de la constante dieléctrica con consecuencias similares a las estudiadas por el campo
magnético, y el otro corresponde a la polarizacién dieléctrica inducida por distorsiones
eldsticas. Sélo se considerara el primer caso.

Larelaciénentre el vector desplazamiento D y el campo 7 para medios anisotrdpi-

cus uniaxiales, estd dada en forma anéloga a la ec.(1.5), esto es,

D=¢, F+e, (- E)7 (1.9)

En este caso, €,=€| — €, es la anisotropfa dieléctrica que puede ser positiva o nega-
tiva, dependiendo de la estructura quimica de las moléculas; €, y €, son, respectiva-
mente, las susceptibilidades dieléctricas paralela y perpendicular al eje del nematico.
Por ejemplo, si cada molécula tiene su momento dipolar permanente paralelo a si eje
largo, el dipolo se arienta en la direccién de E, para éste caso tenemos que €, > 0.
Por otro lado, si el momento dipolar es normal al eje largo de las moléculas tenemos
que €, < 0 y T se orienta perpendicularmente al campo .

La contribucion eléctrica a la densidad de energfa libre se obtiene a partir de la

ecuacidn anterjor, es decir,

E—-» Y QG b
fom - [FT aT = -Sipr - S By (1.10)
4 Jo 87 87

El primer término de esta eruacién no es de interés ya que no acopla al campo con
. , Tt . ’ .
el director, el segundu muestra que T'se alinea con [ si €, > 0 6 perpendicularmente

5l €, < 0.
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1.8 Efecto Freedericksz estdtico.

Hasta ahora sélo se ha considerado las interacciones de las fronteras y de los
campos externos por separado. En lo que resta de este capitulo se discute el fenémeno
de reorientacién debido a un campo externo, considerando ademés los efectos que
producen las fronteras, esto es la lransicidn de Freedericksz estdtica {1).

Considérese una muestra de nematico con €, pusitiva entre dos placas dieléctricas
transparentes separadas una distancia d. Las condiciones de frontera son de anclaje
fuerte y sin pérdida de generalidad se toma una configuracién inicial planar (fig.

—6

1.15a), por lo que el el campo director n® sélo tiene componentes en z y y. Para

simplificar mds se considera que las constantes eldsticas son iguales (ec.(1.3)).
Cuando la muestra de nematico se coluca en un campo eléctrico humogéneo y

estético T perpendicular a las placas, entonces el campo ejercerd una torca sobre las

moléculas de nemético, dada por

F:=Eu (—I_JTV?)—??X —E, (Lll)

Si la intensidad de dicho campo es menor que un cierto valor critico[l) £;

. 1K
LS (112

entonces ¢l efecto de las fuerzas eldsticas originadas por las fronteras predumina, A
medida que la intensidad del campo aumenta la torca eléctrica que experimentan las
moléculas serd comparable con las torcas eldsticas estableciénduse una competencia
entre ambas torcas y elevando la energina del sistema, de tal forma que el sistema se
vuelve cada vez mds inestable. Cuando _L_f alcanza el valor critico /7, las moléculas
mas alejadas de las placas se orientan de tal forma que 7 esté alineado en la direccion
de —E, por lo que el sistema relaja cayendo a un nuevo estado estable en donde la
energia del sistemn es minima. Cabe recalcar que el sistema cae a un nuevo estado
termodindmico estable en el que se tendrd una nueva configuracion y que permanece
en él, aiin cnando el campo externo vielva a ser nulo. Por esta razdn, a este efecto

se le ronoce como Transicion de Freedericksz estatica®.

5Cabe nelarar que esta no s ana transicion de fase en el sentido termodindmico,
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Figura 1.15: Transicién de Freedericksz estitica. Se muestran tres posibles geometrias

para producir la reorientacion.

Se ha definido una cantidad runocida como longitud de coherencia € que mide, a
partir de las placas, la extension dela regién de transicién entre la configuracién inicial
de ;6 y la cunfiguracion final ;; donde 7'se encuentra completamente orientado en
la direccién de E (fig. 1.16).

Es posible mostrar que la longitud de coherencia es inversamente proporcional al
campo y directamente proporcional a la rafz cuadradada de las constantes elasticas
asuciadas a cada una de las deformaciones principales [1].

Asf, la reorientacidn de las moléculas de un cristal liquido por un campo eléctrico o
magnético produce distorsiones en la configuracion inicial modificando las propiedades
macrdscopicas como la constante dielértrica. Estus cambius en la constante dieléctrica
€ del nematico pueden medirse a través de la capacitancia de la muestra aplicando
una diferencia de potencial. Conforme la intensidad del campo anmenta, el estado de

distorsion del nematico también aumenta y la cunstante dieléctrica cambia ciando

¢l nemalico no pasa a otra mesofase, 1o que cambin es sn configuracion inicial.
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Figura 1.16: Reorientacién de las moléculas por medio de un campo eléctrico. Si el
campo eléctrico es mucho mayor que su valor critico entonces, la longitud de coheren-
cia es diferente de cero y aumenta hasta un valor cercano a la separacién entre las

placas

campo sobrepasa este valor, entonces ¢ disminuye y € aumenta hasta llegar a un
cierto valor de saturacién €, en donde 7i* est4 totalmente orientado en la direccién
del campo aplicado. Comunmente las constantes eldsticas del nematico se determinan
por medio de este experimento, ya que el valor del campo critico depende de dichas
constantes(14].

Es importante sefalar que debido a las caracteristicas mecdnicas de los cristales
lfquidos existe un acoplamiento entre el campo de velucidades 7" del nematico y
el vector director 7', lo que se manifiesta en el flujo hidrodindmico que produce la
reorientacion.

Como es de esperar, la introduccion de los efectos de flujo complica la descripcién
de la dindmica de los cristales liquidos, por lo que comunmente éstos efectos no son
considerados en la mayorfa de los estudios experimentales asi como en los tedricos.

Sin embargo, la presencia de estos efectos da lugar a fendmenos fisicos importantes
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Figura 1.17: Etapas progresivas de la transicion de Freedericksz. a)Relacién del
angulo entre el "eje facil” (que en la figura 1.16 coincide con el eje z ) y el vector
7. Se muestra tambien la longitud de coherencia para diferentes valores del campo
externo b) Valores de 1a constante dielértrica aparente de una muestra del nematico.
Esta varia suavemente para valores por encima del campo critico. Para valores mucho
mayores que este, la mayorfa de las moléculas estan orientadas en direccién del campo

y la constante dieléctrica alcanza su valor de saturacion.

como la formacién de estructuras espaciales transitorias durante las primeras etapas
de reorientacion [22] y también modifican en gran medida los tiempos de respuesta del
cristal liquido cuando se aplican campos externos. Por esto es importante tomatrlos
en cuenta. Esto se hace en este trabajo.

El hechu de que las moléculas en un cristal liquido no estén ancladas en una
posicién fija como en los sdlidus y que conserven el orden orientacional, permite mod-
ificar sus propiedades macroscopicas mediante la aplicacién de campos externos con
una intensidad pequefia (10°% watts) en comparacién con las intensidades empleades
para modificar las propiedades en las sustancias sélidas (10°watts), hecho que ha sido

ampliamente explotado motivando su estudio y desarrollo tecnoldgico.
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1.9 Transicion de Freedericksz Optica

El efecto Freedericksz estdtico discutido en la seccidn anterior fue observado por
primera vez en el afio de 1924 {15]. Desde entances, ha sidu estudiado en detalle
utilizando ademés de campos externos estiticos, campos eléctricos alternos de baja
frecuencia, Sin embargo, no fue hasta finales de los afios 70 cuando se comienza a
discutir la posibilidad de producir la reorientacidn con campos dptices. Asi, diversas
grupos de investigacién se enfacan a este problema [16]{18}{17}[20] y en el afio de
1980 el grupo de Zel'dovich logra ohservar que un campo éptico ( frecuencias muy
altas; 10"Hz) produce una torca no oscilante que tiende a alinear a las moléculas
en direccién de dicho campo, como si ésta fuera producida por un campo eléctrico
estatico, dando lugar a la transicidn de Iveeedericksz dplica. Este fenémenc es el
punto central de esta tesis y por tanto serd necesario dar una explicacion mas amplia
acerca de éste.

Considérese el modelo descrito en la figura 1.18.

2= 0 zwd
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(d» 100 ,m)

Figura 1.18: Geometifa del efecto Freederirksz Gptico

Este moudelu es semejante al que se utiliza para el caso estdtico. Se tiene una
pelicula delgada de cristal liquido nematico (d ~ 100 pm) con una configuracion

inicial humeotrdpica. Sobre la pelicula incide en furma normal a las placas un haz de
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laser polarizado en el plano 22, cun dimensiones transversales micho mayores que
el espesor de la pelicula, . El haz pasa por una lente de tal forma que el haz se
concentre y la celda de nemético se coloca en un punto en el cual las ondas salientes
son planas y por tanto el campo electromagnético presenta sélo dos componentes que
en general seran funcién de z y de z. Debido a que los efectos de la parte eléctrica
predominan sobre la parte magnética del campo Gptico sdlo se considerard la parte

eléctrica:

-i'?(z,z,t) = Ey(z,2,t)i + E(z, 2, t)k. (1.13)

Se supone que las condiciones de frontera son de anclaje fuerte

W(z=0,z=d,t)=7n" (1.14)

y lus efectos de refraccién y reflexién tampoco son considerados’.
Para este efecto la contribucidn a la densidad de energfa libre debido a la inter-

accion con el campo esta dada por:

fon =~ € ()T BV, (1.15)

con €, (w) =€ (w)~ €, (w) y w lafrecuencia.del campo incidente. La torca inducida

estara dada por:

€q (w)
4r
Ndtese que como estas expresiones son funciones cuadréticas del campo, los promedios

Fopt = (% B)7 x E) (1.16)

temporales en general son diferentes de cerv. Si el haz estd linealmenete polarizado

el prumedio temporal de la densidad de energia libre, ec.(1.15) es:

S = —g(7. 7)1, (1.17)

8(%umo se discutitd mas adelante, las dimensiones del haz afectnn considerablemente el fendmeno
de reorientacion.
7Esto se conoce como modelo de Ong.[23]
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dunde g es un factor que depende de lus indices de refracciin, & es un vector unitario
en la direccidn de polarizacion y la intensidad del campu es /.

De ignal forma que en el raso estétiro, existe un valor eritico para la intensidad
del campo, E,’"p‘ = /., a partir del cual las moléculas del nematico se reorientan en
direccidn del campo aplicado. Este valor, en general sera diferente del correspondiente
valor para el caso estatico, debido a que la anisutropia dieléctrica depende ahora de
la frecniencia® y ademds el campo dptico tiene una componente adicional (E;) que en
general contribuye a disminuir su valor.

Cabe sefialar, que una forma de distinguir cuando un campo es de "baja frecuen-
cia” y cuando es de “freciiencias Opticas”, es a través de la razén de la longitud de
onda del campo incidente A, al espesor de la pelicula d. Si esta razén es mucho
menor que 1, entonces se cae en el caso de campus dpticos, por el contrario si la
razdn es micho mayor que 1 | entonces se estd tratando cun campus alternos de baja
frecuencia.

Otra de las diferencias con el caso de campus estdticus o alternos, radica en que las
dimensiunes transversales del haz afectan el procesu de recrientacién. En el modelo
discutido con anterioridad, las dimensiones transversales del haz son mucho mayores
que el espesor de la pelicula. Esto implica que el haz se comporta como un campo
humogeneo que incide sobre la pelicula, interactuando cun todas las moléculas de la
misma forma. Por el contrario, si 1as dimensiunes transversales del haz fueran menores
que el espesor de la pelirula, entunces lus efectos de las torcas eldsticas producidas
por las moléenlas fuera de la regidn donde incide el haz, seran preduminantes sobre
las tureas induridas por el rampo de tal modu que se formaran 1ina serie de duminios
espaciales en donde las molécnlas tendran diferentes orientaciones.

Finalmente otra diferencia es la presencia de histéresis durante el proceso de re-
orientacion [16). Efecto gue no ha side observado en el caso estitico y tampoco en el
rasu de rampo alterno.

El efecto de reorientacion es un proceso altamente no lineal (el tensor dieléctrico

varia cun la intensidad del rarnpu Gptiro) y da Ingar a diversus procesos no lineales®

8 Lan relaciones de dispersion son conoeidas para alguios nematicos y solo a freciencins iy hajis

P fectans i mtoenforamieato, generacion de segandn arminico, ecto Kerr, ele,
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que han sido observados en sdlidos utilizando campus mny intensus.

Asi, se tiene que para un haz laser cun longitud de onda menor e el ancho
de la pelicula en el cual se asume que presenta un frente de unda ganssiano'®, se
presentan fendmenos de autoenfocamiento (o desenfucamiento), que se manifiesta
con la presencia de anillos concéntricos, cuyo niimero depende de la intensidad del
laser, asi como del dngulo de incidencia y de la polarizacidn. La observacién de este
fendmeno fue realizada por Zolot’ko et al, en 1980. Este grupo encontrd que conforme
aumenta la intensidad del haz incidente polarizadg, la divergencia del haz saliente,
también aumenta en una forma muy pronunciada, de tal forma que para valores altos
de la intensidad se forman estructuras complejas como los anillas. De la misma forma
se encuentra que, para una potencia fija del laser, el angulu de incidencia también da
lugar a la formacidn de anillos, los cuales aumentan en mimero confurme el dngnla
de inridenria crece{17].

Otro de los efectus asociados a la rearientacién de neméticus por un campo Gptico
es el de la birrefringencia inducida pur dicho campo. Este efecto, conocido también
como efects Kerr, es el problema sobre el cual se enfocard esta tesis. La primera
observacion de este fenémeno fue hecha por el grupo de Durbin y Shen [20]. En
este trabajo la reorientacidn del campo director, inicialmente en una configuracion
homeotrépica, se prodice por medio de un haz laser polarizado, el cual se denomina
haz o campo de "bombeo” ("Puinping Field”). Este haz incide en forma oblicua a
las placas y conforme su intensidad anmenta habra un niimerv mayor de moléculas
orientadas en la direccidn del campo, por lo gue las prapiedades dpticas del material
cambian, en particular su birrefringencia. Estu se mide por medio de otro haz laser
polarizadu cun una intensidad fija y menor que el "haz de bumbeo”, al cual se le
denomina haz de prueba ("Probe Field”). Si este campo incide en forma normal a
la celda con una fase inicial ¢y, entonces al atravesar la celda de nematico sufrira un
cambio de fase, que dependera de la intensidad del campo de humbeu asf coma de su
angulo de incidencia, La diferencia entre la fase con que entra dicho haz y la fase con

que sale es una medida de la bitrefringencia. Lus vesultados se muestra en la gréfica

Wit es las dimensiones ranversales del haz variin presentando una distriimcion ganssiana de
la ireadianeia.



33

siguiente. En esta grifica las curavas estan parametrizadas con respecto al dngulo de

incidencia del haz de bombeo..
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Figura 1.19; Experimento de Durbin y Shen. La gréfica muestra la relacién entre el
cambio de fase de la onda incidente (probe field) y la intensidad del campo dptico que
reorienta a las moléculas (Pumping field). Los valores corresponden a una muestra
de nemitico 5CB. Las curvas estan parametrizadas por el dngulo de incidencia del

campo de bombeo.

Para concluir este capitulo, debemos recalcar que en la mayoria de los modelos,
tanto tedricos como experimentales, los efectos de flujo (reflujo) asociados a la reori-
entacion son despreciados, ademds, las fluctuaciones asociadas a los campos dpticos
tampoco son consideradas, La introduccidn de las fluctuaciones, como se verd en los
siguientes capitulos es necesaria para poder describir completamente el procesov de

revrientacién. Estas dos cunsideraciones se toman en cuenta en este trabajo,
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Capitulo 2

ECUACIONES
NEMATODINAMICAS

En este capitulo se presenta un resumen de la deduccion de las ecuaciones hidrodi-
némicas para un cristal liquido nematico. El capitulo se divide en dos partes, en la
primera se obtienen las ecuaciones nematodindmicas de manera determinista, basindo-
se en la deduccién variacional de De Gennes [1]. En la segunda se introducen fluctua-
ciones térmicas en éstas ecuaciones siguiendo el método desarrollado por San Miguel
y Sagués [22)].

2.1 Ecuaciones Nematodinamicas Deterministas.

Las ecuaciones hidrodindmicas de los nematicos pueden deducirse utilizando difer-
entes puntos de vista {1}{2](8}{9}{10}{12]. Las primeras formulaciones {10} consideran
al cristal liquido romo un medio continno, para el que se formulan ecuaciones de
conservacion, se proponen relaciones constitutivas y con ellas se construyen las ecua-
ciones hidrodindmicas. Otro enfoque adopta el punto de vista de la termodinamica
irreversible lineal (TIL) [1]. En éste se considera a los procesus dindmicos gue ociirren
en los cristales liquidos como procesus irreversibles y se utiliza un método variacional
para deducir ecuaciones de movimiento para las variables de estado relevantes. Este

punto de vista serd el que se adopte a lu largu del presente capitulu,
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Como primer paso en esta deduccidn serd necesario establecer las condiciones bajo
las cuales el cristal liquido se encuentra en equilibrio termodin 4mico y posteriormente
se utilizard la metodologia de TIL para deducir la forma explicita de las ecuaciones

nematodindmicas.

2.1.1 Condicion de equilibrio termodinamico.

El punto de partida es la funcional de energia libre de Helmhotz F, la cual es

funcién del campo director 7' y de sus derivadas espaciales

Plra,Ogta) = 3 [, 47" (1o, Bg1e) 21)

en donde V' es el volumen ocupado por el nemético y f la densidad de energfa libre.

La condicién de equlibrio se obtiene exigiendo que la variacion de I sea nula, es decir,

6F =0, (2.2)

Pero la funcional F varfa tanto por rotaciones de 7', como por los desplazamientos
de los centros de gravedad de las moléculas que constituyen el cristal liquido. Primero
se obtendra la condicién de equilibrio para las rotaciones de 72" sin que existan de-
splazamientos y sijeta a la condicion de simetria inherente a la fase nematica la cual

esta dada por

n =1 (2.3)

Ya que I estd sujeta a la constriccidn anterior, para realizar la variacién indicada en
(2.2) sera necesario emplear el métodu de multiplicadores de Lagrange [23). En este

método la constriccién se toma en cuenta de la siguiente forma

/dT’f(n(,, dyna) — %/d?’A(T’)n”(?) = exlremo minimo, (2.4)

en donde A(7") es un coeficiente indeterminado de Lagrange.

Si ahora se calcula la variacidn de la ecuacién anterior se obtiene
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J/d'r"f(nﬁ,c')anp) = /d'v")\('r")n,r Sny. (2.5)

Pero la variacién de F dada por el miembro izquierdo de la ec.(2.5), se puede reescribir

como|23)

v o [ [O, . Of
s / 47 f (N, Dpnia) = / d7 { o0+ 5 ~6(0uns) (2.6)
en donde se ha definido
Gop = Dang. (2.7

Integrando la ec. (2.6) por partes y despreciando los términos superficiales, ya que

s6lo se consideran las propiedades volumétricas del nematico, se tiene

6/d'r"f(ng,('),,n,,) = /d?"{% -0 (%)}6%. (2.8)

Al substituir ésta ecuacién en la ec. (2.5), se obtiene entonces la condicién de

equilibrio termodinamico, es decir,

A BN \7
hy = =g+ ( Dgnﬁ) = NP, (2.9)

A H sele llama *campo molecular” y la condicién (2.9) asegura que en equilibrio
termodinadmico y en ausencia de desplazamientos moleculares, el campo molecular T
debe ser paralelo a 7.

Ahora se considerardn las variaciones de F° debidas a desplazamientos de los cen-
tros de gravedad de las moléculas que mantienen fija la direccion de 7'. Sea (7))

el desplazamiento del punto ¥ al punto 7, o sea,

P =T 4 (). (2.10)

Ya que la direccién de 7’ no rambia, se cumple que

() =TT+ W)= (7). (2.11)

Por otra parte, 7(7") se relaciona con 7'(7*) por medio de
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g
ks

ony _ dny dra
B, = B b7 (212)
con
or
5"—;‘:' = 6(,5 - -8—_7"': o 6"3 bl agu,,, (2.13)

y en donde se ha utilizado la notacién 8y = ;2. Entonces, si los desplazamientos son
0= Bry p

pequefios, a primer orden en « se tiene que

on', on
oy Oy 2
I OantqOptia + O(u®). (2.14)

Para el andlisis siguiente deben considerarse explicitamente los diferentes términos
de la energia libre de Helmholtz F' que contribuyen a la variacién producida por los
desplazamientos moleculares. F contiene, en general, diferentes contribuciones como
son: la energfa libre de distorsion eldstica Fy = [, dT f4 (energia de Frank (1]) dada
por la ec.(1.1); la energia libre debida al acoplamiento con un campo electromégnetico
externo Fem = [y d7" fom, ec.(1.9) y la contribucién gravitacional Fj. Esta iiltima
contribucién no se considerara en lo sucesivo,

Ahora bien, si el campo eléctrico es espacialmente homogéneo sdlo produce rota-
ciones del vector 7' y no afectan la variacién de la energia libre cuando se consideran
desplazamientos moleculares, Entonces, al calcular la variacidn de F con respecto a
traslaciones de molécilas, la contribucidén de la energia de acoplamiento con e} campo
eléctrico no contribuye y por tanto, sélo debe considerarse la contribucién de la en-
ergia de distorsion Fy.

La variacién de la energia de distorsién se obtiene sustituyendo en la ec.(2.8) la
densidad de enrgia libre fy dada por la ec.(1.2). Ya que 7 esta fija, el primer término
de laec. {2.8) no contribuye y por tanto la variacién de la energfa de distorsion sélo
depende de las derivadas espaciales de 7', es decir,

/4

Y, = - ~Ja
6Fy / AT ") (2.15)

YYa que las moldenlas son electricamente neutras, estus no se despluzan par accion del campo
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Sustituyendo la ec. (2.14) en la ecuacién anterior, se tiene

$Fy [d7 { Oy _ Q’h} O _ JaT 1 (~0um)Bpua)  (2.16)

(77‘2, 8rp 8y.,,9
en donde se ha definido
afs
gy = = 2.17
B8 ay,h ( )

Mis avin, si se define el tensor de esfuerzos de distorsién af, como

0h = ~TgyBany, (2.18)

la ec.(2.16) se reescribe como

8Fy = / A7 0%, Bytta: (2.19)

A partir de esta ecuacién, la condicién de equilibrio termodindmico, 6F = 0, aso-
ciada con desplazamientos moleculares, se ubtiene en forma aniloga a la condicién
dada por la ec.(2.9), sélo que ahora la condicién que debe satisfacerse es la de incom-

presibilidad del nematico, div 0’ = 0 o equivalentemente,
diva =0, (2.20)

Asf, la variacion de F' debida a desplazamientos de las moléculas se obtiene

tinicamente de la contribucion de la energia de distorsién F y resulta ser

§F = / 470\ Dptia, (2.21)

en donde se ha introducido el tensor de esfuerzos de Ericksen definido como

”lciu = ”gn - P(T’)&,/j. (2.22)

Aqui p(7') es el multiplicador de Lagrange asociado con la constriccion (2.20) y se
identifica con la presion hidrustdtica.
La variacién total de la energia libre de Helmholtz debida a ambos efectos se

obtiene entonces sumandu las ecs. (2.8) y (2.21),
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OF = ./d‘r* {a;;,,(')gu,. ~hy- dn.,}. (2.23)

Para expresar este resultado de una manera més conveniente, se integra por partes el
primer término y se desprecian los términos superficiales, Debe mencionarse que estos
términos contribuyen a los cambios en la energia libre cuando 7' cambia en la frontera
debido a desplazamientos de las paredes, pero no cuando se utilizan condiciones de
frontera de anclaje fuerte para 7', como se hizo mencién en el capitulo anterior. Asf

se obtiene que

6F = f A7 [~ua(p0f0) ~ ha - bna). (2.24)

Es necesario enfatizar que R esté definido en forma general por la ec.(2.9). Sin
embargo, la forma explicita de la densidad de energfa libre f depende de la situacion
particular bajo estudio. En este caso se han considerado explicitamente las contribu-
ciones asociadas a la energia de Frank y la energia de acoplamiento con un campo
eléctrico externo, dadas en el capitulo anterior por las ecs. (1.2 y 1.10). Entonces el

campo molecular adquiere la forma

0 6" h) Al
fy = OyTyq ~ 57% + E(n‘, - B, By (2.25)

en donde &, es la anisotropia dieléctiica definida en la seccidn 1.8 como €,=€ ~ €.

El primer término del miembro derecho de la ec.(2.24) se identifica con la fuerza
volumétrica de la muestra, ¢, = 90§, , y la ecuacidn se interpreta entonces como
el trabajo efectuado sobre el nematico por las paredes cuando estas se desplazan por
@ ,s8in que 7 cambie de orientacién en la frontera.

Hasta este momento solamente se ha discutido la condicién de equilibrio ter-
modindmico sin tomar en cuenta los procesos dindmicos. Como se ha mencionado
al inicio del capitulo, la dindmica del sistema puede describirse suponiendo que los
procesos que ocurren en el cristal liquido son procesos irreversibles. Esto se discutira

a continuacion.
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2.1.2 Produccién de entropia.

Desde un punto de vista mecénico, un cristal liquido nematico se comporta de una
forma més compleja que un liquido isotrdpico, ya que existe un acoplamiento entre el
campo de velocidades T'(7,t) y el campo director 7'(7,t). Por esta razén existen
dos clases de disipacién: una debida a los efectos viscosos y otra a la disipacién
de energia asociada con la rotacion del eje dptico. Para describir éstos procesos
_ disipativos el punto de partida usual en la literatura es considerar que todos los
procesos son isutérmicos y que el cristal liquido satisface las condiciones de frontera de
anclaje fuerte. Bajo éstas condiciones, TIL establece que para un proceso isotérmico
la disipacién o fuente de entropfa esta dada por [24}

T 8=~ %’E (2.26)
Aquf el circulo o sobre la variable denota la derivada total con respecto al tiempo, -;"z y
la energjia libre de Helmholtz I contiene ahora un términu adicional qne corresponde

a la energia del flujo hidrodindmico, esto es,

= /d’? {%pv2 +fa+ fm} . (2.27)
En esta expresién v es la velocidad hidrodindmica y p la densidad local de masa.
Substituyendo F en la ec. (2.26) se tiene que

,.°_____'£ — l 2
P §= dt/dr {2/)1; +fd+fe,,.}. (2.28)

El primer término del miembro derecho se puede escribir en funcién del tensor de
esfuerzos 0,5, utilizando la ecuacion general para la cunservacion del momento en un

medio continno [25), a saber,

d_z_;g
dt
Sustithyendo (2.29) en (2.28) e integrando por partes el primer término se obtiene

= (’),.HL,[’. (229)

- / d7 vy vg= / d7 a,50,0 + lerm. sup. (2.30)
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Ahora se considerarén el segundo y tercer término de la er.(2.28), para los cuales
se ha calculado la variacion total de F en la ec.(2.23). Utilizando las ecuaciones de

movimiento de Hamilton[26],

doF_ . adFr
6F =) (==——6ny +—6 231
;(dt 6"'; ng 0nk "’*) ( )
se tiene que
d -t . — ° .
-3 / dP(fa+ o) = / 47 {pBatis + hg g (2.32)

La expresion general para la fuente de entropia, se obtiene entunces siimando las

ecs.(2.30) y (2.32)

T §= / A7 {(0up = 055) D00 + g g} (2.39)

Para un cristal liquido es usual definir el tensor de esfuerzos viscosos como o}, ; =

Gap — 045 En general 0,5 es un tensor antisimétrico, siendo la parte antisimétrica

una medida de la torca que 7’ ejerce sobre el medio circundante, Se puede mostrar
explicitamente que la torca total se expresa como?,

-

Ip=a, —0,=(7 x b

)s (234
Ndtese que en equilibrio total esta torca es nula y T es paralelo a 7, como previa-
mente se ha mostrado.

Se puede reescribir la ec.(2.33) en una forma més compacta separando el gradiente

de velocidades 8,u, en su parte simétrica

Aup = %(()av‘; + D) (2.35)

y su parte antisimétrica

1 —
wy =3 g — Oyvy) = %(V X V), (2.36)

Entonces la ecuacién (2.33) se expresa como

210 demoskracion se encuentra en 1 seceion 5.1 del libro de de Gennes
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T §= /d-r"’ {7’ DTt - Tgwy + hy. 7:;1} N (2.37)

en donde ‘G"* es la parte simétrica de ‘"' y (;) indica la doble contraccion de los
tensores correspondientes. Esta ecuacién se puede reescribir de tal forma que se

puedan identificar las contribuciones a la disipacién, Definiendo N como

N=w-%x7, (2.38)

donde N representa la razdn temporal de cambio del campo director con respecto al

medio circundante, la ec (2.37) toma la forma

o -t ~ —
7's=/d7*{A;‘?'+h-1v} (2.39)
Esta ecuacidn representa la produccion de entropia asociada con los procesos irre-
versibles que ocurren en el nematicu. El primer término representa la disipacién

debido al flujo y el segindo término estd asociade a la disipacién producida por la

rotacién del eje Gptico.

2.1.3 Relaciones fenomenolodgicas.

El siguiente paso para deducir las ecuaciones nematodindmicas sera establecer las
relaciones fenomenoldgicas entre flujus y fuerzas a partir de la interpretacion de la
produccion de entropia como suma de prodictos de flujos y fuerzas termodindmicas.

Si los procesos irreversibles que ocurren en el sistema soun tales que los estados
fuera de equilibrio son de equilibrio local, la produccién de entropla se puede expresar
romo una combinacion lineal de flujus y fuerzas [24]. Sin embargo, la elercion de
los "flujos” y las “fuerzas” nu es tinica. Aqui se adoptara la elecrion del grupo de
Harvard [27] por lo que se escuge o ‘G y 7. como flnjes y, por tanta, A y N serdn
las correspondientes fierzas termodinamicas. Entores, de acnerdo cun lus postulados

de TIL, ‘5" y T se expresan como

Iy = R () Arp + Qs (W) Ry, (2.40)
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N, = Q;a7<W)Ap—, + ﬂ,/)(??)flg, (2.41)

en donde los tensores W, ‘6, 2)7 y ‘P son coeficientes fenomenoldgicos indetermi-
nados. Por otro lado, estas expresiones también deben ser invariantes ante cambios
de 7 por — T y satisfacer la condicién de incompresibilidad del nemético. Final-
mente, deben satisfacer las relaciones de Onsager, las cuales establecen que la matriz

de coeficientes fenomenolégicos

5
R
)

QI

M= (242)

~] ©f

0 ’ 3 . . - . 3 .
debe ser simétrica, lo que implica que Q@ = F}’ Bajo estas consideraciones, se puede
mostrar que la forma mds general que pueden adoptar lus coeficientes fenomenolégicos

es [1

085 = Wahap + 2 — ws)(Aaunung + Agutiuna)

\ (243)
+2(v) + v = a)nanpmy, Auon, — 3(nahg +nghp)
ha
Ny = 'T + Ay, con =1,y (2.44)
)

Aquf v, 19,15, y T son diferentes coeficientes de viscosidad los cuales son posi-
tivos de acuerdo con la condicién de aumento de entropia, y A = 1 es un nimero
adimensional.

La ecuacién de movimiento para el director 7' se obtiene de la ec.(2.38), cuando
se sustituye la ec.(2.44) y la definicién de campo molecular dado por la ec.(2.25), esto
es

ding = b + f\—-:—l(n,.(')ﬁvu) + é—T—l(n,_.a.v,j). (2.45)

M 2 2
en esta ecuacion el simbolo d, se define como d; = ,—(,'; + 1+ V. El primer término de
esta ecuacion, describe la dindmica del director en ausencia de flujo hidrodindmico;

los términos restantes acoplan al director con el campo de velucidades.
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Anédlogamente, la ecuacién de evolucién temporal de la velocidad 7 se obtiene
. — — L arad —
sustituyendo ‘G° = o' + 0 en la ec.(2.29), dunde o’ esta dada por la ec. (2.43)
para su parte simétrica y por I' (ec (2.34)) para la parte antisimétrica, asf como la

definicion del tensor de esfuerzos de Ericksen ec.(2.22), lo que resulta ser

pdivg = Baap = {o,‘:,, —-aig+ %(n,,h,, - n,,hp)} (2.46)

Es importante recalcar que a partir de esta ecuacion se puede recuperar las ecua-
ciones hidrodindmicas para el campo de velocidades de un fluido isotrépico conven-
cional (Navier-Stokes) si se toma el limite cuando 7' — 0 en o, y se considera el

término del tensor de Ericksen proporcional a la presidn,

2.2 Nematodinamica Estocastica

La descripcion de la transicion Freedericksz® necesita incorporar a las fluctua-
ciones cuando se describen las primeras etapas de reorientacion, ya que el sistema
inicialmente en equilibrio, se lleva a un estado inestable a través de la variacion de
alguno de sus parémetros de contral, como el campo eléctrico. Por tanto, las fluctua-
ciones juegan un papel relevante ya que estas, al inicio del proceso son pequeiias, pero
al aumentar la intensidad del campo eléctrico se van amplificando hasta disparar el
pruceso de decaimiento de un estado inestable a un estado de equilibrio estable.

Este problema de transicion o relajacién entre dos estados de equilibrio junto con la
descripcion de trasiciones de fase y el estudio de inestabilidades hidrodindmicas forma
parte de una serie de problemas generales en la fisica estadistica cuyo tratamiento y
descripridn utilizan las técnicas desarroladas en el estudio de la dinémica critica, Para
el caso particular de los cristales liquidos San Miguel y Sagnés emplean éstas técnicas
para desarrollar las ecuaciones nematodinédmicas suplementadas con fluctuaciones(22].

El efecto de las fluctuaciones térmicas en la hidrodindmica de cristales liquidos
puede ser introducidu en las ecuaciones dindmicas a través de un modelo de Ginzburg-

Landau generalizado y dependiente del tiempo. Este tipo de modelo ha sido utilzado

st se discutio en la iiltima seccion del capitulo anterior,
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ampliamente para estudiar la dindmica critica asi como la dindmica de transiciones
de fase. El modelo proporeiona una ecuacién dindmica de Langevin que incorpora los
procesos bésicos reversibles asi como procesos disipativos.

La ecuacién generalizada de Langevin estd escrita en términos de una funcional
de energfa F[®;(7,t)] para las variables relevantes del sistema &;(7,t),

SF(0:(7,t))

3¢¢|(7’,t) = V(‘b.('_f',t)) - L,')' 6@1(? t) +C)(7’,t), (2-47)

% [®;] incluye los términos no disipativos y el segunda término es la parte disipativa.
H » » . 3 ’ ’ 1

L es una matriz de coeficientes generalizados de Onsager. El riltimo término es la
contribucién de las fluctuaciones consideradas como ruido térmice gaussiano y que

satisfacen las siguientes relaciones de fluctuacion disipacién,
(67067 0) = kaT L7 = P)se - ), (248

Esta ecuacién tiene asociada una ecuacién de Fokker-Planck para la densidad de
probabilidad dada por:

BP (8] = ~ [T 5 (Vi(®)e 5ot + a7 55 (1,500 ()]

g (2.49)
+2kpT [d T gt (L P [84])

En la ref [22] se prueba que si se satisfacen las relaciones de fluctuacién-disipacidn,
dadas por la ec.(2.48) y se cumple la condicién de que V;[$] sea una funcién no

disipativa

=8 e EY
a7 @) =0, (2.50)

entonces la solucion estacionaria de la ecuacion de Fokker-Planck esta dada por:
rle,
. ’I‘

con ky igual a la constante de Boltzman y N es una constante de normalizacion.

Py = Nexp(- (2.51)
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En esta seccién describiremos la formulacion de San Miguel y Sagués, que intro-
duce explicitamente las fluctuaciones en las ecnaciones nematodindmicas.

Para aplicar el método consideramos a 7', 7*, @’ como las variables de estado del
sistema y se parte de las ecs.(2.45) y (2.46), rescribiéndolas de tal forma que adopten
la estructura de la ec.(2.47), para posteriormente distinguir los procesos disipativos y
no disipativos. Estas contribuciones se escribirdn en términos de derivadas funcionales

de la energia libre F, por medio de los siguientes operadores [22]

L07(W) = onA”n[MvaJ (252)
Maprs(7) = ;'1(2(111 + vy ~ 2u3)nanpnytis + Va(64560y + 60608,) (2.53)
+(V3 - Uz)(fkﬂl-,&ﬂd + nam&g., + npn.,&.a + n;;m&,,,)
1
Dor( ) = 7o 0+ Dt + (3 = D1t (2.54)

Asf, las ecuaciones nematodindmicas adquieren una forma mds compacta en la

cual se puedan identificar los términos dispativos y los no disipativos, a saber,

1 6F —n OF
d,np——:y—l‘sl-‘; +F07(n)6v-,’ (2.55)
oF oF  16F
= ) =Tt () — — =
d.vg = Lp-,( n )61)., PM( n )(57t., [JJ‘Ilg, (2.56)
16F
dnt[, = ;3‘1; (2.57)

Es posible expresar estas ecuaciones en una ecuacion matricial definiendo al vector

¢ (7) ={W(7),?(7), ¥(7)}, (2.58)

~

por lo que las ecs.(2.55-2.57) toman la forma

— OF
did, = A ¢);£;
J

La matriz A;; se descompone en su parte simétrica hermitiana relacionada con la

L i=1.9. (2.59)

contribncién de los términos disipativos
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I g
mn
Al=-Lij=]| 0o T o (2.60)
0

en donde ‘T" denota a la matriz identidad y ‘T’ esta dada por la ec.(2.52).

(3 ’ . . el — » »
La parte antisimétrica y antihermitiana de A representa a las contribuciones no

disipativas.
o T 0
,45: -1t ,(_], ~_'I,_ , (2.61)
0o L o0

P
con T definido por la ec.(2.54).

Al separar A ensu parte disipativa y no disipativa la ec.(2.59) adquiere la es-
tructura de la ecuacidn de Langevin generalizada ec.(2.47).

Por medio de este método, es posible describir formalmente la dindmica de la tran-
sicidn de Freedericksz incorporando a las ecuaciones nematadindmicas fluctuaciones

internas dadas por

8 = (G, 352, 0) (2.62)

que satisfacen las relaciones de fluctuacion-disipacion, ec.(2.48).
Por tanto las ecs. (2.55-2.57) se transforman en ecuaciones nematodindmicas

estucdsticas al agregar las fluctuaciones s;, tumando la forma

14ér W OF
dng = 7 6n + I ( n) +Cg( 7 ,t), (2.63)
§F oF 1 oF
dyvy = Ly ( n) Pm( )67 p6u — 4+ 80,0:(7, 1), (2.64)
1 61‘
diug = pETR (2.65)

Estas ecuacivnes constituyen un conjunto cerrado, son no lineales y la introduceién

de las fluctuaciones internas se efectud de tal forma que reproducen la distribucion
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de probabilidades estacionaria ec.(2.51) sin embargo, ademds de este tipo de ruido,
pueden incorparse a dichas ecuaciones fluctuaciones externas impuestas al sistema a
través de cierto pardmetro de contrul. Esto se discutira en la siguiente seccion,
Cabe sefialar que esta formulacién, hasta donde sabemos, es la tinica que se ha
efectuado de manera estocdstica y sera el punto de partida para el anélisis de la
dindmica de diveraos procesos en nematicos bajo diferentes aproximaciones y geome-

trias,
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Capitulo 3

RUIDO EXTERNO

Ya que este trabajo tiene por objeto el estudio de los efectos de ruido externo
sobre la birrefringencia inducida en nematicos, serd necesario dar una descripcién

del método empleado para resolver problemas en donde aparece el ruido externo no

lineal.!

3.1 Introduccidn.

Como se menciond en el capitulo anterior, las fluctuaciones juegan un papel fun-
damental en la dinamica de reorientacion de un nematico cuando ocurre el efecto
Freedericksz®. Esta situaciin es una manifestacién de un comportamiento més gen-
eral que ocurre en todos los sistemas fisicos cuando éstos pasan de un estado de equi-
librio estable a otro inestable relajando a un nuevo estado de equilibrio [29}(30}(31].
En este tipo de procesos la evidencia experimental muestra que en la vecindad de un
punto inestable las fluctnaciones son tan grandes comparadas con aquellas en equilib-
rio gue hacen necesaria su inclusién en la dindmica del sistema para poder describir
la transicién de un estado de equilibric a utro{28].

Dichas fluctuaciones pueden ser de dos tipus: internas y externas. Las fluctna-

'Como se verd mas adelante, al definir el wodelo, las flnctnaciones aparecen en las ecuaciones
nematodindmicas en forma cuadritica.

?FsLas se considerarol en 1as eenaciomes netmatodingmicas como raido térntico a través de un
modelo generalizado de Ginzburg-Landau,
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ciones internas, son aquellas que tienen su urigen en la naturaleza malecular de la
materia. El efecto colective de estas se considera, cuando se esta describiendu la
dindmica de un sistema a un nivel mesoscopico, a través de un término aleatorio que
principalmente depende de la temperatura. Por otro lado, las fluctuaciones externas
se ariginan fuera del sistema y pueden concebirse cumo un campo externo actuando
sabre él, Este tipo de rutdo se impone al sistema a través de alguno de sus pardmetros,
pudiéndose controlar de manera independiente a la evolucion del mismo. Una difer-
encia entre las fluctuaciones externas y las internas, es que las primeras no escalan
con el tamaiio del sistema.

En algunos fenémenos fisicos las fluctuaciones externas intervienen de manera
lineal en las ecuaciones dindmicas del sistema. Su descripeion es, en este caso, un
problema bien entendido existiendo métodus bien establecidos para este propdsito [28).
Sin embargo, una gran vaiiedad de sistemas fisicos, fisicoquimicos e hidrodindmicus
como son reacciones fotoequimicas [32}, cristales liquidos [33], cirenitos eléctricos {34
o sistemas de Rayleigh-Benard [35] se caractetizan por introducir al ruido externo en
forma no lineal dentro de las ecuaciones que gobiernan su dindmica. Para estos casos
el tratamiento y descripeidn de los efectos de ruido es poco cunocido y estd menos
desarrolladu que el de} ruido externo lineal.

En ambos casos, las fluctuaciones lineales o no, se pueden modelar por dos procesos
diferentes: ruido blanco y ruido de color. El ruido blanco es wn procesu markofianc
donde el tiempu de correlacion entre las fluctnaciones es milo. Por e} contrario, el
ruido de culor es un proceso no markofiane, por lo que el tiempo de correlacidon es
corto pero no nulo. Este iiltimo proceso describe situaciunes més reales ya que la
mayoria de los fenémenos presentan fluctnaciones con tiempos de correlacién finitos
y diferentes de cero.

La aproximacion de ruido blanco, resulta satisfactoria en e} caso de ruido externo
lineal, sin embargo, romo se verd mds adelante, esta aproximacidn pierde sentido
en el caso no lineal debido a inconsistencias matemiticas. Ya que el propésitu de
este capitulo es la descripcién de ruido externo no lineal entonces, las fluctuaciones
necesariamente se modelardn como ruido de color,

El capitilu se divide en dos secciones. La primera trata el caso de ruido externu
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lineal y presenta las ideas generales que servirdn de base para que en la siguiente
seccidn se trate el caso més complicado de ruido externo no lineal.
En lo que resta de este trabajo solamente se tratara el casu de ruido externo,

desprecianda las fluctuaciones térmicas introducidas previamente.

3.2 Ruido externo lineal

Existen pocos métedos para tratar el problema de fluctuaciones con tiempo de
correlacion finito (ruido de color). Diversos tratamientos se le ha dado a este prob-
lema; ya sea por eliminacién adiabatica [37), considerando al ruide como dicotémico
[38] o modeléndolo por medic de pracesos tipo Omstein-Uhlenbeck [28). Este dltimo
método sera el que se aplique en este trabajo para el tratamiento de ruido externo de
color.

El tratamiento a seguir se divide en dos partes: en la primera se establece la
ecuacién fenomenoldgica que describe la evolucién temporal de cierta variable de es-
tado ¢ en ausencia de ruido. En la segunda se introducen las fluctuaciones en el
pardametro de control del sistema, dando lugar a una ecnacién diferencial estocdstica
del tipo Langevin. En esta ecuacién las fluctuaciones aparecen en forma multiplica-
tiva, modeldndose por un proceso de Ornstein-Uhlenbeck. Una vez definido el proceso
se deduce la correspondiente ecuacion de Fokker-Planck para la densidad de probabil-
idad, con la que se obtiene la informacidn estadistica en términos de los pardmetros
de ruido®.

3.2.1 Ecuacién de Fokker-Planck para el caso lineal

El punto de partida es la ecuacién fenomenoldgica que describe la evolucién tem-

poral de la variable de estado ¢

% = f(q) + ag(q), (3.1)

YCabe seiinlar que la densidad de probabilidad con la que se trabaja se refiere Gnicamente a
promedios que se realizan a un tiempo dado y no a la probalidad de transicion
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en donde f(q) y g(q) son funciones arbitrarias ¢ y a es un parémetro de control
cuyos valores dependen de las condiciones externas al sistema. El valor de a fluctiia

alrededor de cierto valor @ de acuerdo a:

a=a+&t), (3.2)

siendo @ el valor promedio de a y £(t) la fluctuacién que se impone al sistema.

Introduciendo a en la ec.(3.1) da lugar a la siguiente ecuacién de Langevin

9 1) + (o) + E0)ala). (33)

Nétese que el tltimo término es estocdstico y que el ruido aparece en forma multi-
plicativa,

Es razonable considerar que las fluctuacioines siguen una estadistica gaussiana
con un tiempo de correlacion corto pero finito. Para definir completamente al ruido,
&(t) se modela por un proceso de Ornstein-Uhlenbeck [39).

Este proceso tiene las propiedades de ser gaussiano, estacionario y markofiano. Su

valor medio es cero

y la funcidn de correlacién esta dada por

€N =20) = 2 {20} e (39

Aqui 7 y D son los parametros de ruido; 7 es el tiempo de correlacién y D mide la
intensidad de las fluctuaciones.

Ahora bien, si se considera que para cada realizacién de £(t) existe un ensamble de
sistemas,* que se distinguen solamente por las condiciones iniciales, entonces es posible
caracterizar dicho ensamble por una densidad de probabilidad p(q,t) = 8(q(t) - q),
que obedece la siguiente ecuacion de continuidad en el espacio de ¢ (Ec. de Liouville)

[40] ,

40 bien una infinidad de trayectorias posibles g{t) en el espacio de g
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208 2 (110 + 50a) + (o)) ol (a6)

Si p(q,t) se promedia sobre todas las realizaciones posibles de £(¢) y sobre las
condiciones iniciales entonces, se obtiene la densidad de propabilidad P(q,t) del pro-

ceso, esto es,

Pg,t) = (plg, 1)) = (6(q(t) - 9)), (3.7
en donde ¢(t) es la solucidn formal de la ec(3.3) y los parentesis, <..>, indican que
el promedio es sobre la distribucién de £(t) y sobre las condiciones iniciales. Pro-
mediando de esta forma la ec.(3.5), se obtiene una ecuacién para la densidad de
propabilidad P(g,t)

) L 0+ 50l0) Pl - P OG- ). (38)

Para calcular el segundo término de esta ecuacion se hace uso de las propiedades
estadisticas de £(t) a través del teorema de Novikov, que interpreta las propiedades
gaussianas de £(t) en términus de funcionales (41}, Este teurema establece que para

una funcional dada, ®[¢] se cumple que:

i) = farnc.t) () ©9)

Si 6(q(t) - ¢) se toma como la funcional de £(t), entonces,

st -a) = [ arniee) <ﬂ§i§—§}§—lﬂ> (3.10)

= _——/dt’ tt’< (glt) - );g((:,))>

Substituyendo en la ec.(3.7) se obtiene:

"—-apg’t) = -;%(f(’l) +ag(q)) Plg.t) (3.11)

PN B 5q(t)
gy f ata0,0) (sta) - 0 ZEE)
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Si el tiempo de correlacién 7 es pequeiio, entonces la integral que aparece en el
segundo términe de la ecuacién anterior, puede evaluarse desarrollando a (¢, t') en

una serie de potencias de 7,

dt'

que al susbtituir en la ec.(3.11) se tiene,

¥(t, t’)"'?D[5(t—f.)+T St—-t)y+7° d;ab(t—t’)+ ] (3.12)

Jaeneor(sat - 08y = faeantete- o) (st - gt

20800 ¢) (8000 - 350

+7 :t,, (t—i‘)<6(f1(t) 4):2((:,))>+.(3.13)

El primer término del lado derecho es:

/ dv2D5(t ~ t')(&(q(t) :g((:,» =2D <6(q( ) - )2252) (3.14)

Los dos ultimos términos se integran por partes y se despreciin los términos de
frontera

2D [ dz'ra?u ~t) < (glt) - )gz’i(%%>~-2nr JEZCY <6(q(t)——q)-} ‘)>

-«

bq(t) d* bq(t)

] 2___ - - AN N [ ] Yy A Shadiit: 1\ A

Jatrimse-t) <6(q(t) q)m,)> [aera 2)(6(q(t) V)
(3.16)

Para evaluar los términos anteriores se debe calenlar la cantidad f&%, asi como sus

dos primeras derivadas tempurales con respecto a t', Estas se obtiene en el apéndice

de Ia ref [28]. El cilculo se basa en la solucién formal de la ec.(3.3).
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Bajo la aproximacion a tiempos iguales, {=t’, estas funcicnes aportan la mayor
contribucidn a las integrales. Con esta aproximacion se tiene que:

Sq(t)

7 =9 (3.17)

balt) J
ar (65(#)) lowe= Jal ‘))d alalt)) ~ gla)) ./ ale) (3.18)

Estas cantidades se interpretan como funciones de respuesta al riido externo para
la ec.(3.3). La dltima integral, ec.{3.16), no se considera ya que al substiutir este
término en la ec.(3.13), aparecen derivadas de tercer orden en q para P(qt), y por
tanto deja de ser una ecuacion de Fokker-Planck. Al sustitnir (3.14) y (3.15) en la

ec.(3.13) se obtiene una ecuacidn de Fokker-Planck vélida a primer arden en .

D =~ (/) +39(0)) Pla,0) + Diala) Zh(@)P(a, 1) (0.19)
=-2(/( )+aa( + Dhl{g)%a(a)) Pla, ) + Dia(@h(a) Plg, 1)
donde
d d ,
hlg) = gla) ~ 7(f ('I)d—'qG(lI) - a(fz)g{;f (a) (3.20)

El coeficiente del primer término en la ec.(3.19) se conuce como coeficiente de arrastre,
el coeficiente del segundo término es el coeficiente de difusion y siempre seré positivo.

El dominio de definicién de la EFP estd dado por los valores de g, para los cuales
el coeficiente de difusion efectiva Dg(g)h(q) es positivo, de tal forma que laec, (3.19)

se encuentra restringida por la condicién

Dyg(q)h(q) > 0 (3.21)

0 analogamente

1+ 7g(g)— (ﬁ;’))) >0 (3.22)



56

3.3 Ruido Externo no lineal.

Esta seccién tiene por objeto describir el método desarrollado por San Miguel y
Sagués [42) para tratar problemas con ruido externo cuadratico. El método propor-
ciuna una ecuacién de Fokker-Planck asociada a cierta ecuacion diferencial estocdstica
en donde las fluctuaciones entran en forma cuadratica.

Como se verg en el capitulo siguiente, las ecuaciones dindmicas del campo director
que describen el proceso de reorientacion durante la transicién de Freedericksz, pre-
sentan a la amplitud del campo dptico (que juega el papel del parémetro de control)
en forma cuadratica. Al permitir que este fluctiie, entonces, las ecuaciones adoptan la
estructura de una ecuacién diferencial estocdstica tipo Langevin como la mencionada
en el primer parrafo. Asi, con el método que a continuacion se describe se construye
una ecuacién de Fokker-Planck asociada a las ecuaciunes nematodindmicas, a partir
de la cual, se obtiene los momentos de distribucién necesarios para el cileulo de la

birrefringencia. inducida en cristales liquidos.

3.3.1 Ecuacidon de Fokker-Planck (EFP)

El método es andlogo al descrito en la seccion anterior para ruido lineal. La
finalidad es obtener una ecuacion de Fokker-Planck para la densidad de probabilidad
P(g,t), asociada a la ecuacién fenomenoldgica para la variable de estado ¢ descrita
por:

40 _ 16)+a%a(a) (3.29)

en donde f(q) ¥ 9(q) son funciénes arbitrarias de ¢ y a es el pardmetro de control
que ahora aparece en forma cuadratica. Este fluctiia alrededor del valor medio @ de

acuerdo:

a=a+E(). (3.24)

£(t) es la fluctuacién que se impone al sistema. Al introducir a en (3.23) se obtiene



57

('l%(tg = [(9) +@’9(q) + 2ag(q)E(t) + g(q)€*(t) (3.25)

Ndtese que en esta ecuacion el ruido aparace en forma no lineal y multiplicativa, Si
£(t) sigue una estadistica gaussiana, entonces se puede modelar por un proceso de
Ornstein-Uhlenbeck, cuyas propiedades se discutieron en la secrién anterior, ecs.(3.4)
y (3.5). Bajoestas suposiciones el proceso queda completamente definido y la ec.(3.24)
se cunvierte en una ecuacién diferencial estocdstica tipo Langevin no lineal.

Una vez que ha sido planteada esta ecuacidn y realizadas las suposiciones sobre
£(t) se procede a asociarle una ecuacién para la densidad de probabilidad £(g,t) (Ec.
de Fokker-Planck).

Esta ecuacion se obtiene para el caso no lineal haciendo aproximaciones y suposi-
ciones concretas sobre los parimetros de control del ruido; D y 7. Como se vera a

continuacidén

Aproximacién a Ruido Blanco.

Como primera aproximacién a la EFP se reescribe la ecuacion (3.25) de tal forma
que el ruido £(t) que aparece en esta ecuacién se susbtitnya por otro ruido n(t) el cual

entra en forma lineal en dicha ecuacién. Para este efecto se reescribe el valor de a?;

a? = @ + 2a€(t) + €4(1), (3.26)

como nn valor medio que se calcula con la ec.(3.24) y la funcién de correlacion de

£(t), ec.(3.5),

, ]
N=n?t— 3.27
((k > e+ o (3.27)
mds una fltictuacion 7(t), esto es,
of = (n"> +1(t) (3.28)

La fluctuacion 7(t), es una transformacion no lineal del proceso gaussiano £(t),
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D
) = €4t) + 20(0) - = (3.29)
Este proceso deja de ser gaussiano, su valor medio es cero y la funcién de correlacién
se obtiene utilizando la ec.(3.5) y las propiedades estadisticas de () ®

¢ ]
o) = ELeap( L=y 12 (DY epai-ry. man

Como se ha mencionado, si el ruido externo fuera modeladu por un ruido blanco,
entonces en la ecuacién anterior apareceria el cnadrado de una delta de Dirac y en la
ec.(3.27) tenderia a infinito.

Hasta este momento solamente se ha reescrito el valor de a® como un valor medio
(a?) mas su fluctuacién (), sin embargo, aunque esta separacion es siempre posi-
ble, el valor medio de a?, como se ve en (3.27) depende de las caracteristicas del
riido, por lo que al analizar lus resultadus en términos de los pardmetros de ruido no
puede tomarse a (a?) como una cantidad fija si v es controlada por los pardmetros
fluctuantes.

Considerando lo anterior, se pueden efectuar algunas aproximaciones scbre 7(t). La
primera consiste en despreciar lus mumentos de distribucidn de esta cantidad mayores
a dos, de tal forma que 7(t) se aproxime a un pruceso gaussiano. La segunda consiste
en considerar al tiempo de correlacin 7 muy pequeiio, por lo que 7(t) se aproxima
a un proceso de ruido blanco. Con estas aproximaciones la funcién de correlacién de

n(t) se reduce a

)2
(n(t)n(t')) = 2(4a°D + L;)&(c -t). (3.31)
Esta expresidn se obtiene despues de tumar el limite cnando 7 tiende a cero por lo
que las exponenciales que aparecen en la ec.(3.29) se reducen a deltas de Dirac. El
roeficiente que multiplica a la delta es la intensidad efectiva, que esta dada por:

X4 I)')
' ] "y . ogn? Q9
1y —/” dr' (n(t)n(t)) = 4D + - (3.32)

MEHDEHL)) = (EEWN? 1 A ONEH) y (€l)gHL)) 0
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Una vez que se han hecho estas aproximaciones el proceso queda completamente
definido cuando se sustiyuye la ec.(3.28) en la ec.(3.23), obteniénduse la siguiente
ecuacién diferencial estocdstica, en donde el ruido aparece en forma lineal,

%‘-) = f(q) +(a’ + g)a(q) +9(g)n(t)- (3.33)

Esta ecuacién se discutié en la seccidn anterior y tiene asociada una EFP dada por

D)

P - Rirta) + 0+ 2P0+ D o P 0) (53

Es preciso notar que entre esta ecuacién y la correspondiente al caso del ruido
externo lineal, (ec.(3.19)) existen diferencias. La primera es la contsibucién Qﬂ}” en
(3.34) para el término de arrastre, la segunda es un cambio del cueficiente D por uno
renormalizado D'.

Esta ecuacién serd corregida, para tal fin se construye de manera sistematica una
ecuacidn en la cual sea posible obtener el orden de los términus despreciados en la

aproximacion de ruido blanco.

Aproximacién para 7 y ) pequeiios

E! punto de partida es la ecuacién de Liouville para la densidad de probabilidad

en el espacio de eventos de ¢, correspondiente a la ec.(3.25),

Ip(g,t ] — ot "
LD - S0 +la) + IO + oEE) (029
donde p(q,t) es la densidad de probabilidad para cada realizacién de £(t).
Al promediar esta ecuacidn sobre todas las realizacidnes de £(t) y sobre las condi-

ciones iniciales se obtiene una ecuacién para la densidad de probabilidad P(g,t).

PG = — & (f(q) +Ti%g(q)) P(q,t) — Z(2ag(q) (€(1)8(a(t) - 9))
- Z9(g) (€*(1)6(q(1) - 9))

8Este promedio es ¢l mismo que se efectuo en la ec.(3.7)

(3.36)




60

Si bien esta ecuacion es exacta, no es cerrada para £°(g,t) por lo que se neresita

usar nuevamente el teorema de Novikov, ec(3.9) y su generalizacién

(@@lel) = (&) @leh + [ do [ dsrit syt o) <£§,‘;‘(‘—)~> (4.37)

La funcional ¢ €] de £(t) se toma como: 5(q(t) - q).
Sustituyendo (3.9) y (3.37) en (3.36) se tiene :

2 - _ 2 (f(q) + (@ + L)gla)) Pla,t) + 25 L9(a)E [ dov(t,s) (B48(q(t) - )
+,,qg<q)o,, Jds [ds'y(t,s)y(t, ) (r:..gé%.—aq(e) 9)

% (9(q) S ds [dsr(t, s)r(t, o) & (343 2 255 6(q(t) - q)))
(3.38)

Nétese que el 1iltimo término de esta ecuacidn contiene una derivada de tercer orden
para P(q,t), por lo que se debe efectuar una aproximacién si se quiere obtener una
ecuacion de Fokker-Planck. Esta aproximacion considera a 7 como un pardmetro de
pequenez, de tal forma que la funcién de correlacién 4(t, s') se expande en una serie
de potencias de 7, hasta orden cero y en forma andloga al calculo de la ec.(3.19) se
deben evaluar las derivadas funrionales de g(t) a tiempos iguales, ya que bajo esta
aproximacion estos términos, tambien conocidos cumo funciunes de respuesta al ruido
externo, aportan la mayor contribucién a las integrales de la ec.(3.38).

Estds funciones de respuesta se calculan en el apéndice de la referencia [42], su

calculo se basa en la solucion formal de la ec.(3.25) y son:

5e(s) lene= 2ag(q()) + 29(q(1))E(t) (3.39)
_ 8%(t) ~ ) de Ay(q(t) ,—y . oo \ :
B (5)6E(+) Inawe= 29(a(t)8(s - o) + dgla(t) =5 o) 2L (G2 4 9mE(L) + £2()) (3.40)

Nétese que estas cantidades dependen explicitamente de £(t), este hecho implica que
al efectinar la sustitucién de (3.39) y (13.40) en (3.38), se debe aplicar sucesivamente el

teorema de Novikov y su generalizacion (ecuacivnes (3.9) y (3.37)), obteniéndose una
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serie infinita de términos que contiene derivadas de todos los érdenes con respecto a
q. Esto implica la aparicion de una infinidad de términos a orden cero en 7.

Para poder truncar esta serie se debe considerar que el otro parametro D sea
pequeiio, pero con —f- finito. Bajo estas circunstancias el término de orden £ en
la ec.(3.38) serd el que aporte la mayor contribucion a los efectos del ruido. Las

correciones a este término son del orden de (2) x 7 = D y (2)xD = 2! Es

=
tas contribuciénes son aportadas por los primeros términos de las ecs.(3.39) y (3.40)
respectivamente cuando se sustituyen en (3.38). Los términos restantes aportan con-
tribuciones de mayor orden. Al despreciar las correcciones para rdenes mayores a
uno, y considerando solo los términos de orden D y -’%3 se tiene la signiente ecuacion

de Fokker-Planck:

A = — 2 (f(a) + (@ + 2)g(a) P(g,t) + 45’%0(«1),%9((1){‘ dsy(t,8)P(q,t)

+29(0)hala) [ ds [dsy st )60 = )Pl ) +O(Dr, 2, D7)
(3.41)
Extendiendo las integrales de 7 hasta 0o en (3.41) y despreciando los términos tran-
sitorios de orden €' ésta ecuacion se reduce a la ec, (3.34).

Las ecuaciones anteriores estén expresadas en variables adimensionales, las aprox-
imaciones consideran que ) € 1y 7 < 1 siendo 2 »~ 1. Cuando « es una variable
fisica, ¢ tendrd unidades de tiempo y la intensidad D unidades de a®r’. El tiempo
de correlacion 7' se mide en unidades del tiempo de relajacién del sistema A~! , Por
tanto 7 pequeiia significa que 7 < A~! .De igual forma la intensidad D' requiere que
D'« a\!

En esta aproximacién no se requiere que la flnctuacion sea pequeiia ya que 2 ISB|
esto es %’ = @°, pero es necesario que las fluctuaciones sean menores o del orden del

valor medio de a.
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Capitulo 4

ECUACIONES
NEMATODINAMICAS PARA
UNA GEOMETRIA ESPECIFICA

En los capftulos anteriores se han discutido tanto las caractexisticas fisicas de los
cristales liquidos y las ecuaciones que gobiernan su dindmica, como la metodologia
empleada para el tratamiento de problemas con ruido externo no lineal. En este
capitulo y en el que sigue se tratara el problema especifico de esta tesis: la reori-

entacién producida por un campo éptico cuya amplitud fluctiia en forma gaussiana.

4.1 Imtroduccion

Como se menciond en el capitulo 1, es posible reorientar las moléculas de un
nemético por medio de un haz laser {TFO). Durante este proceso, el sistema ini-
cialmente estable se lleva a un estado inestable a través de la variacidn de algin
pardmetro de control, que en este caso corresponde a la intensidad del campo dptico
(~[*). Asi, cuandu la intensidad alranza sn valor eritiro, el sistema cae a un estado
inestable, del cual tiende a relajar a un nuevo estado de equilibrio estable.

Experimentalmente se sabe que las fluctuaciones que acompanan el proceso de de-

caimiento desde un estado inestable y sun precisamente éstas fluctnaciones el mecan-
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ismo que dispara dicho proceso [43]. Por ésto la descripcién formal de la dinémica de
transicion de Freedericksz necesita incarporarlas.

Existen diversos trabajos que han estudiado este problema [44][45}[22)[47], pero 1a
mayoria de ellos introducen las fluctuaciones como ruido térmico inherente al sistema.
Sin embargo, es necesario considerar también a las fluctuaciones externaa al sistema,
coma las que puede presentar el pardmetro de control. Este efecto sélo ha sido consid-
erado en algunos trabajos (45}{22)(47]. El hecho relevante en ellos es la introduccién de
fluctuaciones externas en el campo eléctrico o magnético (estaticos o cnasiestdticos),
lns cuales entran en forma no lineal (cuadratica) en las ecuaciones nematodindmicas,
introduciendo un término adicional aleatorio. A diferencia de estos trabajos, en éste
se consideran los efectos de flujo hidrodindmico asociados a la reorientacién, asi como
la aplicacidn de un campo dptico cuyas fluctuaciunes solamente dependen del tiempo.

La idea bésica de esta tesis serd Ja de describir las primeras etapas de reorientacion
del nemaético, esto es, cuando el sistema inicia el decaimiento desde un estado inestable
aun estado de equilibrio estable. Para ello se parte de las ecuaciunes nematodindrnicas
obtenidas en el capitulo 2 {ecs.(2.63)-(2.65)) para una geometria particular. A través
de diversas aproximaciones estas ecuaciones se simplifican, dando como resultadu un
par de ecuaciones para la amplitud de Fourier de cada componente del campo direc-
tor 7', Dichas ecuaciones dependen explicitamente de la intensidad del campo Sptico,
cuando las fluctuaciones se introducen en la amplitud del campuo, entonces se trans-
formardn en ecuaciones estocdsticas, adoptandu la estructura de una ecuacién tipo
Langevin, en donde el ruido externo entra aditiva y cnadraticamente. Finalmente,
cumo se discutié en el capitulo tres, estas ecuaciones tienen asociada una ecuacién
de Fokker-Planck para la distribucidn de probabilidades. de la que se obtienen los

momentus de dicha disitribticién.

4.2 Modelo

Considérese una muestra de cristal liquido nematico a wna temperatura fija con-
tenida entre dos placas dieléctricas y transparentes con nina separacion d. Las placas

se colocan en furma prependicular al eje z, cumo se muestra en la figura 4.1
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Figura 4.1: Geometria empleada en el modelo. La configuracién inicial es

homeotrdpica y el campo Sptico incide en forma oblicua.
Para este modelu, la configuracién inicial es homeotrépica,

w = (0,0,1), (41

y las condiciones de frontera son de anclaje fuerte;
Tl‘(m'y, O) = (OIOY 1)3
W (z,y,d) =(0,0,1).

Sobre la muestra incide, en forma oblicua a las placas, un campo electromagnético

(4.2)

(léser He-Ne) polarizado en el plano xz y cuya longitud de onda es mucho mayor que el
ancho de la pelicula (d), Es razonable despreciar los efectos de la parte magnética del
campo, ya que la susceptibilidad magnética en la mayorfa de los nemdticos es mucho
menor que la susceptibilidad eléctrica, por lo que lus efectus predominantes sobre
las moléculas del nemético corresponden a la parte eléctrica. Ademas se considerard
que las dimensiones transversales del haz son mucho mayores que la separacion entre
las placas y que el campo no presenta variaciones espaciales, por lo que éste serd
humogeneo dentro de la celda que contiene al nematicu, Bajo estas suposiciones el

campo eléctrico esta dado por:

() = EL ()i + B, (O (4.3)
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con

[(t) = E(t) cos 8
E,(t) = E(t)senf

en donde  es el angulo de polarizacién del campo eléctrico dentro de nematico y

(44)

E(t) su amplitud. Ahora bien, estrictamente hablando, el problema de reorientacién
ocurre en las tres dimensiones, pero los resultados experimentales muestran que la
reorientacion de las moléculas tiene lugar principalmente en el plano de polarizacién,

que en este caso es el zz. Por tanto las componentes de 7" son:
() = n2(F)i + n, (F)k. (4.5)

Otra aproximacién importante, considera que la onda incidente es plana y que el
proceso de reorientacién es homogeéneo a lo largo de la direccién - y y , por lo que 7°
solamente sera funcién de z.

Con las aproximaciones arriba mencionadas, las componentes de 7* se pueden
describir por el angulo reorientacién 0(z,t), que se mide con respecto a la orientacion

inicial (eje 2). Asi, Ti’se expresa como:

7’ = (send(z,t),0,cos0(z,t)). (4.6)

Los efectos de reorientacién dan lugar a un flujo hidrodindmico 7'(figura 4.2).

La componentes v, del campo de velocidades es nula debido a que la reorientacién
sdlo tiene lugar en el plano zz. La componente v, tampoco se considera, ya que dicha
componente es pequefia en comparacién con la componente v,. Esto se debe a que la
separacion entre las placas es pequefia en comparacién con su ancho y por tanto el
flijo en ésta direccién también es pequefio en comparacion con el flujo en la direccion

x . Entonces el campo de velucidades se aproxima por el flujo de corte:
(2, ) = (n(2,1),0,0). (4.7)
Baju estas suposiciones, las ecuaciones (2.63 - 2.65) del capitilo dos se reducen a:

I A
d,n,(.,l) = —--’Y—I-é—"-; 4 11_5;;’

(4.8)
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Figura 4.2: Direccién del fluju durante el proceso de reorientacién. Como se puede
apreciar es un flujo de "corte”, en el cual se ha representado esquematicamente la

megnitud de la velocidad con el tamaiio de las flechas.

1 6F oF

d,n,(z,t) = -:Y—IEI ,,3;;, (4.9)
oF oF 6F
dtvl(zvt) = L"E: - rl:m - r‘lzsn-': (4'10)

donde F es la funcional dada en el capitulo dos por 1a ec.(2.27), d; es la derivada
hidrodindmica (d= —{,’-, +v-V) y los uperadores ‘_L.’,‘F’ se definieron por las ecs.(2.52-
2.54). Estas ecuaciones son no lineales, ya que los coeficientes I';;,;2, L,., dependen
de @ o de potencias de 7’. En estas también se han despreciado las fluctuaciones
térmicas y se ha supuesto que el centro de masa del elemento de volumen, @', no se
desplaza, sélo existen rotaciones del elemento de volumen alredor del centro de masa
por lo que la ecuacién para U’ no se considera.

Para linealizar dichas ecuaciones es necesario efectuar la aproximacion de acopla-
miento minimo que consiste en reemplazar el valor de 7 por su valor inicial 0 cuando
se calculan los operadores T y ‘T Esta aproximacion es nsual en la literatura y se
justifica si se considera gue en las primeras etapas de la reorientacién 7 difiere poco de
su valor al inicio del proceso. Dicha aproximacion, como se vera mas adelante, retiene
el acoplamiento que existe entre 7"y T, de tal forma que los efectos hidrodinamicos

son consideradus. Asf, baju esta aproximarion las ecs.(2.52-2.54) se reducen a:
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A+l
[a = "E;J"’an (4.11)
Pl? = Or (4.12)
A+1
Ml = ~Tu= -~ 2.; 3, (4.13)
PI: =~T =0, (4.14)
Ly =8, Munon (4'15)
con

My = 'Eg') (4‘16)

por lo que L, se escribe como
Ly: = ;-:03. (417)

Debe aclararse que en la terminologia usada por San Miguel y Sagués [22), T esel
operador adjunto de ?, el cual se toma en el sentido de integracién por partes en

forma andloga al tratamiento de los operadores en mecdnica cudntica.
Sustituyendo estos operadores en las ecs.(4.8 - 4.10), éstas se reducen a

16F A41, 6F
d,n,(z,t) = “:7—'67;‘ - —E‘—o—a:év:, (4.18)
161
dn.(z,t) = o (4.19)

div,(2,t) = vl A+, oF

ot k| 2p tbng (4.20)

Estas ecuaciones ahora son lineales, cerradas y acopladas. Resta calcular las derivadas

funcionales de Ia energin libre para la geometiia especifica del modelo.
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4.3 Funcional de energia libre

La funcional de energfa libre de Helmholtz dada por ec.(2.27) contiene tres con-
tribuciones: la primera se debe a la energia de distorsién eldstica, que se simplifica si
se considera que el orden de magnitud de las constantes elasticas es el mismo y por

tanto se pueden considerar iguales (cap.1 sec.7).

1 —
Fy= EK/V {(t'),n,)2 + (0,71,)2}d . (4.21)

La segunda contribucidn se debe al término de acoplamiento con el campu electro-
magnético y, como se menciond al principio, s6lo se considera la contribucién eléctrica,
teniéndose:

€a

=5 [ E)d7. (4.22)

[

La dltima contribucidn se debe a la energia cinética causada por el fiujo hidrodindmico

asociado a la reorientacion,

F, = ’é /V d7, (4.23)

donde p es la densidad de masa del nemético y V es el volumen del nematico.
Sumando las tres contribuciones se tiene que la funcional de energia libre es:

1 91 € . ;

=3/ (K (@) + @) - 227 B+ gv;) a7, (4.24)

y la densidad de energia libre estard dada por

['1

2! 2 2y _ Cam 2 P2
= 2K{((’),n,) + (O:n;) } 47r(n 77) + 50z (4.25)

Para obtener la forma explicita de las ecuaciones nematodindmicas en términos
de Wy 7 es preciso calcular las derivadas funciunales de la energia libre a través de

la ec.(2.5) dada en €l capitulo 2. Asf, las derivadas funcionales de /' estin dadas por:

6"‘ - »02 E_{! 12 Al }
= {Aa,n, + 2 (n B2 4 B 1) (4.26)
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6F €, 1 :
el {Ko,’n, + E("'I’: + n,[v,l?,)} , (4.27)
6F
oo = PVs (4.28)
£

Al substituir éstas en las ecs.(4.18-4.20) se obtienen las ecuaciones nematodindmicas

en téminos de 7' y de T,

K € P
dng = ;03'&: + 4—-—-”;' (nzhﬁ + n:bzb,) + ==, (4.29)
K €,
dng = ;afn, e (n: B2 + n.E.E,) , (4.30)
U A+1 €4
i = G0k, - = { Koln + 220, (. 2 +u,E,E,)}. (4.31)

donde d; denota la derivada hidrodindmica definida previamente,

4.4 Ecuaciones de amplitud

Como se puede apreciar, las ectuaciones anteriores son ecuaciones diferenciales
parciales y acopladas, Es deseable poder desacoplar dichas ecuaciones y aun més,
reducirlas a ecuaciones diferenciales ordinarias (ecuaciones de amplitud). Para esto
se utilizan las aproximaciones de inercia despreciable, acoplamiento minimo, asf como
la suposicién de dngulos pequeiios. Con estas aproximaciones el campo de velocidades
7 y el campo director 7', se desacoplan al desarrollar éstas variables en series de
Fourier compatibles con las condiciones de frontera, reduciéndose las ecs.(4.29-4.31)
a ecuaciones diferenciales ordinarias para las nuevas variables; n,:() y ny,(t) que son
las amplitudes de Fourier de 1, y n,. Las ecuaciones resultantes seran las ecuaciones
de amplitud.

La primera apraximacion considera que el vector director es una variable lenta y

que el campo de velocidades sigue instantdneamente al director, esto implica que el
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cambio en la velocidad es pequefo y por tanto se puede despreciar la inercia, esto es:
dw, =0.

Para ilustrar la importancia de la segunda y tercera aproximacién, debe notarse
que en el término de interaccién con el campo eléctrico de las ecuaciones (4.29-4.31),
el campo multiplica a las componentes de 7. Esto implica que al introducir las
fluctuaciones en la amplitud de dicho campo, éstas también entrardn en forma mul-
tiplicativa, complicando el problema considerablemente. Cabe hacer un parantesis
y hablar un poco sobre éste problema. Si se considera que el ruido entra en forma
multiplicativa, entonces por medio del método desarrollado en el capitulo 3 es posible
asociar una ecuacion de Fokker-Planck para la densidad de probabilidas de las am-
plitudes de Fourier de las componentes del campo director, a las ecs.(4.29) y (4.30).
La ecuacién de Fokker-Planck resultante no proporciona informacidn que se pudiera
utilizar en este modelo en particular, ya que al calcular el primer mumento y el se-
gundo momento de la distribucidn en el limite estacionario, dan como resultado cero
o bien una cantidad que diverge.

Por lo anterior es deseable que el campo y por consiguiente las fluctuaciones
aparezcan en forma aditiva, para esto se utiliza la suposicion de dngulos pequefus
en el término de interaccion. Esta se justifica si se considera que en las primeras
etapas de la reorientacidn, esto es para valores del campo eléctrico justo por arriba
del campo critico, los valores de 7 no difieren mucho de el valor de 7 Al aplicar
ésta apruximacion las ecuaciones (4.29) y (4.30) se desacoplan y aparece el campo
eléctrico en forma aditiva,

Asi, los términos de acoplamiento con el campo eléctrico se aproximan a:

n, B +n,B, L, ~ F,E,, (4.32)
n, B2+ n By By ~ B2, (4.33)

y las ecuaciones nematodinamicas vélidas para las primeras etapas de reorientacién

son.
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din, = a*n, S el : Lo, (4.34)
K €
den, = — o B
n 7)(,7&, + Ty (4.35)
0 = 130, ~ -'}-—;—l- K&n,. {4.36)

Para reducir estas ecuaciunes diferenciales parciales a ordinarias y desacoplar v,
de n;, es necesario descomponer n;,n,, y v, en series de Fourier consistentes con las

condiciones de frontera

ne =0
¥ enz=0yz=d,

Ny, =

y de adhesidn para v, esto es,
v,=0enz=0yz=d,

Las series de Fourier consistentes con las condiciones de frontera son:

ng{z,t) = Z Ngen (t)s€n{(2m + 1)-——) (4.37)
m=0

ne(z,t) = 3 ng.,, (t) cos((2m + 1)—d—) (4.38)
m=0

v, ( Zv,,,m sen((2m+i)—-—) (4.39)
m=0

Ahora bien, como se esta describiendo las primeras etapas del proceso de de-
caimiento de un estado inestable a un estado de equlibrio estable, esto es, para valores
del campo eléctrico ligeramente superiores al campo critico, es razonable suponer que
la energia del campo eléctrico solamente exite los modos mas bajos del desarrollo
anterior, por lo que sdlo se considerard el primer término de estas series, esto es el

modo m = 0, que es el predominante. Por tanto las ecs.(4.37-4.39) se reducen a:

gz, t) = n,,,(t)scn(%i), (4.40)
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n(z,t) = nq,(l)cos(%z-), (4.41)

vz, t) = uq,(t)sert(%i), (4.42)
en donde ng.(t), ng(t) y vy (t) son las amplitudes de Fourier para las componentes
de Wy 7.

Al substituir los valores de n,,n, y v; por sus componentes de Fourier (ecs.4.40-
4.42), despejando v, de la ec.(4.36) y sustituyendo en la ec. (4.34) se obtienen dos

ecuaciones diferenciales ordinarias y desacopladas para ng; y ng.,

¢ kn? A+1 e..
dt"qzsen(’{') = "W (1 + ( ; ) ) ('—) i, —FE.E,, (4.43)

2
%nw Cos(-n—Z- 4:;1 EL (4.44)

Finalmente, sdlo se consideraran propiedades voliimetricas por lo que estas ecua-

nz
dmg, cos(—a—) = -

ciones se integran sobre 2, eliminando la dependencia espacial. Asi las ecuaciones
finales para las amplitudes de las componentes de Fourier son las siguientes "ecua-

ciones de amplitud”;

kn’ A+1 €s
ding(t) = d,n,,,(r)(w( ; ) m) o —L B[, (4.45)
2
€a 4
ding(t) = - ’;,nv,(z)+ =8 g2, (4.46)

Expresando al campo eléctrico en términos de su magnitud FE 'y del dngulo de

propagacion 3 las ecuaciones anteriores adquieren la siguiente estructura general

dingalt) = = Aatiga(t) + BaEX(1), (4.47)

con a =z, 2 en donde,

kn? A1\
A= ;a—z' (1 + (-‘—2"‘) ;; » (4.48)
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km?
= (4.49)
En '
B, = Wcos(ﬁ)sen(ﬂ), (4.50)
€a
B, = é;;sen’(ﬁ). (4.51)

4.5 Ecuacion de Fokker-Planck

Como se puede apreciar en la ecuacion (4.47), el pardmetra de contral, esto es la
amplitud del campo eléctrico, aparece en forma cuadratica y aditiva. Ahora bien, es
razonable considerar que este pardmetro presente flhuctuaciones temporales. Ejemplo
claro de esto es el ruido que se debeb a los fenémenos cudnticos en el haz ldser [36], o
bien las fluctuaciones que se pueden superponer a la amplitud del campo dptico por
medio de un generador de ruido [47], Como se ha mencionado, la introduccidn de las
fluctuaciones puede conducir a fendmenos que no podrian ser descritos por medio de
un andlisis determinista, como lo es el caso de la descripcidn dindmica del proceso
de reorientacion. En esta seccion se introducen las fluctnaciones en la amplitud del
campo eléctrico, que aparece en forma explicita en la ec.(4.47). Una vez definido el
proceso que modela dichas fluctnaciones, entonces la ecuacién (4.47) se convierte en
1tna ecuacion estocdstica no lineal en el ruido y por tanto adoptard la estructura de la
ecuacion de Langevin (ec(3.3)) discutida en el capitulo 3. Finalmente, a la ecuacién
estocdstica se le asocia una ecuacién de Fokker-Planck para la distribueién de Proba-
Lilidades P(ng, (t),t) a pactir de la cual se obtienen lus omentos de distribucidn de
P(ng,(t),t) necesarios para el célcnlo de la birrefringencia.

Cumo primer paso para la obtencién de la ecuacion de Fokker-Planck es necesario
introducir las fluctuaciunes en la ec.(4.47).

Es cumiin suponer que el pardmetro £(1) finctiia de acuerdo a una estadistica gaus-
siana, por lu que es posible escribir a la amplitnd del campo como el valor promedio

temporal, F, més su fluctuacion (1), estu es,
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E=TF+¢€(t), (4.52)
en donde §(t), se modela como un proceso de Ornstein-Uhlenbeck, ya que se desea
que el proceso sea gaussiano, markofiano y estacionario (39]. Asi, el valor medio (£(t))
es cero y la funcidn de correlacion estd dada por la ec.(3.5) del capitulo 3

' ' D “ - t,]
vt t) = EE(E)) = —exp{——.
Al introducir la ec.(4.52) en la ec.(4.47), se obtiene una ecuacion estocistica de

Langevin en donde el ruido aparece en forma aditiva y cuadratica

dinga = ~Aatya + 2BaE(NE + B,E" + Bg(t) (4.59)

Esta ecuacion tiene la misma estructura que la ecuacién de Langevin (3.25) con

f(g) = —Aange y 9(q) = Ba. y por tanto tiene asociada la siguiente ecuacién de
Fokker-Planck:

0P (nga,t) = "5.%; ((“Aonqa + (-EJJ + gBa)P("vmt))

9 pE? . 2 2 - (4.54)
+ {1?;% (1-crtGHaa)) 4 B0 (1 ¢ '(éMn))} -ogng’(n,,a,z).

Para simplificar esta ecuacién se desprecian los términos transitorios ( e~3+A4a)
y c"3+42) ) Esto implica que la ecuacion de Fokker-Planck resultante sélo tendré
sentido si se utiliza para hallar la distribucidn de probabilidades en el estado esta-
cionario (t — 00). Cabe sefialar que el estado estacionario al cnal se hace referencia
no corresponde al estado final de la reurientacién. Solamente es un proceso limite
imaginario que proporciona cantidades que no dependen del tiempa. Recuerdese que,
la descripcion de todo el proceso de reorientacidn esta dado por las ecuaciones ne-
matodinamicas en su forma mds general, las cuales son altamente no lineales y esta
descripcion sdlo se limita a las primertas etapas del proreso de revrientacion,

Asi, la ecuacién de Fukker-Planck que resulta es:

-2
AP(nynrt) = ~ 5o (= Aanga + (B + 2Bo) Plnga,t))
ABRDE’ | amin? 2
+{ TAati T A.Tr?} i:itg,, Plrgu,t)

(4.55)
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4.6 Momentos de la distribucién P(ng,(t),t)

A partir de la ecuacidn de Fokker-Planck es posible obtener toda la informacién
estadfstica de las amplitudes de Fourier de cada componente del campo director 7!

En en el caso de la distribucién gaussiana es suficiente con conocer los dos primeros
momentos de distribucién para que el procesos quede definido’,

Asi pues, para encontrar el primer momento se multiplica la ec.(4.55) por ng, y

se integra sobre toda la distribucién de ng,.

S (ngaByP(nga, t))dngg = [nyq [— = ((—A,,n,,a + (B + 2B.)P(nga, t))l dng,

aBIDE | amipd | o?
+f [{ TAat] + 27 }Anr’} ()"30 P(nqﬂ! t) "’qudnqa

(4.56)
Cuando se se intercambia el operador derivada por la integral del lado izquierdo de

esta ecuacién se obtiene la derivada temporal del valor medio de ny, :

[ aadeP (140, D)1 = B4 () (457)
Para el segundo y tercer miembro del lado derecho se integra por partes y se desprecian
los ténninos de [rontera, esto es:
I [~ 5% ((~Aanga + (B* + 2B Plnga, 1))] dgn = —Aa (nga) + E" + 2B,

aB0E | 28207 | o =
f [{ TAa 1 + '2-_“._’1"0%.,7 } "—‘7"0"” P("qm") Nqndnqa =0,

(4.58)
Juntando todos los términos se obtiene una ecuacién diferencial para (ngq):
vl D :
dy (nga) = —Aq (Nga) + (" + -;-8,,), (4.59)
cuya solucidn es:
- D 1 — ¢4t
(Nga) = {ngao) €™t + (B + 7130)(-—“/’; ), (4.60)
El valor en el limite estaciunario, t — 00, es:
-2 D 1
(e = (B + 2 1)1 (ws1)

10 la distribucidn gaunsiana, como es bien conocido, lus momnentos de distribucion mayores a
dos estan en lérminos del primer y segundo momento.
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En forma andloga se obtiene el segundo mumento de distribucién <n:n>, cuya

solucion estacionaria esta dada por

(i), = B (ZB—:)Q+2DB’E ( :‘ Ty A?,) (462)

2
2 12?
+D*B? (27 At ) (4.63)
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Capitulo 5

BIRREFRINGENCIA INDUCIDA

5.1 Introduccion

Una de las propiedades més notables que presentan los cristales liqudos es la bir-
refringencia. Esto, como es natural explicar, se debe a la anisotropia que presentan
sus propiedades eléctricas y magnéticas. Asi, cuando estas propiedades macroscpicas
cambian mediante la reorientacion de las rnoléculas por un campo electromagnético,
también lo hace la birrefringencia (efecto Kerr). Este fenémeno altamente no lineal
y solamente producido en sdlidos cristalinos anisotrdpicos y en algunos liquidus no
cristalinos mediante la aplicacion de campos muy intensos, ha sido estudiado amplia-
mente desde el punto de vista tedrico y experimental en cristales liquidos [47],(48],(49)
y de hecho constituye 1ino de los fenémenos con mayor aplicacién, ya que a través de
él pueden cunocerse algunos pardmetros fisicos del nematico como la magnitud del
campo critico, asi como las constantes eldsticas del material.

En este capitulo se obtendra una expresion andlitica para la birrefringencia in-
ducida por las fluctuaciones en la amplitud del campo dptico. Dicha expresién sera
sélo valida para las primeras etapas de reorientacion, esto es cuando las moléculas
comienzan a reorientarse y los efectos de las fluctnaciones puedan ser considerables.

Antes de comenzar a desarrollar esta idea es preciso recordar lo que significa la
birrefringencia y propiamente el efecto Kerr en los cristales sélidos, para aclarar un

poco mas lo que en este trabajo se hace.
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5.2 Birrefringencia en sdlidos cristalinos

La birrefringencia se presenta en muchas sustancias cristalinas compuestas por
moléculas anisotrépicas. El modelo més simple para describir estas moléculas con-
sidera que las fuerzas sobre los electrones son anisotrdpicas, esto es, son diferentes en
cada direccién.

Para representar estas moléculas, se considera un modelo mecédnico, en el cual
los dtomos estdn compuestos por una corteza de carga negativa unida a una carga
positiva fija por media de resortes de diferente rigidez [50]. Asf, un electrén que se
desplaza del punto de equilibrio a lo largo de nuna direccidn oscilara con una frecuencia
caracterfstica diferente de aquella con la que lo harfa si fuera desplazado en otra

direccidén.

, Nube gy . : s
slecinnes Q{'

Ffgura 5.1: Modelo mecdnico de una molécula anisotrépica

Cuando la luz se propaga a través de estas sustancios, los electrones son impulsados
por el campo eléctrico reirradiando ondas sectndarias qiie se combinan en una onda
refractada, la cual se desplaza a través del material. La velocidad con que esta unda

se propaga esta determinada entre otras cosas por la diferencia entre la frecuencia del
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campo y la frecuencia caracteristica del material'!. Esto implica que la anisotropia
en la fuerza de enlace de los electrones se manifiesta en la anisotropia del indice de
refraccién. En el caso particular de fuerzas de enlace iguales en las direcciones x,y ,
la luz que incide sobre estos materiales se propagard con dos velocidades diferentes:
una a lo largo del eje de simetria de las moléculas v y la otra perpendicular este eje
Vi,

Ahora bien, si la estructura de los cristales es tal que las moléculas anisotrépicas
estan ordenadas a lo largo de una direccion preferencial (material uniaxial), entonces
al incidir una onda electromagnética sobre este medio esta se propagaré con dos
velocidades diferentes; una paralela al eje dptico v y la otra perpendicular a el,
vy. Esto da lugar a dos tipos de ondas: ondas ordinarias o "esféricas” y ondas
extraordinarias e "elipscidales”, La orientacién del campo dptico con respecto al eje
dptico determina las velocidades con las que estas ondas se expanden. Para las ondas
0 la velocidad de propagacion sera vy y el campo electromagnético asociado a estas
serd normal al eje optico. En el caso de las ondas elipsoidales, e , se propagardn con
una velocidad v, y su campo sera paralelo al eje dptico. Finalmente estas ondas se
recombinan emergiendo una onda formada por dos ondas ron estadus de polarizacién
mutuamente ortogonales,

Asi, los materiales uniaxiales presentan dos indices de refraccién: n, = 'v'cI yn =

-v"], diferentes, La diferencia entre estos dos indices es una medida de la birtferingencia,
AN=n,—n, (5.1)

Dependiendo de las magnitud de las velocidades con que estas ondas se propagan
se tiene materiales uniaxiales positivos o negativos. Asf,si vj >v,, entonces se tendra
un material uniaxial negativo, lo cual implica que las ondas o estan encerradas por las
ondas e. En el caso contrario, cuando vy <v, se tiene un material uniaxial positivo

y por tanto las ondas esfericas encierran a las ondas elipsoidales (fig. 5.2).

1Si ¢! cristal es anisotrapico, puede incluso tener tres frecuencins caracleristicas

ESTA TESIS WO OEd
SALIR DE LA BiBLIOTECA



80

Figura 5.2: Ondas o y e. a) Medio uniaxial positivo b)Medio uniaxial negativo,

5.2.1 Efecto Kerr

La birrefringencia puede inducirse o cambiar en algunos materiales a través de
la aplicacién de campos eléctricos muy intensos (3 x 104 volts). Este efecto cono-
cido como efecto Kerr fue descubierto por J. Kerr en 1875. El observé que algunos
liquidos isotrépicos, como el benzeno y el nitrobenzenu, se convierten en sustancias
birrefringentes cuando se les coloca en un campo eléctrico, presentando caracteristicas
de medios uniaxiales. El fenémeno se debe a una alineacion parcial de las moléculas
direccidn del campo eléctrico aplicado, regresando a su configuracién inicial cuando el
campo aplicado es nulo. Este efecto también se presenta en sustancias sdlidas cristali-
nas constituidas por moléculas anisotrdpicas, por ejemplo el fosfato de deuterio de
potasio (KD,PO,).

El arreglo experimental para medir la birrefringencia se muestra en la fig. 5.3

Este arreglo consta de una celda que contiene un liquido compuesto por moléculas
isotrépicas, que se coloca entre dus electrodos a través de los cuales se aplica un
campo eléctrico E. Subre la celda incide un unda electromagnética, polarizada y con
una longitud de onda Ag. Dicha onda tiene comu finalidad medir lus cambios que
presenta el liquido en sus propiedades macroscépicas como la constante dieléctrica o

la birrefringencia, mediante un estudio de sus estadus de polarizacidn final e inicial,
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Celag
de
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olarizadoies ————>
Hectodos  —m——

Vallaje
modulador

Figura 5.3: Arreglo experimental para medir el efecto Kerr. Una onda polarizada
incide sobre la celda que contiene la sustancia anotrdpica. Al salir de la celda cambia

de fase, esto se detecta con el polarizador al final de la celda.

Asi, conforme aumenta la intensidad del campo E, la birrefringencia cambia mani-
festindose como un cambio en la polarizacién de la onda saliente, el cual se puede

expresarse por medio de;

AN = \KE?, (5.2)

donde K es una constante que depende de la temperatura, asi como del materia.

Dicha constante es conocida como constante de Kerr.

5.3 Birrefringencia inducida en cristales liquidos
nematicos

Para el caso de los cristales liquidos este efecto también aparece, pero a diferencia
de los liquidos tratados con anterioridad, en la fase nemaética del cristal liquido, las
moléculas de entrada estdn orientadas a lo largo de una cierta direccién preferencial
impuesta por las condiciones de frontera. Esto implica que el cristal liquido presente

une birrefringencia intrinseca siendo esta igual a:
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AN = ny—ny, (5.3)
en donde nj y n; son los indices de refraccion paralelo y perpendicular al vector
director .

Cuando el efecto Freedericksz ocurre, se produce un cambio en la orientacién del
campo director ' (que coincide con el eje éptico), de tal forma que 7’ tiende a
alinease en una direccién paralela a F. Esto induce un combio en la birrefringencia
del nemdtico, ya que ahara el eje dptico se encuentra paralelo a la direccién del campo
E.

Este fendmenc ha sido discutido en la seccién 9 del capftulo 1. Cabe sefialar
que los resultados obtenidos en la referencia [20] son para el proceso completo de
reorientacion, esto es cuando el vector director se rearienta por completo adquiriendo
una nueva configuracion.

En este trabajo, a diferencia del descrito en el capitulo 1, se obtendra una expresién
para la birrefringencia inducida durante la primeras etapas de reorientacién como
consecuencia de los cambios producidos en el campo director por la fluctuaciones
presentes en la amplitud del campo eléctrico.

As{ pues, la expresion para la birrefringencia inducida se obtiene por medio de la

torea inducida por el eampo eléctrico E(t), [51] esto es:

Tow=7xE, (5.4)
donde P’ es el momento dipolar que consiste de dos partes; el momento dipolar

permanente P’p y el momento dipolar inducido, 7';.

El momento dipolar permanente es paralelo al vector director 7,
Pp=um, (5.5)

donde p es la magnitud de dicha momento. Por otro lado, el momento dipolar in-

ducido en un medio uniaxial, se escribe en términus del tensor dielectrico, €;;:

T =€ (_7? -E‘)-ﬁ‘“)' €1 (-i;" - (% ?’?)_ﬁ')
— = . (5.6)
= (6 b+ €q (i) )i = € o Iy
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En esta expresion, € y € son las constantes dieléctricas paralela y perpendicular al
al vector director, €,es la anisotropfa dieléctrica y el punto, ( o ), denota la contraccién
de tensores.

Ahara bien, una forma de medir la orientacidn de las moléculas puede ser a través

de la polarizacién promedio de las molécnlas del nematico:

(n=(p7+% E), (57)

en donde e} promedio se efectua sabre todas las arientaciones posibles de las moléculas.
Cabe recalcar que la configuracién inicial es homeotrépica y que al aplicar el campo
eléctrico con valores cercanos al campo critico, la alineacion de las moléculas cambia
debido a las fluctuaciones en la intensidad de dicho campo, asi como por el campa
mismo.

De igual forma, los cambios en la alineacién se pueden determinar por medio del

tensor de indice de refraccion del material, el cual esta dado por:

1
3
en donde n; es el indice de refraccidn perpendicular al campo director y A es una

I,"l.-j= nlé.',' + A< n.»n,-' - 6,‘,’ >, (5.8)

constante que incluye las contribuciones de la birtefringencia inducida y de la bir-
refringencia inttinseca (AN), Los paréntesis, (...) en la expresidn anteriar, denotan el
promedio sobre todas las alineaciones posibles de 7.

Regresando al modelo discutido en el capitulo anterior, se tiene que el campo
Sptico incide en forma oblicua a las placas (fig. 5.1). Si los dngulos de incidencia
son grandes, que implica que el dngulo entre el vector director y el campo eléctrico
es pequeno, entonces la mayor contribucion a la birrefringencia inducida se debe a la

. , A A ;
diferencia entre las componentes n,, y n,,, expresandose como,

A A 2 2
n,, — Np= A(<n,> - <n,))A (5.9)
En la expresion anterior, se utilizan los segundos momentos estacionarios de la dis-

tribucién P(n,,) calculadas en la iltima seccién del capitulo anterior (ec.(4.62)),
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para obtener una expresion de la birrefringencia inducida consistente con el modelo

propuesto en el capitulo 4, estos es:

hus ()= Ru (B) = A [(%)z'(%)z]

(Bl _ Bl 2B 282
+24DF [T—Af Al + A +TA T A, +1-A3]
28] 2B?
2 2 _ z
+AD (21'/1' + AETQ 2TA;+ AZ,T?) (5.10)

oo () -2

Esta e una expresién analitica para la birrefringencia inducida por las fluctua-
ciones superpuestas al la amplitud del campo dptico, vdlida solamente en las primeras
etapas de la reorientacidn y para dngulos de incidencia rasantes a las placas. Es
necesario recalcar que no se esta describiendo el proceso completo de re-
orientacién, Ademds existe una contribucfon adicional debido a los efectos
hidrodindémicos que se maniflesta principalmente en el primer término del
lado derecho de la expresién anterior (A; y A;). Los coeficientes A,, A;, B,,
B,, estan dados por las ecuaciones (4.48 - 4.51). D y 7 son los pardmetros del ruido
(intensidad y tiempo de correlacién).

Debido a que la constante A que aparece en esta expresién no es conocida, es
preciso normalizar esta expresion con respecto a un cierto valor relevante. Para tal

caso, se ha tomado a la birrefringencia evaluada en el campo critico?,

\ ko
pom 2 -

con €, la anisotropia dieléctrica, kla constante eldstica del nemédtico y d la separacién
entre las placas. Para obtener esta expresion se ha considerado que los efectas de flujo
son nulos, por lo que esta expresién no depende de las viscucidades del nematico.

Asi, la birrefringencia normalizada con respecto a s valor en el campo eritico es:

Este valor se obtiene transformando las ecs.(4.20-4.31) a ecuaciones de amplitud, pero sin con-
siderar la hipotesis de dngulos pequeiios (ecs.(4.32-4.33). Las ecuaciones resultantes se resiiclven y
a partir de la solucién se encuentra la condicion de estabilidad que determina ¢l campo critico.
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o By (B)= By
B%)- (3]
(82-83) ((3) + 207 (2 + wm) + O [rerstege +7n])
. +20T° (5 - B 4 28, - k)
(B? - B?) (( )+2DE (m +—+l,—ﬂ)+z> [W-i-‘r':])
D [t - i + B2 () - B2 ()]

+
(B? - B?)((—?) +2DF; (34 + gkg) + D [mﬂh’?‘])

5.4 Birrefringencia inducida para 5CB.

Para graficar la ecuacién (5.12) se utiliza un nematico especifico; el 5CB (4-ciano-
4-pentilbifenil ).

Los pardmetros de este nemético, asi como del modelo se han tomado de las
siguientes referencias: [20] y [6]. Estos son:

Coeficiente de viscocidad de Leslie, v, = 0.01 5’{

Coeficiente de viscocidades relativas, A = —-?}, = 1.09.

Constante eldstica (se ha escogido k), k =7x 10712 N

Separacion entre las placas,d =1 x 10 m

Coeficiente de viscosidad de Harvard, 3 = 0,02 Emf

Anisotiopia dieléctrica: €,= n? ~n? = (1.73)? ~ (1.54)* = 0.6213 donde n, y n,
son los indices de refraccién paralelo y perpendicular al eje del nematico [20).

La permitividad eléctrica al vacio, €o=8.85 x 10712,&5,

Campo critico para el modelo £, = 3310.05 &,

Los pardmetros del ruido se han tomado de la referencia [42] y son:

Tiempo de correlacién, 7 = 1074

Intensidad de las fluctuaciones: D = 10-27£? = 1078 K2,
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Las gréficas que a continuacién se muestran, relacionan el valor de la birrefrin-
gencia normalizada y la intensidad del campo Sptico (~ E?), dada por la ec.(5.12).
Esta se grafica para dos casos; en el primero no se consideran los efectos flujo, v; = 0
, (grafica 1) y en el segundo caso se toman en cuenta, v, # 0, (gréfica 2). Los valores

de cada curva corresponden a diferentes angulos de incidencia.

Bi(I)/Bi(lc)

{Gréfica 1 DN vs I. (Vx=0)}
140
120
100
80
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40

20

-~ I(Vatts/ca2)
SO 100 150 200 250 300

Figura 5.4: Birrefringencia normalizada vs Intensidad del campo externo. La bir-
refringencia se normaliza con respecto a su valor en el campo critico y no se consideran

efectos de flujo.

Como se puede apreciar en estas graficas la birrefringencia anmenta con la inten-
sidad del campo. Para la grafica 1, se observa que la birrefringencia es independiente
del angulo de polarizacién. En la grifica 2, al considerar los efectos de flujo, se ob-
serva una disminucién considerable en la birrefringencia que se puede apreciar mejor
en la grafica 3. Ademas, se bserva que conforme el dngulo de polarizacion aumenta,
la birrefringencia disminuye con respecto a su valor en el campo critico.

Para cuantificar la diferencia entre ambas grificas, se grifica el cociente de la
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Figura 5.5: Birrefringencia vs Intensidad. En esta grafica se consideran los efectos de
flujo hidrodindmico. Como se observa, la birrefringencia disminuye con el dngulo de

incidencia, aunque este cambio no es muy apreciable,

birrefringencia con efectos de flujo y sin él, esto es:

AN (18) (V. £0)
AN(I,A) (Vs =0)

Estos resultados se muestran en la grafica 4. La expresion anterior se grafica con re-

specto al dngulo de incidencia y se parametriza para diversos valores de la intensidad,

Como se puede apreciar de esta grafica los valores de la birrefringencia con-
siderando efectos de flujo son 2.5 menores que aquellos de la birrefringencia cuando
no se consideran estos efectos. Por otro ladu, también de esta grafica se puede deducir
que si el dngulo de polarizacién es pequeiio entonces no existe un cambio apreciable

en la birrefringencia,
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Figura 5.6; En esta grafican las curvas de la birrefringencia con flujo y sin él en la
misma escala, Nétese que la birrefringencia sin efectos de flujo es mucho mayor que

la coreespondiente al caso de flujo

5.5 Resultados.

En este trabajo se ha obtenido una expresin analitica para la birrefringencia

inducida por un campo electromagnético fluctuante.

A
AN = —
b 32 P .
(B} - B7) ((%) +2DF; (4 + artor) + D* [ + 7l ’4])
B2 282 282

20 g2
2DE ['r%*! “m YT A,n'AZ]
B N YAL
(82 - 2) ((5) + 202 (5l + sorg) + 0 [somcmr + o))

2 [ a2 242 2(_1__)2 2( 1 \*
D\ —waom T8I 5p) — B2 (m,)

+ ot — ) i
(B2 - 82) (%) + 20T (2 + o) + 0 [ + )

+
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Bi(Vx)/Bi(Vx=0)
Grdfica 4
0.405 --‘-\\\‘
Ang.de Polari. (grad.
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0.39

Figura 5.7: En esta grifica se comparan los valores de la birrefringencia con efectos
de flujo y sin el. Este cociente se grifica vs el dngulo de pularizacidn 8 y se observa

que la birrefringencia no cambia apreciablemente.

En esta expresion, el dngulo de incidencia esta implicito en los cueficientes B, y
B., dados por las ecs.(4.50 y 4.51).

La introduccién de los efectos de flnjo afecta, como es de esperar a la amplitud
de Fourier de la variable n,, por lo que se introduce un término adicional implicito
en el coeficiente A, dado por la er.(4.38). El efecto global de estos efectos sobre la
Lirrefringencia son, como se puede apreciar en las gréficas anteriores, una disminucidn
considerable de la bitrefringencia (~40%). También se observa que la birrefringencia
disminuye conforme el dngulo de incidencia disminuye, pero no es muy considerable.
Esto se debe a que el campo director 7 debe reorientarse en una direccién més alejada
de su configuracién inicial por lo que la cumponente n, de este campo aumenta y

consecientemente el segindo momento de la distribucion P(ny, ).
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Por otro lado, la incidencia oblicua del haz introduce un término de orden cuarto
en el campo eléctrico. Este término aparece por dos razones: la primera por la aprox-
imacion a la birrefringencia que se hizo cuando se considerd solamente la contribucién
de las componentes paralela y perpendicular al vector director y no se consideraron
los términos cruzados ({ng, (t)ng,(t))), que se obtienen de un anélisis més formal del
tensor dieléctrico (esto es, utilizando rotaciones de los ejes de referencia). La segunda
razén es la introduccidn de los efectos de flujo, los cuales agregan un término adicional
en el coeficiente A,.

Finalmente, cabe sefalar que hasta donde sabemos no existe algin experimento

con el cual podamos comparar este modelo.



91

Capitulo 6

CONCLUSIONES

Como se mencioné en la introduccidn, la descripcion de la reorientacion de un
nematico por un campo Gptico ha sido ampliamente estudiado; sin embargo, en la
literatura existen pocos trabajos que introduzcan fluctuaciones internas o externas'.
En este sentido, este trabajo se enfoca a un problema relativamente nuevo como
es la introduccién de fluctuaciones externas en la amplitud del campo Sptico. Mds
atin, también se han considerado los efectos de flujo hidrodindmico asociados a la
reorientacidn, que tampoco es muy usual en la literatura.

La aportacién principal de este trabajo consistié en deducir una expresién analitica
para la birrefringencia inducida por éstas fluctuaciones, la cual es vilida sélo para
las primeras etapas del proceso de reorientacién. Esta expresion se obtiene a partir
de un modelo simple que considera los efectos del flujo hidrodindmico asociados a la
reorientacion y que bajo ciertas aproximaciones, como el acoplamiento minimo y la
suposicién de dngulos pequerios, es relativamente fdcil de tratar. Cabe mencionar que
estas aproximaciones son comunes en la literatura, debido a que la descripcién com-
pleta del proceso de reorientacion involucra ecuaciones dindmicas que son altamente
no lineales,

Una caracteristica esencial del modelo propuesto es que permite introdicir a las
fluctuaciones en forma aditiva y cuadratica dentro de las ecuaciones nematodinamicas.

Esto es posible gracias a la suposicién de dngulos pequefios que se efectiia en el

'En la mayoria de estos estudios las flactuaciones se incorporan como ruido térmico



92

término de interaccién del campo éptico con T, ecs. (4.32) -(4.33), y que permite
introducir al ruido en forma aditiva conservando su caracter cuadritico. De otra forma
las fluctuaciones entran en forma multiplicativa en las ecuaciones nematodindmicas
complicando demasiado el problema 2, Por otro lado, debido a que el ruido externo
es no lineal, es necesario modelarlas por un ruido de color®, que en este caso se
escogié como un proceso de Ornstein-Uhlenbeck. De esta forma el introducir ruido
de color enriquece e] problema, ya que que en este caso es posible tener control sobre
los pardmetros del ruido como son su tiempo de correlaciéon e intensidad, haciendo
posible su implementacién experimental a través de un genenerador de ruido que
introduzca y controle las fluctuaciones en la amplitud del campo Gptico.

Asi, la expresion de la bitrefringencia calculada es aquella que solamente es in-
ducida por las fluctuaciones en la amplitud del campo eléctromagnético. Esta ex-
presidn presenta otra limitacién: sdlo es valida para campos electromagnéticos que
inciden en forma rasante a las placas (el dngulo entre la normal a las placas y % es
muy grande), o bien para valores de 3 (dngulo de polarizacién del campo dentro del
nemitico) pequenos,

La expresion asi obtenida se grafica utilizando los pardmetros materiales del 5CB
(4-ciano-4- Pentilbifenil). Para la grifica 1 del capftulo 5, se desprecian los efectos
de flujo hidrodindmico en la birrefringencia inducida. En esta gréfica encontramos
que al no existir efectos de flujo hidrodindmico la birrefringencia es independiente del
éngulo de incidencia. Esto es consecuencia natural del modelo que se planted, ya que
el restringirnos a éngulos de incidencia pequefios implica que las torcas ejercida por
el campo Gptico sobre el vector director es pequena y por tanto la orientacidn de este
no se aleja mucho de su configuracion inicial. De esta forma el campo director no
siente una gran diferencia entre los diversus valores de los dngilos de incidencia del
campo Gptico,

En la gréifica 2 del capitulo 5, se consideran los efectos de flujo hidrodindmico. En

esta grifica se encuentra que los valores de la birtefringencia con efectos de flujo son

3Se obtiene una ecuacion de Fokker-Planck que no permite obtener informacion sobre los mo-
mentos de distribucion en el limite estacionario.

3Como se menciono en el capitulo 3, la aproximacion de ruido blanco pierde sentido en el caso
de ruido no lineal
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menores que los correspondientes valores de la birrefringencia sin efectos de Rujo. Por
otro lado, esta grifica muestra que la birrefringencia disminuye conforme el dngulo
de incidencia del campo dptico aumenta. Esto se puede interpretar fisicamente si
visualizamos al flujo de corte como un agente que ayuda al proceso de reorientacidn
empujando al campo director del nematico en direccidn del campo externo y por tanto
incrementando el valor de la componente n; y ronsecuentemente las fluctuaciones en
la direccién de n;. Por esta razdn, la birrefringencia tiende a disminuir aun mds
conforme el angulo de polarizacién aumenta, entonces el valor de la birrefringencia
disminuye, aunque no es tan apreciable. Esto refuerza la imagen que se tiene del
modelo, ya que conforme § aumenta las moléculas del nemitico sienten una torca
mayor y por tanto e} campo director incrementa su componente en z, de tal forma
que 7 se encuentre paralela a el campo eléctrico.

Al graficar el cociente de las birrefringencias con flujo contra el dngulo de po-
larizacidn se observa que la birrefringencia no cambia apreciablemente, por lo que
el efecto del dngulo de incidencia en este modelo es despreciable, También de esta
grifica podemos inferir que os efectos de flujo contribuyen bastante ya que tienden
a disminuir e] valor de la birrefringencia en un 40 % (grafica 3).

Seria deseable poder comparar nuestros resultados con algin experimento o sim-
ulacién pero, hasta donde sabemos, no existen este tipo de resultados, por lo que
este modelo puede ser una propuesta para realizar tal experimento. Sin embargo,
consideramos que debe ser dificil de realizarlo, ya que generalmente las mediciones se
efectudn considerando todo el proceso de reorientacion y no las etapas transitorias,

Resumiendo. Este modelo aunque idealizado en diversos aspectos, permite dar
una primera aproximacién a la descripcién completa del proceso de reorientacién en
donde se incluyan las fluctuaciones superpuestas a la amplitud de los campos Gpticos,
qiie como se ha mostrado en las gréficas aportan contribuciones considerables, Estas
contribuciones deben de tomarse en cuenta ya que cada Vez se requiere de estudios mas
completos que permitan aprovechar al maximo este tipo de matesiales en aplicaciones
tecnolégicas.

El modelo es susceptible de ser mejorado; por un lado se pneden considerar dngulos

de incidencia que no sean tan grandes, esto debe resultar de un anilisis mds completo
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de las componentes del tensar de indice de refraccion. También puede ser posible es-
tudiar este problema sin la restriccion de dngnlos pequenos para el campa directar, en
este caso el ruido externo entraria en forma multiplicativa y en este caso la ecuacién de
Fakker-Planck abtenida por el métada de San Miguel y Sagués no aparta informacion
en el limite estacionaria, por lo que habria que calcular tiempos caracterfsticos del
proceso de reorientacidn camo el tiempo medio de primer paso. En fin el problema
se puede enriquecer bastante y podria ser empleado, (aunque sea a nivel tedrico),
para ciertas aplicaciones de las cristales liquidos coma por ejemplo "moduladores de
sefiales en fibras dpticas”, ya que es un material con el cual se puede producir cambios
en la birrefringencia con campos externvs pequeiios (efecta Kerr) y de esta forma se
puede modular la fase de el haz que viaja a través de la fibra dptica. Mds avn, si
consideramos que las sefiales en muchos casos presentan ruido, entances el problema
puede ser un primer paso en esta direccidn.

Por 1iltimo, deseo senalar que este es un prablema bastante bonita e interesante ya
que a través de un modelo "simple” se mezclan diversas areas de la fisica!, coma lo san
la hidradindmica de fuidas convencionales, la mecénica estadfstica, la termodindamica
irreversible, el electromagnetismo y la éptica no lineal. Ademds, la intraduccidn de
las fluctuaciones lleva al problema a dreas paco estudiadas como son los pracesos

estacdsticas,

4Que hasta cierto punto son desconocidas o relegadas en los cursos que se imparten en ls Facultad
de Ciencias de la UNAM.
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