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Presontacién

En la sociedad actual, y desde hace muchos afios,una prepsaracion matemdtica
general se considera como parte esencial de la formacion intelectual 6 culturs
general de toda persona. E! desarrolio de las matemdticas y ¢! amplio campo
de sus splicaciones han sido tales que es dificil para cualquier persona, sin
importar su nivel cultural, interpretar e interactuar con su propia realidad sin
requerir al menos un conocimianto elemental de la aritmética y geometria.

Las mateméticas surgen de necesidades précticas, y las mismas necesidades,
interactuando con el pensamiento abstracto genera do por ellas, condujeron al
desarrolio de la matemdtica. Es decir, si bien es cierto que el desarmolio
matemdtico tuvo sus inicios en necesidades précticas, también es verdad que
una vez puesto en marcha, dicho desarrclio gana impulso por si mismo y
trasciende los confines de una utilidad inmediata.

Son varias las cualidades caracteristicas que se pueden desarrollar con la
cultura matemética.

La_capacidad de Abstraccién, por el mismo cardcter abstracto de las
mateméticas se desarrolle en las personas una habilided especial para
analizar problemas atendiendo Unicamente a sus elementos esenciales y las
relaciones que existen entrs ellos, dejando de lado los detalles poco
importantes, aumentando cada vez mas la capacidad de generalizar los
resultados y las aplicaciones.

La Precisién y ¢) Rigor, en este sentido |a cultura matemdtica es una disciplina
del espiritu en donde la simple memorizacién sin e esfuerzo para Ia
comprensién no garantiza buenos resultados. La misma disciplina fuerza la
atencidn, si se quiere aprender, y nos obliga @ aprehender 1o esencial de un
problema, 85 en este sentido que el "mas 6 menos" no tiene cabida en el
esfuerzo del aprendizaje, y cuando queremos escribir buscamos ia claridad y
la precision. En suma se busca ser riguroso aunque el rigor lo Unico que
pretende es darle formalidad y legitimidad a todos los frutos surgidos de la
intuicién y de todo el procaso histérico en el desarrolio de la matemética.



La_capacidsd de Razonamiento, se ve incrementada con el estudio de las
matemdticas que también desarrolia fa imaginacién y nos hace un poco mas

independientes de la simple imitacion o repeticidn de ejercicios.

Ademas ias splicaciones de la matemética en la Industria, Ia vida social, ia
administracién del gobierno, y |a vida privada nos hace pensar que la
tecnologia modema seria imposible sin las mateméticas. También se piensa
que !a matematizacion de las cienclas motiva su desamolio. Algunas
splicaciones brillantes son: el descubrimiento de Neptuno, provocado por
irreguleridades observadas durante muchos afios en el movimiento del planeta
Urano, Las Leyes de la genética, ia estructura del dtomo y la teorla de las
ondas slectromagnéticas.

En este curso tratamos de poner al alumno en contacto real con el contenido
de la aritmética, siguiendo la ruta a partir de los origenes y elementos
fundamentsies hasta puntos avanzados, justificando cada paso para no dar
fuger al “mas 0 menos” en la comprensién

El curso propone y considera como esenciales los conocimientos adquiridos
on la enseflanza basica, es decir las tablas de multiplicar y el dominio de las
cusiro operaciones fundamentales de la aritmétice, suma , resta, multiplicacién
y divisién, También requiere un compromiso de participacion del alumno en el
proceso de hacer aritmética y un profundo deseo de tener penssmientos
propios, Me parece adecuado recordar un antiguo proverbio chino:

"8Si lo veo tal vez pueda recordario.

Si lo veo y lo escucho quiza me sea de alguna utilidad.

Pero, i lo veo, lo escucho y lo hago, jamds podré olvidario porque ya

forma parte de mi mismo."



CAPITULO L.- SISTEMAS DE NUMERACION

1.- El proceso de contar

a) Al principio fus ¢! caos.

. b) Después aparecié el dedo y la correspondencia.

¢) Apsrece el simbolo numérico y la agrupacién.

d) Cuestionario -

o) Trabajo de investigacién sobre sistamas antiguos de numeracion.

2.- El sistema de numeracién decima!

8) ¢ Como surgié? . .

b) ¢ Cuéles son las caracieristicas del sistema de numeracién decimai?
18.- Es de base 10.
2°.- Es posicional,
3%.- Es aditivo.
4°.- Es operativo, )

¢) Otros sistemas de numeracién posicional con base diferente a 10.
1°.- Agrupamiento y conteo en otra base,
2°.- Transformacién de numeros de base a base.

3.- Las operaciones fundamentales.
a) La suma.
b) La resta.
c) La Multiplicacion.
d) La Divisién.



I.- SISTEMAS DE NUMERACION.
I.- EL PROCESO DE CONTAR

8) Al principio fue el caos:

En los primeras tiempos el hombre no tuvo necesidad de contar, so vivié en una
especie de comunismo primitivo, todo era de todos y los hombres compariian los
frutos de la tierra, las cuevas e incluso los peligros. Pero poco a poco, al
agotarse los frutos, al romperse las armas, al escasear la comide, empezaron a
sentir la necesidad de tener cada quien sus propias armas, sus reservas de came
y pleles, efc.. Cuando el rimerc de posesiones era pequefio, habia un
conocimiento directo de cada objeto poseido y el poseedor podia prestario,
esconderio 6 perderio, peroc bastaba un vistazo a los deméds objetos para saber
que faltaba algo y pensar en la manera de recuperario.

b) Después "aparecié el dedo y la correspondencia”.

Al sumentar el nimero de posesiones, esd conocimiento fue insuficients para
reconocerlas a todas o para detectar la falta de alguna o algunas de ellas y el
hombre fue adquiriendo la idea de CORRESPONDENCIA al tratar de saber
cuintos objetos poseia, estableciendo un apareamiento o correspondencia entre
cada objeto poseido, vacas por ejemplo, y los dedos de fas manos, pero si los
objetos eran muchos entonces usaba una piedrita que depositaba en una
canasta, cuenco, vasija o agujero en la tierra. Asi, para clerta cantidad de vacas
tenia 1a misma cantidad de piedritas en su canasta, aunque el hombre ain no
manejaba ia idea de numero, ya sabie que a cada pledrita que tuviera en su
canasta correspondia una vaca de su pertenencia y reciprocaments, Es claro que
con este método el hombre sabia que si al meter las vacas a su corral y hacer
corresponder a cada vaca que entraba al corral con una piedra de su canasta, le
sobraban piedras entonces autométicamente le faltaban vacas, tantas como
pledras le hubleran sobrado.

Por otro lado, si adquiria una nueva coleccién de vacas, debla anexar a su
coleccién de piedras la cantidad de piedritas correspondientes a las nuevas vacas



y de esia manera "sumaba" las dos cantidades. [De hecho, todavia usamos la
palabra piedrita, en latin calculus 6 célculo - piedra 6 guijarro - para referirnos &
operaciones numéricas, aunque también se le usa con su significado original de
' piedra, por sjemplo; céiculos en el rifién, en el higado, etc... }.

Podemas imaginamos la importancia que tenfan estas colecciones de piedritas
para sus posesdores, eran sus registros contables, y en ocasiones las cargaban
consigo pera efectuar transacciones o impedir robos. Pero no todas las culturas
sntiguas usaron piadras, algunas culturas usaron varitas, otras nudos en cuerdas,
muescas on érboles, coimilios de animales etc...

c) Aparecs el simbolo numérico y la agrupacitn: Probablemente, el siguiente paso
fue transmitic esta informacién; para poder efectuar una transaccién, dejer un
registro con fines de herencia, para avisar acerca del nimero de enemigos en
ofro pueblo, para indicar el numero de animales muerios por un cazsdor, efc...
todo esto para casos en que ya eran insuficientes las pintures rupesires
detallando una historia.

Es decir, ya era necssaria la creacién del simbolo numérico, ain cuando el
conceplo de nimero no estaba suficlentemente comprendido ni desarrollado.

Se supone que esta necesidad de simbolos para palabras y nimercs se presenta
on ¢! pariodo de crecimiento de ias ciudades, cuando empezaron los negocios y
el comercio, y los goblernos se dedicaron a guardar listas de impuestos y otros
datos administrativos.

También en este caso, las diferentes culturas, con diferente manera de penssar y
diferentes entomos, utilizaron diferentes simbolos numéricos: Algunas, tal vez
recordando el dedo levantado, usaron los simbolos 1,1L41,11l, como ios egipcios y
los romanos, otras usaron el dedo acostado ~/~ /=, como los chinos, otras
motivadas por los instrumentos que usaban para trazar los simbolos utilizaron , ¥,
@ (marcas en forma de cufias) y algunas, recordando a las piedritas, usaron los
simbolos, e,.ee,e0e, eeee, como fOs mayas, no faltaron las que quisieron tener los
mismos simbolos para el lenguaje que para contar y usaron letras, como los
griegos y los hebrecs.

Sin embargo, en cada cultura notaron que la repeticién de simbolos no era un
gran avance sobre el uso de las piedritas y, poco a poco fueron madurando otra
gran idea, la de! AGRUPAMIENTO, y se dieron cuenta de que se podia contar
mejor haciendo grupos pequefios de objetos solos, y estos grupos pequefios
agrupados @ su vez en grupos de grupos de objetos solos y éstos en grupos de



Qrupos de grupas... efc... También en este caso, las diferentes culturas idearon
diferentes formas de agrupamiento:

Los Egipcios utilizaron grupos de 10 y crearon los simbolos: | para 1, ~ (talén)
para ol nimero 10, @.para un grupo de 10 grupos de 10, 6 sea el 100, etc...

Los Babllonios usaron grupos de 10 y de 60, y crearon los simbolos: ¥ (cufla)
para el 1,4 (cufia apuntando a 1a izquierda) para el 10, etc...

Los chinos escribieron; ~«= /=, etc... para los primeros nimaros y + para el 10.
Los Romanos penssron que ll cada raya ers un dedo levantado, abriendo toda ia
mano, % , tenlamos el nimero 5 como una V, y el niimero 10 eran dos cincos, X,
y quedaba el simbolo X,

Usaron los simbolos 1, 11, Ui, I, V, X, ete...

Lot as usaron grupos de 20 en 20 con simbolos ol uno,
e 0 SIS TEMAS OF RUMERACION  ANTIGUOS”

(SIMBOLOS USADOS)

EG\PCIO | BABILONIO, ROMANO ; MAYA ; CHINO
| | Y - L=y | @D 0! — =14
N *10 - 20 Y =B o =9 “+ = 10
®  «t00 X =10 | = 5] g =100

24000 L =850 & s1000
(P =10000 C =100

DD 1100000 D 500 ’g »10000

B~ 1060 009 M =1000

Los criterios que usaron para el agrupamiento fueron muy diversos, pero muchos
de elios se basaron en las caracteristicas fisicas del cuerpo humano: De esta
manera pensaron en agrupaciones de 5 en 5 por los cinco dedos de una mano,
on agrupacionses de 10 en 10 por los dedos de las dos manos, en agrupaciones
de 20 en 20 por la totalidad de ios dedos, mancs y pies, en agrupaciones de 12
por las 3 divisiones que se forman en cada uno de los cuatro dedos juntos de una
mano cefrada, etc... de la misma manera que pensaron en pértes del cuerpo
humano para las primeras medidad de longitud, como la cuarta, el codo, el pie, la
vara, efc... y ain para medir tiempos pequefios, donde usaron los ciclos de la
respiracién y los latidos del corazén.

Existieron muchos sistemas de numeracién diferentes e la antigiedad y serd
tarea para el lector investigar las caracteristicas de cada uno de ellos.

Por nuestra cuenta estudiaremos el Sistema de Numeracion Decimal, gue es el
sistema que se utiliza actuaimente a nive! mundial debido a las transacciones
comerciales globalizadoras, aunque todavia en muchos lugares siguen usando su



propio sistema de numeracion, de manera local, como los chinos y los arabes por
sjemplo, y por otro lado, adin existen algunas tribus que no tiendn un sistema de
numerecion y séio se manejan las ideas de "uno”, "dos", y "muchos”,

d) CUESTIONARIO

1.- Cuando ol hombre usé piedritas para "contar”...

8) ¢, Tenia la idea de lo que sra nimerc ?

b) ¢, Cdmo sabia que le faltaban vacas ?

€) ¢, Cudntas vacas debia recliamar ? ‘

d) (C6mo podia ser robado de una parte de sus vacas sin que lo notera ?
2.- LA que’ se atribuye la necesidad de tener simbolos numéricoa?
3.- ¢, Por qué fue surgiendo |a idea de agrupamiento?
4.- Mencione tres formas diferentes de agrupamiento y diga que pueblos las
usaron.
5.- Diga tres caracteristicas del cuerpo humano que hayan motlvndo tres formas
diferentes de agrupamiento.

o) TAREA DE INVESTIGACION

Pressntar un informe con las caracteristicas de cada uno do los sigulentes
sistemas de numeracion antiguos.

Sistema de Numeracién Egipcio.

Sistema de Numeracion Babilénico,

Sistema de Numeracién Chino.

Sistema de Numeracion Romano.

Sistoema de Numeracién Maya.
Mencione en cada informe una bibliografia con un minimo de tres libros que
hayan sido consuitados.
Puede utilizar las siguientes preguntas como guia para su trabajo de
investigacion: ¢ En qué epoca se usé 7, (En qué malerial escribian ?, Qué
simbolos tenia ?, ¢ Tenia base 6 que tipo de agrupamiento usaba ?, ¢ Era
posicional ?, ¢ Era aditivo ?, ¢ Era operativo ?, ¢ cuéndo y porqué se dejd de
usar 7, ¢, queda algo de ese sistema en la actualidad ?



2.- EL SISTEMA DE NUMERACION DECIMAL

8) ¢, Como surgid ?

En la Indis, igual que en muchas otrss culturas, se desarrolls, desde el
sigio Il 6 IV A. C%, un sistema de numeracién que para el siglo V D. C. ya tenia las
siguientes caracteristicas:

1% Ya sparecia el cero con su cotrespondiente simbolo y significado (vacio ¢
nada) y permitia expresar el valor de posicion de otros simbolos.
2% Utiliza diez simbolos, del O al 9 para escribir cualquier cantidad.
3%) Cada simbolo tiene un valor diferente, de acuerdo sl lugar que ocupa en la
escritura del nimero, valor posicional.
El cero, en su forma escrita, aparece en la India alrederor del aflo 500 D. C. en
las obras del gran matematico y astrénomo hindi Aryabhata. Segin otros el
primer manuscrito hinda en el que figura e} cero apareci6 a finales del siglo IX D,
C. Posteriormente, en el siglo X, dicho sistema de numeracién fue llevado a
Europa por unos mercaderes arabes a traves de un libro de aritmética escrito en
hindd y traducido el drabe, en Europa traducido del arabe al latin, y en unos
cuantos siglos arraigd firmementes en Europa.
A e30 se debe que este sistema de numeracién también se llame Indo-ardbigo,
aunque vale la pena aclarar que los arabes no utilizaron este sistema.
En Espafia, en el siglo X, ya aparecen numerales muy semejantes a los que
tenemos en la actualidad, pero su aceptacion en el resto de Europa se llevd mas
tiempo. Aunque los niimeros indo-arébigos se conocieron en Europa deade el afio
1000 D. C,, en el afio 1300 se prohibid su uso en los bancos de ciertas ciudades
europeas y en los documentos comercialus con el pretexto de que se
transformaban y falsificaban mds faciimente que los numercs romanos, por
ejemplo el O podia convertirse en 6 6 9 por una simple raya, No obstante, cuando
comenzaron a imprimirse los libros se hicieron répidos progresos. Aunque
continuaron empleandose los nimaros romanos en algunas escuelas hasta
al rededor de 1600, y en la tenedurla comercial de libros durante un siglo mas.

b) ¢ Cudles son las caracteristicas del sistema de numeracion decimal ?
1°) €l sistema de numeracién dacimal s de base 10,

Porque tiene diez simbolos bdsicos llamados digitos ( del latin digitus = dedo )
que son 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, con los cuales se puede escribir cualquier nimero. y.



Porque sus sgrupaciones son de 10 en 10, es decir cada diez unidades forman
una decena, cada diez decenas forman una centens, cadudiez centenas forman
un miller ( 6 unidad de millar ) etc...

f'oir ojon)uplo; contar por agrupacionas de 10 ef siguients conjunto de puntos:
g & P
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fig. ®) (fig. b}
Método:

Primero: Hagamos grupos de 10 rodeando con ldpiz de 10 en 10 puntos.
Segundo: Formemos grupos de 10 grupos de 10.
Tercero: Ahora grupos de 10 grupos de 10 grupos, etc...

Veamos: ¢ Cuéntos puntos quedaron sueltos ?
7 es0s son las unidades
¢ Cuéintos grupos de 10 quedaron sin rodear
4 esas son las decenas
¢ Cuidintos grupos de grupos de 10 tenemos solo ?
4 es0s son las centenas
Por (o tanto; tanemos 1_ 4 _ 7 puntos

np3IOCIOO
ep30000
[ X X-7 N-T N

Observe que no contamos... simplemente agrupamas de 10 en 10,

* ® @






También podomol' marcar las posiciones por potencias de 10 de la sigulente
manera:

ec. 100 10 10' 10° 10 10 10

base 10]

«—__ [valores posicionales de la

Ahora podemos distinguir los valores relativos de los digitos que componen un
numero.

Por sjemplo:
En ol numero 3854

tenemos .
ol valor relativo del 4 es 4 porque 4 ocupa la posicién de las unidades

el valor relativo del 5 es 50 porque el § ocupa la posicién de las decenas
el valor relativo de! 8 es 800 porque el 8 ocupa la posicién de las centenas

el valor relativo del 3 es 3000 porque el 3 ocupa la posicién de las unidades de
miller.

Es decir, el valor relativo es igual a! valor absoluto del digito por el valor de la
posicién que ocupa en la escritura del numero.
- en ¢l sjemplo anterior-

el valor relativo del 4 es 4x100 = 4x1 = 4

ol valor relativo del 5 es 5x101 =5x10 = 50 .

ol valor relativo de! 8 es 8x102 =8x100 = 800

ol valor relativo del 3 es 3x103 = 3x1000 = 3000
suma = 3854
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Observe que al sumar los valores relativos de los digitos que lo componen
obtenemos el valor del nimero.
La suma de los valores relativos de los digitos de un nimero se conocen como la
NOTACION DESARROLLADA del nimero.

En el ejemplo anterior;

3854 = 4x10° + 5x10' + 8x10° + 3x10’

=dx1 +5x10 +8x100 + 3x1000 NOTACION
=4 +50 +800 +3000 DESARROLLADA
£3854 :

3°) Ei sistema de numeracién decimal es Aditivo.
Porque el valor de un nimero s igual @ ia suma de los valores relativos de los
simbolos numéricos 6 digitos que lo componen.
Por ejemplo:
7158 =6x10" + 5x10' + 1x10° + 7x10°
= 6xt1 +5x10 + 1x100 + 7x1000
=8 +50 +100 +7000

3409 =

568 =
4°) El sistema de numeracion decimal es Operativo.

Porque podemos efectuar las operaciones fundamentales, suma, resta,
multiplicacién y divisién por medio de procedimientos ¢ algoritmos sencillos, que
también se han ido desarrollando, y explicaremos en la siguiente seccidn.

¢) Otros sistemas de numeracién posicional con base diferente a 10.

1°) Agrupamiento y conteo en otra base.

Es claro que asi como podemos contar por agrupamientos de 10, también
podemos contar por agrupamientos de cualquier otro nimero.

Veamos un ejemplo; trataremos de contar los siguientes 67 puntos por
agrupamientos de 7 en 7.



*
»
.
-
*
*
*
(3
*
.

.
»
.
L3
»
*
[}
-
*
3

Primero; hacemos grupos de 7 formando septetos y lo que sobre (0,1,2,3,4,5,6)
serah las unidades.
Segundo: hacemos grupos de 7 septelos de septetos y lo que sobre serdn
septetos.
efc...
Tercero: escribimos el numero formado en base 7.

1.2 4

Observe que el nimero 67 pero ahora escritc en base 7 es igual a 124.
o8 decir (124), = (67),,
que se lee... "e! numero 124 escrito en base 7 es igual al nimero 67 escrito en
base 10",
Como la base 10 es la usual , omitiremos ese sub-indice y simplemente
escribiremos
(124), =67

Como segundo ejemplo, cuente los mismos 67 puntos pero ahora por
agrupamientos de 4 en 4 (base 4)



13

1°) hacemos grupos de 4 formando cuartetos y lo que sobre (0,1,2,3) sersn
unidades.

2°) hacemos grupos de cuatro grupos de 4 formando cuartetos de cuartetos y lo
que sobre seran cuartetos.
3°) Escribimos el nimero formado en base 4.

y ahora tenemos que (1003), = 67
Es decir, que de la misma manera que contamos en base 10 podemos contar en -
cualquier base y los valores posicionales, en esta nueva base, serdn potencias de
ia nueva base indicada.

Podemos mencionar algunos casos en que la agrupacion y conteo se da
en otras bases;
Por ejemplo: algunas cervezas se presentan en cajas de 6 y éstas a su vez en
paquetes de 6 cajas.
Algunos ldpices y plumas, ademas de venderse sueltos, vienen en cajitas de 12.
La mayoria de los cigarrillos nacionales vienen en cajitas de 20 y bﬂm a U vez
on paquetes de 20 cajetillas.
Las cajitas de cerrillos traen aprox, 54 "luces”.
La mayoria de los cubiertos y vajillas estan considerados para 6 personas pero
se habla de la media-docena, y muchas tiendas ofrecen descuentos al comprar
por docena. Los vendedores de flores y naranjas manejan la "gruesa” que son 12
veces 12 6 sea 144 plezas, la"media-gruesa" = 72 piezas, el "cuarto de gruesa" =
36 piezas, ol "medio-cuarto” = 18 y la docena = 12 piezas. ¢ Conoce otros casos?.

~-Preguntas-
1.- ¢, Cudles son los simbolos numéricos y los valores posicionales de la base 127
2.- ¢ Cudles son los simbolos numéricos y los valores posicionales en la base 57
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2°) TRANSFORMACIONES DE NUMEROS DE BASE A BASE
"¢, Como se tranaforma un numero escrito en una base cualesquiera a bass 10 ?
Efectuandose la notacion desarrollada de ése nimero en la base indicada.
Por ejemplo:
ol nimero (124),
1 2 &), =4xT"+2x7 + AT
[(_iﬁz)]' Zax1 +2x7 + 1xd9
=4 +14 +9
=67
observe que las  multiplicaciones se hacen en base 10 y de
esa maners se realiza la transformacién de manera
automética.

Ahora, el numero (1003),

0 g = 3x4” +0x' +0xd’ + 14’
| &)1 = 3x1 +0x4 +0x16 + x84
=3 +0 +0 +64
= 67



15

-EJERCICIOS-

Transformar a base 10 los siguientes nimeros

1.-(325)= 7.-(2212),=

2.-(473),= 8- (3231)=

3.~ (2212),= 9.- (1324),=

4.- (11101 )= 10.- (434)s NOTA: En base 12
5.-(11101)= 11.- (TASB)2 A*10 y B=11
6.- (2212)+= 12.- (BBA),,

¢ C6mo se transforma un numero escrito en base 10 a una base cualesquiera?
Veamos un ejemplo

Transformar el nimero 67 escrito en base 10 a base 7
1°) ¢, Cuéntos grupos de 7 hay en 67 ?
9
...dividiendo 7 )37

tenemos que hay 9 grupos de 7 y sobran 4 unidades

2°) ¢, Cuéntos gruposde 7 hay en9 ?
1
..dividiendo7)9

tenemos que hay 1 grupo y sobran 2 septetos
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3°%) ¢, Cuéintos gruposde 7 hayen 1 ?

hay 0grupos y sobran 1 septeto de septeto.
Por lo tmto ol nimero buscado sera:

124
E! procedimiento se puede abraviar de Ia siguiente manera:
9 1 0
767 79 M .67=(124),

e e 2 e )
Este procedimiento lo conocemos como el método de las divisiones sucssivas.
Veamos ofro ejemplo:
Transformar el namero 175 escrito en base 10 abase 4
1°) ¢, Cuéntos grursos dedhayen1757?

...dividiendo 4J17s
A3

hay 43 grupos (cuartetos) y sobran 3 unidades

2°) ¢ Cudéntos gnl.lgos de4hayen43?

...dividiendo 443
0

hay 10 grupos (cuartetos de cuartetos) y sobran 3 cuarteios

3°) ¢, Cuéantos gruzpos de 4hay en 10 ?
...dividiendo  4Ji0

hay 2 grupos y sobran 2 cuartetos de cuartetos,
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4% 4, Cuéntos grupos de 4hayen2?
: 0

..dividiendo  4J2
{2}

hay O grupos y sobran 2 cuartetos de cuartetos.
abreviando el procedimiento tenemos:

43 10 2 0

a7 a3 470 432 - 175=(2233),

15 03 I 3
..3.-*— '_3_/
-EJERCICIOS-
Transformar a la base indicada los siguientes nimeros.
1-T1=( p 6.-686=( )9
2.-55=( % 7.-(686=( )
3-117=( s 8.-975=( )
4.-468=( M 9.- 3428=( h2
5.- 686=( )s 10.-686=(

¢, Cémo se transforma un nimero de base a base?
hay que efectuar dos pasos, diga cuéles son:

-EJERCICIOS-

Efectuar las siguientes transformaciones

1.-(322) = ( ¥ 4.- (21201) =( ¥
2.-(543)s = ( ) 5.-(654) =( )s

3-(762n=( ) 6.-(21201p =( ¥
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3.- LAS OPERACIONES FUNDAMENTALES
#) LA.SUMA

-Al sumar dos 6 mas nimeros escritos en base 10, queremos que el resultado se
obtenga en base 10 y, obviamente, conservar las posiciones. Para esto
escribimos los nimeros cada uno bajo el anterior de manera que las unidades,
decenas, etc... aparezcan en las columnas respectivas. .
Por ejemplo: para sumar los nimeros 3458,7209,846 y 2624 los escribimos de la
siguiente manera:
3458
+ 72009
846

—26214_
[ [
% \%%

Nuestro siguiente paso serd sumar los digitos que aparezcan en los ordenes
correspondientes

La costumbre al realizar esta operacién, nos hace pensar, en ocasiones en vcz
alta, que 8+9+6+4 igual a 27 por lo que ponemos 7 y llevamos 2.y aqui
preguntamos ¢por qué se pone 77? ¢por qué {levamos 27, ¢dénde ponemos el 77,
¢a dbnde se lieva el 27.

Para responder a estas preguntas debemos recordar un principio fundamental en
oi sistema de numeracién por agrupaciones de 10 en 10 que es: "CADA DIEZ
UNIDADES DE UN ORDEN EQUIVALEN A UNA UNIDAD DEL ORDEN
INMEDIATO SUPERIOR". Por lo tanto; al sumar fas unidades en el ejemplo
anterior tendremos 27 unidades que equivalen a 20 + 7 unidades es decir (2
veces 10, mas 7) unidades 6 sea 2 decenas mas 7 unidades, luego entonces
escribimos el 7 en el lugar de las unidades y las 2 decenas las anotamos, o bien
“las llevamos", a la columna de las decenas para sumarlas con las demés
decenas.,



19

Al sumar en esta columna, obtenemos 13 decenas y nusvamente aclaramos que
13 decenas es igua! a (10 + 3) decenas, que 68 igual a 1 vez 10 decenas mas 3
decenas, que quiere decir 1 centena mas 3 decenas.

Por lo tanto escribimos 3(decenas) en el espacio de las decenas y "llevamos 1
(centena) a la columna de las centenas. De la misma manera procedemos para
las siguientes columnas.

La explicacién esquematica seria como sigue:

aaaf

||2 1

aoo-"
Do ®

13
+ 17
i

4
1 2
8

eececeme m et

114 27 52047 =2:10+7
14 13712
que para abreviar escribimos de Ia sigulente manera

~N wn

o o N &H -

&L QO We
N © o

t

14

-~

37

A manera de préctica, efectuar las siguientes sumas.

Recuerde que "CADA DIEZ UNIDADES DE UN ORDEN FORMAN UNA UNIDAD
DEL ORDEN INMEDIATO SUPERIOR",

8745 2015
+ 102 + 1008
3699 3927
2038 5321

Si la operacién suma se planteara en un sistema de numeracién de base

diferente a 10, tendriamos que pensario en términos de agrupaciones con la base
sefialada.
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Por ejemplo: Sumar en base 5; 342 con 123y 232y 024.

1 g :? 11=25+1

1 3 3 1 (Es decir, en 11 unidades
' hay dos vaces 5 ( dos
"quintetas") y sobra una
unidad, por fo cual
"ponemos 1y lievamos 2")

Eﬁ este caso considere que: "CADA CINCO UNIDADES DE UN ORDEN
EQUIVALEN A UNA UNIDAD DEL ORDEN INMEDIATO SUPERIOR".

Efectuar las siguientes sumas en la base indicada.

base 4 base 6 base 7 base 3
233 421 134 212
+123 +235 +205 #1114
201 1056 366 202
223 214 243 122
I

base 2 base 9 base 8 base 4

1001 4215 2005 321
,,,1101' + 387 412286 4312

1011 276 13567 231

001 1008 2074 301
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Nota: Los nimeros que se suman se llaman sumandos y a lo que resulta se le
flama suma 6 resultado.

b) La Resta

Para esta operacién, debemos considerar que. "CADA UNlDAD' DE UN
ORDEN SE PUEDE TRANSFORMAR EN DIEZ UNIDADES DEL ORDEN
INMEDIATO INFERIOR".

Por ejemplo : cada decena es igual a 10 unidades
cada centena es igual a 10 decenas
cada u. de millar es igual a 10 centenas
etc...
De esta manera podemos analizar la resta 6 diferencia de dos nimeros con el
siguiente enfoque;
Una vez escritos los nimeros haciendo corresponder sus posiciones:

1*) Si para cada orden, el digito del 1er nimero (minuendo)es mayocr que el
digito correspondiente del 2* nimero (sustraendo) simplemente encontramos
la diferencia entre los digitos de cada orden para obtener el resulatado.
Por ejemplo:
=4375 (minuendo)
2144 (sustraendo)
2231 (resta 6 diferencia)

2°) Si para algunos o varios érdenes, el digito del1er nimero es menor que el
dlgito correspondiente del2° nimero, la resta de un digito menos otro mayor
no se podria efectuar, entonces este digito del minuendo "pide prestada” una
unidad del orden inmediato superior que al llegar a ese orden inferior se
convierte en 10 unidades respectivas que se suman a las que ya habia, y
entonces si se puede efectuar la resta en ése orden. Pero debemos indicar de
alguna manera éste préstamo efectuado, ya sea quitando la unidad del digito
en el minuendo 6 agregando una unidad al digito correspondiente en el
sustragndo, para "emparejar” la situacién.
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Veamos un sjemplo: _8162
2345

A 2 no se le puede restar 5.. Ahora el 2 le pide una unidad prestads al 6

8 1“ 81 62 8162
2345 ynosqueda 2345 Obien 2ads
v 7 7

porque resulta lo mismo 5-4 que 6-5, es decir resulta lo mismo quitarie 1 al 6 de!
minuendo que sumarie 1 al 4 del sustraendo.

Otra vez, la costumbre nos hace pensar que para la resta cada vez que se pide
prestado, se compensa sumando una unidad al digito del orden superior en el
sustraendo y lo escribimos de Ia siguiente manera:

8162 8162
3ads 6 de la manera 2345
5817 5817

Se puede comprobar que la operacién resta fué bien realizada cuando al sumar
el sustraendo con la resta & diferencia (resuitado) obtenemos el minuendo,

2..34.5.}*
817

8

162 =minuendo
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Nuevamente; si deseamos efectuar una resta en un sistema de numeracion de
base diferente a 10, tendriamos que pensarla en términos de agrupaciones en
|a base sefialada,

Por ejemplo:
Restar en base 5
vE !
4321
“Zata
1403

En este caso considere que "CADA UNIDAD DE UN ORDEN EQUIVALE‘A
CINCO UNIDADES DEL ORDEN INMEDIATO INFERIOR".

Y efectuando la suma, del sustraendo con la diferencia resultante, en base 5,
comprobamos:

Efectuar las siguientes restas en la base indicada.

base 7 base 8 base 6
4201 6213 4250
236% 3547 2423
base 4 base 2 base 3
3012 1100 2121

1231 1001 1122
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c)LaMultiplicacion:
- En la multiplicacién nos surgen otras dudas:
375
. ~X 82
¢ por qué se hace por partes? 750
¢ por qué se corren algunos lugares? 3000 _.
30750

(como 6 que la suma de lo que queda abajo es el resultado de multiplicar los
dos ntimeros?. .

La multiplicacién es una suma repetida, de un mismo numero, escrita de manera
abreviada; por ejemplo: 3.8= 3 veces B = 8+8+8=24

De esta manera se construyen las tablas de multiplicar que todos conocemos
para la base 10.

Cuando se quiere multiplicar un nimero formado por varios digitos por un
nimero que consta de un solo digito, ta multiplicacién se hace por partes:

Se multiplica primero el orden de las unidades por el digito multiplicador y se
escribe el resultado en el orden de las unidades, “llevando” las decenas
resultantes para ser agregadas en el orden respectivo.

Enseguida se multiplican las decenas por e! digito multiplicador y el resultado,
que son decenas, se escribe en el orden de las decenas considerando las
decenas llevadas en el paso anterior y considerando también las centenas
formadas ahora, para ser “llevadas” al orden de las centenas y de fa misma
manera para los siguientes érdenes .

Por ejemplo:

X 8
3736
observe que también se resuelve sumando 8
veces el numero 467 6 bien sumando 467
veces el numero 8.
La justificacién del procedimiento anterior se encuentra en 1a ley distributiva que
relaciona la multiplicacién con la suma de la siguiente manera:

a(b+c)=ab+ac 6 bien (b+c)a=ab+ac
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Y aplicando esta ley al ejemplo anterior tendriamos:
(467)x 8 = (400+60+7)x 8
= 400x8 + 80x8 + 7x8
= 3200 + 480 + 56
es decir, tanemos que sumar 32 centenas mas 48 decenas mas 56 unidades de
la siguiente manera:
3200
+ 480
—56
3736
Para obtener el resultado. Pero este procedimiento se abrevia con el diagrama
anterior, que repetiremos ahora.
467
X 8
3736

Cuando se multiplican dos nimeros de varios digitos entonces se aplica dos
veces la ley distributiva.
Por ejemplo, sea 428 x 376.
En este caso: 428 x 376 = (428) x (300+70+6)
= 428x300 + 428x70 + 428x8
Aqui entendemos que se quiere multiplicar 428 por 3 centenas y sumarlo con
428 por 7 decenas y con 428 por 6 unidades. Es decir, debemos sumar tres
resultados de productos parciales de la siguiente manera:
428x300=128400
+428x70 = 29960
428x 6 = 2£68
160928
Por supuesto que toda esta explicacién y el procedimiento justifican un arreglo
6 esquema para desarrollar la multiplicacién, por partes,como nos lo explicaron
en la primaria.con la aclaracién de que los productos parciales se inician con las
unidades y los siguientes productos parciales se van "corriendo”, cada vez, un
fugar hacia la izquierda para ocupar los respectivos lugares de decenas,
centenas, etc...
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428

256 8-]
2996

1284 =

160928
Observe que al correr los sigulentes productos parciales hacla la Izqulerda ya
no es necesario escribir los ceros finales.
También en este caso, para efectuar una multiplicacién en un sistema de
numeracion de base diferente a 10, debemos efectuar los productos parclales y
la suma en términos de agrupaciones de |a base sefialada.

Por ejemplo:
Multiplicar en base 5 Multiplicar en base 6
3244 435
‘ xR >4
' 12043 3032
20342 1314
24141 20212
3140113

ahora efectuar las siguientes multiplicaciones en la base indicada:

base 3 base 4 base 7 base 8
2112 223 453 564
X122 x323 X342 X635
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d) La.Divisidn
" Lamaneraen que realizamos la division también nos hace surgir varias dudas:
Veamos la divisién de 4275 entre 73 :

S8 Veamosio paso a paso;
73)4:;: Primero observamos que el 73 cabe 5 veces en

427 y de ahi sobran 62.

Daspués bajamos (?) el 5 y observamos que
ahora el 73 cabe 8 veces en 625 y sobran 41,
Podemos comprobar que la divisién estd bien
hecha porque (73x58) + 41 = 4275, pero....

4

¢ por qué esta operacién se inicia con los 6rdenes mayores en vez de iniciar
con las unidades como las demas operaciones?
Cuando se efectua la resta, ;por qué se baja la siguiente cifra ¢ digito?.

Para responder a estas preguntas, trataremos de explicar la divisién
recurriendo a la reparticién de agrupaciones de 10 en 10 entre unidades. Para
esto consideremos que tratamos de repartir 4275 Iapices entre 73 alumnos.
Como los lapices, por el sistema de numeracion, estan en agrupaciones de 10,
podemos pensar que los tenemos como fapices sueltos (5), en paquetitos de 10
|apices (7}, en paquetes de diez paquetitos (2) y en cajas de 10 paquetes (4).
Para repartirlos es natural que tratemos de repartir sin desbaratar los
empagques, pero si los paquetes mas grandes no son suficientes para repartir
entre los alumnos entonces se desbaratan los empaques principales obteniendo
los paquetes siguientes ( del siguiente orden) y juntédndolos con los paquetes
que tenemos (de ése siguiente orden) tratamos ahora de repartir estos paquetes
entre alumnos, si tampoco se puede 6 sobran algunos entonces desbaratamos
ahora sus empaques, obteniendo los paquetes siguientes y juntandolos con los
paquetes que tenlamos de ese orden y... etc.. El procedimiento se repite hasta
que se feparten los l4pices susltos y anotamos {os que sobran,

Veémoslo con los siguientes diagramas:
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i

00

734275
421
427

005
73)4275
42
427
36
62
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Las cajas (4) no alcanzan a repartirse entre los
muchachos. por lo que se desbaratan y nos.
quedan 40 paquetes (de 10 paquetitos cada
uno) que junténdolos con los 2 paquetes que
tenidmos, y que "se bajan" se convierten en 42,

Los 42 paquetes no alcanzan para repartirse
entre los alumnos, por lo que se desbaratan sus
empaques y nos quedan 420 paquetitos (de 10
lapices cada uno) y junténdolos con los 7
paquetitos que teniamos, que "se bajan" 6
"bajamos el 7, se convierten en 427.

tAhora si! 427 paquetitos entre 73
alumnos hace que toquen 5 paquetitos a
cada alumno, 10 que da un total de 5 x 73 = 365 es
decir , 365 paquetitos repartidos y sobran 62
paquetites

Rompemos los 62 paquetitos y nos sobran 620 ldpices sueltos y

juntandolos con los que teniamos, "se baja el 5", nos quedan 625 lapices

sueitos.

00S..
3 4275!

42 i

427}
363

625

Al repartir 625 lapices entre 73 alumnos
le tocan 8 lapices a cada alumno, lo
que da un total de 8 x 73 = 584 lapices
repartidos y sobran 41 lapices,
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7 22;: . Con esto se completa la operacién,
2 en donde 4275, el nimero que se divide se
T a7 llama divigendo. ’ '
-3 65 73, el nimero que lo divide se llama gdjyigor.
eunse . 58, el resultado se llama cociente, y 41, que es lo
625 que sobra, se llama regidyo.
384
41

El ultimo diagrama es el que nos indica el proceso completo de ia divisién, pero
para ahofrar espacio eliminamos los primeros pasos de descomposicién y no
escribimos los ceros iniciales en el cociente, con lo que nos queda el siguiente
diagrama.

58
73)4%75
365
s
)
al

Y también podemos eliminar la notacién de la resta efectuéndola
simulténeamente con la multiplicacién, con lo que nos queda el esquema:

8
734275
625

41

Como repaso, efectuar las siguientes divisiones, escribiendo el paso de cada
resta.

29 58475 965)345862.

455] 1234
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Para ol caso de la divisién en un sistema de numeracién en otra base, debemos
efectuar las reparticiones, los producios y las restas en términos de
agrupaciones de |a base sefialada.

Por ejemplo.
dividir en base 5 dividir en base 6
3244 441
432)3140113 24)20312
2401 144
341 )
1414 Rl
4221 _32
3333 2
3333 4
3333
Ahora, efecide las siguientes divisiones en la base indicada:
base 4 base 9 base2 base 7

21 ;3022 87 ;3568 11)100101 65 i42054
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CONJUNTOS
1.- ¢, Qué es un conjunto?
Un conjunto es una coleccién, lista 6 cimulo de objetos cualesquiera.

Los objetos que forman el conjunto se llaman elementos o miembros del
conjunto. :

Por ejemplo:

E| conjunto de aves que regresan a sus nidos.

El conjunto de perros que siguen a la presa.

Ef conjunto formado por un caballo, una casa, un libro y un lépiz.

E! conjunto formado por una cuchara, un melén, una silla y un carro.

Si los objetos que forman el conjunto son de la misma especie. se dice que el
conjunto es homogéneo.
Si los objetos son de especie diferente, el conjunto serd heterogéneo.

¢(Cudles de los conjuntos del ejemplo anterior son homogéneos y cuales
heterogéneos?

Decimos que un conjunto esta bien definido cuando dado un objeto
cualesquiera podemos saber si es miembro 6 no es miembro del conjunto.

Por ejemplo:

"El conjunto de alumnos del grupo 306 del C.C.H. Naucalpan".

El alumno Juan Pérez esta inscrito pero no esta presente..., ,es miembro del
conjunto?, para no tener este tipo de dudas es necesario re definir el conjunto
de la siguiente manera.

"El conjunto de alumnos inscritos del grupo 306 del C.C.H., Naucalpan". o bien
"El conjunto de alumnos presentes del grupo 306 del C.C.H. Naucalpan.”

Un conjunto es FINITO, cuando tiene un namero finito de elementos, es decir,
cuando sus elementos se pueden contar y terminar de contar. De otra manera
el CONJUNTO ES INFINITO. O sea, un conjunto es infinito cuando sus
elementos no se pueden contar 6 no se termina de contar.
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Ejemplos: - .
El conjunto de |as letras vocales del espafiol
El conjunto de alumnos del plantel
Conjuntos El conjunto de abejas en un panal
Finitos El conjunto de pelos en la cabeza
LE! conjunto de granos de arena en la playa
[E| conjunto de los nimeros pares (2,4,6,8,10,12...)
Conjuntos El conjunto de puntos en una linea.
Infinitos El conjunto de circulos de diferente radio todos con un
Lmismo centro fijo

2.-¢ C6mo es la notacién de conjuntos?

Los conjuntos se denotan con letras maytsculas, A, B, C, K, X, etc... y los
elementos con letras mindsculas, a, b, ¢, x, y, etc,,,.

Al definir un conjunto se pueden usar varios procedimientos llamados.
Notacion Descriptiva, Notacién Tabular y Notacién Constructiva 6 por
comprension , que consiste en:

La Notaclén Descriptiva consiste en describir al conjunto por medio de nuestro
lenguaje:

Por ejemplo:

A= El conjunto de las vocales en espafiol

B= El conjunto de los nuimeros impares positivos menores que 10.

C= El conjunto de los niimeros enteros mayores que 3 pero menores que 11,
La Notacién Tabular; aqui se define un conjunto por la enumeracién 6 lista de
sus elementos separados por comas y encerrados con llaves.

Por ejempio:

A={a,e,i0,u}

B={1,35,7,9})

C={4,56,7,8,9,10})

D={1,234,56,...}

La notacién constructiva: Se define el conjunto usando una letra minuscuta,
por lo general x, para representar a un elemento cualquiera y se enuncian las
propiedades o condiciones que deben cumplir cada uno de los elementos.

Por ejemplo:

A={ x | x es una vocal} que se lee: "A es el conjunto de las x, tales que x es
una vocal". ’

B={y |y es impar y Y<10} que se lee: "B es el conjunto de las y tales que y es
impar y Y s menor que 10"
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C={z |z es un niimero entero y 3<z<11} que se lee: "C es el conjunto de las 2,
tales que z @s un nimero entero y z es mayor que 3, y menor que 11.
D=(x1xX=9}

E={y | 3y-2=10}

F={z 1z es una letra de la palabra " tacto"}

diga comoseleen D, EyF.

3.- La relacién entre un elemento y un conjunto se denotard por medio del
simbolo e (épsilon, letra griega) de la siguiente manera:

aeD
quiere decir que " a es elemento del conjunto D"

4 bien: " a esta en D"

6 bien :"a pertenece a D"

Por otro lado:
aeF
significa que: "a no es elemento de F"
6 bien: "a no estaen F"
4 bien : "a no pertenece a F"
obsérve que en mateméticas una relacion se niega cruzando ei simbolo de la
relacién con una diagonal por ejemplo; a # b se lee "a no es igual ab"
3¥5 selee 3 nodivide a 5"
7+ 4 se lee "7 no es menor que cuatro”
-8 ¢ N se lee "-8 no pertenece a N"
Por ejemplo : Si A ={a,e,i,0,u}, acA, ecA, ucA pero beA, yeA, etc....

Nota; el simbolo e indica una relacién entre un elemento y un conjunto. Por
lo tanto ; las notaciones A ¢ By r e s significan B es un conjunto y A es un
elemento de B, y s es un conjunto y r es un elemento de s, aunque en este
texto no usaremos mayusculas para elementos ni mindsculas para conjuntos.

4.~ Conjunto vacfo o nulo es aquel conjunto que no tiene elementos,

El conjunto vaclo se denota por @ (letra escandinava) por ejemplo:

A= conjunto de personas vivas con mas de 200 afios de edad

B= conjunto de sirenas que viven en México.

C= conjunto de campeonatos mundiales ganados por la seleccién de fut-bot
Mexicana

D= conjunto de elefantes voladores,
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S\ igualdad entre conjuntos.

Doa conjuntos A y B son iguales cuando tienen los mismo elementos.

Es decir A = B si cada elemento de A es elemento de B y cada elemento de B

os slemento de A. )

Por ejemplo:

Span A = {1,2,3} y B = {2,2,3,1,1} en este caso A=B, porque cada elemento de
os también elemento de B y cada elemento de B o8 elemento de A.

Es claro que al escribir un conjunto, no afectan el orden ni la repeticién de

olementos.

6/- Relacion de Contencion.
dice que un conjunto A es subconjunto de un conjunto B si cada elemento
dp A es también elemento de B.
A @8 subconjunto de B se denota por AcB.
AcB se lee:
A @8 un subconjunto de B”
6 bien "A esta contenido en B"
§ blen "B es superconjunto de A"
d bien "B contiene a A"
Es claro que si AcB entonces para cada xeA tendremos que xeB.
Ror ofro lado; ¢ Cudndo un conjunto C no es subconjunto de un conjunto D?
[C no es subconjunto de D se denota por CJJ]
G no es subconjunto de D si hay al menos un elemento de C que no estd en D.
RFor ejemplo:
$ean; A="(a,b,c,e,i,0,u}
B=(a,e,i,0,u}
C={a,b,c,d,e}
En este caso BCA porque cada elemento de B es elemento de A,
A porque d e C pero deA
AzB porque _ eAy _ ¢B. (completar)
BcC?, porque
,Cc=B? porgue,
De acuerdo con lo anterior, decimos gue A=B si y 86lo si AcB y también BcA..
O sea A=B »ACcB y BcA y también AcB y BcA =A=B en simbolos:

A=Be>ACB y BeA

"




36

NOTA: — se Ise "... implica que..."
< seles . siysolosi.”
A e3 subconjunto propio de B, cuando AcB pero Ax B.

7.- Conjuntos comparables y Ajenos.
Dos conjuntos A y B se dice que son comparables cuando AcB 6 BcA.
Por ejemplo; R
Sean A={1,2,3,4,5) B=(1,3,5) C={2,4,6,8} A y B son comparables porque BcA,
pero A y C no son comparables, porque AzC y CzA, B y C tampoco son
comparables.
Dos conjuntos A y B son ajenos cuando no tienen elementos en comun, es
decir, cuando ningun elemento de A es elemento de B y ningun elemento de B
o3 slemento de A.

- Por ejemplo:
Si A={s,0,i,0,u}, B=(b,c,d} y C={a,bc,d,e} Ay B son ajenos pero Ay C no son
ajencs porque a eAy a cC.
¢(By C son ajenos?, porque.

8.- Propiedades de relacién de Contencién (Relacién de Subconjunto)

a) AcA para cualquier conjunto A(" Cualiquier conjunto es subconjunto de si
mismo") ¢ o no es verdad que todo elemento de A es elemento de A?

b) Si AcB y B<C entoncas AcC (ley transitiva)

Demostracién
Porque si xeA, como Ac=B, xeB y como BcC entonces xeC, es decir todo
elamento de A lo es de C y por lo tanto AcC.

¢) DA para cualquier conjunto A.("el dbnjunto vacio es subconjunto de
cualquier conjunto”)

Demostracion

Si @ no fuera subconjunto de A, habria un elemento x, xe@ tal que x gA.

Pero el @ no tiene elementos.

Por lo tanto, es falso que existe x¢2 tal que x¢A es decir ; es falso que DA,
y lo verdadero seré que DcA.

9.- Et Conjunto Potencia,
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El conjunto potencia de un conjunto A, denotado por P(A), es el conjunto que
contiene como elementos a todos los subconjuntos del conjunto A.

on simbolos P(A) = {BIBCA}.

MNata; El conjunto potencia es un conjunto de conjuntos.

Los conjuntos de conjuntos también se llaman clases 6 familias de conjuntos

Por ejemplo:

Si A={a), entonces P(A)={>,{a}}

Si A={a b}, entonces P(A)=:{@,{a},{b},{a,b}}

Si A={a,b,c}, entonces P(A)={@,{a},{b},{c}.{a,b},{a,c}.{b.c}.{a,b.c}}
Si A={a,b,c,d}, entonceas P(A)= (escribirlos)

Observamos que:

Si A tiene 1 elemento, entonces P(A) tiene 2 elementos (2=2!)
Si A tiene 2 elementos , entonces P(A) tiene 4 elementos ( 4=22)
Si A tiene 3 elementos , entonces P(A) tiene 8 elementos ( 8=23)
Si A tiene 4 elementos , entonces P(A) tiene _ elementos ( )

En general
Si A tiene n elementos entonces P(A) tisne 2N elementos,

10.- Diagramas de Venn-Euler.

Los diagramas de Venn son representaciones gréficas de los conjuntos que
nos ayudan a visualizar sus propiedades y entenderios mejor.

Las representaciones generalmente se dan por medio de curvas cerradas
(curvas que regresan al punto de partida) y el interior se considera como el
contenido del conjunto.

Ejemplos:




38

HzK
porque existe xeH tal que xgK

AcB y BcC>AcC

A B8

Ay B no son ajenos
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Ay B son ajenos

OPERACIONES CON CONJUNTOS
11.- Unién de Conjuntos:

La unién de dos conjuntos A y B, denotada por AUB es el conjunto formado
por todos los elementos que estdn en A 6 en B 6 en ambos.

En simbolos :
AuB={xlIxeAb6xeB}; AL Bseles.." AuniénB"
En diagramas de Venn :

En cada caso, AuB es la parte sombreada ////],
Paraque x € Au B es necesarioque xeAdxeB,
Supongamos que y §A, ¢puede suceder que ye AUB ? .
¢ Qué se necesita para que z¢( AUB)?.
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Ejemplos :
© . Consideremos los conjuntos; A={a, b, c, d, 8}
’ B={a, e, i, 0, u}

C={s,f, g, h,i}

Encontrar: - AUB=(a, b,c, d,8,i,0,u}

AuC=(a, b,c d ef g h,i}

BuC={ } {completar)

CuB={ }

CuA={ }

- BUA={ }
Au(BUC)={a,b,c,d, e} {a,e,i0uf g h}={a bcdeioufgh}
(ALC)UC=( o { =1 }

Obsérve que:
BuC =CuB, AUC=CuUA, AUB=BUA y Au(BUC)=(AUB)LC

Con diagramas de Venn, podemos ilustrar que AUB=BUA y que
Au(BLC)=(AUB)UC efc....

A B

Obsérve que las partes
sombreadas son iguales ..
AUB = BUA

AUB=

Bud=

A=l
BuC=W

Au (BUC)=
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AuB=fl
c=59

(AuB)uC=©

Algunas de las propiedades de la unién son:
U)AUA=A

U;) AuB = BUA

U,) Au(BUC) = (AUB)LC

U)Au@ =A

Uy) AcAUB y BcALB

Uq) Si.AcB entonces AUB = B.

Demostracién de las propiedades.

a)AuB =BUA

Porque obtenemos lo mismo uniendo los elementos de A con los de B que
uniendo los elementos de B con los de A.
b)Demostrar que AL(BUC) = (AUB)wC ( hacerlo)
c) Demostrar que: Si AcB entonces AUB = B.

c

12.- Interseccion de conjuntos.
.
La Interseccidn de dos conjuntos A y B, denotada por A~B es el conjunto
formado por {os elementos que estdn en Ay en B simultaneamente.
En simbolos:
ANB = {xIxeA y xeB}
A~B se lee "A interseccién B"

En diagramas de Venn:

AnB=/l AnB=0 AnB=lll
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Para que x ¢ A~B es necesarioque x cAyx € B.
Supongamos que yeB, ¢es suficiente para afirmar que yeA~B?

E}omplosﬁ

Sean los conjuntos: A ={a,b,c,d,e}
B = {a,a,i,0,u}
C ={efg,h,i}
Encontrar: A~B = {a,e}
A~C = {e}
BAC ={ } (completar)
CrB={ }
CrA = (e}
BrA = { }
An(B~C) = {a,bc,d e} ~{e,i} = {6}
(A~B) N C={  JaXs }={ }
An(B~C) = An{ae,ioufgh}={ae}
(A~B) L (ANC) = { PR 1={ }
AU(BAC) = Au{ }={ }

(AuB)N(AUC) = (a,b,c,d,e,i,0,u} N {a,b,c,d ef.gh,} = {ab,cde,i}
Obsérve que A~B = BRA, AnC = CHA ,An(BAC) = (A~B)~C elc...., en los
diagramas de Venn se observa que AnB = B~A y podemos también ilustrar el
caso en que An(BNC) = (A~B)~C.

A=l An B son las regiones comunes
B=W deAyB

Ans=NM y Br4- TR

(Ley Conmutativa)

ANB=BnNA

diagramas de Venn
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A 8
A= C=\
BAC=\\ AnB=
AnBAC) - (AnBnC=TN

esclaroque ©
ABNC)=(AnB)C (Ley Asociativa)

Propiedades de la interseccion.
h)A~A=A

h)A~B =BrA

13) A~(B~C) = (A NB)C
WA~S =0

Is)A~B cAy A ~BcB

16)Si AcB entonces A~B = A

a)A~A=A (I))

porque es claro que un elemento que esta en A también esta en A y por lo
tanto esté en Ay en A es decir en A~A (4% reciprocamente, (2°).

Y combinando 1°y 2° tenemos A nA = A,

b) Demostrar que A B = B~A (1)

¢) Demostrar que A ~(B~C)=(A ~B)~C ) (1)

Con los dltimos cuatro conjuntos del ejemplo anterior, podemos ver que
An(BUC) = (ANB)U(ANC) ¥y AUBANC) = (AUB)N(AUC), estas dos
propiedades se conocen como leyes distributivas y las podemos ilustrar con
diagramas de Venn de la siguiente manera:
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A=l BuC=W Anl= Il ANC =\
AnBuC) =R -J (Anu(AnC)= =

SAANBUC)=(ANBIUANC)
Leyes Distributivas

DY)AN(BUC)=(ANCYUANC)
D))AUBAC)=(AUC)N(AULC)

Demostrar la 12 ley distributiva:
Para cualquier elemento x de (A ~B)}_C sabamos que ese elemento esta en A
y en BuUC. Pero al estar en BUC no sabemos sf esta solamente en B 6
solamente en C ( o en ambos). Por lo tanto, podemos asegurar que dicho
elemento esta en Ay en B, 6 bien esta en Ay en C, es decir x es elemento de
A B 6 x es elemento de A~C. En conclusion x es elemento de (A~B)U(ANC).
Reciprocamente, cualquier elemento de (AnB)u(ANC) sera también elemento
de A~(BUC).
Otros ejemplos:
Si A= Conjunto de personas que fuman

B= Conjunto de personas que usan lentes

C= Conjunto de personas que tienen pelo largo
Diga cudles son fos siguientes conjuntos.
a) AuB= Conjunto de personas que fuman ¢ usan lentes
b) CUA=
c) BAC=
d) AnC=
e} An(BUC)= Conjunto de personas que fuman y, usan lentes 6 t | enen pelo
largo.
f) (A~B)~C=
h) BU(ANC)
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13.- Diferencia de conjuntos

La diferencia de dos conjuntos A y B, denotada por A-B, es el conjunto
formado por los elementos de A que no pertenecen a B.

En simbolos:  ~
A-B={x 1 xcAy x¢B} A-B se leo "A menos B"
(A-B también se denota como A~B 6 A/B).
En diagramas de Venn:
= = A » b, [
A-B SefialarA-B

Para que xcA-B es necesario que xcA y x¢B.

Sea y tal que yeB, ¢es suficiente para afirmar que y € A-B?
Supongamos que zeA, ¢ es suficiente para afirmar que z € A-B?.
¢Que se necesita para que r ¢ A-B?

Ejemplos:

Sean los conjuntos A={a,e,i,o,u}
B={a,b,c,d,e}
c=(°-P»q-9-U}

Encontrar  A-B={i,o,u}
B-A={ }
AC={ }
ce={ }

En los sigulentes diagramas, marcar e! conjunto indicado

A B A B

c
(AuB)-C (A~C)-B : A-(BNC)



46

Ahora diga cudl es el coﬁ]unto marcado

A [ ] A B
[ )
C-(AUB)

Propiedades de la Diferencia

AA=0@

(A-B)cAy (B-A)B

(A-B)B=0y(B-AA=C

(A-B)(ANB) L(B-A) = AUB

Si AcB entonces A-B = @

(Comprobar 1as propiedades con los diagramas de la: definicién)

Nota: En ocasiones manejamos a todos los elementos de un cierto lugar, 6
espacio 6 contexto y al conjunto formado por estos elementos lo llamamos
conjunto universal. Se le acostumbra denotar por U, 06 X.

Por ejemplo;

El conjunto de todas las letras del alfabeto.

El conjunto de todos fos nimeros naturales.

El conjunto de habitantes de la Reptiblica Mexicana.

14.- El complemento de un conjunto A, denotado por AC, es el conjunto
formado por los elementos que no estan en A, pero que si estan en el conjunto

universal establecido.
En simbolos:

AC={x | x ¢ A}
En diagramas de Venn:

Observe que A€=U-A

AC también se denota como C(A) y A'
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Para que xcAC es necesario que xgA.
¢{Qué se necesita para que x¢AC?

Ejemplos:

Sean los conjuntos U=({1,2,3,...,10}
A={1,3,57,9}
B={2,4,6,8)
C={3,4,56,7}

Encontrar: (B~C) €={4,6)° = {1,2,3,5,7,8,9,10}
BCLCC={1,3,5,7,9} U {1,2,8,9,10} ={1,2,3,5,7,9,10}

(ACYe={  )o5( }
(C-Bye={ ¥e=( }
(ALC)C=( }
ASACC={ }

Propiedades de Complemento.

C,) (AS)C=,

C,) AnAC=Q)

C,;) @C=Uy Uc=p
C,) Si AcB entonces BCcAC

C,) A-B =A~BC Leyes de De Morgan
C;) (AUB)C= AC~BC [“El complemento de una unién e igual a la
C,) (A~B)C= ACUBC Linterseccion de los complementos”

"El complemento de una interseccion es igual,
a la unién de los complementos”

Usar diagramas de Venn para ilustrar las propiedades de C,y C,.
A [

e

AB oo Cy——AvW Bl e Cg ——

AnEB=-1M
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Demostar que (AUB)C = AC~BC ( Ley de De Morgan) {Ce]

Es claro que sl x e3 elemento de (AUB)C entonces x no esta en AUB, es decir
no esta en A ni en B (porque si estuviera en alguno de los dos estaria en la
unién) por lo tanto, x esta en e! complemento de A y también x estd en el
complemento de B, es decir x es e} elemento de AC y BC simultdneamente, o
sea xeACHBC,

De fa misma manera, podemos asegurar que si x es elemento de AC~BC
entonces x esta en AC y BC, es decir x no esta en A y tampoco en B, y si no

esté en ninguno de los dos, no estaré en la unién AUB, por lo tanto x€ (AUB)C

Ahora la ilustraremos con diagramas de Venn.

Tarea: Demostrar ia 2* ley de De Morgan. {C,]
(ANB)® = ACUBC ( ilustrar con diagramas de Venn).
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CAPITULO Iil.- LOS NUMEROS NATURALES

1.-Origen y uso de los nimeros naturales
&) Los nimeros naturales son...

b) Los nimeros naturales se usan...

c) Hablemos acerca del proceso de contar.
d) Numeros grandes y nimeros transfinitos.

2.- Subconjuntos especiales de los naturales
a) LOS nimeros pares.

b) Los nimeros impares.

c) Los multiplos de k.

3.- Los nimeros primos.

8) Divisibilidad.

b) Definicién de numero primo.

¢) La Criba de Eratéstenes.

Algunos criterios de divisibilidad.

d) El Teorema de la Factorizacion Prima.

o) Aplicaciones de la factorizacion prima
- Para simplificar una fraccién
- Para obtener el mInimo comun muiltiplo
- Para obtener o! Méximo Comun Divisor.

4.- La Recta Numérica,
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LOS NUMEROS NATURALES
1.- Origen y uso de los nimeros naturales.

a) Los nimeros naturales son los numeros 1,2,34,5,6,7,6,9,10,11,12,13,... y se
dencten por N, es decir:

N={1,234587,..}

El conjunto de los nimeros naturales es infinito y sus origenes se remontan a
epocas prehistéricas por la necesidad que fue surgiendo en el hombre de contar
objetos 6 animales,

Las diversas culturas fueron creando diferentes métodos, (por agrupacién y
cofrespondencia), sistemas y lenguajes numéricos y no fué sino hasta después de
ia edad media que se adoptd finalmente, con [a Introduccion del cero, el sistema
de numeracién dacimal con los simbolos que actuaimente usamos:
1,234,56,789,10,11,12,13,14,15,16,...

b) Los nimercs naturales se usan para contar, ordenar y clasificar 6 identificar.
Perg_contar, por ejemplo, los elementos de cualquier conjunto finito, se ponen
estos elementos en correspondencia 1-a-1 con los nimeros naturales. Es en este
sentido que se define la cardinalidad de un conjunto como el numero de
elementos diferentes que lo componen,
Por ejempio; hay 5 vocales.

En este grupo hay 48 alumnos

Nuestro equipo tiene 15 jugadores
Pars ordenar, con un cierto criterio, los elementos de un conjunto. Por ejemplo:
Los nifios en una fila de menor a mayor; Las p&ginas de un libro; la 14 antes de la
15; los ganadores en una carrera 1°,2°,3° etc...
Cuando los niimeros se usan con este sentido, se llaman numeros ordinales.
Para clasificar 6 identificar, por ejemplo, para un nimero telefénico; para escribir
ol registro federal de causantes 6 cédula personal, el nimero de cuenta de un
alumno inscrito en la U.N.AM, etc...
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¢) Hablemos acerca del proceso de contar,;cuél es nuestra idea de un nimero
muy grande?... Estamos tan acostumbrados a hablar de millones que no nos
detenemos a pensar qué tan grande es un milién,

Antes de pensar en un milién, hablemos de algo més pequefio.

Suponga que en una sala grands, un cine o un teatro,estén 400 personas,;usted
Cre® que entre las personas pressntes coincidan dos que cumplan afios el mismo
dia?

No tarde demasiado en dar la respuesta, s6lo diga an este momento; cree que si
©O Cres que No.

Ahora reflexionemos un poco;

Un afto tiene 385 6 3668 dias, por lo cual en el caso extremo las primesas 366
personas cumplirian aftos, cada una, en un dia diferente del afio y las restantes
34 personas, cada una, cumpliria afios en uno de los dias que ya estuviera
ocupado. Por lo tanto; no s0lo coinciden 2 personas cumpliendo afios el mismo
dia, sino que hay més parejas.

Veamos algo un poco més complicado, (usted cree que entre los habitantes de
nuestra Republica Mexicana, digamos 80 millones de habitantes, existan dos
habitantes con la misma cantidad de pelos en la cabeza?

Por supuesto que si; por ejemplo, todos los calvos tienen la misma cantidad de
cabellos (cero cabellos). Pero dejando de lado este extremo chusco y doloroso,
hagamos |s sigulente reflexion:

Supéngase que queremos contar los cabellos de una persona, y para €30
#3cOgemos a una muy peluda, cbviamente seria una tonteria querer contar todos
sus cabellos uno por uno, ain cuando alguien se propusiera para realizar tal
trabsjo, pero podemos aislar un centimetro cuadrado de su cuero cabelludo, y en
oste caso ya es més factible realizar la tarea. Pero mejor que eso, aceptemos la
version de que en promedio el cuero cabelludo tiene 500 cabellos por
centimetro cuadrado, y la superficie total del cuero cabeliudo es de al vededor de
220 cm*, lo que da un total aproximado de 110 000 cabelios.
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extendido

cabell 220 c.z

Para no quedarnos cortos, sSupongamos Gue nuestro personaje ademés de peludo
o9 cabezén y digamos que tiene 1000 cabelios por centimetro cuadrado, y un
cusro cabelludo de 400 cm® lo que le da un total de 400 00O cabslios. Si
quisieramos clasificar a los habitantes de la Republica Mexicana por su nimero
de cabelios necesitarlamos 400 000 casilleros, asignando al casillero numero O
los nombres de todas |as personas que tienen O cabellos (6 que no nacesitan
peinarse), en el casillero nimero 1 a las que tienen un solo cabelio (6 que se
peinan con rizo), en el casiilero nimero 2 a las que tienen dos cabellos (que se
peinan de raya en medio), en el casillero nimero 3 a las que tienen 3 cabellios,
eic..., hasta el casillero nimero 399 899 (nuestro personaje es el més peludo y no
tiene igual), pero nuestra repiblica tiene 80 miliones de habitantes y suponiendo
Gque No 8o reparten de manera uniforme en los casilleros sefialados, sntonces en
algun casillero tendriamos:
£0000000 = 800 = 200 personas
400 000 4

o8 decir, tendriamos 200 personas, para al menos un caso, con igual nimeroc de
cabelios,
Ahora sl ... Lqué plensa de un milidn?... 4que se escribe con 1 seguido de 6
ceros? 1000 000, asl es pero ... {cudnto tiempo cree que se tardaria para contar
desdie el niumero 1 hasta 1000 000 contando nimero por numero?

' -Pausa para contestar-
No tarde demasiado, solo diga cuénto tiempo cree que se tomaria... guna hora?,
L3 horas?, medio dia?, ¢1 dia?.
Cuando hacemos la pregunta en vivo, ia respuesta mas grande ha sido de un dia.
Ahora supongamos que para decir cada numero tardamos en promedio un
segundo, por 1o tanto el tiempo total seria un millén de segundos (7).
Pero un minuto tiene 60 segundosy 1000 000 = 16666.66

60
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@8 decir, tardariamos 16 668 minutos y como una hora tiene 60 minutos entonces
16666 = 277.77

60 por lo tento tardariamos alrrededor de 278 horas que convertidas a
dias resuttan 278 —11.5 dias.

24
Es decir, para contar desde 1 hasta 1000 000, numero por nimero tardariamos 11
dias y medio, sin descansar. Pero si aceptamos trabajar solo jomadas de 8 horas
diarias entonces tardamos 278 = 34.75 dias, 6 sea casi 35 dias completos.
8

Preguntas:

19.- ¢ Cuéinto tiempo nos tomaria pagar la deuda externa de México, alrrededor de
cien mil millones de délares = 100 000 millones de délares, pagando un ddlar por
segundo?

(Respuesta: 3 150.6 afios, sin descansar)

2.%- 4 Cuintos segundos hay en un afio? y (en un siglo?
3¢.- (,Cudntos dias tardaria para contar del 1 al billén?

d) Sin embargo, todos estos nimeros aunque nos parezcan demasiado grandes,
son finitos 6 describen a un conjunto finito, ¢ cuél serd el nimero mas grande que
oxiste?

En algin momento se hablo del GOOGOL, un 1 seguido de 100 ceros, que se
puede escribir en un renglén a lo largo de esta hoja y sa dijo que era un nimero
mayor que |a cantidad de particulas mds pequefias, protones 6 electrones, en el
universo, pero podemos exagerar diciendo que hay otro numero més grande, el
GOOGOL-PLEX, que seria un 1 seguido de un GOOGOL de ceros, parece que
no hay espacio suficiente entre la Tierra y la Luna para escribir la cantidad de
ceros que lleva un GOOGOL-PLEX, y siguiendo el mismo camino de la
exageracion tendriamos el GOOGOL-DUPLEX ...etc. Aunque estos nGmeros son
grandes,son finitos y para obtener uno mayor basta con afiadir el nimero 1 al final
6 escribir otro cero, pero...
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¢ Cuntos elementos hay en el conjunto de {os nimeros naturales?

Hay una infinidad de elementos, es decir, e! conjunto de los nimeros naturales es
infinito y su cardinalidad se define como No (aleph-cero) que seria o primer
numero (transfinito) que describe a un nimero infinito de elementos.

No = nimero cardinal, transfinito, de N.

Existen otros conjuntos que tienen a No como cardinal, es decir, otros
conjuntos que tisnen {a misma cantidad de elementos que los nimeros naturales.
A fodos esios conjunios se les ilama numerables y pueden ponerse en
correspondencia biunivoca (1-1) con fos naturales.

Por ejempio:
Los pares 2,4,6,8 10, 12,14,16....
YPITL L
1,2,3,4 5, 6 7, 8..
A A
iv
Los impares 1,3,5,7.8,11,13,1517....

’

Las propiedades aritméticas de los numeros transfinitos son diferentes a las

conocidas para [os numeros finitos.

Por ejemplo, algunas propledades aritmeticas de'No  son:

No+1sNo (1,1,2,345....)

N5 No 6,7,8,9,10,....)

No+n=No ( )
No+NosNo ' (Los pares + los impares)
Otros niumeros transfinitos son:

C =la cardinalidad del continuo = nimero de puntos de un segmento de recta.

2MNo = ntmero de subconjuntos de un conjunto de cardinalidad No

Notg; C=2No

2.- Subconjuntos especiales de los naturales.
a) Los NGmeros Pares =P = {2,4,6,8,10,12,...} ={2nlne N}
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Los riimeros pares son los nimeros dobles, por ejemplo 2 es el doble de 1, 4 es

i dobie de 2, 6 es el doble de 3, etc., en general 2n es ¢l doble de n. Los

numercs dobles son multiplos de 2 y se denotan por M2 , 0 sea M2 = {2n | neN})
Los Numeros pares = P = Ma = [os muitiplos de 2

b) Los NGmeros Impares =12 (1,3,5,7,9,11,13,...} = {2n-11neN} 6 también
I= {2n+1 IneN (tomando el caso n = 0)
La simbolizacién de los nimeros impares se hacs considerando que antes de
cualquier nimero par 2n, hay un nimero impar 2n-1, y despuds hay otro nimero
imper, 2n+1.
En conclusién:

Un nGmero par cualquiera se denota por 2n

Un nimero impar cuaiquiera de denota por 2n+1

c) Los multiplos de 3 = M3 ={3,6,9,12,15,..} = {3n|neN)

Los muitipios de 4 = Mg = {4,8,12,16,20,...} = {4n I neN}

Los multiplos de 5 = Mg = {5,10,15,20,25....} = {5n | neN}
- on general- para un numero natural k

Los multiplos de k = M, = {k,2k,3k,4k,...} = {nk f keN}

Observe que los multiplos comunes de 3 y 4 son los muitiplos de 12, es decir
M12=M3~Mq = {12,24,3648,...}=Ma 4

En general, podemos afirmer que M,, son multiplos comunes de h y k.;Cuéles
son los muiltiplos comunes de 3 y 67
la respuesta no inicia con 18,

3.- Los NUmeros primos:

a) Divisibilidad:
Decimos que un numero b divide al nimero a, 6 bien que a es divisible por b si
hay un nimero c tal que @ =b.c.

Que b divide a se denota por'"b | a"
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Por ejemplo:

216 porque el 3 es tal que 6=2.3
247 %0 l0s.. "2n0 divide a 7"

4128 porque ¢l 7 es tal que 28=7.4
3115 porque ei__es tal que 15= .

9136 porque ol__es tal que___= :

Si n es divisible por k de manera que n = k - 8 para algin s, entonces decimos que
n es multiplo de k 4 bien que k es divisor de n, (es claro que también n es muitiplo
de s y s es divisor de n). También se dice que ky s son factores de n.

Por sjemplo:
En 18=9.2 decimos que 9y 2 son factores de 18
9 es divisor de 18
2 es divisor de 18
18 es muitiplo de 2
18 es muitiplo de 9
b) Definicién de nimero primo.

Todo nimero natural mayor que 1 y que sdlo sea divisible por 1 & por sl mismo
recibe el nombre de nimero primo.

Ejemplos de nimeros primos: 2,3,5,7,11,13, etc...

Si el nimero no es primo, se llama compuesto,

por ejemplo: 4,6,8,9,10.elc... son nimeros compuestos, porque 422, 6=2.3,
9=3.3, otc...

Es declir, todo nimero compuesto se puede dividir por otro nimero diferente de 1
y ol mismo.

En particular, todo nimero compuesto es divisible por algin nimero primo.

Nota ( ta palabra primo es contraccion de la palabra primero)
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¢) La Criba de Eratéstenes

LExiste un método para determinar niimeros primos?

Si, la criba de Eratéstenes, qmuunmétodopandotormlnnrlosnutmrocpﬂmc
on una lista de {os primercs n nimeros naturales:

Por sjempio: Consideremos la lista del 1 ai 100.
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1 2 3 4 5 ] 7 8 9 10
1" 12 13 14 15 16 17 18 19 20
2t 22 23 24 25 26 271 28 29
31 32 33 34 3 3B 37 W 3 4L
41 42 43 44 45 46 47 48 49 B0
‘51 52 853 54 55 56 657 58 59 60
61 62 63 64 65 68 67 68 69 70
M 72 73 74 75 768 77 718 79 80
81 82 83 84 85 96 87 88 089 90
91 92 93 54 95 96 97 98 99 100
- Método -
1¢). Seleccionar el 2, primer nimero primo, y tachar los multipios de 2, que no son
primos. ’

2‘)(- Seleccionar el 3 y tachar 6 excluir a los maltiplos de 3, porque no son primos.
3.~ Seleccionar ol 5 y tachar los multiplos de 5.

4%.- Seleccionar el 7 y ... observe que 49 es el primer miiltiplo de 7 que no se ha
oxcluido todavia, ¢ por qué?

porque es claro que 49=7" es el primer muitiplo de 7 que no es divisible por otro
nimero menor que 7 y cada nimero compuesto muitiplo de 7 y menor que 7
tisne al menos uno de sus factores menor que 7, por sjemplo; 28=4.7, 35=5.7,
42=6.7, 49=7.7, y ese mulliplo de 7 ya fué tachado al tachar los mdltiplos de ese
otro factor menor que 7.

En general:

"para cualquier nimero primo p, cada nimero compuesto menor que p’ , tisne un
nimero primo menor que p como factor”,

§%).- Seleccionar el 11 y como todos los muitiplos de 11 menores que 11%=121
(menores que 100 en esta lista ya han sido eliminados, concluimos qus los
nimeros no tachados son primos.
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EJERCICIO. -

LHasta qué numero primo debemos considerar, tachando sus muiltiplos, para
determinar todos fos nimeros primos en una lista del 1-al-200? y ¢ del 1-al-4007,

¢Lde 1-8-7007?
~veamos para una lista del 1 al 400:

Los primeros numeros primos son 2,3,5,7,11,13,17,18,23 pero 19°=361 y 23'=529
Por lo tanto, basta con revisar hasta los multiplos de 19, porque cuaiquier miltiplo
de 23 menor que 529, también es multipio de ofro nimero primo menor que 23.

Este mismo criterio lo podemos usar para verificar si un niimero es 6 no es primo.
Para checar sl un nimerc es primo, basta con revisar si es divisible por aigunocs

de 108 primeros nimeros primos.
Por ejemplo; ¢ 337 es primo?
Veamos: :
168 112 67 48 30 25
2)337 3)337 5)337  7)337 11)337  13)337
13 03 37 57 07 7
17 07 ‘2 1 12

1 1

y como 19’- 361, afirmamos que 337 es primo.
Ejerciclo:
Verifique si son primos, 481,359,593,701.

Algunos criterios de divisibilidad:

19
17)337

167
~14

Divisibilidad entre 2: cualquier nimero par, que termina en 0,2,4,6,8, es divisible

por 2.

Divisibilidad entre 3: La suma de sus digitos debe ser mdiltiplo de 3, ejemplos

711,459,501,
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Divisibilidad entre §: El nimero debe terminaren 06 5.
Inveatigue si hay criterios para divisibilidad entre 7.9y 11.

d) Teorema de la Factorizacién Prima.

Si un nimero NO es primo se liama compuasto, y se puede descomponer, ¢
factorizer, como un producto de primos.

Por sjemplo: 6 22.3, 8=2.4 =222, 15535

Descomponga 6 factorice los siguientes como un producto de primos:

18=29 20s=__. = 24=__. _ 60=___.__
18 =2.3.3 L I S R S S) =
También los siguientes:
. 88 = 180 = 3850 =
Veamos el caso de 180:
180 = 2.90
= 2.245
= 223156

= 22335 vy trataremos de generalizar el procedimiento para
demostrar ¢! siguiente teorema:

Teorema de ia factorizecién Prima. (Teorema Fundamental de la Aritmética).
“CUALQUIER NUMERO NATURAL MAYOR QUE 1 PUEDE EXPRESARSE
COMO UN PRODUCTO DE NUMERQOS PRIMOS EN UNA SOLA FORMA, SALVO
POR EL ORDEN DE LOS FACTORES."

-Demostracion -
Sea n el nimero natural mayor que 1
En este caso, n 6 es primo 6 es compuesto,
Si n es primo, tomemos ny jya esta expresado!
Si n no es primo, entonces hay un numero primo p, que divide a n con un
cociente n, taique n=p.n, i
Ahora... Lcémo es n,?
Sin, es primo, tomemos n, = p, y sustituyendo en: T
tenemos que n=p,-p, y |ya estal
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8i'n, No o8 primo entonces hay un rKMera primo p; quodlvidonn,feomun
cociente n, lllquon, =p,n,, ytunltuyondoonolpuou tenemos:
n=p,p;n, \.2'

Ahora.....como esn, ?

Sin, es primo, lun,-p, ymmuyondoon(g)tmqm n-p,p,p, yiya
estal . -

Pero si ny no es primo entonces hay un nimero primo p, que divide a n, con un
coclents n, talquon, =pyn, yousmuyondoonolpam@urm-

n=P,Prpyfy &

Ahora... ;como esn, ?

8in, o8 primo,... efc.
Elpmcuod.bolormimronalgunmnwntoporquommundoeonm
nimero netural n y por (o tanto finito, es decir debe liegar o] momento en que
tongamos n = p,-py Py Py

CON PyPyiPy---»Py NUMEros primos.

Ejercicios:
Encontrar la factorizacién prima de los siguientes numeros:

e) 120
b) 135

¢) 396

d) 5280
e) 4820
f) 648
g)210
h) 1738
i) 10760
782



62

Dos numeros son primos entre si cuando no tienen divisor comin exceplo la
unided.
Por ejemplo: 3y 5 son primos entre si.

4y 7 son primos entre sl
8y 15 son primos entre si
Observe que dos Nimeros primos son primos entre si, pero también dos nimeros

compuestos pusden ser primos entre si. Dar tres sjemplos de parejas de nimeros
compuestos que sean primos entre si.

@) Aplicaciones de la factorizacién prima.

Se simplifica una fraccion por cancelacién de los factores comunes a sus dos
términos (numerador y denominador) y se cbtiene el cociente cuando la division
o8 exacta.

Por ejemplo:

80 -2-23 5 .2:2:3:5 -5 =5

72 2.2.233 2:2233 23 6

3% - 223311 =23=6
668 2311

Simplificar las fracciones que siguen:

Para obtener e minimo comuin multipio de dos nimeros. (m ¢ m).
El minimo comdn multiplo (m ¢ m) de dos nimeros es el menor de los multiplos

comunes de los dos nimeros.

Por sjemplo;

Los muiltiplos de 6 son 6,12,18,24,30,38,42,48,54,60,...

Los mltiplos de 8 son 8,16,24,32,40,48,56,64,72,....

Los multiplos comunes de 6 y 8 son 24,48,72,... y el minimo comtin muiltiplo seré
24,

Observe que el producto de dos numeros (a, b) es multiplo comunde ay de b,
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Ahora encuentre ol minimo comin multiplo de 4 y 6,de 12y15,doz4y40.

Usando la factorizacién prima tenemos el siguiente procedimiento:

1°- Descomponer cada nimero en sus factores primos, usando exponents para
los factores repetidos.

Ejemplo: 18 = 2:3:3= 2.3°

2¢.- De las descomposiciones, lonurumnolnvozcadﬂactorpdmconolmayoc
exponents que tengs; el producto de elias serd el m.c.m. buscado.

Por ejemplo:

para 18y 24

18 = 233223

24 » 2223=2"3 ;. mem. = 2°3=72
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encontrar ol m.c.m. de 12y 15

12=2"3 :
15535 . mem=23.53260

encontrar ol m.c.m. de 24 y 40
24= . .
40= s mem. = =

enconi.ar ol m.c.m. de 7,20y 35
T=
0= . smem= =

encontrar ol m.c.m. de 20,30y 38
20=

0= s mems ®
38=

Casos especiaies para encontrar sum.c.m.

@) Si los nimeros dados no tignen factores primos comunes (es decir, si todos los
factores son distintos) entonces el m.c.m. de esos nimeros es su producto. Es
decir, sl Jos numeros dados son primos, 6 primos entre sf entonces el m.c.m. es su

producto.
Ejemplos:

eimecm.deS5y7 es 57 =35
eimem. de35y 11083511 =165
elmecm.de 9y 14 es, =
eimcm. deSy13es =

b) 8§i uno de los nimeros dados es divisible entre ios demds, entonces ése
numero es ol m.c.m. de todos elios.
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Ejempios: .

eimem. de 15y 30 es 30
elmcm. de68y24es_

Comprobacién por e método anterior

8= S mem. = =

24 .

Ejercicios:

1) Calcular mentaiments o m.c.m. de los siguientes pares de nimeros:
4y06 12y24 2y5

15y6 13y91 3y11

8y20 © 4y10 5y7

oy12 Ty21 Ty13

10y 15 6y12 17y18

2) Calcular ¢l m.c.m. de los pares que siguen:

72y108  (m.c.m.=216)
24yB4 (m.cm. = 168)
70y 168 (m.c.m. = 980)
75y85 (m.cm. = 1275)
24y 54 (m.cm. = 216)
84y98 (m.c.m, = 588)
68y70 (m.cm.=2310)

3.- Calcular ol m.c.m. para los siguisntes nimeros:

12,16y 20 (m.c.m. = 240)
15,18y 27 (m.c.m. = 270)
15,30y 40 (m.c.m. = 120)

38,40y 50 (m.c.m. = 1800)
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Para obtener ¢! Miximo Comin Divisor (M.C.D.) de dos nimeros.
El Mdximo Comun Divisor (M.C.D.) de dos niimeros es ef mayor de los divisores

comunes de 8308 dos NUMeros.

Por ejempio:

Encontrar o} M.C.D. de 12y 18,

Los divisores de 12 s0n 1,2,3 46,12

Los divisores de 18 son 1,2,3,69,18

Los divisores comunes de 12y 18 son 1,2,3 6.

El mayor de los divisores comunes es §,.M.C.D.=8
Utilizando la factorizacion prima:

1°.- Encontrar la factorizacién prima de cada nimero.
2°.- Considerar los nimeros primos factores comunes.
3°.- Emolpmdﬂodoloﬂndmwommeonol menor exponente.

Ebmploi-

Encontrar ¢l M.C.D. de 12y 18
12=2'3

18=23 .. MCD=23=6
Encontrer of M.C.D.de68 y 76

88 = 22172217

78222195219 -MCD=2'=4

Encontrar el M.C.D. DE 60 Y 5280

60 =235 .
5280 = 2°3. 5.11 s MCD=2'35=60
Encontrar ol M.C.D. de 3850 y 5280

3850=
5280= s~ MCD.= =110

Encontrar ¢l M.C.D. de 12,36 y 60,

12=
6= ~M.C.D.= =12
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= . ;
Encontrar ol M.C.D. de Ios siguientes nimeros:

76y 1425
123y218
68y 738
1215y 20
18,24 y40 -
15,45y 00
12,18y 30

EJERCICIOS:

1.- ¢Cada nimero impar es primo? si 6 no por qué?
2.- {Cada nimero primo es impar? si 6 no y por que?

3.- "Cada nimero natural par mayor que 2 puede descomponerse on una suma de
dos nimeros primos”

Por sjemplo; -

1235+7

20=7+13

30=13+17

[Conjetura de Goldbach}

[Una conjetura es una sfirmacion que se sospecha cierta, pero que no ha sido
demostrada].

Expresar del 4 al 40 como la suma de dos nimeros primos.

4.- "Existe un nGmero infinito de parejas de numeros primos que difieran en 2
unidades".

[La conjetura de los primos gemelos]

Encontrar una pareja de primos gemelos entre 25 y 35, 55 y 65, 95 y 105.
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5.- "Todo NiMero impar mayor que 5 puede expresarse como la suma de tres
nomaros primos”. [conjetura)
verifiquelo para ios nimeros: 7,9,11,13 y 15.

6.- Soﬂlhunlpafqadonummspdmnquodmounonwdomoumquodlm
parejs es Unica.

7.- Tema prima es un conjunto de tres nimeros primos que difieren en 2. Seflalar
una tema prima y explicar porque es la tnica tema posible.

8.- Euclides demostré que no existe un nimero primo mdximo, es decir un nimero
primo mayor que todos, y por [o tanto; {a cantidad de nimeros primos es infinita.
Investigar en que consiste {a demostracion.

4.- La Recta Numérica.

La Rectas Numérica 8s un modelo geométrico que nos sirve para representar a los
nameros y visualizar sus propiedades.

En el caso de los nimeros naturales, nuestra recta numérica consta de un origen
y un punto a la derecha a una distancia d, que nos servird para seflalsr sl nimero
1, & la derecha del punto 1 marcaremos otro punto 2 con la misma distencia d, y
asl sucesivamente.

[l Il 4 + [ Il

'l (]
L} + + v - —

@ 1 2 3 4 5 6 T & 9 10
or{gen

Observe que el origen no representa al nimero cero, porque O¢N, pero la
distancia del origen al 1 representa una unidad de lorgitud,
Cualquier nimero situado a la izquierda de otro serd menor que él.
Es decir, a<b si a esté a la izquierda de b.
(a<b se lee.... "a 83 menor que b")
Por ejemplo: 3<5 porque 3 esta a la izquierda de 5.
5<11 porque____ esta a la izquierda de __
1<3 porque
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La suma de dos nimeros naturales como 3+4 por sjemplo, se puede ver como un
avance (a la derecha) de 4 unidades partiendo del punto 3.

3+427

|/"\z‘-\’"\r’-\al
i 4 4 } 4 4 4 4 —4- + A
o 1 2 3 4 5 6 T 8 9 10
|\~_A~__l\~_4

4+3=7
© bien, como un avance de 3 unidades partiendo del punto 4.
Es decir, se cumpile la Ley Conmutativa para s suma

344 =443
También es facil observar que se cumple |la Ley Asociativa

a+(b+c) = (a+b)+c
revisando, por ejemplo, ia suma 3+(4+5)=3+9312
sobre la recta nimerica, y por otro lado: (3+4)+5=7+5=12
o8 decir: 3+(4+5) = (3+4)+5

La operacién suma siempre es posible entre dos nimeros naturales cualesquiera,
dando como resultado otro nimero natural. [Por esto 88 dice que |a suma s una
operacién binaria y que 1os naturales son cerrados bajo la suma.]

Por ofro lado, la operacion Resta no siempre es posible entre dos numeros
naturales cualesquiera, por ejemplo:

8-2=6 pero 3-S no tiene solucién en los nimeros naturales.

Una expresién de la forma x+8=5 no tiene sentido en los naturales, porque no
existe un nimero natural que sumado con 8 dé 5.
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EJERCICIOS:
1.- Represante en la recta nimerica ias siguientes sumas:

8)3+7 =10 y743=10
b)8+5w13 y 548213

2.- Represente en |a recta niUmerica las sumas:

a) 3+(4+5)
b) (3+4)+5
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CAPITULO V.- LOS NUMEROS ENTEROS

1.- Los NUimeros Negativos y su origen.
2.- Los Nimeros Enteros,
3.- Operaciones de numeros enteros.
&) Al sumar numeros con signo...
b) Para hablar de Ia resta...
c) Para la multiplicacién...
d) Potencia = multiplicacién repetida.
o) Pero la divisién no siempre es posible.
4.- Propledades de las operaciones +y ¢
8) Propiedades de la suma.
b) Propiedades de) producto.
c) Ley distributiva,
5.- La relacién de lgualdad.
a) Un sistema matemdtico es...
b) igualdad, sus propiedades y ecuaciones sencillas:
6.- La Aritmética de los nimeros pares y la aritmética del reloj.
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LOS NUMEROS ENTEROS

1.- Los Nimeros Negativos y su origen.
En realidad, los nimeros negativos surgieron mucho tiempo después que las
fracciones, y ain después de |a aceptacion y manejo del nimero cero que
aparecié en Europa por la edad media, y en algunas culturas, como la Maya,
antes, pero para efectos de la presentacién de los conjuntos de numeros, es
conveniente estudiarios después de los naturales.
Una justificacién para fos numeros negativos es considerarios como las
cantidades a medir que son menos que el origen, es decir, como las cantidades a
medir que estan por debajo del origen, y tomando al origen como la nada, igual al
cero. O sea los nimeros negativos son menos que nada...
Por ejemplo:
Si Juan tiene nada de dinero, decimos que tiene 0 pesos, pero si Juan tiene una
deuda de 8 pesos, entonces lo interpretamos diciendo que tiene (-8) pesos. De
esta manaera Juan puede acumular deudas, pidiendo prestado a sus amigos, de
manera que una deuda de 8 pesos mas otra deuda de 5 pesos mas otra deuda de
6 pesos se puede interpretar como una suma de nimeros negativos.

(-8) + (-6) + (-5)
Y como la suma de deudas es también una deuda, podemos decir que la suma de
niimeros negativos es un numero negativo.

& (-8) +(-8) +(-5)=-19

Juan debe en total 19 pesos. Pero... ;qué sucede si Juan decide trabajar para
pagar sus deudas, y con su trabajo Juan gana 16 pesos?, jalcanza a pagar sus
deudas? En este caso tendrlamos que después de pagar una parte, alin queda
debiendo 3 pesos, 6 sea que:

19+16 = -3 (también 16 + (-19) = -3)
Y si Juan gana 28 pesos con su trabajo, ¢, alcanza a pagar los 19 que debe?, Si,
y todavla e sobran 9 pesos 4 sea que :

-18+28=9
Es claro que al sumar deudas con ganancia, gana ia mayor. (Si es mayor ia
deuda seguiremos con deuda, pero si es mayor la ganancia quedaremos con
ganancia).
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E]omplos :

A341= T+434:T)= B7424=
94252 20+144(-20)= £5407=
34420= 31418+{-31)= 14+26=
A8+16= TE+40H-T5)= -38+38=

Cuando & una ganancia ie sumamos una deuda, el resuitado es simitar ylo
podemos denotar de la siguiente manera: ‘ .

43+(-18) = 43-18= 25 (nos quedd ganancia)
174(-31) = 17-31 =14 . (nos quedd deuda)



74

Ejemplos:

24 +(-18)= - = 3B+(-25)=
14+ (-57)= 43+ (-29) =
65 +(-40) = 30+(-12) =

" 24+(-39)=

Otro ejemplo de justificacién es que al elaborar escalas para medir algunas
cantidades fisicas, como la temperatura, (a altura sobre la tierra, efc..., se necesité
como origen un valor conocido é un punto de referencia, por ejemplo: para la
temperatura, la escala de grados centigrados tomé al origen 6 cero como la
temperatura de! agua en su punto de congelacitn, pero hay temperaturas mas
bajas 6 menores que ésa temperatura y se habla de temperaturas bajo cero o
negativas. En el caso de las alturas, el punto de referencia tomado fue el nivel
del mar, y de esta manera se empezé a hablar de alturas sobre el nivel del mar ¢
bajo el nivel del mar etc... También podriamos tener nuestra escala propia para
una altura particular, en una mina por ejemplo, y hablar de "tantos metros de
profundidad® ¢ ‘'tantos metros negativos” ¢ ‘"tantos metros bajo tiera" 6
simplemente de alturas negativas.

LEn la medicién del tiempo en nuestro calendario, hay escalas negativas?

¢Cudl es el punto de referencia u origen para medir el tiempo en nuestro
calendario?

2.- Los Numeros Enteros.

El conjunto de los nimeros enteros, denotado por 2, es el conjunto formado por
los nimeros negativos, el cero y los nimeros positivos, es dacir:
Z2={..-4-3-2-1,01,234,.}

En la recta numérica se representan como:

ad

ol
¢ 78 % 0w

atT
-

[
s
at

nT

'S
-6 -

<T

4
- -

[}
st
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Ahora el origen corresponde al nimero 0, que no es positivo ni negativo.

A la izquierda del cero se encuentran los nimeros negativos.

A la derecha del cero los nimeros positivos 6 naturales.

Observe que ahora: .

Los Enteros Positivos = Los Numeros Naturales es decir NcZ porque cada
nimero natural @s un nimero entero.

Observe también que; sobre ia recla numérica, cualquier nimero seréd menor que
otro situado @ su derecha; ejemplo:

-4<0 -2<1 -3<-1
Nata; a<b se lee..., "a es menor que b"

3.- Operaciones de Nimeros Enteros.
a) Ahore. ademds de fa suma de niimeros naturales se presentan dos casos.
1%) Si los dos numeros tienen el mismo signo negativo, se suman sus valores

absolutos y al resultado se le pone el signo negativo.
[valor absoluto = valor del nimero sin tomar en cuenta ei signo),

Ejemplos;
3+(4) =7
S+(-11) = -16
25+(-3) = 28

2% Si los dos numeros tienen signo diferente, entonces se restan sus valores
absolutos, el mayor menos e} menor, y al resultado se le pone el signo del mayor,

Ejemplos ;
8+5=-3 4+4 = 4+(-15) = 4-16 = -11
-349= 6 0+7 = 6+(-6)=-66=-12

840= 17+(-8) = 17-8=9 9H(4)= =
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Ejercicios:

347= 474(-9)=
+4= 314(-40)=
A1+(-10)= 8+(-2)=
5+(-6)= 5+(-13)=
35+(-8)= 7+(-8)=
846= -3+22=
3+21= -10+0=

b) Para hablgr de la resta, primero veamos que cada nimero entero n tiene un
nimero simétrico 6 inverso aditivo, Gnico, denotado por -n tal que n+(-n)=0
Por ejemplo:

-8l inverso aditivo de Bes -8 porque 8+(-8)=0
ol inverso aditivode 3 es -3  porque 3+(-3)=0
-of inverso aditivo de -7 es 7  porque -7+7=0

Por otro lado, el inverso aditivo de -7 es ~(-7) y como es Unico, concluimos que
-7)=7

-8l inverso aditivo de -1 es 1 porque <1+1 =0
en este caso -(-1)=1,
-De hecho, si tenamos que 2+x=0 es claro que x=-2 porque 2+(-2)=0

Ahora si, se define la resta de dos numeros enteros a y b denotada por a-b como
{a suma de a mas el inverso aditivo de b, es decir;
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Por ejemplo: -

~8{+5) =8+(-5)=3
3{+7)=3+(-7) =4
S{+0)= 5+(-9)=-14
4-(-10)=-4+(10)=86
9(-1)=-0+1=-8

[De osta manera |a resta queda reducida a una suma de nimeros con signo.]

Ejercicios:

5(8) = 67(-2)=
A7) = 38(-7)=
4(12) = A7 (12)=
45(23)= ' 9-(-8)=
23-(8) = -10-8=
42-(31) = 3-16=

Observe que en los numeros enteros la resta de cualesquiera dos nameros
siempre es posible, es decir el conjunto de los nimeros enteros es cerrado bajo la
resta, porque la resta de dos numeros erteros siempre es un ntimero entero.

c)_Para la_multiplicacién de ntimeros enteros, 6 muitiplicacién de nimeros con
signo, debemos recordar que la multiplicacién es una suma abreviada.

Desde la primaria nos ensefiaron que 5x3 significaba & veces 3 & sea
3+3+3+3+3=15 por lo tanto 5x3=15.

De la misma manera 5x(-2) significa 5 veces (-2) 6 sea
Ex(-2)=(-2)+(-2)+(-2)+(-2)+(-2)=-10; por o tanto 5x{-2)= -10.

Por otro fado, es légico suponer que si tenemos una deuda de 2 pesos 6 sea -2 y
se multiplica 5 veces la deuda aumentara a -10. Con esto hemos visto un ejemplo
de que el producto de un numero positivo por un nimero negativo nos da un
nimero negativo.

Nota, recuerde que la multiplicacién se puede indicar de las siguientes maneras:
axb=a-b=(a)(b)=a(b)=ab
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Las reglas que se cumplen al multiplicar nimeros con signo son:
*El producto de dos nimeros con el mismo signo es positivo”
"El producto de dos nimeros con diferente signo es negativo"

ley de los signos (") =+
para la mulbiphicacicn | () () -4

() ==
() () ==
Ejercicios:
(3)(7) = : (7)(-8) =
(4)(8)= ~ (4)(8)=
(-5)(-8) = (4)(9) =
(6)(8) = (6)(-6)=
(8)(1) = (3)(-8) =
(3)(2)= (-5)-3 =
4 (1) = ) (-7)-(1) =
7(3)= 4.1 =
(-1)(8) 1-(-5)=
4(0) = 4.(-4) =
6x(-7) = 8.(-1) =
(8)4)= 1.7 =
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d) Asl como la suma repetida con el mismo sumando nos da una multiplicacién,
por ejemplo:
44+4 = 34 54545454545 = 65
También una multiplicacién repetida con el mismo factor nos define una potencia.
Por ojomplo:

444 = & 556656 = §°
Engeneral: a.a....a = a"

En una potencia tenemos: La base que es el factor que se repite y | exponente
que es el numerito que me indica e! numero de vecas que se repite la base como
factor.

Por ejémplo:
2= 222=8
3’=33=9
7= 77=49

on este caso: a'=a, 4'=4. 5'= Setc...

Ejercicios;
2l = l= 4‘ = 5‘ -
2= 3= 4= * =
2’= 3= &= §=
2‘ = 3‘Q = 4‘ = 3 =
25 = 3’ - 45 =

6 6
2= 3=
2'=

ESTA TESIS MO BERE
SALUR DE LA BIBLIGTEDS
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Algunuvroglu para el uso de los exponentes son:

m_n__min

"En el producto de dos potencias de la misma base, se suman los exponentes”, -
Ejemplos:

3'3'= 33 333 =3

4£4=444.4=4"

La potencia de un producto es igual al producto de las potencias.

Ejemplos; (2x)° = 2°x" = 4x’

En la potencia de potencia se multiplican los exponentes.

Ejemplos: (4" =(16)'= 16.16-16
= 44.444.4 = 4°
(&= (128)'=

Observe que el producto de dos niimeros enteros también es un nimero entero,
es decir el conjunto de los niimeros enteros es cerrado bajo la multipticacién.

e) Pero la divigién no siempre es posible en los enteros.

Por ejemplo: 3:5 noresulta un nimero entero.

3
Nota La divisién 3:5 tamblén se expresa como 3y forma parte de un conjunto de

numeros mas amplio; Los Numeros Racionales. La imposibilidad de la division en
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Z también se indica sefialando que "NO EXISTE xeZ TAL QUE 5 x = 3" 6 bien .
que la ecuacion 5x=3 no tiene solucién en Z.

4.- Propledades de las operaciones + y .

Veamos las propiedades de las operaciones suma (+) Y multiplicacién 6 producto
() y analicemos cuales no se cumplen para los enteros,

Propledades de la Suma.

S, ) Ley de (a Cerradura

Para cada a,beZ tenemos que (a+b)eZ
“La suma de dos nimeros enteros, es un numero entero".

S, ) Ley Conmutativa
a+b = b+a

S,) Ley Asociativa
a+(b+c)=(a+b)+c

S,) Existencia del Neutro Aditivo
“Existe 02 tal que a+0 = O+a = a para cualquier acZ"

S,) Existencia del Inverso Aditivo
"Para cualquier acZ existe (-a)eZ tal que a+(-a)=(-a)+a=0",

Propiedades del Producto (s)

M, ) Ley de la Cerradura

Para cada a,beZ tensmos que (a-b)eZ

"El producto de dos nlimeros enteros es un nimero entero"

M,) Ley Conmutativa
ab=ba
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M,) Ley Asociativa
a.-(b.c)=(a-b)-¢c

M,) Existencia de! Neutro Multiplicativo
"Existe 1cZ talque a ¢ 1 = 1 « @ = a para cualquier ac2"

M,) Existencia del Inverso Multiplicativo

“Para cualquier nimero a existe el nimero a-1 = —
qu a

1 1 R
1 1 .. [ovA: a debe ser digerente de cevo.
talque a L= a=1 [ *0:]

Ademds hay una propiedad que relaciona las dos operaciones:

d) La Ley Distributiva

Es claro que la propiedad M,, no se cumple en los enteros, porque no existe el
inverso multiplicativo para cada niumero entero, veédmosio con un contraejemplo:
Para el niimero 5 no existe un nimero xcZ tal que 5x = 1 (de existir serla x= 1/5
pero 1/5 ¢Z).

Ejemplos de aplicacién de la Ley Distributiva:

8) 3(5+2) = 35+32 = 15+6=21

b) 3(25) = 3(20+5) = 60+15 = 75

) 9(71) = 9(70+1) = 630+9 = 639

d) 8(93) = 8(90+3) = 720424 = 744

©) 8(98) = B(90+8) = 720+64 = 784

también = 8(100 -2) = 80O -16 = 784

f) 7(314) = 7(300+10+4) = 2100470+28 = 2198

-Ejercicios:-
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Diga qué propiedad de las operaciones + y e, se usa para poder pasar del 1€r

miembro al 2° miembro de la igualdad.
I1er miembro = 2° miembrol

1)81=8
2) 5+(-5)=0
3)3+0=3
4) 5+4=4+45
5) 7(68)=(7:6)8
6)49<84
7) (345)+2=3+(5+2)
8)9+3 = 12
9) 6(8+9)=6.8+6.9
10) 1.7=7
11) (-2)+2=0,
12) 3(x-4)=3x-12
13) (-7)+7=0
14) 5(10+3)=5.10+5.3
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5.~ La relacién de Igualdad

a) Un sistema matemftico consiste en un conjunto de nGmeros, una & mas
operaciones sobre los nimeros, como la suma, resta multiplicacién -
etc..., y una § man relaciones, tales como la igualdad 8 la rela---
cién "menor que", junto con algunas propiedades 6 axiomas que satis
facen los elementos del conjunto las operaciones y las relaciones.

b) La igualdad es una relacién que se establece entre dos nimeros del-
conjunto, denotadas por el aimbolo "=" que me lee "...igual a..." y
que cumple con las siguientes propledades:

la.) Toda cosa es igual a sf mismsa
fa="a) (Propiedad de identidad)
Por ejemplo: 8 = 8
X+2=X+2

2a.){Si a_= b entonces b=a_| (Prop. de simetrfa)
Por ejemplo: 8i 8=X + 3 entonces ‘X + 3 =8

#i - 6 =X -~ 9 entonces X - 9 = -6

8i 10 = 2X + 4 entonces 2X + 4 = 10

3a.) Doa cosas iguales a una tercera, son iguales entre sf.
.8 a=b yb=-c entoncea a = c|(Prop. Transitiva)
Por ejemplo: 81 X =y + 5 Yy Y+ 5=-2entoncea X =-2
8l 2X +3 =52 y 5Z =X+ 9 entonces 2X + 3 = X+9

4a.) Si a iguales sumamos ( 6 reatamos) iguales, los resultados son
igualesn.

| 8i acbentoncen a+X=b+X| también [a=1b
Site = d

entonces a +c=b +d

|Si_a =b entonces a - X = b - X}

. b
y tamblénait =d

entonces a ~ ¢ = b - d
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Ejesplon:
De 2X-8=0 De 5X + 3 =13
obtenemon 2X-8+6=0+8 Obtenemos 55X + 3 —3 =13 -3
Por 'lo tanto: - 2X =8 Por lo tanto S5X = 10

5a.) Si a dos cantidades iguales las multiplicamos por un mismo nimero,
entonces los resultados son igualea.

Lﬂl a = b entonces n.a = n.b |

Por ejemplo:

i3 X =2 De Sy =« 3 .
Entonces 3.X = 3.2 Tenemon (fy) 8 =( - 3)8
Y nos queda 3X = 6 Por lo tato 40y = -~ 24

6a.) Si dos cantidades igunles se dividen por un mismo nimero diferente de
cero, entonces loa resultados son iguales.

8i a=b entoncos a b
=== fcon n+40
n n
Por ejemplo:
Si 3x = 12 Si 2X=~6
entonces 3X 12 X -6
3 3 T2
es decir <12 x=-8
X=== 2
3
nos queda X =4 X=~3

Una ecuncién es una igualdad que molamente se cumple para determinados

valores de las letras que aparecen.

Por ejemplo:

La ecuacién 5 X -4 =6 So cumple para X = 2
Porque 5 (2) -4= 6

es decir 10 ~ 4

[}
o
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La ecuacisn. 3 X + 1 =8 @e cumple para X w3
La ecuscién ax-sza‘ sec\.plép-ra X=4 yY=2
Para resolver una i6n ar loa valores de las letras

que hacen gue la igualdsd se cumpla, Y para resolverla splicamos las —
propiedades de la igualdad,

Pbrejeq:lo:
Veamos la ecuacién 5X «~1=18
Sumando 1: 5§X-1+1=19+1
nos queda: 5 X = 20
y dividiendo entre 5§ : 5 X 20
—_— —

5 s
-EJERCICIOS -

Resolvbr cada una de las siguientes ecuaciones, aplicando las propiedades
de la igualdad.

a) X-3=65 g 4Xx ~1=7
b) X-2=8 . | h) 3axX +1=14
c) Y=5==2 1) 6X +2=-10
d) a+2=5 j) 2Y -3=5
e) b+5=3 " "K) 78 +4=-~10
f) a+d=-2 1) 3a +1=7



87

8- La Aritmética de los Numeros Pares

Algunos subconjuntos de los enteros tienen un comportamiento especial. Entre
estos los nimeros pares y los nimeros del reloj en donde 8+8 = 2 (es decir, 8
horas después de las 8 de la mafiana seré las 2 de |a tarde).

Recordemas los nimeros pares, P = {... ,-6,-4,-2,0,2,4,6,...}

Un ndimero par se denota como 2n en donde n es un entero.

"Un nimero entero a es par <> a es el doble de otro nimero entero”.

Por otro lado: Los ntimeros impares, I = {....-5,-3,-1,1,3,5,...)

Un nimero impar se denota como 2n+1 (el doble de n més 1) en donde n es un
nimero entero. (También podria ser 2n-1).

TJeorema 1.- La suma de dos numeros pares es par.
- Demostracién -

-unnimeropar  2n
olrongmeropar . 2m
la suma =2n+2m
=2(n+m) (por ley distributiva)
que es el doble de (n+m)
. es par

Teorema 2.- La suma de dos numeros impares es par.
- Demostracién -

un ndmero impar = 2n+1

ofro numero impar = 2m+1
La suma =2n+2m+2

= 2{n+m+1) (por ley distributiva)
que es el doble de (n+m+1)
. @8 par
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Teorema 3.- La suma de un numero par y un impar es impar.

- Derostrario -
Jeorema 4.- La suma de cualquier cantidad de nimeros pares es par.
Jeorema 5.- Ia suma de una cantidad par de nimeros impares es par.
Teorema 6.- La suma de una cantidad impar de nimeros impares es impar.
Jeorema 7.- El producto de dos nimeros pares es

Jeorema 8.- El producto de dos nimeros impares es,

Jeorema 9.- El produ ‘cto de un nimero par por un impar es, '
Teorema 10.- El cuadrado de cualquier nimero par s par.
Teorema 11.- El cuadrado de cualquier nimero impar es impar.

En la Aritmética del reloj, también llamada Aritmética Modular (de médulo 12) la
suma y el producto se comportan de manera diferente:

Para empezar, se trabaja con un conjunto finito de nimeros

{12] = {0,1,2,3,4,56,7,89,10,11,12}

en donde 0 = 12 es el neutro aditivo,

También se cumple la Ley de la cerradura, por lo que 6+7 = 1
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_c)ﬁ(‘omglota latabla para la suma.

+ 0 ]1 1213 |4 |5 |6 |7 (8 [8 |10§11]12
0 ]0 |1 ]2 /3 |4 16516 17 18 |9 (10]11]12
1

2

3

4 o J]11]2 3
5

8

7

8

9 132 13

10 4

1 5 1

b)Comprobar si se cumplen las leyes conmutativa y asoclativa para la suma.
c) ¢ Qué se puede decir para el inverso aditivo?

d) oY acerca del producto?
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CAPITULO V. LOS NUMEROS RACIONALES
1.- Origen y definicién de los nimeros racionales.

2.- Quebrados y fracciones.
a) ¢{Qué es un quebrado?
b) ¢Coémo se interpreta?
¢) ¢Cuéndo dos quebrados son iguales?

3.- Dos Teoremas sobre quebrados

4.- Suma y Resta de quebrados.
1". Caso: con el mismo denominador
2%, Caso: con diferents denominador

5.-Multiplicacién y Divisién de quebrados.
La muitiplicacién
1. Caso: Entero por quebrado.
2%, Caso: Quebrado por quebrado.
La division

6.- Propiedades de las operacionss + y - que se cumplen en (os racionales.
7.- Los Racionales y la recta Numérica.
8.- La Propiedad de Densidad.

9.- La Propiedad de Completez.
a) Comespondencia y Densidad.
b) Demostrar que V2" no es racional.
¢) Existen otros nimeros que no sean racionales
d) Los Nimeros Irracionales. '

10.- Los Numeros Reales.
a) Definicién y Propiedades.
b) La notacién decimal y los nimeros reales,
c) Un detalle interesante 1.9999..,.=2
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LOS NUMEROS RACIONALES

1.-Origen y Definicién
(,Por qué son necesarios los nimeros rlclomlu?

Hny ocasionss en que se reparte uno 6 varios objetos completos, por sjemplo,
un terreno, un pastel, una herencia, efc..., entre varias personas y ia divisién
no resulta entera.

Por ejemplo; al dividir 16 entre 5, la divisién se indica de diferentes maneras;

5ﬁ expresa lo mismo que '§‘ y tambien 16:5 6 16+5 pero el resuitado no es
un nGmero entero, es decir no existe un numero n tal que % = n [ porque si

existiera neZ tal que 1?6 = n entonces tendriamos 18 = 5n, es decir 16 serla

multipio de 5).

- También, recordamos que en el conjunto de los numeros enteros no existe e!
inverso multiplicativo para cada nimero es decir, los enteros no son cerrados
bajo Ia divisién y no existe solucién para la ecuacibn de laforma  3x=8.

- Obvlamente las expresiones del tipo '—: ?, 1;0, etc... son nuevos
nimeros que vienen a aumentar nuestros conjuntos de nimeros conocidos,

dando origen a los nimeros racionales.
¢ Cudles son los nimeros racionales?

- El conjunto de los nimeros racionales se denota por Q (inicial de
Quotientscociente) y se define como: .

Q= (% |a, b eZ y b0} que 88 lee * El conjunto de los nuimaros racionales es
igual al conjunto de los numeros "a sobre b" ¢ "a entre b" tal que a y b son
numeros enteros, pero b = 0",

Por ejemplo = eQ, eo -—EO -—so —sQ. = eo pero —~ ¢Q porque el
numero bajo Ia raya (denomlnado.) debo ser duferente de cero.
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Observe gue los nimeros racionales son los NUmeros que se escriben como
un cociente (6 division) indicado entre dos nGmeros enteros. Y por definicion

de divisibilidad: bje (b divide a a) si existe ¢ tal quoa-bcudocir%tcsiy
8010 si & = b-c ejemplos:
%-2 porque 8=¢2.%-8 porque 24 = 3.8, pero %nooxlno. porque si

%-xontonen4-oxpomox=0ytondrl-mo-oneonsoeuoncllq|n4-o

iNo puede ser! .. No puede ser que % = x,08 decir % no existe.

2.- Quebrados y Fracciones.

Desde la escusla primaria hemos trabajado con los nimeros racionales a los
Que llamamos quebrados 6 fracciones, haciendo alusion al hecho de no
trabajar con nimeros enteros sino con partes de ellos. De hecho, podemos
enfocar la parte operativa de los numeros racionales refiriéndonos a ellos
como quebrados:

a) ¢Qué es un quebrado 6 fraccion?

Un quebrado es un cociente 6 divisién indicada entre dos numeros enteros de
manera que el divisor sea diferente de cero.

numerador
Las partes de un quebrado son: —————~*Vaya de quebrado

ejemplos:

on % ol numerador es 3 y el denominador es 4 (recuerde que % significa lo

mismo que 43, 3:4, 3+4) en 1—97- ol numerador es 17 y el denominador @s 9.
Es claro que efectuando ése cociente ¢ divisién indicada obtenemos la

expresién decimal equivalente al nimero racional, por ejemplo % = 0.75.

(comprobar que % = 0.625)
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b) ¢ 0 interpreta un quebrado?

quebrado, ei denominador nos indica el nimero de partes iguales en
dividen cada una de una 6 varias unidades y el numerador nos indica el
de partes iguales que se toman de la division sefialada por el

.§5

Pér_ 0: @n % suna unidad (un pastel, una pizza, un terreno, una herencia,
.J) se divide en 5 partes iguales (denominador) y de esa division se toman 3

(numerador),

wro que al dividir una unidad de todas las pequefias unidades me
tantas partes como indique e} da la unidad total.

inador, cada parte es, a su

iderada como una

unidad, es decir como una

jemplo -+ — +
o 5

Otro ejemplo:
on ol quebrado %, varias unidades se dividen en 3 partes iguales
(denpminador)

y de esa divisién se toman 7 partes.;Cuéntas unidades hay que dividir para

obtener el nimero -2;3-7
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¢) ¢Cuéndo dos quebrados son iguales?

;,udn lguolu = y -—?

Se puede eomprobur si son iguales, efectuando las divisiones y revisando que
o8 resultados sean iguales, pero este procedimiento puede ser largo. Lo mejor
sord apiicar la definicion de iguaidad siguiente;

Definicién:

3 = 5lysolosiadsbe

6 sea que dos quebrados son iguales cuando los productos cruzados son

iouales gxi

-por sjemplo-
2 -2 porque2e = 34
12 = 12
% - :—28 porque 218 = (completar)
1_ 42
= 30 Poraue = 542 (completar)

pero %*% POrque 6:56 = 7.42 es decir 336 = 284,

También, de acuerdo a lo anterior, tenemos que:

1 =3 .2 53
1 -1-.2 4= T 5 T 2 g 5 l.ott:...
Por (o cual es vihdoaﬂrmar que Z c O porque cada nimero entero @3 también

un nimero racional.
3.- Dos teoremas scbre quebrados:

Teorema 1.- Los dos términos de un quebrado se pueden multiplicar por un
" mismo nimero, diferente de cero, y el quebrado resultante es igual.
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a_ ac
-]
Vamos a demostrar que a:(b-c) = b-(a-c)

los productos cruzados son iguales.

(c=0)

-Demostracion-

a(bc) = (ab)c ( por ley asociativa)
= (b-a)c (por ley conmutativa)
= b(a-c) (por ley asociativa)

os decir, vamos & demostirar que

-Ejemplos-

3 3 7.2 3 35 15

4 T 4 7 128 4 5 4.5 " 20
7 _ 5% 5 o 13 e 8 4

12 " e+ 9 " s 6 Y 3w 7T T @@

3 2 5 2 § 20 5 25

s *“ T 8 " % 8 “7r 8 = o Compler
2.1 9.2 8.2

a- 1 4 "2 3 " 3¢ (Completan)

Por otro lado, cbservemos que:
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142 =3 1.4 23 1.8
1 l.1 2 1=3 1=3 1=3 1 &
ose1=laZ2 3 4 _3_6
2 3 a4 5 6"
' w2468 10 _ 12 _ 14 16 18 _2 2
M‘“21234567l910|l"
3=3.6_9 12 _15 18 21 24 27 30 33
: 1 2 3 4 5 6 1 s 9 10 1

Es claro que cuaiquisr nimero entero se puede escribir como un quebrado con
ol denominador que se desee.

-sjemplos-
40 ? ? ? ?
§= —, =, -, = =
R T G T L T
54 ? 84 126 ?
623 T=g 9" M=-n 8=
21 8 32 6 42
[ Ut T A S NI T ]
on general:
[ 3
i Y

Teorema 2.- Los dos términos de un quebrado se pueden dividir por un mismo
numero, diferente de cero, y el quebrado resultante es igual

ac
- ez 0

bic

|
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-Demostracion -
ab

8- (=) ~ (por... )
b-a

- (por... )

Ejemplos-

at 35
a,.71..3 5 _5.3
28 28 4’ 0 20 4

2 T
6 _ 1 0 _5 6 _18 9
9% 127 4 9° 16 8 4

En el Ultimo ejemplo observamos gue:

% = -"3 - -:- (se saca mitad y se saca mitad, es decir,
se divide entre 2 y se divide entre 2)

Este proceso se conoce como simplificacién del quebrado y es Gtil enfatizar
que:



"CUALQUIER QUEBRADO SE PUEDE REDUCIR O SIMPLIFICAR HASTA
QUE SUS DOS TERMINOS SEAN PRIMOS ENTRE S)." (Recuerde que dos
nimeros son primos entre sf cuando no tienen divisor comun diferente de 1),

-EJERCICIO -

simmw ios siguientes hasta que numerador y denominador sean primos
ontre sf.

1 2
0% - )% *
108 - . 60
b) e = 4) 68 =

4.- SUMAY RESTA DE QUEBRADOS

1%, Caso: Cusndo los quebrados tienen el mismo denominador.

3 1.1 1 2 _1 1
Recuerdeque;, — = — + ~ + — I
W smstsTs y 99"
3 .1 _ 4 2.3_5
Porlotanto: = + = = — S+ =2
o 5757 s y 979" %
2,86, 11 3,71.9%
7 7 1 7 4 4 4 4

+ Cuando los quebrados tienen el mismo denominador, simplemente se
suman los numeradores y se conserva el denominador comun.

-Ejercicio -
38,12 4.52.7.3 8 s
23424, 3422, 0,24 = .2
V3337 »3*3°3%3%3 EATIRET

2°, Caso: Cuando los quebrados tienen diferente denominador.
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Aqul 1o ideal seria poder transformar los quebrados de diferente denominador
on quebrados respectivamente iguales pero con el mismo denominador y
aplicar la regla del 1. caso.

pero...; Cémo se transforman dos quebrados de diferente denominador en dos
quebrados respectivamente iguales, pero con o mismo denominador?
~Ejemplo- :

transformar 3 y % &l mismo denominador

»

1°.- Multiplicar |a primera fraccion (%) por ol denominador de la segunda
fraccion (5) [por teorema 1].

2.~ Multiplicar la segunda fraccion (%) por ei denominador de la primera

fraccién (4)  [por teorema 1)
3%.- Ya transformadas se puede efectuar la suma.

Veamos el diagrama;

~-otros ejemplos—

3 1 9 3
7 "% 5 *7
al P
Pl | |
27,1 _ 2 68,15 _ 78
63 63 63 3s 3s 35
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3 s

« s

Pl
-si &
.2_‘.§=2_-1
2 32 N8

MNota; En este itimo sjemplo serla necesario solamente transformar Ia primera
fraccién, porque el denominador de ia 2* fraccion es muitipio del denominador
de la primera. vedmosio:

3.5
;--'- también otra
2! f 5 4+ 1 3,3
gl is s 4
s 1 i i ! !
88 3 | | £
o 1 _11 Io 5.1
6 6 6 12 12 12

De todas maneras, sigue siendo vélido el procedimiento original, que conduce
al mismo resultado, aunque tenemos que simplificar al final,

Aplicando estas transformaciones efectuar ias siguientes sumas:

4 3 7
-7 ¢’ 8 - 5

wiN

7 3
9 3+ o)
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¢LPodria efectusr las siguientes operaciones mentaimente, sin usar ldpiz?

3 1 3 3 5
) 7t5- 035" 9478 "
.9:5 5§ 3 __ 5 2
Bgrg dgreT n-7*+7 "

¢ Qué pasa cuando uno de los sumandos 88 un niimero entero?

3 2 2
Ejompios: = -1, 3+=, Z.2
p 1 9 s elc.

*kwlm.ﬁlnﬂummmuolnan«oomymhm._
por sjempio :

—mt
+

N
-2

|
&)t

N -
o[y
0[N €O [N

Efectusr las siguientes operaciones mentaimente
7 3 4
1)5-2 c)l-? e)3+2

13 3 6
b) —= -5 = d) 8 += -2
)2 ) 7 Hn ;
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Aplicando estas transformaciones, cbtenemos la regia general para fa suma de
dos nGmeros racionales:

13 [
R
“ o b Mthe s, e Mrbe
bd bd bd b d bd
-Ejemplos-
2,2 194122 35+24 59
2 s 12(5) 60 60
3,5_390+48) _18+2 _ 38 19
4 6 4(6) 24 24 12
-Ejercicios-
37 2
I):-; Q-_;"'l D=+l =
1 1 3
I:)5+6 t)-s--l Da-=
9 3. ER B
c)‘-3 3)7 1 Y8 s
3 4, 1.4= 2 3a
d)s'9 h)2 1 )7 3
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Aplicar la ley asociativa para efectuar [as siguientes sumas:

m2idd.g

3 1 17, ., 1
+Z) o= ()b =
3 4’ s (IZ) 5

5.- Muttiplicacion y Divisién de Quebrados.
Veamos la multiplicacién por casos:

1%_cago: Multiplicacion de un entero por un quebrado.

- ejemplo-

2 " 2, ! 20 o0 2
3-(?)qulmdeclr "3 veces 3 tamblén('apartudo? 6 3do-5")

6 sea que

3.(H=2,2,2 24242 _30) 6

5 s 5 s H 5 5
por lo tanto

.23

3 3 S y en generai

o |lo
olg-




b 1 1
Ohuwoqur 8 P .c - b ab-c [y °
C2 3 1
onolcuodﬂqomplo 3..5 .5..2 ?.3
. 4_9
tlmbi‘n:9';=§° 4m3eq=12
-Ejercicios-
2 1
l);'4 03--6 D6
3 3
DERE 973 b8
1 2
0)5' 8 8 ; s
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wiN

FNIRY

1
0

2°. Caso: Muitiplicacién de un quebrado por un quebrado.

£Qué significa % (%) P

vamas a entenderio como % (pmu)de%b(%

Primero interpretemos -i—

////a////
Wi

"}

y thora

vamos a towmar
tres quintos
de esos dos

tercios

&3 quintas veces dos tercios?

2
de;)
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Obommludocﬂwu

ummmmmlluaumﬁmu % do quo o8 igual &

2
3

wiw

Pero....En cudntas partes iguales quedéd dividida la unidad? on 15 plﬂ“\
iguales. y Lcudntas partes se marcaron con 2k 7 G partes,

32,6

Por o tanto; la parte marcada corresponde a %ndocir;-% = T 6 sea
3.2 _.3:2 _6
53 °783

Con lo anterior, podemos justificar nuestra reg!a para multiplicar dos nimeros
racionales :

»
L]

o=
e
ol
.

3 4 _34_12_4

5.,1_57_35

89 & )
Ejercicios:
13 3 11 3.8 1.
T 953 9GP 3
1.2, 31.2.5. L., 1,
B33 9::G9 D525
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Nota; En la multiplicacion de numeros racionales se respeta la ley de fos
“signos para la multiplicacion,

ol -3 . 2 o ()2 . 06 _ 3 _ 3
Ejemplo: - ¢ 3 4.3 20 10 T
Resoiver:

7 4,5
a) (5) (-3 = c) (-3) (-;) =

2.1 31

R NQEP =

Se define, para cualquier nimero racional -'—, ol inverso multiplicativo de L
) (eon .&*o) b b
ncipmoo de % como aquel numero racionsl Unico denotado por

&= o
XN ¥
pero, por otro lado, tenemos que:

s b

L .2=

b =&

tmique g ¢ (p =1y @"eg =1

Por lo tanto; el inverso multiplicativo de % os % es decir (ﬁ)’l = % 6 bisn

o

L
@
- Por ejemplo-

ol inverso de

3 3

s s
elinversode 2 es” porque 2.7 .

7 2 7
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dma%uapom... o
ol inverso de .% o8 -7 porque...
fllnvmdoSu.‘s. porque...

ol inverso de -6 es _% porque...

LYa se di6 cuenta de que para encontrar el inverso basta con invertir los
términos?

Ahora ss define la divisién de dos gquebrados % enire % como |a
multiplicacion del dividendo por ef inverso multiplicativo del divisor.

a ad 10
-5><>(—6c— por ejemplo:
20 10

Efectuar las sigulentes divisiones:
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'I)'—:-}-" e)-z-:%- 1)3:%-
parl- 'm.%- nii-
'c)-;-‘:4- .)m:%- u)% 3=
TS

Otra manera en que se presents la division de racionales es como quebrado
de quebrado, 6 fraccién de fraccidn:

a
b s.c. M
Y que equivale a 53 e
d
por lo tanto:
a
gy )
s be
d

También podemos asquematizar el proceso de ia siguiente mansra:

a\ numera a

-dor R S

bv ang
T«"% denominedor

d
-Ejemplos-
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% .

sjomplos-
A 4 A
3. 3.4 S.1 R
1 s’ 3 18 3 s 1
3 3
Efectuar {as siguientes divisiones:
5
D R d) 3= V7
3 4
b); - e) — = h);
5 2
c) = 3 LAy
Note importante:

En algunas ocasiones se manejan fracciones propias, impropias y mixtas.
Las fracciones propias son aquellas en que el numerador es menor que ol
denominador.

%, ;. %. -l% otc... [la expresién es propiamente una parte de ia unidad].

Las fracciones impropias son aquell as en que el numerador es mayor que el
denominador.

S 7 9 90

3 T T D ofc.... la expresion es mayor que la unidad).

Las fracciones mixtas serian aquellas formadas de una parte entera y una
fraccion propla, y se escribirian, por ejemplo,

3 % lo que es incorrecto (porque se confunde con la multiplicacién) pues se

quiere indicar 3+

win
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Es decir, en lugar de 3 % debemos escribir 3 + -g-onlugudo |-:-
mmouersblrn%

Ademds, una fraccién impropia se puede transformar @ una parte entera més
una fraccion propis.

-Ejempios-
s 2 9 1 90 12
— =]+ = = = + = — = G —
3 ! 3’ 2 4 2’ 13 6 13
i

| S 4 6
35 2% i 13)0

2 l..........l ]2

Expresar las siguientes fracciones impropias como una parte entera més una
fraccién propia.

25 148 ) 425

A c) — = S8 =
3 v )% ®) T3

7, oa5 _ o
D 9% £)

8.~ ¢ Cuéles son las propiedades de + y « que se cumplen en los racionales?

St ) Los racionales son cerrados bajo la suma.
porque la suma de dos nimeros racionales es un numero racional.

Veamos: Sean % y-& €Q,entonces a,b,c,d,e Zconb#0, d<0 y
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L8 .Mt o gonde(adtbc)eZ bdeZybds0
b d bd ,
ad +be a [
por lo tanto ——b—d-—eo udoclr (b+d)eo.

Ejemplo:

S €Q 'y < e

2.4_2 22 2.4
3'3TAs s e rGrgee

Sz ) La suma de racionales es conmutativa.

a [ od + be
-4 ~ =
porquob d bd

Jtd _ bo+ad _ sdthe

: £ 4+ 8
y por otro lado: d+b

& %] [¥]
otanto: 2+ £ =% 42
porfotanto: T+ 3= 3" b
Ejemplo:
2,4_ 22
37T
4 2 2 2 .4 _ 4.2
Sesa = 2422, 2
A T 3757373

Ss ) La suma de racionales es asociativa,
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porque: )
. ¢ ° a (¢! + de) a(dn + bt +de)
p*t@*P~% " at = b@n
_ adf ¢ bct + bde _ (ad +bo)f + (bd)e
h (L1 2 Gaf

ad + be [} e c L
h~ I A B A A

S84 ) El cero es elemento neutro para la suma en ios racionales, es decir:

0-% e Q, estalque re0 =0+ =r paracusiquierrc Q.

Ss ) También hay inverso aditivo en los racionales. Es decir, para cualquier
reQexiste-re Q,talque r+(q) = r+r= 0

[ -8 A, -8 a+(-a) 0

- —_— —F e W ot = o=
puabeouu beQ tal que RS b 5 0
~Ejempio-

33 3,336 0
Ellnvonodosu5 ponquos+5 5 5 0
3 -3 3 -3 3

N -l m o= I == 2
ots, observe que 3 3 : pem_s 3

y de la misma manera podemos comprobar que se cumpien;

M ) Los racionales son cerrados bajo ef producto
M) El producto de raclonales es conmutativo.
M) Ef producto de racionales es asociativo.

M) Ei niimero 1 Q es neutro para el producto,
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mﬂmmmwwwmwmm“mNWMwwm%

(excepto el cero) es el nimero racional (%)" S _:’.
Nota:{ Ei cero no tiene inverso muitiplicativo.]
Ademds se cumple la Ley Distributive :
D)
1.(£+£)-£.2+2.£
b ‘q [ b q b s
-Ejercicios-
a) Demostrar que se cumple M: en {os racionales.
b) Escribir dos ejemplos en ios que se comprusbe Mz .
c) Escribir otros dos sjemplos para M .
d) Encuentre el inverso multiplicativo de %, de %, de l:— ySs.

3.1

3 7 . 4 3 4
o)Comprobnrquo;-(E+;) $'3%5 %

7.- Los Recionales y la recta Numérica.

En la recta numerica, como modelo geomélrico para la representacion de
nimeros, tenemos localizados a los enteros positivos 6 naturales (a la derecha
del origen) al cero (en el origen) y a los enteros negativos (a ia izquierda de!
origen).

S DU WU NEUEN WD UHEE U NOUN SN UGN W W N |
y + ¥

—4
T

1 L A i
98765432401 234567829
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NI 1 3 5§ 7
m-podomloaliunloandomlui, 2: 2. E.ctc..,ym-n_o
besta con dividr - sl segmenio 0,1 y a cads segmento unilario
12, 2,3, 3,4, 3.-2, 2,1, eic.. en dos partes iguaies. Pera...

LComo se divide un segmentoAB en dos paries iguales?
(ver pigura)
10) Con centroen Ay radio AB se traza s circunferencia CBD,

?.)Cmmmmayndloﬁumahclmnfmndu@.
3¢.- Se unen los puntos de interseccion CD.

4°.- Ej punta M, donde CD intersecta a AB #s el punto medio de AB.
(en geometria ss demuestra que AACM = ABCM y .. AM = MB.
AdemasCD LAB) """ 77T
U4 7O\ \\
\ AN

-
>
~
o
-L-
\\___-'//

De esta manera, dlvidlondo on dos partes iguales cada segmento unitario,
tenemos en la recta nimesica:

LR R SR TR L

Con el mismo procedimiento podemos localizar a 108 numeros racionaies

% , 3.3 7 of. dividiendo cada medio segmento en dos partes iguales.
L]

4'4'4
¥%
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Y a cada segmentito le vamos encontrando ef punto medio y de esta maners
localizamos todos los recionales con denominadores de la forms
2" (2.4,8,16,32,64,...) o3 decir todos los racionales de la forma:

11 1 1 1 1 1 1 v _1

L oL L L L1l ek
"4°8°16° 32764 128" 256 ' 512’ 1024 ' 2048

(NI

pera aunque of proceso es infinito, aun nos quedan muchos NGMeros
racionales sin localizar. Por ejemplo, ¢ Cémo podemos localizer el punto que

corresponde al nimero racional 3 , 0 2

7
5 ER 6 ;? o sea ¢ Como localizar en

Veamos un sjemplo:
L Cudl es el punto, sobre la racta nimerica, que corresponde a %?
Para encontrario debemos dividir e segmento unitario 0,1 en 5 partes

iguales y de ahi tomar 3 partes. pero...,Cémo se divide un segmento AB en 5
partes iguales?

1°) Trazar una linea recta auxiliar AX.
2) A partir del punto A, marcar un pequefio segmento sobre AX y repetirio 5

veces, marc endo los puntos 1,234 y 5 que seflalan cinco partes iguales
(construidas una tras otra).
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3‘ rlxl'landnquomnloapmtonSya

4, Porolpunucruum-pu-bhunrmsnlnmudmdo-lumm
on el punto 4,

5% Por ol Mosmunmloln-hm?ilnmmoalwmo
enelpunto 3’

De la misma manera se localizan los puntos 2° y 1° .

) Por un Teorema de semejanza de tridngulos, se demuestra que 1° 2’ .3’
A,y B nos marcan la division de AB en 5 partes iguales.

si, podemas aplicar el procedimiento al segmento 0,1 dividiéndolo en 5
es iguales y tomando 3 de esas partes.

¥
— .
-1 os ¥¥ 34 2
de manera semejante, podemos localizar los puntos correspondientes a'

4 6 3 9
FRRTRRRTRAT AN
Sélo nos falla precisar como se localizan los puntos correspondientes a

16 93 428 77
nimeros racionales como — i AR
5 l7 23" 12’

etc...
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Yimquo%‘--3+%.potlohnlo.bnheondlvldlrolmm

unitario 3,4 en 5 partes iguales y de shi tomar una parte para tener el punto

ootmpondiontonh-]s- = 1;—

1.
wy*b
-2 4 ) \ 2 3 4 B
2 8 48 w o n s
manesra, — o —~— I8 e | e = LG
De la misma TR TR A e TR T 12

Con todo lo anterior, ya podemos afirmar que:

PARA CADA NUMERO RACIONAL HAY UN PUNTO CORRESPONDIENTE
SOBRE LA RECTA NUMERICA

Ejercicios:

a) Investigar cémo se traza una perpendicular a uns recta dada y que pase por
un punto dado: Casos: 1°) por el punto medio, 2%.) por un punto cusiquiera
sobre ia recta y 3°) por un punto fuera de la recta.

b) Investigar como se traza una paralela s una recta deds y que pase por un
punto dado (fuera de la recta).

¢) Diga cudl es el Teorema deTales sobre semejanza.

8 13 25 13
d a recta numérica, localizar -~ , — , ==, y -—=,
)Enl ca localzar-3- 9 n° ¥ "%

8.- La Propiedad de Densidad,

Recuarde que en los numeros enteros observamos que "a es menor que b",

denotado por @ <b, sy solo si, en la recta nimerica, a esta a la izquierda de
b.
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IR S a y
454324t 234 ELT 46431Totl23e66é
-8¢-3 <7 RYYS

o8 claro que, tl-<b_ontonccb > & (b es mayor que a)
Definicién: a <b si hay un nimero positivo ctalquea +c=b. .
Por sjemplo:

3 <5 porqueconel nimero2,3+2=5
-5<-3 porqueconel nNUMec 2, -5+2=-3
-3 <4 porque esta el nimero 7 talque -3 + 7 = 4

Nota: asb quiere decir que "a @s menor que b 6 a es igual a b".
asb se lee "a @3 menor 6 igusi que b".

-La relacién de orden es transitiva porque:
ol a<b y b<c entonces a<c.

- Pars dos enteros cualesquiera a y b, tenemos que se cumple una y solo una
de las siguientes relaciones a<b 6a=b 6 asb (Ley de Tricotomia)
Para definir la relacién de orden en los nimeros racionales suponemos que se

eacriben los racionales con denominador positivo, es decir % con b>0 y £

d
con d>0.
Por lo tanto:

%<§-llysoloaiad<bc

-ejemplos -

%<% porque 3.1 <1.5 @s dacir 3<5

-;- <% porque 4.5 <3.7 es decir 20<21
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Z <3 poraue (2195(-1) es decir -18<8

La propiedad de densided para los nGmeros racionales afirma que:

ENTRE CADA PAR DE NUMEROS RACIONALES DIFERENTES SIEMPRE
EXISTE OTRO NUMERO RACIONAL.
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Por sjempio, entre 1 y L) existe ol racional L.
/9 9 13 6
porque o< B < ymmoinenre Xy 12y

zl{l 18 1;
15 16 29 30 31 32 )
W 15 Y TE N s <3636 36 3¢ 7 V@ Cada parsia

. 56 57 58 59 60 61 62 63 64
consecutiva existen -— <— <—- < - <—<—<—<——<— hasta @
N 3252 <73 <72 <72 <77 72 73 <7 "as'a este momento

Hemos encontrado 7 numeros racionales entre % (= -:—:-) y g (= %) que son

. 57 8 89 60 61 62 63
los numeros -7—2,3-2-,%. H.'ﬁ,?z-yTz pero el proceso o
podemos continuar indefinidamente y damos cuenta de que en realidad entre
cada pareja de rniimeros racionales diferentes hay una infinidad de nimeros
racionales, todos diferentes.
En la recla numérica se veria de la sigulente maners:

&
. f‘;\[.
-1 o it
/ ?‘\
Ejemplos: @) encontrar tres nlimeros racionales ontro-% y 1—5’7-
5
25
17

13
En realidad, no es necesario reconsiruir el proceso paso por paso para

b) encontrar siete nameros racionales entre % y

c) encontrar ocho nimeros racionales entre -:—g y

encontrar, por ejemplo, 8 nimercs racionales entre % y -;—;-. pues basta con

muitiplicar los dos términcs de cada racional por el nimero 9 (6 uno mayor)
para obtener:
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ls n
O R A

< “ . . N . q
144145 146 147 148 149 150 151 152 153 _ 153

m o arnrnrunrurnrnT T g, a7
N\ ~ J

snmmoonelomluquoomm% y -g

Ejercicios:

u

a) Eneuontro5m’amomsm:im'\alnontu'o-l?;'1 y 73

b) Encuentre 12 nimeros racionales entre % y %

9.- La Propledad de Completez.

a) Al estudiar los racionales en la recta numérica observamos dos puntos muy
importantes;

Primero, que para cada nimero racional hay un punto sobre la recta numerica,
y recuerde que los racionales son infinitos.

Y segundo, que entre cada pareja de numeros racionales diferentes siempre
hay otro nimero racional, y todavia fuimos mas lejos al comprobar que entre
cada pareja de numeros racionales diferentes existe una infinidad de numeros
racionales.

Tomando estos dos puntos en cuenta, todavia nos atravemos a hacer las
sigulente pregunta: ¢agotan los racionales a la recta nimerica?, es decir,
¢Lllenan 6 completan los racionales a ia recta numérica?

la respuesta es NQ, porque alin quedan puntos sobre la recta numérica que
cofresponden a nimeros que no son racionales.

Ahora nos preguntamos, ¢cuéles nimeros no son racionales?
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Podemos decir ‘que, por ejemplo, el nimero v2 no es racional (nuestro
siguiente paso seré comprobar que v2 no es racional).

b) Demostrar que ¥2' no as racional (V2 Q)
8i V2 fuers un numero racional, entonces ¥2 se podria escribir como un

cociente de numercs enteros Eeon 20 v,p ¥ q primos entre si. Y con esta
idea arranca nuestra demostracion:

- Demostracion-

1)Suponplmosquov"2—=—:-eonqso,pyqpﬂmoscmrosl.

2) Elevando al cuadrado: (V2 )’ = (%)’

2

2= ‘—':,-

3) multiplicandopor ¢°: 29" =p’
4) pI es par (porque es el doble de q’ )
5) -~ (P espar]

seap =2n
8) sustituyendo en el paso 3) tenemos: 2q’ =(2n)2

o sea 2q' =40’

7)y dividiendo entra 2 q =2n’
8) 54 espar (porque es el doble de n’)
9 «[qeapar]

10) Ahora tenemos que p es par y q es par, que s una contradiccién con el
paso 1) porque p y q eran primos entre si

.. es falso que vZeQ

5 V2 ¢Q (V2 no es racional)

-fin de la demostraci6n-



123

Ahora...; Qué punto sobre la recta nimerica corresponds al nimero v2 ?

Primero veamos de dénde surge el nimero ¥2 :
| En un cuadrado cuyos lados miden
Recuerde el Teorema de pitégoras: 1 tenemos:

|
“en todo trikngulo recténguio el :
}
|
1

cuadrado de |a hipotenusa es igual , LI Lre f’

%
a la suma de los cuadrados de los' e X221 41
catetos.” 1 / L
/ xt=2
| yd
| x ={Z
c | t
a ctz=al+ g |
|~ +Z esigual a la longitud de ia
o : diagonal de un cuadrado cuyos
|

lados miden 1.

Ahora, en la recta numérica, construimos un cuadrado sobre el segmento
unitario 0,1.

que corresponds & V2 . (en
La diagonal del cuadrado mide V2 , realidad V2 = 1.4142...)
y con el compds trasladamos la
longitud V2  sobre la recta
numérica, con lo que descubrimos
ol punto sobre s recta numérica

~%

c) ¢ Existen otros nimeros que no sean racionales?

los numeros que no son racionales se ilaman iracionales.

otros nimeros irracionales son V3 , V5 ,V6 , V7 , =, ¢, elc...

Ademés podemos demostrar que el praducto de un nimero racional diferente
de cero, por un nuimero irracional es irracional.

- o8 decir -

Si %eo y x¢Q entonces (-z-- x)eQ
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r

J(E- Pyt
porque; (q x)eOImpIk:lquoq x :

-4 i |
implica que x Pl pero p'eo

implica que xcQ  (es decir x seria racional)
Y simplemente multiplicando V2 ¢Q por cada nimero racional, obtonemos una
cantidad igual a la de los nimeros recionales, pero de puros irracionales.
Lo mismo si multipticamos V3 (y después x, etc...) por cada nimero racional.
De donde concluimos que la cantidad de nimeros imacionales es muchisimo
mayor que Ia de los nimeros racionales.

d) Los nimeros irrscionales, I , se definen como los nimeros que no son
racionales.

T =(xlx £Q}

Ahora, si unimos s los nimeros racionales con los irracionales, obtenemos el
conjunto de nimeros reales que si llenan 6 completan a la recta numérica.
ios nimevros reales se denotan por R

R=Qul

6 bienR={xlx ¢Q 6 xel)

["PARA CADA NUMERO REAL HAY UN PUNTO SOBRE LA RECTA
NUMERICA Y PARA CADA PUNTO SOBRE LA RECTA NUMERICA HAY UN
NUMERO REAL."

Ejercicios:

a) ¢ Como se encuentra, sobre la recta numérica, el punto correspondiente a:

x= 351 Y=8.349, Z=1.203393339,

'543-2-\0«2545413§

b) Dados los puntos x, y ,z sobre la racta numérlca chmo 80 detefmlnl ol

namero real correspondiente? N _| S S T w
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10.- Los Numeros Reales.
a)Definicién y Propisdades.

Los nimeros reales R, se definencomo:R=Qu Il

y ya sabemos que los reales si cumplen ia propiedad de compistez, es decir
que los reales s i "llenan” a la recta numérica (comespondencia biunivoca
ontre los reales y los puntos de la recta).

Ademés, los numeros reales cumplen todas las propledades de la sume.
desde S: hasta S; , con e nimero 0 como neutro aditivo y (-a) el inverso
aditivo de a.

Y las propledades de la multiplicacién, de M: a Ms, con el nimero 1 como

neutro muttiplicativo y a” = % ol inverso multiplicativo de &, con [a aclaracion

de que el nimero cero no tiene inverso multiplicativo. Y se cumple también la
Ley Distributiva, la Propiedad de Densidad y una relacién de orden.

b) La notacién decimal y los nimeros reales.

Ya vimos que cualquier nimero racional puede tener una representacion
decimal y para encontraria, basta con efectuar la divisién del numerador entre
ol denominador:

Ejemplos:
12 1 3 5
5 = 2.4, z =05, 7 = 0,78 T = 03125 (comprobar las divisiones)

(Representacién dacimal finita)
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Por otro lado:

% = 0.666...= 0.6

T‘i = 0,363636...=0.36

173 =
— = 0, = 0.8
130 0.52424 24

Esta o8 una representacion decimal infinita pero periédica. (repetitiva).

Es claro que la representacion decimal de cualquier nimero racional debe ser
finita 6 periédica, porque al efectuar la division del numerador entre el
denominador, como el denominador es un numero natura! finito, los residuos
que aparecsn en el algoritmo, 6 proceso de la divisidén, pueden ir cambiando
desde carg (lo que nos daria division exacta 6 sea representacion decimal
finita) hasta el nimero inmediato menor al denominador, pero; por ser finito el
denominador, en algun momento uno de los residucs se va a repetir y a partir
de ess momento se repite el proceso ( y oblenemos la expresion decimal

periddica 6 repefitiva).

veamos los casos de -:— R

0.7 0.6 6
413.0 3z
20 2o
o 20
2
3 2

o= =07 & = = 0.666..=0.6
7y 3 3 666...= 0.5

2
3"

1] 4.0
17

0.3636

4

0

40
70
s

0,363636...= 0.36
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362941 1764705882
1716.0 : .
j0
So
20
30
130
‘5% S S
90 n S« 0.35254iTICATOSENE
0100 17
e,
040
&

Enconirar la representacion decimal de;

47 8
8) 2 b) 5 c

Reciprocaments, a cada expresion decimal, finita 6 periddica,
nimero racional.
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-Ejemplos:-

1" Caso: Cuando a expresion decimai es finita.

x=048 y =2.6
% 12 6 26 13
.. R . . L] - 24— ®L.
*“ 0" % 25 YT T s
12 12 13
=12 os-12 -
x 32 [+) 25 2.6

2°. Cazo: Cuando la expresion decimal es periédice.

X=0.33)..=03 Y=0.181818..=0,18

Sean 10X =3,333,., Sean100 Y =18.181818..,
restando X = 0,333,.. - Y= 0181818..

nos quedan 99Y = 18

9X =3

3 18

X=3 Y%

1 2

S OF LY=L

"3 T

z =0.725

.78 148
1000 200

-2
40

29
& 0,725 = —
40

Encuentre los racionales corespondientes a los siguientes decimales:
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x = 0.8555..= 0.85 z= 0357 r=08
y = 0.64242..= 0,642 w= 084 =09

Por ofro lado, a los ndmeros irracionales corresponden expresiones dacimales
no-finitas y no-periddicas.

Ejempios:

n=3.1415926...
V2 = 1.414214...

x = 0.27207200720007...
y = 21911811891119...

Veamos el siguiente Disgrama:

decimales finitos o
Racionales {decimales peritdicos
Reales (Q)
(R) irracionales/decimales no finitos y
(o) no periédicos

Otro esquema que debemos recordar es:;

NcZcQcR

IcR

c) Como Uuitimo detalle interesante observamos que se cumple la propledad de
densidad para los nimeros reales. O sea que entre cada dos nimeros reales
diferentes existe otro nimero real.
trasladando esta idea a la recta numérica, concluimos que entre cada pareja
de puntos diferentes, existe otro punto.

Es decir:
Ng hay dos puntos consecutivos sobre |a recta; de la misma manera que:

No hay dos nimeros reales consecutivos.

Con lo anterior, adn preguntamos:
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LS«‘ posible que 1.9995....sea el Nimero Inmodlnto.mﬁor az2?
NO porque hn&lmos dos numeros reales consecutivos.

Sea x=1.999..
tomando 10x = 19.999...
yrestando  x=1.998...

obtensmos Bx= 18
18

oo XF—

9 .
Y demostramos que x =2 4 sea que 1.9999...=2

Por lo tanto, cada nimero real en expresién decimal, con una “cola” de ceros
puede escribirse también con una “cola” de nueves,

1.000...= 0,9999...
3.14000...= 3.13999...

Ejercicios:

1.« transformar a expresion decimal los siguientes "quebrados”

v} b1 92 9 92
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2.- Efectuar las operaciones y simplificar

024) - 183 2.4
v3*2 9% 133
5.3 1n_7 7.3
R D53 by
{
931, 0510 o3
3 18 7 %a_
2 1 12 28 %‘
R D550 ~ e

3.- Dar dos sjemplos para cada uno de los siguientes enunciados:
a) La suma de dos quebrados puede ser un entero (diferente de uno).
b) El producto de dos fracciones puede ser un entero.
¢) El coclente de dos fracciones puede ser un éntero.
4.- Mencionar a) un numero racional y b) un nimero irracional comprendido
ontre 0.25y0.26
ontre 0,378y 0.379
ontre 0.53 y 0.54

5.- Transformar a "quebrado” los sigulentes:

a) 21 d) 0.522 Q) 12.268
b) 0.14 8) 52 W) 027

c) 0.45 §)423 1) 0.48
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6.- EWr [ ] ordon‘cnclm (de menor a mayor)
) 0.45, o.iussms.... 0.45, 0.4545, 0.45

7.- escribi eonv"eola" de nuaves.

e)84 =

b)0.28 =

c)3=
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