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PreHDllC!6n 

En la aoc:ledad actual, y delde h8Clt mucho• ellol,una preparaclón mat91Ñtlca 
general 1e considera como parte e1&nclal de la formación Intelectual 6 cuttur11 

general de toda P8f'IONI. El daurrollo de 1 .. matl!Mtlca1 y el •mpllo campo 
de 1U1 mplicmdonn hmn •ido tale• que •• dificil parm CU11lquiar perlONI, 1ln 
lmporter au nivel cultural, Interpretar e Interactuar con su propl• reelldad 1ln 

requerir •I meno• un conocimiento elemental da la aritmética y geometrl•. 

Laa matemMJca1 aurgen de necesldade1 pr4ctlca1, y 111 mismas nece1ldtlda1, 
lntaractu.ndo con al pen..miento ab1tracto genera do por ellu, condujeron al 

dal8rrollo de la matemétlca. E• decir, al bien e1 cierto que el daurrollo 

matem4tlco luVo - lnlclo1 en neoa1idade1 prácticas, también e1 verdad que 
una vez puello an marcha, dicho desarrollo gana lmpulao por 11 mismo y 
trasciende IOI conllne1 de una utilidad lnmedlat•. 

Son vllrias la• cualidades caracterlatlcas qua se puedan desarrollar con la 
cultura matamátlca. 

La capacidld ele Abs!rocc!6n, por el mismo car6ctar ab1tracto de lo 
matamátlca1 se daurrolla en laa peraona1 una hab!l!dad especial para 

analizar problemas atendiendo únicamente a IUI 1l1mento1 el8nciale1 y la1 

ral11Cion11 que existen entre 11101, dejando da lado los detalle• poco 
Importantes, aumentando cada vez mas la capacidad de generalizar los 
resultados y la• aplicaciones. 

La Prtclt!ón y ti Rigor, en estt sentido la cultura mat&IMt!ca es una d!IClpl!na 

del eaplritu en donde la simplt memorización sin ti tlfuarzo para I• 
comprensí6n no garantiza buenos raaultados. La misma disciplina fuerza la 
atención, si 11 quiere' aprender, y nos obliga a aprehender lo eaenclal de un 
problema, es en esta aantido qua el "mas 6 manos" no tiene cabida en al 
esfuerzo del aprendizaje, y cuando queremos escribir buscamos la claridad y 
la prec!sl6n. En suma ta busca ser riguroso aunque al rigor lo único que 

pretende ea darle formalidad y legitimidad a todos los frutos aurgldos de la 

Intuición y de todo al proceso histórico en el desarrollo de la matam6tica. 



LI Cll!IC!dld dt BIZ!!!'!l!!!ftnto· .. ve Incrementada con •I Htudlo de IH 
ITllllll'llMlcll1 que tambl6n denrrolla la Imaginación y no1 h- un poco ma1 
lndependlentH de la llmple lmltaclón o repetición de ajerclcioa. 

Mtmn 111 tpllcac!Ofll• de la matem41tlca en la lnclu1tr1a, la vida IOcial, la 
admlnlllracl6n del gobiemO, y la vida privada no• hace penur que la 
tecno!ogla moderna Hrla lmpo1ibl• 1in las matemitlca1. Tambi6n 18 pienl8 

que. la matematlzaclón de la• clencla1 motiva su denrrollo. Alguna1 
apllcaclona1 brillantH aon: el descubrimiento de Neptuno, provocado por 
lrregularldadel obH1"Vade1 durante mucho• allo1 en el movimiento del plaMta 
Urano, Lu Leye1 de la gen6tica, la estructura del 6tomo y la teorla da la• 
ondu eledromagn6tlcaa. 

En ute curao tratamo1 de poner al alumno en contacto real con el contenido 
de la .ritm61lce, siguiendo la ruta a partir de 101 orlgene1 y elemento• 
~IH h11ta puntos avanzado•, justificando cada paao para no dar 
lugar al "m11 o meno•" en la compran1ión 

El curso piopone y conaldera como esenciales 101 conocimiento• adquirido• 
en la enMl'IMlza balea, ea decir 111 tablas de multlpllcar y el dominio de la• 
cuatro operaclon11 fundemantal11 de la aritmética, IUITlll , reata, multiplicación 
y divi116n. Tambi6n requiera un compromiso da participación del alumno en el 
proceso de hacer aritrn6tiea y un profundo deaeo de tener penumiento1 
proplo1, Me parece adecuado recordar un antiguo proverbio chino: 

"Si lo veo tal vez pueda recordarlo. 
Si lo veo y lo ellClleho qulzé me sea de alguna utilidad. 
Pero, si lo veo, lo escucho y lo hago, jamé• podré olvidarlo porque ya 
forma parte de mi miamo.'" 



CAPITULO l.· SISTEMAS DE NUMERACION 

1.- El proceao de contar 
•) AJ principio fue el caoa. 
b) Deapu61 eparecl6 el dedo y la correspondencia. 
e).,_ •l 1lmbolo numérico y la agrupación. 
d) Cuntlonerio · 
•) Trab9jo de inve1tlgacl6n IObre 1l1temas antiguos de numeración. 

2.- El li1tema de numeración decimal 
a) ¿Como surgió? 

b) ¿CulllH son las caracterlstlcas del sistema de numeración decimal? 
1• .• E1debase10. 
2".· E1 poalcionai. 
3• .• E1 aditivo. 
4•,. E1 operativo. 

e) Otrol 1istema1 de numeraclón po1lclonal con base diferente a 1 O. 
1• .• Agrupamiento y conteo en otra base. 

2".· Transformación de nllmeros de base a base. 

3.- Las operacione1 fundamentales. 
a) Laauma. 
b) La reata. 
c) La Multlpllcaclón. 
d) La Divi1ión. 
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l.· SISTEMAS DE NUMERACION. 

l.· EL PROCESO DE CONTAR 

•> Al principio fue .i c:moa: 

En lol primwo8 timmpoa el hombre no tuvo necesidad de contar, se vivió 111 una 
elpeci• de comunismo primitivo, todo era de todo• y 101 hombrea compattl111 loa 
flUtoa de I• tierrli, la• cueva1 e lnclulO lo• peligros. Pero poco a poco, al 
agotarse loa flUtoa, al romperse 111 arm11, el escaaear la comide, empezaron a 
aentir la nece1idad de tener cada quien su• propia• armas, sus reserva• de carne 
y pieles, etc... Cuando el número de poae1ione1 era pequetlo, h•bla un 
conocimllllto directo de cada objeto po1eldo y el poseedor podía pre1tarlo, 
eaconcterlo 6 perderlo, pero bastaba un vistazo a los demés objetos para uber 
que faltaba algo y penaar en I• manera de recuperarlo. 

b) DPpu6s "11P1recl6 el dedo y la correspondencia". 

Al llU"1entar el número de pose1lone1, a9 conocimiento fue insuficiente para 
reconocerl111 • toda1 o para delectar la falta de alguna o alguna• de ella y el 
hombre fue adquiriendo la idea de CORRESPONDENCIA al tratar de 18ber 
cuintoa objetoa po1ela, estableciendo un apareamiento o correspondencl• 111tre 
cada objeto poaeldo, V9Clll por ejemplo, y los dedos de las mano1, pero 1i 101 
objeto• eran muchOI .ntonce1 usaba una piedrita que depositaba 111 una 
can11ta, cuenco, vasija o agujero en la tierra. Ali, para cierta cantidad de vaca1 
t.nle la millTl8 cantidad de piedritaa en su can11ta, aunque el hombre aún no 
manejab• la Idea de número, ya 1abla que a cada piedrita que tuviera en 1u 
cana1ta correspondla una vaca de 1u pertenencia y reclprocarnente. Ea claro que 
con e1te m6todo el hombre 1&bla que si el meter la1 vecaa a su corral y hacer 
corresponder a cada vaca que entraba al corral con una piedra de 1u can11ta, le 

sobraban piedra• entoncea autométicamente le faltaban vacas, tant11 como 
pledraa le hubieren sobrado. 
Por otro lado, si adqulrla una nueva colecclón de vacas, debla ane1111r a 1u 
coleccl6n de piedras la cantidad de piedritas correspondientes a la• nueva1 vacas 



y de nta 1Mne111 "eumaba" 1&1 do• cantldadn. (De hecho, todavl• Ulll'llOI ta 
P81Mn piedrita, en 18tln calCUIUI 6 cilculo - pledrll 6 guijarro - P411'11 1'9ferlmoa 8 
oper8donel nwn6ricu, •unque 18mblén .. le UM con au 1lgnlf1Clldo orlglnml de 
pi«h, por ejemplo; cilculo• en el rill6n, en el hlgado, etc ... J. 
Podemol lm.glnamoa I• lrnporl8ncie que tenlan ell81 colecclone1 de pledri181 
fllll'll - poaeedore1, ermn IUI regl1tro1 con18blee, y en ocaalonea la1 cargab8n 
COl'lligo P8l'll efectumr tranNCCionea o Impedir robol. Pero no tod81 181 cultura 
nigua uArOn piedrll1, •lgunH cultura• uuron varita•, otra• nudo• en cuerda, 
mue1CM en 6rbole1, colmlllo1 de •nlmalee etc ... 

c) ~et 1lmbolo num61ico y I• agrupacl6n: Probablemente, el 1lgulante p&10 
fue lr8nlmlllr e118 lnfonnaclón; pa111 poder efectuar una tranlllCCl6n, dejar un 
'8(1111ro con fine• de herencia, pa111 avisar 808rca del nWllero de enemigo• en 
otro pueblo, ,,.ra Indicar el número de animales muerto• por un cazador, etc ... 
todo nto P8l'll cuoa en que y• eran illlUficlente1 las plntu1111 rupellra• 
detali.ndo UM hlalorl•. 
E1 decir, Y• 91'11 neceurla ta cruci6n del afmbolo numérico, •ún CU8ndo el 
concepto de número no e1taba suficientemente comprendido ni deMrrOll8do. 
Se aupone que ••18 necesidad de 1lmbolo1 par• palabras y númeroa 18 presenta 
en el periodo de crecimiento de las ciudades, cuando empezaron loa negocio• y 
el comercio, y los gobiernos se dedicaron a guardar listas de lmpue1lol y otros 
datol administrativos. 
T8/1lbltn en e1te caso, 111 diferentes culturas, con diferente maner• de penaar y 
diferente• entorno1, utilizaron diferente• slmbolOI numtrlcoe: Alguna, tal vez 
recordando el dedo levantado, usaron 1011lmbolos l,11,111,111, como loa eglpcioa y 
101 rOll18llOI, otra1 usaron el dedo acostado - r= ,::, corno 101 chlno1, otra• 
motivadas por los Instrumentos que usaban para trazar los slmbolo1 utlllzaron , f , 
~ (marca• en torma de cullaa) y alguna1, recordando a las pledrl18s, uaaron 101 
slmboloa, •, ............. , como 101 mayas, no faltaron las que quisieron tener 101 
mll/llOI slmbolos para el lenguaje que para contar y usaron letra•, como 101 
griego• y loa hebreo•. 
Sin embargo, en cada cultura notaron que la repetlci6n de 1lmbolo1 no er• un 
gran avance IObre el uso de las piedritas y, poco• poco fueron madurando otra 
gran Idea, la del AGRUPAMIENTO, y 18 dieron cuenta de que H podla contar 
mejor hllclendo grupos paquallo1 de objetos solos, y esto1 grupoa paquellos 
agrupado• a su vez: en grupo1 de grupos de objetos solos y éstos en grupos de 
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grupo1 de Ql'UPOI ... etc... Tembl6n en este cno, la dlferlntea cultura lduron 
dlfenlntn fonnu de egruparnlento: 
Loa Egipcios utlllzaron grupo1 de 10 y crearon los 1lmbolo1: 1 para 1, n (talón) 
para el número 10, &para un grupo de 10 grupo1 de 10, 6 aea el 100, etc ... 
Loa Babllonk>I usaron grupos de 10 y de 60, y crearon los almbolol: f (cu/la) 
psa el 1, ... (cul\a apuntando a la Izquierda) para el 10, etc ... 
Loa chinos alCl'ibleron: -,= ,!:, etc ... para los primeros números y+ para al 10. 
Loa Romano& pensaron que al cada raya era un dedo levantado, abriendo toda 11 
llllllO, & , tenfamoa el número 5 como una V, y al número 10 aran dos cl11C08, X. 
y quedaba el almbolo X. 
Usaron loa almboloa 1, 11, 111, 1111, V, X. ate ... 
Loa Mayu usaron grupo1 da 20 en 20 con almbolo•.J?:!lr& al uno. el cinco v el 
caro:. •= 1, _ = s, • =o, SISTEMAS DE NUM~RA.CION 1'~T\6UOS 

(SIMP.OLOS. USADOS) 
ILONIO O O A'f CHINO 

•IODO 

Lo1 crlterlo1 que usaron para el agrupamiento fueron muy diverao1, pero muchos 
de ellos ae baaaron en las caractaristicas flalcas del cuerpo humano: De esta 
manera penaaron en agrupaciones de 5 en 5 por 101 cinco dedo1 de una "*'°• 
en .;rupeclones de 10 en 10 por los dedos de las do• manos, en agrupaclone1 
de 20 en 20 por la totalidad de los dedos, manos y ples, en agrupaciones de 12 
por las 3 dlvl1lone1 que 111 forman en cada uno de 101 cuatro dedos juntos de una 
mano cerrada, etc ... de la misma manera que pensaron en pértes del cuerpo 
humano para las primeras medidad de longitud, como la cuarte, el codo, el ple, la 
vara, etc ... y aún para medir tiempos pequenos, donde usaron los ciclos de la 
respiración y los latido• del corazón. 
Exl1lleron mucho• slstamaa de numeración diferentes e la antlgQedad y 1181'6 
tarea para el lector investigar las caracteristlcaa de cada uno de ellos. 
Por nuestra cuenta estudlaremo1 el Sistema de Numeración Daclmal, que a1 el 
sistema que ae utillza actualmente a nivel mundial debido a laa transacclonea 
comerclales globallzadoraa, aunque todavia an muchos lugarea •lguen usando su 
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propio 1i1t11ne da numeración, da menera locll, como los c:hlno. y lol arabH por 
ejemplo, y por otro lado, aún •Kl•ten elgunu tribua que no tleniln un 111teme da 

numerec:i6n y l6lo .. menejen 1e1 ldee1 de "uno", "dol", y "muchoa". 

dt CUESTIONARIO 

1.· Cuando el hombre uaó pladrilea pare "contr' ... 
e) ¿Tente le idee de lo qua era númtn>? 

b) ¿ Ceño uble qua la feli.ben vaca•? 

e) ¿ Cu6nta1 vecea deble rec1-? 
d) ¿Cómo podla 11r robado de una parta de tu• veca11ln qua lo notara? 

2.· ¿A~ H lllrlbuya le nace11dad da tener 1lmbolo1 num6rlco1? 

3. • ¿ Por qué fue IUl'Qiendo I• Idea da agrupamiento? 
4.- Mllndona tre1 forma1 diferantH da agrupamiento y diga qua puabiOI lea 

uwon. 
5.- Diga tre1 c:1rac:tarlstica1 del cuerpo humano qua hayan motivado tras formal 

dlferenlH de eg¡upemianto. 

a) TAREA DE INVESTIGACION 

Praaantar un Informe con laa c:aractarisllcaa da cada uno da loa 1lgulant11 

1l1tema1 da numeración antlgUOI. 

Sl1tema da Numerec:lón Egipcio. 

Sl1tema da Numeración Babi16nlco. 

Sl1tema de Numeración Chino. 

Slltema de Numeración Romano. 

Sistema de Numeración Maya. 

Menciona en cada lnfonna una bibllografla con un mlnlmo da traa libros qua 

hayan 1ldo consultados. 

Puada utilizar la1 siguientes preguntas como gula para su trabajo de 
lnve1tlgacl6n: ¿ En qué apoca 18 usó ?, ¿En qué material ascrlblan ?, Qu6 
1lmbolo1 tenla ?, ¿ Tenla ba1e 6 qua tipo da agrupamiento usaba ?, ¿ Era 

poaiclonal ?, ¿Era aditivo?,¿ Era operativo?,,¿ cuéndo y porqué 18 daj6 da 
usar?, ¿ quada algo da aaa 111tema en la actualidad? 

/ 
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2.- EL SISTEMA DE NUMERACION DECIMAL 

•) ¿ Como aurgl6? 
En la lndl1, Igual que en muchal otr11 cuHuru, M dlllrfOlló, deldl el 

alglo 11 ó 111 A. ~. un 1l1tem1 de numeración que para el siglo V D. C. ya tenl1 la• 

1lgulent• C81'1Cterllllcaa: 
1") Y1 8f*8Cll el cero con su correspondiente slmbolo y 1lgnlflcado (v8CIO ó 

nldl) y permltle expre11r el valor de poslclon de otros 1lmbolo1. 
2") Utlllu diez 1fmbolo1, del O al 9 para elCriblr cualquier cantidad. 
38) Cada 1lmbolo tiene un valor diferente, de acuerdo 11 luger que ocupa en la 

llCl'itura del nl'.lmero, valor posicional. 
El Cll'O, en su forma eacrlta, aparece en la lndl1 alrederor del lllo 500 D. C. en 
111 obr11 del gran matermltlco y astrónomo hindú Aryabhata. Segl'.ln otros el 
primer manullCrito hindú en el que figura el cero apareció a finales del siglo IX D. 

C. Po1terionnenta, en el 1lglo X. dicho sistema da numeración fue llevldo a 
Europa por unos mercaderes árabe• a travea de un libro de arltm6tlca e1crlto en 
hindú y treducldo al árabe, en Europa traducido del araba al latln, y en unos 
cuanto• 1lglo1 1rralgó firmemente en Europa. 

A eao M debe que aste sl1tema de numeración también se llame Indo-arábigo, 
aunque vale la pena aclarar que 101 árabe1 no utilizaron este sistema. 
En E1pal\a, en el siglo X, ya aparecen numerales muy semejant111 a 101 que 
tenemo1 en la actualidad, pero su aceptación en el resto de Europa se llevó mas 

tiempo. Aunque los nl'.lmeros lndo-aréblgos se conocieron en Europa desde el al'lo 
1000 D. c .. en el al\O 1300 se prohibió 1u uso en 101 bancos de ciertas ciudades 

europeaa y en 101 documento• comerclal11s con el pretexto de que se 
transformaban y falsificaban más fácilmente qua los n'1mero1 rornanoa, por 
ejemplo el O podla convertirse en 6 ó 9 por una simple raya, No obstante, cuando 
comenzaron a imprimirse los libros se hicieron répldos progralOS. Aunque 
continuaron empleandose los n'1meros romanos en algunas escuela• hasta 
al rededor de 1600, y en la tenadurra comercial de libros durante un siglo ma1. 

b) ¿ Cuéle• son las caracterlsticas del sistema de numeración decimal ? 

1°) El sistema de numeración decimal es de base 10. 
Porque ti- diez 1lmbolo1 béslcos llamados dlgltos ( del latln dlgitus = dedo ) 
que ton 0, 1,2,3,4,5,6, 7,8, 9, con 101 cuales se puede escribir cualquier nl'.lmero. y. 

I 



Porque tu• egrupeclonn aon de 10 en 10, n decir ceda diez unldDI forman 
una dec9na, ctlda diez dec9naa formen 1n1 cent.., c:Hadlez centenas forman 
1.11 mui.r ( 6 unidad de mlllw ) etc ... 
Por ejemplo; cont8r por agrupaclonea de 10 el algulente conjunto de puntoa: 
(rig. a) , 
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• • • • • • • • • • * • ............ 
• • • • • * •••• . .......... . 
• • * ••••••••• ............ 
• • • • • * •••••• * ••••••••••• . . . . . . . . . . . . . .......... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ... . . . . . . . . . . . . . .......... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .......... . . . . . . . . . . . . . . .......... . . . . . . . . . . . .......... . . . . . . . . . . . ...... . . . . . .. 
(flg. •) (flg. b) 

Método: 
Primero: H•gamo1 grupos de 10 rodeando con léplz de 10 en 10 punto•. 
Segundo: Formemo1grupo•de10 grupo• de 10. 
Tercero: Ahor• grupo1 de 10 grupos de 10 grupo1, etc ... 

Veamoa: ¿ Cuénto1 puntos quedaron sueltos? 

Z esos son las unidades 
¿ Cuéntos grupos de 10 quedaron sin rodear 

~esas ion las decenas 
¿ Cu6nto1 grupos de grupos de 10 tenemos solo 1 

1 •so• son la1 centenas 
Por lo i.nto; tenemo• 1.. L z puntos 

cdu 
een 
ne i 
te d 
en a 
na d 
a a e 
• • 

ObllfVe que no contamos ... simplemente agrupamos de 10 en 10. 

/ 

1 
i 
! 
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De la mlama "*1Wll podemo1 contar agrupando de 8 en 8 (ba•• 8) 6 de 5 en 5 
(bue 5) etc ... 

2") El •lltema de numeración decimal ea Poalcfonal. 

Porque en la ucritura de un nllmttro ea Importante la posición que ocupa cad• 
dlglto 6 1lmbok> utilizado y de esta manera, cada dlglto tendré un valor poalclonal. 
De acuerdo con lo 8nlerlor, Cllda dlglto ti- do• valorea: 
Un valor llbaoluto; que ea el valor del dlgito como tal. 
Un valor relativo; que ea el valor que toma et dlgllo de ~erdo con la posición 
que oaipe en le •ICl'lli.n del número. 
Pero ... ¿ Culile1 aon la1 po11cfone1 en el 11111111111 de numeración decfmal ? 
E1ta1 poalclone1 1e Inicien delde la extrema derecha hacia la Izquierda en la 
eacrltura del número, como H Htlala en el diagrama: 

Ellal poalclone11e pueden denOtar por productos de 10 como ae marcan en el 
1lgulente diagrama. · 

- --- -- -q,.r¡, 
"bo "bo 1'~ ~\Po"". ~~"" ; 

-;;-1-\ 
,.. .¡. c. -<: \\\ ~"--\ 

,, ·'? 
'é'..¡.\ ~-;,"'o .. 

,-,.¡.c. 
'(; ~~ 

.,· ~\P 
• '"Ó .,. 

°tí.~ °ó 
': 'á"!, .. ·.,~ 1'"' 

('I "'"' 
i. • ,.º Qo> "ó "\\ 'lí \-1-"ó 'l.. 'lí i '1: 'lí a'lí .~et .. ~'' .... ~ ~ .... .;_ ~~~1' ~ 'lí . i.. lb~ ~\\~ ~ ~ 

~ ,, " ~':? Q ~~º " ... '\ %...,.-, \,i' ~'tl~ ~"'\ 
~~ ·b"'· " ~ ~ ,'?.,.~ 

'b °á 'lí "ó 'lí 
o'lí 1o 12 12 -;, ~ ,;.' 

"b ·o ~ . " 
% 

~ 
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T81'11bitn podemo1 marcer laa poaiclone1 por potanclu de 10 de la 1iguienle 
rnenera: 

;¡;. ~ 101 104 ~10' 1? ~ 
bue10) 

---- [valore• p!OliclOOlllH de la 

Ahorll podemoa diatinguir 101 v1lore1 relativo• de 101 dlgito1 que componen ..., 
número. 

Por ejemplo: 
En el nllmero 3854 

3 8 5 4 
l 10• l 10

1 j 10' l 10º 
tenemo1 

el valor relativo del 4 H 4 porque 4 ocupa la po1lcl6n de 181 unldade1 

el valor relativo del 5 ea 50 porque el 5 ocupa la posición de laa decenas 

el valor relativo del 8 ea 800 porque el 8 ocupa la posición de 111 centen11 

el valor relativo del 3 es 3000 porque el 3 ocupa la poalción de 181 unidadea de 
mill1r. 

E1 decir, el valor relativo es Igual al valor absoluto del dlglto por el valor de la 
poaic:ión que ocupa en la escritura del nllmero. 
• en el ejemplo anterior-

el valor relativo del 4 es 4x1 oO = 4x1 = 4 
el valor relativo del 5 ea 5x101 = 5x10 = 50 
el valor relativo del 8 es Bx1o2 = 8x100 = 800 
11 valor relativo del 3 ea 3x1 o3 = 3x1 QQQ = 3QQQ 

suma 3854 
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~ que al IUll1al' 101 valOl'lll relativOI de lo• dlgito1 que lo componen 
obt.-rnoa al valor dal número. 
La IUl1lll de lol valorea relatlvo1 de lo1 dlgito1 de un número M - como la 
NOTACION DESARROLLADA del nlMnero. 

En al ejemplo anterior: 

3854 = 4x10° + 5x101 ~·e~1o2·~·;;;1·;,~ 

=~::::1~~~~~-~:J 
ÑOTACION 

DESARROLLADA 

3") El 11atama da numeracl6n decimal e1 Aditivo. 
Porque el valor de un número •• Igual a la IUITl8 de 101 valorea relativo• de lo• 
1lmbolol num6ricos 6 dlgito• que lo componen. 

Por ejemplo: 
7156 = 6x10° + 5x101 +1x10

2 
+ 7x10, 

• 6x1 + 5x10 + 1x100 + 7x1000 
•6 +50 +100 +7000 

3409 .. 

568= 

4") El 1lllema de numeración decimal ea Operativo. 

Porque podemo1 efectuar 181 operaciones fundamentalea, suma, reata, 
multlplk:acf6n y divi1i6n por medio de procedimientos 6 algoritmo• Hnclllo1, que 
tambi6n M han ido deHrrollando, y explicaremos an la siguiente sección. 

e) Otros aistama1 de numeración posicional con base diferente a 10. 

1º) Agrupamiento y conteo en otra base. 

Ea claro que asl como podemos contar por agrupamientos de 10, también 
podemos contar por agrupamientos de cualquier otro número. 
Veamo1 un ejemplo; trataremos de contar los siguientes 67 puntos por 
agrupamientos de 7 en 7. 
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. . . . . . . . . . . . . * * . * * . * . * . * * • . * * * * . . . . .. . . . . * . . . 
Primero: hacemos grupos de 7 formando septetos y lo que sobre (O, 1,2,3,4,5,6) 

seraÍl las unidades. 
Segundo: hacemos grupos de 7 septetos de septetos y lo que sobre serán 
septetos. 

etc ... 
Tercero: escribimos el número formado en base 7. 

Observe que el número 67 pero ahora escrito en base 7 es igual a 124. 
es decir (124)., = (67)10 

que se lee ... "el número 124 escrito en base 7 es igual al número 67 escrito en 
base 10". 
Como la base 10 es la usual , omitiremos ese sub-Indice y simplemente 
escribiremos 

(124), = 67 

Como segundo ejemplo, cuente los mismos 67 puntos pero ahora por 
agrupamientos de 4 en 4 (base 4) 

• .. . . 
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1º) '-nCl9 grupo1 de 4 formando cuarteto• y lo que IObre (0,1,2,3) Hrlln 

unldade1. 

2º) '-10a grupo1 de cuatro grupo• de 4 fonnando cuarteto• de cuarteto• y lo 

que lobl'I Hl1ll1 cuartetoa. 

etc. .. 
3º) EICl'iblmoa el nllmero formado en base 4. 

y ehorm tenemo1 que (1003)4 ,. 67 

E1 decir, que de la ml11n1 maner1 que cont1m01enbise10 podemoa contar en 
cualquier bale y 101 valores posicionales, en esta nueva base, serén potencial de 
la nueva baM indlcade. 

Podemo• mencionar algunos casos en que le agrupación y conteo se da 

en otra• balea; 
Por ejemplo: algunas carvezas se presentan en cajas de 6 y éstas a su vez en 

paquetes de 6 cajas. 

Algunc19 l6plce1 y plum11, adema• de venderM auelto1, vienen en cajita• de 12. 

La meyorill de 101 clg1rrillo1 naclonale1 vienen en cajita• de 20 y 61ta1 1 au vaz 

en paquet11 de 20 cajetillas. 

La1 cajita• de cerrillo• traen aprox. 54 "luces". 

La mayoria de los cubiertos y vajillas estan considerados para 6 persona• pero 

se hlbl• de la media-docena, y muchas tiendas ofrecen descuentos al comprar 

por docena. Los vendedores de flores y narenjaa manejan la "gruesa" que aon 12 

vece1 12 ósea 144 piezas, la"media-gruesa" = 72 piezas, el "cuarto de gruesa" = 

36 piez11, el "medio-cuarto"= 18 y la docena= 12 piezas. ¿Conoce otro• casos?. 

-Preguntas-

1.- ¿Cu61es son los slmbolos numéricos y los valores posicionales de la base 12? 

2.- ¿Cu6le1 son los símbolos numéricos y los valores poslclonales en la base 5? 
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2") TRANSFORMACIONES DE HUMEROS DE BASE A BASE 
¿ Cómo H tlWllforma un n!Mnero escrito en una baH cualeaquiera • blH 10 ? 
Efeclu8ndoH I• notecl6n deurrolleda de 6se número en le baae lndicedll. 
Por ejemplo: 

•I número (124), 
~71 2 4 "'4x7" + 2x7

1 
+ 1x7

2 

~ ª4x1 +2x7 +1x49 
.. 4 + 14 +9 
•87 

obHN• que IH multipliCllCIOl'lff H hacen en blH 10 y de 
... 11111Mre ae realiza la tranaformacl6n de -..e 
eutométlca. 

11 o~~\ = 3x4° + 0x
1 

+ Ox4
2 

+ 1x4' 
1 4'l4

2}j = 3x1 + OX4 + OX18 + 1x64 
= 3 +O +O +64 

" 87 

I 
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-EJERCICIOS-

Transformar a ba .. 10 los siguientes númeroa 

1.-(325)6= 
2.-(473),= 
3.-(2212),= 
4.-(11101)2= 
5.- (11101 )l= 

6.-(2212)4-

7.- (2212)1= 

8.- (3231 >.= 
9.- (1324),= 
10.-(434)5 
11.- (7A58)12 

12. - (88A)12 

llCITA: En base 12 
A•lO y B•ll 

¿Cómo se transforma un número escrito en base 10 a una base cualesquiera? 
Veamos un ejemplo 

Transformar el número 67 escrito en base 10 a base 7 
1 º) ¿ Cuéntos grupos de 7 hay en 67 ? 

9 
... dividiendo 7 'J67 

(4'"·, 
'···~···· 

tenemos que hay 9 grupos de 7 y sobran 4 unidades 

2º) ¿ Cuéntos gruposde 7 hay en 9 ? 
1 

... divldlendo1W.. .. 

(~_) 

tenemos que hay 1 grupo y sobran 2 septetos 

I 



3°) ¿ Cu6nto1grupo1de1 hay en 1 ? 
o 

... dlvldlendo7JI .•. 

(~_) 

16 

hay O grupos y sobran 1 septeto de septeto. 
Por lo tanto; el número buscado seré: 

1 2 4 

11•¡ 1• 17° 1 
El procedimiento u puede abreviar de la s gulente manera: 

9 1 o 
1J61 1')9 1}1 :. 67=(124h 

.... 4 +--- .l. +--- ..1 .. 
Este procedimiento lo conocemos como el método ele las divisiones sucesivas. 
Veamos otro ejemplo: 
Transformar el número 175 escrito en base 10 a base 4 

1º) ¿ Cuéntos gru~s de 4 hay en 175? 

... dividiendo 4fü 

(~~., · ... _ .... 

hay 43 grupos (cuartetos) y sobran 3 .unidades 

2º) ¿ Cuéntos grupos de 4 hay en 43 ? 
10 

... dividiendo 4)43' 

(~~·¡ 
· ..... · 

hay 10 grupos (cuartetos de cuartetos) y sobran 3 cuartetos 

3°) ¿ Cuéntos grupos de 4 hay en 10? 
2 

... dividiendo 4 JiO 
(~) 

hay 2 grupos y sobran 2 cuartetos de cuartetos. 

/ 
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4°) ¿ Cuéntoa grupos de 4 hay en 2 ? 
o 

•.. dividiendo 4~ 
( 2") 
···-··· 

hay O grupos y sobran 2 cuartetos de cuartetos. 
abreviando el procedimiento tenemos: 

43 10 2 o 
4fü 4143' 4Jiii 4}2 :. 175 = (2233)4 15 03 _____ !, ____ 1_ 

.J..-.. ~---
·EJERCICIOS­
Transformar a la base 
1.-71=( )l 
2.-55=( )2 

3.-117=( )• 
4.·MIS=( )4 
5.-686=( )! 

indicada los siguientes números. 
6.-686=( )• 
7.- (686=( )• 
B.-975=( )• 
9.- 3428=( )12 
10.- 686=( )12 

¿ Cómo se transforma un número de base a base? 
hay qua efectuar dos pasos, diga cuáles son: 
·EJERCICIOS-
Efectuar las siguientes transformaciones 
1.·(322)4=( )o 4.-(21201)3 =( )o 

2.- (543)6 = ( )• 5.- (654)1 = ( )! 
3.- (762)1 = ( )• 6.-(21201)1 = ( )7 
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3.- LAS OPERACIONES FUNDAMENTALES 

•)!ASUMA· 

.Al 1Umat dos 6 mas números escrito• en base 10, queremos que el re1ulllldo ae 
obtenga en baae 10 y, obviamente, con1&rvar la• posiciones. Para esto 
eacrlblmo1 loa números cada uno bajo el anterior de manera qua las unidades, 
decenas, etc ... aparezcan an las columnas respectivas. 
Por ejemplo: para sumar los números 3458,7209,846 y 2624 los escribimos de la 
siguiente manara: 

3458 
+ 7 2 o 9 

8 4 6 
2624 

~~~\~~ 
~\\,~ 
~ iP 

Nuestro siguiente paso será sumar los dígitos qua aparezcan en los ordenes 
correspondientes 

La costumbre al realizar esta operación, nos hace pensar, an ocasionas en vez 
alta, qua 8+9+6+4 Igual a 27 por lo que ponemos 7 y llevamos 2 ... y aquf 
preguntamos ¿por qué se pone 7? ¿por qué llevamos 27, ¿dónde ponemos al 77, 
¿a dónde 18 lleva el 27. 
Para responder a astas preguntas debamos recordar un principio fundamental en 
al sistema da numeración por agrupaciones da 10 en 10 qua as: "CADA DIEZ 
UNIDADES DE UN ORDEN EQUIVALEN A UNA UNIDAD DEL ORDEN 
INMEDIATO SUPERIOR". Por lo tanto; al sumar las unidades en al ejemplo 
anterior tendremos 27 unidades qua equivalan a 20 + 7 unidades as decir (2 
veces 10, mas 7) unidades 6 sea 2 decenas mas 7 unidades, luego entonces 
escribimos al 7 en al lugar da las unidades y las 2 decenas las anotamos, o bien 
"las llevamos", a la columna da las decenas para sumarlas con las demás 
decenas .. 
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Al aumer en eata cotum1111, obtenemoa 13 decenaa y nuevamente acl1r1mo1 que 
13 c1ecena1 ea Igual• (10 + 3) decenas, que ea Igual a 1 vez 10 dec:ena1 maa 3 
~·. que quiere decir 1 centena ma1 3 decenas. 
Por lo tanto eacriblmos 3(decenas) en el espacio de laa decenas y "llevamoa 1 
(centena) a la columna de las centenas. De la misma manera procedemos para 
lu algulentes columnas. 
La expllcacl6n esquemática serla como sigue: 

s +: n r············¡ 
1 l 2 i ' : 2 1 
:a:4is a ~ 

+ i1;2\o e ¡ 
: 1 1 1 

¡ :e ¡4 a ; 

L~t'ii i1=20+1 ~10+7 
L~ 1 ~ Z 

que para abreviar escribimos de la siguiente manera 

, 2 , 2 

3 4 5 8 
+ 7 2 o 9 

8 4 6 
z 6 z ~ 
4 1 3 7 

A manera de práctica, efectuar las siguientes 1umas. 
Recuerde que "CADA DIEZ UNIDADES DE UN ORDEN FORMAN UNA UNIDAD 
DEL ORDEN INMEDIATO SUPERIOR". 

8745 
+ 1 o 2 

3699 
~ 

2 o 1 5 
+ 1 o o 8 

3 9 2 7 

LI..Z..1 

SI le operación suma se planteara en un sistema de numeración de base 
diferente a 10, tendríamos que pensarlo en términos de agrupaciones con la base 
sella lada. 
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Por ejemplo: Sumar e~ base 5; 342 con 123 y 232 y 024. 

1 L ~ .1.. (Es decir, en 11 unidades 
hay dos veces 5 ( dos 
"qulntetas") y sobra una 
unidad, por lo cual 
"ponemos 1 y llevemos 2") 

En este caso considere que: "CADA CINCO UNIDADES DE UN ORDEN 
EQUIVALEN A UNA UNIDAD DEL ORDEN INMEDIATO SUPERIOR". 

Efectuar las siguientes sumas en la base Indicada. 

base4 base6 

2 3 3 4 2 1 
+1 2 3 +2 3 5 

2 o 1 1 o 5 

2.....U ~ 
1 

base2 

1 o o 1 
+1 1 o 1 · 

1 o 1 1 

-º-º-L 

base9 

4215 

+ 3 87 
276 

.t.Q..Q..!! 

base7 

1 3 4 

+2 o 5 
3 6 6 

~ 

base e 

2005 

+1226 
1357 

llll... 

base3 

2 1 2 
+1 1 1 

2 o 2 

ti..l 

base4 

3 2 1 

+3 1 2 
2 3 1 

~ 
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f11a11i. Lo• números que se suman se llaman sumando• y a lo que resulta se le 

llama IUITlll ó resultado. 

Para e1ta operación, debemos considerar que. "CADA UNIDAD DE UN 
ORDEN SE PUEDE TRANSFORMAR EN DIEZ UNIDADES DEL ORDEN 

INMEDIATO INFERIOR". 

Por ejemplo: cada decena es igual a 10 unidades 
cada centena es Igual a 10 decenas 
cada u. de millar es Igual a 10 centenas 

etc ... 
De asta manera podamos analizar la resta ó diferencia de dos números con al 
siguiente enfoque: 
Una vez escrito• los números haciendo corresponder sus posiciones: 

1º) SI para cada orden, el dígito del 1er número (mlnuendo)es mayor que el 
dígito correspondiente del 2º número (sustraendo) simplemente encontramos 

la diferencia entre los dlgltos de cada orden para obtener el resulatado. 
Por ejemplo: 

_ 4 3 7 5 (minuendo) 

~ (sustraendo) 
2 2 3 1 (resta ó diferencia) 

2º) Si para algunos o varios órdenes, el dígito del1er número es menor que el 
dígito correspondiente del2º número, la resta de un dígito manos otro mayor 
no se podría efectuar, entonces este dígito del minuendo "pide prestada" una 

unidad del orden Inmediato superior que al llegar a ese orden Inferior se 
convierte en 10 unidades respectivas que se suman a las que ya habla, y 
entonces si se puede efectuar la resta en ése orden. Pero debemos indicar de 
alguna manera éste préstamo efectuado, ya sea quitando la unidad del dlglto 
en el minuendo 6 agregando una unidad al dígito correspondiente en el 
sustraendo, para "emparejar" la situación. 



VHl'llOI un ejemplo: 
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8162 
2.li.§ 

A 2 no H le puede rwat. 5 .. Ahora el 2 le pide una unidad preltada •I 6 

8 1 h 8 1 &"'2. -8 1 8 2 
~.y noaquada ~ 6 bien uh 

7 7 

porque rwsullll lo mllllTID M que 6-5, ea decir resulta lo mismo quitarle 1 al 6 del 

minuendo que sumarle 1 al 4 del sustraendo. 

Otra vez, la costumbre no1 hace pensar que pare la resta cada vez que se pide 

pre1111do, H compense sumando une unidad al dlgllo del orden superior en el 
aullreendo y lo elCriblmos da la siguiente manera: 

8162 8162 

llb 6 de la manera Uh 
5817 5817 

Se puede comprobar que la operación reslll fu6 bien realizada cuando al sumar 

el austra.ldo con la realll 6 diferencia (resultado) obtanamos el minuendo. 

8 162 

u.iil+ 
5 8 UÍ 
_.,,,.,,__J 
8 1 6 2 = minuendo 
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Nuevamente; 11 deseamos efectuar una resta en un sistema da numeración de 

baaa diferente a 10, tendrlamos qua pensarla en términos da agrupaciones en 

la basa eallalada. 

Por ejemplo: 

Restar en basa 5 

'/} Yl 
4 3 2 1 
-~ 

1 4 o 3 

En asta caso considere que "CADA UNIDAD DE UN ORDEN EQUIVALE A 

CINCO UNIDADES DEL ORDEN INMEDIATO INFERIOR". 

Y efectuando la suma, del sustraendo con la diferencia resultante, en bese 5, 

comprobamos: 

4 3 2 1 

u::.u·~+ 
1 4 . .9. .. ~.i 
4 3 2 1 

Efectuar las siguientes restas en la base indicada. 

basa7 base e base6 

4201 6213 4250 

tlll u..!1. ~ 

base4 base2 base3 

3012 11 o o 2121 

ll.ll 1001 !.1l.1 
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e) La Multipllr.aclOn· 

En la muHipliciaclón nos surgen otras dudas: 

¿ por qué se hace por partes? 
¿ por qué se corren algunos lugares? 

375 

....lLlt2 
750 

~ 
30750 

¿cómO .6 que la suma da lo que queda abajo as al resultado da multiplicar loa 

do• números?. 

La mullipllcacl6n es una suma repelida, de un mismo número, escrita de manera 
abreviada; por ejemplo: 3·8= 3 veces 8 = 8+8+8=24 
De esta manera se construyen las tablas de multiplicar que todos conocemos 

para la base 10. 
Cuando se quiere multiplicar un número formado por varios dlgltos por un 
número que consta de un solo dlgito, la mulliplicaci6n se hace por partes: 
Se multiplica primero el orden de les unidades por el dlgito multiplicador y se 
escribe el resultado en el orden de las unidades, "llevando" las decenas 
resultantes para ser agregadas en el orden respectivo. 

Enseguida se multiplican las decenas por el dlgito multiplicador y el resultado, 
que son decenas, se escribe en el orden de l11s decenas considerando las 
decenas llevadas en el paso anterior y considerando también las centanaa 
formadaa ahora, para ser "llevadas" al orden de las centenas y de la misma 
manera para los siguientes 6rdanes . 

Por ejemplo: 
4 6 7 

X 8 
3'7'3'6 

observe que también se resuelve sumando B 
veces el número 467 6 bien sumando 467 

veces el número 8. 
La jusliflcacl6n del procedimiento anterior se encuentra en la ley distributiva que 
relaciona la multiplicaci6n con la suma de la siguiente manera: 

a(b+c) =ab+ac 6 bien (b+c)a =ab+ac 

.. ··; 
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Y aplicando esta ley al ejemplo anterior tendrlamos: 
(467) X 8 = (400+60+7) X 8 

= 400x8 + 60x8 + 7x8 
= 3200+480+56 

es decir, tenemos qua sumar 32 centenas mas 48 decena• mas 56 unidades de 
la siguiente manera: 

3200 
+ 480 
___ll 
3736 

Para obtener el reaultado. Pero este procedimiento se abrevia con el diagrama 
anterior, que repetiremos ahora. 

4 6 7 

L-....!! 
3 7 3 6 

Cuando se multiplican dos números de varios dlgltos entonces se aplica dos 
veces la ley distributiva. 
Por ejemplo, sea 428 x 376. 
En este caso: 428 x 376 = (428) x (300+70+6) 

= 428x300 + 428x70 + 428x6 
Aqul entendemos que se quiere multiplicar 428 por 3 centenas y sumarlo con 
428 por 7 decenas y con 428 por 6 unidades. Es decir, debemos sumar tres 
resultados de productos parciales de la siguiente manera: 

428x300=1284 00 
+428x70 29960 

428x 6 = 2!l68 
160928 

Por supuesto que toda esta explicación y el procedimiento justifican un arreglo 
6 esquema para desarrollar la muitlplicaci6n, por partes,como nos lo explicaron 
en la primaria.con la aclaración de que los productos parciales se inician con las 
unidades y los siguientes productos parciales se van "corriendo", cada vez, un 
lugar hacia la izquierda para ocupar los respectivos lugares de decenas, 
centenas, etc ... 



26 

.~ 
1284 

160928 

Observe que al correr los siguientes productos parciales hacia la izqulei:<ta ya 

no es necesario escribir los caros finales. 

Tambi6n en este caso, para efectuar una multiplicación en un sistema de 

numeración de base diferente a 10, debemos efectuar los productos parciales y 

la suma en términos de agrupaciones de la base sellalada. 
Por ejemplo: 

Multiplicar en base 5 

3244 

~ 
12043 

20342 
24141 

3140113 

Multiplicar en base 6 

435 
ll2L__ 
3032 

1314 
20212 

ahora efectuar las siguientes multiplicaciones en la base Indicada: 

base3 

2112 

llll 

base4 

223 

~ 

base7 

4 5 3 

~ 

/ 

base e 

564 

21§.ll 
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d) 1 g p!y!1lón 

La manera en que realizamos la divi11Ón tambi6n noa hace surgir varias dudas: 

Veamos la división de 4275 entre 73 : 

58 
73}4275 

625 
41 

Veémoslo paao a paso: 
Primero observamos que el 73 cabe 5 veces en 

427 y de ahl sobran 82. 
Despu6s bajamos (?) el 5 y observamos que 
ahora el 73 cabe e veces en 625 y aobran 41. 
Podemos comprobar que la división esté bien 
hecha porque (73x58) + 41 = 4275, pero .... 

¿ por qué esta operación se Inicia con los órdenes mayores en vez de iniciar 
con las unidades como las demés operaciones? 
Cuando se efectúa le resta, ¿por qué se baja la siguiente cifra ó dlg!to?. 

Para responder a estas preguntas, trataremos de explicar le división 
recurriendo a la repartición de agrupaciones de 1 O en 1 O entre unidades. Para 

esto consideremos que tratemos de repartir 4275 lépices entre 73 alumnos. 
Como los léplces, por el sistema de numeración, asten en agrupaciones de 10, 
podemos pensar que los tenemos como lépices sueltos (5), en paquetltos de 10 
lépices (7), en paquetes de diez paquelilos (2) y en caja' de 10 paquetes (4). 

Para repartirlos es natural que tratemos de repartir sin desbaratar los 
empaques, pero si los paquetes mas grandes no son suficientes para repartir 
entre los alumnos entonces se desbaratan los empaques principales obteniendo 
los paquetes siguientes ( del siguiente orden) y juntándolos con los paquetes 

que tenemos (de ése siguiente orden) tratamos ahora de repartir estos paquetes 
entre alumnos, si tampoco se puede ó sobran algunos entonces desbaratamos 

ahora sus empaques, obteniendo los paquetes siguientes y juntándolos con los 

paquetes que teniamos de ese orden y ... etc .. El procedimiento se repite hasta 
que se reparten los iépices sueltos y anotamos los que sobran. 

Veámoslo con los siguientes diagramas: 



73lfüs 
4~ 

00 
73)4275 

42! 
427 

005 
73)4275 

42 
427 

.l~ 
62 

28' 

Las cajas (4) no alcanzan a repartirse antre loa 
muchachos. por lo que H clelbaratan y nos 
quedan 40 paquetes (de 10 paquatitos cada 
uno) qua junténdolos con 101 2 paquetes que 
teniámos, y que "se bajan" se convierten en 42. 

Los 42 paquetes no alcanzan para repartirse 
entre 101 alumnos, por lo qua se desbaratan sus 
empaques y nos quedan 420 paquatitos (de 10 
lépicas cada uno) y junténdolos con los 7 
paquetitos qua tenlamos, qua "sa bajan" 6 
"bajamos el 7~ se convierten en 427. 

¡Ahora sil 427 paquetitos entre 73 
alUJ1111011 hace que toquen 5 paquetitos a 
cada alumno, lo que da un total de 5 x 73 = 365 es 
decir , 365 paquetitos repartidos y sobran 62 
paquetitos 

Rompemos los 62 pequetilos y nos sobran 620 lépices sueltos y 
junténdolos con Jos que tenlemos, "se baja el 5", nos quedan 625 léplcas 
sueltos. 

005 .. 
73)427~ 

42 ! 
4271 
-~~~ 

625 

Al repartir 625 lápices entre 73 alumnos 
le tocan 6 lépices a cada alumno, lo 
que da un total de 8 x 73 = 584 lépices 
repartidos y sobran 41 lápices. 
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73)4275 

42 

427 

625 

:.~~ 
41 
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con ••to •a completa la operación, 
en donde 4275, el número que ae divide ae 
llama~. 

73, el número que lo divide se llama~. 
58, el resultado se llama~. y 41, que ea lo 
que sobra, se llama cuislY2· 

El último diagrama ea el que nos Indica el proceso completo da la división, pero 
para ahorrar eapaclo eliminamos los primeros pasos da descomposición y no 
escribimos los caros Iniciales en el cociente, con lo que nos queda el siguiente 
diagrama. 

58 
73)_;4275 

365 
'"Tu 

584 

41 

Y también podamos eliminar la notación de la resta efectuéndola 
simulténeamante con la multiplicación, con lo que nos queda el esquema: 

SS 
73)4275 

625 

41 

Como repaso, efectuar las siguientes divisiones, escribiendo el paso do cada 
resta. 

965)345862. 

45)11234 
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Par11 al calO da la dlvlli6n en un sistema de numeracl6n en otra ba1e, debemo1 

efectuar 111 repartlclone1, los productos y las restas en t6rmlno1 da 
agrupaclone1 de la baH Hllalada. 
Por ejemplo. 

dividir en baH 5 

3244 
432)]140113 

2401 
""2j41 

1414 
···422·1 

3333 

3333 

3333 
·oooo 

dividir en base 6 

441 
24)}0312 

144 

JSl 
144 

32 

'4 

Ahora, efectJe las siguientes divisiones en la base Indicada: 

base4 base9 base2 base 7 

21)3022 87)3568 11)100101 65)42054 
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CONJUNTOS 

1.- ¿Qué es un conjunto? 

Un conjunto es una colección, lista ó cúmulo de objetos cualesquiera. 

Los objetos qua forman el conjunto se llaman elementos o miembros del 
conjunto. 

Por ejemplo: 
El conjunto de aves que regresan a sus nidos. 
El conjunto da perros que siguen a la presa. 
El conjunto formado por un caballo, una casa, un libro y un léplz. 
El conjunto formado por una cuchara, un melón, una sllla y un carro. 

Si los objetos que forman el conjunto son de la misma especie. se dlca que el 
conjunto es homogéneo. 
Si los objetos son de especie diferente, el conjunto será heterogéneo. 

¿Cuáles de los conjuntos del ejemplo anterior son homogéneos y cuales 

heterogéneos? 

Decimos que un conjunto esta bien defi.nldo cuando dado un objeto 
cualesquiera podemos saber si es miembro ó no es miembro del conjunto. 
Por ejemplo: 
"El conjunto de alumnos del grupo 306 del C.C.H. Naucalpan". 
El alumno Juan Péraz esta inscrito pero no esta presente ... , ¿es miembro del 
conjunto?, para no tener este tipo de dudas es necesario re definir el conjunto 
de la siguiente manera. 
"El conjunto de alumnos inscritos del grupo 306 del C.C.H., Naucalpan". o bien 
"El conjunto de alumnos presentes del grupo 306 del C.C.H. Naucalpan." 

Un conjunto es FINITO, cuando tiene un número finito de elementos, es decir, 
cuando sus elementos se pueden contar y terminar de contar. De otra manara 
el CONJUNTO ES INFINITO. O sea, un conjunto es Infinito cuando sus 
elementos no se pueden contar 6 no se termina de contar. 



Ejemplo1: 

Conjunto• 
Finitos 

Conjunto• 
Infinitos 
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ÍEI conjunto de laa letras vocales del espallol 
1 El conjunto de alumnos del plantel 
1 El conjunto de abejas en un panal 
1 El conjunto de pelos en la cabeza 
LEI conjunto de granos de arena en la playa 

ÍEI conjunto de los números pares (2,4,6,8, 10, 12 ... ) 
1 El conjunto de puntos en una linea. 
1 El conjunto de círculos de diferente radio todos con un 
Lmismo centro fijo 

2.-¿Cómo es la notación de conjuntos? 
Los conjuntos se denotan con letras mayúsculas, A, B, C, K, X, etc ... y los 
elementos con letras minúsculas, a, b, c, x, y, etc,,,. 
Al definir un conjunto se pueden usar varios procedimientos llamados. 
Notación Descriptiva, Notación Tabular y Notación Constructiva 6 por 
comprensión , que consiste en: 
La Notación Descriptiva C<1110late en describir al conjunto por medio da nuestro 
lenguaje: 
Por ejemplo: 
A= El conjunto de las vocales en espanol 
B= El conjunto de los números Impares positivos menores que 10. 
C= El conjunto de los números enteros mayores que 3 paro menores que 11. 
La Notación Tabular: aquí se define un conjunto por la enumeración ó lista de 
sus elementos separados por comas y encerrados con llaves. 
Por ejemplo: 
A={a,e,l,o,u} 
8={1,3,5,7,9} 
C={4,5,6,7,8,9, 10} 
D=( 1,2,3,4,5,6, ... } 
La notación constructiva: Se define el conjunto usando una letra minúscula, 
por lo general x, para representar a un elemento cualquiera y se enuncian las 
propiedades o condiciones que deben cumplir cada uno de los elementos. 
Por ejemplo: 
A={ ic 1 x es una vocal} que se lee: "A es el conjunto de las x, talas que x as 
una vocal". 
B={y 1 y es impar y Y<10} que se lee: "Bes el conjunto de las y tales qua y es 
impar y Y es menor que 1 O". 

I 
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C=(z 1 z es un nl'.lmero entero y 3<Z<11} que se lee: "C ea el conjunto de la• z, 

tales que z e1 un nl'.lmero entero y z es mayor qua 3, y menor qua 11. 
D"'{X 1x289} 
E={y 1 3y·2=1 O} 
F={z 1 z es una letra da la palabra " tacto") 
diga como u leen D, E y F. 

3.· La relación entra un elemento y un conjunto 18 denotaré por medio del 

1lmbolo e (épsilon, letra griega) de la siguiente manara: 

aeD 

quiere decir que " a as elemento del conjunto O" 

ó bien: "a esta en O" 

ó bien :"a pertenece a D" 

Por otro lado: 
&ti! F 

significa que: "a no as elemento de F" 

ó bien: "a no esta en F" 

ó bien : "a no pertenece a F" 

obsérva que en matemétices una relación se niega cruzando al slmbolo da la 

relación con una diagonal por ejemplo; a * b se lee "a no es Igual a b" 
31'5 se lee ;, 3 no divida a 5" 

7 t. 4 se lee '7 no es menor que cuatro" 

-8 ti! N se lea "-8 no pertenece a N" 

Por ejemplo: SI A ={a,a,l,o,u}, aeA, eeA, ueA pero btl!A, Ytl!A, etc .... 

fllala;. el slmbolo e Indice una relación entre un elemento y un conjunto. Por 

lo tanto ; las notaciones A e e y r e s significan B es un conjunto y A es un 

. elemento de B, y s es un conjunto y r es un elemento de s, aunque en este 

texto no usaremos may(isculas para elementos ni minúsculas para conjuntos. 

4.· Conjunto vacto o nulo es aquel conjunto que no tiene elementos. 

El conjunto vac(o se denota por 0 (letra escandinava) por ejemplo: 

A= conjunto de personas vivas con mas de 200 anos da edad 

B= conjunto de sirenas que viven en México. 

C= conjunto de campeonatos mundiales ganados por la selección de ful-bol 

Mexicana 

O= conjunto de elefantes voladores. 

-- f 
I 
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5. Igualdad entre conjuntos. 
conjunto• A y B son Iguales cuando tienen los ml1mo elemento•. 

decir A = B si cada elemento de A es elemento de B y cada elemento de B 
e elemento de A. 
P ejemplo: 
S an A = {1,2,3} y B = {2,2,3, 1, 1} en este caso A=B, porque cada elemento de 

es también elemento de e y cada elemento de e ea elemento de A. 
E claro que al escribir un conjunto, no afectan el orden ni la repetición de 

dice que un conjunto A es subconjunto de un conjunto B si cada elemento 
A es también elemento de B. 

ea subconjunto de B se denota por AcB. 
AcBselee: 

" es un subconjunto de B" 

bien "B es superconjunto de A" 
bien "B contiene a A" 
s claro qua si AcB entonces para cada xeA tendremos que xeB. 
or otro lado; ¿Cuándo un conjunto C no es subconjunto de un conjunto O? 
no es subconjunto de O se denota por cciD] 
no es subconjunto de O si hay al menos un elemento de C que no está en D. 

orejemplo: 
ean: A="{a,b,c,e,l,o,u} 

B={a,e,l,o,u} 
C={a,b,c;d,e} 

n este caso BcA porque cada elemento de B es elemento de A. 
~porque de C pero d~A 

B porque_ eA y_ ~B. (completar) 
BcC?__porque __________ _ 
CcB? ___ porque. __________ _ 

e acuerdo con lo anterior, decimos que A=B si y sólo si AcB y también BcA .. 
sea A=B :::::>AcB BcA y también AcB y BcA ::::>A=B en símbolos: 
=Be:-AcB BcA 
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W2l6; ~ H IH " ... Implica que .•. " 

~ M IH. " ... 11yIOIO11 ... " 
A H IUbconjunto propio de B, cuando AcB pero Af B. 

7.- Conjunto• comparables y Ajenos. 
Doa conjunto• A y B ae dice qua son comparables cuando AcB 6 BcA. 
Porejtmplo; 

Sean A={1,2,3,4,5} 8=(1,3,5} C=(2,4,6,8} A y B son comparables porque BcA, 
pero A y C no aon comparables, porque Act.C y CctA, B y C tampoco IOll 

comparable•. 
Do1 conjunto• A y B ion ajeno1 cuando no tienen elementos en coml)n, es 
decir, cuando nlngl)n elemento de A es elemento de B y nlngl)n elemento de B 

••elemento de A. 
· Por ejemplo: 

SI A=(a,e,l,o,u}, B=(b,c,d} y C=(a,b,c,d,e} A y B son ajenos paro A y C no son 
ajeno• porque a eA y a e C. 
¿By C aon ajano1?_porque ___________ _ 

8.- Propiedades de relación de Contención (Relación de Subconjunto) 
a) AcA para cualquier conjunto A(" Cualquier conjunto es subconjunto de si 
mismo") ¿ o no es verdad qua todo elemento de A es elemento da A? 

b) SI Ac:B y BcC entonces Ac.C (ley transitiva) 

Demostración 
Porque al xeA, como AcB, xeB y como BcC entonces xeC, es decir todo 
elemento de A lo es de C y por lo tanto AcC. 

e) 0cA para cualquier conjunto A.("el 
cualquier conjunto") 

Demostración 

es subconjunto de 

SI 0 no fuera subconjunto de A, habrla un elemento x, xe0 tal que x 11.A. 
Pero el 0 no tiene elementos. 

Por lo tanto, es falso que existe xe0 tal que x11.A es decir ; es falso que 0ctA, 
y lo verdadero seré que 0cA. 

9.- El Conjunto Potencia. 
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El conjunto potencia de un conjunto A, denotado por P(A), es el conjunto que 
contiene como elementos a todos los subconjuntos del conjunto A. 
en slmbolos P(A) = {BIBcA}. 
filalai. El conjunto potencia es un conjunto de conjuntos. 
Los conjuntos de conjuntos también se llaman clases 6 famlllas de conjuntos 

Por ejemplo: 
Si A={a}, entonces P(A)={CZJ,{a}} 
SI A={a,b}, entonces P(A)={0,{a},{b},{a,b}} 
SI A={a,b,c}, entonce• P(A)={0,{a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c},{a,b,c}} 
SI A={a,b,c,d}, entonces P(A)= (escribirlos) 

Observamos qué: 
SI A tiene 1 elemento, entonces P(A) tiene 2 elementos (2=21 ) 

SI A tiene 2 elementos , entonces P(A) tiene 4 elementos ( 4=22) 
SI A tiene 3 elementos , entonces P(A) tiene 8 elementos ( 8=23) 

SI A tiene 4 elementos , entonces P(A) tiene_ elementos ( ) 

En general 
SI A tiene n elementos entonces P(A) tiene 2n elementos, 

10.- Diagramas de Venn-Euler. 
Los diagramas de Venn son representaciones gráficas de los conjuntos que 
nos ayudan a vlsuallzar sus propiedades y entenderlos mejor. 
Las representaciones generalmente se dan por medio de curvas cerradas 
(curvas que regresan al punto de partida) y el Interior se considera como el 
contenido del conjunto. 

Ejemplos: 

f) o e 

D 



• X 

H 

Be A 

HcxK 
porque existe xeH tal que Xt!K 

AcB y BcC=>AcC 

A B 

A y B no son ajenos 
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A 

OI-.4 =AcC 
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A y B son ajenos 

OPERACIONES CON CONJUNTOS 

11. - Unión da Conjuntos: 

La unión de dos conjuntos A y B, denotada por AuB es el conjunto formado 

por todos los elementos que estén en A ó en B ó en ambos. 

En slmbolos : 

Au B ={ x 1 x e.Aóxc.B}; A u B se lee ... " A unión B" 

En diagramas de Venn : 

En cada caso, AuB es la parte sombreada 111//. 
Para que x s: Au B es necesario que xc A ó x &B. 

Supongamos que y~A, ¿puede suceder que ye;AuB?. 

¿Qué se necesita para que z~( AuB )?. 
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Ejemplos: 
, Con1lderemos los conjuntos: A= {a, b, e, d, e} 

B= {a, e, I, o, u} 

C={e, f, g, h, I} 

Encontrar: AuB= { a, b, e, d, e, I, o, u} 
AuC= {a, b, e ,d, e,f, g, h, I} 
BuC={ } (completar) 
CuB={ } 
CuA={ } 
BuA={ } 

Au(BuC)={a, b, e, d, e} u {a, e, I, o, u, f, g, h} ={a, b, e, d, e, 1, o, u, f, g, h} 

(AuC)uC= ( } u { } = ( } 

Obaérve que: 
BuC = CuB, AuC = CuA, AuB = BuA y Au(BuC)=(AuB)uC 

Con diagramas de Venn, podemos Ilustrar que AuB=BuA y que 
Au(BuC)=(AuB)uC etc .... 

AuB= -

B 

BuA=B 

A= /11 
BuC=\11 

Au(BuC)=Q 

Obsérve que las partes 
sombreadas son Iguales :. 
AuB=BuA 
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AuB=lllln 
C=ill 

(AuB)uC=Q 

e 
Algunas de las propiedades de la unión son: 
U1)AuA=A 
U.)AuB=BuA 
U3) Au(BuC) = (AuB)uC 
u.)Au0=A 
U,) AcAuB y BcAuB 
U6) SIAcB entonces AuB = B. 
Demostración de las propiedades. 
a)AuB=BuA 
Porque obtenemos lo mismo uniendo los elementos de A con los de B que 
uniendo los elementos de B con los de A. 

b)Demostrar que Au(BuC) = (AuB)uC (hacerlo) 
e) Demostrar que: SI AcB entonces AuB =B. 

12.- Intersección de conjuntos. 

La Intersección de dos conjuntos A y B, denotada por AnB es el conjunto 
formado por los elementos que están en A y en B simultáneamente. 
En slmbolos: 
AnB = {xfl<eA y xeB} 

AnB se lee "A intersección B" 

En diagramas de Venn: 

A • A B 

m 00 
A n B = /// An8=0 AnB=/// 

/ 
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P•.ra que x e AnB es necesario que x eA y x e B. 
Supongamos que yeB, ¿es sUflclente para afirmar que yeAnB? 

Ejemplo a: 
Sean 101 conjuntos: A= {a,b,c,d,e} 

B = {a,e,l,o,u} 
e= {e,f,g,h,I} 

Encontrar: AriB = {a,e} 
AnC ={e} 
BnC ={ 
CnB={ 
CnA={e} 

} (completar) 
} 

BnA={ } 
An(BnC) = {a,b,c,d,e} n {e,i} ={e} 
(AnB)nC={ }n{ }={ 
An(BnC} =A n {a,e,l,o,u,f,g,h} = {a,e} 
(AnB) u (AnC) = { } u { } = { 
Au(BnC)=Au{ }={ 
(AuB)n(AuC) = {a,b,c,d,e,l,o,u} n {a,b,c,d,e,f,g,h,I} = {a,b,c,d,e,I} 

Obsérve que AnB = BnA, AriC = CnA ,An(BnC) = (AnB)nC etc ... ., en los 
diagramas de Venn se observa que AnB = BnA y podemos también Ilustrar el 
caso en que Ari(BnC) = (AnB)nC. 

AnB=BnA 

diagramas de Venn 

A=/// 
B =\\\ 

AnB son las reglones comunes 
deAyB 

AnB=- y BnA = -
(Ley Conmutativa) 
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A a A a 

BnC• \\\ AnB•I/// A=I// ~C='4'~ 
An(BnC)·- (AnB)nC·-

e eaclaroque e 
Arl_BrC)=(Ar.JJ)rC (Ley Asociativa) 

Propiedades de la interaección. 
h)Ar-A=A 
b)A1"'18 = Br-A 
b) A 1"'1(81"'1C) = (A n8)1"'1C 
l•)A1"'10=0 
ls)A 1"'18 cA y A l"'\Bc:B 

l•)SI Ac::B entonces AnB =A 

a) Ar-A= A (1 1) 

porque es claro que un elemento que esta en A también esta en A y por lo 

tanto está en A y en A es decir en AnA (t'y reclprocamente, (a.º}. 
Y combinando 1° y 2" tenemos A nA = A. 
b) Demostrar que A l"'IB = BnA (12) 

c) Demostrar que A l"'l(Bl"'IC)=(A l"'IB)l"'\C ) (13) 

Con los últimos cuatro conjuntos del ejemplo anterior, podemos ver que 
Al"'\(BuC) = (AnB)u(AnC) y Au(Bl"'IC) = (AuB)n(AuC), estas dos 
propiedades se conocen como leyes distributivas y las podemos ilustrar con 
diagramas de '(enn de la siguiente manera: 
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•@ e 

A•I// BuCa\\\ 

An(BuC)=• • J AnB= 111 Af\Ca\\\ 

(An/l)u(AnC)a = J 
:. A,-., (Bu C) =(A,-., 8) u(A,-.,C) 

Leyes Distributivas 

0 1) A,-., (Bu C) =(A,-., C) u(A,-., C) 

D2 ) Av (B ,-., C) = (Au C) ,-.,(Au C) 

Demostrar la 11 ley distributiva: 
Para cualquier elemento x de (A ,-.,e)uC sabemos que ese elemento esta en A 
y en BuC. Pero al estar en BuC no sabemos si esta solamente en B 6 

solamente en C ( o en ambos). Por lo tanto, podemos asegurar que dicho 

elemento esta en A y en B, 6 bien esta en A y en C, es decir x es elemento de 
A ,-.,e 6 x es elemento de Af'IC. En conclusión x es elemento de (Ar>B)u(Af'IC). 

Reclprocamente, cualquier elemento de (Af'IB)u(Af'IC) será también elemento 

deAf'l(BuC). 

Otros ejemplos: 
Si A= Conjunto de personas que fuman 

B= Conjunto de personas que usan lentes 
C= Conjunto de personas que tienen pelo largo 

Diga cuáles son los siguientes conjuntos. 
a) AuB= Conjunto de personas que fuman 6 usan lentes 

b) CuA= 
e) e,-.,c= 
d)Af'IC= 
e) Af'l(BuC)= Conjunto de personas que fuman y, usan lentes 6 t 1 el'len pelo 

largo. 
f)(MB),-.,C= 

h)Bv(Ar>C) 
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13.· Diferencia de conjuntos 

La diferencia de dos conjuntos A y B, denotada por A·B, es el conjunto 

formado por los elementos de A que no pertenecen a B. 
En 1lmbolo11: 

A·B={x 1 xeA y xli!B} A·B se lee "A menos B" 
(A·B también se denota como A-B ó A I B). 

En diagramas de Venn: 

A·B senalarA·B 
Para que xeA·B es necesario que xeA y Xli!B. 
Sea y tal que Yli!B, ¿es suficiente para afirmar que y e A·B? 
Supongamos que zeA, ¿es suficiente para afirmar que z e A-B?. 
¿Que se necesita para que r 11! A-B? 
Ejemplos: 
Sean los conjuntos A={a,e,l,o,u} 

B={a,b,c,d,e} 
C={o,p,q,s,u} 

Encontrar A·B={i ,o,u} 

B·A={ } 
A-C={ } 
C-B={ } 

En los siguientes diagramas, marcar el conjunto Indicado 

A e A e 

(AuB)-C (ArlC)·B 

A 

A·(BnC) 

e 
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Ahora diga cuél es el conjunto marcado 

C-(AuB) 

Propiedades de la Diferencia 

A-A=121 

(A-B)cA y (B-A)cB 

(A-B)nB = 121 y (B-A)nA = 121 
(A-B)u(l\r)B) u(B-A) = AuB 

SI AcB entonces A-B = 121 
(Comprobar las propiedades con los diagramas da la definición) 
.Hm.:. En ocasiones manejamos a todos los elementos de un cierto lugar, 6 

espacio 6 contexto y al conjunto formado por estos elementos lo llamamos 

conjunto universal. Se le acostumbra denotar por U, n 6 X. 
Por ejemplo: 

El conjunto de todas las letras del alfabeto. 

El conjunto de todos los números naturales. 

El conjunto da habitantes de la República Mexicana. 

14.- El complemento de un conjunto A, denotado por AC, es el conjunto 

formado por los elementos que no están en A, pero que si eslán en el conjunto 

universal establecido. 

En símbolos: 

AC=(x 1 x f A} 

En diagramas de Venn: 

Observe que Aº= U -A 

Aº también se denota como C(A) y A' 
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Pllíll que xeAC ea necesario que XfA. 

¿Qu6 se necealta para que xfAº? 
Ejemplo•: 
SHn loa conjuntos U={1,2,3,. .. ,10) 

A={1,3,5,7,9) 
8={2,4,6,8) 
C={3,4,5,6, 7) 
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Encontrar : (8..--C) º={4,6)º = {1,2,3,5, 7,8,9, 1 O) 
8CuC°={1,3,5,7,9) u {1,2,8,9, 10) ={1,2,3,5,7,9, 10) 
(A-C)C:{ )°=( ) 

(C-8)º={ )º=( ) 
(AuC)°=( ) 
ACnCC:( ) 

Prcpledade1 de Complemento. 
C1)(AC)C=A 

C2)Ar-A°=0 
C3) 0º=U y U°=0 

C•) SI Ac8 entonces 8ºcAº 
C,) A-8 =Af'\8C Leyes de De Margan 
C6) (Au8)°= ACn8C 
C7) (Af'\8)º= ACu8C 

Í"EI complemento de una unión e Igual a la 
Lintersecclón de los complementos" 

"El complemento de una Intersección es Igual. 
a la unión de los complementos" 

Usar dlaoramas de Venn para ilustrar las propiedades de c. y C,. 

CD ~ 
----C.._---·A•\11 Bº•/// 

AnBº• -
-c.--

/ 
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Demollrar que (AuB)C = Acnec ( Ley de De Margen) [C.l 
Es claro que si x es elemento de (AuB)º entonces x no esta en AuB, e1 decir 
no ella en A ni en B (porque si estuviera en alguno de Jos dos estarla en Ja 
unión) por Jo tinto, x e1te en el complemento de A y también x eatt en el 
complemento da B, es decir x es al elemento de Aº y ec slmulténeamente, o 
-xeACnBC. 

De la ml1ma manera, podemos asegurar que si x es elemento de AºnBC 
entonce1 x esta en AC y ec, es decir x no esté en A y tampoco en B, y si no 

esté en ninguno de los dos, no estaré en Ja unión AuB, por lo tanto xe (AuB)C 

Ahora Ja Ilustraremos con diagramas de Venn. 

u 

Tarea: Demostrar la 2• Jey de De Margan. lC7 ] 

(AnB)C = ACuBC ( Ilustrar con diagramas de Venn). 

¡· 



49 

CAPITULO 111.· LOS NUMEROS NATURALES 

1.· Origen y ut0 de loa nlJmerol nmurale1 
a) LO. nílmeroa naturales IOll ... 

b) Loa númerol nat11r11le1 ae uNn ... 
e) Hablemoa acerca del proceso de contar. 
d) Númeroa grendel y número• transfinlto1. 

2.· Subcolluntoa eapeclales de lot naturales 
a) Loa númerol parea. 
b) Loe númerol Impares. 
e) Loa múltlplot de k. 

3.· Loa númerol prlmo1. 
a) Dlvllibllldad. 
b) Definición de nW!laro primo. 
e) La Criba de Erat61tenes. 
Algunoa criterio• de dlvialbilldad. 
d) El Teorema de la Factorlzación Prima. 
e) Apllcaclone1 de la factorizeción prima 

• Pera lilllpllflcar Ullll fracción 
• Para obtenar el m!nlmo común múltiplo 
• Pera obtener el Múlmo Común Dlvlaor. 

4.- La Recta Numérica. 

I, 



so 

LOS NUMEROS NATURALES 

1.- Origen y uao de loa número• naturaln. 

a) Loa núrneroa natural•• aon lo• ni:meroa 1,2,3,4,5,8,7,8,9,10,11,12,13, ... y se 
denot9ll por N, ea decir: 

N "'{1,2,3,4,5,8,7,. .. ) 

El COf1unto de lo• número• naturales ea Infinito y 1u1 orlgana1 se remontan a 
epocu prehl1tórlca1 por la naca1ld8d qua fue 111rglando en al hombre de eonlllr 
objetoa 6 anlmalea, 
La dlverta1 cultura• fueron creando dlfarantH m6todoa, (por agrupac:l6n y 
corrnpondencia), 1IBlamu y lenguaje• numérlCOI y no fué sino h11te daspu61 de 
la edad media qua 18 adoptó finalmente, con la lntrocluccl6n del cero, al 1l1tama 
de numenici6n decimal con 101 1lrnbolo1 que actualmente u11moa: 
1,2,3,4,5,8,7,8,9, 10,11, 12,13, 14,15,18,. .. 

b) Loa nllmero• naturar.. 11 usan para contar, ordenar y clasificar 6 Identificar. 
P!!fl C91l!!!', por ejemplo, 101 elementos de cualquier conjunto finito, 18 ponen 
e1to1 alemento1 en correapondencla 1-a-1 con loa nWnaros naturales. E• en aeta 
sentido que se defina la cardinalidad da un conjunto como al número da 
e'-1toa dlferant11 que lo componen. 
Por ejemplo: hay 5 vocales. 

En asta grupo hay 48 alumno• 
NueBlro equipo llana 15 jugadoras 

Para ord!nar, con un cierto criterio, los elementos da un conjunto. Por ejemplo: 
Loa nlllo1 en una fila da menor a m1yor; Las páginas da un libro; la 14 antas de la 
15; loa ganac:lora1 en una carrara 1°,2",.3°. ate ... 
Cuando 101 números se usan con este sentido, se llaman números ordinal11. 
Para claalflcar 6 Identificar, por ejemplo, para un número telefónico; para escribir 
al registro federal de causant11 6 c6dula personal, al número de cuenta de un 
alumno lnacrlto en la U.N.A.M, etc ... 
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e) Heblelno1 acerca del proceao de contar,¿cu61 es nuestra Idea de un nimi.ro 

muy gr.ncle? ... Ell8moa tan acoltUmbnldol a hablar de mlllone• que no no• 

~a pensar qu6 tan grande ea un millón. 

Anta• da pensar en un millón, hablamos da elgo 1'1161 peque/lo. 
Suponge que en Ullll NI• grande, un cine o un teatro.estén <100 peraona1,¿u1ted 

crae qua entra 181 petlOl'lal preaent11 coinciden dol que cumplan at\01 el mismo 

dla? 
No tarda clamnledo en dar le respue1ta, sólo digll .n este momento; cree qua si 

o crae que no. 
Ahora iwllexlonerno1 un poco: 
Un allo 11- 365 6 366 dlas, por lo cual en el caso extremo las prlmera1 366 

peraonu cumpllrlan el\ol, Clld8 une, en un die dlf81'91lte del ello y las re1tant11 

34 peraonn, cede una, cumplirle •tlo• en uno da 101 di•• que ya elluvlare 
ocupedo. Por lo lento; no aolo coincidan 2 perlOlllll cumpliendo at\01 el mismo 

die, sino qua hlly 1'1161 perejl1. 

VaMIOI algo un poco 11161 complicado, ¿usted crea qua entre 101 heblt1nte1 da 

nuestra República MaxlCllllll, digamos 80 mlllone1 de habitent11, existan dol 
habltent11 con I• misma cantidad de pelos en le cabeza? 
Por IUpUllto qua 11; por ejemplo, todos 101 calvos tienen la miam• Clllltldad da 

caballos (cero caballos). Pero dejando de lado este extremo chusco y doloroso, 

hllQlllllOl I• siguiente reftexlón: 
Supóng&M qua queramos contar 101 caballos de una pal'IOn8, y para aao 

escogemos a una muy peluda, obviamente serla una tentarla querer conter todo• 

sus ceballoa uno por uno, aún cuando alguien M propusiere para realizar 181 
trebejo, pero podamos aislar un cantrmetro cuadrado de su cuero cabelludo, y en 

aata caao ya u mli1 factible realizar I• tarea. Pero mejor que aao, ac:apterno1 la 

versión de qua en promedio el cuero cabelludo 11- 500 caballos por 

cantlmetro cuadredo, y la supelflcle total del cuero cebelludo es de al rededor de 

220 cmª, lo qua da un total aproximado de 11 O 000 cebellos. 
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extendido 

EJ 
P•• no qued9rnos corto•, supongM10a que nuestro peraoneje lldtm6s de peludo 

•• ceez6n y dlll9fTIOI que tiene 1000 c:abelloa por centlrnetro cuednldo, y un 
cuero c.belludo de 400 an2 lo que le de un tot.I de 400 000 C8belloa. SI 

qul•lerwnoa duifle91' • lo• h8bitant•• de I• Rapúblie9 MeXIC9M por IU nómero 
de cebellol neceaitarlPIO• 400 000 e11alllero•, •signando •I e111illero nLlmero O 

loa nombtu de todH I•• peraon111 qua tienen O cabello• (6 qua no ~•li.n 
peln.N), en el ca1illero número 1 • las qua tienen un aolo cabello (6 que H 

peinen con rizo), en el casillero nLlmero 2 a las que tl-n do• cabello• (que ae 
peinen de raye en medio), en el casillero número 3 a laa que tlenen 3 cabelloa, 

etc ... , huta et caalllero níimero 399 999 (nuestro personaje •• •l mb peludo y no 
11- Igual), pero nuestra república tlene 80 millone• de h.t>itante1 y auponlando 

qua no H repartan de manera uniforme en 101 ca1illero1 Mllaladoa, entonces en 
elglln culllero tendrl9ITI01: 

80QQQQQQ .. m= 200personaa 
-400 000 4 

•• dec:lr, tenc:lrlamoa 200 peraonas, para al menos un caao, con Igual nLlrnero de 
cabelloa. 

Ahora 11 ... ¿qu6 plenM de un mlll6n?... ¿que sa eacribe con 1 19guldo de 6 

ceroe? 1000 000, .. , •• pero ... ¿cuánto tiempo cree que ae !Wderl• .,.,_contar 
deade el número 1 haat• 1000 000 contando número por número? 

-Pausa para contastar-

No t•rde demasiado, aolo diga cuénto tiempo aee que aa tomarla ... ¿une hor•?, 

¿3 hora1?, medio dla?, ¿ 1 dla?. 
Cuando h_,,01 la pregunta en vivo, la raspuaata més grande ha 1ldo de un dla. 

Ahora aupongamos qua para decir C9da número tardamoa en promedio un 

segundo, por lo tanto el tiempo total serla un mlll6n de HgUndoa (?). 

Pero un minuto tiene 60 segundos y .1QQ2.2QQ = 16666.66 

60 
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n decir, 181der1MIOI 18 866 minutos y como una hor• tl- 60 minutos entonces 

.1.IJllll • 277. 77 
eo por lo i.nto t#dar1Mn01 alrrededor de 278 horH que convlrtldH • 

dluruultM 2Z1 =11.Sdl ... 
24 

Ea decir, J*11 contar desde 1 haat. 1000 000, número por número tardaríamos 11 
díu y IMdlo, lin de11C1111aar. Pero 11 aceptamos trabajar solo jornadas de 8 hora1 

dlllriU .moncee 1.-d•mo• 2Z1 = 34. 75 dla1, 6 ... ca1I 35 di•• completos. 
8 

Piwguntu: 

1•.- ¿Cu6nto tiempo noa t-1• pagar I• deuda extem• de México, •lrrededor de 
cien mll mlllone1 de dólares .. 100 000 millones de dólares, pagando un dólar por 

aegundo? 

(Reapue1t.: 3150.8 allo1, 1ln descansar) 

2.•- ¿Cu*1tos aegundo• hlly •n un •llo? y ¿en un siglo? 

3ª.- ¿Cuinto1 dlH tardlirí• para contar del 1 al billón? 

d) Sin tlll1b9rgo, todos ealoa números aunque nos parezcan demasiado grandes, 

aon finitos 6 describen a un conjunto finito, ¿cuál seré al número més granda que 

exille? 
En •lgún momento se hllblo del GOOGOL, un 1 seguido de 100 ceros, que se 
puede eacriblr en un renglón a lo largo de esta hoja y u dijo que era un número 

mayor que la cantidad de partículas més pequellea, protones 6 electrones, en el 

unlverao, pero podemos exagerar diciendo que hay otro número més grande, el 

GOOGOL.PLEX, que serla un 1 seguido de un GOOGOL de ceros, parece qua 

no hay espacio IUflclanle entre la Tierra y la Luna para escribir la cantidad de 
ceroa que lleva un GOOGOL·PLEX, y siguiendo el mismo camino de la 

exageración tendríamos el GOOGOL-OUPLEX ... etc. Aunque estos números son 
grande~aon finitos y para obtener uno mayor basta con alladlr al número 1 al final 
6 1acriblr otro cero, paro ... 
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¿Cu6ntoa ellmento1 h8y en •I conjunto de 101 rúnero1 naturalH? 
Hly une lnllnldlid de elemlntol, •• decir, el conjunto de loa número! llllurllles 11 

lnlintto y au Clrdlnelldlid .. define c:omo 'No (aleph-c»ro) que -r1 el primer 
núMro (tranafinlto) que deaaibe a un número Infinito de elementoa. 

,.., "!' nllmlro cardln1I, tranlflnlto, de N. 
Exlaten olrol conjuntoa que tienen 1 'No como cardinal, •• decir, olrol 
conjuntoa que tienen 11 ml11111 e1ntldld de •lemanto1 que loa númerol n1tura1H. 
A todoe aloa conjunto• .. I•• ll1ma l\l.llllll'8ble y pueden ponersa en 
cormpondencl1 blunlvOCI (1-1) con los natu111I•. 
Por ejemplo: 

Loa 1111111 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16 .... 

ttttt l l 
1, 2, 3, 4, 5, e, 7, 8, ... 
q 
~ .,, 

Loalmpa1111 1,3,5,7,9,11, 13,15,17, ... 

Lu propiedllde1 erltm6tle111 de loa nijmeroa trllnlfinltoa aon dlferentn a 111 
conocldu s-a loa l1Úll'llt08 finilol. 
Por ejamplo, alguna1 propledllde1 arltmetlcaa de1'fl;i aon: 
'Jl(Q+1•')t> (1,1,2,3,4,5, ... ) 
~ (6,7,6,9,10, .... ) 
~+ns'No ( ) 
~+MP-'No (Loa parea + loa lmparaa) 

Otrol nWnerol tranaflnito1 aon: 

e = la C11rdln1lldad del continuo = nijmero de punto• de un aegmento de recta. 

2\lo = mlmero de subconjuntos de un conjunto de cardinalidad°MP 
.Hs!ll;,. C=2'No 

2.· Subconjuntos eapeclal11 de los naturales. 
a) Loa N¡jmeroa Pares= P = {2,4,6,8,10,12, ... } ={ 2n 1 ne N} 
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Loa n(meroa parea eon 101 rúneros dobles, por ejemplo 2 es el doble de 1, 4 •• 
el doble de 2, 6 .. el doble de 3, etc., en ci--1 2n e1 el doble de n. Loa 
númeroa dobles son mi:i1tlplo1 de 2 y 1e denollln por M2 , o - Mi • {2n 1 neN} 

Loa Nllmero1 pere1 • P • Mi = los mi:iltlploa de 2 

b} L01Númerol lm1*91 •l,.{1,3,5,7,9,11,13, ... } • {2n-f 1 neN}ótamblén 
l• {2n+1 1 neN (tomando el caso n = O) 

1.11 limbolizllclón da 101 números Impares 11 ~ considerando que antes de 
Qlalquler nllmero par 2n, hey un nllmero 11111* 2n-1, y datpll61 hlly otro número 
lmp91', 2n+1. 
En conclullón: 

Un número par Qlalquler1 H denota por 2n 
Un número Impar cualqulere da denota por 2n+1 

c)Loamúltlplolde3=M3 ={3,6,9,12,15,. .. } • (3nlneN} 

Loe mi:iltlploa de 4 • M<f = (4,8, 12, 16,20, ..• } = {4n 1 neN} 
Loa mi:i111p1o1de5 = M5 = {5,10, 15,20,25, ... } = (5n 1 neN} 

- en general- pere un número natural k 
Lo1 múltiplos de k =t.\= (k,2k,3k,4k, ..• } = {nk 1 keN} 

ObHlve qua 101 múltiplo• comunes de 3 y 4 son los múltiplos da 12, ea decir 
M12" M3f"'M.4 = {12,24,36,48, ... } = M3·4 

En general, podemos afirm1r qua Mi. son múltiplos comunas da h y k.¿Cuila1 
son loa múltlplol comunes de 3 y 6? 
la respue1ta no Inicia con 18. 

3.- Los Números primos: 

a) Dlvl1ibilldad: 
Decimos qua un nLlmero b divide al número a, 6 bien qua a ea dlvl1ible por b 11 
hay un número e tal que a = b.c. 

Que b divide a se denota por "b 1 a" 
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216 porque el 3 .. tal que a-2.3 

2.t7 M lee ... "2 no divide• 7" 
4128 porque el 7 "tal que 28•7·4 
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3115 porque e1_ .. tal que 1s-__ • __ 

9136 porque el_ .. tal que_=--·--

SI nea divl1ible por k de manera que n " k · 1 para algún a, entonc:ea declmo1 que 

n •• múltiplo de k 6 bien que k" divisor de n, (H claro que tambl6n n H múlliplo 
de 1 y •ea divisor de n). Tamb16n aa dice que k y a son f11ctore1 de n. 
Por ejemplo: 

En 1e-9·2 declmoa que 9 y 2 son factora• de 18 
9 ea divisor de 18 

b) Deflnlcl6n de número primo. 

2 ea divisor de 18 
18 ea múltiplo de 2 
18 ea múltiplo de 9 

Todo número natural mayor que 1 y que sólo - divisible por 1 6 por al mlllllO 
recibe el nombre de número primo. 

Ejemplol de número• primos: 2,3,5, 7, 11, 13, etc ... 
SI al número no ea primo, aa llama compuesto. 

por ejemplo: 4,6,8,9,10,etc ... son números compue1to1, porque 4=2·2, 6=2·3, 
9c3·3, etc ... 
Ea decir, todo número compuesto aa puede dividir por otro número diferente de 1 
yelmlamo. 
En particular, todo número compuesto ea divisible por algún número primo. 

tt2ll ( la palabra primo es contracción de la palabra primero) 
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¿Exiate un m6todo 1>11re determinar nllmerot primo•? 
SI, 111 cribl de El'lllóltenew, que M un método p1r11 determinar k>I rúnerol primos 
en U1111 llat. de k>I primero• n mlmeroa Mlurlllea: 
Por ejemplo: Con1lderemo1 l1 llllll del 1 el 100. 
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2 3 4 5 6 7 8 9 10 
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

31 32 33 34 35 38 37 38 39 40 
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 

151 152 53 54 55 58 57 58 59 60 
81 82 83 84 85 66 87 68 89 70 
71 72 73 74 75 76 77 78 79 80 
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 

91 92 93 94 95 96 97 98 99 100 

-MModo-
11). S.lecc:loNlr el 2, primer nllmero primo, y tllChar loa múltiplo• de 2, que no ton 
prlmoe. 

2').· 8elecclons el 3 y tldl8r 6 excluir e los mllltlplot de 3, porque no son prlmot. 

3').· S.leccloner et 5 y techer los múltiplo• de 5. 

4°).· S.leccioner el 7 y ... obaerve que 49 ea el primer múltiplo de 7 que no M hll 
excluido todevl•, ¿por qu6? 
porque u clero que 49=72 es el primer múltiplo de 7 que no et dlvltlble por otro 
nllmero menor que 7 y cede nllmero compuesto múltiplo de 7 y menor que 72 

u- el menos uno de sut factorea menor que 7, por ejemplo: 28a.C·7, 35•5·7, 
42"'6·7, 49a7·7, y ese múltiplo de 7 ya fu6 tachlldo el techar loa múltiplo• de •M 

otro fec:tor menor que 7. 
Engener1I: 
"per11 c:uelquler llllmero primo p, Cllde nllmero compueato menor que p2 

, 11- un 
111'.wnero primo menor que p como factor". 

5').· Seleccionar el 11 y como todos loa mllltiplo1 de 11 menores que 112=121 
(menores que 100 en esta liste ya han sido eliminados, conclulmos que los 
nllrnero1 no tachldot son primos. 
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EJERCICIO. 

¿Hutll qu6 número primo debemo• con1idlrar, tllCh8ndo 1111 múltlplo•, p11111 
deterrnln.- todol IOI números prlmoa en UNI Hita del 1-81-200? y ¿del 1-81-"00?, 

¿de1+700? 
·veMIOI Pll'll una Hita del 1 al 400: 
Los primlrol números prl!llOl son 2,3,5,7,11, 13,17, 19,23pero192•361 y 23

2
•529 

Por lo Ulnto, batll con revlur hala lo• múltiplos de 19, porque cualquier múltiplo 
ele 23 menor que 529, twnbl6n e1 múttlplo de otro nwnero primo menor que 23. 

Ella mismo ctlterio lo podemos uur pare verificar •I un número ea 6 no H primo. 
P .. c:hecmr 11 un número n primo, bl•t• con revl11r •i e• dlvl•lble por algunos 
de lol prill*OI números primos. 

Por ejlmplo: ¿337 •• primo? 
V8MIOI: 

168 2ym 
13 

17 

112 67 48 30 
3J'ffi sym 1Jfü 11}337 

03 37 57 07 
07 

1 
'2 

25 19 
13Yffi" 17J'IB 

.'11 167 
12 :_14 

y como 19
2 

• 361, efirmemo• que 337 e• primo. 

Ejercicio: 

Algunos ctlterio• de dlvl1ibllldld: 

Qlvl1ib!llded IO!rt 2: cualquier nlAmero par, que termina en 0,2,4,6,8, •• divisible 
por2. 

QM•!blllded enlr! 3: La suma de sus dlglto• debe ser múltiplo de 3, ejemplo• 
711,459,501. 

/ 
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Dlvll!b!l!dtd mtre 5: El número debe terminar en O 6 S. 
lnv•tlguul hlly criterlol par• dlvllibll!dtd 8lllr97,9y11. 

d) T801'811'111 dt la FllCloriZllclón Prima. 

SI un n001ero no " primo M 11811111 compuHto, y M puede dtlCOfl1POI*', 6 
f8Ctorizs, como un producto de primos. 

Poi' ej8mplo: 8 •2·3, 8 =2·4 = 2·2·2, 15 •3·5 
Dncompong8 6 flldorice los 1igul111tH como un producto dt primoa: 

18. 2·9 20 ·-·-- 24 ·-·-- 60 .. _. __ 

·-·--·-- =-·-·-·- ·-·-·-·--
Tlll!1bitn lol 1iguienlH: 

88= 180• 
VNmOl •I cuo d8180: 

180•2·90 
"'2·2·45 
•2·2·3·15 

3850• 

.. 2·2·3·3·5 y trallremo1 dt generalizar el procedimiento parm 
dlmoatr8r el ligulente teorem8: 

TIQl1IDI dt I• ftctorlzacjón Prlm1. (TllOl'8mll Fundamenllll de I• Arltm6tlc.). 
"CUALQUIER NUMERO NATURAL MAYOR QUE 1 PUEDE EXPRESARSE 
COMO UN PRODUCTO DE NUMEROS PRIMOS EN UNA SOLA FORMA, SALVO 
POR EL ORDEN DE LOS FACTORES." 

-Demostración -
S.. n el número netur•I mayor que 1 
En elle e.to, n 6 e1 primo 6 es compuesto. 
SI n u primo, tomemo1 n y ¡ya e111 expreladol 

SI n no u primo, entonces hay un número primo p1 que divide • n con un 
cociente n1 111 que n = p1·n1 (1) 
Ahor• ... ¿cómo es n1? 
SI n1 e1 primo, tomemo1 n, = p, y sustituyendo en(i) 

tenemoa que n=pl'p, y 1ya esta! 
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81 n1 no H primo entonen hay un rúnero primo PJ que divide • n1 con ,U"I 

cociente n, tal que n1 • 112·"2 , y euatltuyendo en el puo(j) tenemoe: 
n•PrPJ·"i @ 

Ahora. ... ¿c6mo .. n, ., 

Sin, Hprlmo, ... n,•p, y-tHuyendoen(~t_,.,.que n•p1·PJ·P, Yl'/8 
911111 
PllO 11 n, no • primo entoncll hay un llWnero primo p, que divide a n, con un 
cociente n, tal qui n, "'p,.n, y IUllltuyll'ldo In el puo¡f.}i..noa: 
n • P1·PJ·P,·n, (~ 
Ahora ... ¿c6mo .. n, ., 
SI n, •primo, ... lle. 
El PfOC9IO debe termlllll' en· algún momento porque ntM1ol tr.t.ndo con un 
número llltUl'lll n y por lo tanto finito, e1 decir debe lleger el momento en que 
llng9mo1 n • Pl'P2·P,·· "Pk 
con P1-Pi.P,.· .. ~ número• prlmoa. 

EjercJclol: 

Encontr• la factorlzación prima de loa 1lgulent11 núm1ro1: 

•) 120 
b)135 
c)398 
d)5280 
•) '4620 
1)648 

g)210 
h) 1738 
1) 10780 
j)792 
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Doe númarol IOl'I primo• entre 11 cuando no tienen divlaor eomún exc.pto la 
unidad. 
Por ejemplo: 3 y 5 IOll prlmoa entre 11. 

4 y 7 IOll primo• entre 11 
8 y 15 IOll prlmoa entre 11 

ObMIV9 que doa númarol prlmoa IOll primo• antre 11, pero tambltn do1 OOmerol 
compuntoa pueden HI' prlmoa entre 11. Dar tre1 ejemploa de parejo de nlMnerol 
cornpuntoa que ...,, primo• entre 11. 

a) Apllcaclone1 de la factorlzacl6n prima. 
Se 1impllflca una fracción por cancelación de loa fadores comunes a 1u1 do1 
t6nnlnoa (nurnerlldor y denominador) y H obtiene el cociente cuando la dlvl1i6n 
e• exactll. 
Por ejemplo: 

!l!L:2. 2. a. s =2· 2. 3 .5 =L.:§ 
72 2 . 2· 2· 3. 3 2 . 2· 2· 3. 3 2·3 6 

--= 2-2·3-3·11 :2·3 = 6 
68 2·3-11 

SlmpllflcW 111 frllCCionea que 1iguen: 

P.-a obtener el mlnlmo común múltiplo de do1 número1. (m e m). 
El mlnlmo común múltiplo (m e m) de dos númer0s es el menor de 101 múltlplo1 
COllUIH de loa dos números. 
Por ejemplo: 
Loa múltlplol de 6IO!l6,12, 18,24,30,36,42,48,54,60, ... 
Loa múltiplos de 8IO!l6,18,24,32,40,48,56,64,72, .... 
Loa multlploa comunes de 6 y 8 son 24,48,72, ... y el mlnlmo común múltiplo Hr6 
24. 
Obl8rV8 que el producto de dos números (a, b) es múltiplo común de a y de b. 
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Aharm lflCUMlre el mlnlmo comiln múltiplo de 4 y ~de 12y15, de 24 y 40. 

UNl'ldo 111 f8Clorlucl6n prl1111 t.-no1 •l •lgulente procédlmlento: 

1•- DelcÍornponér cadll número en IUI factore1 prlmo1, ueando exponente para 
loa flldo!U repelldol. 
Ejemplo: 18. 2°3•3. 2•32 

29.- De 1111 dellc:ompoaicione1, IOINlr una tola vez cada factor primo con el mayor 
uponente que lengl; el producto de ellu earll el m.c.m. buecado. 
Por ljemplo: 
parll 18 y 24 
18 • 2·3-3 • 2.-J 
24 • 2·2·2·3 • 2'·3 . . m.c.m. • 23.32 = 72 



-*-•1m.c.m.de12y15 

12•~·3 
15 • 3-5 :. m.c.m. • 2

2
·3- 5 • 60 

encontrar et m.c.m. de 24 y '40 
24• 
40• :. m.c.m. "'----• 

encan\. w el m.c.m. de 7,20 y 35 
7• 
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:. m. c. m ·-----

encontrar et m.c.m. de 20,30 y 36 
20• 
30• 
38• 

:. m.c.m.•------"' 

C•- npec:IM•• pare enconlrllr •u m.c.m. 
•) SI loa nWMro9 d8dol no tienen factore1 prilT108 comune1 (•• decir, •I todo• lo• 
fllctorn IOl'I dilllnto1) entonce• el m.c.m. de •ao• nlÁmero1 ea 1u producto. Ea 
decir, 11 loa llllmerol dedOl IOl'I primo•, 6 primo• entre •I entonce• el m.c.m. •• au 
producto. 

Ejemploe: 

el m.c.m. de 5 y 7 e• S.7 • 35 
el m.c.m. de 3,5y11 .. 3-S.11•165 
elm.c.m. de9y 14n = 
el m.c.m. dtl 6 y 13 º---'"---
b) SI uno de loa número• dldol u divisible entre 101 demú, entonce• '" 
nWnel'o ••el m.c.m. de lodo• ello1. 



Ejemplol: 

elm.c.m. de 15y30• 30 

el m.c.m. de8,8 y 24 "-­
Cornprob9cl6n por el m6todo llllllrior 
e-

65 

e- :. m.c.m. ·--·---
24• 

Ejlrclcloe: 

1) C1lculllr mentallllllll• el m.c.m. de 101 1lgulnn pere1 de rlllmerol: 
4y8 12y24 2y5 
15y8 13y91 3y11 
8y20 4y10 Sy7 
9 y 12 7 y 21 7 y 13 
10 y 115 18 y 12 17y19 

2) C1lcul• el m.c.m. di lol p11re1 que siguen: 

72y108 (m.c.m.• 216) 
24 y 84 (m.c.m. = 168) 
70y196 (m.c.m. • 980) 
715 y 815 (m.c.m. • 12715) 
24 y 54 (m.c.m. = 216) 
94 y 98 (m.c.m. "' 1568) 
66 y 70 (m.c.m. = 2310) 

3.- C1lcul• el m.c.m. pare los siguientes números: 

12,16y20 
15,18y27 
15,30y40 
36,40y50 

(m.c.m. = 240) 
(m.c.m. = 270) 
(m.c.m. = 120) 
(m.c.m. = 1600) 
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p- obtener .. M6xlmo Común DlvllOI' (M.C.0.) de dol ncnneroa. 
El M8lrno Común DtvllOI' (M.C.D.) de doa nillnetol 11 el meyor de lo8 dlvleorn 
COllUlel de MOi do9 rúnerol. 
Por ejlmplo: 
Encantrw el M.C.D. de 12 y 18. 
Loe dlvilorM de 12 IOl'l 1,2,3,4,8, 12. 
Loa dlvilorel de 18 IOl'l 1,2,3,8,9,18 
Loe dlvleorw comuna de 12 y 18 '°" 1,2,3,8. 
El mayor de loa divlllOf'M comunu 11 ~.·.M.C.D."6 

UllllzMldo le fllctorlDICl6n prima: 
1• .• EnconlrW' le fllCloriucl6n prima de Clldll nílmero. 
29.· Conlldermr lot númeroa prlmot fmorn comooe1. 
39.· EnconlrW' el producto de lol fmctore1 comuna con 11 menor exponente. 

Ejernplol: 
Encontrw el M.C.D. de 12 y 18 
12. 22.3 
18 • 2 3

2 
:. M.C.D.• 2·3" 6 

Encontrw el M.C.D.de88 y 78 
88. 2·2·17•2

2
·17 

78 • 2·2·19•2
2
·19 :.M.C.D.• 22 

"'4 

Encontrw el M.C.D. DE 60 Y 5280 
80•2

2
-3-5 

5280 • 2'.:¡. 5-11 :. M.C.D.• 22.3.5 = 60 

Encontrw el M.C.D. de 3650 y 5280 

:. M.C.D.• • 110 

Encontrer el M.C.D. de 12,36 y 60, 

:.M.C.D.• =12 
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eo-
Eiicanlrwel M.C.D. de 10. 1lgulentH númerol: 

78y 1425 
123y215 
lllly738 
12,15y20 
18,24y40 
15,45y90 
12, 18y30 

EJERCICIOS: 

1.- ¿C8dll rúnero lmp11r .. primo? 11 6 no por qu6? 

2.- ¿Clld8 rúnero primo H lmpmr? 11 6 no y por que? 

r•.," 

3.- "Clld8 rúnero n.tu111t pmr 11111yor que 2 puede delcomponerH en un111U1M de 
dol rúnerol primo•" 

Por ejemplo: . 

12 .. 5+7 
20a7+13 
»13+17 
(Conjetura de Goldbllch) 

(Unl COf'4elUr8 •• UN1 llllrmaclón que ·.. 10apechll clerte, pero que no ha 1ldo 
dernolnda). 

ExpreNr del 4 •140 como I• 1U1T111 de do1 nOO!eros primos. 

4.- "Extlte un n!Mnero Infinito de pm111JH de n!Mnerol primo• que dlfierwi en 2 
unldedee". 
(1.11 conjelurll de 101 primos gemelos) 

Encontr.- une perejll de primos gemelos entre 25 y 35, 55 y 65, 95 y 105. 
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5.- "Todo rúnlro lmpw mayor que 5 puede expreserwe como la 1111118 de trn 
ni:imeroe primol". (~a) 
veriflqualo para loa rúnerol: 7,9,11,13y15. 

8.- Setlala una pin¡a de números primoa que difieran en 1 y demoatrar que dlch.m 
pinja .. única. 

7.-Tema prima H un conjunto de tres númel'OI primo• que difieren en 2. Sellalar 
una tema prima y explicar porque H la única tema po1lbl1. 

8.- Euclldal demoalló que no exlll• un número primo mólmo, H decir un lllMnero 
primo mayor que todos, y por lo tanto; la cantidad de número• primos •• Infinita. 
lnvntlgar 11'1 que con1l1t1 la demostrllclón. 

4. • 1.11 Recl8 Numtrica. 

1.11 Recl8 Num6rica H un modelo geométrico que nos sirve para repreHntar • 101 
oon-y vi-llar 1U1 propiedades. 
En el caso de 101 rúnerol naturales, nuestra recta numérica consta de un origen 
y un punto a la derach.m a una dl1tancla d, que no1 urvlrll para llllalar el número 
1, a la der9Cha del punto 1 IYlll'Clll9fl101 otro punto 2 con la ml111111 dlllancla d, y 
ul IUCHIVamente. 

·.,(), 1 

O'l'('!&'t'I 

2. 3 5 6 7 e 9 \.O 

Oba.va que el origen no representa al número cero, porque OtN, pero la 
dl•tanclll del origen 111 representa una unidad de longitud. 
Cualquier número situado a la Izquierda de otro Hrá menor que 61. 
Ea decir, a< b 11 a utá a la Izquierda de b. 
(a<b H lee .... "a e1 menor qu11 b") 
Por ejemplo: 3<5 porque 3 esta a la izquierda de 5. 

5<11 porque_ esta a la Izquierda de_ • 
1<3 porque 
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L8 8Ulllll de dol nllmeroa natUr11le1 como 3+<4 por ejemplo, H puede ver como un 
llVMm (• 18 dlr9clw) d8 4 unld8de1 P1111lendo del punto 3. 

o 1 

a+"+•7 ,,...-...... , ... - ..... ,.-...... ,.--...¡ 

"' 6 6 7 
l'---"'---""'--1 

"'fo+3=7 

8 

o bien, como un llVll'!Ce de 3 unld8de1 pmrtlendo d81 punto 4. 

El d8clr, H cumple I• Ley Conmutatlv• 1111r• I• 1um• 

3+<4=4+3 
T8mbl6n u f6cU mi-v .. que 19 cumple I• Ley Alocilltlv• 

••(b+c) • (•+b)+c 
revllMdo, por ejemplo, I• 1uma 3+(4+5)=3+9:a12 
IObre la 1'9C18 l1ÚlllllrlCll, y por otro lado: (3+4)+5=7+5c12 
.. decir: 3+(4+5) = (3+4)+5 

9 'º 1\. 

L8 opereclOn IUlllll 1lempre H posible entre dol lllimeroa 1111tur11lu cualesquiera, 
dando como rnuillldo otro núrMro lllllur•I. [Por e1to H dice que I• IUINI H une 
operacl6n 1>111111'1• y que lo11111hlrlllel aon cenwdo1 b8jo le IUlllll.) 

Por otro 18do, I• opel'llCión Re1t• no siempre u poalbla entre do• númeroa 
1111turalu cualesquiera, por ejemplo: 

8-2"6 pero 3-5 no tiene aoluclOn en los números 1111turale1. 

Un• expre116n de I• forma x+8•5 no 11- sentido en loa 1111tur•l•1, porque no 
exllle un número natural que 1umedo con 8 d6 5. 
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EJERCICIOS: 

1.· ReprlMnle en 11 rectl oomerlce 111 llgulllllff llUl'RU: 

1) 3+7 • 10 y 7+3 = 10 
b)8+5•13 y5+8•13 

2.· Reprnente en 11 recta númerlca 111 IUlllU: 

1)3+(4+5) 
b) (3+4)+5 

• 
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CAPITULO IV.- LOS NUMEROS ENTEROS 

1.- Loa Números Negativos y su orfgen. 
2.- Loa Números Enteros. 
3.- Operaciones de números enteros. 

a) Al sumar números con signo ... 
b) Para hablar de la reata ... 
c) Para la multipllcaclón ... 
d) Potencia = multlplfcaclón repetida. 
e) Paro la dlvf1lón no 1leinpre es po1lbla. 

4.- Propladadel de 1 .. operaciones + y• 
a) Propiedad&• de la suma. 
b) Propledadea del producto. 
c) Lay distributiva. 

5.- La relación de Igualdad. 
a) Un sistema matem6tico es ... 
b) Igualdad, sus propiedades y ecuaciones sencillas. 

6.- La Aritmética de los números pares y la aritmética del reloj. 
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LOS NUMEROS ENTEROS 

1.- Lo• Números Negativos y su origen. 
En realidad, los números negativos surgieron mucho tiempo después que lu 
fracciones, y aún después de la aceptación y manejo del número cero que 
eparecl6 en Europa por la edad media, y en algunas culturas, como la Maya, 
antes, pero para efectos de la prasentacl6n de los conjuntos de mlmeros, as 
conveniente e1tudlarlos después de los naturales. 
Una juatlflcacl6n para los mlmero1 negativos ea considerarlos como las 
cantidades a medir que son menos que el origen, es decir, como las cantidades a 
medir que esten por debajo del origen, y tomando al origen como la nada, Igual al 
cero. O sea los números negativos son menos que nada ... 
Por ejemplo: 
SI Juan llene nada de dinero, decimos qua tiene o pesos, pero si Juan llene una 
deuda de 8 pesos, entonces lo Interpretamos diciendo que llene (-8) pesos. De 
esta manera Juan puede acumular deudas, pidiendo prestado a sus amigos, de 
manera que una deuda de 8 pesos més otra deuda de 5 pesos mas otra deuda de 
6 pesos se puede lnterprater como una suma de números negativos. 

(-8) + (-6) + (-5) 
Y como la suma de deudas es también una deuda, podemos decir que la suma de 
números negativos es un número negativo. 

... (-8) + (-6) + (-5) = -19 

Juan debe en total 19 pesos. Pero ... ¿qué sucede si Juan decide trabajar pare 
pagar sus deudas, y con su trabajo Juan gana 16 pesos?, ¿alcanza a pagar sus 
deudas? En este caso tendrlamos qua después de pagar una parte, aún queda 
debiendo 3 pesos, 6 sea que: 

-19 + 16 = -3 (también 16 + (-19) = -3) 
Y si Juan gana 28 pesos con su trabajo, ¿ alcanza a pagar los 19 que debe?. SI, 
y todavla le sobran 9 pesos 6 sea que : 

-19 + 28 = 9 
Es claro que al sumar deudas con ganancia, gana la mayor. (SI es mayor la 
deuda seguiremos con deuda, pero si es mayor la ganancia quedaremos con 
ganancia). 
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Ejemplos: 

-13+11= -7-.43+(-7)= -87+24= 
-9+25= -29+14+(·29)= -65+97= 

-34+20= -31+18+(-31)= -14+28= 
-<18+16= -75+"40+(-75)= -38+38= 

Cuando a una ganancia le aumamos una deuda, el resultado ea similar y lo 
podemos denotar de le siguiente manera: 

43+(-18) = 43-18 .. 25 
17+(-31) = 17-31 = ·14 

(nos quedó ganancia) 
(nos quedó deuda) 



Ejemplos: 

24+(-18)= _____ ,. 

14 + (-57) = 
65+(-40)= 
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38+(-25) = 
43 + (-29) = 
30 + (-12) = 
24 + (-39) = 

Otro ejemplo da ju1tlticaclón as qua al elaborar a11C11la1 para medir algunas 
cantidades flslca1, como Ja temperatura, la altura sobre la tierra, etc ... , se necesitó 
como origen un valor conocido ó un punto de referencia, por ejemplo: para la 
temperatura, Ja e1ca1a da grados centlgrados tomó al origen ó cero como la 
temperatura del agua en su punto de congelación, pero hay temperaturas mas 
bajas ó manaras que llsa temperatura y se habla da temperaturas bajo cero o 
negativas. En el caso de les alturas, el punto de referencia tomado fue el nivel 
del mar, y de asta manera se empezó a hablar de alturas sobre el nivel del mar ó 
bajo al nivel del mar etc ... También podríamos tener nuestra escala propia para 
una altura particular, en una mina por ejemplo, y hablar de ·~antas metros de 
profundidad" ó ·~antas metros negativos" ó '1antos metros bajo tierra" ó 
•implementa de alturas negativas. 
¿En Ja medición del tiempo en nuestro calendario, hay escalas negativas? 
¿Cuál es el punto de referencia u origen para medir el tiempo en nuestro 
calendario? 

2.- Los Números Enteros. 

El conjunto de Jos n¡jmeros enteros, denotado por Z, es el conjunto formado por 
los números negativos, el cero y los números positivos, es decir: 

z = { ... ,-4,-3,-2,-1,0, 1,2,3,4, ... } 

En la recta numérica se representan como: 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
-10 _. ·I ·T ., •S •'f ·S •I •I O 
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Ahora el origen corre1ponde al número O, qua no•• positivo ni nea-tlvo. 
A la izqulerd• del cero H encuentran 101 número• negativoa. 
A la derechll del caro 101 números positivos 6 naturalea. 
ObH!ve que ahora: 

.t··.• .. 

Loa Enteros Positivos = Loa Números Naturales as decir NcZ porque cedl 
número natural •• un número entero. 
ObHrV8 llmbién que; IObre la recta numérica, cualquier número seré menor que 
otro 1ituado a IU derecha; ejemplo: 

-4<0 -2<1 -3<-1 

tilldl¡ a<b 1e lee .... "• ••menor que b" 

3.- Operaciones de Números Entaro1. 

a) Abort, aciemé• de la 1yma de números naturales sa presentan dos casos. 

1") Si los dos números tienen al mismo signo negativo, se suman sus valores 
absolutos y al nssullado se la pone el signo negativo. 
[valor absoluto = valor del número sin tomar en cuenta el signo], 

Ejemplos: 

-3 + (-4) = -7 
-5+(-11) = -16 
-25 + ( -3) = -28 

2") SI los dos números tienen signo diferente, entonces ae restan sus valores 
absolutos, el mayor menos al menor, y al resultado ae la pone el signo del mayor, 

Ejemplos: 

-8+5 = -3 -4+4 = 4+(-15) = 4-15 = -11 
-3+9= 6 0+7 = -8+( -8) = -8-8 = -12 
-B+o= 17+(-8) = 17-8=9 -9+( -4) = 



Ejercicios: 

-3+7:o 

-9+4= 

-11+(-10)= 
-5+(-6)= 

-35+(-8)= 

8+6= 
3+21= 

47+(-9)= 

31+(-40)= 

8+(-2)= 

5+(-13)= 
7+(-8)= 

-3+22= 

-10+o= 
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b) Pira habl1r de ta reata. primero veamos que cada número entero n tiene un 
número simétrico 6 Inverso aditivo, único, denotado por -n tal que n+(-n)=O 

Por ejemplo: 

-el Inverso aditivo da 8 es -8 porque 8+(-8)=0 

-el Inverso aditivo de 3 es -3 porque 3+(-3)=0 
-el Inverso aditivo de -7 es 7 porque -7+7=0 

Por otro lado, el lnvGrso aditivo de -7 es -(-7) y como es único, concluimos qua 

-(-7)=7 

-ellnverso aditivo de -1 es 1 porque -1+1 =O 
en este caso -(-1)=1. 

-De hecho, si tenemos que 2+x=O es claro que x=-2 porque 2+(-2)=0 

Ahora si, se define la resta de dos números enteros a y b denotada por a-b como 

la suma de a mas el Inverso aditivo de b, es decir: 

la-b = a+(-b) 1 



Por ejemplo: 

-8-(+5) .. 8+(-5)•3 
3 -( + 7 ) .. 3 + ( -7 ) = -4 
-5 -( + 9 ) = -5 + ( -9 ) = ·14 
-4 -( -10). -4 + ( 10) = 8 
-9 -( ·1 ) = .9 + 1 = -8 
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(De esta menera la resta queda reducida a una suma da números con signo.) 

Ejercicios: 

-5-( -8) .. 
-3-(-17)= 

-4-( 12) = 
-45-(23)= 
23- (-8) = 
42·( 31 ) = 

67-(-2)= 

38-( -7) = 
-37-( -12) = 
-9-(-8)= 
-10 -8 = 
·3 -15 = 

Observe que en los números enteros la resta da cualesquiera dos números 
siempre es posible, es decir el conjunto de los números enteros as cerrado bajo la 
resta, porque la resta da dos números enteros siempre es un número entero. 

e) Para la mul!!pllcación de números enteros, 6 mult!pl!cac!ón de números con 
signo, debemos recordar que la multipllcac!ón es una suma abreviada. 
Desde la primaria nos ensenaron que 5x3 significaba 5 veces 3 6 sea 
3+3+3+3+3=15 por lo tanto 5x3=15. 
De la misma manera 5x(-2) significa 5 veces (·2) 6 sea 
5x(-2)=(·2)+(-2)+(-2)+(-2)+(-2)=·10; por lo tanto 5x(-2)= -10. 
Por otro lado, es lógico suponer que si tenemos una deuda da 2 pasos 6 sea -2 y 
se multiplica 5 veces la deuda aumentará a -10. Con esto hemos visto un ejemplo 
de que el producto de un número positivo por un número negativo nos da un 
número negativo. 

tmla. recuerde que la mulllpl!cac!ón se puede Indicar da las siguientes maneras: 
ax b =a · b =(a) (b) = a (b) =a b 
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La1 reglas que ae cumplen al multiplicar ni:imero1 con 1lgno IOn: 

''El producto de do1 ntlmero1 con el mismo signo es positivo" 
"El producto de doi ni:imeros con diferente signo es negativo" 

ley de \05 &lgno• 
p1ra la mialtlp\\cac\Ón 

(+)(+) =+ 
(-) (·) = + 
(+) (-) = -
(-) (+) =-

Ejercicios: 

( 3) (-7) = 
(-4)( 8) = 
(-5)(-8) = 
( 6)( 9) = 
(-8)(1)= 
( 3)(-2) = 
. 4 (-1) = 

7 (-3) = 
(-1) ( 8) = 
4 (O)= 
6x (-7) = 
(-8)(-4) = 

( -7 )(-5) = 
(-4)( 8) = 
(-4)(-9) = 
( 6)(-6) = 
(-3)(-8) = 
(-5). 3 = 
(-7)-( 1) = 
4·1 = 
1. (-5) = 
4. (-4) = 
8. (-1) = 
1. 7 = 
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d} All como la suma repetida con el mismo sumando nos da una multlpllcacl6n, 
por ejeinplo: 

5+5+5+5+5+5 = 6·5 

Tambl6n una mulllpllcacl6n repetida con el mismo factor nos define una potencia. 

Por ejamplo: 

4.4.4 = 4' 5.5.5.5.5.5 = 56 

En general:~ = a" 

En una potencia tenemos: ~ que es el factor que se repite y el exponente 
que e1 el numerito que me indica el mlmero de veces que se repite la base como 
factor. 

Por ejemplo: 

2' = 2·2·2=8 
3

2
= 3·3=9 

72 = 7.7 = 49 

en este caso: a'= a, 41= 4, 51 = 5 etc .... 
Ejercicios: 

2'= 3'= 
2'= 3'= 
2'= 3'= 
2•= 3•= 
2'= 3'= 
2·= 3•= 
2'= 

4'= 
4'= 
4'= 
4•= 
4'= 

ESTA 
SALIR 

5'= 
5'= 
s'= 
s•= 

TESIS 111 IEll 
DE ll BtalllTECI 
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Algunas regla• para el uso de 101 exponentea aon: 

1 lra·aª=ara+u 

"En el producto de dos potencias de la misma base, se suman los exponentes". 

Ejemplos: 

32·3
3 = 3.3 .3.3.3 = 35 

43.4 • 4.4.4 .4 = 44 

1 (ab)" = a"b" 1 

La potencia de un producto es Igual al producto de las potencias. 

Ejemplos: (2x)2 = 22
·X

2 = 4x
2 

En la potencia de potencia se multiplican los exponentes. 

Ejemplos: (4
2

)
3 = (16)

3= 16·16·16 
= 4.4.4.4.4.4 = 46 

(5') = (125)3 = __ . __ . __ 
--·--·--= 5• 

Observe que el producto de dos números enteros también es un número entero, 

es decir el conjunto de los números enteros es cerrado bajo le multiplicación. 

e) Pero la dlvjslón no siempre es posible en los enteros. 

Por ejemplo: 3:5 no resulta un número entero. 

3 
.tilQll;. La división 3:5 también se expresa como 5 y forma parte de un conjunto de 

números más amplio; Los Números Racionales. La Imposibilidad de la división en 



81 

Z lllrnbltn ae Indica lllllllllando que "NO EXISTE xeZ TAL QUE 5 x = 3" ó bien 
que l• 11CU11clón 5x"3 no 11- 10luclón en Z. 

4.- Propledadea de la• operacione• + y•. 

Veamo1 IH propladade1 de las operaciones suma (+)Y multiplicación 6 producto 
(o) y 111111llcemo1 cuales no se cumplen para los entero•. 

Propiad•de• de la Suma. 

S1 l.!:!Y. de la Cerradura 

Para c8da a,beZ tenemos que (a+b)eZ 
"La suma de do1 n(lmeros enteros, es un n(imero entero". 

S. )..!:!Y. Conmutativa 
•+b = b+a 

S,) L•Y. Asociativa 
a+(b+c)=(a+b)+c 

S4) Existencia del Neutro Aditivo 
"Existe OeZ tal que a+O = O+a = a para cualquier aeZ" 

S,) Existencia del Inverso Aditivo 
"Para cualquier aeZ existe (-a)eZ tal qua a+(-a)=(-a)+a=O". 

Propiedades del Producto(•) 
M1 ) Lay de la Cerradura 
Para cada a,beZ tenemos que (a·b)eZ 
"El producto da dos n(lmeros enteros es un n(imero entero" 

M2) !!Y. Conmutativa 
a•b = b-a 
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M,)J:!Y. Aloclritiva 

a · (b · c) = (a • b) · c 

M4) Exl1tencla del Neutro Multiplicativo 
"Exl1te 1 eZ tal que a • 1 = 1 •a = a para cualquier aeZ" 

M,) Existencia <1411 Inverso Multiplicativo 
1 

"Para cuelquler número a.existe el número a·1 "; 

tal que ª' .! • .!.a = 1" (!!o,. ... : Q. clebe .... d\IJITI .. .\-• ele CITO] 
a a · 

Adem41 hay una propiedad que relaciona las dos operaclone1: 

d) .!:!..!:!~ Distributiva 

la(b+c) = ab+ac 1 

Es claro que la propiedad M,, no se cumple en los enteros, porque no existe el 
Inverso multiplicativo para cada número entero, veámoslo con un contraejemplo: 
Para el número 5 no existe un número xeZ tal que 5·x = 1 (de existir serla x = 1/5 
pero 1/5 t!Z). 

Ejemplos de aplicación de la Ley Distributiva: 

a) 3(5+2) = 3.5+3.2 = 15+6=21 
b) 3(25) = 3(20+5) = 60+15 = 75 
c) 9(71) = 9(70+1) = 630+9 = 639 
d) 8(93) = 8(90+3) = 720+24 = 744 
e) 8(98) = 8(90+8) = 720+64 = 784 
también = 8(100 ·2) = 800 ·16 = 784 
f) 7(314) = 7(300+10+4) = 2100+70+28 = 2198 

-Ejercicios:-
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Diga qué propiedad de las operaciones+ y•, se usa para poder pasar del 1er 

miembro al 2" miembro de.r::l•:...:l.,Aua=ld:;:::ad~·----~ 
her miembro= 2" miembro 1 

1)8·1 =8 ________________ _ 
2)5+(-5)=0. _________________ _ 
3)3+0=3. _________________ _ 

4)5+4=4+5. _________________ _ 

5) 7-(6·8)=(7·6)·8. ______________ _ 
6) 4·9=9·4 _________________ _ 

7) (3+5)+2=3+(5+2) ______________ _ 
8)9+3=12. _________________ _ 

9)6(8+9)=6·8+6·9 ______________ _ 
10) 1-7=7 _________________ _ 

11)(-2)+2=0. _______________ _ 

12) 3(X-4)=3x-12. _______________ _ 
13)(-7)+7=0. ________________ _ 

14) 5(10+3)=5·10+5·3 ______________ _ 
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5.- La relaci6n de Igualdad 

a) Un atete.a 11ateático consiste en un conjunto de nÚlleroa. una 6 me 
operaciones sobre loe nlllleros, 0090 la suma, reata¡. .. lt1plicaci6n -
etc ... , y una 6 '""" relaciones, tales c..o la iaualdad 6 la rela­
ci6n "11enor que", junto con algunas propiedades 6 axi~ que eatl!, 
Cacen loa elementos del conJunto las operacion~s 7 lu relaciona. 

b) La igualdad ea una relaci6n que se eateblece entre dos na.eros del­
conjunto, denotadas por el e!abolo "=" que ae lee "• •• laual a ••• 11 ~ 
que cu.ple con las siauientee propiedades: 

la.) Toda cosa ea igual 11 si misaa 

~ (Propiedad de identidad) 

Por ejemplo: 8 = 8 

X+2=X+2 

2a. >I Si a = b entoncea b=a 1 (Prop. de ei11t1trfa) 
Por eJf111Plo: el 8=X + 3 entonces ·X + 3 = 8 

el - 6 = X - 9 entonces X - 9 = -6 
si 10 = 2X + 4 entonces 2X + 4 = 10 

3a. ) Dos cosas iguales a una tercera• son iguales entre el. 

Si a - b y b - g entonceg a - el (Prop. Transitiva) 

Por ejeaplo: si X = y + 5 7 y+5=-2entoncea X=-2 

si _2 X + 3 = 5Z y 5Z = X + 9 entonces 2X + 3 = X+9 

4a. ) Si a iguales BUIMDIOB ( 6 restamos) l~alee , loe reaul tadoa son 
iguales. 

Si a = b entonces a + X = b + X 1 taabiEn fa = b 

Si~= d 

entonces a + e= b + d 

Si a=bentonces a-X=b-XI . 
,,. = b 

y t&111bién
8 J> = d 

entonceea-c=b-d 
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De 
obtenemos 

Por lo tanto: 

2X-8=0 De 5X+3=13 
2X-8+8=0+8 ObteRNOS 5X+3-3=13-3 
2X a 8 Por lo tanto 5X = 10 

5a.) Sl a dos cantidades i-les lau ... 1tlplic&110a por Wl ai880 nOaero, 
entonces lot1 re11Ultadoa aon iguales. 

1 81 a = b entonces n.a ~ 
Por ej-lo: 

Sl X = 2 
Bntoncea 3.X = 3.2 
Y ROB queda 3X = 6 

De 5y=-3 
Teneeoa ("') 8 = ( :.. 3) 8 

PorlotmtD 40ym-24 

6a.) Si doa cantidades iguales ae dividen por un aiBllO núaero diferente de 
cero, entonces loa reaul tados son iguales. -

Si a = b entonces n" O 

Por ejeaplo: 

Si 3X 12 Si t;::: entonces~ g 
3 3 - 2 

e111 decir 1 x=g 
3 

X=-~ 

nos queda X = 4 X= - 3 

Una ecuac16n es una igualdad que aolamente se cumple para determinados 

valorea de las letras que aparecen. 

La ocuaci6n 5 X - 4 = 6 So cU111ple para X = 2 

Porque 5 (2) - 4 = 6 

es decir 10 - 4 = 6 
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La ..,....,1&.. 3 X + 1 =-11 se cumple para X mi -3 

La ecuaci&. 3 X - ~ B ae cumple para X=4 :rY=2 

Para reBOlver i.ma ecuaci6n, debe908 encontrar loe valorea de laa letras 
que hacen que la iaualdad ae cuapla. Y para reaolverla aplicuoa laa -
propie-• da la iaualdad. 

Ve11M1a l• ecuaci6n 5X -1=19 

Sumndo 1: 5X-1+1=19+l 

nos queda: 5 X= 20 

:r dividiendo entre 5 5X 20 

5 5 

Tene•o11 X = 4 

- E J B R e I e I o s -

Resolver cada una de las siguientes ecuaciones, aplicando las propiedades 
de la igualdad. 

a) X-3=5 al 4X - 1 = 7 

b) X-2=8 h) 3 X + 1 = 14 

e) Y-5=-2 1) 6 X + 2 = - 10 

d) 8 + 2 CI 5 j) 2 y -3=5 

e) b + 5"" 3 k) 711 +4=- 10 

t') a+4=-2 1) 3 a + 1 = 7 



f .. La Aritm6tica de 101 Número• Parea 

Algul"IOI subconjuntos de los enteros tienen un comportamiento especial. Entra 
atoa lol mlrnero1 pare• y los números del reloj en donde 8-+6 = 2 (es decir, 6 
horu dnpué1 de I•• 8 de la man.na l8l'é la1 2 de I• tarde). 

Recordemol 101 número• pares, P = ( ... ,-6,-4,-2,0,2,4,6, ... } 
Un nllmero par se denota como 2n en donde n ea un entero. 
"Un rKlmero entero • es par e> a ea el doble de otro número entero''. 
Por otro lado: Lo• número• Impares, I = ( .. .,-5,-3,·1, 1,3,5,. .. } 
Un número Impar H denota como 2n+1 (el doble de n mil• 1) en donde n 11 un 
número entero. (También podrí•..,. 2n-1). 

Teorema 1.- La suma de dos números pares as par. 
- Demostración -

·un número par 
otro número par 

la suma 

2n 
.2m 

=2n+2m 
=2(n+m) (por ley distributiva) 

qua es el dobla de (n+m) 
:. es par 

Teorema 2.- La suma de dos números impares es par. 

- Damostnlción -

un número impar = 2n+1 
otro número impar = 2m+1 
La suma = 2n+2m+2 

= 2(n+m+1) (por ley distributiva) 
qua es al doble de (n+m+1) 
:. es par 
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T12reD113.· La suma de un número par y un Impar es Impar. 

• Demoalnlrto -

TIOCl!DI 4.· La suma de cualquier cantidad de números pares H par. 

Teorema 5.- la suma de una cantidad par de números Impares ea par. 

Teorema 6.- La suma de una cantidad Impar de números lmpare1 es Impar. 

Ttortma 7.- El producto de dos números parea ea. ______ _ 

Teorema 8.· El producto de dos números lmparea es._ ____ _ 

Teorema 9.· El produ :cto de un número par por un Impar "----

Teorema 1 O.· El cuadrado da cualquier número par es par. 

Teorema 11 ·• El cuadrado de cualquier número Impar es Impar. 

En la Aritmética del reloj, también llamada Aritmética Modular (de módulo 12) la 
suma y el producto se comportan de manera diferente: 
Pare empezar, se trabaja con un conjunto finito de números 
(12) = (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} 
en donde O = 12 es el neutro aditivo. 
También se cumple le Ley de la cerradura, por lo que 6+7 = 1 



al Com1 lela la tabla D ra la suma. 

+ o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
o o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
1 
2 
3 
4 o 1 2 3 
5 
8 
7 
8 
9 1 2 3 
10 4 
11 5 11 

b)Comprobar si se cumplen las leyes conmutativa y asociativa para la suma. 

e) ¿Qu6 se puede decir para el Inverso aditivo? 

d) ¿Y acerca del producto? 
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CAPITULO V LOS NUMEROS RACIONALES 

2.- Quebnidol y hcclonU. 
•> ¿Qut •un quebrado? 
b) ¿C6mo H lnterprelll? 
e) ¿C'*1do doa quebrldoa 1011 ig1111l11? 

3.- Dol T10A11T1111 IObr9 quebrado• 

4.- Suma y Rlltll de quebrlldo1. 
1•. Cuo: con el mill!IO denominador 
2*'. Caso: con diferente denominador 

5.-MuHlplicaelón y DiVlslón de quebrados. 
L8 muttlpllcacl6n 
1•. Caso: Entero por quebrado. 
2*'. Caso: Quabrlldo por quebrado. 
L8 dlvlllón 

e.- Propiedade1 de la• operaciones + y• que 1e cumplen en IOI ractonale1. 

7.- Los Raclonale1 y la rect8 Numérica. 

8.- L• Propiedad de Densidad. 

9.- L8 Propiedad de Completez. 
•) Corr.spondencla 'I Densidad. 
b) Demoltr• que 42' no ea racional. 
e) Existen otros números que no sean racionales 
d) Loa Número• lrraclonalea. 

10.- Lo• Números Real11. 
•) Definición y Propiedades. 
b) L8 notación decimal y los números reales. 
e) Un datalla intareaante 1.9999 ... =2 
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LOS NUMEROS RACIONALES 

1 . ..()rtgln y Deflnlcl6n 
¿Por qu6 aon ..-urloa loa númeroa l'llClonalea? 

Hay oculonu en que H reparte uno 6 varios objetoa completoa, por ejemplo, 
un temmo, un pastel, una herencia, etc .... entre varia• peraona1 y la divl1i6n 
~ rnulll entera. 
Por ejemplo; al dividir 16 entre 5, la divi1i6n .. Indica de diferente• manera1: 

s}i6 ex¡>reH lo miamo que~ y tambien 16:5 6 16+5 pero el reaultado no .. 

un rúnero entero, ea declr no existe un número n tal que ~ = n [ porque al 

existiera neZ tal que ~ = n entonce• tendrlamoa 16 • 5n, ea declr 16 -11 

múltiplo de 5). 
- T1mbién, recordamos que en el conjunto de los numero• entero• no exi1te el 
inV8l'IO multiplicativo para cada número ea decir, 101 entero• no '°" cerrlldoa 
bejo 11 dlvi1i6n y no existe solución para la ecuación de la forma 3x = 8. 

- Obviamente 111 expre1ione1 del tipo 
1
5
6 

, ~· 1~. etc ... '°" nuevoa 

númerol que vi~ a aumentar nuestros conjunloa da número• conocldoa, 
dando origen a 101 número• racionales. 

¿Cu6le1 son loa números racionales? 

- El conjunto de 101 número• racionales se denota por Q (inicial de 
QuolientllCOCiente) y H define como: 

Q " <i la, b eZ y b;<O} que u lee " El conjunto de loa números racionales 11 

igual al conjunto de loa números "a sobre b" 6 "a entre b" tal que a y b son 
número• entero1, pero b ,;, O". 

3 7 3 12 o o 4 
Por ejemplos eQ, 2eQ, -¡eQ, 7 eo, 5eQ, l eQ, pero 0 iQ porque el 

número bajo la raya (denominador) debe 1er diferente de cero. 



92 

ObHrv! !11J1 loa rúneroe rmclonale1 IOl'I lo• número• que M ucrlben como 
IA"I cociente (6 dlvlll6n) Indicado entre dol númerol entero1. Y por deflnlcl6n 

de divllibllldlld: bl• (b divide •e) li •xill• e .. 1 que • • b·c u decir ¡ • e 11 y 

IOlo 11 • • ti.e ejemplos: 

¡ • 2 porque 8 s ""2, 
2
: • 8 porque 24 = 3°8, pero ~ no existe, porque li 

i • x entonce• 4 • O.x pero O.x • O y tendrl111TI01 en conncuencle que 4 -O 

¡No pueda aerl :. No puede Mr que~ "x,,H decir ~ no axl1te. 

2.· Quabredol y Frecclonea. 

Daade I• e1CU11la primaria hemos trabajado con 101 número• raclonala1 a 101 
qua llememo1 quebrado• 6 frlcc:IClllll, haciendo alu1lón al hacho da no 
trabajar con números enteros sino con partaa da ellos. Da hacho, podemol 
anfocer le Pllrt• oparetlv• da 101 números racionales rallrléndono• a ello• 
como quebrados: 

•) ¿Qu6 •• un quebrado 6 fracción? 

Un quebrado as un cociente 6 dlvl1i6n Indicada entra do• numeroa entero• da 
manare que el dlvilOI' aaa diferente da caro. 

mnMrador 
Ln parta• da un quebrado IOl'I: de-lnador ~de q11ebrodo 

ejemplo•: 

en ! al numerador •• 3 y al denominador •• 4 (recuerda qua ! 1lgnifica lo 
4 4 

mismo qua 4 J3, 3:4, 3+4) en ~ al numerador a1 17 y al denominador as 9. 

E1 claro qua efectuando ésa cociente 6 división Indicada obt-mos la 

expresión decimal equivalente el número racional, por ejemplo ! = 0.75. 
4 

(comprobar qua i .. 0.625) 



• lnlerprell un quebrldo? 

quelndo, el dlnomlnedor noa Indica el número de pertn igu8lee en 
dividen cada Ullll de 111111 6 veriH unidede1 y el numerwdor no1 Indica el 

de pstn lgueln que • tomen de 18 dlvl116n H/181mdll por el 

. 3 o. en 5 ,Ullll unidlld (un pa1tel, una pizza, un terreno, Ullll herencia, 

ee divide en 5 partee iguelH (denominador) y de e111 divi1l6n M tomen 3 
(nuinermdol'). 

8l'O que al dividir una unidad 
tan111 partee como Indique el 
inador, cada parte e1, a au 

lderada como una 

lo !+ ! + .!. = .! y la IUlll8 5 s s ,. 

de todas 181 pequefta1 unidede1 me 
da la unidad total. 

i· varias unldade1 se dividen en 3 parte1 iguales 

y de esa división ae toman 7 partes.¿Cuánta1 unidades hay que dividir para 

obt el número 23 ? 
7 
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e) ¿Cu6ndo do1 quebrado1 IOl'I Iguala? 

¿inn iguelel ! y 42? 
.. 7 56 

Se puede comprobw 11 IOl'I lguele1, efectuando I•• dM1ione1 y reviundo que 
lol reautt8dol - pin, pero elle procedimiento puede HI' llfVO. Lo mejor 
Mf6 lpllC8r .. defink:lón de igu8ld8d 1igulente: 
Deflnlci6n: 

a e 
¡ • d 11 y IOlo 11 acl=bc 

6 - que dol quebrado• IOl'I iguale• cuando 101 producto• CNZ8dol aon 

igu81H~ 
-por ejemplo-

~ - ~ porque 2-6 • 3.4 
3 6 

12 .. 12 

2 12 
3 - íi porque 2·18 • __ (comple18r) 

7 42 5 = 30 porque ___ .. 5.42 (completar) 

pero ~" :! porque 8·56 " 7-42 H decir 336 " 294. 

T811lbi6n, de acuerdo• lo 8rllerior, tenemo1 que: 

1 2 3 4 s 2 s 
1 • 1. 2 • ¡· 3 - 1. 4 - ¡· s = 1 .. 2 = •1, -s = .1. etc ... 

Por lo cual e1 v.tlido afinnar que Z e Q porque cada número entero •• tambi6n 
un número racional. 

3.- Doa taorema1 sobra quebrados: 

Teorema 1.- Loa do1 término• de un quebrado ae pueden multiplicar por un 
mismo número, diferente de cero, y el quebrado resultante 81 igual. 

/ . ·· .. ~ 



95 

1 ~ - •·e (C.00) _¡ b·c 
Vll'llCll a CSemo91r8I' que a·(b-c) = b·(8·C) 81 deelr, VMIOI a demoltrer que 

kll produclo9 CNUdoa IOI\ lgualH. 

8·(b·C) • (•b)-C ( por ley uoclatlvll) 

• (b-a)-c (por ley conmutativa) 

• l>(a·c) (por ley uoclativa) 

! 
4 

3 7 21 
47 .. 28 

7 56 5 30 
í2 • 98• i • 54. 

i .. ? 
16. 

5 
i • 

9 ? 9 ? 
¡ - 12· ¡ =21· 

? 
56. 

Por otro lado, obHrvemo1 que: 

3 
¡ 

13 65 
6 • 30• 

5 20 
i •7. 

(Completar) 

3 . 5 15 
¡-:-s .. 20 

5 
i 

6 42 
7 = 49 

25 
T completar 
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l=!, 1=! ¡ • .! ·-~ 1 2' ,. 4• 
s 6 

1= j• 1 m 'i''" 

1 2 3 4 s 6 
o• 1 • Í • i • 'i •. ¡ • 5 = i''" 

_.,. 2 - ! - ~ - ! - ! - ~ = !! - !! • .!! = !! - ~ - ~ • ... 
1 2 3 4 s 6 7 1 9 10 11. 

3 • .! = ! - ! - !! = ~ = !! - ~ - ~ = 27 - 30 .E. = ... 
. 1 2 3 4 s 6 7 1 9 10 11 

Et clwo que c:u11lquler número entero H puede elCriblr como 1.11 quetndo con 
•I dlnomlMdor que .. de-. 
-ejemplos-

7 - .! 8' 

, • .?.-!! 
1 3 • 

8 32 
8 - 1 = 4' 

engene111I: 

? 
s = 17' s = .1.. 

13 

14 - 126 
9 • 8 = ! 

s 

Teorema 2.- Los dos términos de un quebrado sa pueden dividir por un mismo 
111Í11191'0, diferente de cero, y el quebrado resultante es Igual 

/· 



..... 
!. .. ..:__ cu• O 
b b 

T 

•· (~) - •·b 
e e 

- .!!:.! e 

Ejemplos-

(por ••• 

(por ... 

(por ... 

~ 
.!.! =-s-= .! 
20 20 4 

T 
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30 s 
54 = 9. ~ = .!! = ~ 

16 8 4 

En el úlUmo ejemplo observamos que: 

36 = .!! • ! (ae aaca mitad y ae aaC11 mitad, ••decir, 
16 8 4 

H divide entre 2 y H divide entre 2) 
Este proceso ae conoce como 1impllflcaci6n del quebrado y as útil enfatizar 

que: 
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"CUALQUIER QUEBRADO SE PUEDE REDUCIR O SIMPLIFICAR HASTA 
.QUE SUS DOS. TERMINOS SEAN PRIMOS ENTRE SI." (Recuerde que do8 
lllMnll'oa IOll prlmoa entre af culllldo no tienen dlviaor com.m dlftrenle de 1 ). 

-EJERCICIO· 

Simplifk:« loa algulentu huta qua llUlllllf8dor y denomin8dor ...,, primos 
entre al. 

18 
I) 24 • 

32 
e) 40 • 

108 
b) 80 .. 60 

d) 168 .. 

4.· SUMA Y RESTA DE QUEBRADOS 

1•. C1ao: CUll'ldo loa quebrldoa tienen el mismo denomlllldor. 

Recuerde qua· ! = .!. + .!. + .!. ' s s s s 

Porlotanto: 3 
+ .!. = ~ s s s 

! + ! +!a 17 
7 7 7 7 

y 

y 

!+Z . .!.m! 
4 4 4 4 

• • Cuando loa quebrados tienen el mismo denominador, simplemente se 
turnan loa numeradores y se conserva el denominador común. 

-Ejercicio • 

1) .!.!+!!a 
7 7 7 

2". C1ao: Cuando los quebrado• tienen diferente denominador. 
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Aqul lo idNI Hrl• poder t:wnlfonnw lo1 quMndol de diferwlla denomlMdor 
en quelndoa rapedivM*lt• lple1 pero con el mlllllO denomlrwclor y 
-r>!kw lli 1'9gl• del 1•. cuo. . 
pero ••• ¿Cómo M lrllnlfonnml do1 quebrlldol de diferente denomln8dor en dol 
quMndol rnpectlvtmente lple1, pero con et millllO denomllllldor? 
-EJempio-

bWllfol'rMr 3 .! •I mill'llO denomll'llKlor ¡y 5 

1• .• Multlpllcs 1• prlmet11 hccl6n (.¡)por el denomiMdor de I• ~ 
hccl6n (5) [por teorema 1 J. 

2".· Multlpllcs 11 MQUOO. fracción (~) por el denomlrllldor de 11 primer• 

hccl6n (4) [por 19ClnllM 11 
39.- V• lr'mlafonnlldu H puede efectuar 111 IUITlll. 

VMmOI el dl11gr.11111: 

! 1 
? 9 

ctl .,f 
l l 
27+..!..-~ 
63 63 63 

-Olrol ejemplOI-

~ + ! 
5 1 
1 ' • 1 

~+Áa2! 
35 35 35 
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Hall¡ En ni• último ejemplo Mrl• l'l9CUllño IOlamente tralllformar I• primera 
fraccl6n, porque el denomlnedor de le 29 frllccl6n N mllltlplo del denominador 
de la prlrner11. vúmoalo: 

3 5 también otra ¡-¡ 
a.i 1 5 + ! 5 +! 

: ' \ 
6 ~ 4 i 5 1 
1 

' 1 ! 

.t + 1 = 

i - i mi 

' 10 +! - !.! 19 
6 6 6 12 12 12 

O. tode1 men«H, 1lgue 1lendo v611do el procedimiento original, que conduce 
al mlamo reaullado; aunque tenemoa que 1impliflcar al final. 

Aplicando esta1 tnmlformaclones efectuer 111 1igulentH 1uma1: 

7 3 •) s + 9 

_+_ .. __ 

2 
b) 3 

4 
7 

3 7 
e) i - 5 



101 

1lnuaw•? 

2 3 1 3 3 5 
•) 7+5 .. e) ¡-¡ = •) ¡-¡ = 

. 9 5 
b) 5+¡. 

5 3 
d) ¡+¡ = 5 2 

f) - 13 + 1 • 

¿Qu6 pua cuando uno de lol IU!lllndol •un níllnero entero? 

. 3 2 2 
Ejlmplol. ¡-•. 3+9. 5·2 ele ... 

.. Implementa lrlllllformaramol al número entero y ar.c:tUM91110i la IUINI. 

por ajlmpk> : 

3 + 2 3 

1 ¡ . 
1 ? 

1 1 1 ! ' ~+!-29 ! . .! = _! 
9 9 9 4 4 4 

Efactulr la• 1lgulanl11 opaniclona1 mentalmente 

a)!.2- c)I-! 
3 5 

b) T . s - d) • +t f) 11- ~ s 
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Aplic8ndo MW lr8nlfonnecionn, obtMwnol la r.glll general pal'l la IUINI de 
dos IÜMI08 raclonllla: 

!. + .!:. 
b d 

1 l 
Id+ be_ ld+bc 
bd bd bel 

•) ! . .! -
4 9 

b) ! + ! = 
5 6 

e)! . .! -
4 3 

d) .! . i -
5 9 

2.. + ! = 7(5) + 12(2) 35 + 24 59 
12 5 12(5) -~ - ¡¡ 

! + ! - 3(6) + 4(5) = 18 + 20 = 38 = 19 
4 6 4(6) 24 24 12 

·Ejerciciol· 

.. ! + 1 = 
7 

o .! +1 = 
7 

f)L 1 - j) 4 • .! -
5 3 

w ! . 1 -
7 

11)8·!.!-
5 

~ ! . 1 = 
2 

0L3 -
7 
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Aplk:8r 111 ley uocletiva Plll'll efectuar I•• lfgulent•• 1U111U: 

m) ! + .! +! - e! + .!)+ ! = (!!) + ! = 
3 4 5 3 4 s 12 5 

n) ! . ! + ! = 
7 s 2 

11) ! . .!! + ! -
3 s 6 

o)! +I • !, -
4 3 

p) 4 • ! + .!. -s 9 

5.· Mulllpllcaclón y Divi1i6n de Quebrado•. 

Vumo1 l1 multiplicación por casos: 

1• ..aag; Multiplicación de un entaro por un quebrado. 
-ejemplo-

3 • (!_)quiere decir "3 V-1 _!,. llmbién { ''3 partea de.!• 6 "3 de_!,.) s s s s 
ÓHlque 

3 • e!.>=!. + .! + .! -~ = 3C2> = ~ 
ssss s s s 

por lo tinto 

J . .! = 3<2> y en general 
s s 

1 •. ~-ab 
e e 
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~ciUe: .•. !!. - !. . b - lb.! - •. ! . b 
e e e e 

. . . 2 3 1 
enelcuodelejemplo: 3 • 5 = 5 · 2 = 5 · 3 • 2 ele ... 

4 9 
tembiWI : 9 • 3 .. 3 • 4. 3. 4 : 12 

4 
(6 $/mpk_,,w, )..· 'i. = 12) 

-EjlrclclCll-

•) ! . 4 -
7 

et!. 6 -
5 

&)6·!ª 
3 

b) 5 • .!. -
JO 

ft 7 •!a 
4 

b)B·!• 
4 

e)!. 1 • 
3 

1) 8. ! = s i)5 . .!. = 
10 

2•. C..O: Mulllpllcmción de un quebnldo por un quetndo. 

3 2 
¿Qu6 1lgnifica s (l) ? ...... ¿3 quintas veces dos terciol? 

vamo .. entenderlo como 3 (Plrt••l de ! ó (! de ! ) 
5 3 5 3 

Primero intarpretemoa f 
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Qbeervernoe IM dol llgure1. 

Lll pM9~congen11 eegundll liQl.d H ~ de t que • Igual • 

3 2 
5 3 

Pen> ... ¿En cu6nta1 perte1 tgual11 qued6 dlvidldm I• unldld? lfl..1A J*t• 
igualo. y ¿cu6nta1 ptll'tu .. marcaron con 111? ...JLpmrt11. 

Por lo tanto· I• Pllrl• m8'C9dll C00'91ponde • .!. 11 decir ! · ~ • .!. 6 ... 
' 15 53 15 

32 ....i!L 6 
S "] = S•3 " 'i5 
Con lo W'ltlrior, podemol ju1tificlr nuellrll regl• pmrm mulllpllcmr dol nllmeroe 
rwcionllH: 

'.!. !'. = ~ b d bod 

ot>urve que ...... e a. e 
¡¡_:,.¡ - ¡¡:-¡¡ 

Ejlmplol: 

EJarclcios: 

•) .!! . .!. 
4 JI 

b) ! . ~ = 
7 3 

q .!. . .!. -
9 2 •e! . !>. !.. -

B 4 2 

/ ' 
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aB En 11 muHlpliclel6n de númerot raciOOllM M lnpell 11 ley de I09 
· 11gno1 par1 11 multlpllCICión. 

Ejemplo:-¡ 

•>e!> <-J> -2 

2 
5 

-6 
20 

e)<-~><-.!> • 
3 7 

:!. 
10 

Se define, pll'I cual quier nllmero racional .! , •I Inverso mulllplk:atlvo de .!. 6 
(Co"' t¡llO) b b 

reciproco de ¡ como equel nlJmero r9Clonlil IJnlco denOlado por 

<¡>1. <F .. , que ~ • <~ ·• =1 y <¡> ·I. ¡ -
pero, por otro lado, t1nemo1 que: 

!. . .!!. - 1 
b • 

Por lo tanto; el lnvel'90 multiplicativo de .! ea .!!. ea decir ( .! )"1 
• .!!. 6 bien 

b • b • 

1 b 

<tl • 
- Por ejemplo­

•l inVflllO de .! ea .! porque ..! · != .!.! = 1 
s 3 s 3 15 

ellnverao de ! ea ! porque ! · ! - 1 
7 2 7 2 

elinwnode _ .! e1 _ ~ porque(_!)·(-~) - 1 
9 s 9 5 



11 lrwerlo de ! "8 porque ••• • 
.. imlerlo de • ! ".7 porque ... 

7 

el lnY8l'IO dll 5" .!. porque ... 
5 

11 lnverlo de~" - .!. porque ... 
6 
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¿Y• .. dl6 cuent11 de que .,.. encontrllr el lnverao blllttl con Invertir loa 
Nnnlnoa? 

Ahol'll M define I• dlvl1l6n de do• quebnldoa !. entre ~ como I• 
b d 

mittlpllcmcl6n del dividendo por 11 lnvlll'IO multlpllcmUvo del divisor. 
•decir: 

I .!: .!'.. - !. • ~ - Id 
_b d b e be 

Tmmbl6n podemo1 lndlcmr •I proceso de la ligulenta manera:· 

por ejemplo: 

Efectuar I•• 1lgulente1 divisiones: 



108 

•) ! : ! -
7 .. 

e).!:! • 
.. 3 \) 3: ~ -

l 
f).: i - J) ! . ! -b) .. : 7 - 3' 5 

e>!: .. -7 
-110. ! -. 7 le)~: 3 -

d) .! : ! - 9 u!.! -
2 9 

h) 6: 2 = 5. 3 

Olnl rMnel'll en que 1t Pf9""'- la división de raclonale1 •• como quetndo 
de quebrado, 6 frllccl6n de frllccl6n: 

.l. 
b 1 e Id 'e que equivale a ¡;: d - ¡;;; 
T 
poi' lo tanto: 

G Id 
e 

Tlll'llbl6n podefnoa aaquamatlzar al proceao de la 1igulenle mmwa: 

a\ "'I"'ª"'• .l. -dor~ cb ... ~ ' t ::J• a\ deY\O"''"ªclo r 

[1_20_~ ...2... 18 9. 
5 

-Ejemplos-

1 s 21 
-:¡-· 20· 
3 

1...~ [pol'qlle 1...1.. ~ = ~J 
4 .. • ~ !. 1·4 4 
5 5 $ 



!. 
5 ·12 
1=5, 
-¡ 

Efectulr lu ligulen!N divi1lone1: 

•) ! -
3 

d) ~ -
1 

b) ! -
9 

e)!= 
8 

e)! • 
1 

f) ! = 
3 

Nata !mportlntt· 
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J. 
~ 1 
3· j5· ...i. • • 15 

t 

9) ! -
1 

h) ! -
7 

n!-
1 

En elguna1 oce1lone1 H manejan fracc!one1 propl11, impropie1 y mlxtu. 
Lu fr8ccione1 prop!• IOl1 mquellH en que el numerador e1 menor que el 
denominador. 

3 4 2 9 s· 1· ;· ¡¡¡ etc ... (le expresión •• propiamente una pmta da 11 unidad). 

L11 fracc:lon11 impropl11 IOl1 aquall a1 en qua al numeredor e1 mayor que el 
denominador. 

s 7 9 90 3" ¡• 2' 13 ate .... (le expresión ea mayor qua 11 unidad]. 

la• fracc!one1 mixtas sarlan aquellas formadas da una parta antera y una 
fracción propia, y H ascrlblrlan. por ejemplo, 

3 ~ lo qua as incorrecto (porque 18 confunda con la mulllplicación) pua1 se 

quiera indicar 3 + ! 
3 
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Ea decir, en lugs de 3 t debemoa ncrlblr 3 + t 111 luger de 1 ¡ 
dlbemo9 eacrlblr 1 + ¡ 
Ademü, una fr1ICd6n lmpropl8 M puede lr-10flNll' a Ullll parte entW8 mM 
1.118 frKCi6n propl1. 

! - 1 + ! 

:~J·· 
!.=•+! 
2 2' 

t 
j 

4 ! 
2}9 i 

I ·········" 

~ - 6+ E. 
13 13 

6 
13)90 

12 

Elcpr9ur lu algul111t11 frlcclOIMM hnpfopl11 corno un1 1111rt1 111ter1 mta un1 

hcci6n propll. 

a)~• 
7 

b) 37 -
6 

C) 148 = 
23 

cl)94S. 
64 

e) 3425 = 
127 

f)~ -
79 

8.- ¿Cuáles son las propiedades de + y• que se cumplen en los racionales? 

S1 ) Loa racionales son cerrado• bajo la 11U11'111. 

porque 11 1u1111 de dos número• racionales ea un nllmero racional. 

Veamoa: Se1n ~ y¡ e Q , entonces a,b,c,d,e z con b" o, d..o y 
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.!. + .! - ~ en donde (ad+bc:) e Z bch Z y bch• O 
b d bd 

porlot.nto Id~ bc e Q •decir e¡ +¡>e Q. 

Ejemplo: 

y 

.! + ~ • 22 c:on 22 e Q :. (.! + ~) e Q 
3 5 15 15 3 5 

S2 ) La IUITlll de racional• •• conmutativa. 

porque .!. + .!:. • 111 + bc 
b d bel 

yporotrolado: ! + .!. - cb +da = be +Id - Id+ be 
db db bel bd 

porlotanto: .!. + .! = ! + .!. 
b d d b 

Ejemplo: 

: . .! + ~ D .± + .! 
3 5 5 3 

s, ) La •um• de raciDn1lea •• alOclallva. 

/ .. 
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porque: 

• e • • (et • de) •ídf) + ~et + d•) 
b + <¡¡ + t> .. b + dt 

.. 
b(dt) 

•df + bcf + bd• ~·d + be)f + (bd)• 
= (bd)f (bd)t • 

•d + be • • e • = bd + f = (jj + ¡¡> + f 

S. ) El cero •• elemento neutro p11r11 I• au11111 en 101 r.clon111tt1, •• decir: 

O• T e Q , •• tal que r+o = o+r = r para cualquier r e Q . 

porque: .!. + O = .!. + ~ = a·l + O·b = a+O • .!. 
b b 1 b·I b b 

s, ) Tll!Tlbl6n hay lnver1a 8dlllvo en lo1 l'llCionalH. Ea decir, pera cualquier 
re Q exlate -re Q_, talque r + (-r) = -r+r • o 

para -b• e Q Hla :..b• e Q talque .!. + .::! = a+(-a) = ~ =o 
b b b b 

-3 3 pero- = --s s 
y ele la ml111111 manera podemos comprobar que .. cumplen: 

M1 ) Lo1 raclonale1 1on cerrado• bajo el producto 
Mi) El producto de raclonala1 es conmutativo. 
MJ) El producto de racional•• •• asociativo. 
M4) El número 1 eQ ea neutro para el producto. 
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Ms) El ln'l9l'IO multlpllclllvo (6 reciproco) de allllquler n6rnero rlCioMI i­
(exc.pCo el cero) H el l1llmero raciOfllll (.!..)"1 

• .!. ~ .!!. 
b 1; • 

Nota:( El cero no llene In-multlplk:lltlvo.J 

AdenlM A cumple la Ley Dlatrlbutlve : 

O) I• n r a n a r - , (L + -) • - , L + - , -
bqa bqba 

•) Demoatrllr que M cumple M1 en lo• l'llCIOfllllea. 
b) Eaaiblr do• ejemplol en loa que ee c:ompruebe Mi . 
e) Eaaiblr otro• doa ejemplos pera Ml . 

d) Encuentre el Inverso mulllpllcellvo de ~, de ~· de -; y s. 

e) Comprobar que.! · ('!._ + _±) = .! · I. + .! · ,± · 
529 S2S9 

7.- Loa RllClonelea y la recta Num6rlca. 

En la ractll númerk:ll, corno modelo geométrico para la rapraeentacl6n da 
número•, tanamoa localizados • loa enterca positivos ó naturales (• I• derecha 
del origen) al caro (an el origen) y a 101 enteros negativos (• la Izquierda del 
origen). 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
..., _, •7 ., ·5 ., ·3 •2. -1 o 1 1 1 1 1 1 1 1 
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1 3 s 7 
Nlorll pod9mal loc:llliur a loa r8Clonelu 2 , 2 , 2 , 2• ate ... y parullo 

bula cori dividir al NglTMllllo 0, 1 y • cada Hgl'IMlnto unllslo 

1,2, 2;3, 3,4, ·3,·2, -2,.1, etc ... en dol partes igualel. Pero ... 

¿Cómo .. divide un HQmllllloAB 111 dol partea lgu11lea? 
<ver ~'-9.ura) 

1•.) Con Cll'ltlO 111 A y radio AD .. traza la clnuiferencla ®· 

2".) Con centro 1118 y radio BAH traza .. clrc:unfinncl• Q, 

3".· Se unen loa punto• de Intersección CD. 

4º.· El punlo M, donde CD lnt8fl8Cla a AD ea el punto medio de AD. 

(en geometría .. demuellra que L\ACM = L\BCM y ... AM - MB. 

AdemuCD.lAB) ,,,,..------....e-------..._ 
/;' ,...,f .... , ....... , 

I ,' ¡ ' '\\ 
I I ' ' I I ' \ \ 

I I ' \ 
1 • ' \ 

1 A\ !i4 jS f 
\ \ , / I 
' • I / 
\ \ : / / ' ' : / / ,, '..k/ / """-- ......... ___ .,, J) ........... _____ .,,,. 

De eala ~. dividiendo en doa partes Iguales cada segmento unitario, 
tenemos en la recta númerica: 

11:'t1t1'1A!1 .. 1.1 .. 1 .. 1~1 1 
-.5 "i -'f - -3 - ·t ·a. -i. ·i o i i. t 2 t ?> .¡ ~ l' 5 

Con el mismo procedimiento podemos localizar a los números raclonalaa 

1 3 s 7 . ¡ , ¡ , ¡ , ¡, etc ... d1vidi9ndo cada medio segmento en do1 parte1 lguale1. 

-ti .t .\ .\ -~ * t i 1: 1¡ ~ 'l 
1 1 l 1 ! 1 1 1 1 1 L1 f iJ 11 t L 1 11 1 1l 1 l 11 ¡1 1 1 1 \ 1 1 1 1 1 1 1 

-5 ·1 -'f -1 -3 "t ·2 ·l -l. • o * , l 2 t .) .¡ "!- -t 5 

¡ 
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123 123 123 i. i' i ..... 16. 16. ii ..... 32. ñ. 32 •... elc. .. llullr8ndo161oel 

MQllllnlo 0,1 tenemoa: 

-t -\ 
-!. 

2 

)( 

Y • cmdm HglMnlilo le VMIOI enconnndo el punto medio y de ata rnmnerm 
IOClllizMIOI lodos 101 rmciolllllet con denomln.dorn de 111 forma 
'Z' (2,4,8, 18,32,64, .•. ) 11 decir todo8 loa l'llCIOlllllet de I• forma: 

.!. ! .!. ...!.. ...!.. ...!.. _!__ _!_ _!_ _1_ __1 _ etc 
2 ' 4 ' 8 ' 16 ' 32 ' 64' 128 ' 2S6 ' Sl2 ' 1024 ' 2048 ,... . 

pero llUllqU9 el proceao" Infinito, llÚn noa ~ muchoa mJmerol 
1'11CioMle1 1ln localizar. Por ejemplo, ¿Cómo podemoa locallur el punto que 

corrnponde •I número t'llClon•I t , ó ~ • ó % ? o •• ¿Cómo locallar en 

111 reclll loa rKlonmlet de I• formm: 

1 1 1 1 1 1 
3 ' 5 ' 6 ' 7 • 9 • iO • Ji · i2 ' 13 ' 14 ' iS ' 17 • •le ... ? 

VNlllOI un ejemplo: 

¿CUél ea el punto, tobre la recta númerlca, que corresponde • t? 

P•re enconlr•rlo debemos dividir el segmento unitario O, l en 5 perle$ 
Iguale• y de •hl tomar 3 partes. pero ... ¿C6mo se divide un segmento AB en 5 
partea Iguales? 

1º) Trazar una linea reclll •uxlllar AX. 

2") A partir del punto A, marcar un pequeno segmento sobre AX y repetirlo 5 
vece1, marc endo loa punto• 1,2,3,4 y 5 que aellalan cinco partea lgual11 
(con1trulda1 una tras otra). 
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,_..la recta que une a loa puntoa 5 y B. 

4•. Por el punto 4 trazar una paralele a la recta Sii lnterMctando al ugmento 
enelpunto4'. 

se. Por al punto 3 trazar una par11lela • la recta su lnlerleclando al Hglllll1lo 
enelpunto3'. 

oe la mlam. menara ae loeallun loa puntoa 2· y 1 • . 

) Por un Teorema de NmljanZa de lri*lguloa, ae demueltrll que 1' ,2' ,3' 
,4 • I' D l"IOS marcen .. divl•ión de AD en 5 palt•• lguelu. 

4'' 

al, podemos aplicar el procedimiento al segmento 0,1 dlvldl6ndolo en 5 
ea Igual .. y tornando 3 de e1a1 partea. 

-\ 

de menera 1emejante, podemos localizar loa puntos correspondiente• a 

~ ~ 2. .!. etc 9 • 11 • 10 • 17 • ... 

Sólo nos falta preclnr c6mo se locallZ1n los puntos correspondientes a 

. 16 93 428 77 
numeroa raclonalea comos , i7 , 23 , -12 , etc ... 

/ 
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Ya Mbemol que !! • 3 + !, por lo t.nto, bula con dividir el ~ 
5 5 

unitario 3, 4 en 5 partn lgueln y de 11111 tomll' un11 pll'te 1111'9 t111« el punto 

COl'l'9lpOl'ldlenta • 3+ .!. = !! 
5 5 

-2. -\ o 3 

Del•ml111111"**8: !! - 5 + ..!. y 428 
m 18 +~ .I.l - -6-..!. 

17 17 23 23 • 12 12 

Con todo lo anterior, Y• podemoa afirmar qua: 

PARA CADA NUMERO RACIONAL HAY UN PUNTO CORRESPONDIENTE 
SOBRE LA RECTA NUMERICA 

Ejen:iclo1: 

6 

•) lnve1tlgar cómo ae traza una perpendicular • Un11 r9CtAI dada y que pase por 
un punto ciado: Caao1: 1º) por el punto medio, :29.) por un punto cualquiera 
IObre I• recta y 3".) por un punlo fuera de la recta. 

b) lnvntlgar cómo 18 trau Ul1ll paralel• • una recta dada y que paae por un 
punto dado (fuera de la rect•). 

e) Dlg• cu4l e1 el Teorema deT•I•• aobre semejanza. 

8 t3 25 13 
d) En la recta numérica, localizar - 3 , 9 . i1 . Y ·-¡¡· 

8.- L• Propiedad de Densidad. 

Recuerde que en lol número• entero• observamos que "a es menor que b", 
denotado por a < b, al y solo 11, en la recta nómerlca, a esta a la Izquierda de 
b. 

I 
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.. 
"' -S .. ,·3 •L •I 0 t I ¡ 1 • 4' T -•<-• a.c.' 

-6·1'1~·1·1o'a3" 1 • ....... 
.. clco que, 11 • < b entonca b > • (b ea rneyor que•) 

Dellnlcl6n: • < b 11 hlly un rúnero po1ltivo e 191 que • + e • b. 

Por ejemplo: 

3 < 5 porque con 11 rúnero 2, 3 + 2 = 5 
-5 < -3 porque con 111 nl'.lmlro 2, -5 + 2 = -3 
-3 < 4 porque 1111111 número 7 191 que -3 + 7 • 4 

~ llsb qulllW decir que"• •• menor que b ó a ea Igual • b". 
a sb 18lee"•11 ~6 lgu11I que b". 

-La r.llClón de orden 11 tran1ltiva porque: 

11 8<b y b<c entonce• •<C. 

- Para dol entel'OI cual11qulera a y b, tenemoa que M cumple un• y llOlo IM'I• 
de lu 1lgulenta1 ralaclone1 1<b ó a = b ó ll>b (Lay de Trlcotomla) 

Pn difinir I• relación de orden en loa nllmeros racionale1 1Upon1moa que H 

eacriben los raclonele1 con denominador poaltlvo, •• decir ~ con b><J y ¡ 
con d>O. 
Por lo tanto: 

~ <¡ 11 y solo al ad< be 

..¡emploa-

!<! porque3·1 <1·581 decir3<5 
1 1 

~ < ! porque 4.5 < 3.7 ea decir 20<21 
3 s 
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ENTRE CADA PAR DE NUMEROS RACIONALES DIFERENTES SIEMPRE 
EXISTE OTRO NUMERO RACIONAL. 



no 

Hemo• encontrado 7 números racionalaa entre '!.. ( m ~) y ! (ª ~) que aon 
9 72 9 72 

• 57 51 59 60 61 62 63 
loe llUlllll08 72 ' 72 ' 72 ' 72 ' n ' 72 y n pero el proceao lo 

podemoa contlnuer lndeflnldMlenle y dMlo8 cuenta de que en realldad entre 
cada pareja de númet08 racionale1 dlferente1 hay una lnflnldad de número• 
l'9Cionalal, todo8 dlferantM. 
En i. l'9Cla numtrlc:a .. varia de la 1lgulenta manara: 

o ~ ¡, \. ' ; .. i1 11 a 
Ejemplo•: a) encontrar tre1 números racionales entre ..! 5 

17 y 17 

b) encontrar aleta números racionales entra l. y ~ 
25 25 

c) encontrar ocho números racionale1 entre ~ y .!.?. 
13 13 

En realidad, no es necesario reconstruir el proceso paso por paso para 

encontr•, por ejemplo, 8 números racionales entre ii y *· pues basta con 

multlpllcar loa dol t6rminoa de cada raclonal por el l1Úl'lllrO 9 (6 uno mayor) 

par8 obtener: 
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16 17 

~ 
y 

144 145 146 147 141 149 150 151 152 153 153 
111 < 111' 111·m·m·m·m·m· m ·m <,m 

\ v~~~~~~~/ 

8 rúneroe r.ciOlllllH que eatjn entre * y * 
Ejercicioe: 

•) Encuentre 5 números racionalea entre 7 y. 
1
: 

b) Encuentre 12 número• raclon1IH entre i y i 
9.- Le Pl'opledlld de Completez. 

•> Al ntudl• loa racloneles en 11 recta num6rlca obH1V11mo1 doe puntoe muy 
lmporqnt••: 

Edmlm, que pere cada número redonel h11y un punto sobre le recui númerlca, 
y reaierde que loe raclOlllllH son lnflnlto1. 
Y ~ que entre cadll 1>11raj11 de números raclon11les diferentes siempre 
hey otro número raclon1I, y todevf11 fuimos mé1 lejos el comprobar que entra 
C8dli plll'9jll da números raclonales diferentes exista una inflnldlld de números 

l'llCional••· 
Tomando estos dos puntos en cuanta, todavía nos etravamo1 • hacer 111• 
siguiente pragunlll: ¿11gotan 101 racionales a 111 ract11 númerle11?, es decir, 
¿llenen ó completen 101 recion11l11 • le recte num6rica? 
I• rnpue1lll •• HQ, porque aún quedlln puntos 10bra 111 recta num6rlca que 
corrHponden 11 nUinero1 que no'°" raclon11la1. 
Ahore nos preguntamo1, ¿cu6111 número• no '°" racl01111le1? 



122 

Podemol decir (1119, por ejemplo, el IÑl'IMlrO ..J2 no n 1'9Cionel (nuestro 
llgulenl• PllO -6 cornprobm' que .J2 no ea racional). 

b) Dlmo!!caraut § nou raciona! (../2 eQ) 

SI ../2 fUerl wi rúnero 1'9Cional, entonces ~ IMI podrl• escribir como un 

cociente di n&Mneroa enteroa .l!.con q.oO y,p y q primos entre al. Y con ealll 
q 

Idea arranca nuestra demoatrecl6n: 

- Demostración-

1) Supongamos que ../2= .P. con qÁ), p y q primos entre 11. 
q 

2) Elevando el cuadrado: (../2 )2 = (.P.)2 

q 

2= ~ 
q' 

2q' = p' 3) multiplicando por q2 
: 

4) 

5) 
:. p2 es par (porque ea el doble de q2 

) 

:.oc~ 
aeap =2n 

6) sustituyendo en el paso 3) tenemos: 2q2 =(2n)2 

o sea 2q2 
=4n2 

7) y dividiendo entre 2 q2 = 2n2 

6) :. q2 es par (porque ea el doble de n2
) 

9) :.Jqeaparf 
10) Ahora tenemos qua p ea par y q as par; que e1 una contredlcci6n con al 
paso 1) porque p y q eran primos entra si 

.. es falso que "'2eQ 

.. ..J2 eQ (..J2 no ea racional) 

·fin de la demostración· 
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Ahorl ... ¿Qu6 punto IObre la recta númerk:a corresponde •l númlro ,f2 ? 

Primero_. de dónde surge el número .JI : 
1 En un cuedrado cuyoa lado• miden 

Recuerde el Teorernm de pltjgoru : 1 tenemoa: 
"en todo trltngulo recüngulo el 1 
cumdrmdo de la hipotenuM •• lguel 1 
a I• auma de loa cuedrados de los¡ 
cmtetoe." 1 

~-o!+',f 
lo 

1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 

r 
1. 

:. "2 H lguel a la longitud de la 
diagonal de un cuadrtldo cuyo1 
lado• miden 1. 

Ahora, en la racta numérica, con1trulmo1 un cuadrado sobre el aagmento 
unitario o, 1. 

La diagonal del cuadrado mide V2 , 
y con el compás trasladamos 11 
longitud "2 IObre la recta 
mm6rlca, con lo que descubrlmo1 
el punto IObre la recta num4'rlca 

-\. 

qua corresponde a -J2 . (en 

realidad -J2 "' 1.4142 ... ) 

~ 1 . ~ 

e) ¿Exillen otros números que no sean raclonalas? 

101 números que no aon racionales se llaman Irracionales. 
olroa números Irracionales son ..J3 , "5 , "6 , .ff , :ri, e , etc ... 
AdemA1 podemo1 demostrar que el producto de un número racional diferente 
de cero, por un número Irracional es irracional. 

-81 decir-

SI .e.ea y Xl!O entonce• (.f. X)l!O 
q q 

3 



124 

porque:[!.. x)eQ Implica que R.. x • !. d q q • 

· lmpllCll que X•!!!., pero !!!. eQ 
p1 pa 

___ ~~l~~-x~Q- ~-~r~~~~clonal) 
Y llrnplemente muttlpllcando .J2 tO por cadll número reclonal, obtGnemotl un11 

C8llllded igulll • .. de loa númeroe r.ciOMIH, pero d• puro1 lnw:ionllln. 
Lo mi amo 11 muttlpllCllmol .f.f (y de1pllff w, etc ... ) por Clldll mlmero reclonal. 
De donde conctulmoa que I• c.ntld9d de númerol lnw:ionalH •• muc:hl1lmo 
m.yor que lll de loa números t'lldonel ... 

d) Loa """*'°' lmicion81n, 11 , H definen como loa 1'11Jmero1 que no aon 
r-.cionale1. 

U•{xluQ} 

Ahcn, 11 un1mo1 • 101 número9 raclonaln con lo• lrt'lldonalH, obl-moa el 
c:ortunto de número• real11 que 11 llanan 6 completan • I• recta num6rle11. 
101 números reale1 H denotan por R 

R•QvU 
6 blenR={xlx eQ 6 xe 0) 

: . ..frop!tdld dt Comoletez;¡ 
"PARA CADA NUMERO REAL HAY UN PUNTO SOBRE LA RECTA 
NUMERICA Y PARA CADA PUNTO SOBRE LA RECTA NUMERICA HAY UN 
NUMERO REAL." 

Ejarck:io1: 

•) ¿C6mo H encuentra, 10bre la recta numérle11, el punto correapondlante •: 

x"' ~· Y=B.349, Z=1.393393339. 

-5 ..., -3 -2. -1 o 1 1 • 1 1 • • 1 1 

2 g " 6 ,. 

b) Dados loa puntos x, y ,z sobre la recta numérica, ¿cómo H determln• el 
número real correspondiente? ~ i >'- 1 1 v 1 , .. 

- - ., o 1 "' 3 'I 5 

/ 

/ 
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10.- LOI Númeroa Reale1. 

1)Defmlcl6n y Proplldlde1. 

Loa número1 rNlll R, H delil'1flll como: IR " Q u U 
y y1 Hbemol que IOl rNI•• 11 cumplen 11 propiedld de completez, n decir 
que IOI realel 1 i "llen1n" 1 11 rlCll numtrie1 (COITllpondencil biunívoca 

111lrl lo1 ruin y 101 puntos de 11 recll). 
Adem61, lo1 número• reale1 cumplen todu IH propiedade1 de 11 1u11111. 
delde S1 h11t1 s, , con el número o como neutro aditivo y (-a) el invlrlD 

lditivode1. 
Y 111 propiedade1 de la multiplicación, de M1 a M>, con el número 1 como 

neutro multlpllelllvo y a·• " ! el invar.o multiplicativo de a, con la acleracl6n 
• 

de que el número cero no ti- inverso multiplicativo. Y 1e cumple tambi6n la 

Ley Distributiva, la Propiedad de Densidad y una relllclón da orden. 
b) La natación decimal y los números reales. 
Ya vimo1 qua cualquier número racional pueda tener una represanteci6n 
decimal y para encontrarla, basta con efectuar la división del numerador 111tre 
el denominador: 

Ejemplo1: 

.!..! = 2.4 ! m 0.5 ! - 0.75 2.. = 03125 (comprobarlas divisiones) 5 • 2 • 4 '16 . 

(Representacl6n decimal finita) 



Por otro 18do: 

2 -3 - 0.666 ... - 0.6 

4 -ií - 0.363636 ... - 0.36 

173 -
330 - 0.52424 ... = 0.524 
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E1ta •• u1111 repreHntaclón decimal infinita pero periódica. (repetiUve). 

E1 claro que la repre1entac16n decimal de cualquier número raclon11I debe MI' 

finita 6 periódica, porque al efectuar I• divi1i6n del numerador entre al 
denominlldor, como •I denominador ea un n(lmero natural finito, loa re1lduo1 
que mparecen en el elgoritmo, 6 procelO de la dlvl116n, pueden Ir cambiando 
delde ~(lo que no1 darla divlsl6n •xaclll 6 1ee repreMntaclón declmal 
finita) huta al número inmediato menor al denominedor, pero; por 1er finito el 
denominador, en algún momento uno de loa re1lduo1 M ve e repetir y a partir 
de - momento M repite el proceso ( y obt8MITKl1 le •JCPl'8•16n decimal 
perl6dica 6 repetitiva). 

3 2 4 
---veamos 101 casos de¡ , 3 , y ií-

...Q,1.L 
413.0 

1.0 
o 

... ¡ - 0.7' 

O.h h 3rr--
2.0 

tO -g,_ 

2 -... 3 - 0.666 ... - 0.6 

0.3"!6 
H l 4.0 

70 
"+0 -,o 

i 
4 -... lí - 0,363636 ... • 0.36 
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171_.~ 0 · · 

so 
''º 7~0 

30 
130 

t to 
º'º 6 1 2. o :. 17 - 0.352 11764705112 

º'ºº t !i o 
140 

o 'tO 
i. 

Encontrar I• repre1entac16n decimal de: 

•) 47 -
20 

b) ..!. = 
33 

e ...!. = 
12 

Rec:lpn>C11"1111lte, • cede expre1l6n deci11111I, finita ó periódica, 
número l'llCiolllll. 



-Ejwnplo1:-

x•0.41 

x-~-~-!! 
100 50 25 
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y =2.6 

y - 2+.!. = ~-.!! 
10 10 ' 

13 :. 2.6•5 

2". SOUR: Cuando I• expiw1l6n declmal 11 periódlC8. 

X• 0.333 ... • O.J 

San 10 X • 3.333. .. 

...... X•0.333 ... _......, 
9X •3 

x-1 
9 

:. x-~ 

San 100y•18.111811 •• 

- Y• 0.111818 ... 
99Y• 18 

y. .!! 
99 

:. v-f¡ 

z •0.725 

725 145 z--.. -
1000 200 

_29 
40 

:. 0.725-~ 
40 

Encuann loa r8Cfonale1 corre1pondlente1 a loa 1lguienl•1 decimale1: 
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x • o.15SS ... s O.IS z= 0.357 r• o.i 

" - o.64242 ... • o.642 w= o.ii 1• o.9 

Por otro llldo, • loa ndmeroa lrrllClonalea correaponden exprplonH d9c:llTl81H 
no-finita y no-perlódlcu. 

Ejemploa: 

ll '"3.1415926 .. . 
-./2•1.414214 .. . 
X • 0.27207200720007 .. . 
y'" 2.1911911991119 .. . 

VNmO• el algulente Dlagn111111: 

Reales 
(IR) 

Otro eaquema que debemos recordar es: 
NcZcQcR 

llcR 
e) Como último detalle Interesante ob1111Vamo1 que 1e cumple la propl~ de 
denaldad pal'8 loa números realea. O aee que entre cada dos número• realea 
diferente• existe otro número real. 
ll'llsladando esta Idea a la recta numérica, concluimos que entre cada pareja 
de puntos diferentes, existe otro punto. 

Ea decir. 
f:jQ hay dos puntos consecutivos sobre la recta; de la misma manera que: 

f:jQ hay doa números reales consecutivos. 

Con lo anterior, aún preguntamos: 

,. 
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¿Slr6 posible que 1.9999 ....... el rúnero Inmediato . .menor a 2? 

M:2 porque tendrl111T101 doa n1Mnero1 rule• conaecutlvoa. 

8N X"1.999 .. . 
tOlll8ndo 10X•19.999 .. . 
yre~ X"1.999 .. . 
obt-.not 9 X = 18 

:. x•!! 
9 

Y demotlrmmol que X= 2 6- que 1.9999 ... • 2 

Por lo lento, c8de número ret1I en expresión decl11111I, con una "cola" de ceros 
puede eacrlblrae tambl6n con une "cola" de nueves. 

1.000 ..... 0.9999 ... 
3.14000 ... = 3.13999 ... 

Ejerclclo1: 

1.· trenlformer a expre1l6n decimal 101 1lgulente1 "quebrados" 

q 27 
IS 
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2.- Efec:lu.r lu oper8CloM9 y llmpllfic8r 

•) .!+! -
3 2 

._.!L! -
1 4 

o.!·~-3 . 5 

b) .!+! a t) !!_! - 7 3 
6 4 9 5 i¡: ¡ -

e).!_! • • .!..~ - -G 
k)-= 

6 3 18 7 ~ 
..L 

d) .!_! -
5 4 

~E..~ -
15 10 

~.!..-s 

3.- D• doa ejemplo• para cada uno de 101 1igulent .. enunciado1: 

•) Lll IUlll8 de dos quebrado• puede nr un enl810 (dlfer8111e de uno). 

b) El producto de do• fracclone• puede 1er un entero. 

e) El cociente de dos fracciones puede ser un entero. 

4.- Menc:lonar a) un número racional y b) un número Irracional comprendido 
.mr. 0.25 y o.26 
enir. 0.378 y 0.379 
.mr. o.53 y o.se 

5.- Tranlformar a "quebrado" loa slguiente1: 

•) 2.i d)O.fü t¡) 12.268 

b) o.J.i e) s.2 h) o.27 

e) o.45 f) 4.25 t) 0.48 
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6.- Eeaiblr 111 orden crec:lll1te (de menor a mayor) 

•> o.45. o ... 54554545 .. ., o ... 5, o.4545, o.45 

7.- ncrlblr con "cola" de nuavn. 

•)6.4. 

b)0.28• 

c)3• 
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