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Preliminares 

1.1 El Tcorcuta ele Hclly 

lJ110 de los teoremas que utilixarc111os c11 el transcurso de este 
trabajo es el Teorema de llelly. 

Teorema i · (Hclly)5;i rle n fiy111Y1s r.01111r..u1s en el ¡ilano cado 
tres licnc11·un··p1u1fo en com1ín, c11/01;cr.s /11.~ n fiyums tiénr.11 un· 
¡1111Ílo en cotli1ín. · 

Demostr.ación: La clc111ost.rnc:ión es por inducción .. 

1) Para 11 = •l: 

Sean C1, C2, C3 y C.1 cual.ro figuras convexas <HI d plano, 
cada tres de las cualf's t.il!11e11 1111 pu11t.o 1!11 co1mí11. Sea11 /'1 c11 
la intersecció11 ele C2, C':i y C'.1; /'2 e11 la i11t.ersccció11 de C'i, C3 y 
C.1; "3 e11 la intcrsecció11 de Ci. C2 y C'.1 y /'1 e11 la i11l!!rsecció11 
de Ci, C2 y C3. Como P2, P3 y 1'1 SOll puntos e11 C1 y 1\sta es u11a 
figura convexa entonces los segmentos PiP3 , /~1 1'1 y /'1/'2 , y por 
lo ta11to el l.ri<i11gulo P2P:iP1. cst<ín también COlll!!llidos Cll C1. 
A11álogamcml.e tenemos que cl tri<í11gulo P1 Pa/~ 1 '"' iÍ t otal111e11t.1• 
co11te11ido e11 C2, el triá11gulo P11'2 P1 csf¡Í total111c11te ro11tc11ido 
e11 C;i y el triiÍ11g11!0 /'1 /'2/>3 cst;Í tutal11w11tc c-011IP1iido <'11 C:.1. 
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'l'encn1os dos casoS: 

Cas~ 1: Sin perder. genéraliclad supongamos que P1 está en 
el triángulo P2 P:í/~1 . Entonces· P1 ,;st.á en la intersección ele las 
figuras C1; C2, C3 y C.1 lo cual quiere decir que C 1nC2nCanC.1 f 
0. 

Caso 2: Supongamos que ninguno de los puntos P1, P2, /~1 , P1 

pertenece al triángulo formado por los restantes tres puntos. De 
esta manera t cnemos que el cuadrilátero fJ1 P2 P3 /~1 es convexo. 
Sea P el punto de? intersccci<5n de >11s diagonales. Entonces P 
está en la intersección de las figuras Ci, C2, C3 y C4 lo cual 
quiere decir que C1 n C'2 n Can C'.1 f 0. 

2) Supongamos cierto el resultado paran= k. Dcmostrémoslo 
para k + l. 

Sean C¡, Cz, ... , C\ y Ck+I figuras convexas en el plano, caJa 
tres ele las cuales t iencn un punto en co1111ín. Sea C la inter
sección de las figuras C'¡. y Ck+I· :'\'olernos que e f 0 pues 
0 f C1 n Ck n Ck+1 e; Ck n C.:k+i = C y como Ck y Ck+ 1 son 
figuras con\'exas entonces C también lo cs. Utilizando el resul
tado parn n = ·l lt•11e1nos que para cada pareja de figuras C; y 
C; existe un punto en C; n C; n Ck n Ck+ 1 = C, n C; n C y por 
hipótesis tc1wn1os que lii inl<'rs<'cción de rnal1•squicra tres d., las 
figuras tomadas dl'i conjunto { C1, c.'2 , ... , C\} '" 110 \'al'Ía. :\sí C 1, 
C2, .. ., ck-1 y e son k figuras COll\'<'xas tales <[lit' la intersección 
de cualesquiera tres de ellas es no \'aCÍa, de lo cual podemos de
ducir, utilizando la hipótesis de inducción, que cxist" un punto 
P en C1 n C2n ... n Ck-1 n C = C'¡ n C2 n ... n CknCk+i que es 
precisamente lo qur deseábamos demostrar. O 
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Teorema 2 (Gene1•alización) Cualquier colección de co11j1111-
los conue.uJs y com¡Hwlos que se inlcrseclan por ternas tiene 
inletse.cción no, oacía, 

Demostración: Sea e uria colecció11 arbilraria de co11ju111.os 
convexos y acotados que se interimclan por ternas. Sea C1 E e 
y supongamos que ne = Yl. ' 

Sea J: E C 1• Como ne = Yl e11lonccs existe Cx E e tal c¡ue 
.1· rt e,,, es decir, .r. csl<Í e11 el cornplmnenlo de Cx. Como e,, es 
compacto e11 el plano ento11ccs es cerrndo (y por lo tanto su com
plemeulo es abierto) y acotado, por lo que exbte un abierlo V,, 
r¡11e contie11e a .1· y l11l r¡11c \-:;,ne,,= 0. El co11ju11to { \!,, 1 x E C 1 } 

es una cubierla abierta de C 1• 

Como Cr es cornp11cto existe{\-:;,,, .. ., V,,.} s11liculjierla fiuil.a. 
de Cr, es decir, G'r e Vx, U ... U\!, .•. 

. Por otra p11rte como\~, n Cx, = Vl para lo<la i E {1,2, ... k} 
e11to11ces tc11emos q11e 

(G,,, n ... ne,,.) n Wx, u ... u\~.) 
... u(C,,1 n ... n Cx• n \!, .• )=\l. 

De lo anlcrior podemos concluir que C 1 n Cx, n ~ .. ne,,. = Yl 
lo cual co11tradicc el Teorema de 1 !elly1 ;, Por' lo tau lo ne -.¡. 0. o 

1Cualquicr suhcolccció11 firlita ele e cumple las coutliciom!S ,del Tcoicnlil de 
llelly. 
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1.2 Problemas Relacionados con el Teorenia de 
Helly 

+ 

En el siguiente ejemplo. tcnetiios una cant.idatLnumerablc de 
conjuntos no cerrados que .se iritcrsectan. por ·pares y que. aún 
siendo acot11dos'ticnt!1'1· inlcr~eccicin l'aCÍa lo cúal nos demu.estra 
la importancia de pedir que los conjuntos sean compactos en el 
lcorcrna 2 .. 

Ejemplol Srn {A= lh(/'.) / {/'2, /'3,. .. } E OP, y d(P,,, O)= n 
entonces la intersección :le cu,,/esr¡uiem tres elementos de A es 
no 1Jad11 y nA = 0 (ver Fi.<Jural. I ). 

FIGURA 1.1. Un conjunto de ílbicrtos que se i11tcrf.ccta11 por ternas y que tienen 
intersección \'acÍa. 

Teorema 3 Si en un conju11to acotarlo de ¡mnlos crula tres de 
ellos pueden ser cubiertos por· un disco de 1·adio R, c11lonces 
c.ristc uno ríe Lalcs rliscos que cúbre al co11junlo r:11t'ero. 

Demostración: Sea C un conjunto acolado de pnnlos, con la 
propiedad de que cada tres ele ellos pueden ser cubiertos por un 
disco de radio R. Consideremos el conjunto A= {/JH(X) / X E C }. 
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Notemos que c11alesq11iera dos puntos.del conjunto C estfü1 a 
distaucia a lo 1rnis 2/f. · · 

,< : •• : ~ • ' 

Caso 1: Supongamos que existeu X, V E C tales que la dis-
taucia entre X y V es 2/1. . . . . . 

Sea IJ el disco con di1iiuetro .~V entonce~ IJ es el 1ínico.dis~o 
de radio R qne coutiene a X y \'. Porlotanto Cesta tolaln1cntc 
conlcuido en /J. · . · 

' . 
Caso 2: Supongamos qnc la dist.aucia cutre cualesquiera dos 

pnntos X,)" E e es mcuor qne 2R. . 

Eu esto caso teucmos que para cualquier l1m1a de.p1111tós X,, 
X 2 , .Y3 en C se tieue que 1311( XI) n /J11(X2) n /3¡¡(X3) ~ 0. L1t 
generalización del Teorc111a de llelly nos asegura qne nA· ~ 0. 
Sea PE nA cutonces PE l311(X) (es decir, rl(P, .Y) < U) para 
toda X E C, por lo que d disco de radio /1 con.centro en P 
contiene a C. O 

1.3 Conjuntos de Cantor 

Definición 1 Un s11bco11j1111lo tic [O, I] es lo/a/mc11ic rlisconexo 
si 110 co11lie11c inlel'l!n/os. 

Definición 2 Un "co11j1111lo 1l es pc1féclo si 1l ~Aª. 

Definición a· A es un Conjunto tic C1111lor si A es un subcon
junlo de. [O, 1 J cerrado, lolalme11lc disco ne.ro y ¡u!lfrclo. 

La anterior es nna definición general de Conjunto de Cautár. 
Aquí daremos algunos eje111plos que 11t.ilizarc111os cu el capitnlo 
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3, Por estar fuera de los objeti1•os de este trabajo no verificare
mos que cumpleri con las condiciones ele la definición anterior, 
sin emlnirgo recomendamos ver [[2]] pan'. profundizar en el tema. 

• • 7 . • • 

1.3,l CoN.JUNTo Cdsrco l.lll CAN·Í·oric 

Construyamos la siguiente sucesión de subconjuntos de [O, l]: 

Sean Cu= [O, 1], C1 = Cu - (k, 1) , C2 = C1 - (~, ~) - (t, ~) Y 
en general sea C.,+ 1 el conjunto obtenido de eliminar los tercios 
centrales de cada 11110 de los inten•alos cerrados pertenecientes 
a Cn (ver Figura 1.2). De esta forma obtenemos una sucesión 
{c.) n~I de conjuntos cerrados tales que Cu 2 C1 2 ... 2 c. 2 
... A la intersección \.$ = nn~I C., de todos estos conjuntos le 
llamamos el Conjunto Cl1ísico de Cantor. 

Fo 

---Pi 

- /'3 

- - F.¡ 

FlGUitA J.2. Conjunto Cl1isico de Cantor. 

Existe una forma de caracterizar a los elementos del Conjunto 
Clásico de Cantor en función de su representación en hase 3. 
Para ésto recordemos que a cualquier n1ímero X E [O, I] lo pode
tnos expresar corno Ti-+~+ ... +~+ ... c111 donde a 1, a 2, ... , On, ... 

son O, 1 Ó 2, escribiendo (a1n2 ... a.,,,,):i, por ejemplo h = (0.21)3 , 
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f = (0.020202 ... )3, v'2 = {l.1020112 ... )a, etc. Algunos 111ímeros 
(números racionales de la forma f,;-) admiten dos diícrcntes rep
resentaciones en hase a, por ejemplo k = (0.100 ... ):i = (0.022 ... ). 

Proposición 1 Sea .'í E [O, 1 ]. En/onces X pertenece ni Con
junto C/rísico' de C'rw/or \)'si y sólo si .'í no contiene como d(gito 
ni l en s11 representación base 3. 

Demostración: Sea X E [O, I]. l~I prinwr dígito a la derecha 

del "punto ternario"'" 1 si.\' sólo si X E [k, ~] = [(0.100 ... )3 , (0.122 ... )3 ] 

por lo que C1 estiÍ íor111ado por los 11í1meros cuyo primer dígito 
a la derecha del "punto ternario" es O ó 2. El segundo dígito 
de un punto en .\' E C'1 a la derecha del "punto ternario" es 
l si y sólo si.\' E [~.~]u[~. ~j = [(O.OIOO ... Ja.{O.Ol22 ... U U 
[(0.21 OO ... ), (0.2122 ... ),.] por lo que Ci est<í formado por los ní1111cros 
cuyo segundo dígito a la derecha del "punto ternario" es O ó 2. 
Continuando de esta íorma tenemos que '.J = n,,';:'1 C,, estA for
mado exactarncnt<' por los 111'1111eros del subconjunto [O, l) que 
no contienen como dígito al 1 en su rPpresentación en base :i. O 

Veamos otrns formas de construir al Conjunto Clásico de Can
tor.Si /, ~ { R y .< E { ll denotaremos por L + " al conjunto 
{;r + .s / :i: E /,}. Constrnyamos la sigui<'ntc suc1•sión de conjun

tos: /,u= {0} y so= ~; 1-i = /,o+ ·'o= {o. n .\' ·'1 = * = t, .\' 
en general l.n+I = Ln + .<,, y Sn+I = ~ (\'l'I' Figurn l .:l). 2'\ote
mos que el conjunto L,, est;i fornmdo por los puntos extremos 
izquierdos de los inten·alos cerrados que íommu a e,., es de
cir, por los números que tienen expresión en base;¡ finit a 2 que 
constan de O ó 2. Sea /, = n,,';:'11 ••. 

2 x = L: ,1~ 1 ~ tiene rcprrscntación fi11ita en hase :1 !'>Í y !'>1ílo ~¡ "" = O ~¡ 
ri ~ 111 para 1111 dr•rlo 111í111cro natural m. 
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• 

• 
L3 • 

.. .. • • • • • • • • 
FIGUHA 1..1. Puntos extremos iic¡uicrtlos del Conjunto Cliísico de Cantor. 

Prop.osición 2 Sf ,'(E ~ cnionccs X "" d/(milr. 1lr: una sucesirin 
de puntos de {; 

• • <o ·: •• ~ 

Demostración:. Corno X .E •;Jer1(011ces por la. l'i·oposición l 
t~11e111os que -x~ ~:·!J".~f fjt + ... +:~:+ ;;._.=:=:::L·,~:1~·:e11 ~lo11dc 
a. 11 02, ... ,<tn, ... son O:ó 2. Sea_.:1:4. = En~¡·f0', E11t611ces¡rk E 

f,k e L y k~;, ik = "" o· 

1.3.2 CoN.l U:-i'J'OS DE CANTOll· IlASE /¡ 

La corrslrncción de los llamados Corrjuntos ck Carrtor llasc u ••s 
muy similar n In dél or1ju11to Cl1ísico de CJantor (n•r l'roposiciórr 
1). 

Ahora rros fijarrros crr los purrtos pertm11.•ciL'r1tes al irrl<'r\'íllo 
[O, I] tales que .. 1io 1:orrt.,rrg1lrr al dígito li- 1 er1 su n•pn.serrtaci<irr 
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base b. A dicho co11ju11to lo de11otare111os por \Sb y lo llamaremos 
Conjunto de Cantor liase b. 

lA El Tcore11ii1 de las Esferas Auicladas 

El '1'C'ore111a de las Esferas 1\nidadas puede ser en11nciado de 
for111n general para espacios 111étricos. Como en este trabajo no~ 
iutercsa trabajar solamente en el plano, lo enunciaremos de. la 
siguiente 11ut11<~ra: ' 

Teorema 4 .Sw {/J.,} .,';:1 1wasw:c8ión de discos /J.,= IJ,.,(011 ) 

/11/c.< que Di 2 /J2 2 ... 2 IJ,. 2 ... !J li111 1·,. .= O entonces 
n .. :'1 D,. f 0. . . 11-00 -

Demostración: Sea {/J,.} ,.'::1 tina suces1on de discos tales 
que /J1 2 D2 2 ... 2 /J,. 2 ... y lim 1'11 = O en do11de /J11 = 

11-tOO 

IJ,.,(011). 

Si n :5 111 m1tonccs /J,. 2 /J,,. lo cual i111plica que 0,,, E /J., 
Y así d(On,Om) :::; l'n· Co1110 {r,L},1c;1 COll\'Pt'ge a O m1to11ccs 
{0,.),;:1 es de Cauchy y por lo ll1ut.o (porque l'Stamos traba
jando c11 el plano y éste es completo) couverge, digamos a 1111 
p1111to O. Veamos que O E n,,~ 1 D.,. 

!'ara toda 11 E l\J tenemos que la sucesicíu { 0 11 H} .::1 es u11a 
subsucesión de {0,,},.:'1. De esta fornrn ,)i!!;, (),, =,,I~~ O .. +k = 

O. Como { 0,,+k} k":':I e; IJ,, y /J., es cerrado ent 011ces O E /J.,, es 
decir, 0 E n,;:1 !J.,. Por lo ta11to n.,:'1 !J., f 0. D 
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1.5 El Teorema de la Categoría de Bairc 

1\I igual que 1•1 teoremn a11I erio el Teorema de llaire puede ser 
e111111ciaclo de for111n ge11ernl para espacios métricos completos. 
Por 110 rstnr de111.ro ele los fines de este trabajo diliit versión 
general, sólo lo e11u11dare111us parn d pla110. Para prol'11ncli~ar 
c11 esle teorema l'<~r'Olll<!Jldarnos \'er {2J. 

Definición 4 Un r!rmj1111lo ¡\ r..< dr.11.so en 11i11g11na pr1rtr. .,,¡ ,¡-• = 
0. 

Definición 5 Un l'Onjunlo :\""denso 8Í ,¡- = IR 2
• 

Teorema 5 (Baire) Sea { Ok} k":i una sucesión de co11j11n/o¡; 
abicrlos dcn808, Hnlonr.·rs nkc;;I ok f.5 dcn.<o. 

Demostración: Dado 1111 co11ju11lo abi1!rto U, sea .r 1 E 01 n 
U y r1 > O tal q111, .5'1 = /1,.(,, 1) \;:; 0 1 n U. Como 0 2 es 
denso existe ,,., E (h n 8 1. C'o1110 0 2 es abierto, c!xiste O < 
,., < min{~r,,r, -tl(.r,,.r,)} tal que .5', = 13,,(.r,) \;:; o,n .5'1. 
l~11to11ccs S:¡ e s,. Siguiendo i11d11ctirnmc11tc oblelll'lllOS llllil 

succ~sió11 {5'11} 
11
':1 dP holils tal que! S,7 C S',1_1 y S'n C On cuya 

s11n.•sióu n•s¡u.•cti\'a de~ radios {r 11 } 
11
=;:

1 
co11\'crge a O. ,\dctnéÍs si 

11.111. 2:' 1V e11lo11ccs :r 11 E .S'x y :l'm E S',\' por lo que d(.1· 1" .tm)::; 

'!.rs y comn,fl!~~ r,, = O cnlo11cus f P11e111os qw~ la s11cc~sió11 de 
centros {.1:"J 11~ 1 es ele Ca11d1y. ,\sí para 11 > ,Y se cu111ple q11e 
.r., E S',,·+1 C .S'.v+ 1 C S.v C Os. l'or lo ta1110 .1· E n,;~, O,. y 
./! E U. Como U ern 1111 abi.,rto arbitrario, n .. ~,O,. es denso. O 

Corolario 5, l C11<1/q11frr ro11)1111/o <1birr/o no puulc .<U' c.i·¡1re
,.;11,/o como /,1 unión 1111111r:r11blc de <'011ju11los rhn . .;o,.; u1 ninguna 
p<1rlc. 



J.6. Un Problema can Ci'rculas l!J 

Demostración: Sea {E,.) ,,~1 u11a sucesió11 de co11j11ntos den
sos en ninguna parle y U f (1 1111 abierto. E11to11ces 0,. = E-;;c 
r1s denso \r abierto. Por el Teorema de Baire tenen10H que t!Xistc 

.i: E U tai que J: E n,,~ 1 0,, JH'ro esto sig11ifica que .i: <!. U,.~ 1 E,, 
y por lo tanto /J 110 esllÍ ro11te11ido en U ,,~ 1 E,. D 

1.6 Uu Prohleum con Círculos 

Lema 1 /J11dos 11 punlos rJ'Í81r.n dos de ellos la/es que la recia 
que delermi11a11 deja e11 r.l mi«mo .<t111ipla110 11 los rr.slanlcs (al
g1111os de: estos p1111los, o lodos .si los 11 p1111/os .fucrrw co/inw/c,;, 
po1/rúz11 esl111· sobre dicha recia}. 

l"IGUllA l.·I. El ci'rculo circunscrito al tri;lngulo 11,,P11 _1P1 co11tic11c a tmlos los 
puntas. 

Demost1·ación: Co11sidere111os un co11junto de 11 puntos, como 
este conjunto es finito c11lonccs existe u11 disco que lo contiene. 
Consiucrcmos una recta horir.011tal que no i11tcrs<'ck a dicho 
Uisco y 11tc>\'iÍ111osla baria anihri o hacia abajo lrnst a que• ! o
c¡uc111os por primera \'1'7. a 1111 p1111lo ()de llll<'slru cu11ju1110 y 
roté111osla co11 ce11t.ro e11 O hasta que toq11e111os por primera ver. 
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a algún al.ro pu11l.o P riel conjunto, E11to11ccs la recta OP cumple 
las co11dicio11es del Lema (ver Figurnl.•l). O 

. . ' . 

Teorema. 6 )Jn;los n ::'.". :l p11rÍlos 11ó'todo.~ colincnlcs c.ú.<tcu lrcs 
de ellos In/e.< que el di.<co r:uya Jrofcra c.5 ele/re u/o circ1111scrifo 
a éstos conlir.nc a los restantes. 

Demostración: S1.•n11 1'1, 1'2 , ,;,/',.'puntos y sin perder ge11cr
alid11d supongamos c¡u<' /'1, /'2 , ... !',,_.¡ cstá11 c11 el 111is1110 s1m1i
pla110 detcnni11ado por la recta /',,_ 1/',, (1·cr Lema 1). Entonces 
el disco cuya fronl <'raes el círculo drc1111scrito al 1.rhíngulo P,._ 1 P .. I';, 
en do11dc el 1íng11lc> /',,_ 1 !',. P; es el 111c11or posible para i = 
l, 2, ... , n - 2, contierw a JJ1, P2 , ... /'11 (ver fi'igura l.5). O 

~J ..... ) 
----/-~/J~ /~ 

' • \ • ~p, 

( . . ·. •.·. ~( . . · ·~·· \\::_Y.' . • • • • • • . . 
FIGURA 1.5. Todo" los p1111lus C!ttA11 en el mbum semipla110 cfoh!rmimulo por la 
f!!CliL OP. 

co'rolario 6:1 Dado.< Cllrtl/'O Jillllfos 110 torios r:oliucalcs, 11/g1Í11 
disco cul;r1 frontera es d círculo drc1111.-crito a trr.s r/r; r;/lo.< co11-
lic11c al cuarto. . 
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Transfor1naciones Geon1étricas 

2.1 Traslaciouc·~ 

Definición 6 t:un lrn,,/111'iriu f'Oll /011yit11d !J dirrcciríu dd scy-
111c11/o l'O r:s 111111 lrn11.,jin·111"cirl11 'flll' t//í/1Hla a carla Jlllllfo 11 
c11 r.I punto.-\' r/i: /11/ J11r111r1 qure /11.- -"!/'.1111'1/fos _,\,\'y !'O Mí/11 

fJí/ra/clo.s, lr·11.r111n In //IÍ.'1110 8Ul/ido !J d(:I. :\') = d( {'. ((). 

Dc11otarc111ospor ºf'i•Q ;1 la trnsladci11 ro11 lo11git11d y rlireccicí11 
<i<!I seg111cnt.o PO. 

:\lgu11Rs ele lns propi1~;_lclcl1.•s q1w son co11sec11c!11dn inmediata 
de la dcfi11ició11" son: 

Propicdndcs: ·. 

. . 

2. Liis t.rnsl1~cio1ics u? ,"Jejan p;rutos fijos. 

:l. Li composiéicín de lns.trnsladorl<'S 'fi,q y 'f'q/' <'S la ide11-
t.idarl. 

·l. Lr1 inwge11 ~le 1_1_1H_I :recJH o 1111 t'frr.1110 1,ajo 1111a 1 raslacicj11 
PS- 1111a-·t:l .. cÚ1- o tllJ -;.-irc1-ilo n~:-opc•ct h·a11u•111t.'. 
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5. Ln cu111posició11 de dos traslaciones T¡ 1(J y T111q1 Ps otra 
traslació11 ·¡¡,¡¡ l!ll donde ll = '/'1"Q•((/). 

2.2 Tiotacioucs 

Definición 7 /Juu ro/uci<fn con,., 11/ro c:11 O y rínyu/o c.1 "" 111111 

ln1118jrJr11111cirín q11t! 111r1111/u " """" p11ulo 11 cu el p1111/o ,\' rlr la/ 
jol'111a '!"" rl(A, O) = r/(11', O) y i:/ rí11f111/o 110:1' = n. 

De11otaremos por Hcn,O) a la rol ación co11 ce11l.ro ""O y ;Í11g11lo 
o (c11 gl!11eral podrc111os SllJHllier que O :5 n < 2;r). 

FlfitiUA '.!,J. L;t Cl>lllposkitjn Je rotaciuue:-; l~~ nlra rotacili11. 

,\lguims de las propi<!dades qne so11 ro11s<'r11e11cia i11111ediata 
rlc la dcíi11ició11 so11: 

Propiedades: 

l. La rotació11 lfcu.o¡ es la ide11tidad. 



'.,!, El t'niico punto rijo de uua rotílciÓ11 diferente de la identi
dad <'S s11 cent ro. 

:1, La co111posició11 do las rot11cio11cs U(n,o¡' y U(-o;o¡ es la 
idc111id11d. 

,1, La i111iiµp11 dt~ una n~cta o 1111 l'.Írctilo haj(J·111Ht rotación <~s 
11tH1 recia o 1111 cln..:11!0 l'f!SJH'Cl.Í\'fttÍw11l.c. . 

'1. La n>111posici<í11 de dos rotaciones R¡ 01 ,o,¡ y· U¡a 2 ,02 ) •~s 
otra roladóu ll¡o,+<> 2 .o¡, 011 donde el centro O puede ser 
ohl cuido a partir de los ceulros 0 1 y 0 2

1 ( 1·er Figura 2.1 ). 

2.3 ílefiexiones 

Definición 8 Una rt!}foJ·irfll sobre lt1 reda 1 rs 1111a /rrrn.<}rn;-
11wcirín q11c 11w11rlt1 a carla p11¡¡/o 11 r11 el p1111lo 11' r/c la/ formá 
""" t!(:1, /) = rl(A' ;n' !J ,;/ sry111c11/o .-111' es pupr:llrliculo1· n la 
rrclu 1. . 

Dc11ol11remos por /(¡a la rnflmd<í11 snbrL' la rncla /. 

,\lgunns de las propi1?1f¡¡des <pi<? so11 co11secu1•11ci11 i11111l'diill.a 
de In ddi11ició11 so11: 

Propiedades: 

1. es la identidad. 

1S11po11¡.;;u11u¡., que u(.t,1,0J)oU(.q,U1)(•l) =,\'y Uf.1.1,0JJOU¡,,¡.tJ¡)(/J} = IJ'. 
Sl•a /' 1•111111110 de inlt•rsrrdfin 1h• l.L!'I rct'las A/J y ;\ 1 IJ'. Entonces O r·~ 1•) pu11t11 ele 
iut{•r¡.,ccddu d1•l drrnlu rirn111...,cri10 ;1l tri•Í11.L!,11lo .·l/,:l' y l,111wtliatri1. dd !>rp,mt.•1110 
..l.\'. 
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2. Una rcfl<'xión ll1 sólo dl'ja f1jos a todos los p1111los de la 

recta /, 

:J. La co111posició11.dc las rc~flexiones H1 y /11 es In identidad. 

·l. La imagen rle una rcr.t.a o 1111 círculo bajo una reflexicíii es 
una reetl1 o u 11 círculo respectil•a111enl c. 

5. La co111posicicíu dt) dos 1«,llexio11Ps lf1, y H¡,; rn donde 11 <)S 

paralela a 11 rs 1111a trnslacirín e11 direccicín pc•r¡wndicular 
a 11 y rn11 longitud rl(/1,12). 

(i, La co111posidcín d<• dos l'<'fl<'xio11es H1, y H1,, en donde 11 
no es paralela a 1'2 ('S 1111a rotarh>11 con cc11tro e11 c!I pu11to. 
ele inlcrscccicín de 11 y 12 y con úngulo 2n en dondu a es 
el ángulo c11tre las rcct ;¡s 11 y 12, 

Defluición 9 /,11.- lrr1118}'om111cio11r., r1!1irl11., o iM1111dr/11.- (p11c.~ 

co11scr111111 l11.- dislr1111·i11,, en/re p111·r:.- ,¡,, ¡11111/0,') 81111 !ns 1:0111posi
~:io11es de lr11slaci011r.<, 1·0/11ciu11r::; !J rcjh.rio11c8. 

2..1 Homotccias 

Definición 10. U1111 homolrcia co11 1·,;11/m w O y l'llZ!Ín ~' ,¡, O 
"" 111111 lr11118for111r11;ió11 r¡uc ·111a1,,¡,, 11 c11d11 ¡11111/o ¡\ 1:11 r/ ¡11111/0 

JI ·I' Q\ 11' tic /11/for111a .'!lle ';tf¡f¡f = k y lo« ¡11111/o,, O, 11 !/ _.1 1 :;o11 
colinrnle«. 

Dcnolnrcmos por //¡¡.,o). a la homolecia rnn CL'lll ro 1•11 O y 
rnr.ón ~,, 

1\lg:111!a~ de In~ propit~dndt~s.qtw :-:011 c·o11sc•c:w~1J('ia i1111iedia1a 
de l;i definición son: 



Propieclncles: 

l. La ho111utccia //(1.0J es la idl'111Ídad. 

'.!. El 1'111ico punto lijo de 1111a ho111otcciit diferente de la idmr
tidad es su etmt ro. 

:1. La co111posicici11 de lns ho11101l'cias ll¡k,o) y lle t.o¡ es la 
idm1t irlad. 

·l. La composición de las t ra11sl'orrnnciones .l'¡¡.,o¡ y l!cc,o¡<'s 
la ho111otecia llr-~.o¡· 

5. La imagen "" n11a r<'rl.a o 1111 rírc11lo l>itjo nna ho111ol cciil 
l~S 1111a recln o 1111 cirrnlo 1'1~s¡1f'rt.i\'a111e11tc•, 

6. La co111posicirín rle dos ho111otccias ll¡k,.Oi) ,\' //(1·,.o,¡ <!S 
otra hnmol<'1'ia ll¡k,+k,.o¡ si le¡ +.i·2 i l(Pll dondecl"re11tro 
O p11crle SI'!' ohl<•11ido a ¡Htrlir d<' los n•11lros 0 1 y O,) y 
es n11a t raslació11 '/(;,o,., 1•n donde ll¡k,.o,¡(01) = O~, si 
Á'¡ + Á'-¿ =l. 

2.i:i ílotúcin111•s Dilatarlas 

Definición 11 //1111 rol11r:irín ililrtlr11/a "·' /11 1·01111w"h'irí11 dr 11i111 

rolacidu 'fi 11110 homo/r:.r:ia con d 111i.-.1110 <.'t.nlru. 

De11ol.ilrc111os por O¡k,o,O) i1 la rolaciií11 dila lada con r'.<'ltlrn c11 
O, <Íngulo de rotnci!Í11 n y rnzt\11 de ho111ol<'<'.ÍH Á". 

1 1lccord1~111.os cpw k 1lt•he ~l'f díft•p·11ti: ti(• f) t'll ni;dquit•r h11111r1IPcii1 y por Ju 
tau tu cu rn;dquicr rn1_.1d1i11 dil.11ad.t. 



:rn ·J. Trnn~íormaciones Cleomét ricas + 
,\lg111ms de l11s propiedades r¡ue so11 co11sec11e11cia in111<'diata 

de la ddi11ici1í11 son: 

Propiedades: 

J. La rolació11 dilatada. /Jc 1,u,o) es la identidad, 

'.!. El ti11ico p11nt.o fijo de 11naTot.acici11 ;lilatada difere11tc de 
la ide11ticlad es si1 Cl.'llt ro. · 

:!. La co111poskió11 de las rol aciones dil11t 11d11s IJ¡k,o,O) Y O¡ t.-n.of 
c•s la ide11tirlad. · · · 

·1. La i11iage11 de una rPcta o 1111 cín:ulo lmjo una yntaric5n 
dilatada t?s 111fa recta o 1111 rírc11lu·n!s¡Jt~ctivri111ente. 

ii. La rot.ació11 dilatada /Jc 1.,.,o¡ coincide con la rotación Uc 0 ,01· 

G. L11 rotacicín dilat11da U¡i-.o.o¡ rnincid" con la homot.ecia 
ll¡k,O) y /J¡¡.,,,o¡ coincide co11 la ho111nler-i11 11¡-k,O)· 

T. La co111posicicj11 de dos rolacicmcs dil11111das IJ¡k,,n,,Oi) y 
/J¡1·,,n2,02) es 

i) Olra rolación dil111ada /J¡¡.,k,, .. ,,+ 0 ,.0 ¡ (t>ll doi1rl1~ "1 cen· 
tro () p111•d1' sc•r ulite11ido a partir di' los ccmlros 0 1 y 0 2 ) 

si Á:1 k·¿ =I 1 ,; 11 1 + n2 =I O ó I,icn 

ii) L
0

11a traslarió11 eu la din·cció11 y t'Oll la lo11gil11d del 
seg111"11lo O, Oí <'n rln11dc Oí <'S la i111age11 dt• 01 liajo 111 
rol11ció11 dilat11da IJ¡i., ... ,,o,¡ si Á· 1Á·2 = 1 y o 1 + n 2 =O. 

,\1í11 c111111do la tilti111a de estas propi1'dades 110 c•s dPI ludn 
directa es 11111y import a11te dPnt ro dP( Pst 11dio di• las l rn11sl'ornrn
ciones g<'o11u:1 ricas. Aquí 110 dan•111os :-;11 d1•t1u>st rari1'111 por l'Oll~ 
siderarlo fuera d<! los nl>jl'I i\'o"i d1•l t raJ,ajo JH'l'o rc·l'uJ111•111la1nos 

\'Cl' (-1] para proí1111dizar <'11 <'SI<' ll•111a. 



'2.5. ílotacio11cs Dilatadas '27 

Definición 12 Doscurt•as¡.y ·;'son sc111ej1111lc8 si c,;islc 11110 
rotación dilatni/11 Dck,o,O) tal qur! /J(k,o,O)(-¡) = -¡', 

. . 
La siguieiíte sbde de resultados se exponen con el fin de llegar 

a la demóstn{ción cid teorema 7 el cual utilizaremos en la sección 
referente a Setni-cubiertris u11iversalc.•s, 

Proposición 3 /.a imagen de c1111/r¡11ir.r s1!y11w11lo 1\ 13 baji) la 
rálllció11 dil11lad11 /J(k,n,O) r8 o/ro 8CfJllll'lllo 1\

113', do111fo·A' -
Dc•·,o,o)(A) !J 13' = /Jck,,.,o¡(/l), que r.11111ple: 

i) ''.:~· = k !J 

ii) m rínyulo dirigido formado flOI' 'º" M!JIÍ1c11tO~· Al3 y A' 13' 
es igu11/ 11 o. 

e i1H'El'sa111e11/e, .<i le1te111os 111111 ll'1111.4fomwció11: tri/ que la ima· 
gen rfo cualr¡uia sr.gmcnlo "-" airo Bry1111i11/o y fslo.< c1;111plcn las 
c0nrlicionc8 i) !J ii) r:nlonccs la lro11.-;/0~:11uú.;ir¡;1 ·r..~ 1111n. rolaci<fn 
dilatada. 

Demostración: Consideremos la rotación dilatada D(k,o,O) 
y el segmento 1\/J, Sean ,\' = D(k,o,O)(A), lJ' = Dck.o,o)(l3), 
1\¡ = Rco,0)(1\) Y /J1 = ll(o,o)(/J). Hecordemos que /J(k,o,O) = 
ff(k,O) O R(o,0)' 

La rotnción R(n,O) mandn ni segmento :\ IJ en el segmento 
A1 /J¡ de igual longitud con LA01\ 1 = L/J()/11 = o y la ho
rnutecia. llck.o) nrnnda al segmento 1\ 1/J1 en el sc•gnwnto A'IJ' 
co11 las ternas de ¡rnnlos O, :1 1, A' y O. /J1 , IJ' coli1wales, k = 
g;:: = g~: y los segmentos A' IJ' y :1 1 /11 paralelos, es decir, los 
lri•Íngulos 01\ 1 ll' y 01\ 1 /J1 son s<'llH'janles por lo rnal Wnemos 
<¡llP ~· = A7* = 1~;~'. Tenenws dos casos: 
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Caso l: Supongamos que las rectas A/3 y A'B', es decir, el 

ángulo formado por los segmentos,\/] y A'IJ' es O <l rr.Entonces 
las rectas ..1 1/31 y ;l/J también sou paralelas (pues los segmentos 
:\' 13' y 1l 1 /J1 son paralelos) por lo cual lcnernos que n = O <l 
n = ¡¡, 

Caso 2: Sea /' el punto ele intcrst'cción ele las rectas AB y 
:I' 13'. Corno ll'A'O = rr - LOA' IJ' = rr - L01\ IJ = rr - LOAP, 
es decir, lf'A'O + L01\P = rr. Esto implica q11e el c:uadril1ítero 
IJ'O 13 Pes cíclico por lo que el <Íllgulo formarlo por los segmentos 
:llJ ,\' :l' 13' es igual a n (ver Figura 2.2). 

FICiUllA :!.2. Las rolacio11cs cJilat;ul;is 111a11cla11 srg11w11tos 1~11 w~nwutos. 

Ahorn sea T uua tra11sformacirí11 tal q11c la imageu de rnalq11icr 
scgmcuto es otro scgmeuto y éstos cumplen las co11dicio11cs i) y 
ii). Consideremos un puuto ¡\ y sea 11' la i11iagr'l1 de :1 bajo T. 
Sea O uu punto tal que LAOA' = n y Z:\' =P. Veamos que la 
rotación dilatada D(Á·,o,O) coincide con '/', es decir. que si li es 

3 0 sl'rá 1111 pu11to drl arco df~ drc1111fore11da ¡\¡\'que ~11h1h•111it~ ;iugulo o tal 
lJIU.' ..\0 = rliA ,\'I 

..;1+"'-•ªtº~" 
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un punto y T(/J) = IJ' entonces /)(k,"·ºl(/3) = IJ' (ver Figura 
'.Ll). 

Tenmnos dos casos: 

Caso J: Si los s<'gmcntos 1113 y ,\' 13' son paralelos entonces 
LOA'/3' = L01\l3, a= O ó rr (es decir, los puntos A,A' y O 
son coliiwales) y C:/1' = '~:2' = ~" De esta nrnncra tenernos 
que los t ri1íng11los 011' 13' y 011 /J son semejantes, por lo que 
7ilf: = ~-;~· = k y L:I /JO = LA' 13'0, es decir, los puntos 13, 13' y 
O son colinelales. 

.<1/ ,...,, 

FIGUBA '.?.:J. Las rotaciones dilatadas llHllldan sq~menlos cu seAml'nlos. 

Caso '.l: S11ponga111os que los scg111cnt os ¡\ 13 y 1\113' 110 son 
paralelos. Sea /' el punt.o de intersección de las rcct.as 1\ 11 y 
A' 13'. Así ~'.-~' = .. ~;z· = "' y L1\01\1 = Lll P 11' = n lo cual 
implica que LOA' P = LOA!' y así LOA'/]'= L.01113 por lo cual 
los t.ri;íng11los 01\ 1 IJ' y Oil /3 so11 semejantes. Todo lo anterior 
implica r¡i1<' °-1~· = .. ~;z· = /.: y L.i\013 = L:\'OIJ' por lo cual 
LIJOIJ' =o. i'or lo tanto conclui111os qnc la rotación dilatada 
/J(i-.o,O) <'oincidc co11 la tra11sfor111ació11 '/'. O 
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Lema 2 Supon!Jamos que 111111 ro/~1cid11 dila/fida. /J(k,o,O) ma.ndn 
al se!Jmen/o ..1 /J rm el .<e!Jme11/o :l' IJ' entonces 

i) Si los pal'es de SC!JlllCn/os :l IJ, A' 13' JI AA', 1313' so11 par
fllelos entonces /J(k,o,O) es la idcnlidad o A '= 13', 13 = /11

, y 
IJ(k,o,O) = Rc •. o¡ Cfl, donde o e8 rl fllllllO medio del seyme11lo 
¡l/], 

ii) Si el :,ey111e11/o AIJ e,, pt1mldo t1l .<C!flllc11/o A' IJ' y 108 SC!J· 
me ni os tl1l' !/ /] IJ' 110 .<rm ¡u11·ri/elos e11lo11ccs el punto O coincide 
co11 ltt inlc1·srr:r.irfn de las /'retas ..l:l' f1 /] /J'. 

iii) Si los /Hll'c.< de sc¡¡mc11los :113,A'll' f1AA',1313' 1w 8011 

pr11·alelos e11/011cf!S el punto O coinr:idc con In intersección de los 
dl'culos circunscl'ilo.< 11 los lrirÍllyulos 1lA' /' {/ /J 13' P en do11de 
Pes el p1111lo de in/cr.<r.w:irfn de lfls l'eclas A/J {/ A'IJ'. 

Demostración: Si la rotación dilatada /J(k,o,O) manda al scg
nwulo tl/J c11 el scgrnc11to tl' !J' e11touces (\'el' Proposición :J) O' 

coiucide cou el <Íngulo formado por los segmentos ;\/J y A'IJ' y 

k = ~-:\' = e¿~'= ,~:Z'. 

i) Si los pares de segnwntos :\ll,1\1/J' y :l;\', /]/3 1 son par
alelos eulouces n =O ó ;r y :l/J = 1l'IJ'. Por la Proposición 3 
tenemos que~·= 1, es decir, /J(k,n,O) = Nc 0 .o)· Sin = ;r c11to11ces 
D(k,o,O)(A) = ll¡,,0¡(1\) = A' en donde O es el punto medio de 
AA' y de igual forma O es también el p1111to medio de IJ 13'. 
Como los segmentos 1\111 y /J/J' son paralelos y O pertenece a 
ambos entonces los puntos :l, ;\', IJ, IJ' son rolinealcs, es decir, 
A= IJ',IJ =A' y así O es el punto medio del segmento A/J, 
l'or 1ílti1110 si a= O entonces D¡k,<>,O) es la identidad. 

ii) Si n = O ó n = ;r, es decir. si los scg1ne11los 1111 y :\1 !J' 
son paralelos, ent 011c<'s (\'er Propiedad (i) la rol 11cirí11 dilatada 
/J(k,o,o) coincide"'"' la homolecia lf¡k,OJ e\ llc-1·,o) r"specth•a-
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mente y en este caso el centro O de la homotecia será el punto 
de intersección de las rectas AA' y 1313'. 

iii) Sea P el punto do intersección ele las rectas ¡\ 13 y 1\113' 
entonces los 1í11gulos A/' A' y 11P13' son iguales a n. Tracemos 
los drculos circunscritos a los t1-iií11gulos AA' P y 13131 P. Sea Q 
el segundo punto de i11tersecció11 de estos drculos (si los círculos 
resultan ser tangentes entonces/'= Q). De esta forma tenemos 
que los ángulos AQA' y /J(J/3 1 soll iguales a n. Ahorn sólo falta 
\'er que k = ~ = 'IJti. ,\ualicemos dos casos: 

FlfJlJHA 2"1. P y Q son diícrcutcs 

Caso 1: Si/''# Q entonces (1•er Figura 2.'1) L1\Q/J = Ó + 
L;\'Qll = LA'QIJ' y LQA/3 = LQ1\ 1J3 1 ló cual implica que 
los triángnlos AQ/J y A'Q/3' son semejantes. Por lo tanto k = 
A'R' = ~ _ 9..J:r.. ~ ·_ : 
AH QA - QB' . ' 

Caso 2: Si P = Q entonces (ver Fignrn 2.5) LQ/313' ~ LQ1\1\' · 
es decir, los triángulos QAA' y Q/311' sOn semejantes. Por lo 
tanto ~ = rtJli = '~;z· = k. . 
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.,, P=O 
':::::,,,. -

.0??\'-(\ ¡-.- } 
'\ / 

A';'--------- , 

PJGUHA :?.5. P y Q son is;1rnlcs. 

De todo lo anterior co11cluimos que los puntos O y· Q son 
iguales. O 

Lema 3 E(ccnlro r/c),, rotación rli/alar/a rlifcrc11lc de la idenlidat/1 

que marzda al '".'/lllCl//o 11/l en el scymenlo 11 113' coincide con · 
el ccnlro de la rolacirfn di/alada qúe 11wnda al scymcn/o AA1 en 
el scymeizlo IJIJ1

• · 

Demostración: Consideremos los pares ele segmentos 1\ fl, 11 1 
/]' 

y A A', 1313'. Tm1e111os tres c:11sos: 

Caso l: Ambos pares de segmentos son p11ralclos, e11tonces por 
el Lc111a 2 la rotación dilatada que 111anda 111 segmento 1lll en 
el seg111ento A' 13' es la rotació11 R¡~,o¡ en donde ..1 = 11', IJ = /11 

y O es el punto medio del segmento :\ll (pues por hipótesis 
dicha transformación no es la idc11tid11cl). Por lo t1111to la rotació11 
dilatada que -manda al scg111enlo 1111' <'n el scg111c11to /J IJ' es la 

1 Debemos pedir <¡lle sea diforl'JllC de l<L idc111icfad ¡1.1r;1 podi>r hablar de 1111 
centro c:;pecifico. 
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rotación R(rr.0') en donde O' es el punto medio del segmento AA'; 
pero corno 1111' = 11 B entonces los puntos O y O' coinciden. 

Caso 2: Alguno de los pnrcs de segmentos "s paralelo y el otro 
no. Supongamos sin perder generalidad que los segmentos AB 
y A' 13' son paralelos y que las redas AA' y 1313' se interscctan 
en Q entonces (1•er Lema 2) el centro de la rotación dilatada 
que manda al segmento tl/J en el segmento ;l'/J' coincide con 
el punto Q y el centro de Ja rotación dilatada que manda al 
segnwnto AA' en el segmento /3 IJ' es el punto de intersección 
diferente de Q ele los círculos circunscritos a los t ri<ingulos QllA' 
y Q IJ IJ' o el ¡;unto Q si dichos círculos son tangentes. 

Como los segmentos A/J y ti' 13' son paralelos entonces LQA/3 = 
LQ1l1 /3 1 y Ltl/3Q = LA'IJ'Q. Sea/ la recta tangente al círculo 
circunscrito al triángulo QAB entonces el 1Íngnlo formado por 
los pares de redas l, 1313' y /,AA' es igual al ángulo QAB y 
Ql3íl respectivanwnte, es decir, la recta 1 es tangente al círculo 
circunscrito al tri1íng11lo QA' IJ' (1·er Figura 2.6). Por lo tanto 
los círculos circunscritos a los tri<Íngulos Qtl/3 y Qtl'/3' son 
tangentes y así Q es el centro de las rotaciones dilatadas que 
nrnndan ¡\/3 en A'B' y A1I' en IJIJ'. 

FlfilJHA 'J.6, C1L'i0S en 1¡uc los segmentos son parnlclus. 
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Caso 3: Sean P el punto <le intersección de las rectas AJJ y 

A' 13' y Q el punto de intersección de las rectas /\A' y B 13'. Sea 
O el centrn de la rotación dilatada que manda al segmento A/J 
en el segmento A' 13'. 13asta demostrar que LAQB = LAOB = 
LA'OB' (ver Figura??). 

PJGUllA 2.7. ScguruliL íormiL tic encontrar el centro Je una rotación dilatada. 

Sabemos que LAO..I' = LBOB' = a lo cual implica que 
LAO/J = LAOA' + LA'OIJ =a+ Li\'013 = LA'OIJ + LBOB' = 
LA'OB' y LOA'Q = LOA'A = LOPA = LOPB = L0/3'13 = 
LOIJ'Q. Esto quiere decir que el cuadrilátero OQA' B' es cíclico 
por lo que LA'QIJ' = LA'OJ3' = LA013. D 

Lema 4 Supongamos que la figu.m F se 111llr.1Je tic la/ m1111e1'11 
que en Indo momento es .<emejanle 11 su po8ició11 original de
jando siempre 1111 punto O fijo y que otro punto A 1fo F describe 
en dicho movimienlo una cierta curva·¡. Entonces cu11/quier 
punto en F diferente de O describe una curva scmejrmle a-¡. 

Demostración: Sean F1 la posición inicial y F2 cualquier 
otra posición de la figura F. Sean A i, 111 E F 1 y 11 2 , 132 E F2 
puntos correspondientes. Como F1 y F2 son semejantes y O 
quedó fijo bajo la transformación que lleva F1 a F2 entonces 
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los triángulos OA 1B1 y OrhB2 son semejantes lo cual implica 
que los ángulos A10B1 y 1120B2 son iguales y~=~· De
notemos por a al ángulo A10B1 y ·sea k = &f:-: .Así tenemos 
que D(k,0,0)(/32) = rb. 

FIG U llA 2.8. l..as cur\'as <lcscrilits por A y B son srimejantcs.-

Como F2 fue una posición arbitraria de F entonces la rotación 
dilatada D(k,o,O) manda a la curva¡' descrita por B a la curva 
¡ descrita por A por lo que ¡' y ¡ sori dos ctirvas semejantes 
(ver Figura 2.8). 

Teorema 7 (I.M.Yaglom)[4) Si la. jigllm F se mllevc de tal 
manera que todas las posiciones son semejantes a la posición 
original y tres puntos A, B. y C de la jigllm describen tres líneas 
rectas n.o co11.é111Te1ites, entonces torio punto de /u Jigurn describe 
una /{nea recta. 

Demostración: Veamos primero el caso en que las lres líneas 
se interseclnn por pares. 

Demostraremos que cualesquiera dos posiciones de F tienen el 
mismo centro de rotación, es decir, que algún punto O del plano 
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queda fijo conforme F se mue1•e, A partir de ésto dedúcircmos 
que todos los puntos de F describen curvas similares a la curva 
descrita por A (ver Lema 4); ésto es, líneas rectas. 

Denotemos por P, Q y ll a los puntos de intersección de las 
rectas descritas por los puntos A, B y C (ver figura 2.9). 

Y/ /\e 
B. ~ _¿ . -

!'/ A Q 

FIGURA 2.9. Todas las posiciones de A, B y e SOll semejantes. " se lllUC\'C en 
l'Q, ll en l'R y C en l\Q. 

Sean F 1 y F2 dos posiciones de la figura F y sean A1i 8 1, 

C, E F1 y A2, 132, C2 E /'2 puntos correspondientes. El centro 
de rotación O de las figuras F 1 y /'2 es también el cent.ro de 
rotación de los segmentos A1 IJ1 y 1hlJ2 ; A1C1 y 1hC2. 

Además por l.os Lemas 2 y 3 el centro de rotación de los 
segmentos tl1/31 y 1h/J2 está sobre los círculos circunscritos a 
los triángulos 11 1 IJ1 P y A2 132 P. Es decir, O es el punto de in-
1.ersección de los círculos circuscritos a los tri;íngulos ,\ 1 /31 P, 
l31C1Q y C1A1R. Claramente O no depende de una posición 
particular de la figura F. Por lo tanto cualesquiera dos posi
ciones de F tienen el mismo centro de rol.ación. 
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Cubiertas Bajo Congruencia 

Definición 13 Un conjunto A en el plano es 111111 cubierta uni
l!ersal pam n puntos si: 

i) A es cermdo. 

ii) A no tiene discos, arbitmdrmwnte gmnrles. 

iii) Pam cualesquiemn'puntosQ en el/ilrÚw existe una trans
formación rígirla del plttno <t><f fo[qll~ •l!q(Q) e.A. 

Denotaremos por Fn al conjunlo de las cubierlas universales 
para n puntos. Veamos algunos ejemplos: 

// 
FIGUR1\ 3.1. Cubiertas para 2 puntos. 

Ejemplo 2, Cualquier· línea es cubierta universal pam dos pun
tos (Figura 3.1). 
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Ejemplo 3 El co11ju11/o que cons/11 ,¡,, 111111 reda !J un ra¡¡o de 
/{nea cott 1111 punto de la t'r?da co111<1 or1gc11 es cubierta unitJet".'í!l 
¡uu·a lrcs ¡11111/0,,_(Fiyura .1.2). 

? 
I 

,~/ 
···-----·-----

FJGIJIL\ 3.'.!. Cubiertas para :1 puntos. 

Ejemplo 4 Si 1\ t:.< d co11ju11lo que co11,,/11 rlc dos rayos for
m1111do 1111 1íny11/o de Ion gil url n c11lo11ces: 

\~w' __ ... ¿ 
-~--·-------·" 

FIGUHA :1.3. Cubiertas para :1 puntos fororndas pur rectas. 

i)Si n > fr c11/onccs ¡\ 110 es cubierta 1111i1•crs11/ ¡u11·11. /re,, 
/Jlllllos /JOl'r¡ttc 110 cubrr? lrití11y11/os u¡uildleros. 

ii)Si n = fr e11lonccs 1\ es cubiala u11i1.•t:t'.'al /Jll/'fl /res punlos 
!J '"' lllllJ'im11/ fil el srnlirlo 1¡11<, t:.risl!. u1111 1í11ic11 forma rlc cubrir 
/o,, lritÍll¡¡ttltM "'luildlcm.-. 
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iii) Sin< !f c11to11ces A es cubierta unÍl!ersal /Jll1'fl tres puntos 
{f'igum ,'J .. 'J). 

Observación 1 F1 .~ P2 ·~ ... ~ l·~. ~ ... ,"es decir, si 1\ El~, 
enloncesll E F,,. pam toda 111 :::; 11 g si¡\ !/'. F,. c11/011ccs ¡\ !/'. }·~ .. 
para lo1law?: 11. · · · 

Observa'ción · 2 Si,\ ~: /J, /J cermdo, JJ rw co11licne abiertos 
arbitr11.1·i1w1e11lc g1;1wdes y 1l E F';, cnlo11ccs 13 E P,.. g si 11 ~ 1l 
y A 1. /~, e11lo11ccs lJ r/: P,.. 

Observación 3 Si A e,; llll co11juútá 110 n11cüi, cermdo y 110 

couliene discos de la111a1io arbitrario elltoncú A E P1• 

Obse~vación. 4 Si A r.s íw conj1111to 110~<1cfó, ce·1n1tlo, no <1co
tru/o, COllCl'O !f 110 Col//ÍtllC t/iscós rJc tÚ1;1(Úió ;¡r/JÍtrilrio ci1to11ccs 
1\ E F'.,. . .... 

Dcmostrnción: Basta \'el' 'quo-:\ .1tcl111il;, c;1~rdfis
0 

d~ ct;Íl !quier 
lougitucl. 

Scil t llll ui'unern l;cal. posit.il·o. c;;.mo ¡\. JIO es 1lr.ot ado, dado 
PE A existe. Q E 1\ tal que la dista11cia 'de Pa Q 1!s mayo.ro 
igirnla l.· · · · . 

S<'an C d éo11ju111.o de pu11tos 1!11 A que disli111 a lo 1111b t ele 
P y IJ el conjulito de puutos cm A'que dista11porlo menos l 
de I', es decir, C ={'/'E A 1 rl(P,7'):::; l} = :l n /J1(1') y 
IJ ={TE AJ d(P,T)?: I} = ..tn 131(1')<. 

e y /) SOJI 110 vados (pues I' E e: y Q E JJ), ('('l'J'lldns (pues 
SOll J¡¡ Í1JtCJ'SCciCÍ11 ele dos CC!J'J'aclos) j' ClllllJ!IC!ll !fllC :\ = CU /J. 
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Como A es con.,xo existe RE en IJ ~A. Por lo tanto la cuerda 
IU' tie11c longit.nd /, O 

t\l¡i,1111os problemas rd11cio11ados con cubiertas 1111il·crs;ilcis c11-
contrados en [ J] son: . 

Teorema 8 Si 111111 ,.,,,.¡,, rs:cuÚcrla poi·. tfos r.011j1111los cerm~ 
dos, e11/01"'"" flOI' lo 111u10.- 1111.0 de. cllá .• c.• 1111 · quc stt.s ¡mré.5 
de p1wlos rwliwii /or/118 las ;¡¡,,11111ci11s en el f11/crv11lo (O, oo) 
(l'rohlc11111 57). 

Demostración: Sean :\ y IJ dos conjuntos cerrados cuya 
unión cubrn a la recta y s11po11ga111os r¡11e 11i11gu110 de óstos es tal 
que sus pares de puntos r<'aliz¡¡n tod11s las distancias c11 el i11tcr
l'illo (O, oo ). SP;111 rr y b dist a11cias en dicho int<.'l'l'ido no realizadas 
por pares d" puntos <'n los conj11ntos 1\ y Ji rcspcctiv;i111c11t.e. 
Co1110111 recta'" con<'XH <'XÍst<• nn p11nto /(E 1ln/J. Sean S', l',CJ 
p11ntos il 111 rl<'l'<'cllil di' U 111les c¡11" ,/(S. 11) == 11 + b. ,/( /', h') == a y 
d(Q, R) == b. Co1110 /(E .·I e11toncl.'s /'E /J por lo cpw S' E :1-/J; 
a11;íloganie11tc mmo /(E IJ <'lllonrPs /' E :1 y así 8 E IJ - ti, es 
decir, SE (A - /J) n (Ji - 1\) == 0 lo c1111l cs 11na crmt.radicción. 
Por lo tanto Hlg11110 d<' los l'onj1111tos :\ o /J "' lid c¡uc sus pilrcs 
de puntos realizan todas las distancias 1•11 C'I i11t.,n•alo (U. oo). O 

Teorema 9 Si e:/ f1/a110 r:.> cubierto flOI' /ns C'o11j1111/o.; c:c1'l'r11/os, 

en/once., al 111rno.< 11110 de ello.• es 1111 q1u """ ¡mn:s de p1111/os 
rmlizc111 loc/C18 las di.<la11ciC1.s en r:I i11frr"'1lo (O, oo) (l'rohlc11/f/ 
59). 

Demostración: S"ª" 11 1. ti~ y :b tres nJ1ij1111tos <"e1T;1clos 
cuya uniú11 ('t1hre <_•J p)ru10 ,\" s11po11.t?;r1111os q111• 11ir1µ,11110 d<~ t'•stos 

es tnl q1w sus piHt'S dr fHJlllos n•aliza11 !odas li1s dblat1di1s t!ll 

el i11tcrvalo (O. x). S<·;111 c/1 ::; el, ::; d:i rli>t;i11ci11s "" dicl10 
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interrnlo 110 reaii?.adas por pan•s de puntos e11 los co11j1111los 
Ai, A2 y •h n•spc•l'li1·ame11t". s .. a O E A:i (si ;\,1 = 0 c11to11ccs 
tomamos c:11alc¡uicr punto O) l'Jltonces la circu11fcre11cia C(O, d:i) 
cst;í cubierta por los ro11j1111lns .. 11 y •'2· Como la circ11nfere11cia 
C(O,d,) es flJJl()Xa "xiste 1111 pl!lllO /!E 1\1 n 1\2 n C(O,c/3). 
Sea11 S, /'. q E ('(O, d:i) p1111tus a la derecha de U cm el sen
tido cont.rario al 'I'"' sigu1•11 las 111a11ecillas del reloj t;dcs <¡lle 
d(S.11) = ,/1 + d,. d( l'. I!) = d 1 y d((¿, /!) = r/2 • Como U E ..11 
c~111011cPs fJ E .. \:?. por loq11t> S' E .. 11 - 1l·i; ílJ1álogame11tc corno 

/l E ,\ 2 1'11lo11n•s /' E .·\ 1 y ilsi 8 E :\, - ..11, <'S decir, S E 
(A 1 - •h) n (1'2 - .-li) = Vl lo cnal <·s 1111a co11tradicció11. Por lo 
tanto alguuo de los co11j1111los :\1,11 2 <Í • .\:1 es tal que sus pares 
de puntos ren 1 izan todas las disl a 11cias en el i11 lcrvalo (O, oo) . O 

Corolario 9.1 Si el plano es cubierto por tres conjuntos ccrm
dos ,\, /] y C 1/1/C 110 con/ir.nen diSC08 t11'bi/1'111'i11111cn/1~ gl't1.lldCS 
cn!oncc.< 11 E F'2, /J E F2 ó () E F2. 

Teorema 1 O Si un m11j1111/o cumdo es /111 que d plono puede 
.set' cubialo por cinco copio.< 1·011¡¡r11u1/cs 11 f.slc, c11lo11r:cs sus 
pares de ¡11111/0.< rniliwn lrJ1/as las di.-t11111•ius c11 el i11/cro11/o 
(O, oo) (l'roblc11111 rJO). 

Corolario 10.1 Si 1111 co11j1111/o camrlo IJlll' 110 co11/ir:1w discos 
11rbitmrir11111:11lc _qrr1111/cs c.- tal qur. el plr111n p11r.dr: """ i:uhirrlo 
por cinco ropia."i r:ougrucuir:s a é8/l', cnlonr:r:.,.; rs t:11birrla ¡ú11·a 
dos p11n/o:;, 

Teorema 11 Sir./ plano es c11bicrlo por dos 1:011)1111/0.;- c1.'1T11rlo8, 
1:11rla lrhín.'llllo puede ser colocarlo de /111 m11ni:r11 IJll'' .<11s 1·r~r/ir't:» 
q11cdi:n. ene/ 111i.;mo r:o11)1111/o (/'roblr11111 fil}. 
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El teorema a11terior ·110 11os asegura que algu110 de los dos 

conjuntos sea cuhicrla para l res pu11los, pero podemos rescatar 
el siguiente corolario. 

Corolario 11.1 Si el /lla110 r.8 cubierto· /lºr do.• copias de 1111 
co11j11nlo cr,rmr/o que no cr,,1/iuw di.<co.~ arbitmriame11l1: fJrrÚule.,, 
r11/onrc8 dicho co11j1111/o es c11bicdr1 ¡mm ll'C8 /lflll/08. 

Ejemplo 5 Co11sidcrc11108 el f'o11j1111/o ¡\ j(11'111ado ¡ior Jm11jr1., 
cermdas vr.rlicalr.8 de rrncho .r >O r·o11 lonyilud de .<c¡mmcirí11 :e 
entre fm11ja., co11Mc11/il'r1s (vr:r Fi,r¡11ra 3 .. 1). Dicho co11j1111to r:s 
cerrado, 110 ro11/ir11r. diM·o,, arhiln1ria111r11/e 9ru11dc8 y el /lla110 
/lllrrl" "'"' rubi('{'/o /IOr do" r:o¡iir1.' de :\. !'.'11/011rr.< 1\ E I~. 

VIC:l'HA :L·I. <>ira cnhinla nuiwr:ocd para lrt·:. p11ntu:.. 

1) !·~, f= 0 para toda 11 E {N. 

2) Dada e > O existe 1111 co11juulo ,.\ E /•;, que uo rnrrl i<'11e 
discos de radio e. 

Ejemplo 6 Si 1\a rs una /atice c11adrrí11y11/nr r:11/011r·r" 1\a E ¡;:, 
(1.•r:r Obscn•acirin 4). 
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Ejemplo 7 Si i\.1 está for11111do por 111111 lntice c1t11rlr1í11g11/ar q11c 
i11cl11yc d interior de uno de """ c1111dmdos (ver Figum 3.5a) 
e11to11cios :l.1 E /·~1. 

Demostración: Como A;, ~ :1.1 enlnnces :l.1 E F:i. Seo C 
1w co11)1111to de ·I punlos entonces 11/.<JlllW. IT'lln.sjor11111cirín ~n 11 
coloca (/ c Mibrc ,\.¡, q11cd1111do q11i:rís llll ¡mnlo de c flltl'll de 
:1.1• Con tmslacio11e8 /wri:on/11/c8 o 1!erticalcs podemos coloct11' 
n. dicho p1111to sobre d c1111dmdo cuyo interior pcrlcnrce 11 A.1• D 

Ejemplo 8 Si :\ses d co11ju11/ofor11111do por u1111. lalicc c11rulrrín.<J11/ar 
que int:!uyc te! interior de u1111 fr1111j11 1Jalicrd y olm horizo11t11/ 
(1,e1• Pigum :l.5b) c11/o11ec.• .-1.; E P5 • 

Demostración: Como .-1.1 ~ :\.; cnlouce.< J\ 5 E F 1• Sca C 
1111 co11)1111to de ií punto" e11/011ccs 11/y111111 tr11.118form11ció11 c11 lf 
coloc11. (/. c sobre ;\,;, r¡11r.r/11n1/o qui:tÍ8 un punto rle e fuera de 
t1 5 • Con /m.•l11cio11es horizont11lcs n nrrlimlcs podemos coloc11r 11 

dicho ¡mulo sobre nl!JUllll de la.< fmujns cuyo interior pertenece 
a A5 • o 

Ejemplo 9 Si A6 c.• el c1u1)1111/oform11do por 111111 lalice c11adr1Íll!J11/ar 
r¡uc i1Íc/11yc el inlcrior de frn11)11s 11/lcr1111tl11s ''erlic11/cs !J horizon-
/11/cs (11cr Vi!J1tr11 3.5c} c11to11ces Ai; E F(;. 

Demostración: Como il 5 ~ :10 en/011.ccs Ai; E /C,.,. Sm C 
un conjunto de 6 punto.• e11lo11ces 11/.<JlllW lr1wsfon1111ci1í11 en 11 
coloca (/ e .<obre .-lo, r¡uednndo qui:tÍs 1111 punto de c fucm de 
1la. Con traslacioncs /10ri:o11t11/cs o l!crlimlcs ¡iodcmo.- cnloc11r a 
dicho pun/o sobre 11l!J111111 de las franjas cuyo interior ¡icrt.encce 
11 :1 0 • o 

Ejemplo 10 Si .-1; es el co11)1111to for111r11/o por la 11.11i1Jn tic ,.lll 
!J el interior de al¡¡uno tic lo8 c11.11dn11/os que 1uín 110 c.-tulHlll 



·16 3. Cubiertas fl;1jo Congrucnci;1 

::~_,J-~r+~r=~~~:-_ 
--~~~-~--~;- "' 

• • • • • • 
• • 
• • • 

FIUl'H.-\ .J.!"1. C11hi1•rta:-. 1111in·r~.dt•s p.ira 1. ~,, li y j' p111110~. 

co11le11ido.< rn :1 11 (1.•rr Fiyum ;J,:id) 1 11/0111·1., 1\r E F7. 

+ 

Demostración: Como :\ 11 i;;; :\; r·11/o11ns :\; E /·;;. Srn C 
un f'onjunlo de 7 p1111/o.'i f'nlonr:f'8 al,q1111t1 /1·r111...;frn·111"cióu en 11 
mlocu (/ e sobre 1\;, 1/llí'llfludo q11i::rí., 1111 p1111/o dr e f11r.m de 
1\;. Con lmslacio11c.- lwri::o11/11fr.- o 1!rrlin1h.- ¡mduno.- r·olocar 11. 

dicho p1111lo sobre el c1u11/mdo cuyo i11/crior 11c11br11110» de llf¡re,r¡ur 
"An ¡mm formar A7 • O 

De esta forma podemos constrnir indncti,·anwnt" un conjunto 
A" que pertenezca a /·~. Como r•11 11i11gt"i11 111011ie11lo tornarnos 

en cuenta la longitud de los lados de los cuadrados cpw fornwn 
la !atice inicial entonces pod"'11os supo11<.'I' r¡tw miden :i: > O . 
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Xotcmos que• :l.¡, ;15 y :lu co11I ic:11<'11 discos de radio a lo rmís 
~.es decir,.,¡ disco inscrito 111 c11adrado de lado .1:¡ i\7, As y llu 
co11ticnc11 discos de radio 11 lo rmis ~; 1lro, Arr .Y ..112 co11tic11c11 
discos de radio a lo 1mis :i~.r. y en gc11ernl 1bn-2 1 AJn-1 y A3n 

co11ticncn discos de rndio 11 lo más ""~'r; por lo que ,\ 11 co11ticne 

discos de radio a lo rmís ;¡[[";']]¡. • 

Dado e: > O cualc¡ui<'I' .r, < :ilt';~,J] cumple que si :.A,, está 

construida 11 parl ir d" la lal in• iuidal forrr1ada por cuadrados de 
lado .r, entouci:s :1,, E ¡;:,y ;l., 11u co11lie11c discos ch rndio /:'. 

Obser.vación 5 f.o lulicr i11icir1l 1fr la fr1111ilir1 de cubiertas 
{Ar, lb, 11 3 , .. ., A,,, ... ) /iUufo c8/11r formada /iOI' cu1Ílr¡uicr par· 
alelogm.mo . . · 

.Teore1Íia 12 Si A E /•'., y 11/y1í11 co11ju11/o Q :de 11 - l puntos 
/ilfcdc ser cubierto /iOI' :1 a lo 1111í.sdc una c1111lid11d 111111wmble 

de fomws, c11/011''t:s 11º # 0. 

Demostración: SP1111 ór, 6 2 , .. ., o,., ... las í111ici1s posible~ isomet.rías 
t;tl"s que la i1111ígc11 d" q liajo diclras lra11sforrrwcio11cs esté cou
te11ida e11 ,\.Sea /) 1111 disco cerrarlo la! que /) n q = 0. Co1110 
,.\ es c:rrhicrla para 11 pu111os c•11lc>11cps nr1tlc¡11if'r r:o11ju11lo de la 
forr11a Q U {.i:) co11 ·" E /) p1wdc ser cuhii·rln por .-1, '"decir, 
J"'rn toda .i: E /J, ex is le i E { N la! 1p11• 11,(Q U {.i:)) C ,l. 

Así lcnc111os que f) C Ui~\[\)i 1 (9;(Q Uf)) n :1)). l'or c:I Tco
renrn de la Cat"gol'Ía de l!airc l"r""rnos 1¡11" (o,((JU /J)n1I)º f 0 
para alg1111a i E {N y por lo tanto .'1° f 0. O 

E11 particular, si :I '" 1111a lalic" n•1·11í11g11lar 1•11lurwes :I E f3, 
11° = 0 y los l ri;í11.~11lus<'rpriliÍlt•ros pu"rl"" si·r c11iii<'l'lus por 11 en 
una cantidad 11111111·ndJh! dt~ forrnas. IJ1! «·sin 111a1lt'ra ." 111 ilizando 
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el teorema anterior podemos concluir que A rf; F, ysi ..\U/3 E /~1 
¡w1:a alg1'111 co11ju11to 13, <.>11to11ccs /Jº # 0. 

'feorema 13 Sm ¡\ E /;',. con la Jll'OJliedarl rle r¡uc ¡ull'a al¡¡1ín 
disco /) nis/e 1111 (11 + 1 )-rí¡¡orw regular arbiirariamc11lcgm11dc 
lal qur. cualcsquicm 11 mfrliccs riel pnl(!JOllO no ¡mcrfrn ser colo
r:r1rlos lllilizrl/lr/O f/'a/l."jiJ('(l/f/CÍO/llóS rfr ,<í:l/IC)allZU Sllb/'C ¡\ n /JC, 
Si¡\ U .5' E ¡;;,+ 1 r·11/011rxs S 110 es ar:olr1rlo. · 

Demostración: Supo11ga111os q11e ~\ U S E /~1+ 1 y que Ses 
acotado. Sea /J' u11 disrn que cont.cn¡~a a /)U S y P u11 (n. + 1 )
iÍgono regular tal que: 

i) puede le11er a lo más un v6rtice en lJ' y 

ii) puede tener 11 n:rt.ices ~obre A n ¡ye, 

1~111.onces !' 110 puede colocnrse sobn! .. 1 U S'. O 

Corolario ·13: t°: Si.-\.1 r.s el mfrmbro rle F1 darlo en el ejemplo 
7 y 1\.1 USE /"5, r:álonr.rs S no rs aro/arlo. 

FIGl'H:\ .l.fl. l"u;t n1hi1·rla 111.í.s pt·q111·,1 para durn p1111lo.;. 
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1·'1<1UllA :J.i. Vn cu11.iu11t.u 1¡llt? pNtcnecr. a F1 que m~ccsita ser unido a un con~ 
j1111tu 110 ;1cotado Jlilf<l pertenecer a F?J. 

Obsm·vación 6 !.ns dos franjas que a¡¡n:,qa1110.< a A1 /)(/rtl for
mar A 5 en el 1~~jc111plo 8 1w son 11ccc.rnrias pr11·a poder asc,qnn11· 
que 1h E /·~,. !'ara for·11u11· dicha cuúfrrla ¡ioddr111ws ll!Jl'C!Jrll' so
fomcnle 111111 frrrnja lwri:o11/a/ ¡¡ n ¡}(/r/ir debla, lwcia r11'1'ilm o 
h11cia abajo, olrn frn11ja 1'crlical (m:r Fi!Jlll'rt .1.ú). /Je r1111/r¡uicr 
for111r1, rn1111J hc111os l'islo en d C'omlario 1111/aior, d co11j1111lo 
r¡uc llfJl'CfJl1t:mo8 11 .·1.1 ¡u11·11 fomwr 1111a cubicl'la 1111.illers11/ pam 5 
¡iuu/os debe ser 110 11ro/r1rlo. 

Observación 7 F 1 ,¡, /•f, /JI/e,, r.l co11j1111/o tl.1 dado en el 8je111-
pln 7 cslrí en /''.1 pcm 110 en 1'5. 

Observación 8 Si :1 E F3 r..• el co11j1111/o darlo en el Ejemplo 
,fii !JA USE P1 c11/011as S rlcbr: 8fl' 110 r1co/orlo, pucs ,,¡ 8 cslrí 
co11/c11irlo en 1111 disco con cr:nlm c11 d ¡11111/0 de inlcrscr:ción rle 
lo.s l'll!JOS que formr111 a :1 cnlo11ccs curull'rtdo" 11rbilmrir1111cittc 
r1rrrnrlcs 110 ¡mcdcn ser cubir.rlo.< por 11 U .5'. 
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3. l U na Cubierta U niYcrsal para todo Conjunto 
Fiui to de Pnutos 

-+ 

En esla sección daremos 1111a cubierta univorsn1 para cúnlquier 
conjunto finito de puntos constrnida a partir de una 1111ión de 
Conjuntos de Cantor ( l'cr sección '!'!). 

Lema 5 IJ11rlo 1111 111ímao 1111l111'1i! N c.ci.,/c 1111 co11j1111lo ccr
rudo C,v co11/tnido en el i11/cr1•ulo [O, N + I] /uf q11e 110 co11-
lic11c i11l"r1111/o.< y pr11·n lrula s11r:e.siú11 ,¡,, 111Í111cms rwlcs posili1!os 
di.d2 1 ... ,rlk con k:::; N !J ¿ ;! 1d;:::; N c.1:is/c11 ;i:n < :r1 < ... < 
:l'k en C.v /a/c.s r¡11c .1:;+1 - :r¡ = d;+1 """ i =O. 1, ... !.: - 1. 

Demostración: Sea b nn lll'1mcro mayor que !.V+l~(N+2 l y 
sea /3,v el conjnnlo ele Cantor formado a partir del intervalo c"r
rndo [O, 1] quitando los intervalos abiertos de puntos c.nya repre
sentación en IH1S1' b contenga a b-1 con10 dígito (los extremos de 
los intcn·alos tab como O.(b-1 )000 ... = O.(b-:!)(b- 1 )(b-1 ) ... 
permanecen en /J,v ). Entonces 13.v contiene a tocios los números 
cuya representación en base b no tiene al dígito b- 1. 

Dmnostra remos que C,,. = U ;~·1 (i+11.v) tiene la propiedad re
querida por d L1•111a. Como C.v es la unión de nn 111'1111ero finito 
de intervalos n~rrados que no co11lic11e11 inlen·rtlos, entonces G\v 
tiene las n1is11ws caraclm·ísticas, es decir, mi cerrado y no con
tienen int "rvalos. 

,\horn demostraremos que es posible constrnir r¡; de forma que 
O.r¡1'12'1~ ... es la represcnt.ación en base b de·"• e11t.onces :i:0 • . 1: 1 = 
.ro+ d1,.i:2 = :i·o + d1 + d2 1 ••• ,.rk =:ro+ d1 + t!2 + ... + dk estén 
Pn C.v. 
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Supongamos que 

d1 - [[r/1]] = .rl11 d12 ... (ba8e b) 
rl2 - [[rl2Jl = .rl21d22 ... (/m.sc b) 

en donde [[:e]] denota a la parte entera do .1:, Sabemos ya que 
{.1·0, .1:,, .... :i:k} e [O, N + l] pt1"S :L'u :5 '"1 :5 ... :5 .Ck = .ro+ 
d¡ + rl2 + ... + <h < :ro+ L ;! 1 d; :5 .t'o + N < l + N. Como G',v 
csl.ii formado por la unión de copias ele 13,v C (O, l] colocaclas 
en cada uno de los intermlos [O, l J, [I, 2] .... , [N, N + l] entonces 
sólo.falta \'er que las partes fraccionarias de cada uno de los ;q'.s, 
es dt!cir, :i:¡- [[.i:i]J, .r2- [[:i:2J], ... , .1'k- [[.1:¡.JJ, pertenecen a 13,v 
para poder co11cl11ir que .r 0 , .r 1, .... . rk pertenecen a C.v. 

Para ésto es suílcienl <' 1~scogcr q., ,¡.,tal ma111•rn que los números 

'Is 
r¡,, + d1.., q,, + d1.. + 1 

r¡, + d1 .• + d2,.r¡,+ rl1.,+rl2 .• +-1,r¡,, + d¡, + d2 .. +2 

'Is+ el¡,+ c/2, .+ .. .1h,,, q, + d,,, + ... -f.d¡., + 1 ,',,.,q, td,, + ... +ch,+ k 

. ' . '._-' 

no sean congmcnlcs con b - l (mor/ b), pues por ejemplo 
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o.> '11 '/2 

[[rld]. r/11 r/12 
.r.u +ri1 

= ([[dd] ó [(diJ] + 1). (1J1 + d11 ó 1/1 + d11 + 1) (q2 + r/12 ó 1/2 + d12+ l} ... 
o. '11 '12 

;i:u+d1 +cl2 = [(di]]. d11 d12 ... 
([r/2]]. d21 dn ... 

([[di]]+ [[r/2]] ó ((d1]] + [[ri2]] + 1 ó [[dt]] + ([c/2]] + 2). 
(q1 + r/11 + il12 ó 1/1 + rl11 + d12 + l ó 1/1 +d11 + d12 + 2} ... 

(el n1í111cro 1 algunas \'eccs dl'iie ser sumado a 1¡',, + d1,, cuando 
estamos sumando .r0 + d1 porque puede ser el "acarreo" dé la 
s11111a anterior l/n+I + di(n+I) y ele igual forma los n1Í.meros 1 y 2 

algunas \'cc"s deberán ser sunwdos a r¡,. + r/1,. + d2,. pues como 
ahora cst.n111os s11111é111do tres dfrns d :~'1CiUTeo'' puede ser l Ó 2). 

Es posible escogPr '/., porque en la lista n11l crior hay a lo 
más (S+l~N+2 l < li, "s decir. los residuos .correspondientes a 
los ni'1111cros (b- 1) ,((b- 1)- di)((b- 1)- d1 - 1) ... 
((b- 1) - di., - ... - 1h .• - k) n1ódulo b no agotan la lista eo111-
plcta de residuos O, 1, 2, .. ., b- '.!, b - 1 módulo by de esta forma 
por lo menos un r"sicluo 111cíclulo b queda libre para asigniírsd~ 
él 'Is• 

Por 1'dti1110, la "1c•f'cicín ele q, puede ser hecha independiente
mente de la d1!ccicí11 de l/m para. s ,¡, m por lo i¡uc cxist e una 
cantidad a lo u11ís 11u1m'l0ilble ele fomws d<! .,i.,gir :r.0 • O 

Teorema 14 E:ci.<lc 1111 co11j1111/o :\ 1""' :\ E n ,·;:'11",, y:\º = ~. 

Demostración: Sea { N¡} una suc.,si6n cn•<'i<'nle "" n1í111eros 
naturales con has<'s r.orrcsponclientes b; y coloqu.,111ns trnuslada
dos ele Cs, uno trns otro sobre el eje real posit i\'!J. l.la11w111os a 
este r.onjunto e y sea:\= e X {R. Entonces par;i lodo mnju11to 
Q co11 I' pt111los co11siclr~rc•n1us las dislancias t/1. d2 . ... , rlr-I ent I'<' 

proyecciones co11s1•c11t i\'as de p11nt os en q sobr" <'l t•j1• liorixnnt 111 
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, en donde alguna d; posihlemer1te sea O. Además para alguna 
N;, ,. - 1 < N; y ¿ ;!1 d; :5 N; . Por el Lema anterior tenemos 
que una traslación horizontal colorn a Q sobre A. O 

Observación 9 /.a 1í11ica lm118,{or111aci<í11 rcq11crida piim cubl'ir 
c11alr¡11ir.r co11j11nlo Jinilo q 1·011 1\ cs. 11110. trasfoció11 horizonlu/ 
·y ésto ¡wcrtc·si;r hecho de 111111 r:onlidrul 1111111cmbkrlcj'ormas, 

Observación 10 l'odcmo., l'CClllJ1laz111·11 e X { R JIOI' e xC.obtc-
11icnrlo una c11bicrla loln/111c11/1~ rlisconc:rn. Para c11brir·c11~1/quicr 
conju11to finito q ro11 esta 1111c1m cubiérlll 11cccsilnrc111os 111w 
lmslacióu hol'izo11Lal y 1111a ucrtical. 
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Cubiertas bajo Semejanza 

Dc11otaremos por /1 al conjunto de transformaciones del plano 
que son resultado de composiciones de isomctn'as y homot.ecias. 

Definición 14 Un conjunto A en el pla110 es u11a scmicubierla 
11ni11ersal ¡mrn n puntos si: 

i) ¡\ r:s cermrlo. 

ii) Aº es oacio. 

iii) · l'am c11ale,.quie111 11 pu/1t~s Q e11. el plano eJ:iste <l>Q 1111 

elcme11tode. ll talr¡1rn,<l•Q(Q)c·A. · 

Dcnotarcnios por s,;·::al ·~oríjunto de las scrnicubicrtas unkcr-
salés parit n·•. puntos:·· ·· ·.· · · · 

Veamos al~11nos·cj~n~~lÓssc11dllos: 
' -'.·.'·· -,·-:'..-

Ejemplo 11 /,~ fr/1·11 "T''.és 1rnelr.mcn/~ de .5'3 • 

Ejemplo· 12 Una /atice' (11er Jligimi 4.1) es una semicubierla 
para cuatro pÚlllÓs. 

1D1ulas tics rectas no paralelas 11 y_/2 y <los 111ímeroS-rcidCS . .r.1 y.r.2 pndcmOs 
cons~ruir una !atice tournmJo al coujunlo íorrnatlo por tocias lali rectas paralelas 
;L /1 y /2 ·que c~té11 a distancia 1111 1111íltiplri entero tic r¡ y .r2 rcspccth«uncntc. 
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FIGl5HA ·1.1. Ejt•mplos de l<aliccs c11 el plano. 

Ejemplo 13 Demostración: Srnn L 1 y f,2 los dos co11.j11nlos 
rlc rectas paralelas r¡11c forman lll red i11fi11ila. Darlo Q un con
j1111lo rlc cuall'O /Jlllllos, porle11108 colocar dos de ellos sobre rtl
guna recia rle /, 1 ; con ll'aslacioucs r11 la rlirecciiín rle es/a recia 
podemos colocar al !ercer p1111/o; 8obre rtlyuno. rcclrt en L2 11 ca11 
lra11.8for11wcio11c., rlre sr;mcjr111=ll porle1110s coloca1· al cu ario pu11lo 
sobre nly1111a recia e11 L 1. O . 

Ejemplo 14 Una ¡}(/rríbola con 11n con.ju11lo infinito rlc rectas 
cr¡11irlislrt11les1 paralelas en/re ,q/ 11 no paralelas al eje rle la parríbóla. 
es 1111a scmic11bierlrt /}(/l'fl /res p1111Los {ver 4.2). 

Ejemplo 15 El co11j1111.lo for111r1rlo por lllHI circ11nfr!1'Ct1cia y .,11 

mrlio es 1uw sc111ic11bicrlrl /)(Jf'll c11alro puntos. 

Demostración: Scll ti el co11.j11.11lo formarlo 'por fo eirc1111fer
e11cia C(O, r) 11 alg11110 rlc sus radios. Darlo q 1111 co11j1111lo de 
c11rtlro ¡nmlos, existe 1111 rli.9co cet'l'rtrlo r¡11c los conlfrnc !/ c11.ya 
fro11lem co11/ic11c a /res rle ellos {l!cr ü). /Je esta 111a11rta porle-
11108 e11co11lt'rl/' IUI ro11.j1111/o Sr!111c.ja11/e a Q !al r¡11c /res rfr """ 
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F'IGlJllA 4.2. Una sl·mkuhicrta par;1 tres puuloN formada. pur una parbola y 
rectas. 

ptml~s estén sobn: In circ1111.fercncia C(O, r) !J utilizanrio rota
ciones r:on centro en O podemos colocar al cuarto punto sobre 
el mdio co11le11irlo en 11 (t!er· ,f.3). O · 

Ejemplo 16 El co11J1111lo fomwdo por la c8piml lo!}a1{tmica y 
tl/W recta que pr1sc por .<u ce11/m e.< 1111r1 semicubie;·lr! pam cuatro 
p1111los. 

Observación 11 Si A E Pn !J ;\º = 0 entonces. A E S •. 
Ninguna dehrs i11r:/11sio11es Fn ~ S,.,S,, ~ F,, ·es ciertit, pues 
si A es la cubicrla ¡u11·a cua/m punlos 111ostmrla en la. Figura 
?? y IJ es la cubierla 111os/rrula en /u Fiyum 4-3 c11/011ces A E 
Fi. A ~ Si. /J E S.1 !J 13 ~ F1. . . 

Observación 12 S1 :::) S2 :::) ... :::) S,, :::) .. ., es deeir, si :\ E s. 
cn/onccs A E S,. pam lorlrt m :5. n y si ti !/; Sn entonces ti !/; ·s,,. 
¡mm toda m ~ ll. 

Observación 13 Si :\ ~ 13, IJ r:ermdo, 13º = 0 11· ¡\ E S,, 
eltlonces IJ ES,, y;;¡ /J ~ti y¡\!/; S,, e11/011rrs /Ji/; S,.. 
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• 

• /·----"\ 
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• 1 ---1 
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l·'IGUHA .t,:L Unil s<•micuhicrtil para Cll<Llrn puntos. 

Observación 14 ·s; 1\ c.• 1111 co11j111do 110 l'llCÍo, r:c1·mrlo ¡¡ Aº 
es vncí~ e11lon'cc:< 1\ E .5'1; 

Observación 15 'Si A c.• 11w .co11j1111lÓ 1:011 por lo ú11:110.-. do" 
p;rnt0s1'cerráÍ/Oy Aº, és vadocÍ1l()llCCs1\ E82. 

' . . . 

· Teore11la ls (S. Fernáiidez) S(il E :,,~ t11tli11n:.<p11m lodo 
co11j1inlo p·,¡e·n ~-1 pÚ11los en d plano"" lirnr t¡llt: r:/ co11j1111/o 

13 ={u E 1/ 1u(/')º11} r.< 1101111111rn;b/1, '" d11:ir, \ /1 \>~u. 
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Demostración: Sean P un conjunto de n - 1 puntos en el 
plano y B ={a E JI 1a(P)5::; :I}. Supongamos que Bes a lo 
más numerable y denotemos por a¡ con i E { N a los elementos 
de /J (si /3 t ienc 11 elementos <rntonces pensaremos a fJ como .. el 
conjunto {u1, a 2, ... ,a,l} y para toda i ~ n, u¡= ªn· 

Sea :v 1 un punto que no esl.Ó en el rnnjunlo P ni en el conjunto 
A. Como ,¡e es abierto entonces 2mdsle e 1 en el intcrvHlo abierto 
(O, 1) tal que /J, 1[a1(:t¡)) es subccrnjuuto de A". 

Sea C1 = a¡- 1 (IJ" [a1(.i:1 )]). Consideremos el coujuuto a2 (C1 ). 
Como Aº es \'ilCÍo eul.ouces tcuernos que ..;-;isten 112 en ,¡e y 
c: 2 >O tales que /J,,[y~J csl;Í co11!1•uido en la intersección de ;le 
y a2(Ci). 

Sea C2 = a:! 1 ( 13,, [112]). En general consideremos el conjunto 
an(C,,_i), Como Aº es vado eutouccs tenernos que existen Yn en 
Ac y e,. > O tales que 13,,. [y .. ] está rnnl.cnido en la intersección 
de ¡\C y a .. (C',,_¡). Sen c .. = a,~ 1 (/J,,.[y.,]). 

De esta forma tenemos una sucesión de r.sferas cerradas anidadas· 
G1 2 C2 2 ... 2 C .. -1 2 C,, 2 ... en d plano. El Teorcnw de las 
Esferas Anidadas ("''r Teorema ·I) nos garantiza que n¡,; 1C; es 
110 vacía. 

Sea ¡¡ 1111 <'l<'llH'UI o de n¡,; 1 C;. En! onces para cualquier 111í111ero 
natural i tenemos que a;(!J) cstií en 11', lo cual implica que para 
toda a E //,a[/' U {y}] no es subco11j1111l.o de 11 y /'U {y} t.ie1w 
ex11clamc11ten eleuwnl.os (es decir :l 110 cubre il /'U {!J}) lo que 
contradice nuestra hipótesis 11 E S',,. 

Por lo tanto el conjunto /1 es no numerable, O 

2Como ..ic es abierto cxis1c e > 11 1,d 1¡11e /Jt(t1 1(1· 1 )) ~ Ar, S1!a c1 
mht{~, tJ. E11to11c:cs IJ,.[.11i] ~,\c. 
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Definición 15 Sea A •un subco11j1Lnlo riel plano. Decimos r¡ue 
dos elementos O' y I' so11 1l-cr¡1Lii.ialc11lcs (O'~\'),,¡ ~J:isle lt E JI 

.. A 
Ja/ que h(A) = ¡\ !J. I' =.h o a, 

; . '-~ . ·-:· ' ' 

Proposición•~-";;, ,},:clt/cio'11 'dr. er¡uimilencin: 
, .:· : ·A .... · ·.. . 

' Deinos~r~~icSr ¡¡Si O' E /1 enl onces O' ~a JlUCS O'= f elº·ª 
' .. ~: ·!.:-·._: . . .· A . -

yft!Ell.- -
> - ••• / ' •• '. .·.-•• 

ii) Si a ~- .'? cnl~Í1ccs existe h.- E /1 tal qnc !t(A) = A y 
•, ·. ,J ,·, ' - --- .· ' ' ' ' ' -.• -
I' = lt o a.'º cual implirn que f¡- 1(;·1) _=ti (puós h'cs' biycctiva 
y a= h.:- 1.o",P.'Por 1;, 'ta1ito ip ~O' .. 

- .- . . . ,, 
iii) Si I' .~·ªy a.,.;, 1/J e11toi1ces éxistmi.h y gen 11 t:alcs que 

A · A · . -·· ·:_i·· ··. . 

'1(11) = r1(A) '7"_ 11, 'i' _= h o a y,O' =fJ o"¡/J lo cual-implica que 
h o o E 11, lt og(A) = h(g(/-1)) = 11 y. I' ='= (h o g) o 1/J, Por lo 
tanto <p ~ :,¡J, O -

A 

Denotemos por. /1 ·~ ;JI conjunto de. clases de equivalencia en 
-- • ,J ·._ ·-· ' -- ' 

11 bajo·~ y por[l']ala clase de cq11ivalcncia q1w co11tic11c a ip. 
,J 

' ' 

Teorema 16 (Generalización Teorema 15) Srn ¡\ E Sn, 
c11lo11ccs ¡u1m lodo co11j1111to P 1fo 11· - 1 ¡11;11/0.- ~e lic11c. que el 
co11j11nlo {[1'] E //Al l'(P) \;;AJ es 110 1111111cá1hli!. 

Demostración:. Sea A E S',. y supongamos que cxisle un 
coÍ1juuto P den-_ I puntos tal,qucel co11j1111lo /) = {['T'] E' 
fJ :rl cp( P) \;; ¡\} es a lo más nunwra ble. 

Sean [<yi], [1'2),. .. [:p,¡], ; .. los dc11w11los di• /) (si /) tk1w sólo 
ll elementos [:pi], [i'2), ... [:p,,) c11lo11ces pcnsarc111os [i'm] = [:p.,] 
para toda rn?: /1 ). -
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Corno,¡ es cerrado y no contiene discos de la111aiio arbit'rario 
entonces <?Xist<'U .r1 E ;\e .l' c1 > O tales c¡ue d disco cerrado con 
centro en ,,. 1 y radio e1 cst;í contenido en ,¡e, es decir, /J,1 (:1:1) e;;: 
AC. 

Sea /J1 la imagen iu\'Prsa df'I disco IJ,1 (.1:1) bajo 1'1 ( D1 = 
l'i-• [/J,1 (;r.¡)]). Como l'I es continua, m1tonces /J1 es un disco 
cerrado. 

Si a 1 A :p1 c•11to11rcs existe /, 1 E 11 tal qnc h. 1(A) = 1\ y 

a 1 = h1 º1'1· Corno '.,01(/') e;;: A cnto11cps a¡(/')= h1 o·.,01(1') e;;: 
h1(,\) =/\y o-1(/J¡) e;;: ,te, pites .r est;Í e11 la i11lf'rsecció11 de 
a 1( /Jr) y A. Todo lo anterior implica que J: =ar(!/) = hol'r (y)= 
h(cpr(11)) E;\ para alg11na !JE Dr. es decir, cpr(!I) E A lo cual 
rnrrt.i·adicc que 1'r(11)) E ,\e, 

. Si Dn = 1',,-1[/Jen(.1:,.)J enlonccs ,,,,+ 1(/J,,) no cst;i contenido 
cu A (pues A tiene iuterior \'ilCÍo). Corno :l es cerrado y no 
co11tiene discos de tarnrd10 arbitrario e11lo11ccs existen a:,,+1 E 
l'n+r(Dn) y én+r >O tales que el disco cerrado mu ccutro en 
;r,l+I y radio e 11 +1 esliÍ. co11t.e11ido en Ac, PS decir, /J!: 11 +1 (;rtt+I) ~ 
Aº. 

Sea D,,+r la irnagen irr\·ersa del disc:n /J,,,., (.1·,.+ 1) bajo cp,.+r 
(D,,+r = l'n+r-1[/J,,,+ 1 (.1:,.+r)]). Eutouccs /J,.+r es 1111 disco ccr
ado cont.eniclo cu IJ,.. 1\clcrmís, ut.ilixarrclo d mismo argurncut.o 
que en ('!'!) si O'n+t - l"n+r culonces O'n+r ( /J,.+r) e;;: ,\e, " .. 

t\s( Dr :::> /J2 :::> ... /J,. :::> Dn+I :::> ... es una srrc·<'sión de 
C<!JTados n11idados 1 110 \'ñCÍos y así. por d T<•orc•11HJ d<~ Iris Es
feras Ariidacl;is, tenemos qu1.• n~I /)¡ ,.¡ \1. St·a ./' E n,;;r /);. Si 
a(P) ~A <011to11ces a :1' y 11 para <tlg1'111 111'11m~ro 11at11ral 11. Corno 

.1: E n~r /J;, J! E /Jn y así '"rrc•rno' <¡tll.' o-(.r) 1. :l. 
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De lo anterior concluimos que para toda a E /1 se tiene c¡ue 

a( PU {.v}) no cslá contenido en A, es decir, A ~ Sn (pues 1\ no 
cubre al conjunto do 11 puntos fJ U {x} ·o 

4.1 Cubiertas Fonna~fr(s ¡>or Rectas 
. ,. .. . ···' 

Los siguicrltcs tco.remas;lair:irifonnndón gcn;iral sobre conjuntos 
do rectas en el pliino:-. · . -.. · · 

', ' '·.·:· . . ·:,·'::. 

Observación 16 Si A ;:esl¡í formárlopo1: ,; recias o segmento.< 
de recia etll~iices: 

i) Sin ~ l :-ntonces JI E S'r ÍJ ti' E S2. 

ii) Si 11 ~ 2 enlo11cés A E .5'3 • 

Teorema 17 (S. Fernández)Si 1\ eslrí formarlo por 11 netas 
o scyme11los de rcc/11 que se i11lcrsccl11n en pares y no tres de 
ellos concur1enles, cnlonces ¡\ 110 es c11bicr/11 11nh·ers11l¡Ht/'ll /11 

p1111los pam iorln m ~ 5. 

Demostración: Sea A= {11, / 2 , ... , /,,} 1111 rnnjunto de 11 rectas 
que Se inl.ersectan cu pares, 110 tres de ellas conc11ne11tcs; sea 
A'= {JI E/;/ i E {1,2, .. n}} y sea/'= {P,,, = /,n /, / I :5 r < 
,. :5 n}. 

Sean i, j, k E { 1, 2, ... , n} diferentes entre sí y ll uu recl 1íngulo 
con 1·értices JI, !J, C y D. Si a E 11 y {a(1\) 1 a(IJ), a(C), 
a(/J)} ~A' entonces tenemos dos casos: 

l. Sin perder gen!!rnlidad a{1l) E /¡, a(IJ) E /h a(C) E h. 
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2. Sin perder generalidad a(A), a(l3) E/¡, a(C), a(IJ) E I;. 

Caso 1: Si 1111 = {a E /1 1 a(1\) E I;, a(l3) E lj, a(C)E 
Id entonces f,u(i,j,k) = {l:r(D) 1 a E //11}es una recta (ver 
Teornrna 7). · 

FlGUHA .1 .. t. A. IJ re l'C lllllM'Cll CJI rc~das tliforcntc 

a) Si f,11(i,j, k) es parnlda a /¡ entonces Lu(i,j, l.:) ~A o 
f,11(i,j, k) = /;. Pero Lu(i,j, l.:) = /¡ implica /¡, I;, /¡. conctrr· 
rentes lo crrnl es una coutrarlicdcín p11cs cl11clas a, a' en 1111 ten
emas que el trifí11gulo a( D)a(:l)a(/i) es sc111cja11te al tri1í11g11lo 
a'(D)a'(;\)a'(IJ) y el tri;í11g11lo a(/J)a(:l)a(C:) es S<!IUCjantc al 
l.ri;íugnlo a'(IJ)a'(A)a'(C') arnbas parejas rnn rnnl.ro de lrornotc
cia O = l; n li = /; n I¡. lo cual implica rp1<• /;, I;, /¡. son co11c11r
rc11tcs. Por lo l.anlo f,11(i,j, k) rf;A (\'cr Figura'!.·!). 

li)Supongarnos r¡uc f,11(i,j,k) no es parnlel11 a/¡ y/¡. es pcr
pc11dicul11r a/¡. 

Sean IJ11 = f,11(i,j,J.·) n /0 y au E ((11. Como el 1í11gulo 
a11(/J)a11(1\)a11(/i) = i co11 au(,.\) E /¡, <711(C:) E 11 y I; pcr
pc11dic11lar n h c111orm:s 1<:111•111os q11c /) 11 = I; n /¡.. Torio lo 
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anterior implica que ln(i,j,k) ~A (pues L¡¡(i,j,k), /¡y lk son 
coucurrcnlcs) o l.n(i,j,k) = h pero si esto 1ílti1110 fuera cierto 
tendríamos que para toda u E //¡¡ u(D) = /J¡¡ (ver figura 4.5). 

o(f::J 
--·------·-- !, 
D11¡"'-.. / er(A) ----lk cr 

FIGUl!A •1.5. El p1111lo de .. 

Por otra parte, dadas u, u' cu ll¡¡ tcucmos que el tri1íngulo 
u(D)u(tl)u(IJ) es scmcjautc al lri1í11gulo u'(/J)u'{il)u'(/J) y el 
t.ri1í11gulo u( IJ)u( 1\ )u( C') es semeja ni e al t.ri1í11gulo a'( D)u'(1\)u'( C') 
ambas parejas cou cent.ro de homot.ccia /J¡¡ = u(/J) = u'(IJ) lo 
cual implicaría que I;, lj y h son concmreutcs. Por lo tanto 
Lu(i,j, A:) ~A (ver Figura ·1.6). 

er'(C) / a'(B) 
-- _,,/ 

o(CJ:~o(8) 

er(D)=er'(D)=l51 er(A)-;;'(A) 

FIGUHA ·1.G. Las rccl1ts sur1 conc11rrc11h·:. ... 
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c)Supongamos que Lu(í,j; /.:) no es paralela a /¡ y h no es 
perpendicular a /¡. 

Dado /J' E /¡ cxisfo un 1ínico r<'c~t<íngulo li1J• con \•értices A', 
13', ()' y JJ' tal que A' E /¡, IJ' E lj, C'' E h y IJ' E /;. Si 
/)' f !Y' )• /fo• f ND" entonces ,í\;z;, = :,;g;, implica/¡, l; y h 

-son concurrentes, o hien. H\:~~;, = ... ~:~'.1 (ver Figura iJ.7). 

FIGL'IL\ ·1.7. Primer caM> lado izquierdo, !oc•guruJo ca-.o (ado <lcrcc:ho. 

Es decir, dado /J' E/¡ il lo más existe un punto/)" E /¡-{/J'} 
tal que /l¡y es scmwj11nte il /?¡y• d" lo c1111I pod!!n1os deducir que a 
lo 1rnís 1111 11i'1111rro finito de r"cliíng11los /( 110 scniejantrs entre sí 
cumplen que D11 E /'.es decir, d conjunto {[/fj E :J? J /JI! E /'}3 
es finito. Por lo tanto el conjunto {[/l] E :R / f,11(i,J, ~·)EA c:on 
1 :5 i,j, k :5 11} es finito. 

De estos tres im:isos a), b) y e) co11cl11i111os 'I"" <'I conjunto 
de"clases" de rect<Í11gulos, cuyo wnju11to de tra11sforr11acio11es 
en 11que1111111d1111 sus \•értices a A' es finito;'" decir, 

3Si Res un n·cl•in~ulo entonces th•notamos por [llJ al co11ju11lo de todos los 
rcct1ing11los scrnt•jilfllt!s a U 

~~es el co11j11i1tn d1~ tud;1s liL<> dasl'S dt• 1·1111i\·,tlc111:i;1 [UJ. 
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'{ 

[R] E '.R /si ..t, /J, C y /J so11 los vértices de R ciulouces } 1 < 
/{""E JI/ {<7(1\),<7(!3),a(C),a(/J)} CA'}/> l':u 

. No. 

Caso 2: l~sle caso sólo se da cuaudo el ángulo formado por I; y 
/i es el mismo que el formado por las diagouales de R, es decir, 
a lo mñs 1111 ut'imcro Onito de "clases" ele recliiugulos [ll] E :R 
cumplen co11 éste (\'el' Figura. ·1.8). 

11 

FIC lJ llA ·1.8, Cil:-.D 2 

De los casos ly 2 coucl11i1110s que "xiste por lo meuos uu 
rcct;íngnlo /1 con 1·1\rtic:es 1\,/J,C',IJ (miÍs a1'111, existe 1111a in
fiuidarl 110 nu1ncrahlc ele rccl.iíngulos s"mejantes por par.,jas) tal 
que el rouj1111to {<7 E /1 1 {a(,\).a(/J),IT(C:).a(/J)) e A'}es 
fiuit.o. Por lo t.aut.o {l'er Teorema lií) Arf_ Sr. y ele esta forma (1·er 
Teorema 12) para. toda 111 ~ 5 tm1e111os qu" Arf_ 8,,.. 

Por último, si /1 es uu couj1111t.o fonuaelo por /1 rectas o seg
meulos de recta que se iutersectau eu pares .1· 110 tr"s ele <'llos 
co11currc111es1 P11to11cc~s n /1 lo podc.•111os \'C'I' c·o1110 s11lu·onjt111lo 

de uu c:ouj1111t.o IJ' furnwrlu por /1 rectas ( l'.Xt1•11di1•11du a rect11s 
los scg1ne11los de /J). Corno ya sal)(_1111us c¡tw para loda 111. ;::: ,1 
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se tiene que B' í/:. S .. y B ~ B'entonces (ver Teorema 13) para 
toda m ?:. 5se tiene que .11 !f.. S,.., O 

Corolario 17.1 Si A cslrí Jon11111lo:por n ?:. 3 rcc/a.1 o ug
mcnlo.< de reda que se iiiÚrsccl;lll ~n j1~1re:~ lJ ,;;, tres· de elfos 
con e 11rl'C1iles, .cnlonc~s 11. es cuhierla' pura 4 ./1111ilos. 

Te~·rema ·is• Si A eslrí J'or111r1do por;;· recia.- paralelas, en/onces 
¡111m tórlrt 111 .. ?:.-'.l .<e.lie11e que;( 110 c.~.cithicrtri ¡uu·a 111 ¡u111los, 

Demostración: Sea¡\= {/1, li, ... ,I,.} u1i conjn11lo rln 11 rectas 
paralelas en el plano y;\'={!' E 1, j 1 $ r $ n}. Veamos que 
1\' í/:. S'.1 de lo cual concluiremos direclarncntc que A' í/:. S,.. parn 
toda 111 ?:. ·l. 

"<\ e 

a(H) '~i~ ___ ;, 
a(A) 

--~-· - ·------·-·-__ . ___ . ------------, 
k 

a(C) 

l•'IGUHA •t.9. a) Trl's p1111tos 110 coli11t!íll~ y 11 rl'clas para/1•las. h) Umt tr;u1i;for-

11rncióu que tle\'a a los tres pu utas sohrc 1 res rectas lijas, 

Sean A, 13 y C tres puntos cualcsquiern uo colincales en 
el plano y sea ll(i,j, k) = {a E /1 1 a(ll) E /¡, a(IJ) E lj, 
a(C) E Id con 1 $ i $ j < k $ 11, <'S decir, el co11j1111to .¡., 
trnnsfornrncio11es en // que llcl'i111 a 11 sobre/¡, a /J sCJbre lj y a 
C sobre h con i, j y k fijas {l'r:r Figura ·l.!J). 
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;'\olernos que el co11juuto C(i,j, k) = Uue//(i,j,k)0'- 1 [A'J = 0'0 1 [A'J 

para cualquier O'u E /f(i,j, k), pues toda O' E //(i,j, k) cumple 
que O' = T o a 0 en donde T c•s 1111a traslación en la dirección de 
las rcct as de .·\ ( V<'r Figura •l. 1 O). 

1-'IUIJHA 4.HI. U1ilb:.111do lil 1ran~formacio11 in\'crsa. 

E11to11ces C'(í,j, A') Pslfí formado por n rectas lo cual implica 
que C = Ui<i<i<k<,.C(i,j,k) es un conju11t.o de a lo rmls n4 

rectas (1·er Fig1~rn .J.11 ). 

C= UC(iJ,k) 
J·:.19<k<.n 

FJGFH,\ ·1.11. Al firrnl tcncmo~ 1111 numero finito de rectas 
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Como C es un conjunto finito de rectas entonces hay puntos 
que no están en C. Sea./) 1m punto que no esté en C entonces 
para toda 170 en U1<i<J<k<n//(i.j.~·) tememos que ao(D) !f. A', 
pues ao E Ut<i<i<k;n l/((j, k) i111plica qne ao E ll(i,j, k) para 
algunas l :;:; ( '.5,- j <- k S /1 y si 170 ( /J) cst Ul'icrn en ;\'tendríamos 
que IJ E aü 1 [A']~ UaeJJ(i,J.klª- 1[!1 1

] = C(i,j, k) ~ U19'.SJ<k'.SnC(i,j, k) = 
C lo cual es una cont rnrliceión al hecho rle que IJ no estaba en 
c. 

Por lo tanto ninguna a r¡nc manda" A, /l y C en 11' manda a 
IJ en A', es decir, para toda a E /1 d conjunto (a(1l),a(/J),a(C),a(/J)} 
no est1í totalnwnte contenido en 11 1 y de esta manera ti' !f. S.1. O 

4.2 Cübicrtas Formadas por Círculos 

Al igual quc'en la sección anterior analizaremos conjuntos for
mados 1)or círculos y venm1os <pi<! condiciones deben cumplir 
paraasegurar que seá1i 0'110 semicubicrt.as ele conjnnlos finitos. 

EÍ1 csla sc~ción u~ili~a1:C!11~<?~ c1.1rvc~~ que ~(~an la i11ü1gcn de para1nctriza
ciones del· intcrmlo ceiT1tclo [O, 1 ]: 
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4.4 Una Posible Scmicnbierta Interesante para 
Cinco Puntos 

+ 

El siguie11l.n co11juntO está co11strnido a partir del conjunto de 
Cantor base tres. 

4.5 Semi~cnbif>rtas Uuivórsalcs Formadas por 
Círculos 

Teorema ·19 Sc1111 P un punto, C, (O) 111111 circunferencia de 
r11dio r ¡¡ ccntm en O y¡\ /3C u11 triríngulo ron A IJ = 1, llC = k 
y LIJAC = n. fJllT'fl cada ¡mnto q en e, (O) Sffl llq el punto 
t11/ que los triríngulo :\/JC y l'(JHq .«m scmejrwtes ¡¡tienen fo 
111ism11 oricnlacitín. Rntrmr•t:s d /11.'fllr .'JCOlllÓlrir.o de los puntos 
HQ es un11 circunfcrcncia de radio rk !J ccnlm en /{(l',n,k) (O), 
r.,r; decir, 

{ Hq /(JE C, (O)}= /?(l',n,kJ (C, (O)) 

Demostración: Corno los lri<írrgulos 1\IJC y l'(JHq sorr sn
mcjantes ,\' l.il'll"ll la rrrisrna orierrtac:iórr e11!011cl's Ll'Q/l,1 = 
L/11\C =o y~= '.\~ = ¡,,, <'s cJ.,cir. Hl/'.o,k) ((J) = Hq. Por lo 
tarrto para toda (JE G', (O) se licrre que Uq E H(P,o,k) (C, (O)). 

Por otro lado, si S E R(J'.n,k) (C, (O)) crrlnrrr.es existe S' E 
C, (O) tal que :~~; = l.· = ;:~ y LS' 1'8 == n = L/Jt!C por lo 
tanto los triángulos ;\/3C y S'/'8 snrr sernejarrles y tiencrr la 
misma oricrrl aciórr, es decir S = H8 .. 

l'nr lo 1 arrl o 

{ Hq / (¿ E C', (O)} = Hu'. .. .>·) ( C', (O)) 
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es decir, el lugar geométrico de los puntos Rq es una circu11l'er
e11cia de radio rk y centro en liu•,o,k) (O). O 

Teorema 20 Sc1111 (),(O) y Cu(/') rlos circu11fcre11cias y 8Cf/. 
1\/3C 1111 trirí11!J11lo r.011 A/3 = 1, /3C = 1, AC = k y LIJAC =o. 
l'arn car/11 ¡11111/0 A' en C, (O) y 1u1m cai/11 punto 13' en C11(1') 
sca llA'll' el p1111/o 111/ 1111c lo" ll·irí11!}11lo A/JC y A' 13' RA'll' son 
siemi:jrwlcs y lirnr.11 /11 111i.rn111 01·ic11l11ció11. /\11lo11r.c.< r.I /U!Jlll' 
!JWm1!il'ico de lo.- puntos U,1•11• es 

C'rk+lll( R(o,n.k) ( /')) - C'ir!·-1111( f?(o,n,k) ( /')) 

Demostración: Sea T un p1111l.o tal qu" los triángulos OPT 
y A/JC son St!lllcjantes y ti.,nen la misma ori.,ntación. Sea A' E 
C, (O) c11t.011ces parn /J' E G'11 (!')se tie11c que 

{l!A'll' 1 IJ' E Cu ( !')} = 11¡,t'.o,!·) (Cu(/')) 

"s decir, el lugar gco111étrico ele los puntos U,1•11• cuándá varia11los 
13' c11 G'11 (/')es u11a circ1111fcre11da con centro cn· /!(A',o,k) (/') y 
radio Rk. Aclcm;ís · 

/{(A•,o,¡.¡ (P) = U(l',0,1) (A')· 

:\hora bien si para cacla A' e11 e, (O) dibujamos el lugar 
g"omét.rico ele los puutos ll,1•11• \'ariauclo IJ' Pll (.'11 (/'), es decir, 
los círculos cou ceut.ro en ll(A'.o,k) ( !') ·= /{(/',iJ,I) (A') y radio llk, 
obt.eudremos uu auillo cou radio iuterior rk- 171 y radio exterior 
rk +JU y ceutro en T. O 

Teorema 21 Sw e 1111 ro11j1111/o.fn1·11H/llo /UJl' /111 111i111cm.fi11.ifo 
rle cfrcu/o.; 110 /1w1¡1.11/1C.< por p111·i:.~. ff11/011r:t.' (' 110 1 .< r.11bir:l'l11 
b11jo sc111cj1111:a ¡wm 5 ¡n111/os. 
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Demostración; Scit S un co11ju11toi fornrndo por la u11ión de 

las circunfere11cias C,, (01), C',, (02), ... , C,,, (O.,). Sea Dw ( !J) 
un disco que contenga a S y para 1 ::; i < j :::; 11. sea Lij la 
mediatriz del segnw11to O;Oj. 

Consideremos al lri<Írlgulo isiíswlPs '/¡. co11 base A/J =' l y 
lar.los igualPs /JC =CA= A· 1•11ton<'<'S el lugar gpo111étrico de los 
puntos C' tales r¡ue A' E C',, (O;), IJ' E C,, (01) y los t.riiÍngulos 
'/¡.y A'IJ'C' sou semejantes y t.iene11 la misma orienlació11 es uu 
auillo ;\¡. con radio i11terior rk - /{/ y radio exterior rk + JU y 

centro e11 R(o.,arrl·rn;ft,~·) 

Para cada Q rn1 la red a /.u sea ll'Q = rl ( IJ, Q), utilizando la. 
desigualdad del trifogulo tenemos que 

w1J?: rl(Q,Oi) - rl(IJ,Oi) 

ade1rnís el 1111íxi1110 círculo que contiene a tlk tiene radio 

(r+ ll)rl(Q,O;) = Rq 
d(O;,O;) 

y lo que haremso es buscar para que Q los discos Dnq(Q) y 
D,u ( /J) so11 ajenos. Para ésto 11cccsita111os que 

W!J > w+ flQ 

4.G Una Sc111Í-C11lJicrtapara Cüi~o Pnutos 
< :· -·-~" ·---::;-.:.·. :.,_ -

En esta scccióndarcmos u1ia s;m1i'cubieí:la ái:otada para cinco 
p1111tos. Su coustru~ción csti basadá en la cublert<i pitrn cuatro 
puntos dadae1i'el Ejen~plo ??. · 

Lema 6 Si f. es 11110 f1111cirfn co111in11<1, ccrrrula e'..i11ycclir<1 cn
lonccs la i11111,r¡c11 de cu<1/r¡úia ro11j1111lrJ d.n~p bújof es d.11.p. 
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Demostración: Sean f uua f1111ció11 continua, cerrnda e in
yectiva y IJ # 0 1111 co11ju11lo d,11,p. contenido en el domi11io de 
J, es decir, 0- 0 = 0. 

Supongamos que :1: E J ( /J)- 0 c11lo11ces existe un conjunto 
abicrlo \1 lal que :t E V ~ J ( /J)-, por lo cual te11e111os que V n 
J ( /J) # Vl. Corno J es cerrad entonces J ( D-) es cerrado, adermís 
D ~ D- implica que J ( /J) ~ J ( D-) y como el nu'uimo cerrado 
que co11tie11e a J (/J) es ,f(/J)- c11lo11ces J (IJ)- ~ f(IJ-). 

Sea !JE .f(/J) e11to11ces existe d E /J tal que J(d) =!JE.V, 
es decir, d E .r- 1 ( \/) = U. Como .f <'S continua y V es abierto 
entonces U es también un abierto. 

Veamos que IJ ~ IJ-. 

Seaw E Uc11to11ccsj'(111) E l'(pues.fcsi11ycctimy.f- 1 (\/) = 
U) y como \1 ~ .f(IJ)- ~ .f(D-) tcuemos que J(w) E J(D-), 
es decir, w E o- (pues.fes i11yectil'a). Por lo tanto U~ D'-. 

Ahora bien, como d E U ~ f)- y U es abierto e11lo11ces d E 
D- 0 = Vl lo cual clara11w11le es una contrndiccióu. ·por lo tíl11to 
/ (/J¡-º = 0, es decir, la imagc11 de cualquier conjunto ;1,11.p 
bajo.fes d.11.p. O 

Recordemos que cada J: E [O, l] puede ser.escrita como 

:i: = E .- oo .1 :__3r¡ 
l = 1 

Si :1: rf. C3 (Conjunto CIÍisi.co de Cantor) cntórici's si'a Nr = 
111i11 {11 I :1:,, = l}. · · 



·l. Cubiertas ha.jo Semejanza + 
En base a esto podemos definir Ja función '-l': [O, iJ --> [O, l] 

de la siguie11te forma: 

. . 

Lema 7 !.a i11111yen 1/c cua/quir.r co11ju11fo 1!'.11.p;-/u;j~ lafu11ción 
~es rl.11.p. 

Demostración! \'c;a111os que Ja función ~- es continua, cer
rada e i11yecl.i va. Scari 

.( (.r.) =tan (f.?:) 
L: ·~:.~' 2f.l:r + :fr.- si :1: !/:. Ca } 
L: ;":_1 :ffer si ;i: E Ca 

/1(:1:) =;i: 

entonces ~-(.1') = /t(.1') · .( oy(:v). 

Como .( y h sou co11ti11uas c11tonces para ver que sólo hace 
falta ver que ,r¡ es couti11ua para poder asegurar que':)- también 
lo cs. . 

Veamos primero que ,r¡ e~- crccicul~. _ 

Supougamos que x, ?JE [O,!] ~11111plm] que 
,-,_ ' : 

.1: = ~ 00 ~'< "' 00 !!.!. = , 
L:J i = 1 31 -L... i = 1 ;¡; .1 

entonces para alguna m_.E N lcncmosquc .1:"' «y,,, y panitoda 
i E { 1, 2, ... ~ rn - 1} .,:;r,m;:_i:=:Ym-::.1. " -
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Si algí111m-i=1 (paraalgunai E {l,2, ... ,m-1}) entonces 
N, = Ny y así , 

' ' ' 

N,,- l a:;' l 'Ny-:- r·-1¡/',·, -, l , , · 
g(xJ=¿ i=t 2i+1+2.v,=L ¡',,;;1 2~+ 1 +2"'.=g(¡¡J 

Si para loda'i E {l,:2,. .. ,111- l} tenemos que m-: { i' l 
entonces 

Caso 1: Si .l'm = O e11to11n•s lJm = 1 ó llm = 2 lo cual quiere 
decir (g (.r)) 2 y (g (y)) 2 coinciclcn "n los pri111eros m - l dígitos, 
el 111-ésimo dígito ele (g (:1')) 2 es O y el 111-ésimo dígito de (g (y)) 2 
es l por lo que y(.r) < g(y). 

Caso 2: Si .r,,, = 1 cnlouces !Jm = 2 lo cual implica c¡uc 
(!J (;1:)) 2 y (!J (y)) 2 coi11cidc11 cu los primeros 111- 1 dígitos, el m
ésimo dígito de (g (;r)) 2 es l, para tocia k EN el (m + k)-ésimo 
dígito de (g (.i:)) 2 es O, el m-ési1110 dígito d" (g (y)) 2 es l y 

ii) Si existe /.· E N tal c¡ue !Jm+k f O euto,nces parn toda 
/..:E N el (111 + /.')-ésiino dígito de (g(y)) 2 es 1 y por lo tanto 
g(.i:) < g(y). ' 

De lodo lo anterior concluimos que ges creciente cu [O, l]. 

Como J y h también son crecientes en [O, I] entonces '-1' = 
/¡ · (Jo g) larnbiéu lo cs. 

l'or otro lado ges una función s11praycctin1 pues si w E [O, 1] 
'-' W = ~ .00 

!!'.J. <'JIÍOllCl'S (1 (~ oo 1.!!..'.l) = W 
J L.. 1=1 ~· ' ,'J L.. i=I a• ' 
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Como \S: [O,!]__, [O,!] es co11t.i11ua, [O,!] es compacto y de 

Ilausdorff e11to11ccs c11tonccs ~· •~s cerrada. 

Adc1111ís 'J es i11yectil'n pues si .i:,y E [O,!] y :1: < !I entonces 
g (x) :5 g (y) (pues f1 es crecic11tc e11 [O,!]), Jo f1 (.1:) $ Jo fl (y) 
(pues J es creciente c11 [O, 1]) y como O < .r < y < 1 · e11 lonces 

\.l(x) = J: (fo ,r¡)(.r,) <¡¡(fo ,r¡) (:t) $y (.fo ,r¡)(y) = \J•(y) 

es dcci r, \J (.i:) es t>sl.ricta 111c11t e 111c11or c¡11e ~(y) . 

Por 1íltimo ut.ilir.a11do el Lrmrn anterior tenemos que la. inrngeu 
de cualqui"r co11j1111to d.11.p. bajo \S <'S d.11.p. O 

Corolario 21.1 .\.1 (C3 ) es rl.11.p. (en rlo11de ( 3 c.s el co11ju11lo 
lcrnarió de 'Cri11lo1) y por lo Ion/o 'J· (C3 ) U (3 en rl.11 .. p. 

Corno \J = /¡ · (f o,r¡) y ,r¡: [O,!]-> [O,!] ,J: [D,1] __, [ü,!f-] 
son fu11cio11"s Sllfll'ayect.il'ns ento11ces d r:o11j1111t o de pe11die11tcs 
de rectas que 11ne11 al p1111t.o (.r,O) co11 el pu11to (O, 'J· (:1:)) e11 
do11de .i: E C:i cont.i<HI<! todos los posibles valores e11 el inter
valo [o, 'f] (pues la pemlie11t.c de la reda que 1111e a (:i:, O) co11 
(O, 'J (3:)) es igual a fo fl (:r)). 

Sen/' E [O, I] y t.racc111os la reda r¡ue u111: a los pu11tos /J = 
(1,0) y q = (O,r). Como la pc11dic11tc m de esta recta eslfí en 

el iuten·alo [o, !f-] c11to11c<'s <'Xiste b E C:i tal que la n:ct.a qtw 

1111c a los pu11t.os U = (b,tl) y S = (O, 'J (h)) ti""" pP11dicnt.c 
m, es decir, las rectas Pq y US so11 paralelas. Por lo ta11to si 
O= (0,0) entonces los triiÍ11gulos /'(JO y USO su11 sc111cjantes 
y de esta forma t = '1Íbl lo c1111l i111plica que~ (h) = rh. 

i) B <!S C<'rrnrlo. 
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ii) Bº = 0 

iii) Para toda r E [O, l] cxisteb E B tal cjue rh E B. 

Teorema 22 /i'/ co11j1111/o S formarlo por lrt familia tle círculo.> 
co11ce11lricos con mrlio.• .r. E B ·y 11110 rle los mdios del mayo1• de 
estos cícu/08 es llllft scmi-c11bir.rl11 ¡1(11·a cinco ¡mulos (ver Fif/lll'll 

??): 

Demostración: Sea 1\ = { 11 11 11 2 , 1la, :l.¡, :1 5 } uu co11j1111fo 
de cinco pu11los. Entonces existe 17 E /1 tal que, sin pcrdP.r 
geuernlidad, 17 (1li), O' (11 2 ) y O' (tia) estéu sobre d circulo de ra
dio 1 co11te11ido en S y 17(..ti),17 (1lr.) estén e11 el interior del 
mismo. Diga111os que el centrn de los círculos de S es O. Sea 
r = d(A.11 0) E [O, I] c11to11ccs existe b E B tal que rb E B. 
Hag« mas u11a ho111otecia cou centro c11 O y rnzó11 b ento11ces 
llco,b) ( {u (A i) , 17 (tl2) 1 11 (:\:¡),u (Ai)}) cslií co11te11ido <'11 el co11-
ju11to de círc11los de S y sin es el ;Íugulo formado por el radio de 
longi t. ud 1 q11e está coul en ido eu S y el seg111e11 to O ( lfco.b) o 17 ( ils)) 
entonces Uco,o) o llco,b) o 17 (i\) CS. Por lo !auto Ses una semi
culiierfa para ci11co puntos. O 
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