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CAPITULO | : INTRODUCCION

Las discontinuidades en el comportamiento y propiedades fisicas que se
presentan cuando un sistema sufre una transicién de fase, han llamado la
atencién de los cientificos por muchos aftos. En particular, existe gran interés
por el estudio de fendmenos asociadas con los puntos criticos, tales como el de
el equilibrio liquido-vapor o el de el ferromagnetismo (punto de Curie). Muy
pronto se reconacid que las discontinuidades estaban asociadas con las
interacciones existentes entre los constituyentes microscépicos de los sistemas.
Sin embargo; parecié por mucho tiempo, impaosible, tratar de hacer un estudio
detallado mediante la mecanica estadistica. Durante las Ultimas décadas del
siglo XIX y las primeras del siglo XX, se dieron explicaciones fenomenoldgicas
que parecian dar cuenta de las discontinuidades y generaban una vision
detallada de las mismas. La era modemna del estudio de las transiciones de
fase, empieza en 1944, cuando Onsager logra desarrollar el calculo mecano-
estadistico exacto para un modelo simple de atomos con interacciones, el
modelo de Ising bidimensional. La solucién que presenté demostraba que las
teorias “clasicas" previas no eran confiables en sus predicciones cuantitativas,
lo que generd un gran estimulo para explorar el verdadero comportamiento de

los sistemas cerca de las discontinuidades y los puntos criticos.

Esta tesis estd dedicada al estudio del diagrama de fases de sistemas

micelares (microemulsiones). Estos sistemas son de naturaleza multicomponen-



te, estan tipificados por la mezcla agua-jabén-aceite y se caracterizan por su
capacidad para generar agregados microscopicos; propiedad que le confiere al
sistema global caracteristicas especiales, entre las que destaca el poseer un
diagrama de fases rico, pero mas bien complicado. Presentaremos las
propiedades y caracteristicas mas importantes de las microemulsiones y sus
diagramas de fases, ademdas de hacer una revisién del modelo de Ising y de
algunas de las distintas aproximaciones y soluciones que se han obtenido. El
modelo de Ising es una de las formas més sencillas de abordar el problema de
las transiciones de fase, ademas de ser uno de los modelos mas trabajados por
dar resultados que reproducen bastantes caracteristicas de los sistemas reales,
y nuestro trabajo emplea una generalizacion de este modelo. Damos también
una pequeia revision de los modelos que se han utilizado en el estudio de las
microemulsiones para pasar al desarrollo de nuestro trabajo, que en esencia,

consiste en un modelo para una mezcla micelar unidimensional.



CAPITULO Il : ANTECEDENTES

2.1 Microemulsiones

El estudio de la microestructura y diagramas de fases de las
microemuisiones y soluciones de surfactantes ha ocupado un lugar especial en
la Fisicoquimica. Ei término microemuision fue utilizado por primera vez por 7. P.
Hoar y J. H. Schulman en 1943, para designar a las fases termodinamicamente
estables, de sistemas compuestos por dos solventes inmiscibles (de los que el
agua y el aceite son prototipos), y un surfactante, y que son claras, isotropicas y
poco viscosas; ademas de que las fracciones volumétricas de los solventes
forman {a mayor parte del sistema. Las microestructuras que las constituyen
tienen dimensiones fineales del orden de 100 A, cerca de 100 veces mas

pequerias que aquellas correspondientes a ias de las emulsiones.

La microestructura global de este tipo de sistemas es de especial interés
debido a la formaciéon de dominios por parte de los solventes inmiscibles,
generando una estructura, cuyas unidades son los dominios, y en cuyas

interfases se {ocalizan las moléculas de surfactante.

El diagrama de fases de un sistema surfactante-agua, puede ser muy
complicado, si la concentracion del primero no es muy pequeiia, ya que se
podré observar la aparicidon de fases tipo cristal liquido liotropico, de origen
micelar. Para observar ia aparicidn de micelas, que son ios agregados formados
por autoasociacion del surfactante, la temperatura ha de ser mayor a una
temperatura critica (de micelizacion), y la concentracién del surfactante debera

rebasar un valor critico (concentracién micelar critica).



Figura 1. Diagrama de fases de la solucion de un surfactante.

Lafigura 1 muestra el diagrama de fases de una solucion de surfactante, en
la regibn de baja concentracibn. La zona I representa la solucién de
mondmeros del surfactante, la zona /I representa una solucién isotrépica de
micelas esféricas, la zona /Il representa cristales del surfactante en equilibrio
con monémeros del mismo y en la zona IV se representa el equilibrio entre dos
fases micelares distintas. Entre las fases tipo cristal liquido mejor
caracterizadas, se encuentran la fase lamelar; que se compone de bicapas de
las moléculas del surfactante, en las cuales las cadenas hidrofdbicas se
orientan hacia el interior de la bicapa, quedando las cabezas polares en
contacto con el agua, que ocupa los pequefios espacios entre bicapa y bicapa,
la fase hexagonal; en la que las micelas tienen forma de cilindros alargados,
que se empacan hexagonalmente; y la fase cUbica; en la que se tiene

empacamiento de micelas en un arreglo cubico, formando una fase bicontinua
(figura-2).
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Figura 2. Diagrama de fases para el sistema dodecilsulfato de sodio-agua.

El problema de en qué fase se encuentra un sistema dado depende de la
naturaleza de las moléculas del surfactante, de las interacciones entre los
agregados, de la temperatura y de la concentracion del surfactante, sin
embargo; cada tipo de empacamiento esta restringido a ciertos intervalos de
concentricion. Asf, una solucidn micelar isolrépica se convertirda a la fase
cibica cuando la fraccion volumétrica de surfactante alcance el S0 %,
configuracion en la que puede permanecer sélo hasta antes que la fraccion
volumétrica del surfactante alcance el 74 %, composicién en la cual adopta el
empacamiento hexagonal, que puede mantener hasta que la fraccién
volumétrica del surfactante sea del 91 %, punto desde el cual sélo la fase

lamelar puede existir.

Las microemulsiones presentan, ademas, propiedades especiales con las

que se pueden caracterizar:



1) Curvatura de la pelicula interfacial de surfactante. Ademas de la
presencia de microestructuras tipo gotitas (de agua en aceite o de aceite en
agua, englobados en surfactante), se presenta una microestructura de dominios
interconectados, cuando las fases volumétricas de agua y aceite son muy
parecidas. La pellcula Interfacial de surfactante presentara una curvatura
espontdnea hacia el agua, si la cabeza polar es muy abultada; o hacia el aceite,

si la cola hidrofébica es la parte mds abultada.

2) Progresiones de fase de Winsor. Para los sistemas compuestos por
cantidades iguales de agua y aceite, con una pequeiia cantidad de surfactante,
es posible observar, mediante la adicion progresiva de un electrolito o de un
cosurfactante (generalmente un alcohol de cadena corta), las progresiones de
fase microemulsion + aceite en exceso, agua en exceso + microemulsién +
aceite en exceso, microemuision + agua en exceso, debido al cambio en la

curvatura espontanea de la pelicula interfacial.

3) Tensiones interfaciales ultrabajas. La existencia de microemulsiones
requiere de tensiones interfaciales muy bajas, cuyos valores comunments son

menores a 1072 dinas/cm.

4) Comportamiento critico andmalo. En los diagramas 7 vs composicion se
presentan puntos criticos inferiores y curvas de inmiscibilidad cerradas y

asiméfricas.

2.2 Modelo de Ising

En algunos metales como el ey el Ni, una fraccion finita de los espines de
los atomos se polariza en la misma direccién de manera espontédnea, dando

lugar a un campo magnético macroscopico. A este fendmeno se le llama



ferromagnetismo. Esto sucede siempre y cuando la temperatura sea menor a
una temperatura caracteristica del material, conocida como temperatura de
Curie. Por encima de la temperatura de Curie, los espines estaran orientados
aleatoriamente, de tal manera que el campo magnético desaparecera. Cuando
nos aproximamos a la temperatura de Curie, el calor especifico tiende a infinito.
E! modelo de Ising simula la estructura de un ferromagneto. Su caracteristica
mds importante, es el hecho de que el modelo bidimensional da lugar a un
tratamiento exacto en mecanica estadistica. Es el unico ejemplo no trivial de una

transicion de fase que se puede resolver con rigor matematico.

En el modelo de Ising, el sistema considerado es un arreglo de N puntos

fijos llamados sitios de malla, que forman una malla periédica n-dimensional
(n=1,2,3). A cada sitio de malla se le asocia una variable de espin s,

(i=1,...,N), que es un nimero con valor +1 o -1. No hay mas variables. Si
s, =+1, decimos que el iésimo sitio tiene su espin hacia arriba, y si s =-1
decimos que tiene su espin hacia abajo. El conjunto de los numeros {s}

espaecifica completamente una configuracién del sistema. La energia del siciama
en la configuracién especificada por el conjunto {s} se define como

N
Efs} =—(‘4:,si,s,S, ~HY s (1)
Ul i=l

donde <ij> denota una pareja de espines que son primeros vecinos entre sl.
Fisicamente, <ij> y < ji > son la misma pareja, por lo que en la suma sélo hay
YN /2 términos; donde y es el nimero de primeros vecinos de todos los sitios. La

energia de interaccién €, y el campo magnético externo H son constantes

conocidas. La geometria de la malla tiene presencia en el problema a través de



yy g,. Por simplicidad consideramos el caso de interacciones isotrépicas, esto

es, todas las g, seran iguales a un nimero determinado, €. De esta forma, la

energia sera
N
E{s}=~eX ss,~HY s, (2)
(i) i=

El caso >0 corresponde al ferromagnetismo, y el caso e<0 a el anti-

ferromagnetismo. La funcién de particion es

D =T 3T exp(-pE(s }) (3)

§ & SN

donde cada s, puede tomar los valores 1 de forma independiente.
Este problema (caso unidimensional) fué originalmente propuesto por Lenz
y resuelto por uno de sus estudiantes; Ising, en su tesis doctoral (1925). Dado

que el modelo revelaba |a inexistencia de transicion de fase, fué olvidado pronto
y retomado hasta los 1930's por Bragg y Williams (1934,1935), Bethe (1935) y

Peierls (1936), como modelo para una aleacion binaria.
El modelo bidimensional fué resuelto, por primera vez, de manera exacta,
por Lars Onsager (1944). Encontré que habla una transicion de fase,

caracterizada en este caso por un calor especifico que divergia

logaritmicamente,



2.2.1 Ausencia de magnetizacién esponténea (modelo unidimensional)

Cuando todos los espines estan alineados, la energia esta en el minimo
absoluto y la entropia es cero. Si creamos una frontera que separe a 2
dominios, invirtiendo todos los espines a partir del sitio donde queremos la

frontera, como se muestra en la figura,

Tt
Tl

Figura 3. Frontera separando 2 dominios.

la energia se incrementara por 2e, pero la entropia se incrementara, a su vez,
por kin(N-1) ya que tenemos N -1 formas de colocar la frontera. Asi, el
cambio de energia libre de Helmholtz asociado con la creacion de 2 dominios

(1 frontera) es

AA=26-kTn(N -1) (4)

Para 7>0 y N — «, la separacion del sistema en 2 dominios disminuye la
energla libre de Helmholtz. Por lo tanto se crearan mas dominios hasta que los
espines estén orientados aleatoriamente. De aqui que no pueda haber

magnetizacion espontanea en modelos unidimensionales a 7> 0.

En un modelo antiferromagnético, donde &£<0, el analogo de la
magnetizacion espontdnea es una magnetizacién alternada, en la que cada
espin se encuentra entre dos espines con orientacion contraria a la suya. En los
modelos unidimensionales para antiferromagnetos no puede presentarse dicha
magnetizacién alternada a 7> 0. Para ver esto, podemos dividir mentalmente la

malla antiferromagnética en dos submallas interpenetradas; una ocupada por



espines orientados en una de las direcciones, y la otra ocupada por espines
orientados en la direccién opuesta. Pedir que exista magnetizacién alternada en
la malla antiferromagnética equivale a pedir que cada submalla presente
magnetizacion espontdnea. Esto no sucede a 7>0, ya que el argumento
expuesto para la malla ferromagnética, puede aplicarse a cada submalla por
separado. Esto quiere decir, segln nuestra discusion, que a T'> 0, el modelo de
Ising unidimensional no exhibe transicién de fase. Sin embargo; en el cero
absoluto si se pueden presentar transiciones de fase en sistemas

unidimensionales, que de hecho, pueden visualizarse en el laboratorio.
Peierls fué el primero en demostrar (1936) que el modelo bidimensional

presentaria magnetizacion espontanea por debajo de una temperatura finita.

2.3 Aproximacién de Bragg-Williams

En el modelo de Ising, la energia de la malla en una configuracién
determinada no depende de la distribucién de espines sobre los sitios de malla,

sino, exclusivamente de los nimeros N, y N,,, que representan el nimero de
sitios ocupados por espines orientados hacia arriba y el nimero de parejas de

espines, primeros vecinos entre si, orientados hacia arriba, respectivamente. Se
. . N, .

dice que el nimero v es una medida del orden a largo alcance en la malla, y

que N,, /(yN /2) es una medida del orden a corto alcance.

Definiendo los parametros de orden a largo y corto alcance, L y o

respectivamente



N, 1
—t==(L+1 ~1sL<+l]
%L (asea)
(5)
N._1 -
%YN—Z(OH) (<1505 +1)

podemos probar que

s, = yN 206-2L+1)
()

(6)

N
> s =NL

Asi, el pardmetro de orden a largo alcance promedio es la magnetizacion

por particula. La energia por espin es
—E(L,o):--;-ey(zc-zz,n)-HL (7)

La aproximacion de Bragg-Williams consiste en considerar que "no hay

orden a corto alcance aparte del que es consecuencia del orden a largo
alcance". Mas precisamente, la aproximacién consiste en hacer N,,/(1yN)=

(N,/N)' o

1



oz%(ul)’-l (8)
Segun esta aproximacion, la energia es

LE(L) Loy -1 (9)

N 2

A partir de la ecuacion (9), la expresion para la funcidn de particion es

Oo(H,T) = aexp(ﬁN(%eyLz +HLD (10)

S

La suma se extiende sobre todos los conjuntos {s,}, pero el sumando depende
sélo de L. Por lo tanto necesitamos el nimero de conjuntos {s,} que tienen la
misma L. De acuerdo con la ecuacion (5), N, determina a L. El nimero que
buscamos es el numero de farmas de escoger N, cosas de entre N, es decir,

Nl

—NU__ asi
NAN-N

O(H,T)= LZ'I[% e ﬁ !1 e L)]! exp(ﬁN(%eYLz + HLD (11)

Conforme N — o, el logaritmo de Q se hace igual al logaritmo del mayor

término de la suma. Utilizando la aproximaciaon de Stirling, ercontramos

12



1 1 — =\ 1+L 1+L 1-L 1-L
Ll =p| ey -2 -—=1 12
NInQ(H,T) B(2sy +HL) S = (12)

donde L es el valor de L que maximiza el sumando de la ecuacién (11).

Podemos ver que L es laraiz de la ecuacién
In:—t-% =2BH +2peyl (13)

que es equivalente a

e # 1L
L—tanh(kT+ kT) (14)

Considerando el caso en que el campo magnético externo es cero (4 =0)
- vel,
L = tanh| —-
an (kT) (15)

que puede resolverse graficamente, como se ilustra (figura )



Figura 4. Solucién gradfica de la ecuacion 15.

Las principales caracteristicas de la solucién son
L=0 ({%d) L={L,0-1L,} (l?,>1) (16)

En el segundo caso, la raiz I =0 se rechaza, ya que al sustituirla en la

ecuacién (12), se encuentra que corresponde a un minimo. Si e> 0, existe una

temperatura critica 7. dada por

o YE

1 =1

=7 (17)
tal que

L=0 (I>T) y L=+, (7<7) (18)

14



donde L, es la raiz de la ecuacién (15). Ya que L es la magnetizacién por
particula, de inmediato vemos que para 7'< 7, el sistema se comporta como un
ferromagneta, y cuando T>7, la magnetizacién se hace cero. T, es la
temperatura de Curie del sistema. La degeneracion L = +/, surge del hecha de
que en ausencia de campo magnético externo, no hay distincién entre "arriba" y
"abajo".

En general, L, se debe calcular numéricamente, pero cercade T=0y 7'=7,

se puede obtener la siguiente aproximacion:

L, zl-—Zexp(-—Z%) (% << 1)

L= 3[1—%) (0<1-77.-<<1)

<

Ly

}

> kT

Qo

Y€

Figura 5. Magnetizacién espontdnea (por espin) segin Bragg-Williams.

15



Asi, la expresion para el calor especifico esta dada por
2
dcon=o (r>1) y con=-L%2 (r<n) (9

Utilizando la ecuacion (19) encontramos

1 3
—C(0,7)== 21
Nk ( ‘) 2 ( )

C,(0.7)/Nh

!

}—--—-—-—-—--—

aafor

pos > kT

Figura 6. Calor especifico segiin Bragg-Williams.

Por encima de la temperatura critica el calor especifico se hace cero. Esto es
una consecuencia del hecho de que, para esta aproximacion, en esta region,

desaparecen tanto el orden alargo alcance como el orden a corto alcance.

La aproximacion de Bragg-Williams es un ejemplo de un tipo méas general

de aproximaciones, conocidas como teoria de campo medio.



2.4 Aproximacién de Bethe-Pejeris

La aproximacion de Bethe-Peierls es una mejora sobre {a aproximacion de
Bragg-Williams, ya que considera la existencia de un orden especifico a corto
alcance.

N 3

En |a aproximacién de Bragg-Williams, la suposicién %V— = (7\7—) ignora la
51

posibilidad de correlacion local entre espines. La aproximacién de Bethe-
Peierls reeamplaza esta suposicién por una mejor. Hace lo siguiente. Tratamos
de encontrar una relacion entre N,, y N, mas precisa, poniendo nuestra
atencién en una submalla; compuesta por un sitio y sus y primeros vecinos,
Ahora, pensaremos en la submalla como inmersa en el resto de la malla, y
asumimos que el resto de la malla tiene una influencia en la submalla

expresable a través de un parametro simple.

Consideraremos sélo el caso en que el campo magnético externo es cero
(H=0). Para empezar, consideremos una submalla de cualquier sitio, cuyo

estado de espin denotaremos por s, junto con sus y vecinos

Figura 7. Una submalla y sus y primeros vecinos.

17



Sea P(s,n) la probabilidad de que n de los y primeros vecinos tengan el

espin orientado hacia arriba, mientras que el centro tiene un estado de espin s .
Si s=+1, entonces P(s,n) se refiere a las configuraciones de la submalla en las

que hay n parejas (++) y y-n parejas (+-). Si s=~I, entonces P(s,n) se
refiere a las configuraciones en las que hay n parejas (+-) y y —n parejas (--).

Para un »n dado hay (!) modos de decidir cuales de los y vecinos son los n

espines en cuestion. De esta manera, asumimos que

P(+1,n)=$(:)exp(ﬁe(2n—v))z" (22)

P(—n,»)ﬁ(:)exp(as(y-zn))z~ (23)

donde g es un factor de normalizacidn y z representa el efecto del resto de la

malla. Para determinar ¢, requerimos que

Y

Z[P(H,n) + P(—l,n)] =1 (24)

n=0

esto nos lleva a
q= g(l)[(ze)‘p(ﬂk))" exp(~pey) +(zexp(-2pe))" exp(st)]

= (exp(Be) +z exp(~Be))” +(zexp(Be) +exp(~pe))’

18



Del significado de P(+1,n), se sigue que

-l—-';l‘- = _NN_ = § P(+l,n) = é[exp([}e) +z exp(—Be)]y (26)
‘—;i'- = ;:lN = %gnP(H,n) = f]-exp(ﬁe)[exp(—[}e) +zexp([3&:)]7'l (27)

Estas ecuaciones expresan a L y o en términos de una sola variable, z. Dado
"que la energia en el modelo de Ising depende de L y o, tenemos una expresién

para la energla en términos de una sola variable, z; si asumimos que las
ecuaciones (26) y (27) se cumplen en toda la malla. Entonces utilizariamos la

expresion de la energia para construir la funcién de particion. Esto completa el

argumento presentado en la aproximacion de Bethe-Peierls.

De hecho, no es necesario calcular la funcidn de particion para obtener la
magnetizacién. El interpretar como probabilidades a las ecuaciones (22) y (23),

implica las siguientes interpretaciones

Y
Z P(+1,n) = probabilidad.de - encontrar-a -el- espin - central-orientado- hacia-arriba

n=0

l Y
72 n[ P(+1,m)+ P(-, n)] = probabilidad de-encontrar-un- espin-orientado hacia- arviba entre- los-vecinos
0

19



Ya que estas probabilidades no estan condicionadas a el conocimiento de algo
mas, deben ser iguales entre si, para que la interpretacién sea consistente, por

lo que requerimos que

ZP +L,n -—Zn[ +1,n)+P(- l,n)] (28)

n=0

Esta condicion determina a z. Usando las ecuaciones (22) y (23), encontramos

[exp(—Be) + zexp(Bta)]7 = -;—a—az{[exp(—ﬁe) +z exp(Bt»:)]7 + [exp(Be) +2z exp(—Bs)]' }

= o{[exp(~pe) + zexp(Be)] ' exp(Be) + [exp(Be) +zexp(~Be)] " exp(-Be)}

z=[’_ﬁs&(_2_@]"' (29)

z+exp(2pe)

Resolviendo para z, podemos obtener I y G a partir de las ecuaciones (26) y

(27):

-
2

o= [l+zexp(:2[3e)][l+z"]~l (1)

20



La energia interna de la malla de Ising, en ausencia de campo magnético

externo es
%U(o, T)= —%ey(26—2f +1) (32)

Ahora s6lo hay que resolver la ecuacion (29). Notemos que
a) z =1 es siempre solucién de la ecuacién (29);

b) si z es solucién, entonces también 1/z lo es;

c) intercambiar z y 1/z es intercambiar L y -L;

d) z=1correspondea L =0; z=o corresponde a L = 1.
La solucién de la ecuacién {29) se puede encontrar graficamente, como en

la figura.

H

. f(a)my
PLT T 23 ) —
LT o Rl
3) =
] [100 ]
{
lpm————— :
! i
| {
L
o~ Wty=1) ! | 1
i 1 1 -t
0 .k 1 2

Figura 8. Solucion grdfica de la ecuacion 29.

La pendiente de la ecuacion (29) en z=1 es
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e [y —1][exp(4pe) - 1] (33)
[l +exp(2[3:»:)]2

Si m <1, la solucién, tnica, es z=1. Si m>1, hay 3 soluciones: z=1, z, y 1/z,, de
las que z =1 es descartada por comparacién con la solucion en la aproximacién

de Bragg-Williams. La solucién 1/z, no lleva a algo nuevo, pues simplemente

cambia los espines de orientacién.

Definamos la temperatura critica 7. por

[y - 1]exp(4e/kT.) _
[l + exp(2e:/k7;)]2 = (34

que nos lleva a

7;:..._.__2._8._____ (35)

kin[y/(y -2)]

Para T> T, tenemos

- !

=1 L=0 G = e
: ° 2[1+exp(-2pe)] (36)
Para 7'< T, tenemos
z>1 L>0 (37)
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En este caso tenemos magnetizacion espontanea. Se puede mostrar que el
calor especifico es

1 1 d ey (do dL
= U007 = =L — - = 38
Nk c(o,7) Nk dr ule, 7) Nk ( ) ( )

el cual no se hace cero, en contraposicidn al resultado obtenido con la
aproximacién de Bragg-Williams, para 7> T

1 2ve?  exp(2e/kT)

1 co- @s1) (9
Nk (k7Y {1+ exp(2e/aT)]

0NN
Sethe-Paiaris
Bragg-Wilisms
!'l ye AT
log Y ity = 2

Figura 9. Calores especificos de Bragg-Williams y Bethe-Peierls,

2.5 Solucién de Kramers-Wannier a el modelo de Ising unidimensional

El modelo de Ising unidimensional es una cadena de N espines, cada espin

interactia sblo con sus dos primeros vecinos y con un campo magnético
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externo. La energia para la configuracion especificada por {s,,s,,...,s,} esta

dada por
N N
E=-€) 8,8,-HY s, (40)
k=! k=1

Si imponemas la condicidn a la frontera periddica
Sya =5 (4 l)
podemas escribir la funcidn de particién
N
O(H,7T)= ZZ---Zexp{BZ 9,51, +Hs,‘} (42)
S8 RYY k=)

en la que cada s, puede tomarlos valores +1 independientemente.

Ademas, la funcion de particion puede ser expresada en términos de
matrices. Reescribiendo (42)

oH.T)=YY - -Zexp{BZ[m,,s,”, ++ H(s, +s,,, )]} (43)

& 5 Sy
Ahora, definiendo a la matriz de 2x2 P de tal forma que

(S'P'S') - ep[u:‘»}ll(n:’)] (44)

donde s y s' pueden tomar independientemente los valores +!1. Los elementos

de matriz estaran dados por
(+1]P|+1) = efler)
(P} =t ”
(+UIP|=1) =(-1|P|+1) =™

por lo que podemos reescribir a la funcién de particion como
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Q(H, )= 232 (5 Pl5:)(s: Plsy )+~ (s Pl 5)

S N S

=Y (s |PY]s ) =TrPY= Y +1) (46)

Calculando los eigenvalares A, y A,, encontramos que estan dados por

A= e"‘[cosh(BH ) senh® (BH) + e J (47)

y nos damos cuenta de que A, >A,. Ademas, a medida que N — », sélo el

mayor de los eigenvalores, A, tiene importancia, ya que
1 MY
—A;th(H, T)=In}, +ln[1+(t) ]N-_me, (48)

Asi, podemos encontrar que la energia libre de Helmhaltz es

-—;; A(H,T)=-e- k?‘ln[cosh(BH) +senk* (BH) +e~ " ] (49)

y la magnetizacion par espin es

1 _ senh(pH)
w MU 1= ysenh*(BH)+ e ()

que es cero para 7'>0 cuando H =0, como esperariamos.
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M/(H,T/N

— il 0 - - —— — fe e o - - - —— -

Figura 10. Magnetizacion para el modelo de Ising unidimensional.

2.6 Solucién de Kikuchi para el modelo de Ising unidimensional

La aproximacion se hace sobre la entropia de un sistema que presenta
transicion de fase de orden-desorden (para el caso unidimensional, el resultado
es exacto). Nuestro sistema sera una malla lineal constituida por M sitios de

malla, y consideraremos un conjunto de /. de estos sistemas.
O0—0——O~——0====0——0——0 |" sistema
O______o__. . "'"‘O"—"‘. :::::O—-' . -—-O———-O 20 sistema

O Qe @ =2== Qo e QO L"’"’ sistema

k-1 k k+1
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Los L k-ésimos sitios de malla conformaran el conjunto del & -ésimo sitio de
malla, asl como el conjunto del k-ésimo enlace estara formado por los L
enlaces marcados.

La probabilidad de aparicion de un enlace con cada configuracion la

denotaremos por y;:

Enlace  Probabilidad B, g
&—b Y 1 -E
>0

Y, 2 +€
08
0—0 Vs 1 -

B,: configuraciones con la misma probabilidad.

€, energia por enlace.

Asumimos que las configuraciones (+-) y (-+) tienen la misma

probabilidad de aparicién debido a su simetria. Las y,'s estan normalizadas

3
;B:}’f =1 (51)

Diremos que la distribucion de espin correcta se presenta si en nuestro
conjunto del 4-ésimo enlace tenemos L enlaces (++), y,L enlaces (+-), y,L

enlaces (-+) y y;L enlaces (--). Asi, la probabilidad de que e! espin del

iésimo sitio de malla presente orientacidn hacia arriba es
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x4(+) =5 =Nt+t» (52)

y la probabilidad de que presente orientacién hacia abajo es

xi(")'—'xz =Vt (53)

Al igual que para los enlaces, diremos que la distribucion de espin correcta
se presenta si en nuestro conjunto del k-ésimo sitio de malla, x,L sitios tienen

orientacion hacia arriba y x,L sitios tienen orientacion hacia abajo. Ahora

procederemos a llenar nuestra malla lineal, empezando por un extremo:

...——O-———O.——.—@ooun@

En la figura asumimos que todos los enlaces a la izquierda de R cumplen con la
distribucién correcta y queremos saber cuantas formas tenemos de colocar el
espin C de modo que el enlace R-C cumpla con la distribucién correcta. Como
el sitio de malla R cumple con la distribucién correcta, en nuestro conjunto de
sistemas tendremos; x,L sitios de malla con espin orientado hacia arriba y x,L
sitios de malla con espin orientado hacia abajo. De entre los x,L sitios habra
»l de ellos en los que el espin C estara orientado hacia arriba y los y,L
restantes presentaran espin orientado hacia abajo, asi; habrd y,L enlaces con
la configuracion (++) y y,L enlaces con la configuracion (+-). En este proceso,

el nimero de formas de colocar x, L espines en C es

g = (L)L), L)) (54)
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De entre los x,L sitios de malla R con espin orientado hacia abajo, habra y,L
de ellos para los que el espin C estard orientado hacia arriba y y,L para los
cuales el espin C estara orientado hacia abajo. Podemos hacer esta seleccién

de
&= (sz)l/[()'zL)'(,)':L)I] ()

formas. De esta manera, el nimero G, de posibles formas de colocar el espin

C, tal que cumpla con la distribucidn correcta, es

G, =88 = (s6)

Ya que el nimero de formas de llenar cualquier sitio de malla es G,, el nimero

requerido para llenar la malla completa (constituida por M sitios) es (G,)“, para

el conjunto. Para un sistema, debemas tomar la raiz L-sima, y aplicando la
aproximacion de Stirling y la condicidn (51) tenemos, para un sistema (malla
lineal):

S=kInG=k(M/L)InG,

= k(M/ 1)[il x,Lin{x.L)- gﬁ.y.- Lin(y, L)]

= W[i xInx, —iﬂiy) In }’,] (57)
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A partir de esta expresion podemos calcular la energla libre, cuyo minimo nos

da el estado de equilibrio.
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CAPITULO Ill : MODELOS PARA MICROEMULSIONES

3.1 Termodinémica clésica

La termedinamica clasica adopté dos puntos de vista para el estudio del
fenémeno de la micelizacién. El primero de ellos es puramente fenomenolégico,
no considera la formacién de micelas, sino que ve a las soluciones micelares
como un caso desviado del comportamiento ideal, que puede ser descrito
adecuadamente si se encuentran coeficientes de actividad apropiados. Este
tratamiento es esencialmente exacto, sin embargo; tan sélo proporciona algunas
relaciones entre las propiedades del sistema y no es capaz de hacer alguna
prediccion, por lo que no ha adquirido mayor importancia. El sequndo punto de
vista si considera la formacién de micelas y propone dos modelos para realizar

el tratamiento del problema:
-1) Ley de accién de masas.

Uno de los modelos considera a la micelizacién como una reaccién quimica
de agregacion, caracterizada por una constante de equilibrio K, de acuerdo a la

ley de accién de masas:

n contraionesde surfactante + p contraiones <> micela

K.= ?"’ > (a=actividad)

Este modelo presenta las siguientes desventajas:
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-Tal como se plantea el equilibrio, no se permite la polidispersidad en el

nimero de agregacién micelar, o cambios de n y/o p en funcién de la

temperatura y presion.
-Es dificil de aplicar a micelas multicomponentes.

~La distincién entre contraiones libres y enlazados a la micela es artificial,

no esta basada en el experimento.

-Para aplicar la teoria efectivamente, han de usarse concentraciones y no

actividades.

Las primeras dos desventajas se libran planteando equilibrios mliltiples
sofisticados, sin embargo; no se tiene solucibn a coémo estimar
experimentalmente o calcular teéricamente coeficientes de actividad para

micelas, ni como distinguir entre los dos tipos de contraiones.
-2) Separacién de fases.

E! otro madelo con que se aborda el problema de la micelizacién considera
a las micelas como fase separada. Este modelo es mas facil de aplicar, ya que
pierden importancia tanto la polidispersidad como el comportamiento de n y p
en funcidn de la temperatura y presion. Se puede aplicar a micelas
multicomponentes y sugiere que el equilibrio monémero-micela se da de una
forma parecida al equilibrio entre un liquido con su vapor. Con el modelo se
pueden interpretar variaciones en la turbidez y en las propiedades coligativas:
que llevan a la interpretacién de otros datos experimentales. Al ser usado en
union con postulados de base experimental o teérica, este modelo puede guiar

a la prediccion de propiedades de las soluciones.
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3.2 Mecénica Estadistica

Por su parte, la mecanica estadistica también ha contribuido al estudio y
comprension de los sistemas micelares y microemulsiones, y en este campo se

han desarrollado diversos modelos, entre los cuales destacan los siguientes:

-Modelo de Wheeler-Widom (1968).

El modelo representa una mezcla tricomponente, esta definido sobre una
malla regular, en la que se resumen las caracteristicas esenciales de un sistema
compuesto por agua, aceite y surfactante. Es isomorfo con el modelo de Ising
spin 1/2 sabre de la misma malla. El modelo esta compuesto por moléculas
bifuncionales 44 (O-O), BB (e-e) y AB (O-e); y se construye confinando a
las moléculas en los enlaces de la malla, permitiendo encuentros Unicamente
entre extremos del mismo tipo (4-4 o B-B) ya que extremos distintos se
repelen, y llenando cada enlace con una sola molécula. Dado que cada punto
de la malla puede identificarse como 4 o B, se verifica la equivalencia con el
modelo de Ising. Con este modelo se pueden generar curvas de inmiscibilidad

con puntos criticos superiores,

~Modelo de Robledo (1987)

Se basa en el modelo anterior, sin embargo, se permiten todos los
encuentros posibles, y se les asigna una energia finita, ademas de establecerse
la diferencia en orientacion de las moléculas en los enlaces. El modelo genera

diagramas de fases ricos, y ademas, cuando se trabaja en campo medio,
reproduce curvas de inmiscibilidad cerradas ( Huckaby y Shinmi ,1990)
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-Modelo de Robledo,Martinez-Mekler y Varea (1991)

En este modelo, similar a los anteriores, se plantea una malla ocupada por
agregados de agua o de jabon (micelas). Es también equivalente al modelo de

Ising spin 1/2 y genera diagramas de fases mas ricos que sus antecesores, ya

que puede generar curvas de inmiscibilidad cerradas y asimétricas.

~Modelo de Talmon-Prager (1978)

En este modelo se genera una red de poliedros (poliedros de Voronoi), de
forma aleatoria. De forma aleatoria, también, se escogen N puntos, asignando
cada punto a un poliedro, escogiendo para cada poliedro el punto que mas
cercano le sea, y finalmente se escogen N, puntos al azar. Asi cada poliedro
representa una celda, los N, representaran celdas llenas de agua y los N -~ N,
restantes, celdas llenas de aceite (0 viceversa), generando una "geometria de
dos fluidos" aleatoria, llenando el espacio entre las celdas con el surfactante.
En este modelo se le da importancia a los efectos entrépicos, a la contribucion a
la energia por la curvatura de la pelicula interfacial y a la atraccién de van der
Waals entre capas similares. Predice, principalmente, tensiones interfaciales

muy bajas; ademas de otras caracteristicas esenciales de las microemulsiones.

-Modelo de De Gennes (1982)

Se basa en el modelo anterior, sin embargo; considera una malla cubica, y
ademas le adjudica importancia a la flexibilidad de la pelicula interfacial, y a las
fluctuaciones de la interfase flexible, considera efectos estéricos, los efectos de
las interacciones de largo alcance, y los efectos entrépicos debidos a la

interfase flexible. Predice equilibrio entre microemulsiones y fases lamelares.
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CAPITULO IV : DESARROLLO

Vamos a considerar una mezcla de agua, aceite y jabdn localizada en una
malla lineal con N puntos de malla. Consideraremos ademas, que las moléculas
son bifuncionales, es decir, tienen dos extremos que pueden ser catalogados
como polares o como no polares. Asl, el agua tiene dos extremos polares, el
aceite tiene dos extremos no polares y el jabon tiene un extremo polar y un

extremo no polar.
Haremaos nuestro estudio a través del potencial gran canénico:
I1=E-7§-WN
por lo que necesitamos encontrar expresiones para la energia y la entropia
dadas para una configuracién cualquiera. Para ello necesitamos designar de
alguna forma los distintos tipos de enlace que se pueden dar en la malla (todos

los encuentros estan permitidos) y las energias de interaccién correspondientes

a cada uno de ellos.

Designaremos primero a las distintas fracciones que dan la composicién de

la mezcla:
x: fraccién de moléculas de agua; x = ’ANT
y: fraccion de moléculas de aceite; y = %

u: fraccién de moléculas de jabdn orientadas a la derecha; u = A’N—

v: fraccion de moléculas de jabon orientadas a la izquierda; v = %
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con x+y+u+v=1 Las moléculas de jabdn orientadas a la derecha tienen su

extremo polar enlazado a la derecha, las moléculas de jabén orientadas a la

izquierda, tienen su extremo polar enlazado a la izquierda.

A los enlaces los vamos a designar de la siguiente manera: supongamos
que en el sitio i tenemos una molécula de agua y que en el sitio i +1 tenemos

una molécula de aceite, entonces la fraccién de enlaces de este tipo estara
representada por b,,, de tal forma que los enlaces siempre se consideraran a la

derecha, formados por el extremo derecho de la molécula en el sitio i y el
extremo izquierdo de la molécula en el sitio i +1. Asi, el conjunto de todos los

posibles enlaces generados al permitir todos los posibles encuentros es:
(bbb B BBy B B BBy B B b by B B, )
Ademas, estas fracciones cumplen con las siguientes reglas de suma:
b, +b, +b,+b, =x
b, +b,+b,+b, =x
b, +b,+b, +b, =y
b,+b, +b,+b, =y
b +b,+b, +b,=u
by +b, +b, +b, =u
b, +b,+b, +b, =v
b,+b, +b,+b,=v
by +b, +by, +b, +b, +b, +b, +b, +b, +b, +b, +b, +b, +b, +b, +b, =1
Por la simetria del problema encontramos las siguientes igualdades

u=yv
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El hecho de que la suma de las fracciones de moléculas sea la unidad (la
malia asta llena) y de que se presenten las reglas de suma anteriores nos
permite ver que no todas las variables seran independientes, y que podemos

escoger las que sf lo seran. Nuestro conjunto de variables independientes es:

{x)y!bgfbxu ibxvibuu’buv’bw}

por lo que la dependencia de las variables restantes queda expresada de la

manera siguiente

2
b, =x-b, b, b,

b =x=b, b, ~b,

b =l—x—y

_bxu _buu _bw

b =l:£:1_bxv-buv~bu
2

b =l—x-y

wy

—b.w ”buu _bw
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b =l_:f~:_y—~bxv—bw —buu
2

v
b,=2y-1+b, +2b,+2b,+2b,+b,+b,

Ahora necesitamos representar las distintas energias de interaccién
asociadas a cada enlace. Para ello designaremos los extremos polares del agua
como extremos tipo 4, los extremos no polares del aceite como extremos tipo
B, el extremo polar del jab6n como extremo tipo a y el extremo no polar del
jabén como extremo tipo 4. El conjunto de todas las posibles interacciones

asociadas con los enlaces es
{844 1€48:84018 4818842850 €pa s Epp 1 B0r €1 B0a ) By By !sbﬂisba'sbb}

Nuevamente, por simetria, encontramos que se cumplen las siguientes

igualdades:
Eap TEpy
€4 €
Eap =y
Epa =By
Egp =By
€. = €y,

De esta forma, podemos ahora escribir la siguiente expresion para la energia,

en funcion de las variables independientes que elegimos

E=Neyb, +2€,(x~b,~b,~b,)+2e b, +26,b, +e,(2y-1+b_ +2b,,

Aa™xu

+2b,, +2b,, +b,, 4-1;w)+2e,,f,(l"’;"’—bn -b, -bw)+2e,,,,(‘“’;"" ~b,, b,
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=b,)+€,b,, +2e,0,, +eud,]

Ahora bien, la entropia esta dada por la relacién de Boltzmann S=kInQ), y
siguiendo el tratamiento que de ésta hace Kikuchi, damos a continuacion
nuestra expresién para InQ), en la que hemos hecho, ademas, uso de la
aproximacion de Stirling:

l-x~y
2

nQ= N[xlnx—x+ylny—y+(l—x-y)ln( )—(l-—x—y)—bn inb_+b_ ~

(x-b_~b, ~b_)in(x-b_~b, ~b ) +H{x~-b,~b, ~b_)-b,Inb, +b,+b,
-b,Inb ~(x-b_~-b ~b,)in(x-b_ b, ~b,)+(x-b_-b, b, )-(2y-1+
b, +2b,,+2b, +2b,, +b, +b,)In(2y ~1+b,, +2b_ +2b_ +28,, +b, +b,)+

(2y-14b_+2b,, +2b, +2b, +b,,+b,)-b_ Inb_ +b b, Inb, +b,-b,Inb,

e
CIRNYE S
&
(=5

-("2" ~b, -, )ln
(o)

+b,,=b,Inb +b, b Inb, +b, -b,ind, +5,)

Ahora que tenemos las expresiones para la energia y la entropia en funcién
de nuestras variables independientes, podemos dar la expresion completa de el

potencial gran canénico de nuestro sistema:

I=N{e b, +2€,5(x~b, ~b, ~b ) +26,.b, +6 b, +€5(2y-1+b_ +2b, +
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2b.n: +2buu +bvu +buv) +2eﬁa( ! —;—y _bxv —buu —bw)+endbw +28d (] +ebbbw+

283b(l_;_y _b.rv —buv —buu)—(“x _u‘/)x—(“y ‘“;)}"“/ —kT[xlnx—x+y‘ny

l-x-y

—y+(l—x—y)ln( )-(1-x-y)—bsz Inb, +b_ ~(x-b_ b, b, )In(x-

b )In(x-b_-b_ b )+(x-b_ b, -b,)~(2y-1+b, +2b, +2b +2b, +b,

+b,)In(2y-1+b_ +2b +2b, +2b, +b, +b,)+(2y~1+b, +2b_ +2b,, +2b,,

+bvu +buv)_(_l‘:;;':!-_bn —buu "bw)ln(l—;_y _bm _buu -bw)'{-(l_;—y —bn

uu

-5 -bw)—(‘"""’ b, —bw—b,,)ln(l—x—y—bw -bw—b,,,)+(l_x_y b
2 2 2

xv WM

—buv _buu)—bxv In bxv +b:v _('l_:—;‘_—-y—_b -b _buv)ln(l _;—y _bxv —buu —buv)+

(l";—y —bxv -buu _bw)—buu lnb,,,, +b“u _buv lnb"v +b“v—bn lnbn +bn _(]";-y

-b, -b, —bu)ln(l_;_y -b, ~b, »b,,)+(l_2—y -b, ~b, —b,,)—bw In,, +

bw -bw ]nbuu +buu]}
en donde u,, u,, ¥ u; son el potencial quimico del agua, el potencial quimico

del aceite y el potencial quimico del jabon, respectivamente. Nuestro trabajo
consistira en obtener el mapa de fases a temperatura cero para la mezcla
tricomponente en la malla lineal, considerando que el sistema puede formar 6

fases distintas, cuyas composiciones seran:
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Sistema 1: Agua pura.
Sistema 2: Aceite puro.

Sistema 3: Jabén puro.
. 2 , 1
Sistema 4. Jabén (3) aceite (3)

Sistema 5: Jabén (—i—) agua G)

1 1 o (1
ist 6: Jabén | — |, agua | — |, aceite | — |.
Sistema 6: J. n(z) fo] (4) (4)
Ademas, queremos visualizar las "pseudotransiciones" de fase, siguiendo la
composicion del sistema, manteniendo la diferencia u, -, constante y variando

la diferencia u,-u,, y viceversa, a temperatura constante. Para generar el

mapa de fases, necesitamos saber en que region del plano u, -, vs p, -, €s

mas estable cada una de las fases. Para ello, ser4 indispensable adjudicar
algin valor numérico a las distintas interacciones, y realizar el mapa a
temperatura cero. Decidimos hacer todas las interacciones de la misma
magnitud, siendo negativas las interacciones atractivas y positivas las
interacciones repulsivas. Para visualizar las "pseudotransiciones” de fase
tendremos que calcular la composicién de equilibrio del sistema en cada region

del plano p,-u; vs u, -, , a temperatura constante. Enseguida se muestran

los valores de las interacciones consideradas.

gy ==l
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£,=0
€, =0

Como se ve, hemos hecho cero las distintas interacciones que presentan las
moléculas de jabdn entre si, esto para dar mayor importancia a las interacciones
agua-aceite, agua-jabdn y aceite-jabdn (ademas de las interacciones agua-
aguay aceite-aceite), las cuales consideramos como principales causantes del
comportamiento del sistema. Con esta informacion, el potencial gran canbnico

queda dado para cada fase:

sistema 1: 7 = N[~1-(u, - 1,) -1, |
Sistema 2. / = N[—l—(uy—u,)—u,]

Sistema 3 / =~Nu,

Sistema 4. /=N —E——-———'-“I]
Sistema5: /=N _E_E::li_“]
3 J

Sistema6: /= N|-1-—~* L "» i _,

Con estas ecuaciones es posible generar el mapa de fases, que se muestra a

continuacion.
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|
Aceite :
|
] I
Puro :
|
Aceite + Micro- A_Ouo
emllll)én
abén
J Pura
Aqua +
Jabén ,
Jabén

PU(O




Para calcular |a composicidn de equilibrio en yn punto dado del plano
Ky, =M, V8 u, ~u,, recordamos que / = (x,y,b_.b 1be,8,,6,,,,,), a temperatura
constante, y que en el equilibrio, las derivadas parciales de / con respecto a las
variables de las que es funcién, son cero. Asl, podemos plantear un sistema de

ecuaciones simulténeas, Cuya resolucién nos dara la composicion de equilibrio
para cada punto del plano Hy~HK; VS8 i, ~u . Nuestro sistema de ecuaciones es:

b.b
1) gxl'= N[Ze.w “€pa ~Epy ‘(“x —“j)"leﬂ (;;)y;::]= 0

o b.b
2) ‘5}{“’: N[Zeaa ~€p, ~Ep, "(“y -u,-)—len(b—y::ﬁ]z 0

Xy

2
al (5,)
3) EZ=N[8M -2, +e,,,,—lr7'lnb'2 }=O

5, ) (s,)
4) E(Z—I;= N[ze“ " 26as 285 =264, ~KTn Z(;:;TL%J= ’
5) a [ (bay)z(byv)z
%-.w—_ -2341’ " 28.4p 264 - 26, ~le"W )

b,)(s,.)
6) ai—:: N 2355 "285«: ‘28Bb+2eab_krln.((b—w%‘]=

»

)
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7 =

) ob,, N
ol

8

) 5. 61) =Ne

(8,) ]
€pp — 265 +84 — kTN =0
b.b,
]
b
€pp — 265, +E, lenﬁ)y") =0

Para resolver el sistema de ecuaciones, utilizamos un programa que aplica el

método de Newton-Raphson para sistemas de ecuaciones simuitdneas. Para

obtener la composicidn de equilibrio se escogia una temperatura (que se
mantenia constante) y se fijlaba una de las diferencias u,-u;, 0 u,-u,,

haciendo variar a la otra. Asl, graficando la composicion de agua o de aceite vs
M,—K; (0 u,—-u,) es posible visualizar las pseudotransiciones de fase (para

temperaturas mayores a cero) y contrastar los resultados con el mapa de fases

a temperatura cero. A continuacién se muestran algunos ejemplos.
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GRAFICA 2
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Concentracion de aceite
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Comentarios y conclusiones

Hemos encontrado las regiones en el plano p,—u; vs p,-p, en las que

cada fase es la mas estable, y se presentan las lineas y los puntos en los que

coexisten las distintas fases.

Debido a la simetria que presenta nuestro problema, el mapa de fases que
hemos obtenido presenta transicionesde fase analogas entre sistemas ricos en
agua y sistemas ricos en aceite. Especificamente; podemos observar, por
ejemplo, la transicion aceite puro —-» aceite + jabdn ——» jabdn puro; andloga a
la transicion agua pura — agua + jabén —» jabén puro, asi como la
transicién aceite puro —-» microemulsién —» agua + jabén, analoga a la

transicién agua pura —» microemulsién —» aceite + jabon.

Respecto a las gréficas donde visualizamos las pseudotransiciones de fase,
observamos las siguientes caracteristicas: existe una clara simetria entre
moléculas de agua y de aceite, el efecto de la temperatura hace que las
pseudotransiciones sean cada vez menos claras, se puden contrastar las
pseudotransiciones encontradas con el mapa de fases y observarse las
pseudotransiciones "analogas"” de las que se hablaba mas arriba. En la gréfica
1, nos movemos a lo largo de la linea u, -p,;=2 -(u, -u,), partiendo de una
composicién de aceite puro y llegando a una composicién de agua pura,
poniéndose de manifiesto la simetria de la que hablabamos. Las distintas curvas
corresponden a temperaturas diferentes. En la gréfica 2 se hace notorio el
efecto de la temperatura en la "claridad" con la que se observan las

pseudotransiciones. La curva menos suave corresponde a la menor
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temperatura, y las curvas mas suaves corresponden a temperaturas cada vez
mayores. En la gréfica 3 nos movemos a lo largo de la recta p, ~p,=u, —u,, y
notamos que la informacion que nos da representa suficientemente bien a la
proporcionada por el mapa de fases. En las graficas 4 y 5 lo que vemos son las
transiciones analogas entre sistemas ricos en agua y sistemas ricos en aceite.

Ademas , podemos observar dos pseudotransiciones de fase seguidas.

En conclusién, podemos decir que nos convencimos de la ausencia de
transiciones de fase a T'>0 para sistemas unidimensionales, y que de hecho,
logramos observar que la temperatura es un factor primordial para que se lleven

a cabo las pseudotransiciones de fase en la malla unidimensional.

CESTA YESIS Mo neme
MU BE LA ZiBLeTEGH
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