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Introduccién

Después de la exitosa unificacion de las interacciones débil y electromaguédticas
en una teorfa cudntica de campos unificada (Salun y Weinberg, 1967), alguuos fisicos
tedricos se lan impuesto la ambisiosa tarea no sélo de jncluir Ias interacciones fuertes
en el esquema (Teorfas de gran unificacién o GUTs), sino se desea inclnir las cuatro
interacciones conocidas en una teorfa cudntica de campos unificada, por cjemplo, en una
teoria de supergravedad o en una teoria de supercuerdas. Los intentos hechos hasta aliora
para lograr esta unificacidn no han sido totalmente exitosos,

En la actualidad la opinidn de los fisicos sobre la viabilidad de las investigaciones en
teorias de unificacién estd dividida. Hay quicnes piensan que la “teoria de todo™ es sdlo
una ilusién (Lo que dios no ha unido no lo unen los fisicos, Pauli), v que la deseripeion
de nuestro mundo fisico ne se refleja, aun al nivel mas bisico de la fisica, por un solo
lagrangiano. Por otro lado algunos fisicos estdan convencidos de que fa teoria de unificacion
podra ser establecida algin dia.

Una aproximacion menos ambiciosa (pero no por elfo menos dificil) es cuantizar ol
ampo gravitacional, Una serie de argumentos de indole fisico y de matematicas formales
sugiere que todos los campos e interacciones podrian ser tratados de una manera uniforme.
Varios intentos se han hecho para alcanzar este objetivo, sin embargo hasta aliora no
contamos con una teorfa cudntica de la gravedad que sea totalmente satisfactoria,

El hecho que la teoria general de la relatividad sca un sistema covariante (un sistema
covariante ¢s aquel en el que se considera al tiempo como nna variable candnica), ha
despertado el interés de muchos fisicos en ¢l estudio de los métodos de cuantizacion de
estos sistemas. Muchos avances se¢ han hecho ya en la construeeion de métodos eficaces
de enantizacion, sin embargo los problemnas que ann se presentan, son muchos,

Dada la complejidad del problema que representa la cuantizacion de la gravedul, se
ha optado por tratar de entender sistemas fisicos nnicho mis sencitlos, que nos den una
pauta de como poder resolver el problema mas general. Ef objetivo de {a tesis sigue osta
linea.

Para la elaboracién de Ia tesis hemos seleccionado dos sistemas covariantes, estos son:

o Particula libre no relativista parametrizada,

¢ Modelo de Banks-O’Loughlin de gravedad en 1+1 dimensiones.

El objetive especifico de la tesis es calenlar ol propagador para cada uno de estos sistemas
en dos normas candnicas diferentes.

Un sistema covarinnte puede ser pensado como un caso particular de las Hamadas
teordas de norma. Una teorda de norma se distingue por tener un lagrangiano singular
(un Ingrangiano (L) singular es aquel para el cual det(9?L/d¢0¢) = 0) lo cual tiene
como consecnencia que al pasar al formalismo hamiltoniano de la teoria, aparesean con-
stricciones (una constriceion es una relacion entre las variables candnicns). A pesar de

vi



que consideraciones naturales permiten una cuantizacion correcta de la eleetrodinathica,
la enal es una teoria de norma, una aplicacion no critica de un esquema de cuantizacion
andlogo en casos mids complicados prede producir resultados fisicamente inadnisibles.

En este sentido. la cuantizacion de sistemas covariantes cae en el interds del problema
mis general de la cnantizacidn de teordes de norma. El esquema de ciantizacion mds con-
sistente ¥ mejor desarrollado hasta la fecha os ol hasado en By formmlacion hamiltoniana.

El anilisis cliasico y las ideas hisicas de cuantizacion de dichos sistemas fueron presen-
tadas en el articulo pionero de Dirae (1950). Faddeew sugirio el método de enantizacion y
construeeion de la integral funcional para teorfas con constriceiones lineales en los momen-
tos v de primera clase, en normas canénicas. Despues Fradkin considerd la cuantizacién
de teorias con constricciones de primera y segunda clase en dichas normas y su extension
al caso de variables de Grassinan,

Enfaticemos que a pesar de que el método de euantizacion candnica (tratamiento ha-
miltoniane) tiene ventajas esenciales (sando este método uno puede controlar ficilmente
importantes propicdades de la teorfa cudntica tales como nnitaridad y métricas positi-
amentes definidas), este no es manifiestamete covariante, Las forintlaciones covariantes
de la teoria cudntica son mads convenientes en la practica. Ellas pueden tanthicn ser
obtenidas por ol ntétodo de cnantizacidn candnica, Asi, Fradkin, Fradkinn, Vilkovisky,
DBatalin y Vasiliev trataron la cuantizacion de sistemas hamiltonianos con constriceiones
en las llamadas normas relativistas. En la construecion de la fornmlacion de operadores
por el método de cuantizacion candnica surgen problemas conectados con el ordenamiento
de operadores, La solucion a estos problemas de ordenamiento sigue siendo un problema
abierto, .

Un método alternativo de cuantizacion de las teorias de norma es la enantizacion la-
grangiana, esta formulacion es manifiestaniente covariante, Para teorias invariantes bajo
grupos de Lic, las reglas de cuantizacion lagrangiana fuerdn formuladas por De Witt,
Faddeew, Poppu v MandelsternEn la literatura estas reglas son contocidas las reglas de
Faddeev y Popou.

En ol caso general del método de cuantizacion Lagrangiana, algunas de las preguntas
esenciales permianecen sin respuesta, tales como la prucha de unitaridad de una teoria
cuantica obtenida por este método y su relacién con la teorfa obtenida por enantizacion
candnica.

En este trabajo hacemos una revision introductoria a la cuantizacion de sistemas co-
artantes en la formulacion hamiltoniana utilizando integral de trayectoria. Cabe sefalar
que anngue ol método de operadores es considerado cono el método de enantizacion cor-
recto, ntilizamos ol método de enantizacion con integral de trayeetoria por ser nn método
sencillo v formalimente correcto en el trataniento de los sistenmas de norma (v por lo tanto
de sistemas covariantes), ademds de que nos provee de una vision clara de Ia fisica del
problema.

El objetiva de hacer I cuantizacién en una norma canonica para uno de los dos
sistemas que se trabajan en esta tesis, nace de la inguietud de mostrar en un ejeniplio
espeeifico con interaceion (mordelo de Banks-O 'Longhtin). gqne contrario a lo qne se erefa
{ Teitelboim (1982)). es posible cuantizar un sisterna covariante en una norma candnica
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(Henneauz, Teitelboim y Vergara (1092)), ya que para avalar estailtima aficnacion, sélo
se han presentado ejemnplos eu los que no hay interaceidn. Esto es lo que cousideramos la
mayor contribncién de esta tesis.

En los cinco capitulos que forman el presente trabajo, se ha pretendido hacer un
planteantiento, desarrollo y solueidn al problema mencionado de la mancra mds auto-
contenida posible. La tesis estd organizada de la signiente manera: El capitulo uno es
introductorio. Este da la definicidn de teorias de norma y muestra que un sistema de
norma es siempre un sistema hamiltoniane con constriceiones. Algunos de los conceptos
que se presentan en este capitnlo se ilustran con ejeinplos seneillos,

En el segundo capitnlo se discute un método sistemitico para obtener las transforma-
ciones de norma de un lagrangiano dado y un criterio preeiso para contar los grados de
libertad efectivos a partir de la transformaciones. Ademas se da una prucha de la conje-
tura de Dirac hajo ciertas restricciones. El eapitulo finaliza con ejemplos particulares,

El capitulo tres estd dedicado a dar una intreduceidn a la formulacion de integral de
trayectoria de la mecdanica cudntica, el desarrollo se hace en la representacidn de coorde-
nadas (que es la mas usual). Se muestra tambiéu la relacion entre esta formulacion y {a
ecuacion de Schrodinger,

En el capitulo cuatro se mmestra la dificultad que se encuentra para cuantizar las
teorias de norma poniendo como ejemplo el caso electromagnético. De manera detal-
lada se factoriza el volumen de norma para un caso particular, generalizando el resultado
despudés hasta obtener la solucidn que Faddeevy Popon dieron a esta difienltad de cuanti-
zacion. Ademis se define lo que se entiende por un sistemna covariante y se disenten dos
de los métodos que existen para su cuantizacion, estos sou: el mitodo del espacio fase
reducideo y el método BRST-BFV.

Como corolario, en el capitulo cinco se cnantizan 2 sistemas covariantes, le particula
libre no relativista parametrizada y el modelo de Banks-Q'Loughlin de gravedad en 2-
dimensiones, ainbos sistemas se cuantizan en dos diferentes noras canonicis.
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Capitulo 1

SISTEMAS HAMILTONIANOS
CON CONSTRICCIONES

Una teoria de norma puede ser pensada como una teovia en la cual las variables
dindmicas se especifican con respecto a un “sistema de referencia local” cnya eleecidn es
arbitraria en todo instante de tiempo. Las variables que son fisicamente importantes son
aquellas que no dependen de la eleccidn del sistema de referencia local. Una transfor-
macion de las variables, inducida por un eambio en el sistema de reforencia arbitrario, es
Wamada nua transformacion de nora. Se dice entonees gue las variables fisicas (“obser-
ables™) son invariantes de norma,

En una teoria de nornm, une no puede esperar gue las ecuaciones de movimiento deter-
winen los valores de todas las variables dindmicas para todes los tiempos si las condiciones
iniciales son dadas, debido a que siempre es posible cambiar ¢l sistema de referencia cu
el futuro afin cuando las condiciones iniciales esten fijas, por lo consigniente, una distinta
evolueion temporal puede obtenerse partiendo de las mismas condiciones iniciales. Asi.
una propiedad intrinseca de las teorias de norma es que o soluctim general de las ecuu-
ctones de movimiento contiene funciones arbitvarius del tiempo,

El tratamiento mas sencillo v directo de los sistemas de norma es agnel que proviene
de la formulacion hamiltoniana, misma cou la que empezaremos este trabajo, Adu cnando
nno puede correctamente eonsiderar a la formulacion hamiltoniana como la nus funda-
menttal, comenzaremnos la disension por asumir gue ol prineipio de acciou es dada en forma
lagrangiana, pasando después a partir de ahi, a la formulacion hamiltoniana, Haremos
¢sto asi, porque es la sitnacidn mids usnal en la prictica.

Veremos que la presencia de Tuniciones arbitrarias del tienipo en la solucion general de
las eenaciones de movimiento implica que las variables canduicas no son tadas indepen-
dientes, mds atdu, veremos que lay relaciones eatre ellas Bamadas constrieciones. Asi, un



sisterna de norma es siempre un sistema hamiltoniano con constricciones, Sin embargo,
In afirmacion inversa no es vilida. No todas las constriceiones de un sistema Hamilto-
niano provienen de una invariancia de norma. E] analisis que desarrollaremos cubrird no
obstante, todos los tipos de constriceiones,

1.1 CONSTRICCIONES HAMILTONIANAS

1.1.1 Constricciones primarias

El punto de partida para discutir el formalismo candnico de los sistemas con constric-
ciones serd el prineipio de minima aceién en forna Lagrangiana,

La expresion mds general posible de las ecuaciones de movimiento de un sistema
mecdnico viene dada por el llamadao principio de minima accion. Este principio se basa
en ¢ hecho de que cada sistetna mecduico es caracterizado por nna funcién

L= L(¢'(t).¢'(t).1). i=1.....N., (Ll

Hamada funcién lagrangiana, donde las ¢' y ¢/ representan las coordenadas v las veloci-
dades generalizadas del sisterma, Esta funcion puede no ser duiea como en ol caso de
los lagrangianos equivalantes (ver por ejemplo Matzner and Shepley (1991)). los cnales
a pesar de ser diferentes funciones y de dar lugar a diferentes cenaciones de movimiento
describen la misma dindmica,

Con esta funcién lagrangiana, se define a funcional de accidn S, como

t2 . .
Sp= L), d () )t (1.2)
Lk
El principio de mininia accidn seiala que las cenaciones de movimiento del sistema
mecinico en consideracidn, son aquellas que se obtienen al hacer que laaceion S, sea esta-
cionaria bajo variaciones dq¢'(t) de las variables lagrangianas ¢(#). ewando dichas varia-
ciones se anulan en los extremos b

(51['(“) = 15(['“-!) = ). (13)

Deduscantos pues, las ecuaciones que se obtienen al aplicar el principio de minima
acctén a la funcional Sy,

Sea ' = ¢'(t) el conjunto de las N funciones para las cuales S5 tiene un valor esta-
cionario. Esto significa que el valor de Sy cambiard. si las finciones ¢ se substituven por
cualesquicra N funeiones de la forma

RS (L4)



La variacién de Sy, cuando se hace este remplazo de funciones os

(]

S;—SL=/ (L' + 8+ 84t.1) = Lig' ') ] it (1.5)

h
donde puede notarse que no se esti variando el tiempo,

Haciendo un desarrollo en serie de I difereneia bajo ef signo de integral en potencias
de dg' v 84", v tomando en cuenta que la condicion de que 5y, sea estacionaria sélo impone
restriceiones sobre la primer potencia del desarrollo. se abtiene gqne el principio de minima
accion puede expresarse colo
, . aL ., adL
S, —-S.~d85= 7--.(5('-{»—7-,-7(5(' dt =, 1.6)

1 2 l l

3 " 'll (),11
si se toma en cnenta que 64 = l-l";qui dado que no existe variacion temporal, y se integra
por partes la expresion anterior, se obtiene

oL _ |*  afoL  d0L
+/,[

=—-—li ot lied-ored S f, T

]
En virtud de las condiciones (1.3) el término (OL/3¢')8¢" se anula, quedando asi solo ¢l
término que coutiene a la integral. Este iiltimo término debe anularse para toda d¢' y
esto sucede dnicamente si el integrando es idénticamente ndo, es decir, si

d oL\ oL ,
I(E]—.)—O—(—f—(). (1.8)

Estas son las condiciones que hacen a la accion estacionaria y por lo tanto constituyen las
ecuaciones de movimiento del sistema. Estas ecuaciones son conoeidas como las ecuaciones
de Enler-Lagrange,

Sseribiendo en una forma mis explicita estas ecnaciones tenenros

o*L . _ oL PL .
De esta ccuacion se desprende como consecuencia inmediata que las aceleraciones @ am
tiempo dado, estin inicamente determinadas por las posiciones v Ias velocidades a ese
tiempo. si v sélo si la matriz W, = (0°L/d¢'0) puede serinvertida. o expresado de oty
mancera. si v solo si ol determinante

T ) = 9*L
det(1V;) = det ((’)r}ioqj) # 0. (1.10)

Siopor otro lado el det (1) = 0 ', se tiene que no todas las aceleraciones pueden

Yeu dicho caso hablareos de lagrangianos singuares



ser determinadas por las posiciones y las velocidades, y la solneidn de las ecuaciones de
movitmiento pucden entonces contener funciones arbitrarias del tiempo.

Analicemos con mids detenimiento, ésto iltimo que hemos mencionado,

Si la matriz 1755 es singular, ol rango I que se obtiene para dicha matriz bajo la
consideracion de que todas las variables qp, . .., g5 1, ..., @ son independientes entre si, es
menor que N, en consecnencia existen N — R vectores propios nulos Al (¢*, 4*) linealmente
independientes

NUE EWiE ) =0, a=1,2.. N ~-R, (LI
y de la ees, (1.9) 3 se obtiene
Xald* Wi NP = Nl d)aile' ) = 0. (112)
comto en general las aceleraciones §/ # (0 entouces conelnimos que
A(d* F)aild* i) = 0. (1.13)

Estas relaciones entre las coordenadas y las velocidades son Hamadas constricciones
en el sentido lagrangiano, ellas son consecuencia de las ecuactones de movimiento v son
idénticamente satisfechas, por lo que las cenaciones de Euler-Lagrange determinan com-
pletamente el movimieato del sistema.

Dado que el rango de la matriz W;; es R, podemos usar las ecuaciones de movimiento
(1.9) para expresar 12 de las aceleraciones en términos de las restantes N — R aceleraciones.
de las N coordenadas y de las N velocidades. Sin pérdida de generalidad, supongatos
que podemos resolver para §y, ¢a,. .., 4. Tendremos entonces B ecuaciones de la forma

Go= ol oy cnlie s N et N RN, (1.1

conr=1,..., A

Las solueiones de las cenaciones de movimiento pueden por tanto ser deseritas
como sigue; eleghmos un conjunto de N — R funciones arbitrarias del tiempo para las
coordenadas ¢pyq, ..., gn; asignames después un conjunto arbitrario de valores a f = 0
para las coordenadas ¢i,...oqr ¥ g1, ., gi !, entunces apartir de las ecs. (1.11) las R}
coordenadas ¢, ..., qp cstardn univocamente determinadas para todos los tiempos,

Asi, la caracteristica cualitativa mds impartante en este andlisis es la aparicion de
Junctones arbitraries del tiecmpo en la salucion general di los conaviones de movimiento,
Esta es una caracteristica general de Lt dindmica para los sistemas con constriceiones, v
por lo tanto, el caso de interés para sistemas con grados de libertad de yorma, es aquel
para ¢ cnal 15 no puede ser invertida,

para mayor facilidad e la eseritura, e lo sucesivo se omitiran todas las dependencias explicitas de t
3k oky o DL o

iy ") = 55 - amapd

Yelaro esti que estos valoves deben ser fisicamente sigmificativos



El punto de partida para pasar al formalisio lamiltoniano a partir del formalismo
lagrangiano, es definir unas nuevas variables p; Hamadas momentos candnicos

L .
= . ( 1.1 -‘))

oy

En la teorfa dindmica estdndar 7 se considera el caso e el cual las velocidades pueden os-
eribirse como funciones que dependen exclusivamente de las coordenadas v los momentos,
sin embargo se sigue de la definicion (1.15) que

i _ _Q_)_[._ (1.16)
op  dpag )

y por lo tanto, si permitimos que det(1V;;) = 0 se tiene que la consideracion usual ya no
es villida, debido a que esta relacion es precisamente la condicion de no invertibilidad de
las velocidades como funciones de las coordenadas y los momentos. En otras palabras,
si el lagrangiano de nnestro sistema es singular, entonces los monientos candnicos no son
todos independientes entre si, y por lo tanto existen ciertas relaciones entre ellos, estas
relaciones son del tipo

Ol pi) =0, m=1...., M, (LI7)

las cuales se siguen de la definicién (1.15) del momento candnico.

Cuando los momentos g son remplazados por su definicion en términos de las coor-
denadas ¢' y las velocidades ¢' en las relaciones (1.17), éstas se reducen a una identidad.
Estas ecuaciones son llamadas constricciones primarius para enfatizar que las ecuaciones
de movimiento no son usadas para obtenerlas y que ellas no hmplican restricciones sobre
las coordenadas ¢ y sus velocidades .

De agui en adelante supondremos por simplieidad, (i) que el rango de la matriz W5 o8
constante en todo el espacio (¢*,4%), (i) que las constricciones (1.17) son independientes
entre siy (i) que estas definen una subvariedad snave embebida en el espacio fase, Esta
subvariedad es conocida como la superficie de constricciones primarias.

Dichas suposiciones las haremos para evitar que la exposicion sea mds larga y menos
clara. La extension al caso de constricciones dependientes (caso reducible) es directa v
sigue la misma linea que el caso irreducible. Esta extension puede encontrarse en (He-
nneaux and Teitelhoim (1992)). Al final de este capitulo, serid expuesto un ejemplo en el
cual las constricciones son dependientes,

Si el rango de W5 es R, entonces existirin N — R = M relaciones independiontes
ol pi) = 0y la superficie de constricciones serd una subvariedad del espacio fase de
dimension 2N ~ M,

Visto esto en una forma mds intuitiva, lo que se tiene es un mapeo del espacio (¢, ¢')
el eual constituye una subvariedad de dimension 28, a una subvariedad del espacio fase,
de dimension 2V — M mediante la relacion p; = 0L/ . Asi entonces, dado un punto

parala cual se tiene un agrangiano no-shygular



Figura 1.1: La fignra mmestra el cjemplo de un sistema con dos coordenadas ¢! = »,
¢ =ty lagrangiano L = #?/2f. Los womentos son p, = i/{ v p, = (=1/2)(i/f)?. La
ccnacion de movimiento es #/f =cte. Hay nua constriccion primaria ¢ = (p2/2) + py = 0.
Todo el espacio § es mapeado sobre la pardbola (p2/2) + p, del espacio p. Mids min. todas
las velocidades ¢ sobre la linea & = ¢f son mapeadas al mismo punto p, = ¢ = (=2p,)}/?
pertencciente a la superficie de constriceion ¢ = 0. La transformacion ¢ = p no os uno a
uno nisebre, Para tener una transformacidn invertible, nno necesita adicionar pardietros
extras a los momentos p, (ver abajo).

(4", pi) que satisface las constriceiones (LIT). se tiene que sn “imagen inversia® (¢f,4%) que
satisface la definicion (1.15) no esainica, por lo que la imagen inversa de un punto dado de
(1.17) forina nna variedad de dimension 3/ (ver fig.1). Por consigniente, para hacer que
las transformaciones del espacio (4", ¢) al espavio fase (¢f, ) sean univalnadas, es nece-
sario introducir al menos M pardmetios extras en la teorfa que indiquen la ubicacion de
las velocidades ¢' en la variedad inversa. Como veretos después, eslos parimetros apare-
ceriin como miltiplicadores de Lagrauge enando definamos ] hamiltoniano v estudicmos
sus propiedades.



1.1.2 Condiciones de regularidad

Existen muchas maneras equivalentes de represeutar a una superficie de constriecion
dada, mediante ecuaciones de la forma ¢w (g, pi) = 0.
Por ejemplo, dada la superficie de constriceion

m =10, {1.18)

podriamos escribir a ésta en uua forma equivalente como

p'f = {), (1.18h)
O cono

i} =0, {1.19¢)
o atin en una forma que sea nids redundante,

m=10 p',z =1, {1.19d4)

Sist embargo, para poder pasar al formalismo hamiltoniano, es necesario imponer ciertas
restricciones en la eleccidn de la representacién de las constricciones o, , estas restyic-
tiones juegan un papel muy importante en el formatisimo hamiltoniano de los sistemas
con constriceidn v son conocidas eamo las condiciones de regularidad.

Estas condiciones pueden ser establecidas como sigue; la superficie de constriccion
Gm = 0 de dimensidn 2N — M puede ser cubierta por regiones abiertas, sobre cada wna
de las enales “localmente”, la matriz jacobiana 8(¢n)/8(q’. ;) es de rango M.

La condicion sobre la matsiz jacobiana 8¢, }/0(¢, pi) puede ser formutada de varias
nmaueras alternativas, como:

1. Las funciones ¢, pueden ser tomadas localmente, como las primeras Al coorde-
nadas de nn nuevo sistema coordenado regular, en Ia vecindad de la superficie de
constriceion,

2. Localmente los gradientes dey, . .., dgyy son hnealmente independientes sobre Ja su-
perficie de constriceidn.

3. Las variaciones 8o, son de orden ¢ para variaciones arbitrarias 8¢' v dp; de orden €
(terminologia de Dirace),

Regresemos al ejemplo de la superficie de constricelon pp = 0. v aplignemosle a dsta
las candicioues de regularidad.

Bajo Ia condicion sobre la nmtriz jacobiana. se tiene que d(p) /Oy ) es de rango
Loy p3 = 0. es una consecuenein inmediata de py = 0, por lo que (1.18a) v (1.18d) son



buenas represesntaciones de la superficie de constriceldn. Pero por otro lado ni (1.18h) ni
(1.18¢) son representaciones admisibles debido a que el rango de la matriz 9(p3)/ 04", pi)
se anula en py = 0, mientras que la matriz (‘)(‘/[.;)_,—[)/(')(r/‘,]),») es singuiar ahi.

Veamos que las formulaciones alternativas de las condiciones de yegularidad nos llevan
a las mismtas conelusiones que acabimios de obtener, al aplicarlas al mismo ejemplo.

Consideremos la primera alternativa; en este caso para que las funciones ¢, puedan
ser tomadas localmente como las coordenadas de un sistenin coordenado regular, debe
existiv un mapeo yno a uno entre por lo nenos un abierto gue contenga a la localidad en
donde se quicra construir el mievo sistena coordenado y ¢l propio sistema coordenado,
Con la superficie de constriccién py = U es posible constrnir este mapeo uno a uno, gracias
a la linealidad de la funcidn py = 0, y dado que p? = 0 es uma couscenencia inmediata
de pp = 0, tenemos que (1.18a) y {1.18d) son buenas representaciones de la superficie
de constriceion. No sneede lo mismo con (1.18h) ni con (1.18¢), dado que py y ~p; se

mapean con p? y esto no constituye un mwapeo uno a mio, lo mismo sneede con m, va
que pyy —py se mapean con \/I-/;,‘]

Lascgunda alternativa, no es inds que una consecnencia de la condicion sobre la matriz
jacobiana, ya que como es sabido del dlgebva lineal, si la watriz jacobiana es de ranga A,
hay M renglones de la matriz que son linealmente independientes entre si, y cada renglon
esta constitwido por las componentes de un gradiente.

Analicemos la tercera formulacion; las vaviaciones arbitrarias d¢' y §p, de orden € sobre
la superficie py = 0 nos dan conto resultado dpy = 0 siendo dpy de orden e, v mevamente,
dado que pf = 0 es una consecuenciainmediata de py = 0, conelnimos que (1.18a) v (1.18d)
son buenas representaciones de la superficie de constriceion. Por otro lado. la variacion
sobre la superficie pf = D nos da como resultado 2pydp; = 0 pero cono py = 0. teuentos
que la variacion es 0, 1o cual evidentemente no es de orden e, Asi mismo, Ia variacion
sobre la superficic m = 0cs %(I)n[)_lﬂ()'pl = {}, v dado que |py}| = 0 la variacion es
singular, Por 1o tanto se concluye que (1.18h) y {1.18¢) no son buenas representaciones
de la superficie de constriccion.

Senalemos dos propiedades que son validas para las funciones de coustriceion @,
cuando dstas satisfacen las condiciones de regalaridad. Estas propiedaces serin de utilidad
en ¢l desarrollo de la teoria,

Teorema 1. Si una funcion snave ¢ del espacio fase, se amla sobre la superficie
ém = O entonees G = g™ o, para algunas lunciones g™,

Teorema 2. Si M 3¢ + 0'8p; = 0 para variaciones arbitrasias 8¢, 8py tangentes a la
superficie de constriceion, entonces

m Py do,,

N=u"22 oy =
' i vt ‘ ap;



para algunas «™. Estas ignaldades son validas sobre la superficie (1.17).

La prucha del primer teorema se hasa en el hecho de que uno puede clegir localmente
las funciones de constriccion @y, como las coordenadas de nn sistenta coordenado regular
(X )y COU Y = By, En estas coordenadas uno tiene, dado gue G(0,x) = (),

b I
Gy, x) =/u ;(HG(M/.J)(H =ym/u G lty, v)edt

y asi
G - ‘(I"I (Vb,"

con g™ = J§ G, {ty,2)dt y g™ = 0. La prucha de este teorema sobre todo el espacio fase
puede consultarse en (Henueaux and Teitelhoim (1992)).

La prueba del segundo teorema es basada sobre la observacion de que la superficie
de constriceién es de dimensién (2N — M), y por consiguiente, las variaciones 8¢', dp; en
un punto, forman wn espacio vectorial de dimension (2N — M), Asi existen exactamente
M soluciones independientes de X\;8g' + ji'ép; = 0. Por las condiciones de regularidad,
Los M gradientes (8¢ /8¢', 8¢, /Op;) de las constricciones, son linealmente incdepen-
dientes. Dado que estos gradientes son claramente una solucion de Mdg' + p'dp; = 0 para
variaciones tangentes, ellos constituyen nna hase de soluciosies y el teorema 1.2 es vilido,

1.1.3 El hamiltoniano canédnico
El praximo paso en el auilisis, es introduciy el Hamado hamiltoniano canduico H, el
cual se define mediante la expresion
H=q¢'pi- L. (1.19)

Bajo esta definicidn se tiene que J es nua funcidu de las coordenadas v de Jas velocidades.
No obstante, si hacemos una variacion de H en las variables ¢' y ¢¢ o} resultado es

§H = ¢ + (8¢"')p; - %dqi - gT}[}.‘Sr]"
= 4'8p; ~ Q£!5(' 1.20
= fopi 0’1( /i ( . )

Se obtiene asf que esta variacion sobre H envuelve dnjcamente las variaciones de las
coordenadas y los momentos, Las variaciones en lay velocidades se anulan debido a la
definicion que hemos hecho del momento en términes de Ja funcion lagrangiana, ésta es
la caracteristica que hace interesante a la funcién hamiltoniana, Aqui la variacion de los
monientos no es una variacion independiente, va que puede ser vista camo upa comhi-
nacion lineal de la variacion de las caordenadas v la variacidn de las velocidades, pero
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dada que en (1.20) la variacidn de las velocidades aparece tnicamente en combinaciones
lineales precisas y 1o en otra manera, se puede concluir que la funeion hamiltoniana es
una funcién que depende s6lo de las coordenadas ¢ y los momentos p;.

Sin embargo, el hamiltoniano candnico definida en (1.19) no estd injeamente deter-
minado como una funcidn de las coordenadas y los momentos, ésto puede ser entendido
si nos damos cuenta de gue fas variaciones de los momentos en (1.20) no son todas inde-
pendientes, ya que estdn restringidas a prescervar las constricciones primarias @, = 0.

Esto nos lleva a la conclusion de que el hamiltoniano candnico estd hien definido solo
sohre la subvariedad determinada por las constricciones printarias y por lo tanto puede
ser extendido arbitrariamente fuera de dicha subwariedad, de ésto se sigue que el formal-
ismo permancce sin cambios si se remplaza al hamiltoniano canduico, por este niismo
hamiltoniano mds alguna combinacion lineal de las constricciones

= H+ ™ pi)ém, (1.21)

veremos que éste es realtiente el caso a considerar.

Dado que el hamiltoniane H puede constderarse como una funcion que depende tnicamente
de las coordenadas ¢' y de los momentos p;, ln variacion de I se puede expresar en téeminos.
de estas variables como

OH ., OH
= S dq' -+ o=l 22
sH ay ' + 01)‘()1),, (1.22)
con la ayuda de esta ecuacién, se puede reescribir la ce. (1.20) como
aH oL\ . aH
= | g [ =~ = L = &
(0{[' -+ 0(1') 8¢ + ((’)p,- q ) dpi = 0, (1.23)

de Yo cual uno infiere utilizando el teorena 1.2 que

L OH 00y

(I —

T o, ap’ (1.21)

oLl on 0y,
= U ——-

m ¥
o', B ;)7;7 7 (L.24h)
i p

La primera de estas cenaciones s particnlarnente importante porgue nos muestra que
fas velocidades ¢ pueden ser recobradas del conocimiento de fus momentos p; sujetos a las
constricciones (1.17) v de los M pardmetros extras 0. Asi pues, podemos tomar comp
nuestras variables dindimicas bisicas, las coordenadas, los womentos y los pardetros «™,
en lugar de las coordenadas y las velocidades. Estos pardmetros extras 1™ pueden ser
considerados cowo coordenadas sobre la superficie de las imagenes de una ¢* dada,
_ Dado que estamos considerando a las constrieciones como independientes, los veetores
‘7',!;:’- son también independientes sobre la superficie de constriceion debido a las condiciones
de regularidad. Asi, dos difeventes conjuntos de #™ no pueden Hevarnos a las mismas

10



velocidades en (1.24). Esto significa que las 1™ pueden, en prineipio. ser expresadas comao
funciones de las coordenadas y las veloeidades si se resuelven las ecuaciones

r

i = %{f(’lal’(%’])) + u'"(f/,'})%?('/av(f/-'i))- (1.25)

Si definimos la transformacion de Legendre del espacio (¢, 4') a la superficie ¢, = 0
del espacio (¢', p;,u™) por medio de

Ili = (Il"

aL
o= (,—%(q,a), (1.26)
(l,"l — ‘ll’"((l"])’

vemos que esta transformacion entre espacios de la misima dimensionalidad 2N es inver-
tible, dado que uno tiene

¢ =,

g oH D

1 = e In______' ‘: ~[

q o + u e (1.260)
ol \pi) = 0,

Asi, las ees, (1.26b) implican las (1.26) y viceversa, Elanalisis que se La hecho, muestra
claramente que si se quicre que las transformaciones de Legendre sean invertibles cuando
det(92L /D¢ 9¢ ) = 0, se tienen que adicionar variables extras.

Se debe mencionar que la discusion precedente tiene validez sélo a nivel local, va que
la ce. (1.24) se obtiene del teorenta 1.2, Apartir de este punto, asumiremos que las trans-
formaciones (1.26) son de validez global, esto implica en particular. que el hamiltoniano
H puede ser globalmente definido como una funcién de las coordenadas y los monientos
por medio de (1.19) ¥ no es multivaluado.

1.1.4 Ecuaciones de movimiento en forma hamiltoniana

Las ecs. (1.24) nos levan a escribir las ccnaciones de Enler-Lagrange (1.8) en la forma
liuniltoniana equivalente

G OH " D

= e . "_)"
T T o (1.27)

), = Q!!. " f)f,’),,,v 1.271
h= ag' dg' (1.:27b)
onlg pi) = 0. (1.27¢)
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Que las ecs. (1.27) se siguen de (1.8), es una consecuencia directa de (1.25) y de la
definicion del momento en términos de las velocidades, Inversamente, que lLits ees. (1.27)
tmplican (1.8), resulta del hecho de que (1.27a) ¥ (1.27¢) nos llevan a que p; = L/8¢'.
Cuando esta relacion es insertada en (1.27 b), v (1.24h) es tomada en eventa, uno ohtiene
las ecuaciones de movimiento lagrangianas originales.

Es conveniente para el desarrolle signiente de la teoria expresar las eeuaciones de
movimiente en forma hamiltouiana en términos de los paréntesis de Poisson, los enales
son definidos de manera usual como

, OF 0G  OF IG
(F.G) = =5 — 55, (1.28)
dqt dp;  Op; Oy
donde F y G son funciones gue dependen de las posiciones y los momentos.  Estos
paréntesis cumplen ciertas propiedades que son consecueneia de su definicion.
El paréntesis es antisimétricoen Fy G

{F,G} = ~{G, I}, (1.29)
¢s lineal en ambos miembros
{Fy+ Fy, G} = {FL G+ {Fy G (1.29h)
y satisface la ley del produeto
{FF) G} = PY{F,GY+{ R G Fy {1.29¢)

Entre los paréntesis de Poisson forinados por tres funciones, existe la relacion
{(FAG H}} +{GAH F}}+ (HF,G}) =1, (1.29d)

Namada identidad de Jacobi.
Para enalquier funcidn F' que depende de las coordenadas v 1os mormentos, se tiene
ar ., ar,

b S (1.30)

1 ;-V = e
ot L) i

St se substituyen en esta venacion las cenaciones de moviniento (1.27) tenemos

. aF (011 ,,,0(;,,,,) OF( arl ,m,,,)
F = — R A B e et [

ae\apn P ) Yo Uie T Ty
= {F )+ u™{F o). (1.31)
Asi por ejemnplo
B i HY 0™t} @ = (0™ ) (1.32)

san las eenaciones de movimiento hamiltonianas escritas en tépminos del formalisio de
los paréntesis de Poisson.
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1.1.5 Hamiltoniano total

La ceuacidén (1.31) puede ser eserita en una forma atn niis coneisa si extendenios un
poco la nocién de paréntesis de Poisson, De la definicidu (1.28) se sigue que los pardntesis
estin definidos vinicamente para funciones que dependen de las coordenadas v los mo-
mentos. Si se tiene una fanecién mis general tal conio uua velocidad, Ta cual no pueda ser
expresable en términos de las coordenadas y los momentos, entances esta velocidad no
puede tener un paréntesis de Poisson con ninguna cantidad. Si nosotros extendenos la
nocion de paréntesis de Poisson y suponemos que éstos existen para cualesquiera dos ean-
tidades y, también suponemos que los paréntesis conservan su estructira y las propiedades
(1.29), pero e sin embargo no pueden ser determinados cuando las futtciones no depen-
den de los momentos y las coordenadas, entonces podemos reeseribir la ee. (1.31) de la
signiente manera .

F={FH+u"¢,}. (1.33)

En csta expresion los coeficientes «™ aparccen dentro de los paréntesis de Poisson,
pero conio se ha visto anteriormente, estos coeficientes en general son funciones de las
coordenadas y las velocidades, y no de las coordenadas y los momentos. Esto huplica que
no podemos utilizar la definicién (1.28) para caleular el paréntesis de Poisson de la cc.
(1.33).

Sin embargo, gracias a la extension que henos hecho del concepto de paréntesis de
Poisson tenenios

F o= (FH+u"¢) = (FH) + {Fu"é,,)
= {FH}+u"{F dn} + {F v},
el paréntesis {F,u™} en la expresion anterior, no estd bien definido, pero dado que esti

multiplicado por algo que se anula en la superficie de eonstriccion, entonces el término
{Fyu™}p,, se amtla, quedandonos que

F= {F.H +u"¢u) = {F.H} + W {F 0.}
lo cunl uestra la equivaleneia entre (1.31) y (1.33) . La funcién
Hp = H +u"¢, (1.34)
es llamada hamiltoniano total, notemos que los coeficientes u™ aparecen aliora como

muiltiplicadores de Lagrange. En términos de este hamiltoniano total, las ecuaciones do
moviliento se expresan de manera siimple

F={FHy). (1.35)



1.1.6 Ecuaciones débiles y fuertes

Hay un punto en el que tenemos que ser enidadosos cuando trabajamos dentro del
formalismo de los paréntesis de Poisson.

Nosotros tenemos las ecuaciones de constriceion (1.17), pero dstas no deben ser uti-
lizadas autes de trabajar con os paréntesis de Poisson, dado gue si liicieranos esto,
entotces el ténmina {F, ¢} seria siempre ignal a cero, Asi entonees, tomaremos como
una regla que los paréntesis de Poisson deben ser evaluados antes de hacer uso de las
constricciones y, para recordar esta regla en el formalisme, introdueiremos el simbolo “~"
(el cual leeremos como: deétilmente igual) para las ccuaciones de constriccidn. Cou este
simbolo ellas son escritas de la siguiente inanera

O & 0, (130)

esta notacién enfatiza e} heche de que la cantidad ¢, cs numéricamente restringida a ser
cern, pero que no es idénticamente nula en todo ol espacio fase,

En una manera mis general, si tenetnos dos funciones F' y G gque coinciden en la
subvariedad definida por las constricciones ¢, = 0, se dice entances que las dos bimciones
son débibnente iguales entre sf, F = ¢. Por otro lado, si nna cenaeion es vilida en todo
el espacio fase y no solo sobre la subvariedad ¢, = 0, decimos gne esta ecuncion es fuerte
y ¢l simbolo usual de ignaldad =" es utilizado. Asi por ol teorema |

Feaa Gz F =G o= (g, plid. (1.37)

Con esta nueva notacion que hemos introducido, i expresion para la cenacion (1.35)
es:

P {FHY (1.38)

1.1.7 Constricciones secundarias

Examinemos aliora algunas de las conseenencias de Jas ccuaciones de movintiento (1,31).
Un requerimiento de consisteneia bidsico en la teorfa, es gue las constyicciones primarias
@ sean preservadas en el tiempo. Nosotros podemos towar las ecuactones (1.31) o (1.38)
y pouer a G como una de las constricciones ¢y, , enutances por consistencia, tetdremos que
= 0, lo cual produce la siguiente cenacidn

Ot = {(,‘1,":, /” + N'"{(f)m' ,(b,,,} =~ 0. (139)
El miniero de condiciones de consistencin aqui es M, estas eenaciones pueden dar tyes
distintos tipos de resultados,

Un tipo de cenaciones se reduce a 0 &2 0, es decir, ¢+ 2 0 es idénticamente satisfecha
con la aynda de las constricciones primarias,
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Un segundo tipo de ecuaciones son aquellas que se rediieen a relaciones entre las coor-
denadas y los momentos, y son independicutes de los multiplicadores u™, estas ecuaciones
deben ser independicntes de Jas constriceiones primarias, ya que si ésto no fuera asi, se
reducirian a una ecuacion de las del tipo anterior.

Finalmente, un tercer tipo de estas ecuaciones son aquellas que no se reducen a ninguno
de los dos easos anteriores, éstas imponen entonces condiciones sobre los maltiplicadores
de Lagrange u™.

Del primer tipo de ecuaciones, no nos preocuparemos nis en este cipitulo. Por otro
lado, cada ecuacidu de las del segundo tipo significa que tenemos otra constriceién entre
las coordenadas y los momentos. Estas constricciones son Hamadas constricciones secun-
darias. Las constricciones primarias difieren de las seenndarias, en el sentido de que las
primeras, son consccuencia exclusivamente de la definicion del momento, mieutras que en
las segundas. también hacemos uso de las ecuaciones de movimiento para obtenerlas,

Si en nuestra teoria aparecen constricciones secundarias \(q,p) = 0, entonees debe-
mose imponer nuevas condiciones de consistencia sobre estas constriceiones, os decir, debe-
mos pedir qie estas constricciones secundarias se preserven en el tiempo

(v HY +u™{\ o} =0 (1.40)

Estas ccuaciones tienen que ser tratadas de igual manera que las ecs. (1.39). Debemos
checar de cual de los tres tipos de ecuaciones antes mencionados, es cada una de las ecs.
(1.40). Si éstas resultan ser def segundo tipo, entonces debemos repetir el proceso una vez
mas debido a que tenemos nuevas constricciones seeundarias, el proceso termina cuando
las condiciones de consistencia no dan como resuitado nuevas constriceiones. El resultado
final de estos procesos, serd la obtencién de un cierto ndmero de constriceiones secundarias
x{g,p), junto con un wimero de condiciones sobre los coeficicntes u™ del tipo (1,39). El
conjunto de constricciones secundarias serd denotado por

¢ =0, I=M+1,... M+L, (141)

donde L es el mimero total de constricciones secundarias. La razon para la notacién (1.41),
es que la distineion entre constricciones primarias y secundarias seri de poca importancia
en la forma final de la teorfa, y es itil poder denotar todas las constricciones primarias y
secundarias en forna inica como

dr =0 I=12.... . M+L (142

Nosotros aplicamos las mismas condiciones de regularidad sobre ¢l conjunto completo
de constricciones ¢ al igual que lo hicimos con las constricciones primarias, Es decir, no
supondremos solamente gue las constricciones (1.42) definen una subvariedad suave, sino
que también asumiremos que las funciones de constriceion ¢, obedecen las condiciones de
regularidad descritas en §1.1.2. En lo subsiguiente supondremos que el rango de la matriz
de los paréntesis { ¢ @y} es constante en toda la superficie (1.42) donde Las constriceiones
son vitlidas,
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1.1.8 Restricciones sobre los multiplicadores de Lagrange

Analicemos aliora con mayor detenimicnto {as cenaciones que impouen restriceiones
sabre los multiplicadores de Lagrange ™. Conto ya hiewos wencionado, estas ecuaciones
son del tipo

{or HY +u"™ {1, pn} =0, (1.43)

donde m es sumado de 1 a A7 y 7 puede tomar enalouniera de los valores de 1 a A + L.
Podemos considerar que las ecs. (1.43) constituyen un conjunto de M + L ecuaciones
lineales no homogéneas en las M incdgnitas «™, con corficientes que son funciones de
las coordenadas y los momentos. Estas ecuaciones deben tener solucidn ya gue de otra
manera, las ecnaciones lagrangianas de movimiento serian inconsistentes.
La solncidn mds general de (1.43) es de 1a forina

W =U"(q,p)+ V", p). (1:44)

donde U™ (¢, p) es una solucion partienlar de ta eenacion inhomogénea (1.43) y V™ (g, p)
es la solucion mds general del sistema homogénea asocinda

V2 (g, p) {1 dm} = 0. (1.45)

Que V™(g,p) sea la solucidn mds general de {1.45) significa que V7 o5 una combinacion li-
neal de soluciones linealmente independicntes Vo', a=1,..., 4, del sistema homoggéneo.
El niimero A de soluciones independientes V™ es ol mismo para toda (¢, p;) sobre la
superficie de constriceién porque hemos supnesto que In matviz {¢;, ¢, ) es de rango
constante en dicha superficie. Tenemos asi gue la solueidn general de (1.43) es

a

Wt UM + Py (l‘lG)

en términos de los coeficientes v?, los cuales son totalmente arbitrarios. Podemos notar
que en esta dltima expresion hemos separado la parte de 1™ que pernanece arhitraria,
de aquella que estd fija mediante las condiciones de requerimiento impuestas sobre las
constricciones.

Si se substituye esta expresion de ™ en la expresion del bamiltoniano total (1.34) se
obtiene

Hp = H 4+ U0, + 'V, (1.47)
Definiendo las cantidades H' v @, como
H=1+U", (1.48)
}f
Ca =V, O (1.19)

se tiene que el hamiltoniano total puede eseribirse de la signiente manera

1[']' = }{' + "“‘:’u- “'—)‘))
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1.1.9 Funciones de primera clase y segunda clase

Hemos mencionado anteriornente que la distincion entre constriceiones primarias y
secundarias, es de paca importancia para fa forma final de ka formulacion hamiltoniana.
En contraste, ma clasificacion diferente de las constriceiones (y en forma mis general, de
funciones definidas sobre ol espacio fase) juega un papel central ey la teoria, Este es el
coneepto de funciones de primera cluse y sequnda clase.

Se dice que una funcion F(g', p;) es de primera clase, si su paréntesis de Poisson con
todas las constricciones se anula débilmente,

{Foay} =0, I=1,....M+ L. (1.51)

Una funcién de las variables candnicas que no sea de primera elase, es Hamada de
segunda clase, Es decir, F(gf, pi) es de segunda clase si hay alguna constriccidn ¢ para
la cual se tenga

{F.o1} #0.

Si F os de primera clase, entonces {F, ¢y} tiene que ser fuertemente ignal a alguna
funcion lineal de las constriceiones ¢, ya que las constricciones @ son por definicion, las
fnieas cantidades independientes que son débilmente cevo.

Una caracteristica importante de a propiedad “primera clase”™, es que ésta es preser-
ada bajo la operacion de paréutesis de Poisson.  En otras palabras, el pavéntesis de
Poisson de dos funciones de primera clase, es de primera clase. Probemos esta propiedad:
si F v G son de primera clase, entonces

(Fooy=fldp,  (Go)=df oy, (1.52)

alora, utilizando Ia idéntidad de Jacohi {1.29d) obtenemos

({F.GLorh = {F{G.#1)) - (GAF.o)) = (Fuf oy ) - (G f] o)
= {F,_f[; }(f)l' +(/; f”» (;‘),ﬂ - {G’. fII }(:),r _ fl’ g;: (D,u ~ (. (153)

Cowo una primera aplicacion del concepto de primera clase, observemos que las
funciones H' v ¢, que hemos definido en (148) y (1.49) son de primera clase, Si for-
mamnos el paréntesis de Poisson de ¢, can ¢, obtenemas de la definicién de ¢, ol término
Vit g, ¢} mas otres que se anulan débihnente. Dado que los V" son definidos para
satisfacer (1.45), @, os de primera clase, Similaninente {H', o} & 0 debido a la definicion
de H' yoa (L43), Mds ain, las ¢, constituyen un conjunto completo de constricciones
primarias de primera clase, esto es. enalquier constriceion primaria de primera elase o
uua conthinacion lineal de las ¢, {con cocticientes que son funciones de las coordenadas
', los momentos p; v modulo enadrados de constricciones de segunda clase %), Esto es

ya que ol cuadrada y potencias sucesivas de constricciones de segunda clase es una cantidad de primera
clase



asi porgue 0*VM es Ia solueion mis general de (1.40) sobre T superticie &y = 0.

La introduccion de estic nueva division de las constricciones. nos permite coneluir
que el hamiltoniano total (1.50) es Ia suma del hamiltoniano de primera clase 117y las
constricciones primarias de primera elase d, wltiplicadas poy coeficientes arbitrarios »*,
Debermos mencionar que la division de [y en H' v %o, no s inica, parque la U que
aparece en la definieién (1.18) puede ser eualquier solueion de la cenacion inhontogenea
(1.43). Esto significa que por el solo renombramiento de las funciones 1, podetnos adm-
tir dentro de H' on {1.50) enalquier combinacion de las ¢, sin eambiar ol Hamiltoniano
total.

1.2 TRANSFORMACIONES DE NORMA

1.2.1 Transformaciones de Norma

o lateoria dindiica estiandar, el problema méeanico de uu sistema couereto gueda
restielto si las ecuaciones de movimiento son dadas v st se especifien ol estado fisico inicial
del sistema. En contraste, la preseneia de funeiones arbitrarvias % i el hamiltonianootal
de nuestra tearfa, hace que ésto ya no sea vilido, o expresado de otra manera. que no
todas las coordenadas ¢ y los momentos p; sean observabls,

Las variables iniciales que necesitamos en nuestra reoria sou las coordenadas ¢f v los
momentos p;. Lus valores iniciales de los coeficientes of 1o son pecesarios va que éstos son
arbitratios, es deeir, ef estado fisico estd determinado inicamente por las coordenadas v
los momentos y no por los coeticientes ». El estado inicial debe determinar el estado a
tiempos posteriores, pero las coovdenadas v los momentos a estos Gewpos posteriores 1o
estan tinicaente determinados debido a que tenemos las funcioues 07, Esto signitica que
tn estado fisico no determina de manera sinica n conjunto de coordenadas v omomentos,
aftn enando un conjunto de coordenadas ¥y momentos si determinan de manera finica a
un estada fisico dado. Veamos como se obtiene esta conelision,

Sitenemos complotamente definido el estado fisico al tiempo 1y, esperamos que s
cenaciones de movimiento determinen: completamente: ¢l estado Jisico @ otvos tiempos.
Asi. por definicion, enalquier ambigiialad en el valor de las variables eaudnicas o 1, # 1,
serid una ambigiiedad fisicamente irrelevaunte,. Dado que los coelicientos 4 son funciones
arbitrarias del tiempo, tenemos entonees que el valoy de las variables canonicas a to
dependerd de la eleccion de tas fanciones 0 en el intervalo de tempo t) <t <t
Considerenios eu particadar, £y = ¢y + 461, Los valoves do la variable dindimiea 2 al Hempo
12, correspondientes a dos diferentes eleceiones 04 3 de las funeiones arbitrarias al tiempo
t) soen

Fity) = P )+ SHEH 400, )

y (1.34)



Fta) = Fit) + 8P H' 4 1%0,).
La diferencia entre ambos valores de F' es
SF = F = F = 8t{F,(° = i)} = 60°{F, o), (1.53)

donde dv* = {(v* — 7) 8t es un mimero arbitrariamente pequetio, Por consigniente, la
transformacidn (1.53) no altera el estado fisico al tiempo t5. Decimos entonces, exten-
diendo la terminologia nsada en la teoria de campos de norma que lus constricciones
primarias de primera clase generan transformaciones de norma, Las transformaciones
de norma (1.55) son independientes en el caso en el que las constricciones ¢, a2 0 son
irreducibles.

En general las transformaciones (1.95) no son las sinicas que no cambian el estado
fisico, de hecho, los siguientes dos resultados son viilidos:

L. El paréntesis de Paisson {¢,, ¢} de cualesquiern dos constriceiones primarias
genera una transformacion de norina.

Prueba, Aplicando a wua variable dindmica F euatro transfonnaciones de nonna
{1.55) en forma sucesiva con pdarametros do* dados por (¢, 4%, =29, —1*) obtenemos
{
ot AN =2 2
SF =" ({{F du} 00} = ({F o0} al) +0(°) +0(9%).
si s¢ toma en cuenta la identidad de Jacobi (1.29¢4) v se desprecian ténninos de segundo
orden, la expresion final de las transformaciones es
¥
SF = {F {og 00 ) (1.56)

3 ’
dado que &’ y n* son arbitrarias, €y cs tambicn arbitraria y el resultado se sigue.

- . N . . ' . . ‘e N . .
2. El paréntesis de Poisson {@,, '} de cualquier constriceion primaria do printera
clase ¢, con el hamiltoniano de primera clase J° genera una transformacion de norma,

Prueba. Obtengamos los valores de o variable dimtmicn F al tiewpo ¢ + = de las
siguientes dos maneras; (i) haciendo una transformacion de norma (1.55) de pardmetro
§v" = 9" y evolucionando después al sistenin con 1 mediante las ecs. (1.30) v (1.31), (it)
haciendo las mismas operaciones en orden inverso, De (i) se obtiene

SF(t+2) = 8F(t) + =i {{ FLo, )} H')
y de (i)
SF( 4 ¢

En ambos ensos hemos despreciado términos de orden 4 y ¢2. La diferencia neta de estos
dos resultados debe ser una transformacion de norma porque anbos deben yepresentar ol
misio estado {isico

SF(t+2) = dF — §F

~——

=8P + " {{F H ). o).

]

fi

({{F"v"u}f”‘} -~ {{1' [{'}!(,‘l“});'li“
{1",{(,’).“” }}:‘,))u. (1-)-'-)
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Esto muestra que { ¢, H'} genera transformaciones de norma.

Estos dos resultados nos llevan a la importante conclusion, de que al menos algunas
constricciones secundarias de primera clase pueden generar transformaciones de norma.
Esta conclusion la podemos obtetier razonando de la siguiente manera. En (1.56) y (1.97)
lremos visto que los paréntesis de Poisson {@q. 0,0} vo{ . H'} generan transformaciones de
norma, pero dado que o, y H' son fimeiones de primera clase. podemos coneluir por (1.53)
que estos paréntesis también son funciones de primera clase, lo cual siguifica que ellos son
combinaciones lineales de las constricciones de primera clase, Sin embargo, no hay razon
para pensar que estas combinaciones lineales contengan sélo constriectones primarias de
primera clase, de hecho en la practica, las constriceiones secundarias de prinera clase
aparecen en estas combinaciones lineales.

De estas consideraciones no es posible inferir que toda constriceion secundaria de
primera clase genere transformaciones de norma (“conjetura de Dirac” ver cap. 2). Sin
embargo, uno postula en general que todas las constricciones de primera clase generun
transformaciones de norma. Este es el punto de vista que adoptaremos en este trabajo.

1.2.2 El hamiltoniano extendido

Hemos mencionado que la clasificacion de constricciones realmente importante desde
el punto de vista hamiltoniano, s aquella que distingue entre constricciones de primera
clase y constricciones de segunda clase. Por lo consiguiente eshitil introducir una nueva
notacion que distinga entre estos dos tipos de constricciones. Denotarenos las constric-
ciones de primera clase con la letra 5 y las de segunda clase con la letra . El conjunto de
todas las constricciones (de primera y segunda clase) serd denotado por {¢;} como antes.

Por otro lado, en §1.2.1 hemos visto que existen ciertos cambios en las variables
candnicas ¢', pi, los cuales no corresponden a ningin cambio del estado fisico. Llamanios
a estos cambios transformaciones de norma y vimos que estas transformaciones son gene-
racdas por constrieciones de primera clase. Esto sugiere que las eenaciones de movimiento
(1.38) podrian ser generalizadas de tal manera que permitan realizar una transforinacion
de norma arbitraria mientras el sistema esta dindmicamente evolucionando en el tiempo.
El movimiento generado por el hamiltoniano total (1.50) contiene finjeaniente tantas fun-
ciones de norma arbitrarias como constriceiones primarias de primera clase hay. Para
tograr la generalidad deseada, tenemos que adicionar & Hy las constriceiones seeundarias
de primera clase multiplicadas por funciones arbitrarias adicionales. La funcion de primera
clase que se obtiene de esta manera tiene la forma

Hi=H +u", (1.58)

ves lamado el hamiltondano extendido (aqui el indice a corre sobre un conjunto completo
de constriceiones de primera clase).

Las variables dindmicas que tienen paréntesis de Poisson débilmente igual a vero eon
los peneradores de norma +,. son Hamadas vasiables ivariantes de norma. para este tipo
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de variables se tiene que la evolucion obtenida mediante H', Hy v Hp es de hecho lamisma,
pero para cualquier otro tipo de variable, debe utilizarse Hp, ya que este hamiltoniano es
el que toma et cuenta toda la libertad de norma.

Enfaticemos aqui que la necesidad de extender el hamiltoniano a la forina (1.38) no
es inducida por la teorfa lagrangiana. Esta necesidad nace de la caracteristica inhierente
al esquenta hamiltoniane y tiene como consecitencia, producir ecnaciones de movimiento
mas generales que aquellas generadas por Hy, es decir, por las ecuaciones de movimiento
lagrangianas originales.

Con este hamiltoniano extendido, las ecnaciones de movimiento se expresan cono

F e (F H). (1.59)

1.3 El PARENTESIS DE DIRAC

1.3.1 Separacién en constricciones de primera y segunda clase

i la seccién anterior se estudiaron las principales caracteristicas de las constriceiones
E

¢ primera clase, estudietnos ahora las caracteristicas de las constricciones de segunda
de primera clase, estudiemnos al 1 terist le ] nstri l i
clase.

Consideremos el caso en el que la matriz Cpp = {¢y,dp} no se anula sobre ka super-
ficie de constriecién 7. Recordemos que estamos suponiendo en esta exposicion que las
constricciones son irreducibles y que el rango de Tamatriz Cpp de los pardntesis de todas
las constricciones, es constaute sobre toda la superficie de constriceion.

Teorema 3. Sicldet C,p = 0, entonees existe (al menos) una constriceion de primera
clase entre las constricciones ¢y .

Prueba Si det €, & 0, puede encontrarse una solucion no trivial Al de M€y = 0.
La constriccion A ¢ es entonces Facilmente vista como de primera dase, lo cual prueha
el teorema.

Si se redefinen las constricciones como ¢ = «a,f

’.;‘,_,, mediante nna apropiada matriz
invertible u,”, la constriccion A e, puede ser atilizada conto la primera constriccion. En
esta mueva representacton se tiene C'yy = -y w20,

Aplicnndo repetidas veces el Teorema 1.3, e posible constrnir nua deseripeién equi-
valente de la superficie de constriceion en tirminos de las eonstricciones v, & 0, \, & 0.
enya matriz de paréntesis de Poisson se lee débilnente

Ja \n
(00 (1.60)
v A0 Ch

“este s justamente el ciso en el goe hay constricriones de segnnda clase



donde C'3, es una matriz invertible sobre todas la superficie de constriceion.

En esta nueva representacion, las constricciones estan completamente divididas en
constriceiones de primera y segunda clase, es decir, ninguna combinacion lineal de las \,
tienc como resultado una constriceién de primera clase, y las constricciones 7y, agotan
todas las constricciones de primera clase. Es importante notar que el mimero de con-
stricciones primarias debe ser par, de lo contrario, la matriz antisimétrica Cy, tendria
determinante cero v entonces no todas las \, serian de segunda clase.

Notese que la separacién (1.60) no es tinica, debido a que ésta es preservada por las
redefiniciones

Ya "ub—/bv Xa — “n"r\/l, + “uanln (101)

con deta?l # 0, deta # 0. También uno puede sumar cuadrados de constricciones
de segunda clase a 4, sin cambiar la propiedad de primera clase, 4 = 5o + ¢, Yo\ 1.
Asumiremos que las funciones de segunda clase \, son tales que det Co 3 # 0 sobre toda
la superficic v, = 0 ¥ no sélo sobre y, = 0, 4, = 0. Esto es necesario para manejar
apropiadamente las constricciones de segunda clase. '

1.3.2 Tratamiento de constricciones de segunda clase:
un ejemplo

A difercucia de las eonstricciones de primera clase, las constricciones de segunda
clase no pueden ser interpretadas como generadoras de transformaciones de norma, o
mas generalimente, eoma generadoras de transformaciones con significado fisico. La razdu
es que por definicion, la transformacidn de contacto generada por una constriceion de
segunda clase \ no preserva todas las constricciones ¢; = 0

6\’0 = {,\'uuib.\'b} = éJ)Cab ';é 09

v usi mapea un estado permitido sobre un estado no permniitido.

Para entender como deben ser tratadas las constricciones de segunda clase, analicemos
el ejemplo mds simple posible de una teoria con constrieciones de segunda clase. Supon-
gamos que tenemos N pares de coordenadas candnicas ¥ que el primer par (¢', py) estd
sujeto a las constriceiones

vi=¢ta0
X2=pp &0 (1.62)

Estas constriceiones son de segnnda clase porgue

(\iov) =140

En este simple caso, la forma en que deben ser tratadas las coustriceiones de segunda
clase es un tanto directa, Las ccnaciones (1.62) nos dicen que las variables q' v prwoson de
interds y por conseeuencia, que el primer grado de libertad no es de importancia relevante
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et la teorin. Tenemos asi que las variables candnicas ¢' y py pueden ser descartadas
y por la tanto es posible trabajar sélo con los otros grados de libertad.  Esto siguifica
que podemos trabajar con un paréntesis de Poisson modificado y definido de la siguiente
manera

N OF 1' I a
(01 e BCQI_)‘ (163

(F6Y =3\ 55, ™ 30 o

i=2
Este paréntesis debe ser suficiente porque considera toclas las variables dindmicas que son
de interés fisico.
Notemos que el paréntesis modificado (1.63) de cualquiera de las dos constricciones
(1.62) con una variable dindmica arbitraria es idéuticamente cero

{Foxi} ={Fx) =0 (1.64)

Esto significa que cuando trabajamos con (1.63), podenios poner las x, como iguales a
cera antes de evaluar el paréntesis. Asi, si en este ejemplo utilizamos la definicion del
paréntesis estrella (1.63) en vez de la del paréntesis de Poisson (1.28), podemos poner las
constricciones de segunda clase fuertemente igual a eero

u=x=40 (1.65)

También es claro que Jas ecnaciones de moviniento para las otros (n 2> 2) grados de liber-
tad, permanecen de ia misma foruia si semplazamos el pavéntesis de Poisson original por
ol paréntesis modificado. Mis atin, ¢l paréntesis {(1.63) satisface las mismas propiedades
{1.29) que cl paréntesis de Poisson,

1.3.3 Paréntesis de Dirac

La generalizacién de {1.63) para un conjunts arbitrario de constricciones de segunda
clase fue hechia por Dirae (Dirac(1950)). Esbozaremos aqui. como Hegar a esta general-
izacion.

Dado que el determinante de la matriz C,y es distinto de cero, entonces esta matriz
es invertible

CHICy, =80 (1.66)
Una propiedad que debe de cimmplic el paréntesis gue generaliza (1.63) es que, enalguier
ariable dindmica teuga un paréntesis general nulo con las constricclones de segunda clase.
Si F es una funcidn arbitravia del espacio fase podewos definir otva funcidn F° que sea
tgnal a F osobre la superficie de constricciones de segunda clase \,, = 0, como

N W

con la propiedad
{F* L) =0
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Por caleulo directo puede obtenerse la expresion explicita para F* en funcion de C°?
F* = F ~ {F\a}C"\s. (1.67)

Ahora simplemente postulamos que el paréntesis de Poisson de dos cantidades F y G debe
ser remplazado por el pardntesis de Poisson de sus variables estrellas F y G

(F.G} = {F".G"}. (1.68)

Notese gque a pesar de que F & F* y G = G, ol paréutesis de Poisson {F*,G"} wo es
déhilmente igual a { F, G}

(F",G"} & {F,G} = {F.xa)C*" {\n. G}.
El paréutesis de Dirac es definido como
(F,G} ={F,G} ~ {F,xa}C**{\4,G}, (1.69)

y coustituye [a generalizacion de (1.63). Este paréutesis satisface Ins mismas propiedades
que el paréntesis de Poisson

{F.G}" = —-{G,F}", (1.70)
(Fi + B, G = (F,G) + (£, G, (1.700)
{F1Fy, GY) = R{F),G) +{F,G) Fy, (1.70¢)
{F.Gy H} + {G H} F}+ ({H F}) .G} =0 (1.70d)
ademis de estas propiedades se tiene que
{(\e. F}" =0 para cualqnier F (1.71)
{F.G}" = {F,G) con G de primera clase v F arbitrario  (1.72)

{FAG H}'}) = {F G ,H}*} con Gy H de primera clase y F arhitrario (1.72)

Se sigue de (1.71) que las constricciones de segnnda clase pueden ser puestas iguales a
cero, antes o después de evaluar ol paréntesis de Dirac, Mas ain, dado que of hamiltoniano
extendido (1.58) es de primera clase, se dednee de (1.72) que Hy continna generando las
ecuaciones de movimiento correctas en términos del paréntesis de Dirace

F={F Hg)~ (F Hy) . para toda F. (1.73)

En particular, ol efecto de una transformacién de norma puede también ser evahiado
mediante el paréutesis de Dirace

{Fiva) = {Fiaa)" para toda F (1.74)
Asi, en lo sucesivo, todas las ecuaciones de la teorfn son formuladas en términos del

paréntesis de Dirae, y las constriceiones de segunda elase son identidades (ue expresin
algunas variables candnicas en términos de otras (ecuaciones fuertes)
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1.4 FIJACION DE LA NORMA

1.4.1 Normas candnicas

Coma hemos visto anterjotinente, 1a presencia de constriccianes de primera clase y Ia
libertad de norma asociada a éstas, nos sehalan gue dado un estado fisico, hay mds de un
conjunto de variables canduicas (¢, i) que corresponden a dicho estada. En la prietica,
muchas veeces es deseable remover esta ambigitedad himponiendo condiciones extras sobre
fas variables canénicas (condiciones de nornta candnicas), de tal manera que sdlo exista
un conjunto de estas variables que corresponda. a estado fisico, es decir, de tal manera
que exista una relacidn nno a uno entre las estados fisicos y los valores de las vartablos
candnicas que resulten de las condiciones extras sobre ellas. Como puede abservarse,
ostas condiciones extras no son una consecuencia de la teorfa que hewmos desarraltado, sin
embargo, son condiciones ad-hoc que uno puede imponer para evitar el conteo wiltiple
de estados”. Esto os permisible porque dichas condicianes pueden elegirse de tal manera '
gue solo rennievan los elementas no observables de la tearia v no afectan las propiedades
observables (invariantes de norma),

Hay tres propiedades que dehe satisfacer nn conjuutn

Cale pi) = 0 (1.75)

de condiciones de norma, para Que éstis cumplan con nnestros propasitos:

(a) La norma elegida debe ser accesible. Esto es, dada cualquier conjmito de variables
andnicas debe existir una translormacion de nornta que mapee el conjunta dado de
variables ¢' y p; sobre un conjunto gne satisfaga (1.75). Esta transformacion debe ser
obtenida por iteracion de transformaciotes de Ia forma Su{F,4,}.

Esta condictan nas asegura gue las condiciones (1.75) no moditicardn las propiedades
fisicatnente relevantes del sistema, pero si restringen la lilertad de norma. Dado que ol
uttmero de pardametros arbitrarios du* es igual al niera de constricciones de primera
clase 7,, se concluye que ol wmimera de condiciones (1.75) no es mayor a el mintero de
coustricciones .

(b) Las condieiones (1,75) deben fijar completamente Ia nora. Esto significa gue una
vez impuestas las condiciones de norma, no debe existir transforntacion de norma alguna
a excepeion de la identidad, que preserve (1.75). Dicho de otra nuaera, las eenaciones

S {Chva) 2 0 (1.76)

deben implicar
ot =10 (1.77)
Las ces,(1.76) pueden tmplicar (1.77) dimicamente st el mimero de ecnaciones indepen-

dientes {Cy, 1, es igual o mds grande que el ntmero de incdgnitas du®,
(¢) Las coudiciones de vorma deben satistacer las condiciones de frontern (ver eap.



CONDICIONES DE  HNORMA

)

N

ORBITAS 41 NORMA

Figura 1.2; Un buen conjunto de eondiciones de norma, debe determinar una superficie
C, = 0 quesintersecte las orbitas de norma, una y sélo una vez.

4).

De estas condiciones se concluye que para fijar la norma satisfactoriamente, el nidmero
de condiciones de norma independientes debe ser fgual ol mimero de constriceiones de
primeru clase. Los paréntesis de Poisson {C},7,} forman entonces una matriz enadrada
y, de la condicion (b), podemos notar que para gque (1.76) implique (1.77), entonces esta
matriz debe ser invertible. Asi tenemos la condicion

det{Ch, 7.} # 0. (1.78)

Esta condicién nos expresa que las constricciones Cyy y 7, juntas, forman un conjunto
de constricciones de segunda clase, lo cual implica que nna vez fijada la norma, las con-
striceiones 7, dejan de ser de primera clase y en la teoria quedan solo constriceiones de
segunda clase. Esto que sucede es bastante razonable, ya que de lo contrario, si queda
todavia alguna constriceion de primera clase, seguirfmmos teniendo alguna libertad de
norma que corresponderia a las transformaciones generadas por dicha constriceion.,

Una vez que cs fijada la norma, podemos pasar al paréutesis de Dirac. Tendremos
asi entonces, una teorin gue sea efectivamente libre de constricciones en el sentido de gue
tadas las constricciones podran ser consideradas como identidades que expresan algunas
rariables dindmicas en términos de otras.

Uno puede dar una descripeidn geométrica del proceso de fijar la norma. La superfi-
cie Cq = 0 de las condiciones de norma interseeta las orbita de nonma, las cuales yacen
sobre la superficie de constriceion, una ¥ solo una vez. La condicion (1.78) garantiza esta
propiedad localmente (ver fig.2).

)
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1.4.2 Numero de grados de libertad

Cuando una teoria posee inicamente eoustricciones de segunda clase, el hamiltoniano
no coutiene funciones arbitrarias del tiempo 8. En este caso, un conjunto de variables
candnicas que satisfaga las constricciones determina un y sélo un estado fisico. Dado que
después de fijar la norma sélo hay constricciones de segunda clase, tenemos el siguente
conteo de grados fisicos de libertad:

( Nimero de grados ) _ ( Nilmero de variables )

fisicos de libertad /| =\ candnicas independientes

Nintero total de Niimero de constriceiones
rariables candnicas originales de segunda clase
Niimero de coustriceiones Nitmero de (1.79)
- . - - N
de primera clase condiciones de norma
( Niimero total de ) ( Nimero de constriceiones )

variables eandnicas originales de segunda clase

9 x Nimero de constricciones
de primera clase ’

Dado que el mimero de constricciones de segmuda clase es siempre par, se infiere de
(1.79) que el mimero total de variables candnicas independientes es también par, lo cual
corresponde a un mimero entero de grados de libertad.

El conteo anterior estd bien definido y no es ambigiio para un witmero finito (o tal vesz
contable) de grados de lbertad. '

1.5 FUNCIONES INVARIANTES DE NORMA

1.5.1 funciones sobre la superficie de constriccién

Introduscamos a este punto, por completez, una serie de coneeptos que juegan un rol
importante en el andlisis de los sistemas con constriceion. Denotaremos al espacio fase por
Py como es convencional, el espacio de las fuuciones suaves del espacio fase por C>(P).

El espacio veetorial C™(P) esta dotado de dos ostructuras algebraicas: nua es ka mul-
tiplicacién ordinaria, para la cual C(P) es un dlgebra asociativa: la otra es la operacidn
del paréntesis de Dirac, para la cual () es un dlgebra de Lie. Estas dos operaciones
estdn relacionadas por

{F By P} = Ry B R+ B R Py

de esto se conclye que no todo lagrangiaco singular produce naa teotia de norna



Debido a que ol sistema dindmico estd Hitado a estar sobre la superticie de coustriceion,
la cual denotaremos por T, dos funciones del espacio fase que coinvidan sobre dicha
superficie £, no pueden ser distingnidas. En otras palabras, no todas las funciones snaves
del espacio fase son relevantes sino sélo aquellas funciones suaves sobre X

1.5.2 Observables cldsicos

Un “ohservable” cldsico es por definicion, una funeion sobre la superficie de constriccion
que es invariante de norma. De manera alternativa podemos deciy que un observable puede
ser descrito como una funcién del espacio fase que ticne un paréntesis de Dirae débiliente
mulo con las constriceiones de primera clase

{Fiv} =0, (1.80)

y uno podria identificar dos de dichas funciones que comciden sabre la superficie de cous-
triccién,  El coucepto de observable, envuelve asi, dos pasos: (/) la restriccion sobre la
superficie de constriceion, (ii) la condicidn de invariancia de norma (1.80).

A pesar de que estamos utilizando la terminologia “observable™, en este trabajo no se
intentard dar un significado experimental a este concepto por medio de aparatos, ya que
esto no es uecesario para el desarrollo de la teoria, Dado que 1o se necesito s infoy-
wnacion que el prineipio de aceidn en Ja determinacion y clasificacion de las constricciones,
tenemos que la propia accion nos leva a decir cuales son los observables.

1.6 EJEMPLOS

1.6.1 Particula libre no relativista

Para ilustrar algunos de los conceptos que hemos expuesto a lo largo de este capitnlo,
tomaremos como primer ejeinplo a la particuta libre no relativista,
La accidn para la particula libre no relativista, estd dada por 1a expresion

. L
Slait)] = /(lt%) (‘;l—;l-) , (L.81)

Para que esta pueda ser tratada como una accidn con lagrangiano singular, debemos
hacer gue esta aceion sea invariante hajo reparametrizacion. Esto se logra si incluimos
al tiempo como nna variable candnica (ver §4.2). L expresion para la accion invariante
bajo reparantetrizacion es

m
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Sla(r), t(r)] = [ i (1.82)
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C_dy ot . Ardmels ) arbitrari
donde ¢ = §£, ¢ = § y 7 es un parimetro mondtono arbitrario.

Es facil checar que el lagrangiano de la accion invariante bajo reparametrizacién es
realmente singular,

aL n oL mg?
— ) = e = = oo 1.83
99 0T W T T T (183
32 7 2.2 22
g - 104 m*q m=q
B det(Wy) =) Ty i | =i =0
! ¢ ’

De la expresién que hemos obtenido para los mementos ec. (1.83), lleganios a una
constriecion primaria
2

[)
‘ 2m b ( )

Ademnds, el hamiltoniano canduico se anula

po M

’ =0, (1.85)

cont o cual teneinos que la expresion para el hamiltoniano total Hy es
"
Hy =up=u|l"—+pm]|. 1.86
1 / (2,” I ( )

Introduciendo el requerimiento de consistencia ¢ = 0, conelnimos que ¢ es la 1inica
constriceion del problema y por consiguicnte que esta es de primera clase, ya que

o= {o, Hy} = {,0) + u{o,0) =0 (1.87)

Las ccuciones de movimiento en forma hamiltoniana para este problema son

i = u-?):—: =l (1.88)
)
t == ub—[;» = 1,
. do
p o= —-115[; =),
. do
o= -—lt—(;)—t- =(}

La segunda de estas cenaciones da un significado al multiplicador de Lagrange u que
aparece en el iamiltoniano total, este es la varicion del tiempo con respecto al pardmetro
T.

Por ailtimo mencionemos que debido a que solo tenemos la constriccion (1.84), la
expresion para el hamiltoniano extendido Hy, coincide con Ta del hamiltoniano total.



1.6.2 Particula libre relativista

La accidn para la particula libre relativista esta dada por

1 0 0 0
2 2 ; O -1 0 0
— NP iy /2 . - .
S= m/l ds = m/l (gpdatdz”) con Gy 00 -1 0 (1.89)
0 0 0 =1

Elegimos un pardmetro mondtono arbitrario 7 con el enal etiguetamos la posicion de la
particula sobre su linea de mundo y definimos su cuadrivelocidad como

_ dak(7)

i
ut = et (1.90)

En términos de esta cuadrivelocidad la accion (1.89) queda reeserita comto una accion
invariante hajo reparametrizaciones de 7 (1 = 7'{7)).

§ = —m/r2 ywrudr., (1.91)
n

Aligual que en el caso anterior, uno puede checar en forma directa que

& \
det (m(—mu“u“)'“) =0,

La expresicu para los momentos candnicos os

o (—mu*u, )2 mu (1.92)
! dur T (ueu )Y '
de ta cual concluimos que existe una constriceion primaria, dado que
s 2 Wy 2 2 2
Po=m"—Lt=m* = o¢=p-n*=0. {1.93)
UL, .
En este caso al ignal que en el anterior, el hamiltoniano canduico se anuta
H = v mut n \1/2
=pfy,— L= et mu'u,) ¢ =0, (1.94)
{uu,)

lo cual tiene como consecuencia, que la condicidn sobre ¢ se cumpla idénticamente. De-
bido a esto concluimos que ¢ es la tinica constriceién para la particula libre relativista y
por lo tanto es de primera clase.
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1.6.3 Campo electromagnético

La accién para el campo electromagnético es
1
L=-y / Fo Pds, (1.95)

donde F,, = A, ~ A, es el tensor del campo electromagnético y 4, es el 4-potencial
del campo. Explicitamente la expresion para Fy,, es

0 E E, E 0 —E, -E, -FE,
Foo| B 0 -B. B, g | B2 0 B =B,
w=\_E, B, 0 =B |’ E, =B, 0 B,
-E, =B, B, 0 E. B, -B, 0

De la definicion del momento para una teorfa de campo, obtenemos que para el campo
clectromagnético

n - (?E — __1_0(!';“,};"“}) - __lo(FﬂUF"O) - l 96

R T T R A T VX R P TR P (1.96)

y dado que Fyg = 0 coneluimos que existe una constriceién primaria

=y ~ 0. (1.97)
Calculemos ahora ¢l hamiltoniano eandnico.

H o= [mam

. N 1. )
/ (F..(,A‘v" + iF‘fF,-, + 51?"7;,,) Areon 0j=1,2,3

| 1., o .
iy ALS S AR ) L) KLY
/(4!1 Fy; 2[1 1, + 110" A )(l xz

/ GF"’F,-, - %n"n, - .‘1"11,4"‘) &', (1.98)

Veantos si hay alguna otra constriceicn
o= (1% H) = {n”./( F'le,,~%11n Y ')(1',}

1
4] 1f L
/{ﬂ (4!" Fij 2[1” AN )}

/H ()2 — ") 2! -H-” ()

(1.99)

De esto conclnimos que para el caso electromagnético aparece uns constriceion seeundaria
la cual denotaremos por ¢,

o =1I" =0, (ecuacion de Gauss) (1.100)
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Segun lo expuesto en el capitulo, debemos imponer una nueva condicion de consisteneia

(;)'Zzoﬁ
by = {I1." = 3, (Lo ik p =L IPn;) - {11, A%
o ={IIl"\H} = dr jl‘{ni FPF} 2{ i b= {1 AT
= /llsdfri-{n,-'i,["jkf‘jk~} =)

dado que &y se anula idénticaniente, concluimos gue no hay puls coustricciones en la teoria.
Y evaluando el corchiete {tf)l,d‘a} llegamos a la conclusidu de que ambas constriceiones son
de primera clase.

Escribamos ahora la expresiéu para el hamiltoniano total Hy vy para el hamiltoniano
extendido Hp.

La expresion (1.98) para H es de primera clase, con lo cual H puede ser tomada cono
H' de (1.50). Obtenemos asi

Hy = / GFUF.-,-— érl'n.-)d'"’.“ / AT / o() Tgds. (L101)

Aqui () es un coeficiente arbitrario para cada punto en el espacio tridimensional.
Como vimos en §1.1.5, la ccuacion de movimiento en términos del bamiltoniano total
Hypes )
F = {F Hy}.
Si tomamos F = A%, obtenernos
A = (a), (1.102)

porque A9 tiene un paréntesis de Poisson wulo con cualquicr cantidag exeepto con [y, y
esta cantidad aparece en el dltimo término de (1.101). Esto da un significado al coeticioute
arbitrario o) que aparece en el hamiltoniano total, v(x) es la derivada temporal de AV,
Obtengamos ahora el hamiltoniano extendido. Para hacer esto adicionemos a Hy Ia
coustriceidn secundaria de primera clase (1.100) con un coeficiente arbitrario u(x)

Hp = Hy + / ()T, e, (1.103)

Notemos yue es posible simplificar la expresion para Hp. Esta simplificacion se puede
efectuar porque las variables A%, TT; no tienen significado fisico algnno. Ty = 1) todo
el tiempo {ee.(1.96)), por lo cual no es de interds ¥ 4% o algo cuya derivada temporal
es bastante arbitravia (ec. (1.102). por lo enal tampoco s de interds. Debido a esto.
podemos ignorar estas variables y por lo tanto simplificar la exprresion de Hy.

Yara tlevar a cabo esta simplificacion, elisninemos ¢l ténming v} Ty del hanidltoniane
total. Este término tiene el efecto de permitir que A® varie arbitratiamoente. El término
=AU en Hy puede ser combinado von el témmino u()1," en el hamiltoniano extendido.
El coeficiente u(x) es un coeficiente arbitrario en cualquier caso. Cuando combinamos
estos dos términos, solo estamos remplazando ufe), por la funcion o'(r) = u(r) - A9, In
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cual signe siendo totalmente arbitraria. Obtenemos asi finalmente que la expresion para
el hamiltoniano extendido es

Hy = / (31:"'11?,,. - %n"n,-) e+ / W ()11 P (1.104)

1.6.4 Modelo de Freedman-Townsend

Para finalizar este capitulo, expondremos como iltimo ejeniplo el modelo de Freedman-
Townsend para particnlas sin espin (Freediman and Townsend (1981)). Este modelo co-
rresponde a la generalizacion no-abeliana, de nna teorfa de norma tensorial antisiniétrica,

La accién para la formulacion a primer orden de este modelo es

5= _% J e Tr(e By By + 4, 40) (1.105)

en lacual B, y A, son tratadas como variables independientes.
Esta accion puede ser reeserita de la signiente manera

S

il

1
-5 / A2 Tr(e™ B, F,y + A,A0)

/ dhe Tr{(=e"* Do Fyy = &5 By P + 545 = 54'4,)

o ik 1y 1,
/ e Tr(=e5 By Fjy = 9 By Py + 5 A% = 2 A°4,)

mis aln, dado que Fjj = 0,45 = 04 + g[A 4] y A, = AT a aceidn puede reseribirse
como

o P . . 1. .
S= / dla Tr{=e By Fy — 2By Ay = e 4, DBk + 5.45, - %.-—l'.»l.-) (1.106)
donde D; = &, + g[4;, ] es la derivada covariante,
La expresidn para los momentos conjugados a o, v By es
L 0L
= - py, 0= =, 1.107
ik 0D ( 7)

_ L
OA;

Obtenenos asi que los momentos canonieos conjugados a B constituyen un conjunto de
constricciones primarias,
De la ccnacién de movimiento para g obtencinos

A= DBy =0 = Ay =D, = —DIT (1.108)

con lo cual la aceién puede reeseribirse en términos de los momentos v los campos come
. PP IS S .

S= /d'.r T (n A= S = (DT = By (o [',k)) . (1.109)
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De esta iltima expresion podemos identificar al hamiltoniano con la expresion
1 i1 i\ S
/(1"1: Ty (514,-.4' +5(DIT)? 4 B(,,(E'J*F,k)) . (1.110)

Introduciendo el requerimiento de consistencia de gne las constriceiones primarias se man-
tengan en el tiempo, ohtenemos un nuevo canjunto de constriceiones

G = Fy 0. (1.111)

Sin embargo en este conjunto de constriceiones secundarias no tadas son independientes,
ya que de la identidad de Bianchi

DG =" DiFy =0, (1.112)

Uno puede checar facihnente que no aparecen nuevas constriceiones en el formalismo. Con
esto se concluye entonces que la expresion para ol hamiltoniano candnico es

-;-/(1"1: Tr(A A + (D,IT)?), (1.113)

y que la expresion (1.110 ) es la expresién del hamiltoniano extendido.  Concluimos
también que los By; (nmitiplicadores de Lagrange) son totalmente arbitrarios.
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Capitulo 2

INVARIANCIA DE NORMA
DE LA ACCION

En el eapitulo anterior fueron definidas tas transforimaciones de nornea, como transtor-
maciones que no cambian el estado fisico del sistenya. Sin embargo, no disentimos en que
sentido estas transforinaciones eran una simetyfa de Ia accion. Este eapitulo tiene como
principal objetivo, analizar estas simetrius,

Restringimos nuestro andlisis a un tipo particular de tearias de norma, sin embargo.
Ia generalizacion de los resultadaos es directa v signe I misma linea que aqui se expone.

Mostramos a relacién precisa que existe entre las constricciones de primera elase v la
invarianeia de norma de la aceion. Esto es heelio para la aceion hamiltoniana extendida
y para la accidn original en forma lagrangiana,

Como conseeuencia del anibisis se obtiene: (i) una praeba de Ia Conjetnra de Dirac,
(ii) una manera sistenvitica para derivar todas las simetrias de nonna de un lagrangiano
dada, y (iii) un criterto preciso para contar los gridos fisicos de libertad de nua teorfa de
norma, directamente de la forma de las transformaciones de nonna en forma lagrangiana,

2.1 FORMALISMO HAMILTONIANO

2.1.1  Accién Hamiltoniana total

Como fue estiblecido por Dirac, el principio varineional fgrangiauo (1.6) es equivalente
{en el sentido explicado abijo) al priucipio variacional de privter orden

88y =0, (2.1
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donde Sy estd dada en términos del hamiltoniano total (1.34)
Splq'ipi,u™) = /(p,-(]'~1{—u"'(:),,,)rlt. (2.15)

En (2.1) uno considera variaciones arhitrarias de ¢, pi y 0™ sujetas a la condicidn Sg' =0
en los extremos (condicion (1.3)).

La equivalencia de los principios variacionales (1.6) y (2.1) significa que si elimi-
namos p; y u™ de (2.1b) utilizando sus propias ccuaciones de moviicuta 48y [ dpi=0,
88y /éu™ = 0, abtenemos la accidn lagrangiana (1.6), o dicho de otra manera, las eena-
ciones de movimiento que se obtienen de (1.6) y (2.1) son equivalentes (ver §2.1.2y §1.1.4),

Como una conseciencia de vsta equivalencia, se tivne que cualquier simetriade (2.1h)
induce nna simetria de (1.2) tras una eliminacion de p; v ™. Asi, si encontramos un
conjunto completo de transformaciones de norma para la accién (2.1h), antomdticamente
obtenemos un conjunto completo de transformaciones de norma para Ia aceién (1.2). La
afinnacién juversa, de que cnalquier simetria de (1.2) pnede ser extendida a una sinietria
de (2.1h) es también verdadera, pero debido a gue este resnitado no serd utilizado en
nuestra exposicidn, no abundaremos sobre éste.

2.1.2 Algoritmo de consistencia

Las ecuaciones de movimiento que se obtienen de (2.1) son las que hemos Hamado en
el capitulo anterior, cenaciones de movimiento en forma hamiltoniana (ees, {1.27))

0[),‘ !
, oH | O

W= g

aF " oy
Dl p) = 0.

L oH

o m
§' = o u

Recordemos que un requerimicnto hisico de consistencia en Iy teoria es que las con-
striceiones primarias (1.17) sean preservadas en el tiempo, lo enal da origen a las ecs,
(1.39)

d)m‘ = {¢m" }1} + ”m{(ﬂm"(ﬂ"l} = 0

enyo andlisis depende del rango de la matsiz {66, 6m ).

Hagamos un paréntesis aqui, para precisar las condiciones bajo las gue trabajaremos
vy la notacidn que seguiremos en este capitulo.

Asuniremos lo signiente: (i) Las constricciones son irreducibles. es deeir, independi-
centes; {ii) Las constricciones son de primera clase; (iii) El rango de ba matriz de paréntesis
de Poisson {7,¢.7m} ¢s constante y débilmente igual a cero por la suposicion anterior
sobre la superficie de constriceion v, & 0. Similares condiciones sobre los paréntesis de
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las constricciones secundarias, terciarias, ete, serdn asswmidas (ver abajo); (iv) Las condi-
ciones de regularidad son satisfechas en la superficie de constriceidn. Las constriceiones
subsecuentes también serdn elegidas de tal manera que satisfagan condiciones similares,

La primera suposicidn es hecha al ignal que en of eapitulo 1, para evitar hacer mds ex-
tensa la exposicion, La extension al caso reducible es directa y sigue la misma linea que ¢l
-aso irreducible, esta extension puede hallarse snevamente en (Henneanx and Teitelboim
{1992)).

La segunda, s motivada por el hecho de que las constriceiones de primera clase son
las rinicas que generan simetrias de nornia, por lo que las coustriccianes de segunda clase
no son de interés cn el presente capitulo.

La tercera es mads téenica. En principio ésta no necesita ser satisfecha, pero resulta
siempre realizada en la prictica. Con (iii), ol algoritmo de consistencia toma su forma
mas simple y las constricciones de la i-dsima generacion aparecen por primera vez enando
se estudia ln preservacion en ol tiempo de 1as constriceiones de la (i — L)-dsina generaeion,
La cuarta suposicidn es requerida por la teorfa de Dirac y la liemos discutido ya en §1.1.2,

En enanto a la notacion, dsta serd puesta en una forma inds detallada cuando as(
nos convenga. Esto lo haremos de la signiente manera; cnando se haga referencia a las
constricciones prituarias, aiadiremos el subindice my a 5. Cuando se haga referencia a
las constricciones secundarias, afiadiremos el subindice my a v, ete. Asi las constricciones
de la i-ésima generacion serdn denotadas por

Doy Ny oSy, My,

Como causa de las suposiciones (if) ¥ (ili) wvo encuentra (ver (1.52))

4o, (2.2)

!
mym, ’m,

{7m| ) 7""1 } =C

Como resultado de (iii}, notamos que no hay eonstriceiones seeundarias (o de orden mayor)
en el miembro derecho de la cc, (2.2).
Debido a (2.2), ta ce. (1.39) se reduce sobre la superficie ile constriceion i, R0

{Afmn H } & (. (23)

Esta ceuacion impone condiciones winicamente sobre las variables canduicas ¢, Pi Yy o
restringe a los multiplicadores de Lagrange «™. Estas coustricciones son lamadas con-
stricciones “secundarias”,

Si ymy (m2 = 1,... M) vs un conjunto completo de constricetones seenndarias inde-
pendientes (irreducible), tenentos por construceion

’ 1
—tsom, - m ;
{H,'),n,} - "ml ! /m'l + "": J"m;' (2*)
Completemos la suposicién del ranga que hemos formulado anteriormente, aswmniendy

que My es mas pequeno que My v que la matriz Vil es de rango maximo My € M,
en el espacio fase. Estas condiciones son bastante naturales yva que dada la condicidn
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Y X 0 con Y, = 0, implican claramente 5, ~ 0. En lo subsigniente, snposiciones
. . . . .,‘ Wy *

similares sobre los raugos de las matrices 1, que aparecen abajo, serdn hechas, Cf‘m
estas condiciones de rango, exhibiremos una prucha de la conjetura de Dirae en la seceion
siguiente.

Una vez obtenidas las constricciones secundarias, el siguiente paso de consistencia en
la teoria, es pedir que estas constricciones seeundarias sean preservadas en el tiempo. Por
fas suposiciones de constriceiones de primera clase y de rango constante, obteneios

'

t
-~ -~ — " my . r
{ Ty )”’!} - Ci’lt")zl7r)1: + Cmnnz) ’m;‘ (2‘))

‘
) 1 ™. rm Fmy .
{H' 7"!2} - ‘/m, Ty + "m', 2’\”"; + ‘/m"r Imys

donde gy (my = 1.0 My € M) s un coujunto completo de “canstriceiones tercia-
t

rias” independientes (irreducibles) y Viny? es de raugo waximo Ay, porgue de (2.3), las
condiciones 4,,, no restringen los mltiplicadores de Lagrange y en vez de ésto implican
Ty N 0.

Prosigniendo de esta manera, el algoritmo de consistencia nos lleva a ebtener un cou-
junto de constricciones, vy, &0, s = 1,..., L, con

(7"\; v‘)’m.} = Z Cm.n:,:“fm.v (Qﬁ)
i<s

{}l' ’y'nl} = Z ‘/n)’,"l"""(’
i<s+l

y si el algoritmo finaliza al orden L,

(Hv Yy, } = Z Vn:;,” “one

i<l

2.1.3 Nuamero de transformaciones de norma independientes

Dado gue los multiplicadores de Lagrange no son restringidos por las echaciones de
movimiento, la solucion general de las ecs. (1.27) contiene M, funciones arbitrarias del
tiempo. Estas A funciones agotan completamente toda la libertad de norma porque una
vez que son preeseritas las 4™t las soluciones de las ecuaciones de moviniento son wtuicas.
Asi, o} mimero de simetrias de norma independientes del lngrangiano original, es igual al
nimero M) de constricciones primarias (primera clase),
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2.2 HAMILTONIANO EXTENDIDO

2.2.1 Conjetura de Dirac

En el capitulo 1 hemos mencionado que en este trabajo asumimos que la conjetura
de Dirac es valida. Dicha conjetura establece que los transformaeciones de norma que
relacionan dos conguntos de variables candnicas que representan el mismo estado fisico ol
tiempo t, son generadas por todas las constricciones de primera cluse.

A pesar de que es posible construir contracjemplos de la conjetura, hay un nimero de
iy buenas razones para asumir la vilidez de ésta. Primtero, la distincion entre constric-
ciones primarias y secundarias es basada en la fimeion lagrangiana, pero esta distincion
1o es atural desde el punto de vista hamiltoniano. En contraste, la division de constric-
ciones de printera y segnnda clase, es prodneto inicamente de la estrnetura fundamental
de la teoria hamiltoniana, el paréntesis de Poisson. Segundo, el esquema es consistente en:
(1) las transformaciones generadas por una constriceion de printera clase preserva todas
las constricciones (primera y segunda clase) y asi mapea un estado permitido sobre otro
estado permitido, (ii) el paréntesis de Poisson de dos generadores de norma es también
un generador de norma (el paréntesis de Poisson de dos constriceiones de printera clase
es también de primera clase). (iii) la conjetura es vilida en todas las aplicaciones fisicas
conocidas,

Sin embargo a pesar de los contragjemplos es posible dar wia prueba de la conjetura
de Dirac que excluya a éstos. Dicha prueba se hasa en las suposiciones de rango hechas
en este capitulo (§2.1.2).

Hemos visto en §1.2.1 que el paréntesis de Poisson {4,,,, H} de cualquier coustriceién
de primera clase 4,,, con el hamiltoniane, genera una transformacién de norma que no
cambia ol estado fisico. Se sigue del algoritmo de consistencia y de la manera en la
cual aparccen las constricciones 5, (ec. (2.4)), que todas las constricciones secundarias
{primera clase) generan transformaciones de norma. Esto es asi, porque ¢l paréntesis de
Poisson {y,,,, H} conticne todas las constricciones secundarias “my cttindo V),
rango mdximo sobre la superficie de coustriceion.

Similarmente, el paréntesis de poisson {y,,, H} rontiene todas las constriceiones ter-
ciarias, ete.,. .., asf todas las coustricciones de primera clase, primarias, seeundarias o de
calquier generacion, generan transfornraciones de worma que no cambian ol estado fisico
del sistema a un tiempo dado. Esto prueba la conjetura de Dirac bajo las suposiciones
hechas anteriormente,

M2 es e
i

En conclusion, dos diferentes tipos de conjuntos de variables candnicas que deseriben
el misimo estado fisico del sistema, al tiempo 1y, difieren por una transformacion generada
por

m -

H I"lm.- (QI)

donde todas las constricciones (primarias. secundarias, ote.) aparecen.  fnversamente.
cualesquiera dos conjuntos de variables candnicas relacionadas al tierpo £; por una traus-
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formacién generada por (2.7) puede ser obtenida a partir del mismo dato inicial por elegir
diferentes funciones u™(t) en las cenaciones de movimiento.

Mencionemnos por iltimo que los coeficientes ™ son independientes af tiempo 4y, pero
no son independientes como funciones del tiempo, dado que la solneion general de las ees.
(2.6) envuelve tinicamente My funciones arbitrarias (y no M = My + My + -0+ M ).
Veremos después cuales son las relaciones funcionales precisas entre las funciones ™ (t).

2.2.2 Un contraejemplo a la conjetura de Dirac

Antes de continuar con nmuestri exposicion, ilustremos con un ejemplo gue la conjetura de
Dirac puede no cumplirse cuando las suposiciones que hicimos en §2.1.2 no son satisfechas.
Considerese el sistema descrito por el lagrangiano

L= %a”;i"". (2.8)

Las ecuaciones de movimiento dejan a y arbitrario, pero restringen a.c a ser una constaute
en ¢l tiempo

%IS; =cYi+ v =0, (2.9)
) — 1,‘.'2 ¥ — e
—(TI/‘ = —5.1, ey =0 = &=y,

La variable y es asi, una norma pura. Un “estado fisico™ del sistema es completantente
especeificado por una simple constante g, el valor injcial de ..
El paso a la formulacién hamiltoniana es directa. Uno enenentra

nEpy~l (2.10)

como wna constriceiéon primaria. El hamiltoniano candnico es
H= lv""’p"’.
12 I
Hay una coustriceion seenndaria,
py=0 = pP=0 = p=p =0

Las eonstricciones son ambas de primera clase. Sin embargo. la primera genera
nna transformacion de norma, La segunda genera cambios en ., pero estos eambios uo
corresponden a arbitrariedad alguna en la solucion general de las eenaciones de movimiento
(2.9). Por consigniente, la coujetiura de Dirac no es vilida para este sistema.

Notese que en este contracjemplo,
Vvt el a, .
.‘)-(.' I'r#‘y 71 +‘y 12 (211)

P4

{py HY} =

A1)



En general, Ios contracjemplos ala conjetura de Dirac, son tales que las matrices § M0
no satisfacen las condiciones de rango miximo. Estos sistemas aparecen asi como sistemas
fisicamente patoldgicos, debido a que no poseen nna estructara natural de paréntesis de
Poisson en el espacio de los distintos datos iniciales permisibles fisicamente, Pava remover
In patologia, uno debe entonces postular que todas Jas constricciones de prinera clase
generan simetrias de norma. Esto significa que o} lagrangiano original no exhibe todas las
invariancias de norma relevantes.

Asi, ln obteneion de Ias invariancias de norma de un lagrangianoe son de interés real
solo para sistetnas que satisfacen I conjetura de Dirac.

2.2.3 Accién extendida

En el capitulo anterior, hemos discutido Ly necesidad de introducir en Ia teoria al
luniltoniano extendido, Esto fue inicialmente sugerido por Dirae, para tener en el for-
malismo de una manera manifiesta, todas las sinetrins del sistema. Recordenos gue en
el formalistuo extendido, todas las constricciones de primera clase son tratadas al mismo
nivel.

Las ecuaciones de movimiento de este nuevo forntalismo se obtivne de la accion exten-
didu

Spla', piu™] = / (pof' — H — 1", )L (2.12)

Eu la cual todas las constricciones de primera elase 5, = 5, = (Gmgee o0 my ) ¥ 10 s6lo
las primarias, son ineluidas con un nudtiplicador de Lagrange independiente.

Las ceuaciones que se obtienen de la accion extedida, no coinciden con las ccuaciones
lagrangianas originales ya que uno introduce funciones arbitrarias del tienmpo adictonales
en las soluciones. Es por esta razon que ol forntalismo a sido lamado “extendido™ por
Dirac.

Sin embargo, o pesar de que mio cambin las ecuaciones de movimiento, uno no cambia
L evolueion temporal de tas funciones invariantes de norma, porque éstas comnutan con
todas las constrieciones de primera clase. Por lo tanto, el {formalisimo extendido desceribe e
wismosistema fisico. Este simplemente contiene variables de norma puras adicionales -los
mievos multiplicadores- v consecuentemente, tamlaén invarianeias de norma adicionales.

2.2.4 Imvariancia de norma de la
accidn hamiltoniana extendida

Una ventaja de la aceion hamiltoniana extendidit (2.12) es que sus simetrias de porma
son todas conocidas en foraia cervada. Un conjunta completo puede obtenerse si bacemos
nna transfonuacion de norma a la accion extendida v observauos enal es la comdicion



para que dicha trausforinacidén sea nula.
Mis explicitamente

85 = / (pidd' + O — GH = dusy, — udv,)dt, (2.13)
por(1.56) y (2.6) se tiene
0‘) . ; 0“/,. )
L= T Y=Ly "_"‘“E" ' '.",, 5‘" = -——-—f—,'“‘ 2. |I
8pi = {pivya)e o 3¢' = {4' v} . (2.135)

b PUNNNSIEY IO (8 RS T N h
0H = {}11 7(1}5" = Vﬂ ‘\Ilﬂ"\ (sl'a - { Tne (b}‘-) = C"l,r el
donde las £* son funciones arbitrarias del tiempo, Si se integra por partes (2.13) v uti-
lizamos las expresiones (2.13b) obtenemos
48 = / (8" = 'V, " = S = ue"Cy "V dlt — "7 + P
lo cual implica
lS,U“ =& 4 llchC‘M" _ Eb“;, o

Asi, un conjunto completo de simetrias de norma para la acciou extendida es

8¢ = {¢',vu)e", (2.14)
Sebi = {piy 1a ke, (2.14h)
Sout = &% 4 ute" " - Ve {2.14¢)

Bajo estas simetrias, ¢l cambio en Sg es un término de frontera.

Lo interesante de las transformaciones de norma (2.14) es que éstas son puramente
hamiltonianas: las transformaciones de las coordenadas y de los momentos no involucran
a los nmltiplicadores de Lagrange y por lo tanto estdn completamente definidas dentro
del espacio fase, Que tal deseripeidn sea posible, es una propiedad importante del formn-
lismo hamiltoniano. Como veremos, esta caracteristica no estd presente en ol formalising
hamiltoniano no extendido {total), el enal 1o es desde este punto de vista totalmente
hawiltoniano. Mas ain, este formalisino no extendido puede considerarse como una de-
scripeién intermedia, entre la descripeion lagrangiana y la completamente hamiltoniana.
Esto es asi porgue la distincién entre constricciones primarias, sccundarias, ete., que
mantiene el formalismo no extendido, es eonsecuencia de la descripeion lagrangiana v no
puede ser formulada en términos de conceptos intrinsecos del espacio fase,

Con el objetivo de hacer contacto con el formalismo no extendido y de encontrar Ias
simetrias de norma de éste, utilizaremos nna representacion un poco diferente para las
transformaciones de norma Sg. En esta nueva representacion Nevaremos los nmitipli-
ciddores al interior de los paréntesis. Con esta representacion se obtiene, procediendo de
una manera andloga a la (2.13), las shinetrias de norma

8, F={FG}, G=p'y. (2.15)



Dl‘(l
e, b by, o 1] 9L
St = -t PG = PVt it He (2.150)
donde F es una funcidn arbitraria de ¢' y p;, y donde ¢* puede ser funcidn de ¢, p;, u®, ¢,
ii*,..., y t. La derivada D/ Dt en a ce. (2.15h) significa
b o .0 .0
=== = W i e
Dt ot dus s '
es decir, ésta mide la dependencia explicita del tiempo en g, asi como la dependencia
funcional que g tiene con los nltiplicadores de Lagrange y sus derivadas temporales,
Bajo las transformaciones de simetria (2.15) y (2.15h), la aceiéon cambia en un término
de frontera

_ o,
88 = —p"yo + by’ = it (7?% - ')

2.3 FORMA LAGRANGIANA DE LAS
TRANSFORMACIONES DE NORMA

2.3.1 Ecuaciones basicas

Una vez que las simetrias de norma del hamiltoniano extendido son conocidas, es
directo obtener las simetrias del hamiltoniano total, y asi también, las del lagrangiano
original st eliminamos los p; y los u™i por medio de sus ecuaciones de movimienta.

Por comparacion de (2.1b) y (2.12) notames que la accion total Sy se ohtiene de la
accion extendida Sg, s imponemos en esta iltima la condicion de norma

ume=1), P22 (2.16)
sobre Jos multiplicadores de Lagrange w2, u™, ., ., asociadus con las constriceiones se-
cundarias, terciarias, ete. Estas condiciones de norma pueden ser extendidas mediante
una transformacion de norma (2.14) o (2.15) ¥ mds ain, es posible introducirlas den-
tyo de fa accidén dado gue une no picrde cenaciones por hacer esto. Las constricciones
Yz 0, 7imy = 0, .., reaparecen atravez del algoritino de consistencia,

Podemos coneluir que fas simetrias de norma de la accion toral Sp (v de la accién
original Sy} sélo constituyen un caso particular de las simetrias de norma de la accion
extendida Sg, el de la norma (2,16).

Asi las simetrias de norma de Sy son

3F = {F, G}, G =p",, (2.17)
con la condicidu de que g debe preservar ta condician de norma (2.16) (esta condicion
se signe de (2.18h)).

D™ ) - .
;)r SR VA ) TR R D pE ™y e, = 0, (2.07h)

Bam,
J2i-1 iz
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parai 2 2,
Par otro lado la variacion de ™ estda dada por

D ™ 1 " m myyr m m "y o m 917
Su™ = ]l)t {0 HY s ™y, ) - Z;z S ™ Z/[ )Cm”"", {2.17¢)
i

Uno puede verificar directamente {(aunque esto no es necesario) que las ecs, (2.17)
dejan invariante a la accion Sy hasta an término de frontera,

2.3.2 Soluciones de las ecuaciones basicas

La solucidn general de la ec, (2.17h) puede ser construida si consideramos a ésta
como un sistema de ecuaciones para las g™, Dicha construceion puede efectuarse paso
a paso, comenzando por considerar la iltima ccuacion, para la cual se tiene que { = L
y constderando después sucesivamente en orden descendente las ecuaciones para i = [ —
1,...,etc, hastai =1,

La ec. (2.17b) con i = L puede ser reeserita como

my,
/t"'" WL o D”

M-y T Dy + {”"‘L'H} +u™ {/‘"‘Lv“lm)} “'/tml“v‘m",“”‘ - umu“m'LC (2, 18)

m|m
La solucién general de la ec, (2.18) contiene Mj,_; funciones arhitrarias del tiempo. Esto
puede ser visto como sigue. Primero, las My, funciones ™t no estin determinadas por
{2.18). Sin pérdida de generalidad, podetnos tomar a estas 5™t como funeiones arbitrarias
que dependen inicamente de ¢,
Debido a que el rango mdximo de V, a8 My, Ince. (2.18) determina entonces My, de
los pardmietras y"" =1 en términos de g™t ™[O, o, pi y 4™, Los restantes My _y— M,

parimetros pueden ser tomados como alguna solucion de la ecuacion pmEtVnE =,
estos pardmetros pueden depender de ¢ y también de g y psi las Vinp b, = 0 son fun(.xou('s

de tas variables canduicas, Por ejemplo, uno puede tomar p™t-+ = K#(t yA" - (g, p) con
Ag Ve =0y KP(t) arbitrario.

Asl a este punto hay My, + (M), = M) = M, _; funciones arbitrarias en la solucidn
de (217h) ¥ M, de ellas aparecen junto con sus primeras terivadas temporales debido al
término D[‘)l .

El siguiente paso en el andlisis, es eseribir la ee. (2.17h) coni= L -1

I"'I.«JV LLY S T, DH".L” LYY H ny LU
! my.q = Dt + {ll , } + {}l Ty
"/lml' “/ LY — "”llm"-"c 1:!],-I (219)

"ll mym L1

La solucion gencral de esta ceuacion coutiene Ay _y - My funciones arbitrarias. Esto
es porque una vez dada las M. funciones arbitrarias en (2.18), conovemos de manera
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completa, todas las ;"*=1. Nuevamente por las suposiciones de rango (2.6) tenemnos que
la ec. (2.19) determina My, -y delos pardmetros p™4- ¢ en términos de "= Que= [0t
¢, py W™y @™ Los restantes My — My pavimetros son tomados como una solucion
de la ecuacion p™e-21 M-t = (),

El andlisis de la restantes ces. (2.17h) se hace de la misima forma en que lo henros
hiecho, La forma que toman estas ecuaciones cuando i = & es

D mi
”m,_l ",mT.l. = ___;)Lt__ + U‘nu’ ]1} + u™ {/‘"uaﬁlv'll }
- Z llm,va;u -l Z H"'JC‘"”":';‘ . (2.20)
izk izk

El lado derecho de esta ecuacion dependeinicamente de ¢, pi, de #™ y de sus derivadas
temporales hasta orden L — &, y de las funciones arbitrarias ¢ de orden mds grande que
& — I introducidas en el andlisis de las ecs. (2.17h) con ¢ > k y sus derivadas temporales,
Remarquemos que las derivadas son consecuencia del término D™t/ D¢,

Dado que V3% es de rango médximo My, la ec. (2.20) determina My de las M.,
funciones p™-1, Las restantos My — M sou arbitrarias.

Asi, en cada etapa uno incrementa ol orden de las derivadas temporales de los parame-
tros de norma introducides anteriormente en una nnidad, e introduce Mi_y — My nuevas
fuuciones arbitrarias,

El mimero total de funciones arbitrauias es igual a M. Este mimero es igual a el
mimero de funciones arbitrarias en la solucion general de las ecuaciones de moviriento
que se siguen de Sy, Por lo tanto, la construceion que liemas nmostrado, nos leva a
encontrar un conjunto completo de transformaciones de norma para la aceion total Sy.

2.4 CONTEO DE GRADOS DE LIBERTAD

El mimero total de funciones arbitrarias del tiempo independientes, que aparceen en
el generador de norma G = y™ 7, es igual a

M+ (Moo= M)+ F (M = M) = Ay, (2.21)

Esto es ignal al mimero de constricciones primarias (primera elase). De estos M, pardnte-
tros de norma, Ay — My aparccen sin derivar, My ~ Ay aparceen junto con sus primeras
derivadas temporales, My — M aparccen junto con sus primeras v segundas derivadas,
ete. En otras palabras, el miwero de gencracion de las constriceiones asoviadas con nna
transformacién de norma dada es igual al orden més alto de la derivada temporal de
los pardmetros de norma més wne. Mds win, los pardmetros de norma v sus derivadas
temporales aparecen todos en las leyes de transformacion

SF = {F,G) (

ro
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porque las constricciones son asumidas como irreducibles.

A un tiempo dado y en particular el ticmpo al cual los datos iniciales son dados, uno
puede elegir arbitrarinmente cualquier funcién y sus sueesivas derivadas temporales. Asi,
si uno cuenta independientemente los pardmetros de norma y sus derivadas tentporales,
uno encnentra un mimero total de parimetros de norma arbitrarios a + = fy igual al
mimero de constricciones de primera clase (primarias, secundarias, terciarias, ... ). Ya
que uno tiene

(l\[l - 1‘12) + 2(1\[} - A\[';) + 3(1\1;] - 1\[4) ++ I\(‘[A - “IIWI)
+ e+ LM =M M+ M =M. (2.23)
Queda asi establecido el signiente eriterio: el nimero de constricciones de primera clase
es ignal al nimero M de pardmetros de norma efectivos independientes que aparecen en
las leyes de transformacion de norma. En ansencia de constricciones de segunda clase, o
wimero de grados fisicos de libertad es N - Al

2.5 EJEMPLOS

2.5.1 Ejemplo 1

Como un ejemplo de la obtencién de las transformaciones de worma de un Lagrangiano
singnlar, consideremos el signiente lagrangiano

lyg,. ; ) ;
L= 5 [t =" + (a — 12)?] (2.24)
Dado que este lagrangiano no contiene a ¢, coneluimos que existe una constriccidn
primaria
=m0 (2.25)

La expresion para los momentos candnicos conjugacos a ¢y y gy son
P =y — e Y P = g =y, (2.26)
v la expresién del hamiltoniano candnico es
H=e"py+qpy + l(l"’V + £(I"l)2- (2.27)
2" 2 =
Introduciendo el requerimiento de consistencia 4y & 0 obtenemos la constriccion so-

cundaria vy
n={Hp)l=ePpa0 = =), (2.28)
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¢ introduciendo nuevamente el requerimiento de consistencia 9 & 0 obtenemos una con-

striccion terciaria
Yo={He"p}) =e"ppm0 = y=eip

Estas son todas las constricciones de la teorfa, ya que v3 = 0 idénticamente.
ees.(2.28) y (2.29) concluimaos gue

Las tres constriceiones que Liemos obtenido son de primera clase, ya que
) = iy — —p — — 2 L
{mrl={me"p)=—e"py=~5 = () =-0C) =1,
P g = ¢ . 3 _ e 3
{mim}={pep}=—etpy = = Oy =-0Cy =-1L

{v2, 93} = {ePpy e iy} = 0.

|
!
=

Tenemos asi que para la eleccion que hiemos hecho de las constricciones =y y

oty SOIL Constantes,

. m
funciones de estructura Vi, 7, C

(2.29)

De las

(2.30)

(2.31)

“g las

Las transformaciones de norma que dejan invarfante a I aeeidn extendida se obtienen

de las ecs. (2.14). De (2.14) tenemos

sg' = {q', mle' + (g, e pa)® + {¢ e py)e?

= dgt =gl bt =enst 5t = oS
De (2.14D) obtenemos

Bevi = {pipi)e’ + (s pa}e® + {pis et o)
= Opy == dpy = dpy = 0,

y de (2.14¢)

BeA? = e NP1 4 MO M0 1 N0 = Y0 = 22
. X 3

(2.32)

= (551\1 '-—'E.l‘ 651\2 5-’-5."—/\‘251 +/\|‘:‘Q“'3lu ‘551\:1 =J'"'l—/\:’:~l + r\lf: -z

Caleulemos ahora el generador de norma G, de la accidn hamiltoniana total. De la ec.

(2.18) obtenemos

. D3 ; . .
W= __‘f;[ = {/1". )+ w! {/l,‘l. o} ut?
Dyi? : .
) ) ) .
N T {p HY + a2 )+ ut
Tenemos asi 2 ecnaciones con tres incognitas. Eligiendo ;i = = obtenenios
/t"‘ =g, ;t"’ =44 s TR L cul W (2 -k u's).

(2.33)



Concluimos asi que el geterador de norma G = g+, o5
G=[¢+ 24 + edotu’ + (u')z;‘]pl + (24 u' s et 4 pgett, (2.34)

con lo cual las transformaciones de norma que dejan invariantes a la acejon hamiltoniana
total son

st = g G) =420tk cut 4 (0P (2.35)
o = (.G} = (¢ + u's)en
st = "G} = .

Finalimente para obtener las transformaciones de nonmna lagrangianas debemos elini-
nar el multiplicador de lagrange ' en las ccuaciones (2.35), mediante las ecuaciones de
wovimiento 85y /dp,

a5y

. ! 9”+u'-0—/—)1=u',
ap,

0[)] 0[)[
Obtenentos pues que las transformaciones de norma que dejan invariante al lagrangiano
original son

0 = q

ot = E4 2% 4z 4 () (2.36)
6{12 = (# 4 f)'s.)v’“ ,
3o getr,

Notemos que las transformaciones de norma dependen de Ia velocidad ¢'la enal no
puede ser expresada en términes de las coordenadas ¢ y los inomentos p inicamente, y de
la aceleracidn §' la cual no esta determinada por las ecnaciones de movimiento.

En este ejemplo la redefinicion del pardmetro se% — g simplifica las transforniaciones
de nortua

Sgb = emmij, (2.37)
82 = 1.
it o= .

Dado que tenemos involueradas en las transformaciones de norina a1 v i conchiimos
que el minero de grados fisicos de libertad es

33 =0 (2.38)

Para finalizar con este primer ejemplo contentemos que si en la ee. (2.28) tomamos
como la coustriceion secundaria a 59 = py v en I eeo (2.29) tomamos 5y = pa. las
transformaciones de simetria que se obtienen son desde Iego las misias que hemos
encontrado. con b diferencia de que en el desarrollo del algoritmo para su obtencion,
aparecent todas fas €, " = 0y las Vi se modifican en T siguiente forma

TR =1,

4

)

notemos que Vy# deja de ser una funeion constante,
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2.5.2 Teoria abeliana de Chern-Simons en tres dimensiones

Consideremos la accion de Chern-Simons, en la métrica ¢* = diag(l, ~1,~1)
1
Sl = 5 / Pre LA, (2.39)

Las ecuaciones de movimiento que se obtienen para esta accidn son

M B =0, (2.40)
y la expresion de los momentos canonicos es

I = 0y (2.41)
Obtenemos asi una constriceidn priniaria

n=M1"=0 (2.42)

El hamiltoniano candnico que se obtiene para esta teoria es
i £ ! ij pp
H = a1l (?,,“() - -‘-: 1‘,']'“‘“ . (243)
Del algoritmo de consistencia 4y = 0 se ohtiene una constriccion secundaria

yo= = {HL) = -20,11, (2.44)

Estas son todas las constriceiones de la teoria ya que 59 = 0 idéuticamente. De la ecuaeion
anterior coneluimos que
V=2 (2.45)
Las constrieciones ) y 3 son de primera clase, v dado que {7,742} = 0 idémticamente
coneliimos que las funciones de estruetura €, = 0.
Las transformaciones de worma yue dejan invaniante a la accion hamiltoniana exten-
dida se obtienen de la expresion

SFP = / iy ((F (e, ), gy 0} () + (P ). 0T, 0}, n) (2.46)
v de la ecuacion (2.14¢). Obteniendose

a4V = =h ST = s (2.47)
Spp=t
S A = A AN = s



El generador de norina G para esta teorfa os
G = /{l";xr(;c"‘,', + 12 = /11".7 (-—55(;1',t)ﬂ()(.’1:,t) + (e, )0 (i, t)) (2.48)
y las transfonimaciones de norma gue dejan invariante a la aceién hamiltoniana total son
0 1 . ¢ 1J Y
Al = —-2-5(3',f), oA = ~de(rt). (2.49)

Estas son tambien las expresiones de las transformaciones de simetyia del lagrangiano

original (ya que no hay momentos o multiplicadores de Lagrange que dehan ser sustitui-
dos).



Capitulo 3

INTEGRAL DE TRAYECTORIA
EN MECANICA CUANTICA

Los conceptos fisicos y matemdticos fumdamentales en los gue se sustenta la fornimlacion
de integral de trayectoria de la meeinica cuiintica, fueron desarrollados primeranente por
Wiener y R. P. Feynman. En la actualidad, la téenica de operadores aparece como la
nids apropiada en la solucién de los problemas niis generales de la mecinica cudntica,
sin embargo, la formulacion de integral de trayectoria (también conocida como integral
funcional) nos provee de nna apreciacion intuitiva del comportamiento meednico cuitntico
extremadamente valiosa e flustrativa, pero no solo eso, también a probado ser una ler-
ramienta swnamente poderosa en alpunas ramas de [a fisica tedriea, en particular el
método de integral de trayectoria es muy aitil en ol andlisis de las teorfas cudnticas de
normta, Es por esto que dedicaremos este capitido ha dar una muy hreve introduecion al
estudio de las integrales de trayectoria,

3.1 INTEGRAL DE TRAYECTORIA

3.1.1 Integral de trayectoria como un kernel

L aplicacion nsual de la integral de trayectoria en meednicn endantica es produeir una
representacion de I amplitnd de probabilidad de encontrar a una particula en g al ticmipo
t, si ellivestuvo en gy al ticimpo t,

K(q,tigo.t) = (| U1t to)]g,). (3.1)



En el caso que el hamiltoniano no depende explicitamente del tiempo
Ut te) = exp (-%H(x - ro)) . (3.10)

I es el kernel del operador de evolucion U(t, ty) en la representacién de coordenadas. Si
(g, tp) s la funcién de onda al tiempo ¢4 entonces la funcién de onda al tiempo t estd
dada por

=]
¥(q,t) =/ dgo K{g,tq0,t0)¥ (g0, t0). (3.1¢)
= *]

La amplitud (3.1) puede ser reescrita como
1\.({1vt;(l(lvt0) = (’Iatl(lﬂvtﬂ)i (31(’)

donde los estados |g, t) forman una base de cigenestados del operador de Heisenberg §(t)
al tiempo t. Esto es, uno puede ver la amplitud (3.1) como el elemento de matriz del
operador unitarjo en la representacion de Heisenberg.

La representacion en integral de trayectoria del kernel K es obtenida insertando ol
operador 1 en la forma

. o
1=[_°°‘[{/llql\tl)({/lvtlla (32)

donde t; es un punto intermedio entre ¢y y ¢
. x
K{g,t; g0, to) = {q.t]qo,to) ‘-’/ dar(g,tlg, ti){an, ] go, to)- (3.3)
-0
Repetimos la misma operacion con ty, el eual se toma entre £y ¢, (¢ <ty < t).

c o0
(. o, ta) = /_mfl(h /_md(l'z(’lyi|(12,t2)(’12.le’11yfl)(fll‘f1|(lo.¢0).

y asi sucesivinente para n puntos intermedios ty, ty, ... 1,

e 93
(o tilgo te) = / dy "'d’/n((]yt"lmfn)(‘lmtnl’[n—-h’u—l)"'((II\tII(/O\tU)
-

2
,.]H’Jo [m '[(“ T '1’/"<‘/ﬂ ’,’lna tu) tt <(11‘ ty I’Ilh to), (34)
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donide suponemos que ef limite n = oo existe y es dnico cualquiera que sea la particion del
intervalo (tg,t). Para facilitar el cilenlo elegiremos wna particion partienlar del intervalo
(to,t), esta es la que toma partes iguales de longitud At,

A= s (3.9)
de tal anera que cuando 1 =3 0o implica gue At = 0 con ling, o {n + 1At =1 -t

Bl cdleulo del kernel K se reduce entonees por (3.4), al eileulo de los kernels que
involueran a dos estados que difieren en At

(i tiltmnn o) = asle™ ¥ Mgi0)
x 1 -
= [mlll’j(‘/jll - T”(’Ijvl’_;’”l’j)(l’:"lj—o
~ (11,]. " iy =9j1) Y \
- L y) deid: — e { o
[ = )

donde H{q;,p;) es la funcién hamiltoniana clisica corvespondiente a (3.1} escrita en
funcion de las variables cldsicas ¢j,p; v la cual se obtiene por ordenadar todos los op-
eradores de momento j a la izguierda v todos los operadores de posicion ¢ a la derecha.
Substituyendo (3.6) en (3.4) obtencmios

. 0 dpy dpn 1 ty-4n) 9 =9n 1) )
lim / dy ~~dfln—’—-- voo it e TR T i T
" -0 27h 25h

‘L,—I%i}l(q.pm1)‘,—1%—‘H|'/..~In.) . i gy )

o Aol i, . RN I Y e L 1!
lim/ (H U tiPo J..E.il(.').,:: "J"‘L“XJ""‘,."T" y=y M) (3.7

wme | \ AL (Orhye | T2nh

(qv {'l(lt)» "()) =

it

a=]

en la enal conveninos
Inyy =44 ¥ ffo = Mo {3.8)

hatrodueiendo ta funcidon ¢{7) para benal
qy = gity), {3.9)
podemos reescribiv ;- camo
Qi = qlt ) = qlby = M) o= gt)) — gl 0= gy ~ g8,

con lo cual la ccuacidu (3.7) adopta ta forma

. » ! 'I attfh [ TR S D DA LA [T e
(¢, Hao: ta) = ”]11‘131(/ (H ~_I]~(~I!)_) l_p.,’_', L,-:nl 3y Higypenl, {3.10)

o AL (PR ) 2ah
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Esta expresién se escribe comunmente en la siguiente forma simhélica
" dr{p(r)tr)=-Hig(r),
(a:tlaouto) = [ Da(r)Dp(r)ek o =TI, (3.11)

Resaltemnos dos caracteristicas importantes de la expresion anterior.

(i) La integral funcional aparece como una stna sobre todas las trayectorias del espacio
fase que comienzan en gy al tiempo inicial ¢g y terminan cn g al tiempo ¢, sin restriceién
sobre los momentos en go y ¢.

(ii) La medida de integracién Dg{7)Dp(7) es formalmente un producto sobre el tiempo
de la medida de Liouville a cada tiempo.

3.1.2 Integral de trayectoria lagrangiana

Si el momento aparcce cuadriticamente en el hamiltoniano, es decir, si H{q,p) es de
la forma

o,
H(q,p) = 5,;# + V(g

¢s posible cfectuar en (3.10) la integral sobre las variables py, ..., payr, ya que estas son
de tipo Gaussiano y pueden ser calculadas exactamente utilizando la. férmula

/o0 di emor' Hr = ‘/—E_c"w/"". (3.12)
-0 {

Con la ayuda de dicha férmula se obtienc

e RRT TP R | amah\'/? iar ™y
e ko) o (2mah ) T (3.13)
oo 1At

obteniendose que (3.10) se convierte en la integral de trayectoria lagrangiana

i1

R mo O\ .-g_rz;;;;(i"-y—vw,))
(4 tlgo, to) = ,.’il’o’o/.m (,,I}, dq“) (2niﬁAt> ‘

_ /qm=q Dq(r)e*f':*dr"("(')"“’“

glta)=q0
q Lo d-
= [ Da(reksiesto, (3.14)
}

. ntl . .
(l?ndclel factor hm,.-m(z,—"-i'ﬁx;)";“ esta contenido en la medida Dy(1) y S(ty, ti[q]) =
Jo (lT[irnqz(T) - V(q(T))].
Expresemos en una forma mds detallada la integral de trayectoria lagrangiana. Si



qa(7) es la trayectoria cldsica, esta es solucidu de la ecuacién de Euler-Lagrange y ademds
satisface condiciones especificas en los extremos

(. av ,
— Ty = v qalte) =q, qa(t) =q. (3.15)
dr dq .

Si introducimos en (3.14) el cambio de variable
q(7) = qa(7) + 2(r) = Dy(r) = Dr(7) (3.16)

donde z(7) representa la desviacion de la trayectoria ¢(7) con respecto a la trayectoria
cldsica qa(7), se obtiene

it

2(1)=0 Cdrlh ol 45~V (qe
K(q.t; g0, to) /, 'Dm(T)e”'od [l 20"V tger 21}

(tg)=0
= . ! . i si_xdvae o
/:(l) 0 D_rr('r)(gx‘I"O‘lr[%"w‘!r—V(‘M”ﬁ’x flln rlr[%mr‘_-i-l “"”"szx {,-;-Vlrtgfi)h)
z(1g)=0

donde hemos hecho uso de la ecuacién de Euler-Lagrange y de las condiciones en los
extremos sobre z(7) para eliminar los términos de primer orden en (7).
La amplitud K se cscribe finalmente como

. o fr=0 U b it - g - e
K ((I, £ do, tu) - (el"sf‘/ D.‘L’(T)(,’tf’"' r[}m eV (ga) 2,,2, i ({lcl)]’
r(lg)=0
Si V es cuadratico en ¢ entonces sélo los dos primeros términos del exponente en el
integrando contribuyen a la integral, para un potencial ¥ de mayor orden no se conoce

hasta ahora como hacer la iutegral.

3.1.3 Integral sobre la parte cuadratica

Resolvamos el caso general para un potencial cuadritico cn ¢, en este caso la ecuacién
(3.17) se reduce a la expresion

r{t)=0

i o v sl b v,
K(g, tiq0, to) =ex»w/ Da(r)ek o Pl =TV laal] (3.18)

r(tg)=0

y el problema queda resuclto si se obtiene el valor para la integral de la expresion an-
terior (ya que la accidn cldsica se puede ealcular de una maunera relativamente simple).
Comenzemos por notar que

. d d? o, 2t
it L) =2 Dor _ Ly,
1= xd) T = A dr [ 5 5 | (qd)}
1om & V' q)
= ey (= )|
/m 3 £(7) [ dr? m ().



donde hemos utilizado el hecho de que z{ty) = 2(t) = 0. La integral queda reescrita
entonees como ity . 4 Vi
L Da(ryek bt (3.19)
r(to)=0
Con la integral escrita de esta manera el problema se reduce a resolver la ecuacion de
valores propios (Sturm-Liouville)

& _ I
<-;I_TTJ +w(r)) U(r) = AY(T) con wir) = m‘ (4et)- (3.20)
El operador diferencial debe ser formalmente autoadjunto en el producto escalar

(plt) = [: dro(T)(7), (3.21)

y esto se cumple automdticamente si ¢(tg) = (t) = 0.
Scan A, sus valores propios y , las funciones propias ortonormales ({¢y|¥m) = dnm)
asociadas, Tendremos entonces

x(r) = }:u,, () con  ay = (Palr(r)) (3.22)

2
/u,l dr x(71) [—{T—z + w(r)] z(r) = /u: dr x(1) :,_; g A (7) = ‘;u'ﬁ,\n. (3.22h)

Esta dltima ecuacion nos sugiere un cambio de variable en la integral funcional y como
consecuencia, un cambio de medida

&(r) = ay; Dr(r) = [[ day, - Jacobiano. (3.23)

De (3.22) tenemos que la transformacién (7) = a, es lineal, por lo que ¢l Jacobiano
J = |02/, es constante y puede salir de la integral, asi (3.19) se puede escribir como

" ) 2inh\'/?
J./I:‘[(d“u)eﬂlz" nin = Jl:I(nL/\n)
2inh\"? . 1
()
'. ]
dct(—j’;{;+w(r))”2

i

(3.24)

ya que el determinante del aperador diferencial se define como el producto de sus valores
propios. Desde luego que el determinante puede llegar a ser divergente o anularse si algin
A = 0, pero podemos “regularizar” a éste ealeulando la razén de dos determinantes.



3.1.4 Calculo de determinantes

Si consideramos funciones w(7) acotadas en el intervalo (¢,1) y si ¥, (7) es solucién de
la ecuacién diferencial

( i +w(r)) ¥a(r) = Ma(7)

dr?

con ¥a(te) = 0y n(ty) = 1 (condiciones de Cauchy), entonces podemos obtener el valor
del determinante del operador diferencial aplieando el siguiente teorema

. . 2

Teorema: Si wV(7) y w®(r) son dos funciones acotadas de 7y i (r), ¥{2(r)
son las soluciones respectivas de las ecuaciones de cigenvalores deseritas, con las mismas
condiciones de Cauchy, entonces

det(—-di:,- + (1) = A) B o,
(lCt(—:{'gf + UJ‘Q)(T) - )‘) - 1/;&”(”

{t = cota superior),

La demostracidn de este teorema consiste en wostrar que los dos miembros son dos fun-
ciones meromorfas de A que tienen los mismos ceros, los mismos polos y el mismo limite !
cuando A = 0o en toda direccion del plano complejo, excepto a lo largo del eje real, para
unta demostracion detallada ver (Coleman, S. (1986)).

Del teorema obtenemos que para A =0

det (=i +0(n) _ i)
det (=& +u(r)) ()

[

(3.25)

Si tomamos el sistema (2) como la particula libre entonces w*(1) = 0y d*tpo/dr? = 0
=y =t —1y =T (notemos que eosta solucidn satisface las condiciones de Canchy) y la
ecuacion (3.25) toma la forma

det (=L 4 wi(r pih) 2 i (-5
(i . ) = f” Y Wi(r)) = HL 2000 “)‘l““———""), (3.26)
det(—27) 1 dr? T
con lo cual el propagador (3.18) toma la forma
T 1/2
K{q,tiqo,tg) = edSeC . [«—————————— : (3.27)
¥ (0) det(~ )

Para la particula libre se inficre de la expresion explicita de su Kernel que

2\ m \!/2
det | —— = - ("""-'— ) y
dr? e \2mihT

o7



finalmente obtenemos asi que {3.18) queda dada por

m e g
»’ . N Set s

1\(’/vtv’lﬂvt0) = (2",111’6(”) e* . (328)
Seifialetnos 2 puntos jmportantes, (i) en la ecuacion (3.26) estamos “regularizando” el
determinante que deseamos caleular, esto lo hacemos tomando el cocjente de dos deter-
minantes donde uno de ellos s el de la particula libre, coino mencionamos anterjormente
esto se hace para evitar problemas de divergencia. (if) de (3.28) concluimos que para
un potencial cuadratico el propagador queda completamente determinado por la accién
cldsica, salvo un factor que sélo depende de T

3.2 LA ECUACION DE SCHRODINGER

Regresemos a la ecuacion (3.1¢) Ja cual nos expresa la funcidn de onda al tiempo ¢’ en
términos de la funcion de onda al tiempo ¢

Pla,t') = /_z dyK (e, y, )y, t). (3.29)

Esta es la ecuacién dindmica fundamental de la teoria y apesar de que esta es una ecuacién
integral, veremos que es completamente cquivalente a la ecuacidn de Schrodinger, via la
integral de trayectoria. Para este fin considerenios nuevamente el movimiento en una di-
mensidn para una partieula en un potencial V(g), es decir, una particula cuyo lagrangiano
es gmi® = V(g) y con propagador

glt') =z i ..
K ",f’; Jt =/ 3% _./ [._'3 N ] s
C(x, 5 y,1) e Dy exp (h l dr 5 V{q)

Para abtener la cenacidn diferencial que buscamos, apliquemos esta relacién en el caso
especial en el que el tiempo ¢ difiere inicamente por un intervalo infinitesimal ¢ de ¢, es
deeir cuando ¢ =t + ¢, con lo cual la eenacion integral (3.29) se escribe como

plr,t+¢) = /

o

dyK (et + ey, 0)0(y,t). (3.30)

Cuando la diferencia de tiempos es pequeiia K ~ ek por o que el propagador se
puede eseribir de manera aproximada de ln siguiente manera

) 1 ifm (e —y)?
rt4eyt) —exp - | =————— -1 g .
Kzt +ey,t) A(\P{fz[Q 5 Viy) , (3.31)
donde la constante A4 estd ain indeterminada. Utilizando (3.31) en (3.30) tenemos
1 = ] & —-y)?
vla,t +z) ~ I dy exp {;; [%L'__:.y_)_ - "(_f/)-:] } vy t). (3.32)
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Si la cantidad (z - y)%/e que aparece en el expouente es muy grande (lo cual ocurre si
y es aprecinblemente diferente de a) la exponencial oscila muy rdpido cnaudo y varia,
y In integral sobre y da un valer muy pequeiio {debido al comportamiento suave del
otro factor). As{ linicamente si y es aproximadamente ignal a r (donde la exponencial
cambia mas lentamente) tendremos contribuciones importantes. Por esta razon hacemos
la substitucion y = 2+ esperando que las contribuciones apreciables a la integral ocurran
tinicamente para 7 pequeiia, Con esta substitueion tendremos para li ecuacion (3.32)
i

map? .
Pl +¢) ~ —/ dn exp {f [2 —-eVir+ 1))] } Pl -+ 1), (3.33)
La mayor contribucién a la integral oenrre cuando el término dominante en la fase cambia
en orden de 1 radidn, esto es cuando 1) es del orden de ‘/eh,/m. Podemos expandir ¢ en
serie de potencias y necesitamaos considerar finicamente términos de orden 2, esto implica
que ¢l integrando debe ser expandido hasta términos enaddticos en 5. Expandiendo el

Indo izquierdo de (3.33) a primer orden en £ y el lado derecho a primer orden en ¢
segundo orden en n, obtenemos

o ()l/) 1 yny g o o 1 202”
Y(z,t) ;08 =7 /_wrlv)cz [l~ h‘ (.l,!)] [u(.: )+1/——+2 vl

y usando las integrales

/N dn er i 2ihiz\'"?
nerpl——| =
-0 ! ! 2zh 1 !
x nip?
/ dry r/up[ o ] = (),

obtenemos la expresion

2mihs /2 o h O s
plant) + 2000 1 (2’”' ) [l,"(.r,f) g ROt t) %“'(:I‘,I)uiv(.l',l)]. (3.34)

o A m 2m ot

Pidiendo por consistencia que anbos lados de In ecnacion coincidan en el limite £ = 0,
es necesario que A sea elegida de tal manera gne

1 f2omine\? i\ '*
lim - =] = d=|—=
el o m m '

substituyendo el valor de A en lailtinia eenacidn obtenemos

- _ou(at) ih ¥ty i
Yle,t) +¢ o= Y, t) +Z[§’—“TJ' = =V (e )y, )] (3.35)
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esto serd cierto a orden € si ¥ satisface fa ecuacion diferencial

ayp(zx,t) _ﬁfl(')?'/f'(l«"‘) YT "
o 2m o h‘ (), t)

o lo que es lo mismo, si

. y(z,t) _ =R @p(x,t)
"o T om ot
que cs {a bien conocida ecuacion de Schrodinger de una particula moviendose en una di-
mensioén bajo un potencial V(z). Un punto importante a seiialar lo constituye el hecho de
que esta ecuacion no la hemos postulado, sino que la hemos obtenido como una condieién
de consistencia para una expansion a orden € de la ecnacion integral (3.29).

El propagador infinitesimal obtenido de esta manera cc. {3.31) puede ser factorizado

como sigue
n im(z=y)?*] [—i , _]
V 2nine °""[2n c ]”‘" RV (e

Ko(x,t = &9, t)f(x,t + & y,t), (3.37)

+ V(x)v(a,t), (3.36)

12

K(z,t+e&y,t)

donde Ky es el propagador infinitesimal de la partieula libre y ¢/ es el factor de fase que
corresponde a la interaccion

¢ = exp [:,l—' /( , dtV(w)] - (3.38)

3.3 PRODUCTOS CRONOLOGICOS
DE OPERADORES

Consideremos ¢l elemento de matriz

(g, tlq(t1) g0, to), (3.39)

donde ty <ty <ty (ty) es un operador. Insertando en esta ecuacion el operador 1 en
la forma

- V]
I= [_w’l’/J"l.l,t-l)(’/.ht-l| 0 = q(ty),
se obtiene o
(0,t13(ts o, to) = /_m dqs(g,tlas, ta)gs(as, talgo to). (3.40)

60



si hacemos una particion del kernel {g,t|qy,ts) en N — J pedazos y una particién del
kernel {qs,ts|q0, to) en J partes, obtenemos por (3.10) que

(g, t14(t5)|qo, to)

o ' i N-} 3
lim  lim / (lq,Ah_i"(qu, cdgyoyed ZI\':JA”"‘(/((,J)
oo N=J-+x Jooe

4 ; -1 .
Aidg - dgg_ye¥ L ke A1

00 | gN-1 .
Hm i / dagy o dgyydggdqy, -.(qu_,A%!q(tJ)ci‘ Lnaodthy
JrooN-J—4x J-oo

(t)= ; ‘1 0.4
[ Datryatea)et o, (3.41)
9

(to)=m

Supongamos ahora que deseamos caleular
(o, thilti)d(ts)lo, ta),
si g <ty <ty <t tenemos
e
(. tlg(ti)dt ) g, to) = / darday (g, haws tdar lans trlas, ta)qa g talao, to)
-0

(t)=y4 'lr, s
= / T D)ttt )et T trHOM), (3.42)
7

(to)=qu

Si por el contrario tg <ty <ty <t esto ya no es vilido y en dicho caso tendremos

L o)
(.t qts)d(te) g0 to) _/ daadar (g st aulas telar b dar {an E i g0, to)
—00

drL{qg..t)
[

L2 Dyttt (3.43)

(tw)=10

notemos que a pesar de que la expresion del lado derechio de (3.42) coincide con la expresién
del lado derecho de (3.43) (ya que ¢ty )qlts) = qlty)qlty) porque son eigenvalores), el
lado izquierdo de dichas ecuaciones depende de ¢l orden de los tiempos. En general, el
lado izquierdo de (3.42) y (3.43) es igual a

(a Tt Yt )| o to),

donde ol operador T' que ordena el ticinpo tiene la detinicién

Tttt = { 3557\-)){{1({?5; A (3.44)

T tiene el efecto de poner los tiempos pasados a Ia derecha.  El resultado que hemos
mostrado es en gencral

P R . q(t)=¢ ) " drLiog
({/v"IT[(l(tl)'/('?) e ’/("n)l(/l)v"(l) = /( ) Da(r)q(ty ) qlty) - ’I(tu)"#j"’ : I(M‘”. (3.45)

4lto) =i
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DESTRUCLCION  DE LA PART ICULA

CREACION DE LA PART ICULA

L

Figura 3.1: Representacion de la amplitud de transicion vacio-vacio en presencia de una
fuente

3.4 FUNCIONES DE GREEN

3.4.1 Definicién de las funciones de Green

Hemos visto que la amplitud de transicion del estado |go, tg) al estado |g,t) esta dada
por

q ' e .
((lvtl(/(ht()) =_/ 'Dq(T)cx.S“o'l'M’
90

en el caso donde H = p?/2m + V{(q) (el cual es suficientemente general para muchos
de los problemas de interés) y las condiciones a la frontera del problema son ¢(t) = ¢,
¢(t) = ¢o. Este tipo de condiciones a la frontera pueden ser apropiadas en el movimiento
de particulas cldsieas, sin embargo cuando uno mira mds alla, por ejemplo en teorfa de
campos, se da uno cuenta que las condiciones anilogas, ¥(t) = ¥, ¥(1y) = ¥4 no son las
apropiadas. Lo que realmente pasa es que las particulas son creadas (por cjemnplo por
colisiones), ellas interactuan y después son destruidas por observacién (por deteccién).
El acto de creacién puede ser representacdo como una fuente y el de destriccién por un
sumidero, Las condiciones de frontera del problema pueden entonces ser representadas
como en la fig.3.1, el vacio a t = —o0o evoluciona hacia el vacio a t = o0, via la creacidn,
interaccion y destruccion de una particulay graeias a la mediacién de wna fuente. Lo que
nosotros quercios conocer s la amplitud de transicion vacio-vacio en presencia de una
fuente. Esta formulacion, usando el lenguaje de fuentes, cs debida a Schwinger.
Comencemos por encontar la forma funcional de las fimciones de Green del sistema

Gults,. . ta) = (O)T[q(t1) -+ §(ta))]0). (3.46)

donde |0) designa el estado fundamental:

H10) = Ey)0), (3.47)



[y T . eXC TEMPORAL

GIE TEMPORAL ROTAOD
Figura 3.2: rotacion del eje temporal en el calenlo de la amplitud de transicion vacio-vacio

Ey es ¢l valor propio mds pequeiio de H.
Para esto, partamos de (q,t]qo, ty) ¢ insertemios el operador 1 asociado a la base de
vectores propios de H (H|n) = E,|n)),

o

S )l = i,
n:=()
= oy it gy
(wtlgote) = D _(a thn)(nlgo te) = _(gle [n){nq)
n=() n=t)
o~ iUt
= Y e A () {nqo) {3.48)

=0

‘<

=1 E > (= t)(En = F
(.tli o)™ TH = 3 R ) )

n=x)

(0} (Olao) + Y e = ). (3.49)

il

En la eenacion (3.49) uno obtiene explicitamente, si remplazamos el intervalo de tiempo
real T =t — ty por

T,=T(~in} con ne(0,n/2 (3.50)

gue en el limite T - oc, solo subsistird en el wiembro de la derecha ol primer término

(410){0lq0),

. . . . ook 3
ya que los otros términos se anulan debido al factoy e~ K1E=Fo)

La forma de visualizar la sustitneion (3.50) es suponer que estoy en el plano complejo
y hago ahi una rotacién del eje temporal, fig.3.2, con esto lo que estamos haciendo es
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darle una parte compleja al tiempo.
Con la sustitucién (3.50) se tiene que en el limite T' = oo

Eg
(9,t90,t0) ,,e"l”" ~ (]0)(0] o)

. K . .
o (@l to)y ~ e RN 410) 0], (3.51)
Consideremos nuevamente el primer miembro de la ecuacion (3.45), y elijamos dos

tiempos t, y £, tales que tg < t, <t; y ta <ty <t
tend remos entonces que

- oG 0 -
((lv t,T[(i(tl) e ’i(tn )”’/U! to)'l = [-oo (l(/ﬂ /-m ([(/b ((/v tl’/ln th)((/ln tblT[’](tl ) cr ()(tn)”’/ns tu)
(s tal 40, to) (3.52)

considerando nuevamente el remplazo de intervalos de tiempo real a intervalos de tiempo
complejo ec.(3.50) y tomando el {imite ty = —oo, t = 0o, ohteneinos con la ayuda de la
ecuacidn (3.51) para las componentes asintGticas

(@ T [§(0) -+ §{ta))lau, to)y ~ [dela_/_:ll(lb e U= 410) (0],
(o ol TLG(01) -+ - 4(tn)) s L) (2a]0) (0] o)™+ 2 00 toli1 =i
~o (4]0} (0lgg)eF ot
/_z daa dgy(Olas, te)(an, BIT(G() -+ 4t ldas ta) (s La0)
~ (g tlaoito)y - (OIT[4(t1) - -+ 4(ta)]]0). (3.53)

Dividiendo amhos miembros de (3.53) por (q,t|qo,to), obtenemos el comportamiento
asintdtico como una funcidn de Green a n puntos

(0, t1TLa(t0) -~ ()]l g0, o)
((Ivthl)vt())u

Hemos asi deducido una manera de caleular las funciones de Green G(ty, - -+, t,) mediante
el caciente de integrales de trayectoria

lim (qv tIT[()(’l ) Tt li(tn)]'([(h t())v)

~ (01T [4(t1) - - G{ta)]10). (3.54)

G(tl,...,t,,)

(0:tlq0,to)y
)=y 1 i) dri(y.4
i Bl )ttt
- _ =i P L]
f:((l'o))-:q!lu 'DI[(T)(}* Ln(l ~in) drLin)
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El cociente (3.53) es en principio independiente de la eleceidn de los valores limites de la
trayectoria g(t) = ¢, ¢(ts) = ¢a. Las buenas condiciones (ver Faddeev y Slavnov) son las
condiciones de radiacién para las cuales la funcion ¢(7) es tal que

4

qg=q(oo(1=m)) =0 g =¢(-oo(l —in)) =0. (3.56)

3.4.2 Generador funcional de las funciones de Green

Las funciones de Green (3.55) pueden ser todas deducidas a partir del generador
funcional Z(J) definido de la siguiente manera

. roof{l-in}) .
2(J) /'Dq(T)(f' S oo iy ATl Llg @)+ r )l r)) (3.57)

]

. pos(b=in)

/,Dq(T)e-f—w(l-m;"rl.(fl.fi) [1 -+ Z %/‘IT' codry J(ry) - ()Gl T)
LET A

il

Z(O) [l + i ;l'l':' /’ITI s fITu'](Tl) e ',(Tu)Gn(Tl tr 'T'")] (358)
n=} '

donde J(7) es una fuente arbitraria nula fuera de un segmento acotado del cje real, pero
donde este intervalo es a la vez lo suficientemente grande como para contener a todos los
argumentos t,...,t, de G,. En (3.57), las trayectorias ¢(7) sc anulanen 7 - —~oo(1 ~in)
y T = ool —in).

Las funciones de Green se obtienen mediante la expresion

11 an

Gultts oo ta) = 5 6y ST 700

Z(J) (3.59)

J=0
donde §/8J(t;) denota la derivada funeional.

Como cjemplo de estas ideas caleulemos explicitamente la funcional gencratriz para el
oscilador armdnico lineal.

/’D‘I(’f')(‘-"‘" :‘(‘::':v,n“"‘7"”3'/'+2.h,)
/'D([(T)p%f“'(’l(f)[';{I,‘?T“Wg]'/(')Pz.lq(r))

/D,I(T)(,% Jarar'str=e1y (4000 iy - |ttty b a1t

Z(J)

, Efdrdr (g YK r=1')g{r)+J(r')S(r 1) . ~ryylr
/D([(T)f”f'r r{q(r' YK (r=r")g{r )+ (' )SUr~7')glr)4-J (7)(r r),(r))’ (360)

y v s constler: - N i y . .
en donde hemos considerado K(r—7') = §(r - 7) [—-‘;—J - wf,] De esta formn, la integral
funcional no es mds que la generalizacion cuando (n = 00) de la integral siguiente

2()) = /([1,-1 vordp, et Rust et jedun)
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I Ty T
= /dl'l "'(!‘l',,m(’ Keteljtite)

(3.61)

donde la matriz K es simétrica e invertible. La integral (3.61) se caleula efeetuando el

canibio de variable (de jacobiano 1)
. el
rp = a = (N7 )i,

con lo cnal el exponente se escribe en notacion matricial como

o \ ' T ' T g P ope— [ A oprealpe !
TKe+ 4T = £ kS A G+ TRORK T - TR K

TR = R -2 TR R

T, K I
¢ Kr = jTKY,

de donde se obtiene gue

LT " i
" v . ' %(r' K =j7 I\"'))
ar, ar,e

Qo T '
AT ’ ool e
e~4kK J/ll:l:,---(l.r,,e!’ k=

24(0)e 7K

i

2y(7)

i

(3.62)

(3.63)

(3.64)

Al efectuar el mismo procedimiento pero ahora sobre la ec.(3.60) se obtiene directamente

Z()(J) = Z()(O)C—% dnlr’./(r)l\“"(r—r’).l(r’)'

(3.65)

con la condicidn de que K'='(7 — ') esté bien definido, o lo que es lo mismo, que sobre ¢l
espacio de las funciones que satisfacen las condiciones de radiacién, la “matriz” K(r-7)

admita una iinica inversa. Este requerimiento se cumple st se toma
-~1
K'Y r—=7)=Ap(r-7),
I ]
donde Ap(r — 7'} es la funcién de green del operador ((;—f,; + w?,)
2
ik o ‘
—— 4wy | Ap(T) = =§(7).
(([T2 1] l( ) ( )

As, las funciones de Green del oscilador lineal arménico estan dadas por

11 on
n ' 1yl = e .
Gultr, o ta) " Z4(0) 6.](t,)...6.](t,,)Z"(]) .
1 &

— {,~% llrtlr'.I(T)AF(r-r')./(r’]

FJJ('I)JJ("H)

J=0

(3.66)

(3.67)

(3.68)



Finalicemos este capitulo calculando el valor de Zy(0) y reescribiendo la ec.(3.65).

Para esto volvamos a utilizar la analogia entre (3.60) y (3.61). De (3.64) tenemos que
ZO(O) = /(II[ e ,([_L-"(_;-]j*"’"\'r

y también que la matriz IC es simétrica, por lo tanto existe una transformacion ortogonal
O que la diagonaliza, es decir existe O tal que

OKO" = K' =diag(Ay,..., \n), (3.69)
con Jo cual

2'Ke = 2"OTOKO"0r = 2"0"K'Or = "K'y
= M+ Nyi b+ A (3.70)

donde N ]
y=0r, y=s"0" (3.71)

Asf

Zy(0) = /‘“/l"-rl!/,.rfﬁ""'fx"“"'fg"""“"-"""’

N 21 , . . 9
V_AITH V3 = @in) e 1), (3.72)

De manera andloga uno ohtiene ¢l resultado

H

* )2
Z20(0) = cte. (dut [——m - wf,]) . (3.73)

Obtenemos asi finalmente que ¢l generador funcional (3.65) queda reeserito como

1

20 ~ G

emHJdrar I KVt (3.74)

3.5 EJEMPLO

3.5.1 Particula libre no relativista
v . ’ v a0 2
El hamiltoniano de la particula libre relativista es H(p;) = % con lo cual la expresién
de la integral de trayectoria se eserihe como

P N-l »l
"o . dpg dpy_, K ZJ:() ("J(l«';-n—l,)—Alv]‘L.u)
&€ . t I - — 1 ¢ emaer—— RS T ar i
(2" [ xo, t) \11_1‘1;“ 5T, Y dry o dey-ge
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lim

b —

dp IN -
-11—0' . dpy '(1;171 oo dryoqeXtB omitet ooy -paa)]

N-voo J 2mh 27h

. o
lim
N Jemo

lim *

Neooo Jong 2

m
2iaTh

e

ekl =pro] o= Sl pl+py )

dpg
mlm v dpy-18(po = p1)d(py —pa) - Spnoa — pa-y)
eklpny 7" =por— L +pl+-pY )]

ﬂ’i’.nﬂ(r”—ro)m*%ﬁp%l
mh

l"l(l”"l_n)_"-
=wr (3.75)
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Capitulo 4

CUANTIZACION DE SISTEMAS
COVARIANTES

Cuando uno escribe ingenuamente la amplitud de transicion para un sistema con lib-
ertad de norma como la suma sobre todas las historias de la exponencial de la accidn
iuvariante de norina, uno se encuentra con ¢l problema de que la integral de trayectoria
diverge debido a la integracion sobre los grados de libertad puros.

Existen dos métodos para resolver esta dificultad. La filosofia atras de cada uno de
estos métoclos es radicalmente diferente.

El primer método remplaza la integral de trayectoria sebre todas las variables por una
integral de trayectoria que considera solo los grados de libertad invariantes de norma. La
eliminacién de los grados de libertad puros puede llevarse a caho, reformulando la teoria
en el espacio fase reducido, lo cual, en la prdctica, permite hnponer condiciones de norma
canonicas.

La idea del segundo método no es eliminar los grados de libertad de norma. los cuales
son usualmente necesarios para preservar covariancia y localidad. Mds ain. uno suma
sobre todos cllos, asi como sobre los fantasmas. Para obtener nna integral de trayectoria
no divergente, uno substituye la accion invariante de vorina, por wua sin tuvariancia de
norma. El principio de invariancia de norma es remplazado por el principio de tnvariancia
BRST, La accion que aparece en la integral de trayectoria es invariante-BRST y esta ey
una extension de la accién invariante de nornia.

En este capitulo esbozaremos ambos mdtodos de la integral de travectoria para sis-
temas de norma.
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4.1 FUNCIONAL GENERADORA

4.1.1 Dificultades para cuantizar las teorias de norma

Mostremos que en el caso de una teorfa de norma no es posible hacer una aplieacion
directa de las relaciones obtenidas en el capitulo anterior, para generalizar la expresion
de la amplitud de transicion vacio-vacio en presencia de una fuente. Para este fin consid-
eremos el caso clectromagnético.

En analogia con la ce.(3.57) eseribimos la funcional generadora como

ZolJ] = /DA,, exp (i /(l".r[ﬁo(r) + Ju(r) - A“(w)]) (4.1)
con
[tato) = =1 [d'5@,4, - BAN@ A" - 4

= % [ au@)g” e - #:0)Afz)
= %/([‘,r d'y A‘,(y)é"(w - y){g"o* - '3 Au(z). (4.2)

Comparando (4.1) y (4.2) con (3.60) podemos identificar al operador §*(z — y)(4**0* —
9438%) con la *matriz” K, es decir, tenemos una situacion muy similar a {a de la mecanica
cudntica y en principio uno podria esperar que si se copia el desarrollo subseciente a la
cc.{3.60) uno podria obtener apartir de la ec.(4.2), una ccuacién andloga a la cc.(3.74)

1

ZolJ] ~
o0/l \ﬁlet[d"(x ~ y) (g 2 — drdw))

c—{-fJ‘.rd‘y‘l,‘(y)[é‘(r-y)(y"“()’-(‘)"l)“)]"‘l,(:), (4.3)

este es realmente el caso por ejemplo para fa teoria del campo escalar (donde el operador
N . -, X Y] ¢ , A .

que se identifica con K es 8z ~y) (—-007 -4 m‘)), sin embargo esto no es posible, en

el caso del electromagnetismo (y en general de una teorfa de norma) porque el operador

1\,‘“’ = y;mo'l - ouou (44)

en (4.2) no ticne una inversa como demostraremos.
Asumiendo que G**r — y) es la inversa de K, se tiene

(4 0° - 0"8)G & — y) = g8"(x ~ y). (4.5)
Usando la transformada de Fourier
- dtk —heor 1w
G*Mz) = ik BrGvA(L), (4.6)

70



tenemos

(_kgypu + kp"";')("w(k) = .’/,Ap (17)

Con la descomposicion invariante
G (k) = a(k?) g + bRDRRY, (48)
es claro que el lado izquierdo de la ecnacién (4.7) = —a(k"’)(l\:zyl’) — k,k*) no puede ser

igual a el lado derecho. Asi k,, no tiene un inverso.

Vemos asf que una dificultad aparece, cuando tratamos de definir la integral de trayece-
toria que represente Ja amplitud vaeio-vacio, si una simetria local, tal como una simetria
de normna, estd presente en la accion cldsica. La integral de trayeetoria se vuelve mds diver-
gente de lo usual. El problema puede entenderse de la siguiente manera: Supongase que
estaos cuantizando nna teorfa de cantpo eldsico que tiene un campo genérico que depende
de la norma A,(x). La accidu, S[4,,], es invariante de nonma. La integral de trayectoria
mds simple, es la sugerida por la mecdnica cudntica, Zy[J] = [ DA, exp(iS[4,,J,]). En
esta integral de trayectoria estamos integrando sohre todas las configuraciones del campo
A, y cada eonfiguracién en la snna estd relacionada a un mimero infinito de otras config-
uraciones mediante transformaciones de norma, mis ain, el integrando es idéntico para
dos configuraciones de norma cquivalentes, obteniendose asi que as dos configuraciones
contribuyen con la misma informacion. Esto significa que por integrar sobre todas las con-
figuraciones, estamos calculando un mimero finito de copias de alguna integral. Puesto
en una manera un poco diferente, 4, contiene componentes dependientes de la norma y
compouentes invariantes de normna, cunando integranos sobre el espacio de configuraciones,
I DA, estamos integrando con respecto a ambas partes (dependientes e independientes
de la norma), sin embargo, la aceidn, la cual es invariante de nonna, depende tinicamente
de la parte invariante de norma de 4,. El integrando para las partes dependientes de Ia
norma es unitaria y as{ la integral sobre la parte dependiente de la norta diverge. Lo que
se necesita hacer entonces es remover esta divergencia extra,

Un procedimiento para definir convenientemente la integral de trayectoria en cualquier
norma lineal aceptable fue desarrollada por Faddeey y Popov (1967). La idea es selec-
cionar una norma y cambiar de coordenadas. Cuando elegimos una norna, solo algunas
de las configuraciones A* satisfacerd la condicion de norwa. Sea A¥ una configuracion que
satisface Ja condicidn de norma, si A% es una configurarion que no satisface la condicién
de norma (A" # A¥) entonces hay nua transformacion de norma U que me leva de una
configuracién a otra A* = U[A#]. El cambio de coardenadas descado es aquel que me
lleva de un A* general a el conjunto (A, U), este cambio involuera un jacobiano funcional
J, el enal debe ser determinado, fDA, — JIDA*DU. Dado que el integrando es in-
variante de norma, entonces este no pucde depender de U y la integral f DU puede ser
factorizada y colocada en la normalizacién. La integral [ DU es llamada el “volumen de
norma” o “volunten de fa orbita”™ y este es el infinito que deseamnos extracr para defini
apropiadaimente la integral de trayectoria. Dado que estamos escribiendo la integral como
TDU DA de “algo” nosotros estwnos integrando of “algo” sobre todas las transforma-
ciones de norma. Asi, no importando que norma elijunos mediante este procedimiento
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Figura 4.1: El movimiento de una “configuracion”, (), en ¢l espacio de configuracion,
2, bajo la transformacién de norma definida por (4.11). La trayectoria es Hamada una
orbita de norma. En el ejemplo simple que estamos tratando, las orbitas de norma son
rectas ciya ecuacion es ¢ — y =cte.

(probado desde luego, que la cleccién de norma no nos lleve a un Jacobiano nulo), el
resultado final debe ser invariante de norma,

Dada la importancia del método de Faddeev y Popov para nuestra exposicién, dare-
mos un cjemplo sencillo pero bastante ilustrativo del procedimiento que se sigue para
factorizar el “volumen de norma”.

4.1.2 Factorizacién del volumen de norma:
un ejemplo simple

Considereinos la siguiente integral

o0 (= ]
= , = (2=yP?
VA /_mdx/_mdy e . {4.9)

Esta integral es divergente dado que el integrando depende tinicamente de la diferencia
entre z y y. El orden de la divergencia se puede determinar facilmente haciendo el cambio
de variables de (x,y) a 2o = o~ yy 24 = (2 + y)/2, con lo eual se obtiene

X o0 2
7= / dz, / deem = /7 / dz,. (4.10)
-0 -0

El tamaiio de la divergencia es el volumen de los reales, esto es, 1a linea real 1-dimensional.
Tratemos ahora este problema en una manera un poco diferente.  Notermos que el
integrando es un invariante translacional ante las transformaciones

r = r+a
y = y+ta (4.11)



Figura 4.2: La eleccion de norma # 735 =70 define una “rebanada de noria” atraves del
espacio de configuracin. (2',y') es una configuracion sohre la rebanada, esta satisface la
condicion de norma. (x,y) es una confignracion de norma equivalente, dado que {(2,y) y
(2',1/) yacen sobre la misma orbita de norma. « es la transformacion de nornta que nos
lleva de la rebanada a (r,y).

donde a € R, Llamemos a la operacién de simetria (4.11), una trausfornacion de norma,
la “accidn” exp(—{(2 —y)?) es invariante de norma y a es un elemento del grupo de norma,
los reales. El volumen de norma es f da, el cual es el vohunen de la linea real. Una “orbita”
de norma, la trayectoria de unn “configuracion” (x,y) enr 2 bajo una transformacion de
norma es una linea con cenacion x — y = cte., como se nestra en Ia fig.(4.1). Dado que
la accién es invariante a lo largo de una orbita de norna, podenmos facilmente ver gue
por integrar sobre todas las configuraciones, ef pluto completo (x,y), estamos smanndo
redundantemente un niimero infinito de copias de la integral Ganssiana (la cual es finita).
Nosotros vamos a desarrollar un procedimiento para extraer esta integral finita de Z.

En términos de la palabra “norma”, es claro que la transformacién en la ecuacion
(4.10) sdlo expresa la separacion de la coufiguracion (i, y) en su compouente invariante
de norma z_ y en su componente dependiente de norma , 2. Para poner la ec.(4.10) en
una forma en la cual podamos generalizar un poco, cambiemos las variables de (z,y) a
(z-,a) en vez de (z_,24). Aqui e es la transformacion de norma gue Heva un punto sobre
lalinea 2y = a4y = 0 a (r,y), como es mostrado en la fig.(4.2). En otras palabras,
nosotros cambiamos la coordenada dependiente de la nonna z,, por el pardimetro mismo
de la transformacion de nonna.

Bajo este cambio de variables, Z os

Z = /rln/dz_c“")' =/1Iuﬁ. (4.12)

donde el volumen de norma, [ da, aparcce explicitamente, Reeseribamos ahora la integral
Gaussiana una vez mis

2= /da/(l;r dy 28(x + y)e Y = /dnﬁ. (4.13)
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Figura 4.3: Hustracién de una eleccion de norma, f(z,y) = 0. El cambio deseado de
coordenadas es de (x,y) a (5,a), s es una variable que corre a lo largo de la rebanada, y
a es la transformacion de norma que va de la rebanada a (2, y).

En esta forma podemos interpretar la funcion 4 como un término que fija la norina, Esto
es, nosotros hemos fijado la norma de tal manera que r+-y = 0. Llamaremos a la eleccién
de norma ¢ + y = 0, la “rebanada” de nonma. El factor de 2 que ha apareeido es el
jacobiano del cambio de coordenadas de (z,y) a una variable que corre a lo largo de la
rebanada de norma, junto con la transformacion de norma que nos leva de un punto sohre
la rebanada de norma a un punto (x,y) fuera de esta.

Supongamos que deseamos hacer una cleceion de norma diferente, f(r,y) = 0, como
en la fig.(4.3), ?7Cuil serd la generalizacion de (4.13)?. Sea s una variable que corre a lo
largo de la rebanada de norma. @/ds es un vector tangente a f, df /ds = 0. Nuevamente,
sea a(z, y) la transformacion de nerma que toma nn punto particular sobre la rebanada
de norma a un punto (r,y) fuera de la rebanada. El cambio de variables en Z de (z,y) a
(s,a) nos da

2= /(l([ ds Je™h0) (4.14)
donde el Jacobiano J es
& dr
J = det 8; Ju ‘ (4.15)
ds  Oa

Hasta aqui nuestra cleceién de s es arbitraria en el sentido de que podernos elegir el
ritimo del incremento de s a medida que nos movamos a lo largo de la rebanada, incluso, el
rittno al cual s cambia a lo largo de la rebanada no necesita ser uniforme, por conveniencia,
elegiremos la escala de s de tal manera que satisfaga

/ dr dyd(f(z.y)) = / ds. (4.16)

El ritmo de cambio de esta s cuando nos movamos a lo largo de la rebanada no serd
uniforme a menos que la eleccién de norma f sea lineal en r y 5. La razon de esta
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eleccion es que podamos sustituir la ec.(4.16) en (4.14) de tal manera que la eleccion de
la norma aparezca explicitamente en la integral. El jacobiano asegurard que el resultado
final serd independiente de la eleccion de norma,

Calculemos el jacobiano para esta eleecion de s. Sea (2, y') las coordenadas de un
punto sobre la rebanada, f(a', /) = 0, entonces por definicion de la transformacion de
norma cc.(4.11)

r = 2 4«
o= ¥+ (4.17)

Dado que z' y 3/ residen sobre la rebanada, ellas deben ser funeiones de s fnicamente,
!

' =a2'(s), ¥ = y'(s). por lo tanto
dx | = My
da T da
asi

dr dy

ds  Os

[ es constante a lo largo de la rebanada de norma, de tal maera que df /ds = 0.

&'y

ds s

] of o' af Oy
0= 200 9]y (4.18)
ds 2 ds N Os
Una solucion particular a la ec.(4.18) que satisfaga la cc.(.16) puede ser encontrada si
realizamos la integral sobre ol lado izquierdo de la ee.(L1G) con respecto a o y. Usando
la propiedad de la funcion 4

s(flr)) = Z -J?l-l——)—l(f(r - ;) con r; = ¢ero stiple
1 llI bt |

e integrando la ec.(L16) con respecto a g, vbtenemaos

-1
/ dx dy lf_;_f}’
d

=1

df o

Ve

y—y) = / dr

con lo enal

o laf
s = ey

Si elegimos el signo +, entonces la ec.(4.18) implica

' ﬂ oy af

ds oy ' ds BT (4.19)



con lo cual el jacobiano que quercmos es

J= l l , (4.20)
‘)’/ Tly=0
y la definicion adecuada de Z en presencia de la simetria es
d ) -
Z= /d(z/(lz dyd(f(z,9) |5 ¢ f ;{ emte=u? (4.21)

Hemos asi separado explicitamente el volumen de norma para cualquier eleecién de norma
legitima (J # 0), y esta divergencia puede ser ahora considerada dentro de la normal-
izacion y olvidada. Una mancra conveniente de olvidarse de la divergencia, es decir que
la Z que realmente deseainos es, por definicidn

[ da dye-te="

Z = ‘; [

(4.22)
donde V5 es el volumen de norma.

Derivemos nuevamente la ec.(4.21) mediante una construceidn mds sencilla. Si inser-
tamos la relacion 1 = [df §(f) en la expresién para Z dada por la cc.(4.9) tenemos

Z= / de dy / dfo(f)e=te’ (4.23)

Si partimos de la rebanada de norma (2/, ) donde f = 0 y comenzamos a movernos
fuera de la rebanada de norma via una transformacién de norma, entonces el valor de f
sobre la orbita de norma cambia, esto s, f no es constante a lo largo de una orbita de
norma (de otro modo f no seria una buena eleceion de norma), por lo tanto podemos
considerar a f como una funcion de a, f = f(a). Asi, cambiando variables de f a ¢ cn la
ce. (4.23) se obtiene

Z= [dxdy rla—-—l 8(f(a))e~tr=9? (4.24)
Jar o fauzg)
Sin embargo, de (4.17) tenemos

df

da

_ o oray
=0 T 0 du T By Da

af  of )
=4 == , (4.25)
(‘7"‘ 2y
y obtenemos la ec.(4.21) nuevamente.

Por unt motive de conveneidn, reescribamos las ees. (4.23)-(1.25) usando la notacion
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s

que a llegado a ser standard para las teorias de norma. Definimos

[ dabs(eta), yla))
/ df (lctl%}—ll 8(f) (4.26)

Ap!

ot da
T

/=0

Asi,
{
A/ = det (-[-

“a l/:()

insertando 1= ;A7 en (4.9)

Z = /(l:l? 41(/A,A‘,",»‘(1~.’/)’
= /rl;lr (ly(lur,lﬂ /(/“,s(/‘)(,--(hu;“’ (4.27)
dal,_y

y regresamos a la ec.{4.24).

Veamos un ejemnplo sencillo para utilizar lo que hasta agqui hemos visto. Tomemos la
rebanada de norma como f(z,y) = (¢ + y)* = (¢ = y) = 0. De acuerdo a las ecuaciones
(4.20) y (4.21), el jacobiano es J = d(x +y) y

Z = /(I(z/d.xr dyd{{r + y)* = (& — ) + !/)('"“"”') (4.28)

alternativamente,

f(@) = f(a(a), yla))

(Wtaty+a) - —a-y +a)
= d4a? Fda(e + i)+ ()= (@ =)

’-l!‘l =4+ y) = u = +y) = o'+ y)
da st da J=0
y laec.(4.24) nos Heva a un resultado idéutico ala ce.(1.28).

Hasta aqui hemos considerado dicamente o caso en el gue la rebanada de norma
satisface f = 0. Sin embargo, nuestro resultado es independiente de la eleecion de la re-
banada, es decir, podemos elegir también f = ¢, donde ¢ es una constante real. Nosotros
hemos definido La parte de Z en la que estamos interesados de tal manera que sea distinta
de ceroinicamente sobre la rebanada de norma, pero esta no s la finica opeidn. Nuestro
objetivo después de todo, es encontrar una defluicion de Z que sea finita ¢ independiente
de la eleccidn de la rebanada de norma. Una manera de garantizar la independencia de
la rebanada es suinar todas las rebunadas, pesando cada rebanada de tal manera que la



integral a lo largo de una orbita de norma sea finita.

Por ejemplo, podemos sumar todas las contribuciones de todos las rebanadas inte-
grando sobre ¢, pesando cada rebanada, f = ¢, por exp(—c?). Partiendo de nuestra
definicion de Z para una sola rebanada

—{p—y)?
Z= / da / dz dy §(f(x,y) - ¢) emlem? (4.20)

4
da fee

podemos incertar | = [ deexp(—c?)/y/m. El resultado es

o= |
/(Ia/d.'l: d!l/‘lc J(j—c)(:/; ({1_({

/1111/dx dy-—\}-—’.‘:c"2 d—f

da
Podemos interpretar el resultado, ec.(4.30), como la adicion de un término a la “accion”,
la nueva “accién” es exp((z — y)2 + f2). Este nuevo término es Hanado “término que fija
la norma”,

emte=u?

Z

0

a=D

et (4.30)
a=0

il

4.1.3 Férmula de Faddeev y Popov

Una vez entendido el juego de la subseccion anterior, es directo escribir la expresion
correcta de la funcional generadora Zg[J] en una teorfa de norma. El procedimiento que
se sigue es exactamente el mismo que utilizamos en ¢l ejemplo que hemos discutido.

Considerando que la accidn es invariante bajo la transformacion de norma

Ao Al (4.31)

donde A juega un papel anilogo al de a en ¢l cjemplo anterior. Nosotros podenos factor-
izar ¢l volumen de norma definiendo la funcién A7'[4] como

i

A7 = [an@)s(F(AR) (4.32)

dA
5E[(F)

/Dcht
dA

oF

det

F=0
con lo cual

oF

H] o
A/[A ] = det, 7y

. (4.33)

F=0

'El subindice A sdlo significa gne bajo la transformacion de norma o campo A? es substituido por
una fancién que depende del campo A% y del pardmictro A, por ejemplo para el caso electromagnético,
Al Al O
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Obteniendose asi en analogia con (4.27) que

Zo[J) /rDA“AfA;lnifd‘:[[.o(r)-}J,,(r)-Av(z)] (4.34)

/ DA, / dA det % S(F[AR]) exp(iS] A, J)).

Esta iiltima relacidn es lo que se conoce como la formula de Faddeev y Popov.

Finalmente para que la funcional generadora tome sentido en una teoria de norma, la
expresion (4.34) se divide por el volnmen de norma (ver ec.(4.22)), obteniendose que

S{F[AR) exp(iS[4, J)). (4.35)

72
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Z =V, / DA, /m\ det ‘ i

#=0

4.2 SISTEMAS COVARIANTES

4.2.1 Descripcién general

-

Uno normalmente describe el movimiento de un sistema, dando las variables candnicas
como funcién del tiempo. Se aswne que el tiempo tiene un significado fisico preciso pero
no es en si mismno una variable dinimica

Existe una formulacion diferente de la dindmica en la cual el tiempo fisico y las vari-
ables dindmicas son tratadas en una manera mds simétrica. Esta formulacion ineluye al
tiempo entre las variables candnicas y deseribe las relaciones entre las variables dindmicas
originales y el tiempo fisico, esto se hace eseribiendo el nuevo conjunto de variables
:anénicas en términos de un pardmetro arbitrario. Este pardmetro arbitrario no posee
ningiin significado fisico, y el formalisimo es por lo tanto invariante bajo reparanietriza-
cionies de éste, o como cormumente se dice, el formalismo es “generalmente covariante”,

Eu la prictica, los sistemas generalimente covariantes aparecen en dos diferentes man-
eras. Uno puede tener un sistema en el cual originalineute el tiempo fisico no es incluido
como variable candnica y uno entonces procede a “parametrizar” la teoria para que esta
se convierta en generalinente covariante, Esto puede ser hecho siempre. La otra manera
es que el sistema puede ser de entrada, generalmente covariante. Un cjemplo de este tipo
de sistemas es el eampo gravitacional en relatividad general.

4.2.2 El tiempo como variable canénica

Consideremos un sistema con variables candnicas o, p;, v hamiltoniano Holy, p).
Asumamos por simplicidad, que este no posee constriceiones. La aceion para tal sisterna

Sé‘am% lﬁ%‘, Ui Bl &Eaﬁ M%



o8 »
; tr fdy

(1), pilt)] = —= = Ho ) dt. 4.36

S[l[ (’)vl’l(’)] /I (]', T, 1’()) d ( )

Introduscamaos aliora el tiempo t = ¢" y su moment o conjugado asociado py como variables
canonicas remplazando (4.36) por

Sl (), (1), po(7), pi(7), 0%(7)) = / : (/u,i/o + pigt = (o + I'lo)) dr, (4.37)
n

donde el pnnto denota derivada con respecto al pardmetro 7.

El movimiento obtenido por demandar que (4.37) sea estacionaria, es equivalente a
aquel que se obtiene si se extremiza (4.36). Esto se puede visualizar si extremizamos
primero (4.37) con respecto a u® y po, lo enal nos lleva a las relaciones

vEp+Hy=10 (4.38)

f—u'=q. (4.39)
Las ecuaciones (4.38) y (4.39) pueden ser resueltas para expresar aquellas variables qne
fueron variadas en términos de las otras, Es entonces legitimo remplazar en (1.37) py por
—Hy para obtener una accién reducida para las restantes variables. Esta accién reducida
depende vinicamente de ¢"(7) (0 = 0,i) y pi(7) y es

KT A '(lq" : ,
/" (pig Ilot)(lr--/‘I ([), i H.,) di. (4.40)

4.2.3 Hamiltoniano cero

La aceidn (4.37) contiene un par de variables canénicas extra que no aparecen en
(4.36) pero tambicn contiene la constriceion 4 & 0. Esta constriecion -es la inica- es de
primera clase. Asi de acuerdo al conteo hecho en §1.4.2, el niimero de grados de libertad
independientes es el mismo para (4.36) y (4.37), lo enal estd de acuerdo con la discusién
que nos lleve a (4.40),

Una propiedad importante de (4.37) es que no hay un hamiltoniano H' en esta
ecuacion. Concluimos asi que el hamiltoniano extendido contiene dinicamente la con-
striccign v, y por lo tanto el movimiento es generado por una transformacion de norna.
Si I teorfa original tiene inicialmente otros generadores de norma v (o = 1,.. Lam)y
constricciones de segunda clase y, =0, la accién que remnplaza a (4.37) es

n
s=/<mw—umm, (4.41)
n
donde el hamiltoniano extendido es alora una combinacién de todas las constricciones

Hp = u, + u™y, (a=0.....m). (4.42)
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4.2.4 Parametrizacién y dependencia explicita del tiempo

Incorporar al tiempo como una variable candnica en una teoria que 1o estd escrita
originalmente en forma covariante, no solo nos lleva a tener una formulacidn mds simmétrica
de la teorfa. Es tambiénitil en la practica para tratar problemas en los cuales hay una
dependencia teinporal explicita en las constriceiones. Tal dependencia complica el formal-
ismo porque las ecuaciones que expresan la conservacion en el tiompo de las constricciones,
tncluyen “derivadas temporales explicitas” y no son formuladas sélo en términos de los
paréntesis.

Esta dificultad desaparece cuando el tiempo es introducido como una variable candnica
parque después de efectuar este paso, Ia derivada pareial teniporal desaparece. El andlisis
se desarrolla entonces como en el caso ordinario pero eu el espacio fase wmds grande que
contiene a t y py. La relacion py + H(p,q.t) debe ser inelnida entre las constricejones,

4.3 CUANTIZACION EN EL
ESPACIO FASE REDUCIDO

4.3.1 Espacio fase reducido

Cuando en una teorfa de norma tomantos el cociente de la superficie de constriecién
¥y las orbitas de worina, uno obticne wn espacio mds pequeno ol cual estd provisto de
una dos forma que es invertible (estrctura simpléctica) v tanbidn de un paréntesis de
Paisson bien definido, Este espacio mds pequeno gue se obtiene por identifiear todos los
puntos sobre la misma rhita s conocido como el cspacio fuse reducido. Las funciones que
son definidas sobre este espacio fase redueido, son constantes a lo largo de las orbitas de
norma o dicho de otra manera, estas funciones son los “obscrvables” definidos en (1.80).
De hecho es posible wostrar (ver por ejemplo Henneanx and Teitelboim (1992)) que el
paréntesis indncido en el espacio fase reducido es simplemente el paréntesis de Poisson
original evaluado mediante las funciones invartantes de norma,

Cuiando el hamiltoniano extendido es una combinacion lineal de las constricciones (sis-
temas covariantes), un observable toma el mismo valor sobre wuna historia clisica entera
v las relacionadas a ella mediante una transfornaeion de norma. Esto puede ser pensacdo
asi conto una funcién en el espacio de soluciones elisieas de las ecuaciones de movimiento.

El conjunto de observables es ficihmente earacterizado en ol easo de sistemas parametriza-
dos. La constriccion pg + Hy = 0 (ec.4.38) puede ser resuclta para py. Por lo tanto, las
funciones sobre las superficies de canstriceion pueden ser vistas como funciones de q's pi
y . La condicion [A(q', pi t),po + Hyl & 0 puede entonees ser integrada, a wenos en
principio. Esto es equivalente a resolver las ecuaciones de wovimiento v determinar com-
pletamente Ly dependencia temporal de .
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El conjunto de observables es asi isomdrfico a el conjunto de funciones A(¢. p) de condi-
ciones iniciales. El espacio de las condiciones iniciales ¢, p es en si mismo isomdrfico al
espacio de las ¢ y p en cualquier tiempo fijo. Por lo tanto, los ohservables estan en corre-
spondencia hiyeetiva con las variables dindmicas de la teoria no-parametrizada original.

4.3.2 Integral de trayectoria en el espacio fase reducido

Veamos como se escribe Ia integral de trayectoria para sistemas con constricctones
de primera clase en el espacio fase reducido. Nuevamente por simplicidad de notacidn,
astmiremos que no hay constricciones de segunda clase, y que las variables de la teorta son
hesdnicas. Si hubtera constricciones de segunda clase, necesitariamos incluir el término
[I,J(v\'(,)((le!{,\‘u,,\'(,})”2 en las féormulas que obtendremos y remplazar el paréntesis de
Poisson por el paréntesis de Dirac cnando sea necesario (ver por ejemplo Henneaux and
Teitelboim (1992)). Denotaremos las coordenadas del espacio fase por 24,

Si z2*2(2) es un conjunto completo de ohservables independientes, o lo que es lo mismo,
un conjunto completo de funciones invariantes de norma

(Anlx0 = Am A", (4.43)

y si @ ¢s la matriz de los paréntesis de Poisson (0 = {29, 2*7}), la integral de

trayectoria la cual es una suma sobre trayectorias en el espacio fase reducido se escribe
como
Pl = / (D) [](det[z2, 25]) /2 exp iS[z™ (1)) (4.44)
t

Aqui la accién S[z*2(t)] es la accidn que induce en el espacio fase reducido la accion orig-
inal S[z4(t)]. La accién es manifiestamente invariante de norma en el sentido de que esta
depende tinicamente de 2**. Mds ain, es posible mostrar que $[z*] difiere de S[z4} a
lo mids por un términe de frontera, el cual no puede ser invariante bajo transformaciones
generadas por 7,. A pesar de que aqui no probaremos esta iltima afinmacion, en el sigu-
fente capitulo ilustraremos este resnltado eon ejemplos coneretos.

La integral de trayectoria en el espacio fase reducido depende sélo de las variables de
este espacio fase reducido original. Por cjemplo, si las 2* se dividen en pares coujuga-
dos (4°, p), el kernel del operador de evolucion en la representacion de eoordenadas
dependera de ¢® a los tiempos inicial y final.

4.3.3 Normas candnicas en el espacio fase reducido

La integral de trayectoria es invariante de norma por construecion y pnede ser aplicac
a un problema particular una vez que mostremos que el espacio fase reducido puede
ser calenlado para dicho problema.  Esta integral de trayecioria posee la importante
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caracteristica de que no requiere ninguna condicion para fijar la norma. Sin embargo,
la integral de trayectoria (4.44) no es muy conveniente en el sentido de que un conjunto
completo de funciones invariantes de norma es necesario para formularla, y esto puede no
ser posible en la prdetica para un sistema en particular.

Si existe una buena condicién de norma canduica, digamos

\alg,p) =0, (4.45)

uno puede identificar el espacio fase redueido con la rebanada de norma definida por (4.45)
sobre la superficie de constriceion 5, = 0. El sistema de constriceiones v, = (74, Xa) €5
de segunda clase. La matriz {xp, X0} ¢s

.y ~ 0 {"l'm\'h} q .
{/\I'! \a} ~ ( {,\rn'/h} {,\'m.\h} ) “16)

det{xp Xo} = (det {74, \0})% (4.47)

Ademiis, el paréntesis de Dirac de funciones iuvariantes de ponua en la norma canénica
(4.45) coincide con el paréntesis de Poisson. Uno puede reescribiv (4.44) como

Pl = /[Dz"] [T 6(xa)d(va) TT(det{ e, v} expiS[2(1)). (4.48)

t.u 1

Aqui S[24(t)] conticue el término de froutera apropiado (ver cdp. 5), el cual es nece-
sario para ascgurar que S'[z4(t)] = S[2**(t)] sobre la superficie \o = 0y 7, = 0.
Las coudiciones de frontera solre los observables 2* cu los puntos extremos determinan
implicitamente las condiciones de froutera sobre las variables 2 atraves de 2 = 2*(24)
Y= 0, xa =0.

4.4 CUANTIZACION BRST-BFV

4.4.1 Caracteristicas generales

La idea bisica de este método consiste en extender el espacio de fase del problenm
promoviendo las multiplicadores de Lagrange a nivel de coordenadas ¢ introduciendo
nuevas variables candnicas, que se depominan fantasmas, con estadistica opuesta a las ya
existentes, Dichia extension se realiza hasta implementar de mancra exacta una transfor-
macion de supersimetria global que incorpora la simetria de norma original. Esta resulta
ser la simetria BRST, que explicaremos con mids detalle en esta seceion, Una vez que
el sistema original se ha completado con estas propiedades generales, se postula que la
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correspondiente medida de la integral funcional esti dada por In medida de Liouville cor-
respondiente a todas las variables candnicas involueradas. Asi . una vez integrados los
fautasmas, se obtiene la medida correcta en las variables originales del sistema que define
el producto escalar necesario para la interpretacion de la teoria, Esle procediniento tiene
la virtud de ser sistematico y en mas de un caso lia producido correciones no-triviales ¢
inesperadas al nétodo de Faddeev-Popov, que usualiiente es el mis utilizado para cuan-
tizar teorias de norma.

Los fantasias fueron introducidos por prinera vez por Fevinman, con el fin de nian-
tener la unitaridad de una teorfa de Yang-Mills. Se les di el nombre de fantasmas porque,
a pesar de ser escalares bajo transformaciones de coordenadas, no tienen estadistica de
boson, es decir, violan el teorema de espin-estadistica por lo cual no son observables, Estos
eampos adquirieron mds sentido cuando Faddeev y Popov mostraron que los fantasmas
podian obtenerse como resultado de un cileulo correcto de la medida de la integral de
trayeetoria, y por ésto se les dié el nombre de fantasmas de Faddeev-Popov. Posteri-
ormente, con el trabajo de Decclii-Rouet-Stora y Tyntiu, éslos adquirieron un caracter
mis formal yi que se nostré que eran parte esencial de nna nueva simetria, que ahora
se conoce con el nombre de simetria BRST. Esta simetria tiene dos caracteristicas esen-
ciales: i) es ol residuo de la simetria de norma una vez que ésta se lia fijado, es docir,
es nua simetria que prevalece ann a pesar de que se liayn seleccionado una nornu. i)
A diferencia de la simetria de norma, esta simotria os de caracter global, es decir, ol
patietro de la transformacion no depende de la posicidn. Ademss, este pardmetro es un
mimero de Grassmann, por lo cual la simetria BRST es un tipo de supersimetria ya que
latransformacion relaciona bosones con fermiones. Las variables de Grassiann pueden
considerarse como el limite eldsico de campos fermidnicos, que estin cuanlizados con an-
ticonmutadores con el objeto de satisfacer la estadistica de Fenini-Dirac. Eu efecto, si
consideramos el lintite clisico (h = 0) del auticonmutador {y,, ¥} = héy obtenemnos que
el dlgebra satisfecha por las variables 8, = limy,_ t, estd dada por 6,6, + 6,8, = 0. En
particular 8,2 = 0. Las relaciones anteriores definen la estructura bsica de un algebra de
Grassmann.

4.4.2 Formalismo BRST

Como un ejemplo de la simetria BRST consideremos el caso de la electrodindinica, gue
como hemos visto tiene un lagrangiano igual a

1
L= ——iF,,,,F‘“’, (4.49)
Este lagrangiano es invariante hajo las transformaciones de norma loeales

8, = . (4.50)

El lagrangiano efectivo en la norma de Lorentz es

Lep=L+Lys+ Lppe, (4.51)
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con I
Lyf = -—-:;E((')“-‘l,,)zv (452)
S

L[.'li(,- = "'i(’)"('—'(?’,(', (‘L(—)S)

donde Lgy impone fa condicion de norma de Lorentz y Lppg es el lagrangiano de tos
fantasmas que en este caso simple se desacoplan, El lagrangiano efectivo ya no es in-
variante bajo las transformaciones (3.3), sin embargo, es invariante bajo las siguientes
transformaciones w

§A, =~ -60,,«, (4.54)

:
8 = —i==d" A,
98
de = (.

De las ecunciones anteriores vemnos que dicha transformacion es del tipo supersimétrico
dado que relaciona fantasmas, que son fermiones, con el campo bosénico 4,. En conse-
cuencia, el parametro de la transformacion w debe ser un mimero de Grassmann impar,
Estas transformaciones se conocen con el nombre de triansformaciones de BRST.

Del tearema de Noether sabemos que dada uni simetria existe nna carga conservada,
en este caso la carga de BRST. En el fonnalisuno lagrangiano de las cenaciones anteriores
dicha carga estd dada por

Qursr = %/fl"'.lf[('V B~ é(’(’)"A,‘] (4.55)

Esta expresion es lineat en fos fantasmas y en conseeneneia es nna variable Grassinaniana
impar. Esta propiedad Ia vamos a tomar como de cardcter fandmentat. Para imple-
mentar esta idea introducimos ef coneepto de paridid de Grassimann e(z) de la variable
z, que toma los valores 0 o 1 segiin 2 sea par o impar en fos generadores del algebra de
Grassmann respectivamente. De este modo tenemos que

(Quusr) = 1. (-4.56)

El problema ahora es construir wn expresion general para esta carga dentro del formal-
ismo Lamiltoniano de una teoria de norwa, sin fijar una norma especitica. Para hacer
esto agrandainos el espacio fase (p, ) consideranda a los mudtiplicadores de Lagrange A®
asociados a las constricciones de primera clase como nnevas variables candnicas. Por o
tanto es necesario tambicn agregar sus momentos conjugados 7, de tal modo que

(A ) = {m A} = (4.57)

Para que la teorin original no se modifique es necesario considerar que estos moentos van

aser mrevas constricciones de primera clase 7, & 0. Asi, el conjunto total de constrieciones
Y

es <

Co = (4, 7). (1.58)

e ; - - .
“Estanios considerando qute niestras constriceiones son bosénicas y de prebuera clase)
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con A =1,...,2n, donde n es el mimero de constricciones de primera clase sin tomar en
cuenta a los momentos conjugados de los multiplicadores de Lagrange,

Cono siguiente paso introdicimos los fantasmas n? y consideramos que tatbién son
ariables candnicas, a las cuales asociamos sus momentos candnicos conjugados Py, que
llamaremos antifantasmas

(0", Pa} = {Pa )"} = -68, (4.59)

donde e(Py) = e(p) =1, (1*)" = 9 y (P.a)® = —=P4. Imponemos ademis que las mievas
variables candnicas 5, P, tengan paréntesis de Poisson cero con el resto de las variables
Za= (l)ivqiv’\“r”u)

{n",Z2a) = {Pa. 2a} = 0. (4.60)
El espacio de fase extendido con coordenadas (Za, 5%, P4 ), equipado con esta estructura
de paréntesis de Poisson se denomina el superespacio fase. Ademids de la paridad de
Grassman es conveniente definir en este superespacio una estructura adicional G, que
denominaremos mimero de fantasma. Esto lo liacemnos atribuyendo a cada una de las
variables basicas un nimero de fantasma de la siguiente manera:

G(Za) =0, 6"y =1, G(P4) = -1. (4.61)

Ademds requerimos que el nitmero de fantasua de wn producto de variables sea igual a
la suma del mimero de fantasma de sus componentes.

L carga de BRST se construye pidiendo que genere las transformaciones de norma
asociadas a las constricciones de primera clase dadas en la ce.(4.58), al orden mds bajo
en una expansion en serie de potencias de los fantasmas. Por otra parte, en base a
la expresion (4.55), cousideraremos que dichia carga es real, tiene winero de fantasma
G() = 1y paridad de Grassman €{Q2) = 1. Con estas condiciones la carga de BRST
dqueda completantente determinada a orden mads bajo, donde debe tener la forma

Q2 = n*C,4 + términos de orden superior. (4.62)
Los ténminos de mayor orden quedan determinados por la propiedad de nilpotencia
{,92} =0. (4.63)

Para entender nicjor esta prapiedad, tomemos en enenta que 0 genera las transformaciones
de BRST, entouces una segunda variacién de una funcion arbitraria estd dada por

U = {{F,Q},0). (4.64)
Empleando en (3.16) la superidentidad de Jacobi
AL B B} + (2)ntatml({By BY, R ) + (=) atata) (B R RY =0, (4.65)
vilida para cuando se tienen cantidades con paridad Grassmann arbitraria, se obtiene

| N
SOP = —5{{sz,sz},1v}. (4.66)
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Asi, vemos que si 2 es nilpotente, una transformacién de BRST queda completamente
determinada por la primera variacion. La propiedad de nilpotencia determina {2 hasta
una transfonnacién de BRST, dado que

(0,0} =0 = {2, =0, (4.67)

COIl

0 =0+ {KQ}, (4.08)

para K arbitraria. Una solucién de la condicion de nilpotencia (4.63), que toma en cuenta
(4.62) y las condiciones que G{)) =1 y €(2) = 1, esta dada por

Q=1'Cy + "¢ OUAPy+ 9"y AU PPy + ...

+ ,)Ih L ””n.H (")UIJ....H,.“ Arendn JT PA,.v (1(}0)
con |
Wy = —';C(;lﬂ‘. (4.70)

donde las Cyp® son las funciones de estructura dadas en (2.6 ). Las expresiones para las
funciones de estructura de mnyor orden pueden encontrarse por ejemplo en (Henneanx and
Teitelboim (1992)). Para algunas teorins conocidas, como por ejemplo las que describen
el modelo estandar SU(3) x SU(2) x U(1) y ln gravitacion de Einstein, el desarrollo de Q
llega sdlo hasta orden uno.

Una vez calculada la carga de BRST, se definen los ohservables del sistema como
aquellas cantidades con wimero de fantasma igual a cero y que son invariantes bajo
BRST, es decir que ticnen paréntesis de Poisson igual o cero con . La dindmica del
sistema queda determinada por el hamiltoninne BRST. Este se encuentra definido por la
condicion que al orden mds bhajo en los fantasmas debe redueirse nl hamiltoniano candnjco.
Ademads, debe tener paridad Grassmann cero, ser real y con mimero de fantasina igual a
cero. Poriltimo, debe preservar la invariancia BRST del sistema de tal manera que

{{ypsy St} = 0. (4.71)

Bajo estas condiciones, a primer orden en los fantasmas ¢l hamiltoniano de BRST esta
dado por
Ay di "
Hypgr = Hy+ 07V 1" Py + inas” (4.72)

donde “mas” significa ténminos de al menos enatro fantasias.

4.4.3 Integral de trayectoria BRST

El siguiente paso es evaluar el operador de evolucion del sistema utilizando ¢l método de
BRST-BFV. Tomando en enenta que este operador es unitario nua vez que hemos intro-
ducido los fantasinas. podemos tomar la representacion de éste en términos de la integral

=]
=1



de trayectoria de Feynman. Ademds debemos considerar que los estados que son de in-
terés fisico son aquellos aniquilados por la carga de BRST, en couseenencia inicamente
es necesario considerar elementos de matriz del operador de evolucion entre estos estidos.
Esto implica que debenios imponer condiciones de frontera eu la iutegral de trayectoria
que sean BRST iuvariantes, Esta condicion no garantiza unicidad en las condiciones de
frontera, dado que tenemos la libertad de seleecionar una clase de equivalencia de es-
tados fisicmnente permisibles, ademds de que podemos elegir la representacion en que
desenmos trabajar (momentos o coordenadas). Existen al wenos tres tipos de condiciones
de frontera adecundas y nosotros clegiremos una representacion que hace contacto con
¢l método de Faddeev-Papay. En esta representacion las constricciones se clasifican de
manera andloga a (4.58) y los fantasmas se ordenan de la siguiente mancra

7)/‘ = (_l"P"‘CnL 'p/\ = (ic_u‘f)u)' (4'73)

Las variables C*, C, sou reales y respectivamente conjugadas a P,, P4, que son puraimnente
(1 l g l
imaginarias, de tal modo que se satisfacen los signientes paréntesis de Poisson

{ea} ={cn P} ={C. P} = {P.P} =0, (4.74)
{Puct}=-d = {P"C}.

Las condiciones de frontera a tiempo final 7, y tiempo inicial 71, que son BRST invariantes
para este conjuuto de variables, son

Co(m) = C*(n) =0, (4.75)
éa(T‘l) = C_'u(rl) =0, (‘175[))
Tru(T'l) = W,.(T]) =0, (*1.75(')

donde recordamos que 7, denota los momentos candnicos conjugados asociados a los
multiplicadores de Lagrange M. Estas condiciones de frontera son BRST invariantes en
general, dado que, en términos de estas variables la carga de BRST puede eseribirse comao

1= C%, —iP'm, + “mis"

donde “mds” contiene al meunos un antifantasma y dos fantasmas. Asi, la variacién de
C se cancela debido a (4.75) y la variacion de C se cancela por (4.75b). Por viltimo, la
variacion de 7 es antomdticamente igual a cero,

Es claro que atn falta fijar las condiciones de frontera de las restantes variables
dindmicas, lo que dependerd especificamente del problema en cuestién, Una vez determi-
uadas éstas, el operador de evolucion estd dado por la aceion efectiva cudntica

Zo = [ DpesnliSy), (4.76)

donde Dyt es la wtedida de Liouville correspondiente a todas las variables canduicas intro-
ducidas y

mn .
Seyp = / dr (9= X, 4 i Py = Hegy). (4.76b)
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4.4.4 Normas candnicas

El lamiltoniano efectivo Hyp no se encientra tnicamente definido, ya que como
mencionamos en (4.68), todo observable en BRST-BFV queda indeterminado hasta un
operador de la forma (Q, K}, Por lo tanto el haniltoniano efeetivo lo podeios definir
Coo

Hepr = Hypsr — {0,102} (4.77)

donde I se conoce como la condicién de norma fermionica. Una de las propiedades
fundamentales de (4.76h) es su fuvariancia ante transformaciones infinitesimales de W lo
que quiere decir que la integral de trayectoria es independiente de la eleccion de norna
(Teorema de Fradkin-Vilkovisky). Esto perntite realizar diversas prucbas de consistencia
de las teorfas de norma sin imponer algua condicién de norma. Sin embargo, no es posible
atilizar el valar W = 0, ya que en este caso la integral no se eneuentra bien regularizada,
La eleecion
N o= il = PN (4.78)

nos produce i accion de norma fija Sy que es lineal en 7 con un cocficiente ignal a
A — % Como consecuencia b integral sobre 7 da la funcional delta :)'(X" - \"), es deeir,
restringe la integral de trayectoria a la “derivada de norma™ A0 = @ = 0. Uno podria
preguntarse st es posible eseribir la amplitud (1L761) como i integral de traveetoria en
1A norma candnica

\,.(’I.]’) =0 “70)

La respuesta es que esto es posible si existe una transformacion de nonna en los puntos ex-
tremos tal quie las condiciones de frontera puedan ser transformadas en nuevas condiciones
de frontera que satisfagan (4.79). Asunmos que este es el caso y que la transformacion
de norma la sido hecha, Esta transformacion wodoficara en general, 1a aceion por un
término de frontera.

Siwmo tona en la integral de trayectoria BRST 1a nora fermidnica

N = (j/E)éll\" o 7”41’ "' (180)
haciendo el cambio de variables de integracion
by = 2b, ¢, - <0,

enyn Jacobiano es mitavio, y teadiendo = o eoro, uno obtione

Pl = /['DI/D[)'D/)'D.\’DII'D(:E('J']I [/(/u] = H = Ny by~ Cla ) + BUT {(1.81)
donde BT, es ol ténmino de frontera juducido por la transformacion de norma meneionada
antenoruiente. La integral sobre el multipficador de Lagrange da 8(v), la integral sobre
los momentos 7, da 8(\,), mientras que L integral sobre los Tntasnas da el determinante

) . . o -
de FPaddeev-Popov.  Asi, las trayectorias son restringidas por (1.79) en la swia sobre
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trayectorias. Notese que hay una §(x,) y un detertininante de Faddeev v Popov mis
dado que las A no estan restringidas en los extremos mientras que las 7, las € y las
i estan restringidas a ser cero (ecs, (4.76)). La derivacion anterior de la integral de
trayectoria en una norma candnica ha sido dada en (Fradkin y Vilkovisky (1977)).
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Capitulo 5

CUANTIZACION DE SISTEMAS
COVARIANTES II

En este capitulo presentamos dos ejenuplos concretos de cuantizacién de sistemas
covariantes, en los cuales empleamos parte de los concepios que hemos desirollado a lo
largo de este trabajo.

Comenzamos cuantizando la particula libre no relativista parametrizada. Esto se haee
primeramente en el espacio fase reducido y después mediante la integral de trayectoria
BRST. Se diseute la cuantizacion en dos diferentes nornas canduicas y se muestra gne
los resultados que se obtienen mediante los dos distintos wétodos y en las dos diferentes
nonmas canonieas, sou s6lo una reeseritiura de una misma amplitud de probabilidad, y
esta es la de la particula libre no relativista que hemos calenlado en el capitulo tres.

El segundo cjemplo que se trabuja es el modelo de gravedad en 141 dimensiones
de Banks-O’Loughlin, Los procedimientos v téenicas gue utilizamos para cuantizar este
modelo, son las mismas que utilizamos para la particula libre no relativista parametrizada.
Se hace ademds una comparacion de la aceion lamiltoniana de este modelo, con la aceion
hamiltoniana de Ta gravedad de Einstein, Cabe mencionar que la cuantizacion de pste
modelo en normas eandnicas, es el primer ejemplo explicito gque se da, de la efeetividad
de los dos métodos de enantizacion que hemos abordado e este trabajo, en nn modelo
con interaceion.



5.1 PARTICULA LIBRE NO RELATIVISTA
PARAMETRIZADA

5.1.1 Integral de trayectoria en el espacio fase reducido

En esta seccion ilustramos el andlisis general de la integral de trayectoria en el espacio
fase reducido y su expresion en términos de normas especificas para e caso de la purticula
libre no relativista parametrizada, un punto importante a ilustrar es ver que las diferentes
elecciones de condiciones de norma candnicas son meras recserituras de la misma amplitud
en ol espacio fase reducido.

Sesigne de §4.2.2, que la particula libre relativista parametrizada puede ser vista como
un sistema cuya accion es

Sla.pitopo N = [(pi+ pid = NHyr, (5.1)

donde H s una constriecién de primera clase

2

D
= — =0,
H=pt 2m (

)
8

y N es un miltiplicador de Lagrange,
Las ecuaciones de movimiento para esta accién son

q:zv;"’-l, i=N,  p=0, p=0 (5.3)

De estas ecnaciones de movimiento obteitemos que para cualquier valor de la constante c,
un conjunto completo de observables estd dado por

@ =0 -0 e, ) =t (5.4

Estas son constantes de movimiento ! las cuales coinciden con ¢ y p en la norma candnica
t = ¢. Los operadores de Heisenberg ¢3(r) son independientes de 7. Para diferentes
valores de ¢, ellos estdn relacionados por wna transformacion unitaria

p’ »
qr, = exp lic—(cy = )| ¢2 exp | —i=—(c; — ¢ 5.4b
1 ] Zm( 1~ &) gz, exy [ Zm( 1 z)] ) {5.4b)
y los correspondientes ecigencstados estan relacionados por

) = en(p’/'hn)(r:,—c;) T Ta). 5.4¢
£y lr;v - )

Yuno puede checar directamente esto caleulanda {q2, M}
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La amplitud de transicion (ver §3.5)

. . _ m W(.‘ . _L”_(_LI‘_:_,_—_’I;.)
((IA.“)",-'ZI{IEI’Tl) - ) N ‘2(((2 __(-])

27!'[(!"3 —

(5.9)

puede ser escrita como una smma sobre las trayectorias del espicio fase reducido (las
cuales definimos como ¢lo(7) = ¢*(7), pi=p(7) = p7(7)) de la exponencial de la accion
del espacio fase reducido Sylg™ (), p*(7)]. Para visualizar esto, consideremos la integral

de trayectoria )

o .
/[’Dq’Dp] exp 1/ [[l![ - 5—”—’] dr,

sumada sobre todas las trayectorias ¢(7), p(t) qne satisfacen
9(n) =, 4(m2) = qa.
Haciendo el cambio de variables de integracion

g (1) = q(r) - 3—,5‘1")7 p(T) = p(r),

obtenemos que (5.6) purde ser reescrita como

w21
/[’Dr]"DP'](‘Nl’i {/1"'].(” + J3 [L“’_T] }
2 "

donde las trayectoriag ¢*, p* estdn sujetas a las condiciones de borde

. I N )
G+ Sn=a. g+ L =g
nm m

o escritas en términos de g7, g7, 2
. ] : .
¢+ —cyp(n) =q.
[/ sapn)=aqi,

[fl' + %f"z] (r2) =4,

(5.80)

(5.8¢)

Mencionemas que a pesar de que en (5.8) el hamiltoniano se anula, o valor de la aceidn
il los extremos contiene (comao es de esperarse) el factar exXp i gy ~ )2/ 2{ry - 1) de

la amplitud de transicion.

Concluimos asi que la accion redueida difiere de [ P por wn térnnino de frontera

adaptado alas condiciones dve borde (5.8¢)

2m

Sula"(r)p(r)) = [prirar + [L (04 25— )

Ty—T

T2

lul

Zeatas expresiones se obtiencit al utilizar en 5,80 las relaciones entee G g, ¥ 4t p°
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5.1.2 Condiciones de norna candnicas

La integral de trayectoria en el espacio fase reduneida

{4, T-Z]q:l,r,) = /[’Dp"Dq‘]vxp iSlg" (), p*{1)] (5.9)
puede ser eserita en términos de ¢, p,t,p v condiciones de norma, Para tal fin, uno
ohserva que la aceion (5.1) difiere débilmente de la accidn reducida (5.8d) por un término
de superficie

)2 T m
S” =S+ ‘—l'—‘ ((’] + *“"—'*l-((,'g ~) - f) . (E)l())
2m Ty -~ Ty .
Consideraremios condiciones de norma eandnjcas de la forima
t— f(r) =0, {5.11)

para la caal el determinante [t — f(r),p, 4 Hy] es uno. Laintegral de trayectoria en el
espacio fase reducido es, de acnerdo a niestra disension de §40.3.3, igual a

(s oz, 1) = /[’Dq’Dp’DI'D]:,]lI,«i(l — NSy 4+ H)exp iy, (.12}
i : 2 i 2 7T m
5= / Loy ( g b b ) = ) . 519

. (W 2indr ' am A } Ty == Ty (e =t - (5.126)

Las trayectorins estan sujetas a las condiciones de frontera
i 1% 5 N e e o1s
q - T”(fh) =y )) () =) (5.12¢)

(r/ ~]~,-(I(T) - "2)) (7e) = ¢,

5.1.3 Norma =0

Ll notmac b= 0, o hamiltoniano de T aceion (5.120) se anula, Uno encucutra, sin
crbiveg, de Jas ovs. (5.12) que Taintegral de trayveetoris piede ser deserita en esta norma
COMHI

{00, nl, 1) = /['D«['D[VDI'D[J‘“f,":(l}h'(p, + 1) expis’

— g B W o o !.rl . N o
= /[[nll)p]\,\p/{//n/'lr } [2“'1}' } {(H.13)
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con las condiciones de frontera

AT, . )7 .
am) + 20 =g g+ B =, (5.130)
m m
Haciendo el cambio de variables de integracion
» P o2 =0y .

Q= —| + (7 = T7), 5.13¢
? (I+"l(|+"lT2—'T]( 1) (5.13¢)

P=p,

y reescalando al parimetro 7, F = 222(7 — 1) + ¢y, uno puede reescribir (5.13) en la
forima

Pl = /[DQDP] expi [/’ ll'f( 19 _ f—z)] (5.14)

dr  2m
con las condiciones de frontera

QF=n)=q, QP =n) =4, (5.146)

Esta es justamente la integral de trayectoria standard para la particula libre no relativista
no parametrizada, la cual como hemos visto en §3.5 es

1/2 . 2702
Pl. = (__711___) exp — [”l(![ﬂ‘ ’Ifl) ] _

2mi(cy — ¢p) 2i(cy = 1)

Concluimos asi que nada esta mal si “el tiempo no fluye”,

5.1.4 Normat=r

Uno puede permitir también que el tiempo fluya como esto es ordinariamente hecho. A
pesar de que la eleccion de norma t = 7 es posible, es mas siniple, ajustar los puntos
finales tal que t(n)) = ¢ y t{r} = ¢y Asi elegimos

t=f(r)=c +

T—T .
(c2 = 1) (5.13)

T — T

La ventaja de esta cleccion de norma es que ésta hace que el término de superficie en

(5.12D) sca nulo, lo cual simplifica la forma de las condiciones de frontera. Uno obtiene

en esta norma de las ecs. (5.12)

2 g — 0
(0 mla, m) = / (DyDp]exp i / (lﬂ) - }%;%‘_‘%) dr (5.10)
COll
qn)=q;,, qlm) = q;,. (5.160)



Sicy— e # 03, uno puede transformar el lado derecho de {5.16) por reeseribir Ia integral
como una integral sobre ¢. Esto nos leva a la forma nsual de la amplitud de transicion

derivada en §3.5 )
o dy o p
/[Dq”Dp] c.\pl/“ (1)-'-/7 - 2—1-,;) dt

con lo cual concluimos nnevamente que
1/2 . .« 2 /2
m / m(q;, - q.,)° /
Pl.=————] oxp—|—2—2} |
27[1((.‘Q - C|) 21((.'2 — l_'|)

sujeta a las condiciones de horde (5.16h).
De estos resultados podemos observar, que no importa que cleceidn de norma canduica
tomemos, la expresion de la amplitnd de transicion serd siempre Ia misma.

5.1.5 Integral de trayectoria BRST

Para escribir 1a integral de trayectoria en una norma canonica, partamos de la accién
cavariante de la particula libre

2
S = / <pq’ +pml =N (p, + 3/),—,;)) dr, (5.17)

con

q(n) = q, 4(72) = ¢, Hn) =1, Hra) = ty, (5.17b)

en los extremos,
Consideremos nuevamente condiciones de norma de la forma

t—f(r) =0. (5.18)

Las condiciones de frontera (5.17h) no satisfacen en general las condiciones de norma
(5.18), es asi necesario realizar primeramente una transformacion de norma tal gue (5.18)
sea vilida en los extremos.

Las transformaciones de norma regneridas son

Sy 2 2 L Sp 0 5.1¢

o X & —, ~ J

! m op (5.19)

8t =2z, dpy =0 (5.19b)
SN 2, (5.19¢)

o cnal implica gue dr Jdf esti bien definido
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y de 8t = ¢ concluimos que
gn)=Hn)~t ¥y n)=Hn)~—t (5.19d)

Las transformaciones de norma (5.19) no se anulan en 7y y 73, y modifican por consiguientc
las condiciones de frontera y la accion por un ténnino de superficie. Mds precisamente,
las trayectorias que obedecen (5.17h) son mapeadas por (5.19) sobre las trayectorias que
obedecen

atn)=etr B =g gy )2 o (5.20
O '
P p .
q(n) - E('(Tl) —t)=q, q4(72) ~ m(f(rz) —t) =g (5.20a)

y la accion se transforima en
: 2
.Lp p . i P
—f— =)t =E) = (N ¢ — 1
/[l)(’l “ m ¢ m) t e )= ) (I)l + 2"1)] or

. . » o
/ [pq +pt - N (p, + 2’”)] c(r)_zm

De acuerdo a la discusion hecha en §4.4.4, tenemos que la integral de trayectoria se escribe
conto

S

2|

2
/ [DyDPDED)S(t - f(7))d (p, + 5”;;) oxpi / dr{pi + pi] — e(r) 2=

2m "

Pl

Il

)2
/[DquDtDp;]J(l = J{r)s (”' * 217)_1)

) . dt )2 T—T ol
ewpi [ rtr[pq+pq;}—§,;{t(r)—(u+ Lt - 1)) (522)

Tp =7 n

Analicemos aliora esta expresion para la integral de travectoria BRST en las mismas
nornas ue utilizamos para la integral de trayectoria en el espacio fase reducido.

5.1.6 Norma t=0

En la norma t = 0, el hamiltoniano se anula. Uno encuentra sin embargo de (5.20) v
(5.22)

Pl = /[D(/Dp] exp i/llrpl] + 51;;“(1.2 - t), {5.23)

donde las trayectorias estian sujetas a las condiciones de frontera

r ) -
q(n) + E'l =q, q(12) + :171,"" = . (5.23a)
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Estas ecuaciones coinciden con las ecs. (5.13), por lo enal concluimos que la expresién
para la integral de trayectoria serd

12 2]
Pl. = —-—L (‘,xp—-[m——qﬁ—}
2ri(ty — ) 2if{ta — 1)

QF =n) =q, QT =7) = qa

con

517 Normat=xr

En la norma t(r) = f(r) = t; + T=2(t, — t;) tenemos

n-n

2
/['Dll'DpDIDp,]&([ ~ f(r))d (m + %)

. . I ) 7T ™
nxpz/dr [pq +p,%} - ’f_m [!(r) - (I. + .TT:TZUQ - tl))]

2 .
/ [DyDp|expi / dr [pf) 2 'U_}

Pl

f

2m dr
= /['Dq'Dp] nxpi/dr g - ﬁ-l—[—'f—————’l (5.24)
2mry — 1 '

con las trayectorias sujetas a las condiciones
aln) =qy, q(T2) = g2 (5.24b)

Estas sou las mismas relaciones que obtuvimoes en el caso del espacio fase redueido para
esta misma norma (ecs. (5.16)), con lo eual concluimos que la expresion de la integral de

traycetoria es
p B 2
Pl m i ‘ mq —oq)? e
A, = | e————— CXP)— | = y
27”(!2—!1) ! 2!(?2 -"ll)

en la enal las trayectorias ¢(7) estan sujetas a las condiciones (5.2:D).

5.2 GRAVEDAD CUANTICA EN 1+1

5.2.1 Modelo de Banks-O'Loughlin

El modelo de Banks-O'Loughlin de gravedad en 2 dimensiones, se basa en la con-
struceion de mn conjunto de lagrangianos covariantes locales, para la gravedad en inter-
Accion col U campo escalar,
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Nuestro punto de partida es considerar las acciones que tienen comno caracteristicas (1)
ser funcionales de la métrica y de un campeo escalar, (i) depender alo mis de las segun-
das derivadas de los campos y (iii) ser las fancionales invariantes ante transfornaciones
de coordenadas mds generales. Las densidades lagrangianas toman la forma (Banks and
O’Loughlin (1991))

L=y (%gauoncw’)mz) -Vi¢) + D((b)R) =/=¢(Ls + DR). (5.25)

El andlisis de estas aceiones Heva a la conclusion de que la solucidn general para
la métrica siempre tiene un veetor de Killing, Este veetor de Killing es ortogonal a
el gradiente de ¢, tal que las superficies de @ constante son lineas de flujo del campo
vectorial de Killing, Esta ohservacion motiva una eleccidn de coordenadas en el espacio-
tiempo.

Mads atn, la teoria general de espacios simétricos garantiza que siempre es posible
¢legir un sistema coordenado en el eual los elementos de linea toman la forma

ds? = _q“(a:’)(l:lt’2 + _(/22(1")11:1,"2. (5.26)

Aqui & parametriza la direccion homogénea a lo largo del flujo de {os vectores de Killing.
Dado que estas son superficies de ¢ constantes, el campo escalar dependerd fdnicamonte
de 2! en este sistema de coordenadas. El trabajo es realizado sobre espacios tiempos
con la topologia del cilindro, con la direecion compacta elegida como tipo-espacio. Hay
entonces dos clases de soluciones, dependiendo de que la direccién omogénea sea tomada
tipo-espacio o tipo-tiempo. La eleccidn adecuada del espacio fase corresponde a las con-
figuraciones espacialmente homogéneas, las cuales se propagan en el tiempo. @} es una
coordenada tipo tiempo no acotada que nosotros Hameremos t. El elemento de linea puede
ser escrito como

ds? = _q')(t)(lt'z = W3 (t)dx?, (5.27)
y la aceion llega a ser (el volumen coordenado de x es tomado conto uno)
D(é)h  hp? R
S= /dt (-—@— L hgv) . (5.28)
] 2

Hemos escrito esta eenacion en términos de la variable h, pera usaremos 0 = Inh como
artible canénica para evitar la confusion de tener que identificar configuraciones quo
difieran solamente en el signo de h

_ Daeo (f"(&g o 1 .
s_/,n (T+ T g\). (5.29)

El lagrangiano homogéneo continna siendo invariante bajo reparanietrizaciones glo-
bales del tictposi, b, ¢ y ¢ transforman de la siguiente manera bajo dicha reparametrizacion

h{F(t)) = hit).
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S(f(1)) = (1), (5.30)

dt
t
o) = alt)
Eseribiendo la accién (5.29) en términos de los momentos candnicos
ca 1) (,a D’(T ,ad,
PR = , 5.31
ETT T TN (531
(D' = dD/d¢) obtenemos *
I I
s= [ir (L‘:nw +Za, ~,,H) . (5.32)
dr
donde H aparece conto una constriceiou
T! Mo D s
= = S 0V ) 5.33
M= 1 (533)

A esta constriceidn se le conoce coma la constriceion de Wheeler-DeWitt,
Es posible resolver la constriceidn elisicamente y asi reducir el espacio fase, Por
ejemiplo podemos resolver para w, obteniendo

= D' [my [+ 2e2V] (5.34)
] I
S= / (”” T :1‘: (}H) (5.35)
do .
S= / do (:177-7@, + T) . (5.36)

En una primera aproximacion a la cuautizacion de este sistema, elegivemos ol uico
lagrangiano de los que estamos trabajado que es invariante bajo translaciones de ¢, éste
tiene D{¢) = Qdr y V(¢) = A, la coustante cosmoldgica,

5.2.2 Comparacién con la gravitacién

Antes de comenzar nuestro awdlisis para obtener la expresion de laintegral de travectoria
en ¢l modelo de Bastks-O'Longhlin, hagamos un pardutesis para comparar la estructura
de fa gravitacion de Einstein y suestro modelo. Esto lo haremo a partir de la accion en

Yesta es el anilogo de Ja accion 5.0 para o modelo de Banks-0'Loughlia, ¢ aparece catto un taultipli-
cador de Lagrange
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forma hamiltoniana, )
El principio de accién hamiltoniano para las eenacionrs de Einstein se eseribe como ?

S= / (ngi, = NH = N'Hy)d%s dr, (5.97)

donde la accion debe ser extremizada con mspecto a variaciones de ¢;;, 79, Ny N°.

Lav integral en (5.36) se efectua sobre la region de espacio-tiempo que se enenentra
entre dos superficies tipo espacio 7 = 7, T = Ty, que no se intersectan asi mismas. Las
#ij son las componentes del tensor métrico sobre la superficie tridimensional tipo espacio
T =cte., y 7 s0n sus momentos canénicamente conjugados. La funciones “lapse” N y las
componentes del vector “shift” N' son multiplicadores de Lagrange los cuales describen
la posicidn relativa de dos superficies tipo espacio vecinas,

La dnica restriccion sobre las variaciones de las funciones involucradas en (5.36) es
que ol tensor métrico espacial gij debe permanecer fijo hasta un cambio de coordenadas
espaciales, ambos ar =71y =1y

Las constricciones H y H; estan dadas por

H = 2Gumi ™ + -’é(—n +2)), (5.38)
Hi = ~2V;n! (5.39)

con 1
Giji = '.é’(!/r‘k.’/jl + gagix — gijgu), (5.40)

v donde g R, ¥ V son respectivamente, el deterntinante, la curvatura y la derivada
cavariante correspondiente a g;;, A es la constante cosmolégica.

Comparando las cenaciones (5.32) v (5.37) podentos ver divectamente varias analogias,
(i) el multiplicador dr Lagrange ¢ del modelo de Banks-Q'Loughlin es el andlogo de la
funeién “lapse” de la gravitacidn, (i) en el modelo de Banks-O'Loughlin no existe un
andlogo del vector “shift”, (ifi) debido a (i), no existe una constriccion andloga a H,, (iv)
eomparando las constricciones H de la gravitacion (ce. (5.38)) v del modelo de Banks-
O'Langhlin (ee. (5.33)) interpretamos al factor A de la constriceion (5.33), como el anilogo
de la constante cosmoldgica.

Por altimo veamos enantos grados de libertad existen en ambos modelos. En la gra-
vitacion tenemas 12 vartables canonicas (6 ¢ij ¥ 6 ) y 4 constricciones de primera clase
(H y 3 componentes H;).  Asi segiin el conteo de grados de libertad hecho en §1.4.2
tenemos después de fijar la norina, %15 = 2 grados de libertad,

En el caso del modelo de Banks-Q'Loughlin tenemos 4 variables candnicas v 1N cons-
triceion (que es obviamente de primera clase), con lo enal tenemos na vez fijada la norma

-l—ﬁ,-g =1 grado de lihertad,

*a la formulacidn hamiltoniana de la gravitacion se Ie conoce como formalismo ADM {Acnowitt, Deser,
Misuer)
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5.2.3 Integral de trayectoria en el espacio fase reducido
Las ecuaciones de movimientn para esta accidn son
Tt
D? D

De estas ecuaciones de movimiento obtenemos que para enalquier valor de la constante e,

un conjunto completo de observables estan dados por (en el caso 7, = Q[mg+/72 + 2027 )])

b=uF  G=g (~ To l"’) L dg=0,  de=—2Mge¥. (5.41)

dr=¢+Q [‘2(17 —¢)~1In

Ta
e

] 3 W:ﬁ = Ty (5.42)

donde 7, = w4+ ,/77,'2 + 2Xe?, Estas son constantes ce movimiento %, las enales coinciden
conl gy mg en la nora candnica a = r,

La amplitud de transision (¢7,, 7a|@;, . 1) puede ser eserita como una suma sobre
las trayectorias del espacio fase reducido (las cuales definimos como ¢_y(r) = ¢"(7),
Taeen(T) = m3(7)) de la exponencial de la accion del espacio fase reducido. Para visn-
alizar esto, considerentos la integral de trayectoria

/[D(f)’l)p,] expi/[m«,{b +0Q [77‘;, + \ﬁr_f,f;?c'-’”/\ ]([T, {5.43)
sumada sobre todas las trayectorias @, 7, que satisfacen
alr) = o). O(Ta) = . {5.43D)
Haciendo el cambio de variables de integracion

LR SRVE SR P Vi
dr) = (1) + Q |27 — In |~

= R O TI':, = M, (:)l”
7y 120 C

obtenemos que (5.43) puede ser reescrita como

/[D(,’)'D?T;] expi {/ ir,;,{f)':l'r + () [\/;rh—,"?«é\(-" r!} {5.45)
r . n

donde las trayectorias ¢°, 75 estan sujetas a las condiciones de horde

T+ \f 73+ 2\020

o' (n) = Q 121 ~ In ||| = ;.
To+ 754 20
Ty + 77:2 -+ 2\edn
ON(Ta) = Q (275 ~In [— \/’—_—___-— =

e mm——— | = gy,
T+ \/ T 2\

Suno puede dicear directamente esto caleulando {y: H}
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0 escritas en términos de ¢, 4, 7

. =2 I\ ple
T, 4 w7+ 2he

my+ fmgt 42

)] (n).
Ty + o2+ 2\e2a ,
: . 7 o2 (72).
M+ mel + 20
Dado que el hamiltoniano reducido H(¢",07) se anula, concluimos que la aceién reducida
difiere de f 7°¢"dr por un término de frontera adaptado a las condiciones de frontera
(5.38¢),

Qb;' = [¢' -Q (2(?1 - In

on, = [(;)' -Q (2(:2 - 1n

n
Sule (1), my(r)) = [mydrdr + [Q\/ﬂ:f 2002 (e + ey - c,))] (5.46)
’ Tp—T "
5.2.4 Condiciones de norma candnicas
La integral de trayeertoria del espacio fase reducida
(¢, mlde, i) = /[Dn;Dc)']cxp iSu[o™(7), my(7)] (5.47)

puede ser eserita en términos de ¢, 75, 0,7, y condiciones de norma. Para tal fin, uno
observa que la aecién (5.34) difiere débilmente de la aceién reducida (5.41) por un término
de superticie

T2
Sem S +Q [\fn;,'* +20002 (a+ T e = a)) - frT W"*} . (548)
=T n
Condideraremos condiciones de norma de la forma
a—f(r)=0 (5.49)
para las cuales el determinante {o — f(7), —2%7 41222 4 0292} = — 22 + 72 Laintegral de

trayectoria en el espacio fase reducido es, de ;l(‘ll(,‘l'ﬁ() a nuestra diseusion de §4.4.4, ignal
a

. - Mo g .
(@, malas.m) = /[Dumvamﬂ] e 1 ) [T éto = f(r)
Q' Q o
M el .
/ (—2(22 + 0 +e "/\) expis’ (5.50)
Testas expresiones se obtienen al utilizar en (5.400) las relaciones entre O .00y T,
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n

/dr<m¢+ﬂa )+Q[Jm>+2hwp°cnF—*—ﬁ(z—(d) Vq;}ﬂAﬂcq
Ty -7

Las trayectorias estan sujetas a las coudiciones de frontera

n

Ty + /75 ¥ 2)\elal
Ty + ﬁj, -+ 2\ ¢20lr)

M—ﬁfﬂm

Mo+ /75 + 2\e2olr)

] (1) (5.500)

] ()

= [¢+2Q(0(7) —e)+Qn

¢, = [¢ +2Q(a(1) — y) + Qlu

525 Normacg=xr
Consideremos la norma
=T o
(7(7') == f(T) = TT_:;‘]I—((', “‘:l) + . (oul)

En esta norma tenemos que el término de frontera de la accion se anula (ee.(5.50), con lo
cual el propagador queda dado por la expresion

- - N TF: a Ty 20
(40, Tolgz, 1) = /[’D?r,,,D:f:’l)a'Dfr,,] (—-(), + 2) Hd (-——*—QQ + Q” 4 ¢ A)
. . . /
a — f(r))exp z/rlr (m.,r,‘) -+ Tr"’l—l(;) , (3.52)

Es posible simplificar un poco mds I expresion del propagador, esto se hace de la signiente
manera. [ntegrando primeramente sobre

{ /\() o < Ty {’2"4\(2 do
o3 S ; + =t Aolle ol
Pl = /[Dg;DJDm,]<2Q o ) S(a— f(1 ))(\pz‘/ d (J[’Q - ] }-WG’[T>,

i 34

. . . i .
y haciendo ol cambio de variable 7 = 2% + "—;M la DL se reeseribe cono
"

Pl o=- /[D(,‘)’D(I'Dzr]d(n ~ f(T))expi /:lr <r.;)7r + Q7 + Vi +7W]%-”-> .
. dr

integrando después en 7y o obteneinos

! L DT " . . —— |
Pl = ~§/rlm,v 1(ehey ,r.)‘/ Dad(a -- j(r)}vxpz/ (m, 4 /73 4 2\ l:)’
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integrando finalmente en o y tomando en enenta explicitamente la condicion de norma
obtenemos

Pl = —51-7; / dmgei "ol —¢<,) (5.53)
N T—T g = C
expz/ ((I'r(m) + \ﬁr?, +2\exp2 (c, + ;;—:T—l(u_, - (:,)) — T:) )
con
¢(Tl) = ¢’¢:| ’ ’:’(T'Z) = ¢l.‘)' (5.531))

Cousiderando que 7 va de 0 = 1, podemos eseribir la ceuacion como

) 1 - -
Pl = —;él-—/(lﬂ‘,ﬂ'"“("""‘""‘l) exp i/ dr (m) + /7§ + 2Neleckriermadl (¢) — ¢ )) . (5.54)
T 0

5.2.6 Integral de trayectoria BRST en una norma candnica

Para escribir la integral de trayectoria en una norma candnica, partamos de la accion
covariante (5.32)

T . 2 "
Sl Mo, 0,75, 9) = / “dr [anf + T~ g (—-57;—32 + na(;o + /\ez")} \ (5.55)
Tt {
con
o(n)=¢1, dln)=dy oln) =0, oln) =0y, (5.55h)

donde ¢y, ¢, 01, y 04 son mimeros-¢ dados y ¢ es un mdltiplicador de Lagrange. Con-
dideraremos aqui normas del mismo tipo que en el caso anterior,

g~ flr)=0 (5.56)

Las condiciones de frontera dadas (5.55h) no satisfacen en general las condiciones de
norina. Es asf necesario realizar primeramente una transformacion de norma para que la
condicidn de norma 0 — f(r) sea valida en los puntos extremos. La transformacion de
norma rerquerida cs

¢s¢m(1’:’.) . dmy a0

Q
So ¢ (_Q"; + %) O, & €(~20e") (5.57)
COlt
1 1
(o 0,7](T1) = 7= —o(n) o), emg,0.7,)(n) = T (a(Ty) — 7).
e o
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Las transformaciones de norma no se anulan en 7y y my y wmodifican por consiguiente las
condiciones de frontera y la aceign por un término de superficie. Mis precisamente, las
trayectorias que obedecen (5.55h)) son mapeadas por {5.537)) sobre las trayectorias que
obedecen

T Ty it -
¢(Tx)"€(T|)-@-=¢'l, G(Tl)*f(Tl)(—a—; + —(—33) = g (5.58)
Mo To s
ohm) = ) =n, ot =e(m) (-5 4 58 = o
y la accién Hega a ser
= N o ¢ g 2(‘?2 (2 Al 3 2(‘?2 Q + Ae

T

{5.99)
De acnerdo a Ia diseision hecha en §4.4.4, tenemos gne Y integral de trayectoria se eseribe
coMe

Ty Ty T mm, .
Pl = /[Dm{Drﬂ'D(f’D?r,,] det (—a; + -(5') I;I() (—5—(72 + ”('2"‘— + /\(;2 )

8o — f(r))expiS (5.60)

5.2.7 Normao=x=r

Como un ejemplo explicito en una norma canduica, consideremos la nornia
T—"
a(r) = f(1) = ———(0y— 1) + 0. {5.61)
(PRl
Para esta norma candnica, observamas de (5.57) v (5.59) que las condiciones de frontera
el la accidn respectiva son wlas, y por lo tanto la expresion de ta integral de trayectoria
se reduce a la expresion (5.52) y (5.54)

1 )
Pl = —-—/(I7r pimoldey=dey)
27 0

u.\'pi/ (([T(ﬂ'u + \/ﬂ'd + 2hexp?2 (n, + ;T.:_L'_((,z - ‘TI)) fﬁ:ﬂ) .
2T

1 Ty =T

con las condictones de borde

o) = ¢, A1) = .
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Conclusiones

Hemos visto que para calcular las amplitudes fisicas, el método BRST-BFV presenta
la ventaja de que no necesitamos conocer las soluciones de las ecuaciones de mavimiento
para obtener una expresion del propagador. Este es el principal problema que presenta
el método del espacio fase reducido, dado que este reguiere resolver las ccuaciones de
movimiento para valores iniciales arbitrarios, y no siempre es posible hacer esto. Por
ejemplo, si uno intentara cuantizar el oscilador arménico parametrizado uno se encon-
trarfa con una gran dificultad para poder resolver las ecuacioues de movimiento para
valores iniciales y después implementar estas en la integral de trayectoria. La ventaja
principal que tenemos en los dos sistemas que aqui hemos presentado es qgiie en ambos
tenemos por lo menos un momento candnico constante (de heclio en el ¢aso de la particula
libre no relativista, ambos momentos candénicos son constantes p y py, micntras que en el
caso del modelo de Banks-O’Loughlin 7y es constante), y esto nos permite resolver la con-
striceion en términos de sélo un pardmetro que no es constiute {(de hecho en la particula
lihre no relativista el hamiltoniano canduico es constante), con lo cual uno puede utilizar
¢l método del espacio fase redncido. De esto se concluye que la cuantizacién mediante el
método BRST-BFV es la mids apropiada para obtener el propagador de un sistema dado.

En este trabajo hemos checado por primera vez que la expresion general para la in-
tegral de trayectoria en una norma candnica, es vilida para un modelo con interaccion v
que el método del espacio fase reducida trabaja bien en este caso. Debemos mencionar sin
embargo que esto era de esperarse ya que la expresion general de la integral de trayectoria
el ta norma candnica ha sido deducida en forma general (Henneaux, Teitelboim y Ver-
gara (1992)), sélo que no se habia presentaco explicitamente un ejemplo con interaccién.

Se sigue de nuestro analisis tambiéu, que en el caso del modelo con interaccion, la
accion del espacio fase redncido y {a accién invariante ante BRST no son iguales. Sin em-
hango la expresion final del propagador es ta misma para ambos casos. Esto es algo que
no es claro para nosotros. Por otro lado debemos mencionar que ¢l heeho de que hayanios
obtenido la misma expresion para el propagador mediante los dos métados con los que
hemos trabajado para cada uno de los dos sistemas que presentamos aqui, no quiere decir
(ne en general esto suceda. Para ser precisos, en términos generales no existe un consensa
sobre cual deberia ser Ja relacion entre las expresiones de los propagadores que se ghtienen
par ambos métodas. Creemos que en miestros ejemplos se obtiene directamente 1a misma
expresion para el propagador por los dos diferentes wétados de cnantizacién dehido a su
simplicidad.
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