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Introducción 

Después de la exitosa unificación de las interacciones débil y electromagnéticas 
en una teoría cuántica de campos unificada (Salan►  y Weinberg, 1967), algunos físicos 
teóricos se han impuesto la amhisiosa tarea no sólo de incluir las interacciones fuertes 
en el esquema (Teorías de gran unificación o GUTs), sino se desea incluir las cuatro 
interacciones conocidas en una teoría cuántica de campos unificada, por ejemplo, en una 
teoría de supergravedad o en una teoría de supercuerdas. Los intentos hechos hasta ahora 
para lograr esta unificación no han sido totalmente exitosos. 

En la actualidad la opinión de los físicos sobre la viabilidad de las investigaciones en 
teorías de unificación está dividida. Hay quienes piensan que la "teoría de todo" es sólo 
una ilusión (Lo que dios no ha unido no lo unen los físicos, Pauli), y que la descripción 
de nuestro mundo físico no se refleja, aun al nivel más básico de la física, por un solo 
lagrangiano. Por otro lado algunos físicos están convencidos de que la teoría de unificación 
podra ser establecida algún día. 

Una aproximación menos ambiciosa (pero no por ello menos difícil) es cuantizar el 
campo gravitacional. Una serie de argumentos de índole físico y de matemáticas formales 
sugiere que todos los campos e interacciones podrian ser tratados de una manera uniforme. 
Varios intentos se han hecho para alcanzar este objetivo, sin embargo hasta ahora no 
contamos con una teoría cuántica de la gravedad que sea totalmente satisfactoria. 

El hecho que la teoría general de la relatividad sea un s'isten► a covariante (un sistema 
covariante es aquel en el que se considera al tiempo como una variable canónica), ha 
despertado el interés de muchos físicos en el estudio de los métodos de cuantización de 
estos sistemas. Muchos avances se han hecho ya en la construcción de métodos eficaces 
de cuantización, sin embargo los problemas que aún se presentan, son muchos. 

Dada la complejidad del problema que representa la cuantización de la gravedad, se 
ha optado por tratar de entender sistemas físicos ►► rucho más sencillos, que nos den una 
pauta de como poder resolver el problema más general. El objetivo de la tesis sigue esta 
linea. 

Para la elaboración de la tesis hemos seleccionado dos sistemas covariantes, estos son: 

• Partícula libre no relativista parametrizada. 

• Nlodelo de Banks-O'Loughlin de gravedad en 1+1 dimensiones. 

El objetivo específico de la tesis es calcular el propagador para cada uno de estos sistemas 
en dos normas canónicas diferentes. 

Un sistema covariante puede ser pensado emito un caso particular de las llamadas 
temías de 710/lea. Una teoría de norma se distingue por tener un lagrangiano singular 
(un lagrangiano (L) singular es aquel para el cual det(02/./00iii) = O) lo cual tiene 
como consecuencia que al pasar al formalismo biuniltoniano de la teoría. aparescan con-
stricciones (una constricción es una relación entre las variables canónicas). A pesar de 
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que consideraciones naturales permiten una cuan' ización correcta de la electrodinantica, 

la cual es una teoría de norma, una aplicación no crítica de un esquema de cuata ización 

análogo en casos más complicados puede producir resultados físicamente inadmisibles. 

En este sentido. la cuantización de sistemas covariantes cae en el interés (101 problema 

más general de la cuantización de teorías de liorna. El esquema de cuantización más con-

sistente y mejor desarrollado hasta la fecha es el basado 11.11 la formulación 
El análisis clásico y las ideas básicas de canonización de dichos sistemas fueron presen-

tadas en el artículo pionero de Dime (1950). Faddcev sugirio el método de cuantización y 
construcción de la integral funcional para teorías con constricciones lineales en los momen-
tos y de primera clase, en normas canónicas. Despees Fradkin consideró la cuantización 

de teorías con constricciones de primera y segunda clase en (lidias normas y su extensión 
al caso de variables de Grassman. 

Enfaticemos que a pesar de que el método de canonización canónica (tratamiento ha-
miltoniano) tiene ventajas esenciales (usando esto método uno puede controlar fácilmente 
importantes propiedades de lit teoría cuántica tales como unitaridad y métricas positi-
vamentes definidas), este no es manifiestamote covariante. Las forinulaciones covariantes 
de la teoría cuántica son más convenientes en la práctica. Ellas pueden también ser 
obtenidas por el método de cuantización canónica. Así, Fludkin, Tontaina, Vilkovisky, 
Batalin y Vasiliev trataron la cuantización de sistemas hamiltonianos con constricciones 
en las llamadas normas relativistas. En la construcción de la formularión de operadores 
por el método de cuantización canónica surgen problemas conectados con el ordenamiento 
de operadores. La solución a estos problemas de ordenamiento sigue siendo un problema 
abierto. 

Un método alternativo de cuantización de las teorías de norma es la cuantización la-
grangiana, esta formulación es manifiestamente covariante. Para teorías invariantes bajo 
grupos de Lie. las reglas de cuantización lagrangiana filetón formuladas por De Will, 
Paddeev, Pop,ov y Afandelstant.En la literatura estas reglas son conocidas las reglas de 
Paddecv y ('opon 

En el caso general del método de cuantización Lagrangiana, algunas de las preguntas 
esenciales permanecen sin respuesta, tales como la prueba de unitaridad de una teoría. 
cuántica (Anclada por este método y su relación con la teoría obtenida por cuantización 
canónica. 

En este trabajo hacemos una revisión introductoria a la cuantización de sistemas co-
variantes en la formulación hamiltoniana utilizando integral de trayectoria. Cali() señalar 
que aunque el método de operadores es considerado como el método de cuantización cor-
recto, utilizamos el método de cuantización con integral de trayectoria itor ser un método 
sencillo y formalmente correcto en el tratamiento de los sistemas de norma (y por lo tanto 

de sistemas covadallt es), además de que nos provee de una visión clara (le la física del 
problema. 

El objetivo de hacer la cuantización en una norma canónica para uno (h) los dos 

sistemas que se trabaja!' en esta tesis, nace de la inquietud de mostrar en un ejemplo 
específico con interacción (modelo de Banks•O'Loughlin). que contrario a lo que se creía 
( Teitc/boint (1982)). es posible cuantizar un sistema covariante C11 1111(1 71.01111U canónica 
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(lienneaux, Teitelboim y Vergara (1992)), ya que para avalar esta tíltima afirmación, sólo 
se kan presentado ejemplos en los que no hay interacción. Esto es lo que consideramos la 
mayor contribución de esta tesis. 

En los cinco capítulos que forman el presente trabajo, se ha pretendido hacer un 
planteamiento, desarrollo y solución al problema mencionado de la manera más auto-
contenida posible. La tesis está organizada de la siguiente manera: El capítulo uno es 
introductorio. Este da la definición de teorías de norma y muestra (pie 111I sistema de 
norma es siempre un sistema hatuiltoniano con constricciones. Algunos de los conceptos 
que se presentan en este capítulo se ilustran con ejemplos sencillos. 

En el segundo capítulo se discute un método sistemático para obtener las transforma-
ciones de norma de un lagrangiano dado y 1111 criterio preciso para contar los grados de 
libertad efectivos a. partir de la transformaciones. Además se da una prueba de la conje-
tura de Dirac bajo ciertas restricciones. El capítulo finaliza con ejemplos particulares. 

El capítulo tres está dedicado a dar una introducción a la formulación de integral de 
trayectoria de la mecánica cuántica, el desarrollo se hace en la representación de coorde-
nadas (que es la más usual). Se inuestra también la relación entre esta formulación y la 
ecuación de Schródinger. 

En el capítulo cuatro se muestra la dificultad que se encuentra para cuantizar las 
teorías de norma poniendo como ejemplo el caso electromagnético. De manera detal-
lada se factoriza el volumen de norma para un caso particular, generalizando el resultado 
después hasta obtener la solución que Faddeev y Popov dieron a esta dificultad de cuanti-
¿ación. Además se define lo que se entiende por un sistema covariante y se discuten dos 
de los métodos que existen para su cuantizarión, estos son: el método del espacio fase 
reducido y el método BRST-IJFV. 

Como corolario, en el capítulo cinco se cuantizan 2 sistemas covariantes, la partícula 
libre no relativista parantetrizada y el modelo de 13anks-O'Loughlin de gravedad en 2-
i/intensiones, ambos sistemas se cuantizan en dos diferentes nornia.s canónicas. 
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Capítulo 1 

SISTEMAS HAMILTONIANOS 
CON CONSTRICCIONES 

Una teoría de norma puede ser pensada como una teoría en la cual las variables 
dinámicas se especifican con respecto a un "sistema de referencia local cuya elección es 
arbitraria en todo instante de tiempo. Las variables que son físicamente importantes son 
aquellas que no dependen de la elección del sistema de referencia local. Una transfor-
mación de las variables, inducida por un cambio en el sistema de referencia arbitrario, es 
llamada una transformación de norma. Se dice entonces que las variables físicas ( -obser 
vables") son invariantes de norma. 

En una teoría de norma, uno no puede esperar que las ecuaciones de movimiento deter-
minen los valores de todas las variables dinámicas para todos los tiempos si las condiciones 
iniciales son dadas, debido a que siempre es posible cambiar el sistema de referencia en 
el futuro aún cuando las condiciones iniciales est en fijas, por lo consiguiente. una distinta 
evolución temporal puede obtenerse partiendo de las mismas condiciones iniciales. Así. 
una propiedad intrínseca de las teorías de norma es que 10 so/uci,In general de las cena-
ciones de movimiento contiene funciones arbitrarias del tiempo. 

El tratamiento más sencillo y directo de los sistemas de norma es aquel que proviene 
de la formulación ltatniltoniana, misma con la que empezaremos este trabajo. Aún cuando 
uno puede correctamente considerar a la formulación hamiltoniana como la III1ÍS funda-
mental, comenzaremos la discusión por asumir que el principio de acción es dado en fornia 
lagrangiana, pasando después a partir de alti, a la forinulación hauniltoniana. liaremos 
ésto así, porque es la situación más usual en la práctica. 

Verenios mie la presencia de funciones arbitrarias del tiempo en la solución general de 
las ecuaciones de movimiento implica que las variables canónicas no son todas indepen-
dientes, más aún. veremos que hay relaciones entre ellas llamadas constricciones. Así, un 
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sistema (le norma es siempre titi sistema hamiltoniano con constricciones. Sin embargo, 

la afirmación inversa no es válida. NO todas las constricciones de un sistema flamilto-

Mano provienen de una invarialleia de norma. El análisis que desarrollaremos cubrirá no 

obstante, todos los tipos de constricciones. 

1.1 CONSTRICCIONES HAMILTONIANAS 

1.1.1 Constricciones primarias 

El punto de partida para discutir el formalismo canónico de los sistemas con constric-

ciones será el principio de mínima acción en forma Lagrangiana. 

La expresión más general posible de las ecuaciones de movimiento de un sistema 

mecánico viene dada por el llamado principio de mínima arción. Este principio se basa 

en el hecho de que cada sistema mecánico es caracterizado por tina función 

L = L(qt(t). 	(t), t). 	i 	1 	V 	(1.1) 

llamada función lagrangiana, donde las qi y t' representan las coordenadas y las veloci-

dades generalizadas del sistema. Esta función puede no ser única como en el caso de 
los lagrangianos equivalantes (ver por ejemplo Nlatztler and Shepley (1991)). los cuales 

a pesar de ser diferentes funciones y de dar lugar a diferentes ecuaciones de movimiento 

describen la misma dinámica. 

Con esta función lagrangiana, se define la funcional de acción Si, como 

=1 L(q*(t),11(t),t)ilt. 	 (1.2) 

El principio de mínima acción señala que las ecuaciones de movimiento del sistema 

mecánico en consideración, son aquellas que se obtienen al hacer que la acción S I, sea esta-
cionaria bajo variaciones &l'(1) de las varialdes lagrangianas gó(t), cuando dichas varia-
ciones se anulan en los extremos t t , t 2  

<5 //ilt1) 	Sq92) '= 0. 	 (1.3) 

Deduscamos pues. las colaciones que se obtienen al aplicar el principio de mínima 
acción a la funcional S I,. 

Sea qi = (19) el conjunto de las .V funciones para las cuales SL  tiene un valor esta-
cionario. Esto significa que el valor de S i, cambiará. si las funciones q' se substituyen por 
cualesquiera N funciones de la focino 

q' 



DI. • 
45' = —

q 
741' 

D' 

12 	
/2 {r9L 	(1 OL 	. 

— 	()(1 
ri 	-

' (11. 
Je, 	at 0i,'' (1.7) 

La variación de Sr, cuando Se hace este remplazo de funciones es 

— SL  = 	t2  [1,(qi 	‹Sq' , 	(Sit. t) — L(q' q' ,i)} di. 	 (1.5) 
11  

donde puede notarse que no se está variando el tiempo. 
Haciendo un desarrollo en Serie de 1t diferencia bajo el signo de integral en potencias 

de á qi y áit , y tornando vil vuelta que la emunción de que SL  sea estacionaria sólo impone 
restricciones sobre la primer potencia del desarrollo. se obtiene que el principio ole mínima 
acción puede expresarse como 

'2 DL 	O — 	= j 
[• 

-- 
L
7741 ](lt = O. 

q' 	Dq: 

si se toma en cuenta que di/ = 	dado que no existe variación temporal, y se integra 
por partes la expresión anterior, se obtiene 

(1.6) 

En virtud de las condiciones (1.3) e término ((U IDII')(Sq' se anula, quedando así solo el 
término que contiene a la integral. Este último término debe anularse para toda /5// y 
esto sucede únicamente si el integrando es idénticamente nulo, es decir. si 

d (01,) DL 
— — 
rlt 

 
Dql 	Oqi = 0. 

Estas son las condiciones que hacen a la acción estacionaria y por lo tanto constituyen las 
ecuaciones de movimiento del sistema. Estas emociones son conocidas como las emociones 
de Euler-Lagrange. 

Escribiendo en una forma más explícita estas ecuaciones tenemos 

82LDL 02L 

Oq'Oqi 7  ".= 	(9i/ iogi 9  

De esta ecuación se desprende corno consecuencia inmediata que las aceleraciones iji a un 
tiempo dado, están únicamente determinadas por las posiciones y las velocidades a ese 
tiempo. si y sólo si la matriz IV, 	(02/./8//i 0it) ) puede ser invertida. o expresado de' otra 
manera. si y sólo si el determinante 

(12/, 
(dettlVi.,) det --) 

(14' aqi ( 1.1 O) 

Si por otro lado el (1(4(1 	= (1 I, se tiene que no todas las aceleraciones pueden 

I un dicho caso liablitreinos rle lagratigianos singularps 

3 

(1.8) 



ser determinadas por las posiciones y las velocidades, y la solución de las ecuaciones (le 
movimiento pueden entonces contener funciones arbitrarias del tiempo. 

AnaliCeMOS con más detenimiento, ésto último que hemos mencionado. 
Si la matriz 1 	es singular, el rango /? que se obtiene para dicha matriz bajo la 

consideración de que todas las variables 	 , c./á  son independientes entre sí, es 
menor que N, en consecuencia existen N— 1? vectores propios nulos A,',(qk, iik ) linealmente 
independientes 2  

,Va(qk,i11 )11',i (qk 	= O, 	a = 1,2 	V 	/7, 	(1 .1 1) 

y de la ecs. (1.9) 3  se obtiene 

== Aijgk ,iitgai(qk ,ilk )  = 0, 	 (1.12) 

como en general las aceleraciones qi V O entonces concluiinos que 

((lk  //k) 	(qk  //k) = 0. 	 (1.13) 

Estas relaciones entre las coordenadas y las velocidades son llamadas constricciones 
en el sentido lagrangiano, ellas son consecuencia de las ecuaciones de movimiento y son 
idénticamente satisfechas, por lo que las ecnaciones de Euler-Lagrange deterininan rom- 
pletarneute el movimiento del sistema. 

Dado que el rango de la matriz 	es R., podemos usar las ecuaciones de movimiento 
(1.9) para expresar T? de las aceleraciones en términos de las restantes .V— 1? aceleraciones. 
de las N coordenadas y de las N velocidades. Sin pérdida de generalidad, supongamos 
que podemos resolver para ¿fi, 	, 	DIU] teltIOS Vin011ees R ecuaciones (le la forma 

= fr(qt, • • • ,q11;ip, • • • • íttrliM+ , • • • , q.v; ¡In+ I  	; 	f I 	 liN). 	( 1.1 4) 

con 	= 1 , 	, 

Las soluciones de las ecuaciones de movimiento pueden por tanto ser descritas 
como sigue; elegimos un conjunto de A' — /? funciones arbitrarias del tiempo para las 
coordenadas q11+1 ,... ,qN ; asignamos después 1111 conjunto arbitrario <le valores a t = O 
para las coordenadas gt  , 	, cm y 	' 1 , entonces apartir de las (OS. 1.14) 1118 I? 
coordenadas q t , ...,qn estarán unívocamente determinadas para todos los tiempos. 

Así, la característica cualitativa más importantc en este a 11 ális ni es la apeeiCiÓ11 de 
funciones arbitrarias del tiempo en la solucieín general de las ecaueioncs de movimiento, 
Esta es una característica general de la dinámica para los sistemas con constricciones, y 
por lo tanto, el caso de interés para sistemas  con grados de libertad de norma, es aquel 
para el cual Wij  no puede ser invertida, 

a para mayor facilidad en lit escritura, en lo sucesivo se omitirán todas las dependencias explícitas   de t 
3(h(qk.r ik) s 17 

 — 111J(*/)  
aclaro está (ie estos valores deben ser físicament e  significativos 



El punto de partida para pasar al formalismo louniltoniano a partir del formalismo 
lagrangiano, es definir unas nuevas variables pi  llamadas momentos canónicos 

Pf 	vi¡,777. 	 ( 1, 1 5) 

Ell la teoría dinámica estándar se considera el vaso en el cual las velocidades pueden es-
cribirse como funciones que dependen exclusivamente de las coordenadas y los momentos. 
sin embargo se sigue de la definición (1.15) que 

Opi _ a2 	
(1.16) 

y por lo tanto, si permitimos que det(1V1) = O se tiene que la consideración usual ya no 
es válida, debido a que esta relación es precisamente la condición de no invertibilidad de 
las velocidades como funciones de las coordenadas y los momentos. En otras palabras, 
si el lagrangiano de nuestro sistema es singular, entonces los inonientos canónicos no son 
todos independientes entre sí, y por lo tanto existen ciertas relaciones entre ellos, estas 
relaciones son del tipo 

Inn(q,Pt) = O, 
	 nc = 1.... , 	(1.17) 

las cuales se siguen de la definición (1.15) del momento canónico. 
Cuando los momentos pi  son remplazados 1)0r su definición en términos de las coor- 

denadas q' y las velocidades 	en las relaciones (1.17), éstas se reducen a una identidad. 
Estas ecuaciones son llamadas constricciones primarias para enfatizar que las ecuaciones 
de movimiento no son usadas para obtenerlas y que ellas no implican restricciones sobre 
las coordenadas (I' y sus velocidades 

De aquí en adelante supondremos por simplicidad, (i) que el rango de la matriz 11'ij  es 
constante en todo el espacio (qi , ), (ii) que las constricciones (1.17) son independientes 
entre sí y (iii) que estas definen una subvariedad suave embebida en el espacio fase. Esta 
subvariedad es conocida como la superficie de constricciones primarias, 

Dichas suposiciones las liaremos para evitar que la exposición sea más larga y menos 
clara. La extensión al caso de constricciones dependientes (caso reducible) es chiveta y 
sigue la misma linea que el caso irreducible. Esta extensión puede encontrarse en (He-
nneaux and Teitelbohn (1992)). Al final de este capítulo, será expuesto un ejemplo en el 
cual las constricciones son dependientes. 

Si el rango de 	es /?, entonces existirán N — /? = .1/ relaciones independientes 
0,„(il, pi ) = O y la superficie de constricciones será una sulwariedad del espacio fase de 
dimensión 2N — 

Visto esto en una forma más intuitiva, lo que se tiene es un mapeo del espacio (qi  , 
el cual constituye una sulwariedad de dimensión 2A', a una sulwariedad del espacio fase. 
de dimensión 2A' — .11 mediante la relación p, = 0110í1. Así entonces, dado un punto 

'para la cual se tiene 1111 lagrangiano no-singular 
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Figura 1.1: La figura muestra el ejemplo de un sistema ron dos voordenadas (j1  
(f2  = t y lagrangiano L = 	Los momentos son pr  = •i'/t y p, = (-112)(.ill)2. La 
ecuación de movimiento es 	=cte. Hay una constricción primaria (?) = (p;/2) + p, = O. 
Todo el espacio ij es n'apeado sobre la parábola (p../2)+ p, del espacio p. Nlás aún. todas 
las velocidades (j sobre la línea = el son n'apeadas al mismo punto px  = e = (-2p,)1 /2  
perteneciente a la superficie de constricción 	= O. La frallS1'talallei(l 	p 110 VS uno O 
uno ni sobre. Para tener una transformación invertible, uno necesita adicionar parámetros 
extras a los momentos p, (ver• abajo). 

(q',pi) que satisface las constricciones (1.17). se tiene que su "imagen inversa" ((ji,(j' 1 que 
satisface la definición (1.15) no VS Unica, por lo que la imagen iut•ec:,a (k,  nu punto (lado de 
(1.17) forma una variedad (le dimensión 	(ver tig.1). Por consiguiente, para hacer que 
las transformaciones del espacio (g'. /f i ) al espacio fase 	, 	sean nniVainadits, es nece- 
sario introducir al menos M parámetros extras en la teoría que indiquen la ubicación de 
las velocidades (j i  en la variedad inversa. Como veremos después. estos parániet ros apare-
cerán como milltiplicadores (II ,  Lagrange cuando definamos el hatuiltoniano y estudiemos 
sus propiedades. 
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1.1.2 Condiciones de regularidad 

Existen muchas numeras equivalentes de representar a una superficie de constricción 
dada, mediante ecuaciones de la forma 0,,,(q', p; ) = 0. 

Por ejemplo, dada la superficie de constricción 

pt =0, 	 (1.18) 

podríamos escribir a ésta en una forma equivalente como 

2 = o, (1.18b) 

O COMO 

= o, 

o aún en una forma que sea nuís redundante, 

Pt = o, 	T; = O. 

Sin embargo, para poder pasar al formalismo hamiltoniano, es necesario imponer ciertas 
restricciones en la elección de la representación de las constricciones 0„, , estas restric-
ciones juegan un papel muy importante en el formalismo hamiltoniano de los sistemas 
con constricción y son conocidas como las condiciones de regularidad. 

Estas condiciones pueden ser establecidas como sigue; la superficie de constricción 
0„, = O de dimensión 2N — Al puede ser cubierta por regiones abiertas, sobre cada una 
de las cuales "localmente", la matriz jacobiana 0(0,„) fino' pi ) es de rango A!. 

La condición sobre la matriz jacobiana 0(0„,)/0(qi,m) puede ser formulada de varias 
maneras alternativas, como: 

1. Las funciones o„, pueden ser tomadas localmente, como las primeras j11 coorde-
nadas de un nuevo sistema coordenado regular, en la vecindad de la superficie de 
constricción. 

2. Localmente los gradientes (01 , ...,d0m son linealmente independientes sobre la su-
perficie de constricción. 

3. Las variaciones (50,„ son de orden r para variaciones arbitrarias iSq' y 1Spi  de orden f. 

(terminología de Dirac). 

Regresemos al ejemplo de la superficie de constricción 	= O. y apliquemosle a ésta 
las condiciones de regularidad. 

Bajo la condición sobre la matriz jacobiana. se tiene que 3(pi )/D(aI'•p,) es de rango 
1. y pl = 0. es una consecuencia inmediato de pi  = 0, 'ion lo que (1.18a) y (1.18d) son 
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buenas represesntaciones de la superficie de constricción. Pero por otro lado ni (1.181)) ni 
(1.18c) son representaciones admisibles debido a que el rango de la matriz 0(/4)/0(qi, pi ) 

se anula en  Pi = 0, mientras que la matriz O( 	,pi ) es singular ahí. 
Veamos que las formulaciones 1dternativas de las condiciones de regularidad nos llevan 

a las mismas conclusiones que acabamos de obtener, al aplicarlas al mismo ejemplo. 
Consideremos la primera alternativa; en este caso para que las funciones 0,„ puedan 

ser tomadas localmente como las coordenadas <le un sistema coordenado regular, debe 
existir un trapeo uno a tino entre por lo menos un abierto que contenga a la localidad en 
donde se quiera construir el nuevo sistema coordenado y el propio sistema coordenado. 
Con la superficie de constricción pu = 0 es posible construir este inapeo uno a uno, gracias 
a la linealidad de la función pi  = O, y dado que py 	O es una consecuencia inmediata 
de pi  = O, tenemos que (1.18a) y (1.181) son buenas representaciones (le la superficie 
de constricción. No sucede lo mismo con (1.181)) ni con (1.18e), dado que pi  y —pi  se 
maltean con g y esto no constituyo un malteo uno a uno, lo mismo sucede con Vrpri, ya 

que pi y —pi  se maltean con 471. 
La segunda alternativa, no es más que una consecuencia de la condición sobre la matriz 

jacobiana, ya que como es sabido del álgebra lineal, si la matriz jacobiana es (le rango A!, 
hay Al renglones de la matriz que son linealmente independientes entre sí, y cada renglón 
esta constituido por las componentes de un gradiente. 

Analicemos la tercera formulación; las variaciones arbitrarias eigi y clp, de ordene sobre 
la superficie pi  = O nos dan como resultado 	= O siendo Oh de orden f , y nuevamente, 
dado que = O es una consecuencia inmediata de pi  = O, concluimos que (1.18a) y (1.18d) 
son buenas representaciones de la superficie de constricción. Por otro lado. la variación 
sobre la superficie pl = O nos da como resultado 2pi cSp i  = 0 pero como 	= 0, tenemos 
que la. variación es 0, lo cual evidentemente no es ele orden c. Así mismo, la variación 
sobre la superficie VW = O os Li (ipi l) 1 / 2cip t  = O, y dado que !pi ! = O la variación es 
singular, Por lo tanto se concluye que ( 1.1 81)) y (1.18c) no scal buenas representaciones 
de la superficie de constricción. 

Señalemos dos propiedades que son válidas para Iris funciones de constricción (,)„„ 
cuando éstas satisfacen las condiciones de regularidad. Estas propiedaes serán de utilidad 
en el desarrollo de la teoría. 

Teorema 1. Si una función suave G del espacio fase, se anula sobre la superficie 
= O entonces G = 9"1 0,„ para algunas funciones y". 

Teorema 2. Si A,Sqi + 	= O para variaciones arbitrarias 15yi, ápi  tangentes a la 
superficie de constricción, entonces 

= --- y 
Oq' 

/I I 	11 71, ¿k5111 
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para algunas um. Estas igualdades son válidas sobre la superficie (1.17). 

La prueba del primer teorema se basa en el hecho de que uno puede elegir localmente 
las funciones de constriccion 0„„ como las coordenadas de un sistema coordenado regular 
(y„„ 	con y,,, 	7„. En estas coordenadas uno tiene, dado que G (O, ,r) = 0, 

t d 
G(y,x) = f 

dt 
--G(ty

' 
 .r)dt =y„, 	G„„((y,..r)dt 

'  

y así 
G = rOrn 

con y'n = ft; G,„,(ty,x)dt y Y" = 0. La prueba de este teorema sobre todo el espacio fase 
puede consultarse en (llenneaux and Teitelboim (1992)). 

La prueba del segundo teorema es basada sobre la observación de que la superficie 
de constricción es de dimensión (2N — M), y por consiguiente, las variaciones ági,ápi  en 
un punto, forman un espacio vectorial de dimensión (2N — 	Así existen exactamente 
M soluciones independientes de Ab/ + pitSpi  = 0. Por las condiciones de regularidad, 
Los M gradientes 	Oqi , 00„, 10m) de las constricciones, son linealmente indepen- 
dientes. Dacio que estos gradientes son claramente una solución de Aiáq' + 	= O para 
variaciones tangentes, ellos constituyen una base de soluciones y el teorema 1.2 es válido, 

1.1.3 El hamiltoniano canónico 

El próximo paso en el análisis, es introducir el llamado hamiltoniano canónico 11, el 
cual se define mediante la expresión 

11 	L. 	 (1.19) 

Bajo esta definición se tiene que tí es una función de las coordenadas y de las velocidades. 
No obstante, si hacemos una variación de 11 en las variables q' y el resultado es 

i/141►i (áfipi— 	
_ 

dq' áct r 	aq' 

= 	—
q' 

(5q1 • 	 (1.20) 
O 

Se obtiene así que esta variación sobre II envuelve únicamente las variaciones de las 
coordenadas y los momentos. Las variaciones en las velocidades se anulan debido a la 
definición que hemos hecho del momento en términos de la función lagrangiana, ésta es 
la característica que hace interesante a la función hamiltoniana, Aquí la variación de los 
momentos no es una variación independiente, ya que puede ser vista como una combi-
nación lineal de la variación de las coordenadas y la variación de las velocidades, pero 
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dado que en (1.20) la variación de las velocidacles aparece únicamente en combinaciones 
lineales precisas y no en otra manera, se puede concluir que la función ha indo- llana es 
una función que depende sólo de las coordenadas q' y los momentos p, 

Sin embargo, el hantiltoniano canónico definido en (1.19) no está únicamente deter-
minado como una función de las coordenadas y los momentos, ésto puede ser entendido 
si nos damos cuenta de que las variaciones de los momentos en (1.20) no son todas inde-
pendientes, ya que están restringidas a preservar las constricciones primarias 0„, = 0. 

Esto nos lleva a la conclusión de que el hamiltoniano canónico está bien definido sólo 
sobre la subvariedad determinada por las constricciones primarias y por lo tanto puede 
ser extendido arbitrariamente fuera de dicha subvariedad, de ésto se sigue que el formal-
ismo permanece sin cambios si se remplaza al hamiltoniano canónico, por este mismo 
hamiltoniano más alguna combinación lineal de las constricciones 

	

= + 	100m 	 (1.21) 

veremos que éste es realmente el caso a considerar. 
Dado que el hamiltoniano11 puede considerarse como una función que depende únicamente 

de las coordenadas (I' y de los momentos pi, la variación de 11 se puede expresar en términos. 
de estas variables corno 

O 	011 , á611
aq

H  
= 	 (1.22) 

	

' 	upi 

con la ayuda de esta ecuación, se puede reescribir la cc. (1.2(1) como 

(JK OL ,dH 

	

¿Tq7 N";') (5(1 + 	— 	(Sp i  = 0, 

de lo cual uno infiere utilizando el teorema 1.2 que 

	

.; 8N 	„,00,„ 

dp, 
= + - 

Opi  
---, 

(1.23) 

(1.2.1) 

    

O L 
tt r  (1.2.4b) 

   

    

La primera de estas ecuaciones es part iddarmente importante porque nos muestra que 
las velocidades pueden ser recobradas del conocimiento de los momentos pi sujetos a las 
constricciones (1.17) y de los A/ parámetros extras u'. Así pues, podemos tomar como 
nuestras variables dinámicas básicas, las coordenadas, los inomentos y los parátnetros 
en lugar de las coordenadas y las velocidades. Estos parámetros extras u"' pueden ser 
considerados auno coonlenadas sobre la superficie de las imagenes de una 	dada. 

Dado que estamos considerando a  las constricciones como independientes, los vectores 
son también independientes sobre la superficie de constricción debido a las condiciones 

de regularidad. Así, dos diferentes conjuntos de u' no pueden llevarnos a las mismas 
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velocidades en (1.24). Esto significa que las u"' pueden, en principio. ser expresadas como 
funciones de las coordenadas y las velocidades si se resuelven las ecuaciones 

OH 	 000 
= —(q,p(q,ii)) 	um(q,(1)--- 

Opi
1-(q,p(q,())). 	 (1.25) 

9p,  

Si definimos la transformación de Legendre del espacio (q' 	a la superficie o,„ 
del espacio (g', 	u") por medio de 

= 

P. = DL 
	

(1.2(1) 

u  III 	, 

vemos que esta transformación entre espacios de la misma diniensionalidad 2N es invor-
tibie, dado que uno tiene 

= 

= 	u" OH 	¿.),„ 

Opi 	
(1.26b) 

= O,  

Así, las ces. (1,26b) implican las (1.26) y viceversa. El análisis que se ha hecho, muestra 
claramente gin,  si se quiere que las transformaciones de Legendre sean invertibles cuando 
det(02 L/iVaiti) = O, se tienen que adicionar variables extras. 

Se debe mencionar que la discusión precedente tiene validez sólo a nivel local, ya que 
la ec. (1.24) se obtiene del teorema 1.2. Apartir de este punto, asumiremos que las trans-
formaciones (1.26) son de validez global, esto implica en particular, que el hainiltoniano 
H puede ser globalmente definido como una función de las coordenadas y los momentos 
por medio de (1.19) y no es multivaluado, 

1.1.4 Ecuaciones de movimiento en forma hamiltoniana 

Las ees. (1.24) nos llevan a escribir las ecuaciones de Euler-Lagrange (1.8) en la forma 
hamiltoniana equivalente 

,• 	OH 	, i9,,,, 
Dp, 	Jpi  

OH 	, do,„ pi  = 	— u" 	, 
D(/' 	dq,  

<„(q' PI) 

(1.27) 

(1.2714 

(1.27e) 
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Que las ecs. (1.27) se siguen de (1.8), es una consecuencia directa de (1.25) y de la 
definición del momento en términos de las velocidades. Inversamente, que las ves. (1.27) 
implican (1.8), resulta del hecho de que (1.27a) y (1.27e) nos llevan a que pi  = OLAI. 

Cuando esta relación es insertada en (1.27 I)), y (1.211)) es tornada en cuenta, uno obtiene 
las ecuaciones de movimiento lagrangianas originales. 

Es conveniente para el desarrollo siguiente (le la teoría expresar las ecuaciones de 
movimiento en forma luttniltoniana en términos de los paréntesis de Poisson, los cuales 
son definidos de manera usual emito 

DE OG OE OG 
{ E ,— — 	 (1.28) Opa 
	Oq'' 

donde F y G son funciones que dependen de las posiciones y los momentos. Esn)s 
paréntesis cumplen ciertas propiedades que son consecuencia de su definición. 

El paréntesis es antisimétrico en E y G 

{ F, 	—{G, E), 	 (1.29) 

es lineal en ambos miembros 

-I-  F2,  G = 	G1 	{ P21 	, 	 (1.29b) 

y satisface la ley del producto 

(Fi F2, 	El {172,6} { 	G } F2. 	 (1.29e) 

Entre los paréntesis de Poisson formados por tres funciones, existe la relación 

{ E,  {G, 	1G, 	( 	E,  G11 = 0, 	 (1.29d) 

llamada identidad de Jacobi. 
Para cualquier función 	que depende de las coordenadas y los momentos, se tiene 

DF 
=-1- 

q' 	
(1.30) 

d  

Si se substituyen en esta ecuación las ecuaciones de movimiento (1.27) tenemos 

DF ( 011 	m 00„,) 	( DI/ 	,,i 0(,)„,\ 

dq' Dpi 	) 	aqi 

= 	(E, II) + tt"' 1F, 	 (1.31) 

Así por ejemplo 

= (pi , //) + u"' {pi , ó„,} 	 ful. 	-f u" ( ql, 0,„) 
	

(1.32) 

son las ecuaciones de movimiento liainiltonianas escritas en términos (lel fortnalistm) de 
los paréntesis de Poisson. 
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1.1.5 Hamiltoniano total 

La ecuación (1.31) puede ser escrita en una forma aún mas concisa si extendemos un 
poco la noción de paréntesis de Poisson. De la definición (1.28) se sigue que los paréntesis 
están definidos únicamente para funciones que dependen de las coordenadas y los mo-
mentos. Si se tiene una función mas general tal como una velocidad, la cual no pueda ser 
expresable en términos de las coordenadas y los momentos, entonces esta velocidad no 
puede tener un paréntesis de Poisson con ninguna cantidad. Si nosotros extet ► demos la 
noción de paréntesis de Poisson y suponemos que éstos existen para cualc squiera. dos can-
tidades y, también suponemos que los paréntesis conservan su estructura y las propiedades 
(1.29), pero que sin embargo no pueden ser determinados cuando las funciones no depen-
den de los momentos y las coordenadas, entonces podemos reescribir la ec. (1.31) de la 
siguiente manera 

É = {F, 11 + 	0.3 • 	 (1.33) 

En esta expresión los coeficientes u"' aparecen dentro de los paréntesis de Poisson. 
pero como se ha visto anteriormente, estos coeficientes en general son funciones de las 
coordenadas y las velocidades, y no de las coordenadas y los momentos. Esto implica que 
no podemos utilizar la definición (1.28) para calcular el paréntesis de Poisson de la cc. 
(1.33). 

Sin embargo, gracias a la extensión que hemos hecho del concepto de paréntesis de 
Poisson tenemos 

F 	= 	{E, 11 + 	= { 11} + { F, u' 0,„} 
= 	{ E, 11} + u'"{F, 0„,} + { 

el paréntesis {E, u"'} en la expresión anterior, no está bien definido, pero dado que está 
multiplicado por algo que se anula en la superficie de constricción, entonces el término 
{E, 	} <14, se anula, quedandonos que 

	

1' = {E,11 + u"' 0„,} = {F,11} + 	E, 	. 

lo cual muestra la equivalencia entre (1.31) y (1.33) . La función 

11 p = 	um 	 (1.34) 

es llamada hamiltoniano total, notemos que los coeficientes u"' aparecen ahora como 
nulltiplicadores de Lagrange. En términos de este hamiltoniano total, las ecuaciones d 
nnwhriiento se expresan de manera simple 

={E , 11T ). 	 (1.3.5) 
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1.1.6 Ecuaciones débiles y fuertes 

Hay 1111 punto en el que tenemos que ser cuidadosos cuando trabajamos dentro del 
formalismo de los paréntesis de Poisson. 

Nosotros tenemos las ecuaciones de constricción (1,17), pero éstas no deben ser uti-
lizadas antes de trabajar con los paréntesis de Poisson, dado que si hicieran os esto, 
entonces el término { F',0„,} sería siempre igual a cero. Así entonces, tomaremos como 
una regla que los paréntesis de Poisson deben ser evaluados antes de hacer uso de las 
constricciones y, para recordar esta regla en el formalismo, introduciremos el símbolo "-t.," 
(el cual leeremos como: débilmente igual) para las ecuaciones de constricción. Con este 
símbolo ellas son escritas de la siguiente numera 

0111 I..." o, 

	 (1,36) 

esta notación enfatiza el hecho de que la cantidad fi% es nositéricantente restringida a ser 
cero, pero que no es idénticamente nula en todo el espacio fase. 

En una manera más general, si tenemos dos funciones F y G que coinciden en la 
suhvaricdad definida por las constricciones 1I,,, ti O, se dice entonces que las dos funciones 
son débilmente iguales entre sí, F Pr. G. Por otro lado, si una ecuación es válida en todo 
el espacio fase y no sólo sobre la subvitrietiati (Pm 	O, decimos que esta ecuación es fuerte 
y el símbolo usual de igualdad "=" es utilizado. Así por el teorema 1 

F 	G 	F 	G 	e"' (g, p)0„,. 	 (1.37) 

Con esta nueva notación que hemos introducido, la expresión para la (Toar ión (1.35) 
CS: 

{ 	Un } . 	 (1.38) 

1.1.7 Constricciones secundarias 

Examinemos ahora algunas de las consecuencias de lasITuaciones de movimiento (1,31). 
Un requerimiento de consistencia básico en la teoría, es que las constricciones primarias 
rh„, sean preservarlas en el tiempo. Nosotros podemos tomar las ecuaciones (1.31) o (1.38) 
y poner a G como tata de las constricciones 0„„ entonces por consistencia, midremos que 
(p„, PC O, lo cual produce la siguiente cettación 

on,„ II) + un'10m,,(1),„) 	0, 	 (1.39) 

El número de condiciones de consistencia. aquí es .1/, estas ecuaciones pueden dar tres 
distintos tipos de resultados. 

Un tipo de ecuaciones se reduce a O ti O, es decir, (1)„,, 	O es idénticantente satisfecha 
con la ayuda de las constricciones primarias, 
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Un segundo tipo de ecuaciones son aquellas que se reducen a relaciones entre las coor-
denadas y los momentos, y son independientes de los multiplicadores a"', estas ecuaciones 
deben ser independientes de las constricciones primarias, ya (pu,  si ésto no fuera así, se 
reducirian a una ecuación de las del tipo anterior. 

Finalmente, un tercer tipo de estas ecuaciones son aquellas que 110 Si! reducen a ninguno 
de los dos casos anteriores, éstas imponen entonces condiciones 801 )1'1' 10s 1111111.1 Plicadm's 
de Lagrange u"'. 

Del primer tipo de ecuaciones, no nos preocuparemos anís en este cápitulo. Por otro 
lado, cada ecuación de las del segundo tipo significa que tenemos otra constricción entre 
las coordenadas y los momentos. Estas constricciones son llamadas constricciones secun-
darias. Las constricciones primarias difieren de las secundarias, en el sentido de que las 
primeras, son consecuencia exclusivamente de la definición del momento, mientras que en 
las segundas, también hacemos uso de las ecuaciones de movimiento para obtenerlas, 

Si en nuestra teoría aparecen constricciones secundarias k(q,p) P.-, 0, entonces debe-
mose imponer nuevas condiciones de consistencia sobre estas constricciones, es decir, debe-
mos pedir cine estas constricciones secundarias se preserven en el tiempo 

v,H} + 	5 0. 	 (1.40) 

Estas ecuaciones tienen que ser tratadas de igual manera que las ces. (1.39). Debemos 
checar de cual de los tres tipos de ecuaciones antes mencionados, es cada una de las ecs, 
(1.40). Si éstas resultan ser del segundo tipo, entonces debemos repetir el proceso una vez 
más debido a que tenemos nuevas constricciones secundarias, el proceso termina cuando 
las condiciones de consistencia no dan como resultado nuevas constricciones. El resultado 
final de estos procesos, será. la obtención de un cierto número de constricciones secundarias 
y(q,p), junto con un número de condiciones sobre los coeficientes u"' del tipo (1,39). El 
conjunto de constricciones secundarias será denotado por 

5*.•' 	1 = Al + 1, ... 	+ L, 	(1.41) 

donde L es el número total de constricciones secundarias. La razón para la notación (1.41), 
es que la distinción entre constricciones primarias y secundarias será de poca importancia 
en la forma final de la teoría, y es útil poder denotar todas las constricciones primarias y 
secundarias en forma única corno 

61)/  Pe O 	 I — 1,2 	 + L 	(1.42) 

Nosotros aplicamos las mismas condiciones de regularidad sobre el conjunto completo 
de constricciones yr)/  al igual que lo hicimos con las constricciones primarias, Es decir, no 
supondremos solamente que las constricciones (1.42) definen una subvariedad suave, sino 
que también asumiremos que las funciones de constricción ot  obedecen las condiciones de 
regularidad descritas en §1.1.2. En lo subsiguiente supondremos que el rango de la matriz 
de los paréntesis { oí,  , cbt } es constante en toda la superficie (1.42) donde las constricciones 
son válidas. 
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1.1.8 Restricciones sobre los multiplicadores de Lagrange 

Analicemos ahora con mayor detenimiento las ecuaciones que imponen restricciones 
sobre los multiplicadores de Lagrange u'. Como ya liemos mencionado, estas ecuaciones 
son clel tipo 

	

{O/  , [1) + u"' {01 , 0„,} 	0, 	 (1.43) 

donde rn es sumado de 1 a Al y I puede tomar cualquiera de los valores de 1 a Al + L. 
Podemos considerar que las ces, (1.13) constituyen mi conjunto de Al + L ecuaciones 

lineales no homogéneas en las Al incógnitas u', con coeficientes que son funciones de 
las coordenadas y los momentos. Estas ecuaciones deben tener solución ya que de otra 
manera, las ecuaciones lagrangianas de movimiento serian inconsistentes. 

La solución más general de (1.43) es de la forma 

	

urn = u,,, 	v m 	p), 	 (1.44) 

donde Un'(q,p) es una solución particular de la ecuación inhomogénea (1.43) y V"' (q,p) 
es la solución más general del sistema homogéneo asociado 

11"'(q,P){0r, 0.1 --do. 	 (1.45) 

Que Vn"(q,p) sea la solución más general de (1.45) significa que V"' es una combinación li-
neal de soluciones linealmente independientes V'", a = 1,... ,.4, del sistema homogéneo. 
El número .4 de soluciones independientes l'a"' es el mismo para toda (q', pi) sobre la 
superficie de constricción ponme hemos supuesto que la matriz {Oh  e,,, } es de rango 
constante en dicha superficie. Tenemos así que la solución general de (1.43) es 

(1.1G) 

en términos de los coeficientes e", los cuales son totalmente arbitrarios. Podemos notar 
que en esta última expresión hemos separado la parte de a' que permanece arbitraria, 
de aquella que está fija mediante las condiciones de requerimiento impuestas sobre las 
constricciones. 

Si se substituye esta expresión de u'" en la expresión del hamiltoniano total (1.34) se 
obtiene 

	

11r ,--I1 + 	+ 	 (1.17) 

Definiendo las cantidades //' y o„ como 

1 	Fi-1 II I- Us",>,„ 	 (1.48) 

0‹, = V'"0,,, • 	 (1.49) 

se tiene que el hantiltoniano total puede escribirse de la siguiente numera. 

IIT 	+ c"o„. 	 (1.50) 
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1.1.9 Funciones de primera clase y segunda clase 

Hemos mencionado anteriormente que la distinción entre constricciones primarias y 
secundarias, es de poca importancia para la forma final de la formulación handltoniana. 
En contraste, una clasificación diferente de las constricciones (y en forma más general, de 
funciones definidas sobre el espacio fase) juega un papel central en la teoría. Este es el 
concepto de funciones de primera clase y segunda clase. 

Se dice que una función F(qi,pi ) es de primera clase, si su paréntesis de Poisson con 

todas las constricciones se anula débilmente, 

(F, 	0, 	!=1,  	L. 	(1.51) 

Una función de las variables canónicas cpie no sea de primera clase, es llamada de 
segunda clase. Es decir, F(qi, pi ) es de segunda clase si hay alguna constricción tpi  para 

la cual se tenga 

Si F es de primera clase, entonces {F,01 ) tiene que ser fuertemente igual a alguna 
función lineal de las constricciones 0, va qtte las constricciones o/  son por definición, las 
únicas cantidades independientes que son débilmente cero. 

Una característica importante de la propiedad "primera clase", es que ésta es preser-
vada bajo la operación de paréntesis de Poisson. En otras palabras, el paréntesis de 
Poisson de dos funciones de primera clase, es de primera clase. Probemos esta propiedad: 
si F y G son de primera clase, entonces 

(F,011 = 	{G, } = 910e, 
	 (1.52) 

ahora, utilizando la identidad de Jacobi (1.29d) obtenemos 

{{F,G}, } 	{F,{G,01 }} 	(a{F,01 }} = 1F, gil' 	{G, ff 01.} 

= 	1F,  fli; 101' +Ji f O,— {G. fi'  )01, — fi 9p o,» 	o. 	(1.53) 

Como una primera aplicación del concepto de primera clase. observemos que las 
funciones If y 0„ que hemos definido en (1.48) y (1.49) son de primera clase. Si for-
mamos el paréntesis de Poisson de 0„ con qá,, obtenemos de la definición de 45„, el término 

(0„„ 	unís otros que se anulan débilmente. Dado que los 1::" son definidos para 
satisfacer (1.45), 0„ es de primera clase. Similarmente { 	0} ti O debido a la definición 
de 1/' y a (1.43). Más aún, las (,5„ constituyen un conjunto completo de constriceítmes 
primarias de primera clase, esto es, cualquier constricción primaria de primera clase es 
una comltittación lineal de las 0„ (con coeficientes que son funciones de las coordenadas 

, los momentos pi y módulo cuadrados de constricciones de segunda clase 	Esto es 

(1 ya que el cuadrado y potencias sucesivas de constricciones de segunda clase es una cantidad de primera 
clase 
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U.SÍ porque 	Va ' es la solución unís general de (1.45) sobre la superficie >I 2:: O. 
La introducción de esta nueva división de las constricciones. nos permite concluir 

que el hamiltoniatio total (1.50) es la muta (Id 11/1111.111•01lialtO (li ,  primera clase  ir y las  
constricciones primarias de primera clase (,5„ multiplicadas por coeficientes arbitrarios e". 

Debemos mencionar que la división ele //1. en 11' y c" o„ no es única, porque la U'" que 
aparece en la definición (1.48) puede ser cualquier solución de la ecuación inhomogénea 
(1.43). Esto significa que por el solo renombramiento de las funehmes 1,", podemos admi-
tir dentro de fi' en (1.50) cualquier combinación de las 0,, sin cambiar el Ihuniltoniano 
total. 

1.2 TRANSFORMACIONES DE NORMA 

1.2.1 Transformaciones de Norma 

En la teoría dinámica estándar, el problema mécanieo de 1111 sistema concreto queda 
resuelto si las ecuaciones de movimiento son dadas y si se especifica el estado físico inicial 
del sistema, En contraste, la presencia de funciones arbitrarias e" en el hamiltoniano total 
de nuestra teoría, hace que ésto ya no sea válido, o expresado de otra manera. que un 
todas las coordenadas q' y los 111011lClitOs 	sean observables. 

Las variables iniciales que necesitamos en nuestra teoría son las coordenada.s q' y los 
momentos pi . Los valores iniciales de los coelioiemes 	no son necesarios  va (pie éstos son 
arbitrarios, es decir, el estado físico está determinado típicamente por las coordenadas y 
los momentos y no por los coeficientes e". El estado inicial debe determinar el estado a 
tiempos posteriores, pero las coordenadas y los momentos a estos tiempos posteriores no 
estilo únicamente determinados debido a que tenemos las funciones v". Esto significa que 
un estado físico no determina de manera única un conjunto de coordenadas y momentos, 
alío cuando un conjunto de coordenadas y momentos si determinan de manera única a 
un estado físico dado. Veamos como Si' obtiene esta m'alusión. 

Si tenemos completamente definido el estado físico al tiempo t i , esperamos que las 
ecuaciones de movimiento Itctcrutinett completaututtlt: 	ustatto físico 16 altos tivmpos. 
Así. por definición, cualquier ambigüedad en el valor (le las variables canónicas a t 2 	t i 
sexi una ambigüedad físicamente irrelevante. Dado que los coeficientes 1," son funciones 
arbitrarias del tiempo, tenemos entonces que el valor de las variables canónicas a t2  
dependerá de la elección de las funciones e" en el intervalo de tiempo t t  < t < t2 , 
Consideremos en particula r, 1.2 	+6t. Los valores de la variable dinámica .1.* al tiempo 
t2 , correspondientes a dos diferentes PlVeClolIVS 	de las funciones arbitrarias al tiempo 
t i  son 

F(12 1 	T'U 	I át( F. 	i."1,5„} 

y 

1S 



	

F(t2) = E(t i ) + St{F, 	+ l)"0„}. 

La diferencia entre ambos valores de E es 

át {F, (u" — ro)(p„}= 50( F, (P„} , 	 (1.55) 

donde /u" = (v" 	ir") St es un número arbitrariamente pequeño, Por consiguiente, la 
transformación (1.55) no altera el estado físico al tiempo t2. Decimos entonces, exten-
diendo la terminología usada en la teoría de campos de norma que las constricciones 

primarias de primera clase generan transformaciones de norma. Las transformaciones 
de norma (1.55) son independientes en el caso en el que las constricciones ,5„ 	O son 
irreducibles. 

En general las transformaciones (1.55) no son las únicas que no cambian el estado 
físico, de hecho, los siguientes dos resultados son válidos: 

1. El paréntesis de Poisson {0", (pa, } (le cualesquiera dos constricciones primarias 
genera una transformación de ponina, 

Prueba, Aplicando a una variable dinámica F cuatro transformaciones de norma 
(1.55) en forma sucesiva con páratnetros de" dados por 	ti", —E", —ti") obtenemos 

= 	t'q"' ({ { F,0a } , <fia,  } 	{{E, 	} 	) 	OG-2  ) 	0( 	), 

si se toma en cuenta la identidad de Jacobi (1.29d) y se desprecian términos de segundo 
orden, la expresión final de las transformaciones es 

SE = 11' 
	

(1.56) 

dado que E" y ti"' son arbitrarias, 	es también arbitraria y el resultado se sigue. 

2. El paréntesis de Poisson {(,5„, /t} de cualquier constricción primaria de primera 
clase On  con el 1111111flt011ia110 de primera clase Le genera una transformación de norma, 

Prueba. Obtengamos los valores de la variable dinámica E al tiempo t + e de las 
siguientes dos nmeras; (i) haciendo una transformación (le norma (1.55) (le parámetro 
Su" = n" y evolucionando después al sistema con ir mediante las ces. (1.30) y (1.31), (ii) 
haciendo las mismas operaciones en orden inverso. De (i) se obtiene 

(517 (t +e) = (SE (t) + 	{{ E, 	},K' } 

y de (ii) 

SEU + 	= SE(t) + ?0"1 (E, 	} ,0„1. 

En ambos casos hemos despreciado términos de orden (12  y 	La diferencia neta de estos 
dos resultados debe ser una transforinación (le norma porque ambos deben representar el 
mismo estado físico 

SEU + e) 	— S '=(5.- 	= (1( 	,II'}— {{V, H.  1,(,,„}).:711" 

= 	{F, {o„, 	}} 	 (1.57) 
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Esto muestra que {0„, Hl genera transformaciones de norma, 
Estos dos resultados nos llevan a la importante conclusión, de que al menos algunas 

constricciones secundarias de primera clase pueden generar transformaciones de norma. 
Esta conclusión la podemos obtener razonando de la siguiente manera. En (1.56) y (1.57) 
hemos visto que los paréntesis de Poisson {0„. 	, /r } generan t ransformaciones do 
norma, pero dado que epa  y 1/' son funciones de primera clase. podemos concluir por (1.53) 
que estos paréntesis también son funciones de primera clase, lo cual significa que ellos son 
combinaciones lineales de las constricciones (le primera clase. Sin embargo, no hay razón 
para pensar que estas combinaciones lineales contengan sólo constricciones primarias de 
primera clase, de hecho en la práctica, las constricciones secundarias de primera clase 
aparecen en estas combinaciones lineales. 

De estas consideraciones no es posible inferir que toda constricción secundaria de 
primera clase genere transformaciones de norma ("conjetura de Dirac" ver cap. 2). Sin 
embargo, uno postula en general que todas las constricciones de primera clase generan 
transformaciones de narran. Este es el punto de vista que adoptaremos en este trabajo. 

1.2.2 El hamiltoniano extendido 

Fiemos mencionado que la clasificación de constricciones realmente importante desde 
el punto de vista hamiltoniano, es aquella que distingue entre constricciones de primera 
clase y constricciones de segunda clase. Por lo consiguiente es útil introducir una nueva 
notación que distinga entre estos dos tipos de constricciones. Denotaremos las constric-
ciones de primera clase con la letra y las de segunda clase con la letra . El conjunto de 
todas las constricciones (de primera y segunda clase) será denotado por {0/ } como antes. 

Por otro lado, en §1.2.1 hemos visto que existen ciertos cambios en las variables 
canónicas , p,, los cuales no corresponden a ningún cambio del estado físico. Llamamos 
a estos cambios transformaciones de norma y vimos que estas transformaciones son gene-
radas por constricciones de primera clase. Esto sugiere que las ecuaciones de movimiento 
(1.38) podrian ser generalizadas de tal manera que permitan realizar una transformación 
de norma arbitraria mientras el sistema esta dinámicamente evolucionando en el tiempo. 
El itiovinnento generado por el hamiltoniano total (1.50) contiene únicamente tantas fi ni-
dones de norma arbitrarias como constricciones primarias de primera clase hay. Para 
lograr la generalidad deseada, tenemos que adicionar a HT  las constricciones secundarias 
de primera clase multiplicad as por funciones arbitrarias adicionales. La función de primera 
clase que se obtiene de esta manera tiene la forma 

1/E  = H + 01, 	 (1.58) 

y es llamado el hamiltoniano extendido (aquí el índice a corre sobre un conjunto completo 
de constricciones de primera clase). 

Las variables dinámicas que tienen paréntesis de Poisson débilmente igual a cero con 
los generadores de Horma -7„, son llamadas variables invariantes de norma. para este tipo 



de variables se tiene que la evolución obtenida mediante tí, 1/1,  y //E  es de hecho la misma, 
pero para cualquier otro tipo de variable. debe utilizarse //E , ya que este hainiltoniano es 
el que toma en cuenta toda la libertad de norma. 

Enfaticemos aquí que la necesidad de extender el hamiltoniano a la forma (1.58) no 
es inducida por la teoría lagrangiana. Esta necesidad nace de la característica inherente 
al esquema hamiltoniano y tiene como consecuencia, producir mamelones de movimiento 
más generales que aquellas generadas por lir, es decir, por las matachines de movimiento 
lagrangianas originales. 

Con este hamiltoniano extendido, las mamelones de movimiento se expresan como 

P 	{F, II E } . 	 (1.59) 

1.3 El PARENTESIS DE DIRAC 

1.3.1 Separación en constricciones de primera y segunda clase 

En la sección anterior se estudiarán las principales características de las constricciones 
de primera clase, estudiemos ahora las características de las constricciones de segunda 
clase. 

Consideremos el caso en el que la matriz Cu, 	} no se anula sobre la super- 
ficie de constricción 7. Recordemos que estamos suponiendo en esta exposición que las 
constricciones son irreducibles y que el rango de la inatriz Cu,  de los paréntesis de todas 
las constricciones, es constante sobre toda la superficie de constricción. 

Teorema 3. Si el del: 	(1, entonces existe (al menos) una constricción de primera 
clase entre las constricciones 

Prueba Si det Cu, 	O, puede encontrarse una solución no trivial A/ de Aten, -^z.: O. 
La constricción Ai citi es entonces fácilnwitte vista como de primera clase, lo cual prueba 
el teorema. 

Si se redetinen las constricciones como oi  -4 u/ (":',/, mediante una apropiada matriz 

invertible oi1', la constricción )1101 , puede ser utilizada como la primera constricción. En 
esta nueva representación se tiene C1 	n 	O. 

Aplicando repetidas veces el Teorema 1.3, es posible construir una descripción equi- 
valente de la superficie de constricción en términos de las constrieciones r, 	O, A„ 	0. 
cuya matriz de paréntesis de Rásson se lee dailmcnix 

o 	O 
	

( 1 .60 
(1 	) 

os illStalIWIlt Ci Cali() co el (pu,  hay constlicrionus ,Ie si gitibla clase 
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donde C3a  es una matriz invertible sobre todas la superficie de constricción. 
En esta nueva representación, las constricciones están completamente divididas en 

constricciones de primera y segunda clase, es decir, ninguna combinación lineal de las x„ 
tiene como resultado una constricción (le primera clase, y las constricciones -y„ agotan 
todas las constricciones de primera clase. Es importante notar que el número de con-
stricciones primarias debe ser par, de lo contrario, la matriz antisimétrica Cln  tendría 
determinante cero y entonces no todas las \„ serian de segunda clase. 

Notese que la separación (1.60) no es única, debido a que ésta es preservada por las 
redefiniciones 

'Ya 	"ab  -ib 	o 	ao3,‘ + 	¡ 	 (1.61) 

con det a„b 	0, det ad3  # 0. También uno puede sumar cuadrados de constricciones 
de segunda clase a ya  sin cambiar la propiedad de primera clase. 	 t‘inilx„ 
Asumiremos que las funciones de segunda clase x„ son tales que det C„,1 	O sobre toda 
la superficie \•„ = O y no sólo sobre \„ = 0, -,„ = 0. Esto es necesario para manejar 
apropiadamente las constricciones de segunda clase. 

1.3.2 Tratamiento de constricciones de segunda clase: 
un ejemplo 

A diferencia de las constricciones de primera clase, las constricciones de segunda 
clase no pueden ser interpretadas como generadoras de transformaciones de ¡totuma, o 
más generalmente, como generadoras de transformaciones con significado físico. La razón 
es que por definición, la transformación de contacto generada por una constricción de 
segunda clase \ no preserva todas las constricciones Of 	O 

(5Ya = 	l‘b} = EbCab 0, 

y así mapea un estado permitido sobre un estado no permitido, 
Para entender como deben ser tratadas las constricciones (le segunda clase, analicemos 

el ejemplo más simple posible de una teoría con constricciones de segunda clase. Supon-
gamos que tenemos N pares de coordenadas canónicas y que el primer pm (q1 , pt  ) está 
sujeto a las constricciones 

= 

X2 = 	 (1.62) 

Estas constricciones son de segunda clase porque 

{xi,x2 ) = 1 	O. 

En este simple caso, la forma en que deben ser tratadas las constricciones de segunda 
clase es un tanto directa. Las ecuaciones (1.62) nos dicen que las variables q' y pi  no son de 
interés y por consecuencia, que el primer grado de libertad no es de importancia relevante 
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en la teoría. Tenemos así que las variables canónicas qi y pl  pueden ser descartadas 

y por lo tanto es posible trabajar sólo con los otros grados de libertad. Esto significa 
que podemos trabajar con un paréntesis de Poisson modificado y definido de la siguiente 

manera 

{F, G}• = 
	

— 	• 
OF DG 	OF 

(1.63) 
2 	Oq' dpi 	dq' dpr  

Este paréntesis debe ser suficiente porque considera todas las variables dináinica.s que son 
de interés físico. 

Notemos que el paréntesis modificado (1.63) de cualquiera (le las dos constricciones 
(1.62) con una variable dinámica arbitraria es idénticamente cero 

(F, Xtr = (F, .C2}' = 0. 	 (1,64) 

Esto significa que cuando trabajamos con (1.63), podemos poner las .\:‘, como iguales a 
cero antes de evaluar el paréntesis. Así, si en este ejemplo utilizamos la definición del 
paréntesis estrella (1.63) en vez de la del paréntesis de Poisson (1.28), podemos poner las 
constricciones de segunda clase fuertemente igual a cero 

= 	= 	 (1.65) 

También es claro que las ecuaciones de movimiento para los otros (o > 2) grados de liber-
tad, permanecen de la misma forma si remplazamos el paréntesis de Poisson original por 
el paréntesis modificado. Más aún, el paréntesis (1.63) satisface las mismas propiedades 
(1.29) que el paréntesis de Poisson, 

1.3.3 Paréntesis de Dirac 

La generalización de (1.63) para un conjunto arbitrario (le constricciones de segunda 
clase fue hecha por Dirac (Dirac(1950)), Esbozaremos aquí. como llegar a esta general-
ización. 

Dado que el determinante de la matriz C.,'„3  es distinto de cero, entonces esta matriz 
es invertible 

	

=b 	 (1.66) 

Una propiedad que debe de cumplir el paréntesis (pie generaliza (1.63) es que, cualquier 
variable dinámica tenga un paréntesis general nulo con las constricciones de segunda clase, 
Si F es una función arbitraria del espacio fase podemos definir otra función F' que sea 
igual a F' sobre la superficie de constricciones (1e segunda clase N.„ P:-.1 O, COMO 

con la propiedad 
0. 
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Por cálculo directo puede obtenerse la expresión explicita para F' en función de C°13  

	

F' = F {F, x r,}C" 	 (1,67) 

Ahora simplemente postulamos que el paréntesis de Poisson de dos cantidades F y G debe 
ser remplazado por el paréntesis de Poisson de sus variables estrellas F' y G' 

{F,G1 —) 	,G'} 	 (1.68) 

Notese que a pesar de que F 	P y G G', el paréntesis de Poisson {F*, al no es 
débilmente igual a {F, G} 

{F' 	{F, 	— {F, 	{x 11, 6). 

El paréntesis de Dirac es definido como 

{F,G}* = {F, G} — {F,x„}C"ii 	, 	 (1.69) 

y constituye la generalización de (1.63). Este paréntesis satisface las mismas propiedades 
cine el paréntesis de Poisson 

{F,G}' = 	F}' , (1.70) 

{F1  + F2,0}* = (FI ,G}' + {F2,G}' , (1.70b) 

{FI F2,G}• = 	{F2,G}' +{Fi  , G} F2, (1.70c) 

	

{{F,G}• , 	+ (fa, 	F} + {{II, 	,G}' = 0 

además de estas propiedades se tiene que 

	

= O 	para cualquier F 

(1.70d) 

(1.71) 

{ F, G}' 	{F, G} 	con G de primera clase y F arbitrario (1.72) 

{G, 11}•}- .•-• {F. (6, /fi • }'con G y /I de primera clase y E arbitrario (1.72b) 

Se sigue de (1.71) que las constricciones de segunda clase pueden ser puestas iguales a 
cero, antes o después de evaluar (y1 paréntesis de Dirac. Ma.s aún, dado que el hamiltoniano 
extendido (1.58) es de primera clase, se deduce de (1.72) que H, enntintla generando las 
ecuaciones do movimiento correctas en términos del paréntesis de Dirac 

P 	{F, HE } 	{F, HE }• . 	para toda F. 	(1.73) 

En particular, el efecto de una transformación de norma puede también ser evaluado 
mediante el paréntesis de Dirac 

z",  (F,?„}', 	para toda F. 	(1.7-1) 

Así, en lo sucesivo, todas las ecuaciones de la teoría son formuladas (.11 términos del 
paréntesis de Dirac, y las constricciones de segunda clase son identidades que expresan 
algunas variables canónicas en términos ole otras (ecuaciones fuertes). 
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1.4 FIJACION DE LA NORMA 

1.4.1 Normas canónicas 

Como hemos visto anteriormente, la presencia de constricciones de primera clase y la 
libertad de norma asociada a éstas, nos señalan que dado un estado físico, hay más de un 
conjunto de variables canónicas (q', pi ) que corresponden a dicho estado. En la práctica, 
muchas veces es deseable remover esta ambigüedad imponiendo condiciones extras sol 
las variables canónicas (condiciones de norma canónicas), de tal manera que sólo exista 
un conjunto de estas variables que corresponda a un estado físico, es decir, de tal manera. 
que exista una relación uno a uno entre los estados físicos y los valores de las variables 
canónicas que resulten de las condiciones extras sobre ellas. Como puede observarse, 
estas condiciones extras no son una consecuencia de la teoría que hemos desarrollado, sin 
embargo, son condiciones ad-hoc que uno puede imponer para evitar "el tonteo múltiple 
de estados". Esto es permisible porque dichas condiciones pueden elegirse de tal manera 
que sólo remuevan los elementos no observables de la teoría y no afectan las propiedades 
observables (invariantes de norma). 

Hay tres propiedades que debe satisfacer un conjunto 

Ch(gi  Pi) 	0 	 (1.75) 

de condiciones de norma, para que éstas cumplan con nuestros propósitos: 
(a) La norma elegida debe ser accesible. Esto es, dado cualquier conjunto de variables 

canónicas debe existir una transformación de norma que mapee el conjunto dado de 
variables q' y in sobre un conjunto que satisfaga (1.75). Esta transformación debe ser 
obtenida por iteración de transformaciones de la forma Su" {E',¡„}. 

Esta condición nos asegura que las condiciones (1,75) no modificarán las propiedades 
físicamente relevantes del sistema, pero sí restringen la libertad de norma. Dado que el 
n úmero  de  parámetros arlPtrarios Su" es igual al número de constricciones de primera 
clase 1„ se concluye que el tolniero (le condititmies (1.75) no es mayor a el número de 
constricciones y„• 

(b) Las condiciones (1,75) deben fijar complot ;intente la norma. Esto significa que una 
vez impuestas las condiciones de norma, no debe existir transformación de norma alguna 
a excepción de la identidad, que preserve (1,75). Dicho de otra manera, las ecuaciones 

Su" (C,„ 	1) 	 (1.76) 

deben implicar 
(Su" = u 	 (1.77) 

Las ecs.(1.76) pueden implicar (1.77) típicamente si el m'pero  de  mociones indepen-
dientes {Cb,'«Yri}  es igual o más grande que el ucí ► uero de incógnitas Su". 

(c) Las condiciones de norma deben satisfacer las condiciones de frontera (ver cap. 
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COKIDiCiGnIES DE. )401a.MA 

ORIDIAS DE NORMA 

Figura 1.2: Un buen conjunto de condiciones de norma, debe determinar una superficie 
C„ = O que-intersecte las orbitas de norma, una y sólo una vez. 

4). 
De estas condiciones se concluye que para fijar la norma satisfactoriamente, el número 

de condiciones de norma independientes debe ser igual al WILItler0 de constricciones dc, 
primera clase. Los paréntesis de Poisson {C',/„} forman entonces una matriz cuadrada 
y, de la condición (b), podemos notar que para que (1.76) implique (1.77), entonces esta 
matriz debe ser invertible. Así tenemos la condición 

det {C,„ 'ya  } # 0. 	 (1.78) 

Esta condición nos expresa que las constricciones (b y -y„ juntas. forman un conjunto 
de constricciones de segunda clase, lo cual implica que una vez fijada la norma, las con-
stricciones -y„ dejan de ser (le primera clase y en la teoría quedan sólo constricciones di,  
segunda clase. Esto que sucede es bastante razonable, ya que de lo contrario, si queda 
todavía alguna constricción de primera clase, seguiríamos teniendo alguna libertad de 
norma que correspondería a las transformaciones generadas por dicha constricción. 

Una vez que es fijada la norma, podemos pasar al paréntesis de Dime. Tendremos 
así entonces, una teoría que sea efectivamente libre (le constricciones en el sentido de que 
todas las constricciones podran ser consideradas como identidades que expresan algunas 
variables dináinicas en términos de otras. 

Uno puede (lar una descripción geométrica del proceso de fijar la norma. La superfi-
cie C,'„ = O de las condiciones de norma intersecta las orbita de norma. las cuales yacen 
sobre la superficie de constricción, tina y sólo una vez. La condición (1.78) garantiza esta 
propiedad localmente (ver fig.2). 
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1.4.2 Número de grados de libertad 

Cuando una teoría posee únicamente constricciones de segunda clase, el hamiltoniatto 
no contiene funciones arbitrarias del tiempo 8. En este caso, un conjunto de variables 
canónicas que satisfaga las constricciones determina un y sólo un estado físico. Dado que 
después de fijar la norma sólo hay constricciones de segunda clase, tenemos el siguente 
costeo de grados físicos de libertad: 

2 x 

	

Número de grados 	Número de variables = 

	

físicos de libertad 	canónicas independientes 

	

(

Número total de 	Número de constricciones 

	

variables canónicas 	— originales de segunda clase 

— 
Número de constricci nes 	 Número de 

de primera clase 	
— 

condiciones de norma ) 
	(1.79) 

o   

— 

	

Número total de 	Número de constricciones 

	

variables canónicas 	— originales de segunda clase 

Número de constricciones 
—2x 

de primera clase 

Dado que el número de constricciones de segunda clase es siempre par, se infiere de 
(1.79) que el nútnero total de variables canónicas independientes es también par, lo cual 
corresponde a un número entero de grados de libertad. 

El conteo anterior está bien definido y no es ambigú() para un número finito (o tal vez 
contable) de grados de libertad. 

1.5 FUNCIONES INVARIANTES DE NORMA 

1.5.1 funciones sobre la superficie de constricción 

Introduseatnos a este punto, por completez, una Serie de conceptos que juegan un rol 
importante en el análisis de los sistemas con constricción. Denotaremos al espacio fase por 
P y como es convencional, el espacio de las funciones suaves del espacio fase por 	(P). 

El espacio vectorial C'''(1') esta dotado de dos estructuras algebraicas: una es la mul- 
tiplicación ordinaria, para la cual 	P) es un álgebra asociativa: la otra es la operación 
del paréntesis de Dirac, para la cual C"c(P) es un álgebra dr Lie. Estas dos operaciones 
están relacionadas por 

F, 	, 	F2 } * F3 + { F F3).  • 

8 de esto se concluye que no todo lagrangiano singular produce una teoría de norma 
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Debido a que el sistema dinámico está limitado a estar sobre la superficie de constricción, 
la cual denotaremos por 	dos funciones del espacio fase que coincidan sobre dicha 
superficie E, no pueden ser distinguidas. En otras palabras, no todas las funciones suaves 
del espacio fase son relevantes sino sólo aquellas funciones suaves sobre E. 

1.5.2 Observables clásicos 

Un "observable" clásico es por definición, una función sobre la superficie de constricción 
que es invariante de norma. De manera alternativa podemos decir que un observable puede 
ser descrito como una función del espacio fase que tiene un paréntesis de DiraC débilmente 
nulo con las constricciones de primera clase 

(1.80) {F, "f„}' .;›,' 0, 

y uno podría identificar dos de dichas funciones que coinciden sobre la superficie de cons-
tricción. El concepto de observable, envuelve así, dos pasos: (i) la restricción sobre la 
superficie de constricción, (ii) la condición de invariancia de norma (1,80). 

A pesar de que estamos utilizando la terminología "observable" , en este trabajo no se 
intentará (lar un significado experimental a este concepto por medio de aparatos, ya que 
esto no es necesario para el desarrollo de la teoría. Dado que no se necesitó más infor-
mación que el principio de acción en la determinación y clasificacióii de las constricciones, 
tenemos que la propia acción nos lleva a decir cuales son los observables. 

1.6 EJEMPLOS 

1.6.1 Partícula libre no relativista 

Para ilustrar algunos de los conceptos que hemos expuesto a lo largo de este capítulo, 
tomaremos como primer ejemplo a la partícula libre no relativista. 

La acción para la partícula libre no relativista, está. dada por la expresión 

111 
S{g(t)} = di.

2 	dt 	
(1.81) 

Para que esta pueda ser tratada como una acción con lagrangiano singular, debemos 
hacer que esta acción sea invariante bajo reparametrización. Esto se logra si incluimos 
al tiempo como una variable canónica (ver §4.2). La expresión para la acción itivariante 
bajo reparametrización es 

stg(r),t(r)i= I drI (X2r, 	 (1.82) 
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donde = 	= Sif. y r es un parámetro monótono arbitrario. 
Es fácil checar que el lagrangiano de la acción invariante bajo reparametrización es 

realmente singular, 
01, 

p 
al = = 2i2 ' Oq

= 
 

(1.83) 

det(1110 ) = 
nt 	nt '2 '2 	̀r'2 = 	, 	. 	o.

lr i 

  

9 

	

(,)) = 0. 	 (1.84) 
9tn  

Además, el hamiltoniano canónico se anula 

. u)2 . mi/2  

" 	2.771  2T "' 	
(1.85) 

con lo cual tenemos que la expresión para el hamiltouiano total HT  es 

/11,  = uct, = u
1 	

14) . 
2nt 	

(1.86) 
,2 

	

Introduciendo el requerimiento de consistencia (,;./ 	0, concluimos que w  es la única 
constricción del problema y por consiguiente que esta es de primera clase, ya que 

(i)= {0,1[1.} 	0} 1- u{ o, 	 (1.87) 

Las ediciones de movimiento en forma hamiltoniana para este problema son 

	

8<-,
= 	 = . 	 (1.88) 

p 

¿k) 
1,7 11, 

	

= 	0, 

0() 

Ot 

La segunda de estas ecuaciones da 1111 significado al multiplicador de Lagrange u que 
aparece en el hamiltoniano total, este es la l'afición del tiempo con respecto al parámetro 
r. 

Por último mencionemos que debido a que sólo tenemos la constricción (1.8.1), la 
expresión para el hamiltoniano extendido 11/.:  coincide con la del hamiltoniano total. 
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De la expresión que hemos obtenido para los momentos re. (1.83), llegamos a una 
constricción primaria 
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1.6.2 Particula libre relativista 

La acción para la partícula libre relativista esta dada por 

 

1 0 O 0 
o —1 o O 

= 0 0 —1 0 )  
0 0 —1 

 

2 	 2 
= —m 	ds —m (q 4:y1Y:271 1 /2  con Ait (1.89) 

  

Elegimos un parámetro monótono arbitrario r con el cual etiquetamos la posición de la 
partícula sobre su linea de mundo y definimos su cuadrivelocidad como 

0'1  = 
d 

dr

xH(r)  
(1.90) 

En términos de esta ctuulrivelocidad la acción (1.89) queda reescrita como una acción 
invariante bajo reparametrizaciones de r (r —) ri(r)). 

*2 
S = —m

j 
 117a,,dr. 

Al igual que en el caso anterior, uno puede checar en forma directa que 

2  
det ( 

° 
	( rouwrili )1 /2  = 0. 
014,01/0 

La expresión para los momentos canónicos es 

	

0(—muvu,,) 1 /2 	lituo — 	 
OuP 	( tou.)112 ,  

de la cual concluimos que existe una constriccion primaria, dado que 

(1.91) 

(1.92) 

ufin„ popo  = m2  
nano  

= m2 	p2  — m2  =O. (1.93) 

En este caso al igual que en el anterior, el hamiltoniano canónico se anula 

tau» 
H = 	L = 

(unte )1/2
, m(0 up) 112  = 0, 	(1.94 n 	 ) 

lo cual tiene como consecuencia, que la condición sobre ip se cumpla idénticamente. De-
bido a esto concluimos que Q2 es la única constricción para la partícula libre relativista y 
por lo tanto es de primera clase. 
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1.6.3 Campo electromagnético 

La acción para el campo electromagnético es 

L = 	J F""(13 	 (1.95) 

donde 	= 	Al „„ es el tensor del campo electromagnético y 	es el 4-potencial 
del campo. Explícitamente la expresión para Fl ,. es 

F;1" — 

O 
—E, 
—Ey  
—E, 

E, 
O 
B, 

—By  

Ey  
—B, 

O 
13, 

E, 
B, 

—Bz )' 
O 

F"" 

O 
E, 
E, 
E, 

—E, 
O 

—13, 
By  

—Ey  
13, 
0 

—B, 

—E, 
—13, 
B, 
0 

De la definición del n'omento para una teoría (le campo, obtenemos que para el campo 
electromagnético 

	

DC 	1 a(Flpf"") 	0(EtiE"° )  fl
ig 

= 	 — r'140 • T i)P'(I 	4 0(A14,0 ) 	2 D(.410) 

y dado que Foo  = O concluimos cine existe una constricción primaria 

(pi = 	O. 

Calculemos ahora el handltoniano canónico. 

s I 	d.T - L 

= 	(F i0,44  + 	21;4)1  Fo ) (13 a. 

(4 F9 F .  —2 " 
+ 11.01 A") di x 

1 	• • 	1 	• 	. 	•  

= 	I 1 • • 	1 • 

	

(—F9 	— 
2 	

— .491;1 d." :17 . 

Veamos si hay alguna otra constricción 

0.1  = (11", 
	

{Ir f (71  F i' 	— 72.1 	— 	(13d.} 

{11", (:1 F9Fii — 21.111, — .491;1 } d3x 

= 	—1 fli 'l (J.1)(1"(2. — 	= 

(1.99) 

De esto concluimos que para el caso electromagnético aparece uns constricción secundaria 
la cual denotaremos por 02  

= 	O, 	(ecuación (le Gauss) 	 (1.100) 
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con 	i,.1 = 1,2,3, 

(1.96) 

(1.97) 

(1.98) 



Segun lo expuesto en el capítulo, debemos imponer una nueva condición de consistencia 

0.  2 '^',1  0, 

(:),2  = 	H} = 	 , P ITA} — 	 — 	.4°11 j'I I 

1 

	

= 	ti:317-
4
{fl 's , 	Fik} 

dado que <,.2 se anula idénticamente, concluimos que no hay unís constricciones en la teoría. 
Y evaluando el corchete (cP1 , (15.2) llegarnos a la conclusión de que ambas constricciones son 
de primera clase. 

Escribamos ahora la expresión para el hmniltoniano total 1/1,  y para el hantiltoniano 
extendido [I E. 

La expresión (1.98) para 11 es de primera clase, con lo cual II puede ser tornada como 
II' de (1.50). Obtenemos así 

HT = 	(-1
4 	2 

— —1 111 11i ) (13.r — 	.4”11;''(13.r + 
J 
 1,(11110dax. 

Aquí u(x) es un coeficiente arbitrario para cada punto en el espacio tridimensional. 
Como vimos en 51.1.5, la ecuación de movimiento en términos del hamiltoniano total 

IIT  es 
= {F, Hr} . 

Si tomarnos F = .40, obtenemos 
.40'))  = 1,01 

porque :10  tiene un paréntesis de Poisson nulo con cualquier cantidad excepto con 111) . y 
esta cantidad aparece en el último término de (1.101). Esto da un significado al coeficiente 
arbitrario ir(x) que aparece en el hamiltoniano total, t.(..e) es la derivada temporal de .0. 
Obtengamos ahora el hamíltoniano extendido. Para hacer esto adicionemos a JI-c• la 
constricción secundaria de primera clase (1.100) con un coeficiente arbitrario u(x), 

	

Hp= HT + 1u(x) 	 (1.103) 

Notemos que es posible simplificar la expresion para 	Esta simplificación m, pucdc 
efectuar porque las variables .40, no  no tienen significado físico alguno. 11)) 	todo 
el tiempo (ec,(1.00)), por lo cual no es de interés y .-1ü es algo cuya derivada temporal 
es bastante arbitraria (ec. (1.102). por lo cual tampoco es de interés. Debido a esto. 
podernos ignorar estas variables y por lo tanto simplificar la expresión de lir . 

Para llevar a cabo esta simplificación, eliminemos el término e(.r)flo  del hantiltottiatto 
total. Este término tiene el efecto de permitir que ,40  varie arbir ntriamente. El término 

en HT puede ser combinado con el término u (x)11i 3  en el hamiltoniano ext 
El coeficiente u(7') es un coeficiente arbitrario en cualquier caso. Cuando combinamos 
estos dos términos, sólo estamos remplazando u(x), por la función tr'(.r) 	id•O 	Au • la 
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cual sigue siendo totalmente arbitraria. Obtenemos así finalmente que la expresión para 
el hamiltoniano extendido es 

1 . •1 
HE = f 	j 	"5111 1' 	(13x + J n'(1')11i'd3x. (1,104) 

1.6.4 Modelo de Freedrnan-Townsend 

Para finalizar este capítulo, expondremos como tíltimo ejemplo el modelo de Freedinan-
Townsend para partículas sin espín (Freedinan and 'ffiwnsend (1981)). Este modelo co-
rresponde a la generalización no-abeliana, de una teoría de norma tensorial antisitnétrica, 

La acción para la formulación a primer orden de este modelo es 

S = 1 
I (14:r Tr(E"`"13,,„17,,„ + A,,AP) 	 (1.105) 

en la cual ci„„ y A,, son tratadas conio variables indopetalientes. 
Esta acción puede ser reescrita de la siguiente manera 

1 S 	
2 	

(11  1. Tr(e."`"/' 	MI + A11  1") 

= 	d'i x Tr(—,?(Juk  Bo,F, 	"91.1? 1 + I 	I  1' 1 ) j k — 	- 	'Ot 	 i 
2 ° 2 

1 	I 
7"'r(—Eiik B„,Fik  — 	 —

2 
+ 	-- 

2
—.41.,) 

nás aún, dado que 	= 0,A)  — 	+ g[A,,.1ii y A, 	A'rra. la acción puede reseribirse 
como 

	

S = f di x Tr(—e'ik 	— 	 .-10 DAk + 11 	
1 

— 	 (1.106) 

donde 	= + 14.1, es la derivada covariante. 
La expresión para los momentos conjugados a A, y Bjk t!S 

• • 	0£ 

	

n . 	dr, 	
eyi 	0. 	 (1.107) 7iri;  

Obtenemos así que los momentos canonieos conjugados a f3.,k  constituyen un conjunto de 
constricciones primarias. 

De la ecuación de movimiento para Ao  obtenemos 

Ao  — 	= O 	.1,, = 	= 	 (1.1(18) 

con lo cual la acción puede reescribirse en términos de los momentos y los campos como 

• 1 	- 	• 
= f 	Ti' (111 . 	

1
:1;  — 	— 

2 

	

9
(/),11')2 	/30,( .,» Fik )) ( 1.109) 
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De esta última expresión podemos identificar al haniiltoniano con la expresión 

Tr 1 
	

- 
1 
(Din')2 + /30.(E9kFik)) • 

Introduciendo el requerimiento de consistencia de que las constricciones primarias se man-
tengan en el tiempo, obtenemos un nuevo conjunto de constricciones 

Gi 	¿lik  Fik 	0. 	 (1.111) 

Sin embargo en este conjunto de constricciones secundarias no todas son independientes, 
ya que de la identidad de Bianchi 

= EiJ k  DiFik  = 0. 	 (1.112) 

Uno puede checar fácilmente que no aparecen 1111eVati constricciones en el formalismo. Con 
esto se concluye entonces que la expresión para el hamiltoniano canónico es 

1J 

	, 
2- 	d 7 	+ (Dar)2), 

y que la expresión (1.110 ) es la expresión del hamiltoniano extendido. Concluimos 
también que los Do; (multiplicadores de Lagrange) son totalmente arbitrarios. 
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Capítulo 2 

INVARIANCIA DE NORMA 
DE LA ACCION 

En el capítulo anterior fueron definidas las transformaciones de norma, como transfor-
maciones que no cambian el estado físico del sistema. Sin embargo, no discutimos en que 
sentido estas transformaciones eran una simetría de la acción. Este capítulo tiene vinito 
principal objetivo, analizar estas simetrías. 

Restringimos nuestro análisis a no tipo particular de teorias de norma, sin embargo. 
la generalización de los resultados es directa y sigue la misma linea que aquí se expone. 

Mostrantos la relación precisa que existe entre las constriceioni.s de primera clase y la 
invariancia de norma de la acción. Esto es hecho para la acción hainiboniana extendida 
y para la acción original en forma lagrangiana. 

Como consecuencia del amílisis se obtiene: (i) una prueba de la Conjetura de 1)irac, 
(ii) una manera sistenuítica para derivar todas las simetrías de norma de un lagrangiano 
dado, y (h) un criterio preciso para contar los grados físicos de libertad de una teoría de 
norma, directamente de la forma de las i ransformaciones de norma en forma lagrangiana. 

2.1 FORMALISMO IIAMILTONIANO 

2.1.1 Acción Ilainiltoniana total 

Cuino fue establecido por Dime, el principio variacional lagrangiano ( 1.6) es equivalente 
(en el sentido explicado abajo) al principio variacional 	primer orden 

((ST 	O, 	 (2.1) 
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donde Sr está dada en términos del hatniltoniatto total (1.34) 

	

ST (q` ,pi ,u"'). I 	— u'"0,„)(11. 	 (2.1b) 

En (2.1) uno considera variaciones arbitrarias de q', pi  y um sujetas a la condición 4' = O 
en los extremos (condición (1.3)). 

La equivalencia de los principios variacionales (1.6) y (2.1) significa que si elimi-
namos pi  y u" de (2.1b) utilizando sus propias ecuaciones de movimiento SST /Spi=0, 

áST/Iu"' = O, obtenemos la acción lagrangiana (1.6), o dicho de otra manera, las vena-
ciones de movimiento que se obtienen de (1.6) y (2.1) son equivalentes (ver §2.1.2 y §1.1.4). 

Como una consecuencia de esta equivalencia, se tiene que cualquier simetría de (2.11)) 
induce una simetría de (1.2) tras una eliminación de pi  y u'''. Así, si encontramos un 
conjunto completo de transformaciones de norma para la acción (2.1b), automáticamente 
obtenemos un conjunto completo de transformaciones de norma para la acción (1,2). La 
afirmación inversa, de que cualquier simetría de (1.2) puede ser extendida a una sintetría 
de (2,1b) es también verdadera, pero debido a que este resultado no será utilizado en 
nuestra exposición, no abundaremos sobre éste. 

2.1.2 Algoritmo de consistencia 

Las ecuaciones de movimiento que se obtienen de (2.1) son las que hemos llamado en 
el capítulo anterior, ecuaciones de movimiento en forma handltoniana (ces. (1,27)) 

Oil 4- u,,, 00m 

op, 

°W 	80111 = 
Oq' 

(i),n(9,1)) =1). 

Recordemos que un requerimiento básico de consistencia en la teoría es que las con-
stricciones primarias (1.17) sean preservadas en el tiempo, lo cual da origen a las ces. 
(1.39) 

	

= tOrn' H 	u'" {0„,. „.} 	0, 

cuyo análisis depende del rango de la matriz (0,„, ,0„,), 
llagamos un paréntesis aquí, para precisar las condiciones bajo las que trabajaremos 

y la notación que seguiremos en este capítulo. 
Asumiremos lo siguiente: (i) Las constricciones son irreducibles. es decir, independi-

entes; (ii) Las constricciones son de primera clase; (iii) El rango de la matriz de paréntesis 
de Poisson (-4„, .-y„,) es constante y débilmente igual a cero por la suposición anterior 
sobre la superficie de constricción y„„ ^ O. Similares condiciones sobre los paréntesis de 
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las constricciones secundarias, terciarias, etc. serán asumidas (ver abajo); (iv) Las condi-
ciones de regularidad son satisfechas en la superficie (le constricción. Las constricciones 
subsecuentes también serán elegidas (le tal manera que satisfagan condicimies similares. 

La primera suposición es hecha al igual que en el capitulo 1, para evitar hacer más ex-
tensa la exposición. La extensión al caso reducible es directa y sigue la misma línea que el 
caso irreducible, esta extensión puede hallarse nuevamente en (Ilenneaux and Teitelboim 
(1992)). 

La segunda, es motivada por el hecho de que las constricciones (le primera clase son 
las árticas que generan simetrías de norma, por lo que las constricciones de segunda clase 
no son de interés en el presente capítulo. 

La tercera es más técnica. En principio ésta 110 necesita ser satisfecha, pero resulta 
siempre realizada en la práctica. Con (iii), el algoritmo de consistencia toma su forma 
más simple y las constricciones de la i-ésbna generación aparecen por primera vez cuando 
se estudia la preservación en el tiempo de las constricciones de la (i-1)-ésima generación, 
La cuarta suposición es requerida por la teoría de Dirac y la hemos discutido ya en §1.1.2. 

En cuanto a la notación, ésta será puesta en una forma más detallada cuando así 
nos convenga. Esto lo haremos de la siguiente manera; cuando se haga referencia a las 
constricciones primarias, añadiremos el subíndice m i  a -y. Cuando se higa referencia a 
las constricciones secundarias, añadiremos el subíndice In2  a -y, etc, Así las constricciones 
de la i-ésima generación serán denotadas por 

111¡ = »II, 7112, . . 

Como causa (le las suposiciones (ii) y (iii) uno encuentra (ver (1.52)) 

= 
	

(2.2) 

Como resultado de (íH), notamos que no hay constricciones secundarias (o de orden mayor) 
en el miembro derecho de la cc, (2.2). 

Debido a (2.2), la ec. (1.39) se reduce sobre la superficie de constricción ..y„„ 	O a 

eir, 111 
	

(2.3) 

Esta ecuación impone condiciones únicamente sobre las variables canónicas (», p, y no 
restringe a los multiplicadores de Lagrange ami. Estas constricciones son llamadas con-
stricciones "secundarias". 

Si -y„„ (m2  = 1, 	, A/2) es un conjunto completo (le constricciones secundarias inde- 
pendientes (irreducible), tenemos por construcción 

(2.4) 

Conipletemos la suposición del rango que hemos forombulo anteriormente, astil:tiendo 
que M2 es más pequeño que Ali  y que la matriz V.'," es de rango máximo .l12  < 
en el espacio fase. Estas condiciones son bastante naturales ya que (lada la condición 
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'Az.  O con trr1, 	O, implican claramente 	O. En lo subsiguiente, suposiciones 

similares sobre los rangos de las matrices 11,„1".+1  que aparecen abajo, serán hechas. Con 
estas condiciones de rango, exhibiremos una prueba de la conjetura de Dirac en la sección 

siguiente. 
Una vez obtenidas las constricciones secundarias, el siguiente paso de consistencia en 

la teoría, es pedir que estas constricciones secundarias sean preservadas en el tiempo. Por 
las suposiciones de constricciones de primera clase y de rango constante, obtenemos 

	

{ 	11712 } 	Cpn j 	 + CM' 	Inj; 

	
(2.5) 

	

1 H 	= V,„7 ( 	+ 	17,,,`•;" ^1,H, • 

donde -7„,, (nr 3  = 1, 	, M3  < M2) es un conjunto completo de "constricciones tercia- 

rias" independientes (irreducibles) y 	es de rango máximo 1113, porque de (2.5), las 

condiciones 	no restringen los multiplicadores de Lagrange y en vez de ésto implican 

O. 
Prosiguiendo de esta manera, el algoritmo de consistencia nos lleva a obtener un con- 

junto de constricciones, 1„. Prz O, s = 1, . , L, con 

I .77n.) = E Cm! 

= E vm".ii-i,„„ 
i<.+1 

y si el algoritmo finaliza al orden L, 

r 
,c 1. 

2.1.3 Número de transformaciones de norma independientes 

Dado que los multiplicadores de Lagrange no son restringidos por las ecuaciones de 
movimiento, la solución general de las ces. (1.27) contiene .%I funciones arbitrarias del 
tiempo. Estas Al, funciones agotan completamente toda la libertad de norma porque una 
vez que son preescritas las u'', las soluciones de las ecuaciones de movimiento son únicas. 
Así, el número de simetrías de norma independientes del lagrangiano original, es igual al 
mimen) 1111  de constricciones primarias (primera time), 

(2.6) 
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2.2 HAMILTONIANO EXTENDIDO 

2.2.1 Conjetura de Dirae 

En el capítulo) 1 liemos mencionado que en este trabajo asumimos que la. conjetura 
de Dirac es válida. Dicha conjetura establece que las transformaciones de norma que 
relacionan dos conjuntos de variables canónicas que representan cl mismo estado físico al 
tiempo ti son genelyidas por todas las constricciones de primera clase. 

A pesar de que es posible construir contraejemplos de la conjetura, Itay un número de 
muy buenas razones para asumir la validez de ésta. Primero, la olistinción entre constric-
ciones primarias y secundarias es basada en la función lagrangiana, pero esta distinción 
no es natural desde el punto de vista hamiltoniano. En contraste, la división de constric-
ciones de primera y segunda clase, es producto únicamente de la estructura fundamental 
de la teoría hatniltoniana, el paréntesis de Poisson. Segundo, el esquema es consistente en: 
(i) las transformaciones generadas por una constricción de primera clase preserva todas 
las constricciones (primera y segunda clase) y así n'apea un estado permitillo sobre otro 
estado permitido, (ii) el paréntesis de Poisson (le (los generadores de norma es también 
un generador de norma (el paréntesis de Poisson de (los constricciones de primera clase 
es también de primera clase). (iii) la conjetura es válida en todas las aplicaciones físicas 
conocidas. 

Sin embargo a pesar (le los contraejemplos es posible dar una prueba de la conjetura 
de Dirac que excluya a éstos. Dicha prueba se basa en las suposiciones (le rango hechas 
en este capítulo (P.1.2). 

Fiemos visto en 1; 1 .2.1 que el paréntesis de Poisson (1„, i ,1-1) de cualquier constricción 
de primera clase 1,„, con el Itamiltoniano, genera una transformación de norma que no 
cambia el estado físico. Se sigue del algoritmo de consistencia y de la manera en la 
cual aparecen las constricciones ĥ„, (ec. (2.-1)), que todas las constricciones secundarias 
(primera clase) generan transformaciones (le norma, Esto es así, porque el paréntesis de 
Poisson 	II) contiene todas las constricciones secundarias 	cuando V.71 2 es de 
rango máximo sobre la superficie (le constricción. 

Similarmente, el paréntesis de poisson {-y,„) , II) routiene todas las constricciones ter-
ciarias, etc.,... , así todas las constricciones de primera clase. primarias, secundarias o de 
cualquier generación, generan transformaciones de nornia que no cambian el estado físico 
del sistema a un tiempo (lado. Esto prueba la con jehua ele Dirac bajo las suposiciones 
hechas anteriormente. 

En conclusión, dos diferentes tipos de conjuntos (le variables canónicas que describen 
el mismo estado físico del sistema, al tiempo t i  , difieren por una transformación generada 
por 

(2.7) 

donde to(las las constricciones (primarias, secundarias, etc.) aparecen. inversaniente. 
cualesquiera (los conjuntos de variables canónicas relacionadas al tiempo t t  por una trans- 
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formación generada por (2.7) puede ser obtenida a partir del mismo dato inicial por elegir 
diferentes funciones um(t) en las ecuaciones de movimiento. 

Mencionemos por último que los coeficientes p"' ,  son independientes al tieunpo t t , pero 

no son independientes como funciones del tiempo, dado que la solución general de las ves. 
(2.6) envuelve cínicamente Ah funciones arbitrarias (y no A/ = 	+ AL2  + • • + Ah,). 
Veremos desptcés cuales son las relaciones funcionales precisas entre las funciones vi". (t). 

2.2.2 Un contraejemplo a la conjetura de Dirac 

Antes de continuar con nuestra exposición, ilustremos con un ejemplo que la conjetura de 
Dirac puede no cumplirse cuando las suposiciones que hicimos en 1;12.1.2 no son satisfechas. 

Considerese el sistema descrito por el lagrangiano 

1 
L 	

2 	
(2.8) 

SS 
= c 	+ e Y 	= 0, 	 (2.9) 

cSr 

SS 
— 	— —

1
:12  eY = O 	= 

Sy 	2 

La variable y es así, una norma pura. Un "estado físico" del sistenia es completamente 
especificado por una simple constante xo  , el valor inicial de 

El paso a la formulación liamiltoniana es directa. Uno encuentra 

71  F.. p r- 

como una constricción primaria. El liamiltoniano canónico es 

1 
= 	Ir- 

2 	z.  

(2.10) 

Hay una constricción secundaria. 

= 0 	= O > ^12 	px  R.',  0. 

Las constricciones son ambas de primera clase. Sin embargo. la primera genera 

	

una transformación de norma. La segunda genera cambios en 	pero estos cambios no 
corresponden a arbitrariedad alguna en la solución general de las ecuaciones de movimiento 
(2.9). Por consiguiente, la conjetura de Dirac no es válida para este sistema, 

Not ese que en este vont raejemplo, 

= 	1; 	-I- 1 .2-r2. 	 (2. I 1 ) 

Las ecuaciones de movimiento dejan a y arbitrario, pero restringen a 11 ser una constante 
en el tiempo 



En general, los cont ritejemplos a la conjetura de 1)i rac, son tales que las mat rices 1.„'", 4 
no satisfacen las condiciones de rango máximo. Estos sistemas aparecen así como sistemas 
físicamente patológicos, debido a que no poseen una estructura natural de paréntesis (le 
Poisson en el espacio de los distintos datos iniciales permisibles físicamente. Para remover 
la patología, uno debe entonces postular que todas las constricciones de [minina clase 
generan simetrías (le norma. Esto significa que el litgram.,viltno original no exhibe todas las 
invarianeias de norma relevantes. 

Así, la obtención de las invariancias de norma de un lagrangiatio son (1( interés real 
sólo para sistemas (pie satisfacen la conjetura (le 1)irae. 

2.2.3 Acción extendida 

En el capítulo anterior, hemos discutido la necesidad de introducir vil la teoría al 
Ilauliltoniauo extendido. Esto fue inicialmente sugerido por Dirac. para tener en el for-
malismo de una manera manifiesta, todas las siniet rías (1(1 sistema. Recordemos que en 
el formalismo extendido, todas las constricciones de primera clase son t t'atadas al mismo 
nivel. 

Las ecuaciones de movimiento (le este nuevo formalismo se obtiene de la (leCiÓn, exten- 
dida 	

S Efrt , 	un")= I 	— ¡1 — u"-Í,„,)(11.. 	 (2.12) 

En la cual todas las constricciones de primera clase 	 , 	) y no sólo 
las primarias, son iucluidets con Un multiplicador de Lagrange independiente. 

Las ecuaciones que se obtienen de la acción extendida, no coinciden ron las ecuaciones 
lagrangianas originales ya que uno introduce funciones arbitrarias del tiempo adicionales 
en las soluciones. Es por esta razón que el formalismo a sido llamado "extendido" por 
Dirac. 

Sin embargo, a pesar de que uno cambia las ectuteiones de movimiento, uno no cambia 
la evolución temporal de las funciones invariantes de norma, porque éstas conmutan con 
todas las constricciones de primera clase. Por lo tanto, el formalismo extendido describe el 
mismo sistema físico. Este simplemente contiene variables de norma puras adicionales-los 
nuevos multiplicadores- y consecuentemente, también invarianrias de norma adicionales. 

2.2.4 Invariancia de norma de la 
acción hamilloniana extendida 

1Jrni ventaja de la acción liamiltoniana extendida (2.12) es que sus sinietría.s de norma 
son todas vonocidas en furnia cerrada.. Un conjunto completo puede obtenerse si hacemos 
una t ransfornmción de norma a la acción extendida y observamos cual es la condición 
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para que dicha transformación sea nula. 
Más explicitamente 

(5SE = 	(piáit 	—,S11 — (511"-t„ 	:1"15-1„)(11, 	 (2.13) 

por(1.56) y (2.6) se tiene 

614 = {N -7,3E" = 
aqs  

4/1  = 	14E" = 17„ bNE", 

• „ 
Sql  (q 	= (fp; 

= 	b  = C„bc-1E b , 

(2.1317) 

donde las E" son funciones arbitrarias del tiempo. Si se integra por partes (2.13) y uti-
lizamos las expresiones (2.13b) obtenemos 

	

ÓS = f(É" — ehl¡," — Su" — u",siV,1")-yadt — 	+ pi áq' 

lo cual implica 
Son = + si/Cu  fl  

Así, un conjunto completo de simetrías de norma para la acción extendida es 

Sqi  = 	IJE", 	 (2.14) 

6ePi = 	7„1E" , 	 (2.14b) 

	

&e  u" = É" + u'EbCb," — 	E61/6 ". 	 (2.14e) 

Bajo estas simetrías, el cambio en SE es un término de frontera. 
Lo interesante de las transformaciones de norma (2.14) es que éstas son puramente 

hamiltonianas: las transformaciones de las coordenadas y de los momentos no involucran 
a los multiplicadores de Lagrange y por lo tanto están completamente definidas dentro 
del espacio fase. Que tal descripción sea posible, es una propiedad importante del forma-
lismo hamiltoniano. Como veremos, esta característica no está presente en el formalismo 
hamiltoniano no extendido (total), el cual no es desde este punto de vista totalmente 
hamiltoniano. Más aún, este formalismo no extendido puede considerarse como una de-
scripción intermedia, entre la descripción lagrangiana y la completamente hamiltottiana, 
Esto es así porque la distinción entre constricciones primarias, secundarias, etc., que 
mantiene el formalismo no extendido, es consecuencia de la descripción lagrangiana y no 
puede ser formulada en términos de conceptos intrínsecos del espacio fase. 

Con el objetivo de hacer contacto con el formalismo no extendido y de encontrar las 
simetrías de norma de éste, utilizaremos una representación un poco diferente para las 
transformaciones de norma SE. En esta nueva representación llevaremos los multipli-
cadores al interior Ce los paréntesis. Con esta representación se obtiene, procediendo de 
una manera análoga a la (2.13), las simetrías de norma 

5,,F 	 G = 	 (2.15) 

,12 



Di sen o = 	
f- 

neithc6ca 	
{
po ,  HE } ,  

Dt 	
12.150 

donde F es una función arbitraria de q' y pi, y donde p" puede ser función de , pi , ua U", 
ii",. • • , y t. La derivada D / Dt en la cc. (2.15b) significa 

D 	 O 	O 
— = 	 + ••• , 
Dt Ot Ou" Oh" 

es decir, ésta mide la dependencia explícita del tiempo en p", así como la dependencia 
funcional que ji" tiene con los multiplicadores de Lagrange y sus derivadas temporales. 

Bajo las transformaciones de simetría (2,15) y (2.15b), la acción cambia en un término 
de frontera 

• 

2.3 FORMA LAGRANGIANA DE LAS 
TRANSFORMACIONES DE NORMA 

2.3.1 Ecuaciones básicas 

Una vez que las simetrías de norma del hkuniltoniano extendido son conocidas, es 
directo obtener las simetrías del hamiltoniano total, y así también, las del lagrangiano 
original si eliminamos los pi  y los umi por medio de sus ecuaciones de movimiento. 

Por comparación de (2.1b) y (2.12) notamos que la acción total 5'r se obtiene de la 
acción extendida SE, si imponemos en esta última la condición de norma 

	

u"" = O, i > 2 	 (2.16) 

sobre los multiplicadores de Lagrange tt"", u"", 	, asociados con las constricciones se- 
cundarias, terciarias, etc. Estas condiciones de norma pueden ser extendidas mediante 
una transformación de norma (2.14) o (2.15) y más alía, es posible introducirlas den-
tro de la acción dado que uno no pierde ecuaciones por hacer esto. Las constricciones 
"Yir12 	0, *7,113 	01 • 	reaparecen atravez del algoritmo de consisten(ia. 

Podemos concluir que las simetrías de norma de la acción total ST  (y (le la acción 
original SL ) sólo constituyen un caso particular (le las simetrías de norma de la acción 
extendida SE, el de la norma (2.16). 

Así las simetrías de norma de SI,  son 

= 	E, G) , c = p"-,„, 	 (2.17) 
con la condición di' que p" debe preservar la condición de norma (2.16) (esta condición 
se sigue de (2.151i)). 

Dr,  
1/1 111, 	Mi E + u`"' pm. -y„„ I — 	p 	u 	it 	 = O. (2.17b) Dt 	 Mi III, 

i> I- I 	 i?' 
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para i > 2. 
Por otro lado la variación de u" está dada por 

Dr1  á ?Lin, 	 (pUl l 1-1) 	um, 	 E 1,„„1,.„,,„, 	un., E  iltn, 	, 	
(
2. 17c) 

Dt 	 111,11I, 

Uno puede verificar directamente (aunque esto no es necesario) que las yes. (2.17) 
dejan invariante a la acción ST hasta un término de frontera. 

2.3.2 Soluciones de las ecuaciones básicas 

La solución general de la ec. (2.178) puede ser construida si consideramos a ésta 
como un sistema de ecuaciones para las pm.. Dicha construcción puede efectuarse paso 
a paso, comenzando por considerar la última ecuación, para la cual se tiene que i = L 
y considerando después sucesivamente en orden descendente las ecuaciones para = L 

, etc., hasta i =1. 
La ec. (2.17b) con i = L puede ser reescrita como 

rt, 4 -1  Sin "  =  	IpmL, 	+ un" 	— pmc,17 	li"" 
in  
 C 	(2.18) 

Dt 	 In t 	 V/I, 

La solución general de la ec. (2.18) contiene AIL _ I  funciones arbitrarias del tiempo. Esto 
puede ser visto COMO sigue. Primero, las Mi, funciones p"'L no están determinadas por 
(2.18). Sin pérdida de generalidad, podemos tomar a estas p"' 4  como funciones arbitrarias 
que dependen únicamente de t. 

Debido a que el rango máximo de 1/,,,TL, es ML, la cc. (2.18) determina entonces MI, de 
los parámetros pm"-,  en términos de pmt, Oitmt 11, (I', pi  y 	Los restantes Alt  —Mb 
parámetros pueden ser tomados como alguna solución de la ecuación p"11-1 1/„Tt = O, 
estos parámetros pueden depender de t y también de q y p si las I 	= O son funciones 
de las variables canónicas. Por ejemplo, uno puede tomar 	= K1'(I).-10'"L-1 (q,p) con 
Ap1"1-'11„:1."Li  = O y K P(t) arbitrario. 

Así a este punto hay MI, + 	— 	= 	funciones arbitrarias en la solución 
de (2.17b) y Mi, de ellas aparecen junto con sus primeras derivadas temporales debido al 
término !--1111"-. 

El siguiente paso en el análisis, es escribir la ec. (2.17b) con i = L 	1 

-11,1 
t 	  + 	111 + Dt 	

V r74—t 	u nts litri l _, 	" 1 1-1 
7/1 (2.19) 

La solución general de esta ecuación contiene 	 funciones arbitrarias. Esto 
es porque una vez dada las 	funciones arbitrarias en (2.18), conocemos de manera 
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completa, todas las it"11-1. Nuevamente por las suposiciones de rango (2,6) tenemos que 
la ec. (2.19) determina A!/,_ 1  de los parámetros 	j en términos de p'"1-1 , Dpm 	dt, 
q, p, utni y O". Los restantes 	— 	parámetros son tomados como una solución 
de la ecuación Strni--217„:1"/7 ,  = O. 

El análisis de la restantes ces. (2.17b) se hace de la misma forma en que lo hemos 
hecho. La forma que toman estas ecuaciones cuando i = k es 

D 
 P."4-11WZ 	Dt =  	W",111 + 11'n'W",-P41} 

_ > 	--1, 7111 E  11,11, c 
	

(2.20) 
j>k 	 j?k 

El lado derecho de esta ecuación depende únicamente de , pi , de n'"' y de sus derivadas 
temporales hasta orden L — k, y de las funciones arbitrarias si'" de orden más grande que 
k — 1 introducidas en el antílisis de las ecs. (2.17b) con 1> k y sus derivadas temporales, 
Remarquernos que las derivadas son consecuencia del término D pm.] Dt 

Dado que 11,„'k"k, es de rango máximo 214, la ec. (2.20) determina Afk  de las 34_1  
funciones p"11-1. Las restantes Alk _ i 	Alk. son arbitrarias. 

Así, en cada etapa uno incrementa el orden de las derivadas temporales de los paráme-
tros de norma introducidos anteriormente en una unidad, e introduce 214_1  -- Mk. nuevas 
funciones arbitrarias. 

El número total de funciones arbitrarias es igual a Mi. Este número es igual a el 
número de funciones arbitrarias en la solución general de las ecuaciones de movimiento 
que se siguen de Sr. Por lo tanto, la construcción que hemos mostrado, nos lleva a 
encontrar un conjunto completo de transformaciones de norma para la acción total Sr. 

2.4 CONTEO DE GRADOS DE LIBERTAD 

El número total de funciones arbitrarias del tiempo independientes, que aparecen en 
el generador de norma G = pm—i,„, es igual a 

+ (214_ 1  — AIL ) -4- • 	+ (Al, — -112) 	Al • 	 (2.21) 

Esto es igual al número de constricciones primarias (primera clase). De estos 21/1  paráme-
tros de norma, Mi  — 2112  aparecen sin dedvar, Al2  — A/3  aparecen junto con sus primeras 
derivadas temporales, 1113  — 2111  aparecen junto con sus primeras y segundas derivadas, 
etc. En otras palabras, el número de generación de las constricciones asociadas con una 
transformación de norma dada es igual al orden unís alto de la derivada temporal de 
los parámetros de norma más uno. Más aún, los parámetros de norma y sus derivadas 
temporales aparecen todos en las leyes de transformación 

(5/' = { F, G} 	 (2.22) 
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porque las constricciones son asumidas como irreducibles. 
A un tiempo dado y en particular el tiempo al cual los datos iniciales son dados, uno 

puede elegir arbitrariamente cualquier función y sus sucesivas derivadas temporales. Así, 
si uno cuenta independientemente los parámetros de norma y sus derivadas temporales, 
uno encuentra un número total de parámetros de norma arbitrarios a 1 = to  igual al 
número de constricciones de primera clase (primarias, secundarias, terciarias, 	). 
que uno tiene 

(Mi  — M2) + 2(112  — ;113) + 3(.113  — Hl ) + • • • + k(. 1/k  — .14+1 ) 

	

+ 	• • • + L.11/, = Ali + .1/2  + • • • + 	= M. (2.23) 

Queda así establecido el siguiente criterio: el número de constricciones de primera clase 
es igual al número M de parámetros de norma efectivos independientes que aparecen en 
las leyes de transformación de norma. En ausencia de constricciones de segunda clase, el 
número de grados físicos de libertad es N — A/. 

2.5 EJEMPLOS 

2.5.1 Ejemplo 1 

COMO un ejemplo de la obtención de las transformacituies de norma de un Lagrangiano 
singular, consideretnos el siguiente lagrangiano 

L = 	[((i2 -e'')2  + 	- q2)21. 	 (2.24) 

Dado que este lagrangiano no contiene a 41  concluimos que existe una constricción 
primaria 

= Pi 1'd 0. 	 (2.25) 

La expresión para los momentos canónicos conjugados a q2  y q3  son 

p2  = 	— e91 
	

Y 	= 	q2 • 	 (2.26) 

y la expresión del luuniltoniano canónico es 

1 	1 
H = eq'P2 + (/2P3 + —

2 (P2) + (P3)2. (2.27) 

introduciendo el requerimiento de consistencia -.fi 	O obtenemos la constricción se- 
cundaria ^j2 

(11,p1 ) = e'op2 r-zt O 	12 = 	p2 , 	 (2,28) 
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e introduciendo nuevamente el requerimiento de consistencia irAt•  O obtenemos una con-
stricción terciaria 

= ( 11,  egIv2) = e'"p3 	O 	=-> 	73 = 
	

(2.29) 

Estas son todas las constricciones de la teoría, ya que tis  = 0 idénticamente. De las 
ecs.(2,28) y (2.29) concluimos que 

	

1.¡t =1,,M1 3 = 1. 	 (2.30) 

Las tres constricciones que hemos obtenido son de primera clase, ya que 

{71,7º} = 	cq'p2 ) = 	= 	-=> 	Cp 2  = —C21.2  = —1, 	(2.31) 

{71,13} = {Pt , 	= 	= 	 C1 3" = 	= 

	

= {egi 	c'n 	=0. 

Tenemos así que para la elección que hemos hecho de las constricciones -12  y 1,1 , las 
funciones de estructura ltui1,11 ', C„,,,„',",k, son constantes. 

Las transformaciones de norma que dejan invariante a la acción extendida se obtienen 
de las ecs. (2.14). De (2.14) tenemos 

= 	}E l 	(qi ego p.2  k2 + 	eq1  p3  

	

Sq l  = 51 , 	42  = 	411 = c't 	 (2.32) 

De (2.14b) obtenemos 

(5ePi = {Pep' }» 4-  {Pi ,  e`"P2},72  + {P e'" ,3}? 
isp, 	(5p2  = iSp:3 	O. 

y de (2.14c) 

E \n = 	A27,1c1,2 4 	A3±,i ci3,1 	A ry 2c2ia 	Ai,.1.3clid 	
— 

5.21  .2  

=> 	= 	 + 	 (5, 	= 	_ A:1,1 + A1:73  _ 

Calculemos ahora el generador de norma U, de lit acción Inuniltoniana total. De la ec. 
(2.18) obtenemos 

P2 	= 14 
Dt 

= p3 y/1 
.11 + I I 3 , 	+ u I Ira 1 

 

—DT = 1112, 	+ 	(Ir -51} + 11 1 11 2. 

Tenemos así 2 ecuaciones con tres ineognitits. Eligiendo it 3  = obtenemos 

.. P
3 

= 	p = 	+ It 	p i  = 4. 2. /11  4- •itl 4- it I V 4- 11 1 1. 	(2.33) 
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Concluimos así que el generador de norma G = p"-,„ es 

G = [11.: +2  5.:(1.1  + Edot u l  + (u 1 ) 21pi  +( + 	5)1)2(9' + 	, 	(2.34) 

con lo cual las transformaciones de norma que dejan invariantes a la acción Itamiltoniana 
total son 

= 	{i» , G} = 	2.?fl1-(( 1  + (n i  ) 2 f.:. 	 (2.35) 

= 	G} = + u c)(.91  

(Sq2 	{q3, G} = Eeq' . 

Finalmente para obtener la.s transformaciones de norma lagrangianas debemos elimi-
nar el multiplicador de lagrange u' en las ecuaciones (2.35), mediante las ecuaciones de 
movimiento 65/14, 

(51 
 = „ 
	 qi  = 7H 

 + u
1 
  

Op
—

i
-  = u1  . 

p, 	 p i 	pi 
 

Obtenemos pues que las transformaciones de norma que dejan invariant e al lagrangiano 
original son 

rSgl  = 	+ 241  + 	+ 5:(//' )2 , 	 (2.36) 

Sq2 	+ deq' 

rfg t  = ¿eg 

Notemos que las transformaciones de norma dependen de la velocidad /t i la cual no 
puede ser expresada en términos de las coordenadas q y los 1110111011tOS p 	 y de 
la aceleración ijl la cual no esta determinada por la.s ecuaciones de movimiento. 

En este ejemplo la redefinición del parámetro 	—› q simplifica las transformaciones 
de norma 

II. 

(2.37) 

Dado que tenemos involucradas en las transformaciones de norma ;t q, iI y ijconchtintos 
que el número (le grados físicos de libertad es 

3 — 3 = 0 	 (2.38) 

Para finalizar con este primer ejemplo comentemos que si en la yr. (2.28) tomamos 
como la constricción secundaria a 1̂2 = P2 Y en la eV. (2.29) tomamos 	= 	1:ts 
transformaciones de simetría que se obtienen son desde luego las utisulas que liemos 
encontrado. con la diferencia (le que (.11 el desarrollo del algoritmo para su obtención. 
aparecen todas las 	= O y las V,„',") se modifican en la siguiente forma 

2 	 1,2  3 = 1. 

110telnOti que 1 .1 2  deja de ser una función constante. 
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2.5.2 Teoría abeliana de Chern-Simons en tres dimensiones 

	

Consideremos la acción de Chern-Simons, en la métrica 	= ding(1, —1,-1) 

S[A = 	J 
da:,•C,,vPF,,vt1. 	 (2.39) 

Las ecuaciones de movimiento que se obtienen para esta acción son 

	

= , 	 (2.40) 

y la expresión de los momentos canónicos es 

2 
	 (2.41) 

Obtenemos así una constricción primaria. 

	

O. 	 (2.42) 

El hami1toniano canónico que se obtiene para esta teoría es 

tt = 
J 

(13.17 (Ir 0,.1() 	.s.wi j 	. 	 (2.43) 

Del algoritmo de consistencia 11 = O se obtiene una constricción secundaria 

-y2 	11,110 1 	 (2.44) 

Estas son todas las constricciones de la teoría ya que 	O idénticamente. De la ecuación 
anterior concluimos que 

= —2. 	 (2.45) 

Las constricciones 	y -,2  son de primera clase, y dado que 	= O idénticamente 
concluimos que las funciones de estructura 	" = O. 

Las transformaciones de norma que dejan invariant e a la acción hamiltoniana exten- 
dida se obtienen de la expresión 

(5FP  = 	d31.1 	0,110(11,1)}' (ll, t.) 	{T'"(.r, I). 	y, t.))"(y, t)) 
	

(2.-16) 

y de la ecuacion (2.1.1(). Obteniemlose 

= 

(2.47) 
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El generador de norma G para esta teoría es 

G = Í d3x(it i  Yr + p272) = I (13 r (---2-1 .é(x, 01-10(x, 1) + E(:r, t)Oi  fl(x,t)) 	(2.48) 

y las transformaciones de norma que dejan invariante a la acción liamiltoniana total son 

(SA) = 	I). 	 (2.49) 

Estas son tambien las expresiones de las transformaciones de simetría del lagrangiano 
original (ya que no hay momentos o multiplicadores de Lagrange que deban ser sustitui-
dos). 

50 



Capítulo 3 

INTEGRAL DE TRAYECTORIA 
EN MECÁNICA CUÁNTICA 

Los conceptos físicos y matemáticos fundamentales en los que SI' sustenta la formulación 
de integral de trayectoria de la ntevanica cuántica, fueron desarrollados primeramente por 
Wiener y R. P. Feyntuan. En la actualidad, la técnica de operadores aparece como la 
más apropiada en la solución de los problemas mas generales de la mecánica cuántica, 
sin embargo, la formulación de integral de trayectoria (también conocida como integral 
funcional) nos provee (le una apreciación intuitiva del comportamiento mecánico cuántico 
extremadamente valiosa e ilustrativa, pero no sólo eso, también a probarlo ser una lwr-
rarnienta sumamente poderosa en algunas ramas de la física teórica, en particular el 
método de integral de trayectoria es muy útil en el análisis de las teorías cuánticas de 
norma. Es por esto que dedicaremos este capítulo ha dar una muy breve introducción al 
estudio de las integrales de trayectoria. 

3.1 INTEGRAL DE TRAYECTORIA 

3.1.1 Integral de trayectoria como un kernel 

La aplicación usual de la integral (le trayectoria VII mecánica cuántica es producir una 
representación de la amplitud de probabilidad de encontrar a una partícula en q al tiempo 
t, si ella estuvo en (to  al tiempo to  

k(g,t;(10.to ) E ((I f iú (t, to )frii ). 	 (3.1) 
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En el caso que el hazniltoniano no depende explícitamente del tiempo 

0(1, to ) = exp 	Tti  12(t — to)) 	 (3.1b) 

K es el kernel del operador de evolución 0(1,10) en la representación de coordenadas. Si 
0(q, to) es la función (le onda al tiempo to  entonces la función de onda al tiempo t está 
dada por 

01,0 = f 	K(g,t;(10,t0)41, (goito). 
-ce 
	 (3.1c) 

La amplitud (3.1) puede ser reescrita como 

K(q,1;q0,to) = (g,tiqu,t0), 	 (3.1d) 

donde los estados lq,t) forman una base de eigenestados del operador (le Heisenberg ii(t) 
al tiempo t. Esto es, uno puede ver la amplitud (3.1) como el elemento de matriz del 
operador unitario en la representación (le Heisenberg. 

La representación en integral (le trayectoria del kernel K es obtenida insertando el 
operador 1 en la forma 

i = f (kik/1 , t i )(qi ,t i l, 	 (3.2) 

donde t i  es un punto intermedio entre to  y t 

K(q, t;go,to) = 	el%) lo) = fx  d91(q,«l,tl ) 	 (3.3) 

Repetirnos la misma operación con t2, el cual se toma entre t i  y t, (t i  < t 2  < 1). 

(g,t1q0,t0) = f x  dqi  fz  dq2(q,t1(12, 12)(q2,t21q1,t1)(qi,tilw,t0), 

y así sucesivamente para ri puntos intermedios ti,12,...,1„ 

(q i  , t i  ¡go , to) = f 	thii  • • • dq„(g,tig„,t„)(q„,t„lq„_ 1 ,1„- 1 ) • • • (qi,tiltio,t0) 

Hm 	dqi  • • • dq„(q,tign, 171) • • • ( qi,tilgo,la), 
	 (3.4) 
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donde suponemos que el límite O --4 w existe y es Único cualquiera que sea la partición (lel 

intervalo (10, t). Para facilitar el cálculo elegiremos una partición particular del intervalo 

(to, t), esta es la que toma partes iguales de longitud cut, 

t 
(3.5) 

de tal manera que cuando n ---> (x) implica que 	-› O con litti„.„,(n 1)át = t - to. 

El cálculo del kernel K se reduce entonces por (3.4), al cálculo de los kernels que 

involucran a dos estados que difieren en At 

(q.i ,  ti 1(11-1,  ti -1) 

—/)  Íf(gi+ll.iJIpi)(Ilil4i t% 

f 	dpi 	 iát 11.(qi pi )1 

2irtt 

27rh 

donde 1/(qi ,pi ) es la función hamiltoniana clásica correspondiente a (3,1) escrita en 

función de las variables clásicas q j , mi  y la cual se obtiene por ordenadar todos los op-
eradores de momento jJ a la izquiertla y todos los operadores de posición ("/ a la derecha. 

Substituyendo (3.0) en (3.4) obtenemos 

bm 	
tp,PA 1 

J 	(lqi  • • • dq„--(11) 1- • • • -1/  —P" +-I  e'l'" ' ' !i 	7")  eq IL":::+---" -11  
n--4 oc_„, 	 2nt; 	27 r I; 	

-,  ,..; 

.c-4-11(q4).4 I ) e-  I liiiirt„,1/„/ . . . (,- I TÍ1(/// ,pi ) 

= 	IiIII 1...x, ‹..1 r  r  .... 	_,, ,...,,, ,,, 	1— -it 5.7,7.4,' ,/i.,,,,,,, 
„_,,,,, 	

n 	a , , > 	111)„ 4. 1 i  v.,  . 4 i 	(22..z.-  12  - 11 

.l ,.71-  1)" 	27rti 	
(3.7) 

c<, 	" ( lq (17) 

O 

	

(1,1-1; --'-' (1 	(in ', 'hl. 	 (3.8) 

	

(1., 	)), 	 (3.9) 

podemos reescrildr tii ~ )  COM() 

(LH 	= 1-1(1 	g(t 	) 	q(f)'-( .1(1 i )L.51 	(1, 

con lo cual la ecuación (3.7) adopta la forma 

	

.11" ( fi '111,;f111, ;) (1.1) ,;+ 	; 	 --11( q,,m ); 
(q, tiqu , t u > 	Jim 

(2irri)" 	2ch 
(3,10) 
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Esta expresión se escribe comunmente en la siguiente forma simbólica 

	

(q,  !go,  to) = J 
Dq(7)73p(r)ek En drEPN 4m-Mq(*),P(*))1 	(3.11) 

Resaltemos dos características importantes de la expresión anterior. 
(i) La integral funcional aparece como una suma sobre todas las trayectorias del espacio 
fase que comienzan en (ft)  al tiempo inicial to  y terminan en q al tiempo t, sin restricción 
sobre los momentos en yo  y q. 
(ii) La medida de integración Dq(r)Dp(r) es formalmente un producto sobre el tiempo 
de la medida de Liouville a cada tiempo. 

3.1.2 Integral de trayectoria lagrangiana 

Si el momento aparece cuadráticamente en el hamiltoniano, es decir, si 11(q, p) es de 
la forma 

H(q,p)= 	+V(q), 

es posible efectuar en (3.10) la integral sobre las variables pi , ... ,p„.4.1 , ya que estas son 
de tipo Gaussiano y pueden ser calculadas exactamente utilizando la fórmula 

air = e  

Con la ayuda de dicha fórmula se obtiene 

l' dpieigiq p,4,_ 5.h pp = 2 in ztli 1 /2  eill ,41, ( 
, 

obteniendose que (3.10) se convierte en la integral de trayectoria lagrangiana 

n—loc L, hm 	
,x, ( II 	

Pil  dqo  ) (

2ir 	in 

) 	iti 	 E7:: ( (g,t1q0,to) =  
tu

At 	
e 	

md? 

— — 	(1=1 

= 

g(t)=q p mek 
f' 
 l.dr1,(0),ii(r» 

100)=91 
q 

= 	rig(r),,k8(10,14q1) .  

donde el factor lini„,( 2,:+Hw  )111  esta contenido en la medida Dq(r) y S(to , t; [(fi) = 
dr[Imil2(r)-11(q(r))]. 
Expresemos en una forma más detallada la integral de trayectoria lagrangiana. Si 

(3.12) 

(3.13) 

(3.14) 
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fz(co)=0 

	

zw"Dx(r)e k dr[bne, -V (9,)1 k f' dr( 	-124'"(q,1)-E-  4v(Pi ) , 	2 	2 	 k3  

K(git;goito) = 
z(t)=0 

Dx(r)e kEa dlIciluid+112-v(qa+41 

1401.0 

qd (r) es la trayectoria clásica, esta es solución de la ecuación de Euler-Lagrange y además 
satisface condiciones específicas en los extremos 

d 	01,  

dr ni" = 	Og 

Si introducirnos en (3.14) el cambio de 

q(r) = qd (r)+ 

	

; 	qd(10) = go, 
9-9d 

variable 

	

x(r) 	= 	Dq(r) 

TM) = 

D.r(r) 

(3.15) 

(3.16) 

donde x(r) representa la desviación de la trayectoria q(T) con respecto a la trayectoria 
clásica qd (r), se obtiene 

donde hemos hecho uso de la ecuación de Euler-Lagrange y de las condiciones en los 
extremos sobre x(r) para eliminar los términos de primer orden en x(r). 

La amplitud I( se escribe finalmente como 

K(git;q(),to) = e "
Dx(r)e  I- l'o  dril. rn.12-7,3 	

3 
Tr,r 1,.( p)od)j  

Si V es cuadrático en q entonces sólo los dos primeros términos del exponente en el 
integrando contribuyen a la integral, para un potencial V de mayor orden no se conoce 
hasta ahora como hacer la integral. 

3.1.3 Integral sobre la parte etiadrática 

Resolvamos el caso general para un potencial cuadrático en q, en este caso la ecuación 
(3.17) se reduce a la expresión 

rcn. o 

1:00=0 

K(g,t;q0,to) = r (1)_I)
-  

arel.) ( ,
k 	drilm.;3_1„;_v,( (wil 

o 
Líos() 

(3.18) 

y el problema queda resuelto si se obtiene el valor para la integral de la expresión an-
terior (ya que la acción clásica se puede calcular de una manera relativamente simple). 
Comenzemos por notar que 

cl 
= 	( X17.  ) - —17 

(12 	nl 

dr 	dr2 	
f 1  dr 	_ 	171(( qd)  

2 	2 

" 	(12 	V i(gx(r), 

	

dr—x(r)[ 	 eil  
to 	2 	dr2 	Trt 
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donde hemos utilizado el hecho de que x(to) = x(t) = 0. La integral queda reescrita 
entonces corno 

fr(t)=0 	k fi dr517(71[-;;I:i  
130.r(r)e 	 . 	 (3.19) 

isito)=0 
Con la integral escrita de esta manera el problema se reduce a resolver la ecuación de 
valores propios (Sturm-Liouville) 

	

(- 	2  + w(T)) 00-1 = i\O(r) Con W(T) 	-- Vírj). 	(3.20) 

El operador diferencial debe ser formalmente autoadjunto en el producto escalar 

(910) = Ito (17-9,(7)0(T), 
	 (3.21) 

y esto se cumple automáticamente si 1,b(tu) = 0(t) = 0. 
Sean ñ„ sus valores propios y t,/,„ las funciones propias ortonormales ((tP„10,„) = (5„„,) 

asociadas. Tendremos entonces 

x(r) = E a„ (r) con a„ = (tha l x ( r)) 
	

(3,22) 
ti 

Y 

.1.4t 
	 t 

, (1T x(r) [--
d, 

+ w(r)ix(r) = I dr x(r) E an ,\„0„(r) = E a.,2,,1„. (3.22b) 
(1T 2 	 lo n 	 n 

Esta última ecuación nos sugiere un cambio de variable en la integral funcional y como 
consecuencia, un cambio (le medida 

x(r) ---> o„; Dx(r) --> fi do„ • Jacobiano. 	 (3.23) 

De (3,22) tenemos que la transformación x(r) 	ri„ es lineal, por lo que el Jacobiano 
J =102,10(41 es constante y puede salir de la integral, así (3.19) se puede escribir como 

	

J 	ri(da„)elk 	"" A" = J H (-211rh)1/2  

= J ( 
217rh)nr2

fln n I/2 

1 
= C  	(3.24) 

det(—ts  w(T))I/2 

ya que el determinante del operador diferencial se define como el producto de sus valores 
propios. Desde luego que el determinante puede llegar a ser divergente o anularse si algún 

= 0, pero podemos "regularizar" a éste calculando la razón de dos determinantes. 

50 



3.1.4 Cálculo de determinantes 

Si considerarnos funciones co(r) acotadas en el intervalo (te , t) y si 1P A (r) es solución (le 
la ecuación diferencial 	

d2 +w(r)) ipx(r) = A/PA(r) 

con IPA(te) = O y rilA(to) = 1 (condiciones de Cauchy), entonces podemos obtener el valor 
del determinante del operador diferencial aplicando el siguiente teorema 

Teorema: Si w(n(r) y w12)  (r) son (los funciones acotadas (le r y 1/)(A1)  (r), á)  (r) 
son las soluciones respectivas de las ecuaciones (le eigenvalores descritas, con las mismas 
condiciones (le Cauchy, entonces 

det(-127  + co(1) (r) —  A) 	0!1)  (t.) 
det(—br  + w(21(r) — A) 	4) (0 

	(t = cota superior), 

La demostración de este teorema consiste en mostrar que los dos miembros son dos fun-
ciones meromorfas de A que tienen los mismos ceros, los mismos polos y el mismo límite 1 
cuando \ —) oo en toda dirección del plano complejo, excepto a lo largo del eje real, para 
una demostración detallada ver (Coleman, S. (1986)). 

Del teorema obtenemos que para A = O 

	

dct 	+ (,,)(1) (r)) 	oiy ) (t) 	
(3.25) 

	

det 	+ w(2)(r)) =  ti_e )  ( t) •  

Si tornamos el sistema (2) como la partícula libre entonces u)2(r) 	O y d2001dr2  = 
= t — te  = 7' (notemos que esta solución satisface las emaliciones de Cauchy) y la 

ecuación (3.25) toma la ferina 

	

det (--d2 	(k1(1) (T)) 	,/,(1) (t1 	 dr,  	O 	 ( 	(12 	 / (1) (1)(1(4(--- ) (j )(r)) = 	, 	dr2 

det,(-17d2  ) 	
det 
	

(3.26) dr2  

con lo cual el propagador (3.18) toma la forma 

{
0,

(
,
I)
(t)det(-1_1.,) 

Para la partícula libre se infiere de la expresión explícita de su Kerne! que 

/2 	1  ni 	\ 1/2 
det (—

dr2).1 e (27riliT 
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11/2 	

(3.27) 



finalmente obtenemos así que (3.18) queda dada por 

E(1bi; go , to)  — 	
e 

(

1/2 

27ttitáti(t) 

	

ni 	t.s.,.1. ) 
	

(3.28) 

Señalemos 2 puntos importantes, (i) en la ecuación (3.26) estamos "regularizando" el 
determinante que deseamos calcular, esto lo hacemos tomando el cociente de dos deter-
minantes donde uno de ellos es el de la partícula libre, corno mencionarnos anteriormente 
esto se hace para evitar problemas de divergencia. (ii) de (3.28) concluimos que para 
un potencial cuadrático el propagador queda completamente determinado por la acción 
clásica, salvo un factor que sólo depende de T. 

3.2 LA ECUACION DE SCHRÚDINGER 

Regresemos a la ecuación (3.1c) la cual nos expresa la función de onda al tiempo t' en 
términos de la función de onda al tiempo t 

715(x,e) = 	dymx,e; y, 00(y,1). 	 (3.29) 

Esta es la ecuación dinámica fundamental de la teoría y apesar de que esta es una ecuación 
integral, veremos que es completamente equivalente a la ecuación de Schródinger, vía la 
integral de trayectoria. Para este fin consideremos nuevamente el movimiento en una di-
mensión para una partícula en un potencial V(q), es decir, una partícula cuyo lagrangiano 

2 es 	— V(q) y con propagador 

	

lat,e; y, t) = 1,(1).y  Dy exp (— 	dr [---1 n  y2  — 17(q)] • 
t 	2 

Para obtener la ecuación diferencial que buscarnos, apli triemos esta relación en el caso 
especial en el que el tiempo t' difiere únicamente por un intervalo infinitesimal e de t, es 
decir cuando t' = t + e, con lo cual la ecuación integral (3.29) se escribe como 

.0(.17,1 + E) = I (191«,r,1+ E; y, 0.11.<y, 1). 
-0C 

Cuando la diferencia de tiempos es pequeña E -, e5('It )1  por lo que el propagador se 
puede escribir de manera aproximada de la siguiente manera 

{
li 

r,t + E; y, t) ", --1  exp i  m 
(r— 

9)2  M 	 v(y) e  , 
— 4 	2 	1.2  

donde la constante .4 está aún indeterminada. Utilizando (3.31) en (3.30) tenemos 

i; ,(s, t + .E) ..-• -Á. ...,,,, al/ exP 	2  
1 	, 	._ { 1

h 
 [7n Gr - 0 	v (y)1} kly.  t) .  

58 

(3.30) 

(3.31) 

(3.32) 



Si la cantidad (x — il) 2k que aparece en el exponente es muy grande (lo cual ocurre si 
y es apreciablemente diferente de x) la exponencial oscila muy rápido cuando y varía, 
y la integral sobre y da un valor muy pequeño (debido al comportamiento suave del 
otro factor). Así únicamente si y es aproximadamente igual a x (donde la exponencial 
cambia más lentamente) tendremos contribuciones importantes. Por esta razón hacemos 
la substitución y = x+ y esperando que las contribuciones apreciables a la integral ocurran 
únicamente para y pequeña. Con esta substitución tendremos para la ecuación (332) 

1 	"D 	i 

2 e 

y2 
1,b(x,t + 	— 

A 	
exp h — 	— el/(x + tí) 	+ th1). 	(3.33) —  

La mayor contribución a la integral ocurre cuando el término dominante en la fase cambia 
en orden de 1 radián, esto es cuando es del orden de Vert/m. Podemos expandir 1,1 en 
serie de potencias y necesitamos considerar únicamente términos de orden esto implica 
que el integrando debe ser expandido hasta términos cuadráticos en g. Expandiendo el 
lado izquierdo de (3.33) a primer orden en y el lado derecho a primer orden ene y 
segundo orden en y, obtenemos 

IL1(X,t) =
Ot A 

1)//1 LE 
ttnewi [1 — —1'(x,t)] 

rr. x 
+ —112  

2 

D21,/' 

Ox2  

y usando las integrales 

	

jz 	 itny2 	1-ti/t: 1 / 2  
il =dri exp[---1 

22h 

i/t/02 

/7 dr/ y e:1.p -- [ 
9r,-h 	

= O. 
• 

in? Y2  
'x' di/ y2exp — = \ÍzTr 

	

1 	í 	
„ ia-h 3/2  

ni 2Eh 

obtenemos la expresión 

Oili(x,t)

= 	m 	 2n? 	0

1  1 (2triks•\
1/2 	

D2C(.9) 	¿„ 
/1 	

Ot 
1(X,t) E 	 OGr, 	 Ilx,t)0(x,t) . (3.34) 

3.2  

Pidiendo por consistencia que ambos lados de la ecuación coincidan en el límite E --) O, 
es necesario que .1 sea elegida de tal manera que 

	

,, 1 ( 

ni  

27rdiE 
1/2 	

27tiliE
)1/2 

11111--
A  -

-) =1 r-> .4 = ( -- 
in e-,1) 

substituyendo el valor de A en la última ecuación obtenemos 

	

00(x,t) 	 ih (720(x,t) 	i 
,
( t' 

t)+: Ot 
	

= 0(x,t) + i 
2??? Or2 	ti

l (•y,t)ii, ( (' ,t) . 	 (3.35) 
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esto será cierto a orden e si i  satisface la ecuación diferencial 

o lo que es lo mismo, si 

, t) oGr, 1) 

8t, 	2m Ox2 
l7  (x,t)0(.",t) 

ih
00(x  ,t) 	—h2  020(x  , t)  

Ot 	
— 

2m. 	Ox
2 	+ V(X)/P(x, 	 (3.36) 

que es la bien conocida ecuación de Schridinger de una partícula moviendose en una di-
mensión bajo un potencial V(r). Un punto importante a señalar lo constituye el hecho de 
que esta ecuación no la hemos postulado, sino que la hemos obtenido como una condición 
de consistencia para una expansión a orden e de la ecuación integral (3.29). 

El propagador infinitesimal obtenido de esta manera ec. (3.31) puede ser factorizado 
como sigue 

int (x — y)2 1 	[—i 
K(x,t + e; y, t)

2Kihe 
exp 

 [2h 	e 	
exp  

ii 
 V (x)e.] 

= 	Ko(x,t = e; y,t)¢4.,•(x,t + E; y, t), (3.37) 

donde K0  es el propagador infinitesimal de la partícula libre y 01, es el factor de fase que 
corresponde a la interacción 

=exp 
h Jc dtV(x)1 . 	 (3.38) 

3.3 PRODUCTOS CRONOLÓGICOS 
DE OPERADORES 

Consideremos el elemento de matriz 

(q, 	fi(t.i)Igo, te), 	 (3.39) 

donde t0  < ti < t y ii(tj) es un operador. Insertando en esta ecuación el operador i en 
la forma 

= f 	(4,1 1(1,1,1 j)(qj, 	(1.1 = 

se obtiene 

(q, 	to) = f dqx(q, tiqx,t.1)(1.1((bh ikto, to) • 
	(3.40) 
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si hacemos una partición del kernel (q,11qi,ti) en N — .1 pedazos y una partición del 
kernel (qi,tiluto) en J partes, obtenemos por (3.10) que 

(g,tliMi)friot to) = lim lim I 	&L'AY 	• • • (hm _ i ek 	°I" q(ti) 
N-J -40c 

.1 
A 7  dqi • • • (1(1,1_ 1,4 E '1,720 atLK 

linl 	lim 	dq1  • • • drii_ i dgidgi+i • • • (Iwi... ¡ A 2  g(ti)ek E 

gu)=9 	 dno,o )  
Dq(r)q(ti)ek 	 (3.41) 

fq(col=qu 

Supongamos ahora que deseamos calcular 

(g,t10k )(1(0)Igo,t0), 

Si to < tj < t h• < t tenemos 

LOC

9C,  
dudgi(g,tig);,tk )u(g(;, t kW,' , t.,/ )(O ((l✓ ,tiiqu, to) 

01=q 
= , 	Nr)(1(t.i)q(tIdek fii„ dr  Mg/13) . 	 (3.42) 

fvcco,=o) 

Si por el contrario t0  < t h• < tj < t, esto ya no es válido y en dicho vatio tendremos 

tbi(tM(tK) lgo, to) = . 	 • 	 1 	I dq idqr( 1q tiqi1  t 1 )q.Ii (qi  ilgi • 1 •)(11.(q Ii• ti ¡go to) 

%q(t)=v 	 k 	dr L(q,,j,t) 
Dq(r)g(t K )g(ti)e '10 	 (3.43) 

quol=q0 

notemos que a pesar de que la expresión del lado derecho de (3.42) coincide con la expresión 
del lado derecho de (3.43) (ya que q(1(;)g(ti) = g(tidg(ti) porque son eigenvalores), el 
lado izquierdo de dichas ecuaciones depende de el orden de los tiempos. En general, el 
lado izquierdo de (3.42) y (3.43) es igual a 

)(t(tH )llg°,  t0), 

donde el operador i' que ordena el tiempo tiene la definición 

1,[ii(tjmild] 	
ri(t h  . 
(i(ti)i)(tH) si 	

> tu );20 j ) si t,'> tj. 	 (3.44) 

Ti' tiene el efecto de poner los tiempos pasados a la derecha. El resultado que hemos 
mostrado es en general 

(g,t1I'Mt 1 )9(l 2).../i(in )lgth to 	Dgerig(ti)g(ti) • • • g 	
rt

(t„)e^ 	
; 

. (3.45) 
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o es-1' Rol:C.101u 
	r> r  LA PARTíCOLA 

CREACiOts+ 05 LA PART iCULA 

Figura 3.1: Representación de la amplitud (le transición vacío-vacío en presencia de una 
fuente 

3.4 FUNCIONES DE GREEN 

3.4.1 Definición de las funciones de Green 

Hemos visto que la amplitud (le transición del estado !go, to) al estado lq, t) esta dada 
por 

(g,tfrio , to) = I Dgme ksOomfd 
go 

en el caso donde H = p2/2m + V (q) (el cual es suficientemente general para muchos 
de los problemas (le interés) y las condiciones a la frontera del problema son q(1) = q, 
q(te) = go. Este tipo de condiciones a la frontera pueden ser apropiadas en el movimiento 
(le partículas clásicas, sin embargo cuando uno mira más alta, por ejemplo en teoría de 
campos, se da uno cuenta que las condiciones análogas, tp(1) = it,, V'(10 ) = 00  no son las 
apropiadas. Lo que realmente pasa es que las partículas son creadas (por ejemplo por 
colisiones), ellas interactuan y después son destruidas por observación (por detección). 

El acto (le creación puede ser representado como tina fuente y el de destrucción por un 
sumidero. Las condiciones (le frontera del problema pueden entonces ser representadas 
como en la fig.3.1, el vacío a t ---> —oo evoluciona hacia el vacío a t ---> oo, vía la creación, 
interacción y destrucción de una partícula y gracias a la mediación de una fuente. Lo que 
nosotros queremos conocer es la amplitud de transición vacío-vacío en presencia de una 
fuente. Esta formulación, usando el lenguaje de fuentes, es debida a Schwinger. 

Comencemos por encontar la forma funcional de las funciones de Green del sistema 

G ,a(t , 	,t„) = ( 01iD(t • • ii(in)H0) , 	 (3.46) 

donde 10) designa el estado fundamental: 

filo) = E0 10), 	 (3.47) 
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t .  

1. o 

Figura 3.2: rotación del eje temporal en el calculo de la amplitud de transición vacío-vacío 

E0  es el valor propio más pequeño de FI . 
Para esto, partamos de (g,t1q0 , to) e insertemos el operador 

vectores propios de fl (filn) = E„lo)), 

E P1)(111 
.0 

1 asociado a la base de 

(q, tiqu, to) = LO, tin)(nigo, 	= E ((lie 	"'H(ttW) 

 

 

11.0 

ro  
• (1......ztual.  

1. e 	(q1")(111 (10) (3.48) 

Y 

)LL 	 E „,52, 
0,tigo,(0)e 	E= E e 	(//1 rt) (algo) 

= (0)(01q0) + E e '11-'91(q1")(niqu). 
	(3.49) 

En la ecuación (3.49) uno obtiene explicitamente, si remplazamos el intervalo de tiempo 
real T t — to  por 

= T(1 -- iq) 	con 	q E (0,7r/21 	 (3.50) 

que en el límite T 	oc, sólo subsistirá en el miembro de la derecha el primer término 

(q10)(01q0) ,  

ya que los otros términos se anulan debido al factor e-vr  u(En 

La forma de visualizar la sustitución (3.50) es suponer que estoy en el plano complejo 
y hago ahí una rotación del eje temporal, 141.3.2, con esto lo (pie estamos haciendo es 
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1 

darle una parte compleja al tiempo. 
Con la sustitución (3.50) se tiene que en el límite T 

(q,t1(10, to)ne4;  M (g10)(0fr/o) 

(q,t1q0,te)„,› e-4(̀ -'0 )0-"n(q10)(01q0) 
	

(3.51) 

Consideremos nuevamente el primer miembro de la ecuación (3.45), y elijamos dos 
tiempos t„ y tb tales que te < ta  < ti y tn < tb < t 
tendremos entonces que 

(g,tlilij(ti) • • • 4(1„)]bithte)q = J x  dqa 	&lb (g,t1q,„tb)(gb,tbitfri(t.)...1(tn)ii,,t«) 

• (qa  , ta l% te) 	 (3.52) 

considerando nuevamente el remplazo de intervalos de tiempo real a intervalos de tiempo 
complejo ec.(3.50) y tornando el límite to  -4 —oo, t -> oo, obtenemos con la ayuda de la 
ecuación (3.51) para las componentes asintóticas 

lq,t1tbi(ii)•••fi(t.)11(10,te)q 
f. 

(1q, 	dqb  e-4('-' )0-m(gio)(olqb) 

(ghtbliVti)•••éi(1.)11wit„)(q.10)(01q0)e'lia°.'°)°''')  

(q10)(01(m)e4(t.-to)(1- i,,)  

dq„ do,(01gb,t0(gb,tbit101) • • 11(t„)11(10,t„)(q„,tal0) 

(g,tigh t0)„ • (01110 1 ) • • • 0„))10). 	 (3.53) 

Dividiendo ambos miembros de (3.53) por (g,tigo,t0)„ obtenemos el comportamiento 
asintótico como Mla, función de Green a n plintos 

(q, t 'U te)n 

	te),,  u  (Olmo 	on )110) . 	 (3.54) 

liemos así deducido una manera de calcular las funciones de Green G(th  • • • , t„) mediante 
el cociente de integrales de trayectoria 

G(t , 	, t„) = lim 
(q, tiiiii(t i ) • • • ii(t„)ilgo,t0)„ 

(g,tig„,t0)„ 

' / . . . qttn)e- fiuil".7"o drL(")  lira .100)= 
=g •D( 	I 

‘,„ 	/I rigl
/ 	 1 1,0. 

(3.55) 
.49((trewVq(r)ek

d 
 L 
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El cociente (3.55) es en principio independiente de la elección de los valores límites de la 
trayectoria q(t) = q, q(to) = qo. Las buenas condiciones (ver Faddeev y Slavnov) son las 
condiciones de radiación para las cuales la función q(r) es tal que 

q = q(oo(1 — ir))) = O 	qo  = q(—oo(1 — ir))) = 0. 	(3.56) 

3.4.2 Generador funcional de las funciones de Green 

Las funciones de Green (3.55) pueden ser todas deducidas a partir del generador 
funcional Z(J) definido de la siguiente manera 

	

2(J) = 	Vq(r)ei  f7.!.17- -"i'o drUMM I-J(*Mr» (3.57) 

	

= 	7:4(7)eri-.0 	0 -,) ,H1q. 	. . 	/ 
2_, 	aTi  — 	• 	• arn ,i(r1 ) • ' J(rn )Gn (Ti • ' • Tn 

OC,  in 

	

= 	Z(0) {.1 + E - f dr' • • • dr„.1(ri) • • • J(7n )G„ en • • • r„)] 	 (3.58)  
n=i  n! 

donde J(r) es una fuente arbitraria nula fuera de un segmento acotado del eje real, pero 
donde este intervalo es a la vez lo suficientemente grande como para contener a todos los 
argumentos t i , ... ,t,, de G„. En (3.57), las trayectorias ti(r) se anulan en r —> —cx)(1— iq) 
y r -4 00(1 — ir)). 

Las funciones de Green se obtienen mediante la expresión 

G„(t h . .. , tn) = in z(o) sjo o ... (5./(t.„) 
, 	1 	1 	(5n 
	 — Z(J) 	 (3.59) 

J=0 

donde (5/6,/(ti) denota la derivada funcional. 
Como ejemplo de estas ideas calculemos explicitamente la funcional generatriz para el 

oscilador armónico lineal. 

	

IZ(J) s. 	Dq(r)el JI:i :i1":,),) ,1*((? 2,3 ,12 + 2,1„ ) 

	

= 	I D,( 7.)efr f dr (q(*)[ --  ii;21--“,1 q(714-2,h01) 

	

= 	j vqmel f drdr..5(,-,,)(011-419N+J(T'hilt)+J(r)q(r1) 

j Dq(1.) e 1 f drdrqq( 1.9 K( r.... ,99(r )+J(r55 ( r - 71q(TH-./(r)S(r - r.),1( r')) , 

	

= 	 (3.60) 

en donde hemos considerado K(r — r') =15(7 — r') [—tr — will . De esta forma, la integral 
funcional no es más que la generalización cuando (n —> oo) de la integral siguiente 

Zo(j) = I tia' (  • • • d.r„el(lkkkifi+.1,4kiirf-ikskirt) 
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=dxi dxnel(ir 	 (3.61) 

donde la matriz K es simétrica e invertible. La integral (3.61) se calcula efectuando el 
cambio de variable (de jacobiano 1) 

xk = 	— (K -I )krh, 	 (3.62) 

con lo cual el exponente se escribe en notación matricial como 

x tx +x)+)1.x = 	hx x 	+ )11-1KK-  — j 7K-1Ks' T I" 	T 	'  
17' 

—j 	 )---x AA ) 

= x Itx -- ) A j, 

de donde se obtiene que 

Zo(i) = I dr, • • dr' el rKz 	'Ii) 

= 	e-tiT N-5  I dx; • • • dx,sel'"' 

= Z0(0)e-liT h—l j. 

Al efectuar el mismo procedimiento pero ahora sobre la ec.(3.60) se obtiene directamente 

Z0(J) = Z0(0)e-lf drdr9(711%—i(r-i').1(r'), 	 (3.65) 

con la condición de que K-I (r — r') esté bien definido, o lo que es lo mismo, que sobre el 
espacio de las funciones que satisfacen las condiciones de radiación, la "matriz" K(r — T') 
admita una única inversa. Este requerimiento se cumple si se tonta 

K-'(r — 	= ¿p(r 

donde Ap(r — r') es la función de green del operador W- 

d2  
7.T7---.2  +14) AP(r) = —(5(7)• 

Así, las funciones de Green del oscilador lineal armónico estar' 

1 	1 	(5n 
G„(t ( ,...,t„) 	= 

dadas por 

J=0 

f drdr9(r)AFir-r9W) 

J=0 

(3.66) 

(3.67) 

(3.68) 

i" Zo(0) (5.1(li) • • • (5.1(t„) zo(f) 

(5n 

i" SJ(t1 ) • • • SJ(t„) 

(3.63) 

(3.6.1) 
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Finalicemos este capítulo calculando el valor de Zo(0) y reescribiendo la ec.(3.65). 
Para esto volvamos a utilizar la analogía entre (3.60) y (3.61). De (3.64) tenemos que 

Z0(0) = 	dx1 ...dxnelzr  Kr 

y también que la matriz K es simétrica, por lo tanto existe una transformación ortogonal 
O que la diagonaliza, es decir existe O tal que 

	

O K OT  = 	= diag(Ai , 	, 

con lo cual 

	

xl'Ex = 	rTOTOKOTOJ: = xTOT E'Os 

	

= 	ALY1 + A zil22  + • • • + A„yl, 

donde 

	

y = 	yl.  = J7701' . 

Así 

zo(o) 	= 	fdy, - • dy„eVA191-14u/D- •-+AnYZ) 

A A!), 

= yT K'y 

/11 ~1 /2. 

-1/2 
• 

queda reescrito como 

-I ir - r')J(r') 

(3.69) 

(3.70) 

(3.71) 

(3.72) 

(3.73) 

(3.74) 

= 	Al1 • • • 
11
-
2.'or 

I/ A 	A„ 

De manera análoga uno obtiene el resultado 

Z0(0) = Cte. (det 

Obtenemos así finalmente que el generador 

7.0(.%)7.0(.%)
1 	-r  

= (2i7 r)"t2(det 

d2 
[- 	W21) 

dr2  

funcional (3.65) 

f drdr9(r)h.  

(det N) 1 /2  p 

3.5 EJEMPLO 

3.5.1 Partícula libre no relativista 

El liamiltoniano de la partícula libre relativista es /1(pi ) = 1, con lo cual la expresión 
de la integral de trayectoria se escribe como 

(s",11.1:0,to) = 
dP0 	(1PJV 	 A-  )w (P)(r 1+1 -z 	'II 571) 

1 	
27th 

i 	 a.r • da.,v_ e 
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dpo 	dpN_ 
lira I —„ 	• • • 	da) • • • d.r N _ k I  (R) -P: )+•••+zN-i(PN- t -PN-i)) 

N-fOG zirn27rli 
e k(pN-1,"-runle-5M+p;+•••14„_1 ) 

oc 

N 
= 	lim 	 ' • ' dPN-1/5(Po - Pi )(5(Pi - P2) • • • (5(PN-2 — PN -I) -mc 	27r

dp

11 
e kbv-ir" -Poz-11(pD.p1+•••p!v  

111 11 	--dP" k r" x°)1)°-  tL PóJ 

N 	 2nti 
51  711  

2i7rTli 

   

  

(3.75) 



Capítulo 4 

CUANTIZACIÓN DE SISTEMAS 
COVARIANTES 

Cuando uno escribe ingenuamente la amplitud de transición para un sistema con lib-
ertad de norma como la suma sobre todas las historias de la exponencial de la acción 
invariante de norma, uno se encuentra con el problema de que la integral de trayectoria 
diverge debido a la integración sobre los grados de libertad puros. 

Existen dos métodos para resolver esta dificultad. La filosofía atras de cada uno de 
estos métodos es radicalmente diferente. 

El primer método remplaza. la integral de trayectoria sobre todas las variables por una 
integral de trayectoria que considera sólo los grados de libertad invariantes de norma. La 
eliminación de los grados de libertad puros puede llevarse a cabo, reformulando la teoría 
en el espacio fase reducido, lo cual, en la práctica, permite imponer condiciones de norma 
canónicas. 

La idea del segundo método no es eliminar los grados de libertad de norma. los cuales 
son usualmente necesarios para preservar covariancia y localidad. NIlLs aún, uno suma 
sobre todos ellos, así como sobre los fantasmas. Para obtener Una integral de trayectoria 
no divergente, uno substituye la acción invariante de norma, por una sin invariancia de 
norma. El principio de invariancia de norma es remplazado por el principio de invztriancia 
BRST. La acción que aparece en la integral de trayectoria es invariante-BRST y esta es 
una extensión de la acción invariante de norma. 

En este capítulo esbozaremos ambos métodos de la integral de trayectoria para sis-
temas (le norma. 
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4.1 FUNCIONAL GENERADORA 

4.1.1 Dificultades para cuantizar las teorias de norma 

Mostremos que en el caso (le una teoría de norma no es posible hacer una aplicación 
directa (le las relaciones obtenidas en el capítulo anterior, para generalizar la expresión 
de la amplitud de transición vacío-vacío en presencia de una fuente. Para este fin consid-
eremos el caso electromagnético. 

En analogía con la ce.(3.57) escribimos la funcional generadora como 

Zo[J] = f DA, exp 	d' I x[Go(x)+ .1,(x) • AP(x)]) 	 (4.1) 

con 

1 
I (14 3:C0(x) = --

1 	
0,,A„)(014 ,4' — OPA") 

•.  

—
1 

I dix Ap(x)(9"ü2  — YO")/1„(x) 
2 

—
1 

j dix di y A„,(y)(51(x — y)(yin2  — 0/V1,4„(x). 	(4.2) 
2 

Comparando (4.1) y (4.2) con (3.60) podernos identificar al operador 44 (x — y)(91"02  — 
Y(7") con la "matriz" K, es decir, tenemos una situación muy similar a la de la mecánica 
cuántica y en principio uno podría esperar que si se copia el desarrollo subsecuente a la 
ec.(3.60) uno podría obtener apartir de la ec.(4.2), una ecuación análoga a la ec.(3.74) 

1  
Zof,/ 

	

	 f di  :d i  00(Y040,-0(?"02  -pool- 1,,(z) 	(4.3) 
Vdet[M (x — y)(gP9 32  —01BP)] 

este es realmente el caso por ejemplo para la teoría del campo escalar (donde el operador 
que se identifica con K es (5'1 (x — y) 	— V2  + in2)), sin embargo esto no es posible, en 
el caso del electromagnetismo (y en general de una teoría (le norma) porque el operador 

Kp„ = 91'82  — 0"0' 

en (4.2) no tiene una inversa como demostraremos. 
Asumiendo que G"(x — y) es la inversa (le Kin, se tiene 

(9"P02  — 0"01G"(x — = 9;554 (x — 

Usando la transformada de Fourier 

di k GVA(s) = 

(27r)4  
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(4.5) 

(4.6) 



tenernos 
(—k2g,„ + kis ki.)G"(k) 
	

(4,7) 

Con la descomposición invariante 

G"(k) = a(k2)9" + b(k2),Ve, 	 (4.8) 

es claro que el lado izquierdo de la ecuación (4.7) 	—a(k2 )(k2y;`, — ki,kA) no puede ser 
igual a el lado derecho. Así 	no tiene un inverso. 

Vemos así que una dificultad aparece, cuando tratamos de definir la integral de trayec-
toria que represente la amplitud vacío-vacío, si una simetría local, tal como una simetría 
de norma, está presente en la acción clásica. La integral de trayectoria se vuelve más diver-
gente de lo usual. El problema puede entenderse de la siguiente manera: Supougase que 
estamos cuantizando una teoría de campo clásico que tiene un campo genérico que depende 
de la norma .4,,(x). La acción, ,51.4,,j, es invariante de norma. La integral de trayectoria 
más simple, es la sugerida por la mecánica cuántica, Z0[J] = f DA.,,exp(iS[A,„.1„]). En 
esta integral de trayectoria estamos integrando sobre todas las configuraciones del campo 
.4„ y cada configuración en la suma está relacionada a un número infinito de otras config-
uraciones mediante transformaciones de norma, más aún, el integrando es idéntico para 
dos configuraciones de norma equivalentes, obteniendose así que las dos configuraciones 
contribuyen con la misma información. Esto significa que por integrar sobre todas las con-
figuraciones, estamos calculando un número infinito de copias de alguna integral. Puesto 
en una manera un poco diferente, .4,, contiene componentes dependientes de la norma y 
componentes invariantes de norma, cuando integramos sobre el espacio de configuraciones, 
f A,„ estamos integrando con respecto a ambas partes (dependientes e independientes 
de la norma), sin embargo, la acción, la cual es invariante de norma, depende únicamente 
de la parte invariante de norma de 	El integrando para las partes dependientes de la 
norma es unitaria y así la integral sobre la parte dependiente de la norma diverge. Lo que 
se necesita hacer entonces es remover esta divergencia extra. 

Un procedimiento para definir convenientemente la integral de trayectoria en cualquier 
norma lineal aceptable fue desarrollada por Fadd yes,  y Popov (1967). La idea es selec-
cionar una norma y cambiar de coordenadas. Cuando elegimos una norma, sólo algunas 
de las configuraciones AP satisfacerá la condición de limpia. Sea :IP una configuración que 
satisface la condición de norma, si Al' es una configuración que no satisface la condición 
de norma (r? # Al') entonces hay una transformación de norina U que me lleva de una 
configuración a otra .414  = Uí.4111. El cambio de coordenadas deseado es aquel que me 
lleva de un Al' general a el conjunto (.=G', U), este cambio involucra un jacobiano funcional 
.1, el cual debe ser determinado, f 	f .INPD11. Dmlo que el integrando es in- 
variante de norma, entonces este no puede depender de U y la integral f DU puede ser 
factorizada y colocada en la normalización. La integral f DU es llamada el "volumen de 
norma" o "volumen de la orhita" y este es el infinito que deseamos extraer para definir 
apropiadamente la integral de trayectoria. Dado (pie estamos escribiendo la integral como 
f DU f DA" de "algo" nosotros estamos integrando el "algo" sobre todas las transforma-
ciones de norma. Así, no importando que norma elijamos mediante este procedimiento 
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1 

	*X 

Figura 4.1: El movimiento de una "configuración", (x, y), en el espacio de configuración, 
02, bajo la transformación de norma definida por (4.11). La trayectoria es llamarla una 
orbita de norma. En el ejemplo simple que estamos tratando, las orbitas de norma son 
rectas cuya ecuación es — y =cte. 

(probado desde luego, que la elección de norma no nos lleve a un Jacobiano nulo), el 
resultado final debe ser invariante de norma. 

Dada la importancia del método de Faddeev y Popov para nuestra exposición, dare-
mos un ejemplo sencillo pero bastante ilustrativo del procedimiento que, se sigue para 
factorizar el "volumen de norma". 

4.1,2 Factorización del volumen de norma: 
un ejemplo simple 

Consideremos la siguiente integral 

Z = r dx r dy c-(r-Y12 , 	 (4.9) 

Esta integral es divergente dado que el integrando depende ilnicamente de la diferencia 
entre x y y. El orden de la divergencia se puede determinar fácilmente haciendo el cambio 
de variables de (x, y) a 	= x — y y z+  = (x y)/2, con lo cual se obtiene 

Z = 	 = VF-r dz+. 	 (4.10) 

El tamaño de la divergencia es el volumen de los reales, esto es, la linea real 1-dimensional. 
Tratemos ahora este problema en una manera un poco diferente. Notemos que el 

integrando es un invariante translacional ante las transformaciones 

- OG 

(4.11) 



/ 

/ / 	/ 	( x , v/ 

/ 	 / 

(x'm 

2.:1(-Y=0 	X 

Figura 4.2: La elección cte norma x y = 0 define una "rebanada de norma" atraves del 
espacio de configuración. (x', y') es una configuración sobre la rebanada, esta satisface la 
condición de norma. (x, y) es una configuración de norma equivalente, dado que (x, y) y 
(3:', y') Yacen sobre la misma m'alta de norma. o es la transformación de 1101111a que nos 
lleva de la rebanada a (x, y). 

donde a E R. Llamemos a la operación de simetría (4.11), una transformación de norma, 
la "acción" exp(—(x — y)2) es invariante de norma y a es un elemento del grupo de norma, 
los reales. El volumen de norma es f da, el cual es el volumen de la linea real. Una "orbita" 
de norma, la trayectoria de una "configuración" (x, y) en 322  bajo una transformación de 
norma es una linea con ecuación x — y = cte., como se muestra en la fig.(4.1). Dado que 
la acción es invariante a lo largo de una orbita de norma, podemos fácilmente ver que 
por integrar sobre todas las configuraciones, el plano completo (a:, y), estarnos sumando 
redundantemente un número infinito de copias de la integral Gaussiana (la cual es finita). 
Nosotros vamos a desarrollar un procedimiento para extraer esta integral finita de Z. 

En términos de la palabra "norma", es claro que la transformación en la ecuación 
(4.10) sólo expresa la separación de la configuración (e, y) en su componente invariante 
de norma z_ y en su componente dependiente de norma , z+. Para poner la ec,(4.10) en 
una forma en la cual podamos generalizar un poco, cambiemos las variables de (x, y) a 

a) en vez de (z_, z+). Aquí a es la transformación de norma que lleva un punto solare 
la linea z+  = x 	y = O a (x, y), como es mostrado en la fig.(4.2). En otras palabras, 
nosotros cambiamos la coordenada dependiente de la. norma z.#., por el parámetro mismo 
de la transformación de norma. 

Bajo este cambio de variables, Z es 

Z = f da I dz_ 	= I da 	 (4.12) 

donde el volumen de norma, f da, aparece explícitamente. Reescribainos ahora la integral 
Gaussiana IIIIa VOZ Illati 

Z = fda f dx dy 28(x + 	1 da sri. 	(4.13) 
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Figura 4.3: Ilustración de una elección de norma, f (r, y) = O. El cambio deseado de 
coordenadas es de (x, y) a (s, a), s es una variable que corre a lo largo de la rebanada, y 
a es la transformación de norma que va de la rebanada a (x, y). 

En esta forma podemos interpretar la función á como un término que fija la norma. Esto 
es, nosotros hemos fijado la norma de tal manera que x + y = 0. Llamaremos a la elección 
de norma x + y = O, la "rebanada" (le norma. El factor de 2 que ha aparecido es el 
jacobiano del cambio (le coordenadas de (x, y) a una variable que corre a lo largo de la 
rebanada de norma, junto con la transformación de norma que nos lleva (le un punto sobre 
la rebanada de norma a un punto (x, y) fuera de esta. 

Supongamos que deseamos hacer una elección de norma diferente, f (.r, y) = O, como 
en la fig.(4.3), ?Cuál será la generalización (le (4.13)?. Sea s una variable que corre a lo 
largo de la rebanada (le norma. 0/0s es un vector tangente a f, df /ds = O. Nuevamente, 
sea a(x, y) la transformación (le norma que toma un punto particular sobre la rebanada 
de norma a un punto (:r, y) fuera (le la rebanada. El cambio de variables en Z de (x, y) a 
(s, a) nos (la 

Z =Ida ds Ja-11(' ) , 	 (4.14) 

donde el Jacobiano .1 es 

J = (let 
dr Dr 
fls 

2.1¿ 
Os Do 

(4.15) 

   

Hasta aquí nuestra elección de .s es arbitraria en el sentido (le que podemos elegir el 
ritmo del incremento (le 5 a medida que nos movamos a lo largo de la rebanada, incluso, el 
ritmo al cual .s cambia a lo largo de la rebanada no necesita ser uniforme, por conveniencia, 
elegiremos la escala (le s de tal manera que satisfaga 

dy3(f(x,y)) = fds. 	 (4.16) 

El ritmo de cambio de esta s cuando nos movamos a lo largo de la rebanada no será 
uniforme a menos que la elección (le norma f sea lineal en r y y. La razón de esta 
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elección es que podamos sustituir la ec.(4.16) en (4.14) de tal manera que la elección de 
la norma aparezca explícitamente en la integral. El jacobiano asegurará que el resultado 
final será independiente de la elección de norma. 

Calculemos el jacobiano para esta elección de s. Sea (x', 	las coordenadas de un 
punto sobre la rebanada, f (x', y') = O, entonces por definición de la transformación de 
norma ec.(4.11) 

3! = 

y = 	ij + a. 
	 (4.17) 

Dado que x' y y' residen sobre la rebanada, ellas deben ser funciones de s únicamente, 
= x'(s), = 	por lo tanto 

Ox= 
Oy 

= 
Do Oa 

así 
Ox 	Oy Ox' 	14' 

.1 = 
Os 	Os Os 	Os 

f es constante a lo largo de la rebanada de norma, de tal manera que df /Os = O. 

df 	O ff o = 	=  
Os 	Ox' vs Oy' Os 

Una solución particular a la ec.(4.18) que satisfaga la ec.(4.16) puede ser encontrada si 
realizamos la integral sobre el bulo izquierdo de la ec.(4.16) con respecto a x o y. Usando 
la propiedad de la función á 

<SUO'D = 	it( 1  145(x 1i ) 
	

con 37 = cero simple 

e integrando la ec,(4.16) con respecto a y, obtei al nos 

(4.1s) 

 

1 df 
6(yy') = 1 dx 

dy 5=5, 

  

dx dy 
df 

(171 
= fds. 

   

con lo cual 
Ox' 	I f 
7); = i rYy7  

Si elegimos el signo 4-, entonces la ec.(4.18) implica 

O!' 	O f 	Oy' 	a f 
Os 	Dy' 	Os 	O.13  
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con lo cual el jacobiano que queremos es 

Df Of 
0y' Das'  

Of Of 
ay +  5.7 

J= (4.20) 
1=0 

y la definición adecuada de Z en presencia de a simetría es 

Z = J da I dx dyá(f (x, y)) 
0f Of 
571 4 07 

(4.21) 

   

Hemos así separado explícitamente el volumen de norma para cualquier elección de norma 
legítima (.1 # 0), y esta divergencia puede ser ahora considerada dentro de la normal-
ización y olvidada. Una manera conveniente de olvidarse de la divergencia, es decir que 
la Z que realmente deseamos es, por definición 

Z= 
f dx dye- (1.-11)2  

(4.22) 

 

donde I', es el volumen de norma. 
Derivemos nuevamente la ec.(4.21) mediante una construcción más sencilla. Si inser- 

tamos la relación 1 = f df (5(f) en la expresión para Z dada por la ec.(4.9) tenemos 

Z = Jda dy f df (5(f )e-  Ir-d )' 	 (4.23) 

Si partimos (le la rebanada de norma (x', y') donde f = O y comenzamos a movernos 
fuera de la rebanada de norma via una transformación de norma, entonces el valor de f 
sobre la orbita de norma cambia, esto es, f no es constante a lo largo de una orbita de 
norma (de otro modo f no seria una buena elección de norma), por lo tanto podemos 
considerar a f como una función de a, f = f(a). Así, cambiando variables de f a a en la 
ec. (4.23) se obtiene 

7 = 	(IX dy dal 
da ItRafie-(r-°'  

1=0 
(4.24) 

  

Sin embargo, de (4.17) tenemos 

  

f 0.1' 	Of 0y1  
Ox' Da -4-  Oy' Da 

__ 	f O f 
Ox Oy 

y obtenemos la ec.(4.21) nuevamente. 
POI' 1111 motivo de convención, reescribamos las ecs.(4.23)-(4.25) usando la notación 
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da 1=0 

1=0 
(4.25) 



que a llegado a ser standard para las teorices de norma. Definimos 

t1-1  = f da6(f(x(a),y(a))) 

da 
= Iqdet -df á(f) (4.26) 

r/a 

a./ f=11 
det 

Así, 

   

 

df 
det 

da 
f=0  

   

insertando 1 = á1471  en (4.9) 

Z 	= 	f da: dyL51 L57 1‘.› -(1-9)j  

= I 	dydet 	f da(5(f)e--('0 	 (4.27) 
da 

y regresamos a la ee.(4.24). 
Veamos un ejemplo sencillo para utilizar lo que hasta aquí hemos visto. Tometnos la 

rebanada de norma como f (s, = (x + y)2  - - y) = 0. De acuerdo a las ecuaciones 
(4.20) y (4.21), el jacobiano es J = 4(x + y) y 

	

Z = 1 da 1 dr dy6((x + y)2  — (x y))4( • + y)e--( r --9).2 	(4.28) 

alternativamente, 

f (a) = f (x(a), y(a)) = (.e'+ a +y + 1'2) 2  —(.t:'— a — ✓ +a) 

= 402  -I- 11(x' + y') 	 -- (Y'  

así 
df 

= 	y' 	
dn 	

=) => 	 f y) = 	11 1 ) 
1=0  

y la ec.(4.24) nos II 'va a un resultado idéntic t a la ec.(4.28). 
Hasta aquí hemos considerado t'inhumen .e el caso en el que la rebanada de norma 

satisface f = 0. Sil embargo, nuestro resultl do es independiente de la elección de la re-
banada, es decir, podemos elegir también f = e, donde c es una constante real. Nosotros 
hemos definido la parte de Z en la que estamos interesados de tal manera que sea distinta 
de cero únicamente sobre la rebanada de norma, pero esta no es la única °pelón. Nuestro 
objetivo después de todo, es encontrar una definición de Z que sea finita e independiente 
de la elección de la rebanada de norma. lino. manera de garantizar la independencia de 
la rebanada es sumar todas las rebanadas, pesando cada rebanada de tal manera que la 
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podemos incertar 1 = f dcexp(—c2)/ 55. El resultado es 

e-C2  

Z = ida fdxdy f dc (5(f —c) 
\/Tr 

df 

integral a lo largo de una orbita de norma sea finita. 
Por ejemplo, podemos sumar todas las contribuciones de todos las rebanadas inte-

grando sobre c, pesando cada rebanada, f = c, por exp(—c2). Partiendo de nuestra 
definición de Z para una sola rebanada 

Z = f da I dx dy 6(f (x, y) — e) 
df 

da 
e-Ir-Y)2  

f=c 
(4.29) 

   

n=0 

= f da f dx dy--1  e-f 2  —df 	e-(r-11)1 .  
da a=0 

Podemos interpretar el resultado, ec.(4.30), como la adición de un término a la "acción" , 
la nueva "acción" es exp((x — ri)2  + /2). Este nuevo término es llamado "término que fija 
la norma". 

4.1.3 Fórmula de Faddeev y Popov 

Una vez entendido el juego de la subsección anterior, es directo escribir la expresión 
correcta de la funcional generadora Zo[JI en una teoría de norma. El procedimiento que 
se sigue es exactamente el mismo que utilizarnos en el ejemplo que hemos discutido. 

Considerando que la acción es invariante bajo la transformación de norma 

A" —› 	 (4.31) 

donde A juega un papel análogo al de a en el ejemplo anterior. Nosotros podernos factor-
izar el volumen (le norma definiendo la función i.171 [Al corno 

con lo cual 

A71 [Al 	dA(x)á(F(.41)) 

= f DF 

= 	(let 

áf[A"1 = det, 

4/1 
6F 

(517  
(5i1 

det
(5F 
áA 

(5(F) 

F=0 

(4.32) 

(4.33) 

1 E1 subíndice A sólo significa que bajo la transformado 1 (le norma el campo AA es substituido por 
una función que depende del campo Al' y del parámetro A, por ejemplo para el caso electromagnético, 
A" --> A" + 01'A 
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Obteniendose así en analogía con (4.27) que 

Z0[J] = J  DA„ f,1 	f d''1Cotr)-1- 4111,1"(z)1 
	

(4.34) 

= 	1),(1,, dA det 
(5F 	

(S(F[.41]) exp(iSPI, 	. 
F=0 

Esta última relación es lo que se conoce como la fórmula de Fitddeev y Popov. 
Finalmente para que la funcional generadora tome sentido en una teoría de norma, la 

expresión (4.34) se divide por el volumen de nonna (ver ec.(4.22)), obteniendose que 

Z01./1 = V„-01,.„,„ 	f dA det 
1.5F 

S(F[Ancirp(iS[A,./J). 	(4.35) 

   

4.2 SISTEMAS COVARIANTES 

4.2.1 Descripción general 

Uno normalmente describe el movimiento de un sistema, dando las variables canónicas 
como función del tiempo. Se asume quo el tiempo tiene un significado físico preciso pero 
no es en sí mismo una variable dinámica. 

Existe una formulación diferente de la dinámica en la cual el tiempo físico y las vari-
ables dinámicas son tratadas en una numera unos simétrica. Esta formulación incluye al 
tiempo entre las variables canónicas y describe las relaciones entre las variables dinámicas 
originales y el tiempo físico, esto se hace escribiendo el nuevo conjunto de variables 
canónicas en términos de un parámetro arbitrario. Este parámetro arbitrario no posee 
ningún significado físico, y el fonnalisino es por lo tanto invariante bajo reparainetriza-
dones (le éste, o como comunmente se dice, el formalismo es "generalmente covariante". 

En la práctica, los sistemas generalmente covariantes aparecen en (los diferentes man-
eras. Uno puede tener un sistema en el cual originalmente el tiempo físico no es incluido 
como variable canónica y uno entonces procede a "parainetrizar" la teoría para que esta 
se convierta en generalmente covariante. Esto puede ser hecho siempre. La otra manera 
es que el sistema puede ser de entrada, generalmente eovariante. Un ejemplo de este tipo 
de sistemas es el campo gravitacional en relatividad general. 

4.2.2 El tiempo como variable canónica 

Consideremos un sistema con variables canónicas ft,pi , y liamiltoniano 1/0 (q, p). 
Asomarnos por simplicidad, que este no posee constricciones. La acción para tal sistema 
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es 

Skt (t), pi(t)) = .1
,12 ( pi

—
dq  

di ' 
— 110) . 

r  
(4.36) 

Introduscatnos ahora el tiempo t = (t )  y su momento conjugado asociado po  como variables 

canónicas remplazando (4.36) por 

r2  
SÍqu(T),  q'( 7 ),N( T), /4( 7 ), 11() ( 7)1 = j (voit) 	— 1?(I)0+ Ho)) dr, 

donde el punto denota derivada con respecto al parámetro r. 
El movimiento obtenido por demandar que (4.37) sea estacionaria, es equivalente a 

aquel que se obtiene si se extremiza (4.36). Esto se puede visualizar si extreiniztunos 
primero (4.37) con respecto a a0  y po, lo cual nos lleva a las relaciones 

-y F.. p o  + 	= O 
	

(4.38) 

y 
— 	= 0. 	 (4.39) 

Las ecuaciones (4.38) y (4.39) pueden ser resueltas para expresar aquellas variables que 
fueron variadas en términos de las otras. Es entonces legítimo remplazar en (4.37) po  por 
—110  para obtener una acción reducida para las restantes variables. Esta acción reducida 
depende únicamente de go(r)(// = 0, i) y pi (r) y es 

rrlgi  
/ — , r)(,(/ 	i)dr =  j'i /

dt 
— H„) dt 

4.2.3 Hamiltoniano cero 

La acción (4.37) contiene un par de variables canónicas extra que no aparecen en 
(4.36) pero también contiene la constricción y 	0. Esta constricción -es la única- es de 
primera clase. Así de acuerdo al conteo hecho en tj1.4.2, el número de grados de libertad 
independientes es el mismo para (4.36) y (4.37), lo cual está de acuerdo con la discusión 
que nos llevo a (4.40). 

Una propiedad importante de (4.37) es que no hay un handltoniano H' en esta 
ecuación. Concluimos así que el harnittoniana extendido contiene únicamente la con-
stricción -y, Y por lo tanto el movimiento es generado por una transformación de norma. 
Si la teoría original tiene inicialmente otros generadores de norma -1 „, 	= 1, 	, ni) y 
constricciones de segunda clase x„ = 0, la acción que remplaza a (4.37) es 

S = 	— .11E)dr, 	 (4.41) 

donde el hamiltoniano extendido es ahora una combinación de todas las constricciones 

HE = 	+ n"‘,, 	(a = 0, 	 tu). 	 (4.42) 
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4.2.4 Parametrización y dependencia explícita del tiempo 

Incorporar al tiempo como una variable canónica en una teoría que no está escrita 
originalmente en forma covariante, no sólo nos lleva a tel 	una formulación más simétrica 
de la teoría. Es tainbién útil en la práctica para tratar problemas en los cuales hay una 
dependencia temporal explícita en las constricciones. Tal dependencia complica el formal-
ismo porque las ecuaciones que expresan la conservación en el tiempo de las constricciones, 
incluyen "derivadas temporales explícitas" y no son formuladas sólo en términos de los 
paréntesis. 

Esta dificultad desaparece cuando el t 'lempo es introducido como una variable canónica 
porque después de efectuar este paso, la derivada parcial temporal desaparece. El análisis 
se desarrolla entonces como en el caso ordinario pero en el espacio fase más grande que 
contiene a t y po. La relación p0  + 11(/), q, t) debe ser incluida entre las constricciones. 

4.3 CUANTIZACION EN EL 
ESPACIO FASE REDUCIDO 

4.3.1 Espacio fase reducido 

Cuando en una teoría de norma tomamos el cociente de la superficie de constricción 
E y las orbitas de norma, uno obtiene un espacio más pequen() el (mal está provisto de 
una dos forma que es illVertible (estructura simpléctica) y también de un paréntesis dr 
Poisson bien definido. Este espacio mas pequeño que se obtiene por identificar todos los 
ptIlltt15 sobre la misma órbita es conocido tonto el espacio fase reducido. Las funciones que 
son definidas sobre este espacio fase reducido, son constantes a lo largo de las orbitas do 
norma o dicho de otra manera, estas funciones son los "observables" definidos en (1.80). 
De hecho es posible mostrar (ver por ejemplo Ilenneaux and Teitelboim (1992)) que el 
paréntesis inducido en el espacio fase reducido es simplemente el paréntesis de Poisson 
original evaluado mediante las funciones invariantes (le norma. 

Cuando el hamiltoniano extendido es una combinación lineal de las constricciones (sis-
temas covariantes), un observable toma el mismo valor sobre una historia clásica entera 
y las relacionadas a ella mediante una transformación de norma, Esto puede ser pensado 
así como titict función en el espacio de soluciones clásicas de las ecuaciones de movimiento. 

El conjunto de observables es fáciln lente caracterizado en el caso de sist enuts parallletriza-
dos. La constricción pcc  + Ho  = (1 (ec.4.38) puede ser resuelta para yo. Por lo tanto, las 
funciones sobre las superficies de constricción pueden ser vistas como funciones de q' ,f);  
y t. La condición (/1(g', 	1),po  + 1101 	1) puede entonces ser integrada, a menos en 
principio. Esto es equivalente a resolver las ecuaciones de 1110Villl ¡t'Id.° y determinar com-
pletamente la dependencia temporal de .•1. 
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El conjunto de observables es asi isomórfico a el conjunto de funciones .4(i/, /i) de condi-
ciones iniciales. El espacio de las condiciones iniciales //,/i es en si mismo isomórfico al 
espacio de las q y p en cualquier tiempo fijo. Por lo tanto, los observables estan en corre-
spondencia biyectiva con las variables dinámicas de la teoría no-parametrizada original. 

4.12 Integral de trayectoria en el espacio fase reducido 

Veamos como se escribe la integral de trayectoria para sistemas con constricciones 
de primera clase en el espacio fase reducido. Nuevamente por simplicidad de notación, 
asumiremos que no hay constricciones de segunda clase, y que las variables de la teoría son 
bosónicas. Si hubiera constricciones de segunda clase, necesitariamos incluir el término 
fltá(x„)(del{x„,D})1 /2  en las fórmulas que obtendremos y remplazar el paréntesis de 
Poisson por el paréntesis de Dirac cuando sea necesario (ver por ejemplo Henneaux and 
Teitelboim (1992)). Denotaremos las coordenadas del espacio fase por 

Si z*"(zA) es un conjunto completo de observables independientes, o lo que es lo mismo, 
un conjunto completo de funciones invariantes de norma 

O 	 A 7:1 A(z'"), 	 (4.43) 

y si a°0  es la matriz de los paréntesis de Poisson ((.7<"1  = {z", z*1), la integral de 
trayectoria la cual es una suma sobre trayectorias en el espacio fase reducido se escribe 
corno 

Aquí la acción S[z*"(t)] es la acción que induce en el espacio fase reducido la acción orig-
inal SEzA(t)), La acción es manifiestamente invariante de norma en el sentido de cine esta 
depende únicamente de f". Más ruin, es posible mostrar que ..51:1 difiere de S[zAJ a 
lo más por un término de frontera, el cual no puede ser invariante bajo transformaciones 
generadas por -y„. A pesar de que aquí no probaremos esta última afirmación, en el sigu-
iente capítulo ilustraremos este resultado con ejemplos concretos. 

La integral de trayectoria en el espacio fase reducido depende sólo de las variables de 
este espacio fase reducido original. Por ejemplo, si las z*" se dividen en pares conjuga- 
dos (q•"' 	el kernel del operador de evolución en la representación de coordenadas 
dependera de q"' a los tiempos inicial y final. 

4.3.3 Normas canónicas en el espacio fase reducido 

La integral de trayectoria es invariante de norma por construcción y puede ser aplicada 
a un problema particular una vez que mostremos que el espacio fase reducido puede 
ser calculado para dicho problema. Esta integral de trayectoria posee la importante 
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característica de que no requiere ninguna condición para fijar la norma. Sin embargo, 
la integral de trayectoria (4.44) no es muy conveniente en el sentido de que un conjunto 
completo de funciones invariantes de norma es necesario para formularla, y esto puede no 
ser posible en la práctica para un sistema en particular. 

Si existe una buena condición de norma canónica, digamos 

‘.('/,p) = O, 
	 (4.45) 

uno puede identificar el espacio fase reducido con la rebanada de norma definida por (4.45) 
sobre la superficie de constricción .1, = O. El sistema de constricciones y, E (y„, „) es 

de segunda clase. La matriz {xp, xr,} es 

o 	{1,, Ab} 
{ xr, va} 	{.\(.,1b) 	{x«, \b} 

(4.46) 

y así 
det xp, x(7 1 = (det. { j„, x h } )2. 	 (4.47) 

Además, el paréntesis de Dime de funciones invariantes de norma en la norma canónica 
(4.45) coincide con el paréntesis de Poisson. Uno puede reescribir (4.44) como 

= f[Dz A ]11( 5(Xa)á('-ra)11(det{ -i«, 	exl) ¡SI: A  ( 1 )1. 
	(4.48) 

Aquí .517..A(t)] contiene el término de frontera apropiado (ver cáp. 5), el cual es nece- 
sario para asegurar que S'[.:A(t)l = S[:"(t)] sobre la superficie 	= O y -f„ = O. 
Las condiciones de frontera sobre los observables .:*" en los puntos extremos determinan 
implícitamente las condiciones de frontera sobre las variables 	atraves de 2*" = 2-"(2A) 

Y 	= 	x. = 

4.4 CUANTIZACION BRST—BFV 

4.4.1 Características generales 

La idea básica de este método consiste en extender el espacio de fase del problema 
promoviendo los multiplicadores de Lagrange a nivel de coordenadas e introduciendo 
nuevas variables canónicas, que se denominan fantasnta.s, con estadística opuesta a las ya 
existentes. Dicha extensión se realiza hasta implementar de manera exacta 111171 transfor-
mación de supersitnetría global que incorpora la simetría de norma original. Esta resulta 
ser la simetría 1311sT, que explicaremos con más detalle en esta sección. Una vez que 
el sistema original se ha completado con estas propiedades generales, se postula que la 
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correspondiente medida de la integral funcional está dada por la medida de Liouville cor-
respondiente a todas las variables canónicas involucradas. Así , una vez integrados los 
fantasmas, se obtiene la medida correcta en las variables originales del sistema que define 
el producto escalar necesario para la interpretación de la teoría. Este procedimiento tiene 
la virtud de ser sistemático y en más de 1111 caso ha producido correriones no-triviales e 
inesperadas al método de Faddeev-Popov, que usualmente es el más utilizado para cuan-
tizar teorías de norma. 

Los fantasmas fueron introducidos por primera vez por Feynniati, con el fin de man-
tener la unitaridad de una teoría de Yang-Mills. Se les dió el nombre de fantasmas porque, 
a pesar de ser escalares bajo transformaciones de coordenadas, no tienen estadística de 
bosón, es decir, violan el teorema de espín-estadística por lo cual no son observables. Estos 
campos adquirieron más sentido cuando ['aciden' y Popov mostraron que los fantasmas 
podían obtenerse como resultado de un cálculo correcto de la medida de la integral ele 
trayectoria, y por ésto se les dió el nombre de fantasmas de Faddeev-Popoy. Posteri-
ormente, con el trabajo de Decchi-Rotiet-Stora y Tyutin, éstos adquirieron un caracter 
más formal ya que se mostró que eran parte esencial de tina nueva simetría, que ahora 
se conoce con el nombre de simetría BRST. Esta simetría tiene dos características esen- 

i) es el residuo de la simetría de norma una vez que ésta se ha fijado, es decir, 
es una simetría que prevalece aún a pesar de que se haya seleccionado una norma. 
A diferencia de la simetría de norma, esta simetría es de enrame,' global, es decir, el 
parámetro de la transformación no depende de la posición. Además, este parámetro es un 
número de Grassmann, por lo cual la simetría BRST es un tipo de supersimetría ya que 
la transformación relaciona bocones con fertniones. Las variables de Grassinann pueden 
considerarse como el límite clásico de campos fermiónicos, que están cuantizados con an-
ticounintadores con el objeto de satisfacer la estadística de Fenni-Dirac. En efecto, si 
consideramos el límite clásico (ri. -4 0) del anticonnnitador 11/,„, 	= h6„b obtenemos que 
el álgebra satisfecha por las variables 9„ = HIN -40  k/!„ está dada por 0„9h +91,0„ = 0. En 
particular 0„2  = 0. Las relaciones anteriores definen la estructura básica de un álgebra de 
Cira,ssmann. 

4.4.2 Formalismo BRST 

Como un ejemplo de la simetría 1311ST consideremos el caso de la electrodinámica, que 
como hemos visto tiene un lagrangiano igual a 

1 
L = --FIII,  F”1 	 (4.49) 4   

Este lagrangiano es invariante bajo las transformaciones de norma locales 

SA„ = 0„,1. 	 (4.50) 

El lagrangiano efectivo en la norma de Lorentz es 

Le, = L 	L F1.(7 , 	 (4.51) 
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C011 
1 

Lgf = 7-(d" Ai,)2  , 	 (4.52) 
2E, 

/".,ret;  = 	 (1.53) 

donde Lyf  impone la condición de 1101111i1 de Lorentz y LreG  es el lagrangiano de los 
fantasmas que en este caso simple se desacoplan. El lagrangiano efectivo va no es in-
variante bajo las transformaciones (3.3), sin embargo, es invariante bajo las siguientes 
transformaciones 

(1.51) 

De las ecuaciones anteriores vemos que dicha transformación es del tipo supersimétrico 
dado que relaciona fantasmas, que son fermiones, con el campo bosónico A a,. En  comise-
ClienCia, el parámetro de la transformación w dile ser un número de Grassmann impar. 
Estas transformaciones se conocen con el nombre de transformaciones de 1311ST. 

Del teorema de Noether sabemos que dada una simetría existe una carga conservada, 
en este caso la carga de DRST. En el formalismo lagrangiano de las ecuaciones anteriores 
dicha carga está dada por 

Qm 	
1

isT  = 	d3r(c57 • E — 	 (4.55) 

Esta expresión es lineal en los fantasmas y en consecuencia es mut variable Grassmaniana 
impar. Esta propiedad la vamos a tomar como de carácter fundamental. Para imple-
mentar esta idea introducimos el concepto de paridad de Grassmaint c(z) de la variable 
z, que tonta los valores 0 o 1 según z sea par o impar en los generadores del álgebra de 
Grassmann respectivamente. De este modo tenemos quo 

(.1.56) f(QllitsT) =  

El problema ahora es construir una expresión general para esta carga dentro del formal-
ismo hatniltoniano de una teoría de norma, sin fijar una norma específica. Para hacer 
esto agrandamos el espacio fase (p, q) considerando a los multiplicadores de I,agronge 
asociados a las constricciones de primera clase como nuevas variables canónicas. Por lo 
tanto es necesario también agregar sus trionienn)s conjugados 7r„ de tal modo que 

{,16  , rr„} = 	Ab } = 	 (4.57) 

Para que la teoría original no se modifique es necesario considerar que estos momentos van 
a ser nuevas constricciones de primera clase ira 	O. Así, el conjun to  total de constricciones 
es 

CA = ( 71'0,1). 	 (4.58) 

'Estamos considerando que nuestras constricciones son hosóniras y de preiinera clase) 
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con A = 1,...,2n, donde o es el número de constricciones de primera clase sin Mutar en 
cuenta a los momentos conjugados de los multiplicadores de Lagrange. 

Como siguiente paso introducimos los fantasmas ir% y considerainos que también son 
variables canónicas, a las cuales asociamos sus momentos canónicos conjugados 'PA , que 
llamaremos antifantasmas 

{O", PA = 	I/"  = S/IÍ 
	

(4.59) 

donde f PA = f(q 4 ) = 1, (1/A )* = TI  y (P,4 )• = —PA . Imponemos además que las nuevas 
variables canónicas TI, PA  tengan paréntesis de Poisson cero con el resto de las variables 

= 	A", ira ) 
{ 713  , Zá = PA , Zá = 0. 	 (4.60) 

El espacio de fase extendido con coordenadas (Za , //A, PA ), equipado con esta estructura 
de paréntesis de Poisson se denomina el superespacio fase. Adenui.s de la paridad de 
Grassman es conveniente definir en este superespacio una estructura adicional g, que 
denominaremos número de fantasma. Esto lo hacemos atribuyendo a cada una de las 
variables básicas un número de fantasma de la siguiente manera: 

g(zzo = 0, g(t/A ) = 1, g(P,t ) = —1. 	 (4.61) 

Además requerirnos que el número de fantasma de un producto de variables sea igual a 
la suma del número de fantasma de sus componentes. 

La carga de BRST se construye pidiendo que genere las transformaciones de norma 
asociadas a las constricciones de primera clase dadas en la ec.(4.58), al orden más bajo 
en una expansión en serie de potencias de los fantasmas. Por otra parte, en base a 
la expresión (4.55), consideraremos que dicha carga es real, tiene número de fantasma 
.0(9) = 1 y paridad de Grassman f(S2) = 1. Con estas condiciones la carga de BRST 
queda completamente determinada a orden más bajo, donde debe tener la forma 

= rj 3CA  + términos de orden superior. 	 (4.62) 

Los términos de mayor orden quedan determinados por la propiedad de nilpotencia 

{12,12} = 0. 	 (4.63) 

Para entender mejor esta propiedad, tomemos en cuenta que 11 genera las transformaciones 
de BRST, entonces una segunda variación de una función arbitraria está dada por 

15 (2) F = {{F,i2} S2}. 	 (4.64) 

Empleando en (3.16) la superidentidad de Jacobi 

{Fh F2), F:3) + 	 {F2, F3}, 	+ 	+`'.2) { {F3, Ft}, F2} = 	( 4 .65) 

válida para cuando se tienen cantidades con paridad Grassmann arbitraria, se obtiene 

15(2)r = 	{{r2,91, /7}. 	 (4.66) 
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Así, vemos que si S2 es nilpotente, una transformación de BRST queda completamente 
determinada por la primera variación. La propiedad de nilpotencia determina 12 hasta 

una transformación de BRST, dado que 

{9,12} = O 	{121,91 = 0, 	 (4.67) 

e011 

9' =12 + (K,12), 	 (4.68) 

para A" arbitraria. Una solución de la condición de nilpotencia (1.63), que toma en cuenta. 
(4.62) y las condiciones que g(9) = 1 y c(12) = 1, está dada por 

9 = 'OCA + 11
117

1c  )Unc/119,t + 	(2)1c11- APPAPH 

qui 	"Ulli...14.1 1 A1...A"PAI • • • PA» ,  

C011 

(u r 	
A— 

1 r. A tic 	— 	1 

donde las CM  c son las funciones de estructura dadas en (2.6 ). Las expresiones para las 
funciones de estructura de mayor orden pueden encontrarse por ejemplo en (Henneaux and 
Teitelboim (1992)). Para algunas teorías conocidas, cuino por ejemplo las que describen 
el modelo estandar SU(3) x SU (2) x U(1) y la gravitación de Einstein, el desarrollo de 
llega sólo hasta orden uno. 

Una vez calculada la carga de BRST, se definen los observables del sistema como 
aquellas cantidades con número de fantasma igual a cero y que son invariantes bajo 
BRST, es decir que tienen paréntesis de Poisson igual a cero con U. La dinámica del 
sistema queda determinada por el hamil toniano 13RsT. Este se encuentra definido por la 
condición que al orden más bajo en los fantasmas debe reducirse al hanuiltoniano canónico. 
Además, debe tener paridad Grassmatin cero, ser real y con número de fantasma igual a 
cero. Por ultimo, debe preservar la invariancia BRST del sistema de tal manera que 

{.binsT ,52} 	0. 	 (4.71) 

Bajo estas condiciones, a primer orden en los fantasmas el hamiltoniano de I3RST esta 
dado por 

Htfusr = llo  t/'41 7 .10Pli  + "mas" 	 (1.72) 

donde "utas" significa términos de al menos cuatro fantasmas. 

4.4.3 Integral de trayectoria BRST 

El siguiente paso es evaluar el operador de evolución del sistema utilizando el método (le 
BRST-13FV. Tomando en cuenta que este operador es unitario una vez que hemos intro-
ducido los fantasmas, podemos tomar la representación de éste en Iéraninos de la integral 

87 

(4.69) 

(4.70) 



de trayectoria de Feynman. Además debemos considerar que los estados que son de in-
terés físico son aquellos aniquilados por la carga de BRST, en consecuencia únicamente 
es necesario considerar elementos de matriz del operador de evolución entre estos estados. 
Esto implica que debemos imponer condiciones de frontera en la integral de trayectoria 
que sean BRST invariantes, Esta condición no garantiza unicidad en las condiciones de 
frontera, dado que tenemos la libertad de seleccionar una clase de equivalencia de es-
tados físicamente permisibles, además de que podemos elegir la representación en que 
deseamos trabajar (momentos o coordenadas). Existen al menos tres tipos de condiciones 
de frontera adecuadas y nosotros elegiremos una representación que hace contacto con 
el método de Faddeev-Popov. En esta representación las constricciones se clasifican de 
manera análoga a (4.58) y los fantasmas se ordenan de la siguiente manera 

/13  = — 	Ca  ), 	PA = ( 	Po). 	 (4.73) 

Las variables C", Ú„ son reales y respectivamente conjugadas a P„, P", que son puramente 
imaginarias, de tal nimio que se satisfacen los siguientes paréntesis de Poisson 

	

{C",eb} = {C", P5 } = 	'PI)} = { P„, P° } = 0, 	 (4.74) 

{15„ , Cb } = —(51 = { %'n, C„} 
Las condiciones de frontera a tiempo final 72  y tiempo inicial TI , que son BRST invariantes 
para este conjunto de variables, son 

C"(T2 ) = C"(Ti) = 0, 	 (4.75) 

C.(70 = C"(
//
r1) = 0, 

(( 11177551:!)  rí ) a (72) = nahl= 0, 

donde recordamos que 7r,, denota los momentos canónicos conjugados asociados a los 
multiplicadores de Lagrange A”. Estas condiciones de frontera son BRST invariantes en 
general, dado que, en términos de estas variables la carga de BRST puede escribirse como 

= C"-ya  — ir" Tr„ + "más" 

donde "más” contiene al menos un antifantasma y dos fantasmas. Así, la variación de 
C se cancela debido a (4.75) y la variación de C se cancela por (4.75b). Por último, la 
variación de ir es automáticamente igual a cero. 

Es claro que aún falta fijar las condiciones de frontera de las restantes variables 
dinámicas, lo que dependerá específicamente del problema en cuestión. Una vez determi-
nadas éstas, el operador de evolución está dado por la acción efectiva cuántica 

Ly = f Dit exp(iSCH ), 	 (4.76) 

donde 'D/1 es la medida de Liouville correspondiente a todas las variables canónicas intro-
ducidas y 

Stff  = 	dr 	— ,Vir„ 	11«. f f) . 
T, • 

(4.76b) 
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4.4.4 Normas canónicas 

El hamiltoniano efectivo 11,11 no se encuentra Únicamente definido, ya que como 
mencionamos en (4.68), todo observable en BUST-13EV queda indeterminado hasta un 
operador de la forma (0,K), Por lo tanto el hainiltoniano efectivo lo podemos definir 
como 

lirff = HitlisT - 	9) 	 (4.77) 

donde tlo se conoce como la condición de norma fermiónica. Una de las propiedades 
fundamentales de (4.76b) es su invariancia ante transformaciones infinitesimales de 'II lo 
que quiere decir que la integral de trayectoria es independiente de la elección de norma 
(Teorema de Fradkin-Vilkovisky). Esto permite realizar diversas pruebas de consistencia 
de las teorías de norma sin imponer alguna condición de norma. Sin embargo, no es posible 
utilizar el valor 41 = 0, ya que en este caso la integral no se encuentra bien regularizada. 

La elección 
1. = ¡CM \" - P„ N", 	 (-1.78) 

nos produce tina acción de norma fija Si;  que as lineal en Jr con mi coeficiente igual a 
\" - 	Como consecuencia la integral sobre 7r da la funcional delta ‘S(\" 	<„, 

restringe la integral de trayectoria a la "derivada de norma- 	" 	0. Uno podria 
preguntarse si es posible escribir la amplitud (4.76b) como una integral de trayectoria en 
una norma cainínica 

‘4,(q.P) - o. 	 (4.79) 

La respuesta es que esto es posible si existe una transformación de norma en los puntos ex-
tremos tal que las condiciones de frontera puedan ser transformadas en nuevas condiciones 
de frontera que satisfagan (4.79). Asumamos que este es el caso y /pie la transformación 
de norma ha sido hecha. Esta transformación modoficara en general, la acción por un 
término de frontera. 

Si uno toma en la integral de trayectoria IlltST la norma fermionica 

E = (i E)CT  „ \" 	1)„ , 	 (4.80) 

haciendo el cambio de variables de integración 

cuyo Jiu:tibian() ts unitario, y tendiendo a cero. uno obtiene 

1[00 pDbT),\DolVc.rp[bpj - 11 -- 	b - h,-1 1q) 4- 13.1'.} 	(1.81) 

donde 1LT. es el t 	no de frontera inducido por la t ransformaeión de norma mencionada 
anteriormente. La integral sobre el multiplicador de Lagrange da ;5(.7), la integral sobre 
los momentos ir, da (1( ‘„), mientras que la integral sobre los fantasmas da el determinante 
de Faddeev-Popov. Así, las trayectorias son restringidas por (1.79) en la suma sobre 
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trayectorias. Notese que hay una 6(x„) y un detertminante de Faddeev y Pop« más 
dado que las A no estan restringidas en los extremos mientras que las 7r, las C y las 

estan restringidas a ser cero (ces. (4.76)). La derivación anterior de la integral de 
trayectoria en una norma canónica ha sido dada en (Frarlkin y Vilkovisky (1977)), 
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Capítulo 5 

CUANTIZACIÓN DE SISTEMAS 
COVARIANTES II 

En este capítulo presentamos dos ejemplos concretos de cuantizavión de sistemas 
covariantes, en los cuales empleamos parte de los conceptos que hemos destronado a lo 
largo de este trabajo. 

Comenzamos cuantizando la partícula libre no relativista para ► netrizada. Esto se liare 
primeramente en el espacio fase reducido y después mediante la integral de trayectoria 
BRST. Se discute la cuantización en dos diferentes normas canónicas y se muestra que 
los resultados que se obtienen mediante los dos distintos métodos y en las dos diferentes 
normas canónicas, son sólo una reesetitnra de una misma amplitud de probabilidad, y 
esta es la de la particula libre no relativista que liemos calculado en el capítulo tres. 

El segundo  ejemplo  que se trabaja es el Modelo de gravedad en 1+1 dimensiones 
de Banks-Olonghlin. Los procedimientos y técnicas que utilizamos para cuantiztu• este 
modelo, son las mismas que utilizamos para la partícula libre no relativista para ► uetrizada. 
Se hace además una comparación de la acción handl t ()nimia de este modelo, ron la acción 
liamiltoniana de la gravedad de Einstein. 'Cabe mencionar que la ('Indización de este 
modelo en normas canónicas, es el primer ejemplo explícito que se da, de la efectividad 
de los dos métodos de (l'Indización que liemos abordado en este trabajo. en un modelo 
con interacción. 
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5.1 PARTÍCULA LIBRE NO RELATIVISTA 
PARAMETRIZADA 

5.1.1 Integral de trayectoria en el espacio fase reducido 

En esta sección ilustramos el análisis general de la integral de trayectoria en el espacio 
fase reducido y su expresión en términos de normas específicas para el caso de la partícula 
libre no relativista parametrizada, un punto importante a ilustrar es ver que las diferentes 
elecciones de condiciones de norma canónicas son meras reescrituras de la misma amplitud 
en el espacio fase reducido. 

Se sigue de §4.2.2, que la partícula libre relativista paratnetrizada puede ser vista como 
un sistema cuya acción es 

S[qin,tipt, = J (P~l + Nfl)dr, 	 (5.1) 

donde Iti es una constricción de primera clase 

= pi + 
2m 

O, 	 (5.2) 

y N es un ináltiplicador de Lagrange. 
Las ecuaciones de movimiento para esta acción son 

= N11, 	i = N, 	p = o, 	15, = O. 	 (5.3) 

De estas ecuaciones de movimiento obtenemos que para cualquier valor de la constante e, 
un conjunto completo de observables está dado por 

cf~ (r) = q(r) — 
tn

— (t(r) — c(r)), 	p*(r) = p(r). 	 (5.4) 

Estas son constantes de movimiento I las cuales coinciden con q y p en la norma canónica 
t = e. Los operadores de Ileisenberg q:(r) son independientes de r. Para diferentes 
valores de e, ellos están relacionados por una transformación unitaria 

P
2 

P
2 

= exp 2m — c2)1 ge*, exp 	2m— c2) , 

y los correspondientes eigenestados estan relaciona( os por 

1(4., 	= eup1 /2,fly.,, 	7.2). 

uno puede checar directamente esto calculando (q,'„1-1) 
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(5.8) 

(5.8b) 

Ti 

2 I'StaS 1.XpiTSiOili'S Se al/fiel/II) al utilizar eti 5.81) la.s relaciones piare )17, 	y ,j •, p• 

2 	

^7,2 

sidq- ( T ),p'(7-)1 	1 p'f7(1r -1- 1[1
/il 	T

'2 	T 	, 

	

- 	+ 	 ( 2 — (.1)) 	• 
2 —  TI 

(5.8(1) 

La amplitud de transición (ver §3.5) 

to 

	

(<7; j' 1-21q̀ 11  1-1)  ="-- 	271i(e9 — el ) ) 1 /2  (' XI  ) 	921(:(1.7;'2 ----11:»1 	: 21 

	

( 	.. 	
(5.5) 

puede ser escrita como una suma sobre las trayectori 18 del espacio fase reducido (las 
cuides definimos como ch".0(r) :-..=_ ,'(r), p;,=0(T) F.-  p• ( r ) (le la exponencial de la acción 
del espacio fase reducido Sn[t((r),p'(r)]. Para visualizar esto, considereinos la integral 
de trayectoria 

2 
j[DgDp]expi I pi' — —1' dr,  [ 

2111J' 

Mimada sobre todas las trayectorias q(r), p(r) TU' satisfacen 

	

q( ri ) = qi, 	q(7-2) = 1/2 . 

Haciendo el cambio de variables de integración 

*(r 
q.(T) = q(r) 	

/, 	)
r. 	1)* (r) = P(r), 

obtenemos que (5,6) puede ser reescrita como 

I Wq*Dplexp i {I 	+ 721  [1-)-1:2-1: 1 1.1} 

donde las trayectorias q*, p* están sujetas a las condiciones (le borde 

	

P 	 , , P.  

111 
q.(Ti ) + 	 q.(r2t 	T2 = 

o escritas en términos de 	q, 2  

[(/* + 
111
12211ii 	 (5.8c) 

P
. 

{(1. 	( 72) = 
 111 

Mencionemos que a pesar de que en (5.8) el hamiltoniano se anula, el valor de la acción 
en los extremos contiene (como es de esperarse) el factor expim(q2 	ti]  )2/2(r2  -- r1 ) de 
la amplitud (le transición. 

Convinimos así que la acción reducida difiere de f p'tj* por un término de frontera 
adaptado a las condiciones de borde (5.8c) 

63 



5.1.2 Condiciones de norma canónicas 

La integral de trayectoria en el espacio fase reducido 

(q,;, 	r1 ) = I [Dp* Dglexp iS[q* (r),  p' (r)) 	 (5.9) 

puede ser escrita en términos de q,p,t,p, y condiciones de norma. Para tal fin, uno 
observa que la acción (5.1) difiere débilmente de la acción reducida (5.8d) por un término 

de superficie 

{ 	

} ri 
, P

2 r — TI 
S n :----, s -1- -- (el -I-  — — (e2 — el) — i) 

2ur 	r2  - — - 7-1 
r1  

C011SidnartIlloS condiciones de uorula ralli)llicati (le la Sffilla 

1— f(I) = 0, 

para la cual el determinante 	— f (r), p, -f 1101 es uno. La integral de trayectoria en el 
espacio fase reducido es, de acuerdo a nuestra discusión de 1j4.3.3, igual a 

, 	/11.VIVDt1)/4)11/(5(t — ( r))(5(it, -1- 11) 1.Xpi.5'', 	(5.12) 

9 
=. 	(pi/

2 	
I Ir  (e 	 c,›  

	

2in 	2m \ 

T2 

. 	 (5.12b) 
Ti 

 

Las trayectorias ((sial' sujetas a las cot diciones (le frontera 

(q 	-1- (t( 7 ) 	ei)) 	) 	• 

(q 	
I7r
-1--)-(1(7) 	c2)) (72) 

(5.12e) 

5.1.3 Norma i==0 

En la norma t 	1), rl hamilloniano de la acción (5.1217) se anula. 1:no encuentra. sin 
embargo, de las e(•s. (5.12) que la integral de trayectoria puede ser descrita en esta norma  
como 

7-211,.71) 	 + 11) exp 1.54  

I[ 7 '
7101111.x), {1 	r [-: 	} 

2-1 

9(1 

(5.13) 



con las condiciones de frontera 

, 	Pfri) 	
+ 

P(7-2) 
q(71) + —/t1 	= 	q(T2)  — ez = • 	(5.13b) 

Haciendo el cambio de variables de integración 

p — 
Q = + 	+ 	(1. 	 (5.13c) 

m r2  — TI 

p = p, 

y reescalando al parámetro T , f = 1. l-iL — 	11110 puede reescribir (5.13) en la 
forma 

	

P./. = [DQVIlexp [1:2  d P (----(11(r2  — 12:2,1) , 	 (5.14) 

con las condiciones de frontera 

	

cl(f = .7-1) = 	 = T2) = q;2  • 	 (5.141,) 

Esta es justamente la integral de trayectoria standard para la partícula libre no relativista 
no parametrizada, la cual como liemos visto en §3.5 es 

1/2 

	

nt 	 —q:,1211/2  
27ri(c2  — el)

) 	CM) 
2i(c2  — ci ) 

Concluimos así que nada esta mal si "el tiempo no fluye". 

5.1.4 Norma t 

Uno puede permitir también que el tiempo fluya como esto es ordinariamente hecho. A 
pesar de que la elección de norma t = r es posible, es más simple, ajustar los puntos 
finales tal que t(r1 ) = ci  y t(r2) = e2. Así elegimos 

, 
t = f (r) = 	

T — TI 1(2 
	(1), 	 (5.15) T2  — 

La ventaja de esta elección de nortna es que ésta hace que el término de superficie en 
(5.12b) sea nulo, lo cual simplifica la forma de las condiciones de frontera. Uno obtiene 
en esta norma de las ecs. (5.12) 

con 

. 	p2  (.„2  —  (q„, , 	) = [DaDp] exp i f (pq — 2m r 
	

ar 
2  — 

(PI) = 	q( 72) = (I:, • 

(35 

(5.16) 

(5.16b) 

P.I = 



Si c2  — cl 	0 3, uno puede transformar el lado derecho de (5.16) por reescribir la integral 
como tina integral sobre t. Esto 1108 lleva a la forma 11511111 de la amplitud de transición 
derivada en §3.5 

( (III 	112 

) I [1:41)pj t.xpi 
e, 

p—  de — --
21ti 

con lo cual concluimos nuevamente que 

1/2 	 (/;, )2 1/2  P.I. 	(
27ri(c2  — 

(
l )) 
	exp

2i(e2  — e1 ) 

sujeta a las condiciones (le borde (5.16b). 
De estos resultados podemos observar, que no importa que elección de norma canónica 

tomemos, la expresión de la amplitud de transición será siempre la misma. 

5.1.5 Integral de trayectoria BRST 

Para escribir la integral de trayectoria en una norma canónica, partamos de la acción 
covariante de la partícula libre 

p2  
S = 	(pii 	— N (pi  ,2 )z)) dr, (5.17) 

0011 

(PI) 	ql 	q(r2) 	(h. 
	t(r1 ) =tu, 	1(r2) = t2 , 	(5.1714 

en los extremos. 
Consideremos nuevamente condiciones de norma de la forma 

t — f(r) 	0, 	 (5.18) 

Las condiciones de frontera (5.17b) no satisfacen en general las condiciones de norma 
(5.18), es así necesario realizar primeramente Ulla transformación de norma tal que (5,18) 
sea válida en los extremos. 

Las transformaciones de norma requeridas son 

(5q 
or 
	(5p O 	 (5.19) 

á/1i 	 (5.19b) 

(5.19c) 

aun cual implica que dr /(1.1 está bien definido 
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y de Si P.-. E concluimos que 

e(T1) = t(ri) - ti 	II 	,E(T2) = t(T2) - t2. 
	 (5.19d) 

Las transformaciones de norma (5.19) no se anulan en 7-1  y 7'2, y modifican por consiguiente 
las condiciones de frontera y la acción por un término á superficie. Más precisamente, 
las trayectorias que obedecen (5.17b) son n'apeadas por (5.19) sobre las trayectorias que 
obedecen 

q(7-1) 
o 

(1(Ti) - 

y la acción se transforma 

S = f 

= 
J 

(Ti) 
 - E(T2)

p(
In

2) 

02) - —(t(T2) in 

- (A' - 

, P'2 
i( 7') 72-r-77  

• • P P
2 

(/21 

dr 

(5.20) 

(5.20a) 

(5.21) 

- E( 	= rll 	q(T2) 

—rn (i(Ti) - ti) = 

en 

[p(q - 	- EH+ pf 	- nt 
lrY 

[pi/ + 	- N (pi  + -171-1 )1- 

q2 

-12) = 

É) 	+
2in  

r2 

ri 

De acuerdo a la discus ón hecha en §4.4.4, tenemos que la integral de trayectoria se escribe 
como 

P.I . = 	[DelDpDtDpilá(t - f (r))(1 (pi  + 	expi dr[pi 	- 
2 

P
2 

= .1[DgDpDtDpi ]8(1 - f(r))6 (pi  + P2 2j) 

expi J rlr [pi! + 	- 57  [1(7)- (t, + 71 	(12 	ti))] 	(5.22) 
2  - 

	

p2 	 Tj 

Analicenios ahora esta ex iresión para la integral de trayectoria 1311ST en I iLS mismas 
normas que utilizamos para la integral de trayectoria en el espacio fase reducido. 

5.1.6 Norma t=0 

En la norma 1 --= 0, el hamiltoniano se anula. Uno encuentra sin embargo de (5.20) y 
(5.22) 

P.I. = IENDpjexpi f drpil + 	(t2  - 
2nt 

donde las trayectorias están sujetas a las condiciones de frontera 

, 
(I(Ti ) 	ro I 	qi , q(r2) + 12- t9 = (t2. 	 (5.23a) 
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Estas ecuaciones coinciden con las ecs. (5.13), por lo cual concluimos que la expresión 
para la integral de trayectoria será 

) 1/2 

P.I. = 	 eXp 
im(q2 — qi )21(/2  

	

27ri(t2  — t i ) 	 2i(12  — f i ) 

con 

= 	 = 7'2) = ft» 

5.1.7 Norma t 

En la norma t(r) = f(r) = t I  + )=1-' (t2 	tenemos 
- 

„2 
P.I. = f[DqVpDtDpi ]<5(1 — f (r))(5 (pi  + 2:--2111  

exp i / dr{ Pi/ + pi Trdi  — 2l;,2, -, [1( r)  — (t I  

p2  ilf I = 	f [DiPii] oil> i f dr pi¡ — —21-1; ;17.  [ 

= 	I [DIN exp i .1 dr [in. p2 12 — ti 

	

 	, 
2in 7.2  — T I  

con las trayectorias sujetas a las condiciones 

g(ri) = qi , 	(1(T2) = q2' 

  

T— TI  
4 	(l2 	tt) 

— TI 

 

(5.24) 

(5.24b) 

Estas son las mismas relaciones que obtuvimos en el caso del espacio fase reducido para 
esta misma norma (ces. (5.16)), con lo cual concluimos que la expresión de la integral de 
trayectoria es 

I/2 
171 	 M(7/2 — qi )21 

21ti(12  — t i )

1 /2  
CXI) 

21(12 	t ) 

en la cual las trayectorias g(r) están sujetas a las condiciones (5 21b). 

5.2 GRAVEDAD CUÁNTICA EN 1+1 

5.2.1 Modelo de Banks-O'Loughlin 

El modelo de Banks-O'Loughlin de gravedad (.11 2 dimensiones, se basa en la con-
strucción de un conjunto de lagrangianos covariantes locales, para la gravedad en inter-
acción con un campo escalar. 
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Nuestro punto de partida es considerar las acciones que tienen corno caracteristicas (i) 
ser funcionales de la métrica y de un campo escalar, (ii) depender a lo mas de las segun-
das derivadas de los campos y (iii) ser las funcionales invariantes ante transformaciones 
de coordenadas más generales. Las densidades lagrangianas tornan la forma (Hanks and 
Q'Loughlin (1991)) 

,-- /1 
= V --Y k-2,(/"'

a  
acr+60,r0 V(0) + D(4)R) = 1:9( + DI?). 

El análisis de estas acciones lleva a la conclusión de que la solución general para 
la métrica siempre tiene un vector de Killing. Este vector de '<Ming es ortogonal a 
el gradiente de 0, tal que las superficies de 0 constante son lineas de flujo del campo 
vectorial de Killing. Esta observación motiva una elección de coordenadas en el espacio-
tiempo. 

Más aún, la teoría general de espacios simétricos garantiza que siempre es posible 
elegir un sistema coordenado en el cual los elementos de linea toman la forma 

ds 	= fh t (s 1 )&12  + y 22(x l )dx22 	 (o,26) 

Aquí ,r 2  parainetriza la dirección homogénea a lo largo del flujo de los vectores de '<Ming. 
Dado que estas son superficies de ¢ constantes, el campo escalar dependerá únicamente 
de st en este sistema de coordenadas. El trabajo es realizado sobre espacios tiempos 
con la topología del cilindro, con la dirección compacta elegida como tipo-espacio. Hay 
entonces dos clases de soluciones, dependiendo de que la dirección homogénea sea tomada 
tipo-espacio o tipo-tiempo. La elección adecuada del espacio fase corresponde a las con-
figuraciones espacialmente homogéneas, las cuales se propagan en el tiroriro. xi es una 
coordenada tipo tiempo no acotada que nosotros llamerernos t. El elemento de línea puede 
ser escrito como 

d.s2  = jr 2(t)dt 2  — /r2(t)dir2 , 	 (5.27) 

y la acción llega a ser (el volumen coordenado de r es tornado corno uno) 

S= fdt 
(b (oh 	

— hq1,7) 
2il 	' 

Hemos escrito esta ecuación en términos de la variable h, pero usaremos u = ht h corno 
variable canónica para evitar la confusión de tener que identificar configuraciones que 
difieran solamente en el signo de Ir 

1517e° c" 
S = jr dt 	+ 	ed  91') 

y 

El lagrangiano homogéneo continua siendo invariante bajo reparametrizaciones glo- 
1tales del tiempo si, Ir, cp y y transforman de la siguiente manera bajo dicha reparanietrización 

II( (t)) = h(t), 
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dt 
fl(f(t)) = (1/0),  

Escribiendo la acción (5,29) en términos de los momentos canónicos 

c`' D'a ego 
lto = 	77-0  

(D' 	dD / (10 obtenemos 4  

, do rla 

	

S = 1 aT 	no + 	911) 1 

dr 	dr 

donde 1-/ aparece como una constricción 

	

77 	o 
— 	

LY 	
r-`," 0. 	 (5.33) 

75.11Y2  

A esta constricción se le conoce como la constricción de Wheeler-DeWitt. 
Es posible resolver la constricción elásicaniente y así reducir el espacio fase. Por 

ejemplo podemos resolver para 7r,, obteniendo 

= Dr  [n,,± i7r1 2c1'11 . 	 (5.34) 

(10 	<la 
S = I dr

dr 
 + 

<Ir 
--7r,„ 	(l) , 	 (5.35) ' 

o 

S =I rla C1° 
 la 

 7r,,, 	7r„ 	 (5.30) 

En una primera aproximación a la cuan( ización de este sistema, elegiremos el único 
lagrangiatto de los que estamos trabajando que es invariante bajo translaciones de 0, éste 
tiene D(0) = (20 y V(y5) = A, la constante cosmológica. 

5.2.2 Comparación con la gravitación 

Antes de comenzar nuestro análisis para olttener la expresión de la integral de trayectoria 
en el modelo de Banks-Oloughlin, hagamos un paréntesis para comparar la estructura 
de la gravitación de Einstein y nuestro Modelo. Esto lo baremo a partir de la acción en 

testa es el análogo de la acción 5,1 para el modelo de 13anks-O'Loughlim g aparece como un multipli-
cador de Lagrange 

(5.30) 

(5.31) 

(5.32) 
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forma hamiltoniana. 
El principio de talión bamilloniano para las colaciones de Einstein se escribe cona) 

S = 1(71.9(1;i  — 	— N'71i)(13x dr, 	 (5.37) 

donde la acción debe ser extremizada con respecto a variaciones de yo , ni'', N y Ni. 
La integral en (5.36) se efectua sobre la región de espacio-tiempo que se encuentra 

entre dos superficies tipo espacio r = 	'r = r2, que no se intersectan así mismas. Las 
son las componentes del tensor métrico sobre la superficie tridimensional tipo espacio 

=cte., y ir'/ son sus momentos canónicamente conjugados. La funciones "lapse" N y las 
componentes del vector "shift" Ni son múltiplicadores de Lagrange los cuales describen 
la posición relativa de dos superficies tipo espacio vecinas. 

La única restricción sobre las variaciones de las funciones involucradas en (5.36) es 
que el tensor métrico espacial mi  debe permanecer fijo basta un cambio de coordenadas 
espaciales, ambos a r = ri  y r = r2. 

Las constricciones 1-1 y 71; estar dadas por 

1-1 = 2Giikari f 	+ 1(—R + 2A), 	 (5.38) 

= —2V , 	 (5.39) 

con 

G¡/Al = 2 	' —(gikqjl Yilgjk goa), 	 (5.40) 

y donde g, R, y V son respectivamente, el determinante, la curvatura y la derivada 
covariant e correspondiente a mi, A es la constante cosmológica. 

Comparando las ecuaciones (5.32) y (5.37) podemos ver directamente varias analogi as, 
(i) el multiplicador de Lagrange g del modelo de Banks-O'Loughlin es el análogo de la 
función "lapse" de la gravitación, (ii) en el modelo de Banks-O'Loughlin no existe un 
análogo del vector "shift", (iii) debido a (ii), 110 existe una constricción análoga a 71i, (iv) 
comparando las constricciones 71 de la gravitación (cc. (5,38)) Y del modelo de Banks-
O'Lougldin (cc. (5.33)) interpretamos al factor .\ de la constricción (5.33), como el análogo 
de la constante cosmológica. 

Por último veamos cuantos grados de libertad existen en ambos modelos. En la gra-
vitación tenemos 12 variables canónicas (6 go  y 6 tr ii) y 4 constricciones de primera clase 
(7{ y 3 componentes ni ). Así según el conteo de grados de libertad hecho en §1.4.2 
tenemos después de fijar la norma, .V1  = 2 grados de libertad. 

En el caso (1(4 modelo de Banks-O'Loughlin tenemos 4 variables canónicas y una cons-
tricción (que es obviamente de primera clase), con lo cual tenemos una vez fijada la ¡tonina 
1_ 2 	1 grado de libertad. 

''ala formulación hamilt oniana de la gravitación se le conoce como formalismo DNI ( A rnowit t Deser. 
isner) 
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5.2.3 Integral de trayectoria en el espacio fase reducido 

Las ecuaciones de movimiento para esta acción son 

• nr, 
= — = ( 

\ 	D' 2 D' I 
ir = (1, = —2Age2'. 	(5.41) 

De estas ecuaciones de movimiento obtenemos que para cualquier valor de la constante c, 

un conjunto completo de observables estar dados por (en el caso trn = Q[7,,+ \171 + 2e2",1) 

~~ =(D+Q[2(a — e) — llt  

donde 7r, -z-- ir, + 5/4, + 2,\c2c. Estas son constantes de movimiento 6 , las cuales coinciden 
con (i) y no en la norma canónica u = e. 

La amplitud de transisión 	r21(b:., , ri ) puede ser escrita como una 51111111 sobre 
las trayectorias del espacio fase reducido (las cuales definimos como (1,7„...0(r) = g (r), 

=o(r) 	71";(1)) de la exponencial de la acción del espacio fase reducido. Para visu- 
alizar esto, consideremos la integral de trayectoria 

1[DOD7rol exp i I [ir4,,(:5 + Q [no + t rti + 2c2" Al dr, 	(5.43) 

sumada sobre todas las trayectorias 	ir,;, que satisfacen 

0(.7-1 ) = (51 , 	(;,.0-2 ) = 452 , 	 (5.43b) 

Haciendo el cambio de variables de integración 

7::, + sfir,;,2 + 2,1e2c 

+ 2,1 L z;, + VíT,;.2  
0*(r) = Or) + Q 2r — In 	 7r;,, = no, 	(5.44) 

obtenemos que (5.43) puede ser reescrita como 

PDO —Dirl exp i { f 21-,;,(?'tir + (J hfir;2 + 2,\ e'l.rr } 
rj 	

(5..15) 

doluki las trayectorias (11*, ir; estan sujetas a las condiciones de borde 

ir,,, + ‘17r41- 2,\e 2.71 

+2 

7r0 	 2Ae2r, 

7r,; , 	+ 2,1 

H uno puede checar directamente esto calculando 
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[

0*(ri ) -- Q 2r1 -- In 

O'(r.2) — Q{ 2r2 — In 

7r, 



o escritas en términos de (I,' , qr, 7 

+ V7r;2  + 2Ac2c1 

V77p  2  4- 2A 

ir + sbro'2  + 2)c2'2 

7r4,+ Viry,* 2  + 2A 

Dado que el liamiltoniano reducido II (0-  , a') se anula, concluimos que la acción reducida 
difiere de f ir'iP*dr por un término de frontera adaptado a las condiciones de frontera 

(5.38c), 

T — T1
I Tt  

Sli[0.  (T), Tr;(r)] = 	ir;i," dr + 	+ 2,\ exp 2 (('1 +
r 	
I 	

72 — 
	(t 	ci)) 	(5.46) 

5.2.4 Condiciones de norma canónicas 

La integral de trayecrtoria del espacio fase reducido 

((,5*„ 7210:1 , 	= f [137r;DO']exp i S u[0" (r) , ir;(r)] 	 (5.47) 

puede ser escrita en términos de , 7r0, a, 	y condiciones de norma. Para tal fin, uno 
observa que la acción (5.34) difiere débilmente de la acción reducida (5.41) por un término 
de superficie 

[r  r — 	71 
Su 1=', S + Q 	7r4;2  + 2A exp 2 (ci  + 	(c2  (.1 )) — /,..2  + 2Acr'(r) 	. 

72 — Ti ri 

Condideraremos condiciones de norma de la forma 

	

(.7 — 	) = 0 	 (3.49) 

	

para las cuales el determinante (a — (r), 	+ 12-1--r'a  + c2 7̀ A) = — 1,1p + 11. La integral de 
trayectoria en el espacio fase reducido es, de acuerdo a nuestra discusión de §4.4.4, igual 
a 

72111:1 , 	= f [Dir,i,DdDaDira ] (—I 4- 	(5(a  — f ( r )) 

7,2 
05 (— 	+ 	c2a )) eXI) 

2Q2  Q 

'estasexpresiones se obtienen al utilizar en (5.406) las relaciones entre r,t;:, 	o' y 170' 
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0:1 = [0' — (2ci — lo 

0,72  = írif — Q (2C2  In 

(5.48) 

(5.50) 



0:1 = 	+ 2Q(a(T)—ct)+Q lu  
+ Frr+ 2..\e2ei 

74, + N/7 -t- 

, 
7r y + 	11',1 	2,\ ebJ 

n 	+ / + 2 \ e2a(r)  
= {(/) + 2Q(a(r) — c2) + Q In 

da
} r2  

S' = dr (no(;)
°  

+ 	)+Q 10'2  + 2\ exp 2 (q + 1 -1(c2  — e1 )) — 17:iY 2Aeri(r) 
dr 	 72 — 

Las trayectorias estan sujetas a las condiciones de frontera 

5.2.5 Norma o 7,-, r 

Consideremos la norma 

— 
(7 ( 7) = J (T) = 

t 	
2 	el. T2  — 

En esta norma tenernos que el término de frontera de la acción se muda (ec.(5.50), con lo 
cual el propagarlos' queda dado por la expresión 

(q:;, 7214;, rt) = 	I [Dir 
7r„ 

+ 
71-0) u ( 	

+ 7,770 ,2a ) d,DOVaDiro j ( — 	72- (.2 

• da 
(5(a 	f (r))exp 	dr ?,,,r,')+ 	, 

dr 

Es posible simplificar un poco más la expresión del propagador, esto se hace de la siguiente 
manera. Integrando primeramente sobre ;ro  

	

( 1 
	2",\ Q) 	 • 	( • [

''l 

e2' Al 	da PI . = — f 1DODaD7r,„] — ± --..— S(a — J.  (I )) exp i Idr o+ 	1- 7,) 2Q 	71-‘2, 	n,, 	dr ' 

I y haciendo el cambio de variable 7r = 	 I •-w rvescrji v • 1 

	

, 	 10 110 2Q 

( P.1 . = — 1 [DO"DaDniMa -- f (r)) exp i ¡ dr (;571.  -I- QI7r + 151.2  -I- 2At.'171-12- 
ddT r  

integrando después en 7 y Q obtenemos 

	

P.!. = —?7r I (Inoe''''''''" 	14.  ' -- 1 )  / Da(1(a -- f (r))(.xj) i 1 no  + 5/71 + 2,\ c2^
da 

 
<11" 

(5.51) 

(5.52) 



integrando fintiltriente en a y tomando en cuenta explícitamente la condición de norma 
obtenemos 

P.I. = 
1 thr  ___ 	oeurato,2 -46,,1 

27r 
(5.53) 

( 
T — TI 

exp i I dr (no  + ir3 + 2A exp 2 (ci  + --(e2  (1)) C2  
7-2  — 7) 	T2 — Ti 

('Oil 

	

OTO= 0,1, 
	0(72) = 002. 

	 (5.53b) 

	

Considerando que r va de O -4 1, podemos escribir la ecuación como

P.I.= — —27r .1 dnoeurd'2-4'ci exp 	dr (no + Ibr3 + 2.Nc2( ri +7112 --ei (c2  — 	. (5.54) 
o 

5.2.6 Integral de trayectoria BRST en una norma canónica 

Para escribir la integral de trayectoria en una norma canónica, partamos de la acción 
covariante (5.32) 

SEO, 	7r„ , y] = 	dr [ir,.,O iroo.  — g 	
ir 	

2 .1P7r
Q 

+ Ae21 
2 	

] , 
Q2  

2 
	

(5.55) 

con 

	

0(71) = 01, 0(72) = 02; u(n) = OI, u(r2) = az, 	(5.55b) 

donde 01 ,02, 	y 02  son números-e dados y g es un múltiplicador de Lagrange. Con- 
dideraremos aquí normas del mismo tipo que en el caso anterior, 

— f(r)= 0 	 (5.56) 

Las condiciones (le frontera dadas (5.55b) no satisfacen en general las condiciones de 
norma. Es así necesario realizar primeramente una transformación de norma para que la 
condición de norma a — f(r) sea válida en los puntos extremos. La transformación de 
norma rerquerida es 

	

(S0 	, 67r4, O 

	

lic 	7r 

	

<50. 	
Q2  

f ( 	+ 

	

7— 	
Qo 

' 47r, 	f( — 2 Ac2" ) 	 (5.5( ) 

([x0. 	
1 

iraj(71) 	((Jen ) 	), 	(Pro, a. 101( 7'2) = 	
1 	

(a(72) —02  

	

.74) 	 + 
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Las transformaciones de norma no se anulan en ri y T2 y fluidifican por consiguiente las 
condiciones de frontera y la acción por un término de superficie. Más precisamente, las 
trayectorias que obedecen (5.55b)) son mapeadas por (5.57)) sobre las trayectorias que 
obedecen 

0(71) — f(ri)7Q, = Oh 	c(1-t) — E(T1 ) ( --ip -i-  7i- 
) 

= al 
, 	Ir, 	Iro 

( na no 
072) — 02)-47T  = 029 	(T( 7.2) — 1(1.2) -772' "1-  "U = 1721 

y la acción llega a ser 

S ..___ I r4  I aT 
r, 

. 	i 	( 1Tafl + Ito9 — y 	— , + — + AC ... 
+ 

l',? 

7r, 	11. 7 7 	, 	211 
2Q 2 	Q 

	

'FI 	ircilro 	, 	2,,) 
+ ( 	AV 

	

( 2Q2 	Q r, 
(5.50) 

De acuerdo a la discisión hecha en §,1.4.,1, tenemos que la integral (le trayectoria se escribe 
C01110 

Pi. 

	

	
.7r,„ 	 747,5 	f,21 = frprOVI oDonrnidet 	+ 	

, 	2 
2q2  

(5(o — f (T))Pxp iS 	 (5.60)  

5.2.7 Norma a ^s r 

Como un ejemplo explícito en una norma canónica, consideremos la norma 

, 
0(T) 	

— 
—1a2 — al) +al. 
T2 — Ti 

(5.61) 

Para esta norma canónica, observamos de (5.57) y (5.59) que las condiciones de frontera 
en la acción respectiva son indas, y por lo tanto la expresi(511 de la integral de trayectoria 
se reduce a la expresión (5.52) y (3.5,1) 

= 
— 27r J  

T — Ti ,. 
( 	 )172 — ai  ) eXp i I ilT( Tío + 7(1 + 2,1exp2 (o) + — lo/ oi) 

	

T2 — TI 	T2 — Ti 

con las condiciones de borde 

0(ri  ) = 01 , 	 r2  ) = (1)2. 
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Conclusiones 

Hemos visto que para calcular las amplitudes físicas, el método BRST-BEV presenta 
la ventaja de que no necesitamos conocer las soluciones de las ecuaciones de movimiento 
para obtener una expresión del propagador. Este es el principal problema que presenta 
el método del espacio fase reducido, dado que este requiere resolver las ecuaciones de 
movimiento para valores iniciales arbitrarios, y no siempre es posible hacer esto. Por 
ejemplo, si uno intentara cuantizar el oscilador armónico parametrizado uno se encon-
traría con una gran dificultad para poder resolver las ecuaciones de movimiento para 
valores iniciales y después implementar estas en la integral de trayectoria. La ventaja 
principal que tenemos en los dos sistemas que aquí hemos presentado es que en ambos 
tenemos por lo menos un momento canónico constante (de hecho en el caso de la partícula 
libre no relativista, ambos momentos canónicos son constantes p y p,, mientras que en el 
caso del modelo de Banks-Oloughlin 7ro es constante), y esto nos permite resolver la con-
stricción en términos de sólo un parámetro que no es constante (de hecho en la partícula 
libre no relativista el luuniltoniano canónico es constante), con lo cual uno puede utilizar 
el método del espacio fase reducido. De esto se concluye que la cuantización mediante el 
método BRST-BFV es la más apropiada para obtener el propagador de un sistema dado. 

En este trabajo hemos chocado por primera vez que la expresión general para la in-
tegral de trayectoria en una norma canónica, es válida para un modelo con interacción y 
que el método del espacio fase reducido trabaja bien en este caso. Debemos mencionar sin 
embargo que esto era de esperarse ya que la expresión general de la integral de trayectoria 
en una norma canónica ha sido deducida en forma general (1-lenneaux, Teitelhoim y Ver-
gara (1992)), sólo que no se habia presentado explícitamente un ejemplo con interacción. 

Se sigue de nuestro análisis también, que en el caso del modelo con interacción, la 
acción del espacio fase reducido y la acción invariante ante BRST no son iguales. Sin em-
bargo la expresión final del propagador es la misma para ambos casos. Esto es algo que 
no es claro para nosotros. Por otro lado debemos mencionar que el hecho de que hayamos 
obtenido la misma expresión para el propagador mediante los dos métodos con los que 
hemos trabajado para cada uno de los dos sistemas que presentamos aquí, no quiere decir 
que en general esto suceda. Para ser precisos, en tér►conos generales no existe un consenso 
sobre cual debería ser la relación entre las expresiones de los propagadores que se obtienen 
por ambos métodos. Creemos que en nuestros ejemplos se obtiene directamente la misma 
expresión para el propagador por los dos diferentes métodos de cuantización debido a su 
simplicidad. 
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