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En este trabajo se analizan los diferentes eénfoques existentes para resolver un problema

de flujo-a costo mifnimo en.una red:con capacidades, presentando. la‘teorfa-basica y

enfatizando dos clases de: métodos recientemente propucstos.

algoritmo primal-dual ‘que manticne fact,i‘byil_i’dad-

El segundo ‘enfoqu _ch,ab ado’en’la-interpretack

una subasta'real, en la que sin manipular objetos globales, como son trayectorias, drboles

por tltimo; la comparaci : epréséntati&as
de cada uno de los 4n_fétddqs v qute deben 'ayvijdérf en lka"di:scu'sién_dé los” aspectos del

comportamiento prictico de estos.
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INTROD UCCION

El )roblema de flujo a costo minimo sur ¢ de dn'crsas snt.uacnoncs, or_ cjem )lo, iense que
&

mdadc ‘d

in ulen que s¢ localwa en dxfcrentes cmdades del pals a cmdadcs cn

necesi LEIHIOS en vmr

el extranjero que lo denmndan Se incurre en'un costo por cad.x umdad dcl blcll que se Lransporte




de este tipo, son conocidos.como métodos primales, porque mejoran el costo primal a través de la

modificacion del flujo’en’ ciclos simples.

La otra clase ¢s el método primal-dual’y, una Vdiacion muy cercana, el método oui-of-kilter (o

andoel pl’if‘.‘cl’o’» de

lver el problema de asignacion, jios-

ord y: Fulkerson'lo generalizaron’ para'rcéolver'c“irbblema de flujo a costo

encuentra:en’ cual de estos enfoques_cs el mejor, pero se- ha: de-~-

ar de’ parecer f"uridamentalmente diferentes (con el niétodo slmplex'séz '

todo en’implementaci I 3 ! mostra 5. mej

estos métodos puden ser utilizados para’encontrar soluciones:iniciales: bastante:buenas para otros:

" métodos.

La otra idea se presenta en 6 ubasta, que son' métodos de ascenso coordinado

dual y cuya interpretacién en el problema de asignacidn da origen a si.nombre; en este contexto se
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consideran a un conjunto de nodos de una grifica bipartita como personas realizando ofertas por
objetos que son ¢l otro conJunLo de nodos‘ Las \'anal)lcs dualcs correspondncntcs a los nodos obJeLos,

se consideran los premos dc los obJeLos en la subast.a Esl.c mctodo ‘

antienc: .acubxlldad pnmal e

estado del arte, usadas en la op leaClO de redes Y. deberan ayudar en, ‘la: dlscusxon de Ios aspectos ;

del comportamlento practlco de los dxferentes mctodos.



Por lo tanto, este trabajo se desarrolla de la siguiente manera
En el primer capitulo veremos la terminologia y conceplos basicos que se ulilizan en el trabajo,

asi como las deliniciones y _equivalenc\ias entre-los diferentes problemas de:optimizacic:: lineal en -

redes.

En el segﬁndo 'capltu‘lo estudiaremos la te n‘@de_duahdad,quejuega un‘papel impdrl.‘ix\rité cen las

tres ideas algoritmicas basicas para’

la bibliografia.




1 CONCEPTOS BASICOS

En este capitulo’sc ven los conceptos asociados de'la Teoria de Grificas que se utilizan en el presente
: 05 A ! . q I nte

trabajo. También sc'definen los problemas bisicos de. fcydésiy se proporcionan cjemplos de los cuales

surgen, asi como las equival entre los diferentes’tipos de problemas. Por (iltimo se’ menciona

i ltlo‘s"l(’ cuy s‘éléh’erlié\s

s de qus'dls‘tyint:'s de N

9: ('n.“,n;),'("eh cuyo cé$§ o8

Una cadena es una trayectoria positiva (negativa) si sus arcos son positivos (negativos, respecti-



o

vamente). Se denota con Pt y P~ los conjuntos de arcos positivos y negativos, respectivamente.

Los nodos ny S’ ny son el nodo tnicial (u origen) y el nodo ﬂnal (o dcst’inn)'de P respectivamente.

Un ciclo cs una cadena para la cual el nodo inicial y el final coinciden. w'cadenaes simple si

no contiene arcos y-nodos repetidos, excepto cuando el nodo inicial y:final ‘coinciden’(en cuyo caso

a) P=(m,n2,n3, n.) e¢s una lm) ectona po<m\a snnplc =
P = (ny, n1,n3, np,na,my) es-una cadcna queinocs s' nplc m cs lmyt.ctona posmva
ni negativa.

b) Un ciclo simple.C (n;,nz, n1) que, no-cs posnu\o i’ negativo
ct= (("h"z) (n:mu) (" m)yCo = ((ﬂ:.ﬂ:)) “

es una graﬁca conexa y aciclica. Un arboI czpandxda de una graﬁca G es‘una subgraﬁca dc G que es

arbol e mcluyc todos Ios nodos de G '




1.2 FLUJO Y DIVERGENCIA

Un veclor de ﬂu]o X en una graf‘ca G= (N A) es un conjunto de escalares {z;; | (l,]) € A}

Nos rcfcrlremos az ) v:no cxlsten reslrlcclones (t.ales como la no’

', como el ﬂu]o dm arco (z j

negatividad) en su valor Dl vector de. d:vergencm ¥ acoclado con un: vector de ﬂu10 X es el vector -

N- dlmensnonal con coordenad

divergencia dei.

Un nodo i es una fucnte (sum er ) para el \eclor de flujo X, si J. > 0 (y- <0, rcspectlvamente) 8

Siyy=0 para Lodo i E N entonces )\ cs ‘una c:rculauou Fst.as deﬁmcxones se llustran en la ﬁgura

1.2.

Yi2}s-4 {Sumigero)

Y(3)2 {Fuante)

via)e0 ¥tneo
a1 tuente
al sumidero)

L ¥(3)e2 (Fuentel. I i Yiai-o

Ca)n (b) Una circulaclpn

. ‘Figuya. 1.2 Ej'emplo’s dc diferenlcs‘(.ipus de ﬂujps/: L

Este problema cons arcos que mlmmlza una funclon

de costo lineal‘ sujgzt» a fést;ic’ci _ﬁes'ﬁroducidés bor n vector ‘de dlvcrgenma dado y que'estd en un

cierto intervalo, esto es



min z a;jz;,- ’
s.a. (l‘,])EA

Z zij —~ Z Tji =8¢ Y {eN (1 2)
GIETEAY o i DeA)

b S <aj Vi, i)e4d (1.3)

donde a.,, u,_,,c., y 5;_son cscalares dados : o

ajj es el coeﬁclentc de costo (o snmplemente cosLo) de (r _7)

dado que por la ecu‘a'c‘ics;{ (1.:'4), par‘a"cualé;uie‘r' vector.de flujo, la'suma de todas las divergeneins™ '

correspondxentcs de los nodos'dcben ser “cera.

Como una aphcacnon (tlpxca del problema de CM picnse que. los nodos son lugares tales énioir

ciudades, bodegas o fabricas, donde un’ cierto’bien cs'producido o consumido chnscﬁcn'los Arcos

problemas hneales generales
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Tres imporiantes casos del problema de FCM son el problema de asignacidn, el problema de flujo

maximo y el problema‘dc transporte. En scguidé se vdescribcn

1.4 EL PROBLEMA DE ASIGNACION

o 1. Esta propledad se debe a que la matnz de resl.nccnones es ummodular (es dccxr, cualquier
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submatriz cuadrada tiene determinante con valor 0,41). Otra propiedad importante del problema

de asignacién es que puede representarse como una grafica mostrada en'la figura 1.3

| PERSONAS
X i e I

to: minimo, sec -

debe asignar un costo_cero a todos los arcos e introducir-un‘arco (t,'s);con costo -1"y ‘con cotas de

flujo superior e inferior. convenientemente grande y pequefia respectivamente, como se puede ver en

la figura 1.4.



ORIGEN DESTING

T¢ 308 o8 coel. de
. costo_ son cero,

.| excepto pore (1.5)

Arcoartificial;
‘Coel. da cost

Flgura 145 La rcpr ! com. '.préblém&“dc‘FCM de un: j)rohlem‘a de flujo
miximo. En’el opmmo el flujo = es 1gual al: ﬂu_]o maﬁumo que pucdc enviarse de sa
ta travéds dc la subgrafc obtenida al suprlmlr el arco (t s) : :

Matematicamente el

Mazx ze o
$.a, 0

S mp— Y VieN coni#sci#l
{il(ig)eA} ~’{vi|(i-")€“)" g ; e DR

X mp=ooF L@
{iltseA) - L gea)

minimizar -z, sujq!.i:i a las ‘mismas estriccio

En una formulacjo’h altqrﬁatiVa la'cota de flujo en :g;:pue'dé‘d(e'scart‘qi-se, picsto QUe'éé‘irﬁplicada i

por otras las demads cotas.



1.6 EL PROBLEMA DE TRANSPORTE
Es el mismo problcma de aslbnacnon cxccplo que las ofertas no deben ser 1 0-1 y en vez de maximizar
se tiene que minimizar In funcxon

Por lo que este problem:; l.icue la’—forma: ;

: Mi‘n 'k'z‘ a (1.5)

.v.'n.' (l'_,j)EA; _11‘ "».l

',~'~=‘u,~ ST Y =1, m
(11(1.2)611) S

u"ﬁj’i ‘

P
('l(w)EA)

0L z,, < nm aj;

donde a; y B; son‘escalares positivos;

La rcstnccxon dc )a cola’ supe

mm{u.,ﬁ,} puedc ser descartada en una formulacxon

alternativa, dada'que esimplicada por la conservacién de HUJo y las restncclones de no negauwdad

1.7 EQUWALENCIAS

El problema de FCM puede ser; Lransformado en unbroblemi de LransporLc de la (orma (l 5) La

idea es eroducu-},un nuevo’ odoA para cada arco y un varlab e de ho)gun 2ij. p.xra todo ﬂu_]o en

a:-fé(s.m) e

 Flugo sty

TN e

( ) Flul;: o " :
(’:nolo(-{l 0 ‘Costo;+
Rango de factibilidad (0, ¢i;]°
- Arco prigipal'

factlbllndad [o, o
“Después de. la trans(ormacnon

Figura 1. 5 Transformaclon en los nodos de n problcma dc FCM aiin problema
de transporte. I g



En particular, se toma como origenes del problema de transporte a los arcos de la red original,

y como destmos los nodos de la red ongmal Cada ongen de este nucvo problema Llene _dos arcos

que salen 4 él con coef‘cncutca de cosl.o 0 v a,, T oferta dc cadn origen esla longltud del rango de

al La'demanda decad destmo os la suma dC'

flujo factlble de] arco corrcspondlenle en Ia red ongln

NODOS DE LA %
(ARCOS DE LA AED CRIGINAL)

AED ORIGINAL)".

=X (Cim - bim) - §1
et

I - SiCim - ojm) = 5)

LR e 1 oy R y o
a costo minimo.: Esto motiva un”camino til para desarrollar y analizar nuevas'ideas algontmlcas.

que consiste en aphcarl al problema_dc aslgnacxon y generahzarlas al problema de ﬂu;o a cost.o

minimo usando la construcclon dada para pasar de un problema al otro



1.8 ALGORITMOS BUENQS, MA‘LOVS_Y, _POLINOMIALES

Al discutir d]fcrcntes tlpos de mel.odos una pregunta naLural es la sngu:ente (,Hay algun mdtodo

que sca el mejor y si es ﬂsl‘ baJ que cntenos ordenarlos"

NornmlmeuLe cétambs interesados en algunas d¢ las siguientes caracteristicas

comple_)xdad dcl peor caso.-En este enfoque 'se trata de acotar el niimero de operacnones numencas :

clementales neccsanasxquig realiza un-algoritmo dado; eneralmcnte ‘con’ alguna mcdxda del Lamano

del problema, es decir con’alguna expresién de la forma:

K (N, AC, u 3) L

donde o S S R

N es ¢l nimero de nodos

J es una funcién conocida’

K es una constante (usualmente desconocida

Si una cota de’esta forma puede darse, se dlce que e] Llempo de e_)ecuclon o de cornda es

O(f(N,A,C, U,'S))‘.’:Sx /. N A C U, S) puede ser escnto como una funcnon polmomlal del | nimero
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de bits necesarios para expresar los datos del problema, el algoritmo es polinomial. Las siguientes
funciones son ejemplos de cotas de complcjidad poli}nomiﬂl O(N*© AP) y O(N°AP lbg C) con u,ﬁ >0.

La cota O(I\"‘A") es. llamada algunas veees fucrlcmcntc polmanual porquc mvolucr" .,olamente

pardimetros d(.l Lamdno dc ld grahca. Una cotade la forma O(N"/WC) no cs polmomxal porquc C

ser reales. Por lo qué en casos eeremo und comparacxén'enl,re dos algoritmos que’esta basad:i'én“

los terminos dependxentcs dcl tamano del txempo de c)ecucnon estlmado y quc no toma en cucnta

las correspondientes constantcs puede dar una ldca crronca del comportamxento de los algontmos. :



2 DUALIDAD

En este capitulo se introduce intuitivamente el concepto de dualidad, que es la base para Ia solucién

de los diferentes:problemas d ues es una l_1érrainiénm que, puede’utilizarse para’ detectar

robléma de




maéximo, esto es con

X -8y -Pi.: = mf(’: {a,_, -5}

donde A(i) = {] [ (z,]) € A} es el conJunlo de Ob_]ElOS que pucden ser. aslgnados a la persona i.

Cuando esLa condxcnon se cumplc para Lodas las personas 7| declmos que la aslbnaClOn y cl con_]unto

optima del sq,u:ent P

Z max {a,, PJ}+ EPJ}

no es menor:que

mientras que el segundo Lermmo es lgual a }::;, Pk.zi. Por otro lado ]a asxgnacnon y: cl conJunto

de precios dados, denotados por {(z,] ) l i=1, ,n}y {3 'J‘= ] ,n) respccuvamente satlsfacen

las condiciones de H C asi que .
s

%ji = Bji = fmax, {aij=p) i=1,.n



sumando esta relacién para todo 7, vemos que

' n N A
i i=1 (je?('\-:) ,{»a;j _»pj):+ pji)

16 del lado 1 q'uiérrdo’ de la ecuaéidni(?.])

a‘el minimo del lado

valores éptimos:

LGORITMICAS BASICAS PARA RESOLVER UN

PROBLEMA DE FCM.

Se define un probléma relacionado con'el problema FCM llamado problema dual, cuyas variables

son llamadas precios. Seitrata’de mejorar iterativamente el costo dual hasta su .valor éptimo con- .:

Este es un proceso q

las subastas de'lé
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2.2.1 MEJORAMIENTO DEL COSTO PRIMAL

Una idea algoritmita impor'tdllte para el problema de FCM es iniciar con un vector de ﬂujo factible

¥y generar una .sec lcncxa de vectores de ﬂujo factlble temcndo cada uno un me_)or costo que el

ulac:on, porque ambos

precedente; La dxfer lesqulcra dos nu_]os sucesl\os debc ser u ‘a cx

son factibles, y pa lgorltmos mclmendo ‘el metodo s:mplex esta cnrculaclon mvolucm

iinicamente un‘-ciclo simp.e

2.2.2 MEJORAMIENTO DEL COSTO DUAL

ramiento del cosm pnmal se puede mclar con un vector de ’

En analogia con los algoritmos d

donde

y S es un conjunto conectado ‘de nodos.” Los diferentes algoritimos :Eorrespbndén a diferentes

concerniente a vectores elementales de subespacios, que son'centrales en la teoria de la programacién .-

monotrépica (Roc84]

La mayoria de los metodos de mejoramlento del cost.o dua al camblar cl vector de precxos P en

la direccion de un meJoramxento del costo dua] 1teran t.amblen con un vector dé ﬂu_]o X que satlsface
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H.C. junto con P. Los algoritmos terminan cuando X es factible y como (X P) saLlsfaccn H.C,

entonces son so)uc:ones opmmas pnmal v dual

Se discutén dos méto;dos que sele;cionan direcciones elementales del mejoramiento del costo dual

de diferenles maneras

ual;la direccion elemental tiene la propiedad de pendiente maxima, es *

1. En el métodé primal:

de’cambio enel -

que las dlreccnoncs de ascenso coordinado no pueden ser usadas exc)us;vamentc para mejorar.

el costo dual,‘ como se muestra en la figura 2.1 7

P2

sobenncms
DE IGUAL
7 cosro DUAL

“SUPERFICIES -
i DE 1GUAL
COSTO DUAL

Figufa 2 1. a.) Aqux podemos observ

(punto extremo) serd 1mposnblc me
ordinado simple {es decir uno solo J

b) El mejoramiento del costo
en cantidades iguales, que co’in;*s

Atin mds, simultdneamente con un vector de prccms ophmo, proporcxonan un vector de ﬂu_)o optlmo.*
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2.2.3 SUBASTA

El tercer tipo de algoritmo representa un alejamiento significativo de la idea de mejomr el costo; en

cualquier lteraClon, uno pucdc dcterlorar tanto el costo primal como el dunl voa pcsar de esto al

final se cncuentra una soluc'on ophma pnmal Ds(.a idea data‘de 1981 en’los trab.uos de B(.rtscl\as

[Ber8l ,Bcr85b,Ber8_8] ¢

nlgor llmo txpo subusia esun proccdlmlento para cl problemadc '1slg

manera que el objeto’ que.les:loca:bajo la asignacion.es.el de su-mdxima preferencia.:Es claro que

si todas.las personas estdn asignadas de esta manera; la'subasta‘termina,’cn otro caso, existc una ",

liza una oferta, dando

persona que noesta asighécia‘. Esta persona busca’su’objeto; preferido’y. r

como resultado queel:precio’del’objeto; se encarezca’y. ademds: la persona:que’estaba asignada’a.




la persona i. Esta persona encuentra un objeto ji; que ofrece valor miximo, esto es
u; = max {a;j — p;} : (2.2)
:e,\(-){. R
y entonces

PASO 1

Hacer la asxgnncnon de i al mejor objeto ji;la persona que estaba asngnada a j; al prmcnpxo de la

iteracion (sn habxa) llcga a'ser no asignada’

PASO 2
Colocar el precio de’j; al nivel en el cual el o ella es indiferente entie 7 y el segundo mejor objeto,:
esto cs, el o ella coloca .

Piren pj R g ‘ ~ o (23)

dondeyy=w—wi o , N @4y

con v; el valor del meJor objeto

v. max{ i = pj‘}l . ‘. ; v (2.5)

JeA() v
-n) o

:EA(-),#

y con w; el valor dcl segundo mejor objeto wi =
= p;.‘ ofrecido por el obJeLo ]l a la pcrsona i

Note que como p;,’ es mcrementado, el valor éz,,

se decrementa. ;" es el ' miximo mcremcnto por el cual.p pucdc ser mcrcmentado, mxentras se

mantiene la propiedad de que j; ofrece valor méxnmo a

Este proceso se repite hasta que cada persvo‘nya' ifcne_un objeto asxgnadv .

En cada iteracién de la subasta, la peiéoria‘j'lncreme‘nt.‘a el precio del obje‘to’,qule‘ prefiere, por un

incremento en la oferta de v;, donde ¥; no puedé se;,neganvoidadolqué‘u.' 2 w;.(Ver as ecuaciones

(2.5) y (2.6)), asi que los preéyioysfd"e laé;quelés tienden a lncrcmcntafsé.» La eleccion 7; éé'i_lustra en

la figura 2.2

Tal como en. una subasta real, mcrementos en las pUJas Y en los prc i s haéeh i;ue el objeto -

seleccxonado por e] que reallza la puja sea menos atractivo para ]os demas partzclpantes en la subasta



C)__..’ _____ v; El valor de jy, el mejor objeto para la persona i
«incramento en la oferta 7 de la 'yﬁcrsona‘ i pbr st _mejor objeto ji
w;i El valor del segundo’ mejor objeto parala persona i

\ALORES af - P}
0E OBJETOB |
AL PERSONAS |

I‘:gura 2. 2 "En" cl algonlmo de subasla mc\perlo, atn despues de quc cl chor :
abjeto ji s incrementado’ por. una“oferta yi;5i ‘continiia. ‘siendo el mejor objeto para
la persona i, asf" que las condlcmnes de holgura comp)emenlarms se satisfacen al final
iste un em ate entrc dos o mas obJe'os que

de-la jteracion, .
sean ]os ‘mis preferidas po

2.2.5 e--HOLGUR.AS COMPLEMENTARIAS.

Desafortunadamentc ¢l algoritmo de subasta mexperto no snempre Lrabaja (pero a pesar dc esto

para todos los parcs asngnados (x,]) En otras pa.labras, para satlsfacer 5-—1{ C todas las personast -

asignadas parcxalmente deben estar asxgnadas a obJet.os que estan a € de dxstancxa de ser, los meJores



PEABONAS oBsETOS

@ FRECIO INICIAL » O

INICIALMENTE
ASIGNADO AL 08J. 1

ai; = ¢ > 0 para todo (i, )
‘PRECIO IMICIAL + 0 Con,i =1,23yj=12
- S0ty ai;= 0 para todo (i,j)
con{=1,2,3yj=3

)@‘p;é‘a‘g;‘éﬁa;v.’? s
[’crisonn‘ ~’Objeto " Incremento en
Ofertante - Preferido- la oferta’

INICIALMENTE
ABIGNADO AL 064, 2 -

4@’5

INICIALMENTE
BIN ABIGNAI

Al inicio de .
la iteracicn #

-0
0
0

\ALORED ol ~ P
OF OBJETOR |
PARA PERBONAS |

Figura 24 En el a.lgom.mo subasla ain dcspuv_s de que el precio del objeto

preferido j: es mcrementado por.una oferta v, j; estard’'a ¢ de ser el ‘més prcfendo,
asi que la. condlcmn dc z-HC se mantlene a] final de la iteracidn. .
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El incremento particular 4; = v; — w; + € usado en el algortimo subasta es la can(.idad mzixima"

con esta propiedad. lncremcntos menores 7, pueden Lrabajar Lanto como 7, > e, pero usando el

mayor incremento pos:ble se ace)era el algontmo Lo (o3 ees conslstente con la expcnencra dc las :

agresivas

subastas rea)cs que Llenden a termlnar més rapido cuando jas ofertas son

vi—w; +£ termina.

INICIALMENTE
AZIGHADO AL DBJ.

. 0 para todu (x,])
1,2,3y5=1,2
0" ‘para todo (u ))

INICIALMENTE
ABIGNADO AL OBJ. 2

INIGIAL MENTE
am asianan

Incremento en
Ula. oferta:

Al inicio de : OchLo
Prcfendo

la iteracion # Ofertante

Flgura 2.554E p
del eJemplo de la fig ‘haciendo un incremento en la oferta en al menos e. La

tabla muestra una sec ncia posxble de las ofertas y asignaciones generadas por el algo-
ritmo subasta; inician dos los’ precios iguales a cero y con la asignacién parcial
{(1,1),(2,2)} Encad teracién, excepto la dltima, la persona asignada al abjeto 3
ofrece por el objeto.1'0 2, incrementando el _precio en ¢ en la primera’ iteracién y por
2c.en las subsecuent En’la‘iltima iteracién, después de que los precios de 1 y2
alcanzan o exceden ¢, el obJeto 3 recxbe una oferta y la subasta termina;
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Cuando el algoritmo de subasta termina, se tiene una asignacio'n que satisface € — IJ.C., pcro

.Es una usxgnac:on opt:ma" La. respuesta dcpcndc fuert.ement.e dcl t.amano de £ En una subasl.a

real, una personi prudcnte no desen haccr una oferta exceswamente alt" para 'btener el objeto

y sea D* ¢l costo duh_l)épﬁmb ‘f

i+ ne <A +ne
i ée éigﬁe quc' el bencl‘cio de la

asignacion total E,_l a

;esti‘a menos de ne del; valor opumo A‘ mlentras el costo dual de pestd

a menos de ne dcl costo dual olemo [«
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Si los beneficios a;; son todos enteros, que en la practica cs el caso Llplco (Si los a,J son ntirneros

racionales, pueden ser Lransformados a aneros mulupllcandolm por. un numcro convcmcnte), en-

tonces ~! ucneﬁclo t.otal dc cualquler asxguacxon es ent.era asi si ne <1 cualquler ﬁsxgnacxon rﬂ v

T At uERTE
ASIGNADC AL OHJ. Y

INICIALMENTE
ASIGHADO AL 08,

0 para lodo (i ])
.-.3) i=3

INIGIALMENTE "
BIN ASIGNAR

' CONTORNO DE.LA’
FUNCION DUAL

Figura 2.6% Secuencia Hclprcclos Py Pz gencrados por el algontmo sub:un.a para
el cjemplo de'la fgura 2.3y de la. ﬁgura La ﬁgura. mucsl.ra las’ supcrfcxcs de lgual
costo dual en el cspacxo Py"y Py con" Py fijo en cer : .

mterprctado como un. metodo de desce 50 oordmado ximado; por.lo'que estd relacionado con

el metodo de rela_;acxon
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3 METODOS DE ASCENSO DUAL

En la primera seccion’de eé(.ciéabitﬁlo se_obtjene cl p@bléina dual'del problema del flujo a costo

a 1ales, soluciones a cada uno de los problemas son éptimas.

nerales de‘ascenso dual para

primal-dual yel de’ réliiaciélx.

para obtencr,:el, problema dualco

a la restriccion de conservacion de flu

entonces el valor de la funcién

todos los flujos de cé;;;ac lad f; ‘tkislé

é(p)’ =Min {L(A',ff) b < 2 < ey, (,,) €Ay
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como la funcidn lagrangiana L{.X, P) es separable, su minimizacidn se lleva para cada uno de los

arcos (7, 7). Cada una de estas minimizaciones pueden scr escritas, finalmente, de la siguiente forma

(i)e

ary= ¥ lh'ij (i = Ilji)"+ Py sipi :
§ . i 'E{\{

donde (3.3)
COSTO PRIMAL * cosTO DUAL. -
- PARA EL ARGO "PARA’EL ARCO
(.n (L
PEND = alf :
. PEND = -bij "

bij

. -clj\ B

Figura 3.1 Costos primal y dual para el arco (i, 7). Note que las pntos de ruptura- .
de cada funcxén corresponden a pendientes de segmentos lineales en 1a otra funcién. -

-(D)

Es necesario introducir alguna terminologfa: Para cualquier vector de precios P, decimos que un

arco (i,7) es

inactivo ~ si - kp;<ak.‘j;+ﬁyj .

balanceado si P ka;'ij+1'J:j v ‘ ‘ (3.4)

activo siv vag,>“a,~j =+ p;



Pi - P

aij

Figura 3.2 ]]uslrac:on d(_ Tas condlcmnes de 'H.C Parar cada arco (1,]) e pa.r
(zijopi — p,) debc ubicarse en la Lraﬁca mostrada e

2 (3.5)

solucién dual 6pt_ilf13 Ademés,

imo pnmal y.el.costo optlmo dual son lgualcs
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Demostracién. Primero demostraremos que para cualguier vector de flujo factible X y para
cualquier vector de precios P, el costo primal de-X no es menor que e! costo dual de P.

Asi, tenemos que )
APYS L(X-P)

+Z<Sx" PRI D Ijx') pi= Y CaijEg (3.8)
e\ e D uldWen ) wiea

= a;, i
(i.J)eA

donde la ﬁlt‘imé“aesigualdédi se debe a larﬁlért.ib‘i'li‘dac;i de/\ Por oﬁ.rg_lado, Lénemos que

Q(P*) = min { L(X;

= L(X"; P (3.9)

donde la segyﬁyn‘dfarlgg da '~:(‘r1iriimiz:'ar,

@U+ﬁ—ﬁﬁ$® A
y la dltima jé.ualdad se’sigue de'la expresion lagrangiana (32)y fa factibiiida’d de
Asi, X° al;énn;_a el ' minimo d{e‘ljcvqﬂc) primal ¢n_el lado derecho de (3.8)y-

de Q(P) en e]lado i'z‘érmerr‘;i‘o de léé;ua\cnon; (38),mentr

son iguales. O

El mis imporiran,t.e'dé)Ib;\algoﬁ_t‘n’iobsd as insq ual'sel

conexo de nodos S y cambia los precios

positiva

De la expresién (3.3), tenemos que la derivada direecional es
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¢‘(Pids) = lim UPds)=g(P)
o

cji +
(J.i):activo,jgS,ieS . . o (Ji)inactive o balanceado jESICS

S Cijie=l ‘5_: B ":b.-,'-k+_2;-9; - ’~ (3.10)

Tenemos

Jr:z;'.’s; L (3.12)

i
i€

: (::,;-b,.)+ el e e g =) (303)
N balnnccadw,;‘SlES (t,j):bnlanendQ{,ies,j55:,; : .

> q(P ds)

Asi, umcamente los conJunr.os de nodos S que Llenen holgura lotal posmva so candldatos para ".

generar una dlrecclon d57de ascenso dual, En partlcular si'no"hay arcos balanceados (1,]) con

i€8,j¢Sy zij < c., y no hay arcos balanccados (J, i) con J;é‘S €S y.b; 7< .z

29-—4(P dS)

asi, si S liene qna }1olgura tétfal pgsitiya ént@nces ds.es unlgy

lema expresa esta idea y proporciona las bases para 16s élgbtrit
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Lema 3.2 Suponga que X y P satisfacen las condlcxones de H. C y sea S un subcon_)unt.o de ‘

nodos. Sca ds = (d,, ;. dn ) un véctor con d; = l sii € S ¥ d, = O st i gé S y supongamos quc

cs una dlrcccxon de asccnso dual o exlsten nodos

> g >0. Lntonccso blen
i€S

ieSyjgsS @qquue

csr] (P ds) >

o l)lcn (], 1) esun’ arco baldnceado

con bj; <z

b) S puede crecer. agregando un nodo J. ¢S con la: pro ‘edad dcscnta en el lcma cs dcclr para

algin i € S (z J) es un, arco, balanceado con .7:,, < c.,, (], l) cs un’ arco balanceado con

bji < zji

En el caso b), ha)" ,dosy posibilidades

proceso pucde conl.muar con S U {]} recmplazando a S

manteniendo holguras complementarias.:
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Cotmo la holgura total absoluta Z,cN | g | no puede ser reducida mdcf‘mdamentc uuh/ando
cantidades entems se not.a que 1mc1ando con un vector entero de ﬂuJo prcc:o que satxsfaga . C y

después de un nit: .mro f‘mto de xteraclones en las que mcrcmcntos dc ”UJO ocurren sln cncontrar una

direccién de ascenso; unajdc l s sxgmcntcs Lres cosas,oc_urr'

. Una dlrcccton de ascenso dual’es cncont.rada sta dlrccclon puede usarse para mejorar el costo

dual en unn caandad entera

eclor de _ﬂu;b_ X es factibklkc:’y' ;bmd satisface 11.C: junto'c_bri PX

2. gi =0.Vi;en'csle casoe

es un o'ptyim‘p_pnm;lxl y.Pes un dptimo du’al;

3. i < 0 V i pero 0i< 0 para al: menos un: nodo i De la ecuamon ('i 12) d] sumar sobre todo ’
fenN tenemos

es no factible™

(X P) que:cu pla H C Una posnblhdad cs

(:,J) es: macnvo <) balanceado y

T{; = ¢;; en otro caso. EI algontmo preserva la mtegrahdad ¥ la propxedad del par (X F)



. ) - Sa= -1

S 1 2 s
-COSTO = 0 "/~ {COSTO.~ 1 :
—-@~ \ 2 - / ~@—. : DATOS DEL PROBLEMA

gy~ iiggeo
Puro R
v o)

ANTES DE LA 16 ITERACION

@y =100 L Uy e i s gyl .
,( 1) FLuso - O;KD -FLUJo -0 :<3> . DESPUES DE LA ja.ITERACION

LRI SR P i Pgie 0

"DESPUES DE LA 2a. ITERACION

Figura 3.3 Ilusl.racwn del método dc ascenso dual para el pmblema mo':l,rado en
(a). Inicialmente = = (0;0) y P = (0,0,0) como se aprecia en.(b) - ; :
La-primera iteracién' comienza con S = {1} Se: puede ver; usando la’ ecuacién
(3.13), que.la derivada dircccional : g"( P; ds) .;—4 ‘asi que: ds-=(1,0,0) no es.
una direccién de ascenso. Agrandamos S.al ‘afiadirle’el nodo 2. usando cl‘arco’ bal-"
anceado (1,2). Como no hay un arco balanccado xmdentc a's=/{l, 2) la du'cccxon :
= (1,1,0) es una dircccidn:de ascenso (Usando la’ecuacién 3 13, ¢’ (P ‘d o
Incrementamos los prccxos de los nodos en S.en

través de la direccién ds ¥ encont
en v =1, donde el ‘arco (2, 3) Ilcga
La scgunda iteracion comxcnza

I La tra.ycclona aumcnlante (1, 2,3) .
ha sido obtenida y la corrcspondlcnte ument' coloca los flujos de los arcos (1,2
y (2,3) en 1. Como todas las holguras son ¢ cero el algoritmo’ tcrmma, ='(1, l) es’
una solucién éptima primal y P=(1,1, 0) es una solucxon opuma dual ’

37
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Al inicio de una iteracién Llplca, tenemos un par entero (/\ P) que satisface H.C. La iteracién

indica si el problema prlmal es no fdctlb]c, mdlca si- (X, P) es optlmo, o Lransforma ‘este par de

vectores en' oiro par que Lamblen sahsface H C en’ parh ..lar si'g; < O para Lodo nodo i,en vlsta

L conji;ﬁto dc nodos cthuet‘ad()‘ (Estos: son’ los nodos “que no”han' sido_revisados durante /lav

iteracién o son candidatos actuales para la revisién)

En el transeurso.de:laiteracion’ continuamos agregando nodos a’ Ly, S hasta que'una cadena -
aumentante es encontrada o L= cuyo caso'déméstrarém s que dg:es.una direccidn de ascenso.

La iteracidn Lamblen mantiene una’ ellqucl.a para todo'nodo'i €: L 1 que es un’ arco mc:dcnte de i.

Estas etxquctas son uules para la construccxon de cadcnas aumentantcs




ITERACION TIPICA DI‘L ALGORITMO PRIMAL- DUAL

PASO 0 (Imclah/:u:lou) :

39

Selecclonnr un conjunto ¢ .nodos con g; > 0 (Si no hay. ningiin nodo, terminar; el par (X, P)

Sea v = min{{p; + ai; = pi | (0,7).€ 4,75 < ci i€ S,F ¢ S}y

(pi+ai=p|Gie Ak,ibji‘<_rj.'.ri76 k5-kJ' g5y

(3.15)
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pi+y Si ieS
Hacer pi=9
<y - Ln otro caso.

Agregara L Lodos los nodos j pam los cuales el minimo en (3 ]5) se logra por un arco (I,J) oun

arco (j, I) Lamblcn parn tales J, d'll' ag la cquneta ”(z J)" si e] mlnlmo se logm con un arco 1,]),

iteracidn

'Camén de .no

factlblhdad en el paso 4 Note que entre dos cambnos dc pr 3 con_lunto L cs agrandado en

al menos un nodo ‘asi que no puede habcr mas dc N camblos de precm po n.eracnon
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[+

. Unicamente un. mimero finito dé pasos en.la aumentacién de flujo son ejecutados por el al-
goritmo, dado que cada uno de’estos redice’la” holgura absoluta total-§ ;o n [ °gi | en una

cantidad entera; (por’1) de arriba) mientras que"éar'xilv)ly"oshén» los p‘rcc‘io‘s no zifeycﬂa : la holgura

total absoluta;

6. El algoritmo termina.: La'razén ‘¢s-que en cada iteracion 'se. ejecuia completamente (por 4))

y envuclve exactamente una’aumentacion,: mientras que - hay inicamente un’nimero finito de

aumentaciones (por: 3)

del]. método

La siguien@e "proposl‘cnonvestable‘ce:la validez

Proposicién 3.3 Considere el problema de flujo a costo minimo y suponga. que ag;, bj, cij'y si

son todos enteros

factible; entonces el método primal

a) Si el problg}na‘ dual ‘termina con’un_ vector entero X de

flujo 6ptimo y un

(7,1) con ‘b;.- < T €:5:y 'j ¢ S'enel paso 4::Entonces el flujo a través.de laicortad'ﬁrvaj

Q=(SN - S) es igual a la capacidad C(Q) y. también es igual a la su}n"izi de las dlvepgenciés v

de los nodos de\S,’ que'es 20Vi E'S,"y’.' > (VJ-'[:JVar;lors ;;odﬁs; i EI

~g:)-:Dado que g;

e [ C S, vemos que :



Q) < .%‘; 8

Esto implica que el problema es no factible, dado que para cualquier vector de flujo factible

debemos tener

.Z' s=F@)<Cc@)
IES" o i

donde P(Q) es el ﬂUJO correspondlente a tra\c

Como la termmaclo pucde o urnr umcamente bajo las clrcunstancxas descntas, la conclusion

descada se sngue D’ :

Emsten dlfcrente variaciones el cLodo p mal dual usando dlferentcs eleccmnes del conJunLo]

inicial 7 de nodos con holgura positiva: Las dus posxblhdades mas comunes son



JUNTO A CADA ARCO SE MUESTRA EL
COSTO/COTA SUPEHIOR DE FLUJO
(LA COTA' INFERtOR.DE FLUJO o)’

. LA'QFERTA SE MUESTRA JUNTO
A CADA NODO

Figura 3.4 ‘Eje'mplo illistrando el método primal-dual, comenzando con precios
igual a cero - :
a) Datos del problcma
b) Flujos, prccxos y holguras iniciales
c) Cadena aumentante y cambio de precios AP de la prinera xteracmn (l = {1})
d) Flujos, precios y holguras después de la primera iteracién. - .
e) Cadena aumentante y cambio de precios AP, de la segunda iteracién (7 = {2}).".
f) Flujos, precios y holguras después de la segunda iteracién, :
g) Cadena aumentante y cambio de precios AP de la tercera iteracion (.= {2})
En esta iteracién ha 2 incrementos : primero P se incrementa‘en 2Py, Po y Py se’
incrementa en 2.
h) Flujos, precios y holguras después de la tercera iteracién. Comolas holguras son
cero, ¢l algoritmo termina y el flujo mostrado es 6ptimo.

13
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incremental eficiente y checando el signo}. En la prictica, S a menudo consta de un sélo nodo, en
cuyo caso la dlreccnon de’ ascenso es una coordmacnon de un prcclo sxmp]c dando lugar ala‘inter-

pretacion del mcLodo como un mcLo"' de ascenso coordxnado : Sm cmbdrgo el meLodo de relajacxon,

no puede ser, lmplemeuLado usando un calculo dc R 1.

nodo i* con ‘ykf' >

SylL,

gi =0 para lodc‘;‘ C

paso 1.

PASQ 1 (Escoger un nodo. para revisar), "
SiS=1Lir c’;l,'paso"i de otra manera sé)gq'cibn‘ar:u'n nodo i € L- S Hacer S = SU {iv} eiral
paso 2.

PASO 2 (Etiquetacion de los

, s'i:;;';(:é;ds_); 0 (3.16)

ir al paso 4, de otra fqrma'agreg;r a'L todos los nodos j ¢ L tal que (j,i) es balanceado y



bji < zji, 0 (i,) es balanceado y z;; < ¢;j; también para‘todo 7, darle la etiqueta *(7,i)" si j es

balanceado y b;; < zjf; de oira forma darle la ctiqueta ”

G j’)”a :Si_ para L»oddﬁj’,‘ag‘régado al,se

tiene g; > 0, ir‘al paso1;3i'no seleccionar uno de jos nodos'; con'gj < 8 ¢ ir'al paso 3.

en P~ y realizar otra jters

Paso 4 (Cambid de precios)

Hacer
Tij = iy V arco balanceado (i, 7) con ¢ € S, § S
3"1. =b,.V arco balanceado (j,7) con:i €5, i¢ S Coe ) ) (3.20)
Hacer
7=rhin{{b} +ai; i€5,j¢5),
Aps+ai— i [(G) €A bi<zji€5i¢8) (3:21)
Hacer S e
) i +7 Si:. i‘.E’"S e ’
=l FAIES (3.22)

pi : En otro caso.

Ir a la siguiente iteracion



46

Nota: Como en el caso de la iteracién primal-dual, si después de 105 ajustes de ﬂUJO de las ecua-

ciones (3.19) y (3. 20) no hny in arco (z,]) con'zi; <¢ij, 1 €8, j ¢ S oun arco (_7,1) con b,, < zji,

izSyJ

¢S, enlonces cl problema es no factlble ¥ el algontmo Lcrmma

racion del método .-

o (2) tenemos

de ascenso.

La siguiente proposicién es'table’i:e lavalidez del ‘rpé!.odo,'




JUNTO A CADA ARCO SE MUESTRA EL
COSTO/COTA SUPERIOR DE FLUJO
(LA COTA INFERIOR. DE FLUJO » 0}

LA OFERTA SE MUESTRA JUNTO
A CADA NODO

Pe = 0O

Figura 3.5 -
cero

a} Datos dcl problema

b) Flu_ms, precios y holguras iniciales

Ejémplo del método de relajacion, corﬁériia}i

nodos 1y 2. :
k) Después de la sexta lteraclon que onsxste de .una aume
cadena (2,3,4). :
i) Después de la séptima xleracxon, que consnste dc una aumcnlacxon a l.ravcs dc la
cadena (3, 4) : Sl

acién’a trdvés dela

17
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Proposicién 3.4.  Considere el problema de F.C.M. y suponga que ay;, b7, cij, si son todos
enteros. Si el problemna es factible, entonces el método de relajacidn termina con un vector de flujo

X 6ptiuo entero y un veetor dé-precios P <ptimo entero:

una it.cracidn"cn"la aumentacion de; flujo. cambia solamenté flujos de: arcos balanceados, por lo’que:

no pucdc dcstruxr 1L.CAtn mds; los cambios de flujo de las ecuaciones (3:19) y (3.20) y.los ca:ntiibs

de precio’ de hs ecuaciones (3.21) .y

(3.22) mantienen .G, porque ¢llos accn‘qu_c,los,ﬂujos'dé‘]ps :

arcos bnlanccados y.los cambios en‘los precios, cambien de activos (o' inactivos)a su' correspondiente ©

cota superior (o inferior).

puede dcmostrar quc, cuando el problema es fa.cuble el precxo de los nodos perma.nece por deba)o,

de una cxerta cota precalculada en el trancurso del algontmo Este hecho puedc ser usado comouna .
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prucba adicional para detectar no factibilidnd.

Es lmporl.mnte notar que la dcnvada dlrecc:onal q (P ds) necesarm para la prueb'L de. ascenso

(3.16) en el paso 2 puedc ser calculada mcrcmentalmente (c ..o_nucvos nodos son a‘nadldos uno'a

uno a S) usando la snguanltc ecuacion

s -incidentes al

tamaiio dptimo que maxim

punto de ruptura donde la derivada por la derecha es'no positiva y la derivada por la izquicrda es ..

no negativa (vc.;r la'ﬁgku’rav3:.6) :



CC310 DUAL
A TRAES DE PI

la holgura g;* debe ser “posit :
nodo con busqucda lmcal p. se mcre 1

- ‘PUNTO MAXIMO DONDE
DERIVADA DER, £ 0 £DERIVADA 120Q.

PEND.+-10
- PEND=20/ "
PEND -40 \PEND=-40

Valores de Pl para’los’ cuales Ios S
‘arcos Incldentes correspondlents
b

l‘xgura 3. 6 “ustracnou dc una. llc

CPrali . P2al "PRECIO DEL"NODO i

H0



Una descripcidn detallada de esta iteracién de relajacion con un solo nodo utilizando biisqueda

lincal, iniciando con un par (X, P) que satisface .C. es la siguiente

ITERACION ilJE"‘:lvi(ELA'J»A:C:J‘VIQN‘CS;\”" SOLO UX 1\01)0
Escoger un nc'uri‘o‘ i ';:}:Jynr 50 :
‘ (3.23)
(3.24)
PASO 1 |
Si
ir al paso 4 Deotran
escoger un nod"b’n_.i E

osigi=0,iralasig

Sea
Hacer

gi=g; 0

Sca

Hacer

9i=9;+6
Hacer e :~ ~'{\ P cij ,,'f Y zji b : o (3.25)
, tode ; - (3.26)
para todo i€ B' o ©(3.27)

pi =min {{p; +a,, l(‘ 7 EA: I’t <PJ +a.,) {PI “‘11- l(J:’) EA: pi < pj ‘“:-}} . (3.28)
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Si después de estos cambios g; > 0, recalcular los conjuntos B y 13-' usando (3.23) y (3.24), ¢

ir al paso 1; de otra forma rcaluar la s:gunentc iteracicn [ Nota Si el conJunLo dc arcos en que el

minimo de la ecuacion (3 28) se calcula es vacxo cntonces ha\' dos posxblhdades (a) g, > 0 en cuyo

primal-dual y este proccdlm ento ha demostrado ser muy efecuvo



NJUN PUN
COSTO DuaL CONJUNTO DE PUNTOS
- QUE MAXIMIZAN

D ——————— :

A TAWES DE PI

PEND.»-10

PEND.-10 PEND,«O

PEND--¢0

'benD.-30 - Valores'de Pi para los cuaies Iosyr
: 7. 87C08 incidentes correspondle teg
Ilegan a ser balanceados s

f PRECIO DEL NODO |
P C
Pl-att

Pdeaidl

Figura 3.7 Ilustracién dc un’ mcremento degencrado e prcclos. La diferencia
entre este-ejemplo’y el de'la figura 3.6, es que’el rang de flujo factible del arco (3;7)
es ahora: {0,10] en_vez dc [0 20).° Aqm, “hay un gmento honzontal ‘de'la grafca del
costo dual a-través'de pi, corrcspondmn(e a los puntos: que maxlmlzan la:funcién:
Un incrémento degenerado’ de precios mueve: pi ‘del extrcmo lzqumrdo dcl segmenlo
maxnmmndo al extremo derccho del mismo.




4 ALGORITMOS TIPO SUBASTA

in est: c:xpl’l.ulo se Lrntan tlos algorit‘lm/os Lipo’ shbnsta paru el problema de ﬂujo a costo mx’nimo.

En las prnncras secciones se. descnbe el algorn.mo suhwta prmcnpal para el problema de’ asngnacxon, “

dando la mterprctacnon de’este’algoritmo como un’ dcsccnso coordmado Fst,'xs |dcas _)unl.o con Ia ‘

equivalcnciaentrc cl problema’de asignacion y el ‘dc,FCx\l danorigen ala gcncraliza'c»dn del algorltmo :

subasta pwra cl problema de: FCM 'y que rcclbe e] nombre de algoritmo gu\cnco dc subasta ‘y que i

se prescnt.t LH Ia seccion ' 4 Por ultlmo se.presenta también, el método de 6-,rela_|ac1on como un .

caso especial 'del

lgoritmo' genérico, donde se explotan caracteristicas especnales para’ hacerlo mas

4.1 EL ALGORITMO SUBASTA PARA DL PROBLEMA DE ASIGNA-

CION

Vimos que en’ el problema de asignacidn (seccidn1.4) se desca relacionar,. n personas.y:nobjetos

uno a uno, donde se cuenta con los valores o beneficios a;; de’asignar.a la’persona i con el objeto

7 ¥y se desca encontrar: la asignacién que maximice el beneficio tolal:El conjunto ;dc}objctoé"pa‘r? :

para resolver este problema, con el incoveniente que para ciertos ejemplos se presentan dificultades
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en la terminacidn del algoritmo, mencionamos también que con una ligera variante, ¢l algoritmo

trabaja adecuadamente.

Enscguida se describ(‘;‘cste'l}ltix‘nq a]gdr_ftmo llamado algorilmo subasta principal

condiciones de g —HC

FASE DE OFERTAS’

Sea J un subconjunio no_vacio de personas i que no estdn asignadas bajo S Para cada persona

iel:

PASO 1

Encontrar el "mejor 2

(.2)

encontrar cl méjbi‘vablo‘r ofrecido por. los objetos diétim.os de j;

(4.3)

"~ 'max’
J'EA(") (i

(Si ji es el tinico objeto en A(l), defmmos w, = 7—00, o para proposxtos computacnonales, un -

niimero mucho menor. que v.)



PASQO 2

Calcular la oferta de la persona i que esta dada por

bij = pi kU wikeSagmwike o (4.9

(Cdractcruamos esl.a sxtuacnon iciendo qut. la pcrsona i ofrcce una canudad por el obJeLo Jis ¥

que el ochLo _7, recxbe una oferta’ de la’:persona 1 Ll algontmo Lraba_]a sn l.i o(’crtd Lnene cualquxer

valor entre pj,. +e,y rii+ v -+ €, pera trabaja mas rapldo conl la clecclon mamma dc la ‘ecuacién

gin »ir‘ba_‘j‘ S)y agrggé; a

! mdximo va

de ecuaciones no h_nc'ale usualmente [BeESSb]) trabaja mejor.con una implementacicn de calenlos

seriales. La versién.donde I consiste de todas las personas.no:asignadas, es una“de:las de mejor:

comportamiento para‘computacién paralela'y es conocida como_la version Jacobi, por'su”similitud :

con los me'todos‘.l\acobx para resolver sistemas de’ecuaciones no lincales

Durante una lteraclon los: obJ 0s: clyos:precios son: modxf'cados son’ los que rcclbleron una

oferta durante Ia lteracmn Cada cambio de precio mvolucra un mcremento dc al menos € Para ver

esto, note que de las cquacnones (4.2) a

b= e~ wit e 2 ai —vite = pjte



asi que cada oferta para un objeto, incluyendo la ganadora, supera el precio actual del objeto en
al menos €. Al finalizar la iteracion, tenemos una nueva asignacion que difiere de la anterior en que
cadu objeto que recibid una icrta cstd asignado ahora a alguna persona‘quc. estaba sin asignaral -

inicio de'la iLcracidnJ T

La cleccxon del mcremento en la oferLa v; + Wi + € para una persona i [\’er ecuaclon (4 4)] es

tal que la condlcxon preservada por. el algontmo como,lo demuestr ]a‘ sngulente

proposicién' (t_:'n fecto, se er que es eI mcrememo mayor en las o(erbas para lo cunl esto es

Proposicién 4.1 El algoritmo subasta preserva’'e — f.C. a través.de ys'u"ejecuc' 5n, esto es, sila

respectivamente. Entonces tenemos (ver ec

B

usando esta ccuacisn, obtenemos que’
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€ — 11.C. (4.1), se presenta para todas las parejas (i,j*) que perlenecen a la asignacion después de
la iteracion. O

El siguiente resultudo cstablcéc la; i'alidezl’del élgoritmo.’f La prueba sc:basa en'los siguientes

hechos

un -nimero_infinito de ofertas es no

vacio. Por lo seﬁala;dcé én_?)l,_lbs p:récms de toﬁos los objetos en "J= deben’tender a 00, mientras_



[+
(2=

que por lo seiialado en 3), los escalares v; = m?(x){a,-j —pj} deben decreser a —co para todas las
JEA(E

personas ¢ € I°°, esto implica que

Al cd= Yiel= " o (4.8)

La condicidn"de'e ~ H.0. (4.1)‘d‘it‘:'c que g = pi> v —:5',;>ara toda pareja (i,7) asignada, asi

después de un niimero finito de iteraciones, cada objelo en'J> puede ser inicamente asignado a una

persona de 1°°."Como después de un niimero finito dé iteraciones, al menos una persona de /

vi= max {aii— p;)-
=)

ca participen en

menos e que-el problema sgé no faﬁ:tib]e. :El v;jiiof de bur‘nbr;a‘l apropiado e



60

4.3 INTERPRETACION DEL ALGORITMO DE SUBASTA COMO UN

DESCENS_O‘COORDINADO.fAPlleIM'ADO : S

l)'\sta cs slmllar a los algorltmos de descenso coordnndo

La versién de Gauss—Scldcl dcl nlbontmo de’

y al mctodo de rclaJacnon en paruculnr porque, wolucra ‘el’cambio de precio dc un so]o obJeLo con

todos los dcmas prcclos f_]os, sit

mbargo en’constraste con el mélodo de rela_]acmn Lal cambxo de

que fue irfﬁ.rddhcnd 'a

Generalmente podemos i1

descenso coordinado simul{d

y=
(‘IJEA(' '¢~]{
el conjunto de puntos que minimizan Q en: la du'ecmon de] preclo coordmado

ea p, el precm

de j justo antes de la xLeraclon en la cual ] reclbe una ofcrta y sea pj el precxo de ] despues dc la
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iteracion. Afirmamos que § < p; £ §+€. Es decir, si 7 es la persona que propone una oferta y gana

Jj durante la iteracidn, entonces p; = yi; -+ €, implicando que p} < § + €.

Para probar q'ut,:j’;;'i >0 riéfcr}ioé que si p; > §, bambién dcbcmos:'(.énc‘r pJ 2 I dado que p; >'p;

dos posibilidades..

. RANGD O POSIBLES \ALORES OE P
DESPUES DE UNA ITERAGION EN LA
| GUAL'P) ES INCREMENTADA

Py

\

: PTOS OE ALRTURAYI); EBTOS SON LOS NIVELES DE PRECIO.
L EN EL CUAL | LLEGA A" SER EL MEJOR OBJE TO PARA \Qm.«s
. PEASONAS |’ o B

Figura 4.1 Forma del costo dual‘a través del precic coordinado Pjen la inter-
pretacién de las fases de oferta y asignacion como un descenso coordinado.
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4.4 ALGORITMO GDNERICO DE SUBASTA PARA EL PROBLEMA

DE I‘LUJO A COSTO MINIMO

En esta seccién sc,gencralj : la"idea de los’ algoritmos subasta.y sc aplica al problema de flujo a

costo minimo .7 =

‘min
S ri= s v oienN : o (4.9)
udeay T :

CbjSzi<e; o V(g EA . S (a0
donde a;;, 6,-,-,&,-,-,y‘fs;~ spnweﬁteros}. I}"arz‘i dri"vectpr de flujo dado, la vho!gura de cada nodo i es

denotado por.

g9i=

" (d.11a)

k (4.iib)' :

i
el

; a:ij‘r

Figur54 2 Ilustracno de

e~-HC., entonces X es opf.xmo para el problema de FCM
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Demostracién. Si X no es éplimo, entonces existe un ciclo simple que tiene un' costo negativo

ey = a.,<o e (4.12)
G¥Er+ (-.ner—

y que es no bloqueado ¢0n respecto a.‘X, es decir

Sumando estas rel

la hipétesis € < Vl/V}V,o:b nemos

La lista mcrcmenlal de un nodo ies el (posxblemente vacxo) conjunto de arcos (!,J) con vert.xce

inicial i y que son e"'-no b]oqueados y arcos (J,z) con vértice ﬁnal i que son €= -no bloqucados
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En los algoritmos siguientes, el flujo se puede incrementar solamente a traves de arcos et-no

bloqueados y solamente se pucde decrcmentar a Lravcs de arcos £7-no blqueados

Las stgunentes dos deﬁmcxones espccxf‘can el ano de camb'o 1 HUJOS consxderados

precio se incrementa.. - .
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El algoritmo genérico a ser descrito brevemente, consiste en una sccuencia de é-incrementos y
operaciones de incrementos de precios.. La siguiente proposicién enumera algunas propiedades de’

estas operaciones, que son importantes en el coniexto de:

o de’unincremento ‘en’’’

b) Sea I un-subconjunto de nédoslal@u it i

>'0.Entonces si- el conjunto dc_'cscé,larés Sty

§= delas érc:lxacipn‘(:s’ '(4'.‘16) ¥:(4:17) Son vacios; el problema 1o.es factible,

asi que la condiéién:de £-H.C. (4.11a) es satisfecha’ Para arcos (_7,

z)con iel,jglyz;i>bila

condicidn de .11b) se satisface de manera similar % .

b) Como §+ U S‘ es V}acn‘br il
oij =i V() €Aconi€l, igl (4.19)

ij.-zbj.vv:(i,j)’eﬁ. coniel, j¢l (4.20) -



66

Tenemos

<Y o=Tsim 8 zij + > e (4.21)

H
i€l iel {(ij)eAliel, jgl} - AUfealiel, j¢r}-

combinando las ccuaciones (4.19)-(4.21) se sigue que, e

problema no es'f.';étibl‘

442 EL ALG :

Suponga que el probl v

El algontmo mantlene Een un valor posmvo ﬁJo y termlna cuando g: < < 0 para todos los nodos i



ITERACION TIPICA DEIL ALGORITMO GENERICO
PASQ_UNICO
Realizar en secuencia y en c_u’alquié'x; orden un 'nﬁfncro'ﬁni;o de 76-in‘Cl'Cln'lQllLosy ¥ aumentos sub-

stantivos de precios; en este noment,

al menos un aumento de precio:

La siguiente pr

Proposicién4,6:Suponga’que el problema de flujo a costo minimo es. factible. Siel incremento

infinito de veces, lo que implica que p; y p; deben incrementarse en 5 26 un_ntmero.infinito
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de veces. Asi, tenemos que p; — oo y pj ~+ 0o mientras que g; > 0 o g; > 0, al inicio de un niimero

-infinito de 6-incremenl.os.

Sea N> ¢] conJunto de nodos cuyos precnos se mcremcntan a oo, Para prescrvar e-H C dcbemos

88«1 b 34--7

S1 «
Cosrora Costo (o] Casro-o

Rango de IHujo [0, 7]

Figura 4.3 = Ejemplo de como el algontmo génerico puede no terminar para un
problema factible.
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Consideremos que pasa cuando el problcma es no factible. Supongamos que el algoritmo genérico

es utilizado, asi que para cada 6-mcrcmcnto & es enLcro Entonccs el algontmo Lermma con g;i £ 0

paratodozyn <Op'

nl menos un nodo 1, “en cuyo cnso la no f'xctnbxhdad scra deLecLada

sea encontrado durante:la ejecucion del algoritmo.:

El algoritmo genérico puede:aplicarse de: ‘a‘una:variedad:d 'p'rbblcmas'co:i?'

una estructura espccial ‘dando’lugar’a‘unavari dad dc algoritmos espccxfcos E partlcular, t.oma ‘

como caso espccml el ‘algoritmo de subasta’ principal para el :problema de astgnacnon‘snmetnco

El método de e-relaj

cada iteracidn tod

es factible. En la pracuca, el método puede ser mejorado agregando mecanismos’ para detectar in-

factibilidad, como se dxscuuo en Ia scccmn antenor.
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Para esto, usamos un’ valor posmvo fJo de €y comenz1mos con un par X, P) que. satlsfaccn

e-1.C. Aln mas, el IIUJO mlcml enflrw arcos es entero v se demostrara quc ]a ml.egrahdad dc] ﬂu_]o

en los arcos'se preserva gracias a la mtegralxdad e la ofcrta de los nodos y de las capacndades de :

los arcos (Implemeniaciones que-tiene’una mejor: complejidadien el peor cas; Lambiéh\rekdliiéi"eil_ .

que todo flujo inicial en los arcos esté en'su cota superior o inferior; ver [Bet89); esto puede hacc:réei ‘

iral paso 3, de otra forma seleccionar un arco a de la

Si la lista incremental 'del nodo i es vaci;

lista de i ¢'ir al paso 2.

PASQ 2

Sea § el nodo fi al

'(4L242

i-como resultado de esta operacidn, se: obtiene

Realizar un incremento de precio en el nodo 1. Si g; = 0, realizar la siguiente iteracion, si no ir

al paso 1.
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Alguna informacidn de la iteracidn en la e-relajacidn puede ser obtenida notando que en el limite
e - 0, la iteracién de rela}aclon de la seccidn se l]eva a cabo en un solo nodo La ﬁgura 4.4 ilustra

la secuencia de incremento en preclos en-una lteracxon A s-rcla_)zxcnon.

) PUNYO MAXIMO DONDE
DERIV'DA DER. £0%= DER VADA IZO

PEND.=20,

PEND.+40,

END+-40

. PRIMER
INCREMENTO'
PRECIO; pE PREGIO .
lNICIAL

LOS ARCOS INCIDENTES 1SORRESPONDI
LLEGAN A'SER B/ALANCEADOS

2) e(x 4) con’: mnbos de flujo
Los costos de los arcos y ]os'

El nodo iitiene cuatro ;
fo, 20] {0,20}, [0 10}, {0, 30],
prcc:oq acl.unl son- tal

segundo de los ciiales coloca pienel punlo queestica la derccha del punto maxlmo, :
dando (dentro de e:) la mterpretaa aprox:mada ascenso coordmado.

B




Enseguida demosiramos la validez del método de e-relajacién usando el andlisis de la seccidn

Lo'(per posmvo) de

precedente. En particular, decimos que la'iteracién consiste de'un nlimcro

é-incrementos con & enteroty. un nimero finito (posnblemcnte cero) de aumento en los nodos con

un nodo un 6-mcremento debe ser reahzado se sigue que el niimero de mcrementos sustanuvos de

precios es finito,

De estas obéervacidn'cs ‘vemos que si cl»problerﬁa es‘fact.ible elfm'étodo de e-relajatidn es un

caso especnal del algontmo genenco ¥ satlsface los supuestos de la. proposxcnon 4, 6 por lo tanto debe

terminar con un vector de ﬂu,]o factlble, que es optxmo sie < l/N



4.4.4 COMPLEJIDAD DEL ALGORITMO DE ¢-RELAJACION

Una parte importante dc cunlquxcr algontmo es el anahsxs dcl (xempo quc Larda en e)ecutarse, por

lo que en esta seccnon daremos un analisis de] algor' mo do e-relajaclon

ot oax) (4.2&) 5

Lema 4.7

(a) Si para algtin |

por lo tanto, ’cl resultadose slgue Vc‘igk (4 26) y (4.27).
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(b) Si P es 6ptimo entonces satisface H C. Junto aun vcctor optnmo pnmal ,\ de (4 29) usando

todo (i,7) € H* y p; < p;

H, obtenemos

‘ 'P:+Pt+ Z
(x,;)Ell-'-




=1
(34

Pe—p} < APO)+ (N ~1)e

a través del algontmo pdm t.odos los nodos t.con g, >0 De lo'; supucstos y el andlisis previo

se concluye que Lodos los mcrcmcntos de los preclos son: al menos en 5, .151 que a lo mas hay

a]gont.mo sea O(N"’ log NC) A{e;dgbxdoﬂa [BeEBB]
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5 RESULTADOS COMPUTACIONALES

En | . primera seccion de este capitulo se comenta la eleccidn de ina estructura’ de datos adecuada

para tograr una’ implementacion computacional eficiente de un problema de-flujo a costo minimo, .

ubasta presentados’en este trabajo.: En la se-

particularmé_nte para los ‘algoritmos de relajaci
gunda seccidn se presentan los comentarios de alglnos de los resultados obtenidos, en la comparacién

computacional de estos algoritmos: ‘

Una manera de rcpxy'es,euntar este problema e utilizar cuatro a.rreélo de tamaiio Ay un arreglo de

tamaiio N, que almacenan lo'siguiente




7

INICIO(a) El nodo inicial del arco a
FINAL(a) E nodo final del arco-a
COSTO(a) - "El cocficiente de costo del arco a

CAPACIDAD(a)::, Lacota superior de flujo del arco a

y el descub}irﬁiexitb °d

conjunto de* arcos incidentes a’ cadavnodo Esto puedc scr hecho con la ayuda dc Ios sxgumntes

cuatro arrcglos adicionales

PRIMERINT() El primer arco interior del nodo i (= 0 si 7 no tienc arcos inte"rior'cs)' '

Como un c;emplo de SUu u

PROXINT(al), el arco .

i. Primero obtenemos el arco aj =PRIMER]NT(:), entonces él 'arco a

az =PB.OXINT(a2), cf.c hasta el arco ag para cl cua] PROXINT(ak)—O



ARCO

1

Figura 5.1; Repres

000wy DS WD

v Junto 8 cege arco
.86 muestra

INICIO FlNl COSTO CAI’ACIDAD PROXINT PROXEXT

—
(&

-r-jmw‘tya_mwn-‘
mooa'ﬂ_oo‘ou‘.:-
cCOoc oo ;o

en términos de los nuéve arreglos - INICIO FIN, COSTO CAPACIDAD PROXINT,

PROXEXT OFERT

RIMERINT PRIMEREXT

- Caslo(Co(u Sup. de ftujo

n'de los datos de un ﬁr‘oyblen‘\va de flujo a costo minimo °
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Es posible no utilizar el arreglo PROXEXT si los arcos son almacenados en el orden de su nodo ini-

cial, esto es, los arcos extcrnos de cada nodo ison los arcos de PRIM I‘RE)\T(t) a ]’RIMDRDXT(: +

-1, por lo quc el arreglo PRIMI R X’l‘ S suf‘cncnte para generar todos los arcos e\ ternos de

Los programas estan escritos en FORTRAN y tienen el siguiente formato comtin j; :

a) Leen el problema en’una forma estandar comin
b) Conviektén el problema‘a una fornja‘especial segtin el algoritmo utilizado

¢) Llama el algoritmo que resuclve el

d} Proporciona resultados

Los problemas emp
struye problemas t;aito 0s no bipartitos y al parecer este generador no tiene ninguna caracteristica

ESTA TESIS R3 DEBR
SALR DE LA BisLIGTECH
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especial, es decir los problemas que genera son muy parecidos a los que se pueden obtener con otros

generadores. El programa GR[DGEN genera solamcnte problemas fact.xbles uuhzando para esto

una cstructura de malla .

problemas empleados p:ir;x la’compars

PROBLEMA - NUMERO
NUMERO DE NODOS DE- ARCOS .

10x.10

10'x 40

40'x 10

BTS00 NS oA L -

lelO\'

10x20 .
20%10

Tl20'x 20 5

20'x20° -
256 x20
25 x20 7
28 %20,
25 %20

600
',:‘4,1000: :
. 1500

ion"de las implementaciones computacionale.

:100,100 ..

©5-7100,100

SH100,100: 50
11507150+
©150,1500 7
150,150 7
~ 150,150 ¢

Figura 5.2 Caracteristicas de los pfbbléms ;eéuéltqé. :

75,0003
©.10,00
10,00
720,000
©4720,000%

1% 200, 00 )
©225,000:13;
£ 240,000
450,000 62,12
450,000 - 64,294,077,

'NUMERO NUMERO'DE FUENTES OFERTA SQLUCION: :
‘Y SUMIDEROS - B

'5.000’

6%, 513;3

20, 000"

62,123,410
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En la figura 5.3 se presenta el tiempo requerido para resolver doce problemas de FCM obtenidos

empleando el gencrador GRIDGEN, utilizande !us siguientés imf)lerﬁentacidnes:

RELAXQC Es una xmplementaclon del algontmo de rela)acnon -1ue ma.nt.lene en una cola

el con_]unl.o de nodos con holgura dxstmta de cero: "

'relaJaclon “.cra solamente a partlr,

e-RELAX Ls una 1mple

de nodos con holgura positiv

e&-RELAXN s una implementacion del algoritmo dé s-rela;qc;lc";n‘que‘,ite:;}aniqldélhbdos

vas como negativ

con holghras‘pé i
NETFLQ:

Kcnnigtoh y ilélga:sb

PROBLEM;
NUMERO

OO0 =Sy .o N —

Flgura 5.3 Tiempo neccsano en segundos para resolver los problemas con la.s
xmplemenhacnones utlhzadas : : ; .
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El algoritmo de e-relaxn necesita dos pardmetros, uno es el factor de escalamienio que se

recomienda estar entre 4.y 10. El otro parametro se basa en el cosio mdximo de-los arcos,

costomax=max (; j)¢ 4 I¢i;| ¥ s¢ recomienda estar en el -rango Semomti . costomax | |y resultados

presentados gn'la«tébla- de'e-relax min,min) corresponden a la ut.ilizacio’n de yn’ faétbr 'de s

-rela*(n (ma\ ma.\) cor esponden a'un

calamiento de'd y una’ef

factor de escalamiento:de:

cuales el tiempo de solu

pueden ser 1mplementados utlhzando 4 arreglos de tamano |A| y 4 de tamano ]N[
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6 COMENTARIOS FINALES |

£l probiema’de flujé a costo, minimo es de gran intérds enla-Investigacion de Operaciones, debido

estructura de datos sencilla combinada con conceptos de escalamiento, lo que
dad computacional sea favorable, aunque su comportamiento practico no es'tan bueno como el del

algoritmo de reiajacién.':.
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En la parte tedrica de este trabaJo, se proporcxonan la.s bases adecuadas para que utlhzando estos

enfoques se puedan elaborar e lmplememar nlgont.mos espcclf‘cos para ot.ros problcmas de ﬂu_'o en

También existe esfuerzos dmgldos ala zmplementamon en paralelo de este txpo de algommos lo que

se cree chorara lam.o la comple_]ldad como el aspecto practxc de los algorn.mos



8D

7 BIBLIOGRAFIA

[AMO93] Ahu_]a R K Magnant.l T L y Orlm JB 1993 Netwnr)\ Flows
Prentice Hall, Eng!ewood Cliffs N J: o

for Network Flows Problems
Optimization, Vpl,f

[Balg6) Balinski, M.
Assignment Problém

[BeE87a] Bertse
laxation Methods" for
Optimization, Vol 25

[BeES?b] Bertsel\as

[BeT88a) Bertsekas,
mum Cost Ordinary and'Gener
search, Vol 36 pags 93 11

[BeT88b] Bertsekas, D. P.'y Tseng, P ! "
Minimum Cost Network Flow Problems Anna 5 of Operatlons Research Vol 131 '

pags 127-190. : S e e



[BeT89] Bertsekas, D. P. yTsxtmklls D., 1989. Parallel and Distributed Com-
putation: Numerical Methods Prentlce Hall Eng]ewood Cllffs, N J

[Ber81] Bertsekas, D P 1981:1 , i nhm'for the ASSlg "ment Prob',
lem”, Math. Programmmg, Vol 2 'pags 152:171%7 :

[Ber92] Bertsekas 7D4 :
Codes. MIT Press C brid

(EdK72) Edmonds, J.
gorithmic Eﬁicnency fo
pags 248-264.-

[FoF62] Ford, L. R e y 1<u kersonk‘ D ,.,1'1{96'2.."»1“16\5' :ihyblx\v“etwl_orks,ﬂ‘l’vfiricéton
Univ. Press, Prmceton,N J RO ' L

86



[GKKT4]} Glover F., Karney, D. y Klingman, D., 1974. *Implementation and
Computational Comparasnons of Piimal, Dual, and’ anal Dual Computcr Codes
for Minimum Cost Networl\ I‘low Problem” Netiworks, Vol 4, pags191- 212

[KeH80] Kennmgt

gramming, Wiley, N.

'CA

87



	Portada
	Índice
	Introducción
	1. Conceptos Básicos
	2. Dualidad
	3. Métodos de Ascenso Dual
	4. Algoritmos Tipo Subasta
	5. Resultados Computacionales
	6. Comentarias Finales
	7. Bibliografía



