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Sedor,

o este hijo tuyo sélo le diste un denario ( Mt 25 14-30 ) y lo inico que
pretende es darte gloria a traves de la contemplacidn y del ejercicio de ese don
de entender y amar la ciencia ezacla, que es el camino que debo sequir aqui en
le-tierra.

Serior, que esle esfuerzo y sacrificio sdlo sea para darte mds gloria y que
sirva para mostrar lo que {u Fe es capas de hacer.
Asi sea.



‘ “ Hay hijo, cuando seas grande tendrds muchos billeles de a mil y me podrds
regalar algunos '’

Mamacita:

Desafortunadamente tu sendero se redujo, por esla razon ya no es posible
corresponder a todos los carinios, esfuerzos y felices momentos que nos brindasie:
ahora son bellos recuerdos que permanecen en mi mente y corazdn, pero ain asi
quiero plasmar en estas lineas que fuiste un pilar singificativo en mi vida y la
mejor forma de manifestarlo es dedicdndote este trabajo.

Con mucho amor, mamacita.



Madre:

©* En tu din, no dejamos de mostrarie nuestra amor . . . °

Sin lugar a dudas fue una crcelente decision que me permitieras realizar lo
que yo quisiera y esa ha sido una resolucion importante, ya que la liberfad me
dio la oportunidad de eleqir lo de mi agrado. y ya ve: lo que ahora soy. Es
por eso que con estas sencillas polabras y este trabejo que representa para mi
in ezxpresign mds pura de mi forma de ser, quicro darte gracias por el npoyo
brindado.

Todatia no ofvido los consejos que me orientaron en i formacidn académica,
este (rabajo representa bastantes hords de esfuerza y dedicacidn que fue posible
soportarias gracias a (o5 ensenanzas que aprendi de ti. Adn recuerdo el dia en
{a escuela primaria que le advirlieran que si yo no mc erpresaba corvectamente,
iba a tener que abandondr la escuela. ¢s ahi donde dedicasie ¢l liempo necesario
hasta que yo pude pronunciar mejor los tezlos de {os hibros. Esto sumifica para
mt el amor de madre y el deseo de superacidn. Bien vale la pena el sacrificio
para lograr este trabajo porque demuestra cf desco de recompensar con ulgo todo
lo recibido.

Madre, quiero que percibas este fruto como un premio a lo que cansumaste en

la vide. 5S¢ que materiaimente na es importanie, pero recuerda que {o espirilual
es {o mids sublime y precisamente esa ha sido {a mejor herencin,

Muchas gracias.



Amor:

Después de una ardua labor, ha culminado el momento que tanto esperaba y
quiero compartirlo contigo.

Que le puedo decir a {¥ que como especialista conoces el sacrificio que rep-
rescnla obtener un posgrado y mds ahora que como pareja compartimos la vida
en forma total.

Cuando logramos una meta y vuelves la mirada hucia atrds es posible apreciar
el precio, pero también le sirve para valorar lo que representa dentro de nuestras
aspiraciones.

Amor, quiero reconocer el apoyo que me dia a dia me has proporcionado,
este trabajo tambi€n es un €xito tuyo pues tu coniribucion ha sido inmensa; ya
que a Ilravés de la parte complementarin que un hombre necesila de su pareja:
comprension, amor y motivacion me permilid esforzarme adn mds para alcan-
zarlo.

Hemos compartido la mayoria de nuestras alegrias y pesares en la vida, eso
ha fortalecido nuestra unidn, quiero que sigamos hacia adelante como hasta
ahora lo hemos hecho.

; No fue [dcil, pero lo hicimos !

Estoy muy orgulloso de i y quiero hacer de {u conocimiento que lu apoyo es
algo invaluable.

Con todo mi amor.



Jesiis:

Quiero reconacer tus muches aios de trabejo como profesor en la Facultad,
en los cuales has formado muchisima gente y me consta que el esfuerzo que
realizas en que asimilemos esie lipo de conceplos, me da la idea de que mis bien
lo haces como si se tratara de lus prapios hijos.

Ese emperip que pones siempre a lodas tus aclividadés, nos moliva a tus
alumnos a tomarte como ejemplo para lograr los mejores resultados.

Esta carrera es muy dificil pero ast también lo es de gratificante y la wejor
recompensa ¢s el orgullo de contribuir significativamente af desarrollo de la cien-
cia en auestro pais.

Sinceramente.

Roland:

Quiero aprovechar la oportunidad para agradecer el tiempo y la paciencia
empleada para explicarme y darme ideas que me permitieron lograr fos rcsultados
de este trabajo. -

Dejame expresar que la actividad que realizas es muy unlmsa para. mnolras,
pero lo mds importante es que tu sencillez demuesira {u grande~a. S
Con admiracion. :



Quiero-reiterar mi agrudecmuenlv a los prafcsores quc tuve durantn mis
ultimos estudios:

[umbcrta Madrld de la l"ega
José Lépes Estrada, -
- Ma. Elena Garcia Alvares.

quienes uporfaron muchu a m:formacwn académica 'y profestonal y tambnen
a los sinodales zle eslc lrnba]o'

Pniricin Saavedra Barrera,
Lourdes Velasco Arregui,
Apolinar Calderdn Sequra.
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Prélo go

El desarrollo de la teoria y métodos numéricos para la Sélucién‘ de Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias (EDQ)! para Problemas de Valores de' Frontera® (PVF) en dos punlos® se ha'in-
crementado significativamente en los dltimos aiios. Como. varios antores afirman {1}, [14}, [28]
este campo estd estrechamente relacionado con los EDO'para Problemas de Valores Iniciales®
(PVI), los cuales tienen un amplio desarrolio, pero las diferencias que se han encomrado entre
estas dos ramas han obligado a que las PVF sean investigados por sepamdb para lograr un
mejor entendimiento ¥ dominio de ellos. e
Este tipo de ecuaciones surgen en un:;. gmbn Emlidad de problemas fisicos, dinérﬁic;x de
fluidos, sismogralia, epidemiologia, medicina, electricidad, magnetismo, scmlconductares yops S

timizacién (- ver por j. {1}, [9] ) los cuales han moundo el esLudxo ¥ a‘ancc dc esta rama de:

las matemamcas

Ormmalmente se habla. consxderado a Ios PVF coma una subclase de loa P\"I [1] pigrc;ﬁha

sido claro que en cierto sentido los PVI son una cierta suhclase de los PV

o método de solucién en forma global [1]

Por otra parte, una dificultad bdsica de los PVF 5 que los errores globales dependen de :

los datos en el intervalo completo en el cual el problemn ostd deﬁmdo, mxentras qne para PVI

3Qrdinary Differential Equations (ODE), en inglés.
?Boundary Value Problems (BVP's)

3Boundary . Corditions (BC)

Initial Vdlue Problems (IVP's)



estos errores solo dependen de los datos én el mter\alo anterior {17).
Esto muestra la ncccsndad dc estudnr este tlpo de prohlemns de manera independicnte para

encontrzu‘ metodos adecu'ulos a sus proplas caractenstlms.

~Porlo tanto vél ObJthVO del presenlc traba_|o es entonces analizar con detenimiento el met.odo
numencp llamado ¢ ‘4\15[0(10 de Tiro Miltiple * 7, con una variante conocida como * 'Murcha'
Estabilizada ’,‘ el,cual es-un algoritmo muy eficaz para resolver PVF lineales que presentén
ﬁayactén’stidas éspeciales y dificiles para integrar, numéricamente hablando, como es el caso
de problerﬁés de perturbacidn singular que presentan capas limites las cuales‘ son ‘bastante
complicadas para conseguir una solucién suficientemente exacta. Esto provoca por supuesto
mds dificultades numéricas para resolverlo, pero como se veri en el trascurso de esta tesis, se
definirdn y aplicardn nuevos conceptos y técnicas tales como dicotomia y desacoplamiento las
cuales permitirdn integrar este tipo de problemas con suficiente exactitud y estabilidad. Este
algoritmo estd basado en el cédigo de R.M.M. Mattheij y R. England MUSL-SYMIRK (20},
[21]. Como serd mostrado en el capitulo 7, este algoritmo con algunas mejoras también puede '
resolver problemas més generales y de relativa dificultad numérica, haciéndolo asi un cédigo
de propésito general. Sin embargo, existen problemas que presentan Puntos de Retorno o ¢
Turning Points ' * para los cuales el c6digo no es adecuado.

Bs importante mencionar que también se dardn algoritmos mais sencillos basados en tiro,

simple, tiro multlple tiro miltiple con desacoplamiento, los cuales fueron nmplementados en C

r‘latlab5[2T] Bste paquete resuelve problemas sencillos con relativa facxhdad pero como se vera. .

enel capxtulo 3, presentan algunas desventajas motivando asf el uso del metodo de tiro

con marcha establhzada v técnicas dicotomicamente estables como en \IUSL Y\'IIR.

permxte resolver problemas mds complxcados e interesantes y que han surgido-en las ult|mas

mvestxgacmn

En el Segundo capxtulo se hara lo proplo para. PVF mclu)endo puntos importantes como

nimero de condxcnox{ y dlcotomla de un problema. Vale la pena aclarar que estos dos capitulos

contendran solamente Ios puntos esencxales de la teorfa para valores iniciales y valores de fron-

"Mnthem-ﬂ.it_:al Laboratory (sol't.ware matem.ilvic»o para una gmn cantidad de aplicaciones )



tera, v si el lector desea profundizar en’ estos conceptos dchc rcfenrsc a [1] [13], (14], 15} ¥
[28] para mayor detalle.’

En el Tercer capitulo se definirdn dll'ereutes formas de apllcar los metodos de ter, como -
son. Tiro Simple, Tiro Simple con Superpos:cxon, Tiro Muiltiple, Desacoplamlento; dando su
definicién y ejemplos y mostrando la motivacién geométrica de estos algoritmos, explicando
ademds como se pueden resolver problemas lineales.

En el Cuarto capitulo se definird el término de Desacoplamiento de EDO, su interpretacién
geométrica y la estabilidad de un algoritmo con desacoplamiento.

En el Quinto capitulo se dard una explicacidn de los métodos dicotémicamente estables,
definiendo inicialmente el concepto de estabilidad dicotémica y mostrando algunos ejemplos de
este tipo de métodos, haciendo especial énfasis en las caracteristicas especiales que los hacen
ser idéneos para resolver PVF de perturbacion singular. Por supuesto que es analizado con
suficiente detalle el método Runge-Kutta simétrico implicito dicotomicamente estable de 4o,
orden utilizado en el codigo SYMIRK.

En el sexto capitulo se discutirdn los problemas PVF de perturbacién singular, su definicién -
v ejemplos ilustrativos, la teorfa dé estabvilidadr y.discretizacién dicotémica asi como un aﬁéjisisI
del error global. : Sl D e : : S

En el Séptimo capltulo se daran las xmp[ementacxones de las tecmcas de mtevracmn uti-~

lizadas: tiro sencillo con sup posnc ple con desacoplamlento pam'

PVF en lreneml enfocandose ensegulda or, supuesto a nro multxple con un integrador di-

cotomicamente estable y desacopla.mlento dra’p oblemas de perturbacién singular y problemas

en general mas sencnllos dando una’ exphcac n amplm y detallada de todos los elementos que’
conforman a este ultlmo algommo. Para los pnmeros tres métodos se muestran los resultados
obtenidos asi como un EJEmpIO que comprueba sus desventajas numéricas, lo cual obviamente

sugiere el uso del ult.lmo codlgo para ‘resolver problemas mds complicados. Para el método ob-

jeto de este trabaJo seda una Vpha gama de ejemplos que muestran la efectividad del método

para problemas con capas llmlte en uno o.en los dos extremos del intervalo asf como su compor-

tamiento para un problema. mal cond onado. También se dan los resultados que EI.H'OJZJ. para

un problema veneral que se unhzo en tiro madltiple con desacoplamiento para demostrar que

efectivamente resuelve’ una amplia variedad de problemas, haciéndolo en conclusnon un codigo



de propdsito general. Es importante sefialar que dsta no es la tnica forma de resolver proble-
mas EDO de valores de frontera, ya que existen otros métodos que tienen otras propiedades
que pueden resolver también eficientemente estos problemas, como por cjemplo los métodos de
Colocacién o Diferencias Finitas. No obstante, las ventajas que ofrece tiro miiltiple con marcha
estabilizada y un integrador dicotémicamente estable lo hacen muy atrdctivo para este tipo de
problemas, como serd justificado en este capitulo.

En el Octavo capitulo se dan las conclusiones a las que se llegaron en base a todo lo antes
expuesto y mostrando que mejoras se pueden realizar para asi lograr un cédigo mds eficiente.

Por iltimo aparece la bibliografia utilizada para documentar y fundamentar lo antes descrito
o bien si se desea profundizar en algiin tema especifico.

Es importante mencionar que se tiene disponible un diskette con los programas fuente,
tanto de los programas elaborados en Matlab como del codigo ‘;\[USL-SYMIRI\’, junto con una
explicacién sencilla de como utilizarlos y bastantes ejemplos para probar su eficacia de tal
manera que cualquier persona interesada en el tema pueda acceder a ellos para su 're\'iksién,
modificacién o pruebas adicionales.

Quisiera antes de terminar esta seccién agradecer la invaluable ayuda del Prof. Roland
England, actualmente en la Open University de Inglaterra, quién en su estancia en México
durante el periodo Septiembre de 1993 a Mayo de 1994 permitié que se logrardn los resultados
que aparecen en este trabajo, ya que su profundo conocimiento en el tema y por ser uno de
los investigadores mas reconocidos en el drea, me ayudo a encontrar siempre la manera de
superar las dificultades tanto tedricas como pricticas de este tipo de problemas. Asimismo
quiero agradecer el acostumbrado apoyo y la atinada direccién de tesis del Prof. Jesis Ldpez
Estrada quién con su caracteristico empuje y excelentes comentarios permitié lograr una versidn
mucho mds completa y bien fundamentada de mi trabajo de tesis. Finalmente quiero agradecer

a Carmen Dueifias la revisién ortogrdfica.

Enrique Duefias



Capitulo 1

Teor1a de Ecuacmnes D1ferenc1a1es

Ordlnarlas para ‘Problémas de

1.1 Introduccién

El propésito de este capitulo es mostrarla teoria esencial de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
(EDO) para Problemas de Valores Iniciales® (PVI). Como se menciond en la introduccidn, sélo
se pretende dar una idea general de estos conceptos, y si el lector desea profundizar en estos

temas, se recomienda ver las referencias (1], [13), [L4], [13], y [28].

1.2 Problema de Valores Iniciales praxja'_,EyDbOby‘j

Empecemos recordando lo que se entiende pbr; un'EDO/ Sea’ f ﬂ cR ><'§R"v R,

Deﬁmcxon 1. 2 1 Por i snstema. de Ecua nes Diferenciales Ordinarias.se entiende una ex-

matematxca

(L1)

ety

!Ordinary Differential Equations (ODE‘s)
?Initial Value Problems (IVP s)



donde 'y’ denota la derivada de y = y(z).
Definicién 1.2.2 Por una solucién de la ecuacién (1.1) se entenderd una funcién ¢ : L C R —

37 tal que

(z ¢(z)en iV
¢'(z) =1z, ¢(z))

ii) !

reales.

(g,@) e QCRxR" siendo a el punt.o mlcnl y n vector constantc Por lo tanto la solucxon

y(z) de un PVI es una funcién que satlsface ( X 2) Junto con (1 3)

Es importante observar que el snstema. dc pnmer orden

f(z,y) ‘a <r',<,b,'

donde

y(z) [A(z),yz(z)," .,yn(z)lT

es la funcidén incégilita y‘ : i
. fn(zy y)]T ‘

es suﬁcxentemente general pues odo sistema de ecuaciones dlferenmales se puede llevar, en

de esta. form

prmcnpxo, an

‘por el‘qrd_én que da'la derivada’ mds

stema de primer orden de la forma

;f'(va:,yv,u},‘.;.';'u('f“l)) q”< a:< b, e (1.4)

Para poder hablar de umcxda de l'L soluc10n se hac necesano xmponer o d)cxonar I



se produce una funcién y(z) = [m1{z), y2(2), ..., ym (z)] definida por

','/1(2) =u(z),
wa(z) = ¥'(2),

Ym(z) = ulm=1)(z),
con lo que la ecuacién diferencial (1.4) se cdn\'lefte en el sistema (equivalente) de primer orden

=
o=,

.ll'z Y3,
’ y:n-l = .'/mv:

yinﬁ='f(r,1/|.yz,..¥,ym) :

equn'alente enel sentxdo que resuclto este ulumo se resue e ( 4), »;Viucs,_yl(z);e's lé solucién

u(z) de (1.4) e mvcrsamemc

Un sistema de ecuacnones dlferencnles se dxce que es’ Imeal st se puede escnbxr como

1.3 Tebréma,d‘e x1stenc1afyi?Unyivc"id‘:§dli

La e\lstencxa y umcxdad para la solucxon de PVI esta 1rantizada bajo cond‘xciones generales

De_ﬁnicidn 1.3 1 Un: funcnon f(z:,y) iQ C iR X 32" -;—~ 3"‘ se dlra (localmente) de szschxl.

en (z,yg) si existe una constante L tal que para cualqmer y, z en‘una. vecmdad de'yo

>|f(bz,y)-f(yz,z)ISL’[y—zl.‘ o e



Para el PVI general
¥ =1(z,y), : : (L

y(a) =e,

se ticne el sngmente teorema

Teorema 1. 3 2 Supongase que f(z,y) es conlmum en

D'J'= {(z.5): a's z SMY—YO x< p}

para algin'p > U ¥ supon ase qu(. f(a: y) es Llpsclnta con respecto a y en'D, Si

En base en el teorema anterlo 'baJo Llpsclutz vlobnl se puede probar que el PVI (1. )‘vtiéne i

una solucnon global umca para toda z'> a xempre que (z.y(z)) no alcance la frontera de Q.

Un procedlmlento practlco de xenﬁcar la condlcnon de Lipschitz es mediante el teorema del,

(z z) € Q v T'es dxferenuable entonces se tiene -

valor medio. +§i (z,y)

2;?=1~ar;16y’5(z,\vf)<yj -z) 1si<a (1)

para algiin w; € R" i"alu gbuek

y,<(w,) <z, 1<ig<n

Por lo tanto una, condlcxon suﬁcnente para que f(z,y) sea. de prschltz es que las dernada.s"

parcxales B

o6/0y; - 1<ijsn



existan y esten acotadaé, como es directo ver a pariir de (1.8).

Otra consecuencia dlrecta del Teorema 1.3.2es que el P\’l lmeal

' i y —A(z)y+q(z). Y(n)=yo‘f

tiene una solucnou umca 14 z) '&q(z) son. contmua.s en [a b .

Matriz Solubién Fundavméntalg‘ Par‘a carac;efizir ]a\so‘hxéivc'm del PVI.lineal (1.5), con-

sidérese el sistema de primer orden homogéneo

= ,1(z)y ‘(1.9)

donde A{z) € R"*™ es una funcién continva en el mtervalo [n b]

Para t € [a, 8], una matriz solucién furidamental ¥ (:1: t) E R"”‘ de (1 9) estd definida como

una funcién que satislace

con ¢; el i- eSlmO ‘:GCCDI‘ canomco umtano

Asf sé tiene que la solucxon genreral'del PV[

: ';-4(1)Y;
Cy@y=a,

estd dada por
y(z) = Y(x;a)a;

Para el sistema EDO lineal (1:5).con

[0



y(a)=a
la solucién general vienq dada por
y(:n) _.y(x) [n +/ Y"(l)q([)(lt] ; (1.12)

Es xmportante mencionar que cualesquxera dos solucnones fundamentalcs son cqmvalentes,

en el sentido de que si \I/(J:) ¥ lb(z‘) son "dos solumoues fundamentales entouces e\Jste una matriz

R no-singular tal que ™"

SiW(a) =T entonces se tnene q

(1.14)

donde la funcxon matncml G(:c t), esta deﬁmda por

:'(z ll) { Y(z)Y"‘(t) szt <z

0 s> @



1.4 Estabilidad de Problemaé de Vzlxlores‘Iniciales

Es de suma importancia el efecto que producen en la solucidn numérica de una ecuacién diferen-
cial los efectos que generan pequeiios cambios en los datos iniciales. Cualitativamente hablando,
un problema es llamado Estable si *  pequeinios cambios * ' en los datos sélo producen * * pequefios
cambios * ' en la solucidn, y es [nestable en otro caso. Cuando un PVT inestable va a ser re-
suelto numéricamente, generalmente se tendran muchos problemas para encontrar su solucidn,
no importando el método numérico particular que se utilice. Ain si el PVI fuera estable, los
errores de redondeo y de truncamiento podrian causar errores grandes en la solucidn calculada
si el método numérico es inestable.

En esta seccion se discutird el problema analitico de esvtabiii(‘iad ;:)am PVL.
1.4.1 Estabilidad para PVI Lineales y: Solu ibnésiFﬁﬁd’aﬁiéﬁtales‘

Considérese de nuevo el PVI .
‘ (1.15)

(1.16)

nja, ) es U&rﬂ;da estable con respecto a

cambios én las condiciones inici &> 0%xiste’§ > 0 tal que cualquier otra

solucién‘?(z) de 7(1’.;15);:(‘14ue éézngace

f,l'x'('a): y,(a)'!‘sﬁl (1.17)

también satisface

(1.18)

¥@-3@)s

Una solucion y(z) se llama :asx’nlo’licémenle estéble sf; a.ideméé de (1.18), se cumple que

@ -s@ -0 ando's = 6o, o T (1.19)



Por dltimo, y(z)es relativamenite estable si, en lugar.de (1:18), se tiene"

Iy@-3@isely@)] vesen . ()

Definicion 1.4:2-Una solucién y(z) definida en [a, o) es llamada uniformemente estable

st dada e > 0; existe § > 0:tal que, cualquier otra solucién S‘/(z'j de (1:13) qﬁe sdtisfaqc

o) =38 (121)
en algin bunté c 2 a ,'témbién s}.tti»sfa{:e' e
ly(@) -Hz)i<e  Ya>ea e (1:22)

De manera andloga se pueden definir los conceptos: de estabilidad uniforme asintotica v

estabilidad uniforme relativa.

s0, en general,.no

Se puede ver que la estabilidad uniforme impliﬁa éjstiabiylikc‘iad;:péqu llm

se cumple.

Proposicién 1>.4A.3; Sea Y(z) =

¥(z) de éste"bx;pblema"con Qaiéyesi ici

s V()

8



esta acohdo, y es umformemenlc estable si y solo si
= sup;>u H Y(I)Y‘ 0] ll
es acotado. Mds aidn, y(z) es asmtohcamenle eslable siy solo si

Iy (z) nM,~ 0

v es uniforme asintdticuiﬁenté estable sx"y solo st

iy Y(z)Y- (t)vnz_wo ‘ Ve =

La demostracxon de esta proposxcnou es dxrecta. ( vea.se [1] )

La condlcmn de establhdad umforme proporclona la idea para deﬁmr una constante de

estabilidad  © i

k ~i'=c..<'fup H Y(z)Y-'(z) I "<1.2's) :

Utilizando la expresién (1. 12) se puede. acotar; la solucxon en funcxon de los valores de las

condiciones iniciales, el término no- homoveneo de la ccuacnon (1 23) y la constante de estabxlxdadb :

(1.23). En efecto, se tiene que -

esta.f deb‘e' péderse :

nos de los ewen- -

AT = A = ENETEE ol T am



donde cada bloque de Jordan A;(z) € CH=ri tienc la forma :

Aoleno .0
A=) =
o Sy

¥ Ai(z) es un eigenvalor dev.;l(a:), 1 Szi 5 “m.'Séfx ahora
w(z) T 1(z)y(a:) Jr>a,

donde y es la solucién del PVI homogéngo e

;v'='.ol(z')y; > a, o

e

(1.28)

(1.‘29)

(1.30).

(131

Asi,’asumiendo que T(z) es diferénéiable."sé encuentra que w(z) es la solucion del PV’

vl»:v(;\'(z) _T-l(z)Tl(z))w, z >'a,‘ ,;, §

' 17(1-321:: ;

Esto ocurre, en partlcular, en el caso de coeﬁcxentes constantes

"' '10 -



Teorema 1.4, 4 [1] La so!ucxon tinica del pruhlema homogéneo (l 30), (1 31) con: A(a:) =4

es establc sf ) sclo 51 mdos los engcn\ alores 4\ de A ::ansf'tcen
(A) < 0 o Ile(A) = 0 con-A snnple

Ademas la soluclon y(:r) es asmtoucamente cstable st y solo i todos los elvennlores de A

satisfacen’
“URe(A)Y <00
Ejemplo 1.1 Sea el ’fA’\"I ;
L i
Y= ¥ z.> 0,
I
s .
¥(0) -
[ LQ7: B

Dado que \ txene como mven\alares a ::1 y como elge \ectores S [l ] respecn\'amente,

Por.lo tanto, mientras. el error ahsoluto crece e\ponenaalmente a menos que ocurra que.

e =9, ‘el error relat)vo permanace pequeno a menos ‘que m F a-, = 0

11



Para terminar esta sub-seccidn, se dird que en el caso de coeficientes constantes, mientras
¥ (z) da una descripcién apropiada de la propagacién de los datos iniciales a, la forma T $¥(z)
da una informacidn mds concreta acerca de los diferentes modos de solucién. Especificamente, la
matriz T' representa las direcciones de los diferentes modos mientras que la matriz W (z) repre-
senta el crecimiento. A travds de W{z}, los eigenvalores de A con parte real positiva y negativa
corresponden a modos de solucidn fundamental los cuales son exponencialmente crecientes o
bien decrecientes, respectivamente. Eigenvalores no cero con parte real cero corresponden a
modos de solucién fundamental oscilatorios, los cuales estan acotados cuando £ — oo siempre
que los eigenvalores son simples. 7

En la siguiente seccién que corresponde al caso de coeficientes variables, se verd que los

eigenvalores de A no proporcionan una caracterizacién completa de la estabilidad del PVL.

1.4.2 Estabilidad para PVI Lineales Generales

Supéngase que T(z) € R**" es una transformacion diferenciable con’ -

como antes que

-(1.36)
donde P . E R o
| U@ =TEAEI@ T, )
’?Quivalentemenie g P . o
TE@U() = A@)T(E) - T,
es degir 3 ‘
. () L

que-es conocida como Ecuacmn de LJapuno

En este momento y antes de contmuar con, las propxedades de establhdad es importante

12
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mencionar que esta iiltima ecuacién nos permite establecer la relacidén entre los eigenvalores de la
matriz y lo que se entiende por eigenvalores cinemdticos, lo que facilitard la determinacidn de los
modos fundamentales de crecimiento, decrecimiento y suaves del problema EDO (1.23). En la
ecuacion de Lyapunov (1.38) los elementos de la diagonal de U(z) son llamados los eigenvalores
cinemdticos y la funcidn T'(z) es llamada una transformacion de similaridad cinemitica.

Teorema 1.4.5 (21} Sea A(z) en la ecuacién

Y = Az )y + q(z,)

que depende-de un’p::'\ranietro pc_quéﬁo .

1. Sean-los eigem}aldrgs de A(z,¢)
: N h(z)
tal que ‘
1 '\l(z) ,1 :| f\k(z‘) |
son O(1/s) y

1 Ak;i(zj ! LJ.,.}I}\‘,.k:(kr:) Ise,

con ¢ = O(1) independiente de z.

2. Sea Q(z) € C! tal que Q(z) es ortogonal ¥ -l(z)Q(a:) = Q(z)lf(a:), con V(a:) man«rular
superior (‘i.e. la Descomposicidn de Schur de A(z) [1] ).

3. Sea || @(z) |I< 4. con é no muy frrande e mdependlente de G

Entounces existe una transformacisn de snmllandad cmemanca T(r) (1. 88) con -
= ‘(z) lI II T(r) ll

no muy grande, y tal que

|T"T“ < s

donde los primeros & elementos de la dlagonal de U(z) son 0(1/ )y los ultnmos (u—k) elementos

de la dlagonal son O(1), es decu' no son gra.ndes respecto a 1/5 t\demas, si m de los 0(1/5)
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eigenvalores de .»'l(::) tienen parte real negativa, entonces también m de los O(1 /¢) eigenvalores
cmennmos de (1(::) henen parte real ncganvx oturriendo lo andlogo pam fos exgem:\lores con
parte real posxuva a .
El resultado anterior obna.mente nos dice quienes son los modos fuudwmentales crecxentes‘b
y decrecientes. : -
Revresando a xiuesytm objetivo de caracterizar la estabilidad para PVI Iihr\'ales‘ g'er‘her‘avl‘e‘s e,
facil ver que sila e\prcsnon (1.35) es uniformemente acotada entonces el s;s(cma EDO (l 30)3

el (1.36) txenen fas mismas propiedades de estabilidad uniforme.

Definicién 1.4. G {1} Los sistemas (1.30) y (1.36) se dirdun similares ci‘neméticar‘nente Cuanﬂq
U(z) estd en forma triangular superior, sus clementos diagonales son llamados los cigen-

alores cinemdticos de (1.30).

-.\'ote que, en el caso de coeficientes constantes, los eigenvalores de ol coinciden  con los *
eigenvalores cinematicos. Una generalizacidn simple del caso de coeficientes: constantes ocurre
cuando T'(z) = 0 pero A(z) de {1.27) depende de z. La estabilidad asintdtica es entonces

asegurada si’ para alguna constante ¢ > 0
e f N (s)d.s) <0,
1€i<mVz,teconz—~t>cBn partlcular se nene es!ablhdad asintdtica st para t ﬁJa

lim ,.;L\;Ré( / T Als)ds) = ;o;,-

estabxlxdad asintética uniforme, es decir

1YE)Y-t@hs Je=its=0 zzz e : ey

14



para algunas constantes no-negativas y y-A, sy sélo si hay constantes positivas ¢ y 3 tal que

los eigem'alores cinemdticos {Ai(z)}iL, satisfacen
. X
m(/ N(s)s) < <R(z - 1), z—t>c (1.40)
t

Asl se concluye que los eigenvalores cinemdticos proporcionan un criterio para estabilidad
uniforme del PVI (1.23), o de (1.30), en {a misma forma que los eigenvalores de A lo hacen
en el caso de coeficientes constantes. Estabilidad asintStica uniforme es obtenida si A > 0 en
(1.39). Desafortunadamente no se puede determinar las propiedades de estabilidad analizanda
solamente como son los eigenvalores de A(r).

Para completar esta seccion se dird que en el caso no-lineal lo que se hace es considerar una
solucién aislada del problema no-lineal (1.13) y considerar pequefias perturbaciornesb para p@der

aplicar la teorfa lineal 2 un problema de primera variacidn.



Capituld 2

Te,o'rvl'ai de Ecuacmnes V‘Di'ferenciales

para Problemas con Valores en 2

Puntos de Fronteram

2:1 'Irritroducc;pn. :

Un Prﬁb[erfxa’ de vV;la;éé de bl‘rmil‘em’ (PVF) ara una Ecuacidn szerencml Ordinaria (EDO) ,
o blen un snstema de ecuaciones, se obtiene requmendo que la variable dependiente (varmbles)
satlsfaga(n) condlcxon(es) adicional(es)? en dos 0 més puntos distintos. Una teoria simple puede
ser desarrollada para muchas clases especiales de ecuaciones y sistemas de ecuaciones de este
tipo de problemas. En el teorema de existencia y unicidad péra P\"I del capftulo-anterior, el .

cual puede ser aplicado a un sistema de ecu1c1ones de orden' n, se dxeron las condiciones para

determinar una solucidn dnica especificando los valores de la solucién buscada en un punto Sin .-

embargo, con un total de n condiciones de frontera 1mpuestas en mas de un’ punto, es posnble
que una ecuacién de orden n-ésimo muy suave tenga muchas soluclones o aun que no tenﬂa

Asf, como era de esperarse, la teoria de existencia y umcxda.d para PVF es consnderablemente‘

més complicada y desafortunadamente menos desarrollada que laide los PV.

Por lo tanto, el objetivo serd mostrar los resultados pm}cnpalﬂes»de la teon’zi de-existencia

!Boundary Value Problems (BVP}
?Boundary Conditions (BC)



y unicidad para PVF y conceptos relacionados que permitan establecer la mayoria de las ca-
racteristicas de este tipo de problemas. Esto ayudard a establecer relaciones con la teoria
de métodos numéricos, lo que permitiri deducir que el éxito de tales métodas depende de
la combinacidn de dos factores:- un problema bien condicionado y un algoritmo estable para
resolverlo. En esta seccién se definira que significa un PVF bien condicionado y como se puede
cuantificar este concepto.

Es ihportante recalcar que caéi todos los teoremas y corolarios son enunciados sin de-
mostracidn, esto.fundamentzx‘lm,ehtg por razones de espacio.

Parael pro’blemd lineal, se‘:_t;ac;iizi casi exclusivamente el caso en el que se tiene una solucién

dnica. Ahora, para que‘vlin;P\"ij‘dé EDO's'ea bien planteado es necesario que la solucién dependa

continuamente'de los'da‘ S, para lo cual se introducen las Funciones de Green, lo que permitird

dcﬂmr una constante de condxcxonamlentu para el PVF, con la cual se acotan las perturbac:ones )

dela solucnon en termmos de la perturhacnon en los datos.

i Ademas se daran Ios conceptos de lo que se entiende como problema bien planteado para

valores de frontera.. el cual es un término muy parecido para el caso de valores lmcxala. lo que I

permzte estableccr el coucepto de estabilidad en términos numéricos.

Por otro lado, existe una gran cantidad de referencias donde se puede verla vanedad de aph-'j P

caciones que pueden plantearse como problemas de condiciones de frontera, lo cual demue_stlja" 5
la importancia que revisten. Véase por ejemplo [1), [9], [14]. » ‘
Retomando el punto de las diferencias existentes entre PVI y PVF se dard un eje{r;plo:qué
muestra para un caso sencillo por qué es necesario dar un tratamiento por separad‘o delos P.V[j‘,' g
ya que el aparente cambio en especificar los valores de la solucién en dos puntos en lugar de uno.

puede llevar a profundos cambios en la conducta de la solucién de la ecuacién diferencial. Es

fdcil encontrar ejemplos de EDO lineales que poseen solucidn tinica como un PVI; pero e! cual
puede no tener solucmn o tener una solucién unica, o tener un nimero infinito de solucxones
cuando se trata como un PVF.

. Por ejemplo, el'PVI .

¥+ y=0,
wW0) = ¥(0) =,

tiene la solucién tnica

17




y(z) = cycosz + casen(z) ' Ve, ca €0
Sin embargo, cl PVF

JII+J 0
J(O) =1 .I(") =0

no tiene solucxon Ahora bxen el prohlemn

oy ﬂ+y 0
y(ﬂ)—l %2) =_,} :

tiene como solucién tinica a

2 : y(z) =cosz+ (cbt:‘zjs}zn(z),

mientras que e[ prqb!em;{

Vity=0;i>

Un sistema de primer:obrde‘n de:EDOQ.

(.1)
puede tener generalmente n condiciones de frontera dela forma.

. _g@_(a)‘,‘gv(b)) =0 ~ (2.2)

18"



donde g = [g1; 92, o gl 5 90t WX RN — W= m
La forma general de un sistema de prlmer orden con dos puntos de frontera Imealcs es

Y R (2.3)

3;mﬂ@£@ﬂh=ml" B (24)

donde Eu,Bb E .'R""‘ ¥ 3 E .'I‘"

Las condlcxones de frontera de la forma anterlor son llamadas no- -separadas, )a que cada.

una de ellas contxene mformacnon de y(z) en ambcs puntos finales.

- Para que el pmblema (2 3), ( .4) tenga solucién iinica, es necesario pero no suﬁcleute como B

se verd mds adelante, que -estas condlcxones de frontera sean lmealmentc mdepend:entes, esto

es, quela matriz (B,, Bs) tenga rango n.

"Es 1mportante ' distinguir los casos cuando la informacidn de las condlcxones de frontera esten

dadas dnicamente en un sélo punto. Es decir, si rango(Bn) <no rango(E(,) <:nm, entunces BRI

(2.4) son llamadas condiciones.de frontera parcialmente separadas.

“En el caso que rango(B;) =q, el PVF. puede ser transformado a un problema donde lqé

condiciones de frontera tengan la forma

;:qu(a)‘;pl R s (2.15’)

EETORTVOLT S )

donde B,,; € ZVEP”' (p =n —'. ) yBue W’” ﬁx ERP y fre I,

El caso ran"o(B ) <n se trata sxmxlarmente Este caso serd Jmportante y se vera. despues

su utilidad:

Por otra parte, las condiciones de frontera son llamadas separadas si simplemente"éon dela .

forma B
;B.,]]/((l) ,,ﬂl:,ﬂ

mmm—m " F AT e

Obviamente puede ocurrir el caso en’ que las condlcmnes de fruntera sean no- lmeales tanto

19
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para la forma scpa.rada ‘o parcialmente separada.

2.3 Teorla de Ex15tenc1a y: Umc1dad para Problernas con Va-

lores de Fxontera

Considérese. un sistpma. en aciones diferenciales de primer, orden

(2.9)
sujeto.a las coﬂdicnpnes 'l‘ifné'aleséénéi-ales de _2‘pvun£os‘de fkror}t‘e’;ra»::;.‘ SR
Buyla)+ Boy(t) =8 C (2.10)

siendo por supuesto y(z) un vector n-dimensional con componentes y;(z); f(z, ) es tézfnbién_ .

un n-vector con componentes fi(z,y) las cuales son funciones de las n+1 variables z y y;, con w

j=1,..n; B, y By € R con elementos constantes y J es fijo. Se puede ver que muchos

PVF con condiciones de frontera lineales se pueden escribir en esta forma. Ndtese qué lasn i

condiciones de la expresién (2.10) son linealmente independientes si y sélo si la matriz (E,,,B[,]

de orden n X 2n tiene rango n.

Véamos ahora que el estudio de la existencia y unicidad de soluciones del problema;(Z 9),:“ :

(2.10) se reduce al escudlo de las r:uces de un sistema de ecuaciones trascendente'
considérese el PVI ; :

g ="f(z,'u),

u(a) =s,

Obviamente, si s = s™ es tna raiz delé.sta ecuacidn, se debe esperar que
y(z)=u(sn)

20




sea una solucién del PVF (2 9);, (2. 10)

Teorema 2. 3 1 [6] Sea f(z, u) una fuucxon contmua en

|ul< LS

vlobalmente de prschltz respecto au Entonces el PVF (2.9), (2.10).tiene tantas soluciones

como dlstmtas rmces s=se sten de Ia ecuacxon (2 1'7) ‘Estas aolucmnes son. o

e U(S‘”";_;)

las cuales son las soluciones de los PVI (2.11)con's = s(")_v._' :
Asl el problema de resolver el PVF (2.9), (2:10) se x"e‘dujo al.de encontrar las falfées'de an:

sistema de n ecuaciones trascendentes.

Teorema 2.3.2 [14] El PVF lineal homogénéo '

(2.13)

f-ﬁ;.v(é'>v'+ E;y(a);.a : : (2.14)

tiene una solucxon Gnica para cada. .’)‘ e fﬁ", Sl se cumple que .

a): A(:t) es contmua. en [a b]

b ) (E + Bg,) es no smgu]ar £

donde

=1 (B;—+—b;)4lab [

IPaca cualquler matriz A =(ais) la norma lnﬁm!u A "“—- max Z Gl es compatible con la norma infinito
i a¢j .
. el : ;

vectorial | u | en el senudo que | Au |<|| A ||==l u |
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Las condiciones del teorema anterior son sélo suflcientes para la existencia de una solucién
tinica del PVF lineal (2.13),(2.14).

Sin embargo, se puede dar un resultado de e‘dsteilcia ¥ unicidad‘para un PVF lincal general

basado en la no-singularidad de la ma.trlz de cond mnes de (rontem Para establecer este

resultado, es necesario recordar que la matnz solucxon fundamental Y(:l: t) € Rnen del sistema

(2.15)

de operador dlferencxa

—yj(zr)-rr'l(ii)y(z).' e<z<h o (220
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De esta manera, la ecuacién (2.17) se.puede escribir en la forma

Ly=ai.. - ) v (2.21)

En forma aniloga se pvuedénr ésc;'_ibir 'I'é»s“cvotiAdjt:‘m‘ s de frontera (2.14). Si

CbysRy@any) )

entonces estas condiciones de fronter
(2.23)

Similarmente, una‘solucién fundamental;

2.4  Funciones de Gl‘één'

El motivo de estudiar estas funmones es que permlten anallzar las solucwnes de PVF. en termmos :

de la dependencia de los datos del problema Asn supongase que los datos q(z) y ;3 del problema. ’

; A(z)y + q(X),
Bay(a) + Boy(b) =8,

son perturbados.. La pregunta que naturalmente surue es que efecto tlenen en la solucmn y(z) S

v cuando se puede decir que el problema es bzen condzczonado Parte de este anahsls se puede' -

hacer en base a las Funczones de Grcen “Ademis, una Fun 5n de Green puedc tamblen ser'
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utilizada para expresar la solucién de un PYF lineal.

2.4.1 “Sistemas PVF Lineales de Primer Orden
Del teorcrﬁa 2.3.3 se sabe que el PVF lineal general (2.17) tiene una solucién tinica si @, dadé
por (2.18), es no-singular, generando la solucién (2.19): De esta manera, utilizandb la expresion .

(1.14) para PVI y el concepto de solucién fundamental $(z) paré el P\'F(225)se o:l')iiene' :

y(@) = 4@8+ [ Gl da (2.27)
donde G (x,¢) : {a.b] x[a,b] — R"=" es la’ Funcion de.Green; déﬁrﬁda por ‘
Gl { RCLR O ONERETS 25)
L —fyP(x)be‘Il(b)(I),"‘(t) t'>z.

Nétese que G(a;, t)'en (2.27) es independiente de la solucién fundamental elegida.
La expresién (227 en}a'eiplicitamente la dependencia de la solucién en términos de
ra dar. na‘constante de condiclonamiento, se usard {a expresién anterior

los datos. Asi:que

definiendo para ello 'la_ norma’

‘"'G = ’(ld?;sz.155 I G{z, &) oo -

De esta manera de (;Zilﬁ)):sé‘ll_éga,a" :

mincualy@isyless (1004 [Ta0ia), e

donde

GGl e, e

que es llamada la Cons;ﬁnle'de Condic 'r’znmieqntb.
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2.5 Condicionamiento de un PVF Lineal

Considérese nuevamente el PVF lineal

: d‘<‘z<b, (2.31)
ay(a) + Bw(b) o (2:32)
Sin perdlda de generalldad supongase que
omba(l Bl Bsiy=1 o (233)

Ademds, supéngase que el PVF tiene una solucion iinica. Esta solucién puede ser represen- .

tada en base a (2.27), por’

» (2.3-1) :

donde Y(z) es una. solucxon fundamental aQ esta dada ent (2 IS) ¥ la funcmn de; Green dada

por (2 28) Ya ase. habm dado una constante de condxcnonamxento (" 30), i ahora se dara mas

precxsnon en esta. constante

-\phcando normas en (2 34) se tlene

ylesmlgianlal (2.3)

donde g o . L i
Cay = YQTLY . : " (2.36)

Ky = sup,{ Tl G(m,t) Ije di]n/;}’, l/p + 1/(1 = L T (237)

Aqui, se enuende que || G(z,t) || es la norma mamcnal mducnda por la norma vectorml en

R dada. Asi,la constante de condicionamiento
k=mdz (i, - o ) ) (2.38)
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proporciona una cota de los factores de amplificacién de cémo la perturbacion en el lado
derecho de (2.31) y (2.32), puede ser amplificada.” Una eleccién adecuada de p es p = oo, de

manera que si se utiliza la misma norma en ambos lados de (2.35) entonces
1Y leoS k0| 8] 4r2 1 Qoo - (2.39)

con
(2:40)

Para dar su debida Jmportancm a la constante Kl almente calculada en (2 30) se puede

decir que ésta representa una cota. burda d* la constante condxcxonmmento Se puede obtener‘

una mejor estimacién usnndo la norma p = l ya que genualmcntc y(a:) es maa sua\e que q(z), '

de manera que hace scntldo pedlr um norma mas cstncta p'mb cllo Esto da h e‘(presmn

- -Iylmé'm’lﬁl.ﬂé'l'qIn R (2,-‘11),
con S . : R
ka= sup G0 llee - (24
Vi '» agzysh > 2

- Laforma'de’ acota a olucwnes en (2.33), (2.39) y (2.41) no son siempre apropndas porque

todas las componentcs de ]a funcxon v son igualmente ponderadas.

Para \er que las K calculada genera ademds una cota en el efecto de las perturbacxones en

q(z) y ﬂ, conSIderese eI sistema perturbado

w' = A(z)w + q(z) + 6q(z), - (2.43)
Byw(a) + Byw(b) = 8 + 6. . . (2.44)
El error global
‘ e = ‘V‘ - y V
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es la diferencia entre las soluiioncs del sistéma perturbado y del no pert'urbadof Asf se satisface
A(z)e + .sq(z), o <'z <b o (249)

e(a)+me(b)—6a,., SE o (240)

de manera que la cqté (2.35) iixiﬁlicé.

hace falta considerar las perturbacmnes en B,,, Bb, v ‘1 z) [L] ;

Las constantes de condxcxonamlento KLY k3 "u udan a consxderar la nocmn dc buen conch-

cionamiento de los PVF. Intultlvamente, se debena dec' que un P\’F dado es’ bxen condzcwnado

si

& = mdz Ky Ko}

es una constante de tamaiio moderado. Esta x‘xltima e\'présién es. mejor entendida cualitativa -
que cuantitativamente, ya que el tamafo de las constanles permmdas dependen de parametros :

en un cilculo dado, como ocurre en muchos conceptos del anahs:s numenco

2.6 Dicotomia

mtervalo en el cual el PVI esta deﬁmdo !'Jo y finito, entonces ol requenmlento de estabxhdad

es basxcamente que no haya rnodos de crecxmlento rapndo. Desafortunadamente, esta’es una
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caracterfstica que no tiene lugar en los problemas de perturbacion singular, que se verdn en el
capitulo 6, lo que obliga a introducir nuevos conceptos gue sean la base para resolver en forma
eficiente este tipo de problemas.

Por otra parte, para un PVF bien condicionado, una generalizacidn de la nocién de estabili-
dad uniforme de PVI debe ser redeﬁmda, yaque no hay una direccién de integracién preferida,

como se puede ver en el §1guxente ejemplo.
Ejemplo 2.1 Sea el PVI™

=yt 0<a<l,
‘1/‘(0):‘“)'

el cual es'un_ifoxfment'e esté’iblérpvara:cuél_ti{:»ier £> 0 einestable par;"x £ <.0. Ahora el PVF -
rJl =<y, . 0<z<,
ey = .‘/2: : :
./1(0) By - z( )='ﬂ2{

es blen condxcnonado para todo € >.0. La razon es que este snstcma esm desacoplado complc-

tamente, pues para. y; se tlene un P\'I umformcmente estable’ v que para. yg, con el cambxo de

variable t =1~ z. se. tlene tamblen un PVI umformememe estable

"
L?_ y
3
i

’h _—!Im y"(o) 52,'_

notese que yg es’ una funclon crecnente raplda como funcnon de z y que si yg(l) substxtuve a’

yz(O), entonces el P\/l" no sera blen condxt:lonado {1].0°

Este ejemplo muescra que es necesario dar -una- ‘definicién:de estabxlldad umrorme para.
PVF que consxdere ambos modos tanto de crecimiento como de decrecnmlento Esta nocién es

ente deﬁmcnon

Ilamada. chotamm Ia. cual queda. formalmente estableclda en la s

Deﬁnicic‘m 2.8.1 ,Subéngase que-Y(z) es.una solucién fundafnentaAl'dél» EDO ‘lin'eal

y’?,l(z:)y,: S (2.48)
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donde A(z) € C"*" [q, b]. El EDO ticne una Dicolomin Fuerté! si éxistg P € Rn=n yuna matriz
proyeccidn orrto'gonal de rango p corn 0<psn, y‘un‘a' constante positiva i’ de tamaiio moderado
tal que : ‘ » o o ‘ ‘ v

|Y@PYDIOISK, 22t (249

: (2.5’0)

1Wﬂd¥k)-wn<n, _r

En l7eneral se puede permltlr aun una couducta e\ponenc1a1 de las solucnones lo cual llem

ala sxgmente deﬁmcmn

Deﬁmcxon 2, 6 2 I)n EDO tlene una Dxcotomuz Ezponencml si eustcn constantes [\, Az 0

,u > 0 con. K como antes, tal que

“v(t)‘ls’ KeMem0, pyaya o 'k“j(2¢51)

Y(z)(f = P)Y~(t) |[< Ke~#lt-9), o<z <tO (2.52)
‘Las condicio‘x}es de’ dicotomia son una generalizacién obvia de la condicién de estabilidad
uniforme, iacuales asintticamente estable si A > 0 para el caso de PVI.

En {18} bse:: muestmla coﬁexio'n entre la dicotomia y el buen condicionamiento, conceptos
que seré.n discutidos en ld s‘iifuiente seccién para asi tener desde este momento una idea clara de
porque, son de gran utilidad estos términos no sélo en el estudio de la estabilidad de los métodos
numeéricos smo ademas en.el andlisis de los correspondientes algoritmos para resolverlos [19].

En el caso donde a:=—coo b = oo, la dicotomia proporciona una conducta cualitativa

de las solucnones‘ del EDO homoweneo (2.48) cuando z — *oo. Cuando a y b son finitos, por

EJemplo de la forma ;

entonces la deﬁmcxon es lmprecxsa porque es posnble encomrar P Ki\y u las cuales satlsfagan

alguna de las dos deﬁmclones anterlores para cua.lquler EDO lineal.

Strongly dichotomic; en inglés
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De cualquier manera, la definicién es itil porque recuerda que lo que se necesita es una
descripcién cualitativa de la conducta de la solicién, lo cual se reflejaen que &' sea de tamaiio

moderado, proporcional a
4G (6= a)

¥ no de un'tamafio grande como’

L gllAG)ba)

Enseguifia sedaran 2 lyézjem[;lps_' piraﬂiﬁbsff@r ciando un EDO tiene la propiedad de dico-

tomia.

Ejemplo 2.2.Sea nuevamente el ejemplo anterior

n con laimatriz de proyeccidn
10
0.0

=2y, Qi‘< z<l,

S =2
con £ < 0, una s_olucién fundamental es
el o N - eg? . e
e ¢ 0 . R
Y(z)=|. .
co 0 €
30



Se puede.ver que no existe dicotomfa porque la primer ecuacidn del problema no satis-
face ninguna de las dos definiciones de dicotomia fuerte o exponencial para & & A\, ¥ 1,
respectivamente, ya que ésta(s) no permanece(n) de tamaiio moderado cuando

i
€

se hace grande. Sin embargo, si existe dicotomia cuando el intervalo es el [0,1].0
En el caso de coeficientes constantes, A(z) = A, se puede mostrar que el ODE tncne una ;-

dicotomia exponencial si y sélo si A no tiene cigenvalores imaginarios. . Esto es analon'o al

teorema l.:td para-PVI, aunque aquf se tienen p eigenvalores con parte real no posntna \' n,;—p

eigenvalores con parte real no-negativa,

Para problemas con coeficientes variables se deben teuer precaucxones sobre 165 elgen\'alores ;

tre-cllos, “Una

Definicidn 2.6.3 [23] Se dice que Q es Dicotomico's

constante A tal que

Rnzn tal que

{YPc |ee: fh"}

{Y(I P)c;c'e:r"}, G e ‘(2.56)

para los cuales la. deﬁmcnon anterlor se cump[e. s s e

Esto nos dxce que el espacno solucmn puede ser escrito'como una suma dlrecta, asi que
cualquier. elemento de es Ta suma de un dnico elemento de' Q; y un ‘nico elemento de Qi

BaJo las condxcnones de dlcotomla se tiene el siguiente resultado.
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Teorema 2.6:4 ‘Cualquier solucién u(z) € Q2 y w(z) € Q) satisfacen

8] < wemmtm) w0 (288)

Para su demostracién ver [1].

respectivamente,

Usando las cotas anteriores o las de dicotomf’

para alguna K entonces:

Otros resultados a.dlclonales con EJ plos 1lustral:1vos son, dados en [1] estableciendo rela-

ciones entre la dicotomia g, los elgenvalores cmematxcos, asi como con matrices que tienen una

estructura particalar, -

.v32
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2.7 Buen Condicionamiento de PVF y Dicotomia

En (23] se muestra que si un problema es bien condicionado, entonces el espacio solucion es
dicotémico, en otras palabras significa que se puede separar en un subespacio de modos decre-
cientes ¥ otro de modos crecientes. De esta manera se puede decir que ambos términos son

mds o menos equivalentes. En esta seccién se dardn los resultados principales que muestran la

relacidn entre las constantes de condicionamiento sy y &2 definidas en la seccién 2.3 y la solucién

fundamental dicotémica para un PVF lineal. Si un EDO tiene la dicotomia exponencial (2.51),
(2.52) con constante &', entonces el PVF asociado tiene una constante x2 de tamafio moderado
si A7 v &) son también de tamafio moderado.

El primer resultado acota la funcién de Green si' el problema es exponencialmente di-
cotémico.

Teorema 2.7.1 Si el EDO homogeéneo (2.48) tiene una dicotomia e.\;ponencial k(z.si), (2.52)

VF lineal (2.31), (2.32) satisface

entonces la funcién de Green G(z,t) parael B

Cal T (260)

>t (261)

Corolario 2.7.2- Bajo las niism

(2.62)

con kg como en (2:42). Dﬁ‘
Si hav una dlcotonu . . n| nces’ | G(z t) [| decae tamblen e\ponencnalmente
como |z —t]: Esto corresponde al cas donde (L 39)) (1 40) del capitulo anterior se cumplen

para un PVI, lo cual ge |c> uluformemente estable Asl, la dlcotorrua

eronencxal para. un PVF correspon a forma partlcular de estabilidad asmtotlca umforme

para un PV!

Para estimar en forma pracnca la constante de condicionamiento x = mdz [K.l,Ka] de un
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PVF dado cumpliendo una dicotomfa exponencial (2.51) (2.52), el corolario anterior. (2.62)

implica que estimar %, puede ser suficiente; siempre y cuando K sea conocida. Del valor de &

en (2.36) se tiene

-1 ||< mazaczgs | Y (@) I QI

K= mr'u:,,<=<'5 I "y(z)q

para cualquner solucxon fundamental Y(z) b na eleccxon adecuada de }'(z) es aquella en la

que || Y(J-') nne-r ll sea tina or

cercana a M Esas eleccxone: pueden verse en [1].

Ejemplo 2.4 Sea el E

=u, yo = A’ se

Este: EDO tiene una. dxcomml consnderese 1as condlcwnes de

frontera de Dmchlet

donde

K By =i Sy 8= .
0o o | B2



Haclendo los cdlculos se obtiene que &' =1y

senhlrcoshd  senhir
cosh Az — TosenAA . semhn

2= hy A ’e’;h;\ ’
: - mdlzeshd  cohls
senhds enh senhd

de lo cual se obtiene: que si A >> 0 entonces x; &~ 2 y de la expresion (2.62) que k2 £ 35.0
Estos ulyt_lmo‘s_resul;tados nos permiten confirman que la dicotomia para PVF es un concepto

fundamental 'comb phra’los de valores iniciales es esencial la estabilidad uniforme, Ademis,

de eata seccién, la dicotomia no es solamente unra ‘condicién suficiente’

como se mencxon al lmCl

para buen condxcxonam ento smo también es necesaria para que un PVF sea bxen condxcxonado

Estoes faul de mostr cuand se tiene el caso de condxuones de (‘rontera separadas

' Ba’,v(_a) Jg-_Bby ®) =5

-(2.63)

Teorema 2;7.3 {1]:Sea el PV

entonces la. ecuacién’ Imeal homogenea (’) 48) tiene dxcoton’ua evponenc:al de tal manera que

existe una matnz fundamental Y(J:) v una matriz de proveccmn P tal que ;

A Y(I)PY-‘(z) fl< Memel=a), g <fain
1Y@E = PV NS Memt==d, 2>,

donde la mamz P tlene el mxsmo rango que B,,.0
Del teorema antenor se puede conclulr que un PVFE bxen condxcxonado debe tener dlcotorma
La proveccnon P en*este teorema. es muy natural v es determmada por las' condxcmnes de

frontera, lo que muesl;ra que tan cercana es la relacnon entre el condlcmnamxento y ‘condxcxones

de frontera apropladas
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Considerando nuevamente las condiciones de frontera separadas (2.63) se puede dar una
relacidn entre éstas y los modos de crecimiento y decrecimiento del problema. Asi, si el problema

de valores de frontera es bien condicionado, entonces las condiciones iniciales

deben controlar los modos decrecientes, mientras que las condiciones terminales .

Baaylt) =

deben controlar:los modos creciente: uponiendo’ que se tiene dicotomia exponencial (2.51),

(2.52) con'p modos decre

(L aymin{App>> 0

entonces p= m..

Estas ase\ eracnones quedan formallzadas en el siguiente resultado,

Teorema 2.7.4[1] Sea el PVF formado por la ecuacién diferencial (2.48) con las condiciones
de frontera'separadas {2.63) bien condicionado. Para cualquier solucién fundamental, sea -

P(z) su correspondiente matriz de proyeccién. Entonces

a)ym=p,é

b) Im(BZ})_h im(Y'(a)P) = {0}, en otras palabras, ningiin vector distinto del vector cero ‘
en la imaweh de (Y'(a)P) es ortogonal a la imagen en (B87)). C
¢) Im(BL)* nim(Y(5)(I = P)) = {0}. :

d)Sila d:cotomxa e\ponenc:al (2 ol), (2.52) se cumplen con

(b—a)mm{A y}—oo

entonces el rango de la matnz de proyeccmn debe ser m. D

Se termma.ra. esta seccn n da.ndo algunos comentarlos prehmmares que seran utlllzados en el'
[vontmo lmplementado a manera de motivar la aphcacxon de los conceptos antes establecxdos'
Para una cran cantldad de problemas las razones de crecimiento o decalmlento de alwunos,‘

modos de solucidn fundamental son muy rapidos comparados con ‘otros. Estos problemas se
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dicen tener escalas de tiempo que varian bastante, porque estos modos corresponden a razones
de crecimiento o decrecimiento de cantidades fisicas en un problema. Si estas diferencias en
escalas de tiempo son muy grandes, entonces es necesario que hayan métodos numéricos que
puedan manejar estas conductas * ‘patoldgicas’ ' de la solucién. Esto es exactamente lo que
se trabajo en el algoritmo que serd discutido en el capitulo 7. Ademds, para muchos PVF
se tienen casos extremos y casos donde los modos fundamentales cambian suavemente. Por
esta razén, el buen condicionamiento requiere que los modos de decaimiento exponencial sean
controlados por las condiciones de frontera izquierdas mientras que los crecientes lo sean por
las de la derecha. Por iiltimo es importante decir que cualquier método numérico que trate de
resolver estos problemas, deberd de ser suficientemente flexible para manejar tanto modos de

crecimiento y decaimiento exponencial asi’ conto modos suaves.



Capitulo 3

Méth“dCi)’S}d:é ,;Tiro

En 165 dos cépl’tﬁlos‘anterio‘res se mostraron las relaciones existentes entre los problemas de . .
valores ‘de frontera v de valores iniciales, asi fue evidente qué se pueden construir metodos' [
numencos para ‘resolver un PV por medio de su correspondiente PVI. S :

El método mds simple para PVF es el llamado Método de Tiro. El inconveniente de,e_s’t.e E
método es su inestabilidad, lo cual puede ser superado mediante variantes mds conipiejaé como 7
son el Tiro Miltiple. Marcha Estabilizada o el Método de Riccati, los cuales generan algorjtmosﬁ o
de propdsito general eficientes y poderosos. w ', o

En este capitulo se dardn las principales caracteristicas de los métodos de ‘Tiro Sxmple,y
Superposicion, Tiro Miltiple, Reortogonalizacién y Desacoplamiento. .

Los detalles del método implementado en el presente trabajo y que utiliza alcrunés de lésk
ideas bdsicas de los métodos anteriores, serdn discutidos en parte en el capitulo 5 y prmcxpal-,

mente en el capitulo 7 junto con sus respecm os ejemplos.

3.1 ' Tiro Simple -

3.1.1- Método de Tlro Slmple para Sistemas Lineales Generales de Prlmer
Orden » - ; :

ConSIdercse el P\’F constltuxdo por el sxstema de ecuacxones lmeales E
¥(z)= Ay(z)er'q(z), a<z <b R ¢ B
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y las condiciones en 2 puntos de frontera

‘ .',Buy(a) + Biy(b) = 3.2)

-\socnado aeste problema consxder c eI P\’I

o .W(,)- a) {z‘<z;<;b<
‘ y(a)-s L

paras € R" dada. El metodo de tiro slmple consnste en buscar una's” tal que )(z 5") sea una

solucién del PVF (3. l) (3.2). Esta 5" es solucxon del snstema lme‘ll
Qs=F
donde

Q= BY(@)+ BY()
3= 8- Bay(a+ Biy()

El Teorema. de e\lstem:la y umcndad 2.3. 3 para PVF lmeales varantlza que el problema

(3.1), (3 2 tlene una solucnon umca siQ es no-smn’ulnr

3.]:.2 Desventajas del \/Ietodo de TlI‘O Slmple ‘

Una de las prmcnpales des nta.Jas consiste en que los PVT mlevrados durame el proceso podrian

ser mestables ain cuando el problema original sea bien condicionado. Parael caso de problemas

e ademas otro. problema potencial: cuando el método de tiro usa un valer

d C ado sy la solucxon exacta del problema de valores iniciales puede existir solo
en un-sub-l er\alo [a ‘c] donde ¢ < b, de manera que no se puede garantizar que el proceso
iterativo este bxen deﬁmdo En las siguientes secciones se dardn variantes que permitan superar

las d;ﬁcultadgs_ que este método presenta para el caso lineal.

3.1.3 ~Método de Tiro Simple con Superposicién
Sea el P>VE"li'neabl general -
F ¥ = A@@)y + ale), : (3.3)

" 39



B,.y(a)+Bby(b)~‘ Lo o (3.4)

Lasolucidn a este prob)ema esta represcnmda como uua combmacxon lmea) de P\’I asocmdos

con el original. por lo.que este metodo cs llamado Mctoda de’ 5uperposxcmn

Asi, la solucmn general del problema (3 3) 3

4) puede ser representada como e

La solucién particular‘"'y(.rr)’ pﬁéde"serv:degérm‘iﬁégija c’or'n_ovla sélucién del PV i

Awrd@ L (38)

para algun \ector a por e_]emplo a’= 0 \Sl las n.columnas de ¥(z) ¥ el vector v(z) pueden»v

ser calculadas como solucmnes de n + 1 PVI, respectivamente. Por lo tanto, la solucxon del e

PVF esta dada por (3.5

obtener

s %‘,'p,'f(?(fz;‘)"s‘;y(&)‘)'-} By (¥ (08 4 V(O = (B + BY ()]s + Bav(a) + Biv(d)

o equivalentemente

@s=F. - L (3.10)

donde e S G
Q=Bi+BY®) e
B =8 Buvia)— Bovid) N , (3.12)

40 -

‘E;v(a)=a, o ()

Para determmar el vector de pardmetros s se subsmu\e en (3 4) para N




Supomendo que @ es no- suwular, se tiene que sestd blen definida. Deesta forma, la solucnon

estd cfectnamente dada por (3 a)

Ejemplo 3.1 Sea e] prgblema

C0<r<h o (313)

(3:14)

¥y una solucibr\'fpaiticular.

donde'se tomd a'a’=10. "

Para determinar a's

cnon giéba_i.'ﬁoﬁietird-o i)or el
método de tlro est.a dado por la e‘(presm cat ( ‘
900 i 1< KTOL | [G@oay ~kToLx . (319)
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dondé : es la cons&ante de condicionamiento (242), K ~.1 y TOL es una. tolerancia da.da. por
el usuario. Observemos que, en general, el método-de tiro dard un error de dlscretlzauon global

apropiado'si el problema (3.3), (3.4) estd bien condlcnonndo, es dccu' si'k no cs ‘muy. grandc

3.1.4 Establlldad Numeérica del \Ietodo de Tn*o:

Como'se habxa mencionado antes, las dxﬁcultadcs de establlulad ‘surgen’ cuando Ia ecuacxon

(3.3) contiene modos de solucidn fundamental de'cre
PVI asociados al problema onnmal son muy sensm\ K
valores iniciales s en (3.3). Aiin cuando se ha}a obtemdo una

s (] 5] 1) tal que

]‘s"‘ —s|xen

donde €, es la precisién de la maquina, el error acumulado por redondeo e(z), cuando se forma

la aproximacidén a y(z) a través de la ecuacién (3. o) puede crecer como :

(3.16) -

! e(I) l~, ;,,; [ Y(I) H~ e
asto puede ser aceptable en relaclon all Y(:t) “ pero no es aceptable respecto a; | _/(1:) |
El siguiente ejemplo llustra esta snuacxon ] : .
Ejemplo 3.2 Pé.ra el‘problem
(3:17) -

fundamental son e=*%; asf el error de

para ;’ngilrlhar;\ N Oy b> 0.,'Lo'ws’vh/1_ e olﬁgiép‘—

{1a‘ fo‘x:fni_,‘,‘,
(s = sh)’ \,.,’:,
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La solucién fundamental que satisface (3.6) y (3.7) es.’
, cosh Az senhdz
Y(z)= - .
senhAz . cosh Az

Asi, cuando Az crece, ¥'(z) rdpidamente llega a ser grande en norma y cercana a ser sin-
gular. Esto también es consecuencia de la presencia de modos fundamentales de crecimiento y
decrecimiento répidos e=*=,

Para el término no-homogéneo y las condiciones de frontera

0
o(z) = . y:(0)=y1(1)=0
Acos?mr +(2/A) 72 cos 27z :

se puede mostrar que el problema de valores de frontera estd bien condxcxonado [1] EI problema.

tiene como solucién e‘(acta a

Mr=1), -~ N
eestlaents | oos?nz
y(z) = M= lx; Az
A~ Zsinnz

Siv{a)="0yA>>0entonces s; =0y s2 > —1.

La siguiente tabla muestra resultados para A = 30. El error absoluto e\presa los errores para’

e Resultados andlogos se obtienen para y». Nétese que el crecimiénto del error en [a. solucxon

formada es exponencial en A, como se habia predicho.

X Error Absoluto =
0.1 | 1.9D-8 i
0.2 | 2.8D-6
0.3 | 4.1D-4
0.4 | 6.1D-2-" :
05]90- g
o6 |13D43" ‘
0.7:{.2.0D+5
0-‘8“ 2.9D+7
{09 | 44D47
wal1.0°] 6.5DF1L -

En resumen, los errores del Método de Tiro Simple con Superposicién son ocasionados por

el redondeo y no a los errores de discretizacidn (véase capitulo 7).
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3.2 Tll‘O Multlple

Una des\entaja. prmcnp'\l del metodo de txro s la acumulacxon dcl error de redondeo el cual
ocurre cuando P\’I mestables tlenen que ser mtelfrados Una com burda del error, pero a

[1], es del

menudo alcanzable

e ondeo de la maquma

como se muestm en: la. snvuJente gura

Esto significa que son ejecutados .V |

subintervalo.
el intervalo completo [a,8]. Estoes preclsament :

Miiltiple.

Considérese el PVF lineal ceneral

Bay(@)+ g;y(lb}s b b (3.:20)
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'f(3.719)‘ .



Asi, para cada intervalo [z, @] 1 € i < W, de la particion (3.18); s puede expresar la

solucién general de (3.19) como

¥(z) =')”.'(J:)s.-+v;(:c)v_« :t:. <z < z,.H, ' e ©o(3.21)-

donde Yj(z) es una solucnou fundamental si E 5 es un ¥

(3.22)

(3.23)

con £; € K" no-singular, y

vi=dA(g)vi+alz) ;T S r<mp (3.24)

Nota 3.1. Si las matrices £; son escogldas independientemente unas de utras como ocurre con

(3. 26), entonces el problema (3.19), (3.20) puede ser integrado en paralelo para 1 < i < V .

En este caso el método es llamado Tiro Paralelo. En general, si (3. 96) se cumple entonces o

se le llama método de tiro miltiple estdndar.

El vector s € Y

de-tiros es determinado de tal forma que la solucién numérica sea continua sobre.el intervalo

completo [a,4], y quelas condiciones de frontera (3.20) sean Qal‘;i‘sferclllaéy. Entonces imponiendo

=(sT,sdsk) ; SlET (32T




las condiciones de continuidad wzy) =yzf ) en (3.19)]5(3 tiene

Yilwiss)si + vi(zip) = Yi;l-li(z:;-{;l)5i+|‘+‘V{+1(‘I,‘+1), 1<i<N -1 (3.28)
(3.29)

" (3.30)

lo que da lugar a un sistéma lineal’de

(331)

oéquivalem'.eme'nie': ": o
“Vi(za) Py : 51 Vi(z2) = az

—Y:(‘-'F:s)‘i'Fi O w]sa t e Sva(za) < aa

N—n(I.\') ay.
ﬂ - Baoy — Byviv(b)

. 'fiﬁ\'-l(l.\') : R\ o
B, Fl ‘ :

Por (323) ¥ (3:25) se tienefqule:‘

F'_'ls.'_‘l +a.‘_' .
y sf se estd unllzando el metodo de txro mulnple estandar queda ﬁnalmente que y 3, s se |

relacionan sunplemente por
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S’(Ii) =s;

3.2.1 = Estabilidad del Método de Tiro Muiltiple

Como el tiro multiple es una alternanva para mejorar las propiedades de estabilidad del método
de tiro simple, es de esperarse que la acumulacxon por los errores de redondeo sea suficientemente

adecuada.
Teorema 3.2.1 [1] Parala métriz Ade Tiro Multiple Estindar (3.31), se cumple lo siguiente:

1. La inversa de A puede ‘se"r‘eixpresada. ‘en términos de la funcién de Green como

ix“ Glzizy)  ¥i(z1)@-!

(3.32)

Entonces’

2. Sea & la constante de cond 1onam|ento del: P\'l‘ (3 19). (3 20)

es una constante de tamaito modera.do, mdependlente de‘ V'

Este teorema indica en un c1erto sentldo i establ[ldad del metodo de tlro multlple

Con relacién al niimero de condncnon de Ia ma.tnz de tuo multjple Ab obtenlda numerlcamente

se tiene eI sxgmente teorema

Teorema 3.2.2 [1] La matriz de Tiro ;\’Iﬁlii‘pleb Esténdar A* tiéne un riimero. de condicidn .
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\" cou(l(.»l) NaNNeK

donde Nesel numero de pasos de lxltevrabxon ¥ 1\' es el nimero de puntos de tiro.00
Por lo tanto, si'el PVF es bien copdlcwnado'y sf los puntos. de tiro son escogidos de tal

forma que

K= mdzrigicy || Ti ]

es de tamano moderado, donde Ty = Y;(zis1), entonces el método de tlro multxple estandar es

estable, en el sentido que hay una amplificacidn del error de redondeo tolerable En comparacxon

con el método de tiro simple, donde .N = 1, hay problemas para los cuales I\ lleg al ser'

intolerablemente grande.

Por otro lado, es importante mencionar que existen otras técnicas, basadas en la cstratewla'

de tiro, que buscan mejorar las propiedades de estabilidad de este metodo, cuvas camctensncas’,k'

principales se pueden resumir en forma breve: :
1) El Método de Compactificacidn que se ocupa de resolver eﬁcxentcmente el sxstema Imeal
algebraico (3.31). i :
2) Técenicas de Marcha, las cuales estdn definidas para un m(étrodomdeh I
se tienen los PVI

Yi= A(I)Y~ : 2y < z- < z,.,.

m,) —‘

¥y los cuales son resuelt onsecutnamente ‘con la matriz mlcxal F para. el i esimo intervalo

formada despues de que el PVI para it (z - 1) -dsimo submter\ alo ha sxdo resuelto.

Estas tecm as pretenden ir“monitoreando el crecimiento de los modos de solucién funda-

mental par’v de: dll‘ Vdonde deberd estar el siguiente punto de tiro. Desde que estos modos de

solucnon basnca txenden 2 alinearse mds y mds a la mas dommante esto implica que se vuel-
ven numencamente lmealmente dependientes cuando los intervalos de integracién se hacen mds
grandesv. .‘\SI, cuando alguna tolerancia de dependencia es excedida, un nuevo punto de tiro z;41
deberd ser colocado y las columnas de Yi(zi+1) deberin ser reortogonalizadas para recuperar su
independencia lineal. Ejemplos de estas técnicas son la Reorlogonalizacion, Desacoplamientoy
Marcha Estabilizada, vistas las dos primeras a continuacién dejando la explicacién de la dltima

técnica junto con el algoritmo para el capitulo 7.
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3.2.2 \/Ietodo de Reovtogonahzacxon )

Este memdo inicia mteﬁmndo los PVI (3 22) (3. 28) ¥ (3 '2:1) - (3 25) pasa. i= 1 suponiendo

que F‘ es una matnz ortovoml Para e paso genenl i z =1, Y, se mxc\ax\ las mtevracxones

de los P\'I con una mamz ortovonal F Luego, en el smuxeute punto de uro ::,.H, se realiza’

una descnmposxcxon QU de 1a mam fundamental Y(z.+1), es decn', o

. .-_\Héméfx.é;y';}laig caleular la

" (3.38)

lineal algebraico. "

donde

co s e :
BaFy —Bm,‘.v‘v

Esta matriz de nro es.en general bastame bien condxczonada respecto a. (3 Jl) ademds que
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se puede resolver mds facilmente dcbldo ala cstructura. t.nangular superior de las U/{s. También
a primera instancia podrn parecer que esta matrlz A no difiere mucho de la original, pero
analizando la estructura de cada una de las Uls se- ven su-utilidad en la sigujente seccién en

que'se e\phca el metodo de desacoplamlento.,

3.2.3: Nletodo de Desacoplaml nto

por ser F ortogonal. Por lo tanto™:

Yil@is1; @) = Yilzion: 20)Yio1 (Tii2ic1)o Yi(@2i ) = Figy sl FT

1mm=mmw~@@fve_;*»mﬂ

bloque supenor lzqulerdo de dimensién k X k de U, tiene una norma de a’ mlsma magmtud

como los incrementos de estos modos dominantes crecnentes. :
Si esto acurre con las primeras k columnas de Yl(:,+l) entonces con un arwumento analogo

se puede ver que las restantes columnas representan los valores de los. modos de decaimiento.
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De lo cual se tiene que el bloque inferior derecho de l/, tiene su-norma del mlsmo orden de
magnitud quc los modos dominantes decrecmntes

Esto sxgmﬁca. que la" e\preslon (3 39) ha desacoplado la relaclon de recursnou (3. 29), de tal

manera que si se escnbe

(3.43)
donde D; es de dimetis‘icvilnj :

(3.44)
(3.45)

para1<1<'

La. 1mplementacxon practlca de este alvommo se dara en el capltulo 7 comando como base :

el codxgo de R, \I M

En'el swunente capltulo se daran aln'unos resultados que muestran que esta ultxma eslrateﬂxa

kattheu y R Enﬂla escrlto en 20] y [21]

de desacoplamlento proporcmna establlxdad a.l menodo de tiro miltiple.



Capl’tulo 4

Desacoplamiento.

4.1 Iyntx}ddué‘ci‘énfg, (.

En la ultxma seccxon del capxtulo se mo:tro la relacxon E\lstente entre la du:otonua de un oo
problema ysu condmonamlento. Se hlZO evidente que, por EJemplo en la aphcacmn del metodo :

de Superposxcmn, este falla debndo a que se mtegrzm PVI a;ocnados en’la mxsma di

de Ios pnmeros algoritmos dados en el capltulo anterior siguen temendo este mlsmo proulema,'
ya que no ldentlﬁcan ni separan los modos de solucién fundamental para a.51 mtegrarlos en'su :
direccién adecuada. Esto es precisamente lo que se pretende tealizar en este capuulo. En otras .
palabras, la idea es primero identificar y separar estos modos de tal manera que aquellos que';»
tienen .un compo:tamlento répido creciente, puedan ser integrados en:la direccién adecuada,
o sea hacia atrds, y los de decrecimiento rdpido seanvintegrados en una direccién hacia ade-
la’nte,f lo que- producird una mucho mejor solucion. E;ta estrategia es lo que se entiende por
Desacoplamiéﬁto. Es importante aclafar qué muchos de los métodos con éxito, desacoplan en
alguna etapa del algontmo esto es, alwunos desacoplan antes de la discretizacidn, otros al mo-

mento de ella. y algunos mas cuando se \a a calcular la solucién del problema lineal de ecuaciones’

rea.hza. la. separacxon de las ecuaciones dlferenmales o

ecuaciones en. xferencxas resultante de la dxscretlzacu)n, de tal forma que se pueda calcular"

eficiente y establemente los modos crecxentes aSl como los decrecientes. Esto es entonces un

elemento basxco para. determmar algontmos estables para PVF. Es por ello que ‘el algontmo
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implementado en este trabajo hace uso esencial de estd técnica.

Lo primero_que se hard es dar una interpretacidn geométrica del desacoplamiento, el cual
muestra con claridad el por qué de‘la eficacia de estd técnica. Enseguida, se dan los resultados
principales para el caso continuo y el caso discreto para PVF lineales. Posteriormente se discu-
tird la importancia que tienen las condiciones de frontera en el desacoplamiento ¥ en particular
por:.qué las condiciones de frontera no separadas deberdn ser tratadas con cuidado. Muchas de

las i:deasv que aqul son planteadas, estdn tomadas de (1] ¥ de [19).

4.2 Descomposxcmn de Vectores

Consxderese que y1 (Z) Y" (z) E 3‘" para z ﬁja, v suponuase que el anwulo entre e]los es mas

ya(z). Sm embargo cuando T —’oo estos aeneralmente tlenden aser dependxentes numencamente, '

como lo muestra la swuxente Wraﬁca. -




Suponﬂase enroncés que ” Y ”<<l| y1 [ b que yn v y1 forman un dngulo @ el cual no es muy

agudo. Suponﬂase que a~t1ene una componente significativa de y; y b tiene una componente

SIgmﬁcama de yn' de manera que al, Ba ='1. Obviamente, a menos que 4 sea extremadamente

pequena el: anvul Ghtraay b os muy pequefio. Una base numéricamente mds deseable para

el espacxo asocxado deia y:by: que es el 'mismo que el de y; ¥ ya, deberd consistir de un par

de \'ectores CaSI ortonormales Lo que:se procede a realizar es la Ortogonalizacién de Gram-

Schmld:.vsea t)un. vector unitario en la direccién de a, es decir

‘tl ='a/5/i con ¢ =|af.

son ortogonales, es dec:r| tT tg = 0 l&dem s, se tnene que T = l| yl ” ¥ '73 || ya ”, como

grificamente aparece ensegulda.






Sea nuevamente el EDO homogénco
Sy =‘¢1(i)y, S w30 : )

Sean T(z) b(z) (uncxones matrlcxales que cumplan

1. 1‘(2) es no- suwu]ar ¥ dxferencnab]e -

o

con matriz de coeﬁc:entes L’(z) manﬂular supenor - :
Sea ahora J(:t) una solucnon fundamental de (4 4) tal que Z(a) = T(a) Enténces W (z),

definida por

w(z)y— T-*(z)7(z).q‘ o (4:8)

es una aOluClOl’l l"undamental de [CH :) Ia. cual satlsface H’(n) = I Por Io tanto lV(I) es una

matriz tnanvular supenor por b]oques par; t.oda z. “De esta manera, se ha encontrado una .

relacién unoa uno encre un slstema. mangular supermr (l r) vla factorlzacmn de.una solucién

fundamental (4 8) Por Io tanto W se puede reprcsencar como

(4.9)

Estas expresiones serin de mucha utilidad en’ las sigulentes secciones.



4.4 Soluciones Fundamentales Consistentes:

Ladltima factorizacidn del capitulo anterior es muy gerxc;al ¥ xio‘ espécl’ﬁcn el valorde &, el cual-
obviamente debe ser escogido de tal manera qué la iixfbrmacio'n de los modos de crecimiento y
decrecimiento esten contenidos en los bloques dxavonales apropxados Parala factorizacicn en
(<4.3) se requirié que la primer columna, a = a1y ,+n2yg, contengx una (.omponente significativa
diferente de cero para y, 0 en otras palabras, que a no este en el espacio asociado-de y», por
lo tanto a; # 0. Este concepto serd ahora ﬂenerallzado para el sistema (4d) ¥ ]a factorizacidn

(-+.8).

Utilizando la definicién 2.6.2 de dxcotomm E\ponenclal se da la. swumnle deﬁmcxon

Definicién 4.4.1 Y(z) es una Sa[ucmn Funriamentrzl Dxcolomxm si'se puede escnblr en la :

forma N : L L %
o >?(z)'= (Y"(é) vy, (4.10)
Yz, donde Y’(z) g =k y Y"’(z) € II‘"’("“) donde )”(z) representa la parte de los modos de
decrecimiento de la solucidn fundamental ¥ Y?(z) los de crecimiento.C

La solucidn dicotémica fundamental Y (z) es deseable, pero generalmente no estd disponible.
Dada cualquier solucién fundamental Z(z) para (4.4), lo que se quiere es investigar la factibi-
lidad de construir una solucién fundamental dicotémica Y (z), por desacoplamiento. Por otra
parte, particionando Z(z) como en (4.10), i.e., Z(z) = (Z'(z) | Z*(z)) ¥ anilogamente como
en la seccidn anterior cuando se requirié que a, # 0, ahora se tiene la siguiente definicién.

Definicidn 4.4.2 Sea Y(z) una solucién fundamental de (4.4) exponencialmente dicotémica

{ véase def. 2.6.2). Una solucién fundamental Z(z) se dice Consistente con Y (z) si
Im(Z)a)) N Im(Y*(a)) = {0}. O

Si Y(z) ¥ Z(z) son soluciones-fundamentales, entonces existe una matriz H constante no-

singular tal que
Vz. . N (4.11)

Particionando 'l en;blogues: s

s g ‘

M= . : (4.12)
H2l o gee



se tiene el siguiente lema.

Lema 4.4.3 [1) Lo swumntc se cumplc para H1! deﬁmd1 como antes para Z(z) y Y(z) solu-

ciones funzlamentales dxcotomlcas :

1.°Z(z)es consxstente con Y(:c) st y solo sf fl“ es no smgular,
2. Z(z)es consmeme con Y(a:) sty solo sl Im([‘(:))n Im()’2(x)) = {0} Ya<z<h

El resultado |mportante de esta seccxon es el alﬂmeule [1]

Teorema 4.4.4 Suponwase que Y(x) es una mamz fundamental e‘cponencxalmente dlcotonuca
del EDO (4. 4), i.el que e‘usteu constantes A A2 0 ;t > 0 con 1\ posm\a ‘de tamano

moderado, tal que

| Y(z)PY"‘(t) 1< [\e‘\ ~n

IY(I)(I P)Y-‘(z)1< Feosi=n s a<

Considérese la. EDO. transformada (tl.t)‘con T(z) ¥ W(z) que satxsfacen (4 o) (4‘.8),

respectl\amente‘ 51 7(::) <ansface (-l 11), (4.12) y es consistente con Y'(z) entonces
I Wf‘“(i) lwi*(t,)r,‘ IS K I T T-A@) emsemn) age o (413)
| Vurw'?*(z)' R I K I TO I T @) e a2t _,<4:~174)
para una constaqte 1\1 tal que
| Ky S K(+ ENWERTEL
donde

L= ||Y?(a)l["||/inf (¥ (a)':-;zzi) :

es la constante de consnstencxa para Z(:c) D
Las cotas para W1l y 1 de este teorema representan, respecnvameute, el crecnmento de

los modos no-decrecientes y los modos fio-¢recientes en direcciones 1propmdas. En partlcular,» i
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asumiendo que la constante de consistencia L es de tamaifio moderado, el bloque inferior derecho
12?2 no reﬂeJa el crecimiento de los modos inestables cuando z crece. Por lo tanto, los iltimos
(n— &) EDO en (+.7) pueden ser integrados establemente en direccién hacia adelante.

Esto iiltimo no puede ser establecido para cualquier componente de la EDO (d4.4). Por
'lo tanto, un mérodo de desacoplamiento no calcula directamente una solucién fundamental
deseable Z(z) o ¥'(z), en lugar de esto, intenta primero encontrar una matriz U(z) triangular
superior por bloques como aparece en la expresidén (4.7), con una transformacidn T'(z) que
satisfaga la ecuacién de Lyapunov (4.5).

De esta manera, considérese el PVF lineal

y'=d(@)y+q(z),  a<z< b
.xy(a) ¥ Bey(fl) !3 '

Suponiendo que se conocc T(z) y deﬁmendo

se llega, a»pliicandp' ( :

qu,i:; e

s C(416).
donde U esta parucxonada como IV en (4 9),
,,fa;r'(a)sv(g) +1bbr(b)‘§:(b) =6 @

Los supermdlces en (4 lo) (4 16), reﬁeren alos pnmeros l: ¥ los ultxmos (n=k) componentes, :
respectxvamente El sxstema. obtemdo permlte mtegrar en dn‘eccnon estable cada uno de los
modos fundamentales Un metodo de superpos|c10n ‘va sea implicito o explicito, puede’ser
unhzado para. calcular la solucnon w(z), y usando la transformacxon (4.6) se obtiene la solucmn

deseada y(:r) En el capltulo T se expllcara. como se realizd la implementacién numérica.



4.5 Estabilidad del Desacoplamiento

El teorema 4.4.4 garan'tinvque para un PVF bien condicienado, cualquiér método de desaco- -

plamiento es estable si se caleula la transformacidén T(z) yla funcxon matncml (2 (z) trmngul:\r

supenor por bloques’ que satisfacen la ecuacién de L\'apunov !

T'= AT - TU
generando asi una transformacidn T(z) suave que satisface :

ATOMT @IS G, agzis b
Ir [T"(Z)T'(I)]l2 l< Ca ll {T-'(z).l(z)r(z)]‘“ ' ’ a< z t<b

para alwunas constantes Cl,Cz de tamano moderado. con. lcs supermdlces 12 denotando los

bloques supenores derechos apropxados [1):
Para ver esto, notese que la solucnon del PVI para (4 16) esta dada por R

asi la cota (4.14) da- :

| w2(z) ls:K{

el w?(a) I+ || T (z) [ / e T(:) m £l dt}

v después de calcular la mtewral de (4 18) por partes o acotandola se. txene o

'((4.1'9)

'uu Vi -ng{m i (amts- :)]‘f 620

La mterpretacwn que se les puede dar a; las 2 cotas antenores es analoga a como se puede o

dar para los metodos de tlro consxd 'ando que

Il AII (b—a)
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es una constante de tamafio tolerable, mientras que

ellAli(e=a)

puede ser intolerablemente grande. Porlo tanto, si y(z)es adecuadamente acotada a través de

las expresiones \(-l.‘lg), (4.20) entonces el método es estable ( para los detalles ver [1]).
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Capitulo 5

Métodos Dicotémicamente E‘Sfabiesy ;,

Como ya' ée o en el capltulo 2,-los términos de buen condlcxonamxento de PVF y esplcxo ‘

solucxon dlcotom‘ 0 son equxvalentes, por lo cual se puede dec:r que si la pnmer condxcmn se.

cumple entonces ha\ ‘una separacién de soluciones que crecen sngmﬁcatnamente por un lado

¥y solucxones que decrecen significativamente por el otro. ‘\Sl como. las condlcmnes de frontera.

controlan ademas los modos del problema, asi’ también las cond:c:ones mncnales deben controlar:

los modos de decamuento y las condiciones finales los modos ‘de crecimi

es obwo que sera necesarlo utilizar una-discretizacién que produzca un modo de crecnmlento»

correspondxente al modo contmuo Esto es el objetivo de los. metodos dzcotonucamente estables :

Las pnmeras dos secmones estin basadas en {179} y la tercera en; [21]

5.1 Motwacmndel thcepto d,e",kEstéE lidad chotomica{: .

Un metodo numerlco : atlsfactono para resolxer PVF debera ap xim ente modos

crecientes ¥. decrecnentes En el caso de presencxa “de capas “limite puede ser necesario cierta’

exactitud, pero f ra de eIlas la solucwn requerida sera a menud ‘bas nte suave'de tal forma

que se pudleran izar tamanos de paso grandes. -

Esta Jdea es equxvalente a la. que se usa en los problemas rxgxdos‘ de valores mxcxales, aunque

la establh dad relaclonada para estos problemas es di ference ya que para PVI rigidos es deseable

que modos subdommantes y espurios desapa.rezca.n cuando z crece, esto no tiene sentido para

IStiff, en inglés .



PVF, ya que 10 quc se busca'en este caso es que estos modos que lmcen poca o nula contnbucwnv
a la solucién desapuczcml en 1:1 du-eccnon apropnda. s

Por otra parte, os imporiante decir que las condiciones de frontera juegan en eslo un papcl
central, ya que éstas tienen que controlar los modos dominantes, subdominantes -y algun‘a
otra solucién espuria incluida durante la integracién. Para motivar la nocién de un métado

dicotémicamente estable se dard el signiente ejemplo.
Ejemplo 5.1 Para el problema

"= Ny+ f(z) reR,
y(0)=y(1)= 1,

dividase el intervalo [0 l] en '\’ submtervalos [;z,,z,,H] ,sea j‘, = f(‘ih)k vy yila aproximacidn a

y(ik) v sea a = h? /\‘

Consxderese la swumnte dxscretnzacn

‘tercer orden para el problema de segundo orden .

antes deﬁmdo :

t= 0 ot= 1 respecnva.mente.

La pnmer eleccnon lleva. al snstema.
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4=5/(2+a) -1 ' ) 2
—5+(@-w)/2+a) 4 -l '
2-a -5 4 -l

[w (fo -3) ~(2-a)+
Efl(l,T 2$§)'-'§;~:f RS

hfy

(5.3) k

- A" la soluclon exal a al problema es y(z) 1 ‘pa'ra.:i € [0 1}. Las

Escogmndo f(z)

dxscretxzacxones (. 1), (a 2) deberan mtevrnr esta solucno ex

tamente. a que solo se debena ;

esperar un error debldo al redondeo

En la swuxente tabla los errores | y,

X2 =800y h'=1/80:

y(ih)’ s;ﬁn dados para algunos valores de i con
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Lol | L~k |
oo o

10 § 0.125 | 2x10-14
20 ['0.25 | 1xi0-12-
30 { 0.375 | 6x10-11
40105 | 3x10-9

50 | 0.625 | ix10-7

60 | 0.75 | 1x10-3

70 | 0.875 | 6x10-11
sol1 0

h

2-a -5 4 -1

2 4 a-y@rey ||
g . C2-a "—5+‘L/‘(V2‘-l'-a)~,»:_yy}v‘—é'.
Wh=(-0) ]
o Wy
h’fN 5'“ ‘ '
A hz(f“’-“ - 55 ) + 'H-ﬂ‘.
hz(fN—:s-i- 2+,,fv—.1)+ v -

Una tabla cqulvalente a'la ntemor muestra, solo crrores a. 10 mas de ‘2 S 10“5 Esto
significaria que la dlscretxzamon que Tleva'a: (a 3) es mestable mlent.ras que (5.4) es estable'

Una explxcacxon sm\ple puede ser dada en termmos del polmomlo caractetxstlco de la parte
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homogénea de (5.1)

3 gr2 Y

p(r)

Para

5r—24a.

h=1/80, A= 300 ¥ a=1/8

p(r) tiene los ceros

Ty =‘3/2‘, ra =54 = LAV3

es decir, 2 raices inestables, pues (| ri-f,| 73 ])

¥ r3=5/4+ 1/4V3,

> 1y una estable ra con | r2 |< 1. Por lo

tanto, la parte homogénea de (3.1) tiene 2 solucignes bisicas crecientes y una solucion bisica

decreciente. Por lo que se mostrd en el capitulo 2, seccidn 7, es necesario tener 2 condiciones

finales y una condicién inicial, de lo cual se puede cincluir que (3.4) es estable mientras que (5.3)

es inestable. Comparando los errores de la tabla a

que la solucién {r{} la cual es menor en crecimie

pterior en puntos con distancia L0, es claro

ito que {r§} es responsable del crecimiento

del error por un factor equivalente a 38 veces desp‘lés de cada 10 pasos.

Se puede ver ([17]) que para a € [0,12] el csqug‘lma en diferencias (5.4) es estable uniforme-

mente en h si h < 1/8. Este es un caso tipico de un método dicotémicamente estable.

Para completar cl comentario y justificar la definicién de un método con estabilidad di-

cotémica se puede decir que para este problema

'la ecuacién diferencial homogénea tiene 2

modos: un modo de crecimiento e’ controlade pot una condicién final y(1) = 1 ¥ un modo de

decaimiento e~** controlado por una condicién ini

modos, uno espurio, que fue agregado por el uso de

rial y(0) = 1. La discretizacién (5.1) tiene 3

una ecuacion en diferencias de orden mayor

que la ecuacion diferencial. Cuando ocurre que A2\? < 12 se tienen 2 modos de crecimiento y

uno de decaimiento, la condicién final controla el

que para obtener una solucién numérica estable es
adicional al final para poder controlar el segundo
1222 > 12 el modo de decaimiento original llega a
condicién inicial dada no lo puede controlar.

En base a estas consideraciones se procede a d
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gnodo de crecimiento espurio de tal manera

necesario imponer la condicién de frontera

ser un modo de crecimiento oscilatorio y la

r las siguientes definiciones.

modo de crecimiento. -Cuando sucede que =



Definicién 5.1.1 Sea D laclase de PVF lincalos en el intervalo la,b], donde
1. El problema EDO de ordes n
Ly = f(z)

és tal que l‘a ccuacfén homogénea, Ly = 0 tiene k soluciones independientes gi(z),j= 1.k
que crecen en magnitud y (n'— k) soluciones independientes gj(z),j = &+ 1,...,n con magnitud
decreciente, -

2. Las condiciones de frontera pueden escribirse como Py(e) = p ( (n = k) ccuaciones’) y
Quy(8) = q ( k ecuaciones ). ’ SR

Sea M* un método de discretizacién consistente definido en una particién con nodos igual-
mente espaciados de tamaifio h, que dard lugar a una ecuacidn lineal en diferencias de 61'd‘en m

(m 2> n) dela forma
Liyh = fi(z)
con las condicio‘neys de frgrite@
- Phyh(a) = ph
((m=1) é‘cuaciéne;),
. “Z:Q"y"(ﬁ)  = q",r’,

(! ecuaciones), donde y" est4 definida en la'particién. Sean las soluciones basicas del problema

discreto *.

D Lhyh =

m ordenadas en tal forma que

denotadas por!r,-(ifhk), j=1,

ri(ih) = g;(th) + O(h)
Entonces  M* se dice ser ,Di’céldmich{ryﬁé;nlé",‘Est‘ab{e para Dcop si_para:cada PV de este

subconjunto y su discretizacién en cada punto.de la particién se cumple -




1. | rj(ih) | es una funcién creciente de i, para j = 1,...,k

2. | rj(ih) | es una funcién decreciente de i, para j =k + 1,..,n

3. De las restantes (m — n) soluciones del problema discreto, rj(ik), para j = n + 1,...,m,

(¢ — &) sou tales que |r;(i) | crecen y (1 —{ — n + k) son tales que [r;j(ih) | decrecen con i.
Nota 5.1 La definicién anterior requiere que los modos espurios, ocurriendo cuando m > n

correspondan al tipo propio de las condiciones de frontera, es decir, que se tenga una condicién

inicial para un niodo espurio de decaimiento o una condicidn final para uno de crecimiento. Esto

no requiere sin cmbar«o que estas condiciones de frontera controlen en absoluto las soluciones

discretas.”

\Iota 5. 2'Fsta deﬁnicic’m no considera el condicionamiento de un problema ya sea discreto

é contmuo' oncepto que depende de las condiciones de frontera.

te se asumxra. que la férmula de discretizacién utilizada es del mismo orden que

la ecuamon dxferencnl Esto permite dar la siguiente definicién.

Deﬁn‘ic‘ingS‘Al.Z ‘Sean las soluciones basicas de la parte homogdnea de una ecuacién diferencial
lineal de orden n con componentes proporcionales a ¢ con j = l...,n. Sea M’ un
método de ‘discretizacién dado por una ecuacion en diferencias lineal de orden n con
sus correspondientes soluciones bisicas del problema discreto teniendo componentes de
crecimiento {(r;«‘)"}, donde r# = 1+hA;+O(h?). Entonces M* es Dicotémicamente Fstable
en una regidn R C C si'y solo s, para cada hd; € R,

1. Re(h);) < 0= Irk|< 1,

2. Re(hd;) 2 0= | |2 1.0

La siguiente seccién lista algunos EJemplos de mctodos dicotémicamente estables:para de:

mostrar el uso de este concepto.
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5.2 Ecuaciones en Diferencias de un Paso para Sistemas de

Primer -f(')rde‘n'

5.2.1 Ecuacxones en Dxfexencxas de un Paso

Muchos :ngontmos para PVF de ecuaciones diferenciales de prlmer Drden o

encontrar una. relacwn de recurrencia de un paso’ para aproxnmar SO[\.IC nes n una Clel‘tﬂ. .

malla, Junto con las condzcwnes de frontera esto lleva entonces a un slstema h ea) a soluc:on !

puede ser determma.da El método de tiro miiltiple con formulas de R,unge Kur.m scm e_u.mplo :

de’ alguno; de ellos

"Un aspecto xmpornnte a favor de los metodos Runge Kutm son: §us® a.propladas carac-

terfsticas de establhdad para el caso de PVI.

Recuerde;eque la forma general de ur método I{Unn‘é-Kui‘t;'i‘;déb

vi=1y(a)

donde

9i= f(Il + hp])yl + hZ,_v aJlﬂl)

{pj bi y az} s_qn‘cbnstante_s con’p‘cidas' ¥ los p; ;c:li‘mplt;n"

0<p ST

Una terminologfa muy utilizada'pim estos esquemas es la dada por Butcher [5] en forma
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de arreglo, es decir
m apy . . Mg

P Qpy i g

6 bien

El ' método es llamado explicito si aj; = 0 cuando { > j y es llamado implicito en otro caso,
Los esque‘m;s explicitos tienen la ventaja de que el cdlculo de la nuevaaproximacion y;41es
directa, mientras que;para los esquemnas implicitos se necesita resolver una ecuacién . no-lineal -

si flo'es. Si ocurre que.

entonces esto se puede realizar por una iteracion de punto fijo simple;

Newton.

de’m elementos unitarios, un método Runge-Kutta general es simétrico

si existe una’matriz'de permutacién P_tal que

1. ebT—-r B B
2. b'=Pb,
3. e—c="Pe



donde ¢, b y-+l son. los coeﬁclenl,cs del nrreglo de:Butcher.’

Como regularmente se. hace pam cl an'\hsls de cstablhdad lmeal de mctodos par’x PVI,

cuando un metodo Runfre I\utta es apllcndo ay

A_/ se Lmne que e

nador dada por

o bien por

(ver [3] ).+ : : : ) :

EJemplo 5, La. revh lmphcxta del punLo medxo, la cual es_un método de colocacion en
puntos de cnadratura Gaussxann, ¥ h. reffla del tmpemo, la cual es un método de colocacién en
dos puntos Lobatto, son ambus ‘métodos - Runve Kutta implicitos con funcién de crecimiento (

véase [1 7 )

+1
i
7

n

’()—

)

Estos metodos son -\ estables cona= ,./2 y memcos Por lo tanto son dlcotomlcamente :

estables ‘en todo el plano compleJo

Ejemplo 5.3 Los siguientes_ me’tbdos de un paso;tié'neqb funcién de crecimiento

e " __ l+§:+ .
(2) = 1—§=+,J;. o

T1



1. El método Runge-Kutta implicito de 2 etapas usando puntos de cuadratura Gaussiana

’rn=y!‘-lv~h[lf(zi (=) ha)+ (3~ ) St (§+ ) )],
m=of +h[(§+F) fir ($-F) o) + 1o+ (308 h’lz)]
o =uh (i (3= E)n o)+ Ji + (_+=ﬁ)h n)].

2. El método Runge-Kutta jmplicito de 3 etapas usando p}mtos de cuadratura Lobatto

2= vt +h [n..l. +5f (I‘ ; ,qv) ~ 5‘;%4-:]
2(Jx+l + Ui )_ (@ (Jl+l -'/:) 1
?I.bﬂ =y + h [3./.' 2.f (z:; + Lk, 72) + J=.'I."+|] .o

En general muchos metodos de un pa.so dlferentes pueden dar surgimiento a la misma
funcién de crecimiento nmonal r( ). No obstantc, sus propmdadcs de estabilidad lineal tal como
estabxhdad absoluta, A(a) establlxdad Y adema.s estabilidad dicotémica estarin enteramente

determmadas por la [uncnon 1( ) w\s: unh7ando la definicién (5.1.2) se tiene lo siguiente.

Deﬁmcxon 5 2." Un metodo de un paso es dxcotomlcamente estable en una regién R C Csi

v so]o si ¥z € [Z su !‘actor dc crecumento r(z) satisface
Eé(s) <S0=s|r(z)[$ 1, (sl

Re(?) >0=0] 2) (2_71.";- L (512)

Con esto, se puede establecer el siguiente teorema.

Teorema 5.2.3 {17] Un métodode un paso'que es'simétrico y A(c)-estable es dicotémicamente

estable en la regidn
R={zg0C] Re(z) |'sen a'>| 'Im(z) }cosa}

Como conclusién se puede aﬁrmar que la propxedad de estabilidad en el seml plano lzqmerdo ]

mds simetria, segin lo obtemdo en {d] Yy [29} propécionar u""cnter

dicotdmica. : ; 5 ;
En la siguiente seccién se dara una- formula Run"cJ\utta que cumplen Ia propledad de .

estabilidad dicotdmica, utlllzada. en el cédigo SY\IIRK

7‘2 ‘

S“fC'EMG e para establhdnd e



5.3 . Férmulas Runge-Kutta Implicitas Simétricas Dicotémica-
“mente Estables ‘

En [25] y [26) se muestra como obtener métodos dicotdmicamente estables asi como realizar
un control de paso secuencial para estos métodos en la integracién de PVF. Todo ello permitié
a R. England generar el ¢6digo SYMIRK utilizando un esquema Runge-Kutta de 4o, orden

implicito simétrico de dos etapas

Yiers2 = Y2yiz+ yi) = 1/18h(yley + i) . . (8.13)
vitr = i+ b [1/6y4 4 2/315172+ /6] (5.14)

Si esta f6rmula es aplicada al problema modelo

V=AM tre) (5.15)

se obtiene ( ver [2()] )

1+ (1/")«\/1 + (1/12)A202 ; 1/67i + (2/3) rigya + (1/6) rigy —~ (1/12) M (ris — i)

Vil SWT (/3N + (L/12)A2hE T L= (1/2) M+ (L/12)A%R2
, (5.16)
~ i Rt cuanda ] ,VL |— o

lo cual es una. soluclon casi paralela a la solucmn pamcular sua\ e, si:h es muy grande

Para que esta formula funcione como un corrector en una xmphntacxon de paso vanable es e

necesario construir un predlctor de orden 3, snendo el mdxcador dcl error O(h')vcunndo h = 0 :

la dlferencna cntre ellos

derar la necesndad de ap'r ¢

problema modelo (a 1a)
mente)
- U.P+‘1 = y‘; X (polinomicj e‘n‘fu‘ncnén»de h,\)
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+ hr x (polinomio en funcién de hA)
por lo que

: yf+"- o cuandolAh ]—- 0"

y asi da un mdlcador de error grande lo que obhfra. la reducc 'o{dé paso hasta

Por lo tanto, Ia.’cbnduct?i dela

explicito -~

habrd un mdncador de error hast” que los ‘uatro pasos sean’ completados.

Siel cuarto paso es rechazado, entonces todos los cuatro pasos lo deben ser también, pero de

ahi en adelante el indicador del error puede ser evaluado cn cada paso, rechazando o reduciendo -

¢l tamaio de paso apropxadamente “El tamano de paso deber4 ser incrementado solo sila’

norma del mdlcador del error es menor que la. mltad de [a tolerancta establecnda dura.nte 5!

pasos consecutivos. SRTRE A ot S TR AN

En (25] se explica todavm algo mas acerca de las técnicas de ltEl‘a.ClOﬂ del’ corrector utlllzadas i
en SYMIRK cuando se tienen problemas no-lmeales lo cual se hace con una varlante del \/Ietodo

de Newton para matrices Jacobianas con exgenvalores grandes.
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Capitulo 6

Problemas de Valores de Frontera

de Perturbacmn Slngular

6.1 Ihtrdducc‘:ién’

En este capxtulo se van a analwar'los PVF de Pcrturbacmn Smgular, que ya “han sido comen-

n cuando estos prob]emas son bastante complxcados ‘
nlrland ¥R \l..\[ Mattheij MUSL-SYMIRK [25] los

tados dur:mte los capltulo 'antenor 5.
numerlcamente, al codlgo original d
resuel\e eﬁcm ement

\ manera de mom’acxon considere la ecuacmn dlferencml

et (1)

donde £ esun arametro e ueno
Cl

Si se hace

entonces el orden del sst se reduce, yen lycneml no'se pued ] esperar que todas las condi-

ciones de frontera del PVF orlgmal sean sansfechas i ! ) ’
La perturbacnon es por lo tanto llama.da. o Smyular Cl‘x"a‘n,do € es‘peq'uer"ld pefd distinto de".

cero. Bajo ciertas ‘condiciones se espera que las soluciones presenten regiones estrechas de muy ;

-1 :
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ripida variacidn, llamadas ¢ * Capas de Frontera’’ o * * Capas limile ’ * que estin conectadas
a regiones mds amplias donde la solucién varia mds suavemente. Muchas de las aplicaciones
existentes muestran este tipo de comportamiento. Si se requiere que la solucién tenga una
expresidn analitica en la forma de una expansidn asinttica, entonces serd necesario realizar
diferentes expansiones para diferentes partes del dominio, debido a que no serd posible hacerlo
de manera uniforme o completa para todo el intervalo de integracién.

Estas @ltimas consideraciones son las que se tomaron en cuenta para elaborar un cédigo
que tuviera estas caracteristicas, entre las cuales estd también que se utilice un tamaiio de
paso variable, porque para integrar adecuadamente en las capas de frontera, se debe tomar una
h pequeita de manera que ajuste correctamente la solucion en esta parte del intervalo, pero
también que cuando encuentre otras partes del intervalo donde la solucién es suave, se utilicen
pasos mas grandes para avanzar eficientemente en estas regiones.

Con los comentarios anteriores, se puede apreciar que estos problemas son bastante mis
complicados, de manera que numéricamente la situacién cambia en forma radical, ya que' antes

se tenia solamente un parametro pequefio, que era el parimetro de discretizacién h,’y ahora se”

tendrd que consxdemr tambxen as. Por ejemplo, si se asumic que para la FDO lmcal

(6.2)

: Az, {""’1," }l(.z".sj []; o cuz;ndoira —0

se tenfa que h fi 4 ]| << 1'donde A'es el tamano de paso mdximo-de la discretizacién, ahora

se tendran dos’ parametros pequefios y h La. relacion més interesante se da cuando £ es mds

pequefia que h o tamblen‘cuando << h << 1 Esta sltuacnon ocurre cuando los eigenvalores

cmematlcos de A(z) son:-mucho mds vrandes en magnitud que (6 — a)~!. En este caso el PVF

serd llamado rigido::

El sxguVente eJemplo muestra Ia. relacxon entre el concepto de PVF rigido con el concepto de

PVF perturhado smvularmente. 3

Ejemplo 6.1 Sea'el sigui‘fznygeAliV’I




5/=fy+q(z) z>0 (6.3)

y(0)=a

- donde ¢ es positiva y pequeda, y el término no-homogéneo ¢(z) es una funcién suave acotada
por una constante del orden de la unidad. Este problema es estable visto como de valores
iniciales y siendo un.caso especial de un PVF, podemos decir que es bien condicionado,

Una solicién fundamental bien escalada para este ejemplo es

=219

de tal manera que la solucidn se puede escribir como

(64)°

: rz(Q)ﬁ‘fﬁ”,

la cual dbmin‘a la’conducta de 0; 2 menos que a'=q(0); ¥ otra solicién

Y, suave que‘puede se

usando (6.3) y las con‘di‘cidngs't:ie suavidad de q(z) se ‘tiren’e B
ey =ala) - @)
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¥ nuevamente por la'suavidad de q(z) sc obticne

@)= i() + 0}

Geométricamente quedan estas soluciones representadas como

(6.6)°

donde K _es una constante.del ordenide la unidad.” " .

En; esta regién Ja solicion fundamental cumple

. "[\'“ns} I<zfe .
como | In; }==Inepues 0'< £ < 1, entonces *-"
~Klne's ;/E i
= -/t < Klne
= ~r/e<Inel
Tl el-zle) < R
como A =1
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= a(“’-’/‘) S &

por lo tanto

) c(fr/tj = 0(5) )

asf que para € pequefio la componentc de solucnou transntorla. yy‘(z) no es muy sngmﬁcatna En

’ (—z/=)>5

en este caso'la solucién tr.‘insitoria yT(:c) domina y tiene derivadas que crecen cuando & — 0.
Para resolver el problema numencamente, es entonces apropiado usar una partlcmn fina debxdo

alaalta acnv:dad de tal manera que 4 << . Haclendo el cambio de va.rmble
’ ' E=uafe
se tiene
% = -y +q(c€)

el tamaiio de paso 7 = h/¢ correspondiente a & satisface 7 << 1. Por lo ta'ntb,'sg ﬁuede decir
que en la variable ¢ estrechada se tiene una discretizacién numérié‘é. normal de un. EDO. Asf la
teoria usual del error numérico puede ser utilizada y extendida‘pé.‘ra. mucl;os nivétodos. Néfese :
que el dominio de ¢ se extiende al semi-intervalo entero no-negativo cuando e — 0, asf qué fa
teorfa usual tiene que ser extendida, estrictamente hablando, porque el tamaifio de la particién -
es mucho mds grande que 7~!. Ademds, en la prictica se puede encontrar en este dominio
tamafios de paso los cuales sdlo satisfacen A = O(e), es decir, 7 = O(1). Adn asi, la parte
esencial de la teorfa cambia mucho menos que para el primer dominio.

Sin embargo, en términos de la EDO (6.2), se tiene

. ESTR TESIS M0 BEBE
SAUR BE (A BiaueTECH



A(z) = =1/el Vo € [, ]
es decir ’
RIARS>T
o sea L

>>1 6 h>>€“’

por lo que es de esperarse que h matnz dc tu‘o generalmenle sea mal condlclonada Por eJemplo,

para el esquema del punto medxo apllmdo ala’ ecuacnon (6 8) g

(6.7)

7) es apro‘umadamente cero.” Notese

y'su error de truncamle 1t o esta. en forma. escandar [1}.o

Esto muestra una de las’ caractenstlcas que se requieren para que un algoritmo- pueda Te-:
solver eﬁcnentemente este tlpo de problemas una transformacion de estrechamlento donde se

encuentran las capas de frontera y la a.sngnaclon de un tamafio de paso grandeé enlas otras. :

regiones en que la solucién se espera que sea suave, generando por supuesto un a.nalxs por;
separado para estos casos. - IR S

Es importante mencionar que no sélo se débex;l realizar cambios a los algoritmos e);ist,ente;,‘
para PVF en general, sino ademds se debe tener en cuenta‘que el andlisis del condicionamiento i

para problemas de perturbacién singular debe hacerse con mds cuidado.
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Condiciones de la ecuacién Casos Caracteristicas del problema

p(z)#0,ar <b aA)p<0 Capa de fronteraen z = a
b) p(z) > 0 Capa de fronteraen r = b

p=0 d) 4(z) >0 Capa de lronteraen z =y r=1b
e) q(z) <0 Soluciones que oscilan rdpidamente

f) q(x) cambia de signo [ Punto de retorno o
‘ * Turning point ' ° cldsico

P #q,p(0)=0,p(z)#0paraz#0|g)p'(0)<0 No hay capas de frontera
ni interiores en @ =0

sin capas interioresen r = 0

h) #'(0) > 0 Capas de fronteraen r =ay z =b,

Tabla 6.1: Conducta de la _So_lucién General para PVF de Segundo Orden

6.2 Problemas dé‘ Sbeguchl‘o drden Lineal

Un andlisis general para problemas de sc"undo orden lmeal es realizado en [1}, para el prob]ema

escalar de valores de frontcra de Dmchle
; (6.9)

con p(z),q(z).} g(z) funnones suaves ¥ acotadaa, con 0 See< 1 \mb1 aparece l:\ mbla 6.1

con el resumen de las diferentes’ situaciones que surgen pnra este problema 1

6.2.1 Slstemas PVI‘ de aner Orden Lmeal

El andlisis teorlco “d estos problemas ha sida muy poco estudlado. pero es mdudahlc que. se

tendrdn. conductas

xlares dc solucnon como en los casos antcrlorc "Con51derese uue\ amente

la ecuacidén (6.2)

V.= Az, )0 + (s, )

con condiciones de fr escalad s{ ddecuadaménte

uy(a) + Bb./(b)

donde A(: );, q(:c,s) dependen de wn pnrametro pequeiio ¢ y pueden llevar a ser no- acotados

cuando £ .0, con lo que se.espera tener generalmente un perﬁl de solucxon que tiene capas
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limite y capas interiores como se puede apreciar en la siguiente figura.

na transform acién de

estrechamlento la vanable mdependxente, como se hxzo en el eJemplo 6.1 La eleccmn deesta’

transformacxon no es SIempre snmple. El efecto buscado con.esta transformacnon es en general

de re"ulanzar el problema. EDO en el submtervalo, atn cuando ]a longxtud del submtervalo en’

la nueva vanable sea infinito cuando — 0.
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Un puato importante es que los subintervalos del tipo i) y #) serin a menudo discretizados
con una particidn fina, lo que corresponde a aplicar una transformacidn de estrechamiento, En
subintervalos del tipo iii), sin embargo, una particién menos densa es utilizada, por lo cual serd
necesario que en estos subintervalos se haga un andlisis especial,

Ahora lo que se hard es resumir un andlisis para identificar subintervalos del tipo i) asu-
miendo que no ocurre una variacion rapida de los coeficientes del problema EDOQ. Esto se realiza
para la ecuzcién estable

=AMz)y+q(z) c<zr<d o (6.10) .

donde se permite la posibilidad que A (%) y q(z) sean no acotados.’ " -

El intervalo {¢, 4] es un subintervalo de [a,8] ¥ lo que se desea. es especxﬁcar condxcmnes que

garanticen que la solucién cs suave on [e,d).

En [1] se plantea un teorema que partiendo de'laé hipétcsis para_eliminar los: casos alta-

macién de estrechamiento exponencial en la regién de la capa. El efecto de esta transformacxon i

es producir un problema EDO en la variable de estrechamiento con .\n(c) acotada, de tal Yo’rma :

que la solucién y sus derivadas sean suaves en la variable estrechada., e

Se puede extender el iltimo resultado mencionado para solucxones del’ tl po iii) al'caso lineal

general con n ecuaciones diferenciales en (6.2). Para lograrlo, se- Lxenen q Vgpné'xd;érar los

exgenvalores cinemdticos, pero tomando en cuenta dos puntos lmportantes.
a). La' teoria de desacoplamxento distingue sélo entre modos de solucxon no-crecxentes ¥

no-decrecientes, mxentras que ahora se tienen que dxstmglur 3 tlpos“crecxmxento ripido, de-
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crecimiento ripido y modos de solucién suaves. Tal distincidn es. vilida sélo en subintervalos
de [a,b].
b) Se requiere que la solucxun, ¥ algunas de sus derivadas dc (ﬁ 1) y las condlcnoncs de

frontera

Bay(,ﬂ) +By(b) =4

sean acotadas'cuando‘ﬂz.‘l(z) || crece en forma no acotada.

Caracteristicas de Métodos Numeéricos para PVF de Perturbacién Singular

Antes de terymin'ar este ca‘px’tulo, se dardn algunos comentarios generales sobre las caracteristicas
que deben’cufnplir iﬁs métodos que se quieran aplicar a problemas de perturbacién singular.
Una de las prmcxpalcs preocupaciones es como tratar las conductas de solucién radicalmente
dlferentes, explicadas brevemente con anterioridad, que ocurren en diferentes regiones en el
intervalo en el cu;l el PVF puede estar definido. Un ejemplo de esto es el perfil de solucién del
problema (61) Esto muestra que serd necesario aplicar diferentes métodos numéricos y andlisis
paravap]iﬁafse en regiones con caracteristicas de solucion muy diferentes, como lo expuesto al
inicio de esta seccién, lo cual obliga a particionar el intervalo del problema en segmentos, donde
en cada §egmento deben ser definidos un PVF y un método numérico. :

Otra dificultad que debe resolverse es hasta que grado los modos rédpidos deben’ ser aproxi-

mados en retfmnes suaves, ya que éstos en rlgor no contribuyen mucho en estas regxone

Desde que se sabe que la solucién en regiones suaves estd compuesta prmcxpalmente de

contribuciones de modos lentos y de una inhomogeneidad suave, se espera;que Sea.v(_:a az gie :

requerirse solo una buena aproximacidn puntual a esto iltimo. Por,otray‘p'arte dado que es

muy importante el desacoplamiento de las componentes de la solucmn crecxentes y decrecnentes [

es necesario mostrar como un método numérico lo puede logmr Como eJemplo s¢'pu d‘ c1tar

el método de tiro miiltiple con desacoplamiento expuesto en el capltulo 3 y'para més detalle de ’

su implementacidn con estrategms adxcnonales en el capn.ulo

Otro problema surge en relacidn a segmentos pequenos donde la soluc Sn_varia rapldamente )

Una buena aproximacion en estos segmentos se desea, pero algunas veces I‘Epresenta un gasto

computacional que no vale la pena hacer. Por lo que la idea es quefla soluclon se apromme
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en forma exacta uniformemente en cualquier punto, implicando por supuesto el uso de una
malla densa en aquellos segmentos pequeios. Como se explicéd anteriormente, esta malla densa
puede ser vista como una transformacién de estrechamiento, eliminando derivadas de la solucién
no-acotadas en la derivada estrechada.

Todos los detalles de como se resolvieron estas consideraciones serin explicadas en el capitulo
7 junto con el método utilizado.

Por dltimo, y sélo para confirmar que tedricamente es adecnado el método numérico-del
capitulo 7, en {1} muestran como el tiro muiltiple tedrico es un marco adecuado par}a.}dem‘bsvtr.é\:f

su estabilidad, separando el intervalo en varios segmentos como se explicé anteriormente, dando

3 caracterfsticas importantes:

1. Los PVF en cada segmentoson bien condicionados, con una constante de condicionamiento

acotada por expresiones de tamaiio moderado.

2, El método es estable,

3. El vector s en el sistema

estd acotado en términos de los datos onﬂmales. o

Estos tres elementos _;unto con la propxedad de dlcolonua, Jusnﬁca el calculo de buenas

aproximaciones a la’ solucnon del problema onﬂmal con este mer.odo.




Capitulo 7

Tecnlca s de -1ntegra010n para EDO

Llneales con ~Valores en 2 Puntos de

Introduccxon

En este capltu]o,se daran los resultados dé las implementaciones numéricas de los metodos

de tiro slmple, ‘7 vro multxple, mo multlple ‘con’ desacoplamiento y el método que es obJeto :
del presente traba_]o, Tzro Mullzp{e con Desacoplamiento utilizando un Iniegrador de Valores
Iniciales Dxcolomzcamente E’stab[e, todo ello en el marco de PVF lineales generales. Las tres
primeras xmplementacnones numeéricas se realizaron a traves del Software de Aplicacidn Matlab
que permxte reahzar una programacion rdpida y sencilla de los algoritmos, mostrando en cada
caso un eJemplo donde el algoritmo funciona y otro ejemplo donde el cédigo no proporcnona'
soluciones adecuadas. )

Por otro lado, en la seccién 7.4 se da una explicaciéon mds amplia del codxgo que he llamado .

MUSL- SYMIRK el cual fue implementado en Fortran por sus onamales autores R.v England P

y R.M.M. Mattheu ¥.que permite resolver eficientemente problemas dek ermrbamon singular.i-
Como parte de esa. seccién se muestran las mejoras reahzadas por el autor que permlten aplicar’’

el cédigo a'un PVF general con o sin presencia de capas de frontera.
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Quiero reiterar que las tres pnmeras xmplemenhclones junto con sus ejemplos estan disponibles
en un dxskeue el cual 1demas contlene el codigo objetivo del presente trabajo, asi como un

nimero considerable de ejemplqs que Thuesiran s efectividad.

7.2 Metodode Tiro Se "c.ill‘o’k

La implementacidn num

Ejemplo 7.1 Sea ol EDO-

en el mrervalo 0,1}

Se utilizé Matiab {21] para mostrar la facnl implementacién del método de tiro.

El ¢ddigo elaborado, llamado SHOOT esta hecho para resolver este problema, aungue
puede modificarse fa,cxlmente para. resolver otros problemas. La exactitud de sus resultados
dependeran del condicionamiento del ‘problema. Es importante mencionar que se usa la rutina
Namada ODE£45 que es una vérsidn simplificada del codigo RAF{5 adaptada a Matlab.

Enseguida aparecen los resultados obtenidos utitizando 10 puntos de tiro.
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Ti

Puntos de tiro

Solucién caleulada

Yi

Solucién exacta

y(zi)

Error absoluto

y(zi) — ui

0.100 "

1.105170920779294e-+00

-~ 11105170945134682e+00

1.105170918075648e+00
1.1051709180756-18e-+00

-2.703645973767266e-09
-2.7059033902.13236¢-08

0.200°

1.221402763573602e+00
1.221402785318401e+-00

1.221402758160170e+00
1.221402758160170e+-00

-5.:41343236903912Se-09
-2.713823121945959e-08

0.300

1.349858815705-1-40e-+-00
1.34985883:1878531e+00

1.3498583807576003e+00
1.349858807576003e+00

-8.129437123471916e-09
-2.730252501619315¢-08

0,400

1.491824708467412e+00
1.:491824725047280¢+00

1.-1918246976:11270c+00
1.191824697641270e-+-00

-1.08261413167534 1e-08
-2.740600923975320e-08

1.648721284107-485¢+4-00
1.648721297925693e-+00

1.648721270700128e--00
1.618721270700128e+00

-1.340735655830372¢-08
-2.722556513568009e-08

1.822118816012076e+00
1.822118826600593¢-+00

1.822118800390509¢+00
1.822118500390509e--00

-1.562156759504774e-08
-2.621008454717355e-08

2.01375272:4390795e+00
2.013752730742052¢+00

2.013752707470:477e+00

S

.013752707470477e+00

-1.692031803557370e-08
-2,327157485934972e-08

. 0.800

2.22554094:4730678e+00
2.225510944946913e+00

2.225540928-192467¢+00
2.225540928492467e-+00

-1.623821077600951e-08
-1.645-4-14536150207e-08

70.900

2.459603122825150e-+00
2.45960311363023-1e+00

2.459603111156949e+00
2.459603111136949e+00

-1.166820107201261¢-08
-2.473284688164767e-09

© 1.000

2.718281828459045e+00
2.718281804541443e+-00

2.718281828459045¢+00
2.718281828459045e+00

0
2.391760256514885¢-08

En Matlab se define

1" flop = 1 asignacién + 1 suma o resta + 1 multiplicacion o divisién

lo que representa una operacién numérica. En total, el nimero de flops para completar la

integracidn fue de 25,528.0
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Ejemplo 7.2 Considérese el EDO .+

: o J
o St ;
4 (1 _"\2)/,\?2

MUSL-SYMIRK, -

Usando A = 1.0D FIy10 puntos de ti sglm{mr&ﬁ los siguientes resultados: .
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Puntos de tiro" Solucién calculada - Solucién exacta Error absoluto

gy wzi) wzi) ~ i
10.100 T L2140 1.22140 -6.78172D-8
SN Lhandond 1.221400-4 -1.39918D-7
149182 1.40182 2.61763D-6

1:49180D-1 14918201 2.35455D-6

1,82210. 182211 |1.87983D-5

U 1.82193D-1 1.82211D-1 1.84849D-5

27292540 2.22554 1.34314D-4

iasg0pa’ 2.29554D-1 1.33944D-4

L TITER 2.71828 9.58065 -4

| 2.70870D-4 2.71828D-1 9.57625D-

3.31328 3.32011 6.82323D-3

et 3.25184D-1 3.32011D-1 £.52768D-3
S0:700.5°7 . 4.00636 405519 4.56387D-2
- 3.56582D-1 1.05519D-1 1.86378D-2
0.300: - 4.60668 4.95303 3.46345D-1
(P 1.48958D-1 4.95303D-1 3.46345-1

0,900 3.58346 6.04964 2.46618D+0

-1.86121D-1 £.04964D-1 2.46618D+0

1.00 -1.01784D+1 7.38905 L75674D+1

' -1.68285D+1 7.38905D-1 1.75674D+1

y para A = 1.00 + 2 generd los catastréficos resultados:
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Plxntds de tiro - Solucién calculada - Solucidn exacta. Error absoluto
' Mz‘.“ R ' G (e o v(zy =i
0.200 . LU047TD+S. . 122140 -1;11047D+8
ST I047D48 L92140D1 - L1.11047D48
0.400 ' .. 5.35760D+16 149182 . -5.38760D+16
5,38760D+16 1.49182D-1 -5.38760D+16
"0.6007 1. 2.61386d+25 1.82211 -2.61386D+25
o 2,61386D+25 1.82211D-1 -2.61386D+25
0800 0 - 1.26813D+3d 2.22554 -1.26815D+34
1.26815D+34 2,22554D-1 -1.26813D4-34
1,00 6.15261D+42 271828 -6.15261D-+42
S 6.15261 D442 2.71828D-1 -6.15261D+42
1,200 2.98501D+51 3.32011 -2.98501D+51
2.98501D+51 3.32011D-1 -2.98501D+51
CL 100 1.44822D460 4.05519 -1.44822D+60
1.44822D +60 4.05519D-1 -1.44822D 60
- . 1.600. 7.02623D+68 4.95303 -7.02623D+68
DRSS 7.02623D+68 1.95303D-1 -7.02623D+68
18005 - 3.40887D+77 6.04964 -3.40887D+77
R 3.40887D+77 6.04964D-1 -3.40887D+77
“2.00 - 1.65385D+86 7.38905 -1.65385D+86
: 1.65385D+-86 7.38905D-1 -1.65385D+86

Esto comprueba que en general el método de tiro sinﬁple no da buenos resultados.

7.3 Metodo de Tiro Multlple

A\hora. se descnblran Jcs resultados obte ' ple utilizando coms..

base la seccion 3 2,
r la facil xmplementamon de este metodo el

Otrn vez se utxllzo el paquete \Ia.tlab para mostr:

cual proporclona buenos resultados para problemas sencxllos El codwo ela.borado para resolver
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este problcm'\ es llamado .S'IIOOI‘M
D_|emplo 7. 3 Consndcrumos nuevamentc el })IObIEIn(\. dc valores de frontcm dado en cl

cjcmplo 7.1 Enscﬂundx aparncen los resultados obtenldos pam 5 puntos de tiro.

Puntos de'tiro Solu"t::idh calculada ‘Solucidn exacta Ervor absoluto

ey y(zi) ) -

1044007 +'1,000000000000000e--00  1.000000000000000e+00 -2.220416049250313c-16

S ‘, ; "1.000000000010~l03e+00 1.000000000000000e-+00  -1.04030117853-1264de-11

: 0.\300’ 1.221402758161618e+00 1.2214027381601700-+00 -1.44773082411120le-12

1.2214027581683:38¢+00  1.221402758160170e-+00 -8.167688747362352¢-12

; 1.200 1,491824697643584e+00  1.491824697641270e4+-00 -2.31370-4783318826¢-12

. 1.49182469764675804+00 1.49182:16976:11270e+00 -5.48716627G9073Tde-12

L ./"1.600 1.822118800392984¢c+00 1.822118300390509¢+00  -2.47-190916649439%e-12

1.822118800392727e+00 1.822118300390509¢-+00 -2.218003538596138e-12

2.00 2.2255-40928494239¢+00  2.2255-10928492463e+00 -1.7r1-471858091900e-12

2.225540928490653e+00  2.225540928492.168¢+00  1.814992600657206e-12

Ejemplo 7.4 Considérese nuevamente el problema del gjemplo 7.2

Con A =1,0D+ 2y 5 puntos de tiro se obtuvieron los siguientes resultados:



Puntos de tiro “’Selucién c:ili:ulada" Solucién exacta  Error absoluto
z L gy y(zi) =y
0:400. - $:2,18850D+1 7+ 1.00000D-40 -208850D+ 1
L 08750041 1.00000D-2 2.08850D+1
0.800° =0T TE33TID- 1:49182 7.38453D-1
S 7.53371D-1 1.49182D-2 -7.38453D-1
12000 70112380 ‘ 2.22554 11016410
s 112380 2.92554D-2 -1.10164D+0

1,600 T 9.02369 3.32011 -5.70358D+0
S 507037 3.32011D-2 5.70358D+0
200 2.50128 4.95303 245175040
L +2.50128 . 4.95303D-2 -2.45175D+0

Para A= 10D+ 3 los primeros calculos dxeron cifras del orden de 1.0D + s0 v ensegmda se

aborto el programa por overﬂow =

7.4 Método ,de Tiro-Multiple con Desacoplamiento

Este método proporciona un algoritmo mds robusto para calcular soluciones de PVF lineales.
Los argumentos tedricos aparecen en la seccién 3.2.3 y en el capitulo 4.

El cédigo elaborade, DECOUP, es muy sencillo de entender dadas las facilidades que \Iatlab

ofrece para el manejo de arreglos y matrices. Muchas consideraciones adicionales se pueden_ 5

hacer para mejorar el cédigo, sobre todo en la integracidn en las capas de frontera., la’ aphcacnon N

del control de paso variable v el uso de un método dicotémicamente estable para la i mtegracnon, g

las cuales serdn explicadas en la siguiente seccidn donde se muestra como la implementacion de

estas estrategias dan un programa mucho mas robusto y eficiente.

Enseguida se muestran los resultados aplicados al problema 5.1 que apar'éce en [22]." o
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Ejemplo 7.5 Sca._,ln‘vEDO :

S1-19 coé?zr‘» 0 i+‘ 19.‘96‘7121: ef(-1+ 19(c6§21 ~ sen2z)) |
Y=ot e Ty e (=18 (1)
“14 195;57121" 0?{1}-‘ 1‘91:9521\ e ‘?,I(,i‘," lQ(Eos 2z 4 sen2z))

con las condiciones de frontera™: .

¥ la parte homogénea tiene soluciones ripidas proporcionales a

o f;ez'uz’;, e
Y (@) x| eter

o8z

Los resultados obtenidos aparecen a continuacion.



Puntos de tiro

xy

Solucién calculada

g

Solucién exacta

y(zi)

Error absoluto

ylai) ~ i

" 0.00 g

~9.9998055333303:12¢-01
11000000412879287e+00 1.000000000000000e+00  -4.128792872037934e 07

1.00000016504825%¢+00

1.000000000000000¢+-00

1.000000000000000e+-00

1.044666696584996e-05

-1.630482586157409-07

03142

- 1.369107477072707e+00

1.3691084285601-13e+00
1.3691082275-19831e+00

1.36910777062-1817e+00
1.36910777062:1817e+00
1.36910777062.1847e+-00

2.9355214015147G2¢-07
-6.579352058002715e-07
-4.569249840713496e-07

0.6283

1.87445609666:185 Lle-+-00
1.874.456987078323e+00
1.874456067629547e4+00

187415608 7585338e+00
1.874456087585338e+-00
1.37-1456087585338e+00

-9.090795125565876e-07
-8.994929849848177e-07
1.9955791685788+3e-08

1.2566

3.51358720212:4531e+00
3.513587124124449e-+00
3.513583851751173e+00

3.51358562:4285733e+00
3.513585624285733e+00
3.513585624285733e-+00

-1.57783879739525%-06
-1.19983871580043-1e-06
1.772534553686090e-06

4.810478291723587e+00
+.810479586492099e--00
4.810478341997516e+00

4.310477380965351e+00
4.310477380965351e+-00
4.310:177380865351e+00

-9.107582359391131e-07
-2.205526747900421e-06
-9.610321649580082e-07

1.8830

6.586060848102698e-+-00
6.586063650541005¢-+-00
6.586061124142855e-+00

6.536061962691725e+-00
6.5860619626947250+00
6.38606196269147235e400

1.114592026674188¢-06
-1.687846280518102e-06
8.385518697195948e-07

2.1991

9.017022590672738e+00
9.017030960764112e+00
9.01702165310437Ge+-00

9.017028610942077e+00
9.0170286109842077e+00
9.017028610942077e+-00

6.020269339046536¢-06
-2.349822034730664e-06
6.9578377015438897e-06

2.5133

1.234528048225101e+01
1.234528696G67258%e+01
1.234528250033159e+01

1.234528393918737e-+01
1.234528393918737e+-01
1.234528393918737e+01

3.456936360270883e-06
-3.027538518551864e-06
1.438855775859338e-06

2.8274

1.690202747320428e+01
1.690202857277870e+-01
1.690202615032917e+01

1.690202417171155e4-01
1.690202417171155e4+01
1.690202417171155e+01

-3.301492732532552¢-06
-4.401067158710248e-06
-1.978617628850543e-06

3.1416

2.314071207944623e+01
2.314086e+01
2.314086e+01

2.314086e+01
2.314086e+01
2.314086e4-01

1.0e-7
2.0e-09
4.0e-02 -




Fl ndmero de jlops fueron ‘«’31,639.0

Ejemplo 7.6 Se 'mhco nnemmente el problema del e;emplo 7 2

E 0

Parad = IOD +2y 10 pun ;“de‘ tiro se'génél;arqxl fos resultados que aparecen en la p;’lgina‘
siguiente.’, ‘ : A o .
Cuﬁ A=l OD -L 3 Ios elementos en ta diagonal de la matriz Uy, I'ueron -3. lD + 86 _y';
~2.80 4 ¢0 con lo; cual ey fue posnble continuar. con los siguientes pasos de mtevracxon o )
Este ultlmo eJemplo muestr'x que aiin cuando se utiliza desacoplamiento, no es suficiente
para obtener buenas solucnones para. problemas de perturbacién sm«rular, aiin con capas de’

frontera no mm pronuncmdas.
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Puntos de tira - Solucidn calculada’ Solucidn exacta  Error relative

ST ) z:) = wilvi

122140040 10T 1.22140D40 ~4.275120D- 1

.92140D '1.22140D-2 -4.27512D+ 1

149182 -3.73405D-8

: 1:49182D-2 -9.18600D-6

0.600 L7 182201040 T T Hs221 -4.72498D-8
el Ly sennae 1.82211D-2 -1.04364D-5
08000 2,22534D+0 2.22554 -6.40218D-8
EenT 2.22336D-2 2.22554D-2 -0.60168D-6
CRO0 2,71828D+0 2.71828 -5.75978D-8
CiE 2.71828D-2 2.71828D-2 9.50096D-6
3.32011D+0 3.32011 -7.24113D-8

3.32015D-2 3.32011D-2 -1.38224D-5

4.03520D+0 4.05519 -9.78930D-8

4.05525D-2 4.05519D-2 -1.25934D-5

495303040 493303 -0.69972D-8

B | 4.95308D-2 4.95303D-2 -1.34369D-5
S 1:800 6.04964D+0 6.04964 -1.31404D-7
T 6.04972D-2 6.04964D-2 -1.02860D-3
200 6.96134D+0 7.38905 -9.80432D-8

‘ -3.53622D-1 7.38903D-2 -1.31946D-3
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7.5 Metodo de Tn‘o Multlple con Marcha Dstablhzada e Inte-

gl‘ador chotomlcamente Estable b

El metodo que sera descnto

forma .

la forma

‘ (7.6)

‘ «\v’yﬁ-ﬁfy(z‘)"

donde f(z) es una funcién’ qu  var suavemente Para ,\ grande, Ia solucxon en buena. parte

del intervalo es. aproximadamente

T OO

pero las condiciones de fronﬁera pueden originar capas Iimite como lo muestra la siguiente figura. .

08



esto debido a que si se desea acotar los modos fundamentales de crecimiento o decrecimiento

por la tolerancia, i.e.’-

entonces debe suceﬁdg‘x'r‘t;ué‘la; z debe satisfacer =20 B
IIS IjLn'(Tol)‘l 28 ’
Definiendo

n =y"+ A,

2=y =~ A,

la ecuacién (7.6) queda

T
S+ f(2),
con lo cual se generan dos ecuaciones desacopla‘dés, cada una con una capa de f{rontera en la

orilta.d
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Si el problema (7.4) —(7.5) junto con las condiciones de frontera (7.3) es bien condicionado,
entonces el problema debe tener un conjunto dicotémico de modos fundamentales segrlivn lo
establecido en la seccién (2.7), implicando que los modos de decrecimiento son controlados
por las condiciones iniciales mientras que los modos de crecimiento son cohlrolddospor las
condiciones finales. '

Como se puede apreciar en la grdfica, seria conveniente que en las capas de frontera se
pudieran utilizar tamafios de paso pequefios para poder seguir muy de cerca la solucién en este
tipo de regiones, pero que ademds en la parte suave se pudiera avanzar con pasos grandes,
donde los modos rdpidos no son significativos. Esto no es una éafacten’stica de los métodos de
integracién para valores iniciales, ni tampoco de los rigidos' estables, ya que en este caso el
tamafio de paso & estarfa restringido por los eluenvalores posmvos rrrandes, porque se tendrd :
que satisfacer AR < O(1).

Asi que una propiedad para que un método funcione adecuadamente en este tipo de proble-
mas, es que permita que el tamaiio de paso sea deterninado secuencialmente mientras se inbtevgra’
en todo el intervalo [a, b], pudiendo ser reducido cuando se encuentre una capa de frouté‘ra:o se
calculen soluciones numeéricas insatisfactorias. o

Por esta razén los métodos en diferencias finitas globales o colocacién por pedai;ds o son:
eficientes, ya que una primera discretizacién del intervalo regularmente debe ser uniforme,
realizando refinamiento adaptativo para incrementar la exactitud de la solucién donde éista
varia rpido, pero esta estrategia da un refinamiento excesivo de la particién donde la solucidn
es suave. En cualquier caso, se utiliza una gran cantidad de recursos de almacenamiento para
aproximar las soluciones en los puntos de la particidn, y requiere ademds de la solucién de un
nimero de problemas discretos simplemente para determinar la particidn, lo cual es ineficiente
para problemas lineales. pE

Por esta razdn, una estrategia de tiro miltiple resulta mucho mds efectiva, ya que perrﬁite
escoger tamaifios de pasos en forma secuencial, finos en las capas y grandes en las regionés
suaves. Sin embargo, es necesano un praceso de integracidn especial, debldo a que se debe

cumplir, para su establhdad, que permita que los modns de decaimiento rapldo :

. Re(A) << =1/(b-a)

!Stiff
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controlados por las condiciones iniciales en el problema continuo, sean aproximados numérica-
mente por modos de decaimicﬁto discreto controlados por las correspondientes condiciones
iniciales, y analo‘ramente para los modos fundamentales de crecimijento.

Esto es precisamente la propledad importante de los métodos dicotdmicamente csnb!es lo
que junto con una estrategia especial de seleccién de paso permite calcular eficientemente los
tipos de soluclones requendas.

Por otro lado, y volviendo al'sistema dicotémico, después de haber justificado que es conve:

niente aplicar tiro mdltiple, el cual es mucho mis eficiente con la variante de marcha estabilizada,

se aplica la técnica de desacoplamiento vista en el eapitulo 4, gencrando el sistema -

trario.a'su modo de crecimiento o decrecimiento rdpido.
Con esto se tendrd, que si una solucién particular razonablemente e\acta. puede ser encon-

tradaen la primera integracion con las expresiones anteriores {(7.7) ¥ (; S), ¥ los correspondlentes”

modos complement'mos fundamentales son suficientemente exactos en las capas calculadas con -
la parte homogénea de (7.7) y (7.8), la solucién final puede ser encontrada por ‘upe posncnon, S

desde que los modos fundamentales son esencialmente cero fuera de las capas

En resumen, para resolver un PVF de perturbacnon singular, el algommo debe considerar.

través de la descomposxcnon QR, )
3. Un metodo de mtegracmn dlcotomxcamente estable‘ qu

cotémicas del problema contmuo,

4, Seleccié

el ta.mano de paso, adecuado, c ando e encucntre en- ina’ capa. de frontera,

en una regxov suave 0 blen el o salva. de una region‘a

Cada uno de estos puntos serdn dlscundos con mds deta.lle en’la sxgulentes seccxones para

pasar postenormente ala lmplementacxon numerlca del algommo. )

101



7.5.1 VIetodo de Tu-o Multlple con: NIarcha Dstablllzada.

Iniciemos la discusién Vsuponiendo’que ol problema de perturbncxon singular (7.4) - (7 o)

: %AH(I))H(I) o L(al) + o)
a(e1(e) + dan(a)yle) + aale)

con condicion'es(‘de ifribntérai‘(T.jS) es bicn condicionado; por lo discutido ‘en yla seccién 2.7,
entonces se terfd:j}i un ésbafcio de solucidn dicotdmica, con modos fundamentales de crecimiento
o decaimiento rdpido, Sin embargo, el hecho de que el problema tenga modos de crecimiento
rapido hace que los métodos de integracidn para valores iniciales no sean eficientes, adin sobre
intervalos pequeiios, ya que generardn una particién densa, computacionalmente cara. Por lo
tanto, una téenica de marcha secuencial para tiro miiltiple es mds efectiva, ya que permite que las
soluciones de los problemas homogeneos sean determinados consecutivamente, con condiciones
iniciales obtenidas para un subintervalo sélo después que la solucién del subintervalo anterior

ha sido calculada, segin la expresién (3.33) vista en el capitulo 3
Y = A(z)Yi,
Y(zi) = F,

para técnicas basadas en estrategias de tiro.

Esta técnica tiene las siguientes ventajas:

1. La integracion hacia adelante permite un’ épr{tijol simple del tamafio'de paso, dando una ‘

curva solucidn suave,

2. Se puede aplicar la téenica de superposicion’ vista en el cnﬁl'tuio’8"‘a;irov‘ech:in‘dyo la

estructura lineal del problema,

3. Este proceso de marcha permite desacopla el-problema discre zado lo cual proporcxona

informacidn acerca del crecimiento de los modos rp do

desacoplamiento, se ..

De esta manera, retomando las ideas del:método de tiro miltip

llega a la recursidn triangular

St =US+E, 1= 0,5 N L,

‘ = Q7si, &= QFha

con §;
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Asi el desacoplamiento produce que la matriz U; trlangular supcnor se pueda descomponer

en bloques como sigue

donde el bloque B; de & x L reprcsente Ios mcremcntos de hs solucmnes crecientes transformadas
v el bloque E; de (n~ L) x(n—k&) represente ‘los mcrementos de las soluciones decrecientes.

Por lo-tanto; particionando 3; ¥ §; adeguadamente se tiene -

un sistema desacoplad

establece que

A H"';{)B}“ ”x" (H}‘S‘BJ) ”_ O(l)

superposmmn dando entonces

i .y'(z")’i B+ ulz), J:_<_ISZ‘.H L g

PQr lO‘tantO‘}%ﬁfa algin vector a € 3E’f:$e‘fiené EIET

que es la solucién general para el problema original (7.2) ,(7.3).
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7.5.2  Método Dicotémicamente Estable

Para que. sean conservadas las propiedades de dicotomia y por lo tanto de esmbxhdad del
problema countinuo, es necesario utilizar un método dicotémicamente estable; sto permitira
aproximar modos continuos crecientes o decrecientes por los correspondientes modos discretas

controlados por sus condiciones iniciales ¥ finales, respectivamente.

En el capitulo 5 se mostraron muchas de las propiedades importantes que t(lxhplglx este tipo
de métodos, de los cuales el Prol. Roland England utilizé un Runge-Kutta ixnpl'ciko éixnétrico

de o. orden

1 1 34
Yisy2 = :2'(y5+x +yi) -~ —S-h(y§+, ~yi

2 .
Yisr = Yit+h ( it )‘.H,q + ey‘*‘)

para desar rollar su’ cddigo SYMIRK en una 1mplemenlac10n de !a técnica Predlcmr- ;

el cual junto con una estrategia de paso variable permite inte; wrar eﬁcxentcmcme est s problemx\s'

(23], {26).--

7.5.3  Determinacién de Valores Inicialesa tr

Un punto crucial del cddigo es como determinar la particidn. Como se verd posteriormente;

en una gran parte del intervalo donde la solucidn es suave, el método dicotémicamente estable
sélo trabaja satisfactoriamente cuando los valores iniciales de una solucién particular'suave’
son conocidos en los puntos de tiro. Entonces para que SYMIRK funcione adecuadamente es-

necesario tener buenos * * valores iniciales * * los que se determinardn a través de una técnica -

llamada** Pathfinder * # ([20],{21]), abjeto de la precente seccibn. '
La idea bdsica es encontrar de alguna forma una solucidn parucular especml a traxes de
un ‘' valor inicial adecuado ' ', con lo que la particién que sesd encontrada por la tecmca del

predictor-corrector de la subseccior anterior, serd bastante buena.‘

Ademds, un valor inicial arbitrario deberd requerir sin duda tamanos de pase pequenos en

general, pues no evitard el crecimiento de los modos rapxdos. Por lo ta.nto, el oblenm serd

7" determinador de trayectorias *
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encontrar valores iniciales que sean apropiados al meuos fuera de las capas de frontera. Esto
significa que se tendran que buscar valores iniciales apropyiadas‘ para el cédigo SYMIRK,

La forma de calcular estas saluci:c‘mes‘ es utilizando un método de discretizacidn sumérico
que aproxime los modos ripidos de manera ixiexacta, poniendo especial interés sobre los modas
de crecimiento ripido. ‘ )

Esta se puede lograr, por ejemplo, utilizando una formula de integracion explicita, como un
esquema Adams-Bashforth de ordend v sigu}endo mds o menos la técnica global de tiro mdltiple -
con marcha estabilizada, descrito en la subseccién 7.5.1 y aplicando por dltimo superposicién.

De esta manera, iniciando en el punto z; , sea $;p(z) un conjunto de modos fundamentales,
aproximados numéricamente en csﬁx fox;ma, con Qi = /. Siguicndo las ideas de la recursidn
de marcha global, después de algunos pasos, por ejemplo en z; se ejecuta una factorizacion

ortogonal

Pio(a) = Qunliwo (7.14)

donde obviamente Ujp es una matriz triangular superior. En el mismo intervalo [z, 7] una

solucién particular pjp(z) deberd ser obtenida usando la misma formula explicita. con tamaiio

de pase fijo ¥ valores iniciales cero. El punto z; deberd ser escogido para evitar ef crecimiento

excesivo de la solucidn particular pis(z), ¥ el proceso puede ser repotido tantas veces como sea .

necesario sobre los intervalos

t

i = Zip < Tit < . < Tije

Una solucién y(z) es obtenida por superposicién, con los vectores s (k.= 0, 1,.;.,j) que

deben satisfacer {20}

e

en forma equivalente como se hlzo en (: 9),(7.10), -

resentan el crec1m1ento numenco de los modos

Asl, los elementos de fa dxagona! delas

fundamentales, estos deberdn ser grandes para todus los modos rapxdos, ya sea de crecimiento

o decrecimiento. Las matrices U;k pueden ser pamcxonadas como




Ui = Bu Cu Jh=0,1,.,7-1
0 Eu . .
donde los elementos ‘de .la diagonal B, son generalmente wmayores en valor absolulto qbge uno,
¥ repr_csentz&n el cfécimieutq de todos los modos ripidos, mientras que los de £y son ‘menor’es ;
que uno. ‘-\plicz'mdo la misma descomposicién a los vectores s;t ¥ di se obtiene un’ $istégn§1
desacoplado como el que se vio en el algoritmo de la seccién 7.5.1. o e

La. distancia (a:,_, — z;) o bien el nimero de intervalos j, depende del numero de’ mod05~

rapidos a ser cllmlnados dentro de una cierta tolerancia Tol, para producxr Ia solucxou partlcular =

suave. .\51, para ellmmar m modo; ripidos, la integracién deberd proceder hast'x quc

tenga m elementos ma\ores que l/ToI De esta manera, si la recursién: (7.13) es-resuelta

utilizando las condlcnones um:lales

entonces el valor

En [21] hacen otro analisis para demostrar como'se pueden obtener tambmn va.lores iniciales

apropiados para SY\/IIRI\
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7.5.4 Determinacidn de los Modos Fundamentales de Cyrecvimient‘o '

El calculo de elgen\a]ores cmematlcos segiin lo expuesto dentro de la seccion 1 tl 2 permxte
determmar el crecxmlento de los modos fundamentales. : )
Esto avuda a. determm'\r ‘el ‘tamaiio de paso que se debe tomar en Ias capas de frontera,

fuera de ellas o bnen sahendo d’e eatas 1o’ que pcrmnte mtevrar eﬁclentemente ‘el problema dado. .

Retomando los concepros de ewenvalores cinematicos, sea T(7) una funcxon matncxal uni-

: que T PNTE)" | noes "rande, con tyr € [n b] yU

formemente b 'n andxcnonada.

una matnz tnancrular supenor tal que' :

I'=dT~-TU

donde iosj Bloqﬁes dfagonales inducen sistemas desacoplados de modos de crecimientd y decre-
cimiento rﬁpido, adeﬁlis de los modos suaves, Los elementos diagonales son llamados eigenval-
ores cineméticos, la funcién T(t) es lamada una transformacion de similaridad cinemdtica, Se
puede demostrar que al menos los eigenvalores cinemdticos mds grandes en valor absoluto son -
cercanos a los eigenvalores de A ( teorema 1.4.5 ).

Este resultado se puede aplicar de la siguiente manera: se realiza una descomposicién QR 7
en los puntos requeridos, lo cual permite encontrar el orden de magnitud de los elgenvalores,
pero sobre todo el orden del modo mds répido. Esta informacidn es usada para decxdn‘ si; un
cierto modo fundamental estd activo o no, entendiendo que un modo estd mactno cuando yano:
tiene influencia relevante en la eleccién del tamaiio de paso para obtener la suﬁcxente exactitud.

Asf, dada una tolerancia global Tolg, un modo de decaimiento para el prﬁbiem:{ mo_fl‘elo

=AMy +9(2)
estd inactivo cuandov

e _a+(1/,\) | Ln(Tolu)I, ' ,\ eae

analogamente para un modo de crecnmxento esto se cumple st

algoritmo QR



7.5.5 Seleccidn, del Tamaiio de Paso e Integracién Global

Si se tuviera un problema que grdficamente se pudiera representar como

es claro que se tendrian qﬁe tomaren cuenta las siguientes cohdiciones para controlar adecuada-
mente ol tamafio de paso:
‘1, Cuando se estd integrando en alguna de las capas de frontera,

2; Cuando se estd integrando en la region de variacién suave de la solucidn,

3. Cuando una inestabilidad potencial del proceso de marcha llega a afectar la exactitud,
requiriendo el uso de pasos pequefios, esto implica que la integracidn debe ser reiniciada.

Por lo anterior, es necesario estimar un tamafio de paso apropiado, que sea capaz de tomar
decisiones necesarias para corregir la integracion cuando ésta no siga la solucidn suficientemente
bien. Por otra parte, e integrador deberd usar pasos grandes fuera de las capas de frontera.
Pero puede haber problemas si se integra hacia adelante en una capa de frontera, por lo que es
adecuado dividir el intervalo completg {a,b] en dos partes, aplicando el proceso de marchaen ./

cada medio intervalo, ajustando la solucidn en el punto medio,

Lo que ahora se explica para of semi-intervalo {e, 22| se aplica en direccién hacia atrds °
plica p 2 p 1 hacia atras
para [%_,‘%b] . : . -

Como ya se menciond en la seccidn anterior, para determinar la’razén de ;rgcimiemd v

decaimiento de los modos rapidos, se aplica la’ d,escomposicidn QRa fa matriz A(é). Séﬁ /\1 tal
que ; : R . S e .
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_' M 5 ,\;(zl) con IEe(A (A)) <0,
entonces su correspondnente modo fund’tmcntal desaparecera en o

s =at 1A Ln(Tal)

lo cual es una prxmera e imacidn del'ﬁnal de ]a'pi’imer éapa de frontera. -

El tam'ulo de ‘paso inicial aproplado, conSIderando que se utiliza un mterrrador dicotémica-

[2 a] [2 6] es

mente estable ‘de 4
S B (Tol)V4) | Re(M) |

yla interrracxon puede lmcmr. gen_erando la correspondiente solucién particular ¥ fundamental

con condlctones xmcnales
po(a) =0y Po(a) = 1.

Caﬂa‘ cierta niimero de pasos, deberd ser incluido un punto de tiro, con la respectiva fac-
toriza‘cidn QR de ®;_1(z;) y una reinicializacion de p;(z;) a cero, de tal manera que se evite el
crecimiento excesivo de alguna parte de la solucién.

Esto continua hasta que el punto z = z, alcanza o sobrepasa el punto zy. Si esto ya ocurrié,
entonces debe suceder que el elemento més pequefio uj; de la diagonal del producto de las U'fs
con k= j—1,...,0 serd mds pequeiio que Tol. Si no es'asf, i.e.’, uj1 > T'ol, entonces es necesario

reestimar'el fin de la capa de frontera, usando la parte real de
Ln(un)/tr = o

del ewenvalor cmematlco. Entonces el nuevo Ty, serd

ZL =a+t (.7:,. —a) Ln(Tol)/Ln(qu)

yla mteﬂ'racxon puede sewulrse en'la mlsma forma desde J:,. hasta L. !
Cuando ya se ‘paso esta capa de frontera, v supomendo que solo e‘usce una, entonces ahora
se estd en Ia. reglon,de variacién suave.de la soluclon, por; lo que’ se; umllza. un tamano de paso’”

que no debe exceder el valor méximo (20]

him =(Toznq(mu/nq(z])"")n I p(z,)n)"‘ S ey
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el cual es obtenido del orden del error de truncamiento local. Si no lo excede, se continua la

integracidn en esta regidn donde la solucidn varfa suavemente calculando los valores iniciales
p;(j) = sjo, Bj(3;) = Qj,

como ya se dijo antes.

Si el tamaifio de paso gradualmente va creciendo se deberia esperar, si se esta en una region

donde la solucién varia suavemente, que la integracidn se pueda seguir normalmente hasta el

punto medio insertando puntos de tiro sélo donde se requiera en la salida. Si no es asf,

j.e. si el tamafio de paso seleccionado por el cddigo SYMIRK se reduce drasticamente, lo
que puede ocurrir si la estructura de los eigenvalores de A(z) cambia significativamente y hay
algiin tipo de capa de frontera interna. por lo que serd necesario un tratamiento similar al de
capas de frontera en los extremos. o bien cuando ocurra un modo que cambia de crecimiento a
decrecimiento o viceversa, llamado punto de retorno o * * turning point * °. Para determinar si
esto estd ocurriendo, se deberdn revaluar los eigenvalores de A(x) a través del algoritmo QR. Es
importante mencionar que estos puntos de retorno no estan considerados en la implementacion
del cédigo.

Cuando ya se termind la integracién en [n, "—;ki] , utilizando de manera andloga la formula
(7.11) de superposicion. se tiene ' »

“y(zi =Q"(‘I);"7:‘;*"Z")f¥"l?vi(z"‘) e L (7

en los puntos de tiro" .
‘ : (718)

Utilizando la’misma.idea; pero ahora para el es decir, integrando

hacia atrds, se obtiene :
i (7.19)

(7'.20)



Estos vectores v y § e .‘I"‘ serdn determmados nJustando las solumones en el punto medio
TN = uy e xmpomcndo las condlcnones de l'rontem (" 3) Reall/dndo lo anterior se obtlem. el

sisteina

Q\}‘Div' FR\I‘I’\I AT
BaQoq’ Al ,ej'

= 0, Y permlte obtener [a solucnon eu eI mter\'alo (4 lS) ¥ reemplamndo E en (r 19) para‘

j= ,.\I permxte calcular la solucmn en ( 20), con lo que se obuene Ia soluclon t’lobal del '

7.6 Algorltmo;“_

En esta seccmn se dara una’ E\pllcamon a m\el algommo del codlgo utlllzado en basea lo

expuesto en la secc n antenor

Esencxalmente el odlg 3 IUSL SY.\IIRI\ se. hlzo para resol\ er problemas de perturbacién

singular unllzand . e] procedlmxento de recursnon estable‘antes de;cnto Junto con SYMIRK, un

método »Rungé-[\utta imiﬁlicito simétrico de-flo.kol‘d 3 una estratevla ‘especial de control de -

paso. y s i
El aldontmotde o estd basado prin p mente en Ios arnculus (20] ¥ {21} de R. En-
gland ¥ RML)

seccién” anteriof

attheu de‘ los cuales fueron tomadas muchas ideas de lo que se explicé en la

-\.unque en estos amculos plantean los elementos esenciales del cédigo, vale
la pena méncion ¢ lwunos de los puntos mcluxdos -en ellos no estdn implementados en el

cédigo que fue utl izado en este traba_]o

El codlgo com‘ tal resolua eﬁmentemente prob]emas que tenfan capas de frontera al prin-
cipio ¥ al final del mter\alo donde se requeria la solucién. Como contribucidn del autor se
modificd el codxwo para que pudlera resol\er, aprovechando su estructura, una variedad mas

amplia de problemas

Esto entonces permmo resolver problemas que tuvieran una o ninguna capa de frontera, asf
como problemas més simples que no presentardn capas lfmite, como lo presenta un problema

de perturbacién singular, para asi lograr un cédigo de propésito general, como era el interés
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principal de los directores de tesis y del propio autor.

Es importante mencionar que el cédigo MUSL-SYMIRK junto con los ejemplos 'querbaparccen
en la siguiente subseccidn y otros mds se encuentran disponibles en un disketie para la persona
interesada en el sotfware del tema.

En las siguientes grificas se muestran que tipos de problemas se pueden resolver, los cuales
representan una buena parte de los problemas existentes, aunque obviamente no estd disefiado
para resolver problemas con Puntos de Retorno o * * Turning Points ' * donde una solucidn
fundamental cambia de crecimiento a decrecimiento o viceversa, aunque podria modificarse

para que se puedan integrar correctamente estas capas de frontera interiores.

112



Algoritmo General.

Pasando a su descripcién, el algoritmo consta de cuatro pasos esenciales:

I. Un integrador de paso variable dicotSmicamente estable, llamado SYMIRK,

II. Una estrategia para asignar valores iniciales apropiados al cédigo SYMIRK usando un
integrédor explicito Adams-Bashforth de cuarto orden. técnica llamada * * Pathfinder * 3

II1. Mérodo QR para estimar eigenvalores,

IV, Una técnica de desacoplamiento junto con tire miltiple ¥ marcha estabilizada, lo que
permite resolver estable y eficientemente el sistema discreto. »

En base a estos elementos, considérese el siguiente PVF lineal
= A(z)y+alz), asz<b, Lo (e

B.y(a) + Biy(b) = B. el (7.22) "

Sea Tol la exactitud requerida, entonces [

1. Se separa el intervalo [é,b] en 2:

que es una primera"aﬂrp)ium,acmri«del'puntp final de la’ capa’ del r'r‘lo"do’ dé decrecimiento mds’ !

répido. |

3Determinador de trayectorias
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1:1';‘

2b. Considérese como paso inicial para’ el integrador

L= (| Re(M(@) PTolit

Y sea

o = i,

Usando SY.\HRK qt‘;e"util‘iz‘ai las;féirmula; del corrector R_u'néé-ix'utta implicits simétrico de

cuarto orden .

: 172 = 1/2 (visr +31) = 1/Sh (v = v ;
Visr = yit b [ 16yl +2/34 £ 1/6v5)

se calcula la solucién’ particular con valores iniciales
pla)= 0:‘.‘ .

v para las soluciones fundamentales se-utiliza la parte homogénea de.las ecuaciones anteriores

con
#1{a)
2¢. Sea z-3 7)) para determinar-si es necesa

5 i) I Tolfesr
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con €y la unidad de redondeo de la mdquina. Si esto ocurre se integra como en el punto 3 para
regiones donde la solucidn varfa suavemente.

2d. Si la primera capa de frontera ha sido completada, es decir z = zz;, entonces el
clemento de la diagonal mis pequefio de Uy, (i )n,n, deberd ser mds pequefio que T'ol. Si asi
ocurre, se va al punto 3. Si no es el caso o bien este elemento es significativamente mas grande
que Tol, se tiene que reahzar una mejor estimacién para el final de la primera capa de frontera,

haciendo una nueva esnmacxon de lOS exgemalores cinemadticos como snvue.

A = (ln(l(uz)n,n D (zey = a),

determmandu un nuevo punto ﬁnal de la c’tpa. ‘tomo

s ma_\'or que :

la capa de [rontera ha quedado atrds, entonces la integracion puede proceder hasta el punlo

medio [1/2(a +b)] con: la. mscrcmn d4 puntos de tiro cuando el tamaiio de paso seleccnonado

por-SY \IIRK dcscxende drastlcamente, o sea “requerido un punto de salida.
4. En'el meervalo [“—*—” b] se ejecula la misma estralegia que los pasos ! hasta 3.

Usando estos resultados, se “utiliza desacoplamiento para llegar a la recursién



S;'-,-H = E.sf-i-q?, = dy".',l‘v__rlr
Bisl =5k - C.-s?- ~al i=N -1, D

para calcular las soluciones pamculares ¥ fundamentales en cada mtenalo Por lo tanzo, para

el intervalo [n, °._T“] pasos l a 3 se tlene

.»y(‘rf) =’»Q.-'({§.- :

en los puntos

en los puntos de: tir

ninguna capa de t'rontera, ademas de problemas més sencmos blen condlcxonados v tamblen de

problemas mal condlcxonados para mostra.r las dxﬁcultades que se presencan con ellos.
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Las tablas de resultados contendrdn regularmente {a siguiente informacién:
1. Ecuacién del problema y' = :A(z)y + q(z),

2. Condiciones de frontera B,y (a) + Byy(b) = 3,

3. Intervalo de integracion (a, b,

4. Valores de A y i, 6 alglin pardmetro especial del problema,

3. Tolerancia’o exactitud requerida, :

6. Capas de frontera encontradas, si existen,

7. Puntos de tiro utilizados,

8. Numero de condicion de la matriz || A |js donde

Qney  —Ru¥y
}IOQO% : }1111,,\1:0

A=
9. Esnmacxon del factor dc ampllﬁcacmn del’ crror, calculado como

o= miz | Tll—,duu(l‘r) Il méz | rt,_,dzag(m)-* u,

( ver [021)
10. Nimero de pasos totales eJecutados durarite la integracién completa,

11, \umero de pasos ejecutadm en las regiones suaves,

‘12) Solucnon eu'acta, .

13. Puntos de: tlroxz, o

14. Solucnon calculada. ¥iy

15‘.‘ Solucnon e‘(acta. y(z,),

16! Error absoluto encre solucidn calculada y exacta,

17. Comenta.nos adxcxonales si es necesario. :

Los eJemplos fueron tomados de {20}, [21], [22], [23] ¥ [24] ademds de 2 programas ejemplo que .
venfan junto con el c6digo. Ademds se utilizaron otros problemas que no eran de perturbacién
sing\ilar o bien bque no tuvieran modos crecientes o decrecientes para demostrar que las mejorﬁ
rea[izidés al cédigo fueran efectivas, Las pruebas se realizaron en una PC 486 con éb-piiogesaddr

matematico a una velocidad de 33 Mhz y el compilador Microsoft Fortran versidn 3.5.
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Ejemplo 7.7 Sea el sig‘uiente,siste’ma de 2 ccﬁééiones‘Vd‘ifercncilales {20}

oo o

con las condiciones de: fronter:
1+e?”

‘{1 /A

§0)+ y(2) =

Esté es \uno de 165 probiemas con los que se probé la efectividad del cédigo MUSL-SYMIRK.
Para valores gr'ax'ld'es de Alas'capas de frouterason bastante dificiles de integrar, lo cual se puede
comprobar”t;écilmen['e en los ejemplos 7.2, 7.4 y 7.6 que mostraron las deficiencias de los métodos
esténdatés de Tiro Simple, Tiro Miltiple y Tiro Muiltiple con Desacoplamiento.

‘Pasv‘ando‘ a l'ai explicacidn de los resultados obtenidos con el cédigo para este tipe de pro-
blemas; el miﬁxero de pasos de integracidn fue esencialmente independiente del valor de A, Se
muéstfan 165 resultados para diferentes valores de A. Los resultados segiin el formato que se

explicéd antes son:

Intervalo: [0, 2]

Valores de A, u: A = 104

Tolerancia Tol=10"%

Capas de frontera: 0.0012 y 1.998

Puntos de tiro: 10

Nimero de condicién:

Factor de amplificacién del error:

Niumero de pasos totales ejecutados: 1390

Niimero de pasos ejecutados en regidn suave:

Solucidn exacta: y(z) = [e* e=/A]T
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Puntos de tiro : Solucidn qalc'ulada‘ ¢ Solucidn exacta.. . Error absoluto

z SR ) ylzi) - u
000 E T L0000, T T 100000 -9.42310D-6
By w0sTDA . 1.00000D-4 9.42749D-6
0.0012: 7 nLoons 1.00118 102686 -6

R op0s99D3 ¢ 1.00118D-d 1.02867D-6
0,200 s HEIE 122140 1.22140 6.36932D-7
i 1,21020D-4 12214004 1.11055D-6
0400 77 +0. - 140182 1.49182 1.40810D-7

o C 1.48018D-4 1.49182D-4 1.16385D-6

,0.600 S 1.82211 1.82211 -1.31619DD-7
L 1.51031D-4 1.82211D-4 1.13001D-6
7 0.800 2.22554 2.92534 -1.26208D-6
RIS 2.21404 D+ 2.22554D-4 1.14039D-6
R R 2.71828 2.71328 -2.23947D-6
(i 2,70768D-4 2.71828D-4 1.05996D-5
12000 3.32011 3.32011 ~1L.7TTTOD-6
Cik 3.31404D-4 3.32011D-4 6.07034D-7
“1.400 : 405520 4.05518 -1.35417D-6
G © 4.08251D-4 4.05519D-4 2.68498D-7
1600 4.95303 4.95303 -9.25304D-7
Thons 4.85261D-4 4.85303D-4 1.15543D-3
1.500 L .6.04964 6.04964 -4.58130D-7

EAR 6.05030D-4 6.04064D-4 -6.61470D-8
19988 ¢ 7.33029 7.3%029 5.03893D-3

R . 7.38029D-4 7.38029D-4 -$.88834D-8
2007 7.35906 7.33905 -9.12507D-6

B 7.48333D-4 7.38905D-4 -9.42749D-6
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Intervalo: [0,2)

Valores de A, u: A = 108

Tolerancia Tol=10"%

Capas de frontera: 0.0001 y 1.9999

Puntos de tiro: 10

Nimero de condicién:

Factor de amplificacidn del error:

Nimero de pasos totales ejecutados: 2440

Nimero de pasos ejecutados en regién suave:

Solucién exacta: y(z) = [e* e=/A]T
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Puntos de tiro ,Solucidylyi calculada - Solucién exacta ;- Error absoluto

T g ooy y(zi) ~w

000 o 1,00000 - 0o 71.00000 -9.42510D-6
o 59244D | /1.00000D-5 1.0755D-6

G ,1‘,00’143 " .1.49236D-7
“1.00014D-4 -1.49208D-7
T 71.922140 -L.57196D-7
1.22140D-4 -1,55456D-T
149182 - L.65510D-T
1.49182D-4 -1.61942D-7

FAL822115 L T4307D-T
1.82211D-4%:% 1% 11.68762D-7

02,2255 ©.1,84290D-7
79,99554D4 “':1,75043D-7

7 1.94986D-7
-1.83514D-7

-1.50056D-7
2 -1.91924D-7

:9.31366D-8
.1:96971D-7

12.12625D-8
5.1.97782D-7.

6.91951D-8 .
©.1.93971D-7

L 1.82331D-7

"1.82120D-8
T7.140757D-6

. Ti32081D:4 o 7.38005Di4 L U l40735D-6
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Ejemplo 7.8 Sea el siguiente PVF
“ U XNcos?z 4+ psen®z 14 (- A)senrcosz.
yh=l Vo (),
-l + (e = /\)senl cost - Asen’zr+pcosiz 1 .
S z\coszz+;xscn z+l+(y A)senzcusz
o) =

—} + Asen*z 4 pcos?z -!-_(;1 - X) senzcosz

con condiciones de frontera .-+

o y(o) + J(?)

AT

Este problema. fue utxlwado por R a.tthmj pan‘vprobar el codwo \[USL SY\IIRI\.

Resulrados interesantes se obtu\xeron como puede erse éeguida: )

Intervalo: {0, 2]
Valores de A, p: A = 10,2 = 10!

Tolerancia Tol=10"3

Capas de frontera: No hubo

Puntos de tiro: 10

Ntmero de condicién: 1.0

Factor de amplificacién del error: 1.16

Nuimero de pasos totales ejecutados: 1130

Ntimero de pasos ejecutados en regién suave: 1130

Solucién exacta: y(z) = (1,17




Puntos de tiro" . Solucién calculada ' Solucidn exacta” Error absoluto

Cmp T ' =oy(i) y(xi) =~ v

0.00°7 v " 1.00000 1.00000 -2.0D-13
Lt 100000 - 1.00000 -3.0D-13

0.200 77 100000 s = 1.00000 -6.0D-13
: 100000 o 1.00000 - -6.0D-13

040017 C o < "1.00000 . - i 01,00000 . 4 o -5.0D-12
SR 0000 ST U L00000T ST 45.0D-12

1.00000. 100000 30Dl |

CTUL00000 i 0 i100000 " . 30Dl
0 1.00000 7 -2.0D:10°
1.00000 - .2.0D-10

1.00000 -2.0D-9
1.00000 2.0D-9 5

1.00000 -1.0D-87
1.00000 -1.0D:8".

1.00000
1.00000

100000
1.00000 -

- 1.00004.
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Ejemplo 7.9 Se mostrard ahora con el siguiente cjemplo {22] que este cédigo, ademds de
resolver problemas de perturbacién singular con capas de frontera, también permite resolver
problemas . mds sencillos como ol que se utilizé para el tiro mditiple con desacoplamiento {7.1)

via el paquete A‘Iailah,ﬁ'desérit‘B ck_i_‘la seccidn anterior. De esta manera, sea nuevamente el

problema

. ‘1‘—-:}1"9;6;%3 o ;1"-‘}-_'~19$‘e,7i2z e*(~1 4 19(cos 2z — sen2z))
! eT(=18) - '

e*(1 — 19(cos 2z +'sen2zx)) -

o
1

=~
™
o
=

‘20"‘?,187]9:,'8-‘“). i ( K

Los resultados aparecen 2 continuacid

Intervalo: {0, )

Valores de ‘A, u: No aplica

Tolerancia Tol=10"%

Capas de frontera: No existen

Puntos de tire: 3

Nimero de condicién: 1.0

Factor de amplificacidn del error: 1.0

Nimero de pasos totales ejecutados: 3340

Nimero de pasos ejecutados en regidn suave: 3540

Solucién exacta: y = (¢, &%, e"]7
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Ti

s

Puntos'de tiro Solucidn calculada **

Solucién exacta

“Error absoluto

CE) = v

0.00

o

Ejemplo 7. 10 Se volvno a us

condlcxones de fronte

resulta en & & €297 =11.9

matriz de la ecuacién




" [MoQoPo + MsQubnts = 8 = MaQozo = MyQuzn

ya que fue numéricamente singular; pero.con el cédigo MUSLS\_’;\IIRK se obtuvieron buenos -

resultados, como se puede ver a continuacidn:

Intervalo: [0. =]

Valores de A, u: No aplica

Tolerancia Tol=10"3

Capas de frontera: No existen

Puntos de tiro: 10

Nimero de condicién: 1.0

Factor de amplificacién del error: 1.01

Nimero de pasos totales ejecutados: 1760

Nimero de pasos ejecutados en regidn suave: 1760

Solucién exacta: y = [e*.e%, 7|7
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Puntos de tiro " Solucidn cd!éulz’xda‘ Solucién exacta

".,Er’rc’i’)r absoluto

zi W ) ) < w
0.00 5T T100000 £1.00000 0
o  0.99996 - : 3.13679D-5
S /008992 7.68221D-5
0.3l -5.10628D-3
-9.38924D-6
16910 -8.75794D-3
1.87445 - 2.32108D-4
S 74T L LSS -1.54960D-5 -
L CigTdeT 187ds T .2.16802D-d
1.2566 13.51855 3.51839 . 4.55888D-5
‘ ‘1‘3.51359 3.51350 -1.80328D-6
351350 3.51350 3.18676D-6
4715708 14.31051 4.81049 -2.08003D:5
L 4.81050 4.81049 -5.35924D-6
e 4.81048 4.81049 1.17700D-3
18850 6.58600 6.58600 8.79975D-5
B 6.58609 6.55609 -3.76601D-7
6.58620 6.58609 -1.12775D-4
21991 9.01705 9.01707 2.34565D-3
9.01707 ©9.01707 -4.81283D-6
- 9.01725 9.01707 1.82894D-4
©2:5133 12.3454 123454 -7.55844D:5
o 123453 12.3454 -6.04482D-7
= U 12,3453 12.3454 ~4.10350D-5
28274515 T TU16.9045 5 L 16,0021 -2.37209D-3
S 1pg021 169021 - -4.01256D:T
16.8953 - 16,0021 6.32260D-3
3.1416 +723.14093 72314086 -7.68218D-5
: 23.14089 2314086 - .3.13679D:5

21930207 2T

23.14086

1°3.83788




‘Tomando el nimero minimo de puntos de tiro ¥ una tolerancia mis estricta se tiene

Intervalo: [0,x]

Valores de \, u: No aplica
Tolerancia Tol=10~%

Capas de frontera: 0.7687 y 2.4-199

Puntos de tiro: 3

Nimero de condicién: 1.0

Factor de amplificacion del error: 1.0

Numero de pasos totales ejecutados:

Nimero de pasos ejecutados en regidn suave:

Solucién exacta: y = [e*, €%, e7|T

{Puntos de tiro Solucién caleulada Soluciénvex}ic’ta :‘-_‘Ef-ror‘nbéolut'o

z; vi YE) =g
0.00 1.00000° ;- 0
10000

1.0000 .

BILE L 23.14086
IR 0314086
il 23100609




Ejemplo 7. 11 Tomando nuemmentc el problema del eJcmplo anterior pero 1hora cott las

condmones de fronrem

o 01 100

0 1o |um+|o 0 luo =] ?
100 000

Matemdtica ¥ numéricamente, intercambiar los puntos uucxal ¥ ﬁnal no xmporta Pero como
puede ser visto, ahora el modo inestable ( en direccién hacia atrds } no esta cqntrolado por esta
condicién de frontera, por lo tanto & = ! = 3.6 10% {24]. E Lco’d'lgo‘ en MUTS utilizado
en el articulo anterior generé un mensaje de error. Pero su \'arsisn adaptada para condiciones
de frontera parcialmente separadas dio resultados numéricos con ‘errores de! orden O(1). La

explicacidn es simple, pero extremadamente ilustrativa. En el *¢ punto inicial * "5 = = las

columnas de la primer solucién fundamental

creciendo como e~207 y g-192

~'1/Tol , la solucién fundamen-

tal numéricamente cnlculada ‘I>‘(t) sea a'vez mas cousnstente. En lugar de un nimero de

condicién tedrico e‘s("’") se. tiene un nimero de cond:cx n numencz\mente relevante dado por

8(==1), Como consecuenaa, los errores locales son amphﬁcados por Tol~! lo cual explica los

errores del orden O(1).

Los resultados generadas fucron:




Intervalo: [0, ]

Valores de A, y: No aplica

Tolerancia Tol=10-3

Capas de frontera: No existen

Puntos de tiro: 10

Nimero de condicion: 4.24D+4

Factor de amplificacién del error: 1.01

Nimero de pasos totales ejecutados: 1760

Namero de pasos ejecutados en regidn suave: 1760

Solucidn exacta: y = [e-’.e*’,eﬂr
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Puntos de tiro . Solucién calyculada‘ ‘Solucién exacta Error absoluto

z; R T y(z:) y(zi) — v
304160 7 .0 T00DDO: T 23,14086 22,14086
Lol 1,00 e 2314086 22.14083
23.14086 9.39469D+5
2827477 6281 1690213 -5.43917D+2
1684523 16.90213 -9.38924D-6
: 63248 - 16.90213 16.80150D+3
2.5133 12.34535 -1.95036
12.34535 1.45481D-4
12.34535 2.68444

9.01707
© £9.01707

-5:71243D-3

0.01707"

::1.08851D-4

:6.59820D-6
- -1,80328D-6
1.63809D-4

© .2.95622D-2
©.4.84592D-5
4.18076D-2

-1.49865D+1
-1.54960D-3
- 1.08874D+1

-3.157118D+3
-0.3892D-6
71,02563D+3

1.00000 7 1 1 .9.39446D45
- <100000° - :3.13679D-5

L 1.00000 - 702.14844 D41




Considerando una tolerancia mds extricta y sélo 3 puntos de tiro se tiene

Intervalo: {7,0]

Valores de A, u: No aplica

Tolerancia Tol=10-"%

Capas de frontera: 2.4499 y 0.7687

Puntos de tiro: 3

Nimero de condicidn: 1.36D+3

Factor de amplificacion del error: 1.0

Numero de pasos totales ejecutados: 350

Nimero de pasos ejecutados en region suave:

Solucién exacta: y = [e=.¢%, e5}T

Puntos de tiro  Solucidn calculada Solucién exacta

Error absoluto

I i y(zi) y(xi) = v
3.1416 1.00000 23.14086 2.21408D+1
0.99999 23.14086 2.21408D+1
-3.02032D+6 23.14086 3.02035D+6
2.4499 1.34792D+1 11.58734 -1.89192
: - L15873D41 11.58734 4.34213D-5 -
9,30286 11.58734 - 2.28448
L3708 5 o 480919 481049 - 0 11.0D-3
T ~ asl0d9: 4810400 DAL
T s1060 {81040 79 500 oD
0.7687 7 428454 68: .,12768
. ( $:70828D-9
" 2.05759
0.00 % T 3.02032D46, i -3.02032D+6
e e 00000 100000~ -2.71131D-9
00000 -2.97946D-1

S 199704"

Claz

©1,00000




Ejemplo 7.12 * ¢ Problema de Capa Artificial '’ (23] ;-

= (—\‘—j’—,‘—“)-n"; el (7.26)

donde A es un nimero positivo pequeho‘con‘6ohdicibnes'de'fromera'

PRSI
7.\;1-0.015
prueba por un lar"o uempo, que lo ‘hace

Los de condmonarmento Para rcahzarlo pnmero se

(u(z) u (r)lT

u

Z=| "0 :
u’ »"v’
donde
a)ull) ="~ (/\ .tt,)o,,u() "(\1,7)\03, ' (7.27)

b) url(t)l_ (A+t )‘

las condlcxones de frontem quedan como

con
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Ejemplo 7.12:* ¢ Problema de Capa A rtificial ’ ' [23] :

St =l e [-0.1,0.]

donde A es un nimero positivo pequefio.con'condiciones de frontera” -

Una sol‘u'ciéu furidameital Z(l) 'de‘(T.vQVGV) eska/ dada 'poyr_"

zn=|"
donde

R )
(\J-z?)‘“’;

,v()

a)ult)= ( P moa

CBan
(,\ :

)= '(t)

o
(\ -Ll )1 a’
las condiciones de frontera quedan comoy_-

"53);(:-{).1)' 'B;syv(O'.'l)'“
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Para A # 0.01 se tiene

{BaZ(-0.1) + bg,Z(O.l)]" =5(AL0.01)2 :1 uur (7:29)

=001 X=0.01

Es claro de (7.29) que el problema no es aiin * * bien planteado ’ ' para A = 0.01 y por lo
! yp

tanto mal condicionado para A cercano a 0.01. Deuflhard {7] Hamd a este problema muy * *

insensible ' * para A x 0.01. A continuacién se presenta la grifica de u para A =10-3.

1F

5 .1:4_, E

Ahora para’la misma \kla'lfes'péctiva g‘réﬁg:'a de'u’y v’ se tiene’

0




Sin embargo, fuera de su mal cnndncnonamxenlo, debldo a las condlcxones de frontera dadas,
este mal condxcmmmxenlo ocurre para A miy’ pequena debldu a que la norma de la funcién
de Green C(t s)es muy «frnndc como se, puede consmtar en las swmentes grificas donde se

muestra la norma de la:1a.; columnn ( lmea contmua) v sc"unda columna ( lmea punteada )

de G(t,s) para \a.lores txplcos de't

poan

Piog 14

A=1072r =005,

‘m“;g“-
AY

 —

o

A =107, 120, e T 1
: 10 . SR A=107) =005 . T



' no se tiene dicotomia exponencial sino

Como se puede ver de las grificas de u, v/, v y v
solamente dicotomia con una cota a grande. Esto es ademas evidente en las funciones de Green
que tienen una cota grande del mismo orden que a. Es directo ver de (7.27), (7.28) que estas
constantes son O(A~1/2) | Tdémese en cuenia que para las grificas anteriores se tomé una A
mds grande por razones de visualizacién.

Se pasard ahora a mostrar los resultados obtenidos:

El cédigo dio para el sistema

v _ | On®n ~Ruby| | 7|2 wa\/—l’w(u\l)— Qvzx-py(zN)

¢ BeQ1®1 ~an - Bmm. o

que la matriz-$ es singular n

Gtilizando [a, b}

pero no con v en

- V:y(r’.-') f=ka(‘b¥’i"7A+4 k'P.‘(fx")fw

para el intervalo
a=1zg < 740 < <z\ —l/’)(a-rb),.‘

¥ tampoco se obtuve & en |

para

b=up>u > - >uys A=>1/2(ar+b‘). ;
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Ca‘pitu’lo 8
Conclusiones

En esta parte final, Se dardn a conocer las experiencias que se tuvieron al elaborar el presente

tr'ahajo, ya que la bibliografia disponible permitié ahondar mucho en el tema, lograhdo con
ello que el cédigo MUSL-SYMIRK pudiera ser mds efectivo y que pudiera adesz resolver una

variedad mis amplia de problemas. Este fue el obhjetivo tanto de los asesores del trabajo como

del autor. : .

Por lo tanto, podemos decir que este trabajo contribuyé a lograr que el cédigo MUSL-
SYMIRK resolviera eficientemente PVF lineales en general. Es decir, como conclusién general
se puede afirmar que el cddigo MUSL-SYMIRK permite calcular con mucha exactitud soluciones
de P\v;F lineales no sélo de perturbacidn singular sino ademds para problemas en general que no
tienen cépas de fro'nfera. Esto lo hace un cddigo de propdsito general, aunque por supuesto no
cubre todos (os tipos de problemas como'es el caso de las puntos de retorno. Sus caracteristicas
principales son.“_ E :

i) Eluso del metodo de iro para 1.1 integracién general tiene grandes ventajas respecto, por

ejemplo, a los metodus de dxferenuas ﬁmtas v colocacion, ya que estos tltimos requieren almace-
nar las solucxones calculadas en un nimero considerable de puntos, lo que obviamente no ocurre
para tiro; en consecuencia es mucho mds barato desde el punto de vista de gasto de recursos
computacxanales. Ademds, tiro miltiple no requiere una discretizacién inicial uniforme, como
las otros rﬁe’todos, atn cuando éstos después aplican refinamiento adaptative para incrementar :
la exactitud donde la'solucién varfa ripidamente. Igualmente, el método de tiro miiltiple es

posible combinarlo con una estrategia de control de paso para elegir los pasos secuencialmente,
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adecuados a la regién donde se estd integrando.

i ) L‘amblcn el uso de la mtina SYMIRK tiene como una de sus principales caracterfsticas
que utiliza tamzmos de paso grandes donde la solucidn particular es suficientemnente suave, y
esto causa que los modos inestables crezcan sélo suavemente en estas regiones, evitando que
sea conmrﬁinada esta variacidn suave. Asimismo la estrategia de control de paso utilizada no
permite que el tamafio de paso sea reducido por la presencia de modos rdpidos. Esta estrategia
de control de paso permite ademds seleccionar tamaiios de paso apropiadamente finos en las
capas de frontera.

iii ) La propiedad de estabilidad dicotémica de la [rmula Runge-Kutta implicita simétrica
de cuarto orden permite asegurar que si las condiciones iniciales controlan los modos de de-
caimiento rdpido en el problema continuo, sean aproximados por secuencias numéricas de de-
caimiento controladas igualmente por las condiciones iniciales. La misma situacién ocurre con
los modos de crecimiento rdpido y las condiciones finales.

Por otra parte, el cédigo MUSL-SYMIRK ha sido recientemente modificado por uno de sus
autores originales, R.M.M. Mattheij [21]. agregando otras estrategias, como por ejemplo para
ligar tamafios de paso apropiados cuando un modo de decaimiento ripido ha desaparecido y
hay un nuevo modo activo en el siguiente intervalo. Ademds en [20] dan una generalizacién
de como ir integrando en cada una de las capas de frontera que tenga el problema y no sélo
una en cada extremo del intervalo como ha sido desarrollado en el cédigo que inicialmente fue
utilizado.

Alaunos cambios pueden hacerse al cddigo para manejar problemas no-lineales, ya que la
rutma SY\[IRI\ esta preparada para manejar este tipo de problemas. Una estrategia puede ser
lmeallzar el problema v despues modificar el cddigo MUSL-SYMIRK para poder aplicarlo. ‘

Fmalmente, para tener un c6digo mas completo de propésito general que cubra la mayorfa

de los dxferentes P\'I‘ se debera investigar mds en la direccién de como manejar eficientemente

modos fundamentales que:varfan de creciente a decreciente o viceversa, es decir, que puedan.

mtegratse puntos de‘retorno o * * turning points ' . Diversos trabajos {2], [4], [8], [16] han -
iniciado’el desarrollo dc las ideas en este sentido para lograr una teorfa adecuada que permita
v151umbrark que caracterlstlcas deben tener los codigos para resolver eficientemente este txpo,’de,

problemas, evaluando entonces si este cédigo pudiera adaptarse o bien desarrollar uno nuevo,
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