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FALLA DE ORIGEN
INTRODUCCIÓN

En todo método de exploración áeofxsícar siem-
pre se tiene una señai 3 cuantificarse* En el caso
particular del estudio del subsuelo* es deseable es-
tar en capacidad de inferir del análisis de esa se-
ñal o señales» la estructura de este* Por estoy es
de interés fundamental* tener conocimiento de las
contribuciones individuales de cualouier porción 3
la señal medida* Lo anterior conduce al diseño de
sistemas de prospección aue sean lo suficientemente
sensibles» t>ara poder tener información de las re-
áiones del subsuelo aue son de interés*

En el caso particular del método de prospección
eléctrica por corriente continua(método de resisti-
vidad) la sensl medida sobre la superficie es una
diferencia de potencial producida por una corriente
eléctrica constante en el tiempo» oue.es inyectada
al subsuelo* Utiliaando modelos matemáticos rars la
interpretación» una de los principales objetivos del
presente trabaJo es intentar reconocer la profundi-
dad de la porcidV* productora de señal detectsble*
Este estudio? tratará especialmente el caso unidi-
mensional formado por capa^ horizontales* hoáeneas e
isdtropas eléctricamente* En este tipo de modelos se
encontrarán las contribuciones de cada capa a la di-
ferencia de potencial medida en superficie* y conse-
cuente poder determinar la-s contribuciones a la re-
sistividad aparente*

Como consecuencia de la concepción del método
de P rospecc i on de res i st i v i dad por corrí ente cont í-
nuai nació la preáuntaí cual es la Profundidad de
penetración de la corriente inyectada? O preguntas
parecidas tales como? profundidad efectiva rara un
arreglo electrodico dado? o simplemente cua'l es el
factor de profundidad?*

Por un factor de profundidad» en prospección
eléctrica generalmente se entiende como aauel factor
aue transforma a una distancia de separación elec-
trodica en una profundidad efectiva* Esta idea puede
tener su oríáen en el hecho de aue la profundidad
promedio de penetración de una corriente continua en
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el subsuelo» en determinadas condiciones es propor-
cional 3 13 distancia dé %epsr3cio'n de electrodos de
corriente* La profundidad de penetración es aauella
a la cual penetra la m&tsd de la corriente total»
EvJen» H* M*U938>*

EvJen <1938> es el primero «ue da una con-
cepción mas clara del problema y define ̂ Factor de
Profundidad como aauella profundidad de máximo peso
en contribución al potencial» expresada como una
fracción' de la reparación electrodics» Esta defini-
ción ha servido de base para muchos trabajos sobre
este tema y sigue siendo aceptada*

Roy y Appar3o(i971 > r redef irieijFaetor de Profun-
didad contót la profundidad oue tiene mayor contribu-
ción en la señal total medida en superficie» Y le
llama Profundidad de Investigación*

Es muy importante tener en cuenta la diferencia
ctüe existe entre Profundidad de Investigación y Pro-
fundidad de Penetración de corriente? debido Que en
un determinado modelo matemático* la penetración de
corriente en el medio es función solamente de la po-
sición de electrodos de corriente» en cambio la Pro-
fundidad de Investigación esta determinada por
las posiciones tanto de los electrodos de corriente
como de los de potencial*

Por otra parte» teóricamente se sabe ciue la co-
rriente penetra a todas las profundidades» con una
disminución gradual en magnitud» lo «ue dificulta
dar una definición de Profundidad de Investigación
en términos de penetración o distribución de densi-
dades de corriente*

Aún teniendo el conocimiente del concepto de
Profundidad de Penetración^ en la practica existen
ideas tales como* «ue un arreglo Uenner la profundi-
dad efectiva de investigación es un tercio de la se-
paración de electrodos de corriente o bien en el ca-
so Schlumberger es un medio de la separacio'n de
electrodos de corriente* Ideas o suposiciones de es-
te tipo acerca de Profundidad de Investigación son
obviamente sin fundamento» aunctue para un determina-



do modelo exista una disposición de electrodos cíe
Potencial u de corriente» aue lo anterior es aproxi-
madamente correcto.

Existen otras suposiciones semejantes? una de
ellas es aue la profundidad a la cual se encuentra
una interfsce en un modelo de capas puede determi-
narse de los puntos de inflexion en las curvas de
resistividad aparentey multiplicando la separación
electrodica en la cual sucede la inflexión por una
constante riumé>ic3» w en algunos casos esa constante
se toma como la unidad*

Lo anterior es producto de no tener ni aun en
casos teóricos una forma practica como determinar
profundidades de investigación* Lo cual es el obje-
tivo principal del presente trabajo de tesis*

En modelos de caf&sí horizontales* homogéneas e
isótropas eléctricamente» para un arréalo electrodi-
co dador no basta conocer la contribución individual
de cada interface 3 la diferencia de potencial total
aiedido en superficie? sino aue también debe conside-
rarse si esa contribución puede ser registrada por
el receptor ctue se utilizar como cantidad significa-
tiva* es decir si la contribución al potencial esta
por arriba de la sensibilidad del receptor» Por lo
tanto si la contribución de la i-siwa interface de
un modelo de N capas es inferior a la sensibilidad
del aparato receptor» esta no sera registrada como
cifra significativa* conseauentemente traerá compli-
caciones para la interpretación de los resultados»
Por ejemplo» si la contribución de la i-sima inter-
face no es detectable puede suceder* a) aue si la
(i+D-sima capa es mas resistiva aue ls anterior» la
contribución de esta* puede ser aue si ses detecta-
ble» b> Si la resistividad de la (i+D-sima capa es
menor aue la anterior» también no sera detectable*
Lo cual significa aue la profundidad de investiga-
ción en este ultimo caso es inferior a la profundi-
dad 3 la cual se encuentra la interfsce superior de
la ultima capa deteetable*

Lo anterior servirá de base para la definición
del concepto de Profundidad de Investigación au« se



dsra en el capitulo II del presente trabaJor para
modelos de capas. Para esta def inicio'hr no solo se
toma en cuenta el modelo de subsuelo a el arréalo
electrodico sino también la sensibilidad del aparato
receptor utilizado en la investisfacio'n»

El método «ue se expondrá en el capitulo II es
General para modelos de N capas? sin restricciones
de espesores de capas ni resistividades? ademas «ue
se cumple para cualouier tipo de arréalo electróni-
co F auncue para la exposición del método se trbaJara'
únicamente para arréalos Schlumberáer y modelos de 2
y 3 capas•

A continuación se dan las sensibilidades de el
«tunos aparatos

Modelo

IPR-8

IPR-10

M4

Marca

Scintrex

Scintrex

Geoeléc

Huntec

Sensibilidad

+5 mV

+0.1mv

+0.01mV

+0.01mV

Erre

+31
+3%

+0.

Distribución de Trabajo

Para el loaro de los objetivos propuestos para
el presente trabajo? los cuales ya fueron menciona-
dos» primero se dara'n los antecedentes * esto esr se
hará una breve exposición de los trabajos publicados
ctue tratan sobre el tema "Profundidad de
XnvestigacioVt* *

Posteriormente en el capitulo Ii se establece
rari los fundamentos aue permitírah el desarrollo del
tema fundamental* analizado en el capitulo II* Sien-
do estos» a) Relación entre las funciones caréete-



rísticas de la solución de la ecuación de Laplace y
sus respectivas expresiones en forma recurrencial
utilizando una función Generadora L(X>* b)Estudio de
la funcio'n Kernel? su expresión en términos de la
generadora L.<?-> y su respectiva interpretación para
lo cual» se establece una analogía matemática entre
el caso eléctrico y el caso sísmico de reflexión en
modelos de capas horizontales» homogéneas e isótro-
pas* c) Luego se establece un método de integracio'n
de las ecuaciones de distribución de potencial a
cualauier profundidad*

En el capítulo II* se hace un estudio de las
contribuciones individuales de las ínterfaces al po-
tencial total medido en superficie» en función de
las separaciones electrodicas? posteriormente se da
una definición de Profundidad de Investitfacio'ñ en
base al análisis de la Profundidad de Detección de
las Interfaces* Luego se establece un procedimiento
para ls determinación de la Profundidad de Investí-
áacion para un arreglo electrodico Schlumberger y se
establece la generalidad del método*

Finalmente en°el capítulo III* se presentan pa-
ra diferentes modelos de dos y tres capas» las ara'-
ficas de contribución de interfaces al potencial to-
tal » b> contribución de interfaces a la resistividad
aparente y c>profundidad a las interfaces contra se-
paraciones electrodicas. Y como ultima parte de este
capitulo se establecen las conclusiones y recomenda-
ciones*

ANTECEDENTES

El estudio de la Profundidad de Investigación
en prospección áeoele'ctricatcorriente continua)» fue
iniciado por EvJen*H*M.(1938) definiendo Factor de
Profundidad de la forms siguiente? es aciuella pro-
fundidad de máximo peso en contribución al poten-
cial» ey^resada como una fracción de la separación
electrodica*

Para encontrar la profundidad oue contribuye
con mayor peso al potencial» se basa en el método de
las imágenes desarrollado por Ehreisburá y
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Uatson<1932> t*&va prospección eléctrica.

Para un modelo homogéneo e isótropos propone
uns función W(r) Que es un promedio pesado de la su-
ata de imasEenes Giz) * Donde W(r> tiene un tipo Gene-
ral de función de peso Qní

Qn-r z /kn(r +z > 1

y

zí profundidad

rí distancia radial

ni n-sima imagen

kn es un factor de normalización dado por*

ALLÁ BE ORIGEN

La función de peso de tipo General tiene un má-
ximo en

Por lo tanto W<r) es de la formaí

Como resultado final^ EvJen encuentra aue la
Profundidad de Investigación en un medio homogéneo»
para un arréalo electrodico tipo Uenner es un noveno
de la distancia entre electrodos de corriente»

MuskdtrK*» and Evináer» H*H*(1?41> se dedican a
calcular la fracción de corriente4l/I aue fluye des-
de la superficie hasta una profundidad z atreves de



un Plano oue es perpendicular a la línea donde se
encuentran los electrodos de corriente y pasando por
el punto medio de la separación electrodicar para
modelos de dos a tres capas? pero no relacionan di-
rectamente la profundidad de investigación de un
sistema dado a la contribución hecha por una porción
específica del subsuelo a la señal total medida so-
bre la superficie»

Al'Pin et al(196ó) consideraron el problema de
profundidad de investigacio'n para el caso especifico
de un modelo de 2 capas? Considerando infinita la
resistividad de la secunda capa. De las comparacio-
nes en las cuales las curvas de resistividad aparen-
te se hacían asintoticasr dedujeron las profundida-
des de investigación para algunos arréalos electro-
dicos» Encontrando ttue la Frofundidad de Investiga-
ción fBra un arréalo Schlumberger es aproximadamente
igual a la de un dipolo radial a «ue un dipolo azi-
mutal tiene una Profundidad de Investigación dos ve-
ces mayor «ue la de un arréalo Schlumberger*

Kellerr G.v\» y Frischknecht* F.C*<1?66) si-
guiendo el mismo método de Al'Pin et sl<19¿6)* en-
cuentran la profundidad de investigación para otros
arréalos electrodicos* De la fia* 66* Peas» 118-119
«ue presentan Keller a Frischknechtí^ se puede decir
oue la Profundidad de Investiáacío'n de un arreglo
Wenner es ligeramente menor aue la de un arreglo
Schlumberger*

Kellerr G>v\(19óó> continua el método de Al'Pin
et al(1966) a considera el caso de tres capas* En
éste caso considera la resistividad de la tercera
C3P3 no completamente infinita y encuentra la pro-
fundidad de investigación para ciertos arreglos
electrodicos. Concluyendo* «ue para obtener una mis-
ma Profundidad de Investigación los arreglos* dipo-
los ecuatoriales* dipolos polares y Schlumberger?
las separaciones deber» estar en una proporción de

Basados en la definición de Factor de Profundi-
dad dada por EvJen<1938)r Roy» A»f and Apparao»
A»(1971) definen Profundidad de Investigación como
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la profundidad aue tiene mayor contribución a la se-
ñal total medida en superficie» Pero a diferencie de
EvJenC1938> no utilizan el método de las imágenes
sino ctue usan la eauivalencis entre caráas estáticas
y campos estacionariosr para calcular la contribu-
ción de una capa en particular al potencial total
medido en superficie» Del arábico de contribuciones
individuales de las capas contra las profundidades
respectivas resulta una curva otue le llaman Profun-
didad Característica de investigación para el arre-
glo electrodico utilizado* La profundidad en la cual
esta curva alcanza el maxinor es de acuerdo a su de-
finición la Profundidad de InvestigacioTí* En el uso
del concepto de equivalencia electrostática usan un
factor de proporcionalidad l/2^para el calculo de
los momentos dipolares para cada elemento de volumen
del medio* sin dar una Justificación matemática* Sin
embargo esa Justificacioii fue dada posteriormente
por Koefoedf 0*<1972> y RO*T A*<1978)* Consideran el
caso homogéneo y modelos de dos capas* Por ejemplo*
en el caso homogéneo encuentran «ue la Profundidad
de Investigación para un arreglo Wenner es 0* HLr
donde L, es la separación de electrodos de corriente
a» para el caso Schlumber&er es Ü*125L* L tiene el
mismo significado «ue en el caso anterior*

A.<i972)* Apparao* A»> y Gar.gadhara Rao»
T*(1974)f Bhattacharya» B*B* t and IntíraJit
Dutta(1982) utilizan el mismo método ctue Roy? A» and
Apparaor A*<1971) para encontrar la Profundidad de
Znvestigacio'h en diferentes tipos de arréalos elec~™
trodicos en un semí-espacio homogéneo* Roy? A*<1974>
hace un estudio de las contribuciones individuales a
la resistividad aparente en modelos de dos y tres
capas f basándose en el método de Roy y
ApparaoC1971)• En el caso de dos capas* considera
unitario el espesor de la primera capa* Y en el caso
de tres capas considera unitarios los espesores de
la primera y segunda capa y las resistividades P-p ~f

Para el caso de 2 capas encuentra ctue la con-
tribución de la primera capa a al resistividad apa-
rente en un arreglo Wenner es*



donde

kí Coeficiente de reflexión

Y la contribución de la seSunda capa esí

~2/3<k+l>A

donde

Y la resistividad aparente totalí

Para el caso Schlumberíáer y modelos de 2 capasr
cuando la separación AB de electrodos de corriente
es L x MN es la separación de electrodos de poten-
cial* donde AH-0.45LF MN-O*lt» NB-0»45L» Obtiener
aue las contribuciones de la primera u secunda capa
son*

A ) =1-1-2.47S<k-i)B
n is

=2*475<k+l>B 10

donde
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Para encontrar las contribuciones individuales
de cada capa a la resistividad aparente en modelos
de tres capas* primero calcula las profundidades ca-
racterísticas de investigación* utilizando las ecua-
ciones vara el calculo de potenciales dadas por Van
Nostrand and CookC1966) o por Bhattacharya and

Siempre basados en el método de Roy y
ApparaoC1971>» Bhattacharya* B*B.» y Sen?
M«K*CL931) se dedican a estudiar la profundidad de
investigación en medios homogéneos anisotropos elec
tricanenter utilizando arréalos electrodicos coline-
ales*

Onoderar S*<1983) hace un estudio de la Profun-
didad Aseauible en sondeos eléctricos» considerando
modelos de tres capas del tipo K<curva de resistivi-
dad aparente concava hacia arriba) y H<curva de re-
sistividad aparente concava hacia abaJo)* Mantenien-
do constante el espesor h de la secunda capar varía
el espesor de la primera capa hasta «ue la curva de
resistividad aparente de tres capas se aproxime a la
curva de resistividad de dos capas* Esto lo hace pa-
ra diferentes coeficientes de reflexioh(k/y fc¿> x
separaciones electrónicas*

Lueáo trafica h, en función de la razón k//ki*
Este diaáratns alcanza un máximo en k, /k¿~~i w decre-
ce para valores de k,/k^ tendiendo a ~a>\t -0. en con-
clusionr obtiene «ue la reáitfn por defosJo de la cur-
va fia la profundidad B»S>;Í»S a la cual puede identi-
ficar la segunda capa en modelos de tres capas de
los tipos aa mencionados* y la parte por encima de
la curva indica las profundidades a las cuales el
modelo se comporta cono uno de dos capas*



CAPITULO I

FUNDAHENTQS

En este capitulo se tiene como objetivo.esta-
blecer los fundamentos aue permitirán desarrollar el
tema Profundidad de Investigación QU© se analizará'
en el capítulo II, para estor primero se establecen
las ecuaciones de Distribución de Potencial tanto en
superficie como a profundidad y la relación entre
las funciones características en forma recurrencial*
utilizando para ello una función generadora? luego
se hace un estudio de la funcióV» Kernel y se da una
interpretación de esta r haciendo uso de ls analogía
matemática entre el caso eléctrico y el caso de re-
flexión sísftic* en modelos de capas horizontales?
homogéneas e isótropas* Finalmente* se establece un
jnétodo de integración de las ecuaciones de Distribu-
ción de Potencial a cualauier profundidad y se dan
algunos ejemplos*

1*1 Ecuaciones de Distribución de Potencial

Las ecuaciones de distribucio'n de potencial
cuando se inyecta una corriente continua en la su-
perficie de un modelo de N capas horizontales» homo™
ge'neas e isótropas fiá + j.lr através de un electrodo A

M.
T
*. e
í
r*

. . £
I

Fig. 1.1 Modelo de capas
horizontales.



han sido deducidas por Stefanesco y
Schlumber£ier<1930>» resolviendo las ecuacionesA^O *

v V-I £ (rizf 9 )• En la solución de la Ec*v\í=IÍ <r ,z»s>>
aue es I3 ecuación de Paisson se cumple en el caso
de existencia de fuentes» como es el caso de la Pri-
mera capa? donde la solución consta de una solución
homogénea « una particular* Y en ausencia de fuen-
tes» se cumple la Ee* cié LaplsceV^O» como es el ca-
so del resto de capas del modelo*

Considerando la isotropía de las capas» se tie-
ne una simetría cilindrica» lo cual conduce a resol-
ver las ecuaciones en un sistema coordenado del mis-
mo tipo* Donde por simetría se tiene Que el poten-
cial es independiente del ángulo. En vista «ue
V ( 0 > puede ser escrito como:

Pero no existe variscion de V<rrZr&) con res-
pecto 3 Sf debido 3 l«j simetría. Utilizando separa-
ción de variables se tiene:

donde:

* son los valores característicos de la solución
donde 0<A<¿c

y BCO tienen valores arbitrarios al menos
©ue se h3áa consideración de condiciones de fronte-
ra*

=Jn (Ar)
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donde J# i * r> é;̂  ié función Besel de primera
clase de orden cero.

POP lo tanto» la Ec» de l_aplace ctue se cumple
en cualauiera de las capas ctué carecen de fuente de
corrientef tiene dos solucionéis:

i. • i

De donde cada una de estas ecuaciones represnta
un ^ infinito de soluciones* Sin^mbarsíor una eombina-
cio'n lineal de cualauier numero de soluciones de es-
te tipo es también una solución* Se tiene oue la ex-
presión ñas áeneral de tal combinación lineal de so-
luciones es*

1.2
En esta ecuación la integración con respecto a

Xj es el hecho ctue puede tomar cualquier valor mayor
Que cero» ü oue la suma de un ruímero infinito de so-
luciones es también una solución de la ecuación de

De lo anterior se tiene oue la distribución de
potencial dentro de la primera capa esta dado por*

donde» el sub - índice i se refiere a Is.
ra capa» y el supra-írsdice N al número total de ca-
pas del nádelo»

La distribución de potencial en el resto de ca-
pas esí
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1.4
donder

el sub-índicej se refiere al nüíaero cíe capa don-
de se'1 calcula el potencialr a el supra-índice N al
numero total de capas del óratelo'*

z.=z-
4

T. -0.

NÍ numero total de capas

z: profundidad total

La relatriofí entre las dos funciones caracterís-
ticas A(% > w B<A) w las ecuaciones de distribución
de potencial se realiza wediante la aplicacitín de
feas siguientes condiciones de frontera;

.a>La resistencia del aire al fluJo de corriente
es ••infinita»"' ......

• •' ' • • • 1 . 5

i. b> La componente vertical de ls densidad de co-
en la interface entre dos capas adyacentes

ser continua:

*¿1t

donde

f. £
1.6

-&

f¿ • resistividad de; la ¿H îwa capa.

t : espesor de la J-s?ff# cáp^* c) En las inter-
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faces entre capas adyacentesr el potencial es conti
nuo»

Vw| = V." 1.7

d) £1 potencial a una profundidad infinita es
ceror

c 1.8

1*2 Obtención de Funciones Características

Hedíante la aplicación de las condiciones de
forntera anteriores? Lima» £*<1979) obtiene una for-
ma recurrencial entre las funciones características
A( A ) y BCA) por medio de una función Generadora L
). De donde la ecuación de distribuciori de potencial
en la primera capa» QuedaI

donde

k i coeficiente de reflexión

1.9

- fl*' Í_L 1.10

Donde la función Generadora L
forma recurrencial•

tiene la

i 1.11
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L <>.>=0* 1.12

Lueáo define una función Kernel como?

0 bien» expresada en función de la generadora
LÍA)

k"(>>- ^ í i 1.14

Por lo ctue el potencial en superficie z(=0* en
teVainos de la función Kernel es*

i* • _ P. r r i f8" N •)

Finalmenter las funciones características en
teVainos de la función Kernel w la generadora L" <•*)
son*

a) Para la primera capa!

B?O> 1.16

<<*>= -—- K, <» 1.17

donde K, <>> esta dado por 1*14

b> Para la seáunda capa*

)<e+K <A >(?+?>) I 13

I J 9
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c> Para capas intermedias

B í \

1.21

d> Para la ultima capa

BÍ (> ) «flf 1< >) + 1.23

1.24

En la sección I»4 se proporciona un algoritmo
j»ara efectuar la integración nuaeVica de las ecua-
ciones I.3FIO4 y I.lÜt

En vista oue las ecuaciones I*18F 1*19 y 1*22
tienen el teVaino ext< » donde el valorAt¿ crece
rápido» para poder efectuar la integración
es necesario expresar las ecuaciones reeurrenciales
antes mencionadas en una forma oue permita a la com-
putadora realizar los cálculos*

Esto se loara mediante la transformación de la
funcidn generadora L(A>» tal como sigue*

de donde

C
i

1.25

A la función M^<A) se le dará' el nombre de fun-
ción generadora modificada» Su forma recurrertcial se
obtiene sustituyendo la Ec« 1.24 en la Ec» l*ili
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P3.P3

J-lr2r3f* * . fN - l

De Xas ecuaciones 1*12 y X»25r se tiene ctueS

M"<>>«0 1.28

Para encontrar la expresión de la función
Kernel en. términos de 1» función Generadora ftodifi-
cada» basta sustituir la Ec* 1*24 en 1*145

KM ~ . 1.29

Las expresiones para las funciones caracterís
tica*» en términos de la Generadora modificao'a M ÍX)
Se encuentran de la siguiente forma* ?

a> Para primera

A^A)^^^-) 1.16

" ( A ) — Ü5»-K;<^> 1.17

donde K,(í> esta dado por la Ec* 1*28

b) Para las expresiones de A^O) a B£<A> de la
secunda capa» es necesario sustituir 1*25 a 1*29 en
la ecuación 1.18 ;

f,
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1 i ^ . .

1.30

Extrayendo 8 como factor en 1.28* oueda*

i f M"OO e * z"" '"r

1.31

Y de la £c* I*l?r se obtiene*

1.32

c) Para las funciones características A<A) a
) de capas intermedias r primero se sustituye la Ec»
1*21 en la Ec« 1*20? de donde;

i + LJ

•fl<

Ahora? sustituyendo la Ec*X*25 en I.33r se tie*
neí

R^ (l > — "á-í.5- ...-..-I. f n N
 f A >

de donde
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1.34

_ _ 1.35

donde

»*

Para 13 ultÍA3 capa» se tiene» aue utilizando
la Ec+ 1*35 en la £c« I.23r ouedaí

M A>-i «-1

B

A NC»=O 1.37

Como puede notarser expresadas de esta manera
las funciones características no contienen el
término e>Á** lo cual permite s la computadora el cal-
culo de estas funciones»

Por otr3 parte? si se define una función TÍ3-)
(de /A ecv P.dOr> I *f) convo;

T^í^-A'^^/H B¡N<^)e">*j 1.38

y se sustituye la Ec» I«2i en la Ec. 1*38» ob-
tiene*

donde B- (>> esta dado por la Ec* I.3ÓT pero

L- • (̂  / ~n - (^) ¿

entonces*
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T^^lH^JOe'^VW^) 1.40

J=2í3r4f** *»N 1.41

La Ec* 1*40 se cumple para cualouier capa ex-
ceptuando la primera*

T( X ) para la primera capar se obtiene sustitu-
yendo la Ee* 1*16 en 1*38:

<(/) = < e?1+e"?')A^í>) i.42

En superficie zt=üf la Ec* 1*42 esí

T^<A>=2A^(>> 1.43

donde A"<*) esta dado par la Ec* I«17*

Debido oue en las secciones 1*4*1 y 1*4*2 se
utilizaran las derivadas de T(

H<>) y Tj1 <>•)» es conve-
niente encontrar estas expresiones*



Be ahora en adelante a la función T(X>» defini-
da por la ecuación 1*38 se le llamara' Transformada
de Resistividad*

Utilizando la función T <*>r las ecuaciones de
distribucio'n de potencial 1.3 y 1*4 se convierten
en*

a) Distribución de potencial en la primera cs~
PS;

1.44

b> Distribución de potencial en el resto de ca-
pas*

V^írtz. )« T4
N(A)JoUr)d; 1.45

Las ecuaciones de distribución de potencial ex-
presadas en términos de la transformada de resisti-
vidad T O>* definida por las ecuaciones 1*40 y 1*42
seáún sea el caso» facilitan el calculo numérico del
potencial a cualauier profundidad como en superfi-
cie*

Para la obtención del potencial en superficie
la Ec* 1*44» tiene la misma forma oue la Ee* I.15> o
sea aue solamente se utiliza la función Kernel ex-
presada en términos de la función veneradora modifi-
cada M <*)* la cual esta determinada por los coefi-
cientes de reflexión y los espesores de las capas»

En vista aue en prospección ele'ctricsícorriente
continua)? la señal aue se obtiene en superficie es
una diferencia de potencialt la cual multiplicada
por un cierto factor geométrico aue involucra la co-
rriente y las separaciones electrodicas* ú¡& la re
sistividad aparente? se hace necesario estudiar con
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detenimiento " la generación recurrencial de la fun-
ción kernel del modelo aue se estudiar como también
la formación de sus curvas correspondientes* Esto
ayudara' al entendimiento físico de las contribucio-
nes individuales de cad& interface al potencial to-
tal medido en superficie*

1*3 Estudio de la Función Kernel

1*3*1 Analogías Matemáticas del Valor Caracte-
rístico^. Función Generadora LiX> a Función Kernel

A fin de facilitar el calculo nume'rico del po-
tencial t se expresó la función Kernel en términos de
la función generadora modificada M(X>, Sinetnbargor
para el estudio del comportamiento de esta función*
conviene analizarla en términos de la función Gene-
radora L<^>? recordando la Ec* I•3.4? se tiene*

1.14

donde !_*<>•>* tiene la forma General *

ó
1.11

J— 1 f^p^Sp • « « f N""l

el casa de J-Nr se tiene*

donde
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¿: Cpeficiente de reflexión de la j-ésima
interfáse, definido como:

t í espesor de la J-siaa capa

fj # resistividad de la J-sima capa»

Como puede observarse la función Kernel en el
dominio de los valores característicos lambda depen-
de de los coeficientes de reflexio'n de todas las in-
terfaces* así tambie'n de las profundidades s ctue se
encuentran estas» Sine«ibar£Sa* ^BT& poder interpretar
la información aue proporciona la función. Kernel de
la conformación del modelo* primero se hará una ana-
logía del caso en estudio con el caso de reflexión
Sísmica en modelos de capas horizontalesr homogéneas
e isótropas* cuando un tren de pulsos del tipo
Vibroseis(R) incide verticalmente en las interfacesr
este es uno de Xas métodos utilizados en la áene-ra-,
cio'n de sismogramas sintéticos* A continuación se
describen las ecuaciones resultantes desarrolladas
por Watersf K»H»<1978) para la áehérasicín de dichos
sismogramas»

En un modelo de ti capas* con las siguientes ca-
racterísticas»

l*-fj densidad de la ro-sima capa»

2»- Í-ÍM» espesor de la m-sima capa»

3»-CMt velocidad compleja en la m-sima capa

4*~%» cons tan te cíe a tenuación de la m-sima

'*"""'vS 1.47 -
donder w es IB frecuencia angular de la onda

incidente .
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5»~ Z^ i impedancia acu'stica compleja de la
m-sima

Z»~ ^ fm 1.48

J coeficiente de reflexio'n de la m-sima6 • ~*
interface

1.49

7*- R w : razón de amplitudes de las ondas via-
jando hacia arriba a las ondas viajando hacia abajo
en la m-sima interface*

Donde las amplitudes A^de las ondas viajando
hacia arriba y las amplitudes A,lde las ondas viaJan-
do hacia abaJo en la m-siifta interface pueden calcu-
larse a part i r del siguiente árafico»

Fig 1.2 Trayectorias posibles de rayos
en un modelo de capas horizontales.

Si las amplitudes A^en un punto J de la Ínter-
face Hr se denomina por 1/a A por D r entonces»

+ ti + r > U
M4l
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1.52

1.53

Donde

1 + Tfj í coeficiente de transmisión hacia arri-
ba*

De donde se obtiene la siguiente forma recursi
vaí

donde

Has—^- % + ___-7L t I 55

Para la ultima capa R W = O Í debido taue en el se-
miespacio infinito no hay reflexiones* Comparando la
función generadora Lj*(>) (Ec* I«il> del caso eléc-
trico con R^del caso de reflexión sísmica? se obser-
va Gtue existe una similitud matemática entre estas
dos expresiones* resta entonces? establecer una ana-
logía de los términos b y w? con el espesor t de la
J-sima capa y los valores característicos A.

En el caso sísmico se tiene oue la constante de
atenuación o^xz-----1-r es mayor para frecuencias aran-
des* Por lo tanto? se puede establecer una corres-
pondencia entre frecuencia w y profundidad de pene-
tración de la onda? es decir para frecuencias sfrsn-
des poca penetración y para frecuencias pec*uen"as ma-
yor penetracio'n* Este mismo efecto se observa en los
métodos electromagnéticos(efecto de película)•

En la sección 1*3*2 se mostrara a trave's del
estudio de la formación de las curvas de la función
Kernel? «ue los valores característicos iX> grandes
proporcionan información de las capas superficiales?
en cambioy los valores característicos (¿> peouenos
proporcionan información de las propiedades de capas
Que se encuentran a mayor profundidad* Por lo tanto?
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se puede establecer la analogía física entre los va-
lores característicos(método corriente continua) con
la frecuencia w de los métodos* sísmicos y electro-
magnéticos* Y el factor b del argumento del exponen-
cial de la Ec* I#54 sería equivalente al espesor t-
utilizado en la Ec* 1*11*

Szaraniecr E* (1976) establece las analogías
entre los parámetros de la función KerneKme'todo de
corriente continua) y la impedancia de entrada del
«e'todo taaSnetotelurico* de la siguiente manera*

/fKB<- •* 2,

,/ÍT

_-————.—.J>

i ^ . _ _ _ _ i - J 1 1 , 1 1 ^ - - , / - *

x _̂—™ ^ x i / n

donde

« resistividad eléctrica de la J-sima capa

K^í función Kernel(método eléctrico)

Z^X impedancia de entradaímaánetotel^rico)
h- í espesor de la J~si»a capa
0
¡ valor característico(me"toda ele'ctrico)

c3P3Ínia3neto telúrico)
numero de onda en la J~sima
úrico)

Pero el numero de onda en términos de la
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frecuencia w es*

_û

C • velocidad en la J-sima

Por lo tanto?

y > j. ÜL f?

1*3*2 Formación de Curvas de la Función Kernel

Todo modelo de H capas se puede construir de la
forma siguiente! superponiendo en un modelo homogé-
neo una sestunda capas» la cual producirá' una pertur-
bación en el potencial primario leído en superficie?
cuando es inyectada una corriente I* Asir sucesiva-
mente se pueden ir a&reáando capas hasta formar el
modelo aatematico deseado*

Lo anterior ayudara' a entender los resultados
obtenidos por Koefoedf 0* <1968>5 Lima» E.» y ünode-

S.<1980>*

a) Lx«i K™ÍX> a 0 1.56

b) Li. K,N(« = --J-/'- 1.57
+ ^ r

c) En áeneralJ todo modelo de N capas? cuando
se incrementa el valor de lambds» 1» función Kernel
Kj"<A> de N capas se aproxima a la funeio'n Kernel K^'<>.)

de las H-l capas superiores del modelo* Lúe2o la
funeio'n K̂'fc >) se aproxima a K^*^> y así sucesivamen-
te hasta lleáar a K^= 0 caue corresponde al caso ho-
BiosjeVieo* Por ejemplo? en un modelo de tres capas* K,
< A) se encuentra aplicando las ecuaciones 1*11 y I Ĵf
de la siguiente manera»

L

í - L
donde
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, L*

. 3 >
L u>=k, e

i- *

Haciendo las operaciones reQueridas* se obtie
ne*

4 L K ^ e J é
Debido 3 la formación recursiva de 1* función

Generadora LO)» se tiene taue para valores crecien-
tes d€?Ar se debe iniciar por analizar los valores de

A medida oue A va creciendo? se tiene «ue L.
) ^ o e n tal caso LtO)--> ke ^ Que es precisamen
te el valor de L*

Para mostrar lo anterior se expondrán y se ana-
lizaran las curvas de ls función Kernel para el caso
de tres capas? posteriorinenteí en el caso de cuatro
capas se estudiara' esta función cuando se varia el
espesor de una de las capas intermedias(*>• En este
ultimo caso la función Kernel se analizara' en el do-
minio "z'<z=¿w> (**> •

#*~L.as curvas Que se exponen fueron tomadas de
Linar E. y Onodersr S.(19SO)* con permiso de uno de
los autores*

«- En el dominio '2"(z=£ > se tiene*

Lim z-1

Lim z~0
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So

o ) - distribución de
resistividades

K3(\)

?3

) - forma de la curva Kernel

c *" forma de la curva de
„. ^, resistividades

Modelo de 3 capas

distribución de
resistividades

K?(\)

- forma de la curva
Kernel

c' ~

i£. I. y

forma de la curva de
resistividades

i -tire &

Modelo de 3 capas
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U

a) ~ 4istribución de
resistividades

a)- distribución de
resistividades

í> í - forma de la curva
Kernel

bJ~ forma de la curva
Kernel

- j_ forma de la curva de
resistividades

5" ,
C o r V f t S TtPO XZ7 PATA

Modelo de 3 capas

c J~ forma de la curva de
„ . resistividades
C
Modelo de 3 capas
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Í 3

o)- distribución de
resistividades

*>>- forma de la curva
Kernel

c J forma de la curva de
t,. T - resistividades

Modelo de 5 capas

a)- -distribució*n de
resistividades

b) - forma de la curva
Kernel

c) - forma de la curva de
resistividades

Fi* 1./ ,

Modelo de 5 capas
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o)- distribucitín de
resistividades

forma de la curva de
Kernel

c ) " forma de la curva de
resistividades

Cvrrns -tu*!? Mí P*rA

Modelo de 3 capas

53

a) - distribución de
resistividades

-2TT
b) - forma de la curva de

Kernel

c) - forma de la curva de
resistividades

de 3 capas
. 1.10
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a)- modelo original

FALLA DE OBIGS

•05

b)- formas de las curvas Kernel

F\g, x¡¡ formación de curvas Kernel para modelo de 4
capas.
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En cada una de las curvas de la función Kernel
K, <> ) para un determinado modelo de tres capasr se
observa oue existe un intervalo de valores de^en el
cual el Kernel K (CO de tres capas tiene valores muy
diferentes del Kernel K(

2Q) de dos capas» Esta dife-
rencia se acentúa «a's aú"n cuando,} 9 0 ? lo cual es
un indicativo ctue son los valores tenores de laabdas
los ocie proporcionan «aaor información de la tercera
capa*

A continuación se expone el comportamiento de
la función Kernel para modelos de tres capasr al va-
riar el espesor de la seáunda capardespués se estu-
dia la función Kernel para un modelo de cuatro ca~
pasr variando el espesor de la tercera capa» £1 aná-
lisis se hars en el dominio "z'íz'CÍ t por lo aue
debe tenerse en cuenta lo siguiente*

Li» z = 1 i 59

Lim z = 0 lm60
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0 79,

i

N

Ojoso

O
rH

025

/ / / /
7/
Y

Función Kernel de 3 capas
R(i 00 ; 4.00; 800)
t í 1 0 0 ; D ilNflMlTE)

KF( 1)- 350

m
m
\s
s
mH

1.00
2 50
4,00
7 00
1000
1700
50 00

036 144 IfiO 216 252

Ti 3 r/jValores de la FunciónKerneix694>
• * " ' k*r»ef

1.00

100
300
600
SXX)

13 00
20 OO
50O0

m IOOOO

Función Kémel de
Rít 0 0 ; 3.00; 2.00 >
TU 00 ; D ¡INFINITE)

i ** Valores de la Función Kernel ÍXZ27SI
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0 75 •

N

O

OSO-

023-

OOOj

\ ^ i W/JOr1//Jri //Jr
/r//i ////

• 1/
a Función Kemel de 3 capas

/ Rí t 00 ¡ 6.00 ; i.00 )
/ Til 00 ; D ¡«FIN.TIÍ
/ KF(t)-000

i i i 1 t 1 i

CD
W
®

m
ts
m
m
o
w
m
Q

m
®

i

1 00
2 0 0
3 0 0
4 0 0
5 0 0
6 0 0
7 0 0
8 0 0

10 00
1300
1600
!900
2300
3O00
5000

100 00

i

0OO 130 IS6

,IJSvalores de la Función

208 2G0

1 W

0 7 5

*•*

O 50

rH

¡g o.«

»
ooo

\
•

K\ \ \ \ ) )//J^
\ \ \ \}/Jr\ \ i/Jr\ \ Mr

/s\ sr/ií//
/
ff Función Kernel de 3 capas

/ R( 1.00: 7 0 0 ; OIU J
/ T(l 00 ; D ;WFiMrre)
/ KF(l)-<>45

i t

o
a
[9

m
mIE
H

m
CD
&
fS
0
Í3

,

•

roo
2 0 0
3 0 0
4 0 0
5 0 0
6 0 0
TOO
8 0 0

1000
1200
14 00
1900
2300
3000
5000

10000

0.0 077 155 2 32 310

Valores de la Función Kemélx634)
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075

t i
^t

CD
"^050

O

®

B
tg
si
ra

- El
®

100
3O0
500
700
9 00

t2O0
15O0
1900
26 OO
50 OO

Función Kernel de 3 capas
R( I 00 ;0.60; 0.20
T Í I 00 ¡ O ; WFIMITE

KF<|)--0 40

-040 - 0 0 000

f,9 a Valores de la Función KerneLusoo»

M

Función Kernel de 3 capas
RU.,00 ;O50 ;" Q9ü í.
T( I 00 ; O ¡iNfiwre)

-020 OJOO

¡jf Valores de la Función Kernel
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Función Kernel de
Rt 1.00 ; 0 . 6 0 ; t.00 J
Tí 100 ; D ;INFIMTC)

-OJO 0.00

/v9.t./f Valores de l a Función Kernel ' X8333)

100

Función Kernel de
R JOO ; 0 . 2 0 ; 3.00 i
TÍ I 00 ; D ;iNFiMTt)

KF(D> 100

0.00-030 -0.40 -030 -O20 -O O 000 010 O2O 030 040 050 QGO Q70 O80 Ü90 iOO

Valores de la Función Kernel*)»«!>
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Como puede observarse» si ir incrementando el
espesor de la tercera capa el máximo u/o el mínimo
del Kernel K/Ca) se va corriendo hacia los valores
mas peoueños de ~X r con lo cual «ueda completamente
demostrado o«e los valores pectuenos desproporcionan
información de las capas aue se encuentran a ma-
«or profundidad? en cambio la información aue pro-
porcionan los valores grandes de;corresponde a las
características de las capas ma's superficiales»

Teniendo en cuenta lo anterior puede notarse la
analoáfa del valor característico^con la frecuencia
w de los métodos sísmicos « electromagnéticos*

Habiéndose encontrado una interpretación de los
valores característicos Xr corresponde ahora» inter-
pretar a la función Kernelr Pero para ello debe ini-
ciarse por dar una interpretación de la función 1_<J
). Recordando la similitud matemática aue existe en-
tre la función L<¿> « la Ee» 1*50 correspondiente a
la razón R de las amplitudes de las ondas aue viajan
hacia arriba a las amplitudes de las ondas Que via-
jan hacia abaJo en la m-sima interfacer donde estas
amplitudes esta'ri determinadas por las ecuaciones I.&i

7.53LU 1*53*

Debido aue las amplitudes están relacionadas
con la energía* R se puede interpretar como la razan
de energía reflejada a la incidente en una ínterface
d3cJa*f esta razón se conoce como reflectancia de la
interface. De igual manera en el caso de prospeccidh
electrica(corriente continua) L¿(A> se puede inter-
pretar como la reflectancia de la energía o de la
densidad de corriente en la J-sima interface* Es de-
cir* aue el valor de Lj <¿> es representativo de la
cantidad de densidad de corriente aue sale hacia
arriba de la J-sima interface*

* Si se hace la salvedad siguiente* se toma co-
mo energía reflejada hacia arribar las sumas parcia-
les de la reflexión en la parte superior en la in-
terface de la onda ctue viaJa hacia abaJo mas la par-
te transmitida de la onda incidente en la parte in-
ferior de la interface producto (Se a launa reflexión
en interfaces inferiores»
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En vista ctue solo en la superficie superior de
la primera capa existen fuentes a sumideros y en el
resto de capas no y tratándose de un caso estaciona-
rio* se tiene »ue la absorvancia de densidad de co-
rriente es cero* entoncesr se tendrá' oue la transmi-
tancia en cualauier interface es la unidad menos la
reflectancia* Llamando a la transncitancia por t(A)
se tiene*

t¿ <»=1 - L^ÍX) 1.61

dondeí

t <>>• transtnitancia de la J-sima interfsce

En téVminos de la reflectancia HX> y la trans-
mitancia t(^)r la función Kernel ctuedaí

K f ̂  \ — —.—.-____--.__.___ E n7

Expresada de esta manera la función Kernel pue-
de interpretarse como la opacidad «1 paso de la den-
sidad de corriente de todo el conjunto de disconti-
nuidades relacionadas entre si através de la función
Generadora*

para ejemplificar esto7 se analizará a conti-
nuacio'n el caso de dos capas!
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El coeficiente de reflexión k para la interfaee
entre la primera y segunda caps es!

k,- 1.63
+ P,

considerando casos limites para k, ? se tiene*

fiL_i»k(=l

Lim k,~ -1

1.64

^ 1.65
La ecuación I#64 corresponde al caso cuando la

primera capa es muy conductora y la Ec* 1*65 es
cuando la secunda capa es muy conductora*

De las 3ráticas 3r br c y d de la Fi3*I*19 se
infiere aue el vector densidad de corriente al cru-
zar una interface se refracta en la forma mostrada
en las traficas e y f de la misma fisura. Es decir*
cuando en una interface incide el vector densidad de
corriente J con un ansíulo^y el coeficiente de refle-
xión es positivo* el enrulo de refracción^<A<1T/2 con
respecto a la vertical» teniendo» aue si el coefi-
ciente es cercano a 0 el a'n&ulo de refracción se
aproxima a <x.t pero si el coeficiente k es próximo a
ir el anáulo de refracción tiende aTT/2* Ahora bien*
si el coeficiente de reflexión es nesfativor el anáu-
lo de refracción es 0</30(cort respecto a la verti-
cal) en este caso se tendrá Que si el coeficiente k
es próximo a -Ir el ángulo de refracción tiende a 0
y si el coeficiente k es cercano a O*el snslulo de
refracción sé aproxima a«u

La función generadora para ambos casos
esto esr para k,>0 y k ,<0r es la misroar

1.66

y la función Kernel esí

k, a
-iXtt

1.67
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Las sfraficas correspondientes a estas funciones

presentan en las siguientes figuras»

h) Gra'fico de la fun-
ción Kernel K (*)> La parte
superior corresponde al caso
cuando k>0 y la inferior -
cuando k<0.

a) Gráfico de la fun-
ción generadora L[X) o re --
flectáncia. La parte superior
corresponde al caso cuando
bO y la inferior cuando k<0

Observando el comportamiento de la función Se-
rradora L(A) a teniendo en cuenta la interpretación
le se le ha dado a esta función cono reflectancia*
lemas habiendo demostrado QUE las lanbdas peauenas
in las aue proporcionan información de las capas
•e se encuentran a mayor profundidad? se tiene en-
mcesf aue los valores peauenos de lanbdas son los
te tienen mayor capacidad de reflexión en las in-
»rfaces correspondientes a capas mas profundas* Es™
> significa aue mediante las curvas de la función
tneradorar se puede saber aue tan reflectora se
•aporta una determinada interface.

Sinembaráor la función Kernel es Quien prapor-
.ona mas información» puesto aue es indicadora de
t opacidad a la densidad de corriente J de las di-
trentes interfaces» Es decir» la función Kernel
jestra aue tan transparentes son las interfaces al
>so de los vectores densidad de corriente* Tal como
? nuestra en la Fia* I*2¿a, la funcio'n Kernel en el
3so de dos capas puede ser positiva o bien neáati-
it dependiendo si el coeficiente de reflexión es



positivo o negativo* Esto se interpreta de la si-
guiente manera! si el Kernel es positivo significa
Que la contribución individual de la Ínterface entre
la primera y segunda cava al potencial total en su-
perficie sera positiva e indica oue tan reflectora
es la ínterface» o sea QUG la perturbación al poten-
cial debido al caso homose'neo» ocasionado por esta
interface sera' una anomalía positiva* Por lo tanto
el potencial total VTsera" el potencial debido a un
medio homogéneo VHcuando se le ha infectado una co-
rriente Xf «as el potencial perturbador V^•

VT= VH+ V^ 1.68

Ahora bien» si el Kernel es negativo» sucede lo
contrario del caso anterior* entonces? la perturba-
cio'n al potencial debido al caso homogéneoT ocasio-
nado por la interface ya mencionada se tomara cono
una anomalía negativa e indica ctue tan transmisora
es la capa* Por lo aue el potencial VT sera'i

Vr= VB -.\ 1.69

Para modelos de tres o mas capas* existen casos
donde la función Kernel cruza el eJe horizontal * por
lo tanto los intervalos AAÍ donde el Kernel es posi-
tivo r corresponderán zonas donde existen interfaces
ctue producirán anomalías positivas y los intervalosÁX¿
donde el Kernel es negativo corresponderán interfa-
ces productoras de anomalías negativas* Se puede de-
cir entoncesr aue el potencial total VTen superficie
es iáual al potencial debido a un medio homogéneo
mas la suma algebraica de los potenciales perturba-
dores v¿ o anomalías correspondientes a cada una de
las interfsces*

Por lo tanto»

V_ =VH + ¿ V- 1.70

donde

NI número de capas

El sub-indice de la suma se inicia en 2r para



indicar el potencial perturbador de la interface de
13 superficie superior de la secunda capa» « asi
evitar confusiones? pues el V, corresponde a V"H•

La Ec* 1*70 sera de aran utilidad para el ca'l-
culo de la Profundidad de Investigación en los Son-
deos Ele'ctricos Verticales* teas aue sera' analizado
en el capítulo II del presente trabajo.

Para analizar las reflexiones del vector densi-
dad de corriente en una interfacer se propone el ca-
so »as sencillo «ue es el de dos capas w una sola
fuente aúnf cuando sucede lo mismo en cualouier in-
terfsce de un modelo de N capas*

Para facilitar la comprensión de este análisis»
primero debe observarse el compartamiento de la cur-
va de potencial» medido en superficiet tanto para el
caso hattoáeneo como para el caso de dos capas<Fi3*

fc*

Fig. 1.23 La línea continua repre-
senta el potencial debido al caso
homogéneo y la línea punteada al
potencial debido a dos capas.

Be acuerdo a lo expresado en la £c* I#70» se
tiene eue el potencial perturbador debido 3 la in-
terface entre la primera y segunda caps corresponde
a una anomalía positiva»
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V, < Xif

Donde la parte integral representa el potencial
perturbador*

Conviene ahora? observar el comportamiento de
la función Kernel u las funciones Besel para dife-
rentes separaciones electrodicasi

F«9. r.2 V
Cono puede verse en ls trafica l*24br para va-

lores peouenos de r» se tendrá oue los valores de ls
parte inteár3lftZson mua peouenos w lo mismo sucede
para el caso de r grandes»

Como resultado final se tiene» aue para valores
peaueríos de r» el potencial de dos capas tiende al
valor del potencial del caso homoáerteo» y para valo-
res grandes de r, Se nuevor se tiene etue la curva del
potencial debido a dos capas es asintotica a la del
caso homoáeneo»
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Ahora bien^ en la interface entre Id priaera y

seáunda CSFQ se tiene Que el anáulo de incidencia de
los vectores densidad de corriente de las coordena-
das del punto donde se analice* Existiendo un punto
donde el anáulo de incidencia es crítico a en el
cual no se Producirá' refracción alguna* Para ansiulos
de incidencia mayores oue el critico se tiene etue
solamente existen reflexiones. Lo anterior se nues-
tra en la Fis» 1.25

a) Reflexiones en la in~
terface entre la la.
y 2a. capa, cuando k>0

b) Reflexiones en la in-
interface entre la la
y 2a. capa, cuando

Fig.

En superficie existe un punto P ele incidencia
de la primer3 reflexión del vector densidad de co-
rriente J* Se tendrá' entonces oue el potencial medi-
do en cualGtuier punto entre ft a Pr este corresponde-
rá' al potencial del medio hoaoáeheo únicamente* o
sea» oue no se tiene ninguna perturbación de la in-
terface uno( de ahora en adelante se le llagara' in-
terface uno a aouella entre la primera w secunda ca-
pas) A partir del punto P hacia la derecha se tienen
los potenciales perturbados*

Por lo tantop existe una separación electrodica
minina capaz de detectar la presencia de la seáunda
capa* En el capitulo II se hará' un estudio mas pro-
fundo sobre este tema*
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Para el caso cuando se tiene una fuente y un
sumidero» el análisis y los resultados son simila-
res»

Hasta actuí se ha analizado el comportamiento de
las funciones veneradoras y el Kernelr asi mismo la
informacio'n oue proporcionan de las características
del modelo» Pero se ha visto Que existen separacio-
nes electrónicas críticast a partir de las cuales
los potenciales medidos en superficie comienzan a
ser perturbados por la presencia de los cuerpos ex-
traños al modelo homoáéWo» Por otra parte? se tiene
oue esas distancias críticas dependen de las refle-
xiones ctue se produzcan en las interfaces»

En las ecuaciones de distribución de potencialr
en la parte integral solo intervienen dos funciones»
la transformada de resistividad etue depende directa-
mente del Kernelr el cual ya ha sido analizado w la
funcio'n Besel de primera clase w orden cero J o U r ) .
Se tendrá' entonces» aue la función del J^(^r)? sera
controlar lateralmente el comportamiento de las re-
flexiones. Como fácilmente puede notarse esta fun-
cio'n es la oue tiene la informacio'n del arresílo
electrodico utilizado»

Bebido aue en la prospección eléctrica la señal
aue se mide es una diferencia de potencial « en vis-
ta c*ue para un modelo dado la función Kernel es
iáualv conviene tua's? analizar la diferencia de fun-
ciones Besel» A continuación se presentan las gráfi-
cas de las diferencias de J^Qrír f&ra aláunas sepa-
raciones electrodicas en un dispositivo
Schluaberáerr
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Obsérvese etue psrs un MN/2 fiJo cuando se van
abriendo los electrodos AB* existe un amortiguamien-
to mayor del J0<¿r> y los ceros de la función se van
corriendo hacia Xa izquierda* Lo cual coincide con
la zona de mayor reflectancia dada por la generadora

1*4 Método de Integración de las Ecuaciones
de Distribución de Potencial

La evaluación de la distribución de potencial a
profundidad y en superficie* se hace Btravés de las
ecuaciones I*3r 1.4 y 1*15* Pero resulta oue estas
integrales no tienen solución analítica? por lo tan-
to se rectuiere de un método adecuado para encontrar-
les una solución numérica* De los métodos «ue se
probaron para tal fin* se encontró' oue el «3% ade-
cuado es el ctue utiliza Campos C.r 6*(1983)«

A continuscio'n se expone el método de integra-
cioh numérica y en la sección 1*4*2 se presenta el
algoritmo para el calculo de potenciales en cual-
Quier punto a profundidad y en superficie»

1*4*1 Partición Logarítmica de la Transformada
de Resistividad

de Resistividad

Las ecuaciones de distribución de potencial en
términos de la transformada de resistividad están
dadas por las ecuaciones X«44 y 1*45*

a> Distribución de potencial en la primera ca-
pa!

fi-r r" „ 1.44
+ T, ÍA)J,ür)dA

b) Distribución de potencial en resto de capas*

donde T (,*) esta dado por 1*40 y T.<-*> por X»4"3
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Como puede observarse en ambas ecuaciones el
termino integral es del mismo tipo* dado oue T(̂ <A> y
T-w<>> son funciones aue dependen directamente del
Kernel. Por lo tanto el método de solución es el
mis ni o. Para seguir el método se trabajara' con la
función T"<^>*

Definiendo
tieneí

por I(rrz) la parte integral* se

Iír»z)

donde T( <
a cero para valores grandes de
ctue I (P ÍZ) existe»

y J^Ur) son funciones convergentes
* se tiene entonces

Por lo tantor

= Lio»

donde

¡ Q ¡

Utilizando una partición logarítmica se tiene:

El método para reso lve r l a s i n t e g r a l e s
expone en e l apéndice A [campos C*» G»<1?83>J*

se

Haciendo uso de los resultados obtenidos en el
apéndice Ar se tiene aue la ecuación 1*68 se trans-
forma en*

1.72

Debe observarse aue los coeficientes 0¡ i f i Rj
y S. y consecuentemente E-y D,dependen exclusivamente
de los valores dê -y del valor de las integrales Sjtj

c.r y d' las ctue a su vez dependen de las lambdas
de las separaciones electrodicas. La dependencia
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de las integrales I-del modelo* se realiza através
de las TfU>f T?C^>r XT^C^>3' a trfü-JH'•

Tal cono se explica en el párrafo anterior? son
los coeficientes E¿ y D¿ los oue tienen la información
del arréalo electrodico en cambio T,w(^) « ETf<A¡)3'
son los ctue tienen la información de las caracterís-
ticas del modelo? lo cual permite calcular por sepa-
rado los coeficientes pare diferentes separaciones
electrodicas y posteriormente calcular los potencia-
les 3 profundidad para diferentes modelos»

I«4*2 Calculo de Potenciales en Cualouier Capa

Con el netodo expuesto en la sección anterior»
para la integración numérica de distribución de po-
tencial r se esta' en capacidad de calcular potencia-
les a profundidad o en superficie*

De las ecuaciones X»3» 1*4 tí 1*72 se tiene!

a) La distribución de potencial en la primera
CBP&t

„ _ « 1.73
Y, J-

donde

T( <>¡)= -—-- K, (A) 1.74

Y para z-0* se t i ene r

ex *
* - - - - - C i / r +> CD. i f (.i;) + E. CT,N<A

b) La distribución de potencial en el resto de
capas*
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1.76
_ > "/-CBT. i\>> + £. CT; <>;>3'>

dondey

ÍX Í-SÍ»3 C3P3

A continuación se prestn-t** l^s traficas de dis-
tribución de potencial rara y-n modelo de ¿os es
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Capítulo XI

Profundidad de Investigación en Sondeos

Eléctricos Verticales

En este capítulo» primero se realiza un estudio
4e los coeficientes resultantes del método de inte-
gración de las ecuaciones de Distribución de Poten-
cial y ctue se obtienen en el apéndice A» lo aue sera'
de aran utilidad para el desarrollo de las secciones
subsecuentes* Después se hace une estudio de las
contribuciones individuales de las interfaces al po-
tencial total medido en superficie» en función de
las separaciones electrodicasr posteriormente se da
una definición de Profundidad de InvestiáacioVí en
base al análisis de la Profundidad de Detección de
Interfaces * Finalmente se establece un procedimien-
to F3ra la determinación de la Profundidad de Inves-
tigación para un arréalo Schlumberáer y se establece
la Generalidad del me'todo*

11*1 Estudio de Coeficientes

En la sección 1*4*1 se expuso el método aue se
utiliza en el presente para el cálculo de la distri-
bución de potencial w las expresiones para estas
distribuciones en términos de los coeficientes cal-
culados en el apéndice A* están dadas por las ecua-
ciones I«73y 1*75 y I*76*

En vista aue el mismo método sera utilizado en
el calculo de las contribuciones individuales de ca-
da interface al potencial total en superficie? es
muy importante estudiar el comportamiento de los co-
eficientes en el dominio de las lambdas*

Para estof primero se darán las traficas de los
coeficientes Dj y E^para alaunas separaciones elec-
trodicas a posteriormente se dará una interpretación
del comportamiento de los coeficientes JD. y E, i Ven un
arréalo tipo Schluaberáer*
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Observaciones*

3) Los coeficientes IV y E¿dependen de los valo
res característicos y de las separaciones electrodi

b> Para un MN/2 fijo y peetuenor al aumentar
AB/2» los máximos y mínimos de los coeficientes se
desplazan hacia la izauierda a valores menores de
lambda y se hacen cada vez más oscilantes para valo-
res grandes de lambas* Ademas» los valores de los
máximos y mínimos van decreciendo•

c) al aumentar el valor de MN/2 e iniciando con
valores peouenos de AB/2 (siempre AB/2 > MN/2) y
de iáual forma oue en el caso anterior se incremen-
tan los valores AB/2? sucede aue el comportamiento
de los coeficientes es similar oue para MN/2 petaue-
nos» SinembarSo» los valores de los máximos y míni-
mos son menores Que cuando MN/2 es peoueño y se in-
crementan las oscilaciones para valores grandes de
lanbda*

d) Cuando la relación AB/MN es brande» se tiene
ctue aumentan las oscilaciones aue aparecen para-
X, pero en valor son cada vez menores; en la medida
oue esta relación (AB/MN) aumenta*

e> Comparando el comportamiento de los coefi-
cientes Djy Ejcon el comportamiento de la diferencia
de Besels¿U¿ Q r> r se tiene ctue ambos son muy simila-
res» Por lo tantof la interpretación hecha para la
función Bese! es válida para los coeficientes»

De acuerdo a la forma como se comportan los co-
eficientes en el dominio deA y también la diferencia
de 'fffeísel ¿Uo<Ar)r esto es el corrimiento «ue sufren
los máximos y mínimos hacia valores peouenos cuando
se incrementa la separación AB» se tiene lo siguien-
te a) oue separaciones electrodicas grandes corres-
ponden a valores pectuenos de lambdss las oue a su
vez proporcionan mayor iriformacioYt de capas profun-
das* Es decir aue los potenciales obtenidos 3 partir
de separaciones electrodicas AB grandes* un alto
porcentaje de este corresponde 3 las perturbaciones



al potencialv producidas por interfaces oue se en-
cuentran a mayor profundidad. o> Por otra parte? las
separaciones peauenas corresponden a valores muy
brandes de lambetas* por lo tanto? se tiene oue es
inverso al caso anterior*

Lo anterior sera de aran utilidad para la de-
terminación de la Profundidad de Investigación oue
es el teas central de este trabajo*

II.2 Contribución Individual de cada Interface

al Potencial Total

Para un modelo de N capas horizontales y homoáe'-
neas e isótropas* en la sección 1*3*2 se ha estudia-
do la formación del potencial en superficie cuando
es inyectada una corriente Ir o sea el potencial de
un medio homogéneo perturbado por la presencia de
las N-l capas restantes? esta dado por»

r H ¿ ; 1.70
¿=Z-

donde ?

v*T* Potencial total medido en superficie

y. i potencial correspondiente a un medio homo
3eneor

cuwa resistividad es la de la primera e»P9»

V-* potencial perturbador de la i-sima interfa
ce.

Esta ecuación es perfectamente eouivalente aí

1.15

o bien» aí
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1.74

— —»-"- *C1/TV >. K

La ecuación 1*70 se obuvo mediante la aplica-
ción del principio de superposición, Pero esto a su
vez r ofrece un método sencillo t^stra calcular la
contribución individual de cada interface al poten-
cial total medido en superficie* Para comprender el
método ctue posteriormente se proponer debe observar-
se lo siguiente*

a) En un medio semi-xnfinitor homogéneo e iso-
tropo de resistividad/*en el cual se inyecta una co-
rriente I Fia* 11*/*

f,

Fig. 11./?-Arreglo electrodico
Schlumberger.

Se tiene aue el potencial para un arréalo
Schlumbergerd) en un punto Mr esí

« ~ -z.fr ii.i

b) Si en este medio semi-infinito se coloca a
una cierta profundidad una secunda capa semi - infi-
nita y de resistividad fr se tiene entoncesr Que él
potencial en M corresponderá al potencial inicial
del medio semi-infinitor homogéneo y de resistividad
ftj más la suma algebraica del potencial debido a la
interface de separación de estos dos medios? donde
el segundo tiene una resistividad f+
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c) Ahora r si en el nuevo caso formado t»or dos
donde el espesor de la primera sera' la pro-

fundidad s la cual se coloco el segundo medio sem*•">&»<
si en el segundo medio se superpone una tercera ca-

pa semi-infini-ts y de resistividad^* Se tendrá ctue
el nuevo potencial en M sera el potencial de dos ca-
pas analizado en b)r más la suma algebraica del po-
tencial debido a la interface aue separa al segundo
del tercer medio de resistividad •

Este proceso se sigue hasta formar el modelo de
N C3P3S*

d) La contribución de cada interface 3l poten-
cial total en superficie* corresponderá' al potencial
de un medio semi-infinitor homogéneo e isótropo» con
una determinada resistividad *

De lo antes dicho» se tiene ctue en un modelo de
H cap3Sf lss contribuciones individuales de cada in-
terface al potencial en superficie se pueden calcu-
lar aplicando I3 Ec* 1*70 de la siguiente manera*

a) Se inicia con un modelo de dos capasr para
lo cual se calcula el potencial total en superficie
aplicando 13 ecuación 1.74* Entonces la contribución
de la segunda interface V^ r de acuerdo a la Ec*
1*70* seraí

donde r

V í contribución de la primera interfsce.

b) Se continua con un modelo de tres capas* De
nuevor mediante la Ec* 1*74 se calcula el potencial
total debido 3 lss tres capss» luego pera encontrar
la contribución de la segunda interfacer se aplica
13 Ec* 1*70» de donde se obtiene*

- V - v\ II.3
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donde:

V3• contribución de la seáunda interface 3l po-
tencial

3
V, i potencial total en superficie»

V* : contribución de la primer* interface al po-
tencial ,

\)H\ Potencial debido a un me di o homogéneo de

sistividad£<primera capa).

c) Generalizando el procedimiento* se tiene oue
la contribución de la N-l interface sera.

w ^ r H I V L II.4

donde*

yw » contribucioVi al potencial de la ultima in-
terface

V, t potencial total en superficie

V* i contribución de la i-si*a interface»

Otra forma de expresar la contribución al po-
tencial de la ultima capa en un modelo de N capas
será»

V^= V4
Wír) - V,W"(p> II .5

La Ec* 11*5 es iSual a l a Ec» I I . 4 *

Sus t i tuyendo la Ec* 1*15 en l a Ec* 11*5 se t i e -
ne*



de donde»

04

11*6

- K(

II.7

K,

. La diferencia de funciones Kernel oue aparece
en la Ec« II*7f en te'rninos de las veneradoras
Quedat

K

En función de
ecuación ZI»7r

los coeficientes

11.8

: E:en al

ir
+ E,..C4Ka>3'3 .9

£1 método arates expuesto para la determinación
de las contribuciones individuales de las.zn-ferfccs al



potencial en superficie? sera utilizado en la si-
guiente sección para determinar la profundidad de
detección de una interfacet en un modelo de N capas.

II.3 Profundidad de Detección de Interfaces

113.i Análisis de Profundidad de Detección

de Interfaces

Para iniciar el desarrollo de la presente sec-
ción Que representa la parte central de este traba-
Jor sera necesario recordar algunos de los resulta-
dos obtenidos en secciones anteriores*

En el estudio Que se hizo de las funciones Be-
sel Jo(¿r) en el capítulo Z y del comportamiento de
los coeficientes en la sección II.ÍP se estableció
la siguiente relación entre las separaciones elec-
trodicas « los valores característicos í a grandes
separaciones electrodicas corresponden valores pe-
aueños de lambdas y a pectuenas separaciones corres-
ponden valores grandes de lambdas*

Por otra parte fue establecido mediante el es-
tudio de la función Kernel «ue la información de ca-
pas profundas la proporcionan los valores pedueños
de lambdas y QUE la información de capas superficia-
les la dan los valores grandes de lámbelas.

Lo anterior conduce a establecer la relación ya
bien conocida oue grandes separaciones electrodicas
AB/MN corresponden a grandes profundidades» Pero es
aouí donde se tiene aue hacer un estudio ma"s cons-
ciente de la realidad física en función de las con-
tribuciones de cada interface al potencial medido en
superficie* Para un modelo de W capas y un arreglo
electrodico dador las contribuciones de cada inter-
face al potencialr dependen de las separaciones
electrodicas utilizadas* de Xa corriente oue es in-
fectada y de la resistividad de la primera capa* Es-
to puede verse facümente^o bien en la Ec* 11*9*
Dónde se pone de manifiesto la proporcionalidad de
la contribución de cada interface V con la corriente
y la resistividad del primer medio* Sinembargov la



variación de estas contribuciones psrs diferentes
separaciones no es tan fácil de verse*

Para estudiar las variaciones de las contribu-
ciones para diferentes separaciones electrodicas se
propone» a> primero fijar una separacitíh MN peoueña
de electrodos de potencial» luesío ir aumentando la
separación AB de electrodos de corriente* Después
para otro MN repetir el proceso» b>FiJar una distan-
cia ABr y comenzar a variar la distancia MN* Lueáo?
se repite el proceso para otro valor de AB*

3) De las traficas de los coeficientes en el
dominio de las lambdas se observa «ue al aumentar la
separación AB* manteniendo un MN fijo* existe un co-
rrimiento de los máximos « mínimos hacia valores pe-
oueríos de lambdas* ademas los valores de estos dis-
minuyen* POr otra parte las oscilaciones aue &t>are-
een paraJlgrandes, aumentan su frecuencia pero sus am-
plitudes se hacen cada vez mas pectuerías*

Consecuentemente se tiene oue para una separa-
cio'n electrodica MN peaueña e ir incrementando la
separación AB* la información Que dan los valores
brandes de d© las capas superficiales va disminuyen-
do y contrariamente se incrementa la información Que
dan los valores peoueños de de las capas aue se en-
cuentra a mayor profundidad* Es decir aue del poten-
cial medido en superficie* cuando la separación AB
es grande y MN es pectuenar se tiene ctue un alto por-
centaje de ese potencial corresponde a capas profun-
das* Pero el potencial en superficie va disminuyendo
en valor? tal como se muestro' en la Fia* 1»2S.

Ahora bien» si la separación AB de electrodos
de corriente no es mua arande comparada con la sepa-
ración MN de electrodos de potencial r se tiene ctue
el mayor porcentaje del potencial medido corresponde
a capas superficiales»
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b) Si se fiJa una distancia AB grande y se in-
crementa el valor de la separación MN? de las síráfi-
css de los coeficientes se observa «ue ahora existe
un desplazamiento de los máximos y mínimos hacia los
valores brandes de latubdas y sus valores Venzan a
crecer* En este caso se tiene Que la magnitud del
potencial medido en superficie aumenta y esto sucede
porotue las contribuciones de cada interfsce crecen
en magnitud» Pero debido al corrimiento Que se ob-
serva en los ma'ximos y mínimos hacia valores grandes
de lambda? la contribucio'n porcentual de las capas
profundas disminuye y la de las superficiales *»««•* K

El hecho ctue disminuya el potencial en superfi-
cie cuando se incrementa la separacio'n AB y se man-
tienen fijas las separaciones MN y la corriente Ir
representa un serio problema» Aunaue teo'ricsmente
siempre se tendrá una diferencia de potencial en MN
para cualotuier separador» AB? esta diferencia de po-
tencial es registrada por el receptor» el cual es
capas de registrar hasta un determinado valor de di-
ferencia de potencial? dependiendo de su sensibili-
dad. Sucede entonces «ue para AB grandes y MN peoue-
nas* aunctue la contribución porcentual de las inter-
faces Que se encuentran a mayor profundidad crecer
puede ser etue su valor sea tan peaueno ctue no puede
ser registrado por el aparato»

Este problema puede ser resuelto de cuatro ma-
neras diferentes? «ue son* a) Utilizando receptores
cuya sensibilidad sea muy alta? pero esto no resuel-
ve siempre el problemar por otra parte tiene dos
desventajas etue son» un receptor de muy alta sensi-
bilidad su costo es elevsdisimo ? ademas de ser muy
sensible a ruidos» b>Inyectar mayor cantidad de co-
rriente al subsuelo* esto también tiene sus desven-
tajas r ctue son» reauerimiento de generadores muy
grandes y esto significa costos muy altos? además de
poca versatilidad en el trabajo de campo y también
no resuelve siempre el problema» c) Para una separa-
ción AB de electrodos de corriente? utilizar una se-
paracio'n MN de electrodos de potencial mayor ? el
hacer esto tiene el problema Que 3unoue en magnitud
se incrementa el potencial producto de cada interfa-
ce? el valor porcentual debido a interfaces ctue se



CON

encuentran a aran profundidad disminuye* sinembarsEo?
si se hace de una manera racional puede dar muy bue-
nos resultados* d) Finalmente! la meJor solución es
una combinación de las tres soluciones anteriores»
Esto auedara' completamente aclarado en el capítulo
III cuando se analicen los ára'ficos de profundidad
de detección de interfaces contra separación elec-
tradica*

11*3*2 Definición de Profundidad de Investiga-
ción

En modelos de capas horizontales* homoáe'neas e
isótropasr es de vital importancia conocer las con-
tribuciones de cada interface al potencial total en
superficie para un determinado arréalo electrodico «
una corriente áaúar poraue esto permite saber oue
interfaces pueden ser detectadas cuando se utiliza
un receptor de determinada sensibilidad* Esto signi-
fica Que cuando en un modelo de N capas? solamente
las contribuciones de ciertas interfaces pueden ser
registradas como cifras significativas en la lectura
del aparato* se tendrá' «ue la Profundidad de Inves-
tigación sera hasta la profundidad «ue se encuentra
la ultima interface detectada* En el presente traba-
Jo se considera sin importancia el referirse a Pro-
fundidades de Investigación para puntos intermedios
de cara** Poroue cuando se detecta una interface se
conocen de inmediato las características de los me-
dios adyacentes a ella*

Lo anterior se tomara' como base para la defini-
ción de lo ctue se entenderá' como "Profundidad de
Investigación0 en el presente trabajo*

Se entenderá' por "Profundidad de Investigación"
en un Sondeo Eléctrico para un modelo de H capasT la
profundidad a la cual se encuentre la ultima inter-
face cuya contribución al potencial en superficie
pueda ser detectado por el receptor utilizado*

11*3*3 Determinación de la Profundidad

de Investigación para un Arréalo Electrodico



-análisis del coô ar&attiefiito de
cientes Ê  y £j a bien de las diferencias efe funciones
Beséis áJ^Or) se puede inferir. Xa diferefteiat ef% las
profundidades de Investigación: s*sra dispositivos

SchluEberáerr de acv.&r¡±& s Xa def^znxcíoh
en el presente

En un dispositivo Wenner la ser*sraciob de elec-
trodos de potencial ..es ÍSEUB! M UI* teres© de la sep-s-
raeidrt de electrodos de earrienter esto de acuerdo
al análisis aue se ha hechor se lleáa s las siguien-
tes conclusiones* 3> por el ai sao hecho efe fijar uria
relación de AB a MW estnua lintitsftte* í>> Las contri-
buciones individuales de G&d& interface al puteocisl
en superficie son mayores Fertír la contribución por-
centual es menorr lo cual siáctxfica Que aun cuando
no da mejor resoluciorrr la Profundidad de Investida-
cien es un POCO aayar oue £a de un dispositivo
Schlumberáer.

Si se hace una buena elección de sep-arsciones
electrodiess en un dispositivo Schluaberáerp ademas
de tener UÜB buena resolucióVt se p<aede loárar una
profundidad de Investigación muy próxima a la de un
dispositivo Wennerr a esto hau ctüe sumar la versati-
lidad aue presenta este

11*3*5 Generalidad del Hetotío

Aún cuando en el desarrolla del presente trafaa-
JOP solo se ha considerado dispositivos
Schlumberáerr se tiene aue si se aplica el misma
concepto de Profundidad de Investigación ÍÍ dado oue
el Principio de superposición es êtiteiral» se tierte
uue para otro tipo de arreglos electro«ficos.r las
ecuaciones aouí expuestas solo cawfaz&rísn en
aspectos de forma pero no cíe rondo y por
concluye aue el atetado se cumple para ct§a?!aftt£er dis
positivo electrodico

11.3*6 Ejemplos



ANÁLISIS DE MODELO DE 8 CAFAS
******************************
******************************

CAPAS RESISTIVIDAD
***** ***********

1 10*38000
2 12.20000

ESPESORES
*********

1.5000
INFINITO

COEFICIENTE REFLEXIÓN
**************************

.806023029229406554D-01

AME EL VALOR DE LA PROFUNDIBAD<M>í

APA NO:

PROFUNDIDAD = 0.000

SEPARACIONES ELECTRODICAS
*************************

AB/2 HN/2
** **

VALORES DE POTENCIAL
********************

V
***

RESISTIVIDAD APARENTE
*********************

CONTRIBUCIÓN DE INT.
******************** ********

1
2
3
4
5
6
7

8
9
10
11
12
13
14
15

1*00
1.50
2*50
4*00
6*00
8.00
10.00

10.00
15.00
15.00
22*50
40*00
60,00
¿0.00
80.00

0.50
0*50
0.50
0.50
0.50
0*50
0.50

5.00
0.50
5.00
2.50
5.00
5.00
10*00
5.00

2*210961242056618
O * 836502185598866
0.286627682941238
O*113658038636529
0*051737489974664
0.029517731883509
0.019049671277292

0.250024937531834
0*008549466606755
0*095806617554384
0.019320078764923
0.012307924499137
O* 005427383041304
O.011086967766802
O.003044558233626

10.418909393125251
10.511796483956815
1O•805609076523894
11.247618664861200
11.621475466999956
11*823417928572829
11.939338313939172

11.782147604463864
12•073094197009807
12.039414634965633
12.139163502931345
12.179942834038925
12.191198083906007
12.190757770369694
12*1950712A973627O

.825682966477D-02

.104880309519D-01

.112896313923D-01

.876735233216D-Ó2

.552690789650D-02

.360356232596D-02

.248798396607D-02

.2975449629250-61
• 119895132625D-Í>2
.1320520208970-01
.2799795671990-02
.181885586870D-02
.806324833492D-03
.164680599941D-02
. 453141 ?77ftA9ñ-63

0.373450
1.253796
3.938779
7.713799
10*682598
12.208127
13.060509

11.900611
14*023697
13.783184
14.491637
14.777925
14.856605
14.853529
14*FMOA4A

0.0037
0*0127
0*0410
0.0836
0.1196
0.1391
0*1502

0.1351
0.1631
0.1599
0.1695
0.1734
0.1745
0*1744
0*1749



9 o fa TESIS COK
F A L U D E O B Ü

1
2
3

10,33000
12.20000
17,71000

1,5000
1,5000

INFINITO

.8060230292294065540-01

.1842193246405884320+00

DAME EL VALOR GE LA PROFUNDIDADCM)í»0

CAPA NOI t 3f

llllIfllfltlIlBIIIIIIIIIIIIKIIIlllIfllllH
itiitniifiiiitiifiiiiniíifíiiiiitiiiin

mi
i»

•1
I I
• I
I I
I I
•1
•1
• I I
•III

•1
• 1
• I
••• I
••• 1

•t i

• I
••I t
••I I
I I
I I

•lili
na ••••

i r
••t i

m u• • i

••i
1

miMiiiiiiiiiifliiittiiiiiiiiiiiiMiiiii
Hiimiiiiiimi

PROFUNDIDAD = 0,000 ,

SEPARACIONES ELECTRODICAS
*************************

AB/2 MN/2
** **

VALORES DE POTENCIAL
********************

V
***

RESISTIVIDAD APARENTE
t********************

CONTRIBUCIÓN DE INT
********

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15

1,00
1,50
2,50
4,00
6,00
8,00

10,00
10,00
15,00
15,00
22,50
40,00
60,00
60,00
80,00

0,50
0,50
0,50
0,50
0,50
0,50
0,50
5,0©
0,50
5.00
2 •'SO
5.00
5.00

10.00
5,00

2,213847761463462
0,84062»606995253
O,292585879831685
O,120745093667808
O•058464435074046
O•035175329683563
0,023628687015271
0,297411173765963
0,011288023287214
O,124612878788533
O,026597948047306
0,017496114723485
0,007798336627875
0.015924277102750
O•004407628977072

10.432511795369734
10,563650624534832
11.030227807479913
11*948954825549587
13•132507940330367
14,089586058488876
14.809226053459205
14,015171378980023
15,940335779181839
15.659316181789261
16.711983637195672
17,314184626724304
17.516925898152727
17,509657185904789
17,654892888000253

,2886519406880-02
,4126421396400-02
.5958196890440-02
.7087055031260-02
,6726945099410-02
* 5657597800050-02
,4579015737980-02
.4738623623440-01
•2738556680450-02
,2880626123420-01
•7277869282400-02
,5188190224330-02
.2370953586570-02
•4837309335950-02
• 1363070743450-02

0.130385
0.490873
2,03Á392
5,869435
11,506047
16,083994
19,379053
15.932904
24.260728
23.116600
27,362522
29.653385
30.403324
30.376948
30.9352A1

0,0013
0,0050
0,0216
0,0676
0.1456
0.2183
0,2765,
t>.2151
0.3726
0,3487
0,4405
0,4946
0.5131
0,5124
0-57A0
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TESIS CON

10.38000
12.20000
17.71000
55.00000

1*5000
1*5000
13*0000

INFINITO

.806023029229406554D-01

.184219324640588432D+00
•512859304084720121B+00

DAME EL VALOR DE LA PROFUNDIDAD^) : rO

CAPA NO;

SEPARACIONES
*****

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15

AB/2
**

1*00
1*50
2*50
4.00
6.00
8*00
10.00
10*00
15.00
15.00
22*50
40*00
60*00
60.00
80.00

ELECTRODICAS

«N/2
**

0.50
0*50
0*50
0*50
0.50
0*50
0.50
5.00
0*50
5.00
2.50
5*00
5.00
10.00
5*00

PROFUNDIDAD -

VALORES DE POTENCIAL
%%*%%*%%%%%%%%%%%%%%

V
***

2.213926256589161
0.840746157379172
0*292780777627551
0*121053015497510
0*058914667429119
0.035755011025000
0•024322335733544
0*304174579662280
0*012191322545014
0*133475451089642
0.031747399478308
0.026505533928055
0.014416016893987
0*029203231268413
0*009257937683915

0*000

RESISTIVIDAD APARENTE

10*432881694935088
10 * 565127806225016
11.037575281284236
11*979426821728863
13 *233640876456534
14*321779195557968
15*243968816099724
14*333889373136754
17*215926120559316
16.773019863112123
19•947479394326756
26*229921060373712
32*381815729246870
32* 110629884875058
37 * 082952994355595

CONTRIBUCIÓN DE INT*

.78495125Ó739D-04
*1175503839130-03
*194897795857D-03
.307921829715D-03
.450232355057D-03
•579681341447D-03
«693648718286D-03
•676340589604D-02
*9032992578i6D-03
.886257230104D-02
.5149451431000-02
•900941920457D-02
* 661768026609D-02
*132789541657D-01
* 485030870685D-02

X

O *
0*0Íí3Í|P2¡ '
0*0£6SS&8! - 6.ÍÍ0
O.2§4^95 ¡i i
0.7AA214E

2.S51900
2*223528
7*409362
6*639852
16.220073
33*990710
45*905053
45.470839
52.390812

0.0419,
0.0307
0*1229
0*1073
0.3117
0*8589
1.4321
1.4066
1*8717



i
2
3
4
5

10*38000
12,20000
17.71000
55*00000
17*33000

1*5000
1*5000

13*0000
56.0000

INFINITO
DAME EL VALOR DE LA PROFUNDIDAD(tt):

CAPA NO:

•80602302922940Ó554D-01
*184219324640588432D+00
.512859304084720121D+00
*520807410479745610D+00

M A M ORIGEN

PROFUNDIDAD - 0*000

SEPARACIONES ELECTRODICAS VALORES DE POTENCIAL RESISTIVIDAD APARENTE CONTRIBUCIÓN DE INT*

1
9

3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15

AB/2
**

1.00
1.50
2.50
4*00
6.00
8.00
10*00
10*00
15*00
15*00
22.50
40.00
60*00
60*00
80*00

MN/2
##

0.50
0.50
0.50
0.50
0.50
0.50
0.50
5*00
0*50
5*00
2.S0
5*00
5.00
10*00
5.00

V
#*#

2*213924933835705
0*840744173386836
0*292777471708370
0.121047728890233
0*058906746315432
0*035744465921914
0*024309180597643
0*304043206971451
0*012171725422808
0.133279742332139
0*031602708802304
0.026020492980928
0*013757364938871
0*027889694071220
0.008485002490090

10*432875461606279
10*565102874642026
11*037450651067288
11*978903658181512
13*231861605207809
14*317555322213988
15 * 235723864478322
14 * 327698580930867
17*188252124827695
16.748426375319510
1,9 * 856567561370900
25 * 749923721375530
30 * 902326186668405
30 * Ó6Ó32Ó30Í 753660
33.986937397912562

-*132275344327Df05
- *198399233299D-05
~*330591916044DT05
- * 528Ó60728394D-05
-.792111367709B-05
-*105451031037D~04
-*13155Í358934D-04
-.1313726907500-03
-•195971222016D-04
-•1957087574790-03
-.1446906760160-03
-*485040947117D-03
-.0580519550830-03
-.1313537197180^02
-.7729351938220-03

•0.000236
•0*001129
•0.004367
•0.013447
-0*029501
-©•054116
•0*043209
-0.161005
-0.146841
-0*457843
-1*864073
-4.787632
-4*709758
-9*109428

-0.0000
-0*0000
-0*0000
-0*0001
-0.0002
-0.0004
-0*0008
-0.0006
-0*0027
-0*0024
-0*0088
-0*0462
-0*1425
-0.1391
-0*2983



DAME

CAPA

EL

NO:

A
2
3
4
5
6

MALQR

? ét

12.20000
17.71000
55.00000
17.33000
13*00000

BE LA PROFUNDIDAD(M)

1.5000
1*5000
13*0000
56.0000
75.0000

INFINITO

•806023029229406554D-01
•1842193246405884320+00
•512859304084720121D+00
*520807410479745ói0»f00
•142762940982525552D+00
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SEPARACIONES

1
2
3
4
5
ó
7
8
9
10
11
12
13
14
15

AB/2
**

1.00
1.50
2.50
4.00
6.00
8.00
10.00
10.00
15.00
15.00
22*50
40.00
60*00
60.00
80*00

ELECTRODICAS
************

MN/2
#*

0.50
0.50
0.50
0.50
0*50
0*50
0*50
5.00
0*50
5.00
2.50
5.00
5*00
10*00
5*00

PROFUNDIDAD «

VALORES ISE POTENCIAL
********************

V
***

2.23.3924897929305
0.840744119528288
0.292777381950071
0*121047585299986
0.058906531000842
0.035744178967742
0*024308822116934
0.304039623618111
0.012171188803579
0.133274378308779
0.031598703044226
0•026006505670042
0.013737046292014
0.027849102316915
O;008459076122183

0*000

RESISTIVIDAD APARENTE

10.432875292401354
10.565102197835556
11.037447267259140
11*978889448466423
13*231813240410337
14*317440381841180
15•2354991^7506309
14•3275297Í9382964
17.187494340185364
16. 7-477523Í2264304
19.854050669341066
25*7,36081854941656
30.856685654804841
30.621687336761954
33.833088537047828

CONTRIBUCIÓN DE INT.
***#*:{; tí*** $£#**#***

-.359063973509R-07
-.538585395733D-07
-* 897583164852D-07
-•143590233442Ü-0Ó
-.215314614763IÍ-06
-.286954151166D-06
-.3584807175240-06
-.3583353120230-05
-.536619266192D-06
~.536402322386D-05
-•400575807410D-05
-.139873108575D-04
-* 203186468564D-04
-.405917542949D-04
-* 259263679259D-04

*******$

•0*000002
-0.000006
-0*000031
-0.000119
-0.000366
-O«000803
-0.001475
-0.001179
-0.004409
-0.004025
-0.012677
-0.053784
-0.147911
•0*145756
-0.306492

-0*0000
-0*0000
-0.0000
-0*0000
-0.0000
-0*0000
-0.0000
-0.0000
-0.0001
-0.0001
-0.0002
-0.0013
-0.0044
-0.0043
-0.0100



1
2
3
4
5
6
7

10*38000
12.200OO
17.71000
55.00000
17*33000
13.00000
7*50000

1*5000
1*5000
13.OOOO
56*0000
75*0000
348*0000
INFINITO

DAME EL VALOR SE LA PROFUNDIZADO»:

CAPA Nüí f 79

SEPARACIONES ELECTROBICAS

AB/2 «N/2

VALORES BE POTENCIAL

1
2
3
4
5
6
7
3
9
10
11
12
13
14
15

1*00
1.50
2.SO
4.0O
6.00
3.00
10.00
10.00
15.00
15.00
22.50
40.00
¿0.00
¿0.00
80.00

0*50
0.50
0.50
0.50
0.50
0.50
0.50
5.00
0*50
5*00
2.5Ó
5*00
5.00

10*00
5*00

2*213924896475957
O.840744117348292
0*292777378316728

0*012171167012111
O.133274160403574
0*031598539691668
0*026005926006399
0*013736179870421
0.027347369702070
O,

CONTRIBUCIÓN BE INT

•.145335071289B-08
•218000259260B-08
•363335330549B-O8
.581326A99U5B-Ü8
*871949388224B-08
.116254910059B-07
*145308777345B-Ü7
*145302203860B-06

- * 2179054 Í3252B-06
• *163352572739B-0Ó
-.57966367069ÓB-0Ó
•86642Í603317B-06
•173261487192B-05
.1149533129570-05

gog BE
BEBE 1SB

-0.000015

-0.000048

-0*000164
-0*000517
-0*002229
-0.006308
-O*006222
-0*013591

-0.000000 -0.0000

-0.0000
-0.0000
-0*0001
-0*0002
-0.0002
-0.0004
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i.

2
3
4
5
6
7
8

DAME EL VALOR

CAPA NO: t 8f

10.4 tí OüO
12*20000
17*71000
55*00000
17.33000
13*00000
7.50000

42.77000
DE LA PROFUNDIDAD<M>

1*5000
1*5000
13*0000
56•0000
75*0000
348*0000
272.0000
INFINITO
:*o

. 806023029229406554B-01
184219324640588432D+00
512859304084720121D+00
520807410479745610D+00
142762940982525552B+00
2Ó829268292Ó829268D M>0
701611298985478417D+00

PROFUNDIDAD 0.000

SEPARACIONES ELECTRODICAS
JfL ̂ fi ̂ prfkJ^-fp-J/L /fl ^h jfC 4 * ' P 4^ ̂ p tyi ̂ p ̂ P ̂ P *r ^T" ̂ ^ fl* ^P ̂ fr ̂ P

AB/2 MN/2
** *#

MALORES DE POTENCIAL
* T ^ * ' P v * * * ̂ ^̂ ^̂ pT̂ ^̂ ^̂ p̂̂ n̂ p̂ n ̂ ^

RESISTIVIDAD APARENTE CONTRIBUCIÓN DE INT.
********

1 1.00 0.50
2 1.50 0*50
3 2.50 0*50
4 4.00 0*50
5 6.00 0.50
ó 8.00 0*50
7 10*00 0*50
8 10.00 5.00
9 15*00 0.50
10 15*00 5*00
11 22.50 2.50
12 40*00 5*00
13 60*00 5.00
14 60.00 10.00
15 80*00 5*00

OTRA PROFUNDIBAD?<SI=i:NÜ=O>rO

)OTR0 MODELO (SI=1.NO=0>»0

#ET«17í20.0 PT=22*4 10=2.3

2*213924897458634
0*840744118822330
0*292777380773395
0*121047583417399
0.058906528177243
0*035744175203366
0.024308817412156
0.304039576575121
0.012171181750002
0.133274307780138
0.031598650204421
0*026006318647086
0.013736768041213
0.027848545984598
O.008458709345596

10.432875290183372
10.565102188964219
11.037447222899530
11*978889262165311
13.231812606162710
14.317438874009045
15.235496238797418
14•327527502534264
17.187484379505119
16.747743449373910
19*854017469112526
25.735896776709492
30.856060637075346
30.621075617429333
33.881619402193248

.982689343860D-09

.147405719253D-08

.245669938293D-08

.393066266852D-08

.589590009584D-08

.786109056970D-08

.982609322968D-08
*982589602503D 07
*147378955775D-07
•147376795916D-06
*110512782573D-06
.392640680611B-06
.588170794040D-06
•117628252062D-05
•7827565323560-06

0.000000
0.000000
0.000001
0.000003
0.000010
0.000022"
0.000040

0*0000
0.0000
0*0000
0.0000
0*0000
0*0000
0.0000

0.0
0.0
0.004224
0.009254

0.0001
0*0003

#



FALLA DE ORIGENCAPITULO III

Resultados y Conclusiones

En este ultimo capítulo, como primera parte se expondrán
en forma gráfica los resultados obtenidos de las contribuciones
totales y porcentuales de las interfaces al potencial total calcu
lado en superficie, para modelos de 2 y 3 capas horizontales,
homogéneas e isótropas. Así también, las gráficas de las contri-
buciones normalizadas de las interfaces a la resistividad aparen-
te.

Posteriormente, también en forma gráfica se expondrán
las profundidades máximas de detección de interfaces para mode-
los de 2 y 3 capas, ésto es, las Profundidades de Investigación
para arreglos electrónicos tipo Schlumberger. Y como parte final
se dan las conclusiones de todo el trabajo.

II1.1 Qirvas de Contribución de Interfaces al Potencial

Los resultados que se exponen en esta sección, fueron
obtenidos de la manera siguiente:

a) Para un modelo dado, se encontraron las contribucio-
nes de las interfaces al potencial total calculado
en superficie para un dispositivo tipo Schlumberger,
utilizando diferentes separaciones electródicas
de acuerdo a lo expuesto en la Sección II.2. Para
calcular las contribuciones a la diferencia de po-
tencial , los valores que se dan deben multiplicarse
por 2, debido a la simetría de los arreglos
Schlumberger.

b) Para obtener las contribuciones porcentuales de las
interfaces al potencial, se dividieron éstas por el
potencial total calculado en superficie.

c) Para encontrar las contribuciones normalizadas de
las interfaces a la resistividad aparente se utili-
za la fórmula para resistividad aparente (Koefoed,
0., 1972).



donde:

FG: factor geométrico

entonces:

i L-

FG
JL ^ * 11.17)

«/fl - i es la contribución normalizada.
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Cbmo puede observarse, tanto las curvas de contribución
total, porcentual y las de contribución normalizada a la resisti
vidad de las interfaces para modelos de dos y tres capas tienen"
el mismo comportamiento. Es decir que las curvas antes menciona
das, correspondientes a la interface entre la primera y segunda™
capa son similares a las de la interface de segunda y tercera ca
pa. Por otra paite también debe observarse que en la curva de
contribución de interfaces al potencial para una separación fija
MJ de electrodos de potencial contra separaciones AB/2 de elec-
trodos de corriente, para un modelo dado, existe un AB/2 donde
la cuxira alcanza un máximo. En cambio las curvas de contribución
porcentual se hacen asintótica a(1 -fyp) x 100 para caso de dos

p
capas y a (1 - {¿_) x 100 para la segunda interface en el caso def 3
tres capas. Y las contribuciones normalizadas a la resistividad
aparente a {J% - P-j)/ft para caso de dos capas y a (/*3 - fe )/f
para la segunda interface en el caso de tres capas.

111,2 Curvas de Profundidad de Investigación

Para encontrar las profundidades de investigación y que
a continuación se exponen en forma gráfica para los Modelos pro^
puestos se siguió el método de la Sección II. 3.3. Esto es, para
una separación electródica dada, se hizo lo siguiente:

a) para modelos de dos capas, se varió el espesor de la primera,
hasta un espesor tal que la contribución de la interface está
en el límite del umbral de sensibilidad del detector. Para
todos los casos se utilizó una sensibilidad de 10 Vt corres-
pondiente a la de un receptor Huntec M4.

b) Para modelos de tres capas, primero se mantuvo fijo el espesor
de la segunda y se varió el espesor de la primera hasta un
espesor tal que la contribución de la interface entre la según
da y. tercera capa está en el umbral de sensibilidad del detec-
tor. Luego se repitió el proceso pero manteniendo fijo el
espesor de la primera capa y variando el espesor de la segunda.

c) Las Profundidades de Investigación calculadas para un modelo
dado se grafican contra las separaciones AB/2 de electrodos de
corriente.
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Conclusiones

Mediante el estudio de la función Kernel K(X) y en base a
las analogías matemáticas existentes entre: á) los valores carac-
terísticos \ (caso eléctrico*) con la frecuencia (métodos electro
magnéticos y sísmica de reflexión); b) la función generadora
L(X) (caso eléctrico) con la razón de amplitudes de las ondas que
viajan hacia arriba a las ondas que viajan hacia abajo, en una in
terface (caso sísmico de reflexión). Fue posible dar una interpre_
tacicü de reflectancia a la función Generadora L(x) y a la función
Kernel K(J3 como la relación de reflectancia a transmitancia.
Haciendo uso de lo anterior, se estableció una correspondencia en-
tre los valores característicos A con la profundidad y a su vez
con las separaciones electródicas. Siendo éstas:

a) relaciones AB/NN grandes corresponden valores pequeños de A ,
donde AB es la separación de electrodos de corriente y M>J es
la separación de de electrodos de potencial.

b) valores pequeños de X proporcionan información de interface
que se encuentran a mayor profundidad.

Haciendo uso del principio de superposición fue posible
desarrollar un método para determinar las contribuciones indivi-
duales de interfaces al potencial total en superficie (Sección
II.2). Lo cual, al tomar en consideración la sensibilidad del de-
tector utilizado, dio lugar a definir "Profundidad de Investiga-
ción" de la forma siguiente:

En un Sondeo Eléctrico para un modelo de N capas horizon
tales homogéneas e isótropas, la Profundidad de Investigación
será aquélla a la cual se encuentra la última interface cuya con
tribución al potencial en superficie pueda ser detectado por el
receptor utilizado.

A partir de la definición de Profundidad de Investigación
se establece un método para su determinación, en modelos de N
capas.

Del análisis que se hace de las contribuciones de lasinter_
faces al potencial en superficie, se encuentra que un arreglo
Scnulumberger a medida que la separación AB de electrodos de co-
rriente vaya siendo mayor que la separación NW de electrodos de
potencial, la contribución porcentual de las interfaces que están
mas profundas se hace mayor. Pero, cuando la relación AB/Mf

* Para referirse al caso de prospección geoeléctrica mediante
corriente continua se usará la frase ••caso eléctrico".
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crece, la lectura de potencial va disminuyendo, llegando a tal
grado que el potencial es menor que la sensibilidad del aparato.
Del estudio realizado, se concluye que es posible tener un in-
cremento en el potencial cuando se utiliza un Mí mayor pero
fisto produce una disminución porcentual en las contribuciones de
las interfaces que se encuentran a mayor profundidad.

Por otra parte, se encontró que un arreglo tipo Weirner
aún cuando produce mayor lectura de potencial su resolución para
interfaces que se encuentran a mayor profundidad es muy baja. Por
lo que es recomendable utilizar arreglos Schulumberger.

El método expuesto en el presente trabajo para la detec-
ción de interfaces es aplicable para cualquier arreglo electrfidi
co coplanar. Asi también, el método de integración numérico para
las ecuaciones de distribución de potencial es aplicable para
cualquier tipo de modelo de capas horizontales, homogéneas e is<[
tropas.
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APÉNDICE A

Obtención de Coeficientes

La ecuación de diferencia de potencial en superficie contiene
el término integral:

f*

donde,

Ka (x) : Función Kernel
J (Xr): Función Besel de primera clase y de orden

cero
rlt r2: Separaciones electródicas

X : Valor característico

Dado, que tanto la función Kernel como la diferencia de funcio
nes Besel tienden a cero para valores grandes de lambdas s tiene enton
ees que la integral 1 converge.

Por lo tanto:

donde, - - •••••*-

I Q1 <co

Entonces, para todaE>0, 3xra>0J tal que "x* >*,* cunóle

para Xm suficientemente grande 3 Xn > ^m, tal que



Efectuando una partición del intervalo [_<?, X«

Del estudio de la función Kernel se concluye que debe nacerse
una partición muy fina en la región de lambdas pequeñas, no así en la
región de lanibdas grandes, para obtener una mejor resolución para capas
profundas. Esto sugiere una partición de tipo logarítmico, de donde:

Í: I:n dk =

o*

AJ0(Ar)dX .. + KX
N(A) AJb(lr)dA *

1

An

Haciendo An- ¡

(A2)

Para evaluar cada una de las integrales I. para J = 1, 2, ..., a, se
puede aproximar por traíaos la función •* Kernel por medio de polino-
mios. Efectuando una interpolación por splines cübicos, se tiene:

Polinomio cúbico

Función Kernel

Fig. A 1 Aproximación de la Función Kernel
por medio de splines cúbicos.

r
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Donde, el polinomio cubico P-O) (VJB ̂  de interpolar a la función Kernel
en el J- simo intervalo queda determinado por los cuatro coeficientes
A;, B., C- y D;» los cuales a su vez están dados por las siguientes condi
ciones:

4.- P^)

. 4)

(Xi )

donde.

En forma matricial, el sistema de ecuaciones queda:

'i
CA. 5)

Al resolver este sistema de ecuaciones lineales los coeficientes A., B-

C- y D- quedan como combinaciones lineales del Kernel y su derivada en

los puntos A- , y X-. Esto es:

r



ios

^ ' ^ 4 f ;

B.=

. )+ í í * ?

sí k."Oí-.) *

donde,

para

i1;

(A. 6)

M

son los coeficientes de \. y \. .

Sustituyendo las Ec. A. 3 en A. 2, se obtiene:

I, Í*T> JA = A, ] /¿a.íAr) J> /- B, \ ;

Si se hace: (A. 7)

^-¿1*J«t»^«/-*;k4=rA-Ai
c. _

*-• o-.

! r



3 =»,*,*,. >y\

Sustituyendo A. 6 en. A. 7 y reagrupando con respecto al Kernel

Ki (X) y su derivada Kj (X) en ios nodos se obtiene:

donde,

j *^j-. >¿ -f

¿)bj t (J>¿X¿.,

Haciendo:

\. =» P- + O.

E;=s;



para

j » 2, 3, . „ , N-1

Finalmente se tiene que la Ec. A1 se convierte en:

Grano puede observarse los sistemas de Ees. (A. 7) y (A. 8) no dependen
del modelo sino que solamente de las lambdas y las separaciones electr^
dicas.
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