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-. P-refacio. . ... · 

.._._ llllll ecudóa cllfe1e11dal DO lllÍ algo UdJ el Ull hecho que im m'todOI dúltm para 

.. ....,¡- ecaadolteo DO liempre ano ju oalacicmu adloo de inaaejar; eo • pcÍr mio que muchu 

- nnlla de lll&JOr pro>Kho obleaer aaa d-rlpdóa cuilllallva de Ju cunu Í111egni• 

de aaa ecaadóa cllfemidlll. El &eorema de Polne&lé-BeadlnOn (TPB) eo, en '•te c:Onlexlo, 

uno de¡,. leofemu mú lmporlaatea de la 1-'a cualllallva de lii ecuacl011e1 dlfe1e11daleo, ya 

·que 111 caracledsar la nalanl- poaM!rlca de b CODjwtt.. Umlteo .. 1, a •u vea, p0lll1111do a 

11aeolra dlepoaldóa una deocrlpdma dll comporlamlentO global de lu oaludonee de. aaa ecuación 

·dlferendlll, .. por eela ruóa que me pareció Importante eocriblr una leal• que· la reellllue 1u 

'· in!porlandL 

El objetivo de .. 1e trabajo u praenlar el teorema deocle 1u· ronna en el plano, hui& 1u 

generaliladón a di. Yarieclllleo compaclu. En el cambio para ÜC&llur 1111 objetivo 111 dmarrol­

larú Ju b- de lo que ea conocido como la lemia caalllaliva de lu ecuadollOI dlleN11dale1¡ 

111 enaadar' llllll delnlcló11 de variedld, de lo que liplfica tenm defillido aa climpo vectorial 

o un flujo en una variedad; 1e ulW1arán IOI co11ceploo de la leona cualllallva y el leomna de 

· Pol11C&lé-Bendlnon para caroclerbar loo Nlrr.IOI fue de aaa ecaadóa dl!eN11dlll en lu cer­

' C&lllu de una alngalaridad aillada¡ 111 Olludlarú IOI flujoo en canu cerradu para facWlar la 

comprenlió11 de lm ftujoo llo11lo en el lmo como Oll la botella de Klel11 y "" to11dulri probado 

el teorema de Schwarll. 

Contenido. 

Capitulo 1. 

Sección/ .t: Comienza haciendo ver que hay una relación blunlvoca entre Ju ecuacio11 .. 

dll~dllle1 y !01 e&mpOI vectorial .. en el plt.110. Uno de lm leoremu de mayor lmporlancla 

en Ju ecuaciones dllerenclalea ea el de exialencl& y unicidad de aoluclooea, la demoolrad611 



w-Umlle de 6rbltu y• WI nnltado fntlmameale IJpdo al •tudlo c1lllltatl'vo de'lu llCÚldon• 

clllereaclllel, le demoolración que oe p,_la en •te trabajo utlliaa aplidtameole ,.Qiledoo 

de.le oeccl6n anterior como el t...,ma de llujo tubular, proplodadeo de lu COllJW1tca a-limite 

. 1 W'-Umlte, cmaldad, oorradara, ln"111ienda, 9'c. · 1 el t....111.a de le C1l1Ya de .Jordan; UD 

-Miso ule-....... puede - 4-tndo 1111. ulWAr llujo tubular coia lá ...,Ude del -

de P.UO, •decir• nnltado C011tinna ole11do •'1ldo; coo alg11Jlu ......,tu, dn ea el Cüo en 

q.. ao •cuente con ulcldad de IOl11clon11 (,,.. Bartmaa [13)), donde oe apncla que hi prueba 

·del nnltado COllllderaado áalcameale "" campo vectorial continuo no dina muclÍo de la dada 

. aqú,' lu Variaateo 1011 -dalmeate doo; la primera u que el corolulo 1.28 y la conclu16n (b) 

del TPB, qu nm cllcea que lm órbltu alcenaan a lai putea olngulua o6lo ea el lfmlte cilando 

el tiempo tiende a lnllnlto, pueden - alcauadu para tlempoo llnltm, áto no olplllca que 11 

. 1lll& CVYa lntepal que llene como mlllutoo a-limite y w-limlle 1e11.du lhllularldadu para 

laa tlempoo ftnltm a_ y w+· necuulameate 111 lntorvalo máximo de deflllld6n • (a~,w+) y la 

Mp11da trata del hecllo que entN clol lhllularldad• puede haber Wla cantidad n~erable de 

6rllltu (con Wllddad •to o6lo puede puu cuando oe trata de la m11111a lhllularldad, ver Melo 

y P.U. [ltl)). El leoNma de la cana de .Jordan (propoold6n 1.32) • fandameahl en amboo 

CUOI y ua demmtradón de él puede - Yilta en Moloe [22) y Do Carmo [8). 

En la demmtrad6n del TPB que• p,_ta ea - trabajo oe puede oboenar que la 

plQPledad que tlue 111 leCcimull trauveruloo local• ea el plano de - cllfeomorl'u afoterYllOI 

ablertoo de R, • de particular Importancia ya que lflciu a tal propiedad (Y a la continuidad 

del llujo) ie puede hablar de 111ceolon8e moaótonu en lu oecdoáel tr&1111Yer111ei (propoolclón 

1.31), '8to a 111 vás tiene como m11.MCuenda el Importante hecho de que Wla oección tramvenol 

lnlenecla a WI m'llllllto Umlte en llll áalco punlo (propooición 1.33), de donde 1e pueden deducir 

lu car11:teri11lcu ""'°"'rlcu de loo COllJW1t01 lfmlte en térmlnoo de .¡ conllenen o no punloo 

·llquW.. 

Ella propiedad de lu oecdo::• tran1v......., local• en el plano, 1e pierde en mú dlmen-

111111!1, penoemm en el ejemplo de un campo vectorial en treo dlmensloneo,. en· 1.i cuo laa 

1eeclone1tranovenalee10n planoo. En cuo de que por ejemplo UD plano de '8lo0 1ea lnvarlaole 

bajo el llujo en Ion ceo se podría pensar en la existencia de una órbita periódica. (ver cap. 13 de 

Rlnch y S'male [15)) 

Finalmente 11610 rala decir que lu prlnclpalft fuentes bibliográficaa en eole capitulo son 

Solomayor [29), Hartman (13) y Bendix10n (5). 

iü 



inú CODDClda ele - teorema • aquella que lavolacra el mModo de lu llendu de Plcud. 

<- Jllrd J Siulo(lll)). En •ta tllil ola embuto ao M lla demaotrado de - fanllll, la. 

clemaotndóa que aq11l • eaccmtran • ana geaer.u..d6D ao may complicada del llMltodo de 

Plcud, qu 11tllla u ,.alta.so CODDCldo como teonma de C011tn<ekla ele lllna, la tllfmmda 

•tN - ~ c:au1R!t • qu C011 1M Wp61eola de Plcud, • decir, ..,......., ... u 

dlisoopllldar•-Ua..,J .. trM,11 .. ..,..quelcampo•decllliC',li·,;l;¡¡¡¡.e'.;¡;¡;.. 

.. la alatada J ulddad .. m.-... la COlltlaaldad J difonadalillldad .. lM mi.a.. -

.-pecto alll ~ laldllll, ello• apncia• loo lm- (1) J (il) .W '-U., IDM 

aú• tÍ-1.T. ••wtra ... la dfflNsdalllldaddellllllhci..-tatuto-

. la ~dad ... campo -iarw. Ea el-• PICMll la ulchlad • mdaeoe • ..-...ia de .. ,_ ... el campo ftCtodal cmtne (• U..,Mh), -Wp611111,.... _ 

nRlttllda•el•u ........ -.-lade u campo 'Ndorlal .. lla.., J aaitado J COll la 

~de looi-deW.....,_r Anlla(-bdla (211) rllutl• (4)) .. ,...i....,...1a 

alilteldade ll-ualllhd6a pu&lalC&ldá dlflrndal,- '---• COllOddo-

11 --·-,_ ~ [11), lhñmaa (11) J ...... de- Mlil) .... tltbno 
S- '""'6 • 1121 1111 .. N1111u.1a .. ...-i c-11artmu 1u1>,. dad• ......,. .... 

el-.Jutode putOo •• ,para loo qu• u tiempo r alpaaeolat16a delaecallltkla diflnad.t 
.1.1,..,. ........ _ 

.Ea •talKCl6a-1116a.11 apolA alcum .,...ptm W.- de lo que• la 1mria culJ. 

túlwa clúka, - - el caeopto de lll)J, mnto r..., equl'llllada de ntratol '-· ....,i.m 

-...i local J llpaao -.ltadoe iapoñaat. ClOlllO el - de -.16a de dadoue 

J .. - ..... talllllar. 

Coa 191*'° 11 -cepto de l'llo. •te M p•ecle •tnder como ua ~ del 

.. ..,to dúlco de llllaclá, • - a.apto - forma la Idea de la '-fa culltatlwa de 

n1111- ....... adón dlferadll alollalm-te, 4oto q111ere decir, dar .... cleecripdÓll det11lad& 

del comportamluto P.1111 .. lu eolaclcm. para hallar lo qae • con- como el retrato r... 
...... ecaad6ll dlferadll o de ... campo ....aorlal •. 

Sux:ión 1.8: Loe coacepto. de a-limite y w-Umlte fueron allllsadm taato n IM demlllt,. 

cicm• de Polncad como • lu de Bncllluon aunque alngaDo de eUoe le1 llamo de .ta forma, 

- ~- - mar .. pec111oo raque al conocmlal poclemm obtener ua Idea mar ciará del 

comportamiento glollll de lu carvu lntegnl .. do u campo vedorlal. El teomna TPB, como 

ya oe ba cllclio, pone a aa .. tra cllspolid611 una c&rKterisad611 para lm coDjantm a-limite J 

11 



w-Umlte do órbllu y• llll nnltadolnllmamODte llpdo al •Indio cnalllatl.0 de'lu iictiácloa• 
tllfonadU., la d-radcla que oe pNolrata 111 •te trabajo •tlllaa cplldt&m111te "'11lladot 

ele la llCClda ulerlor como el 1..,.ma de 411jo tabttlai, pmpledadat de Ju COllJulol ai-Umlle 

. . · '1 ..,-.11m11e, -iw, .....iua; lanriuda; etc.· '1 el -- de la aina de ·1ordaa, ola 

_...,.,•te - puD oer ........ ola ulillAr llljo tubular cm Já ayude del leOftma 
dll P.UO, • Udr el -.diado caallaaa oleado •611do, coa llgaau ....W.toe, m éa el ..., 111 

•. qa 1111 • cueala coa ulc!dad de llllacioae9 <-BUúllu [13)), cloade 11 apnda qae Ja piueba 

. del -..ilado ICOllllderudo úlcam•le 1Ul campo Yeclorial CX111tinuo DO dl11& macho de Ja dada 

.. 1qú,' lu Vuiutea aoa eMDcillmate dol; Ja primera• qae el coralario 1.2111.la coacÍaol6a (6) 

. del TPB, q111 Do. c11 ... qao Jaa órbltu alcauu a lm paalol lli..,.i- lcllo mi 'el limité C....do 

-·el tiempo tiende a lallnlto, paodlll - alcuaudu pua tlempoo llnllol, 6ito 110 lliplllca que IÍ 

. ua cana 111\lgnl que tleue como CDll)ulol o-limite y w-limlle -du alagularldldea pUa 

Jaa_ tlempoo bllol º- y w+ 11icoeulA1111Rle 111 l11km.lo múlmo de deblci6n • (o-,.i+) '1 Ja 

oeguda \rúa dw heclio qae 111tn1 dol Qgalaridad• puede haber una cutldad 11wnerable de 

tltbltu (cm IUllddad - a.!lo puede puu cuando 11 trata de la mlama llinplaridad, ver Melo 

y Palii [19J)."' El teomm. do la curva de lordan (propollidcla 1.32) ea íudam111tol 111 amboo 

U- J Ua .i-1rad6ia de 41 paade oer Ylna 111 Maloe [22) '1 DO Cumo [8). 

Ea la ~ndóa del TPB que 11 p.-la 111 ·o.te tiabajo oe paede obMn&r qae la 

propiedad q111 t1ealll Jaa oecckm• ttu1Yenaleo local..111 el pl&llO de - cllfeomClfu a lnlerftloo 

all1ettol de R, ea de putlcular lmponuda 'ª q•e grldu a tal propiedad (y a la continuidad 

cW lll)o) ie pÚede bblar de 111ceoloaea moaólollu 111 Jaa lllCCloMo tTU11veralleo (pmpo1Íd611 

1.31), 6ito a 1u - tiene como conoecu111da el Importante liecbo de que una oecclón tr&111venal 

l11tenec:laa un CDll)unto limite en 11n Ólllco ptt11to (pmpollicl6n 1.33), de dónde oe pueden ded•dr 

lu caracterí1tlcu pomo!Ulcu do lm colljuntm limite 111 térml11m de li coatle11111 o 110 panlm 

olqlllana. 

Eota pmpledad de Ju -.lonea uan1venalel local• 111 el plano, .. pierde 111 mú dlm111-

lian•, penM!mm 111 el ejemplo de un campo vectorlol 111 tntl dlm1111i011•1 111 tal cuo lu 

HCCloniio tr&111venalel ao11 'planm. En cuo de qae por ejemplo un plano de 6itoi aea l11varlante 

bajo el 411jo entonce."' podría pen1ar en la exlalencla de una órbita periódica. (ver cap. 13 de 

Rlncb y Smale [15)) 

Finalmente o6lo reata decir qae lu prlnclpalea fuenlea blbllográflcu en .. ie capitulo aon 

Sotomayor (29}, Hartman [13) y lhndlxlon [5}. 

¡¡¡ 



Cap"ulo :a. 
, .S~ión, 1.1: · Ea _.,., eeccl6a M 111111dnnan reoalúdoo tallDCldc» dol úkalo dlfeNaci.l ea 

.. ~, 1 .. cui..i..,w .. .....,allAA atcuode ftlleüdlo,bNnlAlbqaaqlll •.ac-'na 

pude eer encoG'ndm .ea culqlllet lib10 de ""*°"ª tllfonadll ea par&lcalu ea GulllemlD 

.1. Palladl [aGJ 1 J. UU- (21), ...._ - du llD IMa de lo q• • ua ...n.dld, fucioMI 

. dl&naclaw.. ea&R Yallodlda 11111 carecterúti-; .,. nopedo a la deblcl6a .i. -w.t • 
pude._ ... -wto....., W.-toodoo deblcioMI .. -w.d, IUlloÜlltNda<loaU 

ua vuWld • u Mplldo ~co Jlauclorl', llllUdo a.-.W., localmeaw ~ 

.... a1i1erto de r 1 otra - 41.,. cuúo .. nbcoDJuto de r • .... nrle414, • .na 
IKci6a M ha 'tabaJMo- la ...... Waldlla, -· 11Dbup DO rep-la 1111 pl01llema 

ra qae culqlller Yuledl4 ~· 4lmeul6a n pudll eer ~- .icu ... a. ...... 

oalc:Jeaa-too lfllllde e• il: h + 1), - Alallado. ainociclo COlllD el - de WJillaq 'I 

ua claiootrad4a dol m1omo ua1116a paw v-oa [30) 'I (21), Ua ClOllCepto lmpor&uw pua 

-p-dor lo q• • u compo ~ • ua ftliodad •el to11c.pto de b& ~-. .i. 

- COll-.pto ao U. lido \'lota •• vwol6a ÜlltnC\a por ao oer a-.ila para mil ftul, lamblá 

oe da ua uaa-Wdda dol ll8Qo lle q• el b& hqla'41 • ua \'Ulodad do dlmeul6ll 2n. 

Sect:ión 1.1: Telliado W.. doftal4o loqDI • ll llM \upll\edo ua variedld oe palde Miiiar 

da -.W - -'°" -W., -a.. dlflnacl.i.o, IQ> locll 1 ....... (JQllPGll­
clouo 2.1111 2.18). El VomJl\o 2.2 M M par&lcaJ&r imponaiu:la Ja qae COUÜ\'Gf9 U lo\'llllC. 

de lo qu -' \ne.do u al Qfll\'llo 4, ldm'- do que IGe comp.. raclonll e hradOllll -· 

ll\l\u191l ~pb lmportu&ol a otru &reu, por ~ la drhlla do u puto bajo u. 111Jo 

bndaul • uanlmrlodod .._ .. ll kllo JlllO ao eacajada1ua6rbllandoul lad11cio 

u .__..._o dol drcalo esi ll án:alo coa ll - ua 6rhl\a periódica. 

Set:dtSn 1.3: Gndu ll Mello da que u S' ol '--de la curva de lordu \ambWa • 

vQldo la dl!lllOltracl6a del TPB 1111 repreMDla \rabajo extra a par&lr de la demoúraclÓll dada 

ea el cuo del pluo, ul q• lo 6Dlco qu M la1&o ea 11\a oeccl6D fue dar 1111 ejemplo pua 11.acer 

- qae la lúp6Wol. da ftal\11d de olapla:ldadeo • _.....¡.., 

Lu prindplld fuen\eo en a\o pvle ÍlleJOD Do Carmo [BJ, Wllo :r Pollo [19), J.Mlbt.or [21] 

1 GalDllDla 1 Polladl [:IOI. 

Cap"ulo 1. 

Secdón 3.1: El toorema de !u ""1pD'411 ro&all&a eo u renl\odo que da\a de lo 4poca 

de Rlem&DD, la pruebo que aquí opuece oe puede ver en loo UblOI Do Carmo[BJ y Hutm&ll 

lv 



(13), ee&a pneba ee debida a H.Hopf, El concepto de {11dlce fue ullUndo por vu primen por 

Palllcaa-' 1 mide la ro&adóii del campo vedOrial a lo largo de ua curvr. F.I -.. a.2 - da 

..... apnolóa para calcalar el úadl,. de ua cana en t4rmlam de ua bi\egnl 1 COlllD '-&a llO • 

al1111pni fAdl de calcalar qllOda la lllq1lietud de Ullar UH forma mú geomélrica para calcular 

·el úadlce de 1111 campo •ectorlal a Jo lugo de 11110. cana, la r.p-ta a eota l11q11iet11d Ylelle 

dMla por la 1Wal111a de Ben.U- (nr AadioaoY (2), Bea.U- (5), Do Cumo (8), Jlulmu 

(13) 1 NCcl6a a.u de eeta teoll). Ea 111e c:ap{talo labl6a oe pueden ver algwiu propiedad• 

del l11dlce, •tN ellu .... may lmpcmute .. que alempre .... 116mmo -- Ea .. cap{lalo 

11 de AadlDllOV (2) oe p .. d., eac:oalnr llpllm ejemplae de como oe determhia el íadl,. de aaa 

•cana a tra .. de aaa lD\egnl de ll-. Ea el capitulo 10 de B.adlll (28) 11 trata al l11dlce como 

aaa 1-forma dlCelaclal y 11 ve que• ua Corma cerrada peio ao eDcta, ulmlemo 11 puede 

maetrar que •el mlemo lJldlce que 11 amoce de nriable compl• (ver Ahlfon (1)), con Jo que 

11 ~ mú evidente que el l11dlce puede - úetado como u cuenla wellGI. F.I -ma 3.5 

. • pu11C11lumnle lmponule por que lltahlece aaa relacl6D atnt campea YeCtorilllel a tro.W. 

del úadlce, ., loo ejemploe de la olpiellle l«CiÓll oe obMnan Ice alcaDc. de eote neultado. 

Sección 8.1 : El leolema 3.8 uegura que oi o eo WIO. curva cerrada que 110 conliene oin­

pluldadeo 111 n lDlerior •km- n úadlce .. cero, eete ,.alto.do ee aa cuo In-le por 

lo olgulente: la demootradóa que aparece ea el texto oe l11clu)'O porque ee aquella que nI. 

do11a el· c:oaceplo de mdlce con aaa propiedad cullla&lva de lao ecuadoaee dll'ér...cllllee, by 

. 1111 embargo otru demcetndOllOI de eole neal&ada, ua de ellu aparece 111 Sotom&)'Or (29] y 

otra 111 Bendluon (5], la primera de el1u utlliaa fatrlemeale el Lema de Zom y eo por ello 

que no 11 1Dd111D ea eota leila, la prueba de BendiDoa • mú eeadlla pueo utlllsa ÚJÚcameale 

el concepto de lllllmo de UD conjUDto de númeroo reale•, mio. eo al pantcer la mú eeacllla de 

lao tne demoolndmlee. La oboervaclóa 3.9 (la eefera no 11 puede peiur) 11 COllllCUODda del 

teon1ma 3.8 y eo Ull ""aliado clúico de la lopolog{& dlferaclal que hace evidente la ulilldad del 

concepto de Indice. En el cuo de campoo vectorlaleo llnealee,'" puede ver que el mdlce de 1111& 

oi11gularidad ahlada IÓlo puede aer +l o -1, IOllÚJI oi el determin&nle del campo vedorial en 

la 1l11galaridad eo pooitivo o negativo, eote reoaltado puede - llevado un poco mú lejao como 

1e bace e11 el ejemplo 3.2. En el caoo de u11 campo vectorial no lineal un r11ult&do puecldo 

& mle continua 1lendo válido, oólo que en 11te cuo hay que aumentar la hlpóle1i1 de que el 

delerml11ute de la malria Ja<0blua 1e& dl1ti11lo de '210 a lu oingularidad11, comlÍllmeDle 

& una 1ingularldad donde la matri1 Jacobi&11a oe &11ula '" le llama punto eingular degenerado 
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1 ene ejmlplo .... bace ver quo • "" el cuo de llqaluldadoo degmaerodaa Oll donde ea mb 

hai-1o calcular. ol Úlcllce. Para waa compnu1611 cabal de •le ejemplo hay quo hacer mo 

dol taxema de U-, (ver Hanmu(13j, Porto (:la), So&omayor (20)) uf como del concejito, 

.- llio •!rúa• - -. de Wpallollddad 1 dol C011ceplo de eqalftluda ~ca. Loe 

.,... U 1 3.1 (•d.de• calcalall cllroclamute a lr&Ñ de 1111& illtepal b l11cllceo de 1 .. 

~ 1' 1 JI) pudea • r="1eylcw a toclal lao campe. C11JU co~lel -1aa parlel 

...a• lalaluda de IM fuclaMe ..,.pleJu a" 1 r, •toe campe. tiOllOll la eur1- propiedad 

..... IM CVYM de lllnl .. alpaa .. 1M CGmJIOD9lol de .r IOll ua np...-trlad6a de 

IM ciinu la&tpalm de laecud6a i = .P-1 (• > 1), m6I a4Jl - campe. pude - 1111111&­

.i.. pua-ink ampae vectorialeo coe Úlcll- arhltrul .. , waa pnpnta quo nnlta ntuni 

......... - eJ-plae • la llplcte L• pollblli lial1u ua nlad6n OlllN el mcllce do u 

-po 'V..iarlll • ua liaplarlded 1 alpaa cutldad nleclou4a con el campo, como Oll el 

- ......... u, 3.1 ol polo ... - ...... - dol campo?. 
Ee lmporl&llle eelalar 'l• .. COllcepk> de lacllce tlmbWD ........... varlodad• e- J. 

W- (21) 1 .Gallomla 1 Pallaclt (30).) 'I por lo &Mio la pnp11ta uterlonn011lo pluleada 

................ devuled ..... 

s-iót1 1.1: UllO de lol objetl- de - parte • dar ua dullcad6D '""cilla de IM 

Uplul..._, heMlldme a ol Nlra&o r... del campo vectarial cerca .. Mtu, uu prlmma 

dllllcw:kle • ob'1wl - _......,, .. TPB, 11111'- '-ta llaJ dae &lpoe de liqalarldedm: 

· 1o1 ·paa1o1 .. roa.dile, 14....,. a lol qae locla vecladad COllllae pulol de zotacl6m, 1 loe 

~ Ea el ejmlplo 3. T • ..Wbe 1111 pUlllo de rotad6a fl'llll 110 • ceatm, a t.. ejmlplos 

3.8 1 3.0 '" apredu 1 .. llpm de llagularidadeo que llolletl 1 .. campe. lllleoleo, centm, nodo, 

foco J. lllla; - ejmlplos IOll 1011cllb 'I pueda • wllloe "" culqal• llbm do eculdoatl 

cllforadaleo ordlaarlM, • partlcalar a lllnda (111) 1 Perito (24). De do11de • obllomon IM 

llpiealol -ueudM: ol lecllce de 1111 foco o do '1111 C011tn1 • 1 y ol lncllco de una lilla • -1. 

<- ejmiplo U). 

Seocidn 1.4: En tllla 1Kci6n ti objetivo• cleaarrdJv 1111& tooña que permita dlllCl!blr como 

• ol mrato r- de 1111a ec11K16n cll,,,,_dll cerca do 1111a llqaluldad. Ella teotía permitir¿ 

hlllar una forma puramente pom"rica para aÍlcÚlar 'e1 lncllce de cu.Íqwér '1iDgularldlid (a ellu · 

alturu IM quo tle11en ua lnteno particular 0011 aquellu en donde el determinante do la malris 

Jar:oblua • uala, • dedr, lao llagularidad• degmaendu). La pmpolid6n 3.12 uegura qao 

en ua YOclndad convenlontemente """'l!lda de 1111a 1l11galarldad, quo 110 • punto de rotación, 
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~ .11,~ DD• IOladda nula, (•lo 1¡ulete decir una. adatlóe. qu ae .-ca• la ahtp1uldad 

nudo el tlompo .,,_ o decNCe ld.itUDellte) .,. (5] lleadlsma •-•• qu lil •'- ds 

tila aolaC-•~o lpal • clo9 y t¡u• en c:uo de que haya.oalameDte 11111> cutldad bita .. . 

.. .U.. ni halo IGlacioalo nal» po•UI- como oobaclonet nalu aoptiYU, ea e1pa .. ~ 

•u Upo ..,...,iu. ele •lM oal•clim• •lee llama oopantríc:e1 (cuaclo aia.o oe - a au 

~· 11,J&). Un CMO.la-te qu lambWa tR&a Beadláoa • cuado a la Yedada4 u 

pa•'<> elaplar U, ..,,.._te cloe ool11donet aüu, ua poo1uva1oU&mpu..,1o 1ai-te 

.. •"' c:uo • qu tu oiJlplu!dad p11ede Ht ulmllad• COD 1111 p1llllo nplar, Lu IOladoael 

~a!M ~ ele.gran a\llldad ya. qu • a. traW. de .U... que ~ dl..i.ur el illterlor .i.. ua. 

CVft de Jordaa, q ... 10CiA a. 1Ula. liDplulclad, ell Gii Dámelo bilo de - (ltmu 3.16 

1 3.18), • d~, ...,... •lee qu el C10mporlamielllo calllil&tiw de la. cunu lategNleo 

•.lil . ..U-. (ver not• 3.5 o Androaov [2)). Eotol --Ueaea oltu cancteiil\1- q11e b 

haca lmportutee, por ejemplo al el illterlor de 1111a. curva. de. Jordaa J paede - dividido e 

... caa\ldad llD.lta de &aleo ,...._, J puede IU au\ltlllda. por 1111• curva np1u por ,_ 

r, formoda por UC1111Gl11d61l de la~ difereatllll orlalul., _ IOl•ti6D.del campo 

or&ogoaal (ver lemu 3.20, 3.21 y 3.22), oeta. curva tleae la. parllculu!dlld qua. Jo i...., de ella 

el ladlce ,del .campo Wflorlal pude • calcalado fldlmeate, aw nlllltado • CODOtldo como 

la fórmula. de Ben~ ~vet oectlóD U.l). Ea pu\lc1lhlr ea puecle ver qne a f, la vulad6D 

~del 6ap1o que fcmDUI el. campo -1o11111 laldal 1 el campo vectorial t,....te a. la. CDna 

f, .. Ja milm& ~ la. pvf.e de f que ..U. eD 1111 MCtor parab6UCIO, Ja. dlfinacla 0118 -bu• ... 
clapvt.e de r qneat4a ~ -ollpliC10y -•en lapvt.e qneca.eea u-hlperb611C10. 

F.atea c:ar..,terlallcu oe p11ede11 realllllir ea la fónnDla de llellcl1-, coa la caal .tetmla& '!'ª 
capltuJo. 

Por .U\lmo reola. decir qu •te aúlllil p11ede - llevado mú lejaa U.ta l"IHt .1lll• de­

omptló11 butante detlllada.. de 1 .. retrai.. r- de c:&r11poa veetorial,. cerca. de paaloe alJllU· 

1119, para. mu illfonnacló11 a. •te reopoclo vet Amold (3), Bendlxaoa [5), Hartm&a [13),. Petb 

[26], eota.a aon ta.mbWn lu priru:!palu fue11teo blbllopállcu de eote capitulo. 

Capitulo 4 • 

. Sección 4.1: En e1\a. aecciÓll oe nianeja. 1111 concepto q11e .. Importante ea el denrrollo 

pooterior de la. tala, el COllcepto de conjuato mllllmal y 141 du algwim ejemplm de CIJ1ÚGDtol 

mlllimalea, el reoullado de ma.yor Importancia. en eata. oecci6n eo el lru:lao (c) de la propooiclón 

4.3 que dice que al 1111 conjUJ1to eo mlllimal entoncea ea el lotal o ea deaao u .ninguna pule, 
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un comentarlo c¡ue tamblin vale )& pena hacer el el llgul8nte, en el plano loo ÚÍllCOI c01\lw,'toe 
mbdmal .. , con -pecto al llujo de ltll campo vectorial, oon IÚ alngalarid&deo 1 1111 6rbltu 

cerradu, E&tao reeulladoo oon hutailte conocldoe 1 • pueden ver en B&ltman [UJ,. Molo ·~ 

Pallo (11], Schnrts [27] 1 SolGm.,.ir [21]. 

· Sección 4.!: Un.; de luo objeU.uo fundamental• de éot& ~ eo en~der loa llujoo in el 

t..;,, pua 1.; cual en la primera parte de eota oecd6D .. emaclla a luo llujoo en c:uN Cern.tu. 
Eotoo pueden oer penl&dol como Ju ltendoneo 1uceohu de u lomeomarftomo del dlcálo en el 

drculo c¡ue pn!letft la orlent&dón de le cuna, fllol • lnantu en f11Jlcloneo Nale9 de ftllahle 

real eotrlctamente cnclenteo 1 de período uno (ver l>eDJo7 (7), Butman (13)). Una cutldMl, 

uod&d& a un llajo en un& c:una ceind•, que multa de lmportanda fundamental en la teclria 

111boec1i.ente e1 el n'llmero de rolMl6n. Zote dmero p!lede oer ddiddo de dl1tllltu íormu ( YV 

Amold [3], DeaJo1 [7), PllÍU 211 de Gucloonhtlmer (11] '1 Butm111 (13)), aln embu¡o lodm 

.U.. - eqalftlontee.' Ua ~ del dmalo a 11 mlllllo eot' reladoudo - na 

~ del dmllo '1 en - -todo el a6mero de rotKl6n paede - Interpretado - la 
!Olad6n promedio del homeomarlllmo, eo por ello c¡H luo lujoo ..,. a6mero de rotad6a ndau1 

&len& liempn órbltu perl6dlcu, mm -1tu - m111 lmpartaatel .,. c¡ue clellnúua ... 

por completo la dlúmlca dol llajo (..to c¡alere decir c¡ae 11 u llDJo> tiene una mblta perl6dlca 

de periodo Ir enlall.- todu no 6rbltao pnl6dl<U oon ele período Ir '1 el w-Umlte de culc¡als 

6rlllt& • ""ª órblta pn16dlca (ver Hltedl [23)). Ea el cu0 de u lajo cm dmero de rolMl6a 

lrndoaal la dlúmlca eo mio lai-te (el CIOll)uto w-llmlte ele caelc¡aler órbita• toda la 

cuna o• clelllo a a1npn pule). Ea el ejemplo U • coutruye un llvJo con w-Umlte 

deoo ea alagua JIUW, elle ejomplo • debido a DeaJu7 ul como el - 4.11, c¡u dice 11 

111po1111111oe que u bomeomorlomo coa n6mero de rotKi6rl lrndonal •de d-C' enlall.- • 

topoldtlcamate ec¡alvalnte a ua roUdcla, unbuo reealladoo •pude ver nuevamonteea [3], 

[7),(U) y tamblá en Sc:liwarta (27). En (3) oe puede ver una U.ta de -11lladoe c¡ae nlKlaaaa 

el a6moro da ftltldóa COD la lll&bllldad .S. la 6rbltu. 

Según el teorema de DeJajoy todo bomeomodnno del árcalo, 1ullclentemente nave y coa 

número de rotación irracional, eo topol6glcamente equivalente • una rotación lrrKloaol, queda 

entonen la P""'1nta·¿caU.. de Oltol homeomarftomae 1lgaen oleado ouavemeate .. alwlonm · 

a una rotación Irracional?, la reopueota a eol• pregunta oe puede ver en [3) y \iene c¡ue ver con 

la forma en c¡ue ol lrradonal puede - aplOldmado por racional& 

En 1976 M. Dorman (14) demoo\ró c¡ue la medida del conjunto de dlfeomorflemoo de dU. 
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e• (Ir<!: 3), coa númezo de rolu:lón lriadollll qae 110 0011 conjugad<» a una rolad611 lrradol111, 
• 1 1 •••• ··:-.: • '•·'. · •• , .•.• • 

'.,• . .. ..... 
u.:. va qae"" coaocen laÍ propledadeo de lt» llujo oobre ClllYU cerradu"" puede atender 

.-;.. ·..;., ~ ~ b,hgñ¡. de 1111 I* ~ el &oro, .. to .;., logra.-!~ a ia: ¡nopleded que 

ti.e el plaao de - 1111 .. pac10 ,cubriate (ver Croom [6), G~berg [10) y ~pmadlce de ala 

· &.) ·,s;,¡ toro, de d¡;,,de oe'~blleuen coadldOll .. _bajo Ju cua1 .. ~ campo ~u el pl&DD 

''hiel~~~ 1~ u el..;, (ver clebldón ua). Él~ 4.14 (ver s1..i [28)) ~ª qae 

¡,Ua todo lujo .;;. el loro, al~ daplaridadN, "" puede uc1111trv. una CIUft no bomotópl~ a 

cero 'hl que toda órbita i.: lnier-ta y .. tramvenal al llujo, .. "' teorema .. de gna ."'711da 

. ya qM. p;.,,.¡le, mrno • babia 1o111111cad~, ulmllu 1111 l.;,¡.. aln alDgU)aridadm, en el toro coa 

¡;,;· I~ ;;,, el circulo, a ~ lujo le pocie..... uoclar ulllll.....; un 11~,de rotad6n y uí 

~¡,~ 11na d.;,;;,.jpd611 .i.;uu.d.. de ~dm"°1ca gen~ada por el llujo. FAW quiere .Í~,qne 
• . l -. l ·. . . - . - . ~ . . • . " . . . . - . . - ' . 

~obtener informaci6n_de 11» coajunt<» w;-Umlte y o-limite de .Ju CIUYU _Integral .. 

·del .¡,;.:¡,~ -..,.. tu e6lo ~ el numero de rolu:l6u de la funcl6u de Polncaré uoc:lada al 

l~Jo·. 'F.i p~ento l~veroo .. tami.w;. poolble: al tenemc» un luJo en el drculo, éole puede 

Mr cÍefinldo en lodo el toro medlute un proceoo que. • conoce como la 1111peaal6n del lujo y 
--·-' - . : . . 

ob- un lujo ea el loro con una dlúmlca coaoclda. La algalente propiedad de Ju. cvvu u . . . 
el taio, lema 4.14, .. lambWD de gna lmportuda: ol 1111 levu.tamlent<» a C no • lnter...clu 

;.;;~.;.. Ú.i.ea uodado el mioma núm~ c!e ~lu:l6u. 
Sución ~.3: Ella .W6n • de crnclal imporl&llda y eolá buada prlnclpolmente en el Ir .. 

bajo d~ N. Marldey [18) en dOllde • .. 1ablece que en !a bolella de Klela, lodo punto recummle 
'. . . ... . .. . . . . . . 

.. perl6dlco. F.lle .. un noallado mú fume que el demDllrado por ~ u 11124: lodo 

lujo coallllao ea la bolella de KWD, aln_ alaplaridadeo, llene una órblla perl6d!CL Aú mrno el 

pi;..;~ W. .. pac10 cubriale del loro { gradu a q111 • puede ver como un _eopaclo coclente del 
' ' . ' . 

plano complejo e' modulo la relación de equivalencia dellDlda por el grupo de lraDlfonudoa• 

T),_éo\e .. a 1u v .. un eopado cubriale de dt» hojude la bolellade Kleln, (Nlooe_logn.ogre­

gudo la lran1formaclón Kz = i + 1/2 al grupo d~ lraasformadon .. T que dellDeD la relación 

de equivalencia que oe utiliza para hacer ver que el pluo complejo eo un .. paclo cubrieate del 

loro), lo cull quiere decir que hay un homeomorftomo local h 1111 que la Imagen In vena de un 

punl!J u el toro son doe punloo en la botella. La demoolraclóa dada por Markley ligue. !u 

oiplell1 .. ldeu. En el loro lada órblla recurrente y no periódica tiene número de roladón lrr .. 

clona! (teorema 4.20) y si doe órbilu son recurrenlel y no perlódlcu enloncee tioneo el mismo 
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y no perl6dlca en la bolella de Klelll oon dm órbltu, en el taro, ao perl6dleu y pooltlftllleate 

ieaiinmi.; qu u doade 111 obilae qua la botella• ~éa (~a 4.ft). FmalÍneate 

..• ,,....;·91 ........ ·x..-· ... , •. , •• bbló.... ·i ¡ 

SeciCidñ ./•4• Ea llta lllUl6ia tmi- w.icam..te"""" doo nnlladoo; el pn- (temmn& 

· · us) • coaoc140-.. .i - de Palau e-e- 1111., ...,. ... 1arma ... 1mc111a 
· Do Cunlo (8)) 1 tllM 11 ilplete caniiado: IM '4alcu' 2-Yuiad.d• comJllldM, ea IM 'IM 

• pude dehlr u campo ftClodll lla UplÚtdad. - lu qu U... ...- .;.o, -
..... datlr a lalu •la IKdá uter!M qw, aa c:&111po lla putao 11 ........ a6ID pa -
illbldo a ua 2-..wad ._.,....al taro; el llplldo 111 el teonma de Schuts (11111), 

b CUKt.da i. ~- mlalmalol •u IQ» di c1a111C'ea1111• 2-...wu campacta, 
doatm .. lol nall. U, 1M ......... paolbllldKoi, clrllltu ,.d6di-, putm .....,_ o 

lawiiWadaiiaplo&a( ... laW-tea4riaq11eilrU. •adtaltaro). ta'...a.tn.w. 

...... bapartute ...itai1o ..... - - Scll..U 1211 7 la ...... '"" ..... - .. 

...._ .. ~ (...._. 4.11), •la liplate ""- SI alati.o aa coa,Jaató mllllmal • 

la ...Wu dllllato .. ._ INI - •lea-• pCllillle -nlr 1111& fucl6a .. Palacul, 

qaio • • ci- et, coa .i.n-ia paoltl"' 1 'IM u.. mmo caa,JQto w-Umlte u """'9ato 

.._a lllqáaputa,locul-it1119uacoatnlllcdda .... .i-4.11. SQWUll,lla 

_....,, .__,..__ ..... ual'ud6a .... W. CUKWrllll-.., p .... alallr. 

La ll ...... • E C' dll t-a UO • odcloale, p ... coa &711da del ejmaplo 4.1. 

podomoe coUtnlr ........ taro - .. _,..lollllabMl dlatl•todeb ............. 

C..el ..._ .. SQ..U111 ..... la ..... (palillcada) múPMnl de .. .-e-.w tipo 

PGiacai'-a..U-. Ea el alo 1114 F. llau ea (12) laltllto clemaolnr aa -ma eqalwalme 

al-UDperolapn11baq•dlo- ....... (-Pllmto(24)). Laldeaerró_.., .... 

l'llmto, alrmu qu u lwr-admo del drealo a el drnlo debido IOlam•te a!Ndeclor 

de~ patao paa - ~a lodo el c:únlo. Pelxolo lam'bWa C01111ru79 ua lamUla 

• lllloe •-• culqü• 2-nrlldu compada. 

La lll&JW porte de lm nnllldoo oqm apa•tm formu porte de la teoría de PcillcaN. 

Ba.U- c:lúlca, la Idea• reanlt lodoo ..._ en an oolo trabajo 'que mu .. lre el camino qae 

... Mpido lu Id- lalc:lalm&te 1111111ciadu por Polncan! ea el plano y de como &tu pueda 

- lleftdu a npcftcleo compadu lln tener que andar Aliando entre la blbllognlla lllfclaal, 
lla embargo todm lea r.alladoo paeden 1er coualtadm dlreclaamele en lu referendu que ee 
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ladlcu aalll de cada -aliado. 

Eata lllla CPDta ma 1111 ap&dlce - ......... de loo nnltad,. qu 11 - • Jo laÍF 
de la t..i. y •u• ao fueron probadoe ea - momento, loto ma la Id• de - u tni.Jo 
u-teJlido y de fádJ lectva, •too •Dl&adoo 11 _....., de diltiatoe Ul1100 1 pudea -

.....ita.i .. dlrec'-a&e •..OO.. 

F.clunlo ..... Dauto. 

Cladad Ual-.llUla. 

KálcoD.F. 

llamo de l!IOS. 

xi 



'! 

l.'.': 
' • 1 ~ • •• ¡: : ••. "." 'i .. ~ ~- _¡ 

1 TEOIÚA CUALITATIVA • 
... ~'. ' 

1.1 Elementos de la teorla ~u;uatl>a}e l~. ecuaci~n ... cliJerenciat ..... ,., • . •;J .• • ; ; • 5 

1.2 Campo1vectorialeayftujoo ..•••••••.•. ,. 1 ........... ,, ........ ::,. i:; .• 6 

1.3 El teorema de Poincan!-Bendi~n: ~ •••• :.· ,;· ·' v.··.: , .... ,, .. .,~: .. : .... -. 23 

1.3.1 ConjuntOI o-límite y w-llmite de 6rbltu. •. 1 ••• ,' .. , 1• ·:•"'" • ,¡ .. :·.-, 23 

·.¡¡ 
1.3.2 El teorema de Poincaié-Bendiuon. • ............ •. , ••· "''· ... , ; ¡ .. ·,. . 28 

. . . -
2 CAMPOS VECTORIALES EN VARIEDADES DIFERENCIABLES. 35 

2.1 Cálculo en variedades dlfeienciablm. • .•.. · . • . . • . . . • • • • • • • • • • • 35 

2.2 C&mpOI vectoriales en variedadea. • . • • • • . • • • • • • • • • • • • • • • • • • 41 

2.2.1 EjemplOI de carnpOI y ftujoa en variedades ••.••••••••.•••. • • • 42 

2.;i El teorema de Polncim!-Bendinon en S". • • . • • . • • • • • • . • .•••• · • • • 45 

a TEORIA DE POINCARÉ-BENDIXSON. 411 

3.1 Teorema de las tangente1 rotantea. • • • • ••• , ••.•. ' , • • • • • • 48 

3.2 Indices y singularidades. , • , . , .• , • , ... , , , ·• , • , • : ·• , , , •. 52 

3.2.1 Ejemplos •...•..•••.•.•• •' '. '• ·.· ............. ~ ....... ·. 55 

3.3 Claalficación de singularidades. . .. , • • • '·'."·' •• ' .......... 58 

3.3.1 Puntos de rotación. • . . • • • • • • •••••• , • , • • • • • • • 58 

3.3.2 Atractores. . • . • • . . • • • • • • • , . , •••••• ,·.: •.•• , • , • , • , 60 

3.4 Sectores .•.••••.•••.. , • , ••••• , • , , • , · ••• , • , • , , • , • , • , 64 

3.4.1 La fórmula de Dendixaon. , .... 71 

4 TEORfA DE POINCARt.BENDIXSON EN 2-VARIEDADES, TT 

4.1 Conjuntos invariantes. . .............. , . , ....... , . . . . . 78 



· 4.1.1 Ejemploo. 

4.2 Flujoo en el l~ro. 

. . . . . . . . . . . . . . ... . . •,• ................ . 78 . 

. • • . • . . • • . • . • • . • • • • • • . • • •• • • • • • . . . . • . 80 

4.2.1 Flujoo en curvu cerradu .....••.•••. , .•••••.•..• •·: .• •. 80 
4.2.2 Flujoo ea el loro. . . • • • • • . . • . • • . • • • • • • . . • •. '. • . . • . • . 88 

4.3 De loroo y bolellu ...... • • • · · · • · • · • • · • · • • • • • · ·~~Látúil93 
4.4 Generollaaclón del teorema de Polncai&-Beadluon. · ••.••..•••••••.•.••. 97 

4.U ta fórmula de Euler-Pol11caré.. • • • . • . ••••••.••••••• ·• . • M 
4.4.2 El teorema de Schwar11 •••••• · •••• ••.. - •..•.. ; • .' · •••• 100 

. 
1 

A........ ·');"'!·Y'. !.'·'.l'.J:·.'.i"'.'·'·' ·lM · 
U Aproximadda de aúieroo lrradoulÍI pOi rldO.áh.. ·. '. '. .'1; ••••••• '. ; • 107. 

u c-w...t1ecoorc1enadu ... ~ ......... :". ~ '. .... ;. >:';: ! ~:: .1ai. 
5.3 ta lran1formaclóa ele Polncaré. . •.• ; ·• : •. .' •• ; •. ; ; ''.· •. : ~·: : 

1
, ': • ~· : ·• 110 

5.4 Eli-adeP-..... ; ••••. ·~ '. :.'.·:. :;·~ .·:·~ •• • : •••••• 115 

U FApadooC11brlnlel. • • • • • • • • • • . • • • . . • :· ~:·:'.'•;: •• • : ~ ••• • 117 

·,:,¡ . ,; l){· 

,'(;,\:_. 

'e'(. 

2 



·.Lista de Figuras 

. ,,··, 

1-1 •••••••••••••••.•••••.••.• •, ••• •. •. • ...... :, ..••.•••• ~· . 7 

1-2 ........ ~ · ... •' ..... · .• ,., .. 22 

1-3 • •. •.•. •. •.• .•• •.•.• ......... ,,. " ,22 

1-4 ... 23 

1-5 ejemplo de un flujo con conJ.untos 24 

1-6 .. ····· 26 

1·: 1-7 26 

1-8 28 

1-9 28 

1-10 .. ' ....... 30 

i-11 31 

1-12 32 

1•13 32 

. ),, 1-14 .. 33 

1-15 34 

1-16 34 

2·1 38 

2-2 39 

2-3 39 

2-4 43 

2-5 .. 44 

2-6 .. 45 

2-7 47 

·3 



/~· ··:· 

3-1 

3-2 

3.3 

3-4 

3-5 

3-11 • 

3-7 

3-8 

3-9' 

3-10 

3-11 

3-12 

3-13 

3-14 

3.15 

3-16 

3·17 

4-1 

4·2 

4-3 

1).1 

••••• ; ••. • •• •.• .... ·:· • • -_.:.·:· ,·, •• ! •••• •.•·• ••••••••••• 



-.. ·,:· 

,:.1: 

Capítulo'l 
.·:.; 

TEOR1A CUALITATIVA. , 

1.1 Elementoe de la teoría cualitativa de las ecuaciones difer­

encialee. 

Iaklanmol el •ladlo de lliatemu de eculldaaoo dlfermd.., del tipo: -

llamad111 aaklaom111 ( • doclr lndepadleatm del tiempo). Doade X1 • una fancl6n de /1" en 

R. Para •1111 lliatemu algunu vecot lelldrem111 IOludon• apUdtu, pero la mayor parte del 

tiempo trabajuemm oolamente '"'ª IOlaclonu aprozimadu. &tu áltimao Ju obleiulrem111 a 

tn• del •ludio de Ju funclouo X¡, que n111 propordonarúi lo que llamuemm el retrato 

fue; trataremoo de re1<alar !u proplodade1 cualilali- de !u ooludonu de •1111 lillemu. 

Una propiedad que .iudlarem111 con delenhnlenlo oerá el comporlamienlo de lu IOludonea, 

«e) am e e R, en el cuo parllcalar en que e -+ ±oc . Loo punllll z en 1111 que lodu Ju 

fancionu X¡ "" aaulan, tendrán un eopeclal ialeréo para 111110lroo y hareinoa una duifico.ción 

de ealoa punloo cuando n = 2 . Olroo objeloo Importan! .. en nueolro estudio oerÚI lu órbllu 

periódlcu, es decir IOludoneo que ~.., al punto de partida y loo conjunlOI Umitm, a loo que 

podemoo definir de una manera lnlulliva como loo conjuntoldoade lu órbilu nacen y mueren. 

F.I cuerpo fandamentll de •te capítula lo formarán reoulladoo que en au mayon'a ooii debid111 

a Poincan! : el teorema mú importante• el de Polncaié-Beadluon. De eote teorema haremoo, 
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mú tltd~, un e.tncllo de 1u generallzacl6n debida a Schwaru (27) y 01tucllaremoo tambWn el 

cuo particular de ecuoclonOI de Olio tipo en una variedad no orienlable co_mo la botella de 

Xbin.(18). 

Ea - capítulo 01bosalemoo alganm de loo fundamntoo de la leoña cualitativa de lu ecu .. 

donOI dllmmclaleo, loo renltadao de la algálente oecdón pueden - COD1111tadm priad~ 

• (29), ola embuso • algum de ellol ·.,_ dtu alterutlvio. 

1.2 Campm vectoriales y 8ujoa. 

S. A e R.' un nbamjllllto ablerlo, un campo vectodal X de da. e' , l :S Ir :S oo • una 

fund6n X : A .... R' de da. C'. A. - campo lo uocluemoo la ecuad6n cllfenadal: 

é=X(:r) 

:r(O) = "• 
dlnmOI que tp : I \'.; R -+ A \'.; R' • UD& IOlud6n de 1.1 li: 

~ =X(ip(I)) 

ip(O) =•o 

(1.1) 

(1.2) 

a tp • le ClOllOCO lambii!Q curva iatognl de X o de la ecuad6n cllferendlll 1.1. Una IOluc:16a 

tp : / -+ A • una IOladÓll múlma de 1.1, 11 dada otra IOlad6n "1 : J -+ A tal qae I !; J y 

"111= tp, •&cm- .; "' tp, • - cuo 1 nclbo ol nombnt de la\ervllo múlmo. 

Un puto• e A tal qae X(•) = O M llama panto liqalar de X y li a e A no"" puto 

aiagalor a&cm- oe llama punto l'lllJ1llv de X. Ea UD punto angular la curva tp (C) = z • 

11Dlad6n de 1.1 'I ademú I = R ya que : 

O=tp'(l)=X(ip(l))=X(a) ;VIER. 

AlacurvalntognldeX tal que :r(O) = {ladenotamnoo tp(T,(). Unalnterpretaci6noimple 

para el concepto de 11Dlud6n "" la olgulente: 1upongamoo que OD Wl& cierta ngión del plano, 

tenemoo definida UD& fuacl6n que a cada punto de tlll región le uocia una ftecha, el valor del 

campo vectorial en - punto (ver figura 1.1). Sea tp UD& curva parametrlaada en R.2, cllntmDI 

que tp"" una curva Integral del campo vectorial el el v-.olor de ip'(I) coincide con la ftecha en 
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ip (1). Una ecuodcla como 1.1, que 110 depende del tlempi>, oe llama autón~L 

' ' ..... ~ ' 

Flgua 1-1: 

En1111cluemoo a eo11tinuad6111111 par de lemu que ..,. a - "U. para la demoltndclll de 

1111 lmportaate teonma' 
Lema 1.1 : Sea {C,.} una a!U!uión de númeroa ,....,., no nqalivo1, lal., que {C,.} - O 11 '"ª 
O<~< l. Si .. 

"~ ~ E>-~-'.C• 
'"" 

entonce•"'• - O. 

Dem...tracl6n. Sea M• = .. p{C¡ 1i2! i:} tenemoo que JI• - O ol i: - oo , ya que 

C¡ - O. Noo lljamoo ahora a el,........, [g], atonca ol i: = [1]: 

y ee cluo que cuando n - oo amboo ténnlnoo tienden a cero. CJ 

Recordemoe que F ee una ~-conlracción al 

d(F(s),F(11)) $ ~d(s,11) 



· Lema 1.2 : Sea F. una 1uctrión de -~-"!''!l"""'ionu. en un e,,acio ""lrlco (Y,~: SI j,.ro 

lodo r e Y la 1uce1ión F. (r) converve o F., (r). Entone .. F., ., lamllién una A-contraceidn, 

denolaremo• por ir... o 1u único punto Jijo, 1i MI •• un punto cualquiera en Y lendrenuu pe _la . 

1uc.,ión definida por : 

'1 =Fa (Mi),,.= F1('1),. • ""' = Fa(IJa-1) 

conoe,,. a r.. li n - ao. A un pu.nlo Jijo como "" •• /e llama alroclor. 

· DemoetrHl6n1 Oboerwm<» que Ja anidd&d de ~ ,. tambWn lnmidlat& ya cine 111 lf • 
otlo pnnto fijo dlatlnto, entcm .. : 

y midlante ana adecuada aplicación de Ja desigualdad del triúgu!o teneme» que: 

d(,.,r..) $ d(11a,Fa• · •Fi(r..))+ d(F ... ·Fi(aw),r..)· 

d(Fa • • ·Fi (Mi) ,F ... • Fi(r..)) + d(Fa • • • Fi(r..), r..) 

$ Ad(Fn-1 "• Fi (loll) ,F,,_, · • · F1 (11w)) + d(F. • • • Fi (W..) ,F.(11w)) 

+ d(F.(,..) 111w) 

$ A•d(J.IJ,.,_,) +d(F. ·" Fi (r..),F.(r.,))+ d(F.(11.o),11w) 

$ A•d(J.1J,11w)+Ad(Fa-1 "·F1(,..),11..)+d(Fa(W..),11w) 

$ A•d(M>,11.o)+ d(F.(,..),w.,.)+ Ad(F._, (11.o),11.o) 

+ A2d(Fn-2(l'w) ,11..) + • • · + A•-1d(F1 (11.o),r..) 

por último obteneme» Ja dellgualdad: 

n-1 
d(11a,.,.,)$ A"d(ro,11.o)+ I>;d(F.-;(11w),11w) ,.., 

y aplicando el Lema u.terior podemoe hacer Ja auma tan pequeña como queramoe¡ por otra 
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parte • duo c¡ue ol otro Urmlno tiende a cero cuando n - oo. Y por collliguiente 

o 
b~ ..,a en coadldoneo ele ennndar 1 probar nna oerie ele mallad .. que oerú. !a ..... ·-tro prlms uQlala: 

T&OUMA 1.1 (de contracc16n deebru) : S<an(Xi,d1) r(X2,ll.J douapacioúnilrleól 

com,itro. ' t: Xi X X1 - Xi x X2 una funt:ión de la fomtoi 

a) Fi : Xi - X1 tiene un punto fiia alroclor l'l• 

6) La función z-+ F2(s,z,) ea continua en X1, para todo.z2E X 2• 

cJ paro todo •1 E X,, la/unción F,,., : X2 - X2 definido de lo •ifUienle /orma F2,.1 (•2) = 
F2(sto•2) e• una ,\-conln1ccidn. 

Entonce• •i p, denolll al único J"IRto fiia de F2 '" el punta ji = (Pt, Jll) e• un ,PUnla J1Jo 
alroctor de t. 

Demo.tracl6n1 Sea•º= (s~,z~) '/ •1. = F" (zf) tenem01 eaton<M c¡ao: 

i'-(•º) = (zi.,Jl'(•º)) = (•1.,.P,'.z'/(•~)) 
(•1., (F2._, · .. Fiof) (~>) 

pua s 1, E X1 '/ como para toda • E X1 ; F2 e1 una >.-contraccló.o en X2, al hocemoo 

F.= F2 ,,1._1 
reoulta por el lema 1.2. c¡ue cuando n- oc, t- (•º) = (P1,1>2)· O 

Con la ayuda de este lema probaremoo el 1\gulente: 

TEOREMA 1.4 (de dlferenclbllidad local) : Sea X una /unción de cloae C' definida en 

un abierto A C R2 , para toda zo E .6. eziaten númeroa positivoa o,{J y una únicajunci6n cp de 

clase C 1 en: 

/ 0 X B~ = {(t, z) 11 ti < a , 1 z - •ol < P) 
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con oalore• en A lol que: ',1·.i' 

i) DaY,(1,s) = ~(1,s) = X(op(l,s)); ip(O,s) =" 

ii) D1D2op(l,s) = DX (op(l,:r))D2op(l,s); V (1,s) e lo x B¡t • 

. Delnoá1Sd6n1 se&.> ó tal c¡w s. e {" 11 •- •ol < 6} !;; ~; ;...,;· m ::·inlpf/(s)h 
l = 1apllDX(op(1,c))ll;• e s •. klmlllDDI admnú o y fJ 11100 c¡11e ~amp!ail lu i:oadldOUi 

om+ fJ< l y~ =al< l. 
Sea C el apodo de lu f1111cloaeo coalill11u de I'!' x B¡t en B., dolado.do la m'lrica: · , :. · 

deaotemoopor.C aleopadodef1111clooeo liDeoleodo R•n R• coalaaormallLll =111p{IL•l l l•I = l}. 

Sea c. ol 111pado de f1111cloD111 acoladu y coalillau de la x B¡t en .C dotado de la m'*rica: 

Dellnamoo F : C -+ C como: 

F(op)(I,•) = ~+ l' X(op(1,s))ú 

y deflnlmDI tambWD F : e X c. - c. de ... alguiente forma: 

F(op,.¡,) = 1 +J.' DX(op(1,s)).P(1,s)ú 

.. (1.3) 

donde 1 dnotalaidenlidad de R•n R', lafuacl6a i' = (F, P) Uene la1iguientea propiedadel 

a) F • 1111& ~-coatracc16a. 

cl(F(op), F('1)) = 1up IJJ X(y.(1,s)) - X (op(1, s)) ül 

1up IJJ DX(<P(•,:r))ül l'P(•,,.)- '1(1,:r)I 

s IJJ t cl•l ••P lvi(•, :r) - '1(• ... )I s ~ cl(yi, "' 

donde <ji • una función c¡ue .. tá definida en el oegmenlo c¡ue une a op con '1· 

De loo lemu &aleriores ,. deduce c¡ue F tiene un único punto lijo op E C. 
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6) F(rp,Y,) .. ana íaacl6a continaaen e para toda.¡, e c0 , 1a que .81•campadá1 c:Omo 
DX • mntlaua, entcmc:eo • 1111iformemenle mnllaaa eá .8, y por t.olllipleale: 

ll(F(rp), F('1)) = 1ap I~ [DX ('P(•,a))- DX ('1(•,•)))V>(•,•l"'I 

$dio 

IMmpre que ll(<p,'1) SI 'I doade M = npj.,Oj. 

e) F,.(.,O) = F(<p,'Í') ~ tamblá Ull& ~-C011trau!6n debido a qae: 

cl(l',.CV>),i',.(~)) = 1up{llF,.(\P)-l',.(~)ll} 
1apllfo [DX(<p).p-DX('P)~j "'íl 
1upll/JDx('P) (V>- ~)"'I 

S lo1up 11 V>-~ 11 S l1up llr. (V>-~) .t.11 
to J(.¡,.~) 

• decir, Ja aplicación i' = ( F, t) oatllface Ju hlpóleolo del leorema de cont~ de flbru. 

Por lo lulo I' llene Ull único punto fijo .p ,; (V>, V>), ·de donde oblenemoe qae: 

.P= ¡,,,.¡,¡ = l(.p) = (F(<p) ,F(<p, V>l) 

lo cual quiere decir, ...U. la ecaacl6n 1.3 que: 

'f por áltlmo derivando <p con reopecto de 1 llogamoe al r.aitado d-ado: 

~(l,:r)=X (<p(l,:r)) 

<p(O,:r)=:r 

y ul Ja primera parle del leo"'ma ha oldo probadL Para demoolrar la otra parle coulnúremoo 

laouceslón i"'(tj>o(:r:)) como 1lgue: 

i"'(tj>o(:r)) = (ip,.(l,:r),cp.(1,:r)) 

tj>o(:r)=(:r,/) 

ahora blea como i" (tj>o(:r)) = .Pn(:r:) = (<p.,cp.), es claro que 'Pn - rp, .p. - .¡,·uniformemente 
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en r. x_ 811.,SI derl- COll ,..pecto a z la fuatlóa fh, como: 

i;. =a~!. X(~(1,a))~ :, 

Dwi_ =_I + ! DX(<¡10~1,a))~(1,s) u'=~ 
-,., .. 'illa(•,•) = I= \la(•,•), 111apaumoe laf6rmllla: 

-Da.,,,~1=1 + t' DX (~~1(•,•J)~•-1(•,•) "9 = ;¡,._, k -
y~ la clerl..t.a de.,. ~-c¡ft: 

DllP• = 1 + ! DX ('l't-1 (1,a))D2'P•-1 (1,a) .U 

y aplkudo &llora la f6rmllla an&erlor - queda que: 

por lotuto: 
D..,..=r;,.,V11EN; 

Do'I' = Dalim""' = llm º'"" = Um .¡,., = tj> 

• decir obiavlmoa : 

D2V' = I +J.' DX (1"(•,z))D2<p(a,z) da 

derivando con nepecto a 1 el -ul\ado ea: 

D1D21p= DX (V'(•,z))D2V'(•,z) 

que .. lo que queríamoa demootrar. a 

El teorema anterior tiene UD car"'1er atrlclamente local. El teorema 1.4 1100 uegura la 

exi1teDcia de 1> = o(<p,zo) y fJ = {J(<p,zo). Supongamos que tenemoa UD punto zo E 4, por 

el teorema 1.4. ui1teD o y fJ tai... que en I,,, x Bp Ja ecuación 1.1 con z (O) = •o tiene una 
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'Wílea' ooluclón .,,, : la C.•) = r,. -+ A que CllDlple ;.,n la ooiiclldcSD IDidal, pero, penllelllOI en el 

lliplente cuo; oea 1 e la !al.que 1P(l,:r0 ) = :ri, nuevamente por el teorema 1.4. la eciild6a 

.. (la)*':' X(:r) <Gil condld6a laldal :r(O) = •1 tiene ua hlcaoal11d6n .¡,: 1• _,A tel qw· 

.p(O) = •i. )'lap....,..ta• ahora, ¿comooereladoua t..fudauo y> con q, y loo lalenlbl,. 

"°" 1• T. Obviameate, para DO&Otnll la nop- mú l&lllfacloria-1a que \P = .¡,en I,. n l•¡ 

·a ti& .. del olplenle tumamlento próbuemoi. que .¡;, eo 1ÚI Wo. 
Paraalmpll!-llamaremao(e,•)alaÍiÍtenicdóBI,.nlHoeaA = {1e'{a,6)1 y>(I) = <P(I)} 

'et-te A. airrado por-lalmlpa 1n-.w o bajolafudón /a(I) = 1"(1)-.P(I) qae 

• C011tlaila por el tememal.4. Si ahora fljamoo nu .. tra atención en al¡ún 11 e A, nunamenle 

la eculld6JI (lb) * = X(:r) can :r(O) = ' = 1P(l1,s.) tiene 1111a única ooludón 'I/> en alg4n 

Intervalo l<j, notemoo que para• pooltlva 1uflclentemenle pequeña la fondón~(•)= y>(l1 + .•) 
11 tll q11e cumple con la relaclón: ' 

(1.4) 

11 decir ea una aoludón de la ecuad6n (lb) ya que tambWn ~(O) = y>(l1) = ~.de donde 

obtenemoo por el teorema 1.,4. que \P =.,,en (o,6)n r •. podemóa repetir el mlamo argumento 

paraipy .¡,y condu1rq11e ip = 'I/>, por conalgulenle .¡,=\Pe& (a,6)n I• por lot1111loA• ablorto 
' . . . . 
en '(a,6) y on ugumento de conmdad noo conduce a que A= (a,6) y llnllmente <i1 = \P en 

r.,nr •. 
La reladón 1.4 • ona ecuación muy lmpart&llle ya que tltne lu alguienlell -uend11: 

al dellnlmoo la f1111cl6n :r(•) = y>(I+ 1,:r0), eata uueva fucl6n ali como \P '!"n aoludonn de 

(la), pero como l+a e r •• tenemoo que• E 1 •• -1 !;;; I., ya que :r(O) = 1P(l,:r0 ) = :r1, por otra 

parle coino "(-!) = "'•y ., (• - 1) = \P(•. o:,) enlollcea. e r., + t !;;; r., por lo 111110 r., !;;; r., 
-t y por último: 

r, = r., - 1={r-t1 re r .. J 

Lo aaterlor mu.tra el alguleute: 

Lema 1.5 : Si X ei un campo vectorial de claae C' en un abierto A !;;; R', dado :r E A 

conatruimo1 el intervalo máximo Is como sigue, aea ip : r,, - ~ la solución dada por el teorema 

1.4 a la ecuación diferencial (1) 2: = X(o:) con condición iniciol o:(O) = :i:, donde :r recorre 

tocio•'º' puntoa en .6., sea puea r. = ur,,, entonce•: 
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•) 'I'•: r. - A de}lnida como 'l'•(I) = '1(1) paro 1 e.r .. eo la .única aolución .. md,rima de X 
IGz fl'~ s(O).; s. . . . . . . , . 

·•)Sit e r. r1• l/l(t,s)en1anceo1, =1 .. -1 = {r-tlreI .. } .,.,_,¡,1o4o• e1,·.,, 
· ··:c.,,.,,. la i,...W..d 1p(•,1) = .,(I+ •,•). o 

,· •• ,. • ' 1 '.' •• • .,.• , • 

.bt. .. ...., a·- á!U- - Maiatuda, qae ~ 11 múpaeral .. todm 

Plap09ld6a 1.1 : Seo X ~n ciam,0 iieetoflol de claoe C1 en ún etierlo A~ IP, ent~ el 

CótVionlo: 

D = {(t, s) 11 e 1~ r se A} 

u otierlo en It', Gdemdo <p(l,a) eo un función de c/aáe C' en D r 

(U) 

"'"' todo ( 1, ") e D con r. el intervalo mdzimo donde 'I' ea 10/ución de la. ecuación J. J •. , . 

De-rad6n1 Sea e el coiaju&o de lu 1 e r •• hleo qae a111ea Wd11dadei A de 1 y B 
de so c:oli la propiedad de q1MI Ax BCD¡ ip(I, s) •de d- C' 111&11.r... 1.5. S- tam~ 
o= 1apl .. fJ = IDII .. , • = 1upC, r = llll'C,.......,. a probar el par de.lpaldad• ligulen~¡ 
o= •• {J = ·,., Por el -- 1.4. C •u ~to 11D ndo. Vamm a filar nuatra úad6n ~ 
el puto 'I'(•,••) = "" ll&bemm que ui1ten vecindad• Idea 1 B de •1 tal• que '1'(1,sa) • 

de d-C1 j ll&llatM. 1.11 e11 1 x B, t1111bMn "" cnmple la ligulente relación. 

(1.6) 

Sea < > O, pot cantb11aidad de 'I' ui1te11 • < a tala que • - • < e y • + e e l., y fJ 
una vecindad de"º con la propiedad de que liempre que 11efJ11 cumple f/l(u,v) e B, ahora 

bien"ª' e [J eutonca tp(f,J,t) e [J, .. de due e• y aatiot'ace 1.5, ésto .. puede verificar 

dlrecumente, ya qoe por 1.6 para toda " e B ae cumple: 

ip(t,s) = ip(I - u,ip(u,s)) 
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derivando ""1enemoo: 

y como 1 -'•· < • taemoó i¡ae· f- • e e p... Jo ta.itó: : ' ·, 

D 1Da<p(l,s) = [D1Da<p(I - • 1<p(•,a)))O,ip(•,•) 

[DX(<¡>(I - •,¡p(•, s)))Da<p(I - •,<¡>(•, s)))Da<p(u,s) 

DX(<p(I - •, <¡>(•, •)))Dt\Ó(I - ·., <¡>(•,s)) 

DX(<p(l,s))Da<p(l,s) 

de do11deobte11-qae •+E E e, pero •+E>. Jocall ee a11aco11tradlccló11 y Ja IÍIÚC&(ot1111. 

de nftuJo • que a = a, C011 Ull tratamiento adlogo le puede probv que p =· r f por(~ tu to 

D •abierto. o 

. . , Ha llopdo al ftn el lllOlllento de pNH11tar el mú general de nueotroo teoNmu de exlltencia: 

TEOREMA 1.T (.i.; dli.enclabWdad 1lobal) ; Sea X un campo vectorial de~· ar, 
-, ~ 1; '4 un 'a6ierÍ~ de R2, entonce•~ cumplen; 

. fJ/ Pa.ra, cada puntos E .A emte un aliierto r., donde Ulll tkftnida uno única 1olucló.n 'I'•: 

. r. - .A para la ecuación diferencia/ s =X (•),con• (O)= s .. 

b) Sil E I. 1111 = <p(t,s) tntonc.,/• = I.-1={r-tirel.}11'1'(•,r) = <¡>(t+•,•) 

para lodo • E I, 

· ·e) El conjunto D = {(t, •) 1tEr.·11 •E A} •• abierto en R' 11 la aplicación <¡> : D - Rª 

definida por<p(l,s) = 'Pc(I) ••de cla1e C' en R'. 

Dem...traclón: Laparte(c) del teoNmalaprobaremoo atllilandoi11dacció11,elcuon = 1 

queda probado por Ja propoolció11 &11terior, 1aponem<11 valido el cuo n =Ir - 1, eo decir en el 

cuode 011 é:ampo vectorial dec1-c•-1; <¡>•de c1-c•-1, 1upongam011 que X en un campo 

de c1- e•, vamoo a probar que"' .. de clue e•, deftnam<» el olgulente campo vectorial: 

F(z,L) = (X(z),DX(•)·L) 
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donde L • una mr.tria 2 x 2, pluter.moo aliorr. la alguiellte ecuación difmeadal: 

. '(s,L)' = F(s,L)= (X(a),DX(•)·L) (1.7). 

F • an campo de daM e•-• y aplk:aado la blpóleli1 de Inducción kHmol c¡ue: 

•(1;,,Y)"' (ip(l,f),~(l,f)· Y) 
. . : . ' 

...... oohid611 dé da. c•-1 de la etud6e 1.7 •\o áltimo debido .. c¡ue .O,ip(l,f). y • 

eoladón de la eca..169: 

L'= DX(•)·L 

· lradu a la lpalcbd: 

D1D2ip(I, t) = DX (y>(I, 11))D2y>(I, 11) 

. ·1 -Y'• de cta. c•-1, D,ip·• de daM c•-1 en D, odemu mmo x • de cta. e• y 'P • 

de c1 .. c•-1, D1ip =X· Y'., de el.- c•-1, por lo t111.to Y'• de el- e• coii ~o caal c¡a.;.¡,, 

probado el lad., (e) del leolema, loo lncl- (•)y (b) oon conoecuencla ~ lem•,Y plOpOlidóa 

ea&erion9 por lo caal no duemoo 1111.a prueba eJ!plidta de tal .. 111.cl-. O 

O-lulo 1.1 : Seo X •n campo wetoriol e• en A e R", ai se A 11 l.= (o,b) u tal que 

b < oo (re,,...,livamenle • > -oo ) entone., y>.(t) tiende a 8A cuando t ... b, .. 10 e•, para 

todo <ampaclo K s;; A uille e > O tal qu• 1i 1 e [& - e, b) •nlom: .. 'P• (1) f. K. 

O.-'rael611.1 Suponpmoe, contrariamente a lo c¡ue c¡uemnoe probar, c¡ui al 1,. ... b 

n\oncm 'Ps (i..) !::; K con K compacto por conalgulente hay 1111.a 1uhluCMlón converpa\e a un 

punto en K, .. decir ip.(14) ... so e K, ar.bemoo por el teorema anteriorc¡ue en el reclúgulo, 

B• x 10 !::; D donde B• = {\11- s 0 \ < b} y 10 = {\I\ <a} bay una oolucl6n para la eculcl6n 

a =X (s) con s (O)= fe B• tal c¡ue loo tlujo11e relacionan de la forma: 

Y'•(I,¡ + •) = 'Pw(•) 

y como O < \•\ < a lenemot c¡ue grocias & I,¡ ... b entoneet I,¡ + • <:: b, lo cual l'elult& aer la 

conlradicc:ión que establece el teorema. o 

Ant.. de continuar ae hace neceoarir. una definición c¡ue •lmplifique el lenguaje que huir. 

ahora hemoa usado: 
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Delald6a 1.1 : Lo aplicación 'I': D _,A dada JIOI' t¡>(t, •) = 'I'• (t) u llama jfuJa ,....rodo 

· por ti campo wctorial X. 

TEOREMA 1.10 : Sta X un campo .. ctorial de el.,. e•, Ir 2: 1, entoru:eo: . 

o) El Jfujo 'I' 11tntrodo por X •• dt c/a1e e•. 
6) Si D = R x A entoneta 'I' define un Aamomorjllmo entre el ,,..po aditivo dt /OI ÍIÚmtrOI 

real•• 11 el ,,..,., dt /01 difeomor/ilmot e• con la operacidn dt com,,.,.ición. ' 

,o.-rac16a1 a) F. --da dlNCt& del tmnma 1.7. ' 

b) F. COUKUada de lao pnipledadeo ot.I lujo '1'(0,s) =•y 'l'(I + •,•) = t¡>(t,t¡>(•,•)). o 

Ea la JD&10!{a de lea ..- D llO • paede mcrlblr como R X A por lo cul cul olempN 

tenemca que 'I' eo el lajo local de X. 

· Pademca cmclalr qae 11 leaemca 1U1 campo vectorial X, delllldo 10bN alguna "'16n A, de 

c1- e•, entoaceo el lajo 'I' &IOdado .i campo vectorial ee 1U1a aplléacl611 "" oolo conlillu llllO 

llD& apllcaci611 de daM e•. 
La leona cualitativa de lu ecaacloaoo dlfereadaleo allllla el concepto de NINto ra. de un 

eculclcla difereadal, 11ca diopo11em<» abara a exponer algall<» beche» acerca de tal concepto. 

o.tlalcl611 1.11 : Al conjMnto 7, = {t¡>(t,p) I t E I,} 1e lt llama ór6ita de X por p, ·o&.érw,. 

911• f E 7,. ,; 11 1olo •i 7, = 71• 

El teorema que.enunclareme» y probareme» a coal1Duadó11 nae dice como eo11 lu órbl&u de 

X, ola embargo inlel dareme» 1U1a definlci6D: 

Deflnlc16a 1.1.2 : El conjunto A dado por la de•compoaición en órbita• de X •• llama retrato 

fa,. de X. 

Sabemca gradu a le» teoremu de al1tenda que por cualquier punto pua una órbita y que 

de» órbllu que .. ialersect&D son lgualeo por lo que tiene oentido hablar del retrato rue de X. 

El teorema que a continuación enunciaremoe es neceaario para tener una idea predi& de lo que 

el retrato fue e1. En la prueba del mismo utilizaremoo un resultado de álgebra que no será 

demootrado ver demootradón en (29]. 

Lema 1.1a : Todo grupo aditivo e'# {O} dt R •• de la forma rZ con T >o ó •• denao en R. 
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TEOB.llMA 1.1' : Si 11J ••un 10/uéión md.rima de Xidt/lnida en 1, 101i)1e cúrriple'-u..O dt 

. /al lifuienlea allemalivaa: 

a) VI•• in1ecli"". 

&) 1 = R f VI •• eonlfanle. 

e) I• JI r'I' u ,.rilUica, u deciraúle t' >O lal ... llJ(l+t') = llJ(l)para 1..io t E Ji r 
IMlemú li taf lo 1an llllcl"' Ita -111<ren1once1ip(l1)il-11J(l1). 

O.mmt .. ci6n1 SupollplllOI qu VI no • iDJecllva, ea1a11 .. exl11en 11 '1 lt E 1 \U 

qu .11J(l1) = llJ(lo), - e= 11- 11, vunm a ddalr la lligaleDle fulld61l¡ VI: [l1,l1+ •) .... '1 

, como ligue: •(1) = ip(I- e)• duo q• • • t-'blá ua curva l""Wnl de x; 1 ademú 

•<•1) = ip(la) = 11J(f1) por ulddad de ooludonu tellemoo que [l1,l1 +e) e 1 y como R puede 

• cubleno por latervolao ele la fmma [l1,l1+e), [ta +c,i. +2c), ... ,[l1 + (11- l)e,11+11e), ... , 

podemoo verqae 1 = B '1 qae llJ(f) = llJ(f+c) 111 e [t1,l1+c), por lo lulo llJ(f) = llJ(f+c) 

para lodo f e B, ftJ'monoo ea el olgulente conjnnto: 

e= {e E B l 'P(f) = llJ(f +•)V fe B} 

C • 1111 caejulo que llene mtnadura ele papo adlllvo ya qae llJ(I) = llJ(I +O), d8 clolld1 

O E C¡ olc,llE CenloDC0111J(I) = ip(l+e) = 11J(l+c+4) porcomll!llientec+ilE C'tol 

e e e - que -·e e ya que llJ(f) = llJ(f +. - e) por állbno e ... cerrado ya que 11 {e:,,} 

•una oa0eli6. en e tal que {e:,,} .... t!, t! •14 en e,.~ que: 

llJ(f +e)= <p(I +lime..)= ip(llm(I + c:,,)) = Um<p(I + c:,,) = llJ(I) 

de lo anterior obtenemoo que C = rZ, o que C eo denso en R pero por oer cerrado entoncu 

C = B , y por lo tanlo conclulmao que en el primer caso <¡> eo perlóclica y en· el oepndo VI• 

co111l1111te. CJ 

Nota 1.1 : La relación q...., p at ll aolo ai q E 7p u una relación de equivalencia. 

Ahora vamoo a dar un par de definldoneo que serán úlllee cuando comparemoo loo mralol 

fue de campoo vectorialeo. Para mú información al reopecto ver (3]. 
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Detlnlel6n 1.111 : Sean Xi u X2 do• comJIOI vectorialt1 definido• en loo abienoo 41o42 l'I!• 

1pectivomente, diremo• flt'e Xa ea topológkamente equittalente a X2 cuando en.te. un hameo­

morjümo la : 41 -+ 42·1a1 que la lltóa 6r6ita• de Xi en 6r6itao de X,, •• decir: 1i p e 4i r 
7, ••la ór6ila de Xi 9ue ,PlllG por; enloncu /a(7,) u la ór6ila de X2 fU• - por /a(p), •I 

ade~O. lenemoo fU• la •• una funci6n de cloot C• entonce• decimDI vu• Xi to cr -"fUiV.lente 

ax,'· 

Detlnlel6n 1.11 : Si 'Pt : D 1 -+ .R" , 'P2: Da-+ R" ion /óo #• reneradoo por¡.,...,.,.,. 

. : vecloriale1 Xa 11 X1 ""'Jl<Clivamenle, 11Gmo1 a decir fU• Xa •• •lóficamenl• conjvfado a Xa 

cuando ezill• un Aomeomor}Umo la: Da-+ Da tal fUe /a('Pt (t,s)) = <pa(t,/a(s))i cuando la., 

ademo. un difeomorJümo de claoe é• entone•• decimo• que x, .. cr-conjtl.gado • x •. 

f.ema 1.1 T : Sean Xa : 41 -+ R" , X2 : 42 -+ R" campoo de e/ale C• U la : 41 -+ 42 .un C' 

difeomorjümo, entoncu la •• una C'-conjuración entre Xi 11 X2 •i u 10/amenl• 1/: 

Dli,Xa (p) = X2 (/a (p)) 

VpED1 

Demannd6n: SapcmgllllOO qae la eo taJ que l&llaface la ecuación de urlba, éota qalen decir 

qae /a(<pi (t,p)) eo IOlucl6D de la ecaadcla diferenclol i: = X 1 (s) am s(O) = h(p), ;ra qae 11 

detlvamm, oblelloma1: 

Dla('Pt (t,p)) • D1'1'1 (1,p) = Dla(<pi (1,p)) ·Xi ('1'1 (l,p)) 

x. (/a('Pt (1,p))) 

donde 'l't (t,p) ea el ftujo generado por X 1 y ademú cumple que /a(ip1(0,p)) = /a(p). Si 'P2 eo 

el Bajo generado por X2 tenemoe que: 

h('Pt (1,pj) = "2(1,h(p)) 

debido a que 'PI (O, h (p)) = h (p); esta igualdad eo colllM!Cuencla del teorema l. 7. 

Supongamoo ahora que •i '1'1 y 'PI son la1 ftujoo generados por X 1 y X 2 respectivamente 

entoncee: 

h(ip, (t,p)) = '1'1(1,h(p)) 
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11 dor!W- la rellcl6D obtendmn .. qae: 

:Dh('l't (1,p)) • D1'1't {1,p) = D1'1'1(l,h(.p)) 

Dh('l't (l,p)) • X1 ('l't(l,p)} = X1(1P2{l,h(.p))).. 

a,..x1 {p) = Xo(h(p)) 

eoa lo caal 1e mada,.1& prueba dll lema. O 

· EohmOo a pualo di! eatablecer a 1111 ieoiema que ..,. ''º caaado Uipe el inommalo de 

aiooinu' el teoNma de PolacaÑ-BendWon, pero uta c1amn .. una dellaid6n necewla ¡i&ra 

enimdAr dldto -ma: · 
Ddalcl6n 1.1a : Sea X un campo ... ctórial de e/Ole C', A e R" , v A e r-1 al>i•rloi, una 

aplicación C' , / : A - JP-1 •• llama ttc:ción lra,...,.,..al /acol de X, cuando ,.¡ra c""""ier 

•E A D/{a)(Jr-1) 11 X(/(o)) ,..ncran a todo R", .; /:A..., E u un homeamorjiomo 

di ... mOI 911" I: ••una ttceión lrano'IJer•aJ de X.1 

TllOR.l:MA 1.11 (del lltúo tubular) {19}. Sea p un punto no aif'llU/ar de X un campo 

'IJeClorial t1e:ci...e C' v /:A - E una .. ccidn lruM'IJeroa/ lo<al de X de clae C' con /(O)= p. 

Entone .. •Ñle •na ••cindod Y de p e A " un difeomorJilmo h : Y - (-e, e) x B tk cu 

C', con e> O 11 B uno /Jo/a abi•rta •n R"-1 con centm •n el ori,.n O= ¡-1 (p) taka que: 

a) h (En V)= {O} X B. 

b) h ••una C'conjulltJción ent,.. X lv y el campo Y: (-e,e) x B .... R", Y= (l,O, ... O). 

Dema.traelóa 1 (en la demootracl6n de t!lle leon!ma utwzarem .. el t"°"'ma de la fllDdón 

In-ver capítulo 2). 

Como oabem .. I: =/(A) e A. Tiene oentidodefilllr Ja ligulente fundón: 

F(l,a) = <p(l,/(o)) con (l,a) e//(•) x A 

notemos que F(O,o) = <p(O,/(o)) = /(a) e E V a e A. Vamoo a probar que Feo un 

dlfeomoriilmo local en il = (O, O) entn! {(I, a) 1 (1, /(a)) e A} ~ R" y A, para lo cual vamoo a 

IA, E• /(A) la dot..m01 con la topolagia illdadc:IL 
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- - - --- -. '' ,, .• , ,.. ., •• •·,r,:.•.,-:"li';',7.'" .:.· ~ 

probu que DaF(O) 111 DO olagular. SI calcul111101: 

DaF(l,e) ;= D11P(l,/(e)) = X(¡p(I,/(•))) 

y l!Ylllu111101 en (1,•) = (O,O) ob\enemOI que: 

DaF(O,O) = X(¡p(O,/(O))) = X(p) 

por ova parte, la forma a qae dellalmoe F Implica que: 

F(l,e) = ¡p(l,/(e)) = 1P(l,/1 (a) , ... ,/.-1 (•)) 
D¡F(O,O) = D¡¡p(0,/1 (•) , ... .J.-1(0)) = D¡-1/(0) cou j ~ 2 

(1.8) 

y como f 111 .-clón tR111Venal a O e A tenem01 que {D¡-1/(0)}j •• y X(p) form1111 1111a 

·~ d~R" enlall .. D1F(O,O) 111110 olagular, y p0r el teoawma de la fucl6n ln~mmla 
veclndld111 V de p, (-t,t) de O E R y B de O E R"-1 tol• que F: (-t,t) x B .... V 1111111a 

hl,eccl6n COll In vena " : V - (-t. t) X B continua y et. NotemOI que ol ,. e E n V, atouceo 

existe a e Atol qae z =/(a)= ¡p(O,/(o)) = F(O,a), por lo t1111to h(:o) = h(F(O,e)) = 

F"1F(O,e) =(O,•) e {O} x B de doade (•) h(En V): {O} x B. 7 como coa-nada de la 

fórmula 1.8 tenem01: 

DF(l,a) ·Y= DF(l,a) · (1,0, ... O)= D1F(l,e) = 

= X(¡p(l,/(a))) = X(F(I, (•))) 

en 01tu ecuaclon111 obeenamos F conjuga a X e Y (F = ·11-1), nóte"" que para IOI pnn\ol en 

R x A de la forma (l, /(a)) con a e A fijo, F &plica eotaa líneu en cnrvu lntegraleo de X en 

A 7a que F(l,/(a)): r¡>(l,/(a)). (ver llgura 1.2). 

Co..,lulo 1.20 : Sea E una 1eccóón tranaveraol loco/ de X, para todo punto p e E ezialen 

t = t (p) > O, uno vecindad V de p en R• v una función r : V .... R de cloae e• ta/ea que 

r(En V)= o v: 

a) Para todo q E V, la curva integra/ <p(t,q) de X lv eatd bien definida vea bivecliva en 

J1 = (-t + r(q),t + r(q)) 

b} e(q) = <p(r(9),9) El: u el único punto donde <p(-,9) 11,interaecta a E, en particular 
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u 
. (1,u). --- -. 

' . ' 
' ' 

, e :cnv ,¡.., •olo •iT(t) =o. 

'· \ 

~J°f: v_,.. E eó de_claltC6 r D((9) •11 . .....,11vapara '*•e V, mcú aún Df(t)·•.= O 
,ri r ~ •i • = i.x (t) para a/fún o e 

·, •. . .. (ql . (-t,t) •B 
b(q) -

. -t '&(q) 

1-3: 

Demanrac16n: Con Ja h que viene dada r el teorema del flujo tubular, obaervemm que 

1119eVentonca9 = ip(l,u) con u e E, ip(t,u) = ip(l,/(a)) = F(l,a) con a e A y 

11 =/(•)e E de donde oblenemoo que: 

h(q) = r• (1,a) = (l,o) 



con 1 e (-E,t) y a e B s; .~y como 11.: V.e A!;; R" ... (,-e,e) x B .e R.x R'~1 ~ 

que fl = (fla. .. ., 11,.) con fl; : 1l" - R • decir podem .. peuar a fl como una fuacl6a ci. la 

·forma fl e (o,1p)- o= fl1 y '1 = (11,,; •• ;ll,.) llllmlomo o{f) = 1 y l/(f) = io. Debama. 
,¡., (-'o,I/)= (r,.,);tomafl(En V)= {O} x B, te11t1111C11que r{EnV) :o yporlll \eDNmA 

1.7, •duo que ¡o{l,9)_•tadellnldaeo 11 = (-t+ r{9),t+ T(f)) <Olllocul •-~ 

(•); 111ac1oo (b).,. __...de tap.rapledad ci. grapo :r• qaacé.o 9 = ¡o(l,•)aloa• 

• = ¡o(-1,f) = ,P(r(9),9j = f(t) .e E :r • 111 dnl.,;, puato por uldcÍÁd de oota...k.... 'é~)-~ 
-...ia del --ele lujo tabular. Ver ll&ur• 1.3 

Ea la. !pn 1.4 •~ver.el W'"'8r local dtl-. 

Figura 1-4: 

1.3 El teorema de Poln~Bendixaon. 

1.1.1 Conjunt• o-límite y w-llmlte de drbl&u. 

Sea A un conjunto abferlo en un eopaclo euclldeuo R!', y X: A-+ 1l" an campo vectorial de 

d-e•,' ;:: 1. 'lftem<» definida la eculdón diferencial: 

i = X(z) (1.9) 

aabemoo por lu di1cuoion .. anteriores que bajo ciertu .hipóteels e1ta ecuación tiene una áJtica 

oolucl6n ¡o(I, Zo) para cada punto ... e A, .. declr ¡o(l,zo) es hl que: 

d¡o di= X(¡o(l)) y ¡o(O,zo) =:ro E A 
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n.lnlcl6a 1.:U : p,,,. una ór6ito 'f• de X por p, entende"'"'°' el conjl¡nlo, ik ,...nto1 • =·· 
<p(C,p) eon t E lfi, ddemo1 tener en cuenlcl que 10/o na1 inte,..Mn coma ~onjunto de j,un1o1 f 
, no como uno curva parwmetrimda. 

~ald6a 1.H : Vomo• ahora o definir urÍ
0 

,.; de conjuntoa .. ¡. f15J V [llÍ: 

"'Ú') ={tEAl3{c,,} tol9ue1 .... oo,·.,,c1.,p)-'9,;;; ... .;.,} 

a(p) = {9 E Al 3{C.} tal que c .... -oo,.,,{c.,p) ... 9•i1\ _, .'..oo} 

a loa cuo1., //amaremo1 conjunta. .. -/{mil• 11 a-l{mile de p. 

Como podem .. aotar eole par de conjunloo pueden aer vadm, aunque IDÚ adelante -

bajo que condiclon• •IOI da1 conjulllOl IOn no vadm. Vama1 a decir que el conjunM> llmlte de 

Ull pulo p E 4 • w(p)U a (p), e lnluitlvam011le 1111 puede decir que a (p) "'doade la órbita que 

pua por p nace y que w (p} et donde la órbita muere. Nó- que 11 p E A eo 1IJl punto llqular 

deX elltonceo tanto a(p)como "'Ú') &0n lgulie1 a {p}. También debem01 notar que 11 q = 
tp{to,p) eulonc:eo 'f~ = 71, debido a la igualdad tp(I+ to,p) = ip(to,9) de donde a{p) = 0(9) 'I 

w(p) = w(q). Ver figur& 1.5. 

'·' 

Figura 1·5: ejemplo de un flujo con conjuntoe limite vacioo 

Detlnielón 1.23 : El conjunto a-limite poro uno órbita 7 ••ti conjunto a (p) con pe 7 11 el 

conj1mto "1-l{mite para una órbita 7 ••el conjunto w(p) con p E 7. Nóte1e que •i 7 ••una 
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óf.6;1a de X enloneua(,) e CI ('y;) r cindlof'amenlew(p) e c1(1;).• 

Loe ..UAdao ligllaloi puÍÍda • couaJ1idm a (13] '1 [29]. . . 

TEOJU:MA 1.:ac: Su x : 4 ..;-. R" un ~m,., lledoriald• claáe e• (6 <!: 1) con 4 e R" 

a6ierCo, enloncH: 

i) w ( .,¡) . •• cerNllo r ,; .,¡ llene cemidu"' com1"Cfa, enloneH: 

ii) w('r;) ,i t. 

iii) w(1;) H.:ot\UO. 

Demoetncl6n1 

1) Sea{q,.} e w (1;} lllqueq,. .... 9oid.W:quepara111ullclealelllatepudetl(fluf) < I• . 
por otra parte camo • e w ( .,¡) •laa,. i.emm que esllten ouCe.louá {'-}ª hite 

qae i:. ... oo '1 IP(i:,,,¡ ""'fa ("E Tl 7 •lija) cÚlldo m ... ooi ....,. .. ahora a aiutnlr 

1111& nc:etlón de lulgalente forma I'.., > N¡ y d ( IP ( 1:,., , , ) , f1} < 2 ( i ~ I) alompre que 

m¡ > /JI¡ con /JI; 1111a nc:ealóa lal que JI¡ -+ oo al i ... oo, por úlllmo·por la clealguldad 

del ldúplo: 

de donde obteumoe qu "' e w ( .,¡) y por lo l1Dlo;., ( 1;) O. cerrado.( ver ftpta U) 

·U) Suponomoo ahora que .,¡ tiene cerradura compacla y como Tl e CI ( .,¡) enloa,. al 

lomamm una 111cealóD fa = IP(C,.,p) con, E Tf y 1,, .... oo cUIDdo n-+ oo oabomoe que 

llene 1111a 1ubeuc:ml6n converpnte en CI ( 1t) .. decir '•• ... oo y '•' ... f e C/ ( 1;) 
e11a11do 6 -+ oo y por dellnlci6n lenemoe que 9 E w fr/) por lo lulo w ( 7/) 'I t. 

·• 
N ... .u.: Ti• (f E<ldrmti(l,p),'f'S OJ iÍllaoeal-&blt&'IK'°"lft: 

T/ a {t E 4f1= \P{C,p},C ~ D)•laleJDi...6tbila ... atlta. 
CI ( .,; ) • la ainldua de 1; 
CI ( 1:) • la cenadua do 7/. 
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Figura 1-6: 

Figura 1-7: 

111) p...,. probar c¡ue {'r,t) ee conexo 1upongam01 por el contrario c¡ue no lo eo, ol w ( 7,t) 
no eo conexo ento1u:e1 exl1ten doo r.erradol A1 y Aa toie1 c¡ue w ( 1,t) e A, u Aa y 

d(A1o.A1) = 6 >O aborablen comow (1t) n A1 (i = l,2)escompactosepuedenconatrulr 

1ucealone1 toi11 c¡ue d(q.,A1) - O, d(q.,Ai) - O cuando" - oc con q. = rp(l,,,p), 

pero por 1er d(q.,.4;) una función continu& exiate i: con 1,, < 1: < '•+I y tol c¡ue 

d(~,A¡) ~ ~-La 1uceol6n v: tiene nn pnnto deacumulad6n 9, claramente q E w (1,t) de 

donde d (9, e;) = ~ < 6, lo cuol 11 nna contradiccl6n, con la c¡ue conclulmoo que w ( 7,t) 
eo conexo (ver figura 1.7). 

Hay c¡ue hacer notar c¡ue en eote cuo utlllzam01 fuertemente que CI (1,t)ea compacta ya 

que con eeta aupoelclón fue poeible demoetrar que w { 1t )ee no vado. a 

Uua conaecuencla Importante de eate teorema ea el 1lgulente corolario: 

Corolario 1.25 : w { 7t) es compacto. 
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Demonracl6n: Por el teorema anlerlor w ( 1,t) .. cerrado y •t' contenido en CI ( 1,t) 
que .. compacto, por lo tanto"' ('Y,t) eo compacto. e 

Co"'larlo 1.21 : "' ( 1,t) e• invarianle bajo el flujo de X •• decirai f e "' { 1,t) entone•• 1t 
e w(1,t). 

Demonrael6n1 Comoq e"' (1,t) aabemmentonc:eoque cp( ... ,p) ... 91lempre que n ... oo, 

ahorable111l re "ft entonceor = cp(lo,9) = llm cp(I. + lo,p) de dondecp(I. + lo,p) ... rcuando 

n ·__. oo por conligulente r e"' ( 1,t) ; y por último 1t e "' ( 1,t). ver llguru 1.14, 1.15 y 1.18. e 

Co"'larlo 1.37 : Si "' ( 1,t) •• una cu"'" intef"ll del campo vectorial X, enlonce• I, = R. 

Demonracl6n1 Como"' ( 1,t) .. compacto e Invariante bajo el flujo de X entonceo"' { 1,t) 
•t' contenida en UD compacto, Y. por el corolario al teorema local de cllferenclabllldad tenernao 

quel,=R .. c 

co ... larlo 1.21 : Si"' ( 1t) COMO de un aolo punto p e ~ entonce• p •• un punto •ingular 

de X U 1t-> p •il-> oo. (ver fllura 1.16). 

Demonrael6n1 Como 1t est' contenida en un compacto por el corolario 1.27 tenemoe 

qu~ / 1 = R de donde 1t __. p 111 __. oo y ademú 11 tomamao r e "' ( 1t) 1abemao que 1t = {p} 

V 1 e R y por lo tanto: 

X(p) =X (nm cp(l,pJ) = lim X(cp(t,,,p)) = lim-ddl (cp(l.,p)) =O c-oo ft .... (K) 

· ' y por conligulenle p .. pUDto llagul&r de X. e 

Detnlelón 1.21 : Si una órbi_ta eatd contenida en un conjunto límite en.toncea •e llama órbita 

limite ~ ti ademd1 ea periddica entonce. ae le conoce como ciclo limite, 

No cualquier órbita cerrada a ciclo limite por ejemplo una familia de órbltu cerradu.(ver 

figura 1.8). 

En la 1lgulente figura oe mu01tra un ejemplo que hace evidente que la hlpótella de C/ ( 1,t) 
compacta no puede IC!I' retirada del teorem&. 

ObHrvaeldn .1 : todo lo que hcuta ahora hemoa probado ha aido para conjunto• w-limite, 

ain embargo todo u también valido para conjuntos a-límite, ya que ai un conjunto es a-li'mite 

para ti campo X entonce••• w-Umite para el campo -X, u es debido a éato que 1 .. prueliao 

posteriores las haremos solo para el caao de conjunto• w-límite. 
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Figllra 1·8:, "' .... 

Figura 1-9: 

1.1.2 El teorema de Poincari-Bendíuon. 

El teo"'made PolnC-.Bmdiuon c&r1Cteri1a al 11&turoleza geométrica de¡,. conjWltoo o;-llmlte 

y w-llmlte, la primera dl1ca1l6n acerca de Olle teorema la h&rl!Illoo para el cuo partlcalar de R', 
mú adelante lo buemoo para el cuo de 2-variedadee compactu(S' Y.T'}, una hm&mlenle 

l\mdunentlli t111lo en el cuo de R.1 como en el de S' oerá el teorema de la cuna de JotdUI, 

que '" aunciu4 llin probar. Otro concepto que ntillsaremm a lo largo de todo el trab&Jo OI 

el eecclón tranavenlli local el cnol ya ha aído expuOllo con detllle en la aecclón a:nterlor. En 

la demootracl6n del teorema de Poinc:.vé-Bendbuon que preoe11tuemoo a contlnuadó11 conlve­

moo con el lmport&llle apoyo del teorema del flujo tubular, lo cuol nos permitirá acortar la 

demootraclón y tendrá la ventaja de hacerla conaiderablemente máa clara la demootra.ción, oln 

embargo etle teorema puede aer mootrado ntillz&11do teoremaa mú elementolea como el teorema 

de Peana (ver Hartman [13], 01to en particular implica que el teorema de Polncaté-Bendiuon 
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.. ~• li1Ddo deño Úll.,. el cuo de q~ 1u ooladaaee ~ - 6alcu) par á!llaio ,_,._,,. qiie 

. , ell. l;llllltro cuo 1u ecuodones di(elelldalel tlenea oolac:iollee únlcu. El orden a la upaolclÓll 

, del ,-,ma 1.30 • oemejuie a [211). 

TZOUMA 1.10 (d• PoineaÑ-Bendluon) : Sea ,P(I) = cp(l,p) un curva inte,..;i de X 

definida para todo 1 2: O, tal fll• 1,t lien• cemidura compacta CI ( 1,t) e A. su,.,....,,,.,, fll• 
X po••• una cantidllli,finita de 1illfUlaridacl~1 en"' (1,t), entonce1: 

a} Si "' ( 1,t) no contiene punto• 1illfUlare1, entone.,"' ( 1,t) •• una órbita periódiea. 

b} Si"' ( 7,t) contiene punto• re,..Zare1w1lllfUlare1, entone.,.., (.,,t) c"""'t• de un conjunto 

de órbita. cada una.de lu cual., tiende a uno de"'º' punto• •infU/ar., cuando l -t :l:oc. 

e) Si w ("Y#) no contiene punto• f'efUlart!11 entunce1 w ( 1t) ea un único punto 1i~r. 

Demonrael6n: 

l. La demootndÓll oerá CODMCaeada de !u olgalentm pmpoold011•: 

P1Dpaelcl6n 1.11 Sea E una .. cción traJVtJ<r•al local a X por el punto· f E A v ••a 1,t la 

••mi-órbita poailioo por p. Si q E "' ( 1,t) n E entonce• •zilt• una 1uceaión monótona ·d• ,iUnto• 

"" =<¡>( ... )E E V tale1 que Um,_..,.,p,. = 9· 

Demoñrael6ni Como f E "' ( 1,t) ealoll- mote . una ouc:ealón de In _, oo taleo que 

v.= cp(tn) ... t cuando n _, oo, oea V ano. vecindad de 9, por el corolulo 1.20 mote r: V-+ R 

con la propiedad de que cp(r(r) ,r) E E, para caalqaler r E V, como la1acnl6n cp(tn) C V 

para n oallclen\emellte gr1111de, ent011c11 que <p ( r ( cp (In)) , <p (In)) E E. Para tlleo lndlc:eo vamm 

~ CODJtralr la olgulente 1ac:eoi6n: 

ee claro que p,, E E n V y ademú: 

ya que: 

n~•(v..) =O por que.,,, -qe E 
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.. ya taemoo mia ncealón de puntoo p,. e :!: taleo que p,. -+ 9 al " ... oo, ahora hay que hUer ver 

que tal 1uc:ealón ·.,. monótona, anteo de ha<erlo comentado; en el cuo que eot&IJIOI lratanilo.' eo 

decir el de 1 .. campm vectorlaleo en R•, lu aec:eioneo t.U..venaloo 10n lm6genei· dthiincirfu 
de lnternloe de R; uí que tienen definido un orden ~er,ftguu 1.10.. , , , 

Ahora vam .. a moatrar que ~ la 1utellóD {p,.} eot4 oobre la, oemt..Srblta pmltlva 1t. de Ull 

punto 90 E :!: entonces eo monótoua, al eoto eo cierto entoncea fljem .. nueotra atención en 'el 

• <o.Djunto: > 

D= f.,.eR+u{o} lp,.=ip(,,.) e:i:} 

El c:onjunto D conata de Ull& lnllnidad de punloa alal..toa y puede oer •crllo de la forma: 

D = {O< 11 < •• < ... < ... < ... } 

hay ahorá bálicamente trea C:..O. que analizar, sabemoo que p,. = ip(•n) aaimhuno podemoo 

1uponer que v. = ip (O) . Vamm a examinar loa C&llOI: 

i) PI = ip(a1) = ip(O) = q0 , en ... te caso lo que obtenemos ea que 1t. ea una órbita cerrada 

con periodo 11• 

ii) PI= ip(a1) < ip(O) = q, 

iii) PI = ip(•1) > ip(O) = q, 

(En éatoa úllimoo doo caaoa estoy uaando el orden que la sección transversal E hereda de R 

). 

1 .. CU01 {ii) y (iii) sou equivalentes uí que solo me limitaré a eotudiar el caso (iii). Vamao a 

probar que si ip(ai) > ip(O) entonces IO(•.J > 1"(•1); como sabemos:!: es la Imagen difeomorfa 
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de u 111\erftlo de ll 1 • por lo tuato cO.ua J adem'9 el campo X ... aiatlnuo de donde 

Ahemol qae ea ua -inüd V,. de f• Ju Un- de 4aJo tnll&ll a la oeccl6n E llempre ea u 

mimo Matido(-1,rarai 1.1011.12). Ahora YalllCll •'- lllO Jior.va pdmna.W-. 

de la cuna de IOldu lo Yf11 a ennndar. Un dem1»lrad6n lopoldcf.c& de •'- teoiema .., pa• 

_ _-¡.;... (22) y aaa demotirad6a alW...do pometría dlfereadal en Do Carmo [8) · 

TZOUMA 1.a2 (de la e-de lonlan) Si J enna .,..,.. JO/ofla ( J u la i.....,.n !lome· 

· MM'lfo de un c(,,,u/o) enloru:ea •• com11emento en el plano e• la unión <k. doa conjunl# ojena1 

JI coneza1Et 11 Eo Cada uno <k lo1euale1 lienea J comofranlero, e• :kcir8E1 = IJE, = J una 

4e ellaa u acolada r airo no lo u. (oer fit¡uro J,IJ,) A la comJIOnente acotada del com,iemenlo 

4e J la llamaremOI interior de J JI ia <knalaremOI por lnl (J). 

Figura 1-11: 

Collliderem<» él -ento en E que W1e a 111 con f•• y la parte de la órbita 7f entN fo y 

PI, • decir \P ( 1) coa f E [O, •il como 11 puede oboervar en la ftaura 1.12 la parte de "ff de1púo 

de PI eat' conlenlda ya 1ea en E1 6 E, (en el dlbajo lo 11'4 en E1), pero ¿que pua con ¡p(f) 

para f > •17 lo primero que podemoadeclr• que ¡p(f)n J = IVf > •• debldoalaulllddad de 

aoluclonOI , tampoco puede lntenectar a E por él "'lllllDIO que Wle a J>1 con e. por que en -

cuo lo haría en el -tido opallto al que hab{amoa 1upu- lo que conatltulr{a contradlcd6a a 

la coatlnllidad de X por lo l1111to la IÍllic& opcl6a que le queda e1 cruur E en 1111 pnnlo mayor 

(aegún el orden previamente e1tablocido) uf que Pa > PI > 90 , de manera 1111'1oga podem .. 

confü1uar el ruonamlenlo y obtener que 90 < PI < ,.. < ... < p,. < ... de donde obtenemm el 

,..ullado d-ado. {p,.} eo monótona. IJ 
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t'lpn. 1-12: 

P......,.le16n 1.11 : Si E •• •na 1ta:ión lran1Vtraal al campo X 11 PE 4 entone•• E inltratcla 

a w (p) •n un único ,,.nto. 

o.ma.&racl6n1 Par .a loma ant<lrior .a CDllJulo .,¡ n E • an CIOl\IU&o inlalto -.cotado 

lalodDnnenle, ya que el Daiao • ua nfllll6a -6lclDa ....i.te y am..,...te, par lo tanto 

w(p) n E eo únlco.(fft llpni.1.13) o 

"' 
Figura 1-13: 

P......,.le16n 1.14 {111): Sea p E 4 •i .,¡ tiene ctmulura compacta, 7 •• •na ór6ita dt X tal 

que 7 C w (p), 11 w (p) aólo contitnt ,,.ntoa ,.gu1aru entoncea 7 •• •na órbita cerrada JI ademda 

7=w(p). 

Demonra~i6n: VamOI a fiJlllDoe en q e w (p) y en la oecclón lranavenal E, a X por q, 

como aabemot 1t lntenecta a w(p) en un único punto y como 7f'c w(p) enton""" 7 debe de 
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•na 61'1111& cmnda. v- aliara a piobar qlll 7 = w(p) para lo cual ... ~ .. • .a 
~to w(p)- 7 1 1apciUiolmol """ w(p)- 7 'fÍ' f, MOi& W.. 7 debe coa- u pu\o 

deacam..i.d6a Al ~tow(•l:... 11a qu ll aoloC011&ari-11Cl(w(J)-7)..ru. ua 

a....al6a de w(p) q• llbemm e. cmuo, - r &111 paalo de -aladda de w(p)- T , 

- v. ua V«iad..I .iredeclor de r · 7 t. na leCd6a ll'UlftlAI a X paw r, eataa .. al9te 
fe (w(p)- 1)n v. '-l qae 11 .a ndlo de la Yld..dld • 1aAcieo.-.,.&e peqae0o •- la 

.ai1cl6oo a la -lld6. dl""-lal : 

a=X(.s) caa.s(O)=t 

&lae un Ulca lllluc:l6G 11 cea la propiedad de """ 1/ n t. ;,. t poro por todo lo u&erior 
i- qae 1/ n Er = r lo Clllll • impalible J& qae f 1! .,, lo qae C011tndiC11 la IUllddad de 

. ..i.doMe. e (~ deÍnoñndóa 11&eraa&1 .. .,. (20)) · . · · . 

DemOllrarión del '"'"'""'de Poirocari-Berwliuon: . 

. .. s~~ Mota qaa .. CUlllJlle la coatlld6a (a) .411 --· - w(p) . ..;.~ 
úlcamate puntoo ...,.i-, 11 fe w(.p) ea&oaCM 1/ e w(p) 1 w(p) • mmpac&o de-doa .. 

,;,(ti) ¡l li. Por (Í;;J-qae .,, • c:trnd~n, = w(pj.(Yerllpt&l.14) 

Figura 1-14: 

SI por otra pane ae cumple la co11dlci6n (b), e1 decir, ll ea w(p) hay punlol llngul&ns y 

regul-,entonceul e E w(p)e9 UD pu11toregularoabemooque7t C w(p)y1l fij&mm 11Ue9tra 

atención en w(9) por ser w(e) cenado y conexo tenemoo que w (e) debe oer un punto llngular 

y a>mopualo ml11Do para.a .-de 1; entt01cee &ea-m que (w-,w+) = (-00,00) ya que la 

órbita que pua por 'I •" C011tenlda ea un compacto.(ver figura 1.15) 
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Flema 1-15: 

. SI·,;. ~~le~ amdld6n (e) dol ~·enton.;. por el~ 1.28 r = c.1(p) aÍ WI 

punto liDgalar y.,; linde ar tu11do t -+ ..;:(ver ftpra 1.111) . 

Coa 4oto queda piobado el '-9ma de PoinC:...:Bendluon para el cuo de R1, n6-qH 

bemol hedao d .. 1upooldoneo lmpmtanteo la primera el la UDiddad de 1Diudone1 y h. otra 

ei que ~ campo X Pe-_ ánlcamnte ua cantldld llnlla de ~~ .. pc.lerlormenté 

apllc:aremm porqae 911& CX>Jldldón · llO • domuiado ,..ldcllva. 

Figllra 1-16: 
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Capítulo 2 

·CAMPOS VECTORIALES EN. 

·VARIEDADES 

DIFERENCIABLES. 

.·,:; 

Ell - capfüalo • objetiyo • latJodadr lm coaceplal nec.u1 .. para mmp1911der mejor el 

aúllol1 de Ju cliatiatu veniooa• dli teomaa de Poiacué-Bmdlucm qae p,_U.- mú 

,,~llaate, _ .. luid111do 1111 NpUo de N111l&adaa de c61calo dltmaclal ea ll", pua 

deapuéo ialrodadr • amceplo de variedad diferadable, danmoe 1111& defialckla pndaa de lo 

qae • 1ID campo veclorill.ea 1111& 'l'Uiodad dlfenmdablia., 1...., p,_I.,_, 1111 .i-&rar, 

el 1-.ma de Po!11cué-Jlea~ ea 52• 

2.1 C'1culo en variedades difereociablea. 

Sea / : U e 11!" - R' 11Da fllJldóa dellnldli. en u ablerlo U de Ir". Dlremaa qae / • 

difenmdable ea el pulo p E U al ai1le W1& lfUllbmad6a lla..i T : 11!" - a• lal qae para 

• 1aAdea-te peqaeia: 

lim 11/(p+v)-/(p)-T(o)ll =O 
,,_., .. '. 11•11 

Ea lal cuo Uam""'moo a T la derivada de /ea p, J la d111ol&nmm como 4 / (p) o algunu 

- comoD/C,) o'/,. Comol&bemot bien, laaiñodadeladerl'l'&dalmpllca, en parlicalar, 

la coaliauldad de / en p. Si / eo deriY&bie en cualquier p E U lenemm defhúda una funcl6n 
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lluol /,de R"' mi R• (r. E/, (R"',R•)) que a cada p E U le uoda la d.ri"""- de/ mi p. 

dollde /, ( R"', ~) dmiota el COlljmalo de lu luncioJI• llnealee de R"' en R• COD la norma 

IJTIJ = np{llTvlf l lfvlf = !}, Si di es continua diremoo que J •de el- C1 mi U. El U11 

Mala.do butute conocido que j ee de el- C 1 ai y llOlo 11 IUI derivadu parcial• uloten y 

10D c:oatinuu, normalmente lu derivadu parcialel oe denotu ;;; y IOD funciolla ~· u, en R, 

ademú de qae cV, tine uodada Ulla maUb en la ~ c:aaónicu de R"' y R•, a la que oe 

ntle deaotar [ ;;; {1>)] . Allmilmo podemoo detlnlr ti' J, como la derivada de cV, en p, a la que 

llamue111G1 la ....,..da derl"""- de / ea p, CODNCUODIOJ'1.en~ ·ti' J, { ") ee Ulla funcl6Ja que ~lve 

mi el eopado L (R'",L (r,R•)) que ee i~Orco a Lª (R"',R•). el eopaclo de I~ fun~ioneo 
billnealeeconlanonnalJB{w,11)1J = np{IJB(u, v)IJ l IJ•IJ = 11•11=1}. Dllemi»qae/ eede c1-

C211 4'/,: U - /, (R"',R•) ee continua. Por inducción deflnlremoo a ti'/, co,',,o la. derivada 

de"-'/, en p, -oo ademú que ti'/, e /,• (r,R•); que eo el eopaclo. de !u fU11cloneo 

r-llneal• con lanormalJC(u1, ... ,w.)IJ =·np{JIC{e1o ... ,w.)JI 111•1!1 = ... =/le.U= 1}; . ..i 111 

cuo dlremoo que J • de ct- ar 11 ti'/, : U - J.• ( R"', R•) eo continua. Por á!Umo / ea 

de ct- C"' en u 11 .. de d- e• para toda r ~ o. Debemoo hacer Dolar que J ea c1- C' 

11 aloiea todu·n1 derivadu parcllleo huta de orden r y todu IOD continuu. Sean U y V 

doo ablortoo en R"' y / : U ... V Ull& melón oobreyectha de el- ar , 'diremoo que / eo U11 

dileomortlamo de d- ar 11 mote Ulla mclón 1 : V ... U de clue ar con la propied&c! de que 

/ o 1 • la idealidad .., u. 
Vamoo a continuar COD una U.la de ft111!tadoo sin praebu, la mayor paite de fttoo se pueden 

counltar principalmente en [22) y [4). 

Prop•lcl6n 2.1 : Sta U e R"' un conjunto abierto 11 sea In : U - R'" una sucesión de 

Juncionu de claae C1 • Suponga que In converge puntualmente a / : u - a.m u 9ue la au~es1'ón 
.cV• conut,,. a1: U ... L (r,R•). Entonce•/•• de claae C 1 11di=1· a 
Pl'llp0Ücl6n 2.2 {regla de la cadena) : Sta U e R"' 11 V e R"' dos conjunto• abierto•. Si 

/:U ... R"' •• diferencia6/e en pe U, /(U)= V y g: V - R• u diferenciable en q =1(p), 

entonce• go I: u - r ea di/ertnciable en p y d(g o /)(p) = dg(/(p)). d/(p).O 

Prop ... lc16n 2.3 : Si/ y g aon ambaa de c/aae C', entone•• g o/ ea de clase C'.O 

Corolario 2.<11: Si I: u - r •• di/erenciable en p E u y 0(-1,1)- u e• una curva ta/ 

que o (O) = p ¡¡ ~ (O) = 11, entonce• /o o e• una curva diferenciab/e en O g d (~;o) (O) = 

tl/(p)o. o 
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TBOUMA 2.1 ( ... la tUacl6a la-) : Sea/: U e R"' - R"' de ci.e C', ,. ~ ¡;· . 
Si .il (.,) : R"'. - R"' u un i•omor}ümo, tnlonct1 / u un di/eomor/ümo local en p E U de 

elcue C'; éolo u, ha11 vecindodu V e U de p 11 W e R"' de /(p) 11 una función de clale C', 

1: W - V 1111...e 1 o/= lv r / 01 = r,,, donde lv denoto lo identidad en V e lw denola.lo 

úknlldod en W • O 

TZOIUlMA 2.1 (de la fuacl6a lmpllclta) : Seo U e R"' x r un éonjunlo aWeria 11 /: 

U - r+- uno,.ncióndtclaatC',r 2: 1. Sea.ia = (•0,111) e U 11eo= /(.ia). su,..,...moafll" 

la IÑrioau parr:iol con'"''"''ºº lo ltfUndo aorio6/e, D 1/(.ia): r - R", u un Uomor}ümo. 

Entonc11 uioltn conjunlol a6itrtoa V e R'" fll" contiene a •o 11 W e U pe eonfltne a lllo 

talu pe, paro"""°• e V, •zim uno tlnico ((•)e r con(•,((•)) e W 11 /(•,((•))=e. 

La ¡.ración ( : V -+ Ir, definido de "'º forma, u a claat C' 11 au dtrioada md dMa por lo 

~tila: 

i((s) = [Da/(s,C(•)))-1 o D1/(s,((•)) 
.. ,.. 

T.mllllMA'.2.T (de la lasmnl6a local) : Seo U e r un conjunto aW.rto 11 I : U ... 

·.a-+~. uno fun_eüin dt cloae C', r ;i: 1. SuponfGmoa pe, paro alfllno so e U, la lkrioada 

. .V(•o): R"' - r+- u in11eclivo. Enlonct1 aülen wcinda4u V e U a so, W e Ir del 

. oriftn 11 Z C r+- de /(so) 11 un tlifeomorJümo lk cloae C' 1' : Z - V x U tal pe /lo 

. /(•);.,(s,O)parw1odaseV11wew.o. 

TSOUMA 2.1 (de ia 1ubmenl6a loeal) : Sta U e r+- un conjunto a&ltrto 11 /:.u-+ 
Ir uno función de clale C',r ;i: 1. SupanfGmo1 que, para alflln "•e U la derioada i/(.ia)., 

aom11ec1iao. Ei.1once1 wten ... ;ndotlt• z e u de ,,., w e r de e = / <•·> 11 v e r del 

o,;,_n 11 un difeomorJümo 11 dt cl111e C' tal que/ o ll(s,to) =•para ladas e V 1110 e W. o 

Sea/ : U e R"' - R" de d- C', r ;i: 1. Ua pulo• e U eo 1111 p1111to nplar para 

. / 111 i/(s) eo 111breyect1Ya; de otro fonna Je llamaremlll putO cñtlco , (110 conflllldlr eo11 

pu11lol reguJueo de campoa vectorial11). U11 punto e e Ir' 11 llama valor ...,.iar 111 para toda 

~ e¡-• (e) eo 1111 p1&11to ,..War; de aira.forma 11 Je llama ~r .cñllco., F.o 11~CIUl0 recalcar 

que 111 /•1(e)=1 entonC01 ceo un valor rwgular. 

Vam .. ahora a l11troduclr el C011ceplo de variedad dlrer.clable (ver (19), (21), (30)). Sea M 

u 111bco11J1111lo de R.", eo11 Ja topología l11dadda por R."; Mto 11, A e JI eo abierto 111 aille 

llll abierto A e R• • tal que A = A n M. Dlnmoo que JI .. uua variedad diferenclable de 
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Figura 2-1: 

dlmmalón mal, para cada punto p E M, existe una vecindad U C M de p y uu homeomorflamo. 

,. : U -+ Uo, donde Uo ea un aubconjunlo abierto de .R"', tal c¡ue el homeomorfiamo lnveno 

,.-• : Uo -+ U ea una inmeralólÍ de duo C00
• F.alÓ c¡ulere decir, c¡ue para~ cada • E U0 , la 

dmlvada .ia-1 : R- -+ R• ea lnyec:llY&. En tal cuo dlremm c¡ue (:o, U) éÍ una 'carta local 

alndedor de p, y U ea vedndod c:oordenoda de p. SI el homeomorftsmo z-1 , anterior es de due 

C'"dlremm c¡ue M eo una YU!edod de due e• (Jo c¡ue hemoe llamodo variedad dlfereoclable 

ameoi>onde a una de duo C 00 ). Se ligue del teorema de Ja forma local de lnmeralonea que; al 

(:o, U) ea una carla local alrededor de p enlooces existen vecindadee A de pen R•, V de z(p) y 

W deel origen de R•-m y un homeomorflomoC00 , h: A-+ VxW tal que, paralodaq E AnM 

tenemoo h(9) =(:o (p),O). En parllcular, una carta local es la restricción de una función C00 

de un abierto de R• en R"'. De eete hecho obtenemoo Ja siguiente: 

Pmpoolción 2.11 : Sean o: : U -+ Rm y r : V -+ Rm cartas locales para M. Si U n V .¡. 0 

entoncea el cambio de coordenada• ro,.-• : z(Un V)-< y(U n V) es un di1eomorfiamo C 00.o 

El puo aigulente eo definir funclonee entre variedodes. Sean Mm una variedad de dimensión 

m , N• una variedad de dlmenalón n y f : Mm - N•. Diremos que f es de claee C' ol, para 

lodo punto p E M, exlaten cartu localeo z: U-+ R"' y r: V-+ R• con /(U) C V tales que 

'o fo,.-• : z (U)-+ r(V) ea de due C 00
, cabe recalcar que esta definición es Independiente 

de la forma en que se elcoge.>l IU cartu. 

Conolderemoo una curva derin.ble o(-<,E)-+ Me a• con o(O) =p. Es fácil ver que o ee 

derivable de acuerdo con la definición dada antes si y solamente si a ea derivable como curva en 
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flcva2-2: 

( ) M 

o 

ll". porcoulpleatea!Atea~ -hqlate i (O)= a'(O). F.lco~1111\odetodall .. -
h,q0i. a t.i. cama o le~ 11 elpado &aqÍll&e a JI 4111 p y lo dellc>*- por 

TJI •. ~- aaa cana local•: U_, R-, •(O)= p. Ea fM:ll ver qae Ja úmpa de 

la derl...ta •-•(O) eoladde COA TM •• Eno qlÚtll'e decir qae TJI• • ua •paáo vectorial de 

clhMUidD "'· 
Sea/: M ... N1111afallc16Jlderi...W.J •E Till.,pe JI, Could...,,.. wacurvaderl>able 

0(-111)-JI COAo(O)= p1a'(O) = •· Eatoa-/oa(-111)-N eo11111acurndlfenacl&ble 

Mi qae podemoe doftalr 4/(p) o = ~ (/o o)(O). Nae--.tee•ta definlcl6n • lndepeadloaw 

de Ja r-a ea qne M ....,.i6 a a. 

La fand6n i1 (p) : TJI• ... TNfü) • linNI y la llam&NDlOI, la derivada de /ea p. Como 

localmente una variedad no M otra """' que un iWlerto de Il" torcido entnnc:et no • tan 

descabellado pensar que 1 .. teomnaa de la U.ta anterior también oea valldoo en variedad•. 

Propoolelón 2.10 (regla de la eadena) : Sean f: JI -. N 11 g: N '"' P do• fencionu de 
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c1 ... C' enlre variedade1diferenciablu. Enlonce1110/: Al - P., de cla1e C' 11tl(10/)(p) = 
tlf(/(p)) o df(p). o 

Uaa fuDclóll /: M - N • 1lll C'dlfeomarftlmo, li .. de clue C• y tiene lllla illveraa /-1 
de la milllla d-. En eole cuo, para_cada pe M, df{p): TM,'-_, TN¡¡p¡ .. un ioomorfmno 

· .. ya derivada OI d¡-1 (/(p)). Ea pmic:alar, M y N Una la mioma dlmeuida. DireiDI 

q• f : ·JI - N • 1lll dlfeommlamÓ locU en p e Al 11 allten vecindad• U (p) e· JI '1 

V(/ (p)) e N tll que la notdÚióá de f a U • 1lll dlfeomorl111u) oobre U. 

P......,.icl6n 2.11 (de la luncl6n lnv-): SI f: M - Ne• de cla,. C',r ~ 1, 11 d/(p) 

e1 un ilomorjilmo para alguna pe M enlonce1 / e• un difeomorjiamo local de claae C' en p. _o 

Conlideremoo 1lll nbcoBJuuto S de una variedad M. S .. lllla 1ubvariedad de M de clue 

C' de dlmenlión • 11, para cada pe S, exillen ablerloo U e M que contiene a p , V e R• que 

con\leae al origen '1 O E W C r-• '1 un dlfeomorfinno de d- C', <p : U - V X W tal que 

<p(S nM) =V x {O}. 

TEOREMA 2.12 (de la in~l6n local) : Sea/: 111"' - N"'+- de claae C', r /1 E M 

un punlo lal quedf(p) •• in11ecliua. Entonce,.zillen vecindade1 U(p), V(/(p)), Uo(O) en R'" 

11 Vo(O) en R" 11 do. difeomorfiamo• <p: U - Uo 11 .P: V - Uo x Vo tale• que ,Po /o <p-1 (•) = 
(z,O). o 

,' 
Una fllllclóll C' , / : M - N ... ~ lnmenión 11 di (p) .. Inyectiva ~- tod«! 11 E M. 

A lllla ilunenióii illJectlva f : M - N la llamuemoo 1lll encaje, 11 f : Al -;-<, /(M) e. N 

t!I 1lll honieomorfilmo, donde f ( M) tiene la topolog(a Inducida. En !lle cuo f ( M) "" llll~ 

aubvariedad de N. Si f : M -+ N ea 1ol&111enle una lnmeni6n Inyectiva dlremoo que / (M), ~ 

llllanbvarledad lnmenaen N. 

TEOUMA 2.11 (de la oubmenión local) : Sea/:,,, ...... - N"' de cldle e•, 11, e M' 

un punto lal que di (p) ea ••m11utiva. Entoncea eriaten vecindad., U (p). V(/ (p)), Ua (O) 

en R'" 11 Vo (O) en R" y do1 di/eomorfiamos <p : U - Uo x Vo 11 .P : V - Vo tal•• 9tl• 
,Po/o<p-1 (s,11)=P· O 

Un punto 9 E N .. UD valor regular de /: M"' .... N•, 11 para toda pe M con I (p) = q, 

df(p) eo oobreyectlva. Se sigue de la proposición anterior que ¡-1 (9) ea una 1ubvarledad e• de 

M de dlmenllón m - n. · 
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' ' ' . . 
Diado a TJI, la topoloiJía la .. dda; ••- I• ,,,,,_.. .. : TM. - 11, .. (l.•) • JI.• 

caatlaaa. ~ qwi TJI • ua ...Wld dlr..dallle r tu .. • d9 m. e-. s.. 
• i U - P na carta local,... JI tlolalmao luipla\a fud611 'I'• : ..-:1 (U) - r x r 
dada~ 'l'~(Jl,w).;, (•(l),b(p)w). Ee 1'dl -'1119 (Ta,r•(U)} • ... ·cana: b.J' pu& 

'l'JI, ..... úalc>TJI e ... X .... U& 'IUledld, üorr. lllela de la dehlclda ... " ....... 

.,.,__ qa, tr.., • oúa-q• lannlicd6a a TJI ele i. ,,,,,_.,.de 11."' x r..,... n 

pn-mmdaada,de .................. e-. 

3.3 Camp• vectorial• en ftriedad•. 

Paraeotudlu i. '-'• culltatl• de IM en~ dlfenadlleo • ...Wld• - .. -

.,,,.ti eotlldlode...,... vedorlHea 'IUledad• dlfnad..,.., la teoda culltatha 1¡ae '-

deNndlldo uterlormoate &len .... ex\allll6Ji Úlunl al COll&exlo de vulocllldto dlfonad. 

bl•, hecllo qlM fadll&ui la COlll ....... • •. llpleat. *11ltedao, loe ..... ,_,_ 

·~ demllllncl6a alpaL ~ -oecdlm <Oll u& "-9 ~del.__. de 
Palacaz6.~•SI. 

Sel. JI e 1t• unarildld dll'ereadable. Ua. campo -torlal de claM cr ea JI• udud6n 

de d.- C' X: JI - 1t• que• cada pulo p E !ti le -.la u .i-.to de.TJl,,(NCMrd­

flW 'l'Jl,• uaoepado ftc&orlai), e1 dedr X(p) E 'l'.V,,11 dellli111111 uafmlci6Jl .. : TAi - JI, 

a la que llamuemoo la piopcdlSA ll&lunl dt TJI ea JI, hl 1¡11e r(•)"' p áalpn r cuado 

"E TJI,, - ................. fad6a de claM C" X : " ... TAi tlll. c¡ua .. x(p) = ,. 
DIMhmn«» por K' (JI) al c:cmjulo de campe» VKlollal.I de el.- cr .., 11. 

De l• mlmaa forma como lo bldmal uw, podmaat dellalr e M la oe11ad6n dlfereadal: 

:i=X(") (2.1) 

Uaa cuna lalegrai del campo vectorial X E K' (.V), 6 de la ecuación diferencial 2.1 que 

puaporel pa.a.lopE M, • una.apllcacláll o: I e R ~.V talque o(O) = p ro'(c) = X(o(t)) 

~ toda t E I, do11cle J • 1111 Intervalo que coatlea.e al origen. 
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Si/ : M - N"' an dlfeomorllsmo de due C"+I y X e x• (M), entoncei Y = /o X delliiÍdo 

como Y(9) = l(f(p)(X(p)) e1 un campo vectorial en N, yaque~(p) actúa del e1padotan&"nte 

a M n pal eopado tangente a Nen /(p) = 9, y d~ aquí es claro que al o: 1 e R - M .. 

una cllrft integral de X, entonc:m /o o : 1 - N eo una en"" Integral de Y E A"'+1 ( N). En 

partl~uiar ..,·llené que /en Vía c:urvu integraleo de X en curvu Integrales de· N • Por otra parte 

al (~,U)~ una cartalócal para M en\cmc:m (sX,Ai)eo un campo vectorial en M. De acnerdo 

coti lm 6ltllll0f comentailm y con lo expaeoto anteriormente, tenemÓo el ligulente teorema: 

TEOREMA 2,14· {lllj: StaF: RxM-TM una/unción decla1eC' tal que .. F(•,p) =p, · 

cón .. lapro¡¡eoción naturaldeTM enM. Entone.,,,.,. toda• E R, llPE Meziaten v<cindade• 

W de u, V de p, un numero realt :>O 11 una aplicación C"; 'P: (-'t,t) x V x w- M 1419ue 

1¡>(0,p,11) = p 111i1P(t,p, u)= F(u,1¡>(t,p,u)) poro todo te(-<,<), p E V 11 u E W. Ma• aún 

•i o: (-t,t) - M ••una curva inte'"" del camJIO 11ectorial F.(p) = F(•,p) cÓn o(O) = ¡i' 

entonce• a(t) = 1¡>(t,p, •). A 'P la //omaremoa el flujo local de X en M. CJ 

. . La demmtraclcln de .. te leomaa la omltiÑ debido a qae .. una conoecaencla de lm ...,.¡. 

ladm an6logoo en R" y de lu ohMrvac!011 .. de anibL Suc:ede lo mlomo con lu olgulenlell: 

ProplllllCÍ6n. 2.15 {lllj: Sean I,J intervalo• abierto• 11 ••ano : i - M, {J: J - Jll doa 

curoa• inte,,aiu de X e K"(M). Si a(to) = {J(to) paro algún to E /nJ, entoncua(t) = {J(t) 

poro toda t E 1 n J 11 ademda erute uno curoo integrol 7 : In J - M que coincide con o en 1 

11 C<Jn/J en J. CJ 

Pn1p0111el6n 2.11 {lllj: Sea M una tHJriedad compacta 11 X E A"' (M). Entone•• eziate en · 

Jll un flujo global de x. Eno quiere decir que eziate una aplicación e•; 'P : R X M - M tal 

que 1¡>(0,p) = p 111i1P(t,p) = X(1¡>(t,p)), ademda paro cada to E M la aplicación 'P1o(P) = 

<p(to,p): M - M cumple (1) l'I> = identidad 11 (11) 'Pi+•= 'P• o <p,. CJ 

Lu demostraclonee de lne re1ultad<>1 anteriore1 se pueden consultar en [21) y [30). 

2.2.1 Ejemplos de campos y flujo• en variedadet1. 

~mplo 2·.1 : Conaideremoa la es/era unitaria s• e R3 definida de la aiguiente /orma: 

s• = {it =(z,r,z)e R3;1! lt 11 = i} 
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J -n '" • (1,0,0) el polo,._,,••• (-1,0,0) el polo nr •lo u/eN. Íh¡wNW.0. •n 
"'""'° Nelorial....,. SS,• le lifl'lenlefomta; Jr(•,J,•) • (-H,-r•.••+,a) e• eiaro .­

JC U. diue C- re fW eUa - • - ~lo U1 ...... JC U,.,,,...,. a le u/eN 
re fW li ~: (s,J,•l-JC(a,,,•)= (-•1•-,a•+•(al+,a)) =O; u ,.,.Windaro 

.-x<P11l• JC(n) .. o•...,,,.,,, ,,. _....,.,.,.....x,..,.,,.._.1+,a >o 
an SI H llene .,,. le C0111J11ftaNc • del """""u nem,,. ,..m .. r ,..,.1o lanto el eam,.. •Jllnlo ............ 
llJemplo :t.t (•llJoe U.... ea el IGIO) : CClllliWemolel ,;,u;.n1c ,;mma tk """""'°,... 
ol(feranelelu an .. i 

*• ::11-osa 

*• -·-· 
·~ .. -fJs· 
•• =fl•• 

(2.2) 

~ o, fl. > O, 1i haee,,,0, el lifl'ienle eam6io • eoonlcnMu, •1 = •1 + is1; .. = •1 + is• 

e,.,;,,..,., el ,;mma l. I H conrierfo en: 

(2.3) 

p 1allemo1 que 141 1olucionC1 ,.ro e"e 1iltema ion de le fomta; 'PI (t,z1) = •i ap(iol) p 

'P1(l,z2) = z2ap(i¡ll); lle qui oblenemo1vue1i lz1I = r1r1 .. 1 = r,, enloncu lo aplicación 

ip(l,•1,z,) = ('PJ(l,z1),'1'3(I, .. )) 
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Flpn.2-5: 

ella conltnidoe'!T' = C1xCa C R"; dondtC¡ = {1EC11•1=r¡}i=1,2. E1dtciry>(f,a1,11) 

•• ., /ltdo rk la E.D. 1.s •obre el toro T> = e, X e,. Como 1a6emD1 ""ª no e• la única forma 

de .a6tener T' otra forma ea identifkar loa /adoa opue1lo1 del cuadrodo [O, l) x [O, lJ C B1• Si 

.X.flni'!"'' <P : B' ... T' e B" dada· f10r: 

lo ·91"' •"•mDI haciendo e1 lomar ti cirerJo de radio 1 11 centro en (O, 2) contenido en el ,Plano 

s - i 11 roté.ria o/rededor del •fe 1 un dnplo lo, arkmáa ,. puede ver directamente en lo fórmula 

9ue 1p('1,'2) = <P(i,,i,,) •i 11•ola1if1-i1 = n;l,-i, = m con n,m E Z, uo¡¡ aharo a definir 

la •iflUi•nte E.D. en R' : · 

(2.4) 

11 •a 7 = '¡ la IJU• "'ª""'' llociendo e• definir un campo V<!Ctorial x~ •n R2 tol que ... CUMJGI 

inl.,,alea aon lineaa m:taa con pendiente 7, entone:., por la diacuaión anterior aabtmoa qut el 

campo t; = tpo- X., ea un campo vectorial en T2, eate campo tiene la particularidad que si 1 e1 

racional entonces tod08 laa curvas integrole1 de 2.4 aon periódicaa y ai 7 e• irracional entoncu 

;,,,,, tleruoa en T'; poro hacer ver qu• cuando 7 u racional, 7 = ~ con (p, 9) = 1, /aa cul'!las 

in1.,,..1e. ion ,.riódícal no temo• qut •i e/ punto (u,") e•tá en una curva integral de x~ entone .. 

t> =-. + 711 =v.+~·· 11 de •ató e.,.,..sión ••puede ver que 1p(9, u.+ p) = <¡>(O,u.)¡ 11• que 

p, 9 E Z. Para hacer ver que cuando 7 ea irracional entonces lal curva.t integralea aon denaaa 

en T', 1i uaamos el lemo 1.13, ha11 que hacer ver que el grupo generado par {l,7} •• denao, 

•• decir ha11 que pro6cir que el conjunto de números de lo formo T~ = {n + m7 1 m, n E Z} •• 

denao en R, para ello 6oata probar que T no ea diicreto. Ahoro bien si uti/izomo1 ti ailfUÍtnle 

~ .. /lado; ai 7 e• irracionol 11 m, n E Z , entonce• paro cado m .. utt n lol que n+ m7 E [O, l)¡ 



llpra:M: 

·,.;.~ .,mlb). ~-el,.....,. conjlinlo: 

· 1'., = (na',a' E Z;a+ lll'JE [0,11} 

¡ ......... 1'., ... ,.,...,. 1111 ,..,,,., • _,,,Weidn •n [0, 1) , ,.,. to Nnlo r., no ,,. •• -

._. ..... a 
. . 

' Ea .. - ...... 7. ndaul al -po2.• Je u-- el_,,,,, NCioMI ..... 2", -
- de••'.' -lnMiaul Je U..- el..,.... íl'NCionel ..... 2" (V• .,-.UC.). 

2.S BI teorema ele Polucañ-Bendinon en 82• 

D '-de Pala-"'~ CUllCtllla b -.iukll Umlte de IM .srw ... de ua E.O. 

o de u campo~. - lltuu ao • ...uio cllla1r .i.uu..i-ee Jo q• .O. i.. 

-.lukll o-llmlte 'I "'-Umlle da ua E.D. • ua ...Wmd p .-1o úlco •• ~ .-"­

.,.. nlpodo •a. .i.hlclcm9 dadu • 411 apthllo anterior• lllltltalr , e A , por_, e JI con 
llua-Wld. 

Ea el cuo de Rª fue Importante 111JIOller que Ja .....i-6rblta pooitha por p lellla cmndua 

compacta ea - cuo 110 oera aeceurla tlll 111poold6a 'I& '"' 1apoadrem .. q111 la variedad JI 

• compada 1 por lo hato loo laternlo múlmol de ddald6a de Ju IDl•doael 11 eoa.tertea 

ea todo R, mto - da acuerdo coa la propook:ión 2.Ui. El eoacopto de MCdóa tramvenal 

paecle - tmabiáa truladmdo a-contexto,•"'- tambW.. qu .... cuo des• .. -

1.31 ligue lil!lldo cierto, de •ta forma queda todo ea orden ~ prmealar 1 .. lriguleatm: 
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TEOR.llMA 2,11 /19}: Sea X E X(..V) con Mana .. ritdad compacta, 11 •ea JI E M, tn­

tonci!a: 

(i) w(p) 'F 1 
(ii) ., (p) ea cerrado 

(iii) w (P) e• conuo 

(io)w(p) •• in .. riante bajo e/flujo de.la E'.D',.º 

Claramale •lu propooidoneo IOll ..Udu también para l .. conjUDt.. o-limite. La de­

m .. trad6n ee muy llmllar a la del -- 1.24 del capítulo anterior. 

Reo11lla en tóclo ~ mú pro-'iooo haaor iilgun1» comalarl1» acerca de 1 .. conjunte. 

o-limite y w-llmlle de 11» camp.,e vectorial• de 1 .. ejemploo anterlon.. ,En el e~plol, 

podem .. pei..., que lu 6rbllu de cullquler pUDlo dl11inlo de PN o Ps nacen en el poi,, 1ur de 

la eoma y muenon en el polo norte de la mllllDa o - que l .. coll!unt.. o-limite y w-Umile 

de ...,. puntoo, IDll prednmenle Jls y JIN· 

En el cuo del ejemplo 2 •.macho mú In-le, ya qae depeade del valor qu i...,. ')', 

ll por ejemplo ')' • radoull atonce1 teuemoo que lDI conjunlm w-limlle y o-limite de UD 

punto p en una órbita .,., 1an igull• entre ll y IOD lgull• a 7, ya que como dlJiln<» aaleo .,., 

... UD& c\rblta perl6dlca; IJ por oUa parle lenemoi que ')' .. JrradOIUll enloncel nÜe\'&IDenle )<» 

conjUDIC» w-Umlle y o-límite 8Dll igull,. enlie ll, pero eola ira IOD lgulleo a todo ·e1 ·lori> T', 
•lo ee daramale wia -uenda del hecho de que lu órbitu IOD denou en 7'2. 

TEOREMA 2.11 /19]: Sea X E X (S') un ..,,,mpo vectorial con un numero finito de .i,..,.. 

lari,,;.,,.,, Sea JI E S 2, 111ea w(p) el conjunto w-/fmite de p. Entoncea: 

a) w(p) e• una órbita periódica. 

b) w(p)conaiate de 1i..,.,.ridadeop¡ 11 de órbita• 11 tale1 quew(11) = p¡ 110(1;) = p¡ •iempre. 

que')'; e w(p). 

c) w(p) ea un único punto aingu/ar. O 

Lo. demootnci6n de ale teorema no 1e pnllenla, nuevamente gradu a la llmllltud que 

parda con la del teorema 1.30 (ver [19]). En 1u l11111r preoentam .. llpn<» ejemploo. 

Ejemplo 2.S .Sea X un campo .. ctorial con lao aipientta camcterúticas; e/ pola norte 11 el 

polo aur •on tal•• que X(pN) = X(Ps) =O, e/ ecuador•• una órbita cermda y las órbita• de 



T 
• • ', :~ • .>' ' • 

l'lpn. 2-7: 

,...,.. ... no - 11i. el,. ...... "' el,,.,. - ''-" ...... •. ;a,,. ............ ~.linúle 
, .i ~ """"' w-Hmite; - ,.,,.6iin 'P : s• -+ a .,.. fMntMri W .,.. ,., 1111.i. en ,..... 

el_.... C-lmoo etdonea el ... lenle .. m,... ""''°""'en SI, Y = 'P ·X ., claro""' 

~ ,._.,,, , , ....... nena.,.......,., del.....,.. y • , ........ ""°· ,.n1o ...... el 

~ .. -liln •n ,.nlo nn,.z.r; ft /f/amM ........ alenci6n 111 el eofÚllRlo w-lúniU IÑ 

.,. ,.n1o""' no - ni el"""'""'*' ni el"""' ftr.,...._...,. f111 •• liendo lo4o el"""'°"· 

·&.~pió._ -~•ti._ .. Poiacar6-lleHIDOa laldpoSt.11 il8 ~ti campo .......... .-bito• lblplullWeo.--.. 
'·'; . 

. : ,:·, 

•-. .. :.·· 
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Capítulo 3 ..... 

TEORíA DE 

POINCARÉ-BENDIXSON. 

Ea ol capitulo u&erior lllOltramol qu en toda vedlldad, COllVenleatemente olltic1a, de áa 

puto nigalar; o! lujo .. topaldj¡taimeate eqllinlente a UD lajo coutute. Ea tÍote ..,P1t.Jo 

nae ~emoo deocribb topol6gle&11111ete loo lhededoNO de uná olngululdad alllada, para 

lo, cual nae a~lllOI del concepto de Indice primero de UD campo vectorial, a lo lugo de 

1111a C111Y& de Jonl&ll. Se 1111111rm qu 111 la C111Y& no contiene ol~dad•, .. éote • ~· 

d•puéo COll la ayncla dol leomll& de Polllcm-BendiJllon divicllremoo el Interior de una C1U'Y& 

de Jordu, que rodea a una llngularldad alllada, ea derloa tlp.- de ,.Ioneo, llamadoo eectorm, 

topológlcamente eqlliYllient.., uim11mo enCODtr&n!mOI una fórmula, conocida como la fórmula 

de Bendluon, que noo permitirá calcular el Indice de una lingululdad ..Wada en lérmlnoe del 

número de tlle1 eectoNO. 

3.1 Teorema de laa tangentes rotantes. 

Saponpmoo que lenemoo dtdlnldo UD campo vecloriol X en 1111 abierto 4 de R', y a : 1 C R -> 

4 una curva cenada llmple que Ueae definido un vector tugenle para cada 1 E /; allvo en' una 

cantidad llnlta t1,t., ... , t,,¡ ea decir, e1tamoe pen1&11do en una curva compuesta por trosoe de 

cunu o arcoe dlferendable1 que oe unen en vérticee en donde no e1ta bien definido un vector• 

tangente, daremoo a continuación una dellnlci6n explicita: 
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o.aúd6a 1.1 , s.. o : 1 e . .1 ... A e IP, .,.,.,_ ""' o ... ,,. ..,,.. ,...._trilllle ..,....,C',,,,. ,,....enl• {a,•J li: 

1) o(•)• o(•). 

U) lillllpN 'l"" f¡ f. I¡ - ... o'(f¡) f' o'(f¡) .. lal peak» o(t¡) lm u...n.ia. . ........ 
•>• W............,(t¡,flta)la_o_G1•illk .daN-

....... o(t.) w.i-l¡•la ........ ~l¡ ·~-•daMe~••....., 
--. ........ 0('-)~e(t.-1). 

C--"-tl.....,., ... ._. .. _..•E·--......- .. • (1,0)'"­
...... MIYopor u m'1liflo •-• trr par la.,._. llrallla: 

•-tirm.~dtlalrllúplov>qubmall-..~JC&loi...,•1a­

o-• ........ •1 dala ........ --=. 

-M • 11~11<~~1Ü:11 • H~<~~H 
._..•(•)•JC(o(t)), rU•(•lll1 • ('lfuf);tlll.i-.._f,(o) .,._a1po: 

(:U) 

J & pañir de_._ 11 .llploate '-: . 

TllOUMA 1.2 : Si 11(1) u conli""º• tlq.,.t"*6k r no 11e enw on o •nt011C•a: 
•:. 

(U) 
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:,·,. 

'\ ,, .J ,·., 

....... , 

-~.~· ' 

. Figura 3-2: 

de doacle r. (o)=. e z. o 

A r, (a) le IJamanmoe el la dice del campo veetorlai ., = X (a i COll ;.~\O al ~ o. 

JWald6a·l.I: Sea a= a.< •1 < ... < .. =· 611 o: [a,6)-+ al una cu,.;.. de JortÍa~. 
rkJlnjmo• o; (t) =o (t) con t e [a;, ai+al 11 eoeri6imoo o = Ua¡ ooimiamo deftniremoo Ix (a¡) = 

¡:¡+• "1· A Ix (a¡) k llamaremoo la conlribvci6n del arco a¡ a/ indice de a. 

C-J.rlo 1.4 : Si a = o 1 + o, u decir •i o .. puede de1componer en do• cums• cemida• 

como 1e o&.ervo en la JIÍura 9,'J, enlonc .. I,(o) = I,(01) + I, (02). o 



TEOUMA.1.1 (de IM tupnte. ralaDte.) 1 Su. o una curva cerrada ,.dnimelriloda, 

C1 por trozo• con.llirticu ·~ io. ,..RIH t,, .. .,t. r '"" 'I ¡.O el ampo ffdoríol lallfenle a lo 

lo"fO lk u.ele Ctlrva ,..,.ióro; e,,,_., 

(:U) 

"""'" el n,no :t: lqen4e de la orlmr.ddn de la e•- o. (tlonM lol dnplol I; de la Jdrmvl.G 
Mm loo pe " mllMran en lis /lftlrw 8.1). 

De - - llO .._ ua deomadóa • el cuo pura! de una cuna C' por · 

,_,lo._.._"' ,.,..i .... ..,Utalar .. fl'M llO by ...U-, - q• llto 

ao • ua llmltMte pua a..tn»objl&l-7aq• lieaP" lraM.Ju- coa cunu de Jordaa, 

.;¡ Wlt ..-...,_,..a án:m, la dem°"'nd6a 11• aqsú apuece • oteblda a R.j¡,,pr.. 
r.a~.,... __ 1a11113J c-tava 3.a). 

o.-trad6a1 C- par,.._• ua ncta T qu •...._te a o• 11a 

puto p E a, de tol - que o ... toda oalameate ele u lado de T, como u.bem<11 podem<11 

nporaaMCril&r 11 nmr. a para q• a(•) =¡t. Sea üora 

1 
~ 1i ci,•> /- c .. •> ,11-. 

'1(1,1)= ~ 1it=. 

-~ li (1,I) = (.,6) 

. ~que.,(1,l)•contln11a7dh\latadeceroea[.,6],n6-tutbWac¡ue r¡(•,I) = -r¡(1,6)¡ 

•decir..,,, vectoree con orientlldone1 opu,.tu. VUIOI a delnlr la función <p tal que <¡r(1,I) 

.. el útgulo que forma r¡(1, I) con~ vector directcr de la recta T, •duo que •ta fwlcl6n 

""eoÍttinuay que <p(a,11) =O; entonceo 2d0 (a) = <p(6,6)- <p(a,a) como 1111 puede obMrvar 

de la definición de <p, ya que 'P (1, 1) ea el campo -torio! taapate a a. Debido a la fonna 

en que alá colocada la curva a 1&bemoo que O::; tp{a,I) S 11 y que <p(a,6) ea un múltiplo 

Impar de 11 de donde 11 puede deducir que <p(a,6) = 11, u arpmento olm!lar y el uoo de la 

Igualdad r¡(a, 1) = - 11(1,6) noo llevan a concluir que 11 S <p(1,6) ::; 2 .. y como <p(1,6) -
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: . ,, 

',"J :,, 

'.: .... ·. 

~ . ,.'o'. 

:: 

. ii<.;•).,; V,(a,•) ~ir; OlitamD.. qÚ vi(•,6)- ir= ir cié d~nde conduhám q;..; vi(61•),;, h. Y 

p'IO.U~I.(a);., i 7 .. vm11..;1 .. .ll~ de l&r6rmaJaa;3. ~ · ·· ·, ' ·· · ' 
1•.;:. .-:; 

i-a 1.1 fija Sl 1'ol e.m,... wclorWu l'I 11 PI J'lled•n - tk/omlOdoa el uno en el ócro .,.,,._ 
lill_,.,., ain ~ir orlenlaeionu r • IGl forma fll'I nunea a,..ntan en Hnlldo• OJ'll•llo•, 
enlone~1 ,., (ndic., con req<elo a cualquier ~ª""' do lardan a '°" ifUG111. Si a tlol campa. 

k1 ""º "'º direma1 que •on equi...i.ntu. 

o.-trael6a: SI leemol cloo campao ~ continllOI l'I y PI que oe pued1111 d• 

formar el uo 1111 el oUo ola lnver\lr orlenlodoneo enlallceo exllle 1111a funcl6n 9 : [c,11) -+ X 

(R') con lu alplalet caraclen1&1cu; (1) 9 • conlinua, (U) 9 (e) = Pt ; 9 (d) = PI y (111) 

del 9 (1) "' O para loda 1 E [e, el) ; e1 claro que para c:&da 1 E (e, cl) lo que tenemoo eo un campo 

veclorlal y que cada campo tiene dellnldo m índice, • decir leliemoo dellnlda 1111a fundón 

1•¡1¡(0): R-+ Z, ahora bien 1111 el. cuo que Pt y 1>2 oon campoo veclorialeo cootlnuoo enloncoe 

por In forma ea que oe deh16 el índice leuemol que In fuclóD la(t) (a) eo contiao y por lo 

lalllo debe oer COllll&ale en lodo [c,11), de.donde obtendrmnoo el reoullado deoeado. O 

El hecho de que eole leorema o6lo lo pueda probar para campao veclorlalet1 conlinuoo no 

CODlllluye ma limltánle, eole úllimo comenlarlo oe poci.rá apreciar en la ligulenle oecclón. 

3.2 indices y singularidades. 

Tenemoo definido el índice de un campo veclorlal con reopeclo de una curva de Jordu, lo qne 

baremoe en esta eecci6n ea extender este concepto al de índice con respecto a un punto 1ingular, 
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ya qu ea •'- trabajo lo qu ..,. la....,. _. p!edM&ea\e Cllcalv íadl .. de c:ampae 

WdorlalÍ9 .,.tia_ cm awpecto a paatae a...i- por lo C1llll a partir de eo\e -•lo 
bW- úicamate .. cuapoe ~ malhi.-. Sabemal W... q• 11 'l = ('ll,fll) • 

u eampo ~ ... t1a ... dehldo......., u alll9W A ele R2 aklacot - qu: 

........... - de Jordu. ~ .... ol ladlCll .... campo~ -

...,.m. •u paalo liqalar 11 - la hatopl 3.2 ...iuda lobN culqlllc cana de .Jordu 

................ ,, - •• laterlor; - '1tlma .i.bkl6a qaed• lila MHnaluda'c-lu ll 

llpilale: 

IAláa l.f {11}: SI a¡ r C1t ioii do. tt<,.,.. de/fniilaa eri 1111 Ulerlo A C lP fW M ,,.-.. 

'4tmn•• uno en 111 .era tin ,,..., por •n ,,..n1o n,,,.i.r entoneu I• (o&)= r.(Clt). 

~NCl6a1Lad-u.ci4e de-lam&• llutu\epaNdd&a ladol aa~,(- .. 

3.4) -oe por aupoMr q111 o1 y o1 aaa dCll amu ajoaM qu to puedea deíonnr la 

ua a la otra,-~- podmiOI eautRlr ua fud6a eoatlau coe ln-coÁtlaua (laom­

..a-) ..... la .... dlllmltada ,.,,_ doo - J la,... dollmlúdapor .. par ... 

ámll• Ca 7 C1; ~ ,..._ -.C-'- ua fud6a • ... IM propl..i..s. (1) 'I (U) .W 

lsu aateri«., ... ._ ua fudlla da cm. C¡.,. u par6-la i E ¡,,,"!; 'I •-ta 
de •• dlhldda .... tadlCll la coaUamdlMI de - ru~ - praatia• la lcollldad deonda. 

P•- pute li 01 'I 01 •la'-'- 80 lmpor\e por qu P.,...,. ..U., qu • (01) = C; 

pua l!Pa i E (e,cl) y como de caalquler forma/• (C¡) penDalUICll m1U1tuteel Nlllltado ligue 

1l111do...Udo. 

Pcw '11imo -claaahl qu 11 a dae C'llnll leo pua lo uteñar dlienioo que IOD dol cunu 

llomlOlllorl'U, 0 

Un va que ha lido bien precll&do•te coaceplo \eDmDOO UD•-ueaclade este-ullado 

ea el liplente: 

c-1ar1o •.• : Si .... ""ª CUMIO de Jorrlan que no conli•n• punl<M ,¡,,,w.,. .. •n IU inlerlor 

entoncu /~(o)"' o. 

Demaetndóau Como el lni.rlor do una curva de Jord111 • en COl\J1111to lllmplemente 

conexo entoaClll podemoe deformar a en aobro 1u propio Interior huta mnverllrlo en un drculo 
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F~M: 

. e de radio ........ 1 ......... cu1,.i.,, llton bla • lalalll-le dalo ,..-1& nriad6a. 

dol úplo "'8 farmaa tJ Je¡ oobre- drcalo • pec¡uob J q .. linde al valor del 6qalo q,.. 
bmul 11(J') J e1 caaado liatiemotqu el dlClllo oe puescaa1, de•lalda• daro•klll-, ... ,. ·, . '• . ' . . 
que a- el lem&,u'8rt« /•(a)= O <-l13D. e 

JI- oale -•lo""......,. -cloudo aplfd~le ad& -.a u la nlad6a qu 

tieaei. .... eoacepio. coa Ját .ulÍCIDllel cmenmdalle; U ilop40 el -to .s.;~ UH 

~ ...... elb a,,.,. clel llpieale: '' 

TZOREMA. 1.1 [11}: s .. X un eem,. ooclorial ú e'- e• •Jlni4o '°""' •n ei>!IÍllnlo 

obierlo A. e lll .. SI a u llRG dr6ilo ·"'"""' de X lol f11e '"' Interior ul6 contenido en A, 
. eritorw:u uille un ,.n10 1iQflllar contenido en el iriterlor ü o. 

Dem0etnd6a1 Como una órhll& cettada • uaa """" de Jordan ""'°""'"' 111 Interior • 

limplemente to11exo, 111ponpmoo qu ·.,. el Interior de a ao h.f .punlOI, lingaluN .• ton .. 

por el loma anierlar lenemoo que/• (a)= o. Pezo por oira parle ~ahemoo que por 1er a~ 
lnlegnl de X onloncea X .. 1ugenleaa y por el teorema de !11 caapai.rotu.t. leneJDce que 

r. (01) = l lo cual COD1Ul111e la coatnÍdlcd6n que .iablece al leoretP. (ver ua• demootrad6n 

altera.Uva.,. el Sotoma,or PI& 254). o 

Obeervaeión 3.10 : Sea X un campa vectorial continuo en S2, entonce" eritte ol menM 1jn 

punto p E 52 tal que X (p) = D. Supongamo• que X (p) 1' O poro todo p E 8 2, 1i noa Jljomo• 

en un punto cualquiera q E 5 2 y ob1enJomo1 la órbita V' (t) que paaa por 9, entone .. por aer 9a 

compacto w(1p{t)) v a(1p(I)) ion no vacíos. Ahora bien por el teorema de Poincon!-Bendinan 

(ve,. capítulo anterior) tatoa conjuntoa de~n aer órbitaa cerrada•, pero en tal ca10 tenemoa una 

contmdit:ción. O 



·,_ 

Í.a ÍoadÍla ~ • .- lla lldo,..... _ ....._ .. iilllcá lo .itU ... ..,.; ~· 
~, - ,;..... ... _ .. ;on... MrnUata .... ·- aúllll• ,..;..¡.., w;, 
&ka u&eltlepuar acalc.i.r b IMI.;. de alpaol cuii,..-ww. ........ ~.j .. olaÍO d.I ' 
cáaci.Pto dll im.Cll de u puto ...p¡. .,;_ ...,ecto a ua cana tle lordaa pelde • ... 

ah,__ 19'o ll. ~ pua ol ...O d8 _...... ............. orila. ~ ~ 
~.are.ele -.Ju.o N Do Caimo!S) ._..... 2.7, U, U, 11.7 j &.10. ~ele,;. 
... ~- - - Nlldciaa la .... ele loo ladl- C'.Oll el llamadÓ paao de la nperftde. 
1otn1 C..&ld ... prop1 .. ele IM n.,.adil como-la ~pulua& y aJcuu mú qu' 
alll • ....... t:.to '1tlmo a tn• dol ........... Poiaeañ. (..;, capj'lalo 4 de -W-) 

Mola a.a : s .. a - n,... • ,,.,.,. .,., pe en 111 inlerlor llene 1alcimenle u1111 eanlldM 

/lttll• • li""""rfMM• ••• .. ., ... r., P. O en a enlqneu: (.,r /lf l.S) 

Nota 1.:1 : La nolaci6n r, (s¡) •irrii/ka: el indice fiel comJIO .. etaria/ 11 =X (o) con re,,,ecto 

a la li..,W.ridad s¡, 1fG que como Nkmoo elle número., indepeMienle lk la fom!a en que 11 

.,..,., a de hop en adelanle 1olo calcularemo• índieu con reqeclo a 1inplaridolk1 ailladoi. 

Nota s.s : En ,..,.., pa/abl"IJI lo ""' •llamo• calculando con r. (o) no .. º'"' COia .¡... 'ª 
rotación de '1 a lo larva de a. 

3.2.l Ejemplos. 

l;jemplo S.1 : Comenzaremo• con un ejemplo aencil/o, El campo F(:r,,) = (-:r,w)' vamo• 

a calcular el indice del punto aingular O = (O, O). De acuerdo con la deftnici6n debemoa calcular 
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I06re 14 .,.,,.. o (como 1ollemaa JIQdcmo1 ~·lo 9"e mejor con.ve.,.. a n_,,,, inlere1 .. de 

ac•erdo con el lema S.I) o(I) = (cml,~1) con 1E(0:2r)11 e1la inlqral como 1ollem.;. vale 

-:Ir. De donM e/ (ndia del purito u -1. 

Jlllemplo 1.1 {lS]: De,.ndiendo 1i 114 - lle >O o 114 - k < O el (ndice del orifen con rupeclo 

al tamJOOX.(s,r) =(u+ .,,cs+tlJ) H+I o -1. Yo9"" 1i 114-k >O enloncuel tamJIOX• 

,. .. ..,. de/armado conlinHmenle 11 1in inverlir orienlacione1 en olpno de to. com,... Fa = 
~ . ·. . . 

(•,J) o.Fa=: (-r,s), la lran1formación vue no11irve en elle eo10 e•.• (1) = (l - l)lj.+.1x •. 

~ 1 e [O.l) 011 de manera an.UO,. JIQdcmo1 "°""'eren el COIO ad- k < Open> ella vez con el 

eo"!'JIO G,;, ( :-•• r). ver ejem,,;,. U, U 11 Ji,.,.... S.8(0)-s.B(d} donde •• muulran.la1 relralo~ 
/aH tk lo/u compOI. Elle ejemJllo ,_.. ,., emndido de 14 lifuicnle forma; 1i Y. = x. + Ya 
"°""e Ya iiene le ,,..,.4" de 91'" llm 'Y,./ 11•11 = O cuando "' ... O enloncH el (ndice del orifen 

re1pttl~ ~Y •ifue lientla :1:1 Wa 91'" J10r H lado el campa x. •ifue 1iendo e~ivalenle ..i comJIO 

F.11 •i ademd1lomamo114 familia de cu,,,., homeomor/al o. (1) = (rcml,r,.nl) con r ... O 

entone.e• lendrornaa V1'C Ir, {O) = O 11 el ,...,,liado c:onlinH nm.lo udlido. 

l;Jemplo 1.1 {lS]: Seo X •n calllJIO vectorial de c,.,. 01 en 11n conjunto abierlo b. lal p1 

.i.t(ilX1/a.;) .¡.O en loda1"" ,.n1011i,,,.,,..:01. Si o e• una cuMJCI de Jordan eón•• inlerúir .. 

contenido en b. 11 lo/ V1'C X 'I< O en o. Enlo.nee1 lulr una canlidad .finita de punlo1 1i,,.,,,aro1 

lh•···••• en el inlerlor de o r aderruú l.t (o)·= "+ - "- donde n+ (n-) ea el numen> de 

1i,.,.,aridade11alu 91" dn(BX;/8•;) >O (dt&{8X1/8s;) <O). 

Prueba: N61ue 91'• 14 coridicidn det.(8X1/8s;) .,¡, O, 1olo nOI deja dOI opcione1 "'"" .r' 
punto 1illfU/ar r;: 

l. r; ••un punlo Aiperbdlico.1 

t. '9 ea tm centro para la ecuación diferencial%= DX(z). 

En el primer caso aabemos que el retrato fase de X es topológicamente equivalente al de 

DX {¡t¡) 11 el ejemplo anterior nos muestra que para tales singularidadea el i'ndice es aiempre 

•ua paatoslap.Jar es liperb6üco, si nlD1un? de la1 nlore. propla1 de la matri1 DX(p) tleae parte real aala. 
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:1:1. Si a u "" eenl"' ,.,. j .. DX, """""' rzillc •M eon#anle no nlll& 6, c.I ... Ulii 
«wrión ~ .. ,-. ~eemo,· . 

' ... ..,.u....._ ... d ..... " u 1, .. Mir: 

ls/o.r(Jt)• L•• L .. 
' ·~ :'·.' . 

.... O U~ CMIW .,.,,.. pooiliN!Mnle .,,,.,,,.. fllC • - wrba .....,,.,. e/N'.C•, 

.... ,.: ..fA;. ~~ ,;,.,;,,,~.,."" _.--fo,;.,x a~ pefie.~ ee-• .;;~ .~ 
. ',·,1 ..... \ ·., •. . .. ' ,. ·. . ' ..... ;· ' .. · 

eenl,.., entoncu i. eetllld6n ~llÑI • • X(a) u.ne l•/orTN (m ~ ~): 

~·P-l+Q ..... 
ri•6+P..,..-Q_I 

ca~ P(r,I) 11 Q(r,I) dOI funritmu lalu !",' llm.'.'."'~!l • Um...ol~I "'~· Al éok.lar el 
(rullee de • ton f'UllCIO ..... t'll,,.. o olteneMO.: ' . ' . . . . . . . . ' . , 

,. f1"' como rl (ndiee •• un nolmero •nitro tntonet1 ai#~ UM a,.... """""" a c.l ""' i. 

cOÍttriheidn dt loo tirminoa !-• 11 ~--., dupreeia61t,., decir en lal •i"""4f'id4M• •n 

la f11e la J11Gr1• line.t fitnt •n centro, ti ..,,,,,., litnt •n. 1i..,.,.ridlul m /9 fut ti (ndite oifu• 
~ 1. Perw canehlir .,,....,,,º'el rtouflMo dt lo nota l 11 o61Htmoo lo fut ....,,.._; a., 
pe - lo ,;,.iente: ,; "ti •n ,..n1o ñ,,,.Jar dtl Qlm,.; t.t tu• .s.t.(8Xi/811l¡) ~O en tlt 

"'""'· •nlon<:e•,... - X un diJromor/Uma local de clolt e• ,. litnt flM' " ., uno li""""rid°" · 
aillada. Como oUint(a) ••compacto 11 no Aa11 liRfUlaridadt1 ••m o en 1u interior •dio lla11 

una canUdad /inita dt 1illfUlaridadr•. 

J<ieáiplD S.4 : Calculemo1 rUndice drl ori1tn can rtsp<ctoal campo vectorial Z = (•' - r, ..:2sp), 

para rilo e1eojamo•la curva a(I) = (eo11,-1) con 1E[0,2r)11 calcalem01 la inle'"" a.ÍI JIGl'D 

o61mer lz (O) = -2 
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(•) (11) 

flpraU: 

.....•.•. : ·c;;,..iar .; (ndb·de ei º;;, ... con r..,.;c10 .;¡ ca~po 1Íect0'n.iw' = c.S­
~ra;á.i,~ .. j; ¡,;.-._ello ~.f0,;,¡,,10 cu,.;..o(i) del ;,¡.,;,,,r,; anierior 11 colcU!amaalo ¡;.,~,. 
"~""'· 'oí.iellilr.'~oliwco> = -3. 

MM ........ - 1111 nnltadci q• Dlll plirmltiri ulnlar coa m..,O. fadlldad -

nnlW.. 

:u· · c~Ulc:ael6n de •hlauwiltiut •. 

1.1.1 Punto. de roted6o. 

a=X(•) 

•(O)=•• 
(3.4) 

'l. -.!der.,_.. el comportamiellto ea lu c:ercaalu de 1ID p1lDlo lliacalar, para maycr íadlldad 

- a 111poaer que tal punto .. el origen y que ademú la ecaadón no 11 anula en otio p1111lo 

cercano al oripn, 111 decir: 

X(O) = Oy 11 P'F O 'I 11 Pi!<< enloncaX(p) 'FO 

aabemoa del teorema de existencia 'I unicidad que una solución .\0(1) al problema 3.4 eatá 

definida y es únlca en un Intervalo máximo C<•-,w+) y al únicamente fijamoo nu .. tra atención 

en la aemi-órblta pooltha de una solución entoncea la tendremos deftnlda en 1111 intervalo [O, w+) 

entonces por el teorema de Poincaré-Bcndixaon tencmoo las siguientes posibilidades: 
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1) Eidate lllgáa lo E [O,w+) con la propiedad de que 11 ip(l.>11 =.e. 

11) "'+=oc y Olllollceo ip(I) 111 tli que ip(I). ;-- O cuaado 1 ... oc. 

· W) "'+=oc y pua lo mllmo q11e Oll (11) oalo '111" ip(I) 1111lll& •piral que rodea 11 orlpa. 

lv) w+";. <.o peri> ahO~w(<Í>(t))'• uacolecd611 do e.u.u ceri&du q11e roclOu 11 orig9a; :·· 

v) "'+=oc y ip(I) 1111111a cvn. de JDft!u qae coetleae 11adpna111 IDterlar. 

Cabe lllOllclaur qae - cuoo DO 10D matumale uclu1911&111. 

DdÍÍlcl6n a.u {11]: Si, •• un fUnlO liri,ulor I~ que lada vecindad do él conli•no ór6ila1 

comula• enlonc., diremoa que p •• un punto do rolacidn. 
f,/-.i.' ' ,. . ' ¡ .. -,'; 

. N6- qae Wdu 1111 órbltu.,; ue vecladld de u pllD&o lillgalar p pudea - cancW. · 

laadU de la olgulente forma. Si 7 • ua oaludón de 3.4 • o bien llD& órbita cerrada o ua .. , 

eeplrll tli qae 1u conj11Dlol w-Umite 1 a:..Umlie lllli órbhu, ~ alredodor de,. 

De1:nle16n 1.12 : Un punto do rola~ión tal que en cualquier vecindad de ~l lodao loo ór6ila1 

1arÍ cem:ula1 •e llamo centro. 

Conaideremoo la ligulente eculcl6n diferenclli: 

s = ""<•>- vv(•) 
li = zv(r) + 11•(•) 

(3.5) 

donde u(r),v(r) oon funclon• contlnuu de r = l!slJ que aatlofllUD '!' + v2 "#O. No&emoo ~ue 

el origen eo un punto lingular lillado de e1ta ecuación; 1i bacemoo un cambio do coorden&du 

cartel!anu a polarOI (ver M1Cción 5.3) I• eculcl611 ao convierte en: 

r = ru(r) 

ÍJ= •(•) 

para loo ejemploe algulentea trabajaremoo únicamente con la ecuación 3.6. 

59. 

(3.6) 



···=~(J;'· 

:j•/Ja 

• '11" 

11 poro e~a eeuad6Í! lol '°"!donH ...., c(reuku pe rf!dean 111 !'"'"" 11 do~ -f•, ú/fi~ •• un 

ª"'"'·' 
-plo l.T : s.,.,..,,.,_ aAora ... u(r) = r ..,,.(1/r) r •(r) = 1, la ceuaddn 11.1 fllCM 
eomo: 

r=,..1e11(1/r) 

'·; .. 1 
(a.7) ' 

IÜlmCll qu 11.,..... • u ,...1o lllap1ar 1 ademú lll IOl11doMI de~. 7..,. coadldda bdclal 

• lm ct&alm .. rMlo 1/h """ • E Z ...,. ór6ilu «rrudu fU1 ,.,..n 111 orlfcn ',,,,.. olra 

,._(!);,;{ >0 ..... lftl'W 
.. <0 ..... ,. .. 

enloncH,. °""""' ... lol ooltldcme1 con comlicidn inkial en la refit/tl limilado por loo c{.....ZO, 

. úNlliol/h rl/(•+ l)trlDll• ... ralalllndedorúlorifenlote1pect1C1ndonui....,;,.11c~. 
"'c{revlo de ro4io 1/h como a-limil•' "'.radio 1/ e•+ 1)• comow-limirc;, cuando" 

•• ,.,. lo• ,.,.,., ,. invierten. 

1.a.2 Atracton11. 

De todu lu lliDpluldod•, aq11.U.. que no '°" p11nkll de rotación '°" lu mú diflcilel de 

deocriblr. 

Uu llnplaridod alalada p 1e 1lam& atroctor 11 e11 toda vechulad V, de p todu 1u IOl11clmuio 

de la eculdÓll 3.4 '°" talee que .t"1 ddllldu para toda t ~O (1 SO) '1 tieJlden & p cuudo t 

tiende a oo (-oo). Mú ..Un 11 t<>du lu 111l11clone1 aon eoplralee atonceo el &tractor oe llama. 

foco oi todu iu 6rbitu tienen bien definido un vector tangente en p entonceo el &tractor oe 

llama nodo. Un nodo oe ll&ma nodo propio 11 para cualquier 8 E [O, 2w), hay una 111lucl6n tal 

que au vector tangente en p forma un 6.ngulo 9 con el eje z, si e1te no ee el cuo entonce1 ee 

llama nodo impropio. 

Para llanrar mta. CUOI tcnemoa lo siguientes: 
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........... 

"'°" fl i' O' polinomio t9Nelenillco P(•) • (•- o)1 +/JI r""' liene i.. lifi,ie.:.W • 
.IJ.• .. Q : i{J, ,.. ..,,,,.,lonu 'ion' ....,.,;;.,., ;,. 111 ¡o:,;,.,., .. 

' ~' '1'1(1) ;= ... ( ... /JI A1 - ,Wll/ll Al) 

\Ol(I) =.-:'(-/JI A,+. •n/ll ~.) 
·:¡ 1· 

•n ute par de fómiultu H ve f"" 1in dl/leullod f"" el orifen u un atraclor ' que u un foco """""' ~;·/l ,., o. . . '. . . . . . . . . .. . . . . ' 

11Jemplo 1.1 : COt11ideremo1 aliore el caio n.41 weneNI lle un .utema de 111 formo: 

:0=a+6r 
j=ee+d• 

.,,,,, 

....; , .. 9' - 6e" o; El polinamio ••raclerúJilco ei P(:r) = :r1 - (•+">• + p 11 lui roiu1 

vienen dad;..,_''"= 1/2 (<•+'>: ./<~+ d)
2 

- 4p) 11 láa •olu~i~~. del ,¡,,•ma. guedardn 

en lirmino1 de llla ra.C.1, dútin111imo1 ,,.., ca.a1 (ver /ifura 11.8): 

o) Lai ra.C.1 ion reole1, ÍflUa/•• 11 diltintaa de cero. . 

•J La1 ra(cei ion ,...¡•• 11 dúlinlGI. 

e) Lai ra1c., ion com/!kiia. 

Caao (o): Suponf0mo1 que P tiene do• rafe•• rea/e1 igualt1, •nloncu pueden puar doo 1u..,,1oa, en 

amboa el ori,en ea 10/ución : 

J •• La ra1'i tiene cuociadoa doa vectores propioa t1J,"2 linealmente índependientea, en .. 

toncea lu aolucionea tienen .la forma: 

r,o(I) = c1 ... a1 +e, ... .,. 
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, ....... , ........ -__. ...... ~ ............. -.. ...... _ 
de donde 1e oNen.111qae1i • <O enióne't~-.:-~.._t..:;;t.~.!.~~~ laa 1olucione1 no 

triviale1IOR~ir:-ee~pe1e ace~n al orifen, 11 ~uando, •.> O_C;¡;,,~~f;_ne-;-·· .. ·~·····-··· 
no trillialu llÍC,,.n del ari,.n; en ule cG10 el orifen ., un nodo ,..,,;o. (ver /lfMra 

1.B(o)) 

l.· Loa V.ctoru "11/ t>¡ '°" linealmente de,.ndiente•, 11 entonce• la 1olucio,,.1 ion de la 

.~: 
\0(1) = (ci + le1)r""1 + ....... 

en úle - el orifOn •lfu• 1iendo un alractor pero aAora •• nodo impn>IÍO, l/G fll" 

1i colculamo1Cllimile cuando f ... :t:oo del cocicnfe (\Oa/\OI) =O (c1;. O), en el ""'o 
en fll" ea= o,i. ~ ., el eje a (ver /lfMra IJ.1(6)). 

e- (6);' c.,,;, .... de ia. l'IÚCH tiene Glocio4o un - "'°"" "''"' lal 1olucioné~ ""'entone•• 

• ,. '°"""' 
\O(f) = ., .... "' + ......... 

r '""""'°' ...,, ,,,,. '"""'-' 
J •• Cuando ... < .ri <O, todoli..,.,,.eione1 dilfinlH 4e cero tienden al oriferi lit ... oo 

,,,,. .aira ,..,,., ,; ,.,.,,..moi fll" e1 ;. O entoneH el limile cuando 1 ... !"' del cociente 

('Pa/\01) =O 1111 e¡= O la Hluci6n u el eje 11, tk rlonde"' deduce que el oriferi •• 

un nodo im,.,...,;o. 

l.· Cuando O·< "' < "' , lodu lal 1alucionel dillinto1 de cero tienden al ari,.n 1i 

f-+ -oo, r pa1a lo miamo que en el ca10 anterior. 

IJ.. Cuando •1 > O > '" en el CGIO en que •1 = O la aolución •• el eje s 11 •i •• = O el 

eje JI ea la aolución, (cuando c1 =ca= O la 1olución ea el oriff!nJ en am&o1 caaoa la• 

1olucione1 ae acercan al origen cuando f ......... 001 JI 1i ch ci ; O entonce1 laa 1olucionu 

tienden a oo 1i f - cxi,eate ea un efemplo de una aingularidad que no ea un atractor 

ya que aolo una cantidad finita de aoluciones se acercan al origen, a este tipo de 

singularidad le llamaremo1 ailla. 

Caao (e): Del ejemplo anterior ae aabe que las aolucionea de la ecuacidn tienen la forma: 

\0(1) = C1\01 (1) A1 + C2\02 (1) A2 
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...•..• ª .. , ·~··.• . '.·· •····· "····· ' .. ':.'·· . " .. ' , . 

.. ; ,_' Vt . .. ',_ 

,...,._ .... _....,.--: ........ ,- . ·-.- ···-. -.- -· • ·-· _.._~.........:...,,~.-·'·'-~·-····'-· ··- • . ~ ..... ,~.--'<.-.. "' .. . 

•• ·; •• •• • : • - • 1 • ·;·-: •• 

. . . . . . ' . . .. ' .. , . 

...... 
(•) (11) 

.Flpra3-7: 

.•.. :···.··~······ .•. 

. ' . . . . ' ' . . . 

. . . : . . .... 

·. . . . . . . . 
~ ' ... 

(d) (a) 

Figura 3-8: 

con .\1 v .\2 loo veclorH propio• a1ociado• a fOI ra(c••, V dorul• 'PI v 'P2 uldn """°' por 

141 ecuacionu 8.9 tamf,iln aqu( fenemoa Crea caaoa: 

1.- a = O en •ll• ca10 fOI 1olucione1 aon el;,- almkdor d•l or1,.n 9U• •• por lo lanlo 

un centro. 

l.- a < O •n ut• CGIO /a1 '°"'cione• ion upirale1 que liend•n al orifen cuando f - oo 

111 por lo lanlo •I orifen u un foco, 

8:- o > O en ute caao loa aolucionu ion eapiralu que tienden al oMfCm cuando t -+ -oc 

v por lo tanto •I origen ea un foco. 

63 



ll.4 Sec&oJw. 

y...,.. a pa.- - eotamm en !u cen:uúll de aaa llÍ9pluldad lllalaah. pdel campo -..áolla1 

X de m.c•,l&Pnculaq• ~de...,...mea-oocd6a•.a! ... Oc ¡..._· 

· ·« .,...·&-..dQ¡W.-·&. la<icUdóa ~ a.~ÍCÍrca de p?. SI p1-a en pUto de Mad6a 

•tea• a'-.-ua ""- candedlar:ldaa de !u 1111•'*- •.la.,......., Sl 7 • ua 

...... de 1.4 --- 1 •O W.. U& 6lliita mnMa O Ulo llplnl a.I qae IU ~ ... 

w-llml&e J o-llmlt.i - .Wllltu amia. lhdldar de p, por ollo de 1qú en ....... uai.. 

...._ --·-alapluldadol - .., _ pulal de auUd6a, el amlao ,.,.,.._.. 
a eda ,.....aa - llnua a dllllir ......, _.,.,... lmpartaata., la maJ'll{a de ollao • 

....... ciaanlW • (11), - ti añlcalo de ..... (5), _.\a"- (2) • 

... , rlrlk8.l8 :&aJC(•)•n-....~eonlinaoconpunali ..... .._,....flll 
no u 1111 panto • ...c.d6ft. Enlotleuaútul ,,.._ 11ns Nloición nw en V,.= {• : IJ• - ,¡¡ <a}. 

Demall&nd6a1 sa,...... .. V,.• ua ....i.ü4 dtl ,._,, qae 110 cxa&lao 6rllitu 

cmndM, llto • poolltlo padM a.- JlllO • aa puto de l<Mdda, 7 .- '-mm plaat.udala 

...... U cxa ciaadld6a hlldal • v,., ti Mello de - 110 i1aJa drbl&u Cllrradaa ... dlca .. 

.. _._a. pool....._ (1)-(Y) dela ...... utorlor,- ua.ndda T lllllo-: 

i) T ,...._ l•dllald- ea Cl(J'.), •decir"'+ = oo (w- = -oo) 7 7(t)-+ p 

1:11&11do t-+ w+ {w-), a - tipo de llllllc:loa• lu llam- lllladouo nula polili11111 

(,.,.ali11111). 

U) T .... de Cl(V,)ea aJc6a-lo, •decir alm aJPa t. tal qae i17{t,,)- .Pil =c. 

Ea 01te m._,,*4> ._.. ua 1apoolcl6a q••- &JGdm a llJar ldeu, 1aponpin01 que en 

V. no laay llllac:lmaeo aalu de llblgáa tipo. Sea {s.} e v, tal qae •• -+ p y f. la llllad6a de 3.4 

ca7aamdld6nlaldllleu., penalpat,, e (o,..,..) oeclalalpaldad llf.(1,,)-Pll = t, repar .. 

mftricelDOI - ooladone1 como llgae: T• {•) = f• {t. + •) de tal oaerte que llT• {O) - Pll = t 
y T• (t.) = ••· Por la propooid6a 5.8 podemOI eocoger an 1aboacellón que llamaremoo n,.._ 

mente T.(t) tal T• converge uniformemente en compactoo a ana ooludón de 3.4 dellaldaen an 

intervalo [O,w+) con"'+= Um""'••"" claro que"'+> O y como 7.(t,,)-+ p cuando n-+ oo 

entoecm no hay mú que "'+ = oo pero eoto sólo puede oer derto 11 hay IOlucionn nalu en 

v •. o 
Antea de conünuar vam01 a dar una definición que oerá útil mú adelante: 
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Ddnld6n a.H : Su J una cu,,.. de Jorrlan recorrida en el aenlido po•ilivo 9ue rodea a p._.,, ., .. .. : 

una 1i,,,.laridad oulodG del cam.PO 11eclori4I X , 1i "f •• una •olución tk k ~.$ . .;con ·.,;m.u;;..i,._ 
i:cO..~ fli •' 11 M·pe ·7+· c IM(J) ,....;lada I >.O Ct <O) lo lla"'4remo. •o/ucl6n 6aH n;.,. 
pontiDO (...,..ti°") de J. Díremo.""' "I E NB,¡. 

N~ qu ~a ves .w.ledda la áltlma JllOPOlld6n 1e11emot ua lmpoñute caniCtenat1ca . 

de la ealadoneo a aaa 'Ndndad v, del puto lisgalu- p, :ra qa 11 p• ua ~dad r.llllada 

qu no• u pulo de rotodóll ealGa- para toda tona de Jotdu J te111lnmC11 que N B.1 ;<t. 

Ddnld6n a.111 : Si dada una cu""' de J"1Ün J fll" rod.a una •i,,,..iaridad au_lodG p, e:riaun 

.,., .,. e N BJ tale• tu• -,; (O) = f; ~ J entone., al interior de lo cu11111 formado por IOI ª""°' 
11111, el arco (Jit) •obre J gue une fl con 9:1 11 la aillfUlaridod p, _le /lamaremo• el atetar S de 

J determinada por 711171• 

Hay que hacer Vef que 8B la delhiJcl611 Ulerior llO le ha excluido el CU0 U que fl caiadda 

con 91 en tal U10 (J11) = fl 'I por 11lllddad de ooludon• .,, (t) 'I 72(1) fonnu parte de ua 

mlmta ooludón "f con "1(7) = o(-,)= p y 7(t.) = fl para algún fo E R. Suponpmo1 ahora 

qae lellellloounal0ladó117 de 3.4 tal que 7 C lnl(J)UJ pvatodat E Rentoe- lacnrva-, 

y la alaplarldad p forman una curva de Jordan, li oupo11emoe que ., n J # ll l!lltonc:ee por eer 

.r.tabi-ci6111111 cerndo emtell t2 = mla{t E R: -,(t) E J} S t1 = max{I E R: 7(t) E J} 

yenton<Mlucurva11(f) = 7(1+ 11) pat&f 2: Oy 7,(I) = 1(1+ lt) parat s o-tclGdoaee 

11ulu búlcae para J, ...,. ... a lijar naeatra ate11cl6n 111 el interior l de la curva 1 ( 1) , 11 el eec1or S 

de J detetmlnado por 71 (t) y 7• ( t) ee tal que l !;; S entoecee dlremoe que S ee un sector <l{J>lico, 

ea cl~que cuandof¡ = f1en\<lllc:ee/ = Sy &demúai ~(l).• u11aool11ci6n de 3.4.:011co11dld611 

inldal011 int(l)eato1u:e19i(I) Olládellnidapuatoda 1 e Ry a(~{l)) = w(q,(t)) =p. Dado 1111 

-tor S que no oo ellptlco puede 1acecler que en !ni (S) U J., no h&'J& ooludon .. 11ulu búlcu 

en cuyo cuo cürem .. que S ee ua aector hiper6ólico, por último 111111 aector S detenn111&do por 

!u IOlaclonee "11(1) y 12(1) ee tal que ambu1<>n oolacionee nulu bue poolU .. 01>ogaU- y 

e11 inl (S) no hay 10ludo11n nulu bállcu del tipo opueeto entonen diremO. que Sea 1111 sector 

parabólico po•itivo o n<jlGlivo (ver fig.3.9). 

n61ete que en el Interior de eot01 trea tipoe de aectorea puede haber una o variu 90Jaciones 

.P,. (t) delinldu para toda I E R y si eate .. el cal<> entonen toda ooluci6n con co11did6n lnldal 

en el interior de 91.(1) eata definlda para \oda t E R. Denolvemoe como s. a la porte elíptica 

del aeclor S, ea decir al coaju11to de pu111 .. en S \alee que .. t'8 en llgana 10lucl6n definida en 
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'•:,•t: 

FlpraJ.10: 

todo .a ul6a p, 11 cmjuw s. • cerndD :ra qw la eanu •<1) u p - eanu ele lonlaa, 1 

adomM '6 S oil u - puab6lla> o fllperMllco • mmplo qw s. n J11 = 1, tambWD ,u.i. 

...... qM llap ... o tulu dac:lmee COll la .......... de.,..._ ..... tlldnmal"""" -

J, cleaOWemal como s. a la parf• lliper661iol de S. {ftr lle 3.11), • decir a la .....Sua dll 

~lo de paalal a S iUeo qae .U. ea algo& de - llJladoam coa amboo tlldNlllOI ea 

J,,. 
r-a 1.1• : s. JC un ...... ,.. ........... , de claoe C1en un conjunlo .rimpkmenl• conao"" ""' 

conliene a la 1inplarida4 aiolada p. Sea J una cunHJ de Jonlan c:onlenida en b. alredtdor de 

p. Enlonce1 erillen uno conlidad /lnllo de ••d•re1 hiper/Jólic:o1 r el(plico1 en J. 

Demootnd6n1 Supangun .. que \ellem .. una cuna de Jordan tal que conliene ana in­

ftaldad ele --ya .. .., (a) ellplic:oo o {b) blperb611coo, enlooca: 
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(a) Si. llOll elíplÍco~.· e110 ~uh'ale ·• ten~r Wl& inlinldad de &oiucione• I'• 11) tale& que eitán 

deflnldu para todo R y que ademú ¡p. (1) r. J '#e, como conaecuencia'de •lo podemOI 

c~n•tl'Wr waa infinidad de soluciones nulas búicu n~:- o poaiti\'&11, e1 decir soluciones 

.t<.futl<h~ par~. toda 1. >..,º...(~ .< O) con condición )nlcial en J, por &er J wa compacto 

" . , entonce& ~ conjmto I'• (0) tiene UJ1 punto de ~úmulación al que llamare- 'PI (O) ,a 
, , decir podemos coutrult waa 1ucealón.monótona de 10iucione1 núlu búicas poailivu y 

negativu tales que 'P• (O) - 'Po (O) . 

. {b). Si 10n hlperb61Jc01 ent.ouce1 hay una !afinidad de, 10lucione1 núlu búicas_.negallvas y 

poeitlvu.Por l? t~to en éste cuo t~bWu podemot co~struir una auce~ió~ ~-o~ótona de 

roluciones nulu búlcas poaltlV.. y neg&tl\'&11 tales que 'i'• (O) - cp, (O). 

Como en ambos casos podemos construir tal sucesión monótona de soluciones nulas búicu 

. " "~osltlvas y ~~allvu entonces, sin perdida de generalidad podemos suponer ~ue tiene la ligu­

. lente propiedad: 'l'2n (1) es waa solución nula búle& pooitiva y 1'2~+1 {1) e1 waa 10lucl6n nula 

. bisica negativa. pero 1'2• (t) - 1'1{I)y1'2n+I (1) - 1'2 (1) entonces por la proposición 5.8 <p1 (1) 

y " 2 (t) son soluciones de la ecuación 3.4 y se tiene que ip1 (t) es una solución nula búica pos­

itiva y '1'2 (1) es Wla solución nula báaie& negativa, pero ..... (O) - ·'Po {O) y '1'2•+1 (O) - 'Po {O) 

de donde por unicidad de soluciones 'l't (1) = 'P2 (1) lo cual es Imposible. = 
Supongamc» que tenemoo wa sector S elíplico, entonces hay waa solución ,¡, definida en 

. todo R tal que lnt ( ~) = 1 ~ S (con ~ = ,¡,u p) y por consiguiente toda sol~dón <p con 

condición Inicial :t: E 1 es tal que ip - p cuando 1 - ;i::x, pero en un sector elíptico puede 

haber soluciones con ambos ·extremos en J12 : vamoe a ver que tales solucioné& no R acercan 

. mucho a p (es decir p t/. Sh) para hacerlo supongamos que pasa lo contrario. es decir que hay 

una 1ucealón de puntos p. - p y una familia de soJUclones 'l'n tales que 'I'• (O)= p. y que•• = 

'Pn (tn) • 9n = IPn Can) E Jn. como Ju es un compacto entonces por el teorema de Arzelaexisten 

1ub1uceaiones .. lu que \•olveremos ".I' llamar rn, 9n tales que r" - r e J12 y qn - 9 e J1'J ' 

hay que darnos cuenta que por el mismo argumento que utilizamos en la demostración de la 

~reposición 3.13 laa soluciones ,,,,. y ¡p9 que pasan por los puntos r y q respectivamente IOD 

soluCiones nulu básicas lo cual contradice el hecho que S es un &ector eüptico. Por otra parte 

si suponemos que S es un sector parabólico entonces podemos suponer que lu soluciones que 

lo determlnan aon ambas positivas, nuevamente puede haber soluciones con ambos extremos en 

J12 pero con el mismo argumento que en el cuo a.D.terior estas soluciones no pueden acercarse 



mucho o. p y por lo tanto p ~ SA. De •loo últlmoo com111tul01 ,~ dedace. lo. ll¡ulÍiste:." , 

l'lapollc16n a.1 T [R]: Supon,..mo1 que en el Retor S determinado ,.¡,,. 1 .. ioltlcione1 nvl .. 

. · 6fÚie.. V'I• \PI• la 1i,.,.laridod p f el •reo 111, uille 't1na ,,;..,;.s;. de ,.,.ritá."" ... p loi P, 
,.,.. to4 .. lal 10/ucionc1 <p,. de 111 ..,..eicln 8.4 con condiciór, inicial "" uilten ._ < O < '­
lalu .... cp,. ('-), cp,.(._) e 111entone .. s .. 11nRctorAi,.~, mú•ilri 1l1¡ro f.'P• _,., 

Mcione• H/lni4lll •rrilla llfu - n• ........, de dlltrentu tlflOI, u ·decir t1na ., """""" 

nllla 6dliea f/OllllllG , la º'"' e• ...,.1iva. o 

c......; 1.11 /I]: Con 1111Aip61Hilde111 propNICldn antérior, 11d(r~,r)<:1 enioncH 111 

Mci6n o¡t,. de la eC11Gción diferencial 8.4 con condición inicial••., tal fW uillé t > O con 

la ,,,.,,...,ad de""''._ (t)- B.(1¡ro) =(•e Jt': d(s,1¡ro) < 1}. 

Nola l.t /IJ: Ca6e menelonar f11< ,; tenemoi t1na c"""' de JoNan J pe rod• • 11na ,;..,.. 

i.ridod •lit.da p' dol """•'-• nullll W.icu 'Pl•\PI de diltint•• liflOI (u decir t1rwÍ poliffva 

'otN ...,.11.,.) en n interior, entonee• la NfÍÓn S delimil9"" por 'PI·· \PI• J11 f p U.no t1na de 

/11 IÍfllienfH ,,,.,,,..,,"''" 

•) &ilfe un Helor Ai,.r6ólieo $ tal pe $ !; S. 

•J Erilte un uctore/(ptico $tal pe$!; S. 

Para dar 11110. dalaltnd6a de •• última - buta probar qu t.. ..tor. panb611-

110 contienen llCtlJNI ellptl- ni lúperb611 .... Ello 1111 pruaba ea lo. dam..ind6a del llplftte: 

r.ma 1.11 : Con /u llipdtuú del lema anterior. Si del Interior lk 11 cu""' de Jorün J 

1U1lroemo1 lol interio,.., lk lodol IOI Reto.., e/{pticol e lli,.r6ólic01 entonee1 el eorVionto 9111 

fll'A, ol vue /lamoremo1 reliduo e1, o 6icn """'º• el interior de J o ,. ,.,. .. oer como una 

1ni6n Jlnill lk ,..,...., ,..n166/icol .n01doladol.(wrfll1.11} 

Damoolracl6n: SupoapmDI que 1mtr11moe 111 cenadaru de lod01 I01 --. ellptlcao 

1 lúperb611C01 (11 •que lm tao.y), dol lnlerlor de J y que el nolduo 1111 puede vu como lo. anl6n 

de 111cto .. S, vamoo o. mOllrll qae tal• oeclo .. debe.. 111 puab611c:oo. Sea pu• u.a nsló. 
S coalenld& ea el l11lerlor de J que • 111 Interior no conlleu .. 1ore1 ellptlcm ni lúperbóll ... , 

•,¡ ua lllllad6o • ,_ _.. ,,.¡úUI • dice•H • orbl~ - o qH • ua6rblta olqalu. 



1apongamoo primero que Ju oolucioneo n ulu búlcu \PI. 'P2 que determinan & dicha reglón 

oon de tipos dl1tlntm.(no olvidemoo que ambu oolucioneo tienden una singul&ridad aislada O) 

pOdemoÍ aupon~r oin perdida de 1eneral.idad que \Pf eo UD& 10Jución nuÍa búlca pooltiV& y que 

<;>2 en IÍD& oolución nula búlca neg&liva: " continuación noo damoo cuenta que oi l'e(OrtemOI el 

arco J12 en. el sentido qu~ noo ll0\'1. del punto\Pt (Ohl punt_0\02 (O) hay una última IOlución base 

nula pooitiVa Vi (la cual en el. Jl'"'r de loo ca.... eo 'PI). tal ~ución intenecta al &reo J12 en U1I 
' ' ' 

último punto Pi= "1 (11) (pooiblemente ¡p1 (O)) con la propiedad deque al t > t1 en&oll- "'1 (tl 
e11a &!empre. en el Interior de S: gradu a que S no contiene en 1u interior -toreo eliptlcoo 

podemoo uegurar que J11 #- .1"2 (O), El procedimiento que acabamoo de llevar & cabo puede oer 

repetido ahora en el 1entido que nao lle\'I. de :;2 (O) al punto ¡p1 (O) par& encontrar wi punto 

91 = ,¡,, (f,) con la propiedad de que 11 t < f, entonces ,¡,, (t) e1 Un punto interior de S. como 

ademú S no contiene-tares eUpticoo.entonces,fl 1' "1· sin embargo nada Impide que e1te par. 

de' soluciones no se lntersecten mu de U11a vez con el arco Ju. sea pues P:I el primer punto oobre 

la IOludón · 11>1 (t) tal que "'1 (t) lntenect& ·a1 arco Ju, y fa el último púnto oobre I& iolución 

.. ""2.(t) .taLquo ,¡,, (t) interaect& al arco J12 nnevaniente P:I 1' "'" Sean C12 el arco oobre J que 

une a los. puntos PI y P:1 • C 12 el arco sobre J que une a 91 con t/a y Cu el arco que Ulle lm 

puntm PI con 91• fijemos ahora nuestra atención en el -tor S determinado por lu soluciones 

:. 11>1 (t) (a putir de~). "'2(1) (a partir de 92) y la singularidad O, supongamos que tenemoo una 

aolución con condición Inicial 'en ei' interior la ~ C12 e1 íácll ver q~e esta soÍu.ción tie~e 1us 

dos extremos en Cu y noo podemos dar cuenta que pua Jo mismo para la curva C 12 ;por otra 

parte al conoideramoo una oolución con condición inicial en el Interior de Ja curva C 11. eo claro 

que iambw;. tiene ambG. útremoo en iaJ curva y por conolguiente Seo un sector hiperbólico, Jo 

cual res'ulta oer ~~ contradlcción3 y por Jo tanto Ju soluciones que determinan a S no pueden 

~r de tipos dl1tintoo. Supongamos que l.;. ooJuciones que determinan a S son del mismo tipo. 

digaÍnot positiva.a entonces en el interiof de S no puede haber soluciones. nulas bá.sicu negativas 

ya ~Íue 'rec&en"amos en el cuo tratado anteriormente, por lo anterior S puede aer vi1to como un 

sector parabólico = . . . . 
Este último resultado .. importante para·el desarrollo posterior de este capítulo ya que lo 

-p~de~os p~afruear de la 1iguiente forma: si IEnemoa una curra de Jordan J que rodta a /a 

.1EJ heclio de n.poatr q•e S no coatleae 1eetores elipticoe DOI llevo a concluir que S contiene un tector 
lúpttbOUco. pua probar la nota 3.5 ea aa totalidad 1e teadra que suponer que S no condene leci.oru hiperbóUCOI 
para probar que coatieae un NCtor elíptico. 
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,,·.,·.; 

(a) 

l'ipra 1-ll: 

rirlf"laridad aúlada p .onloncu el inlerior tk J pv.a - ._..,,...,. en una .. n11deif /flútll 

de -toru AiperUlicN, el(¡rciccu r ,.,..tdlicN ,,,¡.,.,,."" • '°'• lo c9al a la lu de la...,._ .. 

~ caud&IÜÁ 1111 Nllllllldo impanule. 

Nota 1.1 : Har pe mencionar pe '°' Heforu oon tkl mlmlo tipo li r -~· ,; IOft 

,.,,.,.,..,.,,..rit;. qid..itmu.(.,.r Anbonov ,...104 r /11.11). 

Fla.U--~ coaladplla&e: 

Ollanfteldn 1.20 fll]: Con ,., Aip6te1il del lema 1.16. s..,.,,,.,,.,,, f"< la cemMlura del 

· inlerlor de la ea,,,. de Jor8n J no c:onlllne IOlueionu ,.ridtlicaa r pe Aar un punlo •• E J 

Ía/ fll" w (•o) - pi' 1 . Entona• la '°"'""" V' de la ecuaeíón diferencia/ 1.4 tal fll" rp(•o) • 

•• E J UÍllll r utá conteni4a en e/ inlerior de J ro ,.. ,.,. t >. O 6 f < O. &to u rp u 

una '°"'ción nula 6d1ica ,.,,;tiva o nefati.., f11C rodea a p tal pe a(e0 ) 6 w(•o) contiene una 

IOluci6n de/lniM en todO R, la """'u una 1olucidn nula polili.,. 11 llefGti ... (•• ,,,,,. 1.14), 

Sa&emo• por la propoaición l. lt que 1i p no •• un punto de rotación entone•• erine al mena1 

mna 1o/uci6n V' nula 6d1ico 1fG ••a poaillva d nefOtivo, ., decir V' (O) = •• 11 V' (f) •lld contenida 

en el interior de J para (a) f > O (paritioa) d ,,.,. (b) 1 < O (nefOliva), ea fácil ver vue en e/ 

primer caoo w(•o) i' 111 en e/ ••JOndo a(ir,) ,¡, 1, de aqu( en adelante oamo1 a""""'"" que 

•llamo. en e/ cuo (a) ,.,,.,,.., atlemrfl fut p E w(ir0 ) •• enloncu conHC11encio rk/ lcorema 

do Poincari·Bendiuon que 1i: 
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Flpra S-12: 

Figara S-13: 

~ 
·.~··· - :. ·; . " '. ' . . -.: ~ - ' 

J, w{:r0 ) - p = 1 enloncu 'I' t1una10/ución nulo IHúica JIWÍliUG. 

·".i' 

· r;,: ,,.r. 

·,;, .. ,._ ...• 

. ,,,-.,.: .. 
: ,. : : ,. 1 ~ 

t. w{:r0 ) - p.¡. 1 enlonce• w{:r0 ) u una ó..W,. fUe conecta a p con 1i miamo, ••decir, una 

ór6i,. cuuoa conjvnlo o-limile u w-limile con1ialen de lo 1i,.,.,/orldad r. O 

a .•. l La f6nnula de Benclixaon. 

H-aqú lo q11e '-logrado• dar""ª c1Mcripd6n tapal6glea del retrato 1-M di la-lld6a 

cllforellclal 3.4 cmca de ana llbtgalulclad alllada p (panlo de rolad6n o 110). FAtamm d...,. 

qae 11 la lingalaridad eo an pa11lo de rotación e11t011 .. /x (p) = l. Ahora bien 11"" la ecaad611 

3.4 , .. ...,,. qae X(•) = (X1 (z), X2 (z)) y qae peo a11 panlo qae no eo de roladón·alÓnca 

vamm a to111tralr el campo veclorlal Y(") = (-X2 ("), X1 (")) y fijaremoe naeotra atend6n 

•A ... • .a • bJa ...-.- a -- QIQI • -" •IDillallo ,..,._... .. el bclw> ele qae ' • ua ................. 
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en la ec:u11<16n direrendal: 
i=Y(:r) 

:i(O) =•o 
(UO) 

• dam que en .. ·puto • e ¿ 110 liDplar Ju 1Dludo11u lu IDludouu de Ju ..... ~.,u 
y 3.10 1011 lruiav....S., mú w 1011 Ortopaal•. JU IDludoD• de •la ec:uld6o ....., llW. 

por lo liplale: IUpciq&lllOI que J • un cvva de lordu que roela a la olDgululd&d 1111..i. 

p 'fllllOI & ....m.h J Por U& cuna de lordu f rep1ll por lrmoo formada paf .,_ d. 
IDlucloaea de Ju _...,,,. u y 3.10. 

Lema 1.:11 {18): Sea J una .. ,.... a Jonl4n f11C rodea a lo rillfUlaridad alllado p, 1i S u 

un Helor J1Gra"6/ico conünUo en el interior a J delermi~ por loa 1ohlcionu nula1 6úiau 

porili""' 'P1 r 'PI• el ª""' Ju 1o&re J r la 1illfUlaridad aillodá I' entone., cua/ufUkra do. 

punlol p • Q interiore• a 'l'1 • 'PI ,...,..,,;.,..men1e, pu.Un ••• unido• por una lra11«1oria r, 
re,ulor por lroioa/ormw porª"""',,. IOlucione1,,.,.. ec .. eionu 8.,¡. a.10. 

Demmt111cl61u e-por olmrftr qu .. s puede alallr pule ellplka s. y parle 

lilporb61lca s, pero qn • -.ad& de l• propooldón 3.18. que p - s, . s, n s. e • y 

s. n J12 = l. SI , • .,_ q• s, '1 s. - 110 vadoe podemaa aml....toa de S pua quedwaoe 

ma u mclor S q• U... U. olplomlu caraclllúticu: 

• Como s, i' 1 1111<l11 .. ha, aoludoaea de 3.4 coa unboa -lllllOI en J y al IUlll'lllllr 

s, de S la rn.1era de S qaeda .-pueala por nbucoe de J y aoludonea de 3.4 coa 

amboa exl- a J. Am q'll cualqlller 1Dlucl6n de 3.4 C011 C011didón lllldal 111 11n de 

moa aubarcoe de J • aolndón 11ala búlca. 

• Culleaqulera doe pulOI b11erioru P y Q de lu IDludoD• 1111lu búlcu 'l'1 y 'PI rupec-

1iYU11ale pueda couc:lane 1111ie al por medio de ua l'OllFaal K ( •) coa • E [O, l] lal 

qu:r K (O)= P y K (1) = Q '1 que K (0, 1) •laalempie C011llmido 111 el lnlerior de S • 

para ~· pu11to K (•) = 1' E inl(K) podemoo encontrar ua ooluclón de 3,10, es decir 

podemoo dibujar una cuna L, (1) ortogonal al 8ujo de X y completam111te contelllda eo S , en 

loe puntoo P y Q noo conformaremoo solamente con que L, (1) e S para 1 E (O,•] y L1 (1) C S 
para 1 E [-<,O). El conjunto L de arcoe ortogonaleo L, tiene uoclada una cubierta abierta 

de K, de la sll!Ul•nte forma K (•) = 1' esta conlenido en algún arco L¡ E L si la 110lucl6n 'Pt 

de 3.4 que pasa por k lotersecta en algún momento a L. y por ser K compacto entoncea eat' 
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Figura 3:14: . 

toblmute CoiltaldO ea llll• nkabloña hita, a otrU palalml, K lllá conlenldo ID mia · 

colecd6a bita ·i.¡, .-.~L.t de tllel arto11 'li D.t» ljanlaa ea b atremOI ri, .•• ,,.,,;:de lot ...CO. '. :.··; 
L1, ... L.; I• duclóll 'PI de u c¡ue ,_por r; eot• cot1twda a· S pu• t <!:' ci y para 11116n· 
10 <O, s¡ = rp¡(l0 ) E J de donde ladud61l .¡ = ¡P¡(t + t0 ) 111111al<l!udóu uula biie pcieltl'V&, 

pod- 1uponer ala perdida de geueralldad c¡ue lm puatm ...... , ...... mlú ordenad .. aobni .J· 

y que s¡ ,¡. s; ali# j. (ver llgw1.3.14}. Cada pare)& de IO!udonea ~ , '7;+1 dtrflae.a.a 1ubolictor , , 

S¡ de S - ealoacoa 10 el múimo nlcrr de •tal que K (•)la-• a (I¡ y 1 1 el llÚDimo 111 

c¡u K(•) lntenec\a •'71+111 dalO que al• E (1.,11) enlollC01luoluclóu que puapor •llt• 
en S¡ e illteneáa a alguno de lm ua. 1.1, ••• L., m4a aáJl ulate UD arco L¡ tal que In-a & 

lodu 1.;, aoludoaea que puao por 1 para lada • E (10, •1), eato ea, ulote una t&11tldld flnila 

de 1ubarto1 L., ... L. talea que unen a lu IO!udonea r/J; , '1>t-t para loda i, de donde enloncoa 

I• curva f¡ = ur=t (L¡ u r/J;). o 

tema ll.22 {IS/: Sea J una cu""' de Jordan que rocka a la •i"flllaridad aialada p, 1i S ••un 

1ector hiperbdlico contenido en d interior de J determinado por la •olución nula bdaica potiliua · 

'Pt v la 10/ución nula bá1ica negativa tpa, el arco J,. 1o&re J v la •i"fllloridad ai1/ada p enloncu 

cuakaquiera doa punto• P ~ Q interiores a 'PI 11 "2 reapctivamente, putden aer unidoa por una 

lroyecto.ria r; regular por lrozoa /ormada por arcoa de 1olucione1 de /aa ecuacione1 S.4 V f/.JO. 

Demonracl6n 1 Comelll&lll,. por darnoo cuenta que 1U1'1ogamente que en el lema anlerlor 

s. n Jn = e, al tenemoo enlonceo loo puntoo p y Q lnterlorea .. 'P1 y "" oabemoo que en elloa 
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Flpral-15: 

pod.mo.dlb11Jar1111&pgdennu.....,.aleo La (1) 1 La(I) ~- ealudoa.<pa 11'1 coataldu 

CXllD~M • S = S - s., • . .t.cir podemoo 111,.,... ... La (1) eeta • S para t E (O,.) 

coa L1(0) • P1 La(t)eeta• SpuatE (-c,O) coa La(O) = Q <-lava 14), ..._.._ • 

. - ~•la IO!ac16a ""(t) ... pua par La(•) • --da .i. ta propaoldcla 3.15 11• 

para 6 nlcloai-te pe11Mla W 8Dl11d6a ba-.a al um La (1) 1 por lo halo• - cuo 

- 11M r, • L1U ""U L,. O 

r.ma a.21 {18/: S•• J ª"" cvma d• Jordan g111 rodea • la •inp/aridad aillada p, 1i S •• ~n 
1<clor tli,cieo conltnido •n ti ínltrior tk J tkltrmíMdo por /a '°"'cíont1 'PI• 'h• g111 ion parw 

de una 1oi..clón • rk/fnid<I en todo R, ti arco Ja1 1a&re J 11 lo linplarídad aillado JI entonce• 

eualtl¡uierw U. """'"" P p Q inltriortl a <pa 11 '1'2 ....,..lioamenlt, JfUetkn 1<r unldol por """ 

lra11<cloria r, rqular por lrt110l /ormada por arco• de 1o/ucione1 dt,.. ecuacíon•• 8 . .¡ 11 8.10. 

~rac16n1 Sapoqamoo qae 1-.. an -1or ollptl<o, como uai..q111-c1oe plllllol 

P 1 Q lnlerianl a <pa 1 'PI 1• mú 1l11idoo por an um de la IO!uc16n • enlonceo 111 •te cuo 

~ 'l• r, = •• mú &Ú IXllllO .. -r s .. adyacente. an par de -- 1• -

parabóUcoo o hlperb6Uc.. y por loo pantoo P y Q pu&n dos arcoo La y L2 ortogonll .. al ftujo 

de X e l11ter10 ... a cada uno de loo oectorea adyacenteo a S entonceo la curvar¡ puede 11er unida 

con lu rmpectivu curvu con1truidu en &alea sectores adyacentes. o 

Al concluir eete lema podemoe tendremo1 que como el Interior de una curva de Jordan J que 

rodea a una lingularldad alalada pude ..,. dividido en uo número finito de oectorea ellptic.., 

parabólic.. e hlperb6Ucoo, entonceo la curva J puede eer sustituida por una curva r = ur; 
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Flgara 3-18: 

comp11nla por IOl11douee de lu ec1111clo11eo U y 3.10. {v~ ftpra 18) . 

. c .. d.imoo - -=cióa COll .i llgllieale: 

:: ' ~· " ' ' ·. '>.' ,·,¡, : . '1,: ... c;-, .. '.· 
Coralula l.H [13): Sea X un campo ,,.clorial continuo en un conjunto •im,,,.,,,mle conezo 

.O., que contiene a la •i..,.Jaridad aúlada, ~ J una cu""' de ·Jo .. n fU41 roclN a '',; ..;, ·e• él ' 

número de .. .,,,,.. elí,iic .. , 11p el número de ... tare• pora6ólicoe ~ n4 u •I númel'O de •ectore• 

hipe.6diicó:; contenid .. •n el interior de J •ntone .. él índlee 2IJC (Jo)= 2 + n. - "•· 

Dem ... Nc16n: Poe lol limu 3.11 '1 3.8 '1 como J puede - lllltlt9iclo por la - r 

eutoa- bula calcular Ix (r) = I:;¡ Ix (r¡) donde; ame deode l huta n. + n• + ,.., ,,_ 
a dlvldlr la pnieba en 3 partel. 

Sabemoo de loo ,_ ll!lllU anteriofto qae r .. compone de arcoo llOl11ci611 de 3.4 y 3.10 • 

vam~ a calcular la variación que existe entre el campo vectorial X y el campo T tangente a la 

curva r qae por la fonna en que fue construida eelá alpnu - en la miana dlrecc:i6D qu 

X , "" decir el "1gulo qae IOrman X y T eo O 6 .. , y en otru oc:uicmeo el Úlglllo qaa fonua ee 

:b /2, •lo es cuando 11111 movemoe a lo largo de una IOluci6n de la ecuacl6n 3.10 de acuado 

con e.to tenem01 que: 

• Si S ee un sector parab6Uco1 entonces 

2 .. [Ix(r;)-IT(r;) )=O (3.11) 
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,,... 1-17: 
':,i: 

... ...., .. ww11ca~11-~- .......... 1oi..,.s.·.i.·-·.i.11: 

............ :x,'l'••/2. 

• CllllMlo •'-e u..._ .Updr:o • CIUllpM q-

.. (3.12) 

pqaeúploqwebaaaJCJ'l'•lo ..... deZ.1••/2JllqMfonau&lo ....... 

Lt•-•/2. 

• Cuado 11a1 aC011tlalllOI ea Wl 111ttor hiperbólico 1e C1llllplo qu: 

2ir[I.1r(r¡)-Ir{f¡)) = -• (3.13) 

p qM -lo a lo bqo de Lt mmo de Lo el úplo qu formaa X J T • -• /2. 

FIDalmate 111 1umama1 lu fórmulu 3.11 , 3.12 y 3.13 obletlem01, por el teorema de lM 

t111p11la totllllel, la lpoldad d-ada, que "' conocida como la fórmula de BodlQOn. (ver 

liluta 3.17). 

En el cuo de que p sea un punto de tolodón I.1r (p) = 1, n. = "~ = O y por lo t111lo el 

~ olgae llendo v'11do O 
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Capítulo 4 . ,;, ..... ,_;:· .. 

,•.~ .. .. ' 

·:,i .... 

TgOruA·.n~ 

POiNCA~BENDIXSON .EN 

2-VARIEDA·DES. 

¡.- '',I 

.. ,,•, 

Ea - c&pítllo el ilbjelhoo · • plobar una Yenlcia mu pneral del toorema de Pela~ 
· .B.aclilmD ea 2-...w.dm mmpactu, coaocido CUIDO 81 teorema de Scla- para fo.C!IÜ ! 

ea u priadplo.Ubl- ele b CllllJnlol l11wululte. de "" campo vectorlol deftlllclo • wta 

2-..w.d-paáa, dllJla• _.de~ p!Opledadm qae tiell~ lao 1111jao a el,\Glopua 

caellllaar mtabledudo ua reloci6n ""'"' 11\oe '1 loo de la botella de Kleln, a mla IKcl6a .. 

- p1o¡>e11Hllll01 d-lrar u Nlllllado debido a R. Ka-, por álllmo pmbar el ,.,,.,ma de 

Sclnrartl. 

Uaa p,.....la qae n11lla lmpotlallle eo la liguiale: ¿po1qa6 al principio oolo eotudianmao 

lao 1111jao ea el toro T" y a la bolella de Kleln K 21f'" 1apone que lo quo queremoe ee encontrar 

ua punllaKióa del lao!ema de Poln~BeadiuoD a caliqalar 2·variedld OOIDpaclaT. La 

,.,_1a a - p,....la la conlell&Mmoo mú ldelUlle cu111do bblemoo de la fórmula de 

Elller·Poincar6 que "'1K!ona la 1uma de loo lndiceo en loo puntoo lingulueo con el género de'ª 

variedad. 
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4.1 Conjuntoa invarlant•. · 

lleconlemm M 1 denota 1111a 2-vuledld amtenlda a R" (ver capltalo 2) li para cada puto 

pe M alltlll ndadldll u, ele p oia B." , a la qu U...- ndadld coonleDJida ele p, u. del 

ori,. • Jll 11111 bameomorftamo 1p : u, -+ u. , q• Ndbe 11 D11mbre de li8'ema --.do. 

ele 11 lllnododar ele p, Ulll qae 11 ............... la..., i;' : u. -+ U• ua l....i6a .. 

m. e-. Deaqú ....... 1e 11 _._, caaapKto1Ja......_,.. Jr, s.._ 
1ea11Wa qae u campo -'<lriAI tl8 m. ar. Jr • .... epllclldlla x: Jr - 'l'.IP .. m.. 
ar a.a q•acadaputope Jr leuodaaa"'-toX(p) e 'l'Jr Jqaea: re .a_, Jr 

•· ... nnalatlpml o oalaclda .. laecud6a 4lfonaclal 2.111 G(O) "'.P '1 a'(c),. X(G(C)) 

pua to.ta e e l. AUlmo ie...a. Wal4o 1og4a la p1UpCllid6a 2.14 u tajo local UocW.,· 
llcunpo~X,•dedr uafudcladecla.ar, 1¡>: lx .Ir-+ Jr tal qaetp(O,p) "'P'I 

f¡1p(C,p) = X(tp(C,p)) Jqaeld.m.puacadaf E Jtla.,uc.dóa1pi(9):Jr ~.Ir..,.;~ 

(1).1'9 '"' i4nlCWd 1 (U) ""+• .. ""º"" • 11 -ele ua ...w.4 campactal = JI 1 ••­

...._ 411lajDlllobll...ia4oalaecud6a4lllrmdlll, poclmoe •toa- ....-qu 11 

llljD .. na 1e11ed6a dlfeJedal • ua a-rlllAdóa clel am..,to de oalacl6a • órbita. 

o.AaleWll •Ü : S.,,.,.,,.,,, fU en JP lcnemOI p/o,.,_,. /ii UllGción di/erlnd4/ (1.1) 

mt.-U ·.u;.,,,_ tu •ri ........,,,""' no lllldo O !;; Jr u ;,,...rienle leja el /frl,jo tp • la 

-cidft (1.i) ri ""(O) !:; o,. .... ,.....' É R 6 ... iNkntemenie ri,..... lodo, e o ' 'Jp (C) !;; o 
,.,... '°""'e R. 

Dellalel6a 4.2 : Un nbcon.funCo O !;; 111' u minimal 11 •• cemuio, invariante 11 no contiene 

1ubconjvnta1 pro,;o1 in .. rianle1. 

4.1.1 EJempl09. 

1) El - mú -clllo de c:onjuto lAvariule. n = M2• 

2) Un panto llagalar .. un conjunto mlnlmal. 

3) Una órbita periódica 1,(1) .. un conjunto mlnlmal, ya que .. cerrada y gradu a la 

propiedad (11) .. invariante, por otra parte .. claro que no contiene 1ubconjuntm proplm 

invariantes. 

1 Ea el cuo ea qae " ªº el .. nbc:aajH&o de r. aabmaOI padu al leorem• de Wlltney qae JI paede ..,. 
, ~acajado en aJgh lt',e11 por sto que no trabajaremm con laddlaici6n abtt.rad& de nriedad . 

...... ¡ 

·':#·· .. .'··r.,, .... ', . .. 
·; ···~ ..~.:.~,~~ ... 
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.. ' Clllliulo illftriaate ..... llO • mlahul; '· •',' 

.· ~f EA el cuo del .a,¡¡a1o· aaieiÍor, la cerradua de aa - .Uplico .cnnlieH u ~lo 
IÁvUÍ~le,yun mi~.· 

Ea ..io. UrmJa .. el - de Poin..a.Bezull- el plaao llae - cmalado i¡ae b 

blcm Clllliukll milllm&I• - lao llqalarldadee y lu drbllu peri6dicu. 

Pl'O(I09ld6n 4.8 : s .. Jl1 wna llll1'it4od r <p un /frqa en /112 1nlonc11: 

''. ,. 
(a) Si01 r0.1an in1H1rianle11Monc1101U01 ,01 n 01, 01 - .D11antofli1nl1M.in1H1rianl11. 

(6) Si 0111 inuarianle enlClllCU IHl1 e lld(01) oon conjunto• inuarianlu. 

(e) Si O ~ minimal entonce• O • M1 6 O·., denlo en niniuna parte.• 

a) Sapo1111111oe que n, yº• IOll lnvarianlel, V&DIOI abur ver que 01 u n •• lnvariaale, 111 

IGmamOI pe 0 1 u 02 e111cm-pe o, ope 0 2 de donde 7,(1) e 0 1 67,(t) e 0 1 pua 

. toda 1 e R ... álllmo poz la 1a..ri...c1a de 01 y 01 por lo tanto 01 U 01 ee ln~le, 
de !& mlmDa forma ee pneba qae 01 n 0. • IDYUlanle. Por otrá pazte 111 p e 01-

. 01 y aupoaemoo que 7,(1) n 011' f pan alpna 1 e .R. entoncee poz- 01 lnvarianle 

7,(t) e 0 1 paratoda1 e R lo cual coalradlce el h ... o de que pe 0 1- 0 1. (ya que 

7,(0) = p). 

b) Supongamoe que 01 •Invariante y noo lljamoe en un punto pe lnl(Ot), vamoo a ver 

que paza toda 1. e R la órbita que pua por,, .. ti! que 7,(1.) e /nl(Ot)' IUpoag&moo 

que tal cooa no.,_ ee declz exi1le ana vecindad V de 7,(10 ) lal que V n Of 1' f, -
9 e V n Of enlonlllll por conllnaldad del lujo existe t1 e R tal que,., (-11) e U, donde 

U ee una vecindad de 7, (10 ), •to último• la contradicción que eotablece la valida de 

la afirmación. E.ta ml1ma dem01traci6n puede 1er copiada paza demootrar · qae Ílo1 .. 

· Invariante bajo el ftujo. 



e) s.,........-O• IDlalmal, q• O• 1ubco11Julo pniplo de Jll_ y que I11t(ll) # • 
•tal- por el lacho 111terior Illf(ll) y 8010B lanri111W., puo dadu lu hlpóteoil •to 

odio ...... lllCllÜr .. 111 - ea que an <t. ll de donde "" deduce que ll • abierto )' 

-Por • mlalul • cmndo, por lo &Úto gndu a la~~ de Jll--~ i¡;¡. O =. 
M'. SI por aV& put. 111,_ q• Illf (ll) = I aloa-,.. -cerrado• deuo lll ...._,.._.e 

4.2 --Flujoe en el toro. 

Ea-~ - p...,_ .s.c.tblt ...... d91u prapleiladm que tia.. loe lajol oa 111 

cé.o, ,U. Jo tul lri de_. alllhlad u a'-o:.i qM ~ el núm.,., tk ratGcidn, 

ola -bugl> uw de •llW d• U.O a ..t...u.r loe lajol ea 11&aro1ma111 ~de obtam 

ua...,... duldad •!Ge cmceplm ..iu~ primero !Ge: (lu Id- qu -.¡IÚ"" ~­

- • delta IMlll4a dAllcu 1 ...... • ,...ulbd• a loo lib.,. [3), [UI), (23) -bWIL -­

o..IDJ (7). F.1onlea1 IM pñad,.._ • puodea llPlr • (13)): 

f.2.1 Flltj1111 en curvM cerradu. 

S•Jl!llllUU9 que ..._..uocvvadelord111 Je R', poclema.~ lio. perdldadegean­

alldad qae "'4 ,.,_irilada,.. lf(t): (0,11- Je lt',..,. {J(O) = fl(l) mú .u podemae -

,.._ea Walr • R uo Nlld6a ele eqaÍ....,da de Ja iúpleate Coima: dCM aúmeroo ....i.. 

ta. '8 """"' nbdanadCM (11 - 11) 111 n dltf!leDda • l1D •tero. De dmide tea8lllOI qu 11 I¡ - 12 

·--11(11) = fl('8), • dedt fl • peri6dlca1 Une periodo lp.i a uo. 

SupouglDICM ahora que tea- ua t.mcl6u / : R - R que tiene lu llguiGt .. caroc­

tería\lca: 

l. / • coatlaaa y ..iriciamente uecl•te. 

'2. /•teJque/(•+l)=/{•)+l,•declrlil1-laentOlla!1/(l1)""/{l2). 

V&mCM ahora a ftj&ralJI en eJ ligaleate pl'U<eM>; IUpoDllDIOO que leDemCM UD punto p E J 11 

tomunoe., = p-1 (p) e [O, l] y a tal punto le aplicamDI Ja funclón /definida arriba, 1abem1J1 que 

/(111) e R y para .. te número ulole 11 e (O,!] teJ que 11...,., defin.iremoe eulonC.. S(p) = Jl(11), 

.,, otru peJabru S = {Jo /o {J- 1, eota fundl>ll eot' bieu definida y .. un homeomorll11no que 
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Alimllmo 111 ¡...,.¡.u laom-iltma S : J - J tal qae ~la ort.a\al6a ele la 

cuna J, 4ote lnd~ na fucl6e /: [0, 1) :-" [O, 1) a9Clale qae paede - -dlcla a todo R 

a tra""" de la propiedad (2). De - facma - dlbicla aaa nlatl6D bhml- aire b 

--..Orliiao. de ... ·CUY& .m~. 11u r.u;ciouo nai. que c1uapila ·1 .. ..,.didoM. Ú> 1 

(2). 

sa.....- q11e i.- uo de tal• llom_._ S : J - J qae .-n oriliai. . . . 

doHI, - W.- tal.__._ C011 la oporadcla de compooldda paera u gnpo p 

= {S• :J -1 l •E N}de~cloadeSI =Sos .s~• = s-•os-•1s•.= sos•-1• 

D.ilnld6n 4.4 : Al'"'"° p ,enerado 10r S : J - J, Mn laomeomorjlmo 91"' '""'"'" ori­

enlaeionu, le llamaremo1 un Jlvjo IObre la cuma de Jord.n J. 

No JW11lladlll'dl COllYeD .... de qae C1111 •I• naevadellnld6a"' puéden dell.Air n....m.aile 

b ... aplao ele 6rblla, -1-órblla, CODjulo Umile, coajulo laftriallle,coajulo mlalmal, ele; 

Pl'llp0Ücl6a 4.1 [7]: Para lo4o' E R, uille un ntlmero p ind<pendi<nl< de r la/ pe: 

(U) 

a ple l/amarema. el número de ralacidn de/ o, (,,adtu o la relacidn s• = fJ o I' o 11-• ), del 

/lijo p I06re J. 

Demonrad6a1Como / • conlillua, cndeale y/(•+ 1) = /{•) + J, la l'llDclóa 1(•) = 
/(•).-• lleaeperlodo 1, yaqaef(" + 1) = /(• + 1)-•-l = /(:r)-• = r(•) v.mmealoaceo 

a deftalr la llguleale función: 

{U) 

NolelllCJI qae /' (• + 1) = J' (s) + 1 y por Jo lulo F' llene período 1 y adenaM Alllf­

lll(•a) - ll(•a)I < 1 paralOdu .,.,.,,E R, parabcerver•loállimo bula hacerlo cuando 

l•a - .,,¡ < 1 y eo -cilio ya que ú aupoaemoo que :ra < z2 < :ra + 1 eolODCA!8 oe cumple (a) 

-1 < .,, - "•<O y por oer / crecleate PC:ra) < /'("2) < 1'(•1) + 1 de donde (b) O< 

¡• (Z'2)- ¡•(za) < 1 por lo luto ú aumamoo lu relaclonet (a) y (b) obtenemoo la relación: 

(4.3) 

81 



.-.'·,:. 

JF,(si)-.fi(s1)1<1 

SI p« el caa~ - qu •1 < s1 < •1:f"1 ,.._u.,to ~nw ob-, el . 
~·Mi~. Ih. Jaecu~4.3 • ,._. delÍad~ Ja-w ~: ·. . . ·.· 

• putlC1llar ._ qae • auapll Ja nlad6o: 

¡ti(o);-1 < rcstl-•• <reo>+ 2 

y 11 ._ qM ••......., ne..i-i. lao .U- de 0~/6 (0),/2"(0), ... ,J-"(O) ob'-­

la t.mllla .• ~: 

J'(0)-1 < J'(O) < / 6 (0) +1 

J' (0)-1 < /1'(0)- /'(0) < J'(O) + 1 

J' (O) - 1 < J(•-t)l (O) - /"'(O) < J' (O)+ 1 

nJ' (O) - n < /"'(O) < n/6 (O)+ n 

dlYldielldo por u tendremoo: 

(4.11) 

repltielldo lm milmoo ,_ pero COD la ílÍDclón F. ( z) = r ( z) - :r y haciendo qae :r1 tome 

ne..iY&lllenle lm valo... de O, r (O), JI" (O), ... , J'" (O) obtenemoo la deolgualdlld: 

(4.6) 

fln.iinente de lu dealgualdlldeo 4.5 y 4.8 "" obtiene que alote un número real p tal que 

llm1"1-ao ~ = Pi para probar que el limite mate para toda z e R, DO& remitimos nuevamente 
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ala.....W. U 'fac¡U 11 ladi..W.. por.~: 

P(O) _; ! < /•(s) _ ! < 1•(0) +·! • • • • • • 
eo decir, CIWldo • - oo - e¡~ 

lo cul prulla la p,.,,..id6D o 

•':.1·: 

SI olMierwamii. la 1C111id6D •.7 - ÜID<ll cuata de c¡u tambWa aoe dice qae 

FMa reladcla 1101 "'' de gran utilidad para demootru la aigulale: 

(4.7)' 

(U) 

p..,pa.ld6n 4.8 : El númef'O de rvlaciórÍ p no depende de la ,..,..mdri:a<:ión de la .,;.MIO de. 

Jordan J. 

Demonrac16a.1 e-.. npoaieacla c¡ue p = llm..-rf ¡,.¡ 'llM .... c.i-·aa 
cambio de pañmet,.. de la cana J 'c¡ue ,,_na oriealocioeel, ea.toa- ea térmlaOI de la 

aaen. paramelrindón teumoo c¡u /toma la forma T = 'o I o ,-1de donde r• '" , o, ••• -1. 

Por olra parte oabeme» c¡ae la f1Ulcl6n F(•) = 1(•) - •tiene periodo 1 y 11 uUllsam'!' la 

ec:uodóo 4.8 ea el cáleulo de: 

o 

TEOREMA 4. T : El númerv de rolación p aa.;.,iado al flujo p 1ollrc la curva de lardan J ea 

racional •i y aolo ,¡ s• llene un punto fijo, ea decir eri1te "lo E J lal que s•10 = 'fo para algún 

enlero •>O. 

1FA decir 1 • aaa fu•dóm f: R - ll qae camplc lambift tu coad.lcioa• (1) 1 (U). 
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Demcntracl6n1 SI IUpGDemOI qa~ s• llene ..;. punto iij.; quÍere decir que hay~ "• e R tol 

qfje/'(so) ~ s0 oequlalenlemate'/•(s~)_= s 0+m COD·m e Z de donde /""(s0) = s 0+nm, 

poráltlmo 

SI por ova puM .,,,_....,. c¡ae p = T .ioa .. de la ecuación 4.8 &en- c¡u: '• (•) = 
/"(•)-•- m am lrtl <l. Paraprobarc¡ae 11&)' u pulo lija butaprobar c¡aeulate •• iol 

c¡urt(•o) = 0,1apoapmoa qaert(s) > aparaloda:: E R,..,. e> O, peroli alaecud6n 

ulerior hMemoo c¡ae_s lome b ....._de/'(•), .. .,/"''(•) 111J11Udo lu delipaldad• y 

diYldlndo por "" oblealmal: 

' p> m:• ama>O 

lo cul l'llll)ta -1a conuadlcdcSll c¡ae eotablece el hecho de c¡ae ulate "•con la propiedad c¡ae 

c¡--.c 

SaJIOll&lllllDI üora c¡ue p U..e IUl número de rotKlón Irracional, enlooca ai tomamoo un 

pulo caolc¡ulera 70 E J y nóe tlJUllOI ea loo pantoo S170 = 71 , Si70 = '1i COll i < j doo 

númeroe enteroe, y 11 ol oegmento a lo largo de J que une 7; con 7¡ de acuerdo a la orientación . 

de J le llamamoo 1.. Enlooceo ai , = ; - i el homeomorfiamo s• .. tol que ol aplicarlo a 7¡ 

lo eavia ~ 11 ya c¡ae S• (7¡) = Si-1 (S17.) = Si7. = 7J •decir S• • tol c¡ae envía el punto 

lnldol del .....,_1o J0 a ea punto llul, ¿c¡ae pua ato. .. 111 aplic:amoo al ll!plealo J. lm 

dlatlntoo homeomorbmoo pnendm por S'1. La nepunta a eeta pregunta viene dada por el 

ligalmte lema. 

Lema 4.1 : Sea p un flujo oobre la cunia de lardan J con número de rotacidn imicional, 1i 

J0 e1 el 1egmento definido arTiba entone., eziate n E N tal que: 

J = S' J0 u ... u s•• lo 

Demoetrael6n: Como hemDI vistos• .. tol que envía el punto Inicial de J. en BU punto 

ftnol, mú aún S(l+l)•71 = S"1;, eo decir el punto Inicial del segmento si•+i)• J coincide con el 

punto finol del segmentos!' J. Por lo tanto al auponemOI c¡ue la lguoldad no •• cierta equivale 

a suponer que los puntos finoles de lu lm6genes del segmento J0 bajo las tranlformaclonea 

s•r se acumulan en algún aitio, ea decir llmn.-oo 5"' = 7 E J, y el punto 1 tiene la siguiente 
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propiedad 

s-•; = s-• nms••1; = Um s-• s••1; 
= Ums-•s<•+il•7; =limS••11;;, i · 

l;, ~ ~ ÍmpOÍiblo J• c¡ae ol número "" rolaci6n • irracional. o 

La.idea• allára c:aracteriut de ~a muera l<» conjunte» c.>-Umite. d~ órbitu ~··J . 
. ' .. : ·' .. ' 

Sn......- c¡ae - u la.Jo culc¡11iwa p eobre u• cana de Jordaa J y u punto '.l' e J, 

11~1a~-11ri.ita poo1ti~ d. 1 .. decir 1t .. fs'<1i:;e N} - d~.;. ..... ~ .. · 
c¡ae d / poiee llD RÚDlllO ele tokd6a ndoul lllk>D ... llay ~ puto 'To tal c¡ae 111 órbita · 

...;..ª.;u a6mwftaJtode panlcl 1t = {S1 ('T),. .. s•c1ll para alguaa me z, m tal cuo 

~ c¡ae la órblla •de ord•,m, y por lo tuto.tenemc» e¡•: c.>(7.) = 7j (doade w(7.) 

• il CODJftto ..,_;limite de. 70 ) y oabemao c¡ae •to pM& para tocio panto eobre la órbita de 

'T•• • declt, tGem<» c¡ne "' ( 1t) = 1t para todo pan to m 7{. El hocho de c¡ae p ~ga ua . 

órbila periddlca de ordlll m determina en graa medida la dinámica del lujo ya c¡ae m cuo de 

liabÓr otru órbitu periddlcu '-tu deben tener orden m y 11 ltay u panto 'i caya órbita no 

• po;.i6cÍJ~ entonc:a 1a c:onjuto c.>-Umlte, "'('í), debe - una órbita periódica (¿por c¡ae?). 

Por otra pute 1i el número de rotación .. irradolllll entoncu !u órbitu y loo conjutoo 

..i-Umite •1"1 car..;teriadoo por loo 1igulentm teoremu. 

TEOR.l:MA 4.1 {111/: Sea p un /fajo 1obre la curva de Jordan J con númm> de rotación p 

i"""ional u 7 un punto .en J, enlonce• el conjunto O = "' ( 7) no depende de 7 u ademdo O ., · 

el único conjunto mlnimal de p. 

Demootrac16n1 Sea 70 UD punto cuolc¡uiera eobre J aabemoo c¡ue 1i tomamoo DD punto 

7 E c.>(70 ) podoÍDoo encontrar puntoo de la forma Sl70 = 1'1 y Si70 = 'T; arbitrariamente 

cerca de 7, tenemoo entODCM c¡ue 7 •tá en alguna de lu lm4geneo del aegmento J0 ol cual 

contiene ptÍDlOI de Ja forma S•71 para algunu 'TI E J de donde 7 E c.>{'11) y por lo tanto 

c.>(7.) e c.>(71). SI ahora tomamoo UD panto ;, e c.>(71) repitiendo loo millDOI argamentoo 

llegamoo a c¡ue c.>(71) e w(7.) y por lo tanto o no depende de 7· {I .. cerrado ya c¡ue 1i 

tomamoo 7. un panto de acumulación de O entonceo 70 E "' ( 7} para algún 7 e O y por lo tu to 

'Yo e o de donde {I .. cerrado, claramente .. invariante y para probar c¡ue {I .. mlnimal hay 

c¡ue hacer ver c¡ue no tiene 1ubconjuntoo propioo invariantes, lo cual ea evidente del hecho de 

c¡ue O no depende de 7. Mú aún O eo perfecto' ya c¡ue 111 'Y e O la órbita de 7 eatá contelllda 
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111 O y por lo tanto 7 "" punto de acumulación de una 1ucell6a de puntoe de O. e 
. Como una -11e11d11 del teonma anterior lenemoo que O e J e1 un COD,junto ~to 

mlllimal '1 por el illdM> (e) de la propoolcl6n 4.3 tenOlllOI que o bien O coincide con J o• denoo 
~ . • • . 1 ._ • 

en nhlgua parte. La pnpala qu 1uge en e1le momento e1: ¿bajo qu condldon•. 11 ~ 

una la otrad~ tU doo pcÍllbWdod• anHrlono?. 

Para ciimeuar a -pOad• - pnpnla lllablecenÍnoo Ja lliuta1e' relacÍ6a ... ¡.;, loo . . . . ' •' . 
puakll ·de la clrliila de 7 y aqaelloo de an circulo C de rodio 1. SI 7 '1 7• e J .,. tllleo qae 

7• = $•7 1a7 = 7(t) con 1 E (O,l) le uocilmDI un panto a E C dado por a= up(2rll)' 

ntém- a 7• le uoclanmoo '"• = u;, (2ri (e+ llp)) con p lrradonol y I< e Z, .;.a va ~o 
• r • ' ' 

•to ... d- caeala de qae 111 tenemoa doo punta& 7• y ""' en J '1 el arco oobre J que une 11 

7• CDll .,,,., de ~rdo COD ol -lido en que nc:orremoo J, contiene a 7p enlonceo ol arco qu 
. . .. 

mie a •• con a,. conllene 11 "'" Sean 'f an punto '!' J que no está en la órbita de 7 y J' = J - 'f . 

dlnlnoa que UD panto 7• E J' • anterior (poalerior) 11 DD PUDIO.,,. E JI ai el UOO MJble JI qD 

une. a. 7• con .,., ..,...... {lllvierie) el -tldo en que nc:orremoo J • decir ten- delhtld~. 
oobre la órbita de 7 e J un orden NlllllYO a 'f en el caal ullllnremoo la notación 7• -< .,,. para 

decir que 7n es anterior 11 7m· De eota forma dado el punto 'f e J tenemoo bien ·definido el 

conjunto A = { 7, con .,, -< 'f} de lm punta& anterloreo a 7 y el conjunto P = {7, con· 'f -< .,,} 
de loo puntoo pooterioreo 11 7, hay que batér notar que .. 100 doo conjantoo IOll no vadm, 

rmpectlVlllllente acotadoo 1uperlor e ln!erlor¡nenle, que no hay ningún punto a E J tol que -

anterior a pooterlor 11 todoo loo punloo oobre 111 órbita de 7 y que todo punto 7, oobre la órbita 

de 7 cae en alguno de loo do• conjunloo anteriores. Dado en ton ceo 7 e J 1111 a = 1up A y 

JI = lnf P e1 claro que a no eo poalerlor a p, que a, JI E "' ( 7) y que pueden puar doo aieu, ya 

oea que (a) a y p coinciden en un punto y en tal cuo a= p = 7 ó bien (b) a y p no coinciden 

y enloace1 lenemoo que hay todo un arco abierto i e J tal que no tiene punloa en común con 

la órbita de 7. En amboo cuoo al punto 7 o al arco i (illcluldoo 1m extremoo) leo uocluelllO& 

un punto :r E C y dlremoo que el arco i. eo anterior (poolerlor) al arco Ím 11 el punto '"• E C 

uoclado 11 Ín eo anterior (poaterlor) al punto :r,. uoclado a i,.. Si eo que loe hay ftjemoo nueotr& 

atención en Uilo de tale1 segmentos i,, como 1abemoe Joe extremos G• 1P• de tal arco 10D puntoe 

limite de la órbita de 7 10& cuale1 tienen 111 particularidad de que solo nos podemoo acercar a 

ellos por puntoe 'l'* ya sean anteriores (7!-< a,), en el caao de 04 1 ó posteriores {P•-< 1'!) 1 

en el cuo de p4 1 a ella clue de punt01 lee llamaremoa puntos de primera especie. Por otra 

parte si 7 0 es un punto límite de la órbita de 1 que no ee extremo de algún arco Íi entonc:ca 
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·a-- a '1 .P.,, vántai talo Úleriorw .;;.o patledoiei, a .ot8 ÜP<>, de paalot . 

llal,.IJlll,. paalot de Hftlnda ...,..,1e. Por dlümo ol 7t • u iianto iateriGÍ de 8lpa ¡;.;,¡· · 
7t llO •pulo lúalle, C-~ .i ~lo O de putae w-llmlle ........ 

• lnftliaaM 1 J« lapiopoold6a u...._ .......... , .. __ ... -
laftriu pOl lo &Mio .. - de .. - ;, della - ............ ... h,Jo p .. .. 

de - - i¡, ..... ah la lolallüd cW...,., ;, .i.e..-....,...sa- .. _ ;, .,. 
• clol -dllUa"" i,, if•tN .... Me....,. ualdaldad dm-m it ......_ 

de 4olot &lude a..,.. cuado i c:nce. 
.,,¡. 

heclio qae alellWad .... m.ic-1e a'¡ ..,.1a1 propiecladel l '12 podoía .. cautRlr 
/ tll qae lad-.i J. u le.Jo p..,. o deuo ea isJaaua~. · · 

f.l /7]: Sean O e J •n eonjynto f1erfttlo de"'° en ninfun• porte,., •n ni'mero' 

r A= {"'1."11 .. .,..._, ... } un conjonto ''""el pe una rela.ción del tipo w; :-" "'J = . 
·,.,.E Z no•• oóllda para nillfUna ,ofe¡a de·,.nto, 01;,t.1¡ E A. V11mo1 a coMrt1ir 

•n flujo p laJ fll" O u minimal de la lifUknte formo: al /fjamOI nueatra aúndón en el conjilnlo 

A1~ •'¡ - na1 damo1 cuenta que ea demo en J p ená compueato JIOr una cantidad numero61e 

de arco• i como loa deacritoa arrilia, a1lmÍIT!lo el conjunto A; = {li E (O, 1) .1. 1, N w; + iP,} ea 

n1mera6/e 11 denaa •n [O, 1) ,,,,. conlifUienle podemo1 eatablecer enlre el conjwnto A = u.A¡ JI 

el conjilnt :S de /,,. af'COI i; •na reladón como la de,.,,.; to arriÑ, e1 decir """ · re/ací6n fll• al 

arco;, (i lllidol,.. nfremo1) k cuocill el ,.nto 1,, de donde e• clan> qw 1i '1 e• un J1Unto de 

•eftlnda e le de O entonce1 tiene uociado un punlo ajeno a A. Definomoa oAoro / : J -+ J 

de la aigui nte formo: 

J. Entre\/o• a~ con1ecuti1H>1 i,, Íi+t• e• decir loa aaociadoa a loa ponlo• 1, 11.t,+1, elfable·. 

ceremr• una función / continua 11 c""'lente. 

l. S'7 e¡ el punto de •erunda e,,.cie de o OIOCioda al punto ' e [O, 1) qjeno a A entonce• 

/ le a ociará el punto ft N t + kp con i e Z que e• también ajeno a A. 

Finolme te 1i 7 ea un punto en algún orco;, e1 claro que cuando n - oo entone~• J(7) 

tiende a un\ nto de primero eapecie de O JI •i "Y ea un punlo de ,nmera o aegtJnda e1pttie 

de O entone• /{7) ai(/Ue aiendo un punto de primera o 1egunda eapuie de O, por lo tanto O 

rea u/ta 1er i variante bajo / 11 por lo lanlo coincide con el conjunto w-límite de 7, e 

Detlnlei6n .10 : Cuando O = J dlremoa que •I flujo S' •• ergótllco. 
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Aatoa'dll coadalr •la-.lcm p._tamOI u teomn& q11e .tablece COlldlclo1181 aeceoulu 

~~"ª.a .~ .s•--IP.ll;;.~ ·· · · · · · · · ·· · · · 
TZC>UlilA t.11 (~) : s; /u un laomeomor.fümo del clrctllo á c10ie ca q,.e·,Na.,;,,.' 
onen1<1elolle1·<on nllmero ü ro!Gei6n p irracional, enlonee1e11...,w,;cámenti quitiálénl~' ~­
.,,., roCaeidft' Ílel c{rftlo. · · - '.· 

-~.til 'raba.lo dll DtaQo1 [7) (11132) la lalp6t.tola /e (J111 ...ut.,. par la caadld(m .-'"· 

d6lll1 ,.,.(/" )' dll ftrildde acotada. 

,, ~nd61l~ V• 8KCi6a •U.2, Anold [3) o Schnrb. [27) O 

Ta- üora Ju hommllll.tM nec-iu pan CX1111euar la ligalell'8 -.lóll. 

t. 2.2 · • l'liVo- en el uro. 

1:a . .a cap,, •. 2·.tác11- 1u aldallel c1e1 u;.., 

,, = .'ªª• 
.ia=ifJ6> 

pan JU c11aleo ei Ylilido el olguiellte 18111\ado: . 

''·'' 

(U), 

Plopollcl6ll 4,ll : Si el eocienU o/{J u racional enloneu '°""' lu eum11 inlqrwk1 tic lo 

E.D 4,9 ion cemidu en el toro. Por el conlrurio 11 el eocienle o/ {J u lmicional entonee1 '°" · 
dc""'6 en 7'2. e 

FJ pmpóolto de .ta .cción • car11:tedJar lu Clllftl integral• de Ju ec11aclon• en Tª para 

lo c1111l vamm & CX1111euar pnici1&11do la d•crlpclón de T' con la que trab&jarnOI en el capítnlo 

2. 

S11pollieJldo que teaemoe la familia T de tramform&clon•; T., .. : C ..... C cladu por 

T., .. (•) = z + n + im con n, m e Z, tal familia de tn.nlformaclon• junto cou la operación 

de compoolción T.,., o T,,, = Tn+p,m+t tiene eotructura de grupo. Por otra parte 11 deflnbDOO 

la relación entn IOI elementoo de e dad& por' - .. •i exl1te Te T tol que T(z) = "" lllt& 

relación• & todu liicea 1111& relación de equivalencia, dellniremoo entoncee T' = C/T dotado 

de 1& topología cociente, • decir de eota manera eot&mOI pensando a T2 como UD eopacio 

topológico. Otra forma de petioar •ta relación e1 decb q11e doo númeroo complejOI 1, to eolÚI 

relacionadoe li 1u diferencia eo UD número complejo con parteo reol e lma&inaria enteru; eota 
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Fipra4-1: 

fama de - la nl..-s. - da ple a,.._ al pluo dlftdldo da la forma en qae m­

la lpra ,,1, y ol ..__ u ..,,_a...&e d• cada el.- de eqal..inda entcacee en...,.. 
ulmlluulo al pluo CDmplejo coa el cudJo ollado 1 = [0, 1) x [0, 1], al q• llamuemae ftll6a 
ru.i-w, • • cu1 - ~ ...-.. ~ axaa• wi .. 1a1pra u, 1a .. laja 
de poder ülnir ul & T' •que Do-ali& dil'.cil COllYen-de qae C •UD eqodo cu&rien"'· 

(nr apádlce llCdóll 5.5) de T', a 111 ves penar en C como •paclo cabrieate de T' 11m abze 

la polillilldad de le•nlar, a tra• de ua lfUlformadóa cabrin&e, cualquler llgva u.de T' 

U.ta C daade q..ia nprodadda 1111& Jsblcbld de Yece11 como• 01-na en la lgua ,,1. 

A c..ia una ...ada •e I• airnopciade ua CUY& .....ia ~ T', llbl embaqo a -

... ..iu. T' DO oi-pN I• awnepo11da C1llftl _, .... ea C aJcan11 - - corNIJIOllda 

CVY11 tlli9 q• na m-lt\ú nbclmuwlm (~),•decir alife JI,,,,. e T dilllata de la 

idalldad W qae U- UD extremo n el olro. Caaado a una curva cerrada o en T' DO le 

correaponda wia curva cenada en C diremm o es una curva cerrada no homotópica a cero. A la 

CUY&O,.(t) = R'(ii(I- •)) COD •e Z y ii aa lnaalamienlode o le llamamnol /e,..ntami•nlo 

uni11<r.a/ de la CUY& O E T2, c:Jaramente º• ( t) DO • IÍlllto. 

Nota ,,1 : Si o: [O, 1) - T' ••una cunia cerrada no homotópica a cero v ª• : R - C e• uno 

de au leuantamknto1 univeraak11 entoncea: 

a) La imagen de ª• e1td contenida en una franja U limitada por doa recta• L 1 v L 2 paralela• 

con pendiente racional. 

b) Comoª• C 11 entone•• ii.n L _,, 9 para toda recta L que no ea paralela a L1• 
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e) La curoa a ea 1imple si g aolo ai 0 11 lo ea. 

d} Si a e• •imple ~ R,,,,. ea lo trano/orm•ción cubriente empleada para defini~ ª• •ntonce1 

n g m ••n prim .. relativos. 

F.elu propi9dadu 110 ~ com~cadu y por lo lanlo 110 N t1em .. 1nña. 

Ddnld6n 4.11: Dire,_ pe la/unción X= (Xa.X1): C .... C •• T-invorionlt •i liene 

lao oil"ienlt• ,,...,;Nade• X•= XU•• =XV"'•= XT• ,Ora lada• e C, n,m e Z g con 

Vs Ta,1, U= T1,o fT= T.,,. e T. 

Colllldenmae 1111a func16n X : e .... e. T ·lnvarianle y de d- e• t COD • 2: 1 en ton ceo la 

ecalldcln dlfereadal: 

•=.X(•) 

•(O)=•• 
(4.10)' 

tiene IOiadón ánlcay dellne 1111 la.lo <p(I,•) =('PI (l,•),fl'l(I,•)) tobrul loro T' de d-c• 

que Allúace lu ldenlldadeo: 

U"y>i (t,•i = .,. (1,U"•) y <pa(I,•) = .... c1.u•.r) 

<pa(I,•) = <pa(I, V"'•) y V"'<pa(I,•) = <pa(I, V"'•) , 
'(4.11) 

&lo qal..., decir.que el IOY&Dtam1111lo!jJ e C dela curva<p e T' el panlo •+ n+ im no u aira 

COI& que ana lrulad6D del millllo levantamlenlo .¡, en el pulo :r. 

A eo1111Dud611 en1111clanmoo y probanm .. u ruultodo debido a L. Siepl (28)(111411). 

Lema 4.14 : Sta <p(l,z) el flujo en T2 de claae e•, con• 2: 1, asociado a la E.D 4.10. 

Supon14mo1 que tp no tiene punto• •intulare., entoncea ezUte una curva de Jordan J tk e/He 

e• tn T' que ea tranaveraa/ al flujo <¡> en todo punto de T'. Mda atln J •• una curva no 

homotópica a cero g toda órbita inleroecta o J. 

Dem .. trael6n1 Coneideremoo la ecuación difenmdal: 

z= Y(z) 

z(O) = •• 
(4.12) 

con Y = (-X,, X,) como sabemoo lu curvu Integrales de la ecuación 4.12 oon ortogonalu a 

lu de la ecuación 4.10. Sea Y, una solución de la E.D 4.12, al ca cerrada entonces tendrfamoo 

90 



- ... ;' 

"~·' . ' 
-;1.' 

FlgVa4-2: 

;. = J i lo úl.;; qae Wtuía probar-~ q• • 110 bomotóplca ~ (lllO, Supcmgam111811~..;. 
q•;. llO •cerrada.,_,. E w(;.+), (l&hem111que111 w(p+) hay mú pa11tlll ademú de p 

'1& qu X •o Une putlll ll•plu.) podemm ent011ca mutrulr una wdlldld N de p caya 

lniatera ""té compaeota por am11 lllhld6n u , e.t de la ecuación 4 .. 10 y 6e , .,, de la ecuocl6n 

4.12, como• oblena 111 al Sgara 4.2. 

FAla 'Ndndod la ~ COllJ\núr COll Ju lipllllloo caracteiúllcu: la variación de 1111 

úga1111 de X en N • ,._,.. qa r/8¡ podemoo 111C011trar en;.""ª iu-1611 de pa11toi "' ... p 

tal q• b U(OI "'"'+• oobre ;. C011tag111 p1111tlll fuera y d011tro de N. CorllideremOI ahora 

un ..,.....to/, que,_ por JJ y que forma IUI úgalo r/4 COll el nlor del campo a p, par& 
n 1uliclalemellte grude _.,.el punto donde el arco q._,q. 10bre;. l11tenecla a L,-.. 
entcnceo dellll.ida de •la forma una nueva 1ucai6a ._ -+ p, lljem111 nuootra &tendón en el 

arco•• ... oobre;. que une a•• con'"' li 1uponem111 que•• M ulerior a ... (e1 decir qae 

li ;. (1;) = 11; enlcn- 1, < 1,.) - ., el primer punlo doade tal arco lnlen«ta a L, 011tcnca 

la curva J formada por 1111 &re111 •• ., aobre '1 y •• '"' oobre L e1 cerrada y lnuvenal al 

campo, lin embargo tiene la denenl&ja de que no .. de clue e• en IOI pulllOI •• y .. lo cual 

no • un gru problema por que como en tal"" punt111 la variación del veclor tugente a la 

curva acerc&ndon01 por amb111 lad111 no eo mayor a 3., /8 y por co111lgulente podemoe 1uavlaar 

la curva de tal modo que 1e& C'. Por otra parte 1i 1uponemoo que J 81 homot6pica a cero 

entonce. .. levant1rla a e 1igue liendo homotópica a cero (ver capllulo 5 •ción 5) y por el 

91 



- 1.2 del caplblo 3, .i ladlce coa nopedo a J cW campo X 11 :H lo calll rwalla -

ua coatradlcclde coa el amilarlo 3. 7 ya que X IUI tiene pu11tm liqa)ano. (para ver que J 

111-. a toda órbita coUaltar L. Siepi [28)) o 
Ea lo fatuo npoadNmao qae X • u11 campo 'fectorial ea T' que t1ne lu lipleat. 

caneteríltlcu: 

A) c .. p1e COll .. ldpclMú cW lmna 4.14, .. decli IUI tlene putm liqa)ano, .. putlcalar 

..,...._ qae X 1 (•)>O, 11to quleni decir qu olempre podremoo ...,.r..1a ..i.tea-. · 

da de 1111a cana de Jordu J tnmvenal 111 lujo ip(I, •) PDerado por la ecaacl6a 4.12 y 

q..., 

B) SI --111 cartu coordaadu adecalldu la cana J del teorema anterior puede oer 

el meridiano de T' qae 1e lnuta ea el eje 11 = & (•)=O. 

C) Toda órbita la*-ta a J 1 la fuci6n r que a cada 'I' e J le uoda la primera latenecci6a 

. ilelaioiucl6n ip(l,T) coa J, ...UdefiuldaparatodaT e J. 1 

NóloM qae lliempre que "" tenga defillido un lujo p en una curva cerrada J, 6ote puede ..,. 

-dldo a 1111 lujo ip(I,•) ea T2 que aatW.ce Ju coaclldoDll A, By C en tll1 cuo dlnmm 

que ip(l,z) 11la1u1penoi60 del llujo p. 

La. fud6n I' déilDe 1111& fllllci6n t : R .... R que tiene lu liplellt. propiedad•: (1) t 

11 continua y eotridameate credeate¡ (U) t(" + 1) = t(s) + 1¡ (W) t 11 de d- C". Por 

lo tanto podemm eatODcm clllcular el número de rotación p(i") de la función t y •tablecer 

alp11m teoremu que no demmlraremm. 

TllOUMA 4.15 : Si ip ea un flujo en T2 de claae C1 con laa propiedad•• A;B,C. Enloncea 

liene una órbita ce mula ai 11 aolo ai p ( t) u racional. o 

TEOUMA 4.19 : Si ip •• un flujo en T2 de claae e• con laa propiedad•• A,B,C 11 con 

número,df! rotación imu:ional. Entoncea T2 ea un conjunto minimal. a 

En - último tomema ui cama en el teorema 4.11 • aallcieate la hlp6teala ip E 0 2• 

La fu11c16n t : R .... R tiene la forma: 

t(.,)=•+a(s) cana(.,)>Oya'(•)> 1 (4.13) 

'FA dec:lr tal fud6• •: r - r •la faació11 de Poiacué. 
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de doade .... _ qae 111 i; .. el Jnu&amlato de ,,, UH cana bat.ilnl de Ja E.D 4.10 ... 

X aa campo dol tipo ABC-, •lela-: 

(4.H) 

Ja impañud& de - lpaldadol radica ea el ...., de 'lM - fadlltarú Ja latcpn&adda 

.... rlcadol a'-ro de lllUdda, ... nniw. CICÍlllOel........, (Jaecaad6a 4.14 AmWla 

m..V. ua eqa1..-.c1a •"9 lu Waldouo de•'- de ftlMd6ia dadM • (13) 1 [iJ .... 
Ja q~ auha Madlq a (18)). 

J.ma ... 1'1' : Sean o,/J: (O,ao)-. TI etlf'iia1 llmplu fU'! no.le inle,..,clan. Si 6 r /J '°" -
....,..ai-1e .. n1amienlol entonce• p(á) = p (!). . . . 

.,..,........,16a1 SI ,..._ea lu fucloaa de Pahacad *• 1 i11 -.ladu. a b. leY· 

u~tcs á 1 /J, aiacoo -...... qae •le nnlcado • ....--.:ia de Ja~ 4.8 

Cl . . ' :; 

4.3 .De toro• y botellu. 
.!'. ~'. 

El olljotiYO de mta IKCl6D • llogv a probar qae der&o tl)ICll de cuapo1 a Ja llotell& de ICWa 

Ji2 tloea ll-P"' órllit• peri6dlcu. Pan_... - .. · a "- - que el &aro • .aa 

Olpado cabriate de doe bojll de la botella de Kleia Ji2. 

1J9 la famllla de tlUllformldaue cabrientm T ~ a~ Ja madormad6a S = To,1, 

y DOI Y&IDOI a fijar ... .,¡ gropo To generado por s 1 K y Ja operad6a de compoeidóa atN 

fancioll• compleju, donde K •Ja trauformaelóa K(•) = 1+ 1/2, podemoe dellillratcaceo, 

aaololllc:imal enel ~del toro, larelaci6D ·qae tambWa ""4deeqal..i.nd• •, .,..ua-.. 
cloudOI (•"' .,) ol exlate Te T. tal que T(z) = .,, delaiNm01alollceo K' = C/T. clmado 

de Ja topolog{a cociente, •ta nuen. relld6n induce ana forma de dividir el plaao complejo c:omo 

"" puede oboenv el la figura 4.3, hay que notar que en eole cuo la región fundamentll l • el 

rectú&uJo [O, 1/2] x [O, 1) y que la forma en que están relldonadoo IOI ladOI del rectúgulo • 

distinta de la anterior como tambi<!n se aprecia en la figura 4.3, e1t&mo1 pensando entonces en 

K 2 como un espacio topológico. Nuestro siguiente puo será relacionar de alguna manera lm 
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'.J,; ;,. 

:, ...... ''.i 

., •• ' :~ ! .'.~ : ..FlpnH: 

¡;¡,¡,.¡ .i. ~ :r kiií .i. g2'¡;an¡;, clUll l\lU-m .~.-.~-.,des. eá ~ ~;;,. c¡u~ -._-

dellaldoe amboe eopadoo. . . . " . ·. ·• 

OllHiftellla 4.11 : Not•moa fl!'eT e T ••• que K'• = K(i + 1/2) = ·+·1 = T1,o ... .,;.,,;,; 

K 2 .. 1ambiin un geMrador del '"''° T e 

·De eola ~ - d- C11011tade c¡u 11 dOI aámeroo c:omplejoe- blll ;·.:.. .,,. (N 

• lanlad6a c¡••-paraddalr a T') eataaa11 • """" múaán ll a01lljamoo ea 1 (la ngl6a 

fud-tal con mpedo a la nlaclóa N) y tomamOI • e 1 oabemoo c¡ae repl'Mellt& Ull punto 

en T'' pero por O\ta parte l&bemm que exilt.e Zo e I tal que 2 1:::1 •• 't el decir • y •o fePl'eleD\&D 

al m.i1D10 punto .,. K', de aqaí podemoo e1tablecer Ull& relación 11 : T• _. K' de la algulente 

forma: 11 • e1 un número complejo entollClel v e1tá en al&un• el- de equivalencia Inducida por 

T, eoto.quiereMc¡ueexlité. e ltalc¡ueoN •• ~touceo.definirelllDlll(v) ={,.e 1: •"' "'} 

.;. claÍo de t .. tomeui.riOI aamloreo c¡ue hay doo puntoo PI y ,.. e T' tolee c¡ue 11 L. relatlona 

con Ull IOlo punto 9.E K', o equivalentemente h-1 (q) = {Pt,J>1}, eota uociaclón • d...meaie . 

.,;,ntlllua y para probar c¡ue T' e1 Ull e1paclo cubrlente de K• necealtamoo hacer ver c¡ue h • 

Ull homeomorfitmo local, lo cual no eo dificil ya que al tomamOI • e 1 1abemoo que alote una 

veclndad U de • completamOllte contenida.,. 1 que ea mapeada homeomorficamen~.,, algwi~ 
vecindad ÍJ' de ••.. FAiia allnnaclón reoult& mú clua 11 penumoo ... "como una función de e 
elÍ ·e y dMpuél recurtlmoo a tu ideutlllcaclonM. 

Sea E una oecci6n. lr&a1venal local al llujo ip generado por Ja ecuación diferencial 4.10 en el 

punto p= <p (0,p) ET' tljemoo nu .. tra atención en la oeml-órbita pooitlva ip+(f) que pu& por 

p, 1upongunoo que q = V' (lt) E E y que el arco PQ oobre ip que une a p con q .. ajeno al arco 

abierto Pi¡ 10bre E que une • p con q, entonceo al a = PQU 1'Q eo un curva cerrada úmple 

tenemoe doe · cU01: 
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1l a ......... cmrrad& ~ .... '""" ~ tU ..... li_ l .... taadalo 6 de o - e. 
uá ama 118 Jardaa, 'I por Jo talo 11 lcmlUDOI U pulo lo E C tal que (aqú p eO la 

~ cabrim&e) r .. P(.r,,) e JllJ.,.,. ~ • li i..u.tude.1o de_la-S­

drllitA pali&ha qM pua par r, m&e par -&lallldad del tajo~ ladolald--. 

·•· • li iat.b d8 la ftli'e amllda par o 11 apllcamae eai.cee li.-. de Nacaif. 

.......... .1pluo&eádNma.que11 " ... tieae ,..t.. Uplum •--·· -
ua tlrlllla peridcllca. 

2) o • ua..,.. cmrrad& ao ~ca a...., 'I • tU ...., d et •. • u lnutualeato 

ulftnlll le~ .. ,,.. conlrvl. Ea tU cuo ,,......._ cmno lliglie: 

s...._e a,, t.i q•r= P(.r,,) e 1'Q delallDlaU ... d- C1U1etaque O. dlYld• aC 

ea daaputee, alapu&e que eaeline 11 pulo r+ = 1¡>(1,r) lallamuemol A+ 1 alapú&e q• 

........ r- ;,. 1¡>(-1,r) la O--A- w.r-te mta dellaldóll ao depade de_.r,, 1 A+ 

• paoltl-&e lanriu&e bajo la~ del l'llo v> 'I A- • aopt!Yamen&e 111Yárlu&e: 

Ddalci611 4.11 [14): Diremoa ft1C una cumi inl.,,.al 7, diltinla de· una n..,WOridad, •• 

JIOllli .. menle frwfQli .. menle) recamnl• •i 7 e w(7)(7 e 0(7)) i1lo e1, 1i 7 e1 "'°""""'ª 
indejlnidomenle en unlida JIOlilioo (twfGlivo),.... Ion cerca como 1e quiera de cualquiera de 

... "'""''· 
TEORllMA 4.20 [18): Sea '• E C 1i v> = v>(l,P (1o)) ., Poiilivamenle (...,.livamenle) 

recumnle r no ,.riódica •nloncH ip = ip(I, lo) no ellá conlenida enlre do• reclu con ,.ndienl• 

racional. 

· Demaetrad611: Supongunoo qae ip(I, P(10 )) • poollivameate recurreale 1 qae ip(I, 10 ) 

•lá contealdo eatre doo lfaeu coa peadieate radanll L 1 L'. Como T 0 .,. aa grupo dilConllnuo· 

de traalfarmldoa• alote 1111 COJ111111to finito de lfaeu {L1, ... , L,) p<Valelu a L' tal• qae 

z' - lo 1 z' enlre L y L' Implica 1 E L; para alguna i E {l, ... ,q}. Como 1¡>(l,P(10 )) • 

poeilivamellte rec:urreale, ui1te al mea111 uaa i tal que dada cualquier < > O podemOI hallar 

z' E L¡ rel&clonada coa 1, y tal que ip (1, z,) n B (i', <) # 9. Con1ideremoe d111 CUOI: 

l. Para el prjmer caso eupondrem01 que existe una i que utilface lo mencionado arriba 

tal que z, ~ L;; lla perdida de generalidad 1upondrem01 que 10 e L1 y i = 2. Sea T 

E T un& tran1form1<:lón tal que envía L1 en L2. Probaremos por Inducción que dado 
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culqlller •!ero pooltho 111 1 culqU. • > O, allte z' - •• tal qu z' E 7"" (La) y 

· ~(t,a_)nB(a',•) #f. Porcónalnacd6a .-dertcipan.m = i; 1u~ d~para 
111. E:dlle .o¡ E L. 7" >O Al q11.:Sa - .. y l\l(1', .. )- •al < •· Podaloo 111,.;.... q1111 

2'(S.J ~ .. o.m.i--1>01a1..-1aved..dldB( ... 1¡ ..... .i..ia,..e11..¡;, .. .B(~ ... ¡. 
u..-...11. ................ bcoM&rlCllÍ de 1M &raufoimadaa• ~brieai.;. ~ v~ que 

. la .... di B(a',I) -"-taldá• B(7'(a'),•) puatodá a' - ... Porlllp64-.de 

iaduedilaiadde., - .. , ,. > o w,..., e !'(La) 1 l\l(r', .. ) - .,, < 1 pcw Jo tu&o 

\)(1' +r', .. ) E B(7'( .. ),l)J T(.r,) E p+a (Li):r camo "(7""(L1J,L1) .... oo cuaado 

!ft '.'"" oo, \)(t, .. ) ao ...,..._ .. bu L' 1 L". 

2. Sln,._;ao. que .. E L1 - •- •• y\)+(1, .. )nB(a',•a) .¡.fimpllcu qu a'E L1. 

F.a&aa- ¡Ji: (t, .. ) .., pudo - NCU'Nllle, por lo llalo ulale ua ...ióa hulvllAl 

f; de\)• el pulo .. 111 qu f; n .p = .. , f; e B( .. ,•d· S.lipe que E• P(t) • 
ua _.,., trunenal local a tp ea el pulo"'= P( .. ). Camo !1'(1,to) • paolti-le 

.....,_. 1 • peri6cllca po'*- MIJar 1t > 11 > O - IM ..,.__ propledadM: 

1) '°' "'!l'(la.to) E E. 

11) El ua> lllbN tp cerndo WWi 'IH ue "' caa "" • ajllllo el ...., oobre E ablclo 

WW1quuetocaa11¡. 

W) toa= ll'(la,to) E WW1. 

SI o = WWi U WW1 de (U) teaemoo que a • olmple. SI a • homot6plca a cero enlmu:eo 

.P(l1o .. ) E !: Jo cual coatnodlce la forma en que oocoglmol !: ea CODMCuenda a• ao homotóplca 

a cero y por COllliguleate •14 amlellld1o 1111tre dOI rectu radoaele1, cbram1111le .P(ta,•.) E A+ 

y .P(ft, .. ) E 7'(ci.) para llgwta 7' e T •·De donde oe concluye que .,0(1., .. ) e A+ n O. = 810 

cal • lmpoolble. o 
Camo C0111K11•cla del lema 4.17 y del leorema 4.20 lenemOI el olplente: 

CClftllario 4.21 : Si ••• z, E e aon ,., •• que \0(1,P(z.)) 11 IO(l,P(za)) Ion poaitivamenle 

(ntfalivam•ntt) recummtu 11 no periddicaa. Entoncea loa límitta: 

eziaten V 1an igua/ea. O 

llm .,0(1,z.) 11 lóm .,O(l,z1) 
•-• .. l.P(t,•.JI •~oo l<,0(1,1,)I 
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' . . . 
Tet>UllA C.H {11/: Sta • un fluJo continuo en la 6ote/la de Klein K'. EntOfll!el toda 

.Hila ;.,;,;,,._,~ (Miati1111ménte) reeumnl• •• ,..rlódioa: 

DemMNd6a: s- • 1 • i-t.m1ea1a1 dtl laJo • a r 1 e ,.....i1-1e. s.. 
9' e /('l ua Clll'ft paolU-te -te J llD pedddlca; - .. 1 ~U. - Íl9 Ta W. : 

.. "-Jo,. ... a ... a .. llldote ua &nadar-'6a cabrilate 1: r - r t.a ... Plllll•'- ; 

..... ·~ - • • paolU-le nnrrmte ......... o~ eot.i a ti c:oejulow.,-Uml1a de 

... SI~ ew( .. ) ••-apUcaado'l'-q• .. ew(-.) =w(~) porlotulo .. 1 

~ - --J llO perl6dku. 
S..'1 E P-1 (") *--qaerl(") =~ -doelc:oroluio4.21 a.d'lilÍllllqu 

llm .. = llm 1''1 =·:1:1 
,_;;¡-.. µ;r ''"*°" ¡n;¡ (4.15) 

11 ..,_.,. q• amboo limlteo - lpU. a 1 ea-- como .. no P•ede ~ c:ampNll· 

cllda •liw. dao rec&u COD peadlnle radonll (por -ma 4.22) la ecaad6D 4.15 ..,,...111u1e Ja 

... ,~ qae dem-ra la Ylllda del teorema. e 

Por .illmo - 1111 ..al&ado debido a R. "- (11124) 

C-...,. 4.11 : Si • ., m fluJo en la 6ot•llo de Kkin lin ,...n101 n,,..uare1 '"'º"'"' fi•ne 

un 6r6ita peri6dú:o. 

Demonraddn: Sea N 1111 conj1111lo mlnlmal para • 11om- 9' e N len- •lonca 

qae w(9') = N y por lo lulo 9' .. recurnmte, por el teomna aalerlor 9' m perl6dlc:a o• un 

puDlo llngular pero por hlpóteoil + Do tiene punlal olnguW.. e 

Elta ,.ullado tiene para nOIOlroo 1111a gru lmpor&aada ya que h..., evidonlo que Kª Do 

pu•-ml9lnlal con N1J*1o a un lujo oln olnplarldadeo, hecho que oer4 do gran Importancia 

ea aaeolro an'6ol1 poolorlor. 

4.4 Generalización del teorema de Poincar&Bendixaon. 

El objetivo de Olla 1KCl6n "' llegar a probar el teorema mú lmporlaale de eole trabajo, 

el loolema de Sclawartz, c:amo hemao dlclao anteo eo convealenle comenzar hablando un poco 

•ta truaform~ nhrieate /l: 'I" - K2. 
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-ca de ~.fórmula de Ealer-Poiacué, •to qaleft docbqu lo hanmm clolde u puto de 'Villa 

tot.bneale IDfOrlllll y lm ,.altadm a .. ie *pecto .na upu•I .. lia demodn.ckla allua. 
·.EJ. lo que ~a al teomna de Scllwam, "'8 ú-' pJO ... coa todo..;,. y ~de­

mootrad6n que 11 p-tan. ..n.-.w..;..te la ml-qu dio Schwan1 [2'7¡(11193). 

4.4.l La lól'lllula de Eule11-Polaairi. 

o.lald6a 4.14 /11}: u ... coleceidft ....... .,. = { ...... .;.} en r e• ·,...m.-ll'ko- , 
i""'1mdlem. .i no ""' un Alpe.,.,.iso se fllmmM6n 11 .;, 1 pe eontiene a lodoa loa punÍo• ;i. 
o"'. 

sa .......... qu - ua éclecd6a ""={ ........ }de putoe .....,.~te _wi. 

,...uem. ea R". A~ .....iua coavera de..- la llamanmm u n-limplejo ea R", ea wtoe 

Urmimm *- qu JICll' ejemplo 1111 puto• Ull 0-limplejo, llD IOplelllo • u 1-llmplejo, 

aa lri'8plo • 1IJI 2-limpltjo 'Y at!I, Mor& bien u n-oimplejo 1111 1111a varled8d M' • ua 

pu.ja ( • • .,-¡ coa 11 : o"' ... 11 u eacaje. Sea .- = 1( "") u oértice • Ja bugen bajo 11 ele u 

1-umplejo {a¡} C 11•, 1111a orilla de•" •laimlgllll de UD· i-1implejo {a¡a¡} C ""• por6ltlm~ 
w1 • uia tri~ 9 e11. M. Una triugaladóa en JI• UD calec:d6113 de triúplm hl• que: 

l. Jl=U;9¡ 

2. Si 9; n 9¡ ;4 f alaGcea 81 y 9¡ tle111111 u vértice, una ariata 1111 común o - ol mi.mo 

lri""1iJo. 

Daremm ahora ua llna de teoremu qu p..eal&mna1, como ya llemm dicho, 1111 de­

mmtrar. 

TEOREMA 4.21 {8}: Toda variedad compacta M acepta un trianfUlacián. O 

SI 3 • una triaqalaclón de la 2-varledod compM:la M denolaremm por V al ndmero de 

vállcea, por A al de uiltu y por T al de triúgulat y al número 

x=T-A+V 

lo llamaremos la caraclen'alica de Eu/er-Poincart! de M . El teomma que sigue muestra que la 

caraclen11lca de Euler-Polncaté eo un lnvariaalte topológico. 

•No hace ralta dedr qae N e. lliempre ana 2-wariedad.. 
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TEOJlllMA. 4.28 : Si M •• ·un~ •arieitad .;.,mpacla entoncei la ca,:,;cle~li.;, de . Eu/er • 

Poincáfi na tkJiende de /a trianfuliici4n 3 ,_ lo cual la denalorémoa cómo x (JI).' e .. 

TEOREMA. 4.17 : Sea.M:una .. riedad c0111jlflCla, La caraclerúlica de Evler-Poincart ..... 

toma oo/ore• de la/arma 2,0,-2, .. .,-211 mcú aún •i M ~ M' aon to/., que x(.11) = ¡c(M') 

enlonc .. M ·, M' aan homeomorfru. e 

Ddalc16n 4,21 : Al ntlmero 1 = (2- x(M))/2 k //amare"'°' e/ finero de la .. riala4 JI,· 

Si ulculamao dlnchmonte 111» duemoo Clllllta de qu el puro de laedela •O 1 el del -

(llfera con llD& ua) • 1, ul • el ..., de variedad• orimlabloo el leonma 11111erlor puede -

parafrueado dldmdo: culfuier voriedad comJGCI• JI orienl46/e eon '"""'° n e• homeomo..,. · · 

o MllG .. /era Con 11 .... , 4elo qaionl decir qu podemoe duilcar IM 2·vuiedade1 COID~ 

orlea\ablm de ~.uerdo COll lll paao. El n6mero ¡c(M) • 1ID lmporlllllle lnnrianle lopol6sla> 

qu P11ede 11r ulilllado para nlK1anar propledadol lopoldgicu """ propledadol punmmle 

"°""'ric• para llinar a lnlenualll ....i1ai1 ... 

Pan concluir dellum,. m M 11D campo YeClorlai V E C1 (M). En el cap!lulo 11111erlor 

•ludlam .. el Indice Iv de 1111 pllDlo llingular .Wado • con rmpecto al campo vectorial V. 

S•pcmpmao alaora qu leDemm aaa ldaqalod611 3 de M lal qu : 

l. Tocio lriúplo 9 E JI .U COlltaido en algana -=lndld coordenada de M. 

2. Toe!~ lril.ngulo amllene a lo mú an panlo liagular de V. 

3. La froalera de cada e no contiene pankl llingalareo 1 .. pollillYlllllenle orlenlada 

Con •lu ooadldon .. lenchem .. que: 

TEOREMA. 4.21 (de Polncaá) : La suma de loa (ndicea dd campo vectorial V en M con 
i ' ' • ,· 

•illfU/aridad., ailladOB v; ea igual a la coraclerúlico de Euler-Poincoré. Ea decir: 

Eiv(v;) = x(M) (4.IG) 

e 

La ecuadón 4.16 es conocida como la fórmula de Euler-Polncanl, elle lnlereoanle h!lullado 

indica que I:;;Iv (11;) no depende de V •i no mú bien de la lopolog(a de M, lo cual noo 
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permite. Mdadr in-'-. nnlladoo, por ejemplo qae cualquier campo vectorial coa tia~ 

ea au ...iedad ~morfa a luden. U.ne paatao ~· aóleoe qu~.srlldu a qae ,IM,. 

propiedad• eaudadu arriba - de car6der local la orlentabWdad de la variedad JI ao • 

9lgio qae !apañe ma...,i0 , 8" qu clal - 4.28 '11 clal con>larlo 4.23 podemao dedadr ·e1 

liaúaknnltado. 

c-lario C.IO : La única 1111riedad campada (IGloo liom-..or/ümoa} que admite un C11mJIO 

'*"""'' iin """""""ea• •• el toro TI. e 

C.C.2 El &.orema de Schwut•. 

TEOUMA c.11 (17/: s.,. M un oariedad eam,acto. ·Su • 'iin ft,qo· de' c/a11e 'ca en' M 11 

O e 11 un Conjunto Íninimal con ,,,.,..to a •. Entone .. tenemO. lai •ipiento• P,1illilidadeii; 

i) n .. un punto •inplar. 

ii) Ó e¡ una ó~bita ieriÍidica . . 

iii)D=N 

Demm&ndóa1 Aatee de puar a lo que • propúmmle la prueba dol leoma& hay q ... 

darn .. caenta de que el cuo (iii) merece aa comeatulo aparte, Si M •UD& •viedad en la qae 

0 = M aloauo tal variedad no tiene paatao ~ 'lf po; (~ taalo de lm ~ 4.23 'lf 

4.29 obteaem.. qae M = T'.La demmtradóa la dlYidlrem .. 1111 dae pu1e1. 

1) En la primera parle ob.......,m que 1111 vl1la de la plOplllidóa 4.3(c) oabemm que li O 

- m1almal ealoacm n = N o dBDIO ea a1aguaa parle como --querem .. probar 

qae O = M ealoacm npondremoe que O '# M • 1111 CODjualo miDlmal dl!llOO ea ni ....... 

parte, que no contiene ni puntao 1iogulareo ni órbllu perl6dlcu '11 h!""m°" ver que la 

md1tenda de tal coajlUllo • lmpwible. Sean p IUI punto en n e M '11 r ana -.Ión 

tranavenal local al flujo. en p tal que IUI extremoo DO ealán "" n. Sea g : u e M _, R2 

un liatemacoordenado tal que p = g-1 (O,O) y r = g-1 (1) con 1= {•=(•,O): l•I < 1}. 

Si •o ea UD número fijo en el inlezvalo (-1, 1) enl011ceo g-1 (•0 ,1) coincide en U con la 

11&. loe libftll Croom 1 Perko 1e edlbea triuplac:ionet de 7° y K2, 
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bl1avi(t,p.) qn puapaulpu•p. =1-1 (,.,0), Yértgvau.·~ .. pi,á1o 
e r y fli'maam ea Ja fuclóa r : r ~ r que a cada pulo • r Je -.ia Ja primera 

.~ d• 111 oeiDJ..srbUa poolü~ cm ·r il ..,_.. qw"' ~lo de pua 
e r ,.,.. b culeo Ja fudclll r .u dablda • ao ,..... ••-par ... 11a..idad .i.a 

IJoA•ablorto· Lafuci69•p~·-obtalda
0

d81&.ic..i.a1etanu: laevftk~ 
.Ct.•> ... , e r • t.i.qu1(.,.(1,t)) •(•(•,t),r(•,'))1-d•,.= (•,0)-.i­

-•i•> •1,apuat. > oi.- q .. .,.(t,t.) e ra1oac.l1(.,.(1.t.))"' (•(•,•),O)• 

•(f) • ,-• (•(•,•),O)dedoaclueablona~.(I) re Cl(r),múaú..i...a.q .. 

- 1 ciil.,..U"'cle daedeob'- q~(U) '•(t) ji o. e-o• lllialllloll•&Óa~ 
e o Implica !Pctí.i) e o 4llci q11iae decir qu 11" e K ... ió.~" e A. s. v.;. 
b<mjulo abi- de A t.i. ... K e V e '1' e .... parlinla de (1) y (U)~ 

( )O< F-1 s ''"(t)I s Fj (I•) jcPr(t)l"s MpintodafE V,lulmme.,.a 

piopledadeo (IU) y (IY) oblell!lllCle qu" • 1..,..Uw. y por lo lato ......... peuar. 

"'(t E Z) como llJI lajo .. r tel. ... (Y) K. alabul 7& ... o• lawulute y 

ao CODtilaa clrbllU paicSdlcu ('ri) •'.(t) "' f 11 y ..... t = o. Aclemú ....., O 

en lliqlma parte, el C011julo K = ll n r • ccnclo, dento a lllnpaa ~ .¡' 
(v ) W = r- K 1e paede - como ui6a do llllemlb ablmae (o¡,.8i). 

qae ua fuclóil .,. IM piopledadoo (IH.U) ao pude~ 1á q• c.iutu.,. 
YicUd6& al i..ema de J>eiüoy, lila 1111barp npaa.i- qu alale au fud611 

l1e propiedadeo (l)·(...U). S. 1t = rl(K, I - V) ... O < • < l. Notemm qae 11 

(o¡ .8i) e W • 111 qae .8i- a¡< e ""*ceo [a1~.8il e V e A. Por otra parle a>mo" 

• hom-.orftamo y K • l11varianle enlcaCM al CO!lj1111lo de puntal K1 = {o¡,,8;} • 

"til H r(K1) = K1. Sea Y el conjlllllo de puntal ·en K, tllee qae {J¡ - o¡;<!: e, 116-

qae 1.11 collJulo• llnllo y por <Olllipleale abo&e 11eN111 qae •"(o1) =·o.~ Y por 

lo 1 lo el lll&enlla (a,.,P,.) tiene la propiedad de que I•" (01) - •"(/1;)1 < e de donde 

cot1 llimm qae (a,6) = (o.,P,.) e V. Si Calculamm la derlftda de •'(r) &ellemm que 

a>m ir'(r) = ir(ir'-'(r)) enton ... dir6 (9) = nt...,c1r(ir1(9)) en con1ee11enclali 9 < r 
IOll olee qae ... ([9, •JJ e V ,... toda o < • < 11 &elldl'<!lllOO: ' 

101 



.. y ~ar,~ ~~1"111& del v1for ~edlo: ... 

' ' ·: ... ¡:::¡:~! stl<4rC•l;i-1l · l~r(•dl · lr'<1>::- "1 <•>I. 

,·~.~·•i.;aU,;9·1 •. ~Wad~·~b~: .. 

l~~I s.GP~~~I~'<•>.: ,.•c·>I 

. . ,:~ : 

·,.·-
(~.ÍT) 

s• I = i:i":ol4tr(~)j 11Dlemoo que 4,.0(9);,; Í. por fo tu~ 1 2: Í. Exiate. 1, E (•,•) tll 

que 1~1 (~) ~ ~1 (•>1.;. l"~·<Í4li!•::-.•I .. ,.; .. ;Ím Í..~ (r'<·>~ ... •c•l) ~~ • cii.im~ ~ 
·~-·que: ····' ,,,:,.,.,.!; 

1•.:.~¡~i""<''.Jls~¡,.•(aJ-r'<•Jls.2. •;;,;J 

de 4.11 • delprnde: 

. '{4.18) 
·,,} , .. ~ •,;; ~1.· .1 

en conclulión: 

(; (4.19) 

S~ 4 = t/IJFM6 probamnoo por Inducción que: 

. (4.io¡ 

. (4.21) 

para toda lt - aj < d. Para Ir = O ambu ecuacloneo oon f'"1lel, auJIOllPmoolu .nlldu para . . 
Ir- 1, enlollca de 4.17 tenemoo que: 

por teotem1 del Vlfor medio e hlpótetia de lnduccl6n para 4.21: 
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dit4.111~b--: 
(4.22) 

ya qae UFMI < l. Caltalomoe U«a: 

jir• Ctl - ,.• C•ll s ¡c1,.• C••lj lt - •I s a.1 ¡ .. ,.• C•lj s 3111 -
'-. '·· .-,,._., 

'1 camo pod8lllOI -ar F > 1 '1 M > 1 1111D11- UI < r lo cu! prubr. la ecaad6a 4.20. De 

lM .. ,.acloiieo 4.111 y 4.21 obtenemm la lpllcl&d: 

.~clir"(t)=O (4.23) 

,lo mimo qae 1.a lplldad 

(4.24) 

llD&lmeate de lu ecuacion• 4.22 y 4.23 podemm coadalr qae para n 1uflcleJl~te pude 

..... (tl'< 1/2 y .... -. (1r•(9)) < 1/2 lo ... 111 .. le eoaliadlcc:lcln q11e .tai.i.e8 !& nlldes clel 

teon!ma de Scbwvtz. o .. · . .. . . . ' ., . ,. __ 

Hay q11e daraDll C11enta que la parte (2) de .ta demmtndón 110 •otra aioa que 1llla pnoba 

.del -- de ~. eo decir, dllp""' ele.Jo anterior pod8lllOI Uopi a la condiuil6n d8 q• 
loo la>femu de Scbwart1 1 Denjoy oon eqúnlentee 
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_Cap{tufo 5 

Apéndice. 

Ea elle capltalo • r-tu ua wlo de nnltad<» qae • atlllun a lo lulo de kNla Ja 

~,..., qae aba embaqo ea n -lo"" fulllOll em<»tradol, _lod<» ellae ~ - Ja 

....._. ..... pudea - -..111111 .. 

5.1. Apraxlmacldn de n6mero1 lrracloaal• por raclonalee. 

Ea - .ul6a - propoum<» a probar el olplea&e nnltado: 

T.aUMA. 1.1· /8): P•N c1111pier mlrriero lrrocional p u/de un nú111110 NCional = lol fl"I 

cumJ/e con lo lk~ 

Demonracl601 La Idea de la dem<»tradóa eo muy -c:llla 7 búlcam•le ~ca(.,.. 

tlpfa). SI teaem<» u a6mero lrradoul p > O dlbaj11111» ea til plaao RI Ja recia L : r = p• 

7 n1» flj11111» en lu pareju (p,9)con p,f eate!Ga dllllul<» de cero,• dlllO que nlquno de 

llltol puntal cae en L, ..,,, .. a conñralr ua 1uculóa de ~ •• = (p,, t•ld• Ja olpienle 

forma: ol P_, 1 lli toa loo oemiplaot en que L divide aR1 entoa...,.lm - •-• = (1,0), 

ro= (0, 1), eol'8 en dl1Unlol oemiplan<», 1uponpm1» r¡ E ~.el Ílgulenle elemento lo..,,, .. 

a <onalnlr de Ja olplenle maaera •1 = •-1 + aoro con ao el múlmo entero tal qae r1 E .P-1 

7 ul contlnu&1111», eo decir ••+1 = ••-• + •••• con•• el múlmo entero tal que ••+aeola en el 

ml11110 llllliplaao que ,,_, de eola forma tenem<» una 1aceolón de punlm ea R2 111• que mt"1 
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a amboo llldm de la Neta L. Loo prlinuo K + .1 el-too de Mta oucmi6n oon: 

!';_. 
•-1 = (1;0) 

ro=(0,1) 

"1=(1,.;,¡ conp>aa 

. r,= (ai.l·+.,,.1) IXID p< 9o+ t. 
'3 = (l+•1.,,0o+.,{l+aaá1))'cm P.>aa·+';;:}r 

' ·. ~ 

'···· '= (•1 +aa(l +•192),1+0o•1 +ia.(0o+at{l +-.,.1))) 

a>n p > 11o + =:¡:-':.-' 
•IT~ 

r, = (p6,f6) IXID p < ~ 11 Ir M par 

, r,: {p.¡+J,fl+J) IXID p > ~ 

-a.i~·~a~q;;., ,,+a·.;,,,._. +•m Yt~• = t•-1 + ª"'' s1.ca1cu1am .. e1.~ ..t(I,.¡ 
del plfllelopamo'I\ = {..,., +P••+1 i OS o+ {l S l} nol damoo cuenta por calculocllnctode 

que paralm prlmeroo cuatro .4(.1\) = ±1111uponem01 que A(l\+1) = ±1 entcmcenl calcular 

por mnotrucd6n oabem.OI que r, y ••+i •IÚ en cll.Untm oemlplanm por lo tanto: 

·O 

6.2 Cambios de coordenadas. 

El propólito de ata parte eo ejemplificar como oe cambia una ecuacl6n diffllellclal de 111 a>or­

denadu carteli"'!u rectangulara a lu coordenadu polareo. 

Comenzamm con la bue wónlca de R2, •decir con lm vectoreo e1 = (1,0) y r!2 =(O, l) 

tengo ademú una nueva bue del' ml1mo eopaclo R• dada por IOI vectoreo tangente y normal 

a la curva o(I) = (ra>1l,r aenl), voy a llamare, al primero de elloo,eo decir a aquel que noo 

da la variación en la dirección en que el "1gulo cnce, eo decir e, = (-r aen9, r a>19) el cual 
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¡ 
¡ 

1 

1 
1 

j 
1 
! 

•,1·, .. ;1:-

'·• 
Flpr•ll-1: 

deop• de llClrlllÜIAdo qaeda Cllllllo 11 = ( ....,,..,.f) 111 ..,...do ftdot que• el qu DOll d• 

la ovlacl6n 1111 la. dhecclda r..u.l lo llamo ... 7 d11p161 de aormalludo qaoda ... = ( COll 1, Hfll} 
üoraap..U. IOll - ••7lt1111WrmJ ... de1171, pan. obHller qae: 

.... -..... ,,+_ .. . .... - • .,+ ..... .. 
de doade dedueo qae la m&trla de C11111blo de baM •: 

(-· -"'"') ......... 
aloot& blea 111 teago la ecaocl6D dlfereadll ( reconlemm que la aotacl6n ii daola dtrivad61l coa 

..... to al tiempo): 

i: = .r•(r)- p(r) 

j = p(r) + ••(r) 

la paodo - a forma matridal Cllllllo: 

( ~) = ( •(r) -•(r)) (.,) 
11 •(r) •(r) r 

(5.1) 

y (Omo lo que qll1010 hacer .. cambiar Ja eca&clÓll dlfenndol atonceo tengo que pe111&r que .r 

e 11 depeedea de lu vulablM (r,I) M decir q11e 1au de la forma a= .r(r,lf) e r = 11(r,I) de 
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i=S:Sl+lllf 
t = ~l+:SI 

........ obleqo la K11aci6a múrldal: 

(: ) . (: : )(: ) 
711UDuado el bllcllo qu • = •-•, r = r...., '--ataacm qae: 

'por.UUmo: 

( r ) = ! ( ·-• , .,.,., ) ( •) 
; , _.,.,., -· ; 

( r) = ! ( ·-• ,_,.,) ( •C•l. -•(r)) (.'•ci.•·) 
; , . _ _,., -· •(•) . •(•) , -· 

r=,.C•l 

•= •(•) 
5.3 . La trauaformacl6n de Poincañ. 

El prop6olto de ena oeccl6n • probv la nlldes de la f6rmala: 

ir'C,) = exp [.[' DivX(7(l)).i1] 

.· ... '", 

(U) 

(5.3) 

donde ir "' la Í1Ulcl6n de retorno de Poine&ll!, pa,. hacerlo me auiliué de la conocida fórmula 

de Lloavllle. 

Propoelcl6n 11.2 (f6rmula de Llouville) [19]: Sea •(1) = (<f>t,. • .,;..) una matriz cu~a1 

colt!mnaa aon aolucionea de la ecuación: 

:i:=A(l)s (5.4) 
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•nlon••• ,..,.,. lodo 1 e l 11 lo e I flio• 

donde Ir A(•)= Er.1 a;¡ •i•mpre 9•• A ={a;¡). 

Demonncl6n: V01 a - ~ plOliu qu la rUci6D 9(1) = det• 1&&18'- la 

olpienw ecaad6a dlfmeadal 

:t =[Ir A(1))• '(a.&) 

11 calculo 9' (1) obtengo: 

9'(1) = :tdft (~,.,fil .. ,.,_) e :t.-(~, .,A"', . .,.,_) 
i•I í•l 

üora bl• li ••--qu •(t) • ""ad611 fund~lll de U entoft<ID fJ = {"'}7.1• ua 

"- dfll 11pado de IOhtdollel alloia bllD A 11 ua apllcadóa que envía cada "- ID ua •­

ool•c:lcla que M pude..,....,. ea lhml- de {J, 1 eomo;. • u elemeato ea al "-enloa-

contlnaudo ti úkRID anterior: 

. A;. = :ta;;</>; con </>; E /J ,_, 

•'(IJ = El'.1 dn (~ ... 1:7.1 a;¡#;, .. ,.,_)= 
=(•) Erat [E7.18¡J] det(~) = Ej.1a;;del("'¡) = 

=(lrA) 9 

108 

.'¡ ,, .. 



' por lo tato •• llilacl6a1 .. 5.5, por coulgulellle: ,, . .. 

(6.1) 

ua.- q .. •- .._.tnidci I& '5rm'Ola ele tloawille • ffdl calClllar la clerlftd& del m.,.. 

.. Plllllc:uf, - prlmmo. dolahlo bleD, ' ...... --1& fllnnllla. 

O..llld6a 1.1 {11}: StoJC E .t• (Jll) "°"'""' rlñila ce"""91(f) ...,.,.riodor. ncpE 7(t) 
r E - Mcción ,,.,.,..,.., en p. Enlonce1 Ü/lflÍlflOI el .....,.a ü po;,.,,.,,¡ ·o /IJ /tlneión de 

relo""' de Poincan!, r : E - E como .;,r.., li f •• un ponlo en E enforlc:u r le "" • ..,acÚlr o 

r .,,....,,.., p11nlo f' ""9"" v>(t,r) inle,.,.cla •E u lkdr•i v>(l,9) = r E I: entonce1r(9) = r. 

N6teee qae como JC E .t• (Jll) l&bemoe qn rp •u dlleomorl.lmo de Rª de doade podemOI 

latllir q119 r lallllii!tl delie de-· 

Para du-. ua Idea mú d.ua de lo que • r duemOI ua upl'Oli6A ullltlca de .•te 

...,.,. Como ......... qae.., • ua ów'blta amida de pertmk. r., eatae- • Dalull ,.,.._ 

.-(-de '-)alote ua 'NdaQd v. do p bl qae li f E V, n I: alollcoo apllcudo 

.... a t diirute u Ülllllpo "•tea~ qae rp(r.,9) cae en wta vecindad u. de p. Ahora 

W.. el --clol I* hbalar local ... ......,. que ailte llll tiempo 1\ tll que 

·--fpaldod··-·-ii'íol-­
o!Ot(1 ..... , ....... )-o 

~•4M;¡ •ilpa&nlftr (1,. .. ,4'.)- (;1} fcuaoioi•j a._ 

dd(4' ..... , ...... )" o 
.-._uailjabnmudoo•{<)-

•11det(;, . .,;,, .. ,4'.) 

, Na>ninda 1 .. i..n- ... _ .. ol-110da. 
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hay que '"""' ... caenla iiue ..... 11n.: iiii.clón que depende·;¡~ e;.,;..', de ,;~y d~ ,.~ dedr 
lenemoo la lfgulenle upreelón 

~. = ,.¡ (~(r.~9)) 
y oabemoo por lu propiedad .. del lllljo que 11. 7 puede eoérlblne como: · 

· ... ·,;,.:;_. 

. qae • una apnll6a qH allllnnmm COlllO lildlalln1ania1e c:Omo dellDldón d91 mi.peo de 

Polacan!, .. decir 

r(9) = \O(T"o + T'¡,f) (5.8) 

F.iemm üosa. á, a condld- de probv el u,weiile: 

TEOREMA 1,, .{111): Sean A e Ri, X e X• ( Rª) r 1 uno 6r6ilo ,..iddica <k X con ,.Nodo 

r. r r : Il - Il el ma,.o de Poinearl en Il uno Hcción 1n111•ver1cil a p e .,, ~,;,;,,,., .. 

r(p)=up[.t DivX(1(l))dl] 

'dtinM Di• X(1(t)) = D1X1 (7(t)).if + D2X2(1(t))dl. 

Demmtncl6111 SI Il - ~'11Ada par 1: (-r,r) - Il de tal farma qae 1(0) = p 

por t,.;...v~ 2 n"- qae el COllJanlo {X (p) ,1'(0)} • 1111& bue para Rª -\O el lluJO 

de X l&Mmae qu '" vale la lliplclle reia<l6D 

D1Da\0(1,p) = DX (IC'(f,p)) • Da\0(1,p) 

.. decir Da\O .. IDladón de la ecaed6n dihendal: 

:i=DX·• 

en A, en particular en 'r · Vamoo a calcular el 1igulenle número: 

1, l"(r.,rp(l,p))I,.,. = D\O(r.,p)-(O,<p'(l,p)) 

= D\O(r0 ,p) -(0,X(p)) = D2rp(r0 ,p)X(p) 

1Recaerdme qH por estar en R3 lu tecdones l.rannenale. IOD difeomoñu a lnterw&lm de R. 

llO 
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y por aira parle· 

de donde obtaemoo: 

Da<p(r.,p)X(p) = X(p) 

lambW.. podemoe e&lcalar: 

r'(p) ·1'(0) = /¡ r(1(•))I..;, = /; <p(r.+ ra,1(•))11..o 

'",Dip(r0 ,p)·(r{ (O),l'(O)),. 

= Di<p(r.,p)r¡(o) + Daip(r.,p)f'(O) = 
"'X(p)'1(0) + D1<p(r0 ,p)r(O) 

de 6.10 y 6.11 ~ c:oaclalr qll9 la apnolÓll m&lridll de Daip • 

Da<p~ ( 1 '1(0) ) 
o -ir'(p) 

..... ·.( , .. ·,,, 
(6.10) 

.'. . .':.:··:. 

(6.11) 

:, 1'. 

de doade ob- qae det(Daip)'" r'(p) y cama 1&bemoe q•e Da.., 1alilface la ecullcl6n 5.9 

y por la fórmula de LiouvWe oblenemoe: 

r'(p) = ap [[" DioX(7(l))4'1] 

:yaq111 lr(DX) = DivX y eacolleado que del(Da<p(O)) = / llepm01 al rmultado d-&do. O 

5.4 El teorema de Peano. 

En •ta parte del apéndice nao proponemOI a demootrar el teorema de Peana, pero no 1alo 

probaremoe eale Importante teorema 1lno t&mblo!n una propooldón, para lo cual oeri necesario 

contar con el teorema de Peano. Come11Z&m08 con UJ1a definición: 
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lhl~lcl6D 1.1 [JI}: Uno oplit:odón F : O e B x B' .... R1 •• Lipochilz en O ol ,.,.. '°"' 
(t, •), (I,•) E O ri uiole •no c:onotanle • 1111 qu• : 

1 F(t,•)- F(t,1)1 !!í •I• -•I 

· TSOUMA 1.e C• ._) : S.. JC ClllllóMo en O• lo x s.. SI IJCI < 11 en O -

lue~~ . --·-···· ··-·.r(•) .... 

U....,.,. lo """"'•no Md6n en 1. con a • mla{-.t/JI}, lo = {t: 1 ' - t.1 < •} r B• = 
{• : 1 • - •• , < •>· 

O.....,ad6D1. Como el ~lo o· .. UD compado ea1oa ... por el - de W.._ 
' ' ' 

.. _ allle ua .......... ~ P. CllJU ................ - pallaomloo Ul qM P. - JC 

~ • n,,.. _ ...... ,_. ,..._... - qM m ludoMI P. -

Llpoc:Mb Üllra ble por - de .a-da y ulcidad - qM la ecalld6D dlfmac:illl 

i • P.(t,•) 

•(t.)=•· 

y lamblá • ulformemeate acoUda ya que paran nflclea-te gnade. 

(5.11) 

de donde obtenemm que l'P•I S b + "• para tOOa s E la y por el teon!ma de Anela exi1te UDa 

1aboaClll6n coaverpate, • decir 'P' • .... <p probanm .. que <p • loludón de 5.12 ¡ n e!edo ya 

que: 

l.P..-<i>I =IP.(a,ip,.(•))-X(a,cp(•))I 

S IP.(•,cp.(•))- P.(•,cp(•))I + IP.(•,<p(•))- X(a,cp(•))I 

s;+1=c 
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lo cual 11m dice que 'P • oolucló11 de 5.12. ; ) ·;, .1~ ':¡ 

Eau11damm a CODliDaacl6a ,el teonma de Anela que DO demmt....,moo J& que n cle­

me»tradón 11 puede ""•Olltr&r en'cualquler libro de uiillala. 

TzoDMA .•· T (de A...i.AacoU) UJ: Sta K un 1uk0t\fonlo compado <k ll" ' "ª F 

una colección IÚ /unciont1 conlinu .. con """'"'' •n Ir". Entonce1 /ai 1iru~nlt1 ,.,,,;.dad .. 

IOn tfllÍ..,,.nltl: 

(•r Le/amUia F ••acolada r ••~•menle •tui<>onlinu en K. 

(&) Toda 1ueuián IÚ F liene una ftÑuct1ión 411• •• uniformemenle con.,,.,.nie en K. 

Caatlaaamm con la alplente: 

Prapaeid611 1.a : . S.. x. : 4 e R x Rª .. . Rª una 1uct1ión <k com,., conlinu01 lel ..... 

x. - x. un(formemenlc.cn coa com,.clo conlenúla en 4, 1<an (C.,•.) una -..ión:Ñ:· 

f'Unlo• que con .. ,.,.n a (10 , :ro) ;·,.potlfllmOI ... , 

t=X.(t,s) 

•(lo) ••• 

l~ne una única IOlución ip,. <kfinida en un inle,,,.,,, mázima r. = (w-(n),w+(n)) . . s~a •. 

[•.•le r. •nlonct1 •mi• ... = ... (•.•) ta/ que"''°">"•·'· e[•.•)~ fl<Úmál <p,. - "º 
uniformemente en [e,&). 

0.-N•l6er Sabemoo que por .., V'• contlau podemm enC011trar un CODjunto com­

.,..to C que contenga a la trua de V'o ea 1u i11terior, - D otm compacto que CODtleae a Cea 

1u iaterior. Debido a qu x. - X aaiformolllellte • compaetm, by 1lll& "' 1afacleatemente 

grude de tal 1uerte qu al 11 > 111 eatOllceo IXol < M ea D. ApUe&11do ealoaceo el teomaa de 

Peuo ailte o> O tal que para toda plft!j& (l',s') E C Ju eea&cloaeo 5.14 con n > n1 tienen 

aaa IOludón 611ica ip,. deftaida ea 11 - l'I $ o y cuya trua eolá CODtealda en D. SI tomamoo 

enloac:ei < = o/3 nllle n2 lal que al n > n2 , (t.,z.) E C y 110 - 10 ¡ $ t enlon._;. 'I'• eota 

defialda en 11- 10 1 $ • ya que o = 3<. 

La famlUa F = { 'I'• : 11 - 10 1 $ t con n > n.} llene la 1iguienteo pmpledadeo: 

1) Eo uniformemente acotada, ya que l'l".I $ M. 
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11) Por el tlonlma de p......, taemoo que: 

pua toda nbnC*ldll 'P• de.,. 1 par lo tulO .,,. ... 'P• ..ir.ir-te-. el la~ 

t•-t.IS•· 

'de ...... nplU.do ... ,...._ - el ..... ( = '· + • obladrí- q• .,,. ... .,. 

uibmlmellt. .. el~ (l,;-•.t.+2i)., - lo,.,._.,. npeUr Ul\a c.llilr (•;•) 
cam,a.-te.O . -; . ·•· -- ••• - • •· ·· ·· ··~· •. 

5.5 E•pacloa cubrlentm. 

A -tlaudda • apaedrúo .,...._ eaaeep&al qu ... -U de gru utilidad para ia ~ · · 
_,,....._ de IM Mca1cu -pleodM ea el Qfltulo 4 pua ...,_,,_, q• culqul1r campo 

lKtodal •la botella de KWa u.a. al - ua 6rllha porl6dlca. 

Ddllicl6n l.• (JO}: Su,...,..l'llOI fV1 l<nemOI doa upaciOI 1"""4ficas E, X dirunoa pe E 

., •n '"""¡º cubri<nle d< JC IÍ uUle J : E ... X lal pe ccida s E X li•n• una 11tcindo4 U 

con la~ fk que¡-• (U) ., una uni6n ajena d< •ukonjunllu abi<rloo S1 d< E caü uno 

de lol ct1al<• u llomeomorfo a U 6-jo /. En tal ccuo dir<l'llOI f111 U .,,. •u&11tmenle cuW.rla 

11 qu• cada S; u una hoja ao~re U. 

Se pude v1r qu llpau to111Kue11du de •la ct.ftulclóD. oon: 

1.- La lbra ¡-• (•) • dllCNt&. 

2.~ J • llll hOllleomorftun.o local. 

3.- La apllcad6n J • 10bteyectiva y X hereda la &opologla code11le de E. 

Supongamoo ahora que lenemm dm eopacioo lopol6gicoo (E,•0 ) y (Y,110 ), y doo fuacl011• 

mnlinuu /: (E,00 ) ... (X,s0 ) y g: (Y,110 ) ... (X, :1:0 ) entonas 111 hay uaa función; tal que.;, 

cumple la igualdad Jo; = g a tal función le llamaremoo un levanlunlenlo de g. La p...,nla que 

queda por ha<er • ¿bajo que condiciones podemoo uegurar la exl1tencla de levanlunie11tm7 
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,,; '•, .)- (E, e.). . J. (Y,,.) · 

I \. . . ·./ ,. •. 

ex ••• > 

.·;;' 

T&QU:MA. 1.10 (11~ de a.wuumleatoe) /10}:. Sea/: (E,-.).-:>:(X,~.) ~u-· 

JlllC\o ."116ri•.nle 11 1 : (Y, r.) -+.(X,••) .coalf"'a aplmdda CDnllnua. Sup111,._pe, Y ea 

~·Si eriole vna a~ci4n conllnvaf':(Y,,.),-+ (E,-.) talf!if:/I' = 1•lla.u tlnico.· 

O.monnd681 Sapcliipl8 '\'19 exilie,.: (Y,r.) ... (E,•o) ·coa lá propledld d9 c¡u. 

¡,-= 1 dellll!- eatcm- lao llplenao c:oaJutao: 

A .. {r E Y: I'(•) "'l"(r)} 

B = {r E Y: f'{•) 1' l"(r)} 

• duo c¡u Y• 1& ul6a ·ajeaa 4' W.. c:oaJu&ao, W... blea H~ e¡••- an 

puaio r E Y nA 111 noo fijamOI ea ua.a vednd..t U de /I' (t) 1uvemento cubierta por/ eatOG­

por enar, e A...._.,. que f'(t)J l"{r) cua en I& 1111-lloja S.de / 111bre U de d1111de 

ollieúáioo c¡u rf(S) n ,..-1 (S) ea llll• ..edndod do r tololmeate ..,.;tenlda e Y. SI por el 

contnrio teaemoo c¡u' E Y n B •tan- f'(r)J f"(•) -i. ea dlltl~tu lloJU Si 1 Si ola 

embargo;-• (S) n ,..-1 (S) lllgao lll1111do ''"" vec!Ddod do 11 totalmente contenida .en Y, por 

llltimo do la Cllllexidad de Y .,; obtiene el Multado dmeado. O 

TllOREMA 1.11 (levantamiento ele e11r11111o) /10]: Si/: E - X •• un elJIOcio ca6rionte 

v o ea una curva en X con punto inicial s0 entofate1 ho11 uncz únicO· curva el en E cOn punto 

iní.:iol e0 tal que fa =o. 

Demootracl6n: t. Ulllcldad e1 co11HCuencla directa del teorema anterior. vam .. •dividir 

la prueba en doo partea. 

1.- SI el eopaclo total X eota ouavemente cubierto (e1 decir la vecindad V de la definición 

coincide con X) y si e0 esta en la hoja S, y como 1abemoo que en e1ta hoja J 2 ea un 

bomeomorllamo entonces podemoa hablar de /-1 : X - S de donde la comp .. lclón á = 
1-• o e1 el levantamiento de1eado. 

1 .Ea decir/IS e. un .lomcomorfimla 
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2.- Como / : E ..... X .. un eepado cubdente de X ftltoncee para c:ad• punto a ( 1) e X exlate 

un ID\enllo oerndo (C-1,t+I) contenido ea U• Y«lndad au.vemente cubiert• U .ele 

a (1) donde• J*lble coutnlt un 1-tamleato 6 romo el del cuo uterlor, de tol fi>nn& 

'I"" 111 a -~ ddalcla • 1111 la\lnalo ü la llann (O, 7') pod- •CG11tnr uu panldáa 

{O, Ca, ... ,,,._,, T} de [O, TI~ tal r-. 'lue cad. nbl•WnÜ<J [I(, C;+1] tap la propleüd 

ü 'I"" paeü conltnlrlé u i.ftatUnieato<t;-el lj1lll ~de menclour am~1 
. 'I• .._.por el ladlo utedor• ll m.mio [O, fil - &al que 6i (O) • •• ; á...-.aw 
· por el llldlouWriar ~ CClllltnlr u mutlmleáto 61 de a· .. el talenalo [D, t1)dÍI 

W lona& 'I• 61 (11) - u puto lnsedor·de 6s (t) coa t E (ti. ta) 1 coatlauiado de -

lona& U..- (ea un n6mero bito de~)• coutnlt el lnalitamleato d....to. e 

TSOUMA l,t:I (de MollOdromJa) [IJ: Seo E un upado cullrlenle de X 11 ,.,.sn,o.e que 

6 11 jj ion doi curou en E con JIUnlo inicia/e0 , Enloneu 6 11 jj aon llomotdpku o •illGlenCa 

111 r M ri /6 r /jj - ., • ...., ~ (efUi""'°"'u)en X. En ,..rllnlar ri /6 11 lfl..,,. 
flomotdpku, cnloncu 6 11 ¡; tienen el mimto ,..nlo Jlnal. e 

s.a.-a. 'IH..,. cunu a,~: [•,•! ... E - ~cu ti mate u• futl6a B,: 

(e,11) X [O, 11- E - t.. propledaMI: 

1. F(t, O) = a (t) pv• toda t e [11, 6]. 

2. F(t,l)=.8(t)pv•tod•IE(a,6). 

3. F(0,1) = a(a) = .8(•) pa,.tod., e (0,1). 

4. F(l,1) = a(6) =·.a (6) pua toda 1e[D,1). 
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