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. Resclver una i6n diferencial 1o e’ algo fécil es un hecho que ios métodos clésicos para

.. resal lones 10 siempre arrojan soluciones féciles de inanejar; ‘6 por éato que muchas

- veces regulta de mayor p ho ob una descripcién cualitativa de las curvas integrales

de una ecuacién diferencial. El de Poincaré-Bendixson (TPB) es, en este contexto,

" uno de los teoremas miés importantes de la teorfa cualitativa de las ecuaciones diferenciales, ya

- -queal risar la lesa geométrica de los conj limites est a su ves, poniendo &
nuestra disposicién una descripcién del comp iento global de las soluci deuna 16

‘diferencial, es por esta rasén que me parecié importante escribir una tesis que la resaltase su
importancis. - . . T

El objetivo de este trabajo #8 presentar el teorema desde su forma en el plano, hasta su

. generalizacién a dos variedad P Enel ino para al tal objetivo se desarrol-

larén las bases de lo que es conocido como 1a teora cualitativa de las ecuaciones diferenciales;

12 ed Y

” una definicién de variedad, de lo que significa tener definido un campo
o un flujo en una variedad; se utilizarin los conceptos de la teorfs cualitativa y el teorema de
.+ Poincaré-Bendi para izar los fase de una ecuacién diferencial en las cer-

i canfas de una singularidad aislada; se diardn los flujos en curvas cerradas para facilitar la

comprensién de los flajoe tanto en el toro como en la botella de Klein y se concluiré probando
. el teorema de Schwarts.

Contenido.
Cgpitub 1. )

Seccidni.2: Comi haciendo ver que hay una relacié biuni entre las
diferenciales y los p iales en el plano. Uno de los teoremas de mayor importancia

en las ecuaciones diferenciales es el do existencia y unicidad de soluciones, la demostracién




 w~limite de érbitas y es un resultado fnti ligado al estudio cualitativo de las ecuaciones
difereaciales, la d tracion que se p en este trabajo utiliza explicitamente resultados
~_ da 1a seccién anterior como el de flujo tubular, propiedades de Ias conjuntos a—limite
¥ w-limite, conexidad, carradurs, invariaacis, etc. y ol teorema de la curva de Jordas; sin
embargo ste puede ser demostrado ain utilisar finjo tubular con la ayida del teorems
de Peino, s decir ol resultado continua sieado vAlldo; con algunss variantes, sdn en ol easo e
quse 1o se cuenta con unicidad de soluci (ver Hazt: [l:!]),dmdonupndiquhpnah
“del resultado considerando dnicamente un campo vectorial continuo no dista mucho de la dads
- nqud, las vasi son ialmente dos; Ia pri es que el corolario 1,28 y 1a conclusién (b))
_.del TPB, que nos dicen que los 6rbitas alcansan a los puntos tingulares s6lo en el mite caando
ol tiempo tiende a infinito, pueden ser al das para tiemp finitos, ésto no significa que #i
. uns curva integral que tiene como conjuntos a~Limite y w-limite sendas singularidudes para
los tiempos finitos a_ y w; necesariamente su intervalo miximo de definicién e (a..,wy) y1a
segunda trats del hecho que entre dos singularidades puede haber una cantidad numerable de
Srbitas (con nnlddad esto sblo puede pasar cuando se trata de Ia misma singularidad, ver Melo
yPnH‘l[lO)).EltmdeltmdaJordu(, posicién 1.32) es fand tal en ambos
" easos y una demostracién de él puede ser vista en Moise {22] y Do Carmo [8].
' En In demostracién del TPB que se presenta en este trabajo se puede observar que la
propiedad que tienen las secciones transversales locales en el plano de ser difeomorfas a intervalos
"abiertos de R, es de particular imp ia ya que gracias a tal propiedad (y a la tinuidad
da] flujo) se puede hablar de V 64 en las secclories transversales (proposicié
1.31), éato a su ves tiene como consecuencia el lmmu hecho de que una seccién transversal
intersecta a un conjunto limite en un dnico punto (proposicién 1.33), de donde se pueden deducir
‘1as caracteristicas geométricas de los conjuntos limite en términos de si contienen o no puntos
- singulares. * ‘
Esta propiedad de las secci t les locales en el plano, se pierde en més dimen-

At 1

; en tal caso las

siones, pensemos en el ejemplo de un campo ial en tres
secclones transversales son planos. En caso de que por ejemplo un plano de éstos sea invariante
bajo el flujo entonces se podria pensar en la existencia de una 6rbita periddica. (ver c.ap. 13 de
Hirsch y Smale (15]) o

- Finalmente eélo resta decir que las principales fuentes bibliogréficas en este capftulo son
Sotomayor [29], Hartman [13} y Bendixson [5}. - '




mis cida de este ¢ o8 ag 1 que involucra e método de las iteradas de Picard.

(ver Hirsch y Smale[15)). En esta tesis sin embargo no ee ba d do de wta forms, Is.
 demostradés que aquf se . % es uns g lisacién no muy plicada del método de
l’lcud,qunﬁlluu Itad jdo como de contraccién de fibraa; 1a diferencia

ammmm-qummumhanm,-m npul-doqnu
clatto operador ea contianoy costras, si se agrega que ol campo es de clase C?, unbﬂ-um
" dela existencla y unicidad de scluclonss, la continuidad y diferenciabilidad de las mismss com -
pecto & las condicl iniciales, esto e aprecia en Jos incisos (i) y (ii) dal teorema 1.4., més

_staeme 17. 0 quela diferesciabilidad do las soluciones sumeats tanto como
. hw«h‘“ﬁpm Ea o teorema de Picard Ia unicidad de soluciones e
consecuencia de suponer que ol campo vectorial coatrae (es Lipechits), ssta hipStesls puede ser
mﬂh.dnnﬂumwhbumnw“mwym’mh
ayeda do los teoremaas de Welarstrass y Araels (ver Rudln (26] y Bartle [4]) ve puode ssegurar In
existencia do ol menos una soluciéa para 1a scuaciéa diferencial, eate teorema es conocido como
ol teorema de Peanc (ver Sotomayor [29), Hartman {13) y apéadice de esta tesis). Por dltimo
Kneser probd ea 1937 [17] un resultado més general (ver Hastman {13]), ea doade asegura que

deoqlutodaputal,.punhqunummpormn ducién dela 6 diferencial
.1.1 pasa pov sy, @ contiswo,
.Ea esta secciéa tambiéa se axp algunos ptos bésicos de 1o que es ls teorfa cuali-
tativa clésica, como som ol concepto de Sujo, retrato fase, equivalencia de retratos fase, seccién
- teansversal local y alganos resultados importastes como o de i6n de soluel
¥ & teorema dal finjo tubular. -
Con respecto al coacepto de fiujo, éste se puede eatender como una generalisacién del
pto clisico da soluciéa, e este pto toma forma la idea de Ia teoefa cualitative de
lver una ién diferencial globalments, ésto qulere decir, dar una descripcién detallada’

del comportamiento global de las soluciones para hallar lo que se conoce como el retrato fase
de una ecuscida diferencial o de un campo vectosial.

Seccidn 1.3: Los conceptos de a-limite y w—limite fueron utilizados tanto en las demostra-
ciones do Poincaré como en las de Bendixson aunque ainguno de ellos les lamo de esta forma,
estos coaj 200 muy especiales ya que al os pod b unnldu-muydm&al
comportamiento global de las curvas integrales de un campo vectoeial. El teorema TPB, como

tarleanid

ya se ba dicho, pone a disposicién una para los juntos a—limite y




w=limite de 6rbitas y es un resultado intl teligado al estudio cualitativo de las écuaciones
difereaciales, la d rién que se pre muutub.jonﬂhlupl(dt@ahmﬂm.
de la seccién ioe como el’ de flujo tubular, propiedades de las conjuntos a—Limite
¥ w~limite, conexidad, cerradura; invarisacia, atc.- y ol teorema de la curve de Jordan, sin -
. ambargo este teorema puede ser demostindo sin utilisar Sujo tubular con la ayuds del teorema
de Peiao, e dacir ol resiltado continua sieado vAlldo, con algunas variantes, sin ea o caso en
. que Do 89 cueata con unicided de soluciones (ver Hartmaa [13)), donde se aprecia que Ia prueba -
: dol resultado consideraado éricamente un campo vectorial continuo no dista mucho de la dada
..aqwf, las variantes son esencialmente dos; 1a primara s que el coralario 1.28 y la conclusién (5)
..del TPB, que nos dicen que los 6rbitas ak a los puntos singulares sélo en el limite cuando
“ ol thampo tiende a infinito, pusdan eer al das para tiempos finitos, éeto no significa que ai
_una curva [ntegral que tiene como conjuntas a-Limite y w—limite sendas singularidedes paca
 los tiempos finitos a- ¥ w4 necesariamente su intervalo méximo de definicién es (a-,wy) y Ia
- segunda trats del hecho que entre dos singularidades puede haber una cantidad numerable de
Gebitas (com unicidad weto 880 puede pasar cuando se trata de Ia misma singularidad, ver Melo
y-Palie [19])." El teorema de Ia curva de Jordan (proposicién 1.32) es fand 1 en ambos
casos y una demostracitn de él pusde ser vista en Moise [22] y Do Carmo (8).

" En la demostyacién del TPB que se presenta en este trabajo se puede observar que la
propledad que tienen las secciones transversales locales en el plano de ser difeomorfas & intervalos
ablertos de R, es de particular importancia ya que gracias a tal propiedad (& ala mflnn.idul
dal flujo) se pusde hablar de sucesl 6tonas en las secc ansversales (propokici6
1.31), ésto & su ves tiene como consecuencla el importante hecho de que una seccién transversal
intersecta a un conjunto iimite en un dnico punto (proposicién 1.33), de donde se pueden déducir

las icas geométricas de los conjuntos Limite en términos de si conti o no puntos
Esta propiedad de las {0 Jes locales en el plano, se pierde en més dimen-
siones, pensemos en el ejemplo de un campo ial en tres dj ! ; en tal caso las

secclones transversales son planos. En caso de que por ejemplo un plano de éstos sea Invariante
bajo el flujo entonces se podifa pensar en la existencia de una érbita peﬂédiu. (ver up 13 de
Hirsch y Smale (15])

Finalmente stlo resta decir que las principales fuentes bibllogr‘!lw en este up!tulu son
Sotomayor [29], Hartman [13] y Bendixson (5],

1ii



...~ Capitula 2. S B o : B

,_,,",.ﬁ'vw:‘idn‘l.l:-h,un i6n se 5 resultados idos dal chlculo diferencial en
.,,l'f.lo‘lyculvudupwumdh'uilundanﬂdnd-.hmdudaquqn(ummtm
pusden ser encoutrados en cualquier Ubro de topologia diferenciad en particular en Guillmin
.y Pollack [30] y J. Milsor {31}, éstos aos dan uns ides de Io que s una variedad, funciones
-diferenciables entre variedades y sus terfsticas; com ala definicién de variedad se

puede hacer un rio, hay bl duﬂﬂduuhvuhdd.mtmmm
usvuhdldcunpudomdédeoﬂ dorfl, seguad loulmnnudﬂlomﬁo
snlbhnod.l'ym-udluundonnwutodcl‘.mmw - wta
. seccién se ha trabajado coa la segupds definiciéa, esto sis embargo oo rep un probl

. ya que cualquier variedad sbetracta de dimensitn n puede ser sacajeds ea algin A* com uns &
) lnﬂchltmnupnd-(kzh+1),mmdhdoumoddommndmmdnwuqy
ana demostraciém de) mismo tambiéa pusds verse ea (30} y {21, Un concepto importaate para

comprender 1o qua es ua campo vectorial en uns variedsd o o pto de has tangeute, de
este concepto no ha sido vista su verslén abstracta por no ser necesazia pars mis fines, tambidn
se da una argumentacidn del hacho de qus e hax o aos variedad de di i6a 2n.

Seccidn 2.2: Tenlendo blen definido }o que es &l has tangente de una variedad se pusds hablar
da conceptos como campos vectoriales, ecuacionss diferenciales, finjo local y global (proposi-
clones 2.13 y 2.16). El qjemplo 2.2 es de pacticular importancia ya que constituye un avance
de o que serd tratado en al capitulo 4, ademés ds que los campos racional e frracional cog-
stituyen ajemplos importantes en otras dreas, por ejemplo la Sebita de un puato bajo un flujo
irracional o3 una subvariedad izmarss ea ol toro pero 20 encajada y una Srbits racionsl induce
un homeomocfismo del circulo en &l circulo con al menos una 6rbita periddica.

Seccidn 2.3: Gracias al becho de quo ea 5? ol taorema de s curva de Jordan también e
vilido 1a demostracién del TPB 5o representa trabajo extra a partir de la demostracién dada
en ¢ caso del plano, asd que lo nico que se hizo en esta seccién fue dar un ejemplo para hacer
ver que In hipitesis de finitud de singulatidades es necesaria.

Las principalea fuentes en esta parte fueron Do Carmo (8], l(doy Palls {18), 3. Milnor [21]
y Guillemin y Pollack {30].

Capitulo 3.

Seccidn 3.1: E1 ¢ de lns t t es un Itado que data de la época
de Riemann, la prueba que aqui aparece se puede ver en los libros Do Carmof8] y Hartman

v



[13], esta prueba es debida a H.Hop! . El concepto de {ndice fue utilirado por ves primers por

. Poincaré y mide Ia rot ”'ddumpo‘ ial & lo largo de una curva. El teotema 3.2 nos da
_luupr-idlpmulculudtndladcunmmea“rmlmdoulhmywﬁnmnu

! fécil de calcular queda la inquietud de hallar una forma més geométrica para calcnlar

.ol (ndice de un campo vectorial a lo largo de una curva, Ia respuesta & esta inquistud viene

dada por 1a férmula de Bendixson (ver Androzov [2], Bendixson (5], Do Cazmo [8], Hariman
[13] y seccién 3.4.1 de annadl).Enmeuptmbtuﬁb“nnpndnv«dguupmpldﬁu
del (ndice, entre olles una muy Imp s que siempre es un of entero. Ea el capitulo
5 de Andronov [2] se pued lguncs ejemplos de como se determina el fadice de una

:curva a través de una integral de linea. Endc‘pltnlo 10 de Rudin [26] se trata al indice como

ml-formsdlmend-lynveqneuupfmmpmiouﬂ.._dmhmouyude

‘mostrar que es el mismo {ndice que se conoce de variable compleja (ver Ahifors [1]), con lo que

se hace mds evidents que el indice puede ser tratado como un cuenta vueltas.  El teorema 3.5

_ ea pasticul imp te por que establece una relacién entre camp iales & travée

del (ndice, en los ejemplos de 1a siguient: i6n se observan los alcances de este resultado. -

Seccidn 3.2 : El 38
gularidsdes en su jnteri t ou indice ea cero, este resultado es un caso interesante por
lo sigul Ia d ién que sp en el texto se incluyo porque es aquella que rela-

ciona el concepto de indice con una propiedad cualitativa de las ecuaciones diferenciales, hay

que si o es una curva cerrada que no contiene sin-

.sin emb otras d trac de este Itado, una de ellas aparece en Sotomayor [29] y

otra en Bendixson [5], Ia primera de ellas utilisa fusrtemente el Lema de Zora y es por ello
que no se incluyo en esta tesis, la prueba de Bendixson es més sencilla pues utiliza dnjicamente
el concepto de infimo de un conjunto de nimeros reales, éata es al parecer Ia mds sencilla de
las tres demostraciones. La observacién 3.9 (la esfera no se puede peinar) es consecuencia del
38yesun Itado clisico de Ia topologfa diferencial que hace evid la utilidad del
concepto de indice. En el caso de campos vectoriales lineales, se puede ver que el {ndice de una
singularidad aislada sélo puede ser +1 o —1, segtin i el d i del campo jal en
1a singularidad es positivo o negativo, este resultado puede ser lievado un poco méa lejos como
se hace en el ejemplo 3.2. En el caso de un campo vectorial no lineal un resultado parecido
a éate continua siendo vilido, sélo que en este caso hay que aumentar la hipétesis de que el
determinante de la matris Jacoblana sea distinto de cero en las singularidad
a una eingularidad donde la matris Jacobiana se anula se le lama punto singular degenerado




¥ site ajemplo nos hace ver que os en el caso de singularidades degeneradas en donde es mis
interesante calculas el indice. Para una compreasién cabal de este ejemplo hay que hacer uso
“dal teorema de Hartman, (ver Hartman(13}, Perko (28], Sotomayor [20]) asf como del concepto,
Que 50 se trata em este taxto, de hiperbolicidad y del concepto ds equivalencia topolégica. Los.
ojemplos 3.4 y 3.5 (en donde se calculan directamente a través de una integral los fndices de Tos
campos 37 y 5%) pusden ser generallsados a todos los campos cuyas componentes son las partes
“real @ imaginasia de las fanciones complejas a* y 5, estos campos tienen la curiosa propiedad
de que 1as curvas de aivel de alguas de laa componentes de 3* son una reparametrizacién de
1aa curvas integrales de la scuacia & = F-1(k > 1), més adn estos campos pusden ser utilisa-
dos para coastruir campos vactoriales coa {ndlces arbitrarios, uns pregunts que resulta matoral
despuds de estos ejemplos es 1a sigul tos posible ballar una relacién entre el (ndice de un
cazmpo vectorial em una slngularidad y alguna idad relacionada con ol campo, como en
caso de 1os ajemplos 3.4 ¥ 3.5 ol grado de las componentes dal campo?.

blnmhddnqudmmdnhﬂulmblhu‘-mlllulvuhdld-(ml.

Milsor [31] y Gullemin y Pollack (30).) y por lo taato Ia preguata anteriormente planteada
sigue en ple e ol caso de variedades. '

. Secrion 3.3 Uno de los objetivos de esta parte es dar una clasificacién sencilla de lae
singularidades, baséndose ea ol retsato fass dal campo vectorial cerca de éstas, una primera
clasificaciin se obtiens como consecuencia de TPB, segin dsta hay dos tipos de singularidades:
‘los p de rotacis Ilos es 1o que toda vecindad contlens puntos de rotacida, y los
atractores. Ea ol ajeroplo 3.7 se axhibe un punto de rotacién que no es centro, en los ejemplos
3.8 y 3.9 se aprecian los tipos de singularidades que tlenen los campos lineales, centro, nodo,
foco y uilla; estos ejemplos son sencillos y pueden ser vistos en cualquier libro de 3
difesenciales ordinariss, en particulsr en Hirsch [15] y Perko [25]. De donde se obtienen las
sigulentes consecuencias: o {ndice de un foco o de un centro es 1 y of fndice de una silla s -1,
(ver ajemplo 3.2). -

Seccidn 3.4: En esta seccién ¢l abjetivo es desarrollar una teorfa que permita describir como

s ol retrato fase de una ecuacién diferencial cerca de una singularidad, Esta teotfs permitird

hallar una forma p geométrica para calcular e fndice de cualquier singularidad (a estas *
alturas las que tienen un interds particular son aquellas en donde el determi de la matriz
Jacobiana se anula, es decir, las singularidades deg: das). La proposicién 3.12 asegura que
en una vecindad co! i gida de una singularidad, que no es punto de rotacién,

vi



hydmmnud-dﬁlnuh,(uhqnlmdxlruudndénqunmahdmhﬁm

nudodthnpomo infinitumente) sn {5] Bendixsoa musstra que ol némero de -
' 'td-lolndo.-umwol(udsdmqumcmdaquehnyuohmnhun-mﬂdudhlu
dtdhlhymto laci nulas positives como soluciones nulas negativas, en alg textos
a us tipa pecial de eatas saluciones s¢ las lama ‘ (cusndo éstas se o uss

L

MN&) Uncuohmuqu bids trata B ndixs n ado en Ia vecindad un
puwdn(dnhy-ohmudmodndmunln uza positiva y otra negativa, lo interssante
do-ucuouqutd ingularid ‘pudue: imilada con un punto regular. Las soluclones
' nulnmdapnnﬂﬂdndynquuntnvbdaaﬂuqupodmudlvﬁkdm«brdenn
amdc)ardn que rodea & una singularidad, ea an nd finito de (lemas 3.16
yal!).udodt muuhqudwmmwmﬂnﬁmdchnmhw
o ol mizmo (ver nota 3.5 0 And 12]). Estos tienen otras carscteristicas que los
hmlmwrmt- por ejemplo ai ol interior de una curva de Jordan J puede ser dividido en
mmﬁdndﬁniudetd.wJyuodsmlumnldnpotnmmrnn(nluputm

T, formada por arcos solucién de 1a i6n diferencial original y arcos solucién del campo
ortogond (ver lemas 3.20, 3.21 y 3.22), eeta curva tiene la particularidad que a lo lazgo de eila
el fpdice del campo oct ial puede ser calculado ficil ate ltado o ido como
la(émmisda di (vat i6n 3.4.1). Es particul npnuhutqmnl' ia variacién

' mdddhguloqnefomudcmpommddmaﬂydcmpommndtmteshmm
T, es la misma en la parte de I' que estd en un sector parabélico, Ia diferexcia entre ambas es ¥
en 1a parte de I que est4 en un sector eliptico y —x en Ia parte que cae en un sector hiperbélico.

Estes fsticas se pueden ir en 1a férmula de Bendixson, con Ia cual termina este
capitulo, ) : . .

- Por 1ltimo rests decir que este aundlisis puade ser lievado més lejor basta lograr una de-
cripcidn bastate detallada, de los fase de p iales cerca de puntos slngu-
lases, para mis infc i6n a este respecto ver Arnald (3], Bendixson (5], Hartman {13}, Perko
{25}, estas son también las principales fuentes bibliogrificas de este capitulo,

Capitulo 4.

. Seacion 4.1: En esta ién se ja un pto que es importante en « desarrollo
posterior de In tesis, el pto de conjunto minimal y se dan alys jemplos de conj
nﬁnhndu, el reaultado de mayor importancia en esta seccién es el inciso (¢) de Ia proposicién
4.3 que dice que & un conj es minimal ent es el total 0 es denso en ninguna parte,
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un comentario que también vale la pena hacer es el siguiente, en el plano los dnicos wnjuntol
‘minimales, con respecto al flujo de ua campo ial, son las singularidad y’h"négbhh
certadas, Extos resultados son bastas cidos y se pueden ver en Hartman [13], Melo y
m-m].sam[znysomwm e
Seccidn .‘2 Uno de los objetivos fundamentales de unullluenundcrlmﬂu,hnal
toro.pnnlocnlenhprimmpmedemlwum&lluﬂmumm
Estos pueden ser pensados como las Iterach ivas de un b efismo del cfrealo en el
circulo que preserva 1a orlentacién de la curva, éstos se & en fanclones reales do variab
real estrictamente crecientes y de perfodo uno (ver Denjoy [7], Hartman [13]). Una cantidad,
uodldnuunlqloenunt curva cerrada, que resulta de Importancia fundamental en la teorfa
b es el nt de rotacién. Eate nd yudenrdcﬂnidododlmmnfmu(m
Arziold {3], Denjoy [7), pagian 298 de Guckenheimer [11] y Hartman [13]), sin embargo todas
dhlioleqnlvthm.' Us homeomorfismo del circulo ea si mismo estd relacionado con uaa
Totacién del circulo ¥ en este contexto el némero de rotaciéa puede ser interpretado como Ia
facién p dio del h ef s por ello que Jos fiujos con né de rotac jonal
tienen siempre érbitas peribdicas, éstas resuitan ser muy importantes ya que determizan cesi
por completo la dindmica del flujo (asto quiere decir que si un flujo tieve una Srbita perisdica
de perfodo k entonces todas sus Srbitas perlédicas son de perfodo &k y ol w-1imite de cuslquier
6xbits es una ésbits periédic (ver Nitecki (23]). En ol caso de ¥n fiujo con némero de rotacién
irracional 1a dindmics es més iateresante (el conjunto w—1imite de cualquier Grbita es tods In
curva o e8 denso en pinguas parte). Ea o ejemplo 4.1 se construye un flujo con w-limite
deno en ningusa parte, este ejemplo es debido a Denjoy asl como el teorema 4.11, que dice ol
' queun h efismo con né de rotacion irracional es de clase C? entonces es
topolégh te equival a una rotaciéa, ambos resultados se pueden ver nuevaments en {3},
[7){11) y también en Schwasts {27]. Ean (3] se puede ver una lists de resultados que relacionan
ol nimero de rotacién con la estabilidad de la éebitas.
Segin el tecrema de Denjoy todo b fl del circulo, sufici suave y con
; de rotacién irracional, es topolégi t eqnlvilenunnnnrohdéninadond,quod&

P

cntonces la pregunta-;cuales de estos homeomorfismos siguen siendo suavemente equivalentes - .- - -

a uns rotacién irracional?, Ia resp a esta preg se puede ver en [3] y tiene que ver con
1a forma en que el irracional puede ser imado por racional
En 1976 M. H (14] ¢ 6 que 1a medida del conj de difeomorfi de clase
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C* (k 2 3), con némero de rotacida Ir .',..‘ﬂ'.w.mwﬂ'-"-i gados 8 una rotacién irracional
U ,uquummlupmiadndudelalﬂnjooobncnrvnmnduunudnntmdn
mmhmhmﬂud«ulﬂoudm,uﬁonhgngndunl.pwque
thue!plno damnnupldo cubriente (ver Cxoom {6}, Greenberg [lolynpéndludo-u
’ )ddm,dadondenobtimnmdldmub.johlmﬂuumpommhlmdpluo
uulnjoudm,(vetdcﬂnldénﬂa) Elteomml.u(mSiqd [%))mn.qu
pnntodo ﬂnjocndmo, sin singularidades, se puede encontrar una curva 5o bomotépica a
icuoulquetoduérbluhhmactnyutmvmddﬂujo.uumnmnudegnnmda
vynqupumlu,mmonhub(umuddo,dmﬂuuﬂanuindnmhﬂdndumdtmwn
’umomddudo,.mmoh 08 asociar entoaces un nmero de rotacién y asl
obtener una & —‘ ibn“"‘ d;h" dmica geaerad pqr‘e’l'ﬂn,_‘)q:b‘toqn!m,dod,r_,qne
podemos obtene "'  ién de loa conjuntos w-limite y a-limite do las curvas integrales
Ampo con tan alo conocer e numero de rotacién de Ia fncién de Poincar asociads al
:lup'. El, dimi i es tambié , ib [} unﬂqjonddrcnln,élhpnedo
‘. cﬂnldoentododtoromedlmu\mpmcmqnenwnouwmohlumdénddﬂqjoy
obmnuﬂqbendmwnnndlumluwmddn. hdguluupmpidaddohlcmun
dm,lm414,utmbﬁndemlmmdmdm lents nCnon“

t dem iado el mismo ni de 36 ’

Seccufn(l Ectlncci(mende cmdullmporund.yutLbu&d;prindpnlmmueneltra-
bljodeN Markley [lslndondnuunbkuqumhbohﬂadelﬂdn todo punto recurrente
upu'lédieo Este e un mn!udomhﬁmuquoel demonndoporxmmlm todo
ﬂqjownthnoenltbouﬂndelﬂdn nln llmh:idadu,thuunséxblhpalédlu Asf como el
plnouun pacio cubri deltom(v jas a que se puede ver como un espacio cociente del
phno ,'j C, modul ln. lacién de equivalencia definid pordpﬁpodutnnlformldon-
T), ésteesasu vesun uptdo cubriente de dos hojas de a botella de Kiein, (uuuelognme-

£, "

lacid

gando la transformacién Kz = # +1/2 al grupo de t T qued Ia
i cubsi del

toro), lo cual quiere decir que hay un homeomorfismo local A tal que la imagen inversa de un

lejo es un

pLoJy P

de equivalencia que se utiliza para hacer ver que el plano

punto en el toro son dos puntol en la botella. La demostracién dada por Markley sigue. las
ll‘uientu ideas. Enel !uro toda Stbita recurrente y no periédica tiene nimero de rotacion irra-
qnnnl (teorema 4.20) y 8i dos 6rbxtu son recurrentes y no peridicas entonces tienen el mismo



“némero de rotacén (corolario 4.21), Laimgcnlnvmadeuntdrblnpoumvtmmlemmnte
- y no periédica en Ia botella de lﬂdnlonduﬁrbitu,mdm nopuiwcuypoduvunnu
‘mnnm.qndodmdnnnwnaquuhboun.u eriédic {t »V 42’.') Finalr
"upmhdmd.h-uddqunnhbldnm ' ’ .
Seccidri 4:4: Fu esta seccile bésicaments com dos resultados; ol primaro (
"lu).moddownodmd-l’dnnﬂ(mCmm[o].ymu-lonunhl-cm‘
’Docmm)yﬂ“'dd‘lhueudub Ins Galcas 2-variedsdes compactss, e las que
umddnhumpomahldndulhﬂddnmhqmﬁnnmuo,m
’Mdﬁeklhlubhnedhnhﬂuqu.uunpodnmmd-nhmnﬁbndo-
Hﬂb-mz—Mde dqudo-dteonmdnsdm(lm).
 dste caracterisa los conjentos misimales do un 410 de clase C7 an una 2-variedad compacta,
deatro de los cuales kay las sigulentes posibilidades, érbitas periddicas, puntos slagulares o
Ia veriedad completa (ges om tal caso tendris que ser homeomarta al toro). La demostraciée
de ‘wte Importante renltado se pusde ver em Schwarts [27] y Ia prusha esté bassda ea ol
- teorema de Deajoy (tecrems 4.11), de In sigulente forma. Si existiess un conjunto minimal ea
1a variedad distiato de estos tres casos eat s posible coastruir una fuacién de Polacaré
que o8 de clase C?, con derivads positive y que tiese como coajunto w-lUmite ¥a comjusto
denso en alnguas parts, 1o cual constituye uaa contradiccida coa ol teorema 4.11. Schwarts, ais
embargo, demusstra directamente qua una fanciéa cou tales terist! lﬂpl*‘lllﬁl.
"La MipStasis # € C* del teorems 4.30 = suflcleate, ya que con ayuds del wjemplo 4.1.
podemos construlz ua Sujo sobre  toro con ua conjuatominimal distinto de los casce anteriores.

Con o teoremsa de Schwarts oo alcanzala varsida (publicads) més 1 de un teorema dal tipo
Poiacaré-Beadixson. Ex ol a0 105¢ F. Haas en [12] 1 d un equivaleate
‘al teorema 4.30 pero Ia prueba que dio era errdaea (ver Peixoto [24]). Laidea errénes eca, sagua
Paixzoto, allrmar que ua homsomorfsmo dal circulo o3 ol circulo definido sol te alreded
de clertos puntos puade ser exteadido a todo el cireulo. Peixoto tambiéa construye usa familia
de flujos denson en cualguier 2—variedad comp )

La mayor parte de los resultados aqui expuestos forman parte de Ia teorfa de Polncaré-
Beadixson clésica, la idea es reunir todos éstos en un solo trabajo que muestre el camino que
han seguido las ideas iniclalment iadas por Poincaré en el plano y de como éstas pueden

Devadas a superfici tas sin tener que andar saltando entre Ia bibliografia original,

sin emb todos los resultados pueden ser Ttados di te en las referencias que se




lndleunhdcud&m-lmlo ' : :

Enuulbmlumulpadhomdguadclumduduquumllolnp
dnlntuhyquomfumnmblduu-mmnw.momIaldudnhmrntnhjo‘
utoeununldoydnﬁdlhctm-uumdhdau de disti libros y pueden ser
eunlndudlmmulu-dh-

Eduardo Mora Dosato.
Ciudad Universitaria.
México D.F.
Eaero de 1005,
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cﬁp;tulol B

TEORfA CUALITATIVA. - = -

1.1 Elémentoo de 1a teorfa cualitativa de las ecuaciones difer- »
enciales.

Inlciaremos el estudio de s de ecuacicaes diferenciales del tipo: -

© 3= X1(21, 0+ 2n)

n = Xn(21,"°, Zn)

1! d 6 (ee decir independi ddl ti ). Doade X; es una fancién de R* en

R. Para estos 4 Ig: veces tend Ruch explicitas, pero la mayor parte del
tiempo trabajaremos sol te con eoluck proximadas. Estas Gltimas las obtendremos a
través del estudio de las funciones X;, que nos propores 4n lo que 1l e

fase; de las propiedades cualitativas de las soluci de estos sl

Una propiedad que di con detenimiento serd el p jento de las soluci

@(t) con t € R, en el caso particular en que ¢ — +0o . Los puntos z en los que todas las
funciones X; se anulan, tendrén un especial interés para nosotros y haremos una clasificacién
de estos puntos cuando n = 2 . Otros ohjetoi importantes en nuestro estudio serdn Jas 6rbitas
p lucj n al punto de partida y los conjuntos limites, & los que

podemoe definir de una intuitiva como los conj 'donde las 6rbitas naceny mueren.

e

es decir

que

%

Aahid.

El cuerpo fund tal de este capftulolo f ! Itados que en su mayorfa son
a Poincaré ; el teorema méa importante es el de Poincaré-Bendi De este h




mis tarde, un estudio de su liracién debida a Sch [27] y estudi bién el
caso particular de ecuaciones de este tipo en una variedad no orientable como la botella de

“Kien.[18) o
En este capitulo esb Iganos de los fund dela teorfa cualitativa de las ecua-

ciones difereaciales, los resultados de I sigilente seccién pusden ser consultados principalmente

«a [29], sin embargo ea alguncs de ellos ap citas alternativa :

1.2 Campos vectoriales y flujos.

S-ACR’nnwmm.uwwwthc‘,lSESw-nnu

fancién X : A — R? de clase C*. A este campo le asoci Ia ecuacién diferencial
&= X(z) .(l.l)
z(0)==,
diremos que ¢ : I.C R — A C R? es una solucién de 1.1 si:
) —
4 =X 12)

v(0) =z,

tamhig;

apeele curva integral de X o de la ecuacién diferencial 1.1, Una soludéa
@i 1~ A e una solucién méxima de 1.1; & dada otra solucién ¢ : J ~ A tal que I € J y
¥ 1= o, eatonces ¢ = ¢, en este caso I recibe ol nombre de intervalo méximo.

Un punto 2 € A tal que X (=) = 0 se llama punto singular de X y si z € A no es punto
singular entonces se Llama punto regular de X. En un puato singular la curva ¢ (t) = 2 o
solucién de 1.1 y ademés / = R yaque:

O=¢'@)=X(p(t))=X(z) ;YteR

~Alacurvaintegral de X tal que z(0) = ¢ la denotaremos o (r,{) . Una interpretacién simple
para el pto de solucién es la sigui p que en una cierts regién del plano,

definid

una funcién que a cada punto de tal regién le asocia una flecha, el valor del
campo vectorial en ese punto (ver figura 1.1). Sea ¢ una curva p rizads en K2, di
que y es una curva integral del campo vectarial sl el valor de ¢/(t) coincide con la flecha en




P ). Usia ecuacién como 1.1, que tio depende del tiempo; se Hama ;uwn:mt_. R

Figura 1-1:

B 3.

‘n ath “b'unpl‘rdeilmuqnevun.m.imnp.ulltdmutndhdc
un importante teorema: .

Lema 1.1 : Sea {Cn} una ién de nu reales no negativos, talea que {Cy} — 0 y sea
0<A<. Si o

»
D 30+
L~ s
entonces op — 0.

Demp-tneibn. Sea My = sup{C;|i > k} tenemos que M) ~ O0ai k. — o , ya que
C; — 0. Nos fijamas abora en el numero (3], entoncessi k = (3}

On = Ty AP71C; = Ehuy MG+ Slkyyy I
S Mo Ty A My Ty A

< Mo(3ER) + ML)
y es claro que cuando n — 0o ambos términos tienden a cero. O
Recordemos que F es una A—contraccién si

d(F (=), F(y)) < M(z,¥)

con0<A<1.



' Lema 1.3 : Sea Fy una sucerion de A-ce iones en un espacio métrico (Y,d). S(pam

B

toda y € Y la sucesion Fu(y) converge a F, (y). Ent F, et
" denotaremos por y, a s tnico punta ﬁ)o, #i yy s un punlo cualquum enY undmnw que la .
cmndn definida par

n=F00),n=Fa(n) = Fal-1)
convergeag, & n— co. A un pt[ntoﬁo como y, s¢ le llama atractor,

Dnmootndém Observemos que la unicidad de y, es también lnmod!-h. ya que iye
om punto fijo distinto, entonces:

A ¥) = dE () o (0°) S M0 d7) <d(und®)

PR

Demostrar Ia convergencia es una tarea un poco més laborioss. Como sabemos:

¥n = (FuFao1 -+ F1) (s0)

¥ mediante una ad da aplicacién de Ia desigualdad del trikngul que:

d(pg) < dlw By Fi()) + (Fa - Fi(w) )
d(FaFi(po) Fas o  Fi(w)) + 4 (Fa- - Fi(w) i)
A (Fa-y o Fi(w), Foer o Fl(yu» +d(Fy By (), Fa ()
d(Fu()st)
And (0, p0) + d (Fa o Fi () Fa (W) + d(Fa (W) 1 0)
And (yo, o) + Ad (Fucr -« Fi (i) 1) + 4 (Fa (1) 1 )
Ad(po, p) + d(Fa (), o) + Ad (Faoa (1) 1 0)
Md(Foa (o) 1)+ -+ AV M (R () )

n

+ IAIAIAN 4+ A

por dltimo obtenemos la desigualdad:

n=1
d(¥ns ) < A% (1o, 0) + ?::\"d(i'--.- (W) )
=0

y aplicando el Lema i d hacer la suma tan pequeiia como queramos; por atra

P

una A -



- parte es claro que ol otra término tiende a cero cuando B oo ¥ por consigniente

d(Pni#) ~ 0 ‘coandon —» 00 '
o L FR PR

Estan lhnun 4"" de iar y probar una serie de resultados que serén s
bucdon-tmprlmnnﬂdl : .

TEOREMA 1.3 (de contraccidn de fibras) : Sean(X;, dy) y (X3, l,) dos ezpacios métricu
completos y £: Xy X X3 ~ Xy x X3 um]um:uin de la forma;

F(aum) = (R(a),F(z,n)

supongamos que:
a) By :X‘ '—'lel tiene ;«n punto fijo atractor py.
b} La funcidn z ~ Fa(z,23) es continua en Xy, para todo‘zgle X-‘..

¢} para todo zy € Xy, la funcidn Fp 4, : Xa ~ X; definida de la siguiente forma Fj o; (z_,)'=‘
Fa(z1,21) es una A—~contraccidn,

Entonces si p; denotn al xinico punto fijo de F 5,, el punto p = (py, ;) es un punto fijo
atractor de P,

Demostracién: Sea 2% = (29,29) y 21, = F* (29) tenemos entonces que:

P (20)

(@100 P (29) = (210, Fpp (=9)
(%10 + (Bouy., -+ Frg) (=B))

para 23, € X, y como para toda 7 € Xy ; F; es una A—-contraccién en X3, si hacemos
Fo = Fag,, resulta por el lema 1.2. que cuando n ~ oo, (2% = (p;,;1). O

Con la ayuda de este lema probaremon e} sigulente:

TEOREMA 1.4 (de diferencibilidad local) : Sea X una funcidn de clase C* definida en

un abierto A C R?, para toda :o € A ezisten nimeros pomwoa a,B y una dnica funcién o de
clase C? en: .

JaxBp={(t)z) |Ith<a,]z-20| < B}

9



éor-i valores C;lAlﬂl que: ‘
) DD = BN =XeEAN PO

' l"') DiDsp(tiz) = DX (p(t,2)) Daw (t,2); ¥ (h2) € Lo X Bp.

. Demostracién: Sub>0nlqu3.c{: 2= :o|<b)§A lunm
= sup[IDX (¢ (t,8))||;2z € By. tomemos ademés a y 9 tales que cumpln Ias condldm “
am+ﬂ<1yA al<1. - : coh T ONE
Sea C e espac tlelu‘ i " dcl.xﬂpcnﬂhdoudodellmélﬂu

d{p,¥) = suple(t,z) - ¥(1,3)] .V (t,2) € La X Bp

d por £ al espacio de fanciones lineales de R3en R’mlsnom“z"=|np{|h|]|al#l}.

Sea C, el espacio de funci tadas y conti dal..prenCdondodahmétﬁu.

d(,9) =sup l|w(t.=) &(t.z)n V (te)€lax By
Definamos F : C — C como:
. ‘ ' !
_ F) o) =2+ [ X(p(o,8))do SRR )
y definimos también £ : € x C, — C, de a siguiente forma: ' s
t o
B =1 + [ DX(p(n2)(s2)ds
donde I denota la identidad de R? en R?, Ia funcién F = ( ) fv") tiene la siguientes propiedades
a) F es una A—contraccién.

d(F(¢), F($)) = sup|f3 X (p(0,2)) - X (w(02)) ds|
= wup|f3 DX (p(s,2))ds]l¢(s,2) - ¥ (s,)]
< | ‘e dalluplv(l z) = ¥(a,z)| < Ad(p,¥)

que estd definida en el que une a @ con Y.

26

dondé @ es una fi
De los lemas anteriores se deduce que F tiene un dnico punto fijo p € C.

10



5)F(w.(p)unn-funddncontinnlencpmloday‘:ec,,quu&-eombacbyM- .
DX e ' t elnnlﬂ " uﬂ.ypotmdnhnh '

d(F(p) F(9)= sup ﬂ!& [DX (w(O. a)) -ox (¥ (s, 8))] 9 (s, s)‘cﬂ
< eMa .

siempre que d(p,¥) < § y donde M = - suplgl. .
©) B, (¢#) = F (0, %) es también una A—contraccién debido a que'

a(k, @),k (¥)) = -up{uhw) K (*)ll}
i wup |3 [DX (0)¢ - DX (p)¥] o] -
sup "[; DX (¢) (P i) “H

s tommp =¥ [ < eop]i (6 9)
= e |
e declr, Ia aplicacién F* = (F, F) satisface las hipstesls del de ién de fibras.

Por lo tanto #' tiene un dnico punto fijo @ = (i, %), de donde obtenemos que:

= (09) = F@) = (F0) . F (0, 9)
lo cual quiere decir, segin la ecuacién 1.3 que:
(]
o=F@)=s+ [ X(p(an)de

¥y por ¥ltimo detivando ¢ con resp de t 11 al Itado desead

B2 =X (o, 7))
v(0,z)=2

y asf la pri parte del t ha sido probada. Parad 1a otra parte construiremos
1a sucesién £ (g (2)) como sigue:

F(@0(2)) = (on (1,2),8n (1, 2))
o(z)=(=,1)

abiora bien como F™ ($g(2)) = @a(2) = (¥, n): €8 claro que py ~ , G — ¢ uniformemente

11



epl.xA‘Bp.)Slr‘.’ Mmas cob respect A:h‘ 16 p...cnmo:b
o=t [ Xn(aand

eiomces:

By =1 f‘/','n{(wg'(O.S))éb(f; .

’ "yn que ﬁ(c.;) = I = o (s, 8), s suponsmos Ia féemula:

D=1+ fox (P2 (0:0) Bagas (08) da = a2

y .." ll"[’d!v..' qu:
" )
D=1 + [ DX (pr-1(8,) Dagr-r(0,3) ds
y ;pliwado:hon 1a Séemula anterior nos queda que:
l‘ .
Dypu=1I + /° DX (pa-1(8,2)) pu-rds
por lo tanto: )
) Dy = pn, YR € N;
. Dyp = Dylimpn = lim Dypn = lim e = ¢
es decir obtuvimos :
. o .
Dyp=1 + [ DX (o(s,2)) Dsp(s,2) do
derivando con respecto a ¢ el resultado es:
D\Dyp= DX (p(s,x)) Dsp(a,z)

que es lo que querfamos demostrar, O

El terior tiene un & trict local. El 1.4 nos

la

existencia de a = a{p,2p) y # = A(@,x0). Supongamos que tenemos un punto xy € A, por
el teorema 14, existen ay J tales que en I, x Bg la ecuacién 1.1 con z(0) = 2o tiene una
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‘dniea‘solucién @  Zuty) = T, - A que cumple con la condicién Inlcial, pero, pensemos a el
siguiente caso; sea t € I, tal que p(t,2,) = =1, por ¢l te ma 14, la ecuacié
(18) & = X (z) con condicién ialcial s (0) = 3, tiene una daca solucién @ : Iy — A tal que’
$(0) = 51, y Ia pregunta es abora, ;comio es relacionsn las fancionss @ con & y low intervalos J,
ml;? Obvi te, para 1a resp mis satisfactori urfnqnw wcnl.nlg,
'ltnvﬁdddguhhrmnmlntopmbmu quelto-unhuhn : -

Parasimplificar 1l (a, ) ala intersaccién InTpysead = {IE (a.i) | qp(t) ¢(t))
das Aes do por ser la imag: inmddObajohfudénh(t):p(t) - @(t) que
o oontlnn por ¢l teoremal.4. Si ahora fijamos nuestra atencién en algin ¢ € 4, nusvamente
la ecusclén (1b) & = X (2) con 2(0) = y = ¢(t1, %) tiene uns iinica solucién ¢ en algin

" intervalo Iy, notemos que para # positiva sufic pequefia la funcié }(a) =p(t1+4)
es tal que cumple con 1a relacién: - I v ’
V= t@+o=X(pti+0)=X(H®) e

es decir es una solucién de la ecuacién (1b) ya que también $(0) = @ (f) = y, de donde
obtenemos por el teorema 1.4. que p = ¢ en (a,8) 11 Iy, podemos repetir el mlsmo argumento °
‘pmgbyﬁywndu.quugb ¥, por consigulente @ = ¢ en (a,3)N Iy por lo tanto A es ablerto
‘en (n,l)ynn g de ided nos conduce a que A = (a,b) y finalmente G = p en
l, nl;.

Ls rdu.ibn 1. 4 o8 una ecuacién muy importante ya que tiene lu liguhntu conucmdu
si definimos la funcién z(s) = @(t+ 8, 3,), esta nueva funclén asf como « son soluciones de
(1a), pero como t+ 8 € I,, tenemon que s € I, — ¢t G Iy, ya que 2(0) = ¢ (2,2,) = 2;, por otra
parte como z (—t) = 2, ¥ z(8 — t) = (8, 2,) entonces s € Iy, +t G I, por lo tanto Iy, S I,
-t y por dltimo: '

L=ly—t={r—-tirel,)

h (3 4. elt £

14

Lema 1.8 : Si X es un campo vectorial de clase C* en un abierto A C R3, dado z € A
construimos el intervalo mdzimo I, como sigue, sea  : I, — A la solucion dada por el teorema
1.4 a la ecuacidn diferencial (1) # = X (z) con condicion inicial z(0) = z, donde z recorre

todos los puntos en A, sea pues I, = UI,, entonces:
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’ g) Po: I, -4 deﬁmda como Vc(‘) ¢(l) para t € I, es la dnica solucidn, md:ama de X
tnlquz:(o) s, '

.rb)SltEI,ygup(l:)enumceal,sl--g—(r ‘|"€ln)vrlnlo‘0¢el,n
cumpklauulladw(a,') @w@+ass). 0 - i

Mt-dlpuuln.tnﬂﬂmomdnm-dn, qunftd nbm-ld.t«hl
Athﬂdﬂd‘hiphshm ) :

ERENIR ST

Proposicién 1.0 ; Sea X un umpo uctorialde clase C? en un abuno A Q R’, enkmcu el
éonfunto: < - TR e
D—{(l,s)lte!.vseA)

e cherto en R’, adem-u w(l, l) es un juncldn de clan C! en D ¥ T
Di\Dyp(t,2) = DX (w(t,3)) Dap (i) .~ | © (18)
para todo (t,z) € D con I, el intervalo mdzimo donde ¢ es solucidn de la ecuacidn 1.1, .

- Demostracién: Sea C el conj thlntel.,&duquou'hmvedndnduAdnyB
tluownluproplednldequ.lxncD,qp(t.s)udcdn-C‘yuﬁlﬁuls Sean también
a-lupl..ﬁ—inll.,.a—lan,r:inlC,mlpmbudpndeignddldudgumtq.
a=a,0 =r. Pordteorama 1.4. C es un conjunto no vacio. Vmuaﬁunmtnmdéna‘n
dp“lo ©(0,2,) = 21, sabemos que existen vecindades F de s y B de 2, tales g que qp(t,:‘)u
dndnnc"yuﬁtfwelbenlxn también se le 1a sigui lacié

pltz)=pt-a2) o (18)

Sea ¢ > 0, pot continuidad de p existen 4 < stales ques—w < ey u+c€ L,y B
una vecindad de z; con la propledad de que siempre que y € B se cumple @ (u,y) € B, ahora
bien sea y ¢ B entonces w(t,y) € B, es de clase C! y satisface 1.5, ésto se puede verificar
directamente, ya que por 1.6 para toda z € B se cumple:

p(tz)= o(t-ue(yz)

14



derivando obtenemos: = -
GRE Dyp(82) =" Dap(t - %, p(%,2)) Daip (%, )
¥y como ¢ —w'< & tenemos que 't — % € C por lo tanto: 1

DyDyp(t,2) =  [D1Dyp (8 — %, (w, 2))) Dyp (w,8)
[DX(p(t~ v, p (%, 2)) Dap (t ~ v, p (v, 3))] Dzw (m =)
DX(w(t v, (%, 2))) Dap (8 - mv(w:))
DX (p(t,2)) DIV(‘- )

"

dedondeobtmamuqu wte€C, petoi+r:>aloculenuncontndlcd6nyhumfomn
de cvlmlouquaa—c,wnnn tnnmlento lnﬂo;ou pnode probar quep-ryporlo taato
D ea abjerto. O

.. Hallegado al fin el tode el més g 1 de t de

TEO&EMA 1.7 (de dlf-'enchbmdld global) : Sea X un campo uec!oru:l dc case C' i
> l, A un abierto de R3, entonces se cumplen

. __u)_ _qua)olada punto z € A existe un abierto I, donde estd definida una dnica solucidn oy :
] I.fo A_mlaecuacio’n diferencial £ = X (z) con2(0) = 2. . .

b) Site Ip yy =p(t,z) entonces £y, = Iy~ t = {r—tlre L) yp(a,y) = p(t+a,3)
. paratodos€ l,

" '¢) El confunto D = {(t,2) [t € I, y = € A} es abierto en R® y la apllcacndn P D —~ R
deﬂmdn parw(l, %) = e (1) es de clase C" en R’

Demo.tnelén La parte (c) del teorema Ia probaremos utilizando induccién, el cason = 1
bado por la proposicié , SUp valido el caso n = k — 1, es decir en el
cas0 de un campo vectorial de clase C*=1; i es de clase C*~1, supongamos que X en un campo

queda p

de clase C*, vamos a probar que ¢ es de clase C*, defl el sigui campo

F(z,L) = (X(z),DX(z)-L)

15



donde L es una matris 2 x 2, plaat. abora la sigui ion diferencial

(8,1 = F(s,L) = (X (), DX(s): L) an’

F o8 un campo de clase C*-? y aplicando la hipétesis de induccion t que: ... .

(g al

'('.I.Y) (e (t9), D:v(t.v) Yy

- -nnnhdé- dadunC“" dc ho:udén 17 alto \tmmo dnbidonque Dyp(t,9) Y e

soliacion de la ecuncién: .
=DX(2) L

’ gndu .l-_i;wm-,

' - DiDaw(t,9) = DX (p(1,¥)) Dap (8, ¥)

'y como ¢ es de clase C¥-1, Dyp'es de clage Ch-1 en D, ademis como X es de clase C'ygpes
de clase C*=1, Dy = X - ¢ es de clase C*-1, por lo tanto p es de clase C'whlomnlqged.
pmbadudindn(e)ddmnu,lo-incioul(l)y(h)lon i ddlamsy, po icid
anteriorss por lo cual no d una prueba explici de tales incisos. O

Corolario 1.8 : Sea X un campo vectorial C* en A C R, si 2 € A y I, = (a,b) es tal que
b < oo (respecti te @ > ~00 ) @=(t) tiende a OA cuando t — b, esto es, para
_ todo compacto K G A existe ¢ > 0 talque sit € [b— &,b) entonces . (t) ¢ K.

) tracién: Supong; , ri a lo que g probar, que si t, — b
-entonces g (6a) G K con K ompacto por igui hay nna sub ' 0 aun
puntoen K, es decir @, (14) — 2o € K , sab por el terior que en el rectéagulo,

By x I, C D donde By = {jy — 2ol < b} y Io = {It| < a} hay una solucién para la ecuacién
& = X(2) con 2(0) = y € B, tal que los flujos se relacionan de 1a forma:

Pa(ta +8) = iy (s)

y como 0 < |a| < a tenemos que gracias a t4 — b entonces ¢4 + 2 > b, lo cual resulta ser la
tradiccién que establece el a

Antes de i se hace ia una definicién que simplifique el lenguaje que hasta
ahora hemoe usado:

16



.. Definicién 1.9 : La aplicacidn ¢ : D -+ A dada mw(t. £) = @, (1) se llama ﬂqio generado
* por el campo vcclorial X.

‘TEOREMA 1.10 : Sea X un campo vectorial de clase C*, k > 1, entnmcu:,:
a) El flujo  generado por X es de clase C*.

b) SiD=RxA ent @ define un A A entre el grupo aditivo de los nimeroa .
reales y el grupo de los difeomorfismos C”. con la operacidn de composicidn.

<D i6n: a) Es ia directa del 1300 A e
‘b) Es in de las propledades del fujo ¢ (0,2) =z y p(t+8,2) = (¢ (s,2)). O
Ellnwmfldtlmumbnonpuodnuuibhmollepotlocmlculdmpu
: Qnmquwuellqjolouldox
. Pod lair que i ucmpovectoﬂan,MnldonobnnlguundénA de
- clase C*, ent: e flujo jado al campo ! es una aplicacién no solo inua sino
una aplicacién de clase C*.
La teorfs cualitativa de las ecuaciones diferenciales utilisa el concepto de retrato fase de un
i6m diferencial, nos dispon 08 abora s exponer alg Mmmdammuyto.

Definicién 1.11 : Al
que g€ 7y, i y solo 87y = 7,

njunto 7y = {p(t,p) | t € I} se le llama drbita de X por p, obnerveu

1 (s 1 14

El. eore que. yp a nos dice como son 1as érbitas de
x"in A N .nml un‘.ln\ll

Definicién 1.12 : El conj A dado por la descomposicidn en drbitas de X se llama retrato
fase de X

Qah

gracias a los de existencia que por cualquier punto pasa una 6rbita y que

dos 6rbitas que se intersectan son iguales por lo que tiene sentido hablar del retrato fase de X.

El que a conti i6 i es io para tener una idea precisa de lo que
el retrato fase es. En la prueba del mismo utili un ltado de Algebra que no serd

d do ver d i6n en [29).

Lema 1.18 ; Todo grupo aditivo C # {0} de R es de la forma rZ conr > 0 6 es denso en R.

17



‘. TEOREMA 1.14 : Si @ es un sol cidn mdzima de' X, deff

da‘en I, s0lo se cumple 'una de

las siguientes alternativas: : R
a) @ es ingectiva,
b) I= R y ¢ es contante. . R L e

.¢) I'm Ry es periddica, es decir existe v > 0 tal que p(t +v) = p(t) paratodo t € Ry
ademds i tyy t3 son tales que |ty — 3} < T entoncesp(ty) ¥ ¢ (ta).” s

Demostracién: Supoagam quvno-hy«ﬁn,umwaxi-mhyhelcﬁ
. que 9(t) = @(t2), vea ¢ = #3- t;, vamos & definir la siguiente fancién; ¢ : [ty t3+ ¢} — a
. como sigue: ¥(2) = @(8—c) e claro que ¥ @ bién una curva integral de X, y ademd
¢(‘zj= #{t1) = ¢ (t3) por unicidad de soluci que [ta, 43 + €] C T y como R puede
.. saz cublerto por intervalos de Ia forma [ty, 13+, [ta + €, + 2chulta + (m = 1)e, by + nel,..
.. podemos ver que J = Ilyquv(l) v(t+c)dte[!,,l,-}-c].porlotutow(l)—w(l+c)
pars tado ¢ € R, Aijé en el j

C={ceR|p(t)=¢p(t+c)YteR}
C e un conjunto que tiene estructura de grupo aditivo ya que ¢ (8) = (8 + 0), de donde
0 € C; o c,d € C entonces ¢(t) = p(t+¢) = ¢(t+ ¢+ d) por consiguiente c+d € C y sl

¢ € C tenemos que —c € C ya que p(t) = p(H-c—c)pmﬁlllmoCeicenadoyaqned{c,)
uunnuedénmcmqm{c.} c’c’utimCytque

w(t+e)=p(t+limes) = p(m(t +en)) = Umep(t+ea) = (1)

de lo anterior obtenemos que C = rZ, 0 que C es denso en R pero por ser cerrado .mtanw
C =R,y por lo tanto coacluimas que en el primer caso p es periédica y en'el segundo @ es
constante. O

Nota 1.1 : La relacidn g ~ p 8i y solo 8i g € 7, €8 una relacidn de equivalencia.

a4

Abora vamos a dar un par de definiciones que serén itiles

fase de campos vectoriales. Para més informacién al respecto ver [3].
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Definicién 1.18 : Sean Xy y X3 dos campos vectoriales definidos en los abiertos Ay, Ay re-
spectivamente, diremos que X, es topologi te equival a X; d eziste un homeo-
morfismo h : A1 — Aj ‘tal que h lleva drbitas de Xy en drbitas de X, ea decir: sip€ Ay y
7y €3 la drbita de Xy que pasa por p entonces h(7y) es la drbita de Xy que pasa por K(p), o
adcm.da tenemos gue A ea una funcidn de clase C" entonces decimos que Xy es C* —ewij_n!emé
e X3 : ’ ’

Definieidn 1,10 : Siy : Dy~ RB*, ¢3: Dy — R™ s0n los flujos generados por los campos
.. vectoriales Xy y Xy respectivamente, vamos a decir que Xy es topoldgicamente conjugado a X
‘cuando eziste un homeomorfismo A: Dy — Dy tal que A(p1 (1, 2)) = ¢a(t, h(z)), cuando h es )
ademds un difeomorfumo de clase C" entonces decimos que X es Cr-congugado a X3,

. Lema 1.17 : Sean Xy : Ay — RB*, X3: A+ B cqmpudeclauC'ﬁh:A;—eA;.unC'
. difeomorfismo, entonces h es una C*—conjugacidn entre Xy y X3 #i y solamente si:

Dhy Xy (p) = Xa (A(p))
. T VpeD, ) )
D ién: Supong que A es tal que satisface la ecuacién de arriba, ésto quiere decir

...que h (1 (1,p)) o8 solucién de la i6n diferencial # = Xy(z) con 2(0) = A(p), ya que si
dezivamos, obtenemos: »

Dh(spr (8, 9)) Dys (4,8} = Dh{sr (t,p)) X1 (i1 (1,P))
. ‘ = Xa(h(p1(t,P))
donde ¢ (1, p) es el flujo g do por X, y ademé ple que A (1 (0,p)) = h(p). Sipaes
"¢l flnjo generado por X; tenemos que: : e

h(er (t,9)) = wa(t, b (p))

debido a que 3 (0,A(p)) = A (p); esta igualdad es in del t 1.7.
Supongamos ahora que 8i 1y 3 son los flujos generados por X; y X, respectivamente

entonces:

Al (4,p)) = w3 (8, A (p))
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& detivi 1a relacién obtend quer

o DA (,9) - Dipr(t,9) = Dipr (A (5. .
Lk e o, DM@ (b)) Xa(p(tp)) = Xz(w(f,h(r)))

: y pmt-Oobw
Dhy X1 (9) = Xa (A (p))

“com lo caal se coacluye la prueba dal lema. O °
lhumnpuntodnumbwnuntmmqumﬂﬂmudollqudmmtodo
o e de Poincaré-Bendixson, pero antes d una definicié sia para
enunciar dicho teorems: ’ o : o N

Definicién 1.18 : Sea X un campo vectorial de clase C*, A C R* , y A'C R*? abiertos, una
aplicacidn C* , f: A — R*"1 se llama secciin transversal local de X, cuando para cualquier
a € A Df(a)(R*") y X(/(a)) generan a todo R*, si f : A — £ es un homeomorfismo
diremos que £ es una seccidn transversal de X!

TEOREMA 1.19 {(del flujo tubular) [19]. Sea p un punto no singular de X un campo

vectorial de.clase C* y f : A~ T una seccidn transversal local de X de clase C* con f(0) = p.
" Entonces egiste una vecindad V de p € A y un difeomorfumo b : V — (—¢,6) x B de clase

C’, con€e > 0 y B una bola abierta en R™~} con centro en el origen 0 = f~1(p) tales que:

a) A(ENV)= {0} x B.
b) A es una C” conjugacidn entre X |y y el campo Y : (~¢,6) x B — R™ ¥ = (1,0,..0).

D tracién : (enlad tracién de este utili el de ]a funcié
inversa, ver capftulo 2).
Como sabemos £ = f(A4) C A, Tiene sentido definir la signiente funcién:

F(t,a) = (t, f(a)) con (t,a) € Lya) X A

notemos que F(0,8) = ¢(0,f(a)) = f(a) € £V a € A, Vamos a probar que F es un
difeomocfismo local en {§ = (0, 0) entre {(t,a) | (2, f(a)) € A} C R" y A, para lo cual vamos a

IAL= f(A)la d con la t induci
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probas que D; F(D) es no singular. Si calculamos:
v ;Jvlr(;.a) = Dip(t, (@) = X(p(t,S ()
¥ evaluamos en (¢,a) = (o,o)_oﬁinemu que: |
| | DiFO,0=X(e0,/O) =X e
pox otz parte, Ia forma ea que defisimon F implica que:

F(t,0)= 9. 1@)) = 0(t,fs (8) s ou1 (6))
DyF(0,0)= Dyp(0,£i (8) s fout (a)) = Dj-rf (0) con 5> 2

Ly wmof es seccid Jen 0 € At que {D;.1f(0)}}.; ¥ X(p) fam‘un inn
* “base de R entonces Dy F (0,0) &w no singular, y por el teorema de Ia funcién Inversa existen
vecindades V de p , (~¢£,c)de 0 € Ry B de 0 € R*~? tales que F': (—s,é) x B>~V esun
biyeccién con inversa A : V — (-¢,¢) x B continua y C*. Notemos que ai z € E NV, entonces

cexite @ € A tal que z = f(a) = ¢(0,f(a)) = F(0,a), por lo tanto A(z) = h(F(0,a)) =
F-1F(0,e) = (0,a) € {0} x B de donde (a) A(ENV) = {0} x B. y como consecuencia de la
férmula 1.8 tenemos: -

DF(t,6)-Y = DF(8,0)(1,0,..0) = DyF (t,8) =
= X(e(t, f(a)) = X (F (8, (a)))
en estas ecuaciones observamos F' conjuga a X e Y (F = A=), nitese que para los puntos en
R x A de la forma (8, f(a)) con a € A fijo, F uplica estas liness en curvas integrales de X en
A yaque F(t, f(a)) = (1, f(a)). (ver figura 1.2).

Corolaric 1.20 : Sea T una seccion transversal local de X, para todo punto p € ¥ ezisten
e = e(p) > 0, una vecindad V de p en R y una funcion v :V — R de clase C* tales que
r(Zn Vi=oy:

@) Para todo g € V, la curva integral ¢(t,q) de X |y estd bien definida y es biyectiva en
Je={(~e+1{(g),e+r(q)

b) £(g) = w(r(9).q) € I es el dnico punto donde (-, ) |u,intersecta a £, en particular
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je!:thiy;ololir(q)‘=o.

} Jj c}f V -E leﬁ dz,c‘lue.C" v DE(q) es a0
o \ii.y“qol_ol!'v;&x(q) para alpin a €

R

-
= ¢

@ - (-e.e) xB
h(q)

N

Figu
, bemmneidn: Con 1a b que viene dada
si ¢ € V entonces ¢ = p(t,u) con u € T, pe

% = f(8) € £ de donde obtenemos que:

hig)=F!

Q)

Figara i-z;

breyectiva para todo g € V, mds aun D{G)-‘u‘; 0
R. : . .

——/

ra 1-3:

por el teorema del flujo tubular, observemos que
70 p(t,u) = p(t,f(a)) = F(t,a)cona € A y

F(t,a) = (t,a)




conte(-s,c)yceBgAycomoh VcACR"—»(-e.e)chaxn"'mm
" 'que A = (hy, .., Ay) con By : R* — R ex decir podemos pensar & A como una funcisn de Ia

“forma’'A = (a,9) con'a’= Ay y 7 = (b, ..., bn) saimismo a(q) =2 y 5(e) = o." Definamos
R = (=ayn) = (r,1), como A(Z N V) = {0} x B, tenemos que 7(E N V) =0 y por ol teorema

1.7, e claro que (1, ¢) eata definida en Jy = (—¢ + r(g), £+ r(¢)) con lo cual hemos probado -
(a); ol inciso (b) s con ncl delap ,' d ‘damponqumg: v(l,u)atuo-

w=p(-te) = w(r(q).q) G(g) € Iy os el tinico punto por unicidad de soluciones. (c) - o

ia del de flujo tubular. Ver figura 1.3
Enhﬁgu;l{uhlqvq_dwmalowddw

Figura 1-4:

1.3 El teorema de Polncnré-Bendixson.

1.3.1 Conjuntos a~lmite y w—lfmite de érhitas.
Sea A un conjunto abierto en un sspacio euclideano R*, y X : & — R™ un campo vectorial de

clase CH k> 1. Te definida la 1én dife
&= X(z) (1.9)
b por las discusi i que bajo ciertas _Mpéteslg esta ecuacién tiene una dnica

solucién (2, o) para cada punto zo € A, es decir (2, 20) es tal que:

=X(p(®)) yp(0,z0)=20€ A
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'y cd oolndén mt dcﬁnid.nn un inmvalo mﬂdmo l, = (u_ (p) m. (p))

i .

ann I.Il : Por una tMMa LA d« X poryp, eMenderemm el conjunto, de puntos & =
ot p) con t € Iy, debemon tener en cuenta gue solo nos interesan como confunto de pun!oa V.
ﬂnncomounacumnmmemzada. cor e T OO S RIN '

'Dhn!e.ﬁn‘ l.ﬂ : Vomos aham a deﬁm‘v; qri\ por de conjun!oi ver [15] v [?D): o

w(p) ={g€Ai3{ta} tal quety ~ 00, P(ta;p) ~ ¢ 8i i + o0}
a(p) = (g€ A} 3{t} tol que ty — 00,5 (tn,p) — ¢ 81 5 — ~00} "’

a los cuales llamaremos conjuntos w—limite y a—Ifmite de p.

Como podemos notar este par de canjuntos pueden ser vacios, aunque mis adel y
bajo que condic estos dos conj won no vacios. Vamos a decir que el conjunto limite da
un pusto p € A e & (p)Ua(p), ¢ intuitivamente se puede decir que a (p) es donde la érbita que
pasa por p nacey que w (p) es donde In G2bits muere. Néteso que si p € A es un punto singular
de X entouces tanto a(pjcomo « {(p) son igusles » {p}. Taxmbién debemos notar que si ¢ =
w{to, p) entonces 7, = 7, debido a la igualdad @ (¢ + Lo, p) = w (to, ¢) de donde a(p) = a(g)y
w(p) = w(q). Ver figura 1.5.

Figura 1-5: ejemplo de un flujo con conjuntoe limite vacios

Definicion 1.23 : EI conjunto a—limite para una drbita 7 es ¢l conjurito a(p) conpe y y el

congunto w~limite para una drbita v es el conjunto w(p) con p € 4. Ndtese que 3i v es uno

24



drbﬂl de X entoncesa(p) C Cl (1,) y ¢ndlo,¢menl¢u(p) cdal (7+) ]

Los resultados siguentes pueden ser consultados en [13) y (20).

TEOIBMAI.“ Saax A-'R"uummpnocdmaldeclanC"(b>l)mACR""‘ -
abum, entonces: - ) « . e

i) ...(14) ea cervado y si -,,* tiene cerradura compucta, emmn
i) w(zt) 9.
iii) w(x}) es conezo.

Demostracién:

i) Su{q.}eu(1 )h.lqneq.-*'udocquuepunuuﬂdeahmmtepuded(q.,.)<].
Por otra parte como g, eu('y:‘) que exisk lones {fm}" talse
que i3, *Nyv(‘a.,)-*ﬁ(PE‘I,*!uu;)nndom—ooo,vmmahonlmm ‘
una sucesién de la siguiente forma ), > N; y d( (t,,,‘ .p).q;) € e 2('+1) slempre que
m; > M; con M; una sucesién tal que M —+ oo i § — 00, por tltimo por Ia desigualdad
del tri€ngulo:

»‘(P(':m lP)l )Sd(w(ﬁu .v,):'i)+‘(,ln')< ;’ +..T("i+'i—)

” dedondeobtnmo-quq.e»(-y,)yporlotutou(7 )uutmio(verl;mslo)

A:“u) supimm“ ahora que v} tiene} cerradura compacta y como 7} C CI (1,*') entouces si
tomAmos una sucesién ¢u = ¥(tx,p) 0B P € 7;} ¥ ta — 00 cusndo n -+ oo sabemos que
tiene una subsucesién convergenu en Cl (7,*) es decir tys 00 y g — g € Cl (7 )

" cuando & — 00 y por definicién tenemoe que g € u( ,) porlohntou(-y;) ;é.

Nolecién : 1,-('EA|'=v(lp) t'S 0F éa Ia semi-Sibita’ positiva:
7 ={g€ A [g=w(t,p),t 2 0)os la scmi-debits negativa.
Ci (1) en la cerradura da 75
Ci{7})es1a cerradura de 7}
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Figura 1-6:

%

Figura 1-7;

ili) Para probar que (7,") €8 conexo sup por el qnerno lo es, si w (7,*)

10 es conexo entonces existen dos d AlyAztduqnew(7;")cA‘UA;y
d(A1, Az) = & > 0 ahora bien comow (7,?') N A; (¥ = 1,2) es compacto se pueden construir

sucesiones tales que d(gn, A1) — 0, d{gn, A3) — 0 cuando n — o0 con ¢n = @ (tn,p),
pero por ser d(gw, A) ‘una funcién continui existe th con ty < th < t“.;. y tal que

d(qﬁ, A)> g La sucesién ga tiene un punto de acumulacién g, claramente gEw (7:) de
que w (7,")

ETPRYS Tat

con la que

donde d(g,¢;) = % < &, 1o cual es una

es conexo (ver figura 1.7).

Hay que hacer notar que en este caso utilizamos fuertemente que Cl (7;’)el compacta ya

que con esta suposicién fue posible d: que w (7:)15 no vacfo, O

3 Taria:

Unoa consecuencia importante de este t es el i
Corolario 1.28 : w (-y;‘) es compacto.
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Demostracién: Por el ! u('y," e do y esté ido en Cl('/,*) '
que es compacto, por lo tanto w (1:) es compacto, O

Corolario 1.26 : w (7,) es invariante bqo el flujo de X es decirsig € u( ,*) enloncu"y:'
Demostracién: Como g € w (1 ) ubemol entonces que (s, p) — g slempre que n — oo,
ahorabienasir € 7} entonces r = ¢ (to, g) = lim @ (ty + fo, p) de donde o (4 + o, p) — r cuando
~ B> oo por consiguiente r € w (7,“) i y poriltimoyf Cw (7,*‘) ver figuras 1,14, 1.15y 1,16, O
Corolario 1.37 : Siw (7,*) €3 una curva integral del campo vectorial X, entorices I, = R.
Demostracién: Como w (1,*) ©s compacto e invariante bajo el flujo de X enloucuvu (7})
esth ida en un compacto, y por el corolario al local de diferenciabilidad tenemos
quef, = R.0O

Corolario 1.28 ; Siw (-1:) consta de un solo punto p € A entonces p es un punto singular
de X yq} — p 2it — co. (ver figura 1.16). ’

Demostracién: Como v} estd contenida en un to por el lario 1.27

quél,:lldedonda‘y;"—‘p-lt—'ooy demis si rew('y:) b que 7 = {p}
Yte Ry porlo tanto: ’
Ao

X=X (fim ¢(47)) = Jim X (p(tnp) = im 5 (P (tm,p) = 0

"'y por conllguknupu punto singular de X. O
kDeﬂnleién 1.:0 S| una drbita estd ida en un conj Iimite ent: se llama drbita

tmite y 8i ademds es periddica entonces se le conoce como ciclo limite,

No cualquier 6rbita cerrada es ciclo limite por ejemplo una familia de 6tbitas cerrades.(ver
figura 1.8). .
En la sigui figura se un ejemplo que hace evidente que la hipétesis de Ci (7;*)

compacta no puede ser retirada del teorema.

Observacién .1 : todo lo que hasta ahora hemos probado ha sido para conjuntos w—limite,
sin embargo todo es también valido para conjuntos a—limite, ya que si un conjunto es a—limite
para el campo X entonces es w—Iimite para el campo ~X, y es debido a ésto que los pruebas

posteriores las haremos solo para el caso de conjuntos w—limite.
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Figura 1-9:

1.3.2 El teorema de Poincaré-Bendixson,

B de Poincaré-Bendi teriza al leza geométrica de los conjuntos a—lmite
y w~ifmite, 1a primera discasién acerca de este teorema la haremos para el caso particulsr de {!’,
més adelante Io haremos para el caso de 2—variedades compactas(S? va‘),. una herramienta
fundamental tanto en ¢l caso de R? como en el de 57 serd el teorems de Ia curva de Jordan,
que se enunciaed esin probu'; Otro concepto que ntilisaremos a lo largo de todo ef trabajo es
el seccién transversal local el cual ya ha sido expuesto con detalle en 1a seccién anterior. En
ia d i6n del de Poincaré-Bendi que g & continnacid

mos con ef importante apoyo del teorema del flujo tubular, lo cual nos permitird acortar la
demostracidn y tendré Ia ventajn de hacerl jderabl te més clara la demostracidn, sin

embargo este teorema puede ser mostrado utilizando mis el como e}

‘de Peano (ver Hartman {13], esto en particular implica que el t de Poincaré-Bendi
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_;‘glqugdoémdnndcmdcqnphlpd-do-umm\inlm)potimﬁnmqiﬁ‘
., &R, nuestro caso las ecuaciones diferenciales tienen soluciones tinicas. El orden en la exposicién
“d.d’uqqml.‘ao’-umejuua[ﬂl. . Telh

TEOREMA 1.30 (de Poincaré-Bendixson) : Sea (1) = ¢ (4,p) un curva integral de X
definida para todo t > 0, tal que 7} tiene cerradura compacta Ci (7,*) C A. Supongamos que
X posee una cantidad finita de singularidades en w (1;') , entonces:

a) Si w(‘y:‘) no contiene puntos singulares, ent. u(‘y,*) es una drbita periddica.

b) Sn'u(7;’) fene puntos regult y ingulares, ent (1;’) nsiste de un conft
de drbitas cada una de las cuales tiende a uno de es0s puntos singulares cuando ¢ — +oo.

c) Siu(‘y;") no iene puntos regulares, ent w (1',") es un tinico punto ainguldr.

Demostracién:

¢ PrUp

1. Lad i6n serd cin de Ias sigul oy

) Pmpuklé‘: 1.31 Sea £ una seccidn transversal local a X por el punto g € A y sea v} lo

semi-drbita positiva por p. Sig € w ('1,*) NE ent eziste una id étona de puntos
Pn=¢(83) € L y tales que limy_opn = ¢. '

Demostracién: Como ¢ € w (1:) entonces existe una sucesién de t, — oo tales iﬁza
@n = @{ta) ~ g cusndo n — 00, sea V una vecindad de g, por el corolario 1.20 exister : V — R
con la propiedad de que p(r(r),r) € T, para cualquler r € V, como la sucesién p(¢,) C V
para n sufici d t que p(7 (0 (ta)) ¥ (ta)) € E. Paza tales {ndices vamos
s ir 1a sigui ién:

Pr = 0(r(p(tn)) 0 (ta))
es claro que p, € ENV y ademds:
Jim pa = Um o(7(0(t)) 0 (ta)) = m ¢ (r(g) ) = ¢ (0,q) = ¢

ya que;

lim r(gs) =0 porquegs, - g€L

neeo0
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.. ya tememos una sucesién de puntos p, € ¥ tales que py — g ai n — o0, ahora hay que hacer var

. que tal ién es mondtona, antes de hacerl io; en el caso que estamon tratando, es
decir el de los campos vectoriales en R?, Ias secci A Jes son imigenes difecmord

de intervalos de R; axf que tienen definido un orden ver figurs 1.10.

oAt

Figura 1-10:
Abors vamos a mostar que si Is sucesidn {Pn} esth sobre i'avuxi:i?drbltl pou:iﬁﬁ 7% deun
".punto ¢, € ¥ entonces es monétons, si esto es cierto ent fijemos tencién en'el

D= {ay € R*U{0} | pn = ¢(ss) €L}

_ El conjunto D consta de una infinidad de puntos ”, dos y puede ser escrito de la forma:
D={0<4 <83<...<8y<..}

"hay abora bisicamente tres casos que analizar, sabemos que p, = ¢ (3n) asimismo podemos
suponer que g, = ¢(0). Vamos a examinar los casos:
i) ;1 = @(a1) = p(0) = g, en eate caso lo que obtenemon es que 7} es una 6rbita cerrada
con periodo 8. )
iijp=p@@m)<p0)=q
Gi) o= p(81)> 9 (0)=q .
(En éstoa (ltimos dos casos estoy usando el orden que la seccién transversal & hereda de R

los casos (ii) y (iii) son equivalentes aaf que solo me limitaré a estudiar ¢l caso (4ii). Vamosa
probar que si (81) > ¢ (0) entonces w(s3) > ¢ (8;); como sabemos T es la imagen difeomorfa
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da\mﬁwnlodolyuporlotmtochuuy;dmﬁdunpoxdmﬁnnodedmﬁ'
ubmqunimndndndV..deq.iuﬂnwdadujom.hmiénsdmpn&u’
. mismo sentido (ver figaras 1.10 y 1.12). Ahwnm.hmmﬁor,vupdmum'
vdehcgmdc_lmdu‘lovoyn isr. Unad 16n topoldgica de sate teorema sa pusde
ver en Moise [22] y una demostracién utilisando geometria diferencial en Do Carmo (8]

TEOREMA 1.31 (de Ia curva de Jordan) SiJ esuna curva plana { J es la imagen Rome-
‘omorfa de un cireulo ) entonces su Mpkmnta en ¢l plano es la ynidn a, dos conjuntos ajenos
y conezos Ey y Eq cada uno de los cuales tiene a J como frontera, es decir 8E; = 0& = J una
de ellas es acotada y otra no lo es. (ver figura 1.11.) A la tada del { ¢

4 ¢ 4

de J la llamaremos intersor de J y la denotaremos por Int(J).

Figura 1-11:

Consideremos ¢l segmento en T que une a p; con g, y la parte de 1a 61dita 1,"‘ entre go ¥
" 1y s decir p(t) con ¢ € {0, 8] como se puede observar en 1a figura 1.12 la parte de 7t despuée
de p; esté contenida ya sea en Ey 6 E; (en el dibujo lo estf en E}), pero jque pasa con ¢ (¢)
para t> 4,7 lo primero que podemos decir es que @ ($) N J = @ V¢ > #; debido a la unicidad de

R P puede i a L por el segmento que une a p; con ¢ por que en ese
cas0 Jo harfa en e ido op al que habf; P 1o que conatitairfa contradiccién &
I continuidad de X por lo tanto la vinica opcién que le queda s cruzar £ en un punto mayor

(segtn el orden previamente establecido) axf que p; > py > g, de maners andloga podemos
e jento y obtener que ¢o < P1 < P3 < .. < Pn < ... de donde cbtenemos el
,h 1o d » do. {pn) &8 étona. O -

3



U 'v-/,-':'.
Figara 1-12;

"Proposicién 1.38 : Si £ es una seccidn transversal ol caﬁupox ypeA éntancu )] l‘nunecﬁ .

a w(p) en un unico punto. :
Demostrucién: Por ol lema anterior ol conjuato 7} N Z ‘s un conjunto infiaito acotado
inferformente, ya que el mismo es una 16 o dee ¥ convergeate, por Io tante

w(p)NE es tnico(ver figurs 1.13) O - : : U )

Figura 1-13:

Proposlcién 1.34 [13): Seap € A 2i 7} tiene cerradura compacta, ¥ es una drbita de X tal
que 7 C w(p), yw(p) s6lo contiene puntos regulares entonces y es una drbita cerrada y ademds
7=w(p).

ﬁémoﬂnéién: Vamos a fijarnos en ¢ € w(p) y en Ia seccién transversal £, a X por g,

como sabemos 7} intersecta a w(p) en un tinico punto y como 4} C w(p) entonces 7 debe de
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ser wnn Grbita cerrada. Vamos ahora a probar que 7 = w(p) para lo cual aos fijazemon ea ol
conjunto w(p)~ 7 y supoadsemos que w(p)~ 7 # 6, shora bien 7 debe contener un pusto
. de scumulacide del coafunto w(s) = 7 ya que s 20 1o coataviess 7 y C1(w(p) ~ 7) serina was.
d.unuihdeu(p)qunbmum,mrtdpuntod-muhdénd.u(p) v,
n-V,ulvodnddunddordaryz,mucchtmnmalnxlwtr,entmmm
ge wip) - 1)nl"tdqulidndiodohnd-dldu Acientemente poqueio entonces la
solucién a I ecuscidn diferencial : o .

£=X(r) conz(0)=¢

tiene una dnica solucién 7, com Ia propisdad de que 7} N I, # § pero por todo lo anterior
’ mmqmwy*n2..—rloculuimponibhquuq!1,loqumtndlullnldd|ddn

teciones. O {ver der jéa alt 'u(ﬂ])

Demulmidn del teorema de PomuﬂI Bendmon. . '
_' Snpoom Alon que se cumpl h diciéa (a) dni 4 cuno u(p) mﬂ:u
énicamente punton regulares, o ¢ € w(p) entonces 7 C w(p) Y w(p) o compacto de donde

0(1;") #. Por (iii} tenemos que T curadayy, -u(p) (ver figura 1. 14)

Figura 1-14:

Si por otra parte se cumple la condicién (b), es decir, si en w(p) hay puntos singulares y
regulares, entonces si ¢ € w(p) es un punto regular sabemos que 7} C w(p) y si fijamos nuestra
atencién en w(g) por ser w(g) cerrado y conexo tenemos que w (¢) debe ser un punto singular
y como pasa lo mismo para el caso de ;" entonces tenemos que (w_,w4.) = (—00,00) ya que la
drbita que pasa por g estd contenida en un compacto.(ver figura 1.15)
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Figura 1-15;

Slu i " Iac "n 16 (é) del

e por ¢ corolario 1.28 r = w(p) e un |
_ punto singular y 7;+ tlende a r cuando t — 00.(ver figura 1.16) ' o
Con ésto queda probado el te Poincaré-Bendi

pﬁa o caso do R, nbtese .qno

hcmol hecho dos suposiciones imp ¢ la primera e a unicidad de soluciones y Ia otra
& que el campo X posee dnicamente una cantidad finita de singularidades pe rh 3
;V" P ‘ m o 1; (7} 'no. F) $ (pwey T
i )
i

Figura 1-16:



‘4'>Capfti‘xlo 2

' CAMPOS VECTORIALES EN |
VARIEDADES

o DIFERENCIABLES

" En este capitulo el objetivo es introducir los concept ios para comprender mejor el
. aadlis de las distintas versiones dl teorema do Poincaré Bendixson que p mis

., adelante, haciendo un repaso de resultados de célculo diferencial en R*, para
dospués introdacir ol pto de variedad diferenciable, d una definicié isa de lo

. 'que es UL campo v ial en una variedad diferenciable y luego p sin &

el de Poincaré-Bendi e 52, ’

"2.1  Célculo en variedades diferenciables.

Sea f : U C R™ ~+ R* una funcién definida en un abierto U de R*. Diremos que f e
diferenciable en el punto p € U sl existe una transformacién lineal T : R™ — R* tal que para
v suficientemente pequeiia:

i M (pto) - F(®)~T (o)l _
N =0
EntnlcuollmuimnTl;dnlv;d;do!np,yllduotmummod[(p)ol!j\mu

veces como D f (p) o dfy. Como sabemos bien, la existencia de 1a derivada implica, en particular,
1a continuidad de f en p. Si f es derivable en cualquier p € U t definida una fancién
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‘liseal L de R™ en B* (L& L(R™,R*)) que a cads p € U le asocia Ia derivada de f en p.

donde L (R™, R*) denota ol conjunto de las funciones lineales de K™ en R* con la norms

T = sup{lITv|l | ivll = 1} Si df es continua ditemos que f ee de clase C? en-U. Es un

Jtado b ido que f es de clase C? si y solo si sus derivadas parciales existen y
son coatinuas, normalmente las derivadas parciales se denotan g—:—:— yson tuncignu d,‘ U en R,
ademés de que df, tiene asociada una matris en la bases candnicas de R™ y R¥, a Ia que se
suele deac [gg(’) . Asimirmo pod definir 42 £, como Ia derivada de 4/, en p, a la que
1 Ia da detivadas de f en p, ment: J‘f,(n)alunlfudénqnevive
en ol espacio L (n- £(R™,R¥)) que es isomorfo a 2 (R™, A5), el espacio de las funciones
bilineales con Ia norma (B (s, v)|| = sup {||B (u, v)]| | lloll = jlwi| = 1}. Dlmnu que J eade clase

Cl4 Y, : U — L(R™, R¥) es continua. Por induceidn deflniremos  df, como Ia derivada
de &'-1£, en p, tenemos ademids que el (R"‘ Il‘) que es el espacio de las funclones
r—lineales con la 0rms [|C ()| = #p {IC (w1, v We)) | faal] = v = f10el] = 1); em sl

caso diremos que fea de clase CT i d"f, : U — L'(ll”',ll') e continua. Por dltimo f es
de clase C® en U ol en de clase C™ para toda r > 0. Debemos hacer notar que f es clase CT
si existen todas sus derivadas parciales hasta de orden r y todas son continuas. Sean U y V
dos abjertos en R™ y £ : U ~ V una funcién sobreyectiva de clase C , diremos que f es un
difecmotfismo de clase C” of existe unafuncién g: V - U dudueC' con la propiedad de que
Jog eslaidentidad en U.

Vamos a continuar con una lista de resuitados sin pruebas, 1a mayor parte de éstos se pueden
consultar principalmente en [22] y [4].
Proposicién 2.1 : Sea U C B™ un conjunto abierto y sea fn : U — R™ una sucesidn de
Junciones de clase C*, Suponga que fn converge puntualmentea f: U — R™ y lq'ue la ou’cea‘idn

dfa convergeag: U — L (R", ll"). Entonces f es de clase C' ydf = g. 0

Proposicién 2.2 (regla de la cadena) : Seal C B™ y V C R™ dos conjuntos abiertos. Si
J: U~ R™ es diferenciable enp e U, f(U)=V yg:V ~ RY es diferenciable en ¢ = £ (p),
entonces go f: U ~ R¥ es diferenciable en p y d(g o £)(p) = dg(f(p)) - df (p).0
Proposicién 2.3 : Si f y g son ambas de clase C", entonces g o f es de clase C".0

Corolario 2.4 : Si f: U — R* es diferenciable en p € U y a(=1,1) — U es una curva tal
quea(0)=py %’ (0) = v, entonces f o a es una curva diferenciable en 0 y ———= d(loa 0) =

d/(p)v. O
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TEOREMA 2.5 (de la funcidn inversa) : Sea f: U C R™ — R™ de close C", r 2 1.
Si df (p) : R — R™ es un isomorfismo, entonces f es un difeomorfismo local enfEUde'
clase C*; e.'ctnvu,hayvm'ndungCUdepchB'de](p)yvunahncidndcclauc" )
'.W-Vt¢lqu¢'ul Ivy{oy lw,domielvdemulacdenﬁdadcn"elwdemula‘
identidad en W . O

TEOREMA 2.6 (de la funcién implicita) : Sea I/ C R™ x B® un conjunto abierio y f
U — R™t% una funcién de clase C",r > 1. Sea 3 = (80, ) € U y c = [ (%) . Supongamos que
la derivads parcial con respecto a la segunda variable, b,[(m):l‘—ol!‘.uun isomorfismo.
Entonces existen conjuntos abiertos V C R™ que contiene a 5o y W C U gque contiene a %
tales que, para cada s € V, eziste una dnica {(3) € R™ con (5,{(3)) e W y f(2,{(2)) =c.
La funcién { : V — R™, definida de esta forma, es de clase C* y su derivada estd dada por la
Cpgrmile: .
R . «(z)= (01!(8,(‘(8))1"°D|!(8.C(l)) '

: 'l‘lOl.lMA"‘l(d-hlnMnbul) Sea U C R™ un conjunto ablertoy f : U —
. R™** una funcidn de clase C",r.> 1. Supongamos que, para alguna 20 € U, la derivada
. df (%0) : B™ — R™** s inyectiva. Ent isten vecindades V C U de 20, W C R™ del
. origen y Z C B™+.de f(0) y un difeomorfismo de close C™ b : Z ~ V x U tal que ho
. f(#)=(2,0)paratodaz € Vywe W.O . )

TEOREMA 2.8 (doillubmenlén local) : SeaU CIi‘*“ un conjunto abiertoy f : U —
R~ uMhmdndeclauC' r > 1, Supongamos que, pars algin 3, € U la derivada df (a) es
b Ent ezisten vecindades Z C U de 3,, WC Rhdec= | (8.)yVCR"‘ del

origen y un difeomorfimo h de clase C* tal que foA(z,w)=w paratodaz €V yw e W. O

Sea f:U CR™ — R*declase C", # 2 1. Us pusto = € U es un punto regular para

. J 8 df(2) es nobreyectiva; de otro forma le llamaremos puato critico , (to confundir con

puntos regul de y: iales). Un punto ¢ € R* se llama valor regular i para toda

= € .4-"(c) es un punto regular; de otra forma se le lama valor critico. Es necesario recalcar
que 3i f-1(c) = § entonces c es un valor regular.

Vamos ahora a Introducis el concepto de variedad diferenciable (ver 18], [21], [30]). Sea M

un subconjunto de R¥, con la topologia inducida por R¥; ésto es, A C M es abierto si existe

un abierto A C R* , tal que A = AN M. Diremos que M es una variedad diferenciable de
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B T Figura 2-1:

' élﬂeﬁll&n m si, para cada punto p € M, existe una vecindad U C M de p y un homeomarfismo .

z: U — Up, donde Up es un subconjunto leem de RB™, tal que el homeomorfismo inverso
271 : Uy — U es una inmensién de clase C°, Eato quiere decir, que para cada w € Up, Ia
derivada d2-1 : R™ — R os Inyectiva. En tal caso diremos que (z,U) é5 una carta local
alrededor de p, y U es vecindad coordenada de p. Si el h fi z-t, rior es de clase
CT-diremos que M es una variedad de clse C* (lo que hemos llamad jedad dife iabl
. corresponde a una de clase C*). Se sigae del teorema de Ia forma local de inmersiones que; i
(2,U) es una carta local alrededor de p ent existen vecindades A de pen R*, V de z(p) y
W de el origen de R*-™ y un homeomorfismo C°, h: A — VxW t§l que, paratoda g€ ANM
tenemos h(g) = (z(p),0). Eu particular, una carta local es Ia restriccién de una funciéﬁ Cc®
" de un ablerto de R* en R™. De este hecho obtenemos 1a siguiente:

Proposicién 2.9 : Seanz : U — R™ yy:V — R™ cartas locales para M. SiUNV # @
4 el bio de fenadas yo 27! 1z (U N\ V) — y(UNV) es un difeomorfismo C®.0

El paso sigul es definir fanci entre variedades, Sean M™ una variedad de dimensién
m , N" una variedad de dimensién n y f: M™ — N7, Diremos que f es de clase C" &i, para
todo punto p € M, existen cartas locales 2: U — R™y y:V — R" con f(U) C V tales que

. T di

yo foz=!:z(U) — y(V) es de clase C*= , cabe lcar que esta definicién es P

de la forma en que se escogen las cartas.
Consideremon una curva derivable a(—¢,£) = M C R* con o (0) = p. Es ficil ver que a es

derivable de do con la definicién dada antes si y solamente si a ed derivable como curva en
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. yunv o e

Figara 2-3:

R poreondnhhdmnvmm,nu“(o) = o (0). El conjunto de todos los
tmmntd-cunuah“ o espach gente a M en p y lo denotaremos por
TM,. Cousiderernos una carta local s : U — B™ , 2(0) = p. Es fécil ver que I imagen de’
Ia derivada dz~1 (0) coincide con TN,. Eato quiere decir que 7'M, es un espacio va:torhlda
dimetsién m.

2 ueivahl

Sea f: M ~ N una fancién derivable y v € TM,, p € M. Cossideremos un curva
a{-¢,e) — M con a(0) = py of (0) = v. Entonces foa(—r,¢) — N es una curva diferenciable
saf que podemos definir f (p)v = 5 (f0a)(0). N esta definicién s Independy
de Ia forma en que se escogié a a.

La fancién df (p) : TM, — TN, e lineal y la llamaremos, 1a derivada de / en p. Como
localmente una variedad no es otra cosa que un abjerta de RB® torcido entonces no es tan
descabeliado pensar que los ¢ de 1a lista i bién sea validos en variedades.

Proposicién 2.10 (vegla de la cadena) : Sean f: M — N y g: N — P dos funciones de
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dmC'gntve;,u.' dades diferenciables. Ent gof: M — Pesdeclase CTyd(go f)(p) =
ds (/) o d/(p). O '

Unfunciénl M—-vNunnC'd.ﬂ'eomuﬁnmo dudedmC'yﬁenannllnvem["
de la misma clase. Ene-tewo,panud&pEM 4[(;) TM,-oTN,(,)uunuomorﬁmo ’
| cuya derivada es df-1 (£ (p)). Enpnﬁcu.ln MyNthnuhmllmldlmdén Diremos
que f: U»Nuudihmulmolocdenpeﬂldnhmvedndnduv(p)cuy
V(I(p))cNtdqulamtlicdénde!nl]nudlfwmmhmn.obmll

npodeién 2.11 (de la funclén inversa) : Sif: M — N esdeclase C',r 2 1, y 0(9) .
€2 un isomorfumo para ulmma pE M :ntoncec [ es un difeomorfismo local de clase C* en p. o

5 de una »"‘M Sunnsmbvarieduldnudedm

C'dodlmniéna:i,pu-udnpeS.uhhnnblumUCMquamtleneup VC R que °
" contiene al origen y 0 € W C B™~* y un difeomorfismo de clase C*, p: U — V x W tal que
(SN M)=Vx{0}. ' '

h .

Conaid an

TEOREMA 3.12 (do la lnm‘;niﬂn local) : Sea f: M™ — N"‘ﬁ declase C",yp €M
un punto tal que df (p) es inyectiva, Ey existen vecindades U (p), V (£(p)), Uo(0) en R™
v Vo(0) en R™ y dos difeomorfismos @ : U —+ Ug y ¥ : V — Up X Vp tales que dxo]up“(s)—
(2,0). 0

" Una funcién €7 , £ : M — N es una Iumersién si df (p) s Inyectiva para todo p € M.
A una inmersién inyectiva £ : M — N la liamaremos un encaje, si f : M — f(M) C.N.
es un homﬁmmﬁlmo, don_de‘ /(M) tiene la topologfa inducida. En este caso f(M) ee um
subvariedad cie N.Sif: M- N o8 solat una i i6n inyectiva di ‘que f(M)‘v‘e.qv
uza mbvnriedlld inmersa en N,

TEOREMA 2.13 (de la submersion local) : Sea f: M™% - N™ de clase CT, y p €M’
un punto tal que df (p) es sobreyectiva. Ent ist indades U (p), V (£(p)}, Uo(0)
en R™ y Vo(0) en R™ y dos difeomorfismos ¢ : U — UoxVoy ¥ : V = Vn tales que
vofop~l(zy)=

Un pumoqe Naunvdmxegu.ludef-M"‘—oN",lipuntodlpEan](p)=q,
df(p)es wbmyectlvt. Se sigue de la proposicién anterior que j‘ ~1(g) es una subvariedad C" de
M de dimensién m - n. . .
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.. Defiairemos akora ¢ has taageate TM de una, "‘ll"'cl‘em"
ru {(;,v)eh'xl!' PEM, -eru,}

nﬁ&'-ru'hw" 1a; I proyeccida x © ™ - u'i('p,-)-,,ﬁ
coatisua. mquru-mwuwmumu-d.duc- Son'
..u»rmmumumum‘-mﬂuh l"(ll)-»l"xl‘
Mpﬂt!’:(p,v):(t(’),ds(,)o) Es fécl) ver que (T's, x “(U))unnmloalm‘
TM y poe bo tanto TM C R™ x B™ es usa variedad, ahora bien da Ia definicién de x se pusde
nln.mqu.tu-unmthmﬂ:dhbfuﬁhmbrxrwhon
primera coordenada, de donde se despreads que x# @ C*°. : = N

2.3 ' Campos vectoriales en variedades.

Pmc;tndlnhtul.cu‘umindoh- joncs diferenciales en variedad m

con ol dio de camp iales en variedades diferenciabl htuahculluﬁnquhm
desarrollado aateriormente tiene una extensiéa o; l al de variedades dife 1%

blu,huhoquﬁdﬂmthwmpmd&ndohdnﬁammdw,lucuhmtmu
dndcno-tudénal.un. an.hnedﬁummbm-dlmadmdg
Poincaré-Beadixson e 53,

Sea M C R* una variedad diferenciable. UnumpomtoﬂddedmC'enMu nn(uddn
de clase C” X : M — RY que u cada punto p € M 10 asocia un demento de T'My,(recudrdese
qua T'M, o8 un sspacio vactorial), e decir X (p) € TM,, si definimos una funcién x : TAf — AL,
alaquell 1a proyeccié 1 de TM en M, tal que x (v} = g slempre y tusado”
v € TM,, asto correspoade a uns funciéa de clase C™ X : M — TM tal que xX(p) = p.
Denotaremos poe X” (Af) al conjunto de camspos vectotiales de clase C* en M.

Dohmlmlom.mmolohldmum,podmddmnuhmldbndlfmdd:

&= X(2) - (21)

Una curva integral del campo vectorial X € A7 (M), 6 de ia ecuacién diferencial 2.1 que

pasa por el puntop € M, esuna aplicacion a: JC R - Mtlquea(0)=pyo (t)= X(a(t))
paratoda t € 7, donde S es un intervalo que contiene al origen.
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‘ Sif: M — N es un difeomorfismo de clase C™+'y X € X7 (M), entonces Y = foX defliido
como ¥ (g) = df (p) (X (p)) es un campo vectorial en N, ya que df (p) actiia del cepacio tangente
a M'en pal espacio tangentea N en f(p) = ¢, y de aquies claro quesi a: [ C R — M es
una cnmintegnl de X, entonces foa : I — N es una curva integral de Y € A7+ (N). En
puticuhr se tiene que f envia curvas mtegn.lu de X en cutvas integrales de N . Por otra pnm'
ll(:,l/)uunlwulou.lpmMentmw(sX,M)uuncmpovmﬂan. Deuwdo‘

con n los ﬁmmoa S

TEOREMA 2.14° 119] Sea F: Rx M -+ TM una funcidn de clase C* tal que xF (u, p)

‘ con x la proyeccidn naturalde TM en M. Entoncesparatodau € R, yp € M- ezisten wcmdadn
W de u, V de p, un numero real e > 0 y una aplicacidn C*; ¢ : (<¢,¢) x V X W — M tal que .
pOpu)=py p’w(l,p, u) = F(u,¢(t,p,u)) para toda t € (~¢c,6), p€ V y u€ W. Mas aiin
sia: (~£,6) — M es una curvg integral del campo vectorial Fy (p) = F(u,p) con a(0) = p’
entonces a(!) so(t.p, u) Apla llnmunemaa el flujo local de X en M. O

¥ con lo exp ! te, <el""‘

...Ll‘ i6 deute‘ In omiti ’debldonqueuunuconucucndadaluretul ’
tadas andlogos en R* y de las observaciones de arriba. Sucede lo mismo con laa nlgulantu:

Pmpodeldn 2.18 [19): Sean I, J mt:mbl ableﬂol yseana: I — M, ﬂ J - M doa '
curvas integroleade X € AT (M). Sia(tg) = A(to) para ulgdn toeInJ, cntoncua(t) 1:10)
para todat € INJ y ademds eziste una curva integraly: I'NJ — M que coincide con a en I
v con B enJ.0O C

Proposicién 2.10 [19]: Sea M una variedad compacta y X € X" (M). Entonces eziste en
M un flujo global de X. Esto quiere decir que eziste una nplt'cacié’n Crip: Rx M - M tal
que @ (0,p) =py ﬁcp(t,p) = X (¢(t,p)), ademds para cada 49 € M la aplicacidn ¢y, (p) =
plto,p): M~ M cumyle (1) o = identidad y (i) Y142 = e 0 ¢a. O

Las demostraciones de los muludoa 'anfeﬁotcs se pueden consultar en [21] y [30].

2.2.1 Ejemplos de campos y flujos en variedades.

Ejemplo 2.1 : Consideremos la esfera unitaria §3 C R? definida de la siguiente forma:
={t=(zp2)e RS2} =1}
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-y sean g = (1,0,0) ef polo norte'y pg = (~1,0,0) el polo sur dé la esfera. Definiremos un
campo vectorial sobre 53, de la siguiente formo; X (8,y,5) = (~83,—y2,33 + y3) es claro que
X es de clase C* ya que cada uns de sws comp tes lo es, ademds X es tang a ls esfera
ye que 8 calevlamos: (3,9,5) - X (8,9,5) = (—ats — Ps+3(sd + ) = 0; es también claro
_que X(pn) = X (ps) = O de donde py y pg son singularidedes de X, adersds como 37 +43 > 0
ms‘umuepcheqmpmmlMumpuqﬁmp‘pﬁﬁuvmbwmdumpﬂnpﬂm

Ejcrapio 3.3 (Sajos Hineales an ol toro) : Conideremos el siguicntc sisiema de cevacia

“ diferenciales en RS :
# = —asg
& mam .
: - (22
iy = =fn, . (22)
ke =pra

' cm;a.ﬂ'> 0, #i hacemos el siguiente cambio de coordenades, 5y = 3y + izg; 33 =a;;+c':.
‘entonces el sistema 2.8 se convierte en:

h=iam @3
h=ifn
y sab que las soluciones para este sistema son de ls forma; ¢y (8, 1)) = 5 exp(iat) y

®1(t, 13) = 22 exp ($Pt); de aqui obtenemos que i |8y| = 71 y |33] = 7y, entonces la aplicacidn

P, 53) = (w1 (8, 11) s 2 (8 22))
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 Figura 25:
esta wnunidoeqf‘ =CiXxCaC RY donde C; = {3 € C|ls| =} i=1,2. E» de.cirw(t, 3, 82)
es el flujo de la E.D. 2.8 sobre el toro T2=Cx €;3. Camo sabemos esta no es la vinica forma
*"de obtener T otra forma es identificar los lados opuutoa del cuadrado [0,1) x [0,1} C R2. Si
v dcﬁmmoa 9 : B = T3 C B dada por:

e, ‘z) = ((2+ con2x8y) coe 2wl (2 + cou2ud;) sen2why, sen2ehy)

lo que estamos haciendo es tomar el circulo de radio 1 y centro ;n {0,2) contenido en cll piano
‘z-% y rotarlo airededor del eje = un dngulo 8, ademds se puede ver dl'mctamenl.e enla [drmula
que ¢ (0,6;) = P(‘hé:) 2i ysolo 3i @ — 6y = n; 8~ = m con (a,ﬁ € Z, voy ahora a definie
la siguiente E.D, en R ; .
‘l"‘i'?r ’ . .(2‘)
h=f
voeay=9; lo que estamos haciendo es definir un campo vectorial X, en R3 taf que sus curvas

n

in anterior 2ab que el

integrales son lineas rectas con pendi 7, ent por la
campo Y., = po X, es un campo vectorial en T3, este campo tiene la particuloridad que iy es
racional entonces iodas las curvas integrales de 2.4 son periddicas y si «y es irracional entonces
son densae en T?; parg hacer ver que cuando v es racional, v = g con (p,q) = 1, las curvas
integrales son periddicas notemos que si el punto (u, v) estd en una curva integral de Xy entonces
©= w+ 78 = Yo+ §u, y de eatd ezpresion se puede ver que p(g,vo+ p) = ¢ (0, uo}; ya que
P9 € Z. Para hacer ver que do 7 es irracional ent las curvas integrales son densas
en T3, si usamos el lema 1.13, hay que hacer ver que el grupo generado por (1,4} es denso,
es decir hay que probar que el conjunto de nimeros de la forma Ty = {n + my [ m,n€ Z} es
denso en R, para ello basta probar que T no es discreto. Akora bien ai utilizamaos el siguiente
resultado; 3i v es irracional ym, n € 2, entonces para cada ms existe n tal que n+my € [0,1};
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Py = (mw, l'EZ,n-{»uwG[ﬂ,l])

;- entonces T, *kummnmhmmubdhm[o,l]ymhmﬂ,nopuelsnr
discretoen R. O :

s hdmcuw1.wdmm4hmuumpmm1‘ -
,mbquvuhﬁdhhmdwmmﬂ(v:m)
2.3 El teoromdePolnuré-Bendixson en 83,

‘m de Poincaré-Bend 1t houqhnmunlhd-lu&ﬂwd-mﬂn
© de ua campo rial, estas alt o sio deiair detalladamente lo que som los
coajustos a—1limite y w~1limite de uan E.D. en uas vasriedad ya que lo énico que hay que hacer

con Tesp de las deflnic) dadas en o capftul for es sustituir g € A , por g € M con
A una variedad. " :

En el caso de B? fue importante lup.ouu que la seml-6rbita positiva por p tenia cerradura
compacta en este caso no sera ia tal suposiciéa ya que supoad que la varieded AF
@8 compacta y por lo tanto los intervalo mixi de definicién de las soluci [
ea todo R, ésto esta de do con la proposicién 2.15. El pto de 16 1
pnedonr bidn trasladado a este t bién que en ol caso de S?  teorems

1 31 sigue siendo cierto, de esta forma qudn todo en orden pana presentar los siguientes :
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TEOEEMA 217 IID] Sea X € .Y(M) con M ung voriedad compacta, y sea p € M en
tonces:

) w(p) #9

fii) w(p) es cerrado

(iii) w (p) es conezo B

(iv) w(p) es invariante bajo el ﬁlu'o de la E'.D. a.

Cl te estas proposici son validas también para lol eoannto- a-llmlu. La de-
mostracién es muy similar a la del 1.24 de! capitul ! ‘
Resulta en todo caso méa p hoeo hacer alg: ios acerca de los coniunu-'
a~limite y w-lmite de los campos vectoriales de los ej pl iores. ‘En el " "'
" podemos pensar que las 6ebitas de cualquier punto distinto de py o pg nacen en el polo sur de

1a esfera y mueren en el polo norte do la mizma o sea que los conjuntos a-limite y w-limite
de esos puntos, son yredumme Ps Y PN

_Eng!cuoddpjmpbzg‘muehomh , ¥& que depead ddvnlorqum.'y,
i por ejemplo 7 es racional t que los conj w-limite y a-l{mite de ua
punto p en una érbita 7, son igaales entre si y son iguales a 7, ya que como dijimos antes 7,
* eg'una debita periédica; oi por otra parte ¢ que 7 es irracional entonces nuevar los

wnjnntu w—limite y a—lmite son igaales entre -i pero esta vez son iguales a todo el toro 73,

una ia del hecho de que las 6rbltu son densas en 172,

TEOREMA 2.18 [19): Sea X € X (57) un cnmpo vectorial con un numero ﬁm’la de singu-
latidodes, Sea Pp€ 53, y sea w(p) el conjunto w—limite de p. Entonces:

" a) wip) es una drbita pericdica.

b) w(p)consiste de singularidades p; y de drbitas v, tales que w(y) = p; y a(v;) = pj siempre.
que 1; C w(p).

¢) w(p) es un dnico punto singular. O

La d i6n de este no se p te gracias a la similitud que

1 : Y

guarda con Ja del teorema 1.30 (ver {19]). En su lugar p g

Ejemplo 2.3 .Sea X un campo vectorial con las siguientes caracteristicas; el polo norte y el
polo sur son tales qué X (pn) = X (ps) = 0, el ecuador es una drbita cerrada y las drbitas de
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Figura 2.7
p-nluqunonnmdplamﬁdpbmlhmcmdeldunmcmoa-m .
'decudorm_ou-lfmiu;mum%vzs’-glm!uncidntd'ueuanulaentdo
" el ecvador. Conatruimos entonces el siguiente campo vectorialen S, Y = - X es claro que
@pm”ynmmmmalumpt,yademdctglo)pﬂlonhucl
dor es béé wn punto .,-,'. ,nﬁ-moa s $6n en el conj w—Mmite de

mnmmmmmdplomﬂemdpknrnkmummmemndo!odoeluulor

Mqhﬂohnmqu-dmdohhm‘-hﬂnmhup&ﬁhwdmpo
M&nl‘mlﬂw&m-m '
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Capitulo 3

'TEOR{A DE
POINCARE-BENDIXSON.

"En d capitalo anterd que en toda vecindid, conveniente elegida, de un

"pnnlorqnhr o o en ¢ Jogica quivalente a un flujo constante. ‘En este capitul
nos’ prop describit top ": los alreded: de una singub idad aislada, para
loculnn-luill e del concep de{ndlce i dsnnumpovectorhlnlohmodn
una curva de Jordan. Se mostrard que ai la curva l;o contiene singularidades, éste es cero,
despuée con la ayuds del de Poincaré-Bendi dividi ¢l interior de una curva
de Jordan, que rodea a una singularidad aislada, en ciertos tipos de regiones, llamados sectores,
topolégi te equivalk , asimi una férmula, conocida como Ia férmuls

de Bendixson, que nos permitiré calcular el indice de una singularidad aislada en términas del
nimero de tales sectores.

3.1 Teorema de las tangentes rotantes.

PORES

S que t definid nnumpovectoﬂalXennnibienoAdeR’,ya:IcR-.

A una curva cerrada simple que tiene definido un vector ungexite para cada t € I; salvo en’una

cantided finita #1,t3,..., ¢a; es decir, estamos pensando en una curva compuesta por trozos de

curvas o arcos diferenciables que se unen en vértices en donde no esta bien definido un vector*
4 ) PP o

a una
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Definicién 3.1 : Ssa : lcl—oACl'.Mm'uau-ummmMa: .
mc‘mmmmla[c.b]u . :

f)a(e)=a(d). : .

H) slempre que & # 1; tevemow que o' (1)) # /(1) bow puntos a(t) ke n.-.m-u
ﬁ)-nﬁ-ﬂn-vnb(k, dhmamm-m . .
-hm-(&)m&hhwmk-w-rwn-dm

- axterior que forma a () con a(fi-1). -
mwdmvNMumtel‘ndMn-(l o)vh-,

) anu-nuuo-mbhnhwﬁ-u

lne) _m
o (0) = el fexl] = ol

hmmmm‘Mhpqqumpmx.bhpkhm
@ con ol generador ¢; de s siguieate maners:

AW mO)
o (P) = T @ferl] ~ An(OH

doade () & X (a (), y lw(O)” = (o] + o) ; deltairemos ahors [y (@) como sigue:

Wly(a) = p(a) ~ w(B) 1)

y & partir de asto d",' ¢

TE_O“MA 8.2 : Sin(t) es continvo, diferencialle y no s¢ ansla en a éntoncg.- X )

() = [RBZpiny, I
. D stracién: Del fund ] del célculo sab que:

(@)~ p®)= j do= j a{ (Ilu((:))ﬂ)} .

hdm — mdm
ATR_RT gt = 2kx
/ finl?
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vi‘igna-z:

de donde I, (a)=k€e Z. 00
AI.,(n)lollmmmdfndicaddumpovuwﬂﬂq X(a)oonmpectonlma.

D‘niddn!l Seag=8,< a1 <+ *< o -bya (a,l]—o Il’ una cumdelordan,
kﬂmmm ai(#) = a(t) cont € o, &41} y escribimos a = Ua; asimismo definiremos I (o) =
j‘“ dp. A Ix (o)) le llamaremos la contribucidn del arco o al indice de a.

Com la notacié {or se ple el siguiente resultado que p sind

Corolario 3.4 : Si a = a) + aa s decir #i a se puede descomponer en dos curvas cerradas
como se observa en la figura 3.1, entonces Iy{a) = I{ay)+ Iy(a3). T
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TEO“MA 3.5 (de las tangentes rotantes ) 1 Sea a una curva cerruda pimmetfinda,
C? por trozos con‘véiv't'iua en los puntos ty,..., 1 ¥ sea 1 £ O el campo vectorial tangente & lo :
largo de coda curva regular a; entonces:

LI Ao e
z:):r.,(a.)+ 2:0‘ = 2 (u)

Metmtdepﬂekhoﬁmmkhumo. (dondeludmlul;dchﬂmuh
aon los que se muestran en ls figurs 3.8).

De sota no & una & cién e o caso general de una curva O por
troaos, lo h l pars ¢ caso particular en qua no hay vértices, notemos que ssto
_ moes una limitéate pars bjetivos ya que siemp: tnwnmcolmmaddah),
0 docit curvas b orfas a circulos, 1a & 36 quqd udabkh.nlllloyf.
La demostraciéa se pusds ver ea [8] y [13] (ver fgura 33). ’
Demostracién: C por pensar en uns rects 7' qus es tangents & o aa un

_puntop e n,dullmwumlodtldmnhdamldodcﬂmoubmupodmu
reparamateisar al curva a para que a(s) = p. Sea abora

R={(s,t)efobx{ad|a<cact<h)
 Vamos » defiair la sigulente funcién:

oty 0i (s,0) £ (w) 058

nie,t) = Wﬂd:ﬂ sit=o
~Ed # e =(eh
. nbtese que 11(s, ) es continuay distinta de cero en [, 8], nétese tambiéa que n(s, t) = - (¢, 8);
es decir son con orl 3 P Vamos & definit 1a funcién ¢ tal que @ (s, 1)
" es ¢] dngulo que forma n{s,t) con e.l vector director de la recta 7', es claro que esta funcién
es continua y que p(a,a) = 0; entonees 2x1, (a) = (5,8}~ ¢(a,a) como s puede gbservar
de la definicién de o, ya que ¢ (t,¢) es el campo inl & o, Debido » 1a forma

en que estd colocada la curva a sabemos que 0 < p(a,¢) < £ y que v(u, ) es un maiiltiplo
impar de x de donde se puede deducir que ¢ (a,8) = x, un argumento similar y e} uso de Ia
igualdad n(a,t) = ~ n(t,4) nos llevan a concluir que x < ¢(s,8) < 2x y como ¢ (s,8) —
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SR . C

' ﬂ.lll 33

‘VO(O.\ =v(a.b) l.obhlmquw(b,b) t—ldndondecondulmmqup(
potlotutol.,(n)—lyuvcﬂluhvllidndehfbnnuh33 l:| )

‘laﬂll.l[l]aSiJM 1 torisles py y pa pued urdehnmduelunoeneldmm

. tinnamente, sin invertir orientaciones y de tal forma que nunca ap en idos opuest
indices con respecto a cvalg cumdelonlannuoni'ulea Sindummpou

les pasa esto diremos gue son eguivalentes,

D etracis Slz , dos p ral i £1 Y p3 que se pueden de-
formaz el uno en el otro sin invertir orientaciones entonces existe una funcién @ : [e,d) = X
(R?) con 1an siguientes caracterfaticas; (i) ¥ es continua, (i) ¥ (c) = 1 ; ¥(d) = pp ¥ (iif)
det ¥ (¢) # 0 para toda t € [c,d] ; es claro que para cada ¢ € [c, d] lo que tenemos es un campo
vectorial y que cada campo tisne definido un fndice, es decir ’ definida una funcié

Ig(s)(a): R ~ Z, ahora bien en ] caso que p; y pz son P
poe Ia forma en que se definié el indice tenemos que la funcién fg(y) (a) e continua y por lo

tanto debe ser constante en todo [¢, d], de donde obtend: el requltado deseado. D
El hecho de que este teorema sélo lo pueda probar pars pos Vi ial | no
constituye una limitd este dltimo io se podrt_, iar en la sigui 16

3.2 Indices y singularidades.

Tenemos definido el {ndice de un campo vectorial con respecto de una curva de Jordan, lo que

h en esta seccién es extender este pto al de {ndice con respecto a un punto singular,
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. ya qua en este trabajo lo que nos i $ serd precl te calcular fndi dounnu

1ade i com respecto & puntos sisgulares por lo cual & partis de este momento
hablaremos dnicaments de camp arial ianos, Sab 'bhgquﬂn=(m-'h)-
un campo vectosial contiave definido sobre u abierto A 'de R? eat qwe: -

iy - mydop .
-l n d
donde a es una curvs de Jordaa, mmnmwdhﬂnhuwmm‘
m;unnwdmhumhlnupd:ﬂnduﬁwbundqﬂnumhlm
@ Gue contesga A p e su interior; esta dltima deflaiciéa queda biea determinada gracias ol
Lamia 3.7 [I3): Si ayy a3 son dos curvas definidas en un abierio & C R que s¢ pueden
" deformer uno enhum #in pasar por un punio mmhrmtmul.(a;)a I,(e’) o

" Demont ‘Hn:h‘ i60 de sate Jema s bastante parecida & Ia del .
43.‘4) por sup quoalya,mdumujuuqunpndu_ddmh
" ussen laotrs, oo pod jr una fanciéa contisus con inversa contiaua (bomes-

morfemo) entre la regida dalimitads por astas dos curvas y Ia regiba delimitada por wa par de

clrenlos Cy y Cy; ssimismo pod uaa funcién ® con laa propiedades (i) y (ii) ded
hnnnwhyobmnuhﬂnchmuhﬁmuwmmie{c.ﬂ,ylmu
de la definlcidn del fadice la continuidad de esta funciém n0e g ina Ia jgualdad desead

Por otra paste si oy ¥ a3 se § 0 importa por que pod peasar que # (aa) = C;

para algén i € (c,4) y como de cualquier forma Iy (C:) o resultado sigue

siendo valido. .

Por Gltimo mencionard que si a dos curvas les pasa lo aaterior diremos que son dos curvas

homeomorfes. O

Una ves que ha sido blen precisado eet ptot una ia de este
'cnlldﬂhmc:

Corolario 3.8 : Si a es una curve de Jordan que no conticne puntos singulares en su interior

Yhad,

entoncea In(a) = 0.

o stracién: Como el interior de una curva de Jordan es un conjanto simplemente

conexo pod; def a en sobre su propio interior hasta convertirlo en un circulo
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' Cbrﬁbm’mtmu cualquier p, Almbi--hmdvmnuquuhmhd\h
ddtmlaqutmnnqu»bnmdtcllo-peqnmyqnthudednlmddmloqu‘
,lomuv;(’)ye;cmdohmuquddnuloupumanp,dannlduudmnmu
qupwdhmsnudor!,(a) O(ver 13). O o

Hmmmnwmhmmdnubuﬂdmnﬂnmd«bdﬂhqu
“tienen estos conceptos con 15 ecuaciones diferencial u.n.pdo.immeod-mumm
Mhnmeﬂuntnﬂ-dddniuu

‘T!:OB.!MASJ[MI SuXunumpomlond‘cchnC‘ definid: aoﬁnm \j
_abierto A C R, Si a es una drbito cerrada de X ldmnim:norutdmtemdaenA,
.efitonces eziste un punto singult tenido en el interior de o,

Domutneién: Como une Mhin eemd; €8 una curva de Jordan entonces su interior ex
{ropl , supongam qmendinmh:dauwh-ypnnmdmhmntmw
pmdlmnu&uhrtmmqml,,(a): Q. Puoporotnpurtcnbmu que por ser @ curva

gral de X ent X es tangente a a y por el teorema de las tangentes rotantes tenemos que
i,,(a.) = 1 lo caal constituye la iceién que establece al (ver una dem 16
alternativa en el Satamayor pag 254). O R

Obeervacidn 3.10 : Sea X un campo vectoriol continuo en 53, entonces eziste of menos un
punto p € §7 tal que X {p) = 0. Supongamos que X (p) # 0 para todo p € 53, »i nou'ﬁquu-
en un puﬁla cualquiera g € §% y observamos la drbita p (1) que pasa por g, entonces por ser §?
compacto w(p(t)) ¥ a(p(8)) sor no vacies. Ahora bien por el teorema de Poincaré.Bendizson
'(ver capitulo anterior) estos conjuntos deben ser drbitas cerradas, pero en tal caso tenemos una
contradiceidn. O ’



. Figera 88; .
hn&h-whdhwmmwﬂubﬂnqumm"'

w«ymmhmmmumum-mm-m Solo'- :

muuuam.ukﬂnhwe-ammpummu-mmqudmui
mmﬂwuhummwmo.u:mblﬂnm&mw
mumn-mmdma ientables para’ mayor
hhnndhmdcmﬂd-omboCm[l]mhulle,db.57y510 doade s’
plisde obeervar como se relacions Ia suma de los iadices con el lamado gemero de Ia superficie
y otras caatided ias de 1as superficié wmmhmrvﬂmmﬂmyd‘uumhqui
alli se defissn. Eato ltimo a travis del Teorema de Poinearé, (ver capitulo 4 do esta tasls)

Nota 8.1 : Sea a una curva de Jordan tal que en su interior tiene sokimente una contided -
Madcnmlarﬂdutg. .:.yqiocnamumcu (m'hss) o

Ih(a) = Yoy (s)

Nota 3.2 : La notacidn I (2;) significa: el indice él campo vectorial = X (a) con respecto
a la singularidad 2;, ya que como sab este ny es independi dela!oﬁrga:nmu
escoge a de hoy en adelante solo calcularemos indices con respecto a singularidades aisladas.

2 traland,

con I(a) no es otra cosa que la

Nota 3.3 : En pocas palabras lo que
rotacidn de n a lo largo de a.

3.2.1 Ejemplos.

Ejemplo 3.1 : C emos con un ejemplo sencillo, El campo F(z,y) = (-z,¥) y vamos

a caleular el indice del punto singular 0 = (0,0). De acuerdo con la definicidn debemos calcular
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la integrel;
—zdy + yds
[ T

sobre la curva @ (comombemoapodemanucqerla que me)or venga @ intereses de
acuerdo con el lema 3.8 ) a(t) = (cost, mt) con t € [0,2x] y esta mle'ml como sabémos vale
-3, Dedanleeh’ndncedelpunlon-—l. A

Ejemplo 3.3 [15): Dependiendo si ad ~ bc > 0 0 ad — be < 0 el fndice del origen con respecto
al campo X, (z,y) = (az + by, cz + dy) es +1 0 —1..Ya que si ad—be > O entonces el campo X,

'IC‘C ser dchnnado continuamente y sin mverllr omntacwnen en alguno de los campos A=
(l.') o Fg = (-y,:), la lmm[ormacudn que nos sirve en ule caso es ¥ (l) (1- l)i‘; +. tX,,_
cont € [o.x] y de manera amilo'a podemon proceder en el caso ad - bc < O pero esta vez con clv
campo G = (~s,y), ver mm,lu 3.8, 39 yﬂ‘um J.a(n) -9.8(d) doude se muestran los ncmtos
fase de tales campos, Este ejemplo puede ser extendido de la siguiente forma; i Y=X.+ %
donde Y tiene ls propiedad de que lim Y3/ |ix]} = 0 cuando x — 0 entonces cl indice del origen ‘
umlo %% n’ue siendo 1 yo gue por un lado el campo X, n'u siendo equwdenle ol cam’o.

Fysi udcmd: tomamos la fumdm de curvas homeomorfas a, (1) = (r cost,rsent) con r=0
entonces lendmm gue Iy, (9) =0y el resultado continua siendo vdlido.

Ejemplo 3.3 [13): Sea X un campo vectorial de clase C* en un conjunto abierto A tal que
M(bX;/dq) # 0 en todos los puntos ain,ulafé:. Si a s una curva de Jordan con su interior.
contenido en A y tal que X # 0 en a. Entonces Iuy‘ una cantidad finita de puntos singulares
W11k €n el interior de a y ademds Ix(a) = wy = n_ donde ny (n_) es el numero de
singularidades tales que dt (BX;/83;) > 0 (dot (8X;/02;) < 0).
Prueba: Nétese que la condicidn det (0X¢/8:,) # 0, solo nos deja dos opclonu pam o
punto nnmdar %

1. yi es un punto hiperddlico.t

2. y; es un centro para la ecuacidn diferencial 2 = DX (z).

En el primer caso sabemos que el retrato fase de X es topoldgi te equival al de

DX () v el ejemplo anterior nos muestra que para tales singularidades el indice es siempre

1Ua punto singular es hiperbélico, si ainguno de los valores propios de 1a matris DX (p) tiene parte veal nula,
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tl s-..ulmoentmpui-l)x,“_ existe una ¢ nonulad tel queesta -

-_f-ﬂ »
=

'uﬂmmgndm‘uxku es 1, es decir:

1:1,,(,)-/&-/5&

Maum‘pﬁrumum‘omﬂaummmwmhmmmh“

dordcu. Ahm&uonpmmmmmpmﬁqunmlmedamhuuun
qenlm, la cidn dife "t-X(n)n‘cnclnhnu(enwdmdum

ot e i tmPoos@4+Quend .
"-6+Pm0-0a-0

con P(r,#) y Q(r,#) dos funciones tales que un,...utﬂ un,_..lﬂu =0. &l uwar o
fndkedcpmmauunmao&km S

Ix(,)=L0-L(&+$a-‘+gﬁ)v;;lﬂ: '_

i

ya gue como el {ndice es un némero entero entonces eviste una um.urmd- a tal gue la

" contribucion de los términos £ cos® y Qeend es despreciable, es decir en los singularidades en

las que la parte lineal tiene un centro, el campo tiene una singularidad en ls que el indice sigue
siendo 1, Pera tuir apli el itado de la nota 1 y obt logque @ . Hey
que notar lo siguiente: oi g es un punio singular del campo tal que dat (8X;/8z5) % 0 en ese
punto, engonces por ser X un difeomorfismo local de clase C? se tiene gue y; es una singularidod -
aislada. Como atint(a) es compacto y no Aay singularidades sobre a en su interior sdlo hay

una cantidad finita de singularidades.

Ejemplo 3.4 : Calculemos el indice del origen con respecto al campo vectorial Z = (22 - 3, ~2zy),
paru ello escojamos la curva a(t) = (cost, sent) con t € [0, 2x] y calculemos la l’ntegml 8.2 pnm
obtener Iy 0)=-2 .
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ankmr y

Lol I¢

lw(o) =3,
Mibs uﬂﬁu.m un resultado que nos permitird e_dnhr‘eon mayor facilidad estos

33 Clnl.ﬂmh’m di.iiﬁéuhriai@q;

3.3.1 Puntos de mhddn .

Comensamos con la ocuu:l&n diferencial:

» $=X0) (3:4')
‘ 2(0) = r. ‘
y connideraremos d P jeato en lan jsa de un panto sluulu para mayor facilidad

vAmos a suponer que tal punto es el origen y que ademds la ecuacién no se anula en otro punto
cercano al origen, es decir:

X(0)=0yuip#0y | pll < centonces X (p)#0 -

. sab del de exi ia y unicidad que una solucién ¢ (¢) al probl 34 estd .
definida y es iinica en un intervalo méximo (w..,w4) y si ini fijamos tencié
en la semi-6rbita positiva de una solucién ent la tend definida en un intervalo [0,w,)

entonces por el teorema de Poincaré-Bendixson tenemos las siguientes posibilidades:
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i) m:. algin ¢, € [0,w4) con la propiedad de que || ¢ (t,)]| =¢. e i
I.l) w4 = 00 y entonces (1) es tal que w(!) =+ 0 cuando ¢ — oo,
Cll) wy =00 yplulomlnnoquou(ﬂ)loloquw(l)umuplulqna rodulloﬁp

) oad

iv) w,, uop«oahonu(w(t))u\ma cién de curvas

v) u., ooyv(t)nu.cumdﬂordnquwnthmulabnmnlnmh

Clbe mclouu que eatos CASOS 1O 30N mutumnte nxdnmtu

i

'Dllnlclén 3.11 [13]): Sip es un punto mmdar lal que toda vecindad de él contiene drbitas
unv,daa cntoncu dwmoc quc p es un punto de mtamdn

Néhnqutoduluérbitunmvodndlddnnnpnntodngulnppmdnmuncm\-
ixadas de la siguiente forma. Si 7 es una solucién de 3.4 es o bien una érbita cerrada o uan -
espiral tal que sus conjuntos w-limite y a-limite soa 6rbhu cerndu alrededor de p.

chnlclﬂn @.12 : Un punto de r tacid tal que en ', i indad de ¢l todas las drbitas

s0n cerradas se llama centro.
RS S L . R

Ejemplos; ‘ :

Consideremos 1a sigul i6n diferencial: ’
&=zu(r) ~yv(r) R (35)
g=2zv(r)+ ye(r) . o o

donde ¥ (f) yv(r) son funciones continuas de r = ||x|| que satisfacen u? + v? # 0. Notemos ;lne

elnrlgenuunpnnto’,' islado de esta ion; si h un “" de d das
cartesi a polares (ver seccién 5.3) I i6n se convierte en:
F=ru(r ’
. ) (3.6)
8=v(r) i
para los ejemplos sigui trabaj ini con la ién 3.6,
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ﬂunplo l.i‘;- Supongamos que.u(r) = 0 y 9(r) =P # 0 entonces lo ecuacidn 8.5 queda -

como v FO e Y D

gagy
) Come e e L e L e 0 PR T el Loy g o fai
v para esta ecuacidn las soluciones son circul qumdaandon'enydondeuuulhmouun ’
centro, .

ﬂnnploiﬂ s Snpnnmu Mavu;queukr);-rm(l/r) y-kv;)= !; laccundn ’.dq;a;i;
t= r’m(l/r)
’ ‘sl '

S LR ¢ ) B

sabemos que el origen es un gunto singular y ad ’hn Nuel ‘d'dnm Heid hldnl
nlucinh&ndbl/hmleZmdrhmandammdnndoﬂpnyprdm ’

plm como; -

r’m() >0 a‘buimn S
<0 lihuplr

entonces se observa que las soluciones con condmdn inicial en la rem lmutuda pr los eireulos

- devadio1/kx yl/(k+l)lmemmludveddordclonnnukommndonu:mprmm

ol cirenlo de radio 1/kx como a—limite y al de radio 1/ (k + 1)» como w--limite; y cuando n -

s par los papeles se invierten,

3.3.2 Atractores.

De todas las singularidades, aquellss que no son puntos de rotacién son las més dificiles de
describir.

Una singularidad aislada p se llama atractor si en toda vecindad V; de p todas 1as soluciones
de 1a ecuacién 3.4 son tales que estén deﬂnldupmtodnt> 0 (t < 0) y tienden & p cuando ¢

tiende a 00 (—00). Més adn si todas las soluciones son espiral t el atractor se llama’

P

Joco si todas las 6rbitas tienen bien definido un vector tangy en p el atractor se

llams nodo. Un nodo se lama nodo propio si para cualquier # € (0,2x], hay una solucién tal
que su vector tangente en p forma un éngulo 6 con el eje z, si este no es el caso entonces se
llama nodo impropio.

Para ilustrar estos casos tenemos lo siguientes:
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B P ST S L e
ﬂunphll Cmsdcremoul lmealdc ‘dil.{ cial =

SRR PR ",,c.v i e DI
o -
el s=az-fy

e e 2 . ¥=fz+ay

mﬂ#Oyn&Mm‘oumkmﬁmP(a) (=~ n)’+p’ ¥ que tiene las siguisntes nl’ca.
n,natlﬂ,mmtommemmeldeh[oma :

B P

0= et~ s h)

: ATy (39) ‘
PO seicontdt senftds)

en este par dc!drmulu se ve qu sin diﬁcullad que el ori'en es un atractor ¥ que es un !oco
mndo a,ﬁ#o

Ejemplo 3.9 : Consideremos ahora el caso mds general de un sistema de la farma:
i=az+ by
g=cx+dy .

wnp = ld k # 0. El polinomio caracteristico es P(z) = 22~ (at+d)z+p y“uu raices
vienén dados por 5,3 =1/2 ((¢+J) +y/(a+d)? - 4p’ y las soluciones del Mema quedardn
en términos de laa rasces, distinguimos tres casos (ver ﬁ'um 3. U)

a) Las nu‘cu s0n reales, mualeu v dunrmu de cero.

'8 La- raices son reales y distintas. - v

c) Las raices son compkjda.

Caso (a): Supongamos que P liene dos rafces reales iguales, sntonces pueden pasar dos subcasos, en
ambos el origen es solucidn :

Imente ind: dient,

1.- La rast tiene asociados dos vectores propios v,v; li J: , en-

tonces las soluciones tienen la forma: -
#(1) = c1ev; + e3¢y,
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1w

Cuo (5) Coda una de las rafces tierie asociado un vector propio q,vg las aalucumu son enloncn

YW S P GRS WSS B ey,

de donde se observa que #i 3 < ) ¢ntnnce»'tm-:d\.l. =t g9, todas lﬂl soluciones no '
—— —_—— o ponn

triviales son ummclal que se acercan al origen, y cuando 3 > 0, loda los soluciones -

no triviales vienen del origen; en este caso el origen es un nodo propio. (ver figura
8.8(a)) e

.- Los vectores vyy vy son linealmente dependientes, y la soluci son de la

dw(‘) =(a+ ‘;3)"';1 + c:d"n

en éate caso el origen sigue siendo un atractor pero ahora es nodo impropio, ya que
#i calculamos el limite cvando t — 0o del cociente (w,/m) 0 (ca # 0), en el caso
enque ey = 0,ls solucidn ea el eje = (ver figra 3.8(8)).

* de la forma:
(1) = c1e™*v; + e3¢’y

y Mu ﬁul’"u sudcasos:

.- Cuando 33 < 3 < 0, todos las soluciones distintas de cero tienden al origen sit — oo
matmpurtennmnmmc,#Oentmuelhmmmaudot—toodelmnnu
(m/m)=0vde;=0!¢nﬂm&nu¢lejsy,dcdmd:udcduuqueclon’enu
un nodo impropio,

2.- Cuando 0- < 33 < 33 , todas las sol disti de cero tienden al origen si

t — —00, y pasa lo mismo que en el caso anterior.

3.- Cuando 33 > 0> 23, en ¢l caso en que ¢; =0 la solucin es eleje z ysica =0 el
eje y es la solucion, (cuando ¢y = c3 = 0 la solucidn es el origen) en ambos casos las
soluciones se acercan al origen cuando ¢ — 0o, y 85 €1, 63 £ O entonces las soluciones
tienden a 0o 8i 8 — oco,este es un ejemplo de una singularidad que no es un atractor

ya gue solo una idad finita de soluci se acercan al origen, a este tipo de

singularidad le llamaremos silla.

Caso (c): Del ejemplo anterior se sabe que las soluciones de la ecuacidn tienen la forma:

@(t) = c1i01 (1) A + capz (1) Az
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Figura 3-8:

con Ay ¥ A; los veclores propios asociados a las raices, y donde g1y @2 estdn dadas por
las i 2.9 también aqur’ ¢ tres casos:

1.- a =0 en este caso las soluciones son elipses alrededor del origen que es por lo tanto

un centro,

2.- a <0 en este caso las soluci. son espirales que tienden al origen cuando ¢ — 0o
y por lo tanto el origen es un foco,
8:- @ > 0 en este caso las soluciones son espirales que tienden al origen cuando t — —~o0

"y por lo tanto el origen es un foco.



3.4 Sectores.

Vamos s peasar que est enlns faa de una singularidad aislads p del campo vectorial -

xbduc',llf;‘ que de P der en oota 1L ﬂl!l!@kﬂw;

- ae ver tus soliictionens So i scuncin diferesdal 3.4 cerca de p?. Si p fuera en piinto de rotaciés -
eatouces sabemos que uas buesa caracterisacién de 1as soluciones es la aiguiente: Si 7 es una
dldhbl.‘.tuu1-ounmmmoul-ﬁmﬂqqméﬂuh
‘w-limite y a—limite son Sebitas corradas alrededor de p, por ello de aquf en adelaate trabe-
Jaremos solamante con singularidades que no son puntos de cién, el camino pars respond
» esta proguata nos Devars a definir alguace comceptos imp , la mayora de ellos se
mm-(m.-dm«uwmy-mm

Proposiciia 3.18 : Sea X (s) un campo vectorial continuo con p une singularided aisiada gue
10 e wn punto de rotecidn. Entonces ezistz al menos uns solucidn nulsenVy = {5 : ||s — pj| < s}.

Demastracidn: Supoagamos que V;, &8 una veciadad del pusto p que no contiene ebitas
das, est0 es posible gracias & que » 30 o8 ua punto de rotaciée, y que y dals

scuaciéa 3.4 con condiciém inicial e V5, el hecko de que 0o haya éebitas cerradas nos dice que
doul-iomhﬂm(le)&h-dhnwh,qumdldh7-aom:

Dre indefinid  CI(%). o docit g = o0 (0 =-0) y 1) = »
cuando § — w.(«e-), & este tipo de saluciones las 1 tuciones nulas p
" (negativas). ‘

1) 7 sale de C1(V,)en algin momento, es decir existe algin ¢, tal que [[7(t,) ~ B = &.

a

p % a fijar ideas, supongamos que en
V 10 hay soluciones nulas de ningin tipo. Sea {z,} C V, tal que z,, =Py 1a solucién de 3.4
cuya condicién inicial s z,,, para algin ¢, € [0,u,) se dalaigualdad || (ta) — pil = €, repara-

En este h 1) ici6én que nos ay

estas soluciones como sigue: Ta () = Fa (ta + 4) de tal suerte que [[74 (0) — pll = ¢
¥ Yn(tn) = 2a. Por la proposicién 5.8 pod coger un sub ién que 1 nueva-
mente 7a(t) tal 74 ge unift te en compactos a una salucién de 3.4 definida en un

intervalo [0,w,) con wy = limwy,, es claro que wy > 0y como 7, (t,) — p cuando n ~+ 0o
entonces no hay méda que wy; = oo pero esto s6lo puede ser cierto ai hay soluciones nulas en
V,.a

Antes de continuar vamos a dar una definicién que ser4 dtil méa adelante:
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Definicién 3.14 : Sea J una curva de Jordan recorrido en el sentido pomwo que rodea a "w,/ -

una amgulandcd aislada del campo vectorial X , #i 7 s una solucidn de leec.s. 5 con mdlcﬁn,
- dndodad end y fafquz 1*CIM(J)an¢t> 0 (t<0) la llamaremos solucuinbuenuh:_
itiva (negatios) de J. Diremos que 7 € NBy. - S '

?

s N i
Bp !

N&dnquqnvu teblecid hﬂﬁm, posicis : uns imp : racteristics .
daluﬁlu;lon--mudndndv,ddpntomm,.nqudpun-digﬁﬁﬂmm
que 0O o8 un punto de rotacién eatamces para toda curva de Jardan J tendremos que NBy #£ 9,

Definiclén 3.18 : Si doda una curva de Jordan J que rodea una singularidad sislada p, esisten A
11,73 € NB; tales que 7 (0) = € J ¢Monch al interior de lo curva formado por fos arces
11,73, el arco (Jya) sobre J que une g conga v la singularidad p, le llamaremos el sector 5 de
J determinado por 11y 3. g

-‘Hay que hacer ver que en la defini 16n agterior no se ha »‘ ido ¢l caso en que ¢y coincida
con ¢; en tal caso (J12) = ¢y y por unicidad de soluciones vy (f} ¥ 72 (t) forman parte de una
misma solucién 7 con w(Y) = a{y) = py 7(t) = @1 para algin ¢, € R. Supongamos ahora
que tenemos una solucion vy de 3.4 tal que ¥ C In¢(J)U J para toda t € R entonces la curva y
y la singularidad p forman una curva de Jordan, si suponemos que v 1t J # @ entonces por ser
data interseccién un cerrado existen f, =min{t e R:y(f) €J} <ty =max{tc R:y(8) € J}
y entonces las curvi 71 (f) = {1+ ) parat 2 0y 12 (t) = v(L+ t3) parat < 0 s0n scluciones
nulas bésicas para J, vamos a fijar i6n en ol i Idohcurvry(l),uiehecws
de J determinado por 7 ) ynit)es ta que £ G S entonces diresnos que S o8 un sector eliptico,
e clmque do g = {3 ent I=8ysdemésni é(l) es una solucién de 3.4 con condicién
inicial en int (1) entonces #(8) esti definida pasatoda t € Ry a($(t)) = w(¢(2)) = p. Dadoun
sector § que no es eliptico puede sucader que en Int (S)U Jia no haya saluciones nulas biaicas
en cuyo caso diremos que S es un sector hiperbslico, por dltimo si un sector S determinado por
las soluciones v, (1) y 72(¢) es tal que ambas son soluciones nulss base positivas o negativas y
en int(S) no hl& soluciones nulas bisicas del tipo opuesto entonces diremon que S es un sector

parabdlico positivo o negativo (ver fig.3.9).

nétese que en el intesior de estos tres tipos de sectores puede haber una o varias solucionea
$n (t) definidas para toda t € R y si este es el caso ent toda solucién con condicién inicial
en el interior de ¢y (t) esta definida para toda ¢ € R. Denotaremos como 5, a la parte eliptica
del sector S, en decir al conjunto de puntos en § tales que estén en alguna solucién definida en
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Figura 3-16:

Wﬁnﬁn.p,dooqiuwS.ueundoysquheunu&(l)t}pmcurvindolo«hl,y )
ademia o S i us sector parabdlico o hiperbélico se cumple que S, N J1a = §, también pusde
n'udquﬁhﬁmonﬂu luck coa 1a propiedad de que ambos extremos estén en
J, denctaremos como 5y & 1a parte hiperbolica de S. (ver fig 3.9), es decir a Ia cerradura del

conjusto de puntos en S tales que estéa en alguns de esas soluciones con ambos e
ha.
Lema 3.18 ; Sea X un campo vectorial de clase Clen un eonj impl t A que

.cmm'ene a la singularidad aislada p. Sea J una curva de Jordan contenida en A alrededor de
P. Entonces ezisten una cantidad finita de sectores hiperbdlicos y elipticos en J.

n. ot v it Q

p que una curva de Jordan tal que contiene una in-
finidad de sectores ya sean (a) elipticos o (b) hiperbélicos, entonces:



(a) Si'son elfpi{co;.-eito equivale » tener usa lnfmidad de soluciones #n (1) tales que estén
. definidas pua‘tudo Ry que ademids s (£} 0 J # 8, como ia'de esto p

construir una infinidad de soluciones nulas bisicas negnhm o positivas, es decir soluciones

) naﬁn}du pars toda t > 0 (t < 0) con condicién inicial en J, por ser J un compacto

... ... entonces el conjunto c:,. (0) tiene un puntc de asu ulacién al que 1I @s(0) es

decir podemos construit uns i6 6 de soluci nilas bésicas positivas y
negativas tales que @, (0) — @, (0). L

‘(b) Sl son hlperbéllcos entonces hay una infinidad de soluci nulas bisicas negt 4

pomlvu por lo tanto en éste caso ta.mblén podunoc construir una mcenén monownn de

soluciones nulu bisicas podtivu ¥ negativas tales que ¢a (0) — ,(0) .

Como en ambos casos podemos construlr nl i6 6tona de soluciones nulas bisicas

o posmvu y neglﬁvu entonces, sin perdida de lidad podemd T que tiene la sigu-

P

'viente propledld' @an (t) es una solucién nula bésica positiva ¥ pgn+1(2) es una solucién nula
" bisica negativa, pero an () — 1 (1) ¥ @aa41 (1) — @2 (t) entonces bor la propmicidn 58¢1(t)
¥ 2(t) son soluciones de la ecuacién 3.4 y se tiene que ¢, {t) es una solucién nula bisica pos-
itiva y ¢2 (1) es una solucién nula béaica negativa, pero #m (0) —_-'v:,, 0) ¥ ®an41 (0) — 0, (0)
de donde por unicidad de soluciones ¢ (t) = 3(t) lo cual es llﬁpoaible. o
Supongamos que tenemos un sector S eliptico, entonces hay una solucién v definida en
..tado R tal que Int (J:) =1C §(cony=vup)y por consiguiente toda solucién  con

... condicién inicial z € 7 es tal que ¢ — p cuando t — =5c, pero en un sector elfptico puede

haber soluciones con ambos extremos en Jy; : vamos a ver que tales soluciones no se acercan
“mucho a p (es decir p ¢ $)) para hacerlo supongamos que pasa. lo contrario. es decir que hay
" una sucesién de puntos p, — p y una familia de soluciones o tales que g, (0) = p ¥y QUery =
© @n(tn) . gn = ¥n(84) € Jy2. como Jy3 es un compacto entonces por el teqkma de Arzela eﬁsten

subsucesiones a las que volveremos a Uamar r,, g, tales que £y — r € J32 Y g — ¢ € Juz

hay que darnos cuenta que por el mismo arg; que utili enlad ién de la
, proposicién 3.13 las soluciones ¢, y ¥ que pasan por los puntos r y ¢ respectivamente son

soluciones oulas bisicas lo cual contradice el hecho que 5 es un sector eliptico. Por otra parte

si suponemos que 5 es un sector parabélico entonces p p que las que
1o determinan son ambas positivas, nuevamente puede haber soluciones con ambos extremos en

‘Jiz pero con el mismo argumento que en el caso antetior estas soluciones no pueden acercarse
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~_muchoa py por lo tanto p ¢ Sx. De estos tlltimol mutnlm se deduce h ll‘lh!“

) -Plopolklén 3.7 [g): Supongumal gue en el sector S determinado por las i ' i nulu

‘Mckuvl.v,, Ia singularidad p y ¢l arco Jys, ‘existe na sticesion de p\mtuh ~ptalque

para todas las soluci ¢ndela idn 3.4 con dicidrs inicial py iat l.<0<t. :
" tales que a (1) 1 P (4a) € Jiy entonces S' es un sector hiperbdlico, mds ain si ¢, yv.imild -
soluciones definidas arriba éstas son nulas bdsicas de diferentes ﬁ;u,uduir una es solucidn
nula bdsica positiva y la otra es negativa, O

Cerolario 3.18 [2]: Con las hipétesis de la proposicidn antérior, &i d(re,r) < & ¢Mork¢l b
solucidn v, de la ecuacidn diferencial 3.4 con condicidn inicial vy es tal que existe ' > 0 con
la propiedud de que ? ¥ (¢') ¢ By (pe) = {s € R :d(s,0) < ¢}

- Nota 3.4 [¢]: Cabe mencionar que i tenemos una curva de Jordan J qu mdna sna ml'u-
" laridad aislada p y dos sofuciones nulas ddsicas ] de distintos tipos (es dccur um ptmﬁu
¥ oire negativa) en s interior, entonces ls regidn S delimitada por w1, @2, 12 y » ﬁem una de
las siguientes propiedades: o

a) Eziste un sector hiperddlico § tal que § § S.
) Eriste un sector eliptico $ talque $C S.

Para dar una demostracién de esta dltima nota basta probar que los sectores parabélicos
1no contlenen sectores elfpticos ni hiperbéiicos. Esto se prusba en la demostracién del sigulente:

Lema 3.18 : Con las hipdtesis del lema anterior. Si del interior de la curva de Jordon J
sustraemos los interiores de todos lu‘uctom elipticos e hiperddlicos entonces el confunto que
queds, ol gue llamaremos residuo es, o bien vaclo, el interior de J o se puede ver como una
wnidn Ainita de sectores parabdlicoe ajenos dos a dos.(ver fig 3.11)

™ . 1Ay, @

que 1 d de todoe los sectores elipticos
© hiperbélicos (si es que los hay), del interior de J y que ol residuo se puede ver como la uniéa
de sectores S, vamos & mostrar que tales sectores deben ser parabélicos. Sea pues una regiom
5 contenida en el interior de J que en su intetior no H elipticos nl hiperbélicos,

'd-nlildhilhu-upmﬂchdn&hqu-o:blt.ﬂ-nuiuubhoqn-m&uududu.



Pp Y pril que laa soluci: nulas bisicas ;.43 que determinan a dicha region
son de tipol dmintu.(no ol\ndemoa que ambas soluc tienden una singularidad aislada 0)

d er sin perdida de g lidad que i) es un: solucion nula bésica postiva y que

: 9:, en nnt -oludon nula bisica negativa: a continuacion nos damos cuente que si recorremos el

arcoJjzenel sentido que nos lleva del punto ¢5; (0) al punto ¢; (0) kay una iltima solucién base
_nula po;m\;n v1 (s cual en el peor de los casos €3 ¢y). nl‘u:'\ludén intersecta al arco Jizenun
ﬂl!imo punco =% (l;) (poublemeute #1(0)) conla propiedad de que si ¢ > 1) entonces ¥y ]
esta siempre en d interior de 5 H gnnu a que S no contiene en su interi elipticos

podemos aseguraz que p; # v;(o) El dimi que acabamos de lievar a cabo puede ser
repetido ahora en el sentido que nos eva de #2(0) al punto ¢, (0) para encontrar un puanto
= ya(t}) con la propiedad de que si t < ¢, entonces v (1) es un punto interior de S, como

demis S no conti lipticos 91 # p1. sin embargo nada impide que este par.
de soluciones no se itersecten mis de una vez con ef areo J13. sea pues p; el primer punto sobre
..., -1a solucién’ ¢ {l) tal que ¢y (t) intersecta al arco Jyg, y ¢; el dltimo punto sobre ls solucién
. %a(t) tal que ¥y (t).i ta al arco Jyz P2 #°'gs. Sean'C)3 ¢! arco sobre J que
une a los puntos p; ¥ p2 . C'2 ¢ arco sobre J que une a ¢ con ¢z y Cy; ¢l arco que une los

toad 3

puntos p, con g;. fijemos ahora nuestra nencién en el sector 5 d
W () (& pastir de p), va(D) (a partir de ﬁ)yln ingularidad 0, supong que una
solucién con condicién inicial en el interior la curva C" - ﬂdl ver que elu solndén nene sus

por las sol

dos extremos en Cy2 y nos podemos dar cuenta que pasa lo mismo para Ia curva C*3 ;por otra
pme sl id una solucién con condicién inicial en el interior de la curva C'1 es claro

e que !lmblén tlene ambos extremos en tal curva ¥ por cmuigmente S s un sector hiperbéhco, lo

T cual resulta -er una eontndlcc:én’ y por lo tanto las que determinan a § no p

 pér de tipon into Su, que lu luch que determinan a § son del mismo tipo.

‘djgamm pouihvu entonus enel intenor de 5 no puede haber soluciones nulas basicas negativas
yA que recnn’unos en el caso tratado anteriormente, por lo mteﬂor § puede ser visto como un

! uctor puabdl:co =
. Es\e ulmno resultado es importante para-el desarrollo pmtenor de este cnpnulo ya que lo

‘podemos pulfrueu de ll siguiente foml si tenemos una curva de Jordan J que rodea a la

. JE1 hecho de supomer que S no coutiene sectores elipticos nos llevo a concluir que S contiene un sector
hiperhéh:o pars probar la nota 3.5 e su totalidad se tendn que suponer que S no contiene sectores hiperbwﬂcol
para probar que contiene un sector eliptico.
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Figura 311

ﬁWMM aislada p' entonces el interior de J pueds ser descompuesto en una centided finita
- de sectores hiperbdlicos, cifpticos y parabdiicos ajenos dos a dos, o cual lhludnhd(ll-u
seccién constituird un resultado importaate.

" Nota 3.8 : Hay que mencionar que dos sectores son del mismo tipo #i y solamente #i son
topldgwamenu equivalentes.(ver Andronov pag. 304 y fig.11).

Fiaslisaremos esta succién con s sigulente:

" Obsarvacién 3.20 [19): "Con las Aipdtesis d?l lema 3.15. Supongamos que la ccmdum del
" interior de la curva de Jorden J no contiene soluciones periddics y que May un punto 5, € J
tol que w(ze) - p# 0. Ent I solucidn o de la idn diferencial 3.4 tal que p(zs) =

" @y € J egiste y estd contenida en el interior de J pa sea parat >.0 54 < 0. Erto ea p 3

una solucion nula ddsica positiva o negativa que rodes a p tal que a(s,) d w(a,) contiene una
solucidn definida en todo R, la cwal es una solucidn nula positiva y negative. (ver figura 3.14).
Sab por la proposicidn 3.12 que &i p no'es un punto de rotacion entonces existe al menos

una solucidn p nula ddsica ya sea positiva d negative, es decir ¢ (0) = 2, y p(t) estd contenida
en el interior de J para (a) t > 0 (positiva) ¢ pare (b) t < O (negativa), es fdcil ver que en el
primer caso w(z,) # 9 y en el segundo a(z,) # 9, de aguf en adelante vamos a suponer que

estamos en el caso (a) sabemos ademds que p € w(z,) es ia del ¢

de Poincare-Bendizson que oi:
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Figura 3.13: B R
1. w(Z,) — p =¥ entonces p es una solucidn tiula bdsica positiva.

2. w(z,) — p # O entonces w(a,) es una drbita que conecta a p con &i mismo, es decir. una
drbita cuyos conjunto a-limite y w~limite consisten de la singularidad pt,. O .. . .

~ 3.4.1 La férmula de Bendixson.

Husta aqui 1o que hemos logrado es dar una descripcién topolégica del fase de 1a ecuacién
diferencial 3.4 cerca de una singalaridad aislada p (punto de rotacién o no). Estamos claros
que si 1a singularidad es un punto de rotacién entonces Ix (p) = 1. Ahora biensienla ecuacién
3.4 teaemos que X (#) = (X1(2),X3(%)) y que p es un punto que no es de l;ouddnlenléne-

vamos a ir el campo ial Y (z) = (—X3(z),X1(=z)) y fijaremos nuestra atencién

SAuaque 50 or hays mencionado en ambos casoe se esté utilisando faertemente ¢l hecho de que p @0 uas
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en la ecuacién diferencial:
. . - i‘=Y(8)v

2(0) =320 @10

es claro que en un punto z € A no singular 1as soluciones las soluch de s lo VSAI
¥ 3.10 son transversales, més adin son ortogonales. las soluciones de esta i6n serdn dtiles
porlod;ulnu:nmqnnlummdcloﬁnqumduahwwm
pmulmnlﬁlfuulmmhlmrmdumtmlmmpﬁm;h

luck delas b 34y23l10

Lema 3.31 [13): Sea J una cwrva de Jordan que rodea a la singularidad aislada p, i S e»
un sector parabdlico contenido en el interior de J determinad, por las soluci nulas bdsi
positivas 4y ¥ 3, el arco Jyy sobre J y laboin'ularidod aisladg p entonces cualesquiera dos
puntos P y Q interiores a ¢y ¥ 3 ncpactivamnk, pueden ser unidos por una trayectoria Ty
regular por trosos formada por arcos de soluci de las ? 8.4y 8.10,

Demostracidn: Cotmenzamos por obsarvar que en S puede existir parte eliptica S, y parte
hiperbéiica S\ pero que e is de 1a proposicién 3.18. que p ¢ Sy, SANSe =0y
SeNJy1z3 = §. Si suponemos que S y S, 208 no vacios podemos sustrasrios de S paza quedarncs
con ua sector $ que tiens las siguientes caracterfsticas: .

¢ Como Sp % 0 entonces hay soluciones de 3.4 con ambos extremos en J y al sustraer
Sh de S la frontera de 5 queda comp por sub de J y soluci de 3.4 con
ambos extremos en J. Asf que cualquier solucién de 3.4 con condicién inicial en un de
esos subarcos de J es solucién nuls bésica.

o Cualesquiera dos puntos iuteriores P y @ de las soluclones nulas bisicas ¢, y 3 respec-

i pued entre si por medio de una poligonal K (#) con s € [0,1] tal
que K(0)=Py K(1)=Qyque K(0,1) esta siemp tenido en el jnterior de 3 .
pars cada punto K (s) = k € int(K) pod una solucién de 3.10, es decir

podemos dibujar una curva L, (¢) ortogonal al flujo de X y completamente contenida en $,en
los puntos P y Q nos conformaremos solamente con que L, (t) C § parat € (0,e]y Ly (t) ¢ §
para ¢ € [~£,0). El conjunto L de arcos ortogonales L, tiene asociada una cubierta abierta
de KX, de la siguiente forma K (s) = k esta contenido en algin arco L; € L si la solucién ¢y

de 3.4 que pasa por k in a en algin to a L, y por ser K compacto entonces estd
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R ) . Figura 3-14:

! ntenido en una subcubierta finits, en ‘otras palabras, K esté ido en una

coleccién finita Li,...L, de tales arcos, si noe fijamos en los extremos Fiy s T de 108 arcos

Ly,...Ln; 1n solucién ; de 3.4 que pasa por #; esta contenlda en' $ para t >0 y pars algén:
5 < 0, 2; = ;i (8o) € J de donde la solucién ¢¥; = g (2 + ¢,) es una salucién nula base positiva,

pod P sin perdida de g Jidad que los puntos 3y, ..., 23« estén ordenados sobre J

yque # z; li i # j. (ver figura 3.14), Cada pareja de soluciones ¥); , ¥iy1 defineun llbl_ﬂmt' v‘
i de 5 sen entonces s, ef méximo valor de s tal que K (s) intemvects » ¥; ¥ #) ¢ minimo tal
que K () lnunecﬁ & Y41 @8 claro que sl o € (8,,01) enwnul 1a solucién que pan pors uts
on 5, o intersects  alguno de Ios arcos Ly, . La, mis ain existe un arco L tal que intersecta s
todus 1as soluciones que pnm 'por [l pan‘todn. 5 € (80,81), eato ev, existe una cantidad finits
de subarcos Ly, ...L, tales que unen a las soluciones ¥; , Y41 para toda i, de donde entonces
Incurve T = UR, (Liu ). 0

Lema 3.22 [18): Sea J una curva de Jordan gue rodea a la singularidad aislada p, 85 5 es un ‘
sector hiperbdiico contenido en el interior de J determinado por la solucidn nula bdsica positiva’

)

viyla

i6n nuls bdsica gativa ¢y, el arco Ji3 sobre J y la singularidad aislada P entonces
cualesguiera dos puntos P y Q interiores a oy ¢ @3 reapectivamente, pueden ser unidos por una
trayectoria T'; regular por trozos formada por arcos de soluci de las i 8.4y8.10.

D stracién : C por darnoa cuenta que andlogamente que en el lema anterior
Se N J1z = @, si tenemos entonces los puntos Py Q interi & 1Y 2 sab que en ellos
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Figura 3-15:

podemos dibujar uns par de curvas ortogonales L; (t) y Ls(f) & las soluciones 1 y ¢ contenldas

eol_npbun-hus=S—S..u,duhpod-umpuquh(t)mu3mle(o.l)v,_- .

- com Ly(0) = Py Ls(t) esta e § pars ¢ € (—¢,0) com L3(0) = Q (ver figura 14), ahora biea s

.ymﬁm'-hmdhp.(t)qnmp«h(t)- ia de s proposiciéa 3.15 que

pu;lzillci-um-hmnhtdnolndhlnmdmb,(t)yporlountonman
" tonemos que Ij = LU o, U L3. O

Lema'3.28 [13): Sea J una curva de Jordan que rodes o la singularidad aislada p, #i S es un
sector eliptico contenido en el interior de J determinado por la soluciones 1, 3, que son parte
_ de una solucidn @ definida en todo R, el arco Jyz sobre J y la singularidad aislada p ent

cualesquiera dos puntos P y Q interiores 6 1 ¥ ip3 respectivamente, pueden ser unidos por una

trayectoria Ty regular por trozos formada por arcos de soluci de las e i 24y 310

Damy i6n: Supong: que t un sector eiptico, como cualesquiera dos puntos
P y Q interiores & ¢, y 2 ya estén unidos por un arco de Ia solucién & entonces en este caso
tendremos que I'; = &, més atin como e sector S es adyacente a un par de sectores ya sean
parabdlicos o hiperbélicos y por los puntos P y Q pasan dos arcos Ly y I; ortogonales al flujo

de X einteriores a cada uno de loe sect dy a Sent Ia curva T'; puede ser unida

con las respectivas curvas construidas en tales sectores adyacentes, O

Al luir este lema pod tend que como el interior de una curva de Jordan J que
rodea a una singularidad aislada pude ser dividido en un nimero finito de sectores elipticos,
parabélicos e hiperbélicos, entonces la curva J puede ser sustituida por una curva I’ = UI;
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Figura 36 —

puesta por soluciones de las ecuaciones 3.4 y 3.10, (ver figura 16).
(‘ - el .‘. 1A, Wlld nv 0] I . e I

_ Corolario 3.24 [15]: Sea X un campo vectorial i erl”unv _ ato i \plemer :xm 20
A, que-contiene a la singularidad aislada p y J 'una curva de Jordan que rodeaa p, #i n, es el

¢ 4

hiperddlicos contenidos en el interior de J entonces el indice 2x (p) = 2+ n, — M.

i de sect lipticos, ny el nimero de sectores mmbdlica_o v ﬁ. es el nimero de sectores )

Demostracién: Por los lémas 3.5 y 3.6 y como J puede ser sustituido por Ia cuva T
entonces basta calcular Iy (I') = 33; Ix (I';) donde j corre desde 1 hasta n, + na + ny, vamos
a dividir la prueba en 3 partes.

.

Sabemos de los tres lemas ! que I se (. de arcos solucié de ey 3.10 , V

vamos a calcular Ja variacién que existe entre el campo vectorial X y el campo T tangente ala
curva I' que por la forma en que fue construida esté algunas veces en la misma direccién que
X , ea decir el dngulo que forman X y T es 0 6 x, y en otras ocasiones el dngulo que forman es

4x/2, eato es cuando nos movemos a lo largo de una solucién de la i6n 3.10 de d

con esto tenemos que:
o Si § es un sector parabélico, entonces

@) -Ir@) =0 . (s
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Figurs 3-17:

sto dltimo ve verifica ficilmente of se hace ver que taato s ko largo de' Ly como de Ly d
ﬁpbqnhnu!yrnt/z ’
. Cuﬂo-m-nmdpﬂwumphqu

@) R = .G

nqu-‘ulhquhquylehmodclq-r/iydquhmnablapﬁ:‘
Lyea-x%/2

o Cuando nos encontramos en un sector hiperbélico se cumple qus:
2 Iy (1)) = Fr (F3) )= ~x @1y -
8 que tanto a lo largo de Ly como da Ly el £agulo que forman X y T o0 —x/2.

Finalmente sl sumamoe las férmalas 3.11 , 3.12 y 3.13 of por e delna’
que es ida como 1a férmula de Bendixson. (ver

1 Va4 & 3

, 1a i

figura 3.17). .
En el caso de que p sea un punto de row:ién Ix(p) = 1,n, = npy = 0 y por lo tanto el
corolario sigue siendo valido 0

76



O T TP

: Capfttilq '4  L

| TEORiA DE
POINCARE-BENDIXSON EN
2-VARIEDADES

Ea este capitulo el objetivo'es probar una versién mis I del tecrema de Polncaré-

-Beadizron e 2-variedades compactas ido como el de Schwarts para lo cual, .
an rincipie .‘ bl de los conjuntos invariantes de un campo vectorial definido en una

2-variedad oo ; 4‘v después scerca de algunas propiedades que tienen lon flujos en e toro para

b

stableciendo una relacié entre éatos y los de Ia botella de Klein, en esta soccién,

nos prop
Schwarts.
Usa pregunta que resulta importante es la siguiente: ;porqué al principlo solo estudiaremos

d un Itado debido a H. Kneser, por dltimo probar el teorema de

los flujos en el toro T2 y en la botella de Klein X 7si se supone que lo que queremos es encontrar

una g lisaciém del de Poincaré-Bendi en cualquier 2-variedad pactal. L
respuseta A ests pregunta la mis adel do hab! de la férmula de -
Enuler-Poincaré que relaciona la suma de los fndices en los puntos llng\duupanel;énen_)do’h .

variedad.

7 .



4.1 .Con'junto- invariantes. '

Recordemos Af ! denota una 2-variedad ids en R* (ver capftulo 2) si para cada punto
€ M existen vecindades U, de pea B* , ala que lamamos vecindad coordensda de p, U, del

' otigen en R? y un homeomorflamo g, : Up — U, , que recibe el nombre de si deand

de M alrededor de p, tales que el homeomorfismo javerso ¢! : U.-dl-unhmihb
clase C°°. Do aqui en adel M sard y comp y lo desotaremos por M2, Sabemos

hnblhqunempovxhﬂddodm@ull’-mnﬂkadhx ll’-oTM‘dodm‘

C'lalqunadnmwpeu’hmdnndn-bxo)efll'yquu ICR— M
-nscnmhtqnlonhdﬁd;hcudhwﬂ.lda(ﬂ)-:_pya’(t) = X {a(t))
para toda £ € 7. Asimismo tenemas defiaido segén la proposiciéa 2.14 un fiujo Jocal asociado’
al campo vectorial X, es decir una fancidm de clase C7, ¢ le’-oll’tdquw(O,p):,y
L0(6,9) = X (p(1,5)) ¥ que ademia para cada ¢ € M 1a aplicacién 3 (g) : M? — M? cample
(1).90 = identidad y (i) 9145 = @109,, @8 ol caso de una variedad compacta I = R y eat,

hablaremos del flujo global jadoals 36u dif ial, pod t pensar que ol
finjo de una ecuacién diferescial es una generalisacién del concepto de solucién u Sebita.

Deinlelén 4.1 : Sipongemos que én M & planteada lé' ecuacidn diferencial (£.1)

tonces diremos que wn sxbconjunto ne vacio N C M? es invariante bajo el flujo @ de la

ecuacion (tl)n'v.(n)gnpmtdaleEdequmknlemmunmtodopen,'f,(l)gn
pmbla!el.

Dclnleﬁn 4.2 : Un subconjunto @ G M3 es minimal si es cerrado, invariante y no contiene . .
subconguntos propios invariantes. .
4.1, 1 Bjemploo

1) El caso més sencillo de eot\intohwuhnteun M3,

. [P

2) Un punto singular es un

3) Una érbita periédica 7, (f) es un conj inimal, ya que es da y gracias a la
propiedad (ii) es invariante, por otra parte es claro que no contiene subconjuntos propios
invariantes.

1En el caso en que M 20 es ua subconjunto de R, sabemos gracias al teorema de Whitney que A puede ser

. encljldo en algin R .ce por esto que no trabajuremos con la definicién abetracta de variedad.

-
Ao, .
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- "4) Un debita que tiese como conjuntos w-limite y a-limite nndu dnsu!uhld- - un
: . conjunto invariante pero no & mhlnll

‘\'.S)Enul:nodel pitilo anterd .ll ad :bén-cgqrdlpﬂqo:w.gthn;uépﬂuto

s

N lnvnrluh. yun mmimd

Sl

dn!mowqiutumlnlmdnmluJ laridades y las érbitas peribdi

Pwn 4.3 : Sea M? una veriedod y p un flujo ¢nm entoﬁcu:

{a) St 115 vﬂ. son mwmntu ¢n¢oncu My ﬂg ,n, Ny, B — n, son am;untu mvlmmten »

(3) Si Ry es invariante entonces 81y e Int(f1)) son oor\iunuu invariantes.

i

(c) Sl ﬂ e mmlmal entonces = M’ 6 0 e denso en nmuna partc
Demostracidn:

a) Supongamos que 1, y f1; son invariantes, vamos a hacer vuqn‘ﬂ,unz-lnvuiuh,
: " tomamos p € 3, U 0; eatoncms pe Ry op € nzdedonde-y,(t)cnlé'y,(l)cn;pnn
- ‘mcenmﬂumpmhnmd.d.n.yn,porlotmon,un,-imnuu,

) dehm&mformnnpmblqunlnn,.hnduh Porotnplnedpe n,-

fly ¥ suponemos que 7, (t) N 01; # § pars alguna ¢ € R, entonces por ser 1, invariante .-

;7,(‘) C 13 pars toda ¢ € R lo cual contradice el hecho de que p € - 0,. (ya que
O =p.

b) Supongamos que {}; es invariante y nos fijamos en un punto p € Int(fl;), vamos a ver
que para toda #, € R Ia 6rbite que pasa por p es tal que v, (¢,) C /nt(fh), supongamos
que tal cosa no pass, ee decir existe una vecindad V do 7, (t,) tal que VN 0If # @, sea
¢ € V N if entonces por continuidad del flujo existe t; € R tal que 7, (—#;) € U, donde
U es una vecindad de 7, (1), esto iltimo es la contradiccién que establece 1a valides de
1a afirmacién. Esta misma d tracién puede ser copiada para d trar que bn, e

invariante bajo el flujo.

361 ea denso en ninguna parte si (1° es denso 6 equivaleatemente Jut(03) = 8.

) Ea-tou“mlnudhmunde?dnuﬂ-hdlnudphmthmmwﬂuhquh



. .€) Supongamos que nﬁin_lnd. que 0 es subcosjunto propio de'M3 y que Int(f)) # §
entonces por el inciso anterior Int(f1) y OfF son invariantes, pero dadas las hipdtesis esto
lﬂopudenudnndcmuqum¢ndedondundednmqnenulhlmy

'rtpou-nhinnl-umdo.potlomto acias a I con ”‘dnll' quefl=
M2, Sipotmputnnmquln(n)=.nunwpumurndoudmm

-f‘m”g . .

4.2 “Flujos en el toro.

" Ea esta seccida nos prop Jescribir algunas de las propiedades que tienen los flujos an of
toro, para lo cual serk de graa utilidad na nésero. al que Hamaremos ef numero de rotacidn,
slm embargo antes de entrar de llemo a estudiar los flujos en ol toro y con o 4nimo de abteaer
uns mayor claridad e los P di ,‘ lu()uldenquqnfuupaum
mndﬁh.ﬂl«hdﬂcﬂypud-nmﬂndunhﬂbmm.[ﬂ],[”]unbihn

Deajoy [7]. E orden y Ine principales se pueden seguir ea [13]):

4.2.1 Flujos en curvas cerradas.

Simqnchnﬁmﬁmaludulcn’,, panmdn dida de gener-
alidad que esté parametrizada por S(t) : lo,l]-oJcll’ con B(0) = ﬁ(l)mhm;;odm‘
p-wuddllrnlmnhdﬂldoqnlnkndtdchumufomm dos ndmeros reales
&, ﬁ@tﬁlrduinldm(l, ~ 13) si wu diferencia es un entero. De donde tenemos quesi ¢y ~ 13
«entosces 8(13) = B (ts), & decir 4 es pesiddica y tiene periodo igual a uno, '
Supongamos ahors que tenemos una funcién f : R — R que tiene las siguientes carac-
teristicas: : :

: 4 lant,

l.[‘. inua y

"2 festal que f (24 1) = f(2) + 1, es decir ai §; ~ t; entonces f(t)) ~ f(t3).

~ Vamos ahora & fljarnos en ¢! sigui p ; supong| que un punto p € J si
tannmu::ﬂ“(p)s {0,1]y a tal puntole apli 1a funcién f definida arriba, sab que
J(2) € Ry para este nimero existe y € {0, 1] tal que y ~ 2 definiremon entonces S (p) = A(y),
en otras palabras § = Fo fo 71, esta funcitm esté bien definida y es un b i que
preserva la orientacién de la curva J,




Asimismo of tenemos un homeomoefismo § : J — J tal que preserva In, orieatacide de Ia
curva J, hhlndmmfndﬂnl-[o.ll [0,1] creciente que puede ser extendida a todo R
a traws de la propiedad (2). De esta forma definids una relacién biunf .tnlu_
‘Momeomorfismos de -nnmwudn y lu funuonn ndu que mpha lu eoudldm Ny
(2).

Slmwmuodem-mw,?:l~lqumaﬁw‘
cloams, como by ul" eomorf con 1a operaciéa de composicida genera un grapo p
= {§*:J =+ J | # € N} do homeomorfismnos donde 5? = So5, §2 = §-lo§~1ly 57 = Sosn-1.

Definicién 4.4 : Al grupo p generado por § 1 J ~ J, «n homeomorfiumo que preserva ori-
entaciones, le tlamaremos un ﬂloo sobre la curva de Jordan J.

No nulu diffcll convencerse de que con esta aueva definicién se pnedu definir nmn :
Iuco-ceptadaélbih.nml—érbiu. mjunto imite, conjunto invasi ajunto minimal, etc.

Proposicidn 4.8 [7): Para lodo yER, ¢:|'n¢ un ni¥mero p iMepMkMe de y tal gue:

im £
p= I-I-wo‘ n . (4.1)
aple el nimero de rotacidn de f o, (gracias a la relacidn S5 = fo f* o 8-1), del

flujo p sobre J.

Demostracién:Como f es continua, creciente yf{z+1) = f(z)+], I fancién g(z) =
f(z)—=ztieneperiodo 1, yaqueg(z + 1) = f{z 4 1}~2~1 = f(z)—2z = gtz) vamos entonces
a definir la siguiente funcién;

' Fu(z)=fH(2)~2 » (42

Notemos que f* (2.4 1) = f¥(z) + 1 y por lo tanto F* tiene perfodo 1 y ademés satisface
|Fy(=1) — Fy (23)] < 1 para todas 2,23 € R, para hacer ver esto dltimo basta hacerlo cuando
|21 — 23] < 1 y es sencillo ya que si suponemos que z; < 23 < z) + 1 entonces se cumple (a)
~1 < 21 ~23 < 0y por ser f creciente f*(z) < f¥(z3) < f*(z;) + 1 de donde (b) 0 <
f*(23) = f*(21) < 1 por lo tanto sl sumamos las relaciones (a) y (b) cbtenemos la relacién:

1< fME) - )t m-aa < . (4.3)
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oqn.lvlluhmelw et i
i o lﬂ(’x) ﬂ(tz)l<l

Stpudmtmhmqus.<8|<n+l ocediend utl., ' d L

‘ ﬂmmnludn De la ecuacidn 4.3 se puede deducir Ia siguleate relacién
PG Em 1 AE)-n< fro) a1 VeeZ VemaeR

-em particular que 56 cumple Ia relacié

PO 1<PEN-n<tror e
' ydhmuqus,mnudmuhmdno,j‘(o) J#(0),.... /**(0) obtenerzce
l.flllillld.ddguﬂll-
S20) -1 < f4(0) < S4(0) +1
£ O)-1< ™)~ 12(0) < S4(0) +1
J4(0) — 1 < fin-VA (0) — 4(0) < f4(0) +1
}mdooﬁte;m: v .
nf2(0)-n< *0) <nf*(0)+n

2ol 1
nk k

(48

repitiendo los mismos pascs puo con la funcién F, (z) = f*(z) - ¢ y haciendo que z; tome
sucesivamente los valores de 0, f(0), 7(0),..., f*"(0) obtenemos la desigualdad:

o _ro)f 1
nk k n

(49)

finals de las designaldades 4.5 y 4.8 se obtiene que existe un nimero real p tal que

Limjy) oo L',—SQ = p; para probar que el limite existe para toda z € R, nos remitimos nuevamente
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5h¢:udhunqudhdhldlnaprkobm

!"(0) ICH J'(o)
k A< k -

e-dodr.cuudok-ooowqq: ‘

(=) () _
=S s

10 cual pruebs 1a proposicitn O - Lo et !
" §1 observamoe 1a ecuacién 4.7 wos damos cuents de que también nos dice que T

[ -5- 1@ <1

es decir i }
' l'(s)—s+hp+r.m1r.1<1 ey
E-tnmhddnmm‘demuﬁhdul para dmontn.r llnlgnknte

)

P posicién 4.8 : El g de rotacidn p no

pende de lo ftmmztrizdciﬁn de la'curva de

JordanJ.
Demostracién: C poniends que p = Lty ee f*/ 0] ¥ qua ¥ = g(gles wn
anbiodapu‘mmmdohmm.l’qmmem & ! t en términos de ia

nueva parametrizacin tenemos que f tomalaforma T = go fog-lde donde T* = go fhog-?,
Por otra parte sabemos que s funclén F(7) = g(z) -z ﬁene pedodo lyd utmnmu h
ecuacién 4.8 e ¢l cileulo de: ' ’

— b
0o T = U -J-_+I;r+'_l(.)
=l Fo—b(0)4hptra J4o7 () bhotra

=p
a.
TEOREMA 4.7 : El ndmero de rotacidn p asociado al flufo p sobre la curva de Jordan J es

racional si y solo 8 S* tiene un punto fijo, es decir existe v, € J tal que Sty, = «, para algin
entero k > 0.

Ea decir § & una fuscién g : R — R que cample también 1as condiciones (1) y (1),
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D stracién: Sisup que S" tlerﬁ nn punto Mo qlﬁm decir que vhjy \m ‘z, e Il t“ll ‘ )
que, IE(z0) ~ 20 eqnluhntemmh ol (8.) = =.+m con m € Z de donde f**(z,) = z,+nm,
por tfltimo

2 Zo+nm m
_ o= lin, Tl = pl{'l'. T
" §i por otra parte sap que p = T eatonces de la idn 4.8 que: ra(s) =
f%(s) - 5 = m cou |ry] < 1. Para probar que hay un punto fjo basta probar que existe =, tal
qﬁr.(:,)—o.uponmmqur.(s)>apnuodn.sell,eo-c>o,pmduhnunwn-
ntuhthmqusumolmnhmdaI"(t),....l""(:)-mndoluddnnldld-y
dividiendo por mk obtenemos:’

: p>%—m¢>0

1o cual resulta ser la contradiccién que establece e hecho de que existe 2, con Ia propiedad que
quaremos. O ‘
‘ Supongamos abora que p tiese an de rotacién irracional, ent si t un
pusto cualquiers 7, € J y nos fjamos en los puntos Siy, = % . Sy, = 7; con § < j dos
& y ll al alo lugo de J que uney; con 7; de acuerdo a la oﬂenndén
de chllununm.l. Entonces s —J—lelhameomorﬁnmo S'en:lqneal Apliculoa-y. .
lo envia en 7 ya que S7(7;) = §/~% (§iy,) = Siy, = 7; es decir 5* es tal que envia el punto

inicinl ‘del segmento J, en su punto final, jque pasa ent i apli al segmento J, los
disti h efi dos por 577, La respuesta a esta pregunta viena dada porel.
siguiente lema.

Lema 4.8 : Sea p un flujo sobre la curva de Jordan J con ndmero de rotacidn irracional, si

Joesel to definido arriba ent: eziste n € N tal que:
J=85JLU.us™J

Demostracién: Como hemos visto S” es tal que envia el punto inicial de J, en su punto
final, més adn S(H)rq; = S, en decir el punto inicial del segmento SH*7J coincide con el
punto final del segmento S¥J. Porlo tanto sl suponemos que la igualdad no es cierta equivale
a suponer que los puntos finales de 1as imégenes del segmento J, bajo las transformaciones

S se acumulan en algin sitio, es decir limpesoo S™ = 7 € J, y ¢l punto ¥ tiene la siguieate



U §Mry S STl §hy; = lim S §nry;
= "ms-rs(nﬂ)r.'" =lim sy = 5
loculel \_ aibl yiqud i le taclé s irrad = .

“1a ‘iden o8 ahora caracterizar da Alqun manera lm comuntol w—lfmhe de étbltu al .l
Sum que mulqb mdqnimpnbmulmndn.lordu Jy un pnntov € J,
s oh.vmhlunl-(nwn positiva de 7 es dodr'fj = (S’(-y) jeN} noa damos mnu“
qud!puuu"' de rotacién racional ent, nyupnnm‘y.ulqumérbiu'
mn.chu lﬁmero finito de punsa 'yf {S4(1),. S"(‘y)) para Al;\mlme 2, en tal caso
dlm que 1a éebita es de ordes m, y por lo tanto teumol que: w(Te) =1} (doade u(-,.) '
wd eonhnto w-limite de %) ¥ sabemos que esto  pasa para todo punw sobre 1a Grbita de
7.,adndr knmuqneu(-yf) 17 wntodopunwu 1. El hecho de queptenpmn i
&blupuiédlud.mdenm i €0 gran o dida ls dindmi ddﬂujayaquaencuode
Haber o'.ru (nbitu pai6dlm &tu deben tener ordm my si hay un punto § cnya érbita no
esp eticdica ent ™ 1junto w-limite, w (7), debe ser una 6rbita periddica (me' qu?)

’ Por otra puﬁ sied de rotacién es irracional ent las 6rbitas y los oopmntm
w"-.—liml!e‘ estin caracterisados por los sigui )

TEOREMA 4.9 [15]: Sea p un flujo sodre la curva de Jordan J con ndmero de rotacidn p
irracional y v un punto.en J, entonces el conjunto @ = w(y) no depende de ¥ y ademds §} e
el dnico conjunto minimal de p.

- Demostracién: Ses 7, un punto cualquiera sobre J sab que 8i t un punto
4 € w(,) podemos enconttar puntos de Ia forma Sy, = % y Sy, = 7; arbitrariamente’
cerea de v, tenemos entonces que 7y estd en alguna de las imégenes del aegmento J, el cual
contiene puntos de la forma S*y; para algunas 1y € J de donde 7 € w{y;) y por lo tanto
w(vo) C w(m). Si ahora tomanos un punto 9; € w(7:) repitiendo los mismos argumentos
llegamos a que w(y;) C w(7,) y por lo tanto f no depende de 7. 0 es cerrado ya qué si
tomaimos 7, un punto de acumulacidn de 0 entonces 7, € w () para algin v € N1 y por lo tanto
7o € 11 de donde {1 es do, ¢l te es i i ypu.pﬂ;bu que  es minimal hay
que hacer ver que no tiene subconjuntos propios invari 1o cual es evidente del hecho de

que £ no depende de 7. Méa atin Q2 es perfecto® ya que sl 7y € 02 la 6rbita de 7y esté contenida

$Todos sus puntos son puntos de acumulacido.
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cnnyporlotntovupunﬁde ! ion de una ién de puntos de 2. O .
_ Como una 4 del tec jor ten quenc.lunnedujnntopeﬂoctd
mlllmalyporelindn(c)dollpmpuldbnlaunemuqueoblmﬂwlnddeconloadenw
uninmnpnu La pregunta que lnxgeenute mnmtoa Lbljo que oondldonundu
unau otudelndo-podbﬂldndu anteriores?,
Pmmmlmmdumpmnumblemuudnkuum-nmlu
pnnmdallétNude‘yquuelloldoucf:culoCdeudlol. Sl7y7.€1mtlluqne
'n=$‘1yl1 1(t)eunle(O.I]hmdmnnpnntosECdndopor:-exp(‘hil)
onces a 7, le asociarer :.-exp(!ﬂ(l+kp))wnplxndonllykez unnvullecho

-wmdmnenhdequlitenemoadupunm-y. y1..enJyelueolobreannnen

1. tid. "

eond

Tn COB Yy de en que J, jene a v, ol azco que
unea zn um 2 contiene a 2,. Sean ¥ un puntoen J que no estéen la drbln de 1 y J’ J- 7

dlmnu queun punto Tn € Jes utetlor (posterior) aun punto MmEJS ai el arco sobre J' que

uory..con-y...conm\ i ,el ido en que Judeclrtencmudeﬂnldo
sobre la 6rbita de 4 € J un orden relativo a 4 en el cual utilizaremos Ia notacién y, < Tm para
decir que 7, es anterior a ym. De esta forma dado el punto ¥ € J tenemos bien 'definido el

" conjunto A = {7, con 7, <%} de loa p fores a § y el conj P= {7, con ¥ <7}
de los puntos posteriores a ¥, hay que hacer notar que estos dos conjuntos son no vacios,

pecti d perior e inferlor; , que no hay ningén punto s € J tal que ses
anterior a posterior a todos los puntos sobre Ia 6rbita de v y que todo punto v, sobre la 6rbita

de 7 cae en alguno de los dos junt i Dado ent vy€ Joena =supAy

= Inf P es claro que a o es posterior & p, que a,p € w(7) y que pueden pasar dos cosas, ya
sea que (a) a y p coinciden en un punto y en tal caso a = p = 7 6 bien (b) a y p no coinciden
y entonces tenemos que hay todo un arco abierto § C J tal que no tiene puntos en-comin con

Tuid,

Ia érbita de v. En ambos casos al punto 7y o al arco i (i ms ) les i

un punto £ € C y diremos que el arco i, s anterior (posterior) al arco i, i €l punto z4 € C

iado a ¥, &8 jor (p tor) al punto z,, asociado a im. Si es que los hay fijemos nuestra

atencién en uno de tales 08 i, como sab los

ax, px de tal arco son puntos
limite de la 6rbita de v los cuales tienen Ia particularidad de que solo nos podemos acercar a
ellos por puntos 7% ya sean anteriores (‘y,'{ < a.). en el caso de aj, 6 posteriores (p:, < 1,’{),
en el caso de py, a esta clase de puntos les llamaremos puntos de primera especie.” Por otra

parte si v, s un punto limite de la 6rbita de 7 que no es extremo de algin arco i, entonces
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“aosrcad & €l por pintos taato antericres como posteric lmﬁpodnpnnm ;
puntnudeuﬂmlauncn.?otﬂﬁmd'nuupntoinnﬂotdodgh‘m‘
is emton 1|mqpubumh.0mnbmdmhﬂdomﬁnu-unihm )
" ymh posiciém 4.3 sab que su laterior y su fronters debea ser

dcmmi;,mhulhwdulMmi.dah-w.dmi;yd )
: .mmmud.,i,-mmmmu-mmamum
de detoe tiande a cero cuando & crece. &
Es un hecho que ateniénd, dai '/ con las propledades 1'y 2 pod

7 tal que Indusca en J, un flajo p con 0 denso e niaguna paste.

y A= (u.,u, oy iy onr} R camnto para el que una nlacldn del tipo o~ wy =
'n,8 € Z no es vdlida para ninguna panjo de puntos wihwi € A Vnmoo a camtrmr
un flujo pld que 0 es minimal de la siguiente forma: si fijamos tencidn en el conjent

2idnrd A1,

nymerable y denso en {0, 1] por iguiente pod » eatabl entre el , ‘ A=U"A¢y'
el confunte Z de low arcos i; wna relocion como la descrita arvibe, es decir una relacidn que ol
incluidos sus extremos) le asocia el punto ty, de donde es claro que #i vy ¢2 un punto de
ie de §) entonces tiene asociado un punto ajeno a A. Definamos ahora f: J — J

dels siguiente forma:

1, Entrelos arcos consecutivos iy, ia41, €8 decir los asaciados a los puntos ty y the1, estadle- -

ceremps una funcion f i v

2, Si v ¢ el punto de segunda especie de iado al punto t € [0,1) ajeno a A entonces
E flcaoct'am'zlpunlot.~t+kpcank€2que es también afenc a A.

Finalmente si 7 es un punto en alguin arco iy es claro que cuando n — oo entonces f(v)
tiende a un punto de primera especie de R y 8i v es un punto de primera o segunda especie
de f entonces f(7) sigue siendo un punto de primera o segunda especie de Q, por lo tanto 12
resulla ser invariante bajo f y por lo tanto coincide con el conjunto w—limite de . O

Definicién 4.10 : Cuando R = J diremos que el flujo S* es ergddico.
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Anuuh oncluir esta seccid " unt que establece condicion
pmqudlqhs"m-;weo

o i ‘don i de.""p.. ional, ent es togoldgicament
uns Mau&n del cireulo, ™ : ) ' :

hdmb-jodobnbymum)l.um-h/ec'ummmpuhmmm
débil log (f*)' de variacién acotada.

Demost cidn: Ver saceis 442,Anold[3]osdlm[27] o. .

hmmmhmmmmﬂummmuhmmumm

423" !‘lqlo-eneltoro [P ST Lo

Ead "'z idiamas lns ecuaciones del tipo:
# = ainy !
H=ifn

para las cuales es vilido o siguiente resultado: '

Proposicidn 4.13 : Si el cociente a/f es racional todas las curvas integrales de la
E.D 4.9 son cerradas en el tovo. Por el contrario #i el cociente a/P es irracional son’
densas en T3, 0

El propéeito de esta seccién es rizar 1as curvas integrales de las ! ﬁT’pﬁ:
lo cual vamos & precisando la descripci6n de T3 con 1a que trabajamos en el capftulo
2

Suponiendo que teaemos la familia T de transformaciones; Tom : C — C dadas por
Tam(s) = z+n+imconn,m ¢ Z, tal familia de transformaciones junto con Ia operacién
de composicién Tagm © Tpg = Tniapmae tiene estructura de grupo. Por otra parte si definimos
1a relacién entre los el de C dadapor 2 ~ weiexiste T' € T tal que T'(2) = v, esta
relacin es a todas luces una relacién de equivalencia, defini t T3 = C/T dotado
de 1a topologis cociente, es decir de esta manera estamos pensando a T? como un espacio
topolégico, Otra forma de pensar esta relacién es decir que dos nfimeros complejos 5, w estén

relacionados si su diferencia es un nimero complejo con partes real e imaginaria enteras; esta
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Figurs 4-1:

forma de ver Ia relsciéa soe da pie a pensar al plano dividido de Is forma en que mussira
hk-n‘.l,ydmuupm-tuhdl:ad.dmdc.,' Jeacia ent
imilando al plaso complejo con el cuad: itatio I = [0,1] x [0, 1], al que Ramaremos regién
hmu,-dudmlgdaquduﬂmnhmnnuhl‘lnu,hﬁmo
de poder definir aaf a 77 es que no resulta dificil convencerse de que C o8 un espacio cubriente
(ver apéndice seccién 5.5) de T2, a su ves peasar en C como espacio cubriente de T2 nos abre
1a posibilidad de levantar, a trawis de una e 160 cubr Iquier figura desde 77
hasta C doads queda reproducids uns infinidad de veces como se observa en s figura 4.1,
A cada carva daen Cle poade una curva d iT’,lh b a curvas
das ea T2 po siempre les ponden curvas das ea C alg: veces les P
curvas tales que sus estéa relacionados (~), es decir existe Ry € T distinta de la
identidad tal que lleva un extremo en el otro. Cuudoaunncumcerud_laml"nole

q

ponda una curva daen C di @ es una curva cerrada no homotdpica a cero. Ala

carva iy (f) = B*(&(t~#)) conac Zyaunl jentode a le 11 I fent
universal de la curva a € T2, clatamente G, (£) Do ee iinico.

Nota 4.1 : Sia:[0,1]— T? es una curva cerrada no homotdpica @ cero y &y : R — C es uno

de sus levantamientos universales, entonces:

o) La imagen de Gy, estd contenida en una franja I limitada por dos rectas Lyy L3 paralelas

con pendiente racional.

b) Como @, C I entonces &,N L # @ para toda recta L que no es paralela a Ly,
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¢) La curva a es simple si y solo 8i @, lo es.

d) Sia es simple y Ry m e8 la transfor idn cubriente empleada para definir.&, entonces )

n y m son primos relativos.

F“llr .'-“ 10 son complicad yporlatmtonoudemo-tm‘n

Mnleun 4.18 : Diremos que lalum:ufn X = (X..Xg) C ~“Ces T-invamnu # tiene
las siguientes propiedsdes Xx = XU"s = XV™3 = XTs paratoda s € C , n,m € Z y con
Valoy  U=TioyT=TameT.

Consideremos una funcién X : C ~ C, T-invatiante y de clase C*, con & > 1 entonces Ia
ecuacién diferencial: ' '
= x (3)

3(0)=13,

(4.1o)v‘

tiene ldndén inkty define un fiujo ¢ (2, ) = (01 (1, 5) , P2 (8, 5)) vobre el toro 72 de clase C*
que satisface las identidades: . . AR . Rl [N

U (63)= @1 (6U%) ¥ ¢3(8,3) = 9a(1,U"3) Sy
P =pt, V™) y Vme ()= a(t V™) |
ésto quiere decir que el levantamiento @ € C de la curva ¢ € T? el punto 5+ n 4+ im no es otra
cosa que una traslacién del mismo levantamiento  en el puato ».
A inwacid i y prob un resultado debido a L. Siegel (28](1945).

Lema 4.14 : Sea ¢(t,z) el flujo en T? de clase C*, con k > 1, asociado a la E.D 4.10;
Supongamos gque @ no tiene puntos singulares, entonces eziste una curva de Jordan J de clase
C* en T? que es transversal al flujo ¢ en todo punto de T2, Mds ain J es una curva no
homotdpica a cero y toda drbita intersectaa J. V

D. tracién: Consid I S ey
i=Y(2)

4.12

2(0) = 2, (12

con Y = (—X;, X3) como sabemos las curvas integrales de la ecuacién 4.12 son ortogonales a
las de la ecuacién 4.10. Sea ¢ una solucién de la E.D 4,12, si es cerrada entonces tendriamos
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Fici.\“ 2

&élfﬁﬁdquﬂtdﬁpﬁhnﬁqﬁim‘ téph :‘:mo.“,‘;‘  ent
que ¥ 10 es cerrada y ses p € w(¥+), (sabemos que en w(¥+) hay més puntos ademsbs de p

¥ya que X no tiene puntos singulares) pod t mutruhunvedndndN-do,éuys
f ra esté ', sta por arcos solucié d,ddalnm&lén@wyk,‘ldﬂellecmdﬂn'
4,12, como se observa en al figura 4.2, - C

* Esta vecindad Ia pod ir con las sigu) faticas: Ia variacién de los
ngulos de X en N o8 menor que #/8; pod trar en ¢ una sucesion de puntos gy ~ p

tal que los Arcos gages; sobre ¢ contengan puntos fuera y dentro de N. Consideremos ahora
un segmento L que pase por p y que forma un &ngulo /4 con e valor del campo en p, pars
n suficientemente grande sea sy, el punto donde el arco g,_1¢» sobre ¢ intersecta & L, tenemos
entonces definida de esta forma una nueva sucesién s, - p, fljemos nuestra atencién en el

aIc0 83 8y sobre ¥ que une a s; con s 8i sup que 5, e rior & 8g, (es decir que
& ¥(4;) = 5 entonces #4 < fm) sea & e primer punto donde tal arco Intersecta a L; entonces
la curva J formada por los arcos s, s, sobre ¥ y 8; s, sobre L es cerrada y transversal al
sin emb tiene Ia d aja de que no es de clase C* en los puntos 23 y 2, lo cual

P

no es un gran problema por que como en tales puntos la variacién del vector tangente a ia

PP A, 3

curva acercindonos por ambos lados no es mayor a 3x/8 y por g p

Py

la curva de tal modo que sea C*. Por otra parte si sup que Jes h

a tero
entonces al levantarla a C sigue siendo homotdépica a ceto (ver capitulo 5 seccién 5) y por el
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tectema 3.2 del capitalo 3, ol fadice con respecto a J del campo X e 11 lo cual remlts ser
uss contradiccida con & latio 3.7 ya que X no tiene puntos singulares, (para ver que J
intersects  toda drbits consultar L: Siegel [28]) O

ElIohtmnmdmuquX.nnunpomhﬂdnT’quathuludgnknt-
wummlw

A) Cuplcmlullpﬁcdaddlm&lu,ud.drmﬁuemmdmhm en particular

supondremos que X; (5) > 0, esto quiere decir que siempre pod wur I existen-.
cia de una curva de Jordan J transversal al flujo ¢ (2, 5) generado por la ecuacién 4.12 y
que:

B) Si tomamos las cartas coordenadas adecuadas la curva J del teorema anterior puede ser
el meridiano de 72 que se levanta en el eje y = Re(s) = 0.

C) Toda 61bita intersectaa J y la funcién r queacaday € J lunodl I pﬂmm interseccién
dchloludénw(l.‘y)eu.l,aﬁdeﬂnldlmm'ye Js

N&u‘ que siempre que se tenga definido un flujo p en una curva cerrada J, éste puode ser
extendido a un flujo (2, 5) en T? que satisface laa condiciones A, B y C en tal caso diremos
que (¢, 2) es 1a suspensién del fiujo p.

La fancién x define una funcién # : R —+ R que tiene las siguientes prvpiedndu (l) 4
o8 continua y estrictamente creciente; (if) & (z + 1) = #(2) + 1; (lii) # es de clase C*, Por
lo tanto pod lcular el ni de rotacién p (%) de la funcién % y establecer

alg que no d

TEOREMA 4.15 : Si @ es un flujo en T? de clase C? con las pr
twnc una drbita cerrada si y solo si p (¥) es racional. O

piedades A;B,C. Ent

TIO“MA 4.10 : Si ¢ es un flujo en T? de clase C? con las propiedades A,B,C y con
ndmero de rotacidn irracional. E) T? es un conj inimal, O

y

En este tltimo teorema aaf como en el 4.11 es sufich 1 hipétesis € C3,
La funcién % : R — R tiene la forma:

#(z)=z+a(z) cona(z)>0ya'(z)>1 ' (4.13)

SEas decir tal funciéa # : I' — I e 1a funcién de Poincaré.
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de donde obtensmos que sl @ es ol levantamiento de ¢, una curva integral de Ia E.D 4.10 con
X un campo dal tipo ABCY, entonces: ’ )

p(t)= lim #/n = lim o z:-(t'-) = lim w)/w(ol e (19

1a imp i de estas igualdad udluudhchdnqunuhdnumhhw‘ ’
geométrics del ad de ida, con resuitados como ol siguiente: (la scuaciém 4.14 tambila
ml-tnmoqulnludn-mlu“"‘ es de nimaero de rotacids da}du_.}[u)y['i]‘gn'

Ia que utilisa Markley ea (18]).

Lema 4.17 : Seana,f: {0,60) ~+ T? curvas simples que no se intersectan. Si& y P 4 son sus

L : #(®)=p(p).
.. Demostracidn: Si peassmos en las fanciones de Poincaré #, y #9 asocladas a los lev-

mientos & y f, .que este resultado e mcis de In ién 4.8

4;3 ‘De toros y botellas.

Elobjulvode-nuedbnuﬂep:npmbuqnduw ﬂpudanmpolnhbohlhdc m’
K‘thu' Sebitas periGdi Para : mollhmmqudm.u
npldocnbrkuudeduhojudehbounnde Kiein K2, '

" De la familia de transformcionss cubrientes T vamos & tomar Ia transformackén § = Toy
ynuvunollﬂjumdmpo‘l‘, m;dopor.i‘ykyhopcudﬁdcmmpmidénmtn‘
fnndonel complejas, donde X es la transformacién K (:) 2+1/2, podemou definir uluwel,
comlolldmendcmddtwo 1a relacién -que ur(dn lenc :,v-ﬂnnh-
clonados (s v w) sj existe T € T, tal que T(z)=w, defigiremos entonces K3 = C/T. dotado
de la topologfa caciente, esta nueva relacién induce una forma de dividir el plano wmplejo como
ue'pnode observar el la figura 4.3, hay que notar que en este caso la tegi6n fundamental J o el
tectdagulo (0,1/2] x [0,1] y que la forma en que estdén relacionados los lados del rectdagulo es
distint dela iot como tambié se precia en la figura 4.3, do ent en

P

K? como un elpu:ib Iépolédco. Nuestro eigniente paso serd relacionar de alguna manera los

*Ea decir un campo que satiaface las coadidornes A,B,C.
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el s Figus Ak s e e W
jiﬁ-nt;d‘n‘ﬂ yhdnx’pm loculnju-n 108 nneltumddlulufomu ;nqﬁ; tenemos ]
definidos ambos espacios. ‘ o o

Obearvacién 4.18 : Notemos que' T C '!‘. ¥a que K’: = K(i + 1/2) =g+l = Tm. es decir,
K? es también un generador delgrupe T © -

“De asts observacién nos damos cuenta de que «f dos némeros complejos son tales 3 ~ W (~
o8 1a ralaci6én que se uso para definir a 77) entonces ¥ =5 w, més aéin ai noe fijamos en 7 (1a regién

fand 421 "

con resp als

lacién ~) y s€lub que rey un punto
en T2, pero por otra parte sabemos que existe z, € I tal que 5 = 2,7, es decir 2 y 5, representan
al mismo punto en K?, de aqui pod tablecer una relacidn h': T? — K? de la siguiente
forma: s vesun nimero complejo entonces v esthen ajguna clase de equlvahndl inducida por
T, utoqnlmdodrqna u'llh z€ I nlqne o~z entonuldeﬁmnmm h(v)={we Iisws s w}
o8 claro de los comentarios mkﬁmeu que hay dos puntos py y p3 € 77 tales que h lm nlulunn
con un solo punto ¢.€ K32, o equivalentemente A1 {g) = {p1,ps}, esta asociacion es cllnmenu
continua y pars pr&bn que 77 es un io cubriente de K? i hacer ver que h es

P

un homeomorfismo local, lo cual no es dificil ya que si tomamos z € I sabemos que existe una
vsdndld U de 2 completamente contenida en que es mapeada b fi teen Algmn
vedndld U de z,. Esta afirmacion resulta més clara si pensamos en h como ) una fancién de C
e ¢ y despuéa recurrimos a 1as identificaciones.
Su!:nnaleocit_ﬁn,tnmvmdloulllﬂujow, do por la ion diferencial 4.10 en el
punto p = i (0,p) € T3 fijemos nueetra atencién en la semi-Grbita positiva p+ (t) que pasa por

P, supongamos que § = @ (3) € T y que el arco PQ sobre ¢ que 1ne a p con ¢ s ajeno al arco
abierto P sobre £ que une a p con g, entonces si @ = PQU FQ es un curva cerrada simple

tenemos dos casos:

V2o =Toa (K1), -
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l)auulmmmmméﬁunm,utdemdlmumlutoddeo-(}u'
"usmndolm.yporlomtodMnmuupnh:.eCtdqno(aqll’Puh ’
‘ uumw-mbﬂuu)up(..)emymumnumwmmd.h-m -
'ﬁﬂhpddnqumpwr.khpm i "‘ddlqh,” ) i-dlhldlulo )
'1'-dhwaummmmadqnmummdmumm
'hﬁm.dﬂmmmdpuwmhdqﬂmnmuhhm
‘ nlétblupaiddlu. '

Z)G-uanmmmlmbiugmy-mmdd.-u levantamiento
universal le llamaremos curva control. Ea tal caso procederemos como sigue:

~Sul.eé.ulqur::P(:.)emdnhmd.lnudmmhnqué.dlvﬁolc
en dos pastes, ala parte que contiene Al puato r+ = (¢, r) Ia lamaremos A+ y a la parte que
ulﬁluar“av(-e.r)h" A- e te esta deflnicién no depead: d".x.y"A“
s positivamente invariaate bajo la acciéa del flujo 9 y A~ es megativamente Invaziante.

Definicién 4.19 [¢4): Diremos que una curva indegral v, distinta de una singularidad, es
' positivamente (m,atiwmenle) recurvente 2i y C w(7) (7 C a(7)) ésto es, si v es prolongada
indefinidemente en sentido positivo (negativo) pasa tan cerca como se guiera de cualguiera de
sus puntof.

TEORBMA 4.20 [18]: Sea 3, € C »i p = p(t,P (%)) es positivamente (negativamente)
m:umnle yneo periddica entonces p = @ (8, %) no estd contenida entre dos rectas con pendiente

mcwnul

" Dy siraclén: Supong: que ip(t, P(s,)) es positivamente recurrente y que $(f, %)
estd contenido entre dos lineas con pendiente racional L y L', Como T, es un grupo discontinuo
de tranef; & existe un conj finito de lineas (Z,....,L,} paralelas a L' tales que

F~rydentrelLy I implics 5 € L; para alguna § € {1,...,q}. Como w(8,P(3,)) o
positivamente recurrente, existe al menos una s tal que dada cualquier € > 0 podemos hallar .
3’ € L; relacionada con 2, y tal que $(t,2,) N B(2',€) # 0. Consideremos dos casos:

1. Para el primer caso supondremos que existe una i que satisface lo mencionado arriba

tal que z, ¢ L;; sin perdida de g lidad supond: ques, €L yi=2 SeaT

€ T una transformacién tal que envia Ly en Lz. Probaremos por induccién que dado
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Mqlhnwopodﬂvomyculqllut>o,ulmz'~l.nlqne:'eT"(L.)y
| (t.l.)nn(n‘,e)#i Porcoutncddnuduhpmm..l mwn;tmmlndmopm
"";‘m Elhunehyr>0hlqun~s.y|¢(r.l.) J.|<¢ Podmmmqu ’
'*r(:.)-nmj.mbomml. cind ‘a(..,o)- nviad puuuo-a(...:)
Umbllmqhdnd.l‘mﬁﬁwdelutmlfmuhu cni;rlentapodmmvu que
" 1a magen 4o B(#',8) asté contenids ea B(T(¥),¢) pars toda # ~ 2,. Por kipotesis de
" induccita wiste oy ~ % y 1 > O tal que 95 € T(L1) y |3(r", %) - 3] < § por lo tanto
B(r+7,8) € B(T(1),8) y T(n) € T (L) y como d(T™(L1), Ll) — 0o cuasdo

. m-oco,¢(t.t.)nopudocuuml'yz"

2. Si suponemos que 2, € L, m:~:,yé’(t,:.)nﬂ(i.c.)#.lmpﬂdl'qux'el..
Eatouces ¢+ (¢, 5,) 8o pusde ser recurvente, por lo tanto existe una seccibn transversal
tdepeadputor, ilquEng=2yEC B(xa) Sesipequs = P(£) w
uaa seccién transversal local a ¢ en ol punto w = P(,). Como ¢(#,w) es positivameate -
recurreate y 20 periédica podemos hallar ¢y > £1 > 0 coa las siguieates propiedades:

i).w =pth,v)€eE.
ii) El arco sobre ¢ cerrado WW; que une v con ¥; s sjeno al arco sobre ¥ abierto
WW; que wae v con ©;. o

i) wy = p(t,0) € WW,.

Si'a = WW; UWW,; de (i) tenemos que o es simple. Si a es h épica & cero ent
@(t1,,) € £ 1o cual contradicela forma en que escogimos £ en ia a es no h 6pi
8 cer0 ¥ por consiguiente estd contenida entre dos rectas racionales, claramente (3, 2,) € A+
y ?(t3, %) € T (&) pars alguna T € T,. De donde se concluye que ¢(83,2) € At Na, =0lo
cual es imposible. O

‘Como consecuencia del lema 4.17 y del 420 ¢ el sigui

Corolario 4.21 : Si 5,, 21 € C son tales que p(t,P(2,)} y w(t, P(2)) son positivamente

(negativamente) recurrentes y no periddi E los

@(1,2,) o @{t,n)
B, It ) YV e fe ()]

existen y son iguales. O

96



mhnmﬂmh‘ 0 d min',-‘ de esta soccid

TBOIIHA 4.3 [19): Sea & un ﬂqio conhnuo en. la botella de Klein K2, Ermmcn lodl
drbite puitwcmeutc (nqahumenu) recumnle e pcm‘dm

Dcaullldﬁ- Sﬂl‘y‘lﬂuhﬂlnt«ddh}o'nﬁydmﬁmh Su
# € K7 uan curva positivamente recurreate y no periédica; seaz ¢, y é; Ins curvas ea 77 tales -
que bejo £ van a das & ¢. Existe uns trassformaciéa cubriente 7' : 72 — 77 tal que permuta
&.m&,w.npdﬁmhmmum& $3 esth en ol conjunto w-limite de

. Sl&.e«:(&.) phicando 7' qu&.ew(&.)-.w(&,)porlotuto&.y .
&y oom ¥ 5o peridi .

Sen §1 € P-1 ($y) tewemon que PT' (¢1) = 4, wsando dl corolah 421 coucluin aue
ﬂnpmquubullnimmignhunlen&onmmoﬁnopudoutnmmpmmv
didautndoluctueon diente racional (por 422)1a 6 415‘ ' :h

tradiccién que & Ia validez del teorema. O

Poe éltimo tenemos un resultado debido a H. Kneser (1924)

Covolaria 4.28 : Si & es un fiugo en la botella de Klein sin puntos singulares entonces tiene
un drbita periddica. )

Démostracién: Sea N un conjunto minimal pasa & y t $CN t
que w(¢) = N y por lo tanto ¢ es por e jor ¢ es peribédica o as un
punto singular pero por hipétesis & no tiene puntos singulares. O ‘ .

Esta resultado tiene para nosotros una gran importancis ya que hace evideate que X2 no
puede ser misimal con respecto a un finjo sin singularidades, hecho que serd de gran importancia
en muestro andlisis posterior.

4.4 Generalizacién del teorema de Poincaré-Bendixson.

El objetivo de esta seccién es llegar a probar el teorema mis importante de este trabajo, '
¢l teorema de Schwartz, como hemos dicho antes es co I hablando un poco

*La trassformacién cubtieate P: 7% — K3,
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wmm de lﬁfé;g:ull de Euler-Poincaré, esto quiere decir que 1o haremos desde ua puato de vists

total ta infy

| y los resultados a este resp ur‘nv_,v sin demostracié dq\n.
" Ea 1o que respecta al ¢ de Schwarty, éste of wré probado coa todo rigor y 1a de-
tracion que se p 4 seré esencialmente Ia misma que dio Schwasts [27](1963).

4.4.1 La férmula de Euler-Poincard,
Definicién 4.24 [M]: Una coleccidn de punios o® = {a,,..au) en R® es geoméiricamente
i iemﬁmhyunhiprphhonelmmidnn—'lquemiienéatodﬁlﬂpuiaa& )

o®.
Sup -y qua t una éoleccién o® = {4, .80} de puntos geométricaments inde-
peadientss en R*. Ala d de o™ lall un n—simplejo en R*, en eston
- términos que por ejemplo un punto ea un 0-sirplejo, un segm e un 1-simplek

u‘ﬂhgnlouu?-dmphjoyud.muenm n—i le) en una variedsd M® es una
‘puzeja (b, 0") con & : 0™ —~ M un encaje. Sea s* = g(o™) un vérticees ls images bajoh de un
1-simplejo {8;} C 0", una arista de o™ os 1a imagen de un 1-simplejo {a;a;} con, por ﬂtimo. :
# o8 un tridngulo © en M. Una triangulacién en M es un coleccién J de trikngalos tales que:

1. M=Uy; 6;
2. 51 ©;nO; # § entonces §; y ©; tienen un vértice, una azista en comin o son el mismo -
trikngulo.
Daremos ahora uaa lista de que , como ya hemos dicho, sin de-
mostzar.

TEOREMA 4.28 [5]: Teda variedad compacta M acepta un triangulacidn, O

§1 7 en una trissgulacién de la 2.variedad compacta M denot por V al ntimero de
vértices, por 4 al de aristas y por T' al de trifagulos y al nimero

x=T—-A+V

"

lo la caracterstica de Euler-Poincaré de M . El teorema que sigue muestra que la
caracterfstica de Enler-Poincaré es un invarisate topolégico.

®No hace falta decir que M es siempre una 2-vasiedad.
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TEOREMA 426 : 5i M es'una vamdad : ta entonces Ia candcteriptice -ie E'uler S

Poi m‘nd",‘ d dela.. ulacid J’orlocua”adenatoummcamox(ﬂ) o’

TEO“MA 4.37 : Sea M una variedad pacia. La vstica de Euler-Palmdnlo

toma valores de la forma 2,0,-2,...,~2n mds aun si M y M’ son tales que x (M) = x(M’)
eMoncu My M son homeomorfu o '

Dclulehn 4,28 : Alnimerog=(2- x(M))/2 le Ilamanm el ,e'nero de la varsedad M.

Si calculamos directamente nos daremos cuenta de que & genero de la esfera es 0 y el del toro
(esfera con una asa) es 1, asf en el caso de variedad ientables el jor puede ser

parafraseado diciend lgui variedad M orientable con generon es homeomorfa ' -

¢mqe_q]er_u'cov_anw,hhqnichochqupodmaduﬁlmlu?-whdndqmw '
otientables de acuerdo con su genero. El némero x (M) es un importante invariante topolégico
qua puede ser utilisado para relacionar p ,;“ poldgicas con propiedades p t
geométricas para llevar a interesantes resultados.

Para concluir deflaamos en M un campo vectorial V € C! (M). Ea el capftulo aaterior
pecto al campo vectorial V.
Supongamos ahora gue tenemos una triangulacién 7 de A tal que : - b

utudimud(ndicolvdonputo ingular aislado v con

1. Todo triéngulo © € M estd ido en alguna vecindad denada de M.
2. 'Ibdo tritngulo contiene a lo mds un punto singular de V.

3. La frontera de cada © no jene punto singul ¥ e posi jentad

Con estas condiciones tendremos que:

TBOREMA 4.20 (de f’oinqﬁ) ¢ La suma de los {ndices del campo vectorial V en M con
singularidades aisladas v; es igual o la caracteristica de Euler-Poincaré. Es decir:

v (wi) = x(M) e

La ecuacitn 4.16 es conocida como la férmula de Euler-Poi é, este | Itad
indica que T;Jv (v;) no depende de V #i no mia bien de la topologia de M, lo cual nos
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' permi , por ejemplo que cualquier campo

s daduelr § o0 1 P i

"en una nrledul homnuflaln-hnﬁone pnnu- dn(nhm nétese que pldu aquelms
propiedades enndulu ltﬂba son de cardcter local la orientabilidad de Ia variedad M 1o o8

ulqnqulnpuhmucho‘“ldqudd '4.28 y del corolario 4.23 pod deducir el ¥ -
Corolario 4.80 : La tnica variedad comp fsalvo A ," ) que admite un &mn ‘

vectorial sin singularidedes cs el toro 73,0 : S R s e g e
Cuddm-hup(tubuhdmumd&

4.4.2 Eltooremdeﬁdlwutl. BEFRRETER SEA S

TEOREMA 4.51 1: Sea M 'un variedad compacta. Suounﬂmaeczmo'muy'
nclun ,“ inimal con respecto a ®. Ent t las 54 "»" puhhdadu

7] n es un punto singular.

i) n u una drbua p:nddlca ’

iii) n M

Demostracién: Antes de pasar a lo que es propi 1a prueba del xma bay que .
damos cunttdeqnadcuo{m)mmnncomennrlo;pw Si M es una variedad en la que
Q= Mutmmtdvnﬂedldnotkupnnmmln-yporlntutodalolwrduio-423y'
4.20 obtenemos que M = T3.La d ién la di en dos partes.

1) En la primers parte observamos que en vista de la proposicién 4.3(c) sabemos que #i 2
o8 minimal entonces 2 = M o denso en ninguna parte como nosotros queremos pmbu

qnan M entonces supondremos que 2 # A e un ! denso en ning
parte, que no contiene ni puntos singulares ni érbitas periédicas y ha ‘ver que Ia

jetencia de tal conjunto es imposible. Sean p un puntoen 2 C M y I' una seccién
transversal local al flujo @ en p tal que sus extremos noestdinen f1, Seag: U C M — R?
un sistema coordenado tal que p= g1 (0,0) y ' = g~ (I) con [ = {2 = (2,0): |8} < 1}.

Si s, ea un ndmero fijo en el intervalo (—1,1) entonces g~ (a,,¢) coincide en U con la

1°Ex los lLibros Croom y Perko se exhibea triangulaciones de 7% y K2,

100



bita @ (¢, ) que pasa poe ol punto p, = g~ (a,,0), ver igura 4.5. Tomemos ua puato

nurncdéndcn-ml-dtblupodtiumnl’d P que ol J de pustos
Crmhcul-hfndén'-uddlld‘-mnduume-pwmﬂnldddd
ujo 4 es ablerto. hhlcﬁltpndnnobtuldnd.hd‘lhuw llcu'nlnqnl :
(',l)euqel‘-ulqug(w(..t)) {o(a,1),7(a,8)) y cusndo & = (s,0) tendremos .
1(s) = ¢, o para ¢, > 0 tenomon que p(¢,%) € T entonces g(p (g, %,)) = (9(s,1),0) a8
} t(q)s."(a(u,t) O)dedadeuobmnqu(i)tec’(l‘),nﬁﬁnm«n
~1 & inyectiva de doade obt que (i) dr () # 0. Cmn-mx-u-me-
'l € 0 implica (g, ) € N dato quiess docir que sl 1 € K entonces gy € 4. Sea Vun -
beonfunto abierto de A tal que X C VP C Aumnmd.(l)y(n)m""
)0 < F-! < [de ()} <Fy(lv) |d‘w(q)]< Mmtodaqe V, finalimeste gracias &

w4 (k€ Z) como un fujo en T tal que (v) X oo minimal ys que £ es invariante y
»0 contiens érbitas periddicas (vi) 1¥(g) = gl y soloai & = 0. Ademis como £}

) W = I - K se puede vat como uniéu de intervalos ablertos (a;, 8)).

que uza funcién com Iaa propiedades (§)-(vil) no pusds cxiitir ya que constituje
‘Mdmdabeﬂov,ﬁnmbmup@dmmquum«mfuﬂh
Ins propiedades (1)-(vil). Sea £ = d(K,7- V) cos 0 < ¢ < 1. Notemos que o

conduimos que (a,b) (@, Ba) C V. Si calcul Ia derivads de x*(g) qlla
rhg)=nx (r""' (q)) entonces dx* (g) = l]!,odr (x¢ (4)) en consecuenciasi ¢ <r
son tales que 7 ([q,r]) C V para toda, 0 < k < n tendremos:

dx*(g)
dxk(r)

log

L] ' BN
< 3 |logdr (x'(a)) - logdr’(x (r)|
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propiedades (iif) y (iv) ob que x es inyectiva y por lo tanto podemos pensar. -

en nisguna parte, el conjunto X = NN I es cerrado, dunennlnmtpuhy' :



_yporel t(goum del valor med.lo: .

In¢ )_II IF'(“)I I'i(')_’.i(,)l

d‘nnllgenmqyr Expomdudoobtumu

h" (l)
axd(r)| =

< upFJl zlt‘ (q) r‘ (r)l

Sc‘l = :‘,‘idl(l)] ‘notemos que dr“(q) = l pot lotutol > 1 Exim 0. € (l,l) tll e

que |l‘(¢) - I‘(l)l = |ll(0¢)||b- o enuwlu I.ntavllol (t‘(-),t" (b)) pan . dhthm m . »
Ajenoomemuqu . e i
b= ¢|2|d:(o.)| < 2[; (¢) :‘(b)] < 2 -

de 4.17 oe despronde: - - © - I R Rt
e |‘t‘(¢)l < ld:"(‘;)le”“
ol e L

en conclusién:

" 1sesapeaiam

Send = ¢/AFMS probasemcs por nduccén qus:

CRe-relee O T am
el e

para todn lg~ a| <d Pun k=0 unbu ecusciones son féciles, |upong‘mulln vulidu para
k — 1, entonces de 4.17 tenemos que:

. » - : :
|ax* (0)] < |dr* (@)] exp FM S [ () - x g)] S
i=0 '
) por teorema del valor medio e hipétesis de induccién para 4.2i:

Tkl ) h=1 k-{
Y |¥@ - @) s la-al L jdr )] < 3le- ol 3 |dxi (a)]
im0 i=0 in0
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da 4.19 cbtenemos: N : ‘
|e5* ()] < |dr* ()| exp 34F M < 3|dx*a)] : (422)

ys que 3dFM§ < 1, Calculemos ahora:

[t () - «* (@)} < |t 0u)]le - @} < 2 [unt ) S 306

"y como podemos tomaz F > 1y M > 1umw!‘6<slondpmhhocud6n4.ﬂ.\0¢"‘
1as ecuaciones 4.19 y 4.21 obtenemos In igualdad: o
b

Jim de"(¢)=0 ngl!um«mnmmlq—olkd'

1o mismo que Is igualdad
Hn T i e (g = 0 ‘anfformemnoete pars g~ 6] <d . (4
final de las iones 4.22 y 4.23 pod cluir que para n suficientemente grande

dr(q)'< 1/2 y de—" (x"(q)) < 1/2 lo cual e Ia’ contradiccién que establece 16 valides del
tearema de Schwarts. 0 A e
Hay que darnos cuenta que lnpum (ﬁ) da u'udmonn.dén 10 a8 0lra coss que una prueba
 del teorema do Deajoy, s decir, después do.1o anterior podemos llegas a I condasién de Gue
los teoremas de Schwarts y Denjoy son equivalentes Lo heo
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_Capftulo 5

_Apéndlce.

huuapﬂlloupmnmuamhdomdﬁmquuntm:inaio'hmbdntodsh
Wp-oqnodnmblrpunmhmhmmumu todudhllpmmh
. mmm-nmnludu

a ‘.,.5.1. ,:Apr‘oul‘m‘lcldn 'de'nﬁhlerol irracionales por racionales. -

° tead

Eluu i6n aos prop upmhuel 1!

TEOIIMA 8.1 [3]: Para cualguier nimero irracional p existe un nimero recional ! tal que
cumple con la desigualdad : .

PR
I’ ll<l’

Demostracién: La idea de la demostracién es muy sencills y bisicamente geométrica(ver
"figura). Sit un némero irracional p > 0 dibujamos en o plano R? larecta L : y = pz

y nos fijamos en las parejas (p,g)con p,g eateras distintos de cero, es claro que ninguno de
estos puntos cas en L, vamos a construlr una sucesidn de parejas ry = (ps, ga)de Ia siguiente
forma: i Py y P, son los semiplanos en que L divide & R? entonces los vectores r_; = (1,0) ,
ro = (0,1), estén en disti ipk pong r; € P, ol sigul ! to lo vamos
a ir de la sigaieat P = 7.1 + aofo con dg ¢l mhximo eatero tal que r; € Py
y aaf continuamos, es decir ri43 = Fa-g + aars con a4 el méximo entero tal que ry . esta en el
mismo semiplano que ry.; de esta forma tenewnos una sucesién de puntos en 23 tales que estén
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lmboalldmd&lamut !mpﬂmmk{-lelmnmdeuummlbn son:
' -1—(10)
o= (0,1)
~(1|lo)°°nﬁ>¢o
Pa=(o1,1+0m) conp<etd
= (l+m-:,-o+q(l+¢oq))eo-p>-a+,—l—}-,r
‘ Lre (o + 6 (14 @0a), 1+¢o-:+¢a(¢o+¢a(l+¢m)))

eonp>¢o+——£xf
Cx

74 = (Piyqa) con p< B si k e par
e v e “ u=(ﬂ+nn+x) con p > Pl

ks sabezios qu rm = pi-1 + aap Y 02 = G + ag. Si ulcuhmo- d ‘m A(Pn)
del’ pnnldn;runo P. (ar., + 074410 < a+ B < 1) nos damos cnennpor alculo dlrecto de
‘qne paralos ptimem cuatro A (Fy) = £1 oi suponemos que 4 (Piyy) = :tl entonces al calcular

A(Py2) = prtanr ~ pum + @41 (Paga+1 — Padasr) = 21

por construccidn sabemos que £, y ri41 estdn en distintos semiplanos por lo tanto:

Phl P lel 1 1
-~ ¢ |2 -2 <
'P ol Sla " anl” non - @)?

5.2 Cambios de coordenadas.

El propéeito de esta parte es ejemplificar como se bia una ién diferencial de las coor-

denadas cartesian lases a las

1, q 1
P

Comenzamos con la base canéaica de R?, es decir con los vectores é; = (1,0) y é; = (0,1)
tengo ademds una nueva base del mismo espacio R? dada por‘lu vectores tangente y normal
ala curva a(t) = (rcost,r sent), voy a liamar ¢y al primero de ellos, es decir a aquel que nos
da Ia variacion en la direccién en que el dngulo crece, ea decir é) = (~r senf, rcos§) el cual
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> A
s 4;// ¢
&ﬁﬂ’.’A

r

4 1. . P,y

Figura 5-1:

después dem.ﬂsdoqnednwmo!'é(w,eul)dmndo vector que es ¢l que nos da’
Ia vaziacidn en Is direccldn radial lo Uamo ¢, y despuée de normalizado queda 8, =(cnl0,u§0)
shora skpresaré los vectores 41y &3 en términos de & y ¢, pars obtener que: '

&= —send s+ conl
dgzconl g+ ant i,

de donde dedusco que la matris de cambio de base es:

(=)

7

shora bien ai tengo l1a ién diferencial (| d quela ién & denota deri con
respecto al tiempo):
&= zu(r) = pu(r)
F=ye()+eo(r)
1a puedo ver es forma matricial como:
H - u(r) -v(r) z . (s.l)
¥ v(r) u(r) v .
y como lo que quiero hacer es biar la i6n diferencial tengo que pensar que =

@ y dependen de las variables (r,4) es decir que son de Ja forma z = z(r,0) ey = y(r,#) de
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dmdoo;tugolu or.n;dopg:‘ . S
Eopueul
| A=K+

de donde obteago la. 16 ¢

| (:).(:g)(:):‘,

y utilisando el hecho que s = rcosd , y = r send tenemos entonces que:

i e

'y o sustitoimos Ia ecuacién 5.1 en In ecunciéa 5.2 obtenemon que:
B A P Rdand " oent s(r) —o(r) oot RREIS
o Pl —sent cond o(r) “ w(r) S R
y por ¢ltimo; v
#=ru(r)
besir)

53 La transfonﬁlcién de Poincaré.

El propéeito de esta seccién - pmi»u ia valides de la f6rmula:

*()=exp [ [ DioX (v (1) &) (53)
dmdet.uln‘ i6n de de Poincaré, para hacerlo me auxiliaré de Ia conocida férmula

de Liouville.

Proposicidn 5.2 (fSrmula de Liouville) [29]: Sea #(8) = (¢1,....¢s) una matriz cuyas
{ luci de la

son

= Atz (5.4)
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.entancunm todot€ Iyt € I fijos ) ) S e e ‘

det #(¢) = dct.(t.)up [_[:lr AQ) a]

v i

donde tr A(s) = TN, 0i; siempre que A = (ay).

Demovtracién: Voy a comensar por probes que la fancién #(1) = det® satisface I~

' digulente ecuacién difereacial Lo :
L E=lrAG)s e e (B8
i caleulo ¥ (¢) obtengo:

Y- ild« #11bib) = §':M¢.. oAbty nt)
i=! 1

ahors bien si suponemos que #(t) e Jucién fandsme ‘des.dx ﬁ={¢¢j’?_lunu>ni_
blnddupidoduphchlnuho‘nbinA-uulpl.ludéuqmnvhmh*mulnm
-d-dénquuundoupmqnmmlmdoﬂ.ymoﬂuu ! to en al base

'A¢.-=?_:a.~,~¢,-wn¢,-en
-l

do el cilculo

V{0) = Tk, det ($1,., Tl 848 1 ite) =
=) Ty [T 0] det () = Ky ais dot (d50) =
o= (tr A) @



y?wh_mh!uﬂqdal‘&g.ﬁ,wmm: )
() = kaxp [/.:" AGs) a]
¥y ol hacomos & == dat § (1,) obtenamos la {demuls de Llolvmo '
uo(z).fm_o(t.)npu:-r Aw 4 6o

m.quuigmdnmtudohﬁfmnhdﬂﬂoﬂl&-ﬂdlcduhthd-lvidaddnnw
ﬁmm,mpdmnmthbh.ylmmhmmf .

Delinjcidn 8.3 [29]: Sea X € X* (R?) con una drbita cerrada (1) con periodo v, seap € 1(8)
yZ une in tr fenp. Ent definimos el mapeo de Poincare o la funcidn de
reforno de Poincare, # : £ — L como sigue, 81 ¢ e2 un punto en T entonces x le va o asociara
‘g d;n‘mrjunm ¢ tal que p(t,¢) intersectaa E ep decir ai qp(l,i) =r€ X entoncerr(g)=r.

Nétese que como X € X7 (RY) sabemos que ¢ es un difeomorfismo de R? de donde podemos
intuir que » también debe de ser.

Para darnos wsa ides més clara de lo que & x daremos una expresién analitica de este
mapeo. Como sabemos que v o una Gebita ds de p "'r.. t o8 natural pensar
‘g (Voorena de Peano) existe wuna vecindad ¥, da p tal que si ¢ € Vy N T entonom aplicaado
o finjo a ¢ durante ur tiempo 7, tendremos que ¢ (7.,9) cas en una vecindad U, de p. Ahora
Hndmmddlqbtlmlocdmmqum“mmponulquo

?(n,e(rg)) €T 5.7)

'Eeta ditima igualdad se da porque cusado i gt j of determisante
(4, 5. $u) =D
Foque §; a alguas entre {§, .., du} ~ ($i} ¥ cuando i = j entonces
det(#, .., 05 $u) £ 0
oo deciz pars uxa i fja los snrsandos e (o) scn - .
sicdet (¢, .., $i.. bn)
y L Tos indices L o trad,
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hay qu:s tener en cuents que T es una fincién que 'de'penﬂe‘ltxld ﬂuJo, deryy o iud«:ir

P 20 e

nrilptrad)

1.

y por Ias propiedades del flujo que 5.7 puede escribirse como:
e’
"Q"-“n‘ presién que utill como indisti como definicié dd miﬁb"d.
T@=p(etng o L (58

Estamos shora sf, en condicionss de probar ¢l siguient:

TEOREMA 8.4 [29]: Sean A c R' XeX"(R)y 1 una 6rb|l¢ p:nodwa d¢ X ctmpenodo

Ty E—oEelmnpeode. ¢en T una cid) r lapeq,
wo=e|[ owxmt»a]

‘W D" x (r (‘)) DiXi(y (‘))‘f + szz (r(e))ét.

Dx idn: Si L esta p isada por g : (-:,c)-o!."danlfomnqm'(o)
portnuvculldnd’ubemmqudwq]nnto{a\’(p) "(o)}-uabucpmll’mwdﬂﬂo
de X sabemos que se vale la siguiente relacién

DiDyp(t,p) = DX (¢(8,p)) - Dap (t,p)

-

es decir Dy es solucién de la ecuacién diferencial

i=DX s (5.9)

en A, en particular en 9. Vamos a calcular e} sigui

a‘i # (701 (4:9))le0 = D (10, 9) - (0, ¢ (1, P))
= D¢ (70,p) - (0, X (p)) = D2 (70, P) X (P)

3Recnerdese que por estar en R? las eecci les soa di al los de R,
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ey

y pc! ofra parte
"IW('O!w(‘IP))IM— dt ¢(’G + 'vp) t=0 = d‘v(ovp) =X (’)

de donde obtenemos: e et s
| DR X =X()

2370 =L r@@mo=& ¢(re+ e Nlimo
= Dp(a,9)-(r{ (0),'(0)) =
= Dyp(7s,#) 11 (0) + Dap (70, P)§’ (0) =
= X ()71 (0) + Da (o, 2)1°(0)
dwpejaado o
O Dl @ =XHO-r® - ©

de 5.10 y 3.11 pod luir que la i6 icial de Dy o8 R NS ST

[ 0
e[t 1O
0 ~x'(p)
de donde obtesemos que det (D1p) = x’(p) y como sab que Di tisface la ecuncién 5.9 ©
y por la férmula de Liouville obtenemos:

*(p) = exp [ [ Dinx (v(t) &

ya que tr(DX) = DivX y escogiendo que det (Dy (0)) = I lleg al itado deseado. 3

5.4  El teorema de Peano.

Q.

En esta parte del apéndice nos prop a trar el t de Peano, pero no solo

hid: oy

prop

probaremos este importante sino una

para lo cual serd necesario

contar con el teorema de Peano. Comenzamos con una definicién:

ur



Definiclén 5.5 [19): Una aplicacidn F: i C Rx R® — R es Lipachits en R si para todo

" (8,0)1(8,8) € R #i eziste wna constante k tal que :

I F(0)- F(ta)l S ks =i

leﬂdlu&.-ndmdm ‘
TEOREMA 5.6 (do Peano) : s..xmsmmn-r. By. Si1X| < M en 0 entonces
la ecuacién lﬁ e "N’ A g R RLTRI
- RARE .».-x(.) FORN - s ...._,..‘.A-....v .
s =8 o .13

’ucmprbmmumnhddnen.l.eona-nln{.;llu),!. {t:|t-t|<a} yBy=
{s:|s-s}<b}).

Deimosteacién: . Coto o coafasto 0 es un t porel de Waler-

.ﬁl.d.lhlll e de funci Py cuyas comp T wlpdlmnibotilqu?.—;x

ualformenmeate en f1, poe ser sus compomentes polinomd nos que las fanciones Pa son

Lipschits abora biea por de exi ia y unicidad quala i6n diferencial -
&= Fat,s) (5.13)
n(l.)—a.

&hanliliulolndbnw.-l..hhmmldn‘ ) ¥ @ equicontinus ya que:

len(®)~ ()| = I/.:P"(""".(‘»“I s l;| ¢t

y bién es unifo tad iya que para n suficientemente grande.

|on = 2o) = Ij‘:‘}’,.(o,w.(n))bdal SMt-t)<Mach

de donde obtenemos que || < b+ 1, para toda z € I, ¥ por el teorema de Arzela existe usa

subsucasién convergente, es decir ¢}, — ¢ probaremos que ¢ es solucién de 5.12 ; en efecto ya

que:
Clem- 9 = 1Pa(e,wn(0)) - X (3, 0(s))]
S |Pa(8,pn(s)) = Pu(20 ()}l + | Pu (0,9 (s)) = X (2,5(8))]
Si+§=¢

112



1o cual nos dice que ¢ es solucién de 5.12. L e e e e g
E i s t id d de Arzela que no demostraremos ya que su de-
i6n se puede i L culqnler libro de uﬂld- e

TIOI.IMA 5.7 (de Arsela-Ascoll) [j]: Sea K .un subconjunto commto de R" yoea F

una coleccion de funci i con valores en R™. Ent, las sig propiedad:
son equiv-lenm
(c) Mﬁmululi'n tada y unifor guicontinus en K, -
i (b) Tods :umidn de F tiene una subsucesid ﬁe s unifor ¢ gente en K. -
Colﬂnumuml:_-lnlnu: . P N RS
Proposicién 5.8 : . Sea X, : A C Rx R* — R? una idn de camp i tal que:.
Xa = X, unifor ‘en coda p ido en A, sean (ta,2.) uno sucesidn; de .
puntos que wen a (ty, 20) ;- up ques o e L T
= Xo(ty2)
2(ts) = 84

mﬁé ﬁm tnica solucién pa definida en un intervalo mdzimo I, = (w.. ('l).04- (n)) Seu
[l,l] C I, entonces eziste n, = n,(a,b) tal que paran > n,, I, C [a,b) y ademds pu — ¥

sniformemente en [a,}).

Demostracidn: Sabemos que por ser ¢, i pod un conj com

pacto C que contenga a la traza de i, en su interior, vea D otro cto que aCen
su interior. Debido a que X, — X uaifo - P , hay una n; sufucl
grande de tal suerte que si m > ®, eatonces [X,| < Af en D. Aplicand et de

Peano existe a > 0 tal que para toda pareja (', 2') € C las ecuaciones 5.14 con n > ny tienen
una solucién ‘niu n definida en |t ~ | < a y cuya traza est contenida en D. Si tomamos
entonces £ = a/d existe nz tal que si n > ny , (8, Zn) EC Yy |ty —¢,| < € entonces @n esta ]
definida en |t - 8, < £ ya que a = 3¢.

La familia F = {iga : |t — 8] < € con n > n3} tiene la siguientes propiedades:

i) Es uniformemente acotada, ya que |} < M.
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) ll) Polduommdel’mnmmuqu

vl gt sl [ Ao [ X(-.v-(-))hlsc

pnntodanbuuﬁhw &%ypﬂbtutov.—op.lmundhm N
Tlt=tel S e B

‘de domde repitisndo este proceso e ol puto ¢, = l.+¢obmdﬁmqﬁﬁ.§¢.‘.
Mhudw(u-t.u+u)ymbmmmtsam e8]

completamente. O i e e e
N . .

5.5 Espacios cubrientes.

A coatinuacién se expondrén alguscs pt qummhdcmnﬂlldndwuhmoju'3
compreseléa de las técai leadas en ol capftulo 4 para demostrar que campo -
vectorial en 1a botalls de Klain tiene al mezos uns Srbite periédica. ' :

Dedinicién 5.9 [10]: Supongamos que ¢ dos espacios topoldgicos E, X diremos que E
n-néapacn’ocubrientcdel’aien’ml:ﬂ—x tal que cada £ € X tiene una vecindad U
con la propiedad de que [~2 {U) es una unidn ajena de subeongunios abiertos S; de E cads uno ‘
de los cales es Aomeomorfo o U bajo {. En tal caso diremos gue U esta suavemnente cd“crt_a
¥ gue cada S; es una hofa sobre U. : )

Se puede ver que algunas consecuencias de esta definicién son:
1. La fibra £~ (£) es discreta.

2- f es un homeomorfismo local.

3.- La aplicacién f es sobreyectiva y X hereda la topologfa cociente de E.

Supongamos ahora que dos espacios topalSgicos (E,e,) y (Y,y.), y dos funciones )
continuas £ : (E,eo) — (X,%0) ¥ 91 (Y, 4) = (X, z,) entonces si hay una funcién 7 tal que se’
cumple laigualdad foj = g a tal funcién le 1l un levantami de g. La preg que
queda por hacer es bajo que condici pod ;4 1a existencia de 1 lentos?
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i (Brea): A )
SN g
(x"')

tintacén alguacs e qunuurhdepuntmd:d

"l‘ E( IIMA l.lo (unlddul do I-vnnumhnm) [10]:. Sea / (E o).~ (x,s.) . es
rwomﬂenku (¥, 30) ~.(X,3,) cvalguicr opBmcld Supongsmosgue Y s
coneso, Si eriste una aplicccufn continua r'E (Y, Yo) = (E.c.) talque fg’ =9 uta «a dnica,

Demontracién: Supdngase que existe ¢¥ : (l’,y.) - (E.c.,) con la pmplodul de que ’

1n=94 Lom siguientes conjus

A=s{ye¥ifM=W} . .. i
B={yc¥:¢N#, M} . Lo : -
.quuYuhummnamwnmdeunmmqummu
puntoy € Y N A sl nos fijamos en una vecindad U de fg'(y) te cubl por f
pot-tuyeAumuqne"(y)yg"(y):mmhnlmhojas‘deloobuUdedondc
obtumuqu/"(b’)ﬁ,""(&‘)uunn ascindad de y totalment. id ul’.Slpord :
contrario tepemos que y € Y N B entonces ¢ (y)y "‘(y)u-ndmintu bojas S;yS,lin
embargo ¢~1 (§) N 971 () sigue siendo nna vecindad de y total .contesids en Y, por
dltimo de Ia idad de ¥ se obtiene ¢l resultado deseado. O

TEOREMA 5.11 (levantamiento de curvas) [10); Si f: E — X : es un espacio cubriente
¥ o €3 una curva en X con punto inicial 2, entonces hay una Unica’ curva & en E éon punto
inicial ¢, tal que fa = a,

D tén: Ls unicidad es is directa del jor. Vamos a dividir

la prusba en dos partes.

1.~ Si el espacio total X esta suavemente cublerto (es decir Ia vecindad U de la definicién
colnride con X) y si e, esta en la hoja S, y como sabemos que en esta hoja f 2 es un
h fiama ent d hablar de f~1 : X — § de donde la composicién & =

P

f~'a es el levantamiento deseado.

3Es decit | S es un homeomorfismo
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2. Como £ : E — X es un espacio cubriente de X ent. para cada punto a(t) € X existe

un intervalo cerrado {¢ — §,24- 8] ido en uns vecindad te cublerta U de
a(t) donde es poaibl ir un } jento & como el del caso anterior, ds tal forma
que si a esta deflnida en un istervalo de Is forma [0, T} pod trar ugs particié

{0,43, ..., t.-;.T) de {0, 71 de tal fonu que whnbhmnh {“|‘|+|] tenga la propiedad
dnqup-ednmnnhuuhnnunluto&;mdqutubmdnmcbwndhy
o qp:d-ﬁwdhdnuwh-dhmnh(o.mmmqu&,(o)se..nmh
: pot ol inclso asterior podemos construlr us levantamiento &s de & en ol intervalo [0, f2] de
tal forma qwe &; (fy) sea ua punto interior de &3 () con ¢ € [6;, ;] y continuando de esta
. forma Usgamos (sn un némero finito de pasos) & ir o lev i dessado. O

E siguiente 10 viene acompaiado de uas de 16

TEOREMA 5,112 (de Monodmh) [8]: Sea E un espacio cubriente de X y um que
& y  s0n dos curves en E con punto iniciale,. Ent & y A son homotdpicas o equival

oi y solo i §& y £ son curoas homotdpicas {eguivalentes) en X. En particular si f& y!ﬁ son
llomntd’(eu entonces & y B tienen el mismo punto finsl, O '

Sm:;loducnrvuo. (c.t]»EmhoMbﬂwddMulhlcﬁnR
[-.b)xlo.ll—-i:‘ml-wvhd-h

1. F(t,0) = a(t) para toda t € {a,b}.
2. F(t,1) = A(t) pars toda t € [a, B}
3. F(0,s) = a(a)} = 8(a) para tods s € (0,1},

4. F(1,8) = a(b) =0 (b) pars toda s € [0,1}.
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A S b w-lmite, 45
ngulo, 49 it i w-limite, 24
areo ‘ w-~limite, 84 S L
saterior, 86 o denso en ainguon parte; 79 -
posterior, 86 7 T jpvaiante,78 7 T
arists, 98 S Invariante , 37
atractor, 60 . micimal, 78
suténoms, 6 e perfecto, 88
B A— contraceidn, 7
botelia S e
cartesiangs, 105 e
de Klein, 93 :
polares, 105 '
campo I cerrada simple, 48
irracional, 45 o integral, 6
racional, 45 o curva cerrada
vectorial, 35 . - ro homatépica a cero, B9
campos ) - curva parametrisada por trozos, 49
€7 —equivalentes, 19 - coatrol, 95 h S
equivalentes, 52 negativamente recarrente, 95
C7 —conjugados, 19 positivamente recurrente, 95
caracteristica de Euler-Poincaré, 98 curvas ’ ’
carta focal, 38 Y homotdpicas, 116
centro, 56, 59-60 »
ciclo limite, 27 b
conjunto Denjoy, 88
a-limite, 24, 45 difeomorfismo, 36
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difeomorfismo local, 40

E
sspacio tangeute, 0
cubtiente, 88, 114

1 3
férmula
de Beadixsou, 48
de Euler Poiacaré, 77
de Euler-Poincaré, 99
de Liouville, 107
fvjo
deuna ED., 17
global, 42, 78
ligeal en o toro, 43
local, 42
oa ol tovo, 77 S
e 1a botalls de Klein, 77
ergbdico, 87
local, 78
sobre una curva cersada, 81
foco, 60 .
funcién
de clase C®, 36
de clase C1, 36
T-invariante, 90
de retorno de Poincard, 109
diferenciable, 38

G
género, 77, 99

H
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H. Hopf, 81
has tangente, 41
Bomeomorfismo, 53, 80 v

O

1
{adios de wn campo vactorial, 50
intetior de J, 31 N B

intervalo méximo, 6, 13 Wl s L

K .
Klein, botella de, 6
Kawer H., 97

L
levantamiento, 89, 114
lavaatamisnto universal, 89 °
Lipechits, 112
N .
némaero de rotacién, 80-81, 83
nodo, 60

impropio, 60

proplo, 80

L]
Srbita de un campo vectorial X, 17
érbita imite, 27 -
P ‘
parte . )
elfptica del sector $, 65 -
hiperbélica del sector-S, 66
proyeccién, 41
punto
critico, 37



de rotacién, 59

fijo atractor, 8
‘hiperbélico, 56
regular, 6

regular paraf, 37
‘siagular, 6

anterior, 86

de primers sspecie, 88
de segunda especie, 86
posterior, 86

fondamental, 88~ -
 rgia de Ia cadens, 38, 39
retrato fase de una E.D,, 17 -
8
seccién transversal, 20, 94
sector, 65
eliptico, 65
hiperbdlico, 65
parabdlico negativo, 65
parabdlico paritivo, 85
Siegel L., 90
ulla, 62
n— simplejo, 99
solucién de W ED., 6
méxima, 18
solucién méxima, 6, 14
base nula negativa, 65
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base nula positiva, 65
: nula negativa, 64
nula positiva, 84
suspensién de un flujo., 92 .

T
teorema

de la cutva de Jordas, 81

de Poincaré-Bendixson, 20
dal flujo tubular, 20

de Arsela-Ascoll, 113

de Denjoy, 87

de 1a fancién implicita, 37
de Ia funcién inverss, 37, 40
de 1a inmersiéa local, 37, 40
de 1a submersién local, 37, 40
de las tangentes rotantes, 50
de monodromia, 116

de Peano, 112

de Poincaré, 99

de unicided de | -

de coatraccién de fibras, 9% {11
de diferenciabilidad global, 15
da diferenciabilidad local; 9 = <

levaatamieato de curvas, 115
toenliad jugado, 19

topolégl te equival 19
topologla cociente, 88
topologia inducida, 37
toco T2, 44
transformacion

cubriente, 88

t
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trisagulacte, 98

véntics, 49,98

valor critico, 37

valor regular, 37

variedad difereaciable, 35, 37
vecindad coordeands, 38 . .
vector tangeate, 39 .
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