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L

1.1.-OBJETIVOS DE LA TESIS.

Los objetivos perseguidos con el desarrollo
del presente trabajo son: a) Proporcionar al
alumno que cursa la asignatura de Ingenieria
Sismica, contemplada en el Plan de Estudios de
la Carrera de Ingenieria Civil, un apoyo diddctico
auxiliar tanto tedrico como practico, para el
b) Desarrollar

unos Apuntes de los conceptos fundamentales,

aprendizaje de dicha materia;

que sirvan de base para la enseiianza del curso de
Ingenieria Sismica, proponiendo para ello la
divisién del contexto de la asignatura en tres par-
tes: la primera que trata los conceptos de
sismologia, la segunda conteniendo los fun-
damentos de la Dindmica Estructural de mayor
utilidad para la Ingenieria Sismica, yla terceralos
métodos de andlisis mis empleados para el disefio
deestructurassismo-resistentes buscando asiuna
optimizacién en el cumplimiento del Programa de
Curso Oficial existente; ¢) Mostrar las
aplicaciones de la Teoria de la Ingenieria Sismica
mediante la Zécrnicade Problemas, tantoresueltos

como propuestos.

1.2- DESCRIPCION DE LOS
CAPITULOS.

En el capitulo de sismologia se hace mencion
de las teorias de mayor aceptacién en la ac-
tualidad, que pretenden explicar el origen de los
sismos, se efectia la clasificacion de los te-
rremotos en cuanto ala profundidad del foco, asi
como la descripci6n, definicion y medi€ion de sus
caracteristicas, como son foco, epifoco, magnitud,
ete. Seexplica el fendmenode [a disipaciénde la
energfa generada durante el sismo, mediante los
diversos tipos de ondas sismicas, y se hace
mencién sobre la actividad sismica mundial, en-
fatizando el caso de la Reptblica Mexicanay en
especial del D.F. mediante estadisticas de
temblores histdricos, delimitacidn de placas
tecténicas, estratificacion del suelo, ete. Se
resuelven problemas relacionados con la
localizacién de focos de sismos, determinacién de

velocidades de las diversas ondas sistmicas, etc,

El capitulo dedicado a la Dindmica Estruc-
tural clasifica los sistemas vibratorios u os-
cilatorios en dos grandes grupos: Sistemas
discretos (masas y elasticidades concentradas en
uno o diversos elementos) y Sistemas continuos
(masas y elasticidades distribuidas en todo el
cuerpo oscilante), a su vez los sistemas discretos
se subdividen en sistemas sencillos (de un grado
de libertad) y sistemas compuestos (de varios
grados de libertad). Para todos los sistemas men-

cionados se estudian los casos de vibraciones
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libres con y sin amortiguamiento y vibraciones
forzadas con y sin amortiguamiento, cuyas
soluciones asus ecuaciones de movimiento son de
fundamental importancia en la obtencién de
espectros de respuesta, formas de los modos de
vibracién, etc. También se definen diversos con-
ceptos como grados de libertad, periodo, forma
del modo, amortiguamiento, etc., y se presentan
métodos numeéricos de aproximaciones sucesivas
para obtener las frecuencias y periodos de
vibracién de sistemas discretos de varios grados
de libertad. Para el caso de sistemas no lineales,
se presenta la solucién iterativa del Método de
integracién por pasos de aceleracion lineal; la
teoria se complementa con gjercicios resueltos y

propuestos para cada subtema.

El cilculo de la rigidez tanto lateral como de
entrepiso de las estructuras es un requisito fun-
damental para poder resolver las ecuaciones del
movimiento dindmico, por tal motivo dentro de
este capitulo se presenta un resumen del método
directo de las rigideces para la obtencién de la
matriz de rigidez de los sistemas oscilatorios;
también durante el proceso de solucién de los
problemas resueltos se hace énfasis en el analisis
para la obtencién de este pardmetro. Esto tiene
como objetivo el que el alumno aprenda a conjun-
tar lag herramientas de anélisis con que ha sido
dotado durante su trayectoria académica y
asimismo comprenda claramente la manera en
que las computadoras digitales resuelven los

problemas dindmicos, pues es muy comin que en

el inicio de la actividad profesional se empleen
estas herramientas sin conocer a ciencia cierta si
los datos alimentados y por tanto los resultados
obtenidos son los correctos. Como ayuda para la
solucién de dichos problemas, se incluyen a lo
largo del capitulo la codificacion de diversos
programas interactivos para cualquier cal-
culadora de bofsillo programable en lenguaje
basic, no obstante debe consultarse el ;anual del
propietario de la calculadora en que se usen, ya
que algunos caracteres como ;, y otros pueden
cambiar su significado. La codificacion es exacta
para una calculadora CASIO FX-750P.

Por uitimo el capitulo titulado Ingenieria
Antisismica, se divide en dos grandes partes; enla
primera se describen diversos métodos para la
obtencién de la rigidez lateral y de entrepiso para
sistemas estructurales constituidos por marcos
rigidos, muros de mamposteria o de concreto, o
sistemas estructurales combinados (muro-
marco). La segunda parte describe los métodos
de anélisis sfsmico m4s utilizados en la pricticay
que son: Anilisis Dindmico Modal Espectral,
Anilisis Sismico Estitico, y Anélisis Sismico
Simplificado; también se definen conceptos como
espectro de respuesta, espectro de disefio, duc-
tilidad, rigidez, etc. Se menciona la forma en que
se obtienen los espectros de respuestay de disefio
y se presentan las principales recomendaciones
del Reglamento de Construcciones del Distrito
Federal (1993), y sus Nom;as Técnicas Com-

plementarias para Disefio por Sismo. Se estudian
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los efectos producidos por la configuracién de la
estructura (asimetria en masa y rigidez, plantas
irregulares, escalonamientos, etc.) y el incremen-
to de la fuerza cortante sismica por efectos de
Torsién, y la distribucion de las fuerzas cortantes
sismicas obtenidas del anilisis, entre los elemen-
tosresistentesdela estructura, Para cada subtema

se proponen ejercicios pricticos.

Al comenzar cada capitulo se ha tratado de
enunciar claramente las correspondientes
definiciones, principios y teorfas, en orden
progresivo y acumulativo de dificultad y
acomodados de modo que presenten un desarro-
lio natural de cada tema. Todos los temas y sub-
temas estin dados en pequefias dosis para un

aprendizaje gradual.”

A esto siguen grupos ordenados de
problemas resueltos que sirven para ejemplificar
las aplicaciones practicas de los concéptos
tedricos, y que proporcionan la repeticién de
principios basicos vitales para lograr la fijacién e

integracién del aprendizaje; asi se trata de hacer
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2.1.-INTRODUCCION.

SISMO, TERREMOTO O TEMBLOR.- Es

un movimiento vibratorio de la corteza terrestre.

SISMOLOGIA.- Es la ciencia, rama de la
Geofisica, que se dedica al estudio de las

caracteristicas de los sismos.

Lasismologfa es una ciencia de larga historia,
que ha llegado en la actualidad a cimentarse en
sélidas teorias cientificasy a la aplicacién de sofis-
ticados aparatos de medicion y deteccidn, asi
como también ha obtenido grandes avances en el
conocimiento del origen de los sismos y de los

fendmenosgeoldgicosinvolucrados.

Dichos conocimientos y teorias, se han
logrado establecer gracias a las investigaciones y
recopilaciones de datos histéricos, referentes a
muchos de los fenémenos teldricos acaecidos en

el mundo. En el presente tema se exponen los

conceptos fundamentales, de capital importancia

para el Ingeniero Estructurista.
22.- ORIGENES DE LOS SISMOS.

Los sismos se originan principalmente por
movimientos tectGnicos y en menor proporcidn
por causas como: actividad volcanica, ex-
plosiones, colapso de cavernas, 4mpacto de

meteoritos, ete,

La generacién de los terremotos es una de las
grandes causas que originan la deformacidn de la
corteza terrestre, que se pone de manifiesto a
través de levantamientos y hundimientos de las
rocas, propiciando la formacién de montafias,
barrancas, cafiones, etc. Existen tres principales

teorias para explicar el origen de los terremotos:

2.2.1.-TEORIA DE LAS
CORRIENTES DE CONVECCION.

CONVECCION.-Es un mecanismo por
medio del cual el calor es transferido de un lugar
aotro através del movimiento de particulas[®*t1]

Las corrientes de conveccién forman una
especie de sistema circulatorio en el interior de
nuestro planeta, los materiales en estado liquido
quy >><‘:onslituyen su nicleo se encuentran a

temperaturas mayores que [os que se hallan més

: petjéa de la superficie, por lo que tienden a subir

debido a que son mis ligeros (a mayor

. temperatura menor densidad) y su lugar es

tomado por el material mis frio suprayacente que
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es por tanto mas denso. Las corrientes que se
originan en el niicleo circulan a través del manto
de la tierra con velocidades que pueden alcanzar
los 12[cm] poraiio, estavelocidad es muy pequeiia
debido a la resistencia ejercida por las rocas
s6lidas del manto y a la relativamente alta den-

sidad del magma que circula.

Los materiales del manto terrestre fluyen
pldsticamente bajo el efecto de las citadas corrien-
tes, cuando alcanzan la base de la corteza te-
rrestre se desvian horizontalmente moviéndose a
lo largo de ella, lo cual causa levantamientos,
hundimientosy plieguesen la superficie, originan-

do terremotosy formacion de montafias.

En apoyo de esta teoria, se ofrecen calculos

de que el calor en el nicleo del planeta es muy -

elevado para mantener el material en estado
liquido bajo presiones ahi existentes de 1.75 a 3.5

millones de [kg/cm?® JIt1]

, ademas de que existen
rocas plegadas y deformadas que revelan una

fluencia plastica de este tipo.

Sin embargo en la actualidad hay gedlogos
que consideran casi fracasada esta teorfa como
causa directa del origen de los terremotos, debido
a que el estudio de la corteza y manto terrestre
mediante el uso de ondas sismicas define varias
zonas o subdivisiones dentro del manto,
zonificacién que no podria existir si hubiese tales
corrientes de conveccion mezclando constante-
mente los materiales existentes entre el nticleoy

la parte superior del manto.

2.22- TEORIADELA
CONTRACCION TERMAL.

Existen evidencias geolégic_as de que nuestro
planeta fue, en los tiempos primigenios de su
formacién (hace aproximadamente 5.5 miles de
millones de afios, 0 sea 5.5 ednes), una esfera en
estado de fusién que durante diversas etapas de
enfriamiento a lo largo de su éxistencia, fue

sufriendo pérdidas de calor radiado al espacio.

Esta teorfa se basa en el hecho de que dicha
pérdida de calor causa una disminucion en el
volumen def planeta. De acuerdo a los datos ac-
tuales y desde este punto de vista, podemos de-
limitar el cuerpo del planeta Tierra en tres zonas:
Una zona exterior sdlida y fria (porque no ex-
perimenta ya pérdida de calor), una zona interior
liquida y de alta temperatura pero de volumen
fijo, gracias a quelas zonas exteriores a ella actiian
como aislantes térmicos impidiendo la pérdida de
calor,yuna zona intermedia que se esta enfriando
y encogiendo a medida que su temperatura
decrece. La zona exterior solida trata de ajustarse
ala zona intermedia que se encoge, y por tanto se

contrae durante el proceso.

Como consecuencia de la contraccidn, la cor-
teza se dobla, levanta y hunde, originando los
terremotos y formando montafnas. Algunos
geofisicog apoyan esta teoria con clculos basados
en pruebas geolégicas y experimentos de
laboratoriol™1), pero algunos otros han llegado

a la conclusién de que la Tierra no puede haber
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perdido cantidades tan significativas de calor, por
ejemploenlos Gltimos 2000 afios, como para com-
pensar el gran volumen de material que se en-

cuentra en las montaiias de esa 2dad.

2.2.3- TEORIA DE LA DERIVA
CONTINENTAL O DE LAS PLACAS
TECTONICAS.

La teoria fue propuesta originalmente por
Antonio Snider hace aproximadamente un
siglo[““], y revivida posteriormente por Alfred
Wegener; comose obsetva en la figura 2. 1involucra
la divisién desde hace aproximadamente unos 268
millonesde afios, deun Gnicoy enorme continente
flamado Pangéa, en fragmentos mas pequeitos
representadoshoypornuestroscontinentes,y que
tales fragmentos derivaron lateralmente a sus

posiciones actuales,

Esta teoria es la de mayor aceptacion en los
Gltimos tiempos; en ella se establece que la cor-
teza terrestre (también llamada litosfera), no es
unasuperficie de unasola pieza continua, sino que
como lo indican las evidencias geolGgicas, esta
subdividida en "placas" que poseen movimientos
propios unas respecto de otras, debido a que se
hallan flotando sobre una capa de rocas mas vis-
cosasyfluidas; el origen de estos movimientos no
estd bien definidoy puede tener entre otras cau-
3as las siguientes: corrientes de conveccién, con-
tracciones por pérdida de calor radiado al

espacio, dilataciones por incremento de

v temperatura debida a la desintegracién gradual
[ret2)

de elementos radiactivos en las rocas, etc.

Sehanidentificado porlo menos diez grandes
placas que migran o derivan sobre el manto te-
rrestre, chocan, se empujan y se mueven lateral-
mente entre si con velocidades de 1a 10 {em] por
afio, En la figura 2.2 se muestra la geometria y
extensiondelasplacasquenoes perm‘zfnente, sino

que cambia gradualmente a través del tiempo.

Existen tres maneras por medio de las cuales

una placa tectdhica puede variar su formal™tl,

a) Extension o crecimiento.- Las placas
tectdnicas se separan empujadas por nuevo
material que emerge en forma de lava en zonas
Ilamadas dorsales centrocednicas, ver figuras 2.2
y2.3.

b) Subduccién o consumo.- Las placas
tectdnicas se enciman una sobre otra. En la figura
2.3 puede observase que debido a la constante
creacién de placa nueva enlas zonas de extensién,
la placa mas antigua es forzada a sumergirse en
fas fosas ocednicas de subduccion, en donde a
mayores profundidades y temperaturas es fun-

diday absorbida por rocas més profundas.

¢) Transformacion.- Las placas tectSnicas se
mueven o deslizan una al lado de la otra a lo largo
de sus bordes de contacto, en estos casos la
frontera entre placas recibe el nombre de "falla de

transformacion".
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LASER
GEODYNAMIC
SATELLITE

{LAGEOS)

= Continente Pangea hace 268 millones de afios

Configuracién calculada para dentro de 8.4 millones de afios

Figura 2.1 Ia Deriva Continental. Grabado de la placa de acero inoxidable a bordo del satélite —
Lageos, cuya tarea consiste en medir la deriva de los continentes durante los 8.4 mi—
Uones de afos que durara en 6rbita.[ref.9]
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plataforma continental

placas tectdnicas

Talud coptinental

Fosas ocednicas de
subduccién

dorsal centrocea-

nica de extension

Figura 2.3. Corte esquemitico de la corteza del Oceano Atléntico. [Ret 6]

En tiempos actuales la placa del Pacifico se
estd haciendo més pequefia y fas placas africana,
antartica, norteamericana y sudamericana estin
creciendo. Los movimientos en las zonas de
extension, subduccidny transformacidn provocan
concentracionesde grandes esfuerzos enlasrocas
en contacto en las fronteras de las placas, ésto a
su vez causa levantamientos y hundimientos de la

corteza [lamados afallamientos.

FALLA.- Superficie de ruptura de una masa
de rocas a lo largo de la cual ha habido un

desplazamiento de las secciones separadas.

Cuandosepresentala generacion de una faila
o afallamiento de las rocas, es de manera abrupta
y repentina, pues éstas han sido distorsionadas y
deformadas plasticamente por causa de los es-
fuerzos inducidos por los empujes de las placas;

por tanto se produce un deslizamiento o cotri-

miento entre placas, liberdndose gran cantidad

de energia y provocandose un terremoto.

2.3.- CARACTERISTICAS DE LOS
TERREMOTOS.

Al producirse un sismo, la ruptura de las
rocas empieza en un punto dentro de la corteza
terrestre y se propaga en todas direcciones a lo
largo de un plano de falta. El borde de ruptura no
se propaga uniformemente, sino que lo hace de
manerta irregular y espasmédica debido a la
variacién de las propiedades fisicas de las rocas

que rodean el punto de ruptura.

La ruptura puede alcanzar la superficie
produciendo una traza de falla visible cuya lon-
gitud puede ir desde varios metros hasta
kilémetros, sin embargo la mayorfa de lag veces la
fallacontintiasolo hasta las zonas en que las rocas

noestin lo suficientemente deformadas para per-
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mitir que se extienda madsy entonces la fractura se

detiene sin llegar a la superficie.

2.3.1.- DEFINICIONESY
CLASIFICACION.

FOCO O CENTRO DEL SISMO.-Es el
punto dentro de la masa rocosa en donde se

origina la fractura o afallamiento.

EPIFOCO O EPICENTRO.-Es el lugar de la

superficieterrestre directamente encima del foco.

SISMOGRAFO.-Aparato para medir el
desplazamiento del terreno, se usa para localizar
el foco del sismo y produce grificas llamadas
sismogramas como la mostrada en la figura 2.4.
Mide el desplazamiento en tres direcciones, dos
para el horizontal (Norte-Sury Este-Oeste) y una

para el vertical.
HEczmd
4

lﬂ-‘:: ‘
] l \ TN

\J N timegd

Figura 2.4, Sismograma.

ACELEROGRAFO.-Aparato para medir
las aceleraciones del terreno, produce gréficas

llamadas acelerogramas como la que aparece en

X* tgal=d

tlsegl

Figura 2.5. Acelerograma.

la figura 2.5. Mide la aceleracion del suelo a lo

largo de tres direcciones (N-S, E-W y vertical).

De acuerdo a la profundidad del foco, los

sismos se clasifican comol*t1);

a) Supeificiales.- El foco se halla a menos de
70{km) de profundidad.

-
b) Irtermedios.- El foco esté localizado de 70
a 300[km]) de profundidad.

¢) Profundos.- La profundidad del foco es de
mas de 300[km].

Cuando una placa tectonica se hunde bajo
otra placa en las fosas ocednicas, ocurren las frac-
turas que generan los terremotos intermedios.
Durante este movimiento descendente, se
producen esfuerzos adicionales que causan
nuevas deformaciones y fracturas, dando lugar a
los focos de terremotos profundes. Las zonas de
transformacién y extensién estin mis
relacionadas con los terremotos superficiales e

intermedios.

2,3.2.- MEDICION DE SISMOS.

MAGNITUD DE UN SISMO.- Es la medida

indirectade la energia liberada por un terremoto,

Se expresa midiéndola con la escala de Rich-
ter. "En su definicion original, magnitud (M) es el
logaritro conuin de la amplitud de la traza, en

micras, de un sismdgrafo estandar Wood-Ander-
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son con amplificacion de 2800, periodo natural de
0.8/seg] y coeficiente de amortiguamiento de 80%,
instrumento que esté colocado en teneno firme a
100[km] del epicentro® [Ft4),

log1oE = 11.8 + 1.5M ... 21)
M-magnitud (escala Richter) E-Energla liberada [ergios]

INTENSIDAD DE UN SISMO.- Es la
medida "subjetiva" de la destructividad de un

sismo en una zona determinada.

Existen diferentes escalas de intensidad
(MSK-64 6 de Medvedev, Sponheuery Karnik, la
escala soviética, de Rossi-Forell, escala inglesa,
ete,fretdly, pero la més usual en México es la de
Mercalli Modificada (MM), que fue construida
originalmente en 1902 por el sismélogo italiano
Mercalli, consta de los 12 valores indicados en ia
figura 2.6 asociados a diferentes grados de
destructividad y efectos sobre edificios, suelo y

personas.

Por lo tanto a un sismo se asocia una sola
magnitud, mientras que su intensidad vatia de

lugar en lugar.

ISOSISTAS.- Lineas que unen puntos de
igual intensidad sismica sobre el mapa geogréfico
de una region, después de la ocurrencia de un

sismo.

Comose menciond, la asignacién deun deter-
minado valor de intensidad sismica para una re-

gidn que ha sufrido un terremoto, es subjetiva

debido a que depende de |a apreciacién muy par-
ticular que haga cada persona de los dafios obser-
vados a las obras civiles existentes y no de la
medida del movimiento del suelo con instrumen-
tos; no obstante la escala de intensidad es impor-
tante, pues en muchos lugares no se cuenta con
sismégrafos y porque los catilogos histéricos de
sismos estin basados en tales desc_ljpciones de

dafios.

Los mapas de lineas isosistas como el de la
figura2.7 proporcionan informaciénvaliosasobre
la distribucién de la sacudida del suelo y sobre el
efecto de influencia del tipo de estratificacién de

rocasy suelo en la regidn.

Teniendo como objetivo el deducir valores
numéricos para disefio de obras civiles, aiin par-
tiendo de valores de intensidades de escalas sub-
jetivas, se ha llegado a proponer correlaciones
entre valores de intensidad de la escala MM y los
valoresdea{gunos pardmetros del movimiento del

terreno, una de lag cuales eglrets),

| = log 14vflog 2 .....(2.2)(Esieva y Rosenblueth)

Otras relaciones empiricas propuestas son fret.8],

a=1230e"MR +25) % . (2.3) (Estevs)
v=156"(R + 0.176%%M) 17 __ (5 4) (emeva)
Hntensidad en la escala MM

v-velocidad méxima del terreno [cm/s)

a-aceleracién del terreno [cm/fo?]

M-magnitud del sismo

R-distancia entre el sitio de eatudio y el foco del
slamo [km]
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IIl. Sentido en interiores. Los ob]etos colganles oscl an La vib . clbn 850 de camiones figeros.

Duracién estlmada. Puede no reconoceise como slsm s

v, _Los ob]etoﬁ colganles oscilan, La vibraci(m es como Ia del pasode 'uniones pesados;.o bien, sen-;aclén deo ;
“una sacudida como la que produce una pelota pesada al golpear los mutos, Los automéviles estacionados
se mecen, Las ventanas, platos, puertas, hacen ruido; Los vldrlos retintinean; La losa en(recl\oca En el ni-
vel superiar del IV, los muros y los marcos de madev

V. Sesiente en el exterior; direccion esnnndu Desplena a quien duerme, Se afectan.los liquidos, algunos se
derraman. Algunos objetos inestables se desplazan o caen. Las puertas oscilan; se abren; se'clerran. Las per-
sianas, los cuadros, se mueven. Los relo}es d péndul deti Iven verse, cambian’ su nlmo. .

VI, Todos lo sienten, Muchos se asustan Y corren hacia el'exterlor. Las personas caminan lambaleéndose. Las L
vemanas, platos, cristalerla, se rompaen, Los objetos, los libros y otros objetos; se caen de los estantes.
Los cuadros se caen de las paredes. Los muebles se desplazan o se vuelcan: El aplanado débil y la mam-
posterfa D se agrietan. Las campanas pequeias suenan (de lglesla, de escuelas) Los érbolus y arbuslos se
mueven notablemente o se ayen crujir. -

Vil. Esdificil mantenerse en pie. Los conductores de aulombvules Io sienten. Los objetos colganles se estreme-

cen. Los mueblas se rompen, Daitos en mamposteria D, incluyendo agrietamiento. Las chimeneas débiles
se rompen a nivel del techo, Caldo de aplanados, asi como de ladrillos flojos, piedvas, tejas y cornisas, tam-
bién los parapetos y ornamentos arquitectonicos no contraventeados. Algunas grietas en mamposteriaC,

Se forman olas en los estanques, el agua se enturbia con lodo. Pequenos deslizamientos y cavitacion en
bancos de arena o grava. Las campanas grandes suenan, Los canales de concreto para irrigacién se dafian,

Vill, Se afecta el contro! de los automoviles. Daito en mamposteria C; colapso parcial. Ciertos dafios en
mamposterfa 8, ninguno en mamposteria A, Se cae el estuco y algunos muros de mamposteria. Torci-
miento, calda de chimeneas, torres de chimeneas de fabricas, monumentos, torres, tanques elevados. Las
casas construidas a base de marcos se mueven sobra sus cimientos si no estan atornillados; se desploman
los muros de paneles sueltos. Los pilotés deleriorados se rompen, Se rompen las raras de [os arboles,

Cambio del curso o de la temperatura de manantiales o pozos. Grietas en suelo humedo y en pendienles
pronunciadas.

®

Panlco general. Se destruye la mamposteria D; se daita gravemente la mamposteria C, y a veces se colap- EEN
L] lolalmanle: la mamposteria B se daiia gravemente, Dailo general en cimentaciones. Las estructuras de: -
marco, si no estan atonnilladas, se sueltan de lo cimentacién. Los marcos se deforman, Dailos graves en
cislemas, La tuberia subterrdnea se rompe. Agrietamiento notable del suelo. En éreas de aluvion, la aren:
y el lodo son expulsados al exterior creando fuentes sismicas y cidteres de arena.

X

La mayor parte de la mamposterla y de las estructuras de marco se dcslruyen ]unlo con
destruyen algunas estructuras y puentes de madera bien construidos. Daitos graves en nresas. diques, .
represas. Grandes deslizamientos de tierra, El agua se desborda de canales, tios y lagos. La'arena. y.al lodo’
se desplazan en forma honzontal en las playas y en ticrra plana; Los neles se. doblan hgeramenl :

Xl
X

Daho casi total. Grandes masas rocosas se desplazan Se dnstorswnun Ias llneas de
tos son arrojados al aire.

MAMPOSTERIA B, Manc de ohra Y mortero de buen calldad, 1eforzada, pero no disefada en detalle para resls- =
lir fuerzas laterales, g

- MAMPOSTERIA C. Mano de obra' y morlero ordlnarios,slnl debilidad extrema com
nas, pero no 'elorzada ni disefada contra fuerzas horizontales

MAMPOSTERIA D, Ma(erlales dé
zontalmente,
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Las ecuaciones 2.2 a 2.4 son llamadas Leyes

de Atenuacion.

Los sismégrafos son aparatos muy sensibies
que captany amplifican hasta cien mil veces o mas
vibraciones que son imperceptibles para el ser
humano, pueden captar movimientos muy lejanos
del lugar en donde estan instalados indicindonos
la magnitud del sismo. Su alta sensibilidad impide
que registren completos movimientos fuertes,
pues Ia sefial amplificada no cabria en el espacio
disponible en el aparato (saturacion del sis-
mograma). Los primeros sismdgrafos fueron
construidos a fines del siglo XIX; adn los
sismégrafos modernos estdn basados en el mismo
principio basico: Con referencia a la figura 2.8
unamasa est suspendida de un marco fijo dentro
delinstrumento, y es relativamente independiente
del movimiento del marco. Al moverse el marco
porefectosdelsismo, la fuerza de inercia hace que
la masa quede estacionaria, de tal manera que este
movimiento relativo es registrado con una plumi-

l1a en papel enrollado a un tambor giratorio.

El acelerdgrafo registra solo movimientos
fuertes del suelo que no pueden registrar los
sismégrafos, no operan las 24 horas, sino que
tienen dispositivos de arranque que {os activan
cuando el movimiento sobrepasa cierta inten-
sidad, fueron inventados en 1930 y producen
acelerogramas que proporcionan una imagen del
sacudimiento del suelo que representa Ia historia

de las aceleraciones experimentadas durante el

temblor. El nivel de aceleracién se mide en
términos de "g" (aceleracion de fa gravedad =
980.665[cm/52] aproximadamente), o en unidades
llamadas gals (1 [gal] = 1 [cm/sZ] ). La medida de
aceleracién se usa para indicar el posible poder
destructivo de un sismo (o sea la posible inten-
sidad).

El registro més importante p';ra los In-
genieros Civiles es el acelerograma, pues cono-
ciendo las aceleraciones del terreno es posible
estimar las fuerzas de inercia que se generan en
las estructuras, permite una evaluacién cuan-
titativa de la intensidad sismica con un mayor
grado de seguridad que la que se tendria usando
1a escala MM. Con la ayuda de una computadora
programada con métodos numéricos apropiados,
es posible realizar la integracion con respecto al
tiempo del registro del acelerograma, con lo cual
se obtiene la historia de velocidades, e integrando
nuevamente se obtiene la de desplazamientos del
terreno con graficas como las mostradas en la
figura2.9.

24.- ONDAS SISMICAS.

ONDAS SISMICAS.- Son ondas por me-
dio de las cuales se produce la propagacion y
disipacion de la energia generada por un te-
rremoto. Las hay de cuatro tipos clasificadas en

dos grupos: Ondas de cuerpo y ondas de super-
ficie [ref.l].
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T 7 RaA | "
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Terremoto del 29 de noviembre de
1978 en Oaxaca, México. Los nime
ros romanos encerrados en circu~

- los muestran la intensidad en -
puntos especificos.,

Direccidn Norte—Sur - Dire

o

: T . ~
. N ~ -~
~Oeste - - Direccidn. | <vertical .

Figira2.8 EL principio bésico del siswgrafo de péndulo. [ref.6)
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“Figura 2.9, Historias de aceleraciones, v

B 8§

elocidadesy desplazamientos del terreno en

un sistmo registrado en la ciudad de México "

2.4.1.- ONDAS DE CUERPO.

ONDAS DE CUERPO.-Son aquellas que
viajan en el interior de la masa rocosa en que se
generan al ocurrir el afallamiento. Las hay de dos

tipos:

a) Ondas P (primavias o longiudinales).- Son
de compresién y expansién del material en la
direccién de propagacién, transmiten a través
de cualquier material y son las ondas mas
répidas, ver figura 2.10 (velocidad promedio de
7a 8 {km/s} (). No son tan destructivas.

b) Ondas S (Secundarias o transvesales).- Sa- -
cuden las particulas en dngulos rectos a'su
direccién de propagacidn, es decir su
}nwimiento esdearriba aabajoydeladoa lado,
sacudiendo el suelo vertical y horizontalmente
respectivamente, transmiten sélo en materiales
solidos, son lag ondas més destructivas, también
se les llama ondas de corte y su velocidad es
menor que las ondas P (aproximadamente 3/5
de la velocidad de fa onda P [**1)),
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Medio no

Compresién perturbado

a) Onda P

L_. Dilatacién ———‘ -

/ Direccién de propagacién :>

b) Onda S

'Doble amplitud
-"—l Longitud de onda'*‘-

/ Direccion de propagacion :>

¢) Onda Love

- | L1 | W
~  Direccion de propagacion :>
d) Onda Rayleigh

/~_ Direccidn de propagacion :>

Figura 2.10. Forma del movimiento del suelo segiin los cuatro tipos de ondas sismicas [ret 6]



Temall Sismologla ' 17

2.4.2.- ONDAS SUPERFICIALES.

ONDAS SUPERFICIALES.-Son aquellas
que viajan a lo largo de la superficie terrestre, en
donde son generadas por las ondas P y S que
llegan a dicha superficie. Haciendo referencia ala

figura 2.10 las hay de dos clases:

a) Ondas L (Love o largas).-Mueven el suelo
de lado a lado en un plano horizontal paralelo a la
superficie tervestre sacudiendo las particulas en
&ngulos rectos a la direccién de propagacidn, se
transmiten sdlo en materiales slidos, son muy

destructivas, suvelocidad es menor que las ondas S.

b) Ondas R (Rayleigh) .-Producen ondulacién
vertical en la superficie, de tal manera que una
particula se moverfa segtin una elipse al pasar la
" onda, transmiten a través de cualquier material,
son muy destructivas y se desplazan mas despacio

que las ondas L.

2.4.3.- VELOCIDADES DE LAS
ONDAS SISMICAS.

Las velocidades de propagacién de las ondas

sismicas son, en orden decreciente:

ondas P >ondas § > ondas R, y estindadas por -

Ias siguientes formulas (¢4

ONDAP:
vo= f1)Ell(1v-27)p] =ﬂ1+ gG)/p..'(as)

ONDAS: .~

ve=[GpIS Yy

Debemos recordar las siguientes relaciones
de la Teorfa de la Elasticidadl*t 1!} ;

v =A/[2( + G)] A

C(27)
G =E/[2(1 +v)] e (2.8)
A= By [(1+v)(1-2v)) an(2.9)

-
donde:

E-Médulo de Young [ton/m3]

pv-nddulo de poisson[adimensional}

p-densidad de masa [ton-oeg¥/m")

vp-velocidad onda p [m/s]

Q-médulo de cortante o de rigidez [ton/m?]
A-constante de Lamé [ton/m?]

va-velocidad onda e [m/e]

H-eapesor del estrato de suelo [m]

v -velocidad onda L [m/s]

v'swvelocidad onda 8 en el eatrato superficial {m/s]

w+recuencla de la onda [radianes/seg]
ONDAL:
Love demostrd que estas ondas se presentan

en la superficie de un sélido estratificado con

velocidad dentro del intervalo: v's < Vi< vs

Usando apdstrofos para indicar el estrato, v,

puede determinarse con:

GI1-( AR - (G (AN 29-1)08
Bn(WHIVLY 29)- 110 )} = 0 ...(210)
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ONDA R: Rayleigh demostrd que vy puede

determinarse con:
[2- V3Pl 2 = {41 -vivZ] O5
- V2 *% (@11

cCON Ve < Vg vrvelocidad onda R {m/s)

La solucién de las ecuaciones (2.10) y (2.11)
puede llegar a ser complicada, pero su tratamien-
to se simplifica si se adopta la llamada Relaciénde
Poisson la cual arroja resultados con buena
aproximacion en la mayoria de fas rocas de la

corteza terrestre, dicha relacién establece que:

C( s wen(212)Relacién de
LT " Poisson

Corteza 48Ckml e

. Manto, 2832k

NlﬁcLeo exte‘r-*n‘o‘ quuldo 21761km1+

Ndcleo lﬁfte}'*nci vfé(ﬂi(_lo‘lqv 8528[ m.

Como ejemplo de los usos geoldgicos de las
ondas sfsmicas, se ha logrado conocer la estruc-
tura interna de nuestro planeta mostrada en la
figura 2.11.

2.4.4.- LOCALIZACION DE TERRE-
MOTOS Y SUS MAGNITUDES.

Las ondas Py S viajan a través dgl interior de
la Tierra, hasta los sismégrafos ubjcados en
diferentes estaciones de registro, las ondas Ly R
flegan posteriormente desplazindose a lo largo de
la superficie terrestre tal como se ilustra en la
figura 2.12.

oorteza
torrestre
epifoco

6320tk -

 ‘Figura 2.1L. - Estructura interna del Planeta Tierra ¢ 11




Temall Sismologia 19

Partiendo de miles de experiencias y obser-

vaciones de sismos en todo el mundo se han
logrado establecer los tiempos promedio de
recorrido de las ondas P y S y se han preparado
Tablas de Tiempo como [a mostrada en la figura
2.13.

La localizacién de focos y epicentros de te-
rremotos, se efectiia a partir del tiempo que tar-
dan las ondas Py S en liegar hasta una estacién
sismogrifica, con relacién a la figura 2.14 este
tiempo de llegada es registrado en el sismograma
obtenido en la estacidn. A partir de dicho sis-
mogramase determina la diferencia o intervalo de
tiempo entre el arribo de las ondas mencionadas,
y consultando la Tabla de Tiempos de la figura
2.13 puede ser leida en ella la distancia entre la

estacion de registro y el foco del sismo.

yarstl lembo-Dli
v Tiemp

90

80 : /(

70

60

TOS
N

50

40 /
4
30 /|

S

20 ;/zﬂy

vV 7 P

1o At

o/’ﬂ( MILLAS
o9 0D DL OO0 Q
o0 00 oo LOoLo
SRS REEE8E8SS

Contando éon tres o mas sismogramas
registrados en diferentes observatorios, se
tendréntres o mas intervalos de tiempos de arribo
delasondas Py S,y portanto Lres o méas distancias

entre el foco y las estaciones de registro.

onda s a0

20
smplitud «fixime
de onda 10

Lty

o 1

10 —

tiempo 20 -
T T YT v T T T 7177158 om
0 10 20 30 40 50 60 70

Figura 2.14. Sismograma mostrando los
tiempos de llegada de las ondas Py glref. 6]

Empleando el procedimiento lamado

Triangulacién, que consiste en trazar arcos de

b)Tabla de Tlempos preparada a partir de la gréfica a)

Distancia Tiempos de ':;e:‘llea::
recorrido

pos de

al Foco arribo
ondaP onda$ sP
[millas}{km] {min} [min} {min]
1000 1609 3.57 6.17 2.60
2000 3218 6.08 10.95 4.87
3000 4827 8.52 15.05 8.563
4000 6436 10.43 18.17 7.74
5000 8045 11.57 21.05 9.48
8000 9654 | 12.85 23.65 10.70
7000 11283} 14.00 £8.00 12.00

Figura 2.13. Tiempos promedio de recorrido de
las ondas sismicas P,S y LIr¢ 1],
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Figura 2.15. Nomograma para la determinacién de la Magnitud Richter(ret- ],

circulo sobre un mapa geogrifico, con centro en
cada estacién y radio igual a la distancia calculada

correspondiente, se obtendrd un punto de

interseccién de los arcos. Al determinar la lon- .

gitud y latitud del citado punto, habremos
localizado el foco del terremoto y su tiempo de

ocurrencia.

Como se menciond en el inciso 2.3.2, la mag-
njtud de un terremoto se mide de acuerdo a la
escala de Richter y la medida es (nica inde-
pendientemente del lugar de ubicacidén de la
estacion sismogrifica, La escala de Richter es de
tipo logaritmico y designa las magnitudes con
nlimeros, pero sin tener especificado un limite
inferior o superior (las mayores magnitudes
registradas en el mundo no han sobrepasado de
8.9y se han registrado microsismos de magnitud

-2[7¢E 6l e5tn escala se basa como ya se indics en

los registros de sism&grafos ubicados a una distan-
cia de 100[km] del epicentro. Existen diagramas
como el de lafigura 2.15 para corregir la magnitud
de Richter a distancias variables desde el

epicentro.

Para determinar la Magnitud de Richter para
un sismo dado se requicren: a) La diferencia de
tiempos de arribo de las ondas Py Sy b) La
amplitud maxima de [as ondas registradas por el
sismdgrafo, ver figura 2.14. Con estos datos y
usando el nomograma de la figura 2.15, se unen el
punto correspondiente a la columna de "tiempos
de arribo" con el de la columna de "amplitud"; la
magnitud sera lefda en el punto de interseccién

con la columna de "Magnitud",
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2.5.- ACTIVIDAD SISMICA.

SISMICIDAD.-Es la descripcién de las

caracteristicas sfsmicas de una regidn geografica.

RIESGO SISMICO.-Es la probabilidad que
se calcula para una regién geogrifica de la ocu-
rrencia de sismos que excedan o igualen deter-

minada intensidad.

BRECHA SISMICA.-Es la parte de una
placa tect6nica en subduccidn, que no ha sufrido
desplazamientos ni rupturas recientes y en la que
cabe esperar terremotos a futuro que cerrardn la

brecha.
2.5.1~ SISMICIDAD MUNDIAL.

Continuamente se producen terremotos en
todo el mundo, 10% de ellos se generan alo fargo
del sistema de dorsales centrocednicas por
extensién y transformacion de las placas
tectonicas, y aproximadamente el 90% restante se
deben a la subduccién ocurrida en fosas o

trincheras [r¢f €1

Localizando los centros o focos de sismos
histéricos mundiales, se han encontrado regiones

sismicamente activas, de las cuales destacan:

CINTURON DE FUEGO CIRCUM-
PACIFICO.-La actividad sismica se localiza en
los bordes de la Placa del Pacifico que aparece en
la figura 2.2, donde por subduccién, ésta y otras

pequeiias placas se introducen bajo fas platafor-

mas continentales de América y Asia. En esta
zona se libera anualmente el %% de la energia

sismica mundial U<t 7,

CINTURON ALPINO.- Los epicentros de
los sismos se localizan afectando a pafses como
Turquia, Grecia, Yugosiavia, ltalia, Espafia, Por-
tugal, norte de Africa, Irdn, Irak, India y China.
En esta region se libera apro:dmadan‘;ante el 10%

de la energfa sismica mundiafl®®t 7},

Las estaciones sismograficas distribuidas en
todo el mundo reportan en promedio 600 te-
rremotos anualmente, pero se estima que su nii-
mero es del orden del millén anual disteibuidas

como se indica en la figura 2.16.

Laidea de que un gran niimero de pequefios
sismos en una region alivia los esfuerzos en las

rocas del subsuelo, reduciendo el riesgo de un

Terremotos IMagnilud Promedio anual
Grande 7.7-88 2
Importante | 7.0-7.7 | 12 |Observado
realmente
Destructivo | 6.0-7.0 108
potencial-
mente
5.0-6.0 800 Estimacio-
nes para
4,0-5.0 | 8200 toda la
3040 |4g000{ Terra,
basada en
2.5-3.0 ] 100000} muestreo
de
reglones
especiales

Figura 2.16. Promedio Anual de terremotos de
focosomero (1904-1946) Ire-1),
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gran terremoto, no concuerda con los datos ob-
servados; esto se explica por el hecho de que la
energia disipada por una orda de temblores
pequefios es minima en comparacién con la que
disipa un gran terremoto, (por ejemplo se
necesitan 1 millén de sismos de M=4.3 para
liberar la misma energia de un terremoto de
M=8.3). Una estadistica de los terremotos
histéricos mundiales importantes (M = 6), puede

observarse en la figura 2.17.
2.5.2.- SISMICIDAD EN MEXICO.
En México se sitlian dos regiones sismicas;

La 1a. localizada en el extremo norte del
Golfode California cuyos sismos son debidos a Ia
falla transformante Imperial (prolongacion de la
falla de San Andrés), que penetra en el golfo.

En la figura 2.2 se observa que la 2a. se
localiza en las costas del Pacifico afectando  los
estados de Jalisco hasta Chiapaé;‘lég_sismos se
deben al mecanismo de subdpécférj de las
pequefas placas de Cocbs_y ,detili'b‘éra 'b’ajo la
plataforma continental de l'a"'plkaytk:a_ Nor-

teamericana.

La sismicidad en dichas regiones coloca a

nuestro pais en el 20, lugar mundialbe:n: ¢uadtd a

-riesgo sismico (Japén es el primero){Fet?] - :’ : :

Los sismos en la primera region afectan al-

valle de Mexicali y al mar de Cortés dér‘iahdd

ocasionalmente las poblaciones de sus costas. La

zona de subduccién de la segunda regidn es la de

mayor riesgo sismico y ha producido los sismos

Fecha Lugar Magnitud
12-JUN-1897 Assam,india 87
03-SEP-1899 | Yakatut,Alaska 7.8
10-SER-1899 | Yakatut,Alaska 8.6
31-ENE-1806 Colombla -~ 86
18-ABR-1806 | Sn.Francisco,Calf. 8.25
17-AGO-1906 Chile 8.4
28-DIC-1908 Messing,ltalia 75
03-ENE-1911} Tle Shan,China 84
13-ENE-1915| Avezzaro,ltalla 7.0
16-DIC-1920 Kansu,China 8.5
01-SER-1923 Kanto,Japdn 8.2
26-DIC-1932 Kansu,China 7.6
02-MAR-1933 Japbn 85
31-MAY-1935 Quetta,India 7.5
24-ENE-1939|  Chillan,Chile 7.75
27-DIC-1939 { Erzincan,Turquia 8.0
28-JUN-1948 Fukui,Japén 8.0
30-MAY-1960 Sur de Chile 8.5

01-SEP-1962 | Noroeste de Iran 7.3
26-JUL-1963 | Skopje, Yugoslavia 8.0

28-MAR-1964 Alaska 8.6
31-AGO-1968 lran 7.4
08-FEB-1971} Sn. Ferndo,Caif. 6.5
23-DIC-1972 | Managua,Nic, 6.2
04-FEB-1975{ Liaoning,China 7.4
04-FEB-1976 Guatemala 7.9
27-JUL-1976 | Tangshan,China 7.8

19-SEP-1885 | Guerrero,Mexico 8.1

Figura 2.17.

Terremotos mundiales nota-
bles [refs. Iy6].
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Fecha

25-MAR-1806
31-MAY-1818
04-MAY-1820
22-NOV-1837
09-MAR-1845
07-ABR-1845
05-MAY-1854
18-JUN-1858
03-0OCT-1864
11-MAY-1870
27-MAR-1872
16-MAR-1874
11-FEB-1875
09-MAR-1875
17-MAY-1879
18-JUL-1882
03-MAY-1887
20-MAY-1887
08-SEPR-1889
02-DIC-1890
02-NOV-1894
05-JUN-1897
24-ENE-1899
20-ENE-1800
16-MAY-1900
14-ENE-1903
15-ABR-1907
26-MAR-1908
27-MAR-1908
30-JUL-1909
31-JUL-1909
07-JUN-1911
16-0I1C-1911
19-NOV-1812

Latitud
O

189
1.1
17.2
200
16.6
16.6
16.3
19.8
18,7
15.8
16.7
17.7
21.0
19.4
18.6
17.7
31.0
17.2
17.0
16.7
18.5
18,3
17.1
200
20.0
15.0
167
167
17.0
16.8
16.6
17.5
16.9
198

Longitud
w

1038
10386
99.6
105.0
87.0
9s.2
g7.8
1018
974
96,7
96.6
90.1
103.8
104.6
98.0
98,2
109.2
9g9.8
99.7
8.6
98.0
95.4
100.5
105.0
105.0
8.0
89.2
09.2
101.0
8.8
98.5
102.5
100.7
99,8

7.1
7.7
7.6
7.7
7.5
7.9
7.7
7.5
7.3
7.9
7.4
7.3
7.5
7.4
7.0
7.5
73
7.2
7.0
7.2
74
7.4
7.5
7.4
6.9
7.7
7.7
7.7
7.0
7.3
8.9
7.7
7.6
7.0

Fecha

02-JUN-1916
21-NOvV-1918
29-DiC-1817
22-MAR-1928
17-JUN-1928
04-AGO-1928
09-0CT-1828
16-ENE-1931
03-JUN-1832
18-JUN- 1932
30-NOV-1934
26-JUL-1837
23-DIC-1937
15-ABR-1941
22-FEB-1943
06-ENE-1948
06-ENE-1948
14-DIC-1650
28-JUL-1857
11-MAY-1862
19-MAY-1962
08-JUL-1964
23-AGO-1965
02-AG0O-1968
30-ENE-1973
28-AGO-1973
29-NOV-1978
14-MAR-1979
25-0CT-1981
07-JUN-1882
07-JUN-1982
19-SEP-1985
21-SEP-1985
30-ABR-1986

Latitud

17.5
18.0
15.0
182
163
16.8
16.3
16.1

19.8
185
18.0
184
174

188
17.6
17.0
17.0
17.2
174

17.2
174

183
16.3
168
184
18.3
16.8
17.3
17.7
16.3
16.4
183
17.8
18.4

Longitud
‘w
985.0
100.0
97.0
955
96.7
Q7.6
97.3
98.6
104.0
1035
105.3«
96.4
98.1
1029
101.1
88.0
98.0
8.1
89.1
29.6
89.6
100.4
95.8
97.7
103.2
96.5
08.8
101.4
102.2
98.4
98.5
102.7
101.7
103.0

7.3

7.0
6.9
75
7.8
7.4
7.6
7.8
82
78
7.0
7.3
75
7.7
7.5
7.0
7.0
7.1

7.5
7.0
87
7.4
7.8
7.4
7.3
71

7.4
7.1
8.7
6.8
8.1
7.3
7.0

historicos mds grandes que mtegran el catalogo B

mostrado en la figura 2.18,

debemos prepararnos para afrontar de manem’

Figura 2.18. Catdlogo de sismos mexicanos

eficiente y segura los retos y nesgos plameados

fret. 3]

porvivir en una zona sismica. Las placas de Cocos

"y de Rivera af verse forzadas a sumergirse bajo la

- placa Norteamericana, generan durante el

El Ingeniero Civil y otros especxahstas' B - "
transcurso de los afios una alta concentracion de

esfuerzos en las rocas que forman sus bordes de

contacto.
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Al producirse el afallamiento de las rocas, los
corrimientos y rupturas se generan en la placa
tecténicaaunque noa todo lo largo de ésta, dando
origen a las zonas no fracturadas llamadas

brechas sfsmicas que se indican en la figura 2,19,

En lafigura 2.20 se aprecia como cada vez que
se vere la resistencia al deslizamiento, se generan

ondas sismicas produciendo un tetremoto.

2.5.3.- SISMICIDAD EN EL VALLE
DE MEXICO.

Los efectos de propagaciéon de las ondas
sismicas dependen en gran parte del tipo de suelo
y rocas por el que viajan. El valle de México

enfatiza esta caracteristica ocasionando la

amplificacién de dichas ondas y provoéagf;i‘or

mayores aceleraciones del terreno, efecto q‘ue -

constituye un factor de riesgo sismico que sedebe

tomar en cuenta,

Elsubsuelodel Valle de México constituye un
vaso natural azolvado, formado por procesos
volednicos que cerraron el drenaje de la cuenca
mediante la formacidn de las sierras de Pachuca,
Tepotzotian, Guadalupe, Patlachique y Tepozin
(alnorte); delas Cruces, Monte Alto, Monte Bajo
y Tepotzotlan (al oeste); de Calpulalpan y
Nevada (al este); y de Chichinautzin (al sur);
dando origen a la serie de lagos mostrados en la
figura2.21,cuyasdimensionesvariaron en funcién
de las condiciones hidrolégicas que se presen-

taron a lo largo de miles de afios,

Actualmente para fines de ingenieria, el valle
se delimita en las tres zonas que aparecen en la

figura .22 12y que son:

a) Zona dellago o de terreno compresible.-Los
depdsitos de suelo se formaron a partir del Lago
de Texcoco y de sedimentos provocados por
erupciones de los volcanes circundantes. El tipo
de suelo lo constituyen en su mayor parte arciflas
de alta compresibilidad, con grados de saturacién
de agua del 80%, con baja resistencia y alta
deformabilidad, en espesores promedio de
35[m][rer.13]'

b) Zona de lomas o de teneno firme.-Esta

fuera de fa influencia del material lacustre, se

caracteriza por suelos firmes, compactos y com-

“ puestos por arenas limosas con altos contenidos

de gravas muy cementadas y en ocasiones por

derrames de lava,

¢) Zona de transicion.-Contiene materiales
lacustres de menor espesor que los de la zona del
lago. Se tienen secuencias alternadas de estratos
compactos de materiales limosos y arenosos y
capas de arcilla blanda en espesores desde

centimetros a pocos metros.

2.5.4.- INSTRUMENTACION
SISMICA.

L.a instrumentacion a base de acelerdgrafos
en las diversas zonas de un pais es de gran impor-
tancia, ya que es la tinica forma de obtener datos

precisos y cientificos, que nos proporcionen las
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Figura 2.21 Evolucién de los lagos durante la formacién del subsuelo del

Valle de México. [ref.7].
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caracteristicas sismicas fieles de dichaszonas, yde
esta manera poder adoptar mejores criterios de
disefio para obras civiles.Asf por ejemplo en la
Ciudad de México la red acelerogrifica fue in-
crementada a partir de 1985, llegando a contar en
laactualidad con 108 acelerégrafos(™t 7] también

se cuenta con la Red Acelerogrifica de Guerrero

2.6.- PROBLEMAS RESUELTOS.

que consta de 29 estaciones dotadas de
acelerdgrafos digitales, ver figura 2.19. Todos
estos instrumentos son de disefio moderno, y es
posible transmitir la informacién registrada por
via telefénica o por radio a centros de

procesamiento.

L-Deducir las expresiones para calcular la velocidad de las ondas sismicas en una masa de rocas en

la cual es aplicable la Relacion de Poisson.

Segtin el inciso 2.4.3 la Relacién de Poisson implica

G=21
sabemos que

sustituyando (a) en (2.7)

La scuacidn (2.5) establace que
sustituyendo (a) en (2.5)

pero seglin la ecuacion (2.6)

por lo tanto de (2.6) y (¢}

conocemos que

Factorizando

I2- v2,/v2,1 2 a1 - vzr/vz ’j 05

, )
:  _.....(2.7)

4[1_._y2.‘/‘vz,;ﬂjv~,;4gv4,1 1= 3o O [1- unRa) °2
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elevando al cuadrado o S
[1-FiPs + viaPs P = [1 -Pdaval[1-Vile]
desarrollando '

1-2311Ps + 3V(@0s) - Pil(2%8) + Pu(16V%) = 1 - 42d(3v%s) + V@BV

ordenando
V316V - Pr2vBe) + 7v/(evts) - 2R3 = 0 (8
multiplicando ambos miembros de (e) por 16y si hacemos  m= vilvs ‘f' w(f)
m®-8m® + 18.67m*-10.67m* = 0
dividiendo entre m®

m®-8m® + 18.67m*-10.67 =0 L )
la ecuacion (g) tiane las sigulentes sels raices: .

mp = 0.9195 m3 = 1.999 ms = -1.777

m2 = 1.777 m4 = -0.9194 mé = -1.999
Fisicamente nos Inferesa la menor ralz posftiva, por lo tanto m = 0,9195 =~ 0.92  ' Sl
sustituysndo (h} en (f) 092=vivs dedonde vri=082vs . ()

Por lo tanto la Relaclén de Rlsson Implica que:

@.. G=2

®). v=025 - (2.12)Relacionde

(d).... vp = ‘ (3] °-'5_,,va , Poisson

o Ve = 092y, __
IL.-Calciilense las velocidades de las ondas p, sy r, Que'gé pfbpagan en un suelo con peso especifico
de 2.0[ton/m3] y modulo de elasticidad de 2 x 10° [ton/mzj. Supdngase aplicable la Relacidn de Poisson.

El paso aspecifico se puede definlr como  y = WiV (@)

y la densidad de masa esté dada por p=mV w(b)
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el peso de un cuerpo se calcula como W= mg ..(c) y—Peso especifico del

. susio
sustituyendo (c) en (a) v = mgN W-peso del suelo
yds (b) y= pg o Vovolumen del auelo

3 ‘2 . p-densidad de masa
por lo tanto p = p/g = 2[ton/m"}/9.80665[m/s*] =
= 0.2039fton-s%/m°] ...(d) g-aceleracién de fa
gravedad
de fa ecuacion (2.5) del inciso 2.4.3., y por la Relaclén de Polsson m-masa

fec. 2.12) v = 025

ve=,, /(1,v)g/[(1fwgg2)p] = \/(1.0.25) (2)(105)ftonim?] / {(1-0.25-(2)0.25%)(0.2039) fton-s%/m*} |
= \/ 1177047.572[mP/s%)

:', vp = 1084,92 =~ 1085[m|s] ...(e)velocidad onda p

dela‘evcu'aﬂl' (212)
s AT o= 558

por tanto -

[

Vs ='v,./[31"-5 = 1085/[3]°% = 62643 =~ 626/m/s] ...(f)velocidad onda s

vr = 0.92vs = 0.92(626) = 575.92 =~ 576[m/s] ...(g)velocidad onda r

HI.-Una capa de suelo de 30[m] de espesor, cuyo peso volumétrico es de ZB[Lon/rn3] y con médulo

de elasticidad de 2.1 x 10° [ton/mZ], descansa sobre una formacién de roca idealizable como semi-infinita,

cuyo peso especifico es de 2.8[ton/m3] y con mddulo de elasticidad de 3 x 106[ton/m2]. Aplicando Ia

relacién de Poisson, calctilese la velocidad de las ondas Love en la capa superior de sueloy la velocidad

de las ondas py s en ambos estratos. Suponer una frecuencia angular de la onda L de 32.679[rad/seg].

estrato superticial de suelo, se tlene de la ecuacién (d) del
problema I

Usando apdstrofos para indicar las propledades en el

p = y'lg = 23[ton/m’}9.80665[mis’] = 0.2345[ton-s¥m")

de la ecuacién (2.5)

V= \/ (1-)El(1+-2E)p'] # (1
=/ 1oraseaseointis?]

)‘('_2_' 1 g(1oég[ton/m2] 1 [(1-0.25-(2)0.25%(0.2345) fton-s%/m"] ]

1097ims]
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empleando la ecuacion (f) del problema !l ; :
Ve = vplfae = 1937/fa}°~§ = 599[}n/s]
usando la ecuacién (2.8) _ e i ' ‘ g
G' = Elf2(1 + ] = (2 1)(10,‘)/[2(i + 0.25)] = 84000{ton/m®]

Paraelestratoderoca:  p = ylg = 2.8[tonimP}/0.80665[m/s?] = 0.2856[torrs*m"]

vp= \/1-;,)5/[(1-»21,2),;] = \/(150.25) (9)(10 ®)toni®] 1 [(1-0.26-(2)0.25°)(0.2855tor%/m')
= \/ 12609457.09[m?/s?] ~ = 8560.98 = 3551 [mis]

‘V'

v,,)ﬁ] 08 = 3551/[3]°% = 2050{m/s}
G = E/f2(1 + v)] = (3(10%/[2(1 + 0.25)] = (12)(10%}fton/m?] E
L.a velocidad de las ondas Love en la capa superficial es, empleando la ecuacién (2. 1 b)
G- U5~ GTOAN 1] S wHIGAN 29 - 11°%00)

donde H es el espesor del estrato da suslo, w es la frecuencia de la onda L y w_ la velocidad
de dicha onda. Sustituyendo valorss:

(12)(10%) ftonfm?][ 1 - P1j2050%) °5 - { (84)(10%)ftonim®)fv 2/509% - 1]°8
tgf 32.679[rad [s](30)[m](v3/599% - 1)°B twymis]j} = 0

(12)(105)[ 1 - viL/4202500)%5 - (84) (10%)(v*1/358801 - 1] O8
19[980.37[v*1/358801 - 1] ®®pj = 0 ..(a)

fterando la ecuacion (a)

VL 1000 1300 1200 1250 | 1210 1205 12062324

ec.(a) | 625814 | -434475] 24841 | -187820{ 215237 | 4948 [ iodd e

por lo tanto

: vu.i%fzoS[m'/s] .
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1V.-El 29 de noviembre de 1978 el territorio mexicano fue sacudido por un terremoto. En fa tabla 1
se muestran los tiempos de arrribo de las ondas Py ondas S, que se registraron en cuatro de las diversas
estaciones sismogrificas del pais; las coordenadas geogréficas para la localizacion de las estaciones de
registro se muestran en fa tabla II. Determinar: a) Las coordenadas geogrificas de localizacién del
epicentro; b) Lamagnitud en ia escala de Richter del sismo si se sabe que la amplitud méaxima de lasondas
registradas por el sismégrafo de la estacioSn COM(Comitdn, Chiapas), es de 67[mm]; ¢) La energfa

liberada por el terremoto; d) El ntimero de sismos de magnitud Riclter igual a 2.0 que deben producirse

para liberar igual cantidad de energfa que la calculada en c). -
Estacién Clave | Ondas P Ondas S
Hr min | seg | Hr min] seg

Tonantzintla,Puebla | T |19 53 4251 19 54 {25
Instituto de Inge- IM |19 53 55 19 54 | 44
nieria, UNAM,D.F,
Observatorio Qaxa- | VHO {19 | 53 08 19 53 | 21
ca, Oax
Comitén,Chiapas COM {19 53 54 19 54

TABLA L Tiempos de arribo de Ondas Py S (Adaptado) [“L,W-"‘

aj Los intervalos de amibo o diferencia de tiempos de legada de las ondas Sbh;

Clave Ondas P Ondas S Intervalo(S-P) Clave [Coordenadas
Hr min_| Ar min__| min__seg - { Norte (N) Qeste (W)
T 19 S$3.71) 19 54.42 [0.71 = 42.6 ur 19.00° 9831°
1M 19 53921 19 54,73 [0.81 =486 M |19.33° 99,18°
VHO 19 53.13| 19 | 5335 ]0.22 = 13.2 VHO | 17.08° 96,73°
coM 19 53.90] 19 | 54.73 {0.83 = 49.8 COM | 16.15° 92.23°
TABLA II.  Diferencia de tiempos de llegada de las on- TABLAIL. Coordenadas geogra-
das PyS ficas de localizacion de estaciones

sismograficas L

Ullizando la columna de la izquierda del nomograma de la figura 2.15 (inciso 2.4.4), se
determinan las distanclas epicentrales de las cuatro estacionss en base al intarvalo S-P, resultando:

Clave | Distanciaepicentral {km] Clave | Distanciaepicentral {km]
ITT 375 VHO 110
1M 450 COM 450
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La localizacion de las estaciones sismogréficas sobre el mapa geogréfico de la Republica
Mexicana se muestran en la figura 2.23 . Empleando un procedimiarto de triangulacion se trazan
arcos de circulo con centro en la estacion de reglstro y radlo igual a la distancla epicentral
coraspondiente calculada. Ff epicentro del terremoto esté dado por fa infersecclén de fos arcos,
por tanto en base a la figura 2.23 el epicentro estd Jocalizado en e estado de Oaxaca y tlens las
sigulentes coordenadas:

(16.1°N, 96.6°W) Coordenadas del epicentro

LONGITUD 95° 91°

Figura 2.23. Epicentro del sismo del problema IV.

b} De acuerdo al citado nomograma de la figura 2.18, unlendo los puntos comrespondientss a
450[km] 6 49.8{seg] (datos da la estacién COM]}, de la columna *Distancia-intervalo de arribo® con
of punto comespondiente a 67[mm] (mdxima amplitud de onda de la estacién COM), de la columna
"Amplitud®, se obtiene:

M = 6.4 (Magnitud de Richter)
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c) Empleando la ecuacién (2.1) del Inciso 2 3.2
log1oE = 11.8 + 1.5(6.4) = 21.4

por fanfo

E = 1x 10*""%ergs] = 62.797[kilotones)

NOTA: 1 fkilotén] == 1000 [ton] de dinamita = 4 x 10"’[ergs]

Compérese con la bomba atémica de 20 [kilotones] que destruyé Hiroshima.
d) La energla que libera un sismo de magnitud M = 2.0 es
logiof' = 711.8 + 1.5(2.0) = 14.8
portanto E' = 1x 10'%® fergs]

el nimero (x) de sismos de M = 2,0 necesarios paa liberar lguaf energla que uno deM =64
es denei -

XE'=E portanto  x = EIE'= 1x 105¥(1x 10'%%) 3981072 sismos

V.-Utilizando lfos datos obtenidos‘eri el problema anterior: a) _Calculai‘ ia distancia epicentral de las

zonas, en las cuales los efectos del terremoto, setan apenas  percibidos por todos Ios habitantes que ahi

residan; b) Si el afallamiento de las rocas en el foco del slsmo se prodLi_]o a las 10Hr 52min 47seg (Tiempo
del Meridiano de Greenwich o TMG), dete rmmar los hem pos de’ ambo de las ondas Py Saunsismégrafo
distante 5000[km] del epicentro. )

a) De la figura 2.6 {inclso 2.3.2, ), ol valor minimo de percepcion de Ios efectos del slsmo por
parte de los seres humanos, en la escala MM, es de

"H1I- Sentido en interiores. Los objetos colgantes oscilan. Duracién estimada”.
Usando la Ley de Atenuacién de la ecuacion (2.2) (inciso 2.3.2.)
| = Jog14vilog2 .....(22)
por tanto
k log14v = Iflog2) = (3)log2 = 0.9031

100818V _ 40.9031

14y = 100903
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de donde

De acuerdo con la Ley de atenuacién de la ecuacién (2,4)

v = 10%"31/14 = 0.57{cm/s] (velocidad del terrenc)

v = 156MR + 0.176%5™M) 17 = 156M(R +0.176%5M)17

de donde

V(R + 0.176%5M17 = 156M

elevando ambos miembros a la 1/1.7

por tanto

Vlll '7(R + 0.1760'59M) = 151/1.79M/1.7 ’

sustituyendo valores en a)

R=(4.9183)(2.716281828)%4'-7 10.57'"'7 - 0,17(2.718281828)°5%(64)

R = 287.98 = 288 [km] (distancia epicentral para intensidad MM = i)

R = 4918361 7p\-7 _ 0 17g%5M

(@)

b)Empleando la gréfica a) Tlempo-Distancia de la figura 2,13 (inciso 2.4.4.) para una distancia

R = (5000{kmj)(1 milla /1.609 km) = 3107.5 [millas]

s6 obllens
Onda | Tiempo de recorrido {min)
P 9.091
s 16.364

por tanto las ondas llegardn al sismégrafo a

las (TMG):
Onda | Horade partida | Hora de ilegada
Hr_ [ min_ | seg | Hr | min | seg:
P 10 52 47 11 01 52
S 10 52 47 11 09 09
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2.7.- PROBLEMAS PROPUESTOS

L.- Mediante un estudio geoldgico se determind la siguiente estratigraffa del subs'uelo:

1) Una capa de arena limosa con peso volumétrico de 1.78 [ton/m3], médulo de elasticldad de 1.9x
10° [ton/m ], médulo de poisson de 0.35 y un espesor de 15 [m].

2) Un estrato de granito con peso volumétrico de 3.15 [ton/m ], modulo de elastldad de 3.5 x 10°

[ton/mz], médulo de poisson de 0.12 y espesor pracucamente mt' nito. - -

Calcular la velocidad: a) de las ondas Py S en amboé ‘evsst}éiios;‘b) de las yér‘ryndaé Love en la capa de

arena suponiendo que poseen una frecuencia angular de

[rad/seg]; ¢) de las ondas Rayleigh en la
arena. k

Soluclén: a) Capa de arena (usando apostrofos para 'suspr p/edades) : Vp = 1296 [m/s],
V's = 623 [m/s]. Estrato rocoso: vp = 3356 [m/s], e = 2206 ‘[mis - 825.31 [m/s];
) V= 582489 [m/s]. P o

c) V= 595[m/s]

111.- Para el sismo de magmtud M = 4 8 acontecxdo el 14 de 'lbt'll de 1989 a s 01 |

cuyas coordenadas geograﬁcas eplcentrales sbﬁ ["' 15] 14 00 N (lamud), 93.1°W (longltud), deter—
minar: :

a) Los tiempos de intervalos de arribo ap;c):dmadoé de las §ndas PySa las siguientes estaciones:

Estacion Clave|Coordenadas.
Norte (N} -1 Oeste (W)
Tapachula ,Chiapas{ TPX |[14.90° | 92.25°
Chicoasen,Chiapas} CSN }16.97° | 93.11°
Comitdn,Chiapas | COM| 16.15° 1.92.23°
PresaBenitoJua- | PBJ |16.44° 95.41° .
rez,Oaxaca. S

b) la maxima amplitud de onda registrada ’en‘ las estaciones citadas en a), y
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c) la energfa liberada por el sismo.,

Solucién: a)
Clave | Intervalos de arribe (S-P) [seg] Clave Intervalos de axribo (S-P) [seg]
TPX 16 COM 30
CSN 38 PBJ 42
)
Clave | Amplitud de onda [mm] Clave Amplitud de onda [an]
TPX 49.9 COM 4.7
CSN 10.7 PBJ 33

c) E = 0.25 [kilotones]

1V.- Durante una prueba subterranea en el desierto de Nuevo México, Arisona; se hizo detonar una

bomba de Hidrégeno (bomba H), liberando una energia de 10 [megatones]*. Suponiendo que el 40% de

dicha energfa se convierte en ondas sfsmicas, calcular: a) La magnitud aproximada de! sismo provocado,

y b) la intensidad tedrica con la cual seran sentidos los efectos de las ondas sfsmicas en las poblaciones

distantes 400 [km] del lugar de la detonacidn.
Solucién:a) M = 6.8; b} I = 2.9 = I,

*NOTA: 1 [Megaton] =1 x10 2 {kilotdn}
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3.1.- DEFINICIONES'™" "

SISTEMA VIBRATORIO.- Cuerpo o conjun-
tode cuerpos que poseen masay elasticidad y que
pueden vibrar u oscilar. Se clasifican en a)Sis-

temas discretos y b)Sistemas continuos.

CICLO.- Serie de movimientos que realiza el
sistema vibratorio y que culmina al retornar o

pasar por su posicién original.

PERIODO.- Es el tiempo que tarda el sistema
vibratorio encompletar un ciclo de su movimiento

oscilatorio.

FRECUENCIA NATURAL.- Es el nimero de
ciclos del movimiento oscilatorio que efectia el

sistetna en un segundo.

AMORTIGUAMIENTO.- Es la pérdida de

energfapor causa de fricciones internas o externas

y ocasiona gue la amplitud de la vibracién decrez-
ca, Constituye una fuerza que se opone al

movimiento. Tipos de amortiguamiento:

a) Amontiguacién viscosa.~ Se produce cuan-
do el sistema vibra dentro de un fluido. La
amplitud del movimiento oscilatorio decrece ex-

ponenciaimente.

Fp =ox' wer(37)

Pp-uerza amortiguadora
o-constante de proporclonalidad viscosa

x'~velocidad de la masa del cuerpo

b) Amontiguacién por friccién.-Se produce
cuando el cuerpo se mueve sobre una superficie

seca. La amplitud decrece linealmente,

Po=aN 3.2

p-coeficlente de friccién

N-fuerza normal a la superficie de deslizamiento

¢) Amoniguacion Estnictural.-Se genera
cuando la energia del sistema se pierde por fric-

ciones internas en el material.
Po=ipPe .. (3.3
i-unidad imaginaria

Peduerzas eldsticas internas
p-constante de proporcionalidad estructural
{generaimente = 0,05 ["*1)

FUERZA EXCITATRIZ.- Es la fuerza que in-
yecta energia a un sistema oscifatorioy puede ser:
a)Amdnica, b)en la base, c)por impulsos, d)ar

bitraria.
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GRADOS DE UBERTAD (G.L).- a) Dina-
micamente es el nimero de coordenadas inde-
pendientes necesarias para describir la posicién
de un cuerpo oscilante en un momento dado.

b) Estiticamente es el nimero de desplazamien-
tos que se eligen para definir el perfil deformado
de una estructura. Son las componentes de los

desplazamientos nodales.

3.1.1.- SISTEMAS DISCRETOS.

SISTEMA DISCRETO.- Las masas y elas-
ticidades de los cuerpos oscilatorios, estan
segregadas y concentradas en uno o diversos

elementos, Se subdividen en:

1) SISTEMA DISCRETO SIMPLE, SENCI-
LLO O DE 1G.L.- Tiene sdlo un grado de liber-
tady una masaquesepuede concentrar en un sélo

elemento como se indica en la figura 3.1.

IDSISTEMA DISCRETO COMPUESTO O
DE VARIOS G.L.- Tiene masas concentradas en
mas de un punto y posee mis de un grado de
libertad, ver figura 3.2.

3.1.2.- SISTEMAS CONTINUOS.

SISTEMA CONTINUO.- Aquel sistema en el
que las masasy elasticidades estan distribuidas en

todo el cuerpo oscilante, obsérvese la figura 3.3.

Figwra 3.3. Sistema continwo

Para todo sistema oscilatorio los casos
béasicos de interés resultan de la combinacién de:
a) Una fuerza excitatriz que puede obrar de una
forma continua y sostenida sobre la masa del sis-
tema (denominada vibracién forzada), o que
puede actuar sélo una vez desplazando la masa
fuera de su posicion original de equilibrio
estitico, iniciando asf fa oscilacién (llamada
vibracidn libre), y b) La existencia o no de amor-
tiguamiento que disipe la energia cinética extin-

guiendo el movimiento.

! [ rgf- ™
A E i T A C o S T S

k-rigidez del sistema

m-masa del cuerpo oscilante
x~desplazamiento de la masa

Figura 3.1. Sistema discreto simple de 1 G.L.

Figara 3.2. Sistema discreto compuesto de 2G.L.
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3.2~ OSCILACIONES EN
SISTEMAS DISCRETOS DE UN
GRADO DE LIBERTAD.

DISCRETIZACION DE MASAS EN
ELEMENTOS DE SOPORTE

Los elementos desoporte (columnas, muros,
etc), de una estructura que pueda modelarse
como un sistema simple, fisicamente son sistemas
continuos; pero para facilidad en la solucién de
problemas, en la prictica se usa un “criterio de
discretizacibn de masas" que considera que la
mitad de la masa del soporte (incluyendo elemen-
tos no estructurales que se apoyen en €l), se con-

centra en la parte superior del mismo.

3.2,1.- VIBRACION LIBRE SIN
AMORTIGUAMIENTO.

Elmodelo mostradoenia figura 3.1, representa
un sistema discreto en el cual a masa del cuerpo
oscilante estd concentrada en un extremo, y la
rigidez u oposicién que ofrece el sistema a suftir
desplazamientos estd representada por un resorte.

Una fuerza excitatriz actda sdlo una vez desplazan-

H

= —kx Il m ll - mx

do la masa de su posicién original de equilibrio
estitico una distancia x, al dejar de obrar esta
fuerza, la fuerza restauradora ejercida por ef resorte
tiende a regresar a la masa a su posicién inicial;
durante este movimiento de retomo se genera um
fuetza de inercia que obliga a fa masa a desplazarse
més alla de dicho punto, estableciéndcse asf un ciclo
quese repite indefinidamente debidoalaausenciade

-
amortiguamiento en el sistema.

Se genera asf ef equilibrio dindmico, con el
diagrama de cuerpo en libertad mostrado en la
figura 3.4, de donde se deducen las expresiones:

m +lx=0 aeoes (3.4)

Ecuacién det movimiento fora

.. 0o sntoriguado
cuya solucién es{rt1k

x = Xocoswt + (X'o/w)senwt  .....(3.5)

wHrecuencia cirqular no amortiguada [radfseg}
xo-desplazamiento iniclal de la masa [m}
1tiempo [seg} .

T-periodo del sistema [seq)

tHrecuencia natural det sistema {clclos/seg, Hertz]

con:
w=[kim]®® e {3.6)
=2n/w e (B.7)
f=1uT wne(3.8)

Prtuerzarestauradora del resorte {ton}
Pi-fuerza de fnercia {ton]
x-desplazamlento de la masa [m]

1 x*aceleracidn de Ia masa [m/o?)

m-masa del cuerpo oscilante [lon-oog’/m)

Figora 34. Diagrama de cuérbq libre del sistema discreto simple de Ia figura 3.1,
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3.2.1.1.- PROBLEMAS RESUELTOS.

L- Deducirlas expresiones que describen el movimiento libre no amortiguado de un sistema vibratorio
discreto de un grado de libertad (G.L.).

Refirféndonos al sistema mostrado en la figura 3.1 (Inclso 3.1.1.); una fuerza excltatriz que actia
sdlo una vez, perturba el equilibrio eskitico del estado de reposo, el resorte de rigidez *k* se opone
al despiazamlento "x* mediante la generacidn de una Fuerza restauradora *Py*, que iende a regresar
fa masa "m" dei cuerpo oscllatorio a su posicién iniclal. Durante aste reforno la aceleracién que se
Imprime a la masa produce una Fuerza de Inercia *Py', que la empujfa més all del punto inicialy en
direccién opuesta.

P

Al no existiramortiguamlento en el sistema, se establece un ciclo oscilatario de duracién infinita
cuyo equillbrio dindmico se muestra en el diagrama de cuerpo en libertad de fa figura 3.4 (inclso
3.21).

La fuerza restauradora del resorte Pr es igual al producto de su rigidez k por ef desplazamiento
xde la masa m:

-

Pr=-kx (@)

La fuerza de Inercia P es Igual al producto de la masa m por la aceleracién x* (2a. Ley de
Newton):

Py = mx* (D)

Py Pr son fuerzas que se oponen entre si, por tarto del equilibrio dindmico de la figura 3.4

Pr =Py fC)

sustituyendo (a) y (b) en (c) o = "
de donde e + k=0 e (34)
Ecuaciéon del movimiento libre no amortiguado
de ia ecuacion (3.4) x* = - foi/m . (d)

esta ecuacion indica que la 2a.derivada de x con respecto al tiempo t, as igual a si misma con
signo opuesto, una posible solucién puede estar dada por:

donde:

Xx = Acoswt ...(e) Aw = son constantes
A-amplitud de onda

w-irecuenocia angular o circwar

.
Efsigno menos (-) se usa debido a que Pry x de la figura 3.1 son de sentido contrario,
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1a. derivada de (e) X' = -Awsenwt /]

2a. derivada de (e) X' = -Aw'coswt (g

por tanto (e) cumple con el requisito mencionado en el pérrafo anterior.

sustituyendo (g) y (e) en (d) -Aw?coswt = -(k/m)Acoswt w(h)
de donde WA= Kkim (i) ¥ w=[km]®® ... (3.6
-

Graficando la funcion coswt para valores detenel Imervalo 0st < 2nf/w:
Grifica 3.1. Funcién coswt

t coswt

0 1000 15

w/Bw 0924

al4w o707 19 L —_
3n/bw 0.383

/2w 0.000

Br/Bw —0383 05 Amplitud
Bnjaw -0.707 ~de onda
7n/8w 0924 § S

aiw -1000 § 0

Snigw -0.924

Snfdw -0.707

112/8w 0383 05

3nf2w 0.000

13n/8w 0383 ot

7raw 0.707

157/8w 0.924

2w 1000  -1.5 L

17n/6w 0.924 (1] /2w

Se observa que dicha funcidn repite su clclo cada 2w, por tanto de la definicibn de pericdo

T=2alw ... (37)
De la definicién de frecuencla natural f, y periodo T: f=1/T=w/(27) ....(3.8)
De la ecuacién {d) X"+ kim=0

sustituyendo (i) X +wx=0  .f)
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La ecuacién (]) es una ecuacion diferencial lineal de 20.orden cuya solucion en funcién del

tlempo asums la forma:

x=e donde: r=una eo;;g)ﬁo

1a. derivada de (k) ¥ = e’ il
2a. derivada de (k) X =ri" w{m)
sustituyendo (k) y (m) en (j} r%e" + wit=0

faclorizando r2+wdhet =0

dividiendo ambas mlembros entre " ri+ w2=o -~ w(n)

P
de donde rz= £{w?° = to I = unidadima-

ginaria=[-1]%8
porlanto ri = wl y r2 = -wi son soluciones o ralces de (n)

se deduce que (k) si es solucidn de (J) y Hene dos partes, puesto que existen dos valores de r:
x = Ce"t' + Do’z = Co™ + DoV w(0)
Solucién general de la ecuacién del movimiento
donde: C,D) = son constartes libre no emortiguado

Recordando fas formulas de Eulert™*5);

*wit

e = coswt + jsenwt

fa ecuacion (o) pusde escribirse x = Glcoswt + Isenwi] + Dfcoswt - lsenwi}]
x = Ccoswt + Dcoswt + Clsenwt - Disenwt =

= (C + Djcoswt + (C - Djisermt

tomando Ao=C+D y Bo= (C-D)!I (por ser todas constantes) Ao, Bo-constantes que
dependen de las condiclonea
por tanto Inlolales de desplazamiento y
, velocidad
X = Aocoswt + Bosenwt we(P)
5etenninactlgnoder yBo: ¥o <Iesplazamiento
® (p} para t= _ Xo = Aocos(0) + Bosen(0) inlelal de la masa
Xo = Ag ... (q) X'o -velocidad inlclal

de {a masa
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derivando (p) X' = -wAgsenwt + wBocoswt

para t=0 . X'o = -wAasen(0) + wBocos(0)

de donde Bo = x'o/w wfr)
Sustituyendo (q) y {r) en (p) X = xocosWl + (X'o/w)senwt ... (3.5)

Soluclén de ia ecuaclén del
movimlento libre no amortiguade

11.- La estructura de la cubierta de una estacién expendedora de gasolina consiste del cascardn tipo
paraguas invertido mostrado en la figura 3.5, constituido por 4 paraboloides hiperbdlicos soportados por
unacolumna central Gnica. Se ha calculado que la carga soportada por la cubierta (carga mu:rla (incluido
peso propio) mds carga viva), es de W=200[kg/m2], siendo el drea de cada paraboloide de A=20.5[m2].
Toda la estructura fue colada con concreto de peso normal de Pe=300{kg/cm?]. Suponiendo queno existe
amortiguamiento y que el efecto de coseo o chicoteo de la cubierta es despreciable (lo cual reduce el
problema a un modelo de 1 G.L.), determinar: a) La ecuacién def movimiento libre no amortiguado, b)
La frecuencia angular o circular; ¢) La frecuencia natural; d) El periodo de oscilacién; ) Los
desplazamientos de la cubierta para t=0,T/8,1/4,31/8T/2, 5T/8,3T/4,7T/8,T,9T/8 y 5T/4; si &sta es
desplazada de su posicién de reposo (equilibrio estdtico), por una rafaga de viento que produce una carga
resultante horizontal de 4{ton), actuando sélo por un instante de tiempo; f) Comprobar grificamente que

siempre que el desplazamiento es méximo, la velocidad es ceroy la aceleracién es maxima pero de sentido

contrario a aquel,
+ )z
. - 11.5 y Y
1.0
1 colunna. de
1 0.4 x 0.4
acotacion Cm3 4.0 acolacion [m]
Figura 3.5. Cascardn tipo Paraguas Invertido Figora 3.6. Elevacién

a) Ecuacién del movimiento de vibracién libre sin amortiguamlento:

La estructura puede Idealizarse para su andlisis medfarte el "péndulo invertido® de Ia figura 3.7,
en donde se tiene un sistema discreto de 1 G.L., y el resorte restaurador de la figura 3.1 (inciso
3.1.1.), ha sido sustituido por la columna de rigldez transversal k
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El peso Q de un paraboloide en el cascarén es
Q = WA = 200{kg/m3J(20.5){m?] = 4100fkg]
El peso totaf Py de la cublerta as Py = 4Q = 4(4100) = 16400[kg] = 16.4 fton]

Aplicando el critarlo menclonado en el Inciso 3.2., el peso de la columna es
Pz = (0.4)[m}(0.4)[m}(4){m](2400)[kg/m’}/2 = 768 [kg] =~ 0.8{ton]

P =Py +Pa=16.4 + 0.8 = 17.2 [ton]
sabemos queP=mg  m=masa; g=0.80065Im/s 2,
por tanto (a).. m= Plg= 17.2[ton}/8.80665[m/s?] = 1.753912ftoF-s%/m]
[ret.0}

Para una viga en voladizo la rigidez k vale

P K = 3EM3 ..(b)
7/ ‘ E - médulo eléstiso[ton/m?]
== "1 1-momento de inercia {m*
o~ _i L-1
) 3 - longitud [m}
Figura 3,7. Péndulo ilnvertido

querepresenta a la figura 3.5.  pam conersto de peso normal (2.4fftonim?]), y Fo = 260 [kglem?], -
6l RCDF-931"* indiioa estimar E como

E = 14000{f'c]>® = 14000[300]%5 = 242487 [kg/cm?]

E = (242487 kglem(1 ton/ 1060 kg)(10* /1 m®) =

E = 2424870 Jton/m?] wfc)
El momenio de Inarcia de la columna vale
I = bhP112= (0.4m)(0.4m)%/12 = 21.3333(10")(m*] e (d)
sustituyando (c) y (d) en (b)

k= (3)(2424870) [ton/m?](21.3333) (10°%)im® )am) =

k = 242.4868 [ton/m] e
portanto de la ec.(3.4) {inclso 3.2.1) mx* +kx =0

sustituyendo (a) y (e) 1.763912x* + 242,4866x = 0 (D)
Ecuacion del movimlento kibre no amortiguado
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b) Frecuencia angular o circular (w) :

de laec.(3.6)

w = [kim]°® = {[242.4866[ton/m]/1.753912(ton-s*/m] }*5= 11.758[rad/seg | (@)

¢) Frecuencia natural {f) :

de las ecs.(3.7) y (3.8)

f = 1/T = 1/(2n/w) = wi(2r) = 11.758(rad/seg]/(2x) = 1.871[clclos/seg]= 1.871{hertz] ...(h)
d) Perfodo de oscilacion (T) : -

delaec.(3.8) T= 1/f= 1/1.871[hertz] = 0.535{seag] ...(I)

8) Desplazamientos (x) de la cublerta debidos a una carga horizontal de 4fton] :

El desplazamiento inicial xo en el instante t=0, corresponde al dasplazamferto estético
producido por la carga resulftante de viento de 4{ton], actuando horizontalmente en la masa m, ver
figura 3.7

La daflexién del extramo libre de un cantilever es ('] ;

Xo = PLY(3EI) = Plk = 4fton]/242.4868ton/m] = 0.0165[m] w(l)
Cuando la carga de 4fton] defa de obrar la masa m alcanza su desplazamisnto méximo xo, ¥

tiende a retornar a su posicién infofal invirtiendo el sentido de su desplazamiento y para ese instarte
su velocidad x’ vale

Xo= 0 (k)

Las expresfones para el desplazamlento (x), la velocidad (x’) y la aceleraclon (x* ) del sistema
estructural son

de la ecuacién X = xocoswt + (X'o/w)senwt ... 3.5)
1a.derivada de (3.5) X' = -wxosenwt + x'ocoswt ()
2a.derivada de (3.5) X' = -wxocoswt - wx'osenwt )

sustituyendo (f),(k) y (g) en las arteriores ecuaciones
X = 0.0165c0s(11.7581) (0}

=-(11.758)(0.0165)sen(11.758t) = -0.194007sen(11.756t) w(p)
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X' =-(11.758)%(0.0165)cos(11.758t) =-2.281134306c0s(11.7581) w(q)
Tabulando las ecs.(0),(p) y (q) para los tempos pedidos se obtiens:

Tabla 3.1

t{seg] 0.00 | 00669 | 01338 | Q2006 | 02675 |03344 (04013 | 04681 | Q5350 | Q6018 | Q6688

Te)] ooT s T4 | awe T2 { s1/8 are 7T/8 T 91/8 sT/4

x{m) 00166 | Q0117 | 00000 [0.0117 {-0.0165 {00117 (00000 |00117 |Q0165 | 00117 |Q0000

x'[mfe] 0.00 [-01373 |-0.1940 [-0.1368 0.00 | 01378 01840 | Q1383 000 [-0.1383 [0.1840

x'[mfe’] | 2281 | 4.812 | o000 [ 1817 | 2281 | 1.608 000 | -1.623 | -2281 | -1.800 0.00

) Gréficas de desplazamiento (x), velocidad (x’) y aceleracién (x*) del sistama oscilatorio:

Graficando los valores tabulados en el inciso anterior

2.0

1.0 |

" Desplazamiento

ST/R 3T/4- TI/8 T 9I/8 ST/
%1} ‘

S0 T8 TA- 3B T

Grafical.l
Velocidad

0 178 AT/4 3178 “T/2ST/8 31H4 7I'/8 T 918" 5T/4 .
. i . t[%'r] : e e B
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Grifica34.
Aceleracion

0 T/8 TM 318 T2 STR 3T4 708 T 9T8 STA
t[%T] '

Se observa que cuando el desplazamiento es méximo, la aceleraclén es méxima pero de sentido
contrario a éste, y la velocldad es cero.

Sustituyendo los kloms de desplazamlento y aceleracién de la labla en Ia ecuacién (f), se
comprueba que éstos la satisfacen para todo Intervalo de tlempo t.

1IL.-Para el cruce de peatones sobre una carretera, se ha construfdo el puente con estructura de
concreto de la figura 3.8, el cual esta formado por una trabe presforzada de seccién T tipo cajén,
. simplemente apoyada en dos columnas extremas de seccién rectangular de concreto reforzado, rematadas
con un capitel cuya funcién es impedir el movimiento lateral de la trabe. El patin superior de ésta, vuela
a los lados con objeto de servir de piso terminado o andador del paso peatonal. El concreto es de peso
normal con f’¢=300[kg/cm2]. Suponiendo que no existe amortiguamiento, determinar: a) La ecuacién
del movimiento libre no amortiguado, b) La frecuencia angular o circular; ¢) La frecuencia natural; d) El
periodo de oscilacion; €) Las ecuaciones que describen las respuestas de aceleracidn, velocidad y
desplazamiento del sistema, si la trabe sufre una aceleracién méxima de 17[m/52]. Obtener las graficas de
las citadas respuestas del sistema.

Realizar el anilisis en direccién paralela al eje longitudinal de la trabe (eje Z).
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A 150 .
L 16.0Q g i—"o | 40_4
J__._lbar‘qndul ly_ B '|  ;

-] Acotacidh
<. feml

S |

/
Q)Elevacion 

o Acotnclo’p [
1.0

Hlo6o o0

cySecc ign transversal
de columnas

Figora 3.8. Puente peatonal

a)Eecuacion del movimiento libre no amortiguado:

Area transversal de la trabe {figura 3.8b)
A = A + A~ Am = (1.5m){0.1m) + {0.7m)(0.8m) - (0.4m)(0.75m) =

A=0.15 + 0.63 - 0.3 = 0.48[m?] (@)
carga muerta porpesoproplo  CM = yc A = 2.4[ton/m>](0.48)[m?% = 1.152[ton/m}
w(b) Ye-peso volumétrico del concreto
carga viva instanténea (RCDF-93U"*%]) CV = 150{kg/m?(1.5)[m] = 225[kg/m] =
CV = 0.225(ton/m] w(C)
Paso total (W) de /a trabe W =CV + CM = 0.225 + 1.152 = 1.377ftonim]

masa delatrabe m= Wig = 1.377[ton/mj/9.80665([m/s?] = 0.1404 fton-s®imim]  ..(d)
Caracteristicas de las columnas (la columna se flexionaré alrededor del efe X) .

momento de inercia I=Fx = bh%12 = (1)(0.6Y/12 = 0.018{m"] ..{e)
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rigidez (la columna se comporta como viga en cantilever) U]
& = ky = 3EN3 )
para concreto de peso normal, ef RCDFI"™ indica estimar E como
E = 14000 c]>® = 14000{300]°° = 242487 fkglcmP] = 2424870fton/m?] {9

sustituyendo (e) y (g) en (f)
k2= 3(2424870)[ton/m?}(0.018)[m*)i(5.5m)" =

kz = 787.04(ton/m} - o (h)

Peso de la mitad de las 2 columnas que se supone concentrado en la parte superior

Woot = (0.6)m](1)[m](5.5)[m]}(2.4)fton/m*](2)/2 = 7.92 fton]

El diagrama de cuerpo libre del puente peatonal se mussira en la figura 3.9, con la trabe
simplemerntte apoyada sobre las columnas. Debldo a los capiteles que restringen los desplazamlen-
tos horizontales de la trabe, ésta para desplazarse debe vencer Ia rigidez kz de ambas columnas,
por lo que el sistema puede Idealizarse cormno en la figura 3.10 por uno discreto simple con rigidez
Igual a 2kzy con una masa m de;

masa de las columnas Meol = Weal/g = 7.92[ton}/9.80865[mis®] = 0.8076 ftorrs®m]  ...{J)

de las gcuaciones (d) e (i) Myabe = 0.1404[ton-s 2/m/m](16)[m] = 22464[ton-62/m1

M = Miabe + Mool = 2.2464 + 0.80762 = 3.054 [ton-s*m]

™ =3.054[t-s%m]

m=0.1404{t-s¥m/m] +|meol K
L=5.5[m]

]

2, = 2(787.04) = 1574.08]t/m]

7

L'—-‘IS.O(m]'-"'i WW |

Figura 3.9. Diagrama de cuerpo libre del Figura 3.10. Sistema discreto simple que
puente peatonal de la figura 3.8, representa a la figura 3.9.
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por lo tarnto en la ecuaclén m+kk=0 . 3.4
sustituyendo my k 3.054x" + 1574.08x =0 (k)
b) Frecuencla angular o circular (w)
delaec.(3.8)
w = [K/Im]®5 = { 1574.08(t/m]/3.054{t-s%im] }°% = 22.7, w = 227 [rad/seg] ...(m)
c) Frecusncia natural (f)
delaec.(3.8)y (3.7) -
f = 1T = w/2x = 22,7 [rad/seg]/ (2n) = 3.613;

f = 3.613(ciclos/seg]= 3.813f(hertz] ...(n)
d) Perfodo de oscilacion (T)
de la ec.(3.8) T = 1/f = 1/3.613[hertz] = 0.2768 ; T =0.2768[seg] ...(0)
e)Respuestas del sistema oscilatorio

Tomando el sentido de la aceleraclén iniclal como negativo, de la ec.(k} del movimiento, el
desplazamiento méximo provocado es

Xo = Xmax = -3.054x°a/1574.08 =-3.054(-17)[t-s%/m][m{s?]/1574.08{t/m] =
Xo = 0.033(m] ..(p)

de la ec.(3.5) Ia respusesta de desplazamiento (x) es

X = Xocoswt + (X'o/W)sermt . (3.5)
Derivando (3.5) Ia respuesta de velocidad (x’ ) es

x' = -wxosenwt + x'ocoswt Q)
derivando (q) la respuesta de aceleracion (x* ) es

x* = -wiocoswt - wx'osenwt wlr)

En el problema I se mostré que cuando ef desplazamierto es méximo la velocidad vale cero,
por tanto

X'o =0 w(S)
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Sustituyendo (m), (p) y (s) en (3.5), (q) y (r) se Hene
x = 0,033c08(22.71) (i
x'=-(22.7)(0.033)son(22.71) = -0.7491sen(22.71) ()]
x*= -(22.7)%(0.033)cos(22.71) = -17cos(22.7t) V)
tabuiando las ecuaciones anterioras
Tabla 3.2
t{sog] 000 {00348 | 00692 |Q1038 | 01384 | Q1730 |020768 Q=422 [02768 | 03114 |03460
(967} 0.0T /8 T/4 at/e T/2 57/8 ar/4 71/8 T aT/e BT/4
x{m} 00330 | 0.0233 000 {-0.0233 |-0.0330 [-0.0233 0.00 | 00233 | 00330 ) 00233 0.00
xlmlol 000 [-0.5297 |-0.7491 [-0.5297 000 |a5208 |a7a91 |asoes 0.00 |-0.5298 |0.749
x'[m/e®] | 1700 | 1202 | 0000 | 1202 | 17.00 | 1202 000 | -1202 | 117.00 | 1202 0.00

- Xlems]

Grifical6.
, - Velocidad
" 500
0o
500
-100.

Graficando estos valores se tlena:

4.0

3.0

. Grificads.
" Desplazamiento

ST/8: 3T/4 TI/8 T . 9T/8 - STi4
CBT) SR

1000 [T

0 T8 TA_ 308 T2 5T/8 3T/4 T8

'I‘ 9TI8 ST/ '
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Gréfica 3.7, -
Aceleracitén

200 TS VAR DA S0 Y TUUT SO0 SO U AT VU S S VU WA A YO VA O SO S0 VAT YA S A SO VAo0 SO R S S S O U S S S

0 T8 T4 3T/8 T2 ST 3T4 T8 T 98 ST/4 -
t [%T]

IV.- Resuélvase el problema III para el caso en que las uniones entre trabe y capitel de las columnas,

constituyan un nudo rigido (monoliticamente colado).

&)Ecuacién del movimiento libre no amortiguado:

En este caso la estuctura del puente peatonal constituye un
h  marco rigido como el de Ia figura 3.11, en los cursos da Andlisis
Estructural se demuestra que para un marco de este tipo la rigidez
k ante el desplazatnlerto horlzontal vale
— L ) donde: E-mddulo eléstico

Figura 3,11, Marcorigido.

lv - momento inercla viga
k= 6Elc(p + 6)/[h(¢ + 1.5)] ...(a) '

& - momento Inercla columna

@ - rigidez relativa

¢ = Ilcl/(vh) ()
Caracleristicas de la trabe:

Cenirolde.- Dividiendo la seccién transversal de la trabe (ver figura 3.8 de problema Il y figura
3.12), entres figuras rectangulares: |- El patin, Il- El alma y lll- El hueco del alma; se tiene

YA =3yA, de la tabla | y despejando
se tlone Y= SyA/A= 0.2685[m"}/0.48[m"]=

Figura Alm?)
I 0.16
1] 0.63
n -0.30
Suma 0.48

Y¥=0.56{m] Araa=A=0.48[m"] ..(c)

donde: ;-dlatanclu del centroide de la Figura al efe 1
TABLA 1. A-Sreaseccién transversal

¥-distancia del centroide de la trabe al eje 1
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Momento de Inercla.- La viga se
flexionard alrededor del efe X mostrado en
la figura 3.12, por tartto de la Tabla Il Y -

Iv = I x¥ = 0.056657[m*] ...(d)

En el problema Il se calculd

Ie = x = 0.018{m"] ...(8)

E = 2424870fton/m?] ...()

m=3. 054[ton~s2/m]

para esto caso la longitud L de la viga Ac‘[’t‘!g’oh o
medida centro a centro de las columnas es cml.

segun las figuras 3.1y 3.8 Figora 3.12. Centroide de la trabe (C)

L = 16{m] - 0.6{m] = 15.4{m] w(h)

la altura h de las columnas desde el nivel de arroyo hasta el centroide de Ia trabe vale

h = 5.8[m] + 0.56[m] = 6.06[m] = 6[m] wofl)
En latabla i: & = bh%/12
2)
Figura dim Adiml WIVT o tancla del centroide ds fa figura al e X
il 0.11) aoo7e2d acsot4e -
i -0.035.0.00036q-0.014431] X =k + Ad®
Suma hr=| 0058657] .. . ),
TABLA 11.

Sustituyendo (d), (e}, (h) e (i} en (b} ¢ = (0.018m")(15.4m)/[(0.059m")(6.0m)]= 0.7831 ...(J)
sustituyendo (1), (e}, (i} y (j) en (a)

k= (6)(2424870ton/m>)(0.018m*)(0.7831 + 6) / [(6m)>(0.7831 + 1.5)] = 3602.15

- 3.054[t-82/m] k = 360215 fton/m] (k)
h= 6[m] Por tanto tenemos el sistema discreto sencillo de la figura
k=| 3602.15[ym] 3.13,cuya ecuaclon del mavimiento libre no amortiguado es
Figura 3.13. Sistema discreto sim- At + foc = 0

ple que representa a la figura 3.11. 3.054¢ + 360215 = O ()
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b) Frecuencia angular o circular (w)

de laec.(3.6)
w = [KIm]®5 = [3602.15{t/m]/3.054[t-s%/m] |*5 =
w = 34.344 [rad/seg] ()
c) Frecuencia natural (f)
dalaec.(3.8)y (3.7) = 1/T = w/(2r} = 34.344[rad/s}/2x =
f = 5.466 [cIclos/seg] = 5.468 [heriz] < .o}

d) el perfodo de oscilacion (T)
de ia ec.(3.8)

T = 1/f = 1/5.466 [hertz] = 0.18295 (seg] (D)
o)Respusstas del sistema oscllatorio

Tomando el sentido de la aceleracién Iniclal como negativo, da la ec.(m) del movimierto, ef
desplazamlento méximo provocado es

Xo = Xmax = -3,054x%/3602.15 =-3.054(-17)/3602.15 = 0.0144[m] = 1.44 [cm]
Xo = 0.0144 [m] i@

de la ec.(3.5) la respuesta de desplazamiento (x) es

X = Xxgcoswt + (X'o/Wjsenwt L (3.5)
derivando (3.5 Ia respuesta de velocidad (') es '

X' = -wxosenwt + x'ocoswt (1)
derivando (r) la respuesta de aceleracion (x") es

X = -wocoswt - wx'osenwt L. (s)

En el problema Il se mostré que cuando el desplazamiento es méximo la velocidad vale cero,
ya que la masa debe detenerse para poder invertir la direccién de su desplazamiento, por tanto

Xo=0 w(t)
Sustituyando (n), (q) y (8 en (3.5), (1) y (s) se tiena

X = 0.0144c05(34.3441) w(t)
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X' = -34.344(0.0144)s6n(34.344%) = -0.494656n(34.3441) w (V)
X' = ~(34.344)%(0.0144)c05(34.3448) = -17005(34.3441) (W)
tabulando las ecuaciones anteriores
Tabla 3.3
1[seg] 0.00 | 00229 | 00457 | 0.0686 | 00916 | Q1143 [ 01372 | 01601 | 01830 | 02058 | 02287
1[%T} X /8 T4 at/s T2 57/8 3ar/a 77/8 T ov/8 87/4
x[m] 00144 | 00102 0.00 | 00102 | -0.0144 | -0.0102 000 { 00102 | 00144 | 00102 0.00
X [m/s], 0.00 | -0.3497 | -0.4946 | 0.3497 0,00 | 0.3497 | 0.4848 | 0.3497 0.00 | 0.3497 | -0.4948
x'[m/s] | -17.00 | -1202 000 | 1202] 1700 1202 000 | 1202 | 1700 1202 0.00

Graficando estos valores se tiens:

x[em]

* Grifica38,
Desplazamiento

T 9T/8 5T/

Grifica 3.9,
Velocidad

0 T8 T4 3T TIZ ST/ 3T I8 T 9T ST -
: e ST BT} S
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2”,'0 L Grifica3.10,
Aceleracién
10.0
— 0.
(3] " -
0 - B
g
00
S 1| Ty I .'J'J’;A‘J",'.?ﬂ.‘“.‘ et ekt NIV SR SR
0 T/8 “T/A3T/8- TR -STB 3T TIB T 9T/8 ST -
| S mT

V.-El andador de acceso a una escuela tiene una cubierta constituida por una losa de concreto que
se apoya simplemente sobre marcos de concreto espaciados a cada S[m) como se indica en la figura 3.14.
Se requiere que el sistema estructural tenga un petiodo de vibracién T de 0.2{seg] en direccion Y.
Suponiendo que no existe amortiguamiento determinar’: a) La longitud de tas columnas del marco; b)
l;a ecuacién del movimiento libre no amortiguado; ¢) Si para el tiempo t=0.025{seg] de iniciado el
movimiento oscilatorio la aceleracién vale "= -15[m/s?], determinar la magnitud de la fuerza lateral que
desplazd la masa del sistema e inicié la vibracion; d)Las respuestas de desplazamiento, velocidad y
aceleracion del sitema para t=0,1/8,T/4,3T/8,T/2,5T/8,3T/4,7T/8,T,9T/8 y 5T/4.

a) Longitud de las columnas

de la figura 3.14a el drea tributaria de un marco es A= (5)(3.0) = 15[m?]

por tarto ef peso de Ia losa para este marco es Wiosa = Ve ()
V=at w(b)

V-volumen

sustituyendo en (b) V= (15m>)(0.09m) = 1.35[m"]

Ye-peso volumé-

sustituyendo en (a) :20_:;:; ;;r;’ﬁro-

t=espesor de losa
Wiosa = (1.35m°)(2.4fton/m’] = 3.24]ton} )
De la figura 3.14d el volumen de !a trabe def marco es '
Vi = (0. 15m)(0.3m)(3.3m) = 0,148[m")

yelpesodelatrabe  Wirabe = Viyc = (0.748m°)(2 4fton/m’]) = 0.358ton] )

* Despréciese lamasa deas col ,porserd iado pequeia (ver i6n transversal en figura 3.14),en comparacién con
lamasa del sistema de piso.
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t

X
Acotacién Im)

L.— l l _J Concreto
e 8.0 5.0 5.0 t'5=200]kg/om"}]

a) Planta Espesor jopa=8[om}
o Z ¥
T r—
allloe BRI
s ] 2L
A 'hl R
0.5 = Y
£ b ] e

b) Heccidn trans- 7 —= - . d) Seccidn trans-
versal celumna - -¢) Elevacién - .. .""" yersal trabe

Figura 3.14. Cubierta del pasillo de:a'a.:e/sg alas ‘aulas escolares

De (c) y (d) la carga muerta vale

CM = 3.24+0.356 = 3.6fton] ‘ (6
DelACDF-93!"**41, 1g carga viva Instanténea en azotea es 70fkg/m?], por lo tanto

cv =‘(70kg/mz)(15m2) = 1050(kg] = 1.05(ton] wll)
De (e} y (f) el peso total para el marco es

Wr =CM + CV = 3.6 + 1.05 = 4.65[ton] (@)

En el problema IV se indico que la rigidez de un marco ante fuerzas laterales o rigidez de

entrepiso vale E-médulo de elastioldad

a h~momento inercia viga

k = 6Ele(p+6) / [h"($+1.9)] ...(N) Iz-momento inercia columna
donde: ¢-rigidez relativa
¢ = loLI(vh) ...) Ldongltud trabe

h-gitura columnas
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Una carga lateral en el marco flexionars la trabe y las columnas alrededor del eje X, por tanto
los momentos de Inercia valen

le = bh*/12 = (0.15m)(0.8m)%/12 = 3.375(10 )im*] wfl)

Iv = bh312 = (0.15m)(0.3m)¥12 = 3.375(10 )[m*} (k)
EIRCDF-931", indica estimar E para concreto de peso normal y f'e =200fkglerm?} como

E = 8000[f¢]*® = 113137[kg/em®] = 1113370[ton/m?] w{m)
De la figura 3.14¢, y sustituyendo (f) y (k) en (i)

¢ = (3.375)(10 Y (3)/{3.375(10 K] = 3/h ()
sustituyando (j),(m) y (n) en (h)

k= (6)(1131370)(3.375)(10")([3/h] +6)/[h>([3h] + 1.5)] =
k= 2291.0243[(3 +6h)/h)! [h3[(3+1.6h)h]] =
k = [6873.0729 + 13746.146h] / {3h3+1.5h%] w.(0)

El marco puede erfonces idealizarse con el sistema oscilatorio discreto de 1 G.L. de la figura
3.18, con masa

m = Wy/g y sustituyendo (g) m = 4.65(ton]/9.80665[m/s?] = 0.474 [torrs%/m] w®)

Delaec.(3.7) T = 2niw ,dedonde

w = 25/T = 27/0.2[seg] = 31.416{rad/seg] «(q)
h delaec.(3.6) w2 = kim y k = mw?, sustituysndo (p) y (q)
k = 0.474{t-s*/m}(31.416)%[rad/seg]® = 467.82{t/m] ()

. Sustituyando (r} en (o)
4

Figura 3.15. (6873.0729 + 13746.146h)1(3H° + 1.5h%) = 467.82
de donde L
6873.0729 + 13746.146h = 1403.46n° + 701.73h"*
701.73h* + 1403.46h° - 13746.146h- 6873.0728 = 0 o w(s)

fterando la sc.(s) h = 23404 ~ 2.34[m] S )
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b) La ecuacion del movimierto libre no amortiguado

Dalasc.(3.4)
me+le=0 . (3.4
sustituyendo (t) en (o)
k= (6873.0728 + 13746.146(2.34) ) 1 {3(2.34)° + 1.5(2.34)%] =
k = 468.03 [t/m] 7))
sustituyendo (p) y (u) en (3.4) - -

0.474x" + 468.03x = 0 R () I
c) Fusrza excitatriz que inici6 la oscilacién ’
Da(v) x= -0.474x"/468.03
para ef tiempo t = 0.025({seg] )
X =-0.474(-15)/468.03 = 0.0152{m} wiw)

De la gc.(3.5) la respuesta de los desplazamientos del sistema es

X = xocoswt + (X'o/w)senet ... 3.5
1a.derlvada de (3.5) X' = -wxosenwt + x'ocoswt w{X)
2a.derivada de (3.5) X = -Wxocoswt - wx'senwt )

Slempre que el desplazamiento es mdximo la velocidad es cero, puesto que la masa debe
detenerse para poder invertir el sentido de su desplazamiento, por tanto para t=0

Xo=0 @)
sustituyendo (q) y (z) en (y)
-15 = ~(31.416}%oc0s(31.416(0.025)] - 0
de donde Xo = 0.0215[m] w(A)
La fuerza es igual a la rigldez por el desplazamiento :

P = kxo = (468.03(t/m]})(0.0215{m]) = 10.08 == 10.1[ton] L w(B)



Tema Ill Dinamica Estructural 62

d) Las respuestas de desplazamiento (x), velocidad (x') y aceleracién (x*) del sistema

Sustituyendo (A),(q) y (z) en (3.5),(x) y ()

x = 0.0215¢0s(31.4161) wf(C)
X' =-(31.416)(0.0215)sen(31.416t) =-0.6754sen(31.416}) (D)
X* = -(31.416)%(0.0215)cos(31.4161) = -21.2198c0s(31.416%) w(E)

Tabulando (C),(D) y (E) para los iempos pedidos

g

Tabla 3.4

t[seg] 0000.0 0.025 0.050 0.075 0100 0125 0.150 0175 0.200 0.225 0.250
t[%T) 00T /8 T/4 aT/e T/2 5T/8 /4 77/8 T 9T/8 sT/4

x[m] 00215 | 00152 | 00000 [-0.0152 |-0.0215 {.0.0152 0000 00152 | 00216 | 0.0152 0.000
x'[mlal 0.000 | -0.478 | -0.675 | -0.478 | Q.0000 0478 0.675 0.478 0.000 | -0.478 | -0.678
x"{m/s°} § -21.22 | -15.00 0,000 15.00 21.22 15.00 0000 | 1500 | 2122 | -15.00 0.00

3.2.1,2.-PROBLEMAS PROPUESTOS.

I.-Comprobar que x = xocoswt + (X'o/w)senwt es la solucidn para la ecuacion del movimiento libre

noamortiguado.

11.-Se ha disefiado y construido una estructura metilica en acero, para colocar carteles publicitarios
en diversas zonas de una ciudad. Con referencia a la figura 3.16 dicha estructura consiste, de un irea para
colocarel cartel deanuncios que estard expuesta ai viento; las cargas que éste le indusca seran transmitidas
por medio de unaarmadurade soporte tras el cartel ala columna tubular. Para ambos carteles y armaduras
el peso de se ha calculado en 60[kg/m2] de drea vertical, y la maxima presion del viento en 162[kg/m2].
Suponiendo que no existe amortiguamiento determinar: a) La ecuacién del movimiento libre no amor-
tiguado, b) La frecuencia angular, ¢) El periodo de oscilacién, d) La frecuencia natural, e) Las ecuaciones
y gréficas de desplazaniento (x), velocidad (x') y aceleracién (x'), suponiendo que actiia una rafaga de
viento horizontal instantdnea con la maxima presién, produciendo una vibracién libre.

Solucién {enton, mts, segj: a) 0.344x* + 75.5x = 0;b) w = 14.815[rad/seg]; c) T = 0.42411[seg],
d)f=236hertz]; 6) x = 0.0858c0s(14.8151), ' = -1.271127s6n(14.8151), X* = -18.8317c0s(14.815t).

1I1.- Usando los datos del sistemna vibratorio del problema resuelto II, comprobar que las respuestas
de desplazamiento x, velacidad x’ y aceleracién x" para el movimiento libre no amortignado, pueden

obtenerse también con las siguientes expresiones["“] :
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10.0 NOTAS:
[ | 1-Acotaciones en [m]

2Eqcorn = 21x10°[kg/om?]
3PV.acero = 7856[kg/m3]

—

%% BN 3Oy

4
AN
_ml

2ha5%rh

l
2\

ARSI

Area expuesta

(=]
al viento -
_ t

(=]
S
- .00953
\
-
N 2
7
b) Seccidn irans-—
versal columna .
a) Vista frontal c) Vista lateral
Figura 3.16. Cartel Publicitario
A-amplitud de onda
x-desplazamiento de a masa
x = Acos(wt + ¢) .....(3.8)

¢@-éngulo de fase del movimlento
¢ = arctanf -x'o/fxaW)] .....(3.70) Xo-desplazamlento inlclal de la masa
A = X'ol(wsenp) = [Po + (X'o/W)zl 0.8 n(3,11) x-velocidad de la masa
. x'o-velocldad inlcial de la masa
w- frecuencia angular

t- tlempo

IV.- Resolver el problema resueito 111, en el sentido perpendicular al plano del marco.

Solucién fen ton, mts, segj: a) 3.064x* + 4372.42x = 0; b) w = 37.84[rad/seg];
c) f=6.021fhertz]; d) T = 0,1661[seg]; &) x = 0.011874c0s(37.84t), X' = -0.44931216s5en(37.84t),
X" = ~17cos(37.841)

V.-Paralaestructuradel problema propuesto [l y figura 3.16, determinar: a) La altura h de lacolumna
tubular para que el sistema vibre con un periodo de 0.25[seg}, b) L.a ecuacién del movimiento libre no
amortiguado, c)las respuestas de desplazamiento x, velocidad x', y aceleracién x".

Solucién: ) h = 7.951[m]; b) 0.3165x" + 199.91x = 0; ¢) X = 0.0324c0s(25.1331),
X' =-0.81431s6n(25.133t); x* = -20.466¢05(25.1331).
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3.2.2.- VIBRACION LIBRE
AMORTIQUADA.

En la figura 3.17 se muestra un sistema dis-
creto sencillo, que a diferencia del estudiado en el
inciso 3.21. anterior, pierde energia cinética
paulatinamente debido a fricciones externas o in-
ternas, por lo que se dice que su movimiento
vibratorio es amortiguado. El amortiguamiento
est representado en dicho modelo por el pistén
con constante de amortiguamiento ¢

(Amortiguaciénviscosa).

k=rigidez del sistema [ton/m]
m~masa del cuerpo oscilante
[Lon~seg2/m]
x~dosplazamiento de la mnsa m)
c=conatante de ameortiguncidn
del sistemafton—aeg/m]

Figura 3.17, Sistemna discreto simple
amortiguado de 1 G.L.

El movimiento oscilatorio es inducido en el
sistema por una fuerza excitatriz, que acttia de
forma similar a la descrita en el caso no amor-
tiguado (inciso 3.2.1.); por lo que el diagrama de
cuerpo en libertad de la figura 3.18, queda repre-
sentado por la masa del cuerpo oscilante m, sobre
la cual actian: una fuerza de inercia P; generada

durante el movimiento, una fuerza restauradora

84

P: producida por el resorte, y en este caso una
fuerza amortiguadora Pp inducida por el piston,
La ecuacién del movimiento se establece a partir

del diagrama de cuerpo libre; por equilibrio

dinamico Fet2);
m+ex’ +kx=0 ... (3.12)
Ecuacitn del movimiento lbre
amortiguado
-

La solucién de la ecuacién del movimiento es:

x = Ce™ + Da"™

Solucién general de [a
acuacién del movimlento
libre amortiguado

P=—kx ~—m| o
Pp=-cx ™1 :

P ,—~fuerza restauradora del resorte[ton]
P;-fuerza de inercia [lon

Pp-fuerza amortiguadora t.on}
x'-velocidad de la mase [m/s
x'~aceleraci?n de la masa [(m/s ]

Figura 3.18. Diagrama de cuerpo libre del sistema
de la figura 3.17,

cont
na=wELERS) L (3.14)
E=clferw) (3.15)
Ce=2mw ... (3.18)

C,D-constantes arbitrarias a determinar

o-bage de los logaritmos naturales

ttiempo [seg] E-porcentaje de amortiguamiento aritico
Co-amortiguamiento critico {ton-s/m)

w-frecuencia angular o dlrcular frad/eeg]
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Segfin el resultado def radical [£ 2 1] *° de
Ia ectiacion (3.14), sea cero, real o imaginario, la
solucién general dada por (3.13), se transformara

en una de las siguientes soluciones particulares:

3.2.2.1.- AMORTIGUAMIENTO CRITICO.

Existe cuando en la ecuacion (3.14) el radical
{£2.11% = 0, convirtiéndose la ecuacién (3.13)
en la solucién particular dada por:
x =e™Mxo + wxet + X'ol) rer(3.17)

Solucién de la ecuaclén del movimien-
to fibre con amortiguacién eritioa

con:
w = c/(2m) we(3.178)
E=10 re(3.17b)

Lagrifica delaecuacion (3.17) se muestra en
1a figura 3.19. En este caso el movimientoya no es
oscilatorio, sino que el sistema regresa a su
posicion de equilibrio original en el menor tiempo
posible. Esta solucion sélo es de uso prictico en
mecanismos (como cafiones, instrumentos

eléctricos de medicién, méquinas, etc.).

EWE(x gt wxpt + X

0 D N 't_

Figura 3.19. Amorliguacié‘nv critica;

3.2.2.2.- AMORTIGUAMIENTO SUBCRITICO.

Setiene estetipo de amortiguamiento cuando
el resultado del radical de la ecuacién (3.14) es un

nbmero imaginatio, es decir {£ 2- 1] 05 =

La solucién particular es:

x=6EMxocoswpt + {[X'o+ WEXoj/wo}senwot)

Solucidn de la scuacidn de! movimiento

libre con amotiguacién subertica ..., (3.18)
con:
t<10 e, (3.18a)
wp = w[ 1-£2] °° -(319)
To = 2xiwp eee(3:20)
wprecuenadla angular amort-
guada [rad/seg)
Toperiodo amortiguado {seg]

Estasolucion particular es ef caso més comiin
que se presenta en el campo de las estructuras
civiles. Su gréfica se muestra en la figura 3.20,
donde la amplitud de los desplazamientos
decrece exponencialmente hasta cero cuando

t=200,

Figura 320, 'Amontigiacién subcritica.



Tema Il Dindmica Estructural [:[5]

Para esta solucién se puede definir de la
figura 3.20 :

DECREMENTO LOGARITMICO.-Es el
logaritmo natural de la relacién de cualesquiera

amplitudes consecutivast* 1],

S = twTp = 2nt/f1-E°°° =

InPnXo+1] we(3.27)

para valores paequefios de §:

S = 2 e(3.22)

XnXn+1 -Amplitudes consecutivas

S-decremento logaritmico

La ecuacién del decremento logatitmico es
Gtit para hallar £ cuando se desconoce su valor
para una estructura, pues puede efectuiarse una
pruebadevibracién libre, dela cual se obtiene una
grafica x-t, y pueden medirse dos amplitudes con-

secutivas.

Valores comunes de £ I7*111 ;

Tuberlas sin conexfones 0.5a 1%
Puentes de concreto 2a3%
Edificlos de concreto 10 a 20%

x = Qf (xo- 1)exp{-Ewt + M{gz_”o,s} +

axpltwt-wife2-1°% 1 .. (3.23)*
con:
Q={xow( [~ 1]°5- &) -X'o}{2w [£2- 1]°° }
y E>1.0 < (3.208)

Solucién de la ecuacion

del movimlento Kore con
amortiguaciorf hipererition
La gréfica de la ecuacion (3.23) se presenta
en la figura 3.21, El sistema retorna a la posicién
de equilibrio sin vibrar; pero en un tiempo mayor
al empleado en desplazarse inicialmente. Esta
solucién particular se aplica al disefio de retar-

dadores de puertas, brazos de tornamesas, etc.

_-sc. (323

0

3.2.2.3-AMORTIGUAMIENTO HIPERCRI- Figara 321, Amortiguacién hiperceitica.
TICO. R
Existe cuando en la ecuacidn (3.14) el radical
f& 2. 1} S 5010 que transforma la solucién
general (3.13), en la solucién particular definida
por:
.Deberewrdnuequeen tacié ati ei, d tarse tambis exp(i).
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3.2.24.-PROBLEMAS RESUELTOS.

L-Deducir las expresiones que describen el movimiento libre amortiguado de un sistema vibratorio
discreto de un grado de libertad (G.L.).

Con relacién al sistema mostrado en la figura 3.17 (inciso 3.2.2), una fuerza excitatriz que actiia
s6lo una vez, perturba el equilibrio estitico del estado de reposo al desplazar una distancia x la
masa m del cuerpo oscilante. £l resorte de rigidez k se opone al desplazamiento mediante una
fuerza restauradora Prque tlende a retomar la masa a su posicién iniclal, ésta al acelerarse duramte
ol regreso, se dasplaza més alld del punto Iniclal por causa de la fuerza de inercia P; inducida.

El clclo oscilatorio asf establecido va perdiendo energia cinética por causa de la fuerza
amortiguadora Pp que genera el amortiguador, reprasentado en fa citada figura por el pistén de
‘amortiguamiento viscoso".

Ef amortiguacdior disminuye la amplitud de los desplazamientos x de la masa en cada nuevo
clelo de oscifacion, después de un cierto tiempo t el sistema plerdae toda su energla de movimiento,
regrasando a su estado de reposo Iniclal (equilibrio eststico).

Enelinciso 3.1, se Indicé que para el caso de amortiguacién viscosas, ia fuerza amortiguadora

Pp que se opone al movimiento es igual al producto de una constante de proporcionalidad viscosa
*c* por la velocidad de la masa m,

Pp = cx' (@t

Ya se ha mostrado que (Problema |, inciso 3.2.1.1.)
Pr= o ’ (D)
P = mx* «{c)
Pry Pp son fuerzas que se oponen al movimiento generado por P\. El equilibrio dindmico del
clclo oscilatorlo descrito se representa en el diagrama de cuerpo en libertad de Ja figura 3.18 (inciso
3.2.2.), de donde
Pr+Po=FR w{d)
sustituyendo (a),(b) y (c) en (d)
ke -ox' = mx*
de donde

@12

Eouacién del movimiento libre

mx' +ox' +lc = 0
e amortiguado

Elsigno menos (-) se usa debido'a que PDy X en la ligura 3,18 son de sentido contrario,
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dividiendo (3.12) entre m

x* + (e/m)x’ + (kim)x =0 ()]
dala ec.(3.6) (inciso 3.2.1.) w2 = kim
y sustituyendo en (a)

X+ (c/mx’ +wk =0 ]

(f) s una ecuacién diferencial lineal de 20.orden, cuya solucién en funcidn del tempo t, asume

la forma
-

x=e" w{(Q) con: e =base de los loga-
ritmos naturales

r = una conatante

1a.derlvada de (g) x'= re el
2a.derivada de (g) =t T
Sustituysndo (h) e (i) en (f) '

Pe™ + (c/imre™ + wiet = 0
factorizando 02 + (cimr + wie't = 0
dividiendo entre &' 2+ elmjr+ wi=0 e L
() es una ecuacién de 2o.grado de la forma ax® + bx + ¢ = 0 .;.(k),éu}é éqlucl_&ﬁ es (’" 5.1‘: e
x1,2 = [-bx(b?-4ac)%%) / (20) o ' ig : I 1 G
poranalogla entre () y (k} a=1, b=(c/m)yc=w? s
yempleando (i) e :
1.2 = {-(elm) 2 folm)?- 4w*°"/2 = -o/(2m) = {I(cIm)®-aw?]/4}°®

de donde e
na=-clzm) £[(cl2m)®-w2>S ()
Por tarito la soluclién de la ecuacion del movimlenito (f) es'del tipo de la ecuacién (g); pero con
dos partes (puesto que existen dos valores de r): C,D-constantes arbitrarias
. adeteminar

At 2t Soluclén general de la ecuacién del
x=C0Ce"" + Da“ ... (3.13) movimlento libre amortiguado
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Existen tres casos de Intarés dados por los valores de las raices ri y rz de faec.(m), que hacen
que la salucion general (3.13) se transforme en una de las sigulentes particulares:

Caso a) Amoniguamierto Crilico.- Existe cuando n=rz
Para qua ri=r2 s necesario que en (m)

fcrem)®-wPPe =0
elevando af cuadrado ambos miembros

feiem)f?-wP = 0

-
y [elem)]? = w?
de donde cl(2m)=w (3 178)
por tanto c = 2mw ()

este valor de c es Hlamado amontiguamiento critico (Co), debido a que es el amortiguamiento
necesario para que 6l sistema no oscile, por tanto

Co=2mw {3.18)

Se puede definir a todo amortiguamiento (¢} de un sistema en términos de un porcentafe de su
amortiguamiento critico (Cq), que se designa con Ja letra & (xi}, de la forma

E=c/Cc=clf2rwy a.15)
dedonde Ew = c/(2m) w{0)
sustituyendo (o) en (m)
F2 = - £ [EWP- wE OF = w = (WAER)OB = —gw & wig?- 1) 05

y por tanto

r2 = w( £ [£2-1]°5) {314
Sienla ecuacion (3.14) £= 1.0 .....(3.17b), ef radical se anulay n= ra = -w (P}
yde (o) w = c/(2m) (G}

La ecuacion (3.13) al reducirse a un solo término (por ser ry=rp}, no puede satisfacer
simultdneamente las dos condiciongs Iniciales de desplazamiento y velocidad, por lo cual se
adoptard una nueva soluctén para (f) de la forma

o rt Ao Bu-constantes que dependen de
X= (Ao + Bol)o " (1) |0y condiclones Iniciales de

pl jento y velacidad
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sustituyendo (p) en (1)

x = e™(Ac + Bl s
1a. derivada de (s)

X = 6"8o- (Ao + Botiwe™ ‘ ()
2a. derivada de (s)
X = -WBoa™ + (Ao + Btiwe™ - we™'8, = -2wBe*t + wi(Ao + Bje™t e (U)
determinacion de Aoy Bo '
de (s) para t=0
Xo = 6%o + Bof0)) =Ao ;  Xo=Ao “ )
de (t) para t=0

X'o = 680~ (Ao + Bof0))we® = Bo- WAo

de donde Bo = X'o+ Who
sustituyendo (v) Bo = X'o + WXo = (W)

sustituyendo (v) y (W) en (s}

x=6"o + X'ot + Wrot) . . : (@1

Solucién de ta i6n del Amiento fibre con amortiguacidn crftioa
con ' w = cf(2m) , w(3.17a)
E=10 o (3.17b)

La grificade la ecuacion (3.17) se muestraenla figura 8.19 (inciso 3.2.2.1.), y puede observarse
que ef movimlento ya no es oscliatorio.

Comprobacién de que (1) es solucién de {f)
(f) puede escribirse X"+ 2ox/(2m) + Wx =0
sustituyendo (q) en () X" +2m WX =0 wlf)
sustituyendo (s),(t) y (u) en (')
-2wBoe™ + WP Ao + Bot) + 2we™'Bo- 206 ™ (Ao + Bol) + vfe‘i’"(Ao+ B;t) =0

de donde 0 = 0 (correcto)
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Caso b} Amortiguamiento subcerftico.- Existe cuando ry y rz son niimeros complsjos de la farma
a * bf, para lo cual es necesario que el radical de la ecuaclon (3.14) resulte un nimero imaginario,
cosa que sucede si £ < 1.0

como la unidad imaginariaes | = [-1]°®

la ecuacion (3.14) puede escribirse para este caso como

rz = w-Ex [1-£2°5) (X} conk<1.0
Sustituyendo (x) en (3.13) P
x=Cexp{-wkt+iwt{1-52]°5} + Dexp {-wit-imif 1-£3°>%) = Coxp {-wit}exp iwt[1-%°5} +
Dexp{-witioxp{-int]1-£2]%} )

Recordando las férmulas de Euler'™®" 5
axp{+i8} = cosf % isend
fa ecuacion (y) puede escribirse entonces como . o
x = Coxp{-wtoos(w[1-4%°%) + isen(wi[-£%°%)] + Dexp{-wEt} cos(wi(1-4%°%) :
{sen(wi[ 165 | = |
=exp{-wit}] Ccos(wif1-£%°5) +Cisen(wi[1-£2/>5) + Deos(wif 1-£3°5)-Disen(wi1-64%3)] = "
=exp{-wit} [ (C+Djcos(wt{1-£%]°%) + (C-Djisen(wif1-£°1) ] '

tomando A, = C+D y By = (C-D)I (por ser todas constantss),

Tedned

donds : Aq,Bo-constantes que dependen de las condiciones Iniclales de despl lento y vel d
por lo cusl

x = exp{-wit}{Awos(wif1-£%°8) + Boson(wi1-£2°5)} 2
Determinacion de As y Bo k
de(z) para t=0

Xo = 6%Aqc08(0) +Bosen(0)] = As, Xo= Ao A
derivando (z)

X' = exp{-wEtM-Aawf1-E°]"sen(wt] 1-£%[°%) + Bow[1-£2[*cos(wif1-£7°%) | N

{ Aocos(wif1-£3[%%) + Bosen(wif1-£%1°%)Jexp{-wit} (-w)
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para t=0"
X' o= 8 L-AW[1-£21* s0n(0) +Bow[1-£%]°cos (0)]-wEe [Acos(0) +Bosen(0)] =
X'o= BoW[1-E3 % - AWk
de donde
Bo = [x'o + Aowkl/iw[1-£%%}
definlando
wp =w[T1- P8 .3 19) Wo-recuencla angular de!
sistema amortiguado
y sustituyendo (3.19) y (A) teremos [rac/seg]
Bo = x'o + XoWE}/wD «(B)
Sustituyendo (A),(B) Y (3.19) en ()
x = 5™ xo00s wot + [(X'o+ EXow)sen woll/wp ) e (3.18)
Solucidén de la ecuacidn del movimien-
con £< 1.0 to libre con amortiguacién suberftica

Anélogamente a la ecuacion (3.7) (Inclso 3.2.1.), puede establecerse el periodo del sistema
amortiguado

To=2amo (3.20)
La gréfica de la ecuacion (3.18) se muestra en la figura 3.20 (Inciso 3.2.2.2.), donde puede
observarse que las amplitudes de onda (desplazamientos), decrecen exponsnclalments debldo af
amortiguamlento.
En dicha gréfica se puedean medir cualesqulera de dos amplitudes consecutivas:
parat=n Xn = Xoaxp{-Ewln} -{C)
parat=n+ 7 Xn+1 = XooXp{-EWih+ 1} w{D)
donde, ver figura 3.20
1=t +Tp (B

sustituyendo (E) en (D)

Xns1 = XoaXp{-twtnlexp{-EwTn} P
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dividiendo (C) entre (F)
Xo!Xn 41 = (xosxp{-Ewtn}} | (oaxp{-Ewin}exp {-£wTp}) = 1/exp{-EwTp} = exp{{wlb} ..(G)

De la definlcién del Decremento Logantmico (Inciso 3.2.2.2.)

= In{Xn !/ Xn+1} : -~ (H)
sustituyendo (G) en (H) S = Infexp{EwTb}) = éwlp : 4]
sustituyendo (3.20) y (3.19) en (I ‘
S = twan [ wD = twan | [W1-£°P%] = 2utl[1-£3P" - ...(J')
portanto da (H), () y (4 o
$ = EwTp = 2m8/{1-69%5 = InDXy [ Xnsn] ‘ e (3.21)
para valores pequefios de & ! gzzo yde (3.21) 8§ = 2nt e {3.22)

Caso ¢} Amortiguamiento hipercritico.- £ sobreamortiguamlento existe cuando en fa ecuacién
(3.14) ry y ra son numeros reales y ry %12, para lo cual el radical en dicha ecuacién debe ser mayor
que cero, cosa que sucede si £> 1.0

sustituyendo (3.14) en (3.13)

x = Coxp{-twt+wi{£%1]°%} + Dexp{-Ewt-wi[£*1]°%} =
x = Coxp{-twtlexp{wife1]°%} + Dexp{-twt}exp{-wif>1]°%} wefl)
Determinaclénde Cy D
1a. derivada de (L)

X' = Caxpl-wtloxp{wtfe1]°} (WIES 1] g) Cexp {wift* n“g)xp(- EWtHEW) +

-Doxp{ ~Ewt}oup{-wifE*1 P2} (Wt 1]°5) - Dexp {-wilE?-1]" Pl exp{-£wt} (Ew)
de donde
x'=0wsxp{~§wt}axp(wr152~11°~5}(152-11°'°-é)owexp{-swr}exp{-M[52-11°-5}(f52-u o5+ 8).M)
parat=0de (L) Xo'= C+D B (N}
para t= 0 de (M) Xo= cwsz-u“ &) - DMIE*1" + §) e (0)

de (N) c=,x°~b?5"_ g fP)
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sustituyendo (P) en (O)
X'o = (xeDIW(IE>1]°5-E) - DW((E*1° +&)
X'o= xoW([E*1]°% ) - Dw(E211°%°E) - Dw(iE®-1]°% +¥)
= xow([E21°% 4) - DW(IE>1°%- & + E21° + &)

y .
Ko = XaME21]%% &) - 2DW(E21]°
por tanto -
Xo= xoW([E%1]°5-£) = -2Dw((E?1}°®
o donde B o - .
D= {xow(f-sa-u?t?ie) Kol (e (@)
de (Q)y (F) ‘
C = Xo- (xaME-1/°8 AR

Sustituyendo (Q) y (R) en (L)

del movimiento libre con

con: amortiguacién hipercritica

Q= {row( [£2- 11°%- &) -x'ol/f2w [£2- 11°5 }
£>10 ..(3.233)

I1.-En la estructura mostrada en la figura 3.22, la cual es usada con fines publicitarios para anuncios
comerciales, se efectud una prueba de vibracién libre midiéndose las amplitudes de dos desplazamientos
consecutivosen Xn=2.25 [em] y Xn +1=2.153 [em)]. Paraambos carteles el peso total por metro cuadrado
de drea vertical que soporta la columna tubular (perfil 0C762x9.53 [mm]), es de 80 [kg/mz] y la maxima
presi6n del viento esperada es de 170 [kg/mZ]. Determinar: a) Bl porcentaje de amortiguamiento critico,

b) 1a ecuacién del movimiento libre amortiguado, c) la frecuencia angular amortiguada, d)e! perfodo
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By

NSNS

NOTAS:

r—‘ 12.0 — l 1-Acotadén en [m]
2PoPocalumna = 177{kg/m]

3Eacoro = 2% 10%kg/om?

Area expuesta
al viento

L B.S.J

0C '762x0.53[mm]}

18.0

Y .00963

-

b) Seccidn trans-—
versal calumna
a) Vista frontal ¥ c) Vista lateral

Figura 322, [Estructura para anuncios publicitatios.

amortiguado de oscilacidn, €) la frecuencia natural, f) las respuestas de desplazamiento (x), velocidad (x")
y aceleracién (x") del sistema, suponiendo que act(a una rafaga de viento horizontal instanténea con la

méxima presién, produciendo vibracion libre.
a) Porcentaje de amortiguamiento critico (£)
De Ia ecuacién (3.21) S = InfXnXn+1]
sustituyendo S = In [2.25cm/2.153em] = 0.04407
De la ecuacion (3.22) S=2x&
portanto &= S/(2x) = 0.04407/(2x) = 0.007 = 0.7% , , w(a)
b)Ecuacién del movimiento libre amortiguado »
El érea expuesta al vierto segiin Ia figura 3.22aes A = 3.5[m|(12[m]) = 42 [m2] ..‘.;.{b)
Carga sobre Ia columna Wear = 42{n7}(80fkg/m’}) = 3360 [kg] = 3.36 [ton)
Se considera que la mitad de la masa da la columna se concentra en la parta superior

weol = 12.5[m](177[kg/m])/2 = 1106.25 [kg] = 1.11 {ton]
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La estructura se modela con el sistema vibratorio discreto simple de fa figura 3.23 de masa:
m = (Wear + WcoU/g==4.47gon]/9.80665[m/32] =
0.4558(ton-s“/m} ()
y rigicez \re* €1
k = 3ENL3 v {d)

donde para el acero

Figura 3.23. Sistema dis- E =(2)(105)fkglomP] = (2)(107)ftonim®] L ...(é)
creto simple R
Para el perfil OC762 X 8.53:
Enla seccidn transversal circular de la figura 3.22b
= w(DI2)"4 = D64 1%
por tanto: S N
Momarto de inercia del tubo husco = Morr nefrclé; ofroulo exterior - Momento de fnercla
circulo interior : OISR
)
de la figura 3.22b ‘
...(g)
sustituyando en (f) .
: wlh)
Sustituyendo (e) y (f) en (d) ‘ S :
k= (3)(2)(107){ron/m"’](a001595){m"j/(125[}n]),° = 48.9984 = 49{ton/m] wll)

de la scuacidn (3.6) la frecuencia angular no amortiguada es
w=[k/m}°®
sustituyendo (c} e (i) en (3.6)

w = [ 49(ton]m]/0.4558{ton-s%m] I°® = 10.368 [rad/seg) )
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Dea la ecuacion (3.15)
& = c/(2mw)
se tiene
¢ = Emw= (0. 007)(2)(0.4558ton-smj)(10.368(rad/seg]) = 0.06616{ton-s/m] - v (k)
De la ecuacion (3.12)
mx* +ox' + k=0
v sustituyendo (c),(k) e (1) ' -

0.4558x" + 0.06616x" + 49x = 0 ' )

¢) Frecuericia angular amortiguada (wo)
De la ecuacion (3.19) _
’ wp = wi1- ‘210.5
sustituyendo () y ()

wp = 10,368 1-(0.007)%°% = 10.3677[rad)/seg] w(n)
d) Perfodo amartiguado de ascilacion (Tp)
De [a ecuacidn (3.20)

To = 2n/wp

sustituyendo (n) , ) o

To = 2/(10.3677(radl/seg]) = 0.60603 [s_oig.]“ )
e)Frecuencia natural (f) o “ | |
De Ia ecuacion (3.8) : . ; .

f = 1/To = 1/0.60603[seg] = 1.65[ciclos/seg] = 1.65 [herz] - ..(p)

f) Ecuaciones y gréficas de desplazamiento (x), velocidad. (x') y aceleracién (x"}
La fuerza “instarttanea® horizontal producida por el viento y supuesta estdtica es

P = (170kg/m?) (3.5m)(12.0m) = 7140(kg] = 7.14{ton] Q)
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El desplazamlento iniclal xo en el instante t=0. corresponde al desplazamianto est'atloo
producido por la carga def viento actuando horizontalmente como en fa figura 3.23, y vafe Ire* €l

Xo = Plk
sustituyendo (1) y (q)
Xo = 7.14[ton}/49{ton/m] = 0.1457[m]} ()

Cuando /a carga P defa do obrar, la masa m alcanza su deflexién méxima xo y debe detenerse
para poder [nvertir el sentido de su dasplazamiento, por lanto para ese instante

Xo=0 - (s

De {a ecuacion (3.18) 1a resp a los desp! es:

x = @™ YAcos(wot) + Besenfwol)]
con
Ao =Xy ¥ Bo= (KotXeWEwp ' ")
Ta. derivada de la ecuacién (3. 18)
x'= €Y. Acsen(wptiwp + Bocos(wpiwp] - wg[Accos(w) +Bosen(wnje " =
 x'= &Y wof-Assen(wot) +Bocos(wol)] - wgmocos(@t) +Bosen(wol)] ] = ()
' Reapuesta de velacidad

2a. derivada de la ecuacion (3.16)
X = 6"%Y wol-Agcos(Wot)wo-Bosen(wol)wo] - wEl-Assen(woliwp + Bocas(wotiwp] | +

+ [ Wol-Acsen(wot) + Bocas(ut)] - wk[Axcos (wot) + Bosen(wot)] Jo™'(-wg) =
= oY Wonf-Accos(wol)-Bosen(wot)] - wwok{-Aosen(wDtwp -+ Bocos (wotwo] +

- wwpE[Aosen(wit)+ Bocoswt)] + WE2(Aqcos (wot) + Bosen(wot)] | =

X' = e‘wE'{ Wal)[-AoCOS{WDt)-BoSBH(WDf) ] - 2wwok[-Aosen(wDt) + Becos(wot)] +

+ W2§2[AOOOS(WDU+B°9€"(WDU]] =

: ...{V)Respuesta de aceleraclé
Sustituyendo (&), (1) (n)y(s) en (t) ,(3 )‘ (u)y(v) seliene

Ao = 0.1457 [m]

y Bo= (0.1457) (maeé)(o_’.ba’?')/ = 0.00102]m]



Tema lll Dindmica Estructural 79

x = @(10368)(0.00N 1) 1 457005(10.36771) + 0.00102sen(10.3677Y)] =

X

X =

+ 0.001025en(10.36771)] ]

X =

= @ 00728 1457005(10.36771) + 0.00102san(10.36771)] (W)

@ 00788 [ 10 3677 [0, 1457s0n(10.3677) + 0.0010200s(10.3677)] -0.07258[0. 1457005(10.3677Y)

e 007258 11 51057sen(10.3677t) + 0.0106c0s(10.3677t) -0.0106c0s(10.3677t) +

- 0.000074sen(10.3677) |

X = e 11036772 [-0.1457cos(10.36771) -aoo1ozsen(1'o

= 00738 1 1 5106445en(10.3677t)]

)

' ,bj-e(maee)(maeﬁ)(o.ob})

[-0. 1457sen(10 a677Y) + 0.0010205(10. 8677t) ] ¥ (10 3682) (. 0072)10 '1457cas(1o 36771) +

+ 000102sen(103677t)] ]

X = g 00725 [ -15.661 1ecos(1o aam) ~o 1mm9sen(1o 36771 + 0.219263s6n(10.3677¢)+

- 0 001535003( 10.3677t) + 0. 000/674005( 10 3677t) + 0.00000537sen(10.3677)] =

X = g00725& [o.10962937seh(1b.3677t) - 15.6619476c0s (10.36771)] (2

Tabla 3.6
i

Tabulando las ecuaciones (w), (y) y (z), se obtiene la sigufenta tabla y gréficas de respuestas'

{[aeg]
H*T]
x[m]

X [m/aL
x*[m/s%]

00758

T/8
01032
-1.082
-10.84

01516 | 02273,

R 12 A SEN

00010
1.494
1041

0.3030

T2
{01426
5 000
.15.32

03788
- BT/8
-0.1009

1.039

04545 | 05303 | 06080 | 06818 |07575
ar/a | 7T/8 T oT/a | BT/a
000 |00%85 |013s34 | aoss?
1.462 | 1.028 000 | -1.017

1070

011 .| 4073 [ 1499 | 047

t{seg]
H%T]
x[m] .

X [m/e]’

Xm/s"] |

tlseg]
%I}
x[{m]
x'[ms]
X"[ITI/SJI

To841; | v0.00
:-9.83;

‘|*4.309

- 0,09

-0.00 | 00883 |01222
0.00 0.911 1.281 0,901 0.00
13.43 9.38 -0.08 -9.40 | -13.14

ESTA TESIS NO DEBE
SAUR DE LA BIBLIOIECA
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Grafica 311

Desplazamiento
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Tabla 3.5 (continuacidn)

t{seg] 249958] 257561 26514] 272711 28028 2087881 29! 20301 | a1059; 31817 | 32874
t[%1) 331/8| 177/4 35T/8 9T/2 a7t/ 197/4 39T ST 417/8 21T/4 431/8
xfm} 0.0866 0.60] -0.0844| .0.1195] -0.0847 -0.00{ 0082 01169 | 00828 0.00| -0.0807
x'{rys} -0.891 41.253] -0.881 000 Q8714 1.226! 0.8 000 -0.852] -1.199) -0.844
x"{m/s2] -9.17| 0.09 9.20 1285 8. -0.09 -9, -1256¢ 878 0.08 880

t{oeg] a3332] a4089] a4sa7| aseos| a

t1%T} 221/4 457/8 237/4 477/8 €
x{m} 01144} -0.0810 000} 00780 0111
x'[m/e] 0.00 0.824 1.173 0.825 0.

x'[mis2)| 1230 5] 008 86| .12

111.-Una griia viajera cuyo peso es de 500{kg], se encuentra coloeada a fa mitad del clarsde su trabe
carril, ver figura 3.24, y soporta un peso muerto de 2000{kg]. Si debido a un defecto en la fabricacion def
cable de soporte la carga es soltada repentinamente, determinar (despréciese el peso propio de la trabe
carril): a) La ecuacién delmovimiento libre amortiguado, b) la constante de amortiguamiento critico (C),
la frecuencia angular y el periodo de oscitacion amortiguados (wp, Tp), la frecuencia natural () y el
decremento jogaritmico (S) del sistema; c) la respuesta de desplazamientos del sistema durante la

oscilacién y d) el valor de la velocidad méxima y el instante en que ésta se alcanza.

Caracteristicas de la
trabe carmil :

I = 9074 x 10%m")

i———- 6.0{m]} —*1-— 5.0[m]—~|
{

We500kg 1 E=10% m
% ' @ E = 2% 10° [kg/om?} C
. \— cable de

soporte

2000kg

Figura 3.24. Grua viajera de una nave industrial. Figora 3,25, Sistema discreto simple
que representa a la figura 3.24.

a)Ecuacion del movimlento libre amortiguado

El sisterna original puede Idealizarse como un sistema vibratorio discreto simple como el
mostrado en la figura 3.25, en donde:

m = W/g = 500(kg}/9.80665[m/s?] = 50,99 [kg-s*m] ..(a)
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Para una viga simplemante apoyada con una carga concentrada en el centro del claro, la rigidez

k vale lret- 8] ;
Lse (-]

W[:;L___l - k= 48El/L3 w(b)
por tanto » : |
k= (48)(2)(10"kgim074)10 S 10fm® = 87110.4 [kg/m] w(c)
de fa ecuacién (3.6) L -”
w = [kim]°® =[871 1o.4[kg/m]/5o.ggfkg-sé/‘m]]}??; 41.33 [radiseg] | @
de fa ecuacién (3.15) o e -

'§ = c/(2mw) :

de donde ‘ : ‘ » :
o = £2mw= (0.1)(2)(50.99[kg-s%/m}) (4 1;;953[};d/s]) = 421.48 [kg-sim] @

de la ecuacién (3.12)
Cmxt x4k =0
y sustituyendo (a), (¢} ¥ (e)

50.99x* + 421.46x" + 87110.4x = 0 0

ecunclén del movimlentolibre amortiguado.
b) Constante de amortiguamiento critico (Ce), frecuencia angular amortiguada (wo), periodo de
oscilacién emortiguado (To), frecuencia natural (f) y decremento logaritmico (S)
dela ecuacion (3.16) o B '
Co = 2mw =,2(59-99Ik§'3.2/m]) (41.33(radl/s]) =4214.83 [kg-s/m] (9)
de la ecuacién (3.19) - S )

)

dela ecuaciéﬁ (3. 20) s

To= 2nfwo = 2n/41.12{rad)s] = v
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de la ecuacion (3.8)

f = 1/Tp = 1/0.1528 [seg] = 6.545 [hertz]
de la ecuacién (3.22)

S = 2nt = (2)n(0.1) = 0.628

c) La respuesta de desplazamientos del sistema durante la oscilacion

wll)

(]

El dasplazamiento inlclal xe en el Instants =0 antes de Iniclarse la oscllacién, cormesponde al

dasplazamiento estético producido por el peso proplo ds la gria y la carga sostenida, y vale
-

[ro!.e]:

Xo = Plk = (500+2000}[kg]/87110.4[kg/m] = 0.0287[m] = 2.87fcm] (M)
para ese instarte de deflexién méxima, la velocidad vale: X'o=0 ()
portanto de la ecuacion (3.18) para & < 1.0
X = 6 ™ [xocoswnt + (X'o + EXowsenwol/Wp |
y sustituyendo (dj,(h),(m) y (n)
x = 0”1%%(0,0287cos(41.121) + 0.002885s8n(41.121) ) - w(0)
tabulando (o) se obtlene la sigulente tabla y gréfica: '
Tabla 3.8 RS
1[seg] 0.0] 00191] 00382] 00573] 00764 00955] 01146 01510
t[%T] oT| T/8 /4 37/8 T 5T/8 av/4] -1 )
x[m) - | 00287 00208 00025 -0.0144| 0.0 0.0181| -0.0018 00013
tlseg] | 02101] 02292] 0.2483] 02674] 02865] 03058] 0324 o071
A[%T) 1178|  ar2l 13v8|  71/4] 15T/ 21 177178 211/8
x{m} 20,0077} -0.0111) -0.008] -0.001| 00056] 00081 00058 40,0043

Yeeg] | 04202 o04383] 04584
HWT]. | 11T/4 - 237/
.0005 . 0.0030)

X[m] -0.

Grafica3.14

Desplazamientos

e e e

T VT TYET TR PR OTEN T U PR

T4 T2 3TM T STM 3172 TIA

2T 9T/4 ST/2 11T/4 3T
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d) El valor de la velocidad méxima y el instante en que ésta se alcanza

En el problema resusito |l de este Inclso, se encontré que la raspuesta de velocidades y
aceleraciones para un sistema subamortiguado son

X'= e"”g‘[ wof-Aosen(wot) + Bocos(wnt)] - wk[Accos(wit) + Bosen(wol)] | ()
x* = 6" wPn[-Accos(Wot)-Bosen(wot)] - 2wwok{-Aosen(wDt) +Bocos(wpt)] +

wW2E2[Accos(wot) + Bosen(wot)] | ...(v) con:
Ao = Xo
Ba = (X0 + xowE)wD -

sustituyendo valores se obtiane
Bo= (0.0287)(41.33)(0.01)/41.12 = 0.0029 {m]
X = @™13%Y 41, 12[-0.0287s6n(41.121) + 0.0029c0s(41. 12)] - 4.133[0.0287cos(41.121) +

+ 0.0029sen(41.124}] ] ) (W)

x = 6 13%1690.97-0.0287c0s(41. 121)-0.002956n(41,12t) ] -339.9(-0.0287s8n(41. 12) +

0.0029c0s(41.12)] + 17.082{0.0287cos(41.124) + 0.0029sen({41.121)] ] wi®)

Empleando en la ecuaclon (x) ef criterio de la 1a. derivada:
x'=-003=0 paracuando ¢t = 0.03576[seg]

por tanto sustituyendo este valor de ten (w)

X'max = ~1.023[m/s] fy)

IV.- Un tanque de almacenamiento de agua esta soportado por una estructura metilica, como se
muestra en fa figura 3.26. Suponiendo que toda la masa delliquido se mueve con el tanque como una masa
rigida, determinar (despréciese el peso propio de la estructura metalica) : a) La ecuacion del movimiento
libre amortiguado, b) la constante de amortiguamiento critico (Ce), la frecuencia angular y periodo de
oscilacién amortiguados (wp,Tp), la frecuencia natural (f) y el decremento logaritmico (S) del sistema,
yc) Larespuesta de desplazamientos del sistema si el tanque es desplazado lateraimente por unafuerza
de 4 fton].
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&) Ecuacién del movimiento libre amortiguado
Determinacién de Ia rigidez lateral K: Empleando ef Método del Trabajo Virtua/"™7), a rigidez

lateral u oposicién a los desplazamientos x producidos por una carga P como la mostrada en la
figura 3.27a estd dada por

Plk = x = (Sq1 BLJ/(AE) ..(a) con AE=constante para este caso

cas de l1a estr #n la ecuacién (a):
E = 2x10° [kg/em?] L -longitud de labama

3.0
A = 8 [om?] (drea transversal de I | A - érea transveiaal dle Ia
cadabarra) ~ barra
- N

E=2% * E - médulo de elasticidad

Peso propio del tanque Q1 - fuerzas Intemas on las
(PoPo) = 800 [kg] L 2874 [n? barras producidas por una
} d carga virtual unitaria
] ¢ \ actuando en el punto donde
3.0 I L., e dessa conoaer la rigidez
' ‘d

e
B -fuerzas intemas en las

barras, producidas por la
cargareal P (figura 3.27a)

b (figura 3.27b)

0

Acotaciones en [m] l.____ 50 __.l

Figura 3.26. Tanque de almacenamiento elevado.

'S

QiBL - trabajo de q1 a fravés
f de los desplazamientos
producidos por P

Como se puede observar, Ia figura 3.27b es un caso particular de la figura 3.27a para cuando
P = 1; por lo tanto solo debe resolverse la estructura de la figura 3.27b, y tendremos los mismos
rasultados para /a figura 3.27a pero en términos de P.

P—c i d N Resolver la estructura de la figura 8.27b implica resolver una
estructura indeterminada, cuyo grado de Indeterminacién puede

obtenerse con " 7;
b-Nimero de barras entre articulaciones

G=b+r-2n..(b)

r-Nimero de reacclones

G-grado de indeterminacién

f sustituyendo en (b) n-Nimero de artioulacionea

/4 d
Figura 3.27a, G =10 +4-2(6) =2 = 2° grado



Figura 3.28. Estados auxiliares pa-
ra fa solucién de la figura 3.27b.
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por tanto la estructura es indeterminada internamente en un
grado ({posee una barra de mds), e Indeterminada externamerte
enun grado (flane una reaccién da més).

De acuerdo con af método dal trabafo vinual, es nacesario
plantear y rasolver tres astados auxiliares imaginarios (0,1 y 2 de
fa figura 3.28), que resultan estructuras isostéticas al nulificar o
cortar una de las barras redundantes {como ia bama bd) y eliminar
una reaccitn redundanta (como la horizortal en f); de acuerdo a
asto tondremos en dichos estados desplazamientos en la barra
bd {denominado Dua en fa figura 3.28) y en el nodo f (Dia en Ia
figura 3.28).

P

En el estado cero la estructura es cargada con /a carga
unitaria, al estado uno es cargado corn la carga Q que es la fuarze
interna desconocida que originalmente obra en la bara bd de la
figura 3.27b, el estado dos es cargado con la carga R, que es la
reaccion dasconocida que originalmente actta en el apoyo f.

Enla estructura original da la figura 3.27b los desplazamientos
en la barra bd y en el nudo f valen cero, por Io que superponiendo

los estados 0,1 y 2 la ecuacién de compatibllidad de
desplazamientos es

Dibd + Dobd + Dabd = 0
(A
Dita + Data + Dpta = 0

Cada término en la ecuacidn (A) se obtians por trabajo virtual
asf:

Diba = (Zg1qolJ/AE Daota = (ZqqL}/AE

Dita = (ZgaqoL)/AE Drbd = (EquiL)IAE «(B)
Davd = (Zq1qL)/IAE Data = (Zqat}/AE
an donde:

Dibd-desplazamiento de la barra bd por causa de la carga unitaria
Dope-cdesplazamiento de la barra bd por causa de la carga Q
Dait- desplazamiento de ta barra i j por causa de lacarga Q

qi-fuerzas internas en las barras det estado uno cuando Q@ =1

cargas
qzfuerzas internas en fas barras def estado dos cuando R = 1 virtuales
qofuerzas internas an las barras del estado cero unitarias
qduerzas internas en las barras def estado uno cuando Q = Q sorgas
r-fusrzas intemas en las barras del estado dos cuadno R = R realos
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Analizando los estados 0,1 y 2 se obtiene la sigulente tabla {[Compresion (-); Tension (+)]

Tabia 3.7

Barra Ty ] q 92 T G0 | @Gl | G2ok]  giak qz‘cil-'_ GaiL ]
Yaq.
ab 4.04 0.00 0,00 | 0.914 | 0.914R 0.88 000 2142] 000 0.00] 33758
bo 303 | -067] -087Q 0.00 0.00 079 | -1.604 0.00{ 1.36Q 0.00 0.00
de 303 | -067| -087Q 0.00 0.00 0.00 0.00 000| 1.38Q 0.00 0.00
of 404 0.00 000 | o914 | 0914R | .62 oo00| -5882 0.00 0.00| 2375R
be 388 | -068] -0.88Q 113 113 ] -026 | oe62] -1.134] 1.68Q | -288Q] 4.929R
od 300 | -085| -085Q 0.00 0.00 0.00 0.00 000 2168Q 0.00 0.00
ce 4.56 1.00{ 1.00Q 0.00 000 | -1.18| 5381 000] 456Q 0.00, 0.00
ae 597 0.00 000 | 4.35] -1.35R | “1.24 000 | -9,994 0.00 0.00| 10.88R
b 5.97 0.00 000 | 435 -1.25R 0.31 000) .250 0.00 0.00] _10.88R
T= B 6323 | 17.468[11.128Q | -2.85Q] 33.409A
-288R
Por tanto sustituyendo los valores de la tabla en las ecuaciones (B) y (A)
11.128Q -~ 2.880R = 6.323
.(C)
-2.88Q + 33.439R = 17.468
Resolviendo este sistema de ecuaciones se obtiens
Q=0.719 N
> ..{D)
R = 0.584 J Con los ssntidos

indicados enla figura 3.28

Ahora conocermnas las fuerzas redundantes (R y Q) que sustituidas en la figura 27b, convierten

fa estiuctura en [sostdtica. Reelizando dicha sustitucién y analizando la figura 3.27a y 3.27b se
oblene la sigulente tabla:’

Tabla 3.8
Barra | L B q1BL
ab 4.04 L19p | 5.721P
be 3.03 0.31P | 0.201P Sustituyendo finalmente sl valor de la tabla
de 3.03 -0.48P | 0.698P ~ enfaecuacion (a)
ef - 4.04 -1.012P) 4.138P
be 3.86 0.024P | 0.002P ' Flk = x = 18.064F/(AE)
cd 3.00° -0.61P | 1.116P
ce 4,56+ -0.461P| 0.969P de donde k = AFE/18.064
db 1456 0.719P | 2.357P ~(c)
ae . |:5.97 0.334P | 0.666P
bf 5.97 -0.594P) 2.106P
3] B 18.064P
sustituyendo los valores de A y E obser-

vados en la figura 3.26 en la ecuacidn (c)

k= (8)(10 ) mP(2)(10 ) ftorin] 1 18.064{m] = 885.74fton/m] wfd)
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Ya sea que se analice en direccion X o en

Y direccidn Y, la estuctura consta de dos ar-

maduras paralelas en cada direccién. Por tanto

/ se puede Idealizar como un sistema discreto
X simple como el de fa figura 3.30, con rigidez:

K = 2k = 2(885.74) = 1771.5{ton/m]
El peso del agua dentro del tanque es

Wo = o (o)
V - volumen [m°] -

Yo-Peso especifico del agua [ton/m:’]
z 72 sustituyendo en (e)

Figora 3.29. Wo = (26.74[mP)(11t/m>]) = 26.74fton] ...(1)

El peso total sobre la estructura en la figura 3.29 es Igual al peso del agua més el del tanque
W = Wo + Wianque = 26.74 + 0.5 = 27.24]ton] (g}
la masa del sisterna oscllatorio es
m = Wig = 27.24{ton}/9.80665[m/s?] = 2.78[t-s%/m] ")

de la ecuacion (3.15) o= E(2mw) o}

yde la ecuacién (3.6)
w = [kim]®B = (1771.5(t/mj/2. %e[e-salm] )05 = 25.24/rad/seg] ...()

sustituyendo (h) y () en V(I)

¢ = (0.02)(2)(2.78{t-s2Im}(25.24[racl/s]) = 2.81 ft-s/m] ...(k)

Figura 3.30. Sistema dis- . daelaecuaclén (3.12 mx"+ox'+ k=10
creto simple que repre-

sentaala estructura de la sustituyendo (h),(k) y (&) en (3.12)

figura 3.29.

278" 4+ 281x" + 1771.5¢ = 0 ...(m) ecuacidn del movimiento
libre subamortiguado
b) Constante de amortiguamiento critico (Cc), frecuanicia angular amortiguada (wn), perfodo de
oscllacion amortiguado (To), frecuencia natural (f) y decremanito logaritmico (S).
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de la ecuacién (3.16)
Co = 2mw = 2(2.78)(25.24) = 140.33(t-s/m] )

de la ecuacion (3.19)

wo = w[1-£3°5 =26.24]1-0.02% |°3 = 25,235 [rad/seg] w(o)
de la ecuacién (3.20)
Tb = 2n/wp = 21/25.235[rad)s] = 0.249]seg] .
de la ecuacidn (3.8) -
f = 1/To = 1/0.249[seg] = 4.02[hertz] w(q)
de la ecuacion (3.22)
' S = 2nt = 2x(0.02) = 0.126 ot}

¢} Respuesta de dasplazamientos dal sistama cuando es desplazado por una fuerza lateral de
4fton]

El desplazamiento méximo Infcial en la figura 3.30 es para t = 0
Xo = Plk = 4ftonj/1771.5{t/m] = 0.0023{m] = 0.23{cm] e (S)

Cuando el desplazamiento es méximo, la masa m debe detenerse para poder invertir el sentido
de su desplazamiento, y para ese Instante

Xo=0 ft

La respuesta de desplazamientos para cuando & < 1.0 es

x = 05" coswpt + (X'o + Exowssnwol/wp | ..(3.18)
y sustituyendo :
X = 680 0020c0s(25,235Y) + (4.6)(10 F)sen(25.2351)) ()

Tabulando y graficando la ecuacion (u) se obllene

Tabla 3.0 .
t{seg) 04 00311} 00623] 00534] 01248 01554 - 01888 02179 02490 02801] 03113
t%T] o) T/8] T/4] 3T/ /4 5T/ aT/4 77/8 T 87/8 5T/4
x{m] 00024 Q0016] 0.00 -0.0015| -0.0021 -0.001 d 004 - 00014 00019 00014 0.00)

tI%T] 117/4 T/ 137/8 77/4] 15T/ 27 177/4 oT/4 197/ sT/2{ =217/8
x{m] -0.0013  -0.00t -0.0013 0.000 0001 00017] 0.0013 0.00{ -0.0011] -0.0018] -0.0011

tlaeg) 03424 0937 0.4046] 04358 0.4663 04980 Q5291 05603 o.sm;i 06225] 06536
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t[oeg) 06848]  a7159] 07470
[9%T] 117/4]  23T/8 ar
x[m] 00000] - 0.0011] 00015

30( g g Grafica 3.15
‘ : & Desplazamientos .

V.-El puente peatonal mostrado en la figura 3.31 es usado para proporcionar acceso al primer piso
de un edificio de oficinas, La estructuracién del puente es en concreto reforzado, el sistema de piso estd
formado por losas aligeradas con casetones de concreto con peso volumétrico de 600 [kg/m’} y con el
arreglo indicado en las figuras 3.33 y 3.34, estas losas estan soportadas por trabes de seccion rectangular
a nivel del lecho inferior, por lo que este tipo de puente es conocido como de "paso inferior”, pues dichas

trabes constituyen a la vez el soporte y el pretif de contencién, ver figura 3.32

Las trabes principales del puente estan apoyadas en dos de sus extremos por los muros de concreto
del cubo de elevadores y de las escaleras principales siendo la conexién en estos puntos del tipo rigido
(monoliticamente colado). Un tercer soporte del puente lo forma por apoyo libre una columna circular
hueca de 180 [cm] de didmetro exterior y un espesor de 20 [cm]; finalmente otro de los extremos de las

trabes del puente estd simplemente apoyado en las trabes del edificio de oficinas.

Para la columna circular hueca C1, determinar: a) La ecuacién del movimiento libre amortiguado si
se conoce que el porcentaje de amortiguamiento critico es del 5%; b) la frecuencia angular amortiguada,
lafrecuencia naturaly el perfodo de oscilacién amortiguados; y ¢) si se requiere que la columna circular
tenga un periodo de oscilacién amortiguado de 0.4 {seg] con un porcentaje de amortiguamiento critico

de 5%, hallar el espesor de la columna.

a} Ecuaclén del movimlento libre amortiguado

L- EVALUACION DE CARGAS
*CARGAMUERTA

Para un drea como la mostrada en el detalle 1 de la figura 3.33 :



@ A
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@

N

- ®

= ®

1-Acotacién en cm
2-M1 es muro de concreto
de 20 {em]) de espesor

P'c = 300 (kgfem?
P.V. = 2400 [kg/m¥]
4-Ver detalies de losa en

PO

a1

- muro de conereto

7

f f f
} :E Fl c 1 o : éﬁ
) a
| | L g I -
= 14
/' T4 . B w T3 ]
w losa reticular
columna losa reticular § ||= 8t (Ver detalle 1)
(Verdetalle 2) {|® - 1 © N+465 b
NS Tt \
Y owon/ 1B 1 TN
A al Qg & :
hH g e o
11 m 1L .
cubo de Ti T . S
elevadoresy | 950 _'l__-izg'l__ 610 7| - puente
escaleras e o e e et
. . .A i 3-—Conereto:
3 puente peatonal de acceso al
f'cto de of‘cmas . figuras 333 y 3,34
N+566
~~~~~~ =~
neopreno [
a1 Myl
N-246 : :
J; " 'SorAns i L
7//////////////,, 7 2

* Figura 3,32 Blevacién del puente peatonal de la figura 331,

VA
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Ooooogq 2T« 8 Doooo w]
oooon Tae aoong 40
OO0OORw- YT ooaocoa 40
E5000E " Te oo00o0f - ]
] _wT 0ooO0g 4

Oo0ooao 40
noooo 40]
0ooca 4]
80
5 BER Ymeo)
2383 T,
Detalle 1 de losa aligerada _ Detalle 2 de losa aligerada -

Figura 3.33, Sistema de piso del puénté pe:‘i‘t;xr;z;l. : o :

El volumen total (V1) es - . ': ‘ o REECRI

Vi=(1.88m)(4.6m)(0.43m) = 3.719m% | (@)
El volumen aligerado (Va) con casatonies de concreto es o » )

#decafas =7x3=21_

Va=(0.4m){0.4m)(0.35m)(21) = 1.176[m"] - .- : w(B)
El volumen neto (Vo) de concreto es ' v - v ‘

Vo = vT-va=a.719-1.176=2.543[_ma] o L w(e)
Por tanto de (b) a : '

Peso de casetones = Wp = Vayp = (»1‘.17:6'm’)(60‘0kg/m3) = 706 [kg]
Peso del conoreto = We = Vepe = (2.543m)(2400kgim’) = 6103 Ikg]
Peso total de losa = W = Wp + Wo = 706 + 6103 = 6809 [kg] wfd)
Peso de Ia losa por m? = w. = (6808kg)/[(1.88m) (4.6m)] = 787.4 [kg/m?] | : B

Para un én:a como la mostrada en el detalle 2 de Ia figura 3.33 :
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losa aligeradéz F ‘“f{* ‘

cacetén de

concreto de
40 x40 {cm}

firme inferior ™ pISPOSICION TIPO

150

TL

DE LOSA RETICUIAR

Figura 3.34. Elementos estructurales del puente ééétqqé};; :

El volumen total (Vi) es

El volumen aligerado (Vo) con casetones de concrelo es

Vr = (1.86m)(7.2m}(0.43m) = 5.82 [m°]

o 350k 50

T4

# de cajas = 10x 3 = 30

Va=‘(0.4m)(0.4m). (0.35m)(30) = 1.68 [m’)

£l volumen neto (Vn) de concrefo es

Vn = Vr-Va=5.82-1.68 = 4,14 [m°]

Por tanto de (g)

Peso de casstones = Wp = Vp = {1.68m3)(600kg/m3) = 1008 [kg]

Peso del concreto = We = Vnye = (4. 14m1°)(2400kg/m>) = 8936 [kg]

Paso tofal do losa = WL = Wp + Wo = 1008 + 9936 = 10944 [kg]

Peso de la josa por m® = wi_ = (10944kg)/[(1.88m)(7.2m)] = B08.5 {kg/nt]

-ioff)

-(q)

w(h)

wfl)
)
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Peso de vigas:
Viga T1: wn1 = (1.4-0.4)m(0.4m) (2400kgim®) = 960 [kg/im]
Viga T2: wra = (1.4-0.4)m(0.2m)(2400kg/m>) = 480 [kg/m]
#CARGA VIVA (RCDF-93lrt 41y

CVsis = 150 [kg/m®]

II.- DESCARGA SOBRE LA COLUMNA CIRCULAR C1L
-

Sa necestta conoesr la descarga del pusnta sobre la columna clrcular C1 con objeto de evaluar la
masa oscflatoria, por tarto para ambos sentidos de clrculacién del puerts, éste puede idealizarse
med/anta la viga continua de la figura 3.35,considerando que el tremo def puente paraleio e los efes 12

y 12*, se apoya en ef tramo paralelo a los sfes Cy D.

@ ) @ @CP VIGA 72_ Cargas sobre las vigas del puente (seconsideran
wi | w | g;’“) 12y. g9 l‘ eg/m | por ser losa colada en el lugar, RCDF-
5 ﬁ priw pringe:9 EBl=cte=1
ci : Vigas T2 (efes 12'y 12%)
L3z ) 3.2 | 104 IL.EL_ , _
@ , @ @ ' w=w.+ w2 =
w2 VIGAT!  =[(4.6m)(787.4+20+150}kg/m® + 2(480kg/m)}/2
| 4 ‘ ‘ | (eleC)
Pl B ﬁ 1 Elzetes=1 = 2682 [kg/m] . ...(k)
@ @ o @ @ 1 = wrz =480 [kgim®] wfl)
w2 Rp VIGA T1

| P (eloD)

)

Vigas T1 (ejes Gy D)

ﬁ Bimctest ek
¢ . ! 'We-wn.+wr1=.,
| 9.5 l2.j24] e :

" =[(7.2m)(808. 5 +20+150)kg/m? + 2(980kg/m) /2

Figura 3.35. Modelo de anilisis del
puente peatonal. i = 4483 [kg/m] we{m)

®ANALISISDE LASVIGASDE LOSEJES 12’ Y 12"

Empleando el Método de ng/daces"d 7 para resolver la viga mostrada en la figura 3.36 y por

ser una viga indeterminada en tercer grado es necesario plantear y resolver tras estados auxiliares
Imaginarios (1,2 y 3 de la figura 3.36).
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|480[kg/m] | zmlkg/m) |
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|3z, 32 [ 108 Joef
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£ERO

FA P8 ot gy

K3/ K=dEWL
K=DO375 K=1.25 K=03704  K=£.67
=0 =05 =05 =0

N=wl/B=6104 M=vl2/12  N=26069  M=10862
=409.6

‘50 -
oA
S0 P
o
o

473074 261263 311808

N } v N v

! 1470.3 Am 47* 88,7 1 11:517*
A B et A
788 768 144828 . 24108

a . [} T

In 20 z.n'zo:n soece3 | 112032

COMPROBACION

LF, = 58178471 - 5617617 = D (oarvecto)

IN, = §77800.704C - 677800.6087) ~ 0 {correcio)

Figora 3.36. Modelo de andlisis del tramo
del puente paralelo a los ejes 12’y 12",

En el estado cero la estructura es cargada con las
cargas reales y se sustituyen los apoyos articulados por
nodos rigldos que impiden los giros angulares; se cal-
culan los momsentos de empotramiento perfecto M
producidos por las cargas reales, as/ como los factores
de rigidez K y de transporte C.

El estado uno se gensra cuando se libera uno de los
nodos restringldos y se permfite el giro; se producen as/
momentos Infernos que son funcién de la rigidez Ky giro
angular @ de los tramos de viga que conectan, en el
extremo opuesto al nodo liberado se crean momentos
que son funcién del factor de transporte C.

El gstado sigulente se genera al restringir Ia
liberacién del nodo anterior y efectuar una nueva
liberacion (estado dos) repitiendo los pasos men-
clonados en el parrafo anterior. Este ciclo se contintia
hasta generar todos /os estados auxifiares.

Aplicando los estados 0,1,2y 3, tenemos el sigulente
sisterna de ecuaciones simultdéneas en funcion de las
condiciones de frontera que se conocen de la estructura
real y que para este caso son: la suma de momentos en

las articulacionss debe ser cero, condicién necesaria
para que exista equllibrio :

ZMc1=0:2.18750¢1 + 0.6250¢ + 204.8 = 0
IMc=0;0,62500c1 + 1.6206¢ + 0.1850-25658.4=0
Mg =0:0.18500¢c + 2.0400s + 249828 = 0
Resolviendo este s/stema de ecuaciones se obtlene
fc1 =-5704.680598
f6c = 19638,70209
08 = -14026.60637
Sustituyendo estos valores en cada uno de los es-
tadlos auxillares y sumando por separado los momentos
a ambos lados de cada nodo se obtiene el estado o
condicion final en equilibrio de la figura 3.36.
Finalmente, para obtener las reacciones de cada

apoyo se descomponen los momentos intarnos de cada
barra en un par de fuerzas y se superponen las reac-
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clonss isostéticas producidas por las cargas actuartes.
Como comprobacion se verifica que exista el equilibrio
baslco de fuerzas en cualquier punto de la estructura de
la figura 3.36.

Por tanto de dicha figura se observa que la descarga
sobre la columna circular C1 es

Py = (8107.77)(2vIgas) = 16215.54 [kg]Rtension) ...(n)

®ANALISIS DE LA VIGA DELEJEC

K=4E/L —l—

k=045 k=0.468 De la figura 3.35, se observa que se trata de una viga

C=03 G=03 Indeterminada en cuarto graclo; pero ya que existen tablas
My=vl2/12 + M, =51395.6

 pa? Vi sumzy Ma=343721 on las que se han tabulado las reacclones para vigas
M=l /12 4 Pa2 b2 empotradas[""' 191, solo es necesarfo plantsar un estado

2 574608 auxllfar para conocer la reacclon en el apoyo des-

lizante.Usando el mismo procedimiento empleado en la
viga anterior y superponfendo los estados atudiiares 0,y 1
mostrados en la figura 3.37a se obtiene :

IMcy = 0:0.833001 + 30847.1= 0
fc1 = -30847.1/0.833 = -37031.33253

Procediendo andlogamente a lo indicado en Ia viga
precedente, se obtlens el estado final de equllibrio
Interno y externo mostrado en la figura 3.37a, en donde
se observa que la dascarga sobre la columna circular

Ty f SV C1 debida a esta viga del puente es
53527 n 545493
' 2smvl.4 . s Pa = 86515.67 [kg](compresidn) «.(0)
4|85j| ) 1893986 1720391 5922.66
f SO T
‘L= 29652.84 - . BE515.67-; 16848.03 e ANALISIS DE LA VIGA DELEJE D
COMPROBACON : = »

gr'i ’1]45105;451;4-;?;’755_:2'7:50) i"’"“"’) : Esta viga es igual a la del eje C; pero con cargas
"b‘_m”,' € ¥ 2533545 =0 (eorrocto) diferentes, por lo que la ecuacion de desplazamientos
L es, seglin se observa en la figura 37b:
Figura 3.37a. Modelo de anlisis de la viga
deleje C. -~ Al T

IMc1 = 0: 0.8330¢ + 25703.3= 0
de donde

fc1 = -25703,3/0.833 = -30858.30252
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-
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K=40/L e |~
k=0.345 k=0488
=05 0 05

N, =27731.4

My=wi2 /12 4
Pab?/e 53437 Hy=20188
Hy=vl? /12 4 PfbA2

=50964.1
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260014 . 18380.3
406.84 1840 46 1871 77 57553

]

. L=2157224
COKPROBACION : :
Lr= @328 1 - 938l = o (wmdo)
8»1 = 93089502 ( -B93093234) +

184899 € - 582918) _o(cam:w)

Flgun 3.37b. Modelo de anlisis de la wga

del eje D.

El=cte=

R b T
" 4933, 27 1599249

del estado final de equilibrio externo e Interno de la
citada figura se observa que la descarga sobre la colum-
na circular C1 deblda a esta viga del puente es

Pa = 49693.27 [kg}({compresitn) ~{p)

Por lo tanto de (n),{o) y (p), /a descarga total sobre
la columna circular C1 por fos dos tramos del puents

peatonal es

Pc1t =Py 4+ P2 +Pa
= -16215.54 + 86515.67 + 49693.27 =

Pey = 119993.4 [kg] - (q)

115.- MASA OSCILANTE DE LA COLUMNA C1

Por ser la columna C1 de dimensionss conside-
rables*, se empleard el *Criterlo de discretizaclén de
masas* mencionado en el inciso 3.2, y mostrado
asquemélicamente en la figura 3.38, en donde se con-
sidera que la mitad de la masa de la columna estd
concentrada en la parte superior de la misma.

n masa
E h tnbutana
de lo
h=g.Cm] } culumna
A4

Figura 3.38. Sisterna discreto simple
que representa a la columna circufar C1.

Area exterior de fa columna = As =m2, =‘n(0§9m)‘°' = 2,5447 [m?]

Area del hueco interior = Al = vrr‘%r

 (0.7m)2 ='1.5394 [m?]

. . : :
Lamasadela columna representa en este casoalrededor del 16 % de la descarga del puente sobre {a columna
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Area neta del concreto = Ay = Ae - Ay = 2.5447-1.5384 = 1.0053 =~ 1 [maj
Peso de la columna = Wci = Anye = (1m?)(2400kg/ni’) = 2400 fkg/m]

Masa del sistama oscilatorio = m = [Pc1 + Wei(h/2)]/g = (119983.4 + 2400(8.1/2))/g =
{119993.4 + 9720)/g = 129713.4[kgl/g = 129.7134 [ton}/9.80665[{m/s®] = 13.227 [t-s°im] ...(r)

La rigidez de la columna valelre! 1 (la columna se comporta como una viga en cantiliver)
K = 3El3 (s

Para concreto tipo 1 ( Paso wolumétrico = 2200 fkgim®} en estado fresco, yf's = 250.{kgfem® ),
eIRCDF-93%°! 4 indlica estimar ef médulo de elasticidad E como

E = 14000[f'oJ°% = 14000{300]°° = 242487 [kg/cm?®] = 2424870 [{/m?] ...t}

Momento de inarcia de una secclén transversal circular huecalr 8l

1 = nfrs - 14 = n(0.9% 0.7%/4 = 0.52673 [m*] (W)
sustituyendo (s) y (¢) en (r)

K = 8(2424870t/m>(0.32673m*)/(8.1m)> = 4472.43 [t/m] L)
de la ecuaclén (3.6) w = [Kim]®S
y sustituyendo (1) y {v)

w= [ 4472.43[t/m] | 13.227(t-s%m] ]°5 = 18.388 [rad/seg] ‘...(w)

dela ecuacldn (3.16) Co = 2mw = 2(13.227[t-s2/m])(18.aaa{md/s]) = 486.44 {ts/m] ...(x)
de la ecuacion (3.15) © = 2bmw = Cof = (486.44(t-s/m])(0.05) = 24.922 [t-s/im] wf¥) '
de Ia ecuacion (3.12), la exprasién para el movimlento libre amortiguado es
mx* +ox' + ke =0
y sustituyerido (1},{y} y (v)
13.227x" 4+ 24.322x" + 4472.43x = 0 ...(2) Ecuaclén del movimiento
tibre amortiguado

b) Frecuencla angular amortiguada (wp), frecuencia natural amortiguada (fo) , ¥ perfodo de
oscifacién amortiguado {Tp)

de la ecuacion (3.19) y sustituyendo (w)
wo = w[1-£2]°5 = 18.388/1-0.05%° = 18.365 [rad/seg) wA)

de la ecuacién (3.20) To = 2n/wp = 2n/18.365 = 0.3421 [seg] w(B)
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de la definicién de frecuencia natural fo = 1/Tp = 1/0.3421 = 2.92 [ciclos/seg] +w{C)

¢) Se requiere que To = 0.4 [seg]y & = 0.05

por tanto despejando wp de la ecuacldn (3.20) wo =2x/To =2r/0.4 = 15.708 [rad/ssg] ...(D)

y despejando w de la ecuacion (3.19) '

w = wp/ [1-£%°5 = 15.708/ [1-0.05%° = 15,7277 [rad/seg] we(B)
de la ecuacién (3.6) K=wm

y sustituyendo (s), (r) y (E} en la ecuaclén entan’or

IENL3 = (15.7277)%(Pcr/g + Arpa(h/2)lg) ()

y sustituyendo (t), L,y, g, (u}y fa)en (F)

(3(2424870) (=14} (e - 1)} (8.1)° = (15.7277)%(119.9934/9.80665 + n(r%s - A1)(2.4)(8.1/2)/ 9.80665}

de donde 10750.89301(r% - r*) = 3026.684249 + 770. 2396928(% - 7))

sustituyendo re = 0.9 {m]
7053.660904 - 10750.89301% = 3026.684249 + 623.8941512-770.2396928r3

y factorizando 10750.89301% - 770.2396928r% - 3403.082504 = 0 w(G)

fterando la ecuacién (G) N~ 0.774325 [m] ' ’

por tarto el espesor requerido es » ‘

t = re- 1= 0.9-0.774325 = 0.125675 [m] = 12.5675 [em] R (H)
3,2.2.5.-PROBLEMAS PROPUESTOS*

I.-La trabe en cantiliver mostrada en la figura 3.39 es usada en una bodega para la elevacion y manejo
de materiales con peso méximo de 1000 {kg]. Et malacate con motor eféctrico usado para el levante tiene
un peso de 300 [kg}. Si la carga es soltada repentinamente debido a una ruptura en €} cable de sopotte
estando el malacate en la posicion mostrada en la figura, determinar (despréciese el peso propio de la
trabe) : a) La ecuacién del movimiento libre amortiguado si se sabe que el porcentaje de amortiguamiento

critico es del 1%; b} la frecuencia angular o circular amortiguada; c) el periodo de oscilacién amortiguado;
y d) la frecuencia natural amortiguada.

Solucién [en kg, cm, segj: a) 0.306x" + 0.3746x' + 1146.3x = 0; b) wp = 61.202 [rad/segl;
¢} To = 0.1027 {seg/; d) fb = 9.737 [hertz].

* Apliqueseen todos ellos el Reglamento de Construccion es para el Distrito Federal de 1993,
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DATOS DE LA TRABE:

IPR 254 X 32,8 kg/m

E=21x 1O°[kg/cm21

Tyx = 4812[om*}

Figura 3.39. Trabe en cantiliver para médéjé de ‘matetiales.

11.-La caseta de vigilancia para el control de acceso de vehiculos a un estacionamiento, mostrada en

la figura 3.40 esta estructurada, para el sentido corto del inmueble, a base de muros de carga de 15 [cm]

de espesor formados por piezas de block de barro hueco; cuenta con 2 marcos de concreto reforzado

paralelos al sentido fargo de la estructura que estin constituidos por columnas y trabes de seccidn

rectangular de 20 x 40 {cm]. E! sistema de techo se forma con una losa maciza de 10 [cm] de espesor

perimetralmente apoyada, esta losa soporta también un tanque de almacenamiento de agua con un peso
neto de 200 [kg] y una capacidad méaxima de 1200 [lts].

CTTTTTTTETT YT

MURD DE BLOCK HuECOD
CDLUMNA (20 X 40 CM>

]
g

<t SIMBOLOGIA:
o preti T1 o
Cap. 1200Hs) .~ = § )
o yentana | - T1EC== TRABE (20 X 40 CM)
I Tl LA T 172 2
T A . 4 “l
ot L.
2 VA
s
losa' (1. i
o RN/
(Yi pue; .4/ :
: f b - IJI T Tl : -
eVl |/ \ie=d H-
. 1]
] X r; l\ H
* a) Elevacién

Figura 3.40. Caseta de vigilancia:

—p Gnm

X

NOTAS:

1€ =10%
2-Aocotacién en {m}
3Concreto:

Fe = 200 (kg/om?}
P.V. = 2400 [kg/m7]
4-Mamposteria:
Block de barro hueco
acabado aparente
espesor = 15 [em]
P.V. = 1100 [kg/m ]
'm = 47 fkg/om?]
Em = 28200 {kg/om?}
= 0.3Em

54.a carga muerta
del sistema de techo
{estructural y arqui-
tecténico) es de

610 (kg/m?]
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Para el sentido corto de la estructura, determinar: a) La ecuacién del movimiento libre amortiguado;
b) la frecuencia angular o circular amortignada; c) el periodo de oscilacién amortiguado; d) la frecuencia
natural amortiguada; y e) los desplazamientos de la masa en funcién del periodo de oscilacién amor-
tiguado, si una fuerza lateral estitica de 5 [ton] actuando sélo por un instante de tiempo desplaza la
estructura; para cuando t= 0, /8, T/4, 31/8, T/2, 5T/8, 3T/4, TT/8, T, 9T/8y ST/4,

Solucién [en ton, mts, seg]: a) 0.857x" + 15.14x' + 6686.1x = 0;b) wp = 87.885 [rad/seg];
c) Tp = 0.0715 [seg]; d) fo = 13.99 [hertz]; ) los desplazamientos de la masa son:

tloeg) 0.0] 00089] 001794 00268 0035 0.0447( 00538 00626 | 00716 00884| 003M
t{%T) oF T/8 T/4 aT/8 T 57/8 3T/4] 7T/8 T 8T/8 57/4
xfom) 0.0748{ 005391 00063] -0.0375| -0.0545 -0.0392| -0.0048) 00275 | 00388] G0287[ 00033
Tabla 3.1

1lL.-El puente peatonal mostrado en la figura 3.41 es empleado para crusar una avenida importante
de intenso tréfico en un centro de convivencia piblica. La estructura es de concreto reforzado, el sistema
de piso consta de una losa maciza de 20 [cmn}] de espesor soportada por tres trabes de seccidn rectangular
prismética de 30 x 160 [em). El puente tiene tres apoyos; en los extremos es soportado por apoyo simple
en los taludes del terreno natural revestidos con lajas de pledra braza; en el centro se apoya libremente
sobre unsistema de tres arcos paralelos de seccidn rectangular prismatica de 30 x 160 [cm] mediante unas
ménsulasy placas de neopreno. Nétese que la parte central del puente es sopottada integramente por el

citado sistemna de arcos y que fueron colados monoliticamente con el sistema de piso, ver figura 3.42.

e ————50 . -
—32.75 '
LT _ sistema de arcos
sistema de pis S 1907 — .
méosul | s pret
¥ .
DR iibinbeti i T W i _T
’ o
e 0
il ik gl
=X tTh
N , r=19.2 // NOTAS:
talud sampeado con cuneta 1-Acotaclones en [m)

lajas de piedra braza 2Concreto:
Fe = 200 [kg/em?]
P.V. = 2400 [kg/m>]

Figura 3.41. Puente peatonal
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Si al realizar una prueba de vibracién libre al sistema de arcos se miden las amplitudes de dos
desplazamientos consecutivos en Xn = 0.156 {[mm] y Xa+1 = 0.129 [mm}, para e! mencionado sistema
de arcos, determinar: a) El porcentaje de amortiguamiento critico; b) la ecuacién def movimiento libre
amortiguado; c) la frecuencia angular amortiguada; d) el petfodo amortiguado de oscilacién; e) la
frecuencia natural amortiguada; f) las respuestas de desplazamiento, velocidad y aceleracién suponiendo

queactda unafuerza estética lateral de 200 [ton] en el sentido longitudinal del puente sélo poruninstante

de tiempo.
pretil de mamposteria conre- -
pellado de 2 {cm] de mortero
| [~ 30CTIP)  cemento-arena \ 500 ,
loseta de barro acentada ¥ viga dlafragma @200 [cm)
con mortero~—_ | 2‘ : e e 30<TIPDD
- —f - ‘ ;
[=]
]
I . ~| - 30<TIPD) ‘
NOTAS SISTEMA DE PISO: 500

1-Peso de instalaciones = 30 [kg/m )]
2Peso loseta de barro = 35 [kg/m?]
a—Aootaolonoa en

T ‘F\'I"’TRANSVERSAL DEL |
SISTEMA .DE PISD

Solucién [en ton, mts, seg]: a) & = 3 %; b) 33.58x* + 224x’ + 415097, 4x 0 c)wo= 111 132
[radseg]; d) To = 0.057 [seg]; &) fo = 17.54 [hertz]; ) x = o"333848y 8a(10"Y)cos(111.1321)
+ 1.4467(10°5)sen(111.1320)); x' = 63380, 0535665en(111.1321) - 4.8264(10C)sen(111.1328));
X = 333548 5 050000s(111.132t) + 0.178451sen(111, 132t))

IV.-La sala de proyeccion de un cine est estructurada a base de columnas de concreto reforzado de
seccion transversal prismética de 90 x 50 {em] espaciadas a cada 5 [m] en el sentido largo de la estructura

y acada 16 [m] en el sentido corto, como se muestra en fa figura 3.43.

El claro de 16 [m] es salvado mediante una armadura de acero estructural A-36 tipo Howe, con fa
geometria y tipos de seccién transversal de los elementos estructurales mostrados en las figuras 3.44 y
3.45. Parael sentidolargo losclarosson cubiertos por trabes de concreto de seccién transversal prismatica

de 30 x 80 [em] y muros diafragma de mamposteria de tabique rojo de 14 {cm] de espesor.
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{amina galvanizada ondulada
calibre 22 (PoPo = 9.0 [kg/m ]

103

SIMBOLOGIA:
@ @ @ O AAAAJ%% ‘IJJRE MANPOSTERIA
50_| - 5.0 50 5.0 6 o___ D&&gy&f\os bE
) R CUBIERTA
sala de p-oe'ecclén
\‘ {t —" = i (] —
™ T 1 fAN\NTT ¥ T T1 o
H 4 ¥ vestibulp
 y NOTAS:
f "_Hm] «— ] @ 1-Acotaciones en {m}
A o 2Conoreto:
- T ~ 3 o = 250 (kaiom?
of -7 P.V. = 2400 [kg/m®]
i <+ 3-Largueros, ten-
l‘ .__i__ sores, impermea-
bllizante:
g PoPo = 6 fkg/m?)
a o4 T A T1 A Ti 8 T1 1N { 7 4-nstalaclones:
i L i U iR '-1—' PoPo = 50 [ka/m?)
Figura 3.43. Planita estrictural ‘de" un cine
' ' o NOTAS:
: o 1-Considerar que
16.0 ; muros y pretiles
pretil de cum.brera . tienen aplanados
" mamposte- de 2{cm] de mor
ria de ta- 4.0 4.0 \\ t 4.0 4.0 tero cemento-arena
bique‘rojo ) . I en ambas caras
- \ . 2-Acotaciones en [m}
o 1
5 \ :[D_ od
—
j—— T—l— \ } x,
1 4 /
cuerdas diagonal montante /
T1
falso ptafén de s
tabla-yeso (2 {cm]
de espesor)
muro de mamposteria - .
V/ . e
i ’ ,4 ,

 Figura 3.4, _Elevacién ejes Ba E de la figuira 343
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El sistema de techo consiste en una lamina ondulada galvanizada calibre 22, soportada por largueros
de cubierta que se apoyan en las armaduras mencionadas. Para la direccién corta de la estructura y
conociendo que la cubierta no fue contraventeada, determinar para uno de los marcos de los ejes
interiores: a) La ecuacién del movimiento libre amortiguado si se sabe que el porcentaje de amor-
tiguamiento critico es del 6 %; b) la constante de amortiguamiento critico (Ce), la frecuencia angular y el
periodo de oscilacién amortiguados (wp,Tp), la frecuencia natural amortiguada (fp), y el decremento
logaritmico (S) del sistema c) la respuesta de desplazamientos del sistema si una fuerza accidental estética
de 5 {ton] que actiia sélo un instante de tiempo, desplaza dicho marco; y d) el valor de la velocidad méxima

y el instante en que ésta se alcanza para la masa del marco citado.

A=61.3 lcnel
PoPo=48E2([lg/n)

ACOTACION ENH [cm)

10— L 107 ‘ 10— I 127

A=36:9 tentl : A=25.04 temP]
PoPo=29.6lkg/ml . - : PoPo=19.64Llkg/n]
DIAGONALES MONTANTES

Figura 3.45. Elementos estructurales de la armadura de la figura 3.44

Solucién [enton, mts, segj: a) 4.174x" + 8,2796x’' + 1140,4658x = 9&100 = 137.992 [t s/mj;
wp = 16.5 [rad/s]; Tp = 0.38 [seg]; fo = 2.63 [hertz]; S = 0.377;¢c) x = e (0 004384c0s(16.5t)
+0.00026352sen(16.51)); d) X'max = 0.0002555 [m/s]

V.-Una clinica para atencién médica como la mostrada en la figura 3.46, consta de un solo nivel y
esta estructurada en concreto reforzado a base de marcos rigidos, con columnas de seccién rectan- .
gular de 50x 70 [cm). En ladireccién corta de la estructura se tiene un sistema de marcos de un solo claro
con una longitud de 10 [m] que es salvada mediante una trabe de seccidn tcctangular de 30: x 90 [ m] que

ademas vuela hacia los lados del marco una distancia de 1.0 [m], En la dxrecc

n larg 1 de estructura los
claros de los marcos son de 6 [m]y se cubren con trabes de seccién reclangular de 25 x70 [cm] EI sxstema
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e 07 o ) preul de NIV. AZOTEA
it s L e
T ‘ e e faldén de
’ T1 i T2 concreto
~ Lo
e NIV. PB.
0 '__I N ~\’dadoyzapata
. de concreto

NOTAS: -
1-Acotaclones on (rn]

Figura 347, Elevacién de los mai‘éoé de ejes letra de la figura 3.46
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de techo consta de tableros de losas macizas de 10 [cm] de espesor, perimetralmente apoyados en los
marcos mencionados y en vigas secundarias de seccidn rectangular de 30 x 70 [cm]. En el perfmetrode la

azotea existen pretiles y faldones de concreto cuyas dimensiones se indican en la figura 3.48.

e
n
0.7

|
-1 g D_L'
j'.9§g;_‘ L ,f 025

?CDLUMNA

o o TIPO :
ol . )
R
'fQS'f',  " oa ‘1 itEfj*fff"m33f"

lt—s]  NOTAS:
- 1-Acotaciones en [m]

PRETIL Y FALDON AR
ELIL Y DOl TP T3

Figura 348, Elementos estructurales el inmueble de la figura 3.46

Para la direccidn corta de la estructura, enconttar: a) L.é‘equaciéri del movimiento libre amortiguado

sise concoce que el porcentaje de amortiguamieto crl'ticd e dgié %; b) la frecuencia angular amortiguada,

el p'erfodo de oscilaciény 1a frecuencia natural amoftigua ycyla altura de las columnas, si se requiere

que la estructura vibre con un periodo de oscilacién amortlguado de 0.35 [seg], manteniendo el mismo
porcentaje de amoruguamlenlo citado.

Soluci6n [enton, mts, seg]: a) 46.5578x" + 119.51x" + 21304.56x = 0; b) wp = 21.353 [rad/s];
To = 0.2943 [seg]; fo = 3.3978 [hertz]; c) h = 6.7825 [m].
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3.2.3- VIBRACION FORZADA SIN
AMORTIQGUAMIENTO.

El modelo mostrado en la figura 3.49 repre-
senta un sistema discreto simple que es similar al
estudiado en el pasado inciso 3.2.1., en el sentido
de que carece (tedricamente) de amortiguamien-
to; sin embargo existe una diferencia en cuanto al
tiempo en que actia la fuerza excitatriz P(t), ya
que para este caso no se trata de una fuerza
estatica que actiia solo unavez, sino de una fuerza

dindmica, es decir que varia a través del tiempo.

La fuerza excitatriz P(t) actiia continuamente

sobre la masa oscilante aun después de iniciado-
su ciclovibratorio, por lo que [os desplazamientos |
iniciales estiticos producidos por la citada fuerza

se ven incrementados por los desplazamlentosu

dindmicos adicionales.

El dlagrama de cuerpo en libertad de Ia fgura

k-rigidez dcl sistema [ton/m]

m-masga del cuerpo oscilante
[ton-segZ/m]

x-degplazamiento de la masa [im]

inercia P; generada durante el movimiento, una
fuerza restauradora Pr producida por el resorte de
rigidez k, y para este caso una fuerza excitatriz P(t).
Mediante el equilibrio dindmico, la ecuacién
general del movimiento se establece a partir del

diagrama de cuerpo librel™t1);

mx* + fxc = P(t) v (3.24)
o Ecuacidn general del
movimlento fgrzado no
donde amortiguado

P) = Polf®)]

P(t)-fuerza dindmica excitatriz [ton)

v (3.25)

. Po-amplitud de la fuerzajton]

{()-una funcién del iempo

La fuerza excitatriz P(t) que varia en funcién

o del t:empo, puede ser de diversos tipos tales

: .como; .

a). Excitacion anmdnica, b) excitacion en la

" base, ¢) excitacion por impulsos, y d) excitacién

TP (0P [1(1)]
Pi =mx”

P{t)=- ~fuerzn excilatriz en funcicn del tiempo[ton]
P ~fuerza restanradors’ del rasorte[ton] .
P j—~fuerza de ‘inercia [ton]

f{t}-una funeidn del tiempo
Pg—mungnitud de In fuerza excitatriz[ton]

2" ~naceleracion de la masa [m/s%]

Figura 3.49. Sistema discreto simple sin
amortiguamiento de 1 G.L.

Figura 3.50. Diagrama de cuerpo libre del sistema de
la figura 3.49 .
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a) Excitacion armodnica.- Es aquella fuerza
que varia a través del tiempo de acuerdo con una

funcidn sinusoidal del tipo seno o coseno.

Por ejemplo, para cuando:

P(t) = Posenwt wen(3.250)

la solucién de la ecuacién del movimiento es:

= XocoSWt + (X'o/Ww)senwt +
+ Xsot(FADarm) e (3.26)
Solucién de la ecuacién del movimiento forzado

arménico sin_amortiguamiento, para ouando
P() = Posenwt

donde:
Xest = Pofk e (3.27)
FADarm = (senwt - Qsenwt)/[1-7] . .....(.i?a)- :
Q=w/w

W+recuencla angular de la fuerza [rad/seg)
FADamfactor de amplificacién dindmica arménlca
Xest-desplazamlento estético [m)

Q-relacién de frecuencias

Para los casos en quelas frecuenciés del gis-
tema oscilatorio y la de la fuerza excitatriz coin-
ciden,oseaw = \;,em.onces FADym = o, loque
fisicamente se traduce en un incremento muy
rapido de las amplitudes o desplazamientos
dinamicos y se dice que el sistema entra en
“resonancia", este fendmeno representa un serio
peligro para las estructuras, especialimente los

puentes que con facilidad pueden entrar en

resonancia bajo la accién de vientos prolon-

gados(et 1],

weef3.26)

b) Excitacién en la base.- Esta condicién
ocurre cuando la fuerza excitatriz P(t) se aplicaen
la base del sistema oscilatorio. Este caso es el mas
comtin enIngenieria Civilyaquelossismos acttian
desplazando el suelo y la cimentacion de las

estructuras.

Puede demostrarse que un sistema excitado
ensu base, es equivalente a uno de basetija some-
tido a una fuerza aplicada en la masa, igual al
producto de dicha masa por la aceleracién
original de la base. En estas condiciones la

ecuacién del movimiento es

mx'r + fotr = -mx*y (3.30)

Eouaclon del movimlento forzado
en la base no amortiguamdo

donde -

P(Y) = -mx'a wn(3.31)

Xn X'r-desp! lento y aceleracién, respeoth to
relativo o efectivo de lamasa (respecto ala base o
suelo en movimiento)

xn, X"a-desplazamiento y aceleracion, respectivamente
de labase o suelo

<) Excitacién porun impulso de duracion dt.

IMPULSO.- Es una fuerza no periédica que
es aphcada subnamenle es declr solo durante un

tlempo muy pequ’ fio de duraclon dlret1]

Una fuena lmpulsrva que se aplica a un sis-

tema 08 cxlatono no tiene tiempo suficiente para’

producnr oscilaciones sostenidas por la fuerza ex-

cltatn? P(t), en este caso el movimiento generado

‘en el sxstema se llama de transicién. La fuerza
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excitatriz P(t) en la ecuacién del movimiento

(3.24), es entonces

P{t) = Podt : .-...(3.32)

cuya solucion es

X(t) = Pol(mw)senwiat o (3:328)

Solucién de la ecuacién del movimiento - -
forzado por unimpulso, sin amortigua-
miento .

x(t)-respuesta de desplazamientos en funcién del
tiempo [m])

d) Excitacion arbitraria (CASO GENERAL
DE CARGA).- Este caso de carga comprende
todas aquellas fuerzas de excitacién P(t), que no
siguen una ley de variacién en el tiempo bien
definida o que pueda ser expresada por.alguna

funcién matemadtica.

Las cargas que se presentan en la realidad
sobre las estructuras son muy complicadas e itre-
gulares (como por ejemplo las gréficas de
registros de la aceleracién del suelo o
acelerogramas durante un temblor), y compren-
den las cargas de sismos, mareas, vientos, etc, es

decir son excitaciones arbitrarias.

En la figura 3.51 se muestra la gréfica de una
fuerza excitatriz arbitraria P(t) que es aplicada a un
sistema oscilatorio sericillo como el de la figura 3.49.
Considerando que dicha fuerza estd compuesta
de una serie sucesiva de impulsos P(z) = Podr de.
pequena duracién dz, enlonce§ la: respuesta de

desplazamientos del sistema oscilatorio puede

CPCE.)

)

" 'Figura 3.5L Excitacién arbitraria.

obtenerse como la suma de una serie sucesiva de

respuestas a cada impulso componente, es decir

x@t) = (Po/mj}{l.Duhamal) e (3.33)

X(t) = Xest(FADs) wn(3.34) "
Solucién general de la ecuacién del
movimiento forzado sin amortigua-" -

donde miento para cuando Xp = X'o = 0"

1.Duhamel=§ * (1w)ff(e)Jsenwit- )z ..(3.35)
FAD: = (l.Duhameli)w? v (3.36)

t-tiempo en ¢f cual ocurre o se caloula larespuesta de
despl fentos del aist [seg)

T-tiempo en el que e presenta el impulso P(z)
dz-duracién del impulso P(z)

(t-z)-Intervalo o lapso de tiempo en donde se presenta
la oscilaclén del sistema

FAD 1{actor de amplificaclén dindmica ain
amortiguamiento para el caso general de carga

En los casos en que el sistema oscilatorio -

antes de la aplicacién de la fuerza e}(éftatriz 10)
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tenga condiciones iniciales de desplazamiento y
velocidad diferentes de cero, la respuesta del sis-
tema es

x(!) -xocosw(t—r) + (X' o/w)senw(t—zt) +
Xest(FAD)) . (3.37)

Solﬁolén general de la ecuacién del movimlento torzado
sin amortiguamiento para cuando xo # 0yX'o # 0
Las respuestas de un sistema oscilatorio sen-
cillo sin amortiguamiento, sobre el que actiia una
fuerza excitatriz P(t) que sigue una ley de
variacién en el tiempo bien definida, también
pueden ser obtenidas con las ecuaciones (3.33) a
(3.37), por lo que el presente caso es conocido
también como CASO GENERAL DE CARGA.

En la figura 3.52 se presenta una tabla de
funciones de respuesta para sistemas no amor-
tiguados, en la que se ha tabulado el valor de la
integral de Duhamel para varios tipos de fun-

ciones de excitacion.

ESPECTROS DE RESPUESTA DE
SISTEMAS ELASTICOS

SISTEMA ELASTICO.- Es aquel sistema -
estructural que después de la aplicacion de u‘ri'a: 1

fuerza no sufre deformaciones permanentes.’ Es

un sistema que recupera su forma ini

después de que se suprimen las fuetzas de or
[reill] o

mantes

: _sbbre este topico).

ESPECTRO DE RESPUESTA.- Es una
grafica en donde se relacionan las repuestas
méximas (desplazamientos, velocidad yfo
aceleracion), con los perfodos de un sistema os-
cilatorio de 1 G.L.

Para efectos de disefto de estructuras, inte-
resan los valores numéricos maximos de las
respuestas de un sistema oscilatoric; ya sean
desplazamientos, velocidades y/o aceleraciones,
ante laaplicacion de una fuerza excitatriz definida
ya sea por un acelerograma o por leyes de
variacion bien establecidas (arménicas, impulsos,

explosiones, etc.).

Es para dicho valor para el que deberd
diseﬁkarse la estructura si se desea qué se manten-

gaen el mngo de comporbamxento elastico ante tal

graﬁcas son fitiles porque proporcionan

el valor de fa respuesta méxima de

“un sts m determmado, del que se conoce su

' :penodo de oscilacién, ¥ que esta sometido a la

acc:on de la fuerza excitatriz que sitvi6 para
gen' ar el espectro de respuesta (en el Tema IV,

mcnso 4.3.1,, se generalizay complementala teoria ‘



Tema ili Dindmica Estructural

111

Integral de Duhamel

Liberacién de presién
de vapor

Vibracién de maquinaria

Vibracién de maquinaria

Pruebas a traccion

Pulso de duracién finita

Pctd
P,

[2)

Pty 4

PCH A

Pt

Pt

Po
——

-Pq
- &

—=t

Po senwt
t
-Pg

coswt

at
<3

-

Pg

-t

td

Descripcion Funcion de excitacién ¢
(1w) f [E(z)]senw(t—z)dz
[
Pt 4
Carga aplicada Pl
stibitamente (paradas, °
impactos, golpe de (1/wz)(1 - coswt)
ariete, etc.)

(U + a H)[e®t.coswt
+ (1w)asenwt]

[Q%(w(1 - Q)]i(1fw)senwt
~ (Vw)serrwt]

Q%W (1 - Q2)]fcoswt - coswt]

{aD)[t- (1w)senwt]

(WD - coswt), t < tg

(1) cosw(t-ta) - coswt) t = ta

Figura 3.52. Valores de la Integral de Dubamel para diferentes funciones de excitacién (adaptado ref. 1)
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. Integral de Duhamel
Descripcion Funcidn de excitacién ¢ .
(Iw) § [E()lsenw(t~z)dc -
d L
Pet)
Pruebas a traccién con Po 4 Ata)(e - (llw)senwt), tste
ruptura
(1ta) {tacosw(t - td) '
(Lw)senw(t - ta) - (1Aw)
W .
Pct (WD) 1- coswt-tta "
Po + (llwtd)senwt], :
(1MW) - coswt - (lﬁwfd)senw(t td) ,
Cargas de explosién . + (llwtd)senwt]. b2 g
to ;

Figura 3.52. Valores de ia Integral de Duhamel para diferentes funciones de exci!acién (adaptado ref. 1)"

3,2.3.1.- PROBLEMAS RESUELTOS.

I.-Deducir las expresiones que describen el movimiento de vibracién forzada sin amortiguamiento,

Con relacion al sistema mostrado en la figura 3.49 {Inciso 3.2.3.), una fuerza excitatriz dinémlica
*P(Y)*,"es decir variable en funcibn del tiempo, perturba el equilibrio estético del estado de reposo
al desplazar una distancia 'x* la masa "m" del cusrpo oscilanta.

El resorte de rigidez "K' se opone al desplazamlento mediants una fuerza restauradora *Fy*, que
tlende a retornar la masa a su posiclén inicial, ésta al acelerarse durante el reforno, se desplaza
mds alld del punto Infclal por causa de la fuerza de Inercla "P* inducida y por la acclén de Ia fuerza
excitatriz que sigue actuando durants un lapso de tempo *t".

La fuerza exchatriz Pt} mantiene los desplazamientos de la masa m en cada nuevo ciclo do
oscilacién, por lo que se dice que se produce unae oscilacién sostenida o entretenide.

Ya se ha demostrado que (problema I, Inclso 3.2.1.1.)
Pr= ix . (8)
Pi'= mx" «{b)

En el diagrama de cuerpo en Ilbertad de la figura 3,50 {inciso 3.2.3. ), Se representa el equilibrio
dinamico, de donde

p,”='_')=.jﬁ(r)‘;l A efe)

El signo (-)delafuerza excltatnzP(t) scusa debldo aque como es ﬁncamenle conocido, la fuerza de inercia Pi se opone al
movimiento.
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sustituyendo (a) y (b) en (c) e = mx' -P@)

de donde
m*+rx=Pt (3.24)
Ecuaoclén general del moﬂmlonto lorzado no
con amortiguado
P(t) = Polf)] e (3.25}

Po-amplitud de {a fuerza {ton)
f(f)}-una tuncidn del tempo -

La fuerza excitatriz P(l) se pueds clasificar para su estudio en los sigulentes tipos: a) Excitaclén
armonica, b) exclaclén en la base, e) excltacion por impulsos, y d) excitacion arbitraria o CASQ
GENERAL DE CARGA.

A continuacion se estudia cada tipo de carga:

a) Excitacion armdnica.- La ley de variacion en el ttempo de la fuerza excitalriz P(l) puede estar
regida por una funcién del tipo seno o cosero.

De acuerdo a fo anterior y como flas funclones seno y cosenv pertenecen a las funcjones
periddicas o trascendentes, se daduce que fa fuerza excitatriz posee su propia frecuencia w.

Porejemplo para el caso en que (ver gréfica sinusoidal en fa figura 3.52)
P(t) = Po[t(t)] = Posenwt (3.258)

fo cual fisicamente acontece entre olros casos, por vibracionss de maquinaria sobre un soporte
estuctural.

sustituyendo (3.25a) en (3.24), tenemos la ecuacion particular de! movimiento:
mx* + kx = Posenwt C ()
Comparando la ecuacion (3.24) con fa (3.4) del inciso 3.2, 1., el movimiento expresado por la
ecuacion (d) se puede considerar como la superposicion de una vibracion libre no amortiguada
de frecuencia angular w, y una oscilacion de una fusrza con frecuencia angular w.
Por tarito de dicha comparacicn, se deduce que la solucién de la ecuacién (d) es
x = soluclén libre sin amortiguamiento (ec.(p), problema 1, inclso 3.2.1.1.) + Xpar {6}
y sustituyendo la ecuacion (p) citada en (e) x = Aocoswt + Bosenwt + Xpar B/

Aq,Bo-constantes que dependen de las condiciones iniciales de desplazamiento y velocidad.

¥par-una solucion particular
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Se demostraré que (f) es la solucion de (d)

Durante el lapso en que actiia P(t) =_Posenﬂ, ol sistema tlende a oscilar aproximéndoss a la
misma frecuencia de la fusrza excitatriz, w, y por tanto la solucion particular en (f) estd dada por

Xpar = Ysenwt (@)
Y-constante a determinar
Determinacionde Y
ta. derivada de (g} X' = WYcoswt SO
2a.dervadade (g) x* = -wYsenwt R B
sustituysndo (g} e (1) en (d) '
m(-w *senwl) + k(Ysenwi) = Poserwt . )
dividlendo ertre serwt . v |
-mw 3+ kY =Py o o ) )
factorizando ‘ . ' ‘
5 Ytk-mw? = Po o R
de donde ., ; : ” e,
- oY= Po/F(/?"kfk""‘T’ 2‘), et A , » O ' ";(m)

Por otro lado, sustituyendo (g) en 0 :

x = Aocoswt + Bosenwt'-i-‘ YsemT/t - | Cm
1a, derivada de (n)

X' = -Aowsenwt + Bowcoswt + Ywcoswt o ()
Determinacion de Ao y Bo a partir de Ias condiclones Inlclales
ds (n), para t=0: Xxo = Aocos(0) + Bosen(0) + Ysen{o)

Xo = Ao v ' . ")

de (o), para t=0: x'o = -Aowsen(o) + Bowcos(0} + YWcos(o)

X'o = Bow +‘Y-M;
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de donde

Bo = (X'o- YW)iw = X'olw YW (@)

Sustituyendo (p) y (q) én (n :

X = [Xocq.s_;li'f_ +(x el

comparando (r) y (3.5) o i
X = sol. v‘lbrvz’a'dlén libre sin amortlg. - (Ywiw)senwt +Ysenwt =

x= ec.(.v’J’.S)‘+ Y[Q it w(s)

sustituyendo (m) en (s) A
X = @c.(3.5) + Psl(k Wz)[_seth-(-v;/w)sehwt]
multiplicando el dernominador porj w"/w"‘ : _. g
' X = ec.(3.5) + Fd[b (w ?M)@#)?][éenﬁ-(w/w)senwt]
ycomé de la ecuacion (3.6) k =»mﬁ/2 o
X = 60.(3.5) + Pol[k(1- (W 22) [serwt-(wiw)senwl]

y llamando Q a la relacién de frecuencias Q = wiw . ......(3.29)

x = 60.(3.5) + (Polk)(senwt - Qsenwi)/(1-Q ) o )
sabermos quel®" € ’

Xestatica = Xest = Po/k ’ C (3.27)-
y lamando

FADarm = (senwt - Qssnwi)/(1- 2% wenn(3.28)

~ sustituyendo finalmente (3.27),(3.28) y (3.5) en (1)
Solucién de la ecuaclén del movimlento forzado
X = Xocoswt + (x'o/w)senwt + Xest(FADarm) ...(3.26) aménico sin amortiguamiento para cuando
P() = Posenwt

Se puede darel caso de que una estructura que tlene una frecuencla circular w, sea excitada
por una fuerza con una frecuencia angular w Igual a la de dicha estructura, es decir w = w;
esto se traduce segiin las ecuaciones (3.28) y (3.29) y su grédfica mostrada en la figura 3.53, en
un FAD = w, en estos casos se dice que la estructura entra en un estado de “resonancia®
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Figura 3.53 Efectos de la resonancia en la vibracién forzada no amotiguada

aumentando sus desplazamientos enormements, lo cual representa unserio peligro para su establlidad
y debe, por tanto evitarse camblando las propledades de la estructura como rigidez, masa, efc.

b) Excitacion en la base.- Ocurre cuando la fuerza excitatriz P(t) actia aplicada en la base del
sistema oscilatonio.

En Ingenlerfa Civil este es el caso de las estructuras sometidas a la accién de los sismos que
actuan desplazando el suelo y su cimentacién. Tenemos entonces un sistema oscilatorio como el
mostrado en la figura 3.54, cuya base se desplaza una cantidad "', que es funclén del tfempo,
aste desplazamiento perturba el equllibrio estético del estado de reposo de la masa *m" def cuermpo -
oscllants, produciendo un desplazamiento *xi* adiclonal al de la base.

El resorte de rigidez "k*, que en este caso esté también en movimiento y por tanto se desplaza
con la base, se opone al desplazamiento de la masa medlante una fuerza restauradora "Py'que
tlende a relornar la masa a su posiclén infclal, ésta al acelerarse durante el retorno, se dasplaza
més alla de su posicién de reposo por causa de la fuerza de inercia *Py* inducida.

B

7 (i} .

b

k~rigidex del sistemn [ton/m] . P y~fuorca reataiiradora dol reRorta{ton]
m-masa del coerpo oscllante P‘-lurnn de inercia [ton] ..
[ton-aeg2/m] ’ 'y ~aceleracton tnul de la mun[m/azj

z ~desplazamients del apeye [m]
x c~desplazamiento total de In musa(m]
(respects a la posicion de reposn)
x _~desplazamients relativo o efectivo
de la mawa (respecto al
suelo en movimiento) {m]

Figora 3.54 Sistema discreto simple excitado Figora 3.55. Diagrama de cuerpo hbre del slstema
en su base discreto de la figura 3.54,



Tema Ill Dindmica Estructural 117
De el dlagrama dacuerpo libre mostrado en la figura 3.585, que representa el equilibrio dindmico,
se establece
Pr=F (8}
y sustituyendo los valores de estas fuerzas
-foer = mx*t .(b)
de la figura 3.54, tenamos ‘
= XT-Xa » w(C)
En fisica es un hecho demostrado que sf un cuserpo con una aceleracién original x"a (respecto
& un observador en raposo), expulsa otro cuerpo con una aceleraclon X' (relativa al 1er. cuerpo),
este Gitimo tendréd una aceleracion tolal x*t (respecto al observador en reposo) de
X't =Xx"a + x"r .{d)
sustituysendo (d) en (b)
m(x'a + x") + ktr =
a + X'y + ke =
de donde
' o+ fotr = -mx"a ..., (3.30)  Ecuaclén del moﬂ?nlento forzado en la base no amortiguado

comparando (3.30) y (3.24), se obsen/a qus (3.30) es la ecuaclon de un sistema de base fija
somelido a una fuerza excitatriz

Pl)=-ma (3.31)

Esto qulere decir que un sistema excitado en la base, puede reemplazarse por uno
equivalente de base fija sometido a una fuerza aplicada en la masa, iguai al producto de la
aceleracion orlginal de la base por la masa m.

En el caso da los sismos los datos de la aceleracion del suelo se obtienen de los registros
producidos por un acelerégrafo.

Suponiendo por efemplo, que la excitacion en la base es un desplazamiento que varia como
una funcién arménica del tipo

Xa = X1Sonwt (8
Xi-amplitud del desplazamiento

1a, derivada de (8) Xx'a= Xiwooswt
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2a. derivada de (6)  x*a = Xiw 2senwt  ...(f)
sustituyendo (f) en (3.30)
mtr o+ ke = mXo wisenwt (@
y tomando en la ecuacion (g) (por ser todas éon&fén@s) B ‘
Po=mXiw? f,_; E )
sustituyendo (h) en (g) ’
mey + k= PosehWt ()

La scuacién (i) es la misma que la ecuacion (d) del pasado inciso a); y por tanto su soluelén
se oblendria con las ecuaciones (3.26),(3.27),(3.28} y (3.29) en términos de coordenadas relativas.

¢) Excitacion por impulsos.

Una fuerza impulsiva actia durante un tiempo dt muy pequerio y tiene una gréfica como la
mostrada en la figura 3.56, con

P@) = Pt (3.32)

P Al aplicar un impulso a un sistema oscllatorlo
no hay tiempo suficlente para producir os-
cllacliones sostenidas por la fuerza excitatriz P(t),
ya que el tlempo de aplicacién de dicha fuerza es
muy corto; en este caso el movimlento generado
se llarmna de *transicion”,
! -t
| et ) En la figura 3.56 tamblén se musstra la grifica
t : de la respuesta de desplazamientos del sisterna
ante la carga aplicada.

Figura 3.56. Grifica de un impulso de duracion dt.

Ya que el impuliso aclila solo por un Instante de tiempo, /a respuesta del sistema estars dada
por la ecuacion (3.5) del Inclso 3.2.1., del movimlento libre sin amortiguamfento

X = xocoswt + (X'ofw)senwt wen(3.5)

En el problema ! del Inclso 3.2.1.1., se dedujo esta ecuac/on para cuando actuaba una fuerza
estética que desplazaba la masa del sistema una cartidad xo = Xest = Plk, después de lo cual
dejaba de actuar dicha fusrza retornando el sisterma por efecto del resorte a su posicién original y
producfendo fa oscilacion. En ese instante de condiciones iniciales (para t=0), se demostro que
Xo =Xost ¥ X'o=10

Enelcaso presente, el impulso achia solo un instante de tlempo y desaparace; pero a diferencla
de ia carga estética menclonada, el movimiento oscllatorio Infcia desde el estado de reposo, es
decir las condiciones Iniciales (para t=0), son
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Xo=0 ¥y Xo= ‘veloc/dad producida por ef impulso . fa)

El principlo de la conservaclén del movimiento establece que("’" 9

cantidad de movimiento = impulso w(b)

La cantidad de movimiento es igual a la masa m por la velocidad Inicial X's, y el impulso es igual
al producto de la fuerza P por el ttempo que actia dt.

Portanto de (b) nx'o = Pt
de donde la velocidad producida por el Impulso o velocidad infclal es

X'o = (Polm)dt wfc)
sustituyendo (a) y (c) en (3.5)

x(t} = [Pol{mw)jsenwidt .....(3.32a)Solucién de la ecuacién del movimiento forzado por un impulso, sin
amortiguamlento
La aplfcacion practica de las cargas impulsivas se utiliza para el disefio de estructuras a prusba
de explosiones o somstidas a impactos.

d) Excitacion arbitraria o CASO GENERAL DE CARGA

Este tipo de excitacién comprende las cargas mds comunes que se presentan en la realidad .
sobra las estructuras; este inciso es conocido también como CASO GENERAL DE CARGA, ya que
con sus mélodos de solucion se pusden resolver también los casos antariores de excitacién.

Las fuerzas excitatrices arbftrarias comprenden las cargas de slsmos, mareas, efc., y su
caracten’stica principal es que no slguen una ley de aplicacién o formacién que pueda ser definida
por una expresion algoritmica.

En la figura 3.51 del Inciso 3.2.3., se muestra la gréfica de una fuerza excitatriz arbitraria P(t).
Para conocer la respuesta de un sistama oscilatorio ante la aplicaclén de este tipo de carge, se
puede considerar que la fuerza estd compuesta por una serie de impulsos sucesivos P(t) = Pddt
de pequefia duracion. Tendremos asi una serie de respuestas sucesivas del sistema dadas por la
ecuacion (3.32a) del caso c) antes visto.

Como la ecuaclén (3.32a) es una scuacién diferencial lineal y este tipo de ecuaciongs
diferenciales tienen la propiedad de supemonerse " 1l 1a respuesta del sistema ante la carga
arbitraria, estara dada por la suma de respuestas sucesivas a cada uno de los impulsos componen-
tes.

Ademds, para el intervalo de tiempo dr muy pequerio, podemos considerar que P(t) es continua
y portanto de la ecuacion (3.25) tenemos

P(g) = Poff(z)} (8
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Por Io tanto, integrando la ecuacién (3.32a) y como la ascilacion del sistema se presenta solo

para el iempo (t—z)
t
x{t) = (1lm) § (P(z)iw)senw(t—z)dc
-]
sustituyendo (a) en (b)
x() = (Po/m)(l.Duhamaly) .....(3.33) solucisn general de la ecuaclén del movimiento forzado
sin amortiguamiento para cuando Xg = Xa = 0
donde
t
lDuhamelty = { [f(z)]iwsenw(t—z)dt
(-]

t-tiempo en el cual oourre la respuesta de despl lento x({t) cle! aist

T-tiempo en el que se presenta el impulao P(t)

dt-tiempo que dura el Impulso P(T)

{f( T )}uma funcién del tiempo

{t—1)-intervalo o lapso de tlempo en donde se presenta la oscilacidn del sistema

{.Duhameli-integral de Duhamel, Integral de ¢onvolucién 6 integral de superposicién, sin amortiguamiento
St en la ecuaclon (b) multiplicamos por (wiw), tenemos '
X0 = (Polrn®) f: Wif(t )Isenw(t—z)ds
de la ecuacion (3.6) k = mw y recordando la ecuacion (3.27)
X(H = Xeat I: Wif( ¢ Jisenw(t —z)dz
é
X = Xest(FAD1) .....{3.34) Solucién general de la ecuaclién del movimiento forzado
sin amortiguamlento para cuando X; = Xo = 0
donde
FADy = | : wlf(t)]senw(t-tidr = (I.Duh.amely)w2

FAD factor de amplificacién dindmica sin amortiguamlento

we(b)

_ e (3.85)

«.{C)

wofd)

En los casos en que existen an el sistema condiclones Iniclales de desplazamiento (xo), y
velocidad (x'c) diferentas de cero, (por efemplo al aplicar una nueva fuerza excitalriz antes de
terminar la oscilacién del sistema, o cuando la fuerza excltatriz cambia repentinamente su valor), la
respuesta del sistema estd dada, de forma anéloga a como se demostré para el Inciso a) (ecuaclén

(3.26)); es decir

Xx(t) = xocosw(t—t} + (x'o/W)senw(t—t) + Xeot(FAD1)

.{3.37)

Solucién general de la ecuacién del movimiento forzado
ain amortiguamiento para cuando xo % Oyxo # 0
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En la figura 3.52, se tabulan algunos valores de la Intagral de Duhamel para difererttes tipos de
fuarzas de excltacion que siguen una ley de aplicacion definida por una expresion matemdtica blen
conocida (armdnicas, impulsos, ele.), para sistemas no amortiguados.

En los casos de fuerzas de excitacion arbitrarias o complicadas (sismos, mareas, efc.), las
respusstas dinémicas del sistema oscilatorio se determinan con métodos numéricos (a partir de
acelerogramas, dlagramas de aplicacién de fuerzas, efc.), como se verd en el inciso 3.2.4.

1L.- Determinar la respuesta de desplazamientos de un sistema oscilatorio simple 6 de 1 G.L., sin

amortigtramiento, sometido a las fuerzas excitatrices, cuyas graficas son mostradas en las figuras 3.57 y

3.58. -
Pct
PCt) ?
Po s , Po
- ’ L » t .
A t -1 A ty .

Figura 3.57. Fuerza excitatriz def problemall. a).  Figura 3.58. Fuerza excitatriz del problema IL b).

&) Por observacién de la gréfica de la figura 5.5 7, existen 2 intervalos de vaniacion de la fuerza
excitalriz P(t)

Intervalo 1.- 0 =t < g

El punto A tiene coordenadas (0,0), y para el punto B son (ty,Po). Por tanto la ecuacién de la
recta es(re'. 16]

PO-y1=mle-x1) | @

conm = (1 - yallfkixe) = Po Jta : ' (B)
sustituyendo las coordenadas de los puntos Ay B y (b) en (a)

P = Pot /1y RO . R
comparando (c) con la ecuacién (3.25) e

[H()] =/t ‘ ()
la integral de Duhamel segtin la ecuacion (3.33) es (Integrando t desde 0 hastat)

LDuhamely = (1/w) I: 1z )lsomw(t~2)de = (17wte) S wsenft-pwidz ..(0)
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s/ hacemos que
u=rc
du=drz
y

dv = senw(t—z)dc
v= ,f' sen(t—;)Wdr: 1w S ! -wsenj(t-twldt =

(tomando enesta iitima [, z= (t—gjw, dz= -wdr )

v=(-1/w) I senzdz = (-1/w)-cosz = (1/w)[cos(t—t)w]

122

()
A9)

)

)

sustituyendo (f) y (g) en (e) y recordando del célculo diferencial que [ udv = uv - J' vdu.

| Dubamely = (1/wtd) | qdv = (1/wtd){'(1/w)[wos(t—r)w]' - (1) §  cospt-gwds } =

donde z varfa desde 0 hasla t

y usando nuevamente z = (t-r)w dz= -wdr enla Integral de ()

(1/w) f cosft-tywdr = (-1/W?) f -wcos(t—-z)wdr = (-1/w2) ; coszdz =
- 1Iw2)senz = (-1/w2)[senw(t—r)] '

~ sustituyendo (k) en (j)

l.Duhamel = (1/wtd){(1/w)[rcosw(t—z)] + (1/w2)[senw(t—v)]
y tomando los limftes de ©

LDuhamely = (1/wtd){(1/w)[tcos(t-w - (0)cos(t-0)w] + (i)ﬁ#)j&éﬁ(t-t)éz-sen(t-qj_",,;; =
= (i 0 - GormP ]=.
LDuhameh = (1/wtQ(t - (1hwjsenwt]

que es el valor de la integral de Duhamel tabulada en la fIgura 352

de la ecuacion (3.35)

FAD: = (1.DuhamelJw? = (ttq) - (1/wtgjsenwt

i)

wefk)

)

o ().
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por lo tanto de la ecuacién (3.34) la respuesta dindmica de desplazamfentos del sistema en
{funcidn del tiempo es

x{t) = FAD1Xest = Xest/(t/td) - (1/wtd)senwi] w(n)
Intervalo 2.- t 2 td
de Ia gréfica la magnitud Po de la fuerza P(t) 6s Po = O para t = t4
por lo tanto de la ecuacion (3.27)  Xest = Po/k =0 ‘ : w(0)
las condiclonss Infclales de desplazamiento (xq) y veloc{dad {(x'e) para este intervalg, soﬁ:
derivando (n)
X'() = (Xeot/ta}{1 - coswt] )
yparat=tiade (n)y (b) .
Xo = Xea{1 - (1/wla)senwia] S SRR
Xo = (Xesthtd)[1 - coSWt] e )

fa respuesta para cuando exlsten condiclones Infciales esta dada por Ia ecuaclén (3 37), (o),
(@ )y v=ta ‘

x(t) = Xest 1 - (1/Wld)senwtd]cosw(t-ty) + {Xest/Wt)fT - cost]senw(t t.a) + (o)FAD: ...(S)

y tomando el sIgulente camblo de variable para efsctuar s/mpllflcac/ones con mayor facilidad:
X = w(tlq), y = wia :

tenemos de (s)
X = Xest{[1-(1/y)senylcosx + [1ly - (1ly)cosy]senx} = Xeat[COSX;(1/y)SGHYCOSX + (1/y)senx
- (1]y)senxcosy] = (Xestly){ycosx -ssr;ycosx + sonx - senxcosy]

recordando que en trigonometria se demuestra quel™ 81 sengx+y) = senxcosy + senycosx

x(t) = (Xest/y)[ycosx + senx - senfx+y)}
y retomancdlo los valores originales de estas variables _
x(t) = (Xeat/Wio){Wtacosw(t-ty) + senw(t-ty) - sen(wt-wiyq + Md)]
da donde la respussta dinémica de desplazamlentos en funcién del tiempo es

X{t) = Xest(1/wid)[Wtacosw(t-ta) + senw(t-td) - senwt] weft)
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sustituyendo de las ecuaciones (3.27) y (3.6) Xest = Polk = Po/(wPm) en t
X(t) = (Polm)(1/wWA)(1 Iwtd)wiacosw(t-ty) + senw(t-td) - senwi]
X = (Po/m) (1/w2tq)[ldcosw(t-tcu +(1/w)senw(t-tq) - (1/w)senwt] w ()
comparando (u) con (3.33)
{.Duhamelt = (' 1WA [tacosw(tta) +(1/wjsenw(t-ta) - (1/w)senwt], t = td ...(v}
que es el valor de la integral de Duhamel tabulado en la figura 3.52.

b) Por observacién de la gréfica de Ia figura 3.58, existen 2 infervalos de varfacién de la fuerza -
excitatriz P()

Intervalo 1.- 0 <t < td4, se presenta una carga excitalriz igual a la del caso anterior &), y porlo.
tanto la respuesta es (ver ecuacion (n) del inclso a) ):

X(t) = Xeol(tlta) - (1/wta)senwt] (@)

Intervalo 2.- t = t4, se presenta una carga excitatriz aplicada subitamente y que es igual a la del
caso a) del problema propuesto | que se plantea en el proximo inciso 3.2.3.2.

Al resolver dicho problema se encontrard que la . Duhamel para esta carga va[e
"L.Duhameh = (1/we)[cosw(t—z)]t:

(donde t varfa desde el limite inferior T = tq, hasta el limite superior de la Integral t = t)
tomando los limites para t

LDuhamaly = (1/w")fcosw(t-t) - cosw(t-fd)] = (1IW3[1- cosw(t-ty)] ....(b)
sustituyendo (b) en la ecuacion (3.36)

FADY = 1-cosw(t-td) ()

Como ambas partes de la fuerza excilatriz se aplican consecutivamente, la respussta del sistema

estard dada por la ecuacion (3.37), ya que cuando se aplica el presente Intervalo de carga se tlenen

condlclones inlclales de desplazamiento (xo) y velocldad (x'o) originadas por el Intervalo 1 de carga.

Las condicionss Iniclales son iguales a las calculadas en el Inclso a) (ecuaclones (q) y (1) ), ya
que /a carga es la misma cuando 0 <t < tqy valen

Xo = Xeot/1 - (1/wihq)senwld] w(d)

X'o = (Xest/td){1 - coswitd] ()
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por lo tanto sustituyendo (d), (e) y (c) en la ecuacién (3.37) y como para este intervalo t = lq
X(t) = Xestf1- (1/Wtd)senwlaJcosw(t-ty) + (Xest/WIQ)[T - coswla]senw(t-td) + Xest[1-cosw(t-td)] .(f)
se puede simplificar més féclimente la ecuacion (f) tomando el sigulente cambio de variable
x = w(ttd) ~(q)
y = wid ' wh)
por lo que (f} pueds escribirse
x(t) = Xeat{[1-(1/y)senylcosx + [1/y- (1/y)cosy]senx + (1-cosx)}
© = XestfcOSX - (1/y)senycosx + (1ly)sero - (1/y)senxcosy + 1= cosx]
= Xestf [-(senycosx + serxcosy) + senxjly + 1] - R o o wofl)
y recordando quel™® 8 senfx+y) = semxcosy + cc'.?srxbsenyr'v' '
(!} puede escribirse como :
X(t) = Xest{ [sorx - sen(x\+ y)]/y‘+ 1} . wll)
y sustituyendo (g) y (h) en (j)
xf) = x.ea{(vlwtg[spnw(t- ty) - senfwt - wid + wia] + 1}
de donde la respuesta dindémica de desplazamientos en funcién del tempo es
X(t) = Xeat{7 + (1/Witi)fsenw(t-tq) - senwi]}, t = tq wo{k)

an donde la expresion entre corchetes es el factor de amplificacién dindmica (FADy)

111.- En un laboratorio de pruebas de materiales, una maquina hidradfica induce una carga que varfa
con respecto al tiempo de acuerdo con la gréfica mostrada en la figura 3.59a). Dicha carga es aplicada

sobre el centro del claro de la viga de acero simplemente apoyada, cuyas caracteristicas se indican en la
figura 3.59b).

Suponiendo que la masa se concentra en ¢l centro de gravedad de la viga, determinar: a) El
desplazamiento dindmico maximo de la viga, el instante en que éste ocurre, y €l valor de la deflexién total

méxima de la misma; y b) la gréfica de la respuesta dindmica de desplazamientos del sistema.
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E = 21(10% [kgfem?]
wy = 1475.41 [kg/m](incluye Po.Po,
Petd [kg? ,;mtcmf,"’ Jincleye Po.Po)

Pt

4500 Pl I
%/;/, 7

, -t rse0) | 610 [cm3 |

0.075 >
a) Griéfica de la funcién de excitacién b) Viga simplemente apoyada

Figura3.59. Prueba de carga dinédmica sobre una viga simplemente apoyada
a) Desplazamiento dindmico méximo de la viga (xmax), el tiempo en que ocurre (1) y la deflexion
total de la viga (At) '

S/ subonemos que la masa del sistema de la viga para efeclos dindmicos se concentra en el
centro del claro, ésta puede modelarse como un sisterna oscilatorio de 1 G.L de masa.

m=Wig = (1475.41kg/m)(6.1m)/(9.80665m/s?) = 917.75 [kg-s*/m] = 8.1775 [kg-s¥lem] ...(a)

para una viga simplements apoyada, con carga uniforme distribulda y con carga puntual el
desplazamiento méximo (que ocurre en el centro del claro), vals!™"

A = 5wyiL%(384E1) ...(b)(carga uniforme)
A = PLY(48El) ...(c)(carga puntual)

P(t) es puntual y de (c) y como P = KA, la rigidez vale
k = P/A =48EIIL® =(48)(2. 1)(10%){kglem®](33323)[cm’]/(610cm)® = 14798.41[kg/cm ...(d)
de la ecuacion (3.6) y de (a) y (d)

w = [kim]°® =[147986.41/9.1775]°5 = 40.16 [rad/seg] ...(é)
- Respuesta para cuandot < 0.075 »
Del problema resuelto Il.b), se determint que la rgspuesla de desp/azam/entés estd dada por

X() = XostFAD1 = Xestf ttd - (1/wid)senwt] ‘ weff). B
para encontrar Xmax, empleando el criterio de la 1a. defivada, de (f) tenemos ’

X0 = Xost[1hd - (11eooswt] = 0 L e
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de donde
coswt = 1
wt = arccos(1) = n2n
l t = n2xiw
conn = 0,1,2,., tomando n = 1y como de laecuacién (3.7) T = 2rlw
t = 2x/w = T = 27/40.16 = 0.1565 [seg] . w(h)
aste tlempo estd fuera del intervalo de valldéz de la ecuacién (1), ya que es mayo_:que tg =
0.075 [seg], por tanto para este Intervalo no hay un méximo en el desplazamliento.
II; Respuesta para cuando t = 0.075
£n el problema resuelto If inciso b) se detarmind que la respusesta es
Xx(t) = Xest[1 + (senw(t-td)- senwt)/(wtd)] ()
usanido nuevamente el criterio de la 1a. derivada de (i) para hallar Xmax;
Xx'(t) = Xost{(1/Wig)(weosw(t-ty) - wcoswt)] = 0 ) )
de donde
’ cosw(t-td) - coswt = 0 o (k)
Recordando quelr®" &l

cos(x - y) = cosxcqsy‘ + senxseny, y fomando x = 2nx , y = wi, tenemos

cos(2nn - wi) = cos2nmcoswt + sen2nusenwt = coswt wfl)
sustituyendo (1) en (k)
cosw(t -At‘q) = cos(2rm - wi) . . (M)

w(t- l4) = arccos{cos(2nz - wt))

de donde ' _ k
' Wit-ty) = 2nm-wt

Wk W= 2 dwta
g

ytomandon =1
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t= (2n + wtd)/(aw) : w(n)
' suslltuyendo valores

l'-(2.7r+{40 16)(0075))/(2(40 16)) 0116[seg] e

sustituyendo (o) en (i)
Xmax = Xest{'l +(1/{40 16)(0 045)) (sen(40 16(0 116 0. 075)] sen[4o 16(0 116)]}
Xmax = 1. SSXu\ v ' o ' C ) : (D) o

y sustituyendo la ecuacion (3 27), (d) yPoen (p) o
Xemax = 1.66Po/k = 1.66(4500kg)/14798.41{kglem] = 0.505 [cm] @

of desplazamiento encorttrado en (q) es producido por la fuerza excitatriz P(t), y por lo tanfo da
(b) y (q) se obtiene el desplazamiento total de la viga como

Atot = Awl + Xmax = SwiL.Y/(384El) + 0.605[cm]

= [5(14.7541kglcm)(601cm)*/(384(2.1) (1o°kg/cm2)(33§gs¢m4) T
+ 0.505[cm] = 0.358 + 0.505 = 0.863 fcm] T .
b) Gréfica de los dasplazamientos dinémicos
sustituyendo (d), Po, (8) y ta = 0.075 [seg]
en(l)
X)) = (4500kg/14798.41[kg/cm]} {1/0.075- [1/(40.16)0.075]sen(40.161)}
= 0.3041(13.3333t - 0.332sen(40.16t)] .
x(t) = 4.055¢ - 0.10156n(40.16%) w(s)cont < 0.075
en{l) |

x(t) = 0.3041{1 + 0.332[sen40.16(t- 0.075) - san(40 18!)]}

X0) = 0.3041 + 0.101sen(40.16¢ - 3.012) - o1o1sen(4o 16{ {co t>oo75_ '

Tabulando (s) y (t), se obtiense fa srgulente tabla y gniﬂca .
Tabia 3.1 )

t{esg] 00{ 00381 0075:! 01160 01174

%1} or T4 ) o T/e) 074127 T arma
x{om] 0000 0058 | 031 0508{ 0505




Tema lll Dindmica Estructural 129

Y] | ©3130] 04304 |, 04695 * -
1[%T] aT/2| CTa [ iaT]
x[m) 0.280| - 0.505 | i 0.290] .
06 _ Grifica 3.16 S
0.5 Desplazamientos /” .
.04 . . .
E o -
W 02 5
‘01
700

T4 T2 3T/AC-T .ST/4 3T TIA 2T 9T/4 ST2 1TBf4 3T
C YTy e

IV.-Parala estructura metélica mostrada enla figura 3.60a), que soporta un tanque de almacenamien-
to de agua, y cuyas caracteristicas estméturalés fueron obtenidas en el problema resuelto 1V, inciso
3.2.2.4., determinar: a) La respuesta dindmica de desplazamientos si la estructura es sometida a una carga
excitatriz que varfa de acuerdo a la grafica mostrada en la figura 3.60b), (suponer que la masa del liquido
se mueve con el tanque como un cuerpo rigido); b) el valor del desplazamiento maximoYy el tiempo en

que se produce; y c) la gréfica de la ecuacidn de la respuesta dindmica de desplazamientos.

B0 .
. Do T W= 27.24 fton)
H,0) ._—._Lni.s[t/mj
b wndebeny s =
; : - ree [md m =278 [(_,2/,"] P(t)[tun)‘
POT—= d  w= 2524 fradjseg]
30 L2 acotaclén en [m] 50
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a) Tanque de almacenamiento de agua b) Diagrama de la funcién de excitacién

Figura 3.60. Fuerza excitatriz aplicada a la estructura metilica de un tanque elevado
a} Respuesta dindmica de desplazamlentos

De laecuacion (3.7)

T = 2x/w = 2n/25.24(rad/seg] = 0.25 [seg] w(a)
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la respussta del sistema esta dada por la ecuacion (3.35) y (3.36) y es
X() = XestFAD1 = Xeatw>(l.Duhamel) w(b)

Para el tipo de fuerza excltatriz P(t) aplicada, de la tabla de funcionss de respuestas para
sistemas de 1 G.L., no amortiguados de la figura 3.52, se tlene

sit< [ta= 0.06seg]  lDuhamel = (1-coswl)/w? w(c)
sitz [ty = 0.06seg] I.Duhamel = (cosw(t-td} - coswt)jw? «(d)
de la ecuaclén (3.27) .

Xeot = Pofk = 50fton]/1771.5[t/m] = 0.0282 [m] = 2.82 [cm] -

- Respuesta para t < 0.06 [seg]
sustituyendo (c) y (e} en (b)
X(t) = 0.0282(1 - cos25.241) R PR ' e
II- Respuesta para t = 0.06 [seg] ' e
sustituyendo (d) y (e} en (b) S :
X(t) = 0.0282[cos26.24(t- 0.06) - @;za,aﬁq N o (g

b) Dasplazamiento méximo (xmaex) ¥ el Instante en ql"le‘s,e‘:' pmduce s

I- Investigando para t < 0.06 [seg]
empleando el criterlo de la 1a. derivads, de (f) :
x'(t) = (0.0282) (25.24)se/'725.‘v24‘t\=70
de donde v Coo
sen26.24t = Ov
25,24t = arcsen(0) = nx conn= 0.1.2.3:..'...’
tornando n = 1 y despefando t
t = 5/25.24 = 0.124 [seg] w(h)

el tiampo obtenido en (h) es mayor que ta = 0.06 [seg] y por lo tartto estd fuera del rango de
validez.de (f} por lo que no hay méximo para este intervalo de aplicacién de la fuerza
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II- Investigando para t = 0.06 [seg]
por el criterio de la 1a. derivada, de (g)
X'(t) = 0.0282{-25.2450n25.24(t- 0.06) + 25.2456n25.24] = 0
-sen(25.24t- 1.5144) + sen25.24t = 0
recordando quel™" ® sen(x-y) = senxcosy - cosxseny, se tiens
-s6n25.24tcos1.5144 + cos25.24isen1.5144 + sen25.24t = 0
-0.05637s6n25.24¢ + 0.998471c0825.24¢ + son25.24t = 0
0.84363s6n285.24t = -0.99841c0s25.24¢
de donde
(561125.241){(c0s25.241) = -0.99841/0.84363 = -1.068062 wo(l)
y cqmo_san/cos = tan, se tiene
tan25.24t = -1,056052 frad]
25.24t = arctan(-1.056052) = -0.8136 + nx conh h=0,1,2,...
ds donde . ‘ | s
| t = (-0.8136 + nm252a
tomando n = 1 para que t = 0.06 e ' ’
» = 2.32792654/25.24 = 000223426 = 0.369T [seg] ll)
sustituyendo (j) en (g)
Xmax = 3.874 [em)] ...{k)
c) Gréfica de la raspussta de desplazamientos dinémica
Tabulando fas ecuaciones (f} y (g), se obtiens la sigulente tabla y grifica
Tahla 3.12
s |l sl ] s o] um| | “awl o
x(m} 00| 0035 | o139] o0310| 0543| 0833 1.172] 1963 as13l a3sc0| 262

tioeg] | ©1500| 01750 | 0:2000) 02250 02500, ,a:nzi +0,3750)

-0.4375 | - 05000
STl et
2937} -2508

t{%T) 06T 07T 0.87 0.97 ST ok ST/ AT
xjm) 0436! -1.919| -3535) -3.789|  -2585). 2904 . 254
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éénci“o (de 1G.L),sin

amorﬁgﬁamiento_soméﬁdo ala carga excitatriz cuya grafica se muestra en ia'ﬁgiira',3.61: yb) larespuesta

V.- Obtener a) el Espectro de Respuesta de desplazamientos de un siste

méxima de desplazamientos, usando el espectro obtenido en a) péra la vfga del problema I anterior, asf

como la magnitud de las fuerzas maximas que debe soportar la viga.

&) Especlro de Respuesta de desplazamien-
tos

Pt
Po
De /a definicién de Espectro de Respuesta
dada en el inciso 3.2.3., debemos sncontrar el
* valor del desplazamiento méximo del sisterma bajo

la accién de la fuerza excitatriz P(t) de la gréfica
-t de /a figura.

A t

En el problema resuelto Il.b), de este inciso,
se detarminaron las expresiones de respuestas
del sistema, que son

Figura 3.6L. Grifica de la funcién de excitacién
para el problema V.,

X(Y) = Xest{t/td~ (1/wid)senwi] .(ajcont s tg

x(t) = Xest{1 + (1/wtd)fsenw(t - t) - senwi]} (bjcont = tq

£En el problema resuelto Ill, de este inclso, se encontrd que la respuesta méxima cuando t < tq
ostd dada para cuando

t=onfw=T wfo)oonT sty

sustituyendo (c) en (a)

Xmax = Xest[T/td- (1/wid)sen2st] = Xest(T/td) w(dcont stgyT<td .
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en el problema citado tamblén se encontrd que la respuesta méxima cuando t = ta estd dada
para cuando

t = (2n + wid)/(2w) = (T + tg)/2 w(ejcont =ty
sustituyendo (e} en (b) ‘
Xmax = Xest{1 + (1/Wld)[ senw[(T + t4}/2-td] - sonfw(T + td)/2] ] }
= Xeat{1 + (1) [senw(T - ta)/2 - senw(T + ta)/2] }

ya que!™ ®! senfx xy) = senxcosy + cosxseny

max = Xoat[? +‘j(:1/wt4) (sen(WT/é)‘cos(wtdiz) - cos(wT/2)sen(wtd/2) - sen(wT/2)cos(wt/2)

; _,-cos(wr/z)sen(mdlz)j Xm{1 (11wta)(2cos(wT/2)senwiy/2)]

como cos = -1,y de | 7)1 2.7r/W y despefando w = 2:/T, se tiene
i i Xinax = Xest[1 - (T/(2nte))(2cosmson(nta/T)]

de q&ﬁ&é

S e,,.n” +(T/(7dd))sen(ntd/T)] w(fioon T+ 0 yt= ta

graf/cando (d) se obtiena una ‘I/nea rec!a con. ordenada mayor de valoerax Xost cuando
T=1id4

tabulando: (f) se obtlene la slgulenta tabla y el Espectm de Respuesta de desplazemlentos
mostrado enla flgura 3. 62a y 3.62b
Tabla 3,13 -
[ta
me/Xu_t

td
Xmax/Xost

thd - %) 0,300
Xmax/Xest || 10.817 ;

thd
Xmax/Xost"

ttd ~'| 3.000 4,000 5.000 6,000 7.000
Xe/Xeat | 1,827 1.800 1.936 1.958 1.987

b) Respuesta méxima de desplazamientos y magn/tud maxima de Ia fuerza qus debe res/sﬂr Ia
viga del problema il de este inciso

En el citado problema se calculo = 14798.4i [kg/ém]
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Figura3.62a. Espectro de respuesta de desplazalmentos de un sistema oscilatorio senmllo sin
amortiguamiento sometidoa la funclon de excilacxon P(t) de la figura 3.61.

‘ T = 0. 1565 [seg]
t4 = 0.075 [seg]
Po = 4500 [kg]

Como T > ty, se smplea Ia gréfica del espectro de respuestas de la figura 3.62a, con |

Tia = 0.1565/0.075 = 2.087

por lo tanto, en base a la gréfica
Xmax = 1.66Xest = 1.66Polk = 1.66(4500)/14798.41 = 0.505 ferm] . wlg)

que es el mismo resultado que se obtuvo en el problema mencionado.
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Figura 3.62b. Ampliacion de parte del Espectro de Respuesta de desplazamientos de la figura 3.62a,

0.95

La méx/ima fuerza que debe resistir la viga por efectos dindmicos es

Pmax = lotmax = (14798.41[kg/cm])(0.505) = 7473.2 [kg]  ...(h}

Por Io tanto se puede revisar la resistencla de la viga contra los elementos mecénicos
producidos por las cargas gravitacionales (ver figura 3.59) y Ia fuerza concertrada obtenida en (h).

3.2.3.2. PROBLEMAS PROPUESTOS

L- Determinar la respuesta de desplazamientos de un sistema oscilatorio simple o de 1 G.L., sin

amortiguamiento, sometido a las cargas excitatrices P(t) = Po[f(t)], cuyas gréficas se muestran en las
figuras 3.63y 3.64.

Solucion: a) x(t) = Xest(1 - coswi); b) x(t) = Xost{1 - coswt (l/tq) + (7/wtd)senwt], con t s td-
X(t) = Xemf-coswt- (1/wtq)senw(t- tdq) + (1/wtd)senwt], cont :

Solucion: x(t) = Xem(1 - coswi), con t = tu x(f) estfcoSW(l - to) - coswt], cont = td" %
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Figora 3,63. Funcién de Figura 3.64 Funcién de Figura 3.65. Funcién de
excitacién para el problema I. excitacién para el problema 1. excitacién para el pLBblema 1L

I1L- Determinar la respuesta de desplazamientos de un sistema oscilatotio sencillo o de 1 G.L., sin

amortiguamiento, sometido a una fuerza excitatriz P(t) = Po[f(t)], cuya gréfica se muestra en la figura 3.66.

Solucion: x(t) = Xestft/ta- (1/wtg)senwt], con 0 = t < ty; x(t) = Xest[1 + (1/wia}(senw(t - ta)
-sanwl)], conty <t < te; x(t) = Xesmt{ (1Wtd)[senw(t - ta) - senwt] + (1/w(te - tt))[senw(t-ty)
-senw(t-te)] }, conte < t < te; Xem(1/W){ (1/ta)[senw(t - to) - senwit] - (1/(te - y))[senwit - te)
-senw(t-t)] }, cont =t

Petd 1V.- Obtener el Espectro de Respuesta de
Datos para el
problema IV. desplazamlentos de un sistema de 1 G.L., sin amor-
Po te = 2tg

b = 3tg tighamiento, someudo ala carga excitatriz cuya grafica

se muestra en la ﬁgufa 3.66,y paracuando t 2 tg,

Soluclén: El Espectro de Respuesta de
» t desplazamlentos se muegstra en la figura 3.67.

ty to te

Figura 3.66 Funcion de excitacién para los

problemas Il y IV. V.- La estructura mostrada en la figura 3.68, la
cual es usada con fines publicitarios y cuyas caracteristicas se determinaron en el problema II del inciso

32.2.4,, es sujeta a un repentino deslizamiento de su cimentacién con un decaimiento de cardcter exponen-
cial con la grafica mostrada en la citada figura, Suponiendo que no existe amortiguamiento, determinar:
a) La ecuacion de respuesta dindmica de desplazamientos absolutos o totales; b) el valor de la respuesta
mixima absoluta de desplazamientos y aceleracidn del extremo superior en el intervalo de aplicacién de
la fuerza; y c) el valor del desplazamiento y aceleracién méximos relativos al apoyo, en el intervalo
mencionado,

Solucién: &) x(t) = Xest(Wal(Wa + 1))[9" - coswt + (1/w)senwt], cont < tu b) Xmax = 1.737
fem], X*max = -106.26 [cm/s 2, c) Xr max = 0.986 [cm], x‘r max =-707. 011 [em/s® ]
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Figura 3.67. Espectro de respuesta de desplazamientos de un sistema oscilatorio sencillo sin
amortiguamiento sometido a la funcién de excitacién P(t) de la figura 3.66.

r—

35

k = 490 [kg/em]
m = 4,658 [kg-s’/em]
w = 10368 {rad/seg]
acotacién en [m)

16.0

% seq]

/W///%——oxs(t)

Figora 3.68. Estructura para carteles publicitarios someuda aun deshzamlento dela clmentaclon con“
la grafica mostrada.
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3.2.4.- VIBRACION FORZADA CON
AMORTIGUAMIENTO.

La figura 3.69 muestra un sistema vibratorio
discreto sencillo o de 1 G.L., en el cual las os-
cilaciones son sostenidas por la accién de una
fuerza excitatriz dinimica P(t) que inyecta
energia al sistema durante el lapso de tiempo en

que actia sobre este.

A diferencia del movimiento estudiado en el
inciso 3.2.3., en el presente caso se toman en
cuenta los efectos del amortiguamiento repre-
sentado en la figura citada por el pistén, que
ocasiona una pérdida de energfa cinética en el

sistema vibratorio.

Se representa entonces el diagrama de cuer-
po libre mediante la figura 3.70, en cuya masa
actian: una fuerza de inercia P; producida
durante el movimiento, una fuerza restauradora

Pr generada por el resorte derigidez k, una fuerza

k-rigidez del sistema [ton/m]
m-masa del cuerpo oscilante
[ton-gegZ/m]
x—desplazamiento de la masa [m]
c—constante de amortiguacidn
del sistamafton-seg/m)]

Figura 3.69. Sistema discreto simple
amortiguado de 1. G.L.

excitatriz P(t) que mantiene y aumenta las os-
cilaciones, y para este caso una fuerza amor-
tiguadora Pp que disipa la energfa del
movimiento. Estableciendo el equilibrio
dindmico, de la citada figura se obtiene la
ecuacién general del movimiento forzado amor-
tiguadolret 11;

mx* 4+ ox' + kx = Py e {3.38)

Ecuacién general del movimiento
forzado amortiguado

La fuerza excitatriz P(t) puede ser clasificada
envariostipos; perocomose demostré enelinciso
3.2.3.1,, todos estos casos de cargas dindmicas
pueden resolverse con los métodos del CASO
GENERAL DE CARGA y tratarse como cargas
arbitrarias o irregulares, por lo que !a solucién
general de la ecuacién del movimiento forzado

amortiguado es
x(t) = (Po/m)(l.Duhamelz) ... (3.39)

X(t) = XestFAD2 .....(3.40).

Solucién general cle la scuacién del movimlento
forzado amortiguado para cuando %o = Xo = 0

™M P(t) P0 [f(t)]

-cx '’ Pi --I"IX

P(t)—fuerza excitatriz en funcion-del hempo[Lon]
P ~fuerza restauradora del resorte(ton]
Pi~fuerza de inercia [ton
Pp-fuerza amortiguadora {ion]
i(t)-una funcidn de) tiempo
Pg-magnitud de la fuerza excltatrlz[ton]
x'-velocldad de Ia masa [m/g
x"——ncelcramon de la masa m/az]

Figura 3.70. Diagrama de cuerpo libre del sistema de
fa figura 3.69.
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donde
/. Duhamelz = ;: (1wl © JJexpl-Ew(t ~ ©)]

[senwpt - t)dt] e {3.41)

FAD2 = (I.Duhamel2)w?® (342

.Duhamelz-integral de Duhamel, integral de
convolucidn, o integral de superposicidn, con
amortiguamiento

FAD>factor de amplificacién dinamica con
amortiguamiento

Enloscasosen que el sistema vibratorio antes
de la aplicacién de la fuerza excitariz P(t) tenga
condiciones iniciales de desplazamiento y
velocidad diferentes de cero, la respuesta del sis-
tema es
x(t) = expf-Ew(t — t)}{xocoswp(t —t) + {(X'o +
wéXo)/wn}senwo(t — t} + Xest{FAD2) .....{3.43)

Solucién general de la ecuacién del movimiento
forzado amortiguado para cuando xo # 0y x'c # 0

En Ingenieria Civil para el caso tan frecuente
de los movimientos sismicos, es muy util es-
tablecer la ecuacién del movimento para
excitacion en la base o cimentacién de las estruc-

turas, y que es

meT + X'y + kXe =0 e (3.44)

Ecuacién del movimiento forzado en

con ia bago con amortiguamiento
XT = Xa +Xr (3448
X't =X'a + X'r e (3.44b)
x'7 =X + X e (3.44C)

donde los subindices para el desplazamiento
(%), velocidad (x") y aceleracion (') del sistema
significan:
a-del epoyo, base o auelo
T-total o absoluto
r-relativo al spoyo

En los casos de fuerzas armoénicas con
-— o
frecuencias angulares w que se aproximan a las

frecuencias angulares w de los sistemas

vibratorios sobre fos que actian, los factores de

amplificacion dindmica (FAD37) de fa ecuacién
(3.40) o (3.43), aunque no tlenden hacia infinito
como en el caso no amortiguado, si crecen sen-

siblemente y pueden provovar por tanto el colap-

- so del sistema estructural. Si el valor de las

frecuencias angulares de la fuerza excitatriz y det
sistema oscilatorio son iguales se dice que el sis-
tema entra en resonancia. Se debe evitar que ef
sistema estructural que se disefie tenga frecuen-
cias similares a {a de la fuerza excitatriz, para lo
cual se maneja la relacion entre masa y rigidez de
ia estructura.

METODO NUMERICO DE EVALUACION DE
LAS RESPUESTAS DINAMICAS

Las fuerzas de excitaciéon P(t) que
comtinmente se presentan en Ja préctica sobre las
estructuras civiles son casi siempre complicadas y
de tipo arbitrario, por lo que la apiicacfén de los
procedimientos analiticos de; integracién hasta
aquidescritos, usados para oﬁténéélaé réspueslas

de desplazamiento, velocidad y aceleracién de un



Tema lif DIndmica Estructural 140

sistemaoscilatorio, requieren un niimero excesivo
e impréctico de calculos, motivo por el cual se
debe dejar de lado dicha evaluacién analitica y
aplicarse alglin método numérico de evaluacion

de las respuestas mencionadas.

El método aquf presentado esta basado en el
quedesarrollé N.M. Newmark en 19590t 131 c o
referenciaala figuras 3.71y 3.72, que representan
una fuerza excitatriz P(t) arbitraria, es decir con
una grifica irregular con respecto al tiempo, el

método esté basado en las siguientes hipdtesis:

®la fuerza excitatriz P(t) esta compuesta
por una serie de impulsos sucesivos en in-
tervalos de duracion At, tan pequefios
como la exactitud de la evaluacién de la
respuesta o requiera.

o]a variacidn de la fuerza excitatriz P(t) en
cada intervalo At es lineal.

®Jos valores iniciales de desplazamiento
(i) y velocidad (x';) al inicio de cada inter-
valo Atson conocidos.

Puede demostrarse que las respuestas

dindmicas de un sistema oscilatorio simple con o

Pctd

Pery

- B -
Figura 3.71.Excitacién arbitraria compuesta
de una serie de lmpulsos en intervalos de
duracién At )

sin amortiguamiento, ante la aplicacidén de

- cualquier fuerza excitatriz P(t) asi considerada

estdn dadas por

Do = (P41~ P|)/(kAt) ..... (3.45)

Co = (Pi:cDallk (346)
Ao =x1-Co e (3.47)

Bo = [x"t + Ackw-Dol/wD - .....(3.48)

Xti+1 =6Xp(-EWAY[AccOSWDAL + BosenwpAt]
+ Co + DoAt . (3.49)

X' ti+1 = wpaxp(—EwAl[-AcsenwpAt
+ BocoswpAl] - Ewexp(—EwAt)[AccoswpAt
+ BosermmpAl] + Do ..(3.50)

xi=[Pi-cx’i-kxi]im ...(357)

Ac,Bo,Co,Do-80n constantes

At-duraclén de un intervalo [seg] (generalmoMo
Ats 011)

o a figura 3.72 s sublndices indican:

l‘:gura372 Ampllac 6 im pulsos ,
componenles de la fuena excntalrlz de Ia f“gura 3. 71
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Los métodos numéricos tienen comfo' "’ de la carga Pti+1, comenzando el llenado de la
caracterfstica principal el poderautomntizatée de” - ~ tablamostrada en la figura 3.73, y continuéndolo
una forma relativamente f4cil median;é . '}f‘ parélossiguientes pasos.

programas de computadora como los de ‘Iay refe

- '3 Calcular M, N, Py Q con las ecuacxones

rencia [12). El presente método puede apliyckars -
- (1 52) a (3 55)

sistematicamente introduciendo fas signientes ex

presiones: 4 Usar Ias condlciones nmc:ales de reéoso'
M = coswpAt
N = senwpAt
P =tw
Q = exp(-PAt)

M,N,P,Q-valores constantes en un alatema oscilato
simple determinado

con lo cual las respuestas’
como s

Xti+1 = Q{AoM + BoN] 4+ Co

)| «—# de ecuacién

tiv1 =
ti + At

Figura 3.73. Tabla para evaluacnén de Ias respuestas

un sistema oséilatorio simple usando el
método numérico R L D i




Tema Ill Dindmica Estructural 142
3.2.4.1.- PROBLEMAS RESUELTOS

I.- Deducir las expresiones que describen el movimiento de vibracidn forzada con amortigunamiento.

En el sistema oscilatorio simple que se muestra en la figura 3.69 (inciso 3.2.4.), una fuerza
excitatriz dindmica "P(t)", rompe el equilibrio estitico del estado de reposo desplazando una
distancla *x* la masa "m" del sistema. La rigidez "k* del cuserpo oscilante se opone al desplazamiento
generando una fuerza restauradora "Pr" que retorna a la masa a su posicién inicial; ésta al acelerarse
durante el retorno se desplaza més alla de dicha posiclén por causa de Ia fuerza de inercla "P*
producida y por la fuerza excitatriz que sigue cbrando sobre el sistema durante un tiempo *t',
estableciéndose asi un ciclo oscilatorio.

El amortiguamiento *c* del sisterna oscilatorio, representado por el piston, ocasfona vifa pérdida
o disipacién de ensrgia cinética por causa de la fuerza amortiguadora "Pp", que disminuye la
amplitud de los desplazamientos en cada nuevo ciclo.

Se ha establecido que (problema |, inciso 3.2.1.1. y problema I, inciso 3.2.2.4.)

Pr= +#x . . (8)
P = mx* ) w(b)
PD = -oX ' «(c)

del dlagrama de cuermo libre de Ia fl ura

70 (irclso 3.2.4.), se puede establecer ef equilibrio
dindmico sigulente Ll

“v{,:ﬂPuv#P;* A p(;)#;""vf”i ‘ w(d)

sustituyendo A@): (b)y (c), 9'7 (d) :

o o= me Py
de donde ‘ k
: e (3.38)
yaque la "Iuieiréa{;xc;tatﬂ; es funcior
e (8.25)°
Po-oAmplhut;l’ de I; f&a[za ‘ékoht;ﬂi [ton]' '
[Ht))-una funcidn del tlempo ‘

Como se indicé en el inciso 3 23, Ia {uerza excrtatrlv P(1), puede clasificarse en varios tipos: a)
Arménica, b) en la bass, ¢} por lmpulsos y d) arblhana '

En el problema |, del inciso 3.2.3.1.,"se demostno que todos los casos de carga puaden
resolverse con los métodos del caso ds, Iuefza excltatrfz arbitrarla 0 CASO GENERAL DE CARGA,

*Elsigno (-) scusa debidoa que In fucrzade i inercia sc opone al movimicnto
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por lo que se deducird la respuesta de desplazamientos del slstema para dicho caso cuando se
tiene amortiguamiento. .

Para una fuerza impulsiva de pequeria duracion dt como la mostrada en la figura 3.56 (Inciso
3.2.3.1.), que actia solo por esa instante de tiempo. la respuesta del sistema esté dada por la
ecuacién (3.18) del movimiento libre con amortiguamiento subcritico (que es el tipo de amor-
tiguamiento de Interés para el Ingeniero Civif)

x = exp(—Ewl)[xocoswnt + {[x'c + WExo]/wn}senwnt] e (3.18)
Una fuerza de impulsc que se aplica a un sistema vscilatorlo en estado de reposo, &l actuar

stibitamente imprime una velocidad iniclal a la masa del cuerpo. En el problema resuelto |, del inciso
3.2.3.1., se demostrd que las condiciones infclales (para t = 0) son -

Xo = 0yxo= (Polm)dt w(6)
sustituyando (e) an (3.18)
x = exp(—-&wh[(O)coswpl + [Pedl/imwp + (0)]senwpl]
X = [Poaxp(—Ewt)mwp]senwntdt e (f)

Enla figura 871 (inciso 3.2.4.), se musslra la gréfica de ura fuerza excitatriz arbitraria P(t), es decir
una fuerza cuya variacion en el tempo ho sigus una ley establecida por una ecuacién matemdtica,

Si dicha fuerza acttia sobre un sistema oscilatorio, se puede conocer su respuesta de
desplazamierntos x(t), considerando que la fuerza excitatriz P(l) esté compuesta por una serfe
sucesiva de Impulsos P(t) = Podt de pequeria duracién, y por tanto dicha respuesta estard
Integrada por una serie de respuestas sucesivas del sisterna dadas por (f).

Las ecuaclones diferenciales lineales como la ecuacién (1), tienen la propiedad de super-
ponersel™ 1 [a respuesta del sisterna ante Ia carga arbitraria, estd dada por la suma de
respuestas sucesivas a cada uno de los imptilsos componentes y como para el intervalo de tiempo
dr muy pequerio se puede considerar que P(z) es continua, y como la oscilacién del sistema se
prasenta para el Hempo (t — t), tenemos:

P(r) = Poff(z)] " -(q)
integrando la ecuacién (f) Y sustltuyendo (g) se tr’ene

x(t) = Poimfl. Duhame/_)
donde
! n(B4)
Multiplicando la ecuacion (3. 39) por (W'/w7 ycomo de /a ecuacion (3. 6) k ‘ mwe, »

x() = (Po/k)(vﬁ/wo) f /f(r)]exp( EW(? - r))s;},wna ~de
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y sustituyendo la ecuacién (3.27)

x(t) = XeatFAD2 wn(3.40)
Solucién general de la ecuacién del movimiento
con forzado amortiguado para cuando xp = X'o = 0
FAD2 = (.Duhamelzw® wene(3.42)
t-empo en el cual ccurre la respuesta de despl. lentos x(t) del sist:

t—tiempo en el que se presenta el Impulso componente P(r}
dr~tiempo que dura el impulso componente P(r) -
{f(z)]-una tuncién del tiempo
(t = T)-ntervalo o lapso de tismpo en donde se preoenta la oscllacién del sistema
1.Duhamelz-integral de Duhamel, integral de convolucidn o integral de superposicién, con amortiguamiento
FADz-fastor de amplificacién dindmica con amortiguamiento

En los casos en que existen en el sistema oscllatorio condiciones Iniciales de desplazamiento
(xo) y velocidad (x's), diferentss de cero (por efemplo al aplicar consectitivaments una nueva fuerza
exchtatriz antes de terminar la oscllacién del sistema, o cuando la fuerza excitatriz cambla repen-

Hinamente su valor), la respusesta esté dada de forma andloga a como se demostrb en el problema
I caso ) (Inclso 3.2.3.1.), 6s decir

x(t) = solucién vibracién libre con amortiguamiento + Xest(FADz) w(h)
y sustituyendo la ecuacién (3.18) en (h) para el tlempo en que el sistema oscila (t — t)

x(t) =exp(—Ew(t — t))fxocoswn(t — 1) +{{x'oc + WEXoj/wp}senwp(t — t)] +Xest(FAD2) ...(3.43)

Solucién general de la ecuacién del movimiento forzado amortiguado para cuando xp # Oy xo # 0

En Ingenierfa Civil para el caso frecusente de los movimientos sismicos, es muy til establecer
la ecuacién del movimiento para excitacién en la base del sistema;

Con referancia a la figura 3.74, un sistema oscilatorio sufre un desplazamiento del apoyo o base
Xa', que as funcion del tiempo, la masa "m" del sistema se musve entonces una distancia total x7*,
que es igual al desplazamiento original de la base mds un desplazamiento adicional *x", causado
por la fuerza de inercia "Py, por tanto

XT = Xa + Xr ..-(3.443)

la base experimenta también una aceleracion x*a que as funcién del tiempo y la masa tendré
una aceleracion x*t Igual a la original de la base mds una adicional x

X't =X"a + x'r . w(3.44c)
Respecto a la velocidad de la masa del sisterna, por conslideraciones andlogas se tiene

X7 =X + X' . (3.448)
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c—amortiguamiente de! sistema[ton-—geg/m]’ PD nerza ortigua ara. dal ‘platonfion
k-rigidez drl mstema [ton/m] P —fuerza’ re: tnuradom del resnrte ton
m-masa del cuerpe oscilante P

[ton—aeg2/m]
= j-desplazamiento del apoyo [m]
x —desplazamientn total de la masa[m]
(respecto a la posicion de reposo)
x ~desplazamiento relative o efectivo
T de 1a masa (rcsPuuLu al
suelu en wuvianiento) {]

Figura 3.74. Sistema discreta simple excitado
en su base.

donde los sublndices para el desplazamliento (x), velocidad (x ) yacelelaclén (x') del sistema
significan:

a-del apoyo, base o aﬁelo
T-total o absoluto
rrelative al apoyo

El resorte de rigidez *k* y el pistén de amortiguamiento "c*, se oponen a los movimientos de la

masa causados por la fuerza de inercia, por lo que el equilibrio dinémico reprasentado en la figura
3.75, puede establecerse como

P+ Po=h el
de donde

PP, - Po=0 N (o)
Las fuerzas del resorte "Py" y del pistén "Fo", son funcidri de el desplazamiento y velocidad

relativos, respectivanants, ya que ambos se mueven para esle'caso /unto con /a base, por tanto de
la figura 3.75, y la ecuacién (o}

mx't + ox; e 4 bt
Ecuaclcn del movimlemo forzado'

..... (3.44)

la bnse con amorﬂguamlento

IL.- Para unsistcma oscilatorio simplcodc 1G. L 9 lcn o, su_|cto alaaccidn dclafucrza

excitatriz armdnica P(t) Poff(t)], cuya grafca en l'unclon del tlem c se. mueslm en la figura 3.76,

determinar: a) La respuesta dmamlca de desplazamlentos y. b) mostrar graficameme lo que sucede si la
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frecuencia angularw delafuerza excstamz se aproxxma o tiende a igualar el valor de la frecuencia angular
wp) del sisterna. N
PCt) a) Respuesta dinamica de desplazamientos
P(t)/: Posenwt Da Ia observacion de la grafica de la figura

PO 3,76, que es una funcién arménica del tipo senc y
de la acuacidén (3.25)

>t Ph) = Posenwt (8)
—PO v . .o

sustituyendo (a) en la ecuacion (3.38)

Figura 3.76. Funcién de excitacién armonica, Xt o+ ox' + kit = Posent ...(b)

comparando con la ecuacion (3.12), ef movimiento exprasado por (b) sa puedé‘cbnslderar
como fa superposicién de una vibracién libre amortfguada de frecuencla angular wn, yuna
oscilacién sostenida de una fuerza con frecuencla angufar w. - ‘ S

Por tanto de dicha compalaclon se deduce que la solucitn de (b) es '
2214) +Xpur ife)

L)

= solucién ibre amom'guada(ec {z), problema ] Incls 0
X = exp {—EM)[Aocnstt + quenwut] + xpar
AoBo - eonetamu que dependen do fas condiclones lnlclalea
Se encontraré ef valor de Xpar : »

Durante la accion de la fuerza excitatriz P(l), of sistema liende a osc.ller apmxlmandose & Ia
misma frecuencia w de dicha fuerza, y por tanto una solucion para xPar es .

Xpar = Yeoswt + Zsanwt T PR .;.(e), )

Y, Z-constantes a determinar

Determinaciénde Yy Z
18. derivada de (8) x' = —szsnwt + chosM : ()
2a. derivada da (8) x* = -Yw coswt Zw .senwt s ..(@)

dividiendo entre m en (b} y como de (3 b) k vf’m, se tlene

x + (c/rn)x + wzx (Po/m)senwt .
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muttiplicardo el 20. miembro por (W2W?) y sustituyendo la ecuacion (3.27)
X+ e/mx’ + W = XestWsenwt ()
sustituyendo (e), (f) y (g} en (h)
Yw2coswt + Zw 2senwt- (c/m)Ywsenwt + (c/m)Zwcoswt + wPYcoswt + wiZsenwt =
= XestwZsanwt w(l)

se resolvaré por el método de cosficientes indeterminados!™" ¥ de fas Ecuaciones Diferan-
clales. Por tanto, factorizando (i) -

[ (W3- w32Z- (c/Im)wY Jsenwt + [ (WP - WY + (clm)WZ Jeoswt = (XestwD) senwit

fgualando cosficlentes se obtfene

(wW?- w3Z- (c/mwY = Xes® wll)

cimwZ + (WP-w3y =0 - k)
de (k) -

Z=-W2- W] o )
sustituyendo (1) en (j) o v

- W Stelm) )< Y = X

de donde

Cm

+ (c/mw?] coswt
de donde ‘ ! e :
Xpar = {xeatvﬁli(»ﬁ-'u'/?)%(c/m)zv_/'\zl}‘{(f? wa)sehﬁ?Wfélm)Cf%sW"lr L (o)
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sustituyendo de la ecuacién (3.15) ¢ = 2mwE y multiplicando por ( 1w o

xoar = {(1W I Xeot (1w Yl(W2- w32 + 4mP & R W AmP} (WP W Yserm

- (Wzmgw/m)cosﬁ] = Pt R -
Xpar = Xeol (145 2t sormt - 2(w)ooswhl [ (1- (w32 + 4 w WA ] S
y sustituyendo la ecuacion (3.28) en (p) ‘ P )
Xpar = H{(1 - Q3sonwt - 2&?{&05@] N . w(q)
con ' -
H = Xeot/[(1-Q%2 + 4207 wft)

sustituyendo la expresién (q) que da el valor obtenido de xpar en (d), se tiene
X = exp(—Ewt)[Accoswpt + Bosenwpt] + Hf(1 - Q ¥senwt- 2Qkcoswt]  ..(s)
Determinacion de Ao y Bo
1a. derivada de (s)
x' = -exp(—Ewt)wpAosenwot + exp(—&wt)wpBocoswot - Ewaxp(—Ewt)[Accoswpt + Bosenwpt]
+ HIf(1 - Q Iweoswt - 2QEwsenwt] it

de las condiclonss Iniclales, parat = 0y recordando qué éos(O) = 1,sen(0) = 0,y exp(0) = 1, se
tlene

de (1), parat =0

+HE20)
por tanto ‘A ‘ v
Ao = Xo + 2HQ§ o f" B - : T 5 . ‘ ‘ (u)

de (s), parat =0

- Ballo + H(1-Q%W

-~ =wo
y sustituyendo (u) . v
- Ewx

X'o = WpBo- EWxo- 2 %Hn!#'fﬁ(iégi?)‘v} = woBs "H}z; 2wg S(1-03w) o

de donde

Bo= (Ko + twxoWp + H(2E "waa- (-0 )
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sustituyendo (u), y (v) en (s) y factorizando
x = axp(—&wt)[xocoswnt + {[x'o + Ewxo]/wp}senwpl] + exp(—Etwt)[2HQEcoswpt
+ (1IWp)HEEWS - (1 - Q3 w)serwnt] + H[(1 - Q@ 2)serwt - 20QEcoswt] (W)
comparando (W) con (3.18), se tiene la respuesta dindmica de dasplazamientos del sistema
X = €c.(3.18) + H{exp(—Ewt)[2Q¢coswpt + (1/wD)(2EPwS2 - (1 - Q Zw)senwot]

+ [(1-Q%)serwt - 2QEcoswi] } ()
b) Efectos de la aproximacién de wa w
siw-» w, de la ecuacion (3.29)

Q=ww=1 wly)

Comparando (x) con (3.43) la expresién entre llaves en (x) es el Factor Dindmico de Carga FAD2.
Se puede mostrar con claridad lo que sucede con este factor y con los desplazamientos del sistema
graficando la expresién (r) obtenida en el inciso 8), la cual es parte integrante del FAD2 de Ia
ecuacion (x) y no depende de las condiciones Inicfales de desplazamiento y velocidad que se
presenten o no en el sistema.

Sustituyendo (y) en (r) se obtiens
H/ Xost = FAD = 1/(4E %) (2

lo que indica que cuando no hay amortiguarmiento en el sistema la amplificacién dindmica tiende
ainfinfto sl w = w; graficando (r) en términos del FAD y Q, para distintos valores de E en un sistema
de 1 G.L., se obtlens la gréfica mostrada en la figura 3.77.

En la figura mencionada se muestra clara-
mente el efecto de la amortiguacion del sistema
oscilatorio, a mayor amortiguacién presents,
menores son las amplitudes dinamicas. Aun
cuando para £ >0, la respuesta no tiende a in-
finito, el FAD s/ puede crecer sensiblemente y
provocar el colapso del sistema o estructura,
sobre todo si el valor de la frecuencia de la fuerza
excitatriz se acerca a la frecuencia del sistema; en
caso de que estas frecusencias colncidan se dice
que el sistema entra en resonancia.

Regonancia

Debemos evitar que nuestro sistema estruc-
tural tenga frecuenclas similares a la de Ia fuerza
excitatriz, para lo cual se manefa la relacién entre
masa y rigidez.

Figura 3.77. Efectos de amortiguacidny
resonancia en vibracién forzada
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11L.- a) Deducir las expresiones de un método numeérico para la evaluacion de las respuestas de un
sistema oscilatorio ante excitaciones arbitrarias y en general ante cualquier tipo de carga dindmica; y b)
codificar un programa para computadora de bolsillo para la aplicacién automatizada del método

numérico deducido en a).

En Ingenieria Civil ef caso més comun de fuerzas de excitacion P(t), es ef de los sismos, que
excitan la base de los sistemas estruclurales al acelerar su clmentacion; ya se demostr que dicha
aceleracién puede aplicarse a la masa del sistema defando fifa su clmentacién (problema |, inciso
3.231.).

Lasfuerzas de excitacionque se presentanen la practica sobre las estructuras, son casi slempre
complicadas y de tipo arbitrario, es decir sus variacionas a través del tiempo tienen una gréfica
{rregtilar, como la mostrada en la figura 3.71 (inciso 3.2.4.).

Asimismo Ja aplicacion de los procedimisntos analiticos de integracion, aun para funciones de
axcitacion definidas por una exprasién matematica conocida, requieren de un niimera excesivo de
calculos, que son imprécticos en las aplicaciones profesionales de la Ingenieria Civif al diserio de
estruciuras.

Por los motivos expresados, para fines précticos debemos desechar la evaluacion analftica de
las raspuestas estructurales y aplicar métodos numéricos de evaluacién de estas respusstas, que
por oko lado, tienen como caracteristica una gran facllidad para ser automatizadas mediante
programas de computadoras como los de la referancia {12]. Uno de los métodos usados con més
frecuencla se presenta a continuacion y estd basado en el desarrollado originalmente por N.M.
Newmarken 1958l 13|

L.as bases del método consisten en considerar que la fuerza excitatriz P(t) estd compuesta por
una sefie de impulsos sticesivos de duracién At tan pequefios como la exactitud de la evaluacién
de la respuesta lo requlera, ver figura 3.71 (inclso 3.2.4.).

Lafigura 3.72 (Inciso 3.2.4.} muestra un intervalo de la curva de la fusrza excitatriz P(t} ampliado;
se asume que la curva esté compuesta en estos intervalos por tramos rectos que se aproximan
tanto como se desee a Ia curva real de linea punteada, simplemente tomando At suficlentemente
pequerio, y que los valores iniciales ‘de desplazamiento (xi} y velocidad (x' i} en el punto A, son
conocidos. De la citada figura se establece que

AP = Piv1-P .fa)

tanf = AP()/At = (P41 - PyIAt w(b)
para cualquier tiempo t dentro del intervalo en estudio

tand = APY(t-t) ...{c)
de donde ‘

L8P = (fahe)(t'-h) ‘ ’ ()
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sustituyendo (b) en (d)

At = (Pisq -p‘)‘(t_jfv;)/'m‘ L

w(6)
6! valor de la fuerza P(t) para el _ﬂen%po fes
Pl) =P =P #AP{ w(d
sustituyendo (e) en (1) . '
PO = Pr = P +(P" P e
de donde : i ’ g

Pl) =Pt =P +Pi+1t/At PuiAL- P.m/m Pi/AL [1'+ (tz-i‘)lAt]P;+{t 1)) +1/At
' wh)

sustituyando (h)enla ecuacion (3.38), so uene la ecuaclon del mowmlento forzado amortiguado
para el intervalo At

P() = Py=[1-(t- h)/At]P| + (t mm,m

Xt 4 O 4 o = [1 - (t- /AP + kt“‘fn}}%ﬁ)m’ el

En ef problema Il anterlor, se demostrd que la soluc_lén\' de una ecuacién como esta, para ef
lapso de tlempo en que el sistorna oscila (t - t) es R

X(t) = exp(—Ew(t - O))[Accoswn(t - t) + Bosenwo(t-B)] + Xpar  ww.(f)
Xpar = solucién particutar ’
Ag,Bo-constantes a determinar, que dependen de fas condiciones iniclales

ref. 14}

aplicando los métodos para resolver las ecuaciones diferenclales! , una softicion para Xpas
es
Xpar = Co + Doft - 1)) wifk)
daterminacion de Co y Do )
1a. derivada de (k) X' = Do R el
2a.derivadade (k) x*= 0 » i (M)

sustituyendo (k), (I} y (m) en (i)

mfo) + cDo + K[Co + Doft- n)j =1-(t- n‘)'/AzJP.,’+ ;({-.tq)‘Ffs +1/bt

oDo + KCo + KDoft- 1) = P~ (t- WIPUAL + (t- tP1 (1/At
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factorizando
(cDo + kCo) + kDoft-t) = (Pi+1/At- B/AY(t- 8} + P
(cDo + kCo) + kDoft - t) = [Pir1 - P)/AY(t-t) + P ()

se resolvard por el método da los coeficientes indeterminados de las ecuacfones diferenciales,
Igualando cosficientas se tiene

kDo = (Pi+1- P)/At ()]
cDo + kCo = P, ' . (P}
de donde | :
Do = (Pi+1 - P)/(kAY) e (3.45)
= (Pi-cDo)k : ‘ . win(3.46)
sustituyendo (k) en (j) . ) | |
X() = oxp(-Ew(t - t)[Accoswo(t-) + BosenWD(t R
determinacion de Aoy Bo L

1a. derivada de (g)

X)) = exp(—~Ew(t - b))[-Aowpsenwp(t - ). + BOWDcost(t t)]

- Ewexp(—~Ewf(t - t))[AoOOSWD(t t +VB )

' de(g)parat=t

Xy = e}(p(o)[Aocos(O) + B;,sen{O) ¥ Co‘: + D_;(O) L

e (3.47)
de (r) parat=t '

x' tl = exp(O)[ Aowosen{O) “+ Bowbcos(0)] ‘I,-“waxp(o)[Aocos(O) + Bosen(0)] + Do

=[x'4u»+Ao‘5W;‘D¢j/w65" S - (3.48)
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podemos conocer el valor de el desplazamiento y la velocidad al final del Intervalo At (punto B,
tigura 3.72), con las ecuacionss (q) y (r) para cuando t toma el valor j + At

de (q)
Xti+1 = exp(—Ew(ti + At-B))[Accoswp(ti + At-1) + Bosenwp(t + At-8)] + Co + Dofti + At-1)
X ti+1 = exp(—EwAl[Accoswp At + Bosenwp Af] + Co + Do At s (3.49)
analogaments, de (1)
X't+1 = oxp(—EwAllwp[-Acsenwp At + Bocoswp Aff - Ewexp(—-EwAt)wn[Aocoswn_LAt
+ Bosenwp At] +Do e (3.50)

en el Inicio del intervalo o punto A de fa figura 3.72, desconocemos la aceleracion del sistema
X* i; pero ésta puede determinarse con la ecuacion (3.38) para t = t como

i+ ox't + kg = Py w(s)
de donde
xi={P-cXi-b}m .. (3.51)

Fara poder aplicar metbdicamente estas respusestas, por facllidad se introducen las sigulentes
varfables .

M=coswpAt .. (3.52)
N=senwpaAt .. (3.53)
P=ftw . (3.54)
Q = exp(—EwWAl) = exp(-PAY) .. (3.55)

portanto las ecuaclopés (3.49), (3.60) y (3.51), pueden escribirse como

X+t = QUAM + BNJ + Co + Do At e (3.56)

X't = Qo[ Ao + BoM ] - PQIAGM + BoN] + Do e (@57)

Los basos a segulfpém Ia aplicactén manual del método fueron mencionados al final del inciso
324 - .. - ‘ ' e

b) Programaclén del método en calculadora de bolsilio

A continuacién se Indica la codificacion en lenguaje basic de la pmglamacién del método
numérico deducido en a).

10 INPUT "K=";K,"M=":M0,"% AMORTIG.=";X9



15
20
30
33
35
40
50
55
60
65
70
75
80

100
110
120

La siguiente tabla relaclona la nomenclalu 3’
programa da computadora.
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ANGLE 1: INPUT "TIEMPO MAX.EVALUADO=";Z8

W=SQR(KIMO):T1 =2*PI/W:C=X9*2*M0*W: Wl =W*SQR(1-X9" 2)

PRINT "W="W,"WD="W|,"PERIODO=",TI

INPUT"DELTA T="T2

M1 =FRAC((WI*T2)/(2*P]))*2*P]
M=COSMI1:N=SENM!:P=X9*W.Q=EXP(-P*T2)

X1=0:V1=0:T=0

INPUT "P(l)=",P2

IF T >0 THEN P2=P1 ELSE P2=P2

INPUT "P(1+1)=",P1:X0=X1:V0=VI
DO=(P1-P2)/(K*T2):C0=(P2-C*D0)/K:A0=X0-C0:B0=(V0 +AOXI*W.DO)WI
Al=(P2-C*V0-K*X0)IMO:PRINT "A(l)="1Al
XI1=Q*(A0*M+B0*N)+C0+DO*12 -
VI=Q*WI*(-A0*N+BO*M)-P*Q*(A0*M+B0*N)+D0

PRINT “D0="D0,"C0=":C0,"40=",A0, "Bo—"'Bo '

T=T+7T2IF T >28 THEN END o

PRINT "T="T,"X(I)=":X1,"V(I) =":VI: GOTO 60 o

ada en ef métodé numérico y los simbolos del

S Da. v Ca Ao Bo X+t

Método: & wp At T 3

Programa: X9 w1 T2 oM AR DQ; .. Co . AO - BO X1
Método: X' tis1 Xy m Piss” :

Programa: vi Al MO PP

IV.- La estructura del cubo de elevadores de un édiﬁéid se muestra ehv las figuras 3.78y 3.79. Para el

movimiento del elevador se utiliza un motor eléctrico acoplado a una serie de poleas y cables, que en

conjunto tienen un peso (incluyendo el del elevador con su carga vivay muerta) de 1500 [kg].

Durante el movimiento de atranque ascendente del elevador, el mecanismo eléctrico mencionado

produce una fuerza arménica sinusoidal P(t) = Posenwit, seplin especificaciones proporcionadas por e!

fabricante la magnitud de la fuerza es de 3000 [kg] con una [recuencia angular de 60 {rad/seg).

El mecanismo delevante es montado através de aisladores y amortiguadores de resorte e hidrauficos

con rigidez Ka = 3215 [kg/cm] yamomguamlenlo ca = 25 [kg-cm/seg], respectivamente, sobre dos vigas

IPR152x13.6[kg/m], con las caracterfstlcas mostradas enlafigura 3.79, que estan empotradas en losmuros

de concreto del cubo de elevadores, *
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Mediante pruebas de vibracidn libre efectuadas a cada viga se determind el valor de dos

desplazamientos de respuesta consecutivos en Xn = 8 [mm]y Xn+1 = 6.63 {mm].

Suponiendo que 1a masa de as vigas se concentra en el centro del claro, determinar: a) La respuesta
dindmica de desplazamientos, velocidad y aceleracién del sistema para los primeros 0.25 [seg] de
excitacién, usando para ello el método numérico de evaluacién de respuestas; b) la grafica de la respuesta
de desplazamientos con los valores obtenidos en a); ¢) la deflexidn total méxima del sistema amortiguado,

para ese lapso; y d) la fuerza maxima puntual que debe soportar ta viga en el centro del claro.

u
Mecanismo do [ IPR15 2:2: 36 kg/m | @ PCt> |
@___ N B

1 Murosde
concretro -

1
!
]
i
W |-
Ka Ca ?

Z
[PR152X13.6[KG/M) | Caracteristicas de @ é

acotaolén en fom] trebe Sy
°> ¢ 4 llx = 563[“7\] %/

_'- —————— ' B - : 150
Figura 3.78. Planta del cubo de elevadores de -

Figura 3.79. Vigas de soporte del mecamsmo
un edificio

de levante del elelevador de la. f‘ gura 3. 78

a) Evaluacion de las respuestas dinémicas medlante el método numsérico, -

La masa total oscllante del sistema (me) 6s

ms = (W + We + Wipr)g e

Wi, We - Peso del fotor y del
ds los datos del problema S elevador respectivamente: .
Win + We = 1500 [kg] ‘ o b
Wipn = 2(13.6kg/m)(3m) = 81.6 = 82 [kg] ' ' ‘ (e}
sustituyendo (b) y (c) en (a)
ms = (1500 + 82)/980.665 = 1.613 [kg-s¥cm] w(d)

Como los andlisis de estructuras hasta aqui presentados (y los més cominments usados en la
préctica), son linsales y elésticos, es dacir sus deformaciones son proporcionales a las fusrzas
aplicadas en un rango lineal por lo que se dice que cumplen con la Ley de Hooke; el sisterna
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estructural formado por las vigas y el motor con sus amortiguadores y aisladores, en este caso
puede modelarse como un sistema oscilatorio simple como el mostrado en la figura 3. 80 Ya que
la viga y el alslador-amortiguador de la base del mecanismo de levante estdn en serie'™
(1/ks) = (1/ke) + (1/kiPR) )]
(1/ce) = (1/ca) + (1/ciPR) wff)

P ( t) ky-rigidez del sistema

l op-constante de amortiguamiento del sistema

ke-rigidez del alslador del mecanismo -

m cg-constante de amortiguamiento del aislador del
S mecanismo

kipn-rigidez de la viga
ks Cs

cipa-constante de amortiguamiento de la viga

7 7
Para una viga doblemente empotrada, con
Figura 3.80. Sistemade 1 G.L. querepresentaa una carga puntual en el centro del claro, se

la estructura de la figura 3.79. demuestra tgle la deflexion méxime en dicho
punto, vale!!
Amaxt = PL3/(192E) (@)

para la misma vlga sometfda a una carga unfforme distribulda, la deflexién méxime es en ef
centro del claro y valel"

Amexz = wL*/(384E1) ' ()
la fuerza excitatriz se aplica en el centro del claro, y como P = kA, de (g) para dos vigas
kPR = PIA max1 = 2(192EI/L%) = (192)(2)(2.1)(10%)(683)/300° = 20398.93 [kg/cm] wll)
sustituysndo (i) en (e) y como ka = 3215 [kglem]

(1/ks) = (1/3215) + (1/20396.93) = 3.600842(10°%)

ks = 2777.3 [kgtom] ' _ )

para las vigas, la masa mippes de (c)

mipR = (82kg)/(980.665cm/s®) = 0.084 [kg-s2/cm] ;..(k)-
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yde (3.6), (i} y (k)
wiPR = [20398.93/0.084]°5 = 492.8 [rad/s] w(l)
yde la ecuacion (3.21) y los dalos del sistema
S = InfXo/Xn+1] = Inf8/6.63] = 0.18784
yde la ecuacion (3.22)

& = 8/2r = 0.03 ‘ ()]

de la ecuaclén (3.15), (m), () y (1) e e e e i L

CIPR = 2£MPRWIFF A ' {3}'1 [I?Q~S/C(i7] g

()
...7(o)
ulp).

y da la ecuacién (3.19) A
Whe = WelT - £ 2 ] ©5 = 41.495[1 - 0.017%°5 = 41.489[r/s] Q)
de la ecuaclén (3.7) Ty = 2:rM. = 27/41.495 = 0.15 [seg] . ) wfr)
por tarto se elige 4 At = 0.1Ts = 0.015 [seg] ()

ahora se procederd a llenar para cada paso de tlempo la siguiente tabla donde de las
ecuaciones (3.52) a (3.55), se tiene para el sistema oscllatorio:

M = coswp At= cos(41.489(0.015)) = 08125195221 wlt
N = senwp At = sen(41.489(0.015)) = 0.582933981 R
P = Ew=(0.017)(41.495) = 0.705415 ()

Q = exp(-PAY) = exp(-0.015(0.705415) = 0.9894745592 (W)
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en esta tabla la ley de variacién de la fuerza excitatriz P(t} es

168

P(t) = 3000sen60t (%)
y
tivr =4 + At wef¥)

) & (a.58) (357 (.51) (3.45) (3.46) (3.47) (3.46)
4 P x X X' Do Co Aa Bo
Q)] {ka] [em] lem/s]  [em/s?)

0.000 00 0.0 0.0 0.0 864097 00462 00452  -1,3588
0015 2350.0 0053 10505 1350.31 137184 08349 078168  -0.0907
0.030 2921.5 0.360  29.876 1149.29 393524 10842 07242  1.6563
0.045 12821 0867 32962 -744.44 826438 05130 03540 23104
0,080 1327.6 1191 4,808 -2079.76 38,5266 04465  1.6370  1.0723
0.075 2932.8 0910  43.297 -3324.33 147457  1.0680  1.9783  -1.3654
0.080 . 23183 0044 78705 -1250.64 56,8586  -0.8813 08374 32532
0.105 50.4 4.232  70.848 -2251.84 559440 00277 -1.2039  -3,0765
0120 2381.0 1.831 15929 482338 126910 08469 27779 0,737
0135 2909.7 1.621 58458 4515.63 40,1661 1.0806 27018 22830
0.150 1236.4 0377 101.242 1273.21 826268 04965 08737 39349
o165’ 13726 1124  88.427 2911.49 37.6913 04633 15876 30668
0.180 2942.8 2017 24484 5331.15 157659  1.0725 30891 02622
0195 £268.0 1.799  51.272 -4441.99 57.2955 08700 26688 25714
o210 - 100.9 0652 92809 -928.82 B5.4616  -0.0081 06609  -3.5625
0.225" 2411.4 0701 78110 2811.60 11.6564 08587  -1.5554  -21901
0.240 2897 -1.483 - 22305 4381.65 409702  1.0787 25601 0.4064
0.255 1190.2 41.382 35135 303295 625899 04798  1.8415 23241

‘Tabla 3.14.  Valores de respuestas dindmicas del sistema de la figura 3.80

b) Gréfica de la respussta dinémica de desplazamientos

de los valores de Ia tabla se obtiene la sigulente gréfica de respuesta de desplazamientos del

sisterma

Grafica3.18.

o8

Desplazamientos
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¢} Deflexién méxima durante fos primeros 0.25 {seg] de aplicacién de fa fuerza excitatriz

de fa tabla del Inciso a), la deflexién méxima por causa de la {fuerza dinémica producida por el
macanismo de levante es

Xmax = 2.017 fem] w{Z)
a este valor debe agregarse la deflexion estética producida por el peso de las vigas A PR n;és
la producida por el peso del sisterna A », pues en este caso estos desplazamientos actian en el
mismo sentido que Xmax.
fa deflexién por peso propio (PoPo), de las vigas es, de (h) .
A PR = wL%/(384E)) =2(0.136kg/om)(300cm) */[(384)(2.1)(10°)(2)(683cm®)] =0.002[cm] ...(A)
Ia deflexion por causa del peso del sistema es, de (g) para 2 vigas
A s = PL3)(192E1) = (1500)(300)°/{(182)(2.1)(10°)(683)(2)] = 0.074 fem] w(B)
por tanto [a deflexion méaxima en el centro del claro es de (z), (A) y (B)
- Amax = Xmax + AIPR + Ao = 2.017 + 0.002 + 0.074 = 2.093 fem] , —(C)

d) La fuerza méxima concentrada que debe soportar la viga en ef centro del claro

las deflexlones por causa de fuerzas concentradas aplicadas en el centro defclaro A ecc son;
de (z) y (B)

APCC = Xmax + A s = 2.017 + 0.074 = 2.091 {om] (D)
{a rigidez por causa de estas fuerzas estd dada por (i), y como P = kA, tenemos de (D) e (i)

P = (20398.93)(2.091) = 42654.16 = 42654 [kg] (]
que es el valor de la fuerza aplicada en el centro del claro, para la que dsben disefiarse las

vigas por el método da esfuerzos permisibles, si se desea que no sufran deformaciones permanen-
tes.

V.- Determinar las respuestas dindmicas de la estructura mostrada en la figura 3.81a), cuyas
caracteristicas fueron obtenidasen el problema resuelto V delinciso 3.2.2.4,, y que representaala columna

de soporte de un puente peatonal; para cuando (valuar la respuesta para los prlmeros 0.3 {seg] de

apllcacmn dela fuena) 1) Se aphca una fuerza excitatriz cuya graf ca aparece en la flgura 3. Slb), y 2) se
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av

Caracteristicas estructurales:
m - w=18.388 [rad/seg]

NN

P(ty— mosa
A4 b Fbutarie m = 13.227[t-s%m]
h78 2 1a . k= 4472.43 {t/m}
h=8.1m] t {columna “ju 0 £=0(paracasol)
h=8.1(m I~ ki & = 0.2 (para caso 2)
J' 7L T = 0342 {seg)
Y2 2% iR ‘
" a)Sistema oscilatorio senciilo R
Datos: PO : Datos:
Py = 225 [ton] : : Po =225 [ton]
Pt
ta = 0.06 [seg} N . .
Po te = 0.12 fseg]
tr = 0.18seg]
ty ty te -t ’ -
b) Fuerza excitatriz para el problema V1. c) ngna e:icit_atri:z para 'e‘l’ Pf.‘abléﬁié'v'?-- S

Figura 3.8L. Sistema discreto simple que representa a la columna de soporte del puenle'peaiona! de
la figura 3.31 sometido a dos casos de vibracién forzada. e

1) Respuestas dindmicas ante la aplicacion de la fuerza de la figura 3.81b).
@ Por el método numérico de evaluacion .
De la gréfica de la fuerza aplicada se calcula el valor de la fuerza P(t) para cada tj+1. Las

gcuaciones de las ractas se establecen por procedi/mientos de geometria analitica [ret. 5] (véase por
ofemplo el problema IIb, inciso 3.2.3.1.), y son:

Pt} = 3750t ..{al)econt < 0.06
Pt) = 225 ' ..(al)con0.06 =t =< 0.12
Pt} = -3750(t-0.12) + 225 = -3750t + 675 ..{allcon0.12 <t =< 0.18

PH=0 ~(adjcont = 0.18
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Procediendo con célculos manuales se consiruye la tabla que aparece a continuacion,
calculdndose con las ecuaclonss (3.52) a (3.57), (con w = wp para cuando no existe amor-
tiguamlento) los valores de

M =0.8516617725

N =0.6240918099

Dlseriwtt-t) - somutt- ) ..(eeonte
tyfsenw(t - te)- s_eﬁl?((?- Wi} _...}(é)épht zh-

.06 [seg], te = 0.12seg] y = 0,18 [seq]

tabulando {as ecuacionss (b) a (e}
Tabla 3.18 R P ey
{{seg) <] 0.03 008 0,09 015 018 021 . 024 55027 - 030
x(m] O 0001 0010 0029 . 0054 0076 0085 0089 ° 0032 " -0.014 '-0.056
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Comparando los valores *exactos” con los del método numérico, se comprueba que son
Iguales, por lo que se prusba que el método numérico es confiable.

b) Raspuestas dinamicas ante la aplicacion de la fuerza de la figura 3.81c).
®Por el método numérico de evaluacién
De la gréfica de la fuerza excitatriz se deduce

Po = 225 fton] parat = 0

empleando el programa del método numérico en calouladora de bolsillo desarrollagio en el
problema Il antefior, o procedlendo manualmente como en a), se obtiene la sigulente tabla

(3.56) (3.57) (3.51)

4 P X X1 x")
[e] fton) Im} m/e]  imse?)
0.0 225.0 0.0 0.0 17.011
0.03 295.0 0007 0435 11.462
0.06 225.0 0.024
0.09 225.0 0.045
012 2250 0083 . .
° 0.18 225.0 0.074 .

0.18 225.0 0.077. e

- 021 a25.0 0.072 - 3}
024 225.0 0,062 -0,
0.27 225.0 ! . 0.051 .
0.30 225.0. 0.042

Tabla3.17. Valoresde respuestas dmamlcas del s:stema S E
de [a figura 3.81a o

#Por la solucién exacta analitica

En el problema propusesto I, que se plantea en el préxlmo lnc/so 3.24 2., se detarminara la
. sfguisnte respuesta de desplazamientos

Xy = X.a¢[1~exp(—§wt)(cosw + (§w/lMJ)senwot] ‘ ' ()

como Xest = Pofk = 225/4472.43 = 0.050308 [m]} ' (M)
tabulando (i) se obber@ /a sigulerta tabla
Tabla 3.18 . .
t{seg] [} 0.03 0.08 0.09 012 015 018 021 - 024 027 0.30
x[m] 0 0007 0024 0045 0083 0074 0077, 0072 0062 0051 0042

Nuesvaments se comprueba que el método numén'co, ahora p/oglamado en computadora de
bolsiilo, es contlable. ; R

VI.- Un centro de recreacién social posee una pista'de I on'la estructuraclon en concreto

reforzado moslrada enlafigura3.82. La cub:erta o azotea eslé (orma 1a por losas de concreto macizas de
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10 [cm] de espesor, perimetralmente apoyadas en trabes de seccién rectangular, que es variable en las
zonas voladas del perimetro, ver figura 3.83, y prisméticas en las zonas internas, con las dimensiones
mostradas en la figura 3.84. La resistencia a fuerzas laterales es suministrada en la direccién corta del

inmueble por un sistema de 5 arcos paralelos entre si y con seccién rectangular constante de 0.7x 0.5 [m).

Para la direccion corta de la estructura, determinar:.a) La ecuacién del movimiento forzado

amortiguado; b) la frecuencia angular y la frecuencia nalﬁ rtlguadas, y el perfodo de oscilacidn; ¢}

las respuestas dindmicas relativas ala cimentacién de la’ eslmc ura, si ésta sufre una aceleracxon del suelo
con una variacién en el tiempo como la mostrada en la fi gura 3,85;d) el valor de Ia acelerac:on méxima
absoluta de la azotea de la estructura; y €) el valor de la fuerza maxima que debe resistir la estructura por

causa de la aceleracién mencionada,

a) Ecuacidén del movimiento forzado amortiguado

I - EVALUACION DE CARGAS
o#CARGAMUERTA

Con refersncia a la figura 3.84, se establecen las sigulentes cargas -

SISTEMA DE TECHO : fkglm?].

1-Impermeabilizante : . 1o

2- Enladrillado (e:g 2cm) : 30 .

(0.02m) (1500kghn>) . )

3- Mortero cememo arena (esp. 2 cm) . 42

(0.02m) (2100kghn’) o : o

4- Relleno de tezomle para dar pendiente (esp. pmm. 15 cm) e 188 -

(0.15m)(1250kghn’) S A

5-Losadecaru:neto (esp. 10cm) B DR >/ JE

(0.1m) (2400kg/m’) B I N

6- Falso plafond de ¢ yeso (lacas de esp. 2 cm) o 30

(0.02m) (1500kgim’) e R

7- Instalaciones ) o 30

8 RCDF™L Y (411 197) L s 40 ' o
610 fkgim¥] (a)

TRABES . : s

TL:w = (0.3m)(0. 7»1)(2400kg/m ) 504 [kglm] ()

T2:w = (0.25m){0. 4»1)(2400kg/m ) = 240 [kehn] - wf(c)

T3(volados): w = (0.4 + 0. 7)[m](12/2)[m](025»1)(2400kg/n13) 3960 [kg] : w(d)

T4(volados): w = (0.4 + 0.7)[m](12/2)[m (05rn)(2400kg/m 3) = 7920 [kg] . : . ...(c) :

T3(centro): w = (0.25m)(0.7m) (2400kgim’) = 420 [kgim] oo @



1.63
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DU NOTAS: . .
- *1-Acotaciones en [m]
iaconcreto
fo = 250[kg/om ].
P.V. = 2400fkg/m’)
& E=10%
E, pretil crleb cbpcreto NIV.. AZOTEA
[ U
T4 7
=60 : N\ faldén de concreto
NIV. P.B.

\

contratrabe

|1.25 2o

]

NOTAS:

Fignrn 3.83 Elevacnon de 108 arcos de ejes letra de la figura 3 82

R g bdadoyzapam
trabedeliga = de concreto

1 Acotaclonas en [m] -
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s g

LR EL E&trzzt&u .
., PEL VOLADD EN LA LNION_

SECCION TRANSVERSAL
DE LA LDSA DE A20TEA

ARCOS i
w = (05m) (0.7m ) (2400kg/m

PRETILESYFALDONES . =
w =G + (04)2)m(o. 1m)(24ookg/m3) = o1 [kg/m] : g)

. CARGA VlVA

RCDF-95" 4):  CVys = 70 kgim?] . b

II- MASA DEL SISTEMA , _
De Ia figura 3.82 y de (a) hasta (h) s buéae’éé/éular
Wiosa = (26m)((16m)(610 + 70){kg/m2] 28288 thg]
Weabes = {26m)(2wT1 + 2wr2d) + (4m)(4wra) 7+ 8wTa(voIadOS) + 70wT4(VO/ados) ‘
= (26m)[2(504kgim) + 2(240kg/m)] + (4m}4(420kg/m) ¥ 8(3960kg) + 10(7920kg)
= 156288 [kg]
Woretll = (26(2) + (16)2)m(912kgim) = 76608 [kg]

de la figura 3.86, se considera que la masa de la mitad de la altura de entrepiso del arco, se
concentra en la parte superior o azotea, por tanto

Warsos = (5arc0s)S(840Kkg/m) = (5)(6)(2.0944)(840) = 52778.86 = 52779 (kg]



Tema lll Dinamica Estructural 166

arcoen(3/6) = 30°  Whote = Wy = 282880 + 156288 + 76608
180-20 =120° " .

= 2034 l"_f‘*’ 4 52779 = 568555 [kg] = 568.555 [ton] .()

y la masa del sisterna oscilatorio es

m = Wr/g = 568.556/9.80665 = 57.977 [t-s-/m]

= 579,77 [kg-s2lom] )

1H- RIGIDEZ DEL SISTEMA

Estado /- 8

Para un arco con la masa concentlrada en la
Origtnal ;

parte superior, la rigidez ante desplazamientos
laterales puede obtenerse aplicando una carga
horizontal P en dicha zona como se muestraen la
figura 3.87a, y obteniendo su desplazamiento
lateral A Para ello primero se debe determinar las
reacciones del arco por causa de la carga P.

eREACCIONES DEL ARCO DE LA FIGURA
3.87a

G774 Empleando el método del trabafo virtual

L ,v —ps2 (véase [ref. 7)), de Ia figura mencionada se obser-
e B T va que el arco es indeterminado en 3% grado y las

A L reacciones pueden obtenerse plarteando los 7
SO estados auxiliares denominados 0 a 6 de las
TN tiguras 3.87ay 3.87b.

El eslado cero se obliene del arco original al
reduclrio a un arco isostético quitando las reac-
ciones redundantes daesconocidas Hp, May Mg,

/'f SN Los estados 1 a 3 so obliensn al cargar a el
y L NG arco isostatico generado, las reacciones redun-
:,) . My 0 AL dantes que se escogleron como desconocidas, y
L ) RSP - los estados auxillares 4 a 6 se obtienen cuando
e las reacciones redunidanteas toman el valor de una
Vp=1/(@roMy  fuerza unitarfa.

T VA =1 % (2|~‘) M AAYI + v Se restielven todos los estados auxifiares (0 a
R T ) 6), encontrando el valor de las reacciones en sus
Figura 3.87a. Analisis de un arco hiperestitico. . apoyos y las ecuaciones de variacion de los
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'\»‘
N
3 o ¥D"s
// o
h \/B —l/(El")MB

T ‘\/B"l/( 2r>

Vp=1/¢ars +

6 : o 1
T : 7
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Vp=1/¢2r) +

Figura 3.57b. Anilisis de un arco hiperestitico.

Estado 2

momentos flexionantes a fo largo del arco y que
son

Estado 0

para cualquler arco circular:
X = rcosf, y= rsend

Reacciones: ’ v
1) +ZMp =0:-Va(2r) + 1P =0 Vo= O5P

++3FH =0:P-Hpo=0» Ha= P

t+2Fy = 0:Va-0.5P = 0= Va = 0.5P

para una seccion en cualquler punto def arco
situado antes de el punto de aplicacion de la
carga P, es decir donde w = @ = nf2

Mo = Py-0.5P(r + x) = Py-0.5Pr- 0.5Px
= Pfy - 0.5r- 0.5x)

Mo = Pr(senf-0.5-0.5cas8) ...(kjcon 7 =0 =n/2

para Una seccitn en cuélquler punto del arco
situado después de el punto de aplicacién de la
carga P, es decirdonde nf2 =8> 0

Mo = Py + P(r-y) - 0.5P(r +x)

= Py + r-y-0.5r- 0.5x)
= P0.5r - 0.5rcosb)
Mo = 0.5rP(1 - cose) (Joon #f2 =26=0

Procediendo anélogamente para Ios demds '
estados, se obtiene

Estado 1

M1 = -tHasend wimjconne =20=0

Mz = (0.5c00 - 0.5)Ma (oo w2030
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Estado 3 I 7 ’
M5 = (0.50050 + 0.5M o Lponmze20
Estado 4 o S SO
_m4f_.-'r.;eli7’(?_ i LA (p)connaoz 0
Estado 5 S | N | '
s = Q.‘fse;qéov."o.s,_‘ . S (q)con o= o
Estado 6 ' e | T .
me = 0.5c0s6 + 0.5 w{rjcon néoa 0

r-radio del arco
Mo, M,..Ma-momentos flexionantes producidos por cargas reales o redundantes
m4,ms, mg-momentos flexionantes producidos por cargas virtuales unitarias
El vaelor de las reacciones He, Ma y MB se puede obtener planteando las ecuaciones de

compatibliidad de desplazamientos o condiclones de frontera conoclidas en la estructura orliglnal
de la figura 3.87a

Awng = 0: DHsen + DHpHe + Drema + Dusmp = 0
OA=0:6ACR +0AHB +0AaMA +0aMB =0 w(8)

O =0:0BCR +08HB +0BMA +0pBMB =0

D;isca-desplazamiento horizontal en B por causa de la carga real
DHama-desplazamlento horizontal en B por catisa de la reaccion Ma
@ aip-giro en B por causa de la reaccién Hg

eto,

El valor de estos desplazamientos se obliene })o} traéa/o virtual con la expresionl™" 71

OEl'= AEl'= [ mMdo .{tjcon El= constarte
Lo

m-ecuacién de momentos flexionantes pi-oduéldoa por cargas virtuales unitarias

M-ecuacién ds momentos ﬂexionantés p‘réducldoé por cargas reales o redundantes
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Por Io tanto de (t) y supesponiendo los siquientes estados se obtiene (en estas integrales se
us6 el programa de calculadora de bolsillo para integrales definidas, cuya codificacion estd al final
de este sjemplo):

de los estados 5y 0, intagrando primero de v a #/2 y después de n/2 a 0 {ecs. (k), (I} y (@)}

Elf acr = [ msModf® = Pri{0.5cos0 - 0.5)(send - 0.5 - 0.5cos8)d6

+ Pr [ (0.5c0s0 - 0.5)(0.5(1 - cos0))dd = 0.554FPr + 0.089Fr = 0.643Pr we ()

de los estados 5 y 1, Integrando de x a 0 (ecs. (q) y (m))

-

EB aa = § meMid = rHg [ (0.5cos0 - 0.5) )

de los estados 4 y 3, Integrando de s a 0 (ecs. (p) ¥, (o)) ‘ v
EIDHBMB = [ maMadd = Ms | (-seno)(o 500s0 + 05)d0 1M '.'..(B) .
de los estados 6y 0, intagrando primero de x a .n/2 y después de n/2a 0 (ecs. (h), (D y () -
El6 e = | msModf = Pr { (0. 5cos() + 0 5)(sen9 0.5 - 0.5cos0)cb
+ Pr | (0.5cos® + 0.5)(0.5(1 -coso))do = -0. 161Pr - 0.19635Pr = -0.35735Pr 7 ...(C)
de los estados 6y 1, integrando de n a 0 {ecs. (r) y (m)) E

Ef B = [ meMid0 = rHa [ (0.5c0s0 + 0.5)(-senf)dd = 1rHp. w{D)
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de los estados 6 y 2, integrando de i a 0 (ecs. () y (n))

Elopwa= f meMadf = Ma [ (0.500s8 + 0.5)(0.5c0S0 - 0.5)d0 = 0.3927MA

de los estados 6 y 3, Intagrando de m a 0 (ecs. (1) ¥ (0)) . s
Eloavs = fmeMadd = Me | (0.50056 + 0.5)(0.5c0s0 + 0.5)d0 = -1.178M
sustituyendo (u) hasta (z) y (A) hasta (F) en (s) -
-1.571Hg - iMa + Mg = -0.7854P
-rHg- 1.1781Ma+ 0.3927Mp = -0.643Fr
rHp + 0.3927Ma - 1.178Ms = 0.35735Pr

y resolviendo este sistema de ecuaclones simultdneas

Ha = 0.499P
Ma = 1.096P
Ma = 1.087P

170

)

w(F)

w(G)

(M)

sustituyendo el valor de las reacclones dadas por (H) en el arco original de Ia flgura 3.87a, y

o DETERMINACION DEL DESPLAZAMIENTO A

hislo.

. B . L
! SRR + [ nNdO/(ATE)
Estado ) °
auxiliar %; con
% -— 0.5 % —— D,
0.318;/ 0.318/1/ 'S AT = 0.7(0.5) = 0.35 [m?]

\_4 1.0%6 \_A 1.087

Figura 3.88. Rigidez lateral de un arco hipereslé‘tico

L
A= 5 mmaoEy + ¢ wdoncA)
o o

resolviendo el arco que ahora es isostdtico se calculan las reacciones restantes mostradas en la
figura 3.66.

Ahora se puede calcular ya el desplazamiento
lateral A de un arco de la estructura de la pista de

Empleando nuevamerite el método del trabajo
virtual tomando en cuenta las deformaciones por
flexién, fuerza cortante y fuerza axial, se tiene!"*1

wll)

()]
Ac = AT/y = 0.35/1.5 = 0.233 [m?] "...(1b}
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| = bh*/12 = 0.5(0.7%)/12 = 0.0143 [m"} w{lc)
E = 14000[1'c]%5 = 14000[200]°° = 221359.4 [kglom?} = 2213594 [tim?] L(igytret- 4l
G = 0.4F = 0.4(2213594) = 885437.6 [t/m?] L(lg)tret 4

enuna seccién cua/?ulela de un arco, las ecuaciones de variacién de la fuerza cortante y fuerza
axfal o normal son!

V = Rxcosf + Rysend (1)

N = -Aysent + Rycosd P (]e)]
-
G-mdello de elasticidad a cortante [kgfem?]

E-médulo de elasticidad a flexidn {kg/em?}
Ar-érea bruta o total [om?]

Ac-drea a cortante [em?]

y4actor de forma geométrica (y = 1.5 on secc

v-ecuacion de fuerza oonante produolda porr argae vur(uales unitarias

V-scuacién de Iuerzu gortante produclda por oargas reales

n-scuacién de fusrza axial o normal producida por cargaa virtuales unitarias

N-scuacidn de fuerza axlal o notmal producida pﬁr cargas reales

Rx,Ry-resultante de todas las fuerzas cortantas o normalea que actian ala lzqulerda de tna secelén delarmln;da en un

arco,

De la figure 3.88 se obtiene por el metodo de las ssecciones antes empleado, las ecuaciongs
de momentos, fuerzas contantes y fuerzas axiales para la carga real P y una carga virtual unitaria
colocada en el punto, direcclén y sentido en que se desea conocer ef desplazamiento A y que son

m =0.5rsen0-0.318r(cost +1)-1.096 ..(J)conn = 0 = nf2
v = -0.5c0s0 - 0.318send w(Kjconx = 0 = )2
n = 0.5s6n0 - 0.318c0s0 wfljoonz=0z= .7:/'21 '

ya que en este caso la carga unilaria de la figura 3.88 es igual a la carga P cuando toma un
valor unftario, y ya que el arco es pricticamerts s/metrlco, se tlehe de (l) :

A=2P § m2d0/(E/) +2P [ v2d0/A°G) + 2P _r nPdOI(ATE) (M)
o - o (-]
y sustituyendo (J), (K} y (L) en (M) y emplsando nusvatments el programa para integrales

definidas cuya coditicacion se muestra al final de este ejemplo, se obtiene al integrar desde r hasta
/2 .
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A = 2P/(EI)f (0.5rsen6 - 0.318r(cos® + 1)°d0 + 2P[(AdG) §(-0.5c0s0- . 318senf)°d6
+ 2PJ(ATE) [(0.556r0 - 0.318c0s0)°d0 =
= -2P(0.33984)/(El) - 2P(0.116763)/(AG) - 2P{0.43478) /{ATE)

sustituyendo las ecuaciones (la) hasta (le)

=-2P(0.33964)/(2213594(0.0143)) - 2P(0.116763)/(0.233(885437.6))
-2P(O 43478)/(0.35(2213594)) =
=-2 14592839(10‘5)P- 1.131934662(10°)P- 1.1223635(10%)P =

= -2.3713562(10°5)P fm) = -0.002371F {cm] (N
La rigidez lateral estd dada por la ecuacién P = kA, de donde o
k = P/A = PJ0.002371P = 42169 [t/m] . (O)

para el sistamma de 5 arcos, cuya rigidez estd en paralelo y debido a que la losa constiluye un

diafragma rigido forzando a que todos los arcos se desplacen lateralmente la misma cantidad A,
se tiene

k = (5)(42169) = 210845 [tim] e (P)
d; Ia ecuacion (3.6}, (i} y (P)
w = {kim]®® = [210845/57.977]°% = 60.305 [racl/seg] - (@Q)
IV- AMORTIGUAMIENTO DEL SISTEMA
De la scuacion (3.15) y (j)
¢ = 2mEw= 2(57.977)(0.1)(60.305) = 699,261 fton-sim] - )

Por lo tanto sustituysndo (i), (P) y (R) en (8 38) se tiena la siguiente ecuac/on del movimlento
forzado amortiguado

57.977x" + 699.261' + 210846x = P(Y) N Wl w(S)

b} Frecuencla angular amortiguada

h‘recuenc/a natural amortlguada (tb) y per/odo de
oscllacion (T} RO

()

w(U)
de la ecuacion (3.7) y (Q)

T= 2n/w = 21/60.305 = 0.104 [seg] =~ V)
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¢) Respusestas dinémicas de la estructura respacto a la cimentacion
De la ecuacién (3.44) y (3.44c)
mx"c +ox' ¢ + e = -mx" a ' @)

de la gréfica de la funcién de excitacion de la figura 3.85, y con la ecuacién de la recta entre
dos puntost™" ®, tenemos

coordenadas de los puntos A(0,1.471), B(0.2,5.884), C(0.6,5,884)

recta AB: X" o= 22065t + 1.471 o C.(Vcont =02 -
recta BC: x'a = 5884 (feond2st s 0.6‘
curva CDE(dato): X" a = (20.7728/t)%8 ...(AA) cbn 06s t= 1.o ,

Empleando el programa del método numérico de evaluac/on ds respuestas (ver pmblama Illb o
anterlor), se obtiene la sigulenta tabla, con

At = 0.05 [seg] ‘ (AB) ;

P(t) = -mx* ;;.(AC)

X0 = X' 0 = O (ol sistema esta origlh Ime‘ry\rtay"en }épbsi)_)

" tabla 319

(v) (2)(Aa)
P 3




Tabla 3.19
(continuacién)
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- )z)(A0) (249

Xy
fem]
0,189
-0.168
-0.165
-0.161
0,168
0.157
0,157
--0,189
. 0162
- 0184
..-0.165
L0185
0,164
-0.162
0,161
0.159
0.159

1.+0.160

0,161
-0.163
0,163
L0162,
0,180
£.0161
0161

< -0162
S.-0.162

0,162
0.164
.0.163"

0161

(3.50)
X't

[om/s)
-0,010
0217
0.348
0.348
0,230
0.051
-0.124
-0.239
-0.261
-0.194
~0.070
0.063
0.180
0,193
0.168
0.074
-0.024
-0.104

- =0.140 .

-0.125
-0.070
:0.001
0.064
©0.099

‘0097

0,063
o0.011
-0.038

| -0.069
-0.073

-0.053
-0.018

(3.61)

r
fem/s%
2544
18.727
6.551
-8.418
<16.781
-18.835
15283
-7.055
2582
10.287
13.666
12137
6.748
-0.271
-6.402
-9.710
-9.414

-6.024

-1.106
3,760
6744

7147

5.130
1.637
-2003
-4.564
-5,317

- 4217
~1.844
. 0877 .

2995
3877
3,370
1.801

. -0.t89

-1.839
1.524
3,938

- 4.668
3.6e67
1.470

-1.054

-3.028

773,854

174
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) (2)(Aa) (249 (3.50) (3.51)
t o Pt =-mx's X x'¢ x'r
0] Ikal fem] fom/s}  [em/s?]
0.84 268313 0,137 0.079 1.256
0.85 286612 -0.138 0.091 0.950
0.86 284940 -0.138 0.097 0.318
0.87 283298 0135 0.097 0,293
0.88 281684 -0.134 0.080 0,936
0.89 280097 -0.133 0.079 1.147
0.90 278536 0,132 0.068 -0.993
0.1 277002 -0.19 0.060 -0.567
0.82 275492 -0.131 0.057 -0.038
0.93 274007 -0.130 0,059 0.405
0.84 272546 -0.130 0.084 0.627
0.95 271108 -0.129 0.070 0.580 L
0.96 269692 0128 0.075 0.312
0.87 268298 -0.127 0.078 -0.063
0.98 266928 0127 0.074 -0,480 .
0.99 265574 0126 0,089 -0.608
1.00 o 0118 2187  403.194
1.01 o -0.079 5389 221275
1.02 0 -0.018 6435 13513
1.03 0 0.042 5205 -217.134
1.04 o 0.081 2416 325456
1.05 o 0.089 0878 313309
1.08 o 0.068 3505 -198.417
1.07 0 0024 -4.669  30.638
1.08 . ° -0.022 4149  128.261
1.09 o -0,055 2309 226479
140 o 0,066 0089  238.270
141 o -0.054 2185 169,534
112 o 0,025 3317 52266
113 - ) 0.008 3217  69.049
114 ¢ o 0.035 2060 -153.632
115 o 0.048 0.350 -177.547
118 - o 0,043 1.283  -139.738
a7t o 0.024 2303 69785
118 o: 0000 2442 30953
119 o -0.022 1.754  101.094
“1.20 [ . -0.034 -0.5681  129.668
St 0 ;<0033 ' 0683 111.802
1.22: L0 1.659 50,965
1.23. 1.817 -7.554
124 4,004
1.25 - 92770
1,28 87.438
187 53,649
1,28 ¢

-5.872

e éir.d_e‘l.a ﬁgdra 382

por lo tarto de los resultacios obtenidos en la tabla’ rfér

Xemax = 0.169 [orn] .(AD)

adosfoms 4D
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d) El valor de la aceleracion méxima absoluta

Como sa demostré en el Inclso 3.2.1., cuando el desplazamiento es méximo, la aceleracion es
méx/ma

por tanto de la tabla, para t = 0.25 [seg]
= 25.441 [em/s?] ..{AF)
da {Z) para t = 0.25 [seg], la aceleracién de la base es

X* o = 588.4 jem/s?] - (AG)

de la ecuacion (3. 44c, ;,(AF) ¥ (AG)

*Tmi = X a + X r = 588.4 + 25.441 = 613.841 [cm/s?] e (AH)

e} Valor de la fusrza méxima en Ia‘azotgé ‘v
de la ecuacién P = kA, y como A = x}mag = 0769 fem), se tlene

P= (2108450kg/cm) (o 169cm) - 356328 [kg] = 356.3 [ton] )
osta fuerza también puede obtenerse de Ia ecuaclon (3. 44), de donde

P= er—-mxrcxr o .5..;(/u)'

sustituyendo (AH) en (Al) y como para t = 0 25 [seg], de /a tabla se Yenex'y =.0. 01 [cm/s]

P = -(579. 77kg-52/cm)(613 841 cm/s ) (6992 6‘1kg-s/cm)( -0. 01cm/s) = -355816 67 [kg]
el sentido de Ia fusrza no es de Interés, por lo que
P = 355.8 [ton] w(AK)

que es un valor practicamente igual al de (Al), (la pequeria diferencia es debida al redondeq
on los valores de xr de /a tabla)

La resistencia del conjunto de arcos puede revisarse contra los elementos mecéanicos ob-
tenidos por la aplicacion de Ia fusrza lateral dada por (Al} en la azotea de la estructura.

¢PROGRAMA EN CALCULADORA DE BOLSILLO PARA EL CALCULO DE IN-
TEGRALES DEFINIDAS

A continuacion se muestra la codificacion en lenguaje basic de la programacién de el método
numérico de Simpson fret. 18] , para obtener el valor de intagrales definidas.

05 ANGLE ]
10 INPUT "# INTERVALOS=";N,"LIM.INF="4,"LIM.SUP="B
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20 N=2*N:D=(B A)/NS 0X—A
30 FORI=0TON -~ .

40 IF I=0 THEN M=1; GOTO 80 :
50 IF I=N THEN M=1: GOTO 6’0 o
55 C=12-INI(I2) ;. . :
60 IF C=0 THEN M—Z' C'OTO 80
70 IF.C <>0 THEN M=4 :

80 Y=f(x) (definirla func:on ain Pgmren tenmnm de t)

85 =Y*M

90 §=S5+Y

100 X=X+D

110 NEXTI

120 S$=1/3*D*S -
130 PRINT "AREA=";8:END

Antes de correr el programa se debe indicar en la linea 80 ia funcién a Integrar en términos de
la variable x, en funcionas trascendesntes los limites de Integracidén son en radfanes. EI método
divide la curva de la funcién a Integrar en Intervelos, por lo que segtin la exactitud deseada se debe
aumentar el niimero de intervalos que se plden como dato en la linea 10, generalmente con §
intervalos la exactitud es aceptable.

3.2.4.2.- PROBLEMAS PROPUESTOS
P(tY 4

1.-a) Determinar la respuesta de desplazamientos de un slstema

snmple o de 1 G.L., con amoruguamlento, someudo a Ia

deuna estac:on exp’ nded
del tlempo se observa en a. gra(‘ ca de

que reduce el problema a un sl_stema d

Solucion: )‘(mnx = 3.302 [cm], X' max 27._925_{0??7/.?], Xf,"",'-\x,= 216.385 [cm/32] N
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ucoi acion
Caractens&cas}estruclumles

k=242.4866 [ym} ;-
m=1.7539 (t-a’*’/m] :

4 T=0535[seg] ~ £=30% '

a) Cascarén tipo parrguas invertido g

4.0

Figura 3.90. Fuerza excitatriz actuante sobre la cublerla de una estaclon expend edora de gasolina

1iL.- Si el sistema discreto simple cuyas caracterfsticas se mvdvestran en lafigura3.91a),y que representa
la estructura del puente peatonal estudiado en el problema III del inciso 3.2.1.1, sufre un deslizamiento
de tierra con una aceler%cién con variacion respecto al tiempo con la grafica indicada en la figura 3.91b),
determinar: a) El valor r‘péximo de las respuestas de desplazamiento y velocidad de la masa relativas a la

base de la estructura, y él valor méximo de la aceleracién total o absoluta de la masa del sisterna; y b) el
i

valor méxinto de la fuemh lateral que deber3 resistir la estructura.

Solucién (usendt\a At = 0.01 [seg]): a) ernx = -2.584 [cm], X' rmax = 44.361 [oems],
X rmax = 1447.019 [cm/szj,x Tmex = 1384.087 fem/s®); b) Pmax = 40.674{ton]

Caracte;nstlcasestructurales ; x"aln/s%)
= 3.054 [t-s%/m] o
= 1574.08 [t/m]
T =0 2768 [seg]
E=0 2 (para este ¢caso)
\

|

p— %)

s X o(t) = 17sen31.416t

a) Sistema discreto sencillo

b) Aceleracxon de la base

Figura 3.9L| Sistema oscnhtorno slmple SO eu oaun fnovzmxento de su cimentacién

lor del desplazamiento méaximo relativo,

IV.- Determinar las r spuestas dmamlcas relatlvas y el
para la estructura mostrad} enfafi gura 3 92a) cuyas caracterlsucas fueron obtenidas en el problema V

delinciso 3.2.1.1., y que representa a uno de Ios marcos de soporte del andador peatonal de acceso a un

edificio; si es sujetaa una aceleraclon dela c:menlacmn como lamostrada en Ia grafica de la figura 3.92b).

Solucién: Xemax = -0. 576[cm]
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r Caracteristicas estruc- X”QEF/STEJ‘ ) L

SO EE e et
= 468,03 [Vm TN

TR 15— "

g T

[ ——— 3 M —— %,t[fSéQ]

a)Marco estructural -b) Funcién de aceleracion del suielo

Figura 3.92. Marco estructural so‘r_ﬁgﬁd_o,‘a n desliza ento de su cimentacion.

V.- Determinar las respuestas dindmicas relaltvas, asi con el desplazamiento maximo relativo, y el

valor méximo de fa fuerza que debe resistir la estructura dela clinica para atencién médica mostrada en

las figuras 3.46, 3.47 y 3.48 del problema V del pasado mmso 3. 2.2.4 si es sometida a un sismo con los

valores de aceleracién del suelo mostrados en’la’ gral‘ ca de Ia f‘gura 3.93, suponiendo que dicho sismo

acttia paralelo a la direccién corta de la :

Solucion: Ximex = 0.35§[qm],, ;

—O1OlLlll||iI|]Illl[l |

‘0. 05 1.0 1.5
Figura 3. 9]3. Acelerograma del sismo del Puerlo Hueneme del 18 de maao de 1957, componente
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3.3. OSCILACIONES EN
SISTEMAS DISCRETOS DE
VARIOS GRADOS DE LIBERTAD.

Lossistemas discretos compuestos o devarios
grados de libertad (G.L.), son mis complejos que
los sistemas discretos simples, pero son los més
comunes e importantes en Ingenieria Civil, pues
comprenden a casi todas las estructuras con-

cebibles.

Los conceptos fundamentales y ecuaciones
del movimiento asi como caracteristicas prin-
cipales de los sistemas multiples, se pueden

. ejemplificar y establecer estudiando un sistema
de 2 G.L,, teniendo en mente que todo lo que se
deduzca para dicho sistema es vilido para
cualquier sistema de varios G.L., siendo la can-
tidad de célculos necesarios para la resolucién de

las ecuaciones lo Ginico que varia.

A medida en que los grados de libertad se
multiplican, lo hacen asimismo las ecuaciones del
movimientoy la complejidad de las soluciones por
lo que recurrir al empieo del célculo matricial se

vuelve indispensable,

En general las estructuras tienen miiltiples
grados de libertad, y para hacer factibie su
anilisis, se recurre a toda clase de
simplificaciones, manteniendo el comportamien-
to del modelo de la estructura lo més cercano a la
realidad posible dentro de un rango que usual-

mente se considera aceptable, de acuerdo a la

prictica y a la comparacién experimental con

estructurasreales,

Debe recordarse la definicidn dada al inicio
de este tema sobre grados de libertad dindmicos
y estéticos, en el sentido de que dindmicamente
los grados de libertad de un cuerpo son aquellos
a través de los cuales se desarrollan fuerzas de
inercia mientras que estiticamente es el nimero
de desplazamientos nodales que se eligen para

definir el perfil deformado de un cuerpo.

Las siguientes definiciones(™t 3] son atiles
para la mejor comprensién del movimiento libre

no amortiguado en sistemas multiples

MODOS NATURALES DE VIBRACION.-
Son las diferentes maneras de vibrar de uma

estructura de varios grados de libertad,

FORMA DEL MODO.- Es el conjunto de
desplazamientos de cada masa de un sistema os-
cilatorio compuesto que configuran o grafican un

modo natural de vibracién.

MODO FUNDAMENTAL DE VIBRACION.-
Es el primer modo natural de vibracién y su forma
de modo no tiene ningtin punto de inflexién, tiene
las siguientes caracteristicasl™t 27): a) Posee Ia
menor frecuencia circular , b) tiene el mayor
periodo de oscilacién , y c) posee los mayores

desplazamientos de las masas,

Como caracteristicas de identificacién de las
formas de los modos setiene que el segundo modo
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<
Ky M ko, mzl——l
ks ke Nl -

s il

—_ -

1 x2

k-rigidez dol sistema [tan/ln]

m-masa del cuerpo
[lon-ng’-/m]

x-desplatamiento de la masa [m]

Figura 3.94. Sistema discreto compuesto de 2
G.L. sin amortiguamiento.

de vibracién tiene un punto de inflexién en su
configuracidn o grifica, el tercer modo tiene dos
puntos de inflexién, el cuarto tres, etc.

3.3.1. VIBRACION LIBRE SIN
AMORTIGUAMIENTO

En la figura 3.94 se muestra un sistema dis-
creto compuesto de 2 G,L., en el cual existen dos
masas m1 y mz concentradas en dos puntos del
cuerpo oecilante y la rigidez u oposicién que
ofrece el sistema a sufrir desplazamientos estd
representada por {os dos resortes de rigidez k1 y
k2. Una fuerza excitatriz estitica que actia solo
unavez desplaza las masas del cuerpo oscilante en
distanticas x1 y x2, al dejar de obrar esta fuerza,
las fuerzas restauradoras de los resortes tienden a
regresar a las masas a su posicién original de

reposo; en esteretornose generz{n dos fuerzas de -

inercia que obligan a dichas masas a desplazarse
més alt4 del punto inicial, estableciéndose asi un
ciclo que se repite indefinidamente debido a {a

ausencia de amortiguamiento del sistema.

iy o
P" §m|x|. . . FI2
sz:—sz,D Pig =Myt

r;-run revlmreiney (o] tomcu{tan)
P j-tueens de ineria [t}
L-wdadia & 4 o (n/F]

Pry=-k)x Pr2=‘k2"f

Figwra 3.95. Diagrama de cuerpo libre del
sistema compuesto de la figura 3.94.

Del diagrama de cuerpo en libertad de la
figura 3.95 puede demostrarse que las siguientes
expresiones son vélidas para un sistema de n
grados de libertad (G.L.)

Mort + Kixp = Eo uméngcnuddol(a %)

M-matriz de masas movimisnto no amortiguado

K-matriz de rigidez
{x}-vector de desplazamientos
{x"}vector de aceleraciones

esta ecuacion puede expresarse como

K-wMjiz) =0 w{3.59)
Eduacidn caracteristica general
donde
z1
{z} ={ 212 ws(3.592)
Zij

{z}-veator de coordenadas relativas z) de las masas
que configura o gréfioa una forma modal
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w-recuencia angular de una forma modal

acomponents del vector modal donde (oa subindices
indican:  i-# de masa o nivel
j-# de modo o # de forma modal

A la ecuacidn (3.59) se le denomina ecwacién
caracteristica y representa un problema
matemitico muy importante conocido como
problema de valeres caracteristices (O eigen-
valeres), cuya solucién no trivial, es decir en la
cual no todos los componentes del vector {z} son

iguales a cero esti dada por el denominado deter-

minante caracteristicel"t 1], expresado como
| K-wM| =0 .. (3.60)
Determinante caracteristicc general

w2valores caracteristicos

Esta ecuacién representa un sistema de n
ecuaciones lineales homogéneas, donde n es igual
al nimero de grados de libertad de! sistema os-
cilatorio, al resolverse da los n valores W co-
nocidos como valeres caracteristicos. Para cada
valor de w? que se sustituya en la ecuacién
caracteristica (3.59) se obtiene las n coordenadas
211, 212, ...Zij de las masas que constituyen los
elementos del vector modal {z}, por lo que en
general se tendran n vectores modales, uno para
cada frecuencia. Como el sistema de ecuaciones
dado por la expresin (3.59) es homogéneo, es
decir sus términos independientes son iguales a
cero, es imposible calcular los valores absolutos
de las coordenadas {z}, a menos que se conozca
una de ellas con certeza, por lo que se recurre a

obtener cifras relativas de todas las coordenadas

zjj conrespecto a una deellas (usualmente se toma

el valor arbitrario para z11 = 1).

En particular para un sistema de 2 G.L. en el

cual las rigideces se representan con resortes

(K -w’M}{z} = .
(k1 + kz-mlwz,') -k2 23§
0..(3.61)
k2 (k2- mszi) 22j

cuyo determinante caracteristico vale
W2 - wilkaimz + (ky + ka)im]

+ kika/mme = 0 e (3.62)

y tiene por solucién
— w2 = (1/2)fkaimz + (ky + ka)imy ]+
(1/2){fkefma-+ (k1 + ko) imy ]2 hcrka/mmmz)®3
v (3.63)

Las siguientes propiedades de los vectores
modales son ttiles en el tratamiento para la
obtencién delas respuestas de un sistema multiple
denG.L.

ORTOQONALIDAD DE LAS FORMAS DE
LOS MODOS DE VIBRACION

Dosvectores son ortogonales respecto a una
matriz sil*t 20

wram =0 .. (364
A-matriz simétrica

{y}-ousiquier veator transpuesto
{v}-cuaiquier vector
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Dos vectores modales {z}n y {z}) son or
togonales respecto a la matriz de masasy de rigidez

sih #j
{z}M{z}h = 0 cnr(3.65)
2YiKizh = 0 e (366)

NORMALIZACION DE LAS FORMAS DE
LOS MODOS DE VIBRACION

Unvector {v}sesnormalizadotespectoauna
matriz sil**¢ 1

WAVIN =1 .. (367)

Yy un vector modal {z}n esti nomalizado
respecto a la matriz de masas si

LY hMrin = 1 e (3.68)

{r}n-vector de coordenadas del modo h normalizado

para encontrar {r}n se debe resolver

{2} hM{zIh = N% e (3.66)

Nhr-constante arbitraria ouyo valor depends de la escala
de la configuracion del modo

{Z}n-vector del modo h sin normalizer

por lo que

{rin = (1IN} e (3.70)

Para facilidad en las operaciones de los vec-
tores modales conviene normalizarios conrespec-
to a la matriz de masas, La normalizacién de
vectores se usa frecuentemente en los programas

de anilisis por computadora.

Para que vibre libremente un sistema de
varios G.L. deben existir en él condiciones ini-
ciales, por ejemplo de desplazamientos de las
masas; la solucién de la ecuacion general del
movimiento se puede obtener por el siguiente
método.

3.3.1.1. METODO DIRECTO PASO A PASO
DE SUPERPOSICION MODAL

Este método consiste en resolver la ecuacion
general del movimiento de un sistema de n G.L.,
mediante la superposicion de las respuestas de
cada modo de vibracién y se vale de una
transformacién de coordenadas para convertirun
sistema de n G.L. en n sisternas de 1 G.L.

La respuesta de desplazamientos del sistema
compuesto es
=21 0 . (a71)

Z-matriz modal cuyaa columnas son lo vectores de
formas modales

{f}-vector de coordenadas generalizad
tiempo

{x}-vector de desplazamientos absoitos o totales

en funcién del

para modos normalizados la respuesta es

Kr=R(A (372
R-matriz modal normalizada ouyas columnas se forman
con los vectores modales normalizados

Ya sea que los vectores modales estén nor-

malizados o no, pueden obtenerse las n

ecuaciones de los n sistemas transformados de
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1 G.L., llamadas i d ladas, una

para cada modo j y expresarlas como

MiIF+ [Kifi=0 . (3.73)
Ecuacién desacoplada o independiente
para ¢l modo |

donde

M=z (@.74)

K= {2Kizy (.75

ta la masa tranet

{My}-eacalar que rep!
of modo |

{Kj}-escalar que representa la rigidez transformada para
ol modo |

" funcién de aceleracion en la coordenada
generalizada del modo j

fi-funciSn de deaplazamientos en la coordenada
generalizada del modo j

o expresarlas también en la forma

i+ Wt =0 en(2.76)
Ecuacién desacoplada o independiente
para o) modo |

Se dice que se obtiene un sistema de n
ecuaciones desacopladas porque son ecuaciones
independientes, es decir las coordenadas de una
masa i no contienen términos que estén

relacionados con las otras masas.

A su vez dicho sistema de ecuaciones inde-
pendientes puede ser resuelto para cada modo j,
por la solucién particular de desplazamientos
dada por la ecuacién (3.5) de los sistemas simples
sin amortiguamiento (inciso 3.2.1. del presente

tema).

No obstante como no todos los modos de
vibracién contribuyen a la respuesta total en la
mismaforma, ésta es expresada como la suma de
las formas modales muitiplicadas por un ceefi-
cientedeparticipaciénoinflaencia de manera tal

que para cada modo j €s

fi =cifift) =c jcoswjt +{(c')iiw|]senwg ..(3.77)

endonde
0 = {2} Mixol(M; ] = {2} Kixol[K| ]
= {2} IK{xo}/ WM ] e (3.78)

ci-cosficiente de participacién o influencia

o'j«detivaca de c|. que depende de |a velocidad inklal
del sistema

{xo}-veotor de desplazamientos iniclales de las masas
fj()-una funcidn del ampo parte de f|

Al sustituir en Ja ecuacién (3.71) la respuesta
fdel sistema de 1 G.L. envibracién libre, obtenida
para cada modo j, se tiene al efectuar el producto
matricial la respuesta total de cada masa del sis-
tema compuesto.

33.1.2 ECUACION MATRICIAL DEL
HOVIMIENTO

La manera de obtener las ecuaciones del
movimiento a partir del equilibrio dindmico de un
sistema compuesto como el de la figura 3.95, es
perfectamente vélida para cualquier nimero de
G.L., sin embargo resulta imprictico y muy
laborioso establecer individualmente para cada

masa de un sistema de n G.L., las n ecuaciones
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correspondientes para luego obtener la matriz de

masas y la matriz de rigidez del sistema.

Unmétodo mis eficaz es el de generar dichas
matrices directamente como tales y sustituirlas
luego en la mencionada ecuacién matricial del

movimiento dada por la expresion (3.58).
M{x'} +K{x}=0 .. (3.58)

M-matriz de masas

K-matriz de rigidez

{x}-vector de desplazamientos
{x"}-vector de aceleraciones

3.3.1.3. MATRIZ DE RIGIDEZ

Usando el método directo de las rigideces
(también llamado de los desplazamientos), se
puede obtener la matriz de rigidez de un sistema

oscilatorio discreto compuesto.

Para poder emplear esta matriz en la
ecuacion (3.59) no se deben incluir ias restric-
ciones a los grados de libertad (G.L.), impuestas
a las deformaciones internas de los miembros por
discontinuidades en la estructura (articulaciones,
uniones deslizantes, etc.), o impuestas por los
apoyos de la misma, ya que pueden producir
matrices singulares, es decir con determinante

Ua Vm Om
vm | EAL 0 )
Vm 12EL®  6ELL?
Om 4Bl/L.
Un
Va Simétrica
6o

ot

v‘ o
Y - convencién positiva j‘u

xy-coord locales de! element:

X,Y<coordenacias giobales de la estructura

u,vf-grados de kbertad del extremo del
elemento

Figera 3.96. Grados de libertad estiticos de un
elemento recto de una estructura reticular,

igual a cero, en cuyo caso la inversa de dicha

matriz no existe (£ 1,

Las conceptos mas importantes del método
directo de las rigideces (véase la referencia [10]),

seresumen a continuacion.

MATRIZ DE RIGIDEZ CONSIDERANDO
DEFORMACIONES AXIALES Y POR
FLEXION

Para una barra recta que forma parte de una
estructura reticular contenida en un plano de
coordenadas globales o generales XY, como la

Vo 6n
0 0
-12BIA®  6EIL?
-6El/L? BIL | =K ...(379)
0 -0 Kmatriz do
12BUL3  -6EUL2|  rigklezlocaide
. : un elemento
. '4EVL reoto
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mostrada en la figura 3.96, y que estiticamente
posee 3 G.L. en cada extremo, definidos por 2
desplazamientos y 1 giro en la direccidn positiva
de sus ejes coordenados locales xy; la matriz de
rigidez del elemento en dichas coordenadas es la
expresada en la ecuacidén (3.79), (se ban
despreciado las deformaciones por esfuerzo cor-

tan[e.)[rel'. 10]

Generalmente en un sistema estructural exis-
ten elementos cuyas coordenadas locales xy, no
coinciden con las coordenadas generales de la
estructura X, Y, como es el caso de las columnasy
contravientos de un marco, por lo que forman un
4nguloa con el eje global X, ver figura 3.96. La
. matriz de rigidez local de un elemento K’ se
puede expresar en coordenadas globales
medijante una matriz de transformacion o giro
R, que en el caso del elemento en estudio es la

indicada en la ecuacién 3.80.

166

Um Vm Om Un Vo .
un[$§ & 0 0.0
Vo (& 8- 0070 i
mi0 0 1 0 ‘0 =R . (3.80)
u |0 0.0 % &
val0 0 0 -& §
6o{0 0 O 0 O
R-matriz de giro o de transformacion de coordenadas
=008 &
&=oen @

a-angulo de inclinacién del eje x local del elemento
respecto al ¢je global X (positivo en ef sentido indicado
on la figura 3.96)

La matriz de rigidez del elemento recto en
coordenadas globales estd dada por

— T !

K=RKR

R-matriz de giro tranapussta

K-matriz de rigidez global de un slemento recto

Efectuando este producto matricial se ob-
tiene la matriz global general para un elemento

recto expresada en la ecuacién (3.82).

Um Vm Om Upn Va L

Um BASYL | BAS&/L | -6BI&/L® | -BASYL | -BEAS&L | -6EI&/L?
+12E1&%L3 | -12EIS&/1L3 -12B1&%13 | +12EI8&/1L3

Vin EAS&L | EA&YL 6EIS/L? | -EAS&/L | -EA&YL 6EIS/L?
-12EIS&13 | +12B18%13 |+12B18&/L3] -12EI$%L3

Om | -6BI&L? | 6EISLE 4EIL 6El&/L? | -6EI§NL? 2EUL

™ EASYL | EAS&/L | G6EI&1L? EASYL | EAS&L | 6EI&/L?
-12EI&YLE [+12RIS&/3 +12B1&413] -12E18&/13

va BAS&/L | -EA&YL | -6EISL? | EAS&L | EA&YL -6EIS/L2
+12E18&/L°% | -12E18%L3 -12EI8&/13 | +12BI$%L3

0a -6EI&L? | 6EIS/L? 2BIL 6EI&/L2 | -6EISL2 4EIL

K-matriz de rigidez global general para un elemento recto

*En elementot estructurales que se clasifican como esbeltos, como son la gran mayoria do las trabes y columnas, las

dafe

£

por

=K.(3.8)

te son insignificantes pues ¢l trabajo de dichos elementos es principaimente a flexién, sin

embargo como severs ¢n ¢l tema IV, en elementos estructurales tales como los muros deben tomarse en cuenta dichas
deformaciones [ref 2).
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Para una barra con articulaciones en ambos
extremos como es el caso de las armaduras o
algunos contravientos, no se tiene el grado de
libertad 6 y su matriz de rigidez en coordenadas
globales se obtiene suprimiendo en la ecuacién
(3.82) los renglones y columnas 6m y 6n, como
ademds se acostumbra idealizar estos elementos
despreciando la flexion, los términos El son nulos

y su matriz global es

Un Vm Un Vn
um| $% $& 5% -$&
vm| $& &% -$& -&2
un|-82 -$& §° $&
Vo |-8& -& $& &2

AF/L= Kor . (3.83)

Karmatriz de rigidez globel de un elemento recto
articulado en ambos sxtremos

Las matrices de rigideces globales de los
elementos rectos, permiten la determinacion in-
mediata y directa de la matriz de rigidez de una
estructura reticular. En el caso particular de que
existan en los extremos del elemento estructural
apoyos osoportesqueimpidanalgunodelos G.L.,
simplemente se eliminan las filas y columnas co-
rrespondientes a ese G.L. en la matriz global del
elemento. Por ejemplo: con referencia a la figura
3.97, el elemento # 1 tiene una articulacion en el
extremon,yportantodeben eliminat:se elrengidn
y columna 6n y tomar EI = 0 en dicho extremo;
en el elemento # 2 que es un apoyo articulado en
¢l extremo n, se elimina vy y Uy debido a que estos

desplazamientos estin restringidos.

m M
g
en%

7

Figura 3.97. Estructura reticular con

articulaciones.

En general para un miembro con ar-

ticulaciones, apoyos, etc. er] sus extremos la
siguiente regla sencilla es Gtil: s‘i no se trata de un

apoyo se quita el G.L., y si es un apoyo se quita el
grado de restriccién de su matriz de rigidez.

Para un sistema estructutal en general, su
matriz de ﬁgidem K., estd formada por un a-
rreglo cuadrado y simétrico que se ensambla a
partir de las contribuciones de rigidez de los
elementos estructurales rectos‘que la forman y
que se conectan o que llegan a cada uno de sus
nodos. Esta matriz de rigideces d§ la estructura es
de orden n xn donde n=(3 G.L x #de nodos) - #
de restricciones en apoyos.

A partir de la ecuacién matricial que
relaciona fuerzas y desplazamientos en una

estructura, dada porl*t 1% ‘:

{Q} = Ke{D} e (3.84)

{Q}-veotor de fuerzas o cargas !
Ke-matriz de rigidez de la estruchura ‘

{D}-vector de desplazamientos w‘
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pueden obtenerse matrices particionadas ex-

presadas en forma general o simbdlica como

(3,85

U-subvector de desplazamientos laterales
V-subvector de desplazamientos verticales

lentos angulares

Fu-subvector cle fuerzas laterales

©-subvector de despt

Frsubvector de fuerzas verticales

Mg-subveotor de fuerzas angulares o momentos

de donde

Fu= Kol + KW + K8  ...(386)

R = Kvw + KwV + Kwe ene(3.87)

Mo = Kol + Kovww + Kgpae  ....(288)

K - elemento components de Ka y que representala
fuerza generada en la direccidn del G.L. i causada por
un desplazamiento unitario del G.L. |

MATRIZ DE RIGIDEZ SIN CONSIDERAR
DEFORMACIONES AXIALES

En aras de simplificar el anélisis estructural y
reducic el niimero de célculos necesarios y las
dimensiones de las matrices de rigideces, en la
gran mayoria de las estructuras reticulares se
pueden despreciar las deformaciones axiales u y
por cortante v de los elementos horizontales
(vigas)*t 1% ya que Ia flexién controla su com-

portamiento, y pueden despreciarse también las

deformaciones axiales v de los elementos no

horizontales(*t 2],

Entonceslos G.L. estéticos de dichos elementcs
respectoa fas coordenadas globalesde la estructura
XY, son los mostrados en la figura 3.98.

X

Figura 3.98. Grados de libertad estiticos deun -
elemento recto sin considerar deformaciones
axiales

La matriz derigidez global K de cada elemen-
to en estas condiciones, puede obtenerse de la
matriz global general de la ecuacién (3.82) simple-
mente suprimiendo los renglones y columnas ug,
Vm, Un, Vn €N Vigas ¥ vm, Vn €n elementos no

horizontalesy expresarios como

Om On
6m | 4EIL 2EIL

= Kviga ..n(3.89)
6s | 2EUL 4EIL

Kyiga-Matriz de rigidez giobal de elementos horizontales
(despreciando deformacicnes axiales y por cortante)
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CUNiTL T O

_CUNE o UUUNi+L O
uni | BASYL . | :6EI&/L? | -EASYL | -6EI&/L?
| +12818%41.2 Hl1gl
fm | -6EI&MAZ “2EWL o
SRR | = Keot 13.90)
uNi+1| -EASYL 6EI&/L?
-12E1&%1.3 + 12E1&%13
0n -6E1&/12 2EIL 6EI&/L2 4EI/L

Kco-Matriz de rigidez global de elementos no horizontales (despreciando deformaciones axiales y por cortante)

uni-Z de rigideces laterales u de los elementos no horizontales que se conectan al nivel Ni

Para una barra doblemente articulada some-

tida sSlo a cargas laterales

UNi UNi+1

Kam-Matriz de rigidez giobal de elementos no horizonta-
les articulados en sus extremos (sdlo para cargas latera-
les, 8o denprecian deformaciones axiales y por cortante)

La matriz de rigidez de la estructura K,, serd
de ordennxn, conn = #de nodos + # de niveles.
Ya que se han despreciado las deformaciones
axiales, al ensamblar K, deben sumarse todas las
contribuciones de rigidez lateral u de los
miembros nohorizontales que lleguen o se conec-
ten a un pisoi, pues todos ellos tendran el mismo
desplazamiento lateral A, como se indica en la
figura 3.99.

El mimero de G.L. estiticos que se eligen en

elanélisis de una estructura es un paso importante

Figwra 3.99.Desplazamiento lateral de un marco
sin considerar las deformaciones axiales de sus
elementosestructurales,

ya que determina el nimero de ecuaciones que

deben resolverse.

Si al tratar con una estructura en particular
los efectos axiales son realmente despreciables, el
trabajo extraque seejecutaal operar conseis G.L.
de cada elemento recto (ecuacién 3.82), es un
desperdicio de esfuerzol™ 1%, a menos de que se
disponga de un programa de cdmputo con la auto-
matizacién del método para seis G.L. por

miembroy de una computadora.
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En estructuras con vigas de peraltes muy
grandes, conocidas como vigas diafragma, es
decir vigas con relacién longitud del claro a
pemlte["nl] L/h = 3,yen armaduras, no pueden

despreciarse las deformaciones axiales.

3.3.1.4. MATRIZ DE RIGIDEZ LATERAL

En Ingenieria Civil al tratar el problema de
los sismos que inducen fuerzas laterales en las
estructuras, interesa conocer la rigidez lateral u

oposicidn a los desplazamientos laterales.

Es posible obtener entonces la matriz de
rigidezlateral k' de una estructura por el proceso
denominado condensacion estitica, particionan-
do en forma diferente la ecuacién (3.84) y

expresandola como

F Kn KIZ_ U
P Kn |KniiG

U-subvector de despl

ph k verticales y angulares
F-subvector de fuerzas & d

wn(3.92)

laterales

G-subvestor de o

P-subvector de fuerzas verticales y momentos

K11-parts de la matriz que cofresponds a los
desplazamientos laterales

de donde
F = KU + K12G e (3.93)

P = Ka1U + K22G wie(3.84)

Para el caso en que solo existen cargas

laterales sobre la estructura (P = 0)
G = -[Kzo] K21l R (3.95)

F=Kv . (3.96)
(cargas lateraies = matriz de rigidez Iateral x

K' =Kii-KizlKeal 'K21 s (3.97)
K'-matriz de rigidez lateral

[k2z] " -matriz inversa de K22

Este proceso se llama condensacién estatica
porque reduce el orden de la matriz de rigidez

original K.

En las estructuras reticulares, desde el punto
de vista dindmico los G.L. que son de interés son
aquellos en que se generan fuerzas de inercia
cuando las masas de los pisos se mueven lateral-
mente, es decir importan los desplazamientos
laterales; sin embargo esto no anula los restantes
G.L. estéticos, por lo que debe usarse el proceso
de condensacién estitica para transformar la
matriz de rigidez original de la estructura en una
matriz en funcién del ndmero de G.L. dindmicos.

3.3.1.5.MATRIZ DE RIGIDEZ DE
ENTREPISO

Como se verd enel temna IV gran parte de las
estructuras reticulares pueden modelarse como
sistenas denominados Estructeras de Cortante,
en donde [os marcos estructurales pueden repre-
sentarse para efectos dindmicos mediante

cualquiera de los sistemas oscilatorios multiples
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a) Marco estructural plano

b) sistemas oscifatorios compuestos simplemente acoplados

Figura 3,100, Modelo dindmico de una estructura reticular a)como marco planoy b) con rigideces de

entrepiso

de la figura 3.100b, en donde las barras o los
resortes representan el concepto denominado
rigidez de entrepise.

Este modelo de los edificios s6lo sirve para
simplificar aun més el anilisis dindmico de maccos
planos ante fuerzas horizontales. Es un modelo
en extincioni™* 21 debido a que actualmente
existen en gran escala modelos mas refinados
que se emplean en programas de computadoras
en los despachos de célculo. Sin embargo los
conceptos que maneja son importantes porque
&1 RCDF-93*t 4 pace mencién de ellos.

RIGIDEZ DE ENTREPISO.- Es la relacién
entre la fuerza cortante en un entrepiso y el

desplazamiento horizontal relativo entre los dos

niveles que lo limitan{*t 2}

De la figura 3.101, para un entrepiso it

Kei=VilAei = . (3.88)

Ad=AN-AN e (3.88)

Kaitigidez del entrepiso &

Vifuerza cortante en el entrepisoi
A alesplazamiento del entrepiso |
A N-desplazamiento del nivel |

A Ni1-desplazamisnto del nivel i-1

Larigidezde entrepise asi definida es depen-
diente del sistema de cargas laterales aplicado, y
para calcularla con exactitud deben conocerse de

At AN?

Figura 3.101 Rigidez de entrepiso
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antemano dichas cargas, lo cual en general no es
posiblefrt 2],

Una forma de hallar la rigidez de entrepiso
con muy buena aproximacion, es empleando el

método de trabajo virtual que consiste en este

caso en aplicar una fuerza unitaria lateral P en el.

nive!l Ni, tal y como se indica en la figura 3.100a,y
caleular la rigidez de entrepiso con la ecuacidn
(3.98) con V; = 1. Este proceso se repite para
cada nivel de la estructura. Lo anterior se deriva
de la definicidn de rigidez de resorte del modelo
de la figura 3.100b y que representa la fuerza
necesaria en el piso i para producir un
desplazamiento unitario relativo de dos pisos con-
‘secutivos{™t 12]
_ Como se vera en el tema IV para marcos
ordinarios es aceptable recurrir a hipdtesis mas
simplistas para calcular la rigidez de entrepiso,
cumpliendo con ciertas condiciones que dan

validez a los resultados obtenidos.

SISTEMA OSCILATORIO SIMPLEMENTE
ACOPLADO.- Es un sistema oscilatorio como el
mostrado en la figura 3.100b en el cual sélo una
de sus masas esta conectada con resortes al suelo
y cada masa m;, excepto la iiltima, esta conectada
3610 a mj+1 y my1.1°6 1]

SISTEMA OSCILATORIO ESTRECHA-
MENTE ACOPLADO.- Es un sistema oscilatorio
en el cual mds de una de sus masas estd conectada

mediante resortes al suelol™t 13 ver figura 3.102.

Figura 3.102. Sistema oscilatorio comp
estrechamente acoplado. (80

En el modelo oscilatorio de rigideces de
entrepiso existe solo un gradb 'dve';li‘bé:tad
dindmico para cada masa, que es el movitiiiéntb

lateral indicado en la figura 3.103.

X
Figera 3.103. Eiemento rectocon1G.L.

La matriz de rigidez global del miembro
para este caso, que es el de un elemento recto
conu = 0,0=0yv = 0, puede obtenerse a partir
de la matriz global general de la ecuacién (3.82),
eliminando los renglones y columnas va, Vi, fa ¥
Om, tomando la Kei calculada en vez de 12B1L3 y

como § = cosx =0, & = sena = 1, se tiene

Um Un

Up Ko K
= K .....(3.100)

Un Kei Ko

Ki-matriz de rigidez de entrepiso de un elemento recto
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Entoncesla matrizderigidezde entrepiso del
sistema oscilatorio Ken, serd de orden nxn, donde
n= 1G.L. x # de pisos,

Cuando en un marco la rigidez de las vigas es
muy pequefia comparada con la de las columnas
Ken -+3£EIJL3 y las columnas se comportan
como cantiliver, y cuando la rigidez de las vigas es
muy grande comparada con la de fas columnas
Ken »12ZEIJL? por lo que las columnas se com-
portancomo empotradagen sus dos extremos. En

general para un marco
SEEIM2 S Kol S 1ZREIAL° ... (3.1008)

T Elc-sumatoria de todas las rigideces de las columnas
de un entrepiso i

Debe notarse que la matriz de rigidez de
entrepiso es diferente a la matriz de rigidez
lateral, ya que la primera corresponde a marcos o
edificios de cortante modelados como sistemas
oscilatorios simplemente acoplados (de resortes)

y la segunda corresponde a un modelo como

‘marco plano.
5 6 Mo
4 ) —=2
2 3
1—- > D —1
w o mom
"
a)6 G.L. estiticos L_"z_.i
b} 2 G.L. dindmicos

Figura 3.104 Grados de libertad estiticos y dina-
micos (adaptado de fa [ref. 2]).

3.3,1.6. MATRIZ DE MASAS

Las posibilidades de desplazamiento que
tiene la masa de un cuerpo d'efine los G.L.
din4micos de un sistema oscilatorio de acuerdo al
ntimerode masas componentes, Enotras palabras
el ntmero total de G.L. dindmicos de todo el
sistema oscilatorio es igual al niimero de masas

por el nimero de G.L. por masa.

En Ingenieria Civil el caso més comiin desde
el punto de vista sismico es el de las estructuras
reticufares de edificaciones, en donde las fuerzas
de inercia importantes son las que generan las
masas de jos pisos al moverse lateralmente como

se indica en la figura 3,104,

En un sistema oscilatorio compuesto, en ¢l
que todas las masas tienen el mismo movimiento,
sise eligen como coordenadas de dichas masas los
desplazamientos absolutos, es decir respecto a la
base del sistema (como x1 y x2 en la figura 3,104),

la matriz de masas es una matriz diagonall*t 1%,
del tipo
mouw Ug
mim 0 . . 0

= M ...(3.101)

M-matriz de masas
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DISCRETIZACION DE MASAS EN
ELEMENTOS DE SOPORTE.

En una estructura que puede modelarse
como un sistema de varios G.L. los elementos de
soporte como columnas, contravientos, muros,
etc., fisicamente son sistemas continuos; no
obstante para facilidad en el analisis dinamico, en
la préctica se usa un “criterio de discretizacién de
masas” que considera que la parte de la masa del
soporte (incluyendo elementos no estructurales
que se apoyen en él como fachadas, muros
divisorios, plafones, etc.), comprendida en el drea
tributaria vertical, se concentra en los niveles de
losa que se conectan en sus extremos. El drea
tributaria vertical de una losa o nivel se considera
limitada por las mitades de las alturas de entrepiso

arriba y abajo del nivel en cuestién.

En la formulacién y solucién matricial de las
ecuaciones del movimiento de sistemas de varios
G.L. que representen estructuras reales, la can-
tidad de célculos y operaciones involucradas aun

3.3.1.7.-PROBLEMAS RESUELTOS

para estructuras de pocos pisos es grande, por lo
que es préctica com(n recurrir al uso de com-
putadoras digitales, herramientas indispensables
paraelingeniero civil que se enfrenta a lasolucién

de problemas dindmicos.

El célculo a mano de este tipo de problemas
es laborioso pero necesario para comprender la
forma en que son resueltos por los programas de
analisis de estructuras por computadora, de uso
obligado en la practica profesional actual (como
los de la referencia [12] y [25]); sin embargo se
puede emplear una calculadora de bolsillo con
programas sencillosde inversién, multiplicaciény
suma de matrices, con los que interactivamente se
puede comprender mucho mejor el proceso de

solucién mencionado.

Al final del problema resuelto I del siguiente
inciso, se indica la codificacion en lenguaje basic,
para calculadora de bolsillo, de los programas
mencionadosy que son titiles en la solucién de los

problemas que se plantean.

1.- Deducirlas expresiones que describen el movimiento libre no amortiguado de un sistema vibratorio

discreto compuesto de 2 G.L., y generalizarlas para un sistema de n G.L.

Con referencia al sisterna mostrado en la figura 3,94 (inciso 3.3.1.), una fuerza excitatriz que
actua solo una vez perturba el equilibrio estitico del estado de reposo, desplazando a las masas

m y ma una cantidad xy y xa, respectivaments.

Los resortes de rigidez ki y k2, se oponen a los dasplazsmientos mediante la generacion de
dos fuerzas restauradoras Pn y Pr2, qua tienden a regresar las masas a su posicién inicial. Durante
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esta retorno la acelaracion que ss imprime a cada masa genera las fuerzas de Inercia Piy y Pia que
las empufan rmés allé del purto inicial y en direccién opuesta.

De esta manera se establece un ciclo oscilatorio de duracion infinita cL}yo equilibrio dinémico
se muestra en el diagrama de cuerpo en libertad de la figura 3.95 (inciso 3.3.1.).

Ya se ha demostrado que para la masa m (problemal, inciso 3.2.1.1.)
P = -k 3 (@)
P = mxY ‘ _ w(®)

pama Ja masa mz, el desplazamiento relativo o efectivo és Igual al dégsplazamlemo total xa
({respeclo a la posicion en reposo), menos el dasplazamiento de la masa m

Xr = X2~ X1 | w{c)

la fuerza restauradora del segundo resorte Przes entonces de (c)
) Pr2 = -Kaxr = -Kafka-x1) | ()
la fusrza de Inercia en la masa mz es Pia = ma*2 ’ . (8)

deldlagrama de cuerpo libre de la figura 3.95 (Inclso 3.3.1.), el equilibrio dkném/co 6s paracada
masa 4 :

Pri = Pu + P ()

Pra = Pi2 ‘ (@)
sustituyendo (a), (b), (d} y (e) en (1) y (@) |

-k = mx®y - kafez-xq) w(h)

KoKz~ X)) = max'2 o )

de donde la ecuacién del movimierto es
mix*y + kixy - kafxe-x1) = 0 . woll)
mx"2 + kafxe-x1) =0 ‘ R/ /]

axpresando (]) y (k) en forma metricial

m 0 |[x1] ((n+k) keflm 0 T v
+ » } N0
o mle | e mllm] (o S e
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o en forma general para un sistema muftiple de n grados de libertad
M{x} + kix} =0 e (3.58)
Ecuacién general del movimiento libre no amortiguado
M-matriz de masas del sistema

K-matriz de rigidez del sistema
{x}-vector de desplazamientos
{x"}-vector de aceleraciones
una posible solucién de la ecuacion (3.58) estd dada en forma tal que el desplazamiento de
cada una de las masas con respecto a su posicién en reposo, es igual al producto de una funcién
de la masa considerada por una funcién del ttempo
x1 = 2¢f w(m)

X2 =z w.(n)

z1,z2constantes a determinar on funcién de la masa considerada

funa funcién del tiempo a determinar, y que es la misma para todas las masas
la 2a. derivada de (m) y (n) respecto al tiempo es
X =zf w(0)
X2 = Zof* . L ‘;5;03)
sustituyendo (m),(n),(c} y (p) en (3.58) v
M{z} + K{z}f =0
{z}vactor de coordenadas relativas de las masas z1, zz, aonosido como v'o.oto.r de forma modal -
de donde .
Kz} = -M{z} . (@

M1z} Kiz} = A
comparando esta ecuacién con la ecuacién (3.6), resulta que se puede tomar
WA = -l )
sustitiyando {r) en (q) '
K{z} = M{z}v? o ()
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de (s) se obtiene para un sistema de n G.L.

[ew?Mj{z} =0 ) wneef3.58)
Ecuacién caracteristica general

{z}-veotor de forma modal con componentes z11, 212,...2) que representan las coordenadas relativas de las masas
2-componente del vector de forma modal, donde los subindices indican: ‘

i-# de masa o nivel

j-# de forma modal

al conjunto de valoras zj del vector {2} se le denomina forma del modo, y a la ecuacién (3.59)

sa le conoce como ecuacion caracteristica porgue representa un importante problema matemético
llamado problema de valores caracteristicos o eigenvalores!™: '<!: éstos estin constituidos por
los vaiores de w?, uno por cada grado de libertad dinémico, se obtienen resolviendo la ecuacién
(3.59) que represerta un sistema de n ecuacfones homogéneas, es decir con términos Indepen-
dlentes iguales a cero, y su solucién no trivial en donde no todos los términos del vector de forma
modal {Z} son cero se obtiene cuando su determinante caracteristico es /gual a carol™" ”, es
decir

| k-w’M | = 0 ) e (2.60)
Determinante caracteristico general

las frecuencias obtenidas son valores reales y positivos, se acostumbra numerarias en orden
creclente wi, wa,...wn. A la primera de estas frecuenclas se le danomina frecuencia angular
fundamental y estd asociada con un periodo fundamental y uria forma modal fundamental

En particular para el s/stema de 2 G.L. en estudio se tlene sustituyendo en (3.58) fos valores de
las matrices dadas en (l)

[k-w’M){z} =

(k1 + k) £2] [ o] ki + k2 -mw) ko
- wl{z} = {z} = 0 ...(3.61)
ke Kk 0 m2 k2 (k2-mawd)

cuyo determinante caracteristico dado por la ecuacién (3.60) vale
| kWM | = (ki + ka-mwAfka-maw?) - k22 = kika + ka2 2 - kemw? - kymaw? - komew®
+ mmew® - ka2 = (vf)%mmz-w?(km + kamz + kama) + kakz
= WA2mma- wikom + (lo + ka)mo] + kika = 0 w(®
de donde dividiendo entre mma
W32 - W kalma + (ky + kalimy ] + kakelmuma = 0 f3.62)
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asta ecuacion es de segundo grado y existan por tanto dos soluciones para w dadas por la
formufal™"

W2 = [b + (b° - 4ac)®°J/(2e)
donde para este caso
a=1
b= -fko/ma + (K1 + k2)im ]
¢ = kikg/mma

de donde se cbtiene
(w2 = (1/2)[kelmz +(ky + ka)ims]x (12){[ke/mz + (K1 + ka)imm]% dakalmmzl®® ... (3.63)

Determinacion de {2} y {f}

Para cualquier sistema compuesto, con los valores cuadrédticos de las frecuencias an-
gulares obtenidos (valores caracteristicos), es posible conocer las coordenadas de las masas
que son las componentes del vector de forma modal {z}, sustituyendo cada valor caracteristico
cuadrético wz, an la ecuacion caracteristica (3.59). Como esta exprasion representa un sistema de
ecuaciones homogéneas, es imposible oblaner los valores absolutos de las coordenadas zij, a
menos que se conozca una Jde ellas con certeza 1) 56 recurs entonces a la oblencién de valores
relativos de las coordenadas zjja una de ellas (generalmente z1j = 1).

D (1), para el sistema de 2 G.L. = -wa ()

comparando (u) con la ecuacién (j) del problema I, Inclso 3.2.1.1., la solucién de (u), estd dada
por la ecuacién (p) de dicho problema como

) = Aussnwit + Azposwit o)
Aij,Bzjconstantes a determinar

como existen dos frecuencias w) en el sistama, se tenen también dos valores de fj y dos
soluciones dadas por (m) y (n)

para el modo 1
"o =z (W)
X2 = Zxfy ()

para el modo 2
X =212 wl¥)

X2 = z2o2 (2
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£l sisterna oscilatorio en general pusde vibrar con una frecuencia cualquiera w, '* 11, en cuyo
caso por el principio de superposicion la forma de vibracién sera una combinacién de cada
frecuencia del sistema que puede expresarse como
X1 = z11f1 + 21202

X2 = zaf1 + zeof2

y sustituyendo (v), se obtiene la raspuesta de desplazamisntos del sistema

X1 = Zy(Ansenwit + Ancoswil) + ZizArssenwat + Asxcoswdl) w(A)
X2 = Za1(An1senwit + Aznicoswit) + ZaofA1osenwat + Agacoswat) «{B)
A11,A22A21, A22constantes que dependen de las condiciones iniciales de despl i (0} y velocidad x'i{0) de las

masas

Por ejemplo si en un sisterna multiple de 2 G.L. conmy = mz2 = my K1 = kz =K, se tienen las
frecuencias angulares naturales dadas por la ecuacién (3.63) como

(W2 = (1/2)(kim + 2kim) < {fkim + 2Kkim]® - 43 m?108(1/2) =
(i) kim) £ {8(kim)*- 4(im)?}°® = 1.5k/m = 5%%k/(2m)
de donde w1 % = 0.38197kim; w22 = 2618km
sustituyendo vy 2 an fa scuacion (3.61) y tomando arbitrarlamente el valor z11=1.0
(2k-mwr Yz -k = 0
211 + (lemws Bz = 0
para la primera ecuacién
(2K - mwy Bz41 - kza1 = (2k - 0.38197K)211 - 22y = 1.618kzq1 - kzay = O
de donde zn = 1.618

procediendo andlogamente para wa 2 y toman-
do 212 = 1.0 se obtiene

m
(2k-2.618K) 712 - hkzzz =-0.818212- k222 = O !

de donde 2 = -0.618

graficando estos valores se tienen las formas ey, modof) fundamental 2do.4modo
de los modos mostradas en fa figura 3.105

Figera 3.108. Formas de los modos de vibracién
cuandoki = Ko=k ym=mz=m
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Para poder generalizar las respuestas dadas por las ecuaciones (A) y (B) para un sistema de
n G.L., las siguiertes propiadades de los vectores modales son (tiles

#ORTOGONALIDAD DE LOS MODOS

En élgebra matriciaf™" 291, se dice que dos vectores {x} y {y} son ortogonales respecto a la
matriz simétrica A si

{yY'Alx} =0 n(3.64)
A-matriz simétrica
{y)T-voctorh'anapuoato

{x} cualquier veotor
Dos vectores modales {z}n y {z}| son ortogonales respecio a una matrizsi h = j
Demostracion

de (s) para dos vectores modales {z}n y {z};

K{z}h = (WAhM{z}h w(C)

K{zl = (w?)M{z}; (D)
premuttiplicando (C) por {z}jy (D) por {z}'h ‘

{2 K{zhh = Win{z}M{zhn w(E)

{2 hK(2l = (W2} M2y )
para cualesquier dos vectorss se puede demostrar™ 2 que

{y"A{x} = ()} TALy} w(G)

por tarto (F) puede escribirse como )
@Kz = Wiz Mizh )
sustituyendo (H) en (E)
" W32} M{zn = WAn{z}IM{z}n
[W)n - WAz} Mizh = 0 )
Comoen () h # | entonces (Wi - (W) # 0y por tanto

{2} Mz = 0 L a(368)
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comparando la ecuacion (3.65) con la ecuacién (3.64), se observa que {z} y {z}n son
ortogonates ’ ‘

andlogamente con la matriz K se demuestra ‘ ‘
1z Kizih=0 e (2.66)
®NORMALIZACION DE LOS MODOS
Un vector {v}n es normalizado respecto a una matnz si
viThA{vih = e (3.67)
por tanto un vector modal es normalizado respecto a fa matriz de masas si™ .
M= . @69)

{r}n - vector de coordenadas del modo h normalizado
A-matriz simétrica cualquisra
M-matriz de masas simétrica

sea un producto vectorial tal que
{2} iz} = N3 e (3.66)

Nr-constante arbitraria cuyo valor depende de la escala de [a configuracidn del modo

{z}nvector de coordenadas del modo h sin nommalizar
s/ se define el vector
{r}h = (1/Nw1{zn ' C wn(370)
y entonces sf se cumple la siguiente iguaidad
{11 hM{rIn = (1/NR) {2} ThM(TINR (Z}h = (1IN} {2} ThM{Z}n = 1 wfd)
se dice que {rh = (1/Nn{z}n 6s un vector normalizado

oRESPUESTAS DE SISTEMAS DE VARIOS G.L. POR EL METODO DIRECTO PASO A
PASO DE SUPERPOSICION MODAL.

Para un sistema de n G.L. I respuesta es generalizando (A) y (B), y expreséndolas en forma
matriclal

{x} = 2{f} w(371)

{x}-veotor de despl 08 absohutos o totales de las masas

Z«maftriz modal cuyas columnas son los vedtores de formas mocdales



Tema i Dindmica Estructural 202

{f} -vector de coordenadas generalizadas en funcién del tempo

sf los vectores de forma modal que irtegran las columnas de la matriz de formas modales estin
normalizados, la respuesta de desplazamiantos del sistema puede expresarse como

x} = R{f} ‘ e (3.72)
R-matriz modal normalizada cuyas columnas son los vectores de formas modales normalizados
al trabafar en la solucion de las ecuaciones del movimiento deo sistamas compuestos, para
facilitar fas labores da célculo es conveniente, mas no necesario, trabajar con modos narmalizados
pues es posible reducir algunos denominadoras a la unidad. La normalizacién de vectores es rmuy
usada en los programas de anélisis por computadora.
Como Zy B no dependen ds! ttempo, la 2a. derivada de la ecuacion (3.71) es
¢} = 2{r w{t)
sustituyendo la ecuacién (3.71) y (L} en la scuacién general del movimiento (3,58) se tiene
MZ{f} + KZ{f} =0 w{M)
premulliplicando por {z}Ti
{z}'MZir} + {z1TKZ(N} = 0 ()

por las propledades de ortogonalidad de los modos con respecto a la matriz de masas y de
rigidez, todos los sigutertes productos son nulos excepto ef Uftimo trmino (cuando el modo | =

)
{2} 1MZ = {z}M{zh + {2} iM{Z}2 + o+ {2P MY
(2} = {z}|K{zh + {z}T|K{z}g + ot {2YIK{ZY

por lo que la scuacitn (N) resulta

{2 M2} + {2V KW = 0 (0
que puede ser exprasada para el modo de vibrar | como , |

[M I + (K =0 Ry
con ‘ -

IM] = @Mz} e (a78)

1K ] = {2y IKizh .7
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{x} ={z), £, +{z) AP at{ZyAfqtu =
11 e e 3730

Figura 3106. Respuesta de desplazamientos de un sistema oscilatorio obtenida medijante
superposicién modal.
{My]-eacalar que representa la masa transformada det modo |
[ Kj ]~escalar que representa la rigidez transforrnada del modo §
fifuncién de desplazamiento en la coordenada generalizada del modo |
f'4funcién de aceleracion en la coordenada generalizacla del modo j

La ecuacion (3.73) expresada para cada modo de vibrar de un sistema de n G.L., representa
un conjurto de n ecuaciones independientes de 1 G.1L., estas ecuaciones son conocidas como
ecuaciones desacopladasya que solo aparaecen en ellas las coofdenadas da la masa i sintérminos

refacionados con las otras masas. Dicho de otra manera se ha descompuesto un sistema
compuesto de n G.L. en n sistemss de 1 G.L independientes'™" |,

Dea la ecuacién (3.6), para este caso
[l = (WM w(P)
sustituyendo (P) en (3.73)
Mt + (WAIM = 0
dividiendo entre [M] que es un escalar
rp+wA=0 L (3.76)

Las ecuaciones (3.73) o (3.76) pueden ser resueltas para cada modo |, por la solucién o
respuesta de desplazamiartos para sisternas de 1 G.L. en vibracidn libre dada por la ectiacién (3.5)
del inclso 3.2.1., que en este caso serd en términos de f en vez de x.

Sin embargo no todos los modos de vibracién contribuyen con el mismo porcertafe a Ja
respuesta tolal del sistema compuesto debido a que cada unc posee una frecuencia angular
diferente a la de los demads y por tanto no todas las respuestas méximas de cada modo se producen
al mismo tiempo. Cualquiar configuracion de desplazamfentos del sistema como la observada en
Ia figura 3. 106, puede entonces ser axpresada como una suma de formas modales muftiplicadas
por clertos coeficlertss denominados coeficientes de participacion o de influencia, por lo cua!
de la citada ecuacién (3.5) y para cada modo |
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fi = Gifi(t) = cioswit- (Cwysenmt (377)

7 ficiente de participacidn o de influencia del modo j
c'j~derivada de o
() -funcién del tiempo de f;
Para que exista vibracion libre en un sistema oscilatorio, es necesano que haya por ejemplo
condiciones iniciales de desplazamiento en sus masas, en cuyo caso el vector {x} de fa ecuacion
(3.71) tendra desplazamientos iniciales expresados en forma general como

{x} = {xo}

sustituyendo esta condicién y premutticando por {z} Mo por {z} Ken /a citada ecuacidn, se
obtiene

{2} M{xo} = {z}"MZ{f (@)
empleando nuevamente la orfogonalidad de los modos, (Q) puede escribirse como
{2 Mixo} = {z}TiM{z}4 ‘

para el caso en que fift) representa un méximo relativo a la unidad (es decir fift) = 1),
sustituyendo la ecuacion (3.74) y la ecuacion (3.77), se tiene

{2} M{xo} = [Mylc;
de donde para todo modo |
o) = {z} Mol MY = {z}IKixoMfk] = {2} KixoH (W3] [My] we(3.78)
{xo}vector de desplazamientos iniciales de las masas
Al sustitulr la respueste fi def sistema de 1 G.L. en vibraclon libre, obtenida para cada modo

incluido ya su porcentaje de participacion en la ecuacidn (3.71), se tienen respuestas que
aexpresadas en forma general son

%1 211 212 Zln f1
x2 zn n L. N 220 fa
xn Znl 202 . Zan fa

de donde desarrallando e producto matricial se obtiene
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X1 =2uh + 2122 i +2fa
X2 = Zaf + zod2 + i + Zoofn

=l L e ) w.(S)

Ce= L o+ + e +

Xn = 22mfi + Zenf2 + ... + Znnf

Portiltimo se puede generalizar la matriz de masas de la ecuacfén (i) para un sistama de n G.L.

en la cual todas las masas tlene el mismo movimiento y expresaria como

u uz Un

um my 0 . . 0
uz 0 m2 . . 0 .
=M we(3.101)

Un 0 0 ' . Mn

Al trabafar con sistemas estructurales de miiltiples G.L. (que son los més comunes en la

préctica) es necesario el planteamiento de las ecuacionss de equilibrio dinémico en forma matricial;
pues es un método que se adapta muy bien para efectuar célculos en que toman parte ecuaciones
simuftdneas, ademés de que es la manera natural de trabajo de las computadoras.

Usando una calculadora de bolsillo se pueden programar métodos numéricos para Invertir,

multiplicar y sumar matrices de tal forma que interactivarments se faciliten los célculos y axista una
mejor comprensién del método.

10
20
30

50

70
80

A cortinuacion se Indica la codificaclén dae la programacién de dichos métodos:

oPROGRAMA PARA MULTIPLICAR O PARA SUMAR DOS MATRICES

INPUT*# DE RENGLOI.\’E.S; MTZ.1=";N"# COLUMNAS MTZ.2="M,"# COLUMNAS MTZ.3=":M]
DIM A(N.M),B(MM1),C(N.M1)

FORI=ITON

FORJ=1TOM

INPUT "COEF.X RENGLON MTZ.1="A(1J)

NEXTJ

NEXTI

FORI=1TOM

FORJ=1 TO Ml
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100 INPUT"COEF.X RENGLON MT, Z.2—" B(I J)
110 NEXTJ

120 NEXTI

125 INPUT "SUMAR?,1=81,2=NO"; WIF W-l T}EN 260
130 FORI=1TOM

140 FORJ=1TON

156 FORK=!TOMI!

160 CUIK)=CUK)+AUD*BAK)

170 NEXTK

180 NEXTJ

190 NEXTI

200 FORI=1TON

210 FORJ=!TO Ml

220 PRINT'RESULTADOS COEF MITZ.3= (",I J; ") =" C(I J)
230 NEXTJ

240 NEXTI

250 END

260 FORI=1ITOM

270 FORJ=I1TOM

280 C(1J)=A(LJ)+B(1J)

290 NEXTJ

300 NEXTI

310 GOTO200

Los datos da las matrices requeridos por el programa, son por rengion hasta terminar la matriz
uno y después los renglones da la matriz dos, los resuftados oblenidos son también por renglén.

#PROGRAMA PARA INVERSION DE UNA MATRIZ (METODO DE GAUSS-JORDAN)
10  INPUT “NO.DE RENGLONES N="N:M=N
20  DIM A(NM),H(N.2),P(N)
30 FORI=ITON
40 FORJ=ITOM
50  INPUT'COEF.X RENGLON="A(1J)
60  NEXTJ
70 NEXT!I
105 GOSUBPROG!
106 BEEP?O
110 FORI=ITON
120 FORJ=ITOM
130 PRINT "ELEMMATRIZ INV.="A(lJ)
140 NEXTJ
150 NEXTI
200 END
SUBRUTINA ENEL AREA DE PROGRAMA 1
10 D=l
20 FORJ=ITON
30 PU)=0
40  NEXTJ
50 FORIR=ITON
60 Al=0



70
80

100
110
120
130
140
150
160
170
180
190
200
210
220
230
240
250
260
270
280

360
370
380
39%
440
450

470
480

500
540
545
550

570
380
590
610
620
630
650

670
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FORI=ITON

IF P(I)=1 THEN 160
FORJ=ITON

{F P(J)=1 THEN 150
IF ABS(Al) >ABS(A(lJ)) THEN 150
R=1

C=

Al=A(L))

NEXTJ

NEXT1

PI=A(RC)

IF ABS(Pl)<1E-8 THEN 670
D=D*pP!

H(I21)=R

H(I22)=C

P(C)=1

IF R=C THEN 360
D=-D

FORJ=ITON
Cl=A(RJ)
A(R])=A(CJ)
A(CI)=Cl

NEXTJ

A(CC)=1
FORJ=1TON
A(CT)=A(CI)IPI
NEXTJ
FORI=1TON

IF I=C THEN 540
CO=A(L,C)

A(1,0)=0
FORJ=1TON
A(LJ)=A(1J)-C0*4(CJ)
NEXTJ

NEXTI

NEXTI2
FORD2=1TON
I=N-12+1

IF H(,1)=H(I,2) THEN 650
R=H(I1)

C=H(12)
FORI=1TON
CI=A(IR)
A(LR)=A(IC)
A(C)=Cl

NEXTI

NEXTI2

RETURN

PRINT *LA MTZ.ES SINGULAR, DETERM.=0"

207
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680 END

NOTA: Probar invirtiendo la siguiente mairiz

1 2|

=A
3 4
2 1]

= A'l
15-0.5)

En la linea 105 del programa principal se ordena ejecutar la subrutina almacenada en el
drea de programa 1; pero ésta pusde ser almacenada en cualquier otra drea o en una linea
mayor haciendo las modificaciones correspondientes. El método para inversién de matrices de
Gauss-Jordan y su codiflcacibén en lenguaje fortran asf como ejemplos resueltos manua/mente
pueden ser consultados en la referencla [24].

IL- La estructura reticular de concreto reforzado (fe = 250(kg/cm?]) mostrada en la figura 3.107 es
parte integrante de un edificio de oficinas. La dimensién mayor de sus elementos estructurales es paralela al
planodel marco.

1. Modelando la estructura como marco plano obtener: a) La matriz de rigidez de la estructuray la matriz de
rigidez lateral considerando 6 G.L. por elemento; b) la matriz de rigidez de la estructuray la matriz de rigidez
lateral despreciando las deformaciones axiales de los elementos.

1] Seccién [m] 2 Modelando la estructura como edificio de cortante
Y ’ 1y2 06x1.0

aye loaxt1o (sistema oscilatorio simplemente acoplado o de

v 4y5 105x08 resortes), obtener: ¢) la matriz de rigidez de
N2 @p 3 ) .

~ 3 F 1 entrepiso considerando 6 G.L. por elemento; y d) la
c 4 < matriz de rigidez de entrepiso despreciando las

NI (D {L’:; @ l deformaciones axiales de los elementos.
- 6 - I 1.8) Matriz de rigidez de Ia estuctura (Ke) y
1 S5 =n metriz de rigidez Iateral (k') con 6 GL. en cada

. elemento.

1 Eligiendo los sentidos poskivos locales y el extremo
. o Iniclal m de los elementos de Ia forma indicada en
@ @ la figura 3,107 (1a eleccion es arbliraria y puede ser
J en cualquier axtremo), se calculan los
10 | aootacién en[m]  pardmetros de la sigulente tabla 3.20, donde «

Figwra 3.107. Marco plano que es parte es ol dngulo que debe glirar un elemento en el

integrante de un edificio de oficinas.
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sentido de las manecilias del reloj para que el eje local x coincida con el eje global X

Tabla (3.20 ) de propiedades de elementos estructurales

BARRA| o« |$ |& [$2{&%|$& | L | A | I AEML | EIL | EIL? EinL}
#mn m]{ (m?] [m’) * * * *
1116 projo [-1{ol1]0 [ 5 {oeo loos {012 |oo01 0002 | 0.0004
2{21 [270j0 (-1 )0 1[0 | 4060 [005 015 |00125 | 0.003125]0.00078
3{23 o 1 jo)1]l0]0 |10lo30 (025 |003 ]0.0250 | 0.0025 |0.00025
4134 rofo |-1[o]1 (0 025 |0.0052 | 0.0625(0.0013 | 0.000325( 0.000081
slas {27070 [<1Jo{1]0 | 5 [025 [00052 {005 [000104 | 0.000208|0.000052
6lta o1 lo|1]{0]|0o {10030 jo25 {003 |0025 | 00025 |0.00025

“Calculada en términos de E

sustituyendo los datos de la tabla 3.20 en la ecuacién (3.82), se obtiene la matriz de rigidez
global de cada elemento (para las vigas es mas fécil usar la ecuacién (3.79), pues sus ejes locales
coinciden con los globales). Debe recordarse que las restriccionas de los apoyos no son Incluldas
an las matrices porque producen singularidades en la ecuacion caractoristica (3.59).

u4
v4
04

u4 vq 64
0.000624 0 0001248 u
0 012 0 |E=Ks -
0001248 0 0.00416 61
u2 va 62 ug
w2 - [ 000936 0 001875  -0.00936
v2 0 0.15 0 0
0, | 001875 0.05 -0.01875
w |-0.00936 0 001875  0.00936
v 0 . 015 0 0
61 | 0.01875 0 0025  -0.01875
. \7 62 u3
uw | 003 -0 0 -0.03
v 0. 0.003 0.15 0
o2 | 0 015 o1 0
w | -003 o .0 .0®
v 0 . 0003 015 -0
63 [0 0150w 0

ui
0.0048

0
0.012

-0.15

vi 61
0 0012
012 0
0 004
0
0.01875°
o

E= Ki
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- v
u | 0.03 0
v 0 0.003
Ke= 1| O 013
ug' | 70,03 0
va 0 -0.003
0a [0 008
- u3 v3
.
uz  |0.000972 ¢
v 0 0.0625
s 0
K= 03 | 000195
u [-0.000972 0
v4 0 -0.0625
64 | 000195 0

01
0
0.15
0.1
0
-0.15
0.05

63
0.00195
0
0.0052
-0.00195
0
0.0026

ug
-0.03

u4
-0.000972

0
-0.00195
0.000972

0
-0.00195

v4

-0.003

Ll 045

0150

0,003

-0.15

v4

-0.0625

0.0625

. 0,00295

210

64
-

0.

0,05
0
0.15
01

04

0
0.0026
-0.00195
0
0.0052_|

la matriz de rigidez de la estructura Ke s la siguiente, de orden nx n, con n = #nodos x #G.L.
- #de restricciones = 6 x 3 - 6 = 12, y conviene ordenaria y particionaria como Indica la ecuacién

(3.85). ,
ul u2 u3 ud vl v2 v3 v4 61 62 a3 04
ut|[ Q0s416 000936 0  .q03 0 ) 0 0 000675 001875 O o]
wz| 000936 a9l 03 0 0 0 o 0 Qo875 001875 O 0
w| o0 003 amos72-0000972| 0 0 0 0 0 0 Qo195 000195
wé| 003 0 0000972 QG156 | O 0 0 o 0 0 Q00195 Q000702
v o ) 0 0o |az; a5 0 ao0m3 ais 0 ) a1s
vl o ) 0 - o |a15%0 a1s3 Q03 o0 .0 015 ai1s )
] o 0 0 0 0 0003 0Q06SS 00625 O . 415 015 O
vl o 0 0 o Jaos o .a06s auss o150 o a1
61} 00675 aoe7s 0 0 a1s 0 0 415 a9 ams 0 a0s
62| ao1875 ao1875 0 0 0 a15 Q15 0 Q05 Q15 QoS 0
0 0 Qo095 000195 | o ats o150 0 005 01052 Q0026
o4 o 0 000195 0000702 | Q15 0 o a1s  aos 0 Qo026 010936

Todas las contribucionss a la rigidez efectuadas por los elernerios estructurales en un nodo
determinado deben sumarsse, por efemplo la celda t-uy de la matriz Ke se ensambla sumando el
renglon uy y columne uy de los efementos 1,2 y 6, la celda uy-u2 se ensambia con fa contribucién
uy-uz del elemento 2 que es la Unica, procediendo andlogamente se completa el renglén uy,
postariormente se llenan las celdas uzua, UzUa, Uzus olC. hasta completar el renglon uz,
procediendo de esta manera renglén por renglén se llenan todas las celdas del triangulo superior
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de Ja matriz y como todas las matrices de rigidez son simétricas se procede a llenar el tridngulo
infarior obteniendo asi la matriz de la estructura.

La matriz de rigidez lateral K’ se calcula con la scuacién (3.97) mediants los siguientes pasos:

empleando los programas de calculadora de bolsillo indicados en el pmble}na amerior (o
proceadiendo manualmente con el método de Gauss~Jordan y muitiplicando matrices), se obtiens
la inversa de la matriz [K22)", y los sigulernes productos matriciales

[Kz2]! =

5338361768 5964923761 5684182974
5964923761 10177363 11.57432881
5684182973 11.57432881 8221610858
7187931757 5684182974  6.357960864
09501647513  -02632861479 (.6318867551
-03425639646 09201868829 -2208448519
-0.2896128442 1.561979865  -3.748751676
2109365894 -03018284414 Q7243882596

Kiz[K22)' =

946226498E-6 -0.01547632256 0.03714317413
001139251475 0.01231688878 Q02956053307
0.003548518447 0.002457295276 -0.00589750866
0009160298E-4 -0.0028339771 0.00680154521

-0.00223792054

Ki2[Kz2] 'Kz = 0.002512384521
-2.633241348E-4
2.541163904E-4

de donde
0.04192207946
K -0.006847615479

-2.633241348E-4
-0.02974588361

7187931757
5684182974
6357960863
2748963784
2280395403
Q82153515
0695070826
-5.062478145

-2209436E-5
-00273420354

09501647512
02632861479
06318867551
-2280395403
4475615833
03928217822
1624176139
6517809736

002287199846 01111218427 01276600175
007662738845
00085164442 -000954258551

2109365894
03018284416
07243882596
-5.062478145
-6517809736

1952918151
04788005183
2275685805

03425639646 -0.2896128442
09201868829  1.561979865
~2.208448519 -3.748751676
08221535149 0.695070826
-03928217823  1.62417614
606791412 -7.393237676
1393237676  5.435430334
1952918151 Q4788005183

0007378000387
01064079813 -01081699038 008559171722
010106086230 001153275016 0.00537124833

000219847154 0001408358964 (01304586493 00109352071 -0.002531192446

0.002512384522
-0.003431913183
3.778351609E-4
-2.71016698E-4

-0.006847615478
0.03592808682
-0.02962216484
-2.71016698E-4

-2.633241349E-4 2.541163904}3-_4—-
3.77835161E-4  -2.710166979E-4
-3.296279706E-5  2.625947914E-5 B
2.62594791SE-5  -2.310055098E-5
-2.633241349E-4  -0.02974588361
-0.02962216484  -2.710166979E-4
0.0309390372 -9.457405209E-4
-9.457405209E-4 0.03157289945

1.b) Matnz de nigidez de la estructura (Ke) y matriz de rigidez lateral (k') despreciando

deformaciones axiales.
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Sustituyendo los datos de la tabla 3.20 en la ecuacién (3.89) se encueritran las malrices de
rigidez global de los elementos horizontales, y sustituyéndolos en la ecuacion (3.90) se obtienen
las matrices ds rigidez global de las columnas

(2}

0.1
0.05.

uN2
82
uN1
01

UN2
63
uN1
64

03

Ml
0.1

04

0.05 S
0.1 E =K

UN2

0.00936

0.01875
-0.00936
0.01875

__uN2
0.000972
0.00195
-0.000972

000155

62
0.01875
0.05
-0.01875
0.025

03
0.00195
0.0052
-0.00195
0.0026

uN1
0.
,0048 0 K1
0.012 0.04
UNt 84
on 0000624 00012481
64 0001248 0.00416 N
UN1 o
-0.00936 001875
001875 0025 | _ _
000936  -0.01875
-0.01875 0.05
UNI 64
-0.000972 0.00195
-0.00195 0.0026 E = Kq
0.000972 -0.00195
-0.00195 0.0052

Procediendo como se indict en el Inciso 1a) se calcula la matriz de rigidez de la estructura Ke
que es de orden nx n, con n = #nodos + # pisos = 6, ordenada y particlonada como indica la

ecuacion (3.92)
uN1 uN2 6 o2 03 04
wn [0015756  -0.010332° | -000675  -0.01875  -0.00195  -7.02E-4 |
unz L;oaaz 0.010332 Lo.oms 001875  0.00195  0.00195
61 [-0.00675  0.01875 0,19 0.025 0 005 o _ g
62 {-001875  0.01875 0.025 015 0.05 0
83 [-0.00195  0.00195 0 0.05 0.1052 0.0026
64 |-7.02E4 000195 0.05 0 0.0026 0.10936 |
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Con la ecuacion (3.87) y los programas de calculadora de bolsillo indicados en el problema
antsrior, se calcula

6174813605 -1.250664496 0.6645866862 -2.838959452
-1.250664496  8.175876799  -3.90229815 0.6645866862
0.6645866862 -3.90229815 11.374601111 -0.5742803327
-2.838959452 0.6645866862 -0.5742803327 10.45575257 |

1E = [K'zzl'l

[o0175302704 01377127631 004690480081 -4B18842IMEA | B
.0.08308776891 -0.1235341933  0.03964646443 00215006185 | n1tKadT

[~0.002608659592  0.002818454525 1
E = Ki12{K22] Kzt
| 0002818454525 -0.00384867498 |

de donde

[oousumeoar  -ooorstasasars | o _ .
| -0.007513545475  0.00648332502_|

2c) Matnz de rigidez de entrepiso Ken considerando 6 G.L. en ceda efemento
El médulo de elasticidad del marco est™ 41
E = 14000[fc[™® = 221359.4 [kglcm®] = 2213584 [tim?] (8}

Invirtiendo la matriz de rigidez lateral k’, calculada en 1a) se thene

704.2635363 2229065486 2213010834  200.9857912
222.9065486 3761792058 368920882  224.2874949 ]
PLI010634. . 368920883 3042545156 223.4714766 | VB =IK'T"
200.9857912 2ARTANY 2234714766  229.6473167

premultiplicando la ecuacién (3.96) por [k T ; R
iU} = [K'T'(F} ()
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o explicitamente
ftn 204.2635363 222.0065486 221.3010834 2009857912 F1
u 222.9065486 376.1792058 368.920882  224.2874949 Fa .
u3{ (2213010834 368920882 394,2545156 223.4714766 F3 - ©
ug 200.9857912 224.2874949 2234714766  229.6473167 Fa

.229065415 221.30108/E  376.1782/E 368 92088/E £224.28749/E 22347147/ 368920882 394.25451/E

Fe 1 r 1 i Y
o——~0., =0 -
/ ;1)
/ / Il
[ Al
1""@ i o i
/ ) /
/ 7 /
= u

" ‘ » ]
A4k dl N U N SUN S
204.26383E  200.965791 /E 222 90654/E 24.2874%/E 200.96579/€ 220647316/E  221.3010834/E 223.471 47664

a) Fuerza unitaria en los nodos 1y 2 b) Fuerza unitaria en los nodos 3y 4

Figera 3.108 Obtencidn de desplazamientos causados por una fuerza unitaria, conside-
rando deformaciones axiales de los elementos estructurales.

de las figuras 3.108a) y 3.108b), aplicando une fuerza unitaria en el nivel 2 (nodos 26 3) y de Ia
ecuacion (3.99)

A e2max = (394.2545166-223.4714768)/E = 170.783039/E w(d)
de la acuacién (3.88), (d), (a) y como V=1
Ke2= 1/(170.783039/E) = 12961 {t/m] (8}
andlogamente para una fuerza unitaria en el nivel 1 (nodos 16 4)
A o1max = 229.6473167/E el
Ke1 = E/229.6473167 = 9638 ft/m] )
si el adificio se idealiza para efectos dindmicas mediare el sistema oscilatorio simplemente

acoplado mostrado en la figura 3.108d), de ia ecuacién (3.100) las matrices globales de cada
elamento rigido son (tomando arbitrariamente como extremo m el inferior da cada elermnento)

m

o ul__ 2
uo| ka1 -kel . ur] k2 -ke2 c
ket ket | wlke ke |T 2
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y ensamblarndo como se indicd en 1a), la matriz de rigidez de entrepiso Ken 8

u2

u2

ut u
U ket +ke2 -ke2 up | 22600 -12961
= = Ken "o (b)
uz -ke2 ke2 | uz }-12961 12961 .
2d) Matriz de rigidez de entrepiso Ken despreciando las deformaciones axiales de los elemen-

tos

Invirtlendo la matriz de rigidez lateral k', calculada en 1b) se tiene

225.2318577
2610218985

sustituyendo en (b)
UN1 2252318577  261.0218985 1E Fnt @
= well
UN2 261.0218985  456.7409308 FNn2 o _

261.0218985/E

261.0218985

VE =[K"]?
456.7409308

co—Me g @m,
Kee
wol—WNL g m
l'-<~E’Il
~ |- %10m10085/E 225.818577/11—-1 -
Figera 3.108¢). Desplazamientos producidospor ~ Figura 3.108d).  Marco modelado como

una fuerza unitaria, despreciando deformaciones sistema de varios G.L. simplemente acoplado

axiales de los elementos estructurales.

Dela flgurn 3. 108&, aplicando’una fuerza unitaria en el nivel 2 y de (i) y las ecuaciones (3.98) y
(3.99) ’ . :

A 92 = (456,7408308-261.0218965)/E = 185.7180323/E woff)
kez = E/195.7180323 = 11310 [tim] k)
andlogamente para una fuerza unitaria en el nivel 1

A o1 =225,2318577/E wfl)
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ke1 = E/225,2318577 = 9828 [t/m] w{m)
sustituyendo (k) y (m) en (h)
UN1 UNZ_ UN1 UN2 *
UNT | Kel+ ke2 -ke2 uNnt | 21138 -11310 )
= = Ken ()]
UN2 -ke2 ke2 unz | -11310 11310

Se puede cbservar que la matriz de rigidez de entrepiso Ken depende del sistema de fuerzas
aplicadas, mientras que lamatrizde rigidezlateral no depende de lasfuc: ~as aplicadas, también
debe notarse que la cantidad de operaciones y el tamaro de las matrices se reduce grandemente
al despreciar las deformaciones axiales de los elementos estructurales mientras que la pérdida de
precisién en los resultados es poco significativa.

La matriz de rigidez lateral con 8 G.L por elemento tiene més precision que la matriz de
rigidez lateral ain considerar las deformaciones axiales, y ésta a su vez posee mas precisiéon
que la matriz de rigidez de entrepiso, asimismo ex/sten programas de anélisis estructural como
los de las referencias 12 y 25 que consideran elementos astructurales en el espaciocon 12 G.L. e

involucran deformaciones por flexién, fuerza axial, fuerza cortarte y torsién y los resultados que
arrofan pueden considerarse como exactos!™" 2,

[I1.- Para el marco del problema anterior yempleando las matrices de rigidez calculadas despreciarxio
las deformaciones axiales de los elementos, obtener las frecuencias, periodos y formas de los modos de
vibracién: 2) Modelando el marco para efectos dindmicos como estructura de cortante (sistema de varios
G.L. simplemente acoplado); y b)Analizdndolo dindmicamente como un modelo de marco plano. Los

pesos de los pisos o niveles del marco son: W2 = 35 fton), WN1 = 30 ton].
a) Modslacién como estructura da cortante (sisterna de varios G.L. sencillaments acoplado)
Del problerna arderior se obtuvo el modalo mostrado en la figura 3.108d.
las masas de los p/sos son
ma2 = Wig = 35/9.80665 = 3.569 [t-s%/m]
m = Wig = 30/9.80665 = 3.0891 [t-s%/m]

la matriz de masas es empleando la scuacién (3.101)

ut w2

ur [3.0591 o |_
uz| 0 3.569
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sustituyendo la matriz de masa M anterior y la matniz de rigidez de ertrapiso encontrada en el
problema Il (ecuacién n), en la expresion (3.61) se tiene la siguierte ecuacién caracteristica

21138 - 3.0591w° -11310 71
-11310 11310- 35602 | |z2 | = . (@)

cuyos valores caracteristicos se obtienen con la ecuacion (3.63) como
W= (1/2){11310/3.569 + 21138/3.0591] + (1/2){{11310/3.568 + 211386/3. (.7591]2

- 4(9628)(11310)/[3.569(3.0591)]} 8

w2 = 5039.41517 + 3900.611926 (b
de donde o

(w1)® = 5039.41517 - 3900.611926 = 1136.803244 o w(c)

(Wa)® = 5039.41517 + 3800.611926 = 8940027096 o - ()
y por lo tanto . ‘

wh = 33.746 (rad/seg] ‘...(e).

w2 = 84.552 [rad/seg] ’ RN /|

de la acuacion (3.7)

T1 = 2wy = 0.1862 [seg] @
T2 = 2nfwz = 0.0665 [seg] _ Sl
sustituyendo (c) en el primer renglén de (a) y tormando arbitrariarente zv1 = 1,0 wfl)

17654.2872y1- 11310221 = 0

¥ por tarto
Zz = 1.561 w )
sustiuyendo (d) en el primer rengién de (a) y tormando 212 = 1.0 ‘ (k)
-6210.43689212- 11310222 = 0 .
y se tene

Z2p = -0.549 ()
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graficando (i), (J), (k) y () se obtienen las 1.561
formas de los modos de vibracion de la figura

3.108e.
1.0
b) Modelacién como marco plano
z
1er. modo funda- 20, modo natural
mental de vibracién de vibracion

En el Inciso 1b) del problema anterior se

calculd fa siguiente matniz de rigidez lateral K' Figwra 3.108¢. Formas de los modos de vibracién
de la estructura de la figura 3.107.

0.01314734041 -0.007513545475 29102.87385 -16631.93918 .
-0.007513545475 0.00648332502 E = -16631.93918 14351.44936 =K

sustituyendo K y la matriz de masas M obtenida en a), en la ecuacién (3.59)

29102.87385 - 3.0591w? -16631.93918 2

-16631.93918 14351.44936-3.569;;) [zzJ =0 ()

- resolviendo su determinante caracteristico, se tlene
| K- Mw?| = (29102.87385- 3.0591w?)(14351.44936 - 3.569w7) - 16631.93918%
= 141047019.4 - 147770.6755%° + 10.9179279w" = 0
muftiplicando ambos miembros por (10 'e) ytomandoy = wA
(10.9179279)(10 ©)yP- 0.1477708755y + 141.0470194 =0 ()
de donde
Y12 = (b = [b2- 4ac/*®)/2a
y1,2 = (0.1477706755
+ [0.1477706755 - 4(10.9179275)(10°%)(141.0470184)*°)/(2(10.9179278)(10 ¥))
| - 6767.340602 + 5733.936669 '

por lo que

‘ (w1)? = 1033.401823 : o w(0)

{wz)2 = 12501.27956 w(0)
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wy = 32,147 [r/s] - {q)

wa = 111.809 [r/s] wlt) "

yde las ecuaciones (3.7),(q) y (1)

T1 = 2a/w = 0.1955 [sag] SU(s)
Tz = 2nwa = 0.0562 [seg] ' .
sustituyendo (o) en la primera scuacién de (m) y tomando =10 . . “ ...(u)

25941.69433211-16631.93918221y = 0

y se tiene
z21 = 1.56 T )
suétituyondo (p) en Ia primera ecuacién de (m) y tormando z12= 1.0 (W)
-9139.790452z1 2~ 16631.93918222 = 0
de donde Zoo = -0.55 o)

que verifica los resultados obtenidos ameriormente

IV.- El marco estructural de concreto reforzado (£c = 250 [kg/cmz]), mostrado en la figura 3.109, es

parte de un edificio habitacional, si la menor dimensién de sus columnas y la mayor dimensién de sus

trabes son paralelas al plano del marco, y si se desprecian las deformaciones axiales de sus elementos

estructurales, determinar : a) La matriz de rigidez de la estructura; b) la matriz de rigidez lateral; c) la

Y } Elemento | Seccién [m)
1y6 0.4%0.7
2y8 0.38x08
3y4 0.3x058

nae @_mT 7 0.26x 0.5
4 8 025X 0.55
N2 ®—+ 9 03x08
S o acotacién en {m}
W @———i W3 = 28 [ton]
6 Wiz = 20 [ton]
= 23 [ton]

a b X"
)
[N

®

Figura 3.109. Marco plano que es componente
estructural de un edificio habitacional.

matriz de rigidez de entrepiso; d) las frecuencias
angulares, periodos y formas de los modos de
vibracion si el marco es modelando como un sistema
de varios G.L. sencillamente acoplado (edificio de
cortante); y €) las frecuencias angulares, perfodosy
formas de los modos de vibracién si la estructura es

modelada como marco plano.
&) Matriz de rigidez de Ia estructura

Sepueden numerar los nodos y los elementos
estructurales dsl marco en cualquler orden como
por efemplo el Indicado en la figura 3.109, en
donde también se ha elegido el nodo 8 como



Tema lll Dindmica Estructural 220

origen de las coordenadas globales de la estructura. Las coordenadas locales x,y de cada efemento
estructural vertical se escogen en su extremo superior y para los elementos hornizontales en su
axtremo izquierdo.

Se calcula el dngulo « que deben girar los efes locales mencionados (en el sentido de las
maneciilas del relof), para coincidir con Jos ejes globales y se tabulan las propledades de los
elemerntos estructurales generando la siguiente tabla 3.21

Tabla (3.21) de propiedades de elementos estructurales

BARRA/ o | § |& |82 (&% ($& [ L | A | I AEL | EIL | EI12 EIL3
#mn [m] [m2] [m4] » * - e

118 o[ o [-1 [0 [1 |0 | 4 [028 [0.00373 [0.07 |9.333E4 | 2.333E-4|5.833E-S
2|21 2700 [-1]0 {1 |0 | 3 |021 (000214 |0.07 |[7.146E-4 | 2.382E-4| 7.040E-5
3{32 projo |1 {0 |1 ]0 | 3 |o15 |0001125/005 (3.75E4 |1.25E-4 |4.167E-5
4)4s 20 0.(-1:[0.11 [ 0 | 3 {015 {0.001125]0.05 |3.75E-4 :| 1.25E-4 |4.167B-5
s{s6 [270/ 0°f-1 )0 |1 [0 | 3 |02t |000214 {007 |7.146E-4 | 2.382B-4 7.94E-5
667 [20] 0 [-110 |1 |0 { 4 [028 1000373 |007 [9.333E-4 | 2.333E-4|5.833E-5
7{34-j0 110|100 | 6 |0125 |0.002604{0.0208 [434E-4 | 7.234E-5} 1.206E-5
8l2s {o]1lof{1l0o |0 | 6 |0137500035 |0.02202[5.777B-4 | 9.628E-5|1.60SE-S
9116 o |10 |1[0]o | 6 018 l0.00ss {003 |oE4 | 1SE4 |25E-s

*Calculada en términos de E

Con los datos de la tabla 3.21 y las ecuaciones (3.89) y (3.90) se obtiene la matriz de rigidez
global de las vigas y columnas, en particular para el elemento nimero 6 se debe incluir el grado
de libertad 6n = 67 del apoyo que tiene /a posibilidad de girar.

__ 6 04 6 0s
o [1n36B4  seaEa | _ o [2a10854 1B
6s | B68E-4  1736E-4] 95 |11554E-4 23.108E-4

& 06 M 6 __
o [ 364 1884 69.996E-5  13.998E-4

1 PR E=Ks uN1 [69.996 13.998E-4 . _ X
0 | 18B4  36B4 61 [13.998E-4 3733284
o 2] e

un1 [69.99%E-5  13.996E-4  13.998E-4
s 3733284  18.666E4 |E = Ks

67 | simétrica 37.332E-4



- UN2
UN2 (95.28E-5
62
UNI
61

uN3
0.
" uNt

- uN3 150.004E-5
03 '
uN2 »
62

- uN2
95.28E-5

Os

uN3

uN1
b6

uNn3 (50.004E-5
64
UN2

65 |simétrica
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02
14.292E-4
28.584E-4

simétrica
63
7.5E-4
15E-4

simétrica

s
14.292E-4
28.584E-4

simétrica
64
7.5E4
15E-4

UN1
-95.28E-5
-14.292E-4
95.28E-5

uN2z
-50,004E-5
-7.5E-4
50.004E-5

UN1
-95.28E-5
-14.292E-4
95.28E-5

UN2
-50.004E-5
-15E-4

50.004E-5-

61
14.292E-4
14.292E-4

-14.292E-4
28.584E-4

02
7.5E-4
7.5E-4
-7.5E-4
15E-4

fs
14.292E-4
14.292E-4
-14.292E-4
28.584E-4

s
7.5E-4
7.5E-4

-7.5E-4
15E-4

Ks

221

la matriz de rigidez Ke de la estructura para ese caso esdeon:len'nxn, con n = # de nodos
no restringidos + # de niveles + # G.L. de apoyos = 6 + 3 + 1 = 10, y ordenada, particionada
y ensamblada como indica la ecuacién (3.92} y el proceso mencionado en el problema i, és la

siguients

__uNt uN2 uN3 61 92 3 04 os 66 67
uN1 [Q00830552 00019056 0 | 294B.5 142284 0 0 142984 294E5 139%E 4]
uN2 | 00019056 001290568 000100008[14292E-4 6ME-4 -7SB4  TSE4 6284 1429284 0
uN3 0 -000100003000100008! © 7584 7SE4  15E4  7SE4 0 0
61 | 294ES 142924 0  |00101916 14292E4 0O 0 0 1824 0
02 | 429284 €M2E-4  7SE-4 |14292E-4 00066692 7SB-4 0 I1LSS4E4 0 0o
o3 0 ISB4  75E4 0 7584 QO03236  B68E-4 0 0 0
04 0 ASE-4 T5E-4 0 0 868E-4 0003236 7SE-4 0 0
65 |-14292E-4 6M2B-4 75E4 0  15MB4 0 75B-4 Q0066692 14292E-4 o0
66 | 24E5 14294 0 18E-4 0 0 0 14292E-4 Q0101916 18666E-4
67 |nosEd 0 0 0 0 0 0 0

18666E-4 37.332!}-_4_}
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b) Matriz de rigidez laterai

La matriz de rigidez lateral K" se ancuentra con la ecuacion (3.97). Empleando los programas
de calculadora de bolsillo dados en el problema | anterior (o procediendo con célculos a mano
con el método de Gauss-~Jordan y multiplicando matrices), se calcula la inversa de Ia matriz [kz2] -t

y los siguiertes productos matriciales

[Kzz] 1=

Kn[K2a]! =

(71055124754 -25.03202733 6887939658 -4,040944960 9.502520395 -21.98065065 10, 990‘4253'4
-25.03202733 165.9451619 -43.65733772 19.37358688 -33.06447733 9.970880205 -4.985440103
6.887939658 -43.65733772 345.1840796 -97.08833902 19.41077864 -4.335588199 2.167794099
-4.049944969 19.37358688 -97.08833902 345.2162153 -43.79599272 7.548160434 -3.774080217
9.502520395 -33.06447733 19.41077864 -43.79599272 166.5003688 -27.55007548 13.77503774
-21.98065065 9.970880206 -4.335588199 7.548160434 -27.55007548 116.5375651 -58,26878256
_10.99032533 -4.985440103 2167794099 -3.774080217 1377503774 -58.26878256 297.0011008;

003512319306 01964488957 003761262128 -00295186974 (01708936801 005922042923 04045700346
-01067075468 008693998263 01988922477 01976839557 008312500232 -01207915235 (06039576177
0009518634184 00814477003 -01678868861 -01677791028 -0.08178800804 0.01077496728-0.005387483639

~0,001092031603 3.342873364E-4 2.251584428E-4 |
3.342873365E-4 -7.380819616E-4 1.698834138E-4
22515844204 1.698834138E-4 -3,741762729E-4 |

de donde

0.002213488307 -0.001571312664 2.251584428E-4 |
-0.001571312664 0002167598038 -8.301965862E-4 | E = 1°
2.25158M29E-4 -8.301965862E-4 6.25037271EA4 |

El médulo de elasticidad del marco esi™ 4l

E = 14000{f'o]°% = 221359.4 [kg/cm?] = 2213504 {t/m?]

y sustituyendo E se tene
4899.764635 -3478.248285 498.409378
-3478.248285 4798.182011 -1837.718182 .

=k
498.409378 -1837.718182 1385.496735

E = -kiz[ke2] ka

(@)
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c) Matriz de rigidez de entrepiso
Invirtiendo la matriz de rigidez lateral oblenida en b) se tlene
7.361041329E-4 8.784583747E-4 9.003830127E-4

8.784583747E-4 0.001471956467 0.001636387307 ={k"! . wi(®)
9.003830127E-4 0.001636387307 0.002568363591 ‘

premuftiplicando la ecuacion (3.96) por [k']"
{U} = KT'{F} w(e)
aplicando una fuerza unitaria (1 [ton]) en el nivel 3 se obtiene de (b) y (c)

Una = 0.002568363591 [m] " wfd)

UNz = 0.001636387307 [m] w(8)

y de las ecuaciones (3.98) y (3.99) Ae3a = UN3- UN2 = 9.31976284E-4 wff)
' Kea = 1/Aea = 1072.99 = 1073 [t/m] : wlg)

‘ap//cando una fuerza unitaria (1 [ton]) en el nivel 2 se obtiene de (b) y (c)

Una = 0.001471956467 [m] (b
Unt = 0.0008784583747 [m] ‘ f)

y de las ecuaciones (3.98) y (3.96) Ae2 = Unz-Unt = 5.934980923F-4 /)]
Kea= 1/A sz = 1685 [tim] wll)

andlogamente aplicando una fuerza unitarfa (1 {ton]) en el nivel 1
Aet = Uny = 7.361041329E-4 [m] , wfl)
L Ke1 = 1359 ft/m] w(m)
pommo modelando la estructura como edificio de cortanta se obtlens el sistema de 3 G.L.
simplementa acoplado mostrado en la figura 3.109a, donde la matriz ds rigidez global de cada

elemenio 88 sagiin Ia ecuacion (3.100) y tomando arbitrariamente como extremo m el extremo
superior de cada elemento

ui uo u2z u u w2

u) ket -ket Ky u2 | ke2 -ke—z_ - K u3f ke3 -ke3
Uo| -ke1 ket ut|-kezkez | 0 gl keskes | -3
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la matriz de rigidez de entrepiso Ken

N3 W3 B del sistema oscilatorio es de orden n x n,
Co K con n = #pisos = 3
e Lve . ‘L:’93 , u ) us
L i A ur ket + ke2 ko2 0
Wi e AY uz | ke ke2+ke3 Ke3 1=Ky
M N us| 0 3 ke
: el y sustitayendo (g), (k) y (m)
NO
a i 3044 -1685 0
Figura 3.109a. Marco plano modelado como -1685 2758 -1073 =Ke ()
un sistema simplemente acoplado. 0 -1073 1073

dj Frecuencias angulares, periodos de oscilacion y formas de los modos de vibracion,
modelando /a estructura como edificio de contante

las masas de los pisos son  m3 = 28/9.80665 = 2.86 [t-s7/m]
ma = 20/9.80685 = 2.04 [t-5°/m}
= 23/9.80865 = 2.35 {t-8°/m]

cuando todas las masas de un sistema oscllatorio tienen un tnico e igual G.L. dinémico, la
matz de masas as seguin la ecuacién (3.101)

m1 0 o 235 0 0 .
0 m 0| = ] 204 0 | =M " w(0)
0 0 ms 0 0 286 :

sustituyendo las matrices {n) y (o) en la acuacién caracteristica general (3.59)

3044 1685 0 |
-1685 2758 -1073 0 204 = {0}
0 -1073 1073 2.86

desanoliando el determinante cemderfsﬁco dela eouclén (3.60), se tlene por cofactonast® 51
de la primera fila

3044 - 2.35w% 1685 : 0
-1685 2758 - 2.04w° -1073 = {0}
0 -1673 1073 - 2.86w>
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2758 - 2.04w% 1073 -1685 -1073

-1073 1073-2862 | + (1689 l

(3044 - 2.35%7)

0 1073-286w2 | * O

225

= (3044 - 2.35w3){(2758- 2.04wA)(1073- 2.86w7) - 10737} + 1685{(-1685)(1073- 2.86w>) + 0}

= (3044 - 2.35wW2){2956334 - 10076.8W* + 5.8344w"- 1151329} + 1685{4816.24w>- 1808005}

= {5503567220- 34922590.95W + 41440,3936w*- 13,71084w5} + 87115364.4w>-3046488425)

=0
de donde
-13.71084w° + 41440.3936w*-26807226.55¢° + 2457078795 = 0
muttiplicando (p) por-10¢ y tomando y = w?

0.00001371084y°-0.0414403936y> + 26.80722655y - 2457.078795 = 0
109.531 759.933 2152.991

iterando (q) se llega a y

“lec(n) 0.0018 | 0.0041 0.026
por tanto :
(w1)? = 109.531 wo)?= 750933 (w3)?= 2152991
de donde '

wp = 10466 [rad/seg]  wz = 27.567 [rad/seg] = w3 = 46.4003 [rad/seg]

como de la ecuacién (3.7) T = 2x/w, se tiene que los periodos son
Ty = 0.6003 {seg] T2 = 0.2279 [seg] T3 = 0.135 [seg]

sustituyendo (wa)? dada por (1) en la ecuacion caracteristica oblenida artes y tomando
211 = 1.0
2786.60215211 - 1685z = Q@
-1685z41 + 2534.56676221 - 1073231 = O
' 107321 + 759.74134z3 = 0
de la primera y uftima ecuaciones anteriores se calcula
Z21 = 27686,60215/1685 = 1.653769822 = 1.654

z31 =1073(1.653769822)/759.74134 = 2.335656788 =: 2.336

()]

-(q)

(D
w(8)
(t)

(7))

wefV)
(W)
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cuyos valores satisfacen la segunda ecuacion obtenida antes
sustituyendo (w2)2 dada por (r) en Ja ecuacién caracteristica obtenida antes y tomando 212 = 1.0 ...(x)
1258.15745212- 1685222 = 0
-1685z12 + 1207.73668222- 1073232 = 0

-1073z22-1100.40838232 = 0

de donde
220 = 1258,15745/1685 = 0,747 wel¥)
Zaz = -0.728 {2
analogamente, sustituyendo (wa)? dada por _ -0.253
(r) en la ecuacion caracteristica 0,728
-2015.52885213- 1685223 = 0 0.747 -1.196
-1685213-1634.10164223- 1073233 = 0 1.0 1.0
~1073223~5084.55426233 = 0
de donde tomando z1a = 1.0 ...(aa) ter. modo o 2. modo 3er. modo
z23=-1.196 ..(abj fundamental
Figura 3.109b. Formas de los modos de vibra-
cién def sistema compuesto de la figura 3.109a,
Z3a = 0.253 ...(ac)

La gréfica de los valores dados por (u) hasta (z) y (aa) hasta (ac) se& muestra en la figura 3.109b

a) Frecuanclas angulares, periodos de oscilacion y formas de los modos de vibracién modelan-
do la esbructura como marco planoc

Usando la matriz de rigidez lateral K hallada en a), la matnz de masas dada por (o), y
sustituyendo en la ecuacién caracteristica general (3.59) se obtiene

—_—

4899.764635 -3478.248285 498.409378 235 0 0 21

-3478,248285 4798182011 .1837.718182 |- l_; 2.04 0 |w? 22 |= {0}

498.409378 -1837.718182 1385.496735 0 0 2.86 | z3
desarrollando el determinante como se hizo en el inciso anterior

4899,764635 - 2.35w> -3478.248285 498.409378
-3478.248285 4798.182011 - 2.04w° -1837.718182 = {0}
498.409378 -1837.718182 1385.496735 - 2.86w?
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4798182011 - 20407 . -1837.718182

(4899.764635 - 235w°) -1837.718182 T 1385.496735 - 2.86w2

.3478.248285  -1837.718182 .
498409378  1385.496735 - 2.86w>

-3478.248285 4798.182011 - 2.04w>

(3478.248285) 498.409378  -1837.718182

498.409378

= (4899,764635 - 2.35wA) {(4798.182011 - 2.04W>) (1385.496735 - 2.86W°) - 1837.718162%)
+ 3478.248205{(-3476.248285)(1365.496735 - 2.86W°) + (1837.718182)(498.409376)}
+ 498,409378((-3478.248285)(-1837.718182)-(498.409378) (4796.182011 - 2.04w7)}
= (3270657.394 - 16549,21389W> + 5.8344w*)(4899.764635 - 2.35w)
+3478,248285{9947.790095w* - 35903165. 666} + 498.409378{1016.755131w? + 4000581203}
= 1.802545143(10'°) - 88773297.83w° + 67477.83522w" - 13.71084w° + 34600883.84W°
- 1.357617928(10'%) + 506760.2924w° + 1893927189 = 0
de_ donde
-13.71084w° + 67477.83922w* - 53665653. 7w* + 4443199339 = 0
multiplicando por -108 y tomando y = w?

0.00001371084y>-0.06747783922y" + 53.6656537y - 4443,199399 = 0 .{ad)

Hterando (ad) se obtiene y 93,6005 876.114 3951.781
ec(ad) | -0.0009 .) -0.0028 0.032
por lo tanto
(w1)? = 93.6005 (wa)? = 876.114 (wy? = 3951.781  ..(ae)
wr = 8.675 [rad/seg] w2 = 29.599 [rad/seg] wa = 62863 [rad/seg] ....(af)
Ty = 0.8454 [seg] T2=0.2123 [seg] Ta= 0.09995 [seg] ..(ag)

Comparando esios resultados'y los dados por (t) del inciso d), con los obtenidos al analizar la
estructura con el proagrama de la referencia 25, que pueden considerarse como exactos y que son
T1 = 0.652941(s]; T2= 0.212795(s]; Ta = 0. 100025(s], se observa que la aproximacion del modielo
de resortes es adecuada, pero 8 modelo como marco plano es mds preciso,

sustituyendo (w1 )2 dada por (as) en la ecuscién caracieristica oblenida artes y tomando 211 = 1.0...(ah)

4679.80346211-3476.24828522 + 498.409378231= 0
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~3478.248285z11 + 4607.236991221-1837.71882z31 = 0
498.409378211~1837.71882z21 + 1117.799305z31 = 0
de las dos primeras ecuaciones anteriorss se calcula
221 = 1.676510437 = 1.677 (@)
231 = 2.310382072 =~ 2.310 w(af)
cuyos valores satisfacen la tercera ecuacion obtenida antes
sustituyendo (wgﬁ dada por (ae) en la ecuacion camcteristica oblenida artes y tormando Ziz2 = 1.0 ...(ak)
2840.896735212-3478.24828522, + 498.409378232 = 0
-3478.248285212 + 3010.89094513222-1837.71882z32 = 0
de donde 220 = 0.713 «{8l)
232 = -0.725 w.{am)
andlogaments, sustituysndo (wa)z dada por (ae) en la ecuacién caracteristica
~4386.920715213-3478.248285223 + 498.409378233 = 0

~3478.248285213-3263.451229223-1837.71882233 = 0

de donde tomando z13 = 1.0 «.(an)
223 = -1.222 ...(80)
Z3a = 0.277 .(ap)

V.- El marco estructural de concreto reforzado (f'c = 200 [kg/cmz]), mostrado enlafigura 3.110 esta
contraventeado con perfiles de acero y elementos de concreto con la disposicién mostrada en la citada
figura, las dimensiones mayores de la seccién transversal de los elementos estructurales es paralela al
planodel marco, si el edificio se modela: a) Como estructura de cortante, y b) como marco plano; obtener
las frecuencias angulares, pen’o_dos' de oscilacién y formas modales de vibracion. Supéngase que los

contravientos no estan unidos en sus intersecciones.
a) Modelando el marco como estructura de cortante
El médulo de elasticidad del marco esl™- 4l

E = 8000[Fo[°® = 113137.1 [kg/cm®?] = 1131371 [tim?) )
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Elemento | . Seccién [m]
14y6-.] 0.4x07 -
2,3,5¢y7( 0.3x05

il eoy10]| o.2sx05
11y12. | 0.25x045
16y18 [ 0.4x04

13, y14 | APS76x13.99kg/m
16y 17 | APS76x 13.9%ga/m

12

1. acotacién en [m]

X 2 Materiales:
concreto: I'c = zoo(kglcmzj
acero: A-36

A Wne2 = 58 {ton); Wi = 80 [ton}

Figura 3.110. Marco estructural contraventeado,

e Matriz de rigidez de la estructura

Numerando los nodos y los elementos estructurales del marco como se indica en la figura
3,110, sligiendo el nodo 11 como origen de las coordenadas globales de la estructura, y tomando
las coordenadas locales x,y de cada elemento estructural como se indica en algunos de ellos, se
calcula el angulo « que deben girar los ejes locales menclonados para coincidir con los efes
globales y se tabulan las propiedades de los elementos estructurales generando la sigufents tabla
322 :

Tabla (3.22) de propiedades de elementos estructurales

Bara | @ | 8 | & [$# (&’ (& (L ]| A 1 ABL EJL ElL? 3184
# |men fm}} (@ | {m% | fym) | ftm] | (ton] [t/m]
thufzoi{ o { 2 o1 ] o 3 [ Q28 | 001143 | 105504.63 | 4311.7806 | 1437.2602 | 479.0867
2l2afzo | o | 4 Jo |1 ]-0 125 | Q15 | Q003125 | 6788226 | 14142138 | 5656855 | 2A2742
3i37{z0] o | e .10 1 25| a15 | 0003125 | 678226 | 14142138 | Ses.esss | :e2742
4110 270 {0 | {0 1 [T 30 28 | amie3 | 10559463 | 43117806 | 14372602 | 4miose7
5 |46 0 e 0. (2571 015 | aoo3125 | 6788226 | 1414.2138 | Sescess | 2E2742
6 |69 028 | Q01143 | 105504.63 | 43117806 | 1437.2602 | 47.0867
7 |ss 015 | 0003125 | 56568.55 |1178.5115 [ 3928372 | 1309457
18 |17 Q125 | 00026 | 47m4046 | 920929 | 3213643 | 1091214
9.17:6):: 0: 0125 | 00026 | 2%84.28 | 5892557 | 1178511 | BSIOL
10)65| a125 | 00026 | 3535534 | TIGSEST | 1841424 | 460356
1|23 01125 | 00019 | 4242641 | 7159457 | 2386486 | 795495
12/3-4] , Q1125 | Q0019 | 25455.85 | 4295674 | 859135 17.1827
1Bh17] 4 Rro7lazonfas Jas [ a5 | 4243)17.748-4 &10.11
141-3 |39.81 [07682) 06402{0.59 041 |42 | 3.905[17.74E-4 9540.08
15{681323.13] Q8 o.eJua 036|048 | 5| a6 | aoom3 | 362387 | 427183 { 96544 | 193087

Con los datos de la tabla 3.22 y las ecuaciones (3.88) y (3.80) se obtiene la matriz de rigidez
global de las vigas, columnas y contraviertos.
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Para los contravientos pueds suponerse por ejemplo que las fuerzas laterales actijan de izquierda
a demscha, a la rigidez lateral contribuyen soio los contravientos de acero que estin en tension
(elermsrtos numeros 13 y 14), y los contraviertos de concreto que estdn en compresion (elemento #
15), debido a que los primeros son muy esbeitos !))&!E resistircomprasionss y a que en los segundos

ol concreto, en teoria, no resiste tensiones'"™" <,

uN1 6 uN1 o1
uni [5749.0404 86235612 _ " unt [5749.0404  8623.5612 ke
61 |86235612 17247.1224] 07 (86235612  17247.1224]

_unt 66 N bs .
iy [S7400404 63362 | it (15713484 T2 | _ L
8s (86235612 17247.1224] 6s |257.0032 4714046 |

uN2 62 w6
uni 7152004 3304013 27152904 3304113
6 | . 56568552 -3394.113 28284276
uny 27152004 3304113 | =
6 simétrica - - 5656.8552
SLUN2L e 88 uNt 67
unz [2715.2904 3304113 - 27152904 3394113 |
63 | o 56568552 3304113 28284276
| 2o ea | 0
o7 | simétrica 5656.8552
R P |
wz 64 uN1. 86 i
unz 27152904 3394113 -2715.2904 3304113 |
84 . 56568552 -3394.113  2828.4276
S = ams2e04  3e4a | T
86 ‘simétrica 5656.8552
— —l
UNG Un1 UN1 UN2

uno[ 4390055 4390455 | _ uny [5628.6472  -5628.6472 X
= Kj : =
uN1 |-4390.055  4390.055 unz 156286472 56286472 | Y
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uN1 96 61 @7
un1 Ezss.sgoss 347;sssﬂ s o Ez&me 1964.18ﬂ g
96 | 3475584 19308732 o1 [1964.1858 39283716
01 fe b os
o [2357.008 117&5117‘] Cx 06 [2946.2788 1473.13ﬂ -
65 11785114 2357.028| 65 [147334 29462788

oy 6 03 84

02 [2863.7828  1431.8914 . 63 [17182696  859.1348
. E i} y = 1 . =
63 [1431.8914  2863.7828 s |850.1348  1718.269

la matriz de rigidez Ke de la estructura sin incluir las restricclonss de apoyos es de ordennx n, con
n = # de nodos + # de nivelas = 7 + 2 = 8, y ordenada, particionada y ensamblada como indica
a ecuacién (3.92) y ef procaso mencionado en el problema /I, es la sigulente

Ko =

w1 N2 | 6 73 03 94 6s b6 67
N1 [46023.56218-13774.5184] 5220.4482 3394113 3304113 3394113 23570232 SSTL.OOGG 529.4482 |
uN2 |13774.5184 137745184 | 3394113 3304113 3304013 3113 0 34113 39113
61 | 5229.4487 3394113 [68I23492 WBALI6 O o ) 0 19541858
02 | 3394113 3304113 [23284276 8520.638 14318914 O 0 0 0
63 | 94113 3413 | 0 14318914 10389076 891348 O 0 2084276
04 | 3394113 3394313 0 0 ©91348 TIIME 0 MBAZIE 0
05 | mstoes2 o 0 o 0 0 660328 MBI 0
96 | 5570066 34113 | O 0 0 2AA4TV6 14731394 301381524 11785114
67 | Smoads2 B3 1964188 0 2WBAIE 0 0 - UTBSI4 2189372

eMatriz de rigidez lateral

La matriz de rigidez lateral K" se encuentra con la ecuacién (3.97). Empleando los programas
de calculadora de bolsillo dados en ef problema | anterior (o procediendo con célculos a mano
caon &l método de Gauss-Jordan y multiplicando matrices), se calcula la inversa de la matriz [kza.]"
y los siguientes productos matriciales



K2]?
3.885808164E-5
1336205873E-5
260653265986
-3 T12736963E-7
-2.865854367E-8
1.490244255E-7
283131667E-6

(2265044983
008524713483

de donde

-1.336205873E-5
1.24889806E-4
-1.840028614E-5
2.266620215E-6
6.175494386E-8
-3.211257047E-7
2.695086879E-6

(Kiz[K22]h) =

04265583679
-03318357841

Tema Il Dindmica Estructural

2696532659E-6
-1.840028614E-5
1.041665799E-4

-1.27544097E-5

-3.108705768E-7
1.616526982E-6
-1.034038061E-5

02795010393
02273531764

e Matriz de rigidez de entrepiso

-3 T12736963E-7

2.266620215E-6
1.27544097B-5
1.422733399B-4
2.605815907E-6
-1,355024257E-5
1.807962511E-6

05092097838
-0.4061802796

(-8078.031583  2015.052113 |
2015052011  -4100.27554

(370455306  -11759.46629 .
1175046630 967424286 | - %

invirtlendo la matriz de rigidez lateral se tiene

4,228082436E-5
5.139419593E-5

5.139419549E-5
1.658391605E-4

premultiplicando la ecuacién (3.96) por [k'T*
{U} = KT'{F}
aplioando una fuerze unitaria (1 [ton]) en ef nivel 2 se obtiane de (b) y IK'T"

&
[

.

-2865854367E-8
6175494385E-8
-3.108705768E-7
260581 5907B-6
1318312749E-4
-6 700237895E-6
3.025715101E-7

02667956091
001381276594

= K12 [K22] 'Kz

=[K*}?!

Unn =5.138419548(10°%) fm]

Une = 1.658391605(10™%) [m]

yde las ecuaciones (3.98) y (3.69)

1.490244255E-7
3.211257047E-7
1.6165269828-6
-1.355024257B-5
-6700237895E-6
3.484123669E-5
-1.573371836E-6

Q212662956

007182638218

A2 = Unz- Uny = 1.14444965(10%)

Kaz = 1/Aq2 = 8737.82 = 8738 [t/m]

-2884131667E-6

2.695086879E-6
-1.034038061E-5
1.807962511E-6
3.025715101E-7
-1.573371836E-6
3.551862044E-5

01824113933 ).
008561237901

By

(S

w(®)

-...(c)
w(d)

...(e)v
()
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andlogamente aplicando una fuerza unitaria (1 [ton]) en el nivel 1
Aet = Unt =4.228082436(10°% [m] .{q)
Ke1 = 23651.38 =~ 23651 ft/m] . wefh)
se obtiene entonces un sistema de 2 G.L. simplements acoplado, la matriz de rigidez de

entropi/so Ken del sistarna oscilatorio es de orden n x n, con n = #plsos = 2, y en e/ problema /I,
ecuacion (h), se encontro que dicha matnz es

k,; +ke2 . 32389 -8738
grag | = Kn

eFrecuencias angulares, periodos de oscilacion y formas de los modos de vibracién
las masas de_l sistarna oscilatorio son
= 80/9.80665 = 8.157729704 jt-s>/m] well)
maz= 56/9.80665 = 5710410793 [t-s3m] well}
sustiuyendo (), (h), () y (i) en la ecuacién (3.63)
wP=(1/2){8738/5.710410783 + 32389/8.157729704]
+ (1/2){[6738/5.710410793 + 32369/8. 157729704} - 4(23651)(8738)/46,58356775}°5

= 2750.266237 % 1768.506801

(w1)? = 981.757336 (k)
(wa)® =4518.775138 )
de donde

w1 = 31.333 [rad/seg] - w(m)
L o w2 = 67.222 [rad/seg] _ wn)

y o a acuscién (37) |
R Ty = 0.2005 [sag] (o)
Ta = 0.08347 {seg] (P

sustituyendo (wy)? dada por (k) en la primera ecuacion de (3.61) y tomando 211 = 1.0 ..(q)

fkt + k2~ my(w1)%z11 - kazen = 0
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(32389-(8.157729704)(981.757336))z11 - 8738221 = 0
de donde '

z2y = 2,790 wfr)

anelogamente sustituyendo (w2)® dada por (k) en la
primera ecuaciénde (3.61) ytomando 212 = 1.0...(s)

(ky + ka- mi(w2)¥)z12 - kazeo

= (32389 - (8.157720704)(4518.775138))1 2

%
ler. modo o 20, modo
-8738222 = 0 fundamental
Figura3.110a. Formasde los modos de
de donde vibracién de la estructura de la figura 3.110.

Z22 =-0.512 ()
La grdfica de Jos valores dados por (q) hasta (t) se muestra en la figura 3.110a
b
)) Modelando la estructura como marco planc. TASTIROI4 0 _
La matriz de masas es de (i) y (/) del Inciso a) y la ecuacién (3.101) |0 . 5.710410793

Usando la matriz de rigidez lateral K" hallada en a), la matriz de masas M, y sustituyendo en la
ecuacién caracteristica general (3.59) se obtiene

37945.5306 -11759.466ﬂ _ ’?157729704 0 :I W,] l?il .
| -11759.46629 967424286 | | © 5.710410793 z2
desarrollando el determinante caracteristico dado por la ecuacién (3.60)
1K - WeM| = (37945.5306- 8. 157728704W>) (967424266~ 5,710410793w")- 11759,46639°
= 208009220,7 - 295604.4256W° + 46.58396775w"* = 0

aplicando la solucion de las ecuaciones cuadriticas

w12 = (-b = [b?- 4ac]°%)/2a

WAt 2 = (295604.4258 =+ [295604,4256°- 4(48.58398775)(228809228.7)]%%)/(2(46.58308775))

= 3172.811518 + 2270.457204
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de donde

e Frecuencias angulares, periodos de oscilacion y formas de los modos de vibracion

(w1)? = 902.354314 SR )
(we)? = 5443,268722 W )

wy = 30.039 [rad/sag] (W)
wp = 75. 779 [rad/seg] )

Ty = 0.2092 (seg] | we(¥)

T2 = 0.08516 fssg] ' w2

Comparando estos resultados y los dados por (m}, (n), (o} y (p) del inciso a), con los obeenidos
al analizar la estructura con el programa de la referencia [25], que pueden considerarse como
axactos y que son T1 = 0.211348]s]; Ta = 0.081077(s], se observa que la apraximacién del madelo
de resores es adecuada; pero el modelo como marco plano tlena mds precisién.

sustituyendo (w1)* dada por (u) enla primera ecuacién caractaristica oblerida antes ybmardo
=10 ~(a8)

30584.368071211-11759.466282x =
de donde z21 = 2.6008 ..{ab)

sustiuyendo (m-)2 dada por (v) en la primera ecuacion caracleristica obtenida arntes y toman-
Zia = 1.0 (ac)

-8458. 1843421 2- 11759.46028Z22 = 0

de donde 22 = -0.548 ..{ad)

V1.-Sien el marcodel problema I'V anterior, actia un sistema de fuerzas estaticas solo por uninstante,
de tal manera que sus masas sufren desplazamientos iniciales de xi(0) = 3 {em], xx0) = 5 [cm], x3¢0) = 7
[em], dalpuél delo cual al desaparecer esta fuerza el sistema vibra libremente, determinar las ecuaciones
de tupueuta diuimlea de desplazamientos del sistema oscilatorio.

Enelpmb!elmlvpnaado saobh:viamnlosslgulamasmctomsdefonnasdalosnmdosde
vibracfbn {z},nmbdzdannsasﬂymbizdsﬂgldezlammlk

{zh={1.677 {z}z'- 0.713
2310
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K* =] -3478.248285 4798.182011 -1837.718182

4899.764635 -3478.248285 498.409378 235 0
M= 0 2.04
498.409378 -1837,718182 1385.496735 0 0

e NORMALIZACION DE LOS MODOS RESPECTO A LA MATRIZ DE MASAS M

De la ecuacién (3.69) para el modo {z}

{z}T1M{zh = (Ny)?

2.86

(@)

y sustituyendo vectoras, matrices y usando los programas de multiplicacion de matrices para

calculadora de bolsillo dados en el problema | anterior

(16 1677 2313 (235 o o ]| 10
0 204 0 ||1677]| = 2334839716 = (N1)?
0 0 286

2.310
de donde

N1=4.832017918

y de la ecuacion (3.70) se.obtiene el modo 1 normalizado

0.20695
0.34706
0.47806
procediendo de la misma manera para los demas modos se ctiene

{th = (UND{zh =

N2=2.211415895

Na= 2369756169

0.45220 0.42198
{r}2 = [0.32242 w{d) {r}3 = (051566

-0.32784  0.11689

ia matriz de modos normall,zad'os R es enfoncas de (¢}, (d) v (e)

0.20695 0.45220 0.42198
R = 1034706 032242 -0.51566
0.47806 -0.32784 -011689

wfb)

...fc)

wie)

()
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o TRANSFORMACION DEL SISTEMA DE 3 G.L. EN 3SISTEMAS DE1G.L.
comoa los modos estdn normalizados respecto a M, de la ecuacién (3.74) se tiene
Ml = {rYTM{r} = 1.0
Mi] = [M2] = [M3] = 1.0 «(g)

de Ia ecuacion (3.75) con K™ = K
(K1l = {1 K{rh wlt)
efectuardo primero {r}"1K = {45.11502867 66.89401206  127.6979177} wfl)
{K1] = 83.60005754 wll)

procediendo andlogamente con los modos 2y 3
{rY =K = {930.8182255 5766434983 -821.3576251}
[Ka] = {r}T2K{r}2=876.1112821 (k)
{rY oK = {3919.455264 4156792625 1319.90726)
[Ks] = {r}TaK{r}s= 3951707377 )

sustituyendo (g), ()), (k) y (1) en la ecuacién (3.73)

f'1 + 93.80005754f1 = 0 : o (m)
f2+876.1112821f2 = 0 w(r)
3+ 3851.70737713 = 0 (o)

comparando (m), (n) y (o) con la ecuacién (3.70)
wi?=9.600 w2i=876111 w3?=3951707 w(?)

s comprueba que estos valoras concuerdan con los obltenidos en el problema IV pasado
de la acisacién (3.78), los coeficiertes de participacién del modo 1 son

o1 = {r} 1 M{xo}/[M1] w(q)
0.03
con {xo} = 10.05

0,07
de donde

{r}"1M = {0.4863325 0.7080024 13672516} )
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{111 1Mixo} = 0.145697707 (S
sustituyendo (g) y (s) en (q)
o1 = 0.145697707 w(®
analogamente
{r}TaM = {1.06267 0.6577368 0.9376224}
ca = -8.6663(10%) ()
{r}"aM = {0.991653 -1.0519464  0.3343054}
ca = 5.53648(107% )

por tanto la respuesta en funcion del tiempo 1(t) para las ecuaciones (m), (n} y (o), que son
ecuaciones del movimiento libre, estd dada para cada modo | por la ecuacién (3.77)

fitt) = cfitt) = cicoswy + [c'iwi/senwg
cuando las cargas estaticas dejan de actuar, las masas del sisterna alcanzan sus desplazamien-
tos méximos (xo} y deben detenerse para invertir sus desplazamiertos e Iniclar la oscilacién libre,
y para ese instante t = 0, x'oj = 0 y por tanto ¢’} = 0, es decir la velocidad vale cero.

las respuestas de 1 G.L. serdn segtin la scuacion (3.77), (1), (u) v (v)

fi = cifi(f) = 0.145697707c0s9.675t (W)
fo = cofoft) = -8.6863(10™%)c0s20.595t wfX)
fa = cofaft) = 5.53648(10"cos62.863t fy)

finalmente sustituyendo (w), (x), (v) v (f) en la ecuacién (3.72), se obtienen las respuestas
dindmicas de desplazamientos del sistema de 3 G.L.

x], [ 020695 0.4522 0.42198 0.1457c0s9.675t
x| = | 034706 032242 -0.51566 | | -8.6663(10*)c0s29.599t
) 0.47806 -0.32784 0.11689 | | 5.53648(10"*)c0s62.863t

2.3.1.8.- PROBLEMAS PROPUESTOS

L- Para el marco de concreto reforzado (. = 200 [kglcmz]) mostrado en la figura 3.111, y cuya
dimensién mayor de sus elementos estructurales es paralela al plano del marco, determinar considerando
3 G.L. estiticos en cada extremo de dichos elementos: a) La matriz de rigidez de la estructura; y b) la
matriz de rigidez lateral.
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Y tee—o ——
ne e Elemento Seccién [m]
NE @O T Tyd [ 0335%055.
_ A3 < 2y3 1 03%050
. | 50 025%0.45
— I 6 025%0.4
o __L__ >< acotacién en[m]
® ®
ol s
Figura 3.111. Marco plano de dos niveles
Solucion an [ton,m,sey]: a) Matnz de rigidez de /a estructura Ke
ul u2 u3 v vl v2 v3 v4
(31380.16471  -1284.608471 0 262843 116001232 -5098.45T76 0 0
1284608471 4371100847  -42426.4 0 -5098.45T16 509845776 0 0
0 44264  H7TI278391  -1286.383913 0 0 -5105.450401 5105450401
-28284.3 0 4286383913 31393.43268 0 0 5105450401  -11635.94941
1001232 -508.45776 0 0 M9E2.16372  -41464.20613 ] 282.84
-5098.45776 509845776 0 0 4146420613 4241879413 954,588 0
0 0 | 5105450401 5105450501 0 054588 42418.87145  41464.23345
0 0 5105450401  -11635.94041 2684 0 41464.29345  M962.23345
TI6176648 1295457573 0 (i 4162270707 -161.8179645 Q -565.686
A295.4575T3 1295457573 [ 0 1618179645 1270076036  -1431.894 0
0 0 1295457573 -1295.457573 0 1431894 1260854099  -162.0399012
Lo 0 1295457573 716176648 565,686 0 1620399012 4761043759
o1. 02 a3 64
6176648 1295457573 0 0 ul
1295457573 12965457573 o 0 w
0 0 1295.457573 1295457573 |3
0. - 0 125.457573  TI6176648 | ud
L 6220707 16L8179645 0 563686 |
1618179645 1270076036 1431894 0 2o X,
0 1431804 120854099 1620399012 [v3
-565.686 0 1620399012 4761043759 |v4
10464.72 1754.18 o 754.24 6
1754.18 @216 1431.9 [ 2
0 14319 67216 175418 |63
754.24 0 1754.18 10464.72 |04
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b} Matriz de rigidez lateral K'

2056244921 -497.0127684 -78,12991595 -28177.69909
-497.0127684 42762.42986 -42318.54368 -78.07828148
-78.12991595 -42318.54368 42762.54158 -497.0887132 |
-28177.69909 -78.07828105 -497.0887133 29562.79797

I1.- Para el marco rigido de acero estructural A-36 mostrado en la figura 3.112, dét:_;miﬁar.
despreciando las deformaciones axiales de sus elementos estructurales y usando un modelo dé‘ marco. -
plano para efectos dindmicos: a) La matriz de rigidez lateral; b) las frecuencias angulares de ’vi‘bvréqié‘f:‘;‘

¢) los periodos de oscilacién; y d) las formas de los modos de vibracién.

T .

Y Eemento perfil
mmxKg/m [m‘] [mz]
[ [€) 7y8 IPR406X 744 | 27430x10° 000943
N2
? 7 % ¢ ®Tn—f 9910 | IPRéoSx598 |21561a0® | Qo071
® ™, 11,2345y | IPR356x1342 |41581x0* 007
Mo 3 =10 @‘—t
d NOTAS:
1 2 2 1, acotacién en {m}
NO ol o . N 2 E = 21x10° [tem?]
3, W2 = 120 [ton]
® ® Q@ 4. W1 = 100 [ton]
| |75 ]

Figera 3.112. Marco plano de acero estructural.

Solucién en [ton,m,seg]: a) Matriz de rigidez lateral K~

7036248796 -3506.004231 | _ . b) wy = 8.905 [r/s]; wa = 29.0417 [r)s];
-3506.004232  2460.124149

¢} Th = 0.8098 [seg], Ta = 0.2164 [seg];
d)zy1 = 1.0,z = 1.868,212= 1.0, 22 =-0.4461.

111.- Usando un modelo diné_miéo sencillamente acoplado (edificio de cortante), determinar para la
estructura del problema [ anterior, cuyos niveles 1y 2 pesan 47 y 40 [ton), respectivamente: a) Las
frecuencias naturales de vibracion; b) los periodos de oscilacion; c) las formas de los modos de vibracion;
y d) las ecuaciones de respuesta dindmica de desplazamientos si la estructura vibra libremente desde un

desplazamiento méximo inicial estético de los pisos 1y 2 de 5y 10 {cm)], respectivamente.
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Solucién en fton,m,seg]: a) wy = 9.624 [r/s]; wa = 22.108 [r/s]; b) T\ = 0.6529 [seg],
T2= 0.2842 [seg);c) z11 = 1.0,221 = 2.176, 212 = 1.0, z2p = -0.54; d)x1 = 0,04685c0s9.624t +
0.00323c0522, 108t,x2 = 0.101935c0s9.624t - 0.00174c0s22, 108t.

[V.- El marco mostrado en la figura 3.113, tiene su dimensién menor de la seccién transversal de las
columnas, y su dimension mayor de la seccion transversal de las vigas, paralelas al plano del marcoy forma
parte de una estructura que puede ser modelada como un edificio de cortante. Determinar: a) La matriz
de rigidez de entrepiso; b) las frecuencias naturales de vibracién; c) los periodos de oscilacién; y d) las

formas de los modos de vibracién.

mento Seccidn[m]
Y . 1,2y3 .03x05
} 45y6 | 035x055
12 7.8y9 “a4x06
(€7 - s btoynt T asx07
s m : N Lo e .
3] . pk T 1213,1418,19 +10.25x08

N2D 13 18 _-* “11s,16917 025 xa5

2 1 0 20225 CPS10248.04kg/m
. ™

MO 14 12 @ —-t NOTAS:

1. acotacién en [m]
L o~ 2 Datos CPS:

N N | X A= 0.00106 [m?]
] biced - I = 158.2¢10% [m"
] @ E = 21x0° [kg/em?]

{ 80 6.0 | 3. W= 58[ton]
Wh2= 80{ton]
Figura3.113 Marco plano contraventeado. Whi1=70{ton]

Solucién en [ton,cm,seg]: a) Maltriz de rigidez de entrepiso Ken

105.45 -63.05 0
-63.05 109.49 4644 | = K,p
0 -46.44 46.44

b)w = 12618 [r/s], wa = 33731 [r/s], wa = 52.885[r/s];c) T1
Ta= 0.1188 {seg]; d) 211 = 1.0, zn = 1.492, 2z = 1.847, 212
Z13 = 1.0, Zza = -1.495, 233 = 0.628.

04979 [sag], T2= 0.1863 [sag],
1.0, 222 = 0.384, za2 = -1.027,

V.- Empleando la matriz de rigidez lateral determinar para el marco mostrado en la figura 3.114 que
tiene la dimensién menor de la seccién transversal de las columnas, y la dimensién mayor de la seccién
transversal de las vigas, paralelas al plano del marco: a) Las frecuencias naturales de vibracién; b) los
periodos de oscilacién; c) las formas de los modos de vibrar; y d) las ecuaciones de respuesta dindmica

de desplazamientos si actia un sistema de fuerzas estéticas sélo por un instante, desplazando los pisos 3,
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Y - Elemento Sco;cidn Tm

4 <o il 1a6 | 04x07

0| 7,8y9 03x09

"1, acotaclén en [m}
72 Wiva = 35 [ton]

[~ WN2 = 30 [ton]
’Wm = 40 {ton]
X

Figura3lld Marco planode 3 niveles.

2 y 1 lateralmente en distancias de 14, 10y 7 [em]},

respectivamente,

Solucién en (ton, m, seg}:

a) w1 = 9.1198 {r/s], wa = 27.916 [r/s],
wa = §2,5794 [r/s]; b)Ty = 0.689 [seg],
T2=0.225 [seg], Ta=0.1195 [sag];c) 211 = 1.0,
Z21 = 1.393, 231 = 1.637, 212 = 1.0, 22 = 0,185,
Za2 = -0.836, 213 = 1.0, 223 = -2.245,Z33 = 0.942;

d) x1 =0.0783344c0s9. 1198t-0.011336221c0s27.916t + 0.003066875c0s52.5794¢,
X2 = 0.1091284c0s9. 1196t - 0.002097587¢0s27.916t ~ 0.006884922c0552. 5794,
X3 = 0.1277778c089.1198t + 0.009478843c0s27.91& - 0.002888902c0552. 5754t

3.3.2.- METODOS NUMERICOS
PARA OBTENER FRECUENCIAS Y
MODOS DE VIBRAR.

El procedimiento hasta ahora seguido para
encontrar los valores caracteristicos, frecuencias
angulares y formas de los modos de vibracién de
un sistema devarios G.L., consistente en efectuar
la solucion del determinante caracteristico y el
producto matricial de la ecuacidn caracteristica,
es muy laboriosoy resulta impractico en sistemas
de mésde3 G.L.

Se han desarrollado métodos numéricos de
aproximacibnes- sucesivas para resolver
facilmente estos problemas. Los mas
cominmente usados en los programas de
computaque trabajan con modelos de estructuras

reticulares tridimensionales o planocs, son el

método de Jacobi o de diagonalizacién por
rotaciones sucesivas, y el método de iteracién del
subespacio o método de iteracion inversal™t 2
mientras que para los modelos estructurales mas
simples como los sencillamente acoplados (de
resortes), se utilizan el método de Newmark y el
método de Holzer,

3.3.2.1.- METODO DE NEWMARK

Las bases de este método suponen que
cada masa de un sistema oscilatorio simple-
mente acoplado se mueve en movimiento
armonico simple definido por x = xocoswt 6
X= X.8enwt (X, es la amplitud del
desplazamiento), estando la aceleracién dada
porx'= wlnocoswt = -wixox* = -whrosenwt
= -w’x, y la fuerza de inercia en cada masa
serd Fi = mx* = -mwx.
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La fuerza restauradora de cada resorte es
P: = kAr, donde k es la rigidez de entrepiso
expresada como la fuerza cortante V necesaria
para producir un desplazamiento unitario entre

dos niveles consecutivos Ay, es decirk = V/A.

Entonces las fuerzas a que se vera sujeta cada

masa dependeran solodex y de we

Este método es aplicable para el cilculo de fa
primera forma del modo de vibrar o forma fun-
damental de sistemas sencillamente acoplados

(de resortes) y consta de los siguientes pasos:

a) Suponer una configuracién deformada de
la estructura (forma del modo), es decir un vector
de desplazamientos {x} de cada masa, usual-
mente se suponen valores iguales al nimero de

piso o nivel (numerados de abajo hacia arriba).

b) Calcular la fuerza de inercia en cada masa
acorde al desplazamiento supuesto y relativa a la

frecuencia angular fundamental desconocida con

F/W2 =M e (3.102)

c) Obtener la fuerza cortante en cada
entrepiso relativa a la frecuencia angular fun-
damental desconocida V/wz, para lo cual se
idealiza la estructura como una viga en voladizo,
es decir los cortantes en cada e;ztrepiso estardn
dados porla suma acumulada de fuerzas de iner-

cia.

d) Calcular las deformaciones de entrepiso
relativas a la frecuencia angular fundamental des-

conocida, con

Adw? = (ViwA)ik (3. 703}

e) Obtener la acumulacién de deformaciones
de entrepiso en cada piso o nivel (deformacién

total respecto a la base)

f) Calcular el valor caracteristico w? para

cada masa, con

w2 = x/I(AMP) wee(3.704)

si todos estos valores caracteristicos son
iguales en todos los pisos o niveles, la
configuracién obtenida es la forma del modo fun-
damental buscado, si son diferentes entonces se
calcula un nuevo vector de de(splazamientos delas

masas mejorado, con
(AWA/(AWH =xi

xi~componente de| vector mejorado o nuevo veator {x}
para la masa i

< (3.105)

y se repite el proceso hasta encontrar el valor
de la frecuencia angular con la aproximacién
deseada.

Se pueden tabular los datos obtenidos con
ayuda de la tabla 3.23

Tabla3.23.  Método de Newmark
x | Fa? (VA2 |ara? lam? | w?
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El método puede ficilmente ser programado
en una calcufadura de bolsillo con la codificacion
indicada al final def problema I del préximo inciso
3.3.2.4. Aunque puede emplearse este método
para la obtencidn de las frecuencias angulares
superiores mediante un proceso denominado lim-
pial™t 2, e5 mejor el empleo para este caso de ef

métodode Holzer que se describe a continuacién.

3.3.22- METODO DE HOLZER

Este método se basa en las mismas con-
sideraciones indicadas para el método de New-
mark, es adecuado para encontrar los valores
caracteristicos superiores de sistemas simple-
mente acoplados (de resortes), estos valores

pueden obtenerse con los siguientes pasos

a) Suponer unvalor arbitrario de w? mayar al
fundamental

b) Proponer 1a amplitud del desplazamiento
x1 que es igual al desplazamiento relativo a la base
Ari de la masa my, usualmente es conveniente
tomario igual a 1.0

¢) Calcular ia fuerza cortante Vi en el
entrepiso o resorte 1, y la fuerza de inercia Fien

{a masa o nivel 1 con
e (3.706)
e (3.107)

Vi = Kian
Fi = mwaX

d) Por equilibrio de fuerzas obtener la fuerza

cortante V; .1 en el resorte superior con

Viss = Vi-Fi wnes(3106)

e) Calcular ef desplazamiento refativo o de

entrepiso del resorte mencionado con

Bsiet = Vie1/Kis1 e (3.108)

f) Hallar el desplazamiento total o absoluto
%i+1de la masa o nivel superiori+1yla fuerzade

inercia Fi+ 1 correspondiente con

Xi+1 =X + Ari+t e (3.110)

Fisr =misaw2Xisr {3.111)

g) Repetir los pasos d) a f) hasta completar

todas las masas

h) Al aplicar fa ecuacion (3.108) a {a itima
masa se obtiene un residuo que indica el grado de
aproximacién del valor caracteristico w? propues-
to. Un cambio de signo en el valor de los residuos
de dos iteraciones sucesivas indica que existe una
raiz o valor caracteristico entre los correspon-
dientes valores propuestos de esos residuos, por
lo que se deben probar valores que hagan que el
residuo tienda a cero, Cuando {os residuos son
pequefios, una aproximacién mas precisa al valor
caracteristico buscado se obtiene con la siguiente

expresion
we = WRSVAER. (3.112)

wanuevo valor seracteristico mas precies

ZVAr-esumatoria de (08 prochictos VAr de todos los
enirepinos o resortes del sistema estructural,

IF; toria de loa product
© niveles del sistema estrictural.

Fx de todas las masas
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i) Si se satisface el equilibrio entre la fuerza
cortante V del dltimo resortey la fuerza de inercia
F de la Gltima masa el residuo serd igual a cero,y
el valor caracteristico w? y las amplitudes x co-
rresponden a un vector de forma del modo de

vibracién {z}.

La tabla 3.24 es til para tabular los datos

obtenidos.
X F V | A w2@ropuesm)
Tabla3.24. Método de Holzer.

La codificacién en lenguaje basic del
programa para calculadora de bolsillo de este
método se indica en el problema I del préximo
inciso 3.3.2.4.

3.3.23.- METODO DE ITERACICHN INVERSA
Este método puede ser aplicado a cualquier

tipo de matrices de masas y rigideces y no sola-

mernite a sistemas sencillamente acoplados,

ademids de que puede ser empleado para calcular -

cualquier forma del modo de vibrar, aunque por
su manera de proceder trabajando con
operaciones matriciales, es adecuado para

emplearse en programas de computadora.

Este procedimiento se basa en quela
ecuacidn caracteristica general dada por la
expresién (3.59), puede escribirse como (ver

ecuacién (s) del problema I, inciso 3.3.1.7.)

K{z} = M{z}w? (3713

Los pasos a seguir para la aplicacion del

métodoson

a) Suponer arbitrariamente un valor del vec-
tor de desplazamientos de las masas {x} (es decir
se supone arbitrariamente un valor de w2{z}),
usualmente se suponen valores iguales al nimero
de piso o nivel (numerados de abajo hacia arriba).

b) Calcular el producto vectorial

X'} = M{x} wn(3.114)

M-matriz de masa
¢) Calcular losvalores de un vector {y} resol-"

viendo el sistema de ecuaciones expresado por
Kiv} = '}

K-matriz de rigidez

i (3.715)

Laecuacién (3.115) es otra forma de expresar
la ecuacion (3.113).

d) Se repite el ciclo indicado desde a) a c) con
un vector {x} mejorado proporcional a {y} usan-
do

{x} = tytys
yi-despiazamiento de la masa 1

wr(3.116)

Esto se efectta hasta que el valor del vector
{y} del ciclo iterativo i sea lo suficientemente
aproximado al obtenido en el i-1, entonces {x}

representa una forma del modo de vibracién o
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vector de forma modal {z} y elvalor caracteristico

w? correspondiente puede obtenerse con:

W2 = (1 TOCYY Y (B 117)

e) Los modos superiores al fundamental se
calculan con los mismos pasos a) a f), suponiendo
un valor inicial def vector de desplazamientos {x}
iguala 1 en todas las masas, y usando en lugar de
la matriz de rigidez K la siguiente matriz afectada
por un “corrimiento” producido por la
introduccién de una constante arbitraria z y ex-

presada como
K = K-uM e (3.118)

" 3.3.24.- PROBLEMAS RESUELTOS.

entonces el métado convergerd hacia ef valor
caracteristico mas cercano a u; dicho valor es

calculado en este case con

W2 =+ YO MY . (3.719)

Los datos obtenidos pueden ser tabulados en
la tabla 3.25.

Tabla3.25. Método de {teracion Inversa,
Niv.| {x} {x*} {y}

La programacién del método en calenladora
de bolsillo se indica al final del problema Iif del
inciso 3.3.2.4,

I.- Para el sistema de 3. G.L. simplemente acoplado de la figura 3.115, que representa el modelo

dindmico de la estructura de cortante cuyas caracteristicas se calcularon en el problema resuelto IV del
inciso 3.3.1.7., determinar por ei método de Newmark y Holzer las frecuencias angulares, periodos de

oscilacion y formas de los modos de vibracién.

Aplicando los pasos del Método de Newmark, se obtiene la tabla 3.26 y forma del modo 1

NIV x Fiwv? VAP Adw? aw? w?

N3 3 8.58 - 0.02657 | 112.93905
EN3 8.58 0.008

N2 2 4.08 001856 | 10774121
EN2 1266 | 0007513

N1 1 235 S 1 0.01108

EN1 ot 1501 | oewes |

N3 - 2405 6.87694 ‘ e e02184

EN3 | 687694 000641 | ;"‘ji P g e
N2 168 34072 © | 001543 | ‘10887881
EN2 10.30414 | 0.00612 S
N1 10 2.35 000931 | 107.41139
EN1 12.65414 | 000931
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de esta tabla yde fa écuaclén (3. 7),‘ se tiene

w1) = 109.6
Z11 = 1.0 Zz1 =
m3 = 2.86
ke = 1073
m2 = 204
ke2 = 1685
my = 2.35

_ m;-masa del piso i [t-s%m]
ket = 1359 | 4 rigidez del entrepisoi [t/m]

%

Figara 3.115. Sistema de 3 G.L. simplemente
acoplado.

NIV x* CRWE o R [T AR | e W
N3.': 2.346 ' Poev [ 0,02139 1]

EN3' ot
TIN2 1657 B Y

EN2 00059 |

N1 1 S

EN1 - 0.00915.

N3 2338 L

EN3 0.00623 o 3
N2 1655 SR : 001510 | *109.602649
EN2 110.06288 | 0.00597 SE I

N1 10 A 000913 | 109.52903
|EN1 12.41288 | 000013 :

Tabla 3.26

wy = 10.469 [r/s]

Th = 0.6002 [seg]

1.855 za1 = 2338

Forma del modo 2.

Sigutendo los pasos estipulados para ef
Método de Holzer se obtiene la tabla 3.27
mostrada en la sigulente pdgina, donde se
prueba para el primer ciclo de iteracién
proponfendo w2 = 600 y se oblfene un residuo
nagativo, se prueba para el segundo ciclo con
w* = 800 y se obiene un residuo posttivo, con
lo que se deduce que debido a aeste cambio de
signo existe una raiz o frecuencia entre ios dos
valores supuestos.

Proponiendo un nuevo valor w2 = 750 se
obtiene un residuo negativo menor que el
primero, por lo que debe proponerse un valor
caracteristico mds grande.

Mejorando la aproximacién con la ecuacién (3.105), se obtiene

w2=750(3744.376068)/3688.390817 = 756.325
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F

v

Ar

wz(Propuesta)

-313.994

1178.063 .
1410 |

-915.069 .

-1220.063.

2114545
003753

600

Residuo
N3 -084544
EN3

-1934367 |

1127386
1880

10
153624
030920 |

-1369.882

10 =

-1448.947

1075.728
1762.5

1359

-1.37859
029691
1.0

759.325

248

Tabla 3.27

al probar con este valor se tiene un residuo muy pequerio, por lo que se considera que la
aproximackén lograda es adecuada y por tarto la solucién para este modo es

wa)® = 758.325 wa = 27.556 Tz=0.228 [seg]

Forma del modo 3,
Procediendo analogamente para el modo 3 se tiene la tabla 3.28, de donde
(wy? = 2153.2

wa = 46.403(r/s] Ta = 0.1354 [seg]

Puede observarse que los resuftados son précticaments Iguales a los obtenidos en el problema
IV del inciso 3.3.1.7.
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NIV x F v Ar  |w¥Propuesta)

T [ 1677.408
N3 0.0257 154.3542 | . 2100
' 1231.762 1.14796

576 | 21226

N2 112226 | -4807.762

N1 1.0 4935 - :
, 1.0

Residuo .
N3 0.23818 1464.569 -
EN3 ’
N2 -.1,19199 | .5228.068 -
EN2 o
N1 1.0 50525
EN1
Residuo
N3  0.26014 1603.321
EN3
N2 -1198% | -5270.868
EN2 '
N1 1.0 5064.25
EN1
ﬁﬁesiduo 1.21
N3 025222 1553.209 SEARERN B

EN3 -1554.425 1.44867
N2 -1.19645 -5255.445 :
EN2 -3701.02 -2.19645
Ni 1.0 5060.02 | L
EN1 1359 1.0 Tabla 328

143017 |

21532

Los métodos iterativos de Newmark y Holzer pueden fdciimente ser programados en una

calculadora de boisiifo de tal manera que interactivaments se faciliten los calculos para la solucién
del problema de los valores caracteristicos.

05
10
15
20
40
50
60
70
80
90

A cortinuacion se Indica la codificacién de la programecién de dichos métodos:

REM METODO NEWMARK
INPUT *# DE MASAS="%N:DIM M(N),K(N), X(N),F(N),V(N+1),D(N), T(N), W(N)
FORI=1TON v

INPUT *RIGIDEZ="K(l),"MASA="M(1):NEXT

FOR I=1TON ,

X(D=LF()=X(I)*M(I):NEXT 1

FORI=NTO | STEP-1

Vi) =V(I+1)+Fd):DI) =V(DK(I):NEXT I

FORI=1TON

T(I)=T(I-1) +D(1): W) =ROUND(X(I)/T(I),-4):NEXT I

120 FORI=1TO (N-1)
130 IF W(l+1)=W(I) THEN NEXT IELSE 170
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140 FORI=ITON
150 - PRINT *W20":.1;") =" W(I)," X I.") =" X(I): NEXT I
160 ' INPUT "MODOS SUPERIORES, 1=812=NO"L:IF L=2 THEN END ELSE 195
170" L1=T(1):FOR I=1 TON
180 - X(D)=TINLLF)=X(I)*M(1):NEXT {
190  GOTOG60
192. REM METODO HOLZER
195 U=l T=0: W=0
200 INPUT “TANTEO: W2="W:X(1)=1:D(ly=X(1):V(1)=K(1) *D(L) F(l) —M(I) TWex(l)
210 FOR I=2 TO N-V()=V(-1)-F(-):D() =V(DIK(D:X (D) =X(IL) +D(1)
215 FI)=M()*W*X():NEXT IV(N+1)=V(N)-F(N)
220 IF ROUND(V(N),-2) =ROUND(F(N),-2) THEN 240
230 PRINT "PARA W2=";W;"RESIDUOQ V=", V(N+1): IF ABSV(N+1)<50 THEN 235 ELSE 200
235 - FOR I=] TO N:WI1=W]+V([)*D(I):W2=W2+F(I) *X(1): NEXT I:Wl=W*W]/W2
237  PRINT "PROPUESTA: TANTEAR CON W2="; WL.ERASE W1,W2:GOTO 200
240 U=U+1L:PRINT "SOLUCION=W(;U;")="W,"RESIDUO V="V(N+1):FOR I=1 TON
250 PRINT "X(";I;")="X(I):NEXT I.IF U=N THEN END ELSE 200
NOTA: Los datos de las masas y nigideces se introducen en la calculadora en orden de los niveles in-

- feriores hasta los niveles superiores.

"La fracuencia fundamertal y su forma modal fos da la calculadora de bolsilio al converger el
método Newmark, para los modos superiores la calcutadora pedird datos de *tantec® para un valor
caracteristico w? arbitrario, darndo como rasultado del céleulo un resido de la fuerza cortarite V: se
daben probar varios valores de w? buscando que ef residuo tienda a cero, un cambio de signo en
ol residuo indica una raiz o forma del modo entre los dos valoras caracleristicos correspondientes -
que se probaron, por fo que se tendra defimitado un imervalo y deberé tantearse con velores dentro
de éi. Para cuando el residuc es pequefio (menor que 50), e programa propondra un posible valor
de w> el cus! deberd ser probado en caso de hailarse dentro del mencionado intervalo (conver-
gencia dal método).

IL- Para el sistema de 5 G.L. simplemente acoplado mostrado en la figura 3.116, determinar las

frecuencias angulares, periodos de oscilacién y formas de los modos de vibracién

Usando el programa para calculadora de

- &
;:; ;O;);BM Z boisilio dado en el problema | anterior (o
procediendo manualmente como en el
my = 0.3569 problema citado), se obtiene
ket = 175
m3 = 0.30592 &) mmasa del piso i [t-s%cm) #Forma del modo 1
ke3 = 200 [ kei-rigidez del entrepiso i [t/cm]
mz = 0.28042 &) . £l programa converge por el método de
p & Newmark al primer modo con
ko2 = 190
my = 0.45887 (wq)2 = 42.99
ket = 225

wy = 8.557 [ris]

Figera 3.116, S:stema deSG. L. simplemente T1 = 0.958 [seg]

acoplado
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Zy1 =10 2z =208 Za1 = 2.981 Zy1 = 3.787 Zs51 = 4.202
o Forma del modo 2 ‘

p)obando valores arbitrarios se obtiene la tabla 3,29

(w2)? 60 150 3600 | 370,694 | 371.2186166
ResiduoV | -64.935 -232.09 : 7 -0,001736
de donde Tabla 3.20
(w22 = 371.219 wa = 19.2 Ta= 0.326 [seg]

22=10 2z0=1288 70=0881 zs2=-0.141 zs2=-0.950
¢Forma del modo 3 k o

analogamente para este modo

(w3)? 800 1000 900 | 877.7749092|879.7333311
ResiduoV | 12239 -207.86 3442 3315 0.0352
de donde Tabla .30
" (wa)?=878.733 wa= 20.68 [rls] Ta = 0.212 [seg]

213 =10 Zzz3=0.0598 Zas=-0.907 Zu3=-0.617 zs3=0.606
De igual manera para los demés modos

eForma del modo 4

(wa)? 1400 1600 1500 " 1480 | 1480.67656
ResiduoV | -236.57 50441 | 7001 -2.38 00125

de donde Tabia 3.31

(wa)2= 1480.677 W= 38.480 [rls] Ta = 0.163 [sag]
Zi4=1.0 Zog=-1.382 “z34=-0775 Zss= 1936 254 =-0.808

eForma del modo §

(ws)? 2225 2235 | 2232534606 |2232.889593 | 2232.900767
ResiduoV | 155.1 -42.5 7.36 0225 0.000201
de donde Tabla 3.32
(we)? = 2232.9 ws = 47.234 [r/s] Ts = 0,133 [seg]

215 = 1.0 Zos=-3.208 Zzas= 2.838 245 = ~1.330 zs5= 0.323

251
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252

IL.- Para el marco plano de! problema IV del inciso 3.3.1.7, determinar empleando la matriz de

rigidez Iateraly el Método de Iteracidn Inversa, las frecuencias angulares, periodos de oscilaciényformas

de los modos de

En e/ problema IV, se obtuvo (en fton,m,segj}

4899764635 -3478.248285 498.400378 |
K" =|.3478.248285 4798.182011
498.409378

eForma del

vibracién.

modo 1

-1837.718182

-1837.718182  1385.496735

0 0]
204 0
0 286

Aplicando los pasos del Mélodo de iteracién inversa se obtiene la tabla 3.33 y forma def modo

fundamental

Tabis 3.33

NIv {x} {x*} {y} NIV {x} {x*} {y}

1 1.0 235 0.01303924113 |1 1.0 235 0.01068554338
2 20 4,08 0.02211016266 | 2 1676697521 3.4204629043 00179146387
3 30 8.58 0.0308289199 |3 2310068482 6.609369859 0.02468836713
1 1.0 235 0.01085691266 | 1 1.0 235 0.01068372221
2 1.695663301 3.459153134 001822127096 |2 1676512703 3.420085915  0.01791137579
3 2364318567 6.761951102  0.02514356337 |3 2310445642 6.607874536  0.02468396881
1 1.0 235 0.01070114246 |1 1.0 235 0.01068372221
2 1678310541 3.423753504  0.01794257903 |2 1.676512703 3.420085915  0.01791137579
3 2315903624 6.623484365  0.02473000294 |3 2310389877 6.607715048  0.02468350001

por tanto de la ecuacién (3.117) y efectuando primero

fwh)2 = 83.60052078

{y}"{x*} = 0.2454667257

Y} M={0.02510674719 0.03653920661 0.07055481003}

o Forma def modo 2

{v}"M{y} = 0.002665227967

wy = 8.675 [r/s]

Th = 0.8494 [seg]

Suponiendo arbitrarfamerte u = 600, se tiene de la ecuacién (3.118)
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3489.764635 -3478,248285 498.409378
K=K-uM = -3478.248285 3574.182011 -1837.718182
498.409378 -1837.718182 -330.503265
procediendo como en el modo 1 pero usando K' en vez de K, se obtiene la tabla 3.34 y forma
del modo 2
Tabla 3.34
NIV {x} {x*} {y} NIV {x} {x*} v}
1 1.0 2.35 2.707353435E-4 |1 1.0 235 0.003744301275
2 1.0 2.04 " -8.824070943E-4 | 2 0.691813108 1.41129874  0,002711088214
3 1.0 2.86 -0.003338688362 | 3 -0.7911406693 -2.262662314  -0.002581998455
1 1.0 235 0.002483659899 | 1 1.0 235 0.003557030978
2 -3.259297744 _-6.648967398  0.0249902548 12 0.7240571777- 1.477076643  0.002513005643
3 -12.33192652 -35.26930085  0.005213437409 | 3 -0.6895808496 -1.97220123  -0.002646846107
1 . Lo 235 0.001896162842 |1 1.0 235 - 0.003657591842
2 1006186669 2052620805  7.65973542TE-4 |2 0.7067426903 1.441755088  0.002619789221
3 02099094732 0.6003410934  -0.003216062809 | 3 -0.7441166871 -2.128173725  -0.002612024074
1 1.0 2.35 0.005412618613 | 1 1.0 235 0.003602312285
2 0.403959789%6 0.8240779708  0.0044678432 |2 0.7162606804 1.461171788  0.002561583701
3 -1.696089986 -4.85081736 -0.002003367339 | 3 -0,7141376586 -2.042433704  -0.00263116618
1 1.0 2.35 0.002967961101 | 1 1.0 235 0.003632318168
2 0.8254494765 1.683916932  0.001893663472 | 2 0.7110942914 1.450632354  0.002593177804
3 -0.3701290415 -1.058569059 -0.002850776945 [ 3 -0.730410351 -2.088973604 -0.002620775797
1 1.0 235 0.004056619176 {1 1.0 235 0.003615917572
2 0.6380351385 1.301591683  0.003039937921 } 2 0.7139181329 1.456392991  0.002575%0912
3 -0.9605169502 -2.747078478  -0.00247384446 | 3 -0.7215160334 -2.063535856 -0.002626454966
1 1.0 235 0.003409973335 § 1 1.0 235 0.00362484807
2 0.7493772003 1528729489  0.0.002359064251 | 2 0.7123804869 1.453256193  0.002585312312
3 -0.6098291096 -1.744111253 -0.002697768587 | 3 -0.726359192 -2.077387289 -0.002623362529

yde la acuacién (3.119) y 9Ioéu1ando primero

{y} {x*} = 0.01772525406

{y}TM = {0.008518392965 0.005274037116-0.007502816833}

vV M{y} = 8.419552193E-5

(wo? = 600 + 278114 = 878.114

wa = 20.599 [r/s]

Tz = 0.2123 [seg]
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e Forma del modo 3

Analogamerits para este modo y suponiando arbitrariamente u = 3500, se tiene de la ecuacion
(3.118)
-3325.235365 -3478.248285  498.409378
-3478.248285 -2341.817989 -1837.718182
498.409378 -1837.718182 -B624.503265

K =K-uM =

y aplicando los pasos del método pero usando K’ en vez de K, se calcula la tabla 3.35 y forma
delmodo3 - o ’

Tabla 3.35
NIV S A=}y {x*} . {y} NIV {x} {x*} iy}
1. .10 235 -3.465804579E-5 | 1 1.0 . 2.35. 0002202962723
2. 104 Y% -6.608465202E-4 | 2 -1.212322515 -2.473137931  -0.002604324783
3010 286 -1.908845805E-4 | 3 02768322423 0791740213  6.096173366E-4
T 0 23S . -00191507127 |1 1.0 235 0.002215136205
2 1932730207 3042769622  0.01670234753 |2 -1223046017 -2.495013875  -0.002705515209
3 5507655876 15.75189581 -0.006492083849 |3 02767261244 0.7914367158  6.127404989E-4
1 1.0 2.35 0.001839758173 |1 10 235 0.002213191155
2 -0.8721527911 -1.779191694 -0.002363170969 | 2 -1.221376457 -2.491607972 -0.002703721336
3 0338999595 0.9695388417 4.974496513E-4 | 3 02766152698 0.7911196716  6.122826153E-4
1 1.0 235 0.002282663416
2 -1284500867 -2.620381769 -0.002767324253
3 0.2703886079 0.7733114186 6.319148318E-4

y de la ecuacion (3.118} y efectuando primeroc

{y} {x*} = 0.01242200167
{v}™ = {0.005200999214  -0.005515591525 0.00175112628}

{y}' M{y} = 2.745561335€-5

(wa)? = 3500 + 451.7812173 = 3951.781217  wa= 62863 [r/s] Ta = 0.00995 [s6g]
FPueda observarse que los resultados son los mismos que los obtanidos en ef problema IV del
incis0 3.3.1.7.

£ste método iterativo puede ser también fécilments programado en una calculadora ds bolsillo
de tal manera que Irteractivarmenta se facilften los célculos para la solucion del problema de los
valores caracteristicos,
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A continuacion se lista la codificacion de la programacion de dicho método:

10
20
30
40
50
60
70
80

100
110
120
130
140
145
150
160
170
180
190
200
210

. 220
230
240
250
260
270
280
290
300
310
320
330
340
350

370
380
390

410
420
430
440
450

CLEAR: INPUT "# DE RENGLONES MTZ. K=";N:M=N+1
DIM K(N,N), M(N.N),L(N,N) A(N,M).X(N), W(N),Y(N),Z(N)
FORI=ITON

FORJ=ITON

"INPUT "DATOS X RENG.MTZ, K="; K(IJ) L(IJ) =K(1J)

NEXTJ
NEXTI
FORI=1TON

. FORJ=1TON

INPUT *DATOS X RENG.MTZ. M—" M(I,I)

NEXTJ

NEXTI

FORI=ITON

X(I) =1 AL M) =M(1.1) *X(1): :NEXT I
REMSOLUCION DEL SISTEMA DE ECUACIONES
FORI=ITON

"FORJ=1TON

A())=L(IJ):NEXTJ
NEXTI

FORI=ITON
PI=A(LI)

FORI=ITOM

A(L))=A(LJ])/IPI:NEXT J

FORK=ITON

IF K=I THEN 290

Cl=AK]I)

FORJ=ITOM

AKI)=AKJ)-CI*A(LJ)

NEXTJ

NEXTK

NEXTI

FORI=ITON

Y(I)=A(IM):NEXT I

V=Y¥(1):Z8=Z8+1:IF Z§>1 THEN 360

FORI=ITON

Z(I)=A(LM):NEXT LIF Z8=1 THEN 410

FOR I=1 TON

IF ABS(Y(I)-Z(I)) <1E-6 THEN V1=1 ELSE V1=0: NEXTI

IF Vi=1 THEN 430

FOR I=1 TON

Z(I)=A(LM:NEXT I

FORI=ITON

X(D)=Y()V-A(LM)=M(I) *X(1):W(I) =<A(LM):NEXT I:GOTO 150
FOR I=1 TON

PRINT*Z(% 1) =%X(I), "X (51" =" WD), 'Y (") =*Y():NEXT |
INPUT *MODOS SUPERIORES?,1=SI,2=NO"V3
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60 1FV3= 1THEN470ELSEEND

470 INPUT*MU="V4 L

480 .FORI=ITON - °

4% FORJ=ITON ~ - ‘

500 L{LJ)=K(1J)-V4*M(L1):NEXTJ

510" NEXTI =~

520 "FORI=1TON

530 X()=1:A(LM)=M(LI)*X(I):NEXT I:Z8=0:GOTO 150

El programa requiers como datos de enirada e valor por rengldn de los cosficientas de la matriz
de rigidez K y de la matriz de masas M, y converge hacla los valores dsl primer modo cuando la
diferencia entre dos ieraciones sucesivas dan valores del vector {y} menores que 1 x 10°¢; para
los valores caracteristicos supsriorgs se deben probar valores arbitrarios de la constante u; of
programa entrega los resultados finales de los vectores {x}, {x*}, y {y}, y el valor caracteristico
comespondients debe ser calculado con las ecuaciones (3.117) o (3.118).

[V.- Obtener las frecuencias angulares, periodos de oscilacion y formas de los modos de vibracién

para un marco piano de 3 niveles cuyas matrices de masas y rigideces laterales son:

404178848  -3073.375202 354.0376144 | 4.0789 [t} 0
K =.3073.375202 5861.761942 -2908.179778 M= 0 3.0591 0
354.0376144 -2908.179779  2562.58669 0 0 3.569

Empleando el pingrama para calculadora de bolsillo del método de fteracion inversa dado en
ol problama anterior (0 procediendo manuaimente como en dicho efermplo) se obtiene

oForma del modo 1

LB ) ) De la tabla 3.36 y de | 6n (3.117)
la la 3.36y la ecuac L 77

1 1.0 4.0789 0.01202374357 y empisando el programa para calculadora

2 1392633762 | 4.260205942 | 0.01674460596 de boisillo para multiplicar matrices (o

3 1631244572 | 5.821911878 00196135331 procediendo manualmente), se tiene
primerc
Tabia 3,38

{y} {x*} = 0.2345673768
{y} M= {0.04904364765 0.05122342409 0.07000065963}
{y} " M{y} = 0.002620365335

(w1)% = 83.16914688 wy = 8,1197 [r/s] T1 = 0.689 [seg]
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oForma del modo 2

Suponiendo arbitrariamente u = 500, 6l programa entrega los resultados mostrados en la tabla
3.37

NIV {x} {x*} {y}

1 10 40789 | 0.003582280437 o y otvan
2 0.1842085009 |0.5635734072 | G6206TIG6TE-A | i ro 12 CUACION (3:718) y efoctuando
3 -0.8364055835 | -2.985131528 | -0.002991932196

Tablas 337

T} = 0.02391619836

{y}'M = {0.01461176367 0.002025330281 -0.01067820601}
(v} M{y} = 8.663280859E5-5
{w2)? = 500 + 279.2077958
.(‘wa)2= 779.2877958 wa = 27.9157 [rls] Ta= 0.225 seg] .
eForma del modo 3

para este modo y suponiendo arbitrariamente 4 = 3000, el programa ammoja los resuftados
listados en /a tabla 3.38

NIV {x} {x*} {v}

1 10 4.0789 -0.004247833089 se tlene de la ecuacion (3.119)

2 -2.245359419 | -6.868778998 | 0.009538153443 1T {x*} =-0.09630838105
3 09424650073 | 3.363657611 | -0.004003506948

Tabla 3.38

(¥} M= {-0.01732648639 0.0291781652 -0.0142685163}
{y} Miy} = 4.091100133E-4
fwy? = 3000 - 235.4004836 = 2764500508  wa = 525794 [r/s]  Ta= 0.1195 [seg]

3.3.2.5.- PROBLEMAS PROPUESTOS

L- Para ei sistema de 3 G.L. simplemente acoplado mostrado en la figura 3.117, determinar por el
método de Newmark y Holzer las frecuencias angulares, periodos de oscilacién y formas de los modos
de vibracién.

Solucién: Forma del modo 1: (wy)® = 107. 254 wy = 10.356 [r/s]; Ty = 0.607 {segj; z11 = 1.0;
2z = 2.136; zz = 2.937; Forma del modo 2: (w2)® = 853.925; wa = 28,222 [rfs]; Te = 0.215 [seg];

212 = 1.0; 222 = 1.096; 232 = -0.937; Forma dsl modo 3: {wa)* = 2018.743; w3 = 44.930 {risk
T3=0.14 [s6g]; 1a = 1.0; 223 = -0.526; 233 = 0.127
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=0.61183 &)
m3 =3.05 . e =
. kes = 295
ke3 = 1200 ms = 0.66282 @
‘ Kes = 325
mz=275 " :;: : 2';181 B @ mi-masa del piso | [t-s¥/cm)
kea = 1400 m3 = 0.68831 ) kei-rigidez del entrepiso i [t/cm]
ke3 = 317 )
mt = 05 mz = 0.69341 &
! k:l — 1800 | mi-masa del pisoi (t-3%m] kez =277
kei-rigidez del entrepiso i {t/m] my = 073929
ke1 = 350
Figura 3.117. Sistema de 3 G.L. simplemente Figera 3.118 Sistema de 6 G.L. simplemente
acoplado acoplado

IL- Para el sistema de 6 G.L. simplemente acoplado de la figura 3.118, determinar por el Método de
Newmark y Holzer las frecuencias angulares, los periodos de oscilacién y las formas de los modos de
vibracién. R -

Solucin: Forma del modo 1: (w1)2 = 24.804; wy = 4.980 [r/s]; Ty = 1.262 [seg]; 211 = 1.0,
201 = 2.197; Z31 = 3.124; 241 = 4.476; z51 = 4.972; 281 = 5.242; Forma del modo 2:
(we)z- 204.9996039; wa = 14.318 [r/s]; Ta = 0.4388 [seg]; 212 = 10 220 = 1.718; 232 = 1.573;
242 = 0.0702; 752 = -0.784; 262 = -1.365; Forma del modo 3: (wa) = 565,955568; w3 = 23.780
[r/s]; Ta = 0.264 [seg]; 213 = 1.0; 220 = 0.753; 233 = -0.385; 243 = -1.575; 263 = -0.264; 283 = 1.517;
Forma del modo 4: (W4) =850.354167; wa= 29,161 [r/s]; Ta=0.215 [seg]; 214 = 1 0; Z24 = -0,006;
234 = -0.874; 244 = 0.454; 254 = 0.333; 24 = -0.437, Forme del modo 5: (ws) 1385.519575;
ws = 37.223 [r/s]; Ts = 0.1688 [seg]; 215 = 1 0; 228 = -1.434; 235 = 0.786; za5 = 0.530;
288 = ~1,223; Zgs = 0.853; Forma de! modo 6: (WQ) = 1514.499723; we = 38.917 [r/s]; Te= 0.1615§
[seg]; 218 = 1.0; 226 = -1.779; Zag = 1.686; 248 = -2.017; 288 = 2.663; Zeg = -1.244

I1L.- Para el marco plano del problema IV, del inciso 3.3.1.8,, que puede ser modelado como estructura
de cortante, determinar empleando la matriz de rigidez de entrepiso y el Método de Iteracién Inversa,

las frecuencias angulares, periodos de oscilacién y formas de los modos de vibracién.
Solucién: ver problema IV, inciso 3.3.1.8.
IV.-'Empleando la matriz de rigidez lateral y la matriz de masas del marco plano del problema II de!

inciso 3.3.1.8,, y el Método de iteracidn inversa, determinar las frecuencias angulares, los periodos de

oscilacion y las formas de los modos de vibracion.

Solucion: ver problema ll, inciso 3.3.1.8.
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3.3.3.- VIBRACION FORZADA SIN
AMORTIGUAMIENTO

En (a figura 3.119 se muestra un sistema dis-
creto compuesto de 2 G.L., en donde a diferencia

_ del sistema estudiado en el inciso 3.3.1., actian
ahora sobre cada masa dos fuerzas excitatrices
dinamicas P(t)1 y P(t)2 que inyectan energia al
sistema y amplifican los desplazamientos de las
oscifaciones’ debido a la vausencia de amor-

tignamiento,

.. Estableciendo el equilibrio dindmico de las
fuerzas mostradas en el diagrama de cuerpo libre

de la figura 3.120, se puede deducir la siguiente

ecuacion general del movimiento forzado no .

amortiguado de un sistema oscilatorio de n G.L.

M{x} + K{x} = {PR)}
E ion general del
forzado no ameortiguado

e (3.120)

{P(t)}-vector de fuerzas excitatrices en funcidn del
tismpo

M-matriz de masas

K-matriz de rigidez

{x}-vector de desplazamientos de las masas
{x"}-vector de aceleraciones de las masas

A 50

m m
K1 ko 2__'__1
-l —d

H

k-rigides del sistema [ton/m]) L)
m-mars del ocuerpo oeollents
[ton-aeql/m]
z~denplasamisnts de I wase [my
P(t)-tuarsa axaitatris dindmioa ewn]

Figura 3.119. Sistema discreto compuesto de 2
G.L. en vibracién forzada y sinamortiguamiento.

Lasoluciéndeesta ecuacién puede obtenerse
nuevamente por el método directo paso a paso de
superposicién modal indicado a continuacién.

3.3.3.1, METODO DIRECTO PASO A PASO
DE SUPERPOSICION MODAL.

Como se mostrd en el inciso 3.3.1.1, este
método transforma el sistema oscilatorio original

de n G.L. en n sistemas oscilatorios de 1 G.L.

La respuesta de desplazamientos dinimicos
del sistema compuesto estd dada por las
ecuaciones (3.71) o (3.72). Las n ecuaciones
desacopladas o independientes de los n sistemas
de 1 G.L., expresadas pam'cada modo j pueden

obtenersecon
MM+ [Ri=(A e (3.121)
que puede escribirse también como

.+ WA = (PRI en(3.122)
Ecuacién desacoplada o indepen-

diente para ol modo |
donde

P =Py (3.123)

[Pjl-Escaler que representa la huerza excitatriz
transformada para ol modo |

"2 pyy

P“ =m|x"|

i)

P ,.2=—k2x r

P turm resksaradors do) resarieioa)
P de lrercia (L]
7 -rianacicn do I mase [/ef)

Pro=~¥pty = P=mys

Figura 3.120. Diagrama de cuerpo libre del
sistema compuesto de la figura 3.119.
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Losvalores de [Mi] ¥ [Kil'se obtiénen con las

ecuationes (3.74) y (3.75)."

(3:34)y (3:37) de 68 sistemassi

forzada no'amoartiguada estudiados en'el pasado

incis6 3.2.3,,70. preferentemente por el método

numérico de evaluaciénde respuestas establecido

en el inciso 3';"2.‘4.,'ya que la respuesta de interés es
el desplazamiento méximo para cada forma del

modo.

Para el presente caso puede demostrarse que
¢l coeficiente de parlicipacion de cadu [orma

modal jestd dadopor
o = {2 [{P WM} = {2} {Po}Ik]

= Xest e (3.124)
ocoeficients de participacién de la forma del modo |

{Po}-vector de magnitucies estéticas cle las luerzas
dindmicas

Xasg-desplazamiento estdtico de la forma del modo |
(ecuacion (3.27))

La ecuacién (3.122) puede escribirse enton-
cescomo

4 + W3 = ciwWAitf} -+ ... (3.125)
{f()}-vector de funciones del tismpo de las fuerzas

excitatrices

Las respuestas maximas obtenidas para cada

ecuacién desacoplada al ser sustituidas en las

les'en vibracion

ecuaciones (3.71) o (3.72) dan como resultado las
respuestas de desplazamienios del sistema de n
G.L.; éstas definen a su vez la respuesta mixima

de cada modo individualmente; pero como sus

" frecuenciasangulares sondiferentes, los maximos

de cada mado no ocurren simultineamente. Para

obtener la respuesta maxima real es necesario

recurrir a métodos estadisticos.

La respuesta méaxima posible se obtiene
sumando los valores absolutos dados por las

ecuaciones (3.71) o (3.72) conl™t 1

Xabs = ZiTj | Zffimax| e (3. 1268)

XabsTespUssta médima posible

fimexc-valor méximo de la funcién de respussta

El valor de la respuesta anterior puede ser
demasizdo conservador por lo que en buse 1 un
estudio probabilisticol™t 13] se ha propuesto la
siguiente ecuacién para encontrar la respuesta
maéxima prebable

Xors = {ZiZj(2Ifimax)?} %> e (3. 126b)

Xsrps-Tenpuesta mixima probable

El criterio expresado por la ecuacién (3.126b)
debe ser aplicado a la obtencidn para cada modo
de todo tipo de respuestas dindmicas incluidas
elementos mecdnicos, desplazamientos de
entrepiso, fuerzas laterales, ete,, a partir de las
cuales con dicha ecuacién se obtendré la respues-

ta maxima probable.
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3.3.3.2. VIBRACION FORZADA EN LA
BASE SIN AMORTIGUAMIENTO

Para cuando la base o cimentacién de un
sistema oscilatorio de n G.L. es excitada por una
aceleracién del terreno en funcion del tiempo,
puede demostrarse que la ecuacién general del

movimiento es

M{x*} + K{xr} = -M{7}x%a

Ecuacién general del movimiento en la base sin
amortiguamiento

e {3.127)

X“a- aceleracién del apoyo o base en funcién del tiempo

{x'}-vector de acelsraciones de las masas respecto ala
base

{xr}-vector de desplazamientos de las masas respecto a
labase

{t}-vector unitario

cuya solucidn es

{xe} = Z{f} wn(3.128)

3.3.3.3.- PROBLEMAS RESUELTOS.

Esta ecuacién puede ser transformada
mediante el Método directo paso a paso de
superposicién modal en un sistema de n
ecuaciones desacopladas o independientes de 1

G.L., que para cada modo j pueden obtenerse con

MUf + [ffi = -z} iM{TI¢a .. (3.129)

Ecuacion desacoplada o independiente
para ol modo } :

que puede escribirse también como

i + (WA = cp'a venn (3.130)

donde

q = -{Z}M{1 MY e (3.131)
cj-coefici de participacion de la forma del modo j

para aceleracién en ia base o apoyo

El sistema de ecuaciones desacopladas puede
serresuelto por los métodos antes vistos relativos

a sistemas de 1 G.L.

L- Deducir las expresiones que describen el movimiento forzado no amortiguado de un sistema

discreto compuesto de 2 G.L. , y generalizarlas para un sistema de n G.L.

En fa figura 3.119 del inciso 3.3.3.4 se muastra un sistema discreto de 2 G.L. cuyo estado de
reposo es perturbado por la accion sobre las masas del sistema de dos fuerzas exchatrices Py (i)
yPz(t), quedesplazan a las masas m y mzdistancias xi y Xz, respectivamente, respecto a la posicién
original,

Los resortes de rigidez kv y kz se oponen a los desplazamientos generando dos fuerzas
restauradoras Pr y Prz que tlenden a regresar las masas a su posicion inicial. Durante este
movimiento se producen en ellas dos fuerzas de inercia Pi y Piaque empujan a dichas masas més
alla del punto de reposo inicial y en direccion opuesta.
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Se genera asi un ciclo oscilatorio cuyos desplazamientos aumentan por causa de las fuerzas
excitatrices que actiian durante un lapso de tiempo , después del cual el sistema continua oscilando
Indefinidaments debido a la carencia de amortiguamierto,

Ya se ha demostrado que (problema 1, inciso 3.3.1.7.)

Pr = -kver (@)

Pit = mix" w(b)
Pra = -kétr = -kafx2-X1) w(c)
Pia = max"2 ' (i ()

del diagrama de cuerpo libre de Ia flgum 3.120, lnclso 3 3 3 e/ equl/lbn’o dindmico es para
cada masa

*

Pn ‘=;H1 4+}"I‘°r’2v-::‘f"1j(?) - ‘ .0
sustituyendo (s}, (b), (o) y (@) on (&) ¥ (0 -
. -k1x1 ." X - kzﬁfz X1) -Pﬂ?)
-ka(?(z X1) max'z Pa(?)
mx" + i}{)‘(lu/-{ 2(X: x1)" P1(f).i : o ....(g)
ma"z+k2(5r2 X1) —Pza) S ST wh) '
y en forma matricial
AP e M
x2 P 2(t)
o en forma general para un sistema compuesto de n G.L.
M{x’} + K{x} = {P)} w(3.120)

Ecuacidn general del movimiento forzado no amortiguado
{P(t)}-vector de fuerzas excitatrices en funcién del iempo

M-matriz de masas
K-matriz de rigidez
{x"} -vector de aceleraciones de las masas

{x}-veotor de desplazamientos de las masas

.Elligno (-) esdebido a que la masa s¢ opone al movimiento
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una posible solucitn de esta ecuacién como se vio en el Inciso 8.3.1.7. (problema i), esta dada
en forma tal que ef desplazamiento de cada una de fas masas con respecto a su posicion de reposo
as igual al producio de una funcién de la masa considerada por una funcién del tempo
X1 = z211f1 () + 21f2(t)
X2 = zaf(t) + zodoft)
o an forma matriclal

{x} = 2{f} w871

{x}-vector de desplazamientos abgoluton de las masas
Z-matriz de formas de fos modoe

{f} veotor de coordenadias generalizadas en funcion del tempo
como {x} y 2 no dependen dal tempo )
x} = Z{f} N

sustituyendo fa scuacién (3.71) e (i) en la ecuacién (3. 150)
MZ{r} + KZ{f} = {PW} ’ i)
premuitiplicando por {z}j ‘
EYMEI) + TR = @ iem) (k)

por {as propiedades de ortogonalidad de los modos con raspecto a la malnz de masas y de
rigidez (ver inciso 3,3.1.), todos fos siguientes productos son nulos excepto el uitimo (cuando el
modo | transpuesto as igual al modo f)

12 IMZ = (2} Mizh + (2| M{Z}2 4.+ {2zl = (2} M0z )

{211KZ = @ Kizh + {2 KiZ}2 +o+ @K = {2V KizZl ()
por ko que (k) resulta
2 MEh(rY + @KEN = TP )
que pueda axpresarse para el modo de vibrar | como '
Myr ) + [kify= [Py -{3.121)

Ecuadidn desacopiada o independients para o modo|

M = {z}"M{z); e (B74)
Il = {2}"iKizl e fB75)
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1P = {z}'i{PO)} - (3.123)
[Mj]-masa transformada para la forma del modo |
{k))-rigidez transformada para la forma del modo j
[Pj]4uerza excitatriz transformada para la forma del modo |

la ecuacion (3.121) represerta la ecuacion del movimiento forzado no amortiguado para un
sistama de 1 G.L., y de la ecuacién (3.6), para este caso

[Kil = (WR)iMy (o)

sustituyendo (o) en la ecuacion (3.121) y dividiendo entre [My] que es un escalar resulta
P+ W3t = [PUIIM (3.122)

Ecuacién desacoplada o independiente para el modo |

Como se indicé en la ecuacidn (3.25) del inciso 3.2.3, en general una fuerza excitatriz dinamica
es /gual al producto de su magnitud astética por una funcién del tiempo

P(t) =Pdf(t)] ) veere (3.25)
sustituyendo dicha ecuscion en (3.122) ‘
Py + W = (2} {PoHIO VMY ()
{p) puede escribirse como . A
' P+ (WOh = ciwirm} (3125

Ecuacién desacoplada o independiente para of modo j
donde (ver (o) y ecuacion (3.27)) i ’

c) = 2} HPHWAUMY = (Y {Pot /[l = Xewy  .(3.124)

¢j-coeficiente de participacidn de la forma del modo |
Xosclesplazamiento estitoo de la forma def modo |
{t(}-vector de funciones del iempo de ias fusrzas excitatrices

Lasecuaciones (3.121), (3. 122) o (3. 125) pueden ser resueitas para cada modo f, por la solucién
o raspuesta de desplazamientos dindmicos para sistemas de 1 G.L. en vibracién forzada no
amortiguada, es decir se resuelven analiticaments por las ecuaciones (3.33), (3.34) y (3.37), sin
embargo como en Ingenjeria Civil para diserio Interesan las respuestas méximas, es mucho més
préctico emplear 6/ método numérico de evaluacion de respuestas dinamicas deducido en el
inciso 3.2.4. y programado en una calculadora de bolsillo.

Al sustitulr los valores méximos de las respuestas dindmicas de las ecuaciones desacopladas
oindependientes de 1 G.L. en las ecuaciones (3.71) o (3.72), se tiene como resultado un sistema
de n ecuaciones que pueden expresarse en forma general como
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x zn 7 S
=0 -(q)
| %o Znl Zn2 c U aaeees
y desarrollando el producto matricial . Sl
1= znft + 212f2 +o+ Z1afn
= z21f1 + 22f2 +.+ 22nfa
+..+ . wfT)
ot
Xa = Zalf1 + Zn2f2 +ot Zoafn

Las ecuaélones amteriores definen la respuasta méxima de cada modo Individua/mente; pero
dichos méximos no ocurren simuftdéneamenta en el tlempo debido a que las frecuencias de cada
forma modal son diferentes.

Como la contribucién de cada modo de vibrar puede tener el mismo signo en algin momento
del movimlento, la respuesta mixima posible se obtiene sumando los valores absolutos lo que
representa una cota superior™" 11, dada como

Xebo = %% |Zjfimax | .o (3. 7268)

Xaps-respuesta méxima posible
fimsevalor méximo de a furicion de respuesta fy

Con base en estudlos probabilisticos se ha demostradol™ 13 que estos valoras absolutos son
muy conservadores y que un estimado mas razonable se obtlena con la denominada respuesta
méxima probable dada por /a ralz cuadrada de la suma de los cuadrados de las contribuclones a
la respuesta de cada modo, expresada como

Xeoss = {21 Zifafiman)’}>° ...(3.1280)

Xeres D probab

En este uftimo criterio se entiende por respuesta del sistema oscilatorio no solo los

desplazamfentos, velocidades o aceleraciones, sino también elementos mecénicos, fuerzas

" laterales, desplazamiertos de entrepiso, etc., esto implica que se debe calcular para cada modo

la respuesta de interés y después emplear la ecuacion (3.126b) para /a oblencién de la respuesta
probable debida a la combinacién de los modos.
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oVIBRACION FORZADA EN LA BASE SIN AMORTIGUAMIENTO

Analogamente al proceso anterior, para cuando la base es excitada por una aceleracion x'a
que es funcién del tiempo, la ecuacién del movimiento puede expresarse en forma matricial como

M{x} + K{x} = -M{1)1x% g w(3.127)
Ecuacién general cel movimiento en la base sin
{x"r}-veator de aceleraciones de las masas relativas a la base amortiguamiento
{x:}-vector de desplazamientos de las masas relativas a la base
x"g-aceleracién de la base en funcion del tiempo
{1}-vector unitario
cuya respuesta s ’
{xe} = Z{f} ST ua128)

la 2a. derivada respecto al tiempo de la ecuacion (3.128) es

{x'r} = 2{f} we(s)
sustituyendo (3.128) y (s) en (3.127)

MZ{f"} + KZ{f} = -M{71}xa wfl)

premultiplicando (t) por {Z}Tj y usando nusvaments las propiedades de ortogonalidad
(ecuaciones (3.65) y (3.66))

{zYiM{z} + {21 K{zHA = -{z}M{T)x'a
y sustituyendo {3.74) y (3.75)

IMilfy + [lfy = -2} iM{7 ] (3.125)
Eouacion desacoplada o independients para el modo |
dividiendo (3.129) entre [M]] y como de (o)
W) = [aliEMy)

fi + (W = cx'a (3.130)

. . Ecuacion desacoplada o independiente pera sl modo j
donde E .

o) = -{z}M{T}/MY .{3.131)
cj-coeficiente de participacién para aceleracién en la base

El sistama de ecuaciones desacopladas puede ser resuelto por los métodos artes vistos
relativos a sistemas de 1 G.L.
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II.- Para el marco plano sin amortiguamiento mostrado en la figura 3,121a, que es parte integrante
de un edificio que puede ser modelado como una estructura de cortante, determinar las respuestas
méximas de desplazamientos dindmicos, si las masas del sistema estin sujetas a la accién de las fuerzas
excitatrices cuyas graficas se indican en la figura 3.121b. Mediante una inspeccién de la éstructura se ha
determinado que las dimensiones de las trabes comparadas con las columnas son tales que puede

considerarse a las trabes infinitamente rigidas.

4.5[t/ml Foltl FLOt
ve LI 10

30¢/m3 gf Sho

PR o _* t t

b) Funciones de excitacién de las masas

< del marco plano
N amm fe L

NOTAS :
[ 6.5 [ 6.5 I 1€l = 21 0° [kgom?] (columnas)
2-trabes oo rigidas
a) Marco plano con trabes @ rigidas Sacotackn en [m]
respecto a las columnas

Figera3.12L Marco plano que forma parte de una estructura de cortante.
oMASAS
= WN1/g = (3)(6.5)(2)/9.80865 = 3.977 [t-s/m] = 0.03977 (t-s°cm] ...(a)
mz = Wilg = (4.5)(6.5)/9.80665 = 2.983 [t-s°/m] = 0.02983 ft-s%cm]  ...(b)
oRIGIDECES
Cuando en un marco Ia rigidez de las trabes as muuy grande comparada con la de las columnas,

astas ultimas se comportan como empatradas en ambos aextremos y su drgldez vale K¢ = 1 2EHL3,
axcepio para las columnas con apoyos articulados para las cuales valel"™ 71 K, = 3813

por tarto

ket = 2[(3)(2)(10%/400°] + (12)(2) 10%)/400° = 562.5 [kglem] = 0.5625 [ticm] ()
Koz = 2[(12)(2)(10%/300°] = 1777.78 [kg/cm] = 1.778 [tlem] w(d)

en el problema I, ecuacién (h), del inciso 3.3.1.7, se obtuvo para un sisterna sencillarerte
acoplado de 2 G.L. la matriz de rigidez de entrepiso como:
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Koo |2 ka2 | _ [ 23405 1778
"7l ke ke2 -1.778 1778

e FRECUENCIAS ANGULARES Y PERIODOS DE OSCILACION

Como el marco es una estructura de cortarte, puede modelarse como un sistema simplemente
acoplado, y sus frecuencias angulares se pueden calcular con la ecuacién (3.63)

(w1,22 = (1/2)[1.778/0.02968 + (0.5625 + 1.776)/0.03977] + (1/2){[1.778/0.02983 +

(0.5625 + 1.778)/0.03977]2-4(0.5625)(1.778)/(0.03877) (0.02983) }°°

(w1,2)2 = 59,2277 + 51.6225 w(8)
(w1)? = 7.6052 )
(wo)? = 110.8502 , (@)
de donde = L ’
wy=2758rs] . . M
wo = 10,529 [11s] SR
 delaecuacién (3.7), (h) e () o
‘ ’ Ty = 2278 [seg]
. Ta = 0,597 [sag]

®FORMAS DELOS MODOS
sustituyendo (a), (b), (c), (d) y (h) en la ecuacién (3.61) y tomando
zZ11=1.0 wff)
| (23405-0.3025)2y1- 1778221 = 0 .
- | zm=1.148 wrlk)
susb‘hywﬂo (a); (b), (c), (d) e (i) en la ecuaciénfib1) y tomando
212=1.0 wfl)
(23405-4,4085)z12- 1.778z22 = 0

Zo2 = -1.163 w(m)
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#MODOSNORMALIZADOS

sustituyendo (j) y (k) en la ecuacion (3.68)

{10 1146} {0.03977 0 1.0 1= 0,07894621628 = (N1)®
0 0.02983 | -1.146 ’

de donde
N1 =0.2809736932

y de la ecuacion (3.70)

{rh = 3.55905
4,07867
anélogamente sustituyendo (I} y (m) en la ecuacién (3.69)

N2=0.2830497011

y de la ecuacién (3.70)

{rh2 = Eszﬂ
|-4.10882
por tarto
R= 3.55005 3.5329i|
407867 -4.10882

®RESPUESTAS POR EL METODO DE SUPERPOSICION MODAL
Forma del modo 1
De la ecuacion (3.74) y por estar normalizados los modos respecto a M
M = {1"1M{rh = 1.0
de Ia ecuacion (3.75)
fki] = {r"1K{rh = 7.605164549

da la ecuacion (3.123)

we(n)

.{0)

1] =0THPEO} = {35595  4.07867} [s] = 58.58195 ...(p)
© v ‘
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similarmente para las demas formas de los modos

Forma del modo 2
M2l = {1} eM{r}2 = 1.0 S
de la ecuacién (3.75) '
[ka] = {r}T=K{r}2 = 110.8502178 ' w(r)
de la ecuacién (3.123) ' o ’ ‘
: jPz/ = {r}*z{é(t)} = 25,4235 w(s)

o’I‘RANSFORMACION DEL SISTEMA DEZ G.L.EN 2SISTEMAS DE 1G.L.

sustituyendo (n), (o), (p), (9), (r), y (s) en la ecuacién (3.121)
1 + 7.605164549f1 = 58.58195 (¥
f'2+ 110.8502178f2 = -23.42345 w ()

por analogla entre la ecuacion (1) y la ecuacién (3.24) del movimiento forzado no amortiguado
para sistemas de 1 G.L., la solucién es segtin la ecuacién (3.34) para este caso

= Xestt (FAD)1 (V)

FADy = wa{l.Duhamel)
y empleando /a tabla de la figura 3.52, inciso 3.2.3., para este tipo de carga
FADy = 1 - coswt

y de la ecuacion (3.27)

Xestt = Por/[k1]=58.58195/7.605164549 = 7.7029
por lo tarko de (v)

h = 7.7029(1 - cos2.758t) w (W)
andlogamente para la ecuacién (u)
Xeat2 = Pozlfka] =-23.42345/110.8502178 =-0.21131

f2=-0.21131(1-c0s10.529%) we(X)
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®ECUACIONES DE RESPUESTA DINAMICA DE DESPLAZAMIENTOS DEL SISTEMA
DE2G.L.

Las ecuaciones de respuestas dindmicas del sistema de 2 G.L. son, segtin Ia ecuacién (3.72)
y la matriz R obtenida

X1 3.55905 3.53295 7.7029(1 - c052.758t)
x |7 [4.07867 -4.10882 -0.21131(1 - c0s10.529t)
de donde
X1 =27.41500625(1-c0s2.7561) ~ 0,7465476645(1-cos10.5291) wel¥)

X2 = 31.41758714(1-c0s2.758t) + 0.8682347542(1 - cos10,5291) w (@)

En Ingeniena Civil irteresan el valor de los desplazamierntos méximos y el iempo en que se
alcanza este valor que se puede obtener:

1) por sl criterio de la 1a. derivada de (w)
2,7585en2.758t = 0
de donde
2.756t = arcsen(0) = nx con n=0,1,2,...
tornandon = 1 )
= 7/2.758 = 1.139083631 [seg] ;..(aa)
2) por el criterio de la 1a.derivada de (x) » ‘
10.52850n10.529t =0

10.529t = arcsen(0) = x

t = #/10.529 = 0.2883752164 ..(ab)

ws&mdo (u) y (ab) en(y)y(2)

=27 41500625(1 - cosx) + 0. 7465476645(1 - cosx)

=54.8300125 - 1.493095329 ..{ac)
X2 =31.41758714(1- cosn) + 0.8682347542(1 - cosn)

X2=62.83517428 + 1.736468508 w(ad)

EALLA DE ORIGEN
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oRESPUESTA MAXIMA POSIBLE

Como se indict en el inciso 3.3.3.1, el méximo de cada modo de vibracién no ocurre
simulténeamente en el iempo, por tanto de la ecuacion (3.126a), la respuesta méxima posible s

Xtabs = 54.8300125 + 1.493095329 = 56.323 [em] ’ . (as)
Xoabe = 62.83517428 + 1,736469508 = 64.572 [em] w(af)
eRESPUESTA MAXIMA PROBABLE
Una respuesta méds cercana a la realidad se obtiene con la ecuacion (3.126b)
X1eces = {54.83001252 + 1.493095329°}° = 54.850 fom] .(ag)
Xoerss = {62.83517428° + 1.736469508°}°° = 62.858 fcm] ~(ah)
HIL.- Si el marco plano de la figura 3.113, inciso 3.3.1.8, que es parte de una estructura de cortante, es
representado para efectos dindmicos por el sistema sencillamente acoplado de la figura 3.122a, y est4
sometido a la accion de una fuerza excitatriz en el nivel 3 con la grifica mostrada en la figura 3.122b,
determinar la respuesta méaxima posible y la respuesta maxima probable de desplazamientos de cada una

de sus masas: a) Por el método directo paso a paso de superposicion modal; y b) usando un espectro de
respuesta mediante el denominado Métede Medal Espectral.

P(t)3 — m3 = 0.056084 PCI30t)
ked = 46.44

m2 = 0061183
ke2 = 63,05

my = 007138
ket = 424

mi-masa nivel | [t-e%/cm]
_ keHigiclez entrepiso | [tom) ,
a) Sistema oscilatorio de 3 G.L. : b) Funcién de excitacién
Figera 3122 Sistema sencillamente acoplado que representa al marco plano de la figura 3,113,
sometido a una fuerza excitatriz aplicada en el nivel 3,

eMATRICES DE MASAS Y RIGIDECES .

Para un sistema oscilatorio de este tipo, al resolver el problema IV del inciso 3.3.1.8, $8
encuentra que la matriz de rigidez de entrepiso es:
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[ ket +kez ke2 0 105.45
Ken = -ke2 ke2+ke3 ~ -ke3 = | -63.05
¢ . ke ke3 o0

de la ecuacion (3.101) la matriz de masas es

0.07138 0 0
M= 0 0.061183 0
0 0 0.056084

273

-63.05 0

10949 4644 .

644 o d6m |-

o FRECUENCIAS ANGULARES, PERIODOS DE OSCILACION Y FORMAS DE LOS

MODOS

_Empleando el Método de Newmark y Holzer programado en una calculadora de bolsillo (ver
final del problema I, inciso 3.3.2.4.), o procediendo con calculos manuales, se obtiene

Forma del modo 1

(w1)? = 159.224 wy = 12.618 [r/s]
1y =.1.0 Za1 = 1.482
Forma del modo 2

(ws)2 = 1137,780381 wa = 33.731 [rls]
212 =10 Zo2 = 0.384
Forma del modo 3

(wy)? = 2757.893876 wa = 52.685 [r/s]
213=1.0 223 = -1.495

eNORMALIZACION DE LOS MODOS

Forma del modo 1
da a ecuacién (3.68)
{10 1492 184 |007138 6 o0
' 0 0.061183 0
0 0 0.056084

Ny = 0.631587473

Ty = 0.4979 [seg] ..(a)
z3 = 1.847 D)
T2 = 0.1883 [seg] ..{c)
Zaa = -1.028 . (d)
Ta = 0.1188 [seg] )
233 = 0.628 R

10 | = 0.3980027361= (N1)°
1492 '
1847 :

FALLA DE ORincN
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1.5833
y de la ecuacién (3.70) {th = 2.3623 -
2.9244
Anélogamente para los otros modos
Forma del modo 2 y forma del modo 3
N2 = 0.3737251132 Na = 0.4798376463
' 2.6758 2.0840
{th = 1.0275 {r}s= -3.1156
-2.7507 1.3088

por lo tanto Ia respuesta del sistema de 3 G.L. es seglin la ecuacién (3.72)

x| [1.5833 2.6758 2.0840 Flmax ) .
x |=23623 1.0275 -3,1156 fomax | , e @
x| 2924 -2.7507 1,3088 | famax

a) Respuestas por el Método paso a paso de Superposicion Modal
Forma del modo 1
de la ecuacién (3.74) y por ser los modos normalizados respecto a M
M1] =10 w(h)
da la ecuacién (3.75)
k] = (Y 1K{rh = {18.01597 23.012026  26.103924}{r}1 = 159.2243007 wl)

como comprobecién k) = (wu2 se debe cumplir por sar mocdos normalizados respecto a M

da /e ecuacién (3.123) y como
0
v PO} = .0
PR Lo “1P(t)s
se tene

P1] = {r}T{P)} = 2.6244P 1) wll)
Andlogamente se obliene para las demds formas modales

FALLA DE roinr
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Forma del modo 2
M2] = 1.0 4
[ka] = {217.379235 71.534293 -175.459608}{rz} = 1137.801587 -
[P2] = -2.7507P(t)3 '
Forma del modo 3
Mo =1.0
[ka] = {416.19638 -533.303918 205.469136}{ra} = 2797.832942

[Pa] = 1.3086P(t)s -

#TRANSFORMACION DFI.SISTEMA DE 3 G.I.. EN 3 SISTRMAS DR 1G.1..

sustituyendo (k) hasta (p) en la ecuacién (3.121)
1 + 159.2243097H = 2.9244P()3
2 +1137.801587f2 = -2.7507P(t)3
13 + 2797.832942f3 = 1.3088P(t)3

oRESPUESTAS MAXIMAS DE LAS ECUACIONES DESACOPLADAS

275

: .7.(k)
Dvefl)

(M)

()

..{0}
«(p)

«(@)

(]

w(8)

Interesan las respuestas méximas de desplazamientos de las ecuaciones desacopladas de 1
G.L. (), {r) y (3), que pueden oblenerse mds fdcilmerts empleando el Método numérico de
evaluacién de respuestas dinamicas estudiado en el inciso 3.2.4. y programado en una cal-

culadora de bolsilta (ver problerna Ill, del Inciso 3.2.4.1.).

Empleando dicho método programado con w = wp y £ = 0 (o procediendo con cdiculos
manualaes como en al problema IV del inciso citado), se obtlenen las siguiantes tablas y respuestas

meximas

Ecuaé/én (q) o Forma del modo 1

Tabla 330 | ¢ (2?244)91 x Xy "
5} . [won] [em) forass) [em/s?)
0o 0 0 0 )
03 3,866 0007 a6s 42826
06 &.7132 aost - 2509 588
009 87732 0160 . 4662 " 62254
012 PR I RIS EN (LI 36105
ats 0866 sl ez anse2

FALLA DE OPIRCN
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Tabia 2.30 " (29244)P; x Xi
{continuacién) 5] '[ton] {em) fera/e]
018 0
a21 0
0 0
027 B}
030 0
033 0
036 L0
039 0
042 0
ads So
(TR 0
ast 0
as4: 0
‘as7 [
a6 .0
Q63 0
Q65 <0
Q69 0
an 0
a7 o '
a78 T o
a8l 0 .
084 0 a0 - 9317 4591
087 ) 0300 8523 47
de donde
fimax = Ximax = 0.738 fcm] parat = 0.21 [seg]
Ecuacion (r) o Forma del modo 2 .
Tabla 340 | ¢; (-27507)P; x xi . x*%
s {ton) fem] [em/s) femss?]
0 0 (i} ()} 0
Q015 263025 001 Q151 -19.761
@030 - 41,2605 -0.006 0,568 34570
Q045 -61.89075 €019 1145 “a717
0060 K521 0040 1738 36660
0075 82521 0,069 2047 -3.655
0090 82521 0,099 -1.843 30266
. 0105 2521 Q12 117 56602
Q120 82521 4133 216 68754
Q135 -61.89075 128 0950 8.439

276
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Tabla 3.40 t (-27507)P x
(continuacién)| il ton] {em]
Q150 -41.2605 104
165 ./ 2063025 0064
0180 PR N 0012
0 0043 -
o L0086
S0 a0
<o 01038
e 0072
fov 0023
0 00327
} L0t L0078,
e 0108
0 0106
) L0080
0 0034
- 0 0020
“o 070
0. a102
0 0108
0 a0ss
0 0045
0 0009
de donde
famax = Ximax = -0.133 fem] parat = 0.12 [seg]
Ecuacién (s) o Forma del modo 3 '
Tabia 341 & (1.3088)P; % X =
Bl fton) fom] fomss} fem/s’)]
o 0 0 o 0
aot | 6544 Q00011 0032 6243
a2’ | 13088 000082 0119 10780
am , 19.632 000260 238 12370
004 2176 000557 0355 10580
05 32720 000959 0440 5897
006 39264 001418 0468 397
ao7 39.264 001862 Q400 -12.826
Qo8 39.264 ami181 0223 21,749
209 39.264 002287 015 24728
a10 39.264 am1s2 0249 0948

277
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Tabia 3.41 . & (1.3083)P;

{continuacién) i fton}
o11 39264
012 30264
013 32720
a14 26176
o1s 19632
016 13.088
a17 S ase
a1s ‘ L0
ate 0
020" 0
‘oz 0
a2 )
023 0-
024 0
a2 0 0017

de donde
‘famax = Ximax = 0.02287 fcm] parat = 0.09 [seg] V)
oECUACIONES DE RESPUESTA DINAMICA DE DESPLAZAMIENTOS DEL SISTEMA
DE3G.L.

sustiiuyendo (1), (u) y (v) en (g) y efectuando ef producto matriclal
X1 =(1.5833)(0.738) - (2.6758)(0. 133} + (2.0840)(0.02287)
X2=(23623)(0.738) - (1.0275)(0. 133) - (3.1156)(0.02287)
X3=(29244)(0.738) + (2.7507)(0.133) + (1.3088)(0.02287}

De las ecuaciones (1), (u) y (v) puede observarse que el méximo de cada forma modal no se
praserts en ef mismo tlempo t

eRESPUESTA MAXIMA POSIBLE
de laecuacién (3.126a)

Xtebs = (1.5833)(0.738) + (2.6758)(0.133) + (2.0840)(0.02267) = 1.572 fom] W)
Xons = (2.3623)(0.738) + (1.0275)(0.133) + (3.1156)(0.02287) = 1.951 fem) )

Xaabe = (2.9244)(0.738) + (2.7507)(0.133) + (1.3088)(0.02287) = 2.554 [cm] e ()
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#RESPUESTA MAXIMA PROBABLE

de fa ecuacién (3.126b)
Xiaeo = {[1.5633(0.738)]° + [2.6758(0.133) )% + [2.0840(0.02287)]%}°% = 1.2224 fcm] ...(aa)
Xamss = {[2.3623(0.738)]% + [1.0275(0.133)]2 + {3.1156(0.02287)]°}°5 = 1.7502 [em] ...(ab}
Xaerss = {[2.9244(0.738)]7 + [2.7507(0.133} ]2 + [1.3086(0.02287)]°}°® = 2.1892 fem] ...{ac)

b) Respuestas por ef Método Modal Espectral

Usando un espectro de respuestas de sistemas de 1 G.L. para la funcién de excitacién

considarada, puade obtenerse la respuasta méxima del sisterma de ecuaciones desacopladas muy
fécilments; a asta forma de proceder se le denomina Método Modal Espectral y en detalle se
astudfarg en ef Tema V.

Para la funcién excitatriz considerada (figura 3.122b), los espectros de respuestas fueron

calculados y graficados en los problemas V, inciso 3.2.3.1., y N, inciso 3.2.3.2., y se muestran en
las figuras 3.62a y 3.67. De dichas figuras se obliene

Farma del modo 1

de {afigura 3.67 y como se cumpie que (T1/4 + 1.5tq) = (0.46878/4 + 1,.5(0.06}) = 0.21> [h = 0.18],
para Ti/fta = 8.3

se encuertra Xime/Xestt = 1.339
de ja ecuacion (3.27) e (I),{) y la figura 3.122b
Xests = Por/fk1] = (2.9244)(30)/1558.2243097 = 0.551
y por tanto
Fimax = Ximax = (1.339)(0.551) = 0.737789 =~ 0.738 : ..‘.(ad).
Forme del moda 2
de I figura 3.62a y como se cumple que (T2 + t4)/2 = (0.1863 + 0.06)/2 = 0.12> ftd = 0'.06],‘

para Toftd = 3.105

se ancuerntra  Xoma/Xest2 = 1839
de la acuacion (3.27) y (1),(m) y la figura 3.122b
Xeotz = Poolfkz] = (-2.7507)(30)/1137.801587 = -0.07253
- y por tarto
famex = Xemax = (-0.07253)(1.839) = -0.13338 =-0.133 ...{G6)

FALLA DE opjgey
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Forma del modo 3

De la figura 3.62a y como se cumple que (T3 + tg)/2 = (0.7188 + 0. 06)/2 0 09 >[td = 0 08},
para Taltd = 1.98

se encuentra  Xsmax/Xests = 1.637
de la ecuacion (3.27} y (0),(p) y Ia figura 3.122b
Xesta = Poa/[ka] =(1.3088)(30)/2797.832942 = 0.01403371853
y por tanto
famax = Xamax = (0.01403371853)(1.637) = 0.023 wefal)
Comparando (ad), (ae) y (af) con (1), (u) y (v) se observa que las respuestas méximas son las

mismas; pero la obtencién de éstas por ef Méitodo Modal Espectral es més ficil que por el Método
de Superposicion Modal.

_IV.- Determinar los desplazamientos méximos de los pisos relativos a la cimentacién, y las fuerzas
laterales sismicas correspondientes, que tendra que resistir el marco plano del problema V, del inciso
3.3.1.7, figura 3.110, si es excitado por un sismo con el acelerograma indicado en la figura 3.123. Usar un

modelo de marco plano y el criterio de respuestas maximas probables.
o MATRICES DE MASAS Y RIGIDECES

En el problema V del inciso 3.3.1.7., se caleuld para el modelo de marco plano las sigulentes
matrices (en [ton,mts,seg])
X" = 8tg sit 5 0.05;
x'a = (-18t+1.3)g 8l 0.055t<0.1;

X"a = (14.667%-1,9667)g 8i 0.1 St=<0.175
g M eyl vy 37945.5306 -11759.4663
06 = (1219)g 8l 02515026 K =
0.4 -11759.4663 9674.24286
0.2

8157729704 0

()} 5.710410793

-0.6 I
Figura 3.123. Acelerograma aplicado a la cimentacion

del marco plano de la figura 3.110.

Por procedimientos de Geometria Analftica (o vease problema li, inciso 3.2.3.1.), se establecen
las ecuaciones de las rectas indicadas en el acelerograma.
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o FRECUENCIAS ANGULARES, PERIODOS DE OSCILACION Y FORMAS DE LOS
MODOS DE VIBRACION

En el citado problema también se obtuvo

= 30.039 [r/s]; v

— wy . /s]; . B
{zh= E0] {z}2= EO‘I DR e
2.6008 -0.549 e T
w2 =-73.779 [1/s];

Ta= 0 08516 [seg]

0.2092 [seg]

eNORMALIZACION DE MODOS -
Forma del modo 1 ‘ R e
de la ecuacién (3.69) ST R T
{10 2.6008) Esmwo«s o, ][Z ] .4678386563 = (Nl)
0 5710410793 Lo
N1 6.889873217 Lo R

yde la ecuacién (3.70)

{rh = 0.146202
0.380241
Andlogamertte para la forma del modo 2

(N2)? = {8.157729704 3.135015525}{z} 2 = 9.8768853227

Nz = 3.143064305

{rl)a = 318161
0,174670

porlo tarm la respuesta del sisterna de 2 G.L. es segun la ecuacidn (3.128)

0.318161 ’
0380241  -0.174670 wee (@)
#RESPUESTAS POR EL METODO DE SUPERPOSICION MODAL

Forma del modo 1

de la ecuacién (3.74) y por ser modos normalizados respecto a M Mi] =10 . (D)
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de la ecuacion (3.75)

fln] = {/}T1K{rh = {1076.281239 1955.286287}{r} = 902.3554468
ol coeficiente de participacion es segtin la ecuacion (3.131)

o1 = ~-{rA 1 M{7}[MyJ = {-1.192676398 -2.17133231}{1} = -3.364008708

de manera similar, se tiene para la forma del medo 2

Mz = 1.0
(ko] = {14126.81394 -5431.203658}{r}2 = 5443.269575
ca= {-2.59547144 0.9974374532} {1} = -1.596033987

o TRANSFORMACION DEL SISTEMA DE 2 G.L. EN 2 SISTEMAS DE 1 G.L.
sustituyendo (b) hasta (g) en la ecuacion (3. 130} se obtiene

f*1 + 802.3554468f1 = -3.364008708x"s

f*2 +5443.269575f2 = -1.5698033987x"a

o RESPUESTAS MAXIMAS DE LAS ECUACIONES DESACOPLADAS

w(d)

)

-ff)

- (9)

()
{0

Empleando el Método Numérico de Evaluacién de Respuestas (ver inciso 3.2.4.), programado

para la ecuacion (h) o forma del rodo 1

Tabla342 | 4 P;i=-3.364008708x"a X Xz x'r
0l o) {m] fmss] {mss?]
0 0 0 0 0
a2 5278 000035 051 4966
aos 10557 000262 0187 8194
006 .7.258 000751 0276 0481
008 4619 201203 Q122 15472
alo '16495 401054 0306 26005
a1z " as18 000037 0648 7151
a14 -2.860 001258 as7s -14.208
Q16 12537 002001 0113 30590
ais 11,876 001624 0476 26532
a20 19794 000421 0585 15995
a2 S 11876 000421 0258 15671
024 S 3959 0100654 0005 - 986 |

en una calculadora de bolsilfo (o procedfendo manuaimente como en ef problema IV del inciso
3.2.4.1.), se obtiena las siguientes tablas y respuestas méximas
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Tabla 3.42
(continuacion)

[s]
026

028

30
032

am
a3 -
in3s

a40.

Q42

044
Q46

Pi=-3,364008708x"a
-

00 0 0 O 0 O 0 O oo

X
[m}
-0.00479
-000110
000297
0.00601
000693
Q00543
000203
-0.00208

000547 -
000684 - <
000598 "

X
[mis)

0189

Q10s -
0015
0130:

20,200
0199

aIsts e
0206

do dords.

fimax = Xrmax = 0.02007 mj,

para la ecuacién (i} o forma del modo 2

pafa t

0.161seg] . . wl)

Tabia 3.43

ti
0]
0
aot
a0z
Q03
Qo4
aos

006

007

2 008
009
. Q10
a1t
012’
“a13
a14
“a1s-

Q16
Q17
018
Q19

P
0217

Pi=-1,598033987x"a
Gl
(4]
. -1.254
-2.507
-3,761
-5.015
6269

0627
2194
s01s
7836
5537
3239
0940
«-1.358
¢ 3657
-5.955
8254
-5.642
1881
9403
1522

[m]

-0.00002
000015
-0.00044
-0.00086
-000131
000162
400141
000053
0.00084

000224

000315

Q00295

000152
-0.00061
000255
000351
-0.00322
000196
-0.00014
000193

000374

xr
]
0
a00s
-0.021
-0.037
-0.046
-0.043
-a010
Q0ss
Q118
Q0147
Q0126
Q043
-0085
Q191
0219
0155
-0.033
Q085
0160
Q200
Q0208
Q135

12862

a

(/)
0
1143
-1.691
-1.360
322
0884
5345
7027
5054
a5z
4384
-11.609
12795
23 |
BrHE
10215
13166
9270
5029
2651
1107
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Tabla 3.43 b % Pi=-1598033987x' X Xt =

(continuacién) i : FaC ] mss] [ m/‘z]
0220 000433 0026 17927
023 000320 a192 -13.669
024 0077 . ame o230l
-a2s’ o 0 000189 -.az34 10262

dlags, e T g " 00033 - 080 - 19204
Sa27 . 0 Q00334 . aM6. il A1B1S8
a2 0. Q00141 a2z 768
a2 0" o012 T azse
030" S0 000326t atar
“a3t 07T a0ms7i 068 -
a3z .0 C 000203 T ager 10437
033 o 000057 269 a0
‘34 0 000287 . am 15646
035 0 000368 016 20044 -
a3 0 -000258 195 14018
.037 0 00013 an a702
038 0 000238 0208 -12.980
dedonde fomax = Xmmax = 0.00433 [m] parat = 022 [sag] (k)

sustituyendo (J) y (k) en (a} y efectuando el producto matricial
x1r=0.146202(0.02001) + 0.318161(0.00433) = 0.00292550202 + 0.00137763713
xar =0.380241(0.02001) - 0. 1 7467(0.00433) = 0.00760862241-7.563211(10™%) '
®RESPUESTA MAXIMA PROBABLE
De la ecuacion (3.126b) las respuestas mdximas de desplazamientos son
Xiroess = {0.00202550202% + 0,00137763713°%}%% = 0.00323 [m] = 0.323 [fem] ...(J)

© xarerss = {0.007608622471% + [-7.563211(10™)]%}%% = 0.00765 [m] = 0.765 [cm] ...(m)
eFUERZASSISMICAS EN LOS PISOS ‘
De /a ecuacién (3.96), K, xir ¥ xar se tiene para cada forrna modal

Forma dei modo 1

Fnt 7945.5306 -11759.4663 [0.00292550202 21.5363876
Fnz| |-11759.4663 9674,24286 0.00760862241 39.20531861
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. Farma del modo 2

Fnt| |37945.5306 -11759.4663 0001377637 61.16910436
Fnz| |-11759.4663 9674.24286 7 563211E-4 23.5171114

yde la ecuacion (3.126b)
Fitoms = {21.53638762 + 61.16910436%}°° = 64.85 ton]
Frzsrrs = {39.20531861° + 23.51711141%1%5 = 45.72 [ton]

Entonices la resistencia de los elementos estructurales del marco podré revisarse contra los
elementos mecénicos méximos probables, que son el producto del andlisis estructural del marco
bajo la accién de las fuerzas sismicas Fn1 y FNz, para cada modo y obteniendo posteriormente
dichos elemertos macénicos con la ecuacion (3.126b).

- 3.3.3.4.- PROBLEMAS PROPUESTOS

L.- Para el marco plano mostrado en la figura 3.124a, que puede ser modelado como estructura de
cortante, determinar, despreciando el amortiguamiento, las respuestas maximas de desplazamientos
dindmicos, silas masas de] marco estdn sujetas a la accién de las fuerzas excitatrices que tienenlas graficas
mostradas en la figura 3.124b. Una inspeccién de la estructura indico que Ias trabes pueden considerarse

infinitamente rigidas respecto a las columnas.

P<4)30t]
7Ct/m3
PO 3 rr T T3 N3 s
&lt/m) S NVEL  Ehoftm?] I
P® oty riT N2 ' 3 764 5.2 tIsegl
2 2 1213 Pet>_[+]
A ™ 1 1810 Ch
N ' aactacién en fm]  40f . /~40senB.581
vl t{seQl
ea xa 0,95
] 3.0 |
a) Marco plano de 3 niveles b)Funciones de excitacién

Figura 3.124. Marco plano integrante de una estructura de cortante con trabes  rigidas

Solucién: x1abe = 3.142 fcm], x2abe = & 197 [cm], Xasbs = 9.074 [cm], x1sres = 2.521 fcm],
Xoass = 5.541 fom), Xaerss = 8.654 [cm].

[I.-Si el marco plano de la figura 3,112, inciso 3.3.1.8, es sujeto a la accién de un movimiento del suelo

con la grafica mostrada en la figura 3.125, determinar usando un modelo de marco plano y despreciando



Tema ill Dinadmica Estructural 288

el amortiguamiento, los desplazamientos méximos de los pisos relativos a la base y las fuerzas laterales

correspondientes que tendrd que resistic, Emplear el criterio de la respuesta méxima probable.

g

o024

. tsegd _| > Hseo)’
S04 o ‘99 R O.l 0.2 o

Figura 3.125. Funcién del movimiento del
terreno para el marco plano de la figura 3.112.

Figera 3.126. Funcién de aceleracnén del suelo
para el marco de la fi f'gura 3 114 :

Solucién:  xirsres = 1.692 fom], Xzrerss = 3.1582 fem),
Fizorss = 18.705 [ton] -

IIL.- Calcular, empleando el criterio de respuestas méximas probables, fos.d plazamlentos y las
fuerzas sismicas en los pisos del marco plano de la figura 3.114, mcxso 33 1.8,si'es’ someudo a una
aceleracién del terreno con la grafica mostrada en la figura 3. 126 ‘Usar un modelo dindmico de marco

plano despreciando el amortiguamiento. ) e

Solucion: Xyrarss = 2.088 [cm], Xasras = 2.904 [cm], Xasres = 3.401 [om], Fnisres = 7.975 [ton],
Fiesres = 7.4805 [ton], Fnaerss = 10.428 [ion].

IV.- Determinar los desplazamientos méximos de los pisos relativos a la cimentacion, y las fuerzas
sismicascorrespondientes, que tendra que resistir el sistema oscilatorio simplemente acopladode [a figura
3.117, inciso 3.3.2.5., si es excitado por un sismo con el acelerograma mostrado en la figura 3.127. Usar el

criterio de respuestas maximas probables, despreciando el amortiguamiento.

0.4
0.2
0.0

.02

-0.4

Solucion: Xirerss = 5.885 [cm),
Xa2rsres = 12,5697 [em], X arsces = 17.2829 [em],
7 FiNtarss = 60.241 [ton], Froscss = 58.858 [ton),

Hseol  eres = 23.823 fton].

Figera 3.127. Acelerograma aplicado a la cimentacién
del sistema de !a figura 3.117,
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3.3.4.- EFECTOS DEL
AMORTIGUAMIENTO.

El amortiguamiento estructural que comun-
mente se remplaza por el amortiguamiento vis-
coso para facilitar e! andlisisl™t 1] es una
propiedad que influye en las respuestas dindmicas
de un sistema oscilatorio; este tipo de amor-
tiguamiento toma en cuenta fuentes de disipacion
de la energia del movimiento como sonl™t 2

fricciones internas del material estructural, fric-

ciones en |os apoyos y en elementos no estruc-

turales, etc. La magnitud de la aportacién al
amortiguamiento de cada una de estas fuentes es

muy dificil de cuantificar con precisién.

El amortiguamiento normalmente presente
en las estructuras civiles es relativamente
pequefio (menor al 209 [cet 1]), y para efectos
précticos no afectari el cileulo de las frecuencias
angulares y formas de los modos de vibracién de
el sistema oscilatorio. Entonces el problema de

valores caracteristicos para Una estructura amor-

tn del {t-2/m) X2

:x-:u- d:l:lc;.:;lcn p ["‘;‘.{E] [ton-eee 4/m]
x~dewplasamiento de It maea [m
P(t)-fusrza axcilatriz dinsmioca Etun]

Figera 3.128 Sistema discreto compuesto de 2
G.L. en vibracién forzada con amortiguamiento

tiguada es resuelto como si se tratara de un sis-

tema sin amortiguamientol*t 12,

Con referencia a las figuras 3.128y 3,129, la
ecuacién general del movimiento forzado amor-
tiguado puede expresarse matricialmente como
M{x'} + C{x'} + k{x} = {P{j}  ....[3.132)

Ecuacién general del movimiento forzado
con amortiguamiento

C-matriz de amortiguamiento del sistema

{x'}-vector de velocidades de las masas del sistema

Esta ecuacion puede ser transformada por el
método de superposicién modal presentado en
los incisos 3.3.1.1. y 3.3.3.1. anteriores, en un sis-
tema de n ecuaciones desacopladas o inde-

pendientes de 1 G.L., que para cada modo de

vibrar j son
IMiIF; + [CUf) + [Kiffy = [P .....(133)
Ecuacidn desacoplada o independiente
donde para la forma del modo j
o =&ety e (3134
{Cj]-amortiguarniento transformado para la forma del
modo |
oy Py amyy iy ™
Prym-k Pro-k PofH
r1=-kixy P r=kx 2
:] E Ppg=-cox’
Pm-—c1x‘1 Prf"kgx, Zr Poz-t¥, P2 “mys

Pp-tuerma reslsursdora del resarteton]
P-fuersa de inercin {ton}

P, ~fueres amartiguadora del pistoofton}
T'-aceloracicn de 1a mam [m/e?]
r'—velocidad d¢ la masa {m/s)

Figera 3.129. Diagrama de cuerpo libre del
sistema compuesto de la figura 3.128
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f'1-funcidn de velocidad en la coordenada generalizada
para ei modo |

Los demas términos de la ecuacion (3.133)

son [os mismos definidos anterioremente por las
ecuaciones (3.74), (3.75) y (3.123).

La ecuacién general del movimiento puede
expresarse también en la forma
£+ 26 wif) + (Wi = [PUIMY  ....(3.135)

Ecuacién desacoplada o independiente para
la forma del modo j

jento critico iado ala

£ 1pocentaje de amortig
forma modal |

En la ecuacion (3.134) se ha supuesto que ¢l
vector {z}j es ortogonal a la matriz de amor-
tiguamiento C, lo cual generalmente no sucede, a
menos que se exprese la matriz C en forma
proporcional a la matriz K, a la matriz M, o a

[ret 13] mediante el uso

ambas simultineamente
de los denominados percentajes de amor-
tiguamiento critice preporcionales £jasociados a

cada forma modal j, obtenidos con
C=aiM+a2kK .. (3.136)

@ 1,& zooefivierntes de proporcionalidad

Los porcentajes de amortignamiento critico
proporcional se determinan para un sistema os-
cilatorio en particular mediante ;xp‘erimenws de
vibracién libre o forzada midiendo desplazamien-
tos consecutivos en cada forma de! modo de
vibrar, de manera aniloga al empleo del
decremento logaritimico estudiado en el inciso
3222

3.3.4.1. VIBRACION FORZADA EN LA
BASE CON AMORTIGUAMIENTO

Stla cimentacion de un sistema oscilatorio de
n G.L., es excitada por una aceleracién del suelo
en funcién del tiempo. puede demostrarse que la

ecuacién general del movimiento es
M{x%}+ C{x'r}+ K{xr} = -M{7}x"a...(3.137)

{x"}, {xr}, {xc} -vectores de aceleracidn, velocidad, y
desplazamiento de las masas respecto a la base

Cuya solucidén estd dada por la ecucién
(3.128) del inciso 3.3.3.2., y puede ser transfor-
mada mediante el Método Directo Paso a Paso de
Superposicién Modal en un sistema de n
ecuaciones desacopladas o independientes que
son expresadas para cada forma modal j como

[MF + [ + [ = ~{z} M{1}x"s .

we(3.738)

Ecuacion desasoplada o independiente para
la forma dei modo }

que puede escribirse como
P+ 26wf] + (WO = ca e (3.139)

Donde el coeficiente de participacién ¢j estd
dado porla ecuacion (3.131), del inciso 3.3.3.2.

3.34.2- AMORTIQUAMIENTO EN
ESTRUCTURAS COMPLETAS.

En los reportes de ensayos de vibraciones
libres y forzadas en estructuras completas a base
de marcos, 0 marcos y muros de cortante, en-
focados a la determinacion de los grados de amor-
tigunamiento correspondientes a cada forma del

modo devibraci6n, se encuentra que el porcentaje
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de amortiguamiento critico & depende casi ex-

clusivamente del tipo de estructura y de los
slret 13]

materiales estructurales utilizado:

Esteporcentaje aumenta generalmente con el
grado o nivel de degradacion de la estructura y
con la amplitud de la vibracion, asi por ejemplo
cuando el concreto reforzado se agrieta durante
una vibracion, aumenta su porcentaje de amor-
tiguamiento debido al aumento de friccién entre
las grietas. En estructuras de acero la disipacion
de energia tiene lugar casi totalmente por defor-

macionesinternas permanentes(®t 13},

Como se verd en el inciso 3.5 de este tema, {a
edergia inyectada por un sismo se disipa prin-
cipalmente en la actividad inelastica o de defor-
maciones permanentes del sistema: por ejemplo,

“la fluencia de un elemento estructural equivale a
una amortiguacion viscosa del 16% dela criticaen
vibracién arménica, y det 4% en vibracién ar-
bitraria (sismos){f*t 11,

En los experimentos para determinar los por-
centajes de amortiguamiento ctitico, formas
modales, perfodos de vibracién, etc., en estruc-
turas reales para comparaclos contra los tedricos
que sirvieron para el diseiio o para la revision de
una estructura existente, se usan sistemas ex-
citatrices de diversa indole que van desde cables
que tensan la estructura y la sueltan repentina-
mente, basta sofisticadas miquinas reciprocantes

adaptadas acomputadores analégicos que excitan

- frecuencias controfadas

la estructura arménicamente con fuerzas y

[ret 1]

~ 8i se emplea el Metodo Directo paso a paso
de Su‘perposicién modal y se ban obtenido ya ex-
perimentalmente los porcentajes de amor-
tiguamiento critico proporcionales, éstos pueden
sustituirse directamente en la ecuacién (3.135) o
(3.139) para cada forma modal. Entonces al cal-
cularse las respuestas maximas para cada
ecuacién desacoplada, p}uede‘ obtenerse la
respuestadelsistema den G.L. conlas ecuaciones
(3.71), (3.72) 0 (3.128).

Aldisenarse una estructura civil no es posible
conocer los porcentajes de amortiguamiento
criticoasociados a cada modo devibracion, ya que
la estructura no esta construida. En estructuras
existentesque se revisan sismicamente, raramente
se efectiian experimentos para determinar dichos
porcentajestt Il (excepto en edificios muy im-

portantes por su funcion).

En el disefio de estructuras podrian
suponerse los porcentajes de amortiguamieto
critico que deberia tener la estructura al cons-
truirse; pero debido a la incertidumbre existente
en la calidad de los materiales estructurales, en la
elaboracién del concreto, en los procesos cons-
tructivos usados, etc,, el sistema estructural no
tendré dichos porcentajes en la realidad. No
obstanteenla prictica, al efectuar un analisis paso
a paso, es usual suponer porcentajes de amor-

tiguamiento del 5% constantes para todos los
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modos devibracién, a menos que se justifique otro raras veces se justifique un tratamiento mds
valor experimentalmente!™t 2, "L a falta de datos refinado"lref 131,

precisos sobre el amortiguamienso hace que

3.3.4.3.- PROBLEMAS RESUELTOS.

1.- Deducir las expresiones que describen el movimiento forzado con amortiguamiento de sistemas

discretos de varios G.L.
Enla figura 3.128 del inciso 3.3.4., se muestra un sistema discrelo de 2 G.L., que a diferencia
del estudiado en ef problema | def inciso 3.3.3.3., plerde energia de movimierto debido a fa

presencia de los amortiguadores cor constantes de amortiguamiento viscoso ¢ y Cz, que producen -
las dos fuerzas opositoras al movimiento Pot y Poa

En ef problema mencionado se estableciaron las sigulentes expresiones

Pa = -kix1 (8
Piy = mx" (b}
Pra = -KafXz-x1) wfc)
Pi2 = mx"2 w{d)

Para la masa ma de Ia figura 3.128, la velocided refativa o efactiva es Igual a la vefocidad total
x'2 da dicha masa respecio & fa posicién de reposo, menocs la wslocidad de la masa m

X'e = X'2- X" {8}

{a fuerza amortiguadora Ppa del segundo pistdn, que estsd también en movimiento, es entonces
para este caso

Ppz = -cox’r = -cafx'z- x"1) } ...(f)'
y para &l primer piston
Ppot = -c1xy wle)

Del equilibria dinémico del diagrama de cuerpo en libertad de la figura 3.129, inciso 3.3.4., se
tiene para cada mase .

Pn + Por = Py + P2 + Ppz-P1fY : {h)

Pr2 + Ppz2 = Pi2- Paft) wfl)

*El signo menos (-) es debido a que Pp y X' son de sentido contraric
**El signo menos (-) e debido a que la masa ss opone al movimiento
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sustituyendo (aj, (b), (c), (d), (), (1) ¥ (g) on (h) & ()

-k1x1 C1X1 —m1x'1 kafxa-x1) - ca@tz x')-P1(t)

-ke{xa X1) ca(xz X1) = mar'2- Pafl) E
de donde i ' :

mix'y + Kixy - kefcz- x1) .+ Cix’i- caf’2= X1).

wff)
ma'2 + kz(Xbe-)'(l):.b, k ’ ; (k)
y en forma matriclal el e . ‘
c1+c2 -c2 ‘; : _k—H-kz -kz —xx" _El(t) i
Ticka ™ k| im i PO
o en forma general para un sistema compuesto de n G.L.
M{x*} + C{x'} + K{x} = {P()} .(32132)

Ecuacién general del movimiento forzade con amortiguamiento
C-matriz de amortiguamiecto

{x'}-vector de velocidades de las masas

los demés términos de esta ecuacién han sido definidos en ecuaciones anteriorss,

Si se asuma que esta ecuacion tiene la misma respussta que la del movimiertto no amortiguado,
dada por las ecuaciones (3.71) y (3.72), las derivadas 1a. y 2a. respecto al tiempo son

o} = 21} -
x} = Z{f )
sustituyendo (I}, (m} y la ecuaclén (3.72) en la ecuacion (3.132) _
MZ{r} + CZ{r} + KZ{f} = {P)} )
premultiplicando por {Z}Tj ) ‘
{z} ;MZ{f} +{ZYiCZir} + 2V K2{f = {2} 1{PW} o ‘ (o)

Por las propiedades de ortogonalidad de los modos (ver problema 1, incise 8.3.3.3.),. (0} puede
escnibirse como

{2Y M3} + {21TiCH{zH{r} + {2} Kizhin = {2} P} w(P)
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que para la forma del modo de vibrar | resufta

Myfi + [Cijf| + [klfy = [PJ . (3.133)
E ién d jad

P o independiente para la forma det modo |

[ = {z}'iciz} w (3.134)
{Cjl-amortiguamiento transformado para la forma de! modo j -
ylosdemas términos son los mismos definidos ameriorments por las ecuaciones (3.74), (3.75) -

y (3.123). En la ecuacién (3.133), se ha supuesto que los modos son ortogonales-a la matriz de
amortiguamiento C, por tarto de las ecuaciones (3.6) y (3.15), para este caso

k] = (Wi)imi o wlq)
[Ci] = 2xj[Mijw} wir)
sustituyendo (q) y (1} en (3.133) y dividiendo entre [Mi], resulta
) i + 28 wif] + (WA = [PUIIMY e (3.135)
Ej-porcentaje de amortiguamiento crftico para Ia forma del modo |
sin embargo casl nunca serd ortogonal la forma del modo | a la matriz C, excepto si los
coeficiantes de dicha matriz son coeficientes de amortiguamiento critico porporcionales, /os
cualles I17¢]acen que la matriz C sea proporcional a la matriz K, a la matriz M, o a ambas cumpliendo
con ref,
C =aiM + a2K «.(3.136)
a1,xz-cosficientes de proporcionalidad
Como se indico en el inclso 3.3.4.2., dichos coeficientes o porcentajes de amortiguamiento
critico para cada forma modal, son oblenidos mediaris experimentos de vibracion libre o forzada

en astiucturas realas, y para fines de disefio as usual suponer &j = 0.05 constante para todas las
formas modales™ 2

*VIBRACION FORZADA EN LA BASE CON AMORTIGUAMIENTO

Andlogamente al proceso anterfor y a lo demostrado en el problema | del inciso 3.3.3.3.,
relacionado con este tép/co, la ecuacién del movimiento puede expresarse como

M{x*} + C{x’r} + Kixr} = -M{7}x*a . (3.137)

{x'}-vector de velocidades de ias masas relativos a la base
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cuya solucion esta dada por la ecuacion (3.128), y las ecuaciones desacopladas para cada
modo | son por analogia con la ecuacién (3.129) y (3. 130}

IMijfy + [CUfy + [Kifi = -{z} M{T}x' (3.138)

Ecuacion desacoplada o independiente para la forma del modo |

i+ 285w + (WA)ifi = cix'a (3.139)

donde el coeficients de participacién cj es el definido por la ecuacién (3.131).

I1.- Resolver e} problema Illa) del inciso 3.3.3.3, considerando un porcentaje de amortiguamiento

critico del 5% constante para todas las formas de los modos de vibracidn,

®RESPUESTAS POR EL METODO DIRECTO PASO A PASO DE SUPERPOSICION
MODAL

Para amontiguamierto subcritico, que es el caso de las estructuras eningenieria Civil, las formas
de los modos de vibracion y valores caracteristicos no son afectados por el amortiguamiento, por
tanto estos valores son los mismos que se calcularon en el problema citado.

Sustituyendo los porcentafes de amortiguamiento para cada modo y las ecuaciones (h) & (p)
obtenidas en el mencionado problema, en la ecuacion (3.135), se tienen las siguiemntes ecuaciones
desacopladas

1 + 2(0.05)(12.618)f' + 158.2243097h = 2.9244Faft) (a)
2+ 2(0.05)(33.731)F 2 + 1137.801587f2 = -2.7507Paft) w(b)
3+ 2(0.05)(52.895)F 3 + 2797.832942f = 1.3088P5(1) wf0)

o RESPUESTAS MAXIMAS DE LAS ECUACIONES DESACOPLADAS
Empleando el Método Numérico de Evaluacién de Respuestas Dindmicas del inciso 3.2.4.,(0

procediendo manualmente como en el problema Il del inciso 3.2.4.1.), se oblienen las siguientes
tablas y respuestas méximas para cada forma del modo

Ecuacibn (a) o forma del modo 1

Tabia 344
[} 29244P; X x x'
(3] (ton] {em] fomis] femis®)
0 0 0 0 S0
03 43,866 00065 Cesmt . 4025
06 &m2 aosez . 244 16650 |
09 8732 01556 447 51312
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Tabla 3.44
(oontinuacién) | & 29244P; X Xy

[s1 [ton) fem] [em/s]
012 8732 03119 58131
a1s 43,866 04893 56478
018 S0
021 )
a24 0
027 0.
30 o -
033 0.
a3 0
039 0
a42 0
45 0
048 0
as 0
as4 0
057 0
060 0

de donde

fimax = Ximax = 0.6846 [cm] para t = 0.21 [seg]

Ecuacidn (b) o forma del modo 2

Tabls 348 4 27507P; - i Jes
5] {ton] [em] fem/s] femss’}
0 0 0 0 0
015 206325 ° B4 0149 -19.272
030 41,2605 00057 05495 -32.879

- Q045 6189075 00180 10914 -37.783

0060 2521 00385 16353 -33.213
0075 8521 00656 18991 1482
Q090 8521 00931 -16859 29,045
at0s @521 01141 10m2 50968
0120 2521 01240 02251 5.356
0135 61.89075 1201 07832 72095
Q150 412605 -01003 18457 66,589
165 206325 00658 27002 45.081
0180 0 00213 31481 13.622
0195 0 00254 2951 33884
0210 0 00636 20426 29

«{d)



Tema Il Dindmica Estructural

Tabla 345
(continuacién)

0240
0255
0270
0285
0300
0315

27507P;
[ton]

o0 0 0 QO O O

Q00835
0623
00269
-0.0134
-0.0484
-00698

de donde

fzmax = Ximax = -0.124 [cm]

Ecuacion (c) o forma del modo 3

Tabla 3.46

Qaos

Qo7
Q08
Q09
Q10
all
012
Q13
a4
a1s
Q16
Q17
Q18
Q19
020
021
022
Q023

1.3088P;
fton]
0
6544
13.088
19.632
26176
32720
39264
39264
39.264
39.264
39.264
39.264
39264
32720
26176
19.632
13.088
6544

L= 20—~ T — A — Ty — ]

x
fem]
[}
Q0001
0.0008
00025
Q0053
00091
00133
0174
Q0208
00216
00207
Q0180
Q0144
Q0108
00077
00051
00031
00017
0.000S
00006
00016
00020
Q0019
00013

v‘x’i

(om/s]
0
Q0314
Q1151
02261
03335
04088
Q04337
03727
02156
Q0092
0189
03267
Q3703
03445
02906
02244
-a1641
Q1255
Q1178
-01099
00732
-00189
Q0376
Q0812

de donde

famax = Ximax = 0.0216 fcm] parat = 0.08 [seg]

wff)
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o ECUACIONES DE RESPUESTA DINAMICA DE DESPLAZAMIENTOS DEL SISTEMA
DE3G.L

Sustituyendo (d), (e), (f) y la matriz modal normalizada calculada en el problema llla) del inciso
3.3.3.3, en la ecuacion (3.72) y efectuando el producto matricial

X1 = 1.5833(0.6846) + 2.6758(-0.124) + 2.084(0.0216) w(g)
X2=2.3623(0.6846) + 1.0275(-0.124) - 3,1156(0.0216) w(h)
Xa=2.9244(0.6846) - 2.7507(-0.124) + 1.3088(0.0216) wll)

oRESPUESTA MAXIMA POSIBLE
De (g), (h) e (i) y la ecuacion (3.126a)

Xtabs = 1.08392718 + 0.3317992 + 0.0450144 = 1.461 fcm] - 7 ..{j)

X2abs = 1.61723058 + 0,127471 + 0.06729696 = 1.812 [cm] .. o (k)
Xasbe = 2.00204424 + 0.3410868 + 0.02827008 = 2.371 [em] . - w{l)

oRESPUESTA MAXIMA PROBABLE

De (g), (h) e (i) y la ecuacion (3.126b)

Xtoras ={(1.08392718) + (0.3317992)2 + (0.0450144)%1°% = 1.134fcm] -~ . ..(m)
Xaseos = {(1.61723058)° + (0.12741)% + (0.067286596)°)°° = 1.624 fcm] ) w(n)
Xaerss = {(2.00204424)2 + (0.3410868) + (0.02857008)°} %% = 2.031 fem] (o)

3.3.4.4.- PROBLEMAS PROPUESTOS.

L- Resolver el problema I del inciso 3.3.3.4, considerando un porcentaje de amortiguamiento critico

del 5% constante para todas fas formas de los modos de vibracion.

Solucién: X1abe = 2886 [cmj, x2abs = 5.717 [cm], X3sbs = 8.386 fcm], x1ares = 2.331 fcm],
Xowrss = 5,131 fom], Xaerss = 8.015 [cm)].

IL- Resolver el problema II del inciso 3.3.3.4, si se han determinado experimentalmente los porcen-
tajes de amortiguamiento critico proporcional asociados al modo 1y 2, con un valor de 8% y 11%,

respectivamente.

Solucion: X1ess = 1.5003 fcm], Xouse = 27997 [cm), Ftsms = 9.344 fton], FNzsmss = 16.622 fton].
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3.4.- SISTEMAS CONTINUOS

Los sistemas continuos son aquelilos que
poseen propiedades de masa y rigidez dis-
tribuidas en forma continua a lo largo de sus
miembrosy ofrecen por tanto un nimero infinito

de grados de libertad.

Las idealizaciones de estructuras consisten-
tes en tratarlas con propiedades distribuidas son
las que arrojan los resultados mas precisos, pues
enlarealidad todas las estructuras tienen su masa
y rigidez en forma distribuida; pero esta forma de
andlisis solo se presta en la practica de Ingenieria
al anlisis de los sistemas mas sencillos ya que el
clculo andlitico de estructuras completas, que
son los tipos mas frecuentes de estructuras civiles,
requiere de un trabajo tan grande que la
posibilidad de llegar a una solucién por tal medio
solo tendria interés académicol™ 13,

A continuacién se presentan algunos casos
que son fundamentales y que se prestan a un

tratamiento prictico como sistemas distribuidos.

3.4.1.- VIBRACION EN SISTEMAS
CONTINUOS

ECUACION DE ONDA UNIDIMENSIONAL

La figura 3.130a muestra un cable flexible
cuya masa esta distribuida a lo largo del mismo.
Una fuerza P constante en toda su longitud lo

mantiene tensado.

= x—ja
‘—’%} +

[

o

Figura 3,130. Cable en vibracion transversal.

La figura 3.130b muestra un elemento in-
finitesimal que se ha aislado del cable para su
andlisis. Existen dos variables independientes: la
posicidén x del elemento a lo largo del cable y el
tiempo t, y por tal motivo se emplean derivadas
parciales para obtener la ecuacién del movimien-

to oscilatorio.

A partir del equilibrio dinamico de la citada

figura se tienelrE 11

udxd®y/at? = -Paylax + P(aylax + a%x/ax)

(@)
de donde
udYIt = Py ox® w(®)
Ji-masa por unidad de longitud [ton-e¥/m?]
y definiendo
MWe=Plu . (3.140)

Vewvelocidad de propagacion de la onda
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se tiene la siguiente ecuacién de onda

unidimensional

ot = (VP 3%yrax®
VIBRACION TRANSVERSAL DE CABLES

e (3.141)

Con referencia a la figura 3.130b el
desplazamiento ‘y* del elemento infinitesimal en
cualquier instante puede encontrarse como el
producto de dos funciones de las variables inde-

pendientes

y =X «(C)
X-+4uncién pura de x

Si el sistema vibra en uno de sus modos

naturales con frecuencia w, la funcién del tiempo
puede estar dada por{™t 1]

f(t) = Aicoswt + Bisenwt ..(d)

Aq,B1-constantes que dopenden de las condiol
inicales

sustituyendo (d) en (c)

y = X(Aicoswt + Bisenwt) wfe)
derivando respecto a x

1a. derivada .
dy/ax = (Arcoswt + Bisenwt)dX/dx

2a, derivada

ylax® = (Arcoswt + Biserwt)dPX/x® ...(0

288
derivando respectoa t
la. derivada
ay/at = X(-Arwsenwt + Biwcoswt)
2a. derivada .
3%/at? = -Xwi(Arcoswt + Brsenwt) (g}

sustituyendo (£) y (g) en la ecuacion (3.141)
XwP{Arcoswt + Bisenwt) = (VP)o(As coéM e

+ Bisenwt)d®X/dx?

de donde
(VPed™Xiax® + Xw? = 0

dividiendo entre (V2 e
dax® + wX(P)e = 0 )

La solucidon de la ecuacién diferencial or-

dinaria (h) es

X = Azcos(Wx/Ve) + Basen(wx/Vo)  ..()

A2,Bz son constantes que dependen de las
condiciones de los extremos del cable (figura
3.130a),enx =0,y = Oyde(e)e (i) A2=0;en
x=L,y=0yBsen(wL/Vc) =0

y por tanto

arcsen(wL/Ve) = 0

M/Vo =nx

yen general

Wn = AaVoll = nafPluPSIL  ...(3.142)
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wpirecuencias angulares clel sistema wi, wa,...wn [rad/s]

como Az = 0, de (i) y (e)
y = Bafsen(wx/Vg)](Arcoswt + Bisenwt) ...(J)
por ser Aj, B1y B costantes, (j) puede
escribirse como
y =(Accoswt +Bosenwt)sen(wx/Vo) ....(3.143}

Ao, Bo-constantes que dependen de las condiciones - -
iniciales .

los valores méaximos de la ecuacién (3.1'43)1_’

estin definidos por

Xn = senfwlVe) (k)

sustituyendo la ecuacién (3.142) en (k)
Xn = sen(nxxiL) e {3.1438)
Xn-ampltudes componentes de las formas modales

por lo general el sistema oscila con una
configuracién que es una combinacién de los
diversos modos naturales; por el principio de
superposicionla ecuacién general del movimiento

se puede escribir entonces como
y=%n(Ac Pooswnt +
Bo Mserwntjsen(irdil) . (3.144)

cuya 1a. deriveda es
¥ = Zn41 (Ao Pwnsenwet +

Bo ‘"’wncoswnt)sen(mnr/L) wfl)

para t = 0, de (3.144) y (1)

Yolx) = Zn Ao (mysen(nax/L) w{m)
Y'o(x) = Zn+1 wnBo Msenfnodl)  ..(n)
multiplicando ambos lados de la ecuacién (n)

porsen(n'zx/L) e integrandodex = 0ax= L, se

obtiene
S : YofX)sen(n'rx/L)dx =

=AMy :' sen(nmxiL)sen(n'mx/L)ox ...(0}

sin = n', laintegral de la parte derecha de (0)

es cero, y para n = n’'vale L/2, por tanto

analogamente para la ecuacién (n) se tiene

Bo ™ = (2hL) J- yofjsen(ndLjcx
(3. 1485)

yo(x)-configuracién estétioa inicial del cable

3.42- DISCRETIZACION DE
SISTEMAS CONTINUOS

De los sistemas con masa y rigidez dis-
tribuidas, tinicamente los casos més simplesy sen-
cillos se prestan al calculo analitico de las
respuestas dindmicas, formas de los modos de
vibrar, frecuencias naturales de vibracién, etc.,
mediante un tratamiento como sistemas con-

tinuos,

En la practica, con ayuda de programas de
cémputo, aplicando el método de superposicién
modal, estudiado en el inciso 3.3,y empleando un

criterio de discretizacién de masas es posible cal-
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cularcon la aproximacién deseada, las respuestas
s(ref. 15)

dindmicas de los sistemas continuo

El caso préctico méas comiin de discretizacién
de sistemas continuos es el de los elementos rectos
horizontales (vigas, trabes, etc.), ya que el de mar-
cos planos es resuelto usualmente como sistemas
discretos de varios G.L., en el que las masas se
suponen concentradas en los niveles de los pisos
despreciando los grados de libertad dindmicos
producto de aceleraciones verticales y
rotacionales, y empleando el criterio de
discretizacién y los métodos de solucién presen-
tados en el inciso 3.3. Con este procedimiento se
introducen errores insignificantes en los marcos
planost®®t 13]

Considerando un segmento recto como el
mostrado en la figura 3.131, si se eligen como
grados de libertad dindmicos vy 6, con los sen-
tidos positivos indicados, con el objeto de que
coincidan con tos G.L. estiticos que se eligieron
para obtener la matriz de rigidez de las vigas en el
inciso 3.3.1.2. y figura 3.96, la matriz de masas M«h
que se obtiene, llamada matrizcensistente, esta

dada porlret 13

Vin Om Va Gy
G4 (156 2L 54 -BL |vm
42 1L 312 |6m
3L 156 -22L [wn
2L 4.2 |6,

- 2L
M= mL/420
54
-13L 312

Moh-matriz de masaa de slementos horizontales en
coordenadas giobales

Y

m-masa uniforme distribuida
l=momento de inercia = cte.
E-méduo de elasticidad = cte.

Vi v
fm L ™ _E *n

EX
| L ;e,,

Figura 3.13L Elemento horizontal recto compo-
nente de una viga con 2 G.L. dinamicos por nodo

La matriz de rigidez Ken se obtiene
suprimiendo los renglones y colummnas un y um
de la matriz general dada por la ecuacién (3.79)
del inciso 33.1.2,, por lo que puede expresarse

como
V' em vn en
@.1dg).|En’ et e’ eI’ |
_jemil! 4BL  6BIL?  2BUL | 6
K= pa’ san? e’ en? | w
6BYL? 2BIL  6BIL?

4EIL 0.

Kon-matriz de rigidez de elementos horizontales en
coordenadas gicbales

Las matrices de masas My y rigidez Kv de un
elemento horizontal discretizado en segmentos
rectos, serdn entofices arreglos cuadrados de
ordenn xn, con n=: # de nodos no restringidos x
2G.L

La discretizacion de un elemento horizontal
puede efectuarse dividiendo su longitud en seg-
mentos discretos separados uniformemente una
distancia L. La matriz de rigidez y la matriz de
masa de cada segmento remplazaran a las dis-

tribuidas del sistema continuo.
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Este procedimiento es ideal para ser pequefio de segmentos para ejemplificar el -
programado en una computadora y poder efec- procedimiento de solucién. )

tuar una divisién del sistema en un nimero

ob trice: Kv del sist
adecuado de segmentos (es recomendable un Al obtenerse las matrices Mvy Kv istema

. discretizado, pueden e rse las respuestas
numero minimo de 5 segmentos entre apoyos), " P 1 encontra puestas

. ioae dindmicas por el Método Directo Paso a Paso de
seglin la precision deseada.

Superposicién Modal, calculando previamente

En los problemas siguientes, por efectuarse los valores caracteristicos, formas de los modos y
los calculos con una calculadora de bolsillo, se frecuencias angulares con el Método de Iteracidn
discretizan los sistemas continuos en un niimero Inversa del inciso 3.3.2.3.

3.4.3.- PROBLEMAS RESUELTOS.

L.- Determinar la respuesta maxima de desplazamientos dindmicos para la trabe mostrada en la figura
3.132a, si es excitada por la fuerza cuya grifica en funcidn del tiempo se muestra en la figura 3.132b.
Considerar 20% de amortiguamiento critico constante para cada forma del modoy el criterio de respuesta

méxima probable. Despréciese el peso propio.

Pt P ton]
O] 2lt/ml ® ea
-7 : 7 Propiedades de la trabe
T 2 Segmento El{tm?]
: 1 996
T ey g
3 2361

L-' 1.5 ——L— 1.3 -’L—' 20 —-—-I 2,085 tlseq)

. b) Funcién d. itacid
- a) Trabe de seccidn variable ) Funcién de excitacion

Figura 3.132. Sistema continuo que representa una trabe doblemente empotrada con apoyo.

oDISCRETIZACION DEL SISTEMA CONTINUO

Se divide el sisterna continuo en tres tramos para llustrar el procedimiento de solucién; pero
@s recomendable s/ se cuenta con una computadora efectuar mayores secciones.

Se numeran los segmerttos y los nodos obtenidos de izquierda a derecha, como se muestira
enla figura 3.132a.

la masa distribuida 6s m = wig = 2/9.80665 = 0.204[t-s*/m?]
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Para cada segmento las matricaes de masas Men y de rigideces Ken se calculan con las
ecuaciones (3.147) y (3.148)

V1 o v2 62 v1 61 w2 62
Y 2__ — o2
0.1137 0024 0.0393 -0.0142{w 341 265 3541 2656 | w1
Meani={ 0.024 00066 00142 -0.0049 |61 kemi= | 2656 2656 2656 1328 |6
0.0393 00142 0.1137 0024 |v2 3541 2656 - 3541 2656 | va
-0.0142 -0.0049 -0.024 "0.0066 |62 - | 2656 1328 26562656 (67
]01137° 0024° 00393 -00142]vy | | 8395629
Menz=| 0,024 0.0066 0.0142 - -0.0049 62 kehz= | 6296 62
100393 00142 01137 -0.024 [v3 | 8305
-0.0142 -00049 -0.024 0.0066 |63 | 6296
V3 83 \Z 04 W 63 ar
01515 0.0427 0.05246 -0.02526v3 | 3542 342 35423542 |va
Muns=|00427 00155 002526 -0.01166/63 kams= | 3542 4722 3542 2361 |63
0.05246 0.02526 0.1515 -0.0427 |va | 3sd2 3542 3542 3542 | v
[0.02526-0.01166 -0.0427 0.0155 |6 | 3542 2361 3542 4722 |64

®MATRICES DE RIGIDECES Y DE MASAS DEL SISTEMA DISCRETIZADO

Estas matrices serénde ordennxn,conn= 3 (2G.L.enelnodo 1 + 1 G.L.en &l nodo 3)

v2 é2 63 2 02 63

0.2274 0 -00142 } v2 11936 3640 6296 vz .
My = 0 00132 -0.0049 | 62 ) Ky = 3640 8952 3148 62

-0.0142 -0.0049 0.0221 | 63 6296 3148 8657 03

oFRECUENCIAS ANGULARES, PERIODOS DE OSCILACION Y FORMAS DE LOS
MODOS DE VIBRACION

Por tratarse de un sistermna estrechamerts acoplado, se emplea el Método de Heracién Inversa,
programado en una calculadore da bolsillo (ver codificacion al final del problema Iil del inciso
3.3.2.4), o procediendo con céfculos manuales (como al inicio del citado problema), se obtiene
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Forma del modo 1
{zh {x*) oy
1.0 0.2274 3.340725322E-5"

-0.1698857546 -0.002242491961 -5.35199193256 o
-0.6938517908 -0.01533412458  -2.412130302E-5

de la ecuacion (3.117) se tiene
T x"} = 7.978690247E-6
{y} M = {7.939331885E-6 4.75480913E-8 -9.81239032E-7}
{¥} M{y} = 2.886455577E-10
(w1)? = 27641.82588 wy = 166.26 [r/s] Ty = 0.0378 [s]
Forma del modo 2

conu = 221000 se obtlene

{z}2 {x*} {y}

1.0 0.2274 1.845707567E-5
-7.215471515 -0.095244224 -1.32108052E-4
8.203153942 0.1812897021 1.500431806E-4

de la ecuacion (3.119)
{y}"{x"} = 4.398095142E-5
fyY'M = {2.0665258436-8  -2479037871E-6  -3.701192726-6}
{y} Miy} = 9.209816984E-10
(W2)? = 221000 + 47754425 = 268754.25; wz= 518415 [r/s] Ta= 0.01212[s]
Fonma del modo 3

Andlogamerta con u = 880000

{z}3 {x*} {y}

1.0 0.2274 6.133997986E-6
14.67640354 0.1937285271 9.1771213797E-5
8973355464 0.1983111558 5.574822386E-5

{y}T{x'} = 3,022924697E-5
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{y}'M = {6032463632E6-7  9.362259243E-7  6.952494998E-7)
{y} M{y} = 1.285622357E-10
(wa)® = 880000 + 235133.1774 = 1115133.177; ws= 1056998 [r/s];  Ta= 0.00595 [s]

#NORMALIZACION DE LAS FORMAS DE LOS MODOS DE VIBRACION
Forma del modo 1
de la ecuacién (3.69)

{z)"1M = {0.2572526954  0.001157381614  -0.02870168438}

(M) = (2" 1M{z}r = 0.2569707878
N1 = 0.5069228618

de la ecuacién (3.70)

1.9726867
-0.33513137
-1.3687522

{rth=

Anélogamente peravlas demlés formas modales
Forma del modo 2 _
{Z}Tzu = {0.110915214 -0.1354396783 0.2024455125}
(No? = {2} "aM{z}2 = 2.748868055

N2 = 1.6573971067

0.60315

{r)2= -4,3519
4.9477

Forrma del modo 3
{2} M = {0.09997635241 0.149755085  0.1121967784)
(N3)? = {z}TaM{z}s = 3.304684692 Na = 1.817879174

0.55009

{th= 8.07337

4.93617
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eRESPUESTAS POR EL METODO DE SUPERPOSICION MODAL

Forma del/ modo 1

de la ecuacion (3.74) y por ser modos normalizados respecto a M

Mi] = 1.0

de la ecuacién (3.75)

{r}T1K = {13708.44641 -128.3483618 -484.245885}

fk1] = {rY"1K{rh = 27748.29609

El vector de fuserzas excitatrices es, de la figura 3.132a

Pi(t)| w2

{P@)}=! 0 62

0 93

por tanto de la ecuacion (3.123)

(P11 = {rT1{PW} = 1.9726867F))

Similarmente para las otras formas modales

Forma del modo 2

Forma del modo 3

Mo = 1.0
{rY 2K = {22508.73696  -21188.1574  32929.69335}
[kl = {1} 2K{r}2= 2687111307

P2} = {1} AP®)} = 0.60315P ()

Ma] =10
{r}TsK = {67031.06736  89814.199 71610.75509}
kel = 1) ToK{r}a= 1115459.26

[Pd = {r}Ts{P(h} = 0.55009P1 1)

(@)

)

()

e (d)
..{8)
i
(9

'(h)-
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¢TRANSFORMACION DEL SISTEMA DE 3G.L. EN 3 SISTEMAS DE 1 G.L.

Sustituyendo (a) hasta (i) en Ja ecuacion (3.135), y como (w2 = [k por ser modos nor-
malizados, se tiene

1 + 0.4(166.26)f"y + 27748.29608f1 = 1.9726867P1t) : )
P2+ 0.4(518.415)'2 + 268711.1307f2 = 0.60315P1 (t) ()
3+ 0.4(1055.998)f'3 + 1115459.26f3 = 0.55009P () )

oRESPUESTAS MAXIMAS DE LAS ECUACIONES DESACOPLADAS

Empleando el Método numérico de evaluacion de respuestas dinémicas presentado en el inciso
3.2.4., y programado en una calculadora de bolsillo o procediendo con calculos manuales (ver
problema i, del inciso 3.2.4.1.), se tienen las siguientes tablas y respuestas maximas

Ecuacién (j) o Forma del modo 1

Tabila 3.47 ti 1.9726867P; xi x'i x"i
] {ton] [m] s . [wid)
0 0 0 [ 0
000378 17.896 393B.5 Q030155 . 14796381
000756 35.792 279984 0101224 21.281 269
Q01134 53.689 814E-4 Q180001 19107202
Qaot512 71.585 -~ 0001614 0238059 10937622
00189 89,481 0002568 0260323 0878352
002268 107377 00035369 Q247213 -7.239034
002646 0 00041326 -3.8B-5 -114.670005
03024 0 ) Q0034021 1358409 -70520663
Q03402 0 00016807 -0.515461 -12289544
Q0378 0 -2274E-4 0462767 371434
004158 0 00016335 0264893 62975694
Q04536 0o 00021726 0021257 61.703009

da donde

fimax = Ximax = 0.0041326{m] para t = 0.02646 {s] ...(m)

Ecuacion (k) o Forma del modo 2
Tabin 3.48 t Q60315P; 6 & ot
[seg) [ton] [ead] [rad/s) [radss?]
0 0 0 0 0
00012 1737 487  931E-4 1.440591
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Tabls 3.48 ti Q60315P; & L] ey
(continuacisn)| fseg) [ton] ] (md/s] ‘ ,.[réd/sz]
0024 1474 2786 "Q003134. 2086053
00036 s 8B 700056 1897458
acos8 1007: 1121081 .
00060 0143898
00072 0665758
00084 1075424
00096 -1.038996
00108 066591
0012 0154264
00132 0295905
00144 7285 Q004552 0548769
0156 _ 77985 0005243 0563923
00168 ., ‘ 8465 0005829 388705
00180 126086 918E-5 006139 123162
_ o092 "21.793 99285 0006132 0124735
0204’ 29,530 1064E-4 005879 0276656
“a0216 31.267 113284 Q005519 -0303354
0228 33,004 " L196B-4 0005154 0223558
00240 M 125884 0005005 0087193
0ns? o 1236B-4 0014564 -30205192
00264 0 78E-S 0042108 14858095
00276 0 307B5 0049619 2886301
00288 0 24B5 -0039019 1453384
0300 0 . S8IBS 0017812 19458031
00312 0 -G63E-5 0004631 16843933
0034 0 SOIES 00205%4 9219084
de dorncle
fomax = Oimax = 1.258E-4{rad] parat = 0.024 [s] w{n)
Ecuacion (1) o Forma del modo 3 i
Tabls 248 u 0550098 6 Lo o
fseg) [ton] fmd]  [mdss] frad/s?}
0 0 o ) 0
00006 a7 0 211E-4 06521
Q0012 158 |7 70784 0934515
0018 - 238 |7 - 0001258 8414
0024 317 18E-6 000166 0472269
0030 396 28B-6. . 0001808 0023793
0036 ars . a%E-6 001703 033243




Tema il Dinémica Estructural

Tabia 340 t 055009P; s o
{continuacién)} [seg) [ton]} " [radfs} -~ [radssY)
00042 555 |0001452 . 0486611
00048 634 0001162 ° | Q447612
00054 713 . 944B4 0263808 .
00080 792 ‘8554 0030669
Q0066 898E-4 016079
0072 001031 262482
0078 0001188 0243116
0084 001307 0144654
00090 001356 0018677
" 0.0096 001334 0085531
0102 0001267 Q128814
00108 © 0001187 0126475
_ao114’, - 0001124 0081278
- Q0120 - 0001093 0018321
1 Q0126 001103 045078
o132 0001139 070566
00138 0001181 0066141
" 00144 0001214 004002
00150 0001228 000602
o156 0001225 0014178
ao162 000121 033245
0168 001188 -0036639
o174 001168 -a026706
00180 0001157 -2009836
00186 001159 0014885
00192 01171 0a071
aot9s 001183 0018128
00204 001191 0009905
0210 0001194 1.26B-4
o216 * 0001194 74584
ao 0001192 Q007281
ao28 001189 Q00276
00234 -a007071 25512743
0240 -0018442 11705707
a0246 -0020941 3025109
0252 -015698 13420013
00258 -0006244 1688424
0264 003235 13781311
de donde famex = Oimax = 2.65E-5[racl] para t = 0.0228 [s]

..{0)
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#RESPUESTAS DEL SISTEMA DISCRETIZADO

sustituyendo (m), (n) y (0} y las formas modales normalizadas en la ecuacion (3.72)

xz|| 1.9726867 0.60315 0.55009 | [ 0.0041326]
62(1-0.33513137  -4.3519 807337 1.258E-4
S

-1.3687522 4.9477 4.93617 2.65E-.
oRESPUESTA MAXIMA PROBABLE
De la ecuacion (3.126b)

Xasesa = {(0.008152325056) + (7.567627E-5)2 + (1.4577385E-5)2}°5 = 0.0087153 [m] '
= 0,8153 [cm] we{P)

Ozsess = {(-0.0013849638)? + (-5.4746902E-4)2 + (2. 13944305E-4)2}%5 = 0,0015045 frad] ...(q)
B3eres = {((-0.005656505342)% + (6,2242066E-4)2 + (1.30808505E-4)2}%5 = 0.005602 [radl] ... (r)
II.- Determinar la respuesta mixima de desplazamientos dindmicos para la trabe mostrada en la figura

3.133a, si estd sujeta a la accién dinamica de la fuerza cuya grafica aparece en la figura 3.133b. Considerar

5% de amortiguamiento constante para cada forma modal y el criterio de respuesta maxima probable.

Pt

@ . @ PCDIkQ)
7 1 T 2 3 I 4 Caracteristicas de la g'ubo
“4 E = 4626.28 [kg/om?)
; ] ® @ @ 1= a1e23em’] 0

A - 71 m = 0.007031 [kg-a%om?]

__125 ! ) 125_._‘%_]25 l 125___
. 7125 tlseg)
- 500

a) Trabe doblemente empotrada b) Funcidn de excitacién

Figura 3.133 Sistema continuo que representa el modelo dindmico de una trabe doblemente empotrada.

o DISCRETIZACION DEL SISTEMA CONTINUO

Dividienda /a trabe en cuatro sagmentos de igual fongitud y numerando los 5 nodos obtenidos
de izquierda a derecha, como se muestra en Ia figura 3.133a, se discretiza e/ sisterna continuo.

£l drea tributaria de cada nodo no restringido es de 125 [cmy], y por tarto su masa concentrada
vale
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mi. = (0.007031)(125) = 0.878875 fkg-s%/cm]

310

Forlanto para cada segmento la matriz de masa Men y la matriz de rigidez Ken se calculan con
lasecuaciones (3.147) y (3.148)

Men =

Menz=

Men3=

Moha=

(032644 5.7545

-3.4004 -98.0887 -5.7545

[0.32644 5.7545

(032644 57545 0,113

|-3.4004 -98.0887 -5.7545

[0.32644 5.7545

Vi 61 v2 g2
. 0113
5.7545 130,785 3.4004

0113 3.4004 0.32644

-98.0887
-5.7545

vy 92 vi 03
0.113

5.7545 . 130.785 3. 4004
0.113 3. 4004 032644

-3. 4004 -98.0887 -5. 7545

-98,0887
-5.7545

w63 ve 64

5.7545 130785 3.4004
0113 3.4004 0.32644

-98.0887
-5.7545
130.785 |

" vg 04 vs s
0.113
5.7545 130.785 3.4004

0113 3.4004 032644

-98.0887
-5.7545

|-3.4004 -98.0887 -5.7545 130,785

-3,4004 |

130.785

-3.4004 |

130.785 |

-3.4004 |

-3.4004 |

61
v2

vi

v4
04
vs

s

s ’K.‘thﬁ‘

-118.309
T34.291

w
118309
TM.291
-118.309
1’}291

(]

73%4.291

G.161909ES
-7394,291
3.080954E5

1’ 3.080954ES

65
734,291

6161909E5 -

-7394.291

3.080954ES -

04
734,291
6161909ES
~7394.291
3.080954ES

vz .
-118.309

-7394.291
118309, -

02

74291 |

3080954E5
-Tig4.201 -

-7394.291 ¢ 61

vs
-113.309
-7394.291
118309
-73%4.291

eMATRICES DE RIGIDEZ Y DE MASAS DEL SISTEMA DISCRETIZADO

04

7394291

3.080954ES
7394291
6161909ES

o
7394.291
3.080954ES
-7394.291
6.161909E5

La matriz de masas y la matriz de rigidez serdnde ordennx n,conn = 3nodosx2G.L. = 6

—2 02 vs
vz [ 065288 0 0.113
62 0 26157 3.4004
v | 0113 34004 065288
93 |-34004  -98.0887 0
va 0 0 0.113
0s | 0 0 -3.4004

63 V4
-3.4004 0
-98.0887 0

0 0.113
261.57 3,4004
3.4004 0.65288
-98.0887 0

04
0"
0

-3.4004

-98.0887

0
261.57
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v 62 v3 63 V4 C 04
v [236618 0 -118309 7394201 0 0
62 | 0 12323818E6 -7394.291 3.080954ES 0 0
vi ' |.118300 .-7394201 236,618 0 -118309 7304291 -
637 (7394291 3.080954ES 0  12323818E6 -7304201 3.080954ES|.. -
w |70 0 118309 7304291 236,618 o
s (0 0 7304201 3.080954ES 0  1.2323818E4

oFRECUENCIAS ANGULARES, PERIODOS DE OSCILACION Y FORMAS DELOS
MODOS DE VIBRACION

For tratarse de un sisterna estrechamente acoplado (con 2 masas conectadas a los apoyos) y

empleando el Método de lteracion Inversa programado en una calculadora de bolsillo o procedien-
do manualmerte (ver problema lll del inciso 3.3.2.4.), se obliene:

Forma del modo 1

{zh {x*} {y}
1.0 0.65288 003469216324
0.01111092408 2.906284412 3.855499122E-4
1.840238568 1.201454956 0.06386402595
-5.92920428E-6  -0.001550901964  -2.99195711E-8
0.999182307 0.6523461446 0.03468803708

-0.01110782937 -2.905474920  -3.855342956E-4
do la ecuacion (3.117) se tiene
{y} {x"} = 0. 1242488553
{y}'M = {0.02906655621 0.3180144581 0.05215750264 -2.33884682E-5 002966365684
-0.3180045048)
{y}"M{y} = 0.0056848247341
wy)2= é1.998 wy = 4.69 [r/s] Ti = 1.34(s]

Analogamerite para las demds formas modales

Forma del modo 2

conu = 150 se obtiene
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{z}2 {x*} (y}
1.0 0.65288 0.04310270975

0.004248646899 1111318569  1.831965258E-4
344325623E-4  -2.24803312TE-4  2.06647575E-6
-0.01563179268  -4.088808013  -6.736268285E-4

-1.00038102 -0.6531287604 004310047262
0.004253043369 1112468554  1.831701096E-4

de la ecuacion (3.118)
{y}T{x"} = 0.05945274639

{y}™M = {0.03043173132 0.114000922 1.691762017E-6 -0.5050622979 -0.08042980372

0.1139799586}
{y} M{y} = 0.003005349542
(w22 = 150 + 19.782 = 169.782 wa= 13.03[rls] Ta= 0.482[s]
Forma del modo 3
# =625
{z}3 {x*} {y}
1.0 0.65288 002765312354
-0.009256702885  -2.421275T74  -2.564983123E-4
-1.031448891 -0.6734123521  -0.02854477559

- -2756990196E-5  -0.007211459256  4.53429291E-8
09974082305 0.6511878855 0.02765795827
0.009277974913 - 2.426839898 2.564T21T76E-4

tr} {x"} = 0.05653057287

{y}7M= {0.01482845747 -0.1641603681 -0.0141304857 3.08638844E-5 0.01483192234

0.16841446348}
Y M{y} = 0.001307830218

wy)® = 625 + 43.225 = 668.225 wa=2685[rls] Ta= 0.243[s]
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Forma del modo 4
{z}4 {x*}
1.0 0.65288

-0.07460107663 -19.51340361
5.280310646E-5  3,453285135E-5
0.08221697927 21.50549527
-1.00243997 -0.6544730074
-0.07462432972 -19.519485%2

)7 {x"} =-0.04536819119

# = 2500
v

-0.007584758944
5.639655146E-4
-3.2329615E-7
~6.248644731E-4
0.007586086109
5.639727675E-4

313

{¥}'M = {-0.002827184797 0.2088075042 -8.576672E-8 -0.2224968585 0.002827978212

0.2068116}

Iy}Y M{y} = 4.174514712E-4

(wa? = 2500- 108.679 = 2391.321

Forma del modo §
# = 6400 se obliene

{z}s {x*}

1.0 0.65288
0.2976030495 77.84402965
-4,756494903 -3.105420392

-1214165524B-5  -0.00317589276
1000051076 0.6529133468
-0.2976232298 -77.84930823

{y}
-0.01075438676
0.003200563443
-0.05115189495

-3.692742B-9
0.01075443293
-0.003200567141

)"} =0.6711576679

wa = 48.901 [r/s]

Ta=0129[s]

{y}Tﬂa{O.OO1241172455 0.6632348384 -0.009199148113 -~4.46186-7 0.001241177485

-0.6632350813}

Y Miy} = 0.004742703652

(we) = 6400 + 7141.52 = 6541.52

ws = 80.88 [r/s}

Ts = 0.0777 [s]
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Forma del modo 8
u = 15900
{z}s {x*} {y}
1.0 0.65288 0.002546623748

0.1044378457 2731780731 2.656902771E-4
1.305182503E-4  8.521275528E-5 -1.9015084E-8
0.1693401447 44.29430164 4,309462651E-4
-0.9998942824 -0.6528109791 -0.002546623373
0.1044483814 27.32056313 2.656885368E-4

Iy} {x"} = 0.0369304035
{y} M = {1.972478846-4 0.02722558221 -6.454483E-0 0.04326127566 -1.9725193665-4
0.02722525632)
{y} M{y} = 3.41235595E-5
fwe)? = 15800 + 1082.26 = 16982.26 we=130.316[r/s] Te= 0.048 [s]
©NORMALIZACION DE LAS FORMAS DE LOS MODOS DE VIBRACION
Forma del modo 1
de la ecuacién (3.69)
{z}1M = (08608471199  0.164413206  1.502915206 -0.00463494132  0.8602729411
-9.162440567}
)2 = {23T1M{z}4 = 4.6697387102
) Ny = 2.1655805468
y de la 6cuacién (3.70)
[ oierr |
0.00513
{th = 0.84977
-2.73793E-6

0.46139
-0.00513
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Anélogamente para las otras formas modales

Forma del modo 2
{z}TaM = {0.705995439 2.64344994 -2.828083299F-4 -11,72482338 -0.706322017

2646841622}
(N2)? = {z}T2M{z}2 = 1.618355327
Na= 1.272145953

s 0.0033398
{r}2 = |-2.706651E-4
-0.012288 -

-0.78637
0.00334

Forma del modo 3
{z}Tall = {0.536420024 -5.925910287 ~-0.5107305403 -0.01811105785 0.5345404122

5.836883003}

(N:;)2 = {z}'r aM{z}a = 1.706304622 . Na = 1.306255956
.0.76555

-0.00709
{r}s = -0.78962
-2.110605E-5

0.763563
-0.007103

Formadel modo 4 {z}TaM = {0.3733153606 -27.57778037 -1.62113951E6-4 29.33372451
-0.3748964144 -27.5842224} —

. 0.37071
-0.02766
{r}a = 1.9608E-5
’ 0.03048

Ng = 2.697525336 -0.37161
-0.027664

(Ng® = (2} 4M{z}4 = 7276642937
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Forma del modo 5 »
{z)7sM = {0.1154373624 6167123535 -0.8554071806 -0.0010227544  0.115388136
-61.67413199}
(N5)2 = {z}7 sM{z}s = 41.00877336
Ns = 6,403809285

015616 |
0.04647
{c}s=-| 074276 * |
- | -1.89601E-6
015617
004648

Forma del modo 6

{Z}T3M= {0.07707052053 10.70789646 6.133325E-5 17.00448267 -0.0769720025

10.70976466}
(Ne)® = {z}7 eM{z}e = 5.270503172

Ne= 2295757647
(o435 |
0.045492
{r}6 = | 5.68519E-5
0.07376
-0.43554
0.045496

®RESPUESTAS POR EL METODO DE SUPERPOSICION MODAL
Forma del modo 1
de la ecuacion (3.74) y po} ser modos normalizados respecto a M
Mi] = 1.0 (@)
de la ecuacion (3.75)

{r}T1K= {8.707409879 37.82842729 156.88731576 -0.56434449 8.657585142
-39.51551457}
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k] = {r}T1K{r}1 =21.998

£l vector de fuerzas excitatrices es, de la figura 3. 1_85{ o S )

el

portanto de la ecuacién (3.123)

P = (N"{PE} =.0-94,977’5 3(') -

Similarmente para las otras formas modales
Forma del modo 2
Mzl = 1.0

{r}TaK =.{95.16928557 332033837 -0 027072‘675 -1458.412965  -95.17622673

328.2775603}
[ka] = 168.78
[P2] = -2.706651P4fY
 Forma del modo 3
My = 1.0

{r}TaK = {274.4059882 -2905.409579 -262.7989629 -7.31301547

2906.425188}
{ka] = 668.248
[Py =-0.78962P3(Y)
Forma del modo 4
My =10
{r}T4K = {313.0923287 -24697.07778 0.081540541 26006.85745
~24701.71734}

{ke] = 2391.654

-313.30969245

317

()

w{C)

wo(d)
w(e)
w ()

w(q)
274,2479668

w(h)
«fi)

wll)

(k)
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[P4f = 1.9608E-5P3(t) ()
Forma del modo 5
{Ms] = 1.0 o - Cw(m)

{r}TsK = {124.8114401 62760.38168 -900.0011841 -5.4915053 124.8418456

-62773.8738}
{ks] = 6541.677 N R ()|
{Pg] = -0.74276F3(t) (0}
forma del modo 6
Me] = 1.0 /)]

(YK = {648.4645127  78788.20917  0.037113896  125374.8545 -648.466234
78785.97946} '
[ke] = 16981.591 ' @
[Pe] = 5.88519E-5Paff) . ")
#TRANSFORMACION DEL SISTEMA DE 6 G.L. EN 6 SISTEMAS DE 1 G.L.

Sustituyendo (a) hasta (r) en la ecuacién (3.135), y como (uF), = [k] por ser modos nor-
malizados, se tiene

1+ 0.1(4.69)f" + 21.888f1 = 0.84977P3ft) o fs)

2+ 0.1(13.03)F 2 + 169.78f2 = -2.706651(10°%)P4(t) wl®
3+ 0.1(26.85) 3 + 668.246f3 = -0.76962Pa() wftr)
4+ 0.1(48.901)F 4 + 2391.654f = 1.9608(10°)PY) wlV)
- P'5+ 0.1(80.88)F's + 6541.677f5 = -0.74276P3(}) (W)
fe+0.1(130. 3‘16)f'e + 16981.591/e = 5.68519(105)Pat) )

oRESPUESTASMAXIMAS DE LAS ECUACIONES DESACOPLADAS

Empleando el Método numérico de evaluacion de respuestas dinémicas presentado en 3.2.4,
y programado en una calculadora de bolsillo o procediendo con calculos manuales (ver problema
1ll, del inclso 3.2.4.1.),se tienen las siguientes respuestas méximas
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Ecuacién (s} o Forma del modo 1
con At = 0.0134 [sag] se tiene

fimax = Ximax = 70.5278f{cm] para t = 0.3886 [s]
Ecuacidn (t) o Forma del modo 2
con At = 0.0482 [seg] se encusentra

famex = Oimax = -0.001018 [rad] parat = 0.1928 fs]
Ecuacién (u) o Forma del modo 3

con At = 0.0243 [seg] se calcula

famax = Ximax = 1.095643 [om] parat = 0,1215[s]

Ecuacion (v) o Forma del modo 4
_con At =0.0129 [seg] se tiene
famax = Oimax = 8E-6 [rad] kara t=0.0645[s]
Ecuacién {w) o Forma del modo 5§

con At = 0.00777 [seg] se encusentra

fsmax = Ximax = -0. 1052804 [cm] para t = 0.03885 [s]

Ecuacién (x) o Forma del modo 6
con At = o; 0048 [seg] se calcula
femax = Gimax = 3.1E-6 [rad] para t = 0.024 [s]

oRESPUESTAS DEL SISTEMA DISCRETIZADO

319

aly)

“.‘.,(z)

fag)

..(ab)

‘v “«(ac)

wfad)

wstih:yéndo v), (), (aa)}, (ab), (ac) y (ad) y las formas modales normalizadas en la ecuacién

(3.72), y efectuando el producto matricial se tiene

X3 = 8.946208606 + 2.755370718E-7 + 0.8651416257 + 1.56864E-10 + 0.0781980699

+ 1.7624089E-10

X2=4.861422206-8.0021926£-~4-0.8387694987 +2.965568E-6-0.01644058726 + 1.350329E-6

62=0.054007614-3.3899164E-6 + 0.00776810887-2.2128E-7 - 0.004892380188 + 1.410252E-7
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03 =-2,882437945E-5 + 1,.2509184E-5 + 2.312469594E-5 + 2,4384E-7 + 1,996126912E-7
+ 2.28656E-7
Xa=4.857421642 + 8,0052466E-4-0.836592456-2.97288E-6-0.01644164007- 1.350174E-6
' 04 =-0.054007614-3.40012E-6-0.007782352229-2.21312E-7 + 0.004893432992 + 1.470376E-7
eRESPUESTA MAXIMA PROBABLE
De la ecuacion (3.126b) y las ecuaciones anteriorss, se tiene
Xoarss = 4.933 fem]
O2xss = 0.0548 [rad]
Xaerss = 8.9883 [em]
O3ervs = 3.902E-5 frad]
Xaerss = 4.929 [em]
Oaarss = 0.0548 [rad]

Puede notarse que existe simetria en las deflexionss de la trabe, lo que compfuéba los
resultados.

' 3.4.4.- PROBLEMAS PROPUESTOS

I.- Si la fuerza excitatriz P(t) mostrada en la figura 3.134b, es aplicada a la trabe que aparece en la
figura 3.134a, determinar las respuestas maximas dindmicas considerando 10% de amortiguamiento
critico, constante para todas las formas modales. Considerar el criterio de respuesta mdxima probabley

que la carga de la trabe incluye su peso propio.

P
60t/m) 9Ct/m3 ® Petsttons
Z N [ J\\J ‘0 40sens283t
v/ 3 Propiedades de [a trabe

@ 1 @ 2 3 1/, | Segmento Elft-m?)
%__ 11 298 .
’ 2 285 N
a 1207 : —
l" 1.4 "L— 1.4 —-'L— 1.8 —0’ NOTA: Acotacién en [m}

a) Trabe doblemente empotrada con apoyo b) Funcidn de excitacion

tsegl

0.03

Figura 3.134. Sistema continuo que representa el modelo dindmico de una trabe empotrada
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Solucion: xzrss = 2.193 [cm], Baxss = 0.00213 [rad], Gsrss = 0.0063 [racl).

" IL-Sila trébe‘mdstrada enla ﬁgura'3.135_a, es sujé;a ala accion de la fuerza excitatriz cuya grafica a
través del tiempo se muestra én la figura 3.135b, determinar las respuestas méaximas de desplazamientos
dindmicos covns.idberéhdq 10% de amortiguamientq constante para todas las formas modales de vibracién
y el criterio de respuesta maxima probable. La carga de la trabe incluye peso propio.

18] -

@ ~ = S0t/md @

P¢t)tan)

JA - 4 ] o4 -
’/ S R - Car isticas de latrabe *: |’
% 1@ 2. (@ 2 El = 2960 [tm?) =

7 | acotacién en [m]-

= t(seq]

a) Trabe doblemente empotrada ... o b). Funcién de excitacion i

. Figera 3.135.  Sistema continuo quie representa elku’;:o'del‘é dindmico de i

Solucion: xzsss = 9.92'18 fem}, oam =0. 00465"[md].‘x

0.9228 [cm, Baerss = 0.00465
{rad. S ped
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3.5.- SISTEMAS NO LINEALES.

En los sistemas oscilatorios discretos y con-
tinuos estudiados hasta ahora, se ha supuesto

implicitamente en la deduccién de las ecuaciones

del movimiento, que el material componente de

tales sistemas tiene un comportamiento lineal 1

elastico, es decir que cumplen con la' Ley de

Hooke, que establece quela relacloh de.la’ carga

aplicada a la deformacion produclda es line

toda su extensionl¢t 1],

Enlas pruebasde fuerza-despl'éz’alinién‘fégéljé 3

se efectuan en laboratorio-a los diversos "

materiales estructurales, al inicio de la 'etab.a de
carga Se presenta una trayectoria fuerza-
desplazamiento que es lineal o que se aproxima
mucho a ella; si la carga deja de aplicarse el
material vuelve a su estado original .y no sufre

deformaciones permanentes por lo que se dice

que tuvo un pertamiento elastico. Si la carga
sigue aumentando, a partir de un punto
denominado puntede fluencia, las deformaciones
ya no son proporcionales a los esfuerzos sopor-
tados sino que crecen rapidamente para in-
crementos pequefios de dicha carga; si la fuerza
aplicada deja de actuar el material ya no regresa
totalmente a su estado original sino que sufre
defermaciones permanentes por lo que se dice
que tuvo un cemportamiento plistice o

inelastico.

Las estructuras presentan también un com-

portamiento elastico hasta cierto nivel de esfuer-

5deformac|on permanente o

Z08, a pamr del cual mcursnonan en una etapa -

lastica“de los

" matenales componentes de sus elementos estruc-

" turales,

Si los niveles de esfuerzos en las estructuras
son excepcionalmente altos, las incursiones en la
regién plastica de los miembros estructurales
dictiles, absorben y disipan la energia del
movimiento, introducen misamortiguamientoy s
la estructura esti bien disefiada pueden en un

momento determinado evitar el colapso total.

La propiedad de superposicién es exclusiva

de los sistemas lineales por lo que los métodos

‘hasta aquiestudiados para obtener las respuestas

dinamicas de los sistemas oscilatorios no pueden

ser aplicados a sistemas no lineales.

Los sistemas no lineales se resuelven

mediante. procedimientos numéricos

apro:n'mados,‘ como el Método 8 de Newmark, el

metodo de.i mtegracnon por pasos de aceleracién
[reL 12]

lineal, etc.
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(*)_ 5

c—smnruguamiento del alst.ema [t-:,m
k-rigidez del sistema [ton/m

m-masa del cuerpo oscilante:, [ton—sep-
x~desplazamiento de la masa. [m]:
P(t)-tfuerza excitatriz dinamic:.\ ton]

Figura 3.136. Sistema oscnlatono slmple con
rigidez no lineal. ;

Teniendo en cuent@ el éoﬁjbortzimiemo no
_ lineal del sistema de Ia'ﬁgura,3.13‘6. que repre-

senta el modelo dinimico de un sistema cs-

cilatoriode 1 G.L., cuyo diagrama de cuerpo libre '

aparece en la figura 3.137, se establece el equi-

librio dindmico de fuerzas para el tiempo t;, como

Pift) + Po(ty + Prt) = Pty .....(3.149)

Pi(t)-fuerza de inercia
Po(t)+fuerza amortiguadora
PR(t)-fuerzarestauradora
P(t)-fuerza exoitatriz

En general, cualquiera de los elementos del

sistema oscilatorio puede tener un compor-

Plnstlco

a) Comportamiento plastico general

Figara 3.138. Comportamiento no lineal de los materiales de los sistemas estructiirales = -

r~— P(t)
T M
pD<———-—" pi

S P —fuerza. restnurndora del resorte[ton]

“';,,P[-!uerza de inercia [ton)

Py ~fuerza ‘amortiguadora del pxstun[ton]

Figura 3.137, Diagrama de cuerpo Ilbre del
sisterna osmlatono de la figura 3. 136 :

tamiento no lineal pero el caso mias . dtil y
frecuente en Ingenieria Civil es aquel en que la
fuerza restauradora del resorte es no linealy las

otras fuerzas son de comportamiento lineal.

Si un sistema oscilatorio fluye plasticamente,
la fuerza restauradora R varia en funcién de el
désplazamiento x como se muestra.en la grifica
de la figura 3.138a, en la cual existe una porcién
dela curva con comportamiento elastico lineal; al
incrementarse los esfuerzos ocurre el flujo
plastico. Cuando el sistema es descargado o el

sentido de la carga se invierte, el comportamiento

es nuevamente eldstico.
x€3 4‘ T X max
Xt
E N,
2 £o
r — X
; £y
’I
. xe /' :
i e e

b) comportamiento elastopldstico -
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El sistema puede estar sujeto a un ciclo de

tos de senudo contr

bldo a' la oscnlaclén

del sistema. Este cnclo de carga se conoce como
ciclo blstereu«'.‘o["c 12] en ‘el cual la energia disi-
pada es proporcnonal a el area bajo la curva de

cada ciclo.

Algunos sistemas estructurales no tienen un
punto de fluencia bien definido, por este motivo
el comportamiento generalizado de las estruc-
turas es tedricamente simplificadoasumiendouna
curva fuerza-desplazamiento con un compor-
tamiento denominado elastoplastico que tiene la
grafica del ciclo histerético que se muestra en la
figura 3.138b.

Con referencia a dicha figura, si el sistema
parte del reposo, es decir si la estructura esta
descargada, las condiciones iniciales de
desplazamiento y velocidad son cero (xo=0,
X0=0). Cuando la carga empieza a aplicarse el
sistema se comporta elésticamente siguiendo la
recta Eo.

El desplazamiento o punto de fluencia x: en
que el comportamiento plastico en tensién da
inicio y el desplazamiento o punto de fluencia x.
en que el comportamiento plastico en compresion

comienza, son calculados con:

= Rvk v (3.150)

" Xe = Rtk e (3.157)

xt-punto de fluencia en tensién
Xc-punto de fluencia en compresién
R t-valor de la fuerza que produce fiuencia en tension

Re-valor de la fuerza que produce fiuencia en
compresion

kigidez eldstica S lineal del sistema

El sistema permahecera’ en [a etapa clastica
siempre que el desplazamiento producido x esté
dentro del intervalo que limita dicha etapa, dado

por.

Xo < X< Xt v {3.152)

Si el desplazamiento x se incrementa hasta x ¢
el sistema incursiona en la ctapa plastica o
ineldstica detensién alo largo de lacurva T de la
figura 3.138b, y pérmaneceré en esta etapa
siempre que la velocidad sea positiva (x'> 0).
Cuando la velocidad es negétiva (x’'<0) el sistema
oscilatorio retorna a la etapa eldstica, pero a lo
largo de la recta Eq pues ha sufrido deformacion
permanente; al darse este cambio de velocidad se
alcanza el desplazamiento méximo en tensidén ya
que el sistema debe detenerse para poder invertir

su desplazamiento y velocidad.

En esta etapa eléstica de la recta Eq los
desplazamientos se incrementan en sentido con-
trario a los iniciales por lo que existe un nuevo

punto de fluencia en compresién dado por

X2 = Xmax - (Rt~ Re)lk e (3.153)
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Xmax-maxi janto en la recta T de ﬁue'néla' :
(oourre cuando x‘ =0)

xiz-nuevo punto de fluencia en la recta €y

El sistema permanecera en la etapa elésgicé
de la recta Ej siempre que el desplazamiento
producido x este dentro de un intervalo similar
al de la ecuacidn (3.152) expresado ahora como

Xf2 <X <Xmax

Cuando los desplazamientos del sistema son

menores que Xg se incursiona en la etapa plastica

decompresion a lolargo de la curva C de la figura

3.138b, y se permanece en esta etapa siempre que
_ losdesplazamientos sigan disminuyendo. Cuando
el desplazamiento se incrementa en el sentido
positivo, es decir la velocidad cambia de négativa
a positiva, el sistema oscilatorio retorna nueva-
mente a la etapa elastica, esta vez a lo largo de la
recta E; entonces en este momento se alcanza el
desplazamiento minimo en compresién ya que el
sistema debe detenerse para invertir su

desplazamiento y velocidad.

l.os desplazamientos siguen incre-
mentdndose en sentido positivo a lo largo de la
recta de etapa elastica Ea, por lo que existe un

nuevo punto de fluencia en tensién dado por

Xta = Xmin + (Rt- Re)lk ¢ e (3.154)

Xmin4nirimo d on la recta C de fluencia
(ocurre cuando x‘ = Q)

xanuevo punto de flusncia en larectaE;

_El sistema permanecers en la recta Ea

- siempre que se respete el intervalo dado en forma

analoga a la ecuacion (3.152) por Xmin < X < X3

Finalmente si los desplazamientos son
mayores o iguales que xg, se presenta una nueva

fluencia del material y se ll'.IICla un nuevo cnclo

histerético, Las condncnones dadas por: fa ecuac:on. :

(3.152) som vahdas en: forma snmlar para )

cualquler etapa elastxca como las curvas Eo, El,

Ez..de cualquxer cuclo hnstereuw.* e

En cualquiver : ’segmcn:of del ciclo
elastoplastico de la figura 3.138b, la fuerza res-
tauradora del resorte del sistema oscifatorio se

puede calcular como:

En la etapa elstica (Eo, E1, E2,...)

- R =Anu- (Xn-x)k v (3.155).
Enia etapa plasnca de tenslon : :
Ri= At V : (3 156)
En la etapa plastica de c_ompresién
A =R e (3.157)

Rifuerza restauradora del resorte en cualquier
gmento del ciclo elastoplasti

RiHuerza que produce filuencia segulin ¢f segmento dei
ciclo elastoplastico en cuestion

xt-punto de fluencia del segmento del ciclo
elastopléstico en cuestion

Tomando en cuenta lo anterior, en el
siguiente inciso se presenta el Método de

Integracién por pasos de Aceleracién Lineal que
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sitve para obtener la:solucién o respuestas de
aceleracién, velocidad y desplazamientos del
movimiento dindmico de sistemas no lineales ex-

presado por la ecuacion (3.149) .

3.5.1.- METODO DE INTEGRACION
PASO A PASO DE ACELERACION
LINEAL.

El Método de Integracion paso a paso de
Aceleracién Lineall™t 121, es similar al presen-
tado en 3.2.4 de este tema; es decir, con refer-
encia alas figuras 3.13%ay 3.139b que representan
una fuﬁcién de aceleracion arbitraria o irregular,

el método se basa en las siguientes hipitesis:

®La funcidn de excitacion esta compuesta
por una serie de impulsos sucesivos en in-
tervalos iguales de duracién At, tan
pequefios como la exactitud de la
evaluacién de la respuesta lo requiera,

e Durante el intervalo At la rigidez del sis-
tema es constante.

®1a variacién de fa funcidn de excitacién
en cada intervalo At es lineal

®Los valores iniciales de desplazamiento y
velocidad ai inicio de cada intervalo son
conocidos.

x"(t)

—— ¢

JE

L

Figura 3.139a. Funcién de excitacion arbitraria
o irregular de la aceleracion del terreno.

eLas caracteristicas no lineales de la
rigidez del sistema son evaluadas al inicio
de cada intervalo.

Puede demostrarse que’ las respuestas :
dindmicas de un sistema oscilatorio sencnllo. ante i
la accién de cualquier fuerza excitatriz asi con-V

siderada estan dadas por

X% = P(t=0ym @ 18) .

K = k(t) + 6m/AR + 3c/At  ..(3.159)
- con .

k(t) = k (etapa eléstics)

k(t) = 0 (etapa plastlca)

AP = AP + m[&('ca/At + 3xw'+ c[3xm .
+ A2

xty = o /G

X = AX') + X'm e (3.163)
X = Ax(t) +Xa nu(3.164)
X't = [ Po- X' - AIJ(1/m) 5 e (3.165)

X's-aceleracién inictal (para t = 0)

X"t :
Q
Xt - SRR |
XY ' il I e
L . ol Axt
xX%a A ’e Gy i
ta t b >t
L

Figura 3.13%. Ampliacién de uno de los impulsos
componentes de la funcidn de excitacién de la
figura 3.13%.
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Pu=g-fuerza de excitacién inicial (para t = 0)

2.- Obtener para cada paso de nempo

m-masa del siatema oscilatorio

te de amortig iento del si io

At-duracién de un intervalo de tiempo o paso
{generalmente At = 0.1T)

k(t)-rigidez del sistema en funcién del iempo
W—rigidez efectiva en funcién del tiempo

AP(t)-incremento de la fusrza excitatriz en funcién del
tiempo

AEE)-incrememo efectivo de la fuerza excitatriz en
funcién del tiempo

x,X',X"-desplazamiento, velocidad y aceleracion del
sistema, respectivamente, los subindices indican:

ta-al inicio del intervalo de tiempo
th-al finel del intervalo de tiempo

Ax(t) Ak (t)4ncremento de doaplazﬁmiontoa y
velocidad, respectivaments, en funcién del tiempo

Ri-fuerza restauradora del resorte en cualquier
gmento del ciclo elastoplastico, dada por las ;
ecuaciones (2.155), (3.156) y (3.157) : 8.

7.- Obtener X't con la ecuacién (3.165)

Iniciar el siguiente intervalo tomando
, L, como_desplazamiento, velocidad y aceleracion
Los pasos a seguir para la aplicacidon :
X " R . ‘" iniciales, las calculadas en el intervalo anterior, y
sistematica del método, tabulando los calculos

tir | 3a8h b ! d
efectuados en la tabla de la figura 3.140, son: . repetir los pasos 3a 8 hasta obtener los valores de

las respuestas para los tiempos deseados.

1.- Calcular la frecuencia angular y periodo. :
. . i Este método puede sistematisarse mediante
del sistema seleccionando At = 0,1T, yencontrar
_un programa interactivo en una calculadora de
los puntos de fluencia en tensién y comprwén T

con las ecuaciones (3.150)y (3 151 bolsillo ¢con la codificacion xndncada al final del

" problema 1 del préximo inciso.

B.a64) 3163 laesy ¢ jaaso) 1360 | .161) | (3.162)
t|Pi| xa KW Xu Ri Xa k) | k) |AP@)APE) | A | ax(y)

Figura 3.140. Tabla para evaluacién de las respuestas de un snstema oscxlatono simple
no lineal .
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3.5.2.- PROBLEMAS RESUELTOS.

L- a) Deducir las expresiones det Método de Integracién Paso a Paso de Aceleracion Lineal, para la
evaluacién de las respuestas de un sistema oscilatorio sencillo con comportamiento no lineal ante
cualquier tipo de carga dindmica; y b) Codificar un programa para computadora de bolsillo para la
aplicacién automatizada de! método deducido en a).

En el sistema oscilatorio sencillo de la figura 3.136 de! inciso 3.5, solo /a fuerza restauradora

producida por la rigidez del resorta tiene un comportamiento no lineal, miantras que Jas fuerzas de
inercia y amortiguadora son lineales.

Al ser excitado aste sistema por una aceleracion del tarreno que tiens una variacién con
respecto al tiempo de tipo arbitrario o imegular con la grafica mostrada en fa figura 3. 139a del incisc
3.5.1, las respuestas dindamicas de desplazamiento, vefocidad y aceleracion pueden ser calculadas
consideranda que /a aceleracion del tarreno esta compuesta por una serne de impulsos sucesivos
en intervalos iguales de duracion At

La figura 3.139b del inciso 3.5.1, mueastra un tramo de la curva de la funcién de excitacion
ampliado, se asume que la curva estd compuesta en estos imervalos por tramos rectos que se
aproximan tanto como se desee a la curva real de linea punteada simplements tormando At
suficiertements pequerio, es decir, fa variacion de la aceleracion dentro def intarvalo es lineal.

Se asume que son conocidos los valores infciales del intervalo en ef punto A, es decir se conoce
X%a, X'ta ¥ Xta. Da la citada figura se establece

AXMY) = X -~ Xta wfa)
tan 0 = AX'(l)/At = (' - Xia)/ AL w(b)

para cualquier tempo t derdro def intervalo en estudio

tan8 = Ax"t/(t-te) o iwfe)
de donde )

axt = (n )t~ 1) - )
sustituyendo (b) en (d) o

M= fow ittt e

la aceleracion total para ef tiempo t es

X"t = X"a + AX% ‘ -~ (B
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sustituyendo (e) en (f)
X"t = X'%a + [X'tb - X'ta](t - ta)/ AL o (g)

el incrementa de velocidad dentro del intervalo se obiiene intagrando (g) respecto a t desde
ta hasta t

Acr= Sl At [ (Xt ta/At = Xt S db + o xw)/A S, (- te)at =
ta, thy X', X'th-cOnstantes conocidas

= 'x-m[tl _

= X'ta(t- t,) + [(X'tb rw/MJ[F/z t.; (ta)’-/z + (tq)aj ' ” (W)

‘ - x'gq)/At][t2/2 tat}

como /2 tat - (ty%/2 + (t,ﬁ] = 1/2)( : 2& ; (t,)a) = (1/2)(t W )
‘ susbtuyendo () en(h) : '
AX't = X'tat - ta) +/(x'u° X't»’/zAt](t t? v wll)

la velocidad total es igual al valor de la velocidad iniclal x'ta conocida del intervalo més el
Incremento Ax'y

Xt=x1ta + ACt=X'ta + Xtalt - ta) + [(Xt - X1a)/2A(t - ta)* i)

.el incremento en el desplazamiento dentro del intervalo se obtiene intagrando (j) respecto a t
dasde ta hasta t

Axy=xtaflat + xS t-tahet + Af_‘ (t - ta) it ()

A = [(x - Xea)2A] = AXY)/2At

la 1a. y2a. Integrales de (I) son las mismas que se intagraron antes, y son iguales a (t-t), y a
(1/2)(t- tg) respectivamerts; se resolvera la 3a. integral

AL (t- )%t = (11BIAR- %] | = (ARt~ ta)°
sustituyendo astos uftimos .valbres en (l)
AXt = X'aft-ta) + (Cua/2){t-ta)2 + (AL3)(t - ta)° . wi{m)

ol desplazamiento total es igual al valor del desplazamiento Inicial xia (que se asume conocido)
mas el incremento Ax

Xt=Xta + AXt = Xta + X'a(t-ta) + (Xta/2)(t-ta)2 + (AIB)(t - ta)° w(n)
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Si definimos
AX'(l) = X'tb-X'ta S o)
AX(t) = xty - Xta PR )
Ax'(t), Ax{t)incremento de la velocidad y despl i en funcién del tiempo, rosputivament& ’

podemos canocer fa velocidad final x'w en el intervaio con la ecuacion (k) bara t=to
Ko = X'ta + Xtallo - ta) + Afto - to)°

como At =ty - tayde (o) y (m) eﬁ la ecuacién anterior

AX'(t) = XAt + AX*(t) A2 ‘ wfa)
PodemoS conoéer of desplazamierto final xw en el intervalo con la ecuacion (n) pam t=t

" Xto = Xta + Xtalto - ta) + (xta/2) (to - ta)° + (A/3){to - ta)°

como At =ty - tay de (p) y (m) en la acuacion anterior

AX(D = X'tadl + (CW2AR + AC)ALS L aw ‘
despejando Ax(t) de (r) ) L

AX(Y) = (AX() - X't - (/2 AL)(E/ ALY .

AX*(Y) = BAX@)/ AL - 6x'ta/ AL - 3xMa _ . we(S)

sustituyendo (s} en (q) '
AX'(Y) = XAt + 3AX(T)/AL - Ix'ta- (3/2)x"1at

Ax'(t) = BAX(H)/ AL~ 3xX'ta - X"1aA/2 +{3.162)
la ecuacién del movimiento forzado amortiguado dentro del intervalc es de la scuacion (3.38)

maxt(t) + cAX'(t) + k(hax{t) = AP(L) o)

k()igidez en fundién de la gréfica fuerza-desplazamiento del material
sustituyenda (s} y {t) en (u) o
M{EAX(H)/ AL - 'ta/ AL~ 3x"1a] + CIBAXY)/AL- 3x'ta X'1a/2] + K()AX(Y) = Ag?(t) _

que puede escribirse como o

[K{Y) + 6miA® + 30/AtIAX(Y = AP() + [BXw/At + FCwlm + [ + (&f/é)k-;;/éfijf’ )
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de donde _

Koaw = 0P . B (W)
finalmente o E | o

Axf) = AP (kGG . L .(@167)
con | E , ..

K = k() + 6mia® + 3clAt . -...(5.?59)

k() = k para comporntamiento elastico
k{Y) = 0 para comportamiento pléstico i
AP[) = AP(t) + m{6x't/At + 3xta] + C[3x'ta + (AY2)x'te] -(3.160)
W-n’gldoz efectiva en funcion del tempo ' o o
k(t)-rigidez elastoplstica del material en funcién del tempo
k-rigidez elastica del sistema

AE(—t)-lneromomo efectivo de la fuerza en funcidn del iempo

AP(t)-<incremento de la fuerza excitatriz

del si ilatorio
¢-amortiguamiento del sistema oscilatorio

At-duracién del intervalo de tiempo, generaimente At == 0.1T

X, X', x"-desplazamiento, velocidad y aceleracién respecti te, el ai: ilatorio, donde loa subindices indican:.
ta-al inicio del intervalo At
th-al final del intervalo At

Al final de cada intervalo, el desplazamiento y velocidad pueden calcularse con (o),b y (p)
exprasadas como

X'tb = AC() + X'ta ‘ . (3.163)
Xty = AX() + Xta w(3.164)

la acseleracién al final del' imervalo puede hallarse estableciendo el equilibrio dinémico del
diagrama de cuerpo libre de la figura 3.137 del inciso 3.5, expresada como

Pi=P@) +Fo + Pr
sustituyendo Py = mx*, Po = oX'v ¥y Pr = -Ri

Pifuerza de inercia
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Pop-fuerza amortiguadora
Pr-fuerzarestauradora

Ri<fuerzarestauradora elastoplastica

se tlane = ;
" X% = [P - X't -I#a'j(ﬁm) ’ @1y
X'ip-aceleracion al final del intervalo - ‘ IR o
donde
Rl = Ry~ (xn-xu,)k ) «..(3.155) (etapa eldstica)
v Ri=Re (3.156) (etapa pléstica en tensién)
Ri=Re .. (3.157) (etapa pléstica en compresién)

R fi4uerza de fluencia en un ciclo histerstico

X fipurto de flusncia del segmento del ciclo elastoplastico en cuestion

R ifuerza restauradora del resorte en cualquier segmento del ciclo elastoplasti

Los pasos a seguir para la aplicacion sistemaética del método fueron Indicados al final del inciso
3.5.1.

b) Programacién del método en calculadora de bolsilio

A continuacion se indica la codificacion en lenguaje basic de la pmgrarnaclon del método
numérico deducido en a).

10 CLEAR: INPUT ‘RIGIDEZ K=";K"MASA M=";M,"% DE AMORTIGUAMIENTO=",X9
20  W=SQR(K/IM):TO=2*PIlW
30  PRINT "W=";WPERIODO=",T0
40  INPUT "TIEMPO MAXIMO EVALUADO=":T1,"INCREMENTO DE T=";T2
45  INPUT "FLUENCIA EN TENSION=",R4,"FLUENCI4A EN COMPRESION=".R5
[X5=R4/K:X6=R5/K
50 - C=X92°M*W.X1=0.VI=0QINPUT "P(I)=";P:Al=PIM:K2=K
60  Z8=Z8+1:F Z8=1 THEN 70 ELSE 80
70 X2=X1:V2=V1:A2=A1:GOTO 85
80 X2=X3:V2= V3
85  PRINT "T(A)=“T,"X(TA)="X2,"V(TA) ="V2"A(T4) ="142,"KY="KY
9%  INPUT "P(1+I) =", "PLKI=K2 +6‘M/T2"2+3‘C/72
100 P2=PI-P:P3=P2+M*(6*V2/T2+3%42) + C*(3*V2+T2*42)2)
20 T=T+T2:X4=P3/KI:V4=3%X4[T2-3*V2-A2*T22:V3=V4+V2:X3=X4+X2 .-
130 IF Z8=1 THEN IF PI1<0 THEN Z7=] . :
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135 [F Z7=1 THEN GOSUB 600 ELSE GOSUB400

140 A2=(PI-C*V3-R6)IM:P=PI:IF T>TI! THEN END ELSE 60
400 REM CICLO ELASTOPLASTICO (+)

410 " “IF K¥=0 THEN 460

420 IF KY=-1 THEN 490

430 IF Ky=I THEN 510

440 IF KY=-2 THEN 550

450 IFKY=2 THEN 570 ELSE END -

460 IF X3>=X5 THEN 490 :

470 IF X3<=X6 THEN Z7=1:GOTO 690 ,
480 R6=R4-(X5-X3)*K:K2=KKY=0.RETURN .
490 =.1:IF V3*V2<0 THEN 510

500 R6=R4:K2=0:RETURN

510 KY=1:X8=X8+I:IF X8=1 THEN L1=X3: L2—L1 (R4-R5)/K ,
520 IF X3>L2 THEN IF X3< =Ll THEN R6=R5-(L2-X3) *KIQ-KRETURN
530 IF X3<=L2 THEN IF X3<L1 THEN 550 o
540 X8=0:KY=-1:GOTO 500
550 =-2:/F X3>X2 THEN 570
560 R6=RS:K2=0:RETURN

570 KV=2:79=29+LIF Z9=] THEN L3=X2:L4 Ls{ (RERS)IK .
580 IF X3<L4 THEN IF X3>L3 THEN R6=R4-(L4-X3)*K:-K2=K:RETURN .
590 IF X3>=L4 THEN X5=L4K2=0:KY=-L:R6= R4X8- z9_0 RETURN
595  Z9=0:KY=-2:GOTO 560 :

600 REMCICLOELASTOPLASTICO (-)

610 ~ IF KY=0 THEN 660

620 IF KY=.1 THEN 750

630 IF KY=I THEN 710

640 IF KY=-2 THEN 690

650 IFKY=2 THEN 770 ELSE END

660 IF X3<=X6 THEN 690

670 IF X3>=X5 THEN Z7=2:GOTO 490

680 R6=RS - (X6-X3)*K:K2=K-KY=0:RETURN

690 KY=-2:IF V3*V2<0 THEN 710

700 R6=RS:K2=0:RETURN

710 KY=1.X8=X8+1.IF X8=1 THEN L3=X3:L2=L3+(R4-R5)/K
720 [F X3<L2 THEN IF X3>=L3 THEN R6=R4-(L2- JB)‘KKZ—KRETURN
730 IF X3>=L2 THEN IF X3>L3 THEN 750

740 X8=0:KY=-2:GOTO 700

750 KY=.I:F X3<X2 THEN 770

760 R6=R4:K2=0-RETURN

770 KY=2:Z9=Z9+IIF Z9=1. THEN LI1=X2:L4=LI-(R&-RS)K

780 IF X3>14 THEN IF X3<L] THEN R6=R5-(L4-X3)*K:K2=K:RETURN
790 [F X3<=L{4 THEN X6=L4:K2=0:KY=-2:R6=R5:X8=0:Z9=0:RETURN
795 Z9=0:KY=-1:GOTO 760

La siguiente tabla relaciona la nomenclatura usada en el método numérico y los simbolos del
programa de computadora,

Método:  xo %o x% Xea %'ta x*n Xib 2o X*ib Ax(t)
Programa: X1 Vi Al X2 v2 A2 X3 V3 A3 X4
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Método: Ax(t) = Aw(t) " xe R Re Ri k

0
Programa: V4 A4 Xs X6 R4 RS R6 K
Método: - m w 13 T At P AP Pist AP(t)
Programa: M w X9 TO T2, P P3 P1 P2
Método: k() k(t) Xmax X Xmin XM t ’
Programa: Kl K2 L1 L2 . L3 |3 T

La variable KY usada en el programa sirve para indicar en que segmento o efapa dei ciclo
histerético estamos incursionando, de esta forma se tienen las siguientes claves para KY referidas
ala figura 3.138b, '

oKY=0 indica etapa elastica en recta Eo
oKY=-1 indica etapa pléstica en recta T
oKY=1 indica etapa eléstica en recta Ey
oKY=-2 indica etapa plastica en recta C
oKY=2 indica etapa eldstica en recta E

Los datos de entrada que se requieren son masa, rigidez elastica, y porcentaje de amor-
tiguamiento, e/ programa eritraga el valor de /a frecuencia angular y el periodo de oscilacion,
requiriendo luego el valor de At, el tiempo méximo de evaluacion de las respuestas, y las fuerzas
de fluencia en tensién y compresion. Para cada paso o intarvalo se requieren los valores de la fuerza
excitatriz y al final de éste el programa calcula y muestra los valores de el desplazamiento, velocldad
y acsleracion dsl sistama.

IL.- Para el sistema oscilatorio simple o de 1 G.L., mostrado en la figura 3.141a, que tiene un
comportamiento elastopldstico y que es sometido a la accion de la fuerza excitatriz cuya variacion con
respecto al tiempo aparece en la grafica de la figura 3.141b, determinar: a) las respuestas dindmicas de
desplazamiento, velocidady aceleracién, considerando un porcentaje de amortiguamiento critico del 10%
y la curva carga-desplazamiento elastopldstica de la figura 3.141c. Emplear calculos manuales y b) las
respuestas dindmicas mencionadas en a) asumiendo: 1-Comportamiento pléstico y 2-Comportamiento
eldstico. Usar el programa para calculadora de bolsillé del Método de integracién por pasos de
aceleracion lineal cuya codificacién fue indicada en el problema anterior y graficar los resultados de

desplazamientos.
8) Respuestas dinamicas con calculos manuales
La masa del sisemaes  ~ m=W/g = 50/980.665 = 0.051 ft-s°/cm] (@)
yde laecuacién (3.6), (3.7) y (3.15)
w = [kim]°5 = 8.784 [rad/seg] © )
T = 2n/w = 0.715 [seg] ) L ©ufc)

c = 2mw = 2(0.057)(8.784)(0.1) = 0.0896 [t-s/om] ~ ...(c)
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“Pctrton]

k = 3.935 [vem]

AN (D)
e |

a) Sistema con rigidez no lineal

RCton]
: 3
10
»xLcm)
- =10+ 7 RN
¢) Curva elastoplés:ica carga-desplazamiento d) Puntos dg

ciclo histerétic
Figora 3.141. Sistema oscilatorio sencillo no fineal en vibra yod"forz‘advé a
de la ecuacion (3.150) y (3.151) y la figura 3.141c . - o

Re = 10 fton]

X 1 = 10/3.995 = 25541 [cm] i
" Re =-‘10V1fo‘(’17 P
Xo = -2.541 [c}h]j‘" ;
como el sistama parte de la posicior en rapbso S
Yo =0,yxX'o=0 parat=0
de la ecuacion (3.158)
X'o = Pp=gy)m =0
tomando At = 0.1T7 = 0.1 [seg]
Se tiene para cada paso de tiempo At, fos sigulentes célculos:
de la scuacién (3.158), (a), (d) (i)

k) = k() + 6(0.051)/(0.1)% + 3(0.0896)/0.1 = k{t) + 33.288

(o)

)
@)

ot

wll)

i)
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conkft) = kK  para elapa eldstica
k{t) = 0 para etapa plastica
de a scuacién (3.160), (a), (d) e (i)
AP() = AP(t) + (0.051)[6X'ta/0.1 + 3X'ta] + 0.0896[3x"ta + 0.7x"a/2]

AP(} = APt + s.ézaax"a + 0.15746x"a (k)
con . AP(t) = Pt - F’lm wfl)
dela ecuacién (3.161), (3.162), (3. 163);)(3. 164) ‘. ,

. axfY) = APR) 1K@ . o (m)

'A.x'(t)~ = ZAX()/0.1- 3x'ta - Xta(0.1)12

AX() = S0M(Y-AX'w-008¢w  ufn)

Xt = AXl) + X .'l G @

X't = AX'() +X'ta BT
de la ecuacion (3.165)

Xtb = [ﬁb-CX.',tb-R 1]19.60784314 «{q)

-con Ri dado por las ecuaciones (3.155), (3.156) y (3.157)

Efectu;nda los célculos desde (j) hasta (q) para cada incremento de tlempo, se resliza ef
andlisis paso a paso del sistema, se indican a continuacion los céiculos para los primeros tres
pasos, los resuftados para todo el proceso se muestran en la tabla 3.50 al final del problema.

Paso1: t= 0

t=0implica (xta = Xo = 0) < (xr = 2.541) y por tanto KY=0 (elapa eléstica, ctirva Eo)

X'ta = X'o = 0, yde la ecuacién (3.166} Ri = 10-2541k = 0, x"ta= X0 =0

como es etapa eldstica k(t) =%y de (j) k(t) = 3.935 + 33.288 = 37.223

de () "

AP(t) = 2.6667 - 0 = 2.6667

de (k)

AP(D = 2.6667 + 0 + 0 = 2.6667



Tema Il Dinémica ‘Estructural 37

de (m)‘ _
» ' axp =3 655_7/(37. zgé =0.07164
de (n) i ; =
B 4;;’(:)‘_%30{0.’07?64}4 o'+~9:=";_2‘. 1492 .
de (o) y () i o

e = 00716 xw = 21402
Gomo (ki = 0.0716) < (¥ = 2.541) enfonces KY = 0 (etapa eldstica, curva Eo)
de la ecuacion (3.166) Ry = 10 - (2.5471- 0.0716)k = 0.2829 (se usard para el paso 2)
de (9 " B
X'tb = (2.6667-0.0896(2.1492}~0.2829) 19.60784314 = '4'2.9653
Paso2: t= 01
Xis2 = X1 = 0.0716
Xtaz =X tb1 = 2.748
X' ta2 = x' b1 = 42,9653
por ser etapa eldstica k(t) = ky de (J) k—(t)_ =37.223

de (I) AP(t) = 5.3333 - 2.6667 = 2.6667

de (k)
A/_’w =2, 6667 + 3.3288(2.1492) + 0.15748(42.9653) = 16.5871
de (m)
AX(” = 76.5877/37'.2_23 = 0.4456
de (n) . .
Ax'(t) = 30‘(0.;"456)53(2.’ 7492) -0.05(42.9653) =4.7721
de (o) y (o) R

Xtb = 0.0716 + 0.4456 = 0.5172; X't = 2.148 + 4.7721 = 6.9201

como (s = 0.5172) < (xt =2, 541)‘I;ﬁpllca KY = 0 (etapa eldstica, curva Eo)



02 53333 05172 0 69201 20363 5248%4 k 37.223 26667 339684 09126
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de la ecuacién (3.166) Ri= 10- (2.547- o.5172)k = 2,0363
de (a) L
Xto= (5;‘:3’;93%-'(0;}0896‘) (6.9201)-2.0363)19.60784314 = 52,4894
Paso 3: t= 0.2 ' - ‘
x:ma = X tha = 0.5172
X' a3 = X' o2 = 6.9201
» X'taa = X' tha = 52.4894
por ser atapa elastica k(t) = ky de (f) F(ﬁ: 37.223 '
de () APW) = 8-5.3333 = 2.6667 '
dod) o
_ AFE. = 2,6667 + 3.3288(6.9201) + 0.15748(52.4894) = 33.9684
de(m)
Ax(t) = 33.9684/37.223 = 0.9126
do(n)
be'(t) =30(0.9126) - 3(6.9201) - 0.05(52.4894) = 3.9932
de(yp) ' _
Xy = 0.5172 + 0.9126 = 1.4298; X'y, = 6.9201 + 3.9932 = 10.9133
. como (X = 1.4298) < (xy = 2.541) implica KY = 0 (etapa eldstica, curva Eo)
de la ecuacion (166) Ri = 10- (2541 - 1.4208)k = 56274
de (q)
X't = (8-(0:0896)(10.9133) - 5.6274) 19.60784314 = 27.3484
Similarmens se caiculan /;38 pasos restantss.
Tabia 3.50
P Xt KY Xn Ri ' W) o Kt AR AP Axt) Ax(b)
it [em] [emss]  [on) [ems?]  [f] M 03] [t [em]  [em/s}
0 0 0 0 0 0 k37223 26667 26667 Q07164 21492
Q1 26667 Q0716 0 21492 02829 429654  k 37223 26667 165871 04456 47721
39932 -




Tabla 3.50 (continuacién)

Témg i Dlnémlig:ia Estructurai

ta P Xta

04 106667 - 25931
5 110769 37405
06 92308 48290
s ar

. 28520

13 500673
1470 04491
150 19149

B [t fem)o
03 800 14298 -

12107 185515

Ky

10424

17 1deoz . 5447

a2 9119
2 58702
2 20455

442333 426938

114.0611

e
0
¢
k

13288
33,255
37.23

44063811838 23496

487946 14658 170753
£1038 22326 -3.9932

8411963,
37,1083 09969 -1.0452

73950 .. 07222 149898

b) Respusestas dindmicas con el programa para calculadora de boisillo del Método de

imagracion por pasos de aceleracion lineal

1-Comportarniento pléstico- Con el programa mencionado se obtiene la tabla 3.51 de respues-
tas en donde los calculos son efectuados con un mayor numero de cifras significativas

Tabla 3.81 ta
[s]
0
0.1

02

03
04

0s
06
0.7

0.9
10
11
12

‘14

08

o677
» k.0'4496 s

P Xta
fton] ferm]
0 0
26667 00716
53333 0.5173
800 143
10.6667° 25936
110769 13,7410
92308 48205
73846~ 5.6035
55385 . S7811
36023 - 5.1951
18462 40487
0 2.8524
10 18555 -
o

KY

X't
[cm/s)
[
2.1492

69233 .

10,9149
11,7054
11.3864
9.8249
5.1879
-2.0278
-9.3278
-12.6328
-10.4236

11,4693

-9.1190
58720

-42.9849

x'ta
fomys?)
.0

52.4955
27.3369
-1.4912
1.1123
-32.3425
-60.3964
-83.9181
-62.0816
-4.0196
48.2050
-69.1206
114.0593
185.7625
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Tabla 361 . P X KY
(continuacién) (8] fton]  [em)
5 0 1.9156 2
L6 0 41483 2
170 53 o2
180 asses .2
19 0 3zese 2
20 .0 17353 2 116.6498
210 12224 2 2884 1341873
22 0 1.9054 2 112018 640787

Se obssrva que el desplazamiento méaximo as Xmax = 5.78 fem]

La grifica del ciclo histerético se muestra en la figura 3.141d, en donds se indican los purtos
de fiuencia alcanzados en el material componente del sistema oscilatorio.

2-Cormportamiento eldstico- Usarxdo el mismo programa pero con un valor graride de la fuerze
restauradora para mantener al sistema en el rango eléstico (Rv=100 y Re=-100 en aste caso), se
calculan las respuestas mostradas en /a tabla 3.52.

Tabia 3.52 ta P Xa KY Xta X'ta
Bl W fom] [ooa/s]  [emis?)
0 0 0 0 0 0.
0.1 26667 0.0716 0 21492 42.9849
02 53333 0.5173 0 69233 524955
03 80 1.4302 0 109149  27.3369
04 106667 2596 0 117053 -11.5277
0.5 110769  3.6027 0 74369 -73.8404
06 92308 3.9057 0 20894 -116.6874
0.7 73546 3.1756 0 118006  -793347
08 5538 17270 0 157100 2.9461
09 36923. 02850 0 119890 714736
10 18462 -0.5344 "o 41768 847711
11 o -0.5989 0 21807 423713
12 10 -0.4932 0 33107 -152.2054
13 5 -1.2989 0 99389  19.6424
14 0 -1.9703 0 -12461 1542129
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Tabia 3.62 ta
{oontinuacién)

8]
15
1.6
1.7

20
s 21
2.2

18
19

o o oo o o o

—_
a0 v

Xta
fem]
-1.4293
-0.0599
1.1498
1.4555
0.7938
-0.2758
-1.0160
-1.0048

KY

cC oo 00 0 0 C

Xta
{cm/s]
11.0114
14.5143
8.3051
-2.2752
-9.8844
-10.125
-3.9088
3.889%0

X'ta
[cm/52]
90,9378

-20.8798.
-103.3049
-108.3011
-43.8817

39.0678

85.2575

70.6987

341

De Ioé resultados de desplazamientos de las tablas 3.51 y 3.52 se obtiene la grifica 3.19 en
donde pueden compararse las respuestas eldsticas e Inelésticas

xfcm]

60
55
50 —
45 —

40 -

- 35

30 -

25 —

20

15

w -

0.5 -~
0.0

A

l
!

\

Respuesta elastopléstica

Grifica3.19,
Desplazamientos

Respuestas elstica

-0 —
-10
-1.5 —

M
|
\

I
{
|

L

-2.0. —

L

l
n
o

15 =

20 |~

25—

30

tlsegq]

IIL- Determinar: a) Las respuestas dindmicas del marco mostrado en la figura 3.142a, que tiene un

comportamiento elastoplastico cuya curva fuerza-desplazamiento aparece en la figura 3.142c; si es

sometido a un movimiento del suelo con el acelerograma mostrado en la figura 3.142b, b) Repetir los

célculos asumiendo comportamiento eldstico, y ¢) Graficar los desplazamientos obtenidos en a) y b).
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x*q Ct>
m = 0.1[t-s¥cm] . Iy
-
e
0.2 -
o.2s . . S
k =4tjem] A R e o
» . =02 ] b L D
. : \L—I—J/tcsegl
f’a(t) . =D Py Tl =0.16
75 . 7, : - pe—————— 11@0.1=11 ,-—,———-J
a) Marco con rigidez no lineal : b) Acelerograma en términos de la
Co aceleracion de la gravedad,
RCtond Goen ‘ RCtond
. T . 4
: ) ' _igat2
57 ‘”“”/ N 5]
» x(cm] x[em) .
x-amu .
4
15 g e
-;STXU -3,’7‘§
¢) Curva elastopldstica fuerza-desplazamiento d) Puntos de fluencia caleulados en un ciclo
histerético

Figera 3.142 Sisterna oscilatorio no lineal de 1 G.L. sujeto a una aceleracion def suelo.

a) Comportamiento elastopléstico.~ Willzando e! Método de integracién por pasos de
aceleracion lineal, programado en una calculadora de bolsillo (ver codificactén al final del problama
1), o procadiendo con calculos manuales como en el problema arterior, se obtiene la tabla 3.53,
en donde de acuerdo con 3.2.3., referenite a aceleracion en la base, se ha sustituido dicha
aceferacién por una fuerza excitatriz aplicada en la masa con una magnitud de -mx*a

El programa entrega los siguientes resuftados

w = 68.325 [rad/seg] T = 0.983 [sag] portanto: At = 0.1 {seg]
Tabla 3.53 h Pi=-mx’y Xear Xtar X'ar KY

(8]  fron] fem] fomis]  fomss)

0 o - 0 0 0 K
01 2550 03562  -10.6859  -213.7186 0
02  -3825 24766 -315526  -203.6156 0
03 -40.70 463790 437868  -1462271 2
04 3530 2113542 -543708  -65.4516 2
05 -19.61 168619  -53.2160 885293 2
06 -1275 216726 -423132  129.5448 2
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Tabla 2.83

(continuacién) i Pi=-mx'a Xar

] o]  [em]

0.8
09
1.0+
11
12
. 1-4 o
15
16
7
R
19
20
21
2
- 24
.25
26.
a7
2.8
29

-19.2283
-19.5335
-20.0510
-20.5624
-20.8976
-20.9814
-20.8392

oo o0 oo oo oo oo o0 00

X'tar
[em/s)

©.18.3036
7.13.3238

-4.9331
3.3323

- 8781

10.0538
7.7279
3.3044

-1.2889 -

-4.4763
-5.4872
-4.4492
-2.1324
0.4040
2.2673

X'tar
[cmlszj
213.6356
304.9403
202.9999
21.7649
-216.6039
-167.9600
-127.5601
-52.9469
23.5964
75,9999
91.8138
73.4947
34.4209
-7.9075
-38.6102
-49.8592
-42.0081
-21.7386
1.5209
19.3389
26.8958
23.8337
13.4307

4

EI slsbml brmlna s mllacién vibrando a lo largo de la curva Ez, (KY = 2), como se observa
6n la figura 3. 142d, después de efectuar un ciclo histerético casi completo.

b) Comportamianto eldstico,- Utllizando el mismo programa de evaluacion de respuestas y
considerando un vefor de Ri=100 y Re=-100 para mantener en este caso al sistsma en el rango
eldstico, se calculan los resuftados listados en la tabla 3.54.

NZDIH0 3d v Tiv4
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Tabla 3.54 ta Pi=-mx'a Xtar X'tar X'tar KY
{s] [ton] fem]} fcm/s] [emy/s?]

0 0 0 0 0 0

01 255 03562 -10.6859  -213.7186 0

02 -3825 24766 -315526  -203.6156 0

03 407 63790  -43.7868  -41.0681 0

04 .33 -10.6169  -37.5115 1665745 0

05  -1961  -13.2119 111533 360.5897 0

06 1275  -125943 228051 3185772 0

07 0 88718 S0.1357 2280359 0

108 1569 29233 66.7817 1048845 0

09 1765 38672 64.9065  -142.3902 0

1o 156 03460 416693  -3223543 0

SRR N R | 116531 19932 -471.1663 o

12 - o 97836  -36.5136  -298.9701 )

130 5.0306 546149  -63.0561 0

140 04012 -50.5689  143.9769 0

5 .0 45467 304278 2588457 0

16 0 62890 43564  262.5825 0

17 -0 55536 176476 1774975 0

18 0 31122 290699 508478 0

9 0 01452 283248 -65.8499 0

20 0 22415 182419  -135.8074 0

21 .0 3.3706 41814  -145.4033 0

22 0 3.1304 82997  -104.2189 0

23 0 18916  -153521  -36.8279 0

24 0 02814  -157624 286205 0

s 18 o 10818  -108015  70.5976 0

2 o 17933 32713 80.0066 0

27 - 0 L7521 37590 60.5989 )

28 ¢ -1.1332 8.0385 24.9907 0

29 0 0.2651 871S7 114456 0

c) De Ios resultados de desplazamientos de las tablas 3.53 y 3.54 se obliene la grifica 3.20 en
donde se observa la diferencia en el comportamiento del sistema.
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3.5.3.- PROBLEMAS PROPUESTOS.

o n o
U u M

I.- Para el Marco mostrado en la figura 3.143a, que tiene un comportamiento elastoplastico con la

curva carga-desplazamiento que aparece en la grifica de la figura 3.143c; determinar ias respuestas

dindmicas de desplazamiento, velocidad y aceleracion, producidas por la accién de la fuerza excitatriz

que varia respecto al tiempo como lo indica la figura 3,142b.

m = 0.09 [t-s¥cm]

Py —
. { I k =4[t/em] -
o | &=032s
7 7

a) Marco con rigidez no lineal

RCtond

=xEaml

"¢) Curva elastopléstica carga-desplazamiento

Figura 3.143. Marco planode 1 G.L. no lineal
sometido a vibracidn forzada amortiguada.

PctCton)

) ]\
610

b) Funcién de excitacién

tCaegpl

Soluclén: con At = 0.05 [seg]:
Xmex = 58967 [emjent = 0.25 [seg]

B3

tsegl

-0.25

Figura 3.144 Acelerograma para el problema
11, inciso 3.5.3.

IL- Resolver el problema Il del inciso 3.5.2., si el movimiento del suelo tiene el acelerograma mostrado

en la figura 3.144.

Solucién: con At = 0.05 [seg]: Xmax = -5.1843 [em] para t= 0.3 [seg]
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Ingemeria Antx sismnca

" A{.-introduccion / 4.2.-Rigidez lateral
‘. (e INANCOS, MUros y sistemas :

" Muro-marco / &a-Muodoado
mﬁﬁﬁamleo.

4.1.- INTRODUCCION.

En muchas regiones geograficas el mayor
riesgo de dafnos y fallas en las estructuras civiles
lo representan los sismos. A pesar de que existen
regiones en que la ocurrencia de algiin sismo es
poco probable, debe tomarse en cuenta el riesgo
de quealgun temblor intenso se presente durante

la vida titil de las estructuras que se construyan.

La Ingenieria Antisismica es una rama de la
ingenieria civil que tiene como funcidén el desa-
rrollo de teorias y métodos de anélisis y disefio de

estructuras resistentes a la accién de los sismos.

Basandose principalmente en los conocimien-
tos de la Sismologia, de la Dindmica Estructural, del
Andlisis y el Disefio Estructural, ia Ingenieria
Antisismica ha desarrollado el Diseito Sismerresis-
tente de las estructuras civiles.

El Discite Sismorresistente implica a grandes

rasgos las siguientes etapas["t 7

a) La definicion de la accién sismica de
diseno.- Dependiendo de la regién en donde se
construird la estructura, el reglamento de cons-
trucciones local define el nivel de la accién sismica
quedebeusarseen el analisisydisefio de la estruc-

tura en cuestién.

b)Laseleccionde laestructuracion adecuada.-
La seleccién de un sistema estructural éptimo
para la absorcién y disipacion de los efectos
sismicos (labor que se conoce como
estructuracion), reviste gran importancia en vir-
tud de que dichos efectos dependerdn grande-

mente de las propiedades de la estructura,

¢) El cilculo de las respuestas estructurales.-
Los modelos de anilisis de las estructuras civiles
varian en su grado de refinamiento, desde los muy
simples hasta los extraordinariamente complejos.
Asimismo los métodos de andlisis sismico varian
desde la consideracion del efecto de una serie de
fuerzas estiticas equivalentes a las dinimicas
hasta el analisis dindmico por pasos ante la
excitacién de movimientos enla basedelas estruc-

turas,

d) El di ? jento y detallado de la
estructura.- Los detalles de los elementos estruc-
turales como el dimensionamiento, uniones,
materiales, etc. deben ser cuidadosamente in-
dicados y especificados en los planos de
construccién en concordancia con las
suposiciones tedricas adoptadas en el andlisis y

disefio, pues de dichos detalles depende que se



Tema IV Ingenleria Antisismica 348

construyan estructuras dictiles capaces de incur-
sionar en etapas ineldsticas ante sismos excep-
cionalmente intensos o ante el sismo de disefio,
siendo capaces de disipar la energia y evitando las
fallas frégiles y por ende el colapso de la estruc-
tura.

Los conceptos fundamentales de Sismologia
y de Dindmica Estructural fueron tratados en los
temas anteriores, mientras que los requisitos de
dimensionamiento y detallado de los elementos
estructuralesson materia de otroscursos comolos
de Disefio Estructural, Estructuras de Concreto
Reforzado, Estructuras Metidlicas, Concreto

Presforzado, etc.

A lo largo de este tema se hace énfasis en la
presentacidn de los Métodos de Andlisis Sismico
usados en la prictica del disefio sismorresistente,
con base en las recomendaciones del Reglamento
de Construcciones para el Distrito Federal
RCDF-93 y sus Normas Técnicas Complemen-
tariastret 3], asimismo se estudian los aspectos
principales de la configuracion de las estructuras

sismorresistentes.

Al efectuar la estructuracién de un inmueble,
frecuentemente se hace uso de la combinacién de
elementoaestructuralestales como u:abes, colum-
nas y muros, con ellos se forman sistemas estruc-
turales como son: marcos con o sin contravientos,
murosy/o sistemas muro-marco, es decir, marcos
rellenos con muros o combinaciones de marcosy

muros.

Las caracteristicas de dichos sistemas se es-

tudian en el siguiente inciso.

42- RIGIDEZ LATERAL DE
MARCOS, MUROS Y SISTEMAS
MURO-MARCO.

En la evaluacién de las respuestas sismicas es
fundamental el cilculo previo de la rigidez ante
cargas laterales de los sistemas estructurales. En
incisos anteriores se estudiaron métodos
refinados para la obtencion de la rigidez lateral y
de entrepiso de los sistemas formados a base de
marcos con o sin contravientos, por lo que ahora
se presentaran solo algunos comentarios
adicionales y un método aproximado para el
céleulo de la rigidez de entrepiso de marcos
planos. Tambien se estudiarin diversos métodos
para la obtencién de la rigidez lateral en estruc-
turas formadas por muros o por marcos en
combinacién con muros de concreto o de

mamposteria,

4.2.1.- RIGIDEZ LATERAL DE
MARCOS

La rigidez lateral de los marcos, que son sis-
temas estructurales compuestos por la
combinaciénde trabes, columnasy contravientos,
puede obtenerse de una manera exacta por el
Método Directo de las Rigideces con las con-
sideraciones estudiadas en los incisos 3.3,1.3, a
3.3.1.5. del Tema III.
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Si se dispone de una computadora y de un
programa de cémputo con la automatizacion det
Meétodo Directo de las Rigideces, el calculo de la
rigidez lateral puede ser efectuado con un alto
grado de refinamiento por ejemplo al considerar
12 grados delibertad (G.L.) por elementoy defor-
maciones por flexion, cortante, axiales, y por
torsién. Estaforma de proceder esla mas frecuen-
temente usada en la actualidad debido a la exis-
tencia de paquetes de programas de computo que
son ampliamente usados en los despachos de

céleulo,

Si los célculos son efectuados con cal-
culadoras de bolsillo con capacidad programable,
la rigidez lateral puede ser calculada con gran
exactitud con los métodos matriciales presen-

tados en los incisos citados del tema I1I

La gran mayoria de Jas estructuras reticulares
pueden modelarse como sistemas oscilatorios
simplemente acoplados o de resortes mediante el
concepto de rigidez de entrepiso, y obtener resul-
tados con precision aceptable cuando los calculos
se efectian solamente con calculadora, lapiz y
papel. Los sistemas simplemente acoplados o de
resortes también son conocidos como Estrac-
taras de Cortantel™t 8,

Para saber si un sistema estructural en par-
ticular puede ser modelado como Estructura de
Cortante o sistema simplemente acoplado, John
ABlumel"*t 2 sugiere ef empleo de la siguiente

expresion

p=Z(NIZ)c v {41)

pindice de rotacién nodal

ZL)-Suma de rigidez de los elementos estructurales,
donde los subindices indican

v-Todas las vigas del piso en cuestion
¢-Todas las columnas del entrepisc en cuestion
I-momento de inercia

L.-longitud

Sip > 0.1 el sistema es una Estructura de
Cortante y puede modelarse como un sistema
oscilatorio simplemente acoplado o de resortes
empleando el concepto de rigidez de entrepiso;
en caso contrario la rigidez de entrepiso pierde
significadoy la estructura debe ser analizada con

métodos matriciales.

La rigidez de entrepiso puede ser obtenida a
partir de la matriz de rigidez lateral, no obstante
para marcos ordinarios que cumplen ciertas con-
diciones es comiin al efectuar analisis no automa-
tizados, emplear métodos mads simples como el

presentado a continuacién.

4.2.1.1.- FORMULAS DE WILBUR

Las siguientes f{Grmulas para la obtencién de
la rigidez de entrepiso, son aplicables a marcos
regulares no contraventeados formados por
elementos estructurales de momento de inercia
constante. Estan basadas en las siguientes
hipbtesisl™t 2l;

a) Los giros en todos los nodos de un nivel y

de los dos niveles adyacentes son iguales, excepto
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en el nivel de desplante, en donde puede
siponerse empotramiento o articulacién segiinel

caso.
b) Las fuerzas cortantes en los dos entrepisos
adyacentes al que interesa son iguales a la de éste,

o Primerentrepiso:

Columnas empotradas en Ia cimentacién

Ry = 48E/{mf[dM[ZKe1 + (h1 + ho)l(Zky +
Zka/12)Y e 4.2

Columnas articuladas en ia cimentacién

R = 24E[{M[Bh1/Zke1 + (2 + ha)/Zku]}
wees(4.3)

®Segundoentrepiso:

Columnas empotradas en la cimentacion

Rz = 48E/{hof4haiSkez + (I + hl(Ska +
Ske1/12) + (ha + ha)/Skel} e f44)

Columnas articuladas en la cimentacién

Rz = 48E/{ho{4ha/Zkea + (h2 + ha)lZke +
2 + ho)/Zknj} e (4.5)

o Entrepisos intermedios:

Rn = 48E/{hnf4hn/Zkon + (hm + hy)/Zktm +
fhn + ho)/Zknj} wae(4.6)

e Entrepiso superior: ‘
Suponiendo que la fuerza cortante del
peniltimo piso es el doble que la del tltimo

Rs = ”E/{hn{#?n/zknn + (2'7m + hn)/zktm
+ ho/Ekwf} A7)

Rn-rigidez del entrepiso en cuestién
km=igicez (1) de las vigas del nivel sobre e entrepiso n
kerrfigidez (1A} de laa columnas del entrepiso n

m, n, o-indices que identfican tres niveles consecutivos
de abajo hacia arriba

hn-altura del entrepiso n

ks-rigidez del Ultimo entrepiso

4.22.- RIGIDEZ LATERAL DE

MUROS

Algunas estructuras de edificios son cons-
truidas a base de muros de mamposteria refor-
zada, es decir muros formados por piezas
prefabricadas como tabiques de barro recocido,
blogues de concreto, tabicdn, ete., unidas con
mortero y reforzadas por medié de dalasy cas-
tillosde concreto reforzado formando muros con-

finados o formando muros con refuerzo interior.

Para muros en cantiliver empotrados en su
basey sujetos a laaccion de una carga lateral P en
su extremo superior como se muestra en la figura
4.1, puede demostrarse aplicando el principio

del trabajo virwal, que su rigidez esta dada
Por[reEB]

Km = [R®J(3ED + hI(GAL)] e (4.8)
con

A= bl A e (4.5)
Ao = A’ enl470)
G = E/f2(1 + v} n(417)

kmrigidez lateral del nwro
h-aitura
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Figura 4.1 Desplazamiento lateral de un muro.

L-longtud

E-mddulo de elasticidad

Ac-drea de cortante

G-méculo de cortante

I-momento de inercia

A-drea de la seccién transversal

k-&onutanu on funcidén de la forma geométrica
v-médulo de Poisson

b-aspesor del muro

Los sistemas estructurales a base de
muros de carga de mamposteria han sido los
mis frecuentemente usados en la
construccién de edificios de unidades
habitacionales o departamentales y en
ocasiones para algunos hospitales, en los que
cumplen también la funcién de subdividir los
espacios interiores en ireas pequefas. Este
tipo de construcciones es usual para edificios
de hasta 6 niveles, puesto que para alturas
mayores requeririan de una alta densidad de

muros con espesores considerablesl™ 7],

4.2.3.- RIGIDEZ LATERAL DE
SISTEMAS MURO-MARCO.

En zonas geogréficas de alto riesgo sismico al
disefiar estructuras reticulares de pocos pisos, o
en zonas de bajo riesgo sismico al disepar estruc-
turas reticulares de altura considerable y muchos
pisos, existe el problema de rigidizar los marcos
para disminuir los desplazamientos de entrepiso

y mejorar el comportamiento sismico,

El marco es una estructura reticular que
resiste cargas laterales esencialmente por flexién
de sus elementos, lo que lo hace poco rigidoy en
las condiciones mencionadas lo imposibilita para
cumplir con los estados limite de servicio es-

tipulados en los reglamentos de construccién.

Frecuentemente se rigidizan los marcos
colocando en algunas de sus crujias meres de
rigidez, que pueden ser de mamposteria o de

concreto.

Este tipo de estructuracién se conoce como
sistemas mure-marce; si los muros son de
mamposteria y se ligan a las trabes y columnas
que los confinan se denominan muroes diafrag-
mal*t 1% y sy funcién principal es absorber las
fuerzas cortantes, si los muros son de concreto
reforzado se denominan mures de cortante y
tienen la funcién de absorber ademds de la fuerza

cortante las cargas axiales y de flexién.

En sistemas muro-marco en los que la

relacién altura a longitud del muro es pequeiia,
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éste absorbe practicamente la totalidad de las
cargas laterales mientras que el marco trabajara
principalmente resistiendo la carga vertical.
Cuandola relacion auments, la rigidez del sistema
disminuye, esto sucede frecuentemente en estruc-
turas con altura considerable (mayores a 10 pisos
en zonas de alto riesgo sismico y de 20 pisos en

zonas poco expuestas a sismos{™* 1),

Lamanera en que se deforman los marcos de
muchos pisos es sustancialmente diferente a la
manera en que lo hacen los muros de rigidez de
alturas similares. Con referencia a la figura 4.2, la
deformaci6n de entrepiso de un marco es propor-
cional a la fuerza cortante actuante en el
entrepiso,y por lo tanto los pisos inferiores tienen
mayores deformaciones que los pisos superiores,
en un muro de rigidez esbelto las deformaciones
de entrepiso son mayores en los pisos superiores
que en los inferiores pues las deformaciones por

flexion son las mas significativas.

a)Deformaciénde
cortante del marco

En un sistema muro-marco de muchos pisos
la alta rigidez del muro |restringe los

desplazamientos de los marcos len los pisos in-

feriores lo cual es muy eficiente, sin embargo en

los pisos superiores, lapresencia Jel muro que por

"si solo presenta grandes deflexiones. tiende a

aumentar las deformaciones que iendn’a el marco

si soportard el solo toda la carga lateral actuante

endichos niveles. Para evitar este fendmeno exis-

ten varias opciones de estruéturacién para

rigidizar adecuadamente la:s estructuras

reticulares de altura considerable, ?nue las cuales
i

destacan: .

a) Colocar muros de rigidez de momento de
inercia variable que disminuya can la altura, tal

como se muestra en la figura 4,3 (FF6]

b) Unir dos o m4s muros de rigidez colineales
mediante trabes peraltadas en cada nivel como se
indica en la figura 4.4, que restrinjan los giros de

los murosy los hagan trabajar com:‘o una unidad,

A
b) Deformacién de
flexién del muro

-

|-
S

\ oo T
¢) Fuerzas de interaccién entre
marco y muro

. . |
Figerad.2. Interaccién entre marco y muro en un sistema muro-marco sometido a carga lateralle? 7,
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marco’ -

: yvmu:“o‘de rigidez

7§

Figwra 4.3 Muro de rigidez con propiedades
que se reducen con la aitura.

aestesistema de estructuracion sele conoce como

mures acopladost™ 2],

¢) Acoplar dos o mis muros colineales
mediante vigas diafragma, es decir vigas de gran
peralte cuya relacién claro a peralte (L/h) es del
orden de tres o menort™ 11, colocadas solo en
algunos niveles como se observa en la figura 4.5.
Este sistema de estructuracién es denominado
mecre-marces, ya que los muros se deforman

como marcos de uno o més niveles segin el

muro de rigidez
L~

/ )
marco tipico
//

\\\ viga diafragma o
de gran peralte

Figara4S5. Macromarco de dos niveles.

‘| muro de rigidez
e .

L viga de
acoplamiento

LTI

Figufn 44, Murcés'acbpladbs convigas muy '
rigidas, R
niimero de vigas de acoplamiento que se colo-
quen(®t ), '

d) Cotocar pocas o solo una gran viga
rigidizante en la parte superior de un solo muro
de rigidez conectindolo con las columnas del
marcb como se ilustra en la figura 4.6. Al tratar
de flexionarse el muro de este sistema, introduce
cargas axiales en las columnas que tienden a equi-
librar el momento flexionante en cada piso in-

crementando por tanto la rigidez de! conjunto.

viga diafragma | rigidizante
P T

™ W
< -

marcos

/

A ' 4

muro de rigidez
Figera4.6. Muros con vigas rigidizantes.
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Para calcular la rigidez lateral de un sistema
muro-marco existen diferentes métodos que van
desde los que pueden considerarse exactos, como
el método de los elementos finitos que ya ha sido
incorporado a algunos programas de computo
para el analisis de estructuras, hasta los relativa-
mente aproximados como el método de Mc Leod,
Khan y Sbarounis y otros presentados en la refe-
rencia [2]). A continuacién se presentan dos
métodos que se usan frecuentemente para cal-
cular la rigidez lateral de sistemas muro-marco

con muy buena precision.

4.2.3.1.- METODO DEL ELEMENTO A
COMPRESION

Para un muro diafragma que estd sujeto'a la
accién de una cargé lateral aplicada en su extremo
superior, como se muestra en la figura 4.7, el
sistema muro-marco trabaja inicialmente como
unasola unidad, sin embargo para cargas laterales
relativamente pequeas el marco se apoya sobre
el muro en esquinas opuestas, produciendo fuer-
zas axiales, momentos y cortantes en vigas y
columnas. Los momentos son despreciables por
desarrollarse en la proximidad de los nudos(™t 2,

Para el cilculo de la rigidez lateral y de los
elementos mecénicos en marco ymuro, es posible
simular el muro como una diagonal equivalente en
compresién y tratarfa como marco contraven-
teado.

P—»
a) Elevacién del o —1-
H N o R |
muro diafragma o h
N I :
columna T __i
trabe
b) Seccion transversal
Am Acat
L]
P—>

i
1

4 9

c) diagonal equivalente

Figura 4.7. Diagonal equivalente en muros
diafragma.
La diagonal o elemento a compresion debe
suponerse de igual espesor y médulo de elas-

ticidad que el muro, pero su ancho sera:

wo = (0.35 + 0.022 A)h wee(412)

para que el método sea aplicable se deben

cumplir las siguientes condiciones

09sis11.0 .. (4.13)
0.75st <25 e (414)
donde

E=Lh win (4.15)
4 = BoAcol/(GrmAm) | wns(4.16)
A=wo e 417)
Gm = 0.4Em n(418)

h-aitura del tablero entre ejes de vigas
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E-relacion de aspecto

LU'4ongitud sntre ejes de columnas

Ec-médulo de elasticidad del merco

wo-ancho del elemento a compresidn equivalente
t-espesor del muro=espesor del elemento a compresion

Em-mddulo elastico del muro=mdédulo elastico dei
elemento a compresién

Acol-drea de la columna

A-drea del elemerito a compresidn equivalents

4,23.2- METODO DE LA COLUMNA

ANCHA.

Para cualquier tipo de sistemas de muros o
sistemas muro-marco, las deformaciones en el
sentido lateral de los muros, se pueden calcular
con muy buena precisién con los procedimientos
de trabajo virtuall™t ®), tomando en cuenta las
deformaciones debidas a flexién y a cortante. En
las columnas normales, a diferencia de los muros,
solo son importantes las deformaciones por

flexion.

COLUMNA ANCHA.- Es un muro
idealizado de tal forma que puede ser repre-

sentado por un elemento recto con las

T T | muro
Tl D diaf
T Friaty iafragma
s | =
e B
T fery
T
o Py
T Py
e | e muro de
T T
oo T QQ ‘4~ cortante
L P
oo
=
o T
==
T
T i trabesy
-
1T, columnas

L1 L2 L L1 L3 Lg Ls

Figura4.8a. Sistema estructural muro marco.

356

propiedades del muroen el que se tomen en cuen-

1a las deformaciones por flexiony cortante.

Para analizar sistemas de muros y muro-
marco como por ejemplo el que se observa en las
figuras 4.8a y 4.8b, se considera cada muro como
una columna ancha con sus propiedades con-
centradas en su eje centroidal y se supone que las
zonas de las vigas que se encuentran dentro de los
muros son infinitamente rigidas a flexion. De esta
manera el sistema se puede idealizar como estruc-
tura reticular y emplear el método de rigideces
para calcular los desplazamientos, modificando
previamente la matriz de rigidez de cada elemento
y expresarla como se indica en las ecuaciones
(4.19) a (4.23).

Debido a la exactitud de los resultados ob-
tenidos, este método puede ser utilizado en
programas de cémputo para analisis de estruc-
turas como el de la referencia 12, haciendo uso de
la opcién de zonas rigidas en las vigas o repre-
senténdolas por tramos con propiedades estruc-

turales grandes en comparacién con los de las

zona de i ls/2
rigidez @ N\
columna
normat 7
"
columna — |
ancha
wz F] E) »4». o

La Lz L1L3Lts Ls
Figura 4.8b. Marco con columnas anchas
equivalente al sistema de la figura 4.8a.
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vigas y columnas del conjunto. También existen
programas muy populares como el mencionado
en la referencia 13, que incluyen implicitamente
el uso de este método, las deformaciones por

cortante y las zonas rigidas,

La precision del método de la columna ancha

basido comprobada contra la obtenida de manera

(419 Kea=
Um Vm Om
[ﬁu[a +aly] 0 - EV[(1+a)l]
0 EAL 0

SEI[(1+a)L? 0

Kea-Matriz de rigidez global de la columna ancha -

grados de libertad en
columnas anchas

@2 Kna =
um ‘Vm fm
Um EA/L '
va| 0 12RAADH
6m| 0 SR(I+AYAL) {4+ 2p(1+pAAIR
ua {-BA/L 0 . 0
val| 0 12R/(12L2) -6R(1+ 2y/A)(AL)

0a] 0 6R(1+20A)/(AL) (2+6(r+BYA+128AAR 0 6R(1+28/4)/AL) (4+1za(1+p/1)/,1m

Kva-Matriz de rigidez global de las vigas con zonas rigidas

[

‘ -IZEI/[(‘1+a)L3‘]': 0 :

(4+a)BI/[(1+a)L] 6EII[(1+¢z)L2] o .
0

2EV[(1+a)l3] 0 SEV[(1+e)LY 125!/[(1+a)L3] &EI/{(Ha)LZ] Un
) -EA/L o 0 Vo
|-6EV[(1+a)lY] 6  (wEU[(1+a)l] 6EV[(1+a)L]

exacta por el método de elementos finitosy contra
experimentos en modelos a escala de muros
elasticos(Fet 21, encontrindose diferencias entre
los resultados de estos métodos menores del dos

por ciento,

Un Vao o oo 6;:;; e
: ;6EI/[(11-5:)L2] o

‘2)E [(1+a)L] Om.

Simétrica

EAL
0 12R/(.12L2)

R=EWAL ... (422)
A =1 ...(423)

C o ZOnas rigidas

—yL.., P

=y DT grados de libertad de las
- AT

M vigas con zonas rigidas
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Para formar la matriz de rigidez de muros
diafragma modelados como columnas anchas, se
debe considerar que el momento de inercia y el
mdédulo de elasticidad provienen exclusivamente
de la rigidez a flexion de las columnas del marco,
mientras que el drea a cortante y el médulo de
cortante corresponden a los del murol™®" %, Las
propiedades estructurales del muro diafragma asf
idealizado pueden calcularse con las siguientes

expresiones:

Para marcos con columnas de diferente

seccién transversal, se tiene para cada una de ellas

= Acolll/2)% + Toot e (4.24)

En marcos con columnas de secciones

transversales iguales
IsAgil’®2 (4.25)

l-momonto de inercia de la columna ancha
L'dongitud entre ejes de columnas

Acol-drea de cada columna del marco

. Tookmomento de inercia centroidal de la columna

4.2.4.- PROBLEMAS RESUELTOS

Debe adoptarse la siguiente 4rea a cortante

reducida del muro
Ace=(0.37-0.12& +0.0231)(Am + 2Aco)....(4.26)

Acr-drea de cortante reducida
Am-érea de la seccidn transversal del muro

Acol-drea de cada columna del marco

Como resultado del analisis estructural con
columnasanchasen muros diafragma, se obtienen
momentos flexionantesy a partir de estos pueden

obtenerse las cargas axiales en las columnas del

marco con
T= ML) e (427)
cC=M@) (4.28) -
z2=115-02¢ < 1.0 were(4.29)

T, Coargas axiales de tensién y compresidn en
columnas

La fuerza cortante maxima que debe resistir
cada columnayy trabe serd del 25% de la obtenida
en la columna anchal™t 1%, Esta aproximacion
est4 limitada a los intervalos de ¢ y2indicados por
las ecuaciones (4.13) y (4.14).

L.- Obtener la rigidez de entrepiso empleando las férmulas de Wilbur para el marco mostrado en la

figura 4.9. La dimensién mayor de los elementos estructurales es paralela al plano del marco.

Céiculo del momento de inercia y de la rigidez relativa de los elementos estructurales
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e N4 COLUMNAS
- 4 25 g 26 12 Elemento Seccidn [m]
*_ 1,2,13,14 .0.45x0.70
. > N3 5,6,9,10 05x0.5
« L LEELE LS 3y'1s 035%0.5
{__ - 7y 11 0:4x0.4
. N 4 03x04
19 20 21 . :
[2_ > 6 10 14 8y12 03x03 -
{»_' 16 17 18 N
'p} 1 S 9 13
_L_ Concreto o= 250 [kg/cr.n ] o
- * 7 e P.V. = 2400 [kg/m’] -
e 5 —od 4 e 5 ] Acotacién en [m)
Figurad.9. Marco estructural plano.
Elemento IIm"] IL[m3]
1y 13 0.0128625 0.002573
5y9 0.0052083 0.001042

L2y 14 00128625 0.002858
6y 10 0.0052083 00011574
3y1s 0.0036458  9.1145(10%
7Y 0.0021333  5.33325(10

4 0.0016 4(10%
8y12 6.75(10%)  1.6875(10°%)
16y 18 0.0054 0.00108

17 0.0054 0.00135

1921,22,2425 0.0026042  5.2084(10
2023y26  0.0026042  6.5105(10%)

El RCDF-93, on sus Normas Técnicas Complementarias para disefio y construccién de
astrucutras de concreto ™ 181 indica astimar el médulo de elasticidad para concreto de
peso normal y ¢ > 250fkglcm] como

E = 14000{']*® = 221350.4 fkglem?] = 2213594 [t/m°]

eIndices de rotacién nodal

De Ia ecuacién (4.1) se tiene para cada entrepiso:

Entrepiso 1

p =[0.00108(2) + 0.00135}/[{0.002573(2) + 0.001042(2)] = 0.485 > 0.1
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Entrepiso 2

vigas superioras: p = [5.2084(10)(2) + 6.5105(10}/[0.002858(2) + 0.001 1574(2)1 =
=0211> 0.1 , o

vigas inferiores: p = [0.00108(2) + 0.00135}/{0.002858(2) + O. 0011574(2)] = d§437 > p; 1
Entrepiso 3 v " '

vigas superiores: p = [5. 2oa4(1o“) (2 +6 5105(10“)]/[9 1145(1 o*‘) (2) +5. 33325(10“‘ (2) ] =
= 0586

vigas Inferiores: p = 0.586 > 0.1

Entrepiso 4

vigas superiores: p = [5.2084(10) + 6.5105(10™)J/{4(10™) + 1.6875(10°)(2)] = 1.59 > 0.1

vigas Infarioras: p = [5.2084(10™)(2) + 6.5105(107%]/14(10™) + 1.6875(10)(2)] = 2.295 > 0.1

Como se cumple que en todos los entrepisos p > 0.1, el marco pusde ser modelado como
estructura de cortarite y las rigideces de ertrepiso pusden obtenerse aproximédamente con las
formulas de Wilbur.

oRigideces de Entrepiso

Entrepso 1 (ecuacion 4.5)

ket = 0.002573(2} + 0.001042(2) = 0.00723 [m°]

Sku = 0.00108(2) + 0.00135 = 0.00351{m’]

Ry = 1062525 12/{5{2766.251729 + 2310.030395]} = 4186.23 = 4186 {t/m]

Entrepiso 2 (ecuacién 4.4)

- Thoz = 0,002858(2) + 0.0011574(2) = 0.0080308 [m"]

ko = 5.2084(1&‘)(2) +6.57105(107%) = 0.00169273 [m°]

Ra=106252512/{4.5({2241.370723 + 2310.030395 + 5021.474187]} = 2466.50 = 2467 [t/m]

Entrepiso 3 (ecuacién 4.6)

Thoa = 9.17145(1074(2) + 5.33325(10%)(2) = 0.00288955 [m°]

Thia = 5,2084(10%)(2) + 6.5105(10%) = 0.00169273 [m"]

Ra=106252512/{4[5537.194373 + 5021.474187 + 4726.093352}]} = 1737.883 = 1734 [t/m]
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Entrepiso 4 (ecuacién 4.7)

Skoa = 4(10%) + 1.6875(10%)(2) = 7.375(10%)

Thta = 5.2084(10'4) + 6.5105(10'4) =0.00117189

Ra=106252512/[4(21694.91525 + 7085. 140028 + 3413.289643)] = 825 {t/m]

IL.- Empleando el método del elemento a compresién, obtener la mateiz de rigidez lateral y las

rigideces de entrepiso del muro diafragma mostrado en la figura 4.10, La dimensidn mayor de los

, elementos estructurales es paralela al plano del marco.

t——— & —'-l
5 Elemento Seccién [m]
columnas 035x0.5
i i i i i 1 trabes 0.25x0.7
2 L Ig T 114 < Muros de mamposteria qe tabique rojo
Y S A I U A de 15 [cm] de espesor unidos con
2 mortero cemento-arena.
A T i ‘{ Concretode fc = 250[kg/cm2]
T 1 T T T T 3
1 S i 3 P.V. = 2400 [kg/m’]
N A O 0 o
I S I Y acotacion en [m]
R D FU R M R |
contratrab []r]rlllxllll __l'
(] > Z
zapata corrida——

Figura 4.10. Muro diafragma,

El RCDF-93, en sus Normas Técnicas Complemenrtarias para diserio y construccién de estruc-
turas de mamposten’a["" o], para muros de tablque rofo confinados especifica las sigulentes
propiedades

" m = 15 fkg/em?] + 4 = 19 [kg/oms) ..(a)

f mresistencia a la compresién de la mamposteria

Em = 800t " m = 11400 [kg/cm®] = 114000 [t/m?] ...(bjcargas de corta duracién
de Ia ecuacion (4.18) Gm = 0.4Em = 0.4(114000) = 45600 [t/m?] f(c}
Elernento a compresién equ/va'lenaa al muro #7

De la ecuacion (4.15) t = 6/5= 1.2 w-{d)

ol area de las columnas es

Acol = 0.35(0.5) = 0.175 [nP] w(8)
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El RCDF-93 en sus normas técnicas com- A Y 6 = arctan(6/5) = 50.2°
plementarias para disefio y construccion de PY ‘A = arctan(6/4) = 56.31°
estructuras de concretol™" "%, indica estimar el @ A, s o)

mbdulo de elésticidad para concreto tipo 1 como

Ee = 14000[f'o{*5 = 221359.4 [kg/cm®] =

= 2213594 {tim? wl®)
el drea transversal del muro es
Am = 0.15(6-0.5) = 0.825 [m°] (@)

dela ecuacién (4.16), (), (g) ¥ (d)

A = 2213594(0.175)/[45600(0.825)] = 10.3 ...(h) ) 6 -

de (c) y (h) se cumple que 0.9 < 10.3 < 11  Figura4.11. Marco con elementos a compre-
y075< 12< 28 sién equivalentes a los muros diafragma de la
figura 4.10.
“de la ecuacién (4.12)  wo = (0.35 + 0.022(10.3))5 = 2.883 [m] wefl)
dela ecuacién (417) A = 2883(0.15) = 0.432 (] w{f) ‘

Elemento a compresién equivalente al muro # 8

de la ecuacion (4.15) ¢ = 6/4= 1.5 ..(k) secumpleque0.75 < 1.5 < 2.5
de la ecuacion (4.12) wo = (035 + 0.022(10.3))4 = 2.306 [m] ()
de la ecuacién (417) A = 2.306(0.15) = 0.346 [m?] w(m)

portanto para obtener la matriz de rigidez se anallzard, despreclando las deformaciones axiales,
el marco equivalente mostrado en la figura 4.11. El procedimierto de anélisis es el mismo estudiado
enel inciso 3.3 del terma Il

Tabla 4.1 de propiedades de elementos estructurales

BARAl a | $ | & (¥ |&*| & | L | A 1 AEB/L EVL EIL? BIL?
#|m-n [m] | [n] [m*] [t/m] ft-m] 3] [ym]
1{telzo] o a1 Jo 1] 0 s | a17s | ooo3és | 7m75.79 | 161592 | 3118 64,64
2l21{20l o | 21 Jo 1] o 4 | Q175 | 000365 | 9684474 | 2m9.91 504.98 126.24
sfaslzol o } 1 1o 1] o s | 0175 | aooses | Tr7s79 | 160592 | 3mas 64,64
4i34f2zol o | 2o }11] o 4 | a17s | aomes | 474 | 201991 50498 .| 12624
sfzaf ol 1t Joj1]o0] 0 6 | 0175 | 0oo7is | 6456316 | 237.87 | . 43964 [ . B2V
6lial ol 2 Jol1lo] o 6 | a175 | aoo7is | o1563.16 | 2787 | av96e | mar
7] 1.5|302]07683 -064 |aso j0410) -0492 | 781 | 0432 6305.76 , SRR P

8| 2.4 3263108321 | -0 555692 0308] -0462 | 7.21 | 0346 S470.74
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de las ecuaciones (3.89), (3.90) y (3.91) y la tabla 4.1, se obtienen las siguientes matrices
globales de los elementos estructurales

uN1 01 UN1 04

71568 193908 | umi (775.68 193908 | uni
ki= . k3=

193008 646368 | 6 193008 6463.68 | 04

62 03 . — . 0 64 o

1055148 527574 | 6 .. Q055148 527574 | - or
ks=| ool ks

S25.74 . 1055148 | 63 o 1055148 | 65

o uNZ‘V 3 ‘»uN1k~ R o unz i 02 ; “191'_
378575 1 una 151488 3029.88 ‘151§.887 3029.88. | unz
U 3029.88 - 8079.64 - -3029.88. - 4039.82 62

ks = - . k2= | \st4gs amogs 151488 302988 | uwt
378575 | "um ' 300.88 - 4039.82 - 302088 807964 | 61
uN2 82 uNg
1514.98 30988  -1514.88 uNz ) Nt
_ [3m.88 som964 312988 02
k2= | istess 30088 151488 us k7= [_3-77'_@ UNI
302988 403982 -309.88 61 '

A partir de las matrices anteriores se ensambla la matriz de rigidez de la estructua Ke

UN1 UNZ 61 02 03 64
uNt | 1208727 681375 | -10908  -302088  -3029.88  -10908 |
unz | -681375  6815.51 302088 302088 302088  3029.88
61 110908 302088 | 250948 4039.82 0 274 | = Ka
02 | -302088 30088 . | 403082 1863112  5275.74 0
9 | -302088  3020.88 0 527574 1863112 4039.82
6a | -10%8 30729.88 5275.74 0 403982 250948 |

Con referencia a la condensacion estilica expresada por la ecuacién (3.97) y empleando los
programas de calculadora de bolsillo codificados en el inciso 3.3 del tema Ifl, se obtiene:
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["4.372784326E-5 -1.097860387E-5 5.286665057E-6 -1.004406917E-5 |
-1.097860387B-5 6.129352248E-5 -1.850269138E-5 5.286665057E-6
5.2866650STE-6 -1.850260138E-5 6.129352248E-5 -1.007860387E-5

| -1.004406917E-5 5.28666505TE-6 -1097860387E-5 4.372784326E-5" |

[Kz]' =

001949636921 0.08481190187 | T T
-0.1234423165  0,1124051918 | 77905640009 866.1741302 |
-0.1234423165  0.1124051918 “kulkn] k= E66.1741361 ;-'1195._0882;1'
0.01949636921  0,08481190187 COE e T

(k2] ka1 =

ds donde la matriz de rigidez lateral k' es

UN1 UN2 - ¢
11206.70501 -5947.57587 |- una
k._ A SRR . .
.5947.57587 5620.421744 | unz S
de la ecuacién (3.96) U = [K'T'F ~ ' ; : (1)

invitiendo la matriz de rigidez lateral se obtiene de (n)

Unt 1.998827531E-4  2,115175504E-4 | |FNni
Unz | | 2115175504E-4  4.017521783E-4 | Fny o
Rigidez del entrepiso 1

al aplicar una fuerza unitaria de 1 [ton] en el nivel 1, se calcula

Unt = Aet = 1.99883(10°% fm] ' (0}
dae la ecuacion (3.98)

ke1 = 1/1.99883(10™%) = 5002.93 =~ 5003 [tim] = 50 fticm] ‘ (D)
Rigldez del entrepiso 2

aplicando una fuerza uniaria de 1 [ton] al nivel 2 se calcula con las ecuacionss (3.98), (3.99) y
{n)

Ae2=4.017521783(107Y)-2.115175504(10™%) = 1.903346(10%) ()

" Koz = 1/Az = 5256.67 = 5257 [tim] = 52.57 ftfcm] R
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III.;_ Usando elluiéfddé deklav colgﬁma ancha, obtener la matriz de rigidez lateral y la rigidez de

entrepiso del sistema murciininr ‘ strado en la figura 4.12a. La dimensién mayor de los elementos

estructurales es paralela al plano del

Seociénfem]

e~y ,, T
ey : = trabe .20x50 "

: . . ; columna > 30x 50

B smuro i 15%200

U+ i Coneretofé’= 250 [kg/em2)
: @ P.V. = 2400{kg/m”]
Acotaciénen [m]
' a) Sistema muro marco b) Modelo con columna ancha

Figura 4,12, Sistema muro-marco modelado con columna ancha.

De las Normas Técniicas Complementarias para disefio y construccion de estiucturas de
concratol™" 151, of RCDF-93 indica estimar para concreto tipo 1 las siguientes propiedades

E = 14000f'o]°° = 221359.4 [kg/cm?] = 2213594 [tim?] )
G = 0.4F = 885438 [t/m?} w(d)
El muro de concreto y sus propiedadss estructurales se pueden representar mediante la
columna ancha # 2 mostrada en la figua 4.12b localizada en el centroide del muro, Ia trabe tiene
una zona de rigidez infinita dertro de la zona del muro de concreto. Las propiedades del sistema
muro-marco asf idealizado son
Columna ancha:

A=2(0.15) = 0.3 [m?] w(c)

de la ecuacion (4,10) con k' = 1. glret. 19)

Ao = Ak = AI1.5 = 0.2 [m?] w(d)

i=0.15(2)%12=01[m" 4 (@)

L=8/m ' R
de la ecuacion (420) « = 12E1(GAL?) = 0.234375 , : (@)

columna normal; :
A=035%=009[n? ‘ Cath)
1 =03%12=675(10Y [m*] . B/



u1
vi
61

u
vi
01
U2

02

s § &

v2
61
62

trabe con zona rigida:

de la figura mostrada en la ecuacion (4.21)

Cy=0

Tema [V Ingenieria Antisismica

L=8[m}

A=02(0.5)=0.1(m*

| = 0.5%(0.2)/12 = 0.002083 [m"]

L=3[mj

B=03333 A=1-8 = 06667

w{l)

(k)
)]
e {m)

de las ecuaciones (3.82), (4.19), (4.21) y (4.22) se calculan las sigulentes matrices globales de
los elementos estructurales (el procsdimiento fue estudiado en el inciso 3.3 del Tema Ili)

u1
[35.02
0
|140.08

ui
73786.47

0
24902.93
0

vi

0
6915.34 -
6915.68

0
«6915.34
1383033

o1
140.08

747.09

61

0
6915.68
9221.37

0
-6915.68
11525.68

0
83009.775
0

uz
uz | 4203.03
v2 0
62 |16812.11
‘w2 v2
-73786.47 0
0 -6915.34
0 -6915.68
73786.47 0
0 6915.34
0 -13830.33

62

16812.11

0

9491835

62

0
1383033
11525.68

0
-13830.33
29965.31

a partir do las matrices arteriores se ensambla la matriz de rigidez de la estructura Ke

m
[ 7382147
73786.47
0
0
140,08

u2
-73786.47
779895
0
0
0
16812.11

vi

0

0
3181827
-6915.34
6915.68
13830.33

v2

0

0
-6915.34
89925.12
-6915.68
-13830.33

0
140.08
0
6915.68
-6915.68
9968.46
11525.68

82

0
1681211
13830.33
-13830.33
11525.68
124883.66

= k2
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efectuiando la condensacion estatica indicada en la ecuacion (3.97) se tiene

[73.748600732E-5 8.009728041E-7 -2,323217408E-5 -1.918581887E6 |
L | 8.009728941E-7 1.180648145E-5 6.9696S114E-6 S.755744737E-T
(K2I"= | 232321740855 6.969651103E-6 1.314261854E-4 -8.784TTST52E-6
| -1.91858188TE-6 5.75744T36E-7 -B.78ATISTSE-6 9.004428524E-6 |
0003254362045 -0.03225540573 '
o | 976308726654 0.009676621365 o
k2l =1 51841018005 -0.1476906163 el ot | o 02 20‘6885013
.0.001230571387 0.1528965327 20.68850152 -2570.513326

de dondae la matriz de rigidez lateral K es

u1 uz .
- 73818.8911 -73765.7815 ur

k A
-73765.7815 7541898667 | uz

~s

de la ecuacion (3.96)

U=[KJ'F ‘ i)

Us 5.987751266E-4  5.856498093E-4 | [Fy
Uz | T |5.856408093E-4  5.860714631E-4 | | F2

aplicando una fuerza unftaria de 1 [ton] al nodo 1 sa obtlene el méximo desplazamiento lateral

invirlendo la matriz de rigidez se obtiene de (n)

A1 =5.987751266(107Y (0}
y do la ecuacién (3.98)
ko1 =1/5.987751266(10°) = 1670.1 [tim] = 16.7 [ticm] (0}

V.- Empleando el método de la columna ancha, obtener la matriz de rigidez lateral y las rigideces
de entrepiso del sistema muro-marco de concreto reforzado mostrado en la figura 4.13a. La dimensién
mayor de los elementos estructurales es paralela al plano del marco, siendo las columnas de seccién
transversal de 40 x 40 {cm] y las trabes de 25 x 70 {cm].
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e - 6 . " 2.5 caracteristicas del concreto: 6 125
R i 1 #e = 250 [kg/om? [ —l ‘
P.V. = 2400 [kg/m3] 5 re R
acotacién en [m]® L L @

muro de concreto

o Lysd

o \, )
o s

de 15 [om) c 1l columna 3
. espesor = s LI x
. S »..T ancha
2 77750007 77227 77
a) Sistema muro-marco b) Modelo con columnas anchas

Figura 4.13. Sistema muro-marco modelado con columnas anchas,

El RCDF-93 en sus Normas Técnicas Complementarias para disefio y constriccién de estruc-
turas de concretol™" 151, especifica las sigulentes propledades para concreto clase 1

E = 14000(f'<]°5 = 221359.4 [kglem®] = 2213594 {t/m°] (a)
G = 0.4E = 885438 [t/m] (b}
Las propledades estructurales del muro de concreto se pueden representar mediante colum-
nas anchas y trabes con zonas de rigidez infinita, modelando el sistema muro-marco original
mediante [a estructura reticular mostrada en la figura 4. 13b.
para la columna ancha # 3, de la ecuacion 4.20;
a 3 =(12)(2213584)(0. 1953)/[(885438)(0.25)(20.25)] = 0.651 e (C)

similarmente para la columna ancha # 4.

« 4 = (12)(2213594)(0.1953)/{(885438)(0.25)(20.25)] = 1.1573 (@)

para las trabes con zona rigida y en base a la figura mostrada en la ecuacién (4.21) se tiene

L = 7.25 [m] wfe)
y=0 w(f)
B=0.1724 . wfg)

1=08276 ‘ ®)



Tema IV Ingenieria Antisismica 369

Las propiedades de los elemerttos asi idealizados se tabulan en la tabla 4.2
Tabla 4.2 de propiedades de elementos estructurales

BARRAl @ | $ | & | (&% s& | L | A 1 AE/L EIL apL? BIL?
#|m-n (o] [ (@) | [ [ (vm] | (tm] [t [t/m]
tle1fow] o] 1o 1] o 6 | 016 | 000213 | 50029 | 785.83 130.97 21.83
2f12] 9] 0 {1 |0 [1] o | 45| a16 | aoo213 | 78706 | 1047.77 22,84 5174
3154} 9] 0o | 1 ]|o|1] o 6 | 0375 | 01953 | 138349.6 | 720525 | 1200875 | 200146
4143/ 9 ) 0o [ 1 ]o 1] o | 45 |a37s | 01953 | 184662 | 96070 2134888 | 47442
S]1-4f 0] 1 o |1 ]o] o | 7250175 [ aoomas | su3ne | 2183

61231 0 1 0 1 0 0 725 ] Q178 Q00715 53431.6 2183

de las ecuaciones (3.82), (4.19), (4.21) y (4.22) se calculan las siguientes matrices globales de
los elementos estructurales (el procedimiento fue estudiado en el inciso 3.3 del Tema Ill)

Columnas 1y 2

u1 vi 61
u1 261.96 0 - 78582
%1 0 59029 0 =k
61 |785.82 0 314332
ut Vi 0 uz v T e
‘m | 62088 0 -1397.04 -620.88 0 -1397.04
v 0 78706 0 0 -78706 0
o1 | -1307.04 0 - 41908 139704 0 2095.54
u -620.88 0 1397.04 620,88 0 139704 - |= kg
v2 0 78706 0 0 78706 o ‘
02 -1397.04 0 2095.54 1397.04 0 4191.08
Columnas anchas 3y 4
u4 v4 04
us [ 1454726 0 4364173 ]
va 0. 1383496 0 -

6o 4364173 . 0 2000717



ve
0y .
.

v3

u1
vi
o

v4
64

u

v2

u3
v3
63

&ERE

ud
vl
v2
v3
v4
81
62
a3
64

(5937667

Vigas cbhizones"n'gldas P

SR R 7 Y
o w31
-53431.6 0
0 -879.22
0 3736.64
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04
-59376,67

0
. 229661.55
59376.67

0
-+ 3752755

%317

10551
0
-2637.7
8572.36

5336

u3
-26389.66

0
59376.67
26389.66

0
59376.67

W4

26377
0
879.22

-3736.64

a3

0
3752755,

5937667 | -

-59376.67: | -

8572.36
0

-3736.64

51828 |

. m966155 |

370

a partir de las metrices arteriores se ensambla R siguiente matriz de rigidez de la sstructura Ke

ul u2 u3 ud v v2 v3 v4 01 62
SB1444 6088 0 BHLE | 0 0 0 0 s -1397.04
G038 M523 M6 0 0 0 0 0 1M 13904

0 5M3L6 TRII6 2E066] O 0 0 0 0 0
SMIL6 0 2638966 9B68S2| 0 0 0 0 0 0

0 0 0 . 0 |62 W6 0 SN2

0 0 0o 0 806 88522 8W2 0

0 0 0 0 0 PR 18534542 -1844662
0 0 0 o | sm2 0 asue62 323695 -

61122 1397.04 0 0 ~ 26377 0 0 2637.7

asros weros o 0 | o a7 amwr o
e 0. 57667 SAT667| 0 3NG4 3Besd 0.

S0 T 00T TsaTe6T ASTIA | 3TES - 0 0 amess 8s




Tema IV ingenieria Antisismica 371

6 04 efectuando la condensacion estdtica in-
ul 0 0 dicada en la ecuacion (3.97) se tiene
u2 ‘0 L0
u3 e
" 166722623385 1656133375E-5
v = K. LESBLIIITSE.S  2913574808E-5
2 (1533SINET  21TESII6SE-7
v 1 _ | 11458673828.7  1.533829288E-7
v 2)" = | ormsosne-s
21017 -6 -1826319565E-6
,ol‘ e -25SSSTIS6TE-6  -4.T6H009808E-6
02 < 0 -1462079331E-7  -2587615036E-7
9 . 38, IS5 BS03934033E-8  -7963531934E-8
‘64 45116353 :
SI3BIII7RE-T LMSS6TIEIE-T -2101708097E-6 -255SSTIS6TE-6 -14G2079331E-7 -R500934033E-8
217851365E-7.; - 1.533826088E-7 -L826II9S6SE-6 -47C4000808E-6 -2587615036E-7 -7983531934E-3
L2SS616419B-5 716262345686 TORATIMET 20264638286 110M0S0024B-7  3406296296E-8
TAGHASOE-6  TIMITEIE-6 BITISMEIE-T 10BTHEIE-6 G2BIB8858E-8  362833S713E-8
TI9L6TI0E-7 * 896TIGMGE-T STMOIMIIE-S -BMB6265611E-6 485598TTE-7 -1114323669E-6
200646382E-6  10UBT4483E-6 -BB6265611E-6 T160392734E-S -2429082426B-6 3849399419E.7
1104050024E-7 ~ G23S18335TE-8 48SNISUSTTE-7 -2420082426E-6 4172307368E-6 -3545436845E-7
340696296E-8  JEURIISTISE-8 -1114323669E-6 3$4930041SE-7 -3545436845E-7 22681595T1E-6
0.004854842144 -0.006506406401 -0.01373069304 - 0.01001942911
0.007771795306 -0.009206953746 -0.02010475182  0.01662060036
-0.003315967251 0.003928299185 0.008578026703 -0.00709146007
[kzz]l Kot = -0.002071393906 0.002776059482 0.005858413735 -0.00427494526
-0.02411949178  0.06956297857  -0.03734956905 -0.01128144364
-0.09512162438  0.08880656614  -0.1213743737  0.1381738187
0.003096902699 -0.002715547406 02266860944  -0.2421589941
1.433204165E-4 -0.001018978242  0.113624139  -0.01463773141
-147.6310299 166.5846089 -192.3936587 186.1389077
1 166.5846089 -221.2485887 221.743697 -177.2737237
el ka = | 1093036587 221743697 2020648843 15247.73443
: 186.1389077 -177.2737237 1524773443 -14608.91851
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de donde la matriz de rigidez lateral K es

SA16680807 4542053911  -192.3936587  -53245.46109 |
-4542053911  S383L23141  -532008563  -177.2737237

k= -192.3936587 -53209.8563 59614.77157 _-11141.925"‘57 R
-53245.46109 -177.2737237 - -11141.92557 79759.60149 |
de la ecuacion (3.96) : : N

U=[KT'F ETE T R

sustituyendo Ia inversa de la métriz de rigidezen (1) -

u u2 u3 Coue
1.611861998E-4 2.430773536E-4 2.440659094E-4 1.4225853615- Fy
U2||2.430773536E-4  5.658108785E-4 5.50748323E-4 2.404659206E-4 F2
U3/ | 2.440659094E-4 5.50748323E-4 5.542912043E-4 = 2.415872957E-4 F3
Uq| | 1.422385361E-4 2.404659206E-4 2.415872957E-4 1.417751867E-4 Fq

aplicando una fuerza unitana de 1 fton] al nodo 1 se obtiene el méximo desplazamiento lateral

Aot = 1.611861998(10%) : )
yde la ecuacion (3.98)
ket = 1/Ae1 = 6204 [t/m] = 62.04 [tiem] wl)

aplicando una fuerza unitaria de 1 fton] al nodo 2 se obtiene el desplazamiento méximo segtin
laecuacion (3.99)

Ae2 = nodo 2- nodo 1 = 5,658108785(10™)-2430773536(10°%) = 3.227335248(10%)  ..(1)
y de la ecuacién (3.98)

Koz = 1/A¢2 = 3088.5 == 3099 {tim] = 31 ftlem] ()]
4.2.5.- PROBLEMAS PROPUESTOS.

L.- Empleando las formulas de Wilbur obtener la rigidez de entrepiso del marco plano mostrado en
la figura 4.14. La dimensién menor de las columnasy la dimensién mayor de las trabes es paralela al plano

del marco.
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T =TT COLUMNAS
- +_ 21 14 19 Elemento -~ Seccidn {cm]
N4 1,2,20,21,23,24 - 30x50
‘(‘,,?4_ o el U e 5,6,10,11,15,16 50x80
- G—— - N3 3,422 -30x40
A IR I8 I A P 7812,13,17,18 40x70
- N2 9,14,19 . - 30x60 -
um':'*— T alse 2 o 34 2 TRABSES [
= - M Nivel ccion [em]
LQ"_ 25 26 1 27 | <8 29 1y2 30x70
Vr_L_ 1 5 10 15 }2o0 23 3,4,5 30x55
4 L B b Concreto e = 200 kg/cm]
6333 6| P.V. = 2440 (kg/m
acotacion en [m]

Figera4.14 Marco estructural plano.

Solucién: Kot = 34.26 [tlcm], ke2 = 51.69 fticm], kea = 26.65 [tlem], kea = 20.25 [ticm],
Kes = 6.65 [t/cm]. S ST

II Empleando el método del elemento a compresion obtener las rigideces de entrepiso del smtema_ o

muro-marco motrado en la f' gu' 15 La drmensxou mayor de las trabes y la dimensioén menor de las o

columnas son paralelas al plano del marco.

s . | Elemento Seccién {cm}
® © . trabeT1  30x100
i i T i trabe T2 25x50
l : N3 = columna eje A 35 x50
| - columna ejes B
muro 2 I N2 __* yC 50 x80
diafragma S muros de mamposteria de
T LTITT - tabicon de concreto de 15 [em]
T2 n Ny de espesor unidos con morte-
OO ro cemento-areng y con
ERa m = 24 [kg/em’),
S mareo _"’_l Em = 800f*n (muros confi-
et S & nados)
contratara g 10 I , conereto de e = 250 {kg/cm?]
zapata corrida | aeotaciones en [m]

Figura 4.15. Sistema muro-marco con muros diafragma

.

Solucion: Usando 3 G.L. por nodo se tlene key = 76.8 [ticm], Ke2 = 78 [t/cm], Kea = 35.5 [ticm].

IiL- Usando el método de la columna ancha obtener la rigidez de entrepiso del muro diafragma del
problema [l del inciso 4.2.4, figura 4.10. o

Solucion: ket = 48.18 (ticm], kea = 50.87 [t/cm]
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IV.- Mediante el método de la columna ancha obtener las rigideces de entrepiso del sistema
muro-marco mostrado en la figura 4.16. La dimension mayor de los elementos estructurales es paralela

al plano del marco.

Elemento Seccién {cm]

T3 T3 - F trabe T1 30x70

: T & trabe T2 25x60

FIRRAE trabe T3 25x50
TS i TJ‘ columnas 30x60
- N Concreto f'c = 200 [kg/cm}

") P.V. = 2400 kgfcm2]
.| Acotacién en [m]

'4"'”

L— “'L "L' "l i1 Y Seceidn transversal del murodeconcreto

Flgura 4. 16. Sistema estructural muro-marco.

Soluclér: kat = 125,9 o], kea = 69.27 [lomi, kea = 34,2 [tlrm)
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43.- METODOS DE ANALISIS
SISMICO.

En el analisis estructural se calculan los
valoresde las respuestas estructurales, es decir, se
cuantifican los efectos que las acciones o fuerzas

externas producen en las estructuras.

Dichas respuestas estan constituidas por los
elementos mecdnicos, flechas y deformaciones

quesufren fos elementos estructurales.

El anilisis sismico constituye una parte in-
tegral del analisis estructural, pues cuantifica las
respuestas de la estructura producidas por el
movimiento del suelo de cimentacion causado por

los sismos.

En {a actualidad el andlisis estructural y por
ende el analisis sismico de las estructuras ha ex-
perimentado un sorprendente refinamiento,
debido principalmente al desarrolio tecnoldgico
de las computadoras tanto en la ingenieria de
circuitos eléctricos (hardware) como en la
ingenieria de programacién (software), asi como
a la implementacidn de los métodos numéricos
iterativos, y métodos matriciales existentes para el
analisis dindmico estructural, que tienen la par-
ticularidad de adaptarse perfectamente a la
manera natural de efectuar los cileulos por una

computadora.

Haciendo uso de estas herramientas puede

analizarse cualquier tipo de estructura, por mas

compleja que sea, efectuando en poco tiempo el
enorme ndmero de operaciones numéricas im-

plicadas.

El método mds poderoso y versatit para for-
mular y resolver las ecuaciones de equilibrio de
las estructuras, es el método de las rigideces o de
los desplazamientos, que es usado para analizar
los elementos rectos de estructuras reticulares
(marcos), y el método de los elementos finitos en
su formulacion de los desplazamientos, para el
caso de andlisis de elementos sdlidos bidimen-

sionales (muros, losas, cascarones, etc.).

La eleccion de un modelo analitico que re-
presente fielmente el sistema estructural en es-
tudio es el paso més importante del analisis
estructural y del anélisis sismico, ya que por muy
preciso que sea el método de anilisis sismico
usado, los resultados obtenidos seran repre-
sentativos de {a respuesta real, solo en la medida
en que el modelo analizado represente fielmente

las propiedades de la estructura.

El modelo de analisis que se elija debe estar
{rel 2}:

integrado por los siguientes conceptos

a) Geomerria o Topolagia.- Se representa la
topologia o arreglo geométrico representativo de
la forma de la estructura compuesto por elemen-
tos estructurales tales como trabes, columnas,
muros, cascarones, etc., y definiendo sus
propiedades geométricas equivalentes como son

momento de inercia, 4rea axial, area a cortante,
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etc., en base a los tipos de materiales usados en su

construccion.

b) Condiciones de continuidad en las
fronteras.- Debe identificarse la forma de apoyo
de la estructura sobre la cimentacién (em-
potrami.enté,‘ al'@iculacién, apoyo deslizante, etc.),
y la interaccién entre ésta y el suelo, asi como el
tipo de conexién existente entre los diversos
elémen‘tos.estructurales (nodos rigidos, ar-

ticulaciones, apoyos deslizantes, etc.).

c) Camporﬁmiema de los matenales estruc-
turales.- Usualmente se hace la suposicién de
comportamiento lineal de los materiales estruc-
turales; pero con las limitaciones establecidas por
los reglamentos de construccién y sus normas

- técnicas complementarias.

d) Represenzacion de las acciones o fuerzas
actuantes.~ Generalmente las fuerzas actuantes
sobre las estructuras se agrupan en tres clases:
cargas muertas, cargas vivasy cargas accidentales;
las cargas muertas pueden cuantificarse con gran
precision de acuerdo al material a utilizar y las
dimensiones de los elementos estructurales,
mientras que los valores minimos y com-
binaciones de los otros tipos de cargas son
especificadas en los reglamentos de construccién
y sus normas técnicas complementarias. Las ac-
ciones actuantes se representan por conjuntos de

cargas o de deformaciones impuestas.

Tomando en cuentalas condiciones descritas,
los modelos de analisis estructural mas comunes
se pueden clasificar en los siguientes[rec 14],

Modelo con sistemas de marcos tridimen-
sionales.- Es un modelo de analisis integrado ex-
clusivamente por elementos rectos como vigas,

columnas, etc. y se muestra en la figura 4.17.

Figura 4.17. Modelo de analisis formado con
sistemas de marcos tridimensionales.

Modelo con sistemas de muros tridimen-
sionales.- Esun modelo de analisis compuesto por
muros, placas planas y cascarones, seilustra enla
figura 4.18.

Figera 4.18, Modelo de analisis formado con
sistemas de muros tridimensionales.
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Modelo con sistemas. de. muro-marcos ==

nidimensionales.- Cori

4.19 este modelo de a ,
de los dos casos anteri s representativo de

la mayoria de las estructuras existentes.’

Figura 4.19. Modelo de anilisis formado por
sistemas muro-marco tridimensionales.

Modelo con sistemas de marcos planos.- Es

una caso particular de los marcos tridimen-

sionales y se obtiene mediante el ensamble de

elementos rectos contenidos en un plano, se ob-,.

serva en la figura 4.14 del inciso 4.2.5.

Modelo con sistemas de muros planos.- Este

modelo es un caso particular de [os muros

tridimensionales y solo considera muros con-

tenidos en un plano, seilustra en la figura 4.10 del
inciso 4.2.4,

Modelo con sistemas de mum;mércw planos.-
Este modelo de anilisis es una combinacién de
marcos planos y muros planos, se iustra en la
figura 4.15 del inciso 4.2.5.

“to estudiado de rigidez de entrepiso, -

; Modelo con sistemas simplemente acoplados

e Jé‘msones (estructuras de contante).-. Este
" modelo sirve para simplificar atin m4s el andlisis
** estructural de marcos planos y dé muro-marcos.

" planos ante fuerzas laterales utilizando el concep-.

Los elementos estructurales de los'modelos
analiticos anteriores estan unidos por los sistemas
de piso que se utilizardn en la construccién dela’
estructura. Los sistemas de piso se representan
por medio de diafragmas horizontales que
pueden ser de dos tipos:

Diafragmas rigidos.- Representan sistemas de
pisoqueexperimentan deformaciones en su plano
qﬁe pueden considerarse nulas, polr lo que los
nodos de unién con las columnas y vigas que lo
soportantendrantodosdesplazamientos horizon-
tales relativos despreciables. Con referencia a ia
figura 4.20, este tipo de diafragma tiene solo tres
grados de libertad: dos lineales y un angular,

configuracién

diafragmas deformada
rigidos / Grados de libertad:
S = 1 Ortoraién
P > x,y-desplazamien-

tos horizontales

= z
“““ 8z y
| vl

Figora 4.20. Grados de libertad dinamicos de
un diafragma rigido (adaptado de la ref. 7).
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Diafragmas flexibles.- Representan sistemas
de piso cuyas columnas de‘soporté"sut‘ren
desplazamientos horizontales relativos. Este tipo
de diafragma tiene seis grados de libertad por
cada nodo contenido en su plano: tres lineales y

tresangulares,

Ejemplos de diafragmas rigidos los cons-
tituyen las losas macizas perimetrilmente
apoyadas en tableros pocoalargados o cuadrados,
losas reticulares o encasetonadas, losas planas
macizas con espesor mayor de 20 [cm]y areas
tributarias poco alargadas, etc.,, mientras que
ejemplos de diafragmas flexibles los constituyen
las losas macizas perimetralmente apoyadas for-
mando tableros muy alargados, losas precoladas
libremente apoyadas, losas planas con areas gran-

desy poco espesor, etc.

Existen algunas construcciones que se
modelan f4cilmente para su anélisis estructural,
porque practicamente toda la construccidn estd
constituida por-la estructura misma, como es el
casode puentes peatonales o carreteros; pero casi
siempre la mayoria de las construcciones re-
quieren plantear modelos més refinados y com-
plejos sobre todo cuando se debe reproducir el
comportamiento dindmico de las estructuras, En
este caso se encuentran la gran mayoria de las
edificaciones, en las cuales se deBe diferenciar
claramente los elementos no estructurales de los

elementos estructurales,

Todo elemento que interfiere. con la
deformacién de una estrﬁctu}r'a‘ b_aja la i{iﬂﬁencia
de una carga y toma pdr conéiguiente 'e‘sfuemos.
influye en Ia respuesta y deberfa considerarse

como estructural,

Si la rigidez de dichos clementos es muy
pequeia en comparacién con la de los elementos
estructurales principales, es usual despreciar su
influencia e ignorar por tanto elementos tales
como plafones, canceles, muros divisorios,
ventaneria, etc. Otros componentes cuya
contribucién a la respuesta estructural usual-
mente se desprecia son los pretiles de concreto o
mamposteria de las fachadas, el firme de mortero
de los pisos, las losas inclinadas de escaleras, etc.,
esto es asi debido a que se construyen sin control

de calidad estructurall*t ),

En el caso comin de pretiles, muros
divisorios y muros de relleno no estructurales,
para que no interfieran en las deformaciones de
la estructurase debendesligar al proveer holguras
entreellosylos elementos estructurales, ya que de
no cumplirse esto se tendra que tomar en cuenta
suinfluencia en el modelo de anilisis al considerar
columnas cortas y muros de rigidez, respectiva-

mente.

En el andlisis estructural es comn la prictica
de no considerar las losas del sistema de piso en
el modelo analitico como parte de los elementos
estructurales y solo tomar su influencia como

diafragma rigido o flexible, lo cual es conservador,
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sin embargo es recomendable para obtener una
modelacién mas refinada que las vigas del modelo
analitico tengan propiedades equivalentes que
tomen en cuenta la contribucién de la losa a la

rigidez a flexion del sistema de piso.

Los criterios para modelar vigas equivalentes
del sistema de piso varian notablemente de un
reglamento de disefio a otro, por ejemplo el
RCDF-93(rt 3 y sus Normas Técnicas para
disefio y construccién de estructuras de con-
" cretol™t %], recomienda tomar una porcién de la
losa como patin de una viga T equivalente, y el
cédigo ACI™" 191 recomienda usar una viga
equivalente mas compleja. En particular al repre-
sentar mediante un modelo de analisis a una
estructura con sistema de piso a base de losas
planas reticulares o de losas planas macizas, es

decir un sistema de piso sin trabes, ambos

reglamentos emplean el criterio denominado .

estractura equivalente, con el cual representan la
contribucién a la rigidez del sistema de piso
mediante vigas equivalentes para asi poder
analizario como un sistema de marcos. Este
método es tema integral de {os cursos de Estruc-

turas de Concreto (ver por ejemplo la referencia

)

Los modelos de anélisis tridimensional
‘descritos anteriormente son excesivamente com-
plejos y su solucién involucra necesariamente el
uso de programas de computo como los de las

referencias [12]y [13]. Si el arreglo de los elemen-

tos principales de la estructura y la distribucion de
cargas no son mi!yvirrégulares las estructuras
pueden descomponerse en sistemas bidimen-
sionales o planos y analizarlos én forma inde-
pendiente mediante modelos de marcos, muros o
muro-marcos planos, que para estructuras comu-
nes se deben resolver también con el uso de
programasde cSmputo debido al enorme nimero
de calculos que es necesario efectuar para su
solucién, Al idéalizar una estructura real con
modelos estructurales planos independientes se
pierden los efectos de interaccion entre ellos
deﬁi‘aos a_la‘rigidez torsional de los elementos
’éskt.vruct'_l'xkib'a’lés,‘t;ube pueden ser significativos si las
rigideces de los marcos son muy diferentes!* 7

Antes de la aparicién comercial de las com-

putadoras y de los programas de cémputo el

modelo analitico de rigideces de entrepiso o de

" resortes, que es el modelo més simple de los antes

citados, era el de uso mas comtn para facilitar el
analisis de marcos planos ante fuerzas dindmicas,
por lo que muchos de los conceptos usados en él
siguensiendo utilizados por el RCDF-93(7*t 3] Epy
la actualidad este modelo estd cayendo en
desusol™t 19 debido 2 la proliferacién de los
programas de computo con los que puede efec-
tuarse en horas y con mayor precisién el trabajo
analitico que antes se hacia en meses, es sin em-
bargo (til para resolver problemas cuando solo se

cuenta con calculadors, ldpiz y papel.
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Por supuesto que a medida en que la repre-
sentacién de una construccion se hace mas
elemental mediante un modelo de analisis estruc-
tural mas simple, la pérdida de precisién de los

resultados obtenidos es légicamente mayor.

En relacién a las condiciones de continuidad
enlas estructuras, es usual modelar los apoyos en
la cimentacién con una de las condiciones ex-
tremas: empotramiento o articulacion. En la
realidad las condiciones de apoyo serdn inter-
medias y en modelos analiticos sofisticados se
suelen representar por medio de resortes que
representan las propiedades de rigidez de la
cimentaciény del suelo de cimentacién, concepto
que se denomina interaccion suelo-cimentacion-

" estructural™t ?], no obstante este tipo de analisis
sélo se justifica en el disefio de estructuras muy
importantes o cuando se producen desplazamien-
tos importantes del suelo que pueden modificar
las solicitaciones. La variacién con respecto al
tiempo y las incertidumbres de las propiedades
del suelo, hacen que cambien de manera poco
predecible las caracteristicas de los resortes, y
justifican considerar las condiciones extremas

como més representativas.

Ep cuanto a las condiciones de continuidad
en las conexiones de los elementos estructurales,
las suposiciones que se hagan en el modelo
analitico deben corresponder con el tipo que se

especifique en los planos de construccion,

Los sismos intensos que en base a estudios
probabilisticos se espera se presenten durante la
vida Gtil de las construcciones reciben el nombre
de sismes de disefio. Existen diversos métodos
para cuantificar las fuerzas que los sismos
producen en lasestructuras, los métodos que con-
sidera el RCDF-93["** 3], pueden agruparse en

dos tipos: 1) Los dindmicosy 2) Los estdticos.

1) En los métodos de analisis sismico de tipo
dindmico se calculan las respuestas mdéximas
dindmicas de las estructuras tratadas como sis-
temas oscilatorios. Se aceptan como métodos de

anélisis dindmicos:

a) Los Métodos Dinémicos por Pasos de
Respuestas ante Sismos Especificos

b) El Método Dindmico Modal Espectral

2) En los métodos de anélisis sismico de tipo
estdtico se aplica a la estructura un sistema de
cargas laterales equivalentes a las fuerzas
méximas inducidas por la excitacion dinamica. Se

consideran como métodos de anélisis estaticos:
a) El Método Estatico de Analisis
b) El Método Simplificado de Analisis

Mas adelante se tratard en detalle la
aplicacién de cada uno de estos métodos para la

obtencion de las respuestas estructurales,
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La gran mayoria de los anilisis estructurales
que se efectiian se hacen bajo la hiptesis de un
comportamiento lineal de las estructuras. En el
caso del disefio sismorresistente los sismos inten-
sos obligan a las estructuras a incursionar en
etapas inelasticas, este comportamiento es
tomado en cuenta introduciendo [os diversos fac-

tores que se mencionan en incisos posteriores.

Cuando el andlisis sismico se efectia sin
recurrir a acelerogramas de sismos especificos,
los reglamentos de construccién estipulan el nivel
de la accion sismica de disefio generalmente

recurriendo al uso de espectros de disefio.

4.3.1.- ESPECTROS DE
RESPUESTA.

Para un acelerograma dado aplicado a un
sistema simple de 1 G.L., con un periodo de
oscilacién y un porcentaje de amortiguamiento
de;erminados, es pasible obtener el valor de la
respuesta maxima, ya sea de desplazamientos,
velocidad o aceleracion, aplicando para ello los
métodos presentados en 3.2.3.y 3.2.4. del tema II1.
Si este proceso se repite haciendo variar primero
el periodo de oacilacién desde cero hasta un valor
alto comparado con los periodos de las estruc-

* turas comunes, y después variando el porcentaje
de amortiguamiento, se obtienen valores que al

ser graficados para un mismo amortiguamiento

constituyen los espectros de respuestas para el

sismo con el acelerograma especificado.

E! proceso descrito se ejemplificd en el
problema resuelto V del inciso 3.2.3.1. del tema
[11, para un caso tedrico muy simple que sin em-

bargo sirve para ilustrar el procedimiento.

Los espectros de respuesta de temblores
especificos como el mostrado en la figura 4.21, se
elaboran tomando como abcisas los periodos del
sistema y como ordenadas las respuestas

méaximas,

De el estudio de diversos espectros de
respuesta se ha observado que, en general, un
sismo de magnitud mediana registrado cerca de
su epicentro, tiene periodos dominantes muy cor-
tos y producird mayores efectos en estructuras
con periodo de oscilacién fundamental corto, es
decir, estructuras muy n’gidas[“f' ", Un sismo de
magnitud grande a distancias intermedias tiene
periodos dominantes en un amplio rangoy por lo
tanto afectara mayoritariamente a las estructuras
relativamente rigidas tanto como a las flexibles.
Un sismo a gran distancia en terreno blando
tendra mayores efectos en estructuras altas y

flexibles.

Los espectros de respuestas correspondien-
tes a sistemas con compottamiento lineal presen-

tan las siguientes caracteristicas(™t 1};
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1.- EI espectro para amomguamlento nulo

muestm numerosas osctlacnones con maximos i-

de desplazamnento, veloc:dad y aceleracién son 1.

15y 2"veces las correspondientes al terreno,

respectivamente.

Los espectros de respuestas de sistemas con
comportamiento ineléstico o no lineal pueden ob-
tenerse con buena aproximacion a partir de los
correspondientes a un sistema eldstico del mismo

periodo y porcentaje de amortiguamiento
eriticol**t 1,

Las estructuras no se deben diseflar para
resistir un solo sismo, sino un conjunto de sismos
de disefio que tienen cierta probabilidad de afec-
tarlas durante su vida util. En el disefio sismo-
rresistente se disefian contra {as ordenadas de una
curva probabilistica de espectros de respuesta
que corresponden a diferentes temblores con
periodos de recurrencia determinados por el ries-
go sismico de la regién en que se desplantara la

construceion,
4.3.2- ESPECTROS DE DISENO.

ESPECTRO DE DISENO.- Es una grafica

probabilistica basada en los espectros de respues-

ta de sismos que se espera ocurran durante la vida

ttil de las estructuras en una regién especifica.

Existen reglas empiricas para construir
espectros de disefio, consistentes en multiplicar la
aceleracion, velocidad y desplazamiento maximos
del terreno por constantes que dependen del
grado de amortiguamiento del sistema en estudio,
estas constantes se han obtenido del anélisis de un
gran niimero de espectros de respuesta de sismos
reales{™t 7], La mayoria de los cédigos y nocmas
dedisefio especifican espectros de disefio basados
en considerar un porcentaje de amortiguamiento
critico promedio de las estructuras del 5%, que
resulta de considerar fricciones internas en el
material estructural y friccion entre la estructura

ylos elementos no estructurales.

Las reglas originales usadas para la
construccion de espectros de disefio son debidas
a Newmarkl™t 7] y fueron modificadas para con-
siderar los efectos del tipo de suelo en el que se
desplantan las estructuras. De acuerdo a esto, el
espectro de disefio considerando amortiguamien-
to del 5% del critico puede construirse con la

siguiente ecuacion

Sag = 0.016US/T?) < 2.5 AYg  ....(4.30)

Sa/g-ordenada eapectral expresada como fraceién de la
gravedad

Viwvelocidad méxima del terreno [om/seg]
A-aceleracion méxima del terreno [emjseg?]
T-periodo de oscialeién del sistema [seg]
S+actor que depends del tipo de suelo
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S = 1 para roca o terreno firme sobre roca

S = 1.2 para suslos granulares o suslos cohesivos
compactos

S = 1.5 para suelos de mediana o aita compresibilidad

Si una onda de esfuerzos se propaga de un
medio de mddulo eldstico alto hacia otro de
mddulo bajo, los desplazamientosy aceleraciones
seamplifican, porlo que en terrenos compresibles
se tiene una amplificacién de las componentes del
movimiento del terreno. Por este motivo el factor
S es un coeficiente de incremento de respuestas

para suelos menos rigidos.

Los parametros del suelo Aty Vt se deter-
minan en base a estudios de riesgo sismico de las
regiones geogrificas, es decir estudios
estadisticos de la ocurrencia de sismos en esas
regiories yde sus periodos de recurrencia, toman-
do en cuenta las méximas velocidades y

aceleraciones del terreno que se han presentado.

El RCDF-93"*¢ 3] toma en cuenta todos los

aspectos mencionados y propone el espectro de

disefio que se describe en el siguiente inciso para
estructuras que se construyan en el drea del Dis-

trito Federal.

4.3.2.1.- ESPECTRO DE DISENO DEL
REGLAMENTO DE CONSTRUCCIONES
PARA EL DISTRITO FEDERAL,

El RCDF-93{"*t 3] y sus Normas Técnicas
Complementarias para disefio por sismol™t 5]
recomiendan elespectrode diseiio que se muestra
en la figura 4.22, en el que las ordenadas
espectrales que se indican tienen ya
implicitamente en cuenta los efectos del amor-
tignamiento de los sistemas estructurales, asi
como el efecto del tipo de suelo o zona

estratigréfica en el que se desplanten.

Debe recordarse segtin se indicd en 2.5.3. del
tema II, que el valle de México se delimita, para
fines de ingenieria, en tres zonas estratigraficas

con las extensiones mostradas en la figura 2.22.

8, ESTRUCTURAS DEL GRUPOQ B (Método Estatico y Dindmico Modal)
Tipo de suelo *e Ta Tb r
¢ ~ qe I(terreno firme, lomas) 16 0z a6 12
) ( 1 (transicién nosombreada) 032 Qa3 15 p/x]
8y 1 (terreno compresible y zona Q40 a6 39 1
‘ 1l sombreada)
T{zeg)

Ta b
(431)..a=(1 + 3T/TYe/4 8iT< Ta
(432)... a=0 i Ta ST=ETh
(433)... a=qo o To< T

“434)... 9= [T/

(4.35).... ao = ¢/4

a-ordenada del espectro del diseiio
T-pericdo fundamental de la estructura

Ta, To-periodos caracteristicos del espectro
o-coefivients sismico

r-exponsnte en funcién de la zona
ag-ordenadaparaT =0

*NOTA: Para estructuras
del grupo A ingrementar
¢ on 50%.

Figera 4.22. Espectro de disefio sismico del RCDF-93rt 3]
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4.3.3.- DUCTILIDAD.

DUCTILIDAD.- Es la capacidad de una
estructura para sufrir deformaciones por encima
del limite elastico, sin llegar a la Falfalret 11,

Una estructura que se comporta de una
manera dactil ofrece un buen mecanismo para
disipar parte de la energia que el sismo le inyecta,
Lasestructuras dictiles al ser sometidas a grandes
esfuerzos, producen redistribuciones internas de
momentos mediante la aparicion de ar-
ticulaciones plasticas que al permitir giros y
desplazamientos en la estructura, absorben gran-

" des cantidades de energia.

Las deformaciones plasticas son permanen-
tes y notorias y por tanto no deseables en una
estructura; pero si se disefia para que el compor-
tamiento dctil se produzea bajo grandes esfuer-
zos producto de sismos excepcionales, se tendra
unasolucidn 6ptima entre costoy seguridad, pues
el disefio sismorresistente de una estructura qgue
secomporteeldsticamente aun bajo las mas inten-
sas solicitaciones tendtia un costo sumamente

alto.

4.3.3.1.- FACTOR DE DUCTILIDAD,

FACTOR DE DUCTILIDAD.- Es la
relacion entre la deformacién méxima que sufre
la estructura y la deformacidn correspondiente al
limite de fluencial®t 11, Esto es ilustrado en la
figura 4.23, para el caso méas comiin de un sistema

con comportamiento elastoplastico,

R

B = Xmad%y e (4.36)

1
| p-factor de ductilidad

! xmax-deformacién méxima ¢
| xydimite de fiuencia

XY / max

Figara 4.Zi Curva elastopldstica carga-despla-
zamiento.

X

PYY —

Mediante la comparacién de analisis sismicos
ante acelerogramas diversos, efectuados a sis-
temas simples o de 1 G.L. no lineales contra los
efectuados a sistemas simples lineales de igual
periodo y amortiguamiento, es posible establecer
la relacién entre la capacidad de ambos tipos de
sistemas para diversos factores de ductilidad 4 de
los sistemas inelasticos. Esta relacion se muestra
Vy-Resistencia necesaria para un
sistema elastoplastico oon factor de
cuctiidad 4

Vo-Resistencia necesaria paraun
sistema elastico

»Tlsegl
Las graficas corresponden al promadio de las

obtenidas para cuatro sismos registrados en terrsno
firme on México

Figwra 4.24. Relaciones entre las resistencjas
necesarias para sistemas elastoplasticos y las
necesarias para sistemas eldsticos con mismas
propiedades iniciales, para resistir un mismo
grupo de sismos (tomado de la referencia [7]).
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graficamente en la figura 4.24, en donde se obser-
va que la capacidad necesaria para resistir el
sismo por parte del sistema no lineal es # veces
menor que la requerida por el sistema lineal, ex-
ceptoen sistemasde periodo muy corto en los que
la reduccién se hace cada vez menor hasta llegar

a uno cuando el periodo es cero.

De lo anterior se concluye que un sistema no
lineal que puede desarrollar un factor de duc-
tilidad u, puede disefiarse para que tenga una
resistencia obtenida dividiendo entre u la or-
denada espectral de un sistema lineal con igual

periodoy amortiguamientol®® 71,

Como se muestra en la figura 4.25 los
espectros de disefio para sistemas elastoplaticos
pueden obtenerse para distintos factores de duc-
tilidad, a partir del espectro de disefio de sistemas
elasticos. De esta manera se puede tomar en cuen-

ta el comportamiento no lineal de las estructuras.

EI RCDF-93, en sus Normas Técnicas Com-
plementarias para disefio por sismol™ *, toma en
cuenta la ductilidad y el comportamiento no lineal
de las estructuras mediante el uso de dos factores
denominados factor de comportamiento sismico
y factor reductivo de fuerzas sismicas.

4.3.3.2.- RCDF-93: FACTOR DE
COMPORTAMIENTO SISMICO (Q).

El RCDF-93 recomienda los valores para el

factor de comportamiento sismico indicados en la

C  espectro elastico sopectro

elastoplastico
? ~ para un factor de
ductilidad i«

Co ‘ y J M
T T

Figura 4.25. Espectros eldsticos e inelasticos
de disefio (tomadode la referencia 7).

tabla 4.3, para las estructuras que cumplan con fas

condiciones que se indican.

4.3.3.3.- RCDF-93: FACTOR REDUCTIVO
DE FUERZAS SISMICAS (Q)). -

Los valores especificados para este factor se
indican en la tabla 4.4 y se basan en el tipo de
configuracion geométrica de las estructuras,
clasificandolas en dos tipos: a) Estructuras con
configuracién regular, y b) Estructuras con

configuracidnirregular.

4.3.4.- RCDF-93: DISENO POR
SISMO.

Estructuras con ductilidad excesiva y poca
resistencia, ocasionaran frecuentes y costosas
reparaciones pudiendo quedar inutilizadas per-
manentemente con temblores frecuentes de
mediana magnitud. El criterio de disefio racional
denominado Disefie Sismerresistente se basa en

la idea de que una estructura ha de soportar
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Tabia4.3. Requisitos para la asignacion de los factores de comportamiento sismico Q segin el
RCDF-93,

ol. Q=4

1. La resistencia cie entrepisos es suministrada exclusivamente por marcos no sontraventeados de acero o concreto
reforzado, o bien por mascos contraventeados ¢ con muros de concreto reforzado en los que en cada entrepiso los
marcos son capaces de resistir, sin contar muros ni contravientos, cuando menos 50 % de la fuerza sismica
actuante. 2 Si hay muros ligados a la estructura en la forma especificada en el caso | del articulo 204 del
Reglamento, éstos se ceben tener en cuenta en el andlisis, pero su contribucion ala capacidad ante fuerzas
laterales sdlo se tomard en cuenta ai estos muros son de piezas macizas, y los marcos sean o no contraventeados, y
los muros de concreto reforzado son capaces de resistir al menos 80 % de laa huerzas laterales totales sin la
contribucién de los muros de mamposteria. 3. El minimo cociente de la capacidad resistente de un entrepiso entre
la accidn de disefio no difiere en mas de 35 % del promedio de dichos cocientes para todos los entrepisos. Para
verificar ol cumplimiento cle este requisito, se calculard la capacidad resistente de cada entrepiso teniendo en
cuenta todos los elementos que puedan contribuir a la resistencia, en particular los muros que se hallen en el caso |
a que se refiere el articulo 204 dol Reglamento. 4. Los marcos y muros de concreto reforzado cumplen con fos
requisitos que fijan las normas pi warias correspondientes para marcos y muros dictiles. 5. Los marcos
rigidos de acero satisfacen los requisitos para marcos dictiles que fijan las normas complementarias
cofrespondientes.

eoll. Q=3

Se aatisfacen las condiciones 2, 4, y 5 del caso | y en cualquier entrepiso dejan de satisfacerse las condiciones1 03
especiiicadas para el caso | pero la resistencia en todos log entrepisos es suministrada por columnas de acero o de
concreto reforzado con losas planas, por marcos rigidos de acero, por marcos de concreto reforzacio, por Muros de
este material, por combinaciones de éstos y marcos o por diafragmas de madera contrachapada. Las estructuras
con losas planas deberdn ademas satisfacer los requiaitos que sobre of partictdar marcan las normas téonicas
complementarias para estructuraa de concreto.

oll[. Q=2

La resistencia a fusrzas Jaterales es suministrada por losas planas con columnas de acero o de concretoreforzado,
por marcos de acero o de concrato reforzado, contraventeados © no, © muros o columnas de concreto reforzado,
que No cumplen en algin entrepiso lo sspecificado por 108 casos | y I de eata seccidn, o por muros de mamposteria
de plezas macizas confinados por castiios, dalaa columnas o frabes de concreto reforzado o de acero que
satiafacen los requisitos de las normas P ias respectivas, o diafragmas construidos con duelas
inclinadas o por sist de muros f« dos por dusias de madera horizontales o verticales combinados con
siementos diagonales de madera maciza También se usara Q = 2 cuando la resistencia es suministrada por
elamentos de concreto prefabricado o presforzado, con las sxcepciones qus sobre e particular marcan las normas
técnicas complsmentarias para estructuras de concreto.

olV. Q=15
La resistencia a f Joe a8 suministrada en todos [os entrepiacs por muros de mamposteria de piszas
huecas, confinados o oon refuerzo imerior, que satisfacen los requisitos de las normas complementarias
respectivas, 0 por binaciones de dichos muros con elementos como los deacritos paralos casos liy i, o por
maroos y armaduras de madera.

V. Q=1

La resistencia a fuerzas latorales es suministrada al menos parciaimente por slementos o materiales diterentes de
los ariba especificados, a menos que 8e haga un estudio gue demuestre a satistaccion del Departamento, que se
pusde emplear un valor méds alto que sl que aqui se especifica.

En todoa los casos se usara para toda la estructura en la direccion de andlisis ef valor minimo de Q que corresponde
a los diversos entrepiscs de la estructura en dicha direscidn. El factor Q puede diferir en tas dos direcciones
ortogonales en que se anaiiza la estructura, segun sean laa propiedades de ésta en dichas direcciones.
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Tabla 4.4. Valores del factor reductivo de fuerzas sismicas Q' en base al tipo de configuracién de
la estructura segiin e} RCDF-93.

a) Configuracién Regular.- Requisitos: 1.- Planta sensiblemente simétrica con respecto a dos ejes ortogonales, por lo
que toca a masas, asi cOmo a Muros y otros slementos resistentes. 2- Relacidn de su altura a la dimensidn menor
de su base no pasa de 2.5, 3.- Relacidn de largo a ancho de la base no exceds de 2.5, 4.- En planta no tiene
entrantes ni salientes cuya dimension exceda de 20 % de la dimensién de la planta medida paralelamente ala
direccion que se considera de la entrante o saliente. 8.- En cada nivel iene un sistema de techo o piso rigido y
resistente. 6.- No tiene aberturas en sus sisternas de techo o piso cuya dimensién exceda de 20 % de la dimensién
on planta medida paralelamente a la dimension que se considere de la abertura, las areas huecas no ocasionan
asimetrias significativas nj difieren en posicion de un piao a ofro y ei drea total de aberturas no excede en ninglin
nivel cle 20 % del drea de la plarta. 7.- El peso de cada nivel, incluyendo la carga viva que debe considerarse para
disefio sismico, no es mayor que e! del piso inmediato inferior ni, pcidn hecha del Ultimo nivel de la
construccidn, es menor que 70 % de dicho peso. 8.- Ninguin piso tiene un drea, delimitada por los paiios exteriores

Para este tipo de estructuras se tiene:

8i T < Tq ontonces Q' =1 + (TTa)(Q-1} .....(4.38)

la cual:

Q = ecuaciones (4.37) 6 (4.38) x 0.8 .....(4.36)

de sus elementos resistentos verticales, mayor que la del piso inmediato inferior ni menor que 70 % de ésta Se
exime de este ltimo requisito unicamente al tltimo piso de la construccién. 9.- Todas las columnas estan
restringidas en todos los pisos en dos direcciones ortogonales por diafragmas horizontales y por trabes o losas
planas. 10.- La rigidez al corte de ninglin entrepisc excede en mas de 100 % a la del entrepiso inmediatamente
inferior. 11.- En ningun entrepiac la excentricidad torsional calculada estaticamente, es, excede del 10 % de ia
dimenasion en planta de ese entrepiso medida paralslamente a la excentricidad mencionada

8i 9e desconoce Tosi T = Taentoncea Q' = Q .....(437)

b) Configuracidn kregular.- Cuando no se cumple algiin requisito del inciso a) se tisne este tipo de estructura, para

Las detormaciones se calculardn multiplicando por Q las causadas por las fuerzas sismicas reducidas.

eldsticamente los sismos de ocurrencia més pro-
bable y tener una reserva de ductifidad suficiente
para absorber la energia adicional de aquellos

terremotos fuertesque se puedan presentari™t 4}

Para evitar una inversién econémica excesiva
en la estructura debe aceptarse una probabilidad
mayor de ocurrencia de dafios ante sismos excep-
cionales. El disefio sismorresistente permite a las
estructuras, mediante una combinacién 6ptima de
propiedades como resistencia, rigidez y duc-
tilidad, responder a sismos frecuentes y

moderados sin sufrir dafios y a sismos intensos

excepcionales sin poner en peligro su propia es-
tabilidad, su contenido y a sus ocupantes.

Si se disefia una estructura para resistir un
conjunto de fuerzas laterales reducidas x veces
conrespectoa las que correspondenal espectro
elasticodel sismo de diseiio, al presentarse éste,
se alcanzardn las fuerzas internas para las que
se disefi6 la estructura y después se presentardn
deformaciones ineldsticas basta alcanzar
desplazamientos 4 veces supetiores a los cal-
culados en el andlisis con las fuerzas
reducidas(®t 71
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Para evitar el panico de los ocupantes y
daros a los elementos no estructurales durante
sismos frecuentes y moderados, debera también
revisarse que los desplazamientos laterales

mencionados sean pequefios.

EI RCDF-93** 3] toma en cuenta los aspec-
tos anteriores y establece las bases y requisitos
minimos del disefio sismorresistente en los
articulos del capitulo VI titulado Disefio por
Sismo. En la tabla 4.5. se citan las fracciones

fundamentales de los articulos mas importantes.

4.3.5.- ANALISIS DINAMICOS POR
PASOS DE RESPUESTAS ANTE
SISMOS ESPECIFICOS.

Losmétodos dindmicos por pasosde respues-

tas ante sismos especificos existentes pueden

agruparse en dos tipost™f 19]

1) Métodos Directas de Integracion

MMadal

2)11‘ do Dis de S

on

Y shad

Los métodos directos de integracion mas
utilizadossonelMétodode Newmark y el Método
de Integracion por Pasos de Aceferacion Lineal.
Estos métodos son usados para obtener las
respuestas dindmicas de sistemas oscilatorios de
varios grados de libertad y pueden incluir el com-
portamiento nolineal de los materiales, el Métede
de Integracién per Pases de Aceleracisn Lineal

fue estudiado en 3.5.1. del tema Il aplicado a

sistemas simples de 1 G.L. con comportamiento
no lineal, sin embargo para poder ser aplicado a
sistemas de muiltiples grados de libertad no
lineales, es necesario construir la matriz de amor-
tiguamiento proporcional e introducir una
modificacién conocida comol™t 18} Wilson-8, ten-
diente a asegurar la estabilidad numérica del

proceso de solucién.

Enla actualidad existen programas con los
que es posible efectuar un analisis no lineal
tridimensional paso a paso, pero como no se
cuenta con conocimientos suficientes sobre las
leyes que rigen el comportamiento de elemen-
tos estructurales ante cargas histeréticas o
ciclicas en tres direcciones no es posible desa-
rrollar modelos analiticos confiablest™f 2, Aun
con modelos analiticos no lineales de estruc-
turas planas, es todavia impréctico usar este

tipo de anilisis para fines de disefio.

El calculo paso a paso de respuestas ante
temblores especificos también puede ser modal,
pero esta restringido a sistemas con compor-
tamiento lineal debido a que se vale del principio
de superposicion para el calculo de las respuestas,
El Método Directo pase a pase de Superposicién
Modal fue estudiado y presentado ampliamente
en 3.3.1.1, y 3.3.3.1,, del Tema Iil. En los
problemas practicos correspondientes, al tratar
de aplicar paso a paso los aspectos operativos del
método se presentaron Gnicamente los que se

pueden desarrollar sin un nimero exagerado de
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operaciones con éalculadora, lapiz. y papel,
utilizando por tanto acelerogramas con graficas

muy simples o de corta’ duraclon.

El RCDF-93 en sus Normas Técnicas para
disefio por sismol™® 5] permite calcular las

respuestas usando sélo los modos con

S periodos mayores o iguales a 0.4 [seg], toman-
idn i o. :

El proceso de soluclon kazpll‘t;’ar_ld. - do en cuenta no menos de los tres primeros

acelerogramas reales es similar al ébn’ ‘efectuado, - e

gra ' .- modos de vibrar; los acelerogramas de los

do nece: eusdusse ade o . .
siendo necesario el uso de unsi t m cémp t sismos de disefio a usarse se estipulan en la

con la programacién. del metodo cuya seccién 9.2, de dichas normas.

codificacién fue indicada en 3.2.4, _del tem,a L

Tabla 4.5, Fracciones fundamentales de los articulos mas importantes del Capitulo VI de Disefio
por Sismo del RCDF-93,

Art. 203.- Las estructuras se analizardn bajo la agcidn de dos componentes hori ortogonales no simultineos
del movimiento del terrenoc. Segin sean las caracteristioas de la estruotura de que se trate, ésta podra anekizarse por
sismo mediante of método simpificado, ol método estédtico o Uno de los dindmicos que describan las Normas
Técnioas Complementarias. En ef andlisis se tendra en cuenta la rigidez de todo elemento, estrustural o no, que sea
significativa. Con las salvedades que corresponden al método simplicado de andlisis, se calculardn las fuerzas

fsmi defor fones y despl ientos | les de la estructura, incluyendo sus giros por torsién y teniendo en
cuenta los efectos de flexion de sus elementos y, cuando sean significativos, ios de fuerza cortante, fusrza axial y
torsién de los elementos, asi como Ios sfectos de segundo orden, entendidos éstos como los de las fuerzas
gravitacionales actuando en la sstructura deforniada ante la aceidén tanto de dichas fusrzas como de las laterales. Se
.| verificara que la estructura y su cimentacidn no akancen ningun estado limite de falla o de serviclo.

At 204.- Muros divisorios de fachada y de colindancia.

L.- Los que contribuyan a resistir fuerzas laterales, se ligaran adecuadamente a los marcos eatructurales en todo el
perimetro del muro, su rigidez se tomara en cuenta en el andlisis sismico y se verificara su resistencia de acuerdo
oon las normas correspondientes. Se verificara que las vigas, losas y columnas resistan [a fuerza cortante, el
momento flexionants, las fuerzas axiales y las torsiones que en ellas induzoan los muros. Se verificard que las
uniones entre slamsntos estruchiralas resistan dichas acciones.

.- Cuando no contribuyan a resistir fuerzas laterales, se sujetardn ala estructwra de manera Gue no restrinjan su
detormacidn en of planc del muro. Preferentements estos muros serdn de riales flexibles o débik

Art, 208.- El coefiolents sfornico o, es ol cociente de la fuerza cortante horizomal gue actiia en la base de la
setruotura por efecto del siamo, entre ¢l peso dae ésta sobre dicho nivel. La base de la estructura se toma como el
nivel a partic del cunl los desy ientos con respecto al terrenc ciroundante comienzan a ser significativos,

Art. 207.- Cuando se apique ol motodo cstaﬂco o dindmico, podran reducirse las fuerzas sismicas emplsando los
criterios que fijen lae N Comp arias. Los despl lentos asi cajculadon deben muitipicarse por ef
factor de comportamiento sismico que marquon dichas normas.

At 209.- Las diferencias entre los desplazamientos laterales de pisos consecutivos debidos a fuerzan cortantes
horizontales no excedersn a 0.006 veces (a diferencia de ek i correspondi Stios el incap

de soportar deformaciones, como los muros de mamposteria, estdn separados de la estructura principal, do manera
que no sufran daitos, ol limite antes mencionado serd de 0,012
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4.3.6.- ANALISIS MODAL
ESPECTRAL.

El método dindmico mas frecuentemente
usado es el denominado Método de Analisis
Modal Espectral y se basa en el uso de espectros
de disefio para la determinacion de las respuestas
maximas, ya sea de desplazamientos, velocidad o
aceleracién que corresponde a cada forma del

modo de vibracidn de una estructura.

Algunas ventajas del analisis modal espectral
respecto al andlisis por pasos son: a)
determinacién inmediata de la respuesta maxima
de cada forma del modo de vibrar, b) Sélo es
necesario tomar en cuenta las respuestas de al-
gunas de las’ primeras formas modales, c¢) Los
tiemposdeejecucidn de los calculos necesarios en

el anilisis sismico son pequeitos.

Con referencia al espectro de disefio
propuesto por el RCDF-93, que aparece en la
figura 4.22 del inciso 4.3.2,, se usa el coeficiente
sismico ¢, como indice de la maxima respuesta de
aceleracion que puede tener cada forma modal
dependiendo de su perfodo de oscilacién.

Se admiten reducciones de las ordenadas de
aceleracién espectral mediante el us'o de los fac-
toresde comportamiento sismico Qy reductivo de
fuerzas sismicas Q’. El espectro asi construido es

de tipo elastoplastico,

Como se demostrd cualquier configuracion
de desplazamientos laterales de un sistema os-
cilatorio puede ser expresada como la suma de las
formas modales muitiplicadas por ciertos coefi-
cientes denominados coeficientes de
participacién o influencia, que toman en cuenta la
contribucién de cada una de las formas modales.
Debido a esto el desplazamiento de una
cualquierade las masas en un instante dado puede

calcularse como

uft) = Zjgitjc ves (4.40)

Loa subindices indican:
i-masa o nivel,
jHmodo considerado

ui(t)-desplazamiento de la masa | relativo a la base en el
instante t

cjooeficients de participacién del modo |

Pi(D-ordenada del espectro de desplazamientos para el
periodo de oscilaclén del modo | (desplazamiento
méaxdimo del modo j)

Z-componente del vector modal, representa las
coordenadas relativas de lamasai (respecto aunade
olias), on ol modo |

S-eumatoria sobre todos las formas modales de vibrar.

Si el espectro de diseno es un espectro de
aceleraciones como el propuesto por el RCDF-93

se tiene que

A= gitiw ? = ag e (441)

A-aceleracién espectral para ol modo |
aj-ordenada sspeciral para ol modo j

g-aceleracion de la gravedad
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sustituyendogj dada por la ecuacién (4.41) en

(4.40), se tiene para cada modo j

uij = Acizigw; 2 = Az venn(4.42)
con
f=com?® (443

u<desplazamiento de la masa i respecto aiabase,
para el modo |

w] 2Zvalor caracteristico del modo |

ijcoeficiente de influencia del modo j

En forma matricial la ecuacion (4.42) puede

expresarse como

wh=Azy .. {4.44)

{u}{-vector de desplazamientos respecto ala base, para
ol modo

{z}{-vector de la forma modal |

Mediante la expresion siguiente se puede co-
nocer el porcentaje con que cada forma modal
contribuye ala respuesta de desplazamientos total

1r=(/ZYx 100 ...(4.45)

Irrporosntaje de influsncia del modo |

4.3.6.1.- COEFICIENTES DE
PARTICIPACION

El coeficiente de participacion g, determina
ja manera en que cada forma del modo de

vibracién participa en la respuesta total,

Como se demostré este coeficiente es cal-

culado para el caso de aceleracion en Ja base con

“". la ecuacién (3.131) y (3.74), expresados en forma
_"ma_triqial en este caso en que las aceleraciones

espectrales son siempre positivas como

o = {2} MUY 2)T Mz ] e (446)

" Mmatriz de masas

{1}-vector unitario

. Siel cleulo no es matricial la expresién es

o = i mzij/ T mufny? e (447)

También se demostrd que los maximos de las
respuestas de cada forma modal no ocurren
simultineamente, debido a que sus frecuencias
son diferentes. Por tanto deben ser usadas las
ecuaciones (3.126a) y (3.126b) para obtener la
méxima respuesta posible o la médxima respuesta
probable de la estructura, entendiendo por
respuesta tanto los desplazamientos como los
elementos mecanicos.

Estas ecuaciones se pueden escribir para este
€aso como

Recs = Zj |Ry | vens(4.48)

Ress = [ R3S L. (449)
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Rabsrespuesta méxima posible
{Rj | Tespuesta absoluta maxima en o modo |

Rarss-Tospuesta maxima probable

Cuando los valores de los periodos de
oscilacion de un sistema de varios G.L. son muy
cercanos entre si, es decir difieren en menos del

[ref. 5]

10 % unos de otros , 0 cuando se emplea un

modelo de analisis tridimensional que considere

los giros por torsion de la estructura como un

grado de libertad, las respuestas maximas deben
obtenerse con el criterio denominado
combinacionacién cwadritica completa

(OQC)(“L 2y14) oonia siguiente expresion

Reqs = [ Zi 2 Rpif I°° wns (4.50)
oon
pii =8[ & Ewwii®®Ew + Empwiwy/S
: e (457)

4.3.6.2.- PROBLEMAS RESUELTOS.

S=wi2-w32+ s EwmmiZ + wm P +
AE2+ EIMWE (4.52)

Reqe-respuesta cuadrética completa

&1.&1porcentajes de amortiguamiento critico del modo i,
modo |, eto.

Para el caso en que los porcentajes de amor-

tiguamiento sean iguales para todos los modos
pii = 8E3(1+0)r" S/f(1-7)?
+ 41+ (4.53)

r=wwm e (4.54)

A menos que se especifique otro valor
mediante estudios de vibraciones libres o for-
zadas, se recomienda usarun porcentaje de amor-
tiguamiento del 5 % constante para todos los

modos de vibracion[®t 2,

L- Un edificio destinado para su uso como oficinas, tendrd una estructuracién a base de marcos 'y

muro-marcos de concreto reforzado y mamposteria, con las caracteristicas indicadas en las plantas

estructurales de las figuras 4.26, 427y 4.28.

Elinmueble tendrd tres niveles con los sistemas de piso cuyas secciones transversales se observan en

la figura4.30, con alturas a ejes de 5, 4y 4 [m] para los entrepisos 1, 2y 3, respectivamente. Las dimensiones

de los elementos estructurales se muestran en la figura 4.29, los pretiles y faldones indicados estan

desligados de las columnas mediante holguras de 5 [em]. La estructura estard desplantada en la zona

I1I 0 zona del lago del Distrito Federal y se debe disefiar paradesarrollar unfactor de comportamiento

sismicode Q = 2 en ambas direcciones.
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NOTAS:
1.- Conereto: Pc = 250 [kg/em?]; P.V.= 2400 [kg/im®)

E; = 2213594 [t/m2]; Gc = 885438 [Um?]
2- Muro de tabique rojo M2: Em = 114000 [¥m?)

Gm = 45600 {Ym?); t = 15[em)
3.-Muro de tabiedn de concreto M1: Em = 192000 [Um?]

Gm = 76800 [¥m?; t= 15 [em]}
4.- Asotacién en [m}

.y . P -
a2 e} 3 4
VACID o= & —=f=— 6 —=f~— 6 :
«cUBD DE ° 3 ! _.3 Ut ot
ESCALERAS) o FIPE ! ! | ESCALERASY
(Zq:l\.-_:__\ ks ":A:/L__ AN
F"f zona con f ™
sistema de :
= -] B4 techo de =4
-4 entrepiso
B ct (Bredoeees c zoha con
NETTTTTT T sistoma de
© . oM ) techo de
M2 i azotea
\’ff‘--i--——— ——ee— X (Cr-t—e- ——- X
e 3 13 3 1 ™ 3

Figera 426, Planta estructural del nivel 1.

- :
! gl\.-._._-._. i

Figwra 4.27. Planta estructuraf def nivel 2.

NOTAS:
1.- Pretiles y faldones satan desligados de las columnas
por holguras de 5 {cm].
2- Acotacionea en [em]

50

T R il

N

_J. _l 150 fo

o N Ug M :f - .ﬁ,L
i EL

Figera 4.28 Planta estructural del nivet 3.

- X 0 B sl s FaCHADAS
T T2 13 T4
Figura 4.29. Dimensiones de los elementos
estructurales del edificio de oficinas cuyas
plantas aparecen en las figuras 4.26 a 4.28.
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Mediante el método sismico de andlisis modal espectral, obtener las fuerzas sismicas y los

desplazamientos laterales de los niveles y entrepisos de la estructura empleando el criterio de respuesta

mdxima probable, y un modelo de anélisis con rigideces de entrepiso (sistema simplemente acoplado).

I - EVALUACION DE CARGAS
oCARGAMUERTA

SISTEMA DE PISO DE AZOTEA (figura 4.30)
1.- Impermeabilizante

2.- Enladrillado (e.yp 2¢cm)

(0.02 m)(1500 kgim®)

3.- Mortero cemento arena (esp. 2 cm)

(0.02 m) (2100 kegim®)

4.~ Relleno de tezomle para dar pendiente (esp.prom. chm)
(0.15 m) (1250 kg/m’)

S.- Losade concreto (esp. 10cm)

(0.1 m)(2400 kg/m®)

6.~ Falso plafond de 3yeso (placas de esp. 2 cm)
(0.02m) (1500 kgfm”)

7.- Instalaciones

8- RCDA"t] (g, 197)

SISTEMA DE PISO ENNIVELES 1Y 2 (figura 4.30)
1.- Recubrimiento de piso con loseta vinilica
2.- Aplanado de cementoy arena (esp. 2cm)
(0.02m) (2100 kg/m 3
3.- Losa de cancn:to (esp. 10 cmy)

(0.1 m)(2400 kg/im 3

4.- Falso plafond de 3ye.w (placas de esp. 2 cm)
(0.02 m) (1500 kgim’)

J.- Instalaciones

6.- Muros divisorias de tablaroca

7.- RCDF*t3 (apy. 197)

ESCALERAS
L- Lomdecom:mo(ap 10cm) -~
(0.1 m)(2400k,g!m )
2.- Instalaciones
3.- Escaleras y pretiles
4.- RCDF™*} (an, 197)

lkgim?]
10
30
2
188
240
30
40
40

Total 610 [kgim¥]

Lkgim?]
8
2
240
30

40
50

Toral 450 [kg/m™]
[kghm®]
240
20
20

20
Total 300 [ke/m?]

«.{a)

w(b)

" w(c)



TemaiV Ingenieria Antisismica 396

TRABES

T w= (0.3m)(Im)(2400kg/m®) = 720 [keim] w(d)

T2 w= (0.5m)(05m)(’400kg/m) = 300 [kg/m] w(e)

I3 w=(0.25m)(0. 7m)(2400kg/m %) = 420 [kg/m] w(f)

T#  w=(0.25m)(0.8m)(2400kgim’) = 480 [kg/m] w(8) »

LR

COLUMNAS e

ClyC2: w= (0.8m)(0.5m)(2400kg/m g 960 [kg/m] ...(h) SR

0 w= (05m)(0.35m)(2400/qg/m) = 420 [ke/m] ..(i)
sistema de piso de niveles 1y 2
Fignra 4.30. Detallesde los
sistemas de piso del edificio de

PRETILES ¥ FALDONES oficinas de las figuras 4.26 a 4.28.

PRETIL: w= (0.8 + 0.4)m(0. 1m)(2400kg/m3) = 288 fkg/m] ()

FALDON: w= (1.2 + 0.4)m(0.1m)(2400kg/m’) = 384 fkg/m] (k)

MUROS :

TABIQUE ROJO [kgim®]

L.- Tabique rojo (e.sp 15cm) .2

(0.15m) (1500 kg/m )

2 Repellado de mortgro en 1 cara (esp. 1.5 cm) ' 32
(0.015 m)(2100 kgim®) :
3.- Aplanado deye.fo en I cara {esp. 1.5. cm) ) o 23

(0.015 m)(1500 kg/m") :
Total: 280 fkgm®]  ..()

TABICON DE CONCRETO - Tkgim®]

L- Tabxcondeconcmto (esp. 15cm) 270

(0.15m)(1800 kg/m>) .

2. Rtpcﬂadodemortemml carma (esp 1.5cm) : 32

(0015m)(2100kg/m ) B 5
Aplanadodzyaoenlcam(e.sp 15.cm) . - 3

(0015m)(1500kg/m) . o

' Total: 325 ["S/mz_] - ilm) -

VENTANERIA EN FACHADAS ' } IS[kg/mij ()
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#CARGAVIVA
RCDF.93 Iret-3],
NIVEL [kgim®] - = ;
Nivel 3 (Azotea) CVsis = 70 o ()
Nivel1y2 CVsis =180 - o w(®)
Escaleras CVsis = 150 . : /)]

IL- MASA DEL SISTEMA.

Empleando el criterio de discretizacion de masas indicado en el Inciso 3.3.1.6. del tema lll, se
tlene de (a) hasta (q) y las figuras que se indican:

NIVEL 3 (AZOTEA) (figura 4.28)
Wosa = (10m)(12m)(610 + 70)kg/m? = 81600 [kg]

Weyabes = 3771 + 4T3 + 2T4 = (3)(720kg/m)(10m) + 4(420kg/m)(6m) + 2(480kg/m)(10m) "
= 41280 [kg]

Weol = 6(4m)(960kg/m)/2 = 11520 {kg] (mitadles)

Woreti = (10m + 10m + 12m + 12m)(268 + 384)kg/m = 29568 [kg]

Wyent = (20m + 24m)(4m) (15A.'g/m"’)/2 = 1320 fkg] (mitades)

Wiia = 87600 + 47280 + 11520 + 29568 + 1320 = 165288 [kg] = 165.288(ton]

ms = W/g = 165.288 (ton]/980.665 fem/s?] = 0.16855 [t-s%lcm] ltt)

NIVEL 2 (figura 4.27)

Wiosa = [Om(10m) + 7m(3m)](450 + 180)kg/m?® = 69930 [kg]
Wicsa = 8m(6m)(610 + 70)kg/m?® = 24480 [kg]

Waso = 3m(3m)(300 + 150)kg/m® = 4050 [kg]

Wrebes = 377 + 2T4 + §T2 + 573 = (3)(720kg/m)(10m) + 2(480kg/m)(10m)
+ (3m + 4(6m))(300kg/m) + 5(6m)(420kg/m) = 51900 [kg]

Weol = 6(4 + 4)m(960kg/m)/2 + 2(420kg/m)(4m)/2 = 24720 [kg] (mitades)
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Wpretil = (44m) (288 + 384)kg/m = 29568 [kg]

Wyent = (1/2)EN3 + (1/2)EN2 = (20m + 18m){4m + 4m)( 15kg/m>)/2 + 6m(4m) (15kg/m2)/2
= 2460 [kg]

Wmuro = (4m) (6m) (280kg/m®)/2 + 4m(6m)(325kg/m®)/2 = 7260 [kg]

Wiz = 69930 + 24480 + 4050 + 51900 + 24720 + 29568 + 2460 + 7260 =
= 2714368 [kg] = 214.368 fton]

mp = W/g = 214.368/980.655 = 0.2186 [t-salcm] w (V)

NIVEL 1 (figura 4.26)
Wiosa = [16m(10m) + 7m(3m) + 6m(6m}](450 + 180)kg/m? = 130410 [kg]
Wase = 4050 [kg] (igual a nivel 2)

Wiabes = 471 + 3T4 + 713 + 572 = (4)(720kg/m)(10m) + 3(480kg/m)(10m)
+ (7)(6m))(420kg/m} + {3m + 4(6m)}(300kg/m) = 68840 [kg]

Wooi = 6(5 + 4)m(960kg/m)/2 + 2(420kg/m)(5m + 4m)/2 + 2(960kg/m)(5m)/2 = 34500 [kg]
(mitades)

Wereti = (18 + 18 + 20)m(288 + 384)kg/m = 37632 (kg]

Wyent == (12m + 12m + 10m)(5m + 4m)(15kg/m )/2 +(12m + 10m)(5m)(15kg/m2)/2
+ 10m{4m)(15kgim>i2 = 3420 (kg]

Wmuro = (5m + 4mj(6m) (280kg/m2)/2 + (5m + 4m) (6m)(325kg/m2)/2 = 16335 [kg}

Wit = 130470 + 4050 + 68940 + 34500 + 37632 + 3420 + 16335 = 295287 [kg] =
= 295.287 fton]

my = W/g = 295.287/980.665 = 0,301109 ft-s*/cm] (W)

" II- RIGIDEZDE ENTREPlSd DEL SISTEMA.

Separando el edificio en marcos planos y empleando los métodos matriciales presentados en
6l inciso 3.3 def tema /I, e Inciso 4.2 del presente tema, se calculé la rigidez de entrepiso mostrada
an las sigulertes figuras. Los calculos se efectiaron considerando 3 G.L. por nodo.



Tema |V Ingenieria Antisismica

Figura4.33, Marcol, :*

oDIRECCION X
Con elemento a !
compresion:
ka2 = 45.03 [t/em} !
ket = 48.31 [tom] | 'r63 1
T3
Figura4.3L. Marco C
eDIRECCION Y
® ® ® :
N t i ]
Con elemento a ! n | T
compresion: . - -
kea=35.49{t/cm] "kea=31.16fem] tic1
' T2 T s T2 T
: l::::ii ka2=79[t/om] c3 ke2=32.69[t/cm
T2 ~icTo T oo o T i T2 Tt
T ket =76.81 {tem] Ke1=29.26[t/om] .. .-
e : E 1 L
o

Tl
ke3=40.54[yem]| |F
kez=48.3fvem] [ |C2 o B
Ke1=567.27[t/omn) c2

l B

Figera4.35. Marco 3.

Figera436. Marco 4.
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En las figuras 4.37, 4.38 y 4.39 se muestran las rigideces de entrepiso de los marcos y
muro-marcos por planta o nivel,

A e
(B

Figura 4.38. Rigideces del entrepiso 2 en {t/cm).

@ m3 = 0.16855

. ks = 803
@mz = 02186
’ k2 = 146.83
@ mt = 0.301109
k1 = 183.99
. ‘ . X masa en [t-6%/om)
‘r\—; A rigidez en [t/em]
Figura 4.40. Sistema oscilatorio simplemente
Figera 4.39, Rigideces del entrepiso 3 en [t/em]. acoplado para anilisis en direccion X.

IV - ANALISIS DINAMICO MODAL ESPECTRAL.

El edificio puede modelarse para efactos dinémicos en cada direccién de anélisis mediante ef
sistema oscilatorio simplemente acoplado de 3 G.L. mosirado en la figuras 4.40 y 4.41, en donde
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las rigideces estén dadas por la suma de rigideces de entrepiso de todos los marcos paralelos a

la direccion considerada.

oDIRECCION X

Kix = ZKe1 = 67.84(2) + 48.31 = 183.99 ftlem]

kox = Tkea = 50.9(2) + 45.03 = 146.83 [ticm]

kax = Tkea = 40.15(2) = 80.3 [t/em]

Empleando el Método de Newmark y Holzer estudiado en 3.3.2. def tema

T = 2niw)

. modos
av 1 2 3
N1 1.0 1.0 1.0
N2 1.9403 0.71883 -1.26055

N3 2.854 -1.25932 0.48551

S w)?® 152524 748.148 1713.354
T 0.509 0.2297 0.1518

i, se obtiene (con

Con referencia a la figura 4.22, para le zona lll (zonal del lago) y estructura Grupo B:

c=04 Ta=06{[seg] Tp = 3.9[seg}

r=1

Segtin la tabla 4.4., la configuracion de la estructura es imegular y como todos los periodos
naturales resuftan menores que Ta, se flene de las ecuacionas (4.31), (4.38) y (4.39), para cada

forma moda! (g = 980.665 [cm/sal)

modo T Q a
fs]
1 0.509 1.479 0.3545
2 0.2297 1.1063 0.2149
3 0.1518 1.0024 0.1759 °

aceleraciones reducidas o elastoplasticas
Coeficlertes de participacién (cy

de la scuacion (4.47)

Aj
[em/s?
347.646
210.745
172,499

i)
fomy/s?)
235.055
190.495
172.086

1 =((0.301109) (1.0} + (0.2186)(1.9403) + (0.16855)(2.854)] / [(0.3017105)(1)?

+ (0.2186)(1.9403)% + (0.16855)(2.854)%] = 0.4831
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02 ((0.301109)(1.0) + (0.2186)(0.71883) + (0.16855)(-1.25932)] /[(0.301108)(1)
| + (0.2186)(0.71883)2 + (0.16855)(-1.25932)%] = 0.361 o
v cs=[(o.ao1169)(1. 0) + (0.2186)(-1.26055) + (0.16856)(0.48551)] /[(0.301109)(1)2
+ (0.2186)(-1.26055)2 + (0.16855)(0.48551)°] = 0.156 h
Cosficientes y porcentajes de influencia

de las ecuaciones (4.43) y (4.45) se calcula

modo (W,)2 < fj Irj
(7] [%]
1 152.524 0.4831 0.003167 84.66
2 748.148 0.361 0.000483 1291
3 1713.354 0.156 0.000091 2.43

T = 0.003741 100
Puede observarse que la influencia del 3er. modo es daspreciable
Desplazamientos respecto a la base

De la ecuacion (4.42) con las aceleraciones reducidas se calculan los desplazamientos
raspecto a la base como

iy = Avl1Zy1 = 347.646(0.003167)(1) = 1.101
uz1 = AthZz1 = 347.646(0.003167)(1.9403) = 2.136, etc.

de tal forma que la matriz de desplazamientos respecto a la base es

. modos
niv 1 2 3 QXeess[em]
N1 0.7444 0.09201 0.01566 1.500
N2 1.4444 0.06614 -0.01974 2.892
N3 21246 -0.11587 0.00760 4,256

donde los desplazamientos respecto a la base méximos probables. Xsis son segtin la ecuacién
(4.49) (los perfodos difieren en més del 10% entre si)

Xoms = [Zjuyj °P°
Dasplazamientos de entrepiso

La matnz de desplazamientos relativos es para cada modo, segtin la ecuacién (3.99)
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modos
niv 1 2 3 bifem]  QAeisess[em] Aper= 0.006hi[cm]
ENI. ~ 0.7444 0.09201 0.01566 400 1500 2.4
EN2 07000 -0.02587 -0.0354 400 1.403 24
EN3 06802 -0.18201 0.02734 500 1409 3.0

" los desplazamientos de entrepiso méaximos probables se calcularon con la ecuacion (4,49)
como Adisrse = [Zj Asi) 3%, y cumplan con sermenores que los méximos permitidos porel RCDF-93.

Fuerzas cortantes en los eritrepisas

De la ecuacion (3.98) Vij = Keidei, por lo que la matriz de fuerzas cortartes es

-modos
niv 1 2 3 Virss{ton]
EN1 136.96 1693 . 2.88 138.03
EN2 102.78 -3.799 ~5.20 102.98
EN3 54,62 -14.62 220 56.59

‘donde nu%vgrgente la ecuacion (4.49) da las fuerzas cortantes médximas probables como
Vera = [Z) Vij ]

Fuerzas sfsmicas en jos plsos
La matriz de fuerzas sismicas se forrna para cada modo a partir de las fuerzas cortantas af

Idealizar el edificio como una viga en cantilever. For tarto se tiene la ecuacién:
Fy = Vij- Viy+1 ....(4.55), a partir de la cual se calcula:

modos
.aiv 1 2 3 Farssfton]
N1 34.18 20.73 8,08 40.78
N2 4816 10.82 -1.40 49.91
N3 54.62 -14.62 220 56.59

donde segun la ecuacion (4.48) Fum = [ZjFj 208
oDIRECCION Y

Analogamente se tene para la otra direccion, ver figura 4.41
K1y = 76.81 + 28.26 + 57.27 + 54,47 = 217.81 ftlcm]

koy = 79 + 32.69 + 46.3 = 157.99 [tlern]

kay = 35.49 + 31.16 + 40.54 = 107.19 [t/cm)
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modos s = 0,16855
niv 12 3 . k3='107.19
Nio10 10 1.0 ‘(ﬁ'z'.;; ;0‘0 156
N2 20396 05717 -13781 &y = 157.99
N3 - 28318 - - -11649 | 0.6564
: - AT = 0.301109
: kT, k1 = 217.81
wpr 17913 94807 - 1971106 masa en (t-6%/em]
T 0471 0.204 0.142: rigidez en [t/cm]
Nuevamente en todos los modos 7] < Ta yde fa ' - ::g;]" :;;‘t‘e ig:mgs:;fﬁ;usis
ecuacion (4,39}, (4.38),(4.31) y(4 41) oo ‘ en direccién Y.
modo T L ©a A Soo)
{s] : [cm/sz] [cm/sZ]
1 0.471 1428 0.3355 320,013 230,401
2 0.204 1072 02020 198094 184.790
3 0142 0.989 0.1710 167.694 169.559

aceleraciones reducidas o elastoplésticas

Coeficientas de participacion (c))
de fa ecuacion (4.47)

* &1 = [(0.301108)(1.0) + (0.2186)(2.0396) + (0.16855)(2.8318)] / {(0.301109)(1)?
+ (0.2186)(2.0396)2 + (0.16855)(2.8318)%] = 0.4778

02={{0.301108)(1.0) + (0.2186)(0.5717) + (0.16855)(-1.1648)] / [(0.301108j (1)
+ (0.2186)(0.5717)% + (0.16855)(-1.1649)%] = 0.3621

ca={(0.301108)(1.0) + (0.2186)(-1.3781) + (0.16855)(0.6564)] / [(0.301108)(1)?
+ {0.2186)(-1.3781)2 + (0.16855)(0.6564)%] = 0.1401

Cosficiantas y porcentajes de Influencia
~de las ecuaciones (4.43) y (4.45) se calcula

modo ) G 1] IR
%) o (%]
1 177913 - 0.4778 0.002686 8 .
2 948.070 0.3821 0.000403 12.75
3 1971.106 0.1401 0.000071 225

2 = 0.00316 100
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Desplazamientos respecto a /a base
De la ecuacion (4.42) con las aceleracionss reducidas

modos
niv 1 2 3 QXirss[cm)
N1 0.6189 0.074S 0.01204 1.247
N2 1.2622 0.0426 -0.01659 2,526
N3 - L7525 -0,0868 0,0079 3.509

con Xars = %)ty 2P°°

. Desplazamientos de entrepiso i o ;
La matriz de dasplezarnientos re/atzvos es para cada modo, segun Ia ecuac/on (3 99)

modos . . B e

niv 1 2 3 bifem] QA,i,.;,[&n] A;,;;“-f‘o.ooi;bi[cm]'
EN1 06189 0.0745 0.01204 " 400 1247 B S
EN2 06433 -0.0319 -0.02863 400 12895 o 2g
EN3 04903 01294 002449 500 10154 3.0,

©0on Adsras = [Z] Aejj s '

Fuerzas cortantas en los entrepisos L
De la ecuacion (3.98) Vij = KeilAejj .

‘ modos .

niv 1 2 3 Viess[ton]
EN1 13480 - 1623 2.62 135.80
EN2 101.63 -5.04 -4.52 1019
EN3 5256 1387 2.63 544

con Vems = [= W °°

Fuerzas sismicas en los pisos
De la ecuacién (4.55) se tiene Fy = Vij- Vij+1

modos

niv 1 2 3 Farss[ton]
N1 3317 2127 7.14 40.05
N2 49,07 883 715 50,37
N3 52.56 -13.87 2.63 54.42 con Fyms = [Z)Fy %

NOTA.- Como se estudlard en los Incisos posteriores deben ser adicionadas las fuerzas
generadas por efectos de torsién de la estructura.
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1I.- Determmar Ias fuenas slsmlca ‘lo's‘pisos' y los.desplazamientos de entrepiso, del edificio

habltaclonal de tres "weles cuy al tipo se muestra en la figura 4.42,

La eétructuracxon del inmu ros de carga de mamposteria de 13 [cm) de espesor

constituida por plezas de tablque con huecos verncales La mampostena est reforzada interiormentey

cumple con-lo especnf‘ icado en Ias No.rmas Tecmcas para steno y Construccién de Estructuras de
Mau:npostena["e£ 1] 4el RCDF- 93, “de tal manera que su resistencia a la compresién es de f m = 47 _
[kg/cmz]. Las alturas en todos los entrepisos son de 2.50 [m], medidas a ejes.

Lossistemas de piso estan constituidos por losas macizas de concreto reforzado de 10 [cm] de espesor
conun peso de 360 [kg/mz] yde 400 kg/mz], incluyendo firmesy acabados, para niveles inferioresy azotea,
respectivamente. Estas losas se apoyan sobre los muros mediante dalas de concreto de 15 x20 [cm] de .
seccion transversal, En todas las ventanas exteriores de los niveles 1y 2, asi como én todo el perimetro de

la azotea existe un pretil con una altura de 90 fcm].

NOTAS: . .
1- Conereto fi = 200 [k cgz

TP 00090008p0

2- Aootacién en [m]
L . {
I . VACID (CUBD DE ESCALERAS, PoPo= 300 [KG/MEJ RERTER |

10 15 20 15 LS 30 ; ' 0 L5 1
[ | I | | 1’5 |]51 20 115}101

: @— f' I—-l B | vl I '/I { | { L
g 4_}_

®-3's — |
O N U R R I [ R B

‘L__a.s ] |_a.o -l ]___9.0 __.l IL_»au ~| i__a.s ]
%0

Figura 4.42 Planta estructural tipo de un edificio de vivienda familiar de tres niveles.
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La edificacién se encuentra desplantada en la zona | (zona de lomas) del Distrito Federal. Emplear
el Método de Analisis Modal Espectral y el método de la columna ancha para el andlisis sismico y el

cdlculo de rigideces de entrepiso, respectivamente, usando un modelo de anélisis simplemente acoplado.

Fi RCDF-93 en las normas técnicas mencionadas, indica estimar las siguientes propiedades
para mamposteria de piezas de barro

Em = 600f " m = 600(47) = 28200 {kglem®] = 282000{t/m?] f(a)
Gm = 0.3Em = 84600 tim?] )

Para concreto tipo I las Normas Técnicas Complementarias para Disefio y Consnrucclon de
Estructuras de Concreto, especifica estimar .

Ee = B000[f's]°S = 8000{200]°5 = 113137 [kgfom®?] = 1131370 [g/m?] (e

I- EVALUACION DE CARGAS

#CARGAMUERTA
SISTEMAS DE PISO
NIVEL CM[kg/m®] CV[kg/m%(sismo)”
12 360 %0 :
3(azotea) 400 70 . : ,
escaleras 300 150  "RCDF-03Art. 199

PRETILESYMUROS (acabado tabique apamme)
CM = (0.13m)(1200kghn’) = 156 [kgim™]

1I- MASA DEL SISTEMA

Empleando el criterio de discretizacién de masas indicado en ef inciso 3.3.1.6. def fema H, se
tiense, verfigura 4.42:

NIVEL 3 (AZOTEA)
Wicea = [(18m)(8m) - 3(2.5) Jm>(400 + 70)kg/m® = 84155 [kg]
Waso = (3m)(2.5m) (300 + 150)kg/im® = 3375 [kg]

Wmuro = (9 + 10 + 4 + 0 + 16 + 4 + 12 + 6 + 6 +4)(2.6m)(156kg/m®)/2 =
= 15600 fkg] (mitades)

Wyretit = [(18)(2) + (8)(2)]m(0.9m)(156)kg/m® = 7301 [kai

Wia = 84755 + 3375 + 15600 + 7301 = 90431 {kg] = 90.431{ton]
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ma = W/g = 90.431 [ton]/980.665 [cm/s?] = 0.092214 [t-s*/cm} ()
NIVEL1Y2

Wiosa = [(18m)(8m) - 3(2.5)Jm*(360 + 90)kg/m® = 61425 [kg]

Waese = (3rm)(2.5m) (300 + 150)kg/m® = 3375 fkg]

Wnuro = (9 +10+4+9+16+4+12+6+6 +4)(2.5m)(156kg/m2)' = 371200 [kg]
Woretil = [9m + 9m](0.9m)(156)kg/m® = 2527 [kg]

Wit = Wz = 67425 + 3375 + 51200 + 2527 = 98527 [kg] = 98.527[ton]

m = ma = W/g = 98.527/980.665 = 0.10047 [t-s%/cm] (e

{IL.- RIGIDEZ DE ENTREPISO DEL SISTEMA

. Separando el inmueble en muros planos y analizandolo con el método de fa columna ancha
estudiado en el inciso 4.2.3. del presente tema, se tfene:

MUROA, ver figura 4.43

vigas de acoplamiento # 1
PRETIL VENTANA 25 20 B

15 20 05
o R e e T T T e A 1 r

\

25 09

ﬁ// ﬁ// Eﬂ s Eﬂ//ﬁfﬁ//

LI I T 1T I T1TT 4 Y Y 5 i P s

yil
H
i
it
b
i
il
i
H
il
L
25

T

25

7 Z S a 4

I T T T T 1T T_ L L L T T U B D )
: 7 g o 23 P2 P

A5, 30 e 13 7 40 325 45 azs | “
'm‘ 'ao' st s T2 U 03 L2 2 2 | 30 |

25
i
:
E
H

(__E.S

Figara44d.  Muro A Figura 4.44, Mazrco con columna anchas .
equivalente alMuro A

Las vigas de acoplamiento deben tomar en cuenta los efectos rigidizantes de los pretiles y de
parte del sistema de piso. En la referencia 20 se recomienda tornar un ancho de 4 veces el espesor
de la losa a cada lado de la dala de coronamiento,

Para los marcos de efes A y D la viga de acoplamiento en la zona de ventanas es la mostrada
onla figura 4.45,

Las propiedades de las vigas de acoplamiento se calculan empleando la seccién transformada.
La refacién de mddulos es de (&) y (c)

n = Em/Ec = 0.25 - ()



Tema IV Ingenieria Antisismica 408

ol ’ m
;'1:;’ ]— Act

. til d terf:
.[- pre/ o mamposterfa
o
e dala y losa de concreto
: <
o :
S I° A
013 0.4 0 15 0, 4
. bt
Figura4.45. Viga de acoplamiento # 1. Figura 4.46, Propledades de la viga de acopla-

miento # 1.

Como se observa en la figura 4.46, se transforma sl érea del pretil de mamposteria a concrato
y se concentra en su centrolde. El drea def pretif vale

Ap = 0.13(0.9) = 0.117 [m?]

el drea transformada a concreto es
Act = (0.717)n = 0.02925 [m°]

con referencia a la figura mencionada
Al =o. 1(0.4) = 0.04 [m?]

Ay = 0.15(0.2) = 0.03 [m"]

centro de gravedad X = {0.02925(0.65) + 0.04(0.15) + 0.03(0.1}}/(0.02925 + 0.04 + 003)—
= 0.282 [m]

momento de inercia (teorema de ejes paralelos)

1 = (0.2%)(0.15)/12 + 0.03(0.282-0.1)% + 0.1 34112 +(0.04)(0.282-0. 15)2
+ 0.02925(0.65 - 0.282)° = 0.0058 [m fl

drea axlal A = 0.02925 + 0.03 + 0.04 = 0.09925 [m?]
E = 1131370 {tim¥

Procediendo al andlisis de! marco con columnas anchas mostrado en la figura 4.44 en forma
andloga a como se hizo en el citado inclso 4.2.3., se calculan las sigulentas rigideces de entrepiso

kel = 102.07 [t/em] ke2 = 965 [t/cm]  ke3 = 84,18 {t/cm]

MURO D, verfigura 4,47,

Este muro se analiza mediante ef marco equivalents con columnas anchas de la figura 4.48.
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vlgaa de acoplamlento #1

s Y Y- I
8 o e S e A e Ir I'“‘I Z = =T
> =
5 I o =
s e e A E A =T 2
T Y T T T T LT T T T T T T T T T 1T [ |
0 bz
~ T B
e Sl s S S S e A g s
") b 7
~ T Alnl(“JiJ T rx'l r‘LrLI JJJ Tyl |‘| “f:l;
2 e /j//y//, 1_ -
S 5 = P
L5 30, 30 30 R w,
Mo T201 ' v RECIT |30 |
Figura4.47. MuroD. Figora 448, Marcoconcolumnas anchas equl-

valente al Muro D.

Las rigideces de entrepiso resultan de
ket = 105.12[t/cm] ke2 = 97.78 [t/cm] ke3 = 85.69 [t/cm]

MURO B, verfigura 4.49.

23 .0 so 40 25 L 778 N 775

Muro B

Figura 4.49. Figura 4.50. Marco con columnas anchas equi-

valente al Muro B.

El marco equivalente de la figura 4.50 representa con columnas anchas a este muro. La viga
de acaplamiento empleada es la misma para todos los marcos Interlores y se puede observar en
fa figura 4.51, de donde se calcula

T (’—_———1
St Y 7C
losa

04 015 04
=

Figera4.5L. Vigade a}coplavmiento #2

Area = A = 0.95(0.1) + 0.1(0.15) = 0.11 [m?

centroide y momento de inercia

X=[0.95(0.1)(0.15) + (0.15)(0.1)(0.05)]/0.11 =
= 0,136 [m]

1 = (0.1)3(0.95)/12 + 0.95(0.1)(0.15-0. 136)2
+ (0. 1)3(0 15)/12 + 0.15(0.1)(0.136 - -0.05)° =
= 2.21(10%) [m"}
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E = 1131370 [t/m?

Las rigidecss de entrapiso obtenidas de esta forma son

ket = 136.71 {t/cm] ke2 = 84.1{t/cm] ke3 = 48.71 [t/cm]
vigas de acoplamiento # 2

MURO C, verfigura 4.52.

25

Del andlisis del muro representado porel =~
marco de columnas anchas se obtiene

a5

ke1 = 52 [t/cm} " R . L
ke2 = 17.5 {t/cm} = L = —
ke3 = 8.59 {t/cm] ’ Figura 4.52. Muro Cy marco equxvalente con”

columnas anchas.
MURO3Y 9, ver figura 4.53.

Deal anélisis del marco equivalente se obtiene
ket = 110.57 {t/em] kez = 55.31 [t/em]  ke3 = 31.85 {t/cm]

vigas de acoplamiento # 2

w2
[y ]
o | oo T
(o e s T | N
e o .
n e st B V)
o T IT T T T
e
(g W)
3
ZZ
7 7
10 20 20 ]———“—-——{
——tt
Figura4.53 Muros 3y 9y marco equivalente Figura 4.54 Muros 1, 11,2, 10, 4,5, 7,8,y 6.

con columnas anchas.

MUROS 1Y 11, ver figura 4.54.

Para aste muro de longitud L = 8 [m] se obtlene de un andlisis con columnas anchas
ket = 217.63 [t/em] ke2 = 164.06 [t/cm] ke3 = 116.41 [t/cm]

MURQOS 2Y 10, observar Ia figura 4.54.

Con L = 2 [m] se calculan las siguientes rigideces de entrepiso
ket =26.1[t/cm) kez = 7.47 [t/em]  ke3 = 3.41(t/cm]
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MUROS 4,5, 7y 8, ver k/gué 454,
Para este rﬁufo de IoﬁgitudL = 3 [m] se calcula
ket = 5656 [t/em] kez = 21.69[t/em]  ke3 = 10.70 [t/cm]
MURO 6, observar Ia figura 4.54
" Conl = 4 [m], del andlisis con columnas anchas se tiene
ke =90 [t/em] kez = 43.29[t/cm] ke3 = 23.21 [t/em)]

En la figura 4.55 se musestra un resumen de los valores de las rigideces de entnsp/so obtenidas
para cada sistema de muros.

116.41 O
—) ——-
Lo <

OO @
CON <
=R =] =
= ool & B g &
(] Y g . 2 o S
m L} ! o ™ &
[ O o™ o $ & ] 2
= = oH 1 IR =1 v x £
. : P Y B R R E . =
2 R B &g ] S 2
kel1=10207° " 7F ~ Shoglx X N 5
D & e B
ke2=9650 - 2 m = & 2
kedsg418 Y 23 X e 8 a8 Y ¥
= e el o 8 o &
g & Lpe s 3 % 3
kel=13671 @ ¥ * & El aw x Ey x b o
ke2=841 = El & T ¥ l % 2
B)hed=tan & 5 ¢ Y 5 5
kels52 E I 2 2 I E
3 W
( : ) kea=173 b 2 2 X
ke3=859 x 5 2 ﬁ ¥
w 2 i
X 3 i
v x U x
kel=105.12 -~ x
ke2=97.78
ke3=85.69

Figura 4.55. Resumen de rigideces de entrepiso de cada sistema de muros por nivel en el edificio de
mamposteria de la figura 4.42.

IV- ANALISIS MODAL ESPECTRAL

El edificlo puede modelarse bam efectos dindmicos en cada direccion de andlisis, mediarte
ol sistama oscilatorio simplemente acoplado de 3 G.L., mostrado en lefiguras 200 y 201, en donds
las rigideces estén dadas por la suma de rigideces de entrepiso de cada sistema de muros en la
direccién considerada.

o DIRECCION X, con referencia a la figura 4.56, se tiene

Kix = ZKe1 = 395.90 fticm]
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kox = Thea = 295.88 ftlom]
kax = Skea= 227.17 {ticm]

Empleando el Método de Newmark y Holzer estudiado en 3.3.2. del tema 1l se obtiene (con

T = 2nfjw) m3 = 0.092214
X k3 = 227.17
modos
. m2 = 0,10047
v 1 2 3 ka = 295.88
N1 1.0 1.0 1.0
N2 210654 082708 -0.86182 m1 = 0.10047
] k1 = 395.9

N3 . 291259 -1.02582 0.30504
: masa en lton-ozlcm]
5 S : ’ 7 rigidez en {ton/em]
(wj)“ - 681769 4449,737 9423.471
L Figura 4.56. Sistema oscilatorio
T . 0’?406 00942 0.0647 : simplemente acoplado para anilisis
en direcciéon X.

Con referencia a la figura 4.22, para la zona | (zonal de lomas) y estructura Grupo B:
c=0.16 2= 0.2(seg] To = 0.6[seg] r=205

Segtin la tabla 4.3, como se trata de una estructura de mamposteria de piezas huecas con
refuerzo interfor

Q=15

Da latabla 4.4 la estructura es irregular pues no cumple con el punto 6 (el hueco para escaleras
excede dal 20 % de la dimensién corta del inmurable 2.5 [m] > {0.2(8) = 1.6 {m]}). Por tanto, de
las ectzlac/ones (4.37),(4.38), (4.39) y (4.31) a (4.35), se tiene para cada forma modal (g = 980,665
fem/{s®))

modo T Q a A Ay
(8] [om/s?] [em/s?]
1 0.2406 1.2 0.16 156.91 130.76
2 0.0942 0.9884 0.097 95.13 96.25
3 0.0647 0.9294 0.079 77.47 83.36

aceleraciones reducidas o elastoplé'stjcas
Cosficlentes de participacion (cy
do la ecuacién (4.47)
©1 = [(0.10047)(1.0} + (0. 10047)(2.10654) + (0. 092214)(2.91259)]/[(0.1004}) (1‘)2

+ (0.10047)(2.10654)% + (0.092214)(2.81259)% = 0.4371
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' Ga=[{0.10047)(1.0) + (0. 10047)(0.82708) - (0.092214)(1.02582)] /{(0.10047)(1)?

+ (0.10047)(0.82708)° + (0.092214)(1.02582)°] = 0.3342

©a=[(0.10047)(1.0} - (0. 10047) (0.86182) + (0.092214)(0.30504)} / [(0.10047)(1)*

+ (0.10047)(0.86182)% + (0.092214)(0.31504)% = 0.2287 .

Coeficlentas y porceniafes de influencia
de las ecuaciones (4.43) y (4.45) se calcula

modo (w;)2

[rzlsz]
1 681.769
2 4449,737 -

3 9423.471

G i IFj

(%}
0.4371 0.000641 86.62
0.3342 0,000075 10,14
0.2287 . 0,000024 324
= = 0,00074 100

Desplazamientos respecto a la base
De Ia ecuacion (4.42) con las aceleraciones reducidas se calculan fos desplazamiertos respecto

a la basg como

th1 = A1 lhzey; uz = Ay Lza; ete.

de tal forma que la matriz de desplazamientos respecto a la base es

aiv 1

N1 0.0838
N2 0.1766
N3 0.2441

modos
2 3 QXspssfem]
0.0072 0.002 0.1262
0.006 -0.0017 0.2651
-0.0074 0.0006 0.3663

los desplazamientos respecto a fa base méximos probables Xess son segiin la ecuacion (4.49)
(los periodos differen en mds del 10% entre si)

Xora = [Zjuy 2°°

Desplazamfentos de entrepiso
La matriz da desplezamientos relativos es para cada modo, segun la ecuacién (3.99)

modos

niv » 1 2 3 hifcm] QAcisrss[cm] Aper= 0.006hifcm]
EN1 0.0838 0.0072 0.0020 250 0.1262 15
EN2 0.0928 -0,0012 -0.0037 250 0.1393 1.5
EN3 0.0675 -0.0134 0.0023 250 0.1033 1.5
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los desplazamientos de entrepiso méximos probables se calcularon con la ecuacion (4.49)
como Adsrss = [Zj Aeij 2I%%, y cumplen con sermenores que los méximos permitidos por el RCDF-93,
Fuerzas cortantes en los entrapisos
De la scuacion (3.98) Vij = Keileij, por lo que la matniz de fuerzas cortantes es

modos
niv 1 2 3 Virsston}
EN1 33.18 2.85 0.79 3331
EN2 27.46 -0.36 -1.09 2748
EN3 15.33 -3.04 0.52 15.64

donde nuezvglgaente la ecuacidn (4.49) da las fuerzas cortantas méximas probables como
Varrs = [Zj Vi T~

Fuerzas sismicas en los plsos
La matriz de fuerzas sismicas se forma para cada modo a partir de la ecuacién (4.55)

modos
niv 1 2 3 Faess[ton]
N1 5.72 321 1.88 6.82
N2 12.13 2.68 -1.61 12.53
N3 15.33 3,04 0.52 15.64 ’

donde segtin la ecuacion (449) Fexe = (3 Fj3%5
eDIRECCIONY

Anédlogaments para esta direcclon se tlene de la figura 4.57
Método Newmark-Holzer

kiy = ke = 1024.84 [ticm]

= = m3 = 0092214
key = Tkez = 583.73 fticm] ks = 36935
Kay = Tkea = 368.35 [ticm] mz = 0.10047
modos ko = 583.73
niv 1 2 3 my = 0,10047
N1 1.0 1.0 1.0 ky = 1024.84
N2 2.50835 1.30979 -0.62893
N3 391172 -119362 016087 masa en (ton-o/em]
7. nigidez en [ton/cm]
W) 1436963 8400.556 19664.503 Figura 4.57. Sistema oscilatorio
T 0.1658 0.0686 0.0448 simplemente acoplado para anélisis

en direccién Y.
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Todos los periodos son menores que Ta = 0.2 [seg];¢c = 0.16; Q= 1.5 (rnuros demamposteria
hueca). De las scuaciones (4.38), (4.39) y (4.31) a (4.35) con g = 980.665 [em/s?]

modo T Q a Aj A’
[s] [omis”] [emis®]
1 0,1658 1.1316 0.13948 136.78 120.88
2 0.0686 0.9372 0.08116 79.59 84,92
3 0.0448 0.8896 0.06688 65.59 . 73.73 -

celeraciones reducidas o elastoplasticas

Coeficlentes de participacion (cj
de la ecuacion (4.47):

o1 ={(0.10047)(1.0) + (0.10047)(2.50835) + (0.092214)(3.91172)] / (0. 10047)(1)2
+ (0.10047)(2.50835)° + (0.092214)(3.81172)%] = 0.3327 ~
c2=[{0.10047)(1.0) + (0.10047)(1.30979) - (0.092214)(1.19362)] / [(0.10047) (1)?
} + (0.10047)(1.30975)% + (0.092214)(1.19362)%] = 0.3018
ca=[{0.10047)(1.0) - (0.10047)(0.62693) + (0.092214)(0.16087)] / [(0.10047)(1)?
+ (0.10047)(0.62893)° + (0.092214)(0.16087)%] = 0.3655

Coeficientes y porcentafes de influencia
de las scuaciones (4.43) y (4.45) se calcula

modo  (w) G Jj Igj
%] %]
1 1436.963 0.3327 0.000232 80.84
2 8400.556 0.3018 0.000036 12.54
3 19664.503 0.3655 0.000019 6.62

Z = 0.000287 100

Desplazamfentos respecto a la base
De la ecuaclon (4.42) con las aceleraciones reducidas se calculan los desplazamientos respecto
a la base

modos
niv 1 2 3 QXsess[cm]
N1 0028044 0.003057 0.001400 0.042
N2 0.070345 0.004004 -0.000881 0.106

N3 0.109701 -0.003649 0.000225 0.165
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©ON Xers = (%) uij °>°
Desplazamientos de entrepiso

. La matriz de desplazamientos relativos es para cada modo, segtin la ecuacion (3.99)-

modos
niv 1 2 3 hi{cm] QA cisrss[cm] Aper= 0.006hi[cm]
EN1  0.028044 0.003057 0.001400 250 0.042 1.5
EN2  0.042301 0.000947 -0.002281 250 0.064 L5
EN3  0.039356 -0.007653 0.001106 250 0.060 15

CON Adisras = [ Aej 2°°
Fuerzas cortantes en los entrepisos

De la ecuacion (3.98) Vij = KeiAeij, por lo que la matriz de fuerzas cortantes es

modos
niv 1 2 3 Varsston],
EN1 ~ 2874 313 1.44 28.95
EN2 24.69 0.55 -1.33 24.73
EN3 14.54 -2.83 0.41 14.82

.con Vems = [ Vi 3°2
Fuerzas sismicas en los pisos

La matriz de fuerzas sismicas se forma para cada modo a partir de la ecuacion (4,55)

modos
niv 1 2 3 Farssfton]
N1 4.05 2.58 277 5.54
N2 10.15 3.38 -1,74 10.84
N3 14.54 -2.83 0.41 14.82

con Fems = [2} Fij 3P®

NOTA. - Como se verd en los incisos postarioras falta superponer aun los efectos debidos a
torsién.
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4.3.6.3.- PROBLEMAS PROPUESTOS.

L.- El edificio de oficinas cuya planta estructural se muestra enla figura 4.58, esta formado por sistemas
de marcos y muro-marcos de concreto reforzado y mamposteria, con los elementos estructurales cuyas
dimensiones se muestran en la figura 4.59, Posee tres niveles con igual estructuracion cuyos sistemas de
piso tiemen un peso por carga muerta de 650 [kg/mz] y 550 [kg/mz] para la azotea y pisos inferiores,
respectivamente, y de 300 [kg/mZ] en la zona de escaleras; tiene pretiles y faldones desligados de las
columnas mediante holguras de § [em], con alturas de 0.9y 1 [m], respectivamente, €stos elementos existen
en todo el perimetro de los tres niveles y tienen un peso de 400 [kg/m], el peso de ventaneria es de 15
[kg/mz] en fachadas. Las alturas de entrepiso (a ejes) sonde 4.5, 3.75 y 4.25 [m)] para los entrepisos 1, 2y

3, respectivamente,

M3 M3 VACIO
(CuBOQ DE
T3 13 ESCALERAS)

ca

M

1

NOTAS:

1.- Concreto: Po=200[kg/em?]
P.V.=2400fkg/m?); Ez= 1131371 [tYm?)
Q= 452548 [t/m?)

2.- Muro de tabique rojo Ma: t=15[cm]
Em=114000{t/m?}; Gr= 48800{ym 7]

3.- M1 y M2 son muros de concreto de

Figura 4.58 Planta estructural tipo de los mveles 1 a 3 de 20 [om] de espesor

un edificio para oficinas. : 4.- Acotacion en [m)

El inmueble se localizara en Ia zona III (zona del lago) de! Distrito Federal y debe desarrolfar un factor

de comportamiento sismico de Q = 2 en ambas dlreccloms
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Obtener las fuerzas sismicas en los pisos y los desplazamientos laterales de entrepiso sin considerar
efectos de torsién, emplear el método de andlisis modal espectral, el método de la columna anchay un
modelo de analisis como sistema simplemente acoplado. Usar el criterio de las respuestas méximas
probables.

Solucidén: DIRECCION X: Aetsrss = 4.037 [cm]; Aezsres = 3.012 [em]; Aeasrss = 2.028
{em]; Fioess = 32.20 [ton]; Faass = 50.95 [ton]; Fasrss = 58.90 [ton]; DIRECCION Y: Astsrss = 0.733

[em]; Aszsres = 0.858 [om]; Aedarss = 0.855 fom]; Fisres = 24.26 flon]; Fosss = 42.84 [ton]; Faerss
= 56.09 fton].

limite de logsa

T‘“ T_ acotacién en [m_._3_a 20 . 15
g |c 8 |c2 . T
L ¥ LL | J

40__! ' 39_{ o,

acotacién en [om] o T L___ |

Tl T T RN :f
L J T I R S 1
& e

1] e i i

———— e

Figura 4.59. Dimensiones de los elementos Figura 4.60. Planta estructural tipo de un
estructurales del edificio de la figura 4.58, edificio de vivienda familiar de 3 niveles.

IL- Determinar fos desplazamientos de entrepiso y las fuerzas sismicas en los pisos del edificio

habitacional de tres niveles cuya planta estructural tipo se muestra en la figura 4.60.

El inmueble esta estructurado a base de muros de carga de mamposteria de 15 {cm] de espesor
constituida por piezas de tabicon de concreto. La mamposteria esta confinada por dalasy castillos que
cumplen con las especificaciones del RCDF-93 y sus Normas Técnicas Complementarias para Disefio y
Construccién de Estructuras de Mau:lpo.«xteﬁa('e£ 10} ge tal forma que su resistencia a la compresion es
de [ m = 19 {kg/cm?] (considerar Em = 800¢" 14 para sismo), Las alturas de cada uno de los entrepisos
son de 2.8 [m]. )

Los sistemas de piso estén constituidos por losas macizas de concreto reforzado de 10 {cm] de espesor
con un peso de 380 [kglmzj y 420 [kg/mz], incluyendo firmes y acabados, para niveles inferiores y azotes,
respectivamente. Las losas se apoyan sobre los muros mediante dalas de concreto de £ = 200 [kg{cmzl
de 15 x 30 {em] de seccidn transversal.
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Entodas las ventanas exteriores de los niveles 1y 2, asi como en todo el perimetro de la azotea, existen

pretiles de 1 (m] de altura. El peso de muros y pretiles incluyendo acabados es de 325 [ngmz].

La edificacién se encuentra desplantada en la zona III (zona del lago) del Distrito Federal. Emplear
el método de andlisis modal espectral y el método de la columna ancha para efectuar el anilisis sismico
y el célculo de rigideces de entrepiso, respectivamente, usando un modelo de anlisis simplemente
acoplado sin considerar efectos de torsién. Usar el criterio de las respuestas maximas probables.

Solucién: DIRECCION X: Aetsres = 0.318 fem]; Aezsrss = 0.376 fcm]; Aessss = 0.296 fcm;
Fisrss = 5.86 [ton]; Foxss = 10.58 [ton]; Fasrss = 12.74 [ton]; DIRECCION Y: Aeterss = 0.267 fcm];

As2orss = 0.466 [cm]; Aesarss = 0.502 [cm]; Fiaras = 5.50 [ton]; Fasrss = 10,02 [ton]; Faerss = 13.35
fton]. .
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4.3.7.- METODO ESTATICO DE
ANALISIS SISMICO.

Mediante |a observacién del comportamiento
de estructuras regulares diversas, se ha llegado a
proponer una distribucion de fuerzas laterales tal
que su efecto en cada piso es aproximadamente

equivalente a los efectos dinamicos de un sismo.

Las fuerzas equivalentes consideradas no
tienen relacién directa con el comportamiento
ante un sismo, sino que el objetivo perseguido es
obtener una estructura capaz de resistit un
movimiento sismico sin sufrir dafios estructurales
importantes{™ 1], Es un disefio conservador para
edificios regulares sin cambios bruscos en su
geometria en planta, en elevacion, o en la
distribucién de masas, rigideces, etc. y propor-
ciona valores adecuados de cortantes en el caso
de estructuras en las 'que la contribucién de la
forma modal fundamental de vibracién repre-
senta un porcentaje elevado de la respuesta

méxima de todos fos pisos,

Este método se basa en la determinacion de
la fuerza lateral total denominada cortante basal
o cortante en la base, efectuada a partir de la
fuerza de inercia que se induce en un sistema
equivalente simple o de 1 G.L.L7*t 7], distribuyen-
do posteriormente este cortante en fuerzas con-
centradas a diversas alturas de la estructura bajo
la hipdtesis de vibracién en su forma modal fun-

damental.

421

La fuerza actuante aoq‘dé se concentra una
masa i es igual al peso de la misma por un coefi-
ciente proporcional a la altura‘sobre el nivel del
suelolfet 2], FRA A

El RCDF-93 en sus normas técnicas com-
plementarias para disefio por sismol™t 3], permite
valuar las fuerzas laterales mencionadas para
estructuras con alturas menores de 60 [m)],
mediante las dos opciones que se indican en los
siguientes incisos .
4.3.7.1.- VALUACION DE FUERZAS

SISMICAS SIN ESTIMAR EL PERIODO
FUNDAMENTAL DE LA ESTRUCTURA.

Deacuerdo con lo especificado por el RCDF-
93, si no se caleula el periodo fundamental de la
estructura, la fuerza cortante basal, es decir, la
fuerza cortante sismica que actlia en la base de

una estructura, se calcula como:

Vo = cWo/Q' wee(4.56)
Vo{uerza cortante basal [ton] 7
ficiente sismico t do de la figura 166

Wo-peso total de la sstructura [ton]
Q4actor reductivo de fusrzas sismicas

Esta fuerza cortante debe descomponerse en
un sistema de fuerzas laterales aplicadas en las
masas de la estructura, para lo cual el RCDF-93
propone una distribucién de aceleraciones lineal,
que varia desde cero en la base hasta un maximo
de "a" en la parte superior de Ia misma, tal como

se muestra en la figura 4.61.
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estructura retic diagrama de

NIV P ENT b | Wi | Wiki| By | Vi
- {'EN3
N1 :
EN1
I=| =

fuerza cortante

: Figﬁra 4.6L. Distribucion lineal de fuerzas laterales segtin el Método estético,

De acuerdo a esta figura la fuerza lateral en

cada biso vale
Pj= VViaiIQ ’ .(8)

g-aceleracion de la gi'avodad
a-ordenada espectral

portridngulos semejantes

afa=nhi/lH w(b)

sustituyendo (b) en (a)

P = Wihia/(gH) = Wihifa/(gH)] -fc)

la fuerza cortante en la base vale

Vo = 2P = [a/(gH)]Z Wil (d)
de donde
lal(gH)] = Vo/Z Witn ...(6)

finalmente sustituyendo (e) en (c) se obtiene

P = WhVo/(ZWhy) wwn(4.57)

Pifuerza horizontal en ol piso i
Wipeso del piso i
hi-aftura de la masa o piso i sobre el nivel de desplante

a-aceleracion espectral (scuaciones 4.31 a 4,35)

Empleando la tabla que aparece en la figura
4;61, pueden efectuarse los calculos de la fuerzas
laterales cotrespondientes de una manera mas
eficaz.
4.3.7.2. - VALUACION DE FUERZAS

SISMICAS ESTIMANDO EL PERIODO
FUNDAMENTAL DE LA ESTRUCTURA.

El calculo de las fuerzas sismicas laterales
empleando el método anterior produce resul-
tados muy conservadores. De acuerdo con el
espectro de diseiio del RCDF-93 que aparece en
ta figura 4.22, cuando el periodo de la estructura
se encuentra fuera del intervalo de validez de la
ecuacién (4.32), pueden hacerse reducciones im-
portantes en el valor de las aceleraciones

espectrales.

El RCDF-93 en sus Normas Técnicas Com-
plementarias para Disefio por Sismolref: 3]
propone las ‘siguientes formulas para el clculo
aproximado del periodo fundamental de las
estructuras y en base a éste el de las fuerzas

laterales

T = 2nfzWii Y@zP)l®® ... (4.58)
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xi-lesplazamlento respocto a la base por causayen‘a
direccién de Py

a) siT s Thse aplica la ecuacion (4.57) con

Vo = aWo/Q' e (4.59)
b) si T > Tp aplicar

Pi = Wilkihi + ko 9a/Q . (460
en esta Gltima ecuacién:.

azcld e (461)
ki =q(1-r(1 - Q) ZWI/ZWh) .. (4.62)
k2 = 1.5rg(1 - QJEWI/(EWih )  ....(4.63)

r-exponente en funcidn de la zona de suelo (figura 4.22)

q-constante dada por la ecuacién (4.34)

4.3.7.3.- ESTRUCTURAS CON APENDICES.

Para valuar las fuerzas sismicas que obran en
los apéndices de las estructuras, entendiéndose
como apéndice elementos tales como tanques,
parapetos, pretiles, anuncios, ornamentos, ven-
tanales, revestimientos, y elementos cuya
estructuracién difiera radicalmente de la del resto
del edificio, se supondra que actlia sobre ellos la
distribucién de aceleraciones que le
corresponderia, si se apoyara directamente en el
terreno, multiplicada por

1 +4c’ife - (4.64)
¢’y Jactor por ¢l que se multiplican los pesos ala altura

de desplante del elemento, cuando ee valtan las
fuerzas laterales sobre la construceion

Lo anterior es con el fin de tomar
aproximadamente en cuenta problemas de

amplificacién dinamica concentrada,

 Como se expreso en el inciso 4.3.7, las fuerzas
sismicas en los pisos de una estructura. son
proporcionales a los productos de los pesos por
las alturas correspondientes, multiplicadas
también por una constante de proporcionalidad,

es decir

Pi=aWh . (4,65)

Py-fuerza en el piso i

a-constante de proporoionalidad en funcidn de h;

La fuerza sismica en cada apéndice se calcula

como
Papsi = cWapi/Q' ~.....(4.66)a nivel dei suelo

Wapipeso del apéndice i
Papaifuerza sobre el apéndice i si estuviera en el suelo

¢-coeficlente sismico

Papi = Papei(1 + 4c't/c) -~ .. (4.67)

con
ci=ahi N (4.68)

Papt-fuerza sobre e apéndics i a la altura real

Empieando la condicién de que la suma de
las fuerzas laterales entre la suma de los pesos
debe ser igual a las ordenadas espectrales[*¢* 3,

se tiene

[EPI + EPApU/[zM + zWapll =c/Q’ -.---(4\$)
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Al analizar una estructura con apéndices,
en un principio hay que obtener con las
ecuaciones anteriores el valor de « y el de las
fuerzas enlos apéndices Papi, posteriormente se

debe estimar el periodo fundamental con la

fos apéndices(*" 2 Una vez conocido el perfodo
sedebenobtenerlasfuerzas reducidas en los pisos
de la estructura sin tomar en cuenta los apéndices,
ya que las fuerzas en ellos no deben reducirse por

causa de conocer ¢l periodo.

ecuacién (4.58) ignorando las fuerzas y pesos de
4.3.7.4.- PROBLEMAS RESUELTOS.

I.- Resolver e! problema I del inciso 4.3.6.2,, aplicando el Método estitico de anlisis sismico sin

estimar el periodo de oscilacion,

En el problema citado se calcularon los pesos de los niveles del edificio y los siguientes datos

Wa = 165.268 fton] ...(a) Wa = 214.368 fton] w(®)
Wy = 295.287(ton} «(C).
c=04 w(d)
de la ecuacion (4.39) y (4.37)
Q' =08Q=08(2) =1.6 w(8)
el peso total s
Wo = W1 + Wa + Wa = 674.943 fton] ' )

el cortante basal sin tomar en cuerta el perfodo fundamental de oscilacién es segtin la ecuacion
(4.56), (), (d) y (e)

Vo = 0.4(574.943)/1.6 = 168,74 [ton] (@)

con la ecuacién (4.57) se procede a llenar Ia tabla 4.6

Tabla4é |NIv. ENT B Wi Wihy P Vi
[m] [ton] [t-m] [ton] [ton]
N3 13 165288 2148744  65.28
EN3 65.28
N2 9 214368 1929312 5861
EN2 123.89
N1 s 25287 1476435  44.85
ENL 168.74
PEE ) 674943 5554491  168.74
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Los resultados son iguales para ambas direcciones de andlisis por tener los mismos factores
de comportamiento sismico Q. Puede comprobarse que los rasuftados son conservadores con
respecto a los obtenidos con el analisis dinamico del problema | del inciso 4.3.6.2.

I1.- Resolver el problema I del inciso 4.3.6.2., aplicando el Método estético de andlisis sismico. Estimar

el periodo fundamental de oscilacién de manera aproximada con la f6rmula propuesta por el RCDF-93,

En el problema mencionado se calcularon los siguientes datos

Sentido X:
Ke1 = 183.99 ftlem] ...(a) kea = 146.83 ftlcm] we(b)
ke3 = 80.3 ftlcm] ’ T wefC)
Sentido Y: ' _
ket = 217.81 ftlom] ...(d) Koz = 157.99 [tiom] (o)
' kea = 107.19 fticm] - )
# ANALISIS EN DIRECCION X

Para poder aplicar la férmula(4.58) y calcular el periodo fundamental, pn’mém se calculan las
fuerzas y desplazamientos sin tomar en cuenta dicho perfodo. Esto se efectud en el problema
anterior y los desplazamientos se calculan en la tabla 4.7 usando la ecuacién (3.98) expresada
como .

Agi = VI/k.l ...(g)
ycon ' Xi =X+ Aai w(h)
NIV.  ENT. Vi ke Aei x w Pi Wi Px
[ten] - [tem] . [em] fem] [ton) fton]  [t-em’] [tem]
N3 . T 7254 165288 6528 1095112 168031
BN3 &2 830 4e13 ol o
N2 E RN 24368 . SB61 664781 103212
EN2 12389 14683 Q844 oo
N1 ' . CUTamIT 295287 4485 248308 41128
ENI . 1874 1899 Q917 :
= 674,943 208197 312371

- Tabla 4.7
x-cdeaplazamiento respecto ala base

de la ecuacion (4.58)

Tx = 2n{2008.197/{312.371(980.665)]}>° = 0.509 [seg] wfD)
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Puede observarse que el valor de este periodo es igual al del periodo fundamental calculado
mediante el andlisis dinémico [problema | del inciso 4.3.6.2].

Para la zona lll, de Ia figura 4.22 se tiene

Ta = 0.6(s]

Tx < Ta, yde las ecuaciones (4.31), (4.36) y (4.39)
a = (1 + 3TuTajc/4d = [1 + 3(0.508)/0. 6]0‘1 = 0,3545 » wll)
Q' = 0.8[1 + (Tu/Te)(Q-1) = 0.8(1 + (0.508/0. &)1 =1. 479 e ®

Las fuerzas reducidas se calculan con /as ecuaciones (4.57) y (4. 59) con Ios resuftados
indicados en la tabla 4.8, en donde = :

Vo = (0.3545)(674.943)/1.479 = 161.78 [ton] (i)

Tabla 4.8 NIV, ENT. ki Wi Wih; ik
_ [m] fton) . [tm}
N3 13 165,288 . 2148.744
_— :
N2 il
. BN2 B ) :
NL s Im5287. 764350 4300
EN1
T= 674943 5554.491 161.77
®ANALISIS EN DIRECCION Y

Andlogamente para este caso se tlene del problema | arterior y de (d), (e) y (f) la tabla 4.9

NIV.  ENT Vi kei Adi % Wi P Wi 2 P
fton]  [vem]  [em] . [em]  fton]  fton]  [tem’] [tem]
N3 2168 165.288 65.28 776891 141.527
EN3 65.28 107.19 0609
N2 1.559 214.368 5861 521.017 91373
BN2 123.89 15799 0784
N1 . Q775 295.287 44.85 177.357 34759
EN1 168.74 217.81 Q775
XT= 674.943 1475.265  267.659
Tabla 4.9
de la ecuacion (4.58) :

Ty = 27{1475.265/{960.665(267.659)]}°° = 0.471 1se§j v (M)



Tema iV Ingenieria Antisismica

427

nuevamente es notoria la busna exactitud de la férmula para el célculo del periodo fundamental,
al comparar el valor obtenido con el encontrado con ef método dinamico [problema |, inciso

4362.].
Como Ty < Tasetiane de las ecuaciones (4.31), (4.36), (4.39) y (4.59)
a = (1 + 3Ty/Ta)c/4=[1 +3(0.471)/0.6]0.1 = 0.3355
Q' = 0.8[1 + (Ty/Ta}{(Q-1)] = 0.8(1 + 0.471/0.6] = 1.428
Vo = aWo/Q' = 0.3355(674.943)/1.428 = 158.57 [ton]

con las ecuacionas (4.57) y (p) se calculan las fusrzas reducidas de la tabla 4.10

Tabla 410 | NIV, ENT. hi Wi Wihi P; Vi
(m)  fon]  [em] [t} feen]
N3 13 165288 246744 6134 ‘
EN3 EORY- =R b
N2 5 24368 1909312 - 5508 -

ENZ R T R
N1 5 25287 1476435 4215t

EN1 LT 15857
z= 674943  5534.491  158.57

w{n)
«.(0)
w(p)

1IL.- Resolver el problema I del inciso 4.3.6.2., si existen en los niveles 1y 3 tanques de almacenaje

con pesos de 7y 14 [ton], respectivamente. Aplicar el Método estatico de analisis sismico estimando el

periodo de oscilacién con la férmula propuesta por el RCDF-93.
En el problema citado se calcularon las sigulentes caracterfsﬁz;*as
Wa = 165.288 [ton]
W2 = 214.368 [ton]

Wy = 295.287 [ton]

c =04
h=5[m]
h2 =9 [m]
ha= 13 [m]

Qx=Qy=08Q = 0.8(2) = 1.6 (se supone que se dasconoce T)

«{8)
~(b)
«(c)
w(d)’
wff)
-(9)

W)

w(8)
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oDIRECCIONXy Y

Como se menciond en 4.3.7., las fuerzas sismicas en los pisos 1a 3 son jguales a los productos
de los pesos por las alturas y por una constante de proporcionalidad.

De la ecuacién (4.65) se tiene para cada piso

P1 = aWih = «(295.287)(5) = 1476.435 wff)
P2 = aWohz = a(214.368)(9) = 1929.312x o eeff)
P3 = aWaha = «(165.288)(13) = 2148. 744« w (k)

e la ecuacion (4.66) para cada apéndice la fuerza sismica a nivel del suelo es

Pepst = cWapl/Q' = 0.4(7)/1.6 = 1.75 fton] il
Pepss = 0.4(14)/1.6 = 3.5 fton] ().
de la ecuacion (4.68) y (4.67)
» ¢t = 5z ' v (n)
c’3 = 13a - . - (0}
Papt = 1.75(1 + 4(5)a/0.4) = 1.75 + 87.5a wlp)
Pegs = 3.5(1 + 4(13)af0.4) = 3.5 + 455a T @)

ol valor de la constante de proporcionalidad c, se determina con las ecuaciones (4.69), (i), (1), .
k), (P)y (q)

2P + 3Papi = 1476.435a + 1928.312a + 2148.744a + 1.75 + 87.5a + 3.5 + 455 =

= 525 + 6096997 ()
W + IWapi = 165.288 + 214.368 + 295.287 + 7 + 14 = 695.943 fton] w(s)
c/Q’ = 0.4/1.6 = 0.25 wl®

5.25 + 6096.997a = 0.25(695.943) = 173.98575

a=0.02767525451 7))

sustituyendo (u) en{i), (i}, (k) (P) y (q) se obtienen les siguientes fuerzas no reducidas por causa -
del periodo de oscilacion.

P1 = 40.86 fton]
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P2 = 53.39 fton]
Pa = 55.47 [ton)]
Papt = 4.17 [ton] (V)
Papa = 16.1 [ton] (W)
cortartte basal Vo = 173.99 [ton]
comprobacion Vo/We = 173.89/695.943 = 0.25 = ¢/Q’ (comecto)
Reduccidn de las fuerzas sismicas en los pisos por estimacién del periodo de oscilacién:
¢DIRECCION X

Procediendo de forma andloga a lo efectuado en el problemé ll, se calcula la tabla 4.11, con
Ao = Villei

, Tabla 4.11
NIV.  ENT. Pi. Vi ke Au X W - Wt Po
[ton] [ton) [t/em] [em} " {em] [ton} [t-cmz] [t-cm]
N3 59.47 235 165288 912803 139755
EN3 947 . 803 oM o R ,
N2 $3.39 : . 161 214368 555663 85958
EN2 ) 11286 14683 Q77 '
N1 4086 084 295287 208355 34322
EN1 15372 18.99 Q840
== 674943 1676821 260035
de la ecuaclén (4.58) Tx = 2n{ 1676.821/{980.665(260.035)]}°° = 0.509 [seg]

Este perfodo es el mismo que el calculado en el problema Il anterior, y por tanto se demuestra
que el método conduce a las mismas fuerzas en los pisos obtenidas en dicho problema.

eDIRECCION Y

Para asta direccién y en base a las fuerzas obtenldas considerando apéndices, se tiene Ia tabla
412

Tabia 4.12
NIV.  BNT. Py Vi kel Ag x W Wixi? Px
[ton] [ton] [t/em] fem] [em] [ton] [t-cmZ] ft-cm]}

N3 50.47 198 165288  647.995 1172751
EN3 5947 10119 . Q86 -

N2 5339 R : 74368 432252 75814
EN2 . S

N1 T 4086 05087 14e854 29011
i ol

= 674043 1229.101 222576
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de la ecuacion (4.58)
Ty = 21{1229.101/[980.665(222.576)]}°° = 0.471 [seg]

Nuevamerite coincide el periodo de oscilacion con el calculado en el problema mencionado,
y las fuerzas sismicas en los plsos serén las ahi encontradas.

Un resumen de las fuerzas aciuantes es

Direccion X
Pax = 62.58 fton) Poc=56.18 fton] Pix = 43 fton]
Papix = 4.17 [ton] Papax = 16.1 [ton] ‘
Direccién Y
Pay = 61.34 [ton] P2y = 55.08 fton] Py = 42, 15 [on]

Papty = 4.17 fton] Peapay = 16.1 fton]
4.3.7.5.- PROBLEMAS PROPUESTOS. '

1.- Resolver el problema I del inciso 4.3.6.3, aplicando el Método estitico de anilisis sismico, sin
estimar el Periodo de oscilacién.

Solucién: DIRECCION Xy Y: Py = 26,47 [ton]; P2 = 51.80 [ton]; Ps = 70.03 [ton]: Vem = 150.30
[ton]; Vena = 121.83 [ton]; Vena = 70.03 [ton].

IL- Resolver el problema [ del inciso 4.3.6.3, aplicando el Método estatico de analisis sismico,
estimando de manera aproximada el periodo de oscifacién con la férmula propuesta por et RCDF-93.
Solucion: DIRECCION X: Py = 28.47 [ton]; P2 = §1.80 [ton]; Pa = 70.03 [ton]; Vent = 150.30

fton]; Ven2 = 121.83 [ton]; Vena = 70.03 fton]; DIRECCION Y: P1 = 25.74 [ton]; P2 = 46.82 fton];
Pa = 63.30 fton]; Vem = 135.86 [ton]; Venz = 110.12 fton]; Vena = 63.30 [ton].

HIL.- Si en los niveles 2y 3 del edificio del problema I del inciso 4.3.6.3, se construirin tanques de
almacenamiento de agua con un peso total de 6.5. y 9 [ton)], respectivamente, determinar las fuerzas

sismicas actuantes en dichos apéndices.

Solucién: DIRECCION Xy Y: Pap2 = 6.243 [ton]; Pap3a = 8.840 [ton].
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4.3.8.- EFECTOS DE LA
CONFIGURACION DE LA
ESTRUCTURA.

CONFIGURACION ESTRUCTURAL.- La

configuracion estructural de una construccion,

esta constituida por su tamafio y su forma -

geométrica incluyendo e! tipo y arreglo de: los

distintos elementos estructurales, la distribucién

de las masas, asi como |a naturaleza y situacién de
los elementos arquitectonicos que puedan influir

enel comportamiento estructural.

Una construccién que posea una
configuracién sismicamente mal estructurada, no
puede comportarse de manera satisfactoria ante
las solicitaciones inducidas por un sismo, y en
estas condiciones lo tnico que puede hacer el
ingeniero civil es mejorar [o mas posible una

solucién basicamente deficiente.

Tradicionalmente el ingeniero civil en su
labor de proyectista estructural tenfa poca o nula
influencia en la seleccién de la configuracién de
las construcciones, siendo el arquitécto el que
determinaba dichos aspectos e implicitamente
tomaba, sin saberlo, decisiones de gran importan-
cia para los analisis posteriores de ingenieria, por
lo que se presentaba la situacién descrita,

En la actualidad el disefio sismorresistente
constituye una reponsabilidad arquitectonica y
de ingenieria compartidal™ 9. Las lecciones
aprendidas en varios temblores demuestran que

la simetria, sencillezy regularidad de las construc-

ciones contribuyen a reducir en gran medida los
riesgos de un mal comportamiento. Por tanto, es
deseable que se trate de influir lo més posible

desde las etapasiniciales de un proyecto, para que

* " laconfiguracién cumpla con estas caracteristicas,

- evitando a la vez entraren conflicto con los requi-

sitos esenciales estéticos y de funcionamiento,

Desde el inicio de un proyecto, el proyectista
estructural debe hacer consciente al proyectista
general y al propietario de las consecuencias que

rimplica el no observar las recomendaciones
basicas de estructuracién sismica, pero no debe
impedir la originalidad y la funcionalidad del
pr:.)ye:c‘to[“‘£ 7, sino quetrabajando conjutamente
el ingeniero estructural debe propm:cionar
soluciones seguras de formas variadas acordes

con la filosofia del disefio sismorresistente.

A continuacion se indican las recomen-
daciones basicas de disedio, que evaluan la in-
fluencia de una configuracién adecuada en las

respuestas de la estructuradesde ef punto de vista

sismico.
4.3.8.1.- INFLUENCIA DE LA
CONFIGURACION.

Al estructurar construcciones que estaran
desplantadas en zonas con elevado o considerable
riesgo sismico, se debe procurar tomar en cuenta
en lo posible los siguientes aspectos o recomen-

daciones basicos que conducen a configuraciones
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estructurales iddneas para la realizacién de un

buen disefio sismorresistente(™t 7J;

a) La sencillez en la configuracién de la
estructura permite comprender de forma clara la
manera en que se podran resistir y disipar las

cargas laterales.

b) Deben existir sistemas estructurales que
proporcionen rigidez y resistencia en dos direc-

cionesortogonales.

c) La existencia de simetria en la disposicién

de rigideces permitira reducir los efectos de tor-
siones y evitara que se incrementen las

solicitaciones en los elementos estructurales,

d) La forma geométrica en planta de la
estructura debe ser lo mas regular posible, evitan-
do formas excesivamente alargadas o itregulares
(como formas en L, Cy T), debido a que éstas
producen pérdidas en la rigidez de los diafragmas
de piso e incrementos en las fuerzas actuantes de

los elementos estructurales.

¢) La forma geométrica en elevacién de la
estructura debe ser regular. El evitar es-
calonamientos crecientes o decrecientes en
funcién de la altura, contribuye a reducir efectos
locales de amplificacién dindmica por cambios

bruscos de rigidez y masa.

f) Se debe procurar que haya uniformidad en
la distribucién de resistencia, rigidez y ductilidad

en la estructura. Esto se puede lograr haciendo

queoselementos verticales de soporte (columnas
y muros), sean continuos desde la cimentacién
hasta el titlimo piso, que vigas y columnas estén en
el mismo plano y que sus ejes se intersecten, que
no existan cambios bruscos de dimensiones ni de
refuerzos en los elementos estructurales, y que
ningdn entrepiso tenga una resistencia y rigidez

muy inferior a la de los otros entrepisos,

g) Los sistemas de piso y techo deben ser
suficientemente rigidos y resistentes para poder
distribuir las fuerzas que se originan en su plano
entre los elementos verticales (columnas y

muroé).

h) La cimentacién debera proporcionar em-
potramiento alos elementos verticales cuando asi
se haya considerado en el analisis, y deber poder
transmitir la fuerza cortante al suelo mediante la
suficiente profundidad de desplante o mediante

pilotes.

En las figuras 4.62 y 4.63, se observan
ejemplos de configuraciones sismicamente
recomendables y no recomendables.

4.3.8.2- EFECTOS DE TORSION EN LA
ESTRUCTURA.

La torsion en las estructuras se produce
debido a que la resultante de [as fuerzas sismicas
que actla en el centro de masas de los pisos o
niveles, no coincide con el punto en donde actiia
la resultante de las rigideces de los sistemas

estructurales de los entrepisos. Si dichos centros
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RECOMENDABLES

. [l ‘juntasiSmféa :

NO RECOMENDABLES

e
D‘\L\ Cuerpo rigido”

A/L>0.20

Figera4.62. Recomendaciones para la geometria de la planta de las estructuras para edificaciones

(tomada de la referencia[7]).

coinciden entonces habré solo desplazamientos

por traslacion en direccion X o Y.

CENTRO DE TORSION O CENTRO DE
RIGIDEZ (CT).~ Es el punto por donde pasa la
resultante de las fuerzas resistentes actuantes en

los entrepisos de la estructural™t 1’

CENTRO DE MASAS (CM).- Es el punto por
donde pasa la resultante de las fuerzas de inercia

actuantes en los pisos o niveles de la estructura,

CENTRO DE CORTANTES (CV).- Es el
punto por donde pasa !a resultante de las fuerzas
cortantes actuantes en los entrepisos de una

estructura,

Con referencia a la figura 4.64, que muestra
la configuracion estructural de un edificio con
sistemas resistentes ortogonales, la posicién del
centro de torsién (CT), puede calcularse por

equilibrio estético con las siguientes expresiones

Xe=S(XpZky e (4.70)
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Muro
L rigido

[0

I

a) Planta baja débil

b) Reduccidn brusca de

c) Esbeltez excesiva

masa y rigidez

Figura 4.63. Configuraciones poco convenientes en elevacion para edificios (tomado de la referencia 7).

Ye = Z(kxY) Sk cen(471)

X, Yicoordenadas de los elementos resistentes del
entrepiso (sistemas de marcos, muro-marcos, etc.)

K, ky-rigideces de los elementos resistentes o
rigideces de entrepiso de los sistemas estructurales en
la direccién considerada

X1, yreoordenas del centro de torsién (CT)
La posicién del centro de cortantes de cada
entrepiso se calcula por equilibrio estitico como
Xv = (Piyx ) aclViy

Yo = (Puy JaciVix (473

Figura 4.64. Estructura con sistemas resistentes
ortogonales.

(472

Pix, Pi{fuerza sismica actuante en el nivel iy enla
direccién considerada

(PiX)ac (Pixy)ac-producto acumalado de Ia fusrza por la
distancia centroidal

X, y-coordenadas del centro de masas (CM)

Vix, Viy-fuerza cortante total actuante en el entrepiso i en
la direccién considerada

Xv, yv-coordenadas del centro de coriantes (CV)

Las coordenadas de los centros de torsién y
de cortante pueden calcularse de forma mas
eficaz con la ayuda de las tablas mostradas en las
figuras 4.65 y 4.66.

La torsion producida en las estructuras tiene
como consecuencia el aumento de fas fuerzas cor-
tantes sismicas actuantes en los sistemas resisten-
tes, En los analisis sismicos dindmicos y estaticos
efectuados hasta ahora se han considerado
lUinicamente las fuerzascertantes directas actuan-
tes en los entrepisos, es decir, se ha supuesto que
sélo existen movimientos laterales de traslacién.
En Ia realidad las estructuras presentan siempre

movimientos de rotaciony por lo tanto las fuerzas
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Figura 4.66. Tabla para la supefpoqqciéri de los efectos de torsion.

cortantes portorsién deben ser superpuestas alas

fuerzas cortantes directas citadas.

Como puede observarse en la figura 4.67, la
presencia de un diafragma de piso rigido en cuyo
centro de masas actiia la fuerza sismica, ocasiona
que los efectos de la torsidn sean mas des-
favorables para los sistemas resistentes mas
alejados del centro de torsidn, mientras que para
los de otros ejes son menos desfavorables o in-

cluso de signo contrario.

El diafragma de piso rigido tiene como
funcién distribuir la fuerza sismica acttiante en su
centro de masas entre todos los sistemas resisten-

tes, en proporeion a la rigidez y al nivel del efecto

-

de torsién que le corresponda. La cuantificacion
del valor de la fuerza sismica que toma cada sis-
tema resistente (Marcos, MUro-marcos, mUros,
etc.) en cada nivel, puede calcularse con el

procedimiento descrito en el signiente inciso.

4.3.9.- DISTRIBUCION DE LAS
FUERZAS SISMICAS ENTRE LOS
ELEMENTOS RESISTENTES DE LA
ESTRUCTURA.

El contar con un sistema de piso rigido en su
plano, tiene la ventaja de garantizar que los sis-
temas resistentes que integran una estructura
responderdn como un conjuntoy no de manera

aislada ante los efectos de un sismo. Cada uno de
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Tve ||
Ry o
LV Yy

Idf—-xJ. t—-.]

. Figura 4.67. Excentricidades de los centros de
torsiény cortante en una estructura,

dichos sistemas resistentes tomara parte de la
fuerza sismica que estd aplicada en el centro de
masas del diafragma, en proporcién a su rigidez,

ver figura4.67. Esta fuerza puede calcularse como

Vix = Vixkj/Zkix e (4.74)

Viy = Vigkiy/Zkiy e (475)

Vix, Virfuerza cortante directa en el entrepisoien la
direccién considerada

Como ya se menciond, al no coincidir el
centro detorsién (CT) con el centro de cortantes
(CV), seproduce un parde torsion cuya magnitud
es igual al producto de la fuerza cortante total del
entrepiso por la distancia o excentricidad entre el
centro de cortantes y el centro de torsién. En fa
figura 4.67 se ilustra la excentricidad existente en
ambas direcciones de una estructura reticular;
puede observarse que una excentricidad en una
direccién determinada produce cortantes tanto
enlossistemas resistentes orientadosendireccién

X como en los orientados en direccién Y.

Un anilisis dindmico que incluya los efectos
de torsién considerindolos como un grado de
libertad adicional en cada piso, resulta excesiva-
mente complicado para ser resuelto tan solo con
calculadora, lapiz y papel, y usualmente es solo
efectuado en programas de computadora para
analisis de estructuras como los de las referencias
12 y 13. Cuando se trabaja con rigideces de
entrepiso y sistemas oscilatorios simplemente
acoplados, los efectos de torsién son seperpues-
tos estaticamente y adicionados a las fuerzas cor-
tantes directas obtenidas de un analisis dindmico

que considerasolo desplazamientos de traslacién.

Sin embargo debido a los efectos dindmicos
producidos por un sismo en las estructuras
tridimensionales, puede verse amplificado el
momentotorsionante que acta encada entrepiso
y ser la excentricidad efectiva mayor que la cal-
culada estiticamente en los anélisis bidimen-

sionales o planos.

Por otro lado, debido a que la rigidez de los
elementos estructurales se ve afectada durante un
sismo por agrietamientos locales o por la inter-
ferencia de elementos no estructurales en el
movimiento, el calculo del centro de torsién solo

puede ser efectuado con poca aproximacion.

El RCDF-93 en sus Normas Técnicas Com-
plementarias para Disefio por Sismal**t *], toma
en cuenta lo anteriory especifica que el momento

torsionante de disefio se determine con una ex-
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centricidad total calculada  como la mas des-

favorable de las siguientes

ep = 1.565 + 0.1b ven(4.76)

ep = 0s~0.7b e (4.77)

es-excentricidad calculada tedricamente (distancia entre
CVycCT)

bda mayor dimensién en planta del entrepiso medida
perpendicularmente a la direccién del sismo

ep-excentricidad de diseiio (igual a el valor mas
desfavorable)

El factor de 1.5 cubre la amplificacién

dinédmica de los efectos de torsién!™t 71, Si fa

torsién es considerada como un grado de libertad

dindmico en el anilisis, este factor toma un valor

unitario,

El factor del 10 % del ancho del edificio toma
en cuenta la alteracién de la rigidez durante el

sismo.

El momento torsionante y la fuerza cortante
por torsién que toma cada sistema resistente se

calcula como, ver figura 467

M = Viepy veeee (4.78)
My = Viyepx cnes (4.79)
Pt = MudYi/R v (4.80)
Fyt = MiykioXivR C (4.81)
con

R = Skx(iy? + Shiy(y? e (482)

My, Mynomento torsionante en el entrepiso iy en la
direccién considerada

eDx sDy-excentricidad de diserio en la direccidn
considerada

Fu, Fyfuerza cortante por torsidn en el entrepiso de un
sistema resistente en la direccién considerada

Y, Xrdistancia de los sistemas resistentes al centro cle
torsién CT del entrepiso i en la direccidn analizada

Lafuerza cortante total en cada sistema resis-

tente es entonces

Vix = Vix + Fxt e (4.83)
Viy = Viy + Fpt v (4.84)

Vix, Viy-fuerza cortante total (directa mas torsién) en el
sistema resistente considerado

A partir de la fuerza cortante total, es decir
incluidos los efectos directos y por torsién del
sismo, pueden obtenerse las fuerzas actuantes en
cada nivel de los marcos planos y efectuar su

andlisis estructural.

La tabla que aparece en la figura 4.66 sirve de
ayuda para el célculo de todas las fuerzas men-

cionadas,

Enla referencia [S] se indican entre otras, las

signientes especificaciones adicionales:

Efectos bidireocionales

Las estructuras deben revisarse para la accion de dos
componentes independiontes, horizontales y
ortogonales del movimiento del terreno, Los efectos de
ambos componentea se combinaran tomando, en cada
direccion que se analice la estructura, el 100 % de los
efectos del componente que obra en esa direccion y el
30 % de loa efectos del que obra perpendicularmente a
ella.
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Efectos de Torsién que se considera, ni se tomard el momento torsionante
. N . de ese entrepiso menor que la mitad del maximo
La excentricidad de disefio en cada sentido no se caleulado para los entrepisos que estan arriba de!

tomara menor que la mitad del méximo valor de e
caleulado para los entrepisos que se hallan abajo del

considerado. :

4.3.9.1.- PROBLEMAS RESUELTOS.

L.- Completar el anélisis sismico dindmico del edificio tratado en el problema I del inciso 4.3.6.2,

superponiendo los efectos de torsién.

En la seccidén 9.3 de las Normas Técnicas Complementarias para Disefio por Sismol™® 81 s
pide que en los casos de anélisis dindmlcos, el cortante basal dindmico sea mayor o igual al 80 %
de aWo/Q' . ’

De los valores caléuladas_ en los problemas | del inciso 4.3.6.2 y Il del inciso 4.3.7.4, se
comprueba que: . .

"Direccion X: Vodinx = 138.03 > [0.8(161.77) = 129.416] (cumple)

Direccidn Y: Vodiny = 135.8 > [0.8(158.57) = 126.86] (cumple)

#CENTRO DEMASAS '

NIVEL f.-sé tormaran momertos respecto a fos efes globales XY de la figura 4.26:
En el problema citado se calculd: Wiy = 295287 [kg]

y = {(6m)(6m)(450 + 180)kgImP(3mm) + (3m)(7m) (450 + 180)kg/m>(9.5m) + (15m)(10m)(450
+ 180)kg/m>(11m) + (3m)(3m)(300 + 150)kg/mP(14.5m) + (1/2)(4)(960kg/m)(5 + 4)m(16m) +
4(960kg/m)(5 + 4)m(6m)/2 + (720kg/m)((10m)4(11m) + (3)(10m)(480kg/m)(11m) +
(4)(300kg/m)(6m)(3m) + (300kg/m) (3m) (13m) + (3)(6m) (420kg/m)(16m) + (3)(6m)(420kg/m)((6m)
+ (18m)(288 + 384)kg/m(16m) + (12m)(288 + 384)l£g/m(6m) + (6m)(288 + 384)kg/m(3m) +
(20m) (268 + 384)kgim(11m) + (12m)(5 + m(15kg/m?)(11m)/2 + (6m)(5 + 4)m(15kg!m>)(6m)/2
+ (6m)(5 + 4)m(15kg/m”)(3m)/2 + (10m)(5 + 4m(15kg/mN11m)/2 + (6m) (15kg/m)(Em)(16m)/2
+ (6m)(15kg/m2)(5m)/2 + (6m) (5 + 4)m(325kg/m®) (3m)/2}/265287kg = 9.49 [m]

X = {(16m)(6m)(450 + 180)kgim?(3my) + (3m) (7m)(450 + 180)kg/m?(1.5m) + (15m)(10m) (450
+ 180)kg/m>(10.5m) + (3m)(3m)(300 + 150)kg/m*(1.5m) + 2(960kg/m)(5 + 4m(18m}/2 +
2(960kg/m)(5 + 4)m(12m)/2 + [2(960kg/m) + 420kg/m](5 + 4ym(6m)/2 + (720kg/m)(10m)(18 +
12 + 6)m + (480kg/m)(10m)(15 + 9 + 3)m + (300kg/m) (6m)(6 + 3 + 3)m + (300kg/m)(3m)(1.5m)
+ 2(420kg/m) (18m)(9m) + (6m)(420kg/m)(3m) + (288 + 384)kg/m{(18m)(9m) + (12m)(12m) +
(6m)(6m) + (10m)(18m)] + (15kgim[(12m)(5 + 4m(Em)/2 + (6m)(5 + H)m(9m)/2 + (6m)(5 +
4m (6m)/2]+ (12m)(5m)(15m)/2 + (10m) (5m)(18m)/2 + (6m)(280kg/m>(5 + 4)m(3m)/2}/295287kg
=8.00[m
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NIVEL 2.- Se tomarén momentos respecto a los ejes globalas X,Y de la figura 4.27:
En el problema citado se calculd: Wiz = 214368 [kg]

{(6m)(6m)(610 + 70)kg/m”® (3m) + (3m)(7m)(450 + 180)kg/m?(S. 5m) + (9m)(10m)(450 +
180)kg/m (11m) + (3m}(3m)(300 + 150)kg/m (14.5m) + (1/2)(3)(960kg/m)(4 + 4mf16m) +
3(960kg/m)(4 + 4)m(6m)/2 + (420kg/m)((12m)(16m) + (12m)(420kg/m)(6m) +
(8)(720kg/m)(10m)(11m) + (480kg/m)(10m)(11m} + (3m)(13m}(300kg/m) + (4)(6m) (aookg/m) (3m)
+ (288 + 384)kkg/m{(12m)(16m) + (20m)(11m) + (6m)(6m) + (6m)(3m)] + (15kg/m 3)((12m)(16m)
+ (6m)(6m) + (20m)(11m)](4 + 4)m/2  + (15kg/m®)(6m)(3m)(4m)/2 +
(6m)(325kg/m®)(3m)(4m)/2}/214368kg = 9.21 [m]

X = {{(6m)(6m)(610 + 70)kg/m>(3m) + (3m)(7m}(450 + 180)kgim>(1.5m) + (9m)(10m)(450 +
180)kg/m3(7.5m) + (3m)(3m)(300 + 150)kgim(1.5m) + 2(960kg/m)(4 + 4mf12+6]m/2 +
(420kg/m)(4 + 4)m(6m)/2 + 2(12m)(420kg/m)(6m) + (6m)(420kg/m)(3m) + (720kg/m)(10m)(12 +
6)m + (480kg/m)(10m)(3 + 3)m + (300kg/m)(6m)(6 +3+3m+ (300kg/m)(3m)(1 5m) + (268
+ 384)kg/m{(12m)(6m) + (6m)(Om) + (6m)(6m) "+ (10m)(12m)] +(15kg/m 2((12m)(6m) +
(6mj(9)m + (10m)(12)mj(4 + 4)m/2 + (15kg/m )(6m)(6m)(4 + 4hm/2 + (6m)(280kg/m2(4 +
4)m(3m)/2}/214366kg = 5.48 [m]}

NIVEL 3, ver figura 4.28

No hay sobrecargas importantes y las masas son simétricas, por tarto el centro de masas
coincide con el cantro geométrico

x= 6fm] y=11[m]
®CENTRO DE CORTANTES

Con los datos calculados en el problema | del inciso 4.3.6.2, se procede a calcular los valores - '

que aparecen en la tabla 4.13, donde Xve Yy estin dados por las ecuac/ones (4 72) y (4. 73)
Tabia 4.13

NIVIENT. | Px | By | x Vol Ve [ Ve | P Pk | B | P | X Ye
[ton] {[ton] | [m] | [m] |fton} )fton]) | [t-m} | [em] | [em] | [tm] | fm]:|"[m]’
N3 S659 | 442 | 60 | 110 | - o249 | ends | uss2 |adesy ||
N3 Cofsese fsaaz) b o] S TR ES S W R
N2 4991 {5037 | 549 Jox | <] o 11 | 10821611 | 2765313 |em.0s13 | )
EN2 1065 {104.79] 576..11016 .
Nt 4078 | 4005 { 80 | 949 387.0022 | 14691633 | 3204 |om4513 ' :
ENI : " {14728 [144.84 638 | 9.98

®FUERZAS SISMICAS

Con las ecuacfones (4.74) a (4.84) y las figuras 4.68, 4.69 y 4.70 en donde se observan las
posiciones de los centros de torsién y de cortants, se calculan los datos mostrados en las tablas
de las hojas siguientes para cada nivel y direcclén. La excentricidad de disefio més desfaborable
para cada sistema resistents, se calcula observando las figuras mencionadas.



Tabla 414. NIVEL 3: DIRECCION X (figura 4.63)

Efectos Viy

Centro de torsién
EE kx Y;j kY] Yie kY - a1 Cepy i
[tem])  [em} fton] [em] [t-cm] [em] fem] .- fem]
B 4015 600 24090 -500 10037500 0 100 -126.7% ..
A Q15 1600 64240 500 10087500 0 100 167
= 20075000 o
ecuacién (471) Ye = 88330/80.3 = 1100 [em]
ecuacién (482) R = 20075000 + 14067754.43 = 34142754.43
*epy = 100{¢m] < {ewma/2(piso 2) = 253.35/2 = 1267 [cm]]) * eDy = 126.7 [¢m]
EJE  Vx+03Vty: ~ 0.3Vex+Viy
B 34071 1495
A 34071 14.95
Tabla 4.15. NIVEL 3: DIRBCCION Y (igura 4,68) R
Efectos de “Viy - Bfectos Vix
Ceatro de toesién directo torsién total torsién
BE &y X kyX; Xie kX' n alb . My Vi Fy' Vy Fa QAdi
[tem]  [em [ton] fem) [t-cm] fem] [em] fem] [t-em] [ton] fton]) [ton] [ton] fem]
1 3549 (] 0 62827 913312586 2827 120 162.41 8838.35 1802 577 2379 168 142
2 3116 600 18696 <2827 2490285076 2827 120 162.41 883835 15.82 023 . . 1605 : 019 "1.03
3 4054 1200 48648 5SN1.73 1325152032 2827 120 -93.41* -5083.37 2058 345 T 2403 487 126
= 1406775443 5442 S B
ecuncidn (4.70) Xi = 67344/107.19 = 62827 [em] !
*epx = 91.73 [em] < [emmn/2(piso 1) = 186.82/2 = 93.41 [em]] = eDy = 93.41 [cm]
’ EJB
1.
2 E
37

eoJWS|SHuy BHBIUBBU) Al BWS L



Tabla 416. NIVEL 2: DIRECCION X (figura 4.69)

- Hectost
. Centro de torsién . : rors:6n
BE I Y; KYj Y ki ey o Qb
[t/em]  [em] fton) [em] [t-em] [em] [em]
A 509 1600 81440 83735 35688790.65 25335 160
B 509 60 30540 -16265 1346560.645 25335
c 450 0 0 76265 2619102506 25335
s= 3226376.36
ccuacién (471) Yi= 111980/146.83 = 76265 [cm]
ecuacién (482) R = 6322637636 + 42671488.83 = 105897865.2
Fii= Vei- Veist R ’
Ad= Ve / ki
Tabla 4.17. NIVEL 2: DIRECCION Y (figura 4.69)
Centro de torsién . X
kX X X% e a1b ox My
foa] - fem]  [eem] | [em] fem] fom]  feem]
0 47582 17885969.12 10018 120 BA1* 97884
19614 12418 504101.7808 100.18 120 7027 283216
2027 23206, ¢

.'55560 THI8 2428141793 10018
: 42671488.83

6n (470) X:: 75174/15799 475.82[cm]

= Vai-Veist -
Ae Vu/ b

120

l982[cm] < [cm.u/Z(plso 1) = 186.82/2 = 93.41 [em]] = epx = 93.41 [cm] ', ’

eo|WS|s|UY BlaIUSBUl Al BWSL
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Tablx 4.18 NIVEL1

: DIRECCION X (figura 4.70)

-+ Efectos Viy
: Ceatro de togsion’ ', torsién

BIE ki Y kixYj Yie kY2 ey alb eny :

[tem] - fem] [ton] [em] {t-cm] [em) [em] [em)
A 6784 1600 108544 788.82 42212557.56 208.27 160 ma
B 6184 60 0704 2118 . 3025459.964 208.27 160 4827
c 43 0 0 81118 31788607.66 208.27 160 4827
= THR6625.18 : S
ccuacién (471) Yi = 149248/183.99 = 81118 [can]
eccuacién (482) R = T7026625.18 + 113495654.1 = 1905223193
Fri= V- Vein
Aci= Vei / kei
Tabla 419. NIVEL 1: DIRECCION Y (figura 4.70) ) )

" Efectos vdel
Centro de torsién _ T directo - torsién

BE I % KX X kX% e atb, ox My:o o, “ Fy QAsi

[tem] * [em] ltos] [em] [t-em] [em] [em] [em] " [tem]:"" " [ton] [em)
1 7681 0 0 84627 SS009241.44  186.82 180 682 EnS108" 151
2 22 60 17556 -24627 17TMS8T.191 186.82 180 682 1.8 19 :
3 5127 1200 68724 3573 TI65903.762 186.82 180 46023 666597 3808
4547 1800 W06 95373 4954596173  186.82 180 w023 666597
T= 113495694.1

ccundén (470) X = 18432621781 = 84627 [cm]

Fi= Ve-Vein
Ba= Ve / ke

T

EJE Viy+ 0;3Vy.x

BojWSISHUY epa]uasm Alews]
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Figuny 4,69, Centros de tofsion y cortante del
plSO 2 del edificio tratado en el problema Idel
inciso 4 3.62" :

NOTAS: ! .
1- Acotacion en [m]

' Figura 4.70. Centros de torsién y cortante en Figura 4.71. Fuerzassismicas en el marco C

el piso 1 del edificio tratado en el problema I del edificio de la figura 4.70 (100%X + 30%Y).
del inciso 4.3.6.2.
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INoTAS: | T
“1- Acotacidn en [m]
2~ Fuerzas en [ton]

NOTAS: . s s ) :
1- Acotacién en [h'— 10 v

2.-Fuerzas en [ton]

Figura 4.72. Fuerzas sismicas en el marco Avdel Figur_n 4.73. Fuerzas sismicas en el marco 3 del
edificio de la figura 4.70 (100%X +30%Y). edificio de la figura 4.70 (100%X +30%Y).

Finalmante, algunos efemplos de las fuerzas sfsmicas que actian en los marcos planos del
edificio, se observan en las figuras 4.71, 4.72 y 4.73, para la condicion de anélisis que considera
actuando 100 % de las fuerzas en X mas 30 % de las fuarzas en Y.

Del anélisis estructural de estos marcos se puaden obtener los elemeritos mecanicos actuartes
porcausa de las fuerzas sismicas. Estos elementos mecanicos deben adicionarse a los producidos
por las cargas muertas y vivas de acuerdo a las combinaciones recomerndadas por el RCOF-93 y
determinar si los elementos estructurasies son capaces de resistirios.

4.3.9.2.- PROBLEMAS PROPUESTOS.

L.- Completar el andlisis sismico dindmico del edificio tratado en el problema I del inciso 4.3.6.3,

superponiendo los efectos de torsion.

Solucién: 100%X + 30%Y: (NIVEL 3), 32.28(efe A), 14.52(efe C), 17.42(sje E), 17.36(eje 1),
3.96(efe 2), 2.0(eje 3), 3.38(efe 4), 20.26(eje 5); (NIVEL 2), 55.28(ejeA), 28.72(sje C), 32.76(eje E),
33.59(efe 1), 5.72(efe 2), 2.84(efe 3), 4.97 (6je 4), 37. 13(efe 5); (NIVEL 1), 73.57(efe A), 35.46(eja C),
39.14(efeE),50.12(efe 1), 5.94(afe 2), 2.76(sfe 3), 5.39(6fe 4), 52.77 (¢fe 5).

100%Y + 30%X (NVEL 3), 11.60(eje A), 4.81(sje C), 6.68(sje E), 23.88(sja 1), 6.83(efe 2), 5.77(efe
3),6.71(eje4),30.82(efe 5); (NIVEL 2), 18.71 (efaA), 8.06(ejeC), 11.51(sje E), 47.23(eje 1), 10.08(oje
2),8.42(ef63),9.72(6je4), 55.86(ef0 5); (NIVEL 1),23.76(efe A), 11.00(ejaC), 13.06(eje E), 66.65(sfo
1), 10.10(eje 2),8.30(eje 3}, 8.76(eje 4), 73.07 (6je 5).
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4.3.10.- ANALISIS SISMICO
SIMPLIFICADO.

Estemétodoes propuestopor el RCDF-93 en
sus Normas Técnicas Complementarias para
Disefiopor Sismol™ ] para ef analisis sismico de
edificios que cumplan con los siguientes requisi-

tos:

L. En cada planta al menos el 75 % de las
ca‘rgas verticales estdn soportadas por muros
ligadosentre si m_ediante losas monoliticas u otros
sistemas de pi‘so suficientemente resistentes y
rigidos al corte. Dichos muros tendran
distribucién sensiblemente simétrica con respec-
to a dos ejes ortogonales y deberan satisfacer las
condiciones que establecen las normas com-
plementarias correspondientes. Puede haber
cierta asimetria en la distribucion de los muros
siempre que existan en todos los pisos dos muros
de carga perimetrales y paralelos, cada uno con
una longitud igual a la mitad de la dimensién
mayor en planta del edificio.

1I. La relacién entre longitud y anchura de la
planta def edificio no excedera de 2.0.

[1. La relacién entre la alturay la dimensién
minima de la base del edificio no exceder4 de 1.5.
La altura del edificio no serd mayor de 13 {m).

La fuerza cortante es determinada sin
necesidad de conocer el periodo fundamental de
oscilacion ni el factor de comportamiento sistmico.

El método evita la consideracién de torsiones

mediante el cumplimiento de los requisitos antes

mencionados,

El procedimiento para obtener las fuerzas
cortantes sismicas en los entrepisos del edificio es
el mismo que se usd en el método estético sin .
estimar el periodo de oscilacion; pero con la
diferencia de que las ordenadas espectrales son -
las especificadas en {a tabla 4.20, Los coeficientes
de esta tabla ya tienen en cuenta las reducciones
por ductilidad y fueron obtenidos a partir del
periodo fundamental estimado en funcién de la
altura de la estructuraf™t 7],

La fuerza sismica actuante en cada entrepiso
en la direccién analizada, se distribuye uniforme-
mente entre cada muro alineado en dicha
direccién, y por tanto debe compararse contra la
fuerza cortante resistente del entrepiso, dada por
la suma de las contribuciones individuales de los

citados muros,

Lafuerzacortanteresistente Vrde cada muro
se calcula segtin el RCDF-93 en sus Normas
Técnicas Complementarias para Disefio y
Construccién de Estructuras de Mamposterial™t

19, como la menor de las siguientes

Vn = F{0.5V'AT + 0.3P) cnn(4.85)
Viz = 1.5FV'AT sene (4.86)
Vi=Vn s V2 wene (4.87)

Vn, Vizduerza cortante resistente

Friactor de reduccion (0.7 para muros reforzados)
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el RCDF-93(ret 3]

MUROS DE PIEZAS MACIZAS O DIAFRAGMAS
DE MADERA CONTRACHAPADA
ALTURA DE LA CONSTRUCCION
ZONA  <4[m] 4a7m] 7a13{m]
] 007 008 008
FIRTI| a13 016 019

*Estructuras grupo A multiplicar por 1.5,

Tabla4.20. Coeficientes sismicos reducidos por ductilidad para el Método simplificado, segiin

ESTRUCTURAS GRUPOB

MUROS DE PIEZAS HUECAS O DIAFRAGMAS
DE DUELAS DE MADERA
ALTURA DE LA CONSTRUCCION
<4[m] 4a7m] 7a13[m]
010 Q11 011
ats Q19 023

’Ar-érea de la seccin transversal del muro
P-carga axial d.ol muro |

v'-esiuerzo cortante medio nominal de la mamposteria

. Enmuros cuya relacién altura a longitud sea

mayor que 1.33 la resistencia a fuerza cortante

4.3.10.1.- PROBLEMAS RESUELTOS.

debe ser afectada por el factor. (1.33%)2. 'qué
toma en cuenta su poca rigidezy la inﬂuéﬁ‘cia de

ia flexidn.

L{ongitud del muro
h-aitura del muro

L.- Aplicando el Método simplificado de andlisis sismico al edificio del problema II del inciso 4.3.6.3

(figura 4.60), determinar si es adecuado para resistir fuerzas sismicas.

Se cumplen las condiciones para la aplicacién del método simplificado, ya que: més del 75%
de las cargas verticales estdn soportadas por murcs ligados entre s/ por las losas,; existen muras
perimetrales paralelos cuyas longftudes exceden mas del 50% de la longitud mayor en planta del
edificio; la aftura (H = 8.4 [m]), s menor que 13 [m]; en planta Ia longitud entre el ancho es menor
que dos; y en elevacién la altura entre la dimensién minima en planta es menor que 1.5, (8.4/7 =

12).

De /a tabla 4.20, para construccién tipo B; zona il (zona del lago), altura de la construccién
comprandida entre 7 y 13 [m] y muros de carga de piezas macizas, se tiene

c/Q' = 0.19

(@)

Al resolver el problema Il del inciso 4.3.6.3, se obtienen los siguientas pesos de los niveles

Wna = 57.65 fton) w(B)
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Wiz = W = 66.433 [ton] e

Empleando las ecuaciones (4.56) ¥ (4.57) se procede a llenar la tabla 421 .- )

#DIRECCION X ¢
NIV.
N3
N2
S
3= 10122972
| Tablad2L
con )
Vo = cWo/Q' = (0.18)(180.516) = 36.2 fton] wld)
Vai = W(FC) = 1.7% @

FCdactor de carga = 1.1. para sismo|ref. 3|

Se revisard la resistancia del entrepiso 1 donde actia Ia fuerza cortants mas desfavorable. En
/a tabla 4.22 se tabulan los calculos efectuados en base a las ecuaciones (4.85), (4.86) y (4.87), ia
carga ax/al P que obra en cada muro se calcula en base a su érea tributaria Ay, la cual se muestra
para cada muro en [a figura 4.74.

Tabla 4.22
DIRECCION Y
Muro L Ar Pas Pnzt? Pu" P wA
[m] [m] fke) fg] [ke} kg]
1 40 544 @06 | 6197 697 | 1800 | a70
2 25 538 4911 4804 w304 | 1519 | 112
3 25 525 e | 4143 a3 | 134 | 112,
4 15 ey ~| 762 575 1515 15337 | Q80
s. ) oas ) am 2z | mos | mos | 2482 1080 |8
6 ‘ gk 484 4623 4623 | 13930 | 080"
3970 - 13919 ¢ |- 3919, s[a93 | 5630
Hirsero ]t ss0 | sss0 w0937 [ ee72
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DIRECCION X A
Muro ' prade i VR2 VR
9
10
1
12
==
Lo f }' 1 rlO ' ‘ P = A(CM + CV) + meu}; -
- TE-L- >Q—4 I:,T s P=Fni +Prnz + Pra wld)
2e 1 §-§-— AT h=2.8m] weth)
u‘\vjr_ %3‘\ P Por tanto en la direccion Y la estructura
i E=roN r 12N _i X as adecuada (Vr > Vu); pero en la direccién
. ~dan —

; S0 L ao‘l X la ‘/asistencia a cargas lalerales no es
l 9.0

suficiente (Vr < V).

g

Figora 4.74. Areas tributarias tipo de los muros de
carga del edificio de la figura 4.60 (niveles 1, 2y 3).

4.3.10.2- PROBLEMAS PROPUESTOS.

I.- Mediante un anélisis sismico simplificado, determinar si es adecuado en'su resistencia a cargas

laterales, el edificio de tres niveles cuya planta estructural tipo se muestra en la figura 4.75.

El inmueble esti estructurado a base de muros de carga de mamposteria de 15 [em) de espesor,
formados por piezas de blogue de concreto hueco con refuerzo interior. La mamposteria cumple con las
especificaciones para mamposteria reforzada del RCDF-93 y sus Normas técnicas complementarias para
disefio y construccién de estructuras de mamposterial™t 1%, de tal forma que su resistencia al esfuerzo

cortanteesde v = 2.5 [kg/cmz]. Las alturas de todos los entrepisos son de 3 {m].

Los sistemas de piso formados por losas macizas de concreto reforzado tienen un peso, incluyendo
firmes y acabados, de 350y 430 [kg/mz], para niveles inferiores y azotea, respectivamente. Cuenta con

pretiles de 90 {cm] de altura en la zona de ventanas y en el perimetro de la azotea. El peso de los muros
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y prenles mcluyendo acabados es de 340 [kg/m |- La edificacion se encuentra desplantada en la zona III

(zona del lago), del Dlstnto Federal

;Y
1 ‘ NOTAS:
1.- acotacién en fem]
L& 100, 100, & .
150 iod 150 150
200
i 8
o' 4 100 <+
: i
I o
F e
—— X
I.E'JQ.J -~ L— 30 af
1150 4 150 ¢ 150y 150 {168 200 1108
I A S N e ™
1000

-

Figura4.75. Edificio de vivienda famrharcon muros de carga
de blogues de concreto.

Solucién: ENTREPISO 1: Direceldn X: [V = 16580 kg < [Vu = 51550 kgj; Direccién Y: [Ve =
49017 kg] < [Vu = 51550kg], la estructura no es adecuada,
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Deacuerdo conlos objetivos mencionados en
el tema [ considero que el material presentado a
lo largo de este trabajo de tesis, cubre los concep-
tos fundamentales que son de importancia
primordial en la aplicacién prictica de la

Ingenieria Sismica.

Debido al énfasis puesto en los aspectos
précticos mediante el desarrollo de los problemas
resueltos y propuestos que se presentaron, el
volumen de esta tesis resulté extenso y puede
darse el caso de que no haya tiempo suficiente
para estudiar todos ellos en su totalidad durante
el tiempo oficial asignado a la materia en un
semestre, sin embargo estos problemas pueden
servir como referencia y consulta posterior una
vez iniciada la trayectoria laboral profesional del

Ingeniero Civil.

Debido a que el alcance de este trabajo se
enfoca a los conceptos basicos de la Ingenieria
Sismica, algunos temas fueron estudiados sélo
superficialmente aunque haciendo énfasis en las
caracteristicas pricticas. El tratamiento en

profundidad de tales temas es materia de cursos

452

de postgrado y especializacién contemplados en
los planes de estudios de maestria y doctorado de
la Universidad Nacional Auténoma de México;

tal es el caso de los sistemas no lineales y los

. sistemas continuos, asi como de las inves-

tigaciones que actualmente se realizan sobre el
andlisis paso a paso de sistemas no lineales
tridimensionales, de la interaccién suelo estruc-
tura, y principalmente en el desarrollo de
mecanismos de aislamiento y disipacién de la

energia sismica.

Alo largo de los tdpicos tratados en esta tesis,
se presentaron las codificaciones en lenguaje
basic de varios programas para calculadora de
bolsillo, esto se hizo asi con el objetivo de que el
estudiante del noveno semestre de Ingenieria
Civil que cursa la asignatura de Ingenieria Sismica
vaya conociendo de una forma sencilla y facil de
comprender, la manera en que operan los
programas de anilisis sismico de estructuras, que
en la actualidad son ampliamente usados en los
despachos de disefio, ademds de que se intenta asi
introducirlo en el uso de fa computacién, he-
rramienta sin la cual no es posible desarrollarse
profesionalmente como ingeniero proyectista

estructural,

Los programas fueron desarrollados expresa-
mente para calculadoras de bolsillo, que son
relativamente accesibles en cuanto al aspecto
econdmico, pues en estas fechas es dificil que el

estudiante tenga acceso sin limitaciones de tiem-
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po a microcomputadoras o computadoras per-
sonales, ademas de que la calculadora de bolsillo,
aun con sus limitaciones, tiene laventaja de poder

flevarse facilmente a cualquier lugar.

De esta manera se pretende influir en el es-
tudiante para que reconozca adecuadamente la

funcién que tienen los programas de anilisis y

disefio estructural en la continua bisqueda de

mejores disefios sismorresistentes.

Solo resta decir que aunque durante el
proceso de titulacién los problemas propuestos y
resueltos fueronrevisados porvarios profesoresy
sinodales, los errores que pudieran llegar a en-
contrarseenios cilculosson enteramente respon-

sabilidad del autor de este trabajo.
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