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Tema 1 1 n t ro d u e e 1 ó n 

1.1.-C>BJETIVOS DE LA lESIS. 

Los objetivos perseguidos con el desarrollo 

del presente trabajo son: a) Proporcionar al 

alumno que cursa fa asignatura de Ingeniería 

Sísmica, contemplada en el Plan de Estudios de 

fa Carrera de lrigenierfa Civil, un apoyo didáctico 

auxiliar tanto teórico como práctico, para el 

aprendizaje de dicba materia; b) Desarrollar 

unos Apuntes de los conceptos fundamentales, 

que sirvan de base para la enseñanza del curso de 

Ineenleria Sísmica, proponiendo para ello la 

división del contexto de la asignatura en tres par­

tes: la primera que trata los conceptos de 

sismología, la segunda conteniendo los fun­

damentos de la Dinánúca Estructural de mayor 

utilidad para la Ingeniería Sísmica, y la tercera los 

métodos de análisis más empleados para el diseño 

de estructuras sismo-resistentes buscando así una 

optimización en el cumplimiento del Programa de 

Curso Oficial existente; c) Mostrar las 

aplicaciones de la Teoría de la Ingeniería Sísmica 

mediante la 1'éc1úcadeProblemas, tanto resueltos 

como propuestos. 

1.2.- DESCRIPCION DE LOS 
CAPrTULOS. 

En el capítulo de sismología se bace mención 

de las teorías de mayor aceptación en la ac­

tualidad, que pretenden explicar el origen de los 

sismos, se efectúa la clasificación de los te­

rremotos en cuanto a fa profundidad del foco, así 

como la descripción, definición y med(clón de sus 

características, como son foco, epifoco, magnitud, 

etc. Se explica el fenómeno de la disipación de la 

energía generada durante el sismo, mediante los 

diversos tipos de ondas sísmicas, y se bace 

mención sobre la actividad sísmica mundial, en­

íatizando el caso de fa República Mexicana y en 

especial del D.F. mediante estadísticas de 

temblores históricos, delimitación de placas 

tectónicas, estratificación del suelo, etc. Se 

resuelven problemas relacionados con fa 

localización de focos de sismos, determinación de 

velocidades de las diversas ondas sísmicas, etc. 

El capítulo dedicado a la Dinámica Es/nJc­

tural clasifica los sistemas vibratorios u os­

cilatorios en dos grandes grupos: Sistemas 

discretos (masas y elasticidades concentradas en 

uno o diversos elementos) y Sistemas continuos 

(masas y elasticidades distribuidas en todo el 

cuerpo oscilante), a su vez los sistemas discretos 

se subdividen en sistemas sencillos (de un grado 

de libertad) y sistemas compuestos (de varios 

grados de libertad). Para todos los sistemas men­

cionados se estudian lo3 casos de vibraciones 
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libres con y sin amortiguamiento y vibraciones 

forzadas con y sin amortiguamiento, cuyas 

soluciones a sus ecuaciones de movimiento son de 

fundamental importancia en la obtención de 

espectros de respuesta, formas de Jos modos de 

vibración, etc. También se definen diversos con­

ceptos como grados de libertad, período, forma 

del modo, amortiguamiento, etc., y se presentan 

métodos numéricos de aproximaciones sucesivas 

para obtener las frecuencias y periodos de 

vibración de sistemas discretos de varios grados 

de libertad. Para el caso de sistemas no lineales, 

se presenta la solución iterativa del Método de 

integración por pasos de aceleración lineal; la 

teoría se complementa con ejercicios resueltos y 

propuestos para cada subtema. 

El cálculo de la rigidez tanto lateral como de 

entrepiso de las estructuras es un requisito fun­

damental para poder resolver las ecuaciones del 

movimiento dinámico, por tal motivo dentro de 

este capítulo se presenta un resumen del método 

directo de las rigideces para la obtención de la 

matriz de rigidez de los sistemas oscilatorios; 

también durante el proceso de solución de los 

problemas resueltos se hace énfasis en el análisis 

para la obtención de este parámetro. Esto tiene 

como objetivo el que el alumno aprenda a conjun­

tar las herramientas de análisis oon que ha sido 

dotado durante su trayectoria académica y 

asímismo comprenda claramente la manera en 

que las computadoras digitales resuelven los 

problemas dinámicos, pues es muy común que en 

el inicio de la actividad profesional se empleen 

estas herramientas sin conocer a ciencia cierta si 

los datos alimentados y por tanto los resultados 

obtenidos son los correctos. Como ayuda para la 

solución de dichos problemas, se incluyen a lo 

largo del capítulo la codificación de diversos 

programas interactivos para cualquier cal­

culadora de bolsillo programable en lenguaje .... 
basic, no obstante debe consultarse el manual del 

propietario de la calculadora en que se usen, ya 

que algunos caracteres como ;, y otros pueden 

cambiar su significado. La codificación es exacta 

para una calculadora CASIO FX-750P. 

Por último el capítulo titulado lngrmiería 

Alllisísmica, se divide en dos grandes partes; en la 

primera se describen diversos métodos para la 

obtención de la rigidez lateral y de entrepiso para 

sistemas estructurales constituidos por marcos 

rígidos, muros de mampostería o de concreto, o 

sistemas estructurales combinados (muro­

marco). La segunda parte describe los métodos 

de análisis sísmico más utilizados en la práctica y 

que son: Análisis Dinámico Modal Espectral, 

Análisis Sísmico Estático, y Análisis Sísmico 

Simplificado; también se definen conceptos como 

espectro de respuesta, espectro de diseiio, duc­

tilidad, rigidez, etc. Se menciona la forma en que 

se obtienen los espectros de respuesta y de diseiio 

y se presentan las principales recomendaciones 

del Reglamento de Construcciones del Distrito 

Federal (1993), y sus Normas Técnicas Com­

plementarias para Diseiio por Sismo. Se estudian 
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los erectos producidos por la configuración de la 

estructura (asimetría en masa y rigidez, plantas 

irregulares, escalonamientos, etc.) y el incremen­

to de la fuerza cortante sísmica por erectos de 

Torsión, y la distribución de las füerzas cortantes 

sísmicas obtenidas del análisis, entre los elemen­

tos resistentes dela estructura. Para cada subtema 

se proponen ejercicios prácticos. 

Al comenzar cada capítulo se ha tratado de 

enunciar claramente las correspondientes 

definiciones, principios y teorías, en orden 

progresivo y acumulativo de dificultad y 

acomodados de modo que presenten un desarro­

llo natural de cada tema. Todos los temas y sub­

temas están dados en pequeñas dosis para un 

aprendizaje gradual. · 

A esto siguen grupos ordenados de 

problemas resueltos que sirven para ejemplificar 

las aplicaciones prácticas de los conceptos 

teóricos, y que proporcionan la repetición de 

principios básicos vitales para lograr la fijación e 

integración del aprendizaje; así se trata de hacer 
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hincapié en aquellos puntos que con frecuencia 

nos preocupan tanto como estudiantes y también 

esclarecer aquellos sutiles detalles, sin cuya 

explicación los estudiantes nos sentimos con­

tinuamente sobre terreno movedizo. En los 

problemas resueltos se incluyen las derivaciones 

de las ecuaciones presentadas en la teoría. Los 

problemas propuestos sirven como repaso com-.,,. 
pleto del material expuesto en cada subtema y 

como herramienta para la verificación de lo 

aprendido. 

Se hace éníasis en aplicar la Técnica de 

problemas al füializar los conceptos teóricos de 

cada subtema, y no dejándolos para el final de 

todo un capítulo, pues mi experiencia como alum­

no me indica que esta manera de impartir el curso 

resulta amena y estimulante para estudiantes de 

lngenieáa Civil, acostumbrados por la naturaleza 

de esta profesión, a buscar aplicaciones casi in­

mediatas de lo que vemos en clases. En resumen 

la Técnica de problemas es una eficaz forma de 

motivación para la enseñanza que se imparta a 

los alumnos de Ingeniería. 

4.-DIDACTICA GENERAL. 
To Maocheuaky K, Ed.Grf(albo, M'xlco 1974. 

5.-HACIA UNA DIDACT/CA GENERAL 
DINAMICA. 
Norecl lmldeo G., Ed.Kapeluoz, Argentina 1973. 

6.-PROGRAMA DE CURSO OFICIAL DE LA 
MATERIA DE INGENIERIA SISMICA. 
PIM de eotudloe do la Carrera de Ingeniería CMI, ENEP 
Aoatltln, UNAM, México. 
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2.1.-INTRODUCCION. 

SISMO, TERREMOTO O TEMBLOR.- Es 

un movimiento vibratorio de la corteza terrestre. 

SISMOLOGIA.- Es la ciencia, rama de la 

Geofísica, que se dedica al estudio de las 

características de los sismos. 

La sismologla es una ciencia de larga historia, 

que ha llegado en la actualidad a cimentarse en 

sólidas teorías científicas y a la aplicación de sofis· 

ticados aparatos de medición y detección, así 

como también ha obtenido grandes avances en el 

conocimiento del origen de los sismos y de los 

fenómenos geológicos involucrados. 

Dichos conocimientos y teorías, se ban 

logrado establecer gracias a las investigaciones y 

recopilaciones de datos históricos, referentes a 

muchos de los fenómenos telúricos acaecidos en 

el mundo. En el presente tema se exponen los 

conceptos fundamentales, de capital importancia 

para el Ingeniero Estructurista. 

2.2.- ORIGENES DE LOS SISMOS. 

Los sismos se originan principalmente por 

movimientos tectónicos y en menor proporción 

por causas como: actividad volcánica, ex­

plosiones, colapso de cavernas, ..impacto de 

meteoritos, etc. 

La generación de los terremotos es una de 13s 

grandes causas que originan la deformación de la 

corteza terrestre, que se pone de manifiesto a 

través de levantamientos y hundimientos de las 

rocas, propiciando la formación de montafias, 

barrancas, callones, etc. Existen tres principales 

teorías para explicar el origen de los terremotos: 

2.2.1.-TEORIA DE LAS 
CORRIENTES DE CONVECCION. 

CONVECCION.-Es un mecanismo por 

medio del cual el calor es transferido de un lugar 

a otro a través del movimiento de partículasCretlJ. 

Las corrientes de convección forman una 

especie de sistema circulatorio en el interior de 

nuestro planeta, los materiales en estado líquido 

que.,constituyen su núcleo se encuentran a 

temperaturas mayores que los que se hallan más 

cerca de la superficie, por lo que tienden a subir 

debido a que son más ligeros (a mayor 

temperatura menor densidad) y su lugar es 

tomado por el material más frío suprayacente que 
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es por tanto más denso. Las corrientes que se 

originan en el núcleo circulan a través del manto 

de la tierra con velocidades que pueden alcanzar 

los 12[cm] poraño, esta velocidad es muy pequeña 

debido a la resistencia ejercida por las rocas 

sólidas del manto y a la relativamente alta den­

sidad del magma que circula. 

Los materiales del manto terrestre !luyen 

plásticamente bajo el efecto de las citadas corrien­

tes, cuando alcanzan la base de la corteza te­

rrestre se desvían horizontalmente moviéndose a 

lo largo de ella, lo cual causa levantamientos, 

hundimientos y pliegues en la superficie, originan­

do terremotos y formación de montañas. 

En apoyo de esta teoría, se ofrecen cálculos 

de que el calor en el núcleo del planeta es muy 

elevado para mantener el material en estado 

líquido bajo presiones ahí existentes de 1. 75 a 3.5 

millones de (kglcm2 ][rell], además de que existen 

rocas plegadas y deformadas que revelan una 

fluencia plástica de este tipo. 

Sin embargo en la actualidad hay geólogos 

que consideran casi fracasada esta teoría como 

causa directa del origen de los terremotos, debido 

a que el estudio de la corteza y manto terrestre 

mediante el uso de ondas sísmicas define varias 

zonas o subdivisiones dentro del manto, 

zonificación que no podría existir si hubiese tales 

corrientes de convección mezclando constante­

mente los materiales existentes entre el núcleo y 

la parte superior del manto. 

2.2.2.· TEORIA DE LA 
CONTRACCION TERMAL. 

Existen evidencias geológicas de que nuestro 

planeta fue, en los tiempos primigenios de su 

formación (hace aproximadamente 5.5 miles de 

millones de años, o sea 5.5 eónes), una esfera en 

estado de fusión que durante diversas etapas de 

enfriamiento a lo largo de su exj,tencia, fue 

sufriendo pérdidas de calor radiado al espacio. 

Esta teoría se basa en el hecho de que dicha 

pérdida de calor causa una disminución en el 

volumen del planeta. De acuerdo a los datos ac­

tuales y desde este punto de vista, podemos de­

limitar el cuerpo del planeta Tierra en tres zonas: 

U na zona exterior sólida y fría (porque no ex­

perimenta ya pérdida de calor), una zona interior 

líquida y de alta temperatura pero de volumen 

fijo, gracias a que las zonas exteriores a ella actúan 

como aislantes térmicos impidiendo la pérdida de 

calor,yuna zona intermedia que se está enfriando 

y encogiendo a medida que su temperatura 

decrece. La zona exterior sólida trata de ajustarse 

a la zona intermedia que se encoge, y por tanto se 

contrae durante el proceso. 

Como consecuencia de la contracción, la cor­

teza se dobla, levanta y hunde, originando los 

terremotos y formando montañas. Algunos 

geofisicos apoyan esta teoría con cálculos basados 

en pruebas geológicas y experimentos de 

laboratorio[reltl; pero algunos otros han llegado 

a la conclusión de que la Tierra no puede haber 
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perdido cantidades tan significativas de calor, por 

ejemplo en los últimos 2000 años, como para com­

pensar el gran volumen de material que se en­

cuentra en las montañas de esa P.dad. 

2.2.3.· TEORIA DE LA DERIVA 
CONTINENTAL O DE LAS PLACAS 
TECTONICAS. 

La teoría fue propuesta originalmente por 

Antonio Snider hace aproximadamente un 

siglo[reLIJ, y revivida posteriormente por Alfred 

Wegener; como se obser:va en la figura 21 involucra 

la división desde hace aproximadamente unos 268 

millones de años, de un únicoyenormecontinente 

llamado Pangéa, en fragmentos más pequeños 

representadoshoypornuestroscontinentes,yque 

tales fragmentos derivaron lateralmente a sus 

posiciones actuales. 

Esta teoría es la de mayor aceptación en los 

últimos tiempos; en ella se establece que la cor­

teza terrestre (también llamada litosíera), no es 

una superficie de una sola pieza continua, sino que 

como lo indican las evidencias geológicas, está 

subdividida en "placas" que poseen movimientos 

propios unas respecto de otras, debido a que se 

hallan flotando sobre una capa de rocas más vis­

cosas y fluidas; el origen de estos movimientos no 

está bien definido y puede tener entre otras cau­

sas las siguientes: corrientes de convección, con­

tracciones por pérdida de calor radiado al 

espacio, dilataciones por incremento de 

temperatura debida a la desintegración gradual 

de elementos radiactivos en las rocas, etc.l••L2J. 

Se han identificado por lo menos diez grandes 

placas que migran o derivan sobre el manto te­

rrestre, chocan, se empujan y se mueven lateral­

mente entre si con velocidades de 1 a 10 (cm] por 

año. En la figura 22 se muestra la geometria y 

extensión de las placas que no es perniiÍnente, sino 

que cambia gradualmente a través del tiempo. 

Existen tres maneras por medio de las cuales 

una placa tectónica puede variar su forma!ret6J. 

a) Extensión o crecimiento.- Las placas 

tectónicas se separan empujadas por nuevo 

material que emerge en forma de lava en zonas 

llamadas dorsales centroceánicas, ver figuras 22 

y23. 

b) Subducción o consumo.- Las placas 

tectónicas se enciman una sobre otra. En la figura 

23 puede observase que debido a la constante 

creación de placa nueva en las zonas de extensión, 

la placa más antigua es forzada a sumergirse en 

las fosas oceánicas de subducción, en donde a 

mayores profundidades y temperaturas es fun­

dida y absorbida por rocas más profundas. 

c) Tramfomración.- Las placas tectónicas se 

mueven o deslizan una al lado de la otra a lo largo 

de sus bordes de contacto, en estos casos la 

frontera entre placas recibe el nombre de "falla de 

transformación''. 
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- Continente Pangea hace 268 millones de años 

-o-
Configuración actual de los continentes 

Confi!iuración calculada rara dentro de 8.4 millones de años 

F.igura 2.1 la Ieriva Continental. Gralado de la placa de acero inoxidable a bordo del satélite -
lageos, cuya tarea consiste en medir la deriva de los continentes durante los 8.4 mi­
llones de años que durará en órbita.[ref.9] 
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plataforma continental Talud co tinental Fosas oceánicas de 
subducción 

nica de extensión 

Figura 2.3. Corte esquemático de la corteza del Oceano Atlántico. [Rct 6J 

En tiempos actuales la placa del Pacífico se 

está haciendo más pequefia y las placas africana, 

antártica, norteamericana y sudamericana están 

creciendo. Los movimientos en las zonas de 

extensión, subducción y transformación provocan 

concentraciones de grandes esfuerzos en las rocas 

en contacto en las fronteras de las placas, ésto a 

su vez causa levantamientos y bundimientos de la 

corteza llamados afallamientos. 

FALLA.· Superficie de ruptura de una masa 

de rocas a lo largo de la cual ha habido un 

desplazamiento de las secciones separadas. 

Cuando se presenta la generación de una falla 

o afallamiento de las rocas, es de manera abrupta 

y repentina, pues éstas han sido distorsionadas y 

deformadas plásticamente por causa de los es­

fuerzos inducidos por los empujes de las placas; 

por tanto se produce un deslizamiento o corrí· 

miento entre placas, liberándose gran cantidad 

de energía y provocándose un terremoto. 

2.3.- CARACTERISTICAS DE LOS 
TERREMOTOS. 

AJ producirse un sismo, la ruptura de las 

rocas empieza en un punto dentro de la corteza 

terrestre y se propaga en todas direcciones a lo 

largo de un plano de falla. El borde de ruptura no 

se propaga uniformemente, sino que lo hace de 

manera irregular y espasmódica debido a la 

variación de las propiedades físicas de las rocas 

que rodean el punto de ruptura. 

La ruptura puede alcanzar la superficie 

produciendo una traza de falla visible cuya ion­

gi t ud puede ir desde varios metros basta 

kilómetros, sin embargo la mayoría de las veces la 

falla continúa solo hasta las zonas en que las rocas 

no están lo suficientemente deformadas para per-
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mitir que se extienda más y entonces la fractura se 

df'.liene sin llegar a la superficie. 

2.3.1.· DEFINICIONES Y 
CLASIFICACION. 

FOCO O CENTRO DEL SISMO.-Es el 

punto dentro de la masa rocosa en donde se 

origina la fractura o afallamiento. 

EPJFOCO O EPICENTRO.-Es el lugar de la 

superficie terrestre directamente encima del foco. 

S!SMOGRAFO.-Aparato para medir el 

desplazamiento del terreno, se usa para localizar 

el foco del sismo y produce gráficas llamadas 

sismogramas como la mostrada en la figura 2.4. 

Mide el desplazamiento en tres direcciones, dos 

para el horizontal (Norte-Sur y Este-Oeste) y una 

para el vertical. 

Figura 2.4. Sismograma. 

ACELEROGRAFO.-Aparato para medir 

las aceleraciones del terreno, produce gráficas 

llamadas acelerogramas como la que aparece en 

tC~ogJ 

Figura 2.S. Acelerograma. 

la figura 2.5. Mide la aceleración del suelo a lo 

largo de tres direcciones (N-S, E-W y vertical). 

De acuerdo a la profundidad del foco, los 

sismos se clasifican como(retl): 

a) Supe1ficiales.- El foco se baila a menos de 

70[km] de profundidad. 

.... 
b) l111emredios.- El foco está localizado de 70 

a 300[km J de profundidad. 

c) Profundos.- La profundidad del foco es de 

más de 300[km]. 

Cuando una placa tectónica se hunde bajo 

otra placa en las fosas oceánicas, ocurren las frac­

turas que generan los terremotos intermedios. 

Durante este movimiento descendente, se 

producen esfuerzos adicionales que causan 

nuevas deformaciones y fracturas, dando lugar a 

los focos de terremotos profund~s. Las zonas de 

transformación y extensión están más 

relacionadas con los terremotos superficiales e 

intermedios. 

2.3.2.· MEDICION DE SISMOS. 

MAGNITIJD DE UN SISMO.· Es la medida 

indirecta de la energía liberada por un terremoto. 

Se expresa midiéndola con la escala de Rich­

ter. "En su definición 01igi.11a~ magnitud (M) es el 

loga1itmo común de la amplitud de la traza, en 

micras, de u11 sismógmfo estándar 1Vood-A11der-
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so11 co11 ampüficació11 de 2800, pe1íodo natuml de 

0.8[seg/ y coeficiente de amo11igr1anúe11to de 80%, 

insf/Umento que esté colocado en terreno fim1e a 

IOO[km] del epicentro" [rel4l, 

/og1oE = 11.8 + 1.5M ..... (2.1) 

M-magnltud (escala Rlchter) E-Energía liberada [ergios] 

INTENSIDAD DE UN SISMO.- Es la 

medida "subjetiva" de la destructividad de un 

sismo en una zona determinada. 

Existen diferentes escalas de intensidad 

(MSK-64 ó de Medvedev, Sponheuery Karnik, la 

escala soviética, de Rossi-Forell, escala inglesa, 

etc.C••L4l); pero la más usual en México es la de 

Mercalli Modificada (MM), que fue construida 

originalmente en 1902 por el sismólogo italiano 

Mercalli, consta de los 12 valores indicados en la 

figura 2.6 asociados a diferentes grados de 

destructividad y efectos sobre edificios, suelo y 

personas. 

Por lo tanto a un sismo se asocia una sola 

magnitud, mientras que su intensidad varia de 

lugar en lugar. 

ISOSISTAS.- Lineas que unen puntos de 

igual intensidad sísmica sobre el mapa geográfico 

de una región, después de fa ocurrencia de un 

sismo. 

Como se mencionó, la asignación de un deter­

minado valor de intensidad sísmica para una re­

gión que ha sufrido un terremoto, es subjetiva 

debido a que depende de la apreciación muy par­

ticular que haga cada persona de los dafios obser­

vados a las obras civiles existentes y no de la 

medida del movimiento del suelo con instrumen­

tos; no obstante la escala de intensidad es impor­

tante, pues en muchos fugares no se cuenta con 

sismógrafos y porque los catálogos históricos de 

sismos están basados en tales descjpciones de 

dafios. 

Los mapas de líneas isosistas como el de la 

figura2. 7 proporcionan información valiosa sobre 

la distribución de la sacudida del suelo y sobre el 

efecto de influencia del tipo de estratificación de 

rocas y suelo en la región. 

Teniendo como objetivo el deducir valores 

numéricos para disefio de obras civiles, aún par­

tiendo de valores de intensidades de escalas sub· 

jetivas, se ha llegado a proponer correlaciones 

entre valores de intensidad de la escala MM y los 

valores de algunos parámetros del movimiento del 

terreno, una de las cuales es[relSJ: 

I = log 14V/log 2 ..... (2.2)(Esteva y Rosenblueth) 

Otras relaciones empíricas propuestas son [rel.BJ: 

..... (2. 3) (Esteva) 

V= 15eM(R + 0.17e8"69MJ -1.7 ..... (2.4}(1!atev•) 

Hntenoldad en ín .. ecala MM 

v-velocídad máxima del terreno fcm/sf 

a-aceleración del terreno [cm/e2] 

M-magnitud del sismo 

A-distancia entre el oltlo de estudio y el loco del 
olomolkml 
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ESCALA DE INTENSIDAD DE MERCALLI MODIFICADA (versión 19561 

NO sentido. Efoctos ~~rglnales y .d"e:pC.rlod~:·lar~~·d~:·~is .. ~1:~;5 gr~hde~. 
11. Sentido 'µor porso~as que descansan, ·~n·P,~~o~· ~ll~s ó· ·~¡·,~~:~~~;.r.a~ora~.r~.~~n't':J •.. ' 

111. Sentido en intorlóres. LoS obf~-tos:~Ólganlcs Osé.1ÍQ~·. Ln vlbrSéÍ6Íi ~s· Co~o iB .. d_BI Pas~ ~~ ·cam!o!l~·s_·ugeros;_ ·. i, 
Duración estimada. Puede no reconocerse como slsrryo.:: · .,;"· ._ •.. 

IV .... Los a·bjetos colgantes oscilan. Lñ vibración es Ca'mo l~-d~i ~~·~¿; d~:6_n1~!~~~~·-p\~5-~d'o~;·_Ü·b!é~.:·5en~·~ciÓ~ d~· 
una sacudida como la que produce una peloln pesada al golpear Jos muros: Los autor:nóvdcs cstacronados 
se mecen. las ventanas. platos, puertas, hacen.ruido. Los vidrios re1intlnean. La los: a ent{echO_ca~ En el.ni· 
vel superior del IV, los muros y los marcos de madera .recf~-~an: '~.'.', / _.,. , _ 1,\\·:·\, ·.: '::.::">. :·~·.·: .:<_'>\: :;~;· 

V. Se siente en el exterior; dirección estimada. Despierta a'quleri duorme:·s·~:'~-Í~cianlos. lfquldos;· algu.nos se 
derraman. Algunos objetos lncslables se desplazan o caen. Los puert~S oScilan; se abren/ ~e· cierran. las per· 
slanas, los cuadros, se mueven. Los r.elojes d~ .. ~éndu_l~._s~::d~ti~~~?:·:.~~~lv~~ .ª .. }~º~~~~e¡ c~n:ib~an su rilmo. 

VI, .Todos lo sienten. Muchos se asustan. y corí~.~ haci~ ei··~~·ier'1ci;_,. i..'~:~ ~:~;~~~~,~.·~~-~J~~n···i~~b·~;~·ándosc. l~s 
ventanas, platos, cristaleria, so rompen._ Los objetos, los libros y ocros_objetos, se caen de los eslantes. 
Los cuadros se caen de las paredes. Los muebles se desplazan o se vuelcan. El aplanado débil v la rnom· 
posterfa D se agrietan. Las campanas pequei\as suenan (de Iglesia, de escuelas). Los árboles y arbuslos se 
mueven notablemente o se oyen crujir. 

VII. Es dificil mantenerse en pie. Los conductores de nutomóvilos lo sienten. Los objetos colgantes so es tremeª 
cen. Los mueblas se rompen. Danos en mampostería D, Incluyendo agrietamiento. Las chimeneas débiles 
se rompen a nivel del techo. Caído de aplanados, así como de ladrillos flojos, piedras, tejas y cornisas, tam­
bién los parapetos y ornamentos arquitectónicos no contraventeados. Algunas grietas en mamposlCrla C. 
So forman olas en los estanques, el aguo se enturbia con lodo. Pequen os desllzamlentos y cavUaciOn en 
bancos de arena o grave. Las campanas grandes suenan. Los canales de concreto para Irrigación se daílan. 

VIII. So afecta el control da los automóviles. Daño en mamposterla C; colapso parcial. Ciertos daños en 
mampostcrla 8, ninguno en mampostcrla A. Se cae el estuco y algunos muros de mamposterla. Torcl· 
miento, calda de chimeneas, torres de chimeneas de fáhrlcas, monumentos, torres, tanques elevados. Las 
casas construidas a base de marcos se mueven sobre sus cimientos si no están atornillados; se desploman 
los muros de paneles sueltos. Los pilotes deteriorados so rompen. Se rompen las ramas de los árboles. 
Cambio del curso o de la temperatura do manantiales o pozos. Grietas en suelo húmedo y en pendientes 
pronunciadas. 

IX. Pánico general. Se destruye la mamposterla O; se clm'ia gravemente la mamposterfa C, y a veces se colap-·: 
sa lolalmentc; la mamposterfa 8 se darla gravemente. Darlo general en cimentaciones. Las estructuras do· 
marco, si no están atornilladas, se sueltan de lo clmcntnción. Los marcos se deforman. Dmlos grnvos on 
cisternas. La tuberla subterránea se rompe. Aurielamiento notable del suelo. En á~eas de alu'{lón,.la arena 
y el lodo son expulsados al exterior creando fuentes slsmlcas y c1trteres·de a~ena. :, ~ ...... ;f,;·, 

x. La mayor parle de la mamposterfa V de lns estructuras de marco se destruYen junto con SUs.cl~Í(i'f-1.t'OS: se· .. 
destruyen algunas estructuras y puentes do madera bien conslruldos. Daílos. greyes en_.r>res~s. dlrtues •. -
rcp1esas. Grandes deslizamientos do tierra. El agua se desborda de canales; rfos y lagos. la'arenñ.y.el IOdo 
se desplazan en forma horizontal en las playas y en tierra plana. Los rieles so dotJlan lige!amente.:'..·" 

XI. Los rieles se doblan en gran medida. Los duetos subterráneos quedan completam~~i~ ·,~~~¡~'';;'~'i~ei:~Íclo, .- .. ··~- · .. :. ·: .- .... .-;"~" ·~-, ; . 
XII. Dano casi tolal. Grandes masas rocosas se desplazan. Se distorsionan ras u~CaS de·~1ra··y·n1vOJ.:loS_"Objeª: 

los son arrojados al aire. • ' ···. ~ .· · ~·:·.,." ·,_.· ·-'.:-.·~~ 

MAMPOSTERIA A. Mano de obrá, mo;tero y dis~no dé bue~a calidad; reforzada"s~b;e tod.() rat~ralmé;,té~ v' pe: 
gada usando acero, concreto, etc.: diseñada para resistir fuerzas laterales,', · ., ',,'.,~ .. :· - ·,; ~ 

MAMPl?STERIA B. Manci da obra y mo
0

rtero de bu~na calidad; reforzada, pÓro.nódlselÍ~éi~:en'd~i;ne ~~ra i~sls-
111 fuerzas laterales. :. ·. · ,._-.,. .. :, :; ·:·· -.:: ·. ;.\ ... :.::.:-, ;·~: .. .. _.·.-..! -..,; i- .. , ~ .,.- . · 

MAMPOSTEA/A C. Mano de Obra y morte;Ó-..~rdl~iJf¡~~~ ·~In dcblli.dn·cf · D~iiCh~~· c~·~c;- Í~ÍÍ~· d~ .. ·¡·;·a·~¡~p~-,~nº c~qui· 
nas, pero no reforzada, _ni ~is~l1ad~ po,n.tra _h.~erzas __ h~riz~m.~~~s::;.-'- .. :· '· .. ~ .. ·): ~-~· ., >·.'. :.\ ·· 

MAMPOSTERIA D. Materiales débiles; é:ómÓ Ódobo; niortero:pobr~i b~)a calidad.de la mano. de obra; débil horl~ 

zonlalmenle. ·:·,·,:::. ·:···"· < .. ·_,.:/.'· ·::.' .... 
Figura 2.6 Fsca1a dec!rlt~i&itl d~' ~~ ~kÍdifi'.=ac!a' cm); [ref .10]. 

'~: . 
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Las ecuaciones 2.2 a 2.4 son llamadas Leyes 

deAte11uació1L 

Los sismógrafos son aparatos muy sensibles 

que captan y amplifican basta cien mil veces o más 

vibraciones que son imperceptibles para el ser 

humano, pueden captar movimientos muy lejanos 

del lugar en donde están instalados indicándonos 

la magnitud del sismo. Su alta sensibilidad impide 

que registren completos movimientos fuertes, 

pues la señal amplificada no cabria en el espacio 

disponible en el aparato (saturación del sis­

mograma). Los primeros sismógrafos fueron 

construidos a fines del siglo XIX; aún los 

sismógrafos modernos están basados en el mismo 

principio básico: Con referencia a la figura 2.8 

una masa está suspendida de un marco fijo dentro 

del instrumento, y es relativamente independiente 

del movimiento del marco. Al moverse el marco 

porefectosdelsismo, la fuerza de inercia hace que 

la masa quede estaciona ria, de tal manera que este 

movimiento relativo es registrado con una plumi­

lla en papel enrollado a un tambor giratorio. 

El acelerógrafo registra solo movimientos 

fuertes del suelo que no pueden registrar los 

sismógrafos, no operan las 24 horas, sino que 

tienen dispositivos de arranque que los activan 

cuando el movimiento sobrepasa cierta inten­

sidad, fUeron inventados en 1930 y producen 

acelerogramas que proporcionan una imagen del 

sacudimiento del suelo que representa la historia 

de las aceleraciones experimentadas durante el 

temblor. El nivel de aceleración se mide en 

términos de "g" (aceleración de la gravedad = 

980.665[cm/s2J aproximadamente), o en unidades 

llamadas ga/s (1 [gal) = 1 [cm/s2J ). La medida de 

aceleración se usa para indicar el posible poder 

destructivo de un sismo (o sea la posible inten­

sidad). 

El registro más importante (ara los In­

genieros Civiles es el acelerograma, pues cono­

ciendo las aceleraciones del terreno es posible 

estimar las fuerzas de inercia que se generan en 

las estructuras, permite una evaluación cuan­

titativa de la intensidad sísmica con un mayor 

grado de seguridad que la que se tendría usando 

la escala MM. Con la ayuda de una computadora 

programada con métodos numéricos apropiados, 

es posible realizar la integración con respecto al 

tiempo del registro del acelero grama, con lo cual 

se obtiene la historia de velocidades, e integrando 

nuevamente se obtiene la de desplazamientos del 

terreno con gráficas como las mostradas en la 

figura2.9. 

2.4.- ONDAS SISM ICAS. 

ONDAS SISMICAS.- Son ondas por me­

dio de las cuales se produce la propagación y 

disipación de la energía generada por un te­

rremoto. Las bay de cuatro tipos clasificadas en 

dos grupos: Ondas de cuepo y ondas de super­

ficie [ref.lJ, 
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TerraTPto del 29 de novianbre de 
1978 en Chxaca, México. Los n~ 
ros rcmanos encerrados en círcu­
los muestran la :intensidad en 
puntos específicos. 

Figura 2.7Mapa de Isosistas, líneas ele igual intensidad (escala f1>l) [ref.14]'.: 

Dirección Norte~Sur 
... ,, 

Direcci6n, J. "vertical 
'' 

FigiJra2.8 El principio básico dcl sisi6gfafo de péndulo. [ref.6) 
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Tiempo 
Figura 2.9. Historias de aceleraciones, velocidad es y desplazamientos del terreno en 

un sismo registrado en la ciudad de México [rct 81. 

2.4.1.· ONDAS DE CUERPO. 

ONDAS DE CUERPO.-Son aquellas que 

viajan en el interior de la masa rocosa en que se 

generan al ocurrir el aíallamiento. Las hay de dos 

tipos: 

a) Ondas P (primalias o longitudina/es).-Son 

de compresión y expansión del material en la 

dirección de propagación, transmiten a través 

de cualquier material y son las ondas más 

rápidas, ver figura 2.10 (velocidad promedio de 

7 a 8 [km/s] [ref.!J). No son tan destructivas. 

b) Ondas S (Secundarios o /1'ClllSVel3'ales).- Sa­

cuden las partículas en ángulos rectos a· su 

dirección de propagación, es decir su 

movimiento es de arriba a abajo y de lado a lado, 

sacudiendo el suelo vertical y horizontalmente 

respectivamente, transmiten sólo en materiales 

sólidos, son las ondas más destructivas, también 

se les llama ondas de corte y su velocidad es 

menor que las ondas P (aproximadamente 3/5 

de la velocidad de la onda p [rcf.lJ). 
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Compresión Medio no 

•) O.do p i i '"'""''º 

1111u11mrru 1ijc1n11 
L Dilatación __j 

.c.L __ ....;D;;..•;.;.'re.;;..c....;c.;;..ió;.;.n....;d....;e:..Jp"-'r....;o,¡;,p;:;iag;z;:a;.;.c....;ió;.;;n'-----> 

b) Onda S 

-r;:ble amplitud 

---J Longitud de ondal--
.c.L ___ o_1_r_ec_c_1ó_n_d_e-'p'-r_o.._p_,ag"-a-c_ió_n ____ :)> 

e) Onda Love 

~[I 1~11 
/ D1recc1on de propagac1on ::> 

d) Onda Raylelgh 

-iifHUJ 
/ Dirección de propagación > 

Figura 2.10. Forma del movimiento del suelo según los cuatro tipos de ondas sísmicas [rot 6J. 
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2.4.2.· ONDAS SUPERFICIALES. 

ONDAS SUPERFICJALES.-Son aquellas 

que viajan a lo largo de la superficie terrestre, en 

donde son generadas por las ondas P y S que 

llegan a dicha superficie. Haciendo referencia a la 

figura 2.10 las hay de dos clases: 

a) Ondas L (Loi•e o laigas).-Mueven el suelo 

de lado a lado en un plano horizontal paralelo a la 

superficie terrestre sacudiendo las partículas en 

ángulos rectos a la dirección de propagación, se 

transmiten sólo en materiales sólidos, son muy 

destructivas, su velocidad es menor que las ondas S. 

b) Ondas R (Raylei¡j1) .-Producen ondulación 

vertical en la superficie, de tal manera que una 

partícula se movería según una elipse al pasar la 

onda, transmiten a través de cualquier material, 

son muy destructivas y se desplazan más despacio 

que las ondas L. 

2.4.3.· VELOCIDADES DE LAS 
ONDAS SISMICAS. 

Las velocidades de propagación de las ondas 

sísmicas son, en orden decreciente: 

ondasP >011darS > ondasR, y están dadas por 

las siguientes fórmulas (rel4l: 

ONDAP: 

vp=)1-v}E/((1·11-2v2)p] -=J<A+ 2G)/p .. (2.5) 

ONDAS: 

..... (2.6) 

Debemos recordar las siguientes relaciones 

de la Teoría de la Elasticidqd[rel 111: 

V = ),/ /2(). + G)] 

G = El (2(1 + i•)J 

), = Ev/ ((1 +v)(1-2v)] 

donde: 

E-Módulo de Young (ton/m2J 

V-módulo dt polsoon(adlmenelonalJ 

p-densldad de masa (ton·oeg2/m•¡ 

Vp·Velocldad onda p (m/•l 

G-m6dulo de cortante o dt rigidez (ton/m2¡ 

).-constante de Lamé (ton/m2J 

Vrvelocldad onda o [mi•! 

H-eopeoor del estrato de ouelo lml 

vi.·velooldad onda L [m/•l 

..... (2.7) 

..... (2.8) 

..... (2.9) 

v',·velocldad onda a en ef eotrato auperfiolal lm/•l 

w.Jrecuenola de la onda (radlanes/oegJ 

ONDAL: 

. Love demostró que estas ondas se presentan 

en la superficie de un sólido estratificado con 

velocidad dentro del intetvalo: v's < VL< Vs 

Usando apóstrofos para indicar el estrato, v¡_ 

puede determinarse con: 

G{1 ·(Nv2s)J o.s _ {G'[(Nv' 2,\)-1] ns 

tan(wH[(Nv' 2~ -11°·5/Vf...)} = o ..... (2. 10) 
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ONDA R: Rayleigb demostró que Vr puede 

determinarse con: 

[2 -v2r!v20} 2 = {4{1 - V2r/V2p] o.s 

..... (2.11) 

conVr < Vs vrveloeldad onda A [mi•) 

La solución de las ecuaciones (2.10) y (2.11) 

puede llegar a ser complicada, pero su tratamien­

to se simplifica si se adopta la llamada Relación de 

Poisso11 la cual arroja resultados con buena 

aproirimación en la mayoría de las rocas de la 

corteza terrestre, dicha relación establece que: 

Nucleo ex-terna 

..... (2.12)Relaclón de 
Poisson 

Cor-tezo. . , 

Mar)to 2B32CkÍ'l] 

N~cleo Interno s~llcio 

Como ejemplo de los usos geológicos de las 

ondas sísmicas, se ha logrado conocer la estruc­

tura interna de nuestro planeta mostrada en la 

figura 2.11 . 

2.4.4.- LOCALIZACION DE TERRE· 
MOTOS Y SUS MAGNITUDES. 

Las ondas P y S viajan 3 través d~ interior de 

la Tierra, basta los sismógrafos ubicados en 

diferentes estaciones de registro, las ondas L y R 

llegan posteriormente desplazándose a lo largo de 

la superficie terrestre tal como se ilustra en la 

figura 2.12. 

L 

oorloza 
teJTestre 

Figura 2.fr Tipos de onda~ sísmicas. 

Figura :z.u. Estructura ·interna del Pl~neta Tierra [rel 11. 
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Partiendo de miles de experiencias y obs.er­

vaciones de sismos en todo el mundo se han 

logrado establecer los tiempos promedio de 

recorrido de las ondas P y S y se han preparado 

Tablas de Tiempo como la mostrada en la figura 

2.13. 

La localización de focos y epicentros de te­

rremotos, se efectúa a partir del tiempo que tar­

dan las ondas P y S en llegar hasta una estación 

sismográflca, con relación a la figura 2.14 este 

tiempo de llegada es registrado en el slsmograma 

obtenido en la estación. A partir de dicbo sis­

mograma se determina la diferencia o intervalo de 

tiempo entre el arribo de las ondas mencionadas, 

y consultando la Tabla de Tiempos de la figura 

2.13 puede ser leída en ella la distancia entre la 

estación de registro y el foco del sismo. 

90 

80 

70 

60 

50 

40 

30 

20 

10 

a)Qnlllca Tiempo-Distancia 

ll 
UJ L/ 
o / 

:~ ll 
'::::; I' 
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/ ..... ¡.§ 

.lt). 
,,,, p --i-

1, ;,...- ...... w lJ... s 
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/ 

Contando con tres o más sismogramas 

registrados en diferentes observatorios, se 

tendrán tres o más intervalos de tiempos de arribo 

delas ondas PyS,yportanto tres o más distancias 

entre el foco y las estaciones de registro. 

tiempo 
¡ 1 ¡ t 1 1 ¡ 1 ¡ 1 ¡ 1 ¡ 1 ¡seg. mm 
o 10 20 30 40 50 60 70 

Figura 2.14.Sismograma mostrando los 
tiempos de llegada de las ondas p y s[ref. 6J, 

Empleando el procedimiento llamado 

Triangulación, que consiste en trazar arcos de 

b)Tabla de Tiempos preparada a panlr de fa grdllca a) 

Distancia Tlempoa de 
Intervalo 
de tiem 

recorrido pos de 
al Foco arribo 

onda P ondas S-P 
[millas][km] [mln] [mln] [mln] 

1000 1609 3.57 6.17 2.60 

2000 3218 6.08 10.95 4.87 

3000 4827 8.52 15.05 6.53 

4000 6436 10.43 18.17 7.74 

5000 8045 11.57 21.05 9.48 

8000 9654 12.95 23.65 10.70 

7000 11263 14.00 26.00 12.00 

Figura 2.13. Tiempos promedio de recorrido de 
las ondas sísmicas P,S y L[ref. lJ_ 
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Figura 2.15. Nomograma para la detenninación de Ja Magnitud Richter[ref. 61. 

clrculo sobre un mapa geográfico, con centro en 

cada estación y radio igual a la distancia calculada 

correspondiente, se obtendrá un punto de 

intersección de los arcos. Al determinar la lon­

gitud y latitud del citado punto, habremos 

localizado el foco del terremoto y su tiempo de 

ocurrencia. 

Como se mencionó en el inciso 2.3.2, la mag­

nitud de un terremoto se mide de acuerdo a la 

escala de Richter y la medida es única inde­

pendientemente del lugar de ubicación de la 

estación sismográfica. La escala de Richter es de 

tipo logarítmico y designa las magnitudes con 

números, pero sin tener especificado un límite 

inferior o superior (las mayores magnitudes 

registradas en el mundo no han sobrepasado de 

8.9 y se ban registrado microsismos de magnitud 

-z[ref. 6~; esta escala se.basa como ya se indicó en 

los registros de sismógrafos ubicados a una distan­

cia de lOO[km] del epicentro. Existen diagramas 

como el de la figura 2.15 para corregir la magnitud 

de Ricbter a distancias variables desde el 

epicentro. 

Para determinar la ~agnitud de Richter para 

un sismo dado se requieren: a) La diferencia de 

tiempos de arribo de las ondas P y S y b) La 

amplitud máxima de las ondas registradas por el 

sismógrafo, ver figura 2.14. Con estos datos y 

usando el nomograma de la figura 2.15, se unen el 

punto correspondiente a la columna de "tiempos 

de arribo" con el de la columna de "amplitud"; la 

magnitud será leída en el punto de intersección 

con la columna de "Magnitud". 
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2.5.-ACTIVIDAD SISMICA. 

SISMICIDAD.-Es la descripción de las 

características sfsmicas de una región geográfica. 

RIESGO SISMICO.-Es la probabilidad que 

se calcula para una región geográfica de la ocu­

rrencia de sismos que ellcedan o igualen deter­

minada intensidad. 

BRECHA SISMICA.-Es la parte de una 

placa tectónica en subducción, que no ba sufrido 

desplazamientos ni rupturas recientes y en la que 

cabe esperar terremotos a futuro que cerrarán la 

brecha. 

2.5.1.· SISMICIDAD MUNDIAL. 

Continuamente se producen terremotos en 

todo el mundo, 10% de ellos se generan a lo largo 

del sistema de dorsales centroceánicas por 

elltensión y transformación de las placas 

tectónicas, y aprmdmadamente el 90o/o restante se 

deben a la subducción ocurrida en fosas o 

trincheras [r•f. 6J. 

Localizando los centros o focos de sismos 

históricos mundiales, se ban encontrado regiones 

sísmicamente activas, de las cuales destacan: 

CINTURON DE FUEGO CIRCUM­

PACIFICO.-La actividad sísmica se localizo en 

los bordes de la Placa del Pacífico que aparece en 

la figura 2.2, donde por subducción, ésta y otras 

pequeñas placas se introducen bajo las platafor-

mas continentales de América y Asía. En esta 

zona se libera anualmente el 90% de la energía 

sísmica mundial [rer. 7l, 

CINTURON ALPINO.- Los epicentros de 

los sismos se localizan afectando a países como 

Turquía, Grecia, Yugoslavia, Italia, España, Por­

tugal, norte de Africa, Irán, lrak, l~ia y China. 

En esta región se libera aproximadamente el 10% 

de la energia sísmica mundial[r•L 71, 

Las estaciones sismográficas distribuidas en 

todo el mundo reportan en promedio 600 te­

rremotos anualmente, pero se estima que su nú­

mero es del orden del millón anual distribuidas 

como se indica en la figura 2.16. 

La idea de que un gran número de pequeños 

sismos en una región alivia los esfuerzos en las 

rocas del subsuelo, reduciendo el riesgo de un 

Terremotos Magnitud Promedio anual 

Grande 7.7-6.6 2 

Importante 7.0-7.7 12 Observado 
realmente 

Destructivo 6.0-7.0 108 
potencial-

mente 

5.0-6.0 800 Estlmac!o-
nes para 

4.0-5.0 6200 toda la 

3.0-4.0 49000 llerra, 
basada en 

2.5-3.0 10CXXX: muestreo 
de 

reglones 
especia les 

Figura 2.16. Promedio Anual de terremotos de 
foco somero (1904-1946) (r•l. tJ. 
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gran terremoto, no concuerda con los datos ob­

seivados; esto se explica por el hecho de que la 

energía disipada por una orda de temblores 

pequeños es mínima en comparación con la que 

disipa un gran terremoto, (por ejemplo se 

necesitan 1 millón de siamos de M= 4.3 para 

liberar la misma energía de un terremoto de 

M=B.3). Una estadística de los terremotos 

bistóricosmundialesimportantcs(M;:: 6), puede 

obseivarse en la figura 2.17. 

2.5.2.· SISMICIDAD EN MEXICO. 

En México se sitúan dos regiones sismicas: 

La la. localizada en el extremo norte del 

Golfo de California cuyos sismos son debidos a la 

falla transforman te Imperial (prolongación de la 

falla de San Andrés), que penetra en el golfo. 

En la figura 2.2 se obseiva que la 2a. se 

localiza en las costas del Pacífico afectando los 

estados de Jalisco basta Chiapas; los sismos se 

deben al mecanismo de subducción de las 

pequeñas placas de Cocos y de Ribera bajo la 

plataforma continental de Ja placa_ Nor­

teamericana. 

La sismicidad en dichas regiones coloca a 

nuestro país en el 2o. lugar mundial eri cuanto a 

·riesgo sísmico (Japón es el primero )Írer.31. 

Los sismos en la primera región afectan al· 

valle de Mexicall y al mar de Cortés dañando 

ocasionalmente las poblaciones de sus costas. La 

zona de subducción de la segunda región es la de 

mayor riesgo sísmico y ha producido los sismos 

Fecha 
12-JUN-1897 

03-SEP-1899 

1O-SEP-1899 

31-ENE-1906 

18-ABA-1906 

17-AG0-1906 

28-DIC-1908 

03-ENE-1911 

13-ENE-1915 

16-DIC-1920 

01-SEP-1923 

26-DIC-1932 

02-MAA-1933 

31-MAY..1935 

24-ENE-1939 

27-DIC-1939 

28-JUN-1948 

30-MAY-1960 

01-SEP-1962 

26-JUL-1963 

28-MAA-1964 

31-AG0-1968 

09-FEB-1971 

23-DIC-1972 

04-FEB-1975 

04-FEB-1976 

27-JUL-1976 

19-SEP-1985 

Figura 2.J.7. 
bles J rcls. 1 y 6]

0 

Luaar MaanHud 
Assam,lndla 8.7 

Yakatut,Alaska 7.8 

Yakatut,Alaska 8.6 

Colombia _,. 8.6 

Sn.Franclsco,Calf. 8.25 

Ch lle 8.4 

Messlna,ltalla 7.5 

Tle Shan,Chlna 8.4 

Avezz.aro, Italia 7.0 

Kansu,Chlna B.5 

Kanto,Japón B.2 

Kansu,Chlna 7.6 

Japón 8.5 

Quetta,lndla 7.5 

Chlllan,Chlle 7.75 

Erzlncan,Turquía a.o 
Fukul,Japón e.o 
Surde Chile 8.5 

Noroeste de Irán 7.3 

Skopje,Yugoslavla B.O 

Alas ka 6.6 

Irán 7.4 

Sn. Ferndo,Calf. 6.5 

Managua,Nlc. 6.2 

Llaonlng,Chlna 7.4 

Guatemala 7.9 

Tangshan,Chlna 7.6 

Guerrero, Mexlco 8.1 

Terremotos mundiales nota-
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fecha Latitud Longitud M Fecha Latitud 1 Longitud M 
ºN °W ºN ºW 

25-MAR-1806 18.9 103.8 7.1 02-JUN-1916 17.5 .. 95.0 7.1 
31-MAY-1818 19.1 103.6 7.7 21-NOV-1916 18.0 100.0 7.0 
04-MAY-1020 17.2 99.6 7.6 29-DIC-1917 15.0 97.0 6.9 
22-NOV-1837 20.0 105.0 7.7 22-MAA-1928 16.2 95.5 7.5 
09-MAR-1845 16.6 97.0 7.5 17-JUN-1928 16.3 96.7 7.8 
07-ABR-1845 16.6 99.2 7.9 04-AG0-1928 16.8 97.6 7.4 
05-MAY-1854 16.3 97.6 7.7 09-0CT·1928 16.3 97.3 7.6 
19-JUN-1858 19.6 101.6 7.5 15-ENE-1931 16.1 96.6 7.8 
03-0CT-1864 10.7 97.4 7.3 03-JUN-1932 19.8 104.0 8.2 
11-MAY-1870 15.6 96.7 7.9 18-JUN-1932 19.5 103.5 7.8 
27-MAR-1872 15.7 96.6 7.4 30-NOV-1934 19.0 105.3 ..... 7.0 
16-MAA-1874 17.7 99.1 7.3 26-JUL-1937 18.4 96.4 7.3 
11-FEB-1875 21.0 103.8 7.5 23-DIC-1937 17.1 98.1 7.5 
09-MAA-1075 19.4 104.6 7.4 15-ABR-1941 10.8 102.9 7.7 
17-MAY.1879 18.6 98.0 7.0 22-FEB-1943 17.6 101.1 7.5 
19-JUL-1882 17.7 98.2 7.5 06-ENE-1948 17.0 98.0 7.0 
03-MAY-1887 31.0 109.2 7.3 06-ENE-1948 17.0 98.0 7.0 
29-MAY-1087 17.2 99.8 7.2 14-DIC-1950 17.2 98.1 7.1 
06-SEP-1689 17.0 99.7 7.0 28-JUL-1957 17.1 99.1 7.5 
02-DIC-1890 16.7 98.6 7.2 11-MAY-1962 17.2 99.6 7.0 
02-NOV-1894 16.5 98.0 7.4 19-MAY-1962 17.1 99.B 6.7 
05-JUN-1897 18.3 95.4 7.4 06-JUL-1964 18.3 100.4 7.4 
24-ENE-1899 17.1 100.5 7.5 23-AG0-1965 16.3 95.8 7.8 
20-ENE-1900 20.0 105.0 7.4 02-AG0-1968 16.6 97.7 7.4 
16-MAY.1900 20.0 105.0 6.9 30-ENE-1973 18.4 103.2 7.3 
14-ENE-1903 15.0 98.0 7.7 28-AG0-1973 18.3 96.5 7.1 
15-ABA-1907 16.7 99.2 7.7 29-NOV-1978 15.8 96.8 7.6 
26-MAA-1908 16.7 99.2 7.7 14-MAR-1979 17.3 101.4 7.4 
27-MAR-1908 17.0 101.0 7.0 25-0CT-1981 17.7 102.2 7.1 
30-JUL-1909 16.8 99.9 7.3 07-JUN-1982 16.3 98.4 6.7 
31-JUL-1909 16.6 99.5 6.9 07-JUN-1982 18.4 98.5 6.8 
07-JUN-1911 17.5 102.5 7.7 19-SEP-1985 18.3 102.7 8.1 
16-DIC-1911 16.9 100.7 7.6 21-SEP-1985 17.8 101.7 7.3 
19-NOV-1912 19.9 99.8 7.0 30-ABR-1986 18.4 103.0 7.0 

Figura 2.18. Catálogo de sísmos mexicanos [ref. 31. 

históricos más grandes que integran el ~atálogo 

mostrado en la figura 2.18. 

El Ingeniero Civil y otros espeéiatistas 
: .· • :e 

debemos prepararnos para afrontar dé manera 

eficiente y segura los retos y riesgos planteados 

pervivir en una zona sísmica. Las placas de Cocos 

y de Rivera al verse forzadas a sumergirse bajo la 

placa Norteamericana, generan durante el 

transcurso de los años una alta concentración de 

esfuerzos en las rocas que forman sus bordes de 

contacto. 
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Al producirse el afallamiento de las rocas, Jos 

corrimientos y rupturas se generan en la placa 

tectónica aunque no a todo Jo largo de ésta, dando 

origen a las zonas no fracturadas llamadas 

brechas sísmicas que se indican en la figura 2.19. 

En la figura 2.20 se aprecia como cada vez que 

se vence Ja resistencia al deslizamiento, se generan 

ondas sísmicas produciendo un terremoto. 

2.5.3.· SISMICIOAD EN EL VALLE 
DE MEXICO. 

Los efectos de propagación de las ondas 

sísmicas dependen en gran parte del tipo de suelo 

y rocas por el que viajan. El valle de México 

enfatiza esta característica ocasionando la 

amplificación de dichas ondas y provoéando 

mayores aceleraciones del terreno, efecto q'ue 

constituye un factor de riesgo sísmico c1ue se debe 

tomar en cuenta. 

El subsuelodel Valle de México constituye un 

vaso natural azolvado, formado por procesos 

volcánicos que cerraron el drenaje de la cuenca 

mediante la formación de las sierras de Pachuca, 

Tepotzotlán, Guadalupe, Patlachique y Tepozán 

(al norte); delas Cruces, MonteAlto, Monte Bajo 

y Tepotzotlán (al oeste); de Calpulalpan y 

Nevada (al este)¡ y de 01ichinautzin (al sur); 

dando origen a la serie de lagos mostrados en la 

figura 2.21,cuyasdimensionesvariaron en función 

de las condiciones hidrológicas que se presen­

taron a lo largo de miles de años. 

Actualmente para fines de ingeniería, el valle 

se delimita en las tres zonas que aparecen en la 

figura 2.22[rel 121 y que son: 

a) Zona del lago o de temmo compresible.-Los 

depósitos de suelo se formaron a partir del Lago 

de Texcoco y de sedimentos provocados por 

erupciones de los volcanes circunda~tes. El tipo 

de suelo lo constituyen en su mayor parte arcillas 

de alta compresibilidad, con grados de saturación 

de agua del 80%, con baja resistencia y alta 

deformabilidad, en espesores promedio de 

35[m](ref.13]. 

b) Zona de lomas o de terreno fbme.-Está 

fuera de la influencia del material lacustre, se 

caracteriza por suelos firmes, compactos y com­

--puestos por arenas limosas con altos contenidos 

de gravas muy cementadas y en ocasiones por 

derrames de lava. 

c) Zona de tmnsicion.-Contiene materiales 

lacustres de menor espesor que los de Ja zona del 

lago. Se tienen secuencias alternadas de estratos 

compactos de materiales limosos y arenosos y 

capas de arcilla blanda en espesores desde 

centímetros a pocos metros. 

2.5.4.· INSTRUMENTACION 
SISMICA. 

La instrumentación a base de acelerógrafos 

en las diversas zonas de un país es de gran impor­

tancia, ya que es Ja única forma de obtener datos 

precisos y científicos, que nos proporcionen las 
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o 
[km] 

• Acelerógrafo 

103ºW , 102º 101 º 100º 99º 98º 

Figun¡2.Í913~ ~~y Red Acelerográfica de Guerrero. [ref.3]. 

Figuia2.ZOP~etración de la Placa de Cb:os !ajo la Placa Norteamericana [ref.7] 
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Figura 2.21 Evolución de los lagos durante la fomación del subsuelo del 
Valle de ~éxico. [ref.7]. 
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.1·:.•. 

ZO~A DE LAGO 181 

Figúra2.22Zonas estratigráficas de la Ciudad de México. [ref.7]. 
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características sísmicas fieles de dichas zonas, y de 

esta manera poder adoptar mejores criterios de 

disefio para obras civiles.Así por ejemplo en la 

Ciudad de México la red acelerográfica fue in­

crementada a partir de 1985, llegando a contar en 

la actualidad con 108 acelerógrafos[re( 71, también 

se cuenta con la Red Acelero gráfica de Guerrero 

2.6.- PROBLEMAS RESUELTOS. 

que consta de 29 estaciones dotadas de 

acelerógrafos digitales, ver figura 2.19. Todos 

estos instrumentos son de disefio moderno, y es 

posible transmitir la información registrada por 

vía telefónica o por radio a centros de 

procesamiento. 

I.-Deducir las expresiones para calcular la velocidad de las ondas sísmicas en una masa de rocas en 

la cual es aplicable la Relación de Poisson. 

Según el inciso 2.4.3 la Relación de Poisson implica 

sabemos que 

sustituyendo (a) en (2. 7) 

La ecuación (2.5) establece que 

sustituyendo (a) en (2.5) 

pero según la ecuación (2.6) 

por lo tanto de (2.6) y (c) 

conocemos que 

v =A/{2 (.l + GJl· 

JI = .t/{2 (.t+A)J L.t l(~.t) = Ú4 

Vp "'°ffi+2G)t~Tº·6 

vp·i¡:3Gt~J.~:~:.t .> 

v~~r~~iF _ 
•· Vp ;;·. {S} o.~ ((3/p Jº'6 

12-.r,1tl-,J 2 = 4[1 -v2,t?pJ ~·.6 [1~ ..;,pa],º·6 

Desarrollando el cuadrado del miemb~ fzqui~rdoy~~;,,~ de (dJ v2p = 3tl-s: 
-:, -' ,." ·.,-'; -•,"' .. ; ', - .. 

Factorfzando 

4[1-v2;!v2s+ v4r/4v4s/ '=4{1-.rrt3v2s] 0
•
6 [1-v2rfv28J 0 •6 

.· ,... . --

... (a) 

..... (2.7) 

... (b) 

.... ;(2.5) 

... (c) 

..... (2.6) 

... (d) 

..... (2.11) 
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elevando al cuadrado 

desarrollando 

ordenando 

rrvltlp//cando ambos miembros de (e) por 16 y si hacemos m= Vr/Vs 

m8 -Bm8 + 18.67m4 -10.67m2 =o 

dividiendo entre m2 

m8 -8m4 + 1B.87m2 -10.67 =o 

la ecuación (g) tiene las siguientes seis ralees: 

m¡ = 0.9195 
m2 = 1.777 

m3 = 1.999 
m4 = -0.9194 

m5 = -1.777 
m6 = -1.999 

•.• (e) 

... (1) 

... (g) 

Físicamente nos Interesa la menor raíz positiva, por/o tanto m = 0.9195 "'0.92 ... (h) 

sustituyendo (h) en (1) 0.92 = v rlv s de donde v r = 0.92V s 

Por lo tanto la Relación de fa/sson Implica que: 

(a) ... G = .l 
(b) ... V= 0.25 

(i) .. , Vr :"' 0.92v, ¡ 

... (1) 

..... (212)Relaclón de 
Polsson 

11.-Calcúlensc las velocidades de las ondas p, s y r, que se pr~pagan en un suelo con peso específico 

de 20[ton/m3] y módulo de elásticidad de 2 x 105 [ton/m2]. Supóngase aplicable la Relación de Poisson. 

El peso específico se puede definir como ¡• = WN 

y la densidad de masa está dada por p = mN 

••. (a) 

... (b) 
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e/ peso de un cuerpo se calcula como 

sustituyendo (c) en (a) 

yde (b) 

W= mg ... (c) 

y;,,mgN 

y=pg 

por lo tanto p = ,.tg = 2[ton/m3j/9.80665[m/s2
] = 

= 0.2039[ton-s2/m4
] ... (d) 

de la ecuación (2.5) del Inciso 2.4.3., y por la Relación de Po/sson 
(ec. 2 12) v = 0.25 

y-Peoo espeol!ico d•I 
auelo 

W-peeo dol suelo 

V.yolumen dol euolo 

p-deneldad de masa 

g-aoeleractón de la 
gravedad 

m-masa 

Vp= /r1-v)E/[(1-v-2v2)p] = (1-0.25)(2)(10 6)[tonlm2J l [(1-0.25-(2)0.2s2)(0.2039)[ton-s2/m4
}] y .· 

= J 1177047.572[m2/s2
] 

. Vp = 1084.92"" 1085[m/s] ... (e)velocldad onda p 

de la ecuación (2. 12) 

por tanto 

Va=; vpl[3jo.& = 1085/[3]°·6 = 626.43 ""' 626{m/s] ... (f)velocidad ondas 

Vr = 0.92vs = 0.92(626) = 575.92"" 576[m/s] ... (g)velocldad onda r 

III.-Una capa de suelo de 30[m] de espesor, cuyo peso volumétrico es de 2.3[ton/m3] y con módulo 

de elasticidad de 2.1x105[ton/m2],descansa sobre una formación de roca idealizable como semi-infinita, 

cuyo peso específico es de 2.8[ton/m3] y con módulo de elasticidad de 3 x 106[ton/m2]. Aplicando la 

relación de Poisson, calcúlese la velocidad de las ondas Love en la capa superior de suelo y la velocidad 

de las ondas p y sen ambos estratos. Suponer una frecuencia angular de Ja onda L de 32.679[rad/seg]. 

Usando apóstrofos para Indicar las propiedades en el 
estrato superflclal de suelo, se tiene de la ecuación (d) del 
problema 11 

p' = y'lg = 2.3[ton/m3]/9.80665[m/s2
] = 0.2345[ton-s2/m~ 

-----------~~---_-_-_-_-_ 

dela ecuación (2.5) , - - - - - - - -- --- - -

v 'pV(1-v)E/{(1-v-Y)p'] d (1-o.25)(2_ 1J{1a6)[tonlm2J 1 [(1-0.25-(2)0.252)(0.2345)[ton-s2Jm4]] 

= J 1074626.868[m2/s2
] ~ 1037[m/s] · 
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empleando la ecuación (f) del problema 11 

v'a = v'p/faJ°-5 = 1037/[3]0·
5 = 599[m/s} 

usando Ja ecuación (2.8) 

G' = E/[2(1 + 11} = (2.1)(106}/[2(1 + 0.25)] = 84000{ton/m2
] 

Para el estrato de roca: p = ,.¡!J = 2.B[t0n/m3j/9.80665[m/s2
] = 0.2855(ton-s2tm4

] 

Vp= jrt-v)E/{(1-v-2v2)p] = J1-0.25)(3)(10 8)[ton/m2
] / [(1-0.25-(2)0.252)(0.2855{to'!')2/m4J] 

= J 12609457.09[m2/s2
] · = 3550.98 ""'3551 [mis] 

v8 = vp/{3] 0·
6 = 3551 /{3}0.S = 2050{m/sj 

G = E/[2(1 + v)j = (3)(108)/[2(1 + 0.25)] = (12)(106)[ton!m2
} 

La va/oc/dad de las ondas Lova en la capa superficial es, empleando la ecuación (2. 1 O) 

31 

donde H es el espesor del estrato de suelo, w es la frecuencia de la onda L y\/\. la velocidad 
de dicha onda. Sustituyendo valores: 

(12}(106)[ton/m2}[1-v2t.120502] 
0

•
6

- { (84}(103)[ton/m2J{v 2u'5992
- 1¡o.& 

tg[ 32.679{rad/s}(30)[m](v2L)5992 
- 1; 0

·
6 

/ vl.[m/s}}} = O 

(12)(106){1 - v2L)4202500}o.s - {84)(103){v2Ll358801-1 J 0•
6 

tg[9B0.37[v2t.1358801-1} 0 ·
6tvL] = O ... (a) 

Iterando la ecuación (a) 

VL 1000 1300 1200 1250 1210 1205 .1206.2324 

ec.(a) 625814 -434475 24841 -187820 ~15237. .4948 .. -0.14 .. 

por Jo tanto 

VL ~ 1206{m/s] 
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IV.-El 29 de noviembre de 1978 el territorio mexicano fue sacudido por un terremoto. En la tabla l 

se muestran los tiempos de arrribo de las ondas P y ondas S, que se registraron en cuatro de las diversas 

estaciones sismográficas del país; las coordenadas geográficas para la localización de las estaciones de 

registro se muestran en la tabla JI. Determinar: a) Las coordenadas geográficas de localización del 

epicentro; b) La magnitud en la escala de Rlchter del sismo si se sabe que la amplitud máxima de las ondas 

registradas por el sismógrafo de la estación COM(Comitán, Chiapas), es de 67[mm]; e) La energ!a 

liberada por el terremoto; d) El número de sismos de magnitud Ricbter igual a 2.0 que deben producirse 

para liberar igual cantidad de energía que la calculada en e). 

Eslaclón Clave Ondas p Ondas s 
Hr mm sel! Hr mm sel! 

Tonantzintla,Puebla llT 19 53 42.5 19 54 25 
Instituto de lnge· llM 19 53 55 19 54 44 
nieria, UNAM,D.F. 
Observatorio Oaxa- VHO 19 53 08 19 53 21 
ca, Oax. 
Comitán,Chiapas COM 19 53 54 19 54 44 .·.,.·: 

TABLA l. Tiempos de ambo de Ondas P y S (Adaptado) [re!. 14] • ., .. 

a) Los lnteNalos de arribo o diferencia de tiempos de llegada de las ondas son: 

Clave OndasP OndasS Intervalo(S·P) 
ttr mm Hr mm mm Sel! 

IIT 19 53.71 19 54.42 0.71=42.6 
IIM 19 53.92 19 54.73 0.81 =48.6 
VHO 19 53.13 19 53.35 0.22 = 13.2 
COM 19 53.90 19 54.73 0.83 = 49.8 

TABLA 111. Diferencia de tiempos de llegada de las on· 
das PyS 

Clave Coordenadas 
Norte íN) Oeste (W) 

IIT 19.00° 98.31° 
llM 19.33° 99.18° 
VHO 17.08° 96.73° 
COM 16.15° 92.23º 

TABLAll. Coordenadas geográ· 
ficas de localización de estaciones 
sismográficas [ref. 151. 

Utilizando la columna de la izquierda del nomograma de la figura 2.15 (Inciso 2.4.4), se 
determinan las distancias eplcentrales de las cuatro estaciones en base al intervalo S·P, resultando: 

Clave Dlslanclaeplcenlral [km) Clave Distancia epicenlral [km) 
ll 1 375 VHO 110 
IIM 450 COM 450 
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La Jocalizaclón de las estaciones slsmográficas sobre el mapa geográfico de la República 
Mexicana se muestran en la figura 2.23. Empleando un procedimiento de triangulación se trazan 
arcos de c(rcu/o con centro en la estación de registro y radio Igual a la distancia eplcentral 
correspondiente calculada. El epicentro del terremoto está dado por la Intersección de los arcos, 
por tanto en base a /a figura 2.23 el epicentro está /oca/Izado en el estado de Oaxaca y tiene las 
siguientes coordenadas: 

(16. tºN, 96.6ºW) Coordenadas del epicentro 

100° LONGITUD 

Figura 2.23. Epicentro del sismo del problema IV. 

b) De acuerdo al citado nomograma de la figura 2. 15, uniendo los puntos co"espondlentes a 
450[km} ó 49.8{seg} (datos de Ja estación COM), de la columna 'Distancia-Intervalo da arribo' con 
al punto correspondiente a 67[mm} (máxima amplitud de onda de Ja estación COM), de la columna 
'Amplitud', se obtiene: 

M = 6. 4 (Magnitud de Richter) 
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c) Empleando la ecuación (2.1) del Inciso 2.3.2. 

loguiE = 11.8 + 1.5(6.4) = 21.4 

por tanto 

E= 1x1~1.4[ergs] = 62.797[kllotones} 

NOTA: 1 [kflotón) = 1000 (ton¡ de dinamita= 4x1019 [ergs] 

Compárese con In bomba atómica de 20 [kflotones) que destruyó Hlrool1lma. 

d) La energfa que libera un sismo de magnitud M = 2. O es 

log10E'= 11.8 + 1.5(2.0) = 14.8 

portanto E'= 1x1014
•
8 [ergsj 

34 

el número (x) de sismos de M = 2.0 necesarios paa liberar Igual energfa qua uno de M = B.4 
es . . -. . 

.. . . 

xE' = E portanto X= E/E'= 1X1021 '4/(1X1Ó14·ªJ'= 1X106'~ = 3 981072 slsroos 

V.-Utilizando [os datos obtenidos en el pr()bl~m~ ~rite,rici'r:'~) Q;ícul~r la di;tancia epicentral de las 

zonas, en las cuales los efectos del terremoto; ~e;;áii ~p~n~s.per~ibid~s po~ todos los habitantes que ahí 

residan: b)Si el afallamiento de las rocas ~n elf~~o d~lsisni~ se p~~clujo a iris 10Hr52min 47seg (Tiempo 

del Meridiano de Greenwich o TMG), determin~rl~s tiempos de arribo de las ondas Py S a un sismógrafo 

distante 5000[km] del epicentro. 

a) De la figura 2.6 (Inciso 2.3.2.), el valor mfnlmo da percepción de los afectas del sismo por 
parta de los seres humanos, an la escala MM, es de 

"Ill-Sentido en interiores. Los objetos colgantes oscilan. Duración estimada". 

Usando la Ley de Atenuación de la ecuación {2.2) (inciso 2.3.2.) 

I = log14V//og2 ..... (2.2) 

por tanto 

log14v = l(log2) ,;. (3}/og2 = 0.9031 

14v = 10°·9031 
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de donde 

v = 10°·111131 /14 = 0.57[cm/s} (velocidad del terreno) 

De acuerdo con la Ley de atenuación de la ecuación {2.4) 

V= 15eM(R + 0.17e0·5SM) •1·7 = 15eM/(R +0.17eo.5!lMl)1·7 ..... (2.4) 

de donde 

v(R + 0.17e0·59M;1•7 = 15eM 

elevando ambos miembros a la 1/1.7 

v1lt.7(R + 0.17eº·59M; = 151/t.7eM/1.7 

por tanto ... (a) 

sustituyendo valores en a) 

R= (4.9183)(2. 718281828/·411 ·7 /0.57111·7 - 0.17(2. 718281828)º·59<6·4> 

R = 287.98 ""288 [km} (distancia epicentral para intensidad MM = 111) 

b)Empfeando fa gráfica a) Tiempo-Distancia de la figura 2.13 (Inciso 2.4.4.) para una distancia 

R = (5000[km])(1 milla /1.609km) = 3107.5 [m/ffas] 

se obtiene 

Onda Tiempo de recorrido [min) 
p 9.091 
s 16.364 

por tanto las ondas llegarán al sismógrafo a 
fas(TMG): 

Onda Hora de nartida Hora de Itero da 
Hr mio Sel!. Hr mio sel!. 

p 10 52 47 11 01 52 
s 10 52 47 11 09 09 
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2. 7.- PROBLEMAS PROPUESTOS 

I.- Mediante un estudio geológico se determinó Ja siguiente estratigraffa del subsuelo: 

1) Una capa de arena limosa con peso volumétrico de 1.78 [tonlm3), módulo de elasticidad de 1.9x 

105 [tonlm2], módulo de poisson de 0.35 y un espesor de 15 [m]. 

2) Un estrato de granito con peso volumétrico de 3.15 [tonlm3), módulo de elastidad de 3.5 x 106 

[tonlm2], módulo de poisson de 0.12 y espesor prácticamente infinit().· · 

Calcular Ja velocidad: a) de las ondas P y Sen ambos estratos; b)de las imdas Love en Ja capa de 

arena suponiendo que poseen una frecuencia angular de %.s[t~dl~~~fr'·~)·d~las ondas Rayleigh en la 

arena. 

Solución: a) Capa de arena (usando apóstrofos párá sus pf~piécJades): .. v'p = 1296 [mis], 
v·. = 623 [mis}. Estrato rocoso: Vp = 3356{mls], v.= 2206[mls]; b)· V'L = 825.31 [mis]; 
c) v'r = !!82.489 [mis]. " ·· · · .· · 

: .: .. ~· ·~· ·~ . 
ll.- Resolver el problema anterior suponiéndoválida la Rel~ción de Poisson: c'Ompár~~e proceso de 

solución y resultados. 

Solución: a) Capa de arena· (usando apóstrofos p~ra sus propledad~~):iv;p{= iid/;};,,;~¡, 
V'o = 647 [mis}. Estrato rocoso: Vp = 3616 {mls],.v~ = 2088 [mis];· b)v'L..c=:'877.49[m/s); 
c) v'r = 595 [mis}. · · · :;;;: < 

lll.-Para el sismo de magnitud M :: 4.8 acontecido el 14 d~ abril de t989alas 01;w~.1i ~in. 59 seg., 

cuyas coordenadas geográficas epicentrales:s~~ [ref. ts 1:14.00ºN (latitud), 93;lºW}lóngitud), deter-

minar: 

a) Los tiempos de intervalos de arribo apró'xir'ri~dos de J~s ondas P y S a las sÍguientes estaciones: 

Esloción Clave e n n r d • n .a d a s 
Norte lNJ Oeste¡w¡ 

Tapachula ,Chiapas TPX 14.90° 92.25° 
Chicoasen,Chiapas CSN 16.97° 93.llº 
Comitán,Cbiapas COM 16.15° 92.23º 
Presa Benito Jua- PBJ 16.44° 95.41° 
rez Oaxaca. 

b) la máxima amplitud de onda registrada en las estaciones citadas en a), y 
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e) la energfa liberada por el sismo. 

Solución: a) 

a.ve Intervalos d~ uribo (S·P) [sea] Clave Intervalos de arribo (S·P) [sec] 
TPX 16 COM 30 
CSN 38 PBJ 42 

b) 

.... 
a.ve Amplltu4 de onda [mm] Clave Amplitud 41e on41a [mm] 
TPX 49.9 COM 4.7 
CSN 10.7 PBJ 3.3 

o) E = 0.25 [kflotones] 

IV.· Durante una prueba subterránea en el desierto de Nuevo México, Arisona; se biza detonar una 

bomba de Hidrógeno (bomba H), liberando una energía de 10 [megatones]•. Suponiendo que el 40% de 

dicha energfa se convierte en ondas sísmicas, calcular: a) La magnitud aproximada del sismo provocado, 

y b) la intensidad teórica con la cual serán sentidos los efectos de las ondas sísmicas en las poblaciones 

distantes 400 [km] del lugar de la detonación. 

Solución: a) M = 6.9; b) I = 2.9 ""' 111. 

*NOTA: 1 [Meua1.:n1 = 1 X 1 o 3 lkllotÓnJ 
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3.1.- DEFINICIONES!,.'· 11 

SISTEMA VIBRATORIO.- Cuerpo o conjun­

to de cuerpos que poseen masa y elasticidad y que 

pueden vibrar u oscilar. Se clasifican en a)Sis­

temas discretos y b ')Sistemas co111i1111os. 

CICLO.- Serie de movimientos que realiza el 

sistema vibratorio y que culmina al retornar o 

pasar por su posición original. 

PERIODO.- Es el tiempo que tarda el sistema 

vibratorio en completar un ciclo de su movimiento 

oscilatorio. 

FRECUENCIA NATURAL.· Es el número de 

ciclos del movimiento oscilatorio que efectúa el 

sistema en un segundo. 

AMORTIGUAMIENTO.- Es la pér<lida de 

energla por causa de fricciones internas o externas 

y ocasiona que la amplitud de la vibración decrez­

ca. Constituye una fuerza que se opone al 

movimiento. Tipos de amortiguamiento: 

a) Amo11iguación viscosa.- Se produce cuan­

do el sistema vibra dentro de un fluido. La 

amplitud del movimiento oscilatorio decrece ex­

ponencialmente. 

Po= ex' 

Po.fuerza amortiguadora 

o-conot<>nle do proporclonalldad vlocooa 

x'-velocidad de la maoa del cuerpo 

.. ... (3. 1} 

b) AmoHÍ8fmció11 por fricció1L-Se produce 

cuando el cuerpo se mueve sobre una superficie 

seca. La amplitud decrece linealmente. 

Po=µN ..... (3.2) 

µ-ooenolente de fricción 

N.fuerza normal a la ouperflcle de deollzamlonlo 

c) Amoniguación Estmctural.-Se genera 

cuando la energía del sistema se pierde por fric­

ciones internas en el material. 

Po= lpPe 

1-unldad Imaginaria 

PE.fuerza• elásticas Interna• 

p-conotanle de proporcionalidad estructural 
(generalmente = 0.05 1••1·11¡ 

.... .(3.3) 

FUERZA EXCITATRIZ.- Es la fuerza que in­

yecta energía a un sistema oscilatorio y puede ser: 

a)Am1ó11ica, b)en la base, c)por impulros, d)ar­

bitraria. 
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GRADOS DE LIBERTAD (G.L.).- a) Diná­

micamente es el número de coordenadas inde­

pendientes necesarias para describir la posición 

de un cuerpo oscilante en un momento dado. 

b) Estáticamente es el número de desplazamien­

tos que se eligen para definir el perfil deformado 

de una estructura. Son las componentes de los 

desplazamientos nodales. 

3.1.1.· SISTEMAS DISCRETOS. 

SISTEMA DISCRETO.- Las masas y elas­

ticidades de los cuerpos oscilatorios, están 

segregadas y concentradas en uno o diversos 

elementos. Se subdividen en: 

1) SISTEMA DISCRETO SIMPLE, SENCI­

LLO O DE 1 G.L.-Tiene sólo un grado de liber­

tad y una masaquesepuede concentraren un sólo 

elemento como se indica en la figura 3.1. 

ll)SJSTEMA DISCRETO COMPUESTO O 

DE V ARIOS G.L.- Tiene masas concentradas en 

más de un punto y posee más de un grado de 

libertad, ver figura 3.Z. 

3.1.2.· SISTEMAS CONTINUOS. 

SISTEMA CONTINUO.- Aquel sistema en el 

que las masas y elasticidades están distribuidas en 

todo el cuerpo oscilante, obsérvese la figura 3.3. 

Flgna 3.3. Sistema contin1o10 

Para todo sistema oscilatorio los casos 

básicos de interés resultan de la combinación de: 

a) Una Cuerza excitatriz que puede obrar de una 

forma continua y sostenida sobre la masa del sis­

tema (denominada vibración forzada), o que 

puede actuar sólo una vez desplazando la masa 

Cuera de su posición original de equilibrio 

estático, iniciando as{ la oscilación (llamada 

vibración libre), y b) La existencia o no de amor­

tiguamiento que disipe la energía cinética extin­

guiendo el movimiento. 

k-rigidez del sistema 
m-masa del cuerpo oscilante 
x-desplazamiento de la masa 

Figura 3.1. Sistema discreto simple de 1 G.L. Figura 3.2. Sistema discreto compuesto de 2 G.L 
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3.2.· OSCILACIONES EN 
SISlEMAS DISCRETOS DE UN 
GRADO DE LIBERTAD. 

DISCRETIZACION DE MASAS EN 
ELEMENTOS DE SOPORTE 

Los elementos de soporte (columnas, muros, 

etc), de una estructura que pueda modelarse 

como un sistema simple, físicamente son sistemas 

continuos; pero para facilidad en la solución de 

problemas, en la práctica se usa un "criterio de 

discretización de masas" que considera que la 

mitad de la masa del soporte (incluyendo elemen­

tos no estructurales que se apoyen en él), se con· 

centra en la parte superior del mismo. 

3.2.1.· VIBRACION LIBRE SIN 
AMORTIGUAMIENTO. 

El modelo mostrado en la figura 3.1, representa 

un sistema discreto en el cual la masa del cuerpo 

oscilante está concentrada en un extremo, y la 

rigidez u oposición que ofrece el sistema a sufrir 

desplazamientos está representada por un resorte. 

Una fueraa excitatriz actúa sólo una vez desplazan-

do la masa de su posición original de equilibrio 

estático una distancia x, al dejar de obrar esta 

fueraa, la fueraa restauradora ejercida por el resorte 

tiende a regresar a la masa a su posición inicial¡ 

durante este mOYimiento de retomo se genera um 

fuerza de inercia que obliga a la masa a desplazarse 

más allá de dicbo punto, estableciéndaie así un ciclo 

que se repite indefinidamente debido a la ausencia de _,. 
amortiguamiento en el sistema. 

Se genera así el equilibrio dinámico, con el 

diagrama de cuerpo en libertad mostrado en la 

figura 3.4, de donde se deducen las expresiones: 

mx'+kx=O 

cuya solución esC••lll: 

Ecuoclón del ,,,.,;;,;~,e·,t/. 
no emoniguedo 

x = xoeoswt + (x'olw)sanwt ..... (3.5) 

w.frecuencla clroular no amortiguada lrad/seg) 
Xc-<! .. plazamlonto lnlolal de la maoa lml 
1-tiempo {o•gl 
T-potlodo c:t.1 olotema (oeg) 
l.frecuenola natural del sistema 1 cicloo/oeg. Hertz) 

con: 

T=2:n/W 

.. ... (3.8) 

..... (3.7} 

..... (3.8) f = 1/T 

P,.fuena reatauradorn del resorte [ton) 

P1.fuorza do Inercia [ton) 

x-<!eoplazamlento de In mnoa [m) 

x"...,oelernolón de la masa [m!e21 

rn-maea del cuerpo oocllante [ton-eeg2/m) 

Figura 3.4. Diagrama de cuerpo libre del sistema discreto simple de la figura 3.1. 
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3.2.1.1.- PROBLEMAS RESUELTOS. 

!.-Deducirlas expresiones que describen el movimiento libre no amortiguado de un sistema vibratorio 

discreto de un grado de libertad (G.L. ). 

Refiriéndonos al sistema mostrado en la figura 3. 1 (Inciso 3. 1. 1.); una fuerza excltatrlz que actúa 
sólo una vez, peltUrba e/ equilibrio astático def estado de mposo, ef msorle de rigidez '/l." se opone 
al desplazamfento 'x' mediante la generación de una Fuerza mstauradora 'Pr', que tiende a regresar 
fa masa •m• del cuerpo oscf/atorlo a su posición lnlc/af. Durante asta retomo fa aceleración que se 
Imprime a fa masa produce una Fueiza de Inercia 'P1', que la empuja más allá del punto fnlclal y en 
dlreccl6n opuesta. 

AJ no existir amoroguamlento en el sistema, se establece un clcfo oscf/atorio da duración Infinita 
cuyo equlllbrfo dinámico se muestra en el diagrama de cuerpo en llbartad de la figura 3.4 (Inciso 
3.21.). 

La fuerza restauradora. del resorte Pres igual af producto de su rigidez k por ef desplazamiento 
x de fa masa m: 

Pr=-kx ... (a}* 

La fuerza de Inercia Pi es Igual af producto da la masa m por la aceleración X' {2a. Lay da 
Newton): 

P1 = mx' ... (b) 

P1 y Pr son fuerzas que se oponen entre si, por tanto del equf/lbrlo dinámico de la figura 3.4 

Pr = P¡ 

sustituyendo (a) y (b) en (c) 

de donde 

da fa ecuación (3.4) 

... (c) 

mx' + kx = o ..... (3.4) 
Ecuación <:i.I movimiento libre no amortigi.lado 

X'= -kx/m ... (d) 

esta ecuación Indica que la 2a.derfvada de x con mspecto al tiempo t, es Igual a si misma con 
signo opuesto, una posible solución puede estar dada por: 

donde: 

x = Acoswt ... (e) A.w = son constantes 

A-amplitud do onda 

w.ftecuenola angular o circular 

0 

E!! signo menos(·) se usa debido a que Pryx de la figura 3.1 •onde sentido oonlrario. 
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ta. derivada de (e) x' = -Awsenwt 

2a. derivada de (e) x' = -Aw2coswt 

por tanto (e) cumple con el requisito mencionado en el párrafo anterior. 

sustituyendo (g) y (e) en (d) -Aw2coswt = -(k/m)Acoswt 

43 

•.• (f) 

••• (g) 

•.• (h) 

de donde w2= k/m ... (i) y: w=[k!mf·5 
..... (3.6) 

Graflcando la función coswt para valores de ten el Intervalo os t s 2Jt/w: 

t 
o 

Gráfica 3.1. Función coswt 
coswt 

1.000 
0.924 
0.707 
0.383 
0.000 

--0.383 
--0.707 

1.5 

1.0 

0.5 

--0.924 " 
~ o -1.000 tl 

--0.924 
--0.707 
--0.383 -0.S 
0.000 

-10 

_ C_iclo 

:rt/Bw 
:rt/4W 
3n:/Bw 
:rt/2w 
f»r/Bw 
3:rt/4W 
7:rt/Bw 
:rt{W 
9:rt/8w 
f»r/4W 
11:rt/Bw 
3:rt/2w 
13:rt/8w 
7:rt/4W 
15:rt/8w 
2/r/W 
17:rt/8w 

0.383 
0.707 
0.924 
1.000 
0.924 

-1.5 '--'-~~.._.__....._._,~._,_._.._._.__,_,_._._._~~_._._.u:.....~w....~~w 
o :rt/W 3n/'lm • 'bi/w Sir!'im - 33r/w 

Se obseNa que dicha furolón repite su ciclo cada 2'1r/W, por tanto de la deflnlc/6n de periodo 
T: T=2;¡r/w ..... (3. 7) 

De la definición de frecuencia natural f, y periodo T: 

De la ecuación (d) 

sustituyendo (1) 

f= 1 /T=w/(2;¡r) ..... (3.8) 

X-+ lrx/m =o 

x-+w2x=o ... (/) 
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La ecuación (}) es una ecuación diferencia/ lineal de 20.orden cuya solución en función del 
tiempo asume la fonna: 

ta. derivada de (k) 

2a. derivada de (k) 

sustituyendo (k) y (m) en (/) 

factorizendo 

x= e 11 

x' = rert 

... nr) 
donde: r=una conaiafrte 

... (/) 
... (m) 

dividiendo ambos miembros entre e11 

{r 2 + w 2Je11 =o 

r2+ w2= o ... (n) 

rz = -w2 

de donde 

por tanto r1 = wl y rz = -wl son soluciones o ralees de (n) 

1 = unidad lma­
glnrufa= [-1 )n6 

se deduce que (k) si es solución de (/) y tiene dos partes, puesto que existen dos valores de r: 
x = Ce'1t + De'2t = Cew11 + 0e-w11 ... (o) 

Soluolón general de la ecuación del movimiento 

donde: C,D = son constantes libro no amortiguado 

Recordando las fónnulas de Eulerlrel.SJ: 

e±wll = co11wt ± isenwt 

la ecuación (o) puede escribirse 
x = C[coswt + lsenwt] + D[coswt - lsenwt] 

x = Ccoswt + Dcoswt + Clsenwt - Dlsenwt = 
= (C + D)coswt + (C - D)lsenwt 

tomando Ao=C+D y Bo= (C-D)I (por ser todas constantes) 

por tanto 

Determinación de Ao y Bo : 
de (p) para. t=O 

x = Aoeoswt + BoSenwt 

Xo = Aoeos(O) + Basen(O) 

Xo = Ao ... (q) 

Ao, Bo-oonatantee que 
dependen de las oondlclon•• 
lnlololeo de deoplazamlen1o y 
velocidad 

... (p) 

Xo -dosplazamlen1o 
Inicial de la masa 

x'o -volooldad Inicial 
de fa masa 
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derivando (p) 

para t=O 

de donde 

Sustituyendo (q) y (r) en (p) 

x' = -wAosenwt + wBoeoswt 

x'o = -WAoSen(O) + WBrJXJs(O) 

Bo =x'olw ... (r) 

x = xoeoswt + (x'olw}senwt ••.•. (3.5) 
Soluclón d• Ja ecuao16n d•I 
movimiento Gbre no amortiguado 

11.- La estructura de la cubierta de una estación expendedora de gasolina consiste del cascarón tipo 

paraguas Invertido mostrado en fa figura 3.5, constituido por 4 paraboloides biperbóliCOll soportados por _,. 
una columna central única. Se ha calculado que fa carga soportada por fa cubierta (carga muerta (incluido 

peso propio) más carga viva), es de W=200[kg/m2], siendo el área de cada paraboloide de A=20.5[m2J. 
Toda la estructura fue colada con concreto de peso normal de fc=300[k:g/cm 2J. Suponiendo que no existe 

amortiguamiento y que el efecto de coseo o chicoteo de fa cubierta es despreciable (fo cual reduce el 

problema a un modelo de 1 G.L.), determinar: a) La ecuación del movimiento libre no amortiguado, b) 

La frecuencia angular o circular; c) La frecuencia natural; d) El período de oscilación; e) Los 

desplazamientos de fa cubierta para t=O,T/8,T/4,3T/8,T/2. 5T/8,3T/4,7r/8,T,'II'/8 y ST/4; si ~sta es 

desplazada de su posición de reposo (equilibrio estático), por una ráfaga de viento que produce una carga 

resultante horizontal de 4[ton ], actuando sólo por un instante de tiempo; f) Comprobar gráficamente que 

siempre que el desplazamiento es máximo, la velocidad es cero y la aceleración es máxima pero de sentido 

contrario a aquel. 

-¡--~~~---'--,-"'~~-:;:~ 

1.0 

y 

o.co"to.c 1 ón r ... J 4.0 [m] 

Flcura 3.5. Cascarón tipo Paraguas Invertido Figura 3.6. Elevación 

a) Ecuación del movimiento de vibración //bre sin amortiguamiento: 

La estructura puede Idealizarse para su análisis mediante el 'péndulo invertido' de la figura 3. 7, 
en donde se tiene un sistema discreto de 1 G.L., y el resorte restaurador de la figura 3. 1 (Inciso 
3.1.1.), ha sido sustituido por la columna de rigidez transversal k 
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El peso Q de un paraboloide en el cascarón es 

Q = WA = 200{kglm2](20.5)[m2J = 4100{kg} 

El peso total P1 de la cubierta es P1 = 4Q = 4(4100) = 16400{kg] = 16.4 {ton] 

Apltcando el criterio mencionado en el Inciso 3.2., el peso de la columna es 
P2 = (0.4){m}{0.4){m](4){m](2400)[kg/m3]12 = 768 [kg} "" 0.8{ton} 

P = P1 + P2 = 16.4 + 0.8 = 17.2 [ton] 

sabemos que P= mg m =m•ea: g=11.eoees1111111 2 J 

por tanto (a) ... m = P/g = 17.2[ton}/9.80665[m/s2] = 1.753912{toi}.s2/m} 

Para una viga en voladizo la rigidez k vale (rd.llJ 

p K = 3EllL 3 
••• (b) 

4(t] 

L=4[riJ 

E - módulo eláatioo[ton/m2J 

L 1- momento de lnorola [m"J 

-1. L - longitud [m) 

Fleura 3.7. Péndulo Ínvertido 
que representa a la fJgura 3.5. Para concreto de peso normal (2.4{{ton/m2

]), y f'c ~ 250 {kg/cm2], 
elRCDF-931ref.4J, Indica estimar E como 

E = 14000((' c:J°"6 = 14000[300}0.5 = 242487{kg/cm2] 

E = (242487 kg/cm2)(1 ton/1000 kg)(1 o• cm2 /t m 2
) = 

E= 2424870 [ton/m2j 

El momento de Inercia de la columna vale 

/ = bh3/12= (0.4m)(0.4m)3/12 =21.3333(10.,.)[m4) 

sustituyendo (c) y (d) en (b) 

k= (3)(2424870}(ton/m2/(21.3333)(10_.)[m4 j/(4m) 3= 

k = 242.4866 [ton/m} 

mx"+Jcx=O 

... (c) 

... (d) 

••• (e) 

portanto de la ec.(3.4) (Inciso 3.2.1) 

sustituyendo (a) y (e) 1. 753912x' + 242.4866x =o ... (f) 
Ecuación del movtrnlon1o Hbre no amortiguado 
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b) Frecuencia angular o circular (W) : 

de la ec. (3. 6) 

w = [k!mf·5 = {[242.4868{1on/m}/1. 753912[ton-s2/m} } ª 5= 11. 758[rad/seg] ... (g) 

c) Frecuencia natural (f) : 

delasecs.(3.7) y(3.8} 

f = 1/T = 1!(2Jtlw) = w/(2;r) = 11.758{rad/seg}/(2;r} = 1.871{clclos/seg]= 1.871{hertz] ... {h) 

d) Período de oscilación (T) : 

de la ec. (3,8) T= 1#= 1/1.871[hertz] = 0.535{seg] ... (/} 

e) Desplazamientos (X) de la cubierta debidos a una carga horizontal de 4[ton] : 

El desplazamierto Inicial xo en el instante t= o, corresponde al desplazamlerto estático 
producido por la carga resultante de viento de 4[ton], actuando horizontalmente en la masa m, ver 
flgura3.7 

La deflexlón del extremo libre de un cantflever es (rer.sJ : 

Xo = PL 3/(3EI) = P/k = 4[ton]/2424868{ton/m} = 0.0165{m] ... (/) 
Cuando la carga de 4[ton/ deja de obrar la masa m alcanza su desplazamiento máximo xo, y 

tiende a retornar a su posición Inicial Invirtiendo el sentido de su desplazamiento y para ese Instante 
su velocidad x' vale 

x'o =O ... (/<) 

Las expresiones para el desplazamiento {x), la ve/oc/dad (x') y la aceleración (x") del sistema 
estnJctural son 

de la ecuación x = xoeoswt + (x'o/W)senwt ..... (3.5) 

1a.derlvada de (3.5) x' = -wxoSenwt + x'oeoswt ... (m) 

2a.derlvada de (3.5) x' = -w2xoeoswt- wx'oSenwt ... (n) 

sustituyendo (f),(k) y (g} en /as anteriores ecuaciones 

x = 0.0165cos(11.758t) ... (o) 

... (p) x'= -(11. 758)(0. 0165}sen(11. 758t) =-o. 194007sen(11. 75Bt} 
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X"= -(11.758)2(0.0165)cos(11.758t) =-2.2B1134306cos(11.758t) ••• (q) 

Tabulando las ecs. (o),(p) y (q) para los tiempos pedidos se obtiene: 
T•bl• 3.1 

t[oeg) 0.00 Q0669 Q1338 Q2006 Q2675 Q3344 Q4013 Q4681 05350 06019 06688 
t[%T] O.OT T/8 T/4 3T/8 T/2 5T/8 3T/4 7T/8 T 9T/8 IJT/4 
x[m) 00165 00117 0.0000 -0.0117 -0.0165 -0.0117 00000 0.0117 00185 0.0117 00000 
x'[ml•l 0.00 -0.1373 -0.11MO -0.1366 0.00 0.1378 0.1940 0.1383 0.00 -0.1383 -0.1940 
x"(m/• 1 -2.281 -1.812 0.00 1.817 2.281 1.806 0.00 -1.623 -2.281 -1.600 0.00 

f) Gráficas de desplazamiento (x), va/oc/dad (x') y aceleración (x') del sistema oscilatorio: 

Graflcando los valores tabulados en el Inciso anterior 

2.0 

1. o 

5 
'¡¡' o 

-1.0 

-2.0 
o 

30.0 

20.0 

1110 

lo 
" 

-lUO 

-20.0 

..JQO O 

IT/8 T '1f/8 ST/4 

GráDca3.3. 
Velocidad 

T/8 T/4 3T/8 T/2 ST/8 3T/4 7r/8 T '1f/8 5T/4 
t[%T) 
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2.0 

1. o 
....... 
Áo 
~ 

-1.0 

-2.0 

-3.0 

o T/8 T/4 
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GráncaJ.4. 
Aceleración 

3T/8 T/2 5TIR 3T/4 7f/8 
t(%T] 

T 9T/8 ST/4 
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Se observa que cuando el desplazamiento es máximo, la acelerac/6n es máxima pero de sentido 
contrario a éste, y la ve/oc/dad es cero. 

Susffluyendo Jos valores de desplazamiento y aceleración de la tabla en la ecuación (f), se 
compfl.leba que éstos la satisfacen para lodo lrrtervalo de tiempo t 

IIl.-Para el cruce de peatones sobre una carretera, se ha construido el puente con estructura de 

concreto de la figura 3.8, el cual está formado por una trabe presfor:zada de sección T tipo cajón, 

simplemente apoyada en dos columnas extremas de sección rectangularde concreto reforzado, rematadas 

con un capitel cuya función es impedir el movimiento lateral de la trabe. El patín superior de ésta, vuela 

a los lados con objeto de servir de piso terminado o andador del paso peatonal. El concreto es de peso 

normal con r c=300[lcg/cm2]. Suponiendo que no existe amortiguamiento, determinar: a) La ecuación 

del movimiento libre no amortiguado, b) La frecuencia angular o circular; c) La frecuencia natural; d) El 

período de oscilación; e) Las ecuaciones que describen las respuestas de aceleración, velocidad y 

desplazamiento del sistema, si la trabe sufre una aceleración máxima de 17[m/s2
]. Obtener las gráficas de 

las citadas respuestas del sistema. 

Realizar el análisis en dirección paralela al eje longitudinal de la trabe (eje Z). 
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y 

1 1s.oo..._ ___ .,1 
.._¡_,_)~t1ro.nclo. l 

c)Secc Ión transverso.! 
de ca l Ur'ln o.s 

Figura 3.8. Puente peatonal 

a)Ecuaclón del movimiento fibra no amortiguado: 

Araa transversal de la trabe (figura 3.Bb) 

y 

1 o 

A= A1 + An-Am= (1.5m)(0.1m} + {0.7m)(0.9m}-(0.4m)(0.75m) = 
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A= 0.15 + 0.63- 0.3 = 0.48[m2
} ... (a) 

cargamuertaporpesoproplo CM = Ye A = 2.4[ton/m3](0.48)[m2J 1.152/ton/m} 
... (b) Y•"P••o volumétrico del concreto 

carga viva Instantánea (RCDF-93fref.4J) CV = 150{kg/m2}(1.5)(m} = 225/kg/m] = 
CV = 0.225{ton!m} .. .(e) 

Peso total (W) de la trabe W = CV +CM= 0.225 + 1.152 = 1.377/ton/m) 

masa de fa trabe m = W/g = 1.377{ton/mlf9.80665[[m/s2} = 0.1404 [ton-s2/m/m} ... (d) 

Características de las columnas (la columna se flexionará alrededor del eje X) 

momento de Inercia I = I; = bh3/12 = (1)(0.83)/12 = 0.018{m4] ... (e) 
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rigidez (la columna se comporta como viga en cantilever) fret.OJ 

k = kz = 3El/L 3 

para concreto de paso normal, el RCDFlret.41, Indica estimar E como 

E= 14000ff'cf·8 = 14000{300/º·5 = 242487{kg/cm2
] = 2424870[ton/m2

] 

sustituyendo (a) y (g) en(!) 

kz = 3(2424B70){ton/m2J(0.018)[m4Jl(5.5m) 3 = 

kz = 787.04/ton/m] _,,. 
Peso da /a mitad de /as 2 columnas qua se supone concentrado en la parre superior 

W00t = (0.6){m](1)[m](5.5)[m](2.4)[ton/m3)(2}/2 = 7.92 [ton] 

51 

... (f) 

••. (g) 

•.. (h) 

El diagrama da cuerpo libre da/ puente peatonal sa muestra en la figura 3.9, con la traba 
slmplamante apoyada sobre /as columnas. Debido a los capltelas que restringen los desplazamien­
tos horizontales da la trabe, ésta para desplazarse daba vencer la rigidez kz da ambas columnas, 
por Jo que al sistema puede Idealizarse como en la figura 3. 1 O por uno discreto simple con rigidez 
Igual a 2kzY con una masa m de: 

masa da las columnas mcof = Wco1/g = 7.92{tonjl9.80665[m/s2
} = 0.8076 [ton-s2/mj •.. (1) 

da las ecuaciones (d) a (1) mtrabe = 0.1404{ton-s 2tm/m](16)[m] = 22484[to~2/mj 

m = mtrabe + mcol = 2.2464 + 0.80762 = 3.054 [ton-s2/mj ... (}) 

m=0.1404[t-s2/m/m] + mcol l K = 2kz = 2(787.04) = 1574.08[1/m] 

kz kz L=S.S(m] 

J 
l--16.0(mJ--l 

Figura 3.9. Diagrama de cuerpo libre del 
puente peatonal de la figura 3.8. 

Flaara 3.10. Sistema discreto simple que 
representa a la figura 3.9. 
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por lo tanto en la ecuación 

sustttuyendo m y k 

b) Frecuencia angular o circular (w) 

de/aec.(3.8) 

mX"+kx=O 

3.054)(" + 1574.0BX = 0 

..... (3.4) 

••• (k) 

w = {k!mf·6 = { 1574.08{t/m]/3.054[t-s2/m/}o.s = 22.7, w = 22.7 {rad/seg/ ... (m) 

c) Frecuencia natural (f) 

de la ec.(3.8) y (3. 7) 

f = 1/T = w/2lf = 22.7 {rad/segj/ {2n) = 3.813; 

f = 3.813{clclos/seg/= 3.813{hertz] ••. (n) 

d) Período de oscilación (T) 

de la ec. (3.B) T = 1/f = 1/3.813[hertz] = 0.2768; T = 0.2768{seg] .•• (o) 

e)Respuestas del sistema oscilatorio 

Tomando el sentido de la aceleración Inicial como negativo, de la ec.(k) del movimiento, el 
desplazamiento máximo provocado es 

xo = Xmax = -3.054X"o/1574.0B =-3.054(-17){t-s2/m/{m/s2¡/1574.0B{t/mj = 

de la ec. (3. 5) la respuesta de desplazamiento (x) es 

x = xoeoswt + (x'olw)senwt 

Derivando (3.5) la respuesta de velocidad (x') es 

x' = -wxoSenwt + x'oeoswt 

derivando (q) la respuesta de aceleración (X" J es 

X" = -w2xoeoswt- wx'oSenwt 

Xo = 0.033[m] ... (p) 

..... (3.5) 

... (q) 

... (r) 

En el problema 11 se mostró que cuando el desplazamiento es máximo la velocidad vale cero, 
por tanto 

x'o =O •.. (s) 
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Sustituyendo {m), (p) y {s) en (3.5), (q) y (r) se tiene 

x = 0.033cos(22.7t) 

x' = -(22. 7) (0.033)sen(22.7t) = -o. 7 491sen{22. 7t) 

X'= -(22. 7)2(0.033)cos(22. 7t) = -17cos(22. 7t) 
tabulando las ecuaciones anteriores 
T•bla 3.2 

1(••91 0,00 0.0346 0.0692 0.1038 0.1 :384 0.1730 0.2078 0.2422 
1[%1] O.OT T/8 T/4 3T/8 T/2 6T/8 3T/4 7T/8 
x[m] 0.0330 0.0233 0.00 -0.0233 -0.0330 -0.0233 0.00 0.0233 
x'[mt•t 0.00 -0.6297 -0.7491 -0.6297 0.00 0.6298 0.7491 0.6298 
x"Cml• I ·17.00 ·12.02 0.000 ·12.02 17.00 12.02 0.00 ·12.02 

Graf/cando estos valores se tiene: 

4.0 

3.0 

2.0 

1. o 
¡o 

.-1.0 

-2.0 

0.2768 
T 

0.0330 
0.00 

-17.00 

-3.0 
Gráftca3.S. 
Desplazamiento 

-4.0 

0.3114 
9T/9 

0.0233 
-0.15i118 

·12.02 

o T <Jr/8 ST/4 

GráDc•3.6. 
Velocidad 

ST/8. 3T/4 7f/8 T 'ff/8 ST/4 
t[%T] 

, .. ,. ;'r' 
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•.• (t) 

••• (u) 

••• (v) 

0.3460 
'lff/4 
o.oo 

-0.7491 
0.00 
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Gráfica3.7. 
Aceleración 

54 

-2.0.0 ._._._.._._.._.__._.......__,,_,_..._.__._......_,'-'-.._.__._.._,_'-'-"-'-.J....l.....__,,_,__._.__._.._._._._.._._~ 

o T/8 T/4 3T/8 T/2 ST/8 3T/4 Tf/8 T 
t[%T] 

CJf/8 ST/4 ..,. 

IV.- Resuélvase el problema III para el caso en que las uniones entre trabe y capitel de las columnas, 

constituyan un nudo rígido (monolíticamente colado). 

1-- L -1 
Fi&an 3.11. Marco tígldo. 

con 

Características de la trabe: 

a)Ecuaclón del movimiento libre no amortiguado: 

En este caso la estructura del puente peatonal constituye un 
marco rígido como el de la figura 3. 11, en los cursos de Análisis 
Estructural se demuestra que para un marco de esta tipo la rigidez 
k anta el desplazamlerto horizontal vale 

donde: E-m6dulo eláatico 

lv - momento Inercia viga 
k= BElc(r/> + 6}/[h3(rp + 1.5)] ... (a) 

le - momento Inercia columna 

rp -rigidez reletiva 

rp = lcl/(lvh) ... (b) 

Centro/de. - Dividiendo la sección transversa/ de la trabe (ver figura 3.8 de problema 11/ y figura 
3.12), en tres figuras rectangulares: /-El pat!n, 11-. El alma y///- El hueco del alma; se tiene 

Figura A[m2f 
0.15 

11 0.63 
111 -0.30 
Suma 0.48 

TABLA I. 

YA =1:yA._de f.!! tabla/ y despe¿,ando 
se tiene Y= 1:yA/A= 0.2685{m 1/0.48fm2J= 

Y=0.56{m] Area=A=0.48{m2J ... (c) 

donde: y-dlotancla del centrolde de la Figura al •l• 1 
A-área .. ccl6n tranoveraal 
Y-dlatancla del centroldo de la trabe al eje 1 
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Momento de Inercia.- La viga se 
flexionará alrededor del efe X mostrado en 
/a figura 3. 12, por tanto de la Tabla 11 

lv = hrr = O. 058657[m4
) ••• (d) 

En el problema fil se calculó 
J9 

55 

y 

44 

X 
56 

/e = ÍJc = 0.018[m4) ••• (e) 

E= 2424870{ton/m2
] ••• (f) 

m = 3.054[ton-s2/m] '---'--L----1-'--'--·__,·~.. ® . 
Acotocl on 

[CM] 
para este caso la fongi1ud L de la viga 

medida centro a centro de las columnas es 
según las figuras 3. 11y3.8 Figura 3.12. Centroide de la trabe (C) 

L = 1B{m]- O.B[m] = 15.4{m} 

/a altura h de las columnas desde el nivel de anoyo hasta el centroide de la trabe va/e 

Figura A[m2) i.rm'J d(mJ 
1 0.115 Qooot25 O.ali 
11 0.83 00421525 0.11 
111 -0.30 0014083 -0.03! 
Suma 

TABLA IJ. 

h = 5.5fm] + 0.5Bfm] = 6.0B[m] ""'Bfm] 

Act2[m' 
o.022at 
000762:: 

-0.C>OQ'W 
lxr= 

lx[m"J 
0022940 
Q0!50148 

-0.014431 
005116157 

En In tablan: 1,, = bh3/12 

d-dlatancla del controld• do la figura al •I• X 

be =-lx + Ad2 

ixr = l:r, 

.•. (h) 

... (/) 

Sustituyendo (d), (e), (h) e (1) en (b) 

sustituyendo (f), (e), (I) y(/) en (a) 

<P = (0.018m4)(15.4m}/{(0.059m4)(B.Om)]= 0.7831 ... (/) 

k= (6)(2424870ton/m2)(0.01Bm4)(0.7831 + B) / [(Bm) 3 (0.7831+1.5)] = 3602.15 

I 
3 054[ 2¡ ¡ k = 3602. 15 [ton/m] (k) 

L] ,., = . t-s m Por tanto tenemos el sistema discreto sencll/o de la f~~ura '1 ºlm. k= 3602.15[t/m] 3.13, cuya ecuación del movimiento //bre no amortiguado es 

' 
Figura 3.13. Sistema discreto sim· 
ple que representa a fa figura 3.11. 

mx"+kx=O 

3. 054/c" + 3602. 15x = o • .. (m) 
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b) Frecuencia angular o circular (w) 

de/aec.(3.6) 

w = [klmJ°·5 =[3602.15[t/m]/3.054[t-s2/mJ]o.s = 
w = 34.344 [rad/seg] 

c) Frecuencia natural (f) 

de la ec. (3.8) y (3. 7) f = 1/T = w/(21c) = 34.344[rad/sl/21c = 

f = 5.466 {ciclos/seg] = 5.466 [hertz] 

d) el período de oscflaclón (T) 

de la ec. (3.8) 

T= 1/f= 1/5.466{hertz] = 0.18295 [seg] 

e)Respuestas del sistema oscf/atorio 

56 

••• (n) 

••• (o) 

••• (p) 

Tomando el sentido de la aceleración Inicial corno negativo, de la ec. (m) del movimiento, el 
desplazamiento máximo provocado es 

Xo = Xmax = -3.054x'o/3602.15 =-3.054(-17)/3602.15=0.0144[m]=1.44[cm] 

Xo = 0.0144 {mj 

de la ec. (3. 5) la respuesta de desplazamiento (x) es 

X= XdX)Swt + (X'o/W)senwt 

derivando (3.5) la respuesta de velocidad (x') es 

x' = -wxoSenwt + x'oeoswt 

derivando (r) la respuesta de aceleración (X') es 

x• = -w2xoeoswt- wx'oSenwt 

•.• (q) 

.•.•• (3.5) 

.•• (r) 

••••. (s) 

En el problema // se mostró que cuando el desplazamiento es máximo la velocidad vale cero, 
ya que la masa debe detenerse para poder lnverllr la dirección de su desplazamiento, por tanto 

x'o =O 

Sustituyendo (n), (q) y (t) en (3. 5), (r) y (s) se tiene 

X= 0.0144cos(34.344t) 

••. (t) 

••• (u) 
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x' = -34.344(0. 0144)sen(34.344t) = -0.4946sen(34.344t) 

X'= -(34.344)2(0.0144}oos(34.344t} =-17oos(34.344t} 

tabulando las eouao/ones anteriores 
Table 3.3 

t(Hg) 0.00 0.0229 0.0457 0.0686 0.0915 0.1143 0.1372 0.1601 0.1830 0.2058 
t['l6T] O.OT T/8 T/4 3T/8 T/2 5T/8 3T/4 7T/8 T 9T/8 
x[m) 0.0144 0.0102 0.00 -0.0102 -0.0144 -0.0102 0.00 0.0102 0.0144 0.0102 
x'[mlat 0.00 -0.3497 -0.4948 -0.3497 0.00 0.3497 0.4948 0.3497 0.00 -0.3497 
x'[m/a 1 -17.00 -12.02 0.00 12.02 17.00 12.02 0.00 -12.02 -17.00 ·12.02 

Grafloando estos valores se tiene: 

1.5 

10 

0.5 

i o 
-0.S 

-1.0 

-1.S 

40.0 

20.0 

lo ... 

o T/8 

Grá0ca3.8. 
Desplazamiento 

T CJI'/8 ST/4 

Grá0ca3.9. 
Velocidad 

O T/8 T/4 3T/8 T/2 ST/8 3T/4 . 7f/8 T CJI'/8 ST/4 
t[%T] 
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... (v) 

... (w) 

0.2287 
!!T/4 
0.00 

-0.4948 
0.00 
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20.0 

10.0 

Griific• 3.10. 
Aceleración 
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Ñ' o 
~ 
~ -10.0 

-20.0 ..__._"'-'_,__.._.__._,,_._._._.._._..._.._.__._,__.._.__._,,...._.__._.._.... ......... ...._._,__._,___.._.__,__._._._,_, 
o T/8 · T/4 3T/8 T/Z ST/8 3T/4 7T/8 

t[%T] 
T 'JJ'/8 ST/4 .,, 

V.-EI andador de acceso a una escuela tiene una cubierta constituida por una losa de concreto que 

se apoya simplemente sobre marcos de concreto espaciados a cada S[m] como se indica en la figura 3.14. 

Se requiere que el sistema estructural tenga un período de vibración T de O.Z(seg] en dirección Y. 

Suponiendo que no existe amortiguamiento determinar•: a) La longitud de las columnas del marco; b) 

La ecuación del movimiento libre no amortiguado; e) Si para el tiempo t=O.OZS[seg] de iniciado el 

movimiento oscilatorio la aceleración vale x'= -15[m/s2], determinar la magnitud de la fuerza lateral que 

desplazó la masa del sistema e inició la vibración; d)Las respuestas de desplazamiento, velocidad y 

aceleración del sitema para t=O,T/8, T/4,3T/8,T/2,5T/8,3T/4, 7f/8,T,'JJ'/8 y ST/4. 

a) Longitud de las columnas 

de la figura 3. 14a el área tributaria de un marco es A= (5)(3.0) = 15[m2
] 

por tanto el peso de la losa para este maroo es W1""" = Vyc 

V=At 

sustituyendo en {b) V= (15m2j(0.09m) = 1.35{m3
] 

sustituyendo en (a) 

W1oea = (1.35m3)(2.4{ton/m3
] = 3.24fton] 

De la figura 3. 14d el volumen de la trabe del marco es 

Vt = (0.15m)(0.3m)(3.3m) = 0.148(m3
] 

y el peso de la trabe W1rabe = Vire= (O. 148m3}(2.4{ton/m3
]) = 0.355[ton} 

V-volumen 

... (a) 

... (b) 

y.,.peoo volumé­
trloo del oonore-
to =2.4(1fm3J 
l=e•peaor de loaa 

... (e) 

... (d) 

• De1púciese la masa de Ju eolumnas,pouer demasiado pequeña (veraeceicSn transversal en figura 3.14),en comparacicSn con 
la masa del aistema de pito. 
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y 

trabe 

~~-4-~~~~.1--x 

Aootaolón [m) 

L 5.0 _L 5.G _l_ 5.0 J Conoreto 
I' •= 200(kgtom2

) 

a) Planta Eopeaor !g.oa=9lom) 

r .. rt· oL 

JL 
0.15 

b) Sección trans­
versal columna e) ·Elevación 

y .,.rt· oL 

JL 
0.15 

d) Sección trans­
versal t1•abe 

Figura 3.14. Cubierta del pasillo de acceso a las aulas escolares 

De (c) y (d) la carga muerta vale 

CM= 3.24+0.355 = 3.6/ton] 

Del RCDF-93lreu1, la carga viva Instantánea en azotea es 70/kg/m2
], por lo tanto 

CV = (70kg/m2)(15m2
) = 1050/kgj = 1.05/ton] 

De (e) y (f) el peso total para el marco es 

Wr = CM + CV = 3.6 + 1.05 = 4.65/ton] 

... (e) 

... (f) 

... (g) 

En el problema IV se Indicó que la rigidez de un marco ante fueTZas laterales o rigidez de 
entrepiso vale 

k = 6Elc(</>+6) / fh3(.p+ 1.5)] ... (h) 

donde: 

</> = /el/ (lvh) ... (/) 

E-módulo de elaaHoldad 

lv-momento Inercia viga 

lc~omento Inercia columna 

</>-rigidez relativa 

L~ongltud trabe 

h.mtura columnas 
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Una carga lateral en el marco flexionará la trabe y las columnas alrededor del eje X. por tanto 
los momentos de Inercia valen 

le = bh3/t2 = (0.15m)(0.3m) 3/12 = 3.375(10-4){m4
] 

lv = bh3/12 =(O. 15m)(0.3m)3112 = 3.375(10 ...;)[m4
} 

... (/) 
••. (k) 

El RCDF-93lref..4I, indica estimar E para concreto de peso normal y f' e =200[kg/cm2
} como 

E= BOOO[f'c]o.& = 113137[kg/cm2] = 1113370[ton/m2
] 

De la figura 3.14c, y sustituyendo (/)y (k) en (/) 

"'= (3.375)(10-4)(3)/(3.375(10-4)hJ = 3/h 

sustituyendo (/),(m) y (n) en (h) 

k=(6)(1131370)(3.375)(10-4)([3/h/+6)/{h3({3/h]+1.5)J = 

k = 2291.024:3{(3+6h)lh}I [h3[(3+ 1.5h)/hll = 

k= (6873.0729+13746.146h]1 {3h 3 +t.5h4] 

••• (m) 

... (n) 

•.• (o) 

El marco puede entonces Idealizarse con el sistema oscilatorio discreto de 1 G.L. de la figura 
3. 15, con masa 

m = Wr/g y sustituyendo (g) m = 4.65{ton//9.80665{m/s2
] = 0.474 [ton-s2/m] ••• (p) 

De la ec. (3. 7) T = 2;r/W ,de donde 

w = 2;r/T = 2;r/0.2{segj = 31.416[rad/segj •.. (q) 

h dela ec.(3.6) w2 = k/m y k = rnw2, sustituyendo (p) y (q) 

k = 0.474[t-s2/m}(31.416) 2[rad/seg]2 = 467.82(t/mj •.. (r) 

Sustituyendo (r) en (o) 

Fl1ara 3.15. (6873.0729 + 13746.146h)l(3h3 + 1.5h4
) = 467.82 

de donde 

6873.0729 + 13746.146h = 1403.46h3 + 701.73h4 

701.73h4 + 1403.46h3 -13746.146h-6873.0729 =o 

Iterando la ec.(s) h = 2.3404"' 2.34[m} 

•.• (s} 

.•• (t) 
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b) La ecuación del movimiento libre no amorl/guado 

Delaeo.(3.4} 

mx"+kx=O 

sustituyendo (t) en (o) 

k= (6873.0729 + 13746.146(2.34) J / {3(2.34) 3 + 1.5(2.34)4} = 

k = 468.03 {t!m] 

sustituyendo (p) y (u} en (3.4) 

0.474x' + 468.03x = o 

c) Fuerza excltatrfz que Inició la oscilación 

/Ja (V) X= -0.474x'/468.03 

para el tiempo t = o. 025{segj 

X =-0.474(-15)/468.03 = 0.0152{m} 

De la eo. (3. 5) la respuesta de los desplazamientos del sistema es 

ta.derivada de (3.5) 

2a.derfvada de (3.5) 

x = xoeoswt + (x'olw)senwt 

x' = -wxoSenwt + x',poswt 

X' = -w2x,poswt- wx' .,senwt 

61 

..... (3.4) 

... (u) 

... (v) 

... (w) 

..... (3.5) 

... (x) 

... (y) 

Siempre que el desplazamiento es máximo la velocidad es cero, puesto que la masa debe 
detenerse para poder Invertir el sentido de su desplazamlento, por tanto para t=O 

X'o= 0 ... (z) 

sustftuyendo (q) y (z) en (y) 

-15 = -(31.416) 2xoeos[31.416(0.025)]-o 

de donde Xo = 0.0215[m] ... (A) 

La fuerza es Igual a la rigidez por el desplazamiento 

P = kxo= (468.03{t/mj)(0.0215{m]) = 10.06""' 10.1[tr:m] ... (B) 
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d) Las respuestas de desplazamiento (x), velocidad (x~ y aceleración (x') del sistema 

Sustituyendo (A),(q) y (z) en (3.5),(x) y (y) 

x = 0.0215cos(31.41Bt) 

x'=-(31.416)(0.0215)sen(31.41Bt) =-0.6754sen(31.41Bt) 

x' = -(31.416) 2(0.0215)cas(31.416t} = -21.219Bcas(31.41Bt) 

Tabulando (C).(D) y (E) para tos tiempos pedidos 

Tabla 3.4 

t[seg) 0000.0 0.02S 0.050 0.075 0.100 0.125 0.150 0.175 0.200 
t[%TJ O.OT T/8 T/4 3T/8 T/2 5T/8 3T/4 7T/8 T 
x[m) 0.0215 0.01152 0.0000 -0.0152 -0.0215 -0.01152 0.000 0.01152 0.0215 

x'(mJ•t 0.000 -0.478 --0.6715 -0.478 0.0000 0.478 0.675 0.478 0.000 
x'[m/• J -21.22 -15.00 0.000 15.00 21.22 15.00 0.000 -115.00 -21.22 

3.2.1.2.-PROBLEMAS PROPUESTOS. 

0.225 
9T/8 

0.01152 
--0.478 
-115.00 
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••• (C) 

..• (D) 

••• (E) 

0.250 
llT/4 

0.000 
-0.6715 

o.oo 

).-Comprobar que x = irocoswt + (x'olw)senwt es la solución para la ecuación del movimiento libre 

no amortiguado. 

11.-Se ba diseñado y construido una estructura metálica en acero, para colocar carteles publicitarios 

en diversas zonas de una ciudad. Con reíerencia a la figura 3.16 dicha estructura consiste, de un área para 

colocar el cartel de anuncios que estará expuesta al viento; las cargas que éste le indusca serán transmitidas 

por medio de una armadura de soporte tras el cartel a la columna tubular. Para ambos carteles y armaduras 

el peso de se ha calculado en 60[1cg/m2] de área vertical, y la máxima presión del viento en 162[1cg/m2]. 

Suponiendo que no existe amortiguamiento determinar: a) La ecuación del movimiento libre no amor· 

tiguado, b) La frecuencia angular, e) El período de oscilación, d) La frecuencia natural, e) Las ecuaciones 

y gráficas de desplazaniento (x), velocidad (x') y aceleración (x'), suponiendo que actúa una ráfaga de 

viento horizontal instantánea con la máxima presión, produciendo una vibración libre. 

Satuc/ón[enton,mts,seg]:a)0.344x' + 75.5x = O;b) w= 14.815/rad/seg];c) T= 0.42411/seg], 
d)f=2.36[herlz];e)x = 0.0858cas(14.815t),x' =-1.271127sen(14.8151),X' = -18.8317cos(14.815t). 

lll.- Usando los datos del sistema vibratorio del problema resuelto JI, comprobar que las respuestas 

de desplazamiento x, velocidad x' y aceleración x' para el movimiento libre no amortiguado, pueden 

obtenerse también con las siguientes expresioneslr•Ll]: 
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J 
l 

¡10.0---¡ 
Areo. expuesto. 

6.l viento 

a) Visla. frontal 

X = Acos(wt + </') ..... (3.9) 

NOTAS: 
1-Acotacloneo en [m) 

-. 2-Eace<o = 2.1 X1 o"[kg/cm
2J 

0 
:H'.V.acero = 7B~[kg!m"J 

~ 
_J 

.00953 

b) Sección trans­
versal columna 

e) Vist.a lateral 

Flgar• 3.16. Cartel Publicitario 

A-amplitud de onda 

rp = arctan[ -x'ol(xaw)] ..... (3.10) 

x-<leopl!IZM1lonto do la maoa 

.p-ángulo de faso del movimiento 

x0 -<1eoplll%llmlonto Inicial de la maoa 

><'·velocidad de Ja masa 
A = -x'ol(wsenip) = [x2a + (x'olw)2

] 
0

•
5 

..... (3.11) 
x'o·volocldad Inicial de Ja masa 

W· frecuencia angular 

IV.- Resolver el problema resuelto JIJ, en el sentido perpendicular al plano del marco. 

63 

Sofuc/6n [en ton, mts, seg/: a) 3.054x' + 4372.42x = o; b) w = 37.84{radfseg}; 
e) f= B.021{hertz];d) T= 0.1BB1{seg);e)x = 0.011874cos(37.84t),x' = -0.4493121Bsen(37.84t), 
x' = -17cos(37.84t) 

V.-Para la estructura del problema propuesto 11yfigura3.16, determinar: a) La altura h de la columna 

tubular para que el sistema vibre con un período de 0.2S[seg], b) La ecuación del movimiento libre no 

amortiguado, c)las respuestas de desplazamiento x, velocidad x', y aceleración x'. 

Solución: a) h = 7.951{m); b) 0.3165x' + 199.91x =o; c)x = 0.0324cos(25.133t}, 
x' = -0.81431sen(25.133t); x' = -20.46Bcos(25.133t). 
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3.2.2.• VIBRACION LIBRE 
AMORTIOUADA. 

En la figura 3.17 se muestra un sistema dis­

creto sencillo, que a diferencia del estudiado en el 

inciso 3.2.1. anterior, pierde energía cinética 

paulatinamente debido a fricciones externas o in­

ternas, por lo que se dice que su movimiento 

vibratorio es amortiguado. El amortiguamiento 

está representado en dicho modelo por el pistón 

con constante de amortiguamiento c 

(Amortiguación viscosa). 

k 
ll~l--'0 
11. M IMI 

e x:=..J-_J 

k:-ri¡¡idez del sistema (ton/m) 
111-maso del cuerpo O!lcilante 

(lon-seg2/m] 
x-dBeplazwnienf.o de la ni~a (m] 
e-constante de amorll(;luacJlfn 

del sist.ema(lon-eeg/ro] 

Fi¡:ara 3.17. Sistema discreto simple 
amortiguado de 1 G.L. 

El movimiento oscilatorio es inducido en el 

sistema por una fuerza excitatriz, que actúa de 

forma similar a la descrita en el caso no amor­

tiguado (inciso 3.2.1. ); por lo que el diagrama de 

cuerpo en libertad de la figura 3.18, queda repre­

sentado por la masa del cuerpo oscilante m, sobre 

la cual actúan: una fuerza de inercia P; generada 

durante el movimiento, una fuerza restauradora 

Pr producida por el resorte, y en este caso una 

fuerza amortiguadora Po Inducida por el pistón. 

La ecuación del movimiento se establece a partir 

del diagrama de cuerpo libre; por equilibrio 

dinámico [rel.l]: 

mx" + ex' + kx = o ..... (3.12) 
Ecuación del movtmlento lbr• 
amortiguado 

.... 
La solución de la ecuac.ión del movimiento es: 

x = ce111 + 0er21 ..... (3.13) 

Solución general de la 
ecuación del movimiento 
libre amortiguado 

r M P·=Mxº P =-kx ==E}-
Pn =-ex, ' 

P r-ruerza reetnuradorn del resorte[ ton] 
P ¡-tuerza de inercia [ton] 
Pn-ruerzn amortiguadora [ton) 
x'-v,¡Jocldad de la masa [m/s] 
x" -acelernci?n de In mase [m/s 

Fi¡:ara 3.18. Diagrama de cuerpo libre del sistema 
de la figura 3.17. 

con: 

~ = c/(2nrw) 

Ce =2mw 

0,0-conotante• arbitraria• n detennlnar 
e-bao• de loa lognrltrnoa natural•• 

.... .(3.14) 

..... (3.15) 

..... (3.18) 

t.tiompo ¡ .. g) ~-porcenta¡e de emortlgu«nlonto critico 
Ce-amortiguamiento critico [ton-a/m) 
w.frecuencla angular o circular [rad/aogl 
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Según el resultado del radical [~ 2 • 1] as de 

la ecuación (3.14), sea cero, real o imaginario, la 

solución general dada por (3.13), se transformará 

en una de las siguientes soluciones particulares: 

3.2.2.1.· AMORTIGUAMIENTO CRITICO. 

Existe cuando en la ecuación (3.14) el radical 

[~ 2· 1] as = O, convirtiéndose la ecuación (3.13) 

en la solución particular dada por: 

x = e-tw(x0 + wxrJ + x'ot) ..... (3.17) 

con: 

Solución de In ecunclón del movlmlen· 
to libre con Nnortlgunclón critica 

w=c/(2m) ..... (3.17a) 

..... (3.17b) s = 1.0 

La gráfica de la ecuación (3.17) se muestra en 

la figura 3.19. En este caso el movimiento ya no es 

oscilatorio, sino que el sistema regresa a su 

posición de equilibrio original en el menor tiempo 

posible. Esta solución sólo es de uso práctico en 

mecanismos (como cañones, instrumentos 

eléctricos de medición, máquinas, etc.). 

Flcara 3.19. Amortiguación crítica. 

12.2.2.· AMORTIGUAMIENTO SUBCRITICO. 

Se tiene este tipo de amortiguamiento cuando 

el resultado del radical de la ecuación (3.14) es un 

número imaginario, es decir [s 2 • 1) o.s = i 

La solución particular es: 

x =e-Swt(xoeoswot+ {{x' o+ w.;xo]!wo}senwct) 
Solución de la .auaclón del mo'!J¡nlento 
libre con amotlguaclón eubortlca ••••• (3.18} 

con: 

~ < 1.0 

wo = w[ 1-~2 l o.5 

••..• (3.188) 

•.••. (3.19) 

To = 2;n/wo ••... (3.20) 
wt>freouencla engulnr amorti­
guada lrnd/oeg) 
T01>erlodo amortiguado (eeg) 

Esta solución particular es el caso más común 

que se presenta en el campo de las estructuras 

civiles. Su gráfica se muestra en la figura 3.20, 

donde la amplitud de los desplazamientos 

decrece exponencialmente basta cero cuando 

t=oo. 

Figura 3.20. AmortigUación subcritica. 
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Para esta solución se puede definir de la 

flgura3.20: 

DECREMENTO LOGARITMICO.-Es el 

logaritmo natural de la relación de cualesquiera 

amplitudes consecutivas[ref. ll. 

s = ;wTo = 2nl;/[1-;2f'5 = 
Jn[Xn/Xn+ 1/ ..... (3.21) 

para valores pequeños de ;: 
5,,,.~ ..... (3.22) 

X,,,Xn+1 ·Amplitudes oonsooutivao 

S-decremento logruitmlco 

La ecuación del decremento logarítmico es 

útil para hallar ; cuando se desconoce su valor 

para una estructura, pues puede efectuarse una 

prueba de vibración libre, de la cual se obtiene una 

gráfica x·t, y pueden medirse dos amplitudes con­

secutivas. 

Valoreseomunestle; (rer.l): 

Tu barias sin conexiones O. 5 a 1 % 

Puentes de concreto 2 a 3 % 

Edificios de concreto 10 a20% 

3.2.2.3.-AMORTIOUAMIENTO HIPERCRl­
TICO. 

Existe cuando en la ecuación (3.14) el radical 

¡; 2 - 1] QS >O, lo que transforma la solución 

general (3.13), en la solución particular definida 

por: 

X= Q[ (Xo-1)exp{-;wt + wt{;2-1f'15} + 

con: 

y ;> 1.0 

..... (3.23)* 

.. ... (3.2311) 
Soluol6n de la ecuación 
dol movimiento lbr• con 
amortlguaolórf hlperorflloa 

La gráfica de la ecuación (3.23) se presenta 

en la figura 3.21. El sistema retorna a la posición 

de equilibrio sin vibrar; pero en un tiempo mayor 

al empleado en desplazarse inicialmente. Esta 

solución particular se aplica al disefio de retar­

dadores de puertas, brazos de tomamesas, etc. 

Figura 3.21. Amortiguadón bipercntica, 

•Debe record a ne que en notaeión matemática e¡ puededenotarJe tambi~n exp(i). 
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3.2.2.4.·PROBLEMAS RESUELTOS. 

1.-Deducir las expresiones que describen el movimiento libre amortiguado de un sistema vibratorio 

discreto de un grado de libertad (G.L ). 

Con re/ación al sistema mostrado en la figura 3. 17 (Inciso 3.2.2), una fuerza exc/tatrlz que actúa 
sólo una vez, perturba el equilibrio estático del estado de reposo al desplazar una distancia x la 
masa m del cuerpo oscilante. El resorte de rigidez k se opone al desplazamiento mediante una 
fuerza restauradora Pr que tiende a retomar la masa a su posición Inicial, ésta al acelerarse durante 
el regreso, se dasplaza más allá del punto Inicial por causa de la fuerza de Inercia P1 Inducida. 

El ele/o osc//atorfo así establee/do va perdiendo energfa cinética por causa dtf la fuerza 
amortiguadora Po que genera el amortiguador, representado en la citada figura por el pistón de 
'amorllguam/ento viscoso'. 

El amortiguador disminuye la amplitud de los desplazamientos x de la masa en cada nuevo 
ele/o de oscl/aclón, después d~ un cierto tiempo t el sistema pierde toda su energía de movimiento, 
regresando a su estado de raposo Inicial (equilibrio estático). 

En el Inciso 3. 1, se Indicó que para el caso de amortiguación viscosa, la fuerza amortiguadora 
Po que se opone al movimiento es Igual al producto de una constante de proporc/onal/dad viscosa 
•e• por la velocidad de la masa m. 

Po= -ex' • .. (a)* 

Ya se ha mostrado que (Problema/, Inciso 3.2. 1. 1.) 

Pr = -kx ... (b) 

.•• (e) 

Pr y Po son fuerzas que se oponen al movimiento generado por Pi. El equilibrio dinámico del 
c/c/o oscilatorio descrito se representa en el diagrama de cuerpo en libertad de Ja figura 3. 18 (Inciso 
3.2.2.), de donde 

Pr+Po=Pi ... (d) 

sustituyendo (a),(b) y (e) en (d) 

-kx-ax' = fTll!' 

de donde 

m>c" + ex' + kx = o •••.. (3.12) 
Ecuación del movimiento Obre 
amor11guado 

. ' 
Blsigno menos(·) se usa debido· a que PO y x' en la ligura 3.18son de sentido contrario. 
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dividiendo (3.12) entre m 

X" + (o/m)x' + (k/m)x = o 

dala ec.(3.B) (lnclso3.2.1.) 

y sustituyendo en (a) 

X" + (o/m)x' + w2x = o 

w2 = k/m 

68 

••• (a) 

... (f) 

(f) as una ecuación diferencia/ lineal de 20.ordan, cuya solución en función del tiempo t, asume 
la forma 

ta.derivada da (g) 

2.a.derlvada da (g) 

Sustituyendo (h) e (/) en (f) 

factorlzando 

dividiendo entre ert 

X= ert ... (g) 

fert + (o/m)rert + w2ert = o 

(r2 + (o/m}r + w2Jert = o 

r2 + (olm)r + w2 = O 

con: • =base de lo• loga­
ritmos natural•• 

r = una constante 

. . ' . 

... (h) 

... (1) 

... (/) 
(/)es una ecuación de 20.grado de la forma ax2 + bx + o= o ... (k),ouya solución es [rol. 151: 

x1,2 = [-b±(b2 -4ao)0
·
5]/(2a) 

poranalogfa entre(/) y (k) a= 1, b= (o/m) yo= w2 

yamplaando (/) 

. ... (/) 

'1 ,2 = {-(o/m) ±{(o/m)2
- 4w2f'612 = -cl(2m) ± Ú(o/m) 2 -4w2]!4} 0•

6 

de donde 

ru = -c/(2m) ± { (o/2m) 2
- w2 Jº·5 ..• (m) 

Por tanto la solución da la ecuación del movimiento (f) es del tlpo da la ecuación (g); paro con 
dos partes (puesto que existen dos valores de r): o,o .. onstant .. arbitrarla• 

x = certt + Der21 ..... (3.13) 

ndetennln<r 

Solu•l6n general de la ••Un•l6n del 
movimiento hbre amortiguado 
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Existan tres casos de Interés dados por los valores de las rafees r1 y rz de la ec. (m), que hacen 
que la solución general (3.13) se transforme en una de las siguientes particulares: 

Caso a) Amortiguamiento Critico.- Exista cuando r1 = rz 

Para que r1 = rz es necesario qua en (m) 

{ (a/2m) 2 
- w2f·6 = O 

elevando al cuadrado ambos miembros 

{c/(2m)J2 -w2 =O _,. 
y [c/(2m)]2 = w2 

de donde c/(2m) = w ••• (3.17a) 

por tanto c= 2mw ... (n) 

este valor de c es llamado amortiguamiento critico (Co), debido a que es el amortiguamiento 
necesario para que el sistema no oscile, por tanto 

Co = 2mw ..... (3.18) 

Se puede definir a todo amortiguamiento (c) de un sistema en términos da un poroentafe de su 
amortiguamiento critico (Co), qua se designa con la letra~ (xi), de la forma 

~ = c/Co = c/(2mw) 

de donde ~w = c/(2m) 

sustituyendo (o) en (m) 

..... (3.15) 

••• (o) 

r1,2 = -~w ::!: {~2w2-w2¡ o.s = -~w ::!: {w2(~2-1)]o.s = -~w ::!: w[~2 -1] º·5 

y por tanto 

n,2 = w( ~ :!: [~2-11°·6) 

Slen/aecuaclón(3.14Je=1.0 ..... (3.17b),e/radlcelsearulay '1= rz= -w 

.... .(3.14) 

... (p) 

.•• (q) yde(o) W= c/(2m) 

La ecuación (3.13) al reducirse a un solo término (por ser r1 = r2), no puede satisfacer 
simultáneamente las dos condiciones Inicia/es de desplazamiento y velocidad, por lo cual se 
adaptará una nueva soluc/6n para (f) de la forma 

K = (Ao + BcJ)e r1l ••• (r) 
Ao,Bo..ionetant•• que dependen de 
la• concllcloneo lnlcloleo do 
desplazamiento y velocidad 
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sustituyendo (p) en (r) 

X = e-wt(Ao + BJ.) ... (s) 

1a. derivada de (s) 

x' = e-wtBo- (Ao + BJ.)we.wt ... (t) 

2a. derivada de (s) 

x" = ·WB<l3-wt + w(Ao + Bot)we.wt- WB-wtBo = -2wB.,e-wt + w2(Ao + Bot)e-wt ... (u) 

determinación de Ao y Bo 

de (s) para t=O 

Xo = e0(Ao + Bo(O)) = Ao Xo= Ao ... (v) 

de (t) para t=O 

X'o = e0Bo·(Ao + Bo(O))we0 = Bo~ WAo 

de donde Bo = x'o + wAo 

sustituyendo (v) Bo = x'o + WXo ... (w) 

sustituyendo (v) y (w) en (s) 

x=e-wt(Xo + x'ot + wxot) . .. .. (3.17) 
Solución do la ocuaol6n del movfmlonto libre con amortiguación crftfca 

con w = c/(2m) ... (3.17a) 

~= 1.0 ... (3.17b) 

La gráfica de la eouacfón (3. 17) se muestra en fa ffgura 3. 19 (lnolso 3.2.2. 1.), y puede observarse 
que el movimiento ya no es oscilatorio. 

Comprobación de que (r) es solución de (f) 

(f) puede escrfblrse x• + 2cX'/(2m) + W:X = o 

sustituyendo (q) en (f} x• + 2wx'+ w2x= o ... (f) 

sustituyendo (s),(t) y(u) en (f~ 

-2wBoe-wt + w2e-wt(Ao + Bof) + 2WB.wtBo-2w2e.wt(Ao + Bot) + w2e-wt(Ao+Bot) =O 

de donde O= o (oorraoto) 
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Caso b) Amortiguamiento subcrftfco. - Existe cuando r, y ra son números compla/os de la forma 
a ± b/, para lo cual es necesario que el radical de la ecuación (3. 14) resulte un número Imaginarlo, 
cosa que sucede si s < 1. O 

corno la unidad Imaginarla es I = [-1f· 6 

la ecuación (3. 14) puede escribirse para este caso como 

... (X) con s< 1.0 

Sustituyendo (x) en (3.13) 

x=Cexp{-wst+ iwt[1-s2f'5
} +Dexp {-w~t-lwt[1-s2f·5} =Cexp{-w~}exp{lwlft-s2J°"5J + 

Dexp{·wmexp{-lwtf1-s2f· 5
} ... 6') 

Recordando las fórmulas de Eulerl'•'· 51: 

exp{±iO} =coso ± /senO 

la ecuación (y) puede escribirse entonces como 

x = Cexp{-wst}{oos(wtf1-~2f·5) + isen(wtf1-s2f· 5)J + Dexp{-wst}f oos(wt[1~1;2jo.s) 

-lsen(wtf1-s2f· 5J J = 
=exp{·w~t}{ Ccos(wt[1-e1º·6J +Clsen(wt{1-s2f' 5

) +Doos(wt[t-~2¡0•6)-Dlsan(wt[1-~2¡º·5n = 
=axp{·wm E (C +D)oos(wt[1-~2f'6J + (C-D)lsen(wt[1-~2f·5J J 

tomando Ao = e +D y Bo = (C-D)I (por ser todas constantes), 

donde: Ao,Bo-<:onotanl•• que d•pend•n de las condicione• Inicio! .. de deopl112amlonto y velocidad 

por lo cual 

Determinación de Ao y Bo 

de(z) para t=O 

Xo = e0[Ao0os(O) +BoSen(O)] = ,Ao, Xo = Ao 

derivando (z) 

x' = exp{-w~}{-Aow[t-~2f"5sen(wt[t-~2J°"5) + Bow[1-~2J°·soos(wt[1-~2f'5) j + 

f Aoeos(wtft-s2f·15J + Bo00n(wtf1-~21º·ªJJexp{-wst} (-wsJ 

... (z) 

••• (A) 
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para t=O 

x' o= e0[-Aow[1-~2f·esen(O) +Bow[1-~2J°·eoos(O) ]-w~e0[Ad1os(O) +BoSen(O)}= 

x'o= Bow[1-~2f-5 -AoW~ 

de donde 

definiendo 

wo = w[1 - l;2f·5 
••••• (3.19} Wo.frocuencla angular del 

•lotoma amortiguado 
(rad/oeg) y sustituyendo (3. 19) y (A) tenemos 

Bo = [x' o + XoW~]lwo 

Sustituyendo (A),(B) Y {3.19) en (z) 

... (B) 

x = e./Jvvt( x,pos wot + [(x'o+ ~ow)sen wrJJ/wo ) ..... (a 1s) 

con~< 1.0 
Solución do la ecuación del movimien­
to libre con amortiguación oubcrftlca 

Análogamente a la ecuación (3.7) (Inciso 3.2.1.), puede establecerse el período del sistema 
amortiguado · 

To= 2:rr/wo ..... (3.20) 

La gráfica de la ecuación (3. 18) se muestra en la figura 3.20 (Inciso 3.2.2.2.), donde puede 
observarse que las amplitudes de onda (desplazamientos), decrecen exponencialmente debido al 
amortiguamiento. 

En dicha gráfica se pueden medir cualesquiera de dos amplitudes consecutivas: 

parat=n Xn = XoEPCp{-~wtn} 

para t=n+ 1 

donde, ver figura 3.20 

tn+1 = fn +To 

sustituyendo (E) en (D) 

Xn+1 = xoaxp{-~wtn}expHwTo} 

... (C) 

... (D) 

... (E) 

... (FJ 
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dividiendo (C) entra (FJ 

Xn I Xn + 1 = (XoEll<P{·e~}) I (xoaxpHwtn}expHwTo}) = 1/expb;wTo} = exp{,wTo} ..• (G) 

De la definición del Decremento Logarltmlco (Inciso 3.2.2.2.) 

S = /n{Xn/Xn+t} 

sustituyendo (G) en (H) S = ln(exp{,wTo}) = '°wTo 

sustituyendo (3.20) y (3.19) en (I) 

S = l;w2n I wD = l;w2;n: I {w{1·,2f· 5j = 2;n:,/[1-!;2f'5 

por tanto de (H), (1) y (J) 

s = '°wro = ~tf1-eJ°"5 = lnfXn t Xn+ 11 

para valores pequeños del;: , 2.,,0 yde(3.21) S=~ 

... (H) 

... (/) 

••• (J) 

..... (3.21) 

..... (3.22) 

Caso o) Amortiguamiento hlperorítloo.- El sobreamorl/guamlenlo existe cuando en la ecuación 
(3.14) r1 y r2 son números reales y r1 ;itr2, para lo cual el radlcal en dicha ecuación debe ser mayor 
que cero, oosa que sucede si'°> 1.0 

sustituyendo (3.14) en (3.13) 

x = CexpHwt+wtfe2·1J0
·
5J + DexpHwt-wtfe2·t]0

·
6

} = 
x = Cexp{-l;wt}exp{wt{~2-1Jº·5J + Dexp{-l;wt}exp{·wt{~2-1Jº·5} ••• (L) 

Determlnaol6n de C y D 

1a. derivada de (L) 

x' = Cexp{-,wt}exp{wt{~2-1lo.el (w[~2-1¡0·~ - Cexp{wt{,2-1Jº·5texp{- l;wt}"°w) + 
-Dexp{ -l;wt}exp{-wt[e-1f· }(w{l;2-1Jº· J -Dexp{-wtf,2-tf· }expHwt} (l;w) 

de donde 

para t= o de (L) 

para t= O de (M) 

de(N) e= Xo-D 

Xo= C+D 

x'o = Cw(fll-1f·S-~) -Dw({l;2-1]°'·5 + I;) 

••• (N) 

••• (O) 

••• (P) 
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susliluyendo (P) en (O) 

y 

por tanto 

de donde 

de(Q)y(P) 

x'o = (xo-O)w([/;2-11º'5 -!;) - Dw([/;2-1]0
·
5 +!;) 

x' o= Xow([f-11º·5 -!;) - Dw([/;2-1]0·5 "!;) - Dw([l;2-1J°·5 +!;) 

= XoW({/;2·1f·5 -/;) - 0.V([l;2-1f'5- /; + {/;2·1f·5 + /;) 

Sustituyendo (Q) y (R) en (L) 

X<= {xo- [xow(/1;2-1]0·5 -l;)-~'o}/{2i{1;2-1J0.11J}exp{-l;wt+wt[l;2-1]0· 51 + 

{[xow([/;2-11º'5 -!;) ~X;olff~".;¡f ~-~J8.':f>~{Júwt-"wt[1;2-11º'5} 
y faotorlzando 

.,'<<:':::·.,· ,'._·~~·,·.:· . .. ··,: -· 
!•:;:·:. 

x = Q[ (Xo· 1)exp{-l;wt + wt[l;2-1f·6
} 
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... (Q) 

••• (R) 

con: amortiguación hlpercrltica 

Q={XoW([/;2- 11°·5 -l;)-x'o}/{2w [/;2 -1f·5 } 

!; >1.0 .•• (3.23a) 

11.-En la estructura mostrada en la figura 3.22, la cual es usada con fines publicitarios para anuncios 

comerciales, se efectuó una prueba de vibración libre midiéndose las amplitudes de dos desplazamientos 

consecutivosenXa=2.25 [cm] y Xn + t =2.153 [cm]. Para ambos carteles el peso total por metro cuadrado 

de área vertical que soporta la columna tubular (perfil OC762't9.S3 [mm]), es de 80 [kglm2] y la máxima 

presión del viento esperada es de 170 (kglm2). Determinar: a) El porcentaje de amortiguamiento critico, 

b) fa ecuación del movimiento libre amortiguado, c) la frecuencia angular amortiguada, d)el período 
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--. 
'° C'Ó 

_j 

NOTAS: 
1-Acotaolón en [m) 
2-l'oPocolumno = 1 n[kg/m) 
3-Eacaro = 2 X 108(kg/cm2

) 

OC 762:x9.53[mm] 

.00953 

b) Sección trans­
versal columna 

a) Vista frontal e) Vista lateral 

Flcnra 3.22. Estructura para anuncios publicitarios. 
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amortiguado de oscilación, e) la frecuencia natural, f) las respuestas de desplazamiento (x), velocidad (x') 

y aceleración (x") del sistema, suponiendo que actúa una rafaga de viento horizontal instantánea con la 

máxima presión, produciendo vibración libre. 

a) Porcentaje de amortiguamiento crítico (~) 

De la ecuación (3.21) S = ln[Xn/Xn+1/ 

sustituyendo S = In [2.25cm/2.153cm} = 0.04407 

De la ecuación (3.22) S= 2.71{ 

portanto ~ = S/(2Jt:) = 0.04407/(2Jr) = 0.007= 0.7% 

b)Ecuaclón del movimiento libre amortiguado 

... (a) 

El área expuesta al vierto según la figura 3.22a es A = 3.5(m](12{m]) = 42 [m2J ..... (b) 

Carga sobre la columna Wcar = 42{m2](BO[kg/m2]) = 3360 (kg/ = 3.36 (ton} 

Se considera que la mitad de la masa d& la columna se concentra en la parta superior 

Wcol = 12.5[m](177[kg/m})/2 = 1106.25 {kg] = 1.11 {ton} 
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La est/Uctura se modela con el sistema vibratorio discreto simple de la figura 3.23 de masa: 

m = (Wcar + Wool)!g = 4.47~tonj/9.80665[m/s2¡ = 
0.4558{ton-s /mf ... (c) 

Figura 3.23. Sistema dis­
creto simple 

Para el perfil OG762 X 9. 53: 

y rigidez (rel. 6): 

k = 3E/IL3 

donde para el acero 

En la sección transversa/ circular de la figura 3.22b 

por tanto: 

... (d) 

••• (e) 

Momento de Inercia del tubo hueco"' Motile~~ de !né~la círculo exterior-Momento de Inercia 
cfroulo Interior · · 

, = 1104.164-io4i/64~,;;, ~(o4:.o4~1B4 
'··-· -,·" . 

{ ~.: 

de la figura 3.22b 

Dr = De-2t =O. 762-?:009,53(2);,; 0.74294{rri] 

sustituyendo en (f) . ·. i ;;.'. '.) <( .. _ . 

I = 11(0.7e:t'- 0.7429,;(')/Ú;, 07 001"s95[~4] 
Sustituyendo (e) y (f) en (d) 

k = (3)(2}(107)[ton/m2](0.001595)[m4}1(12.5[m])3 = 48.9984 = 49/ton/m] 

de la ecuación (3. 6} la frecuencia angular no amortiguada es 

w=fklmJ°·6 

sustituyendo (c) e(/) en (3.B) 

w = [ 49[ton/m]/0.4558[ton-s2/m] ¡0
·
5 = 10.368 [rad/seg] 

... (f) 

.•• (g) 

... (h) 

... (/) 

... aJ 
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De la ecuación (3.15) 

~ = c/(2mw) 

set/ene 

c = ~2mw= (0.007}(2}(0.4558{to11-s2/n1]}(10.368{rad/seg]) = 0.06616{ton-s/m} ... (k) 

De /a ecuación (3. 12) 

mx•+cx'+kx=O 

y sustituyendo (c),(k) e(/) 

0.4558x' + 0.06616x' + 49x = O 

e) Frecuencia angular amortiguada (wo} 

De Ja ecuación (3. 19) 

sustituyendo (/) y (a) 

wo = w[1-l/f'5 

wo = 10.368{1-(0.007)2}°'5 = 10.3B77{rad/seg} 

d) Período amortiguado de o.sol/ación (To) 

De /a ecuación (3.20) 

To= 2lr/Wo 

sustituyendo (n) 

To = 2;r/(10.367l{rad/seg}) = 0.60603 [seg] 

e)Frecuencla natural (f) 

De la ecuación (3.8) 

f = 1/To = 1/0.60603{seg} = 1.65{clc/os/seg] = 1.65 [herz] 

f) Ecuaciones y gráficas de desplazamiento (x). ve/oc/dad (x~ y aceleración (X') 

La fuerza 'instantánea' horizontal producida por el viento y supuesta estática es 

P = (170kg!m2)(3.5m)(12.0m) = 7140{kg] = 7.14{ton} 

... (m) 

... (n) 

... (o) 

.;.(p) 

•.. (q) 
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El desplazamiento in/e/al x0 en el Instante t= o. co"esponde al despfazamierio estático 
producido por la carga del viento actuando horizontalmente como en la figura 3.23, y vale [r•f. 61 

Xo = P/k 

sustituyendo (1) y (q) 

Xo = 7. 14[ton}/49[ton/mj =O. 1457{m] ... (r) 

Cuando la carga P deja de obrar, la masa m alcanza su deflexlón máxima Xo y debe detenerse 
para poder lnve1tir al sentido de su dasp/azamlento, por tanto para ese Instante 

x'o =O ... (s) 

De fa ecuación (3. 18) la respuesta a los desplazamientos es: 

x = e"'l;1[A.,cos(wot) + BcSen(wot)J 

con 

Ao = Xo y Bo = (x' o+ xowl;)lwo ... (t) 

1a. derivada de la ecuación (3. 18) 

x'= Eiwl;t[-A.,.sen(wot)wo+ Boeo.s(wot)wo/ - wl;[Aoeos(wot) +BoSen(wot)Je"'l;t = 

x'= e-wl;t¡ wo[-AoSen(wot) +Boeos(wot)J- wUA.,pos(wpt) +BoSen(wot)]] = ... (u) 
· Respuesta de velocidad 

2a. derivada de la ecuación (3. 18) 

x• = e"""/;1{ wo{-Aoeos(wot)wa-Bo-sen(wot)Wo) - w.;[-A.,.sen(wot)wo+ Boeos(wot)wo) J + 

+ [ Wo[-A.,.sen(wot) + Boeos(wot)J - wUA.,pos(wot) + B.,.sen(wot)] ]e~1(-wl;) = 
= e"'/;1[ w2of~A.,pos(wr:J)-BoSen(wot)) - ~f-Aosen(wDt)wo+ Boeos(wot)wo) + 

- wwol;[-Aosen(wot) + Boeos(wot)] + w21;2[A.,pos(wot) + BoSen(wot)]] = 

x• = e"""l;1{ w2of-Aoeos(wot)-BoSen(wot)J - 2wwol;[-Aosen(wDt) +Boeos(wot)J + 

+ w2t;2[Aooos(wot)+BoSen(wot)] 1 = ... (v)Respuel!ta de aceleraclón 
:.. :··": 

Sustituyendo (a), ()), (n) y (s) en (t). (3. tB),(u) y (v), se tiene 
··.'. .' ' 

Ao = 0.1457 [m] 

y Bo = (0.1457)(10.368)(0.00l)/10:3BTr = 0.00102[m} 
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x = eC·t0.36a)(o.oo7)t¡o.1457cos(10.36771) + 0.00102sen(10.36771)] = 

x =e -0.o72581¡o.1457cos(10.36771) + 0.00102sen(10.36771)} 
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... (w) 

J( = e-O.Oi'll58t { 1Q3677{·Q1457sen(10.3677t} + 0.001Da:xJs(1Q367lt)}-<J.07258[0. 1457cos(10.367'1t) 

+ 0.00102sen(10.36771)} } 

x' = e -0.o72581 [-1.51057sen(10.3677t) + 0.010Bcos(10.36771) -0.0106cos(10.367'1t) + 

- 0.000074sen(10.367'1t) J 

x' = e -0.
072581 [-1.510644sen(10.36771)] .•. (y) 

X" = e -0.o725at {1a36772 [-a 1457cos(1Q36771) -aoo102sen(10.S6771)] - 2(1Q388)(1Q3677)(0.007) 

[-<J.1457sen(10.36771) + 0.00102cos(10.36771)} + (10.3(j82J~0.00°12)[o.1457cos(10.S677t) + 

+ 0.00102sen(10.3677t)] J 

X" = e -0.o72581 {-15.66118cos(10.3677tJ,-0.100si9sen(10.3677t) + 0.219263.sen(10.3677t) + 

- 0.001535cos(10.3677t) + 0.0007674cos(10.3677t) + 0.00000537sen(10.3677t)] = 

X"= e -0.o72581 [0.10962937sen(10.3677t) - 15.6819476cos(10.36771)} ••• (z) 

Tabulando las ecuaciones (w), (y) y (z), se obtiene la siguiente tabla y gráficas de respuestas: 

Tabla 3.5 

t(aog] O.DO 0.0758 0.1615 02273 0.3030 0.3788 0.4545 0.5303 0.6060 0.6818 0.7575 
t['ll.T] O.OT T/B T/4 .3T/8 T/2 5T/8 3T/4 7T/B T 9T/8 5T/4 
x[m] 0.1457 0.1032 O.D010 -0.1 D07. -0.1426 -0.1009 -O.DO 0.0985 0.1394 0.0987 O.DO 
x'[ml•! O.DO ·1.062 ·1.494 ;1.051:'. 0.00 1.039 1.462 1.028 O.DO .1.017 -1.430 
x'[m/a] -15.66 -10,94 0.11 '10:a1~ 15.32 ~10.70 -0.11 ·10.73 ·14,99 710.47 • .. 0.10 

.·:~·,-;: '•' - . 

t[ .. g] 1.2979 1.3636': 1.4393' 
t[%T] 17T/8:. 9T/4 "19T/a:-. 
x[m] o.094s::. · :·o.oo -0,0921::. 

x'[mt•t "-0.97:3 \ :c1:36a' .. : '!-0.962.: 
x"[m/o] -10._02" .·:·0.09: ·to.os:· 

t[aog] 1.6666 •· 1.7423> 1.a1.a1. Ú938 .1.eés6. 20454 2.1211 21969 22726 23484 24241 
t[%T] 11>~ 23T/8 . 3T: 25T/8 . 13T/4' 27T/8 7T/2 29T/8 15T/4 31T/8 4T 
x[m] 0.0901 :e 0.1277 0.0904 0.00· -0.0882 .1249 -0.0885 ·0.00 0.0863 0.1222 
x'[ml•J '1'.339 0.941 .. '0.00 .. .-0.931 -1.309 -0.921 O.DO 0.911 1.281 0.901 O.DO 
x"[mt•"f .:0.10 ·9.83. .-13.73" -9.58 0.09 9.61 13.43 9.38 ·0.09 -9.40 ·13.14 

ma TtSIS ND DEBE 
UUR Df lA BIBUOlfCA 
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Gráfica 3.11. 
Desplazam,lento 

Yf/2 . zr. ST/2 3T. 7f/2 4T 9T/2 ST HT/2 .·. 6I' 

t(%T) 
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Tabla 3.15 (oontinuaol6n) 
t(segJ 24999 25756 26514 27271 28029 28766 29"4< 3.0301 3.1059 3.1817 3.2!574 
t['l6T] 33T/e 17T/4 35T/e 9T/2 37T/e 19T/4 39T/E 5T 41T/8 21T/4 43T/8 
x(m) 0.0866 o.co -0.0844 -0.1195 -0.0847 -0.00 0.082! 0.1169 0.0828 0.00 -0.0807 
x'[m/•) -0.891 ·1.253 -o.ee1 0.00 0.8714 1.226 o.eEY. 0.00 -0.852 -1.199 -0.844 
X"(m/e2] -9.17 0.09 9.20 1285 e.se -0.09 -9.0C ·1256 -8.78 0.08 8.80 

t(••gl 3.3332 3.4089 3.4847 3.5604 3. 
t['l6T] 22T/4 45T/8 23T/4 47T/e 
x(m) -0,1144 -0.0810 0.00 0.0790 
x'[m/o] 0.00 0.834 1.173 0.825 
x"(m/•2) 12.30 8.59 -0.08 -8.61 

111.-Una grúa viajera cuyo peso es de SOO[kg], se encuentra colocada a la mitad del clard'ae su trabe 

carril, ver figura 3.24, y soporta un peso muerto de 2000[kg]. Si debido a un defecto en la fabricación del 

cable de soporte la carga es soltada repentinamente, determinar (despre'ciese el peso propio de la trabe 

carril): a) La ecuación del movimiento libre amortiguado, b) la constante de amortiguamiento crítico (C.,), 

la frecuencia angular y el período de oscilación amortiguados (wo, To), la frecuencia natural (f) y el 

decremento logarítmico (S) del sistema; c) la respuesta de desplazamientos del sistema durante la 

oscilación y d) el valor de la velocidad máxima y el instante en que ésta se alcanza. 

Caraoterfotioae d• la 
trabe oanil : 

1 = 9074 x 1 o""(m4J 

~ = 10% 

E= 2X 1o" [kg/om2
) 

m 

Figura 3.24. Grúa viajera de una nave industrial. Figura 3.25. Sistema discreto simple 
que representa a la figura 3.24. 

a)Ecuaclón del movimiento libra amorliguado 

Et sistema original puede ldeál/zarse como un sistema vibratorio discreto simple como el 
mostrado en la figura 3.25, en donde: 

m = W/g = 500{kg]/9.80BB5fm/s2¡ = 50.99 {kg-s2/mj ••• (a) 
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Para una viga simplemente apoyada con una carga concentrada en el centro del claro, la rigidez 
k vafe (rer. s) : 

k = 48El!L3 

por tanto 

k = (48)(2)(101 º)[kg/m2¡(9074)(10 -a)[m4]1(10[mj)3 = 87110.4 [kg/m} 

de la ecuación (3.6) 

w = [k!mf·5 =[87110.4/kg/mj/50.99{kg-s2/m}] 0
·
5 = 41.33 [rad/seg} 

dela ecuación (3.15) 

~ = c/(2mw) 

de donde 

c = ~2mw= (O. 1)(2)(50.99{kg-s2/m])(41.33[rad/s]) = 421.48 [kg-s/m] 

dela ecuación (3.12) 

y_sustltuyendo (a), (c) y (e) 

... (b) 

... (c) 

... (d) 

••• (e) 

50.99x" + 421.48x' + 87110.4x =o ... (f) 
ecunolón del movlmlentollbre amortiguado. 

b) Constante de amortiguamiento critico (Ce), frecuencia angular amortiguada (wo), período de 
oscilación amortfguado (To), frect1encla natural (f) y decremento logarftmlco (S) 

dela ecuación (3.16) 

Co = 2mw = 2(5~.99[kg-s2/m})(41.33{rad/s}) =4214.83{kg-s/m] ... (g) 

dela ecuación (3.19) 

Wo = wf1-fr0
·
5 = 41:33{1~Ó.1~l"5.,,; 41.12 [rad/seg] .. , __ ., . -· .- ._, '· " ... (h) 

... (/) 



Tema 111 Dinámica Estructural 83 

de la ecuación (3.8) 

f = 1/To = 1/0.1528 [seg]= 6.545 [herlz] ... (}) 
de la ecuación (3.22) 

S = 2n~ = (2)n(0.1) = 0.628 ... (k) 

c) La respuesta de desplazamientos del sistema durante la oscilación 

El desplazamiento lnlcfaf Xo en el Instante t=O antes de Iniciarse fa oscilación, corresponde al 
despfazamfento estático producido por el peso propio de fa grua y fa carga sostenida, y vafe (ref.eJ: ..,, 

xo = P/k = (500+2000){kg]l87110.4{kg/m} = 0.0287[m] = 2.87[cm] 

para ese Instarte de deflexfón máxima, fa vefocfdad vafe: x'o =O 

por tanto de fa ecuación (3.18) para~< 1.0 

x = e./;wt¡xoeoswot + (x'o + ~xowsenwot)/wo} 

y sustituyendo _(d),(h),(m) y (n) 

x = e-4·1331(0.0287cos(41.12t) + 0.002885sen(41.12t)) 

tabulando (o) se obtiene fa siguiente tabla y gráfica: 
Tabla 3.tl 
t(oeg) 
1(%1] 
x(m) 

t(oeg) 
1(%1] 
x(m) 

t(Hg) 
1[%1] 
X(m) 

l 
-1 
-2 

... (m) 

... (n) 

... (o) 

. Q1910 
. ~14 
Q0013. 

Q4011 
21T/8 

-0.0043 

Grá0ca3.14 
Desplazamientos 

~ .___~~ ......... ~ ........ ~ ......... ~...._._~ ................. ~~~ ........ ~ ......... ~~~~~~~~~._._, 
T/4 Tti 3T/4 T 5T/4 3T/2 Tf/4 zr . 9T/4 5T/2 llT/4 3T 
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d) El va.lar de la velocidad máxima y el lnstanl'9 en que ésta se alcanza 

En el problema resuelto // de esta Inciso, se encontró que la respuesta de ve/oc/dadas Y 
ace/eracfones para un sistema subamorlfguado son 

x'= e""lf.t¡ wof-Ao8en(wot) +Boeos(wot)J- wUAoeos(wot) +Bo.sen(wot)/ J 

X" = e-wlf.t¡ w2o[-Aoeos(wot)-Bo8en(wot}] -2wwo/f,{-Aosen(wDt) +Bocos(wot)J + 

l'l/f,2[Ao00s(wot) + BoSen(wot)]] ... (v) con: 

Ao = Xo 

Bo = (x"o + Xow/f.)fwo 
sustituyendo valores se obtiene 

Bo = (0.0287)(41.33)(0. 01)/41.12 =O. 0029 [m] 

x' = e-4.t33t[ 41.12[--0.0287sen(41. 12t) + 0.0029cos(41.12t))- 4.133[0. 0287cos(41.12t) + 

+ 0.0029sen(41.12t)]] 

X-= e-4·1331[1690.9{--0.0287cos(41.12t)-0.0029sen(41.12t)}-339.9{-0.0287sen(41.12t) + 

0.0029cos(41.12t)] + 17.0B2[0.02B7cos(41.12t) + 0.0029sen(41.12t}}] 

Empleando en la ecuación (x) el orlterlo de la ta. derivada: 

X" = -0.03 "" O para cuando t = 0.0357B[seg} 

por tanto sustituyendo este valor de ten (W) 

x'maK = -1.023[m/s} 

... (u) 

••• (w) 

... (x) 

••. (y) 

IV.- Un tanque de almacenamiento de agua está soportado por una estructura metálica, como se 

muestra en la figura 3.26. Suponiendo que toda la masa del líquido se mueve con el tanque como una masa 

rígida, determinar (despréciese el peso propio de la estructura metálica): a) La ecuación del movimiento 

libre amortiguado, b) la constante de amortiguamiento crítico (Ce), la frecuencia angular y período de 

oscilación amortiguados (wo,To ), la frecuencia natural (1) y el decremento logarítmico (S) del sistema, 

y c) La respuesta de desplazamientos del sistema si el tanque es desplazado lateralmente por una fuerza 

de4 [ton]. 
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a) Ecuación del movimiento llbre amortiguado 

Determinación de la rigidez lateral K: Empleando el Método del Traba/o Vlrlua/lrd.?J, la rigidez 
lateral u oposición a los desplazamientos x producidos por una carga P como la mostrada en la 
figura 3.27a está dada por 

P!k = x = (.E.q1 BL)/(AE) ... (a) con Al!=com1tente pare es1e ceso 

Ceracterfetlcaa de la eetructura: l!n 11 ecuación (a): 

E = 2 x 1 o• (kgtcm•¡ 

A = 8 (om•¡ (titea lranoverelll do 
cndabo.rra) 

¡-3.o¡ 
/ ....... ,, 

L • I ongltud do la b"'1ll 

A • W.a lranovot.'111 de lo 
barro 

Peoo propio del tanque 
(PoPo) = 500 (kg) 

Acotaciones en [ m] 

,.,-:. ____ .:-¡ 

1H 2 01 
t:.,.~""da.1l 
~ 2D,74 (rn31 

...-~~= d 
1 _ _.. 

L5.o_J 

E • módulo dt elaotioldad 

e¡, ·fuerza• lntemae en lao 
barras producidas por una 
onrgn vlrtulll unttoria 
actuando en el punto donde 
ee deeea conocer la rigidez 
(ligurn 3.27b) 

B • fu•"'ªº lntoma• •n In• 
barras, producidas por la 
onrga relll P (ffgura 3.27•) 

q1BL ·trabajo do q1 a lravéa 
de loa doophwunlontoa 
producidos por P 

Figure 3.26. Tanque de almacenamiento elevado. 

Como se puede observar, la figura 3.27b es un caso particular de la figura 3.27a para cuando 
P = 1; por lo tanto solo debe resolverse la estructura de la figura 3.27b, y tendremos los mismos 
resultados para la figura 3.27a pero en términos de P. 

Figara 3.27e. 

Resolver la estructura de la figura 3.27b lmp/lca resolver una 
estructura Indeterminada, cuyo grado de Indeterminación puede 
obtenerse con (rol. 7J: 

G = b + r· 2n ... (b) 

sustituyendo en (b) 

b-Númoro de bMra• enlre orticulaclonee 

r-Número de reacciones 

G11rodo de lndetennlnnción 

n-Número de nrtioulnclon•• 

G = 10 + 4 - 2(8) = 2 = 2° grado 



Ficura 3.271>. 

Estado O. 

,,y Estado 2. " ,,. 
Figura 3.28. Estados auxiliares pa­
ra la solución de la figura 3.27b. 

.• !'- '. 
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por tanto la estructura es Indeterminada Internamente en un 
grado (posee una baTTa de más), e Indeterminada externamente 
an un grado (tiene una reacción da más). 

De acuerdo con el método da/ trabaja v/rtual, es necesaria 
plantear y resolver tres estados auxll/ares Imaginarlos (O, 1 y 2 de 
la figura 3.28), que resultan esf!Ucturas lsastát/cas al nullflcar o 
cortar una de las barras redundantes (como la barra bd) y eliminar 
una reacción redundante (como la horizontal en f); de acuerda a 
esto tendremos en dichos estados desplazamientos en la barra 
bd (denominado Dbd en la figura 3.28) y en el nodo f {Dro. en la 
figura 3.28}. 

En el estado caro la estructura es cargada con la carga 
unitaria, el astado uno es cargado con la carga Q qua es fa fuerza 
interna desconocida que origina/menta obra en la barra bd da la 
figura 3.27b, el estado das as cargado can la carga R, que es la 
reacción desconocida que origina/menta actúa en el apoyo f. 

En la estructura original de la figura 3.27b los desplazamientos 
en la barra bd y en el nudo f valen cero, por lo que superponiendo 
los estados o, 1 y 2 la ecuación de compatibilidad de 
desplazamientos as 

D1bd + DQbd + DAbd = O 
} ... (A) 

D11a +Dora+ DRlo. =O 

Cada término en fa ecuación (A) se obtiene par traba/o virtual 
as!: 

Dibd = (Eq1qol)IAE 

Di la = (T.qaqoLJ/AE 

OQbd = (i:.q1qL)IAE 

en donde: 

DOio. = (Eqr;t:¡L)IAE 

DRbd = (T.q1rL)/AE 

DR!o. = (T.q2FL)IAE J ... (B) 

01bd-d•oplazamlento de la bnrrn bd por causo. de la carga unHarln 

Det>d-d•oplazamlento de la bnrrn bd por cauon de la carga Q 

Do 11 • d•splazamlento de la barra l j por oausn de la carga Q 

q1.fuerzno lntemn• en In• b!ll'Tns del <1otado uno cuando Q = 1 

q:>-fu<1rzao lntemno en lns barrns del eolndo dos cuando R = 1 

qo{uerzas Interna• en las barras del eetado cero 

q-luerzns lntemae en In• barras del estado uno cuando Q = Q 

r{u•rzaa lnt•m•• •n In• bnrrns d•l ••tado doo cuadno R = R 

]

cargas 
vlrtualeo 
unHarias 

J 
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Analizando los estados o, 1y2 se obtiene fa siguiente tabla {Compresión(-); Tensión(+)} 

Table 3.7 .,.,,. ~1m1 q, q q2 r qo q1qaL q2'1oL q1qL Q2QL. Q2rL 
va1rL 

ab 4.04 0.00 o.oo 0.814 0.914R 0.58 0,00 2.142 0.00 O.DO 3.375A 
bo 3.03 -0.67 -0.67Q 0.00 O.DO 0.79 ·1.604 0.00 1.36Q O.DO 0.00 
de 3.03 -0.67 -0.67Q 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 1.36Q O.DO 0.00 
el 4.04 0.00 0.00 0.914 0.914R ·1.62 0.00 -5.962 O.DO 0.00 3.375A 
be 3.86 -0.66 -0.66Q 1.13 1.13R -0.26 0.662 -1.134 1.68Q ·2.BBQ 4.929ft 
od 3.DO -0.65 -0.BSQ 0.00 O.DO 0.00 O.DO 0.00 2.168Q 0.00 0.00 
ce 4.56 1.00 1.00Q 0.00 O.DO •1.18 -5.381 0.00 4.56Q O.DO 0.00 
ae 5.97 0.00 0,00 ·1.35 ·1.35R 1.24 O.DO -9.994 O.DO O.DO 10.88R 
bl 5.97 0.00 0.00 ·1.35 ·1.35R 0.31 O.DO ·2.50 O.DO O.DO 10.llBR 
l:= -e.323 -17.MlB 11.128Q ·2.BJP 

·2.88R 
33.439R 

Por tanto sustituyendo los valores de la tabla en las ecuaciones (B) y (A) 

} 11. 128Q- 2.880R = 6.323 
... (C) 

-2.880 + 33.439R = 17.468 

Resolviendo este sistema de ecuaciones se obtiene 

Q = 0.719 
... (D) 

R = 0.584 Con loe eenlldoo 
lndloadoo en la figura 3.28 

Ahora conocemos fas fuerzas redundantes (R y Q) que sustituidas en la figura 27b, convierten 
la estructura en lsostátlca. Reallzarnio dicha sustitución y anallzando la figura 3.27a y 3.27b se 
obtiene la siguiente tabla: 
Tabla 3.8 

Borre L 
ab 4.04 
be 3.03 
de 3.03 
ef 4.04 
be 3.86 
cd 3.00 
ce 4.56 
db 4.56 
ae 5:91 
bf 5.97 
l: 

-
Q1 

1.19 
0.31 
·0.48 
-1.012 
0.024 
-0.61 

.. ··. ·0.461 
·o.719 
'.'0.334 
~0.594 

B 
1.19P 
0.31P 
-0.48P 
·1.012P 
0.024P 
-0.61P 
-0.461P 
0.719P 
0.334P 
·0.594P 

q¡BL 
5.721P 
0.291P 
0.698P 
4.138P 
O.OOZP 
1.116P 
0.969P 
2.357P 
0.666P 
2.106P 
18.<JO<ll." 

Sustituyendo finalmente el valor de la tabla 
en fa ecuación (a) 

P/k =X = 18.064P/(AE) 

de donde 
... (e) 

k = AE/18.064 

sustituyendo los valores de A y E obser­
vados en la figura 3.26 en la ecuación (e) 

k = (8)(10 -4){rif](2)(10 7)[ton/rr!J / 18.064fm] = 885. 74[ton/m} ••. (d} 



Ficar• 3.29. 
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y Ya sea que se analice en dirección X o en 
dirección Y, la estructura consta de dos ar­
maduras paralelas en cada dirección. Por tanto 
se puede Idealizar como un sistema discreto 
simple como e/ de la figura 3.30, con rigidez: 

K = 2k = 2(885. 74) = 1771.5{ton/mj 

El peso del agua dentro del tanque es 

Wo = Vro 

Y • volumen [m3
) 

yo.Peso eopecilico d•I agua [ton/m3
) 

sustituyendo en (e) 

... (e) 

Wo = (26.74[m3})(1{t/m3J) = 26.74{ton] ... (f) 

El peso total sobra la estructura en la figura 3.29 es Igual al peso del agua más el del tanque 

W = W0 + Wtanque = 26.74 + 0.5 = 27.24{1on] ... (g) 

la masa del sistema osc/latorlo es 

m = W/g = 27.24{ton]/9.80665{mls2J = 2.78[t-s2/m] 

de la ecuación (3. 15) e= U2mw) 

... (h) 

... (/) 

Figara J.30. Sistema dis· 
creto simple que repre· 
senta a la estructura de la 
figura3.29. 

y de la ecuación (3. 6) 

w = [k!m]0
·
5 = (1771.5[t!mJ/2.78[t-s2!m}) 0

·
5 = 25.24/rad/seg] ·:'.(/) 

sustituyendo (h) y (/).en (1) 

e= (0.02}(2)(2.7B[t-s2/m])(25.24[rad/s]) = 2.81 [t-s/m] ... (k) 

de la ecuación (3. 12) mx" + ex' + kx = o 

sustituyendo (h),(k) y (e) en (3.12) 

2. 7a>c' + 2.81X' + 1771.5x = O ... (m) ecuación del movimiento 
libre oubPltlortiguado 

b) Constante de amortiguamiento crítico (Ce), frecuencia angular amortiguada (wo), perfodo de 
oscilación amortiguado (To), frecuencia natural (f) ydecramento logarítmico (S). 
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de la ecuación (3. 16) 

Ce = 2mw = 2(2. 78)(25.24) = 140.33(t-s/m] 

dela ecuación (3.19) 

wo = w(1-~ 2f·5 =25.24[1-0.022 ¡º·e= 25.235 [rad/seg] 

de la ecuación (3.20) 

To = 2;n/Wo = 2n/25.235[rad/s} = 0.249{seg] 

de la ecuación (3.8) 

f = 1/To = 1/0.249{seg] = 4.02{/Jertz] 

de la ecuación (3.22) 

S = 2~ = 2n(0.02) = 0.126 

99 

... (n) 

... (o) 

.•. (p) 

·"' 

.•. (q) 

••. (r) 

cJ Respuesta de desplazamientos del sistema cuando es desplazado por una fuerza lateral de 
4{ton} 

El desplazamiento máximo Inicia/ en Ja figura 3.30 es para t =O 

Xo = P/k = 4[1on]l1771.5{tlm/ = 0.0023(m] = 0.23{cm] ... (s) 

Cuando el desplazamiento es máximo, la masa m debe detenerse para poder lnverlir el sentido 
de su desp/azamlanto, y para esa Instante 

x'o =O ... (() 
La respuesta da desplazamientos para cuando~ < 1.0 es 

x = e.J;w1(xo0oswot + (x'o + ~xowsanwot)IWO/ .... (3.18) 

y sustituyendo 

x = e-o.505t(0.0022cos(25.235t) + (4.6)(10-s)~(25.235t)) ..• (u) 

Tabulando y graf/cando la ecuación (u) se obtiene 

Tabl• 3.D 
t[oeg) Q2179 Q2490 Q2801 Q3113 
t(%TJ 7T/B T 9T/8 5T/4 
x[m) o. Q0014 Q0019 Q0014 0.00 

l[••g] Q342 Q5S03 0.5914 Q6225 0.6536 
t['l6T] 11T/ 9T/4 19T/ ST/2 21T/B 
x[m) -0.001 0.00 -0.0011 -0.0018 -0.0011 
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t[••el ae848 
t[%TJ 11T/4 
x[mJ aoooo 

Gr.iíDca3.lS 
Desplazamientos 

90 

V.-EI puente peatonal mostrado en la figura 3.31 es usado para proporcionar acceso al primer piso 

de un edificio de oficinas. La estructuración del puente es en concreto reforzado, el sistema de piso está 

formado por losas aligeradas con casetones de concreto con peso volumétrico de 600 (kglm3] y con el 

arreglo indicado en las figuras 3.33 y 3.34, estas losas están soportadas por trabes de sección rectangular 

a nivel del lecho inferior, por lo que este tipo de puente es conocido como de "paso inferior", pues dichas 

trabes constituyen a la vez el soporte y el pretil de contención, ver figura 3.32 

Las trabes principales del puente estan apoyadas en dos de sus extremos por los muros de concreto 

del cubo de elevadores y de las escaleras principales siendo la conexión en estos puntos del tipo rígido 

(monollticamente colado). Un tercer soporte del puente lo forma por apoyo libre una columna circular 

hueca de 180 [cm] de diámetro exterior y un espesor de 20 [cm]; finalmente otro de los extremos de las 

trabes del puente está simplemente apoyado en las trabes del edificio de oficinas. 

Para la columna circular hueca Cl, determinar: a) La ecuación del movimiento libre amortiguado si 

se conoce que el porcentaje de amortiguamiento crítico es del 5%; b) la frecuencia angular amortiguada, 

la frecuencia natural y el periodo de oscilación amortiguados; y c) si se requiere que la columna circular 

tenga un periodo de oscilación amortiguado de 0.4 [seg] con un porcentaje de amortiguamiento crítico 

de 5%, ballar el espesor de la columna. 

a) Ecuación del movimiento libre amortiguado 

J •• EVALUACION DE CARGAS 

•CARGA MUERTA 

Para un área como la mostrada en el detalle 1 de la figura 3.33: 



columna 

elevadores y 
escaleras 

N+566 

~ 
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b
. r1 ¡~11.·· -t-42?-ª'º-. 

... 1~80 . · .. · ... 

Figura 3.3L· Plai:Jtá del puente peatonal de acceso al 
primer pis?' de ún ~Ílifido de oficinas. 

1-Acoleclón en cm 
2-M1 ea muro de concreto 
de :20 (cm) de ospeoor 
3--0onoreto: 
f'c = 300 [kg/om2) 

P.V. = 2400 (kg!m"J 
4-Ver deto!le• de lose en 
ffgura• 3.33 y 3.34 

Figura 3.Ji Elevación del puente peatonal de la figura 3.31. 

91 
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ªº 
40 

Detalle 1 de losa aligerada Detalle 2 de losa. aligerada 

Figura 3.31 Sistema de piso del puente peatonal. 

El volumen total {Vr) es 

Vr = (1.8Bm)(4.6m)(0.43m) = 3. 719 [m3] 

El volumen aligerado (V~ con casetones de concreto es 

#de cajas= 7x3 = 21 

Va= (0.4m)(0.4m)(0.35m)(21) = 1.176 [m3
] 

El volumen neto (Vn) de concreto es 

Vn = Vr-Va=3.719-1.176=2.543(m3
] 

Por tanto de (b) 

Peso de casetones = Wp = V<Q'p = (1.176m3)(600kg/m3
) = 706 {kg] 

Peso del concreto= W0 = Vnyo = (2.543m3)(24()()kg/m3
) = 6103 {kg] 

... (a) 

... (b) 

... (c) 

Peso total de losa = WL = Wp + Wo = 706 + 6103 = 6809 {kg] ... (d) 

Peso de la losa por m2 = WL = (6809kg)/[(1.B8m)(4.6m)] = 787.4 [kglm2J ... (e) 

Para un área como la mostrada en el detalle 2 de la figura 3.33 : 



Tema 111 Dinámica Estructural 

r r 
t6 d T 1 1''á '. T3 ' ' cace n e . . . . .· .· .... ,·. 

concreto de firme superior . ·, d · -~ · · ·· · : 

::~~SIJS~ ,.J~.·.~·-_;..,.__-:...._.-c:;;)/ .•••• ~, •. 
DE LOSA RETJCULAR. 

' ' 

Figura 3.34. Elementos estruCturales del puente peatonal. · 

El volumen total (Vr) es 

Vr= (1.88m)(7.2m)(0.43m) = 5.82[m3J 

El volumen allgerado (V.J con casetones de concreto es 

#de cajas= 10x3 = 30 

Va= (0.4m)(0.4m)(0.35m)(30) = 1.BB fm3J 

El volumen neto (Vn) de concreto es 

Vn = Vr- Va= 5.82-1.BB = 4.14 fm3
] 

Por tanto de (g) 

Peso de casetones= Wp = Vo¡•p = (1.BBm3)(600kg/m3
) = 1008 fkg] 

Peso del concreto = Wo = Vnyo = (4.14m3)(2400kg/m3
) = 9938 [kg] 

••• (f) 

••. (g) 

..• (h) 

Peso total de losa = WL = Wp + Wo = 1008 + 9938 = 10944 [kg] •.. (/) 

Peso de fa losa por m2 = W\.. = (10944kg)l[(1.8Bm)(7.2m)] = 808.5 [kg/m2] ••• (}) 
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Peso de vigas: 

Viga T1: wn = (1.4-0.4}m(0.4m)(2400kg/m3
) = 960 [kg/m] 

Viga T2: wr2 = (1.4-0.4)m(0.2m}(2400kg/m3
) = 480 (kg/m} 

•CARGAVIVA(RCDF-93[ret 4J) 

cv.,. = 150 [kg/m2
/ 

JI,. DESCARGA SOBRE LA COLUMNA CIRCULAR Cl 

94 

Se necesita COflOQBI" la descarga del puerm sobre la coh.Jmna circular 01 con objeto de evaluar la 
masa oscilatoria, por tanto para ambos sertldos de circulación del puerta, éste puede Idea/Izarse 
medlarta la viga continua de fa figura 3.35,conslderando que el tremo del puerta para/a/o a los ejes 12' 

y 12", se apoya en el tramo paralelo a los e/es C y D. 

<{) q>q> VIGA T2 

1 W I I (el••12'y 
12'' ) 

1~EI=ote=I 

cp 
1 Wl 

~'i' 
CI L 3.2 .L 3.2 .,L__:_ JD.ll__jLBL 

~ ~ ~. ~ 
~-Re Re VIGAT1 f . f (eleC) . . 

ll"'cteet 

Cl 

~ VIGA T1 
(ejoD) 

Cl ¡ 2.1¡2.11 11.J 

Figura 3.35. Modelo de análisis del 
puente peatonal. 

Cargas sobre fas vigas del puente (se consideran 
20 fka/m2

} por ser fosa colada en el fugar, RCDF-
00rrer. 4J J: 

Vigas T2 (efes 12' y 12') 

·, 
W=WL+WT2= 

=[(4.Bm)(787.4+20+ 150)kg/m2 + 2{480kg/m)J/2 

= 2682 [kg/m} 

W1 = WT2 =480 fkg/m2j 

Vigas T1 (ejes C y D) 

. W2=wt.+WT1 

... (k) 

... (/) 

=/(7.2m) (808. 5+20+150)kg/m2 + 2(960kg/m) }12 

= 4483 /kg/m] . .. (m) 

•ANALISIS DE LAS VIGAS DE LOS EJES 12' Y 12" 

Empleando el Método de Rlgldecesl'et 71 para resolver la viga mostrada en la figura 3.36 y por 
ser una viga indeterminada en tercer grado es necesario plantear y resolver tres estados auxlf/ares 
Imaginarlos (1,2 y 3 de fa figura 3.36). 
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K=JEl/L K=lrl/L 
K=0.9375 K=l.25 
C•O C-0.5 

N=wt.2/B=611.4 M:wL2/f2 
=409.6 

K=OJlOl 
C•0.5 
M=26069 

K=l.67 
C•O 
M=ID862 

..... ,¡¡¡ 00 .. ··(~ 
f?JJ.74 2rit26.3 Ji18.08 24010.53 
r\ ('\ ('\ . r\ 

j~l"'V"l ¡ ----y--:- t 1--v-¡ 
100.J At&M1 28a.1. · .1Js11 

1-vfM l~l·M 
788 '7'8 14482.8 . 2fü.6 

¡;• m7:3t -, - -,- .lllll'.123 t 1 
8107.77 2JIM!l7 · . 112032 

COMPROBAOON : 

En el estado cero la estructura es cargada con las 
cargas reales y se sustituyen los apoyos articulados por 
nodos rfgldos que Impiden los giros angulares; se cal­
culan los momentos de empotramiento perfecto M 
producidos por las cargas reales, así como los factores 
de rigidez K y de transporte C. 

El estado uno se genera cuando se libera uno de los 
nodos restringidos y se permite el giro; se producen así 
momentos Internos que son función de la rigidez K y giro 
angular (} de los tramos de viga que conectan, en el 
extremo opuesto al nodo liberado se crea'!.¡riomentos 
que son función del factor de transporte C. 

El estado siguiente se genera al restringir la 
liberación del nodo anterior y efectuar una nueva 
liberación (estado dos) repitiendo los pasos men­
cionados en el párrafo rmterior. Este ciclo se continúa 
hasta generar todos los estados auxiliares. 

Aplicando los estados O, 1,2 y 3, tenemos el siguiente 
sistema de ecuaciones simultáneas en función de las 
condiciones de frontera que se conocen de la estructura 
real y que para este caso son: la suma de momentos en 
las articulaciones debe ser cero, condición necesaria 
para que exista equ//lbrio : 

l:Mc1 =o: 2.1875901 + 0.6259c + 204.8 = o 

l:Mc=O: 0.6250001 + 1.6209c +o. 18590-25659.4 =o 

l:Ms =0:0.18509c + 2.0400s + 24982.8 = o 

Resolviendo este sistema de ecuaciones se obtiene 

901 =-5704.680598 

9c = 19638. 70209 

(}9 = -14026.60637 

Sustituyendo estos valores en cada uno de los es­
tados aux//lares y sumando por separado los momentos 
a ambos lados de cada nodo se obtiene el estado o 
condición fina/ en equilibrio de la figura 3. 36. l:r, = 58178.171 - 0617E.17 I =o (emec1o) 

l:M, • 67711M.70l( - 677BD11.60B) • o ftcn'Btlo) 
Finalmente, para obtener las reacciones de cada 

Flgara 3.36. Modelo de análisis del tramo apoyo se descomponen los momentos Internos de cada 
del puente paralelo a loo ejes 12' y 12". barra en un par de fuerzas y se superponen las reac-
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6209.18 44730.45 
(\ f') 

~~f t~~ 
¿s:~t . 5451.9J 
1 y. ·~t 
f 26001.4 t 1 . 18380.J f 

4186.71 18939~6 17203.91 5922.66 
-,- -,- T 

·z:= 29652.84 86515.67 18648.03 
lnlFl<OBAOOH : 

I:r,= ll5016.5'1f -l.l5016.54 f= o (correc!o) 
¡;U,.= 1415294.081 ( -1376772.766) t '. 

-6:lll57.71 e .. 25JJ6.45) = o (comr.lo) 

Figura 3.37a. Modelo de análisis de la viga 
del eje C. · · 

de donde 

clones lsostátlcas producidas por fas cargas actuantes. 
Como comprobación se verifica que exista el equlf/brlo 
básico de fuerzas en cuafquler punto de la estructura de 
la figura 3.36. 

Por tanto de dicha figura se observa que fa descarga 
sobre fa columna circular C1 es 

P1 = (8107.77)(2vfgas) = 162.15.54{kg](tensfón) .•. (n) 

•ANALISIS DE LA VIGA DEL EJE C 

De fa figura 3.35, se observa que se trata de una viga 
Indeterminada en cuarto grado; pero ya que existen tablas 
en las que se han tabulado /as reacciones para vigas 
empotradaslref. 101, solo es necesario plantear un estado 
auxf/far para conocer fa reacción en el apoyo des­
lizante.Usando el mlstTP procedimiento empleado en la 
viga anterior y superponiendo los estados aux/llares O,y 1 
mostrados en fa figura 3.37a se obtiene : 

l:Mc1 =O: 0.633601 + 30847.1= O 

6c1 = -30847. 1/0.833 = -37031.33253 

Procediendo análogamente a fo indicado en fa viga 
precedente, se obtiene el estado final de equf/fbrlo 
Interno y externo mostrado en fa figura 3 . .37a, en donde 
se observa que fa descarga sobre fa columna cfrcu/ar 
e 1 debida a esta viga del puente es 

P2 = 86515.67 {kg](compresfón) ... (o) 

•ANALISIS DE LA VIGA DEL EJE D 

Esta viga es Igual a /a del efe e; pero con cargas 
diferentes, por fo que fa ecuación de desplazamientos 
es, según se observa en fa figura .37b: 

l:Mc1 = o: 0.83.36c1 + 25703.3= o 

8c1 = -25703.3/0.833 = -30B5a.30252 
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~,~ l~> ,,~~~ .e,~9 
-~ ,,,~~··,,,~, , ,'Ir 

FJfAI. b,' , ,'"' -",(,, >, '',"',: E~ p ,, ~ i '., ', ~ 
íJs~2.s ! •, ,,.-.,, 
/"\ 

'~~ .t~i , 1164 , , , 2963.Jf 

t-v-t ~t 
j 26001.4 f t •- IBJBO.J , f 

406.64 1840.46, 1671.77 575.SJ 
-, -,-, T 

!:= 27572.24 '969J.27 - 15992.49 
CIJMPROOACl[)I : , , " , , 

EF, = 9J258 1 - 9J258 I = O (tÜiotÍo) 
¡;~ = 9J0895,02 ( -89J09J 2~) ~ 

r 1a489.9 e - ~6291.1!) = o (l:OITe<lo) 

Flgara 3.37h. Modelo de análisis de la viga 
del eje D. 

del estado final de equl/ibrlo externo e Interno de la 
citada figura se observa que la descarga sobre la colum­
na circular 01 debida a esta viga del puente es 

Pa = 49693.27 fkg}(compreslón) ... (p) 

Por lo tanto da (n),(o) y (p), la descarga total sobre 
la columna circular C1 por los dos tramos del puente 
peatonales 

Pc1 = P1 + P2 + Pa 
= -16215.54 + 86515.67 + 49003.27 = 

Pc1=119993.4/kg] ••. (q) 

111.· MASA OSCILANTE DE LA COLUMNA C1 

Por ser la columna C1 de dimensiones conside­
rables•, se empleará el 'Criterio de dlscretizaclón de 
masas• mencionado en al Inciso 3.2., y mostrado 
esquemáticamente en la figura 3.38, en donde se con­
sidera qua la mitad de la masa de la columna está 
concentrada en la parle superior de la misma. 

tributario 
f }maso 
h/e de lo 
_l columna 

~ 

Figura J.38. Sistema discreto simple 
que representa a fa columna circular Cl. 

Alea exterior de la columna = Ae = nf-e = n(0.9m)2 = 2.5447 [m2] 

Alea del hueco Interior= A1 = nrl\ = ~(~.7m)2 =: 1~5394 [m2J 
•La masa de la columna rcpre1enta en este caso a-~r~~~d~~:del 16 % de Ja_ descarga del ruente •obre la columna 
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Aroa neta del concreto= An = Ae-A1 = 2.5447-1.5394 = 1.0053 ""1 fm2J 

Peso de la columna= Wc1 = Anyc = (1m2)(2400kg/m3
) = 2400 [kg!m] 

98 

Masa del sistema oscilatorio = m = [Pc1 + Wc1 (h/2)]/g = (119993.4 + 2400(8. 1 /2))/g = 
{119993.4+9720)/g=129713.4{kg]/g = 129.7134[ton)/9.B0885[m/s2

] = 13.227 [t-s2/m) .•.. (r) 

La rigidez de la columna valelrof. 61 (la columna se comporta como una viga en cantll/ver) 

K =3El/L3 ... (s) 

Para concreto tipo 1 (Peso volumétrico :!: 2200 [kg/m3
] en estado fresco, y f'o ~ 25<},,[kglom2¡ }, 

el RCDF-93[ref. 41 Indica estimar el módulo de elastfo/dad E como 

E= 14000[f'of'5 = 14000{300]0
·5 = 242487 {kg/cm2

] = 2424870 {t/m2j •.• (t) 

Momento de Inercia de una sección transversa/ circular huecalr•I. e) 

/ = ;ir;(r4• - r41)/4 = ;ir(0.94
- o. l4)/4 = o.32873 [m4J •.. (u) 

sustitu}'Bndo (s) y (t) en (r) 

K = 3(242487ot!m2](0.32673m4)/(B.1m)3 = 4472.43 [tlm] ••• (v) 

de la ecuación (3.8) w= [Klmf·5 

y sustltu}'Bndo (r) y (v) 

w= [ 4472.43{t/m] / 13.227[t-s2/m} ¡0
·
5 = 18.388 {red/seg] •.. (w) 

de la ecuación (3.18) Co = 2mw = 2(13.227{t-s2/m})(18.388[rud/s]} = 488.44 {t-s/m] ••• (x) 

dela ecuación (3.15) o= ~mw = e~= (486.44{t-s/m])(0.05) = 24.322 [t-s/m] .•• (y) 

dela ecuación (3.12), la expresión para el movimiento /lbre amortiguado es 

mx'+cx'+kx=O 

y susffluyendo (r),(y) y (v) 

13.227:x' + 24.322x' + 4472.43x = O ••• (z) Ecuación del movlmlemo 
llbre amortiguado 

b) Frecuencia angular amortiguada (Wb), frecuencia natural amortiguada (fo) , y petfodo de 
oscilación amortiguado (To) 

de la ecuación (3.19) y susfflu}'Bndo (w) 

wo = w[1-~2J°·5 = 18.388[1-0.052f'5 = 18.365 frad/seg] 

de la ecuación (3.20) To = 2Jr/wo = 2;ir/18.365 = 0.3421 {seg] 

... (A) 

... (B) 
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dela definición de frecuencia natural fo= 11To = 1/0.3421 = 2.92 {ele/os/seg] ... (C) 

e) Se requiere que To= 0.4 fseg} y~ = 0.05 

por tanto despefando 'WD dela ecuación (3.20) wo =2Jr/To =23r/0.4 = 15.708 [rad/seg} ... (D) 

y despejando w de la ecuación (3. 19) 

w = wo/{1-t;2f"15 = 15.708/ {1-0.052]0
•
5 = 15.7277 [rad/seg} 

de la ecuación (3.6) K= w2m 

ysustituyrmdo (s), (r) y (E) en la ecuación anterior 

3El/L 3 = (15. 7277)2{Pc1/g + Arl'/c(h/2}/g} 

y sustituyendo (t), L, y, g, (u) y (q) en (F) 

... (E) 

... (F) 

{3(2424870)(n/4)(r4.-r41)}! (8. 1)3 = (15.7277) 2{119.9934/9.80665 +n(r2.- r1)(2.4)(8.1/2)/9.80665} 

de donde 10750.89301(r4e -r4¡) = 3026.684249 + 770.239002B(r2o - r21) 

sustituyendo re = 0.9 [m} 

7053.660904- 10750.89301 r41 = 3026. 684248 + 623.8941512- 770.2396928,2¡ 

y tactor/zardo 10750.89301r41- 770.239692Br2i- 3403.082504 = o 

/terardo la ecuación (G) n "" O. 774325 [m} 

por tanto el espesor requerido es 

t = r.-n=0.9-0.774325=0.125675(m]= 12.5675{cm} 

3.2.2.5.-PROBLEMAS PROPUESTOS* 

... (G) 

... (H) 

1.-Latrabe en cantilivermostrada en la figura 3.39 es usada en una bodega para la elevación y manejo 

de materiales con peso máximo de 1000 [kg). El malacate con motor eléctrico usado para el levante tiene 

un peso de 300 [kg]. Si la carga es soltada repentinamente debido a una ruptura en el cable de soporte 

estando el malacate en la posición mostrada en la figura, determinar (despréciese el peso propio de la 

trabe): a) La ecuación del movimiento libre amortiguado si se sabe que el porcentaje de amortiguamiento 

crítico es del 1%; b) la frecuencia angular o circular amortiguada; c) el período de oscilación amortiguado; 

y d} la frecuencia natural amortiguada. 

Solución [en kg, cm, seg}: a) 0.306x' + 0.374&' + 1146.3x = O; b) wo = 61.202 [rad/seg}; 
e) To= 0.1027 {seg];d) fo= 9.737 [hertz}. 

• Apliqueseen todos ellos el Reglamento de Con•truceiones para el Distrito Federal de 1993. 
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r 300 [CM) DATOS DELA TRABE: 

IPA 254X 32.8 kg/m 

E = 2.1 x 1 o8(kg/cm2
) 

Ixx = 4912[cm~} 

Figura 3.39. Trabe en cantiliver para manejo de materiales. 

100 

Jl.-La caseta de vigilancia para el control de acceso de vehículos a un estacionamiento, mostrada en 

la figura 3.40 está estructurada, para el sentido corto del inmueble, a base de muros de carga de 15 (cm) 

de espesor formados por piezas de block de barro hueco; cuenta con 2 marcos de concreto reforzado 

paralelos al sentido largo de la estructura que están constituidos por columnas y trabes de sección 

rectangular de 20 x 40 [cm]. El sistema de techo se forma con una losa maciza de 10 [cm] de espesor 

perimetralmente apoyada, esta losa soporta también un tanque de almacenamiento de agua con un peso 

neto de 200 [kg] y una capacidad máxima de 1200 [lts]. 

a) Elevación 

S!HBDLDG!A• = MURO DE BLOCK HIJCCD 
CJ = COLUMNA ceo X 40 CM> 

1JEE3 1RABE <20 X 40 Cli) 

NOTAS: 
1{ =10% 
2-Acolacl6n en lm} 
3-Concreto: 

f'c = 200 [kg/cm2) 

P. V. = 2400 lkg/m "J 
4-Mampootorfa: 
Block de barro hueco 
acabado aparente 

t.n eopesor = 1 e [cm) 
CÜ P.V.=1100(kgfm"J 

Em = 28200 (kg/cm21 _l r' m = 47 [kg/cm2) 

=:i:i:E~3E{I -· Gm = 0.3Em 

L3.o_J 
b) Planta 

Figura 3.40. Caseta de vigilancia 

X 5-La carga muerta 
del olstoma do techo 
(ootructural y arqul­
tectónloo) os de 
610 (kg/m2

[ 
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Para el sentido corto de la estructura, determinar: a) La ecuación del movimiento libre amortiguado; 

b) la frecuencia angular o circular amortiguada; c) el período de oscilación amorüguado; d) la frecuencia 

natural amortiguada; y e) los desplazamientos de la masa en función del periodo de oscilación amor­

tiguado, si una fuerza lateral estática de 5 [ton] actuando sólo por un instante de tiempo desplaza la 

estructura; para cuando t= O, T/8, T/4, 3T/8, T/2, 5T/8, 3T/4, IT/8, T, 'Jf/8 y 5T/4. 

So/ualón {en ton, mts, seg]: a) 0.857x' + 15.14x' + 6686. tx = O; b) wo = 87.885 {rad/seg]; 
a) To= 0.0715 {seg]; d) fo = 13.99 [hertz]; e) los desplazamientos de la masa son: 

t[oeg] 
t(%T] 
x[om] 

Tibia 3.10 

o.o 
OT 

0.0748 

0.0089 
T/e 

0.0539 

0.0179t 0.0268 0.035 
T/4 3T/8 TI 

0.0063 -0.0376 -0.064 

0.0447 0.0638 
6T/8 3T/ 

-0.0392 -0.0048 

0.0626 
me 

0.0275 

0.0715 
T 

0.0398 

O.Oei;M 
ST/8 

0.0287 

0.0894 
5T/4 

0.0033 

111.-El puente peatonal mostrado en la figura 3.41 es empleado para crusar una avenida importante 

de intenso tráfico en un centro de convivencia pública. La estructura es de concreto reforzado, el sistema 

de piso consta de una losa maciza de 20 [cm] de espesor soportada por tres trabes de sección rectangular 

prismática de 30x 160 [cm]. El puente tiene tres apoyos; en los extremos es soportado por apoyo simple 

en Jos taludes del terreno natural revestidos con lajas de piedra braza; en el centro se apoya libremente 

sobre un sistema de tres arcos paralelos de sección rectangular prismática de 30x160 [cm] mediante unas 

ménsulas y placas de neopreno. Nótese que la parte central del puente es soportada íntegramente por el 

citado sistema de arcos y que fueron colados monolfticamente con el sistema de piso, ver figura 3.42 

1-4-----------~50-----------_... 

1
,... ... ,,_ _____ 32. 75-------

sistema de arcos 
sistema de pis i------l 9. 7 ___ _...¡ 

ménsula 

talud sampeado con 
lajas de piedra braza \ 

cuneta 

Figura 3.41. Puente peatonal 

NOTAS: 
1 ·Aootacloneo en [m( 
2--Concreto: 
l'c = 200 (kg/cm2J 
P.V, = 2400 [kg!m"J 
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Si al realizar una prueba de vibración libre al sistema de arcos se miden las amplitudes de dos 

desplazamientos consecutivos en Xn = 0.156 [mm] y Xn+l = 0.129 [mm], para el mencionado sistema 

de arcos, determinar: a) El porcentaje de amortiguamiento crítico; b) la ecuación del movimiento libre 

amortiguado; c) la frecuencia angular amortiguada; d) el período amortiguado de oscilación; e) Ja 

frecuencia natural amortiguada; í) las respuestas de desplazamiento, velocidad y aceleración suponiendo 

que actúa una fuerza estática lateral de 200 [ton] en el sentido longitudinal del puente sólo por un instante 

de tiempo. 

pretil de mampostería con re­
pellado de 2 [cm} de mortero 

--¡ ¡- 30 CTJPQ) cemento-arena 

loseta de barro acentada 
con morte 

1 . -J ( 30<TJPQ) 1 

NOTAS SISlEMA DE PISO: SOO 
1.P .. o de lnataloolone• = 30 lk9fm2

) 

2.P .. o 10 .. ta do barro = 35 lkgtm2J 
3-Aootaolonea enJql)!) . 

SECCILIN TRANSVERSAL DEL 
SISTEMA .DE PISO 

----- 500 ----+-! 
viga diafragma @200 [cm] 
~ :--""j ~ 30 <TIPO> 

m=-=~ ==~1 
1~·.·11.:· 11 
11 1 11 
L: 1 , , ·' 

· proyección e l~~ arcos 

SECCIDN TRANSVERSAL:> 
DE LOS ARCOS. . . . . 

Figura 3.42. Elementos estructurales del puente peato~l de la ·ligur~: J:4t< 

So/uoión [en ton, mts, seg/: a)I; = 3 %; b) 33.58x' + 224x' + 415097.4x =O; P, wo = 111. 132 
[rad/seg/;d) To= 0.057 [seg/; e) fo= 17.54[hertz/;1) x = e·3•

335461(4.B2(10" )cos(111.132t) 
+ 1.4487(Jf{5Jsen(111. ts2t)); x' = e-3·335461(-0.053566sen(111. 132t)-4.82134(10"5)sen(1.11. 132t)); 
x• = e·3.3 61(-5.95822cos(111.132t) + 0.178451sen(111.132t)) 

IV.-La sala de proyección de un cine está estructurada a base de columnas de concreto reforzado de 

sección transversal prismática de 90x50 [cm} espaciadas a cada S [m] en el sentido largo de la estructura 

y a cada 16 [m} en el sentido corto, como se muestra en la figura 3.43. 

El claro de 16 [m] es salvado mediante una armadura de acero estructural A-36 tipo Howe, con la 

geometría y tipos de sección transversal de los elementos estructurales mostrados en las figuras 3.44 y 

3.45. Para el sentido largo los claros son cubiertos por trabes de concreto de sección transversal prismática 

de 30 x 80 [cm] y muros diafragma de mampostería de tabique rojo de 14 [cm] de espesor. 
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lámina galvanizada ondulada 
calibre 22 (Po Po = 9.0 [kg!m2] 

T1 

T1 

T1 T1 T1 

TI T1 TI T1 T1 

Figura 3.43. Planta estructural de un cine 

veslíbuU;>. 

1 ·Aootaclonea en (m) 
2-Ccncreto: 
f'c = 250 (kg/om2

) 

P.V. = 2400 (kglm"J 
3-Largueros, ten· 
eores, impennea­
blllzanto: 
PoPo = 6 {kg/m2) 

2 4~n•talacloneo: 
PoPo = 50 (kg/m2

) 

NOTAS: 
1-0onolderar que 

i------------ l6,Q ------'--------..!muros y pretllea 

cumbrera · tienen aplMadoa 
do 2lcm) de moc 
tero oemento.enna 
en ambas caras 
2·Aootaolonea en (m) 

lJ) 

ll,!\!~l¡o-~~~ ...... r;...~~..1i-~-+~~.;;...,~......;~~~~~..;;::~"§InjJ 

1 I ,,_., 
falso plafón de 
tabla-yeso (2 [cm] 
de espesor) 

muro de mampostería 

Figura 3.44 .. Elevación ejes U a E de la figura 3:<13 

,.....:: 
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El sistema de tecbo consiste en una lámina ondulada galvanizada calibre 22, soportada por largueros 

de cubierta que se apoyan en las armaduras mencionadas. Para la dirección corta de la estructura y 

conociendo que la cubierta no fue contraventeada, dctemiinar para uno de los marcos de Jos ejes 

interiores: a) La ecuación del movimiento libre amortiguado si se sabe que el porcentaje de amor­

tiguamiento crítico es del 6 %; b) la constante de amortiguamiento crítico (Ce), la frecuencia angular y el 

período de oscilación amortiguados (wo,To), la frecuencia natural amortiguada (fo), y el decremento 

logarítmico (S) del siste~a; c) la respuesta de desplazamientos del sistema si una fuerza accidental estática 

de 5 [ton] que actúa sólo un instante de tiempo, desplaza dicbo marco; yd) el valor de la velociaad mállima 

y el instante en que ésta se alcanza para la masa del marco citado. 

A=a6.9 cc,..el 
PoPo=29 l6Ckg/l"ll 

DIAGONALES 

A-25.0'4 [c:rr¡P.J 
PoPo=19.t54t:kg/nJ 
MONTANTES 

Figura 3.45. Elementos estructurales de la armadura de la figura 3.44 

Soluclón [anton, mts, seg]: a) 4.174X" + B.2796x' + 1140.465Bx = '1;~ Ce= 137.992 {t-s/m]; 
wo = 16.5 [rad/s}; To= 0.38 [seg]; fo= 2.63 [hertz];S = 0.377;c) x =e · 81(0.004384cos(18.5t) 
+ 0.00028352san(16.5t));d)x'max = 0.0002555 [mis] 

V.-Una clínica para atención médica como la mostrada en la figura 3.46, consta de un solo nivel y 

está estructu1·ada en concreto reforzado a base de marcos rígidos, con columnas de sección rectan­

gular de50x70 [cm]. En la dirección corta de la estructura se tiene un sistema de marcos de un solo claro 

con una longitud de 10 (m] que es salvada mediante una trabe de sección rectangular de 30x 90 [cm] que 

además vuela bacía Jos lados del marco una distancia de 1.0 [m]. En la direcdón _l~rg~ de laes~ru~t~r~l~s. 
claros de los marcos son de 6 [m]y se cubren con trabes de sección rectangui~~ d~25-~7o [cm]. El ;istema 
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1 ~Ac~taol~n.~e eh [mÍ 
· > 2'.concreto: r. ='250(kg/cm2J, P.v. = 2400(kgJm"J 
, .. < :H.'ii'cargomu'•-rta d•I olotema de techo (eotructural y Nqultec· 

- _ tónico) ea de 630 JkgJm21 
. . 

"' . 

Figura 3.46, Planta ~;tnJctural de una clínica de medicina · 

pretil de j 
concreto~ 

NOTAS: 

faldón de 
concreto 

1 ·Acotacloneo en [rill 

Figura 3.47. Elevación de los marcos de ejes letra de la figura 3.46 
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de techo consta de tableros de losas macizas de 10 [cm] de espesor, perimetralmente apoyados en los 

marcos mencionados y en vigas secundarias de sección rectangular de 30 x 70 [cm]. En el perímetro de la 

azotea existen pretiles y faldones de concreto cuyas dimensiones se indican en la figura 3.48. 

(Y) 
,.:.¡ 

:.:...t.' 

·w 
os 

PRETIL Y t AL:ÓDN 

COLUMNA 
TIPO 

··o···.] 
:;. .. >.·.· .. ·· .. ·.····.···°'. . ·.·· . "CJ' . 

~ 
T2 

D~J 
U.0.25 

Tl 

n .7T··.t--. 
LJ_j_ 

'
l.no;.?3.I: H NOTAS: 

1-Aootaolonea on )m) 

T3 
Fieura 3.48. Elemen!Qs estructurales del inm~e!Íle de la figura 3.46 

Para la dirección corta de la estructura, encontrar: a) La ecuación del movimiento libre amortiguado 

si seconcoce que el porcentaje de amortiguamieto crítico es del 6 %;. b) la frecuencia angular amortiguada, 
., _,._,. ; 

el p'eríodo de oscilación y la frecuencia natural amortiguad.os;y e) la altura de las columnas, si se requiere 

que la estructura vibre con un período de oscilación amortiguado de 0.35 (seg], manteniendo el mismo 

porcentaje de amortiguamiento citado. 

So/uolón{enton, mts, seg}: a) 46.5578x' + 119.51x' + 21304.56x =o; b) ~ = 21.353 {rad/s]; 
To= 0.2943 {seg]; fo= 3.3979 [hertz}; o) h = 5.7825 {m}. 
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3.2.3· VIBRACION FORZADA SIN 
AMORTIGUAMIENTO. 

El modelo mostrado en la figura 3.49 repre­

senta un sistema discreto simple que es similar al 

estudiado en el pasado inciso 3.2.1., en el sentido 

de que carece (teóricamente) de amortiguamien­

to; sin embargo existe una diferencia en cuanto al 

tiempo en que actúa la fuerza excitatriz P(t), ya 

que para este caso no se trata de una fuerza 

estática que actúa solo una vez, sino de una fuerza 

dinámica, es decir que varía a través del tiempo. 

La fuerza excitatríz P(t) actúa continuamente 

sobre la masa oscilante aun después de iniciado· 

su ciclo vibratorio, por lo que Jos desplazamientos 

iniciales estáticos producidos por la citada fuerza 

se ven incrementados por los desplazamientos 

dinámicos adicionales. 

El diagrama de cuerpo en libertad de la figura : · 

3.50, está representado entonces por la masa m :del 

cuerpo oscilante, sobre la cual actúan: una fuerzadc 

~·)· 

inercia P¡ generada durante el movimiento, una 

fuerza restauradora Pr producida por el resorte de 

rigidez k, y para este caso una fuerza excitatriz P(t). 

Mediante el equilibrio dinámico, la ecuación 

general del movimiento se establece a partir del 

diagrama de cuerpo libre[rell]: 

mx• + kx = P(t) .•... (3.24) 
Ecuación general del 
movimiento 1-ado no 

donde amortiguado 

P(I) = P0 [f(t)] ..... (3.25) 

P(l).fuerza dinámica excttabiz )Ion) 

• Po.amplitud de la lu•rza)ton) 

. 1(1)-una función del tiempo 

La fuerza excitatriz P(t) que varia en función 

del tiempo, puede ser de .diversos tipos tales 

como: 

a)Excitaciónamiónica, b) excitación en la 

bá,;~, c) .. exCiiaci6n por impulros, y d) =:itación 

.\ ;;,,irmri~: 

k-rir:idez del oiotema [ton/m] 
m.-mas&. del cuerpo osctlonl~ 

[ton-seg 2/m] 
:r-despla!llmlenlo de lo mesa (m] 

P{ 1:.)-Euerza excilslriz en función del liempo(lon) 
P ¡.-ruerZa reslaurndora del resorla[ton] 
P ¡-fuerza de lneral!i [ton] 

Figura 3.49. Sistema discreto simple sin 
amortiguamiento de 1 G.L 

r(t)-una ruaclda del tiempo 
P0 -mngnit.ud da In (Uot:'za oxcit.o.lriz[ton] 

x"-ncclcraclÓn de I& meea [m/•2] 

Figura 3.50. Diagrama de cuerpo libre del sistema de 
la figura 3.49 . 
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a) Excitación am1ó11ica.- Es aquella fuerza 

que vaña a través del tiempo de acuerdo con una 

función sinusoidal del tipo seno o coseno. 

Por ejemplo, para cuando: 

P(t) = P oSenWt ..... (3.25a) 

la solución de la ecuación del movimiento es: 

x = xceoswt + (x'olw)senwt + 
+ Xeot(FADarm) .... (3.26) 

Solución do la ecuación del movimiento forzado 
armónico oln amortiguamiento, parn cuando 
P(t) = PosenWt 

donde: 

X...t = Polk ..... (3.27) 

FADarm = (senWt· nsenwt)/(1-0.2] . ..... (3.28) 

g =w/w ..... (3.29) 

w.frocuencla angular d• la fuerza [rad/sog) 

FPDann.factor do amplificación dinámica armónica 

Xes1-<fosplazamlento estático [m) 

O-relación de frecuencias 

Para los casos en que las frecuencias del sis­

tema oscilatorio y la de la fuerza excitatriz coin­

ciden, oseaw = w,entoncesFADarm = co, lo que 

físicamente se traduce en un incremento muy 

rápido de las amplitudes o desplazamientos 

dinámicos y se dice que el sistema entra en 

"resonancia", este fenómeno representa un serio 

peligro para las estructuras, especialmente los 

puentes que c.on facilidad pueden entrar en 

resonancia bajo la acción de vientos prolon­

gados[ret lJ. 

b) Exr:itació11 en la base.- Esta condición 

ocurre cuando la fuerza excitatriz P(t) se aplica en 

la base del sistema oscilatorio. Este caso es el más 

común en Ingeniería Civil ya que los sismos actúan 

desplazando e[ suelo y la cimentación de [as 

estructuras. 

Puede demostrarse que un sistema excitado 

en su base, es equivalente a uno de base'fija some­

tido a una fuerza aplicada en la masa, igual al 

producto de dicba masa por la aceleración 

original de la base. En estas condiciones la 

ecuación del movimiento es 

mx"r + kxr = ·mx'a ..... (3.30) 
· Ecuación del movimiento forzado 

en la bas& no amortigunmdo 
donde 

P(t) = ·mx'a ..... (3.31) 

Xr. x''r-<fooplaznmlonto y aceleración, r .. peclfvnmente 
relotfvo o electivo de la maeo (reopecto a la baee o 
suelo en movimiento) 

X1!1, x"a-deopfnzamiento y ac~leraolón, respectivamente 
de la base o euelo 

c) Excitación ponm impulro de duración dt. 

IMPULSO.- Es una fuerza no periódica que 

es aplicada súbitamente, es decir sólo durante un 

tiempo muy peq.'.iéÍl~ d~ d~ración dL[re[ 11 

Una fue.rza· impulsiva que se aplica a un sis­

tema <l~cilat.orio no tiene tiempo suficiente para· 

producir oscilaciones sostenidas por la fuerza ex­

citatriz P(t), en este caso el movimiento generado 

en el sistema se llama de transición. La fuerza 
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excitatriz P(t) en Ja ecuación del movimiénto P(t) 

(3.24), es entonces 

P(t) = Podt 

cuya solución es 

x(t) = Pol(mw)sanwtdt 

Soluolón de lo eouaolón del movimiento 
forzado por un Impulso, •In amortigua­
miento 

x(t)-reepuesta de desplru:amlentoe en función del 
tiempo fm] 

d) Excitación aroitraria (CASO GENERAL 

DE CARGA).- Este caso de carga comprende 

todas aquellas fuerzas de excitación P(t), que no 

siguen una ley de variación en el tiempo bien 

definida o que pueda ser expresada por alguna 

función matemática. 

Las cargas que se presentan en Ja realidad 

sobre las estructuras son muy complicadas e irre­

gulares (como por ejemplo las gráficas de 

registros de Ja aceleración del suelo o 

acelerogramas durante un temblor), y compren­

den las cargas de sismos, mareas, vientos, etc., es 

decir son excitaciones arbitrarias. 

En la figura 3.51 se muestra Ja gráfica de una 

fuerza excitatriz arbitraria P(t) que es aplicada a un 

sistema oscilatorio sencillo como el de Ja figura 3.49. 

Considerando que dicha fuerza está compuesta 

de una serie sucesiva de impulsos P(r) = P0 dr de. 

pequeña duración dr, entonces la respuesta de 

desplazamientos del sistema oscilatorio puede 

Figura 3.SL Excitación arbitraria. 

obtenerse como Ja suma de una serie sucesiva de 

respuestas a cada impulso componente, es decir 

x(t) = (Polm)(l.Duhama/1) ..... (3.33) 

x(t) = x .. 1(FAD1) ..... (3.34) 
Soluclón general de la ecuación del 
movimiento forzado sin amortigua-· 

donde miento para cuando x0 = x'o =o 

t 
l.Duhame/1 = f (1/w)[f(r)]sanw(t-r)dr •• (3.35) 

o 

FAD1 = (l.Duhame1t)w2 ..... (3.36) 

!-tiempo en el oual ocurre o ee calcula la reopueota de 
deoplazamlentoo del sistema [eeg] 

r-tlompo en el que se preoento el lmpuloo P(r) 

dr-duraolón del Impulso P(<) 

(t-r)-lntervalo o lapso de tiempo en donde oe presenta 
Ja oocllnclón d_el olatema 

FllD1./aotor de ampllflcaclón dinámica oln 
amortiguamiento para el coso general de carga 

En Jos casos en que e! sist~m~ oscilat6~io 
antes de Ja aplicación de Ja fuerza exéitatriz P(t) 
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tenga condiciones iniciales de desplazamiento y 

velocidad diferentes de cero, la respuesta del sis­

tema es 

x(t) = xoeosw(t-r) + (x'o/W)senw(t-r) + 
. , + X.,a1(FAD1) ••••• (3.37) 

Soluol6n general de la ecuación del movimiento for%ado 
sin amortiguamiento para cuando Xo ~ Oyx'o ~ O 

Las respuestas de un sistema oscilatorio sen­

cillo sin amortiguamiento, sobre el que actlla una 

fuerza excitatriz P(t) que sigue una ley de 

variación en el tiempo bien definida, también 

pueden ser obtenidas con las ecuaciones (3.33) a 

(3.37), por lo que el presente caso es conocido 

también como CASO GENERAL DE CARGA. 

En la figura 3.52 se presenta una tabla de 

funciones de respuesta para sistemas no amor­

tiguados, en la que se ha tabulado el valor de la 

integral de Duhamel para varios tipos de fun­

ciones de excitación. 

ESPECTROS DE RESPUESTA DE 
SISTEMAS ELASTICOS 

SISTEMA ELASTICO.- Es aquel sistema 

estructural que después de la aplicación de una 

fuerza no sufre deformaciones pennanente~.; Es. 

un sistema que recupera su forma iniJ¡~¡ 
después de que se suprimen las fuerzas d~f.;Í:~ . 
manteslret 111, 

ESPECTRO DE RESPUESTA- Es una 

gráfica en donde se relacionan las repuestas 

máximas (desplazamientos, velocidad y/o 

aceleración), con los periodos de un sistema os­

cilatorio de 1 G.L. 

Para efectos de diseño de estructuras, inte­

resan los valores numéricos máximos de las 

respuestas de un sistema oscilatonó'; ya sean 

desplazamientos, velocidades y/o aceleraciones, 

ante la aplicación de una fuerza excitatriz definida 

ya sea por un aceierograma o por leyes de 

variación bien establecidas (armónicas, impulsos, 

explosiones, etc.). 

Es para dicbo valor para el que deberá 

diseñarse la estructura si se desea que se manten­

ga en efraógo de comportamiento elástico ante tal 

fuerza. 

Tales gráficas son útiles porque proporcionan 

rápidaril~rite: el valor de la respuesta máxima de 

un ~ist~;;;a determinado, del que se conoce su 

· perí;;d~ ·c1'e oscilación, y que está sometido a la 

acción de la fuerza excitatriz que sirvió para 

~enerar el espectro de respuesta (en el Tema IV, 

· indso 4.3.1., se generaliza y complementa la teoría 

:,·.sobre este tópico). 
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Descripción Fanclón de excllaclón 
Integral de Dubamel 

t 
(1/w) f [f(r)]senw(t-i")dr 

o 

""L Carga aplicada 
Po súbitamente (paradas, 

impactos, golpe de (1W)(1- coswt) 
ariete, etc.) 

t 

_,, 

~~ Po 
(1/(w2 + a 2))[e-a 1 - coswt e-a t 

Liberación de presión + (1/w )asenwt] 
de vapor 

t 

""Ftr Vibración de maquinaria 

. p0 senwt t 
¡o2t(iv( 1- '12))][(1/W)sen;t 

- (1/w)senwt] 
-Po 

""Ptf -
Po coswt 

Vibración de maquinaria -t (02/(\V(l - 02))][co~t - coswt] 

-Po 

""l¿_ at 

Pruebas a tracción (a/w2)[t- (1/w)senwt] 

ª· t 

""b_ Pa ( 1/w2)(1 - coswt), t S ld 

Pulso de duración finita (1/w2)[cosw(t- ld) - coswt], t <!: ld 

t; t 

Fipra 3.52. Valores de la Integral de Duhamel para diferentes funciones de excitación (adaptado ret: 1) 
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Descripción 

Pruebas a tracción con 
ruptura 

Cargas de explosión 

Función de excitación 
Integral de Dubamel 

t . 
(l/w) f [f(r))senw(t-r)dr 

o . 

(1/w\i)(t - (1/w)senwt), t's 

e itw2t.i> [tdcosw(t - td) ;LH; fr 
(1/w)senw(t - 14)- (1/w)~~~~tht ~.ld · .. 

(W)[ 1- coswt-'Úl.i ; :/,,;., . 
+ (1/wld)senwt], t s ld ~ 

( 1Jw2)[ • coswt • (1/wt.i)senw(t- ld) . 
+ (l/wtd)senwt], t <?: Id 

Figura 3.52. Valores de la Integral de Dubamel para diferentes funciones de excitación (adaptado ret: 1) · 

3.2.3.1.· PROBLEMAS RESUELTOS. 

1.-Deducir las e;i¡presiones que describen el movimiento de vibración forzada sin amortiguamiento. 

Con re/ación al sistema mostrado en la figura 3.49 (Inciso 3.2.3.), una fuerza exoitatrlz dinámica 
'P(t)', 'es decir variable en función del tiempo, perturba el equi//brlo estático del estado de reposo 
al desplazar una distancia •x• la masa 'm' del cuerpo oscilante. 

El resorte de rigidez 'k' se opone al desplazamiento mediante una fuerza restauradora 'Pr', que 
tiende a retornar la masa a su posición Inicial, ésta al acelerarse durante el retorno, se desplaza 
más allá del punto Inicial por causa de la fuerza de Inercia 'Pi' Inducida y por Ja acción de la fuerza 
excitatrlz que sigue actuando durante un lapso de tiempo "t". 

La tuerza excitatriz P(t) mantiene los desplazamientos de la masa m en cada nuevo ole/o de 
oso/lac/ón, por lo que se dice que se produce una oso//aolón sostenida o entretenida. 

Ya se ha demostrado que (problema 1, Inciso 3.2. 1.1.) 

Pr= -lrx 

Pi·= mx• 

... (a) 

... (b) 

En el diagrama de cuerpo en llbertad de la figura 3. 50 (/no/so 3.2.3.), se representa el equ///brlo 
dinámico, de donde 

.... (o}* 

El signo (-)de la fuerza excitatrizP(t) ~e usa debid~ a que como es fisicamente conocido, la fuerza de inercia Pi se opone al 
movimiento. 
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sustituyendo (a) y (b) en (e) -kx = mx" - P(t) 

de donde 

mx" + kx = P(t) ..... (3.24) 
Ecuación general del movimiento !orzado no 

con 

Po-amplitud de la fuorza Jton) 

Jf(l))-una función del tiempo 

P(t) = Po[f(t)] 

amortiguado · 

..... (3.25) 

La fuerza excitatriz P(t) se puede e/as/ficar para su estudio en los siguientes tipos: a) Excitación 
armónica, b) excttaclón en la base, e) excitación por Impulsos, y d) excitación albltrarla o CASO 
GENERAL DE CARGA 

A continuación se estudia cada tipo de carga: 

a) Excitación armónica. - La ley de variación en el tiempo de la fuerza excitalriz P(t) puede estar 
regida por una función del tipo seno o coseno. 

De acuerdo a lo !,Inferior y como las funciones seno y coseno pertenecen a las funE]ones 
periódicas o trascendentes, se deduce que la fuerza excitatriz posee su propia frecuencia w. 

Por ejemplo para el caso en que (ver gráfica sinusoidal en la figura 3.52) 

P(t) = Po[f(t)] = PoSenWt ... (3.25a) 

lo cual flslcamente acontece entre otros casos, por vibraciones de maquinaria sobre un soporla 
estructura/. 

sustituyendo (3.25a) en (3.24), tenemos la ecuación particular del movimiento: 

mx• + kx = PoSenWt ... (d) 

Comparando la ecuación (3.24) con la (3.4) del Inciso 3.2. 1., el movimiento expresado por la 
ecuación (d) se puede considerar como la superposición de una vibración libfll..no amortiguada 
de frecuencia angular w, y una oscilación de una fuerza con frecuencia angular w. 

Por tanto de dicha comparación, se deduce que la solución de la ecuación (d) es 

x =solución libre sin amortiguamiento (ea. (p), problema/, Inciso 3.2.1.1.) + xpsr ... (e) 

y sustituyendo la ecuación (p) citada en (e) x = A.,coswt + BoSenwt + Xpor 

Aa,Ba-<>onotonl.,. que dependen d• las condiciones Iniciales de dooplazarniento y velocidad. 

"""'"'na solución pnrtlcular 

... (f) 
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Se demostrará que (f) es la solución de (d} 

Durante el lapso en que actúa P(t) =;_f'o.senWt, el sistema tiende a ose/lar aproximándose a la 
misma frecuencia de la fuerza excftatriz, w, y por tanto la solución parlfcular en (f) está dada por 

Xpar = YsenWt 

Y-oonotante a detennlnar 

Determinación de Y 

1a. derivada de (g) x' = wYcosWt 

2a. derivada de (g) X'= -w 2YsenWt 

sustituyendo (g) e (I) en (d) 

m(-w 2rsenWt) + k(YsenWt) = PoSenWt 

dividiendo entre senWt 

-mw 2Y + kY =Po 

factorlzando 

Y(k-mw 2) =Po 

de donde 

Y= Pol(k- mw 2J 

Por otro lado, sustituyendo (g) en {f) 

x = Aoeoswt + BoSenwt + YsenWt 

1a. derivada de (n) 

x' = -Aowsenwt + Bowcoswt + rWooswt 

Determinación de Ao y Boa parlfr de las condiciones Iniciales 

de (n}, para t= o: Xo = Aoeos(O) + BoSen(O) + Ysen(O) 

Xo =Ao 

de (o), para t= O: x'o = -Aowsen(o) + Bowcos(O} + Ywcos(O) 

x'o = Bow + Yw 

... (g) 

..... . .. (h) 

.•. (f) 

... (/) 

·~·(k) 

... (1) 

... (m) 

... (n) 

•.• (o) 

••. (p) 
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de donde 

Bo = (X'o-Yw}/w = x'olw~iWtw 
Sustituyendo (p) y (q) en (n) · 

x;,, ioeó~ir+ (x'olw-Ywlw)senwt .+ YsenWt 

x = [xoeos'Wt + (if'iit~)s~nWt/ - rYwlwJsenwt + YsenWt 

comparando (r} y (3.5) 

x = sol. vlbracló~ }11:i~ sin amortlg. - (Yw/w)senwt + YsenWt 

x = ec.(S.5) + Y[senWt." (w/w}senwtJ 

sustituyendo (m} en (s) 

x = ec.(3.5) + PoÚk~mw 2)[senWt-(w/w}senwt/ 

multiplicando el denominador por w2¡;; · , 
x = ec.(3.5} + Polfk- {w 2XrJmW2J[seiJWt-(w/w}senwt/ 

ycom0 de la ecuación (3.6} k = mw2 

x = ec.(3.5) + Pol[k(1- (w 2tw2)J[senWt-(w/w}senwt] 

y llamando Q a la relación de frecuencias Q = w/w 

x = ec.(3.5) + (Polk)(senWt- Qsenwt}/(1-Q 2) 

sabemos quel••I. e¡ 

X.atátioa = X.at = Pofk 

y llamando 

FADann = (senWt- Qsenwt)/(1- Q 
2
) 

sustituyendo finalmente (3.27),(3.28) y(3.5) en (t) 

115 

... (q) 

... (r) 

... (s) 

..... (3.29) 

... (t) 

..... (3.27) 

..... (3.28} 

Solución do la ecuación del movimiento !orzado 
X= xo0oswt + (x'olw)senwt + X..1(FAD8 rm) ... (3.26} armónico •ln~ortiguamlento para cuando 

P(t) = Poaenwt 

Se puede dar el caso de que una estructura que tiene una frecuencia clrcular w, sea excitada 
por una fuerza con una frecuencia angular w Igual a la de dicha estructura, es decir w = w; 
esto se traduce según las ecuaciones (3.28) y (3.29} y su gráfica mostrada en la figura 3.53, en 
un FAD = "', en estos casos se dice que Ja estructura entra en un estado de 'resonancia' 
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o.s 1.0 

Q 

1.5 2.0 

Figura 3.53. Efectos de fa resonancia en fa vibración forzada no nmotiguada 

aumentando sus desplazamientos enormemente, /o cual representa un serlo peligro para suestabl/ldad 
y debe, por tanto evitarse cambiando las propiedades da la estructura como rigidez, masa, etc. 

b) Excitación en la basa.- Ocurre cuando la fuerza axcitatriz P(t) actúa aplicada en la base del 
sistema oscl/atorio. 

En lnganlarfa Civil aste es al caso de las estnJcluras sometidas a la acción da los sismo~ que 
actúan desplazando el suelo y su cimentación. Tenemos entonces un sistema osc//atorio como e/ 
mostrado en la figura 3.54, cuya base se desplaza una cantidad 'xa'. que es función del tiempo, 
este desplazamiento perturba al equ///brio estático del estado de reposo de la masa 'm' del cuerpo 
osc//ante, produciendo un desplazamiento 'xr' adiciona/ al de la base. 

El resorte de rigidez 'k', que en este caso está también en movimiento y por tanto se desplaza 
con la base, se opone al desplazamiento da la masa mediante una fuerza restauradora 'Pr'que 
tiende a retornar la masa a su posición Inicia/, ésta al acelerarse durante el retorne, se desplaza 
más alfa de su posición de reposo por causa de la fuerza de Inercia 'P¡' Inducida. 

R
x. X 

~ 
l~k r-, 
ll ri --lf'll 

~ L..J 

fx.-1 
k-rf&ldea dd 1118lema {ton/m] 
rn-m••• d.I aa•rpo nachuilo 

[loll-leg2/rn] 
2: 8-de•pluunienlo del apoyo [tn] 
x ,-dHplaza.111..hmto letal ~e I• mr111a[m] 

(reapectn a la paalctob de repD!o) 

X r-~:s~~e~:(;~:~:.~~~I o elecU~o 
suelo en monmrento) [m) 

Figura 3.54. Sistema discreto simple excitado 
en su base 

P1.=-kx,--EJ-- P¡ =Mx; 

r r-ruoru. roetaur .. dora dal NRorta(ton] 
P ¡-fueor14 de inercia [ton) . . 
2'T-aeeleu.cJÓn t~t.Al de .l~. mA.l!ln[m./112] 

Figura 3.55. Diagrama de cuerpo libre del sistema 
discreto de fa figura 3.54. 
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Deef diagrama de cuerpo f/bre mostrado en fa figura 3.55, que representa el equ/flbrlo dinámico, 
se establece 

Pr = P; ... (a) 

y sustituyendo los valores de estas fueTZas 

-kxr = mx'r ... (b) 

de fa figura 3. 54, tenemos 

Xr = Xr·Xa ... ... (c) 

En física es un hecho demostrado que si un cuerpo con una aceferaclón original x'a (respecto 
a un observador en reposo), expulsa otro cuerpo con una aceferaclón x'r (relativa al ter. cuerpo), 
este último tendrá una aceleración total x'r (respecto al observador en reposo) de 

X'T = X'a + X'r ... (d) 

sustituyendo (d) en (b) 

m(x'a + X'r) + kxr = O 

mx'a + mx'r + kxr = o 

de donde 

mx'r + Iocr = -mx'a ..... (3.30) Ecuación del movimiento forzado en la baoo no amortiguado 

. comparando (3.30) y (3.24), se observa que (3.30} es /a ecuación de un sistema de base fija 
sometido a una fueTZa excltatrlz f 

P(t) = ·mx"a ..... (3.3t) 

Esto quiere decir que un sistema excitado en la base, puede reemplazarse por uno 
equivalente de base fija sometido a una fuerza aplicada en la masa, Igual al producto de la 
aceleracl6n original de la base por la masa m. 

En el caso de los sismos los datos de la aoeleraolón del suelo se obtienen de los registros 
producidos por un aceferógrafo. 

Suponiendo por ejemplo, que la excitación en la base es un desplazamiento que varia como 
una función armónica del tipo 

Xa = X1senWt ... (e) 

Xt-amplllud del dooplazamlento 

ta. derivada de (e) x'a = X1iVcosWt 
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2a. derivada de (e) x'a = -X1w 2senWt ... (f) 

sustituyendo (f) en (3.30) 

-2 -
mx' r + kxr = mX1 w senwt ... (g) 

y tomando en la ecuación (g) (por ser tocias constantes) 

Po= mX1w 2
, ••• (h) 

sustituyendo (h) en (g) 

mx' r + kxr = PoSenWt ... (/) 
La ecuación (i) es la misma que la ecuación (d) del pasado Inciso a); y por tanto su solución 

se obtendría con /as ecuaciones (3.26),(3.27), (3.28) y (3.29} en términos de coordenadas relativas. 

c) Excitación por Impulsos. 

Una fuerza Impulsiva actúa durante un tiempo dt muy pequeño y tiene una gráfica como la 
mostrada en la figura 3. 56, con 

P(t) 

P(t) = P,Pt .... (3.32) 

AJ aplicar un Impulso a un sistema oscilatorio 
no hay tiempo suficiente para producir os­
c/laclones sostenidas por la fuerza excilatrlz P(t), 
ya que el tiempo de aplicación de dicha fuerza es 
muy corto; en este caso e/ movimiento generado 
se llama de 'transición'. 

Figura 3.56. Grá(jca de un impulso de duración dL 

En la figura 3.56 también se muestra la gráfica 
de la respuesta de desplazamientos del sistema 
ante la carga aplicada. 

Ya que el Impulso actúa solo por un Instante de tiempo, la respuesta del sistema estará dada 
por/a ecuación (3.5) del Inciso 3.2.1., del movimiento libre sin amortiguamiento 

x = xoeoswt + (x'olw)senwt ..... (3.5) 

En el problema I del Inciso 3.2.1.1., se dedujo esta ecuación para cuando actuaba una fuerza 
estática que desplazaba /a masa del sistema una cantidad Xo = Xeot = P/k, después de lo cual 
dejaba de actuar dicha fuerza retornando el sistema por efecto del resorte a su posición original y 
produciendo la osoflaolón. En ese Instante de condiciones In/ola/es (para t=O), se demostró que 
Xo =Xe.t Y x'o = O 

En el caso presente, el Impulso actúa solo un Instante de tiempo y desaparece; pero a diferencia 
de la carga estática mencionada, el movimiento osollatorio In/ola desde el estado de reposo, es 
decir las oond/o/ones In/ola/es (para t=O), son 
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Xo = O y x'0 = velocidad producida por e/ Impulso ... (a) 

El principio de la conservación del movimiento establece quelref. 91 

cantidad de movimiento = Impulso ... (b) 

La cantidad de movimiento es Igual a Ja masa m por la velocidad Inicial x'o, ye/ Impulso es Igual 
al producto de la fuerza P por el tiempo que actúa dt. 

Por tanto de (b) mx'0 = Podt 

de donde la velocidad producida por el Impulso o velocidad Inicial es 

x'o = (Polm)dt ... (c) 

sustituyendo (a) y (c) en {3.5) 

x(t) = f Pol(mw)]senwtdt ..... (3.32a)Boluclón de la ecuación del movimiento for2ado por un Impulso, oln 
amortigue.miento 

La aplicación práctica de las cargas Impulsivas se utiliza para el diseño de estructuras a prueba 
de explosiones o sometidas a Impactos. 

d) Excitación arbitrarla o CASO GENERAL DE CARGA 

Este tipo de excitación comprende /as cargas más comunes que se presentan en la realidad 
sobre las estructuras; este Inciso es conocido también como CASO GENERAL DE CARGA, ya que 
con sus métodos de solución se pueden resolver también Jos casos anteriores de excitación. 

Las fuerzas excltatrlces arbitrarlas comprenden las cargas de sismos, maraas, etc., y su 
caracterlstlca principal es que no siguen una ley de aplicación o formación que pueda ser definida 
por una expresión algorítmica. 

En Ja figura 3.51 del Inciso 3.2.3., se muestra la gráfica de una fuerza excltatrlz arbitraria P(r). 
Para conocer Ja respuesta de un sistema osclfatorlo ante la aplicación de este tipo de carga, se 
puede considerar que la fuerza está compuesta por una serie de Impulsos sucesivos P(r.) = Podr: 
de pequeña duración. Tendramos así una serte de respuestas sucesivas del sistema dadas por la 
ecuación {3.32a) del caso c) antes visto. 

Como la ecuación (3.32a) es una ecuación diferencial lineal y este tipo de ecuaciones 
diferencia/es tienen la propiedad de superponerse [ref. 141, /a respuesta del sistema ante la carga 
arbitraria, estará dada por la suma de respuestas sucesivas a cada uno de los impulsos componen­
tes. 

Además, para el intervalo de tiempo dr muy pequeño, podemos considerar que P(r) es continua 
yportantode la ecuación (3.25) tenemos 

P(r) = Po[f(r:)} ... (a) 
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Por lo tanto, Integrando la ecuación (3.32a) y como la oscilación del sistema se presenta solo 
para el tiempo (t-r) 

t 
x(I) = (1/m) f (P(r}/w}senw(t-r)dr 

o 

sustituyendo (a) en (b) 

x(t) = (Polm)(l.Duhame'1) ..... (3.33) Solución general de la ecuación dol movimiento forzado 
eln amortiguamiento para cuando Xo = x'o = O 

donde 

t 
l.Duhamel1 = f [f(r)]/wsenw(t-r)dr 

o 

t·ti•mpo en el cual ocurre la reopueota do desplazamiento x(t) del oletema 

7:-tiempo en el que se presenta el Impulso P( t) 

dr-titmpo que dura el lmpuloo P( t) 

[f( 7: )).\ITla función del tiempo 

(1-r).jntervalo o lapso do tiempo en donde se presenta la oecllnclón dol eletema 

l.Duhamef1.jntegral de Duhamel, Integral de convolución ó Integral de euperpoelclón, sin amortiguamiento 

SI en la ecuación (b) multiplicamos por (w/w), tenemos 

t 
x(t) = (Polmw2)f w[f( r )]senw(t-r)dr 

o 

de la ecuación (3. 6) k = mw2, y recordando la ecuación (3. 27) 

t 
x(t) = Xest f w[f( r )Jsenw(t -r)dr 

o 

ó 

x(t) = X...t(FAD1) ..... (3.34) Solución general de In ecuación del movimiento forzado 
sin amortiguamiento para cuando Xo = x'o = O 

donde 

t 
FAD1 = f w{f(r)]senw(t-r)dr = (l.Duhamel1)w2 

o 

FAO 1.factor d• amplificación dinámica sin amortiguamiento 

... (b) 

"" ..... (3.35) 

... (c) 

... (d) 

.... .(3.36} 

En los casos en que existen en el sistema condiciones Iniciales de desplazamiento (xo), y 
velocidad (x'o) diferentes de caro, (por e/amplo al ap/lcar una nueva fuerza excitatrlz antes de 
terminar la osc//ac/ón del sistema, o cuando la fuerza excltatrlz cambia repentinamente su valor), la 
respuesta del sistema está dada, de forma análoga a como se demostró para el Inciso a) (ecuación 
(3.26));esdeclr 

x(t) = xoeosw(t-r) + (x'olw)senw(t-r) + Xeot(FAD1) ... (3.37) 
Solución general de la ecuación del movimiento forzado 
sin amortiguamiento para cuando Xo ~ O y x'o ~ O 
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En la figura 3. 52, sa tabulan algunos valoras da la Integral da Duhamel para difarantes tipos da 
fuerzas da excitación qua siguen una lay de aplicación definida por una expresión matemática bian 
conocida (armónicas, impulsos, etc.), para sistemas no amortiguados. 

En los casos de fuerzas da excitación arbitrarlas o complicadas (sismos, mareas, etc.), las 
respuestas dinámicas del sistema oscl/atorlo se determinan con métodos numéricos (a partir da 
acelerogramas, diagramas da aplicación da fuerzas, etc.), como se verá en el inciso 3.2.4. 

JI.- Determinar la respuesta de desplazamientos de un sistema oscilatorio simple ó de 1 G.L, sin 

amortiguamiento, sometido a las fuerzas excitatrices, cuyas gráficas son mostradas en las figuras 3.57 y 

3.58. 

P(t) 

Po 

t. 

P<t> 

Po 

Figura 3.57. Fueri;a excitatriz del problema 11. a). Figura 3.58. Fuerza excitatrlz del problema 11. b). 

a) Por observación da Ja gráfica de la figura 3. 57, existen 2 intervalos de variación de Ja fuerza 
excitatr/z P(t) 

Intervalo 1. - o :S t s d 

El punto A tiene coordenadas (0,0), y para el punto B son (td,Po). Por tanto Ja ecuación de la 
recta eslref. 15) . 

P(t) • Yt = m(r: - Xt) 

cdn m = (y1 - y2)/(x1-X2) = Po /Id 

sustituyendo las coordenadas de los puntos A y By (b) en (a) 

P(t) = Por:/td 

comparando (c) con la ecuación (3.25) 

•.. (a) 

..• (b) 

... (c) 

[f(r:)]=r:/td ••. (d) 

la Integral da Duhamei según la ecuación (3.33} es (Integrando r: desde O hasta t) 

t t 
LDuhamal1 = (1/w) f [f(r:)]senw(t-r:)dr: = (1/wtd) f r:sen[(t-r:)w]dr: ... (e) 

o o 
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si hacemos que 

u=r 

du =d-r: 

y 

dv = senw(t-r)d-,; 

t ' t 
v = f sen(t--,;)wdr= (-1/w) f -wsen[(t-r)W]dr = 

o o 
·" (tomando en esta última f, z = (t-r)w, dz= -wd-,; ) 

t 1 
v = (-1/w} f senzdz = (-1/w)-cosz = {1/w}[cos(t--r:)w] 

o o 

sustituyendo (f) y {g) en (e) y recordando del cálculo diferencia/ que f udv = uv- f vdu 

' t t 
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••. (f) 

.•• (g) 

••• (h) 

... (/) 

lDuharnel1 = (1/wtd) f udv = (1/wtd){ (1/w)[-,;cos(t--,;)w] - {1/w} f cos(t--,;}wd-,;} = .. ;O) 
' o o 

donde -r: varia desde O hasta t 

y usando nuevamente z = (t--r:)w, dz = -wtfr , en la lrtegral de 0) 
t t' ' t 

{1/w)f cos(t-r)wdr = (-1tw2) f -wcos(t-r)wdr = (-1/w2) f coszdz = 
o o o 
' t 

(-1 tw2Jsenz = '(-1/w2)[senw(t-r:)] 
o 

sustituyendo (k} en (/) 

t 
l.Duhamel1 = (1/wtd){(1/w){rcosw(t--,;)] 

o 

.. ' 't ' 
+ (1/ef)[senw(t-r:}] · 

o 

y tomando los limites de r 

l.Duhamel1 = (1/wtd){(1/w}[toos(t-t)w- (o)cos(t-o)w] + (1 /w2J[sen(t-t)w - sen(t-O)w]} = 

= (1/wtd)[ (t/w) - (senwt)tw2 ]= ·. 

lDuharne/1 = (1/v?id){t- (1/w)senwtf 

que es el valor de la Integral de Duharnel tabulada en la figura 3. 52 

dela ecuación (3.35) 

FAD1 = (l.Duhame/1)w2 = (t/td)- (1/wtd)senwt 

.:.(k) 

... (/) 

... (m) 
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por /o tanto da la ecuación (3.34) la respuesta dinámica da dasp/azamfantos del sistema an 
función del tiempo es 

x(t) = FAD1X..t = Xest[(t/td) - (1 /wtd)senwt] 

Intervalo 2.- t ii!: Id 

de la gráfica fa magnitud Po de la fue1Za P(t) es Po = O para t = fd 

por lo tanto de fa ecuación (3.27) Xest = Polk = O 

... (n) 

... (o) 

las oondfolones In/ola/es da desplazamiento (xQ) y velocidad (x'Q) para este lnterva/9 son: 

derivando (n) 

x'(t) = (Xtrrtltd){1- coswt] 

y para t = fd de (n) y (p) 

Xo = Xeot/1- (1 /wtd)senwtd] 

X'o = (Xostftd)/1-coswtd] 

.. .(p) 

... (q) 

... (r) 

fa respuesta para cuando existen oondfofones Iniciales esta dada por la ecuación (3.37), (o), 
(q), (r) y r= fd · . . 

x(t) = X .. t/1- (1/wtd)senwtd]oosw(t-td) + (X,.stlwtd)[1- ooswtd]senw(t-td) + (o)FAD1 ••. (s) 

y tomando el siguiente cambio da variable para efectuar slmpllffoacfones con mayor fao//fdad: 
X = W(f-td), y = wtd . ' 

tenemos de (s) 

x(t) = Xest{{1-(1 /y}seny/oosx + {1 ly- (1 /y)oosy}senx} = Xeotfoosx -(1 /y)senycosx + (1 /y)senx 

- (1/y)sanxcosy/ = (X • .tly)(ycosx-sarr¡oosx + senx-senxcosy/ 

recordando que en trigonometría se demuestra quel••I. 51 san(x+ y} = sefD<oosy + senyoosx 

x(t) = (Xest!Y)[ycosx + senx - sen(x+y)] 

y retomando los valores originales da estas variables 

x(t) = (Xost!wtc!,){wtdCosw(t-td) + senw(t-td) - san(wf-wtd + wtd)] 

de donde la respuesta dinámica de desplazamientos en función del tiempo es 

x(t) = Xes1(1/wtd)[wtct0osw(t-td) + senw(t-tcl) - senwt] ... (t) 
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sustituyendo de /as ecuaciones (3.27) y (3.6) Xest = Polk = Pol(vrm) en (t) 

x(t) = (Polm)(1!w2)(1/wtd)[wtdCosw(t-td) + senw(t-td) - senwt] 

x(t) = (Polm)(1/l'ltd){tdCosw(t-td) +(1/w)senw(t-td)- (1/w)senwt] ... (u) 

comparando (u) con (3.33) 

f.Duhame/1 = (1/w2td){tdCosw(t-td) +(1/w)senw(t-td)- (1/w)senwt], t '?!: td ... (v) 

que es el valor de la Integral de Duhamel tabulado en /a figura 3. 52. 

b) Porobservaclón de /a gráfica de fa figura 3.56, existen 2 lntervafos de variación de /a fuerza 
excltatrlz P(t) 

Intervalo 1.- O s t s td , se presenta una carga excltatrlz Igual a /a del caso anterior a), y por fo 
tanto /a respuesta es (ver ecuación (n) del Inciso a)): 

x(t) = Xeot[(t/td) - (1 /wtd)senwt] ... (a) 

Intervalo 2. - t '?!: td, se presenta una carga excftatrlz aplicada súbitamente y que es Igual a /a del 
caso a) del problema propuesto I que se plantea en el próximo Inciso 3. 2.3.2. 

Al resolver dicho problema se encontrará que fa l.Duhame/1 para esta carga vafe 

- --~ t 
f.Duhame'1 = (1/w-)[cosw(t-r)] 

ti 

(donde t varfa desde el límite Inferior t = td, hasta el limite superior de fa Integral t: = t) 

tomando los limites para t 

f.Duhame/1 = (1 lw2)[cosw(t-t) - cosw(t-td)] = (1 !w2){1 - cosw(t-td)] •.. (b) 

sustituyendo (b) en fa ecuación (3.36) 

FAD1 = 1-cosw(t-td) ... (c} 

Como ambas partes de fa fuerza exoitatrlz se aplican consecutivamente, fa respuesta del sistema 
estará dada por fa ecuar.ión {3.37), ya que cuando se apffca el presente Intervalo de carga se tienen 
condiciones Iniciales de desplazamiento (xoJ y velocidad (x'oJ originadas por e/ Intervalo 1 de carga. 

Las condiciones Inicia/es son Iguales a /as ca/culadas en el Inciso a) (ecuaciones (q) y (r) ), ya 
que la carga es /a misma cuando O s t s td y valen 

Xo = Xest/1- (1/wtd)senwfd] 

x'o = (Xestltd){1- coswtd] 

.•. (d) 

... (e) 
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por fo tanto sustituyendo (d), (e) y (c) en la ecuación (3.37) y como para este lrtervalo ..- = fd 

x(t) = Xest/1- (1 /wtd)senwtc!]cosw(t-fd) + (Xostfwtd)[1 - coswtd]senw(t-td) + Xost/1-cosw(t-td)] ... (f) 

se puede simplificar más fácilmente la ecuación (f) tomando el siguiente cambio de variable 

por lo que (f) puede escribirse 

X = w(t-td) 

y= wtd 

x(t) = x •• 1{[1-(1/y)seny]cosx + (1/y- (1/y)cosy]senx + (1- cosx)} 

= Xeot[cosx-(1/y)senycosx + (1/y)sel1)(- {1/y}senxcosy + 1-cosx] 

= Xeot{ {-(senycosx + sel1)(cosy) + senx]/y + 1] 

y recordando quel••I. 51 sen(x+ y) = senxcosy + ~osxseny 

(1) puede escribirse como 

x(t) = Xes1{ {senx - sen(x + y)]/y + 1} 

y sustituyendo (g) y (h) en (/) 

x(t) = x .. 1{(1/wtdJ[senw(t- td) -sen[wt- wfd + wtc!] + 1} 

de donde la respuesta dinámica de desplazamientos en función del tiempo es 

x(t) = Xest{1 + (1/wtd)[senw(t-td) - senwt]}, t;;;:: fd 

en donde la expresión entre corchetes es el factor de ampllf/caclón dinámica (FAD!) 

.•. (g) 

..• (h) 

... (1) 

••• OJ 

..• (k) 

III.- En un laboratorio de pruebas de materiales, una máquina bidraúlica induce una carga que varía 

con respecto al tiempo de acuerdo con la gráfica mostrada en la figura 3.59a). Dicha carga es aplicada 

sobre el centro del claro de la viga de acero simplemente apoyada, cuyas características se indican en la 

figura 3.59b ). 

Suponiendo que la masa se concentra en el centro de gravedad de la viga, determinar: a) El 

desplazamiento dinámico máximo de la viga, el instante en que éste ocurre, y el valor de la deílexión total 

máxima de la misma; y b) la gráfica de la respuesta dinámica de desplazamientos del sistema. 
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0.075 
t [seg] 

a) Gráfica de la función de excitación 

E = 2.1 (1 o"¡ [kg/cm2
] 

W1 = 1475.41 [kg/m)Qncluye Po.Po.) 
1 = 33323 [cm•] 

P<t> 

,_¡. ___ 610 [CM_J __ _, 

b) Viga simplemente apoyada 

Figura 3.59. Prueba de carga dinámica sobre una viga simplemente apoyada 

126 

a) Desplazamiento dinámico máximo de la viga (Xmax/, el tiempo en que ocurre (t) y la deflexlón 
total de la viga ( lir) · 

SI suponemos que la masa del sistema de la viga para efectos dinámicos se concentra en el 
centro del claro, ésta puede modelarse como un sistema oscilatorio de 1 G.L de masa. 

m = W/g = (1475. 41 kg/m)(6. 1 m)l(9.80665m/s2
) = 917. 75 [kg-s2/m] = 9. 1775 [kg-s2/cm] ... (a) 

para una viga simplemente apoyada, con carga uniforme distribuida y con carga puntual el 
desplazamiento máximo (que ocurre en el centro del claro), vale''"'· 51 

A = 5w1L 4/(384EI) ... (b)(carga uniforme) 

A = PL 3/(48EI) ... (c)(carga puntual) 

P(t) es puntual y de (c) y como P = KA, Ja rigidez vale 

k = P/li =48El/L 3 =(48)(2. 1}(108)[kg/cm2](33323)[cm4]1(610cm) 3 =14798.41 [kg/cm ... (d) 

de la ecuación (3. 6) y de (a) y (d) 

w = [klmJ°·5 =[14798.41/9.1775Jº·5 = 40.16 [rad/seg] ... (e) 

/-Respuesta para cuando t :S 0.075 

Del problema resuelto 11.b), se determinó que la respuesta de desplazamientos está dada por 

x(t) = XeotFAD1 = Xeot/ t/td - (1 /wtd)senwt] ... (f) 

para encontrar Xmax, empleando el crilf1rio de la ta. derivada, de (f) tenemos 

x'(t) = Xoat/1/td • (1/td)coswt] = O ... (g) 
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de donde 

coswt = 1 

wt = arccos(t) = n2;n: 

t = n2;n:/W 

conn= 0,1,2,. .. ,tomandon= tycomode/aecuaclón(3.7) T= 2;n:/w 

t = 2n/w = T = 2;n:/40. 16 = 0.1565 {seg] .•. (h) 
_,. 

este tiempo está fuera del Intervalo de val/déz de la ecuación (f), ya que es mayor que fd = 
O. 075 {seg], por tanto para este Intervalo no hay un máximo en el desplazamiento. 

//-Respuesta para cuando t;:: 0.075 

En el problema resuelto // Inciso b) se determinó que la respuesta es 

x(t) = x .. t[t + (senw(t-td)- senwt}/(wtd)] 

usando nuevamente el criterio de la 1 a. derivada de (1) para hallar Xmax,' 

x'(t) = Xeotf(1/wtd)(wcosw(t-td) - wcoswt)] =O 

de donde 

cosw(t-td) - coswt = O 

Recordando que[ref. 51 

cos(x - y) = cosxcosy + senxseny, y tomando x = 2nn: , y = wt, tenemos 

cos(2nn: - wt) = cos2n;n:coswt + sen2mrsenwt = coswt 

sustituyendo (1) en (k) 

cosw(t - td) = cos(2n;n: - wt) 

w(t- td) = arccos(cos(2n;n: - wt)) 

de donde 

w(t - td) =· 2mi - wt 

Wt + wt = 2nn: +wtd 

2wt = 2nn:. + Wtd 

y tomando n = 1 

... (1) 

... (j) 

.•• (k) 

... (/) 

... (m) 
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t = (2n + wtd)/(2w) ... (n) 

sustituyendo valores 

t = (2n+ (40.16)(0;075))1(2(40.16)) =0.116[seg] ... (o) 
. . 

sustituyendo (o) en (1) · 

Xmax = X.at{1 + (1/(40.16Ú0.045)) (sen{40. 16(0.116- O. 075)]-sen[40. 16(0.116)}} 

Xmax = 1.66X.ot ••• (p) 

y sustituyendo la ecuación (3.27), (d) y Po en (p) 

Xmru< = 1.66Polk= 1.66(4500kg)/14798.41[kg/cm] = 0.505[cm] ... (q) 

el desplazamiento encontrado en (q) es producido por la fuerza exc/tatrlz P(t), y por lo tanto de 
(b) y (q) se obtiene el desplazamiento total de la viga como 

Á tot = 6 w1 + Xmax = 5w1L 4/(384E/) + 0.505[cmj 

= {5(14. 7541kg/cm)(601cm)41(384(2.1)(109kg/cm2)(33~23cm4) 

+ 0.505{cm} = 0.358 + 0.505 = 0.863 {cm] 

b) Gráfica de los desplazamientos dinámicos 

sustituyendo (d), Po. (e) y fd = 0.075 {seg} 

en(t) 

x(t) = (4500kg/14798.41[kg/cm}){t/0.075-[1/(40.16)0.075]sen(40.16t)} 

= 0.3041[13.3333t- 0.332sen(40.1~)] 

x(t) = 4.055t- o.101sen{40.16t) 

en(I) 

••• (r) 

..• (s)con t s 0.075 

x(t) = 0.3041{1 + 0.332{sen40.16(t-0.075)-sen{40.16t)J} . . . 

x(t) = 0.3041 + 0.101sen(40.16t - 3.012) - 0.1Ó1sen(40.16t).m(t)corú?:. 0:015 .. 

Tabulando (s) y (t), se obtiene la siguiente tabla y grátlc:a . 
Tabl• 3.11 

t[••gJ 
t[%l] 
X(om) 

o.o 
OT 

0.000 

0.0391 
T/4 

0.058 

0.1160 
0.7412T 

0.506 

0.1174 
3T/4 

0.505 

0.11565 
.T 

0.291 



t[aeg) 03130 
t[%TJ 4T/2 
x(m) 0.290 

Q6 

0.5 

8 
0.4 

o Q3 
'M Q2 

Ql 

QO 

04304 • 04695 
. 11T/4 .3T 

·. 0.505 :. _0.290 
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Grá0ca3.16 

°"'""·p 
/ 

ST/4 3T/2 7f/4 2T 9T/4 ST/2 11Tf4 3T 

t[%T] 

IV.-Para la estructura metálica mostrada en la figura 3.60a), que soporta un tanque de almacenamien­

to de agua, y cuyas características estructurales fueron obtenidas en el problema resuelto IV, inciso 

3.2.2.4., determinar: a) La respuesta dinámica de desplazamientos si la estructura es sometida a una carga 

excitatriz que varia de acuerdo a la gráfica mostrada en la figura 3.60b), (suponer que la masa del líquido 

se mueve con el tanque como un cuerpo rígido); b) el valor del desplazamiento máximo y el tiempo en 

que se produce; y e) la gráfica de la ecuación de la respuesta dinámica de desplazamientos. 

W = 27.24 [tonf 
k = 1n1.s[t1mJ 
~=O 
m = 2. 78 11·•2/mJ 
w = 25.24 [rad/eeg) 
oootaclón en [mi 

P<t)rtcnl 

so------

'------
0 
... ,

0
-6--.-tcsegl 

a) Tanque de almacenamiento de agua b) Diagrama de la función de excitación 

Figura 3.60. Fuerza excitatriz aplicada a la estructura metálica de un tanque elevado 

a) Respuesta dinámica de desplazamientos 

De la ecuación (3. 7) 

T = 2n:/w = 2;n;/25.24{rad/seg] = 0.25 {seg] ... (a) 
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la respuesta del sistema está dada por la ecuación (3.35) y (3.36) y es 

x(t) = XestFAD1 = Xeotw2(1.Duhamel) 

130 

••. (b) 

Para el tipo de fuerza excltatrlz P(t) aplicada, de la tabla de funciones de respuestas para 
sistemas de 1 G.L., no amortiguados de la figura 3.52, se tiene 

si t :S [td = 0.06 seg/ l.Duhame/ = (1-<:oswt)W 

si t <!:: [td = 0.06 seg/ l.Duhame/ = (cosw(t-tct/ - coswt)W 

de la ecuación (3.27) 

Xeot = Polk = 50{ton/11771.5[t/m/ = 0.0282 [m/ = 2.82 [cm/ 

1- Respuesta para t :s; O. 06 {seg/ 

sustituyendo (c) y (e) en (b) 

x(t) = 0.0282(1 - cos25.24t) 

11- Respuesta para t ~ O. 06 [seg/ 

sustituyendo (d) y (e) en (b) 

x(t) = o. 0282[cos25. 24(t- O. 06) - cos25.24t/ · 

b) Desplazamiento máximo (xma)\} y el Instante en que se produce 

1- Investigando para t :S O. 06 [seg/ 

empleando el crltar/o de la 1a. derivada, de (f) 

x'(t) = (0.0282)(25.24)sen25.24f= O 

de donde 

sen25.24t = o 

25.241 = arcsen(O) = mr con n = 0, 1,2,3, .... 

tomando n = 1 y despe/ando t 

t = n:/25.24 = 0.124 [seg/ 

... (e) 

... (d) 

... (e) 

... (f) 

... (g) 

... (h) 

e/ tiempo obtenido en (h) es mayor que td = 0.06 [seg/ y por lo tanto está fuera del rango de 
validez de (f) por lo que no hay máximo para esta Intervalo de aplicación de la fuerza 
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//-Investigando para t ~ O.OB[seg) 

por el criterio de la ta. derivada, de (g) 

x'(t) = 0.0282[-25.24sen25.24(t-0.08) + 25.24sen25.24t] =O 

-sen(25.24t- 1.5144) + sen25.24t =O 

recordando quelref. 51 sen(x - y) = senxcosy- cosxseny, se tiene 

-sen25.24tcos1.5144 + cos25.24tsen1.5144 + sen25.24t =O 

-0.05637sen25.24t + 0.99841cos25.24t + sen25.24t =O 

0.94383sen25.24t = -0.99841cos25.24t 

de donde 

(sen25.24t)/(cos25.24t) = -0.99841 /0.94363 = -1. 058052 

y como san/cos = tan, se llena 

tan25.24t = -1.058052 {rad} · 

25.24t = arctan(-1.058052) = -0.8138 + n;i con n= O, 1,2, ..• 

de donde 

t = (-0.8136 + n.v)/25.24 

tomando n = 1 para que t;::: 0.08 

t = 2.327992654/25.24 = 0.09223426"' 0.389T [seg) 

sustituyendo (/) en (g) 

Xmnx = 3.874 [cm} 

c) Gráfica de la respuesta de desplazamientos dinámica 

Tabulando las ecuaciones (f) y (g), se obtiene la siguiente tabla y gráfica 

o.o Q0063 Q0125 Q0188 0.025 aosoo Q0750 
OT 0.025T O.OST 0.075T 0.1T 0.2T 0.3T 
o.o 0.035 0.139 0.310 0.543 1.963 3.513 

1( .. g) a1soo Q1750 Q2000 Q2250 Q2500 0.5000 
1(%TJ o.ar 0.7T O.BT o.9T ·r. 2T 
x(m) 0.436 ·1.919 -3.535 ·3.789 ·2.585 ·2.506 
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... (/) 

... (/) 

•• .(k) 

a1000 Q1250 
0.4T o.5T 

3.800 2.623 
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Grá0ca3.17 
~splazamientos 

ST/4 3T/2 

V.- Obtener a) el Espectro de Respuesta de desplazamientos de un sistema sencillo (de 1 G.L.), sin 

amortiguamiento som~tido a la carga excitatriz cuya gráfica se muestra en fa figura.3.61; y b) la respuesta 

máxima de desplazamientos, usando el espectro obtenido en a) para la viga del problema III anterior, así 

como la magnitud de las fuerzas máximas que debe soportar la viga. 

P<t> 
B e 

A 
IC...~~~~--L~~~~~-- t 

Figura 3.6L Gráfica de la función de excitación 
para el problema V. 

a) Espectro de Respuesta de desplazamien­
tos 

De la definición de Espectro de Respuesta 
dada en el Inciso 3.2.3., debemos encontrar el 

· valor del desplazamiento máximo del sistema bajo 
la acción de la fuerza excltatrlz P(t) de la gráfica 
de la figura. 

En el problema resuelto 11.b), de este Inciso, 
se determinaron las expresiones de respuestas 
del sistema, que son 

x(t) = Xest[tltd- (1 /wtd)senwtf ... (a)con t :S td 

... (b)con t ~ td x(t) = Xea1{1 + (1 /wtd){senw(t- td) - senwt)} 

En el problema resuelto 111, de este Inciso, se encontTó que ta respuesta máxima cuando t s td 
eshl dada para cuando 

t=2:rc/w=T ... (c)con T s td 

sustituyendo (c) en (a} 

Xmax = X.,t[Tltd- (1/wtd)sen2:n:J = Xe•t(T/td) ... (d}con t s td y T s td 
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en el problema citado también se encontró que la respuesta máxima cuando t ~ fd ,está dada 
para cuando 

t = (2n + wtd)/(2w) = (T + td)/2 

sustituyendo (e) en (b) 

... (e)con t ~ fd 

Xmax = Xes1{1 + (1 /wtd){ senw[(T + td)/2- td] - sen{w(T + td)/2}]} 

= Xoot{1 + (1/wtd) [senw(T- td)/2 - senw(T + td)/2]} 

ya quel••'· 51 sen(x ± y) = senxcosy ± cosxseny 

. Xmax = Xoot{1 + (1¡.,;;,~ (sen(wT/2)cos(wtd/2} -cos(wT/2}sen(wtd/2} - sen(wT/2}cos(wtd/2) 

- cos(wT!2Js.~(Wtd!2JJ:: Xost/1- (1/wtd)(2cos(wT/2Jsen(wtdl2JJ 

como coSi.,,;, -1, yde (3.7} r= 2i/w y despejando w = 2Ji/T, se tiene 
-~. 

·)(,;;ax ;;,, Xoot/1- (T/(2ntd))(2cos;n;sen(Jtfd/T}) 

de donde.· 

. · X~ax =Xoot{1 +(T/(Jtfd))sen(:ntdlT)J ... (f)con T"" O yt ~ fd 

graflcando (d) ~e obtlf1ne Úna .//nea· recta con.ordenada mayor de valor Xmax = Xest cuando 
T = fd . . . . .. 

tabulando (f) se obtie/ie la sÍgulenle tabla y el Espectro de Respuesta de desplazamientos 
mostrado en/a figura 3.62ay 3.62b ;>:, · · · 
Tabla 3.13 · •.. ,.:. ···'", ..• > :::.. 

t/td 0.010 :· 0.025'. 
XmaJX .. t 1.000 ;1'.000. 

t/td 0.065 ":o.oso.· 
XmaJX .. 1 o.se1; ;¡1.~ 

t/td 0.300• :.o.450 
XmaJXeat ?:91?'· 1,()92' 

t/td 1.000·. 1.300 
><moJXu1 ,1.000 1.274 

t/td 3.000 5.000 e.ooo 
><m.,JX,,ai 1.827 1.936 1.955 

b) Respuesta máxima de desplazamientos y magnitud máxima de la· fue/zá que éJ~be re~i~tfr la 
viga del problema 111 de este Inciso · · · · · 

En el citado problema se calculó k = 14798.41 (kg/cm} 
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Figura 3.62a. Espectro de respuesta de desplazamiéntos de un sistema oscllatotio sencillo sin 
amortiguamiento sometido a la función.de excitación P(t) de la figura 3.61. 

T = 0.1565 {seg] 

fd = 0.075 [seg] 

Po = 4500 {kg/ 

Como T > fd; se emplea la gráfica del espectro de respuestas de la figura 3.62a, con 

Tltd = O. 1565 /O. 075 = 2.087 

por lo tanto, en base a la gráfica 

Xmax = 1.66Xoot = 1.66Po/k = 1.66(4500)/14798.41=0.505 {cm] ... (g) 

que es el mismo resultado que se obtuvo en el problema mencionado. 
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1.05 

.. 

1-1---l--'--'--l-'---'.:.C...I:.::__;_;.;..; ... c~ÍV~ pa~~ i k t.i' ' ·.· ............ :. :•;• -~++++-! 
l-1-----1----1---l----'x.;~; cirnndo i:. = cr+ ld)/2 <:: td 

0.95 
0.01 o.os 0.10· 

T/td 

Figura 3.62b. Ampliación de parte del Espectro de Respuesta de desplazamientos de la figura 3.62a. 

La máxima fuerza que debe resistir la viga por efectos dinámicos es 

Pmo.x = kxmox = (14798.41[kg/cmj)(0.505) = 7473.2 [kg/ ... (h) 

Por lo tanto se puada revisar la resistencia da la viga contra (os elementos mecánicos 
producidos por las cargas gravitac/onales (ver figura 3. 59) y la fuerza concentrada obtenida en (h). 

3.2.3.2. PROBLEMAS PROPUESTOS 

J •• Determinar la respuesta de desplazamientos de un sistema oscilatorio simple o de 1 G.L., sin 

amortiguamiento, sometido a las cargas excitatrices P(t) = Po[f(t)), cuyas gráficas se muestran en las 

figuras 3.63 y 3.64. 

Solución: a) x(t) = Xeot(1 - coswt); b) x(t) = Xeotf1 • coswt- (t/td) + (1/wtd)sanwt], con t s td; 
x(t) = XelJl[-coswt- (1/wtd)sanw(t· td) + (1/wtd)sanwtj, con t.<!= td 

11.- Determinar la respuesta de desplazamientos de ull sistema oiicilatofio sencillÓ ode 1· G.L, sin 

amortiguamiento, sometido a la carga exdtafriz P(t) ~ PCÍ[f(t)), ~~yág~áfiei; s~~~~str~ ~n I~ flg~ra 3.6s: 
' .-, ·'· ·-. '> ·'··"' . ·'· ;· ... ·" • ' •• 

Solución: x(t) = Xeat(1 - coswt), con t S Id j ~(t) ~ .. Xe.lfc¿¡sw~ ~ td) ~ coswt], con f~ td 



P<t> 
Pal------

Figura 3.63. Función de 
excitación para el problema J. 
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•• 
Figura 3.64. Función de 
excitación para el problema l. 
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P<t> 

Po------. 

td 

Figura 3.65. Función de 
excitación para el p~blema II. 

JJI.- Determinar la respuesta de desplazamientos de un sistema oscilatocio sencillo o de 1 G.L, sin 

amortiguamiento, sometido a una fuecza excitatriz P(t) = Po[f(t)], cuya gráfica se muestra en la figura 3.66. 

Solución: x(t) = Xeot[t/td - (1 /wtd)senwt), con O s t s id; x(t) = Xest{1 + (1 /wtd)(senw(t - td) 
- senwt)), con fd :S t s te; x(t) = Xest{ {1/wtd){senw(t-td) -senwt) + (1/w(te - tr)){senw(t-tr) 
- senw(t- t,,)) }, con te s t s tr; Xeat(1/w){ (1/td){senw(t- te!) - senwt] - (1/(te - tr)){senw(t- te) 
- senw(t - tr)J } , con t <:?: tr 

.P(t) 

Po 
Datooparael 
problema IV. 
te = 21d 
b = 3td 

IV.- Obtener el Espectro de Respuesta de 

desplazamientos de un sistema de 1 G.L., sin amor­

tiguamiento, someticlb a la carga excitattizcuya gráfica 

se muestra en la figura 3.66, y para cuando t <:?: tr. 

So/uclóñ: El Espectro de Respuesta de 
~--~---~--~-. .... t desplazamientos se muestra en la figura 3. 67. 

tcl te tr 

Figura 3.66. Función de excitación para los 
problemas III Y IV. · V.- La estructura mostrada en la figura 3.68, la 

cual es usada con fines publicitarios y cuyas características se determinaron en el problema 11 del inciso 

l2.2.4., es sujeta a un repentino deslizamiento de su cimentación con un decaimiento de carácter exponen­

cial con la gráfica mostrada en la citada figura. Suponiendo que no existe amortiguamiento, determinar: 

a) La ecuación de respuesta dinámica de desplazamientos absolutos o totales; b) el valor de la respuesta 

máxima absoluta de desplazamientos y aceleración del extremo superior en el intervalo de aplicación de 

la fuerza; y c) el valor del desplazamiento y aceleración máximos relativos al apoyo, en el intervalo 

mencionado. 

Solución: a) x(t) = X.,.t(w2t(w2 + 1)){e" 1 - coswt + (1/w)senwt], con t s fd; b) Xmax = 1.737 
{om},x"max = -106.26 {cm/s 2);c) Xr max = 0.986 {cm), X'r max = -107.011 {cm/s2} 



j 

Tema 111 Dinámica Estructural 137 

2 

1.5 

1 

0.5 

o 

-0.5 

-1 
0.1 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 

Tltd 

Figura J.67. Espectro de respuesta de desplaz~mientos de un sistema oscilatorio sencillo sin 
amortiguamiento sometido a la función de excitación P(l) de la figuro 3.66. 

k = 490 [kg/cm) 
m = 4.658 (kg-o•tom) 
w = 10.368 (rad/o•g) 
acotación en [m) 

0.135 

Xa (t) =e-a t 
,/ 

'----------'-
2
-J-t e segJ 

Figura 3.68. Estructura para carteles publicitarios sometida a un deslizamiento de la cimentación con 
la gráfica mostrada. 
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3.2.4.- VIBRACION FORZADA CON 
AMORTIGUAMIENTO. 

La figura 3.69 muestra un sistema vibratorio 

discreto sencillo o de 1 G.L., en el cual las os­

cilaciones son sostenidas por la acción de una 

fuerza excitatriz dinámica P(t) que inyecta 

energía al sistema durante el lapso de tiempo en 

que actúa sobre este. 

A diferencia del movimiento estudiado en el 

inciso 3.23., en el presente caso se toman en 

cuenta los erectos del amortiguamiento repre­

sentado en la figura citada por el pistón, que 

ocasiona una pérdida de energía cinética en el 

sistema vibratorio. 

Se representa entonces el diagrama de cuer­

po libre mediante la figura 3. 70, en cuya masa 

actúan: una fuerza de inercia P1, producida 

durante el movimiento, una fuerza restauradora 

Prgenerada por el resorte de rigidez le, una fuerza 

excitatriz P(t) que mantiene y aumenta las os­

cilaciones, y para este caso una fuerza amor­

tiguad ora Po que disipa la energía del 

movimiento. Estableciendo el equilibrio 

dinámico, de la citada figura se obtiene la 

ecuación general del movimiento forzado amor­

tiguadolr•f. 11: 

rroc' + ex'+ kx = P(t) -~ ..... (3.38) 
Ecuación goneral del movimiento 
forzado amortiguado 

La fuerza excitatriz P(t) puede ser clasificada 

en varios tipos; pero como se demostró en el inciso 

3.23.1., todos estos casos de cargas dinámicas 

pueden resolverse con los métodos del CASO 

GENERAL DE CARGA y tratarse como cargas 

arbitrarias o irregulares, por lo que la solución 

general de la ecuación del movimiento forzado 

amortiguado es 

x(t) = (Polm)(l.Duhame/'2) 

x(t) = XeotFAD.? 

..... (3.39) 

..... (3.40) 

Solucl6n general de la ecuación del movimiento 
forzado amortiguado para cuando Xo = ><'o = O 

Pr=-kx ---Q-... P(t)=Pi:j[f(t)) 
PIJ =-ex '-Ü-Pi =r1x.• . 

k-ri¡idez del eieleme [ton/m] 
m-masa del cuerpo oscilante 

[ton-s<>g2/m) 
x-deaplaz!lilllenlo de la mnea [m] 
e-constante de amortiguaci6n 

del slstemo[ton-ses/m] 

Figura 3.69. Sistema discreto simple 
amortiguado de 1. G.L 

P(t)-fuerza excitotriz en función del liempo[lon] 
P r-fucrza restauradora del re:sorle[tcm) 
P ¡-fuerza de inercia [ton] 
Pn-ruerza 11mortigu11dora lton] 
f(t)-uno. función del tiempo 
P0 -magnltud de lo. fuerzo excllat.rh(ton) 
x'-volocldad de la rnasa (m/s] 
:.r:''-a.celeraciÓn de la m0sfl! lrn/e2] 

Figura 3.70. Diagrama de cuerpo libre del sistema de 
la figura 3.69. 
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donde 

t 
l.Duhamel2 = f (1/wo){f( r )/exp[~w(t - i:)] 

o 

{senwo(t - r}d r] 

FAD2 = (l.Du/1ame/2)w2 

l.Duhamel2.jntegral de Duhamel, Integral de 
convolucl6n, o Integral de ouporpoolc16n, con 
amortiguamiento 

FAO,,.laotor d• ampliflcaclón dinámica con 
amortiguamiento 

..... (3.41) 

..... (3.42) 

En los casos en que el sistema vibratorio antes 

de la aplicación de la fuerza excitariz P(t) tenga 

condiciones iniciales de desplazamiento y 

velocidad diferentes de cero, la respuesta del sis­

tema es 

x(t) = exp{-~w(t- ¡;)}(xoeoswo(t - i:) + {(x'o + 
w~o)lwo}senwo(t - i:) + Xoot(FAD:?) ..... (3.43) 

Soluc16n general de la ecuación del movimiento 
forzado amortiguado para cuando Xo ;:m!: O yx'o ;!!: O 

En Ingeniería Civil para el caso tan frecuente 

de los movimientos sísmicos, es muy útil es­

tablecer la ecuación del movimento para 

excitación en la base o cimentación de las estruc­

turas, y que es 

mx'r + ox'r + kxr = O ..... (3.44) 

con 

Ecuación del movimiento forzado en 
la baoe con amortiguamiento 

XT =Xa + Xr 

x'r = x'a + x'r 

.... (3.44a} 

.... (3.44b) 

.... (3.44o) 

donde los subíndices para el desplazamiento 

(x), velocidad (x') y aceleración (x') del sistema 

significan: 

a-del epoyo, baae o suelo 

T-total o abooluto 

r-relativo al cpoyo 

En los casos de fuerzas armónicas con 
- .... 

frecuencias angulares w que se aproximan a las 

frecuencias angulares w de los sistemas 

vibratorios sobre los que actúan, los factores de 

amplificación dinámica (FAD2) de la ecuación 

(3.40) o (3.43), aunque no tienden bacía infinito 

como en el caso no amortiguado, si crecen sen­

siblemente y pueden provocar por tanto el colap­

so del sistema estructural. Si el valor de las 

frecuencias angulares de la fuerza excitatriz y del 

sistema oscilatorio son iguales se dice que el sis­

tema entra en resonancia. Se debe evitar que el 

sistema estructural que se diseñe tenga frecuen­

cias similares a la de la fuerza excitatriz, para lo 

cual se maneja la relación entre masa y rigidez de 

la estructura. 

METODO NUMERICO DE EVALUACION DE 
LAS RESPUESTAS DINAMICAS 

Las fuerzas de excitación P(t) que 

comúnmente se presentan en la práctica sobre las 

estructuras civiles son casi siempre complicadas y 

de tipo arbitrario, por lo que la aplicación de los 

procedimientos analíticos de integración hasta 

aquí descritos, usados para obtenerlas respuestas 

de desplazamiento, velocidad y aceleración de un 

.! 
1 
! 
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sistema oscilatorio, requieren un número excesivo 

e impráctico de cálculos, motivo por el cual se 

debe dejar de lado dicha evaluación analítica y 

aplicarse algún método numérico de evaluadón 

de las respuestas mencionadas. 

El método aquí presentado está basado en el 

que desarrolló N .M. Newmark.en 195!jlrel. 131. Con 

referencia a la figuras 3. 71y 3. 72, que representan 

una fuerza excitatriz P(t) arbitraria, es decir con 

una gráfica irregular con respecto al tiempo, el 

método está basado en las siguientes hipótesis: 

•la fuerza excitatriz P(t) está compuesta 
por una serie de impulsos sucesivos en in­
tervalos de duración 6t, tan pequeños 
como la exactitud de la evaluación de la 
respuesta lo requiera. 

•la variación de la fuerza excitatriz P(t) en 
cada intervalo 6t es lineal. 

•los valores iniciales de desplazamiento 
(x¡) y velocidad (x';) al inicio de cada inter­
valo 6t son conocidos. 

Puede demostrarse que las respuestas 

dinámicas de un sistema oscilatorio simple con o 

Figura 3.71.Excitación arbitraria compuesta 
de una serie de impulsos en intervalos de 
duración 6t: 

sin amortiguamiento, ante la aplicación de 

cualquier fuerza excitatriz P(t) así considerada 

están dadas por 

Do= (Pi+1-PiJ/(kM) 

0 0 = (/'¡ - cDo)lk 

Ao = Xtl-Co 

..... (3.45) 

.. ... (3.46) 

..... (3.47) 

Bo = [x' ti+ Aol;W-Do]IWD ~ ..... (3.46) 

x 11+1 =exp(-ewM)[AoeoswoM + BoSenwoMJ 
+ Co + DoM ..... (3.49) 

x' t1+1 = woaxp(-ewM)[-AoSenwoM 
+ BrPoswoMJ - ewexp(-ewM)[AoeoswoM 
+ Bo5enwot.t} +Do ..... (3.50) 

X' ti = {P 1 - ex' 1 - kx 1 ]lm ..... (3.51) 

6t-dur11olón de un Intervalo J••sl (generalmente 
6t s 0,1l) 

. . 

En la figur.i 3.72 los sub!~dices indican: 

1-valor al Inicio del lrito.Valo óo.rislderado· ·. · 
... · :·. - ·.: ... <1 : .. ).'.J.:.··~~;·;::.'.:>::::·.:~- ·Y.-::·._ .. ,. 

1+1 ·Valor al final del Intervalo conolderado 

P<t> 

'---~t ... , -,----,---+"-'"-'-+-'-.:..1~ t 

··~ 

Figura 3. 72 .. Anlpliációridc!; unó dé los impulsos 
componentes de la fuerza exdtátriz de la figura 3. 71 
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Los métodos numéricos tienen como 

característica principal el poder automatizars.e de· 

una forma relativamente fácil mediante 

programas de computadora como los de fa ~efe- · ' 

rencin [12]. El presente método puede aplicarse 1 .. 

sistemáticamente introduciendo las siguientes ex: : 

presiones: 

de fa carga Pti+!, comenzando el llenado de fa 

tabla mostrada en fa figura 3. 73, y continuándolo 

para los siguientes pasos. 

. 3. Calcular M, N, P y Q con las ecuaciones 

(3.52) a (3.55) 

4 •. Usar fas condiciones iniciales de. reposo 

M = coswoM ..... (3.52) conocidas del sistema oscilátorio: Xi ~Xó =,O, y 

N = senv.-oM ..... (3.53). 
··,¡"¡.:=~;º=o: 

P=l;w . "° 5; CalcÚI ar D~, Co, Aoy B~ oon fas'e~uaciones 

Q = exp(-PM) 

..... (3.54) 

..... (3:55J.•• . •• H~5>~§:18):\ .,.:·:::<·.~::.·. ···.; _.;,:;,. ... \'.:.· 
,_, :.: ~ :·: . 

M1N,P1Q-valores constantes en un sistema oscilatoriO -
•Implo detonnlnado 

,, 

\,t~t;a:i~ª~tit.:~r\~.'•i?~c1¿f e1,int:o/afó eon 'ª · 

con fo cual las res~uestas pueci~.n e~~~ibi~~e; .( <· '/S. i i.: · "' .·.:.: ·.· 

::: • Q[Af'. •oNJ + ~.¡~;;:J¿J~f $~5~!~~'J$;~,~\7f~ti~\~'''·º'~" 
'>'''' •··.· · ,. ··· · · · <8.11

ríici~f·u~illl~vci' inteiVaI~ tomando como 
x' t1+1 =Qwof-AoN.·+ i3.~i~PQfÁ":;)A :.~+B;;N¡ ;?;::-.. ····· --... º""' ~ ,,,-

+ 0 0 ; :• ;,,;~ (3.57): ·. do~diciones ini~ialés (xi Yx;;) las ~!culadas en el 

C int~~a16 ~nt~ri~l':cl~I pás~ 7:y r~petir los pa~os 5 
los pasos a segui.r pp_ra la ~plica~ióri. 

sistemática del método s~n! }· - ·" ' . 

1. Seleccionar 6t s ij,lT . · 

a8bas~ obt~'1~¿16~~~l~r;s de la; respuestas para 

·.·los tÍe~pos'cl~~eados> 

•. Este método puede sistematizarse fácilmente 

·· éri ·bntelircüi,a~~f.i de bolsiilo con el programa 
2. De lá gráfica de P(t), obt~ner para cada·. • clesarr~ll~cl()·:~n·~(pr?ble¡;]a lIJ del siguiente in-

incrementó de ti~~pci~ ;;Í· ~·. t ¡ +:·6~ los:~~lore's / .· ·~is~. \. •·. •:•_•. >, .·. ·.··. 

t¡ 

ti+!= 
t¡ +6t 

··' .-,~,- ... , . ~ ;"'··- ;.<r -~·,:~· 

. (3.56) 
.. Xi. :o 

"(3:46) 
• C'.O :· 

Figura 3.73. Tabla para evaluaCión de las respuestas de ún sistema e>scilatorio simple usando el 
método numérico · · · · ·· · · · 
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3.2.4.1.· PROBLEMAS RESUELTOS 

J.. Deducir las expresiones que describen el movimiento de vibración forzada con amortiguamiento. 

En el sistema oscf/atorfo simple que se muestra en la figura 3.69 (Inciso 3.2.4.), una fuerza 
excltatrlz dinámica 'P{t)', rompe el equlllbrlo estático del estado de reposo desplazando una 
distancia 'x' /a masa 'm' del sistema. La rigidez'/<' del cuerpo oscilante se opone al desplazamiento 
generando una fuerza restauradora 'Pr' que retorna a la masa a su posición Inicial; ésta al acelerarse 
durante el retorno se desplaza más allá de dicha posición por causa de Ja fuerza de Inercia 'P¡' 
producida y por la fuerza excitatriz que sigue obrando sobre el sistema durante un tiempo 't', 
estableciéndose así un ciclo oscf/atorío. 

El amortiguamiento 'c' del sistema oscilatorio, representado por e/ pistón, ocasiona Úha pérdida 
o disipación de energía cinética por causa de la fuerza amortiguadora 'Po'. que disminuye la 
amplitud de los desplazamientos en cada nuevo ciclo. 

Se ha establecido que (problema/, inciso 3.2. 1. 1. y problema/, inciso 3.2.2.4.) 

Pr = -kx 

P1 = mx" 

Po= -ex'. 

... (a) 

... (b) 

... (c) 

del diagrama de cuerpo libre de la f!gÚf8, 3.70 (Incido 3.2.4.), se puede establecer el equl//brlo 
dinámico siguiente • 

... (d) 

sustituyendo (a), (b) y (e), en (d) 

de donde 

: 1~1X' + cx'.+kx = P(t) . .. ... (3.38) 
· ,,. ". ·: · 'é .. : .Ecuación gonorál del movimiento forzado amortiguado· 

ya que la fu~rza ~xcitá'rrlz es fu~Ó~,d~I N~tnp~, tel7Bmos nuevamente 
. , . • ' ., ... ·:,'·/·. •· • ~·:;t:•\ •I 

Po"'1Jnplttud de la fuerza excttatriz lton) 

[l(t)J-una función del tiempo 

'P(I) ~:7,'Poff(t)} ..... (3.25) 

Como se Indicó en el Inciso 3.2.3., la fuerz(éxcftatrlz P(t), puede clasificarse en varios tipos: a) 
Armónica, b) en /a base, c) por impulsos y d) arbitrarla. 

En el problema 1, del inciso 3.2.3.·1., se de1n;stro que todos los casos de carga pueden 
resolverse con los métodos del caso de fueria exoltatriz arbitro.ria o CASO GENERAL DE CARGA, 

•El signo(·)sc u30 debido o que In fuerza de inercia se opone al movimiento 
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por to que se deducirá la respuesta de desplazamientos del sistema para dicho caso cuando se 
tiene amortiguamiento. 

Para una fuerza impulsiva de pequeña duración dt como la mostrada en Ja figura 3.56 (Inciso 
3.2.3.1.), que actúa solo por ese Instante de tiempo. la respuesta del sistema está dada por la 
ecuación (3.18) del movimiento libre con amortiguamiento suborítfco (que es el tipo de amor­
tiguamiento de lnten!Js para el /11ge11/e10 Civil) 

x = exp(-lgwt){xceoswot + {[x',, + w/gxo)/wo}senwotJ ..... (3.18) 

Una fuerza de Impulso que se aplica a un sistema oscllato1/o en estado de reposo, al actuar 
súbitamente Imprime una velocidad Inicia/ a la masa del cuerpo. En el problema resuelto/, del Inciso 
3.2.3.1 .. se demostró que las condiciones ln/clales (para t = O) son -" 

Xo =O y x'o = (Polm)dt 

sustituyendo (e) en (3.18) 

x = exp(-lgwt){(O)coswot + [Podt/mwo + (O)]senwot] 

x = (P.,exp(-lgwt)lmwo}senwotdt 

•.• (e) 

... (f) 

En la figura .171 (inciso 3.2.4.), se rrueslra /a gráfica de una fuerza excitatriz arbitraria P(I), es decir 
una fuerza cuya variación en el tiempo no sigue una ley estableo/da por una ecuación matemátloa. 

Si dicha fuerza actúa sobre un sistema oscilatorio, se puede conocer su respuesta de 
desplazamientos x(t), considerando que la fuerza excitatriz P(t) está compuesta por una serle 
sucesiva de Impulsos P(r} = Podr de pequeña duración, y por tanto dicha respuesta estará 
Integrada por una serle de re.spuestas .suce.slva.s del sistema dada.s por (f). 

Las ecuaciones diferencia/es llneales como la ecuación (f), tienen la propiedad de super­
ponersel'"'· 141. La respuesta del sistema ante la carga arbitrar/a, está dada por la suma de 
respuestas .suce.siva.s a cada uno de los impulsos componentes y como para el Intervalo de tiempo 
dr muy pequeño se puede considerar que P(r) es continua, y como /a osc//ac/ón del sistema se 
presenta para el tiempo (t - r}, tenemos: 

P(r) = Po{f(r)J 

Integrando la ecuación (f) y sustlh.Jyendo (g) se tiene 

x(t) = Polm(l.Duhamel.J} ..... (a.;g)~o1dtí6}~~n,~ral ~e la ecuación del movimiento 

donde 
·forz-á"dCi·M1ortígÚ~do ParacUandox~ - x'a - o 

·;-:';'.>-. "~·> 

t • · .. · •·. ... .... .. .· 
l.Duhame'2 = f {[f(r))exp(:"-lgw(t ':-.r)) lwe}senwo(t - r)d r o .- . . ·,, .. 

Multiplicando la ecuación (3.39) por (.,.;.¡~2) i6ofnd d~j~ ecuaciÓn (3. 6) k = mw2 
..... : "'!.. ·< .... •·.· .. . . . 

x(t) = (Po/k}(vl!wo) f [f(~)]exp(-.-lgw(t - r)}senWo(t - rJdr . o . . . 

... (g) 

..... (3.41) 
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y sustituyendo la ecuación (3.27) 

x(t) = XeotFAD2 ..... (3.40) 

con 

Solución general de la ecuación del movimiento 
forzado amortiguado para cuando Xo = >c'o = O 

FAD2 = (l.Duhame/2)w2 

t-tiompo on el oual ocurre la reopuesta de deoplazamlentoe x(t) del elotema 

t-tlempo en el que ee presenta el Impulso componente P(t) 

dr-tiempo que dura el Impulso componente P(t) 

[f(r))-una función del tiempo 

(t - t)~ntervalo o lapso de tiempo en donde se preoenta la oscilación del sistema 

l.Duhamel:Hntegrnl de Duhamel, Integral de convolución o Integral de ouperposlclón, con amortiguamiento 

FPD2"faotor de ampliflcMión dinámica con amortlgullmlento 

..... (3.42) 

En los casos en que existen en el sistema oscilatorio condiciones Iniciales de desplazamiento 
(xo) y velocidad (x'o), diferentes de cero (por ejemplo al aplicar consecutivamente una nueva fuerza 
excltatrlz antes de terminar la oscllaclón del sistema, o cuando la fuerza excltatrlz cambia repen­
tinamente su valor), la respuesta está dada de forma análoga a como se demostró en el problema 
/caso a) (Inciso 3.2.3. 1.), es decir 

x(t) = solución vibración libre con amortiguamiento + Xoot(FAD:?) ... (h) 

y sustituyendo la ecuación (3.18) en (h) para el tiempo en que el sistema oscila (t- r) 

x(t) =exp(-~w(t- r))fxoeoswo(t - t) +{{x'o + ~xo}!wo}senwo(t - i)] +Xoot(FAD?) ... (3.43) 

Solución general de la e cune Ión del movimiento forzado amortiguado para cuando Xo ;C o y x'o ;e O 

En Ingeniería Civil para el caso frecuente de los movimientos sísmicos, es muy útil establecer 
la ecuación del movimiento para excitación en la base del sistema: 

Con referencia a la figura 3. 7 4, un sistema oscilatorio sufre un desplazamiento del apoyo o base 
'xa', que es función del tiempo, la masa 'm' del sistema se mueve entonces una distancia total 'xl", 
que es Igual al desplazamiento origina/ de la base más un desplazamiento adiciona/ 'xr', causado 
por la fuerza de inercia 'P¡', por tanto 

XT = Xa + Xr ... (3.44a) 

la base experimenta también una aceleración X'a que es función del tiempo y la masa tendrá 
una aceleración X'r Igual a la origina/ de la base más una adiciona/ x'r 

X'T = X'a + X'r .. .(3.44c) 

Respecto a la ve/oc/dad de la masa del sistema, por consideraciones análogas se tiene 

x'r = x'a + x'r ... (3.44b) 

./ 
1 
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R k ~ 
~--{~J 

e 1--1 
1 ><, 1 

c-emortlgunmllmto del slsLoma[lon-seg/m] 
k-ri¡:irl"" dr.I A1,.t.emn [tQn/m] 
.rn-nia.aa. del cuerpo oscilao~e 

[lnn -~1>g 2/m J 
x !l-desrtazanüento del apoyo [m.] 
x T-desplazantienlo total ¡le la masa[m] 

(respt:o::to a la posicion de 1·eposo) 
x -desplazantiento relativo o efectivo 

r de la 11u:u1t1 (re~pc:clu ttl 
tiUtrlu üll llH>YÍ.JJUUUlu} [•u] 

Figura 3.74. Sistem~ discreto simple excitndo 
en su base. 

P =-kx +=EP· .. · ... :· : r . r . . 

p =:...:.:~x· •· .. ·· .. M .... ·.· P¡ =Mx~ 
D.·.; I· .. :.::.: . · 

Pn~~~~~~ ·e'~·~rtiguedora del pistón[ ton] 
P r...:ruerz1t'.:.restau1•adora del M~c-rte[tonJ 
P i""'.fuP.rz" ·.d• '.:in'!'r<'ift' [t•ml , •.· · 
x'T a.cc.l~rll.~l~~j~~~.·d~·.la WA3a[m/s2J 
X'r -velocidad) rel.allva. de: la·. mase[m/s) 

(respecto•'al apoy~)/ · · ·· ~ 

' ; .' -.·: ·, -. '_,.~_:: ;_: 

Figura 3.75. Di~gmm~4e.~uerpo lihre del 
sistema discreto de la figura 3.74 .. 

donde los subfndlces para el desplazamiento (x), velocidad (x') y aceleiact6n (x') del sistema 
significan: 

a..cfel apoyo, base o suelo 

T-totat o abooluto 

r-relativo ni apoyo 

El resorte de rigidez 'k" y el pistfJn de amorliguamiento 'e', se oponen a los movimientos de la 
masa causados por la fue/Za de Inercia, por lo que el equll/brlo dinámico representado en la figura 
3. 75, puede establecerse como 

Pr+Po=P, ... (/) 
de donde 

P,-P,- Po= O ... (o) 

Las fue/Zas del resorle 'Pr' y del pistón 'Po', son función de e/desplazamiento y velocidad 
relativos, respectivamente, ya que ambos se muevenpara este caso junto con /a base, por tanto de 
la figura 3. 75, y la ecuación (o) · · 

mx'r + cx'r ~ kxr '=- : O ._ . • .... (3.44) 
Ecu3clón del movl~lento forzado en t<> .. base con amortiguamiento 

II.-Para un sistema oscilatorio simple o de 1 G.i.:.; c~n a~orti~i.ui~i¿~'to, sujeto a la acción de la fuerza 

excitatriz armónica P(t) = Po[f(t)], cuya gr:ífiea e~ fu~CiÓn del tiempo se muestra en Ja figura 3.76, 
. . . . . ' . 

determinar: a) La respuesta dinámica de uesphizamientos y. b). móstrar gráficamen'te Jo que sucede si la 
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frecuencia angularw de la fuerza excitatriz se aproxima o tiende a igualar el valor de la frecuencia angular 

wo del sistema. 

P<t) a) Respuesta dinámica de desplazamientos 

P(t) = Posenwt 
,./' De la observación de la gráfica de Ja figura 

3. 76, que es una función armónica del tipo seno y 
dela ecuación (3.25) 

P(t) = PoSenWt .... .•• (a) 

susütuyendo (a) en la ecuación (3.38) 

Figura J.76. Función de excitación armónica. mx• +ex'+ kx = PoSenWt ... (b) 

comparando con la ecuación (3. 12), el movimiento expresado por (b) se puede considerar 
como la superposición de una vibración llbffil amortlguasf.a de frecuencia angular 1v1:>; y una 
osc/Jaclón sostenida de una fuerza con frecuencia angular w. 

Por tanto de. dicha comparación .se. deduce que la solución de (b) es •. 

x =solución /Jbre amortlguada(ec.(z), prob/e~a 1, Inciso 3.;.2,4.) +;par .. ~(c) 
x = exp(-~wf){A.,poswot + Bo-senwot] +xi?"'.·· . ... (d) 

l\,,Bo - constantes que depend•n d• lna condlclon6a lnlclaleo 

Se encontrará el valor de Xflllr : 

Durante la acqffin de la fuetza excltatdz P(t), el sistema tiende a oso/lar aproximárKfose a ta 
misma frecuencia w de dicha fuerza, y por tanto una solución para X par es 

Xpar = YcosWt + ZsenWt 

Y,Z-eonotantea e. determinar 

Determinación de Y y Z 

ta. derivada de (e) x' = -YwsenWt + ZWcos'Wt·· 

2a. derivada de (e) x• = .}'\V 2cos'Wt- Zw 2sen'Wt 

dividiendo entre m en (b) y como de (á 6) k = · w2m, se tiene 

x• + (c/m)x' + v.?x = (Po!m)senWt 

... (e) 

... (f) 

... (g) 

¡ 
1 
·i 
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multlpl/cando et 20. miembro por (w2Jw2) y sustituyendo la ecuación (3.27) 

x• + (c/m)x' + w2x = Xestw2senWt 

sustituyendo (e), (f) y (g) en (h) 

-Yw 2cosWt + Zw 2senWt- (c/m)YwsenWt + (c/m)ZiVaosWt + w2YcosWt + w2zsenWt = 
= Xes1w2senWt 

147 

... (h) 

... (f) 

se teso/verá por el método de coeficientes /ndetermtnadoslrer. 141 de tas Ecuaciones Diferen-
ciales. Por tanto, factorlzando (/) ,.,. 

[ (w2 
- w 2)Z- (c/m)wY JsenWt + f (w2- w 2)Y + (c/m)wZ ]cosWt = (X .. 1w2)senWt 

Igualando coeficientes se obtiene 

de (k) 

(w2 
- w 2Jz- (clm)wY = Xes1w2 

(c!mJwz + rw2- w2JY =o 

z = -<w2- w 2JY!f(ct~JwJ 
sustituyendo (/) en (/) 

-(w2 - w 2J2Y![(c;tp) IVI ~ (ckn)wY · = · x •• 1w2 

-(w2-w~2y_''(~lm)~ w ~y ~ ~.;,w2 w(c/m) 

de donde 

:.·,:-,:·' ,".'.,:. \ 

sustituyendo (m) en (/) ,'·:-> ;;\·,; .. '. 

z = x •• ,w2w(c/m)(w2- w 2)1{(otm)wfr~ );,2)2 +'rctm)fy¡ 21} 

z = x •• 1w2(w2-w2)/[(w2-w 2J2 +'<cjZNf;;2]>'. 
• • • - •.<:•' •, • • • ,• r 

.,, .... 
sustituyendo (m) y (n) en (e), Ja respuesta es\ < , . ;,<:\ 

de donde 

Xpar = {X,,stw2/[{w2- W 2)2 + (c/m) 2 W 2J} f(w2- W 2JsenWt- W(cfm)cosWtj 

... (j) 

... (k) 

... (/) 

... (m) 

... (n) 

... (o) 
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sustituyendo de fa ecuación (3.15) e = 2mw~ y multipfloando por (1 /w4)!(1 Jw4
) 

xpar = {(1/w4)Xeotw2!{(1/w"}[(w2-w 2)2 + 4m2 ~ 2w2 w 2Jm2]}{(w2- w 2)seriWI 

- (°W2m ~w/m)oosWt] = 

148 

Xpar = Xeotf(1-w 21w2)seriWt-2(wlw)~oosWt]I f (1- (w 2/w2JJ2 + 4~ 2(w 2i.ef)J . . ·. • •• (p) 

y sustituyendo la ecuación (3.29) en (p) 

Xpar = H{(1 - Q 
2)senWt- 2~cosWt] ... (q) 

con 

H = Xeot/{(1- Q 2
)
2 + 4~ 2 Q 2J ••. (r) 

sustituyendo la expresión (q) que da el valor obtenido de xpar en (d), se tiene 

x = exp(-~wt)[Ar:Poswot + BoSenwotJ + H[(1- Q 2)senWt-2~oosWt] •.. (s) 

Determinación de Ao y Bo 

ta. derivada de (s) 

x' = -exp(-swt}wol\oSenwot + exp(-~wt)WOBr:Poswot-~'Mi!Xp(-~wt){Aoeoswot + B,,senwot] 

+ H[[(t - n 2)woos"Wt- 2~wsenWtJ ••• (t) 

de las oond/c/ones In/ola/as, para t = O y recordando que oos(O) = 1, sen(O) = O, y exp(O) = 1, se 
tiene 

de (r), para t = o 

xo = Ao +·H(-2Q/;) 

por tanto 

Ao =xo +2H~ '..;(U) 

de (s), para t = o 

y sus#tuyendo (u) 

x'o = woBo- ~wxo-2~ 2wHn + H(1--n2)w = WoBo-i'lm0i~H(2~ 2wQ-(1-Q 2)w) 

de donde 

Bo = (x'o + ~wxo)lwo + H(~ 2wn- (t-o2)w)lwo ••• (v) 
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sustituyendo (u}, y {v) en (s) y factorlzando 

x = exp(-~wt){xoeoswot + {[x'o + ~wxo]lwo}senwot/ + exp(-~wt}{2HQJ;coswot 

+ (1/wo)H(2~2wn- {1-n 2/w)senwot] + H[(1- n 2)seriÑt-2QJ;cosWt/ ... (w) 

comparando (w) con (3. 18), se tiene la respuesta dinámica de desplazamientos del sistema 

x = ec.(3.18) + H{exp(-~wt){2Ql;coswot + {1/wo}(2~2wn- (1- n 2iw)senwot] 

+ ((1 - Q 2)senWt - 2Ql;cosWt/ } ... (x) 

b} Efectos de la aproximación de w a w 

si w-. w, de la ecuación (3.29) 

Q = w/w== 1 ... (y) 

Comparando (x} con (3.43) la expresión entre llaves en (x) es el Factor Dinámico de Carga FAD2 
Se puede mostrar con claridad lo que sucede con este factor y con los desplazamientos del sistema 
graflcando la expresión (r) obtenida en el Inciso a), la cual es parte Integrante del FAD2 de la 
ecuación (x) y no depende de las condiciones Iniciales de desplazamiento y ve/oc/dad que se 
presenten o no en el sistema. 

Sustituyendo (Y) en (r) se obtiene 

H / Xest = FAD = 1/(4~ 2) ... (z) 

lo que l'!S!lca que cuando no hay amortiguamiento en el sistema la amp//flcaclón dinámica tiende 
a Infinito si w = w; graffcando (r) en términos del FAD y Q, para distintos valores de~ en un sistema 
de 1 G.L., se obtiene la gráfica mostrada en la figura 3. 77. 

8 

6 

4 

~3 
Ji< 

2 

o 
o 0,6 1.6 2 

Q 

Figura 3.77. Efectos de amortiguación y 
resonancia en vibración forzada 

En la figura mencionada se muestra clara­
mente el efecto de la amortiguación del sistema 
oscilatorio, a mayor amortiguación presente, 
menores son las amplitudes dinámicas. Aún 
cuando para ~ >O, la respuesta no tiende a In­
finito, el FAD si puede crecer sensiblemente y 
provocar el colapso del sistema o estructura, 
sobre todo si el valor de la frecuencia de la fuerza 
excitatrlz se acerca a la frecuencia del sistema; en 
caso de que estas frecuencias coincidan se dice 
que el sistema entra en resonancia. 

Debemos evitar que nuestro sistema estruc­
tural tenga frecuencias similares a la de la fuerza 
excitatrlz, para lo cual se maneja la relación entre 
masa y rigidez. 
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111.- a) Deducir las expresiones de un método numérico para la evaluación de las respuestas de un 

sistema oscilatorio ante excitaciones arbitrarios y en general ante cualquier tipo de carga dinámica¡ y b) 

codificar un programa para computadora de bolsillo para la aplicación automatizada del método 

numérico deducido en a). 

En Ingeniería Civl/ el caso más común de fuerzas de excitación P(t), es el de los sismos, que 
excitan la base de los sistemas estructurales al acelerar su cimentación; ya se demostró que dicha 
aceleración puede apl/carse a la masa del sistema dejando fija su cimentación (problema 1, Inciso 
3.2.3.1.). 

Las fuerzas de excitación que se presentan en la práctica sobre las estructuras, son ca~i siempre 
complicadas y de tipo arbitrario, es decir sus variaciones a través del tiempo tienen una gráfica 
Irregular, como la mostrada en la figura 3. 71 (inciso 3.2.4.). 

Asimismo la ap//caclón de los procedimientos analíticos de integración, aun para funciones de 
excitación definidas por una expresión matemática conocida, requieren de un número excesivo de 
cálculos, que son lmprácticos en /as aplicaciones profesionales de la Ingeniería Civil a/ diseño de 
estructuras. 

Por los motivos expresados, para fines prácticos debemos desechar la evaluación analftfca de 
las respuestas estructura/es y apl/car métodos numéricos de evaluación de estas respuestas, que 
por otro lado, tienen como caracterlstlca una gran facilidad para ser automatizadas mediante 
programas de computadoras como los de la referencia (12]. Uno de los métodos usados con más 
frecuencia se presenta a continuación y está basado en el desarrollado originalmente por N.M. 
Newmarken 1959!••1· 131, 

Las bases del método consisten en considerar que la fuerza excitatriz P(t) está compuesta por 
una serie de Impulsos sucesivos de duración M tan pequeños como /a exactitud de la evaluación 
de la respuesta lo requiera, ver figura 3. 71 (inciso 3.2.4.). 

La figura 3. 72 (lnciso3.2.4.) muestra un intervalo de la curva de la fuerza excitatriz P(t) ampliado; 
se asume que la curva está compuesta en estos Intervalos por tramos rectos que se aproximan 
tanto como se desee a la curva real de linea punteada, simplemente tomando M suficientemente 
pequeño, y que los valores iniciales 'de desplazamiento (x1) y velocidad (x' 1) en el punto A, son 
conocidos. De la citada figura se establece que 

!J.P(t) = P1+1 ·P1 ... (a) 

tane = !J.P(t)/!J.t = (P¡ ·H • P¡)/M ••. (b) 

para cualquier tiempo t dentro del Intervalo en estudio 

tane = !J.PrJ(t -t;) ... (c) 

de donde 

6.Pt = (tan8)(H¡) ... (d) 

1 
r 
! 
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sustituyendo (b) en (d) 

t.t = (Pi+1 - Pl)(t~t¡)/M ••• (e) 

el valor de la fuerza P(t) para el tiempo tes 

P(t) = Pt = P¡ + t.Pt .'' .•. (f) 

sustituyendo (e) en (f) 

P(t) = Pt = P¡ + (p1+; ~ ~l)(t-t¡)/M .•. (g) 

de donde 

!.'._' ,· •• '.> , .. -.; 
:-.~' -~: -: '' . ; 

P(t) = Pt = P¡ + Pi+1t/M-~ttd~~+llV~ + P~¡!M'= [1 + (t¡-t)ltit]Pi + (t- t¡}P,+1/M 

P(t) = Pt = [1: (t: ti)lllt}P¡ + (t- tiJÁ+1tÍ:J ... (h) 

sustituyendo (h) en la eouacfóñ (3.38), se tiene la ecuación del movimlento forzado amortiguado 
para el lntervalo l::it · · · 

mx• +ex'+ kx = [1-(t-t¡)fót}P¡ + (t-t¡)P1+1'6.r •.. (i) 
,· 

En el problema 11 anterior, se demostró que la solución de una ecuación como esta, para el 
lapso de tiempo en que el sistema oscila (t - t¡) es 

x(t) = exp(-~w(t- h))[Aoeoswo(t-1{+ Bo.senwo(t- 11)] + Xpar ••• (/) 

><par = eotuolón particular 

~.So-constantes a determinar, que dependen de las condlclonea lnlclales 

aplicando los métodos para resolver las ecuaclones dfferencialesl'01• 141, una solución para Xpar 
es 

Xpar = Co + Do(t-t¡) 

determlnación de Coy Do 

1a. derivada de (k) x' = Do 

2a. derivada de (k) x' = O 

sustituyendo (k), (/)y (m) en (1) 

m(o) + cDo + k[Co + Do(t-tJ] = (1- (t-t¡)/M}P¡ + (t~.ti)p¡.1.j/llt 

cDo + kCo + kDo(t-t;) = P¡~ (t-f¡)P¡/M·+ (t~t¡)f'i+1/llt 

•• o(k) 

... (/) 
•.. (m) 



factorlzando 
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(cDo + kCo) + kDo(t- t,) = (Pi+1/l1t- Pi/l1t}(t-t,) + P¡ 

(cDo + kCo) + kDo(t-t;) ={Pi+! -P¡)/11t](t-C) + P¡ 

152 

••. (n) 

se resolverá por al método de los coeficientes Indeterminados da fas ecuaciones dffarenclalas, 
Igualando coeficientes se tiene 

kDo = (Pi+1 - P1)/M 

cDo + kCo = P¡ 

da donde 

Do= (Pi+1 -P¡)/(k6t) 

Co = (P¡ - cDo}/k . 

sustituyendo (k) en (/) 

x(t) = exp(-~w(t- t¡))[Aoeoswo(t-t¡) + BoSenwo(t- t¡)J + Go + Do(t-M 

determinación da A0 y B o 

ta. derivada da (q) 

x'(t) = exp(-~w(t-t,))[-Aowosenwo(t-t¡). + Bowocoswo(t-tiJ] 

- ~wexp(-~w(t- t,)){Ao00swo(t- t;) + BoSanwo(t- Í¡)} + Do · 
. ': .. , -· . ' 

de (q) para t = ~ 
'; <~<>' 
;, .. _ ,' ,:-' 

x ti = exp(o)[Aoeos(O). + BQ.sen(O)]. ;t Co + D0 (0) 
:.-··:.;·, 

da (r) para t = t, 

... (o) 

•.. (p) 

..•.. (3.45) 

. ..•• (3.48) 

••• (q) 

. ••• (r) 

..... (3.47) 

x' ti = exp(O)[-Aowósen(O) + fiow0co;(Ó)J -~~(O)[Aoeos(O) + BoSan(O)} + Do .· -, ; .. · -·.. ·, . 

Bo = [x' ti+ Ao ~w~DoJ/wo .•... (3.48) 
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podernos conocer e/ valor de el desplazamiento y la velocidad al final del Intervalo M (punto B, 
figura 3. 72), con las ecuaciones (q) y (r) para cuando t toma el valor t¡ + M 

de (q) 

x11+1 =exp(-sw(t, + M-t,))[Aocoswom + M-t,) + BoSenwo(t, + M-t,)] + Co + Do(t, + ti.t-t,) 

x 11+ 1 = exp(-swAQ{Aoeoswo M + BoSenwo M] + Co + Do M ..... (3.49) 

ana/ogamente, de (r) 

x' t1+1 = exp(-~wM)wo{-AoSenwo M + Boeoswo M]- swexp(-swM)wo{Aoeoswo M 
·" 

+ BoSenwo M] +Do ..... (3.50) 

en el Inicio del Intervalo o punto A de la figura 3. 72, desconocernos la aceleración del sistema 
X' 1; pero ésta puede determinarse con la ecuación (3.38) para t = t, como 

mx' 1 + ex' 1 + loe¡ = Pi ... (s) 

de donde 

x• 1 = { P¡ - ex' 1 - kx¡ ]!m ..... (3.51) 

Para poder aplicar metódicamente estas respuestas, por facilidad se Introducen las siguientes 
variables 

M = coswoM 

N = senwoM 

p = ew 
Q = exp(-swAt) = exp(-PMJ 

por tanto las ecuaciones (3.49), (3. 50) y (3. 51 ), pueden escribirse como 

Xtl+1 ,;, Q{AoM + BoNJ + Co +Do M 

x'11+1 =·6w~;~AoN + BoM]-PQ{AoM + BoN] +Do 

..... (3.52) 

..... (3.53) 

..... (3.54} 

..... (3.55) 

..... (3.56) 

..... (3.57) 

Los pasos a segu/; para la apllcac/ón manual del método fueron mencionados al final del /ne/so 
3.2~ . . 

b) Programación del método en calculadora de bo/sl/lo 

A continuación se Indica la codificación en lenguaje bas/c de la programación del método 
numérico deducido en a). 

10 INPUT "K=";K,"M=";MO,"% AMORT/G.=";X9 
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ANGLE 1: INPUT"TJEMPO MAX.EVALUAD0=".-Z8 
W=SQR(K!MO):Tl =2*Pl/W:C=X9•2•MO*W: Wl = W*SQR(l-X9 11 2) 
PRINT "W=".- W,"WD='~· WI, "PERIODO=".-TI 
INPUT"DELTA T=".-T2 
MI =FRAC((Wl *T2)!(2*Pl)) *2*PI 
M=COSMl:N=SENMl:P=X9*1V:Q=EXP(-P*T2) 
Xl=O:Vl=O:T=O 
INPUT "P(l)=".-P2 
IF T >O THEN P2=PI ELSE P2=P2 
INPUT "P(I+l)="¡Pl:XO=Xl:VO=VI 
DO= (P l-P2 )/(K*T2):CO=(P2-C*DO)/K:AO=XO-CO:BO= (VO+AO*X9*W-D0)/1Vl 
Al =(P2-C*VO-K*XO)JMO:PRINT ''A(I) =".-Al 
Xl=Q*(AO*M+BO*N)+CO+DO*T2 
VI= Q *WI *(-A O*N + BO *M)-P*Q*(AO*M +BO*N) +DO 
PRINT "DO='~·DO, "CO=".-CO, ''.A.O=".-AO, "BO=".-BO 
T=T+T2:/F T >ZB THEN END 
PRINT "T=";T,"X(I)=".-Xl,"V(I)=".-VJ:GOTO 60 
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La siguiente tabla relaciona la nomenclatura usada en el 'método numérico y los simbo/os del 
programa de computadora. · · · · 

Método: .; l'l:l 8.t T xu · .. x• 11 Do º• ,,., Bo Xt1+1 
Programa: X9 W1 T2 T1 xo Vo DO co AO 80 X1 

Método: x1 11+1 ><' 11 m P1~1 P1 
Programa: V1 A1 MO P1 P2 

IV.- La estructura del cubo de elevadores de un ~dificio se muestra en las figuras 3.78y 3.79. Para el 

movimiento del elevador se utiliza un motor eléctrico acoplado a una serie de poleas y cables, que en 

conjunto tienen un peso (incluyendo el del elevador con su carga viva y muerta) de 1500 [kg]. 

Durante el movimiento de arranque ascendente. del elevador, el mecanismo eléctrico mencionado 

produce una fuerza armónica sinusoidal P(t) = Posenwt, según especificaciones proporcionadas por el 

fabricante la magnitud de la fuerza es de 3000 [kg] con una frecuencia angular de 60 [rad/seg]. 

El mecanismo de levante es montado através de aisladores y amortiguadores de resorte e hidráulicos 

con rigidez Ka= 3215 (kg/cm] y amortiguamiento ca= 25 [kg-cm/seg], respectivamente, sobre dos vigas 

IPR15ZX13.6[kg/m], con las características mostradas en la figura 3. 79, que están empotradas en los muros 

de concreto del cubo de elevadores. 
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Mediante pruebas de vibración libre efectuadas a cada viga se determinó el valor de dos 

desplazamientos de respuesta consecutivo3 ea Xn = 8 [mm] yXn+t = 6.63 [mm). 

Suponiendo que la masa de las vigas se concentra en el centro del claro, determinar: a) La respuesta 

dinámica de desplazamientos, velocidad y aceleración del sistema para los primeros O.ZS [seg) de 

excitación, usando para ello el método numérico de evaluación de respuestas; b) la gráfica de la respuesta 

de desplazamientos coa los valores obtenidos ea a); e) la dellexióa total máxima del sistema amortiguado, 

para ese lapso; y d) la fuerza máxima puntual que debe soportar la viga ea el centro del claro. 

Mecanismo de !-:-=--:- 250 :::-:-j 
levante ~ ! IPR152x 3.6[kg/m) ¡ 

®---r---~ · Murosde 
coacretro .· . 

300 

©-L __ _ 

·" 

PCt) © 
l 

1 
l 
l 
l 

l 

Figura 3.7& Planta ·del cubo de elevadores de 
ua edificio 

Figura 3.79. Vigas de soporte del ínecaaisn:io 
de leva ate del el elevador de la figUra 3. 78 

a) Evaluación de las respuestas dinámicas mediante el método numérico. 

La masa total osc/lanta del sistema (m~ es 

ms = <Wm + We + W1pfl)/g 

de los datos del problema 

Wm + We = 1500 [kgj 

W1PR = 2(13.Skg/m)(3m) = 81.6"" 82 fkg} 

sustituyendo (b) y(c) en (a) 

mo = (1500 + 82)/980.665 = 1.613 {kg·s2rcmJ 

..... (a) 
Wm. w, ·Peso dol motor y del 
elevador reapectivam~nte 

... (b) 

... (c) 

••• {d) 

Como los análisis de estructuras hasta aquí presentados (y los más comúnmente usados en la 
práctica), son lineales y elásticos, es decir sus deformaciones son proporciona/es a las fuerzas 
aplicadas en un rango lineal por lo que se dice que cumplen con la Ley de Hooke; el sistema 

i 
1 

·I 
! 
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estructural formado por las vigas y el motor con sus amortiguadores y aisladores, en esta caso 
puede modelarse como un sistema oscilatorio simple como el mostrado en la figura 3.80. Ya que 
la viga y el aislador-amortiguador de la base del mecanismo de levante están en serfel'"'· 131 

P( t) 

(1/ks) = (1/ke) + {1/lfipP) 

(1/cs) = {1 /ce) + (1 /CIPFV 

k.-rlgldez del eletema 

01..constante de amortiguamiento del sistema 

kcofigldez del alolador del meoMlsmo _,. 

Oc-<>onolMte de amortiguamiento del aislador del 
mecanismo 

k1pA-l'igldez de la viga 

•IPA-<>Onstnnt• de amortiguamiento de la viga 

... (e) 

... (f) 

Figura 3.80. Sistema de 1 G.L. que representa a 
la estructura de la figura 3. 79. 

Para una viga doblemente empotrada, con 
una carga puntual en el centro del claro, se 
demuestra aue la def/exlón máxima en dicho 
punto, va/elréf. 101 

AmaX1 = PL 3/(192EI) ... (g) 

para la misma viga sometida a una carga uniforme distribuida, la deflex/ón máxima es en el 
centro del claro y va/el'"'· 1°1 · 

Amax2 = wL 4/(384E/) ... (h) 

la fuerza excitatrfz se aplica en el centro del claro, y como P = kt., de (g) para dos vigas 

loPR = PI& max1 = 2(192El/L 3) = (192)(2)(2.1)(106)(683)13003 = 20398.93 {kg/cm] ... (/) 

sustituyendo(/) en (e) y como ka= 3215 [kg/cm] 

(1/ks) = (1/3215) + (1/20398.93) = 3.600842(10-4) 

ko = 2777.3 (kg/cm} ... (/) 
para las vigas, la masa m1pRes de (c) 

m1pR= (82kg)/(980.665cm/s2) = 0.084 [kg:s2/cm] ... (k) 
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yde (3.6), (/)y (k) 

WIPR = [20398.93/0. 084]º·5 = 492.8 [rad/s} ... (1) 

yde la ecuación (3.21) y los datos del sistema 

S = ln[Xn!Xn + 1] = ln{8/6.63] = O. 18784 

yde la ecuación (3.22) 

~ ""S/2:n: ""0.03 

dela ecuación (3.15), (m), (k) y(I) 

CfPR = 2~17l!PRWIPR = 2(0.03j(0.084)(492.8)= 2."484 {kg-s/cm] . 
/' .. • •-:·,; •:;_·,;.:·; -.. ''•<N 

sustituyendo (n) en (t) y como ca = 25 {kg~s/om] > ·~· · · 
rú~.) ;)~j;5YJ'{1J;.~4) ··.; 0.4426 

; .;·..,:,,_:~·, . ; __ , ~ . ' , 

····.! ;¡,·.; 2.2594 fkg~sfcmJ ··.• 
para el sistema, de la ecuación (3.6) ;"(i:J)y (¡), · ' 

.·.;;,_ "''·:· 

~ 11 = csl(2m~w,;J'=2.2594/(2(1.6Í3}(41.495)) = 0.017 
. ·~·.. . - ,. . - .. 

yde la ecuación (3.19) 

wo. = w.¡1-~ 2.1°·5 .= 41.495{1 ~ o.01rf· 15 = 41.489fr/sJ 

de la ecuación (3.7) r •. = 2.Jt/Wo = 2:n:/41.495 = 0.15 [seg] 

por tanto se elige lit= 0.1T. = 0.015 {seg) 

... (m) 

... (n) 

... (o) 

; .. (p} 

... (q) 

. ... (r) 

... (s) 

ahora se procederá a llenar para cada paso de. tiempo la siguiente tabla donde de las 
ecuaciones (3.52) a (3.55), se tiene para el sistema oscilatorio: 

M = coswo t.t = cos(41.489(0.015)) = 0.8125195221 

N = senwo t.t= sen(41.489(0.015)) = 0.582933981 

P = ~W= (0.017)(41.495) = 0.705415 

Q = exp(-PM)=exp(-0.015(0.705415) =0.9894745592 

... (t) 

••. (u) 

... (v) 

... (w) 
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en esta tabla la ley de variación de la fuerza excítatriz P(I} es 

P(I) = 3000sen6ot ... (x) 

y 

11+1 =11 +ti.t ••• (y) 

(y) (x) (3.56) (3.57) (3.51) (3.45) (3.46) (3.47) (3.48) 
~ P1 l(f x' 1 x"1 Do Co ,.., Bo 
[•) (kg) (cm) (•mi•) (cm/s2) 

0.000 o.o o.o o.o o.o 56.4097 -0.0462 0.0462 ·1..,3588 
0.015 2350.0 0.053 10.505 1350.31 13.7184 0.8349 0.7616 -0.0907 
0.030 2921.5 0.360 29.876 1149.29 -39.3524 1.0842 -0.7242 1.6563 
0.045 1262.1 0.567 32.962 -744.44 -62.6436 0.5130 0.3540 2.3104 
0.060 ·1327.6 1.191 4.808 -2879.76 -38.5266 -0.4465 1.6370 1.0723 
0.075 -2932.6 0.910 -43.297 -3324.33 14.7457 -1.0680 1.9783 ·1.3654 
0.090 -2318.3 -0.044 -76.705 -1250.64 56.B5B6 -0.6613 0.6374 -3.2532 
0.105 50.4 -1.232 -70.846 -2251.84 55.9440 -0.0277 ·1.2039 -3.0765 
0.120 2381.0 -1.931 ·15.929 4823.38 12.6910 0.8469 -2.7779 -0,7371 
0.135 2909.7 ·1.6l!1 56.458 4515.63 -40.1661 1.0806 -2.7018 2.2630 
0.150 1236.4 -0.377 101.242 1273.21 -62.6268 0.4965 -0.8737 3.9349 
0.165' ·1372.6 1.124 88.427 -2911.49 -37.6913 -0.4633 1.5876 3.0668 
0.180 -2942.8 2.017 24.464 .,!;331.15 15.7659 -1.0725 3.0891 0.262:2 
0.195 -2286.0 1.799 .,!;1.272 -4441.99 57.2955 -0.8700 2.6688 -2.5714 
0.210 100.9 0.652 -62.809 -928.82 55.4615 -0.0091 0.6609 -3.5625 
0.2:25'· 2411.4 -0.701 ·78.11 o 2811.80 11.6564 0.8587 -1.5594 -2.1901 
0.240 2897 -1.483 ·2.2.305 4381.65 -40.9702 1.0767 -2.5601 0.4064 
0.2.55 1190.2 -1.362 35.135 3032.95 -62.5899 0.4798 -1.8415 2.3241 

'f11Lla 3.14. Valores de respuestas dinámicas del sistema de la figura 3.80 

b} Gráfica de la respuesta dinámica de desplazamientos 

de los valores de la tabla se obtiene la siguiente gráfica de respuesta de desplazamientos del 
sistema 

XI [CM] 
2.0 

1.5 

t.O 

Gráfica 3.18. 
Desplazamientos 

tCsegJ 
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c) Deflexlón máxima durante los primeros 0.25 [seg] de aplicación de la fuerza excitatriz 

de la tabla del Inciso a), la deflexlón máxima por causa de la fuerza dinámica producida por el 
mecanismo de levante es 

Xmnx = 2.017 {cm] ... (z) 

a este valor debe agregarse la def/exlón estática producida por el peso de /as vigas LI. IPR más 
la producida por el peso del sistema LI. 0 , pues en este caso estos desplazamientos actúan en el 
mismo sentido que Xmax. 

la deflexlón por peso propio (PoPo), de las vigas es, de (h) 

Á IPR = wL 4/(384EI) =2(0.136kg/am)(300cm)4/[(384)(2.1)(106)(2)(683cm4
)] =0.002[cm] ... (A) 

la deflexión por causa del peso del sistema es, de (g) para 2 vigas 

6. s = PL 3/(192EI) = (1500)(300)3/{{192)(2.1)(106)(683)(2)] = 0.074{cm] ... (B) 

por tanto fa def/exión máxima en e/ centro del afaro es de (z), (A) y (B) 

Ámax = Xmax + ÁIPR + Á o= 2.017 + 0.002 + 0.074 = 2.093 {cm] •.• (C) 

d) La fuerza máxima concentrada que debe soportar la viga en el centro de/ cfaro 

las dellex/ones por causa de fuerzas concentradas aplicadas en e/ centro del a/aro !l. Pee son, 
de (Z) y(B) 

!l. PCC = Xmax + ll s = 2.017 + 0.074 = 2.091 {om} ••• (D) 

la rigidez por causa de estas fuerzas está dada por (1), y como P = kll, tenemos de (D) e (1) 

p = (20398.93)(2.091) = 42654.16 = 42654 fkg} ••• (E) 

que es el valor de la fuerza aplicada en el centro del a/aro, para la que deben diseñarse fas 
vigas por el método de esfuerzos permisibles, si se desea que no sufran deformaciones permanen­
tes. 

V.- Determinar las respuestas dinámicas de la estructura mostrada en la figura 3.Bla), cuyas 

características fueron obtenidas en el problema resuelto V del inciso 3.2.2.4., y que representa a la columna 

de soporte de un puente peatonal¡ para cuando (valuar la respuesta para los primeros 0.3 [seg] de 

aplicación de la fuerza): 1) Se aplica una fuerza excitatriz cuya gráfica aparece en la figura 3.81b)¡ y 2) se 

aplica una fuerza excitatriz cuya variación a través del tiempo está reglstr~da e~ la.figt.1r~.~.8~c) .. 

Obtener las respuestas por el método n~rné~ic~ de ~alu;a~iin:;:c~~~·~~r ;arespuesta de 

desplazamientos contra la que se obtiene por el rhétJdo e,;;;ctÍJ·a~aÚti~~. 

¡ 

1 ¡ 
1 ,. 
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tributaria f }maso 

h/2 de lo 
.J columna 

~ 

///.~HH/.f"_ k 
a) Sistema oscilatorio sencillo . 

Datos: 
Po = 225 [ton) 

-Id= 0.06 [seg] 
te~ 0.12 [seg] 
tr = 0.18 [seg] 

PCt) 

Características estructurales: 
w=18.388 [rad/seg] 
m = 13.227[t-s2/m] 
k· = 4472.43 [l/m] 
~ = O (para caso 1) 
~ = 0.2 (para caso 2) 
T = 0.342 [seg] 

Datos: 

160 

Po = 225 [ton] 

t 

b) Fuerza excitatriz para el problema Vl. e) Fuerza excitatriz para el problem~ V2. 

Fl¡:ura 3.8L Sistema discreto simple que representa a la columna de soporte del puente peatonal de 
la figura 3.31 sometido a dos casos de vibración forzada. · 

1) Respuestas dinámicas ante la aplicación de la fuerza de la figura 3.81b). 

•Por el método numérico de evaluación 

De la gráfica de la fuerza aplicada se calcula el valor de la fuerza P(t) para cada ~+1. Las . 
ecuaciones de las rectas se establecen por procedimientos de geometrfa analftlca [rer. 51 (véase por 
ejemplo el problema /lb, Inciso 3.2.3. 1.), y son: 

P(t) = 375ot 

P(t) = 225 

P(t) = -3750(1- 0.12) + 225 = -375ot + 675 

P(t) =o 

... (a1)con t s 0.06 

... (a2)con 0.06 s t s 0.12 

... (a3)con O. 12 :s t s o. 18 

... (a4)con t ~ 0.18 
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Procediendo con cálculos manuales se construye la tabla qua aparece a continuación, 
calculándose con las ecuaciones (3.52) a (3.57), (con w = wo para cuando no existe amor­
tiguamiento) los valores de 

11 
[•] 
o.o 
0.03 
0.06 
0.09 
0.12 
0.15 . 
o.1e· 
0.21. 
0.24 
0.27. 
0.30 

M = 0.8516617725 

N=0.5240918099 

P=O 

Q=1 

(a) (3.66) . (3.57). (3.51) (3.45) . . (3.46) 
"PI >Q ·-,X

1
1,,.· .. .,.X".'i-- ..... D .• o.\· CD 

(ton] · [m] · .. :. [mio)':: : .• • [mi•"l · • i .• · 
.'·.o.o.•.'· o.o ... :· :.o.o.:·:· ·oo·.· ..... ae385. :<o.o', 
11 as ; 0.001 · .. 0;124 :.. ./e:oeíi Q8385 · ao252 

. ·i· ªir. ·•.; ..... :.·.:.·.•·:··· ...... ~ºº .. :~06~9º:·;·.·.: .... ~·i .. -0-0¡.:93~~2 ... ~.• .. :.·• ,:i:E ,· ~1.1ª ·:•g:g. :.:~:~~~;,.;.o.o· .:::g:g . 
: .. ~o· .. º0°'· •• ·.·-o~:.E; :.:.: 't11 :.~155eo1>'f.·.~1."09'i .. 102~4.;·~ g:g: '.''.' · ·g:g 

(3.47) 
PO 

o.o 
-0.0239 
-0.0407 
-0.0215 
Q0040 
Q0523 
Q0850 
Q0687 

.. Q0319 
-0,0143 
-0.0563 i: 7 .. . .. /.o.o•: ·~o 

Tabla iii···~alofus~~;:~~·lle~t:;;·cÍiná~ii~~·~'e;,s;sir~~·de la figura 3.Sla 

;;.,/- :~·:~~ :\'·;;.'.,.,-.. "'.·¡ :;··;·~·.,"'.' . ...... -, 

• Po~ ia 9;,1~~ión ~;¡¡;~·1a 11~~1i1i~L;;_> ~ · · > 
. ·/::;-· ... >.;·-: -~."_.-_. :-· , .. -··-.: ·\/ ;• ~_;:~·_;,:·:·.:::~-:·,_::·._ .:<- ' :.:>;: .. _·-; .. :·~ !/.: ',. 

3.48) 
Bo 

-0.0458 
-0.0389 
Q0250 
0.0427 
Q0932 
Q0773 
-0.0072 
-0.0507 
.(),0791 
.0.0841 
-0.0642 

En el problema JI/, ln~/s~-~·,?·~· 2'.}iªf~téf&!~ " 
. Xff) ; X;flfflfd ~ (1/V/f~Sa~Wtf .•. (b)COIJ 0 S. f S fd 

~(t)·;:·x~l{i''+(11~'¡¡,úan~(t~ t~ csenWt}}\ .. (c)eontcl s t s te ·. 
'• C('. ,: • '! "'.' -~ <• / ~·-;" .', 

x(t) = Xoot{(1/wtd){senw(t~ td)-senWt) +: (1/w(to - ~JJ[sariw(t~ ti)~ senw(t- t~))} .. ;(d)co?t• st s tr 

x(t) = Xoat(1/W){(1/td)[[sahW(t-::t~~1~nWÍi-·(1;ft~~ ti)[senw(t-t..)-senw(t-tr)J} ..• (a)cont ~ti · 

y pera el presente caso tJ ,:; O'. 06 {seg], te = O. 12 {seg] y tr ='.o. 18 {seg] . 

de la ecuación (3.27) 

x •• , = Polk= 22s1i412.4:J=o.o5oso8 fmJ 

ta.bu/ando las ecuaciones (b) a (eJ se obffane la siguiente tabla 
Tabla 3.18 · · 

..• (f) 

t(oeg) o 0.03 0.06 0.09 · .. 0.12 0.15 0.19 0.21 0.24 0.27 0.30 
x[m] o 0.001 0.010 0.029· 0.054 0.076 o.oas 0.069 0.032 _-0.014 -0.058 
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Comparando los valores 'exactos• con los del método numérico, se comprueba que son 
Iguales, por lo que se prueba que el método numérico es confiable. 

b) Respuestas dinámicas ante la aplicación de la fuerza de la figura 3.81c). 

•Por el método numérico de evaluación 

De la gráfica de la fuerza excitatriz se deduce 

Po= 225 [ton] para t ~ O 

empleando el programa del método numérico en calculadora de bols/llo desarroll!1Jio en el 
problema 111 anterior, o procediendo manualmente como en a), se obtiene la siguiente tabla 

(3.56) (3.57) (3.51) 
~ P¡ Xi x'1 x"¡ 
[•) [ton) [m) [m/•J [mfo"J 
o.o 225.0 o.o o.o 17.011 
0.03 225.0 0.007 0,435 11.4'32 
0.06 225.0 0.024 0.666 3.961 
0.09 225.0 0.045 0.677 -3.11 o 
0.12 225,9 0.063 0.604 ·. ·7.952 
0.15 225.0 0.074 . 0.231-. ,•9.719 
0.1 a 225.o o.on _ -0.049 . -s.548 
0.21 225.0 0.072 -0.'261 . . -5.333. 
0.24 225.0 0.062 . -0.362 -- ·1 :335 .. 
0.27 225.0 . . 0.051 -0.348 ... 2.227 
0.30 225.0. 0.042 '-0,241 . . 4.~90. 

Tal>la 3.17. Valores de respuestas dinámicas del sistema 
de la figura 3.81a · · ·-- · · 

•Por la solución exacta.analítica 

En el problema propuesto 1, que se plantea en el próximo Inciso 3.2.4.2., se determinará la 
siguiente respuesta de desplazamientos · 

como 

x(t) = Xeat[1-exp(-swt)(cosWot + (swlwo)senwot} 

x •• 1=Polk=225/4472.43 = o.o5oaostmJ 

tabulando (1) se obÍie~ la siguiente tabla 
Tabll 3.18 ·,._ 

... (1) 

... (m) 

t[aeg) o 0.03 o.06 o.09 0.12 o.1s 0.18 0.21 0.24 0.27 o.so 
x[m) o 0.001 0.024 0.045 0.063 0.074 _ 0.011. · 0.072 0.062 0.051 o.042 

Nuevamente se comprueba que el método numérico, ahOra programado en computadora de 
bolsillo, es confiable. ··. • · · · · · 

. '.. ' 

VJ .• Un centro de recreación social posee una pista'd~ hielo'-~on·;·á é~tructuración en concreto 

reforzado mostrada en la figura 3.82. La cubierta o azotea está for;nad-~ por Jos~s de concreto macizas de 
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10 [cm) de espesor, perimetrálmente apoyadas en trabes de sección rectangular, que es variable en las 

zonas voladas del perímetro, ver figura 3.83, y prismáticas en las zonas internas, con las dimensiones 

mostradas en la figura 3.84. La resistencia a fuerzas laterales es suministrada en la dirección corta del 

inmueble por un sistema de 5 arcos paralelos entre si y con sección rectangular constante de O. 7 x 0.5 [ m]. 

Para la dirección corta de la estructura, determimir: a) La ecuación del mol'imiento forzado 

amortiguado; b) la frecuencia angular y la frecuencia natui~I ii~ortiguadas,y el período de oscilación; c) . ,,,. .. ,.·. 

las respuestas dinámicas relativas a la cimentación de la-estroctur!I, si ésta sufre una aceleración del suelo 

con una variación en el tiempo como la mostrada en la figura 3.85¡ d) el valor de la aceleració'n máxima 

absoluta de la azotea de la estnictura; y e) el valor de la fuerza máxima que debe resistir la estructura por 

causa de la aceleración mencionada. 

a) Ecuación del movimiento forzado amo!flguado 

I • EVALUACION DE CARGAS 

•CARGAMUERTA 

Con referencia a la figura 3.84, se establecen las siguientes cargas 

SISTEMA DE TECHO 
l-lmpem1eabilizante 
2· Elúadtiflado fes¡¡. 2 cm) 
(0.02m)(l500kg/m ) . 
3- M01tero cemeiuo:arena (esp. 2 cm) 
(0.02m)(2100kgfm 3) 

4· Relleno de tezontle para dar pendiente (esp. prom. 15 cm) 
(0.15m)(l250kgfm 3) · 

5- Losa de concreto (esp. 1 O cm) 
(O.lm)(2400kg!m 3) 
6- Falso plafónd de yeso (placas de esp. 2 cm) 
(0.02m)(l500kgfm 3) · 

7- lnstalaciones 
8- RCD¡;{r•l 4J (Ait.197) 

TRABES 

{kg/m 2
]. 

10 
30 

42 

188 

240 

30 

30 
40 
610{kgfm2

] 

Tl: w = (0.3m)(0.7m)(2400kgfm31 = 504 [kg/m] 
T2: w = (0.25m)(0.4m)(2400kgfm 3) = 240 [kglm] · 
T3(volados): IV = (0.4 + 0.7){m](l212)(m}(0.25m)(2400kg/m3

) = 3960 {kg] 
T4(volados): w = (0.4 + 0.7)[mj(l212)fmj,<0.5m)(2400kg!m3) = 7920 fkg] 
T3(centro): IV= (0.25m)(0.7m)(2400kg/m) = 420 [kg/m} 

... (a) 

•.. (b) 
.•. (c) 
•.. (d) 
••. (e) 

_ ... (/) 
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-* t t ~ 
NOTAS: 

A B e D E 1-Acotaclone• en [m) 
2.concreto : 

6.0 . , - 6.0 -_ 6.0 , 6.0_:: " . rci = 2so(kg/om
2

J, y 
_ , P.V. = 2400[kg/m3] 3,, = 10% 

'. 

· : · predi de concreto 
. ' . --.::; 

NIV .. AZOTEA 

~ 

faldón de concreto 

NOTAS: 
1 ·Acotaclone• en [m) 

Figura 3.81 Elevación de los arcos de ejes letra de Ja figura 3.82 



Tema 111 Dinámica Estructural 

ARCOS .. ·· . ; · ' · 
w = (0.5m)(Úm)f2400kg/m3)=·~4o[kglm] 

011: 
.Wo.25 
T3 

Ctl EL EXTRCltl 
DEL VOLADO 

PRETILES Y FALDONES. . . .· 
w = (3 + (0.4)2)m(O.Im)(2400kg/m3

) = 912[kglm] ... (i 
•CARGA VIVA 

D-:.r 
_:¡_ 

Wo.25 
T3 

x'01n/s2J 

165 

RCDF-93(rel. 41: CVs1s = 70 {kg/m2] . .,;(h) . 

11- MASA DEL SISTEMA 

De la figura 3.82 y de (a) hasÍa (h) se puede aalaula~ 

W1osa = (26m){{16m)(610 + 70){kglm2J= 2828B~fk~J ' .. 

'--""""=---+.,------.'..-..tlsegl 

Flgar~ iss: Funci~n'de acele­
ración del •súe!Ó ·" .. · · 

Wtrab•• = (26m)(2wT1 + 2wri!) + (4m)(4wr:iJ + 8wr3(volados) + 10wr4(volados) 

= (28m){2{504kg/m) + 2(240kg/m)) + (4m)4(420kg/m) + 8(3900kg) + 10(7920kg) 

= 156288 {kgj 

Wpretil = (26(2) + (16)2)m(912kg/m) = 76608 [kg] 

de la figura 3.88, se aonsldera que la masa de la mitad de la altura de entrepiso del arao, se 
aoncentra en la parte superior o azotea, por tanto 

W«ooo = (5araos)S(840kg/m) = (5)(6)(2.0944)(840) = 52778.86 = 52779 [kg] 
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(J. = nrcaen(3/6) = 30° 
S=re 0.=1BO·:ifJ.,120º 

¿_....- .-""" . = 2.0944 (md) 

6T""I -.1......,.(/~~__,. --~'\. 
r , . . e. ./::/\.,: 

i2i_ ' iil'<:> l ¡S ..... '· 

Figo~o 3.86., ••Longitud de nrco (S) 

t
,__ .. · ... JB' 

... ,.,, .·.··· .. · .. · ·.·. ·.···· ~·, .. 

/ ' ·"' ·.·· 

Estocio 1· · Y 
D1·1glno.l , •••· Jm · .. 

. V///A . . .. ' .. • .~//J , .. r· .... '"'., ... ¡- '"'.I 
her ... 

1 

-~ 
L. n 

~JA , ·.m;;;,: . 

t , VB =J/(2r)MA 

VA=11<2r>M~ • . 

Figura J.87a. Análisi.s de un arco hiperestático. 

W101ru = W1 = 282880 + 156288 + 76608 

+ 52779 = 568555 {kg] = 568.555 [ton] ... (/) 

y la masa del sistema oscilatorio es 

m = W1/g = 568.555/9.80665 = 57.977 {t-s2/m] 

= 579. 77 {kg-s2/cmj ... Q) 

111· RIGIDEZ DEL SISTEMA 

Para un arco con la masa concentrada en la 
parte superior, la rigidez ante desplazamientos 
laterales puede obtenerse aplicando una carga 
/Jorizontal P en dicha zona como se muestra en fa 
figura 3.87a, y obteniendo su desplazamiento 
lateral t!i. Para ello primero se debe determinar las. 
reacciones del arco por causa de fa carga P. 

•REACCIONES DELARCO DE LA FIGURA 
3.87a 

Empleando el método del trabajo virtual 
(véase {ref. 7]), de la figura mencionada se obser­
va que el arco es Indeterminado en 3°' grado y las 
reacciones pueden obtenerse planteando los 7 
estados auxiliares denominados O a 6 de las 
figuras 3.87a y 3.87b. 

El estado cero se obtiene del arco original al 
reducirlo a un arco lsostátlco quitando las reac· 
ciones redundantes desconocidas He, MAY Me. 

Los estados 1 a 3 se obtienen al cargar a el 
arco /sostático generado, las reacciones redun­
dantes que se escogieron como desconocidas, y 
los estados auxiliares 4 a 6 se obtienen cuando 
fas reacciones redundantes toman el valor de una 
tuerza unitaria. 

Se resuelven todos los estados auxiliares (O a 
6), encontrando el valor de las reacciones en sus 
apoyos y fas ecuaciones de variación de los 
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3 

4 

5 

~ 6 í . ~·:! 
t 

VB =1/C2r) 

VA-l/(2r) • 

Figura 3.87b. Análisis de un arco biperesliitico. 

Estado 2 

momentos flexlonantes a lo largo del arco y que 
son 

Estado O 

para cualquier arco circular: 
x = roosO, y= rseno 

Reacciones: 

t ,¡. +l:Me = o:-VA(2r} + tP =o,,.. VA= 0.5P 

t +l:Fv =O: Va-0.5P =o .. va= 0.5P 

para una ::ecc/ón en cualquler punto del a roo 
situado antes de el punto de aplicación de la 
carga P, es decir donde :n: ~ O ~ ;n:/2 

M0 = Py-0.5P(r +X)= Py-0.5Pr-0.5Px 
= P(y-0.5r-0.5x) 

Mo = Pr(senfJ-0.5-0.5cosfJ) ... (k)con :n: <?: {I ~Jr/2 

para una sección en cualquier punlo del arco 
situado después de el punto de aplicación de la 
carga P, es decir donde rr/2 ~ (1 ~ O 

Mo = Py + P(r- y) - 0.5P(r + x) 
= P(y + r-y-0.5r- 0.5x) 

= P(0.5r- 0.5rco.sll) 

Mo = O. 5rP( 1 - cos()) .•. (/)con :n:/2 =: O <?: O 

Procediendo análogamente para los demás 
estados, se obtiene 

Estado 1 

Mt = -rHasenO ... (m)con:n:;:: O:=: O 

M2 = (0.5cos0-0.5)MA .•. (n)con ;n: =:():::o 
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Estado 3 

Mo = (0.5cosfJ + O.S)Ma ... (o)oon ;r 'i?. fJ 'i?. o 

Estado 4 

m4 = ~rsenfJ ... (p)con ;r 'i?. fJ 'ii: O 

Estado 5 

ms.= 0.5cosfJ~0.5. ... (q)con.íi'i?.fJ'i?.O 

Estado 6 

ms = 0.5cos8 + 0.5 ... (r)con ;r 'i?. fJ 'i?. O 

r-radlo del arco 

Mo,M1,..MJ-momentos flexlonanteo producidos por cargao reales o redundantes 

m41 m~.mEH11omentos flexlonantes producidos por co.rgas virtuales unitarias 

El valor de las reacciones Ha, MA y Me se puede obtener planteando las ecuaciones de 
compatibllldad de desplazamientos o condiciones de frontera conocidas en la estructura original 
de la figura 3.Bla 

ll HB = O; DHBCR + DHBHB + DHlMA + DHBMB = O 

O A = O; (J ACR + 0 AHB + (/ /Jl>M + (J AMB = O ... (s) 

O B = O; 0 BCR + 0 BHB + 0 BMA + (J BMB = O 

DHBCR-deeplazamlento horizontal en B por causa de la carga real 

DHaMA-deoplazamlento horizontal en B por causa de la reacción MA 

(} BHBillro en B por causa de la reacción Ha 

etc. 

El valor de estos desplazamientos se obtierie-por traba/o virtual con la expresión!'"'· 71 

L 
fJEI = llff = f mMdfJ 

o 

m-ecuaclón de momentos ftexfonanteo producl,doo por cargas vlrtualeo unttnrlao 

M-.cuacfón de momentos· nexfon~tea_ PrOducl~oB por cargas reales o redundantes 

... (t)con El= constarte 
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Por lo tanto de (t) y superponiendo los siguientes estados se obtiene (en estas Integrales se 
usó el programa de calculadora de bolsll/o para Integrales deflnfdas, cuya codificación está af fina/ 
de este ejemplo): 

de los estados 5 y O, fntegrando primero de :na :n/2 y después de :n/2 a o (ecs. (k), (/)y (q)) 

Ef() ACA = f msMr:t:JO = Prf(0.5cos(}- 0.5)(sen0-0.5-0.5cos(})d0 

+ Pr f (0.5cos0-0.5)(0.5(1-cos(})}d0 = 0.554Pr + 0.089Pr = 0.643Pr ..• (u) 

de los estados 5y1, Integrando de :na O (ecs. (q) y (m}) 

Ef() AHB = f mf/>11d(} = rHa f (0.5oos()- 0.5)(-s'arlJ}d(} = ~1rHa 
.... 

••• (v) 
r;····· ·-·· 

de los estados 5 y 2, Integrando de :na O (ecs. (q) y (n)) · .· 

E/() MM= f msM2'f() = MA f (0.5co~~ -o.5l~o =-1.1781MA .•• (w) 

de los estados 5 y 3, Integrando de :na o (ecs. (q) y (o)) · 

E/O MIS = f msM~O = Me f (0.5cos0 - 0.5)(0.~~s;·~f b:g1dó = 0.3927Ma ... (x) 

de los estados 4 y o, Integrando primero de :na ~j;~~~~pt6~d~:n/2a o (ecs. (k), (1) y (p)). 

EIDHBCR = P f m4Mr:t:f(} + P f m4Mr:t:f(} = Pr fÍ-;~hOJf~~~O - 'o. 5cos0- O. 5)d0 

+ Pr f (-sen0)(0.5(1-cosOJJdO = o.5354Pr + 0.25~~ i;~.;B~4Pr . 
·. :~:!,~ '·-.' .. 

...(y) 

de los estados 4 y 1, Integrando de 31 a o (aes. (p) y (m)) 
EIDHBHB = f m4M1dO = r2Ha f (-senOJ(~enojdo ~ ~t:5nr2Ha ... (z) 

J • - • ,,. • • ·' • 

de los estados 4 y 2, Integrando de :na o (aes. (p) y r;X::<· .· 
EIDl-l3MA = f m,,M2{f(} = rMA f (-senoj(ó.5cos0-0.SJd0 = -1rMA ... (A) 

de los estados 4 y 3, Integrando de :na O (ecs. (p) y (o)) 

EIDHBMB = f m4M3d0 = rMa f (-sen0)(0.5cosO + 0.5)d0 = 1rMa ; .. (B) 

de los estados 6 y O, integrando primero de 31 a :n/2 y después de 31/2 a O (ecs. (k), (1) y (r}} 

E/(} BCA = f maMr:t:JO = Pr f (0.5cos0 + 0.5)(sen0- 0.5 - 0.5cosO)d0 

+ Pr f (0.5cos(} + 0.5)(0.5(1-cosO))dO = -0.161Pr- 0.19635Pr = -0.35735Pr ... (C) 

de los estados 6 y 1, Integrando de 31 a o (ecs. (r) y (m)) 

EIO BHB = f mGM1dO = rHa f (0.5cos0 + 0.5)(-senO)dO = 1rHa •.. (D) 
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de los estados By 2, Integrando de ;rr: a O (ecs. (r) y (n)) 

EIOBMA = f mr;M2(]0 = MA f (0.5cos0 + 0.5)(0.5cos0-0.5)d0 = 0.3927MA 

de los estados 6 y 3, Integrando de :n: a O (ecs. (r} y (o)} 

170 

... (E) 

E/OeMB = f mr;M~O =Me f (0.5cos0 + 0.5)(0.5cos0 + 0.5)d0 = ·1.178Me ... (F} 

sustituyendo (u) hasta (z) y (A) hasta (F) en (s) 

·1.5711He· rMA + rMe = ·0.7854PI 

-rHe- 1.1781MA+ 0.3927Me = -0.643Pr ... (G} 

rHe + 0.3927MA-1.178Me = 0.35735Pr 

y resolviendo este sistema de ecuaciones simultáneas 

He= 0.499P 

MA= 1.096P ... (H) 

Me= 1.087P 

sustituyendo el valor de las reacciones dadas por (H) en el arco origina/ de la figura 3.87a, y 
resolviendo el aroo que ahora es lsostáf/co se calculan las reacciones restantes mostradas en la 
f/gura3.88. 

• DETERMINACION DEL DESPLAZAMIENTO A 

Estado 
auxiliar 

, ~o.sr 
.·· •. i0,318P 

,·\:J···· 
. . .·. l.087P 

~7r·1.·.·. 
1 

D_., 
0.318~ 

Vt.096 
0,318 i 

IJl.087 

Ahora se puede calcular ya el desplazamiento 
lateral 6 de un aroo de la estructura de la pista de 
hielo. 

Empleando nuevamente el método del trabajo 
virtual tomando en cuenta las deformaciones P.º' 
flexión, fuerza cortante y fuerza axial, se f/ene[ref.7) 

L L 
A = f mMdO/(EI) + f vVdO!(GAo) 

o o 
L 

+ f nNdOl(ArE) ... (/) 
o 

con 

Ar= 0.7(0.5) = 0.35 [m2] ... (la} 

Ao =Ar/¡•= 0.35/1.5 = 0.233 [m2¡ ... (lb} 

Figura 3.88. Rigidez lateral de un arco hiperestático 
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1=bh3/12=0.5(0.73)112 = 0.0143 [m4] ... (lo) 

E= 14000[f'o}o.s = 14000{200]0·
5 = 221359.4 [kg/cm2J = 2213594 [t/m2

] 

G = 0.4E = 0.4(2213594) = 885437.6 [tlm2J 

. (Id} (rel. 41 

. (le) [rel. 41 

en una sección cualquiera de un ateo, las ecuaciones de variación de la fueaa cortante y fuetza 
axial o normal son!r•I. 17T 

G-módulo d• ~raoticldad a oort11nt• [kg/cm2J 

E-módulo de elasticidad a ffexión [kg/cm2) 

Ar-área bruta o total [ cm2 ) 

Ao-área a cortante [cm2
) 

V = RxcosO + RySen8 

N = -RxSenlJ + RyeoslJ 

y.factor de forma geométrica()' = 1.5 en oecclón'rectnngularl"'· •llJ¡ 

v..cuación de fuerza cortante prodÚcld~por c'lirsa• virtuales unttruia• 
-.. -:. '.-"···· 

V-ecuación de fuerza cortante produ~id~ por cargas realeo 

n .. cuación de fuerza axial o normal producida por carga• virtuales unttarlao 

N-ecuación da fuerza axfal o normal producida por cargas real•• 

_,,. 

... (lf) 

.•. (lg) 

Rx,Ry-rasultante da toda& les fuerzas cortnntno o nonnalea que nctúan a la Izquierda dn una sección determinada en un 

arco. 

De la figura 3.88 se obtiene por el método de las secciones antes empleado, las ecuaciones 
de momentos, tuerzas cortantes y tuerzas axiales para la carga real P y una carga virtual unitaria 
colocada en el punto, dirección y sentido en que se desea conocer el desplazamiento ti. y que son 

m =0.5rsenll-0.31Br(cosi;I + 1)-1.096 ... (J)con:rc ~O~ :n:/2 

v = -0.5cos0- 0.318sen0 ... (K)con :re ~ O ~ :rc/2 

n = o.5senll-0.31Bcos0 ... (L)con :re~ O~ :rc/2 

ya que en este caso la carga unitaria de la figura 3.88 es igual a la carga P cuando toma Ún 
valor unitario, y ya que el arco es prácticamente simétrico, se tiene de (/) 

t.= 2P fl m2d0/(EI) + 2P / v2dOIAcG) + 2P / n2d0/(ArE) ... (M) 
o o o 

y susU/uyendo (J), (K) y (L) en (M) y empleando nuevamente el programa pata Integra/es 
definidas cuya codificación se muestra al final de este ejemplo, se obtiene al integrar desde :re hasta 
:rc/2 
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a = 2P/(El)f (0.5rserlJ-0.318r(cosO + 1/dO + 2Pl(AoG) f(-0.5cos0- 0.318sen0)2dO 
+ 2Pl(ArEJ f(0.5sen0-0.318cos0;2dO = 

= -2P(0.33964)/(EI) - 2P(O. 116763)/(AcG) - 2P(0.4347B)l(ArE) 

sustfluyando las ecuaciones (la) hasta (le) 

a =-2P(0.33964)/(2213594(0.0143))-2P(0.116763)/(0.233(8854:J7.6)) 
-2P(0.43478)/(0.35(2213594)) = 
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=-2. 14592639(10"5)P-1.131934662(10-'3)P-1.1223835(10"6)P = 
= -2.3713562(10"5)P [m} = -0.002371P [cm] •.. (N) 

La rigidez lateral está dada por la ecuación P = ktl., de donde 

k = P/tl. = P/0.002371P = 42169 /t/mJ ... (O) 

para el sistema de 5 arcos, cuya rigidez está en paralelo y debido a que la losa constfluye un 
diafragma rígido forzando a que todos los arcos se desplacen lateralmente fa misma cantidad A, 
se tiene 

k = (5)(42169) = 210845 [tlm] 

de la ecuación (3.6), (1) y (P) 

w = {klm]0·5 ={210845/57.977]o.s = 60.305 {rad/segj 

IV-AMORTIGUAMIENTO DEL SISTEMA 

De la ecuación (3. 15) y (j) 

c = 2m~w= 2(57.977)(0.1)(60.305) = 699.261 {ton-s/m} 

••• (P) 

... (Q) 

... (R) 

Por lo tanto sustituyendo (1), (P) y (R) en (3.38) se tiene fa siguiente ecuación del movimiento 
forzado amortiguado 

57.977x' + 699.261x' + 210845x ,= P(t) ... (S) 

b) Frecuencia angular amortiguada (wo),_ frecuencia natural amortiguada (fo) y período de 
oscilación (T) · -- :: · · · 

de la ecuación (3.19) wo = w{1-l2J°"s = 60.305(1- 0.121°·5 = So frad/s} ... (T) 

de la definición de frecuencia natural /JJ 1~'ecuacló~ (3.20J y (T) 
:·-.·:: 
·:., 

fo = 1 /To = wo/2n = 9.55 f!lerlz.J 

de la ecuación (3. 7) y (Q) 

T = 2;i/w = 2:n/60.30S~Ó.104 {seg] 

... (U) 

... (V) 
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e) Respuestas dinámicas de la estructura respecto a la cimentación 

De la ecuación (3.44) y (3.44c) 

mx' r + ex' r + kxr = -mx• a ... (W) 

de la gráfica de la función de excitación de la figura 3.85, y con la ecuación de la recta entre 
dos puntos!••'· 51, tenemos · 

coordenadasde/ospuntosA(0, 1.471), B(0.2,5.884), C(0.6,5.884) 

rectaAB: 

recta BC: 

curva CDE(dato): 

x• a = 22.0651 + 1.471 

x' a= 5.884 

X' a = {20. 7728/t)o.G 

... (Y)cORt S 0.2 

... (Z)con 0.2 s t s 0.6 

... (AA) con 0.6 s t s 1.0 

Empleando el programa del método numérico de evaluación de respuestas (ver problema //lb 
anterior), se obtiene la s/gu/enta tabla, con · · · · · 

t.t = 0.05 {seg} 

P(t) = -mx' a 

xr0 = x' r0 = o (el sistema ~stá orlgl~a/mente en ~poso! 
Tabla 3.10 

t 
[•) 

o.o 
0.01 
0.02 
0.03. 
0.04 
0.05 .• 
0.06·. 

. 0.07 
·o.os· 

0.09. 
0.10 
0.11 
0.12 
0.13 
0.14 
0.15 
0.16 
0.17 
0.18 
0.19 
0.20 
0.21 
0.22 
0.23 
0.24 

. p:¡;¡~~·\ :,~([~~Ji' •• ·. í~~~[ t,l~~~;:~ . 
. ." ··-ae1 oo. · · ':.· .. : .:0.007 ...... :;t..406 · ·;126.021 •· 

· '11 osoo · .· .. -0.027 ·2.387 •·· .. · :es.430 ·.··. 
-123100.. .. -0.053 ·2.685 ... •. 10.021 .. 
·136500. -0.018 ··.·:.:i22e:J•:.: 73.569. 

: ·,149300 -0.095 <1.301 c'-1 o5.44e 
·162000 · .-0.103 -0.246::::. 98.611. 
·174600 -0.1 01 0,566 ·C • 59.936 . 
·187600 -0.093 o:e9B '-.>.. 5.562 
-200400 -0.065 ·. 0.692 '.c'..'<. -44.464 
-213200 -0.oe1 0:01a :. • -74.060 
-226000 -0:oe4 ·-0.e94°· · -75.663 
-236600 -0.095 ·1.350. -51 .937 
-251600 -0.110 ·1.664 . ·13.647 
-264400 -0.127 ·1.622 24.629 
-277200 -0.141 -Ú30 : so:6e1 
-290000 -0.151 -0.676 56. 753 
-302600 -0.155 -0.1 81 43.273 
-315800 -0.155 0.147. 16.944 
-328300 -0.153. . 0.170 -11.872 
-341137 -0.152 -0.087 -33.676 
-341137 -0.155. . .:0.354 . -22.196 
-341137 : -0.159 :.. ·-0.191 -4.843 
-341137 ·-0.164 .·: ... -0.449. 12.459 
-341137 -0.167. -0.262 . 23.478 

... (AB) 

.:.(AC) 



Tabla 3.19 
(oontinuocl6n) t 

l•I 
0.215 
0.26 
0.27 
0.28 
0:29 
0.30 
0.31 
0.32 
0.33 
0.34 
0.35 
0.38 
0.37 
0.38 
0.39 
0.40 
0.41 
0.42 
0.43 
0.44. 
0.45 
0.46 
0.47 -
0.48 
0.49 
o.so 
0.51 
0.52 
0.53 
0.54 
0.55 
0.58· 
0.57 
0.58 
0.59 
0.60. 

·0.61' 
0.62·," 
0.63 
0.64. 
0.66 
0.68 
0.87' 
o.ea 

·-o.69 
0.70 
0.71 
Ó.72 
0.73 
0.74 
0.75 
0.78 
o.n 
0.78 
0.79 
o.so 
0.81 
0.82 
0.83 

Tema 111 Dinámica Estructural 174 

(y)(z)(Aa) (M9) (3.50) (3.51) 
P(l)=-m><"a >e, ><' r ><" r 

(kgJ (omJ [om/•J (om/o"J 
-341137 -0.169 -0.010 :15.441 
-341137 -0.168 0.217 18.727 
-341137 -0.165 0.348 6.551 
-341137 -0.181 0.346 -6.418 
-341137 -0.158 0.230 ·15.781 
-341137 -0.157 0.051 ·18.835 
-341137 -0.157 -0.124 ·16.283 
-341137. -0.169 -0.239 -7.055 
-341137 -_::: -0.162 -0.261 2.582 
-341137:· . -0.164 -0.184 10.267 

"'·-341137 '. -0.165 -0.070 13.666 
'_'-34Ú37:;:. - -0.165 0.063 12.137 
.-341137::-·. -0.164 0.160 6.748 
-341137 : ::" -0.162 0.193 -0.271 
-341137. . -0.161 0.158 -e.402 
.411137. ·: -0.159 0.074 -9.710 

. 411137 :........ -0.169 -0.024 -9.414 
.411137..... -0.160 -0.104 -6.024 

.--341137 -0.161 -0.140 -1.100 
0

-341137 .-,·. .;.-0.182 -0.125 3.760 
.-'-341137 -'.. -0.163 -0.070 s. 744 
"411137 .-:"-0.164 0.001 7.147 
'"-341137' :•-.:.. •-0.163 0.064 6.130 

-341137" •-0.163 0.099 1.637 
-341137 -0.162 0.097 -2.003 
-341137 -0.161 0.063 -4.664 

. "341137 ·-0.160 0.011 -5.317 
·.-341t'37 -0.161 -0.038 -4.217 
'-341137 -0.161 -0.069 -1.841 
•-341137 -0.162 -0.073 0,877 
.-341137 -0.162 -0.053 2.995 
. -341137. -0.163 -0.018 3.877 
-341137 -0.163 0.020 3.370 
'-341137 -0.162 0.046 1.BOI 
-341137'.' ·<0.162 0.054 -0.189 

. -341137, '·0.161 0.044 -1.839 
· .. -338328 - < .. -0.181 0.042 1.524 
"'-335501( ._:; .. -0.1eo-. 0.010 3.938 

:-332915 ::•,.. •·-0.150,:. · 0.115 4.666 

·;o5
7304

2575·03·, ... >/: --~:::: .---~o:.:1~e68 ~=~~ 
• · :- · ~ :...:o:t s5 ' -1.054 

;·;,f1 :183·1~1 .-.... ·i;_;;~~<'.~:.l,~4:~r HE :~:E 
•. • ... -:v ...•.. \0.065 -1.920 

•. ·;é :~~:~,'~( <.-0.149 . .- ;0.055 -0.058 

· . ~~~~:: ,}:?·:~~.!_m.~ ... ··._y;i~:~~-- · ~E~ 
~5311. 2107.·.-;.; · 1.343. 
~ -0.144 --. "0.132·' 0.021 
·-301133 -0.143 -'.': •. 0.126., .<1.220 
-299198 -0.142. .·.o.tos_;~ -t.910·• 
-297296 -0.141 · o.ose: •. "'-:2031'_· 

:: ~:::. ~::~··: ;-~::= 
-291807 -0.139 0.060. : 0.419-
-290044 -0.138 0.067, .. -1.079. 
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(y)(z)(Aa) (3.49) (3.50) (3.51) 
t P(t)=-mx"a Xr X'r X"r 
(•] (kg) (om] (om/o) (om/o2J 

0.94 -268313 -0.137 0.079 1.256 
0.95 -296612 -0.136 0.091 0.950 
0.86 -294940 -0.136 0.097 0.318 
0.87 -283298 -0.135 0.097 -0.393 
o.ea -291694 -0.134 0.090 -0.936 
0.89 -280097 -0.133 0.079 ·1.147 
0.90 -278536 -0.132 0.068 -0.993 
0.91 -277002 -0.131 0.060 -0.567 
0.92 -275492 -0.131 0.057 -0.038 
0.93 -274007 -0.130 0.059 0.405 
0.94 -272546 -0.130 0.064 0.627 
0.95 -271108 -0.129 0.070 o.seo ..... 
0.96 -269692 -0.128 0.075 0.312 
0.97 -269298 -0.127 0.078 -0.063 
o.se -266926 -0.127 0.074 -0.480 
0.99 -265574 -0.126 0.069 -0.608 
1.00 o -0.119 2.187 403.194 
1.01 o -0.079 5.389 221.275 
1.02 o -0.019 6.435 ·13.513 
1.03 o 0.042 5.225 ·217.134 
1.04 o 0,081 2.415 -325.456 
1.05 o 0,089 -0.878 -313.309 
1.06 o 0.068 -3.505 ·199.417 
1.07 o 0.024 -4.669 -30.838 
1.08 o -0.022 -4.149 128.261 
1.09 o -0.055 ·2.309 226.479 
1.10 o ·0,068 0.089 238.270 
1.11 o -0.054 2.185 169.534 
1.12 o -0.025 3.317 52.266 
1.13 o 0,008 3.217 .e9,049 
1.14 o 0.035 2.060 ·153.632 
1.15 o 0.048 0.350 -177.547 
1.16 o 0.043 ·1.283 ·139.736 
1.17 o 0.024 ·2.303 ~9.785 

1.18 o 0.000 ·2.442 30.953 
1.19 o -0.022 ·1.754 101.094 
1.20 o -0.561 129.668 
1.21 o 0.683 111.902 
1.22. o·;. 1.559 59.965 
1.23 o·· 1.817 ·7.554 
1.24 o 1.442 .e4.004 
1.25 0.830 -92.770 
1.26 

.. 
-0.299 -87.436 

1.27 ·1.023 ~.649 
1.28 ·<1.325 ·5.872 

Tabla 3.19. Respuestas dinámiéa{a~1·;~istemade la figura 3.82 
'.;·.-· 

por fo tanto de los resultados obtenidos en ia ta~l~ ~~~~r 

Xrmax = 0.169{cm] ••• (AD) 

x' rmax = 6.435 [cm/s] .•. (AE} 
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d) El valor de la aceleración máxima absoluta 

Como se demostró en el Inciso 3.2.1., cuando el desplazamiento es máximo, la aceleración es 
máxima 

por tanto de la tabla, para t = 0.25 [seg] 

x• r = 25.441 [cm/s2
/ ... (AF) 

de (Z) para t = 0.25 [seg} •. la aceleración de la base es 

x" a = 588.4 [cm/s 2j _,. ... (AG) 

de la ecuación (3.44c); (AF) y (AG) 

.. X' T~·ax =X' a +X' r = 588.4 + 25.441 = 613.841 {cm/s2} ... (AH) 

e) Valor de la fuerza máxima en la azotea 

de la ecuación P = kt:., y como l1 = Xrmax = O. 169 {cm], se tiene 

P = (2108450kg/cm)(0.169cm) = 356328 {kg/ = 356.3 {ton] ... (Al) 

' . . ' 

esta fuerza también puede obtenerse de la ecuación (3.44), de donde 

P =.kxr =-mi<• r-cx' r ... (AJ) 

sustituyendo (AH) en (AJ) y com~ para t = 0:25 [seg/, de ia tabla se tiene x' r = -0.01 [cm/sj 

P = -(579. 77kg-s2/om)(613.841om/s2
) ~ (6992. 6tkg:s/cm)(-0.01cm/s) = -355816.67 /kg/ 

el sentido de la fuerza no es de Interés, por lo que 

P = 355.8 [tonf ... (AK) 

que es un valor prácticamente Igual al de (Al), (la pequeña diferencia es debida al redondeo 
en los valores de Xr de la tabla) 

La resistencia del conjunto de arcos puede revisarse contra los elementos mecánicos ob­
tenidos por la aplicación de fa fuerza lateral dada por (Al) en la azotea de la estructura. 

•PROGRAMAEN CALCULADORA DE BOLSILLO PARA EL CALCULO DE IN­
TEGRALES DEFINIDAS 

A continuación se muestra la codificación en lenguaje basic de la programación de el método 
numérico de Slmpson[rer. 181, para obtener el valor de Integrales definidas. 

05 ANGLEJ 
10 INPUT"# INTERVALOS=";N,"LIM.INF=";A, "LIM.SVP=";B 



20 
30 
40 
50 
55 
60 
70 
80 
85 
90 
100 
110 
120 
130 
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N=2*N:D=(B-A)/N:S=O:X=A 
FORl=OTON 

~ ~:~ 1Jff;/J1:~: °a°J~S:o 
C=l/2-INT(l/2). · 
IF C=O THEN M=2: GOTO 80 ... 
IFC<>OTHENM=4 <.·'. 
Y= f(x) (defi11irla/u11Ción a i11tegtare11 tém1i11<>s de x) 
Y==Y*M 
S=S+Y 
X=X+D 
NEXTI 
S=l/3*D*S 
PRINT ':.4REA=",·S:END 

177 

Antes de correr el programa se debe indicar en la linea 80 la función a integrar en términos de 
la variable x, en funciones trascendentes los lfmites de Integración son en radianes. El método 
divide la curva de la función a Integraren Intervalos, por/o que según la exactitud deseada se debe 
aumentar el número de Intervalos que se piden como dato en la linea 10, generalmente con 5 
Intervalos la exactitud es aceptable. 

3.2.4.2.- PROBLEMAS PROPUESTOS 

1.-a) Determi11ar la respuesta de desplazamientos de un sistema 

simple o de 1 G.L., co11 amortiguamie11to, sometido a I~ ca.rga · 

excitatriz P(t) = Po[f(t)], cuya gráfica se muestra e11 la figüra 3'.89; 

y b) Graficar la respuesta obte11ida e11 a). 

Sóluclón:x(t) = x .. 1(1-exp(-~wt)(coswot+( ~wlwo)se~~)/. 

P(tl 
Po ____ _ 

Figura 3.89. Funció11 de 
·excitación para el problema l. 

IJ •• Determinar las respuestas di11ámicasmáxiiTias'ú1a~st~uctura cuyas caracterísÍica~ se muestra11 

en la figura 3.90a), que fueron obtenidas ell el p;~ble~~;it;!•eii~~i~o2.l.1;,~ qu~ reJr~s'~~ta ala c~bie~ta 
de una estació11 expendedora d.~ gas~Íin~;pa~~·cJ~nd~·~~á;1íCl! ía'ruerza ~*~itat~i;,c~a ~~:idci¿~ a través 

del tiempo .se ~bserva. en 1~ g~áfica lle 1ii fig'Gra 3~9ob ). (D:~~~ecia~ ~{~c~;io ·~·~ cá~~º d~ h1 ~ubi~rta, lo 

que reduce el problema a un sistem~ d~ta.L.)~ .. 
,'·.: .• , 

Solución: Xmnx = 3.302 [cm]; x;~ax =='·21.925 {cm/s], x' max= ~21~.;a5[cm/s2] 
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P<t) 
[i:onl 

6.01--------,. 

a<:olacfÓn ~rnJ .... . . . ' 
Caracterís1'cas estructurales: 
k=242.4es6 (l/mJ 
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m=1.7539 (t-•
2/mr·. , '------'---.-':--'---....;..,"""'_.. t[segJ 

I ' T=0.535(aeg] ~=30% , 

a) Cascarón tipo par¡guas invertido b) Función de excitación .... 

Figura 3.90. Fuerza excitatriz actuante sobre la cubierta de una estación expendedora de gasolina 

111.-Si el sistema dis~reto simple cuyas caracterlsticas se muestran en la figura 3.91a), y que representa 

la estructura del puentd, peatonal estudiado en el problema IlI del inciso 3.2.1.1., sufre un deslizamiento 
1 

de tierra con una aceler~ción con variación respecto al tiempo con la gráfica indicada en la figura 3.91b ), 

determinar: a) El valor máximo de fas respuestas de desplazamiento y velocidad de la masa relativas a la 

base de fa estructura, y l1 valor máximo de fa aceleración total o absoluta de la masa del sistema; y b) el 
1 

valor máximo de la fuerz'a lateral que deberá resistir la estructura. 
1 

Solución (usandh ti.t = 0.01 [segj}: a) Xrmox = -2.584 [cm], x' rmox = 44.361 [cm/s], 
x" r m11>< = 1447.019 {om/s2

], x• Tmruc = 1384.087 {om/s2
}; b) Pmax = 40.674{tan] 

1 
M Caract~rísticas estructurales 

m = 3.954 [t-s2/m] 
k. = 15(4.08 [l/m] 
T = 0.2768 [seg) 
~ = o.21

1

(para este caso) 

1 

- ).(t) 
I 1 

a) Sistema discreto sencillo > ··. :bj Acefe~ación de la base 

Figura 3.911 Sistema oscilatorio simple soi;iieli .. dCl~ u~:~ovimiento de su cimentación 

N.- Determinar fas r1spuestas dinámieas relativas y el valor del desplazamiento máximo relativo, 

para fa estructura mostrad¡ en la figura 3.923). cll)'~s cara~terís~ticas fueron obtenidas en el problema V 

del inciso 3.21.1., y que representa a uno de los marcos de.soporte del andador peatonal de acceso a un 

edificio; si es sujeta a una adeleración dela cime.ntación como la mostrada en la gráfica de la figura 3.92b). 
1 ' ' ' ' 

S°""'!On' x~~" -<>.i¡omj 



Caraoterfatieas eetruc .. 
turalea: 
m = 0.474 (1-•2/m] 
k = 468.03 (t/m] 
T = 0.2 [oeg] 
~ = 0.25(para este caso) 

a)Marco estructural 

Tema 111 Dinámica Estructural 

. x' a(t) = S.884t2 

. b) Fuiidóii de ai:eleración del súelo 
,.,::-,·.'•')(: 

Figura 3.92. Marco estructural sometÍJ~ ~u~d~sil;~mi~ntode su cimentación. 
. . . :- '-:".~.'" .;.:,_~'. . ;; 
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V.- Determinar las respuestas dinámicas relatiVas,· ~sí ~mb el cíesplazamiento máximo relativo, y el 
' ·- . .~ .. , . 

valor máximo de la fuerza que debe resistir la c~tl:uctur~ de ra clinica para atención médica mostrada en 

las figuras 3.46, 3.47 y 3.48 del problema V del pas~dí) inciso 3:22.4., si es sometida a un sismo con los 

valores de aceleración del suelo m.ostrados e~:i;/g~áli6i ·dc·I~ ligura 3.93, suponiendo que dicho sismo 

actúa paralelo a la dirección corta de la csÍ~uétu'~a;: 
·-~· .. '::.?{::.:~ 

Soluclón: Xrm"" ":' 0.3B~[omj, P;;;ax = 82235. B [kg/ 

g 

-0.05 

-0. 1 o 1 1 1 1 1 \ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

O 0.5 1.0 1.E• 
Figura 3.93. Acclerograma del sismo del Puerto Hucneme del 18 de maczo de 1957, componente 
E-\vl••t t3J. . . 
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3.3. OSCILACIONES EN 
SISTEMAS DISCRETOS DE 
VARIOS GRADOS DE LIBERTAD. 

Los sistemas discretos compuestos o de varios 

grados de libertad (G.L. ), son más complejos que 

los sistemas discretos simples, pero son los más 

comunes e importantes en Ingeniería Civil, pues 

comprenden a casi todas las estructuras con­

cebibles. 

Los conceptos fundamentales y ecuaciones 

del movimiento así como caracteristicas prin­

cipales de los sistemas múltiples, se pueden 

_ ejemplificar y establecer estudiando un sistema 

de 2 G.L., teniendo en mente que todo lo que se 

deduzca para dicho sistema es válido para 

cualquier sistema de varios G.L., siendo la can­

tidad de cálculos necesarios para la resolución de 

las ecuaciones lo único que varía. 

A medida en que los grados de libertad se 

multiplican, lo hacen asfmismo las ecuaciones del 

movimiento y la complejidad de las soluciones por 

lo que recurrir al empleo del cálculo matricial se 

welve indlapenaable. 

Ea general las estructuras tienen múltiples 

grados de libertad, y para hace~ factible su 

análisis, se recurre a toda clase de 

simplificaciones, manteniendo el comportamien­

to del modelo de la estructura lo más cercano a la 

realidad posible dentro de un rango que usual­

mente se considera aceptable, de acuerdo a la 

práctica y a la comparación experimental con 

estructuras reales. 

Debe recordarse la definición dada al inicio 

de este tema sobre grados de libertad dinámicos 

y estáticos, en el sentido de que dinámicamente 

los grados de libertad de un cuerpo son aquellos 

a través de los cuales se desarrollan fuerzas de 

inercia mientras que estáticamente es el número 

de desplazamientos nodales que se eligen para 

definir el perfil deformado de un cuerpo. 

Las siguientes definiciones[ret 31 son útiles 

para la mejor comprensión del movimiento libre 

no amortiguado en sistemas múltiples 

MODOS NATURALES DE VIBRACION.­

Son las diferentes maneras de vibrar de una 

estructura de varios grados de libertad. 

FORMA DEL MODO.- Es el conjunto de 

desplazamientos de cada masa de un sistema os­

cilatorio compuesto que configuran o grafican un 

modo natural de vibración. 

MODO FUNDAMENTAL DE VIBRACION.­

Es el primer modo natural de vibración y su forma 

tk modo no tiene ningún punto de inflexión, tiene 

las siguientes características[ret 27J: a) Posee la 

menor frecueocia circular , b) tiene el mayoc 

período de oscilación , y c) posee los mayores 

desplazamientos de las masas. 

Como características de identificación de las 

fomraatk los modat se tiene que el segundo modo 
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·< r 

1"11 ri2M -.,-, 
1 1 

--L...J 

1----l ¡_ _¡ 
X 1 

k-rigidea del mi.•iom• [ton/m] 
111-m•N. d•l ou•rpo Olldlant. 

[lon-.. c2/m] 
%-d••pl.uamJ.nto de La ma• [m.J 

X2 

Fl1mr• 3.H. Sistema discreto compuesto de 2 
G.L sin amortiguamiento. 

de vibración tiene un punto de inflexión en su 

configuración o gráfica, el tercer modo tiene dos 

puntos de inflexión, el cuarto tres, etc. 

3.3.1. VIBRACION LIBRE SIN 
AMORTIGUAMIENTO 

En la figura 3.94 se muestra un sistema dis­

creto compuesto de 2 G.L, en el cual existen dos 

masas m1 y mz concentradas en dos puntos del 

cuerpo oscilante y la rigidez u opoeición que 

ofrece el sistema a sufrir desplazamientos eslá 

representada por los dos resortes de rigidez kt y 

k::z. Una fuerza excitatriz estática que actúa solo 

una vez desplaza las masas del cuerpo oscilante en 

distantlcu xi y :rz.. al dejar de obrar esta fuerza, 

las fuerzas restauradoras de los resortes tienden a 

regresar a las mUllJI a su posición original de 

reposo; en este retomo se generan dos fuenas de 

inercia que obligan a dichas masas a desplazarse 

más allá del punto inicial, estableciéndose así un 

ciclo que se repite indefinidamente debido a la 

ausencia de amortiguamiento del sistema. 

1.-r-n.....,.l•l~C..I 
Prbmieiotoi>(llm) 
,.......,.,.,lamlM(ll/,ll 

Flpra 3.95. Diagrama de cuerpo libre del 
sistema compuesto de la figura 3.94. 

Del diagrama de cuerpo en libertad de la 

figura 3.95 puede demostrarse que las siguientes 

expresiooes son válidas para un sistema de n 

grados de libertad (G.L.) 

M{x"} + K{x} = o ..... (3.58) 
Eouaolón g.Mral cMI 
movimiento no amortiguado 

{x¡..,..,torde~o 

{X'"}.,,..,tor de ..,.i.raoi<>Mo 

esta ecuación puede expresarse como 

[K-w2M]{z} =o ..... (3.59) 

donde 

Zll 

{z} = Zl2 

Zij 

Eouaolón oaracteria11oa general 

..... (3.59a) 

{z}..,•ol«de ooordenadae rela1fvu Zl/ de /ao -
qii. oonligl.ra o grálloa una lonna modal 



Tema 111 Dinámica Estructural 182 

w.fr~uencla angular do una forma modal 

zi¡-<iompon.nte del vector modal donde loo oublndlceo 
Indican: 1-# do maaa o nivel 

j-1 de modo o * do forma modal 

A la ecuación (3.59) se le denomina ecaacién 

caracterísdca y representa un problema 

matemático muy importante conocido como 

preLlema ole valeres caracteristiees (o •iaen­

\'llleres), cuya solución no trivial, es decir en la 

cual no todos los componentes del vector {z} son 

iguales a cero está dada por el denominado lleter· 

minantecaracterisdc.[ret 11, expresado como 

1 K· w2M 1 =O ..... (3.60) 
O.terminante oaracteriatlco ~al 

w'-valoreo caracteriaticoo 

Esta ecuación representa un sistema de n 

ecuaciones lineales homogéneas, donde n es igual 

al número de grados de libertad del sistema OS· 

cilatorio, al resolverse da los n valores w2 co­

nocidos como valeres caracteristlc:os. Para cada 

valor de w2 que se sustituya ea la ecuación 

característica (3.59) se obtiene las n coordenadas 

zu, z1:z. ... .z;¡ de las masas que constituyen los 

elementos del vector modal {z}, por lo que en 

general se tendrán n vectores modales, uno para 

cada frecuencia. Como el 1iatema de ecuaciones 

dado por la eirpresión (3.59) es homogéneo, es 

decir sus términos independientes son iguales a 

cero, es imposible calcular 108 valores absolutos 

de las coordenadas {z}, a menos que se conozca 

una de ellas con certeza, por lo que se recurre a 

obtener cifras relativas de todas las coordenadas 

Zij con respecto a una de ellas (usualmente se toma 

el valor arbitrario para zu = 1). 

En particular para un sistemll de 2 G.L en el 

cual las rigideces se representan con resortes 

·kz J~¡J· 0 ... (3.61) 

(k2 • mzw2 ¡) z2j 

cuyo determinante característico vale 

..... (3.62) 

y tiene por solución 

w2 = (1/2){k2/m2 + (k1 + k~lmi ]± 

(1!2){/k2/m2+ (k1 + k~/m1J2· 4k1k2/m1m2} 0·5 

..... (3.53) 

Las siguientes propiedades de los vectores 

modales son útiles en el tratamiento para la 

obtención de las respuestas de un sistema multiple 

denG.L 

ORTOQONAUDAD DE LAS FORMAS DE 
LOS MODOS DE VIBRACION 

Dos vectores son ortogonales respecto a una 

matriz si[ret 20] 

A-matriz elm'trlce 

{y} T -<>ualq.ier veotor tr""'Pueeto 

{v}-<>ualquier veotor 

...... (3.64) 
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Dos vectores modales {z}b y {Z}J son OJ<o 

togonales respecto a la matriz de masas y de rigidez 

sih ;t.j 

{z} TIM{Z}h = O 

{z}T¡K{Z}h =O 

..... (3.65) 

..... (3.68) 

NORMALIZACION DE LAS f'ORMAS DE 
LOS MODOS DE VIBRACION 

Un vector { v }b es normalizado respecto a una 

matriz si[ret 1] 

{v}\A{v}h = 1 ..... (3.67) 

y un vector modal {z}b está nonnalizado 

~cto a la maJriz de masaa si 

..... (3.68) 

{r}h.Y9Ctor de coordenadaa <MI modo h nonnali:ado 

para encontrar {r}b se debe resolver 

..... (3.00) 

Nh~~ arbitrarla ouyo valor~ de la eaoala 
de la oonllguraoión d.i modo 

{Z}h-Yeolor del modo h ain norrnaizor 

por lo que 

{r}h = {1/Nf'J{Z}h ..... (3.70) 

Para facilidad en las operaciones de los vec­

tores modales comriene normalizarlos con respec­

to a la matriz de masas. La normalización de 

vectores se usa frecuentemente en los programas 

de análisis por computadora. 

Para que vibre libremente un sistema de 

varios G.L. deben existir en él condiciones ini­

ciales, por ejemplo de desplazamientos de las 

masas; la solución de la ecuación general del 

movimiento se puede obtener por el siguiente 

método. 

3.3.1.1. METODO DIRECTO PASO A PASO 
DE SUPERPOSICION MODAL 

Este método consiste en resolver la ecuación 

general del movimiento de un sistema de n G.L., 

mediante la superposición de las respuestas de 

cada modo de vibración y se vale de una 

tmnefomw.ción de coordenadas paro convettir un 

sistermJ den G.L. en n sistema.r de 1 GL . 

La respuesta de desplazamientos del sistema 

compuesto es 

{x} = Z{f} ..... (3.71) 

Z-matriz modal cuyaa columnas aon lo vector•• de 
lormaa modales 

{l}.Yector de coordenadas ~erali:adaa en !unción del 
tiempo 

{x}-vector de ~oo al>oolutoo o totaleo 

para modos normalizados la respuesta es 

{X} = R{f} ..... (3.72) 

R-mlllriz modal nonnalzada cuyao columnaa •• lonnan 
con loe v.ootorea modaleo nonnalzadoa 

Ya sea que los vectores modales estén nor­

ma !izados o no, pueden obtenerse las n 

ecuaciones de los n sistemas transformados de 
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1 G.L., llamadas ec•acieaes olesaceplaolas, una 

para cada modo j y expresarlas como 

[M¡]r ¡ + [K¡]f¡ =o ..... (3.73) 
Ecuación desacoplada o ind.,,tndiente 
para el modoj 

donde 

[M¡ / = {z} T¡M{z}¡ 

[K~ = {z} T¡K{z}¡ 

..... (3.74) 

..... (3. 75) 

IM¡) .. acalar que repreaenta la masa tramfonnada para 
el modo 1 

IK¡) .. aoalar que reproaenta la rigidez tranatonnada para 
el modo 1 

!"¡.función de aceleración en la coordenada 
generalizada del modo l 

~.función de deaplazamientoa en la coordenada 
generalizada del modo j 

o expresarlas también en la forma 

r 1 + (w2)111 =o ..... (3.7BJ 
Ecuación ~<>piada o ~ndlente 
paraelmodoj 

Se dice que se obtiene un sistema de n 

ecuaciones desacopladas porque son ecuaciones 

independientes, es decir las coordenadas de una 

masa i no contienen términos que estén 

relacionados con las otras masas. 

A su vez dicho sistema de ecuaciones inde· 

pendientes puede ser resuelto para cada modo j, 

por la solucióo particular de ~esplazamientos 

dada por la ecuación (3.5) de los sistemas simples 

sin amortiguamiento (inciso 3.2.1. del presente 

tema). 

No obstante como no todos los modos de 

vibroción contribuyen a la respuesta total en la 

misma forma, ésta es expresada como la suma de 

las formas modales multiplicadas por un coefi· 

cieateoleparticipaciéaoiaOaeacia de manera tal 

que para cada modo j es 

t, =c¡f¡(t) =e ¡cosw¡t +[(c')¡/W¡/senw; .. (3.77) 

en donde 

e¡ = {z} T¡M{Xo}/{M¡ / = {z} T¡K{xo}/[K¡] 

= {z} T¡K{Xo}l(w2)¡{M¡] ..... (3.78) 

o/-<>oeficlente de pariic:ipaclón o inffl.Mnola 

o'¡-delivacia de e¡. qu. ~nde de la veloclda<l lnlclal 
del oiatema 

{xa}.Yector de de'l'lazamkntca inlcllffa de laa mane 

f¡(t)-una !unción del u.rnpo parte de~ 

Al sustituir en la ecuación (3.71) la respuesta 

G del sistema de 1 G.L. en vibración libre, obtenida 

para cada modo j, se tiene al efectuar el producto 

matricial la respuesta total de cada masa del sis· 

tema compuesto. 

3.3.1.2. ECUACION MATRICIAL DEL 
MOVIMIENTO 

La manera de obtener las ecuaciones del 

movimiento a partir del equilibrio dinámico de un 

sistema compuesto como el de la figura 3.95, es 

perfectamente válida para cualquier número de 

G.L., sin embargo resulta impráctico y muy 

laborioso establecer individualmente para cada 

masa de un sistema de n G.I..., las n ecuaciones 
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correspondientes para luego obtener la matriz de 

masas y la matriz de rigidez del sistema. 

Un método más eficaz es el de generardicbas 

matrices tlirectamenle romo tales y sustituirlas 

luego en la mencionada ecuación matricial del 

movimiento dada por la expresión (3.58). 

M{X"} + K{x} = O 

M-malriz ci. maaaa 
K-ma1riz ci. rigl<l.z 
{x}.Yector de dooplazamlontoo 
{x"}.Yoctor ci. acoloraclonos 

3.3.1.3. MATRIZ DE RIGIDEZ 

.•... (3.58) 

Usando el método directo de las rigideces 

(también llamado de los desplazamientos), se 

puede obtener la matriz de rigidez de un sistema 

oscilatorio discreto compuesto, 

Para poder emplear esta matriz en la 

ecuación (3.59) no se deben incluir las restric­

ciones a los grados de libertad (G.L), impuestas 

a las deformaciones internas de los miembros por 

discontinuidades en la estructura (articulaciones, 

uniones deslizantes, etc.), o impuestas por los 

apoyos de la misma, ya que pueden producir 

matrices singulares, es decir con determinante 

llm Vm 6m u,, 

Um BNL o o -ENL 
Vm 12EJJL3 6EJJL2 o 
6m 4EJJL o 
Ua EAJL 
Va Simétrica 

Ba 

Y convención poo~a .)::u 

¡ ' *°"" ' :~X 
VI'\ a~L 

x,y.;:oordonadaa loca/oo del elemento 
X, Y.;:oordonadaa globales d• la utructia'a 
u,v,6"91"ado• do libertad del extremo del 

elemento 

Flpra 3.96. Grados de libertad estáticos de un 
elemento recto de una estructura reticular. 

igual a cero, en cuyo caso la inversa de dicba 

matriz no existe [rel 11. 

Los conceptos más importantes del método 

directo de las rigideces (véase la referencia (10]), 

se resumen a continuación. 

MATRIZ DE RIGIDEZ CONSIDERANDO 
DEFORMACIONES AXIALES Y POR 
FLEXION 

Para una barra recta que forma parte de una 

estructura reticular contenida en un plano de 

coordenadas globales o generales X, Y, como la 

Va 6a 

o o 
-12EJJL3 6EJJL2 

-6EJJL2 2EI/L = K' ..... (3.79) 

o o 11'-matriz ci. 

12EI/L3 -6EJJL2 rigidez local do 

4EJJL 
un elemento 
.... to 
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mostrada en la figura 3.96, y que estáticamente 

posee 3 G.L en cada extremo, definidos por 2 

desplazamientos y 1 giro en la dirección positiva 

de sus ejes coordenados locales x,y; la matriz de 

rigidez del elemento en dicbas coordenadas es la 

expresada en la ecuación (3. 79), (se ban 

despreciado las deformaciones por esfuerzo cor­

tante•)(rcl. JO] 

Generalmente en un sistema estructural exis­

ten elementos cuyas coordenadas locales x,y, no 

coinciden con las coordenadas generales de la 

estructura X, Y, como es el caso de las columnas y 

contravientos de un marco, por lo que forman un 

ánguloa con el eje global X, ver figura 3.96. La 

matriz de rigidez local de un elemento K' se 

puede expresar en coordenadas globales 

mediante una matriz de transformación o giro 

R, que en el caso del elemento en estudio es la 

indicada en la ecuación 3.80. 

Vm 

8m 

lla 

Va 

Um ..----
E.AS2!L 

+12EI&2/L3 

EA$&/L 

-12EI$&/L3 

·6EI&/L2 

-EAs2/L 
-12EI&2/L3 

-EA$&/L 

+12EI$&/L3 

-6EI&/L2 

-

Vm 

EA$&/L -6EI&/L2 

-12EI$&/L3 

E.A&2/L 6EI$/L2 

+12Eis2!L3 

6EI$/L2 4EI/L 

-EAS&/L 6EI&/L2 

+12EI$&/L3 

-EA&2/L ·6EI$/L2 

-12EI$2/L3 

6EI$/L2 2EI/L 

Um Vm 8m Un Vn 8a 

Um $ & o o o o 
Vm -& $ o o o o 
8m o o o o o =R ..... (3.80) 

Un o o o $ & o 
Va o o o -& $ o 
8n o o o o o 1 

R-matriz de giro o de translormaclón de coordenadas 
$=coa a 
&=Hna 
a-ángulo da inclinación del eje x local del elemento 
resp.cto al e)• global X (positivo en el sentido Indicado 
•n la figura 3.96) 

La matriz de rigidez del elemento recto en 

coordenadas globales está dada por 

..... (3.81} 

RT-me.1riz de giro transpuesta 
K-matriz de rigidez global de .., el.mento recto 

Efectuando este producto matricial se ob­

tiene la matriz global general para un elemento 

recto expresada en la ecuación (3.82). 

Un Vn -
.EA$2/L ·EAS&IL -6EI&/L2 

-12EI&2/L3 +12El$&/L3 

-EAS&/L -EA&2/L 6EI$/L2 

+12EI$&/L3 ·12El$2/L3 

6EI&/L2 -6EI$/L2 2EI/L =K .. (3.82) 

EAS2/L EA$&/L 6EI&IL2 

+12EI&2/L3 ·12EI$&/L3 

EA.$&/L EA&2/L -6EI$/L2 

-12EI$&/L3 + 12EI$2/L3 

6EI&IL2 -6EI$/L2 4EI/L -
K-matriz de rigidez global general para un elemento recto 

• Ba elemento• e1truc.tunle1 que te clatifican como etbelto1, como son Ja grao mayoria do lat tr:abe1 yeolumaaa, Ja1 

deformacionea por esfuerzo cortante 100 huignificantea pue1 el trab1jo de dicbo1 elemento• es priaci palmente a Oexión, sin 
embargo eomoseverí en el tema IV, en elemento• e1tructuralea l:lllet como 101 muros deben tomane en cuenta dichas 
deformaciones [ ret 2). 



Tema 111 Dinámica Estructural 187 

Para una barra con articulaciones en ambos n 
extremos como es el caso de las armaduras o 

algunos contravientos, no se tiene el grado de 

libertad 8 y su matriz de rigidez en coordenadas 

globales se obtiene suprimiendo en Ja ecuación 

(3.82) Jos renglones y columnas Bm y Bn, como 

además se acostumbra idealizar estos elementos 

despreciando la tlellión, Jos términos El son nulos 

y su matriz global es 

Um Vm Un Vn 

"·~ $& -$2 

íl vm $& &2 -$& -&2 

Un -$2 -$& $2 $& 
AE/L= K.,. ..... (3.83) 

Vn -$& -&2 $& &2 

Kllrltlalriz ci. ~z global ci. un olemento recto 
artloulado en ambo• extremo• 

Las matrices de rigideces globales de los 

elementos rectos, permiten la determinación in­

mediata y directa de la matriz de rigidez de una 

estructura reticular. En el caso particular de que 

existan en los extremos del elemento estructural 

apoyos o soportes que impidan alguno de los G.L., 

simplemente se eliminan las filas y columnas co­

rrespondientes a ese G.L. en la matriz global del 

elemento. Por ejemplo: con referencia a la figura 

3.97, el elemento# 1 tiene una articulación en el 

extremo n,yportantodeben eliminarse el renglón 

y columna Bn y tomar El = O en dicho extremo; 

en el elemento # 2 que es un apoyo articulado en 

el extremo n, se elimina Vn y u0 debido a que estos 

desplazamientos están restringidos. 

M 

2 
8n 

Fisura 3.'Y/. Estructura ~ticular con 
articulaciones. 

En general para un iembro con ar-

ticulaciones, apoyos, etc. e sus extremos la 

siguiente regla sencilla es útil: si no se trata de un 

apoyo se quita el G.L, y si es u~ apoyo se quita el 
1 

grado de restricción de su mati;iz de rigidez. 

Para un sistema estructut'al ea general, su 

matriz de rigideces K. , está formada por un a­

rreglo cuadrado y simétrico que se ensambla a 

partir de las contribuciones de rigidez de Jos 

elementos estructurales rectos que Ja forman y 

que se conectan o que llegan a cada uno de sus 

nodos. Esta matriz de rigideces d~ Ja estructura es 

de orden a xn donde a=(3 G.Lx#de nodos)-# 

de restricciones ea apoyos. 

A partir de la ecuación', matricial que 

relaciona fuerzas y desplazarbieatos en una 
1 

estructura, dada porl••t IOJ , 

{Q} = Ke{D} 

{Q}-v.otor d. fuer.zas o cargao 

Klrl™driz d• rigidez ci. la .. truc!Ura ¡ 

{D}.Yector d. d.oplazarrokntoo 

..... (3.84) 
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pueden obtenerse matrices particionadas ex­

presadas en forma general o simbólica como 

u 

U-aubvector de deoplazamlont90 lateraleo 

V-aubveotor de deoplazamlentoo vertical•• 

0-aubvector de doaplazamlentoa angular•• 

Fu~ubvector de hJ•rzaa lat«.N•a 

Fv-oubvoctor do fu~ verticales 

..... (3.85) 

MO-eubvector de fuerzM angulare• o momentos 

de donde 

Fu = KuuU + KuvV + Kull 8 

Fv = KvulJ + KwV + KllOe 

..... (3.88) 

..... (3.87) 

M8 = K8uU + K8vV + K80 e ..... (3.88) 

K11 - elemento componente de Ko y que roproaenta la 
fuerza generada on la dirección del G.L 1 cauaada por 
un deoplazamionto unitario del G.L l 

MATIUZ DE RIGIDEZ SIN CONSIDERAR 
DEFORMACIONES AXIALES 

En aras de simplificar el análisis estructural y 

reducir el número de cálculos necesarios y las 

dimensiones de las matrices de ri~deces, en la 

gran mayoría de las estructuras reticulares se 

pueden despreciar las deformaciones axiales u y 

por cortante v de los elementos horizontales 

(vigasi•ct 101, ya que la flexión controla su com­

portamiento, y pueden despreciarse también las 

deformaciones axiales v de los elementos no 

horizontalesfrct 21, 

EntonceslosG.L estáticosde\lichoselement08 

respecto a las coordenadas globales de la estrucwra 

X, Y, son los mostrados en la figura 3.98. 

NIV. i+1 Y 

~! 
UNi+1 !\') 
-{¡'\ 

columnas 

NIV. i u 1 
~.'!_\J) 

ª" 
----X 

Fipra 3.98. Grados de libertad estáticos de un 
elemento recto sin considerar deformaciones 
axiales 

La matriz de rigidez global K de cada elemen­

to en estas condiciones, puede obtenerse de la 

matriz global general de la ecuación (3.82) simple­

mente suprimiendo los renglones y columnas Um, 

Vm, un, Vn en vigas y Vm, va en elementoe no 

horizontales y expresarlos como 

Bn 

2Eriil 
4El/LJ 

Ky1p ..... (3.89) 

KvigrMatriz do rigidez global de olomontoo horizontalo• 
(doeprociendo doformaclonoa axialoo y por cortan!•) 
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UNi 8m UNi+l e. 
UNi EA$2/L ·-6E!&!L2 -EAS2JL -6EI&/L2 

+12EI&2JL3 -12El&2/L3 

8m -6EI&JL2 ; ' 4EI/I.. • 6EI&JL2 2EI/L 
-<~~:.''.' . = Kcol .. L3,90) 

UNi+l -EA$2/L 6E!&JL2 EA$2/L 6EI&JL2 

-12EI&2JL3 +12EI&2JL3 

e. -6EI&JL2 2EI/L 6EI&JL2 4EI/L 

K.:o1-Malriz de rigidez global de elemento• no horizontal•• (deo preciando delormacloneo axial•• y por cortante) 

UNJ•l: de rigid•c•• lateraleo u de loo elemento• no horizontal•• que •• conectM al nivel NI 

Para una barra doblemente articulada some· 

tida sólo a cargas laterales 

UNi UNi+I 

U Ni r2 -$~ 

l!z ~ 
K.rm ..... (3.91) ENL 

UNi+l 

K.,,,,.Mcmiz de rigidez global de elementoo no horizon'4· 
leo articulado• en ous extremo• (oólo Pª"' cargaa 1-a­
'"• oe deoprecian <kfonnaclon•• llldaleo y por cortante) 

La matriz de rigidez de la estructura K., será 

de orden n xn, con n = #de nodos + #de niveles. 

Ya que se ban despreciado las deformaciones 

axialea, al enaamblar K. deben sumarse todas las 

contribuciones de rigidez lateral u de los 

miembros no horizontales que lleguen o se conec­

ten a lDl piso i, pues todos ellos tendrán el mismo 

desplazamiento lateral .1., como se indica en la 

figura3.99. 

El número de G.L. estáticos que se eligen en 

el análisis de una estructura es un paso importante 

" , 

6 
-7- u 

Ji'lpra J.'9.Desplazamiento lateral de un marco 
sin considerar las deformaciones axiales de sus 
elementos estructurales. 

ya que determina el número de ecuaciones que 

deben resolverse. 

Si al tratar con una estructura en particular 

los efectos axiales son realmente despreciables, el 

trabajo extra que se ejecuta al operar con seis G .L. 

de cada elemento recto (ecuación 3.82), es un 

desperdicio de esfuerzo( re( JO], a menos de que se 

disponga de un programa de cómputo con la auto­

matización del método para seis G.L. por 

miembro y de una computadora. 
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En estructuras con vigas de peraltes muy 

grandes, conocidas como vigas diafragma, es 

decir vigas con relación longitud del claro a 

peralte[reL2ll Uh :s 3,yen armaduras, no pueden 

despreciarse las deformaciones axiales. 

3.3.1.4. MATRIZ DE RIGIDEZ LATERAL 

En Ingeniería Civil al tratar el problema de 

los sismos que inducen fuerzas laterales en las 

estructuras, interesa conocer la ri&i4ez lateral u 

oposición a los desplazamientos laterales. 

Es posible obtener entonces la matriz ole 

ri&itlezlateral k •de una estructura por el proceso 

denominado contiensaclón estática, particionan­

d o en forma diferente la ecuación (3.84) y 

expresándola como 

..... (3.9'2) 

U-oubveotor de deepleumiontoo lateraleo 

G-oubveotor de deoplazMllentoo vertical.o y angulareo 

F-oubv.ctor de luelZM i.t«llleo 

P-oub- de fuerzao vwt1c•1 y mom...too 

K 11~ de la malri% que OO<Teepoll<M a loo 
deepla:amlento• im-.... 

de donde 

F = K11U + K12G 

P = 1<21U + KzaG 

..... (3.93) 

..... (3.94) 

Para el caso en GUe solo existen cargas 

laterales sobre la estructura (P = O) 

G = -[K22)"11<21U 

F= K
0
U 

..... (3.95) 

..... (3.96) 
(CJlrg.oa laterales a -rlz de rigidez lateral X 
desplaza111lentoa laterales) 

K' -matriz de rigidez lateral 

[k22]"1 -matriz invoroa de K22 

..... (3.97) 

Este proceso se llama .. ndensaclénestádca 

porque reduce el orden de la matriz de rigidez 

original K.,. 

En las estructuras reticulares, desde el punto 

de vista dinámico los G.L. que son de interés son 

aquellos en que se generan fuerzas de inercia 

cu.ando las masas de los pisos se mueven lateral­

mente, es decir importan los desplazamientos 

laterales; sin embargo esto no anula Jos restantes 

G.L. estáticos, por lo que debe usarse el proceso 

de condensación estática para transformar la 

matriz de rigidez original de la estructura en una 

matriz en función del número de G.L. dinámicos. 

3.3.1.5.MATRIZ DE RIGIDEZ DE 
ENTREPISO 

Como se verá en el tema IV gran parte de las 

estructuras reticulares pueden modelarse como 

sistemas denominados Eslnchlras ole Cortante, 

en donde los marcos estructurales pueden repre­

sentarse para efectos dinámicos mediante 

cualquiera de los sistemas oscilatorios multiples 
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P=l Ni -- ..--"-"--.... -"7""...., 
¡ 1 

/Ni-:-1 /V¡ 
--...---"'"'"-- ....¡ 1 1 

/ / 
1 Nl I ----4--J 
I 1 

/ / 

=1 
M¡ 

kei 
M¡-1 

kei-1 
Ml 

ke1 

a) Marco estructural plano b) sistemas oscilatorios compuestos simplemente acoplados 

Fipr• 3.100. Modelo dinámico de una estructura reticular a)como marco plano y b) con rigideces de 
entrepiso 

de la figura 3. lOOb, en donde las barras o los 

resortes representan el concepto denominado 

ricl•ez •• eatreplse. 

Este modelo de los edificios sólo sirve para 

simplificar aun más el análisis dinámico de marcos 

planos ante fuerzas horizontales. Es un modelo 

en extinción[re!. 221, debido a que actualmente 

existen en gran escala modelos más refinados 

que se emplean en programas de computadoras 

en los despachos de cálculo. Sin embargo los 

conceptos que maneja son importantes porque 

el Rcop.93[ref. 4J hace mención de ellos. 

RIGIDEZ DE ENTREPISO.- Es la relación 

entre la fueiu cortante en un entrepiso y el 

desplazamiento horizontal relativo entre los dos 

niveles que lo limitan[ref. 21, 

De la figura 3.101, para un entrepiso i: 

K.1 = Vl/Aei ..... (3.98) 

Á el = Á NI - Á Nl-1 

Ko1"1gidez del .mreplao 1 

V1~ cortante .., el •n~lao 1 

Á oKleaplazomlento del entrepiso 1 

Á N-<Maplazamlento del nlvel 1 

Á Ni-1-desplazamlenlo del nivel ~1 

..... (3.99) 

IA rici••z•e entrepise msí ••fiaiu es •epen­

•leale •el slslem• •• carps l•ler•les •pllcade, y 

para calcularla con exactitud deben conocerse de 

NI 
ENi 
Nl-1 
EN2 
Nl 

1 
1 
1 

EN1 1 i 
NO i i 

/\ "' : 1 . 
'-'N1--f-1 l j 

Í::,. Ni-1 --¡.::i¡ /:::,,Ni 

v, 

Flpn 3.lOL Rigidez de entrepiso 
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antemano dichas cargas, lo cual en general no es 

posible[ret 21. 

Una forma de ballar la rigidez de entrepiso 

con muy buena aproximación, es empleando el 

método de trabajo virtual que consiste en este 

caso en aplicar una fuerza unitaria lateral P en el 

nivel Ni. tal y como se indica en la figura 3. lOOa, y 

calcular la rigidez de entrepiso con la ecuación 

(3.98) con V; = l. Este proceso se repite para 

cada nivel de la estructura. Lo anterior se deriva 

de la definición de rigidez de resorte del modelo 

de la figura 3.lOOb y que representa la fuerza 

necesaria en el piso i para producir un 

desplazamiento unitario relativo de dos pisos con­

secutivos[ret 121, 

Como se verá en el tema N para marcos 

ordinarios es aceptable recurrir a hipótesis más 

simplistas para calcular la rigidez de entrepiso, 

cumpliendo con ciertas condiciones que dan 

validez a los resultados obtenidos. 

SISTEMA OSCILATORIO SIMPLEMENTE 

ACOPLADO.- Es un sistema oscilatorio como el 

mostrado en la figura 3. lOOb en el cual sólo una 

de sus masas está conectada con resortes al suelo 

y cada masa m¡, excepto la última, el\ta conectada 

sólo a mi+l y IJli-t.[reU3J 

SISTEMA OSCILATORIO ESTRECHA­

MENTE ACOPLADO.- Es un sistema oscilatorio 

en el cual más de una de sus masas está conectada 

mediante resortes al suelo(ret 131, ver figura 3.102. 

Fipr• J.102. Sistema oscilatorio com'p~e;io 
estrechamente acoplado. 

En el modelo oscilatori.o de rigideces. de 

entrepiso existe so!O un grado d~. Bb~rtad 
dinámico para cada masa, que es el movimiento 

lateral indicado en la figura 3.103. 

y {V 

L G.L.: +.¡-u 
1--. . 

~~~:e; __ · --X 

Fipra J.103. Elemento recto con 1 G.L 

La matriz de rigidez global del miembro 

para este caso, que es el de un elemento recto 

con u ;it O, O=O y v = O, puede obtenerse a partir 

de la matriz global general de la ecuación (3.82), 

eliminando los renglones y columnas va, vm, Oa y 

Om, tomando la Kci calculada en vez de 12EIJL3 y 

como $ = cosa =O, & = sena = 1, se tiene 

Um 

Un 

Um Ua 

r: -~J 
b~ 

K1 ..... (3.100) 

1 

1 

1 
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Entonces la m•trizle rialdezcle entrepiso del 

sistema oscilatorio K.a, será de orden n xn, donde 

n= 1 G.L x #de pisos. 

Cuando en un marco la rigidez de las vigas es 

muy pequeña comparada con la de las columnas 

Ken ... 3l:EIJL3 y las columnas se comportan 

como cantiliver, y cuando la rigidez de las vigas es 

muy grande comparada con la de las columnas 

Ken ~l~EIJL3 por lo que las columnas se com­

portancomoempotradasen sus dos extremos. En 

general para un marco 

:JT.Efc/L 3 s Kon1 s 121:.Efc/L 3 
..... (3. tooa) 

l:Elc...,umaloria de todao lao rigid..,H de lao coll.rnnee 
d• un •ntrtplso 1 

Debe notarse que la matriz de rigidez de 

entrepiso es diferente a la matriz de rigidez 

lateral, ya que la primera corresponde a marcos o 

edificios de cortante modelados como sistemas 

oscilatorios simplemente acoplados (de resortes) 

y la segunda correspoode a un modelo como 

marco plano. 

4-A: ):m1M2 -2 
1- -1 

"' v, v,x. 0 

1-- 1-j . 
a)6 G.L. estáticOfl 1--x2 =-i 

b) 2 G.L dinámicos 

Fiaara 3.104. Grados de libertad estáticos y diná­
micos (adaptado de la [ref. 2]). 

3.3.1.6. MATRIZ DE MASAS 

Las posibilidades de desplazamiento que 

tiene la masa de un cuerpo d_efine los G.L. 

dinámicos de un sistema oscilatorio de acuerdo al 

númerodemasas componentes. En otras palabras 

el número total de G.L. dinámicos de todo el 

sistema oscilatorio es igual al número de masas 

por el número de G.L. por masa. 

En Ingeniería Civil el caso más común desde 

el punto de vista sísmico es el de las estructuras 

reticulares de edificaciones, en donde las fuerzas 

de inercia importantes son las que generan las 

masas de los pisos al moverse lateralmente como 

se indica en la figura 3.104. 

En un sistema oscilatorio compuesto, en el 

que todas las masas tienen el mismo movimiento, 

si se eligen como coordenadas de dichas masas los 

desplazamientos absolutos, es decir respecto a la 

base del sistema (como x1 y ll:2 en la figura 3.104), 

la matriz de masas es una matriz diagona1Cr•t 131, 

del tipo 

Ul U2 Un 

"'[ 
o o 

ll2 o m2 o = M ..... (3.101) 

Ua 0 o o o ma 

M-matriz de masas 
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DISCRETIZACIOH DE MASAS EN 
ELEMENTOS DE SOPORTE. 

En una estructura que puede modelarse 

como un sistema de varios G .L. los elementos de 

soporte como columnas. contravientos, muros, 

etc., físicamente son sistemas continuos; no 

obstante para facilidad en el análisis dinámico, en 

la práctica se usa un "criterio de discretización de 

masas" que considera que la parte de la masa del 

soporte (incluyendo elementos no estructurales 

que se apoyen en él como fachadas, muros 

divisorios, plafones, etc.), comprendida en el área 

tributaria vertical, se concentra en los niveles de 

losa que se conectan en sus extremos. El área 

tributaria vertical de una Josa o nivel se considera 

limitada por las mitades de las alturas de entrepiso 

arriba y abajo del nivel en cuestión. 

En la formulación y solución matricial de las 

ecuaciones del movimiento de sistemas de varios 

G.I... que representen estructuras reales, la can­

tidad de cálculos y operaciones involucradas aun 

3.3.1.7.-PROBLEMAS RESUELTOS 

para estructuras de pocos pisos es grande, por Jo 

que es práctica común recurrir al uso de com­

putadoras digitales, herramientas indispensables 

para el ingeniero civil que se enfreflta a la solución 

de problemas dinámicos. 

El cálculo a mano de este tipo de problemas 

es laborioso pero necesario para comprender Ja 

forma en que son resueltos por los programas de 

análisis de estructuras por computadora, de uso 

obligado en la práctica profesional actual (como 

los de la referencia [12] y [25)); sin embargo se 

puede emplear una calculadora de bolsillo con 

programas sencillos de inversión, multiplicación y 

suma de matrices, con los que interactivamente se 

puede comprender mucho mejor el proceso de 

solución mencionado. 

Al final del problema resuelto I del siguiente 

inciso, se indica la codificación en lenguaje basic, 

para calculadora de bolsillo, de los programas 

mencionados y que son útiles en la solución de los 

problemas que se plantean. 

l.- Deducir las expresiones que describen el movimiento libre no amortiguado de un sistema vibratorio 

discreto compuesto de 2 G.I..., y ~eneralizarlas para un sistema de n G.L. 

Con r&ferfJncia al s/stsma mosüado en la figura 3.94 (inciso 3.3. 1.), una fuerza excitatrlz que 
actúa solo una vez perturba el equilibrio estático del estado de reposo, desplazando a las masas 
m1 y m2 una cantidad x1 y x2, respectivamente. 

Los 18SOltes de rigidez k1 y kz se oponen a los desplazamientos mediante la generación de 
dos tuerzas restauradoras P11 y PrZ que tienden a regn»ar las masas a su posición Inicia/. Durante 
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este retomo la aceleración que se Imprime a cada masa genera las fuerzas de Inercia P11 y P.2 que 
las empujan más allá del punto inicial y en dirección opuesta. ' 

De esta manera se establece un ciclo oscilatorio de duración infinita cqyo equillbrlo dinámico 
se muestra en el diagrama de cuerpo en libertad de la figura 3.95 (Inciso 3.3.1.). 

Ya se ha demostrado que para ta masa m1 (problema/, Inciso 3.2.1. 1.) , 

••• (a) 

.•• (b) 

para la masa m2. el desplazamiento relativo o efectivo es Igual al desplazamiento total x2 
(respecto a la posición en reposo), menos el desplazamiento de la masa mi 

la fuerza restauradora del segundo resorte Pr2es entoilces de (c) 

Pr2 = -kaxr = -k2(X2 • x1) 

la fuerza de Inercia en la masa rT'2 es P;2= ~2 

... (o) 

..• (d) 

... (e) 

del diagrama de cuerpo libre de la figura 3.95 (Inciso 3.3. 1.), el equilibrio d(námlco es para cada 
masa 

Pn = /11 + Pr2 

sustituyendo (a), (b), (d) y (e) en (f) y (g) 

de dond8 la ecuación del movimiento es 

trn1C'2 + k2(X2 - x1) = o 

expresando aJ y (k) en forma matricial 

.•. (f) 

.•• (g) 

... (h) 

... (1) 

.•• aJ 

•.• (k) 

... (1) 
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o en forma general para un sistema múltiple de n grados de libertad 

M{X"} + k{x} = O ..... (3.58) 
Ecuación general d•I movimiento libre no amortiguado 

M-matriz de maeae del oletema 

K -matriz de rigidez del sistema 

{X}·vector de deoplazamientoo 

{><''}-vector de aceleraciones 

una posible solución de la ecuación (3.58) está dada en forma tal que el desplazamiento de 
cada una de las masas con respecto a su posición en reposo, es Igual al producto de una función 
de la masa considerada por una función del tiempo 

z1,Z2-Conaterrteo a detennlnar en función de la maaa conal<Hrada 

'"""" tunoión del tiempo a determinllr, y que eo la misma para todllO lae maeae 

la 2a. derivada de (m) y (n) respecto al tiempo es 

x•1 = zir 

X'2 = Z'2/' 

sustituyendo (m),(n),(o) y(p) en (3.58) 

M{z}r + K{z}f = o 

{z}-veotor ~ ooorcien6dlle rellltivllO ~ lae maeae z1, .,., oonooldo oomo veotor ~forma modal 

de donde 

K{z} = -M{z}t"/f 

y 

[MJ •1 {z} K{z} = -1"/f 

comparando esta ecuación con la ecuB<llón (3.6), resulta que se puede tomar 

w2 = ·t"/f 
sustituyendo (r) en (q) 

K{z} = M{z}w2 

... (m) 

... (n) 

... (o) 

;;,(p) 

..• (q) 

••• (r) 

•.. (s) 
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de (s) se obtiene para un sistema den G.L. 

[k-1v2MJ{z} = o 
Ecuación caract•ri•tica gen•raJ 

..... (3.59) 

{z}-v•otor de forma modal con compon•nt•s z11 1 z12. ... 2JJ qu• representan Jaa coordenadas relativas de las inaoaa 

zi1-componente del vector de forma modal, donde loo subíndices Indican: 

J..¡jl de maea o nivel 

1-* de forma modal 

al conjunto de valoras z;¡ del vector {z} se le denomina forma del modo; y a la ecuación (3. 59) 
se le conoce como ecuación caracterietlcaporque representa un lm:fi.ortante problema matemático 
llamado problema de valoreacaracteríetlcoa o elgenvalorea[ret. 1 I; éstos están constituidos por 
los valores de w2, uno por cada grado de libertad dinámico, se obtienen resolviendo la ecuación 
(3.59) que representa un sistema den ecuaciones homogéneas, es decir con términos Indepen­
dientes Iguales a cero, y su solución no trivial en donde no todos los términos del vector de forma 
modal {z} son cero se obtiene cuando su determlnantecaracteríetlco es Igual a cero[rof. 11, es 
decir 

1k-w2M1 =o ..... (3.80) 

las frecuencias obtenidas son valores reales y positivos, se acostumbra numerarlas en orden 
creciente w1, w:z, ... Wn. A la primera de estas frecuencias se le denomina frecuencial angular 
fundamental y está asociada con un período fundamental y una fonna modal fundamental 

En particular para e/ sistema de 2 G.L. en estudio se tiene sustituyendo en (3.59) los valores de 
las matrices dadas en (/) 

L
t + "2 -m1w7) ·k2d 

2 
{z} = O ..... (3.61) 

·ki (ki ·ID2W ) 

CU)'O detl!lrmlnante característico dado por la ecuación (3.60) vele 

1k-w2M1 = (l<i + k2·m1w2)(k2-~) ·k2 2 = k1k2 + k2 2 • k2fT11w2-k1ffl2w2·k~ 

+ mvr!ZN• -k22 = (w2J2rrnfTl2· w2(k21111 + k1rT12 + k~~ + k1k2 

= (w2J21111m2- w2[k:zrrn + (k1 + k~tm} + k1k2 = O 

de donde dividiendo entre 1111m2 

(w2J2- w2¡ k2/m2 + (k1 + k~/m1] + k1k2!1111m2 = O 

... (t) 

.... (3.62) 
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esta ecuación es de segundo grado y existen por tanto dos soluciones para w dadas por la 
fórmu/al••I. s¡ 

donde para este caso 

a= 1 

b= -{k2/'"2 + (k1 + k'J)/m1] 

de donde se obtiene 

(w2)1.2 = (1/2){k2/m2 +(k1 + k'J)/m,J± (1/2){[k~'"2 + (1<1+k'J)lrrn]2-4k1k2lrrnm2}0
·
5 

..... (3.63) 

Det&rminaclón de {z} y {f} 

Para cualquier sistema compuesto, con los valores cuadráticos de las frecuencias an­
gulares obtenidos (valores caracterfstlcos}, es posible conocer las coordenadas de las masas 
que son las componentes del vector de forma modal {z}, sustituyendo cada valor característico 
cuadrático w2¡ en la ecuación característica (3.59). Como esta expresión representa un sistema de 
ecuaciones homogéneas, es Imposible obtsn6r los valoras absolutos de las coordenadas Z¡~ a 
menos que se conozca una de ellas con certeza!•"'· 11, se recurra entonces a la obtención de valores 
relativos de las coordenadas z1¡a una de ellas (generalmentez1 ¡ = 1). 

Da (r}, para el sistema de 2 G.L r = -w2t ..• (u) 

comparando (u) con la ecuación(/) de/problema/, /nc/so3.2. 1.1., la solución de (u}, está dada 
por la ecuación (p) de dicho problema como 

. ... (v) 

como exlstsn dos frecuencias WJ en el sistema, se tienen también dos valores de ~ y dos 
soluciones dadas por (m) y (n) 

para el modo 1 

x1 = z11f1 .•. (w) 

X2 = z21f1 ..• (x) 

para el modo 2 

x1 =z1~2 ..• (y) 

x2 = zz/2 .•• (z) 
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El sistema oscilatorio en general puede vibrar con una frecuencia cualquiera w¡ [rol. 11, en cu}'\? 
caso por el principio de superposición la forma de vibración será una combinación de cada 
frecuencia del sistema que puede expresarse como 

Xl = z11f1 + zt2/2 

x2 = z21f1 + zz;/2 

y sustituyendo (v), se obtiene la respuesta de desplazamientos del sistema 

X1 = Z11(A11senw1t + A21cosw1t) + Z12(A125enw~ + A22POSW-;/) ... (A) 

x2 = z21(A11senw1t + A21cosw1t) + z22(A125BnW~ + A22Posw-;J) ... (B) 

A• 1.A2o.A21.A22-<>onotamoo que dependen de la• condioloneo inicial .. de deeplazarnionto Xl(O) y velocidad x'1(0) de laa 
maoaa 

Por ejemplo si en un sistema múltiple de 2 G.L. con m1 = 1712 = m y K1 = k2 =k, se tienen las 
frecuencias angulares naturales dadas por la ecuación (3.63) como 

WJ1,2 = (1/2)(k/m + 2k/m) :t {[k/m + 2k/m¡2-4k2!rrf}0
•
5 {1/2) = 

{3/2){k/m) ± {9(k/m)2-4(/</mj2}0
•
5 = 1.5k/m :1: !fl-5k/(2m) 

de donde W1 2 = 0.381971</m; W2 2 = 2.8181</m 

sustituyendo wt 2 en la ecuación (3.61) y tomando arl:Jitrariamente el valor z11=1.0 

(2k • mw1 
2
)Ztl - i<z21 = 0 

·l<z11 + (k·mwt 2)Z21 = 0 

para la primera ecuación 

(2k-mw12Jz11-l<z21=(2k-0.3B197k)z11-kz21=1.618kz11-kz21 =o 

de donde Z21 = 1.618 

procediendo análogamenfe para w.z 2 y tomarr 
do z12 = 1.0 .se obtiene 

(2k-2.618k)Z12-kz22 ='-0.618z12-l<z22 = O 

de donde z22 = -0.618 

~ ~ 

LO 

graflcando estos va.lores se tienen las formas 
de los modos mostradas en la figura 3.105 

ler. modo o fundamental 2do. modo 

Fipra l.105. Formas de los modos de vibración 
cuandolc.1 = Ki= lt y m1 = mz= m 
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Para poder generalizar las respuestas dadas por las ecuaciones (A) y (8) para un sistema de 
n G.L., las siguientes propiedades de los vectores modales son útiles 

•ORTOGONALIDAD DE LOS MODOS 

En álgebra matrlcla~'81' 201, se dice que dos vectores {x} y {y} son ortogonales respecto a la 
matriz simétrica A si 

A-malriz olmóbica 

fyf T-voctortranopueoto 

fxf-<lualc¡uNr vector 

Doe vectoree modales {z}h y {Z}J aon ortogonales reepecto • una m.triz ei h ;i! j 

Demostración 

de (s) para dos vectores modales {Z}h y {z}¡ 

K{Z}h = (w2)hM{Z}h 

K{z}¡ = (w2J¡M{z}¡ 

premultfp//cando (C) por {z} T¡y (D) por {z} Th 

{z} T jK{Z}h = (w2)h{Z} T¡M{Z}h 

{z} 7hK{z}¡ = (w2J¡{z} ThM{z}¡ 

para cua/esquler dos 1/8Ctores se puede demostra1'™· 201 que 

{y}TA{x} = {x}TA{y} 

por tanto (F) puede escribirse como 

{z}TjK{Z}h = (w2J;{z}T¡M{Z}h 

sustituyendo (H) en (E) 

. (w2)¡{z} T¡M{Z}h = (w2)h{Z} T¡M{Z}h 

{(w2)h • (w2)¡J{z} TI M{Z}h = O 

Como en (1) h ;i! /entonces (w2)h - (w2)¡ ;i! O y por tanto 

{Z} T¡M{Z}h = O 

..... (3.84) 

... (C) 

... (D) 

... (E) 

... (F) 

... (G) 

... (H) 

... (1) 

..... (3.65) 
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comparando la ecuación (3.65) con la ecuación (3.64), se observa que {Z}J y {Z}h son 
ortogonales · 

análogamente con la matriz K se demuestra 

{Z} T¡K{Z}h = O 

•NORMALJZACION DELOS MODOS 

Un vector {v}n es normalizado respecto a una matriz si 

{v} ThA{V}h = 1 

por tanto un vector modal es normalizado respecto a 111 matriz de masas s1iret. 31 

{r} \M{r}h = 1 

lr}h ·vector de coordc>nadu d91 modo h normalizado 

Aofllatriz aimétrica cualq<Br1• 

sea un producto vectorial tal que 

N~onotant• arbitraria cuyo valor ~ de la ••cala de la o~uraclón d91 modo 

{Z}h.Ye<:tor do coordenada& d91 modo h oin normalizar 

si se deline el vector 

{r}h = (1/Mi){Z}h 

y entonces si se cumple la siguiente Igualdad 

..... (3.68) 

..... (3.67) 

..... (3.68) 

..... (3.81) 

..... (3.70) 

{r}ThM{r}h = (1/Nt-J{z}\M(1/Nh}{Z}h = (1/N\){z}ThM{Z}h = 1 ... (J) 

se dice ql.H3 {r}h = {1/Nti){Z}h es un vector norma/Izado 

•RESPUBSI'ASDESISI'EMAS DEVARIOSG.L PORELMETODO DIRECTO PASO A 
PASO DE SUPERPOSICION MODAL 

Para un sl819ma de n G.L. la mspuesta. es genera/Izando (A) y (8), y expresándolas en forma 
matricial 

{X} = Z{f} 

{x}-voctor d• deoplazamlentoe abeolutoo o totai.e de lae maeae 

Z-matriz modal cuyu oolL.mnaO oon loo veot~ de lonnao modelea 

... (3.71) 
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{l}-11ector de coordenadas g""eralizadas en función del ti..npo 

si los vectores de forma modal que Integran las columnas de la matriz de formas modales están 
normalizados, la respuesta de desplazamientos del sistema puede expresarse como 

{x} = R{f} ..... (3.72) 

R-malriz modal normalizede cuyas columnas son loo vector•• de tormos modal•• normolizedos 

al trabajar en la solución de las ecuaciones del movimiento de sistemas compuestos, para 
facllttar las labores de cálculo es conveniente, mas no necesario, trabajar con modos normalizados 
pues es posible reducir algunos denominadores a la unidad. La norma/lzaalón de vectores es muy 
usada en los programas de análisis por computadora. 

Como Z y R no dependen del tiempo, la 2a. derivada de la ecuación (3. 71) es 

{X'} = Z{f'} ... (L) 

sustituyendo la ecuación (3. 71) y (L) en la ecuación general del movimiento (3. 58) se tiene 

MZ{f'} + KZ{f} = O ••• (M) 

prerrultipllcando por {z} Ti 

{z} T¡MZ{f'} + {z} T¡KZ{f} = o ... (N) 

por las propiedades de orl'Ogonalldad de los modos con respecto a la matriz de masas y de 
rigidez, todos los siguientes productos son nulos excepto el ú/tJmo término (cuando el modo / = 
j) 

{z} T¡MZ = {z} T¡M{z}1 + {z} T¡M{z}2 + ..... + {z} T¡M{z}¡ 

{z} T¡KZ = {Z} T¡K{z}I + {z} T¡K{z}2 + ..... + {z} T¡K{z}¡ 

por lo que la ecuación (N) resulta 

{Z} T¡M{z}¡{f'} + {z} T¡K{z}¡{f} = o 

que puede StJr fflCPINada ~ el modo de vibrar j como 

con 

[M¡}f'¡ + [K¡]~ =O 

{ M¡} = {z} T¡M{z}¡ 

[ K¡ } = {z} T¡K{z}¡ 

... (O) 

..... (3.73) 

..... (3.74) 

..... (3.75) 
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+ + + ..... . 

{x} ={z} 
1 

f
1 

+{z} 
2

f' 
2

+{zY
3

f
3 

+,,, 

Flcn• J.106. Respuesta de desplazamientos de un sistema oscilatorio obtenida mediante 
superposición modal. 

[MJl..,•calar quo ropreo..rta Ja maaa tranofO!lYl<!oda <MI modo j 

[ K1 ¡ .. ooalar quo roprooonta la rigidez transformada dol modo l 

!¡.función do deeplazamlento en la ooordonada genoralizada dol modo 1 

1"¡.funolón do aooloraclón on la ooordonada gonorallzada dol modo j 

203 

La ecuación (3, 73) expresada para cada modo de vibrar de un sistema den G.L., representa 
un conjunto den ecuaciones independientas de 1 G.L., estas ecuaciones son conocidas como 
ecu11Cione9 dee11COpllidaa ya que solo aparecen en ellas las coordenadas de la masa i sin términos 
relacionados con las otras masas. Dicho de otra manera ae ti. deecompueato un sistema 
compuelllo de n O.L. en n e1etem .. de 1 G.L inclependlent-1'º1· 231. 

De la ecuación (3. 6), para este caso 

[kJ = (w2)¡[M¡J ... (P) 

sust/tu'¡Sndo (P) en (3. 73) 

[M¡}f"¡ + (w2)[M¡]f¡ = O 

dividiendo entre [M¡J que es un escalar 

f" ¡ + (w2)f¡ = o ..... (3.76) 

Las ecuaciones (3. 73) o (3. 76) pueden ssr t&SUeltas para cada modo /, por la solución o 
respuesta de desplazaml6ntos pa~ sistemas de 1 G.L. en vibración libre dada por la ecuación (3. 5) 
de/lnclso3.2.1., que enBsb!I ~so será en términos de~ en W!ZdeX. 

Sin embargo no lodos los modos de vibración contribuyen con el mismo porcentaje a la 
respuesta total del sistema compuesto debido a que cada uno posee una frecuencia angular 
diferente a la de los demás y por tanto no todas las respuestas máximas de cada modo se producen 
al mismo tiempo. Cualquier configuración de desplazamientos del sistema como la observada en 
la figura 3. 106, puede entonces ser expresada como una suma de formas modales mu/tfpl/cadas 
por ciertos coeficientes denominados C09ficlentee de partlclpación o de Influencia, por lo cual 
de la citada ecuación (3. 5) y para cada moc/o j 
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f¡ = c¡~(t) = c¡cosw¡t- (c'¡/wJsenw¡t 

c¡..:o•ficiente do participación o de inftuencla del modo j 

c'¡-dtrívada de e¡ 

l¡(t).función del tiempo de ~ 
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... (3.77) 

Para que exista víbración libre en un sistema oscilatorio, es necesario que haya por ejemplo 
condiciones inicíales de desplazamiento en sus masas, en cuyo caso el vector {x} de la ecuación 
(3. 71) tendrá desplazamientos iniciales expresados en forma general como 

{x} = {Xo} 

sustftuyendo esta condicíón y premulticando por {z} T¡M o por {z} T¡Ken la citada ecuación, se 
obtiene 

empleando nuevamente la ortogonal/dad de los modos, (Q) puede escribirse como 

{Z} T¡M{Xo} = {Z} T¡M{z}¡~ 

... (Q) 

para el caso en que ~(t) representa un máximo relativo a la un/dad (es decir ~(t) 1), 
sustitJ.lyendo la ecuación (3. 7 4) y la ecuación (3. 77), se tiene 

{Z} T¡M{x0 } = [Mj}c¡ 

de donde para todo modo i 

Cj = {Z} T¡M{Xo}/{Mj/ == {z} T¡K{Xo}/{lqJ = {z} T¡K{Xo}/(w2J¡ [Mj} .... (3.78) 

AJ sustftulr la respuesta ~ del sistema de 1 G.L. en vibración libre, obtenida para cada modo 
Incluido ya su porcentafe de participación en /a ecuación (3.71), se tienen respuestas que 
expresadas en forma general son 

1:1-~ 
l~ lt 

Zt2 

z22 

de donde desarrollando el producto matricial se obtiene 

Zja [1] Z2a fz 

. . 

. . 
Zan fa 

... (R) 
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x1 = z11f1 + zu'2 + .. ; .. + z1rln 

x2 = z21f1 + zz;/2 + ...... + z2rln 

+ + ..... + ... (S) 

= + + ..... + 

Xn = Zn1 f1 + Z2rf2 + ..... + Znnfn 

Por último se puede generalizar la matriz de masas de la ecuación (/} para un sistema den G.L. 
en la cual todas las masas tiene el mismo movimiento y expresarla como 

UJ 

U2 

UJ 

[ 
U2 

o 
mz 

o 

Un 

o 
o 

=M ..... (3.101) 

mn 

AJ trabajar con sistemas estructura/es de múltiples G.L. (que son los ·más comunes en la 
práctica) es necesario el planteamiento de las ecuaciones de equillbrfo dinámico en forma matricial; 
pues es un métódo que se adapta muy bien para efectuar cálculos en que toman parte ecuaciones 
simultáneas, además de que es la manera natural de trabajo de las computadoras. 

Usando una calculadora de bolsll/o se pueden programar métrxfos numéricos para Invertir, 
multiplicar y sumar matrices de tal forma que interactivamente se faciliten los cálculos y exista una 
mejor compren.slón del método. 

A continuación se Indica la codHlcaclón de la programación de dichos métodos: 

•PROGRAMA PARA MULTIPLICAR O PARA SUMAR DOS MATRICES 

10 INPUI'"# DE RENGLONES MIZl= ":N,"# COWMNAS MIZ2= '~M,"# COLUMNAS M1Z3= ":MI 
20 DIM A(N,M),B(M,Ml),C(N,Ml) 
30 FOR I=l TON 
40 FOR l=l TO M 
50 INPUT "COEF.X RENGLON MTZ.l =";A(l,l) 
60 NEXTI 
70 NEXTI 
80 FOR l=l TO M 
90 FORl=l TOMJ 
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100 INPUT "COEFX RENGLON MI'Z.2=";B(J,l) 
110 NEXTI . 
120 NEXTI 
125 INPUT "SUMAR?,l=Sl,2=NO";W:IF W=l THEN 260 
130 FOR I=l TO M 
140 FOR l=l TON 
150 FOR K=I TO MI 
160 C(l,K)=C(l,K) +A(l,l)*B(I,K) 
170 NEXTK 
180 NEXTJ 
190 NEXTI 
200 FOR l=l TON 
210 FOR l=I TO MI 
220 PRINT"RESULTADOS COEF.MJ'Z.3=(";1,·J;') =";C(J,l) 
230 NEXTJ 
240 NEXTI 
250 END 
260 FOR I=I TO M 
270 FOR l=I TO M 
280 C(/,l)=A(I,l)+B(l,J) 
290 NEXTJ 
300 NEXTI 
310 GOT0200 
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Los datos de las matrices requeridos por el programa, son por renglón hasta terminar la matriz 
uno y después los renglones de la matriz dos, los resultados obtenidos son también por renglón. 

•PROGRAMA PARA INVERSION DE UNA MATRIZ (METOOO DE GAUSS-JORDAN) 
10 INPUT 'NO.DE RENGLONES N=';N:M=N . 
20 DIM A(N,M),H(N,2),P(N) 
30 FOR l=I TON 
40 FORl=l TOM 
50 INPUT 'COEF.X RENGLON=';A(l,l) 
60 NEXTI 
70 NEXTI 
105 GOSUBPROGl 
106 BEEPO 
110 FORI=l TON 
120 FOR l=l TO M 
130 PRINI' 'ELEM.MATRIZ JNV. =';A(I,l) 
140 NEXTJ 
150 NEXTI 
200 END 
SUBRUTINA EN ELAREA DE PROGRAMA 1 
10 D=l 
20 FOR l=l TON 
30 P(l)=O 
40 NEXTJ 
50 FOR I2=1 TON 
60 Al=O 
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70 FOR l=l TON 
80 IF P(l)=l THEN 160 
90 FORJ=l TON 
100 IF P(l)=l THEN 150 
110 IF ABS(Al) >ABS(A(l,J)) THEN 150 
120 R=I 
130 c .. 1 
140 Al =A(l,J) 
150 NEXTI 
160 NEXTI 
170 Pl=A(R,C) 
180 IFABS(Pl)<lE-8 THEN670 
190 D=D*Pl 
200 H(/2,l)=R 
210 H(/2,2)=C 
220 P(C)=l 
230 IF R=C THEN 360 
240 D=-D 
250 FORl=l TON 
260 Cl=A(R,l) 
270 A(R,J)=A(C,J) 
280 A(C,J)=Cl 
290 NEXTI 
360 A(C,C)=l 
370 FORl=l TON 
380 A(C,J)=A(C,l)/Pl 
390 NEXTJ 
440 FOR l=l TON 
450 IF l=C THEN 540 
46-0 CO=A(l,C) 
470 A(l,C)=O 
480 FORl=l TON 
490 A(l,J)=A(/,l)·CO*A(C,J) 
500 NEXTI 
540 NEXTI 
545 NEXT/2 
550 FOR/2=1 TON 
560 l=N-12+1 
570 1F H(l,l) =H(l,2) THEN 650 
580 R=H(l,l) 
590 C=H(l,2) 
600 FORl=l TON 
610 Cl=A(J,R) 
620 A(I,R)=A(I,C) 
630 A(l,C)=Cl 
640 NEXTI 
650 NEXT/2 
660 RETURN 
670 PRINI' "LA. MI'Z.ES SINGULAR, DETERM. =O" 

207 
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680 END 

NOTA: Probar invirtiendo/a siguiente matriz 

En la //nea 105 del programa principal se ordena ejecutar la subrutina almacenada en el 
área de programa 1; pero ésta puede ser almacenada en cualquier otra área o en una linea 
mayor haciendo las modificaciones correspondientes. El método para inversión de matrices de 
Gauss-Jorr:Jan y su codificación en lenguaje fortran as/ como ejemplos resueltos manualmenle 
pueden ser consultados en la referencia [24]. 

11.- La estructura reticular de concreto reforzado ere= 2S~kg/cm2]) mostrada en la figura 3.107 es 

parte integrante de un edificio de oficinas.. La dimensión mayee de sus elementos estructurales es paralela al 

planodel marco. 

1. Modelando la estrucu.ra como marco plano obtener: a) La matriz de rigidez de la estructi.ray la matriz de 

rigidez lateral considerando 6 G.L por elemento; b) la matriz de rigidez de la estructira y la matriz de rigidez 

lateral despreciando las deformaciones axiales de les elemental. 

l!leM 
1 y2 
3y6 
4yl5 

Sección [m( 
o.sx1.o 
0.3X1.0 
0.15x0.15 

3 

6 

:1 
4 ... 

~-t 
5. lfl 

~~ 
© ® 
l. 10 .1 aootaolón en [m) 

Flpra 3.107. Marco plano que es parte 
integrante de un edificio de oficinas. 

2 Modelando la estructura como edificio de cortante 

(sistema oscilatorio simplemente acoplado o de 

resortes), obtener: e) la matriz de rigidez de 

entrepiso considerando 6 G.L por elemento; y d) la 

matriz de rigidez de entrepiso despreciando las 

deformaciones axiales de los elementos. 

1.a) Matriz de rigidez de la estructura ~ y 
rrJiJlriz de rigidez lateral (k *) con 6 G.L. en cada 
elemento. 
EUglendo los sentidos positivos locales ye/ sdremo 
Inicial m de los elemsntos de la forrm. indicada en 
la figura .'.i 107 (Ja elección es arbitraria y puede ser 
en cualquier extremo), se calculan los 
parámetros de la siguiente tabla 3.20, donde a 
es el ángulo que debe girar un elemento en el 
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sentido da las manecillas da/ reloj para que el eje /oca/ x coincida con e/ eje global X 

Tar.la (3.20) d d 1 e propiedades e e ementos estructura es 

BARRA a $ & $2 &2 $& L A I AE/L EI/L EI!L2 EI!L3 

# m-n (m] [m2] [m4) • • .. • 
1 1-6 270 o -1 o 1 o 5 0.60 o.os 0.12 0.01 0.002 0.0004 

2 2-1 270 o -1 o 1 o 4 0.60 o.os 0.15 0.0125 0.003125 0.00078 

3 2-3 o 1 o 1 o o 10 0.30 0.25 0.03 0.0250 0.0025 0.00025 

4 3 .. 4 270 o -1 o 1 o 4 0.25 0.0052 0.0625 0.0013 0.000325 0.000081 

5 4-5 270 o -1 o 1 o 5 0.25 0.0052 0.05 0.00104 0.000208 0.000052 

6 1-4 o 1 o 1 o o 10 0.30 0.25 0.03 0.025 0.0025 0.00025 

·ea1cuiada en términos de E 

sustit1.J'19ndo los datos da la tabla 3.20 en la ecuación (3.82), se obtiene la matriz de rigidez 
global de cada e/amento (para las vigas as más fácil usar la ecuación (3. 79), pues sus efes locales 
coincidan con los globales). Debe recordarse qua las restricciones da los apoyos no son Incluidas 
an las matrices porque producen singularidades an la ecuación caracteristica (3. 59). 

U4 V4 84 U! VI 81 

ll4 ~~o •001 Ul [7 o ºJ V4 O 0.12 O E= Ks Vl o 0.12 O E= K1 

84 001248 o 0.00416 81 012 o 0.04 

u2 v2 82 u1 Vl 81 

U2 · 0.00936 o 0.01875 -0.00036 o 0.01875 

V2 o 0.15 o o -0.15 o 
K2= 112 0.01875 o o.os -0.01875 o 0.025 .· E 

Ul -0.00936 o -0.01875 0.00036 o -0.01875 

V¡ o ..0.15 o o 0.15 o 
lh 0.01875 o 0.025 -0.01875 o o.os 

ll2 V2 8z U3 V3 83 
ll2 . 0.03 .o o -0.03 o o 
V2 o 0.003 0.15 o -0.003 0.15 

K3= 82 o 0.15 0.1 o -0.15 0.05 
E 

U3 ..0.03 o :o 0.03 o o 
V3 o -0.003 -0.15 o 0.003 -0.15 

93 o 0.15 o.os o -0.15 0.1 



UI 

VI 

Kt;= 91 
U4 

V4 

94 

UI 

0.03 

o 
o 

-0.03 

o 
o 

U3 

0.000972 

o 
0.00195 

-0.000972 

o 
0.00195 
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VI 

o 
0.003 

0.15 

o 
-0.003 

0.15 

V3 

o 
0.0625 

o 
o 

-0.0625 

o 

91 

o 
0.15 

0.1 

o 
-0.15 

o.os 

(13 

0.00195 

o 
0.0052 

-0.00195 

o 
0.0026 

U4 

-0.03 

o 
O. 

O.o3 
o 
o 

U4 

-0.000972 

o 
-0.00195 

0.000972 

o 
-0.00195 

V4 

o 
-0.003 

.-0.15 

o 
0.003 

-0.15 

V4 

o 
-0.0625 

o 
o 

0.0625 

o 

94 

o 
0.15 

o.os 
o 

-0.15 

0.1 

94 

. 0.00195 

o 

E 

0.0026 
-0.00195 E 

o 
0.0052 
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la matriz de rigidez de la estructuta Ke es la siguiente, de orden n x n, con n = #nodos x #G.L. 
- #de ll!IStrfcclones = B x 3 - B = 12, y conviene ordenarla y partlcfonarfa como Indica fa ecuación 
(3.85). 

ul u2 

ul Q04416 -000936 

u2 -000936 QQ3936 

u3 o -003 

u4 -003 O 

vi o o 
v2 O O 

v3 O O 

v4 o o 
81 .0.00615 QOl81S 

92 .0.0l87S QOl87S 

93 o o 
84 o o 

u3 u4 

o -003 

-003 o 
QQ30972 -0000972 

.Q0009n QCBIS96 

o o 
o o 
o o 
o o 
o o 
o o 

Q0019S -000195 

Q0019S -0000702 

vi 

o 
o 
o 

Q273 

-0150 

o 
-0003 

Q!S 

o 
o 

Ql5 

v2 

o 
o 
o 
o 

.O.IS 

QIS3 

-0003 

o 
o 

QIS 

QIS 

o 

v3 

o 
o 
o 
o 
o 

v4 

o 
o 
o 
o 

-0003 

-0003 o 
Q06SS -0061.S 

-0062S QUSS 

O -OJS 

-OIS O 

-OIS O 

O .QJS 

111 82 
-000615 -001875 

QOl875 QOl875 

o o 
o o 

Ql5 O 

. o 
o 

-015 

QJ9 

Q02S 

o 
QOS 

QIS 

-OJS 

o 
Q02S 

QIS 

Q05 

o 

83 114 
o o 
o o 

Q0019S Q0019S 

-000195 -0000702 

O QIS 

QIS O 

-015 o 
O -O.IS 

O QOS 

nos o 
QI052 Q0026 

Q0026 QI0936 

Toda8 fas cortribucfonss a la rigidez efectuadas por los elementos estructurales en un nodo 
determinado deben sumarse, por ejemplo fa celda u1-{11 de la matriz Ke se ensambla sumando el 
renglón u1 y columna u1 de los elementos 1,2 y B, fa celda u1-{12 se ensambla con la contribución 
U1-!J2 del elemenlD 2 que es fa única, procediendo análogamente se completa el renglón u,, 
postsrformente se llenan las celdas U2"1J2. UzU:J. UzU-4. etc. hasta oorrpletar el renglon U2. 

procediendo de esta manera renglón por renglón se llenan todas las celdas del triángulo superior 
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de ta matriz y como todas las matrices de rigidez son simétricas se procede a llenar el triángulo 
inferior obtsniendo asi la matriz de la estructura. 

La matriz de rigidez latera/ K* se calcula con la ecuación (3.97) mediante los siguientes pasos: 

empleando los programas de calculadora de bolsillo Indicados en el problema anterior (o 
procediendo manualmente con el método de Gauss-Jordan y multipl/cando matrices), se obtiene 
la inversa de la matriz [Kz2]"1, y los siguientes plOductos matriciales 

CK22r
1 = 

5.338361768 5.9649'23761 S.684182974 7.187931757 Q9S01647512 -03425639646 -01.896128442 2109365894 

5.9649'23761 ia1n363 11.57432881 5.684182974 -02632861479 Q9201868829 1.561979865 -03018284416 

5.684182973 11.57432881 &221610858 6.357960863 Q63!8867551 -2208448519 -3.748751676 Q1243882596 

7.187931757 5.684182974 6.357960864 2748963784 -2280395403 Q8221535149 Q695070826 -5.062478145 

Q9S01647513 -02632861479 0.6318867551 -2280395403 4.479615833 .Q3928217823 1.62417614 -6.51780'n36 

-03425639646 Q9Zll1868829 -2.208448519 Q8Z2153515 -03928217822 6.06791412 -7:393237676 1.95'291.8151 

-02896128442 1.561979865 -3.748751676 Q69S070826 1.624176139 -7.393237676 5.435430334 0.4788005183 

2.100365894 -03018284414 0.7243882.596 -5.062478145 -6.517809736 1.952918151 0.4788005183 2Z75685805 

K12[K2zr
1 

= 

462264988-6 -001547632256 0.03714317413 -227094368-5 -000287199846 -OIJ11218427 QIZ76600175 0.007378000~87 
139251475 0.01231688878 -002956053307 -OOZ73420354 Q<77662738845 Q1064079813 -01001699038 -Oce55917172.2. 

548518447 0.00ZA57295Z76 -000589750866 -00085164442 -000954258551 -00106086230 Q01!53275016 QOOS37124833 

00091602981>-4 -00028339771 0.00680154521 0.00219847154 QOOl408358964 Q01304586493 -00109352071 -OOOZS31192446 

~~-· 
0.002512384522 -2.633241349E-4 ~5'1!6JOO<E-< 1 

·Ki2[K22]"1K21 = 002512384521 -0.003431913183 3. n835161E-4 -2. 710166979E-4 
E 

633241348E-4 3.n8351609E-4 -3.296279706E-5 2.625947914E-5 

41163904E-4 -2. 71016698E-4 2.625947915E-5 -2.310055098E-5 

de donde 

@'- -0.006847615478 -2.633241349E-4 

-·-~fil Kº= 
006847615479 0.03592808682 -0.02962216484 -2. 710166979E-4 E 

633241348E-4 -0.02962216484 0.03®390372 -9.457405209E-4 

02974588361 -2. 71016698E-4 -9.457405209E-4 0.03157289945 

1.b) Matriz de rigidez de la 8litnlctura (Ke) y matriz de rigidez lateral (k*) despreciando 
deformaciones axla/6s. 
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Sustituyendo los datos da la tabla 3.20 en la ecuación (3.89) se encuentran las matrices da 
rigidez global de los elementos horizontales, y sustituyéndolos en la ecuación {3.90) se obtienen 
las matrices de rigidez global de las columnas 

82 83 UN! 81 

82 ~1 O.~E = KJ UN! ~0048 O.O~E -K1 
83 _os 0.1 81 _Q12 0.04 

81 84 UN! 84 

81 
[:;1 º·º~ - UN! [000624 O.OOl~E = K! 

84 05 0.1 E - K.s 84 . 0.001248 0.00416 . 

UN2 82 UN! 81 

'"'~~ 0.01875 ·0.00936° 

º·º~ 82 0.01875 0.05 -0.01875 0.025 
E= Ki 

UN! -0.00936 -0.01875 0.00936 ·0.01875 

81 0.01875 0.025 -0.01875 o.os 

UN2 83 UN! 84 

-~ 
0.00195 -0.000972 aoo~ 83 0.00195 0.0052 ·0.00195 0.0026 

E= K4 
UN! ·0.000072 -0.00195 0.000972 -0.00195 

84 0.00195 0.0026 -0.00195 0.0052 

Procediendo como se Indicó en el Inciso 1a) se calcula la matriz ele rigidez de la estructura Ke 
que as de orden n x n, oon n = #nodos + # pisos = 6, ordenada y partlcfonada como Indica la 
ecuación {3.92) 

UN! UN2 81 82 83 84 

UN! 0.015756 -0.010332' -0.00675 -0.01875 -0.00195 -7.028-4 

UN2 0.010332 0.010332 0.01875 0.01875 0.00195 0.00195 

8¡ -0.00675 0.01875 0.19 0.025 o o.os 
E= K. 

82 -0.01875 0.01875 0.025 0.15 0.05 o 
83 -0.00195 0.00195 o o.os 0.1052 0.0026 

84 -7.028-4 0.00195 o.os o 0.0026 0.10936 
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Con la ecuación {3.97) y los programas de calculadora de bolsillo indicados en e/ problema 
anterior, se calcula 

250664496 8.115876799 -3.00229815 o.6645866862 l/E = cié
22

r1 
4813605 -1.250664496 """'"""' -283895"'52 I 

6645866862 -3.90229815 11.374601111 -0.5742803327 

38959452 0.6645866862 -0.5742803327 10.45575257 

· ¡ 0.01753302704 0.1377127631 -0.04690480281 -4.818842794E-4 1 -1 

-0.08808776891 -0.1235341933 0.03964646443 0.0215006185 ·Ku[Ku) 

l ·0.002608659592 

l.9,_002818454525 

de donde 

¡o.¡i1314734041 

~007513545475 

0.0028184545:] 
E = ·Ku[K22)"1Ki1 

-0.00384867498 

-0.007513545~ • 
E=K 

0.00648332502 

2c) Matriz de rigidez de entrepiso Ken considerando 6 G.L en cada elemento 

El módulo de elasticidad del marco ~'°'· 41 

E= 14000[fcf-5 = 221359.4 [kg/cm2
} = 2213594 {t/m2

} 

Invirtiendo la matriz de rigidez /all8nJI k •, calculada en 1 a) se tiene 

r~ 
222..9065486 221.3010834 200.9857912 

222..9065486 376.1792058 368.920882 224.2874949 

.3010831· 368.92Q882 394.2545156 223.4714766 1/E =[K
0

]"
1 

200. 9857912 224.2874949 223.4714766 229.6473167 

pl'fJITM.lltip//cando la ecuación (3.96) por [ti°[1 

{U} = [k0

[
1{F} 

.•• (a) 

... (b) 



Tema 111 Dinámica Estructural 

o explfoltamente 

UJJ ~04.2635363 222.9065486 
U2 = 222.9065486 376.1792058 

U3 221.3010834 368.920882 

U4 200.9857912 224.2874949 

221.3010834 

368.920882 

394.2545156 

223.4714766 

221.301 08/E 376.17921E 368.92088/E 

1 ¡- 11 1 ¡-
1-+ ,-~, • º--1 

1 1 

,/ / 
1 - ' @( 
1 '- ~ 
J I , I 

I f 
I 

200.9857912 ~IJ 
224.2874949 F2 
223.4714766 UE F3 

229.6473167 F4 

224.28749/E 223.47147/E 

r 1 1 r-
,---- . ~t, 
I I 

,1 / 
~ (_. ©~1 

1 '··- -~ 
J / 
" 

214 

... (c) 

368.920882JE 364.25451 /E 

r-1 1 r-
k'J.-----.... -- ...... (} -+ 1 

/ --1 
,1 / 

(j) 1 -- @f 
1 ,_,_ -~ 
1 I , I 

" f 1 
1 

-l 1-

a) Fuerza unitaria en loa nodos 1y2 b) Fuerza unitaria en los nodos 3 y 4 

Flpn 3.108. Obtención de desplazamientos causados por una fuerza unitaria, conside­
rando deformaciones axiales de los elementos estructurales. 

delasf/guras3.108a) y3.108b), aplicando una fuerza unitaria ene/ nivel 2 (nodos 2ó3) yde la 
ecuación (3.99) 

A •2max=(394.2545158-223.47147B6)/E= 170.783039/E 

de /a ecuao/ón (3.98), (d), {a) y como Vl= 1 

k92= 1/(170.783039/E) = 12981 (t/m] 

anáJogamont:e pant una fue1Z8 unitaria en el nivel 1 (nodos 1 6 4) 

t:..•1max=229.64731B7/E 

K.1 = E/229.6473167 = 9639 [tlm] 

... (d) 

..• (e) 

••. (f) 

•.• (g) 

si el edificio se Ideal/za para efeclos dinámicos mediante el s/sl&ma osc:llatorlo simplemente 
acoplado mostrado en la figura 3.108d), de la ecuación (3.100) las malrices globales de cada 
e/emerio rígido son (tomando arbltrarfamente como exl1emo m el Inferior de cada elemento) 

uo ut 

UO~l ·Jc.j = kt UJ -Jc.¡ Jce¡ 

111 1.12 

UJ jk:i -k.2 I _ 
uzlk.2 ~ - lt2 
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y ensamblando como se Indicó en ta), la matriz de rigidez de entrepiso Ken es 

U! 

U¡ E1+k.e2 
U2 -~2 

U2 Ul 

-Jce7j U! 122600 
ke~j = u2 l.:g961 

U2 

-1296~ 
12961 

= K.n 

215 

... (b) 

2d) Matriz de rigidez de entrepiso Ken despreciando las deformaciones ax/a/es de los elemen­
tos 

lnvtrlíendo la matriz de rigidez lateral k•, calculada en 1b) se tiene 

¡225.2318577 

l_w..0218985 

sustituyendo en (b) 

261.02189s5l 1/E _ Kº _1 

456. 74093°ª--.J -[ 1 

C
uNlj [225.2318577 

UN±_] = ~0218985 
261.0218;¡ 1/E [FN1l 
456. 7409308 lE.NJ 

456. 7 409308/E 261.0218985/E 

r-1 1 1 
1-. ..... -.... 

- ~--1 Ne@ 
1 1 
I I 

I I ¡_. , __ 
I 

Nl (j) , 
~ 
I 

I 
I 

© 

w 
WNl 

~ 

<3) "' 

Flpn 3.10N). Marco modelado como 

... ~(i) 

-l l-1.610218985/E 225.2318577/E-Í 1.­
Flpn l.lllc). Delplazamiento8 producidos por 
una fuerza unitaria, despreciando deformaciones 
axialea de loe elemenfus eatructurales. 

sistema de varios G.L. simplemente acopiado 

De la figura 3. 108c, apl/cando'una fuerza unltB.ria en el nivel 2 y de (/) y las ecuaciones (3.98) y 
(3.89) . 

ó. ea=(456.7400008-281.0218985)/E = 195. 7190323/E 

kea = E/195. 7190323 = 1131 O (t/m] 

análogamente para una fuerza unitaria en el nivel 1 

ó. e1 = 225.2318577/E 

... (j) 

... (k) 

... (/) 



sustituyendo (k) y (m) en (h) 

UNI 

UN! !k.1 + ke2 

UN2L -ke2 
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ke1 = E/225.2318577 = 9828 [tlm] 

UNI 

UNJ í2i138 

UN2 l.:!_1310 

UN2 

-113~0 = K.n 
11310 

216 

... (m) 

... (n) 

Se puede observar que i. matriz de rigidez de .mr..,i.o Ken depende del alateme de fuerzas 
epllcadaa, mientras que i. mwizde rigidez l.terel no depende de leafuen:aa eplicedee, también 
debe notarse que la cantidad de operaciones y el tamaño de las matrices se reduce grandemente 
al despreciar las deformaciones axiales de los elementos estructurales mientras que la pérdida de 
precisión en los resultados es poco significativa. 

La matriz de rigidez i.teral con 8 O.L por elemento tiene máa precisión que I• matriz de 
rigidez lateral ein conalderar la deformeclonea ui.i.a, y éste a eu vez poeee máe pceclalón 
que la !Ntriz de rigidez de entrep19o, asfmismo existen programas de análisis estructural como 
los de las referencias 12 y 25 que consideran elementos estructurales en el espacio con 12 G.L. e 
Involucran deformaciones por flexión, fuerza axial, fuerza corlante y torsión y los resultados que 
arro/an pueden considerarse como exaclos[rel. 21. 

l!I.- Para el marco del problema anterioryempleando las matrices de rigidez calculadas despreciando 

las deformaciones axiales de los elementos, obtener las frecuencias, periodos y formas de los modos de 

vibración: a) Modelando el marco para efectos dinámicos como estructura de cortante (sistema de varios 

G.L. simplemente acoplado); y b )Analizándolo dinámicamente como un modelo de marco plano . Los 

pesos de los pisos o niveles del marco son: WN2 = 35 [ton], WN1 = 30 [ton]. 

a) Modelaclón como estructura de cortarn'e (sistema d6 varios G.L. sencillamente acoplado) 

Del problema anterior se obtuvo el modelo mostrado en la figura 3. 108d. 

las maaas de los pisos sen 

1112 = W/g = 35/9.80665 = 3. 569 {t-s2/m} 

mi = W/g = 30/9.80865 = 3.0591 [t-s2/m} 

la matriz de masas es empleando la ecuación (3. 101) 

UJ U2 

u¡ [3.os91 

U2~ 3.:J = M 
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sustituyendo la matriz de masa M anterior y la matriz de rigidez de entrepiso encontrada en el 
problema 11 (ecuación n), en la expresión (3.61) se tiene la siguiente ecuación característica 

[Zi138 - 3.059lw2 

l:g310 
-11310 1 !z1] 

11310 -3.56~ l=2 = o 

cuyos valores característicos se obtienen con la ecuación (3.63) como 

w2= (112)(11310/3.569 +21138/3.0591/ :!: (1/2}{[11310/3.569 + 21138/3.0591]2 

- 4(9828)(11310)/[3.5fJ3(3.0591)]} ci
5 

de donde 

y por lo tanto 

w2 = 5039.41517 :!: 3900.611928 

(w1)2 = 5039.41517-3900.611926 = 1138.803244 

(w2) 2 = 5039.41517 + 3900. 611926 = 8940. 027096 

wt = 33. 746 {rad/seg] 

w2 = 94. 552 [radtseg] 

de la ecuación (3. 7) 

... (a) 

... (b) 

... (c) 

... (d) 

... (e) 

; .. (f) 

T1 = 23'/Wi = 0.1862 [seg] ... (g) 

T2 = 2:1t/w2 = 0.0865 {seg} ... (h) 

suslituyendo (c) en el primer renglón de (a) y tomando arbltrarlamentezi1 = 1.0 ... (/) 

17654.2S7z11·11310z21 = O 

yportanfD 

z21 = 1.561 

sustlluyendo (d) en ti/ prlmpr renglón de (a) y tomando z12 = 1. o 

-6210.43689z12-11310z22 =o 

y se tiene 

z22=-0.549 

... Q) 

... (k) 

... (1) 



Tema 111 Dinámica Estructural 

graflcando (/), (/), (k) y (1) se obtienen las 1.561 
formas de los modos de vibración de la figura 
3.108e. 

b) Moda/ación como marco plano 

1.0 

1 er. modo funda· 
men1al de vibración 

218 

2o. modo na1ural 
de vibración 

En el Inciso 1b) del problema anterior se 
calculó fa siguiente matriz de rigidez lateral K• Fi111ra 3.108e. Fonnas de los modos de vibración 

de la estructura de la figura 3.107. 

[0:01314734041 

~007513545475 
-0.007513545475 1 

0.00648332502 E = 
[29102.87385 ·16631.939181 = • 
~31.93918 14351.4493~ K 

sustituyendo K
0 

y la matriz de masas M obtenida en a), en Ja ecuación (3. 59) 

[29102.87385 • 3.0591w2 

l!._6631.93918 

-16631.93918 1 íZ1l 
14351.44936. 3.56~ ~:J = o 

resolviendo su determinante característico, se tiene 

1 K- Mw21 = (29102.87385-3.0591w2)(14351.44936-3.5S9w2)-16631.9391B2 

= 141047019.4. 14mae755w2 + 10.9179279w4 = o 

mu/tlpl/cando ambos miembros por (10 .e) y tomando y= w2 

(10.9179279)(10.e)/-0.1477706755y + 141.0470194 =o 

de donde 

Y1.2 = (0.1477706755 

:t 1a.14777omf5ó2- 4(10.9179279)(10.e)(141.0470194Jf' 15J1(2(10.9179279)(10 .eJJ 

por/oque 

= 8767.:J:f0f!B2 :t 5733.9388€B 

(w1)2 = 1033.401823 

(w:>J2= 12501.27958 

... (m) 

... (n) 

... (o) 

... (p) 
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W1 = 32.147 {r/s] 

W2= 111.809{r/sj 

y de las ecuaciones (3. 7), (q) y (r) 

r, = 2:n:/w1 = o. 1955 {seg] 

fa = 2:n:/w2 = 0.0562 [seg] 

sustituyendo (o) en la primera ecuación de (m) y tomando 

25941.59433z11-16631.9391Bz21 = O 

ysatiena 

z21 = 1.56 

sustituyendo (p) en la primera ecuación de (m) y tomando 

-9139.790452z12-16631.9391Bz22 = o 

de donde Z22 = -0.55 

qua verifica Jos resultados obtenidos anteriormente 

z11 = 1.0 

Z12 = 1.0 

219 

... (q) 

... (r} 

... (s) 

... (t) 

... (u) 

... (v) 

... rwJ 

' ••• (x) 

IV.- El marco estructural de concreto refoczado (fe = 250 [kglcm2]), mostrado en Ja figura 3.109, es 

parte de un edificio habitacional, si Ja menor dimensión de sus columnas y Ja mayor dimensión de sus 

trabes son paralelas al plano del marco, y si se desprecian las deformaciones axiales de sus elementos 

estructurales, determinar: a) La matriz de rigidez de Ja estructura; b) Ja matriz de rigidez lateral; e) la 

y t s.m.rrto S•ooi6n lml 
, ye 0,4X0,7 
2yS o.:isxo.e 
3y4 0.3x0,S 

7 0.2Sx0.S 
e 0.2Sx O.SS 
9 0.3X o.e 

NJ().---.,,7---.@¡ 
3 4 C'l 

N2@1i'="-~a~--l@--t 
2 5 (') 

NJí>*--9~---1~ 

l NO 

aootaolón on [m] 
WN:Í = 2B[ton) 
WN2 = 20 )ton) 
WN1 = 23 (ton] 

X 

Flpra 3.109. Marco plano que es componente 
estructural de un edificio habitacionaL 

matriz de rigidez de entrepiso; d) las frecuencias 

angulares, periodos y formas de Jos modos de 

vibración si el marco es modelando como un sistema 

de varios G.l.. sencillamente acoplado (edificio de 

cortante); y e) las frecuencias angulares, periodos y 

formas de los modos de vibración si la estructura es 

modelada como marco plano. 

a) Matriz da rigidez de la estructura 

Se pueden numerar los nodos y Jos e/amentos 
estructura/es del marco en cualquier orden como 
por ejemplo al Indicado en la figura 3. 109, en 
donde también se ha elegido al nodo 8 como 
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origen de las coordenadas globales de la estructura. Las coordenadas locales x,y de cada elemento 
estructural vertical se escogen en su extremo superior y para los elementos horizontales en su 
extremo Izquierdo. 

Se calcula el ángulo a que deben girar los efes locales mencionados (en el sentido de las 
manecillas del reto/), para coincidir con :os ejes globales y se tabulan las propiedades de los 
elementos estructura/es generando la siguiente tabla 3.21 

Tabla (3.21) de propiedades de elementos estruclllrales 

IBARRA a $ & $2 &2 $& L A 1 AEJL EI/L EI/L2 EI/L3 

# m-n [m] [m2) [m4] • • • • 
1 1-8 270 o -1 o 1 o 4 0.28 0.00373 0.07 9.333E-4 2.333E-4 S.833E-S 

2 2-1 270 o -1 o 1 o 3 0.21 0.00214 0.07 7.146E-4 •ú82E-4 7.940E-S 

3 3-2 270 o -1 o 1 o 3 O.lS 0.001125 o.os 3.7SE-4 1.25E-4 4.167E-S 

4 4-S 270 o. ·1 o 1 o 3 O.lS 0.001125 o.os 3.7SE-4 · 1.25E-4 4.167E-S 

s S-6 270 0' -1 o 1 o 3 0.21 0.00214 0.07 7.146E-4 2.382E-4 7.94E-S 

6 6-7 270 o -1 o 1 o 4 0.28 0.00373 0.07 9.333E-4 2.333E-4 S.833E-S 

7 3-4 o 1 o 1 o o 6 0.125 0.002604 0.0208 4.34E-4 7.234E-S 1.206E-S 

8 2-S o 1 o 1 o o 6 0.137S 0.003S 0.02292 S.777E-4 9.628E-S 1.60SE-S 

9 1-6 o 1 o 1 o o 6 0.18 0.0054 0.03 9E-4 1.SE-4 2.SE-S 

Calculada en termmos de E 

Con los datos de la tabla 3.21 y las ecuaciones {3.89} y {3.90} se obtiene la matriz de rigidez 
global de las vigas y columnas, en particular para el elemento número 6 se debe incluir el grado 
de libertad en = e1 del apo¡u que tiene la posibilidad de girar. 

e3 e4 (Jz es 

83 ~36E-4 8.68E-4~ ez ~108E-4 11.SS4~ E= K7 E= Ks 
84 68E-4 17.36E-4 es SS4E-4 23.108E-4 

lh e6 UNl 81 
ei 

D6E-4 18E-4 J UNl b996E-S 13.998~ E= K9 E-K 
e6 8E-4 36E-4 lh 13.998E-4 37.332E-4 -

1 

llNl 116 87 

~·e_, 13.998E-4 111 116 37.332.E-4 18.666E-4 E = K6 

117 simé.trica 37.3328-4 
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UN2 02 UN! O¡ 

®[~' 14.292.E-4 -95.28E-5 "1 02 28.584E-4 ·14.292E-4 14.292E-4 

95.28&5 -14.292&4 
E= K2 

UN! 

Ot simétrica 28.584&4 

UN3 03 UN2 02 

~r~ 7.5E-4 -50.004&5 

"TI 03 15E-4 -7.SE-4 7.SE-4 E= K3·• 
UN2 50.004E-5 -7.SE-4 

02 simétrica lSE-4 

UN2 Os UN! 06 ""' r-· 14.292&4 -95.28&5 "1 Os 28.584E-4 -14.292E-4 14.292.E-4 E= Ks 
UN! · 95.28E-5 ·14.292E-4 

06 simétrica 28.584E-4 

UN3 04 UN2 Os 

~'[~~ 7.5E-4 -50.004E-5 

"TI 04 15E-4 -1.5&4 7.SE-4 

S0.004E-5 -7.5E-4 
·E= K4 

UN2 

Os simétrica lSE-4 

la matriz de rigidez Ke de la est/'IJclura pani S.W caso es de otden n x n, con n = # de nodos 
no restringidos +#de niveles + # G.L de apo)OS = 6 + 3 + 1 = 10, y ordenada, pattfcionada 
y ensamblada como Indica la ecuación (3.92) y el proceso mencionado en el problema 11, es la 
siguiente 

uN! uN2 uN3 Ot 02 03 04 Os 06 fh 
uNl Q00!30SS2 -00019056 o -2948-5 -14.29'2B-4 o o -14.2928-4 -2948-5 13.9988-4 

uN2 -00019056 Q0029()568 -000100008 14.2928-4 6.79'lB-4 -7.58-4 -1.SB-4 6.'mE-4 14.292B-4 o 
uN3 o -000100008 QOO! 00008 o 7.SB-4 7.58-4 1.SB-4 7.SB-4 o o 
01 -2948-S !4.292B-4 o Q0101916 !4.29'2B-4 o o o 181'!.-4 o 
82 -14.mB-4 6.ma-4 7.SB-4 14.2928-4 Q0066692 1.SB-4 o 11.SS4B-4 o o 
03 o -1.SB-4 7.SB-4 o 7.58-4 Q003236 &688-4 o o o 
04 o -7.SB-4 7.SB-4 o o &688-4 Q003236 7.SB-4 o o 
Os -14.2928-4 6.7928-4 7.SB-4 o ll.S54B-4 o 7.SB-4 Q006ó692 14.292B-4 o 
06 -2.948-S t4.'.z92E..4 o lllB-4 o o o 14.2928-4 Q0!0!9!6 !&666E-4 
01 13.9988-4 o o o o o o !&6668-4 37.3328-4 



Tema 111 Dinámica Estructural 222 

b) Matriz de rigidez lateral 

La matriz de rigidez lateral K* se encuentra con la ecuación (3.97). Empleando los programas 
de calculadora de bolsillo dados en al problema I anterior (o procediendo con cálculos a mano 
con al método de Gauss-Jordan y multiplicando matrices), se calcula la Inversa de la matriz [kz:z]"1 

y los siguientes productos matriciales · 

[K22f1 = 
105.5124754 -25.03202733 6.887939658 -4.049944969 9.502520395 -21.98065065 10.99032533 

-25.03202733 165.9451619 -43.65733772 19.37358688 -33.06447733 9.970880205 -4.985440103 

6.887939658 -43.65733772 345.1840796 -97.08833902 19.410n864 -4.335588199 2167794099 

-4.049944969 19.37358688 -97.08833902 345.2162153 -43.79599272 7.548160434 -3.774080217 1/E 

9.502520395 -33.06447733 19.41077864 -43. 79599272 166.5003688 -27.55007548 13. 77503774 

-21.98065065 9.970880206 -4.335588199 7.548160434 -27.55007548 116.5375651 -58.26878256 

10.99032533 -4.985440103 2167794099 -3.774080217 13.77503774 -58.26878256 297.0011008 

-Kn[K22r1 = 

¡;512319306 U1964488957 -003761262128 -00295186974 U1'708936801 0.059'220429'l3 -040457003~ 
067075468 -0.08693998263 0.1988922477 U1976839557 -0.08312500232 -01:1j)7915235 U06039576177 

009518634184 -0.0814477003 -0.1678868861 -0.1677791028 -0.08178800804 0.01077496723-0.005387483639 

-0.001092031603 3.342873364E-4 2.251584428E-~ 
3.342873365E-4 -7.380819616E-4 1.698834138E-4 

2.25158442~E-4 1.698834138E-4 -3. 741762729E-4 

de donde 

002213488397 -0.001571312664 2.251584428~ 
001571312664 0.002167598038 -8.301965862E-4 

1584429E-4 -8.301965862E-4 6.259037271E-4 

El módulo de elasticidad del marco esI•.t. 41 

E= k
0 

E= 14000[f'of'r. = 221359.4 [kg/cm2
] = 2213594 {tlm2] 

y sustituyendo E se tiene 

-3478.248285 

4798.182011 

-1837. 718182 

498.409378~ 
-1837. 718182 

1385.496735 

... (a) 
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e) Matriz de rigidez de entrepiso 

Invirtiendo Ja matriz de rigidez lateral obtenida en b) se tiene 

1041329E-4 8.784583747E-4 9.003830127E-~ 
84583747E-4 0.001471956467 0.001636387307 

3830127E-4 0.001636387307 0.002568363591 

premultipllcando la ecuación (3.96) por [i< *r1 

= ¡ kº r1 

aplicando una fuerza unitaria (1 {ton]) en el nivel 3 se obtiene de (b) y (c) 

UN3= 0.002568363591 [m] 

UN2 = 0.001636387307 [m] 

y de las ecuaciones (3.98} y (3.99) .6..3 = UN3- UN2 = 9.31976284E-4 

K.3 = 1/!193 = 1072.99"" 1073 {t/m} 

aplicando una fuerza unitaria (1 [ton]) en el nivel 2 se obtiene de (b) y (c) 

y de las ecuaciones (3.98) y (3.99) 

UN2 = 0.001471956487 {m] 

UN1 =O. 00087845837 47 [m] 

Ke2 = 1 /ti 02 = 1685 [tlm] 

análogamente aplicando una fuer.za unltarfa (1 {ton]) en el nillBI 1 

lie1 = UN1 = 7.381041329E-4{m] 

K.1 = 1359 [tfm] 

... (b) 

... (c) 

.•. (d) 

... (e) 

... (f) 

... (g) 

... (h) 

... (1) 

... (}) 
... (k) 

... (/) 
... (m) 

pCH' tanlo mode/811do la eslruclLlra como edff/clo de corlante se obtiene el sistema de 3 G.L. 
slmplemenle acoplado mostro.do en Ja figura 3.109a, donde Ja matriz de rigidez global de cada 
elemenlrnta Mgún 111 ecuación (3.100) y tomando arbitrariamente como extremo m el extJ&mo 
superior de cada elemento 

Ul U0 

u1jt:°1 -ke~ = Kt 
UoLt.1~ 

U3 U2 

~:r;-~ =KJ 
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V3 
la matriz de rigidez de entrepiso Kan 

N3 N3 M3 del sistema oscilatorio es de orden n x n, 

ke3 ke3 
con n = #pisos = 3 

V2 Ul u2 U3 N2 N2 M2 

fJ=Lo ke2 ~ k "'e·~, -ke2 

·v1. ~ e2 U2 -ke2 lce2+ ke3 
NI Nl M¡ 

U3 0 -ke3 

ke! kel y sustituyendo (g), (k) y (m) 

NO 

~ -100 -!hl Flpr• 3.1098. Marco plano modelado como 685 2758 =K.a ... (n) 

un sistema simplemente acoplado. -1073 1073 

d) Frecuencias angulares, períodos de oscilación y formas de los modos de vibración, 
modelando la estructura como edificio de cortante 

las masas de los pisos son '"3 = 28/9.80685 = 2.86 {t-s 2/mj 

m2 = 20/9.80865 = 2.04 [t-s2/m) 

m1=23/9.80865 = 2.35 {t-s2/m/ 

cuando todas las masas de un sistema oscilatorio tienen un único e Igual G.L dinámico, la 
matriz de masas es según la ecuacl6n (3. 101) 

o 
lll2 

o 
~= ;_J º D 2.04 O = M 

o 2.86 

sus1iluyendo las matrices (n) y (o) en la ecuación caracterlstlca general (3.59) 

fil3044 -1685 0~ c35 0~ 0 ~IJ -1685 2758 -1073 -w2 0 2.04 0 Z2 = {0} 

0 -1073 1073 _! 0 2.86 Z3 

... (o) 

desarrollando el detennlnant& camcterfstlco de la ecuclón (3.60), se tiene por cofactore:l-'~· 5J 
de la primara fila 

3044 - 2.35w2 

-1685 

o 

-1685 

2758 - 2.04w2 

-1073 

o 
-1073 

1073 - 2.86w2 
={O} 
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1

2758 - 2.04w2 

(3044 - 2.3Sw2) -1073 
-1073 1 1 -1685 

1073 - 2.86w2 + (l68S) o 
-1073 

1073 - 2.86w2 + o = 

= (3044- 2.35w2){(2758-2.04w2)(to73-2.8W)-107:fJ + 1685{(-1685)(1073-2 .. BW) + O} 

= (3044 - 2.35w2){2959334-10076.Bw2 + 5.8344w4
- 1151329} + 1685{4816.24w2- 1808005} 

= {5503567220- 34922590. 95w2 + 41440.3936w4 -13. 71084w6
} + 8115364.4w2-3046468425} 

=O 

de donde 

-13.71084w6 + 41440.3936w4 -26807228.55w2 + 2457078795 =o ... (p) 

mu/tip/fcando (p) por-10~ y tomando y= w2 

0.00001371084y3-0.041440393ey2 + 26.80722655y-2457.078795 =o 

Jtsrando (q) se llega a y 109.531 759.933 2152.991 

ec n -0.0018 0.0041 0.026 
por tanto 

(w1)2 = 1 O'J.531 (W?,) 2 = 759.933 (w3) 2 = 2152991 

de donde 

Wt = 10.466 [rad/seg] wz = 27.567 [rad/seg] w3· == 46.4003 [rad/seg] 

como de la ecuación (3. 7) T = 2Jr/w, se tiene que los f)6ríodos son 

Tt = 0.6003 [seg) T2 = 0.2279 [seg] T3 = 0.135 [seg] 

sustituyendo (wi) 2 dada por (r) en la ecuación caracterfstlca obtenida antes y tomando 

z11 = 1.0 

2788.60215Z11 - 1685z21 = 0 

-1f185z11 + 2534.55676z21-1073za1 =o 

-1073%21 + 759.74134z31 =o 

de la primera y última ecuaciones anteriores se calcula 

z21=2786.60215/1685=1.653789822=:1.854 

Z31 = 1073(1. 653769822)/759. 7 4134 = 2.335858789 = 2.338 

... (q) 

... (r) 

••. (s) 

... (t) 

... (u) 

... (v) 

... (W) 
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cuyos va/ores satisfacen la segunda ecuación obtenida antes 

sustitLr¡err:Jo (w2)2 dada por (r) en la ecuación característica obtenida antes y tomando z12 = 1.0 ... (X) 

1258.15745z12-1685zza = O 

-1685z12+ 1207.73668Z22,-1073Z32 = 0 

-1073zza-1100.40838z32 = O 

de donde 

z22= 1258.15745/1685"" 0.747 

Z32 = -0.728 

ana/ogamente, sustftuyendo (Wil dada por 
(r) en la ecuación característica 

-2015.52885z13-1685z23 = o 

-1073z23-5084.55426z33 =O 

... (y) 

... (z) 

-0.253 

de donde tomando z13 = 1.0 ... (aa) 

... (ab) 

ler. modo o 2o. modo 3er. modo 

Z23 = -1.196 

Z33 = 0.253 ... (ac) 

fundamental 

Flpra 3.10'.llt. Formas de los modos de vibra­
ción del sistema compuesto de la figura 3.109a . 

La gráfica de los valores dados por (u) hasta (z) y (aa) hasta (ac) se muestra en la figura 3. 109b 

e) Frecuencias angulares, períodos de oscilación y formas de los modos de vibración modelan­
do la estructura como me.reo plano 

Usando la matriz de rigidez lateral K• hallada en a), la matriz de masas dada por (o), y 
si.Jstltuysndo en la ecuación caracteristica general (3.59) se obtiene 

~
4899.764635 -347&248285 498.409378~ ~35 o 
347&248285 4798.182011 .1837. 718182 • o 2.04 

98.409378 -1837.718182 1385.496735 _Q_ o 
desarrollando el determinante como se hizo en el Inciso anterior 

4899. 764635 • 2.35w2 

-347&248285 

498.409378 

-3478.248285 

4798.182011- 2.04w2 

-1837. 718182 

498.409378 

-1837.718182 = {O} 

1385.496735 - 2.86w2 

1 
¡ 
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1

4798.182011 • 2.04w2 

-1837. 718182 

-1837. 718182 

. Í385.496735 - 2.86w2 

227 

+ 

1

-3478.248285 -1837. 718182 1 ¡-3478.248285 4798.182011 .. 2.04w2 I 
.(J478.24S

285
) 498.409378 1385.496735. 2.86w2 + 49ª409378 

498.409378 -1837.718182 

= (4899.764835-2.35w2){(4798.182011-2.04w2)(1385.496735-2.86Yl) • 1837.7181822} 

+ 3478.248285{ (-347a248285)(1385.496735 - 2.Bsw2-J + (1837. 718182)(498.409378)} 

+ 498.409378{(-3478.248285)(-1837.718182)-(400.409378)(4798.182011- 2.04w2)} 

= (3270657.394 -16549.21389w2 + 5.8344w4)(4899.764635 - 2.35w2J 

+347a248285{9947. 790095w2-3903165.668} + 498.409378{1016. 755131w2 + 4000581.203} 

= 1.602545143(101 ºJ - 88773297.83w2 + 67477.83922w4 
- 13. 71084w'3 + 34fXXJ883.84w2 

• 1.357617926(1010) + 506760.2924w2 + 1993927189 = o 

de donde 

-13.71084w8 + 67477.83922W4 -53665653. 7w2 + 4443199339 = 0 

multiplicandopor-10~ y tomando y= w2 

0.00001371084y3-0.06747783922y2 + 53.6856537y-4443.199399 =O ... (ad) 

iterando (ad) se obtiene 

por/o tanto 

(w1;2 = 93. 6005 

W1 = 9.875 [radlseg] 

r, = o.8494 fsegJ 

y 93.6005 876.114 3951.781 

ec(ad) -0.0009 -0.0028 

(w~2 = 876.114 

W2 = 29.599 {rad/seg} 

T2 = 0.2123 [seg] 

0.032 

(w3)2 = 3951. 781 ... (ae) 

W3 = 62.883 [rad/seg} •••• (al) 

T3 = 0.00995 [seg) ... (ag) 

Comp8l1Uldo estos resultados' y los dados por (t) del Inciso d), con los obtBnkJos al anal/zar la 
estructura con el prog111ma de la referencia 25, que pueden considerarse como exactos y que son 
T1 = 0.652941{s];T2= 0.212795[s]; fa = O. 100025[s], se observa que la aproximación del modelo 
de 1&SOl'f9s es ad&cuada; pero el modelo como marco plano es más preciso. 

sustltl.Jysmo (w1)2 dada por (ae) en la ecuación caradelística obtenida ar1es y tomando zt1 = 1.0 ... (ah) 

4679.80346z11 ·3478.248285z21 + 498.409378z31 = O 
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-3478.248285Z11 + 4607.236991Z21·1837. 71882z31 = 0 

498.4-09378z11 • 1837. 71882z21 + 1117. 799305Z31 = 0 

de las dos primeras ecuaciones anteriores se calcula 

z21 = 1.676510437"' 1.677 

Z31 = 2.310382072"' 2310 

cuyos valores satisfacen la tercera ecuación obtenida antes 

228 

.•. (al) 

... (aj) 

sustf/uy6ndo {W~2 dada por (ae) en la ecuación característica obtenida a ritas y lolTIBldo z12 = 1. o ... (ak) 

2840.896735z12-3478.248285z22 + 498.40937Bz32 = o 

-3478.248285z12 + 3010.9094513z22-1837. 71882z32 = O 

de donde z22 = 0.713 

Z32 = -0.725 

análogamente, sustituyendo (w3)2 dada por (ae) en la ecuación caracteristfca 

-4386.920715z13·3478.248285Z23 + 498.409378Z33 = 0 

-3478.248285z13-3263.451229z23-1837.71882z33 = o 

de donde tomando Z13 = 1. 0 

Z23 = -1.222 

Z33 = 0.277 

.•• (al) 

••. (am) 

•.. (an) 

••• (ao) 

... (ap) 

V.- El marco estructural de concreto reforzado (re= 200 [ltg/cm2]), mostrado en la figura 3.110 está 

conttaventeado con perfiles de acero y elementos de concreto con la disposición mostrada en la citada 

figura, las dlmemiones mayores de la sección transversal de los elementos estructurales es paralela al 

plano del marce, si el edificio se modela: a) Como estructura de cortante, y b) como marco plano; obtener 

las frecuencias angulares, perí<>?aí de oscilación y formas modales de vibración. Supóngase que los 

contravientoe no están unidOB en sus intersecciones. 

a) Modelando el marco corno estructura de corlame 

El módulo de elasticidad del maroo esCret. 41 

E= 8()()(){F0f' 15 = 113137.1[kg/cm2]=1131371 {t/m2] ••• (a} 
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y t 
12 

9 

NO 
@' 
~3~ __ s __ _ 

Elemento Sección [m] 
1,4y6 0.4x0.7 
2,3,Sy 7 0.3x0.5 
Íl,9y10 0.25x0.5 

11 y12 0.25x0.45 
1s'y1e - 0.4x0.4 
13, y14 APSi"6X13.99kg/m 
18y17 APS76 X 13. 9Skg/m 

1. acotación en [m] 
2 Matorialoo: 

concreto: f'c = 200 [kg/cm 2
] 

acoro: A-36 
3. WN2 = 56 [ton]; WN1 = 80 [ton] 

Ficmra 3.110. Marco estructural contraventead o. 

•Matriz de rigidez de la estructura 

Numeran:Jo /os noclas y los elementos estructurales del marco como se Indica en Ja figura 
3. 11 O, eligiendo el nodo 11 como origen de las coordenadas globales de la estructura, y tomando 
las coordenadas locales x,y de cada elemento estructural como se Indica en algunos de ellos, se 
calcula el ángulo a que deben girar los ejes locales mencionados para coincidir con los ejes 
globales y se tabulan las propiedades de los elementos estructurales generando la siguiente tabla 
3.22. 

Taltla (3.22) de propiedades de elementos estructurales 

Barra a $ & $2 &2 $& L A 1 AE/L Bl/L El/L2 BJ/L1 
>---~ 

# m-n [ml [m21 [m'J [t/ml [t-m] [ton] [t/m] 

1 ~-11 Z70 o -1 o 1 o 3 Q28 Qot143 105594.63 4311.7806 1437.2602 479.0867 

2 2-1 Z70 o -1 o 1 o 2.5 Q15 Q003125 67882.26 1414.2138 565.6855 Zlti2742 

3 '.>7 Z10 o -1 o 1 o 2.5 Q15 Q003125 67882.26 1414.2138 565.6855 2Z62742 

4 17-10 Z70 o -1 o · 1 o· 3 Q28 Qot143 105594.63 4311.7806 1437.2602 479.0867 

s 4-6 Z70 o -1 -º 1 . io 2.5 Q15 Q003125 67882.26 1414.2138 565.6855 ZZ6.2742 

6 6-9 Z70 o • -1 9< t :º'- 3' Q28 Qot143 105594.63 4311.7806 1437.2602 479.0867 
o- . 

7 S-8 270 '1 o: 1 • -o - 3 Q15 Q003125 56568.55 1178.5115 3928372 13Q9457 

8 1-7 -º : _-1 - o 1' ;O -- _;o 3 Q125 Q0026 47140.46 9640929 3Z7.3643 109.1214 

9 7-6' o -- ---1.• -- o 1 o o 5 Q125 Q0026 2S284.28 589.2557 117.8511 23.5702 

10 6-S o 1 o 1 o o 4 Q125 Q0026 35355.34 736.569'7 184.1424 46.0356 

11 Z.3 o 1 o 1 o '! 3 Q1125 Q0019 42426.41 715.9457 238.6486 79.5495 

12 l-4 o 1 o 1 o o 5 Q1125 Q0019 25455.85 429.5674 SS.9135 17.1827 

13U-7 4S P.7071 Q7071 Q5 Q5 Q5 4.243 17.748-4 ~.11 

14 1-3 39.81 P.7682 Q6402 Q59 Q41 Q492 3.905 17.748-4 9540.08 

IS 6-8 323.13 Q8 -0.6 Q64 Q36 -0.48 s Q16 Q00213 363)3.87 482.7183 96.544 19.3087 

Con los datos de la tabla 3.22 y las ecuaciones (3.89) y (3.90) se obtiene ta matriz de rigidez 
global de las vigas, columnas y contravientos. 
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Para fos contravientos puede suponerse por ejempfo que fas fuerzas fatarales actúan de izquietda 
a dfJfflCha, a fa rigidez. /ateraf contribuyen solo Jos contravientos de acero que están en tensión 
(alemerios números 13 y 14), y los cortravlartos da concl'fto qua están en compresión (a/emario # 
15), debido a que /os primeros son TTl.Jyesbeltos r resistir compresionas y a qua en los segundos 
al concreto, en teoría, no resista tansionas[r•I. l. 

UN1 6¡ UN! 61 

UN1 ~9.0404 8623.56~ UN1 ~9.0404 8623.56~ = Kt = K4 
61 8623.5612 17247.1224 61 8623.5612 17247.1224 

UN1 66 UNt 65 

UN1 ¡;9.0404 
66 8623.5612 

8623.56~ 
.17247.1224 

= K6 UN1 ~1.3484 
65 2357.0232 

2357.023B 
4714.046 

= K1 

UN2 62 UN1 61 

~·r-
3394.113 -2715.2904 

-1~ (h . 5656.8552 -3394.113 2828.4276 
. 2715.2904 -3394.113 = K2 

UNl 

81 simétrica 5656.8552 

UN2. 83 UNl 67 -[- 3394.113 -2715.2904 

-1~ 83 . 5656.8552 -3394.113 2828.4276 
= K3 

UNl 2715.2904 -3394.113 

61 simétrica 5656.8552 

UN2 64 UNl · 86 -r- 3394.113 -2715.2904 

-1~ 84. . 5656.8552 -3394.113 2828.4276 
;,I, 2715.2904 -3394.113 = Ks 

.UNt 

86 
0

simétrica 5656.8552 

UNO UNl UNl UNZ 

UNO ~90.055 
UNl -4390.055 

-4390.~J 
4390.055 

= K13 UNt~64'n 
UNZ 5628.6472 

-5628.~ 
5628.6472 = Kl4 
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UNl Ü6 81 (h 

UNl ~3.89038 347.55~ 81 ¡;a3716 1964.185~ = K1s =Ka 
86 347.5584 1930.8732 81 964.1858 3928.3716 

87 86 86 Os 
87 ~7.0228 .1178.Slw = K9 

86 ~.2788 1473.13~ 
78Si14•· 

= K10 
66 2357.0228 . Os 73.1394 2946.2788 

62 83 63 84 

62 ¡;3.7828 1431.89~ 63 ~8.2696 859.13~ · = K11 = K12 
63 . 1431.8914 2863.7828 64 9.1348 1718.2696 

la matrfzde rigidez Ke de la estructura sin Incluir las restricciones de apo~ es de orden nx n, con 
n = #de nodos + # de nl118les = 7 + 2 = 9, y ordenada, particlonada y ensamblada como Indica 
Ja ecuación (3.92) y el proceso mencionado en el problema 11, es la siguiente 

K.= 
uNl uN2 61 62 93 64 Os 66 61 

uNI 46J23.56218-13174.51S4 5219.4482 -3394.113 -3394.113 -3394.113 2357.0232 SS17.0066 5219.4482 

uN2 -13174.518413174.5184 3394.113 3394.113 3394.113 3394.113 o 3394.113 3394.113 

61 5229.4482 3394.113 23492 1828.4276 o o o o 1954.1858 

62 -3394.113 3394.113 2828.4276 8520.638 1431.8914 o o o o 
83 -3394.113 3391.113 o 1431.8914 1<1238.9076 859.1348 o o w.8.4276 

64 -3394.113 3394.113 o o 859.1348 7375.1248 ·o 2328.4276 ·:··º 
es 2357.0232 o o o o o 7660.3248 1473.1394 o 
86 sm.0066 3394.113 o o o 2828.4276 1473.1394. 30138.1524 .1178.5114 

81 SZ19.4482 3394.113 1964.1858 o 1828.4276 o o 1178.5114 29189.372 

•Matriz de rigidez lateral 

La matriz de rigidez lateral K* se encuentra con la ecuación (3.97). Emplee.ndo los programas 
de calculadora de bolsillo dados en el problema I anterior (o procediendo con cálculos a mano 
con el mirtodo de Gau~ordan y multiplicando matrices), se calcula la inversa de la matriz [ku]'1 

y los siguientes productos matrfcla/es 
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(K22)"1 

3.8888081648-5 -L336205873B-S 2.<'f.16S32659E-6 -3.712736963E-7 -2.8658543678-8 

-1.3362058738-5 1.2.4889806E-4 -1.84002.8614B-S 2.26662021SE-6 6.1754943858-8 

2.W6532659E-6 -1.840028614E-S 1.041665799E-4 -1.27544097E-5 -3.108705768E-7 

-3.7127369638-7 226662021SE-6 -1.27544097E-5 1.422733399E-4 2605815907E-6 

-28658543678-8 6.1754943868-8 -3.t0870S768E-7 2005815907B-6 1.3183127498-4 

1.4902442558-7 -3.211257047E-7 l.616S26982E-6 -l.355024257E-5 -6700237895E-6 

-2884131667E-6 2@5086879B-6 -t.034038061E-S 1.80796251 lE-6 3.025715101E-7 

(-K12[K22)"1) = 

~ 2:1.65044983 0.4265583619 0.2795010393 0.S002097838 -0.2661956091 

08524713483 -0.3318357841 -0.2273531764 -0.406i802196 0.01381276594 

po1a.031583 

~15.052011 
2015.0521131 _

1 
-4100.2755'.!._j = -Kiz lKZ2] Kn 

de donde 

[37945.5306 

~1759.46639 
-11759.46629] - • 
9674.24286 J -K 

•Matriz de rigidez de entrepiso 

Invirtiendo la maJriz de rigidez lateral se tiene 

~2280824368-5 5.1394195498-J 

1394195938-5 1.6583916058-4 

pr&TT'AJ/tipllcando la ecuación (3.96) por [k*f1 

{U} = [k*)"t{F} 

=[K•)"1 

1.4902442.SSB-7 

-3.211257047E-7 

l.616526982E-6 

-1.355024257E-°5 

-6 70023789SE-6 

3.4841236698-5 

-1.5733718368-6 

-0.212662956 

-0.07182638218 

aplk:«ndo una fwm unltaría (1 {ton]) en el n/vel 2 se ob&lne de (b) y [k*r1 

~ . 

yde las ecuaciones (3.98) y (3.99) 

IJNt = 5.139419549(10~) (mJ 

UN2= 1.658391605(10.Jt){mj 

4-2 = UN2- UNt = 1.14444965(10-4) 

K-2 = 1/6.2 = 8737.82 :::s 8738 [t/mj 

232 

-2.8841316678-6 

26!l5086879B-6 

-1.034038061E-S 

1.807962511 B-6 

3.02S715101E-7 

-1.5733718368-6 

3.5518620448-5 

-0.182411393~ 
-0.08561237901 

.. -,, .. ·--.•. 

... (b) 

... (e) 

. ... (d) 

... {e) 

... (f) 

• .J 
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análogamente aplicando una fuerza unftaría (1 [ton]) en el nivel 1 

L\e1 = UN1 =4.228082436(10-s; {m] 

Ke1 = 23651.38 =::: 23651 {t/m] 

•.. (g) 

.•. (h) 

se obtiene entonc6s un sistema de 2 G.L. simplemente acoplado, la matriz de rigidez de 
entrepiso Ken del sistema oscilatorio es de orden n x n, con n = #pisos = 2, y en el problema 11, 
ecuación (h), se encontró que dicha matriz es 

Jk:1+k..2 

L-i.e2 
-k..~­
t.:_J-

JJ2389 

~738 
-87381 
873!_j = K.n 

•Frecuencias angulares, períodos de oscilación y formas de los modos de vibración 

tas masas del sistema oscilatorio son 

m1 = 80/9.80665 = 8.15n29704 ft-iitm] 

m2= 58/9.80885 = 5.710410793 {t-s 2/m] 

sustituyendo {f), (h), (1) y(/) en la ecuación (3.63) 

w2=(1/2}(8738/5.710410793 + 32389/8.157729704] 

:!: {1/2){[8738/5. 710410793 + 32389/8. 157729704f. 4(23651 )(8738)/48.58398775}º·5 

= 2750.268237 :!: 1768.508901 

de donde 

yde,. ecuación ./í'7J 
i;·· ~{ ~~ .. · 

(w1J 2 = 981. 757338 

(w:¡)2 =4518.775138 

W1 = 31.333 (rad/seg} 

w2 = 87.222 [radlseg] 

Ti = 0.2005 {seg] 

••• (1) 

... (/) 

••. (k) 

••• (1) 

... (m) 

... (n) 

..• (o) 

T2 = 0.09347 [seg) .•• (p) 

sustituyendo rwi>2 dadapor(k) en/a primera ecuación de (3.81) ytomandoz11 = 1.0 ... (q) 

(k1 + k2- m, (w1J2Jz11 • ka?21 = O 
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(32389-(a 157729704)(981. 757336)Jz11 -873Bz21 = o 

de donde 

z21=2.790 ... (r) 

anatogamente sustituyendo (w~2 dada por (k) en la 
prlmaraecuaclónde (3.61) ytomendoz12 = 1.0 ... (s) 

(k1 + k2·m1(w2) 2)z12-kar22 

= (32389 - ra 157729704)(451a 775138))z12 

-8738z22 =o 

de donde 

Z22 = -0.512 ... (tJ 

ler.modoo 
fundamental 

-0.512 

X 
2o. modo 

Flpn 3.110.. Formas de los modos de 
vibración de la estructura de la figura 3.110. 

La gráfica de los valores dados por (q) hasta (t) se muestra en la figura 3.110a 

234 

b) Modelando ta estructura corno marco plano. ¡a
157729704 0 

¡ 
La matriz de masases de (1) y (1) del Inciso a) y ta ecuación (3.101) [.Q_ . 5.7104107~.r M 

Usando la matriz de rigidez lateral K* hallada en a), la matriz de masas M, y sustituyendo en la 
ecuación característica general (3.59) se obtiene 

~37945.5306 
L:!1759.46629 

-11759.466291 _ [815m9704 
9674.24aj ¡_ o 

O iwzl fz1J- {O} 
5. 71041079..U J l.=2 

desarrollando el determinante característico dado por la ecuación (3. 60) 

IK-w2MI = (37945.5306-8.157729704w2)(9874.24288-5.710410793w2)-11759.468392 

= 228809226.7-295804.42sW + 4B.58398775w4 =o 

aplicando la &Ofuclón de las 8Cl.laclones cuadráticas 

w2,,2 = (-b ± [b2 -4acf'15)12a 

w21,2 = (295804.4258 ± [295804.42582-4(48.58398775)(228809228. 7JJº'5)/(2(48.58398775)) 

= 3172.811518 ± 2270.457204 
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de donde 

•Frecuencias angulares, períodos de oscilación y formas de los modos de vibración 

(w1;2 = 902.354314 ... (u) 

(w~2 =5443.268722 ••• (v) 

wt = 30.039 {rad/seg/ ... (w) 

W2 = 73. 779 [rad/seg] ... (x) 

T1 = 0.2092 (seg] ... (y) 

fa= 0.08516 {seg] ... (z) 

Comparando estos resultados y los dados por (m), (n), (o) y (p) del Inciso a), con los obtsnldos 
al analizar la estructura con el programa de la referencia [25/, que pueden considerarse como 
exactos y que son Ti = 0.211349/s]; T2 =O. 081077{s], se ob.sefva que la aproximación del rnoc/6/o 
de T&SOrles es adecuada; pero el modelo como man::o plano tiene más precisión. 

sustituyendo (w1)
2 dada por (u) en la primera ecuación caracterfstlca oblertfa artes yt:Jmei'do 

Z11 = 1.0 .• (1111) 

30584.38801z11-11759.46829z21 = o 

de donde Z21 =2.6008 ... (ab) 

sustfluyendo (WzJ2 dada por (v) en la primera ecuación caraclerlstica obtenida antes y toman-
do z12 = 1.0 ... (ac) 

-8459.18434z12-11759.46029%22 = o 

de donde z22= -0.549 ... (ad) 

VI.-Sien el marco del problema IV anterior, actúa un sistema de fuerzas estáticas solo por un instante, 

de tal maneraquelUI masas sufren desplazamientos iniciales de lrl(O) = 3 {cm), Jl:Z1'.0) = 5 [cm], X3(0) == 7 

[cmJ, despu& ~lo cual al desaparecer esta fuerza el sistema vibra libremente, determinar las ecuaciones 

de ~ta dlilámlCa de desplaza~entos del sistema oscilatorio. 

En el problemri N pa'Bado,' ss obtuvieron los slgu/erdas ~ de formas de los modos de 
vibración {z}, mat1fz de masas M y matriz de rigidez la1eral k • 

{zh=~~~ 
~3~~ ~·º~ {zh= 222 

277 

1 

1 
1 

1 

1 
¡ 
1 



~
99.764635 

K• = 478.248285 

98.400378 
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-3478.248285 498.409378 

4798.182011 -1837. 718182 

-1837. 718182 1385.496735 D
5 

M= O 
o 

o 
204 

o 

•NORMALIZACION DE LOS MODOS RESPECTO A LA MATRIZ DE MASAS M 

De la ecuación (:3.69) para el modo {z}1 

{z} T1M{z}1 = (N1) 2 ... (a) 

y sustituyendo 1/'flClores, matrices y usando /os programas de multiplicación de matrices para 
calculadora de bo/s///o dados en el problema I anterior 

[1.0 1.677 2.31] IT o 
204 

o ~~·ºj 1.6n = 23.34839716 = (Nt)2 

2 2310 

de donde 

N, =4.832017918 

y de la ecuación (:3. 70) se. obti6ne el modo 1 normalizado 

~2:J {r}t = (1/N1){zh = 34706 

47806 

procediendo de la misma manera para /os demas modos se otiene 

... {rh = ~::i 
1~32;~ 

N2= 2.211415895 

N3 = 2.:369756189 

... (d) {rh 

la rriatrlz de modos norme./~dos R es entonces de (c), (d) y (e) 

~
20695 

R = 34706 

47806 

0.45220 

0.32242 

-0.32784 

0.421;_] 
-0.51566 

·Q.11689 

~421~ 
-0.51566 

.11689 

... (b) 

... (e) 

... (e) 

.. ({) 



Tema 111 Dinámica Estructural 

•TRANSFORMACION DEL SISTEMA DE 3 G.L EN 3 SISTEMAS DE 1 G.L. 

como los modos están normalizados respecto a M, de la ecuación (3. 7 4) se tiene 

de la ecuación (3. 75) con K* = K 

[Mi] = {r} T /¡4{r}/ = 1.0 

[M1] = [M2] = {M3} = 1.0 

[K1] = {r}T1 K{r}1 

efectuando primero {r}T1K = {45.11502861 66.89401208 127.0079177} 

[K1] = 93. 60005754 

procediendo análogamente con los modos 2 y 3 

576.6434983 -821.3576251} 

-4156.792625 1319.90728} 

{K3/ = {r}T3'<{r}3=3951.707377 

sustituyendo (g), (/), (k) y (1) en la ecuación (3.73) 

f'1 + 93.80005754(1 = o 

f'2+876.1112821f2 =o 

f'3+3951.707377f3 =o 

comparando (m), (n) y (o) con la ecuación (3. 70) 

Wt J = 93.600 W2J = 876.111 W3
2 = 3951707 

237 

... (g) 

... (h) 

... (1) 

... (/) 

... (k) 

... (1) 

... (m) 

... (n) 

... (o) 

... (p) 

.- oompflJtlb« que estos va/oras concuerdan con los obtenidos en el problema IV pasado 

dei. eouaclón (3.78), los coeficientes de participación del modo 1 son 

[03~ con {Xo} = 05 

de donde 
07 

{r}T1M= {0.4883325 0.7080024 

... (q) 

1.3872518} ... (r) 
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{r} T1 M{xo} = 0.145697707 ... (s) 

sustituyendo (g) y (s) en (q) 

c1 = o. 145697707 ... (t) 

análogamente 

{r} TaM = {1.0S2S7 0.6577368 -0.9376224} 

.... (u) 

{r} TaM = {0.991653 -1.0519464 0.3343054} 

C3 = 5.53848(10-4) ... (V) 

por tanto la respuesta en función del üempo f(t) para las ecuaciones (m), (n) y (o), que son 
ecuaciones del movimiento libre, está dada para cada modo/ por la ecuación (3. 77) 

~(t) = cf¡(t) = c¡cosw¡t + [c'1/w¡jsenw¡t 

cuando las cargas estáücas dejan de actuar, las masas del sistema alcanzan sus desp/8Z81111en­
tos máximos {x o} y deben detenerse para lnverür sus desplazamientos e Iniciar la oscilación libre, 
y para e.se Instante t =O, x'o¡ =O y por tanto c'1 =O, es decir la velocidad vale cero. 

las respuestas de 1 G.L. senln según la ecuación (3. 77), (t), (u) y (v) 

f1 = 01 /1 (t) = o. 145697707cos9. 875t 

f2 = C212(t) = .fJ.S883(10-4)cos29.599t 

fa = c3'3(t) = 5.53S48{10~S2.883t 

... (w) 

••• (x) 

... (y) 

finalmente sustituyendo (w), (x), (y) y (f) en la ecuación (3.72), se obtienen las respuestas 
dlnámlcas de desplazam/ertos del sistema de 3 G.L 

1:1\. r:-:: 
L :;J-' ~~7fAJ6 

0.4522 

0.32242 

-0.32784 

3.3.1.8.· PROBLEMAS PROPúESTOS 

0.421~ ~ 0.1457cos9.675t ~ 
-0.51566 -8.6663(10-")cos29.599t 

0.11689 2:_53648(1o-4)cos62.B63t 

1.- Para el marco de concreto reforzado (ro = 200 [~glcm2]) mostrado en la figura 3.111, y cuya 

dimensión mayor de sus elementos estructurales es paralela al plano del marco, determinar considerando 

3 G.L. estáticos en cada extremo de dichos elementos: a) La matriz de rigidez de la estructura; y b) la 

matriz de rigidez lateral. 



ul 

u2 

u3 

u4 

vl 

v2 

v3 

v4 

81 

82 

83 

84 
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-=-~-~Q) 

3 otj---@ --t 
4 otj-

® ® 
~l--x 

l-5-l 

, .......... :·, ........ : .. ......, .. _ .. ,,_.,.,, ... . 

Elemento 
y 

2y3 
5 
6 

Sección{m] 
X • 

.o.3xo.s . 
·•· 0.25 x0.45 

·o.:ZSx0.4 

acotación en [m] 

Flpr.3.lU. Marco plano de dos niveles 

Solución en {ton,m,seg]: a) Matriz de rigidez de fa estructura Ke 

ul u2 u3 u4 vi v2 v3 v4 

31389.16471 -11.84.608471 o -28284.3 116l0.01232 -5096.45776 o o 
-11.84.608471 43711.()()847 -42426.4 o -5008.45776 S<lle.45776 o o 

o -42426.4 43712. 78391 ·1286.383913 o o -5105.450401 510S.4SOOJ1 

-28284.3 o -1286.383913 31393.43268 o o SlOS.450401 -11635.94941 

11620.01232 -5008.45776 o o 94962.163n -41464.20613 o -282.84 

-S091!.45776 5008.45776 o o 41464.20613 42418.79413 -954.588 o 
o o -5105.450401 SlOS.450501 o -954.588 42418.82145 -41464.23345 

o o 5105.450401 -11635.94941 -282..84 o -41464.23345 94962.23345 

716176648 1295.457573 o o 416.'JZ10101 ·161.8179645 o -565.686 

-1295.457573 1295.457573 o o 161.8179645 lZl0.076036 -1431.894 o 
o o 1295.457573 -1295.457573 o 1431.894 -12@.854-099 ·1&0399012 

o o 1295.457573 716176648 565.686 o 1620399012 4761043759 

81. 82 83 84 

716176648 -1295.457573 o o ul 

1295.457573 1295.457573 o o u2 

o o 1295. 457573 1295.457573 u3 
':·1: .. o ... o -1295.457573 716176648 u4 

..:.·. <fTó.'1Xf07rrr 161.8179645 o S65.686 vi 

-161.8179645 1ZiU076036 1431.894 o v2 = K. o -1431.894 -1U9.854099 1620399012 v3 

-S65.686 o -1&0399012 476.1043759 v4 

1CM64.n 1754.18 o 754.24 81 
1754.18 6372.16 1431.9 o 82 

o 1431.9 6372.16 1754.18 83 

754.24 o 1154.18 10464.n 84 
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b} Matriz de rigidez lateral K• 

~
562.44921 -497.0127684 

97.0127684 42762.42986 

8.12991595 -42318.54368 

177.69909 • 78.07828105 

• 78.12991595 -28177.69909~ 
-42318.54368 • 78.07828148 
42762.54158 -497.0887132 = K*· 

-497.0887133 29562. 79797 

240 

II.- Para el marco rigido de acero estructural A-36 mostrado en la figura 3.112, determinar, 

despreciando las deformaciones axiales de sus elementos estructurales y usando un modelo de ~~reo 
plano para efectos dinámicos: a) La matriz de rigidez lateral; b) las frecuencias angulares de vibración,;· 

e) los períodos de oscilación; y d) las formas de Jos modos de vibración. ,.·:-. 

y 

• N2® 
7 

@ ~--r 
4 9 6 l11' 

1--------""+---l "'~ Nl (j) 8 10 w _ ! 
3 lí1 

~mento 

7y8 

9yl0 

1,2,3,4,5,)'6 

NO ix 
® @ (j) 
1..-9 __ ,l--'-7.S_j 

perfil 1 

mmxKglm [m4:J 
IPR40Sl<74.4 27430xla' 

IPR'400l<59.8 2156txta' 

IPR356l<134.2 41S8txt<r' 

NOTAS: 
1. acotación en [m] 
2. E = 2. lx106 [t/cm2] 
3. WN2 = 120 [ton] 
4. WNt = 100 [ton] 

Flpra 3.112. Marco plano de acero estructural. 

Solución en [ton,m,segj: a} Matriz de rigidez lateral K• 

b) w1 = 8.905 {r/sJ; w2 = 29.041 fr/s]; 

A 

[mz] 

Q00048 

<l00761 

0.0171 

[7036.248796 

~06.004232 
-3506.00423~ • =K 
2460.124149 e) T1 = 0.9099 [segj, T2 = 0.2164 fseg]; 

d)z11=1.0,zzi = 1.868,z12= t.O,z22=·0.4461. 

IIL· Usando un modelo din~miéo sencillamente acoplado (edificio de cortante), determinar para la 

estructura del problema I anterior, cuyos niveles 1 y 2 pesan 47 y 40 [ton], respectivamente: a) Las 

frecuencias naturales de vibración; b) los períodos de oscilación; e) las formas de los modos de vibración; 

y d) las ecuaciones de respuesta dinámica de desplazamientos si la estructura vibra libremente desde un 

desplazamiento máximo inicial estático de los pisos 1 y Z de S y 10 [cm), respectivamente. 
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Solución en {ton,m,seg]: a) w1 = 9.624 {r/sj; w2 = 22. 108 {r/s]; b) T1 = 0.8529 [seg], 
T2= 0.2842 [seg];c)z11=1.o,z21=2.17B,z12 = 1.o,z22 = ·0.54;d)x1 = 0.04685cos9.624t + 
0.00323cos22.108t,x2= 0.101935cos9.624t-0.00174cos22.108t 

rv.- El marco mostrado en la figura 3.113, tiene su dimensión meno!' de la sección transversal de las 

columnas, y su dimensión mayo!' de la sección tl'ansvel'Sal de las vigas, paralelas al plano del ma!'coy forma 

parte de una estructura que puede sel' modelada como un edificio de cortante. Determina!': a) La matriz 

de rigidez de entl'episo; b) las frecuencias naturales de vibración; c) los periodos de oscilación; y d) las 

fomas de los modos de vibración. 

y 

t 

~ 
() 12 

3 
N2® 13 

C"i 
1--~~~--'>:!!Jll'.:__:~..:w!:!:.---'-)~8~-.®>-=-t 

2 11 lf1 

NlGJ 
14 1--~~~~~~~~--1~9~--11ú)~ 

NO 

@ 
1-- 8.0 

@ 
1 

10 ,..... 

_::j_ X 
@ 

~---6.0__j 
@ 

3.5 1 

Flcara 3.lU Marco plano contraventeado. 

Solución en {ton,cm,seg]: a) Matriz de rigidez de entrepiso Ken 

t .45 

-63.05 

o 

-63.05 

109.49 

-46.44 
-~:l =K.n 
~~ 

Elemento S.C.ión[m] 

l,2y3 Q3x0.S 

4,Sy6 0.3Sx0.SS 

7,8y9 Q4x0.6 

IOyU •· QSx0.7 

:1,13,14,18,19 · 'o.2Sx0.8 

IS,16yl7 0.25 xQS 

:1D a 2S CPS102.8.04krfm 

NOTAS: 
1. acotación en lml 
2. Datos CPS: 
A= 0.001 06 lm2J 
1 = 158.2'<1 o"' lm"J 
E = 2. 1><1 o" lkwcm2

) 

3. WN3= S!;ltcn) 
WN2= 60{tonj 
WN1= 70{ton] 

b)WI "' 12.618{r/sJ, W2 = 33..731 [rfs], W3 = 52.985/r/sj;c) T1 = a4979{seg], T2= 0.1863[seg], 
Ta= 0.1186 {seg}; d) z11 = 1.0, z21 = 1.492, za1 = 1.847, z12 = 1.0, z22 = 0.384, z32 = -1.027, 
Z13 = 1.0, Z23 = -1.495,"Z33 = 0.628. 

V.- Empleando la matriz de rigidez lateral deteminal' para el ma!'co mostrado en la figura 3.114 que 

tiene la dimensión menor de la sección transversal de las columnas, y la dimensión mayor de la sección 

transvel'Sal de las vigas, paralelas al plano del ma!'co: a) Las frecuencias naturales de vibración; b) los 

periodos de oscilación; c) las fomas de los modos de vibrar, y d) las ecuaciones de !'espuesta dinámica 

de desplazamientos si actúa un sistema de fucl'Z88 estáticas sólo poi' un instante, desplazando los pisOl 3, 
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Flpr• 3.114. Marco plano de 3 niveles. 

2 y l lateralmente en distancias de 14, 10 y 7 [cm}, 

respectivamente. 

Solución en {ton, m, seg}: 

a) w1 = 9.1198 {rls], wa = 27.91B{r/s}, 
wa = 52.5794 [r/s]; b)T1 = 0.689 [seg], 
Ta= 0.225 [seg}, Ta= 0.1195 [seg};c)z11=1.0, 
z21 = 1.393, za1 = 1.631, z12 = 1.0, z22 = 0.185, 
z32= -0.836, z1a = 1.0, z23= -2.245,z33 = 0.942; 

d) x1=0.0783344cos9.1198t-0.011338221cos27.91Bt+0.0030B687Bcos52.5794t, 
xa = 0.1091284cos9.1198t- 0.002097587cos27.91et- 0.006884922cos52.5794t, 
xa = o.12m7Bcos9.1198t + o.000478843cos27.91et- o.oo2888902cos52.5794t. 

3.3.2.· METODOS NUMERICOS 
PARA OBTENER FRECUENCIAS Y 
MODOS DE VIBRAR. 

El procedimiento hasta ahora seguido para 

encontrar los valores característicos, frecuencias 

angulares y formas de los modos de vibración de 

un sistema de varios G.L., consistente en efectuar 

la solución del determinante característico y el 

producto matricial de la ecuación característica, 

es muy laborioso y resulta impráctico en sistemas 

de más de 3 G.L 

Se han desarrollado métodos numéricos de 

aproximaciones· sucesivas para resolver 

fácilmente estos problemas. Los más 

comúnmente usados en los programas de 

cómputo que trabajan con modelos de estructuras 

reticulares tridimensionales o planos, son el 

método de Jacobi o de diagonalización por 

rotaciones sucesivas, y el método de iteración del 

subespacio o método de iteración inversaC••í 221, 

mientras que para los modelos estructurales más 

simples como los sencillamente acoplados (de 

resortes), se utilizan el método de Newmarltyel 

método de Holzer. 

3.3.2.1.- METODO DE NEWMARK 

Las bases de este método suponen que 

cada masa de un sistema oscilatorio simple­

mente acoplado se mueve en movimiento 

armónico simple definido por x = Xocoswt ó 

x= x.,senwt (Xo es la amplitud del 

desplazamiento), estando la aceleración dada 

por 'K' = -w2x.,coswt = -w2x ó -1( = -w2xosenwt 

= -w2:r, y la fuerza de inercia en cada masa 

será F; = mx" = -mw2x. 
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La fuerza restauradora de cada resorte es 

Pr = kAr, donde k es fa rigidez de entrepiso 

expresada como la fuerza cortante V necesaria 

para producir un desplazamiento unitario entre 

dos niveles consecutivos Ar. es decir k = V/l:J.r. 

Entonces las fuerzas a que se verá sujeta cada 

masa dependerán solo de x y de w2
• 

Este método es aplicable para el cálculo de la 

primera forma del modo de vibrar o forma fun­

damental de sistemas sencillamente acoplados 

(de resortes) y consta de los siguientes pasos: 

a) Suponer una configuración deformada de 

la estructura (forma del modo), es decir un vector 

de desplazamientos {x} de cada masa, usual­

mente se suponen valores iguales al número de 

piso o nivel (numerados de abajo hacia arriba). 

b) Calcular la fuerza de inercia en cada masa 

acorde al desplazamiento supuesto y relativa a la 

frecuencia angular fundamental desconocida con 

F!vr= mx ..... (3.102) 

c) Obtener la fuerza cortante en cada 

entrepiso relativa a la frecuencia angular fun­

damental desconocida Vtw2, para lo cual se 

idealiza la estructura como una vigá en voladizo, 

es decir los cortantes en cada entrepiso estarán 

dados por la suma acumulada de fuerzas de iner­

cia. 

d) Calcular las deformaciones de entrepiso 

relativas a la frecuencia angular fundamental des­

conocida, con 

Ar/w2 = (V!w2)1k ..... (3. 103) 

e) Obtener la acumulación de deformaciones 

de entrepiso en cada piso o nivel (deformación 

total respecto a la base) 

f) Calcular el valor ca~cterístico w2 para 

cada masa, con 

w2 = x!(A./w2) ..... (3.104) 

si todos estos valores característicos soo 

iguales en todos los pisos o niveles, la 

configuración obtenida es la forma del modo fun­

damental buscado, si son diferentes entonces se 

calcula un nuevo vector de desplazamientos de las 

masas mejorado, con 

(Avr)¡/(A/w2)1 =Xi ..... (3.105) 

xt-:ompon.nto del vootor mojorado o nu.vo vootor {x} 
paralam&Mi 

y se repite el proceso hasta encontrar el valor 

de la frecuencia angular con la aproximación 

deseada. 

Se pueden tabular los datos obtenidos con 

ayuda de la tabla 3.23 

Taltla 3.23. Método de Newmark 
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El método puede fácilmente ser programado 

en una calculadura de bolsillo con la codificación 

indicada al final del problema I del próximo inciso 

3.3.2.4. Aunque puede emplearse este método 

para la obtención de las frecuencias angulares 

superiores mediante un proceso denominado lím­

pia[ret 26J, es mejor el empleo para este caso de el 

método de Holzer que se describe a continuación. 

3.3.2.2.· METODO DE HOl..ZER 

Este método se basa en las mismas con­

sideraciones indicadas para el método de New­

mark, es adecuado para encontrar loe valores 

característicos superiores de sistemas simple­

mente acoplados (de resortes), estos valores 

pueden obtenerse con los siguientes pasos 

a) Suponer un valor arbitrario de vl mayor al 

fundamental 

b} Proponer la amplitud del desplazamiento 

xi que es igual al desplazamiento relativo a la base 

órt de la masa m1, usualmente es conveniente 

tomarlo igual a 1.0 

c) Calcular la fuena cortante V¡ en el 

entrepiso o resorte 1. y la fuerza de inercia F¡ en 

la masa o nivel 1 con 

F1 = mwal<I 

.... (3.106) 

.... (3.107) 

d) Por equilibrio de fuerzas obtener la fuerza 

cortante V¡+ 1 en el resorte superior con 

Vi+1 = V;-F1 ..... (3.108) 

e) Calcular el desplazamiento relativo o de 

entrepiso del resorte mencionado con 

Óri+1 = V1+1/Ki+1 ..... (3.109) 

f) Hallar el desplazamiento total o absoluto 

Xi+ 1 de la masa o nivel superior i + 1 y la fuerza de 

inercia F; + 1 correspondiente con 

Xi+1 =Xi + Órl+1 

A+1 = m 1+1w2 Xi+1 

..... (3.110) 

..... (3.111) 

g) Repetir los pasos d) a f) basta completar 

todas las masas 

b) Al aplicar la ecuación (3.108) a la última 

masa se obtiene un residuo que indica el grado de 

aproximación del valor característico w2propues­

to. Un cambio de signo en el valor de los residuos 

de dos iteraciones sucesivas indica que existe una 

raíz o valor característico entre los correspon­

dientes valores propuestos de esos residuos, por 

lo que se deben probar valores que bagan que el 

residuo tienda a cero. Cuando los residuos son 

pequeños, una aproximación más precisa al valor 

característico buscado se obtiene con la siguiente 

expresión 

..... (3.112) 

w"-nuevo valor cwact.riatico más pr•cleo 

l:V ór-oumatoria d. loo productoe V !ir d• todo• lo• 
•ntrepleoo o roeort.to <al elatema •a1Nctural. 

l:Fx«.111atorie <a loe producto9 Fx ci. todu '"" maeu 
o nlwl9to óol elet.ma •01Nclllrel. 
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i) Si se satisface el equilibrio entre la fuerza 

cortante V del último resorte y la fuerza de inercia 

F de la última masa el residuo será igual a cero, y 

el valor característico w2 y las amplitudes x co· 

rresponden a un vector de forma del modo de 

vibración {z}. 

La tabla 3.24 es útil para tabular los datos 

obtenidos. 

F 

TaltlaJ.24. Método de Holzer. 

La codificación en lenguaje basic del 

programa para calculadora de bolsillo de este 

método se indica en el problema 1 del próximo 

inciso 3.3.2.4. 

3.3.2.3.- METODO DE ITERACION INVERSA 

Este método puede ser aplicado a cualquier 

tipo de matrices de masas y rigideces y no sola­

mente a sistemas sencillamente acoplados, 

además de que puede ser empleado para calcular 

cualquier forma del modo de vibrar, aunque por 

su manera de proceder trabajando con 

operaciones matriciales, es adecuado para 

emplearse en programas de computadora. 

Este procedimiento se basa en que· la 

ecuación característica general dada por la 

expresión (3.59), puede escribirse como (ver 

ecuación (s) del problema!, inciso 3.3.1.7.) 

K{z} = M{z}w2 ..... (3.113) 

Los pasos a seguir para la aplicación del 

método son 

a) Suponer arbitrariamente un valor del vec­

tor de desplazamientos de las masas {x} (es decir 

se supone arbitrariamente un valor de w2{z} ), 

usualmente se suponen valores iguales al número 

de piso o nivel (numerados de abajo hacia arriba). 

b) Calcular el producto vectorial 

{x*} = M{x} ..... (3.114) 

M-matriz de maaa 

c) Calcular los valores de un vector {y} resol~ 

viendo el sistema de ecuaciones expresado por 

K{y} = {x*} ..... (3.115) 

K-matriz de rigidez 

La ecuación (3.115) es otra forma de expresar 

la ecuación (3.113). 

d) Se repite el ciclo indicado desde a) a c) con 

un vector {x} mejorado proporcional a {y} usan­

do 

{X} = {y}/f1 ..... (3.116} 

Esto se efectúa basta que el valor del vector 

{y} del ciclo iterativo i sea lo suficientemente 

aproximado al obtenido en el i-1, entonces {x} 

representa una forma del modo de vibración o 
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vector de forma modal {z} y el valor característico 

w2 correspondiente puede obtenerse con: 

w2 = {y} T {X •}/({y} T M{y}) ..... (3. 117) 

e) Los modos superiores al fundamental se 

calculan con los mismos pasos a) a f), suponiendo 

un valor inicial del vector de desplazamientos {x} 

igual a 1 en todas las masas, y usando en lugar de 

la matriz de rigidez K la siguiente matriz afectada 

por un "corrimiento" producido por la 

introducción de una constante arbitrariaµ y ex­

presada como 

K' = K·µM ..... (3.118) 

3.3.2.4.- PROBLEMAS RESUELTOS. 

entonces el método convergerá hacia el valor 

característico más cercano a µ; dicho valor es 

calculado en este caso con 

Los datos obtenidos pueden ser tabulados en 

la tabla 3.25. 

La programación del método en calculadora 

de bolsillo se indica al final del problema 111 del 

inciso 3.3.2.4. 

1.- Para el sistema de 3. G.L. simplemente acoplado de la figura 3.115, que representa el modelo 

dinámico de la estructura de cortllnte cuyas características se calcularon en el problema resuelto IV del 

inciso 3.3.1. 7., determinar por el método de Newmark y Holzer las frecuencias angulares, periodos de 

oscilación y formas de los modos de vibración. 

Aplicando Jos pasos del Método de Nawmarl<, se obtiene Ja tabla 3.26 y forma del modo 1 

NIV X FW vtw2 1:;.,¡Wl w w2 

N3 3 8.58 0.0'2657 112.93905 

EN3 8.58 0.008 

N2 2 4.08 0.01856 107.74121 

EN2 12.66 0.007513 

Nl 1 2.35 0.01105 90.49774 

ENl 15.01 0.01105 

N3 . 2.405 6.87694 .0.02184 110.11905 , .. , ... 
EN3 6.87694 0.00641 

. . . ~ 

N2 1.68 3.4272 0.01543 · 108.87881 

EN2 10.30414 0.00612 

Nl 1.0 235 M0931 107.41139 

ENl 12.65414 0.00931 

1 ¡ 
¡ 
!' 
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NIV X .F/wz vw !!r/w2 
.. t.1w2 

N3 2.346 6.70956 0.02139 109.67742 
". ·:.- ' "·· ' , .. ~ 

EN3 ' 6.70956 0.00625 .. 
N2 1.657 3.38oUf. 

.. 
0.01514 ' ,'<..··,· ~~.~518 

EN2 :· .. - '10.08984. 0.00599 . :,~," . ., 

Nl 1 2.35: ···>:.~: 0.00915 .... ~) .· .. j;:;.;:: ~ ~.;:.~~~ 109.~~2 
ENl •. ;12.43984 0.00915 

N3 2.338 6.68668'' 0.02133 
«:•., 

-~ .. 
EN3 .. 6.68668 0.00623 

N2 1.655 3.3762;,·· 0.01510 109.602649 
::···· 

EN2 ';~ . .:::· ,10.06288 0.00597 

Nl 1.0 i;5>:· 0.00913 109.52903 

ENl 12.41288 0.00913 

de esta tabla y de la ecuación (3. 7), se tiene 
Ta•la3.26 

w, = 10.469 [r/s} T1 = 0.6002 [seg} 

m3 = 2.86 

ke3 = 1073 

mz = 2.04 

~ = 1685 

mt = 2.35 

z11 = 1.0 

m¡-masa del piso i [t-s2/m) 
k¡-rigidez del entrepiso i [t/m] 

Flpra l.115. Sistema de 3 G.L. sin¡plemente 
acoplado. 

ZZI = 1.855 Z'31 = 2.338 

Forma del modo 2. 

Siguiendo los pasoo estipulados para el 
Método de Holrer se obtiene la tabla 3.27 
mostrada en la siguiente página, donde se 
prueba para el primer ciclo de Iteración 
proponiendo w2 = 600 y se obtiene un residuo 
11f!9atlvo, se prueba para el segundo ciclo con 
w2 = 800 y se obtiene un residuo positivo, con 
lo que se deduce que debido a este cambio de 
signo existe una raír o frecuencia entre los dos 
valores supuestos. 

Proponiendo un nuevo valor w2 = 750 se 
obtiene un residuo negativo menor que el 
primero, por lo que debe proponerse un valor 
característico más grande. 

Mejorando la aproximación con la ecuación (3.105), se obtiene 

w2= 750(3744.376088)13698.390817 = 759.325 
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NIV lt F V .6.r w2(Propuesta) 
Residuo -915.069 ·. 
N3 -0.18298 -313.994 600 
EN3 -1229.063 -1.14545 
N2 0.96247 1178.063 . 
EN2 '51.'. ' -0.03753 
Nl 1.0 1410 
ENl 1.0 
Residuo 
N3 -0.84544 -1934.367 ' 800 
EN3 -1648.386 -1.53624 
N2 0.6908 1127.386 
EN2 -521 -0.3()C)2() 
Nl 1.0 1880 

iduo 
N3 -0.64727 -1369.882 
EN3 ~1467.486 
N2 0.72038 1087 •. 486 

}().i7~2 EN2 -380 
Nl 1.0 1739 

. ,. 

ENl · • 13s9 1.0 
Residuo ~,--0,5.ff17 e: 
N3 -0.69996 -1501.414 

ti;~7.111 EN3 -1.46049 
750 

N2 0.76053 1163.611 
EN2 ~403.5 -0.23947 
Nl 1.0 1762.5 
ENl 1359 1.0 

id u o -30.281 
N3 -0.6755 -1448.947 759.325 
EN3 -1479.228 -1.37859 
N2 0.70309 1075.728 
EN2 -403.5 -0.29691 
Nl 1.0 1762.5 
ENl 1359 1.0 

al probar con e.slle valor se tiene un residuo muy pequeño, por lo que se considera que la 
ap(O')(}macfón lograda ea adecuada y por tanto la solución para este modo es 

(W~2 = 759.325 

Fonna del modo 3. 

W2 = 27.556 T2 = 0.228 {seg] 

Procediendo analogamente para el modo 3 se tiene la tabla 3.28, de donde 

wa = 48.403{r/s] Ta= 0.1354/seg] 

Puede observarse que los resultados son prácticamente Iguales a los obtenidos en el problema 
N del Inciso 3.3. 1. 7. 
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NIV X F V Ár w 2(Propuesta) 
Residuo 1077.408 
N3 0.0257 154.3542 2100 
EN3 1231.762 1.14796 
N2 -1.12226 -4807.762 
EN2 .-3576 -2.12226 
Nl 1.0 4935 
EN1 1359 1.0 
Residuo .69.999 . 
N3 0.23818 1464.569 

1s3{568' 
2150 

EN3 1.43017 
NZ -1.19199 -5228.068 
EN2 
Nl 1.0 5052.5 

esiduo 
N3 0.26014 1603.321 
EN3 
NZ -1.19896 -5270.868 ·,:..-_.;-,:..;'' ··-

EN2 
Nl 1.0 5064.25 '-"-~'.· 

: ~·.,Y.,,·,, 

ENl . 1359/ 
Residuo 1.216": 
N3 0.25222 1553.209 
EN3 ·1554.425 1.44867 
N2 -1.19645 -5255.445 
EN2 -3701.02 -2.19645 
Nl 1.0 5060.02 
EN1 1359 1.0 Taltlli 3.28 

Los métodos Iterativos de Newmark y Holzer pueden fácilmente ser programados en una 
calculadora de bolsll/o de tal manera que interactivament& se faciliten los cálculos para la solución 
del problema de los valores característicos. 

A contiruación se Indica la codificación de la programación de dichos métodos: 

05 REM METODO NEWMARK 
10 INPUT"# DE MASAS=';N:DJM M(N),K(N),X(N),F(N), V(N+l),D(N),T(N), W(N) 
15 FOR l=l TON 
20 INPUT "RIGIDEZ=";K(l),:MASA=";M(l):NEXT l 
40 FOR f:sl TON 
50 X(l)=l:F(l)=X(l)*M(l):·NEXT l 
60 FORI=NTO l STEP-1 
70 V(l)=V(l+l)+F(l):D(l)=V(l)IK(l):NEXT 1 
80 FOR I=l TON 
90 T(l) =T(l-1) +D(l): W(l) =ROUND(X(l)fl'(l),-4):NEXT 1 
120 FOR l=l TO (N-1) 
130 IFW(l+l)=W(l) THENNEXTIELSE170 
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140 FOR l=l TON 
ISO PRINT"W2(';l;"}=";W(l},"X('';l;")=":X(I):NEXT I 
160 . INPUT "MODOS SUPERIORES, 1 =Sl,2=NO";L:IF L =2 THEN END ELSE 195 
170 Ll=T(l):FOR 1=1 TON 
180 X(l)=T(l}/Ll:F(l)=X(J)•M(l):NEXT I 
190 GOT060 
192 REM METO DO HOLZER 
195 U=l: T=O: W=O 
200 INPUT "TANTEO: W2=";W:X(l)=l:D(l)=X(l):V(l)=K(l) *D(l):F(l)=M(l)*W*X(l) 
210 FOR 1=2 TO N:V(I)=V(l-1)-F(l-I):D(l)=V(l)!K(I):X(l)=X(I-l)+D(l) 
215 F(I)=M(I)*W*X(l):NEXT I:V(N+l)=V(N)-F(N) 
220 IF ROUND(V(N),-2)=ROUND(F(N),-2) THEN240 

250 

230 PRINT "PARA W2=";W;"RESlDUO V=";V(N+l): IF ABSV(N+l)<SO THEN 235 ELSE 200 
235 FOR l=I TO N:Wl=Wl+V(l)*D(!):W2=W2+F(WX(l):NEXT I:Wl=W*WZ/W2 
237 PRINT"PROPUESTA: TANTEARCONW2=";Wl:ERASE Wl,W2:GOT0200 
240 U=U+l:PRINT "SOLUCION=W('';U;")=";W,"RESIDUO V=";V(N+l):FOR I=l TON 
250 PRINT "X(";/;") =";X(l):NEXT I:IF U=N THEN END ELSE 200 
NOTA: Los datos de las masas y rigideces se introducen en la ca/cu/adoro en olden de los niveles in­

feriores hasta los niveles S1Jperiores. 

· La frecuencia fundamenta/ y su forma modal los da la calculadora de bolsillo al converger el 
método Newmarl<, para los modos superiores la calculadora pedirá datos de <tanteo' para un valor 
característico .,.¡.arbitrarlo, dando como resultado del cálculo un resido de la fuerza cortante V; se 
deben probar varios valores de .,.¡.buscando que e/ residuo tienda a cero, un cambio de signo en 
el residuo Indica una raíz o forma del modo entre los ~ valores caracterfsttcos correspondientes 
que se probaron, por lo que se tendrá de/Imitado un intervalo y deberá tantearse con valores dentro 
de él. Para cuando el residuo es pequeño (menor que 50), el programa propondrá un posible valor 
de w2, e/ cual deberá ser probado en caso de ha/lame dentro del mencionado inta1Valo (conver­
gencia del método). 

11.- Para el sistema de 5 G.L. simplemente acoplado mostrado en la figura 3.116, determinar las 

frecuencias angulares, períodos de oscilación y formas de los modos de vibración 

ms =0.45887 
kes = 200 

~ = 0.3569 
le.,¡ = 175 
m3 = 0.30592 111;-masa del piso i [t-s2/cm] 
k.3 = 200 ~-rigidez del entrepiso i [!/cm] 

1112 = 0.28042 
~2= 190 

mi= 0.45887 
Kol = 225 

Fipra 3.116. Sistema de 5 G.L. simplemente 
acoplado 

Usando el programa para calculadora de 
bolsillo dado en el problema I anterior (o 
procediendo manualmente como en el 
problema citado), se obtiene 

• F arma del modo 1 

El programa converge por el método de 
Newmatk al primer modo con 

<w1>2 = 42.99 

wi = 6.557 [r/s] 

T1 = 0.958 [seg] 

\ 
r 
I· ¡ 

f ¡ 
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Z11 = 1.0 Z21 = 2.08 Z31=2.981 Z41 = 3.787 Z51=4.202 

•Forma del modo 2 

probando valores arbitrarlos se obtiene la tabla 3.29 

(w2)2 60 
Residuo V -64.935 

de donde 

(wa} 2 = 271.219 

150 
-23209 

''- "• "~' 

w2 = 19.26'!-:rris/ 

-371.2186166 
-0.001736 

Tebla 3.211 

T2 = 0.326 [seg] 

z12 = 1.0 z22 = 1.288 - z32 = 0:891 · Z42 = -0.1_41 zsa = -0.950 

•Fonna del modo 3 

analogamente para este modo 

de donde 

800 
12239 

(wa) 2 = 879.733 

1000 
-207.86 

900 877. n49092 879. 7333311 
-34.42 3.315 0.0352 

Tibia 3.30 

W3 = 29.88 {r/sj fa = 0.212 [seg] 

Z13 = 1.0 Z23 = 0.0598 Z33 = -0.90i ,Z'43 = -0.817 Z53 = 0.806 

De Igual manera para los demás modos 

•Fonna del modo 4 

(w4)2 1400 
Residuo V -236.57 

de donde 

(W-412 • 1480.877 

1600 
504.41 

1500 
70.01 

' .:', •.· . 

-W4 ~ 3a48Ó {r/sj 

1480 
-238 

1480.67656 
-0.0125 

Tibia 3.31 

T4 = 0.163 {seg] 

Z14 = 1.0 Z24 = -1.392 Z34 = -0.775 Z44 = 1.938 Z54 = -0.808 

•Forma del modos 

(ws)2 

Residuo V 

de donde 

2225 
155.1 

(W!l/2 = 2232.9 

2235 
-425 

2232534606 2232889593 2232900767 
7.36 0.225 0.000201 

Tebla 3.32 

W& = 47.234 {r/s] TIS = 0.133 [seg] 

Z15 = 1.0 Z26 = -:J.209 Z315 = 2.838 Z415 = •1,330 ZISIS = 0.323 

251 
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Ill.· Para el marco plano del problema IV del inciso 3.3.1.7., determinar empleando la matriz de 

rigidez lateral y el Método de Iteración Inversa, las frecuencias angulares, periodos de oscilación y formas 

de los modos de vibración. 

En el problema N. se obtuvo (en {ton,m,segj) 

~
9!). 764635 -3478.248285 

K
0 

= 78.248285 4798.182011 

8.409378 -1837. 718182 

•Forma del modo 1 

498.4093[]8 
-1837. 718182 

1385.496735 

M= 

o 
2.04 

o 

Aplicando los pasos del Método de iteración Inversa se obtiene la tabla 3.33 y forma del modo 
fundamental 

T•bla 3.33 

NIV {X} {X-} {y} NIV {x} {X-} {y} 

1 

2 

3 

1 

2 

3 

1 

2 

3 

1.0 235 0.01303924113 1 1.0 235 0.01068554338 

20 4.08 0.02211016266 2 1.676697521 3.420462943 0.01791463867 

3.0 8.58 0.0308289199 3 2.310968482 6.6()C)369859 0.024ó8836713 

1.0 2.35 0.01085691266 1 1.0 235 0.01068372221 

1.695663301 3.459i53134 0.01822127006 2 1.676512703 3.420085915 0.01791137579 

2364318567 6. 761951102 0.02514356337 3 2310445642 6.607874536 0.02468396881 

1.0 2.35 0.01070114246 1 1.0 2.35 o.010683n221 

1.678310541 3.423753504 0.01794257903 2 1.676512703 3.420085915 0.01791137579 

2.315903624 6.623484365 0.02473000294 3 2310389877 6.607715048 0.02468350001 

por tanto de la ecuación (3. 117) y efectuando prlmsro 

{y} T {X*}= 0.2494867257 

{y}TM = {0.02510674719 a03653920661 0.07059481003} 

{y} 1M{y} = 0.002685227967 

t\V1J2 = 93.60052078 W1 = 9.675 (r/s] T1 = 0.6494 [seg] 

•Forma del modo 2 

Suponiendo arbltraJfamente µ = 600, se tiene de la ecuación {3. 118) 
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~
9.764635 -3478.248285 498.4093~8 

K' = K-,uM = 478.248285 3574.182011 -1837.718182 

98.409378 -1837. 718182 -330.503265 

procediendo como en el modo 1 pero usando K' en vez de K, se obtiene la tab7a 3.34 y forma 
de/modo2 
Tabr. 3.34 

NIV {x} {x*} {y} NIV {x} {x*} {y} 

1 1.0 2.35 2. 707353435E-4 1 1.0 2.35 0.003744301275 

2 1.0 2.04 . -8.824070943E-4 2 0.691813108 1.41129874 0.002711088214 

3 1.0 2.86 -0.003338688362 3 -O. 7911406693 -2.262662314 -0.002581998455 

1 1.0 2.35 0.002483659899 1 1.0 2.35 0.003557030978 

2 -3.259297744 -6.648967398 0.0249902548 2 0.7240571777 1.477076643 0.002513905643 

3 -12.33192652 -35.26930985 0.00521343740') 3 -0.6895808496 -1. 97220123 -0.002646846107 

1 1.0 2.35 0.001896162842 1 1.0 2.35 0.003657591842 

2 l. 006186669 2.052620805 7.659735427E-4 2 0.7067426903 1.441755088 0.002619789221 

3 0.2099094732 0.6003410934 -0.003216062809 3 -0.7441166871 -2.128173725 -0.002612024074 

1 1.0 2.35 0.005412618613 1 1.0 2.35 0.003<io2312285 

2 0.4039597896 0.8240779708 0.0044678432 2 0.7162606804 1.461171788 0.002561583701 

3 -1.696089986 -4.85081736 -0.002003367339 3 -O. 7141376586 -2.042433704 -0.00263116618' 

1 1.0 2.35 0.002967961101 1 1.0 2.35 0.003632318168 

2 0.8254494765 1.683916932 0.001893663472 2 0.7110942914 1.450632354 0.002593177804 

3 -0.3701290415 -1.058569059 -0.002850776945 3 -O. 730410351 • 2.088973604 -0.002620775797 

1 1.0 2.35 0.004056619176 1 1.0 2.35 0.003615917572 

2 0.6380351385 1.301591683 0.003039937921 2 o. 7139181329 1.456392991 0.00257590912 

3 -0.9605169502 -2. 747078478 -0.00247384446 3 -O. 7215160334 -2.063535856 -0.002626454966 

1 1.0 2.35 0.003409973335 1 1.0 2.35 0.00362484807 

2 0.7493772003 1.528729489 0.0.002359064251 2 o. 7123804869 1.453256193 0.002585312312 

3 -0.6096291096 -1. 744111253 -0.002697768587 3 -O. 726359192 -2.077387289 -0.002623362529 

ydelaecuaolón (3.119) Yf!foétuando primero 

{y}T {X*}= 0.01772525408 

{y}TM = {0.008518392965 0.005274037116--0.007502816833} 

{y}TM{y} = 8.419552193E·5 

(w,)2 = 600 + 27a 114 = 878.114 w2 = 29.599 fr/sJ T2 = 0.2123 [seg} 
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•Forma del modo 3 

Análogamente para este modo y suponiendo arbitrariamenteµ = 3500, se tiene de la ecuación 
(3.118) 

~
25.235365 -3478.248285 498.4093:]8 

K' = K-µM = 478.248285 -2341.817989 -1837,718182 

98.409378 -1837. 718182 -8624.503265 

y aplicando los pasos del método pero usando K' en vez de K, se calcula Ja tabla 3. 35 y forma 
delmodo3 · 

Tabl1 3.36 

NIV {x} {~} {y} NIV {x} {~} {y} 

1 .• 1.0 2.35 -3.465804579E-5 1 1.0 . 235 0.002202962723 

2. 1.0 .• ·.· 2.04 -6.698465202E-4 2 -1.212322515 -2.473137931 -0.002694324783 

3 .1.0' 2.86 -1.908845895E-4 3 0.2768322423 0.791740213 6.096173366E-4 

1 1.0 2.35 -0.0191507127 1 1.0 2.35 0.002215136205 

2 19.32730207 39.42769622 0.01670234753 2 -1223046017 -2.495013875 -0.002705515209 

3 5.507655876 15.75189581 -0.006492083849 3 0.2767261244 o. 7914367158 6.127404989E-4 

1 1.0 2.35 0.001839758173 1 LO 2.35 0.002213191155 

2 -0.8721527911 -1. 779191694 -0.002363170969 2 -1221376457 -2.491607972 -0.002703721336 

3 0.338999595 0.9695388417 4.974496513E-4 3 0.2766152698 0.7911196716 6.122826153E-4 

1 1.0 2.35 0.002282663416 

2 -1.284500867 -2620381769 -0.002767324253 

3 o.2703886079 o.m3114186 6.319148318E-4 

y de la ecuación (3.119) y efectuando primero 

{y}T{X*} = 0.01242200187 

-0.005515591525 0.00175112828} 

{y} T M{y} = 2. 749561335E-5 

(W~2 = 3500 + 451.7812173 = 3951.781217 wa = 62.883 {r/sj fa= 0.09995 [segj 

Puede obsetvarse que los resultados son los mismos que los obtenidos en el problema IV del 
lnclso3.3.1.7. 

Este métDdo iterativo puede ser también fácilmente programado en una calculadora de bolsillo 
de ta./ manera que Interactivamente .se facl/ffen los cálculos para la solución del problema de los 
valores característicos. 
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A continuación se lista la codificación de la programación de dicho método: 

10 CLEAR: INPUT"# DE RENGLONES MI'Z. K=";N:M=N+l 
20 DIM K(N,N),M(N,N),L(N,N),A(N,M),X(N), W(N),Y(N),Z(N) 
30 FOR I=l TON 
40 FOR J=l TON 
50 ·INPUT "DATOS X RENG.MTZ. K=",·K(l,J):L(l,J) =K(l,J) 
60 NEXTJ 
70 NEXTI 
80 FOR I=l TON 
90 FOR J=l TON 
100 INPUT "DATOS X RENG.MTZ. M;=";M(I,J) 
110 NEXTJ 
120 NEXTI 
130 FOR I=l TON 
140 X(I)=I:A(l,M)=M(I,I)*X(I):NEXT I 
145 REM SOLUCION DEL SISTEMA DE ECUACIONES 
150 FOR I=l TON 
160 FORJ=l TON 
170 A(I,J)=L(I,J):NEXT J 
180 NEXTI 
190 FOR I=l TON 
200 Pl=A(l,I) 
210 FORJ=ITOM 
220 A(l,J)=A(l,J)/Pl:NEXT J 
230 FOR K=l TON . 
240 IF K=I THEN 290 
250 Cl =A(K,I) 
260 FORJ=ITOM 
270 A(K,J)=A(K,/).Cl*A(I,J) 
280 NEXTJ 
290 NEXTK 
300 NEXTI 
310 FOR I=l TON 
320 Y(I)=A(l,M):NEXT I 
330 V=Y(l):Z8=Z8+1:IF Z8>1 THEN 360 
340 FOR I=l TON 
350 Z(I)=A(l,M):NEXT I:IF Z8=1 THEN 410 
3óO FOR I=l TON 
370 lF ABS(Y(l)·Z(I)) <lE-6 THEN V1 =1 ELSE V1 =O:NEXT I 
380 IF V1 =1 THEN 430 
390 FOR I=l TON 
400 Z(I)=A(l,M):NEXT I 
410 FOR I=l TON 
420 X(I) =Y(I)IV:A(l,M) =M(l,l) •X(l): W(l) =A(I,M):NEXT J:GOTO 150 
430 FOR I=l TON 
440 PR/NT"Z(":l,·")=",·X(l), "X•(",-J;')=": W(I), 'Y(";l;")=":Y(l):NEXT I 
450 INPUT 'MODOS SUPER/ORES?,l=Sl,2=NO';V3 

255 
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460 lF 1-'3=1 THEN 470 ELSE END 
470 INPUT "MU=";V4 
480 FOR I=l TON 
490 FORl"=l TON 
500 L(I.J) =K(I.1)-V4*M(/,l):NEXT J 
510 NEXT/ 
520 FOR I=l TON 
530 X(I)=l:A{l,M)=M(l,I)*X(l):NEXT I:ZB=O:GOTO 150 

256 

El programa requiera como datos de entrada el valor por renglón de los coeflclentas de la matriz 
de rigidez K y de Ja matriz de masas M, y converge hacia Jos valores del primer modo cuando la 
diferencia entre dos iteraciones sucesivas dan valores del vector {y} menores que 1 x 10-s; para 
los valores característicos superiores se deben probar valores arbitrarlos de la consta.nte µ; el 
programa entrega los resultados finales de los vectores {x}, {x*}, y {y}, y el valor característico 
correspondiente debe ser calculado con las ecuaciones (3. 117) o (3. 119). 

IV.- Obtener las frecuencias angulares, períodos de oscilación y formas de los modos de vibración 

para un maroo plano de 3 niveles cuyas matrices de masas y rigideces laterales son: 

K
0 

= 73.375202 5867.761942 -2908.179778 ~
1.78'"8 ·307'.375"'2 35<0376144 1 o 

3.0591 

o 4.0376144 -2908.179779 256258669 

Empleando el programa para calculadora de bolsl//o del método de Iteración Inversa dado en 
el problema anterior (o procediendo manualmente como en dicho ejemplo) se obtiene 

•Forma del modo 1 

NIV {x} {x"} {V} 

1 

2 

3 

1.0 

1.392633762 

1.631244572 

4.0789 

4.260205942 

5.821911878 

0.01202374357 

0.0167~96 

0.0196135331 

Dela tabla 3.38 y dela ecuación {3.117) 
y empleando el progra!Tl8 para calculadora 
de bo/sl/lo para mult/p/lcar matrices (o 
procediendo manualmente), se tiene 
primero 

{y} T{X*} = 0.2345873788 

{y}TM = {0.04904364785 0.05122342409 0.07000000963} 

{y} T M{y} = O. 002820365335 

<wtJ2= 83.16914688 w1 = 9.1197 [r/s} T1 = 0.689 {seg] 

1 

1 
! ¡ . 
! 

1 
t· 
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•Forma del modo 2 

Suponiendo arbitrariamenteµ = 500, el programa entrega los resultados mostrados en la tabla 

NIV {x} {x*} 

1 1.0 4.0789 

2 0.1842285009 0.5635734072 

3 -0.8364055835 -2.985131528 

T•bla 3.37 

{y} 

0.003582280437 

6.620673667&4 

-0.0029')1932196 

3.37 

da la ecuación (3. 119) y efectuando 
primero 

{y}T{x*} = 0.02391619836 

{y}TM = {0.01461176367 o. 002025330281 -0.01067820601} 

(w~2 = 779.2877958 

•Forma del modo 3 

{y} T M{y} = 8.5B3280859E·5 

(w2)2 = 500 + 279.2877958 

w2 = 27.9157 [r/s} T:a = 0.225 [seg} . 

para este modo y suponiendo arbitrariamenta µ = 3000, el programa arroja los resultados 
llstados en la tabla 3.38 

NIV {x} 

1 1.0 

2 -2.245359419 

3 0.9424650073 

{x*} {y} 

4.0789 -0.004247833089 se tiene de la ecuación (3. 119) 

-6.8687789')8 0.009538153443 {y} T {X*} = ·0.09630838105 
3.363657611 -0.004003506948 

{y} T M = {-0.01732648839 a0291781852 -0.0142885163} 

{y}TM{y} = 4.091100133E-4 

(w3)2 = 3000. 235.4094936 = 2764. 590506 

3.3.2.S.- PROBLEMAS PROPUESTOS 

W3 = 525794 fr/s] fa = O. 1195 {seg] 

L- Para el sistema de 3 G.'-: simplemente acoplado mostrado en la figura 3.117, determinar por el 

método de Newmarlc y Holzer las frecuencias angulares, períodos de oscilación y formas de los modos 

de vibración. 

Solución: Forma del modo 1: (w,;2 = 107.254; W1 = 10.356 [r/s]; T1 = 0.607 [seg}; z 11 = 1.0; 
z21 = 2.138; z31 = 2.937; Forma del modo 2: (w:>,1 2 = 853.925; w2 = 29.222 [r/s]; T2 = 0.215 [seg]; 
z12 = 1.0; z22 = 1.098; z32 = -0.937; Forma del modo 3: {w3)2 = 2018.743; w3 = 44.930 [r/s]; 
T3 = 0.14 [seg]; Z13 = 1.0; Z23 = -0.526; Z33 = 0.127 
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m2 = 2.75 
ke3 = 1400 

mt = 1.95 
ket = 1800 m;-masa del piso i [t-s2/m] 

ltei-rigidez del entrepiso i [t/m] 

Fipr• 3.117. Sistema de 3 G.L. simplemente 
acoplado 

m6 =0.61183 
ke6 = 295 
ms = 0.66282 
~=325 
m4 = 0.7138 
lte4 = 178 
m3 = 0.68831 
ke3 = 317 

mz = 0.69341 
ke2 = 277 
m¡ = 0.73929 
ket = 350 

m;-masa del piso i [t-s2/cm] 
kei-rigidez del entrepiso i [t/cm] 

Flpn 3.11& Sistema de 6 G.L. simplemente 
acoplado 

IL-Para el sistema de 6 G.I.. simplemente acoplado de la figura 3.118, determinar por el Método de 

Newmarl:: y Holzer las frecuencias angulares, los períodos de oscilación y las formas de los modos de 

vibración. 

Solución: Forma del modo 1: (w1)2 = 24.804; w1 = 4.980 [r/s]; T1 = 1.262 {seg/;z11 = 1.0; 
z21 = 2.197; Z31 = 3.124; Z<11 = 4.476; z111 = 4.972; ze1 = 5.242; Forma del modo 2: 
(w~2 = 204.9996039; w2 = 14.318 /r!s]; T2 = 0.4388 {segf; z12 = 1.0; z22 = 1. 716; Z32 = 1.573; 
Z42 = O. 0702; Z!52 = -0. 784; Z82 = -1.365; Forma del modo 3: {w3)2 = 565. 955568; W3 = 23. 790 
fr/s]; T3 = 0.284 {seg/;:z,3 = 1,0; z23 = 0.753;z33= -0.395;z43 = -1.575; z53= -0.264;Z83 = 1.517; 
Formadelmodo4: (w4)2=850.354167;w4= 29.161 {r/sJ; T4=0.215 {seg}; :z,4 = 1.o;z24= -0.008; 
z34 = -0.874; z44 = 0.454; z54 = 0.333; Z64 = -0.437; Forma del modo 5: (Ws)2 = 1385.519575; 
W5 = 37.223 {r/s]; Ts = 0.1888 {seg}; Z15 = 1.0; Z25 = -1.434; Z35 = 0.786; Z45 = 0.530; 
Z!l!l =-1.223; Za&= 0.853; Forma del modo 6: (w(\1 2 = 1514.499723;we= 38.917{r/s}; Te= 0.1615 
{seg}; Z18 = 1.0; Z28 = -1.779; Z38 = 1.688; Z48 = -2.017; Z58 = 2.683; zee = -1.244 

III.- Para el marco plano del problema IV, del inciso 3.3.1.8., que puede ser modelado como estructura 

de cortante, determinar empleando la matriz de rigidez de entrepiso y el Método de Iteración Inversa, 

laa frecuencias angulares, períodos de oscilación y formas de los modos de vibración. 

Solución: ver probJtJma N, Inciso 3.3. 1.8. 

IV.- Empleando la matriz de. rigidez lateral y la matriz de masas del marco plano del problema II del 

inciso 3.3.1.8., y el Método de iteración inversa, determinar las frecuencias angulares, los períodos de 

oscilación y las formas de los modos de vibración. 

Solución: ver problema 11, Inciso 3.3.1.8. 



Tema 111 Dinámica Estructural 259 

3.3.3.· VIBRACION FORZADA SIN 
AMORTIGUAMIENTO 

En la figura 3.119 se muestra un sistema dis­

creto compuesto de 2 G.L, en donde a diferencia 

del sistema estudiado en el inciso 3.3.1., actúan 

abora sobre cada masa dos fuerzas excitatrices 

dinámicas P(t)t y P(t)2 que inyectan energía al 

sistema y amplifican los desplazamientos de las 

oscilaciones debido a la ausencia de amor­

tiguamiento. 

· Estableciendo el equilibrio dinámico de las 

fuerzas' mostradas en el diagrama de cuerpo libre 

de la figura 3.120, se puede deducir la siguiente 

ecuación general del movimiento forzado no 

amortiguado de un sistema oscilatorio de n G.L. 

M{X'} + K{x} = {P(?J} ..... (3.120) 
Ecuación ~n.,al dtl mo~o 
forzado no amortiguado 

{P(tH-Yeotor d• fu•rzaa •xcitatrlc•• •n !unción del 
11.mpo 
M-matriz de ma•M 
K-ma1ri% d• rigid•z 
{X}.Y..tol' d• ~op~oe d. laa maoao 
{x"}-v•ctor d• •••l.,...ioMe c19 lu maoaa 

~(t) 
-=-. 

Flpra 3.119. Sistema discreto compuesto de 2 
G.L. en vibración forzada y sin amortiguamiento. 

La solución de esta ecuación puede obtenerse 

nuevamente por el método directo paso a paso de 

superposición modal indicado a continuación. 

3.3.3.1. METODO DIRECTO PASO A PASO 
DE SUPERPOSICION MODAL. 

Como se mostró en el inciso 3.3.1.1., este 

método transforma el sistema oscilatorio original 

den G.L en n sistemas oscilatorios de 1 G.L 

La respuesta de desplazamientos dinámicos 

del sistema compuesto está dada por las 

ecuaciones (3. 71) o (3. 72). Las n ecuaciones 

desacopladas o independientes de los n sistemas 

de 1 G.L., e¡¡presadas para· cada modo j pueden 

obtenerse con 

[MJ}r1 + [lq]f¡ = [PJ ..... (3.121) 

que puede escribirse también como 

r¡ + (w2J1~ = [PJl[M¡} ..... (3.122) 
Ecuación <Meacoplada o ln.i.p•n­

donde 
di..U• para ti modo 1 

..... (3.123) 

(P¡l.C:acalar que repreoenta la fuerza •xcitatriz 
tranolonnada para ti modo i 

P,-lumi ..-.. lol ...t.{tao) 
Prludadehero'a(iaol 
r'....i..ti1 ...... ¡.¡.a¡ 

Fipn 3.120. Diagrama de cuerpo libre del 
sistema compuesto de la figura 3.119. 
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Los valores de [M¡] y [K¡] se obtienen con las 

ecuaciones (3. 74) y (3. 75): 

El. sist~ma d~ 'ecÚadone~:independientes 
:u:~:· ~~r ;::uF¡~º s~1t1l~i:1i:7{iPcj~;ª:: 
desplnz~mi~nt~s~;d~·~oJ'íiis~;u~~I~n~{(3.33), · · 

(3.34) y ci3 ?)~e¡~ ;1st~in'~~'sim'~iés en vibración 

fo17.adlÍ ~º a;,,~~iguad~ e~rúdi~dos eri el pasado 

inciso 3:23.,',·~ p~~fere~temente por el método 

aumérioo de ~~Iuacióa de respuestas establecido 

ea ei ia6i~o 3.2.A., ya que la respuesta de interés es 

el desplazamiento máximo para cada forma del 

modo. 

Para el presente caso puede demostrarse que 

el cot:Cicicmle <le purlicipación <le e<1<la form11 

modal j está dado por 

e¡ = {z} T¡{Po}/{(w2J¡[M¡J} = {z} T¡{Po}/{k¡J 

= X.s!j ..... (3.124) 

•1~o•tlci.nt. d• par11clpacJón d• la lonna d.i modo J 

{Po}·v-.tor et. magnitud.e •otátiou et. Ju luwzaa 
dln,micae 

X,llj-d•opl~ estático et. la forma <MI modo J 
(ecuación (3.27)) 

La ecuación (3.122) puede escribirse enton· 

ces como 

lj + (w2J;t, = c¡(W2)¡{f(t)} ..... (3.125) 

{1(1)}.Yfftor et. luncion.e d.i ~et. laa tu.rzae 
excrta1ric•• 

Las respuestas máximas obtenidas para cada 

ecuación desacoplada al ser sustituidas en las 

ecuaciones (3. 71) o (3. 72) dan como resultado las 

respuestas <le <lespla>!:11mienl0s <ld sislemll <le n 

G.L; éstas definen a su vez la respuesta máxima 

de c:ida modo individualmente: pero como sus 

frecuencias angulares son diferentes, los máicimos 

de cada modo no ocurren simulri\neamente. Para 

obtener la respuesta máxima renl es necesario 

recurrir a métodos estadísticos. 

La respuesta máxima posible se obtiene 

sumando los valores absolutos dados por las 

ecuaciones (3.71) o (3. 7l.) con[rel 1] 

Xaba = I1I1 1 ZJJtjmaxl ..... (3.12.ea) 

El valor de la respuesta anterior puede ser 

demasiado CO!ll<ervu<lor por lo que en base a un 

estudio probabilístico[rel 131 se ha propuesto la 

siguiente ecuación para encontrar la respuesta 

máxima pn•••le 

x.,., = {IJI1(z1f¡malfJ2} 0·
5 ..... (3.126b) 

El criterio expresndo por la ecuación (3.126b) 

debe ser aplicado a la obtención para cada modo 

de todo tipo de respuestas dinámi<"as in~Juidas 

elementos mecánicos, desplazamientos de 

entrepiso, fuerzas laterales, etc., a partir de las 

cuales con dicha ecuación se obtendrá la respues­

ta máxima probable. 
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3.3.3.2. VIBRACION FORZADA EN LA 
BASE SIN AMORTIGUAMIENTO 

Para cuando la base o cimentación de un 

sistema oscilatorio den G.L. es excitada por una 

aceleración del terreno en función del tiempo, 

puede demostrarse que la ecuación general del 

movimiento es 

M{X"r} + K{Xr} = -M{1}X"a ..... (3.127) 

Ecuación ~n•raJ del movimiento en la bao• oln 
amortiguamiento 

x' .- aceleración del apoyo o bao• •n función d•I tiempo 

{x'',}-vector de aceleraclonee de lao maaae reepecto a la 
baee 

{xr}.Y .. tor de deeplazamientoe de lae maeae reopecto a 
labaee 

{1 }-vector unitario 

cuya solución es 

{Xr} = Z{f} ..... (3.128) 

3.3.3.3.- PROBLEMAS RESUELTOS. 

Esta ecuación puede ser transformada 

mediante el Método directo paso a paso de 

superposición modal en un sistema de n 

ecuaciones desacopladas o independientes de 1 

G.L., que para cada modo j pueden obtenerse con 

/M¡]fj + /k'Jf¡ = -{z} T¡M{1}X"a ..... (3.129) 

Ecuación desacoplada o independiente 
para el modo j 

que puede escribirse también como 

I"¡ + (w2)~ = c¡x'a ..... (3.130) 

donde 

CJ = -{z} T¡M{1}//M¡J ..... (3.131) 

cj..,o.tiolonte de participación de la forma del modo j 
para aceleración en la bae• o apoyo 

El sistema de ecuaciones desacopladas puede 

ser resuelto por los métodos antes vistos relativos 

a sistemas de 1 G.L 

L- Deducir las expresiones que describen el movimiento forzado no amortiguado de un sistema 

discreto compuesto de 2 G.L. , y generalizarlas para un sistema de n G.L 

En la figura 3.119 del Inciso 3.3.3.., se muestra un sistema discreto de 2 G.L. cu}1:) estado de 
reposo es perturbado por la acción sobre las masas del sistema de dos fuerzas excltatrices P1 (t) 
yP2(t), que desplazan a 111.s masas m1 y m2dlstanci11.s X1 y x;z. respectiVtJ.mente, respecto a 111. posición 
orlgln11.I. 

Los resortes de rigidez k1 y k2 se oponen 11. los desplazamientos generando dos fuerz11.s 
l&Slauradoras Pn y Pr2 que tienden a regresar /11.s masas a su posición Inicial. Durante esta 
movimiento se producen en ellas dos fuerzas de inercia Pn y P12que empujan a dichas masas más 
allá del punto de reposo inicial y en dirección opuesta. 
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Se genera así un ciclo oscilatorio cuyos desplazamientos aumentan por causa de las fuerzas 
excitatrices que actúan durante un lapso de üempo t, después del cual el sistema conanúa oscilando 
Indefinidamente debido a Ja carencia de amortiguamiento. 

Ya se ha demostrado que (problema /, Inciso 3.3. 1. 7.) 

Pn =-k1x1 ... (a} 

... (b) 

... (c) 

... (d) 

del diagrama de cuerpo Jlbra de la figura 3.120, Inciso 3.3.3., el equl//brlo dinámico es para 
cada masa · · 

Pn = PJ1 +Pr2· P1(t) 

p~ = PJ2~ p~~) 

sustituyendo (a), (b), (c} y (d) en (e) y (f) 

de donde 

y en forma matrfclal 

-k1X; = tiiiX-1 ~ k';rx2-X1) ~P1 (t) 

-k2(X2 -x1J = ~2 - P2(t) 

miX-1 + k1x1 ~/($2~x1J "'." Pi(t) 

m~'2 + k2(X2~~~) ";,,P2(t). 

o en forma general ,,Bra un sistema compuesto de n G.L 

... (e/ 

... (f)* 

... (g) 

• .. (h) 

M{X-} + K{x} = {P(t)} ... (3.120) 

{P(t)}.Yector de fUet%ll8 exo~e.,, funclón del ~mpo 

M-matriz de muae 

K-matriz de rigidez 

{x"} ·veotor do ac•leraclonoe de lae muu 

{x}.Y~r do doepi..z.niontoo de lae m-

• El1igno ( ·) e1 debido a que la masa se opone al movimiento 

Ecuaoi6n QeM<al del m0vm.nto forzado no amortiguado 
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una posible .solución de esta ecuación como se vio en el Inciso 3.3. 1. 7. (problema /), está dada 
en forma tal que el desplazamiento de cada una de las masas con respecto a su posición de reposo 
es Igual al producto de una función de la masa considerada por una función del tiempo 

x1 = z11f1 (t) + zir'2(t) 

X2 = Zztf1 (t) + zz/2(t) 

o en forma matricial 

{X} = Z{f} 

{xt...,•otor d• d .. pl<IZGml•ntoa absolutoo do lu mMaa 

Z..nalriz d• forma• do loa modoo 

como {x} y Z no dependen del tiempo 

{X"} = Z{r} 

sustitJ.Jyendo la ecuación (3. 71) e (1) en la ecuación (3. 120) 

MZ{f'} + KZ{f} = {P(t)} 

premultip/laando por {z} TI 

•••• (3.71} 

... (1) 

... (}) 

... (k) 

por las propiedades de ortogonalidad de los modos con t&Speato a la matriz de masas y de 
rigidez (ver Inciso 3.3.1.), todos los siguientes productos son oolos excepto el último (cuando el 
modo J transpuesto es igual al modo j) 

{z} T¡MZ = {z} T¡M{zh + {z} T¡M{z}2 + ... + {z} T¡M{z}¡ = {z} 1¡M{Z}j .•• (1) 

{z} 1¡KZ = {Z} 1¡K{zh + {z} 1¡K{z}2 + ... + {z} 1¡K{z}¡ = {z} 1¡K{z}¡ ... (m) 

por lo que (k) ffNJUlla 

{Z} 1/M{z}¡{f'} + {z} 1¡K{z}¡{f} = {z} 1¡{P(t)} ... (n) 

que puede axp- pa~ el modo de vibrar j como 

[M¡Jf J + [k¡Jf J = {P¡J ... (3.121) 
Eouaol&I doMOoph•da o ln~dlont• p<lnl .. modo¡ 

con 

[M¡J = {z} 1¡M{z}¡ .... (3.74) 

.... (3.75) 

f 

r 
! 
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[P¡] = {z} T¡{P(t)} 

[M¡)-maaa transformada para la forma del modo j 

[k1]-rigld.z transformada para la forma del modo j 

[P1J./uerza oxc~atriz tranoformada para la forma d.i modo j 
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... (3. 123) 

la ecuación (3.121) representa la ecuación del movimiento forzado no amortiguado para un 
sistema de 1 G.L., yde la ecuación (3.6), para esta caso ' 

[K¡] = (w2)¡[M¡J ... (o) 

sustituyendo (o) en la ecuación (3. 121) y dividiendo entre [M¡] que es un escalar resulta 

r¡ + (w2)¡f¡ = [PJl[M¡] ... (3.122) 
Ecuación desacoplada o indoptndlonte p1ra el modo j 

Como se indicó en la ecuación (3.25) del inciso3.2.3, en general una fuerza excitatrlz dinámica 
es Igual al producto de su magnitud estática por una función del tiempo 

P(t) =Po[f(t)] ..... (3.25) 

sustituyendo dicha ecuación en (3. 122) 

r¡ + (w2)¡f¡ = {z} T¡{P0 }{f(t)}l[M¡] ... (p) 

·(p) puede escribirse como 

r¡ + (w2)¡f¡ = c¡(w2)¡{f(t)} ... (3.125) 
Ecuación doeaooplada o Independiente p..-a .i modo j 

donde (ver (o) y ecuación (3.27)) 

c¡ = {z} T¡{Po}!(w2)úM¡] = {z} T¡{Po} /(k¡] = X•ot¡ ... (3.124) 

c¡-ooelici.nte de participación do la forma del modo j 

X.e11-dosplazamienlx> eetálloo do "' forma del modo j 

{f(t) }-wctor do fUnolotMe del tiempo do las tuerzas •xcitatric .. 

Las ecuaciones (3. 121 ), (3. 122) o (3. 125) pueden ser resuelta.s para cada modo j, por la solución 
o mspuesta de desplazamientos dinámicos para sistemas de 1 G. L en vibración forzada no 
amortiguada, e.s decir"" 18SU61vén analíticamente por las ecuaciones (3.33), (3.34) y (3.37), sin 
embargo como en Ingeniería Civil para diseño Interesan las respuestas máximas, es mucho más 
práctico emplear el rniltodo numérico de evaluaeión de r...,ueetu dlllÍlmicae deducido en el 
Inciso 3.2.4. y programado en una calculadora de bolsll/o. 

Al sustituir los valores máximos de las respuestas dinámicas de las ecuaciones desacopladas 
oindependíenlJBsde 1 G.L. en las ecuaciones (3.71) o (3.72), se tiene como resultado un sistema 
den ecuaciones que pueden expresarse en forma general como 



[
XI] ·Lll 
X2 Z21 

- . 
. 

Xn Znl 

z12 

Z22 

Zn2 
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Z]n [ll Z2n fz 

. . 

. . .· ... 
Znn • fa 

y desarrollando el producto matricial 

Xi= z11f1 + z12f2 + ... + Z!nfa 

xz= z21f1 + ZW2 + ... + Z2nfa 

+ ... + 

+ ... + 
Xn = Znlfl + Zn2f2 + ... + Znnfa 

... (q) 

... (r) 

Las ecuaciones anteriores definen la respuesta máxima de cada modo Individua/mente; pero 
dichos máximos no ocurren simultáneamente en el tiempo debido a que las frecuencias de cada 
forma modal son diferentes. 

Como la contribución de cada modo de vibrar puede tener el mismo signo en algún momentu 
del movimiento, la ~ máxima poelble se obtiene sumando los valores absolutos lo que 
representa una cota superiorl'91• 1 l, dada como 

Xobo = 1:¡ 1:1 IZlj~m"" 1 ••. (3..126a) 

Xab•.,.._eta máxima pooibl. 

f¡m.....,alor máximo ~ la tunoión do roopu•ota ~ 

Con base en estudios probabl/fsticos se ha demostracJol.-1. 13l que estos va.lores absolutos son 
muy cons6rvadores y que un estimado más razonable se obtiene con la denominada .....,ueet. 
méxJma probeble dada por la rafz cuadrada de la suma de los cuadrados de las contribuciones a 
fa respU6Sia de cada modo, expresada como 

.. . (3. 1213b) 

En este último criterio se entiende por respuesta del sistema oscilatorio no solo los 
desplazarrientos, velocidades o aceleraciones, sino también elementos mecánicos, fuerzas 
laterales, desplazamienlo8 de entrepiso, etc., esto Implica que se debe calcular para cada modo 
la respuesta de Interés y después emplear la ecuación (3. 126b) para la obtsnción de la respuesta 
probable debida a la combinación de los modos. 
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•VIBRACION FORZADA EN LA BASE SIN AMORTIGUAMIENTO 

Análogamente al proceso anterior, para cuando la base es excitada por una aceleración X-a 
que es función del tiempo, Ja ecuación del movimiento puede expresarse en forma matricial como 

M{X-r} + K{xr} = -M{1 }X-a ... (3.127) 

{X"r}·v~tor d• ao•leracionea de laa maoaa relativas a la base 
Ecuación general del movimiento en la baao oln 
amortiguamiento 

{xr}-vector do desplazamientos de las maaas relativas a la base 

x"a-aceleraclón de la baoe en función d.J tiempo 

{1 }-vector unitario 

cuya respuesta es 

{Xr} = Z{f} 

Ja 2a. derivada respecto al tiempo de /a ecuación (3. 128) es 

{X"r} = Z{r} 

sustituyendo (3. 128) y (s) en (3. 127) 

MZ{r} + KZ{f} = -M{t}X'a 

... (3.128) 

... (s) 

... (t) 

premultiplicando (t) por {z} TJ y usando nuevamente las propiedades de ortogonal/dad 
(ecuaciones (3.65) y (3.68)) 

{z}T¡M{z}¡I"¡ + {z}T¡K{z}¡~ = -{z}T¡M{1}x8a 

y sustituyendo (3. 74) y (3. 75) 

[M¡jf"¡ + [k¡Jf¡ = -{z}T¡M{1}x8a ... (3.129) 
Eouaolón deeacopiada o inde1>9ndfont• para el modo 1 

dividiendo (3.129) entre {M/] y como de (o) 

(w2J¡ = {lq]l[M¡J 

r¡ + (w2JP1 = c¡x•a ... (3.130) 
Ecuación doeaoopiada o indopondionto p•a ol modo¡ 

donde 

c¡ = -{z}T¡M{1}/[M¡J ... (3.131) 

c¡-coeficiente de participación para aceleración en la base 

El sistema de ecuaciones desacopladas puede ser resuelto por Jos métodos anies vistos 
relativos a s/siemas de 1 G.L. 
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II.- Para el marco plano sin amortiguamiento mostrado en la figura 3.121a, que es parte integrante 

de un edificio que puede ser modelado como una estructura de cortante, determinar las respuestas 

máximas de desplazamientos dinámicos, si las masas del sistema están sujetas a la acción de las fuerzas 

excitatrices cuyas gráficas se indican en la figura 3.121b. Mediante una inspección de la éstructura se ha 

determinado que las dimensiones de las trabes comparadas con las columnas son tales que puede 

considerarse a las trabes infinitamente rígidas. 

N2 -~-~ .... 
3[i/MJ 

NI 

NO 

L._§.5 l. 6.5_J 
a) Marco plano con trabes <X> rígidas 
respecto a las columnas 

b) Funciones de excitación de las masas 
del marco plano 

NOTAS: 
H:J = '2xl o9 lk~m2) (oolunvlaa) 
2-lrab•• <X> rfgldaa 
3-otaclón en [m) 

Fipn 3.UL Marco plano que forma parte de una estructura de cortante. 

•MASAS 

m1 = WN1/g = (3)(6.5)(2)/9.80685 = 3.977 {t-S2tm] = 0.03977 ft-s2tcm] ... (a) 

m2 = WN2/g = (4.5)(6.5)/9.80885 = 2.983 {t-s2/m] = 0.02983 {t-s2tcm] ... (b) 

•RIGIDECES 

CUando en un me.reo la rigidez de las trabes es muy grande comparada con la de las columnas, 
estas últlmu se compoT1an como empotradas en ambos ext7emos y su '13.ldez vale Kc = 12E//L 3, 

except;, PlJl8 /as columnas con apoyos articulados para las cuales va/el · 7J ~ = 3El/L 3 

portanft> 

ke1 = 2{(3)(2)(109)/4003
] + (12)(2) 109)14003 = 582.5 {kg/cm] = 0.5625 {t/cm] 

K.2 = 2{(12)(2)(1a9)t3003
] = 1m. 78 {kg/cm] = 1. 778 ft/cm] 

... (e) 

... (d) 

en el problema JI, ecuación (h), del Inciso 3.3.1.7, se obtuvo para un sistema sencillamente 
acoplado de 2 G.L Ja matriz de rigidez de entrepiso como: 



K.n = ~¡ + ke2 
l_-ke2 
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-~ [23405 

Je..:_! = l..:!· 778 

-1.778] 
1.77~_1 

•FRECUENCIAS ANGULARES Y PERIODOS DE OSCILACION 

268 

Como el maroo es una estructura de cortante, puede modelarse como un sistema simplemente 
acoplado, y sus frecuencias angulares se pueden calcular con la ecuación (3. 83) 

(w1,:l = (1/2)[1.778/0.02983 + (0.5625 + 1.778)/0.03977] ± (1/2){[1.778/0.02983 + 

(0.5825 + 1. 778)/0. 03977]2-4(o.5625}(1. 778)/(0. 03977) (O. 02983)} o.s 

de donde 

de la ecuación (3, 7), (h) e (/) 

•FORMASDELOS MODOS 

(w1,:l = 59.2277 ± 51.6225 

(w1)2 = 7.6052 

(w2)2 = 110.8502 

W1 = 2. 758 {rls/ 

W2 = 10.529 {r/s} 

T1 = 2.278 {seg] 

T2 = 0.597 {seg] 

sustituyendo (a), (b), (c), (d) y (h) en la ecuación (3.61) y tomando 

z11=1.0 

(2.3405-0.3025)zw 1.778z21 =o 

Z21 = 1.146 

sustituyendo (a), (b), (c), (d) e (1) en la ecuaclónf3.B1) y tomando 

z12 = 1.0 

(2.3405-4.4085)z12-1.77Bz22 =o 

z22 = -1.183 

... (e) 

... (f) 

... (g) 

... (h) 

... (1) 

... (/) 

... (k) 

... (1) 

... (m) 
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•MODOS NORMALIZADOS 

sustituyendo(/) y (k) en la ecuación (3.89) 

{1.0 1.146} ¡o:o3977 o¡ lt.ól= o.07894621628= C?:11)2 

L º 0.02~ ~.1~ 

de donde 

ydela ecuación (3.70) 

{rh = f3.559051 

~786~ 

N, = 0.2809736932 

análogamente sustituyendo (1) y (m) en la ecuación (3. 69) 

ydela ecuación (3.70) 

{r}2 = 

por tanto 

R= 

f3.53295] 

~~ 

[3.55905 

~7867 

Nz = 0.2830497011 

3.532951 

-4.10882 _J 

•RESPUESTAS POR EL METODO DE SUPERPOSICION MODAL 

Forma del modo 1 

Dela ecuación (3.74) y por estar normalizados los modos respecto a M 

[M1] = {r}T1M{r}1 = 1.0 

de la ecuación (3. 75) 

[k1] = {r}T1K{r}1 = 7.605184549 

de la ecuación (3.123) 
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..• (n) 

... (o) 

[Pt] ={r}Tt{P(t)} {3.55905 4.07867} [:o] = 58.58195 ... rpJ 
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simllarments para las demás formas de los modos 

Forma del modo 2 

de la ecuación (3. 75) 

de la ecuación (3. 123) 

(P'Z} = {r} T2{P(tJ} = -23.4235 

•TRANSFORMACION DEL SISTEMA DE 2 G.L. EN 2 SISTEMAS DE 1 G.I.. 

sustituyendo (n), (o), (p), (q), (r), y (s) en la ecuación (3.121) 

r, + 7.6051B4549f1 = 58.58195 

rz + 110.8502178f2 = -23.42345 

270 

... (q) 

... (r) 

... (s) 

... (t) 

... (u) 

por analogía entre la ecuación (t) y la ecuación (3.24) del movimiento forzado no amortiguado 
para sistemas de 1 G.L, la solución es según la ecuación (3.34) para este caso 

f1 = J<.on(FAD)1 ... (v) 

con 

FAD1 = w2(1.Duhamel) 

y empleando la tabla de la figura 3.52, Inciso 3.2.3., para este tipo de carga 

y de la ecuación (3.27) 

X..n = Po1/{k1]=58.58195/7.B05164549 = 7.7029 

por ro tanto cte M 

f1 = 7. 7029(1 - cos2. 758t) ... (w) 

análogamente para la ecuación (u) 

><..tz = Po2/{k'Z}=-23.42345/110.8502178=-0.21131 

f2 = -0.21131 (1-<:os10.529t) ... (x) 
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•ECUACIONES DE RESPUESTA DIN AMI CA DE DESPLAZAMIENTOS DEL SISTEMA 
DE2G.L. 

Las ecuaciones de respuestas dinámicas del sistema de 2 G.L. son, según la ecuación (3. 72) 
y la matriz R obtenida 

fx1l J3.55905 

L xzJ ~1861 

de donde 

3.532951 

-4.10882_j 

r 7.7029(1- cos2. 758tfl 

l0.21131(1- cos10.529tl.J 

x1 =27.41500625(1-cos2.758t)-O. 7465476645(1-cos10.529t) ... (y) 

x2 = 31.41758714(1-cos2. 758t) + 0.8682347542(1 - cos1o.529t} ... (z) 

En Ingeniería Civil Interesan el valor de los desplazamientos máximos y el tiempo en que se 
alcanza esta valor que se puede obtener: 

1) por el criterio de la 1 a. derivada de (w) 

2. 758sen2. 758t = O 

de donde 

2. 75Bt = arcsen(O) = n"' con n= 0, 1,2, •... 

tomandon = 1 

t = ;¡c/2. 758 = 1. 139083631 {seg] 

2) por el crlterlo de la ta.derivada de (x) 

10.529sen10.529t= o 

10.529t = arosen(O) ="' 
t = n/10.529 = 0.2983752184 

~(u) y (abJ en (y) y (z) 
·.~ . ' ' ' 

:~., :·,:·,: x1 =~7.41500825(1-cas;r) +0.7465476845(1-=J 

X1 = 54.8300125-1.493095329 

X2 = 31.41758714(1-cos;¡c) + 0.8682347542(1-COS;¡c) 

X2=62.83517428 + 1.736489508 

FALLA DE OFi.\GEN 

... (aa) 

... (ab) 

... (ac) 

... (ad) 
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•RESPUESTA MAXIMA POSIBLE 

Como se indicó en el inciso 3.3.3. 1, el máximo de cada modo de vibración no ocurre 
simultáneamente en el tiempo, por tanto de la ecuación (3. 1268), la respuesta máxima posible es 

Xtab• = 54.8300125 + 1.493095329 = 56.323 [cm] 

X2&bo = 62.83517428 + 1.736469508 = 64.572 [cm] 

•RESPUESTA MAXIMA PROBABLE 

Una respuesta más cercana a la realidad se obtiene con la ecuación (3. 126b) 

x1 .... = {54.83001252 + 1.49309532EJ2}º·e = 54.850 (cm] 

X21re1 = {82.835174282 + 1.7364695082 }
0
·5 = 82.859 [cm] 

... (ae) 

... (af) 

... (ag) 

••• (ah) 

III.- Si el marco plano de la figura 3.113, inciso 3.3.1.8, que es parte de una estructura de cortante, es 

representado para efectos dinámicos por el sistema sencillamente acoplado de la figura 3.122a, y está 

sometido a la acción de una fuerza excitatriz en el nivel 3 con la gráfica mostrada en la figura 3.122b, 

determinar la respuesta máxima posible y la respuesta má:xima probable de desplazamientos de cada una 

de sus masas: a) Por el método directo paso a paso de superposición modal; y b) usando un espectro de 

respuesta mediante el denominado MéC.4e M.,,al Espeelr•I. 

P(t)3--+ m3 = 0.056084 
k:e3 = 46.44 

ID2 = 0,061183 
k:e2 = 63.05 

mt = 0.07138 
k.t .. 42.4 

m1- nivel 1 [t-e2/cm] 
kel"rigldez Mrtreplao l [t/om] 

a)Siltema otcilatorio de 3 G.L. b) Función de excitación 

0.12 
te 

t[segJ 

0.18 
tf 

l'lpl. l.1.22. Sistema teDCillamenté acoplado que representa al marco plano de la figura 3.113, 
sometido a una fuemi excitatriz 'aplicada en el nivel 3. 

•MATRICES DE MASAS Y RIGIDECES 

Para un slstsma oscllatDrio de 6SI& tipo, al resolver al problema N del Inciso 3.3.1.8, ss 
encuentra que la matriz de rigidez de arirep/so e.s: 

¡ ..... ,, ¡ ~ ;, 1 ... ·_ .. : -~~-·.·. :._.#; '.:-~~ } i~.~~ r: t\~ 
~ ... f~\ L.~ ... ,-\ · · -· 1 
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t+k~ ·k..2 J CM.45 -63.05 
o ] K.n = ke2 ke2+ ke3 ·ke3 = -63.05 109.49 -46.44 

o ·k.3 ke - o -46,44 46.44 - . 

de la ecuación (3. 101) la matriz de masas es 

o 
0.061183 

o 

•FRECUENCIAS ANGULARES, PERIODOS DE OSCILACION Y FORMAS DE LOS 
MODOS 

Empleando el Método de Newmark y Holzer programado en una calculadora de bolsl//o (ver 
final del problema/, Inciso 3.3.2.4.), o pf'OC6dlendo con cálculos manuales, se obtiene 

Forma del modo 1 

(w1)2 = 159.224 w, = 12.618 {r/sj 

Z11 =.1.0 Z21 = 1.492 

Forma del modo 2 

(w:?,)2 = 1137.780361 w2 = 33.731 {r/s] 

z12 = 1.0 z22= 0.384 

Forma del modo 3 

~2 = 2797.893876 IV3 = 52.895 {r/s] 

Z13 = 1.0 Z23 = ·1.495 

•NORMALIZACION DE LOS MODOS 

Fonna del modo 1 

dé~ eouaolón (3.89) 

{1.0 1492. 1847} o 
0.061183 

o 

T1 = 0.49'19 [seg} ..• (a) 

Z31=1.847 ..• (b) 

T2 = 0.1863 [seg] ..• (c) 

Z32= ·1.028 ... (d) 

T3 = a 1188 fseg] •.. (e) 

Z33= 0.828 ••• (f) 

ºJ ~~ = 0.3989027361= (N1)

2 

o 1.492 . 

0.056084 1.847 

N, = 0.831587473 

FALLA DE nR1~r:t\J 
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y de la ecuación (3. 70) {rh = ~83.o 3623 . 

9244 
Análogamente para los otros modos 

Forma del modo 2 y forma del modo 3 

N2 = 0.3737251132 Na = 0.4798376463 

{rh = ~75~ 0275 

7507 

{rh= 

por lo tanto la respuesta del sistema de 3 G.L es según la ecuación (3. 72) 

20840~ -3.1156 
1.3088 ~IJ e.5833 

lCl = 23623 

X3_ 29244 

26758 

1.0275 ~:J 2max 

_mu_ -27507 

a) Respuestas por el Método pao • pao de Superposición Modal 

Forma del modo 1 

de la ecuación (3. 7 4) y por ser los modos normalizados respecto a M 

[M1] = 1.0 

de la ecuación (3. 75) 
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... (g) 

... (h) 

{k1} = {r}T1K{r}1 = {18.01597 23.012028 28.103924}{r}1 = 159.2243087 ... (/) 

como comprobación [k¡J = {w¡)2 se debe cumplir por ser modos normalizados T88pscto a M 

dtJ la ecuación (3.123) y como 

. •. 
{P(t)~ .:;< ~: J 

. ~(t)3 
se tiene 

... (/) 
Análogamente se obtiene p818 las demás formas modales 
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Forma del modo 2 

[M~ = 1.0 

[k~ = {217.379235 71.534293 -175.459608}{r2} = 1137,801587 

[P~ = -2.7507P(t)3 

Forma del modo 3 

[M3/ = 1.0 

[k3] = {416.19638 -533.303916 205.481913B}{r3} = 2797.832942 

[P3/ = 1.3088P(t)3 

•TRANSFORMACIONDRLSISTRMA DRJG.L. RN 3SISTRMAS DR 1 CT.I. 

sustituyendo (h) hasta (p) en la ecuación (3.121) 

f"1 + 159.2243097f1 = 2.9244P(t)a 

f"2 + 1137.801587'2 = -2. 7507P(t)3 

ra + 2797.8.'.!.2942fa = 1.3088P(t)a 

•RESPUESTASMAXIMASDELASECUACIONESDESACOPLADAS 

275 

... (k) 

... (/) 
... (m) 

... (n) 

... (o) 

... (p) 

... (q) 

... (r) 

... (s) 

Interesan las respuestas máximas da desplazamientos de las acuaciol16s desacopladas da 1 
G.L. (q), (r) y (s), que plJflden obtsnerse más fácl/IT16nte empleando al Método nurnitrlco de 
ev11luación de re.p1ieetae dhúimicn estudiado en el inciso 3.2.4. y programado an una ca/­
culacfom de bolsillo (ver problema 111, del Inciso 3.2.4. 1.). 

Empleando dicho método programado con w = l\t> y ~ = O (o procediendo con cálculos 
manuales como en el problema N del Inciso citB.do), se obtienen las siguientes tablas y respuestas 
máximas 

Ecuación (q) o Formll del modo 1 

T•blol 3.311 t¡ (2~44)1'¡ :r¡ ,.., x'¡ 

[•] [ton] [em] [•mi•] [cm/•2] 
QO o o o o 
QOJ 43.866 Q007 Q6S 42826 

Q06 lfl.732 QOSl 2509 ~588 

Q09 lfl.732 Q160 4.662 62254 

U12 lll.'fJ2 U324 6.1)) 36.10) 

QlS 43.866 QS14 '6.1Z7 -37.982 
. 
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T•lllll 3.311 t¡ (2.9244)1'¡ lll ¡(¡ x'¡ 
(continuación) 

(•] [ton] [cm] [•mi•] [em/•2] 

Ql8 o Q670 3.930 ~106.Ó90 

Q21 o Q738 Q527 ·-n7.4ó6 

Q24 o Q701 -2950' ·-tium: 
Q27 o QS65 ' :6.010· .89:94s 
Q30 o Q349 -8.219 

.. 
,55.550, 

Q33 o Q083 ',·-9.264 
»"!\ '.: 

'13.287" 

Q36 o -0194 -&998 .<': .. · .. ';¡ :·~ ~ 3ciss8 : ,''(-_. - ~'' Q39 o -0444 .-7.457 -> 7Q633 

Q42 o -0631 -4.860 :;.,:}. . -~:: i00.407 ' 
a45 o --0.7:1.8 -t.s1s. >.it5.963 

Q48 o -0723 1.933 .. 115.099 

Q51 o -0615' ·,S.167 'Jl.937 

Q54 o -0420 7.670 66.908 

QS? o --0.166 9.086 26404 

Q60 o Qll2 . 9.216 -17.838 
-.c. 

Q63 o Q374 &041 -S9.555 

·Q66 o Q583 5.7:1.8 -92839 

Q69 o Q710 2603· ·112.9TI 
·an o a736 ,-0890 -tt?.117 

Q75 o Q6S7 ., -4.257 -104.674 

Q78 o Q486 -1.(11:]. -77.409 

Q81 o Q246 -&792 -~183 

Q84 o -0029 -9.317 4.591 

Q87 o -0300 -&523 47.715 

de donde 

f1 mmc = .-imax = O. 738 {cm] para t = 0.21 {seg] ... (t) 

Ecuación (r) o Forma del modo 2 

T•lll8 :uo t; (-27507)P¡ "' ¡(¡ x'¡ 

[•) (ton] [cm] [em/•) [•m/•21 

o o o o o 
Q015 -:lll.63025 -0001 -0151 -19.761 

Q030 -41.2605 -0006 -0568 -34.570 

Q04S -61.89075 -0019 -1.145 -40717 
Q060 -&521 -0040 -t.738 -36.660 

Q07S -&521 -0069 -2047 -3.655 
Q090 -&521 -0099 -t.843 3<i266 
Q105 -82521 -0122 -1.177 56.602 
Q120 -82521 -0133 -0216 6&754 

Q13S -61.89075 -0128 0950 &1439 
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T8bl8 3.40 t¡ (-27S07)P¡ "' ll'¡ x'¡ 
(continuación) 

[s] [ton] [cm] [cm/s) [c;;,¡s2] 

QlSO -41.2605 -0104 2181 77.214 

Q165 -20.63025 -0064 3.169 .51.641 
3.665 . 

.. . . ~ 

13.Í:z6 ,; Q180 o -0012 , .·.1,; 
·:'-

.... ,. -.·' 

Q195 o Q043 3.395· .-48.439. 

2273.· 
'•·.·•,', 

Q210 o Q086 -!17.865 
.. ;¡ .·· ,, 

::.1zz.768 Q225 o Q108 , Q582 .... ' 

ci.103 :1.2S5 · · 
,_·.- ... 

Q240 o ·-116.906 

Q2S5 o Q072 ;2777 -81.749 
, ... 

Q270 o Q023 -3.604 -26.106 
azss .· o -0032. -3.527 36.079 

Q300 o .-0078 -2567 89.222 

Q315 o .. -0105 -0963 120.008 

Q330· o -0106 Q882 120.720 
. Q345 o -0080 2506 91.182 

U36Q, ·• o -0034 3.502 3&794 

Q375; o QozO 3.620 -23.315 

Q390 o Q070 2832 -'19.582 
Q40S. o Q102 1.334 -115.906 

: 
Q420 o C\108 -0499 -123.185 

Q435 o Q088 -2206 -9!l596 

U4SO o Q045 -3.361 ·.51,048 

Q465 o -0009 -3.673 1Q292 

de donde 

f2mex = Xlmex = -0.133 [cmj para t = 0.12 [segj ... (u) 

Ecuación (s) o FomJa de/ modo 3 

T8bla 3.41 ~ (l.3088)P¡ "' ll'i x'¡ 

[•] •:) [toa] (cm] [cm/•] [cm/12] 

o o o o o 
QOl 6544 QOOOll Q032 6243 

aoz· .. 13.088 Q00082 Q119 10780 
Q(Í3 19.632 Q00260 Q238 12370 

Q04 26.176 000557 Q355 1Q580 

QOS 32720 Q00959 Q440 5.8!17 
Q06 39.264 Q0!418 Q468 -03!17 
Q07 39.264 Q0!862 Q400 -12826 
Q08 39.264 Q02181 Q223 -21.749 
Q09 39.264 Q02287 -0015 -24. 728 
ato 39.264 Q02152 -0249 -20.948 



T•bla 3.41 ~ 
(continu<lción) [s] 

Qll 

Q12 

Ql3 

Ql4 

Q15 

Q16 

Q17 

Ql8 

Ql9 

Q20 

Q21 

Q22 

Q23 

C\24 

Q2S 

de donde 
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x¡ 

[cm] 

x'¡ 

[cm/s] 

-0415 

-0467 

-0424 

-0329 
-02o8, . 
.0.09.t . : . 

x'¡ 

[cm/.Z] 

-11.443 

. 1.190 

. 7.254.· 

:U.33.6: 
··J2319 

9935 . 

(l.3088)Pi 

[toa] 

39.264 

39.264 

32720 

2ñl76 

19632 

13.088 

ñ544 

QOl812 

C\01361 

C\00910 

QOOS30 

Q00261 
QOOÚ3 • 

Q00061. 

Q(IÓ()~7 ; 

... :0.018 

o 
·:o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 

.. ::·i 
······',- .. :·· 

-000032. 

-000051 

-000057 

-OÓ0047 

.0.001'': 

.O:oíé . .• i ·~d3o 
-0.im · ·•· · •-011Í 

-0030 

-0025 

-0013 

C\002 

Q017 

Ql02 
.. 'Q887 

1,,430 

1.582 

'Ú02' 
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"3max = Xlmax = 0.02287 fcm) para t = 0.09 {segf ... (v) 

•ECUACIONES DB RESPUESTA DINAMICA DE DESPLAZAMIENTOS DEL SISI'EMA 
DE3G.L. 

sustituyendo (t), (u) y (v) en (g) y efectuando el producto matricial 

XI = (1.5833){0. 738)-(2.8758)(0. 133) + (2.0840)(0.02287) 

X2 = (2.3623){0. 738) - (1.0275)(0. 133) • (3. 1158)(0. 02287) 

X3=(2.9244}(0.738) + (2.7507)(0.133) + (1.3088)(0.02287) 

De laa ecuaciones (t), (u) y (v) puede observarse que el máximo de cada forma modal no se 
p18Sfltlta en el mismo tiempo t 

•RESPUESTAMAXIMA POSIBLE 

de la ecuación (3. 12Ba) 

X1obo = (1.5833)(0.738) + (2.6758)(0.133) + (2.084-0)(0.02287) = 1.572{cm] 

X2111:>0 = (2.3823)(0.738) + (1.0275)(0.133) + (3.1158)(0.02287) = 1.951 [cm] 

X311bo = (2.9244)(0. 738) + (2. 7507)(0. 133) + (1.3088)(0.02287) = 2. 554 [cm] 

... (w) 

••• ()<) 

••• (y) 
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•RESPUESTA MAXIMA PROBABLE 

dela ecuación (3.126b) 

x1 oreo = {{1.5833(0. 738)]2 + {2. 6758(0.133) f + {2. 0840(0. 02287)]2} 0·5 = 1.~224 [cm] ... (aa) 

X2or .. = {{2.3623(0. 738)¡2 + {1.0275(0.133)¡2 + {3. 1156(0.02287)]2} 0·5 = 1. 7502 {cm] ... (ab) 

X:lona = {{2.9244(0.738)]2 + [2.7507(0.133)]2 +[1.3088(0.02287)]2 }
0
·
5 = 2.1892 [cm] ... (ac) 

b) Respuestas por el Método Modal Espectral 

Usando un espectro de respuestas de sistemas de 1 G.L. para la función de excitación 
considerada, puede obtenerse la respuesta máxima del sistema de ecuaciones desacopladas muy 
fácilmente; a esta forma de proceder se le denomina Método Modal Espectral y en detalla se 
estudiará en el Tema IV. 

Para la función excitalrlz considerada (figura 3.122b), los espectros de respuestas fueron 
calculados y graficados en los problemas V, inciso 3.2.3.1., y N, Inciso 3.2.3.2., y se muestran en 
las figuras 3. 62a y 3. 67. De dichas figuras se obtiene 

Forma <kll modo 1 

delafigura3.67yoomosecump/eque (T1/4 + 1.5tcj) = (0.4979/4 + 1.5(0.06)) = 0.21>[ti=0.18], 
para T1/td = 8.3 

se encuertra X1m...tX.a11 = 1.339 

dela ecuación (3.27) e(/),{/) y/a figura 3.122b 

x.n = Po1/{k1] =(2.9244)(30)1159.2243097 = 0.551 

y por tanto 

f1max = X1max = (1.339)(0.551) = 0.737789 ""0.738 ... (ad) 

Fotma del modo 2 

delaflgura3.62aycomoseoumplequa (T2 + tcj}/2 = {0.1883 + 0.06)12 = 0.12> {td = 0.08}, 
para T:Jltd = 3.105 

se enouertra Xamlllt1X..t2. = 1.839 

delaecuaci6n(3.27) y (J),(m) y/a figura 3.122b 

x...t2 = Po2/[k2} = (-2. 7507)(30)/1137.801587 =-0.07253 

y por tanto 

f2max = X2max = (-0.07253)(1.839) = -0.13338 =-0.133 

FALLA DE ORIGEN! 

... (ae) 
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Forma del modo 3 

Dela ffgura3.82aycomose cumple que (fa + td)/2 = (0.1188 + O.OB)/2 = 0.09 >[td =i 0.08}, 
para T3'td = 1.98 · 

se encuertra X3""'"/Xeot3 = 1. 837 

dela ecuación (3.27) y (o),(p) yla figura 3.122b 

Xeot3 = Po31[k3] = (1.3088)(30)12797.832942 = 0.01403371853 

y por tanto 

f3max = X3max =(O. 01403371853)(1.637) == 0.023 ... (af) 

Comparando (ad), (ae) y (af) con (t), (u) y (v) se observa que las respuestas máximas son las 
mismas; pero la obtención de éstas por el Método Modal Espectral es más fácil que por el Método 
de Superposición Modal. 

rv.- Determinar los desplazamientos máidmos de los pisos relativos a la cimentación, y las fuerzas 

laterales slsmicas correspondientes, que tendrá que resistir el marco plano del problema V, del inciso 

3.3.1. 7, figura 3.110, si es excitado por un sismo con el acelerograma indicado en la figura 3.123. Usar un 

modelo de marco plano y el criterio de respuestas máximas probables. 

•MATRICESDEMASASYRlGIDECES 

En el problema V del Inciso 3.3.1. 7., se calculó para el modelo de marco plano las siguientes 
matrices (en [ton,mts,seg]) 

0.6 

0.4 

0.2 

g 

X'a = 8!g ei t :S 0.05; 
X"a = (·18!+1.3)gol0.05St:S0.1; 
X'a = (1o4.667M.9667)g aj 0.1 St:S0.17S 
x"o = (-+9)g ai 0.!7SStS0.2; 
X"o = (121-3)g al 0.2StS0.2!1 

O.O 1<--_,___,_~_...__.-r-'--~.,;.o.,-'--+- t[segJ 

-0.2 

-0.4 
-0.6 
Fipr• 3.123. Acelerograma aplicado a la cimentación 
del marco plano de la figura 3.110. 

C5.5306 -11759.4663:] 
Kº= 

759.4663 9674.24286 

M= rTl29704 º ' L º 5. 710410~ 

Por procedimientos de Geometrfa Analftlca (o yaase problema 11, Inciso 3.2.3.1.), se establecen 
fas ecuaclon68 de fas rectas Indicadas en el acelerograma. 
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•FRECUENCIAS ANGULARES, PERIODOS DE OSCILACION Y FORMAS DE LOS 
MODOS DE VIBRACION 

En el citado problema también se obtuvo 

281 

{zh=l~ {zh= fi.o 1 

L_o.s~ 

W1 = 30.039 {r/s}; ·. . n =; 0.2092 {seg] 

w2 .= 73. 779 {r/s}; · T2 = o.08516 [segj 

•NORMALIZACION DE MODOS 

Forma del modo 1 

dela ecuación (3.69) 

{1.0 2.6008} [&ísn. 29704 _ o --ift.~l = 46.;8386563 = (N1)2 

L º s. 110410~~6008 J 

y de la ecuación (3.70) 

{r}t = ¡o.l46z02] 

~8024.!_j 

N, '= B.839873217 

Análogamente para la forma del modo 2 

(N2)2 = {B.15n29704 -a 135015525}{z}2 = 9.B7885322i 

{rh = [03'181611 

~7467~ 

Nz = 3.143084305 

por lo tanto la respuesta del sistema de 2 G.L es según la ecuación (3. 128) 

lxh 1 = ¡o.f 46202 
L x:zJ ~380241 

0.31816íl 

-0.1746~ 

•RESPUESI'AS POR EL METODO DE SUPERPOS!CION MODAL 

Forma del modo 1 

... (a) 

dela ecuación (3.74) y por ser modos nonna//zados respecto a M {M1} = 1.0 ... (b) 
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de la ecuación (3, 75) 

(k1J = {r} 11K{r}1 = {1076.281239 1959.286287}{r1} = 902.3554488 

el coeficiente de participación es según la ecuación (3. 131) 

01 = -{r}11M{1}/[M¡J = {·1.192676398 -2.17133231}{1} = -3.364008708 

·de manera similar, se tiene para la forma del modo 2 

(k2} = {14126.81394 

c2= {-2.59547144 

[M2} = 1.0 

-5431.203558}{r}2 = 5443.2t:S575 

0.9974374532}{1} = -1.598003987 

•TRANSFORMACION DEL SISTEMA DE 2 G.L. EN 2 SISTEMAS DE 1 G.L. 

sustituyendo (b) hasta (g) en la ecuación (3.130) se obtiene 

f"t + 902.3554468f1 = -3.364008708x"a 

f"2 +5443.269575f2=-1.598033987X"a 

•RESPUESTAS MAXIMAS DE LAS ECUACIONES DESACOPLADAS 

282 

... (c) 

... (d) 

... (e) 

... (f) 

... (g) 

••. (h) 

... (/) 

Empleando el Método Numérico de Evaluación de Respuestas (ver Inciso 3.2.4.), programado 
en una calculadora de bolsillo (o procediendo manualmente como en el problema N del Inciso 
3.2.4.1.), se obtiene las siguientes tablas y respuestas máximas 

para la ecuación (h) o forma del modo 1 

Tallll 3.42 t¡ P;=-3.364008708'<'• .... r, x'r 

(•] [t]' [m] [mi•] ¡m1s21 
o o o o o 
Q02 -5.278 Q00035 -OOSI -4966 

Q04 -IQ557 -000262 -0187 -a194 

Q06 -7.258 -000751 -0276 -0481 

Q08 4.619 -001203 -0122 15.472 

ato 16.495 -001054 Q306 26.005 

Ql2 6.818 -000037 Q648 1.151 

Ql4 -2860 QOl2S8 Q515 -14.208 

Ql6 -12537 Q02001 Qll3 -3Q590 

Ql8 -11.876 Q01624 -0476 -26.532 

Q20 1~794 Q00421 -0585 15.995 
Q22 11.876 -000421 -0258 IS.671 

Q24 3.959 -000654 QOOS 9.86 
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Tabi. 3.42 t¡ P1=-3.36"008708x'a "' 'llr X'r .·· 
(continuación) 

[s] [t]' [m] [mis] ¡in1s2¡ 
Q26 o -0.00479 0151 . 4.32 

0.28 o -0.00110 0206· o.m-:: 
030 o Q00297 0189 

,·.¿,-. 
"•'-2683"· 

.;.· 

032 o Q00601 0105 -5.419 

034 o 000693 --0.015 :6.~7 
036 o Q00543 -0130 :1:f:oo3' 

.038 o 000203 -0200 ·:·:1.833 

040 o -0.00208 -0199 .Í.88 ·.: 

042 o -0.00547 .Q12SÍ . 4.934' . 

Q44 o -0.00694 .ó.oi4 . 6260 

n46 o -0.00598 .· 0107 ·:·.:.,:;:i·-,-._.·, . 5.394 :· 
··.-.;··.'. 

de donde 

f1 max = Xnnax = 0.02001 [m] para~ = ~. 1~ [~eg] ... O) 

para la ecuación (1) o forma del modo 2 

Tablll 3.43 t¡ Pt=-1.598033937x'a "' rr •'r 

[•] [t¡' [m] [mi•] [ml•2] 

o o o o ,O 

001 -1.254 -0.00002 -0006 -U43 

Q02 -2507 -0.00015 -0021 ·1.691 

003 -l761 -0.00044 -0037 -1.360 

004 -5.015 -0.00086 -0046 -0.322 

QOS .(i.269 -0.00131 -0043 Q884 

Q06 -l448 -0.00162 -0010 5.345 

Q07 -0627 -000141 0055 7.027 

QOS 2194 -0.000S3 0118 5.054 

Q09 5.015 Q00084 Q147 Q452 

. QlO 7.836 Q00224 0126 -4.384 

Qll 5.537 Q00315 0043 -11.609 

a12' 3.239 000295 -0085 -12795 

·.(l13 0940 000152 -0191 -7.328 

014 • -1.358 -000061 -0.219 1.951 .. 
Q1S -l657 -0.00255 -0155 1Q215 

!l16 -5.955 -0.00351 -0.033 1l166 

Q17 .a254 -000322 QOSS 9.270 

018 -5.642 -0.00196 !l160 5.029 

Q19 1.881 -000014 !l200 2651 

!l20 ~403 Q00193 Q208 -1.107 

!l21 7.522 Q00374 !l13S -12862 
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Tabla 3.43 t¡ P¡=-1.598033987 .. a "' .:, ... 
(continuación) 

[•] [t]' [m] [mis] [m/•2] 

022 5.642 000433 -0026 -17.fn.7 

023 3.761: 000320 -Olfn. ·13.669 

024 Í.881 oooon -0276 ;z301 .. 
025' o -000189 -0234 tQ262 

026. ·o -000353 -0080 19.2<>4 .. 

027 o -000334 0116 1&158 

028 O. -000141 . 0252. 7.668 
.. 

029 o 000125 0256 -6.809 
030 o 000326 ·•0127> .. ·17.746. 

il._31 o 000357 -0068 ,: -19.453 .. 

032 o 000203 . -0227·: :u.043 

033. o -000057 -0269_ 3.110 

034 o -000287 -Ol71 15.646 

035 o -000368 0016 211044 

036 o -000258 0195 14.018 

.037 o -000013 0272 0702 

038 o 000238 0208 -12980 

de donde fan..,, = Xnnax = 0.00433 [m} para t = 0.22 {seg/ 

sustituyendo 0) y (k) en (a) y efectuando el producto matricial 

X1r=0.146202(0.02001) + 0.318161(0.00433) = 0.00292550202 + 0.00137763713 

xzr =0.380241(0.02001)-0.17487(0.00433) = 0.0078()862241-7.563211(10-4) 

•RESPUESTAMAXIMAPROBABLE 

De la ecuación (3. 128b) las respuestas máximas de desplazamientos son 
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... (k) 

x,,..,.., = {0.0029255020:22+ 0.001377637132} 0
·
5 = 0.00323 /m] = 0.323 {cm} ... (1) 

x:irw..= {0.0078()882241 2 + f-7.563211(10 ... J/2}º·5 = 0.00785 [m} = 0.765 [cm/ ... (m) 

•FUERZASSISMICASENLOSPISOS 

De /a ecuación (3.98), K*, x1r y X2r se tiene para cada forma modal 

Fonna del modo 1 

[FN0 j37945.5306 

!EN~ 1:!!_759.4<i63 
-11759.4663] 
9674.24286 _J 

fo.002925502&2¡ 
l.Q.007()086224!._J 

Jíl.53638761 

19.2053186!_,j 



Forma da/ modo 2 

[FN;i j3'i945.5306 

IENIJ t:Es9.4663 
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-11759.46631 

9674.24286 _J 
f0.001377637iJl 

L· 1.s63211&4_] 

§t.16910436] 

~.517111~ 

yda la ecuación (3.126b) 

FN!arra = {21.536387tr+ 61.1691043tf}0
·
5 = 64.85 [ton] 

FN2srra = {39.20531861 2 + 23. 517111412
} o.s = 45. 72 [ton] 
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Ento11C6s la resistencia de los a/amentos estructura/as da/ marco podrá revisarse contra los 
elementos mecánicos máximos probables, qua son el producto del análisis estructural del marco 
bajo la acción da las fuerzas sísmicas FN1 y Fm. para cada modo y obteniendo posteriormente 
dichos a/amentos mecánicos con la ecuación (3.126b). 

3.3.3.4.- PROBLEMAS PROPUESTOS 

!.- Para el marco plano mostrado en la figura 3.124a, que puede ser modelado como estructura de 

cortante, determinar, despreciando el amortiguamiento, las respuestas máximas de desplazamientos 

dinámicos, si las masas del marco están sujetas a la acción de las fuerzas excitatrices que tienen las gráficas . 

mostradas en la figura 3.124b. Una inspección de la estructura indicó que las trabes pueden considerarse 

infinitamente rígidas respecto a las columnas. 

~·º--l 

l'llVB. 
3 
2 
1 1810 

aactaolón ., (m l 

P<-t>.,CtJ 

40t ~ ;40sen9.981 

~"tCsvgl 
0.35 

a) Marco plano de 3 niveles b)Funciones de excitación 

Plpni 3.1.U Marco plano iptegrante de una estructura de cortante con trabes oo rígidas 

Solución: X1a1:>1 = 3.142 {cm}, X2abo = El 197 {cm/, X3ebo = 9.074 fcmj, X1oroo = 2.521 {cm], 
X21roo = 5.541 [cm}, X3erao = 8.654 [cm]. 

II.-Si el marco plano de la figura 3.112, inciso 3.3.1.8., es sujeto a la acción de un movimiento del suelo 

con la gráfica mostrada en la figura 3.125, determinar usando un modelo de marco plano y despreciando 
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el amortiguamiento, los desplazamientos máximos de los pisos relativos a Ja base y las fuerzas laterales 

correspondientes que tendrá que resistir. Emplear el criterio de la respuesta máxima probable. 

g 

0.16 

"-"""'-----
0

.1....

4
---UsogJ 

Fipra 3.12S. Función del movimiento del 
terreno para el marco plano de la figura 3.112 

g 

0.24 

Fipra 3.1.Ui Función de aceleración del suelo 
para el marco de la figura 3.114. · 

Solución: x1roro• = 1.692 [cm], x12roroa = 3.1582 {cm], FNiaroa := :10.257 [ton],· 
FN:!.roa = 18. 705 [ton] 

III.- Calcular, empleando el criterio de respuestas máximas' probables, 168 desplazamientos y las 

fuerzas sismicas ~n los pi~ del marco plano de la figura 3.114, incisó 3.J'.1.S:/9:res sometido a una 

aceleración del terreno con la gráfica mostrada en Ja figura 3.12:6· Usar un rii~elo di~ámico de ~arco 
plano despreciando el amortiguamiento. 

Solución: X1ror .. = 2.088 [cm], X:nraa = 2.904 [cm], X311raa = 3.401 [cm], FNtaraa = 7.975 [ton], 
FN:2sna = 7.4805 [ton], FNa.r.. = 10.428 [ton]. 

IV.- Determinar los desplazamientos máximos de los pisos relativos a Ja cimentación, y las fuerzas 

sísmicas correspondientes, que tendrá que resistir el sistema oscilatorio simplemente acoplado de la figura 

3.117, inciso 3.3.25., si es excitado por un sismo con el acelerograma mostrado en Ja figura 3.127. Usar el 

criterio de respuestas máximas probables, despreciando el amortiguamiento. 

0.4 

0.2 

g 

o:o !"'-.l.--'--L+-'--P-4-'-+.,..... t[s e gJ 

-0.2 

-0.4 

Flpn 3.U7. Acelerograma aplicado a la cimentación 
del sistema de la figura 3.117. 

Solución: X1roraa = 5.885 [cm], 
X:nna = 12. 5697 [cm], X3rwaa = 17.2829 [cm], 
FNtarn = 60.241 [ton],~= 58.858 [ton], 
FN3ataa = 23.823 [ton]. 
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3.3.4.· EFECTOS DEL 
AMORTIGUAMIENTO. 

El amortiguamiento estructural que comun­

mente se remplaza por el amortiguamiento vis­

coso para facilitar el análisisfr•f. IJ, es una 

propiedad que influye en las respuestas dinámicas 

de un sistema oscilatorio; este tipo de amor­

tiguamiento toma en cuenta fuentes de disipación 
• d I . . [ret 2), de la energia e movimiento como son . 

fricciones-internas del material estructural, fric­

ciones en Jos apoyos y en elementos no estruc­

turales, etc. La magnitud de la aportación al 

amortiguamiento de cada una de estas fuentes es 

muy difícil de cuantificar con precisión. 

El amortiguamiento normalmente presente 

en las estructuras civiles es relativamente 

pequeño (menor al 203[ret 1l), y para efectos 

prácticos no afectará el cálculo de las frecuencias 

angulares y formas de los modos de vibración de 

el sistema oscilatorio. Entonces el problema de 

valores característicos para una estructura amor-

~(t) ~(t) 
--. -=----

k 1 MI Kz M2 

=-íl 
CJ ¡_ _j C2 -(;;~ 

x 1 H 
1-x-I 

o-am.al"1Jauami91Wl ckol lli.Otam.. [t-1/m] 2 
:i:: d:~1c::!:~m~~:t:!1 (tan-aecQ/m] 
z-dmpUS&JJdtmto de la ~ [m] 
P(t)-fu•rn u:ailalriz din.ánnoa (tau] 

Fi1n• 3.12& Sistema discreto compuesto de 2 
G.L. en vibración forzada con amortiguamiento 

tiguada es resuelto como si se tratara de un sis­

tema sin amortlguamientofret !ZJ. 

Con referencia a las figuras ~.128 y 3.129, la 

ecuación general del movimiento forzado amor­

tiguado puede expresarse matricialmente como 

M{X"} + C{x'} + k{x} = {P(t)} ..... (3.132) 
Ecuación general del movimiento forzado 
con amortiguamiento 

C-mabiz d• amortiguaml•nto del sistema 

{x'}·vector de veJocidad•e de fas masas del eiatema 

Esta ecuación puede ser transformada por el 

método de superposición modal presentado en 

Jos incisos 3.3.1.1. y 3.3.3.1. anteriores, en un sis­

tema de n ecuaciones desacopladas o inde­

pendientes de 1 G.L., que para cada modo de 

vibrarj son 

[M¡Jr¡ + [C¡]f¡ + [K¡]f¡ = [P¡} ..... (3.133) 

donde 

Ecuación desacoplada o ind.penc!Mnte 
para la lomla d.i modo 1 

[C¡J = {z} T¡C{z}¡ ..... (3.134) 

¡c1)-amor11guamlento tr1W1efonnado para la lonna del 
modoj 

Pr-fuerq taolauradon del remrle{la11] 
P 1-lllera. (e inema [ton] 

P¡ -fwuu emartiguadora del piJIÓo(!on] 

t-aceleraclÓn te la mua [m/.ZJ 
r'-velocidad de la mw [m/1] 

Flpra 3.129. Diagrama de cuerpo libre del 
sistema compuesto de la figura 3.128 
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1'1.funolón de velocidad en la coordenada generalizada 
para el modo l 

Los demás términos de la ecuación (3.133) 

son los mismos definidos anterioremente por las 

ecuaciones (3. 74), (3. 75) y (3.123). 

La ecuación general del movimiento puede 

expresarse también en la forma 

I"¡ + 2~ ¡w¡f'¡ t (w2)¡f¡ = [P¡Jl[M'¡] ..... (3.135) 
Ecuación deoacoplada o lnd<lpendlente para 
la fonna del modo j 

~ fi>OCentaje de amortiguamiento crítico aooclado 11 la 
ronna modal ¡ 

En la ecuación (3.134) se ba supuesto que el 

vector {z}; es ortogonal a la matriz de amor­

tiguamiento C, lo cual generalmente no sucP.de, a 

menos que se exprese la matriz C en forma 

proporcional a la matriz K. a la matriz M, o a 

ambas simultáneamentefrel 131, mediante el uso 

de los denominados percenlajes de •mor­

li&Hmlento critice preporci•nmles ~j asociados a 

cada forma modal j, obtenidos con 

C = a 1 M + a 21< ..... (3. 136) 

a 1,a :l'C~• d<I proporclonalidacl 

Los porcentajes de amortiguamiento crítico 

proporcional se determinan para un sistema os­

cilatorio en particular mediante µperimentos de 

vibración libre o forzada midiendo desplazamien­

tos consecutivos en cada forma del modo de 

vibrar, de manera análoga al empleo del 

decremento logarítimico estudiado en el inciso 

3.222 

3.3.4.1. VIBRACION FORZADA EN LA 
BASE CON AMORTIGUAMIENTO 

Si la cimentación de un sistema oscilatorio de 

n G .L., es excitada por una aceleración del suelo 

en función del tiempo. puede demostrarse que la 

ecuación general del movimiento es 

M{X'r}+ C{x'r}+ K{Xr} = -M{1}X'a ... (3.137) 

{x'H,{x'r},{Xr}.Yectorao da aceleración, velocidad, y 
desplazamiento de !u muu reopecto 11 la bu• 

Cuya solución está dada por la ecución 

(3.128) del inciso 3.3.3.2, y puede ser transfor­

mada mediante el Mét9do Directo Paso a Paso de 

Superposición Modal en un sistema de n 

ecuaciones desacopladas o independientes que 

son expresadas para cada forma modal j como 

[MJ}I"¡ + {C¡)f'¡ + {lr¡)f¡ = -{z} T1M{1 }X'a . 
.... (3.138) 

Ecuación d<loacoplada o lndependlent. para 

la 'º""ª del modo j 

que puede escribirse como 

f"¡ + 2€1WJf'1 + (w2)¡f¡ = c¡x' a ..... (3.139) 

Donde el coeficiente de participación e; está 

dado por la ecuación (3.131), del inciso 3.3.3.2 

3.3.4.2.- AMORTIGUAMIENTO EN 
ESTRUCTURAS COMPLETAS. 

En los reportes de ensayos de vibraciones 

libres y forzadas en estructuras completas a base 

de marcos, o marcos y muros de cortante, en­

focados a la determinación de los grados de amor­

tiguamiento correspondientes a cada forma del 

modo de vibración, se encuentra que el porcentaje 
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de amortiguamiento crítico ~j depende casi ex­

clusivamente del tipo de estrUctura y de los 

materiales estructurales utilizados( re( 131. 

Este porcentaje aumenta generalmente con el 

grado o nivel de degradación de la estructura y 

con la amplitud de la vibración, así por ejemplo 

cuando el concreto reforzado se agrieta durante 

una vibración, aumenta su porcentaje de amor­

tiguamiento debido al aumento de fricción entre 

las grietas. En estructuras de acero la disipación 

de energía tiene lugar casi totalmente por defor­

maciones internas permanentes(ret 131. 

Como se verá en el inciso 3.5 de este tema, la 

energía inyectada por un sismo se disipa prin­

cipalmente en la actividad inelástica o de defor­

maciones permanentes del sistema: por ejemplo, 

- 'la fluencia de un elemento estructural equivale a 

una amortiguación viscosa del 16% de la crítica en 

vibración armónica, y del 4% en vibración ar­

bitraria (sismos)[ret 11. 

En los experimentos para determinar los por­

centajes de amortiguamiento crítico, formas 

modales, períodos de vibración, etc., en estruc­

turas reales para compararlos contra los teóricos 

que sirvieron para el diseño o para la revisión de 

una estructura CJ:istente. se 11S;3n sistemas ex­

citatrices de diversa índole que van desde cables 

que tensan la estructura y la sueltan repentina­

mente, basta sofisticadas máquinas reciprocantes 

adaptadas a computadores analógicos que excitan 

la estructura armónicamente con fuerzas y 

frecuénclás controladas[ re( 1 l. 

Si se emplea el Metodo Dire,cto paso a paso 

de superposición modal y se ban obtenido ya ex­

perimental mente los porcentajes de amor­

tiguamiento crítico proporcionales, éstos pueden 

sustituirse directamente en la ecuación (3.135) o 

(3.139) para cada forma modal. Entonces al cal· 

cularse las respuestas máximas para cada 

ecuación desacoplada, puede obtenerse la 

respuesta del sistema den G.L. con las ecuaciones 

(3. 71 ), (3. 72) o (3.128). 

Al diseñarse una estructura civil no es posible 

conocer los porcentajes de amortiguamiento 

crítico asociados a cada modo de vibración, ya que 

la estructura no está construída. En estructuras 

existentes que se revisan sísmicamente, raramente 

se efectúan experimentos para determinar dichos 

porcentajes(ret t.] (excepto en edificios muy im­

portantes por su función). 

En el diseño de estructuras podrían 

suponerse los porcentajes de amortiguamieto 

critico que debería tener la estructura al cons­

truirse; pero debido a la incertidumbre existente 

en la calidad de los materiales estructurales, en la 

elaboración del concreto, en los procesos cons­

tructivos usados, etc., el sistema estructural no 

tendrá dichos porcentajes en la realidad. No 

obstante en la práctica, al efectuar un análisis paso 

a paso, es usual suponer porcentajes de amor­

tiguamiento del 5% constantes para todos los 



Tema 111 Dinámica Estructural 290 

modosdevibración, a menos que se justifique otro 

valorexperimentalmentef""l 21. "La falta de datos 

precisos sobre d amortiguamiewo hace qu" 

raras vect!S SI! justifiqu" un tmtamiento más 

refinado"[ref. 13Jo. 

3.3.4.3.- PROBLEMAS RESUELTOS. 

J.- Deducir las expresiones que describen el movimiento forzado con amortiguamiento de sistemas 

discretos de varios G.L 

En la figura 3.128 del Inciso 3.3.4., se muestra un sistema discreto de 2 G.L., que a diferencia 
del estudiado en el problema f del Inciso 3.3.3.3., pierde energía de movimiento debido a fa 
presencia de los amortiguadores con constantes de amortiguamiento viscoso 01 ye:;¡, que producen 
las dos fuerzas opositoras al movimiento Po1 y F\:n 

En el problema mencionado se establecieron las siguientes expresiones 

p,, = ·k1x1 ... (a) 

... (b) 

... (e) 

... (d) 

Para la masa ITl2 de la figura 3.128, la velocidad f81at/va o efectiva es Igual a la velocidad total 
x'2 de dicha masa respecto a la posición de f9P0$0, menos la velocidad de la masa m, 

x'r = x'2 .. x'1 ... (e) 

la fuerza amorllguadora Po2 del segundo pistón, que está también en movimiento, es entonces 
para este caso 

... (f)* 

y para el primer plstDn 

... (g)* 

Del equ/librlo dinámico del diagrama de cuerpo en libertad de la figura 3.129, Inciso 3.3.4., se 
tiene para cada masa 

•e1 "910 "*'º" (-) ea debido a que Po y iC eon de Mntido contrario 
••El eigno menoo (-) •• debido a ~ la mua ee oporM al mo'linffnto 

... (h/* 

... (!/* 

I 
¡-
t 
1' 
1 
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sustituyendo (a), (b), (c), (d), (e), (f) y (g) en (h) e (i) 

de donde 

jm1 ol ft•;-i 
I! ~li·~ 

-k1X1 - 01x'1 = m1x'1 - k2(x2 - x1) - c2(x'2 - x'1) - P1 (t) 

· ck2(x2-x1)-c2(x'2-x'1) "." f71#'2- P2(t) 

fP1ct)] 
1!2<t2J 

o en forma general para un sistema compuesto de n G.L. 

M{x'} + C{x'} + K{x} = {P(t)} 
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... (/) 

... (k) 

.. (3.132) 
Ecuación g.neral d91 rno~ml.nto forzado con amortiguami.nto 

C-matriz de amortigu""1i«tto 

{><'}..,ector de velocldade• d• las maeae 

los demás términos de esta ecuación han sido definidos en ecuaciones anteriores. 

Si se asume que esta ecuación tiene la misma respuesta que la del movimiento no amortiguado, 
dacia por las ea¡aciones (3. 71) y (3. 72), las derivadas 1 a. y 2a. respecto al tiempo son 

{x'} = Z{f'} 

{X"} = Z{f'} 

sustituyendo (1), (m) y la ecuación (3. 72) en la ecuación (3. 132) 

MZ{I"} + CZ{f'} + l<Z{f} = {P(t)} 

prenv/tJpl/cando por {z} TI 

{z} T¡MZ{I"} +. {z} T¡CZ{f'} + {z} T11<Z{f} = {z} 1¡{P(t)} 

... (1) 

... (m) 

... (n) 

.•. (o) 

Por las propiedades de ortogonal/dad de los modos (ver problema 1, Inciso 3.3.3.3.), (o) puede 
escribirse como 

{z}T¡M[z}¡{I"} + {z}T¡C{z}1{f'} + {z}T¡K{z}¡{f} = {z}T ¡{P(t)} ... (p) 
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que para la forma del modo de vibrar/ resulta 

[M¡Jf"¡ + [C¡/f'¡ + [lr,]t, = [P,} ••• (3.133) 

Ecuación desacoplada o independiente para fa lonna del modo ¡ 
con 

[C¡J = {z} T¡C{z}¡ ••• (3.134) 

[C¡)""1Tlortiguamiento tranofonnado para la lonna del modo ¡ 

y los demás términos son los mismos definidos anteriormente por las ecuaciones {3. 74), (3. 75) 
y {3.123). En la ecuación (3.133), se ha supuesto que los modos son ortogonales a la matriz de 
amortÍguamiento C, por tanto de las ecuaciones {3.6) y {3.15), para este caso 

[Ir,] = (w2)¡[Mj] 

[Cj] = 2x ¡[Mj]w¡ 

sustituyendo (q) y (r) en (3. 133) y dividiendo entre [M¡J, resulta 

f"¡ + 2~ ¡w¡f'¡ + (w2)¡fj = [P,]![Mj] 

~f'f>Orcenta¡. de amortiguamiento critico para la forma del modo ¡ 

... (q) 

... {r) 

••• (3.135) 

sin embargo casi nunca sení ortogonal la forma del modo j a la matriz C, excepto si los 
coeficientes de dicha matriz son coeflclentea de amortiguamiento crítico porporclonalee, /os 
cuales hacen que la matriz C sea proporciona/ a la matriz K. a /a matriz M, o a ambas cumpllendo 
con[ref.1J 

.•• (3.136) 

Como se Indicó en el Inciso 3.3.4.2., dichos coeficientes o porcentajes de amortiguamiento 
crítico para cada forma modal, son obtenidos mediante experimentos de vibración libre o forzada 
en estructuras ~ y para fines de diseño es usual suponer~¡ = o. 05 constante para todas las 
formas moda/es[rot. "l 

•VIBRACIONFORZADA EN LA BASE CON AMORTIGUAMIENTO 

Análogamente al proceso' anterior y a lo demostrado en el problema I del Inciso 3.3.3.3., 
relacione.do con este tópico, la ecuación del movimiento puede expresarse como 

M{X"r} + C{X'r} + K{Xr} = -M{1 }X"a ••• (3.137) 
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cuya solución está dada por la ecuación (3.128), y las ecuaciones desacopladas para cada 
modojson por analogía con la ecuación (3.129) y (3. 130) 

[M-,Jr¡ + [C¡]f'¡ + [k¡]f¡ = -{z}T ¡M{t}X'a .. (3.138) 
Ecuacion desacoplada o independiente para la forma del modo J 

ó 

r¡ + 2~¡w¡f'¡ + (w2)¡f¡ = CjX'a .. (3.139) 

donde el coeficiente de participación c¡ es el definido por la ecuación {3.131). 

II.- Resolver el problema II!a) del iuciso 3.3.3.3, considerando un porcentaje de amortiguamiento 

crítico del 5% constante para todas las formas de los modos de vibración. 

•RESPUESTAS POR ELMETODO DIRECTO PASO A PASO DE SUPERPOSICION 
MODAL 

Para amortiguamiento subcritico, que es el caso de las estructuras en Ingeniería Civil, las formas 
de los modos de vibración y valores característicos no son afectados por el amortiguamiento, por 
tanto estos valores son los mismos que se calcularon en el problema citado. 

Sustituyendo los porcentajes de amortiguamiento para cada modo y las ecuaciones (h) a (p) 
obtenidas en el mencionado problema, en la ecuación (3. 135), se tienen las siguientes ecuaciones 
desacopladas 

r1+2(0.05)(12.B18)f'1+159.224309711 = 2.9244P:i(t) 

r2 + 2(0.05)(33. 731)f'2 + 1137.801587f2 = -2. 7507P3(t) 

r3 + 2(0.05)(52.895)f' 3 + 2797.83294213 = 1.3088P3(t) 

• RESPUESI'ASMAXIMAS DE LAS ECUACIONES DESACOPLADAS 

... (a) 

... (b) 

... (c) 

Empleando el Método Numérico de Evaluación de Respuestas Dinámicas del Inciso 3.2.4.,(o 
procediendo manualmente como en el problema 111 del inciso 3.2.4.1.), se obtienen las siguientes 
tablas y respuestas máximas para cada forma del modo 

Ecuación (a) o forma del modo 1 

Tabla:!."°' 
t¡ 29244P1 :r¡ r1 x'¡ 

[•) [toa] [cm] [cm/•] [cm/•21 
o o o o o 
Q03 41866 Q<l065 Q6421 42025 
Q06 lfl.732 QOS02 24471 · 71i6SO 
Q09 lfl.732 Q15S6 .4.479:: ... : S7.312 

. 



Tabla 3.44 
(continuación) 

de d?nde 

[•] 
(112 

0.15 

0.18 

0.21 

0.24 

0.27 

0.30 

0.33 

0.36 

0.39 

0.42 

0.45 

0.48 

0.51 

0.54 

0.57 

0.60 
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29244P¡ 

[toa) 

87.732 

43.866 

o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 

"' 
[cm) 

0.3119 

0.4893 

0.6302 

0.6846 

0.6419 

0.5116 

0.3151 

0.082 

-01537 

-03594 

-05075 

-05795 
-05684 .. 

-04787 

-03258 

x'¡ 

[cm/•) 

5.8131 

x'¡ 

(cm/11] 

3U730 

5.6478 -41.161 ' 

3.4278 

0.1801 

-29721 

·. -5.5941 
•,:.·. 

"-ICll.662 
• '·,J00.235 

<·•:_91Í460 
-74.404 

'··7.3415(·:····\-~.:r .. <\4Q904 

Ir;T '.· :;"~!.t: 
-6.0264: 'J. '. ·64.828 

.. 3.7418 ·. ;. as..523 
-1.0022} . -.93.565 

.-..... _.~:,~as• 
4.f 550.: 
5.9044 

8&308 

?o.975 

44.424 

6.7684 12687 

. 6.6598 -1~635 

. ' 

f1max = Ximax =· 0.6848 [cm] para t = 0.21 [seg] 

Ecuación (b) o forma del mOdo 2 

Tabla 3.411 
t¡ -27507P¡ x'¡ x'¡ "' 
[•] [toa] (cm] [cm/•] (cmt.'¡ 

o o o o o 
0.015 -206325. -88-4 -01490 -1~272 

0.030 -41.2605 -00057 -05495 -32879 

Q045 ~.89015 -00180 -1.0914 -37.783 

Q060 -82.521 -00385 -1.6353 -33.213 

QO"IS -82.521 -00656 -1.8991 -1.482 

QOOO -82.521 -00931 -1.6859 ~045 

Qt05 -82.521 -01141 -1.0712 S0.968 

0.120 -82.521 -01240 -02251 59.356 

0.135 ~.89075 -01201 0.7832 72095 

0.150 -41.2605 -01003 1.8457 66.589 

0.165 -206325 -00658 27<XY2 45.081 

0.180 o -00213 3.1481 13.622 

0.195 o 0.0254 2951 -3&884 
0.210 o 0.0636 20426 -19.1!» 

294 

... (d) 
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Tabla 3.411 
(continuación) -27507P¡ Xi x'¡ x'¡ 

[•] [ton] [cm] [cm/1] [cm/s2] 
Q225 o Q0044 Q6199 :91\343 

0.240 o O.OS35 -07817 ·92416 .· 

Q255 o 0.0623 ·1.9802 . :64.199 • 

Q270 o 0.0269 ·26357 ::21:681 ' 

Q285 o -00134 ·26148 .:;·:.:t 24.027 

QJOO o -00484 -t.9560 \.:,-;·~ 

Q315 o -00698 

de donde 

... (e) 

Ecuación (c) o forma del modo 3 

Tabla 3.4e 
1.3088P1 t¡ x¡ x'¡ x'¡ .··. 

[•] [ton] [cm] [•mi•] ·c.;m1.ir 
o o o o o 

ao1 ti544 aooot Q0314 ti OSI 

a02 13.088 aooos Ql151 1Q230 

Q03 19.632 Q0025 Q2261 11.441 
Q04 26.176 QOOS3 Q3335 9.545 

ao5 32720 Q0091 Q4088 5.205 

0.06 39.264 QOl33 Q4337 -0297 
Q07 39.264 Qot74 Q3727 ·11.517 

nos 39.264 Q0205 Q2156 -19.093 
Q09 39.264 Q0216 Q0092 -21.196 

QlO 39.264 Q0207 -0189 ·11548 

Qll 39.264 Q0180 -03267 ·9.416 

Q12 39.264 Q0144 -03703 Q804 

Q13 32720 notos -03445 4.202 

Q14 26.176 Q0077 -02906 ti307 

Q15 19.632 aoo5t -02244 ti624 

Q16 13.088 Q0031 -01641 5.161 

Q17 ti544 aoo11 -01255 2400 
Q18 o aooo5 -01178 -0858 

Q19 o -00006 -01099 2361 
Q20 o -00016 -00732 4.786 
Q21 o -00020 -00189 5.812 

a22 o -00019 Q0376 5.237 
Q23 o -00013 aos12 3.293 

de donde f3m• = Xlmax = 0.0216 {cm/ para t = 0.00 [seg/ ... (f) 
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•ECUACIONES DE RESPUESTADINAMICA DE DESPLAZAMIENTOS DEL SISTEMA 
DE3G.L. 

Sustituyendo (d), (e), (f) y la matriz modal normalizada calculada en el problema /lla) del inciso 
3.3.3.3, en Ja ecuación (3. 72) y efectuando el producto matricial 

X1 = 1.5833(0.6846) + 2.6758(-0.124) + 2.084(0.0216) 

X2=23623(0.6846) + 1.0275(-0.124)-3.1156(0.0216) 

X3=29244(0.6846)-2.7507(-0.124) + 1.3088(0.0216) 

•RESPUESTA MAXIMA POSIBLE 

De (g}, (h) e (1) y Ja ecuación (3. 126a) 

... (g) 

... (h) 

... (1) 

x1111>0 = 1.08392718 + 0.3317992 + 0.0450144 = 1.461 [cm] ... (j) 

X2abo = 1.61723058 + 0.12741 + 0.06729696 = 1.812 {cm] ... (k) 

X3abo = 2.00204424 + 0.3410868 + 0.02827008 = 2.371 {cm] ... (/) 

•RESPUESTAMAXIMAPROBABLE 

De (g), (h) e (1) y la ecuación (3. 126b) 

x1.,..0 =·{(1.08392718)2 + (0.3317992)2 + (0.0450144)2}0·6 = 1.134{cm] 

X2orao = {(1.61723058)2 + (0.12741)2 + (0.06729696)2}º·5 = 1.624 {cm] 

X3oroo = {(2.00204424)2 + (0.3410868)2 + (0.02857008)2} 0·
5 = 2.031 {cm] 

3.3.4.4.· PROBLEMAS PROPUESTOS. 

... (m) 

... (n) 

... (o) 

I.- Resolver el problema I del inciso 3.3.3.4, considerando un porcentaje de amortiguamiento critico 

del 5% constante para todas las formas de los modos de vibración. 

Solución: X1abo = 2888 {cmj, X2abo = 5.717 {cmj, X3ebo = a388 {cm}, X1orao = 2.331 {cm}, 
x21no = 5.131 [cm], X3ora1 = 8.015 [cm]. 

IL- Resolver el problema II ~el inciso 3.3.3.4, si se ban determinado experimentalmente los porcen­

tajes de amortiguamiento critico proporcional asociados al modo 1 y 2, con un valor de 8% y 11 %, 

respectivamente. 

Solución: X1oroo = 1.5003 [cm],X2""'o = 27997{cm], F'N1om = 9.344[ton], FN2or"• = 16.522/ton]. 
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3.4.- SISTEMAS CONTINUOS 

Los sistemas continuos son aquellos que 

poseen propiedades de masa y rigidez dis­

tribuidas en forma continua a lo largo de sus 

miembros y ofrecen por tanto un número infinito 

de grados de libertad. 

Las idealizaciones de estructuras consisten­

tes en tratarlas con propiedades distribuidas son 

las que arrojan los resultados más precisos, pues 

en la realidad todas las estructuras tienen su masa 

y rigidez en forma distribuida; pero esta forma de 

análisis solo se presta en la práctica de Ingeniería 

al análisis de los sistemas más sencillos ya que el 

cálculo análitico de estructuras completas, que 

son los tipos mas frecuentes de estructuras civiles, 

requiere de un trabajo tan grande que la 

posibilidad de llegar a una solución por tal medio 

solo tendría interés académico(reL 131. 

A continuación se presentan algunos casos 

que son fundamentales y que se prestan a un 

tratamiento práctico como sistemas distribuidos. 

3.4.1.· VIBRACION EN SISTEMAS 
CONTINUOS 

ECUACION DE ONDA UNIDIMENSIONAL 

La figiira 3.130a muestra Ún cable flexible 

cuya masa está distribuida a lo largo del mismo. 

Una fuerza P constante en toda su longitud lo 

mantiene tensado. 

Flcua 3.130. Cable en vibración transversal. 

La figura 3.130b muestra un elemento in­

finitesimal que se ba aislado del cable para su 

análisis. Existen dos variables independientes: la 

posición x del elemento a lo largo del cable y el 

tiempo t, y por tal motivo se emplean derivadas 

parciales para obtener la ecuación del movimien­

to oscilatorio. 

A partir del equilibrio dinámico de la citada 

figura se tiene[reL l] 

µdxa2yt~ = -Paytax + P(iJy/ax + a2ydxtax2) 
... (a) 

de donde 

... (b) 

y definiendo 

rí2'Jc =PIµ ..... (3.140) 

Vc-11olocldad do propagación d• ia onda 
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se tiene Ja siguiente ecuación de onda 

unidimensional 

a2y¡~ = rv2Jc a2ytax2 ..... (3.141) 

VIBRACION TRANSVERSAL DE CABLES 

Con referencia a la figura 3.130b el 

desplazamiento "y" del elemento infinitesimal en 

cualquier instante puede encontrarse como el 

producto de dos fUnciones de las variables inde­

pendientes 

y= Xf(t) ... (e) 

X.función pura de x 

Si el sistema vibra en uno de sus modos 

naturales con frecuencia w, la función del tiempo 

puede estar dada porfret l] 

f(t) = A1COSwt + B1senwt ... (d) 

A,,S,-oonatanteo que dopen<Mn de las condloloneo 
inlcalea 

sustituyendo (d) en (c) 

y= X(A1coswt + B1senwt) 

derivando respecto a x 

la. derivada 

;Jy/ax .. (A1coswt + B1senwt)dK/dx 

2a. derivada 

... (e) 

derivando respecto a t 

la. derivada 
ay/at = X(·A1wsenwt + B1wcoswt) 

2a. derivada 
a2y¡at2 = -Xw2(A1coswt + B1senwt) ... (g) 

sustituyendo (f) y (g) en Ja ecuación (3.141) 

-Xw2(A1coswt + B1senwt) = rv2Jo(A1coswt 

+ B1senwt)d2X/dx2 

de donde 

dividiendo entre (V2)c 

... (h) 

La solución de Ja ecuación diferencial or­

dinaria (h) es 

.X= A21X1S(WXNc) + 82SSfl(WXNo) ... (/) 

AzB2 son constantes que dependen de las 

condiciones de los extremos del cable (figura 

3.130a), ea x = O, y= Oy de (e) e (i) Az =O; en 

X= L, y= O y B211Cn(wUVc) =O 

yportaato 

8/CSen(wLNc) =O 

wLNo = rm 

yen general 

Wn = rmVc!L = mr[P!µf· 5/L ..... (3.142) 
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Wn.frecuenciaa angulares d•l eistMna w1, w2, ... wn (rad/s] 

comoA2 = O, de (i) y (e) 

y = B2[sen(wxNc)](A1cosl'lt + B1senl'lt} •.• (/} 

por ser A¡, Bt y Bz costantes, (j) puede 

escribirse como 

y =(Aoeosl'lt +Bosenwt)sen(wxNo) .... (3.143) 

k, Bo-<:onetant•• que dependen de las condicloneo 
lnlolales 

Jos valores máximos de la ecuación (3.143) 

están definidos por 

~ = sen(wril'Nc) ... (k) 

sustituyendo Ja ecuación (3.142) en (lt) 

~ = sen(n;r.}(/L) ..... (3.1438) 

Xn-amplitudos componentoe de laa forme.o modales 

por Jo general el sistema oscila con una 

configuración que es una combinación de Jos 

diversos modos naturales; por el principio de 

superposición la ecuación general del movimiento 

se puede escribir entonces como 

Y =l:n (Ao (Alco.swnt + 

Bo <li>senwnt)sen(rmx/L} 

cuya la. derivada es 

y' = l:n+t (-Ao <n>w,,senwnt + 

Bo <n>w,,coswrt)sen(nm</L) 

para t = O, de (3.144) y (1) 

..... (3.144) 

... (/} 

Yo(X) = l:n Ao (n)sen(n;r.}(/L} ... (m) 

y' o(x) = l:n+t wnBo (n)sen(n;r.}(/L) ... (n) 

multiplicando ambos lados da la ecuación (n) 

porsen(n'mr/L) e integrando de x =O ax= L, se 

obtiene 

l Yo(l<)sen(n'nx/L}dx = 
o 

= Ao (n) / sen(mrx/L)sen(n';Q(/L)dx ... (o) 
o 

sin ;io n', Ja integral de la parte derecha de (o) 

es cero, y paran = n' vale L/2, por tanto 

Ao (n) = (2/L) f L Yo(x)sen(r1JTX/L}dx ..... (3.145) 
o 

analogamente para la ecuación (n) se tiene 

Bo (n) = (2/WnL) / Yo(x)sen(rmx/L)dx 
o ..... (3.148) 

Yo(x)-<>onllguraolón eo!Á1!oa lnloial del cable 

3.4.2.· DISCRETIZACION DE 
SISTEMAS CONTINUOS 

De los sistemas con masa y rigidez dis­

tribuidas, únicamente los casos más simples y sen­

cillos se prestan al cálculo analítico de las 

respuestas dinámicas, formas de los modos de 

vibrar, frecuencias naturales de vibración, etc., 

mediante un tratamiento como sistemas con­

tinuos. 

En la práctica, con ayuda de programas de 

cómputo, aplicando el método de superposición 

modal, estudiado en el inciso 3.3, y empleando un 

criterio de discretización de masas es posible cal-



Tema 111 Dinámica Estructural 300 

cularcon Ja aproximación deseada, las respuestas 

dinámicas de los sistemas continuos[ret 151. 

El caso práctico más común de discretización 

de sistemas continuos es el de los elementos rectos 

horizontales (vigas, trabes, etc.), ya que el de mar­

cos planos es resuelto usualmente como sistemas 

discretos de varios G.L., en el que las masas se 

suponen concentradas en los niveles de los pisos 

despreciando los grados de libertad dinámicos 

producto de aceleraciones verticales y 

rotacionales, y empleando el criterio de 

discretización y los métodos de solución presen­

tados en el inciso 3.3. Con este procedimiento se 

introducen errores insignificantes en los marcos 

planos[ref. 131, 

Considerando un segmento recto como el 

mostrado en la figura 3.131, si se eligen como 

grados de libertad dinámicos v y 8, con los sen· 

tidos positivos indicados, con el objeto de que 

coincidan con los G.L. estáticos que se eligieron 

para obtener la matriz de rigidez de las vigas en el 

inciso 3.3.1.2 y figura 3.96, la matriz de masas M.b 

que se obtiene, llamada matrizeenslstente, está 

dada pocf ref. lS) 

Vm 

(3.147)..... ~56 
- 22L 

Meb= mU4ZO 
54 

-13L 

Om 

22L 

4L2 

13L 

-3L2 

Va 8a 

54 ·-13~vm 
13L -3L2 Om 

156 -22L vn 

-22L 4L2 00 

Moti-matriz ~ muas de .i.m.ntos horizontalea en 
coordenadaa globai.1 

y i rñ'-maaa uniforme diatribuida 
1-mom•nto de inercia = cte. 
E-módulo de elaoticidad = cte. 

9"( t¡-.v,.,_---=--,_,,__M -=..E _-;t ~ 
en 

i------L 

Flcura 3.UL Elemento horiwntal recto compo­
nente de una viga con Z G.L. dinámicos por nodo 

La matriz de rigidez K.b se obtiene 

suprimiendo Jos renglones y colummnas Un y Um 

de la matriz general dada por la ecuación (3. 79) 

del inciso 3.3.1.2, por lo que puede expresarse 

como 

Vm Om •• º· 
(>148) .• [' -· 

12El/L' 

1J 6El/L2 . 481/L -6El/L2 281/L 
K.b = -12EI/!} -óEl/L 2 12El/L3 -681/L2 

6EJ/L2 2EJ/L -6EJ/L2 481/L 

K.n-ma1riz de rigidez de •lementoa horizontales .,, 
ooorct.nadae global.o 

Ym 

Om 

•• 
e. 

Las matrices de masas M, y rigidez K. de un 

elemento horizontal discretizado en segmentos 

rectos, serán entonces arreglos cuadrados de 

orden n xn, con n= #de nodos no restringidos x 

ZG.L. 

La discretización de un elemento horizontal 

puede efectuarse dividiendo su longitud en seg­

mentos discretos separados uniformemente una 

distancia L. La matriz de rigidez y la matriz de 

masa de cada segmento remplazarán a las dis­

tribuidas del sistema continuo. 
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Este procedimiento es ideal para ser 

programado en una computadora y poder efec­

tuar una división del sistema en un número 

adecuado de segmentos (es recomendable un 

numero mínimo de 5 segmentos entre apoyos), 

según la precisión deseada. 

En los problemas siguientes, por efectuarse 

los cálculos con una calculadora de bolsillo, se 

discretizan los sistemas continuos en un número 

3.4.3.· PROBLEMAS RESUELTOS. 

pequeño de segmentos para ejemplificar el 

procedimiento de solución. 

AJ obtenerse las matrices M.~ K. del sistema 

discretizado, pueden encontrarse las respuestas 

dinámicas por el Método Directo Paso a Paso de 

Superposición Modal, calculando previamente 

los valores característicos, formas de los modos y 

frecuencias angulares con el Método de Iteración 

Inversa del inciso 3.3.2.3. 

l.· Determinar la respuesta máxima de desplazamientos dinámicos para la trabe mostrada en la figura 

3.132a, si es excitada por la fuerza cuya gráfica en función del tiempo se muestra en la figura 3.132b. 

Considerar20% de amortiguamiento crítico constante para cada forma del modo y el criterio de respuesta 

máxima probable. Despréciese el peso propio. 

P<t) 

!.... 1.5 _¡_ 1.5 _j_ 2.0 -' 

a) Trabe de sección variable 

Prof>l-dad<>• d• la trab• 
s.gm.nto Elft-m2

] 

1 9116 

2 2381 
3 

P«t>ftonl 

"-----o'-.02_5_.._ ttsegJ 

b) Función de excitación 

i'lpra 3.132. Sistema continuo que representa una trabe doblemente empotrada con apoyo. 

•DISCRETIZACJON DEI. SISTEMA CONTINUO 

Se divide el slstsma continuo en tres tramos para Ilustrar el procedimiento de solución; pero 
es recomendable si se cuenta con una computadora efectuar mayores secciones. 

Se numeran los segmentos y los nodos obtenidos de Izquierda a derecha, como se muestra 
en la figura 3. 132a. 

la masa distribuida e.s m = w/g = 2/9.80685 = 0.204[t-s2/m2] 
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Para cada segmento las matrices de masas Meh y de rigideces Keh se calculan con las 
ecuaciones (3. 147) y (3. 1 ~) 

Vl 

~
137 

Meb1= 024 

393 

142 

V2 

~
137 

Meb2= 024 

393 

142 

81 v2 

0.024 0.0393 

0.0066 0.0142 

0.0142 0.1137 

-0.0049 -0.024 

()2 V3 

0.024 0.0393 

0.0066 0.0142 

0.0142 0.1137 

-0.0049 -0.024 

82 

-0.~042 V] 

-0.0049 81 

-0.024 V2 

0.0066 82 

83 

-0.0~42 vÍ 
-0.0049 82 

-0.024 V3 

0.0066 83 

V3 83 V4 84 

~
SIS M427 •05246 -·~ 

MebJ= 0427 0.0155 0.02526 -0.01166 83 

246 0.02526 0.1515 -0.0427 V4 

02526 -0.01166 -0.0427 0.0155 84 

Vl 

3541 

kehl= 2656 

-3541 

2656 

V2 

~
95 ..... " 
95 
96 . 

V3 

~
42 

k.bJ= 42 
. 42 

42 

81 

2656 

2656 

-2656 

1328 

V2 

-3541· 

-2656 

3541 

-2656. 

83 V4 

3542 . ~3542 

4722 -3542 

-3542 3542 

2361 -3542 

•MA1RICES DE RIGIDECES Y DE MASAS DEL SISTEMA DISCRETIZADO 

04. 

35~2 V3 2361 83 

-3542 V4 

4722 84 

Estas matrices serán de orden n x n, con n = 3 (2 G.L en el ncx:lo 1 + 1 G.L en el nodo 3) 

M.= 

82 

o 
0.0132 

-0.0049 

83 

-MI~" 
-0.0049 82 

0.0221 83 

V2 

K. = r:: 
L;96 

82 

3640 

8952 

3148 

•FRECUENCIAS ANGULARES, PERIODOS DE OSCJlACION Y FORMAS DE LOS 
MOOOS DE VIBRACION 

Por tratarse de un sistema estmchaments acoplado, se emplea el Métxxlo de Iteración Inversa, 
programado en una calculadora de bols//lo (ver codificación al final del problema /// del Inciso 
3.3.2.4), o procediendo con cálculos manuales (como al inicio del citado problema), se obtiene 
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Forma del modo 1 

{zh {x*} {y} 

1.0 0.2274 3.340725322E-5 

-0.1698857546 -0.002242491961 -5.351991932&6 

-0.6938517908 -0.01533412458 -2.412130302E-5 

de la ecuación (3. 117) se tiene 

{y}T{x•} = 7.978690247E-6 

{y} T M = {7. 939331885E-6 4. 75480013E-8 -9.81239032E-7} 

{y}TM{y} = 2.886455577E-10 

(W1)2 = 27641.82588 

Forms. del modo 2 

conµ = 221000 se obtiene 

{z}2 

1.0 

-7.215471515 

8.203153942 

{~} 

0.2274 

-0.095244224 

0.1812897021 

de la ecuación (3. 119} 

w1 = 166.26 [r/s] 

{y} 

1.845707567&5 

-1.32108052&4 

1.5004318068-4 

{y}T{x•} =4.398095142E·5 

r, = o.0378 fsJ 

{y}TM = {2.068525843E-8 -2.479037871E-6 -3.70119272E-S} 

{y}TM{y} =9.209816984E-10 

(W~,¡2 = 221000 + 47754.425 = 268754.25; wa = 518.415 {r/s] Ta= 0.01212 [s] 

Fonna del modo 3 

Análogamenie conµ = 880000 

{z}3 {x*} {y} 

1.0 0.2274 6.1339979868-6 

14.67640354 0.1937285271 9.177213797&5 

8.973355464 0.1983111558 5.574822386&5 

{y} T {x •} = 3. 022924697E-5 
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{y}TM = {6.03246'.36'.32&7 9.382259243E-7 6.952494998E-7} 

{y}TM{y} = 1.285622357E-10 

(w3) 2 = 880000 + 235133.1774 = 1115133.177; w3 = 1055.999 {r/s}; fa= 0.00595 {s/ 

• NORMALIZACION DE LAS FORMAS DE LOS MODOS DE VIBRACION 

Forma del modo 1 

de la ecuación (3. 69) 

{z} r, M = {0.2372526954 0.001157381814 -0.02870188438} 

(N1)2 = {z} r, M{z}1 = 0.2569707878 

N1=0.5069228618 

de Ja ecuación (3. 70) 

G972686~ {rh= 33513137 

3687522 

Análogamente para las de~s formas modales 

Fórma del modo 2 

{z}T¡¡M = {0.110915214 -0.1354396783 0.2024455125} 

(N?)2 = {z} T2M{z}2 = 2. 748868059 

N2= 1.657971067 

{rh= !°~~~:] 
~.94n 

Forma del modo 3 

{z} T :iM °= {0.09997835241 0.149759085 0.1121967784} 

(NaJ2 = {z}T3M{Z}3 = 3.3046841B2 Na= 1.817879174 

D.55009] 
{r}3= 8.07337 . 

. 93617 
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•RESPUESTAS POR EL METODO DE SUPERPOSICION MODAL 

Forma del modo 1 

de la ecuación (3. 74) y por ser modos normalizados respecto a M 

[M1] = 1.0 

de la ecuación (3. 75) 

{r}T1K = {13708.44641 -128.3483618 -484.245885} 

[k1] = {r} T1K{r}1 = 27748.29809 

El vector de fuerzas excitatrices es, de la figura 3. 132a 

{P(t)}= r~t~ ~ 
Lº J 63 

por tanto de la ecuación (3. 123) 

{P1/ = {r} T1{P(t)} = 1.972686713,(t} 

Similarmente para las otras formas modales 

Forma del modo 2 

Forma del modo 3 

{M~ = 1.0 

{r}T¡¡I(= {22508.731396 -21188.1574 32929.69335} 

[k2} = {r} T 2K{r}2 = 268711. 1307 

{P~ = {r} T2{P(t)} = 0.60315P1(t) 

[M3/ = 1.0 

{r} T 3'( = {67031. 06738 89814.199 71610.75909} 

[k3} = {r}T3'<{r}3= 1115459.26 

{P3/ = {r}T3{P(t)} = 0.55009P1(t) 

305 

... (a) 

... (b) 

... (c) 

... (d) 

... (e) 

... (f) 

... (g) 

... (h) 

... (/) 
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•TRANSFORMACION DEL SISTEMA DE 3 G.L. EN 3 SISTEMAS DE 1 G.L. 

Sustituyendo (a) hasta (i) en la ecuación (3, 135), y como (w2)¡ = [kJ por ser modos nor­
malizados, se tiene 

f"1 + 0.4(166.26)f'1 + 27748.29609f1 = 1.9726867P1(t) 

r2 + 0.4(51B.415Jf'2 + 268711.1307'2 = o.eo315p, (tJ 

ra+ 0.4(1055.999)('3 + 1115459.26fa = 0.55009P,{t) 

•RESPUESTAS MAXIMAS DE LAS ECUACIONES DESACOPLADAS 

... (j) 

... (k) 

... (/) 

Empleando el Método numérico de evaluación de respuestas dinámicas presentado en el /no/so 
3.2.4., y programado en una calculadora de bolsillo o procediendo con cálculos manuales (ver 
problema 111, del Inciso 3.2.4.1.), se tienen las siguientes tablas y respuestas máximas 

Ecuación (}} o Forma del modo 1 

T•bbl 3.47 li 1.9'726867P¡ x¡ x'¡ x'¡ 

[oeg] [ton] [m) [mi•] [m/•2] 

o o o o o 
000378 17.896 1938-5 0030155 14.796381 

000756 35.792 2799B-4 0101224 21.281269 

001134 51689 &148-4 0180001 19.107202 

001512 71.585 . 0001614 0238059 IQ937622 

00189 89.481 0002568 0760323 0878352 

002268 107.377 00035369 0247213 ·7.239034 

002646 o 00041326 -188-5 -114.670005 

03024 o 00034021 -0358409 -70520663 

00)402 o 00016807 -0515461 -12289544 

00378 o -22748-4 -0462767 37.1434 

0041S8 o -00016335 -0264893 62975694 

00!536 o -00021726 -0021257 61.703009 

de donde 

f1max = XJmax = 0.0041326{m/ para t = 0.02646[s] ••. (m) 

Ecuación {k) o Forma del modo 2 

T•blll 3.41 t¡ 060315P¡ 81 ti'; 8•1 
¡ .. &] [ton) (rwd] [nd/s] [ndll] 
o o o o o 
0.0012 1.737 48-7 9.318-4 1.440591 
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T•bl• 3.48 t¡ 060315P¡ 91 9'¡ 9•¡ 
(continuación) 

[seg] [ton] [rad] (rad/s] .. [rad/s2] 

00024 1474 218:6 0003134 2086053 

00036 5.211 se.:6 '00056 1.891458 

0004& 6.948 l.56E-5 '.· Q007451 1.121081 .. .:·-. 
. 0:00821 00060 &685 2548:5 0143898 

·'·····.:·. 
0007866 00072 1042:1. 3.ZSS:.5 "'. -0665158 

. ',.>: .. ,-¿,:· . 
00084 12160 ·:4.48·,~i· ·:e. 0006775 -1.015424 

00096 13.897 :s.14E:5, 0005465 -J.038996 

15.634; 
·:.:' ::_.-. 

00108 5.138:5 0004418 -0665991 

' 17.37.1 ',:. ; 
'" :. ·, ·,., ··~. 

0012 6.22S:.5' 0003922 -0154264 
--·· 

00132 19.108 6.698-5 0004022 0295905 

00144 20.845 7.ZB-5 0004552 0548169 

00156 22.582 7,798-5 0005243 0563923 

00168 ·ii.319 &468-5 0005829 0388705 

00180 . 26056 !U8B-5 0006139 01:1.3162 

00192 7:1.793 9.9:1.B-5 0006132 -0124735 

00004 29.530 1.0648-4 0005879 -0216656 

00216 ·31.267 1.13:1.B-4 0005519 -0303354 

00228 33.004 1.1968:4 0005194 -02:1.3558 

00240 34. 741 1.2588-4 0005005 -0087193 

00252 o 1.2368-4 -0014564 -30205192 

00264 o &788-5 -0042108 -14.858095 

00276 o 3.0?E-5 -0049619 2036301 

00288 o -248-5 -0039019 14.53384 

00300 o -5.878-5 -0017812 19.458031 

00312 o -663&5 0004631 16.843933 

00324 o -5.02&5 0020594 9.219084 

de donde 

f2tr1ax = Oimax = 1.258E-4{radf para t = 0.024 {sf ... (n) 

Ecuación (/) o Forma del modo 3 

Tablall.411 t¡ QSS0091'¡ 91 6•1 6•1 
[1eg] (ton] [nid] [nid/•] {nid/•2] 

o o o o o 
00006 079 o 2118-4 Q6521 

00012 1.58 38-7 7.078-4 0!134515 

00018 . 238 98-7 0001258 08414 

00024 3.17 1:88-6 000166 0472269 

00030 3.96 288-6 0001808 0003793 

00036 4.15 3.9B-6 0001708 -033243 
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Tabla 3.411 t¡ QSS009P1 O; o·, 9'1 
(continuación) [seg] [ton] [rad) [rad/s] [rad/s2J 

Q0042 s.ss 4.9E-6 Q0014S2 -0486611 

Q0048 6.34 S.6E-6 QOOl162 · -0447612 

QOOS4 7.13 6.31!-6 9.44E-4 -0263808 
Q(l()6() 7.!Tl. 68E-6 8.5SE-4 -00300i9 

Q0066 8.71 7.3E-6 8.98E-4 QJ6079 

Q0072 9.51 7.9B-6. QOOJ031 Q262482 

Q0078 IQ30 8.6E-6 Q001188 Q243116 

Q0084 11.09 9.31!-6. Q001307 0.144694 

0.0090 1.1.~. 
i .. ;. 1.0ÍE-S. 0.00!3S6 Q018677 

0.0096 /j'¿67'·.· l.09E-S Q00!334 -008SS31 

Q0!02 13.47. 1.17E-S Q001267 -0128814 

0.0108 14.26 1.24E-S 0.001187 -0.!2647S 

Q0114 . IS.OS, 1.31E-S . Q001124 -0081278 

0.0120 lS.84 1.38E-S. Q001093 -0018321 

0.0126 1664 · 1.4sis ·• 0.001103 Q04S079 

0.0132 17.43 1.51E-5 Q001139 QU70566 

0.0138 18.22 ... 1.581!-5 Q001181 Q066141 

Q0144 19.01 · 1.<iSE-5 0.001214 0.04002 

0.0150 19.80 'J.73E-S 0.001228 0.00602 

0.0156 20,60 1.8E-5 0.001225 -0014178 

0.0162 21.39 l.87E-5 0.00121 -0033245 

0.0168 2218 1.95E-5 0.001188 -0036639 

0.0174 2297 202E-5 0.001169 -0026706 

0.0180 23.76 209!3.-5 0.001157 -0009836 

0.0186 24.S6 2168-5 0.001159 0.014885 

0.0192 25.35 223E-5 0.001171 0.02071 

0.0198 2Ci14 .23E-5 0.001183 0.018128 

0.0204 2Ci93 237E-5 0.001191 0.00990S 

0.0210 ZT.72 244E-5 0.001194 1.26E-4 

0.0216 28.52 2S1E-5 . 0.001194 7.48E-4 

0.0222 :/ll31 258E-5 0.001192 -0007281 

0.0228 3Ull 26SE-S 0.001189 -000276 

0.0234 o 255E-S -0007071 -25.512743 

0.0240 1.75E-5 -0018442 -11.705707 

0.0246 5.2E-6 -00'20941 3.025109 

0.0252 o -álE-6 -0015698 13.420013 

0.0258 o -!.28E-5 -0006244 1688424 

0.0264 o -1.368-5 0.003235 13.781311 

de donde f3max = tr.max = 2.65E-5{rad] para t = 0.0228 {s] ... (o) 
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•RESPUESTAS DEL SISTEMA DISCRETIZADO 

sustitcyendo (m), (n) y (o) y las formas modales normalizadas en la ecuación (3. 72) 

0.55~ G.0041a26 
&07337 1.258E-4 

4.93617 2.6SE-5 

•RESPUESTA MAXlMA PROBABLE 

De la ecuación (3.126b) 

X2orae = {(0.008152325056)2 + (7.587627E-5)2 + (1.4577385E-5)2}o.s = 0.008153 [m] 
= 0.8153 [cm) ... (p) 

112ere• = {(-0.0013849639) 2 + (-5.4746902E-4} 2 + (2. 13944305E-4)2 } o.& = 0.0015045 [rad] ... (q) 

ll:i.ne = {((--0.005656505342) 2 + (6.2242068E-4} 2 + (1.30808505E-4)2 }o.&= 0.005692 {radj ... (r) 

IJ.-Determinar la respuesta máxima de desplazamientos dinámicos para la trabe mostrada en la figura 

3.133a, si está sujeta a la acción dinámica de la fuerza cuya gráfica aparece en la figura 3.133b. Considerar 

5% de amortiguamiento constante para cada forma modal y el criterio de respuesta máxima probable. 

P(t) 

® PCt>Ckgl 

Caract.ne1icae ~latrabe b_ 
E = 4631.:28 [kg/om2

) 

® @ @ 1 = 41e2.3[cm•) 
500 

E~2~25]' ~iñ = o_.001031_[kg-.
2

/om~~ •~ '"'" 

a) Trabe doblemente empotrada b} Función de excitación 

Fipra 3.lll Sistema continuo que representa el modelo dinámico de una trabe doblemente empotrada. 

•DISCRETIZACION DEL SISTEMA CONTINUO 

Dividiendo la trabe en cuatro segmentos de igual longitud y numerando los 5 nodos obtsnldos 
de Izquierda a derecha, como se muestra en la figura 3. 1338, se dlscretfza al sistema continuo. 

El á18a tributaria de cada nodo no restringido es de 125 [cm], y por tanto su masa concentrada 
vale 
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ñiL = (0.007031)(125) = 0.878875 [kg-s2/cm] 

por tanto para cada segmento la matriz da masa Meh y la matriz da rigidez Keh se calculan con 
las ecuaciones (3.147) y (3. 148) 

Vl 111 V2 112 

@
2644 5. 7545 o 113 3] VJ 
545 130. 785 3.~ --~0887 111 

Mehl = 113 3.4004 0.32644 -5. 7545 V'2 

4004 -98.0887 -5. 7545 130. 785 112 

K.b!= 

V2 112 V3 113 

~: :~:~7: 3~: -~=~: Meb2= 
113 3.4004 0.32644 -5. 7545 V3 

4004 -98.0887 -5. 7545 130. 785 ()3 

\13 ()3 V4 84 

~
2644 5.7545 0113 3]\13 
545 130. 785 3.~ -~0887 83 

Moh3= 113 3.4004 0.32644 -5.7545 V4 

4004 -98.0887 -5. 7545 130. 785 84 

v4 84 vs es 

~
2644 5.7545 0113 3]V4 
545 130.785 3.~ -~0887 ()4 

Mob•= 113 3.4004 0.32644 -5.7545 vs 
4004 -98.0887 -5. 7545 130. 785 8s 

~
v~09 

94.291 

.309 

94.291 

81 v2 • 

7394.291 -118.309 

616190985 -7394.291 

-7394.291 11&309. 

3.08()95485 -7394.291 

82 

7394.29fil VI 

J .. 0009 •. · ... 5485 ()¡ -7394.291 vz 
_61619098S 112 

' ~ -, 

vz. 82 vi .. e,·.·. 

~
3~ ·. 7394:291.. .'( :.11~.399. \ 7394.291~ V2 

94.291 616190985 >7394.291 ;OOO!Í54E5 82 
.309 ' , .7394.i9t >' 11&309 . ·7394.291. V) 

7394.29i · .. 3.080954E5 -7394.291 6161909BS e, 

~
~09 

7.194.291 

&309 

.291 

e, v, 
7394.291 -ttS.309 

616190985 -7394.291 

-7394.291 lt&309 

3.08()95485 -7394.291 

º• V5 
7394.291 -lt8.309 

6161909BS -7394.291 

-7394.291 lt&309 

3.08095485 -7394.291 

e, 
7394.291~ V) 

3.Qll0954E5 ()3 

-7394.291 V4 

616190985 ¡¡, 

Os 

7394.29~V4 
3.Qll095485 O, 
-7394.291 vs 

6161909E5 ()5 

•MATRICES DE RIGIDEZ Y DE MASAS DEL SISTEMA DISCRETIZADO 

La matriz de masas y la matriz de rigidez serán de orden n x n, con n = 3 nodos x 2 G.L = 8 

vz 82 V3 ()3 V4 84 

V2 0.65288 O· 0.113 -3.4004 o o· 
82 o 261.57 3.4004 -98.0887 o o 
V3 0.113 3.4004 0.65288 o 0.113 -3.4004 =Mv 
83 -3.4004 -98.0887 o 261.57 3.4004 -98.0887 

V4 o o 0.113 3.4004 0.65288 o 
84 o o -3.4004 -98.0887 o 261.57 
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V2 lh v3 93 V4 94 

V2 236.618 o -118.309 7394.291 o o 
112 o 1.2323818E6 -7394.291 3.080954E5 o o 
V3 -118.309 . -7394.291 236.618 o -118.309 7394.291• -·:,Kv 

113' 7394.291 3.080954E5 o l.2323818E6 -7394.291 

V4 o o -118.309 -7394.291 236.618 o 
04 o o 7394.291 3.080954E5 o 

•FRECUENCIAS ANGULARES, PERIODOS DE OSCilACION Y FORMAS DE LOS 
MODOS DE VIBRACION 

311 

Por tratarse de un sistema estrechamente acoplado (con 2 masas conectadas a los apoyos) y 
empleando el Método de Iteración Inversa programado en una calculadora de bo/sl/fo o procedle~ 
do manualmente (ver problema 11/ del Inciso 3.3.2.4.), se obtiene: 

Forma del modo 1 

{z}t {X-} {y} 

1.0 0.65288 0.03469216324 

0.01111092408 2906284412 3.8554991228-4 

1.840238568 1.201454956 0.06386402595 

-5.929204288-6 -0.001550901964 -2991957118-8 

0.999182307 0.6523461446 0.03468803708 

-0.01110782937 -2905474929 -3.8553429568-4 

de la ecuación (3. 117) se tiene 

{y}T{x•} =0.1242488553 

{y}TM = {0.02980055621 0.3180144591 0.05215750264 -2.33884882E-5 0.02986365884 

-0.3180045048} 

{y} T M{y} = 0.005648247341 

w1 = 4.69 (r/s] T1 = 1.34{s] 

Analogamente para tas demás formas modales 

Forma del modo 2 

con I' = 150 se obtiene 
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{z}z {x•} {y} 

1.0 0.65288 0.04310270975 

0.004248646899 1.111318569 l.831965258E-4 

-3.443256238-4 -2.248033127E-4 2.06647575E-6 

-0.01563179268 -4.088808013 -6. 736268285E-4 

-1.00038102 -0.6531287604 -0.04310047262 

0.004253043369 1.112468554 1.831701096E-4 

de Ja ecuación (3. 119) 

{y} T {X*} = 0. 0594527 4639 

{y} TM = {0.03043173132 0.114000922 1.001782017E-B -0.5052622979 -0.03042980372 

o. 1139799586} 

{y} TM{y} = 0.003005349542 

(w2)2 = 150 + 19.782 = 169.782 w2 = 13.03 {r/s} fa "' 0.482 [s} 

Forma del modo 3 

µ = 625 

{zh {x"} {y} 

1.0 0.65288 0.02765312354 

-0.009256702885 -2421275774 -2.564983123E-4 

-1.031448891 -0.6734123521 -0.02854477559 

-2. 756990196E-S -o.oon11459256 4.53429'291E-8 

0.9974082305 0.6511878855 0.02765795827 

0.000277974913 2426839898 2.564721776E-4 

{y} T {X*}"' 0.05653057287 

312 

{y} TM = {0.01482846747 -<J.1841603881 -0.0141304857 3.08638844E-5 0.01483192234 

o. 1841446348} 

{y}TM{y} "'0.001307830218 

(w~2 = 825 + 43.225 = 668.225 wa = 25.85 (r/s} Ta= 0.243 [s] 
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Forma del modo 4 

µ =2500 

{z}4 {~} {y} 

1.0 0.65288 -0.007584758944 

-0.074<i0107663 -19.51340361 5 .639655146E-4 

5.289310646E-5 3.453285135E-5 -3.23296158-7 

0.08221697927 21.50549527 -6.248644731E-4 

-1.00243997 -0.6544730074 0.007586086109 

-0.07462432972 -19.51948592 5.639727675E-4 

{y}T{x*} =-0.04536819119 

{y}TM = {-0.002827184797 0.2088075042 -8.576872E-8 -0.2224968585 0.002827978212 

0.2088116} 

{y}TM{y} = 4.174514712E-4 

(w41 2 = 2500- 108.679 = 2391.321 

Forma del modo 5 

W4 = 48.901 [r/s} 

µ = 6400 se obtiene 

{z}s {~} {y} 

1.0 0.65288 -0.01075438676 

0.2976030495 77.84402965 0.003200563443 

-4. 756494903 -3.105420392 -0.05115189495 

-1.214165524E-5 -0.00317589276 -3.6927428-9 

1000051076 0.6529133468 0.01075443293 

-0.2976232298 -'n.84930823 -0.003200567141 

{y}T{x°} = 0.6711978679 

T4 = 0.129 {s/ 

{y}TM :a {0.001241172455 0.6632348384 -0.009199148113 -4.-#S18E-7 0.001241177485 

-0.6832350813} 

{y}TM{y} = 0.004742703852 

(w!l)2 = 8400 + 141.52 = 6541.52 ws = 80.88 [r/s/ T11= o.omfsJ 
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Forma del modo 8 

µ = 15900 

{Z}6 {~} {y} 

1.0 0.65288 0.002546623748 

0.1044378457 27.31780731 2.656902771E-4 

1.305182503E-4 8.521275528E-5 -1.9015084E-8 

0.1693401447 44.29430164 4.309462651&4 

-0. 9998942824 -0.6528109791 -0.002546623373 

0.1044483814 27.32056313 2.656885368&4 

{y} T {X•} = 0. 0369304035 

{y}TM = {1.97247884E-4 0.02722558221 -8.454483E-9 0.04328127999 -1.972519388E-4 

o. 02722525632} 

{y}TM{y} = 3.41235595E-5 

(weJ2 = 15900 + 1082.28 = 16982.26 we = 130.316 {r/s] Te= 0.048 fs] 

eNORMALIZACION DE LAS FORMAS DE LOS MODOS DE VIBRACION 

Forma del modo 1 

de la ecuación (3.89) 

314 

{z} r,M = {0.8608471199 9.164413226 1.502915206 -0.00463494132 0.8602729411 

-9.162440567} 

y de le ecuación (3. 70) 

(N1) 2 = {z}T1M{z}1 =4.689739102 

N1 = 2.165580548 

o.46m 
0.00513 

{r}¡ = 0.84m 

-2. 73793E-6 

0.46139 

-0.00513 
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Análogamente para las otras formas modales 

Forma del modo 2 

{z}T2M = {0.705995439 264344004 -2828083299E-4 -11.72482338 -0.706322017 

2. 84fB41622} 

0.786Ó7 

0.0033398 

{r}z = -2706651E-4 

-0.012288 

-0.78637 

0.00334 

Forma del modo 3 

N2= 1.272145953 

{z}T3M = {0.536420024 -5.925910287 -0.51073054()3 -0.01811105785 0.5345404122 

5.936883003} 

(N3J2 = {z}T 3M{Z}3 = 1.706304822 

. 0.76555 

{rh = 

-0:00109 

-0.78962 

-2110605E-5 

0.763563 

-0.007103 

N3 = 1.306255956 

315 

Forf18delmodo4 {z}T4M = {0.3733153606 -27.5m8037 -1.62113951E-4 29.33372451 

-0.3748964144 -27.5842224} 

(N4) 2 = {Z} T 4M{Z}4 = 7.276642937 

N4 = 2.697525336 

{r}4 = 

0.37071 

-0.02766 

1.9608E-5 

0.03048 

-0.37161 

-0.027664 
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Forma del modo 5 

{z}TsM = {0.1154373624 61.67123535 -0.8554071806 -0.0010227544 0.115388136 

-61.67413199} 

{r}s = 

Forma del modo 6 

(Ns)2 = {z}T sM{z}s=41.00877336 

0.15616 

0.04647 

-0.74276 

-1.896018-6 

0.15617 

-0.04648 

Ns= 6.403809285 

{z}T6M = {0.07707052053 10.70789646 6.133325E-5 17.00448267 -0.0769720025 

10. 7097B466} 

(Ne;2 = {z} T eM{z}e = 5.270503172 

0.43559 

0.045492 

Ns= 2.295757647 

{r}ó = 5.685198-5 

0.07376 

-0.43554 

0.045496 

•RESPUESTAS POR EL METODO DE SUPERPOSICION MODAL 

Forma del modo 1 

de la ecuación (3. 7 4) y por ser modos normalizados respecto a M 

{M1) = 1.0 

de la ecuación (3. 75) 

{r}T1K = {8.707400879 37.82842729 15.98731576 -0.56434449 8.657985142 
-39.51551457} 

... (a) 
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{k1] = {r} T1 K{r}1 = 21.998 

El vector de fuerzas excítatrfces es, de la figura 3. 133a · 

portantode la ecuación (3.123) 

Similarmente para las otras formas modales 

Forma del modo 2 

[M2} = 1.0 

317 

... (b) 

o 

.; 

... (e) 

... (d) 

{r}T2K = {95.16928557 332.033837 -0.027072675 -1458.412965 -95.17622673 

328.2775603} 

{k2] = 169. 78 

[P2} = -2. 708651P3{t) 

Forma del modo 3 

[M3} = 1.0 

... (e) 

... (f) 

... (g) 

{r}T3K = {274.4059982 -2905.409579 -262.7989829 -7.31301547 274.2479668 

2908.425189} 

[k3] = 868.246 

{ P3} = -O. 78962P3(t) 

Forma. del modo 4 

[MtJ = 1.0 

{r}T4K = {313.0923287 ·24697.07778 0.081540541 26006.85745 ..313.3099245 

-24701.71734} 

{k4] = 2391.654 

... (h) 

... (i) 

... (/) 

... (k) 
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[P4/ = 1.9608E-5P3(t) ... (/) 
Forma del modo 5 

[Ms} = 1.0 ... (m) 

{r}TsK = {124.8114401 

-62773.8738} 

62760.38168 -900.0011841 -5.4915053 124.8418456 

Forma del modo 6 

[ks] = 6541.677 

[P¡;J = -O. 74276P3(t) 

[M6] = 1.0 

{r}T6K = {648.4646127 78788.20917 0.037113896 125374.8545 -648.466234 

78793.97946} 

[k6] = 16981.591 

[Pe}= 5.68519E-5P3(t) 

•TRANSFORMACION DELSISTEMADE6G.L EN 6SISTEMAS DE 1 G.L 

... (n) 

... (o) 

... (p) 

... (q) 

... (r) 

Sustituyendo (a) hasta (r) en la ecuación (3. 135), y como (w2)J = [k¡] por ser modos nor­
malizados, se tiene 

f'1 + 0.1(4.69)f'1 + 21.998f1 = 0.84977P3(t) 

f'2+0.1(13.03)f2 + 169.78f2=-2.706651(10,.)P3(t) 

f'3 + o. 1 (25.85)f'3 + 668.246f3 = -O. 78962P3(t) 

f'4 + 0.1(48.901)f'4 + 2391.654f4 = 1.9608(10-a)P3(t) 

f'r; + O. 1 (80.88)f'r; + 6541.677fr; = -0. 74276P3(t) 

f'e + 0.1(130.316)f'6 + 16981.591fe = 5.68519(10-a)P3(t) 

•RESPUESl'ASMAXIMAS DE LAS ECUACIONES DESACOPLADAS 

... (s) 

... (t) 

... (u) 

... (v) 

... (w) 

... {x) 

Empleando el Método numérico de evaluación de respuestas dinámicas presentado en 3.2.4, 
y programado en una calculadora de bolsillo o procediendo con cálculos manuales (ver problema 
111, del Inciso 3.2.4. 1.),se tienen las siguientes respuestas máximas 
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Ecuación (s) o Forma del modo 1 

con M = 0.0134 [seg] se tiene 

f1 max = Ximax = 10.5278{cm/ para t = 0.3886 [s/ ... (y) 

Ecuación (t) o Forma del modo 2 

con M = 0.0482 [seg/ se encuentra 

f2max = ll1max = -0.001018 [rad/ para t = O. 1928 [s/ ... (z) 

Ecuación (u) o Forma del modo 3 

con M = O. 0243 [seg/ se ca/cu/a 

f3max = Ximax = 1.095643 [cm] para t = 0.12.15 {s/ ... (aa) 

Ecuación (v) o Forma del modo 4 

con M = 0.0129 [seg/ se tiene 

f4max = ll1max = 8E-6 [rad/ para t = 0.0645 {s] ... (ab) 

Ecuación (w) o Forma del modo 5 

con M = 0.00777 {seg/ se encuentra 

fsmax = Ximax = -0. 1052804 [cm] para t = 0.03885 {s/ ... (ac) 

Ecuación (x) o Forma del modo 6 

con M = 0.0048 {seg/ se calcula 

femax = ll1max = 3. 1E-6 [rad/ para t = 0.024 [s] ... (ad) 

•RESPUESTAS DEL SISTEMA D!SCRETIZADO 

sustituyendo (y}, (z), (aa}, (ab}, (ac) y (ad) y las formas modales normalizadas en la ecuación 
(3. 72), y efectuando el producto matricial se tiene 

x2=4.86142220B-8.002192BE-4-0.8387694987 +2.96556BE-6-0.01644058726 + 1.350329E-6 

112 = 0.054007614-3.3999164E-6 + 0.00776810887-2.2128E-7-0.004892380188 + 1.410252E-7 

X3 = 8.946208606 + 2. 755370718E-7 + 0.8651416257 + 1.568B4E-10 + 0.0781980699 

+ 1.762.4089E-10 
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t/3 = -2.882437945E-5 + 1.2509184E-5 + 2.312469594E-5 + 2.4384E-7 + 1.996126912E-7 

+ 2.28656&7 

X4 = 4.857421642 + 8.0052466E-4-0.836592456-2.97288E-6-0. 01644164007- 1.350174E-6 

84 =-0.054007614-3.40012E-6-0.007782352229-2.21312E-7 + 0.004893432992 + 1.410376E-7 

•RESPUESTA MAXIMA PROBABLE 

De la ecuación (3. 126b) y las ecuaciones anteriores, sa tiene 

X211roo = 4.933 [cm] 

tia.roo = 0.0548 [rad] 

xaorso = 8.9883 {cm] 

tl:leroo = 3.902E-5 [rad} 

X4eroo = 4.929 [cm] 

t14<no = 0.0548 {rad] 

Pueda notarse qua exista simetría en las deflaxlones de la trabe, lo qua comprueba los 
resultados. 

3.4.4.· PROBLEMAS PROPUESTOS 

1.- Si la fuerza excitatriz P(t) mostrada en la figura 3.134b, es aplicada a la trabe que aparece en la 

figura 3.134a, determinar las respuestas má."<imas dinámicas considerando 10% de amortiguamiento 

crítico, constante para todas las formas modales. Considerar el criterio de respuesta máxima probable y 

que la carga de la trabe incluye su peso propio. 

P<t> 

l 1.4 _j__ 1.4 __¡__ 1.8 _¡ 
a) Trabe doblemente empotrada con apoyo 

Propiedad•• d• la lreb• 
S.ginento El(t-m"J 

1 295 
2 295 
3 1207 

NOTA: Acotación en (m) 

b) Función de excitación 

Flg•r• l.134. Sistema continuo que representa el modelo dinámico de una trabe empotrada 

l 
1 
r 
l 
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Solución: X2oroo = 2.193 {cm/, e2oroo = 0.00213 {radj, e3oros = 0.0063 [radj. 

I!.- Si la trabe mostrada en la figura 3.135a, es sujeta a la acción de la fuerza excita trÍz cuya gnífica a 

través del tiempo se muestra en la figura 3.135b, determinar las respuestas máximas de desplazamientos 

dinámicos cons.iderando 10% de amortiguamiento constante para todas las formas modales de vibración 

y el criterio de respuesta máxima probable. La carga de la trabe incluye peso propio. 

P<t) 

CD 
/ 

- 5[t/M] 

% 
?'1--~l~{g)~-2~.Q)~3~-3~-v, 

2.o_l_ 2.oJ._2.0 j 
6.0 

a) Trabe doblemente empotrada 

Caractoriotlcao de la tnlb• 
El = 2960 (t-m 2J 
acotación on [m] 

P(tJCtonl 

b) F.~ción d~ exciiación . 

Flgur~ 3.l.35. Sistema continuo que represen~ el IJlodelo dinámicci de u·~·tra~ e~potrada .. 

Solución: X211rao = 0.9218 {cmj, e~o = 0.004BS [radj, x3ora; :;_ 0.9228 {cm}; 0~~ °== 0.00465 
[rad]. ····· ·. ··. ' . .·. . . .. . . 
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3.5.- SISTEMAS NO LINEALES. 

En Jos sistemas oscilatorios discretos y con­

tinuos estudiados basta abara, se ba supuesto 

implícitamente en Ja deducción de las ecuaciones 

del movimiento, que el material componente de 

zos, a partir dél. cual incursionan en una etapa 

plástica o inelástica. · 
,·":, .. · 

Las cargas estáticas que obráll ~ii ¡¿5 'estruC· 

turas ct;ímó'el p~1~pi~~i6)~p~;~~n;~~il ge~éral­
mente denred del rango eí~~iic~:d~rante la vid~ 

' -· .. - .-- ... ' ··.::,·· "· ...... "' 

tales sistemas tiene un comportamiento lineal ···útildelaestr~ct~l."a;sindmb;rgci'C:~rgasdill!Ímicas 

elástico, es decir que cumplen con la· Ley ·de · ··<::zcoa····n~ºa·'ºl.a~ssiessmtru.osc'.tuéxpra.· slo~a·io1'nn,:c~:u.i;rs:.fu1:0'~n'r·a~.r~~d.·ee .• nt~tr.•ofud~er-1 Hooke, que establece que la rela~iÓn de.la &ir~ · . 
~ ' • • • ·- .. _ • - • • > 

aplicada a la deformación producida es IÍn,eal én . ·rango plástico ocasion~Íldo la JÍu~~~ia y 

toda su extensión[ret 11. d ef~rmaciÓn perm~r:lent~• o, ~lá~tica de los 

En las pruebas de fuerza-desplazamiento que· 

se efectuan en labo.ratorio. a los diversos 

materiales estructurales, al inicio de la etapa de 

carga se presenta una trayectoria fuerza. 

desplazamiento que es lineal o que se aproxima 

mucho a ella; si la carga deja de aplicarse el 

material vuelve a su estado original y no sufre 

deformaciones permanentes por lo que se dice 

que tuvo un compertamiento elástico. Si la carga 

sigue aumentando, a partir de un punto 

denominado pan to ele Daencia, las deformaciones 

ya no son proporcionales a los esfuerzos sopor­

tados sino que crecen rápidamente para in­

crementos pequeños de dicha carga; si la fuerza 

aplicada deja de actuar el material ya no regresa 

totalmente a su estado original si1;10 que sufre 

olef•rmacionespermanentes por lo que se dice 

que tuvo un cemp•rtamiento plástlc• • 

inelásli co. 

Las estructuras presentan también un com­

portamiento elástico basta cierto nivel de esfuer-

. materiales eomponenies de sus ~lementos estruc­

turales. 

Si los niveles de esfuerzos en las estructuras 

son excepcionalmente altos, las incursiones en la 

región plástica de los miembros estructurales 

dúctiles, absorben y disipan la energía del 

movimiento,introducenmásamortiguamientoysi 

la estructura está bien diseñada pueden en un 

momento determinado evitar el colapso total. 

. La propiedad de superposición es exclusiva 

de los sistemas lineales por lo que los métodos 

'hasta aquí estudiados para obtener las respuestas 

dinámicas de los sistemas oscilatorios no pueden 

ser aplicados a sistemas no lineales. 

Los sistemas no Ji nea les se resuelven 

mediante procedimientos numéricos 

aproximados, como el M;étodo ,8 de Newmark, el 

método de.integración por pasos de aceleración 

lineal, etc.fret 121. 
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P(t) 
k 

11~1.· -. ...;-. ., 
1//, .... ·•· 1 1 
. . -~...J 

e ~·~ 
'X . . . 

" .. 

e-amortiguamiento del eisle.ma [t-s/m.]: 
k-rl¡idez del itislema [ton/m] .· '. -·. ~ ~ : 
m-maaa del cuerpo oscilMJ.te:~ [to~-se¡~/m] 
x-desplazanúento d. e la. m~sa; [mJ·:.:.: ': __ :,.-­
P(t)-fuerza excit.etriz dln.8:rnica. [ton]· 

Figara 3.136. Sistema oscilati:irio simpl~ con 
rigidez no lineal. · 

Teniendo en cuenta el comportamiento no 

lineal del sistema de la figura 3.136, que repre­

senta el modelo dinámic'o de un sistema os­

dlatoriode 1 G.L., cuyo diagrama de cuerpo libre 

aparece en la figura 3.137, se establece el equi­

librio dinámico de fuerzas para el tiempo t¡, como 

P;(t¡) + Po(t¡) + f'R(t¡) = P(t¡) 

P1(t).fuerza de inercia 
Po(t).fuorza amortiguadora 
PR(t).fuorzareotauradora 
P(t1).fuerza oxoitatiz 

..... (3.149) 

En general, cualquiera de los elementos del 

sistema oscilatorio puede tener un compor-

R 

a) Comportamiento plástico general 

~~--= ---.G1--= 
P r-.fae~za reslauradora del reeorle[ton) 
P.¡-'fuerza· de inercia [ton] 

P¡ -fuerza ·amortiguadora del pistén[to;,.J 

Figura J.U7. Diagrama de cuerpo libr.e del 
sistema oscilatorio de la figura 3.136. ~ · 

tamiento no lineal pero el caso más útil y 

frecuente en Ingenieria Civil es aquel en que la 

fuerza restauradora del resorte es no lineal y las 

otras fuerzas son de comportamiento lineal. 

Si un sistema oscilatorio fluye plásticamente, 

la fuerza restauradora R varía en función de el 

desplazamiento x como se muestra. en la gráfica 

de la figura 3.138a, en la cual existe una porción 

de la curva con comportamiento elástico lineal; al 

incrementarse los esfuerzos ocurre el flujo 

plástico. Cuando el sistema es descargado o el 

sentido de la carga se invierte, el comportamiento 

es nuevamente elástico. 
R 

b) comportamiento elastoplástico 
,,,.,.-:- ;., _.,_,,,,' .- .. ;,.· 

Flg•ra 3.138. Comportamiento no lineal de los materiales de los ~ist~tnas ~;tt'll¿Í:.urale~ 
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El sistema pued'e estar s~jeto a uridcl? d~ · 
carga e inversión de'é~rga debido a lav~~iadón 

' .. ,.. . .. :.'· :'' ·." 

de la fuerza excitairiz, por ioque el}~mpor-

tamiento del material estfu~fúral ·~~. s~mej~~te . . . . . . . ... '\· ' . -~, . ·,: .·--- . ' 

al descrito antes pero ~bora cori de'splllia;nien­

tos de sentido contr~Íio.débid~ a la oscilación 

del sistema. Este' éiclo'd~ 6ar~ se conoce como 

ciclo bisteréticofro( 121, ~ll elcÜal la energía disi­

pada es proporcional a el área bajo la cueva de 

cada ciclo. 

Algunos sistemas estructurales no tienen un 

punto de fluencia bien definido, por este motivo 

el comportamiento generalizado de las estruc­

turas es teóricamente simplificado asumiendo una 

cueva fuerza-desplazamiento con un compor­

tamiento denominado elastop!áslico que tiene la 

gráfica del ciclo bisterético que se muestra en la 

figtira 3.138b. 

Con referencia a dicha figura, si el sistema 

parte del reposo, es decir si la estructura está 

descargada, las condiciones iniciales de 

desplazamiento y velocidad son cero (;rr.,=O, 

x'o=O). Cuando la carga empieza a aplicarse el 

sistema se comporta elásticamente siguiendo la 

recta Eo. 

El desplazamiento o punto de fluencia xt en 

que el comportamiento plástico en tensión da 

inicio y el desplazamiento o punto de fluencia Xc 

en que el comportamiento plastico en compresión 

comienza, son calculados con: 

Xt = Rtlk 

Xo = Ro/k 

x1-punto d• fluencia en t•naión 

xc-punto de fluencia en compresión 

..... (3.150) 

..... (3.151) 

R 1-valor de la fuerza que produce fluencia en tensión 

Re-valor de la tuerza que produce fluencia en 
compreaión 

k-rigldez elástica ó lineal del sistema 

El sistema permanecerá en la etapa ehíslica 

siempre que el desplazamiento producido x esté 

dentro del inteevalo que limita dicha etapa, dado 

por 

Xo<X<Xt ..... (3.152) 

Si el d~splazamiento x se incrementa basta x t 

el sistema incursiona en la etapa plástica o 

inelíislica ole tensión a lo largo de la curva T de la 

figura 3.138b, y permanecerá en esta etapa 

siempre que la velocidad sea positiva (x'> O). 

Cuando la velocidad es negativa (x' <O) el sistema 

oscilatorio retorna a la etapa elástica, pero a lo 

largo de Ja recta Et pues ha sufrido deformación 

permanente; al darse este cambio de velocidad se 

alcanza el desplazamiento máximo en tensión ya 

que el sistema debe detenerse para poder invertir 

su desplazamiento y velocidad. 

En esta etapa elástica de la recta Et los 

desplazamientos se incrementan en sentido con­

trario a los iniciales por lo que existe un nuevo 

punto de fluencia en compresión dado por 

l<l2 = Xmax - (Rt - Ro)/k ..... (3.153) 

1 
1 
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Xmax.máximo desplazamiento en la recta T de Huené:Ja 
(ocurre cuando x' = O) 

X12-11uevo punto de Huencia en la recta E1 

El sistema permanecerá en la etapa elástica 

de la recta Et siempre que el desplazamiento 

producido x este dentro de un intervalo similar 

al de la ecuación (3.152) expresado ahora como 

Xf2 <X < Xmax 

Cuando los desplazamientos del sistema son 

menores que Xl2 se incursiona en la etapa plástica 

de compresión a lo largo de la curva C de la figura 

3.138b, y se permanece en esta etapa siempre que 

los desplazamientos sigan disminuyendo. Cuando 

el desplazamiento se incrementa en el sentido 

positivo, e~ decir la velocidad cambia de negativa 

a positiva, el sistema oscilatorio retorna nueva­

mente a la etapa elástica, esta vez a lo largo de la 

recta E2; entonces en este momento se alcanza el 

desplazamiento mínimo en compresión ya que el 

sistema debe detenerse para invertir su 

desplazamiento y velocidad. 

Los desplazamientos siguen incre­

mentándose en sentido positivo a lo largo de la 

recta de etapa elástica E2. por lo que existe un 

nuevo punto de fluencia en tensión dado por 

Xf3 = Xmfn + (Rt - Rc)/k • .. .•. (3.154) 

Xm1r1"'1ínlm_o deoplauvnl..rto .,, la r•ota e d• nuencla 
(ocurr• cuando -,: = O) 

xt3"flU•vo punto d• fluencia •n la r•cta E2 

El sistema permanecerá en la recta Ez 

siempre que se respete el intervalo dado en forma 

análoga a la ecuación (3.152) por Xinin < x < líf3 

Finalmente si los desplazamientos son 

mayores o iguales que xa, se presenta una nueva 

fluencia del material y se inici_a uri nu~o ciclo 

bisterético. Las condiciones dadas p~r la ecuación 

(3."152) son válid~s en:- fo
0

rma s'i~ilar para 

cualquier etapa' elástica como Ías curvas E~ Et, 

E2, ... de cualquier cicló bisterétÍco. 

En cualquier segmento del ciclo 

elastoplástico de la figura 3.138b, la fuerza res­

tauradora del resorte del. sistema oscilatorio se 

puede calcular como': 

En la etapa elástica (Ec, Et, E:z, ... ) 

R¡ = R11- (XII - X)k ..... (3.155) 

En la etapa plástica de. tensiÓn 

R1= Rt .. .. ;(3.156) 

En la etapa plástica de compresión 

Ri =Ro ..... (3.157) 

R1.fu..-za restauradora d.t resorte en cuaJquier 
Mgm•nto del ciclo •laatopláotlco 

Rn.fu•rza que produc• nu•nola ••gún el o•gmento del 
ciclo elaatopláatico M cuestión 

Xtfj)untO d• ftu•ncla d•I oogm•nto d•I ciclo 
elastoplástico en cuestión 

Tomando en cuenta lo anterior, en el 

siguiente inciso se presenta el Método de 

Integración por pasos de Aceleración Lineal que 
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sirve para obtener la. solución o respuestas de 

aceleración, velocidad y desplazamientos del 

movimiento dinámico de sistemas no lineales ex­

presado por la ecuación (3.149) . 

3.5.1.- METODO DE INTEGRACION 
PASO A PASO OE ACELERACION 
LINEAL. 

El Método de Integración paso a paso de 

Aceleración Linea1frel 121, es si~ilar al presen­

tado en 3.24 de este tema; es decir, con refer­

encia a las figuras 3.139a y 3.139b que representan 

una función de aceleración arbitraria o irregular, 

el método se basa en las siguientes bipótesis: 

•La función de excitación está compuesta 
por una serie de impulsos sucesivos en in· 
tervalos iguales de duración lit, tan 
pequeños como la exactitud de la 
evaluación de la respuesta lo requiera. 

•Durante el intervalo M la rigidez del sis­
tema es constante. 

•La variación de la función de excitación 
en cada intervalo lit es lineal 

•Los valores iniciales de desplazamiento y 
velocidad al inicio de cada intervalo son 
conocidos. 

x" (t) 

x"(t) 

[__ t--J 
At 

Flc•ra 3.139a. Función de elll:itación arllitraria 
o irregular de la aceleración del terreno. 

•Las características no lineales de la 
rigidez del sistema son evaluadas al inicio 
de cada intervalo. 

Puede demostrarse que las respuestas 

dinámicas de un sistema oscilatorio se~cillo, · a.nte 

la acción de cualquier fuerza excitat~Z así c;,il~ · 
siderada están dadas por 

X'o = P(t=o')lm ..... (3.158) 

k(t) = k(t) + 6m/llf + 3c/lit ..... (3.159) 

con 

k(t) =' k (etapa elástica)· 

k(t) = O (etapa plástica) 

liP(t) := liP(t) + m[8x'ta/M + 3it~ .+ c[3x'ta 
+ ó.bc"ta/2} :.::. (3. 160) 

ax(t) = liP(t) 1 k(t) · 

llx'(t) = 3.:iX(tJiM· 3X'ta~X'i,,Al¡2 
. ·.···.· ,::.·:· ·'> 

X'tb = t!.X'(t) + X'ta ·. 

Xtb = liX(t) + Xta 

X' tb = { Pt1>- ex' tb ·R1}(1 /m) 

x' o-a<> el« ación lniclal (p~a t = O) 

x"(t 

Xtb 

x;, 

to. t tb 

1--t1t__¡ 

..... (3.161) 

.. ... (3.162) 

.. ... (3.163) 

..... (3.164) 

..... (3.165) . 

Flc•ra 3.13911. Ampliación de uno de los impulsos 
componentes de la función de excitación de la 
figura 3.139a. 

1 
1 

1 
1 
i 
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P¡1.a¡.fuerza de excttación inicial (para t ~ O) 

c-oonstante de amortiguamiento del sistema oscilatorio 

L\t-<furación de un intervalo de tiempo o paso 
(generalmente Lit "" 0.11) 

k(t)-rigidez del sistema en función del tiempo 

k(t)-rigidez efectiva en función del tiempo 

L\P(t)~ncremento do la fuerza excttatriz en función del 
tiempo 

liP(t)~ncremen1o efectivo do la fuerza oxctta1riz en 
función del tiempo 

x,x',X"-deaplazamiento, velocidad y aceleración del 
slotemo. reopectivamente, los oubíndices Indican: 

ta-<ll Inicio del intervalo de tiempo 

tb-<ll final del intervalo de tiempo 

óx(t),6.x'(t)~ncremonto de desplazamientos y 
velocidad, respectivamente, en función dol tiempo 

A1-fuerza reatauradora d.t reaorte en cualquier 
oogmento del ciclo elastoplástioo, dackl por las 
ecuaciones (3.155), (3.1 !5S) y (3. Hi7) 

Los pasos a seguir para la aplicación 

sistemática del método, tabulando los cálculos 

efectuados en la tabla de la figura 3.140, son: 

1.- Calcular la frecuencia angular y período 

del sistema seleccionando lit "" O. lT, y encontrar 

los puntos de fluencia en tensión y compresión 

con las ecuaciones (3.150) y (3.151). 

2.- Obtener para cada· paso de tiempo 

tb= ta + lit el valo~ deJas füecicis.de excitación 

P(t), y. encon.tr~fi ~·~~ t.fr~,fa~~~.' 1~)e:~~ción. 
(3.158), asfcomo x.;:o? r x' ~ = O (~I sistema parte 

:: l;~i[f~~,i~~~r~~I;L 
·«' .\". • .· ~: '.: .. • ·. ' .~: ·~ e ;.' 

4.-0btene~~~nfa:ecÜación (3.161). 

5.- Q;iCufar ~(o do~ fa~~u'~ciórió.162) 

6.- Obiener x'll> Yxtti aI~ñaf d~;Int~rvalo con 

las ecu~ciones_ (3'.163) y• 6:164). . . . , . 

7.- Ollt~ner x';ib~n la. ~cuación (3.165) 

8.- Iniciar el siguiente intervalo tomando 

como desplazamiento, velocidad y aceleración 

iniciales, las calculadas en el intervalo anterior, y 

repetir los pasos 3 a 8 basta obtener los valores de 

las respuestas para los tiempos deseados. 

Este método puede sistematisarse mediante 

. un programa interactivo en una calculadora de 

bolsillo con la codificación indicada al final del 

problema 1 del próximo inciso . 

(3.164 3.163) . (3.165' (3.J!i9) (3.1@) (3.161) (3.162) 
ta P; Xta IQ x'ta Ri x'ta k(t) k(t) AP(t L\P(t) lix(t) lix'(t) 

Flpra 3.140. Tabla para evaluación de las· respuestas de un sistema oscilatorio simple 
no lineal 
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3.5.2.- PROBLEMAS RESUELTOS. 

1.- a) Deducir las expresiones del Método de Integración Paso a Paso de Aceleración Lineal, para la 

evaluación de las respuestas de un sistema oscilatorio sencillo con comportamient<? no lineal ante 

cualquier tipo de carga dinámica; y b) Codificar un programa para computadora de bolsillo para la. 

aplicación automatizada del método deducido en a). 

En el sistema oscilatorio sencll/o de la figura 3.136 del inciso 3.5. sólo la fuerza restauradora 
producida por la rigidez del resorta tiene un comportamiento no //nea/, mientras que las fuerzas de 
inercia y amortiguadora son lineales. 

Al ser excitado este sistema por una aceleración del terreno que tiene una variación con 
respecto al tiempo de tipo arbitrario o irregular con la gráfica mostrada en la figura 3. 139a del ina/so 
3. 5. 1, las respuestas dinámicas de desplazamiento, velocidad y aceleración puedan ser ca/culadas 
considerando que la aaeleracíón del terreno está compuesta por una serie de impulsos sucesivos 
en intervalos iguales de duración t..t 

La figura 3.139b del inciso 3.5.1, muestra un tramo de la curva de la función de excitación 
ampliado, se asume que la curva está ccmpuesta en estos intervalos por tramos rectos que se 
aproximan tanto como se desee a la curva real de linea punteada simplemente tomando M 
suficientemente pequeño, es decir, la variación de la aceleración dentro del Intervalo es //nea/. 

Se asume que son ccnocidos los valores ln/c;la/es del Intervalo en e/ punto A, es decir se conoce 
x'ta. x'ta y xia. De la citada figura se establece 

!lX'(t) = x'tb - X"ta 

tan e= M(t)/M = (x'tb·x'tfJ/M 

para cualquier tiempo t dentro del intervalo en estudio 

tan e = t..x'1!(t- te) 

de donde 

t..x't = (tan O)(t- ta) 

sustituyendo (b) en (d) 

AX't = [x'tb ·x'ta}(t-ta)/M • 

la aceleración total para el tiempo tes 

x't = x'ta + t.x•t 

... (a) 

••• (b) 

... (e) 

... (d) 

... (e) 

... (f) 
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sustituyendo (e) en (f} 

X't = X'ta + {X'tb -X'ta}(t- f,,)/tlt ... {g) 

e/ Incremento de velocidad dentro del Intervalo se obtiene Integrando (g) respecto a t desde 
~~tat . 

L\lc't = f 1 
X'ta + f t (X'lb - X'to)(t - te)/ At = X' la f t dt + [X'tb - X'te)I tltj f 1 

(t - te)dt = 
~ b B B 

ta. tb, x''ta. x''tb-constantesconocidas 

= X'ta{tj t + {(X'tb ~ X'té)/ MÚf/2 - t.t} t 
< - _ _ \: :· ~- :-_~ : '. •• -... ··;·~·. ''. _·_. -· - • i . '1 

= x'ta(t- t'!I + f(x'lb ~ X-~iMJft212- t.t- <teJ212 + (taJ2J 

como [t2!2-tsl- (t,,) 212 + (t~2] = f1f;)(f;~ + (t.)2) ~ (112)~~ ta)2 

sustituyendo (1) en (h) 

Mt = X'ta{t- ta) + [(x'lb -X'1,,)/2At}{t- ta)2 

••. (h) 

••• (1) 

••• (j) 

/a velocidad total es Igual al valor de la velocidad Inicial x'ta conocida del Intervalo más el 
Incremento 6x't 

x' t = x' ta + L\lc' t = x'ta + X'ta(t - ta) + [(X'lb - x'te)/2t.t](t - t,,)'I. ... (k) 

. el incremento en el desplazamiento dentro del Intervalo se obtiene integrando (j) respecto a t 
desde ta hasta t 

... (/) 
con 

A = [(x'lb - X'te)/2tltj = M(t}/2!it 

la 1a. )' 2a. Integrales de(/) son las mismas que se Integraron antes, y son /gua/es a (t- ta), y a 
(1/2){t-ta) 2, respectivamente; se resolverá la 3a. /rrtsgral 

AJ t (t- ta)2dt = (1 /3){A(t- te) 3
] t = (A/3)(t- te)3 .. . 

sustituyendo estos últimos vafores en (/} 

6x t = X'ta(t- ta) + {X'ta/2}(t- te)2 + (A/3}(t- ta) 3 
... (m) 

el desplazamiento total es igual al valor del desplazamiento Inicial Xta (que se asume conocido) 
más el incremento liXt 

Xt = Xta + L\lct = Xta + X'ta(t-ta) + (X'ta/2)(t-ta)2 + (A/3){t-te)3 ••• (n) 
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t;x'(t) = x'rb- x'ra 

t;x(t) = xi¡¡ - xra 

1.x'(t), ÓX(tHncremento de la velocidad y desplazamiento en función del tiempo, respectivamente 

podemos conocer la velocidad final x'tb en el intervalo con la ecuación (k) para t = fb 

X'tb = X'ta + x'ta(lb - t,.) + A(t¡, - te)2 

como M =lb- t,,.yde (o) y (m) en Ja ecuación anterior 

6.x'(t) = x'taM + !Jx'(t)M/2 

330 

... (o) 

... (p) 

... (q) 

Podemos conocer el desplazamiento final Xtb en el Intervalo con la ecuación (n) para t = lb 

. Xtb = Xta + X'ta(tb - t,J + (x'ta/2){fb - ta) 2 + (A/3){tb - ta)3 

como ti.t =lb- ta y de (p) y (m) en la ecuación anterior 

~(t) = x'tatit + (x'tal2)M2 + !Jx'(t)M:2/6 

despejando .óx"(t) de (r) 

tix'(t) = ( .6.x(t) - x'tatii - (x'ta/2) ti.t2){B/ M:2) . 

M"(tJ = Bt;x(t)tM2-ex·u1t.t-3x"1a 

sustituyendo (s) en (q) 

Ax'(t) = x'te.At + 36X(t)/11t- 3x'1a-(3!2)x'taM 

.6.x'(t) = 311x(t)IM- 3x'ta • x'tabt/2 

... (r) 

. ... (s) 

.. (3.162) 

la ecuación del movimiento forza.do amortiguado dentro del lnterva.Jo es de la ecuación (3.38) 

mt.x"(t) + cf1x'(t) + k(t)6.x(t) = 11P(t) ... (u) 

k(t)-<igl<Mz en tunoión d• la gréfioa fu•l'Z'!-<i••plazamlonto del miotorial 

sustituyendo (s) y (t) en (uf 

m[6&(t)!M2-Bx'talM- 3x"tal + c{3t.x(t)IM- 3x'ta -X'1a11t/2] + k(t)Ax(t) = 11P(t) 

que puede escribirse como 

[k(t) + Bm/ti.t2 + 3c/M}&(t) = t.P(t) + [Bx'talllt + 3x"tafm + {3x'ta + (t.t/2)x'ta]c · ... (v) 
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de donde 

k(t} llx(t) = tiP(t) 

finalmente 

Ax(t) = DP(t) / k(t) 

con 

k(t) = k(t) + Bm!if + 3c/ót 

k(t) = k para comportamiento elástico 

k(t) = O. para comportamiento plástico 

6.P(t) = óP(t) + m[Bx'wót + 3x"ta} + cf3X'ta + {M/2)X'ta} 

k(t)-rigldez efectiva en función del tiempo 

k(t)-rigldoz olaatopláotica dol matona! on función del tiompo 

k-rigidez elástica del sistema 

AP(t)-lncromento eloctivo de la fuerza on función dol tiompo 

AP(t).fncremento de la fuerza excltatriz 

m-maaa del sla-t•ma oscilatorio 

e-amortiguamiento del sistema oscilatorio 

At-duraclón del intervalo de tiempo, goneralmonto At == 0.1T 
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... (w) 

... (3.161} 

... (3.159) 

... (3.160) 

x, x'. x"-d•splazamionto, velocidad y aceleración roapoctivamonte, dol olstema oscilatorio, dondo loo subíndices indican: 

ta-al inicio dol intorvalo At 

tb-al final del intervalo At 

AJ fina/ de cada Intervalo, al desplazamiento y velocidad pueden calcularse con (o) y (p) 
expresadas como 

X'tb = t.x'{t) + X'ta 

Xtb = tJx(t} + Xta 

... (3.163) 

... (3.164) 

la aceleración al final del Intervalo puede hallarse estableciendo el equilibrio dinámico del 
diagrama de cuerpo libre de la figura 3. 137 del inciso 3. 5, expresada como 

P,=P(t)+Po+Pr 

sustituyendo P, = mx"tb, Po = -CX'tb y Pr = -R¡ 

Pi.fuerza do lnorcla 
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Po-ñlerza amortiguadora 

Pr.fu•rzareatauradora 

R¡..fuerza restauradora e lasto plástica 

se tiene 

. X'tb = {Ptb - CX'tb -R¡}(1 /m) ... (3.165) 

X"tb-aceleración al final del intervaJo 

donde 

Ri = R11 - (Xfi • Xtb)k ..... (3. 155) (ftapa elástica) 

Ri = Rt ..... (3.156) (etapa plástica en tensión) 

Ri =Ro ..... (3. 157) (etapa plástica en compresión) 

R ti.fuerza de ftuoncia en un ciclo historótico 

x t1-punto de ftuencia del segmento del ololo elastoplaotico en cuestión 

R 1.fuerza restauradora del resorte en cualqW.r oogmonto del ciclo olastopláatioo 

Los pasos a seguir para la aplicación sistemática del método fueron Indicados al fina/ del inciso 
3.5.1. 

b) Programación del método en ca/cu/adora de bolsll/o 

A continuación se Indica la codificación en lenguaje baslc de la programación del método 
numérico deducido en a). 

10 CLEAR: INPUT "RIGIDEZ K=";K."MASA M=";M,"% DEAMORTIGUAMIENTO=";X9 
20 W=SQR(K!M):T0=2ºPlfW 
30 PRJNT "W=":W.'PERJODO=":TO 
40 INPUT "TIEMPO MAXIMO EVALUADO= ":Tl, "INCREMENTO DE T= ";T2 
45 INPUT "FLUENCIA EN TENSION= ":R4, "FLUENCIA EN COMPRESION= ":RS 

:X5=R4/K:X6=R5/K 
50 C=X9º2ºM*W:Xl=O:Vl=Q:INPUT "P(I)=";P:Al=P!M:K2=K 
60 Z8=Z8+l:IF Z8=1THEN70 ELSE 80 
70 X2=Xl:V2=Vl:.42=Al;GOTO 85 
80 X2=X3:V2=v.3 
85 PRJNT "T(AJ=":T. "X(TAJ=":X2, "V(TA) =";V2, ''.A(TA)=";A2, "KY=":KY 
90 INPUT "P(I+l)=";Pl:Kl=K2+6ºM/T2" 2+3ºC/T2 
100 P2 =Pl-P:P3=P2 +Mº(6*V2/T2+3ºA2) +Cº(3*V2+ T2*A2!2) 
120 T=T+T2:X4=P3/Kl:V4=3ºX4/T2-3oV2-A2ºT2/2:V3=.V4+V2:X3=X4+X2. 
130 IF Z8=1 THEN IF Pl <O THEN Z7=1 
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135 /F Z7=1 THEN GOSUB 600 ELSE GOSUB400 
140 A2=(Pl-C*V3-R6)1M:P=Pl:IF T>Tl THEN END ELSE 60 
400 . REM CICLO EL4STOPL4.STICO ( +) 
410 /F KY=O THEN 460 
420 !F KY=-1 THEN 490 
430 /F KY=l THEN 510 
440 !F KY=-2 THEN 550 
450 IF KY=2 THEN 570 ELSE END 
460 /F X3>=X5 THEN 490 
470 !F X3< =X6 THEN Z7=l:GOTO 690 
480 R6 =R4-(X5-X3) *K·K2=K:KY=O:RETURN 
490 KY=-1:/F 1'3ºV2<0 THEN 510 .. 
500 R6=R4:K2=0:RETURN .. • . : .... > ·· ... 
510 KY=l:X8=XB+l:IF X8=1 THEN Ll=X3:L2::-Ll-(R4-R5)/K . 
520 IF X3>L2 THEN IF X3< =Ll THEN R6=R5~(L2-X3J*K:K2=K·RETURN 
530 JF X3< =L2 THEN IF X3<Ll THEN 550 . . . . . ..... . 
540 X8=0:KY=-l:GOTO 500 
550 KY=-2:/F X3>X2 THEN 570 ··.·. . .. ·. 
560 R6=RJ:K2=0:RETURN ;<· · , ..... · 
570 KY=2:Z9=Z9+l:IF Z9=1 THEN L3=X2:Ú~L3.+(R4-Rs)/K ·•···.···.· .·. 
580 IF X3<L4 THEN IF X3>L3 THEN R6=R4-(L'4-X3)*K·K2;;K·RETURN 
590 IF X3> =L4 THEN X5=L4:K2=0:KY=-l:R6~R4:XiJ.:o:Z9=0:MTURN. 
595 Z9=0:KY=-2:GOTO 560 . 
600 REM CICLO EL4.STOPL4.STJCO (-) 
610 . IFKY=OTHEN(J60 
620 IF KY=-1 THEN 750 
630 IF KY=l THEN 710 
640 IF KY=-2 THEN 690 
650 IF KY=2 THEN 770 ELSE END 
()60 IF X3< =X6 THEN 690 
670 IF X3 > =X5 THEN Z7=2:GOTO 490 
680 R6=R5- (X6-X3)*K·K2=K·KY=O:RETURN 
690 KY=-2:/F 1'3*V2<0 THEN 710 
700 R6=R5:K2=0:RETURN 
710 KY=l:X8=X8+1:/F X8=1 THEN L3=X3:L2=L3+(R4-R5)!K 
720 IF X3<L2 THEN IF X3>=L3 THEN R6=R4-(L2-X3)*K·K2=K:RETURN 
730 IF X3> =L2 THEN IF X3>L3 THEN 750 
740 X8=0:KY=-2:GOTO 700 
750 KY=-1:/F X3<X2 THEN 770 
760 R6=R4:K2=0:RETURN 
770 KY=2:Z9=Z9+l:IF Z9=1. THEN Ll=X2:L4=Ll-(R4-R5)1K 
780 /F X3>L4 THEN IF X3.<LI THEN R6=R5-(L4-X3)*K:K2=K:RETURN 
790 lF X3<=L4 THEN X6=L4:K2=0:KY=-2:R6=R5:X8=0:Z9=0:RETURN 
795 Z9=0:KY=-l:GOTO 760 
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La siguiente tabla relaciona la nomenclatura usada en el método numérico y los símbolos del 
programa de computadora. 

Método: ><e 

Programa: XI 

>lo 

VI 

X'o 

Al "" X2 

.t .. 
V2 

. ... 
A2 

>tm 
V3 

x'm 
A3 

Áll(t) 

X4 
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M~tod~: Lix'(t) &(t) "' x, R. R. R¡ k 

Programa: V4 A4 X5 X6 R4 R5 R6 K· 

Método: m w ~ T .Ó.t P¡ .Ó.P(t) Pi+t .Ó.P(t) 

Programa: M w X9 TO T2 p P3 PI P2 

Método: kCtl lc(t) ..... X12 Xmin X13 

Programa: Kl K2 Ll L2 L3 !A T 

La variable KY usada en el programa sirve para indicar en que segmento o etapa del alelo 
hlsterétiao estamos incursionando, de esta forma se tienen las siguientes claves para KY referidas 
a la figura 3. 138b. 

eKY=O 
•KY=-1 
•KY=l 
•KY=-2 
•KY=2 

indica etapa elástica en recta Eo 
indica etapa plástica en recta T 
indica etapa elástica en recta E¡ 
indica etapa plástica en recta C 
indica etapa elástica en recta Ez 

Los datos de entrada que se requieren son masa, rigidez elástica, y porcentaje de amor­
tiguamiento, el programa entrega el valor de la frecuencia angular y el período de oscilación, 
requiriendo luego el valor de M, el tiempo máximo de evaluación de las respuestas, y las fuerzas 
de fluencia en tensión y compresión. Para cada paso o Intervalo se requieren los valores de la fuerza 
exaftatrlz y al final de éste e/ programa ca/aula y muestra los valores de el desplazamiento, velocidad 
y aceleración del sistema. 

II.- Para el sistema oscilatorio simple o de 1 G.L, mostrado en la figura 3.14la, que tiene un 

comportamiento eiastopiástico y que es sometido a la acción de la fuerza excitatriz cuya variación con 

respecto al tiempo aparece en la gráfica de la figura 3.14lb, determinar: a) las respuestas dinámicas de 

desplazamiento, velocidad y aceleración, considerando un porcentaje de amortiguamiento crítico del 10% 

y la curva carga-desplazamiento eiastopiástica de la figura 3.141c. Emplear cálculos manuales y b) las 

respuestas dinámicas mencionadas en a) asumiendo: 1-Comportamiento plástico y 2-Comportamiento 

elástico. Usar el programa para calculadora de bolsillo del Método de integración por pasos de 

aceleración lineal cuya codificación fue indicada en el problema anterior y graficar los resultados de 

desplazamientos. 

a) Respuestas dinámicas con cálculos manuales 

La masa del sistema es m = W/g = 50/980.665 = 0.051 [t-s2/amj 

y de la ecuación (3.6), (3.7) y(3.15) 

w = {k/mJº·5 = 8. 784 [rad/segj 

T = 2;r/w = 0.715 [seg] 

... (a) 

... (b) 

... (e) 

e = 2mw; = 2(0.051)(8.784)(0.1) = 0.0896 [t-s/cmf ... (d) 
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P(i)(tonJ 

~P(t) ... 
12 

~ = 0.1 
W = 50[ton] 

. .. -"10 

a) Sistema con rigidez no lineal b) Función de excitación . 

RCtonJ RCtonJ 

10 

e) Cuiva elastoplás ·ca carga-desplazamiento d) Puntos ,de flüeí:icia c:alcliladoli en .él pri~e( . 
ciclo bisteréticó; :. · · .. • .. ' f'>· · · .. · · 

. '\' 

Figura 3.14L Sistema oscilatorio sencillo no lineal en vibración fo~da ~mdftl~da/ . 
dela ecuación (3.150) y(3.151)y/a figura 3.141c 

Rt = 10 {ton} , 

x n = 10/3.f95 = 2.541 [cm] 

Ro = -10 [ton} 

Xo = -2.541 [cm] 

como el sistema parte de la posición en reposo 

Xo =O, yx'o = O pa.ra t = O 

de la ecuación (3. 158) 

X'o = P(t=O)lm = O 

tomando M = O. 1T""' O. 1 [seg] 

Se tiene para cada paso de tiempo M, los siguientes cálculos: 

de la ecuación (3.159j, (a), (d) e (i) 

k(t) = k(t) + 6(0.051)1(0.1)2 + 3(0.0896)/0.1 = k(t) + 33.288 

... (e) 

... (f) 

'. •. (g) 

... (h) 

... (i) 

... (j) 
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con k(t) = k para etapa elástica 

k(t) = O para etapa plástica 

de a ecuación (3.150), (a), (d} e (1) 

con 

M'(t) = Af'(t) + (0.051){Sx'ts/0.1 + 3x"ta} + 0.0896{3x'ta + 0.1x'tal2} 

tiP(t) =: tiP(t) + 3.328Bx'ta + 0.15748x'ta 

tiP(t) :: Ptb - Pta 

delaecuaclón(3.151), (3.152), (3.163) y(3.1B4) 

de la ecuación (3. 155) 

llX(t) :: M'(t) / K{t) 

. llX'(t) =: 3Ax(t)/O. 1- 3x'ta - X'ta(0.1 )/2 . 

t.x'(t) = 30/ix(t) - 3x'ta- 0.05x'ta 

Xlb = tix(t) + Xta 

x' lb = tix' (t) + x' ta 

X" tb = {Pt.b - ox'. tb - R 1}19.60784314 

'COn R¡dadoporlasecuaolones (3.155), (3.155) y(3.157) 

... (k) 

... (/) 

... (m) 

... (n) 

... (o) 

... (p) 

... (q) 

Efectuando los cálculos desde lj) hasta (q) para cada Incremento de tiempo, se realiza el 
análisis paso a paso del sistema, se indican a continuación los cálculos para los primeros tres 
pasos, los resultados para todo el proceso se muestran en la tabla 3.50 al final del problema. 

Paso1: t= O 

t= O Implica (xta = xo =O) < (Xt1 = 2.541) y por tanto KY=O (etapa elástica, curva Eo) 

x'ta=X'o=O,ydelaecuaolón(3.155)R¡ = 10-2.541k= O, x'ta= x"o= O 

como es etapa elástica k(t) =*y de (j) k(t) = 3.935 + 33.288 = 37.223 

de(/) 

tiP(t) = 2.6887- o= 2.5567 

de(k) 

tiP(t) = 2.68S7 +o+ o= 2.6567 

t 
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de(m) 

tix(t) =:2.8687/37.223 =: 0.07184 

de (n) 

.1.x'(t},;,. 30(o:iJi164) +o + o= 2.1492 
' > .... ',··, ; .... ' • •• 

de (o) y{p) 

Xtb = .0.0718; X'tb = 2.1492 

como (Xtb = 0.0718) < (Xt1 = 2.541) entonces KY =O (etapa elástica, curva Eo) 

dela ecuación (3.188) F/¡ = 10- (2.541-0.0718)k = 0.2829 (se usará para el paso 2) 

de (q) 

X'tb = (2.6667-0.0898(2.1492)·0.2829)19.60784314 = 42.9653 

Paso2: t = 0.1 

Xta2 = Xtbt = 0.0718 

x' taa = x' tbt = 2.148 

X° ta2 =X' tbt = 42.9853 

por ser etapa elástica k(t) = k y de (/) k(t) ,,; 37.223 

de(/) AP(t) = 5.3333-2.8667 = 2.6887 

de (k) 

N'(t) = 2.6867 + 3.3288(2.1492) + 0.15748(42.9653) = 18.5871 

de(m) 

ÁX(t) = 18.5871/37.223 = 0.4458 

de(n) 

tix'(t) =30(0.4458)~3(2.1492)-0.05(42.9853) =4.7721 

de (o)y(p) 

Xtb = 0.0716 + o.4456 = 0.5172; x' lb= 2.148 + 4.7721 = 8.9201 

como (Xtb = 0.5172) < (xt = 2.541) Implica KY =O (etapa elástica, curva Eo) 

337 
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dela ecuación (3.166) R1 = 10- (2.541·0.5172)k = 2.0363 

de (q) 

X' tb = (5.3333~(0.0896)(6.9201)-2.0363)19.60784314 = 52.48,94 

Paso 3: t = 0.2 

X 183 = Xtb2 = 0.5172 

x' 1a3 = x' tb2 = 6.9201 

X" ta3 = X" tb2 = 52. 4894 

por ser etapa elástica k(t) = k y de (/) k(t) = 37.223 

de (1) l!.P(t) = 8 - 5.3333 = 2.6667 

de (k) 

AP(t) =2.6667 + 3.3288(6.9201) + 0.15748(52.4894) = 33.9684 

de(m) 

tix(t} = 33.9684/37.223 = 0.9126 

de(n) 

ruc'(tJ =30(0.9126J-3(6.9201)-o.05(52.4894J =3.9932 

de (o) y(p) 

Xtb = 0.5172 + 0.9126 = 1.4298; X'tb = 6.9201 + 3.9932 = 10.9133 

como (xtb = 1.4298) < (Xt = 2.541) lmpllca KY = O (etapa elástica, curva Eo) 

de la ecuación (166) R1 = 10- (2.541 - 1.4298)k = 5.6274 

de (q) 

X" tb = (8-(0:0896)(10.9133)-5.6274) 19.60784314 = 27.3484 

Similarmente se calculan los pasos restantes. 
T•bl• 3.50 

to· p ... KY .... R¡ ,.. .. IQ't) lc(t) AP(t) M{t) &c(t) 

[•) [t) [cm] (cm/•) [ton] [cm/12] [t] (t] (t] [t] (cm] 

o o o o o o o k 37.223 26667 26667 U07164 

Ul 26667 U0716 o 21492 U2829 4296S4 k 37.223 26667 165871 U44S6 

U2 S.3333 US172 o 69201 20363 524894 k 37.223 26667 33.9684 U9126 
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ÓX'(t) 

[cm/•] 

21492 

4.7721 

3.9932 
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Tabl• 3.60 (continuación) 

t. P x.. KY xri · RJ •'11 kit)· k(t) · Lil'(t) : Lil'(t) &{t) &(t) 
[•] [t] [cm] [cm/s] (tOn] ·· [ém/.Zj [t] •. [t] : [t]' . [t] [cm] .. [cm/•]· 

0.3 aoo t.4298 o ·1o.9Ú3 5:6i74\ Z7.3484 ; : • K. /37.~ 266Q7 '.4üoi1 1.1633 · · 1119!1. 
0.4 10.6667 25931 '.'( i' 1i.7ó5 ·: 10 .7.4~15; o :.: ·33,288 ú41'0{ ':iS.1940 
0.5 11.0769 3.7405 ·1 1úá6ó\;: 10 . :i:ií10 ó"} ''~33_,28t '.í.a461'i 362326' 

1.1474 ..• --0.3184 

o.6 9.2308 4.8290. ·.•,1 • · 9:~26'2'/: 1o<· ;.323456.:\o'•.·· 33.288> +8461.:f{1696' 

~: :::: ~::;·.:,.::1; '/i.~~J· ....••. 37.:~1:8:.3·o1;;·:.~:.:,.·0f1~91~~·¡';";:·· ¡f.fu1;·~~· 
1.0 1.8462 4.0483. .12632 ~ •:· ·37,:zZf: ·~1.Wi1': -44.5284 
1.1 o 28520 1 -10:424 . '-i.s'244 '4&2031 . k 37.~ · ···~w ·· -31.1083 

1.2 -10 1.8551 1 '11.4692 -5.4472 -@.1208 k 37.223 S- 44.0638 

',; -.. · 
:i.s6o4 J.0885' 

0.7741 -4.6383 

0.1776 -7.2159 
"'": ··.···. 
-0.5860 -7.3001 

-1.1464 -3.3040 

-1.1963 2.2080 

-0.9969 ·1.0452 

-1.1838 23496 

1.3 .5 0.6713 -2 -9.1196 -10 114.0611 o 33.288 5 -.7.3950 -0.2222 14.9898 

1.4 O 0.4491 -2 5.8702 -10 185.7625 O 33.255 O 4&7946 t.4658 17.0753 

1.5 o 1.9149 2 229455 -4.2333 426938 37.223 o 83.1038 22326 -3.9932 

b) Respuestas dinámicas con el programa para calculadora .de bolsl//o del Método de 
integración por pasos de aceleración lineal 

1-Comportamiento plástico- Con el programa mencionado se obtiene la tabla 3.51 de respues-
tas en donde los cálculos son efectuados con un mayor número de cifras significativas • 

Tabla 3.51 ta p Xta KY x'ta iC'ta 

[s] [ton] (cm] (cm/s] [cmts2
] 

o o o o o .o 
0.1 2.6667 0.0716 o 2.1492 42.9849 

0.2 5.3333 0.5173 o 6.9233 52.4955 
··0.3 8.00 1.4302 o 10.9149 27.3369 

0.4 10.6667 2.5936 -1 11.7054 -7.4912 

0.5 · 11.0769· 3.7410 -1 11.3864 1.1123 

o.6 9.2308 .4.8295 ~1 9.8249 -32.3425 

0.7 7.3846 5.6035 -1 5.1879 -60.3964 

0.8 5.5385 5.7811 1 -2.0278 -83.9181 

0.9 3.6923º 5.1951 1 -9.3278 -62.0816 

1.0 1.8462 4.0487 1 -12.6328 -4.0196 

1.1 o 2.8524 1 -10.4236 48.2050 

1.2 -10 1.8555 1 -11.4693 -69.1206 

.. 1.3 -5 0.6717 -2 -9.1190 114.0593 

1.4 o 0.4496. -2 5.8720 185.7625 
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Tabla 3.61 ta p Xta KY x'ta ' x''ta 
(continuación) 

(s] [toll] [cm] [cm/s] [cm/s2
] 

1.5 o 1.9156 2 22.9484 ./:426496• 
1.6 o 4.1483 2 .1s.?F1.'.;:;:;:.'/~22.s9¡~ 
1.7 o 5.3244 2 '3.5107·\' ."186.2138 

C'·, .... - ·-·--- --.:-,;¡::< ... -.;:.;, .,,._ :···- - .: 
1.8 O, 4.8506 2· ·~11.9266••'.' ~1225321 

o Ú656 
,.·:--·;;··-, 

·~ 
.. 

1.9 2 ' ;17.5695·; '' ·'9.6732 

:íb.533: 
'-:,.,:·.:- .. 

2.0 o 1.7353 .2 116.6498 
. .,.,_ ... _-.,,-._,._ 

ÚÚ873 2.1 o 1.2224 2 1:2884 
2.2 o 1.9o54 2 11.2018 64.0787 

Se observa que el desplazamiento máximo es Xmax = 5. 78 [cm] 

La gráfica del ciclo hlsterético se muestra en Ja figura 3. 141d, en donde se Indican los puntos 
de fluencia alcanzados en el material componente del sistema oscilatorio. 

2-Comportamlento elástico- Usando el mismo programa pero con un valor grande de Ja fuerza 
restauradora para mantener al sistema en el rango elástico (R1= 100 y Rc=-100 en este caso), se 
calculan las respuestas mostradas en Ja tabla 3.52. 

Table 3.112 ta p Xta KY x'ta x''ta 

(s] [t] (cm] [cm/s] [cm/s2
] 

o o o o o o 
0.1 2.6667 0.0716 o 21492 429849 

0.2 5.3333 0.5173 o 6.9233 52.4955 

0.3 8.0 1.4302 o 10.9149 27.3369 

0.4 10.6667 25936 o 11.7053 -11.5277 

0.5 11.0769 3.6027 o 7.4369 -73.8404 

0.6 9.2308 3.9057 o -20894 -116.6874 

0.7 7.3546 3.1756 o -11.8906 -79.3347 

0.8 5.5385 1.7270 o -15.7100 29461 

0.9 3.6923. 0.2850 o -11.9890 71.4736 

1.0 1.8462 -0.5344 o -4.1768 B4.n11 

1.1 o -0.5989 o 2.1807 4z.3m 

1.2 -10 -0.4932 o -3.3107 ·1522054 

1.3 .5 -1.2989 o -9.9389 19.6424 

1.4 o -1.9703 o -1.2461 154.2129 
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r,, p Xta KY x'ta x"ta 

[s] [t) [cm] [cm/s] [cm/s2
] 

Tabl1 3.112 
(e ontlnuación) 

1.5 o -1.4293 o 11.0114 90.9378 

1.6 o -0.0599 o 14.5143 -20.8798. 

1.7 o 1.1498 o 8.3051 -103.3049 

1.8 o 1.4555 o -22752 -108.3011 

1.9 o 0.7938 o -9.8844 -43.8817 

20 o -0.2758 o -10.125 39.0678 

21 o -1.0160 o -3.9088 85.2575 

22 o -1.0048 o 3.8890 70.6987 

De los resultados da desplazamientos da las tablas 3.51y3.52 se obtiene la gráfica 3. 19 en 
donde pueden compararse las respuestas elásticas e lnelástfcas 

x[cMJ 
6.0 
5.5 

5.0 

4,5 

4.0 
3.5 

3.0 

2,5 

2.0 
. 1.5 

Gráftca 3.l9. 
Desplazamientos 

Respuesta elastoplástica 

LO 
/ \ Respuestas elástica 

0.5 ~ 
o.o -4'---'

1
-. ~, --'1~---- t [seg J 

-o.:i '1 t L 
-LO \ I 
-1.5 
-2.0. r 

U1clf'JC=!ll'lC!. 
c:i~-'NCÜM 

UI.- Determinar: a) Las respuestas dinámicas del marco mostrado en la figura 3.142a, que tiene un 

comportamiento elastoplástico cuya cueva fuerza-desplazamiento aparece en la figura 3.142c; si es 

sometido a un movimiento del suelo con el acelerograma mostrado en la figura 3.142b, b) Repetir los 

cálculos asumiendo comportamiento elástico, y e) Graficar los desplazamientos obtenidos en a) y b). 



x''a(t) 
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_., 

m = O.l[t-s2/cm) 

k = 4[t/cm] 
~ = 0.2 

x,.: ~ 
a) Marco con rigidez no lineal 

RCtonr 

x"a. (-t) 

O.:iQ 

RrtonJ 

-IS 

-3.7% 
e) Curva elastoplástica fuerza-desplazamiento d) Puntos de fluencia calculados en un ciclo 

histerétioo 

Flc•ra 3.142. Sistema oscilatorio no lineal de 1 G.L. sujeto a una aceleración del suelo. 
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a) Comportamiento e/astoplástlco.- Ut/llzando el Método de Integración por pasos de 
aceleración //nea/, programado en una ca/cu/adora de bo/s/l/o (ver codificación al final del problema 
/),o procediendo con cálculos manuales como en el problema anterior, se obtiene Ja tabla 3.53, 
en donde de acuerdo con 3.2.3., referents a aceleración en la base, S6 ha sustituido dicha 
aceleración por una fuerza excltatrlz aplicada en la masa con una magnitud de -mx"a 

El programa entrega Jos siguientes resultados 

w = 6.3215 [rad/seg] T = 0.993 [seg] por tanto: M = 0.1 {seg] 

T•bll&a to P¡=-mx"a Xtiir x'1u iC'i.r KY 

[s) [ton] [cm] [cm/s] [cm/s2] 

o o o o o o 
0.1 -25.50 -0.3562 -10.6859 -213.7186 o 
0.2 -38.25 -2.4766 -31.5526 -203.6156 o 
0.3 -40.70 -6.3790 -43.7868 -146.2271 -2 

0.4 -35.30 -11.3542 -54.3708 -65.4516 -2 

0.5 -19.61 -16.8619 -53.2169 88.5293 -2 

0.6 -12. 75 -21.6726 -42.3132 129.5448 -2 
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T•bl• 3.13 t¡ P¡=-mx''a Xtar x'tar x'tar KY 
(oonttnuaclón) 

[cm/s2] [s] [ton] [cm] (cm/s] 

0.7 o -25;1160 -25.1541 213.6356 -2 

0.8 15.69 ,: ~26.4111 . 0.7746 304.9403 

0.9 17.65 -24.9788 . 26.1716 2029999 

1.0 . :ú~'64a1 37.4099 21.7649 

1.1 ~18'.i4tl8~;'·· 26.3275 -216.603? -1 

1.2 . ; ·o~ -16.iíioo 7.0993 -167.9600 -1 
'. '.·.~:· ' <16!6710\ i.3 o ; ····'· .-7.8107 -127.5601 2 

•. ·:· .· '. ~. i:.~·- .:. ,• ' .... 

1.4 o ''17.9716· . -16.8361 -52.9469 2 

1.5 o ~19.7923 -18.3036 23.5964 2 

1.6 o -21.4174 -13.3238 75.9999 2 

1.7 o -22.3434 -4.9331 91.8138 2 

1.8. o -22.4082 3.3323 73.4947 2 

1.9 o -21.7726 8.7281 34.4209 2 

2.0 o -20.7982 10.0538 -7.9075 2 

·z.1 o -19.8835 7.7279 -38.6102 2 

2.2 o -19.3225 3.3044 -49.8592 2 

23 o -19.2283 -1.2889 -42.0081 2 

24 o -19.5335 -4.4763 -21.7386 2 

25 o -20.0510 -5.4872 1.5209 2 

2.6 o -20.5624 -4.4492 19.3389 2 

27 o -20.8976 -2.1324 26.8958 2 

2.8 o -20.9814 0.4040 23.8337 2 

2.9 o -20.8392 2.2673 13.4307 2 

" 
. ~ ..... 

"'"~',;·. 
'·.,. ... , 

' &t"~.'que el desplazamiento máximo absoluto e.s de Xmax = 26.41 [cm] 
~ .°":·7.- ··; t\:.~-r~\.~ ·+ · ·.. • · 

Ell/,;,,,,;¡ temilna fJU oscillJclón vibrando a lo largo de la curva Ea (KY = 2), como se observa 
en /a figura 3. 142d, después de efectuar un ciclo hlstsrétlco casi completo. 

b) Comportamiento elástico.- Utilizando e/ mismo programa de evaluación de respuestas y 
considerando un valor de Rt= 100 y Rc=-100 para mantener en este caso al sistema en el rango 
elástico, se calculan los resultados listados en la tabla 3. 54. 

N3Dlti0 3G v TTi:J 
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ta P;=-mx"a Jrtar x'tar i'tar KY 
[s] [ton] [cm) [cm/s] [cm/s2) 

o o o o o o 
0.1 -25.5 -0.3562 -10.6859 -213.7186 o 
0.2 -38.25 -2.4766 -31.5526 -203.6156 o 
0.3 -40.7 -6.3790 -43.7868 -41.0681 o 
0.4 -35.3 -10.6169 -37.5115 166.5745 o 
0.5 -19.61 -13.2119 -11.1533 360.5897 o 
0.6 -1275 -12.5943 22.8051 318.5m o 
0.7 o -8.8718 50.1357 228.0359 o 
0.8 is.69 -2.9233 66.7817 104.8845 o 
o.9 17.65 3.8672 64.9065 -142.3902 o 
1.0 15.69 9.3460 41.6693 -322.3543 o 

1 1.1 o 11.6531 1.9932 -471.1663 o 
1.2 o 9.7836 -36.5136 -298.9701 o 
1.3 o 5.0306 -54.6149 -63.0561 o -
1.4 o ..0.4012 -50.5689 143.9769 o 
1.5 o -4.5467 -30.4278 258.8457 o 
1.6 o -6.2890 -4.3564 262.5825 o 
1.7 o -5.5536 17.6476 177.4975 o 
1.8 o -3.1122 29.0699 50.9478 o 
1.9 o ..0.1452 28.3248 -65.8499 o 
2.0 o 2.2415 18.2419 -135.8074 o 
2.1 o 3.3706 4.1814 -145.4033 o 
2.2 o 3.1304 -8.2997 -104.2189 o 
23 o 1.8916 -15.3521 -36.8279 o 
·24 ·,·· o 0.2814 -15.7624 28.6205 o 

.• 25- .O -1.0818 -10.8015 70.5976 o 
26 o -1.7933 -3.2713 80.0066 o 
27 o -1.7527 3.7590 60.5989 o 
28 o -1.1332 8.0385 24.9907 o 
2.9 o -0.2651 8.7157 -11.4456 o 

o) De los 19$U/t8.dos de desplazamientos de las tabla:; 3.53 y 3.54 se obtiene la gráfica 3.20 en 
donde se• observa la diferencia 6fl el comportamiello del s/stama. 
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Gránca3.20. 
Desplazamientos 

V 
roopueata olaotopláatiaa 

3.5.3.· PROBLEMAS PROPUESTOS. 

l.- Para el Marco mostrado en Ja figura 3.143a, que tiene un comportamiento elastoplástico con la 

curva carga-desplazamiento que aparece en Ja gráfica de Ja figura 3.143c; determinar las respuestas 

dinámicas de desplazamiento, velocidad y aceleración, producidas por Ja acción de Ja fuerza excitatriz 

que varía respecto al tiempo como lo indica la figura 3.142b. 

m = 0.09 [t-s2/cm] 

~ nlt = 4 [t/cm] · e= o.zs 

0 ~ 

P(t) 

a) Marco con rigidez no lineal 

R'C1:cn~ 

e) Cul'Vll ela1toplá1üca carga-d~plaÍ:amiento 

Flpn l.143. Marco plano de 1 G.L no lineal 
sometido a vibración forzada amortiguada. 

:~ 
0.10 

b) Función de excitación 

Solución: con M = 0.05 {seg}: 
Xmmc = 5.8867 [cm} en t = 0.25 [seg] 

::f/\ 
~- """"º' 

Flpn 3.l44. Acelerograma para el problema 
11, inciso 3.5.3. 

11.- Resolver el problema iII del inciso 3.5.2., si el movimiento del suelo tiene el acelerograma mostrado 

en la figura 3.144. 

Solución: con !J.t = 0.05 [seg]: Xmax = -5.1843 [cm] para t= 0.3 [seg} 
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:: lrigeniena Anti sísmica 

.... 1~~ / 4.2.-RlgfdN ........... 
·. dlt manicM, muroe y illllblmu 

litw0-mMCO / 4.3.-Métocfoe dlt 
iíftÍllhlll9 9itlinlco. . 

4.1.- INTRODUCCION. 

En muchas regiones geográficas el mayor 

riesgo de daños y fallas en las estru~turas civiles 

lo representan los sismos. A pesar de que existen 

regiones en que la ocurrencia de algún sismo es 

poco probable, debe tomarse en cuenta el riesgo 

de que algún temblor intenso se presente durante 

la vida útil de las estructuras que se construyan. 

La lnzenleriaAnlisísmica es una rama de la 

ingeniería civil que tiene como función el desa­

rrollo de teorías y métodos de análisis y diseño de 

estructuras resistentes a la acción de los sismos. 

Basándose principalmente en loo cooocimien­

too de la Sismología, de la Dinámica Estructural, del 

Análisis y el Diseño Estrucb.u:¡¡I, la Ingeniería 

Anlisísmica ha desarrdlado el Diseño Sismerresis­

lenle de las estructuras civiles. 

El Diseñe Sismernsistente implica a grandes 

rasgos las siguientes etapas[ret 1l: 

a) La definición de la acción sísmica de 

diseño.- Dependiendo de la región en donde se 

construirá la estructura, el reglamento de cons­

trucciones local define el nivel de la acción sísmica 

que debe usarse en el análisis y diseño de la estruc­

tura en cuestión . 

b) La selección de la estructuración adecuada. -

La selección de un sistema estructural óptimo 

para la absorción y disipación de los efectos 

sísmicos (labor que se conoce como 

estructuración), reviste gran importancia en vir­

tud de que dichos efectos dependerán grande­

mente de las propiedades de la estructura. 

c) El cálculo de las respuesras esl1Ucrurales.­

Los modelos de análisis de las estructuras civiles 

varían en su grado de refinamiento, desde los muy 

simples hasta Jos extraordinariamente complejos. 

Asimismo los métodos de análisis sísmico varían 

desde la consideración del efecto de una serie de 

fuerzas estáticas equivalentes a las dinámicas 

hasta el análisis dinámico por pasos ante la 

excitación de movimientos en la base de las estruc-

b.Jras. 

d) El dimensionamienro y detallado de la 

estructura.- Los detalles de los elementos estruc­

turales como el dimensionamiento, uniones, 

materiales, etc. deben ser cuidadosamente in­

dicados y especificados en los planos de 

construcción en concordancia con las 

suposiciones teóricas adoptadas en el análisis y 

diseño, pues de dichos detalles depende que se 
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construyan estructuras dúctiles capaces de incur­

sionar en etapas inelásticas ante sismos excep­

cionalmente intensos o ante el sismo de diseño, 

siendo capaces de disipar la energía y evitando las 

fallas frágiles y por ende el colapso de la estruc­

ll.Jra. 

Los conceptos fUndamentales de Sismología 

y de Dinámica Estructural fueron tratados en los 

temas anteriores, mientras que los requisitos de 

dimensionamiento y detallado de los elementos 

estructurales son materia de otros cursos como los 

de Diseño Estructural, Estructuras de Concreto 

Reforzado, Estructuras Metálicas, Concreto 

Presforzado, etc. 

A lo largo de este tema se hace énfasis en la 

presentación de los Métodos de Análisis Sísmico 

usados en la práctica del diseño sismorresistente, 

con base en las recomendaciones del Reglamento 

de Construcciones para el Distrito Federal 

RCDF-93 y sus Normas Técnicas Complemen­

tarias[ret 31, asimismo se estudian los aspectos 

principales de la configuración de las estructuras 

sismorresistentes. 

Al efectuar la estructuración de un inmueble, 

frecuentemente se hace uso de la combinación de 

elementos estructurales tales COII!ottabes, colum­

nas y muros, con ellos se forman sistemas estruc­

turales como son: marcos con o sin contravientos, 

muros y/o sistemas muro-marco, es decir, marcos 

rellenos con muros o combinaciones de marcos y 

muros. 

Las características de dichos sistemas se es­

tudian en el siguiente inciso. 

4.2.- RIGIDEZ LAlEFJAL DE 
MARCOS, MUROS Y SISlEMAS 
MURO-MARCO. 

En la evaluación de las respuestas sísmicas es 

fundamental el cálculo previo de la rigidez ante 

cargas laterales de los sistemas estructurales. En 

incisos anteriores se estudiaron métodos 

refinados para la obtención de la rigidez lateral y 

de entrepiso de los sistemas formados a base de 

marcos éon o sin contravientos, por lo que ahora 

se presentarán sólo algunos comentarios 

adicionales y un método aproximado para el 

cálculo de la rigidez de entrepiso de marcos 

planos. Tambien se estudiarán diversos métodos 

para la obtención de la rigidez lateral en estruc­

turas formadas por muros o por marcos en 

combinación con muros de concreto o de 

mampostería. 

4.2. 1.· RIGIDEZ LATERAL DE 
MARCOS 

La rigidez lateral de los marcos, que son sis­

temas estructurales compuestos por la 

combinación de trabes, columnas y contravientos, 

puede obtenerse de una manera exacta por el 

Método Directo de las Rigideces con las con­

sideraciones estudiadas en los incisos 3.3.1.3. a 

3.3.1.5. del Tema III. 
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Si se dispone de una computadora y de un 

programa de cómputo con la automatización del 

Método Directo de las Rigideces, el cálculo de la 

rigidez lateral puede ser efectuado con un alto 

grado de refinamiento por ejemplo al considerar 

12 grados de libertad (G.L.) por elemento y defor­

maciones por flexión, cortante, axiales, y por 

torsión. Esta forma de procederes la más frecuen­

temente usada en la actualidad debido a la exis­

tencia de paquetes de programas de cómputo que 

son ampliamente usados en los despachos de 

cálculo. 

Si los cálculos son efectuados con cal­

culadoras de bolsillo con capacidad programable, 

la rigidez lateral puede ser calculada con gran 

exactitud con los métodos matriciales presen­

tados en los incisos citados del tema III. 

La gran mayoría de las estructuras reticulares 

pueden modelarse como sistemas oscilatorios 

simplemente acoplados o de resortes mediante el 

concepto de rigidez de entrepiso, y obtener resul­

tados con precisión aceptable cuando los cálculos 

se efectúan solamente con calculadora, lápiz y 

papel. Los sistemas simplemente acoplados o de 

resortell también son conocidos como Eslnlc­

larH 4c CertantJreL 81. 

Para saber si un sistema estructural en par­

ticular puede ser modelado como Estructura de 

Cortante o sistema simplemente acoplado, Jobn 

ABlumef reL 21, sugiere el empleo de la siguiente 

expresión 

p = 'T. (l/l)v /'T. (l/L) e ..... (4.1) 

p.;ndlce de rotación nod<ll 

'T.(llL)-Suma de rigidez de loo tlementoo eotructur<lleo, 
donde loo subíndice• indican 

v-Todao las vigas del piso en cuestión 

e-Todas lao coiumnao del •n1T•plao •n cueo1ión 

1-mom•nto de Inercia 

L-longi\ud 

Si p > 0.1 el sistema es una Estructura de 

Cortante y puede modelarse como un sistema 

oscilatorio simplemente acoplado o de resortes 

empleando el concepto de rigidez de entrepiso; 

en caso contrario la rigidez de entrepiso pierde 

significado y la estructura debe ser analizada con 

métodos matriciales. 

La rigidez de entrepiso puede ser obtenida a 

partir de la matriz de rigidez lateral, no obstante 

para marcos ordinarios que cumplen ciertas con­

diciones es común al efectuar análisis no automa­

tizados, emplear métodos más simples como el 

presentado a continuación. 

4.2.1.1.- FORMULAS DE WILBUR 

Las siguientes fórmulas para la obtención de 

la rigidez de entrepiso, son aplicables a marcos 

regulares no contraventeados formados por 

elementos estructurales de momento de inercia 

constante. Están basadas en las siguientes 

bipótesis[ro( 21: 

a) Los giros en todos los nodos de un nivel y 

de los dos niveles adyacentes son iguales, excepto 
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ea el nivel de desplante, en donde puede 

suponerse empotramiento o articulación según el 

caso. 

b) Las fuerzas cortantes ea los dos entrepisos 

adyacentes al que interesa son iguales a la de éste. 

•Primerentrepiso: 

Columnas empotradas en la cimentación 

R1 = 48E/{h1{4h1/I:kc1 + (h1 + h2)/(T./<t1 + 
'l:kc1/12)}} ••..• (4.2) 

Columnas articuladas ea la cimentación 

R1 = 24E/{h1{Bh1/I:kc1 + (2h1 + hr¡)~k11]} 
.••.• (4.3} 

•Segundo entrepiso: 

Columnas empotradas ea Ja cimentación 

R2 = 48E/{h2{4h2fr.ko2 + (111 + h2)/{E.kt1 + 
!.kot/12) + (h2 + h3)/Ikt2}} ..... (4.4) 

Columnas articuladas en la cimentación 

R2 = 48E/{hd4h~o2 + (h2 + h3J~ta + 
(2h1 + h2JIIl<t1]} •••.• (4.5) 

•Entrepisos intermedios: 

Rn = 48E/{hn[~on + (hm + h,V~tm + 
(hn + ho)!ikm]} ..... (4. B) 

•Entrepiso superior: 

Suponiendo que la fuerza cortante del 

penúltimo piso es el doble que la del último 

Ra = 48E/{hn{4hn/l:.kon + (2hm + hn)!E.ktm 
+ h~tn]} •••.• (4.7) 

Rn-<igidez del entrepiso on cuestión 

k1n-<igidez (llL) de lao vigaa del nivol oobre •I entreploo n 

kcmigidez Q/L) de las columnas del entrepioo n 

m, n, o-indices que identifican tres nlvelee consecutivos 
de abajo hacia arriba · 

hn-attura del entrepiso n 

ko-rigidez dol último entrepiso 

4.2.2.· RIGIDEZ LATERAL DE 
MUROS 

Algunas estructuras de edificios son cons­

truidas a base de muros de mampostería refor­

zada, es decir muros formados por piezas 

prefabricadas como tabiques de barro recocido, 

bloques de concreto, tabicón, etc., unidas coa 

mortero y reforzadas por medió de dalas y cas­

tillos de concreto reforzado formando muros con­

finados o formando muros con refuerzo interior. 

Para muros ea cantiliver empotrados ea su 

base y sujetos a la acción de una carga lateral P en 

su extremo superior como se muestra en la figura 

4.1, puede demostrarse aplicando el principio 

del trabajo virtual, que su rigidez esta dada 
porfreL9] 

km = [h3/(3EI) + h/(GAc)] •1 

COll 

A= bL 

Ao= Alk' 

G = E/{2(1 + v)] 

~·z lateral del muro 
h...itura 

..... (4.8) 

..... (4.9) 

..... (4.10) 

..... (4.11) 

1 
1 
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Figura 4.L Desplazamiento lateral de un muro. 

L·longttud 

E-módulo <M elaoticidad 

G-módulo d• cortante 

i-mom.nto d• inercia 

A-área <a la a•cción transversal 

k'-oonotanto ~ lunelón d• la forma g.om9trica 

V-módulo de Poi88on 

Los sistemas estructurales a base de 

muros de carga de mampostería han sido los 

más frecuentemente usados en fa 

construcción de edificios de unidades 

habitacionales o departamentales y en 

ocasiones para alguna& hospitales, en los que 

cumplen también fa función de subdividir los 

espacios interiores en áreas pequeñas. Este 

tipo de construcciones es usual para edificios 

de hasta 6 niveles, puesto que para alturas 

mayores requerirían de una alta densidad de 

muros con espesores considerabfes[ref. 7J, 

4.2.3.- RIGIDEZ LATERAL DE 
SISTEMAS MURO-MARCO. 

En zonas geográficas de alto riesgo sísmico al 

diseñar estructuras reticulares d~ pocos pisos, o 

en zonas de bajo riesgo sísmico al diseñar estruc· 

turas reticulares de altura considerable y muchos 

pisos, existe el problema de rigidizar los marcos 

para disminuir los desplazamientos de entrepiso 

y mejorar el comportamiento sísmico. 

El marco es una estructura reticular que 

resiste cargas laterales esencialmente por flexión 

de sus elementos, fo que fo hace poco rígido y en 

fas condiciones mencionadas lo imposibilita para 

cumplir con los estados límite de servicio es­

tipulados en los reglamentos de construcción. 

Frecuentemente se rigidizan los marcos 

colocando en algunas de sus crujías muros 4e 

ri&i4ez, que pueden ser de mampostería o de 

ooncreto. 

Este tipo de estructuración se conoce como 

sistemas m•r.·marc•: si los muros son de 

mampostería y se ligan a fas trabes y columnas 

que los confinan se denominan maros 4lafrag· 

ma[rel !O] y su función principal es absorber las 

fuerzas cortantes, si los muros son de concreto 

reforzado se denominan mures 4e certante y 

tienen fa función de absorber además de fa fuerza 

cortante fas cargas axiales y de flexión. 

En sistemas muro-marco en los que fa 

relación altura a longitud del muro es pequeña, 
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éste absorbe prácticamente la totalidad de las 

cargas laterales mientras que el marco trabajará 

principalmente resistiendo la carga vertical. 

Cuando la relación aumenta, la rigidez del sistema 

disminuye, esto sucede frecuentemente en estruc­

turas con altura considerable (mayores a 10 pisos 

en zonas de alto riesgo sísmico y de 20 pisos en 

zonas poco expuestas a sismos[reL 7J). 

La manera en que se deforman los marcos de 

muchos pisos es sustancialmente diferente a la 

manera en que lo hacen los muros de rigidez de 

alturas similares. Con referencia a la figura 4.2, la 

deformación de entrepiso de un marco es propor­

cional a la fuerza cortante actuante en el 

entrepiso, y por lo tanto los pisos inferiores tienen 

mayores deformaciones que los pisos superi'?res, 

en un muro de rigidez esbelto las deformaciones 

de entrepiso son mayores en los pisos superiores 

que en los inferiores pues las deformaciones por 

flexión son las más significativas. 

-------

En un sistema muro-marco ae muchos pisos 

la alta rigidez del muro \restringe los 

desplazamientos de los marcos 
1

en los pisos in­

feriores lo ~ual es muy eficiente,!sin embargo en 

los pisos superiores, la presencia ~el muro que por 

si solo presenta grandes defle~ones, tiende a 

aumentar las deformaciones que 1endría el marco 

si soportará el solo toda la carga lateral actuante 

en dichos niveles. Para evitar este,fenómeno exis­

ten varias opciones de estru~turación para 

rigidizar adecuadamente la~ estructuras 

reticulares de altura considerable, 'entre las cuales 

destacan: 

a) Colocar muros de rigidez de momento de 

inercia variable que disminuya con la altura, tal 

como se muestra en la figura 4.3 [r.f.-6J, 

b) Unir dos o más muros de rigidez colineales 

mediante trabes peraltadas en cada nivel como se 

indica en la figura 4.4, que restrinj~n los giros de 

los muros y los bagan trabajar coaio una unidad, 

a)Deformación de b) Deformación de c) Fuerzas de in;eracción,bntre V-

cortante del marco flexión del muro marco y muro 1 

Flswra 4.2. Interacción entre marco y muro en un sistema muro-marco sometido a carga lateral[ref. 7J, 
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marco 

~· 

Fipra 4.:\ Muro de rigidez con propiedades 
que se reducen con la altura. 

a este sistema de estructuración se le conoce como 

mans acopla4os[re[ 21. 

c) Acoplar dos o más muros colineales 

mediante vigas diafragma, es decir vigas de gran 

peralte cuya relación claro a peralte (Uh) es del 

orden de tres o menorlre[ 11l, colocadas solo en 

algunos niveles como se observa en la figura 4.5. 

Este sistema de estructuración es denominado 

macro-marces, ya que los muros se deforman 

como marcos de uno o más niveles según el 

.,.-", 

___.., 
~ 

.... 
'~ 

_!!!U ro de rigidez 

m -arco típico 

vi ga diafragma o 
gran peralte de 

Flpra 4.S. Macromarco de dos niveles. 

· n:iuro de rigidez 

viga de 
acoplamiento 

Flpra 4.4. Muros acoplados con vigas muy · 
rígidas. 

número de vigas de acoplamiento que se colo­

quenlr•E 7J, 

d) Colocar pocas o solo una gran vlp 

riglollunte en la parte superior de un solo muro 

de rigidez conectándolo con las columnas del 

marco como se ilustra en la figura 4.6. Al tratar 

de flexionarse el muro de este sistema, introduce 

cargas axiales en las columnas que tienden a equi­

librar el momento flexionante en cada piso in­

crementando por tanto la rigidez del conjunto. 

muro de rigidez 

Flpra 4.6. Muros con vigas rigidizantes. 
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Para calcular la rigidez lateral de un sistema 

muro-marco existen diferentes métodos que van 

desde los que pueden considerarse exactos, como 

el método de los elementos finitos que ya ha sido 

incorporado a algunos programas de cómputo 

para el análisis de estructuras, hasta los relativa­

mente aproximados como el método de Me Leed, 

Khan y Sbarounis y otros presentados en la refe­

rencia [2]. A continuación se presentan dos 

métodos que se usan frecuentemente para cal­

cular la rigidez lateral de sistemas muro-marco 

con muy buena precisión. 

4.2.3.1.· METODO DEL ELEMENTO A 
COMPRESION 

Para un muro diafragma que está sujeto a la 

acción de una carga lateral aplicada en su extremo 

superior, como se muestra en la figura 4.1, el 

sistema muro-marco trabaja inicialmente como 

una sola unidad, sin embargo para cargas laterales 

relativamente pequeñas el marco se apoya sobre 

el muro en esquinas opuestas, produciendo fuer· 

zas axiales, momentos y cortantes en vigas y 

columnas. Los momentos son despreciables por 

desarrollarse en la proximidad de los nudos[ re( 21. 

Para el cálculo de la rigidez lateral y de los 

elementos mecánicos en marco y muro, es posible 

simular el muro como una diagonal equivalente en 

compresión y tratarla como marco oontraven­

teado. 

a) Elevación d;fle- j 
muro diafragm h 

coiumn .-1. 
trabe 

b) Sección transversal ~ 
~ ·~A 

AM 1-L :_j c:ol 

p-~, 
c) diagonal equivalente h 

J. , , 

Fipra 4. 7. Diagonal equivalente en muros 
diafragma. 

La diagonal o elemento a compresión debe 

suponerse de igual espesor y módulo de elas­

ticidad que el muro, pero su ancho será: 

Wo = (0.35 + 0.022 ).)h ..... (4.12) 

para que el método sea aplicable se deben 

cumplir las siguientes condiciones 

o.es;, s 11.0 

0.75S~S2.5 

donde 

~ = L'/h 

;, = EoAcoll(GmAmJ 

A= w,J 

Gm = 0.4Em 

h-eltura d.t teblero •n1r• •l .. d• vlgaa 

..... (4.13) 

..... (4.14) 

..... (4.15) 

..... (4.16) 

..... (4.17) 

..... (4.18) 
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l; -relación de aspecto 

L' ~ongitud entre ele• de columnll8 

Ec-módulo de elasticidad del morco 

Wo-Mcho del elemento a comprealón equlvalonte 

t-espesor del muro =espesor del elemento a compresión 

Em-módulo elástico del muro =módulo elástico del 
elemento a compreelón 

Aco1-área de la columna 

A-área del elomonto a comproaión equlvalonto 

4.2.3.2.- METODO DE lA COLUMNA 
ANCHA. 

Para cualquier tipo de sistemas de muros o 

sistemas muro-marco, las deformaciones en el 

sentido lateral de los muros, se pueden calcular 

con muy buena precisión con los procedimientos 

de trabajo virtual[ret 91, tomando en cuenta las 

deformaciones debidas a flexión y a cortante. En 

las columnas normales, a diferencia de los muros, 

solo son importantes las deformaciones por 

flexión. 

COLUMNA ANCHA.- Es un muro 

idealizado de tal forma que puede ser repre­

sentad o por un elemento recto con las 

muro de 
coi:tante 

Flpn 4.8a. Sistema estructural muro marco. 

propiedades del muroen el que se tomen en cuen­

ta las deformaciones por flexión y cortante. 

Para analizar sistemas de muros y muro­

marco como por ejemplo el que se observa en las 

figuras 4.8a y 4.8b, se considera cada muro como 

una columna ancha con sus propiedades con­

centradas en su eje centroidal y se supone que las 

zonas de las vigas que se encuentran dentro de los 

muros son infinitamente rígidas a flexión. De esta 

manera el sistema se puede idealizar como estruc­

tura reticular y emplear el método de rigideces 

para calcular los desplazamientos, modificando 

previamente la matriz de rigidez de cada elemento 

y expresarla como se indica en las ecuaciones 

( 4.19) a ( 4.23). 

Debido a la exactitud de los resultados ob­

tenidos, este método puede ser utilizado en 

programas de cómputo para análisis de estruc­

turas como el de la referencia 12, baciendo uso de 

la opción de zonas rígidas en las vigas o repre­

sentándolas por tramos con propiedades estruc­

turales grandes en comparación con los de las 

zona de 
rigidez oo 

columna 
ancba 

L1 L2 L2 L1 L3 L4 L:, 

Flcn• 4.S.. Marco con columnas ancbas 
equivalente al sistema de la figura 4.8a. 
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vigas y columnas del conjunto. También existen 

programas muy populares como el mencionado 

en la referencia 13, que incluyen implícitamente 

ef uso de este método, las deformaciones por 

cortante y las zonas rígidas. 

La precisión del método de la columna ancha 

ba sido comprobada contra la obtenida de manera 

( 4.19)..... K.a = 
Um Vm 

12EI/[(1 +a)L3j O 

o ENL 
-6El/[(1 +a)L2] O 

-12El/[(l+a)L3j O 

O -ENL 

-6El/[(l+a)L2] O 

Om 

-6EI/[(1+a)L2] 

o 
( 4+a}El/[(1 +a)Lj 

6El/[(l+a)L2]. 

o 
(2-a)El/[(1 +a)L] 

exacta por el método de elementos finitos y contra 

experimentos en modelos a escala de muros 

elásticos[rer. 21, encontrándose diferencias entre 

los resultados de estos métodos menores del dos 

por ciento. 

Un Vn On 

-12El/[(l+a)L3j . O :6E1/[(l+~)L 2¡ Um 

O ·-ENL : . O Vm 

6El/[(l+a)L2j o' :(fo)El/[(l+a)L) Om 

12El/[(l+a)L3] O 6EI/(<t+a)L2j Un. 
O ENL :. · (); .. : ··. Vn 

6EI/[(1+a)L2j O (4+a)Elt[(i+a)LJ On 
a = 12El / (L 2aAe) .. ; .. ( 4.Zo) 

Kca-Matriz de rigidez global de la columna ancha ' 

~· 

(4.21) ..... K •• = 
Um ·vm 

grados de libertad en "• t 
columnas anchas vn 

Un Vn 

I,Ac:: 
l< 
J~·x 

Um ENL · 

Vm O 12R/(l 2L2) Simétrica 

O 6R(1+2y/l)/(AL) {4+ 12y(l+y/..l)/..l}R 

Un -EA/L O O ENL 

Vn O -12R/(..l2L~ -6R(1.f. 2y/..l)/().L) O 12R/(..l2L2) 

On O 6R(1+ Z¡1/l)l(..lL) {2+6<,.+,8)/A+ 12y,8/..l2}R O -6R(1+Z¡1/l)/(..lL) (4+ 12µ(1+,8/..l)/.l.}R 

Kva-Matriz de rigidez global de las vigas con zonas rígidas 
L. 

,...1 ---_-zona-s rígi-'d_a_s ___ __, 

,..;;:;;:;;::; ~ --~~ ... ..... ,..,--¡ ~!lile¡;¡¡,..,=¡¡-------e~,...¡¡:i¡~i 
....,..Í:.- "">"' ~ Al- 1 IS t_I vn 

R = El/..lL ..... ( 4.22) 
y +A +{1= 1 ..... (4.23) 

grados de libertad de las 
vigas con zonas rígidas 
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Para formar la matriz de rigidez de muros 

diafragma modelados como columnas anchas, se 

debe considerar que el momento de inercia y el 

módulo de elasticidad provienen exclusivamente 

de la rigidez a flexión de las columnas del marco, 

mientras que el área a cortante y el módulo de 

cortante corresponden a los del muro[ret 21, Las 

propiedades estructurales del muro diafragma así 

idealizado pueden calcularse con las siguientes 

expresiones: 

Para marcos con columnas de diferente 

sección transversal, se tiene para cada una de ellas 

I = Aooi(L '/2) 2 + i col ..... (4.24) 

En marcos con columnas de secciones 

transversales iguales 

..... (4.25) 

kn""*1to de inercia de la columna ..,.ha 

L'~ongilud •ntr• •l•• de oolumnaa 

Acol-área de cada columna del marco 

icol-mofMnto d• inercia oentroidal de la columna 

4.2.4.· PROBLEMAS RE~UELTOS 

Debe adoptarse la siguiente área a cortante 

reducida del muro 

Acr=(0.37- O. 12 !; +0.023J)(Am-!; 2Aco!) .... (4.2B) 

Acrárea d• cortante reducida 

Am'iirea de la sección transversal del muro 

Aco1-ár•a d• cada columna del marco 

Como resultado del análisis estructural con 

columnasancbas en muros diafragma, se obtienen 

momentos flexionantes y a partir de estos pueden 

obtenerse las cargas axiales en las columnas del 

marco con 

T= M/(zL? 

C = M/(zL') 

z = 1.15- 0.2!; < 1.0 

..... (4.27) 

..... (4.28) 

..... (4.29) 

T, C-<>Ngae a>dlM• de tenol6n y oompr .. 16n en 
oolumnao 

La fuerza cortante máxima que debe resistir 

cada columna y trabe será del 25% de la obtenida 

en la columna ancba[ret lOJ, Esta aproximación 

está limitada a los intervalos de!; y J indicados por 

las ecuaciones (4.13) y (4.14). 

I.- Obtener la rigidez de entrepiso empleando las fórmulas de Wilbur para el marco mostrado en la 

figura 4.9. La dimensión mayor de los elementos estructurales es paralela al plano del marco. 

Cálculo del momento de inercia y de la rigidez relativa de los elementos estructurales 



Tema IV Ingeniería Antlsísmlca 359 

N4 
25 26 

4 B 12 

COLUMNAS 
Elemento Sección [m] 
1,2,13,14 0.45 x0.70 

22 23 24 
3 7 11 l 

19 20 21 
2 6 10 1 

N3 5,6,9,10 0.5 x0.5 

5 
3y 15 0.35 x0.5 
7y 11 0:4x0.4 

N2 4 0.3 x0.4 
By 12 0.3 x0.3 

4 TRABES 

16 17 18 
Nl Nivel sécción[m] 

1 '0.3x0.'6 •,;, •.. 
1 5 9 1 

? , ; / ; ? ? / 

3 2,3, y4 ··o.25 xo:s·-· .. 
Concreto f'o = 250 [kg{cm2] 
P. Y. = 2400 [kgtm3] ' · 
Acotación en [m] 

lf) 

1- 5 -!- 4 --1- 5 -1 
Figara4.9. Marco estrucb.lral plano. 

Elemento I[m"J I/L[m3) 

ly 13 0.0128625 0.002573 

5y9 0.0052083 0.001042 

. 2y 14 0.0128625 0.00285B 

6y10 0.0052083 0.0011574 

3y 15 0.0036458 9.1145(104 ) 

7Yll 0.0021333 5.33325(104) 

4 0.0016 4(104) 

By 12 6.75(104 ) 1.6875(104 ) 

16y lB 0.0054 0.00108 

17 0.0054 0.00135 

19,21,22,24,25 0.0026042 5.2084(10"'1 

20,23y26 0.0026042 6.5105(10"'1 

El RCDF-93, en sus Normas Técnicas Complementar/as para diseño y construcción de 
estrucutras de concreto [rtl. 151, Indica estimar el m5du/o de elasticidad para concreto de 
peso normal y fe> 250[kgfcm2

] como 

E= 14()()(){fof"5 = 221359.4 [Xglcm2] = 2213594 [t/m2] 

•Indices de rotación nodal 

De la ecuación (4. 1) se tiene para cada entrepiso: 

Entrepiso 1 

p = [0.00108(2) + 0.00135]1[0.002573(2) + 0.001042(2)] = 0.485 > 0.1 
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En1Teplso2 

vigas superiores: p = {5.2084(10-4)(2) + 6.5105(10-4)}/[0.002858(2) +o. 0011574(2)} = 
= 0.211 > 0.1 . 

vigas Inferiores: p = {0.00108(2) + 0.00135}/[0.002B58(2) + 0.0011574(2)} = Ó.437 > 0.1 

Entreplso3 

360 

vigas superiores: p = [5.2084(10~(2) + 6.5105(10-4)]1{9.1145(10~(2) + 5.33325(10~(2)} = 
= a58B> 0.1 . 

vigas Inferiores: p = 0.586 > 0.1 

Entreplso4 

vigas superiores: p = (5.2084(10-4) + 6.5105(10""')/1{4(10~ + 1.6875(10-4)(2)} = 1.59 > 0.1 

vigas Inferiores: p = {5.2084(10-4)(2) + 6.5105(10-4)}/{4(10-4) + 1.6875(10-4)(2)/ = 2.295 > 0.1 

Como se cumple que en todos los entrepisos p > o. 1, el marco puede ser modelado como 
estructura de cortante y las rigideces de entrepiso pueden obtenerse aproxlmádamente con las 
fórmulas de Wllbur. 

•Rigideces de Entrepiso 

Entrepso 1 (ecuación 4.2) 

~.1=0.002573(2) + 0.001042(2) = 0.00723{m3
] 

~" = 0.00108(2) + 0.00135 = 0.00351{m3
] 

R1=106252512/{5{2768.251729 + 2310.030395}} = 4186.23 <>=4186[t/m} 

Entrepiso 2 (ecuación 4.4) 

~.2=0.002858(2) + 0.0011574(2) = 0.0080308[m3J 

~t2 = 5.2084(10"')(2) + 6.5105(10-4) = 0.00169273 {m3
} 

R2= 106252512/(4.5(2241.370723 + 2310.030395 + 5021.474187}} =2466.50<>=2467/t/m} . 

Entrepiso 3 (ecuación 4. 6) 

~.a= 9.1145(10-4)(2) + 5.33325(10~(2) = 0.00288955 [m3
] 

~ti= 5.2084(10~(2) + 6.5105(10-4) = 0.00169273 {m3
] 

R3 = 106252512/{4{5537.194373 + 5021.474187 + 4726.093352]} = 1737.883::.1734(t/m} 
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Entrepiso 4 (ecuación 4. 7) 

l:kc4 = 4(10-4) + 1.6875(10-4)(2} = 7.375(10-4) 

l:k14 = 5.2084(10-4) + B.5105(10-4) = 0.00117189 

R4= 106252512//4(21894.91525 + 7089.140028 +3413.289843}] = 825/t/m} 

361 

II.- Empleando el método del elemento a compresión, obtener la matriz de rigidez lateral y las 

rigideces de entrepiso del muro diafragma mostrado en la figura 4.10. La dimensión mayor de los 

, elementos estructurales es paralela al plano del marco. 

r--- 6 ---j 
5 

2 1::;:; ~:;:;:;¡ 4 

3 

contratrab '{? 

t 
"!" 

i 
lfl 

J 

Elemento Sección [m] 
columnas 0.35 x0.5 
trabes 0,25 X 0. 7 
Muros de mamposteáa de tabique rojo 
de 15 [cm] de espesor unidos con 
mortero cemento-arena. 
Concreto de re = 250 [kg/cm2] 
P.V. = 2400 [kg!rn3] 

acotación en [m] 

Fipra 4.10. Muro diafragma. 

El RCDF-93, en sus Normas Técnicas Complementarlas para diseño y construcción de estruc­
turas de mampostería!"'· 101, para muros de tabique rojo confinados especifica las siguientes 
propiedades 

f • m = 15 {kg/cm2J + 4 = 19 {kg/cm2} ... (a) 

r' m-<••lat•ncla a la compr•llón de fa mampoet•rfa 

Em = 600f • m = 11400 {kg/cm2
] = 114000 {t/m2

] ... (b)cargas de corta duración 

de la ecuación (4.18) Grn = 0.4Em = 0.4(114-000) = 45600 [tlm2] ... (e) 

Efemenlo a compf8Slón eqi¡Jvalente al muro # 7 

De Ja ecuación (4.15) ~ = 6/5 = 1.2 ... (d) 

el á1Sa de las columnas es 

Acol = 0.35(0.5) = 0.175 [rrfJ ... (e) 
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El RCDF-93 en sus normas técnicas com­
plementarlas para diseño y construcción de 
estructuras de concreto[ret. 151, Indica estimar e/ 
módulo de elásticidad para concreto tipo 1 como 

Ec = 14000[f'cf·5 = 221359.4 [kg/cm2
] = 

= 2213594 [t!m2
] ... (f) 

e/ área transversa/ del muro es 

Am = 0.15(6-0.5) = 0.825 [m2
] ••• (g) 

de la ecuación (4.16), (e), (g) y (d) 

A= 2213594(0.175)/{45600(0.825)] = 10.3 ... (h) 

"tj" 

r 
Ln l 

L 

8 = arctan(6/5) = 50.2° 
{J = arctan(6/4) = 56.31° 

5 G> 

_x 
;r,@ 

_j 5 

de (c) y (h) se cumple que 0.9 < 10.3 < 11 
y 0.75 < 1.2 < 2.5 

Ficar• 4.lL Marco con elementos a compre­
sión equivalentes a los muros diafragma de la 
figura4.10. 

·de la eaJaclón (4.12) Wo = (0.35 + 0.022(10.3))5 = 2.883 [m) 

dela eaJación (4.17) A= 2.883(0.15) = 0.432 {m2J 

Elemento a compresión equivalente al muro # 8 

... (/) 

... oJ 

de la eaJaclón (4.15) s = 6/4 = 1.5 ... (k) se cumple que 0.75 < 1.5 < 2.5 

dela ecuación (4.12) Wo = (035 + 0.022(10.3))4 = 2.306 [m] 

de la ecuación (4.17) A = 2.306(0. 15) = 0.348 [m2] 

... (/) 
... (m) 

por tanto para obtener la matriz de rigidez se analizará, despreciando las deformaciones axiales, 
el marco equivalente mostrado en la figura 4.11. El procedimiento de análisis es el mismo estudiado 
en el inciso 3.3 del teme ///. 

Ta•la 4.1 de propiedades de elementos estructurales 

~ a $ a f- &z $& L A 1 AE/L EIJL BJJLZ BJJL' 

# m·D [m] [mz] [m~ [t/m] (t·m] (t] [t/m] 

1 1·6 ZTO o ·1 o 1 ti 5 0175 000365 71475.79 1615.92 323.18 64.64 

2 2-1 ZTO o ·1 o 1 . o 4 0175 000365 96844,74' 2019.91 504.98 126.24 

3 4-5 ZTO o ·1 o 1 o 5 017S 000365 71415.19 1615.92 323.18 64.64 

4 3-4 ZTO o ·1 o 1 o 4 017S 000365 ~.74 2019.91 504.98 126.24 

5 2-3 o 1 o 1 o o 6 017S 000715 64563.16 'JJSJ7.87 . 439.64 . 73.27 

6 1-4 o 1 o 1 ·o o 6 017S 000715 64563.16 'JJSJ1$7 439.64 73.27 

7 1-S 320.2 07683 -064 OS9 ll410 -0.492 7.81 0432 óJQS.16 

8 2-4 326.31 08321 -0555 1692 0.308 -0.462 7.21 ().346 5470.74 
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de las ecuaciones (3.89), (3.90) y (3.91) y la tabla 4.1, se obtienen las siguientes matrices 
globales de los elementos estructurales 

UNl 81 UNl 04 

e~ 1.W.:J UN! e-~ tro•:J UN! 

kt = k3 = 
9.08 6463.68 61 9.08 6463.68 . 64 

02 03 81 04 

~·C"" n~.:J .62 

Ct" ~"'·W 
llt 

10551:48 . 

k1 = 
5275.74 63 5.74 . 10551.48 . 04 

UN2 UNl UN2. 02 . Uf(! 

~~ b=~-~ ~-:J UN2 
1514.Sa 3029.88 -1S14.88 UN2 

ki = 3<129.88 8079.64 -30'29.88 4039.82 02 

-1514.88 -3029.88 1514.88 -3029.88 . UN! 

. -3785.75 3785.75' UN! 3<129.88 4039.82 -30'29.88 8079.64 01 

UH2 02 UN! 01 
1514.88 3029.88 -1514.88 

1J 
UN2 

UNl 

ki = 3029.88 8079.64 -30'29.88 4039.82 02 

~~ -IS14.88 -3029.88 1Sl4.88 -3029.88 UN! k7 = UNl 

3029.88 4039.82 -3029.88 80'J9.64 01 

A partir de las matrices anteriores se ensambla la matriz de rigidez de la estructua Ke 

UNl UN2 61 02 03 04 

UNl 1'11J87.27 -6813.75 -1090.8 -3029.88 -3029.88 -1090.8 

UN2 -6813.75 6815.51 3029.88 3029.88 3029.88 3029.88 

Ot -1090.8 3029.88 250!)4.8 4039.82 o 5275.74 = K. 

Oz -3029.88 3029.88 4039.82 18631.12 5275.74 o 
03 -3029.88 3029.88 o 5275.74 18631.12 4039.82 

04 -1090.8 3029.88 5275.74 o 4039.82 25094.8 

Con referencia a la condensación estática expresada por la ecuación (3.97) y empleando los 
programas de calculadora de bolsillo codificados en el inciso 3.3 del tema 1/1, se obtiene: 



[Kzzl"1 = 
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27843261!-S • l097860387E·S S.286665057&6 -t0044069!7E-5 1 

097860387E-5 6.129352248E-5 -1.850269138E-5 5.286665057E-6 

286665057&6 -1.850269138E-5 6.129352248E-5 -1.097860387E-5 

004406917E-5 5.286665057E-6 -1.097860387E-5 4.372784326E-5 · 

.¡ 234423165 0.1124051918 §949636921 0.084811901]7 

(kzz] k2l = 234423165 0.1124051918 

j-790.5640909 866.17413021 

-kiz[kzzJ'
1
k21 =; ~.1741301 . -1195.088~ · 

1949636921 0.08481190187 

de donde la matriz de rigidez lateral k • es 

UN! UN2 

k
0

Jii96.70591 -5947.575~ UNl 

k7.57587 5620.4217J UN2 

de la ecuación (3.96) U = f K*J1 F -

invirtiendo la matriz de rigidez lateral se obtiene de (n) 

[üNt J = fT.998827531E-4 2.115175504&41 fFNtl 
~N2 ~15175504E-4 4.017521783~ ~N.:J 

Rigidez del entrepiso 1 

al aplicar una fuerza unitaria de 1 [ton] en el nivel 1, se calcula 

UN1 = ~e1 = 1.99883(10-4) [m} 

de la ecuación (3.98) 

ke1 = 1/1.99883(104
) = 5002.93 ~ 5003 [t/m} = 50 ft/cm} 

Rigidez del entrepiso 2 

... (n) 

... (o) 

... (p) 

aplicando una fuerza unitaria de 1 [ton} al nivel 2 se calcula con las ecuaciones (3.98), (3.99) y 
(n) 

~.2=4.017521783(10-4)-2115175504(10-4; = 1.903346(10-4) 

· k.2 = 1111.2 = 5256.67 ~ 5257 [t/m} = 5257 ft/cm} 

... (q) 

~ ... (r) 
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IIJ.- Usando el método de la columna ancha, obtener la matriz de rigidez lateral y la rigidez de 

entrepiso del sistema muro~rriaroo mostÍ:'ado eri la figura 4.12a. La dimensión mayor de los elementos 

estructurales es p~~aietá al pl~¿o del oi~rc?~ 

.·. · .... · 

-i· 
co 

~~J 
a) Sistema muro marco 

,;;~¡;~· 
,·columna 

muro. 

· Sccción[cm] 

.20x50 
• 30x50 
!5x200 

Concrc!O re= 250[kg/cm2] 

i>.v. = 2400(kg/m1. 

Acotación en [m] 

b) Modelo con columna ancha 

Figura 4.U. Sistema muro-marco modelado con columna ancha. 

De las Normas Técnicas Complementarias para diseño y construcción de estructuras de 
concretol••I. 151, el RCDF-93 Indica estimar para concreto tipo 1 las siguientes propiedades 

E= 14000{f'of-5 = 221359.4 {kg/cm2
] = 2213594 ft/m2

] 

G = 0.4E = 885438 [t/m2j 

... (a) 

... (b) 

El muro da concreto y sus propiedades estructura/es se pueden representar mediante la 
columna ancha # 2 mostrada en la figua 4.12b localizada en el centroida del muro, la trabe tiene 
una zona de rigidez infinita dentro de la zona del muro de concreto. Las propiedades del sistema 
murr:rmarco así Idealizado son 

Columna ancha: 

A= 2(0.15} = 0.3 [m2j 

dela ecuación (4.10) con k' = 1,51r.i. 191 

Ao = A/k' = A/1. 5 = 0.2 [m2j 

I = 0.15(2)3/12 = 0.1 [m4j 

L = B{mj . 

da la ecuación (4.20) a = 12El/(GAoL 2) = 0.234375 

columna normal: 

A =o.~ = o.09 fm2J 

I = 0.34 /12 = 6. 75(16'4) [m4
] 

... (c) 

... (d) 

... (eJ 

...(f) 

... (g) 

... (h) 

... (1) 
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L =B{m] 

A= 0.2(0.5) = 0.1 [m2] 

I = 0.53(0.2)/12 = 0.00208:3 [m4
] 

L = 3 [m] 

de la figura mostrada en la ecuación (4.21) 

y= o f3 = 0.3333 ). = 1 - p = 0.6667 

366 

... (}) 

... (k) 

... (/) 
... (m) 

de las ecuaciones (3.82), (4. 19), (4.21) y(4.22) se calculan las siguientes matrices globales de 
los elementos estructurales (el procedimiento fue estudiado en el Inciso 3.3 del Tema 111) 

U! VI 01 u2 \12 02 

UI ~00 o !~~ U2 ~00 o !~~ 
VI 24902.93 o = 1::1 vz 83009.n5 o = 1::2 

61 40.08 o 747.09 62 12.11 o 94918.35 

UI VI 61 U2 V2 6z 
UI 737M.47 o o -73786.47 o o 
VI o 6915.34 6915.68 o -6915.34 13830.33 

61 o 6915.68 9221.37 o -6915.68 11525.68 

ti2 -73786.47 o o 73786.47 o o = 1::3 

V2 o -6915.34 -6915.68 o 6915.34 -13830.33 

62 o 13830.33 11525.68 o -13830.33 29965.31 

a pal1ir de las ma11lces anteriores se ensambla la matriz de rigidez de Ja estructura Ke 

U! U2 v¡ V2 61 62 

Lit 73821.47 -73786.47 o o 140.08 o 
112 -73786.47 77989.5 o o o 16812.11 

v¡ o o 31818.27 -6915.34 6915.68 13830.33 

v2 o o -6915.34 89925.12 -6915.68 -13830.33 = ke 
61 140.08 o 6915.68 -6915.68 9968.46 11525.68 

62 o 16812.11 13830.33 -13830.33 11525.68 124883.66 
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efectuando la condensación estática indicada en la ecuación (3.97) se tiene 

[K22r1 = 

[3T4'600732E-S 8.00!>728 .. tE-7 -W3217408E·S -1.918581887&6 I 
j 8.009728941E-7 1.180648145E-5 6.969651104E-6 5.755744737E-7 

1 ~~v;~2174-08E-5 6.969651103E-6 1.314261854E-4 -8.784775752E-6 . 

~8581887E-6 5. 755744736E-7 -8. 784775752&6 9.094428524&6 

367 

-1 r-2578898021 20.688501531 
-ki2[k22J k2! = ~.68850152 -2570.5133~ 

de donde la matriz de rigidez lateral K* es 

u2 Ut 

f818.8911 

k.k65.7815 

-73765 .. 78~ Ul 

75418.9866..z.J u2 

de la ecuación (3.96) 

U= [ k*}"1F 

Invirtiendo la matriz de rigidez se obtiene de (n) 

ru1 J = f5.987751266E-4 

~2 ~6498093E-4 
5.856498093&41 fF1J 
5.860714631~ !_!2 

... (n) 

aplicando una fuerza unltsria de 1 [ton¡ al nodo 1 se obtiene el máximo desplazamiento lateral 

&.1 =5.987751266(10-4) ... (o) 

y de la ecuación (3.98} 

ke1=1/5.98n51266(10-4) = 1670.1 [tfmj = 16.7 ft/cm] ... (p) 

IV.- Empleando el método de la columna ancha, obtener la matriz de rigidez lateral y las rigideces 

de entrepiso del sistema muro-marco de concreto reforzado mostrado en la figura 4.13a. La dimensión 

mayor de los elementos estructurales es paralela al plano del marco, siendo las columnas de sección 

transversal de 40x40 [cm] y las trabes de 25 x 70 [cm]. 
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espesor 
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2. ~ caracteristicaa del concreto: 
: . 1 l'c = 250 [kg/om"J 

6 

P.V. = 2400 (kg/m3J .. , .. 
@·,.------6--..,,.,.,7.1 

~ 2 y i acotación en [mi Q)t-l._, __ ~5~-_,77771 

'° 1 .columna 
ancha _j ,_J@ 

1*:777:"77'.0n~7.Y,;;77, . .% 

a) Sistema muro-marco b) Modelo con columnas anchas 

Fieura 4.13. Sistema muro-marco modelado con columnas anchas. 
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_J 

El RCDF-93 en sus Normas Técnicas Complementarias para diseño y construcción de estruc­
turas de concreto[rer. 151, especifica las siguientes propiedades para concreto clase 1 

E= 14000{f'cf5 = 221359.4 [kg/cm2
] = 2213594 [t/m2

] 

G = 0.4E = 885438 [tlm] 

... (a) 

... (b) 

Las propiedades estructurales del muro de concreto se pueden representar mediante colum­
nas anchas y trabes con zonas de rigidez infinita, modelando el sistema muro-maroo original 
mediante la estructura fflticu/ar mostrada en la figura 4. 13b. 

para la columna ancha # 3, de la ecuación 4.20: 

a 3 = (12)(2213594)(0. 1953)/[(885438)(0.25)(20.25)] = 0.651 ... (c) 

similarmente para la columna ancha # 4: 

a 4 = (12)(2213594)(0.1953)/((885438)(0.25)(20.25)} = 1.1573 ... (d) 

para las trabes con zona rígida yen base a la figura mostrada en/a ecuación (4.21) se tiene 

L = 7.25[m] ... (e) 

y=O ... (f) 

P=0.1724 ... (g) 

.l = 0.8276 ... (h) 
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Las propiedades de los elementos asi idealizados se tabulan en la tabla 4.2 
Tabla 4.2 de propiedades de elementos estructurales 

~ a $ 
i--~ 

& s2 &2 $& L A 1 AE/L El/L EJ/L2 EJIL' 

# m·n [m] [m2] [m'J [t/m] [t·m] (t] [t/m] 

1 6-1 90 o 1 o 1 o 6 0.16 0.00213 59029 785.83 130.97 21.83 

2 1·2 90 o 1 o 1 o 4.5 0.16 0.00213 7f!I06 1047.n 23284 51.74 

3 S..4 90 o 1 o 1 o 6 0.375 0.1953 138349.6 ~25 12008.75 2001.46 

4 4-3 90 o 1 o 1 o 4.5 0.375 0.1953 184466.2 96070 21348.88 4744.2 

5 H o 1 o 1 o o 7.25 0.175 0.00715 53431.6 2183 

6 Z.3 o 1 o 1 o o 7.25 0.175 0.00715 53431.6 2183 

delas ecuaciones {3.82), (4.19), (4.21) y(4.22) se calculan las siguientes matrices globales de 
los elementos estructurales (el procedimiento fue estudiado en el Inciso 3.3 del Tema 111) 

Columnas 1 y 2 

U! VI Ot 

Ul ~% o 

""~ V¡ 59029 o = kl 

81 85.82 o 3143.32 

Ut Vt 81 U2 V2 82 

Ul 620.88 o -1397.04 -620.88 o -1397.04 

V¡ o 78706 o o -78706 o 
8t -1397.04 o 4191.08 1397.04 o 2095.54 

U2 -620.88 o 1397:04 620.88 o 1397.04 = kz 

V2 o -78706 o o 78706 o 
82 -1397.04 o 2095.54 1397.04 o 4191.08 

Columnas anchas 3 y 4 

U4 V4 84 

U4 e~,. o _,J 
V4 138349.6 11 ... = k3 

84 3641.73 o 202977.7 
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U4 V4 04 U3 V3 03 

U4 26389.66 o -59376.67 -26389.66 o -59376.67 

V4 o : .184466.2 o o -184466.2 o .. 
114 :59376.67 o 229667.55 59376.67 o 37527.55. =k4 

. '.·:: ,·," :-.: . ~ 

U3 :26389.66 o 59376.67 26389.66 o 59376:67. 

V3 o -184466.2 o o 184466.2 

113'. ·~59376.67 o 37527.55 59376.67 o 

Vigas oon zonas rígidas 

u¡. Vl 01 U4 V4 
.. 

iJ4U 

u¡ 53431.6 o o -53431.6 o o 
VI o 879.22• 2637.7 o ~879.22 3736.64 

' 
11¡ o 2637.7 10551< .. ; o -2637.7 =ks 

·o<' \<:; 53431.Ó 
: ··o U4 -53431.6 o 

V4 o ·.·o 879.2f .. 

114 o 'o' .:' -3736.6~(.' 1Ss18.28 
. ~ ~ . \'::~·:. '.\;); . ;.-.,·:,.. 

112 82 .U3 V3 ·:93:·.: ... 

U2 53431.6. o o -53431.6 o ··o. 
v2 o' 879.22 2637.7 o -879.22 . 3736.64' 

Oi o 2637.7 10551 o -2637.7 857236 =~6 

U3 -53431.6 o o 53431.6 o o 
V3 o -879.22 -2637.7 o 879.22 -3736.64 

113 o 3736.64 857236 o -3736.64 18518.28 

a partir de las msJrfces arteriores se ensambla la slguierte fT8triz de rigidez de la estructura Ke 

ul u2 u3 u4 vi v2 v3 v4 111 112 
ul 54314.44 .{i2().88 o -53431.6 o o o o ~1.22 -139?.04 

u2 .&!1.88 S40S2.48 -53431.6 o o o o o 1397.04 13!17.04 

u3 o -53431.6 '19621.26 -:26!89.66 o o o o o o 
u4 -53431.6 o -16389.66 94368.52 o o o o o o 
vl o o o o 138614.22 -78706 o -819.22 11>37.7 o 
v2 o o o o -78706 79585.22 -819.22 o o '1537.7 

v3 o o o o o .$19.22 . 18S34S.42 -184466.2 o -11>37.7 
v4 o o o o .$19.22 o -184466.2 323695 -"Jfi37.7 o 
61 ~1.22 1397.04 o o "lfi37.7 o o -21J37.7 17885.4 209S.S4 
82 -1397.04 1397.04 o o o "lfi37.7 -21J37.7 o . 209S.S4 . 14742.08 
03 o o m16.ól -S9376.67 o 3736.64 -3736.64 o o '.' 8572.36 

84 o o ·m16.01 -15734.94 3736.64 o o -3736.64 l!Sil.36 o 
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ul o 
u2 o 
u3 5'il316.67 

;· -. 

u4 -5'il37ó.67. 

vi· o 
v2 3736.64. 

v3 ,3736.64'. 

v4 o 
81 ?· \; 
82 8572.36: 

83 2A8185.83. 

84 37527.55' 

·-·:.· ·. 
1.5338313788-7 

2áás1365E-7 . :. -· 
1.2.556164198-5 

7.16262.34568-6 

7. 7912671048-7 

2.0326463828-6 

1.1040500248-7 

3.4062962968-8 

!kz1.r11i::z1 = 
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84 efectuando la condensación estática In­
dicada en la ecuación (3.97) se tiene 

o 
5'il376.67 

-15734.94 
l.66'n.26233E-5 1.6581333758-5 

3736.64 '. l.658133375E-5 29135748088-5 
:o 

1.533831378E-7 2178513658-7 

·º 
-3736.64 1Kzir1 = 

l.14S867382E-7 1.5338282888-7 

-210! 708097E-6 -1.8263195658-6 
8572.36 

-2555571867E-6 -4. 7640098088-6 
"o 

37527.55 
-l.462079331E· 7 -25876150368-7 

-8.S03934033E-8 -7.9835319348-8 
451163.53 

1.14SS67382E-7 -2.101708097E-6 -2.555571867E-6 -t.46Z079331E-7 -8.5al934033E-8 

1.5338282888-7 -l.81J;31~565E-6 -4.76400!)808E-6 -2.5876150368-7 -7.983531934E-8 

7.16162.34568-6 7.791267104E-7 2.032646382.E-6 1.1040S0024E-7 3.4Q6296296E-8 

7.1791765438-6 8967264464E-7 Ul903744838-6 ti2l81888588-8 3.6283357138-8 

89672644648-7 5.782938433E-5 -8.036265611 E-6 4.8529598778-7 -l.11432.3669E-6 

1.0903744838-6 -8.036265611 E-6 7.1603927348-5 -2 4290824268-6 3.8493994198-7 

ti238188857E-8 4.8S2959811E-7 -2.4290824268-6 4.17ZJ07368E-6 -3.5454368458-7 

3.6283357138-8 -l.114323669E-6 3.S<m99419E-7 -3.5454368458-7 2.268159571 E-6 

0.004854842144 -0.006506406401 -0.01373069304 . 0.01001942911 

0.007771795306 -0.009206953746 -0.02010475182 0.01662060036 

-0.003315967251 0.003928299185 0.008578026703 -0.00709146007 

-0.002071393906 0.002776059482 0.005858413735 -0.00427494526 

-0.02411949178 0.06956297857 -0.03734956905 -0.01128144364 

-0.09512162438 0.08880656614 -0.1213743737 0.1381738187 

0.003096902699 -0.002715547406 0.2266860944 -0.2421589941 

1.4332041658-4 -0.001018978242 0.113624139 -o.01463m141 

-147.6310299 166.5846089 -192.3936587 1~~¡ 
-lrtz[k22f1k:zl = 

166.5846089 -221.2485887 221.743697 -177.2737237 

-192.3936587 221.743697 -20206.48843 15247. 73443 

186.1389077 -177.2737237 15247. 73443 -14608.91851 
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de donde la matriz de rigidez lateral K• es 

54166.80897 -454.2953911 -1923936587 -5324'.461091 
kº = 

-454.2953911 53831.23141 -53209.8563 -177.2737237 . 

-1923936587 -53209.8563 59614.77157 . -11141.92557 . 

-53245.46109 -177.2737237 ·11141.92557 79759.60149 

de la ecuación (3.96) 

... (i) 

susffluyendo la inversa de la matriz de rigidez en (1) 

U! U2 UJ U4 

lu~~t~t-·4 
2.4307735368-4 2.4406590948-4 

,~~'TI Uz 2.4307735368-4 5.6581087858-4 5.507483238-4 2.4046592068-4 

UJ 2.4406590948-4 5.507483238-4 5.5429120438-4 2.4158729578-4 

U4 1.4223853618·4 2. 404659'2068-4 2.415872957E-4 1.417751867E-4 

aplicando una fuerza unitaria de 1 (ton] al noc:J.o 1 se obtiene el máxlm0 é:Jesplazamlento lateral 

lie1=1.811881998(10"") ... (/) 
yde la ecuación (3.98) 

ke1 = 1/ii.1 = 8204 {t/m/ = 82.04 {t/cmj ... (k) 

aplicando una fuerza unitaria de 1 [ton] al nodo 2 se obtiene el desplazamiento máximo según 
la ecuación (3.99) 

~2 =nodo 2- nodo 1 = 5.858108785(10"")-2.4307735a8(10-4) = 3.227335249(104 ) ... (1) 

y de la ecuación (3.98) 

ke2 = 1 / t..2 = 3098. 5 "" 3099 [tlmj = 31 [t/cm} ..• (m) 

4.2.5.· PROBLEMAS PROPUESTOS. 

I.- Empleando las fórmulas de Wilbur obtener la rigidez de entrepiso del marco plano mostrado en 

la figura 4.14. La dimensión menor de las columnas y la dimensión mayor de las trabes es paralela al plano 

del marco. 
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Figura 4,14. Marco estructural plano, 

COLUMNAS 
Elemento Sección [cm) 

l,2,20,21,23,24 30 X 50 
S,6, 10,11, 15, 16 50 X 80 
3,4,22 30x40 
7,8,12,13,17,18 40x70 
9,14,19 30x60 

TRABES 
Nivel Sección [cm) 
ly2 .30x70 
3,4,5 30x55 
Concreto f' e = 200[kglcm2

] 
P.V. = 2440 [k.g/mj 
acotación en [m] 

Solución: Ke1 = 34.28 [t/om], ke2 = 51.59 [tlom], kea = 2B.85 [t/om], ke4 = 20.25 {t/om], 
kes = 6.85 [t/cm]. 

II.- Empleando el método del elemento a compresión obtener las rigideces de entrepiso del sistema 

muro-mal.'co motnldo en I~ figura 4.15. G dimensión mayor de las trabes y la dimensión men~; de las . · 

columnas so~ paraÍelas al piand ¿~l ~~reo. 

muro 
diafragm a 

T2 

contrata ra'--

~ 
1 

1 
1 T2 

Cf 
1 TI 

N3 

TI 
N2 

TI NI 

marco 

~ 

L-6 10~ zapata corrida 

Flpra 4.15. Sistema muro-marco con muros diafragma 

Elemento 
trabe TI 
trabeT2 
columna eje A 
columna ejes B 

Sección [cm] 
30x100 
25x50 
35 x50 

ye SOxSO 
muros de mampostería de 
tabicón de concreto de 15 [cm] 
de espesor unidos con morte­
ro cemento-arena y con 
t'"m = 24[kg/cm2], 

Em = SOOf"m (muros confi­
nados) 
concreto de f' e = 250 [kg/cm2] 
acotaciones en [m] 

Solución: Usando 3 G.L. par nodo se tiene ke1 = 78.8 {t/omj, ke2 = 79 {t/om], ke3 = 35.5 {t/cm]. 

111.- Usando el método de la columna ancha obtener la rigidez de entrepiso del muro diafragma del 

problema 11 del inciso 4.24, figura 4.10. 

Solución: k.1 = 48. 18 {t/cm], ke2 = 50.87 {t/cm] 
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IV.- Mediante el método de la columna ancha obtener las rigideces de entrepiso del sistema 

muro-marco mostrado en la figura 4.16. La dimensión mayor de los elementos estructurales es paralela 

al plano del marco. 

T3 

T2 

-, 
l() 

~ 
-- - I': , -ir 

Elemento Sección [cm] 
trabe T1 30 x 70 
trabe T2 25 X 60 
trabe T3 25 X 50 
columnas 30 x 60 
Concreto f'c = 200 (kglcm2) 
P.V. = 2400 [kg/cm2] 
Acotación en [m] 

-'•- ::.~_-_·¡ __ :.~:~C:-~lUMnO.~~~:·~ 
.m'l??.7?77. P o.2 ; ~ -:r 

. ·-- - 3.0 - - 1 

Sección transversal del muro de concreto 

Fipra 4.16. Sistema estructural muro-marco. 

Solución: k.1 = 123.9 [t/cm], ke2 = 69.27 [t/cm], ke3 = 34.22 [t/cm]. 
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4.3.- METODOS DE ANALISIS 
SIS MICO. 

En el análisis estructural se calculan los 

valores de las respuestas estructurales, es decir, se 

cuantifican los efectos que las acciones o fuerzas 

externas producen en las estructuras. 

Dichas respuestas están constituidas por los 

elementos mecánicos, flechas y defonnaciones 

que sufren los elementos estructurales. 

El análisis sísmico constituye una parte in­

tegral del análisis estructural, pues cuantifica las 

respuestas de la estructura producidas por el 

movimiento del suelo de cimentación causado por 

los sismos. 

En la actualidad el análisis estructural y por 

ende el análisis sísmico de las estructuras ba ex­

perimentado un sorprendente refinamiento, 

debido principalmente al desarrollo tecnológico 

de las computadoras tanto en la ingeniería de 

circuitos eléctricos (hardware) como en la 

ingeniería de programación (software), así como 

a la implementación de los métodos numéricos 

iterativos, y métodos matriciales existentes para el 

análisis dinámico estructural, que tienen la par· 

ticularidad de adaptarse perfectamente a la 

manera natural de efectuar los cálculos por una 

computadora. 

Haciendo uso de estas herramientas puede 

analizarse cualquier tipo de estructura, por más 

compleja que sea, efectuando en poco tiempo el 

enorme número de operaciones numéricas im­

plicadas. 

El método más poderoso y versátil para for­

mular y resolver las ecuaciones de equilibrio de 

las estructuras, es el método de las rigideces o de 

los desplazamientos, que es usado para analizar 

los elementos rectos de estructuras reticulares 

(marcos), y el método de los elementos finitos en 

su formulación de los desplazamientos, para el 

caso de análisis de elementos sólidos bidimen­

sionales (muros, losas, cascarones, etc.). 

La elección de un modelo analítico que re· 

presente fielmente el sistema estructural en es­

tudio es el paso más importante del análisis 

estructural y del análisis sísmico, ya que por muy 

preciso que sea el método de análisis sísmico 

usado, los resultados obtenidos serán repre­

sentativos de la respuesta real, solo en la medida 

en que el modelo analizado represente fielmente 

las propiedades de la estructura. 

El modelo de análisis que se elija debe estar 

integrado por los siguientes conceptos[reC 21: 

a) Geomerria o Topolo¡ja.· Se representa la 

topología o arreglo geométrico representativo de 

la fonna de la estructura compuesto por elemen­

tos estructurales tales como trabes, columnas, 

muros, cascarones, etc., y definiendo sus 

propiedades geométricas equivalentes como son 

momento de inercia, área axial, área a cortante, 
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etc., en base a los tipos de materiales usados en su 

construcción. 

b) Condiciones de continuidad en las 

fronteras.· Debe identificarse la forma de apoyo 

de la estructura sobre la cimentación (em­

potramiento, a·rticulación, apoyo deslizante, etc.), 

y la interacción entre ésta y el suelo, así como el 

tipo de conexión existente entre los diversos 

elementos estructurales (nodos rígidos, ar­

ticulaciones, apoyos deslizantes, etc.). 

c) Comportamiento de los materiales esnuc­

turales.· Usualmente se hace la suposición de 

comportamiento lineal de los materiales estruc­

turales; pero con las limitaciones establecidas por 

los reglamentos de construcción y sus normas 

·técnicas complementarias. 

d) Representación de las acciones o fuerzas 

actuantes.· Generalmente las fuerzas actuantes 

sobre las estructuras se agrupan en tres clases: 

cargas muertas, cargas vivas y cargas accidentales; 

las cargas muertas pueden cuantificarse coa gran 

precisión de acuerdo al material a utilizar y las 

dimensiones de los elementos estructurales, 

mientras que los valores mínimos y com­

binaciones de los otros tipos de cargas son 

especificadas ea los reglamentos de construcción 

y sus normas técnicas complementarias. Las ac­

ciones actuantes se representan por conjuntos de 

cargas o de deformaciones impuestas. 

Tomando en cuenta las condiciones descritas, 

los modelos de análisis estructural más comunes 

se pueden clasificar ea los siguientes[rel 141: 

Modelo con sistemas de marcos tridimen­

sionales.- Es un modelo de análisis integrado ex­

clusivamente por elementos rectos como vigas, 

columnas, etc. y se muestra ea la figura 4.17. 

Ficura 4.17. Modelo de análisis focmado coa 
sistemas de marcos tridimensionales. 

Modelo con sistemas de tTUJros tridimen­

sionales.-Es un modelo de análisis compuesto por 

muros, placas planas y cascarones, se ilustra en la 

figura 4.1& 

z 

l:: 
muros con 
ventanas 

Fl1•r. 4.18. Modelo de análisis formado con 
sistemas de muros tridimensionales. 
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Modelo· con sistemas de niuro·marcos 

tridimensionales:- Como se observa en. la. figura .. 

4.19 este modelo de análi~ii és ·~ná coinbirÍación ', .. 
e•,..';.!; . 

de los dos casos'anterlorés::Es r~presentaíivo de 

la mayoría de 1~~·~11Üii~i~;.¡;~ é~;tentes: 
e ,· • -:>.;,)\::~ :;.·,_.7·:~'Y.'~>.'"'·-. 

. ·. ·muro de 
Jyrigidez 

Fipra 4.l!J. Modelo de análisis formado por 
sistemas muro-marco tridimensionales. 

Modelo.con sistemas de marcas planos.- Es 

una caso particular de los marcos tridimen­

sionales y se obtiene mediante el ensamble de 

elementos rectos contenidos en. un plano, se ob-. 

serva en la figura 4.14 del inciso 4.2.5. 

Modelo con sistemas de nwros planas.· Este 

modelo es un caso particular de los muros 

tridimensionales y solo considera muros con­

tenidos en un plano, se ilustra en la figura 4.10 del 

inciso 4.2.4. 

Modelo con sistemas de muro:marcas planos.­

Este modelo de análisis es una combinación de 

marcos planos y muros planos, se ilustra en la 

figura 4.15 del inciso 4.2.5. 

Modelo con sistemas simplemente acoplados 

o dé resanes (estructuras de cortante).· Este 

módélo sirve para simplificar aún más e.1 análisis· 

estructural de marcos planos y de muró-marcos 

planos ante fuerzas laterales utilizando el co~cep' 

to estudiado de rigidez de entrepisÓ. · 

Los elementos estructurales de los modelos 

analíticos anteriores están unidos por los sisteinas 

de piso que se utilizarán en la construcción de la 

estrilctura. Los sistemas de piso se representan 

por medio de diafragmas horizontales que 

pueden ser de dos tipos: 

Diafragmas rigidos.· Representan sistemas de 

piso que experimentan deformacione~ en su plano 

que pueden considerarse nulas, por lo que Jos 

nodos de unión con las columnas y vigas que lo 

soportan tendrán todos desplazamientos horizon­

tales relativos despreciables. Con referencia a la 

figura 4.20, este tipo de diafragma tiene solo tres 

grados de libertad: dos lineales y un angular. 

diafragmas 
rígidos Grados de libertad: 

8.-toralón 
x,y-deeplazamlen· 
toe hori21>ntalea 

Fieara 4.20. Grados de libertad dinámicos de 
un diafragma rígido (adaptado de la ref. 7). 
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Diafragmas flexibles.- Representan sistemas 

de piso cuyas columnas de soporte sufren 

desplazamientos horizontales relativos. Este tipo 

de diafragma tiene seis grados de libertad por 

cada nodo contenido en su plano: tres lineales y 

tres angulares. 

Ejemplos de diafragmas rígidos los cons­

tituyen las losas macizas perimetrálmente 

apoyadas en tableros poco alargados o cuadrados, 

losas reticulares o encasetonadas, losas planas 

macizas con espesor mayor de 20 [cm J y áreas 

tributarias poco alargadas, etc., mientras que 

ejemplos de diafragmas flexibles los constituyen 

las losas macizas perimetralmente apoyadas for­

mando tableros muy alargados, losas precoladas 

libremente apoyadas, losas planas con áreas gran­

des y poco espesor, etc. 

Existen algunas construcciones que se 

modelan fácilmente para su análisis estructural, 

porque prácticamente toda la construcción está 

constituida por la estrUctura misma, como es el 

caso de puentes peatonales o carreteros; pero casi 

siempre la mayoría de las construcciones re­

quieren plantear modelos más refinados y com­

plejos sobre todo cuando se debe reproducir el 

comportamiento dinámico de las estrUcturas. En 

este caso se encuentran la gran mayoría de las 

edificaciones, en las cuales se debe diferenciar 

claramente los elementos no estructurales de los 

elementos estructurales. 

Todo elemento que interfiere· con la 

deformación de una estructurá bajo la influencia 

de una carga y toma por consiguiente esfuerzos, 

influye en la respuesta y deberla considerarse 

como estructural. 

Si la rigidez de dichos elementos es muy 

pequeña en comparación con la de los elementos 

estructurales principales, es usual despreciar su 

influencia e ignorar por tanto elementos tales 

como plafones, canceles, muros divisorios, 

ventanería, etc. Otros componentes cuya 

contribución a la respuesta estructural usual­

mente se desprecia son los pretiles de concreto o 

mampostería de las facbadas, el firme de mortero 

de los pisos, las losas inclinadas de escaleras, etc., 

esto es así debido a que se construyen sin control 

de calidad estructural(ret 7J, 

En el caso común de pretiles, muros 

divisorios y muros de relleno no estructurales, 

para que no interfieran en las deformaciones de 

la estructura se deben desligar al proveer bol guras 

entre ellos y los elementos estructurales, ya que de 

no cumplirse esto se tendrá que tomar en cuenta 

su influencia en el modelo de análisis al considerar 

columnas cortas y muros de rigidez, respectiva­

mente. 

En el análisis estructural es común la práctica 

de no considerar las losas del sistema de piso en 

el modelo analítico como parte de los elementos 

estructurales y solo tomar su influencia como 

diafragma rígido o flexible, lo cual es conservador, 
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sin embargo es recomendable para obtener una 

modelación más refinada que las vigas del modelo 

analítico tengan propiedades equivalentes que 

tomen en cuenta la contribución de la losa a la 

rigidez a flexión del sistema de piso. 

Los criterios para modelar vigas equivalentes 

del sistema de piso varían notablemente de un 

reglamento de diseño a otro, por ejemplo el 

RCDF-93[re[ 31 y sus Normas Técnicas para 

diseño y construcción de estructuras de con­

creto[re[ 151, recomienda tomar una porción de la 

losa como patín de una viga T equivalente, y el 

código ACI[ref. !6] recomienda usar una viga 

equivalente más compleja. En particular al repre­

sentar mediante un modelo de análisis a una 

estructura con sistema de piso a base de losas 

planas reticulares o de losas planas macizas, es 

decir un sistema de piso sin trabes, ambos 

reglamentos emplean el criterio denominado 

estndurae••lvalenle, con el cual representan la 

contribución a la rigidez del sistema de piso 

mediante vigas equivalentes para así poder 

analizarlo como un sistema de marcos. Este 

método es tema integral de los cursos de Estruc­

turas de Concreto (ver por ejemplo la referencia 

[17]). 

Los modelos de análisis 'tridimensional 

·descritos anteriormente son excesivamente com­

plejos y su solución involucra necesariamente el 

uso de programas de cómputo como los de las 

referencias [12] y [13]. Si el arreglo de los elemen-

tos principales de la estructura y la distribución de 

cargas no son muy irregulares las estructuras 

pueden descomponerse en sistemas bidimen­

sionales o planos y analizarlos en forma inde­

pendiente mediante modelos de marcos, muros o 

muro-marcos planos, que para estructuras comu­

nes se deben resolver también con el uso de 

programas de cómputo debido al enorme número 

de cálculos que es necesario efectuar para su 

solución. AJ idealizar una estructura real con 

modelos estructurales planos independientes se 

pierden los efectos de interacción entre ellos 

debidos a la rigidez torsional de los elementos 
".!' · .. ' 

estructurales, que pueden ser significativos si las 

rigideces de los marcos son muy diferentes[ re[ 7J, 

Antes de la aparición comercial de las com­

putadoras y de los programas de cómputo el 

modelo analítico de rigideces de entrepiso o de 

resortes, que es el modelo más simple de los antes 

citados, era el de uso más común para facilitar el 

análisis de marcos planos ante fuerzas dinámicas, 

por lo que muchos de los conceptos usados en él 

siguen siendo utilizados por el RCDF-93[re[ 31. En 

la actualidad este modelo está cayendo en 

desusJref. 141 debido a la proliferación de los 

programas de cómputo con los que puede efec­

tuarse en horas y con mayor precisión el trabajo 

analítico que antes se hacia en meses, es sin em­

bargo útil para resolver problemas cuando solo se 

cuenta con calculadora, lápiz y papel. 
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Por supuesto que a medida en que la repre­

sentación de una construcción se bace más 

elemental mediante un modelo de análisis estruc­

tural más simple, la pérdida de precisión de los 

resultados obtenidos es lógicamente mayor. 

En relación a las condiciones de continuidad 

en las estructuras, es usual modelar Jos apoyos en 

la cimentación con una de las condiciones ex­

tremas: empotramiento o articulación. En Ja 

realidad las condiciones de apoyo serán inter­

medias y en modelos analíticos sofisticados se 

suelen representar por medio de resortes que 

representan las propiedades de rigidez de la 

cimentación y del suelo de cimentación, concepto 

que se denomina interacción suelo-cimentación-

. estructura[rel ~. no obstante este tipo de análisis 

sólo se justifica en el diseño de estructuras muy 

importantes o cuando se producen desplazamien­

tos importantes del suelo que pueden modificar 

las solicitaciones. La variación con respecto al 

tiempo y las incertidumbres de las propiedades 

del suelo, bacen que cambien de manera poco 

predecible las características de los resortes, y 

justifican considerar las condiciones extremas 

como más representativas. 

Ea cuanto a las condiciones de continuidad 

en las conexiones de los element6s estructurales, 

las suposiciones que se bagan ea el modelo 

analítico deben corresponder con el tipo que se 

especifique en los planos de construcción. 

Los sismos intensos que en base a estudios 

probabilísticos se espera se presenten durante Ja 

vida útil de las construcciones reciben el nombre 

de sismos de diseño. Existen diVersos métodos 

para cuantificar las fuerzas que los sismos 

producen en las estructuras, los métodos que con­

sidera el RCDF-93[ret 31, pueden agruparse en 

dos tipos: 1) Losdinámicosy2) Los estáticos. 

1) En los métodos de análisis sísmico de tipo 

dinámico se calculan las respuestas máximas 

dinámicas de las estructuras tratadas como sis­

temas oscilatorios. Se aceptan como métodos de 

análisis dinámicos: 

a) Los Métodos Dinámicos por Pasos de 

Respuestas ante Sismos Específicos 

b) El Método Dinámico Modal Espectral 

2) En los métodos de análisis sísmico de tipo 

estático se aplica a la estructura un sistema de 

cargas laterales equivalentes a las fuerzas 

máximas inducidas por la eircitación dinámica. Se 

consideran como métodos de análisis estáticos: 

a) El Método Estático de Análisis 

b) El Método Simplificado de Análisis 

Más adelante se tratará en detalle la 

aplicación de cada uno de estos métodos para la 

obtención de las respuestas estructurales. 
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La gran mayoría de los análisis estructurales 

que se efectúan se hacen bajo Ja hipótesis de un 

comportamiento lineal de las estructuras. En el 

caso del diseño sismorresistente Jos sismos inten­

sos obligan a las estructuras a incursionar en 

etapas inelásticas, este comportamiento es 

tomado en cuenta introduciendo Jos diversos fac­

tores que se mencionan en incisos posteriores. 

Cuando el análisis sísmico se efectúa sin 

recurrir a acelerogramas de sismos específicos, 

Jos reglamentos de construcción estipulan el nivel 

de la acción sísmica de diseño generalmente 

recurriendo al uso de espectros de diseño. 

4.3.1.· ESPECTROS 
RESPUESTA. 

DE 

Para un acelerograma dado aplicado a un 

sistema simple de 1 G.L., con un período de 

oscilación y un porcentaje de amortiguamiento 

determinados, es posible obtener el valor de la 

respuesta máxima, ya sea de desplazamientos, 

velocidad o aceleración, aplicando para ello los 

métodos presentados en 3.2.3. y 3.2.4. del tema III. 

Si este proceso se repite haciendo variar primero 

el período de oscilación deade cero basta un valor 

alto comparado con los periodos de las estruc­

turas comunes, y después variando el porcentaje 

de amortiguamiento, se obtienen valores que al 

ser graficados para un mismo amortiguamiento 

constituyen Jos espectros de ~spaeslas para el 

sismo con el acelerograma especificado. 

El proceso descrito se ejemplificó en el 

problema resuelto V del inciso 3.2.3.1. del tema 

IlJ, para un caso teórico muy simple que sin em­

bargo sirve para ilustrar el procedimiento. 

Los espectros de respuesta de temblores 

específicos como el mostrado en la figura 4.21, se 

elaboran tomando como abcisas los períodos del 

sistema y como ordenadas las respuestas 

máximas. 

De el estudio de diversos espectros de 

respuesta se ha observado que, en general, un 

sismo de magnitud mediana registrado cerca de 

su epicentro, tiene períodos dominantes muy cor­

tos y producirá mayores efectos en estructuras 

con período de oscilación fundamental corto, es 

decir, estructuras muy rígidasl••l 7J. Un sismo de 

magnitud grande a distancias intermedias tiene 

períodos dominantes en un amplio rango y por Jo 

tanto afectará mayoritariamente a las estructuras 

relativamente rígidas tanto como a las flexibles. 

Un sismo a gran distancia en terreno blando 

tendrá mayores efectos en estructuras altas y 

flexibles. 

Los espectros de respuestas correspondien­

tes a sistemas con comportamiento lineal presen­

tan las siguientes características[rel 11: 
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1.- El espectro para amortiguamiento nulo 

muestra numerosas oscilaciones co.n máximos i­

rregulares agudos. . · 
.. ; e···. 

2.~ Las 6scÍJa'ci6ri~~\¡j¡~~inuyen al aumentar .. ·-. . ~ "• . 

el ámortigu;~i~~t~ :'.;· : ·• ·. 

3.- Para a~~rti!ltJ3:nie~ios comprendidos 

entre O.OS y 0.'1 df 1 c~íi.iéo, fas máximas respuestas 

de desplazamiento, velocidad y aceleración son 1, 

1.5 y 2·veces las correspondientes al terreno, 

respectivamente. 

Los espectros de respuestas de sistemas con 

comportamiento inelástico o no lineal pueden ob­

tenerse con buena aproximación a partir de los 

correspondientes a un sistema elástico del mismo 

período y porcentaje de amortiguamiento 

críticof ~E 11. 

Las estructuras no se deben diseñar para 

resistir un solo sismo, sino un conjunto de sismos 

de diseño que tienen cierta probabilidad de afec­

tarlas durante su vida útil. En el diseño sismo­

rresistente se diseñan contra las ordenadas de una 

curva probabilística de espectros de respuesta 

que corresponden a diferentes temblores con 

períodos de recurrencia determinados por el ries­

go sísmico de la región en que s~ désplantará la 

construcción. 

4.3.2.· ESPECTROS DE DISEÑO. 

ESPECTRO DE DISEÑO.- Es una gráfica 

probabilística basada en los espectros de respues-

ta de sismos que se espera ocurran durante la vida 

útil de las estructuras en una región específica. 

Existen reglas empíricas para construir 

espectros de diseño, consistentes en multiplicar Ja 

aceleración, velocidad y desplazamiento máximos 

del te:.-reno por constantes que dependen del 

grado de amortiguamiento del sistema en estudio. 

estas constantes se ban obtenido del análisis de un 

gran número de espectros de respuesta de sismos 

reales[ re( 7J, La mayoría de los códigos y normas 

de diseño especifican espectros de diseño basados 

en considerar un porcentaje de amortiguamiento 

crítico promedio de las estructuras del 5%, que 

resulta de considerar fricciones internas en el 

material estructural y fricción entre Ja estructura 

y los elementos no estructurales. 

Las reglas originales usadas para la 

construcción de espectros de diseño son debidas 

a Newmark1r•t 7J, y fueron modificadas para con­

siderar los efectos del tipo de suelo en el que se 

desplantan las estructuras. De acuerdo a esto, el 

espectro de diseño considerando amortiguamien­

to del 5% del crítico puede construirse con la 

siguiente ecuación 

S/>/g = 0.016V,.Str\213l < 2.5 Atfg ..... (4.30) 

SA/g~rdenada eopectral expreoada como fracción de Ja 
!;J"llVedad 

V1-velooldad máxima del terreno (om/ .. g] 

...-aceleración máxima del terreno ( cm/oeg2] 

T-perlodo de o•cialolón del olotema [o•g] 

S.factor que dep.nde d•i tipo d• 01Mlo 
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S = 1 para roca o t•rr•no firme sobr• roca 

S = 1.2 para aueloo granulareo o suelos cohesivos 
compactos 

S = 1.5 para suelos de medlMa o alta compr•sibilidad 

Si una onda de esfuerzos se propaga de un 

medio de módulo elástico alto bacia otro de 

módulo bajo, los desplazamientos y aceleraciones 

se amplifican, por lo que en terrenos compresibles 

se tiene una amplificación de las componentes del 

movimiento del terreno. Por este motivo el factor 

S es un coeficiente de incremento de respuestas 

para suelos menos rígidos. 

Los parámetros del suelo At y Vt se deter­

minan en base a estudios de riesgo sísmico de las 

regiones geográficas, es decir estudios 

estadísticos de la ocurrencia de sismos en esas 

regiones y de sus períodos de recurrencia, toman­

do en cuenta las máximas velocidades y 

aceleraciones del terreno que se ban presentado. 

El RCDF-93fret 31 toma en cuenta todos los 

aspectos mencionados y propone el espectro de 

diseño que se describe en el siguiente inciso para 

estructuras que se construyan en el área del Dis· 

trito Federal. 

4.3.2.1.· ESPECTRO DE DISEÑO DEL 
REGLAMENTO DE CONSTRUCCIONES 
PARA EL DISTRITO FEDERAL. 

El RCDF-93[rel 31, y sus Normas Técnicas 

Complementarias para diseño por sismo[rel 51, 

recomiendan el espectro de diseño que se muestra 

en la figura 4.22, en el que las ordenadas 

espectrales que se indican tienen ya 

implícitamente en cuenta los efectos del amor­

tiguamiento de los sistemas estructurales, así 

como el efecto del tipo de suelo o zona 

estratigráfica en el que se desplanten. 

Debe recordarse según se indicó en 2.5.3. del 

tema II, que el valle de México se delimita, para 

fines de ingeniería, en tres zonas estratigráficas 

con las extensiones mostradas en la figura 2.22. 

a ES'IRUCTUAAS DEL GRUPO B (Método Eetátioo y Dináml<lo Modal) 

e--------
a,, ·>! !'· 

qc 

,.. ! 
.___T .... ' ~-"--..1.Tb-.. -~~ T[se¡¡] 

(4.31) .... a= (1 + 3TfT.)c/4 al T <T. 
(4.32) .... a = c ei Ta S T :STb 
(4.33) .... a = qo ei Tb < T 
(4.34) .... q = [Tb/TJ' 
(4.35) .... ae = c/4 

TipodetueJo •e 

](terreno firme, lomas) QJ6 

11 (tran•ici6a no •ombreada) Cl32 

111 (terreno eom presible y zona Cl40 

JI sombreada) 

a-ordenloda ckl eop.c1ro del diseño 
T 1>eriodo fundam.mal ci. la estructura 
Ta, Tb-periodos oaracterieticoe <MI ••ptotro 
o-oa.llolent• aíamloo 
r...xponente ~ función de la zona 
ae-<>rdenada para T = o 

Ta Tb r 

Cl2 Cl6 112 
Cl3 1.5 213 
Cl6 3.9 1 

•NOTA: Para eatruoturaa 
del grupo A incrementar 
o en !50%. 

Flpra 4.22. Espectro de diseño sfsmico del RCDF·93[reE 31. 
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4.3.3.· DUCTILIDAD. 

DUCTILIDAD.- Es la capacidad de una 

estructura para sufrir deformaciones por encima 

del límite elástico, sin llegar a la falla[rcE 11. 

Una estructura que se comporta de una 

manera dúctil ofrece un buen mecanismo para 

disipar parte de la energía que el sismo le inyecta. 

Las estructuras dúctiles al ser sometidas a grandes 

esfuerzos, producen redistribuciones internas de 

momentos mediante la aparición de ar­

ticulaciones plásticas que al permitir giros y 

desplazamientos en la estructura, absorben gran­

des cantidades de energía. 

Las deformaciones plásticas son permanen­

tes y notorias y por tanto no deseables en una 

estructura; pero si se disei'ia para que el compor­

tamiento dúctil se produzca bajo grandes esfuer­

zos producto de sismos excepcionales, se tendrá 

una solución óptima entre costo y seguridad, pues 

el diseño sismorresistente de una estructura que 

se comporte elásticamente aun bajo las más inten­

sas solicitaciones tendria un costo sumamente 

alto. 

4.aa 1.- FACTOR DE DUCTILIDAD. 

FACTOR DE DUCTILIDAD.- Es la 

relación entre la deformación máxima que sufre 

la estructura y la deformación correspondiente al 

límite de fluencia[reE 11. Esto es ilustrado en la 

figura 4.23, para el caso más común de un sistema 

con comportamiento elastoplástico. 

R 

f 
y 

------.µ = Xma./Xy ..... (4.36) 

: µ.factor do ductilidad 
J XmBl!-delormación máxima • 
1 xy.Jlmito do nuencla 
1 
1 
1 
1 

X 

Xl'lQX 

Figura 4.23. Curva elastoplástica carga-despla­
zamiento. 

Mediante la comparación de análisis sísmicos 

ante acelerogramas diversos; efectuados a sis­

temas simples o de 1 G.L. no lineales contra los 

efectuados a sistemas simples lineales de igual 

período y amortiguamiento, es posible establecer 

la relación entre la capacidad de ambos tipos de 

sistemas para diversos factores de ductilidadµ de 

los sistemas inelásticos. Esta relación se muestra 

Vy 

~ 
0,5 

0,5 

0,4 

0.25 
0,2 
0.17 

Vy-Aesistencia necesaria para un 
oiotoma olaatoplaetico con factor do 
ductilidadµ 
Vc.floolotoncla noc .. tlrla para un 
alotoma oláatico 

'--------------rc .... 9 i 

Las grólicao corroopondon al promedio do las 
obt.nldao para cuatro sismo• roglotradoo on torrono 
firmo on M•xlco 

Fipra 4.24. Relaciones entre las resistencias 
necesarias para sistemas elastoplásticos y las 
necesarias para sistemas elásticos con mismas 
propiedades iniciales, para resistir un mismo 
grupo de sismos (tomado de la referencia [7]). 
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gráficamente en la figura 4.24, en donde se obser­

va que la capacidad necesaria para resistir el 

sismo por parte del sistema no lineal esµ veces 

menor que la requerida por el sistema lineal, ex­

cepto en sistemas de período muy corto en los que 

la reducción se bace cada vez menor hasta llegar 

a uno cuando el periodo es cero. 

De lo anterior se concluye que un sistema no 

lineal que puede desarrollar un factor de duc­

tilidad µ, puede diseñarse para que tenga una 

resistencia obtenida dividiendo entre µ 1 a or­

denada espectral de un sistema lineal con igual 

período y amortiguamiento[rct ?J, 

Como se muestra en la figura 4.25 los 

espectros de diseño para sistemas elastopláticos 

pueden obtenerse para distintos factores de duc­

tilidad, a partir del espectro de diseño de sistemas 

elásticos. De esta manera se puede tomar en cuen­

ta el comportamiento no lineal de las estructuras. 

El RCDF-93, en sus Normas Técnicas Com­

plementarias para diseño por sismJ rct 51, toma en 

cuenta la ductilidad ye! comportamiento no lineal 

de las estructuras mediante el uso de dos factores 

denominados factor de comportamiento sísmico 

y factor reductivo de fuerzas sísmica~. 

4.3.3.2.· ACDF-93: FACTOR DE 
COMPORTAMIENTO SISMICO (Q). 

El RCDF-93 recomienda los valores para el 

factor de comportamiento sísmico indicados en la 

C espectro elástico 

Flpra 4.25. Espectros elásticos e inelásticos 
de diseño (tomado de la referencia 7). 

tabla 4.3, para las estructuras que cumplan con las 

condiciones que se indican. 

4.3.3.3.- RCDF-93: FACTOR REDUCTIVO 
DE FUERZAS SISMICAS (Q'). 

Los valores especificados para este factor se 

indican en la tabla 4.4 y se basan en el tipo de 

configuración geométrica de las estructuras, 

clasificándolas en dos tipos: a) Estructuras con 

configuración regular, y b) Estructuras con 

configuración irregular. 

4.3.4.· RCDF-93: DISEÑO POR 
SISMO. 

Estructuras con ductilidad excesiva y poca 

resistencia, ocasionarán frecuentes y costosas 

reparaciones pudiendo quedar inutilizadas per­

manentemente con temblores frecuentes de 

mediana magnitud. El criterio de diseiio racional 

denominado DiseñeSismerresistenle se basa en 

la idea de que una estructura ha de soportar 
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T••I• 4.3. Requisitos para la asignación de los factores de comportamiento sísmico Q según el 
RCDF-93. 

•I. Q= 4 

387 

1. La resistencia de entrepisos es auminiatrada exclusivamente por marcos no contraventeados de acero o concreto 
reforzado, o bien por marcos contraventeados o con muros de concreto refo1'%ado en los que en cada entreplao los 
marcoo son capaceo d• resistir, aln contar muros nJ contravientooi, cuando menos 50 % de la fuerza oía mica 
actuante. 2. Si hay muro• ligados a la estructura en la forma especificada en el caso 1 del artículo 204 del 
Reglamento, é"1oo oo deben tener en cuenta en el anólloio, pero su contribución a la capacidad ante fuorzao 
lateraJes sólo se tomará en cuenta si estos muros son de plezae macizas, y los marcos sean o no contraventeados, y 
los muros de concreto reforzado son capacea de resistir al menos 80 % de laa fuerzas laterales totales sin la 
contribución de loa muros de mampostería. 3. El mínWno cocient• d• la capacidad resistente de un entrepiso entre 
la acción et. dis•ño no difi•r• en mM de 35 % del promedio de dichos cocientes para todos los entrep/oos. Para 
verificar ol cumplimiento do •"1• roqulolto, •• calculará la capacidad roolotonto do cada ontroploo teniendo •n 
cuenta todos los •l•m•ntos que puedan conbibuir a la resistencia, en particular los muros que se hallen en el caso 1 
a que •• roffore ol artículo 204 dol Aoglomonto. 4. Loe marco• y muros do concreto reforzado cumplen con lo• 
requisitos que fijan laa normllfl complem•ntarias correspondientes para mNcos y muros dúctiles. 5. Los marcos 
rig!doo do acoro oatlofacon loo requisitos para marceo dúctil•• que fijan las norrne.o complomentarlao 
correopondientes. 

•11. Q = 3 

So oallofacon las condiclonoo 2, 4, y 5 del caoo 1 y on cualquier ontrop!oo dejan do oatlafacoroo la& condicione• 1 o 3 
•epeclticada.a para el caso 1 p•ro la resistencia en todos los entrepisos ea euminisb'ada por columna de acHO o de 
concreto riaforzado oon losas planas, por marcos rigidoe de aoero, por marcos d• concreto reforzado, por muros et. 
eot• material, por combinaciones do éotoa y marceo o por diafragmas do madera comrachapada. Lae e"1ructuraa 
con loo"" planas doborón además oatiofacor loa roquloitoo que aobro ol partloular marcan lao nonnao tócnlcu 
compl.m.ntariae para estructure.a de concreto. 

•lll.0=2 
La r•s~cla a fu•l'ZllD latwaffs es sumini.Vada por losas plana.o con columnas de ac•ro o d• coner•to reforzado, 
por marcos de acero o de concreto reforzado, con1raventeados o no, o muros o columnae de concreto reforxado, 
que no cumplen on algún ontroplao lo oopeclficado por lo• c""ºº 1 y lt de oota •~ción, o por muroo do mampoo1oria 
de pieza.a macizas confinados por castillos, dalaa, columna.a o trabes dti concreto reforzado o d(I acero qu• 
oatiafaoon loa roqu/oiloo de las normao complomontariaa roopecttvaa, o diafragmas cona171Jldoo con du•lao 
inclinadas o por &iatemae d• mtM'Oa formadoa por dutilaa et. mad•ra horizontai.a o verticaJes combinados con 
olomentoa diago,..,..o de mlldora maciza. T~n •• uoará Q = 2 cuando la rooi&toncla •• ouminiotrada por 
e*1l.ntoa et. concre.to prlffabricado o pr•sforzado, con Jaa exc-.pciones que sobr•., particular marcan las normas 
técnioa compi.m.ntMaa ,,..-a oo1ruo1Uraa de concreto. 

•IV. Q = 1.5 

LA ~a a tu.naa ,-...... •• auminlolrada en todoo loo ontrepiooo por muroa de mampoatma de piezao 
hueoae, conlk\adoo o con rtfuorzo Interior, que oatiofacen loo requioltoo do lao normao complemontariaa 
ro~. o por comblnaclon .. do dlohoa muroa con •l.,,,.ntoo como loo doocritoo pera loo casco 11 y UI, o por 
""""°" y ............... de rna<Mra. 

•V. Q= 1 

La roelstoncla a fuorzao lateraka •• oumlnletrada al menoo parcialmente por olomontoo o matorioloo dlforonteo de 
loo aniba oepocillcadoo, a meneo que •• haga un e"1Udio que demue"1ro a oatislacclón del Oeport..mento, qu• •• 
puedo emplear un valor máo alto qu• ol quo aquí oo oopocltlca. 

En todo• loo cuco •• uoará para toda la ootruotura en la dirección de aruilloio ol valor mínimo do Q que correopondo 
a loo divorooo ontroplaoo do la oo1ruotura on dicha dirección. El factor Q puedo diferir on las doo dlrocclonoo 
ortogonaloo en que oe analiza la ootructura, aogún aoan laa propiodadoo de •sta en dichas direcciono•. 
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Talltla 4.4. Valores del factor reductivo de fuerzas sísmicas Q' en base al tipo de configuración de 
la estructura según el RCDF-93. 

a) Configuración Regular .• Requloltoo: 1.· PIMta ••nalblemente oimóllica con reopeclo a doo •je• ortogonallO, por lo 
que toca a masas, así como a muros y otros elementos resistentes. 2.- Relación de su altura a la dimensión menor 
de su b<1&e no paoa d• 2.5. 3.· Relación de largo a ancho de la b"8e no exceded• 2.5. 4.· En plMta no tiene 
entrantes ni salientes cuya dimensión exceda de 20 96 de la dimensión de la planta medida paralelamente a la 
dirección que se considera de fa entrante o saliente. s ... En cada nivtl tiene un sistema de techo o piso rigido y 
resistente. 8.- No tiene aberturas en sus sistemas de techo o piso cuya dimensión exceda de 20 96 de la dimensión 
en planta. medida paralelamente a la dimensión que se considere de la abertura. las áreELS huecas no ocasionan 
asimetriaa significativas ni difieren en posición de un piso a otro y el área total de aberturas no excede en ningún 
nivel d• 20 % d•I área de la planta. 7.· El pe•o de cada nivel, incluyendo la carga viva que debe consld•r8Nle para 
diseño sísmico, no •s mayor que •I del piso inmediato Inferior ni, exc.pción hecha d•I último nivel de la 

construcción, es menor que 70 % de dicho p•so. 1.- Ningún piso tiene un área. delimitada por los paños exteriores 
de aus elementos reaist•ntoe verticales, mayor que la del piso inmediato inferior ni menor que 70 % de éota. Se 
exime de este último requletto únicamente al último pioo de la conotrucción. lit.- Todas 18.8 columnas están 
restringida• en todoo lo• pioos en dos direccionlO ortogonal•• por dlafragm .. horizontales y por !rabeo o los .. 
plana&. 1 o.- La rigidez al corte d• ningún .nb'"~iao excede en más de 100 % a la del entrepiso inmediatantent• 
Inferior. 11.· En ningún entrepiso la excentricidad torolonal oaloul<toda eotá1icamente, o,, excede d•l 1 o% de la 
dim•nsión en plsnta de ese entr.pleo l'l'Mdida par~em.m. a Ja excentricidad mencionada 

si•• desconoce To oi T ~ Ta entonceo Q' = Q ..... (437) 

al T <Ta entonces Q' = 1 + (T/T.J(Q·1) ..... (4.38) 

b) Configuración Irregular.· Cuando no oe cumple algún requisito ~inciso a) •• tiene este tipo de estructura, para 
la cual: 

Q = .. uaclonoa (437) ó (4.38) x o.e ..... (4.39) 

Las delormacloneo •• celoularán multipUcando por Q 1<18 º"""e.da& por lao fuerzas •í•mloao reducldao. 

elásticamente los sismos de ocurrencia más pro­

bable y tener una resecva de ductilidad suficiente 

para absorber la energía adicional de aquellos 

terremotos fuertes que se puedan presentarCr•E 41. 

Para evitar una invenión económica excesiva 

en la estructura debe aceptarse una probabilidad 

mayo!' de ocurrencia de daños ante sismos excep­

cionales. El diseño sismorresistente permite a las 

estructuras, mediante una combinación óptima de 

pt'opiedades como resistencia, rigidez y duc­

tilidad, responder a sismos frecuentes y 

moderados sin sufrir daños y a sismos intensos 

excepcionales sin poner en peligro su propia es­

tabilidad, su contenido y a sus ocupantes. 

Si se diseña una estructura para t'esistir un 

conjunto de fuerzas laterales reducidasµ veces 

con respecto a lasque corresponden al espectt'o 

elástico del sismo de diseño, al presentarse éste, 

se alcanzarán las fuerzas internas para las que 

se diseñó la estructura y después se presentarán 

defot'maciones inelásticas basta alcanza!' 

desplazamientos µ veces superiores a los cal­

culad os en el análisis con las fuerzas 

reducidasC<•E 7J. 
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Para evitar el pánico de los ocupantes y 

daños a los elementos no estructurales durante 

sismos frecuentes y moderados, deberá también 

revisarse que los desplazamientos laterales 

mencionados sean pequeños. 

El RCDF-~re( 31, toma en cuenta los aspec­

tos anteriores y establece las bases y requisitos 

mínimos del diseño sismorresistente en los 

artículos del capítulo VI titulado Diseño por 

Sismo. En la tabla 4.5. se citan las fracciones 

fundamentales de los artículos más importantes. 

4.3.5.· ANALISIS DINAMICOS POFI 
PASOS DE RESPUESTAS ANTE 
SISMOS ESPECIFICOS. 

Los métodos dinámicos por pasos de respues­

tas ante sismos específicos existentes pueden 

agruparse en dos tipos[ref. l 4J 

1) Mitodos Dirr:clas de Integración 

2) Método DireclO de SupelpOfición Modal 

Los métodos directos de integración más 

utilizados son el Método de Newmark:y el Método 

de Integración por Pasos de Aceleración Lineal. 

Estos métodos son usados para obtener las 

respuestas dinámicas de sistemas oscilatorios de 

varios grados de libertad y pueden incluir el com­

portamiento no lineal de los materiales, el Métff• 

•e ln&e&racién p.r Pases •e Aceleracién Lineal 

fue estudiado en 3.5.1. del tema IlI aplicado a 

sistemas simples de 1 G.L. con comportamiento 

no lineal, sin embargo para poder ser aplicado a 

sistemas de múltiples grados de libertad no 

lineales, es necesario construir la matriz de amor­

tigua miento proporcional e introducir una 

modificación conocida como[ret 181Wi!son-O, ten­

diente a asegurar la estabilidad numérica del 

proceso de solución. 

En la actualidad existen programas con los 

que es posible efectuar un análisis no lineal 

tridimensional paso a paso, pero como no se 

cuenta con conocimientos suficientes sobre las 

leyes que rigen el comportamiento de elemen­

tos estructurales ante cargas bisteréticas o 

cíclicas en tres direcciones no es posible desa­

rrollar modelos analíticos confiables[ref. 21. Aun 

con modelos analíticos no lineales de estruc­

turas planas, es todavía impráctico usar este 

tipo de análisis para fines de diseño. 

El cálculo paso a paso de respuestas ante 

temblores específicos también puede ser modal, 

pero está restringido a sistemas con compor­

tamiento lineal debido a que se vale del principio 

de superposición para el calculo de las respuestas. 

El Méto•o Directo pas. • paso •e Saperposicién 

Mo••I fue estudiado y presentado ampliamente 

en 3.3.1.1., y 3.3.3.1., del Tema lll. En los 

problemas prácticos correspondientes, al tratar 

de aplicar paso a paso los aspectos operativos del 

método se presentaron únicamente los que se 

pueden desarrollar sin un número exagerado de 

l 
i 
1 ¡ 
¡ 
¡ 
1 

1 

f 
í 
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operaciones con calculadora, lápiz y papel, 

utilizando por tanto acelerogramas con gráficas 

muy simples o de coi:ta duracióri. 

El proceso de solución aplicar,ido 

acelerogramas reales es similar al ahí efectuado, 

siendo necesario el uso de un sistema de cÓ_mputo. 

con la programación del mélodo,;'cuya 

codificación fue indicada en 3.2.4. del í:l!~a III. 

El RCDF-93 en sus Normas Técnicas para 

diseño por sismo(ref. 51, permite calcular las 

respuestas usando sólo los modos con 

períodos mayores o iguales a 0.4 [seg], toman· 

do en cuenta no menos de los tres primeros 

modos de vibrar; los acelerogramas de los 

sismos de diseño a usarse se estipulan en la 

sección 9.2. de dichas normas. 

Tahla 4.S. Fracciones fundamentales de los artículos más imponantes del Capítulo VI de Diseño 
por Sismo del RCDF-93. 

Art. 2113. • Las •otrucluraa .. analizarán bajo la acción d• doo compon.nteo horizontal•• ortogonal•• no ~· 
dol movtrrv.nto del terreno. Según oean laa c ... acterioticaa d• la estructura do que oe trat•. óata podrá andzaro• Pl'' 
olamo median!• el método oimpliflcado, el método •otático o uno de loo dinámicos que et.acriban laa Norrnaa 
T•cnrcaa Compl•m.mariao. En el anáJl1l1 ae tendrá en cuenta la rigldn do todo elemento, Htruotural o no, que oea 
significativa. Con laa salvedadoe que correepondon al método elmplicndo do análiels, se calcularán iaa fuerzas 
aíamlcaa, delorrnnoionH y dHpiaznmientoa laterales d• la estructura, incluyendo sus glroa por torsión y teniendo en 
cu.nta k>e .t.ctoa de R.xión de auo ei.tn.ntos y, cuando sean signifi<:ativoa, loe d• fu«za cortante, tu.rza axiat y 

to~ de Jos el..rn.ntos, aai como loe •fectos d• segundo orc:Mn, •nt•ndidoe éatoa como )oa de laa fu«XU 
gravitacionalea actuando en la estructura deformada ante la acción tanto de dichas fuO<Za• como de iaa laterales. Se 
verificará que la •atruotura y su cimentación no alcancen ningún estado limlte de laHa o d. Hrviclo. 

Art. 204.· Mwoe divisorios de rachada y do colindanoia. 
1.- Loo que contribuyan a reolatlr fuorzaa laterm••. se Ugarán adecuadamente a loo marcos estructural•• en todo el 
p.nm.tro del muro, su rigi<Mz •• tomará en cuenta en el análiole aiomlco y •e verificará ou reaiotenoia de acuerdo 
con laa normas correoponcli.tntea. Se v.nllcará que las lligaa, loaaa y cofumnao resistan la fuerza cortante, el 
momento lle>doMnte, laa fuerzas a>dale• y laa toreione• que en eHaa Induzcan too muroo. Se verilloará que iaa 
uniones entre elementos eotruotur<»M r•siatan dichas acciones. 

l· Cuando no con1ribuyan a reolstir tu.rzao ia!Maieo, .. aujetarán a la eotruCUlra de manera que no restrinjan ou 
delonnaoi6n an el pi..o del muro. PreterenterMnt• eotoo muros awán do materiales ftexible• o d"'"•· 

Art. 2119.· B ooelloi.m. olomloo c, e• el cociente de la fuerza cortante horizontal que actúa en la baae d• la 
MINctunl por efeoto del al.mo, entre el p .. o <M iota sobro dicho nivel. La baao de la eolnl<>tura oe toma como el 
nivel a pwdr del ....i loo deapluamientoa con respecto al terreno circundante comlenZl!ll a ••r algniflcativoo. 

Art. .r.- Cuando .. epllque el método estático o dinámico, podrán r.ducinlo iaa fuerzaa olomlcaa emploando loe 
critenoo que lijen iao Normae Complemen!Mao. Loo deopiazamJentoe aol calculados deben multipli<>arae por ol 
factor de comportamiento olamlco que marquen dichas normas. 

Art. :zoe .. Laa dllwenciaa on1re loa doeplazamlento• latwalu de piooo coneecutivoo debidos a fuerzas cortante• 
horizontales no excederán a 0.006 v .. e• la diferencia de e19vacionee correopondlentee. Si loe eltmentoo Incapaces 
do soportar delormacloneo, oomo loo muro• de mampostería, están ••parados de la estructura principal, de manera 
que no sufran daños, el trntt. antH mencionado oerá de 0.012. 
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4.3.6.· ANALISIS MODAL 
ESPECTRAL. 

El método dinámico más frecuentemente 

usado es el denominado Método de Análisis 

Modal Espectral y se basa en el uso de espectros 

de diseño para la determinación de las respuestas 

máximas, ya sea de desplazamientos, velocidad o 

aceleración que corresponde a cada forma del 

modo de vibración de una estructura. 

Algunas ventajas del análisis modal espectral 

respecto al análisis por pasos son: a) 

determinación inmediata de la respuesta máxima 

de cada forma del modo de vibrar, b) Sólo es 

necesario tomar en cuenta las respuestas de al­

gunas de las' primeras formas modales, c) Los 

tiempos de ejecución de los cálculos necesarios en 

el análisis sísmico son pequeños. 

Con referencia al espectro de diseño 

propuesto por el RCDF-93, que aparece en la 

figura 4.22 del inciso 4.3.2, se usa el coeficiente 

sísmico e, como índice de la máxima respuesta de 

aceleración que puede tener cada forma modal 

dependiendo de su período de oscilación. 

Se admiten reducciones de las ordenadas de 

aceleración espectral mediante el uso de los fac· 

toresde comportamiento sísmico Qy reductivo de 

fuerzas sísmicas Q'. El espectro así construido es 

de tipo elastoplástico. 

Como se demostró cualquier configuración 

de desplazamientos laterales de un sistema os­

cilatorio puede ser expresada como la suma de las 

formas modales multiplicadas por ciertos coefi­

cientes denominados coeficientes de 

participación o influencia, que toman en cuenta la 

contribución de cada una de las formas modales. 

Debido a esto el desplazamiento de una 

cualquiera de las masas en un instante dado puede 

calcularse como 

Ui(t) = l:1.P1/tJc¡z¡1 

Loa aublndlooa Indican: 
1-<naaa o nlv•I, 
j-<nodo conald•rado 

..... (4.40) 

u1(t)-d .. plazami...to d• la maaa 1 r•latlvo a la baa• on ol 
inatant• t 

e ¡-<>o.iio!.nto do participación dol modo j 

</>¡(t)-ordonada dol eo~tro do dooplazamientoa para el 
periodo do osollaolón del modo ¡ (d.aplazami.nto 
má>dmo dol modo D 

z¡~ompon.nto d•I v•ctor modal, roprooonta las 
ooordenadaa r•latlvaa d. la maaa 1 (r•apooto a una do 
.uaa), en .. modo j 

l:¡-oUITMltoria sobro todos laa formas modai.a do vibrar. 

Si el espectro de diseño es un espectro de 

aceleraciones como el propuesto por el RCDF-93 

se tiene que 

A¡ = .p¡(f)WJ 2 = a¡g 

A¡-ao•!.raolón oapeotral para el modo j 

a¡-ord.nada oapeotral para ol modo j 

g-acoleración do la gravedad 

..... (4.41) 
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sustituyendo.p¡ dada por la ecuación ( 4.41) en 

( 4.40), se tiene para cada modo j 

Uil = A¡c¡z¡y'w¡ 2 = A¡l¡z¡¡ ..... (4.42) 

con 

/¡ = c¡Jw¡ 2 ..... (4.43) 

u 11-<l•op!UM\l•nto de la maoa I reopecto a la bao•, 
para el modo 1 

w¡ 2.vaJor caractorío1loo dol modo j 

l1~oeftclont• de lnftuoncia del modo j 

En forma matricial la ecuación ( 4.42) puede 

expresarse como 

{u}¡ = A¡l¡{z}¡ ..... (4.44) 

{u}¡.Yector de deopla:zamlentoo r .. p~to alabaoe, para 
elmodol 

{z}¡.Y~r de la forma modal 1 

Mediante la expresión siguiente se puede co­

nocer el porcentaje con que cada forma modal 

contribuye a la respuesta de desplazamientos total 

I F1 = (l¡ / 'l:.I¡) X 100 ..... (4.45) 

4.3.6.1.· COEFICIENTES DE 
PARTICIPACION 

El coeficiente de participación e;, determina 

la manera en que cada forma del modo de 

vibración participa en la respuesta total. 

Como se demostró este coeficiente es cal-

culado para el caso de aceleración en la base con 

· 1a ecuación (3.131) y (3. 74), expresados en forma 

.. matricial en este caso en que las aceleraciones 

espectrales son siempre positivas como 

~ = {z}T¡M{1}/{{z}T¡M{z}¡J ..... (4.46) 

{1 }.Yeotor unitario 

Si el cálculo no es matricial la expresión es 

..... (4.47) 

También se demostró que los máximos de las 

respuestas de cada forma rnod al no ocurren 

simultáneamente, debido a que sus frecuencias 

son diferentes. Por tanto deben ser usadas las 

ecuaciones (3.126a) y (3.126b) para obtener la 

máxima respuesta posible o la máxima respuesta 

probable de la estructura, entendiendo por 

respuesta tanto los desplazamientos como los 

elementos mecánicos. 

Estas ecuaciones se pueden escribir para este 

caso como 

R.,,, = l:¡ IR¡ 1 

R...,. = [I¡ R¡ 2]ª5 

..... (4.48) 

..... (4.49) 
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Rabrf'HpUteta máxima poaibl9 

IR¡ 1 ofeopuoota abaoluta máxima on ol modo j 

Rarss-f'espuesta máxima probable 

Cuando los valores de los períodos de 

oscilación de un sistema de varios G.L. son muy 

cercanos entre sí, es decir difieren en menos del 

10 % unos de otros[ref. 51, o cuando se emplea un 

modelo de análisis tridimensional que considere 

los giros por torsión de la estructura como un 

grado de libertad, las respuestas máximas deben 

obtenerse con el criterio denominado 

c•m•lnaclonaclén c••tl rátlca completa 

(CQC)[ret 2Y 141, con la siguiente expresión 

Rcqc = [ T.1 l:¡ Rv;>1;'i¡ f· 15 ..... (4.50) 

oon 

PIJ =8{ ~I ~¡wiw¡Jº·15~1W1 + ~¡w¡)w¡w¡/S 
..... (4.51) 

4.3.8.2.· PROBl.EMAS RESUELTOS. 

s = (w¡ 2
- w¡ 2,! 2 + 4e1 e¡w;w¡(w¡ 2 + w¡ 2

) + 

4fe1 2 + ei 2Jwi 2w; 2 
••••• r4.s2; 

Rcqo.,eopuoota cuadrática complota 

e1.~1-poroenlaj•• de amortiguamiento critico del modo i, 
modo j, oto. 

Para el caso en que los porcentajes de amor­

tiguamiento sean iguales para todos los modos 

Pll = se2r1 +r)r1 
•
15/[{1·rJ2 

+ ~2r(1 + r;2¡ 

r = w¡/Wi 

..•.. (4.53) 

..••• (4.54) 

A menos que se especifique otro valor 

mediante estudios de vibraciones libres o far· 

zadas,serecomienda usar un porcentaje de amor­

tiguamiento del 5 % constante para todos los 

modos de vibración[rct 21. 

f •• Un edificio destinado para su uso como oficinas, tendrá una estructuración a base de marcos y 

muro-marcos de concreto reforzado y mampostería, con las características indicadas en las plantas 

estructurales de las figut'llll 4.26, 4.27 y 4.28. 

El inmueble tendrá tres niveles con los sistemas de piso cuyas secciones transversales se observan en 

la figura 4.30, con alturas a ejes de 5, 4 y 4 [ m) para los entrepisos 1, 2 y 3, respectivamente. Las dimensiones 

de los elementos estructurales se muestran en la figura 4.29, los pretiles y faldones indicados están 

desligados de las columnas mediante holguras de 5 [cm]. La estructura estará desplantada en la zona 

lll ozona del lago del Distrito Federal yse debe diseñarparadesarrollarunfactorde comportamiento 

sísmico de Q = 2 en ambas direcciones. 



VACIO 
ccueo DE 
ESCAU:RAS> 

"'Ml 
¡é'.__l ____ _ __ , 

Tema IV Ingeniería Antlsísmlca 

NOTAS: 
1.· Concreto: re = 250 [kg/cm2J; P.V. = 2400 [kgim"J 

Ec = 2213594 [t/m 2J; Ge = 885438 [t/m 2J 
2· Muro do tablquorofo M2: Em = 114000 (t/m 2¡ 

Gm = 45600[1/m"J; t= 15[cmJ 
3. • Muro do tabicón do e oncreto M1 : Em = 1 92000 [t/m2J 

Gm = 76800[t/m 2¡; t= 15[cm) 
4.· Aootaoión en [m) 

'°111 
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zona con 

-~t---- llietoma de 
11-...:::¡...u;....i teoho d• 

(C'\.-l __ _ 
... _~ CJ T3 C3 

Fipra 4.26. Planta estructural del nivel 1. Fipra 4.27. Planta estructura[ del nivel 2. 

¡a 

@--+~-- 010~,,-o.-,,!=---J 

Flpra 4.28. Planta estructural del nivel 3. 

NOTAS: 
1.· Protlleo y laldoneo eatán deollgadoo de lao columna• 
por holgura.a de 5 {cm). 

2·Acotaclonea eno[•m) l D -! pretil 

D --:! &i ¡_so~ -1 r 
J. j C3 ¡¡¡ 

1-5º-l trabe L µo_¡ 
Cl C2 faldón 

0
1 .·· 
:s o· O' n J J ~ 3 u} 

_¡ 30 1- . _¡es¡_ _¡2s¡_ _¡251-
T! T2 T3 T4 

-1 so!­
FACHADAS 

Flpra 4.29. Dimensiones de los elementos 
estructurales del edificio de oficinas cuyas 
plantas aparecen en las figuras 4.26 a 4.28. 
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Mediante el método sísmico de análisis modal espectral, obtener las fuerzas sísmicas y los 

desplazamientos laterales de los niveles y entrepisos de la estructura empleando el criterio de respuesta 

má'Cima probable, y un modelo de análisis con rigideces de entrepiso (sistema simplemente acopiado). 

1 - EVALUACION DE CARGAS 

•CARGAMUERTA 

SISTEMA DE PISO DE AZOTEA (figura 4.30) 
l.- Impermeabilizante 
2.- Enladrillado ( esp_. 2 cm) 
(0.02 m)(l500kgjm3

) 

3.- Mortero cemento:arrma (esp. 2 cm) 
(0.02 m)(2100 kgjm 3

) 

4.- Relleno de tezontle paro dar pendiente ( esp.prom. 15cm) 
(0.15 m)(l250 kg/m3

) 

5.-Losade concreto (esp. JO cm) 
(0.1 m)(2400kg/m3) 

6.- Falso plafond de 1,ero (placas de esp. 2 cm) 
(0.02m)(l500kg/m) 
7.- Instalaciones 
8.-Rcn¡;{••lll (an.197) 

SISTEMA DE PISO EN NIVELES 1 Y 2 (figura 4.30) 
l.- Recubrimiento de piso con loseta vinílica 
2.-Aplanadode cemento y arena (esp. 2 cm) 
(0.02 m)(2100kg!m3) 

3.-Losade concreto (esp. JO cm) 
(0.1 m)(2400kg/m3) 

4.- Falso plafond de ¡:so (placas de esp. 2 cm) 
(0.02 m)(J500 kg/m ) 
5.- Irutalaciones 
6.- Mu1'03 divisorios de tablanxa 
7.- RCDF'0 t3] (an.197) 

ESCALERAS 
1.-LOllade conaelo (esp. JO cm) 
(0.1 m)(24{}1}/#n3) 
2.- Irutalaciones 
3.- Escakras y pretile.r 
4.- RCD¡;{reDJ (art.197) 

Total 

Total 

Total 

[kg/m2/ 
JO 
30 

42 

188 

240 

30 

40 
40 

6JO[kg/m2/ ... (a) 

{kg/m2¡ 
8 

42 

240 

30 

40 
50 
40 

450[kg/m2j ••• (b) 

[kg/m2¡ 
240 

20 
20 
20 

300[kg/m2j ••• (c) 
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TRABES 
TI: w = (0.3m)(lm)(2400kg!m3

) = 720 [kglm] •.• (d) 
1'2: w = (0.25m)(0.5m)(2400kg/m3

) = 300 [kglm] ..• (e) 
13: w = (0.25m)(0.7m)(2400kg/m3) = 420 [kglm] .•. (j) 
T4: w = (0.25m)(0.8m)(2400kg/m3

) = 480 [kglm] ..• (g) 

COLUMNAS 
Cl y C2: w = (0.8m)(0.5m)(2400kglm3i = 960 [kglm] •.. (h) 
C3: w = (0.5m)(0.35m)(2400kglm) = 420 [kglm] .•. (i) 

PRETILES Y FALDONES 
PRETIL: w = (0.8 + 0.4)m(O.lm)(2400kglm3) = 288 [kglm] 
FALDON: w = (1.2 + 0.4)m(O.lm)(2400kglm3) = 384 [kglm] 

MUROS 
TABIQUE ROJO 
J.. Tabique rojo (esp_. 15 cm) 
(0.15 m)(l500 kg/m3) 
2- Repellado de moltero en 1 cara (esp. 1.5 cm) 
(0.015 m)(2100 kgfm3) 

3.-Aplanado de yeso en 1 cara (e.rp.1.5. cm) 
(0.015 m)(l500kgfm3) 

TABICON DE CONCRETO 
J.. Tabicondeconcreto (esp.15 cm) 
(0.15m)(1800kg/m3

) 

2- Repellado de moltero en 1 cara (esp. 1.5 cm) 
(0.015 m)(2100kg!m3

) • 

3.-Aplanado de yeso en 1 cara (e.rp.1.5. cm) 
(0.015 m) (1500 kgfm3

) 

VENI'ANERIA EN FACHADAS 

396 

..... 1111' 

sistema de piso de azotea 

....... 11 1 1 ....... 

sistema de piso de niveles 1 y 2 

Flgnra 4.30. Detalles de los 
sistemas de piso del edificio de 
oficinas de las figuras 4.26 a 4.28. 

[kg/m2] 
225 

32 

23 

Total: 280 [kglm2] 

[kg/m2] 
270 

32 

23 

Total: 325 [kglm2¡ 

15[kg/m2] 

... (j) 

.•• (k) 

... (l) 

... (m) 

••• <riJ 
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RCDF-93 [ref.JI: 

NIVEL 

Nivel 3 (Azotea) 

Nivelly2 

Escaleras 

11.- MASA DEL SISTEMA. 
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fksfm 2
] 

CVsiS = 70 

CVsiS = 180 

CVsiS = 150 

397 

, ... (o) 

... (p) 

... (q) 

Empleando el crtterlo de dlscrelizaclón de masas indicado en el Inciso 3.3.1.8. del tema 111, se 
tiene de (a) hasta (q) y las figuras que se Indican: 

NNEL 3 (/.ZOTEA) (figura 4.28) 

Wlooa = (10m)(12m}(810 + 70)kg/m2 = 81600 {kgj 

W1rab•• = 3T1 + 4T3 + 2T4 = (3)(720kg/m}(10m) + 4(420kg/m}(6m) + 2(480kg/m}(10m) · 
= 41280{kgj 

Woot = 6(4m}(960kg/m}/2 = 11520 {kgj (mitades) 

Wpr•til = (10m + 10m + 12m + 12m)(288 + 384)kg/m = 29568 {kgj 

Wvent ""(20m + 24m)(4m}(15kg/m2)/2 = 1320 {kgj (mitades) 

WN3 = 81600 + 41280 + 11520 + 29568 + 1320 = 165288 fkgJ = 165.288ftonJ 

~ = W/g = 165.288 {ton]l980.865 [cm/s2
] = o. 16855 {t-s2/cm] 

NIVEL 2 (figura 4.27} 

Wloea = {9m(10m} + 7m(3m)j(450 + 180)kg/m2 = 69930 {kg] 

wio... = 6m(6m)(610 + 70)kg!tn2 = 24480 {kg] 

Weoo = 3m(3m)(300 + 150}kg/m2 = 4050 {kgj 

wre1>eo = 3T1 + 2T4 + 5T2 + 5T3 = (3)(720kg/m}(10m) + 2(480kg/m}(10m) 
+ (3m + 4(6m)}(300kg/m} + 5(6m}(420kg/m) = 51900 {kg] 

Wool = 6(4 + 4)m(960kg/m)/2 + 2(420kg/m)(4m}/2 = 24720 {kg] (mitades) 

... (u) 
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Wpretil = (44m)(288 + 384)kg/m = 29568 {kg] 

Wvent::::: (1/2)EN3 + (1 /2)EN2 = (20m + 18m)(4m + 4m)(15kglm2;12 + 6m(4m)(15kg/m2)/2 
= 2460 {kg] 

Wmuro = (4m)(6m)(280kg/m2)/2 + 4m(6m)(325kg/m2)/2 = 7260 [kg] 

WN2 = 69930 + 24480 + 4050 + 51900 + 24720 + 29568 + 2460 + 7260 = 
= 214368 [kg] = 214.368 [ton] 

m2 = W/g = 214.368/980.665 = 0.2186 [t-s2/cmj 

NIVEL 1 (figura 4.26) 

Wlooa = [15m(10m) + 7m(3m) + 6m(6m)J(450 + 180)kg/m2 = 130410 [kg} 

w ... = 4050 {kg] (igual a nivel 2) 

'Mrab•• = 4T1 + 3T4 + 7T3 + 5T2 = (4)(720kg/m)(10m) + 3{480kg/m}(10m) 
+ (7)(8m))(420kg/m) + {3m + 4(8m)}(300kglm) = 88940 {kg} 

... (v) 

Wooi = 6(5 + 4)m{960kg/m}/2 + 2(420kg/m)(5m + 4m)/2 + 2(960kg!m)(5m)/2 = 34500 {kg} 
(mitades) 

Wpretil = {18 + 18 + 20)m{288 + 384)kg/m = 37632 {kg] 

Wvent::::: (12m + 12m + 10m)(5m + 4m)(15kg/m2)!2 + (12m + 10m)(5m)(15kg!m2Jt2 
+ 10m(4m)(15kg/m2)12 = 3420 {kg] 

Wmuro = {5m + 4m)(6m)(280kglm2J12 + (5m + 4m)(6m)(325kg/m2)/2 = 16335 {kg} 

WN1 = 130410 + 4050 + 68940 + 34500 + 37632 + 3420 + 16335 = 295287 {kg} = 
= 295.287 [ton} 

mi = W/g = 295.287/980.865 = 0.301109 {t-s2/cm] 

. 111.· RIGIDEZ DE ENTREPISO DEL SISTEMA. 

... (w) 

Separando el edificio en marcos planos y empleando los métodos matriciales presentados en 
e/Inciso 3.3 de/tema 111, e Inciso 4.2 del presenta tema, se calculó la rigidez de entrepiso mostrada 
en las siguientes figuras. Los cálculos se efectuaron considerando 3 G.L. por nodo. 
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•DIRECCJON X 

Con elemento a 
compresión: 
ko2 = 45.03 [t/cmJ 
k01 = 48.31 [t/cmJ 

c3 

T3 

c3 

9 
..,_ 6---i 
1 T3 1 

I!: ! : ! :_;: ;: ! : !I e 3 

i 
e 3 In 

~ ~ j 
Fieura 4.JL Marco C. 

•DIRECCION Y 

$ ~ 
• 1 

Con •l•m•nto a 1 TI 
N3 

ompresión: 

0> 
1 
1 

T 

3=~5.49{1/cm) 
Tl T2 

N2 

ke2= 79[1/cm) 
2 TI Nl 

... 
-i 
--t 
.... ·.· 

. 

k.1 =78.81 [t/cm) 

F- J 
L--6--'---10---l 

Flpra 4.Jl Marco 1. 

T1 

C2 k,3= 40. 54[tfcm) 
T1 

ke2=48.3[t/cm) C2 . T1 

k01 =57.27{1/cm] C2 . 11). 

_J 
l--10---l 

Fipra 4.35. Marco 3. 

.. 
.... 

cp ~ cy <4> 
T3 1 N3 

1 
k.3 = 40..15[1/cmJ 

' · .. , 

($> ~ 
i i TI 
1 
1 

k,3=31 .1 8{1/cmJ Cl · 
• T2 TI 

ke2=32.69(tfcm 
T2 TI 

' .: 
Flpra4.34. · ·Marco2. 

Flpra 4.36. Marco 4. 

~ 

CI 

C! 

1 
1 

N3 

.;,. 

N2 .~ 

NI ·-=t 
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En las figuras 4.37, 4.38 y 4.39 se muestran las rigideces de entrepiso de los marcos y 
muro-marcos por planta o nivel. 

(t) {~ (~ (~} 
¡-- ó --r- ó ---¡.-- 6 -4 
1 1 1 1 
1 1 1 1 
' '67.84' ' 

\O 

((:'i.-~l.:_ ___ _ ,_, 

Flpra 4.37. Rigideces del entrepisé/1 e~·[t/~~]. 
,' ;,~' 

\O 

rc .. _l_ ___ _ 
,_, 

Flpra 4.39. Rigideces del entrepiso 3 en [t/cm]. 

~ . v:i '. 
'(t~~~·~l-~--~ ,_, ------x 

Fipra 4.38. Rigideces del entrepiso 2 en [t/cm). 

1114•a .., lt-e2/om) 
rigid•z en lt/cm) 

Fl1ara 4.40. Sistema oscilatorio simplemente 
acoplado para análisis en direccion X. 

IV· ANALISIS DINAMICO MODAL FSPECfRAL. 

El edificio puede modelarse para efectos dinámicos en cada dirección de análisis mediante el 
sistema oscilatorio simplemente acoplado de 3 G.L mostrado en la figuras 4.40 y4.41, en donde 
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las rigideces están dadas por la suma de rigideces de entrepiso de todos los marcos paralelos a 
Ja dirección considerada. , 

•DIRECCION X 

k1x = I:ke1 = 87.84(2) + 48.31 = 183.99 {t/cm] 

k~ = I:ko2 = 50.9(2) + 45.03 = 148.83 [t/cm] 

k3x = I:ke3 = 40.15(2) = 80.3 [t/cm} 

Empleando el Mitodo de Newmark y Holzer estudiado en 3.3.2. del tema 111, se obtiene (con 
T = 2;r/w) · 

modos 

niv 2 3 

Nl 1.0 1.0 1.0 

N2 1.9403 0.71883 -1.26055 

N3 2.854 -1.25932 0.48551 

(w¡)2 152.524 748.148 1713.354 

T¡ 0.509 0.2297 0.1518 

Con referencia a la figura 4.22, para la zona 111 (zonal del lago) y esl1Uctura Grupo B: 

e= 0.4 Ta= 0.6 [seg] Tb = 3.9 [seg] r = 1 

Según Ja tabla 4.4., la configuración de la estructura es Irregular y como todos los períodos 
naturales resultan menores que T.., se tiene de las ecuaciones (4.31), (4.3B} y (4.39), para cada 
forma modal (g = 980.885 [cm!s2

]) 

modo T Q' a Aj (Aj/Q')• 

[s} [cm/s2] [cm/s2] 

1 0.509 1.479 0.3545 347.646 235.055 

2 0:1297 1.1063 0.2149 210.745 190.495 

3 0.1518 1.0024 0.1759 172.499 172086 . 
aceleraciones reducidas o elastoplá~ticas 

Coeficientes de participación (e¡) 

de la ecuación (4.47) 

01 =[(0.301109)(1.0J + (0.2188)(1.9403) + (0.16855)(2.854)/ 1 [(0.301109)(1) 2 

+ (0.2188)(1.9403) 2 + (0.16855)(2.854;2} = 0.4831 
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c2=[(0.301109)(1.0) + (0.2186)(0.71883) +(O. 16855)(-1.25932)] / [(0.301109)(1) 2 

+ (0.2186)(0.71883)2 + (0.16855)(-1.25932)2] = 0.361 

ca=[(0.301109)(1.0) + (0.2186)(-1.26055) +(O. 16855)(0.48551)] / [(0.301109)(1) 2 

+ (0.2186)(-1.26055)2 + (0.16855)(0.48551/J = 0.156 

Coeficientes y porcentajes de Influencia 

de las ecuaciones (4.43) y (4.45) se calcula 

modo (w;)2 Cj lj IFj 

[r2/s2¡ [%] 

1 152.524 0.4831 0.003167 84.66 

2 748.148 0.361 0.000483 12.91 

3 1713.354 0.156 0.0000.H 2.43 

}; = 0.003741 100 

Puede observarse que Ja influencia del 3er. modo es despreciable 

Desplazamientos respecto a /a base 

402 

De la ecuación (4.42) con las aceleraciones reducidas se calculan los desplazamientos 
respecto a la base como 

U11 = A1/1z11=347.646(0.003167)(1) = 1.101 

u21 = A1/1z21=347.646(0.003167)(1.9403) = 2.136,etc. 

de tal forma que la matriz de desplazamientos respecto a /a base es 

modos 

niv 1 2 3 QXsru[cm] 

N1 0.7444 0.09201 0.01566 1.500 

N2 1.4444 0.06614 -0.01974 2.892 

N3 2.1246 -0.11587 0.00760 4.256 

donde los desplazamientos respecto a la base máximos probables.X.rasan según la ecuación 
(4.49) (losperfodosdfflerenenmásdel 10%entresl) 

Xarn = [};¡ u¡¡ 2f·15 

Desplazamientos de entrepiso 

La matriz de desplazamientos relativos es para cada modo, según Ja ecuación (3.99) 
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modos 

niv 2 3 b;[cm) Ollei.ms[cm) Llper= 0.006b;[cm] 

ENl 0.7444 0.09201 0.01566 400 1.500 2.4 

EN2 0.7000 -0.02587 -0.0354 400 1.403 2.4 

EN3 0.6802 -0.18201 0.02734 500 1.409 3.0 

los desplazamientos de entrepiso máximos probables se ca/cu/aron con la ecuación (4.49) 
como ll.;aroa = fr¡ ll.il 2]

0
·
5
, y cumplen con ser menores que los máximos permitidos por e/ RCDF-93. 

Fuerzas cortantes en los entrepisos 

De la ecuación (3.98) V,¡ = Ke;i'.e;~ por Jo que Ja matriz de fuerzas cortantes es 

modos 

niv 1 2 3 v, ... [ton] 

ENl 136.96 16.93 2.88 138.03 

EN2 102.78 -3.799 .-5.20 102.98 

EN3 54.62 -14.62 2.20 56.59 

donde nuevamente Ja ecuación (4. 49) da las fuerzas cortantes máximas probables como 
Varra = {l:¡ V;¡ 2¡0.5 

Fuerzas sísmicas en Jos pisos 

La matriz de tuerzas sísmicas se forma para cada modo a partir de las fuerzas corlantes al 
Ideal/zar et edfflclo como una viga en cantilever. Por tanto se tiene Ja ecuación: 
. F11 = Vq- Vq+1 ..... (4. 55), a partir de Ja cual se calcula: 

.niv 

Nl 

N2 

N3 

modos 

1 2 3 Fsns[ton] 

34.18 20.73 8.08 40.78 

48.16 10.82 ·7.40 49.91 

54.62 ·14.62 2.20 56.59 

donde según la ecuación (4.49) F..,. = ~l F1¡ 2Jo.5 

•DIRECCION Y 

Analogamente se tfene para Ja otra dirección, ver figura 4.41 

k1y = 76.81 + 29.26 + 57.27 + 54.47 = 217.81 /t/cm] 

k2y = 79 + 32.69 + 46.3 = 157.99 /t/cm] 

kay = 35.49 + 31.16 + 40.54 = 107.19 {t/cm] 



modos 

niv 1 2 

Nl 1.0 1.0 

N2 2.0396 0.5717 

N3 2.8318 -1.1649 
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3 

1.0 

-1.3781 

0.6564 

m3 = 0.16855 
.. k3 ""'. 107.19 

m2 = 0.2186 
k2 = 157.99 

m¡ = 0.301109 
kt = 217.81 

404 

(w¡)z 177.913 

T¡ 0.471 

948.07 

0.204 

1971.106 

0.142 
m"4a en {t-s2 /om} 
rigidez en [t/cm} 

~ 

Nuevamente en todos los modos 7j. <. Ta y de la 
ecuación(4.39}, (4.38), (4.31) y(4.41) 

Figura 4.4L Sistema oscilatorio 
simplemente acoplado para análisis 
en dirección Y. 

modo T Q' a Aj (Aj/Q')• 

[crn/s2] 

230.401 

184.790 

169.559 

{s] [cm/s2] 

0.471 1.428 0.3355 329.013 

2 0.204 1.072 0.2020 198.094 

3 0.142 0.989 0.1710 167.694 . 
aceleraciones reducidas o elastoplásticas 

Coeficientes de participación (o¡) 
dela ecuación (4.47) 

01 ={(0.301109)(1.0) + (0.2186)(2.0398) + (0.16855)(2.8318)] 1 {{0.301109)(1)2 

+ (0.2186)(2.0398)2 + (O. 16855)(2.8318)2¡ = 0.4778 

C2=[(0.301109)(1.0) + (0.2186)(0.5717) + (0.16855)(-1.1649)] l[(0.301109}{1)2 

+ (0.2186)(0.5717)2 + (0.16855)(-1.1649)2
] = 0.3821 

03={(0.301109)(1.0) + (0.2186)(-1.3781) + (0.16855)(0.8564)j / ((0.301109)(1)2 

+ (0.2186)(-1.3781)2 + (O. 18855)(0.8564)2] = 0.1401 

Coeficientes y porcenm/es de Influencia 
de las ecuaciones (4.43) y (4.45) se calcula 

modo (w¡)2 Cj I¡ IFj 

[r2/s2] [%) 

1 177.913 0.4778 0.002686 85 

2 948.070 0.3821 0.000403 12. 75 

3 1971.106 0.1401 0.000071 2.25 

:E= 0.00316 100 
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Desplazamientos respecto a /a base 
De la ecuación (4.42) con las aceleraciones reducidas 

modos 

niv 2 3 OXsrss[cm] 

Nl 0.6189 0.0745 0.01204 1.l47 

N2 1.2622 0.0426 -0.01659 2.526 

N3 1.7525 -0.0868 0.0079 3.509 

con Xorro = [!¡ U¡¡ 2f.5 

Desplazamientos de entrepiso 
La matriz de desplazamientos relativos es para cada modo, según la ecuación (3.99} 

modos 

niv 2 3 h¡(cm] QA.urss[cm] Ap~r= O.oo6b;(cm) 

ENl 0.6189 0.0745 0.01204 400 1.247 2.4 

EN2 0.6433 -0.0319 -0.02863 400 1.2895 2.4 

EN3 0.4903 -0.1294 0.02449 500 1.0154 3.0 

con Áeisl'8a = [!¡ A.ij 2f'5 

Fuerzas cortantes en los entrepisos 
Dela ecuación (3.98) Vi¡= KeiÁeij 

modos 

niv 2 3 Ysrss[toa] 

EN1 134.80 16.23 2.62 135.80 

EN2 101.63 -5.04 -4.52 101.9 

EN3 52.56 -13.87 2.63 54.4 

con V11n1 = ~J 111¡ 2f.15 

Fuerzas sfsmlcas en los pisos 
De la ecuación (4.. 55) se tiene Fq = V1¡ - V11+1 

modos 

aiv 2 3 Fsno[toa) 

Nl 33.17 21.27 7.14 40.05 

N2 49.07 8.83 -7.15 50.37 

N3 52.56 -13.87 2.63 54.42 con Fnn = f'i:.J Fu 2J'u 
NOTA- Como se estudiará en los Incisos posteriores deben ser adicionadas las fuerzas 

generadas por efectos de torsión de la estructura. 
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II.- Determinar las,fuerzas sísmicas ~n los pisos y los desplazamientos de entrepiso, del edificio 

habitacional de tres niveies cuya pl~~ia ~stcii~tural tipo se muestra en la figura 4.42. 
-.. :,·:·.<-, .', 

La estruct~ra~ió~ deÍ inmu~blg e~a'.·¡;~~g·de ~~ros de carga de mampostería de 13 [cm] de espesor 

constituida por piezas de tabique~()ri b¿e&is ~erticáles:·La mampostería está reforzada interiormente y 

cumple con lo especificado en las No~~~ T~críicas para Diseño y Const~cción de Estructuras de 

Mamposteríafret IO] del RCDF~93.· de'tal man~ra que su ~esistencia a la compresión es de e" m = 47 

[kg/cm2]. Las alturas en todos los entrepisos son de 2.50 [m], medidas a ejes. 

Los sistemas de piso están constituidos.por losas macizas de concreto reforzado de 10 [cm] de espesor 

con un peso de 360 [kglm2
] y de 400 [kg!m2

], incluyendo firmes y acabados, para niveles inferiores y azotea, 

respectivamente. Estas losas se apoyan sobre los muros mediante dalas de concreto de 15 x20 [cm] de 

sección transversal. En todas las ventanas exteriores de los niveles 1y2, así como en todo el perímetro de 

la azotea existe un pretil con una altura de 90 [cm]. 

NOTAS: 1 y 
1 • Concreto fe = 200 [k cn\2

) 

enlosaaydalao 

"'°*'"~l•l cp ~ q> Cf cpcp ~ w ·<if 
~·~~~~~~- -~~~~~~..._¡ 

1 

18.0 

VAC!D (CUBO DE ESCALERAS,.PoPÓ=_300 ._[KG/M2L. 

1.0 1.5 2.0 1.:3 1.:3 1.5' 1.5 _2.0 1.5 1.0 

:~~S_T T_ 
:Gt lTTTl 

¡_2.5 -l ~2.0 -1 1--3·º ----l ~2.0 -1 1-2.5 -l 

X 

¡___ 5.0 ___¡ 

Figura 4.42. Planta estructural tipo de un edificio de vivienda familiar de tres niveles. 
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La edificación se encuentra desplantada en la zonal (zona de lomas) del Distrito Federal. Emplear 

el Método de Análisis Modal Espectral y el método de la columna ancba para el análisis sísmico y el 

cálculo de rigideces de entrepiso, respectivamente, usando un modelo de análisis simplemente acoplado. 

El RCDF-93 en las normas técnicas mencionadas, indica estimar las siguientes propiedades 
para mampostería de piezas de barro 

Em = 600f* m = 600(47) "'28200 [kg/cm2] = 2B2000{t/m2
] 

Gm = 0.3Em = 84600 [t/m2
] 

... (a) 

... (b) 

Para concreto tipo// las Normas Técnicas Complementarias para Diseño y Construcción de· 
Estructuras de Concreto, especifica estimar 

Ec = 8000{f'cf·5 = 8000[200]0·
5 = 113137 [kg/cm2J = 1131370 {t/m2} ... (c) 

1- EVALUACION DE CARGAS 

•CARGAMUERTA 

SISTEMAS DE PISO 

NIVEL 

1,2 

3(azotea) 

escaleras 

CM[kg¡'m2] CV[k:glm2](sismo) • 

360 90 

400 

300 

PRETILES Y MUROS (acabada tabique apareiue) 
CM= (0.13m}(I200kgfm3

) = 156 [kg/m 2J 

11- MASA DEL SISTEMA 

70 

150 
0

RCDF-93 Art. 199 

Empleando el criterio de discretización de masas Indicado en el Inciso 3.3. 1.6. del tema 11/, se 
tiene, verflgura 4.42: 

NNEL 3 (AZOTEA) 

Wloaa= {(18m)(8m)-3(2.5)Jm~(400 + 70)kg/m2 = 64155 [kg} 

w ••• = (3m)(2.5m)(300 + 150)kg/m2 = 3375 fkg} 

Wmuro = (9 + 10 + 4 + 9 + 16 + 4 + 12 + 6 + B +4)(2.5m)(156kg/m2)/2 = 
= 15600 [kg} (mitades) 

Wpr•til = {(18)(2) + (8)(2)}m(0.9m)(15B)kg/m2 = 7301 [kg} 

WN3 = 64155 + 3375 + 15600 + 7301 = 90431 [kg} = 90.431[ton} 
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ma = W/g = 90.431 [tonj/980.665 [cm/s2
] = 0.092214 [t-s2tcm] 

NNEL 1 Y2 

Wlo•a = [(18m)(8m) -3(2.5)Jm2(360 + 90)kg/m2 = 61425 {kgj 

Wesc = (3m)(2.5m)(300 + 150)kg/m2 = 3375 [kg] 

Wmuro = (9 + 10 + 4 + 9 + 16 + 4 + 12 + 6 + 6 +4)(2.5m}(156kg/m2j = 31200 [kg] 

Wpretil = {9m + 9mj(0.9m)(156}kg/m2 = 2527 fkg} 

WN1 = WN2 = 61425 + 3375 + 31200 + 2527 = 98527 {kgj = 98.527{ton} 

mi = m2 = W/g = 98.527/980.665 =O. 10047 [t-s2/cm] 

111.- RIGIDEZ DE ENTREPISO DEL SISTEMA 

408 

... (d} 

... (a) 

Separando al inmueble en muros planos y analizándolo con el método de la columna ancha 
estudiado en al inciso 4.2.3. da/ presente tema, se tiene: 

MURO A, ver figura 4.43 

Fipr• 4.43. Muro A Fic11r• 4.44. M"rco con columna anchas 
equivalente al Muro A 

Las vigas de acoplamiento deben tomar en cuenta los efectos rig/d/zantes da los pretiles y de 
parle del sistema de piso. En la referencia 20 se recomienda tomar un ancho da 4 veces e/ espesor 
de la /osa a cada lado de la dala de coronamiento. 

Para los maroos de efes A y D la viga da acoplamiento en la zona da ventanas es la mostrada 
en/a figura 4.45. 

Las propiedades de /as vigas de acoplamiento se calculan empleando la sección transformada. 
La relación de módulos es de (a) y (c) 

n = Em/Eo = 0.25 ... (f) 
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0.13 
1 r r ~r~I de mampostería 

~ ~ ~o~a de concreto 

rt.! Jo 
ºL 

0.15 0.4 
1- +- -1 

"'r~Act 
~ '· . Al!.__. t- G= .. 1~--1 
~L Li'Am · º-r 

0.15 0.4 
1--!-- --1 

409 

Figura 4.45. Viga de acoplamiento# 1. Fipra 4.46. Propiedades de la viga de acopla­
miento# 1. 

Como se observa en la figura 4.46. se transforma el área del pretil de mampostería a concreto 
y se concentra en su centro/de. El área del pretil vale 

Ap = o. 13(0.9) = O. 117 [m2] 

el área transformada a concreto es 

Act = (0.117)n = 0.02925 [m2
] 

con referencia a la figura mencionada 

Au = 0.1(0.4) = 0.04 [m2
} 

Am = 0.15(0.2) = 0.03 ¡,,P¡ 

centro de gravedad x = {0.02925(0.65) + 0.04(0.15) + 0.03(0.1))/(0.02925 + 0.04 + 0.03)= 
= 0.282{m] 

momento de lmrcia {teorema de ejes paralelos) 

I = {O.Z3){0.15)/12 +0.03(0.282-0.1)2 + ~0.1 3)(0.4)/12 + (0.04)(0.282-0.15)2 

+ 0.02925(0.65 • 0.282) = 0.0058 [m4
] 

área axial A= 0.02925 + o.oo + 0.04 = 0.09925 ¡m2¡ 

E= 1131370 {t/m2
} 

Procediendo al análisis del ~reo con columnas anchas mostrado en la figura 4.44 en forma 
análoga a como se hizo en el citado Inciso 4.2.3., se calculan las siguientes rigideces de entrepiso 

lk1 = 102.07 [t/cm) k..2 = 96.5 [tlcmj k<3 = 84.18 [t/cm] 

MUROD, verfigura 4.47. 

Esta muro se anal/za mediante el marco equivalente con columnas anchas de la figura 4.48. 
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o.s 
11 

l 

\_2D~S~-1-~ 

Figura 4.47. Muro D. Figura 4.48. · Marco con columnas an~~as ~~ui: 
valente al Muro D. · 

Las rigideces de entrepiso resultan de 

kel = 105.12[t/cm] k.2 = 97.78(t/cm] ~ = 85.69[tlcm] 

MUROB, verfigura4.4$. 

Figara 4.49. Muro R 

.;r 
l­
~ t-
"' "'L 

lllgM ci. acoplamiento ti 2 

~·~ t--=·º___, f 2i 

Figara 4.50. Marco con columnas anchas equi­
valente al Muro B. 

El marco equivalente de fa figura 4.50 representa con columnas anchas a este muro. La viga 
de acoplamiento empleada es la misma para todos los marcos Interiores y se puede observar en 
la figura 4.51, de donde se ca/cu/a 

rul. 

ºLxÍ~ 
0.4 0.15 0.4 

~-+- -1- -l 
Flg•ra 4.SL Viga de acoplamiento# 2. 

Afea =A= 0.95(0.1) + 0.1(0.15) = 0.11 [m2¡ 

centro/de y momento de inercia 

x=to.95(0.1)(0.15; + ro.15;co.1)(0.05;110.11 = 
= 0.136{m] 

I = (0.1)3(0.95)112 + 0.95(0.1)(0.15-0.136)2 

+ (0.1)3(0. 15)/12 + 0.15(0.1)(0.136- 0.05)2 = 
= 2.21(10-4) [m4] 
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E= 1131370[t/m2¡ 

Las rigideces de entrepiso obtenidas de esta forma son 

ket = 136.71 [t/cm] ke2 = 84.1 [t/cm] ke3 = 48.71 [t/cm] 

MURO e, ver figura 4. 52. 

Del análisis del muro representado por el 
marco de columnas anchas se obtiene 

vigas de acoplamiento # 2 

rv 
rv 

7.0 

411 

ket = 52 (t/cm] 

ke2 = 17.5 (t/cm] 

ke3 = 8.59 [t/cm] Fir;ora 4.52. Muro Cy marco equivalente con 
columnas anchas . 

MUR03 Y9, ver figura 4.53. 

Del anállsls del marco equivalente se obtiene 

ket = 110.57 [t/cm) ke2 = 55.31 [t/cm] ke3 = 31.85 [t/cm] 

vlgaa d• acoplamiento # 2 

L 

Fipra 4.53. Muros 3 y 9 y marco equivalente 
con columnas anchas. 

Flpra 4.54 Muros 1, 11, 2, 10, 4, 5, 7, 8, y 6. 

MUROS 1 Y 11, ver figura 4.54. 

Para esl9 muro de longitud L = 8 [m] se obtiene de un anállsls con columnas anchas 

ket = 217.63 [t/cm) !tez= 164.06 [t/cm] ke3 = 116.41 [t/cm) 

MUROS 2Y10, observarla figura 4.54. 

Con L = 2 {m] se calculan las siguientes rigideces de entrepiso 

ket = 26.1 (t/cm] kez = 7.47 [t/cm) ke3 = 3.41 [t/cm] 
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MUROS 4, 5, 7 y 8, ver figura 4. 54. 

Para este muro de longitud L = 3 [m] se calcula 

kc1 = 56.56 [t/cm] kcz = 21.69 [t/cm] kcJ = 10.70 [t/cm] 

MURO 6, observarla figura 4.54 

Con L = 4 [m], del análisis con columnas anchas se tiene 

kct = 90 [t/cm) kcz = 43.29 [t/cm] kcJ = 23.21 [t/cm] 

En Ja figura 4.55 se muestra un resumen de Jos valores de las rigideces de entrepiso obtenidas 
para cada sistema de muros. 

X 

Flpra 4.5S. Resumen de rigideces de entrepiso de cada sistema de muros por nivel en el edificio de 
mampostería de la figura 4.42. 

IV· ANALISIS MODAL ESPECTRAL 

El edificio puede modelarse para efectos dinámicos en cada dirección de análisis, mediante 
el sistema oscilatorio simplemente acoplado de 3 G.L., mostrado en Jsfiguras 200 y 201, en donde 
las rigideces están dadas por la suma de rigideces de entrepiso de cada sistema de muros en Ja 
dirección considerada. 

•DIRECCION X. con referencia a la figura 4.56, se tiene 

k1x = ~.1 = 395.90 [t/cm] 



k2X = ~ke2 = 295.88 {t/cm] 

k3x = ~k.3= 227.17 {t/cm] 
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Errpleando el Método de Newms.rk y Holzer estudiado en 3.3.2. del tema ///, se obtiene (con 

T = 2¡¡/w) m3 = 0.092214 

k3 = 227.17 
modos 

niv 1 2 3 m2 = 0.10047 
kz = 295.88 

Nl 1.0 1.0 1.0 

N2 2.10654 0.82708 -0.86182 rn¡ = 0.10047 

N3. 291259 -1.02582 0.30504 
k¡ = 395.9 

maoa on [ton-e2/cm) 

(w¡)2 
rigidez en [ton/om) 

681.769 4449.737 9423.471 

T¡ 0.2406 . 0.0942 0.0647 Fig•n 4.56. Sistema oscilatorio 
simplemente acoplado para análisis 
en direcdón X. 

Con referencia a la figura 4. 22, para la zona I (zonal de lomas) y estructura Grupo B: 

e= 0.16 Ta= 0.2 [seg] Tb = 0.6 [seg] r = 0.5 

Según la tabla 4.3., como se trata de una estructura de mampostería de piezas huecas con 
refuerzo Interior 

Q = 1.5 

De la tabla 4.4 la estructura es irregular pues no cumple con el punto 6 (el hueco para escaleras 
excede del 20 % de la dimensión corta del inmueble 2.5 [m] > {0.2(8) = 1.6 {m]}). Por tanto, de 
las ecuaciones {4.37), (4.38), (4.39) y (4.31) a (4.35), se tiene para cada forma modal (g = 980.865 
[cm/s2

]) 

modo T Q' a A¡ (A¡/Q') • 

2 

3 

[s] [cm/s2
] [cm/s2

] 

0.2406 1.2 0.16 156.91 130.76 

0.0942 

0.0647 

0.9884 

0.9294 

0.097 

0.079 

95.13 

77.47 

96.25 

83.36 

•aceleraciones reducidas o elastoplá.sticas 

Coeficientes de participación {c¡) 

dela ecuación (4.47) 

C1 =[(0.10047)(1.0) +(O. 10047)(2. 10854) + (0.092214)(2.91259)] / [(0.10047)(1) 2 

+ (0.10047)(2.10854)2 + (0.092214)(2.91259)2¡ = 0.4371 
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c2={(0.10047)(1.0) + (0.10047)(0.82708)-(0.092214)(1.02582)}/ {(0.10047)(1)'~ 

+ (0.10047)(0.82708)2 + (0.092214)(1.02582;2] = 0.3342 

c;3 =[(O. 10047)(1.0)- (O. 10047) (0.86182) + (O. 092214)(0.30504)) I [(O. 10047) (1 J2 
+ (0.10047)(0.88182) 2 + (0.092214)(0.31504)2] = 0.2287 

Coeficientes y porcentajes de influencia 
de las ecuaciones (4.43) y (4.45) se calcula 

modo (wj)2 Cj Ij lp¡ 

[r2/s2] [%] 

1 681.769 0.4371 0.000641 86.62 

2 4449.737 0.3342 0.000075 10.14 

3 9423.471 0.2287 0.000024 3.24 

~ = 0.00074 100 

Desplazamientos respecto a Ja base 

414 

De la ecuación ( 4. 42) con las aceleraciones reducidas se calculan los desplazamientos respecto 
a Ja base como 

de tal forma que la matriz de desplazamientos respecto a la base es 

modos 

niv 1 2 3 QX,,,.[cm] 

N1 0.0838 0.0072 0.002 0.1262 

N2 0.1766 0.006 -0.0017 0.2651 

N3 0.2441 -0.0074 0.0006 0.3663 

los desplazamientos respecto a la base máximos probables x.n.. son según la ecuación (4.49) 
(los perfodos difieran en más del 10% entra si) " 

Xarra = {l:¡ U¡¡ 2f.5 

Desplazamientos de entrepiso 
La matriz de despf8Z8!Tllentos mlativos es para cada modo, según la ecuación (3.99) 

modos 

niv 1 2 3 b¡[cm] Ol!.eism[cm] l!.per= 0.006b¡[cm] 

EN1 0.0838 0.0072 0.0020 250 0.1262 1.5 

EN2 0.0928 -0.0012 -0.0037 250 0.1393 1.5 

EN3 0.0675 -0.0134 0.0023 250 0.1033 1.5 
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los desplazamientos de entrepiso máximos probables se calcularon con la ecuación (4.49) 
como A.;0rs• = [l:¡ A.;¡ 2]º·5

, y cumplen con ser menores que los máximos permitidos por el RCDF-93. 

Fuerzas cortantes en los entrepisos 
De la ecuación (3.98) Vi¡ = Ke;ll.e;¡, por lo que la matriz de tuerzas cortantes es 

modos 

niv 1 2 3 Vsrss[ton} 

ENl 33.18 2.85 0.79 33.31 

EN2 27.46 -0.36 -1.09 27.48 

EN3 15.33 -3.04 0.52 15.64 

donde nuevamente la ecuación (4. 49) da las fuerzas cortantes máximas probables como 
Vorro = [l:¡ V¡¡ 21º·5 

Fuerzas sísmicas en los pisos 
La matriz de fuerzas sísmicas se forma para cada modo a partir de la ecuación (4.55) 

modos 

niv 1 2 3 Fsrss[ton] 

NI 5.72 3.21 1.88 6.82 

N2 12.13 2.68 -1.61 12.53 

N3 15.33 -3.04 0.52 15.64 

donde según la ecuación (4.49) Fl!Jff'8 = [f.¡ F¡¡ 210.5 

•DIRECCIONY 

Análogamente para esta dirección se tiene de la figura 4.57 
Método Newmark-Holzer 

niv 

Nl 

N2 

N3 

kiy = l:k.1=1024.84[t/cm] 

k21 = l:ke2 = 583.73 [t/cm] 

k~ = l:ke3 = 369.35 [t/cm] 

modos 

1 2 

1.0 1.0 

2.50835 1.30979 

3.91172 -1.19362 

(wj)2 1436.963 8400.556 

Tj 0.1658 0.0686 

3 

1.0 

-0.62893 

0.16087 

19664.503 

0.0448 

m3 = 0.092214 
kJ = 369.35 

mz = 0.10047 
k2 = 583.73 

mt = 0.10047 
kt = 1024.84 

maoa •n (ton-o2/cmJ 
rigidez en (ton/cm] 

Ficar• 4.57. Sistema oscilatorio 
simplemente acoplado para anáíisis 
en dirección Y. 
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Todos los períodos son menores que Ta= 0.2[segj;c = 0.16; Q = 1.5(rrurosdemampostería 
hueca). Delas ecuaciones (4.38), (4.39} y(4.31) a (4.35) con g = 980.665 [cm/s2} 

modo T Q' a Aj (Aj/Q')° 

[s] [cm/s2] [cm/s2
] 

1 0.1658 1.1316 0.13948 136. 78 120.88 

2 0.0686 0.9372 0.08116 79.59 84.92 

3 0.0448 0.8896 0.06688 65.59 73. 73 . 

•aceleraciones reducidas o elastoplásticas 

Coeficientes de parlic/paclón (o¡) 
de la ecuación (4.47): 

c, =[(0.10047)(1.0) + (0.10047)(2.50835) + (0.092214)(3.91172)} / [(0.10047){1) 2 

+ (0.10047)(2.50835]2 + (0.092214)(3.91172)2] = 0.3327 

c2=[(0.10047}(1.0) + (0.10047)(1.30979)-(0.092214)(1.19362)] l[(0.10047}(1]2 

+ {O. 10047)(1.30079)2 + (0.092214)(1.19362)2] = a3018 

03=[(0.10047)(1.0)-(0. 10047)(0.62893) + (0.092214)(0. 16087)] / [(0.10047)(1) 2 

+ {0.10047)(0.62893]2 + (0.092214)(0.16087)2} = 0.3655 

Coeficientes y porcentajes de influencia 
de las ecuaciones (4.43) y {4.45) se calcula 

modo (Wj)2 Cj Ij IFj 

[r2/s2] [%) 

1 1436.963 0.3327 0.000232 80.84 

2 8400.556 0.3018 0.000036 12.54 

3 19664.503 0.3655 0.000019 6.62 

~ = 0.000287 100 

Desplazamientos respecto a la base 
De la ecuación {4.42) con las aceleraciones reducidas se calculan los desplazamientos respecto 
a /a base · 

modos 

aiv 2 3 QX., .. [cm] 

Nl 0.028044 0.003057 0.001400 0.042 

N2 0.070345 0.004004 -0.000881 0.106 

N3 0.109701 -0.003649 0.000225 0.165 
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con X.... = ~¡u¡¡ 2f-5 

Desplazamientos de entrepiso 

La matriz de desplazamientos relativos es para cada modo, según la ecuación (3.99)· 

modos 

niv 2 3 h¡[cm] QD..urss[cm] Aper= 0.006h¡[cm] 

ENl 0.028044 0.003057 0.001400 250 0.042 1.5 

EN2 0.042301 0.000947 -0.002281 250 0.064 1.5 

EN3 0.039356 -0.007653 0.001106 250 0.060 1.5 

con Aeiaros = ~¡ D.e;¡ 2f°5 

Fuerzas cortantes en los entrepisos 

De la ecuación (3.98) V,¡ = KelAei~ por lo que la matriz de fuerzas cortantes es 

modos 

niv 1 2 3 Vms[tonJ. 

ENl 28.74 3.13 1.44 28.95 

EN2 24.69 0.55 -1.33 24.73 

EN3 14.54 -2.83 0.41 14.82 

con v..,.,. = [E¡ V.¡ 2f'5 

Fuerzas sísmicas en los pisos 

La matriz de fuerzas sísmicas se forma para cada modo a parlir de la ecuación (4. 55) 

modos 

niv 1 2 3 F,,.,.[ton) 

Nl 4.05 2.58 2.77 5.54 

N2 10.15 3.38 -1.74 10.84 

N3 14.54 -2.83 0.41 14.82 

con FtmJ = [E¡ A; 2fª 

NOTA- Como se 1.'Bni en los Incisos postarloras falta superponer aun los efectos debidos a 
torsl6n. 
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4.3.8.3.- PROBLEMAS PROPUESTOS. 

!.- El edificio de oficinas cuya planta estructural se muestra en la figura 4.58, está formado por sistemas 

de marcos y muro-marcos de concreto reforzado y mampostería, con los elementos estructurales cuyas 

dimensiones se muestran en la figura 4.59. Posee tres niveles con igual estructuración cuyos sistemas de 

piso tienen un peso por carga muerta de 650 (k:glm2] y 550 (kglm2] para la azotea y pisos inferiores, 

respectivamente, y de 300 [kglm 2
] en la zona de escaleras; tiene pretiles y faldones desligados de las 

columnas mediante holguras de 5 [cm], con alturas de 0.9y 1 ( m ), respectivamente, éstos elementos existen 

en todo el perímetro de los tres niveles y tienen un peso de 400 [kg/m ], el peso de ventanería es de 15 

(kglm2] en fachadas. Las alturas de entrepiso (a ejes) son de 4.5, 3. 75 y 4.25 [m] para los entrepisos 1, 2y 

3, respectivamente. 

ycp 

. • (Y) r-

'1""'1 •• •• 
~ . 

. ru 
.. : ... :~ 

' . . ~. 

lf) 

M.2 

C2 

Flpra 4.58. Planta estructural tipo de los niveles 1 a 3 de 
un edificio para oficinas. 

Ml 

X - NOTAS: 
1.- Conc,..to: fo=200Jkg/cm2

] 

P.V.=2400[kgtm'J; Ec= 1131371 [t/m"J 
Gc=~[t/m"J 

2.- Muro d. tabique ro)o M3: t=15[cmJ 
Em=11"4000(t/m"J; Gm= 4'5600[!/m"J 

3.- M1 y M2 son muros de concreto d. 
20 [cm¡ de .. p .. or 

4.- Acotación en [mJ 

El inmueble se localizará en la zona III (zona del lago) del Distrito Federal y debe desarrollar un factor 

de comportamiento sísmico de Q = 2 en ambas direcciones. 
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Obtener las fuerzas sísmicas en los pisos y los desplazamientos laterales de entrepiso sin considerar 

efectos de torsión, emplear el método de análisis modal espectral, el método de la columna ancba y un 

modelo de análisis como sistema simplemente acoplado. Usar el criterio de las respuestas má"<imas 

probables. 

Solución: DIRECC/ON X: Áe1oroo = 4.037 {cm/; Áe2arao = 3.012 fcm/; Áo3srao = 2.028 
{cm]; F1tno = 32.20 {ton/; F2J11roo = 50.95 [ton]; f31n0 = 58.90 [ton]; DIRECCION Y: A.1or&o =O. 733 
[cm]; A-••• = 0.858 [cm]; Á93or&• = 0.855 [cm]; F10roo = 24.26 [ton]; F'2!Jro• = 42.84 {ton]; F'Jets• 
= 56.09 {ton]. 

° Cl ÍB '°L 
~º-1 

'J,r.EJ2 
L 

acotación en [cm! 

o T ríl "'L 
~ 

Ficur• 4.S9. Dimensiones de los elementos 
estructurales del edificio de la figura 4.58. 

t=s.o___¡ 
9.0 ,__ ___ _ 

Fipra 4.60. Planta estructural tipo de un 
edificio de vivienda familiar de 3 niveles. 

11.- Determinar los desplazamientos de entrepiso y las fuerzas sísmicas en los pisos del edificio 

babitacional de tres niveles cuya planta estructural tipo se muestra en la figura 4.60. 

El inmueble está estructurado a base de muros de carga de mampostería de 15 [cm] de espesor 

constituida por piezas de tabicón de concreto. La mampostería está confinada por dalas y castillos que 

cumplen con las especificaciones del RCDF-93 y sus Normas Técnicas Complementarias para Diseño y 

Construcción de Estructuras de Mampostería[rel JOJ, de tal forma que su resistencia a la compresión es 

de rº m = 19 [~cm2] (considerar Em = 800f
0 

m para sismo). Las alturas de cada uno de los entrepisos 

aon de2.8 [m]. 

Los sistemas de piso están constituidos por losas macizas de concreto reforzado de 10 [cm J de espesor 

con un peso de 380 [ltg/m2] y 420 [kg!m2], incluyendo firmes y acabados, para niveles inferiores y azotea, 

respectivamente. Las losas se apoyan sobre los muros mediante dalas de concreto de r 0 = 200 [kglcm2] 

de 15 x30 [cm] de sección transversal. 
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En todas las ventanas exteriores de los niveles 1y2, así como en todo el perímetro de la azotea, existen 

pretiles de 1 [ m) de altura. El peso de muros y pretiles incluyendo acabados es de 325 [kg!m2]. 

La edificación se encuentra desplantada en la zona III (zona del lago) del Distrito Federal. Emplear 

el método de análisis modal espectral y el método de la columna ancha para efectuar el análisis sísmico 

y el cálculo de rigideces de entrepiso, respectivamente, usando un modelo de análisis simplemente 

acoplado sin considerar efectos de torsión. Usar el criterio de las respuestas máximas probables. 

Solución: DIRECC/ON X: '101ons = 0.318 [cm]; '1e2or•• = 0.376 [cm]; t1o3oroo = 0.296 [cm]; 
F1oroo = 5.86 [ton]; F~o = 10.58 [ton]; F3..roo = 12. 74 {ton]; DIRECC/ON Y: t101or•• = 0.261 [cm]; 
'1t2srso = 0.466 [cm]; '1.3oraa = 0.502 [cm]; F1""'0 = 5.50 [ton]; F2r1rss = 10.02 [ton]; F31ns = 13.35 
[ton]. 
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4.3.7. • METODO ESTATICO DE 
ANALISIS SISMICO. 

Mediante la observación del comportamiento 

de estructuras regulares diversas, se ha llegado a 

proponer una distribución de fuerzas laterales tal 

que su efecto en cada piso es aproximadamente 

equivalente a los efectos dinámicos de un sismo. 

Las fuerzas equivalentes 'consideradas no 

tienen relación directa con el comportamiento 

ante un sismo, sino que el objetivo perseguido es 

obtener una estructura capaz de resistir un 

movimiento sísmico sin sufrir daños estructurales 

importantesfrel 11. Es un diseño conservador para 

edificios regulares sin cambios bruscos en su 

geometría en planta, en elevación, o en la 

distribución de masas, rigideces, etc. y propor- , 

clona valores adecuados de cortantes en el caso 

de estructuras en las ·que la contribución de la 

fonna modal fundamental de vibración repre­

senta un porcentaje elevado de la respuesta 

máxima de todos los pisos. 

Este método se basa en la determinación de 

la fuerza lateral total denominada cortante basal 

o cortante en la base, efectuada a partir de la 

fueraa de inercia que se induce en un sistema 

equivalente simple o de 1G.L.[~l7J;distribuyen­

do posteriormente este cortante en fueraas con­

centradas a diversas alturas de la estructura bajo 

la hipótesis de vibración en su forma modal fun­

damental. 

La fuerza actuante donde se concentra una 

masa i es igual al peso de la misma por un coefi­

ciente proporcionala la altura sobre el nivel del 

suelo[rel 21. 

El RCDF-93 en sus normas técnicas com­

plementarias para diseño porsismofrel SJ, permite 

valuar las fuerzas laterales mencionadas para 

estructuras con alturas menores de 60 [m], 

mediante las dos opciones que se indican en los 

>iguientes incisos. 

4.:t.7.1.· VALUACION DE FUERZAS 
SISMICAS SIN ESTIMAR EL PERIODO 
FUNDAMENTAL DE LA ESTRUCTURA. 

De acuerdo con lo especificado por el RCDF-

93, si no se calcula el período fundamental de la 

estructura, la fuerza cortante basal, es decir, la 

fuerza cortante sísmica que actúa en la base de 

una estructura, se calcula como: 

Vo = cWofQ' ..... (4.56) 

Vo./u•rza cortante baaal [ton] 

c-<>oeflel•nt• oíomico tomado de la figura 1 66 

Wo.peoo total de la •s1ructura [ton] 

Q'.faotor reduotivo de fuW%AS aíam!caa 

Esta fuerza cortante debe descomponerse en 

un sistema de fuerzas laterales aplicadas en las 

masas de !a estructura, para lo cual el RCDF-93 

propone una distribución de aceleraciones lineal, 

que varía desde cero en la base basta un máximo 

de "a" en la parte superior de la misma, tal como 

se muestra en la figura 4.61. 
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estructura reti~uí&;: · ; ·dl~g~¡;,,,a de 
acoferaclones 

diagrama de 
fuerza cortante 

N!V. 
N4 

N3 

N1 

.· 

ENT. 

EN4 

EN3 

EN1 

h¡ r W; W;h; P; Vi 

l:= l: = 

Flgur• 4.6L Distribución lineal de fueraas laterales según el Método estático. 

De acuerdo a esta figura la fuerza lateral en 

cada piso vale 

P1 = W;a1/g 

g-<1coloraclón do la 9'avedad 
a-ordenada eopoctral 

por triángulos semejantes 

a1/a=h1/H 

sustituyendo (b) en (a) 

P 1 = W1h¡a/{gH) = W;h1{a/{gH)J 

la fuerza cortante en la base vale 

Vo = l:P 1 = [a/(gH)]l: W1h1 

de donde 

[a!(gH)J = Voll: W¡h¡ 

.•. (a) 

... (b) 

.•• (e) 

... (d) 

... (e) 

finalmente sustituyendo (e) en ( c) se obtiene 

P 1 = Wih1Vol{l:W,h¡) 

Pr.fu•rza horizontal en el piso 1 

W1-poso del piso 1 

..... (4.57) 

hr-altura do la maoa o piso 1 sobro el nlvol ~ d .. planto 

a-<1coloración eopectral (ocuaclonos 4.31 a 4.:ie) 

Empleando la tabla que aparece en la figura 

4.61, pueden efectuarse los cálculos de la fuerzas 

laterales correspondientes de una manera más 

eficaz. 

4.3.7.2. - VALUACION DE FUERZAS 
SISMICAS ESTIMANDO EL PERIODO 
FUNDAMENTAL DE LA ESTRUCTURA. 

El cálculo de las fuerzas sísmicas laterales 

empleando el método anterior produce resul­

tados muy conservadores. De acuerdo con el 

espectro de diseño del RCDF-93 que aparece en 

la figura 4.22, cuando el período de la estructura 

se encuentra fuera del intervalo de validez de la 

ecuación ( 4.32), pueden hacerse reducciones im­

portantes en el valor de las aceleraciones 

espectrales. 

El RCDF-93 en sus Normas Técnicas Com­

plementarias para Diseño por SismJr•f. 51, 

propone las· siguientes fórmulas para el cálculo 

aproximado del período fundamental de las 

estructuras y en base a éste el de las fuerzas 

laterales 

•.... (4.58) 
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xi-d•aplazamt.nto reepocto a la base por causa y en :a 
dirección do P1 

a) si T :S Tbse apllca la ecuación (4. 57) con 

Vo = aWo/Q' 

b) si T > Tb apllcar 

P; = W1(k1h1 + k2h1 2)a/Q' 

en esta última ecuación: 

a ~c/4 

k1 = q(1 - r(1 - q)¡W,/('l:W.h1) 

..... (4.59) 

..... (4.80) 

..... (4.81) 

..... (4.82) 

k2 = 1.5rq(1 - q)¡W¡/(l:W;h¡ 2) ..... (4.83) 

r .. xponente on función de la zona do ouelo (figura 4.22) 

q-<:onotante dada por la ecuación (4.34) 

4.3. 7.3.- ESTRUCTURAS CON APENDICES. 

Para valuar las fuerzas sísmicas que obran en 

los apéndices de las estructuras, entendiéndose 

como apéndice elementos tales como tanques, 

parapetos, pretiles, anuncios, ornamentos, ven­

ta na les, revesti mientas, y elementos cuya 

estructuración difiera radicalmente de la del resto 

del edificio, se supondrá que actúa sobre ellos la 

distribución de aceleraciones que le 

correspondería, si se apoyara directamente en el 

terreno, multiplicada por 

1 + 4c'1/c •.... (4.84) 

c'¡ .factor por el que oe multiplican loo poso• a la altura 
de desplame del ei.m.nto, cuando se valúan las 
iu.rz... laterales sobre la construcción 

Lo anterioc- es con el fin de tomar 

aproximadamente en cuenta problemas de 

amplificación dinámica concentrada . 

. Como se expc-esó en el inciso 4.3. 7, las fuerzas 

sísmicas en los pisos de una estructura son 

proporcionales a los productos de t.os pesos por 

las alturas coc-respondientes, multiplicadas 

también por una constante de proporcionalidad, 

es decir 

P; = aW¡hl ..... (4.85) 

Pi.fuerza en el ploo 1 

a~on•lan1• de proporcionalidad en función de h¡ 

La fuerza sísmica en cada apéndice se calcula 

como 

Papel= cWapi/Q' · ..... (4.68)• nlwlldeleuelo 

Wapli)eOO del ap"1dloe 1 

Pap~rza aobre el ap"1ctfce i al •atuviera en el suelo 

c~oefici.nt• oíomlco 

Papl = Papei(1 + 4o'¡/c) ..... (4.87) 
a nivel reml de desplante 

con 

c'¡ = ah¡ ..... (4.88) 

Pap¡.fuerza aobr• el apéndice 1 a la altura real 

Empleando la condición d.e que la suma de 

las fuerzas laterales entre la suma de los pesos 

debe sedgual a las ordenadas espectrales [ret 21, 

se tiene 

{í:.P; + 'Z.Papi}/{í:.W, + ¡Wapi] =c/Q' ..... (4.~) 
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Al analizar una estructura con apéndices, 

en un principio bay que obtener con las 

ecuaciones anteriores el valor de a y el de las 

fuerzas en los apéndices Papi. posteriormente se 

debe estimar el período fundamental con la 

ecuación ( 4.58) ignorando las fuerzas y pesos de 

los apéndices[rel ZJ. Una vez conocido el período 

se deben obtener las fuerzas reducidas en los pisos 

de la estructura sin tomar en cuenta los apéndices, 

ya que las fuerzas en ellos no deben reducirse por 

causa de conocer el período. 

4.3.7.4.- PROBLEMAS RESUELTOS. 

1.- Resolver el problema I del inciso 4.3.6.2, aplicando el Método estático de análisis sísmico sin 

estimar el período de oscilación. 

En el problema citado se calcularon los pesos de los niveles del edificio y /Os siguientes dalos 

W3 = 165.288 {ton] ... (a) 

de la ecuación (4.39) y (4.37) 

el peso total es 

W2 = 214.368 [ton} 

W1 = 295.287[ton] 

c = 0.4 

Q' = O.BQ = 0.8(2) = 1.6 

Wo = W1 + W2 + W3 = 674.943 [ton) 

... (b) 

... (c) 

... (d) 

... (e) 

... (f) 

el cortante basal sin tomaren cuenta el periodo fundamenta/ de oscilac/6n es según la ecuación 
(4.56), (f), (d) y (e) 

Vo = 0.4(874.943)/1.8 = 188. 74 [ton) 

con la ecuación (4. 57) se procede a llenar la tabla 4. 6 

NJV. ENT. b¡ W¡ W¡Ji¡ P; V¡ 

[m] [Ion] [t-m] [ton] [ton] 

N3 13 16U88 2148.744 65.28 

EN3 65.28 
N2 9 214.368 1929.312 58.61 

EN2 123.89 

Nl 5 1!15.'lKT 1476.435 44.85 

ENl 168. 74 

I= 674.943 5554.491 168. 74 

... (g) 
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Los resultados son iguales para ambas direcciones de análisis por tener los mismos factores 
de comportamiento sísmico Q. Puede comprobarse que los resultados son conservadores con 
respecto a los obtenidos con el análisis dinámico del problema I del Inciso 4.3.6.2. 

11.-Resolverel problema 1 del inciso 4,j,6.2., aplicando el Método estático de análisis sísmico. Estimar 

el período fundamental de oscilación de manera aproximada con la fórmula propuesta por el RCDF-93. 

En el problema mencionado se calcularon los siguientes datos 

Sentido X: 

Ko1 = 183. 99 {t/cm] ... (a) 

Sentido Y: 

ke1 = 217.81 [t/cm] ... (d) 

•ANALISIS EN DIRECCION X 

ke2 = 148.83 {t/cm] 

ke3 = 80.3 [t/cm] 

ke2 = 157.99 {t/cm] 

ke3 = 107. 19 {tlcm} 

... (b) 

.•• (c) 

... (e) 

... (f) 

Para poder aplicar la fórmula<.4.58) y calcular e/ periodo fundamental, primero se calculan las 
fuerzas y desplazamientos sin tomar en cuenta dicho periodo. Esto se efectuó en el problema 
anterior y los desplazamientos se calculan en la tabla 4.7 usando la ecuación (3.98) expresada 
como 

y con Xi = -Xl-1 + Áel 

NN. E!NT. V¡ le.; á..; Xi W¡ P¡ W1t1
2 

[toa] [Vcm) [cm] (cm] [ton] [ton] [t-cm2) 

N3 2574 165.288 65.28 IC95.!12 

EN3 6S.28 ~.3 . '(1813 

N2 -~t . 1.761 214.368 5&61 664.781 

EN2 123.89 146.83 C\844 

NI Q9!7 'l!JS.281 44.85 248.304 
ENt 168. 74 183.99 C\917 

l:= 674.943 2008.197 

x¡-<leoplazamiento reopeoto a la baH 

dela ecuación (4.58) 

Tx = 21f{2008.197/{312371(980.665)]}o.s = 0.509 [seg] 

P¡x¡ 

[t-cm) 

168.031 

103.212 

41.128 

312.371 

Tabla 4.7 

... (g) 

... (h) 

... (1) 
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Puede observarse que el valor de este periodo es igual al del periodo fundamental calculado 
mediante el análisis dinámico [problema I del inciso 4. 3. 6.2]. 

Para la zona///, de la figura 4.22 se tiene 

Ta= 0.6[s} 

Tx < Ta,ydelasecuaciones(4.31), (4.38)y(4.39) 

a = (1 + 3TxfT a)c/4 = [1 + 3(0.509)/0.6}0.1 = 0.3545 

Q' = 0.8[1 + (Tx!Ta)(Q-1) = 0.8(1+(0.509/0.6)(1)}=1.479 

... oJ 

... (k) 

Las fuerzas reducidas se calculan con las ecuaciones (4.57) y (4.59) con los resultados 
indicados en la tabla 4.8, en donde ·· · 

Vo = (0.3545)(674.943)/1.479 = 161. 78 [ton] ... (1) 

Tabla 4.8 NN. BNT. h¡ W¡ W¡b¡ Pr >' : 
,·V¡.': 

[m] [ton) (t-m] ¡toaJ. · ¡i.;,¡] 

N3 13 165.288 2148.744 61.58 . "·-\··., 

Et<3 ·, : . .-;;:·:--.">_.: .. , '&sa : 
'i,5619. 

. ~.-.. ·. • .. -.--· 
N2 9 214.368 1929.312 

eN2 ·/"• 
., ~¡~.n 

•" 

Nl 29S.287 1476.435 43.00 

Et<l · 161.n 

l:= 674.943 5554.491 161.n 

•ANALISIS EN DIRECCION Y 

Análogamente para este caso se tiene del problema I anterior y de (d), (e) y (f) la tabla 4.9 

NN. BNT. V; le¿ Á.; llj W¡ P; W;r¡z P;x¡ 

[ton] [t/cm) [cm] [cm] [toa) [toa) (t-cm2] [t-cm] 

N3 2168 165.288 65.28 77ti891 141.527 

EN3 65.28 107.19 <1609 

N2 1.559 214.368 5&61 521.017 91.373 

EN2 123.89 1S7.99 <1784 

NI ans 295.287 44.85 177.357 34.759 

BNt 168. 74 217.81 an5 

l:= 674.943 1475.265 '1Gl.659 

Tabla 4.11 
de la ecuación ( 4.58) 

Ty = 2li{1475.265//980.665(267.659)]}0·5 = 0.471 [seg] ... (m) 
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nuevamente es notoria la buena exactitud de la fórmula para el cálculo del período fundamental, 
al comparar el valor obtenido con el encontrado con el método dinámico [problema /, inciso 
4.3.6.2.j. 

Como Ty < Tase tiene de fas ecuaciones (4.31 ), (4.38), (4.39) y (4.59) 

a = (1 + 3Tyff o)c/4 = [1 + 3(0.471)/0.6]0.1 = 0.33!j5 

Q' = 0.8[1 + (Ty/T o)(Q-1)] = 0.8{1 + 0.471/0.6} = 1.428 

V0 = aWofQ' = 0.3355(674.943)11.428 = 158.57 [ton] 

con las ecuaciones (4.57) y (p) se oa/culan las fuerzas reducidas de la tabla 4.10 

NN. BNT. h¡ W¡ W¡h¡ P¡ V¡ 

[m) (ron] [t-m) [ton] (ron) 

N3 13 165.288 2148.744 61.34 

BN3 61.34 

N2 9 214.368 1929.312 . 55.08 

EN2 ... ¡t~¡; 

Nl 5 195.281 1476.435 4215 

BNl 158.57 

:E= 674.943 SSS4.491 158.57 

... (n) 

... (o) 

... (p) 

III.- Resolver el problema 1 del inciso 4.3.6.2., si existen en los niveles 1 y 3 tanques de almacenaje 

con pesos de 7 y 14 [ton], respectivamente. Aplicar el Método estático de análisis sísmico estimando el 

período de oscilación con la fórmula propuesta por el RCDF-93. 

En el problema citado se calcularon las siguientes características 

W3 = 165.288 [ton} 

W2 = 214.368 [ton} 

W1 = 295.287 [ton] 

c = 0.4 

h1=5[m] 

h2= 9[m] 

h3 = 13 [m] 

O'x = O'y = 0.8Q = 0.8(2) = 1.6 (se supone que se desconoce T) 

.•. (a) 

..• (b) 

... rcJ 

... (d). 

.•• (f) 

.•• (g) 

... (h) 

..• {e) 
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•DIRECCION Xy Y 

Como se mencionó en 4.3. 7., las tuerzas sísmicas en los pisos 1 a 3 son iguales a los productos 
de los pesos por tas alturas y por una constante de proporcionalidad. 

De la ecuación (4.65) se tiene para cada piso 

P1 = aW1h1 = a(295.287)(5) = 1476.435a ... (/) 

P2 = aW2h2 = a(214.368)(9) = 1929.312a ... (/) 

P3 = aW3h3 = a(165.288)(13) =2148.744a ... (k) 

de la ecuación (4. 66) para cada apéndice la fuerza sísmica a nivel del suelo es 

P"f'o1 = cWap'/Q' = 0.4(7)/1.6 = 1.75 [ton] ... (/) 

P"f'o3 = 0.4(14)/1.6 = 3.5 [ton] ... (m) 

dela ecuación (4.68) y (4.67) 

c'1 = 5a ... (n) 

c'3 = 13a ... (o) 

Pap1 = 1.75(1 + 4(5)a/0.4) = 1.75 + 87.5a ... (p) 

Pap3 = 3.5(1 + 4(13)a/0.4) = 3.5 + 455a ... (q) 

el valor de Ja constante de proporcional/dad a, se determina con las ecuaciones (4.69), (/), (/), 
{k)' (p) y {q) 

"J;P¡ + IPap1= 1476.435a + 1929,312a + 2148.744a + 1.75 + 87.5a + 3.5 + 455a = 
= 5.25 + 6096.991a ... (r) 

I~ + l:Wapl = 165.288 + 214.368 + 295.287 + 7 + 14 = 695.943 [ton] ... {s) 

c/Q' = 0.4/1.6 = 0.25 ... (t) 

5.25 + 6096.991a = 0.25(695.943) = 173.98575 

de donde 

a= 0.02767525451 ... (u) 

sustituyendo (u) en(/),(}), (k), (p) y (q) se obtienen las siguientes fuerzas no reducidas por causa · 
del perfodo de oscl/aclón. 

P1 = 40.86 [ton] 
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cortante basal Vo = 173.99 [ton] 

P2 = 53.39 [ton] 

P3 = 59.47 [ton] 

Pap1 = 4.17 [ton] 

Pap3 = 16. 1 [ton] 

comprobación Vo/W0 = 173.99/695.943 = 0.25 = c/Q' (correcto) 

... (v) 

... (w) 

Reducción de /as fuerzas sísmicas en los pisos por estimación del período de oscilación: 

•DIRECCION X 

Procediendo de forma análoga a lo efectuado en el problema 11, se calcula la tabla 4. 11, con 
A•i = V1/ke1 . Tabla 4.11 

NIV. BNT. Pi. V¡ k¿ A¿ Xi W¡ W0<1 2 Pilli 

[ton] [ton] [t'em] (em] [em] [ton] [t-em2] (t-em] 

N3 59.47 235 16S.288 912803 139.155 

BN3 59.47 80.3 0.74 

N2 53.39 1.61 214.368 555.663 8S.9S8 

BN2 11286 146.83 0.77 

Nl 40.86 0.84 'J!JS.281 208.355 34.322 

BNl 153.72 183.99 0.840 

l:= 674.943 1676.821 26().035 

de la ecuación (4.58) Tx = 2x{1676.821/{980.665(200.035)]}0
·
5 = 0.509 [seg} 

Este periodo es el mismo que el calculado en el problema 11 anterior, y por tanto se demuestra 
que el método conduce a /as mismas fuerzas en los pisos obtenidas en dicho problema. 

•DIRECCION Y 

Para esta dirección yen base a las tuerzas obtenidas oonslderando apéndices, se tiene Ja tabla 
4.12 

Tabla 4.12 

NJV. BNT. P¡ '\Í¡ k¿ A¿ "' W¡ W0<1 2 P¡x¡ 

[ton] [ton] [t'em] [em] (em] [ton] [t·em2] (t-em) 

N3 59.41 1.98 16S.288 641.995 117.751 
BN3 59.47 107.19 .. 0.56 

N2 53.39 1.42 214.368 432252 ?S.814 

BN2 11286 151.99 . . 0.71 .. 
Nl 40.86 '. 

0.71 7!1i287 148.854 29.011 

BNl 153.72 ::zi:úl 0.7L 

l:- 674.943 1229.101 ZZZ.516 

. 
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dela ecuación (4.58) 

Ty = 2:n:{1229.101/[980.665(222.576))}0
·
5 = 0.471 {seg] 

Nuevamente coincide el periodo de oscilación con el calculado en el problema mencionado, 
y las fuerzas sísmicas en los pisos serán las ah/ encontradas. 

Un resumen de las fuerzas actuantes es 

Dirección X 

P3x = 62.58 {ton} P~ = 56. 18 {ton} P1x = 43 {ton} 

Pap1x = 4.17 [ton} Pap3x = 16.1 [ton] 

Dirección Y 

P3y = 61.34 [ton] P~ = 55.08 [ton] P1y = 42.15 {ton] 

Pap1y = 4.17 [ton] 

4.3. 7.5.· PROBLEMAS PROPUESTOS. 

Pap~ = 16.1 [ton] 

J.. Resolver el problema 1 del inciso 4.3.6.3, aplicando el Método estático de. análisis sísmico, sin 

estimar el Período de oscilación. 

Solución: DIRECCIONXyY: Pi = 28.47 [ton]; P2 = 51.80{ton]; P3 = 70.03 {ton}; Ven1 = 150.30 
{ton]; Ven2 = 121.83 [ton]; Ven3 = 70.03 [ton]. 

11.· Resolver el problema l del inciso 4.3.6.3, aplicando el Método estático de análisis sísmico, 

estimando de manera aproximada el período de oscilación con la fórmula propuesta por el RCDF-93. 

Solución: D/RECC/ON X: Pi = 28.47 [ton]; P2 = 51.80 {ton]; P3 = 70.03 [ton]; Ven1 = 150.30 
{ton];Ven2 = 121.83 [ton]; V9r13 = 70.03 [ton]; DIRECCION Y: P1 = 25.74 [ton]; P2 = 46.82 {ton}; 
P3 = 63.30 [ton]; Ven1 = 135.86 {ton]; Ven2 = 110.12 {ton]; Ven3 = 63.30 {ton]. 

III.- Si en los niveles 2 y 3 del edificio del problema 1 del inciso 4.3.6.3, se construirán tanques de 

almacenamiento de agua con un peso total de 6.5. y 9 [ton], respectivamente, determinar las fuet'.las 

sísmicas actuantes en dichos apéndices. 

Solución: DIRECCION X y Y: P"f'2 = 5.243 [ton]; Pop3 = 9.840 {ton]. 
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4.3.8.- EFECTOS DE LA 
CONFIGURACION DE LA 
ESTRUCTURA. 

CONFIGUAACJON ESTRUCTURAL.- La 

configuración estructural de una construcción, 

está constituida por su tamaño y su forma 

geométrica incluyendo el tipo y arreglo de · 1os 

distintos elementos estructurales, la distribución · 

de las masas, así como Ja naturaleza y situación de 

los elementos arquitectónicos que puedan influir 

en el comportamiento estructural. 

Una construcción que posea una 

configuración sísmicamente mal estructurada, no 

puede comportarse de manera satisfactoria ante 

las solicitaciones inducidas por un sismo, y en 

estas condiciones Jo único que puede hacer el 

ingeniero civil es mejorar Jo más posible una 

solución básicamente deficiente. 

Tradicionalmente el ingeniero civil en su 

labor de proyectista estructural tenía poca o nula 

influencia en Ja selección de Ja configuración de 

las construcciones, siendo el arquitécto el que 

determinaba dichos aspectos e implicitamente 

tomaba, sin saberlo, decisiones de gran importan­

cia para los análisis posteriores de ingenieria, por 

lo que se presentaba la situación de&crita. 

En la actualidad el diseño sismorresistente 

constituye una reponsabilidad arquitectónica y 

de ingeniería compartida[rel 6J, Las lecciones 

aprendidas en varios temblores demuestran que 

la simetría, sencillez y regularidad de las construc-

t 

dones contribuyen a reducir en gran medida los 

riesgos de un mal comportamiento. Por tanto, es 

deseable que se trate de influir lo más posible 

desde las etapas iniciales de un proyecto, para que 

la configuración cumpla con estas características, 

evitando a la vez entrar en conflicto con los requi­

sitos esenciales estéticos y de funcionamiento. 

Desde el inicio de un proyecto, el proyectista 

estructural debe hacer consciente al proyectista 

general y al propietario de las consecuencias que 

implica el no observar las recomendaciones 

básicas de estructuración sísmica, pero no debe 

impedir la originalidad y la funcionalidad del 

proyecto(ret 7J, sino que trabajando conjutamente 

el ingeniero estructural debe proporcionar 

soluciones seguras de formas variadas acordes 

con la filosofía del diseño sismorresistente. 

A continuación se indican las recomen­

daciones básicas de diseño, que evaluan la in­

fluencia de una configuración adecuada en las 

respuestas de la estructura desde el punto de vista 

sísmico. 

4.3.8.1.- INFLUENCIA DE LA 
CONFIGURACION. 

Al estructurar construcciones que estarán 

desplantadas en zonas con elevado o considerable 

riesgo sísmico, se debe procurar tomar en cuenta 

en lo posible los siguientes aspectos o recomen­

daciones básicos que conducen a configuraciones 
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estructurales idóneas para Ja realización de un 

buen diseño sismorresistente[re~ 7J: 

a) La sencillez en la configuración de la 

estructura permité comprender de forma clara la 

manera en que se podrán resistir y disipar las 

cargas laterales. 

b) Deben existir sistemas estructurales que 

proporcionen rigidez y resistencia en dos direc­

ciones ortogonales. 

c) La existencia de simetría en la disposición 

de rigideces permitirá reducir los efectos de tor­

siones y evitará que se incrementen las 

solicitaciones en los elementos estructurales. 

d) La forma geométrica en planta de la 

estructura debe ser lo más regular posible, witan­

do formas excesivamente alargadas o irregulares 

(como formas en L, e y T), debido a que éstas 

producen pérdidas en la rigidez de los diafragmas 

de piso e incrementos en las fuerzas actuantes de 

los elementos estructurales. 

e) La forma geométrica en elevación de la 

estructura debe ser regular. El evitar es­

calonamientos crecientes o decrecientes en 

función de la altura, contribuye a r~ucir efectos 

locales de amplificación dinámica por cambios 

bruscos de rigidez y masa. 

f) Se debe procurar que baya uniformidad en 

la distribución de resistencia, rigidez y ductilidad 

en la estructura. Esto se puede lograr haciendo 

que los elementos verticales de soporte (columnas 

y muros), sean continuos desde la cimentación 

basta el útlimo piso, que vigas y columnas estén en 

el mismo plano y que sus ejes se intersecten, que 

no existan cambios bruscos de dimensiones ni de 

refuerzos en los elementos estructurales, y que 

ningún entrepiso tenga una resistencia y rigidez 

muy inferior a la de los otros entrepisos. 

g) Los sistemas de piso y techo deben ser 

suficientemente rígidos y resistentes para poder 

distribuir las fuerzas que se originan en su plano 

entre los elementos vertica.les (columnas y 

muros). 

b) La cimentación deberá proporcionar em­

potramiento a los elementos verticales cuando así 

se baya considerado en el análisis, y deberá poder 

transmitir la fuerza cortante al suelo mediante la 

suficiente profundidad de desplante o mediante 

pilotes. 

En las figuras 4.62 y 4.63, se observan 

ejemplos de configuraciones sísmicamente 

recomendables y no recomendables. 

4.3.8.2.- EFECTOS DE TORSION EN LA 
ESTRUCTURA. 

La torsión en las estructuras se produce 

debido a que la resultante de las fuerzas sísmicas 

que actúa en el centro de masas de los pisos o 

niveles, no coincide con el punto en donde actúa 

la resultante de las rigideces de los sistemas 

estructurales de los entrepisos. Si dichos centros 
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RECOMENDABLES NO RECOMENDABLES 

o<-junta sísmica 

·P A: 

rn .· ;_H~'.X~~,'~A A/L>020 

trabe . ,.1.... .•. ·. (/ .·•·.·. ··. ·~ .· 
' - . ' . . 

' • • ', > 

Flpra 4.62. Recomendaciones para la geometóa de la planta de las estructuras para edificaciones 
(tomada de la referencia[7]). 

coinciden entonces habrá solo desplazamientos 

por traslación en dirección X o Y. 

CENTRO DE TORSION O CENTRO DE 

RIGIDEZ (Cn.- Es el punto por donde pasa la 

resultante de las fuerzas resistentes actuantes en 

los entrepisos de la estructura! ret 11. · 

CENTRO DE MASAS (CM).- Es el punto por 

donde pasa la resultante de las fuerzas de inercia 

actuantes en los pisos o niveles de la estructura. 

CENTRO DE CORTANTES (CV).- Es el 

punto por donde pasa la resultante de las fuerzas 

cortantes actuantes en los entrepisos de una 

estructura. 

Con referencia a la figura 4.64, que muestra 

la configuración estructural de un edificio con 

sistemas resistentes ortogonales, la posición del 

centro de tocsión (CT), puede calcularse por 

equilibrio estático con las siguientes expresiones 

X t = 1:(k¡yX¡)/Ik¡y • .... (4.70) 
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Muro 
rígido 

H/L>S 

l 
H 

a) Planta baja débil b) Reducción brusca de 
masa y rigidez 

c) Esbeltez excesiva 

Ficara 4.63. Configuraciones poco convenientes en elevación para edificios (tomado de la referencia 7). 

Yt = l:(lqxY¡}!l:lqx ..... (4.71) 

X¡, Y¡-ooord•nadaa d• loo •l•m•ntoo reolot.m .. del 
•ntrepiao (eiat•mas de marcos, muro-marcos, etc.) 

k¡x. k¡y-rigidec .. de loo *'•m.ntoo reoiotent .. o 
rigid•c•a et. •ntr•piao de loa airrt•maa eetructlJrsUoa en 
la dlr•cclón conolderada 

X!, yi-ooordenao del c.mro d• torsión (Cl) 

La posición del centro de cortantes de cada 

entrepiso se calcula por equilibrio estático como 

Xv = (P1j)acNiy 

Yv = (P1,:Y )acNlx 

..... (4.72) 

..... (4.73) 

Fipra 4.64. Estructura con sistemas resistentes 
ortogonales. 

P1., Ply4uerza sísmica actuante en •I nlv•l I y en la 
dirección considerada 

t¡>,¡x¡.,,, (P1•Y)sc1>roducto acumalado d• la lu•rza por kl 
diotancla centroidal 

x, y-ooordenadao d•I centro d• maoao (CM) 

V¡,, Vly'luerza cortan!• total actuante en el entrepiso i en 
la cfir~ción considerada 

Xv, yv-ooordenadao del centro do cortant .. (CV) 

Las coordenadas de los centros de torsión y 

de cortante pueden calcularse de fonna más 

eficaz con la ayuda de las tablas mostradas en las 

figuras 4.65 y 4.66 . 

La torsión producida en las estructuras tiene 

como consecuencia el aumento de las fuérzas cor­

tantes sísmicas actuantes en los sistemas resisten­

tes. En los análisis sísmicos dinámicos y estáticos 

efectuados basta ahora se han considerado 

únicamente las faerzascartantes dlrecl.lls actuan­

tes en los entrepisos, es decir, se ha supuesto que 

sólo existen movimientos laterales de traslación. 

En la realidad las estructuras presentan siempre 

movimientos de rotación y por lo tanto las fuerzas 
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Flpra 4.66. Tabla para la superposi~iÓri de los efectos de torsión. 

cortantes por torsión deben ser superpuestas a las 

fuerzas cortantes directas citadas. 

Como puede observarse en la figura 4.67, la 

presencia de un diafragma de piso rígido en cuyo 

centro de masas actúa la fuerza sísmica, ocasiona 

que los efectos de la torsión sean más des­

favorables para Jos sistemas resistentes más 

alejados del centro de torsión, mientras que para 

los de otros ejes son menos desfavorables o in­

cluso de signo contrarío. 

El diafragma de piso rígido tiene como 

función distribuirla fuerza sísmica actúan te en su 

centro de masas entre todos los sistemas resisten­

tes, en proporción a Ja rigidez y al nivel del efecto 

de torsión que le corresponda. La cuantificación 

del valor de Ja fuerza sísmica que toma cada sis­

tema resistente (marcos, muro-marcos, muros, 

etc.) en cada nivel, puede calcularse con el 

procedimiento descrito en el siguiente inciso. 

4.3.9.· DISTRIBUCION DE LAS 
FUERZAS SISMICAS ENTRE LOS 
ELEMENTOS RESISTENTES DE LA 
ESTRUCTURA. 

El contar con un sistema de piso rígido en su 

plano, tiene Ja ventaja de garantizar que los sis­

temas resistentes que integran una estructura 

responderán como un conjunto y no de manera 

aislada ante los efectos de un sismo. Cada uno de 
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y 

1 
eCT 1 

CV• .i 
4 
1 

-x 

Figura 4.67. Excentricidades de los centros de 
torsión y cortante en una estructura. 

dichos sistemas resistentes tomará parte de la 

fuerza sísmica que está aplicada en el centro de 

masas del diafragma, en proporción a su rigidez, 

ver figura4.67. Esta fuerza puede calcularse como 

V¡x = V;xll¡~k¡x 

V¡y = l/¡ylqy/IkJy 

..... (4.74) 

..... (4.75) 

Vi,. V¡y4uorza cortlln1• directa en el entrepl•o l •n la 
dirección oonaict.rada 

C.omo ya se mencionó, al no coincidir el 

centro de torsión (CI) con el centro de cortantes 

(CV), se produce un par de torsión CuYa magnitud 

es igual al pC"oducto de la fuerza corunte total del 

entrepiso por la distancia o cotUntriciola• entre el 

centro de cortantes y el centro de torsión. En la 

figura 4.67 se ilustra la excentricidad existente en 

ambas direcciones de una estructura reticular; 

puede obseC"Varse que una excentricidad en una 

dirección determinada produce cortantes tanto 

en los sistemas resistentes orientados en dirección 

X como en los orientados en dirección Y. 

Un análisis dinámico que incluYa los efectos 

de torsión considerándolos como un grado de 

libertad adicional en cada piso, resulta excesiva­

mente complicado para ser resuelto tan solo con 

calculadora, lápiz y papel, y usualmente es solo 

efectuado en programas de computadora para 

análisis de estructuras como los de las referencias 

12 y 13. Cuando se trabaja con rigideces de 

entrepiso y sistemas oscilatorios simplemente 

acoplados, los efectos de torsión son superpnes­

los eslálicamenle y adicionados a las fuerzas cor­

tantes directas obtenidas de un análisis dinámico 

que considera solo desplazamientos de traslación. 

Sin embargo debido a Jos efectos dinámicos 

producidos por un sismo en las estructuras 

tridimensionales, puede verse amplificado el 

momentotorsionanteque actúa en cada entrepiso 

y ser la excentricidad efectiva mayor que la cal­

culada estáticamente en los análisis bidimen­

sionales o planos. 

Por otro lado, debido a que la rigidez de los 

elementos estructurales se ve afectada durante un 

sismo por agrietamientos locales o por la inter­

ferencia de elementos no estructurales en el 

movimiento, el cálculo del centro de torsión solo 

puede ser efectuado con poca aproximación. 

El RCDF-93 en sus Normas Técnicas Com­

plementarias para Diseño por Sismo[••l 51, toma 

en cuenta lo anteriory especifica que el momento 

torsionante de diseño se determine con una ex-
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centricidad total calculada como la más des­

favorable de las siguientes 

eo = 1.5es + 0.1b 

eo = e.-o. tb 

..... (4.76) 

..... (4.77) 

., .. xcentricldad calculada t•órioamente (distancia entre 
CVy Cl) 

b~a mayor dimensión en planta del •ntr•plso medida 
perpendicularmente a la dirección del sismo 

eo .. xcentricldad de diseño Qgual a el valor más. 
desfavorable) 

El factor de 1.5 cubre la amplificación 

dinámica de los efectos de torsiónfreL 71. Si la 

torsión es considerada como un grado de libertad 

dinámico en el análisis, este factor toma un valor 

unitario. 

El factor del 10 % del ancho del edificio toma 

en cuenta la alteración de la rigidez durante el 

sismo. 

El momento torsionante y la fuerza rortante 

por torsión que toma cada sistema resistente ~e 

calcula como, ver figura 4fJ7 

Mbc = V1xe0y 

Mty = "1yeox 

Fxt = Mtx/qxl'ft/R 

Fyt = Mtyk¡y}(¡t/R 

con 

..... (4.78) 

..... (4.79) 

..... (4.80) 

..... (4.81) 

..... (4.82) 

Mtx. My-momento torslonanto en el entrepfeo i y en la 
dirección conoldorada 

eox. eoy-excentricldad de diseño en la dirección 
considerada 

Fxt, Fyrluerza cortante por torsión en el entrepiso de un 
sistema reolstente en la dirección considerada 

Y11. X¡rdlstancla de los sistema• resistentes al centro de 
torsión CT del entrepiso 1 en la dirección analizada 

La fuerza cortante total en cada sistema res is-

tente es entonces 

Vtx = \l¡x + Fxt 

Vty = \l¡y + Fyt 

..... (4.83) 

..... (4.84) 

Vtx, Viy.fuerza cortante total (directa máo torsión) en el 
sistema resistente considerado 

A partir de la fuerza cortante total, es decir 

incluidos los efectos directos y por torsión del 

sismo, pueden obtenerse las fuerzas actuantes en 

cada nivel de los marcos planos y efectuar su 

análisis estructural. 

La tabla que aparece en la figura 4.66 sirve de 

ayuda para el cálculo de todas las fuerzas men­

cionadas. 

En la referencia [5] se indican entre otras, las 

siguientes especificaciones adicionales: 

Efecto• bldlr"ecclonalto 

Laa estructuras deben revisare• para Ja acción de dos 
componontoo inci.pendienteo, horizontal•• y 
ortogonal•• del movimiento del terreno. Loo efectos de 
ambo" componentes tJ• combfnNán tomando, en cada 
dirección que e& analice la ••tructura, el 1 00 % de los 
eteotoa del componente que obra •n esa dJrección y el 
30 % de lo• .,..,tos del que obra perpendiculerm<>nt• a 
ella. 
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Efecto• de Toro Ión 

La excentricidad do dlaeño en cada sentido no oe 
tomará menor que la mitad del máximo valor de e! 
calculado para loo entrepisos que se hallan abafo del 

que se considera, ni se tomará el momento torslonante 
de ese entrepiso menor qúe la mitad del máximo 
caJculado para Jos entrepisos que están arriba del 
considerado. 

4.3.9.1.-PROBLEMAS RESUELTOS. 

[.- Completar el análisis sísmico dinámico del edificio tratado en el problema l del inciso 4.3.6.2, 

superponiendo los efectos de torsión. 

En la sección 9.3 de las Normas Técnicas Complementarias para Diseño porSlsmoCret. 61, se 
pide que en los casos de análisis dinámicos, el cortante basal dinámico sea mayor o igual al 80 % 
deaWo/Q' · 

De los valores calculados en los problemas I del inciso 4.3.8.2 y// del Inciso 4.3.7.4, se 
comprueba que: 

-Dirección X: Vodinx = 138.03 > {0.8(181. 77) = 129.418] (cumple) 

Dirección Y: Vodiny = 135.8 > [0.8(158.57) = 126.88] (currple) 

•CENTRO DE MASAS 

NIVEL 1.-Se tomerán momertos respecto a los efes globales-" Y de la figura 4.26: 

En el problema citado se calculó: WN1 = 295287 [kg] 

y= {(BmJ(8m)(450 + 180)kg!m2(3m) + (3m)(7m)(450 + 180)kg!m2(9.5m) + (15m}(10m)(450 
+ 180)kg/m (11m) + (3m}(3m)(300 + 150)kgtrif(14.5m) + (1/2}(4)(980kg/m}(5 + 4)m(18m) + 
4(980kg/m}(5 + 4)m(8m)/2 + (720kg/m} ((10m)4(11 m) + (3)(10m)(480kg/m}(11m) + 
(4){300kg/m}(Bm)(3m) + (300kg/m}(3m)(13m) + (3)(6m)(420kg/m}(18m} + (3)(8m)(420kg/m)((8m) 
+ (18m)(288 + 384)kg/m(18m) + (12m)(28B + 384Jt<¿flm(8m) + (8m}(288 + 384)kg/m(3m) + 
(20m)(288 + 384)kg/m(11m) + (12m)(5 + 4)m(15kg/m ~(11m)/2 + (8m)(5 + 4)m(15kg!m2)(6m)/2 
+ (Bm)(5 + 4)m(15kg/m2}(3m)/2 + (10m)(5 + 4)m(15kg/m2)(11m)/2 + (8m}(15kg!m2)(5m)(16m)/2 
+ (6m}(15kg/m2)(5m)/2 + (8m) (5 + 4)m(325kg!m2}(3m)/2}!2fi5287kg = 9.49 [m] 

x= {(16np,ram)(450 + 180}kg/m2(3m) + (3m)(7m&(450 + 180)kg/m2(1.5m) + (15m)(10m)(450 
+ 180)kg/m (10.5m) + (3m)(3m)(300 + 150)kg/m (1.5m) + 2(960kg/m}(5 + 4)m(18m)/2 + 
2{980kg/m}(5 + 4)m(12m}/2 + {2(980kg/m} + 420kg/m](5 + 4}m(Bm)/2 + (720kg/m}(10m}(18 + 
12 + B)m + (480kg/m}(10m)(15 + 9 + 3}m + (300kg/m)(8m)(6 + 3 + 3)m + (300kg/m}(3m)(1.5m) 
+ 2(420kg/m}(18m}(9m) + (6m)(420kg/m}(3m) + (288 + 384)kg/m{(18m)(9m) + (12m}(12m) + 
(8m)(8m) + (10m}(18m)] + (15kg!m2)[(12m)(5 + 4)m{8m)/2 + (8m)(5 + 4)m(9m)/2 + (8m)(5 + 
4}m (Bm}/2 + (12m)(5m)(15m)/2 + (1 Om)(5m}(18m)/2 + (8m)(280kgtm2(5 + 4)m(3m}/2}/295287kg 
= 8.00 [m] 
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NIVEL 2.- Se tomarán momentos respecto a los ejes globales X Y de la figura 4.27: 

En el problema citado se calculó: WN2 = 214368 {kg] 

y= {(6m)(6m)(610 + 70)kg!m2(3m) + (3m)(7m)(450 + 180)kg/m2 (9.5m) + (9m)(10m)(450 + 
180)kg!m2(11m) + (3m)(3m)(300 + 150)kg/m2(14.5m) + {1/2)(3)(960kg/m)(4 + 4)m(16m) + 
3(960kg/m){4 + 4)m{6m)/2 + {420kg/m)((12m)(16m) + (12m)(420kg/m){6m) + 
(3)(720kg/m)(10m)(11m) + (480kg/m){1 Om){11 m) + (3m) (13m) (300kg/m) + (4){6m)(300kg/m}(3m) 
+ (288 + 384)kg/m{(12m)(16m) + (20m)(11m) + (6m)(6m) + (6m)(3m)j + (15kg/m2){(12m)(16m) 
+ (6m)(6m) + (20m)(11m)){4 + 4)m/2 + {15kg/m2){6m)(3m){4m)/2 + 
(6m)(325kg/m2){3m){4m)/2}/214368kg = 9.21 [m] 

x = {(6m){6m}(610 + 70)kg!m2(3m) + (3m)(7m)(450 + 180)kg/m2(1.5m) + (9m){10m)(450 + 
180)kg/m2(7.5m) + (3m)(3m){300 + 150)kg!nf(1.5m) + 2(900kg/m){4 + 4)m{12+ 6}m/2 + 
(420kg/m)(4 + 4)m(6m)/2 + 2(12m)(420kg/m)(6m) + {6m}(420kg/m){3m) + (720kg/m){10m){12 + 
6)m + (480kg/m)(10m)(9 + 3}m + (300kg/m)(6m)(6 + 3 + 3)m + {300kg/m}(3m)(1.5m) + (288 
+ 384)kg/mf{12m)(6m) + (6m){9m) + (6m){6m) ·+ (10m){12m)] + (15kg/m2){(12m)(6m) + 
(6m){9)m + {10m)(12)m/(4 + 4)m/2 + {15kg/m2){6m)(6m)(4 + 4)m/2 + (6m)(280kg/m2(4 + 
4)m(3m)l2}/214368kg = 5.49 fmj 

NNEL 3, ver figura 4.28 

No hay sobrecargas Importantes y las masas son simétricas, por tanto el centro de masas 
coincide con el centro geométrico 

x= 6{mj y= 11 {m] 

•CENTRO DE CORTANTES 

Con los datos calculados en el problema I del Inciso 4.3.6.2, se procede a ca/cu/ar los valores· 
que aparecen en la tabla 4.13, donde Xve Yv están dados por las ecuaciones (4. 72) y (4. 73) 
T•bla 413 

NIV ENT. P;, p~ i - V;. V~ P.,Y P;.f~ P~x P¡,i.. .. Xv 'Yv y 

[ton] [toa] [m] [m] [toa] [ton] [t-m] [t-m] [t·m] [t-m] 
.. 

[m] [m] 

N3 56.59 54.42 6.0 11.0 622.49 ó2Z.49 326.52 326.52 [->· .. ' 
-

EN3 56.59 54.42 6.0 ·n.o 
N2 49.91 SQ37 5.49 ~21 4~6711 1082.1611 Z/6.5313 fl03.0S13 

¡·. .·. 

EN2 106.5 104.79 5.16 10.16 
Nl 41178 41105 &O ~49 387.0022 1469.1633 32D.4 923.4513 

ENI 147.28 144.84 6.38 9.98 

•FUERZAS SISMICAS 

Con las ecuaciones {4.74) a (4.84) y las figuras 4.68, 4.69 y 4. 70 en donde se observan las 
posiciones de los centros de torsión y de cortante, se calculan los datos mostrados en las tablas 
de las hojas siguientes para cada nivel y dirección. La excentricidad de diseño más desfaborab/e 
para cada sistema resistente, se calcula observando las figuras mencionadas. 



Ta•la 4.JA NIVEL 3: DIRECCION X (figura 4.68) 
Efectos de Va EféctoSViy 

Centro de tonión directo· toai6n .. 
.. · 

. total. .:>tO~ióO 
EJE k_¡. Y; k_¡.Y; Y;t k_¡.Y2;r .., O.lb eoy· M1r .. V·'' . _F_;.. ·• Vtc.,: .., F11 .. QAci JX. 

[t/cm] [cm] [ton] [cm] [t.-] [cm] [cm) . [cm] [t-é;,,f [tonJ [toitf [ton] [iOn] [cin] 
B 4o.15 600 24090 -500 10037500 o 100 -126.7" -7170 2&295 4.216 -32511 5.20. 1.7 ... 
A 4o.15 1600 64240 500 10037500 o 100 126.7" 7170 "2&295 ·. 4.216 32511 5.20 .. 1.7 
l:= 20075000 56,59 

ecuación(4.71) Yt = 8833G'80.3= llOO[cm] 
ecuación (4.82) R = 20075000 + 14067754.43 = 3414Z754.43 
•eo, = l<lqcm] < (e..,_12(piso2) = 253.35/2=126.7(cm]] •eo, = 126.7[cm] 

EJE · Vtx+0.3Vty 0.3Vtx+Vty 
m1 
3 

B 34.071 14.95 PI 

A 34.071 14.95 < 
5" 
ca e» 
:::1 
lD 
"'· P> 

Ta•la 4.15. NIVEL 3: DIRECCION Y (figura 4.68) > 
:::1 

Electos de .Viy EfectosVax <:!: 
ID 

e.entro de torsi6n directo torsión total t.onión ¡¡;-

EJE kjy X¡ kj,Xj Xjr kjyX2jt ... O.lb co. M~ Vjy F,. v,, F,. oaci 3 
ñ 

[t/cm] [cm] [ton] [cm] [t-cm] [cm] [cm] [cm] [t-cm] [ton] [ton] [ton] [ton] [cm] P> 

1 35.49 o o .m.8.27 ?91331.2586 2&27 120 162.41 8838.35 1&02 5.77 23.79. 4.68 1.42 
2 3U6 600 18696 -2il.27 24902.85076 2&Z7 120 162.41 8838.35 15.82 0.23 16.05 0.19 1.03 
3 4Q.54 1:100 48648 571.73 13251520.32 2&27 120 -93.41° -5083.37 2Q58 3.45 24.03 4.87 1.26 
l:= 14061754.43 54.42 

ecuación(4.70) Xt= 67344n01.19= 6Z827[cm] 
•eo. = 91.73 [cm]< (e..,.,,J2{pisol) = 186.81J2= 93.41 [cm]]• e0y = 93.41 [cm] 

··.:·-
EJE Vtx+0.3Vty 0.3VbC+Vty 
1 25.19: ll.82 
2 16.11 .. 5.00 
3 25.49 ·. 1208 

~ 



Tabla 4.16. NIVEL 2: DIRECCION X (figura 4.69) 

Gntro de 
EJE 1:-,. Y; k_¡.Y; Yjt k,;&Y2

jt 

[l/cm] [cm] [ton] [cm] (t-cm] 
A 50.9 1600 81440 837.35 35688790.65 
B S0.9 600 30540 -16265 1346560.645 
e 45.03 o o -762.65 26191025.06 
1:= 63226376.36 

eaiaci6n (4.71) Yt = 11198(}'146.83 = 76265(cm) 
eaiaci6n (4.82) R = 63Zl.6376.36 + 42671488.83 = 105897865.2 
fM¡= Va- Vci+t 

Aci= Va/ la 

Tüla4.11. NIVEL2: DJRECCJONY(figura4.69) 

Gntro de 

B.JE rJY Xj k_¡,Xj Xjt kj¡X2jt 
[l/cm] [cm) [ton] [cm] [t-<>m] 

1 79 o o -475.82 1788S969.12 
2 32.69 600 19614 124.18 504101. 7808 
3 .. 46.3 1200: 55560 7JA.18 241.81417.93 
1:=· 42671488.83 

eaiación (4.70) X.;.. 75174/157.99= 475.82[cm] 

torsión ..,, Qlb 

[cm] [cm] 
253.35 160 .. 

253.35 160 
253.35 . 160 

torsión ... Qlb 

[cm] (cm] 
100.18 120 
100.18 120 
100.18 120 

º•l>.i;., 19.82[cm] < [e.....12(pisol) = 186.8112 = 93.41 (cm]] =:>eo. = 93.41 [cmj · 
F~¡: Va-V~i+1 
t.a=V,,¡/ ka. 

eo, · .. _MO: .. 
[cm] . [t-cm] · .. 

:540.025 :· ·'.S7S127 

9.l.3s · >m1.8-. 

Efectos de. .Va El~ctosyiy 
directo'· torsión . tota~ tonión 

V;.. ·.F,;·.·· ·v~ Fyi· 
· [ton J.. .. ·c.;~¡ .... ·.(ton) [to•L: 

36.92 . .• .·: 23.15 1.: : . 6Q07 ·. ·. ' . IÍ.4 . 

Qáei 
[cm] 
z5 

EJE· 

·.·!1: ·;.<!~'., }~~-- ·.·.'.!;~ .. 

·-~:'i~~\;if 1y:J,'~f 
9.l.35_ . ·: 99ii:s: 

A 
B 
e 

1.5 
.J.4 

-[cm] 
-9.l.41º 
'lJ0.27 
ZI0.27 

. B.JE 

·2. 

3 

M~ 
(t-cm] 
9788.4 
28321.6 
28321.6 

~ 
3 
P> 

< 
:;-

. <O 
. <D 

" iD 
¡-
)> 

a 
iñ 
Ü) 
3 
o 
P> 

~ 



Ta•la4.18. NIVEL!: DIRECCIONX(figura4."iUJ 

Centro de 

B.JE k-,. Y¡ k;zY¡ Y¡. k;zY2¡. 
(t'cm] [cm] [ton] [cm] [t-.:m] 

A 67.84 1600 10044 788.82 42212557.56 
B 61.84 600 40704 -211.18 302S459.964 
e 4&31 o o -&1.18 31788607.66 
l:= 77mS625.18 

ecuación (4. 71) Yt = 149'l4fl183.99 = 81Ll8[cm] 
ecuación (4.82) R = 77026625.18 + 113495694.1 = l!I05Zl319.3 
FNi= Va-Vci+l 

Áá= Va/ ka 

Tüla 4.19. NIVEL 1: DIRECC!ON Y (figura 4."iU) 

Centto de 
B.IE kjy Xj kgXj Xjt kgX2jt 

[tlcm] [cm] [ton] [cm] [t-.:m] 
76:81 o o -&16.27 55009241.44 

2 2926 600 17556 -246.27 1774587.191 
3 ,57.27 1200 68724 353.73 716S903.762 
4 54.47 1800 90046 953.73 49545961. 73 

l:= 113495694.1 

ecuaci6n(4.70) X.= 184324'217.81 = 846:27[cm] 
flfi= Va-Vci+l 
L.\a; 'v.;t 1ra 

toni6n· 

<oy Ulb 

[cm] [cm] 
'JJ13.27 160 
'l!IJ.21 160 
'li13.27 160 

torsión ... Qlb 

[cm] [cm] 
186.82 180 

186.82 180 
186.82 180 
186.82 180 

<Oy 
[cm] 

472.41 
4&27 
4&27 

<ox 
[cm] 
6:82 
6:82 

460.23 
460.23 

M,, 
[t·cm] 
@576.5 
7109.2: 
7109.2 

B.IE 

A 
·B 
e 

Moy 
[l·cm] 
91f7.8 

9ffl.8 
lilí6S9.7 
(J6659.7 

EJE 

1 

2 
3 

Efectos de . V"' Efe= et os .'(iy 
directo torsión ,: . totáJ Íor.i.Íóñ 

V·. 
" 

. F;.. :v,, . FY. 
[ton] · . [ton] · , [ton]· ·[ton]' 
54.3 . ';' 19.54. : . 73.84 . 18.7. 

'E~'. ; . 17 :,, .. ·~~ ... ~~ · 
¿'.·~>}:.-·- . k~ 

Vtx+0.3Vty 

[ton] 
79.45 
55.25 
41.33 

- ., . ;'; 

. -: - ~ ·,« ·_ . 

··0.3V~~Viy 
[ton], 

. 40.85: 

2Ú3 

24.87·:· 
1&46 

:. !in 

Efectos de Viy · Efectos V-ax 

directo torsión totál :: . 'tonión 

·. QL.\ei 
[cm] 
2.34 
1.6-1 
1.72 

3oX+lOOy 

• FN1 

[ton] 
11.43 

8.08 

685 

QL.\ei .,Vjy ... · .F>' . :-·-.Voy• · F,., 
·[ton] · · [!On] · ·:: [ton]::: . [t0n] , . [cm] 
Sl.08 . '. -034 . ' SÍl7< . 23. 7 . 1.51 

!::: ~:: ;( !~~~ ; <-~: . ;'- !:: 
3622 : ,/1&18 •. :<:•54.4' ' ·~ ¡9_·¡(, '. 2.21 

'~. ,0¡3f,\~1~{'.'~ v1y+o:3v.;, 
[ton] 
S1.8S' 
20.20. 

47.39 
6UIO 

·. -9.16' 

mi 
3 
P> 

< 
:¡ 
ce 
m 
::J 
¡¡;-

w 
)> 
::J 

lF 
¡¡;· 
3 
o 
P> 

~ 
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(1~' . - .. <2'\ (~) 
'r' 600 · 'r' 600 -, 
_¡--, ~ -'"! 
1.·52.B~~ 

Flgm 4.68. . Ce!ltÍ:0s cÍ~' t~~ió~ y c0~rite dél 
piso 3 d~I edificio tcirado en· el problema I .del 
inciso 4.3.6.2. · 

Yf 
,'1'\ .· ,~:..., ' ; (3:.., ·, ·- {4'\. 
''r" 600-"' .... r' 1 boo·-, ... ,..1 _ 'bOO .'-r' 

r-,'.~·+ ~ 
,Lli6.2LL,. '.· 1 . . ..i 

Flpra 4.70. Centros de torsión y cortante en 
el piso 1 del edificio tratado en el problema I 
del inciso 4.3.6.2. 

Figura 4.69 .. ·Centros de torsión y cortante del 
piso 2 del edificio tratado en el problema I del 
inciso 4.3.6.2. · · · 

· .. 'NOTAS: 
1 '.Acotación en [m) 

- /'~ ~~ Fu•~ en [ton) ~ 

· .. ,. .• ·-· ····~.·._.~ ·. 5··----i .. 
32.2 -

i:3 

9.13 -
T3 

c3 

~ 

' . T3 · 

1::;: !i!:;: 1: :1 
e 3 

e 3 

~ 

i 
J 

X 

Ficar• 4.7L Fuerzas sísmicas en el marco C 
del edificio de la figura 4.70 (100%X+ 30%Y). 
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34.071 ·- n:::='-::=,,...,.-c='~'"n 
..,. .. Cl 

29.419 t-_:_. 
.,. c.1 

15.96 t-'-+ 
1() Cl 

L 
NOTAS: L _ G--\-- & __¡__ s ~ 
1 ·Acotación en [o'iij" . · 
2.-Fuerzao en [ton] 

Figura 4. 72. Fue izas sísmicas en el marco A del 
edilicio de la figura 4.70 (100%X+30%Y). 

J 
1 ·Acotación en [m] L-10 ----l 
2· Fuerzas en [ton] 

Figura 4.73. Fuei:zas sísmicas en el marco 3 del 
edilicio de la figura 4.70 (100%X+30%Y). 

Finalmente. algunos ejemplos de las fuerzas sfsmlcas que actúan en los marcos planos del 
edificio, se observan en las figuras 4. 71, 4. 72 y 4. 73, para ta condición de anállsis que considera 
actuando 100 % de /as fuerzas en X más 30 % de /as fuerzas en Y. 

Del análisis estructura/ de estos marcos se pueden obtener los elementos mecánicos actuantes 
por causa de las fuerzas sísmicas. Estos elementos mecánicos deben adicionarse a los producidos 
por las cargas muertas y vivas de acuerdo a las combinaciones recomendadas por el RCDF·93 y 
determinar si los elementos estructuras/es son capaces de resistirlos. 

4.3.9.2.- PROBLEMAS PROPUESTOS. 

!.- Completar el análisis sísmico dinámico del edilicio tratado en el problema I del inciso 4.3.6.3, 

superponiendo los efectos de torsión. 

Solución: 100%X + 30%Y: (NNEL 3), 32.28(e/e A), 14.52(e/e C), 17.42(e/e E), 17.36(e/e 1), 
3.96{e/e 2), 2.0(e/e3), 3.38(e/e 4), 20.26{e/e 5); (NNEL 2), 55.28(ejeA), 28. 72(e/e C), 32. 76(e/e E), 
33.59(e/e 1), 5. 72(e/e2), 2.84(e/e3), 4.97(eje4), 37.13{eje5); (NNEL 1), 73.57(ejeA), 35.46(eje C), 
39.14(ejeE),50.12(e/e 1),5.94(e/e2),2.76(eje3), 5.39(eje4), 52.77(e/e5). 

100%Y +30o/oX:(N/l/EL3), 11.60{ejeA), 4.81(e/e C), 6.68(ejeE), 23.88(eje 1), 6.83(eje2), 5. 77(eje 
3),6.71{eje4),30.B2(eje5); (NNEL2), 18. 71(ejaA), 9.06(efeC), 11.51(e/eE), 47.23(e/e 1), 10.08(eje 
2),8.42(efe3),9.72(e/e4),55.86(e/e5);(NNEL 1),23.76(e/eA), 11.00(e/eC), 13.06(e/eE), 66.65(eje 
1), 10.10(efe2),B.30(eje3), 9.78(eje4), 73.07(efe5). 
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4.3.10.· ANALISIS SISMICO 
SIMPLIFICADO. 

Este método es propuesto por el RCDF-93 en 

sus Normas Técnicas Complementarias para 

DiseiioporSismo[ref. 51, para el análisis sísmico de 

edificios que cumplan con los siguientes requisi­

tos: 

!. En cada planta al menos el 75 % de las 

cargas verticales están soportadas por muros 

ligados entre sí ~ediante losas monolíticas u otros 

sistemas de piso suficientemente resistentes y 

rígidos al corte. Dichos muros tendrán 

distribución sensiblemente simétrica con respec­

to a dos ejes ortogonales y deberán satisfacer las 

condiciones que establecen las normas· com­

plementarias correspondientes. Puede haber 

cierta asimetría en la distribución de los muros 

siempre que existan en todos los pisos dos muros 

de carga perimetrales y paralelos, cada uno ccn 

una longitud igual a la mitad de la dimensión 

mayor en planta del edificio. 

11. La relación entre longitud y anchura de la 

planta del edificio no excederá de 2.0. 

111. La relación entre la altura y la dimensión 

mínima de la base del edificio no e~derá de 1.5, 

La altura del edificio no será mayor de 13 [ m ]. 

La fuerza cortante es determinada sin 

necesidad de conocer el período fundamental de 

oscilación ni el factor de comportamiento sísmico. 

El método evita la consideración de torsiones 

mediante el cumplimiento de los requisitos antes 

mencionados. 

El procedimiento para obtener las fuerzas 

cortantes sísmicas en los entrepisos del edificio es 

el mismo que se usó en el método estático sin 

estimar el periodo de oscilación; pero con la 

diferencia de que las ordenadas espectrales son 

las especificadas en la tabla 4.20. Los coeficientes 

de esta tabla ya tienen en cuenta !as reducciones 

por ductilidad y fueron obtenidos a partir del 

período fundamental estimado en función de la 

altura de la estructura(reC 7J, 

La fuerza sísmica actuante en cada entrepiso 

en la dirección analizada, se distribuye uniforme­

mente entre cada muro alineado en dicha 

dirección, y por tanto debe compararse contra la 

fuerza cortante resistente del entrepiso, dada por 

la suma de las contribuciones individuales de los 

citados muros. 

La fuerza cortante resistente V,de cada muro 

se calcula según el RCDF-93 en sus Normas 

Técnicas Complementarias para Diseiio y 

Construcción de Estructuras de Mampostería(reC 
101, como la menor de las siguientes 

V11 = Fr(0.5v°Ar + 0.3P) 

V.a= 1.5Frv·Ar 

Vr = V11 s Vra 

Vn, Vr:¡./utrza cortante r .. lotonto 

..... (4.85) 

..... (4.86) 

..... (4.87) 

Fr{actor de reducción (O. 7 para muros reforzados) 



Tema IV Ingeniería Antisísmlca 446 

Tabla 4.20. Coeficientes sísmicos reducidos por ductilidad para el Método simplificado, según 
el RCDF-93[reL3J 

ESTRUCTURAS GRUPO B ' 

MUROS DE PIEZAS MACIZAS O DIAFRAGMAS 
DE MJ>DERA CONTRACHAPi'DA 

ALTURA DE LA CONSTRUCC/ON 

ZONA <4[m] 4 a ?[m] 7a 13[m] 

11,111 
0.07 

0.13 

0.08 

0.16 

'Estructuras grupo A multiplicar por 1.5. 

Ar-área de la sección transvenial del muro 

P-oarga l>Xlal del muro . 

0.08 

0.19 

v • ... a fuerzo cortante medio nominai de la mampostería 

En muros cuya relación altura a longitud sea 

mayor que 1.33 la resistencia a fuerza cortante 

4.3.10.1.- PROBLEMAS RESUELTOS. 

MUROS DE PIEZAS HUECAS O DIAFRAGMAS 
DE Dl.ELAS DE MIDERA 

AL TURA DE LA CONSTRUCC/ON 

<4[m] 4 a ?[m] 7 a 13[m] 

0.10 

0.15 

0.11 

0.19 

0.11 

0.23 . 

. ·. 

debe ser afectada por el factor Ó.J3Uh)2, que 

toma en cuenta su poca rigidez y la influencia de 

la flexión. 

L~ongitud do/ muro 

h-altura del muro 

I.- Aplicando el Método simplificado de análisis sísmico al edificio del problema lI del inciso 4.3.6.3 

(figura 4.60), determinar si es adecuado para resistir fuerzas sísmicas. 

Se cumplen las condiciones para la aplicación del método slmpllflcado, ya que: más del 75% 
de las cargas verticales están soportadas por muros ligados entre si por las losas; existen muros 
perlmetrales paralelos cuyas longitudes exceden más del 50% de la longitud ma~r en planta del 
edificio; la altura (H = 8.4 (m}), es menor que 13 [m}; en planta la longltJ.Jd entre el ancho es menor 
que dos; yen elevación la altura entre la dimensión mínima en planta es menor que 1.5. {8.4/7 = 
1.2). 

De la tabla. 4.20, para constru'cción tipo B; zona 11/ (zona del lago), altura de la. construcción 
comprendida entre 7y13 (m} y muros de carga de piezas macizas, se tiene 

c/Q'= 0.19 ... (a) 

Al resolver el problema 11 del inciso 4.3.6.3, se obtienen los siguientes pesos de los niveles 

WN3 = 57. 65 [ton} .•. (b} 
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WN2 = WN1 = 66.433 [ton] 

Empleando las ecuaciones (4.56) y ( 4.57) se procede a llenar la tabla 4.21 

•DlRECCIONX~~' · .• 

NIV. ENT 

N3 

N2 

Nl 

l:= 

con 

Vo = cWo/Q' = (0.19)(190.518) = 38.2 {ton/ 

Vu1 = V;(FC) = 1.1V, 

FC./actor d6 carga = 1.1. para eiemo(r.t. 3) 

447 

... (c) 

Tal>la4.21 

... (d) 

... (e). 

Se revisará la resistencia del entrepiso 1 donde actúa la fuerza corta.nte más desfavorable. En 
la tabla 4.22 se tabulan los cálculos efectuados en base a las ecuaciones (4.85), (4.88) y (4.87), la 
carga axial P que obra en cada muro se ca/aula en base a su área tributaria At. la cual se muestra 
para cada 117llTO en la figura 4. 7 4. 

Tabla 4.22 

DJRECCIONY 

Muro L At pff¡.·i PH2('} PH1C'l p b/L VR1 VR2 VR 

[m] [m2] (kg] (kg] [kg] (kg] (kg] [kg] (kg] 

1 4.0 S.44 6l06 6197 6197 18700 Cl70 8127 12600 8127 

2 25 S.38 4911 4804 4804 14519 1.12 5674 J875 5674 

25 S.25 '4848 4743 4743 14334 t.12 .5635 7875 

4 3.5 ~34 • 7762 m5 7575 15337 uso 6896 .11025 

s 3.5 &34 7Z72 710S 7105 21482 

6 3.S 106 4684 4623 4623 13930 

l:= 19.S 36.81 

DJRBa:lONX 

7 3.0 ·11808 

8 . 3.0 1rno· 
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DIRECCJONX 

Muro L ·At PN{J •PNt> 

[m] . [;,,2¡ ,; [kg] ···.[kg] . 

9 5.0 

!O :?.O .· 
5.20 .,::7098 ff.l9·L· 

•il6'.;' 287ª i W5. . 

11 J.5 5.25 ., 3938 3833 

12 zo . ·5,05·" 4295 4194 

~;,, 16.5 26.19 

· PN"t('l 

' [kg] 
~ 

'[kg] • 
6994 ,;· . 21086 

' 2835 ·. sS.!s . ' 
. 3833 . . . ·.· 1Í 004 

4194 

VR2 

[kg] 

,15750 
. 6300 

4725 
. 6300 

*P = At(CM + CV). + LWmuro 

P = PN1 + l'N2 + f'N3 

h =2.B{m] 

VR 

[kg] 

9678 

3515 

2030 

4300 

• 31825 

... (f) 

.•. (g) 

... (h) 

in Por tanto en la dirección Y la estructura 
es adecuada (V,> Vu); pero en la dirección 
X la resistencia a cargas laterales no es 
suficiente (Vr < Vu). 

Fi11:ura 4.74. Areas tributarias tipo de los muros de 
carga del edificio de la figura 4.60 (niveles 1, 2 y 3). 

4.3.10.2.- PROBLEMAS PROPUESTOS. 

I.- Mediante un análisis sísmico simplificado, determinar si es adecuado en su resistencia a cargas 

laterales, el edificio de tres niveles cuya planta estructural tipo se muestra en la figura 4. 75. 

El inmueble está estructurado a base de muros de carga de mampostería de 15 [cm] de espesor, 

formados por piezas de bloque de concreto bueco con refuerzo interior. La mampostería cumple con las 

especificaciones para mampostería reforzada del RCDF-93 y sus Normas técnicas complementarias para 

diseño y construcción de estructuras de mampostería[rct 101, de tal forma que su resistencia al esfuerzo 

cortante es de v º = 2.5 [k:gfcm2]. La~ alturas de todos los entrepisos son de 3 [ m J. 

Los sistemas de piso formados por losas macizas de concreto reforzado tienen un peso, incluyendo 

firmes y acabados, de 350 y 430 [k:gtm2
], para niveles inferiores y azotea, respectivamente. Cuenta con 

pretiles de 90 [cm] de altura en la zona de ventanas y en el perímetro de la azotea. El peso de los muros 
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y pretiles incluyendo a~bados es de 340 [kg/m2]. La edificación se encuentra desplantada en la zona III 

(zona del lago), del Di; tri to Federal. 

y 

1 NOTAS: 

~s 12s 4100 
1
100¡ ¡;;p 

111sol liou liso1so1J 

1.- acotación en [cm) 

¡--20~ 

~~l T r.1r~lr ~ 
~LJ _.1~ 

¡_201?.../ _j ~ 30 ~ 
1150 1150 ¡ t50, 150 !'IX\ 200 ¡10~ 

~~~~1000~~~~ 

-x 

Fleara 4.7S. Edificio de vivienda familiar con muros de carga 
de bloques de concreto. 

Soluc/6n: ENTREPISO 1: Dirección X: fVr = 16580 kg] < [Vu = 51550 kg]; Dirección Y: fVr = 
49017 kg] < [Vu = 51550 kg], la estructura no as adecuada. 
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~.lb ...... , i'.~;'.:"?~;}::I;.~~i'.~:~{~• .. ;'..'n.•·· .. '.·ima·.:····.:: .·· .. ,: .. .., .. ·.·•·.••.' .. :.:·:,· .. ,· ... ·•'..;·.·.; 
'_t::<:¡.:.?;;:~'.'; > :~·> :· •'V. ?· .· ,v;:'< :~.~.::' 

,:< ·, 

.·.=::::::':.":" 

De acuerdo con los objetivos mencionados en 

el tema I considero que el material presentado a 

lo largo de este trabajo de tesis, cubre los concep­

tos fundamentales que son de importancia 

primordial en la aplicación práctica de la 

Ingeniería Sísmica. 

Debido al énfasis puesto en Jos aspectos 

prácticos mediante el desarrollo de los problemas 

resueltos y propuestos que se presentaron, el 

volumen de esta tesis resultó extenso y puede 

darse el caso de que no baya tiempo suficiente 

para estudiar todos ellos en su totalidad durante 

el tiempo oficial asignado a la materia en un 

semestre, sin embargo estos problemas pueden 

servir como referencia y consulta posterior una 

vez iniciada la trayectoria laboral profesional del 

Ingeniero Civil. 

Debido a que el alcance de este trabajo se 

enfoca a los conceptos básicos de la Ingeniería 

Sísmica, algunos temas fueron estudiados sólo 

superficialmente aunque haciendo énfasis en las 

características prácticas. El tratamiento en 

profundidad de tales temas es materia de cursos 

de postgrado y especialización contemplados en 

los planes de estudios de maestría y doctorado de 

la Universidad Nacional Autónoma de México; 

tal es el caso de los sistemas no lineales y los 

. sistemas continuos. así como de las inves­

tigaciones que actualmente se realizan sobre el 

análisis paso a paso de sistemas no lineales 

tridimensionales, de la interacción suelo estruc­

tura, Y principalmente en el desarrollo de 

mecanismos de aislamiento y disipación de la 

energía sísmica. 

Alo largo de los tópicos tratados en esta tesis, 

se presentaron las codificaciones en lenguaje 

basic de varios programas para calculadora de 

bolsillo, esto se biza así con el objetivo de que el 

estudiante del noveno semestre de Ingeniería 

Civil que cursa la asignatura de Ingeniería Sísmica 

vaya conociendo de una forma sencilla y fácil de 

comprender, la manera en que operan los 

programas de análisis sísmico de estructuras, que 

en la actualidad son ampliamente usados en Jos 

despachos de diseiio, además de que se intenta así 

introducirlo en el uso de la computación, be­

rramienta sin la cual no es posible desarrollarse 

profesionalmente como ingeniero proyectista 

estructural. 

Los programas fueron desarrollados expresa­

mente para calculadoras de bolsillo, que son 

relativamente accesibles en cuanto al aspecto il 
económico, pues en estas fechas es dificil que el 

estudiante tenga acceso sin limitaciones de tiem-
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po a microcomputadoras o computadoras per­

sonales, además de que la calculadora de bolsillo, 

aun con sus limitaciones, tiene la ventaja de poder 

llevarse facilmente a cualquier lugar. 

De esta manera se pretende influir en el es· 

tudiante para que reconozca adecuadamente la 

función que tienen los programas de análisis y 

diseño estructural en la continua búsqueda de 

mejores diseños sismorresistentes. 

Solo resta decir que aunque durante el 

prnceso de titulación los problemas propuestos y 

resueltos fueron revisados porvarios profesores y 

sinodales, los errores que pudieran llegar a en­

contrarse en los cálculos son enteramente respon· 

sabilidad del autor de este trabajo. 
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