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INTRODUCCIÓN

El magnetismo es un fenómeno físico natural conocido des

de la antigüedad. Muchos siglos antes de la Era Cristiana se

escribía acerca de una piedra que poseía la propiedad, entre

otras, de atraer partículas de hierro en algunas zonas de su

superficie; se trataba de la "piedra imán" o "magnetita" (Fe3O;L)

y el escrito más antiguo donde se menciona es el de Tbales de

Mileto (640 - 546 A.C.). Desde entonces se sucedieron los des_

cubrimientos relacionados con el magnetismo en general y con

la existencia del campo magnético terrestre. Es en el siglo

XII cuando se empieza a conocer en Europa el empleo de la agu-

ja magnética como método de orientación, aunque en Asia era co_

nocido desde antes.

Conocida ya la existencia del campo magnético terrestre

de origen interno, su estudio se puede dividir en tres partes:

La primera es obtener los datos experimentales de una red

mundial de observatorios magnéticos permanentes,.instalados so

bré la superficie del planeta. En el caso de los océanos y de

las zonas de acceso difícil, como los casquetes polares, las

observaciones se hacen a bordo de embarcaciones ya sean maríti^

mas o aéreas, e inclusive en los últimos tiempos desde vehícu-

los espaciales.

En las observaciones hechas se ve que la dirección e in-

tensidad del campo magnético varía en cada punto de la súpérf^



cié, por lo que el campo magnético se puede tratar como fun-

ción de las coordenadas del observador y representar por un

vector F en cada punto de la superficie.

Este vector magnético F, se puede determinar en casi to-

dos los puntos P sobre la superficie donde se instala el ob-

servador, por sus componentes (í, Y, Z) respecto a un sistema

de referencia construido por 2l mismo observador con origen

en P, el cual se llama "sistema local". Por facilidad en la

medición, ¥ también se puede expresar mediante otros tres ele

mentos, éstos son intensidad horizontal H, declinación D e in

clinación I que tradicionalraente se han observado con equipo

que consta de magnetómetros, inductor terrestre y otros.

Con los datos obtenidos en las observaciones, se elaboran

las cartas magnéticas mundiales para representar el vector mag_

nético (en intensidad y dirección) en cada punto de la superfi_

cié terrestre, en ellas se trazan curvas llamadas isomagnéti-

cas, relativas a valores medios correspondientes a una época

determinada. Estas curvas unen puntos en los que un elemento

magnético determinado tiene el mismo valor, las cartas que se

elaboran son para declinación D, componente vertical Z, compo^

nente horizontal H (H2 = X2 + Y 2 ) , inclinación I e intensidad

total F.

En nuestro país se cuenta con un observatorio de registro

continuo, Teoloyucan, además de una red de 60 estaciones dis-

persas sobre todo el territorio en las que se hacen observa-



ciones periódicamente para elaborar las cartas magnéticas de

la República. Los datos obtenidos en estas estaciones tam-

bién se envían a los centros mundiales paira la elaboración

de las cartas magnéticas mundiales.

A partir de las cartas se construyen tablas en dos dimen_

siones (longitud A y latitud 6) para obtener en cualquier

punto de la superficie el valor de los elementos observados.

La segunda parte del estudio consiste en determinar una

función matemática que describa las últimas tablas, así se

obtiene la expresión para el potencial escalar V -V (r,A,6;

g., h.)r considerando que el gradiente-de esta función V está dado

por las componentes del vector F obtenido de la observación.

Los coeficientes g., h* están determinados por las isolí

neas y se calculan siguiendo un método similar al de Fourier.

Para obtener este potencial V que satisfaga la igualdad

F = VV, tradicionalmente se usa el método de resolver la ecua

ción diferencial de Laplace 72V = 0/ suponiendo que V es con-

tinua e integrable en casi toda la superficie terrestre. Tara

bien se puede obtener V, como se verá en el capítulo 1/ median

te desarrollos similares al de Taylor, considerando que para

r = cte. las coordenadas {\j, 9.J, i = 1,2,.,. son conjuntos

ortogonales.

En la tercera parte, una vez obtenida la ecuación de Gauss

del potencial:



oo n

(1) V = i: S - ^ [a^ eos mx + b™ sen mx] P™,
n=l m=0 r

por cualquiera de los métodos mencionados, queda por investi-

gar que objetos o fenómenos físicos pudieran existir en el pla_

neta de tal forma que su coraportamiento describa lo observado

a través de la ecuación (1).

El interés en el presente trabajo está en esta tercera

parte del estudio del campo geomagnético, por lo que se preseri

tan tres interpretaciones que corresponden a tres modelos dife

rentes del fenómeno magnético obtenido a través de la ecuación

del potencial de Gauss:

a) En el primer modelo se hace corresponder a cada térmi-

no de la ecuación (1):

V = 2 -ir- [am eos mA + b m sen mA]P*
n m=0 r n + 1 n n n

un punto singular de orden n residiendo en el origen de refe_

rencia (Maxwell, 1885), así resulta V determinada por una co-

lección de estos puntos singulares cuyo potencial produce los

datos numéricos dados por las cartas.

b) Con una aplicación del artificio del Balayage, la ecua

ción (1) puede escribirse en la forma (Chapman and



B a r t e l s , 1940):

o» n n+1
(§} fe(2) V = a z Z (§} fe eos mX + h

n=l m==0 n n.
sen m

donde a es el radio medio terrestre.

La interpretación ¿s que esta expresión correspon

de al potencial de una distribución de carga magnéti-

ca que está repartida en la superficie del planeta,

como se verá en el capítulo II.

c) La interpretación que se introduce en el presente ,tra_

bajo es la siguiente:

Por desarrollos similares al de Taylor se llega a

la ecuación:

(3) V = Z Z -f¡-
n=0 A=O ' —^ p

: 3yJ3x

donde i + j + k = n, u = fu. , n,. u. ) .

Para n=l se ve con facilidad que la expresión corresponde

al potencial de dipolp como se presenta en los tratados de Fí-

sica, en este trabajo se tomará este potencial más términos de



derivadas de orden superior, que corresponden a potenciales

de multipolos que se han definido coiao "multipolos inatemáti

eos" y que en la. ecuación (31 están incluidos en los térmi-

nos n = 2, 3,...

Para n = 2 en la ecuación (3) se tienen términos ds se_

gundas derivadas provenientes de i/a, potencial del dipolo

mencionado anteriormente, además incluido én ese mismo des¡a

írrolló de segundas derivadas un potencial V2 de cuadripolo

como se presenta en los tratados dé Física en los que sólo

se toman términos de segundas derivadas, despreciando, en

esos tratados, los términos dé derivadas de orden tres en

adelante. En este trabajo se tomarán para el potencial de

V2# ios términos dé segundas derivadas y además derivadas dé

orden tres én adelante, qué en la ecuación (3) están incluí^

dos en los potenciales de octipoio en adelanté.

Én el análisis que se haga paira n = 3 en adelanté/ se

procede en forma similar a los casos n = 1,2; con lo que sé

llega a que la ecuación del potencial ño está determinada

por una serie como se ha venido usando, en la que se hace

corresponder á cada término los modelos dé puntos singulares

dé órdenes une-, dos, tres, etc., sino que está determinada

por uña suma de series en que cada una de ellas corresponde

al potencial del múltipólo del orden correspondiente.

La diferencia entre multipolos y puntos singulares es

que las distancias entre las cargas de la estructura de mul_



tipolo son finitas y como tal se usan, en cambio en el punto

singular se considera que estas distancias tienden a cero.





CAPITULO I

ECUACIÓN DE GAUSS DEL POTENCIAL

En la primera sección de este capítulo se describirá

brevemente el método tradicional de resolver la ecuación di

ferencial de Laplace para obtener la expresión del poten-

cial escalar Vr considerando que las componentes del vector

F obtenida de la observación determinan el gradiente de V.

A partir de la sección 1.2 se presenta otro artificio para ob

tener la expresión del potencial escalar V, gue como ya se

dijo en la introducción, es por medio de desarrollos de

Taylor. Y en la sección 1.7, donde se define el centro de

una distribución, se discute ampliamente el término V2 de

cuadripolo.

1.1. Solución de la ecuación diferencial de Laplace. Como

es costumbre, la Tierra se va a considerar esférica y de ra_

dio a, el plano XOY él ecuador geográfico, XOZ el plano que

contiene al meridiano de Greenwich y (r, A, 6) las coordena_

das esféricas de un observador colocado sobre la superficie,

donde r es la distancia al centro de la Tierra, X la longi-

tud y 6 la colatitud. Se va a suponer también que V es con

tínua e integrable sobre casi toda la superficie terrestre.

Usando coordenadas esféricas y el método de variables

separables, la función V puede escribirse:



V = R Cr) L Ul T (.91

y como es bien sabido, la ecuación de Laplace toma la forma:

l i d (2 d R2 dRt
dr"J + T r2sen 6 dé

1 1 d2L
L r2sen2 =z 0

Ecuación que se resuelve mediante la introducción de los pa-

rámetros m y n, que nos pueden llevar a las ecuaciones dife-

renciales ordinarias:

A (r2 dR*i - n (n + 1) . , y
R r 2 ^r v drJ

 r 2

]_ ¿ - Í-TT1. Tn2r

sen 8 d9 *• deJ
 s e n

2
e

esta ultima es la conocida ecuación de Legendre cuyas solücio_

nes son los polinomios asociados de Legendre:

P = P (eos 9) ,
n,m n,m



en este trabajo se usará la notación P

n,m

En esta forma la solución general de la ecuación de

Laplace en este sistema de coordenadas y con las considera-

ciones anteriores, puede escribirse:

n B
n
 B

V = S Z íA r + °t)(a eos m\ + b sen mX)P
m

Ya que en el fenómeno gravimétrico o en el magnético de origen

interno el observador 9{r,\,Q\ está sobre la superficie terres_

tre r»a y la expresión anterior converge para los términos
B
v-i r. por 1o que en este trabajo se usará la expresión:

n B
V = 2 E

n=0 m=0 r
co.s

y si se asocian los coeficientes B con a y b se va a poder
• . . . ' • . ' ' • ." ' • '

 n
 m m ' •

escribir;

n=0 m==0 r
c o s

A continuación se da una tabla de los polinomios asociados de

Legendre hasta de orden tres:

10



PQ,0

Pl,ü = c o s

= sen 9

P2,0 = 1 í3

= 3 sen 9 cos

P2,2 = 3

P3 0 = 1 C O S 9 t 5 c o s 2 9 • *" 3 1

P.j - = •- sen 6 (5 eos 2 9 - 1 )

P~ - _ 15 sen2 e cos 6
¿ r ¿ —

= 15 sen3

Aunque al resolver la ecuación diferencial de Laplace

se obtienen estos polinomios P , aqül se usarán normaliza-
n fin

dos según Schmidt los cuales están dados por las expresiones

m = {2 (n - m l j t p s i m > 0

n L (n + m) J n,m

y Pm = P s i m=0
J n m,n

11



En adelante la ecuación (1.1) se usará con estos polino

ralos normalizados p.

n

Como se ve/ los coeficientes a y b son constantes que

resultan al resolver la ecuación diferencial de Laplace, y

no nos dan información acerca de la estructura que está pro-

duciendo el fenómeno físico cuyo potencial satisface la ecua

ciÓn de Laplace. Así, estas constantes dadas en forma abs-

tracta, tomarán valores segfin sea la naturaleza del fenómeno

en que se usa la citada ecuación.

1.2. Desarrollos de Taylor. El artificio quefse presenta en

este trabajo para obtener la expresión de Vr consiste en de-

sarrollos de Taylor de la función f tp) = — que como se verá

más adelante, la ventaja de éste con respecto al método de la

sección 1.1 es que desde que se calculan los coeficientes po

demos obtener la información que nos permita construir una

estructura del fenómeno magnético que produce el potencial

dado en la ecuación (1.1).

' Sláter y Frank (1947) señalan la necesidad de encontrar

el significado del desarrollo (1.1) y para ello analizan los

dos primeros términos, poniendo en claro el significado sólo

del primero. En cambio, aprovechando la ventaja del artifi-

cio introducido en los desarrollos dé Taylor, podemos obtener

información respecto al comportamiento del fenómeno en el es.

pació.

12



En el artificio se considera, lo siguiente, el potencial

Newtoniano para una carga gravimétrica m con residencia, en

un punto Q y medido desde un observador colocado en P(x,y,z),

queda definido como V = — y para una colección de cargas

{m. e Q.} el potencial es:

Si se considera un sistema coordenado y la colección de

cargas está situada de tal manera que para cualquier carga

ra. se verifica que OQ. < 03?, entonces mediante un desarrollo

de Taylor puede obtenerse:

ib) S:Vb = ÍEmi) ffr) ̂

La operación S puede definirse como uh:a sustitución, de

tal manera que el potencial V, medido a traySs.de (b) se va a

aproximar en alguna forma a la V dada en la :ecuaeií5n <a) es

decir y.-̂ V en casi toda la superficie y así va a manejarse la

ecuación (b) en lugar de (a) como una sustüución. Esta sustl

tución tiene propiedades algebraicas y geométricas que vfac,ili-

13



tan el conocimiento del potencial V dado en (1.1).

En la ecuación (.b), f . f .... expresan derivación con
x. y

respecto a las variables x,y,z y la función f (r) es —.

Obviamente que el potencial de Coulomb es una generali-

zación del Newtoniano al considerar que algunas cargas admi-

tan signo positivo o negativo.

Para facilitar el estudio se empieza el análisis en una

dimensión y al pasar al caso de tres dimensiones, fácilmente

se ve que se heredan las definiciones y propiedades que se

dan para una dimensión.

Definición 1.- Un punto singular Q de orden cero y coor_

denada (-h) con h>0, es un punto al cual se asigna un número

real m.

Definición 2.- La medida de la propiedad V que da al es

pació la presencia de m en Q es V{m) = mf(p), esta medida se

toma en el punto P(x), f es una función real que tiene todas

sus derivadas, PQ = p

Q(-h) o PU)
i I i _ _

i.g i

14



Por comodidad Q se tomó a la izquierda de 0, pero se

puede considerar a la derecha.

Definición 3.- Distribución s es una colección de pun

tos singulares {Q^-h.

Qn J-hn) Qgt-ho) Q,(-h,) P(x)

0

Axioma.- V es una función lineal, en el sentido de que

se verifican:

i) V(SQ) = (¿n^ f(pi)) con P i = x + h±

ii) Si S = {m.} reside en Q entonces:
o i

v(So) = (zn^) f(p).

iii) V(cm) = c V(m).

Teorema Fundamental.- Sea la distribución S = í^} que

proporciona al espacio la propiedad V{S ) = Z [m. fíp^)]. Un

desarrollo de Taylor de V(S ) es una medida V de una distribu
o —

ción S que sustituye a la distribución dada S . Es decir si

15



S es un desarrollo de Taylor de V(S ) se tiene:

n p • m. h.. , . n
SíVCS ) = [ Z Z -i-¿ fU)(x)] + [S R.]

° i=l ¿=0 z • il x

donde el primer paréntesis del segundo miembro está midiendo

una distribución que reside en una vecindad 8 del origen, con

5-»-0. El segundo paréntesis mide una distribución extendida

sobre 00 ver figura 2.n y

F.ste trabajo se refiere al caso en el que R.-*-0 para toda

i si p-*-<», por lo que se tiene:

n <n m.h. , ,
(1.2) S:V(S ) = lira Z I - i f fU)(x)

Así, la distribución S se ha sustituido por una S residiendo

en una vecindad 6 del origen, S se llama sustitución.

Demostración: Sea la distribución que consta de un sólo

punto Q (-h) en el que se localiza m, entonces (1.2) se puede

escribir:

(1.3). S:V(S^) = lira Z ^f- f **' (x)
° í=0 •

donde p crece indefinidamente, en adelante se omitirá la nota



ciSn lim.

Al analizar cada término V. = --. •-• f (x) se encuentra

que:

Para s, = 0, V = m f (x) , es decir desde P(x) se está mî

diendo m con residencia en el origen-

Para S. = 1, Vj = mh f' (x) que no necesariamente tiene

la forma de la definición 2, pero si se recurre a la defini-

ción de derivada se tiene que:

(1.4) Vl = lim mh [
f(x + ¿x) - f ( x )]

Ax+0 A X

es obvio que en — f (x + A>:) se está midiendo una m multipl^

cada por un número c = T—, es decir se está midiendo (+ cm)

residiendo en el punto A (-Ax) , y en el término - -r— f(x) se

está midiendo (- era) residiendo en el origen 0, por lo tanto

en (1.4) se está midiendo el sistema de puntos (+ cm) y (- era)

localizados en A y 0, esta estructura se denominará dipolo.

Ax) 0

Fig. 3

17



Si Ax-»-0 entonces A-*-0 y la estructura se denominará, sî

guiendo la nomenclatura de Maxwell, punto singular de orden

uno con residencia en 0.

Por lo tanto, V está dentro de las definiciones 1 a 3

aunque la expresión f(x) no aparezca en Vj, por ejemplo si

f(x) = ln x, Vj = i» h f'(x) = m h (—), de manera que en esta

ultima expresión no figura f(x).

h2

Para I = 2, V2 = m y¡- f"(x), siguiendo los mismos pasos

gúe en Vx se puede escribir:

m h¿ rf(x + 2¿x) - 2f (x + Ax)
i i-2i

' (Ax)

teniendo así un sistema de cuatro puntos singulares, residieri

do uno de ellos en - 2Ax, dos en - Ax y el iültimo en el origen

O {Véase definición 1).

. n , ,
Es obvio que para V = m —¡- f (x) se tendrá una estruc-

n n¡

tura de 2 puntos singulares residiendo como en el caso ante-

rior en el intervalo [-nAx, 0] como fácilmente se puede compro

bar. Es decir en (1.3) en lugar de medir la propiedad V(m) da_

da por m, se está midiendo una sustitución S que reside en una

vecindad 6 del origen, 6->-0.

Se recuerda que por comodidad se tomaron los puntos Qi,Q2,..

a la izquierda de P, porque en este caso f(p) = f(x + Ax), se ve

-13



que para puntos colocados a la derecha se tendría £(p) = f (x - Ax)

y se aplicaría todo lo visto para el caso anterior.

Si se pasa ahora al caso de una distribución S = ira.} se

tendrá:

n . n
S:V (S ) = ( 2 m.) f(x) + í 2 m. h.) f (x) +-

° i=l 1 1=1 x 1

P
n m. h. . .

* ( í -i-^) f(P)(x) +...

n
Se ve que en el primer término V , se está midiendo m = 2 m.

localizada en el origen; en el término Vj se está midiendo un si£

tema de puntos singulares localizados en -Ax y en 0; y así hasta

n m. h? , .
llegar al término V = f £ •-—~^) f (x) donde se mide un sis-

P i=l "'
tema de puntos singulares localizados en el intervalo [-pAxr (T)

con la condición Ax-+0, es decir se mide un sistema residiendo en

una vecindad 6 del origen con 6*0.

Se tiene entonces que la sustitución S de S va a residir

en una vecindad del origen y el teorema queda demostrado.

En adelante cuando se hable de vecindad 6 del origen se en

tenderá que 6-»-0. Y si Q(ra, Ax) es un punto singular tal que to-

da vecindad 6 de 0 siempre contiene a Q, entonces se dirá que Q

está adherido a 0.

19



1.3. Propiedades algebraicas de las sustituciones. Sean S
o

la distribución que consta de un sólo punto singular m resî

diendo en Q (-h.) y Sj la sustitución que expresa a V = rnf (p)

como:

V = mf(x) + mhf'(x) + ~ h2f"(x> +...

Si se aplica una nueva sustitución S2 en esta última ecuación,

considerando a 02(&) como nuevo origen de coordenadas, figura

4, se ve que:

V = mf(x1) + m(fc + h) f' (x1) + ~ (k + h)2f"(x') +...

Q(~h) 0 QP(k) Píx)
1 h

k•• 00 2

x = x'-t- b

Es decir, en lugar de haber aplicado dos sustituciones

sucesivas Si y S2 a la distribución S , se pudo haber aplica



do una sola S que llevara a m a la vecindad <5 del origen 0¿,

se ve entonces que las, sustituciones tienen la siguiente pro

piedad:

í\ C C C — C C

-i-i £>2 °1 DO ~ D DO

En el caso de una sola carga m que se está tratando, se

prueba fácilmente que existe la sustitución S1 tal que:

ii) Si Si So = S o

es decir, la sustitución S. tiene su inversa S.1 tal que;

iii) S"1 S. S = S .

Se comprueba también que las sustituciones cumplen la

ley asociativa, es decir:

iv) (S3 S2) Sj = S3 <S2 S ^

Con todas estas propiedades, se dice que el conjunto

21



So/ Slf S2,...forma grupo.

Si en lugar de una sola carga m se considera la colec-

ción {m.} extendida en un segmento Qi.Qn, donde Qj contiene a

nii,...,Qn contiene a mn, se ve que sólo se verifican las pro

piedades (.i) y (iv) por lo tanto, en este caso el conjunto

So/"Si,-.., S sólo forma semigrupo, ya que para Ŝ  no exis-

te sj1 tal que Si S71 S = S, pues para cualquier i, S± lleva

la sustitución SÍ_I Si_2**"So a una vecindad 6 de un origen

0.. En cambio, si se considera al conjunto S^, S2F»..,Sn si

cumple todas las propiedades anteriores, es decir forma gru-

po.

Definición 4.- Se llama sustitución propia a una S tal

que lleva a la distribución S a una vecindad 5 de un punto

del intervalo [QirQn}»

Definición 5.- Centro de una distribución S = {m.} con
o i

m.>0 para toda i, como se encuentra en el caso gravimétrico,

es un punto C tomado como origen en el cual la sustitución

S es propia y en el desarrollo de:

n » m. h. , .
V (S ) = Z E -i-yi f l M (x)

se verifica que el segundo término del segundo miembro tiene
n

un valor absoluto mínimo/ es decir: ( £ m. h.) f'(x) = 0
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n
lo que implica que: £ m. h. = O cuando se tiene la suati-

i=l x 1

tuciÓn S - , . . .
c

Sea Si una sustitución cualquiera de So, entonces:

XX ±1

S:V (S ) = í 2 m.) f(x)+ ( Z m. h.) f.'(x).+...

Sea ahora una sustitución S2 de Si que verifique

S2,si so = sc So* entonces:

n n
S2:V (Si) = ( Z m.] fCx

1) + ( Z m.) k.f'í»')

n
+ ( Z m, h,- f (x1) +•-.,

se usa la notación K 1 referida a 02 para diferenciarla de. x

que está referida a 0].

n n
La condición S2S! = Sc conduce a que ( I m) k + z m. h.= 0

i=l * i=i x x

o bien:

{1.5) k = -

n
z ID . h

i: m.
1
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k. es la coordenada de 02 con respecto al origen considerado

en lá sustitución Sj. Así se ve que 02 es el centro de ma-

sa cor» se define en Física,'"el signo negativo resulta de'

suponer a Oj residiendo a la derecha de Oj. -

Lá ecuación (1.5) nos indica que el centro C de una

sustitución es independiente de lo que de ella se está mi-

diendo. . . . . . -

1.4. Multipolos y puntos singulares. Para definir un

polo de orden n se hablará de paralelepípedo de dimensión n,

por lo cual es conveniente dar las siguientes:

Definiciones.- Paralelepípedo de dimensión cero es un

punto A; paralelepípedo de dimensión uno es un segmento de

recta AB, con arista AB y vértices A y B; un paralelepípedo

de dimensión dos (paralelogramo) se construye con un parale

lepípedo AB de dimensión uno y otro A'3' de la misma dimen-

sión desplazado paralelamente al anterior y uniendo A con

Á' y B con B1, de manera que en éste caso se tienen cuatro

vértices y cuatro aristas. Paralelepípedo de dimensión tres

es un paralelepípedo A B C D de dimensión dos como el ante-

rior y otro A'B'C'D' desplazado paralelamente al A B C D y

uniendo los vértices A con A1,..., D con D'. Se pueden se-

guir construyendo paralelepípedos de dimensión cuatro, cinco,

seis, etc¿



Se ye claro que un paralelepípedo de dimensión n tiene

2 vértices y de cada uno de ellos salen n aristas. Todos

estos paralelepípedos están sumergidos en el espacio tridi-

mensional .

Si AB es una arista se dirá que los vértices A y B son

contiguos. .

Sean P(x) y QCx + Ax) dos puntos sobre el eje OX, con

Ax-*-0; en el límite, se dice que Q es un punto adherido a P,

si cualquier vecindad ü(P) es también vecindad de Q, es de-

cir si QeU(P) para cualquier Utpl se dice que Q está adheri

do a P o que P es adherente al punto Q.

Si en uno de los vértices A de un paralelepípedo de dî

mensión n se supone que reside un número real (+ m) f y en

los vértices ccntiguos los elementos (- m) de tal forma que

todos los vértices del paralelepípedo se cubren con los ele_

mentes <+ m) 6 (- m ) , se dice que se tiene un multipolo de

orden n.

Al multipolo así definido se le hace corresponder un

momento Mn que se define;

M n = c n m «•! B,2...s,

donde S-i,... ,t,n son las longitudes de las aristas que nacen



en el vértice A., y cn es un número constante escogido por

algún criterio vg. c = n¡ Cstratton, 1941).

Si se consideran las direcciones de las aristas que

nacen en A (AB, AC,...) se dice que el 2n polo tiene n ejes.

Supóngase, que en ;el 2 , polo se tiene que. iy+Q, ¿2+0, ...,

Jl +0 y m-»-« de tal manera que su producto sea un número fini_

to, entonces al punto A se le llama punto singular de orden

n (Maxwell, 18G5). En este caso en el paralelepípedo de dî

mensión n, los 2 -1 vértices diferentes de A son adheridos a

A. En esta forma un punto singular de orden n tiene n ejes.

Es frecuente que se diga multipolo en lugar de punto singu-

lar. • •• . • •-.......

1.5. Generalización dé las sustituciones. Cuando se pasa al

caso de tres dimensiones y se toma un sistema de referencia

ortogonal, las definiciones 1 a 3 dadas para el caso de una

dimensión se conservan si se hace la siguiente generaliza-

ción: ;

Las coordenadas del punto singular Q son (x ,y , z ) y

las- del punto P, residencia del observador, son (x,y,z) de

manera que en la ecuación: •

V (m) = m f (p),

p es el número no negativo:

P = | ( X - X Q )
2 + íy-yQ)

2
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El axioma dado también en la sección 1.2 se mantiene/

por lo cual V (S } es función aditiva de conjunto respecto

a la, distribución S = ím.i y es función de punto respecto

a P (jc,y,z).

La medida V (S ) puede expresarse por la ecuación:

(1.6) v (s
• a

= s 2 A-r -—i=l k=0

En efecto, sea S la distribución que consta sólo de

un punto Q que contiene a m (ver figura 5) es claro que i

mr ir; + m u ^ + 2,
3h?

Fig 5

27
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y para una, distribución S_ = {m.} se tiene:

v cso) =
t m. h.

k=0 k í
+ 2 R.
i=l L

como se dijo en la sección 1.2, solamente se consideran fun

ciones para las cuales R.̂ -0 para toda i cuanclo t-*-~.

Teorema.- En la ecuación (1.6) se está midiendo una dis_

tribución S que sustituye a la distribución dada S = {m.}.

Esta distribución S consiste de una colección de puntos

singulares de todos los órdenes, con residencia en el origen

0 de coordenadas.

Desde un punto de vista geométrico, 0 es la adherencia

de S, toda vecindad U{0) contiene a S.

Demostración: Sea la distribución S que consta de un

solo punto m, entonces en:

v(so,

se está midiendo, como se dijo en la sección 1.2, una colección

de puntos singulares de órdenes cero, uno, dos, — , residien

do en el origen 0.



Si ?e tiene ahoxa S = ÍW.>, en V tS ) a través de CL.6)

también se está, midiendo la colección de puntos singulares de

todos las órdenes residiendo en el, origen O:

V =im. S
n i i n !

Una colección de puntos singulares de orden n residiendo

en 0, se puede reducir a un solo punto singular del mismo orden,

En efecto, para n = 0 es evidente, para n = 1 se tiene:

m . h . rr- = m . h . • Vf
3 1 3íi_- 1 1

Vi = 2 m ± h. -Vf = m. h.l -vf
X XJ

llamando I m h. = ui, entonces Vx = u.j-Vf está midiendo un pun-

to singular de orden uno residiendo en O.

Se puede escribir vf como la matriz: Ai =

cual Vj =

r con lo

h2

92fCr)En V2 = S m. -xj - A - - se puede proceder como sigue, usan

do coordenadas cartesianas:
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Tf

en que

f . f fxx xy xz

'yx yy y 2

: f fzx zy zz

donde los índices x, y, z in

dican derivación parcial, como se usa frecuentemente,' tam

bien se usa f = f 2 Y l a s componentes de los vectores:
XX X

, ir y v 2 = ' V2y'
s a t i s f a c i e n d o

las condiciones:

= S m. x. / u^ v + u , v^ , - 2 ÍZ m. x. y.l
. 1 1 2X 2V 2y 2X \. 1 1 Jl'

= £ m. y. f u v + u v = 2 ÍE m. x, z."í
. X JX 2X 2Z 2Z 2X \. 1 1 1J

u v = 2 m z. , u v + u v = 2 [l m. y. z.
2Z 2Z - i X 2y 2Z 2Z 2y v. 1 J l 3

X 1

Como se ve, se-está midiendo con la matriz h¿ un pun

to singular de orden dos (cuadripolo) de momento M2 y con

ejes en las direcciones u2, v2( residiendo en 0.

En forma similar para V3 se tiene:

1 -V3 = JJ U3 [(A3 V!) W¿
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donde A 3 es una matriz de 3 x 3 x 3 es decir, es un bloque de

3 matrices de 3 x 3 y los elementos de cada, una de estas son

derivadas parciales terceras de £ (rl con respecto a las varia

bles x, y, z. A la derecha de A3 van v^f W3 que son los vec-

tores transpuestos de fv, t vn , v, } y fu . u , u },
* k 3x' 3yf 3ZJ s l 3Xr 3y 3ZJ

En esta forma se tiene que V3 mide un punto singular de

orden tres (.octipolo) residiendo en O, con ejes en las direc-

ciones dadas por ü~3f V3, w3 y de momento M3,

La generalización para V es obvia. Desde luego, que si

la distribución consta de un solo punto, los vectores u, v~, *w,...

tienen la dirección OQ que es el caso tratado en la sección 1.2.

Entonces la ecuación (1.6) puede escribirse como sigue:

(1.7) V <SO) = Vo + V: + V2 + V3 +...

1 — 1 — — 1 — — —= z m± f (r) + -p- m Ai + y¡- u2,A2 v2 + JJ u3 A3 v3 w^ +,

En estas condiciones el momento M. de un punto singular-

de orden i, residiendo en el origen, se define como el produ£

to de los módulos de los vectores laterales; ésto es, para el

caso de dipolo, cuadripolo y octipolo los momentos respectivos

serán:

Mi = lüil, M 2 = ¡ü2l |v2|, M 3 = JÜ3I ¡V3| |w3|*.
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Con esta, definición la ecuación (1,7) queda en la forma:

V CSO) = Kmx fCrt.+ JjjJ-aj Aa + §f a2 A2 E¿ + ̂  á 3 A3 b |

donde a., b., c. son vectores unitarios.
1 X 1

Cuando se generalizan las sustituciones a tres dimensiones

se puede comprobar que las propiedades algebraicas de las susti-

tuciones para el caso de una dimensión, vistas en la sección 1.3,

se mantienen y las definiciones 4 y 5 dadas también en esta sec

ción quedan en la siguiente forma:

Definición 4.- Una sustitución S se llama propia, si lle-

va a la distribución S a una vecindad de un punto del mínimo

convexo que contenga a S .

Definición 5.- Centro C de la distribución So - {m-^}, es

un punto que tomado como origen para la distribución S_, ésta es

propia y en el desarrollo de:

S :V (SC O

mi hi 3f
el término Z -=-~-¡— -r— tiene un valor absoluto mínimo
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En el ca.so grayimétricof en el que las distribuciones

{m.} de puntos singulares de orden cero tiene el mismo signo

para toda i, este segundo término del desarrollo es cero, en

efecto;

Sea Si una sustitución cualquiera, de S ;

Si:V CSO3L = (Z mj f(.rl + i ^ X W7

si S2 es una sustitución tal que S2S1 - S_ entonces:

Z m . h . „ , . /•£ n i , •» hi 1 1 JLÍ ^ i JS
-V ÍQ 1 — \T

i

De la condición S2S1 = S^ se tiene que:

m h )• .vf + (2 m.) h .7f = 0
\ x x i

donde h - 0i02 y sus componentes:

£ m . h . ? m . h . s m. h.
h = - i i ix . _ _ j i íy - _ _ Z, -i -iz
x Sm. ' y SIQ. ' z Smi
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son las conocidas fórmulas del centro de gravedad de un cuerpo.

Este centro es para cualquier f con que se mida la distribución,

se puede decir que f sólo sirvx6.de vehículo para las sustitu-

ciones que llevan a S-; el signo negativo, como se dijo en la

sección 1.3, proviene del sistema de referencia tomado.

Entonces la ecuación (.1.7) sé puede escribir:

(.1-31 SC:V (SQ) = £ m ¿ f(xl + JJ Ü2 A2 v2 +. - .

Definición 6.- a\ Cuando los vectores u2 y v2 de la ecua_

ción (.1.8) formen un ángulo de Q° ó 180°, determinan una direc_

ción, la cual se define como eje principal de la distribución.

El plano normal a estos vectores y que pasa por el centro, se

define como ecuador o plano principal de la distribución.

b) Cuando los mencionados vectores formen un ángulo dife-

rente de 0o ó 180°, determinan un plano, al que se le llama

plano principal o ecuador de la distribución, y a la dirección

normal a este plano y que pasa por el centro, se le llama eje

principal de la distribución.

Si el ángulo que forman ü 2 y V2 en la ecuación (1.8) es 0
o

ó 180° se puede hacer una rotación tal al sistema de referen-

cia, que el. eje CZ, por ejemplo, coincida con el eje principal

de la distribución, y se tiene entonces;
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C1.91 Sk:V CSO1 = | m i f f r ^ j i ^ f
z z

el eje principal definido por S es el eje CZ.

Si las direcciones de 112 y V2 no coinciden, se puede to-

mar el plano que contiene a esos vectores como plano coordena

do, el XCY por ejemplo, y además que CX sea bisectriz del án-r

guio que forman, entonces se tiene;

C1.101 Sk:V CSO¡ = S B l f trl + i (u¡x f x x - u¡y fyy) + .

el plano principal será el XCY y el eje principal el CZ,

Como se ve, la distribución S define, independiente de

f(r), el centro C y el eje principal o el plano principal.

En las ecuaciones ti. a) y Cl-10). se usa el índice k para

indicar que la sustitución no sólo es S_ como en la ecuación

(1.8), sino que también los ejes de la distribución S se han

tomado como ejes de simetría con respecto a los ejes de refe-

rencia. Estas ecuaciones se definen como formas canónicas de

V. Siguiendo el lenguaje usual en el tratamiento de las ecua-

ciones diferenciales parciales, el segundo término de (1.9) y
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ti.10) 5on de forma parabólica e hiperbólica respectivamente,

referidas a, sus propios ejes de simetría..

1.6. Caso Magnético, Hasta aquí sólo se han considerado dis_

tribuciones {m.} en las que m.>0 para toda i,a continuación

se verá el caso magnético en el que se tienen cargas tanto po_

sitivas como negativas, es decir consideraremos distribucio-

nes S = {m.} con la propiedad £ m. = 0 y ra. # 0 para toda i

Considerar una distribución de este tipo es equivalente

a considerar una colección de dipolos de momentos {M.}.

Consideremos por ejemplo, el dipolo formado por las car-

gas -m residiendo en Qi (O, O, Zj) y +m residiendo en Q2 [O, O, z2),

ver figura 6. La medida de la propiedad V (potencial) que la

presencia de esta distribución da al espacio, desde un observa^

dor colocado en P {r, X, 9) ó (x, y, z) , usando desarrollos de

Taylor, es:

0 0 3 3

V lí Z 2 • rzz 3 i z 3 ••
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F i g.. 6

r > 21, p p

Q 7 Q 2 = 2 z

- m e Qj (O, O, Z!)

+ m z Q2 (O, O, z2)

En forma similar al caso gravimé" trico, se puede definir-

centro C de una distribución, y se comprueba fácilmente que

el centro de esta distribución ÍCh, Q2} es el punto medio del

segmento Q1Q2, por lo que el potencial está dado por la forma

canónica:

w - m t2&) * m (2Jt3)
V - 1 ¡ ±z jy—

î

Obsérvese que el primer elemento corresponde al poten-

cial de un dipolo físico, como se define usualraente, cuando

r se considera muy grande y el término de segundas derivadas

se minimizó.
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Si la,s cargas que residen en Q2 y Q2 se colocaran menos

simétricamente, como por ejemplo en la figura 7, el potencial

medido desde un observador colocado en P (x, y, z) debido a

la presencia del dipolo Q1Q2 será;

V = - m (x2fj

= m m

xx xy xz

f f fyx yy yz

zx zy zz

En esta expresión se ve que el. primer término se conserva

invariante, en efecto se tiene:

= m

en cambio los otros términos dependen de las coordenadas de
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- m £ Q2 CO,Q,O)

Fig 7

Si se considera un análisis sólo del término de primeras

derivadas, como es usual en los tratados de electricidad y

magnetismo, se estaría considerando un punto singular de orden

uno (primeras derivadas! en lugar de un multipolo, aunque como

ya se dijo, en la naturaleza lo que existe es el multipolo.

1.7. Centro C de una distribución S = {M.}. Sea ahora la
o i

distribución S = {M. }, el potencial V debido a S medido des_

de un observador en P (x,y,z) y considerando sólo primeras d£

rivadas está dado por:

Mi
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Si se aplica una sustitución Si a S se tendrá

íl.Ut Sa;V CSO). , , M i

21 2 Mi K 3h.
• 1 1

aquí se está midiendo un punto singular de orden uno residiendo

1 3fen O y con medida V^ = -=-r- Z M. . , más un punto singular de
• 1 ^ 1 3 2 f

orden dos residiendo en O con medida V? ~ -̂r s M- ^ >>v. ^ > etc.

Usando la notación matricial, la ecuación Cl-11) se puede

escribir:

(1.111 Si:v (So) =¿-U! Aj + A_u2 A2 v̂  +^-u3 A3 v̂  w^ +...

Se observa que Vj, VZf V3í... en las rotaciones permanecen

invariantes en el sentido de que los vectores laterales u., v.,...

cambian sus componentes pero sus módulos, es decir sus momentos,

permanecen constantes y las matrices A. formalmente no cambian.

De acuerdo con la definición de centro de una distribución

(definición 5) el segundo término del desarrollo (1.11) se debe

hacer mínimo.
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En efecto, con una rotación conveniente en el sistema de

referencia en que uj coincida, con el eje 0Zf la ecuación C

toma la forma;

U.12) :V ff 2a
13

33

donde , ai2f***son funciones de M. y de sus coordenadas

Con el objeto de que los términos f y f tengan coefi-
yy 5

c i entes iguales se introduce el parámetro c2 =

aprovechando la propiedad V2f = 0 se tiene:

?

: V =

+ a2 f +a2 f + ía2 - c2) f +.
13 XZ 23 yz .v 33 ' ZZ

Si a esta última expresión se le aplica una sustitución

S2 (traslación) que la lleve hasta el origen C (x1, y', z') y

los ejes del nuevo sistema, sean paralelos a 0Xf OY, OZ, el téx_

mino a3fz generará los términos: + a 3y o
f
y z

 + aizo
fzz +'

entonces tomando valores convenientes para x1, y1, z' el poteri
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cia.1 queda, reducido

(1.13) S2S] : V = ,f3 z 2 J V 12 f } + a2 fyyJ 12 xy

en esta expresión los ejes del punto singular (cuadripolo),

cuyo potencial está dado por V2, son ortogonales entra sí y or

togonales al eje CZ Ceje del dipolo). De esta forma/ queda de

finido el eje principal CZ y el plano principal que contiene

a los ejes del cuadripolo (ver figura 8).

Fig. 8

H,

Como lo establece la definición br el punto C es el cen-

tro de la distribución ÍM^} ya que en esta forma el término

V2 se ha minimizado, como se verá más ampliamente cuando se

vea el valor medio cuadrático de V definido sobre la superfi-



cié de la esfera que contenga, a la, distribución.

La definición que se da aquí, de centro de la. distribu

ción, está de acuerdo con el punto de vista de Thompson

(Bartels, 1936) puesto que la ecuación C1.13J es la que él

sugiere cuando define centro magnético terrestre.

Aprovechando que las rotaciones no alteran a Vf en la

ecuación (1.13) se puede aplicar una rotación en el plano

XCY, tal que el eje CHi coincida con el eje CX [yer figura

S) con ésta, el potencial V queda expresado en la forma:

(1.141 V - - . S , + k

donde el término correspondiente a V2 es una expresión dife-

rencial hiperbólica y equilátera.

De esta forma la ecuación del potencial V queda referida

al sistema de ejes propios, es decir los ejes de referencia

quedan determinados por la propia distribución.

Como se ve, para pasar de la ecuación (1,11) a la (1.14).

se está haciendo uso de artificios similares a los empleados

en la geometría analítica, cuando la expresión cuadrática:

Ax2 + By2 + Cz2 + Dxy + Exz + Fyz + Gx +• Hy + Iz = K



se lleya a. la forma; • . . .

A'x¿ - B'y2 = C z

por el isomorfismo que existe en las operaciones de rotacio_

nes y traslaciones.

Schmidt definió el centro geomagnético C, cómo el ori-

gen coman del sistema de coordenadas en el cual el valor iiie_

dio cuádrStico del término V2 es mínimo.

El valor medio cuadráticó del potencial V sobre una es_

fera que contenga a la distribución S = {M.} es:

V2 éh

donde el elemento de área es dA = a2 sene de dX.

Para el caso terrestre, suponiendo que la superficie

es esférica y de radío á=l, se tiene:

4ir
n=l

n r
¿ l í a 1 0 eos mX + seh8 de d\

0 0



Debido a la ortogonaüdad de los polinomios de Legerídre

normalizados por Schniidt y a que el conjunto {eos m\r sen mX

con m = 0,1,2,,..es ortogonal en el intervalo 0, 2ir se tiene

72 =
n=l 2n+2 m=Q m=Q

(bn

Para n = 2 el valor medio cuadrático es:

se ve entonces, que este valor se ha hecho mínimo cuando se

tiene la ecuación (1.13) puesto que V^ se reduce a:—|- [(a|)2 +

(b|]2]. Por lo tanto, en S2S1 el punto C es el centro de la

distribución S = {M.}, definición que coincide con la sugerí

da por Thompson.

Siguiendo el criterio de Schmidt para determinar el punto

C, si se parte directamente de la ecuación (1.1) referida al

sistema geográfico y se aplica la sustitución S2S1 que lleve

a la distribución hacia un sistema de referencia con origen en

OV(x'r y
1, z') y conservando los ejes del nuevo sistema parale_

lo a los geográficos se tendrá:

S2SX: V = V2)
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donde;

+• (ct2 eos*

+ (a| eos 2\ + 62 sen 2Jt)- pf +...

de manera que:

V2 = (a° - 02} P2 + (a2 ~ a2) cosA + (b2 ~ 6

+• (a¡ - aójeos 2A + (bl - 82) s^n 2\\ p |

A P 2

Si ahora se quiere minimizar la medida de este punto sin-

gular de orden dos, se puede usar el criterio ya mencionado de

minimizar el valor medio cuadrático de AVi + V2» con lo que se

llega a las conocidas ecuaciones:

a§ = 2a° z1 - a} x1 - bj y1

al = (aj z1 + a? x 1 ) ^

(1.151 e2

a¡ (ai x' - bi
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donde x' f y'/Z* están dada,s por la,s expresiones;

x1 = a (Li - aj E> /3 Mi

(.1.16) y1 - a [L2 - &i E> /3 MI

z' = a [L - a? E]- /3 M?

siendo a el radio de la Tierra, M^ el momento de dipolo y:

LQ = 2a? a? + {aj aj + b\ bi>\|T

XJI =-ai a£ + [a¡ a2 + ai a 2 + bi D2JM 3

L2-=-bJ.a.2 + (a? b| - b} a| + a} b|)\fT

E = (Lo a° + Li a} + L 2 b}) /4 M?•

Dados los coeficientes aj, bj de la ecuación (1.1) se

puede comprobar fácilmente que la dirección del dipolo y su

momento Mj están dados por:

C O S 9o

(1.17)

Mi =^{a?}2 + (a{>2



También se puede comprobar que para el cuadripolo,

su momento reducido M 2 y los cosenos directores de sus ejes OH} y

0H2 están dados por;

M2

2a;

(1-18).

M2

2b:

M
2b

? + y? '+ z? = 1 , i - 1,2

donde: OHi=(xi, yi, zi) y OH2 = (x2, Yi, *z} •

Obsérvese que cuando el potencial V está referido al

sistema con origen en C y ejes paralelos a OX, OY, OZ

(ecuación (1.13)) se tiene:



r \ 2 a2
M 2 (XiXs - yiy2j =

Se comprueba también que la definición de centro C de

una distribución {m.} con m.>0 para toda itdada en la secoi

on 1.5,queda incluida en la definición dada por Schmidt, es

decir, se verifica que el valor medio cuadrático de V]̂  es

mínimo.

En lo que sigue sé usará indistintamente la ecuación

de Gauss dada en (1.1) usando los polinomios P normaliza-

dos por Schmidt:

V = s s \.. a111 eos m\ + bm sen mX Pm ,
n=l m=0 7 7 1 I n n J n

o bajo l a forma:

* é < 5! a b
*7 n=l m=0

í
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donde i • 3 + k - », f _ i , » , h* {{m±i x.( y.

Y también se usarán los sistemas de referencia geográ-

fico, como se explicó en la sección 1.1 o el sistema de ejes

propios antes mencionado.

Sí)





CAPITULO II

DOS INTERPRETACIONES DE LA ECUACIÓN DE GAUSS

Obtenida la ecuación de Gauss del potencial en el capí

tulo anterior se procederá1, como se dijo en la introducción,

a determinar un mejor modelo físico estático que se ajuste a

describir los fenómenos observados sobre la superficie del

planeta, para lo cual en este capítulo se analizan dos ínter

pretaciones de la mencionada ecuación, dadas por Maxwell la

primera y por Chapman y Bartels la segunda, en el siguiente

capítulo se introduce una interpretación diferente. En la

sección 2.3 se analizan ventajas que se obtienen cuando se

introduce el sistema de referencia con centro en C, que no

han sido tratadas en detalle por otros autores.

2.1 Primera Interpretación. La primera interpretación que

se presenta parece ser la más sencilla, ésta establece por

separado estructuras correspondientes a cada índice n en la

ecuación (1.1).

Es usual"en los tratados de física, que el potencial V^

(obtenido de la ecuación (1.1) tomando n=l) se defina como

el potencial producido por una estructura dipolar formada por

dos masas, +. m y - m separadas una distancia % y colocadas

por ejemplo, - m en 0 (0,0,0) origen del sistema de referen-
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oía y + m en Q (XQ, yQ, Z Q ) , por lo que se tiene:

V =
c o s = ̂ T Ia? (aa c o s 9 + t̂  sen e]

donde el ángulo $ esta formado por la dirección OQ y: el ra

dio vector OP del observador Cver figura 9).

OQ =

El momento de dipolo Mj se define;

Mi =

y considerando a este momento como vector„ sus componentes

sobre los ejes x, y, z son a], bj y a? respectivamente.
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Cuando del potencial V tecuación i,i^ s e t o m a s o l o e l

término Vi se está haciendo la. siguiente consideración? el

observador está colocado en un punto P (x, y, z\ a una dis-

tancia r del origen de referencia tal que r>>a.. Esta condi-

ción se cumple en cualquiera de los siguientes casos;

al Si i distancia entre las masas es finita, la distan

cía r crece indefinidamente.

b} Si r radio vector del observador, permanece finito

(r=a) la longitud s, se hace muy pequeña.

Si el observador está sobre la superficie terrestre o

muy próximo a ella, como ocurre en nuestro caso, la conside

ración (b) es la que se cumple.

Con esta condición la estructura multipolar lo lleva a

uno a la definición dada por Maxwell, de punto singular de

Orden uno con residencia en el origen O de referencia, de

tal forma que una vecindad s del origen siempre contiene a

la estructura dipolar.

En forma similar, para los siguientes términos v2, V3,...

se van a tener estructuras multipolares que llevan a la de-

finición de puntos singulares de órdenes dos, tres, etc. re-

sidiendo en O,

Por lo tanto considerando que V = i V , si se toma una

vecindad 5 del origen se tiene una colección de puntos singu

lares de todos los órdenes contenida en esta vecindad', es decir,

en este primer modelo para el fenómeno magnético, V resulta de
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terminado por una colección de puntos singulares, residiendo

en el origen de referencia y cuyo potencial produce los da-

tos numéricos observados.

Esta interpretación la manejó Umow (1904), él hizo su

análisis calculando y determinando los potenciales correspon_

dientes a los términos hasta n=3 de la ecuación (1.1).

En esta interpretación se ve quef matemáticamente se

cumple que este modelo se ajusta a la función, sin embargo

físicamente no hay porque establecer, a partir del punto sin

guiar de orden uno, que las longitudes &. (aristas del multi

polo) tiendan a cero. Entonces mas que puntos singulares

hay que buscar multipolos auténticos, en el sentido de que

no necesariamente se cumpla que x>>t. para toda fc . *

2.2 Segunda Interpretación. Esta que es la comunmente usa

da por los magnetistas está1 expuesta por Chapman y Bartels

(1940). En esta interpretación a partir de ciertos artifi-

cios la ecuación (.1.1) se lleva a forma;

(.2.11 V = a E z ( | } n + 1 [ (<£ eos mx + h™ sen
n=l m=0 r L n n

En efecto, la ecuación del potencial debido a una dis-
m.

tribución S = {m.} es V = S — .
o xJ . pi



El primer artificio que se introduce, es sustituir cada

carga m. de la ecuación anterior por otra m! con la siguien

te propiedad m. = cs2mí, siendo a el radio de una esfera que

contenga a S . Entonces por la propiedad de linealidad de

V, se puede escribir:

(2.2) V = a2 Z —
i Pi

La carga m! se define como carga reducida. Con este

artificio, el potencial V queda expresado en unidades de

trabajo.

Por cualquiera de los métodos del capítulo anterior, la

ecuación (2.2) puede escribirse:

1 -m m -m

V = a2 Z I —=¡T- (a eos m\ + b sen m\) P^

Un segundo artificio consiste en escribir los coefícien

tes de esta última ecuación en la forma siguiente:

donde

ma =
n

m
n •

na

m
a n

na

m
n

y

y

, mb =
n

hm =
. n

na

b

na

h
n
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la n que afecta a a es exponente, mientras que en los coefi

cientes a", b , g y h , tanto m como n son índices.

Con ésto, los coeficientes g y h™ miden intensidad de

carga reducida, como se introdujo en el artificio anterior.

Entonces si se sustituyen estos coeficientes en la última

ecuación se tiene:

«> n n+1 r „ _ m-
V = a £ z (2} (gm eos mx + hm sen wx) TP

n=l m=0 r L n n

Como ya se dijo, ce es el radio de cualquier esfera que

contenga a la distribución, pero para el caso magnético te-

rrestre conviene usar éste como el radio medio terrestre a,

con lo que finalmente se llega a la ecuación (2,11,

Los coeficientes a y b son momentos de orden n y co-

rresponden a cargas m' ubicadas en,Q [x , y , z ), en cam-

bio gm y hm definen momentos de estructuras multipolares

quev se obtienen recorriendo cada carga mi a lo largo de su

radio vector OQ., del lugar de su residencia hasta la dis-

tancia a. En esta forma, se ha proyectado toda la carga de

la distribución S = {m.} en la superficie de la esfera de

radio a, sin que se altere el potencial. Esto es una forma

del artificio del Balayage.

De esta manera, los momentos M1# M2,r Mí/*** de los mul^
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tipolos dados por la ecuación [1.1} se obtienen de los mornen

tos reducidos m^ , m2» 1113,... {de los multipolos dados por la

ecuación (2.1)}como sigue:

= a4m2, M3 =

obviamente los momentos reducidos m, se obtienen de sistemas

de ecuaciones como el sistema [1.18) de la sección (1.7).

Con ésto la ecuación (1.17) del capítulo anterior queda

como sigue:

(al)2 + (b! ] 2 fhí"

cono se ve, no está explícita la definición que se ha maneja,

do para el momento Mi que sería fli = a3mi¿, puesto que los

coeficientes g^, hj que determinan a Mi son calculados direcs

tamente como constantes al resolver la ecuación diferencial

V2V =0,. por lo que el. valor Mj no está determinado. en fun-

ción de rrn¿; desde luego que los otros momentos M2, M3,....

también están determinados directamente como Mi, por los coe_

ficientes g , h que tampoco pasan por la definición que se

ha visto de momento en forma explícita M = c m li íz'''£ •

Sin embargo si se considera como vector el momento de
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dipolo Mi, que emerge del origen hacia cierto punto Q, con

la condición de que sus componentes en los tres ejes son

g\ = mjcoscc, h\ = n^cosE, gj = micos-y entonces,ííj = a^i |u|

en que y = (cosa, eos8, eosy) vector unitario, con lo que

se cumple que M¡ = a3!!!̂ , I = \ \i \ = 1. En la misma forma se

tendrS que en el sistema (1.18) las direcciones ORn, QH2,

ejes del cuadripolo, se consideran vectores unitarios dados

por {xi, yi, Zj) y (x2, yzi %z) g
ue determinan a m2*

El artificio de introducir la masa reducida se puede

usar en el estudio del campo magnético de ootros planetas y

aún en el Solr por ejemplo Smith y Gulkis (1979} lo han usa

do para estudiar el campo magnético de Júpiter, aunque ellos

definen el momento reducido de cuadripolo en la forma:

(2.3) m2 = [(g?}
2
 + (g>}

2 + (hlf + (g¡)

que difiere de la definición usual (Stratton, 1941). En

efecto si esta definición se aplicara para el caso magnéti-

co terrestre, para la época 1975 se tendría m2 = 442.86 uní̂

dades, que obviamente difiere del valor que aparece en la

tabla III para esta misma época y que es m2 = 511.16 unidades

Sin embargo, el segundo miembro de la ecuación (2.3) es

útil cuando se calcula el valor medio cuadrático de V2 sobre

una superficie esférica de radio r que contenga a la distri-
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bución y que está dado por:

_2
V2 =

5rl
1,2 ,1,2

[h2) +
2.2
)

2,2"

Con los coeficientes g y h se obtiene información de

un modelo magnético qué produce el potencial dado por la

ecuación (2.1), A continuación se da una tabla de los coefi^

cientes correspondientes a los términos Vj y V2 para difereri

tes épocas.

Autor *

Gauss
Adams
Fritsche
Dyson-Furner
Afanasieva
Finch-Leaton
Hendricks-Cain
I G R P
Hurwitz, Fabiano
y Peddie
Barraclough, Harwood
Leaton v Malin

Época

1835
1845
1885
1922
1945
1955
1960
1965

1970

1975

TABLA I

O
gi

-3235
-3219
-3164
-3095
-3032
-3055
-3042
-3034

-3021

-3010

1
gi

-311
-278
-241
-226
-229
-227
-216
-212

-207

-2 0-2

hí

625
578
591
592
590
590
578
576

575

568

9?

51
9

-35
-89

-125
-152
-154
-165

-179

-191

1
92

292
284
286
299
288
303
300
299

300

301

hí

12
-10
-75
-124
-146
-190
-195
-201

-206

-206

2
32

— 2

4
68
144
150
158
159
157

161

163

15 7
135
142
84
48
24
20
13

4

-6

La unidad usada es:
4

1 unidad .= 10y = 10 oersteds

* Estas referencias aparecen con * en la página 117.
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Con los coeficientes glr gif y hi dados en la tabla ante_

rior, se obtiene en el sistema geográfico, el momento redu-

cido de dipolo irij y su dirección t8 . \ ) para las diferen-

tes épocas (ver ecuaciones (.1.17)1 sus valores aparecen en

la tabla II. Aunque estas ecuaciones (1.17) dan.la dirección

del dipolo dirigido hacia el sur, en la tabla II.se dan como

es costumbre, la dirección hacia el norte y la longitud oes-

te. . ......

TABLA II

Época *

1835
1845
1885
1922
1945
1955
1960
1965
1970
1975

9o

12°11-
11°16'
11°24'
11*35'
11*47'
11*42'
11°28'
11°27'
11*25'
ll°20'

Xo

63°33'
64°19'
67°49'
69*06'
68°47'
68*57'
69°30'
69°48'
70°12'
70°25'

mi

3309
3232
3228
3159
3097
3120
3104
3096
3082
3070

Conocidos los coeficientes g2/ h2 de la tabla I, el mo_

mentó reducido de cuadripolo ra2 y las direcciones de sus......

ejes OHi y OH2 se determinan con el sistema (1.18) y están

dados en la tabla III en la que aparece también el ángulo <x

formado por OHi y

* Chargoy, 1971; Chargoy y Chargoy, 1974, 1976-1977
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Época

1835
1845
1885
1922
1945
1955
1960
1965
1970
1975

* A

178°
177°
168*
161°
158°
153°
152*
152°
151°
151°

i

19'
35"
10'
14'
14'
48'
43'
05'
46'
52'

97
90
34
82
78
75
75

• 74

73
73

°32
°50
°39
° 11
*13
°59
°45
*46
°4'9
°16

r

r
i

•

*

1

1

i

«

TABLA

-87°
-89°

-103°

III

2

41'
17'
45'

-130°59
-140°
-144 a

-145*
-147°

30'
54'
32'
21'

-150°21'
-153°59'

a

15.1*
154°
151*
153°
154*
156*
156°
157*
157°
157°

2

50'
53'
58'
19'
59 <
55'
56'
28'
23'
22'

m2

336.85
363.46
388.61
432.64
439.21
485.04
485.91
492.08
503.56
511.16

a

85°
90°
93°
87*
89°
92°
92°

14'
36'
48'
20'
12'
23'
19'

93°24r

93°
88*

30'
30'

Las intersecciones de los ejes del cuadripolo con la

superficie de la Tierra para diferentes épocas están repre-

sentadas en la figura 10..

2,3 Ventajas del sistema de referencia de ejes propios, Co-

mo se vio en el capítulo anterior, cuando a la ecuación del

potencial C2.ll referida al sistema geográfico, se le apli-

ca la sustitución s2 Sj que lleva a la distribución B hacia

el sistema de referencia con origen en C (x'f y
!
f z') y ejes

paralelos a los geográficos se tiene:

V2) + [&
2Vi + AV2 + V3}

* Chargoy, 1971; Chargoy y Chargoy, 1974, 1976-1977.
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FIO. (O

Intersecciones de los ejes del cuadripolo central
con la superficie de la Tierra.
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En este nuevo sistema las coordenadas de un observador

son P (r, X, S) donde r se calcula fácilmente mediante el .

conocido teorema:

= OP2 + ÓC2 - 2 (GP) (ÓC) cos<j>,

OP es el radio de la Tierra y coordenada del observa-

dor, OC la distancia del centro C al origen O y <j> el ángulo

formado por OP y la distancia OC.

Las coordenadas (x1, y' , z') del centro geomagnético

C, se calculan con las ecuaciones (1.16) tomando el radio

terrestre igual a 6368 Km. Haciendo el cambio a coordena-

das esféricas (r, A, 6) para las diferentes épocas se tie

ne la tabla IV, donde r = OC.

Época *

1835
1845
1885
1922
1945
1955
1960
1965
1970

r

289
285
305
364
368
436
440
450
459

TABLA

188
181
168
161
156
150
149
148
149

IV

X

°22'
°12'
°35'
°19\
°3Ó'
°49'
<>55'
°42'
°07'

6

102°
95°
87°
80°
75°
74°
74;°
75°
71°

59'
02'
46'
21'
41'
18'
02'
52'
18 l

1975 474 148°01' 70°12'

* Chargoy, 1971; Chargoy y Chargoy, 1974, 1976-1977
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Determinadas las coordenadas del centro, los: coéficien

tes del cuadripolo que reside én este centro C y cuyo poten

cial es:

+ V2 = (g? - o?) P? + [(gj - ai) COSA +

eos 2A + (h| - &¡) sen 2x

se pueden calcular mediante las ecuaciones (1.15) y se dan

en la tabla VIII para las épocas 1955, 1965 y 1975.

Los cosenos directores de los ejes del cuadripolo tras_

lado al centro C así como el momento m¿, se calculan median-

te el sistema (1,18) como se hizo para el caso del cuadripo_

lo que reside en O y están dados en la siguiente tabla:

Época

1835
1845
1885
1922
1945
1955
1960
1965
1970
1975

* X!

•-0.9931
-0.9955
-0.9856
-0.9216
-0.8899
-0.8534
-0.8510
-0.8427
-0.8278
-0.8143

Y*

- a , 0874
-0.0581

0.1363
0.3632
0.4285
0.4881
0.5017
0.5151
0.5408
0.5580

TABLA

za

0,0786
0.0756
0.1005
0.1368
0.1563
0.1581
0,1555
0,1517
0,149.6
0,1598

V

x2

0,0706
0.0437

-0.1519
-0.3816
-0.4478
-0,5079
-0.5213
-0.5339
-0.5542
-0.5766

Yi

-Q.9781
-0.9827
-0.9736
-0.9126
-0.8834
-0.8520
-0,8441
-0,8368
-0,8175
-0.8090

z 2

-0.1958
-0.1802
-0.1703
-0.1467
-0.1385
-0.1268
-0.1232
-Q,1215
-0.1571
-0.1140

n»2

240
212
238
240
219
228
223
224
226
224

Chargoy, 1971; Chargoy y Chargoy, 1974, 1976-1977.



La dirección de los ejes Cí^ y CH2, del cuadripolo con*-
1-

residencia en C, está dada para las diferentes épocas en la

tabla VI, y las intersecciones de estos ejes, CHi y CH2/ con

la superficie terrestre están representadas en la figura 11,

eñ la que se ve claramente que estas intersecciones tienen

lugar en las proximidades del ecuador geográfico y emigran

en dirección norte-oeste-oeste.

Época

1835
1845
1885
1922
1945
1955
1960
1965
1970
1975

X

185°
183°
172°
158°
153°
150°
149°
148°
146°
145°

1

00'
15'
08'
29"
58'
23'
29'
40'
51'
35'

TABLA

e

85°
85°
84°
82°
81°
80°
81°
80°
81°
80°

1

30
40
14
08
00
54
05
59
24
48

vi

i

•

1

i

i

t

'

i

t

T

274°
272°
261°
274°
243°
239°
238°
237°
235°
234°

2

03'
33'
08 '
18'
07'
12'
16'
28'
52'
31'

101
100
99
98
97
97
97
96
97
97

9.2

°17<
°23'
°48'
°26'
°58'
°17 '
°05'
°59'
°35'
°35'

Si se comparan los valores de rng que aparecen en la

tabla V con los obtenidos en la tabla III se observa que,

el momento 102 ̂ el cuadripolo que reside en O está creciendo

de 387 a 511 unidades, en cambio, para el cuadripolo que re

sulta con el cambio del sistema de referencia, el valor de

m2 se mantiene próximo a un promedio de 228 unidades.

La tabla V es más consis-te.nte.,.que la tabla III ya que

* Chargoy, 1971; Chargoy y Charg6y¿..íl97.4v l;97;6-ia7|7
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FIO. II

Intersecciones de los ejes del cuadripolo cuando
el dipolo y el cuadripolo residen ett C.
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los datos obtenidos en ella, resultan de una sustitución

referida al sistema de coordenadas determinado por la pro-

pia distribución, de tal manera que se han eliminado térmi

nos que aparecen en el desarrollo de Taylorrcomo consecuen

ciá de considerar en el sistema de referencia un centro d.i

ferente al centro C. Mientras que en los valores de m2 da_

dos en la tabla III, está incluido un momento de orden dos

generado por mi, cómo se verá én el capítulo III,

Éri la tabla IV se observa que la distancia (X está

créciétidó éh forma cbñtíhüa; lo cuál explica él crecimien-

to dé ift2 éri ía tábía líí. Se observa también que OC tiene

un movimiento de rotación en la dirección noroeste,que re-

sulta ser muy parecido ál movimiento del eje OHj, dado tam-

bién éh lá. tctbiá IIÍ. , Es interesante hácéir notar que la

dirección CHj dé la tabla VI s'e encuentre aproximada a la

áiréeciéfi OHi dé lá táblá IÍI aunque más hacia el oeste,

¿üándó ntí había porqué es'perar ésta aproximación.

El éiréciiriiénfco y lá rotación que sufre OC én el pérío

do dé 1835 a 1975 se ilustran én forma aproximada en la fi_

güráiíí/- éri" iá cüái se presentan las proyecciones dé las

distancias d§l centró géómágnético C al centro geográfico .

O'sobre el piá'no XOY. En ésta se pone de manifiesto que

él centro C sé aléja de 0 en forma continua.
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1975

1835

Fig. \Z

El término correspondiente a terceras derivadas de

la ecuación (2.4) es

AV2 + V3

donde:

A2Vi = a? P^ +...+ (a? eos 3A + b^ sen 3\] P^

AV2 = - ¡a? P? +...+ (ál eos 3X + Bl sen 3x] P^

Si el téiraino A2Vj + AV2 + V3 se toma como el poten-

cial de un sólo multipolo (octipolo) que reside en C, sus
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coeficientes resultan ser:

a - af * ¿3 , hf -̂ con i =

dbíider -ió^ coef ic iente^ , áfv Bf cO¿r̂ eS'póiídWñ a l término efe

o gériéf'acíb.1 por é l d-fpb'ÍLb- que- ré;s'i"d-íá; e"ri 0 y a?3y bg

lé& yé

e:ri"e*áab~ por é l étiíad^ipolo" que tam-

O? á^íté^' ^é' íff é£á£$<íG'±6n- y- se cSia;cuXan: con

y ' 2 ) + | hj

.1 -f-
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~ 4

= m2

- 4

= m 2 \|15 YiY2Z' + YiZ2Y'

1 + x1z2y
l

' + Z2Y2X1 j

af =

En la tabla VIII se dan los coeficientes correspondíen

tes a los términos Vx, V2 y V3 de la ecuación (2.1) referi-

da al sistema con origen en el centro C para tres épocas dî

ferentes. También para estas épocas se dan en la tabla VII

los coeficientes correspondientes a V3 puando el potencial

V está referido al sistema geográfico.



TABLA VII

Época * g, g* h\ g| h? g.| h|

1955
1965
1975

118
130
128

-191
-204
-214

-45
-40
-33

126
129
125

29
24
27

91
84
83

-9
-18
-23

TABLA VIII

a2

1955 -3055 -227 590 -7 5 -39 168 95 131 -184 -29 95 93 33 6
1965 -3034 -212 576 -6 3 -37 171 83 179 -131 -70 111 103 27 3
1975 -3010 -202 568 -6 0 -37 179 65 174 -126 -73 111 109 26 7

Si se compara la tabla VIII con las tablas I y Vil se

verá lá simplificación que se obtiene al cambiar de un siste_

ma a otro minimizando el valor medio cuadrático de segundas

derivadas.

Usando el artificio mencionado en la sección (1.7), al

aplicar-una rotación R en el sistema de referencia con ori-

gen en el centro C, de manera que los nuevos ejes coincidan,

CZ con -CD, dirección del dipolo, CX con CHL y CY con CH2,

siendo CHi y CH2 las direcciones de.los ejes del cuadripolo,

la matriz de rotación de un sistema a otro es:

* Chargoy y Chargoy, 1976-1977.



R = X2 Y2 Z2

-x -y -z
o •'o o

donde x » y , . . . , z 2 son cosenos directores en las direccio-

nes de los ejes'CD, CHj y CH 2.

Aplicando la transformación X = X R a la ecuación (1.1)

escrita usando coordenadas cartesianas (Chargoy y Chargóy/

1976-1977) se tiene:

(2.5) v = Vj + V2 + V3 +... = ^

donde: X = (x, y, z) son las coordenadas de un punto P en el

sistema con origen en C y ejes ya rotados, X' es el vector

transpuesto de X,
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i!
2

?¡

B = -

6 i?

A

A. =
X

.1 ,a í ,a?

I a 3
,2 a 3

f A,>

2a1 2 a l

2a2 2a!

,1 =2

i M

3a2 3a2

L3 3a3

y los elementos de cada una de estas matrices son:
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I a! - ~$- ^3
••.¡15 -

Í

12.
12 _ _ ^ 0

4
3 =

Ia 3

6 3

12 g 3

ai =2 1
,2 =

2 1 4 ^ 3 2 1 6 3

= " M ^3 ,2 = "

2a3 = 6

4 3 2 2
i3 « —

a

2a3

a 3 =
2a3 12

3 a ! =
15 ii

,al =
12

íl 5

3 a !

3 a ! 12

3a?

3Í

5-J6
12

12

2 g 3

g ^

h"l
^ 3

Después de efectuar l a transformación indicada en (2 .5 ) ,

la ecuación de l po tenc ia l queda en la forma:

V - - —a
r

ifesen2*Pi]+i[i^
T- L- -I -r i-

(? cos h|sen (g h|sen
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se puede decir que ésta es la forma canónica de la ecuación,

pues el sistema de referencia quedó determinado por los ejes

de los multipolos ciados en las expresiones:

1
r

u l y uiz)

',1

1
r S*

xy

yz
|
i V2y

donde los vectores u1( u2» v2 quedan definidos por la distr¿

bució.n de carga magnética que produce el campo.

A continuación se dan tablas de los coeficientes de la

ecuación de Gauss, en los diferentes sistemas de referencia

para las épocas Í955, 1965 y 1975. El sistema I es el geo-

gráfico, el sistema II es el que tiene origen en c y ejes

paralelos a los del sistema geográfico y el sistema III es

el de ejes propios.
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TABLA IX. ÉPOCA 1955

si
Sistema

Sistema

Sistema

I

I I

I I I

-3055

-3055

-3120

-227

-227

0

590

590

0

Sistema

Sistema

I

I I

* 2

-152

- 7

••i

303

5

hi
-190

-39

*í
158

168

K
24

95

Sistema III 0 0 0 0 197

* Chargoy y Chargoy, 1976-1977.

«i
Sistema

Sistema

Sistema

I

I I

I I I

118

168

145

-191

-123

169

-45

-68

39

126

102

1

29

104

136

91

33

24

- 9

6

-2
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TABLA X. ÉPOCA 196 5.

Sistema

Sistema

Sistema

*

I

I I

I I I

o
9l

-3034

-3034

-3095

-212

-212

0

' 576

576

0

Sistema

Sistema

Sistema

I

I I

I I I

o
92

-165

-6

0

Ú
299

3

0

14
-201

-37

0

si
157

171.

0 •

H
13

83

194

o
93

Sistema

Sistema

Sistema

1

I I

I I I

.130

179

156

'.-204,

-131

175

-40

-70

'44

1 2 9 •

1 1 1 .

0

, 24

104

142

84

27

24

-18

3

5

* Chaxgoy y Chargoy, 1976-1977.
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TABLA XI. ÉPOCA 1975.

Sistema

Sistema

Sistema

I

I I

I I I

-3010

-3010

-3070

-202

-202

0

568

568

0

h|

Sistema

Sistema

Sistema

I

I I

I I I

-191

-6

0

301

0

0

206

-37

0

163

179

0

-6

65

194

h¡

Chargoy y Chargoy, 19-76-197 7.

H
Sistema

Sistema

Sistema

I

I I

I I I

128

174

154

-214

-126

166

-33

. -73

55

125

111

22

27

109

143

83

26

25

-23

7 '

12
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Del valor medio cuadrático de V tomado sobre la super

ficie terrestre expresado por:

(2nfl) r2n+2
" l<£)2+ i ra

y considerando r=l se obtiene el valor medio de V , en la

tabla XII aparecen los valores para n=l,2,3 en lqs diferen-

tes sistemas de referencia para estas tres épocas.

TABLA XII

Sistema I

Sistema II

Sistema III

Época 19 55 Época 1965 Época 19.7 5

Vi V- V- V-

1801 188 105 1787 191 110 1772 198 112

1801

1801

100 1787

100 1787

7 105 1772 87 10.4

87 105 1772 87 104

* Chargoy y Chargoy, 1976^1977.
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CAPITULO III

UNA TERCERA INTERPRETACIÓN DE L& ECUACIÓN DE GAUSS

En este capítulo se presenta una interpretación que pro_

bablemante sea la que más se ajuste a la naturaleza del fenó_

meno magnético y que describa los datos numéricos obtenidos

de la observación.

Usualmente en la ecuación de Gauss del potencial se ha-

ce corresponder, al primer término el modelo físico de dipo-

lo y del desarrollo en s.erie de la función —, para obtener

el potencial de este modelo de dipolo, se toman sólo los tér

minos de primeras derivadas considerando que los términos de

segundas derivadas en adelante (contenidos en la ecuación en

n = 2 en adelante) pueden despreciarse por ser nuy pequeños,

como en el caso de la primera interpretación dada en el ca-

pítulo anterior. Ln forma similar, al segundo término de la

ecuación de Gauss se le hace corresponder el modelo de cua-

dripolo,y en el potencial de este cuadripolo se toman sólo

las derivadas de orden dos,considerando como en el caso an-

terior, que las derivadas de orden tres en adelante se pue-

den despreciar. Para los siguientes términos n = 3;4,... se

procede en forma similar.

En ciertos estudios de la geofísica en dimensión plane-

taria como es el ce gravimetría, el sistema de referencia

geográfico, que es el usado habitualmente, resulta muy ade-

cuado, pero para ol estudio del geomagnetismo, también en
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dimensión planetaria, el sistema geográfico no resulta ser

el más adecuado cuando se tomen no sólo los términos de prî

meras derivadas para el caso del dipolo, de segundas deriva_

das para el de cuadripolo y así para el resto de los multipo_

ios, puesto que como se ve en el dipolo por ejemplo, la dis-

tancia Q1Q2 no se puede definir como mucho menor que r.

En este capítulo se tomará de preferencia para sistema

de referencia, en primer lugar el sistema de ejes propios

del que se habló en el capítulo anterior, y se verá con más

facilidad el comportamiento de los términos que determinan

el potencial para una V dada.

3.1.Dipolo. Considérese la esfera terrestre y dentro de

ella una colección de dipolos distribuidos arbitrariamente.

En un sistema de referencia cualquiera, el potencial V\ med

do desde un observador colocado en P {x,y,z) colocado sobre

la superficie o a pocos kilómetros sobre ella debido a la

presencia de un dipolo formado por las cargas -m residiendo

en

es:

, z1) y +m en Q2 (x2, (ver figura 13)

m
lf

- z,)
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•- Y

P(x,ytz)

- m e Qi(xi ,

+ m e Q2(x2¿

Q7Q2 .=. 1%

OQi, OQ2 < OP

, zl)

Fig.13

Si se toma ahora un sistema de referencia tal que el di

polo Q1Q2 esté, por ejemplo, sobre el e^e z como en la figura

6 del capítulo I, se tiene:

fr

J5-
31

En cáiflbio si el sistema de referencia se elige de manera

que se tenga - l e Q i {0, 0, - I ) y + ia E Q 2 (0/ 0» + I ) , el po

teñcial quedará expresado por:
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- - JJ- (2%\ —-
51 X5

que como se vio en el capítulo I, es la forma canónica del po

téhcial Vi*

Í3e observa que en los diferentes sistemas de referencia,

ei ¿Srinüer término del potencial (/i qué corresponde á primeras

derivadas, permanece invariante en el sentido qué se conserva

invariante el rtióduio y la dirección del vector qué representa

á M j , momento dé dipolo; si los términos siguientes en el de-

sarrollo de Vi, és decir términos de derivadas de orden dos

en adelante se representan en forma matricial, por ejemplo el

dé segundas derivadas queda en lá forina:

¿Vi = (U , U , U )
2X 2y 2Z

Xx xy xz

f £ f
y:c yy yz

zx zy z z

V.
2X

V

bájb traslaciones del sistema de referencia ios vectores late

rales eaüíbiáh én iaagnitúd y dirección, én cambió bajo rótáció_

riés conservan su módulo y dirección, lo que cambia son los

componentes de cada vector.

Se observa también que ese término invariante de prime-

ras derivadas, corresponde al. potencial de un dipolo físico
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cono, tradicionalmente se ha tratado en los textos de física,

los siguientes, términos representan potenciales de iaultipolos

de orden superior, como se verá más adelante. Entonces en la

ecuación (2.1):

« n n+1

n=l m=0 r U n • n ' n ..

al término n=l se le puede hacer corresponder el. término inva_

ríante Vj y los términos de derivadas de orden superior de V\

van a estar incluidos en la ecuación (2.1) cuando n=2,3,...

A esos términos de derivadas de orden dos en adelante se les

define como potenciales de multipolos matemáticos y se repre-

sentarán por ¿Vj al término de segundas derivadas, ¿£Vj al de

terceras derivadas, etc. Algunos AnVi pueden ser cero como

ocurre en el caso, ¿el potencial referido ¿1 punto medio del

dipoló qué se acaba de ver. Como se ve, se está usando la

notación V\ y V] para'distinguir entre el potencial de: dipolo

en su mayor aproximación en' serie.V\ y la parte invariante Vi

dé ese potencial, que es la que habltúalñiente se usa en los-

textos.

Aunque los términos ¿Vlf Á
2Vlr... tomados separadamente,

pueden corresponder a la parte invariante del potencial. de:

una estructura multipolar del mismo orden (cuádripolo, octipo_

lo,...) en el casó que se está tratando, del potencial debido
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a un dipolo, estos términos sólo afectarán numéricamente a

V i - ' ' " ' "" •"' ""•

En el caso del potencial Newtoniano se ye con mucha cla_

ridad como funcionan los potenciales de multipolps matemáti-

cos .

En efecto, sea E una esfera de radio a, con distribución

homogénea de masa sobre la superficie y con centro en C, C

centro del sistema de referencia; su potencial newtoniano me_

dido desde un observador colocado en P (r, X, 9) con r 5. a,

como es bien sabido, es:

C3.1) l/o.= S

donde M es la suma de la masa.

Desde luego que esta ecuación {3.1) se puede obtener de

la ecuación (2.1), puesto que las simetrías que en todas

direcciones tiene la esfera con respecto a su penetro1 obligan

a que los coeficientes gm,. y hm de esa ecuación (2.1) sean

iguales a cero cuando n diferente de cero.

Supóngase que para obtener ése mismo potencial V se hi_

ciera" con un sistema de referencia con centro en Q y en cual

Q (.0, 0, h).,. entonces, el potencial s,e podría obtener por un

•desarrollo de Taylor a partir de la .ecuación (3.1) como:
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2\ TI
0 z

Para cualquier desarrollo que se hiciera escogiendo co

mo centro de referencia cualquier otro punto, se ve que el

primer término permanecería invariante y los otros términos

dependerían de las coordenadas del punto Q.

Por otro lado, los términos a partir de la primera de_

rivada se pueden definir como potenciales de xnultipolos ma-

temáticos de órdenes uno, dos, etc., porque físicamente no

está el elemento que podría tener ese potencial en este su-

puesto; por ejemplo, el término h M -r— [—] en el fenómeno

magnético se encuentra como potencial de un dipolo.

Lo que se ha dicho para este término de primeras deri-

vadas en este desarrollo puede hacerse extensivo para cual-

quier término de las derivadas siguientes tomado aisladamen

te, y que físicamente, en algún otro experimento, pudiera

corresponder a un fenómeno físico.

Desde luego que si Q tuviera coordenadas {hl, h2,

el elemento de primeras derivadas que tendría la forma:

nos muestra que los multipolos matemáticos sí se alteran
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con un traslado de los ejes, de referencia.

Es evidente de la observación de las cartas magnéticas

mundiales tv.g. las editadas para 1975 por The Defense Mapping

Agency Hydro'graphic Center}, que la mayor parte de los dipo-

los que sé, han supuesto contenidos dentro de la esfera te-

rrestre sé orientan en la dirección norte-sur, generando

así la componente dipolar del campo que se obtiene a través

de los coeficientes de Gauss. Obviamente que no se alcanza

una polarización completa en esa dirección norte-sur, pues-

to que las cartas mencionadas muestran que hay distorsiones

en las líneas del campo debido a anomalías de éste, por

ejemplo para diferentes épocas la carta de intensidad verti^

cal presenta en el hemisferio norte, dos regiones de máxima

intensidad localizadas en la parte central de Canadá y el

noroeste de Asia y el punto definido como polo no está con-

tenido en ninguna de ellas como era de esperarse.

Por la similitud del fenómeno magnético solar la gráfi^

ca del disco solar publicada por Scientific American en no-

viembre, dé 1966 y que se da a continuación, ha sido útil pa

ra explicar en el caso terrestre la existencia de dos regio_

nes de máxima intensidad vertical en lugar de una, y que el

polo magnético estuviera contenido en ella como sucede en

el caso del hemisferio sur que también puede apreciarse en .

las cartas. Eñ efecto en la gráfica del sol se ve que las

regiones de flujo de vector magnético no tienen geometría



GRÁFICA DEL DISCO SOLAR
Tomado de una fotografía en Noviembre 1964 por el Observatorio Nocional Kftí

fteak, Arizona, E . U,

sis* Polaridad negativo de mayor intensidad

i¿íd Polaridad negativo de intensidad media

Polaridad positiva de mayor intensidad

íy~'l''"''
v'''l Polaridad positiva de intensidad medio

Campo no polarizado que cubre el resto del disco



regular sobre la superficie del astro, lo cual es muy proba

ble que ocurra en el caso terrestre, y entonces las dos re_

giones de máxima intensidad pueden ser subregiones de toda

una región de flujo del mismo signo, y por lo tanto el puii

to que definiría al polo como una resultante estará aproxi_

madamente dentro: de un arco máximo qué une los centros de

estás dos regiones de máxima intensidad,: esta .suposición se

confirma: cdn la carta dé la Proyección Estereográfica Polar

i- para la?5r/publicada^tláinblen por. The Defense Mápping Agency

, Hydfpgr.aphic Center. En cambio en esta carta para él hemis

ferio- sur- se ve qué el pjanto definido como polo magnético . ':.

sí. está contenido en la región de máxima intensidad vérti-

••- ' c a l . ' •. . ' •

'•'.-:'. - Se ye que las líneas de fuerza del campo magnético se ;

comportan como un haz más o menos compacto en la zonar dé

flujo ••(•polo sur magnético)_, en cambio en la zona de inmer-

sión Chémisíerió norte) las líneas llegan muy dispersas.

3.2 Cuádripolo. Desde luego que pueden existir dipolos co

locados de tal manera que formen estructuras cuadripolares

como se han definido, en el capítulo I, y cuyo tratamiento

ahí se vio; pero además se pueden tener estructuras de cua-

dripolo en forma indirecta, por ejemplo: Sean dos dipolos

contenidos en forma arbitraria dentro de la esfera terres-

tre, si éstos se proyectan en el plano ecuatorial magnético.
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es decir en el plano XCYf los momentos de sus proyecciones

se representarán por los vectores M^ y M^. Con estos vec-

tores puede ocurrir que:

Mj . M| >. 0 ó M} . MJ < 0

En el primer caso el potencial debido a la presencia

de la distribución S = £M., M'} puede expresarse a partir

de derivadas de primer orden, de manera que si se tiene

previamente calculado el potencial Uj del campo magnético

dipolar, el potencial de S estará contenido en Vj.

En el segundo caso para calcular el potencial debido

a estas dos proyecciones, se sugiere lo siguiente:

Sean M = AB y M' = CD, si el vector CD se proye£

ta sobre AB (ver figura 141 se tiene que:

CD = CS + SD. .

y A B = £ R + R B

Fig 14
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Por la propiedad aditiva para el potencial, se llega

a que el potencial de la distribución S es igual al po-

tencial del dipolo de momento RB más el de CS, que son ve£

tores perpendiculares entre sí y lo cual está contemplado

en él caso anterior, más el potencial de los dipolos de mo

mentó AR y SD que son paralelos, de sentido opuesto y de

módulos iguales, y que como se vi5 en el capítulo I, éstos

definen un cuadfipolo. De esta forma se tiene, qué el po-

tencial de la distribución S es igual al potencial de los

mencionados dipolos perpendiculares entre sí, más el poten_

cial de un cuadripolo contenido en el plano ecuatorial mag

nético.

Se ve entonces que aunque la mayor parte de los dipo-

los contenidos dentro de la esfera terrestre se orientan,

como ya se dijo en la dirección norte-sur, algunos se orien

taran de tal manera que cuando se proyecten sobre el plano .

ecuatorial magnético formarán cuadripolos y el potencial de

cada uno de estos cuadripolos contiene (cómo se vio en la

ecuación (.1.13)) las derivadas de orden dos: f , f , f ;
xx xy yy

entonces,haciendo uso de la propiedad aditiva del potencial,

se obtiene que la suma de los potenciales de estos cuadripo

los está dada por él potencial dé un solo cuadripolo conte-

nido en el plano ecuatorial y generado como resultante de

todos ellos, en forma similar a como ocurrió en el caso del

dipolo.
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Se ve que la expresión matricial;

JT ( V U2Y'
 u

f f • f •

xx xy xz
yx yy fyz

• f • f f ••

zx zy zz 22

se.puede escribir en la forma:

V-> =4r

fxx

f
yx

zx

xy

f
yy

f
zy

xz

f
yz

zz

X
2X

A

X2Z

donde Â  = (\]Xr ^íyr ^iz] y ^2 = (X2XÍ ^ay^ ^2^) s o n vecto

res unitarios en las direcciones de u y v respectivamente y

el módulo del vector que representa al momento de orden dos

es M2 = |Üj |v|. •

En general para los multipolos de orden superior se va

a poder escribir:

V = ~ M Ai A A' Al . . . A '

n n! n 1 n 2 3 n

En esta forma, un cuadripoio en el que sus aristas for_

men un paralelogramo se puede llevar a una expresión en que
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las aristas correspondientes formen un rombo y su momento

estará representado por M2 = 2. m^2t . . • . .

. Regresando el cuadripolo que se está tratando en el

caso magnético terrestre (.el cuadripolo que se obtiene como

resultante de los cuadripolos proyectados sobre el plano

ecuatorial y contenido también en este plano) cuyas aristas

forman un rectángulo, se puede llevar a una expresión en que

las aristas correspondientes formen un cuadrado. Entonces

se le puede hacer corresponder la siguiente estructura en

el plano XCY: + m situada en Q1 (h,h,0), - m en Q2 (0,2h,0),

+ m en Q3 (-h,h,0) y - m en C (0,0,0) como se vio cuando se

selecciona el sistema de ejes propios, el potencial produc^

do por este cuadripolo, medido desde un observador colocado

en P {x,y,z) es:

7T E 2 1^ - a V + ir

6
X

donde el primer término del desarrollo corresponde, como en

el caso del dipolo, al término invariante V2 del potencial

de cuadripolo y los términos siguientes a potenciales de mul_

tipolos matemáticos representados por ¿V2, ¿2V¿,-.-Obsérvese

que en este caso AV2/ ¿3v2 V e n general ¿ V2 son cero.



En forma similar al caso'del dipolo, el término inva-

riante V2 corresponde al potencial del modelo de cuadripolo

como tradicionalmente se presenta en los tratados de física,

y en la ecuación (2.1) esta Incluido en el término n=2.

Los términos A^2 están incluidos en la ecuación (2.1) cuan-

do n=3,4,...

Por otra parte, es de esperar que en la colección de di_

polos distribuidos arbitrariamente, habrá algunos que se

orienten de tal forma que su potencial también esté represen

tado a partir de segundas derivadas y que su estructura no

corresponda a la de un cuadripolo como se ha definido ante-

riormente. Por ejemplo, sean:

Mx = (0,.h,0) , Mi = Í~
X~T~ ' " 2 ' °) y

Mi ~ I 2 ' 2 ' UJ

los vectores que representan el momento de tres dipolos con-

tenidos en el plano ecuatorial magnético (ver figura 15) , es_

ta colección de dipolos es equivalente a la siguiente distri

bución de carga:. .

( 0 , h , 0 ) , + m e Q £ ( - v | h , - | , 0 ) , mEQ3 ( | h , ~ | /

- 3 msC ( 0 , 0 , 0 } }
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c

F¡g . 15

El.potencial de esta estructura está dado por la expre

si6n:

7) ~
ÜL f 2 •

x¿y,

Nótese que en el desarrollo, el término correspondien-

te a segundas derivadas es una expresión diferencial elípti^

ca. Con esta expresión y las anteriores (1.9) y (1.10) se

ye que existe isamorfismo para las tres posibilidades, entre

las expresiones diferenciales homogéneas de segundo orden,

que pueden presentarse en la ecuación del potencial que se



está tratandor y las formas cuadráticas de la geometría en

su forma canónica.

Observando la gráfica del disco solar se aprecian, ade-

más de la polarización predominante en la dirección del eje

de rotación, regiones con polarización local en las que la

distribución de carga es de geometría muy irregular, y que

podrían dar origen a estructuras multipolares como la que se

acaba de mencionar. Esto nos sugiere que en la Tierra puede

ocurrir algo similar/ y en efecto, si se observan las cartas

magnéticas mundiales se encuentra también que además de la

polarización norte-sur del planeta, existen anomalías locales

que pueden dar origen a estructuras como la anterior y cuyo

potencial estaría incluido en el término de segundas deriva-

das (n=2) de la ecuación de Gauss.

A continuación se presenta otro ejemplo¡sean M¡ = (h,0,0),

MJ = (0,11,0), MJ = (-h,G,0) y M^1 = {0,-h,0) vectores que re-

presentan el momento de cuatro dipolos/ lo cual equivale a te_

ner la distribución de carga:

(h,0,0), + meQ2 (0,h,0), +

(0,-h,0), - 4 meC (0,0,0)>

y cuyo potencial está dado por:
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2 2j > jos yy 4!

También en este caso se ve que el potencial de la es-

tructura está expresado a partir'de segundas derivadas, pe-

ro de la observación tanto de la. gráfica del disco solar co

roo de las cartas magnéticas planetarias se ve que en la na-

turaleza sería difícil encontrar una estructura tan simétri^

.ca como ésta, puesto que la distribución de carga magnética

es de geometría muy irregular en ambos casos, sin embargo

puede ocurrir que con las proyecciones que se tienen sobre

el plano ecuatorial magnético si se formen estructuras apro

ximadas a ésta.

Desde luego que los coeficientes g., n. que son los

que nos dan información de lo observado sobre la superficie,

nos. están señalando que esa estructura multipolar que da lû

gar a.-una forma especial de polarización, en el plano ecuato_

rial, no se va a detener en el cuadripolo del que se está

hablando, sino que habrá otras formas en las que se distri-

buyan los dipolos para producir estructuras de octipolo y

otras de orden superior.

De lo visto en las secciones(3.1) y (3.2) se llega a

que el potencial medido desde un observador P (x,y,z) debido

a la presencia de una estructura dipolar o cúadripolar es

respectivamente:
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Vi = V.j + ¿Vi. + A Vi + A3 Vi +- ' •

y t/2 = V2 + A V2 + A
2 V2 +. . .

donde AVi f A
2Vi,..., AV2, .. .se definieron como potenciales

de multipolos matemáticos y Vi, V2 son la parte invariante

de dipolo y cuadripolo respectivamente. Si se suman...estas

dos expresiones y se asocian los términos de derivadas del

mismo orden se tiene:

l/i + fo - Vi + ÍVo + AVi 1 +..

Obsérvese que en la ecuación de Gauss escrita en la

forma:

• • • • • • " " «
 n

 i a
n

 -P m

(1.X9) ' V = z Z ¿ { - j p - í -̂ ; am , b m > ' ' '
.... - , • . n=l ICF=O - 9z 9y3 9x n n

el término n=l corresponde a Vj y el n=2 a V2 = (V2 +

en general se va a expresar para cualquier, n:

9n £ m Km ,

ñ7 ; a"' V
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De esta manera el potencial V puede interpretarse, con

el mismo resultado, de las dos formas siguientes:

V = E V,, 6 bien V = Z V
. n • • .• i • n• n = l n=l

en que cada V. si es una serie.

3.3 Octipolo. Como se acaba de ver, el término n=3 de la

ecuación (1.19) está dado en la forma:

(3.2) V3 = V3 + fiV2

expresión en la cual el término V3 es la parte invariante

del potencial' de Un multipolo de orden tres,, y los términos

Á2Vi y AV2 corresponden a potenciales dé mul-tipolosvmcttemá-

ticos cuando n=l y n=2 respectivamentercomo se vi6 en la se£

ción (2.3) del capítulo II. . .,

Habitualmente los magnetistas: que se ocupan, de.este

problema toman V como potencial de una sola estructura ;de

multipolo, pero por lo que se ha visto, la estructura de O£

tipolo habría que buscarla en la parte invariante V3, ya que

los otros términos A2Vj y AV2 son potenciales de multipolos
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matemáticos que.inclusive se modifican con la selección

del..sistema de. referencia, no así V3, y a esta parte invarian

te, se refiere.esta sección-

En forma similar a los casos de dipolo y cuadripolo,

a esta parte" invariante V3/ se le puede hacer corresponder

él modelo físico de octipolo definido como una distribu-

ción de ocho cargas colocadas en los vértices de un parale

lepípedo (sección 1.4) y en el cual tres de sus aristas

que convergen en un vértice, definen los ejes de la distri

búción octipolar.

Se observa que escribiendo esa parte invariante en la

forma matricial:

<3'3> V3 = T T U 3 A3 V 3 W 3

esta expresión no corresponde a uña sola estructura octipo

lar, ya que si a dos de los vectores laterales se les mul-

tiplica por menos uno, el valor de V3 no se altera pero fí-

sicamente se obtiene un octipolo diferente, és decir exis-

ten cuatro estructuras de octipolos diferentes, cuyo poten-

cial es la expresión (3.3).

En el caso del cuadripolo sucede algo similar, el valor de
1 _ _ (

la1 expresión V2"= ™ u 2 A 2 V2 corresponde a dos posibles
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estructuras, 1& que se escogió en la sección {3.21 es por-

que uno de los ejes, por ejemplo el OHi f tiene aproximada-

mente la misma dirección y movimiento que OC cómo puede ver

se en la tabla X H I r (donde \$ es el coseno director de OHj

y X es una coordenada esférica del centro G referido al sis_

tema geográfico), lo cual pudiera estar asociadp a algfín fe

nómenó físico aun no determinado.

TABLA XIII..

Época

1835

1845

1885

1922

1945

1955

1960

1965 •

1970

1975

178°19"

177°35'

168°10'

161°14'

158*14'

153°48'

152°:43f

-.-. 152^05' .-

. 153°2a.í

1S1?-52Í .,

188C

181£

168(

161(

156'

150'

14 9{

148c

147(

1481

»22»

'12'

»35'

'19'

^30'

J49!

'5,5^

'42' ;

'47'.

M8.Í--

; Así,por ejemplo, en el caso del potencial de cuadripo

lo referido a sus ejes (Maxwell, 1885) y dado por:

* Chargoy y Chargoy, 19 76-1977.
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JA c3 1
V2

 = ~~T \% eos u : eos u 2 - ¿' c o s

r

donde Uj y u 2 son los ángulos que forma el radio vector OP

del observador con los ejes del cuadripolo OHj y 0H2 respec-

tivamente y a es el ángulo formado entre OH} y 0H2, si u:...y

u2 se sustituyeran por TT-UJ y irru2f'el potencial que se ob-

tendría sería el mismo. Con ésto se ve que el potencial

de cuadripolo referido a sus propios ejes guarda simetría

con respecto a los planos coordenados, de manera que dado

un valor del potencial V2 éste puede atribuirse a ocho pun_

tos diferentes.

En forma similar, si en lá ecuación del potencial de

octipolo, referida también a sus ejes propios, dada por

M a x w e l l : " . • • • •

V3 = — - 5 cos Ui cos u2 eos u3 - (cos uj cosa23

+ cos u2 cosa31 + eos u3 cosetj 2)

se sustituyera dos cualesquiera de los ángulos u¿, i=l,2,3

por B- u., el potencial que se obtendría sería el mismo.

u. son los ángulos que se forman entre ÓT?, radio vec-

tor del: observador, y los ejes OH. del octipolo {i=l,2,3),
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los tres ángulos que forman entre sí los ejes OH. se deno-

tan por ct12r <*23r
 a3i*

Por otra parte, así como ocurrió en el caso del cuadri^

polo, pueden.existir estructuras compuestas por dipolos

orientados de tal forma, que su potencial esté expresado, a

partir de terceras derivadas, y que estas estructuras, no ,cô

rrespondan a la definición que se ha dado de octipolo, a

continuación se presenta un ejemplo: ;

Sean Mx =¿ (<§N|T- 1J. h , § h, 0} , M| = ((§\Í3~- 1} h, - § h, 0)

y M " = C.N3 h., ó, 0) vectores qué representan los momentos cíe

tres dipolos contenidos en el plaño ecuatorial magnético (ver

figura 16)„ Tener esta colección de dipolos es equivalente a

tener la siguiente distribución de carga:

- J ̂Í3 h, ~hr 0)

jNÍ3 h, - |, - m £ Q 5 ( - -^ hf - |

Y

•»- .-.

Q I Qor, Mi

Fig 16



El potencial de esta distribución que se define como

hexapolo está expresado como sigue:

6p 3' *• 2 x á 2

donde 6 pg| = ^ M3 y M3 = 6 mh
3

Entonces como se ve, en la parte invariante V3 del po

tendal de una estructura multipolar, puede estar incluida

la parte invariante de una estructura de hexapolo.

Desde luego no se excluye.la-posibilidad de que exis-

tan otras estructuras'multipblares, cuyo potencial esté ex-

presado también.a partir de terceras derivadas y que estén

incluidas en V3, como ocurre en el cuadripolo.

Cuando la ecuación del potencial geomagnético está re

.feri&a al sistema de ejes propios (definido en el capítulo

1} la informaci6n sobre las anomalías magnéticas observadas

en las cartas de isolíneas, pueden buscarse a partir del

término de orden.tres (octipolo) en adelante, ya que como

se. vio en el capítulo anterior, el término correspondiente

a dipolo da simetría axial y el correspondiente a cuadripo

-lo, simetría ecuatorial.
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3.4 Otras consideraciones. En todo lo expuesto anterior -

mente se ve, que la ecuación de Gauss del potencial (dada

en cualquiera de las formas (1,1)., (.1.19) 6 (_2.1))no es un

desarrollo en series como tradicionalmente se ha considera

do, sino que es una suma de series V•= £(/. correspondiendo
i

cada una de las series al potencial ele un multipólo y en

las cuales, el primer término V. es la parte invariante del

potencial correspondiente. Por ésto no se ve una forma de

establecer la convergencia en el desarrollo de V - 2V. .

En el sistema geográfico los valores absolutos medios

hasta el término n=8 y para la época 1975 son:

lYnl..= 1772, 19,8f 112, 49, 17, §, 3, 1 unidades

1 unidad = 10y"- 10 oerstéds

Si se quitaran del planeta los elementos que producen,

la polarización dada por ei dipolo, posteriormente se qui-

tarán los que producen la polarización dada por el cuadril

polo y así se continuará, se ve que se enrarecería la dis-r

tribución {m.} de puntos de los cuales fluyen líneas del

campo magnético, por lo cual se ve que la sucesión |V |

también se va empequeñeciendo. Puede llegar un momento en

que para cierta n, la existencia de multipplos ya no se de

10.5



tecte y los términos para la n de este orden en adelante

sólo correspondan a potenciales de multipolos matemáticos,

ésto puede ocurrir a partir de n no muy grande; burdamente

es lo que se hace cuándo se toma como potencial geomagnéti

co el valor;

-7 [s? ?= ^ [s? p? + feí ™* + h\ «* ) H\ + -7 [

h | sen2\) p |

La variación secular de la parte invariante del dipolo

observada en la tabla II, sugiere que el cambio también se

puede observar en los términos de multipolos matemáticos

hV'i, A2V1#...-. y en.efecto, calculados éstos para las épocas

1955, 1965 y 1975 se tiene:

TABLA XIV,

Época

1955

1965

197 5

166

170

178

. 14'

14

15

J.O6



Del térihino de segundas derivadas se di6 la parte in-

variante en Xa tabla XII del capítulo II, y a continuación

se da la tabla de los valores medios de AV2:

TABLA XV

Época

1955

1965

1975

AV2|

62

65

70

El valor medio cuadrStico de la serie (/* correspondien

te al potencial del dipolo y también el de V2 correspondiera

te al potencial de cuadripolo, se pueden deducir fácilmente

de las tablas anteriores, por la propiedad de ortogonalidad

en los términos que contienen a X y e.

En todo lo que se ha tratado, se han considerado mode-

los de.multipolos observables en laboratorio, producidos por

distribuciones de carga magnética {m.} con £ m. = 0 , que fa

vorecen la investigación de la función potencial en forma

estática.

3*5. Campo electromagnético. Considérese ahora el conocido

fenómeno de un conductor circular por el que pasa una corrien

te continua i tal, que genera un campo magnético dé forma

toroidal debido al fenómeno Amperer si por el punto medio de
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la circunferencia que describe el conductor sé traza un-pla

no normal al círculo que contiene a dicho conductor, en ése

plano normal se tendrá Ib siguiente: (ver figura 17> por el

punto Q la corriente del conductor se sumerge y por el pun-

to Q' , a la izquierda de Q, la corriente emerge.

2 L

Figl7

Si no se de-formaran las líneas ¿i y £2Vdel campo. magné_

tico iriduCidoy éstas se cortarían en los punto s: L. y L'como

se ve en la figura/ de manera que se detectaría cbmo siv las

líneas fluyeran en L y se sumergieran en L1 estableciéndose

asl: úri símil con un dipoló.

Sin embargo, experimenta luiente se vé qué la familia de

curvas {£.}, del campo magnético inducido, se deforma de

tal manera que las distancias, QL y Q'L se acortan sin que

se llegue ,a producir la intersección de t\ y t-¿ en los pun-

tos L y LJ> . \ En la deformación, el valor mínimo que obtienen

108



las distancias QL y Q'L es MQ y M'Q' respectivamente (ver

figura 18), M y M' localizadas sobre el diámetro Q Q' y

equidistantes del eje Z, que en esta forma se va a consti-

tuir, en eje de simetría del toro. . :

Fig.18

El simil con un dipolo y más precisamente con un punto

singular de orden uno, se conserva como se dijo al analizar

la figura 17, y el vector M correspondiente al.momento de

ese dipolo estará en la dirección del eje Z.

Es bien sabido que un observador colocado en P (R/.A,̂ )

como en la figura 19, detectaría una intensidad de campo ge

nerado por el conductor K que se puede derivar del potencial;

„ _ M eos
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Supóngase que en el caso terrestre se tuviera este f£

nóméno ubicado de tal manera que el conductor K estuviera

contenido én el plano ecuatorial geóniágriético, el centro T

coincidiera con él centro C y él vector M coincidiendo con

él eje del dipolo, entonces el potencial mencionado está

dado por 1a ecuación: .

v =•
M ,COS6

en que el observador en P tiene coordenadas (r,X,
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Obsérvese que aquí se está tomando solamente la parte

invariante del potencial de un dipolo, claro que se supone

que AH/i = 0 para toda n. Sin embargo si el observador tu

viera como sistema de referencia al sistema geográfico como

comúnmente se usa, entonces la ecuación del potencial toma-

ría la forma:

(3.4) Vl = Vx + E
n=l

Se tiene que señalar que en la ecuación (3.4) la parte

invariante:

(3.5) V l =
 M C O S 6

r2

difiere de la parte invariante de la ecuación del potencial

de un dipolo, como se ha visto en la sección 3.1/ en que la

. . - ^ j » j - i T T I & £ C O S 8

parte invariante de ese dipolo es: Vi = = .
• ' '• ' • • r . . • .

Esta ultima expresión proviene de considerar un desarrc_

lio de Taylor en el que Vi implica primeras derivadas de la

función f = — , en cambio en la ecuación (3.5) se está consir

derando la presencia de un momento M al que se le va a detec_

tar a través de la función f = — (—) de tal manera que:
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v — M v i—i- — ," v t̂y.. — .w p r¿i

(x , y , z ) son las coordenadas del origen o en el sistema
o' o o . . . v

propio.

Como se ve, es aplicable todo lo visto respecto al po

tencial de dipolo que se vio en el primer capítulo.

Si se tuviera una colección de momentos {M.> generados

por corrientes en el interior del planeta, se podría aplicar

todo lo visto en la sección £.3.1} sustituyendo la función

f = — por la función f = - — Í-) considerando el vector
r c 3u. ^rJ

_ _ _ _ _ i _

M. = JM.} u./ u. es un vector unitario en la dirección de M.,

como fue tratado en la sección (2.2).
Si el sistema de coordenadas es el geográfico, en el

»
desarrollo de Z A*V. se ve fácilmente que cada término de

1 n,

orden n contiene al factor -y (.OC) , ode tal manera que si el

radio a de la Tierra se considera a=l, 0 C < ^ , con lo qué el
desarrollo de V resulta muy convergente.

Se recuerda también que cuando se está en el sistema

de referencia con centro en C, la coordenada r del observa-

dor es:
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r2 = OP2 + OC2 - 2(0P} (OC) cos$

donde OP es el radio de la Tierra y coordenada del observa-

dor, OC la distancia del centro C al origen 0 y * el ángulo

entre ÓP y OC.

También se observa que el artificio de masa reducida,

introducido en el capítulo II para obtener el valor de V en

unidades de trabajo, se sigue conservando eh todo el capítu

lo III.
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APÉNDICE

Fórmulas más usuales para la parte invariante del poten-

cial d é i : ' ' ' • • . .. - • ' .. .'.•••,''..•-..-•:•-

a) Dipolo

1) Cuando esta referido a un sistema de coordenadas

cortesianas:

\i vector unitario en la dirección de Uj.

2) Cuando está referido a un sistema de coordenadas

esféricas:

vl = \ U? p? + (al cosA + b} senA)

3) Cuando está referido al eje OZ:

V l -
mi eos*

donde I = Q1Q2

b) Cuadripolo

1) Cuando está referido a un sistema de coordenadas

cartesianas:
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f f f
xx xy xz

yx yy yz

f f fzx zy zz

2X

v* = 2f ^U2x' uay'

ff ¡M2Í *i A2

*1 y *2 vectores unitarios en las direcciones de

U2 y V2 respectivamente*.

2) Cuando está referido a un sistema de coordenadas

esféricas:

[a|cos2X +b|sen2x)p2

3) Cuando está referido a sus ejes:

V = ~T í2" c o s u i c o s - -y cpsa)

c) Octipolo

1) Cuando está referido á un sistema de coordenadas

cartesianas:

W 3 • " JMl \
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M Í ^2/ ^3 vectores unitarios en las direcciones

de U3, V3 y W3 respectivamente*,

2) Cuando está referido a un sistema de coordenadas

esféricasÍ

V3 = -=~ a<3p<3 +|{a^cosX + b^senx) P^ + a|cos2x + b|sen2x)P|
r L

+ (a|oos3X + b|sen3x) p |

3) Cuando es t á refer ido a sus e j e s :

V3 = —•£* 5 cosui cosu2 C0SU3 - (cosuj cosa23 + 00SU2 cosa31
2r L

+ COSU3 COSO!2}
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