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INTRODUCCION

El magnetismo es un fendmeno fisico nétural conocido des
de la antiguedad. Muchos siglos antes de la Era Cristiana se
eséribia acefca de'una'piedra que poseia la propiedad, entre
otrés, de atraer pérticulas de hiexro en'algunas zohas de su
supefficie; se trataba de la "piedra imin" o "magnetita" (Fes0y)
v el escfifo mis antiguo donde se menciona es el de Thales de

'Miletb (640'— 546 A.C.}. Desde entonces se sucedieron 1os des
cubrimientos relacionados con el magnetismo en genéfal vy con
la existencia dél Canpo mégnético terrestre. Es en el siglo
XIT cuandO'ée empieza a conocer en Eurcpa el empleo de la agu-
ja niagnética como método_de.orientacién, aungue en Asia era <o

nocido desde antesg.

Conocida yva la existencia del campo magnético terrestre

de origen interno, su estudio se puede dividir en tres partes:

. La primera es obtener loé datés eﬁperimentalés de una red
mqndiai de observatorios magnéticos permanentes,_instalados'éé
bxélla superficie'del planeta. En el caso de ios'océanoé v de
iasrzonas de acceso diffcil, como los casquetes polares,“las
oﬁservaciones se hacen a bordo de embarcacicnes ya sean mariti
mas o aéreas, e inclusive en los Gltimos tiempos desde vehfcu~
ioé eépaéiales,

En las observaciones heéhas sé_vé gue la direcci&n e in—

tensidad del campo magndtico varfa en cada punto de la superfi



cie, por lo gue el campo magndtico se puede tratar como fun-
cifn de las coordenadas del observador y representar ©or un

vector F en cada punto de la superficie.

BEste vector magn8tico F, se puede determinar en casi to-
dos los puntos F sobre la superficie donde se instala el ob-
servador, por sus componentes (i1, ¥, Z) respecto a un sistema
de referencia construido por <l mismo cbservador con origen
en P, el cual se llama "sistema local". Por facilidad en la
medicibn, F también se puede expresar mediante otros tres ele
‘mentos, &stos son intensidad horizontal H, declinacién D e in
clinacidn I que tradicionalmente se han observado con eguipo

que consta de magnetSmetros, inductor terrestre y otros.

Con los datos 6btenidos en las observaclones, se elaboran
las cartés magnéticas mundiales para representar el vector mag
nético (en intensidad y direccidn) en cada punto de la superfi
cie terrestre, en ellas se trazan curvas llamadas isomagnéti-
cas, relativas a valores médios correspondientes a una &poca
determinada. Estas curvas unen puntos en los gue un elemento
magnético determinadco tiene el mismo valor, las cartas gque se
elaboran son para declinacifn D, componente vertical Z, compo
nente horizontal H (HZ = X2 + ¥2), inclinacién I e intensidad
total F.

En nuestro pais se cuenta con un observatorio de reéistro

continuc, Teoloyucan, ademis de una red de 60 estaciones dis-

persas sobre todo el territorio en las que se hacen observa-



' ciones perlédlcamente para elaborar las cartas magnéticas de
la Repﬁbllca. Los datos obtenidos en estas estaciones tamr
. bign se envian a los centros mundiales para la élaboracién

de las cartas magnéticas mundiales.

A partlr de las cartas se construyen tablas en dos dlmen
siones {longztud A y latltud 8) para obtener en- cuaquLer

- punto de la superficie el valor de los elementos observados.

La seéunda parte del estudio consiste en determinar uné_
funcibn matemﬁtlca que describa las ﬁltinas tablas, asf se
obtlene 1a expreslén para el potencial escalar V- =V (X,A,6;
g,, h Y. cons:.aerando que el gradlente de esta funci“én V esth dado

por las componentes del vector F obtenido de la observacién.

Logs coeficientes g;, h; estin detefminados por las isoli

neas y se caleulan siguiendo un métgdo similar al de Fourier.

- Para obtener este potencial.v ng‘satisfaqa la igﬁéldad
¥ = vV, tradicionalmente se usa el méfedo de resolver la ecua
cién diferencial de Laplace v2V = 0, suponiendo qua V es con-
:tinua e integrable en casi toda la. superf1c1e terrestre. Tam
bién se puede obtener YV, como se verf en el capitulo I, median
. te desarrollos similares al de Taylor, considerandp gue para
:'g ?tef las éeqrﬁena&as fii, Bi}, i_=.1,2,... son conjuhtoé
_ qrtogénales. . . '

En la tercera parte, una vez obtenida la ecuacidn de Gauss

del potencial:

(%)



o n 1
@ Y % nfl mfo Faaie [a

Ccos mh + bﬁ sen mi} Pﬂ,

por cualquiera de los métodos menc;onados, queda por investi-
‘gar que objetos o Fenémenos fi51cos pudleran exlstlr en el pla
neta de tal forma que su comportamiento descrlba lo observado

a través de la ecuacidn {1y .

_ El 1nterés en el pxesente trabajo esta en esta tercera
parte del estudlo del campo geomagnétlco, por lo que se presen
tan tres lnterpretaclones que corresponden a tres modelos dife
rentes del fendmeno magnético obtenido a travds de la ecuacibn
dei potencial de Gauss:

a) En el primer ﬁodelo sé hace dérrespondér a cada térmi-

no de la ecuacidn (1):

. n ' ) - h
= 1 m m It
v, _'nio'fn+1 Lan cos mx + b sen mAJ P

un punto Eingulér de orden n residiendo en el origen de refe
rencia (Maxwell, 1885), asi resulta V determinada pof una co-
leccidn de estos puntos singulares cuyo potencial produce los

:datos numérxcos dados por las cartas.

b) Con una.aplicacién del artificio del Baiéyagé, ia écug

¢cidn (1) puede escribirse en la forma {Chapman and



Bartels, 1940):

m' ‘!Tl 1
[Qh cxsnn.+_hn gmunm]PE

donde a es el radioc medio terﬁestreq

La interpretacidn és gue essta expresidn correspon
de al potencial de una distribucibn de carga magnéti-
ca gue esta repartida en la superfiéie del planeta,

como se veri en el capitulo II.

¢) La interpretacidn que se“intnoduce en el ptesentektrg
" bajo es la siguiente:
Por desarrollos similares al de Taylor se llega a

la ecuacidn:

3y ve= 1 1 g —gf § rr (uy}
n=0 =0 7' 5z 3y~ 3x
donde i+ j +k=mn,u = [uﬂx’ gyt Uypl-

Para n=1 se ve con facilidad que la expresidn corresponde
al potencial de dipolo como se presenta en los tratados de Fi-

sica, en este trabajo se tomari este potencial mis té&rminos de
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derivadas de orden superior, gue corresponden a potenciales
de multipolos gue se han definido como “"multipolos matemiti
cos" vy qué en la ecuacidn (3} estin incluidos en los té&rmi-

nos n=2,3,...

Para n = 2 en 1la ecuacién,(é) se tilenen té&rmincs de sé
gundas derivadas ﬁroﬁeﬁieﬁt&s de Vi; potencial dél dipolo
‘menciohado anteriormente, ademds inclufdo en ese mismo desa
rrolls de segundas derivadas un poténcial V, de cuadripolo
como se presenta en ios tratados dé Ffsica en los gue sdlo
se toman términos de  segundas derivadaé,‘despréciando, en
‘@808 tratados, los té€rminos de derivadas de orden trés en
ddelante. En este -trabajo se tomarin para el potencial de
“¥o; los térimifics de segundds derivadas y adenmds derivadas de
orden tres en adelanté, gué en la ecuacidn {3) estén inclui

dos en los potenciales de octipelo en adelante.

En el andlisis que se Hagd pard n = 3 én adelante, se
procede en forima gihilaf a ldé caseg n = 1,2; con lo que se ~
lisga a gque la ecuadisn del poténcidl nho estd determinada 7
por uha serie como se¢ ha venido usando, en la que e hdcé

'ébfresponder a cada tErmino 1lo8 fivdelos de @untdé singulares
de Brdenés uno, dos, tres, etc., sinc gue esté determinada
por Gha suma de Series en que cada una de ellas corresponde

al poteéncial del multipolo del order correspondiente.

La diferencia entre multipolos y puntos singulares es’

gue las distancias entre las cargas de la estructura de mul




X tipoleo son finitas ¥ como tal se usan, en cambio en el punto

.singular se considera que -estas distancias tienden a cero.
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CAPITULO I

ECUACION DE GAUSS DEL POTENCIAL

En la primera seccidn de este capitulo se describlra
brevemente el netodo tradicional de resolver la ecuacién di
ferencial de Laplace para obtener la expresidn del poten-
clial escalar V, considerando que las componentes del vector
F obtenido de la observacidn determinan ei gradiente de V.
A partir de la seccidn 1.2 se presehta otro artificio para ob
tener la expresién del potencial escalar V, gue come ya se
dijo en la introduccifn, es por medioc de desarrollos de
Faylor. ¥ en la seccidn 1.7, dondé se define el centro de
una distribucitn, se discute ampliamente sl t&rmino Vp de

cuadripolo.

1.1. Solucidén de la ecuacidn diferencial de Laplace. Come

es costumbre, la Tierra se va a congsiderar esférica y de ra
dio a, el planoc XOY elnecﬁador geogr&ﬁico,~xoz el planoc gue
contiene al meridiano de Greenwich y (¥, i, 6} las coordena
das'esféricas de un ohservador colocado sobre 1a superficie,
donde r es la distancia al centro de la Tierra, A la longi-
tud ¥ 8 la colatltud. Se va a suponer tambi&n que V es con

””tinua e lntegrable sobre casi toda la superf1c1e ‘terrestre.

Usando coordenadas esféricas ¥ el métode de variables

separables, la funcidn V puede escribirse:



V=R (r} L (A)-T (8}

y. como es hien sabido,_la-ecuacién de Laplace toma la forma:

114 38Ry 1 1 d 08T
R ¥Z dr (x er * T_r§sen p de (sen 6 da} +
1 1 d2rL = 0

L rZsen? 6 a2

Ecuacidn que se resuelve mediante la introduccién de los pa-
rémetros m ¥ n, gue nos pueden llevar a las ecuaciones dife-

renciales ordinarias:

1 ALy _
AT
118 (288 _nintl) , vy
R p2 dr drd 2 L
1 a . dry_ m2r )
sen 6 de [sen_p ag]f senZs ¢ {? +'1) T O

esta filtima es la conocida ecuacidn de Legendre cuyas solucio

nes son los polinomiocs asociados de Legendre:

Pn'm'= Pn;m {cos 8) e



en este trabajo se usard la notacidn P e

P
En esta forma la solucién general de.la ecuacidn de
Laplace en este sistema de coordenadas y cor las. considera-

viones anteriores, puede escribirse:

n I ‘ b
v = I T (A r o+ ———m}(a cos miA + b sen mA)P
4 + 1 d g
n=0 m=0 n rn 1 m m n

Pt

¥Ya gue en el fendmeno gravimétrico o en el magnético de origen
‘interno el observador P(r,),0) estd sobre la superficie terrég

tre rza ¥y la expresidn anterior comverge para los términos
B : ) . _

'E%I » por lo gue en este trabajo se usard la expresidn:
r :

= n B
V= L z

{a_ cos mA + b sen mi)P .
n=0 m=0 r m no

+1 n,m

y sk se asacman los coef;cxentes B con a, y b se vd a poder

ESCIlblr‘
w n ) :
. - _ 1 i} m
(1.1} Vv = L= (an_cas mA + b sen ma)Pn#m_
n=0 n=0 r :

A continuacidn se da una tabla de los polinoﬁios asociados de

Legendré hasta de orden tres:

e | TN
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Po,0 =1

Q,0
Pi,o = cos &
P1'1 = sen ©
P, .= L1 (3 cos? g - 1)
2,0 2
P2,1 = 3 sen ¢ cos §
- 2
P2,2 3 sen” §
P, . = 1 cos 9 {5 cos? 6 - 3}
3,0 2 -
P -3 sen.a {5 cos? p - 1)
3.1 2 ) _
2
P3'2 _ 15 sen< 9 cos &
. = 3
P3’_3 15 sen?® ¢

Aungue &l resclver la ecuacidn diférenCial de Laplace

se obtienen estos polinomios Pn , agquf se usarin normaliza-

e _
© dos segflin Schmidt los cuales estfin dados por las expresiones:

m_ 2 (n-mE. L
.Pn = [m—]%. Pn’m si m>0

y P = Pm,n si m=0

il




En adelante la ecuaciédn (1.1) se usard con estos‘polino
miosrnormaliéados Pﬂ. |
Como se ve, 105 coef1c1entes a Yy b son constantes que

resultan al resolver 1a ecuaclén dlferenc1al de Laplace, v

no nos dan informacidn acerca de la estructura que esté pro-

“duciendo el fenémeno fisico cuyo potencial satisface la ecua

k3

cién de Laplace. Asi, esfas constantes dadas én forma abs-
tracta, tomarfn valores segfin sea la naturaleza del fenSmeno

en gue se usa la citada ecuacidn.

l 2. Desarrollos de Taylor. El artificio qué’se presenta en

este trabajo para obtener la expresidn de V, c0n51ste en de-
sarrollos de Taylor de la funcién £ (p} = % que COmo se veré

mis adelante, la ventaja de &ste con respecto al método de la

seccitn 1.1 es que desde gque se calculan los coeficientes po

'demos obhtener 1la 1nformac16n que nos permlta construlr una

estructura del fen&meno magnétlco que produce el potencial
dado en la ecuacidn (1.1).
" ‘slater 'y Frank (1947) sefialan'la necesidad.de encontrar

el significado del desarrollo (1.1) y para ello analizan los

‘dos primeros términos,?ponigndo”en clarc el significado sélo
" del primero. En cambio, ‘aprovechando la ventaja del artifi- .
“gio ‘introducido ‘en los desarrollos de. Taylor, podemos obtener’

‘informacifn respecto al comportamiento del fenémeno en el es

pacio.

12



En el artificio se considera lo siguiente, el potencial
Newtunlano para una carga grav1métr1ca m con, resldencla en
un punto Q y medldo desde un observador colocado en P(x,y,z),
queda deflnldo como ¥ = 2 y para una colecclﬁn de cargas

{m i € Q } el potenc:.al es:

8§i se considera un sistema coordenado y la coleccifn de
cargas esti situvada de tal manera que para cualquiex carga
'm se-verifica que‘ﬁﬁ < OF, entonces medlante un desarxollo

de Taylor puede obtenerse.

r = b 3 Y - 1 b 4 X . 3 B
{b) 83y, = {Emg) £(x) _‘-.-.—1_,—_3—{2-:@1@;31:,-‘_ + _Zmiy.if.y H;m"_ji.z_,-_fz)

P S ) <.,
+ o3 FE ixlfxx + .2 Xmlxlylfxy +.f‘)‘ e

La operacifin.g puede defznlrse como Aana. sustltuclén, de
_tal nanera que: el potenclal Vb medido & través de (b) se va a
aproximar en;alguna:fqrmaja laﬁgardaﬁa:enwlagecuaq;ﬁn {a) .es
dgcir‘vb+vasen-casi~toda lagsuperficie«y;asi-ya‘aﬂmanejarsg=;a
ecuacidn {b) en lugar de (a) como ura sustitucibn. Esta sustl

tucibn tiere propiedades -algebraicas y geométgica$iqu@mfaqili—

13



tan el conocimiento del potencial V dado en (1.1).

En la ecuacién (b}, fx? fy"" expresan derivacién con

respecto a las variables X,y,z y la funcidn £ (r) es %.

Obviamente que =1 potgnéial de Coulomb es una generali-
zacidn del Newtoniano al considerar gue algunas cargas admi-

tan signo positivo o negativo.

Para facilitar el estudio se empieza el andlisis en una
dimensién y al pasar al caso de tres dimensiones, ffcilmente
se ve gque se heredan las definiciones y propiedades gue se

dan para una dimensidn.

Definicifn 1.~ Un punto singular Q de orden cero y coor

denada (-h) con h»0, es un punto al cual se asigna un nfimero

real m.

Definicibn 2.- La medida de la propiedad V que da al es
pacio la presencia de m en @ es Vim) = mf(p), esta medida se

toma en el punto P{x), f es una funcifn real que tiene todas

sus derivadas, PQ = p

Q{-n} _ 0 P{x)

14



Por comodidad Q se tomb a la izguiexda de 0, pero se
puede considerar ‘a la derecha.
Definicién 3.- Distribucibn §, es una coleccibén de pun-

tds'éingulares'{Qi(—hil}.

onfonel___Ggtrd @), PG
0

Fig.2

Axioma.- V es una funcidtn lineal, en el sentido de que

se verifican:

i) V(s)) = (Emi £(p,)) con p; = x + hi:r
ii) Sir.SO = {mi} reside en Q éntonces: . -
V(s ) = (imi] £ip).

1

iii)  Viem) o Vim).

Teorema Fundamental.- Sea la distribucibn S = {m;} que
proporciona al espacio la propiedad V(S ) = I Dni f(pi)]. Un
. i
desarrollo deé Tayloxr Ge V(SO) es una medida V de una distribu

¢idn S que sustituye a la distribucibn dada S, Es decir si

15



S es un desarrollo de Taylor de V(SD) se tiene:

. 2 :
. n p - -mh] : n
sivis)) = [z 1 2] s Tz
i=

R, ]
i=1 g=0 e

1

donde el primer paréntesis del segundo miembro esté_midiendo
una distribucidn que reside en una vecindad § del origen, con
§+0. El segundo paréntesis mide una distribucidn extendida

sobre aﬁh ver figura 2.

Fste trabajo se refiere al casc en el gque Ri+0 para toda

i 31 p»e, por lo gque se tiene:

2
n m.h;
(1.2) S$:v(S)) = lim : 42 £ ) 1y

i=l g

]
b

¢

Asf, la distribucidn 8, se ha sustituido por una § residiendo

en una vecindad § del origen, 5_se llama sustitucidn.

- Demostracifn: Sea la distribucidn que consta de un sélo
punto Q (-h) en el gque se localiza m, entonces (1.2} se puede

‘escribir:

2 . K
m h _f(l)tgj

[[achiel

(1.3) .szv(so) = lim 2

=0

donde p crece indefinidamente, en adelante s¢ omitird la nota

16



¢idn lim.

A
Al analizar cada término Vg = E;%* f(z}(x} se encuentra

gue:
Para ¢ = 0, V_ =m £(x), es decir desde P(x) se estd mi
diendo m con residencia en el origen.
Para ¢t = 1, V; = mh f'(x) gue no necesariamente tiene
la forma de la definicidn 2, pero si se recurre a la defini-

cidn de derivada se tiene gue:

f(x + Ax) - f(XJ]
Ax

(1.4) V; = lim mh [
Ax>0

es obvio gue en %% £(x + 4x) se estd midiendo una m mﬁltipli

cada por un nimero ¢ = g%, es decir se estd midiendo (+ cm)
residiendo en el punto A (-4x), ¥ en el término - %& f({x) se
‘éstd midiendo (- cm) residiendo en el dxigen'd,'pbf 1o taﬁto
en (1.4} se éstﬁ'midiéndo-é1 si5temé de pﬁntos'(+ cm) ¥ t- ct)

localizados .en A y 0, esta estructura se denominari dipolo.

Ao o P
.Fig.3_'

17



Si Ax»0 entonces A+Q v la estructura se denominari, si

guiendo la nomenclatura de Maxwéll, punto singular de orden
uno con residencia en O.

-Por lo tanto, V estf dentro de las definicicones 1 a 3
aunque la expresidn f(x) no aparezca en V;, por ejemplo si
f(xi =fn X, Vy =mh £'(x} =m h (%i, de manera gue en esta
filtima expresidn no figura £(x).

Para £ = 2, V, = m %% £"(x), siguiendo los mismos pasos

gue en V; se puede escribir:

. mh? pE(x + 2ax) ~ 2f (x + Ax) + £
vy = lim =53 [ () 7
: (ax)?2

Ax+0

teniendo asi un sistema de cuatro puntoé singulares, residien
do uno de ellos en - 2Ax, dos en -~ 4X Y el'ﬁltiﬁo eﬁ ei origen
0 . (Véase definicién 1. |
) B® L (m
_ Es obvio que para Vv, =m ar £ (%) se tendrd una estruc-
,Vturarde 2" puntos singulares residiendo como en el caso ante-
rior en el intervalo [-nax, 0] como ficilmente se puede compro
bar. Es decir en (1.3} en lugar de medir.la pfOpiedéd vim) da
da pﬁf m, ée‘esté midiendo una sustituciéﬁ 5 qﬁe reside en una
vééinaad 5_de1‘origen,l5+d. . - )
Se recuerda gue por comodidad se tomaron los puntoéQl,ern.

a la izquierda de P, porqué en este caso f£(p) = f(x + AX), se ve

18



que paré punfos'colocados a la derecha se tendrfa Flp) = £(x - Axf

vy se aplicaria todo lo visto para el caso anterior.

8i se pasa ahora al caso de una distribucidn 8,= {mi} se

tendra:
(3 m) €60 + (2 mgn)
S:Vv (5) = { mj £(x) + (£ m b } £(x} +...
¢ i=1 * i=1 *
hP
m m, h, ‘
» (2 24 £® gy 4.,
. pt
i=1 :
n
Se ve gue en el primer término Ve se esti midiendom= I m,
i=1

localizada en el origen; en el término V; se esti midiendo un sis

tema de puntos singulares localizados en ~Ax v en 0; y asi hasta

m. P
A1

n = B .
) f{p)(x)'donde se mide un sis-

llegar al té&rmino V_ = I
? P [i=1 Pl

tema de puntos singulares localizados en el intervalo [-pax, 0]

con la condicidn Ax+0, es décir se mide un sistema residiendo en

una vecindad ¢ del origen con $§+0.

Se tiene entonces que la sustitucidn § de S va a residir
en una vecindad del origen v €l teorema gueda demostrado.

En adelante cuando se hable de vecindad § del origen se en
tenderi que §+0. Y si Q{m, Ax) es un‘punto sihgul&r tal que to-
da vecindad & de 0 siempre contiene a @, entonces.se dirs qﬁé Q

ests adherido a 0.
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1.3. Propiedades algebridicas de las sustituciones. Sean S,
la distribucifn que consta de un 88lo punto. singular m resi
.diendo en Q@ (-h} vy S5; la sustitucibn que expresa a V=mnf (p)

como
V = mf(x) + mhf'(x) + -2r-‘l|- h2E" (%) +...

5i se aplica una nueva sustitucidn S, en esta Gltima ecuacién,
considerando a 0; (k) como nuevo origen de coordenadas, figura

4, se.ve que: -

vV =mf(x') + m(k + h) £'(x') + —251-!-(k+h)2f"(x') +...

Q(-h) 0 Q5 (k) P{x)
| i i ! - X
' t %! -
. k=30,
Fig 4 x = x'+k

Es decir, en lugar de haber aplicado dos sustituciocnes

sucesivas 8y y 8, a la distribucidn So? se pudo haber aplicg



@o una s6la S que llevara a m' a la vecindad ¢ del origen 0y,
se vé entonces que las sustitucicnes tiénen la siguiente‘?ro

piedad:’
i) 52 Sl SO=SSO

En el caso de una scola carga m gue se esti tratando, se

prueba ficilmente gque existe la sustitucién 83! tal que:

ii) s1' 51 8o = So
es decir, la sustitucidn 55 tiene su inversa Szl tal gue:
iii) 87" 5, 5 = 5.

Se comprueba tambidn gue las sustituciones cumplen la

ley asociativa, es decir:

iV) (Sg Sz) Sl = S3 (52 51)

Con todas estas propiedades, se dice gue el conjunto
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-Bgr 81+ B2,...forma grupo.

Si en lugar de una sola carga m se considera la colec-
cidn {m;} extendida en un segmento ﬁTﬁn,:donde.Ql contiene a
Mmy,...,Q contiene a my, se ve que s8lec se verifican las pro
piedaﬁes (i) ¥ (iv} por lo ténto, en este caso el conjunto
SO,'Sl,...,'Sn 5610 forma semigrupo, va gue para 5 no exis=-
te sIl tal que Sy S1' S = S, pues para cualguier i, i lleva
la sustitucifn Si-1 Si-27*'S5 a uﬁa vecindad § de un origen
0,- En cambio, si se considgra al cdonjunto Si, S3,...,S, si
cunple todas las progiedades antéfibres, es decir forma gru-
po. '

Definicién 4.- Se llama sustitucidén propia a una S tal
que lleva a la distfibucién SO a una vecindad § de un punto

del intervalo [0:,Q,].

Definicidén 5.~ Centro de una distribucidn So = {mi} con
mi>0 para toda i, como se encuentra en el caso gravimétrico,
es un’ punto C tomado como origen en el cual la sustitucidn

S, es propia y en el desarrcllo de:

2
n « m. h
Vis)= Tt & Jﬁf‘“(x)
i=1 =0 :

se verifica que el segundo t&rmino del sequndo miembro tiene

n .
un valor absoluto minimo, es decir: { z m, h;} £7(x) =0
: i=3



n
T m hi = 0 cuando se tiene la susti-

lo que implica gue:
’ C : i=1

tqclén Sc-'

" Sea §, una sustitucifn cualquiera de S, entonces:

n
z

_ n&'hi] f‘ﬁd,+f..
i=]1 : .

. ) N : n ) . .
sV o(s) = [ 2 om) £ex)+

Sea ahora una sustitucifn 3 de §; gue verifique

Sz 51 So = 5S¢ Sor entonces:

n n
SV Sy =1 & %]fm0+(z m} k£ {x')
i=1 i=1

n
+ [z moh £ 4,
i=1

se 'usa 'la notacidn x' referida a 0, para diferenciarla de x

que estd referida a 0,.

. n n
La condicifn §,S, = S, conduce a que (I mg k+ £ m h=0
o ' : i=1 .=l
o bien:
n
I m. h
izl * *
(115). k f“* - — ,
£omy
i=1l
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"k es la coordenada deiﬁz.con respecto al origen considerado
eh la sustitucidn S;. Asi se ve que 0, es el céntro de¢ ma-
"sa como se define en Fisica, el sSigno négativo résulta de-
suponer a 0, residiendd a 1la derecha de 0;.

La eCﬁaéi6h_(i;Sl hoshindiéa gque el éeéntro C de una
sustitucidn es indepéendiente de lo que de ella se*é§t55m1~

diendo.

‘l 4 Multlnolos y ountos slngulares .'éafa.defggif'ﬁﬁ'multi
'polo de orden n se hablar& de paralelepipedo de dlmen51on n,
por lo cual es conveniente'dar las sigﬁiehtes: '
5efinici§hes.— Parélélepipéd6>de”dimensién cero es un
punto A, paralelenipedo de dlmen516n uno es un segmento de
erecta AB ~con arlsta AB y vért1ces A y B: un paralelepipedo
‘de dlmen516n dos {paralelogramo) se construye ‘con un parale
.lepipedo AB de dlmen516n uno ¥ otro A'B B de la misma dlmen*
sién desplazado paralelamente al anterior y uniendé‘é”&éﬁ‘
ﬁ"yﬁ§7édn.3‘, de ranera que en ‘este ‘caso Se . tienen cuatro
_ vértices y cuatro aristas. Paralelepipedo de -dimensidn tres
es un paraiélepipedo A B C D de dimensién dos como el ante-
rior y otro_A'B'C'D‘ desplazado paralelamente_al ABCDy
'ﬁniendo los vértices A con A',{.., D éon D'.' Se pueden se-
guir conétruyendo paralelepipedos de dimensifn cuatro, ecinco,

‘meis, etc:
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Se ve ¢laro gue un paralelepipedo de dimensifén n tiene
2™ vértices y de cada uno de ellos salen n aristas. Todos
estos paralelepipédos.esténlsumexgidos en el espacio tridi-

mensional,

. 81 AB es:.una arista se dird que los vértices A y B son

contiguos.

Sean P(x) y Q(x + Ax) dos puntos sobre el eje OX, con
Ax+0; en el 1fmite, se dice gue Q es un punto adherido a P,
’Sl cualquler vec1ndad U{P) es tamblén vec1ndad de Q. e de--
ey si QEU(P) para cualquler U(p) se dice que Q esté adherl
doaP o que P es adherente al punto Q.

Si en uno de los vértices A de un parale1epipedo.de ai
_mensién n se supéﬁe que feside un nﬁmero réal (+ mj, ¥y en
,los vértices ccntlguos los elementos (- m) de tal forma que
_todos los vértices del paralelepipedo se cubren con los ele
mentos (+ m) & (f'mlj se dice que se_tiene un-multlpo;o de
orden n. : e Ceienoae

. Al maltipolo asi definido se le hace corresponder-un

momento M que se define:
Mp = Cp M &) 3.0y

‘donde 234...,%p sSOD ias longitudes de las aristas gue ngcén
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“en el vErtice A, y ¢, ©s un nfimerc constante escogido por
algﬁn.criteiio vg. c = n! (Stratton, 1941);
Sl se cons;aeran las dlrec01ones de las arlstas que

nacen en A (AB AC,...) se dice gue el 2 polo tlene n ejes

Supéngase;que-enLel_Z .polo se tiene gue 210, 2,40, ...,

2n+0 ¥ m+= de tal manera gue su producto sea un nmero fini

to, entonces al punto A se le llama punto singulér dé dfdén
5-(MaXWeil, iéaS)L'VEn este caso en el paréieiépipéab-de ai
m?nsién.h,IIQSZH-i vértices diferentes de A son adhéridds 'a
A. .En esta forma un punto singular de orden n tiéne n-ejes.
Es frecuente gue se @ida multipelo en lugar ‘de punto singu-

lar:

;.5; Generélizgciéh‘ée'laé sustituciones. Cuandc se pasa al
caso de tres dimensicnes y se toma un sistema de referencia

oxtogonal las definiciones 1 a 3 dadas para el caso de una

dlmens1on se conservan si se hace la 51gu1ente generallza-

cidn:

Las coordenadas del punto singular Q son (xo;yo}zol v
las del punto P, residencia del observador, son (x,y,25 de

manera gue en la ecuacidn:

V im =m £(p),
p es el nimero no negativo:

p = {(;-Xo)z + (y—yo)z + (Z—ZO)2
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El axioma dado también en la seccidn l.zsée mantiene,
por lo cunal V {So) es funcidn aditiva de conjunto respecto.
a la distribucién So = {mi} y es funcidn de punto respecto

aP (x,v,2).

La medida V (So) puede expresarse por la ecuacidn:

{1.8) VvV (S) = I & i

En efecto, sea SO la distribucién gue consta sélo de

un punto Q gue contiene a m (ver figura 5} es clarc que:

h 3f{r) , mh? 3?f(x)

v (So) = mf (r) -"?Ill*]"‘l—--:,ﬁl--s*'f 3T .ahz.: L

Fig 5
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y para una distribucidn §_ = {m;} se tiene:

. . k -
m- t m-h, . k n -
V(s = % = -—l-]-{-—',—a——ﬂﬁli+'z R,
: i=1 k=0 * ahi i=1

como se dijo en la seccidn 1.2, solamente se consideran fun
ciones para las cuales R;»0 para toda i cuando t-o.
Teorema.- En la ecuacibn (1.6) se estd midiendo una dis
tribucidn S que sustituye a la distribucidn dada SO = {mi}.
Esta distribucifn 5§ consiste de una coleccidén de puntos
singulares de todos los Srdenes, con residencia en el origen

0 de coordenadas.

Desde un punto de vista geométrico, 0 es la adhercncia
de 8, toda vecindad U(0} contiene a S.
Demcstracidn: Sea la distribucidn So gue consta de un

solo punto m, entonces en:

e ) = hoaE(x) , . h? 3%f(r)
v (SO) m f{r) _+ P’l I’!— h + nm —2—]— _-_—ﬁhz +_.-..

se esti midiendo, como se dijo en laseccidn 1.2, una coleccidn
de puntos singulares de Srdenes cero, uno, dos, ..., residien

do en el origen 0.

I TESIS CON
2 FALLA DE ORIGEN




5i se tiene ahora SQ = {mi}, en V '(,So) a través de (1.6)
_tambi&n se est8 midiende la ceoleccién de-puntos singulares de

todos las &rdenes residiendo en el origen Os

2
. h h’
= ' _ i 3f(r) _ i 32F(r)
Vo= Em}e@, W= Im S, Ve Im ot
i _ i i i ahi
W n
v = ZH& H%E_fiEL
noy : Bh?

Una coleccifn de puntos singulares de orden n residiendo
en 0, se puede reducir a un solo punto singular del mismo orden.

En efecto, para n = 0 es evidente, para n = 1 se tiene:

: af -
m, h. THo< ml. h.. vE

3 3 3 11
vi=im B -vf= (Zm B -vf
i i
llamando I m, Ei = U;, entonces V; = u,;-Vf esti midiendo un pun- .
tc singular de orden unoc residiendo en Q.
£

Se puede escribir vf como la matriz: A; = fy r Ccon lo

cual vy = ‘{1'1 A,. : R - fZ
2
. . hi aiftr) L ) ) ) .
En V; = I m. 57 —y—— se puede proceder como sigue, usan

i 2] dn2
do coordenadas cartesianas:

[
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A7

1 Cax
V_Z = v (uz};! 1-12_},; uzz} Ay ‘.vzy
Yoz .
£ £
XX Ty Tx2
en que Ay = - fyx fyy fyz donde ;os Indices x, y, z in
i £ £

dican derivacién parcial, comc se usa frecuentemente, tam

' bién se usa £ = f.2 vy las componentes ‘de los vectores:

T (w0 i e = ., v. ., w. ) .satisfaciendo.

2= (u, Uyyr uzz} ¥ Vg (vzx’ Vayi v, ati faciendo
las condiciones:

w._VvV._ =%t m.#?, u,_ v +tu. v =2{tm x v.)

2x T JUiE 2% oY 2y “ax P S A

WV =L oy, =2 (Im x 2z

2y oy itd 2K 22 27 2% i i

. V. _=Im Zzo, u v _ +u v = 2 (tm, v, 2]

2z 2z ;i1 2y 2E 2z 2y Uy 1L E

Como se ve, se estd midiendo con:.la matriz Az:un pun
to” singular de orden ‘dos (cuadripolo) de momento M, y con -

ejes en 1las direcciones Uy, vg, residiendo en O.

En forma similar para V; sé tiene:

Vi ='é% uy [{(a; vi) ;i]

. | TES CoR
. ?mnwam-




donde A3 es una matriz de 3 £ 3 x 3 e decir, es un blogue de
3 matrices de 3 x 3 y los elementos de cada una de estas son
~derivadas pérciales terceras de f(r] con respecto a las varia
bles %X, v, 2. A la derecha de A; van v}, Wi gue son los vec-

tores transpuestos de [st' Yyt Vaz} v (uax' L uaz}‘
En esta forma se tiene gue V; mide un punto singular de
orden tres (octipolo) residiende en O, con ejes en las direc-

ciones dadas por Us, v3, w3 y de momento Mj,

La generalizacidn para v, es cbvia. Desde luego, gue si
la distribucifn consta de un solo punto, los vectores u, v, W,...

tienen la direccifn 00 que es el caso tratado en la seccifn 1.2.

Entonces la ecuacifn (1.6} puede escribirse como sigue:

(1.7 W (SO) = Vg * Vi + Vo + Vg +...

It

L m £(x) +3_'1r51 Ay + 5 up Ay V4
i T i _

L P
W
o
Ly
<
ek
%
F

En estas condicicnes el momento Mi de un punto singular
de orden i, residiendo en el origen, se define como el produc
to de los mbdulos de los vectores laterales; &sto es, para el

‘caso de dipolo, cuadripolo y octipolo los momentos respectivos

serén:

My = ||, Mz= ju,] [¥210 w5 = fus| [¥3] [wsls
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Con esta definicibn la ecuacidn (1.7) gqueda en'la‘forma;

VS =Im £). o+ T A A+ 52, A By + 3T 25 By T+

donde Ei, Ei, Ei'son vectores unitarios.

Cuando se generalizan las sustituciones a tres dimensiones
se puede comprobar gue las propiedades algebraicas de las susti-
tuciones para el caso de una dimensidn, vistas en la seccién 1.3,
se mantienen y las definiciones 4 y 5 dadas tambidn en esta ‘sec
cidn guedan en la siguiente forma:

" Definicifn 4.- .Una sustitucidn & se llama propia, si lle-
va a la distribucién 5o a una vecindad de un punto del minimo
convexo gue contenga a § .

Definicibn 5.~ Centro C de la distribucién So = {mj}, es
un punto gue tomado como origen para la distribucidn SC' ézta es

propia ¥ en el desarrocllo de:

e i 2t £
.V (s)= 3 1 2=
- C °© i=1 =0 %! 3 n?
1
_ : i m.-hi SE : . .
el t&rmino I ;E, gﬁ—,”tiene un valor. absoluto minimo.
: i- ! vy K :
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-En el caso gravimétrico, en el que las distribuciones
{mi} de puntos singulares de orden cero tiene el mismo signo
para toda i, este segundo término del desarrollo es cero, en

éfecto:

Sea S; una sustitucifn cualquiera de 8,3

B B Y
. = i i i 3f
811V (S_) ,[i_mi} £(r) + T ahi'*""

.81 8, es una sustitucidn tal que §;8; = S, entonces:

C

Im,. h. I m.yh
: = . i i1 of [ i}” of
Se iV (5,) (1; m,} £(xr) + TT 35, + ey St
De la condicibn $,8; = SC se tiene gue:
(2 my By} vE + (2 mi] B .vf =0
i i
donde h = 0,0; y sus componenfes:
Imn, h ¥m,-h m. h,
ho= - 2otz f % Tdy ooy __ % A iz
X Im ’ ¥ L, ' z Zm,
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L4

son las conocidas férmulas del centro de gravedad de un cuerpo.
Este centro es para cualquier £ con que se mida la distribucién,
se puede decir-Que ﬁ\sélo.sirviﬁ;de vehiculo para las:sustitu-
o el sigho negative, como ée dijo en la
secceidn 1.3, proviene del sistema de referencia tomado.

ciones que llevén a s

Entonces la ecuacidn (1.7) se puede escribir:

(1.8) 8,V (8)) =1 m f(.rl + i‘-uz Ry V) 4u.n

Definicibn 6.~ a) Cusndo log vectores 4, ¥ vy de la ecua
cién_(l.S) formen un angulo de G° & 180°,'determinan.una direc
cidn, la cual se define como eje principal de la distribucidn.
El plano normal a estos vectores y gue pasa por el centro, se
definefcomb ecuador -0 plano principal de la distribucién.

k) anndo los menc;onados vecto;es formen un_&nguloAdife—
renfe de. 0° 6‘180° determinan un.plano, al que.sé lerllama
plano pr1nc1pal e} ecuador de la d15tr1buc1on, y ala dlrecc16n
normal a este plano v gue pasa por el centro, se le 11ama eje
prlnCLpal de la dlstrlbuc16n.

Si. el éngulo gue forman Up ylgz)en ié ecuacifn (1.8) es 0°
”6.180°_se puede hacer una rotacidn fal al sistémg_dg reie?en-
cia, que-al;eje-cz,,po: ejemplo, coincida dqn el eje priﬁgipal

de la distribucibn, y se tiene entonces:

34



. = \ ., 1
(1.9)_ Sk.V (SO} - §mi f(II- + -2—-.76'33 fZZ +u!-.r-

el eje principal definidc por So es el eje CZ.

8i las direcciones de 1, ¥ ¥3 no coinciden, se puede to-
mar el plano gue contiene a esos vectores come plano coordena
do, el X%CY por ejemplo, y ademis gue CX sea bisectriz del &n-

-

gulo gue forman, entonces se tiene:

. - 1 ( 2 _ .2
:V(S,) ?mi £0r) + oy (ud, £, - vl fyy) tan.

(1.10) Sy

el plano principal sexr& el XCY y el eje principal el CZ, .

Como se ve, la distribucién so'define;'independiente de
£f{r), el centro C y el eje principélfo'el plano principal.

En las ecuaciones {(1.9) vy (l.iO) se usa el indice k para
indicar que la sustitucifn no s6lo es SC como en la ecuacién
(1.8), sinc gque tambi&n los ejes de la distribucién Sé se han
tomado como ejes de simetrfia con respecto a los ejes de refe-

rencia. Estas ecuacicnes se definen como formas canBnicas de

g;'Siguiendo el iéﬁguaje.usual en el tratamiento de las ecua-

ciones diferenciales parciales, €l segundo t&rminc de (1.9) y

£
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(1.10) son de forma parabdlica e hiperbflica respectivamente,

referidas a sus propios ejes de simetria.

146;“ CasQ-Magnétiéo.' Hasta aquf s6lo se han considerado disg
tribuciones {mi} en las qﬁe mi>0 para toda i, a continuacidn
se verd el caso magndtico en e; qde se tienen’dérgas ﬁahto PO
sitivas como negativas, eé decir consideraremecs distribucio—
neé.so = {mi}'con la propiedad i m, = 0. g 'mi # 0O para t&da i
éonsiderar una distribuciﬁn.de,este tiﬁo_es equivalente.

a considerar una coleccibn de dipolos de momentos {Mi}.

Coﬁsidéremos pof ejempleo, el dipele formado por las car-
gas -m'fesidiendo en Qi (0, O, zlj.y +m residiéhdé>¢n.Q2.kL 0, z3),
ver figﬁfa_ﬁ. La medida de ia pfopiedad Vv (potencial) gue la
presencia de'eéta distribucidn da al espacio, desde_ﬁn observa
dor colocado en P (i, A, 98) & (x, y, 2), usando desarrolios de

Taylor, es:

' ' . T a2 2 - 3 3
o Z z Z z4 Z E:
: S e L [Ty - ") _m (% - M)
v = 1 _:_fz_+ 27 f22 31 et



)0 P | 'r_> 2, 01 0y,
2 PR : i
Q Q1Qz = 22
2 /{ - m g Ql (0, 0, Zl)

tmog Q2 {0, 0, Z_o_)

- Fig.6

En forma similar al caso gravimétrico, se puede definir
centro C de una distribucién, y se éomp:ueba fﬁcilmente gue
‘el ééntro de esta distribucifén {0;, 0,1} es el punto médib ael
segmento 0192, por lo qﬁe el potencial eété éado poleé forma

canfinica:

__m (28) _m {223 _m_(225) _
v = 17 f, 3T £ -5 f,5 =---
- h2 ht : :
= -~ Ml [fz + -§—I! fza +_§—_| fz-s ”‘]"...]

Obsérvese gue el primer elemeénto corresponde al poten—
cial de un dipolo fisico, como se define usualmente; cuando
r se considera muy grande v el té&rmino de segundas derivadas

se minimizd.
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§i las cargas que residen en Q; .y O, se colocaran menos
simétricamente, como por ejemplb en la figura'T, el potencial
medido deSde_un observador colocado en P (x, y, z} debido a

la presencia del dipolo ;0> serf;

V=-m {%fx + yofy + zofp} + %q-—l oty + 2oyafyy *...) *...

x

gx ka fxy fxz._ 2
=m (xzryzlzz} fy +om {xzryzrzz) fyx fyy fyz YZ +o..
£, . T )fzy fzz z,

En esta expresidn se ve gue el primer t&rmino se conserva

invarxiante, en efecto se tiene:

iﬁ1|.= m (2%) = m‘\fx% + y% + z% ,

en cambio los otros t&€rminos dependen de.las coordenadas de Qs .
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-~ me QIE0,0,0}

+me Qp (xX2,¥2,22)

Y
=<

Fig. 7

8i se considera un andlisis sélo.del término de primeras
derivadas, como es usual en los tratados de.electficidad ¥
magnetismo, se estaria considerando un punto singular de brden
uno (primeras derivadas) en lugar de un multipolc, aungue como

va se dijo, en la naturaleza lo gue existe es el multipolo.

1.7. Centro C de una ‘distribucidn 86 = {Mi}. Sea ahora la
distribuci¢n S, = {M,}, el potencial V debido a S, medido des
de un observador en P (X,y¥,2) ¥ cqnsiderando s6lo primeras de

rivadas estd dado por:

v (SO) =

e
=
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S9i se aplica una sustitucidn 83 a. 5, se tendré;

- . , _.' pE(r) 1 B2F ()
(1,11 5,1V (8,) = 1 M, + T E-Mik'ahhi—af_

i i 3 hi
1 2.a3f(r}
+-2T§Mlk AR 3KZ T

agui se estd midiendo un punto singular de orden uno residiendo

ern O y con me'dida v, = _]_-]:'_ M, -,ﬁTf— , MAs un punto singular de
i
orden dos Ie51d1endo en O con medlda Vz = %? Z M kaﬁ ;{, etc.

Usando.la notacién matriciai, la ecuacibn (1.11) se puede

escribir:

(1.11) 813V (8,) =37 Ay + 570z By ?é’f?,l—,ﬁs By vy Wy ...

Se observa que V), V,, V3,... en las rotacicones permanecen
invariantes en el sentido de que los vectores laterales ﬁi,ﬁ;,.“
cambian sus componentes pero sus médulos, es decir sus momentos,

permanecen constantes y las matrices Ay formalmente no cambian.

De acuexdo con la definicién de centro de una distribucidn
(definicibn 5) el segundo término del desarrollo (1.11) se debe

Hacer minimo.
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En efecto, con una rotacidén conveniente en el sistema de
referencia en gue U; coincida con el eje 02, la ecuacifn (1,11)

* toma la forma:

. v _ o 3f 32f 37F 2%t
(1.12) s v (85} = a3 33 + an ez T 2212 3355 2213 gy
3% 32f 32f
+a2_2§;§+ 2&23w+a333 5 te..

Con el objeto de que los términos £ v £ tengan coefi-
| : = ¥V 4

2 o 811 +a22
D

cientes iguales se introduce el paxfmetro c ¥

aprovechando la propiedad vZf = ¢ se tiene:

12
S1: V=a,f +5 (aj, ~ a2} (£ - fyy} + afz £

- + a2 £f +a

" Bi a e#ta.ﬁltima eiprésiﬁn‘SE'le aplica una sustitucidn
S, ‘{traslacifn) que la lleve hasta el origen C (x', ¥', z') ¥
los ejes del nuevo .sistema sean paralelos a 0X, OY, 0Z, el té&r
i y &rmi : + £ + e
mino agfz generari los t&rminos asxofxz a3y0 vz 3zof + '

entonces tomande valores convenientes para x', y', 2' el poten
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cial queda reducido a:
L _ 1 .2 L2 _
(1.13) 8,8 : v = af +37 [a}, - 2,,} (e - £ } 3y, By ree

en esta expresidn los ejes del punto sinqular (cuadripolo),
cuyo potencial-esfé dado poi Vs, son ortogonales entre si y or
togoﬁéles al eje CZ (éje del diﬁoio). _De esta forma, gueda de
finido el eﬁe principal CZ y el plano principal gue ﬁontiené

a los ejes del cuadripolé (ver figura 8).

Y
|
Ha
H|
s X
Fig. 8

" ‘Como lo establece la definicién 5, el punto C es el cen-
tro de la distribucién {Mi} va que en esta forma el t&rmino
V; se ha minimizado, como se verd mis ampliamente cuando se

vea el valor medic cuadr&tico de V definido scbre la superfi-
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cie de la esfera que contenga a la distribucidn,

La definicidn que se da agui de centro de la distribu-
cifn, estd de acuerdo con el punto de vista de Thompson
{Bartels, 1936]) puesto que la ecuacifn (1,13} es la que &1L

sugiere cuando defins centro magnético terrestre.

Aprovechando gue las rotacicones no alteran a V, en la
ecuacifn (1.13) se puede aplicar una rotacifn en el plano
XCY, tal que el eje TH, coincida con el eje CX (ver figura

8) con é&sta, el potencial V queda expresado en la forma:
(1.14) V= af +k (£ - fyy)— Foenr

donde el t&rmino correspondiente a V; es una expregidn dife-

rencial hiperbSlica y equildtera.

De esta forma la ecuacifn del potencial V gueda referida

al sistema de ejes propios, es decir los ejes de referencia

quedan determinados por la propia distribucién.

Comc se ve,para pasar de la ecuacidén (1.11} a la (1.14)
se estd haciendo uso de artificios similares a leos empleados

en la geometria analitica,. cuando la expresifn cuadréitica:

Ax? + By? + Cz? + Dxy + Exz + Fyz + Gx + Hy + Iz = K

43



se lleva a la forma:

a'x% - B'y? = C'z

por el isomorfismo qué existe en las operaciones de rotacio

nesg v traslaciones.
Sehmidt deflnlé el centto geomagnétlco C, come el ori-

gen comﬁn del 51stema de coordenadas en el cual el valor g

dio cuadratlco del térmlno Vv, es minimo.

Bl valot medio cuadriti&s del potencial V sobre una es

fera que contenga a la distribucién 5, = {M;} es:

V2= & Iv2 4

dohde el elementq de 4rea es dA = a? sens. 4o di} o

Para el caso tezrestre, suponlendo que la superf1c1e

es esférlca y de radio a—l, s& tlene.

o n

G2 I [{a cos mA + B senm)Pm] sens @e
n:lnFO

A4

da



Debido a la ortogonalidad de los polinomios deé Legendre
normalizados por Schmidt v a gue el conjunto {cos mi, sen mil

conm = 0,1,2,...es ortogonal en el intervalo 0, 27 se tiemne:

_ o . 1 n- ms 2 _n - 2
VZ = £ t (&%) + ¢ (b }]
' n-l {2n + 1) 20+ Lm:ﬂ' D meq R
Pafa ﬁ ; 2 eljvélar méaio cuéarstico‘éé:
5= o [(agR + (a3)? + (b3)% + (a3)? +.(v3)%]

2 5r6

se ve entonces, que este valor se ha hecho ﬁinimo cuandoc se
tiene la ecuacidn (1.13} puesto que4V§ se reduce a: E%E [{a2)2 +
(b2)2]. Por lo tanto, en §,8; el punto C es el centro de la
distribucidén 8 = {Mi}, definicifn gue coincide con la sugeri
da por Thompson.

Slgulendo el crlterlo de Schmldt para determlnar el punto
C, si se parte dlrectamente de 1a ecua016n (1 1} referlda al
31stema geografico y se apllca la sustltuCLén 8281 que lleve
a la distribucifn hacia un sistema de referencia con origen en
'”O&tgf, y',oz') y'conSérGando ios_ejgs dei nuevo sistema parale

lo a los geograficos se tendri:

stli vV = Vl + (AVl + Vz) P
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dondes:

1 1 ) R
AV, = = [ c!c2> Pl22> +° [C!z- cosA + B sen;\} P,

+ (a3 cos 2p + g% sen 23) P%] .

de manera gue:

Ay + Yy = (a5 - a3} P +f{kaé - a3) cosi + (by ~ B3) senxJPé

. [(ag _ w2)oos 21 + (b}  g3) sen 2:«} 7}

8i ahora se quiere minimizar la medida de este punto.sin-
gular de orden dos, se puede usar el criterio ya mencionado de
minimizar el valor medio cuadrético de AV, + V,, con lo que se

llega a las conocidas ecunaciones:
o9 = 2a% 2z - aj x' - b} ¢~

o3 = (al 2" +af x*){3

(1.15) 8} = (bl z' +a$ y*}3 -

Y



donde x', y',i' estdn dadas por las expresiones;

= a {1y - aj B} /38
(1.16) v' =a (L, - b1 E} /3 M2

z' =a (L_ - aj E} /3 Mf

siendo a el radioc de la Tierra, M; el momento de dipolo y:

L, =-a a$ + (a7 a3 + ai af + bl bth;
Lo=-b} af + (af b} - bl a3 + al BEVE

E = (L ad + Ly aj] + I, by) /4 M5

0

Dados los coeficientes a}, b% de la eéuacidn'(l.l}use
_puede comprobar facilmente que la direccidn del dipole y su

momento M, estin dados Qor:

a . b
1 . . 1
as Erp— + E e
C Go m; an lo Py
1

{1.17)
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También se puede comprobar gue para el cuadripolo,

su momento reducido M; 'y los cosenos directores de sus ejes OH, y

OH», estin dados por:

M, : .
1? (22122 - X1Xgz -~

Mz [Xlzz + Xzzl) =’

A

My (viz2 + ¥o2i]

(1.18).

Il

My (xXp = ¥y¥a)

gl

- My (%1¥2 + %ovy)

.+HY1%‘+ Z% = 1 y

L] I
' 3 w
r B [ [ P

[}
o

Pt

_.Y1Y2]‘ =a2

d03d9=:6ﬁlfi(xlf Yi, 21) v OHz = (%2, v2, 23}.

Obsérvese gque cuando el potencial V estd referido al

sistema con origen en C y ejes paralelos a 0X, OY, 0Z

{ecuacitn (1.13)) se tiene:
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(]

> (X;Xz + y1y2) =

Il
V)
ke b

-

My (x1x%p - Ylel

b
o
b b

My {x;¥p + szi] =

@

Se comprueba también que la definicidn de centro C de
una.distfibucién {mi} con m,>0 para toda i, dada en la Secéi
on 1.5,queda inclufida en la definicidn dada por Schmidt, es
decir, se verificé que el valor medio cuadrftico de V; ‘es

minimo.
En lo gue sigue sé usard indistintamente la ecuacién
de Gauss dada en (1.1) usando los polinpmioslPﬂ normaliza-

dos por Schmidt:

o= n . . . - R . ;
' . 1 [ oo g m ] M.
V= I b2 3T (3, cos mA + b sen mi] P '
n=1 m=0 F n n. _ n
o bajo la forma:

© n n m
e T I T e S AT
¢ i =1 m=0 "+ Bz By-dx

- :

Yok T8
ﬂ$ﬁ@$3¢;
A

e ey
i on
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donde i + § + k = n, f=~lf;a , b

Y tambig&n se usaran los sistemas de referencia geogri-

fico, como se explict en la sececifn 1.1 o el sistema de ejes

-
propios antes mencionado.

- T mssoon
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CAPITULO II

DOS INTERPRETACIOKES DE LA ECUACION DE GAUSS

Obtenida la ecuacibén de Gauss del potencial én el capg'
tulo anterior se procederd, como se dijo en la introduccidn,
. a determinar un mejor modelo fisico estdtico gue se ajuste a
describir los fendmencs observadoslsobre la superficie del
" planeta, para lo cual en este capitulo se analizan dos inter
.pfetacionés de la mencionada ecuacién, dadas por Maxwell la
primera y por Chapﬁan v Bartéls la segﬁnda,-en el siguiente
capitulo se introdﬁce'una interpretacidn diferente. En la
séccibn 2.3 se analizan ventajas gue se cbtienen cuandc se
introduce el sistema.de referencia con centro en C, gue no

han sideo tratadas en detalle por otros autores.

2.1 Primera Interpretacidn. La primera interpretacidn gue
se presenta parece ser la mds sencilla, &sta establece por
separado estructuras correspondientes a cada Indice n en la

ecuacidn (1.1).

Es usual ‘en los tratados de fisica, que el potencial V;
.(obtenido de 1a ecuaci&n.{l.l) tomando n=1) se defina como
el potencial producido por una.estrué%ura dipolar formada por
-dos. masas, +m Yy ;'m sepgradaé_unawdastancia £y coquadas

por ejemplo, - m en O (0,0,0) origen del sistema_ae referen-
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cia vy +men Q (xo, Yor zD), por lo gue se tiene:

S I 1
vy = m_"r.g_Q_E"_L: ;:1—2 [a? P + (a1 coso + by sen 6) Pl].

donde el &ngulc ¢ ests Fformado por la dirececidn 0Q v el ra-

dio vector OP del qhéef?ador (ver figura 9¥.

Z)

‘  Fig; o

El moinento de dipolo M; se define;

m o= me = @)+ @7+ ()7

¥ considerando a este momento como - vector, sus componentes

o . . : . .. o B
sobre los ejes %X, v, z son a}, bi'y a) respectivamente,
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Cuando del potencial V (ecuacidn 1 11 se toma sélo el
térmlno V) se estd haciendo la siguiernte con51derac1on' el
cbservador esté colocado en un punto é (x, ¥, 2z) a una dis—
tancia r del origen de referencia tal que r»>>¢, Esta condi-

cifn se cumple en cualguiera de los sliguientes casos;

a) 81 4 distancia entre las masas es finita, la distan
¢ia r crece indefinidamente.
bl si r radic vector del observader, permanece finito

(r=a) la longitud & se hace muy'pequeﬁa.

§i el observador estd sobre la superfidie terrestre o
muy préxime a ella, como oecurre en nuestro caso, la conside

racidn (b} es la que se cumple.

Con esta condicién la estructura multipolar lo ileva a
uno a la definicidn dada por Maxwell, de punto singular de
orden uno con residencia en el origen O de referencia, de
tal forma qﬁe ﬁna vecindad § del origen sismpre contiene a

la estructura dipolar.

En forma similar, pava los siguientes términos Vo, Varens
"5€ van a tener estructuras multipolares gque llevan a'la de-
finicidn de puntos singulares de Srdenes dos, tres, ete. re-
sidiendo en 0.

Por lo tanto considerando que V = 5 V¥ at sl se toma una
vecindad 4§ del origen se tiene una cole2c16n de puntos 51ngu

lares de todos los Grdenes contenlda anesta vecmndad es decir,

en este primer modelo para el fenomeno_magnético,'v resulta de
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terminado por una coleccifn de puntos siﬁgularés,residiendo
en el origen de referencia y cuyo potencial produce los da-
tos ﬁuméricos cbservados.

Esta interpretacifn la maneijé Umow (1904}, &1 hizo su
andlisis calculando y determinando los potenciales corxespon

dientes a los términos hasta n=3 de la ecuacibn (1.1).

' En esta interpretacidn sétve que,.mateméticamente se
cumple que este modelé_se ajusta a;la funcién, sin embargo
fisicamente no hay porque establecef, a.partir dél puntc sin
gular de orden unc, gue las longitudes 'y (aristas del multi
pblo} tiendaﬁ a cero: Entonces mis que puntos siﬁgulares
hay que buscar multipolos aut@nticos, en el sentido de que

no necesariamente se cumpla que r>»2, para toda %y

2.2 Segunda Interpretacifin. Esta gue es la comﬁnmente'usg
da por los magnetistas estd expuesta por Chapman y Bartels
(1940). En esta inﬁerpretécién a partir de ciertos artifi-

cios la ecuacibn {1.1) se 1lleva a forma:

= aynt+l m L ‘
(2.1} v=a nil mia (-i_-} [[gn cos mi + b sen mA} Prnn]

En efecto, 'la ecuacién del potencial debido a una dis-

=

3

pi

tribucién 8§ = {m.} es V =
o i

By g
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El p;imer artificio que se introducel es sustituir cada
carga m, de la ec?aqiép_gnte;;o{.éér.otra mi qon:;g éigqie&
te propiedad m;, = a’m}, siendo o el radid,de:unduésfefalqﬁe
contenga a'SO: Eﬁtcnces'pof la §rdpiedad-de linealidad de

V, se puede escribix:

H

(2.2) V = a? £ =
iPi

]
La carga mi se define como carga reducida. Con este

artificio, el potencial V dqueda expresado en unidades de

trabajo.

Por cualquiera de los métodos del capitulo anterior, la

ecuacidn (2.2) puede escribirse:

o .
V=02 I I %_[[amcosmd-bmsenma} Prﬂ
el me0 E LR n n

Un segundo artificio consiste en escribir los coeficien

tes de'esta ﬁltima ecuacidén en la forma siquiente:

m_ n . m _ m_ - n.m
a = o g, v bn o hn
m o
: a b
. dende gl;: = .._g. ¥ hﬁ. - __1:;

Q
.
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la n gque afecta a o es exponente, mientras que en los coefi
, .. m .m I ., : . I
cientes a e bn, g, Y hh’ tanto m como n son indices.
g L m m . NN
. Con &sto,; los coeficientes 9y ¥ hnrmlden intensidad de
carga reducida, como se introdujo en el artificio anterior.
Entonces si se sustituyen estos coeficientes en la filtima

ecuacidn se tiene:

© n ml
v=ea £ I (& Dﬁm(xm mA + H sen mh) ﬁﬂ
el meQ T n n &

Como ya se dijo, a es el radio de cualgquier esfera gue
contenga a la distribucién, pero para el caso magnético te-
rrestre conviene usar &ste como el radio medio terrestre a,

con lo gue finalmente se llega a la ecuacifin (2.1},

Los coeficientes aﬂ vy bﬂ son momentos de orxrden n y co-
rresponﬁen a cargas mﬁ ubicadas en.Q (X , y , z ), en cam-~
bic gﬁ v hﬁ definen momentos de estructuras multipolares
gue' se obtienen recorriendo cada carga mi a lo large de su
radio vector 5§i, del.lugér de su residencia hasta la dis-
tancia a. En esta forfnar se ha proyectado toda la carga de
la distribucidn S, = {m;} en la superficie de la esfera de

radio a, sin que se altere el potencial. Esto es una forma

del artificio del Balayage.

De esta manera, los momentos M;, My, Mg;;,¢ de los'mu;

56



'tipolos dados por la ecuacidn (1.1} se obtienen de los momen
tos reducidos my, my, WM3,...{de los nmultipolos dados por la

ecuacidn (2.1))come sigue:

My = amg, My = a'mq, My = 'a5m3--,...,

obviamente los momentos reducides mi se obtienen de sistemas

de ecunaciones como el sistema (1.18) de la seccidn (1.7).

Con é&sto la gcuécién (1.17) del capitulo anterior Queda

como sigue:

2 i, 2 2 2

i 2 1 ) 2 1
M= (o5} + () + (b)) ='a3‘\(G?] + {3)

+ ()

como se ve, no esti explicita la definicién gue se ha maneja
do para el momento M, que seria M; = a’m, %, puestoc gque los |
cbeficienﬁes g{, h% que determinan a M; son calculados direc
tamente-éomd-constantes:al resolver la ecuécién diferencial
v2y =.0, por lo qué-el:ﬁalor My no estd determinado en ﬁuna.
cidn de myl; deéde luego gue. los otros momentosrﬁz, Ma,enn
‘también’ estdn determinados directamente como M;, por los cog
fidieptes gﬂ, hﬂ que tampoco pasan por la defiﬁicién que se
ha visto de momentq en forma explicita Mn'=rcn m'Ll ﬁszfgn.

Sin embargo gi se considera como vector el momento de

S Y
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dipolo M;, gque emerge del origen hacia cierto punto Q, con
la céndicién de que sus componentes en losg tres.ejes son
gt = mycosa, h} = m;cosg, ¢S = micoéy entoncésdq =a’m |7
en que y = (cosa, cOS8, éosy) vector unitario, EOn lo que
se cumple que M; = admyg, & = |%| = 1. En la misma forma ée
tendri que en el sistema (1.18) las direcciones Gﬁl, OH,,
ejes del cuadripolo,.sé consideran vectores unitarios.dados
pdr {x1, Y1, 21) ¥ (X2, ¥2, Z2) gue determinan a mz.'

El artificio de introducir la masa reducida se puede
usar en el estudio del campo ﬁagnético de otros planetas y -
afin en el Sol, por ejempio Smith y Gulkis (1979) lo han usa
- do 'para estudiar el campo magnético de Jipiter, aunque ellos

_deffnen el momento reducido de cuadripolo en la forma:
2 314 2 1, 2 2. 2 2,2 L
@3 m = [+ @3+ 6D+ @D 6D

gue difieré de la definicisn usual (St{atfoﬂr 1941). “En
" efecto si esta definicibn se aplicara para el caso mégnéti~ 
co terrestre, parala poca 1975 se tendrfa m, = 442.86 uni
' dédes, gue obviamente difiere del valor gue aparece en la

tabla III para esta misma &poca y que es m, = 511.16 unidades.

8in embargb, él segundo miembro'de la ecuacifn (2.3) es

Gtil cuando se calcula el valor medioc cuadritico de V,; sobre

una superficie esfé@rica de radio r que contenga a la distri-
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bucidn {mi} v gue esti dado por:

7w e (697 4 o)+ ) s @D ]

Con los coeficientes g? 4 hﬁ se -obtiene informacidén de:
un modelo magnético que produce el potencial dado por la
‘ecuacién (2.1). A continuacifn se da una tabla de los coefi
cientes correspondientes a los t&rminos V) y V, para diferen

tes épocas.

TABLA I

Autor * . Epoca g @1 b1 93 g9 hy g5 B
Gauss . 183% =3235 -311 625 51 292 12 -2 157
Adans . 1845 -3219 -278 578 9 284 -10 4 135
Fritsche , 1885 -3164 -241 591 =35 286 -75 68 142
Dyson-Furner 1927 -3095 -226.592 -89 299 -124 144 84
Afanasieva 1945 -3032 -229 590 -125 288 -146 150 48
Finch-Leaton 1955 =3055 -227 590 =152 303 -190 158 24
Hendricks-Cain 1960 -3042 -216 578 =154 300 -195 159 29
IGRTF 1965 -3034 —-212 576 ~165 299 =201 157 13
‘Hurwitz, Fabiano- e o ' : :
y Peddie - T 1970 -3021 -207 575 179 300 -206 161 4
Barracloiigh, Harwood - S N .
Leaton y Malin 1975 -3010 ~202 568 =191 301 ~-206 163 -6

La unidad usada es:

1 unidad = 10y = 10 versteds

. *.Estas referencias aparecen con * en la pagina 117.
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Con los coeficientes g?, gi, y hi dados en la £§bla ante
rior, se obtiene en el sistema geogrfice, el nomento redu-
cido de dip@lo m; v su direceifn (eo,~io)ipara_ias diferen—
tes épocas (ver ecuaciones (1.17}) sus'valéresjéparecen en
la tabla II. Aﬁnque‘estas ecuéciones (1.17) danAia direécién.
del.dipolo‘difigido.hacia;el sur, .en la. tabla II se dan como

es costumbre,-la direccifn hacia el norte y la longitud. ces=

te.
TABLA II
. "
Epoca 30 )‘O ms
1835 12°11° 63°33! 3309
1845 11°1e6" 64°19' 3282 -
1885 11°24" 67°49"' 3228
1822 11°35" 69°06' - 3159
1945 1147 68°47! 3097
. 1955 1iea2t 68°57" 3120
1960 11°238" 69°30" 3104
1965 112277 69°48!. 3096
21870 11°25!" - 70°12! 3082

1975 ii1ez2ot - 70°25! 3070

W Conoc1dos los coeflcientes gz, hz de la tabla I, el mo
‘mento reduc1do de cuadrlpolo my, v las dlrecclones de. sus

ejes 0H1 N4 OHZ se determlnan con.el sistema (1. 18) 4 est&n
dados en la tabla III en la que aparece tamblén el angulo «

formado por OH; v OHZ.

* Chargoy, 1971; Chargoy y Chargoy, 1974, 1976-1977.
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-TABLA III

EpO(.:a. * );1 ‘81 lz 52 jus) o
1835 178719’ 97°32'  ~87°41' '151°50' 386.85 85°14"
1845  177°35' 90°50'  -89°17' 154°53' 363.46 90°36’

1885 168°10"' .84°39' -103°45' -151°58' -388.61 -93°48"'
1922 ‘161i°l4' 'B2°1ll" =130°59 153°19" 432,64 B87°20!
1945 158°14" 78°13' =140°30' 154°59' 439.21 89°12'
1855 153°48" 75°59' -144°54' 156°55' 1485.04 92°23"
1960 152°43' 75°45' -145%32' 156°58' 485.91 92°19'
1965 152°05"' - 74°46' =147°21' 157°28' 492,08 93°24'
1970 151°46"'  73°49' -150°21% 157°23' 503.56 93°30°
1975 . 151°52% “73°16' - -153°59'- 157°22" '511.16 88°3¢'

Las intersecciones de los.ejes del cuadripolo con la
superficie de la Tierra para diferentes &pocas estén repre-

sentadas en la fiqura 10.

2.3 Ventajas del sistema de referencia de ejes propios, Co-
mo se vié en el capitulo -anterior, cuando a léfecuacién del
potencial (2.1) referida al sistema geogrifico, se le apli-

ca la sustitucidn §, S; que lleéva a la distribucibn s_ hacia

el sistema de referencia cdon ofigen en C (x', ¥!', z') y ejes

paralelos a los geogrificos se tiene:

(2.4) 8,83V = Vy + (aV) + Vu] + (a%V) 4+ &V, + V3l+...

: * Chargoy, 1971; Chargoy y Chargoy, 1974, 1976-1977.
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En este nuevo sistema las coordenadas de un observador
son-P (r, X, &) donde r se calcula ficilmente mediante el

conocido tecrema:
Te= GP2 + OC2 - 2 (0P (OC) cosé,

OP es el radio de la Tierra y coordenada del observa-
dor, OC la distancia del centroc C al origen O y ¢ el dngulo

formado por OP y la distancia OC.

las coordenadas (x', y' ., z'}.del centro geomagné&tico
c, sé calculan con las ecuadioneé'(l.lﬁ) tomando el radio
terrestre igual a 6368 Km. Haciendo el cambic a coordena-
das esféricaér(r, Ap 0) para" las diferentes épdéés se'tig

ne la tabla IV, donde r = OC.

TABLA IV
Epoca * r . A - B
1835 289 . 188°22' 102°59'
1845 285 181e3121 95902‘
1885 305 lege3s! 87°4s!"
1922 364 161°19" go°21"
1945 368 156°30%  75°41"
1955 436 .. 150949 74°18"
1960 - 440 . 149°55" 274°02°
1965 450 148°42' . 75%52!
1970 459 149°07" 71°18?
1975 474 l48°01° 79°12!7

* Chargoy, 1971; Chargoy y Chargoy, 1974, 1976-1977.
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Determinadas las coordenadas del ceﬁtro;”loS“ccéficigg
tes del cuadripolc que reside en ‘este centro C vy cuyo poten

cial es:

8V + Vp = (63 - a3} B3 + [(gé - el} cosx + (b} - 8}) senA}P%—

+ [(63 - 3) oos 21+ (1} - 63) sen 23] 23

se pueden calcular mediante las ecuaciones (1.153) y se dan
en la tabla VIII para las-épocas 1955, 1965 y 1975.

Los cosencs dlrectores de los EJeS del cuadrlpolo tras
lado al centro c asi como el momento my se calculan median-

te el 51stema (1 18) como se hizo para el caso del cuadrlpo

lo gue r331de en Oy estén dados en la slgulente tabla.

TABIA V

Epoca * x; N zy X2 Ya Za my

1835 --0.9931 -0.0874 0.078  0.0706 -0,9781 -0,1958 240
1845 -0.9955 ~-0.0581 0.0756  0.0437 -0.9827 -0.1802 212
1885 -0,9856  0,1363 0.1005 -0.1519 -0.9736 =-0.1703 238
1922 -0,9216  0,3632 0.1368 ~0,3816 -0.9126 -0.1467 240
1945 -0.8899  0.4285 0.1563 -0.4478 -0.8834 -0.1385 219
1955 -0,8584  0.4881 0.1581 -0.5079 -0.8520 -0.1268. 228
1960  -0.8510  0.5017 Q.15355 ~0.5218 -0.8441 -0.1232 228
1965 -0.8427  0.5151 0,1517 -0.5339 -0,8368 -0.1215 224
1976 -0.8278  0.5408 0.1496 -0.5542 ~0,8175  ~0.1571 226
1975 -0.8143 0.5580 01598 -0.5766 —-0.8090 -0,1140 224

* Chargoy,_lQ?l; Chargoy y Chargoy, 1974, 1976-1977.
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La direccién de los ejes CH;, y CH,, del cuadripolo com=
residencia en C, estd dada para las diferentes &pocas en ia
. tabla VI, ¥ las intersecciones de estos ejes, CH; y CHs, .con

la supeffibig‘terrestre estén representadas en la figura 11,
en la gue se ve claramente que estas intersecciones tienen
lugar énflas'proximidadés'dél-gcuador geogfafi¢o y emigran

en direccibn norte-ceste-ceste.

TABLA VI

Epoca * X1 _ 8y f o 8o

1835 185°Q0" 85030 274°08! to1917'
1845 183°15'  85°40' 272°33'  100°23'

1885 17z2°08" B4°14' 261°08". :99°48"
1922 158°29°* 82°08" 274°18" 9g8°26"
1945 153°58° 81°00! 243°07" 97°58"
1955 - - 150°23! 80°54! 239212 - 97°17!
1960 149°29" 81°05"' 238%16' 97705
1965 14g°40°' 80°59! 237°28° 96°59"
1970 146°51' - 81°24! 2350520 97235"

1975 145°35° 80748’ 234°31° '7°33"

Si.se comparan los valofes de mz'que'aparecen:en la
tabla v:con kxsébtenidos en la tabla III se obsérVa‘que,
el momento my del cuadrlpolo que r351de en O esté creciendo
de 387 a 511 unidades, en camblo, para el cuadrlpolo gque xe
sulta con el gambio del sistema de referencia, el vqlor de

m, se mantiene préximo a un promedio de 228 unidades.

La tabla V es més consistente gue la tabla III ya que
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los datos cobtenidos en ella,_resultan de una sustitucifn
referida al sistema de coordenadas determinado por la pro-
. pia distribucién, de tal manera gue se han eliminado t&rmi
nos gue aparecen en el‘desarrollo de Taylor,como congecuen
cid -de considerar en el sistéma de referencia un centro &i
ferenteé al centro C. Miéﬂtréé gque en los valores de m, da
dos eh 1a tabla III, estd inclufidd un momento de orden dos
genérado por m;, como se verd én el capitulo III.
Bn 1la tabla IV 8é obséiva que la distdncia OC estd

crediehido en forma contifiud; lo cual explica el Grecimien-
“£6 dé m, én Ia tabla IIL. 5& cbserva también que OC tiéne
uh movifilento de rotaciss en la diréccidn norodsts,que re-
sulta &er iy parecido Al movifmiénto aai ejé 5%1,&5db'téﬁ—
bidh én 14 tabla ITi. E§ intérésinte Hacer notar que la
ditéeeisdh OH, d& 14 £4bla VI $& éncuentré &pro¥imdda a la

direceidi OH, de 1a& tabld III sungue fds hacia el oesté,

sligndc ho haBTA pofqué edperat dsta dproximacidn.

Bl éréeimiénto y la rotscién que sufré OC én el peffo
giita 12, & 18 clal §& préséntan 1as proyeccionss dé las
distancias dél centrd geomsgriético C al centro geogrifico .
O-sobré &1 plinc XOY. En éstd se pone de manifiesto que

£l géntro ¢ §& aléja de O en forma continua.
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Fig. t2

El t&rmino corr-espohdiente a terceras derivédas de

la ecuacidn {2.4) es
A%V, 4+ AV, + V3
donde:

A%y = a5 P§ +...+ (a] cos 31 + b3 sen 3} PJ

8, = - [ 8 4ot (3] o5 3+ B wn 31) P3|

Si el térxmino A2V, + AV, + V3 se toma comc el poten-

cial de un s8lc multipolo (octipolo) qué reside en C, sus
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coeficlientes resultan ser:
Faghodial, Beowl-oBesd =023

doids o5 costicientes. ¥, ¥ cotrespondén al téfmino dé

| Getipolo genérade por €1 dipolo gue Fesiata en 0y T, 31
&l €éiming g cokipele generade por é1 cuad¥ipolo gle tam-
bifn residie en O dnted de Pa traslacidn y sé calculan con

las ya conocld”a“s féviilas (BarésTs, 193%6):

+:_3§-h-§: (x'2 + 3y' 2 ~ 4z 2) ]

H

= st L :‘-'S}l:'.: '.-.'.'c 5 Ii g _'.‘_:"n
b%; \£6- 2‘31Y 2z '{’*25923 b4

RPTRN vl I T SR IR B b
85 =5 367 ("2 - x'%) - glx'z” ¢ iy's }

v g g%y'z' + Bl zl]

m%@ .
If

B[ Loty e hn 6 -]

oz
Lo
|

3=, [ XpE + Xzt ZKT + yivez' + yrEhy" + eyt

e 2::‘251‘2'22:']
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Bl

6 ot o
= m 5!2: [X1Y2Y' +yiXoy' + vivox' + 3x1%p%

+ - 4 (xmEpm' + Zyxpz' + zlzzx')]

bl =m, JZE [Xlsz' + le;?x' + yixox' + 3y1y.y!
+ ;)4 {yizzz'ﬁ+ zlez'i+:z1£2y']]

5§-='mq di% E91Yzz' +yZay' + 21Yoy' - Mpxez' - xp2sn’
= =al

B2 =~my JI; EK1Y2Z' + X2y + yixpz! + o yizpx!
+ Z1Xay' + zlyzx'] |

‘ad = mz-%@ [X1Y2Y' + yixey' + yivox' - xlsz']

b} =m, J—E.[ylsz"- KXoy ~ Xiypx' - lezx']

En la tabla VIII se dan los coeflclentes correspondien
tes a los térmlncs Vl, Vo ¥ V3 de la ecua016n (2.1) referi-
da -al sistema cdon origen en el centro-c parg tres Epocas di
ferentes. Tambign para estas épo;as se dan en la tablé.VII
los coeficieﬁéés cofrespondiéﬁtéé‘a f;lcﬁandb el potencial

V' est& referido al sistema geogrifico.
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TABLA VII

Epoca * g3 93 3 93 I R

1955 118  -191  -45 126 29 91 -9

1965 130~ =204  -40 129 24 84  -la

1975 128  -214  -33 125 27 83  -23

TABLA VIII
o — . g _

Boa* gy g} B L H R B F 5 B g Mg
1955 3055 -227 590 -7 5 -39 165 95 13L--184 -20 95 93 33 6
1965 -3034 -212 576 -6 3 -37 171 83 179 -131 -70 111 103 27 3
0 -37 179 65 174 -126 -73 111 109 26 7

“1975 -3010 -202 568 -6

éi se compafa la tabla VIII con las tablas I ¥ VII sé
vers la simplificacidn que se obtiene al cambiar de un siste
‘ma a otrb‘minimizandd“el valor medio cuadrftico de segundas
derivadas.

Usande el artificio mencionado en la seccidén (1.7), al
:éplibar\uﬁa réﬁaciéﬁ R en el sistéma-de referencia con ori-
geh en el cefitro C; dé.ﬁanéfa gue los nuevos ejes coinciddn,
C% con ;Eﬁ, diregdién del dipolo, CX con CH; ¥ CY con CHy, .
siendo Eﬁl y CH, las direcciones de los ejes del cuadripolo,

la matriz de rotacién de un sistema a otro es:

ok Chargoy y Chargoy; 1976-1977.
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X ¥1 )
R = Xa Yo Z2

- - -
) YO ZO

donde Xyt Yore+e42Zp SOD COSENOS directores en las direccio-

nes de los ejes CD, CH; y CHj.

Aplicando la transformacibn X = X R a la ecuacibn (1.1)
escrita usando coordenadas cartesianas (Chargoy y Chargey,

1976-1977) se tiene:

93

& ., .= T A S - N =

{2.5) V=V +Vp + V3 4... = XRib} |- = 2+?§_{§RA23'X']
o]
9N

+ %15 (X R B) '+%-%7 (X R AR'X'R'X') +....

dcnde:,? = (;, 7, ?}_son las coordenadas de un punto P en el
sistema con origen en C y ejes ya rotados, X' es el vector

transpuesto de ?,
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25 = '5-1—2§ % &5 = Sllzg_ﬁé 2 = % 9, i

Después de efectuar la_tfansformaciﬁn'indipada en (2.5),

la ecuacidn del potencial gqueda en la forma:

0o 1 ‘ 1l |=o0 = = .

91P1 + =5 [ﬁ%sen 25 P%] + = [9'35’3 + (%COS?\+ hésenl}Pé |
Ir r

+ {g3cos 2x + hsen 31) P + (gicos 3 + hisen 33) Pg—J toos

w | TSSCON | |
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se puede decir gue 8sta es la forma candnica de la ecuacidn,
pues el sistema de referencia quedd determinado por los ejes

de los multipolos dados en las expresiones:

Vi = f? [ﬂlgr u1§ilu1?) iy

o e s

Lo By i, v

V2= Tw {aoxs uzyr Woz) | £ £ Lo Ve
. . _ b

donde los vectores u;, u;, vy quedan definidos por la distri

:Hbucién deﬁcarga magnética'que produce el,campo.

.A contlnua016n se dan tablas de los coeflclentes de la.
_ecuaclan de Gauss, en los dlferentes 51stemas de referencla
:fpara las épocas 1955 ]965 v 1975. E1 51stema 1 es el g905
gr&flco, el 51stema II es el que tlene origen en C v ejes
paralelos a los del sistema geogrifico v el sistena III es

el de ejes propios.
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TABLA IX. EPOCA 1955

(=}
* 93 g1 hi
Sistema I 3055 -227 590
Sistema II 3055 =227 550
Sistema III 3120 0 0
(w)
95 93 hy 9§ hi
Sistema T -152 303 -190 158 24
Sistema IT -7 5 -39 168 95
Sistema IIT 0 0 0 0 197,
' O -1 ) -1 g P
93 g3 hj 95 hi g3 = hj
Sistema I 118 “191 -45 126 29 - 91 -9
Sistema II 168 -123 -68 102 104 - 33.. .- 6
Sistema ITI 145 169 - 39 1 ..136 240 =2
* Chargoy y Chargoy, 1976-1977.
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TABLA X. EPOCA 1965.

* ¢ 9l n
Sistema T -3034  -212- 576
Sistema 11 -303¢ -u2 576
Sistema III ~ -3095 O 0
9 9 n gf
Sistema I -165 209 . -201 157 13
| sistema TI -6 3 -7 1 8
Sistema III o - o 0 . 0 . 194
| g g b g} » g} nf
sistema T .130 ©-204 <40 12024 84 18
 Sistema IT 179 -131 70 1310 104 © 27 3 =
Tsistems 111 1% 175 44 o0 142 24 5 -

* Chargoy vy Chargoy, 1976-1977.
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TABLA XI. EPOCA 1975.

* 97 oy B

Sistema I -3010  -202 568
Sistema II -3010 202 . 568
Sistema III -3070 0 o]

% 9% n o
Sistema I -191 301 206 163 -6
Sistema II -6 0  -37 179 €5
Sistema IIT 0 0 0 0 194

99 95 n gf nl g} nd
Sistema I | 128 214 -33 125 27 83 -23
Sistema II 174 -126 =73 111 109 2% 7
Sistema IIT 154 166 55 22 143 26 12

* Chargoy vy Chargoy, 1976-1977.
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bel valor medic cuadratice de Vn tomade sobre la super

ficie terrestre expresado por:

. N n (
2o 1|,
R

v considerando r=1 ge cbtiene el valor médio'de Vn' en la’

tabla XII aparecen los valofes para n=1,2,3 en los diferen-

tes sistemas de referencia para estas tres &pocas.

TABLA XII
* Epoca 1955 Epoca 1965 ' Epoca 1975
¥y Vz V3 Vi Vo V5 V1 Vyo V3
Sistema I ° i801 188 105 1787 191 110 1772 198 .11z
Sistema II 1801 88 100 . 1787 87 105 1772 87 104
87 105 1772 87 104

Sistema III 1801 88 100 1787

* Chargoy y Chargoy, 1976<1977.
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CAPITULO III

UNA TERCERA INTERPRETACION DE LA ECUACICN DE GAUSS

En este capitulo se presenta una interpretacidn gue pro
bablemsnte sea la gue mds se ajuste a la naturaleza del fend
meno magnético y que describa los datos numdricos obtenidos

de la observacidn.

Usualmente en la ecuacién‘de Gauss del potencial se ha-
ce,cqrrespogder, al primer té&rminc el modelo fisico de dipo-
lo v del desérrollo en serie de la funcidn %, para obtener

. el petencial de este modelo de dipolo, se toman sdlg los té&r
minos_de priﬁeras derivadas congiderando gue los términos de
gsegundas derivadas en adelante (contenidos en la ecuacidn en
n = 2 en adelante) pueden despreciarse pPor ser nuy peguenos,
como en el caso de la'primefa interpretacidn dada en el ca-
?itﬁié anferiér. In forma similar, al secundo t2rmino de la
écuaciéh de Gauss se le hace corresponder el modelo de cua-
ﬁriéolo,y.en ei potencial de este cuadripoio se toman sélo
las derivadés:@e orden des, considerande como en el caso an-
tefior, qué las deriva&as de orden tres en adelante se pue-
den deéprediar; Para ;os siguientes términos m = 3;4,... se

procede en forma similar.

"En ciertos estudios de la geofisica en dimensifn plane-
- taria domo gs el de gravimetrfa, el sistema de referencia
geogrifico, que es ¢l usade habitualmente, resulta muy ade-

cuade, paro para ol estudic del geomagnetismo, tambi&n en

[ TESE CoN
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d;mensiﬁn planetaria, el sistema geografico no resulta ser

el mds adecuade cuande se tomen no sblo los términos de pri
meras derivadas para el caso del dipolo, de segundas deriva
‘das péra el de cuadripolo y asf para el resto de los multipo
ids, puesto que como se wve eh €l dipolo por ejemplo, la dis-

tancia Q;Q, no se puede definir como muche menor gue .

En este capftule se tomard de preferencia para sistema
de referencia, en primer lugar el sistema de ejes propics
del gue se habld en el capitulo antexior, y se verd con mis
facilidad el comportamiento de los té&rminos Que determinan

el potencial para una Vn dada.

3.1 Dipolo,., Considérese la esfera terrestre y dentro de
.ella una coleccidn de dipolos distribuidos arbitrariamente.
En un sistema de referencia cualgquiera, el potencial V; médi
do desde un observador colocadeo ean {x,v,2) colocado scbre
la superficie o a pocos kilGmetros sobre ella_debido a la
presencia de un dipele formado por las cargas -m residiendo

en Q; (%1, ¥3, 21) ¥y en.Qz (X2, ¥2. 22) ({(ver figura 13)

es:
fx
v, = - . (x Xie ¥V Yyr By ~ 2934 £ +...
1 1 2 1 2 1 2 ¥
£
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_P('x,y,zj
- me Ql(il: Yis 21)

+moe Qz(Xay ¥3. 23)

6;62= 28
8Q;; 0Qp< OP

Fig.13

Si se toma ahora un sistema de referencia tal que el ai
polo_ngz €sté, por ejemple, sobre el eje z como en la figura

6 dal capftulo I, se tiene:

En. cambio si el sistema de referenéia se eliée de marera
‘que Be tenga - me@; (0, 0, -2} v +meQ, (0, 0, +2), el po

féﬁcial.qﬁédar&'ekprESado por:
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¥, = - {%-(221 £, " g} (22%) £, - sy (20%) £, -

qgite cofic se vid en el capitulo I, es la forma candnica del po

. tencial V.

8& ghsérva que &n los dlferentes sistemas de referencia,
el priiier tétfiirio del potenclal Vi que corresponde a primeras
derivadds, perhmatiece invariante en el senhtido gile se cohserva
invariante el médulo y la direceifii- deél vector diie representa
a Mj; fioménto dé dipolo; si 1os términos sigiientes en el de-
sarroilo de Wy, es decir términod de derivadas de orden dos

éli adeldite se represeitan ern forma matriciéi, pof ejeémplo el

de segundas derivadas queda efi la forma:

fxx ?xy fxz Vi
AVi = (4, Yoyt uys) fyx vy fyz 2y}’
£ £ v

bajo traglacionss del sistefa de referénicii los vectores late

raiés cafbizh én magnitud y diréccibn, en cambido bajo rotacio

nes conservan su mbdulo y dlr9¢c16n, lo dgue cambia son los

componentes de cada vector.
Se cbserva tambi&n que sse téxmino inva#iantE'de prime-

ras derivadas, corresponde al potencial de un dipolo fisico
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como tradicionalmente se ha tratado en los textos de fisica,
los siguientes términcs representan potenciales de multipolos
de orden superior, como se veri més adelante. Entonces en la

eéuaéiéh {2.1):

oo

' N g PtL m m m o
V=a & . I (D [{gn cos mA + h. sen ma)E_ |
n=1 m=0 L b no

al términ@_h#l se le_puedg‘haggr cprresponder'el t8rmino inva
riante V; y los términos de derivadas de orden superior dg‘vl
van a estar inclufdos en la ecuacidn (2.1) cuando n=2,3,...

A esos t&rminos de derivadas de orden dos en adelante se les

define como pqtgncialesVde multipolos matemdticos vy se,repre4
sentarfin por AV; al término de segundas derivadas, 2%V, al de
_tefceras derivadas, estc. Algunos 4"V, pueden ser cero como
ocurre en el caso Gel potencial referido al punto medic del
diPﬁié‘éﬁe se acaba de ver. Como’ se vé, se estd:usando la
ndtqcién vy .y Vv, para‘disfinguir‘entfé'él éotehbial'defdipolo_
' én_sﬁ-ma&orfapfdxihacién én serie Vi y la patrte invariante V)
de‘ése'pﬁtenciali Gue es_la_dﬁe haﬁitualmente se usa en. los
_textos. |

Aunque los Eé:miHOS'AVj,'£2Vi;..J tomades separadamente,
pueden corresponder a la parte invariante del potencial. de
ﬁn§ estructura multipolar del mismo oxden {cuadripolo, octipg

lo,...) ‘en el ciso que’'sé estd ‘tratando, del potencial Gebido
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a un dipolo, estos términos sdlo afectarfn numdricamenté a
v,.

En el caso del potencial Newtoniano se ve con -mucha cla
ridad como funcionan los potenciales de multipolos matemdti-

cos.,

‘-Eﬁ*efécto, sea E una esfera de radio a, con distribucidn
homogénea de masa sobre la superficie y .con centro en C, C
centro del sistema de referenciaj; su potehcial newtoniano me
dido desde ﬁn observador colocado en P fr, Xs 8) con ¥ % a,

como es bien sabido, es:

(3.1) V.=

HiE

donde M es la suma de la masa.

Desde lueép que estguecuacién_(S.}) se_ppeﬁg obteae::de
-la. ecuacidn (2.1), puesto que. las simetrias que én todas
direcciones, tiene la esfera con respecto a su ¢entro,ﬂobligan~
a que los coeficientes gﬂ,,y hﬁ de esa ecuacidn (2.1) sean

iguales a cerc cuando n diferente de cero.

»

Supongdse que para cbtener ese mismo potencial Vo s& hi
ciera con un sistema de referencia con centro en Q y en cual
©@ (0, 0, h}), entonces el potencial se podria obtener por un

‘desarrollo de Taylor a partir de la ecuacifn (3.1) como:
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" Para cualguier desarrollc que se hiciera escogiendo o
mo centro de referencia cualguier otro punto, se ve que el
primer términc permanecerfa invariante y les otros té&rminos

. dependerfan de las coordenadas del punto Q.

for étré lado, los t&rminos a partir de la briﬁera.dg

.rivada ée-puedéh definir éomo potenciales de,muiﬁipolos ma-

teﬁﬁticbs de BHrdenes uné,‘dos,.etc., porque fisicamente no

ést& ei eiéﬁeﬁto.que podfia.tener ése.potencial én eéte-su—
3 i

puesto; por ejemplo, el t&rmino h M 5 (;].en'éi fenémeno

magnético se encuentra como potencial de un dipolo.

Lo gue se ha dicho para este t&rmino de primerés deri-
vaéas en este Qegérroilo.puede hacerse extensivo para cﬁal—
juier término de laé derivadas siguientes tomado_aisladameg
te, y‘que.fisicamente, en algfin otro experimeﬁto, pudiera
coxTespénder a un fenbmeno fisico.

.93555 luego gue si Q tuviefa coérdenadas.(hl, hg, hs)

ellelemento'de primeras derivadas que'tendria la forma:
5 ly L. 31y 3 ;}
M [h}_ EI—X {-f} +.h2,@— [;) + h3 3z {I)J

‘nos muestra que los multipolos matemiticeos si se alteran
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con un traslado de los ejes de referencia.

Es evidente de la observacifn de las cartas mégnéticés
mundiales (v.g. las editadas ﬁara'lQJS'por The Défenseb&qmﬁng
Agency Hydrographlc Center) gque la mayor. paxte de los dipo-
los que se. han supuesto contenldos dentro de la esfera te-

rrestre seé orlentan en la dlrecc16n nortewsur, generando
asi la componente dipolar del campo que se obtlene a traves
fde los coeflclentes de Gauss. 0bv1amente que no Se alcanza
‘una polarlza016n completa en esa direccidn nortewsur, pues—}
 toique'ia$_capﬁ§s mencionadas muestran que hay dlstor51one5'
en las lineas del bampo debido a anomalias de éste, por
ejemple patra diferentes épocés la carta de intensidad verti
- cal presenta en €1 hemisferio nofte, dos regiones dermé#ima'
1nten51dad locallzadas en la parte central de’ Canada v el
noroeste de Asia y el punto definido. como polo -no esté con¥ 
fﬁgenido en ninguna de ellas como era de esperarSe.3
_ qu lé similitud del fen6meﬁo mégnéficﬁ éoldr lé g#éfi

ca dél’disco sclar publicada‘por Scientific Aﬁéricaﬁ eﬁﬁno—
v1embre de 1966 y que se da a continuacidn, ha sxdo utll pa
ra expllcar en el ¢aso terrestre la existencia de dos regio
nes de maxima intensidad vertical en lugar de una, vy que el
pole magnético estuviera conteniab en ella como suéede en
el caso del hemisferio sur gque también puede apxec;arse en N
‘”las cartas. En efecto en la gréfica del sol se ve-que las

regiones de flujo de vector magndtico no tienen geometria
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GRAFICA DEL DISCO SOLAR

en Noviembre 1964 por &l Observotorio Naciongl K
Peok , Arizona, E. U,
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fegulér“gbhfe.la éﬁéerficié del astro, lo cual éé mu§'prbbg'
ble gue ocufra\en el caso térrestre, ¥y entonces las dos re
giones de. max1ma 1nten51dad pueden ser subxeglones de toda
una regidn de flUJO del mismo s1c_3;noJr Y por lo tanto el pun

2

;rIa al polo como ‘una - resultante estaré aproxl

to que defl

madam nte entrrﬁde un arca maxlmo que une 1os centros de

estas dos egiones de m5x1ma 1nten51dad,_esta sup031c16n se

:_fe 0 sur se ve que el punto deflnldo como polo magnétlco

f51 esté contenldo en la reglén de maxlma 1nten51dad vertl- B

JCal.'{

Se ve que 1as lineas de fuerza -del campo magnétlco se.

'comportan como un haz m&s o Menos compacto en la zona' dé -

'jo (polo sur magnétlco), en cambio en la. zona de 1nmer-'

n (hemlsferlo norte) las 1ineas llegan muy dlspersas..'

3.2 Cuadr polo.. Desde 1uego que pueden existir dlpolos co

locados de- tal manera que formen estructuras cuadrlpolares
como se han deflnldo en el capitulo I, ¥ cuyo tratamiento

ahi se vid; pero ademés se pueden tener estructuras de cua—‘{

drlpolo en forma 1ndlxecta, por ejemplO° ‘Sean dos dlpolos

contenldos en forma arbitraria dentxo de la esfera terres—

tre, si &stos se prbyectan en el planc ecuatorial magnético,
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es decir en el plano XCY, los mementos de sus proyecciones

se representarén por‘los wvectores EJ v Mi. Con estos vyeg-

tores puede ocurrir gue;

My . M}

\"
=
o
=
&
.
=
it
N
Lol

En el primer caso el potencial‘debido a la presencia
IQ¢ la Qistribucianlso_= {ﬁl, Hi} puede expfesgrse a‘partir
de derivadas de'primer orden, de manera gue si se tilene
© previamente calcu}ado.el'potencial V) del campo magnético

dipolar, el potencial de N estard contenido en V.

En el segundc caso para calcular el potencial debido
a estas dos proyecciones, se sugiere lo siguiente:
Sean M, = AE y M} = TD, si el vector D se proyec

ta sobre AB {ver figura 14) se tiene gue:

+

a4 9

s
iR

+

[sis]
AB
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por 1a propiedad aditiva para el potencial, se llega
anéué‘éiﬂpdténcial de la distribucién S. eg iguai‘airpo;
téncial del dipolo de momento RB m&s el de CS, dﬁe.son vec
tores.perpehdiculares entre s y lo cpal esté contemplado
en @l caso anterior, m&s el potencial de ios dipolos de mo
mento AR y SD que son paralelos, de sentido opuesto y de
ﬁaaﬁioé“igualés, v gque como se vid en el capfitulo I, &stos
definen un éﬁadripolé.' De esta forma séKtiéne, gue el pé—
tencial de la distriblcidn 8, es igﬁal al potencial de los
ﬁéhcioﬁéaoé'dipoldé perpendiculares entre si, mis el poten
cial de un cuadripolo contenido en el pléﬁo ecuatorial mag
nético.

Se ve entonces quelaﬁnque la mayor parte dé los dipo-
"los contenidos dentro de la esfera terrestre se orientan,
como va se dijo en la direcciBn norte-sur, algunos se orien
tardn de tal manera que cuando se proyecten sobre el plano
edﬁétorial'magnético formarin cuadripoles.y el potencial de
cada uno de estos cuadripolos contiene (come se vid en la
ecuacidn (1.13)) las derivadas de orden dos: f , £ , £ ;
: : ' XYYy
entonées, haciendo uso de la propiedad aditiva del potencial,
se obtiene gue la suma de¢ los potenciales de estos cuadripg.
los est8 dada por €1 potencial de un solo cuadripolo conte-
nido en el planoc ecuatorial y generado como resultante de
anos ellos, en forma similar é como ocurrid en el caso del

-

dipolo.
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. Be ve que la expresidn matricial:

Ul Gy G | Ve
21 ‘ .
Vo =37 (uzX' Uyt uzz] fyx fyy fyz Vv
fox fzy Faz | | Vaz

se.puede escribir en la forma:

=
2¥

gm
Hy
Hh
N
| e
T
r
N
LT

donde 3: = (Aixs Arys d1z) ¥ A2 = {Xax. Azy, Xzz) Son vecto
res unitarios en las direggiones de U y v respéctivamente ¥
el m&dulo del vector gue representa al momento de orden dos

es My = |a] |¥)

En general para los multipolos de orden superior se va

a poder escribir:
_ly 3R
V-—ETM llA}\

1
n n n -z

En esta forma, un cuadripoio en el que sus aristas for

men un paralelogramo se puede llevar a una expresidn en que
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las aristas correspondientes formen un rbmbo”y su ‘momento

estard xepresentddo por M, = 2 meZ.

 Regreéando el'cuadpipolo.que se estd ‘tratando en el
caso maéhético terrestre (el cuadripolo gue se obtiene ¢omo
resultante de los cuadripolos proyectados sobre el plano
ecuatoriai y vontenido tambi&n en este plano) cuyas aristas
forman un rectingulo, se puede llevar a una éxpresidn en gue
las ‘aristas correspondientes formen un cuadrado. Entonces
se le puede hacer corresponder la sigﬁiente estructura en
el plano XCY¥: + m situada en Q; (h,h,0), -~ m en Q, (0,2h,0},
+ men Qy (-h;h,O) y'—-men C (0,0,0) como se vid cuando se
selecciond el sistema de ejes propics, el potencial produci
do‘por este cuadripelo, medido desde un cbservador co;ocado

en P (x,y,2) es:

donde el primér términc del desarrollo corresponde, como en
el caso del dipele, al término invavriante V; del potencial
“de cuadripolo v los t&rminos Siguientes a potenciales de mul
. tipolos matemdticos representados por AVy, A Vz,...obserﬁese

+
que en este caso sz, A3V2 y en general ﬁ(2n 1) sSoOn ¢ero.
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En forma similar aiicaSO‘del dipolo, el término inva-
riante V, corrésponde al éoten¢ial del modelo de cuadripolo
como tradicicnalmente se preséﬁta en los tratados de figica,
v en la ecuécién.KE.l) estd incluido en el t&rmino n=2.

Los té&rminos a"v, estén inclufdos en la ecuacidn (2.1) cuan-

do n=3,4,...

Por otra.parte, es de.esperar gue en la coleccidn de di-
polos distribuidos arbitrariamente, habré'aigunos gue se
orienten de tal féxma gue su potencial tambidn esté represen
tado é partir de segundas derivadas y que su estructura ne
corresponda a la de unrcuadripolo como se ha definido‘ante—

riormente. Por ejemplo, sean:

= h,0 , B o= (32, -

mH h h
My = HE; L 0]

=
!

‘losAVectores que represantan'el-momento de tres dipclos con-
tenidos en el plano ecuatoridl magnético (ver figura 15}, es
ta coleceidn de dipolos es equivalente a la siguiente distri

- bucién de carga:. .

+ me0y (0,h,0), + meQ, [—‘*':7’2— h, -

= 3mec (0,0,0}3
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Fig.15

El potencial de esta estructura estd dado por la expre

sidn:

9h3 3h?
--—-—f 'i'-“-—'-‘-‘f ]"‘% (‘Tf Zy"'.Tf?g)J"'...

N6tese que en el desarrollo, el t&rmino correspondien-—
te a segundas derivadas es una expresidn diféfénbial elipti
ca. Con esta expresifn y las anteriores (1.9) vy (1.10) se
ve que: existe lsamorflsmo para las. tres 9051b111dades, entre
las expreslones dlferenc1ales homogéneas de segundo orden,

gue pueden presentarse en la ecua016n del potenc1al que se
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estd tratando, y las formas cuadriticas de la geometria en

su -forma canbnica.

Observando la grifica del disco solar se aprecian, ade-
mis de la polarizacidn predominante en la direccidn del eje
de rotacifn, regiones con polarizacidn local en las que 1a
aistribuciﬁn de carga es de geometria muy irregular, v gue
pﬁdrian dar origen a estructuras multipolares como la gque se
acaba de mencionar. Estb nos sugiere que en la Tierra puede
Qéurrir'algo similar, v en efecto, si sé observan las cartas
. magnéticas mundiales se encuentra tambi&n que ademds de la
polarizacidn norte-sur del planeta, existen anomalfas locales
gue pueden dar origen a estructuras como la anterior ¥y cuyo
potencial estarfa incluido en el término de segundas deriva-
das {(n=2) de la ecuacibn de Gauss.

"A continuacidn ée presenta otro ejemplo:sean M; = (h,0,0},
M} = (0,h,0), M} = (~h,0,0) y M} = (0,-h,0"véctores gue re-
presentan el momento de cuatro dipelos; lo cual equivale 'a te

ner la distribucidn de carga:

{+ meQ; [h,0,0), + meQy (0,h,0), + meQ; (-h,0,0),

+ meQ, (0,-h,0), - 4 meC (0,0,0)}"

y cuyoe potencial estd dado por:
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Vo =§mT (22, + %2} + 1@? o * Zhufyl’} *e

Tambidn en este casc se ve gue el potencial de 1a_es~
tructura esté expresadd a partix’ de segundas derivadas, per
ro de ia Qbséfvacién tanto.de_la.gréfida del diéco'solaf co :
mb de las cartas magnéticas planetarias se ve-que en la‘ha?
turaleza seria diffcil encontrar una estructura tan Simétri
.ca como ésta, puesto gue la distribucidn de.carga‘mégnética
e5 de geometria muy. irregular en ambos casos, sin embargo
puede ocurrir éue cbn las proyecciones‘que se tienen. sobre

gl plano ecuatorial magndtico si se formen estructuras apro

ximadas a &sta.

Desde luege que los coeficientes gé, h; que son los
gue nos dan informacifn de lo observado sobrg la superficie,
nds estén sefialando gque esa estructura multipolar gue da lu
:gar.a;una_forma especial de_pola:i;aciénien‘el planc ecuato
rial; no se va a detener en el cuadripolo del que se estd
hablando, sino que habri otras formas en las qﬁe se distri-
buyan los dipolos para producir estructuras de octipolo vy
otras de orden superior. ' 7

De lo visto en las.seEciones{3-1) 4 (3:2) se llega a
gue el potencial medido desde un observador P (x,y,z) debido
a'la presencia de una estructura‘dipolar.o cuadripolar es

respectivamente:
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= Vy + 0V + 82 vy 4 8% Y 4.

—
[
I

Y -V'2 =VV2+AV2+.A2‘ Vo +...

donde AV;, A2Vy,..., AV,,...se definieron como potenciales
de multipolos matemédticos y V;, V; son la parte invariante
de dipolo y cuadripolo respectivamente. 5i se sumanéestas
dos expresiones y se asocian los términos dé derivadas del

mismo orden se tiene:

Uy o+ Vg =V b (Vg b AVy) b

Obsé&rvese gque en la ecuacidn de Gauss escrita en la

forma:
I LI n Ny
T{naey C ovi=rox %f—%-;.f*“— &, e
n=l w0 7y 32 ay ax . .

el término n=1 corresponde a V; y el n=2 a ¥, ='[V2 + 4V,

en’ general se va a expresar para cualquier n:

n’oy % o} .
Vn = I i];i- { 3 _Jf T i axg P blz }
m=0 2l ozt eyl e - B
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. De esta manera el potenc1a1 V puede 1nterpretarse,con

el mismo resultado,de las dos formas s;guientes. '

‘en gue ‘cada Uifsi e85 una serie.

‘3.3 Octipolo. Como se acaba de ver, el'iérmind n=3 de-la

‘ecuacidn (1.19) esti dado en la forma:

(3.2) ‘73 = V3.+ AV, + szl :

expresifn en la cual el té&rmino V; es la parte invariante
-del potencial‘de un multipelo de orden tres, y los: términos
AZVI ¥ AV, correspondén é‘poténci%fes ds multip@ldéxmgtemé-
t;cos‘cuando n=t y n=2 respectivamente,como-se vis en -la- sec
‘cidn ;(2;3),de1 Qapitu;o IT. .
'Habitualménteﬂlos'magnetiétaquﬁe,se @cﬁpah;dgqﬁste
problema toman v como poténcial de una sola estructurd de
‘multlpolo, pero por lo que ‘se ha vmste, la estructura de oc
tipolo habria que buscarla en 1a parte 1nVa11ante V3, va que

loz otros té&rminos A2V vy AV, son potenciales de multipolos
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matemdticos que inclusive se modifican con la seleccidn

del sistema de referencia, no asi V3, y a esta parte invarian

te se refiere esta seccién.

En forma similar a los casos de dipolo v cuadripolo,
Qa*esta'parté invariante V3, se le puede hécer correéponder
}él‘modelorfisicofde octipolo definido como una distribu-—
cibén de ocho cargas colocadas en los vértices de un parale
iepipedo {seccidn 1.4) v en el c¢ual tres de sus aristas
qué-convergen en un vértice,-ﬁefihen.loa ejes de la distri

bucidén octipolar.

Se observa due escribiendo esa parte invariante en la

forma matricial:
(3.3) v, =& T, 8, ¥y W
. T Y3 3 Va.W3

esta expresidn no‘coxresponde a una sola estructura OCtlpO

‘lar, yva que si a dos de los vectores laterales se les mul-

tlpllca POoY menos uno,el valor de V3 no se altera pero fi-

31camente se obtlene un octlpolo diferente, es dec1r_ex1s~

ten cuatro estructuras de octlpolos diferentés,cuyo poten~
‘cial es la expresién”(§.3). - -

En el casc del cuadriﬁolo sucede algo similar, el valor de

‘la ‘expresién Vé"é'j%‘ﬁg”hz'Vi corresponde-a dos posibles:
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estrﬁctﬁréﬁ, la que se escogid en 1a‘séécién {3.2) eg por-
'qué‘uno'aeiioé‘éjes, por ejemplo el OH;, tiene aprokimada<’
mente la misma direccidn y movimiénﬁd‘que OC como puede ver
se.en la’ tabla XITT, ﬁdonde Ay es el .coseno- director de 0H1
y AEs. una coordenada esférica del centro C referldo al sis
temangeogr&flcol,"lo cual-pudlera'gstarraSDQLadq a'a;gﬁn_fg

némeno fisico afin no determinado.

TABLA XITII..

CEpoca ¥ %

1835 178°19'  188°22!
1845 177°35'  181°12°
1885 168°10'  168°35"
1922 161°14%  161°19°
1945 158914  156°30'
11955 . 153°48' - 150°49

SR iasos}-'; 1529431 - 149°55'

” 1965 ©o. an 152°05' o 148°427 -
1970 - . 153°28! 1470470

‘1975 - - 151952'. . 148°18%:.

' Asf por- ejemplo, en el caso del potenclal de cuadrlpo

1o referldo a sus ejes (Maxwell, 1885) y dado por:

* Chargoy v Chargoy, 1976~-1977.
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Vg = 2%,(%-cos u; €os uy; - %-cos o)
r .

donde u, ¥ uy ‘son los &ingulos que forma'el-:adio.vector-ﬁﬁ
.dél‘observédof‘con los ejeés del cQédripoloraﬁl'y 5ﬁ2.respeg-
tivamente y « es el &ngulo formade entre OH; y OH,, jsi-ul‘.‘y—r
u, se -sustituyeran por r-u; y nrué{él'potencial.que'se ob=:
tendria seria el mismo. Con &sto se ve gque &l potencial -
- de éuadripold referido a sus propios ejes;guérda simetria
con'respééto a 1§s'planos.coordenad§s, de ﬁanera qﬁe dado
.-uan vélof del potencial V, é&ste puede atribuirse a ocho pun
. tos diferentes. | '

En forma similar, si en 1ld ecuacidn del potencidl de -
6ctipolo, referida tambi&n a sus eijes propios, dada por

Maxwell:

v = [5 o0s u; COS U, oS Uz ~ [cos U; cosayy

2rq

+ COS Wy COS63zy + COS 'Ug COSCl_‘lz]:I

se sustituyera dos cualésquiera de los &ngules u; i=3%,2,3

por n- ui,el po@enciaLLque se obtendria seria el mismo.

ui'son los &ngulos gue se forman entre 0P, radio vee-

tor de;#observador, ¥ los ejes-ﬁﬁi del octipolo (i=1,2,3),

ioz-
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los tres Angulos que forman entre si los ejes 6§i se deno- .
tan por o1, Gagy G3l-s

Por otra parte, asi como cecurrid en el casc del cuadri
polo, pueden.existir estructuras compuestds por dipolos
ppientadosfde tal forma, que su potencial.esté expresado a.

' partir dé;terceras~deriva§as.y.que éstas Qst;uctura§.n9,qg_.'
rrespbndan:a-la definicidn qﬁe,se ha dgd@ de.qgﬁipplo, a -
conﬁinuacién se. presentd un €jemplo: _

Sean'fy = (GVI-1b, 30}, B = (G{E3-1n -}n0)
y M} = CJETHF'G{ 0) vectores giie répresentan lqé momentos de
tfeé diﬁdlosfcbntéhidds'en el plano ecuatorial mégnéﬁico (ver .
figura 16), Tener esta coleccidn de dipolos es equi?ﬁiente a :

tener la siguiénte distribucifn de carga:

- meq, (h,0,0), + megz{%—ﬁ h, %h, 0), - meQs(- 2 V3 h, 1, 0),
+ meQy {=h,0,0), = meQg (- %\l;h, - 21,0}, + megs (3 V3 0, - £ 1,0) )

Fig 16



-El potenc1al de esta distribucidn que se define como

hexapolo esta expresado como 51gue.

g

Vo= B (o33 9 vse 4.
VGP' - 3 [ T3 h fx3"+ 2:-‘h'fxy-2'J +-.“.-
PR T R 3y p3 '
= rq %pga cos 31X P3] +.n
‘donde 6pg3 = i%ﬁ My y My = 6 mh3

’ Entonces como. se Ve, en la parte invariante V3 del po
tenc1a1 de una estructura multlpolar, puede estar 1nc1uida

1la parte 1nvar1ante de una estructura de hexapolo.

Desde luego no se excluye. la-posibilidad de que exis=~
"tan otras estructuras multlpolares,cuyo poten01al esté ex-
presado tamblen a partlr de terceras derlvadas ¥ que esten

1ncluidas enh Vi3, como ocurre en &l cuadrlpolo.

. Cuando la ecua016n del potenc1al geomagnetlco esta re
Mferlda al sistema de ejes proplos (deflnldo en el capftulo
1) la 1nformac16n sobre las anomalias magnétlcas observadas
.en las cartas de. 1solineas, pueden buscarse a partlr del
término de orden tres (OCtlpOlO) en adelante,_ya qua como
se. vid en el capitulo anterlor, ei térmlno correSpOHdlente
& dlpolo da smmetria ax1al y el correspondlente a cuadrlpo

:lo, simetria ecuatorial.
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3.4 Otras conéideraciones, En tode lo expuesto anterior -
mente se ve, que la.ecuacién de Gauss del potenciai {gada

en cualgquiera de las formas (1.1}, (1.19) & (2.1} no es un
desarrolle en serieé como tradicionalmentgyse ha considera
do, sino que es una suma de series V = £V; correspondiendo
cada una dé las series al potencial de un multipclo y en

las cuales, el primer t&rmino Vi es la parte iavariante del
potencial correspondiente._ Por gsto no se ve una forma de

establecer la convergencia en el desarrollo de v = ZVi.

. En el siétgma_geografico los valores absolutos medios

hasta el t&rminc n=8 y para la época 1975 son:

-|V£I.= 1772, 198, 112, 43, 17, 8,.3,.1  unidades

-k
1 unidad = 10y = 10 ocersteds-

Sl se qultaran del planeta les elementos que producen
1a‘polarlzac16n dada por el dlpolo, posterlormente se qul-
tar&n 1os que producen la polar;zaczén dada por el cuadrl-
polo y asi se contlnuar& se.ve que se enrareceria la dis-

trlbuc16n {m } de puntos de los cuales fluyen lineas del
campo magnético, por lo cual se ve que la sucesibn ]V ]
tambidn se va empequeneg;endo- Puede llegar un momento en

gue para cierta n, la existencia de multipolos ya no se de
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tecte y 1os téIMLnQS pa:a la n de este orden en adelante
sélo correspondan a poten31ales de multlpolos matemétlcos,
ésto puede deurrir a partlr de n no muy grande; burdamente
es lo que se hace cuando se.toma como potenc1a1 geomagnétl
'co el valor.

v=—%[g§’9‘f+(g§ cosh + bl senh } P§l+—l-{g°p2

2
b 1'3

'+,Qg§ cosh + hi semd} P} + (9§ cos2r + hi sen2i) P%}

La variacién_secular de la parte invariante del dipolo
obseryada‘en-la'tabla II, sugiere gque el cambio‘también se
puede:qbservar_en los té&rminos de multipolos matemfticos
AV, ARV, Loy én;efegtg, calculados éstos_para las &pocas

1855, 1965 y 1975 se ‘tiene:

TABLA XIV.

Bpoca  javi|  [e%v]
1955 166 14

1965 170 . 14

1975 178 15
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Del té&rmino de segundas derivadas se dif la parte in-
variante en la tabla XII del capituleo IT, y a continuacién

se da la tabla de los valores medios de'&vzéﬁ

TABLA XV
Epoca | av, |
1955 62
1965 65 ’
1975 70

El valor medio cuadrfitico de la serie V, correspondieg
te al potencial del dipolo y tambi&n el de U2.corresgondie2
te al potencial de cuadripolo, se pueden deducir fécilmente
de las tablas anteriores, por la propiedad de ortogonalidad

en los t&rminos gue contienen a 1 y 9.

En todo lo gque se ha tratado, se han considerado mode-~
los de multipolos observables en laboratorio, producidos por

distribuciones de carga magnética {mi} con I my = 0, que fa
vorecen la investigacidn de. la funcién potencial en forma

esthtica.

3.5. Campo electromagnético. Considérese ahora el conocido
fenfmeno de un conductor circular por el gue pasa una corrien
te continua i tal, que genera un campo magnético de forma

toroidal debido al fenfmenc Ampere, si por gl punto medio de
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1a circﬁnfereﬁCia_que deScribe'el*conductQ: 88 traza un-pla
no pqimal'al'cirtulo qué contiene a dicho c0ndu¢tbr,ien%e§e
plano,norméi ge tendrd lo siguiente: (ver figu£af13)=porfé1
punto Q la corriente del conductor se sumerge y- por &l pun-

to 0', a la izguierda de Q, la corriente emerge.

Fig 17

81 no se deformaran‘las lineas £; y £y del campo.magng
tiééfiﬁdﬁﬁidb} éSﬁaSﬁseUcbrtéfianmen ioswpunt§SLLJy5L3:como
- sérvé‘en la figura, de manéra gue se deﬁectaria‘cﬁmb‘Sizlﬁs
1;ihéa9'fluyérén'eh.L y se éumérgieraﬁ'en L' estableciéndose
Casiian similiébnqun dipolo.: ‘ .

:‘éiniéﬁb§rg6{hexpéfiméntaIMenfe se ?é'que'iahfémiiia de

curvas {£i}, del campo magn&tico inducido, se deforma de

tal manera gue las distancias, QL y 0T ‘se acortan sin que

£ Torp - .

se llegue; “la interseccidn de £; y £; en los pun-

b

_EQ‘Jamdefgrméciﬁn,.el valor minimo gue obtlenen

108




las distancias QL y Q'L es MQ y M'Q" respectivamente (ver
figura 18), M.y M' localizadas sobre el difimetro Q Q''y
‘equidistantes del eje Z, qué en esta forma se #a~a consti-

tuir en eje de simetrfa del toro.

Sesmms
o—'_

El simil con un dipolo f mis precisamente con un punto
 singular de. orden une, se conserva como se dijo al analizar
la fiéuraniT, v el vector M correspondiente al momento de

-ese dipolo estarf. en la dirveccibn del eje Z.
. 'Es bien sabi&o gue un observador colocado en P (R.x, ¢}
como en la figura 19, detectaria-una-intenéidadﬁde campo. ge

nerado por el conductor K gue se puede derivar del potencial:

vy = HMeos s
R

TALLA DB ORIGEN
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i VA

PIRNY)

Bupdngase gue eh el caso terrestre se tuviéra este fe
, némeénc ub:cado de tal manera que el conductor K estuviera
“-conééniao én el plano ecuatorlal geomagnétlco, el centro T
‘“COln01dlera con el centro C ¥ el vector M c01nc1d1endo con

el e]e.del dlpolo, entonces el potenc;al menc1onadO'est§"

. dAdo por 1a écdacishi oo .

‘M cosé
—z
‘r-

Vo=
.en que el observador en P tiene coordenadas (r,A,éﬁ-
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Obsé&rvese que agui se estd tomando solamente la parte
invariante del potencial de un dipolo, clarc gue Se supone
que‘Anvl = 0 para toda n. Sin embargo si el observador-tg
viera como sistema de referencia al sistema geogréfico como
comfinmente se usa, entonces la ecuacifn del poténcial toma-

rfa la forma:

'Se tiene gue sefialar que en la ecuacién (3.4) la parte

invariante:

M cosé

il

{(3.5) i

difiere de la parfe‘invarianteﬂde la ecuaéiﬁh del‘poteﬂéial
de un_dipolo, Como se.ha.vistﬁ en la éécciﬁﬁ 371; én'Que.la
pat;eiinyariante Qg_ese dipo;p es: V; = E_ﬁ;%géﬂ ;“.

Esta Gltima exprésiﬁn proviene de considerar un desarro
llo de Taylor en el que V; implica primeras deriva&as de la
funcifn f = % ¢ en cambio en la écudcifn (3.5) se estd consi’
derando la presencia de un momento M al gue se le va a detec

1

tar a través de la funcibén £ = g% (3] de tal manera que:
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My

ME_apn g UMY a0
=2 -2 et Ay
VM B B ©
M,
(o] 1 *
STy E e i
R -2

(30{yb,zoison las coordenadas del origen O en el sigtema :
'Pxopigr' | | R o
.'COmouse Ve, es aplicahie_todp lo visto respecto.-al po
tencial de.dipolo que se vi6 en el primer capitulo. |
53 se tuviera una coleccidn de momentos {Mi} generados
por gorrientes en el interior del planeta, se podrfa aplicar

todo 1o visto en la seccidn (3.1) sustituyends la funcibn.

£ = L por la funcidn £ = (1) considerando el vector
x Bui ¥’ :
.ﬁi = {ﬁi{ ﬁi; Ei es un vector unitario en la direc¢cidn de Ei,

COmo fﬁé tratado en la seccidn (2.2}).

8i el sistema de coordenadas es el geografico, en el

o
desarrollo de I Anvi se ve fiAcilmente gue cada térming de
orden n contiene al factor f%'(ﬁﬁln;_ﬁé'tal‘maneﬁa que §i el
radio a de la Tierra se considera a=1, 6E<f§,'con lo gué el
. desarrolle ‘de V resulta nuy convergente.
Se recuerda también que cuando se estd en el sistéma
de referencia con centro en C, la coordenada T del observa-

dor es:



r? = 0OF2 + OC2 - 2[3?} (oC) cosy¢

donde OF es el radio de la Tierra y.coordenada del observa-
dor, OC la distancia del centro C al origen 0 y ¢ el Sngqulo

‘entre OP y OC.

También se observa que el artificio de masa reducida,
introducido en el capitulo II para obtener el valor de V én
unidades de trabajo, se sigue conservando en todo el capitu

lo III.
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APENDICE

Férmulas mais usuales para la parte invariante del poten-

cial de:

1)

- cortesianas: - =

21

3)

¥

v, =B £ cosp

i

a) Dipolo

Cuando esti referido a un sistema'ﬁe coordenadas

£
¥
1 o . 1 ey —
Vi=9T (a e 1y’ u12] kg = i1 My [ 22y

Ay vector unitario en la direcczdn de ul.
Cuando est& referido a un ‘sistema de cocrdenadas

esférlcas.

1

vy, = - [a? pY + {a] cosr + bl sen:) P}}

r

Cuando estd referido al eje OZ:

r2

~donde £ = 010>

b) Cuadripolo

‘Cuando estd referido 'a un sgistema de coordenadas

cartesianas:
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£ £ f v
7 XX XY Txz 2x
T W P S I
21 Vex” Tay’ Tz ¥YX ¥Y vz oy
fox fzy Tz Voz

4 ey =
=37 [Mo] %y Bz X»

.Uz

2)

¥ A, vectores unitarios en las direcciones de

Y Va respectiVamente5

Cuan&o'ésﬁ& referido a un sistema de coordenadas.

esféricas:

_i

Vy = =5 [32]?2 + (ajcosx + b;_sep?‘)r Pé-f- [a%cole +b§senzx]P§]

3)

1)

r .

Cuando estfi referido a sus ejes:

M (3 1 .
vV = 3 _.[-5. cos u100s U = 3 c‘:ose:]A_w

c) Octipolo

Cuando est§ referido a ‘un sistéma de coordenadas

cartesianas:

1

- — 1 = = — e
V3 = 53 Uy By vy Wy o= 5y [M] Ay Ag 25 3%

g2}
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»is Lz, A3 vectores unitarios en las direcciones

de Uy, V3 ¥ ’G3‘respectivamente.‘\

2) Cuando esti referido a un sistema de coordenadas

esféricas:
= —‘% agp‘;’. +|:[a§cosx + bgs'en#-] Pl + afcos2y + bisen2:)P]
+ (agcosax + bisen3)) Pg]l
'3) Cuando esti referido a sus. ej‘es :
vy = -i%; [5 cosu; cosu, cosuz - (COSu; GOSap3 + COSU; COS3y

+ cosu; CoOsa 2]]
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