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INFRODUCGCION

El método de vérosimilitud'ayudé a la formalizacidn de -
pruebas de hipftesis introduciendo una escala relativa a la -
cual se le llamd el‘Sopdrte, y asi se habla de gue una hipSte
sis A respecto a una hipStesis B tiene més soporte y es por -
1o_tanto mis factible. Peroc cuando se tiene un cbntinup de
hiéétesis, encontrar la de mayor soporte respecto a las demds

fue lo gque generd el_Método de Maxima Verosimilitud (MMV).

El M4V encontrd pronto una gran aplicacifn en todas las
teorfas en las que la estimacién de parfmetros es de fundamen
tal importancia, sobre todo en esta &poca en que las computa-—
doras se usan para resolver problemas laboriosos. Dentro de
las teorias que utilizan el MMV estfin: la Teorfa de Control,
la Teorfia de Estimacibn vy ciencias bdsicas como la Termodind-

mica.

La identificacién de sistemas dinfmicos dentro de la Teo
ria de Control Estoc&stico (Astrom & Bohlin, 1965) fue uno de
los primeres trabajos que marcarcn el empleo del MMV como he;
rramienta en este tipo de labores. En la actuvalidad el empleo
de este método es wmuy variado. Son ejemplos: el cdlculo de -
pardmetros en sistemas adaptivos (Repperger & Junker, 1375},

la estimacifn de parfmetros en las aplicaciones del Filiro de



Kalman (Mac Aulay, 1978; Bohlin, 1977; Arthur s Doming, 1976).
Y también en las ciencias bisicas como la Termodinimica (Fa-

bries & Renon, 1975}.

En este trabajo se utiliza el MMV, con las modificaciones
que selprop0nen en el articulo de Fabries & Renon, para imple-~
mentar un aigoritmo, junto con lé pruebé de la distribucidn de

)(14 + dque analice sistemas. Para ejemplificarlo se estudian
datos experimentales, bajo diferentes circunstancias, de circui
tos RC. Se considera como una nueva aplicacidn del MMV ¥a que,
al emplearlo como un discriminante en el ajuste de datos a mode
los matemiticos, se puede cuantificar en qﬁe‘medida el modelo -
del sistema sigue comportindose acorde a los détos experimenta-
les. La implementacifn de un algoritmo de este tipo intenta -

‘dar solucibn a los problemas que enfrentan la Instrumentacién ¥

el Control de Procesos.

El tema se desarrolla en cuatro capitulos. El primero se
trata sobre la teorfa referente al M&todo del Soporte para prue
vas de hipbtesis. En el segundo capitulo se presenta un proble
ma, al cual se le aplica el MMV para estimar los parimetros del
modelo. En el capitulo tercero se habla sobre las pruebas de
ajustes de curvas.y el MMV. Se tratan dos ejemplos. en 1los que
se prueban los datos ajustados al modelo haciendo uso del algo-
ritmo desarrollado en este trabajo. Se hace notar también,

“la importancia del conocimieﬁté que tenga el experimentador -

en su campo para dar la filtima opinifn. Se termina
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con un capitulo de conclusiones ¥y un apéndlce donde se mues-~
 tra el programa para computadora, el cual se empled para ana

1lzar 1los ejemplos que se usaron a lo largo de este trabajo.



CARIT ULO X

WEL METODO DE MAXIMA VEROSIMILITUD"

1.1 Introduccidn:

Desde 1921 hasta su muerte, Fisher se preocupd por un prgo
.blema que existe en el método cientgfico:‘ia-prueba-dé hipétg
sis. Es decir, el problema de valorar hipdtesis rivales a la
luz de la observacién y de los datoszexperimentales. Al méto
do que propuso Pisher le llamb Verosimilitud {likelihood) ¥y
estd basado en los trabajos de inferencia eétadIStica hechos

por Laplace y Bayves (Edwards, 1976).

Para poder hacer inferencias inductivas sobre las hipSte

'sis son necesarios los conceptos de modelo estadistico e hip6-

tesis estadistica. En su forma mas general, una-hipétesis es

tadfstica es una afirmacién_que se héce sobre una funcidn de
densidad de una Variable aleatoria. La funcidn de densidad

es lo qﬁe se conoce como modelo estadistico o simplemente mo-
delo, &ste no esti en cuestidn y se considera coho dado (Hoel,

1971).

Una hipStesis estadistica son los atributos de valores

particulares de los pafﬁmetros desconocidos del modelo. 0O di

-4 -
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cho de otra forma, son cualidades particulares de entidades

desconocidas sujetas a una investigacisn.

La prueba de hipétesia se busca cuando se esta limitado para
chservar consecuencias estadisticas de tal forma, que lo ﬁni-'
co que se pueda sea pesar hipStesis y ver cual es la mas ade-
cuada para describir en términos probabilisticos las consecuen

cias gue observamos.

1.2 Definicién de verosimilitud:

Cuando no se puede definir un intervalo de valores para
probar hipbtesis, es decir cuando falla ei lema de Neyman-Pear
son {Hoel, 1971). O cuando la hipStesisque se considera es
compuesta en vez de simple (Hoel,lgfl). Es necesario conside

rar pruebas de hipStesis como el M8todo de Verosimilitud.

A continuacifén se darin algunas definiciones y propieda-
des del Soporte, siguiendo fundameﬁtaimente lo expuesto por -
Edwards en su libro (Edwards,1976). 8i se conoce el material
. se puede optar por pasar directamente a la seccifn 1.5 de es-

te trabajo.

Si la probabilidad es una medida racional de creencia de
obtener un determinado resultado antes de realizar un ensayo,

‘tanto a priori como a posteriori. Entonces, la probabilidad

- 5 -
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no es adecuada para expresar la confianza o desconfianza sobre
las inferencias qﬁe se realicen. De esto se ve la necesidad
de definir un conceptc que mida Srdenes de preferencia sobre

poblaciones de datos y gue necesariamente se establezcan de -

un ensayo.

Por lo tanto si P(R|H) es la probabilidad de obtener los

resultados R dada la hipStesis H, se define:

La verosimilitud, gque se denota como L{H|R), de la hipb-

tesis II dado el conjunto de datos R, y el modelo especifico,
es proporcional a la probabilidad P(RIE); donde la constante

de proporcionalidad es arbitraria (Edwards,1976).

1o primero que se observa en esta definicidn es que en -
la probabilidad: R es la variable Yy H es constante; en cambio
con la versomilitud: H es la variable para R constante. Ade-
mis, cuando se comparan dos hipStesis para los mismos datos -

se cancelan las constantes ya que se realiza un cociente de -

LR LA

" Debido a que la verosimilitud se define proporcionalmen-
te a la probabilidad P(R]H), se pueden construlr teoremas se-

mejantes a los de la Teoria de Probabilidad, ?or ejemplo:
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Los cocientes de verogimilitud de dos hip6tesis sobre
conjuntos de datos independientes puede ﬁultiplicaxse para
formar el cociente de verosimilitud sobre los datos combinados,

es decir:

2. L(H,H, (R &R,)= L, H R) L (o, HJR).

La prueba de este teorema es inmediata si se recuerda la
regla de la multiplicacidn de las probabilidadeé y la defini-

cibn de werosimilitud (Edwards,1976).

Por otro lado, en ocasiones es conveniente manejar a las
variables como continuas y hablar entonces de una densidad de
probabilidad. En este caso la definicifn de vercsimilitud si
gue funcionando ya que ¢l elemento diferencial 4R se puede ab
sorber dentro de la constante, © cancelar cuando se haga un -

cociente.

Ademis, si para cada valor de un parfimetro continuo o pa
ra un conjunto de parfmetros continuos se puede obtener una -
gurva que puede ser graficada; se tiene entonces una funciln

de verosimilitud o una grifica de la curva de verosimilitud.

Existe una diferencia, entre la curva de la distribucién
de probabilidad y la curva de verosimilitud, ¢ue es vital en

la inferencia de hipbStesis. Si se integra o suma sobre todes

-7 =



los posibles resultados R de 1a-distribueiqn_estad!stica,'ée

obtiene la unidad debido a uno de los axiomas fundamentales -

~ de la probabilidad. En cambio, no hay un siénificado del &rea

bajo ia curva &e vercsimilitud, no tiene sentido obtener una _

suma sobre las posibles hipbtesia.

1.3 El Scporte:

A veces es recomendable referirse al logaritmo de la ve-
rogimilitud, es por la conveniencia de transformar a las coﬁg
tantes multiplicativas en aditivas y entonces referirse a un
nivel que se puede definir como cero. BEs precisaménte al lo~

garitmo natural de la versomilitud al que se le llama Soporte.

De acuerdo a todo lo que se ha mencio@adc, y teniendo en
rmente la idea de que el Soporte sea una medida relativa de -~
comparacifn de hipbtesis, resultan naturales las siguientes -

propiedades (Zdwards,1576):

(a) Transitividad. i H, estd mejor soportada que Hy, -
‘Hpz mejor que Hiy; entonces Hy est8 mejor soportada -

gue H3 .
(b) aditividad: Si L(Hy,H|Ry&R,)=L(H1,Hy|Ry) - L(Hy, Hy| Rp)
implica que Ln{L(Hi,HzlR1&R2}=Ln{L(H1,ﬂ2,R1%+Ln{L(H1r

H2|R2ﬂ.



(¢} Invariancia bajo transformaciones de datos.. Esta pro

piedad resalta la condicifn de estadistica suficien-
te que.contiénen los datos, adeﬁés de que toda ié in
formaciﬁh que puédan dar debe estar conténida‘en los
cociéﬁtes de verosimilitud de las hipbtesis que se

prueben.

(d) Invariancia bajo transformaciones de los parfmetros.

En ocasiones resulta mis ficil encontrar hipbtesis

mejor soportadas si se realiza una transformacifin de
los parfmetros del modelo, es necesario entonces con
gervar las propiedades del soporte hajo estas condi-

ciones.

(e) Relevancia y consistencia, =& relevante porque cuan

do se obtiene un goclente de cero de verosimilitud

.es "ignorancia" (las dos hipStesis son igualmente va
lidas) y cuando se realice una larga prueba (serie

de medidas), existir§ una hipbtesis con mayor sopor-
te que otra. La consistencia se refiere a la apliég
cifn del soporte en diferentes casos o aplicaciones,
donde se pueden obtener los miszmos valores de verosi

nmilitud,

L6 gue se observa de estas propiedades es en cierta for-

pa las caractéristicas_de'una éspala de medida y asi poder de

-9 -
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cir que el soporte de una hipbtesis fe#pécto a dtré puede ir"

desde ¢ero hasta una cantidad muy grande.

La razén de los soporteé de verosimilitud de dos hipSte=
sis es el cociente de frecuencias con el que las hipStesis han

dado esos datos en una larga prueba.

Por lo tant&, con el soporte sge busca dar una escala, de
tal manera gue de una informacidn compléta de 1a-contribuc16n
de los datos a nuestro juicio.  Es pﬁés, yn factor que debe -
tomar en consideracifn el cientffico al.eﬁjuiciar sus hipbte-

sis,

Ootra manera de introducir el concepto de verosimilitud -
es a través del teorema de Bayes. En este caso se construyd
sin recurrir a &l. Sin embargo, es conveniente mencionarlo y

observar como puede ser interpretado en funcién del soporte.
/

La f6xmula de Bayes dice:

wip)-BanD)_PIAJRBIA)
PP ~ T 0(a PR o

Una interbretaci&n es (Hoe1,1971): si se tienen_fLK even

tos como "causasg" posibies del evento observable B, entonces,
]?(A&LED es la probabilidad de gue el evento A; fue la "cau-

sa” de B dado que B ocurrib.

- 10 =



Ahora desde el punto de vista que se ha venido desarrcllando,

si se tienen dos hip8tesis Hy vy Hy para R datos y aplicando -

) P(1) PRIH)
(1.3.2) | PI(H"R)"—?(HJ ."P(R"‘“\*P(Ha)P(RIHz}

ia férﬁulaz

donde P(H,) es conocida a priori, desde el punto de vista &e

que todas las probabilidades tienen el mismo soporte a prioxi.

La: interpretacifn es: la probabllldad de que H; ocurra dados
R datos es cuando P(R[Hy) sea maxima, es decir, cuando’ la ve-

rosimilitud sea mixima.

1.4 M&ximo Soporte: El Método de M&xima Verosimilitud.

Lags dificultades gue se presentan cuando se desea grafi-~
car la funcifn de Soporte, y no poder cbtener de una maneré -
cuantitativa el valor del parimetro o de los parémetrbé que -
maximizen el soporte, son las principéles“causas que origina

rop el Mé&todo de M&xima Verosimilitud.

Para obtener esta informacidn el MMV da la descripcifn -
de la curva de soporte en la vecindad del méximo y obtiene el
vator del miximo, sobre tode cuando es diffcil dibujar la cur

va.
Para la descripcifn de la curva alrededor del maximo, se

- .ll' -



. def;nen los siguientes concébtos:

(a) Al valor mejor soportado de un parSmetro (es-decir el
valor para el cual, de todos los datos, el soporte es

mﬁximo} se le llama el valor evaluado. En el caso de

doa o mfs pardmetros, los valores evaluados son aque
1los para los cuales el soporte es un miximo scobre -

todos los parfmetros juntos (Edwards,1976).

Una vez que se tiene el valor alrededor del cual se
va a describir la curva, se tienen los siguientes in

dices:

(b} Los limites del Soporte son los valores de los parf-

metros para los cuales vari® el Soporte en dos unida
- des alrededor del mdximo. La necesidad de dos unida-
des se verd cuando se defina la "formaciSn cbservada”.
{c) El valor avaluado y los limites del Soporte seé pueden
obtener difectamente dé la Curva de Soporte cuando =
ests grafiéada. Cuando resulte diffcil obtener una
grifica, se puede recurrir a un dgsarrollo en serie

de Taylor alrededor del valor evaluado:

St@=5t§)+{e—@)§£{

2
:.é_g.g?_l+ C(1.4.1)

6w
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Como las derivadas estin evaluadas en 955 . ge tiene qgue:

dg I =0 a la cual se le llama indicadora (score)
a:=6

Sustituyendo este valor en la serie resulta:
2
o _ ”~ 1 _A <
S©-3@)+%(e-8f4%|
o=a
ra
do;:de —— g—é_ R

[-13-7
da la curvatura esférica de la curva de soporte en el valor -

{1.4.2)

se le define como la informacibn obsgervada,

nixino.

Al inverso de la informacibn se le define como la forma-

¢idn cbservada UJa, t&rnino gue da el radioc de curvatura v a

la raiz cuadrada de la foﬁmaci&n se. le llama el ancho (span).
Dos veces este valor da los valores de los limites del sopor-

te.

£l span es pues un anflogo de la desviacifn standard, Pg
ro hay que distinguir gue a un valor evaluado 3 se le puede -
asoclar una desviaci6n sténdard Ef%%:j:l'en lé me&ida que
3 ?—_’ p*, donde p* es el valor verdadero, Y adém&s se le -

. puede asociar un ancho.

- 13 =«



En términos.géoméﬁficqs, la aproximacisn én éétie,de Tay-
ior corrésponde a‘un reémplaéo de lg'curva &e s@po:té pdr una
pardbola en el méximo. La aproxiﬁaciﬁn ser&imgjﬁr en la medi
.da_én que 15 curva de soporte sea simétrica alrédedo?'dei_va—
lor evaluado.y asf ohteper'todas las derivadas imparéS'igﬁa-
les a cero. La bﬁsngda de curvas simétricas es una de las
causas por las cuales se hacen transformaciones de variables

(Box et al,l1978).

Por lo tanto, si la curva de sdporte toma la forma para-

b8lica:

SEe-3@-&&  aaes

entonces la funcifn de verosimilitud tiene la forma:

@-S(e):R@‘(%@z o (1.4.4)

' A
una curva normal con media & y desviacifn standardw . Una’
interpretacifin es que la funciﬁn'de-wmxmimilitud tiende a ser
mas normal en la medida gque se incrementa el tamafio-de la

muestra.

1.5 1a Teoria de Control y el M&todo de Mixima Verosimilitud:

"Hacer estimaciones adecuadas de los estados de sistemas,

- 14 -



utilizandO<minimosfcuadradbs, es'un'probiéma qﬁé se tratérdeg
de los afios cﬁarenta por Kblmogoxbv_tzédeh‘ & Desoer,1963) ¥y
“Wiener (Hiener,1949]. 'La'salucibp,:que dio en ése entonces
Kolmogoiov,'fﬁe un procedimiehto'recursiﬁo ortdnormal para -~ .

tiempos discretos.

Wigner, pPor su lado, obtuvo\uﬁa'ecuacidn integral denomi
nada Wiener-Hopf (Wiener & Hopf,1§31) para sistemas continuocs
en el tiempo y desde un punto de vista probabilistico. Siguie
ron a este trabajo, los escritos de Bode y Zadeh (Bode & -8ha-
nnon, 1950; ﬁadeh & Ragazzini, 1930}, quienes desde el punto de
vista de Wiener hacen upa extensidn. La ifea que tuvieron era
considerar al sistema como una caja negra con una funcidn de
transferencia obtenida de una funcifn impulso. Y cuya relacién
entre entrada y salida estaba dada.po: el operador de convoly
cifn:

x(£) = h(t)» Wit (1.5.1)

donde x(t) es la salida, Lit) la funcifn de tansferencia y -

w({t) la entrada.

Una aportacifn interegante fue la de Kalman (Kalman,1962; Kal-
man & Bucy,1961} para sistemas dinfmicos lineales. Considerd
" al sistema descrito, con el m&todo de transicibn de estado, de

acuerdo a la ecuacibn:

- 15 =



x(t) = A(t) x (£} + w(t) (1.5.2)

Yy cuyas observaciones estin dadas a la salida por el vector

‘de observacifn Z(t)i
Z(t)=x(t) + v(t) (1.5.3)

donde w (t) vy v{t) son ruido blanco. En este tipo de filtro
se obtienen una serie de f&rmulas recursivas para realizar es

timaciones.

En todas estas representaciones se ha utilizado el MMV
(0tt,1970; Rauch et al.,1965; Smith,1978; Norton, 1979; Har-
vey, 197%9) para minipizaxr el error de estimacifén o de predic

cibn.

Por otro lado, se encuentra tambisn el problema de esta-
blecer el conjunto de parimetros, gue pueden variar en el tiem
po, del modelo A{t). La obtencibn de estos valbres se puede
realizar usando el M&todo de Maxima Verosimilitud. Haci&ndo-
lo de esta manera, cuando se trabajara con filtros como el de
- Wiener o el de Kalman, se optimizaria al sistema en dos luga-
res: en la minimizaﬁién del error de estimacidn y en la obten
cifn Sptima de los parfimetros del modelo. Los parSmetros asi’

cbtenidos afectarfan alerror de estimacidn y asi se obtendrfan

- 18 -



filtros mis eficientes.

En éste trabaﬁo se presenta un algoritmo para obtener les
parfmetros de un modelo. Este modelo se trabaja en la parte
dinﬁmica lineal vy en la no lineal. Y de acuerdo al MMV vy prug
bas como 3(94, se implementa una escala indicadora de la-ca-

lidad del ajuste del modelc 3 los datos experimentales.

En la siguiente seccifn se eshoza la manera general de en

contrar los parimetros de un modelo aplicando el MMV.

1.6 Un caso géneral y el Método de Méxima Verosimilitud:

Si se supone un sistema lineal y estacionario, el cual

puede ser descrito en t&rminos de una ecuacibn diferencial:

H&E(: +(In-%‘li-p+ 'HI%TU b da:gw"‘b -1d.£-w-+"'+b1_§!"ba(1 6.1

Esta ecuacifn puede ser transformada, via la formulacidn

de variables de estade, (Rosko,1972), en:
() =AxE)+ Balt)
Y@= C x@®)+ D (8) (1.6.2)

'donde,ﬂ&;es la matriz del sistema, ]5 la matriz de entrada,'
Qf ia matriz de salida. Y:E) es una matriz que relacicna la

entrada con la salida.

- 17 -
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Una vez Que se tiene la forma canonica (1.6.2) se constru
ye la funcibn de Soporte (4 |2 b . Ejemplos de diferentes’
formulaciones para llegar a la forma del Soporte se pueden ob

servar en los artfculos de Bohlin, Fabries o de Mac Aulay.

A continuaciéﬁ se optimiza S de tal manera qgue se haga
una estimacién de los parSmetros @i y b; para que la salida

¥{t) ocurra (recordar la ecuacibn 1.3.2).

5i la forma de la fuﬁcién de Soporite es cuadritica, es de
¢cir desde el punto"de vista del anflisis: que sea una trans-
fcrmaci&ﬁ uno a uno de tal manera gque su jacoblano sea unc
{(Bohlin,1965; Perez & Viniegra,1979), se puede construir un

vector indicador:

®l=0

OQn| — (1.6.3)

A
Q;=CQi

a3
| 9bm]

vy entonces optimizar respecto a é;dé une de los parimetros. Y
debido a las propied#des de consistencia (propiedad e de la
seccidn 1.3) (Bohlin, 1965) la precisibén de los parémetros eva-
luados estd dada aproximadamente por el inveréo de la matriz

de informacidn:
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Laaua%

y

3
?

Jai=0¢

Despejar los parSmetros de cada una de las componentes
del wector indicader resulta en ocasiones imposible. Lo gque
se recomnienda es recurrir a métodos numéricos para obtener la

solucibn.

Toca mostrar en el siguiente capftulo un ejemplo de apli

cacidn del MMV.



CAPITPTULO II

"EJEMPLO DE APLICACION DEL MMV PARA OBTENER LOS

PARAMETROS DEL MODELO DE UN SISTEMA"

En este capitulo se muestra una aplicacifén del MMV en el
cilculo de los parimetros del modelo lineal para la descarga
de un condensador a través de una resistencia. Se construye
la funcidn de Soporte y se aplica un método numérico para en-

contrar los parfmetros evaluados.

2.1 Problema : un circuito RC.

Ejemplo: 2.1:

Se tiene un capaciﬁor de 120 }Lf al cual se le conecta
una resistencia desconocida, se le aplica un voltaje también
desconocido y se obtiene la siguiente tabla de datos cuando se

descarga dicho condensador:

TABLA 2.1

Veoltaje Tiempo

(V) (S + 0.05)
6.32  + 0.02 0.40
4.85 + 0.01 0.890
3.751 + 0.009 1.20
2.916 + 0.007 1.60
2,277 + 0.005 2.00

- 20 -
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TI&BI;A 2 l

1.785 + 0.004° T2.40 -
1.404 "+ 0.003 - . 2.80
1.109 -+ 0.002 : - 3.10
0.878. + 0.002 : 3.50
0.693 + 0.001 ©3.90
0.557 + 0.001 _ - 4.30
0.446 + 0,001 4.70
0.338 + 0.001 ' 5.10
0.289 +

0.001 5.50

Los datos se ontuvieron utlllzando un multimetro HP3490 A _
v una computadora de escrltorzo HP 9830 acoplados cen el sis-
tema HP-IB. Se progranﬁ ‘a la conputadora -para que tomara ca-
torce lecturas del voltimetro cada 5.5. segundaL Se repitid
el fenSmeno varias veces, y asi poder reportar valores prome-
dio y desv1aciones standard para los valares del voltaje de -

descarga. La grafica de los datos se muestra en la figura 2.1

2.2 construccitn de la'funcién de Soporte:

El modelo matem&tico que se propone para desoeribiy estq%
Re¢

comportamlento es el de descarga de un coudensador-\r“\f G;
donde_Vb‘es el‘voltaje_1n1c1al, R la7r951stenc;a.desconocida,

C el capacitor y t el tiempo de descarga.

En el capftulo anterior se menciond que el MMV es general

mente aplicado a modelos de distribuciones estadisticas. _Sin
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embargo, un anilisis semejante se puede realizar con modelos
-de leyes de lanaturaleza influenciadas por errores accidentg'

les (Fabries & Renon,1973).

Lo primerc es construir una diferencia entre la parte ex
perimental y la parte tefrica, de acuerdo a la informacidn que
se tenga y a los modelos que se tengan para los parfmetros que

se van a determinar:

_ .¢l'-i‘ .'\'eo (2.2.1)

7 73 70
para el problema a resclver, este vector residuo tiene solod

una componente:
ep _ _tao exp -ﬁ?
r.gr __‘V =\ _\Z@ < (2.2.2}

Pueden existir experimentos en los que existan mis compo
nentes para el vector residuo. En este caso un residuc para

el tiempo serfa redundante.

Las variables experimentales son el wvoltaje V y el tiempo
t con sus incertidunmbes asociadas“3 Yy dg , ¥ los parfnetros
a determinar son Vo y R. Como consecuencia al residuo se le

puede asociar un error propagado.

Es por esto que se le asocia upa distribucibn estadisti

ca gaussiana a los residuos (redordar ecuacién 1,4.4) de la
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forma:

f— ‘ﬂ'( Q)‘P( E'b\?,dﬁ) (2.2.3) -

donde ﬁi ‘es una matriz de varianza de las componentes del vec-
tor residuo f{ en el i-&sino experiﬁento. Los elementos de
la diagonal son las varianzas de cada elemento del vector re-

siduo:

'S (F) ; anz(xk) (2.2.4)

para k variables experimentales y j elementos del vector E .
Y los otros elementos de la matriz son las covarianzas entre

componentes, por ejemplo para j=1,2:

Sk 572;':; (2%)28.) (?(xh_) (2.2.5)

con k variables experimental y 2 elementos del vector Y;

~
.

La funcidn de soporte es:

. |
S =E th) con n experimentos.
i

{=1

Entonces la funcién de Soporte para el problema gue se

—.24_



trata es:

(2.2.6)

En este caso particular donde el vector residuo tiene so
lo una componente, es decir, los errores de las variables son
estad;sticamente independientes, la expresibn para el soporte
adquiere la forma usual de minimos cuadrados pesados, cuyocs -

C - >
coeficientes de peso son las varianzas de (!&) (para la

j-&sima componente del vector y el sistema en el estado i).

2.3 Obtencidn de los valores evaluados.

. Los parfmetros se obtienen, como ya se dijo, de los dos

derivadas del Soporte respecto a Vo ¥ R e igualadas a cero:

g.é aS O (2.3.1)

Derivar la funcifn de soporte (2.2.6) y despejar los va-
lores para Vo y R resulta ser muy complicado, es por esto due

se recurridé a un método numérico para resolver el problema.

El método gque se émple& es conocido como M&todo de Optimi
zacibn por‘Bﬁsqueda Paramétrica (Bekey & Karplus,1968). En el
cual no se requiere el gradiente de la'funciéﬁ, sinoc gue se tra
baja direcfamente con la funcibn a minimizar, en este caso 1la

funcibn de soporte § (ec. 2.2.6)

- 25 -



La idea es buscar el minimo de la funcibn, ajustando los
pardmetros por turnog, dentro de un_intervalo adecuadb. si
se consideran dos parfmetros por ejemplo (ver fiéuré 2.2), se
puede empezar a variar el parSmetro Vo en el punto 0,con R fi
ja se dan incrementos AV tanto positivos como negativos. Se
evalﬁa.la funcidn de soporte en cada paso del intervalo AB. |
El valor deseado es el valor minimo de todos los valores en-
contrados (punto 1 de la figura 2.2). Ahora con V fijo se re
pite el procesc para valores dela resistencia R hasta que se
encuentra otro valor minimo de 5 (punto 2 de la figura 2.2).
El proceso se repite para V y R hasta obtener el minimo mini-

morum dentro de una precisibn escogida de antemano.

El programa para el algoritmo.déscrito aparece en lengua
je BASIC en el apéndice Al de este tfabajo. En la tabla 2.2
se presentan los resultados obtenidos por la caomputadora. Apa
recen cinco grupos de datos. Cada grupo corresponde a una co-
rrida del algoritwmo descrito. En el primer renglfn de cada
grupo se indican los valores inicialés para el voltaje y la
resistencia, y también el valor del tamafio de los incrementos.
En los otros tres rehglones aparecen los valores de R y Vo pa

ra el valor de la funcibn de Soporte minima ("min).

El'algoritmo se trabajl hasta la tercera cifra después del

- 26 -
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Lk
F
P
. ‘ Vo
FIg. 2.2  Bfisqueda del minimo por variacibn de
un parfmetro.
TABLA 2.2
= 14880  ¥= 18 DELTAR= 1898  DELTAY= 16
2= 12886 Y= 18 FHIN= 194,5193791
= 13086 v= 18 FHIN= 134.5183791
= 13868 ¥= 18 FHIN= 194.5183791
= 13@@y Y= 18 DELTAR= 183 DELTAY= 1
= 12680 Y= 1B FHIN= 132,237628%
= 12686 Y= 1A FMIN= 139 2375285
= 12668 V= 18 FHIM= 138.2376285
= 12688 Y= 16 DELTAR= 10  DELTAY= &.1
= 1P628 Y= 18 FHIH= 123,8623544
= 12670 W= 9.6 F{IH= 112.0322298
= 12678 ¥= 9.6 FHIH= 119.5047439
= 1BEPA Y= 9.5 DELTAR= 1 IELTAY= @.8}
= 12675 V= 9.6 FWIM= 109,8763722
= {2675 W= 9,55  FHIH= 188, 9547422
2= 17638 Y= 9.55  FHIM= 198,2353063
= 12680 Y= 9.55  DELTAR= 9,1 DELTAY=
= 12686,5  ¥= 9,55  FMIN= 185,1651586
= 12638.5 Y= 2,545 FMIM= 108.8974379
= 12681 Y= 9.545 FMIN= 183.9258784

27 -
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punto decimal en el voltaje para estar acorde con 1a precisisn
de los datos (ver ta.bla 2. 1}. Los parimetros evalnadoa ‘gque se
reportan son cuando se obtuvo el minimo minkmorum (ver_,tab]_.a -
'2.3) R "

TABLA 2.3

= 13788 VY= § DELTAR= 18 LELTRY= 8.1

= 13750 Y= g FIi= 19.54299529

= 13756 Y= 3 FHIN= 19,54299639

= 13758 Y= 8 FHIMN= 1%, 26833295

== 13788 V=8 BELTARR= 1 DELTRY= B.81.
= L3779 V= 2 FRIN= 19.2679914 :

= 13779 Y= &,82 FHiH= 19, 2176929

= 13774 YW= &,62 FHMIM= 19, 17669790

F= 13774 V= 3. U” VELTHR= B, 1 DELTHM= 1.98900% 23
= J3TFRE M=o8, a2 Feilbe 19, 17395785 .

Fe 1377500 - W= d.BHi Fitl= 19, 17324851

= 13773 Y= G.021 FrilH= 1917882244

Los valores obténidos son: <R) = 13773 +41 0y
{Vo)» =8.021 + 0.048 V, cuyas incertidumbres son los elemen-
tos (1,1) ¥y (2,2) del inversoc de la matriz de informacidn -
(1.6.4). Los. valores son semejantes a los que se obtienen me .
diante minimos.cuadradosé 13728 + 135 'y 8.05 % o.bzv. Lo -~

anterior se puede coryroborar observando la coincidencia de las

- 28 -
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curvas obtenidas por MkC.)’M.M.V en la figura 2.3. O tambidn.
de los errores porcentuales que dan los dos nétodos (Tabla A2-1

en el apéndice A2).

Para considerar "vAlidos" a los parfmetros se acoétumbra
reportar el valor de la distribucidn )(ﬁa ; gue en este caso
darfa una certidumbre del m&s del 99% para 13 grados de liber--
tad (Tabla II, Hoel). En el siguiente capftulo se muestra como
. 8e llega de una manera natuial a la distribucibn de )f%-1 -
cuandc se prueba la hipdtesis nula sobre las varianzas ¥y ho sO

bre valores promedioc. De ahi que sea incorrecto usar la prue-

2. .
ba de ]C?;l para dar validez a valores medios.

|k

5 GO _
DE ORIGEN




CAPITULO IIT .

"ALGORITMO PARA PROBAR MODELOS DE
SISTEMAS ¥ SU UTILIZACION

con lo Qué se ha'desar;ollado del MMV y con la prueba
ae ){i1para ajustes de curvas, en este capftulo se imple-m
menta un algoritmo qﬁe ayuda al expeiimentador a descartar ¢
a2 seguir aceptando el modelo empleado para describir al sis-
tema ¢gue se esté estudiando. A continuacifn se aplica el al
goritmo al modelo de un gistema dindmico, el cual varfa sus

caracteristicas.

La ageptacidén del modelo no se puede realizar exclusiva
mente usando métodos matem&ticos, sino también se debe consi

derar el conocimiento cientifico que se tenga del sistema.

: K4
- 3.1 La prueba ?(#-1 Yy el MMV.

El usc de pruebas de significancia basadas en distribu-
ciones como la NOrmal,}Lz,tyrla F son usadas ampliamente en
el anilisis de axperimeptos. 8i se analizan estas distribu

ciones desde el punto de vista de la verosimilitud se pueden
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encontrar resultados que den un punto de vista més adecuado
de lo que significa utilizar distribuciones.

El MMV supone que hip6tesis alternativas estdn implfci-
tas en las.pruebag. Entonces si se hace un andlisis de las
variahzas de n datos experimentales, se supone una hipttesis

2
nula para las varianzas d’z en la prueba de x‘?--] .

Para aplicar el m&étodo a las wvarianzas, se supone (Ed-
wards, 1976) que'Xi(i=l,2,3,...,n) son n observaciones inde~
pendientes distribuidas normalmente con medias AL ¥y varian

zas 622 , la forma de la distribucidn es:
_ aﬁ:%h n »
dFﬂ G;FEE . ‘;' Q’XP H-é-i-z-[ (*i”ﬂi)/ﬁi]dm '..ch{n (3.1.1)

Sin olvidar que en esta ocasién iaqjti forman parte del
 modelo y la hip&tesis nula se aplica sobre las ‘3 . En--
tonces el soporte para ver si las variangas son razonables -

es:

'

S="%Ln(nga:..ﬂ'f)"%’Z(xiw,u.-)z/ﬁ" (3.1.2)
=1

'_3.2_



A continuacifn se pregunta Zen gué medida pueden variar
las 628 para incrementar el soporte? La funcifén de Soporte
para las varianzas Qﬁe-se-han incrementado una determinada -

constante, supdngase"k 2, es:

h ) |
3=-£Lnleg’.. €)-2Lnk™ :?%*;Lxr? ‘

(3.1.3)

Entonces para contestar la pregunta, el incremento del

soporte se encuentra restando (3.1.2}) de (3.1.3).

AS#ﬂ%LhRa”%(:krl)g;(Xfﬂ*)z/ﬂz. | (3.1.4a)

L (84| R)

S5e puede demostrar gue, debido a gue -2 In
P e st g gue AT

. Z .
tiene una distripucifn igual a 19_1 (tegrema 25, Hoel)
cyando el plmero de muestras es grande y cuando a la funcidn

de verogimilitud se le considera normal (ec 3.1.1}, la forma

- 33 -



Z(Y-c. A)/f'z es igual a Xi_«l’ por lo tanto:

i=t _ " 7 ,
AS""’"LH Ra (‘L’-" )Xn-t {3.1.4b)
El miximo cambio en el soporte es cuando [{ ;2;1'_ P ’

sustituyendo en (3.1.4b} resulta:

AS= %(Ln I’)"Ln%iq)'—%tn"xid) (3.1.5)

También, se observa que éuando;(nqﬂr7no hay manera de in
crementar el soporte. Por otro lado, el incremento del sopor
te es igual a los limites del soporte, medido en m unidades,

por lo tanto:
. - " |
Xz;w ~nln X,,-,"ﬁ-H’? I.n N=Zm (3.1.5)

" Por ejemplo: si m=2 y n=1 se obtienen los valores para:[z
con un grado de libertad: 0.006734 y 6.9368; a 1os cuales les
" gorresponde un valor de Q=1-P de la curva de ;( de 0. 95 y

0.01 respectivamente (Edwards, 1976)

Entonces, si se conoce el valor de j& i—l para una se-
rie de n + 1 experimentos se puede calcular el incremento del
‘soporte m de (3 1.6). Si m-l-z (ver seccitn 1.4) puede dudar

se serlamente de la hipbtesis nula sobre las 6a y de acuer-

- 34 =~




: _ : 2
do al valor Q=1-P que le corresponda al valor de Jﬁ¢L1

se puede aprobar el modelo sugerido para nuestros datos.
3.2 Algoritmo para'analizar modelos de sistemas.

De acuerdo a lo mencionado en la seccidn anterior, el
incremento en el soporte m v el valor Q que corresponden a
un valor de x:f dado son dos fndices indicadores de gue
tanto se ajusta el modelo a los datos experimentéles obteni-

dos del andlisis de un sistema.

El algoritmo para el cdlculo de estos Indices consiste
de dos partes fundamentalmente; la primera, descrita en el
capftulo 2, donde se calculan los pardmetros mas adecuados
del modelo de acuerdc al MMV. La segunda parte calcula el

) +2 . 2
valor de )(m;1 y los Indices m ¥y Q. El valor de )ﬁn_1

con n=1 grados de libertad se calcula de acuerdo a:

n-1 (3.2.1)

n AL
! '-€a!
Xx "_"21 0,&

c=
donde Oi es el valor'observado,Gzi 2l valor esperado y n el

- 35 =



nﬁmefo de experimentos. Hay que recordar que para n._ 5, la
ecuacisn (3,2.1) plerde genexalldad ya que es una aproxima—-

cidén a la dlstrihucldn ')Cn-f .

El valor del incremento del soporte m se obtiene de - -
ﬁwu@aluf&mméHJﬁ)yHJJLyelmmIMMeQ
se obtiene de 1a siguiente-expresién:(Abramowitz.& Stegun,

1972) ¢
QU =1-Fit) o t=X2B o

‘donde F(t) se_caldula de acuverdo a la expansién asint6tica -

de Edgeworth:

@A) (5)

Flo-Pe-AEZp A Lo+ $ 2]

(3.2.3)

17 1| 461 o 12016 12986 |, .
o D=1 Zte it - st » BBt .0

-3

donde € (t) es un error £ 10 ° y las funciones Eﬂ.(tf son :
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: RV | (4) o
Z(U*fz%@rt j"Z(t  (3.2.5)

Apllcando lo anterlormente expuesto al problema gue se
presentd en el Capitulo 2 de este trabajo, se obtuvieron los

siguientes rasultadps:

EL VAL ik
LS I "H‘]
LA & nE g

Los resultados ipdican que el modelo propuesto es ade-
cuado (m=32>2 y 0> 1) a log datos presentados. E1 Programa

para obtener astos resultados aparece en el apdndice AL
A continuvacidn se modifica dos veces el s:stema, ¥ en

cada caso se analiza el modelo con el Aalgoritmo. Se sigue

utilizando un c1rcu1to RC, pero ahora conectande un ampli‘

- 37 -




cador operacicnal a la salida y asf cambiar ias caracteristi

cas del circuito.

EJEMPLO 3.1

1os datos que se obtuvieron para la primera modifica--

cidn del circuito RC fueron -

TABLA 3.1

Voltaje Tiempo -
(V) (8Y+0.05
6.83+0.08 0.50
6.39+0.07 0.75
5.30+0,07 1.00
4,14+0.06 1.25
3.30+0.03 1.50
2.68+0.03 1.75
2.15+0.01 2.00
1,66+0,01 2,50
1.420+40.008 2.75
0.932+0.007 3.00
0.700+0.006 3.25
0.423+0.005 3.50
0.250+0.003 3.75
0.056+0,004 4.00
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Se utilizé el mismo dispositivo experimental. Los valo
res difieren de los de la Tabla 2.1 débido a los cambios que .
ocasion6 el amplificador operacional. En la figura 3.1 apare

cen los datos graficados.

$i se desearan hacer predicciones con valores de { R =

13773 ohms y <Vg) =8.021V(ver Tabla 2.3) para el modelo V=
Ve @ he con C=1.2X10"{;Lf se tendrfan errores porcentua--

les, entre el voltaje de la férmula y el voltaje esperado, -
muy grandes. Esto se puede observar en la figura 3.1 con la
curva de prediccién y en la Tabla A2-2 gue aparece en el - -
apéndice A2. Por lo tanto, es necesario realizar un huevo -
ajuste ya que con los parémetros evaluados del ejempleo 2.1 -~

no es posible predecir.

Para la evalnacién de los nuevos par&metros R y Vo, pa-
ra el méaelo v=vo @ 7, que describan los datos experimenta
les de la Tabla 3.1 se utilizé la misma funcién de Soporte -
{ecuacifn 2.2.6) y el algoritmo descrito al inicio de esta

seccidn, cuyo programa aparece escrito en lenguaje BASIC en

el ap&ndice Al de este trabajo.

Los datos que se obtuvieron se muestran en la Tabla 3.2.
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También se muestran los pardmetros evaluados que minimizan -

la funcidn de Soporte, junto con los Indices m y Q-

TABLA 3.2

—

= 1Da5H W= 15 DELTAR= 1885 DELTRY=
= 20BA W= 15 FHIt= 549, 24375964
= QEBA W= 14 FMIN= 35@&4, 1459937
= S84 W= 14 FHIH= %4, 1183937

= 96 W= 14 DELTAR= 1HE DELTRAY= @.1%
= G3BE W= 14 FMIH= 42f. 2585268

t= genE V= 14,3 Fidlt=: 484, 3790642

= 87ea W= o4, 3 FitTh= 474, 5%20287

= G76e We o 14,3 NELTRR= 1@ UFLIH”" (L]
= S65Y W= 14,3 Fiihk= <74, 3 g1
FE= Go4d Ve 14,35 FHLIH= 473, 4874057

= BEEG Y= 14,35 FHIM= 473, 2927

= PEEE = 14,35 DELTRR= 1 DELTRY= 1.0868ak- 493
= BEE3 W' 14,35 FMIM= 473, 2002845
= BAE3 W= 14,300 FMiH= 4731832419
R= 8582 W= 14,355 FMIHs 473, 1834752
{Ry= DEEY t BB IBEZ693D
Chrm 14,355 e BUI2TIOZRID

i-"@ CHY CURDREADA fOH 12 GRADODE DE LIBRERTAD
i‘j LEL S0FORTE 11 UHLDRDLE S
LARISIEREE Wk LIBERTAL ES &, 210828733
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los indices m=10>2 y Q=2 » 1 para los valores obteni-
dos: (R>.=-8662 * 30:}, y <{Voy=14.355 % 0.127 v, indican -
que el modelb.se,éjustﬁ a los datos experimentales, auﬁque no
tan bien como ccurre con el eje;ﬁlo 2.1.. Los efrores porcentua
les se pueden observar en la Tabla A2-3 gque aparece en =1 Apén

dice 22. y la curva del ajuste se puede ver en la figﬁra 3.1.

EJEMPLO 3.2

Para este ejemplo se tomaron los mismos datos de la Tabla
3.1, pero ahora se supone gue se conoce el voltaje al tiempo

t=0. Los datos se muestran en la Tabla 3.3.

TABLA 3.3

- Voltaje Tiempo

v) (S)+0.05
6.83+0.08 0.00
6.39+0.07 0.50
5.30+0.07 0.75
4.14+0.06 1.00
3.3040.03 | 1.25
2.681@.03 1.50
2.1540.01 1.75
1.6640.01 2.00
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T ABLA 3.3 (continuacibn)

1.420+0.008

0.932+0.007

0.700+0.006
0.42340.005
0.250+0.003
0.056+0.004

2.50
2.75
3.00

-3.25

3.50
3.75

Los datos aparyecen graficados en la figura 3.2. Se ob

serva que si se suponen como vilidos los parimetros evalua--—

dos del ejemplo 3.1, la curva de prediccifn se aleja de los

puntos experimentales., Los errores porcentuales para esta -

curva se pueden cbservar en la Tabla A2-4 del apé€ndice 2.

Aplicando el algoritmo para este ejemplo, debido a la

necesidad de nuevos parametros para el modelo V=Vo CZ '

se obtuvieron los datos de la Tabla 3.4.
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. R=10B8a Y= 15 * JELTAR: 1886 BELTHV 1

.R=-80804 Y= 15 FHMIN= S521.,74€37236 - '
‘R= 8082 . V= 13 FMIN= 468, 5445829

" R= 8885 = 13 FMIN= 456.544682%

= 8080 VY= 12 ODELTAR= 180 DELTAY= 0.1
= 8160 Y= 13 FNIN= 4603302162

= §1686- Y= 12,9 FHIN= 439.971136%
. R=-818@. V= 12,9 FHIN= 439,9711308
CR=818@ W= 12,9  DELTRR= 1@  DELTAV= 0.0
= BBEY = 12,9 FNIH= 459.7672955 -
= @829 M= 12,95 FHIN= 459.5816413
R= AER ~ Y= 12,95  FMIN= 459.5962589
R= BBEE V= 12,95  DELTAR= { DELTAY= 1. BUBEPE -63

= RELE Y= 12,85 FHlH= 45%, SaF7450
= GlaS CHs 12,955 FHIH: a4%9,572088%
R= g@as - = 12,983  FHMIH= 453,58:18%5%

-

o =3
i i

(Ry= TBEZ 4~ 3165189453
CKWE 12,955 4o 1143 5?4