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ifC‘:iépl’t ulo 1
INTRODUCCION

El principal objetivo de este trabajo es el desarrollo de formalismos
aplicables al estudio de redes biolégicas que permitan un mejor en-
tendimiento de su comportamiento dindmico. Como ejemplos de estas
redes podemos mencionar entre otras: redes neuronales, poblacionales,
ecolégicas, metabdlicas e inmunoldgicas.

Los sistemas biolégicos presentan una gran variedad de escenarios
dindmicos. Variaciones de los parimetros del sistema pueden conducir
a comportamientos que van desde estados estacionarios, evoluciones
ciclicas, hasta dindmicas cadticas. El poder descifrar los origenes de
los comportamientos dinamicos de estos sistemas es uno de los retos
cientificos de nuestro tiempo. Como ejemplo de estos escenarios pode-
mos mencionar, [1], [2], (3], los fenémenos de sincronizacién parcial ob-
servados en las respuestas oscilatorias de la corteza visual de los gatos,
la coherencia oscilatoria de la actividad neuronal que da lugar a picos
pronunciados en la transmisién nerviosa durante ataques epilépticos,
la variacién temporal en el acoplamiento efectivo de neuronas y su
efecto en los cambios del grado de sincronizacién de oscilaciones. En
el dmbito de la ecologia se nos presenta la evolucién de un ecosisterna
el cual, visto como un sistema dindmico disipativo extendido en el cs-
pacio, plantea el estudio de la dindmica de poblaciones de diversas
especies. Problemas interesantes son la relacién entre la complejidad
del sistema y su estabilidad. Recientemente se ha planteado que los
comportamientos asintéticos corresponden a procesos dinimicos cam-

1



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

biantes en lugar de comportamientos estacionarios de punto fijo [4], [5].
El proceso de evolucién molecular se ha visualizado como un proceso
dindmico [6], el cual puede describirse mediante ecuaciones cinéticas
de rephcaclon de nucledtidos. La dindmica resultante de este tipo de
ecuaciones es consistente con los resultados de estudios experimentales
de replicacidn in vitro de algunos virus. Otro ejemplo lo constituye
la coevolucién de especies en la que diferentes subsistemas tienen sus
propios criterios de evolucidn, los cuales usualmente son conflictivos ya
que la evolucidn o adaptacién de un organismo modifica los criterios
de los demis {7]. Podemos también considerar el proceso de diferen-
ciacién celular, en este problema las interacciones celulares juegan un
papel muy importante, independientemente del control debido a la ac-
tivacién o desactivacion de algunos genes. El sistema inmune también
presenta una riqueza dinidmica considerable, durante la respuesta in-
mune los anticuerpos interaccionan a través de una complicada red y
se ha observado que algunos de ellos exhiben oscilaciones que pueden
ser caséticas en el tiempo [8).

Los sistemas descritos anteriormente presentan la caracteristica co-
maun de ser sistemas extendidos, es decir constan de un elevado nimero
de componentes interactuantes definidos en un espacio determ:nado, al
estudiar su evolucién espacio-temporal nos enfrentamos a un proble-
ma de muchos grados de libertad fuertemente acoplados que en gene-
ral presentan una dindmica no-lineal. Tradicionalmente los sistemas
que presentan estas caracteristicas han sido estudiados en términos de
ecuaciones diferenciales parciales no lineales. Recientemente, en parte
debido a la disponibilidad de computadoras cada vez mds poderosas,
se utilizan modelos discretos como autdmatas celulares, o parcialmente
discretos como es el caso de las redes de mapeos acoplados. El estudio
de este tipo de modelos es intrinsecamente interesante debido a la gran
variedad de comportamientos que pueden exhibir y que van desde lo
muy simple hasta lo muy complicado. Introducidos en la literatura hace
escasamente diez afios como una posible herramienta en el estudio de.
la dindmica de sistemas extendidos [9], [10], [11], las redes de mapeos
acoplados son actualmente utilizadas como modelos para muchos pro-
blemas en muy diversas 4reas como son fisica, quimica, biologia, etc
(12}, [13), [14].



- Para cumplir con el objetivo planteado en este trabajo nos vamos
a centrar en un problema particular. El problema que estudiaremos es
el de la evolucién de secuencias genéticas, en particular la del Virus de
Inmunodeficiencia Humana (VIH), causante del Sindrome de Inmuno-
deficiencia Adgquiride (SIDA). Sin embargo en los capitulos finales se
presentardn resultados que son de relevancia en el contexto general del
tipo de los problemas anteriormente descritos.

El estudio del VIH comenzé alrededor de 1983, afio en que se tu-
vieron las primeras indicaciones de que es este virus el causante del
SIDA [15]. Hoy en dia la estructura molecular del virus es bien cono-
cida sin embargo, los mecanismos por medio de los cuales la infeccién
por VIH evoluciona hacia la etapa del sindrome son ain materia de
‘estudio. El entendimiento de dichos mecanismos ofrece la posibili-
dad de disminuir los efectos y eventualmente encontrar un tratamiento
terapéutico contra esta enfermedad.

Para el estudio de la evolucién de la secuencia génetica del VIH se
han propuesto varios formalismos entre los cuales podemos mencionar
los trabajos de Schuster [6] y Eigen [16] que hacen un tratamiento
en términos de ecuaciones diferenciales parciales no lineales acopladas,
Kauffman [7] quien aborda el problema desde el punto de vista de redes
booleanas, etc. En nuestro caso el estudio del virus del SIDA surge en
€l marco del trabajo de Cocho y Martinez-Mekler [17] quienes proponen
un formalismo de redes de mapeos acoplados.

Desde el punto de vista biolégico, estamos interesados principal-
mente en relacionar el concepto de adecuacién evolutiva con constric-
ciones fisicoquimicas de los icidos nucleicos y con los procesos molecu-
lares que se presentan a nivel del ribosoma. En nuestro planteamiento
el problema se desarrolla en un espacio discreto que corresponde a las
posibles composiciones quimicas de las secuencias genéticas y estd su-
jeto a una dindmica no lineal {proceso de reproduccién celular) en la
cual hay un acoplamiento espacial que corresponde a las mutaciones
del material genético.
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La visién sobre el SIDA ha cambiado notable y muy rdpidamente
en los iiltimos meses. El descubrimiento de que uno de los tratamientos
“rids prometedores contra el SIDA (a base del complejo AZT o sidobu-
"dina) es aparentemente inefectivo para prevenir la llegada de la etapa
del sindrome, asi como la presencia del virus en una gran variedad de
células del organismo han revelado que el problema es mas complejo de
lo que se pensaba [15], [18]. El mecanismo preciso mediante e} cual el
virus VIH causa SIDA es atin desconocido y actualmente es materia de
debate. Se han propuesto una serie de mecanismos complementarios
[15], [19] con la esperanza de que eventualmente pueda llegarse a un
entendimiento integral del problema. En este trabajo nos proponemos
participar en este esfuerzo colectivo.

El trabajo que se desarrolla en esta tesis resalta la importancia del
proceso de sintesis de proteinas a nivel del ribosoma. Cabe mencionar
que la construccién del modelo que se propone toma en cuenta las
‘propiedades fisicoquimicas de los 4cidos nucleicos, con.lo cual se es-
tablece una correlacién con criterios de adecuacién, asi mismo se ponen
de manifiesto algunas caracteristicas del cédigo genético. El trabajo
estd organizado de la siguiente manera:

" En el capitulo 2 se da una introduccién al formalismo de redes de
mapeos acoplados como un modelo para el estudio de sistemas extendi-
dos. A fin de dar una visién general del tipo de modelos que se utilizan
en el estudio de dindmica de poblaciones, en este mismo capitulo se
discuten algunos modelos sencillos. Como se verd, el formalismo de
redes de mapeos acoplados resulta ser una herramienta adecuada para
el estudio de este tipo de problemas.

El estudio de la evolucién de la secuencia genética del virus del
SIDA requiere de una comprensién mas o menos detallada de una gran
variedad de fenémenos que tienen lugar a nivel molecular. El capitulo
3 tiene como objetivo principal establecer un lenguaje adecuado para
introducir posteriormente el modelo matemitico. En él se describe la
estructura de los dcidos nucleicos y se discuten algunos aspectos ter-
modindmicos y estructurales de dichos icidos, los cuales servirin como
base para la construccién del modelo.




-:."El capitulo 4 contiene una breve descripcién de los principales comn-
ponentes del sistema inmune y sus funciones. Se incluye una discusién
de los aspectos mds importantes del proceso mediante el cual un virus
penetra en la célula hospedera y consigue que su material genético sea
sintetizado por ésta. Finalmente se describen por una parte la estruc-
tura del virus del SIDA y por la otra las caracteristicas mds importantes
de la enfermedad desde la infeccién hasta el desarrollo del sindrome.

En el capitulo 5 se describe detalladamente la construccién del mo-
delo, el cual estd inspirado en los modelos que se utilizan en el estudio
de dindmica de poblaciones e incorpora los aspectos discutidos en los
capitulos 3 y 4 sobre los mecanismos a nivel molecular, las propiedades
termodinamicas de los dcidos nucleicos y las principales caracteristicas

del VIH.

En el capitulo 6 se hace un andlisis de las simulaciones numéricas
y su interpretacién en términos del problema biolégico, con especial
atencién a las predicciones del modelo sobre la existencia de una an-
ticorrelacién entre la composicién de las secuencias genéticas y la va-
riabilidad que presentan. En este anilisis se consideran secuencias que
codifican un solo gen asi como secuencias que codifican varios genes o en
las cuales se pueden identificar dominios con diferentes caracteristicas
evolutivas.

En el capitulo 7, teniendo en mente la variedad dindmica de las redes
biolégicas que mencionamos anteriormente, se consideran pardmetros
fuera del rango de relevancia para el problema del SIDA. La considera-
cién de regimenes cadticos cobra especial relevancia en el contexto de
discusiones recientes sobre la relacién entre dindmica cadtica y diversi-
dad biologica [4], [5]. Esto nos lleva al estudio de bifurcaciones, que es
el contenido de este capitulo.

Ante la complicacién de la dindmica resultante de las ecuaciones
planteadas, es conveniente buscar métodos aproximados que nos per-
mitan entender algunos aspectos de dicha dindmica. En el capitulo 8
se introduccen versiones de tipo campo medio. La dindmica de estos
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modelos presenta caracteristicas semejantes a la dindmica exhibida por
algunos sistemas unidimensionales. Una posible explicacién de lo ante-
rior puede provenir de efectos de sincronizacion y formacién de cliimulos.

" En vista de ello en el capitulo 8 se estudia esta posibilidad y se plantean
algunas ideas sobre reduccién dimensional.

Finalmente el capitulo 10 contiene una discusién de los principales
resultados y las conclusiones del trabajo, tanto desde el punto de vista
del problema biolégico como desde el punto de vista de la teoria de los
sistemas dindmicos.




Capitulo 2 , o

BASES TEORICAS

2.1 SISTEMAS EXTENDIDOS

‘Cuando los grados de libertad de un sistema se encuentran distribuidos
espacialmente, se dice que se trata de un sistema eztendido 6 espacial-
mente eztendido. En contraposicién con estos podemos mencionar otros
sistemas, que pueden describirse por ejemplo en términos de ecuaciones
diferenciales ordinarias, los cuales no contieren la nocién de espacio.
Cabe aclarar que el espacio al cual nos referimos no necesariamente es
el espacio fisico sino que puede tratarse de un espacio de composiciones
quimicas, un espacio de caracteristicas fenotipicas, etc. Ejemplos de
formalismos matemadticos para el estudio dindmico de sistemas exten-
didos son ecuaciones diferenciales parciales, autématas celulares, redes
de mapeos acoplados, etc., en los que el espacio juega un papel muy
importante.

La naturaleza de dindmicas cadticas ha atraido la atencién durante
mucho tiempo y en afios recientes el estudio de caos espacio-temporal.
Por caos espacio-temporal entendemos una dindmica cadtica en un sis-
tema extendido. Como ejemplos de problemas en donde se observa la
aparicién de caos espacio-temporal podemos mencionar conveccién en
cristales liquidos, conveccién de Bénard, turbulencia en fluidos, algunos
sistemas bioldgicos en donde el acoplamiento de osciladores indepen-
dientes puede dar lugar a la aparicién de estructuras auto-organizadas,

7
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Tabla 2.1: Clasificacién de formalismos para el estudio de sistemas

extendidos
Sistema Espacio | Tiempo | Estados
Ecuaciones diferenciales parciales continuo | continuo | continuos
Automatas celulares discreto | discreto | discretos
Redes de mapeos acoplados discreto | discreto | continuos
Ecs. diferenciales ordinarias acopladas | discreto | continuo | continuos

ritmos, etc.

Los modelos de sistemas extendidos pueden clasificarse de acuerdo
a'si las variables involucradas tiempo, espacio y variables de estado son
discretas o continuas segin se resume en la Tabla 2.1. En el caso parti-
cular de las redes de mapeos acoplados, las variables de tiempo y espacio
son discretas mientras que las variables de estado son continuas, por lo
que en estructura estas redes son mds complicadas que los autématas
celulares, cuyos estados son discretos y resultan ser mas simples que
las ecuaciones diferenciales parciales en donde tanto €l tiernpo como
el espacio son continuos. El formalismo utilizado en cada caso depen-
derd del problema particular de que se trate. En este trabajo estamos
interesados en un formalismo particular para el estudio de sistemas ex-
tendidos, nos referimos a las redes de mapeos acoplados.

2.1.1 REDES DE MAPEOS ACOPLADOS

Las redes de mapeos acoplados fueron introducidos en la literatura,
como modelos para el estudio de sistemas extendidos por Kaneko (9]
y Waller y Kapral [10]. Aunque su fenomenologia no estd totalmente
entendida, los modelos de redes de mapeos acoplados son ampliamente
usados no solo en el estudio del surgimiento de patrones y caos espacio-
temporal, sino también en problemas de fisica, quimica, biologia, etc.
[12], {13], [14].
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Como se mencioné anteriormente, las redes de mapeos acoplados
son sistemas dindmicos en donde las variables de tiempo y espacio son
discretas mientras que las variables de estado son continuas. Se definen
sobre una red regular en donde el estado de una variable z definida en
el sitio i de la red evoluciona de acuerdo a un mapeo que actua sobre
una vecindad del sitio. Mds concretamente la evolucién de las redes de
mapeos acoplados se da en dos pasos. En el primero la variable en cada
sitio de la red evoluciona de acuerdo a un mapeo local, y en el segundo
paso el resultado de dicho mapeo se acopla en una cierta vecindad del
sitio dando como resultado un nuevo conjunto de variables definidas
sobre la red. El ejemplo mas sencillo se tiene en el caso unidimensional.
Denotando por z;(¢) el valor de la variable de estado al tiempo t, la
evolucién no lineal estd dada por el mapeo f(z), el cual define una
variable intermedia y;(t) dada por:

yi(t) = f(zi(2)) (2.1)

El valor z;(t + 1) estd determinado por la funcién de acoplamiento
G{y;(t)} donde j pertenece a alguna vecindad del sitio i. La actua-
lizacién de los sitios se hace de manera simultinea y en general se

" toman condiciones a la frontera periédicas y condiciones iniciales al
azar, sin embargo esto depende del problema particular que se estudie.
El ejemplo mds estudiado en la literatura es aquel en donde la funcién
G{y;(t)} corresponde a un acoplamiento difusivo. Se llama difusivo a
este acoplamiento debido a su semejanza con el operador de difusién
discretizado. Este acoplamiento esti dado por:

GO = S 2@ )] (22)

donde ¢ es el parametro de acoplamiento. En tal caso zi(t + 1) estard
dada por: i : ) ’

Cm(t+1) = (1 - () + U @m®) ~ Sz (23

El mapeo definido por la ecuacién (2.3), es un ejemplo en donde
* el acoplamiento es de tipo local debido a que el valor de la variable
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en un sitio depende solamente de sus vecinos mis cercanos. El caso
opuesto se tiene cuando todos los sitios de la red determinan el valor
de la variable en ‘cada uno de los sitios, se dice entonces que se tiene
un acoplamiento global. Un ejemplo de este tipo de acoplamiento estd
dado por:

e X
Caw(t+1) =1 -af(zit)) + Tv-gf(ti(i)) - (24)

En la literatura se utiliza el término mapeos globalmente acoplados
para referirse a este tipo de sistemas [20] y se introducen como una
extension del tipo teoria de campo medio de los mapeos localmente
acoplados.

Las redes de mapeos acoplados se han utilizado en el estudio de
sistemnas muy diversos. Por ejemplo como modelo de la dinimica del
ordenamiento de fases en sistemas con fases termodindmicamente in-
estables [21], en el estudio de la dindmica de reacciones quimicas [22],
conveccién en fluidos, crecimiento de cristales [23], etc.

En este trabajo se estudia un modelo de redes de mapeos acopla-
dos como una herramienta en el estudio de la evolucién de secuencias
genéticas, con miras a aplicarse en general al estudio de redes biolGgicas
tales como redes neuronales, poblacionales, ecolégicas, metabdlicas, in-
munoldgicas, etc.

2.2 DINAMICA DE POBLACIONES

El presente trabajo se desarrolla en el marco general del estudio de
dindmica de poblaciones, en donde el problema principal es describir
los mecanismos basicos que regulan el crecimiento de las poblaciones
naturales. Empezaremos pues por describir brevemente el tipo de pro-
blemas que se estudian en dindmica de poblaciories.

El sistema mds simple que se puede estudiar en dindmica de pobla-
ciones corresponde a una poblacién en la cual las generaciones no se
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traslapan. Muchas poblaciones naturales son de este tipo, por ejemplo
algunas poblaciones de peces, artrépodos, insectos de zonas templadas;
etc. [24], [25]. En este caso la informacién con que usualmente se
cuenta es la poblacién promedio o la poblacién total en una generacion.
Desde el punto de vista tedrico, se busca establecer una relacion entre
la magnitud de la poblacién en una generacién, con la magnitud de la
poblacién de la generacién anterior. Si denotamos por z, la magnitud
de la poblacién en la n-ésima generacion, esta relacion puede expresarse
en forma general como:

Tn4l = u(zn) (2-5)
donde la funcién F,(z,) es no lineal y depende del pardmetro u. La
ecuacién (2.5) resulta ser entonces una ecuacion en diferencias no lineal.
Entre las mas usadas se encuentra el mapeo logistico: )

Tpp1 = pza(l — z,) (2.6)

Como se discutird en la seccién 6.3.1, cuando se varia el parametro g,
se obtiene una gran variedad de comportamientos que van de lo regular
o periddico a lo irregular o caético.

En sistemas de dos o mds poblaciones, en cada una de las cuales las
generaciones no se traslapan, el anilisis se hace en términos de ecua-
ciones en diferencias acopladas. En el caso de dos poblaciones se han
estudiado poblaciones del tipo presa-depredador {26], dos poblaciones
que compiten [24], etc. Para una poblacién presa-depredador se utilizan
ecuaciones del tipo Lotka-Volterra [27]:

Tnt4r = uzn(l"zn"yn)
Yn+1 = ﬁmnyn (27)

en donde z, y y, denotan a las poblaciones de presa y depredador en
la n-ésima generacién respectivamente. Este modelo exhibe patrones
de comportamiento similares a los observados en el caso de una sola es-
pecie. Las ecuaciones (2.7) corresponden a dos mapeos acoplados como
los descritos en la seccién anterior. Un esquema similar puede aplicarse
al problema general de varias especies. Un ejemplo concreto se vera cn
la seccién 5.2.
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“Otro problema de gran interés es el estudio de una poblacién en

"donde los individuos presentan caracteristicas fenotipicas diversas. El

fenotipo de un individuo determinado es el conjunto de sus carac-
teristicas fisicas las cuales estin determinadas por su genotipo, es decir
el conjunto de sus cromosomas. Debido a esta diversidad de carac-
teristicas fenotipicas, los individuos exhiben diferentes niveles de ade-
cuacién ‘a su medio ambiente. Veamos como ejemplo el caso de los
pinzones de Darwin. Estos pdjaros que habitan en las islas Galapagos
se alimentan de semillas. El tamafio de las semillas que consumen estd
en funcién del tamaiio de sus picos, por lo que es de esperarse que la
abundacia de semillas de un cierto tamafio propicie la abundancia de
individuos cuyo tamafio de pico sea el mis adecuado para consumir
ese tipo de semillas. La longitud y anchura del pico del pijaro son
caracteristicas fenotipicas que se pueden incluir dentro del modelaje.
En este caso se tendrd un sistema en un espacio de dos dimensiones, al
cual llamaremos espacio fenotipico. En este espacio cada punto (k, £)
corresponde a un largo y un ancho del pico del pajaro. La poblacién
de pinzones estari descrita por una variable x4 ,(t), la cual denota el
nimero de individuos al tiempo ¢, cuyas caracteristicas fenotipicas estan
etiquetadas por (k,£). En este caso el problema principal es entender el
mecanismo de seleccién natural por medio del cual la poblacién cambia . '
su composicién predominando los individuos con un nivel de adecuacién.
mads alto.

Hasta aqui no hemos tomado en cuenta el hecho de que los md .
viduos a los cuales nos hemos referido, se encuentran en un espacio
fisico real. La nocién de espacio fisico se introduce en estos modelos
como una red discreta de puntos. En un espacio bidimensional x(¢;7,7) .
denota el estado del punto (i,5) al tiempo ¢, donde x = (=y,..,2.) es:.
el conjunto de especies que interactuan en dicho espacio. Debido'ala'*"
competencia entre especies la poblacién de cada una de ellas, es’ decir:' -
zx(t;1,7) estara limitada por una constriccién ecolégica que denotamos
por F, i({z¢(2;,7)}). En este caso x(%,7) estd dado por una ecuacmn" :
comno la siguiente:

lt 4 16) = Fuellzeltiin ) + e (Fallaettin g f_i:)}> v
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Fualfaelt3 + D) + Fusl{zaltii = 1D +
Forl{z(tii+1,1))) = 4F,al{malt s'.m)) 28)

donde p es un paradmetro y D;, es un coeficiente de difusién. En [27) Solé
" et. al. estudian un modelo de este tipo en donde, a fin de garantizar la
estabilidad del sistema y que las poblaciones sean positivas, introducen
una funcién tipo Heaviside, definida por:

w siw>0
H(w):{ 0 siw<0 (29)

de tal forma que la poblacién de la k-ésima especie al tiempo ¢t en el
punto (i, ) del espacio estaria dada por H(zs(t; 1, 7)).

En este trabajo estamos interesados en modelar la evolucién de un
conjunto de secuencias genéticas visto como una poblacién en donde
existe competencia ecolégica y mutaciones. Las diferentes especies co-
rresponden a composiciones quimicas de las secuencias genéticas y el
espacio corresponde a las células en las cuales se introducen estas se-
cuencias y se espera poder aplicar este formalismo a otros problemas.

Antes de introducirnos de lleno en el planteamiento de un modelo
es necesario discutir algunos aspectos importantes de la fenomenologia
involucrada en el problema que nos interesa. En los dos capitulos sigu-
ientes se introducen algunas definiciones y la terminologia que se uti-
liza en la descripcién de la fenomenologia de la evolucién de secuencias
genéticas [28], [29] y del VIH [15], [18], [19].
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Capitulo 3
FENOMENOLOGIA.

3.1 " ADNy ARN,LAS MOLECULAS DE
LA VIDA

En casi todas las células vivas la informacién genética estd almacenada
en las cadenas de 4cido desoxirubonucleico (ADN) y es esta informacidn
la que dirige la sintesis de proteinas, las cuales se fabrican a partir de
un conjunto de veinte aminodcidos, (ver Tabla 3.1). El encargado de
realizar la transferencia de dicha informacién es el dcido ribonucleico
(ARN). Las moléculas de ADN son polimeros lineales formados por
cuatro monémeros diferentes (Figura 3.1). Cada monémero tiene dos
partes principales, una que es comiin a todos ellos y que consiste en un
azicar de cinco carbonos llamada desoxiribosa y un grupo fosfato. La
otra parte, que es la que los hace diferentes, es una de las cuatro bases
nitrogenadas Adenina (A), Guanina (G), Timina (T) y Citosina {C).
La Ay la G son purinas (R) y son més grandes que las pirimidinas (Y)
T y C (Figura 3.2).

Dentro de las células el ADN se encuentra en forma de una doble
hélice constituida por dos polimeros lineales antiparalelos con ba es
complementarias (Figura 3.1). Cada base estd unida por dos o &
puentes de hidrégeno a una base en la cadena opuesta. Dados el {a o
y estructura de las bases este arreglo requiere que una A en una de las
cadenas esté unida a una T en la cadena opuesta y que una G esté unida

15
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Figura 3.1: Diagrama esquematico de la doble hélice de ADN en donde

puede observarse el esqueleto aziicar-fosfato y las cuatro bases nitroge-
nadas, :
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Figuié 3.2: Las cuatro bases nitrogenadas Adenina, Guanina, Citosina
y. Timina. En la Figura se muestran los puentes de hidrégeno que las
unen en la doble hélice de ADN.

a una C, asi la secuencia de nucleétidos en una de las cadenas deter-
mina la secuencia en la otra. El par G-C estd unido por tres puentes
de hidrégeno, mientras que el par A-T estd unido sélo por dos (Figura
3.2). En este sentido diremos que G y C son bases fuertes (F) y Ay T
son bases débiles (D).

Las moléculas de ARN son también polimeros lineales que presentan
dos diferencias escenciales con respecto al ADN. La primera consiste en
que el azicar del ARN es ribosa en lugar de desoxiribosa y la segunda
consiste en que la base pirimidica T se sustituye por el Uracilo (U) que
es también una pirimidina. En general, el ARN se presenta como un
polimero de cadena simple pero también puede presentar apareamiento
de bases, en ese caso el Uracilo de une a la Adenina por medio de dos
puentes de hidrégeno, por lo que resulta ser una base débil.

Entre las células podemos distinguir dos tipos, las eucariotes que
son aquellas que poseen un nicleo bien definido que separa el material
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genético del resto de la célula y las procariotes que carecen de dicho
nicleo. La sintesis de proteinas sigue un esquema muy parecido en
ambos tipos de células aunque con algunas diferencias que se discuten
a continuacion.

3.2 SINTESIS DE PROTEINAS Y EL
CODIGO GENETICO

La sintesis de proteinas se inicia cuando la enzima ARN-polimerasa se
adhiere a la doble hélice de ADN en algin sitio especifico y comienza
a transcribir una de las cadenas de ADN en una cadena de ARN. En
células eucariotes existen tres tipos diferentes de esta enzima, las ARN-
polimerasas I, IT y III, mientras que en células procariotes hay un solo
tipo. En ambos casos, la transcripcién de ADN en ARN da lugar a
tres tipos diferentes de ARN, el ARN mensajero (mARN), el ARN de
transferencia (tARN) y el ARN ribosomal (rARN). Cada uno de los
diferentes tipos de RNA cumple funciones especificas en el proceso de
sinteis de proteinas: el mARN lleva el mensaje de las proteinas que han
de sintetizarse, el tARN participa en la sintesis de proteinas, ya que Il
eva consigo los aminodcidos con los que se construyen las proteinas, y
el rARN forma parte de los ribosomas que son las unidades en donde
se lleva a cabo la sintesis. Cada conjunto de tres bases en la secuencia
de mARN recibe el nombre de codén y cada codén codifica uno de los
veinte aminoacidos que constituyen a las proteinas. A la identificacién
entre tripletes de bases (codones) y aminoicidos se le denomina cédigo
genético, el cual se muestra en la Tabla 3.1.

E! ARN debe ser procesado antes de que pueda intervenir en la
sintesis de proteinas. La transcripciones primarias de rARN y tARN
son procesadas en ambos tipos de células mientras que el mARN es
procesado tinicamente en las células eucariotes. La razén de ello es
que en células eucariotes los genes estan formados por uno o varios
segmentos llamados exones, que son los que en realidad codifican a las
-proteinas, los cuales estin, por lo general, separados por secuencias que
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Tabla 3. 1 EL CODIGO GENETICO Identnﬁcacnon entre trlpletes dc
bases (codones) y aminoécidos.

X Y . TZ]
T C A G .
1 T | Fenilalanina Serina Tirosina Cisteina | T
Fenilalanina Serina Tirosina Cisteina | C
Leucina Serina | Stop Stop A
Leucina Serina Stop Triptéfano | G
C| Leucina Prolina Histidina Arginina | T
Leucina Prolina Histidina "Arginina | C
Leucina Prolina Glutamina Arginina | A
Leucina Prolina Glutamina Arginina | G
A | Isoleucina Treonina Asparragina Serina T
- Isoleucina Treonina Asparragina Serina C
Isoleucina | Treonina Lisina Arginina | A}
Metionina | Treonina Lisina Serina | G |-
G Valina Alanina | Acido aspirtico Glicina [T
Valina Alanina | Acido aspdrtico Glicina | C |
Valina Alanina | Acido glutdmico| Glicina | A
Valina Alanina | Acido glutdmico | * Glicina: | G'|
- Alifatico Alcoholico Polar Polar - | *- I
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no codifican y que reciben el nombre de intrones.

Durante el procesamiento del mARN la transcripcién que proviene
de los intrones es eliminada a fin de dar lugar al mARN maduro. En el
procesamiento del rARN, este se corta en diferentes regiones para dar
lugar a al menos tres tipos de rARN los cuales al unirse con algunas
proteinas forman ribosomas. En células eucariotes los procesos hasta
ahora descritos tienen lugar dentro del niicleo, posteriormente los tres
tipos de ARN se desplazan hacia el citoplasma en donde tiene lugar
la sintesis de proteinas (Figura 3.3). Durante el procesamiento de la
transcripcién primaria de tARN se cortan los extremos de la molécula
y esta adquiere forma de horquilla. Una vez fuera del niicleo celular,
cada tARN se une al aminodcido correspondiente de tal forma que la
estructura final del tARN es la siguente: en uno de los extremos de la
horquilla se encuentra una secuencia de tres bases, que es complemen-
taria a uno de los diferentes codones del mARN (y por esta razén se le
Hama anticodén) y en el otro extremo se encuentra el aminoéacido corres-
pondiente al coddn en cuestién segiin la Tabla 3.1. Algunas moléculas
de tARN pueden reconocer mas de un codén, lo cual podria deberse
a la degeneracién del cédigo genético de la que hablamos anteriormente.

Si llamamos X,Y y Z a las posiciones de las bases en un codén, la
posicién menos importante para definir que aminoacido Corresponde a
un codén es la posicidn Z, ya que como puede apreciarse de la Tabla
3.1, en general es muy probable que si se altera la base en dicha posicién
el aminoacido que codifica sea el mismo. Por el contrario la posicién
determinante para la definicién de un aminoécido es la posicién Y. Al
alterar la base en esta posicién el aminodcido resultante no solamente
sera diferente sino que puede cambiar incluso su naturaleza polar. Por
su parte la posicién X queda en una situacién intermedia. Este hecho
se traduce en la existencia de diferentes probabilidades de que una
mutacién al azar sea transmitida a los descendientes. Si denotamos
por px la probabilidad de que una mutacién en la posicién X se fije
al genoma {con definiciones anilogas para py y pz), podemos resumir
este hecho por medio de la siguiente desigualdad:

Pz > px >pr (3.1)
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\_ T .

Figura 3.3: Sintesis de proteinas en células eucariotes y procar:otes:\ )
Toma.da de [30]. B T
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a estas -pl;obabilidades se les llama a veces probabilidades de mutacién
aceptadas.

Este hecho no singifica de ninguna manera que la base en la posicién
Z sufra mutaciones con mayor frecuencia, sino que debido a que en ge-
neral el aminodcido resultante realizard las mismas funciones que el
original, esta mutacién puede ser transmitida de generacién en gene-
racién sin dafiar a los descendientes. En el caso de mutaciones en las
posiciones X o Y, estas son transmitidas a las generaciones posteriores
con una probabilidad muy pequefia debido a la existencia de mecanis-
mos de reparacién que contribuyen a que aquellas proteinas que realizan
funciones vitales dentro de un organismo se expresen con exactitud.

Es claro entonces que la dependencia de la probabilidad de mutacién
con la posicién de la base en el coddn es el resultado de la restriccién
selectiva sobre la funcionalidad de las proteinas resultantes. Por esta
razén nos referiremos a este hecho como una restriccién de selecciéon
natural externa.

3.2.1 DINAMICA RIBOSOMAL

Los ribosomas son complejos moleculares en los cuales el mARN se tra-
duce en proteinas. Cada ribosoma consta de dos subunidades, una méis
grande que la otra, constituidas por protefnas y rARN. En células pro-
cariotes (eucariotes) a la subunidad mayor se le denomina 50S (60S),
mientras que la menor se identifica como la regién 30S (40S). Cada
una de estas subunidades del ribosoma estd a su vez formada por dife-
rentes ARNs y algunas proteinas. En particular la subnidad 30S estd
formada por una particula conocida como 16S y 21 protefnas diferentes.

Existe evidencia de interacciones entre bases durante el proceso de
traduccién. En particular la regién 16S de la subunidad 30S del ri-
bosoma procaridtico puede tener interacciones con cadenas de mARN,
previas a la traduccién (Figura 3.4). Estas interacciones podrian tener
el efecto de realzar la traduccién de algunos mARN particulares. Firpo
y Dahlberg identificaron [31] algunos de los sitios de la regién 16S del
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Figura 3.4: Modelo hipotético que muestra los puntos de contacto y
el movimiento del mARN con respecto al ribosoma previos a la etapa
de iniciacién. La linea punteada muestra la orientacion propuesta de
la porcion 3’ del mARN durante la traduccién. En la figura se indican
ademas de la regién Anti-Shine-Delgarno los sitios A y P .

rRAN que pueden ser los responsables de la traduccién selectiva de
algunos mARN. En su trabajo presentan un modelo del ribosoma en
el que muestran una trayectoria probable para el mARN cuando este
pasa por los supuestos sitios de contacto, los cuales se localizan en la
superficie del ribosoma, durante el proceso de selecciéon y durante la
traduccién misma. Cuando el mARN hace su contacto inicial con el
ribosoma las cadenas de mARN buscan secuencias complementarias en
el rARN 168 con las cuales establecer contactos transitorios. Se cree
que estos enlaces transitorios tienen el efecto de incrementar la concen-
tracién de algunos tipos de mARN en la region 30S, aumentando de
esta manera su probabilidad de ser traducidos. Durante el proceso de
traduccién el mARN vuelve a establecer contactos transitorios con el
ribosoma.

En el proceso de traduccién pueden distinguirse tres etapas princi-
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les: iniciacion, el ion y terminacidn de la cadena polipeptidica.
En la etapa de i lmcmclon, el mARN se posiciona sobre el ribosoma de
tal forma que su mensaje pueda traducirse secuencialmente en una ca-
dena de aminoicidos. Durante esta etapa, en células procariotes, son
particularmente importantes las interacciones de la llamada secuencia
de Shine-Delgarno y un codén de iniciaciéon (que puede ser AUG o
‘GUG) con el rARN asi como la presencia de secuencias especificas ad-
‘yacentes al codén de iniciacién. La etapa de elongacién consiste en un
ciclo que se repite cada vez que un aminoacido es afiadido a la cadena
peptidica. Durante la dltima etapa el mARN y la cadena peptidica
recién sintetizada se separan del ribosoma. Al principio de cada ite-
racién del ciclo que se repite durante el proceso de elongacién, dos
moléculas de tARN estin unidas a dos sitios vecinos en el rARN 16S
conocidos como los sitios A y P. Cuando se establece el enlace anti-
codén-mARN, el aminodcido respectivo se une por medio de enlaces
peptidicos a la cadena peptidica que se estd formando y la molécula
de mARN se desplaza avanzando un codén con respecto al ribosoma.
Tan pronto como se expone el sitio de enlace para el siguiente tARN
el enlace codén-anticodén se rompe, el tARN anterior es liberado y la
sintesis de proteinas continia.

Cuando solo se toma en cuenta el caracter débil (D) o fuerte (F)
de las bases, los 64 diferentes codones (Tabla 3.1) se agrupan en ocho
clases: DDD, DDF, DFD, FDD, DFF, FDF, FFD y FFF. En la Figura
3.5.a, se muestra la region final del rARN 16S del ribosoma de varios
organismos [32]. Esta regién se asocia con la iniciacién de la traduccién
de proteinas y con el desplazamiento del mARN con respecto al rARN.
Las secuencias se muestran en orden inverso. Si las secuencias para
E. coli y X. laevis se escriben en términos de D/F, se hace evidente la
presencia de tripletes del tipo DDF y FDF (Figura 3.5.b).

En la Figura 3.6.a se muestran la secuencia de otra regién del rARN
16S de cuatro organismos diferentes que resulta ser la misma para los
cuatro. En la Figura 3.6.b la misma secuencia se escribe en la rep-
resentacién D/F, una vez mis puede notarse la presencia de tripletes
FDF. En ambas figuras, la aparicién del par DF en las posiciones Y y
Z del codén sugiere un cierto grado de regularidad que podria reflejarse



‘3.2 "SINTESIS - DE PROTEINAS Y EL CODIGO GENETICO 25

ORGANISMO SECUENCIA
1530

LR 4 e e L] e o

E.coli AoH UUCCUCCACUAG[GU---
B. brevis AGHCUUUCC UCCACUAG [GU_---

Mitocondria humana-~GAAGCAGGU--- (@
H.volcanis NDHU CCUCCAC UAG[GU---
X. laevis AOH UU A CUAG[GA ---

E.coli AoH DDF EOF €DF RDF[FD---
X. laevis AOH D Qg:QDjE-»(b)

Figura 3.5: a).-Region final del rARN 16S de diferentes organismos.
Los puntos indican puntos susceptibles de ser atacados quimicamente y
las bases separadas por rectingulos son parte de regiones helicoidales.
b).- Representacién de las secuencias para E. coli y X. laevis listadas
en (a) en la base degenerada D/F.



CAPITULO 3. FENOMENOLOGIA

ORGANISMO SECUENCIA
0530, ,..4 520

E.coli —CAUAAUGGCGCCGACGACCEUG

Cloro plastos -"CAIGAAUGGCGCCGACGAC CGTG  (a)

H. volcani --CAUIAA UGG CGCCG CCGAC CGUG
X. laevis —ClU UAAUGGCGCCGACGACCGUG

---DIDDDFFFFFF EDF EDFF F--

E. coli (b)
Figura 3.6: a).- Secuencia de bases en la regién 515-535 del 16-ARN
del ribosoma para diferentes organismos. b).- Representacién de las
secuencias listadas en (a) en el cédigo D/F.

en las secuencias de mARN.

3.3 FISICOQUIMICA DE LOS ACIDOS
NUCLEICOS

Algunas mediciones termodindmicas en oligonucleétidos y polinucles-
tidos disefiados y sintetizados ez profeso han permitido hacer estima-
ciones de la entropia, la entalpia y la energia libre en pares de bases
tanto para ADN [33} como para ARN [34], ambos en forma de doble
hélice. En este tipo de mediciones la unidad basica la constituyen dos
pares de bases que son vecinas a lo largo de la cadena, a cada pareja
de bases se le denomina digrama. Cada digrama tiene una interaccién
horizontal debida a los puentes de hidrogeno, una energia vertical de
apilamiento y una interaccién diagonal (Fig. 3.7).

En cualquier doble hélice de ADN (o ARN), es posible identificar
16 diferentes pares de bases que sean vecinas cercanas a lo largo de
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PUENTES DE
HIDROGENO

INTERACCION DE
APILAMIENTO

o

Figixra. 3.7: Par de digramas de una doble hélice de ADN en donde
se muestran las interacciones de apilamiento y horizontal, esta ditima
debida a los puentes de hidrégeno. .

la hélice, sin embargo de estos 16 pares sélo 10 de ellos tienen dife-
‘rentes energias de interaccién debido a que la secuencia en una de las
ramas determina la secuencia en la otra y a las simetrias que pueden es-
tablecerse (Fig. 3.7). Por lo tanto la energia de interaccién de cualquier
doble hélice (ya sea de ADN o ARN) depende de tan sélo 10 pardmetros.

Breslawer et. al. [33] determinaron las propiedades termodindmicas
de pares de bases en ADN mediante un andlisis de espectroscopia ul-
travioleta y calorimetria diferencial. En el experimento realizado se
utilizaron 19 oligémeros y 9 polimeros de ADN autocomplementarios
(es decir cada una de las ramas de la doble hélice es idéntica a su
complementaria), los cuales fueron cuidadosamente seleccionados para
minimizar los inconvenientes que pudieran surgir en el experimento.
Durante el experimento se determinaron las energias libres, entropias
y entalpias asociadas a la transicién de fase hélice-lazo de cada una de
las 28 secuencias utilizadas y a partir de esas mediciones se determi-
naron los 10 valores de las energias de interaccién. En la Tabla 3.2 se
dan los valores de la entalpia AH y la energia libre AG que se predi-
cen mediante el procedimiento descrito. Las diferencias entre dichos
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AATT\ \:CT\G\ \\AGTC\ \ATT;\\

\°A°'>\ N St $r%A
NN
;\T;AAR TCAA ‘GAk N

- Figura 3.8: En esta figura se muestran los 16 diferentes pares de bases
‘que se encuentran en cualquier doble hélice de ADN. Mediante un giro
de 180 grados se puede ver que la energia de interaccién del digrama TG
es igual a la del digrama CA.. Con negritas se indican los 10 digramas
con energias de interaccién diferentes. Las flechas indican la direccién
en que debe leerse la secuencia.
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Tabla 3.2: Entalpia AH y Energia Libre AG para digramas de ADN.
Los vilores de AH y AG estan tomados de la referencia [33] y estdn
expresados en Kcal/mol.

Digramas D/F —~AH -AG
AA DD 9.1 1.9
AT DD 8.6 1.5

- TA DD 6.0 0.9
CG FF 11.9 36
GC FF 11.1 B
GG FF 11.0. AR 1 S | I
CA FD 5.8 -9 i
CT FD 78 . S N
GA FD 56 . .} 216
GT FD 65 | 13

valores y algunos determinados experimentalmente es muy pequefia lo
cual muestra que en una primera aproximacién la entropia o la energia
libre de una doble hélice de ADN es igual a la suma de las entfopias o
energias libres de los digramas que la forman.

Freier et. al. [34] determinaron las propiedades termodinamicas de
ARN en forma de doble hélice por medio de un andlisis de las curvas
de fusién de las diferentes cadenas de secuencias. En el experimento se
utilizaron 45 oligémeros de ARN los cuales fueron elegidos de tal forma
que los errores durante el experimentos fueran minimos. Los valores
de la entalpia y la energia libre de los digramas de ARN se predicen
en funcién de los cambios de la energia libre debidos a la formacién
de la doble hélice a partir de las dos cadenas de nucledtidos. En la
Tabla 3.3, se dan los valores de la entalpia AH y la energia libre AG
obtenidos por medio del experimento de Freier et. el. La comparacién
de dichos valores y algunos otros medidos experimentalmente muestra
que las diferencias son del orden del 10%.
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Tabla 3.3: Entalpia AH y Energia Libre AG para digramas de ARN.
Los valores de AH y AG estan tomados de la referencia [34] y estdn
expresados en Kcal/mol.

Digramas - D/F ~-AH —~AG
AA DD . 6.6 0.9
AU DD 5.7 - 0.9
UA DD 8.1 11
CcG FF 8.0 - 2.0
GC FF 14.2 .34
GG FF 12.2 297

. CA FD 10.5 1.8
CuU ¥D 7.6 il 1.7
GA FD 2133 - 2.3
GU ) FD 21027 -2,

Como puede verse de las Tablas 3.2 y 3.3, los valores de AH y AG -
dependen principalmente de la intensidad de los enlaces en los planos
formados por las bases de cadenas complementarias (digramas), por lo
que la energia libre de un polimero dependera de la secuencia de bases
més que de su composicién quimica. En general se observa que:

a) Los digramas de ADN (expresados en términos de D y F) que son
de la forma DD o FF estin mds fuertemente unidos que los DF y los
FD.

b) En el caso del ARN la unién de los digramas FF es mds fuerte que
la de los DF y los FD, siendo los DD los mas débilmente unidos.

En cadenas de ARN se observa una inhomogeneidad espacial en la
densidad de energia [17], la cual podria estar relacionada con la efi-
ciencia (en donde la eficiencia es una medida de la razén de sintesis
de proteinas) y/o la exactitud (la exactitud estd asociada con el grado
de ausencia de errores) con que el mARN funciona en el proceso de
traduccién en el ribosoma. Thomas ef. al. [35] y Dix et. al. [36],
mostraron mediante experimentos realizados in vitro, que algunos codones
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GGA GAC CGG AAG CUU GGG CUG CAG GAG

GAU UUA AUC AUG XYZ AAG AUC UCG

FFD FDF FFF DDF FDD FFF FDF FDF FDF
FD‘D bDD DDF DDF XYZ DDF DDF DFF . .. -

Figura 3.9: Secuencia del mARN utilizado en el analisis de la teferenc.ia, '
[33].

degenerados (cambio en la iltima base) pueden diferir en eficiencia. En
particular, el codén UUC es mas eficiente que que el UUU, y el CUC:
mds eficiente que el CUU. En términos del cédigo D/F, este hecho se
traduce en que codones del tipo NDF son mas eficientes que los del tipo
NDD, en donde N puede tomar cualquiera de los valores D o F.

En [35) también se menciona que la exactitud en el proceso de tra-
duccién de cadenas de mARN inhomogéneas puede ser hasta doce veces
mayor que la de cadenas homogéneas. Estos resultados sugieren que
la eficiencia esta relacionada principalmente con la interacciéon tARN-
mARN, mientras que la exactitud depende del “contexto” en el que
se encuentre el codon y por lo tanto podria estar relacionada con ia
interaccion rARN-mARN. En las secuencias utilizadas en el experi-
mento, se encuentra un dominio de codones del tipo NDF (Figura 3.7).
Esto sugiere la existencia de una estrecha relacion entre la presencia de
codones NDF y la exactitud en los procesos de traduccién.

Estas restricciones de tipo energético y estérico, pueden implicar
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v

desviaciones locales del azar en la composiciéon de los dcidos nucleicos.
Nos referiremos a estas restricciones (locales) como restricciones de se-

--. leccién natural internas. Por otra parte del anélisis de secuencias del

banco de datos de secuencias genéticas GenBank, se sabe que en el
ARN corresponiente a exones de células eucariotes la entalpia satisface
la relacién [37]: v

AHxy < AHyz < AHzx: (3.2)

en donde X, Y y Z son las diferentes posiciones de las bases en un
codén. Esto implica que la energia de amarre entre digramas tam-
poco se distribuye uniformemente, sino que depende de la posicién del
digrama dentro del codén. De aqui se infiere la existencia de regula-
ridades en el arreglo de bases [37], [38]. Dado que estas regularidades
pueden ser de origen termodindmico, el lenguaje degenerado D/F para
las bases resulta ser una representacién adecuada. Las desigualdades de
la ecuacidn (3.2) sugieren que los enlaces DD deberian ser los mds abun-
dantes en los digramas XY mientras que los FF deberian encontrarse
con mayor freceuncia en los digramas ZX’, sin embargo es imposible
satisfacer ambas condiciones simultineamente. De los ocho diferentes
codones degenerados los que presentan menor conflicto son los de tipo
NDF que corresponden a una menor energia, esto implica que el enlace
que predomina en el par YZ es DF.




éépl’tulo 4

‘EL SISTEMA INMUNE
Y EL VIRUS DEL SIDA

4.1 EL SISTEMA INMUNE

El sistema inmune de los animales vertebrados es una complicada red
de células y moléculas capaces de distinguir entre lo propio y lo eztrarnio
proporcionando defensas al organismo contra bacterias, virus, hongos y
otros agentes patdgenos. La respuesta inmune puede ser de dos tipos:
humoral o celular. La primera se desencadena contra los antigenos que
permanecen en medios extracclulares, mientras que la segunda se dirige
contra los antigenos presentes en la superficie de las células.

Las células mds importantes en la respuesta inmune son los linfo-
citos, los cuales se encuentran en la sangre, el fluido linfitico y en los
Srganos linfiticos. Los linfocitos se dividen en dos grupos principales:
los de tipo B y los de tipo T. Al igual que todas las células que circulan
por el torrente sanguineo, los linfocitos se derivan de un tipo de célula
que se origina en la médula. Los linfocitos B completan su ciclo de
maduracién en la médula mientras que los linfocitos T lo hacen en el
timo. Aunque ambos tipos de células son muy parecidas en forma y
tamafio participan de forma diferente en la respuesta inmune, las de
tipo B toman parte la respuesta humoral y las de tipo T lo hacen prin-
cipalmente en la respuesta celular.

33
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Los linfocitos B son los encargados de fabricar anticuerpos, o in-
munoglobulinas, los cuales permanecen un su superficie y actuan como
receptores. Cuando un antigeno se une a un anticuerpo localizado en
]a membrana de la célula ésta es estimulada, activandose una serie de
procesos que dan lugar a dos tipos de células, las plasmadticas y las
de memorta. Las células plasmidticas secretan anticuerpos los cuales
se unen a los antigenos que circulan ya sea en la sangre o en el flui-
do linfitico marcandolos para ser destruidos por otros elementos del
sistema inmune entre los cuales se encuentran los macréfagos. Por su
parte las células de memoria circulan en el organismo hasta por varios
afios activando ripidamente una respuesta inmume en caso de que el
antigeno ataque nuevamente al organismo.

Entre las células T podemos distinguir dos grupos principales de-
pendiendo del receptor que llevan en su superficie, las T4 que funcio-
nan como inductoras y ayudadoras y las T8 con funciones citotdzicas y
supresoras. La funcién de las células T inductoras consiste en desenca-
denar la maduracidn de las células T a partir de formas precursoras en
sus diferentes formas funcionales, las citotdxicas se unen a los antigenos
localizados en las superficie de las células que han sido infectadas por
algin virus y destruyen a la célula, las supresoras se encargan de de-
tener la respuesta inmune cierto tiempo despues de que ha sido activada
y las ayudadoras se unen a los antigenos localizados en la superficie de
las células B. En general las de las células T no son capaces de reconocer
antigenos que circulan libremente en la sangre o en el fluido linfatico,
pero pueden reconocer antigenos presentes en la superficie de otras
células y su activacién esta condicionada a que el antigeno se presente
junto con una proteina de la propia célula, la cual estd determinada
por el Complejo Principal de Histocompatibilidad (Major Histocompat-
ibility Complex, MHC).

En la Figura 4.1 se muestra un esquema con los principales aspec-
tos de la respuesta inmune ante una infeccién en la que los antigenos
permanecen fuera de las células y en la Figura 4.2 se muestra la accién
de una célula citotdéxica contra una célula infectada por un virus.



4.1. EL SISTEMA INMUNE Coe e s 3B
CELULA DE MEMORIA

CELULA
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RECEPTOR PROTEINA
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PROCESADO LAS CELULAS T

Figura 4.1: Diagrama esquemético que muestra las funciones que de-
sempeifian algunos de los principales elementos del sistema inmune du-
rante la respuesta ante una infeccién. Tomada de [40].



. 136 CAPITULO 4. EL SISTEMA INMUNE'Y EL VIRUS DEL SIDA

VIRUS CELULA

. INFECTADA
CELULA T w
CITOTOXICA N‘

'y ::m‘m 4> PROTEINA MHCI

" Figura 4.2: En esta Figura se muestra la manera en que las células
T citotéxicas reconocen al antigeno localizado en la superficie de una
célula infectada por un virus. Tomada de {40].

4.2 VIRUS Y RETROVIRUS

. Los virus son entidades cuyo material genético estd constituido por
ADN y cuyos genes son capaces de integrarse al material genético de
las células que infectan. Una vez que el ADN viral se integra al ADN
celular, se replica conjuntamente con éste de modo que el ADN viral es
heredado por las células hijas. Cuando el ADN viral se ha integrado a
ADN celuiar se le lama provirus, debido a que bajo ciertas condiciones

. da lugar a la formacién de nuevos virus.

Existe otra clase de virus, llamados retrovirus, cuyo genoma esti
constituido por ARN, el cual se transcribe en ADN por medio de
una enzima llamada reversotranscriptasa (o retrotranscriptasa). Este
fenémeno se conoce como transcripcién inversa o retrotranscripcion,
debido a que se da en sentido inverso al usual, y es por esta razén que
esta calse de virus se conocen como retrovirus. Una vez que el ADN
proveniente del ARN viral se integra al ADN celular, también se le
Hama provirus. Es importante hacer notar que la retrotranscripcién
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del ARN viral en ADN, sélo tiene lugar cuando el retrovirus se encuen-
tra en el interior de una célula.

El ciclo de vida de un retrovirus comienza cuando éste se adhiere y
penetra en una célula inyectandole su material genético y sus proteinas.
Tipicamente el ARN de un retrovirus consta de tres regiones codificado-
ras principales conocidas como gag, pol y env (Figura 4.3), las cuales
codifican las proteinas de la parte central del virus, la enzima reverso-
transcriptasa y las proteinas que forman la envolvente respectivamente.
Asi mismo, el ARN viral contiene tres regiones no codificadoras dos en
los extremos y otra llamada . Los extremos terminales del ADN doble-
helicoidal resultante de la retrotranscripcion, llamados repeticiones ter-
minales largas (long terminal repeats LTR), tienen influencia sobre la
actividad de los genes virales y facilitan la insercién del ADN viral en el
ADN celular (Figura 4.3). Después de que el ADN viral se ha integrado
al material genético de la célula, éste dirige la sintesis de sus proteinas

y su ARN.

Los procesos que tienen lugar durante el ciclo de vida de un retro-
virus no se llevan a cabo con toda exactitud, sino que pueden ocurrir
mutaciones. Las principales fuentes de mutaciones son la transcripcién
de ADN en ARN y la retrotranscripcion de ARN en ADN. En el pro-
ceso de transcripcién debido a la accién de una enzima reparadora, la
probabilidad de mutacién resulta ser del orden de 10~° por base y por
ciclo de reproduccién celular. Sin embargo el proceso de retrotrans-
cripcién no cuenta con una enzima reparadora, lo que ocasiona que la
probabilidad de mutacién sea del orden de 102 por base y por ciclo.

4.3 EL RETROVIRUS DEL SIDA
4.3.1 LA VISION TRADICIONAL

En 1981 se identificaron los primeos casos del sindrome de inmuno-
deficiencia adquirida (SIDA) debido al cual el sistema inmune de las
victimas se ve deteriorado ocasionando que éstas mueran a causa de
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. Figura 4.3: Ciclo de vida de un retrovirus. Tomado de [41].:
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- Figura 4.4: Diagrama esquematico del retrovirus VIH. Tomado de [42]/.

infecciones no relacionadas directamente con el virus.

Experimentos realizados en 1983 y 1984, mostraron [39] que el cau-
sante de esta enfermedad es el Virus de la Inmunodeficiencia Humana
VIH (Human Inmunodeficiency Virus, HIV). Este virus de ARN (o
retrovirus) estd relacionado con el virus linfotrépico humano I de las
células T (human T-cell limphotrophic virus I, HTLV-I}), causante de
un tipo de leucemia poco comin, y por lo general las células a las cuales
ataca son los linfocitos T4, los cuales juegan un papel muy importante
en la respuesta inmune de los organismos.

Como puede verse en la Figura 4.4, la membrana que envuelve el
material genético del VIH consta de una bicapa de lipidos y dos glico-
proteinas conocidas como gp41 y gp120. La gp41 atravieza la mem-
brana y esta unida por medio de enlaces disulfuro a la gp120 que estd
situada en la cara externa. La parte central consta de dos copias de
ARN gendémico, t-ARN’s asociados y varias moléculas de la enzima
reversotranscriptasa. Este conjunto se encuentra rodeado de un gran
nimero de copias de las proteinas p18 y p24. Mediante la interaccidn
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de la proteina gp120 de la membrana viral con un receptor de la mem-
brana plasmitica del linfocito T4, conocido como CD4, el VIH penetra
al interior de la célula, las dos membranas se fusionan y el niicleo viral
se libera dentro del linfocito.

En algunos casos el sistema inmune no consigue eliminar a los
antigenos presentes en un determinado organismo ya sea porque los
anticuerpos producidos no los atacan efectivemente o debido a una alta
tasa de mutacidn, de tal forma que aunque los anticuerpos producidos
sean los adecuados, se vuelven totalmente inefectivos para destruirlos.
El virus del SIDA, sobrevive dentro de un organismo debido al deterioro
causado en el sistema inmune. Una vez que el retrovirus se encuentra
dentro de la célula que ha infectado, puede permanecer en su interior
en vida latente hasta que ésta es estimulada inmunolégicamente por al-
guna infeccién, en ese momento el retrovirus responde reproduciendose
en gran numero. Cuando las nuevas particulas virales salen de la célula
destruyen la membrana celular y ocasionan la muerte del linfocito. La
dismunucién del nimero de linfocitos T4 provocada de esta manera,
deteriora el sistema inmune de la persona infectada dejindola vulnera-
ble a toda clase de infecciones.

4.3.2 LA VISION ACTUAL

Como se mecnioné anteriormente en un principio se pensaba que el co-
lapso total de la respuesta inmune de los enfermos de SIDA se debia
a una sola causa: la disminucién y alteracién de las funciones de los
linfocitos T4. Actualmente se cuenta con varias hipétesis que més que
ser alternativas son complementarias [15], [19]. Entre estas hipétesis se
encuentran:

1.- El VIH escapa al control del sistema inmune debido a una alta tasa
de mutacién.

2.- La infeccién por VIH induce el suicidio (apoptésis) de las células T.
3.- El virus del SIDA imita a algunas proteinas cruciales en el sistema
inmune humano creando confusién en este y provocando que se ataque
a si mismo.

4.- La infeccién por VIH causa un desbalance en la células T ayudado-
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ras provocando una alta produccién de anticuerpos y una muy baja
produccion de células asesinas (variantes de las células T que atacan a
los antlgenos y los destruyen).

5.- El virus VIH causa una parélisis inmune impidiendo que se activen
las células T (anergia).

6.- La infeccién por VIH induce una reaccién autoinmunitaria.

Poco tiempo después del descubrimiento del VIH-1 se encontré en
pacientes originarios del este de Africa un segundo tipo de virus, el
VIH-2. Los analisis realizados mostraron que este nuevo virus difiere
en mas del 55% del VIH-1. La proliferacién del VIH-2 no ha sido tan
extendida como la del VIH-1, ya que principalmente se ha encontrado
en pacientes de dicha regién de Africa. Actualmente se tiepen iden-
tificadas del orden se 25 sepas diferentes del VIH-1, en tanto que del
VIH-2 solamente se han encontrado alrededor de 5. En este trabajo nos
referiremos principalmente al VIH-1, ya que se cuenta con una mejor
estadistica.

Se sabe también que el virus no ataca iinicamente a los linfocitos
T4, ya que ha sido encontrado en diversos tipos de células (alrededor
de 40) [15] , aunque en algunas de ellas en muy pequefias cantidades.
Algunas de las células susceptibles de ser atacadas por el VIH son: lin-
Jocitos T, macrdfagos, células asesinas naturales, células del epitelio
del timo, fibroblastos, células de Lagerhans (piel), células de la mucosa
intestinal, etc, siendo el principal blanco de ataque los linfocitos T4.

En la Figura 4.5 se muestra un diagrama esquemadtico de los prin-
ciplales rasgos que se han identificado en la evolucién de la infeccién
por VIH. En la grdfica se muestran tres cantidades como funcién del
tiempo: i).-la cantidad de virus en la sangre ii).- el nimero de linfocitos
T4 (o ayudadores), que como ya se vio anteriormente juegan un papel
vital en la respuesta inmune del organismo, y iii).- la produccién de.
anticuerpos dirigidos contra proteinas externas. El esquema inicia en
el momento que tiene lugar la infeccién. En la primera etapa, la cual
tiene una duracién de entre 4 y 8 semanas, se observa un incremento
en el nimero de virus en sangre y disminuye el nimero de linfocitos
T4. A continuacién se puede identificar una etapa de latencia con una
duracién de hasta doce afios durante la cual el organismo tolera la in-
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Figura 4.5: Diagrama esquemdtico de la evolucién hacia el SIDA, a’
partir de la infeccién por VIH. Tomado de {19].

feccién, es decir no reconoce al virus como un antigeno y por lo tanto
no lo destruye. Durante este periodo, €} virus prolifera infectando a una
gran cantidad de células de diversos tipos y los sintomas de la enfer-
medad practicamente no se manifiestan. Finalmente llega un momento
en que el organismo reconoce al virus como un agente extrafio y reac-
ciona atacando activamente a aquellas células que han sido infectadas,
las cuales en su mayoria serdn linfocitos T4. Esta dltima etapa tiene
una duracion de entre dos y tres afios y es la etapa del sindrome. El
final de esta etapa esta marcado por la muerte del individuo.

Se menciond en la seccién 4.2 que tipicamente un retrovirus pre-
senta una tasa de mutacién del orden de 10~3 por base y por ciclo. En
el retrovirus VIH, es el gen env el que muta con mayor frecuencia. La
secuencia de la proteina gp120 de las particulas virales obtenidas de
diferentes pacientes o incluso del mismo paciente a tiempos difrentes
presenta un alto grado de variabilidad, por lo que la preparacién de
una vacuna eficaz contra el VIH es mucho mis complicada que la de
una vacuna para conirarestar los efectos de virus mas estables como el



4.3. ‘EL RETROVIRUS DEL SIDA -~y /. . +5lcvis

de viruela o el de la poliomielitis.

Es claro de lo expuesto en esta seccién que la evolucién del VIH
corresponde a la dindmica de una intrincada red de procesos interde-
pendientes. En este trabajo aislaremos uno de estos procesos, al que
llamaremos ciclo reproductivo, con la expectativa de que algunos ras-
gos escenciales estén condicionados por él. Consideraremos como ciclo

_reproductivo del retrovirus al proceso que da inicio con la incision del
ARN viral en la célula huésped y finaliza con la expulsién del virus por
parte de dicha célula. Podemos identificar dos pasos en este ciclo: uno
de multiplicacién durante el cual no ocurren mutaciones y otro cuando
la reversotranscriptasa convierte el ARN en ADN en el cual existe una
alta probabilidad de ocurrencia de mutaciones. Estos dos procesos se
dan en tiempos y lugares diferentes, lo cual como se vera mds adelante
permitird la implementacioén de una red de mapeos acoplados para mo-
delar su evolucién.






Capitulo 5

EL MODELO

Este trabajo tiene como objetivo principal el estudio de la evolucién
de la secuencia genética del virus causante del SIDA, haciendo uso
de un modelo de redes de mapeos acoplados. Desde el punto de vista
biolégico, estamos interesados principalmente en relacionar el concepto
de adecuacion evolutiva con constricciones fisicoquimicas de los dcidos
nucleicos y con los procesos moleculares que se presentan a nivel del
ribosoma. Hasta ahora nos hemos concentrado principalmente en des-
cribir caracteristicas importantes tanto de los 4cidos como de algunos
procesos a nivel molecular. En este momento estamos en posibilidad
de construir el modelo tomando como base dichas caracteristicas.

Desde el punto de vista de sistemas complejos, el problema se de-.
sarrolla en un espacio discreto que corresponde a las posibles com-
“posiciones quimicas de las secuencias genéticas y estd sujeto a una
dindmica no lineal {proceso de reproduccién celular) en la cual hay
un acoplamiento espacial que corresponde a las mutaciones del mate-
rial genético. En la seccién 6.1 vamos a describir con un poco mis de
detalle este espacio de composiciones quimicas para en la seccién 6. 2
proceder a construir el modelo.

45
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5.1 EL ESPACIO DE SECUENCIAS.

El estudio de la evolucién de secuencias genéticas de m nucleétidos se
hace por lo general en €l espacio de secuencias el cual, debido a que exis-
ten cuatro diferentes nucledtidos, sera 4™ dimensional y la evolucién en
este espacio sigue un criterio de adecuacién. Sin embargo en la mayoria
de estos modelos no se toman en cuenta restricciones asociadas a ca-
racteristicas estructurales y termodindmicas de los acidos nucleicos.

Como ha sido acertadamente sefialado por algunes autores [43] el
punto crucial en la formulacién de estos modelos es la definicién y la
medicién de la adecuacidn de un individuo sin recurrir al resultado de
la seleccidn, por lo que es deseable construir un criterio de adecuacién
basado en caracteristicas fisicas y quimicas asf como en aspectos de los
mecanismos de los procesos biolégicos involucrados. En este trabajo
se da especial atencién a los procesos que tienen lugar en el ribosoma.
Aquellas secuencias que optimicen la sintesis de proteinas en el ribo-
soma favorecerdn un alto grado de adecuacién.

En 1931 Wright {44] introdujo el concepto de espacio de posibles
genotipos. A cada genotipo se le puede asignar una adecuacién y la
distribucién de estos valores de adecuacién sobre el espacio de genoti-
pos constituye una superficie de adecuaciones. El proceso de evolucién
o de adecuacién se describe como un proceso de maximizacién o mini-
mizacién en dicha superficie. Dependiendo de la distribucién de valo-
res, esta superficie puede ser mas o menos rugosa y la introduccién de
constricciones puede alterar su rugosidad. En nuestro caso las constric-
ciones internas y externas mencionadas anteriormente tienen el efecto
de suavizar la superficie.

Si consideramos que las unidades fundamentales de las secuencias
genéticas son los codones, cada secuencia de m nucledtidos estara ca-
racterizada por los £ = Z codones que la forman. El proceso evolutivo
se visualiza entonces en términos de las mutaciones que ocurren en se-
cuencias vecinas. Diremos que dos secuencias son vecinas cercanas si su
composicién difiere Gnicamente en un codén. En esta descripcién no se
toma en cuenta la posicién de los diferentes codones dentro de la cadena
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debido a que para bacterias y virus las correlaciones entre codones son
pequeiias {17], es decir, en primera aproximacién la frecuencia con que
un tipo de coddn aparece en la secuencia en una posicién dada es una
variable estadisticamente independiente.

Hemos visto ya que el lenguaje adecuado para tomar en cuenta las
restricciones termodindmicas de los &cidos nucleicos, es aquel en el que
solo se toma en cuenta el caracter débil (D) o fuerte (F) de las bases,
por lo tanto la composicién de una secuencia dada sera un vector en
un espacio de 8 dimensiones i = (ippp, ... ;irrr), donde iag, (&, B,
7 =D, F) es el nimero de codones de cada uno de los ocho tipos que
tenga dicha secuencia. )

Si tomamos en cuenta el hecho de que: Y o ",‘:'

Y iy =C ()
a@y=DF R
el espacio de configuraciones es una red inmersa en un hipertetraedro
de siete dimensiones y esta definido por ippp + - -+ + ippr = £ donde
cada .4, toma lnicamente valores enteros. Es ficil ver que si sola-
mente se tienen dos tipos de codones (por ejemplo DDD y DDF), el
espacio de configuraciones estd definido por ippp + ippr = L, esto es,
una cadena lineal (discretizacion de un tetraedro unidimensional). Si se
permiten tres tipos de codones por ejemplo DDD, DDF y DFF}, el es-
pacio de configuraciones esti determinado por ippp+ippr+iprr = £
y consiste en la discretizacién de la superficie de un tridngulo (tetraedro
bidimensional), etc.

Denotemos por Nj(t) el ntimero de secuencias de £ codones que
al tiempo ¢ tienen composicidn i. Al permitir la ocurrencia de mu-
taciones debemos considerar las diferentes probabilidades de mutacién
aceptadas px, py y pz introducidas en la seccién 3.2, y que satisfacen
las desigualdades: pz > px > py. Si denotamos por nyy z el nimero de
codones de tipo XY Z en una secuencia de codones, dado que la proba-
bilidad de mutacién aceptada en la segunda posicién del codén es mu-
cho menor que en la tercera posicién, como una primera aproximacion
podemos suponer que la dindmica debida a las mutaciones no cambia
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nypn i nyry. Podemos entonces fijarnos en cualquiera de los dos

“grupos de codones, ya sea NDN o NFN, y proponer un modelo. Para
los fines de este trabajo vamos a considerar codones del grupo DDN

"y ‘denotamos por L el niimero de codones de este tipo que contenga
la secuencia genética en cuestién. En ese caso las secuencias estarin
etiquetadas por un solo parametro, a saber el niimero de codones ya
sea de tipo DDF o de tipo DDD, por ejemplo i = ippr = i, ya que
ippp +ippr = L.

"Aqui no tiene sentido utilizar condiciones a la frontera periddicas,
ya que una secuencia con L codones del tipo DDF no es vecina cercana
de una que tenga cero codones del tipo DDF (o bien L codones del
tipo DDD) y viceversa. En este caso particular, el nimero de posibles
composiciones @ (o equivalentemente de sitios en la red) es igual al
L + 1, donde L es el nimero de codones en una secuencia genética.
Es importante hacer notar que en general no se tiene una relacién tan
sencilla entre estos dos pardmetros.

5.2 CONSTRUCCION DEL MODELO

En la seccién 4.3 vimos que aunque el virus VIH puede infectar varios
tipos de células, ataca principalmente a los linfocitos T4, por lo que en
primer término vamos a plantear el modelo para el caso de una célula
huésped y posteriormente se propondrd una generalizacién al caso de
varias células huésped.

En este punto es necesario incorporar la informacién que se da en el
primer capitulo referente a los procesos de multiplicacién y mutacién.
Como se recordard, en células eucariotes la multiplicacién y las mu-
taciones se dan simultineamente, mientras que para los retrovirus, la
multiplicacién y las mutaciones tienen lugar en tiempos y lugares dife-
rentes. A lo largo de varios ciclos de replicacién estos dos fenémenos
se dan en forma alternada, permitiendo la implementacién natural de
una dindmica de mapeo acoplado en dos pasos.
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- Denotemos por N;(t) el niimero de secuencias genéticas que al tiempo
t:tienen composicién i. Debido a la competencia entre las células infec-
tadas la dindmica de N;(t) esta limitada por una constriccion eco]oglca
dada por:

SN = AsNie) = eN?(t) = AN (5.2)

donde . N ’
N(t) = m,&”f(‘) ' (5t§)
y Ai es un factor de crecimiento.

Si \inicamente se permiten mutaciones puntua.les en la posicién zZ
del codén, las cuales ocurren con probabilidad pz = p #0, la ecuacnon
de«evoluclon para N;(t) se puede escribir como: o .

N(E+1) = £U0) + 2O M) +

C ooy (N () = (G} + Ci_;)f"{N.-(t)}] (54)
. RPN B T N P R SIS B
donde:

r!

T sl(r —s)
es el nimero de formas en que los 7 codones del tipo DDF de una se-
cuencia pueden sufrir $ mutaciones, p es la razén de mutacién por base
y por ciclo, ippr +ippp = L e ippr = i. El superindice en f{N;(t)}
indica que el proceso de reproduccién puede repetirse n veces antes de
que el virus salga de la célula, en el andlisis de la dindmica del modelo
vamos a limitarnos al caso n = 1.

(5.5)-

Introduciendo la forma explicita de los coeficientes C" la ecuécxon
(4.6) se puede escribir como (con n=1):

N+ = AN} o +'1)f{N.+1(t)} o

(410 (t)}] O
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~Sic#0yd # 0 diremos que el sistema evoluciona sujeto a-una
constriccion ecoldgica genérica. Sic # 0y d = 0 nos referiremos a
una constriccion ecoldgica local y si ¢ = 0 y d # 0 hablaremos de una-
constriccion ecoldgica global.

Este modelo puede generalizarse al caso en que el virus del SIDA
invade diversos tipos de células y esta invasién depende del tipo de
célula de que se trate. En vista de esta situacién el problema se puede
tratar como un problema de dindmica de poblaciones en donde se tienen
diversos tipos de células y diversos tipos de secuencias que buscan in-
fectar a dichas células. Denotemos por N;,(t) el nimero de células
de tipo 4 que al tiempo ¢ estdn infectadas por el i-ésimo tipo de se-
cuencia genética. Debido a la competencia entre los diversos tipos de
células, es necesario introducir una restriccién ecolégica que controle el
aumento de la poblacién de células. Cada célula compite con células
no solamente de su tipo sino de todos los tipos presentes por lo tanto
el crecimiento de la poblacién de células limitado por esta constriccién
ecolégica estd dado por:

SENin(0]) = AirNia(t) = o NEp(8) = dwN;ﬂ(t)zv,<t)'gvzv.~n(z)ﬁ_rzgit)7 .

donde

o=t

: "M(tv=‘l‘—4"'z=:ljvin(t)

con M el niimero total de tipos diferentes de células y ‘A;_, un factor
de crecimiento.

Ademis para cada tipo de célula se tendra una cierta probabilidad ’
u., de producir mds virus y una proababilidad v, de ser infectada, por
lo que la ecuacién de evolucién para N;,(t) estard dada por:

Nia(t + 1) = f({Nia(®)}) + vy e§ u f({Nig())) +
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‘,»,1’{: uep[c.'l.uf({Ni-H,E(t)}) +‘C}j
© g= :

(c‘+oz_'.)f({xv..¢<t>}>] 69

Este seria un modelo mads realxsta. del problema pero debido a su
complejidad seria dificil de analizar. Como primera aproximacion, en
este trabajo tdnicamente se analizard al modelo dado por las ecuaciones
(5.6).

Reordenando términos en lé eéuécién (5.6), se obtiene'

M) = [1+ 7 +2] f{N(t)} ¥ A+ (510)
donde: o B g
=g [f{N.+,(t)} 25 (N (t)} + f{N.-n(t)}] (5.11)"
b= 2((2L+§)) [ (Nera(8)} - f{N._:(t)}] ) (512)
y e = (L + 2) el

Estas ecuaciones muestran que la ecuacién de evolucién obtemda es
del tipo reaccion-difusién. En la ecuacién (5.10) el; primer término es
un término fuente no lineal, A es un término difusivo discretizado y B
un término tipo gradiente discreto. Esta ecuacién presenta la peculiari-
dad de que el coeficiente de difusién § est4 relacionado también con los
términos fuente y gradiente.

Si se relajan algunas de las restricciones que conducen a la ecuacién
(5.10) se obtendrd una jerarquia de ecuaciones. Por ejemplo si se
permite la ocurrencia simultinea de varias mutaciones, esta ecuacién
pierde su cardcter local. Por otra parte si se considera que mas de una
de las ps # 0 tanto el espacio de composiciones como las ecuaciones de
evolucién resultantes tendrdn una estructura méas compleja.

Evidentemente seria deseable que cualquier modeclo construido para
estudiar un problema biolégico fuera lo suficientemente completo para
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describir el problema sin incovenientes, sin embargo eso es muy dificil
de lograr. En modelos del tipo del que estamos planteando en este
trabajo generalmente tiene el problema de que en algiin momento las
poblaciones resultan ser negativas, sobre todo en rangos de parametros
en donde o bien la no linearidad o el acoplamiento son fuertes. Por esta
razén y con el fin de garantizar la estabilidad del sistema, se introduce
una funcién tipo Heaviside H(w) (ec. (2.9)), de tal forma que el mapeo’
acoplado que vamos a analizar estd dado por la ecuacién: '

Newt)) =B ([1+ 5] im0} + 4+ 8) (5.135

con A y B dadas por las ecuaciones (5.11) y (5.12). Cabe sefialar que
.se hizo un esferzo por evitar la introduccién de esta funcién pero a la
larga resulté ser mas complicado y los tiempos de cémputo requeridos
aumentaron drasticamente. Es importante mencionar en este punto
que esta funcién se utilizard en todos los casos durante la realizacién
de las simulaciones numéricas.

Existen evidencias [45] en estudios de redes de mapeos acoplados
relacionados con dindmica de poblaciones de que la introduccién de
este tipo de restricciones pueden conducir a comportamientos disimiles.
En nuestro caso, para el intervalo de parimetros en donde se tiene una
dindmica de punto fijo, el hecho de introducir esta funcién es totalmente
irrelevante. Sin embargo, es importante hacer notar que, el haberla in-
troducido generari gran parte de la dindmica del mapeo acoplado.

Nétese que la ecuacién (5.10) define un mapeo globalmente acoplado
del tipo de los introducidos en la seccién 2.1, sin embargo en este caso
los coeficientes tienen una dependencia “espacial” explicita y se con-
templa una contribucién local asociada a un concepto de “distancia”
entre las secuencias genéticas.

Consideremos ahora el caso en que se permite que varias mutaciones
ocurran simultineamente. Al igual que en el caso anterior nos limitare-
mos a mutaciones puntuales que ocurran en la base en la posicién Z
del codén. Dado que la probabilidad de que ocurra una mutacion es
p, la probabilidad de ocurrencia de k mutaciones simultineas serd p*.
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Si se permite que ocurran hasta tres: mutacnones sxmultaneaS' Ni{t+
estara dada por N L

G5 (Necalt)} + (CEo1 by FING O 57
Oy Ui (DD) = czf{z.v.-(t)}.]- (.14)

en. donde el término independiente de p y el lineal en p son los incluidos
en la ecuacién (5.4). Los términos cuadriticos y ciibicos en p son la
contribucién debida a la ocurrencia de des y tres mutaciones respecti-
vamente y los coeficientes C? estdn dados por la ecuacién (5.5)." '

En general se puede ver que si se permiten hasta m mutactones
snmultaneas N i(t + 1) estara dada por:

1

g (t F1)= (f{N 1+ zp [z (c.+, O N ) K

o _1_ (f)
RS C.—r CL_.+rf{N‘

5(0) Rf{N(‘)}D‘55>

donde {r} = {2,4,...,k} y R = i3 (cff'cg_,.+c'c,,_,) si k es
par y {r} = {1,3,... k} y R = Cf si k es impar.

De esta ultima ecuacidn es claro que el alcance de la interaccion au-
menta a medida que aumenta el valor de m, hasta que la interaccién sc
convierte en global cuando m = L. Esta forma de pasar de un sistema
con interacciones locales o de corto alcance a uno con interacciones
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globales, nos hace pensar. en un modelo tipo campo medio como los-
utilizados en fisica estadistica para estudiar sistemas con interacciones
muy complicadas como es el caso de fluidos, ferromagnetos, etc. En
un modelo de campo medio, la suposicién escencial es que el alcance
de las interacciones se supone muy largo de tal forma cada uno de los
componentes del sistema interactua con un campo medio producido por
el resto de los elementos. )

En nuestro problema las interacciones estan relacionadas con la mu-
taciones y por lo tanto tenemos dos formas naturales de construir un
modelo tipo campo medio dependiendo de si las mutaciones ocurren
simultineamente con la reproduccién o en forma alternada. Estos dos
modelos estarin dados por:

D) = SN A NG (616
N(t+1) = SO+ Es S ING) (7))

resbectivamente, donde a y 8 son los pardmetros que miden la intensi-
dad del correspondiente campo medio. Estos modelos corresponden al
mapeo globalmente acoplado definido por la ecuacién (2.4).

En e] siguiente capitulo se analiza la dindmica del modelo descrito
por la ecuacion (5.13) asi como del su extensién de largo alcance dada
por la ecuacién (5.15). En el capitulo 7 se analizara la dindmica de los
modelos descritos por las ecuaciones (5.16) y (5.17), su relacién con los
modelos anteriores y sus implicaciones en el contexto biolégico que nos
interesa.
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bapl’t ulo 6

DINAMICA DEL MODELO

6.1 SECUENCIAS QUE CODIFICAN
UN SOLO GEN

6.1.1 ACOPLAMIENTO DE CORTO ALCAN-
CE

Para determinar completamente el modelo sélo nos resta especificar
la forma funcional del factor de crecimiento A;, la cual estd determi-
nada por los procesos que tienen lugar en el ribosoma. G. Cocho y G.
Martinez-Mekler realizaron un estudio fenomenolégico [17] en el que
se propone que en el caso de retrovirus (como el del SIDA) A; debe
ser una funcién mondétona no decreciente de i. Como se mencioné an-
teriormente, estudios experimentales de propiedades termodinimicas
y el anélisis de secuencias genéticas del Gene-Bank, sugieren que los
codones del tipo NDF son mis eficientes y mds exactos y que este
comportamiento puede asociarse con las interacciones tARN-mARN
y rfARN-mARN [17], [31], [32], [35], {36]. Cabe hacer notar que los
resultados experimentales corresponden a un régimen en el que las mu-
taciones son despreciables, es decir p = 0. Al considerar inicamente
codones de los tipos DDF y DDD, en ausencia de mutaciones, aqucllas
secuencias con un mayor contenido de codones DDF deberan tener una
razén de crecimiento mayor. Dado que ¢ es una medida de la concen-
tracién de codones DDF y A; es la razén de crecimiento de las cadenas

55
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cuya composicién es i, una eleccién razonable es que A; sea una funcién
monétona creciente de i. En este sentido la forma funcional de A; re-
fleja caracteristicas bioldgicas y no se introduce como una suposicion,
sin embargo la forma particular de esta funcién se elige arb]trarlamente

En nuestros célculos:
A.'=a+b(z) (6.1)

én donde a y b son constantes positivas y la eficiencia y la exactitud
mencionadas anteriormente crecen al aumentar el parimetro b.

Consideremos ahora el comportamiento de la ecuacién (5.13), con
la constriccién ecolégica dada por f{NV;(t)} (ecuacién (5.2)) y A; por
(6.1), suponiendo que hay mutaciones pero solamente se permite una
mutacién por base y por ciclo. El andlisis de la dindmica se llevé a
cabo por medio de simulaciones numéricas por computadora. A con-
tinuacién se encuentran algunas de las grdficas obtenidas.

En la Figura 6.1, se muestra la distribucién N;(t) sujeta a una
constriccién ecolégica global (¢ = 0,d # 0) para varios valores del
pardmetro €. Nj(t) se grafica como funcién de i durante 300 iteraciones
consecutivas después de un transitorio de 2000 iteraciones y en todos
los casos la condicidén inicial se toma al azar. El parametro ¢ toma
valores del orden de 1 y L = 500. Cabe sefialar que los valores de
estos pardmetros estdn relacionados con la proteina externa gp120 del
virus VIH-1 del SIDA, la cual tiene una longitud aproximada de 1500
bases (500 codones) y presenta una razén de mutaciones p del orden
de 1073. Esta regién codifica la proteina env del virus y es la regién
mas activa en su interaccién con la célula huésped. Dado que hemos
supuesto una sola mutacién por base y por ciclo, € = p(L + 2) serd del
orden de 1. Los pardmetros a y b cumplen con la condicién necesaria
para tener una dindmica de punto fijo (a + b) < 3. Esta condicién se
obtiene del anélisis de la evolucién temporal del promedio de todos los
mapeos N(t). Sic=0 N(t) se puede expresar como:

o 1 & o 1 & iy o
N+ = oy S Nife1) = (a—dN NN+ 73 (Z) Ni(t)
(6.2)
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(@ dROFO S NE+D S (@ + ) - NN (63)
' Haciendo M(t) = dV(#), se tiene que: - '
abI(t) — M*() < M(2+1) < (a+ B)M(t) - %) . (64)

es decir M(t) estd acotada entre dos mapeos logisticos. E! mapeo
de la derecha presenta una dindmica de punto fijo siempre y cuando
{a+b) < 3, por lo que una condicién necesaria para que M(t) (y N(t))
tenga una dinamica de punto fijo es que (a+ ) < 3 (ver seccién 8.3.1).

En la Figura 6.2 se muestran algunas grificas de N;(¢) para varias
condiciones iniciales, como funcién de ¢ para los mismos valores de a,c
y d usados en las gréaficas de la Figura 6.1 con 5 =0, L = 10 y un valor
especial de € = ¢, que en este caso es ¢* = 1.2, El efecto mostrado
en esta grifica se observa para cualquier L si se elige el valor adecuado
€*(L). Por mayor claridad se eligié L = 10.

- En la Figura 6.3 se muestran las grificas correspondientes al caso
en que todas las especies tienen el mismo factor de crecimiento {es decir
b = 0), para dos valores diferentes de ¢ en el intervalo [0,1). Los valores
de los demds pardmetros son a = 1.5,¢=0,d =1y L = 500.

Las simulaciones numéricas muestran las siguientes caracteristicas:
a).-Para € = 0 la tnica especie que sobrevive es aquella coni = L y
a medida que se incrementa el valor de € se forma una distribucién de
secuencias (Figura 6.1). Si € estd en el intervalo 0 < € < € = "—Zﬂ
la distribucién muestra una deslocalizacién que puede medirse ya sea
en términos de su desviacién estandar o de su soporte y que crece al
aumentar e. También se observa que el maximo de la distribucién se
recorre hacia valores menores de ¢ a medida que aumenta el valor de e.
En la seccién 7.3 nos referiremos nuevamente al valor de ¢*.

b).- Cuando e = €* = LJLZ se pierde la dindmica de punto fijo y surge
un comportamiento alternante de periodo dos que muestra multiesta-
bilidad, es decir, el estado asintético depende de la condicién inicial
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Figura 6.1: Efecto de la variacién del pardmetro € sobre la distribucién
de secuencias genéticas. Se grafica el nimero N;(t) de secuencias de L
codones, que al tiempo ¢ tienen composicién i, como funcién de i en
300 iteraciones consecutivas después de un transitorio de 2000 pasos
temporales. Los pardmetros a, b, ¢, d y L se mantienen constantes
(a=05,b=15¢=0,d=1y L =>500). El valor de ¢ es: i).- 0.01,
ii}.- 0.10, iii).- 0.50 y iv).- 1.00.
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Figura 6.2: Dinimica alternante de la distribucién de secuencias en
donde puede apreciarse la multiestabilidad encontrada en el punto de
bifurcacién € = &L%.Z Las graficas corresponden a los mismos valores
delos pardmetros (a =1.5,b=0,e¢=0,d=1,e =12y L = 10) y dife-
rentes condiciones iniciales. En las graficas se muestran 300 iteraciones
consecutivas después de un transitorio de 1000.
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Figura 6.3: Distribucién de secuencias genéticas en el caso en que a =
15,6=0,¢=0,d=1y L =500Eni).- e=0.5y en ii).- e = 1.0.

(Figura 6.2). Cuando se toman valores cada vez mayores de ¢ se ob-
tiene una dindmica ciclica de periodos cuatro, ocho,etc y se observa
multiestabilidad, es decir se tienen varios estados asintéticos que de-
penden de la condicidn inicial. Eventualmente se llega a un valor del
parametro € (al cual lamaremos valor critico) € ='¢.(a, b,d, L) a partir
del cual, algunas condiciones iniciales conducen a una distribucién que
se colapsa, es decir /Vi(t) = 0 para toda 7 y todo t. Otro conjunto de
condiciones iniciales conducen a estados asintéticos no triviales. Pos-
teriormente se encuentra un valor de € a partir del cual la distribucién
se colapsa para todas las condiciones iniciales . En la seccién 7.3 se
analiza con mayor detalle la cascada de bifurcaciones, la cual da lugar
a la aparicién de caos y eventualemnte al colapso.

c).- Cuando todas las especies tienen el mismo factor de crecimiento
(es decir b = 0), se obtiene una distribucién simétrica con un maximo
eni=1Lsi Lesparoeni = L—;' si L es impar. La distribucién es
independiente del valorde esi 0 < ¢ < L‘{—’ (Figura 6.3). Este compor-

tamiento puede corroborarse analiticamente (ver seccién 7.3).
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La caracteristica a).- indica que en ausencia de mutaciones, la es-
pecie que tiene el factor de crecimiento mayor es la que domina. Este
resultado puede obtenerse analiticamente y es consecuencia directa del
criterio con el cual se eligié A;. La forma de la distribucién cuando
b = 0 indica que en presencia de mutaciones (es decir € # 0), ain
cuando todas las especies tengan el mismo factor de crecimiento, no
todas se reproducen de igual forma.

- Estos resultados pueden reexaminarse en términos de la teoria de
la evolucién de Darwin basada en la sobrevivencia de la especie que
mejor se adapta. En algunos trabajos [6], [43] se argumenta que en
el problema de crecimiento de una poblacién en un medio ambiente
restringido, la continua generacién de mutantes produce un conjuato
de variantes de la especie con mayar adecuacidn el cual constituye la
fuente de los procesos de optimizaciéon y adaptacién. De esta forma
en lugar de tener una sola especie con mejor adecuacion se genera una
familia de especies muy parecidas entre si, a esta familia se le denomi-
na cuasiespecie. Algunos autores han sefialado que la gran variedad de
secuencias genéticas que se ha encontrado del virus VIH confirma que
éste evoluciona como una cuasiespecie [46]. '

Por otra parte como menciona Schuster [43] la sugerencia de que
mayores tasas de error producen mas mutaciones que permitirdn un
proceso de optimizacién mds eficiente es vdlida solo hasta cierto limite.
Cuando las tasas de mutacién son muy altas, las mutaciones dominan,
la herencia deja de funcionar de tal forma que el proceso de seleccién
no encuentra nada sobre que actuar. La razén de mutaciones a la cual
ocurre la transicidon entre optimizacién eficiente y seleccién aleatoria,
se denomina umbral de error. Como ha sido sefialado en trabajos an-
teriores [47], los virus de ARN evolucionan bajo condiciones cercanas a
este umbral. Nuestro modelo apoya este punto de vista, el umbral de
error corresponde a ¢, y depende de los parametros que estan directa-

mente relacionados con mecanismos especificos de reproduccién a nivel
molecular.

" Las gréficas de la Figura 6.4 se muestran el comportamiento de N;(t)
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al variar el pardmetro b. Los parametros corresponden a una condicién
ecologica global y a un régimen de punto fijo. En estas grificas se ob-
'serva que a medida que b crece, la distribucién se ensancha (aumenta
" su dlspersmn) y tanto el valor medio como el mds probable decrecen.
.Como veremos maés adelante las secuencias genéticas del virus del SIDA :
exhiben este comportamiento.

Anteriormente se mencion6 que la forma particular del factor de
crecimiento se eligié arbitrariamente, en [48] y [49] se ha utilizado una
funcién con dependencia cuadritica en (i/L) y se encuentra que los

) ,resultados hasta ahora discutidos no se alteran significativamente.

"6.1.2 ACOPLAMIENTO DE LARGO ALCAN-
CE

Hasta ahora hemos considerado el caso en que sélo se permite una mu-
tacién por base y por ciclo. Como se discutié en la seccién 5.1, cuando
' se permite un nimero arbitrario de mutaciones la dindmica esta go-
bernada por la ecuacién (5.15). En la Figura 6.5 se muestran algunas
de las grificas de N;(t) para diferentes valores de m (nimero de muta-
ciones), las cuales se obtienen al iterar las ecuaciones (5.15). En general
se observa que la forma de la distribucién va cambiando y se estabiliza
para m = 10. Este hecho puede entenderse si recordamos que la pro-
babilidad de que ocurran m mutaciones es p™ y p es del orden de 1073,
Comparando dichas grificas con las de las Figuras 6.1, y 6.4, se observa
que la distribucién de secuencias presenta un comportamiento similar
sin embargo, como se vard mas adelante, fuera del rango en donde se
observa una dindmica de punto fijo se encuantran algunas diferencias.

En la Figura 6.6, se presentan las graficas de N(t) con L = 50, como
funcién de € para m =2, 4, 6 y 10. En estas gréficas puede observarse
que N(t) tiene un comportamiento més regular a medida que aumenta
m. Si estas grificas se construyen tomado varias condiciones iniciales
para cada valor de € se observa la existencia de multiestabilidad en
la zona en que 1.2 < € < 2, por lo que la regularizacién del compor-
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Figura 6.4: Efecto de la variacién del pardmetro b sobre la distribucién
de secuencias genéticas. Se grafican 300 iteraciones consecutivas de-
spués de un transitorio de 3000. Los pardmetros ¢, d, ¢ y L se mantienen
constantes (¢ = 0,d =1, e =05y L = 500 . Eni).- a = 0.005,
b = 1995, ii).- a = 1.000, b = 1.000, iii)- a = 1.500, & = 0.500,
iv).- @ = 1.995, b = 0.005. a y b satisfacen la condicién de punto fijo
a+b<3.
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L=50 m=4
- T, ETO R IR
0.5 b=1.5 c=0" d=1’ ¢=05

Dlstnbucxon de secuencias genetlca.s para l) 2,.‘li).-.‘,

4, m) m.= 6y iv).- = 10 mutaciones, para una cadena;de_::
50 codones. Los valores de los paramteros son: a = 0.5,.b =.1.5;.

;d'="1y e=0.5. Se grafican 100 iteraciones consecutivas despues._
de'un' transitorio de 1000.
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tamiento a medida que aumenta m es menos clara. En el caso en que:
m =1 esta regularizacion en el comportamiento se observa cuando au-"
menta el tamafio L de la red. En la Figura 6.7 se muestra el caso en
que L aumenta de 50 a 500.

6.2 EXTENSION A K GENES.

Hasta aqui hemos considerado iinicamente la evolucién de secuencias
que codifican un solo gen. Si la secuencia codifica dos genes uno con
longitud L, y otro con longitud L, la ecuacién (5.4) se convierte en:.

it +2) = S+ 2[4 D orns + (B3 = oo

¥ +1)fl,]+l +(Lz+1 =) fige1 — Lf.-,,-] _ :(615) L |

o6

' (6‘.7)‘ o

L= Ll +Lyy Aysesel factor de cxmlento de N.,,; En estas expre-'

o snones siempre que se encuentre un’doble subindice se entenderé que el

primero toma valores en el: mterva o [0 Ll] yel segundo en’ el intervalo
[0, Ly). , -

Es posible obtener una solucién factonzada de punto fijo (es decir
Nys(t+1) = ..,,5(1.‘) = N,(t)Ns(t)) de la ecuacién (6.5), suponiendo
que A5 = AL + A donde el. superindice se refiere a los genes 1 y
2. Esta til:lma. 1gualdad establece que la eficiencia del conjunto de dos
genes es igual a la suma de las eficiencias de los dos genes tomados
por separado. Si los coeﬁcientes»A_’, y A2 se substituyen por constantes
efectivas .determinadas por métodos variacionales o perturvativos; la
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para. 1)
después. de un transntono de 3000. .- Los: valores de: los parametros:se(
muestran en las gréficas. S SR
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-Figura 6.6:. Graficas de N(¢) como funcién del parimetro ¢ para-i).-
. m =2y iv): m = 4 mutaciones. Se grafican 100 iteraciones después -
de un transxtorlo de 3000. Los valores de los pardmetros se muestrdn

en las graﬁcas
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N (1)

Figura 6.7: En esta figura se muestra la diferencia de comportamientos
como funcién del tamafio de la red. Los valores de los pardmetros son:
a=05b=15¢c=0,d=1yee€[0,3. En i)- L = 500 y en ii).-
L = 50.
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solucién puede obtenerse de:

c [A’+A"1—dN]N‘N’
[1+1) [A,J,,+A2 dN] '+‘

(Li+1-= 1) [A,_l + A’ = dN] '-'

[A'+A2 dN]]N‘N”—O < (6.8)

donde A = a +b" (—'7-) con k = l 2 BaJo esta.s condxcxones el proble-
ma de dos genes se reduce a dos ptoblemas de un gen y la descrlpcxon
cualitativa dada hasta ahora seré‘vilida para cada uno de ellos.:

En principio es posible extender este resultado a secuencias que
codifican K genes. Se tiene una situacién similar en el caso de que
en un gen puedan identificarse dominios con diferentes caracteristicas
evolutivas, cada dominio jugaria el papel de uno de los K genes men-
cionados anteriormente. De acuerdo con esta analogia se asocia a cada
dominio un conjunto de parametros {a(), 5(K), D} donde Dy es la
longitud del K-ésimo dominio. El comportamiento de la distribucién
de la cuasiespecie al variar el pardmetro b seri vilido localmente en
cada uno de los dominios. En particular predecimos que en ARN viral
los dominios con una composicién promedio que corresponda a un valor
pequeifio de i;, presentaran una distribucién con una dispersién gfande.

Los resultados experimentales descritos anteriormente (seccién 3.3),
sugieren una relacion entre la ocurrencia de codones del tipe NDF, y
la exactitud del proceso de traduccién de proteinas. Dada la alta tasa:
de mutabilidad en los retorvirus, es razonable esperar una disminucién.
en el peso relativo de codones NDF. Para explorar la generalidad de;
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estas observaciones experimentales en [50] y [51] se analiza el compor-
tamiento estadistico de secuencias genéticas tomadas de células euca-
riotes y del virus del SIDA. La cantidad que se estudia es.la frecuen-
cia local de aparicién P(NDF,k) de codones NDF en secuencias de
mARN. P(NDF, k) estd dada por:

PANDF,k) = ."_":'z_';fv"_) (6.9)

donde k denota la posicién del codén a la largo de la cadena y nypr(k)
es el ndmero de codones NDF en una ventana de longitud £ centrada
en la posicién k. Algunos resultados se muestran en la Figura 6.8. La
linea continua representa el valor promedio P,(NDF, k) de P(NDF, k)
para la secuencia de mARN que codifica las proteinas gp120 y gp40
de la envolvente del virus. El promedio se tomé sobre las 25 secuencias
del VIH-1 encontradas en {52] y £ = 20. Con linea punteada se indica
el promedio V (k) de la variabilidad V,(k) definida en cada posicién
como e] nimero de casos en que la composicién del codén difiere de la
composicidn encontrada con mayor frecuencia. Ve(k) se calcula dentro -
de una ventana de longitud £ centrada en k y se toma el promedio so-
bre las 25 secuencias. De esta grifica se observa que para valores de ¢
menores que 500, que corresponden a la regién de la gp120, los domi-
nios con valores grandes de P,( N DF, k) presentan, en general, valores
pequeiios de V;(k) y viceversa. Esta relacién es menos pronunciada en
la regién corresondiente a la gp41, lo cual puede deberse a la presencia
de una codificacién multiple. Esto quiere decir que en algunas regiones
del virus, el mensaje se puede leer no solamente en un marco de referen-
cia sino en dos y en partes hasta en tres marcos de referencia diferentes.
En dichas zonas el mRNA codifica no solo una sino dos y hasta tres
proteinas diferentes y esto hace que la base en la tercera posicion que
seria casi irrelevante para un marco dado, es importante para los otros
dos y estd restringida para que se tengan los aminoicidos correspon-
dientes a los otros marcos.

Este analisis estadistico refuerza las determinaciones experimentales
mencionadas en las secciones anteriores, algunas de las cuales se reali-
zaron in vitro. El dominio de codones NDF parace estar fuertemente
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Figura 6.8: Gréfica de Pg(NDF i) (linea contmua) ¥ V(%) (linea pun-
teada) determinadas a partir de 25 secuencias del v1tus VIH-I como
funcxon de la. posicién k del coddn.

correlacionado con la baja variabilidad en las secuencias genéticas.

La tendencia observada en la Figura 6.8 corrobora la predicion
de nuestro modelo de que regiones con una variabilidad V(i) grande
coinciden con concentraciones bajas de codones NDF, es decir valores
pequefios de P,(NDF,i). La comparacién de los valores globales de
P, (NDF) para células eucariotes y el VIH revela una marcada diferen-
cia entre estos valores. Se ha encontrado [50] que para células eucari-
otes P(NDF) ~ 0.42 mientras que para VIH P{(NDF) =~ 0.24. Esta
diferencia en los valores de PN DF) sugiere que mediante una mod-
ulacién quimica del ribosoma se podria bloquear la traduccién de VIH
sin afectar la sintesis de proteinas eucariontes. Experimentos recientes
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realizados in vitro [53] muestran que mediante el uso de algunas cadenas
de RNA llamadas ribozimas disefiadas ez profeso es posible alterar el
proceso de traduccién del ARN correspondiente a virus especificos. Aiin
cuando no se tiene la seguridad de que el proceso funcione igualmente
in vivo, la exploracidn de esta indicacién es de vital importancia ya que
representa una posibilidad de encontrar un tratamiento terapéutico de
la enfermedad.



Cépl’tulo 7 :
BIFURCACIONES

Siempre que la solucién de una ecuacién o sistemna de ecuaciones cambie
cualitativamente cuando un parametro tome un valor muy particular
-que llamaremos valor critico- diremos que el sistema exhibe una bifur-
cacidn. Un punto en el espacio de pardmetros en donde ocurre esto es
llamado un punto de bifurcacién. De un punto de bifurcacién emergen
varias soluciones las cuales pueden ser estables o inestables. Existen
diversos mecanismos por medio de los cuales el punto fijo o la érbita
periédica de un sistema dindmico pueden bifurcarse. Entre los mds co-
munes estdn: 1.-la bifurcacion subarmdnica, o de duplicacion de periodo,
2.-la bifurcacidn tangente, 3.-la bifurcacidn de Hopfy 4.-la tipo tridente.
A continuacion se da una breve descripcién de estas bifurcaciones tanto
en mapeos unidimensionales como en mapeos multidimensionales. Para
una revisién detallada ver [54], [55] y [56].

7.1 Mapeos unidimensionales

Consideremos la familia de mapeos unidimensionales definida por:
f:RxR— R (r.1)

donde (g, z) —+ fu(z) y u es un parimetro. Sin pérdida de generalidad

podemos considerar que el punto fijo de f estd localizadoen =0 y
que €l valor de p para el cual el punto fijo se vuelve inestable; dando

73
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Tabla 7.1: Bifurcaciones en mapeos unidimensionales.

Tipo . x(0,0) Punto fijo Ejemplos

| Tangente 1 £(0,0)=0 b+ z+z?

Subarmonica —1 f(0,0)=0 p—r—x°
Tridente 1 flg,—z) = ~flp,z) | (u+Dz—2°

lugar a una bifurcacidn, es 4 = 0. La estabilidad de los puntos fijos
de este tipo de mapeos estd gobernada por el valor de su derivada
x(z, ) = (%)u en ese punto. Supongamos que f tiene un punto fijo
en (z = 0,4 = 0) y que queremos determinar la naturaleza de las
érbitas en puntos cercanos a ese punto fijo. Entonces resulta. na.tural
considerar el mapeo hneal asociado: :

y— Ay y€ER. (72)

donde A = x(0,0). Si | A]< 1 entonces z =0 es estable, y si ] A |> l
z = 0 es inestable.

Los tipos mds comunes de bifurcaciones pueden resumirse en la
Tabla 7.1. Ademds de las condiciones que se indican en esta Tabla
deben satisfacerse algunas otras para cada caso particular !'. Los co-
rrespondientes diagramas de bifurcacién se muestran en la Figura 7.1.
Es importante hacer notar que atin cuando los diagramas de bifur-
cacién para las bifurcaciones subarménica y tridente son a primera
vista iguales (Figura 7.1.a y 7.1.b), existe una diferencia muy impor-
tante entre ellos y es que mientras que el primero se pasa de un punto
fijo a una orbita de periodo dos, el segundo se pasa a dos érbitas de
periodo uno.

'Tangente:%;‘(o, 0) >0, %;E(0,0) > 0.
- Peigenbaum:22£2(0) > 0, 5£(0,0) < 0.
Tridente:3(0) > 0, £:4(0,0) < 0
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"Figura 7.1: Diagramas de bifurcacién para las bifurcaciones a).- Tan-
“gente, b).-Subarménica y c).-Tridente. Las lineas punteadas indican
lineas de puntos inestables.

Por ahora estamos interesados en analizar con un poco mis de de-
talle la bifurcacién subarménica o de doblamiento de periodo. Un ejem-
plo representativo de este tipo de bifurcacién se da en el mapeo logistico
definido por:

Tigr = pxi(l — z;) (7.3)

en donde z € [0,1] y # € [0,4]. Mediante un par de cambios de varia-
ble se puede ver que el mapeo f(z) = p — z — z? de la Tabla 7.1, es
equivalente al de la ecuacién (7.3).

En la Figura 7.2, se muestra el diagrama de bifurcaciones de mapeo
logistico (ec. 7.3), en el cual se grafican los puntos visitados durante
la evolucidén de z; para ¢ > M, donde M es un entero suficiente-
mente grande como para garantizar que estamos observando el com-
portamiento asintético, como funcién de p. En esta grafica se observa
que en el intervalo de valores entre 0 y p, el sistema visita un solo
valor. Al pasar por u; observamos una bifurcacidén y en todo el inter-
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Figura 7.2: Diagrama de bifurcaciones del mapeo logistico, en donde se

- grafican 100 iteraciones después de un transitorio de 1000. En la figura
- ‘'se indican los valores de 1, 2 ¥ fiee (ver Tabla No. 7.2)

valo entre g1 y p2 el sistema visita dos valores. -Nuevamente al pasar
. 'por uz se observa otra bifurcacién. A estas bifurcaciones se les conoce
-como subarménicas debido a que.el nimero de puntos del atractor es
cada vez mayor por un factor de dos. Los valores g, para los cuales
se presentan estas bifurcaciones se pueden obtener numéricamente. Di-
. chos valores forman una serie creciente que converge rapidamente hacia
un punto de acumulacién po (ver Tabla 7.2). Este valor corresponde
a un orbita de periodo infinito que es el resultado de la cascada de
doblamientos de periodo. La convergencia hacia el punto de acumu-
lacién obedece una ley rigurosa: la diferencia entre los valores de p
asociados con dos bifurcaciones consecutivas se reduce cada vez por un
factor casi constante: o

= #n+1 — in
Se encuentra que el valor'§ 'dgﬁnido por:

Gy = bn = oy (e
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Tabla 7.2: Valores de Lin para los cuales el mapeo logistico sufre’ una
bifurcacién de una 6rbita de periodo 2"“‘ a una de penodo 2" Se
mcluyen también los valores de [ R

Periodicidad del atractor # : R R B

=1 41 = 3.0

2U'=2 i f =3.449489 ... | 6, =4.7514... |
29 =4 p3 = 3.544090... | 83 =4.6562...} -
29=8 e = 3.564407... | 64 = 4.6682...

2* =16 us = 3.568759... | és = 4.6687...

25 =32 pe = 3.569692. .. BE

2° = oo Hoo = 3.5699456.. .

R TH

es una constante universal independiente de la funcién f, siempre que
ésta sea una funcién no lineal con un maximo de segundo orden [56]
El valor de esta constante universal es:

§=4.669201... L (16) -

Realizando simulaciones numéricas se encuentra que el valor pc,
marca el comienzo de una dominio muy complicado y un anélisis de:
tallado muestra que en la regién po, < g < 4 se encuentran alter-
nadamente atractores periédicos y zonas caédticas. Para entender esta
cascada de doblamientos de periodo Feigenbaum [57] llevé a cabo un
andlisis en el que la idea central es que la iteracién f2° se comporta
igual que la iteracién f2"" salvo por un reescalamiento. Este resulta
ser un punto de vista bastante natural para un fisico familiarizado con
ideas del grupo de renormalizacién.

Una bifurcacién tipo tangente se observa en el mismo mapeo lo-
gistico_cuando aparece por primera vez el punto fijo que no es trivial
(# = 1). Un ejemplo muy claro de una bifurcacién tipo tridente, se
tiene en el caso de la funcién f:(z), cuando ¢ = p,, donde f, es el
mapeo logistico dado por la ecuacién (7.3). Sabemos que en 3, f pre-
senta una bifurcacién de doblamiento de¢ periodo, es decir el punto fijo
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se convierte en una érbita de periodo dos. En este punto, la segunda
iteracién de f,(z), es decir f2(z), continua teniendo periodo uno, con la

" diferencia de que ahora existen dos valores asintéticos de periodo uno
(Figura 7.1). El valor asintético al cual converge una trayectoria dada
depende de la condicidn inicial.

A continuacién se da una breve descripcion de los mecanismos que
dan lugar a bifurcaciones en mapeos multidimensionales.

7.2 Mapeos multidimensionales

Consideremos la familia de un pardmetro de mapeos (si el problema
incluye méds de un pardmetro, se mantienen todos fijos menos uno)
deﬁnida. por:

g:R*xR — R" )

donde (y, #) — gu(y) ¥y g es una funcién con derivada de orden r
continua (C"), » > 1. Supongamos que g tiene un punto fijo en (y, ) =
(¥, 10), es decir g,,(¥) = ¥. Cuando el punto fijo es hiperbélico (es
decir cuando ninguno de los valores. propios de la matriz Jacobiana
J = Dyg,o(¥) tiene médulo igual a uno), el mapeo lineal asociado:

€ JE - (7.8)

donde ¢ € R™, caracteriza la estabilidad de los puntos fijos: si el mapeo
lineal asociado es estable (inestable), el punto fijo ¥ serd estable (in-
estable). El problema surge cuando se quiere caracterizar la estabilidad
de un punto fijo que es no hiperbélico, ya que en ese caso la aproxima-
cién lineal (7.8) no puede usarse para determinar su estabilidad. Los
siguientes son los ejemplos mas sencillos en los que el punto fijo es no
hiperbélico:

1.- J tiene un solo valor propio igual a 1 y los restantes valores propios
tienen médulo diferente de 1.

2.- J tiene un solo valor propio igual a -1 y los restantes valores proplos
tienen médulo diferente de 1.

3.- J tiene dos valores propios complejos conjugados con mdédulo igual
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a 1 y-los restantes valores propios tienen médulo diferente de 1.

El primer caso corresponde.a una bifurcacion nodo-punto silla, el
segundo corresponde a una bifurcacién de doblamiento |de periodo o
subarmdnica y el tercer caso a una bifurcacién de Hopf.

Si se desca obtener informacién sobre la existencia de divergencias
exponenciales, se puede calcular el espectro de exponentes t?e Lyapunov.
Estos exponentes juegan un papel muy importante en el estudio de sis-
temas dindmicos, ya que proporcionan una caracterizacién cualitativa
y cuantitativa del comportamiento dinimico del sistema. Los valores
de los exponentes de Lyapunov son una medida de la razén exponencial
promedio de la divergencia o convergencia de trayectorias vecinas en el
espacio fase. Los signos de los exponentes caracterizan cualjtativamente
la dindmica del sistema. Por ejemplo un mapeo unidimensional estd ca-
racterizado por un solo exponente de Lyapunov, el cual es positivo para
un comportamiento cadtico, cero para una 6bita marginalmente estable
y negativo para una Srbita periddica. En sistemas de dimensionalidad
maés alta, la presencia de un exponente positivo indica que las trayecto-
rias divergen exponencialmente en alguna direccién, esto significa que
el comportamiento a tiempos largos de una trayectoria que e especifica
con cierta incertidumbre no puede predecirse. Se tiene como condicién
necesaria para que un sistema sea cadtico el que tenga al menos un ex-
ponente de Lyapunov positivo. La magnitud de dicho expglente refleja
la escala de tiempo a la cual el sistema se vuelve impredecT)le.

El espectro de exponentes de Lyapunov estd definido por:

Aj=in|T] ] (79)

donde: e
I; = lim (j — ésimo valor propio de J] (J3:3%)%), (7.10)
PRI o T T
Ji es la matriz Jacobiana asociada al sistema, evaluada en|el k-ésimo

" punto de la trayectoria y J} su adjunta. Usualmente estos xponentes
se dan en orden decreciente, es decir:

M2A2- 20 Sl qran

ESTA TESIS MO DDBE
SAIR BE LA OTECK
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Las propiedades de estos exponentes son ficiles de entender en el
caso especial de una érbita periédica ya que en ese caso es posible definir
valores y vectores propios asociados a la matriz Jacobiana del sistema.
Para una drbita de periodo p los exponentes estan dados por:

b

= Z nI‘.-(xk) (7.12)

donde I';(x;) es el i-ésimo valor propio de J;J%.

Para una érbita no periédica, no es posible definir estos valores ni los
correspondientes vectores propios, sin embargo Oseledec {58] demostré
la existencia de un conjunto de vectores base que permite el cdlculo de
los exponentes para 6rbitas no periédicas.

Benetin et. al. [59] desarrollaron un método para calcular este es-
pectro de exponentes, el cual estd basado en el llamado teorema de
Oseledec [58]. Los exponentes a los cuales nos hemos referido hasta
ahora son también llamados exponentes de orden 1; en su teorema, O-
seledec generalizé este concepto y definié los exponentes de Lyapunov
de orden p que estan relacionados con el incremento exponencial de
volumenes en el espacio fase. En el algotirmo desarrollado por Benetin
et. al,, la determinacién del espectro de exponentes de Lyapunov de
orden 1 se basa en el cdlculo de exponentes de orden superior.

Como se dijo anteriormente, este conjunto de exponentes caracteri-
za el comportamiento dindmico de un sistema, sin embargo cuando se
desea determinar caracteristicas mas especificas de la dindmica como
puede ser la naturaleza de las bifurcaciones, es necesario evaluar los
valores propios de la matriz J.

7.3 CASCADA DE BIFURCACIONES

En la seccién 6.1 se mencioné que cuando aumenta el valor del pa-
rametro ¢, se observa una serie de bifurcaciones en la distribucién de
secuencias. En esta seccién vamos a analizar la cascada de bifurcaciones

R army
§ -,u? S‘saf:f

AT ol 3 Lt
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observada. Para visualizar mejor estas bifurcaciones, nos concentramos
en’el anilisis del término de biomasa N(t), definido por la ecuacién
(5.3), como funcién de e. En la Figura 7.3 se muestra el diagrama de
bifurcaciones de N(t) para una red de 10 mapeos acoplados. Los va-
lores de los parémetros son a = 1.5, = 0,c =0,d =1y ¢ € [0,3].
Claramente esta grafica presenta un gran parecido con el diagrama
de bifurcaciones del mapeo logistico (Figura 7.2). Es posible obtener
numéricamente los valores €, €;, etc. para los cuales se observan las
primeras bifurcaciones. Es conveniente aclarar que en la grifica de la
Figura 7.3, el punto de inflexién en ¢; corresponde a la primera bifur-
cacién en la distribucién {N;()} sin embargo a partir de la segunda
bifurcacién, es decir cuando se pasa de una érbita de periodo 2! a una
-de periodo 22, con cada bifurcacién de la distribucién se observa una bi-
furcacién en el término de biomasa. Por esta razén en este analisis nos
limitamos a los valores de ¢; para ¢ > 1. Como se mencioné anterior-
mente, gran parte de la dindmica del mapeo acoplado se genera debido
al hecho de haber introducido la funcién tipo Heaviside. El punto de
inflexién que aparece en la grifica N(t) vs € se debe precisamente a este
hecho. Mientras nos encontramos en una dindmica de punto fijo, este
hecho es irrelevante, sin embargo para valores de ¢ mayores que ¢*, las
dos curvas que se muestran en la Figura (6.2), comienzan a separarse.
De no haber introducido la funcién tipo Heaviside, estas seguirian se-
parandose indefinidamente yendo una de ellas hacia infinito y la otra
hacia menos infinito, sin embargo debido a la accién de dicha funcién,
cuando una de ellas llega a cero la separacidn se detiene, provocando
que el valor de N(t) aumente debido a que no tiene la contribucién
de la parte negativa correspondiente. A partir de €* es fundamental el
introducir la funcién tipo Heaviside ya que de otra manera al itrerar el
mapeo acoplado eventualmente se tienen divergencias hacia too.

En la Tabla 7.3 se muestran los valores de ¢, (paran = 2,3, 4, 5, 6, 7
y 8) que se obtienen de la grifica de la Figura 7.3. A partir de estos
valores se puede verificar si se satisface una ley semejante a la que obe-
dece el parametro z en el mapeo logistico. Como puede verse de Ja
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Tabla. 7 3 Va.lora del € en los cuales N(t) presenta bifurcaciones. En
la tercera. columna se dan los valores de A¢.

‘Periodicidad del atractor € A€

21 =2 =2398714... | = ... .
2% = €3 = 2.759591... A§ =4.7587561 ...
2P =8 € = 2.835224 ... A5 = 4.6429098. ...
24 =16 65 = 2.851514... A§ = 4.6676217. ...
2 =32 = 2.855004 .. A = 4.6676474. ...
3 =64 67 =2, 85570173 A§ = 4.6626496 . ;.

27=128 2.855912095 Ve .

Tabla 7 3 el valor del pardmetro A%’ deﬁmdo por

Al = = €n-1 (7.13)
€4l — €n PR

es siempre muy cercano al valor de 6.

"~ Al igual que en el caso del mapeo logistico la cascada de doblamien-
tos de periodo da lugar a la aparicién de una érbita de periodo infinito.
Como se mencioné anteriormente de las simulaciones numéricas se ob-
serva que para algunas condiciones iniciales la distribucién se colapsa,
esta caracteristica parece estar relacionada con el hecho de haber in-
troducido la funcién tipo Heaviside (ec. (5.13), seccién 5.2). Cuando
€ toma valores cada vez mayores, el cero se visita artificialmente con
una frecuencia que aumenta con €, por lo que el peso del punto fijo
metaestable crece hasta volverse determinante. En este sentido dire-
mos que es la introduccién de un “atractor anémalo” que lo provoca el
colapso de la distribucién. En la Figura 7.4 se muestra un histograma
del nimero de condiciones iniciales (de un total de 100) para las cuales
la distribucién se colapsa. Como se puede ver dicho nimero aumenta
al aumentar el pardmetro ¢ hasta que eventualmente para todas las
configuraciones iniciales la distribucién se colapsa, los valores de los
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-Figura 7.3: Diagrama de bifurcaciones de N(¢). Los valores de los
paramteros sona =15, 56=0,¢=0,d=1,e€[0,3) y L =10.

.. parametros se muestran en la figura.

.-~ Ahora lo que resta es saber de que tipo son las bifurcaciones obser-
.vadas. Las cracteristicas mencionadas anteriormente parecen sugerir
.-que las bifurcaciones son del tipo de doblamiento de periodo. Para la
primera bifurcacién es posible calcular los valores propios de matriz J
asociada a la dindmica. Los elementos de la matriz J estan dados por:

1—2 L+1-—1i
A ‘ (m) s+ e (Sf17) "] -

-L~-jy—-z);v.,_fl(,‘)].,,.(7.i4)

{7:.YDado que las bifurcaciones aparecen independientemente del valor
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- .Flgura. 7.4: Histograma de condlcton& mlcxala para las cuales-la dis-
tribucién se colapsa. .

de b , por simplicidad, vamos a hacer el anélisis en el caso en que

b = 0. Se puede ver que bajo condiciones de punto fijo, si b = 0,

la distribucién asintdtica N;(t) (vista como funcién de i) es simétrica

i '(Figura 6.3). Supongamos, sin pérdida de generalidad, que L es un

- pimero par, entonces de (5.10) se tiene que los valores de las dlferentes
Ni(t) estan dados por:

N,-=L(L_l)(l"?"'([‘-’“)N i=1,2,...,§ (7.15)
con:

N.'=NL_.' t=0,1,.;.,§ (7.16)

SiLes imp'a:t‘entoncés en las ecuaciones (5.24) y (5 25)i=1,2,..., 22

g
ei=0,1,..., "2 , respectlva.mente Cuando b =0 se puede demostrar )
.que N(t) esta dada por:

N(t+1)=(a —dN(t))N(t) C A (TAT)
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y este mapeo tiene un punto fijo dado por: s Tkl

o (a-1)
F=222 S (7.8)

Haciendo uso de esta informacién en (7.14), se puede demostrar que
los valores propios de la matriz J en el punto fijo estdn dadog‘por:

Ao = 2—-a
2L
Al = l—mf
_ 2(L— 1)
Y = 1-Zp |
= tTmme 0
: 2
o= 1o

donde J es una matriz de (L + 1)x(L + 1). As{ vemos que cuando
mantenemos fijo el pardmetro a y variamos ¢, los valores propios que
cambian son tinicamente A, con r > 0. Ademds A < A; sii < j, porlo
tanto, al aumentar ¢ a partir de cero, el primer valor propio que cruzara
el circulo unitario serd A;. La condicién para que esto ocurra es que
A1 = ~1, es decir:
v _L+2
‘=TI
que es el valor ¢ mencionado en la seccién 6.1.1.

(7.20)

Hemos encontrado asi que cuando el punto fijo pierde su estabilidad,
la matriz J tiene un valor propio igual a —~1 y por lo tanto podemos
concluir que la bifurcacién de un punto fijo a una orbita de periodo

- dos, es del tipo de doblamiento de periodo. Respecto a la segunda bi-
furcacion, solo se cuenta con argumentos cualitativos para identificar
su tipo. Observando el diagrama de bifurcaciones para una sola de las
N;(t) (Figura 7.5), se encuentra que cuando € % 2.4, de la rama superior
surgen dos ramas, sin embargo, la ébita de periodo dos continua siendo
una ébita de periodo dos, pero con la diferencia de que ahora el valor
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Figura 7.5: Diagrama de bifurcaciones de N;s(t) para @ = 1.5, 6 =0,
¢c=0,d=1,¢€[0,3]y L =10

asintético en la rama superior depende de la condicién inicial, tal como
sucede en la bifurcacién tipo tridente (seccién 7.1). Finalmente para
las demads bifurcaciones se observa que cada una de las ramas sufre una
bifurcacién tipo Feingenbaum o doblamiento de periodo. El anilisis de
las series de valores {¢,} y {AL} apoya el hecho de que las bifurcaciones
tanto de N(t) como las de cada N;(t) son del tipo de doblamiento de
periodo. Cuando b # 0, la distribucién es asimétrica, como puede verse
de la Figura 6.1, sin embargo la fenomenologia observada es muy pare-
cida.




Capitulo 8

MODELOS TIPO CAMPO
MEDIO |

8.1 DESCRIPCION DE LA DINAMICA

En este capitulo vamos a concentrarnos en el andlisis de la dindmica
de los modelos tipo campo medio introducidos en el capitulo 5, los
cuales se proponen como una aproximacién del modelo definido por la
ecuacion (5.15). En el anélisis de estos modelos y el que se hara en el
capitulo 9, se consideran parimetros fuera del rango de relevancia para
el problema del SIDA teniendo en mente su potencial para el estudio
de otras redes biolégicas, en particular las discusiones recientes sobre
la relacién entre dindmicas cadticas y diversidad biolégica [4], [5].

Consideremos en primer término la dinidmica que surge de (5.16).
Posteriormente nos referiremos a la ecuacién (5.17). Cuando b =0y
¢ = 0 es posible hacer un estudio andlitico de estos modelos por lo
tanto, se considerard primero ese caso y posteriormente se analizaran
casos en los que b# 0 y c # 0.

87
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8.1.1 a#0

Por ahora nos concentraremos en el andlisis del mapeo globalmente
acoplado dado por la ecuacién (5.16), que reescribimos a continuacién:

: L
Nt +1) = FINO + gy 3o Melt)

en donde f{Ni(t)} esta dada por la ecuacién (5.2) y A; por (6.1). Es
importante recordar que cuando se realizan las simulaciones numéricas,
se introduce la funcién tipo Heaviside que previene la aparicién de can-
tidades negativas. ‘

Cuando b =0y ¢ = 0, el mapeo (5.16) se reduce a:
Ni(t + 1) = (e — dN())Ni(t) + aN (1) (8.1)

donde cofno antes:
_ 1 &
Nty = I+1 hZOIY{(?)

Los actractores mas sencillos de este sistema son atractores cohe-
rentes, es decir, Ni(t) = N;(t) = N(t) para toda i y toda j. Se puede
ver que la dindmica estard gobernada entonces por un mapeo logistico
unidimensional dado por:

N(t+1) = [a+ o] F(t) - dN@)}? (8.2)

y es posible obtener analiticamente una relacién entre los parimetros,
1a cual caracteriza la estabilidad del atractor coherente. El mapeo (8.2)
tiene punto fijo dado por:

N = a++}_ (8.3)

el cual se vuelve inestable cuando | (2 — a — @) |2 1, es decir cuando
3 — a < a. El exponente de Lyapunov del mapeo (8.2), estd dado por:

A=inj2-a-al (8.4)
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Figura 8.1: Algunos atractores coherentes del mapeo (8.1). Los va]é;l;es
delos parimetros son: d =1, @ =1y L = 50. En i).- a = 2.2 ii).-
a = 2.5. Se grafican 50 iteraciones después de un transitorio de 1000.




: 90 CAPITULO 8. MODELOS TIPO CAMPO MEDIO

En la Figura 8.1, muestran algunos de los atractores coherentes que
se obtienen con esta dindmica. Los valores de los pardmetros son: b= 0,
¢=0,d=1yL =50. Eni) a =22y enii) a = 2.35. Numéricamente
se verifica que bajo un.régimen de punto fijo y a partir de condiciones
iniciales tomadas al azar, el punto fijo del mapeo acoplado (8.1) coin-
cide con el punto fijo del mapeo unidimensional (8.2).

En general, como ya se mencioné en el capitulo 7, la estabilidad de
los atractores del sistema estd determinada por los valores propios de
la matriz Jacobiana J,, de las diferentes iteraciones, o alternativamente
por los exponentes de Lyapunov. En el caso del mapeo (8.1), la matriz
Jacobiana asociada esta dada por:

dNy(t) a

_aN(t+1) o e o
3)i; = NG = N(t)] 6 R .;(8..5)
o blen si el atractor es coherente: . T TR i
dN(tL—a) T
(Je)i; = [a - dN(t)] 8ij —(_(Li—%l—)g)_w . ..,(86) v

y sus valores propios son: ; . : :
'A3=a—2dﬁ(t)+a T R CORLEEN
A a—dN(t) =12, TR

Ahora. bien, cuando nos encontramos en un punto ﬁjo, N (t) =Ny
entonc&a B

@)= [a- .uv] 6., - -(———

y sus valores proplos serdn:

Ay = a—2dN+a :
A = a—dN.. ir;l.',té':"

(8 9)

propios son:

A = 2—,«;,—.& :

2, .:7'?L (8.10)
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Flguraq .2: Diagrama de blfurcacxones de N (t) para el mapeo (8. 1) Los
“valores de los parametros son: e = 1.5, d=1,L=10y ac[0,2.3]. Se
grafican| 100 iteraciones consecutivas después de un transitorio de 1000.

La estabilidad de este punto fijo se perderd cuando alguno de los va-
lores propios tenga médulo igual a 1. Por ejemplo si los valores de los
pardmetros son tales que Ag = —1, entonces se observara. una bifur-

cacién de doblam.lento de periodo.

W

Al variar ‘el parametro a que conttola. la intensidad del ca.mpo
promedl ), s¢ observa una serie de bifurcaciones que, al igual que en
el caso del-mapeo definido por la ecuacién (5.13), parecen ser del tipo
de. dobl miento de periodo. En la Fxgura 8.2 se muestra la grifica de
N (t) vs i en donde se pueden apreciar claramente estas bifurcaciones.
Cuando |se trata de atractores coherentes, las bifurcaciones de N(t)
coinciden con las bifurcaciones de la distribucién {N;(¢)}.

&, el valor de « para el cual se observa la bifurcacién de una
orblta. ‘dé’periodo 2"~!"a una érbita de periodo 27, y definamos Az
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Tabla 8.1: Valores del a en los que N(t) exhibe bifurcaciones. Se
incluyen los vaores de A3

Periodicidad del atractor o A

=1 a; = 1.5 : D
=3 a; = 1.949592... | AS = 4.7570839.. .
=1 oy = 2.044102... | A2 = 4.6773004. ..
T =8 a, = 2.06440816... | A% = 4.6735621...
7 =16 a5 = 2.06875306... | AZ = 4.6504986.. .

=32 ag = 2.0696873469... | .-

como: .
’ a=Zn_faci (8.11)
Qn4l — Qn

En la Tabla 8.1 se dan los valores de las correspondientes a, y de los
valores de AZ calculados por medio de (8.11). De esta Tabla se observa
que los valores a, obedecen una ley similar a la que se mencioné en la
seccién 7.1 para el parimetro u en el caso del mapeo logistico.

Cuando b # 0 y ¢ # 0, la dindmica se vuelve un poco mis compli-
cada asi como el estudio analitico del problema. Sin embargo es posible
entender algunos aspectos en términos del andlisis para b=0y c=0.
Como puede verse de la Figura 8.3, cuando 6# 0 y ¢ = 0, las distribu-
ciones que en el caso =0 y ¢ = 0 eran hotnogeneas (con respecto a i)
pierden esa homogeneidad y reflejan el hecho de que A(7) es una funcién
creciente de 5. Asi mismo los valores de « en los cuales se observan las
bifurcaciones son menores en este caso que cuando b = 0. Los valores
de los pardmetros son: =0.3,c¢=0,d=1y L=750. Eni)a=22y
en ii) @ = 2.35.

De la ecuaciones (5.2) y (5.16) es claro que si b= 0 y ¢ # 0, en-
tonces el mapeo globalmente acoplado de la ecuacién (5.16) se reduce
2 un mapeo de] tipo de los estudiados por Kaneko [20], en donde se ob-
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Figura 8.3: Distribuciones /V;(t) correspondientes al mapeo (5.16) para
b=103,c=0,d=1yL =50. Eni).-a = 22, ii).- a = 2.35. Se
grafican 50 iteraciones después de un transitorio de 1000.

serva el surgimiento de dominios que evolucionan conjuntamente. En
la Figura 8.4.1 se muestra uno de los atractores para b=0,c#0d =0,
en donde se pueden ver claramente los dominios antes mencionados.
Nétese que este comportamiento también se observa si d # 0 (Figura
8.4.11).

81.2 B8+#0

Consideremos ahora el mapeo globalmente acoplado dado por la ecuacién -
(5.17), es decir:

= HN(O} + L 3" LN
Nilt +1) = AN} + 7y L FAN)

donde como antes f{N(t)} esti dada por la ecuacién (5.2). Al igual
que en el caso anterior el estudio anilitico de este mapeo se puede
realizar con mayor facilidad si 4 = 0 y ¢ = 0, en cuyo caso el mapeo
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" Figura 8.: Gréaficas de las distribuciones N{t) correspondientes al
mapeo (5.16) para i).- a = 1.4, b =0, ¢ = 0.35, d-Oyu) a—-16
b 0, c-19 d-l Enamboscasosa—lOyL—50

FORG T




AL

g DESCRIPCION DE LA DINAMICA * =" ey

;00 10 20 30740 .50i -0 10. 20 30 40 50i

. Figura 8.5: Algunos atractores coherentes del mapeo (8.12). Los valores
de los parametrosson d=1,8=02y L=>50. Eni)-a=251yen

it).- @ =2, 88 Se graﬁcan 50 1terac1ones después de un transitorio de
’1000

‘7 (5. 17) se re lice 4t

N (t + 1) = (a - 'V(t))Ni(t) +8a—dN(E)N  (8.12)

N(t ZN(t)

: La.s sxmulamones numéricas reahzada.s muestra.n que el mapeo () 11)
también: puede exhibir atractores coherentes como :los del mapeo (5. 16)
Algunos ejemplos se’ muestra.n en la Flgura 8.5."°8i el atractor del sis-
tema. es un atractor cohererte; el mapeo (5.17) también se reduce a nu
. mape ] glstlco umdlmensxonal el cual estd dado_por:

N+ 1) = (14 B)a~ AR ()N () (313)
Este mapeo tiene un punto ﬁjo dade’ por. T

U A T s(a
N = -

(8.14)
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¥ la estabilidad del punto fijo se pierde cuando {2 —a(8 +1) |> 1, es
decir cuando 3 > (2 — 1). Nuevamente para caracterizar la esta.bxhdad
del los atractores necesitamos calcular la matriz Jacobiana asocxada al
sistema. De la ecuacién (8.12) tenemos:

ON;(t +1)

(@0 = T (a—dzv(t)) 6+ phs

L+1 _

ITi + T [N )+ ﬂN(t)] (8.15)
Sl se trata de un atractor coherente, entonces ) i
(Fe)i; = (a - dN(t)) [6,-,- + L_f-l'] _ :

d s Lt s
Il +AN )

.. y.sus valores propios estin dados por:

A = a(1+48) - 2d(1 +ﬂ)N(t),_ =
Al = a—dN(t) i=1,2,...,L
Si nos encontramos en un punto fijo entonces N, (t)= Ny o .r:g“; :

L+1

@i = (a—dN)[&.,+ B ] e
w+Hf] L (s1s)

d;
T+l

y los valores propios serdn:

Ao = a(1+ﬂ) 2d(
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Tabla 8.2: Valores del pardmetro 3 en los que N(t) sufre una bifur-
cacién. En la Gltima columna se dan los valores de A%

Periodicidad de] atractor ] AP
. 20 — 1 Ah=10 | ...
2! =2 B, = 1.299796... | A§ =4.7602534...
22 =4 G = 1.362775... | A§ = 4.6649383. ..
23 -8 By = 1.37627551... | A% = 4.6553448. ..
i21=16 Bs = 1.37917551... | Af = 4.6836138...
25 =32 Bs = 1.37979469...] --.--.

y la estabilidad del punto fijo se pierde cuando alguno de los valores
propios tierie mdédulo igual a 1. Dada la forma de los valores propios,
esto sucederd cuando Ag = —1, es decir cuando 8 > 32 3.

También en este caso se observa una serie de bifurcaciones al variar
el parimetro B que controla la intensidad del campo medio. En la
Figura 8.6 se muestra el diagrama de bifurcaciones de N(¢). Por tratarse
de atractores coherentes, las bifurcaciones de N(¢) coinciden con las bi-
furcaciones de la distribucién {Ni(¢)}. En la Tabla 8.2 se dan los valores
de las correspondientes 3, para las cuales se observan las bifurcaciones
de una érbita de periodo 2*~! a una érbita de periodo 2". Si definimos
A% como:

ﬁﬂ ;Bn 1

Bat1 — Bn

de esta Tabla se observa que los valores 3, también obedecen una ley
similar a la que se menciond en la seccidn 7.1 para el pardimetro j: en
el caso del mapeo logistico, ya que el valor del pardmetro A? calculado
segiin (8.21) es cercano al valor del pardmetro é defnido para el mapeo
logistico.

AP = (8.21)

Cuando b # 0, el comportamiento observado es muy parecido al quc
se encuentra en el caso del mapeo (8.1), es decir las distribuciones que
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Figura 8.6: Diagrama de bifurcaciones de N(t) para el mapeo (8.12).
Los valores de los pardmetros son: a =15, d =1, L =10y 8 € [0,2].
Se grafican 100 iteraciones consecutivas después de un transitorio de
:1000. o :
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Figura 8.7: Grdficas de las distribuciones N;(t) para b = 0.2, ¢ = 0,
d=1L = 50y = 0.2 correspondientes al mapeo (5.17). En i).-
a = 2.4, 1ii).-a = 2.8. Segrafican 50 iteraciones después de un transitorio
de 1000. :

eran homogéneas cuando b = 0 se vuelven inhomogéneas y reflejan el
hecho de que A(i) es una funcién monétona creciente de i. Algunos de
los atractores observados se muestran en la Figura 8.7. Sib=10,c #0
y d = 0, el mapeo (5.16) también se convierte en un mapeo globalmante
acoplado del tipo de los analizados en [20]. La Figura 8.8.i muestra uno
de los atractores obtenidos en donde se aprecia claramente la formacion
de dominios que evolucionan en fase. Este comportamiento también se
encuentra si d # 0 (Figura 8.8.ii).
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Figura 8.8: Graficas de las distribuciones Ni(t) para el mapeo (5.17).
-i).- corresponde a @ = 3.1, b = 0, ¢ = 0.2, d = 0 y ii).- corresponde a
a=33,6=0,c=1,d =1. En ambos casos 8 = 0.1 y L = 50.




Capitulo 9 SR
SINCRONIZACION |

En este capitulo vamos a centrar nuestra atencién en el andlisis del
modelo como sistema dindmico. Esto ya se hizo en alguna medida
en capitulos anteriores, en donde se dieron evidencias de un compor-
tamiento coherente de un sistema de mds baja dimensionalidad. Esto
puede apreciarse claramente en los patrones de bifurcaciones presen-
tados en las secciones 7.3 y 8.1. Recordemos que cuando se hizo el
andlisis de estos diagramas de bifurcaciones, se calculé el anélogo de
la 6 de Feigenbaum, encontrandose que los valores de A¢, A® y Af,
son muy cercanos al valor de la é§ de Feigenbaum. Se hizo también un
andlisis de los tipos de bifurcaciones encontradas. Ante estas evidencias
podemos preguntarnos cual es el mecanismo operante en la dinimica
que es capaz de producir todo esto, ;no serd cuestién de un problema
de sincromizaciéon?

9.1 ANTECEDENTES RECIENTES

El problema de sincronizacién es un problema de interés en diversas
areas tales como circuitos eléctricos, comunicaciones, robética, biolo-
gia (cronobiolgia), etc. En mecanica cldsica, se estudia el fenémeno
de oscilaciones periédicas sincronizadas en donde es posible distinguir
dos tipos de sincronizacién: la sincronizacién forzada por acciones ex-
ternas y la sincronizacién mutua entre sistemas. También, aunque en

101
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mmucha menor medida, se ha estudiado el fenémeno de sincronizacién
de osciladores no lineales mis complicados. A grandes razges podemos
decir que las componentes escenciales para que se de el fenémeno de

_sincronizacidn en un sistema de osciladores son dos: .
Primera, es necesario tener un canjunto osciladores mis o menos inde-
pendientes que puedan ser acoplados. Y segunda, debe haber disipacién
de energia.

El fenémeno de sincronizacién puede observarse en la naturaleza
en una gran variedad de sistemas, quizas el mis conocido se refiere al
movimiento de la tierra y la luna. En este ejemplo, la frecuencia de
rotacién de la luna alrededor de su eje esti sincronizada con su periodo
de revolucion alrededor de la tierra de tal forma que, desde la tierra, ob-
servamos simpre la misma cara de la luna. En este caso, los oaciladores
consisten en: uno, un cuerpo rigido (la luna) que rota a una frecuencia
fija alrededor de un eje de inercia y el otro un cuerpo que se mueve
en una 6rbita de Kepler (la tierra). El mecanismo de acoplamiento es
menos obvio y tiene como origen la distribucién asimétrica de la masa
de la luna, la cual esti acoplada a la asimetria producida en la tierra
por la propagacién de las mareas. El amortiguamiento esti dado en
este caso por la fuerza de friccién que ejerece la tierra sobre las mareas.

La sincronizacién de dinimicas cadticas, que es el fenémeno que
nos intersa por el momento, es algo mucho mas complejo y esta asocia-
do con la complejidad de los atractores de los sistemas dindmicos. A
este fendmeno se le conoce como sincronizacién cadtica. La trayecto-
rias de dos sistemas cadticos independientes que evolucionan a partir
de condiciones iniciales muy cercanas rapidamente se encontraran to-
talmente descorrelacionadas. Sin embargo se ha encontrado [60], que
algunos sistemas cadticos pueden sincronizarse si se les acopla con una
sefial comin. Por sincronizacién debe entenderse que las trayectorias
de dichos sistemas. coincidan y sean recorridas con un retraso fijo. Esta
capacidad de algunos sistemas cadticos para sincronizarse no es obvia
¥ puede caracterizarse por medio de los exponentes de Lyapunov de
los subsistemas. Pecora y Carroll [60] demostraron que subsistemas
de una dindmica caética se sincronizan Gnicamente si sus exponentes
de Lyapunov son todos negativos, sin embargo ésta es una condicién
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necesaria pero no suficiente para la sincronizacién, ya que no hace re-
. ferencia alguna al conjunto de condiciones iniciales que permitirin la
' sincronizacién. ’

En aiios recientes el problema sincronizacién para dindmicas noli-
neales bajo regimenes caéticos ha sido estudiado con bastante interés
[61). Ejemplos de ello los encontramos en : i).- El estudio de estructuras

‘coherentes en sistemas de alta dimensionalidad. Por ejemplo el analisis
que hace Kaneko [20] sobre redes de mapeos acoplados estudiando prin-
cipalmente las condiciones de estabilidad de dichas estructuras coheren-
tes mas que su origen mismo. ii).-Problemas de comunicaciones [62],
[63] y de control de ritmos cardiacos [64] en donde se estudian sistemas
de baja dimensionalidad y se habla de sincronizacién distinguiendo el
sistemna forzante del sistema de respuesta. iii).- Regularizacién, basada
en variaciones de los parametros incluidos en las ecuaciones [65}. iv).-
El efecto del ruido en la regularizacién del caos en mapeos unidimen-
sionales [66]. En la siguiente seccién vamos a discutir con un poco
-mas de detalle un caso particular de esto, que ha sido estudiado por
Anishchenko et. al. [67].

9.2 UN CASO DE BAJA DIMENSION

Consideremos por ejemplo un caso particular del mapeo (8.1)Aen dos
dimensiones (L =1, i = 0,1). Sabemos por la ecuacién (8.7) que los
valores propios de la matriz Jacobiana son:

Ao = a—2dlv+a

Ay = a-dN (9.1)
¥ los correspondientes vectores propios estan dados por:
Vi = (l’ l)
vz = (-1,1) (9.2)

Si el valor absoluto de alguno de los valores propios es. mayor que uno,
una perturbacién en la direccién del vector propio correspondiente ten-
derd a amplificarse. En este caso encontramos que uno de los vectores
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propxos de la matriz Jacobiana tiene todas sus componentes iguales en-
“tre si, o cual como ha sido indicado por Kaneko [20] es una condicién

"’ suficiente para que la amplificacién de una perturbacién en la direccién

decir: -

sxstema de ecuacmnes

de este vector no destruya la coherencia. Por lo tanto la condicién sufi-
ciente para que una perturbacién cualquiera no destruya la coherencia
es que el otro valor propio tenga médulo menor o igual que uno, es

| Ay l=f{a—dF |<1 93)

Posteriormente vamos a discutir la posibilidad de aprovechar este re-

sultado. para analizar un sistema de alta dimensién por medio de la

_implementacién de un esquema tipo grupo de renormalizacién. Un re-
_sultado similar se obtiene cuando se considera el mapeo (8.12). -

‘9.3 ALTA DIMENSION

) ‘Los sisternas que se han estudiado en este trabajo son sistemas de alta
dimensionalidad, sin embargo, vamos a utilizar el método propuesto
"por Anishchenko et. al. [67] para baja dimensionalidad para analizar

nuestro problema. En su trabajo Anishchenko et. al. analizan un sis-
tema de dos osciladores acoplados en donde cada oscilador esta descrlto
por las ecuaciones:

‘& = mr+y—zx=z : ‘ )
i = e )
i = —gr+gf() S s

con mn el pardmetro de excitacién del oséilador y f(=) una funcién dada

. por: ’ ’ B

snz>0
(:z:) {,_:; sx:z<0

‘El sistema de dos osciladores acop]ados estara. dacnto entonces por el
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h = -z,
4 = q(flz)—=z),
&afp = (m2—~ 22)32 +y2+ Gz(le - $2 + y2 — Bpyy),
' y2/P = =Xz,
Zfp = @(f(z2) —2), - (96)

donde p es la razén de las frecuencias de los osciladores, B es un coe-

ficiente de transmisién y Gi1 y G2 son los pardmteros de acoplamiento.
" En particular el caso que nos interesa es el de un acoplamiento unidirec-
cional, es decir Gy = 0 y G2 = G, en cuyo caso estamos tratando con
un'problema de sincronizacién forzada. En la Figura 9.1.a se mues-
tra el espectro de potencia que corresponde al sistema forzante, (en
este.caso 1), la Figura 9.1.b corresponde al espectro de potencia de
las oscilaciones auténomas de 2, mientras que en la Figura 9.1.c se
muestra el espectro de potencia de las oscilaciones forzadas de z; para
my =.0.7, my = 1.2, g1 = g2 = 0.3 y p = 1.08, los valores del parametro
de acoplamiento G aumentan de izquierda a derecha.

9.4 MODELO DE PRUEBA

Para analizar nuestro problema vamos a construir un modelo de prueba
que nos permita hacer un anélisis semejante al realizado por Anishchen-
ko et. al. Hemos visto en el capitulo precedente dos modelos de tipo
campo medio que muestran una fenomenologia similar a la de sistemas
unidimensionales. En esta seccién vamos a referirnos tinicamente al
modelo representado por la ecuacién (5.17). A partir de este modelo
vamos a construir otro modelo que nos permita hacer una andlisis si-
milar al discutido en la seccién anterior. Para ello vamos a desacoplar
parcialmete uno de los mapeos, de tal forma que nuestro nuevo sistema
estd descrito por las ecuaciones:

Ni(t - 1)
NL(t + 1)

) } L
B[N+ gy 2 )] § =021
SN} - e

|
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‘Figura 9.1: Espectros de botenc’xa para a).- las oscilaciones del sistema
forzante, zl(t), b).- las oscilaciones auténomas de z;(2) y'c).- las oscila-
ciones forzadas de zz(t) .
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“donde como antes:

f{N(t)})—A.N(t)—cN’(t) - dN'N(n X

con la diferencia de que:

Ai=a+b (-'-) - 5 (99)
. . L RN
Consideremos a la segunda de las ecuaciones (9.7) como el sistema

forzante y a la primera como el subsistema. A diferencia del ejem-

plo descrito por las ecuaciones (9.6), en este caso el sistema forzante
continia acoplado a todos los grados de libertad del sistema original

a través del término con el coeficiente d. Como siguiente paso, con

‘valores fijos de los pardmetros a, ¢, d y § = 0, variando el parimetro

b localizamos una zona en donde el mapeo Ni(t) tenga un atractor
periddico. Con los valores de los pardmteros a, b, c y d para los cuales el
sistemna tiene este atractor periédico, empezamos a aumentar el valor
del pardmetro de acoplamiento 3 (que juega el papel de G del caso
anterior), y se encuentra que para algunos valores de este parametto, la
variable N(t) (que es una propiedad global del sistema), tiene algunas
ventanas del mismo periodo que el del mapeo parcialmente desacoplado.
Es decir este oscilador esta forzando a todo el sistema a sincronizarse

con su frecuencia. Nétese que el comportamiento observado para N(t)

es una condicién necesaria pero no suficiente para que cada uno de los

mapeos esté sincronizado con el sistema forzante, sin embargo en los
casos estudiados se encontré que en efecto cada uno de los mapeos esti

sincronizado. i

El andlisis se limitd a dos casos: 1).- Cuando los pardmetros toman
los valores: a = 2.0, b =1972,¢=02,d=1,L =10y 8 =0, el
mapeo parcialmente desacoplado V. (t) cae en un atractor de periodo 6
(Figura 9.2.a). En la grifica de la Figura 9.2.b se muestra el diagrama
de bifurcaciones de N(t) como funcién del pardmetro de acoplamiento
B. En esta grifica se puede observar claramente una ventana de periodo
6 alrededor de # = 0.2. En la Figura 9.3, se muestran los espectros de
potencia para a).-N(t) en las proximidades de la ventana y b).-N(t)
en la ventana. En la figura 9.3, a = 2.0,6 = 1.972,c = 02y d = 1,
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- .En a).-f = 0.199 y en b).-§ = 0.2. En todos los casos el espectro de

potencia se calcul$ a partir de una serie temporal de 1024 datos. Cabe
" 'mencionar que todos los espectros se potencia (salvo los de la Figura
9.1) se ha suprimido el pico correspondiente a un periodo dos.

2).- El segundo caso corresponde a valores de los pardmetros a = 1.5,
8=2.36,c=1yd =1, en cuyo caso se observan atractores de periodo
10. La fenomenologia es semejante a la descrita en el punto 1).-.

.. Comparando los espectros de potencia de la Figura 9.3 con los de
Ia Figura 9.1 se encuentra un comportamiento muy parecido, es.decir
en el espectro de potencia empieza a ser evidente el advenimiento de
un comportamiento periédico antes de que éste pueda detectarse de la
“simple observacién de los valores de la serie temporal. En el caso del

_ mapeo logistico unidimensional (ecuacién 7.3) se encuentra un compor-

. tamiento similar (Figura 9.4). Sin embargo cuando nos fijamos en los
espectros de potencia del oscilador parcialmente desacoplado, no se en-
cuentra este comportamiento (Figura 9.5). Esto puede deberse a que,
como se menicioné anteriormente, este oscilador no estd totalmente de-
sacoplado.

El analisis anterior se ve reforzado cuando se calcula el espectro de
exponentes de Lyapunov. Como se indicé previamente, una condicién
" necesaria para que los subsistemas se sincronicen es que sus exponentes
de Liaponuv sean todos negativos. Utilizando e} algoritmo propuesto
por Benetin et. al. [59} y basandonos en una implementacién de Livi
‘et. al. [68], se calculd el espectro de exponentes. En la Figura 9.6 se
muestran las grificas de los espectros de exponentes para todo el sis-
tema asi como para e} subsistema de respuesta, en donde puede verse
‘que efectivamente todos los exponentes tanto del sistema tatal como del
subsistema de respuesta son negativos. En el apéndice A se encuentra
el programa utilizado para calcular estos espectros de Lyapunov, con el
fin de que sirva como guia al lector interesado. Pequeiias modificaciones
en dicho programa permiten calcular los exponentes para los mapeos
(5.13), (5.16) y (5.17).

Ahora bien, en el caso general el sistema es algo mas complicado
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.Figura 9.2: Diagramas de bifurcaciones para a).- Ni(t) y b).- N(2)
en donde se muestran las ventanas de periodo 6. Los ‘vvalo'tgsidé los
parametros se dan en el texto. ’ -
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Figura 9.3: Espectros de potencia de N(t) a).-en las proxlrmdades de
una ventana de periodo 6 y b).-en la ventana de periodo 6.
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Figura 9.4: Espectros de potencia del mapeo logistico a).-cerca de la
ventana de periodo 3 (4 = 3.828) y b).- en la ventana de periodo 3
(1 = 3.829).
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Figura 9.5: Espectros de potencia del oscilador parcialmente de- -
sacoplado cerca de la ventana de periodo 6; a = 2.0, c = 0.2, d =1,
B=0y L=10. Eni).- 5=1.965 y en ii).- b = 1.968.
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Figura 9.6: Gréficas de los espectros de Lyapunov para a).-el sis-
tema completo dado por las ecuaciones (9.7) y b).-el subsistema de
respuesta dado por la primera de las ecuaciones (9.7). Los valores de
los pardmetros se muestran en las graficas.
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que el modelo que hemos estado considerando, sin embargo el meca-
nismo descrito anteriormente bien podria ser el mismo que de lugar a
los fenémenos que estamos observando.. Para ese caso es mds dificil
precisar cyal es el sistema forzante y cual es el sistema de respuesta.

9.5 ROBLEMA GENERAL DE ALTA
BAJA DIMENSION

Durante la década pasada se encontraron varios ejemplos de series tem-
porales relacionadas con sistemas astrofisicos, meteoroldgicos, biolégi-
cos, hidrodindmicos y en economia en los cuales los analisis realizados
mostraban la existencia caos determinista de baja dimensionalidad. En
afios recientes ha sido cada vez mds evidente que estas afirmaciones
deben tomarse con mucho cuidado [69]. En buena medida el entusiasmo
despertado en el estudio de sistemas de bajadimensionalidad se debié a
la creericial de que la dindmica de un problema de muchos grados de li-
bertad se reduce a un subespacio del espacio fase de pocas dimensiones.
En afios recientes esta reducciéon dimensional se ha puesto en tela de
juicio [69].| Frecuentemente los algoritmos utilizados para caracterizar
el caos no han sido implementados son el suficiente cuidado. Un factor
escencial en el estudio de los sistemas naturales es la presencia de ruido.
Fecremas dela teorfa de sistemas dindmicos que respaldan la: reduccién .
dimensional, como por ejemplo el teorema de inmersién de Takens [70],
son validos en ausencia de ruido. Actualmente se estima que existen
problemas|con dindmicas extendidas que no pueden ser reducidos a
pocas dimensiones y que requieren de un estudio en espacios con una
dimensionalidad menor que el nimero de grados de libertad pero aiin
considerable. Bajo esta premisa cabe la pregunta de si la sincronizacién
constituye un mecanismo de importancia en una reduccién dimensional.

En la sgccién 9.1.2 vimos que en el caso de un sistema de dos mapeos
acoplados, |existen condiciones para las-cuales el probema se reduce a
un problema de un sistemna unidimensional. En la seccién 7.1 se men-
ciond que ¢l esquema del Grupo de Renormalizacién se introdujo en el
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andlisis de sistemnas no lineales con el trabajo de Feigenbaum. Dado
que este esquema resulta 1til en dicho analisis, es razonable pensar que
también podria aplicarse al estudio de redes de mapeos acoplados, las
cuales estan constituidas por mapeos unidimensionales del tipo de los
analizados por Feigenbaum, ya existen trabajos en esta direccién [71].
Los principales elementos del esquema del Grupo de Renormalizacion
son:

a.- Un proceso de reduccién dimensional en el sistema. Por ejemplo se
pasa de un sistema de N dimensiones a uno de N/2 dimensiones con
una prescripcion semejante a la dada en la seccién 9.1.2.

b.- Se busca un nuevo acoplamiento efectivo entre los nuevos compo-
nentes.

c.- Se itera el proceso.

La existencia de una dimensién minima prodria hacerse aparente con la
obtencién de un punto fijo de la iteracién de este proceso. Sin embargo
este analisis estad mas alla del objetivo de este trabajo y es un campo
de trabajo abierto.
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Capitulo 10

DISCUSION Y
CONCLUSIONES

En este trabajo se realizé el anilisis de un modelo para el estudio del
la evolucién de secuencias genéticas, en particular del virus del SIDA.
A lo largo del desarollo del trabajo vimos que este es un problema que
requiere de un andlisis interdisciplinario y quizas debido a ello existe
una gran variedad de tratamientos alternativos y complementarios. El
tratamiento utilizado en este trabajo es uno de ellos y esta basado en
un anélisis fenomenolégico. La informacién obtenida a partir de dicho
andlisis fue de vital importancia para tener criterios adecuados para in-
troducir las aproximaciones y simplificaciones que permitieran obtener
algunos resultados analiticos y numeéricos.

Un aspecto muy importante del presente trabajo se refiere al tipo de
modelaje utilizado. Tradicionalmente la evolucién dindmica de sistemas
extendidos ha estado asociada con el estudio de ecuaciones diferenciales
parciales no lineales, sin embargo recientemente se han propuesto herra-
mientas alternativas tales. como autdmatas celulares y redes de mapeos
acoplados. Es importante recalcar que estos tratamientos alternativos
no deben considerarse como discretizaciones de una ecuacién diferen-
cial parcial, sino como formalismos que pueden, intrinsecamente, ser
mds adecuados para el modelaje de algunos fenémenos. El problema
tratado en esta tesis es un ejemplo de ello.

117
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La simulaciones numéricas analizadas en el capitulo 6 muestran
que, en el caso del VIH, la poblacién de secuencias genéticas presenta
una distribucién que corresponde a una cuasiespecie. Algunos autores
seiialan que el hecho de que exista una gran variedad de secuencias del
VIH indica que el virus efectivamente evoluciona como una cuasiespecie
[46]. Del andlisis de las simulaciones obtienen indicaciones de que existe
una relacién entre el comportamiento de miquinas moleculares, en par-
ticular del ribosoma, y propiedades de regularidad en la composicién
de las secuencias genéticas. En la seccién 6.2 se mencioné el hecho
de que existe una anticorrelacion entre el contenido de codones NDF
y la variabilidad de las secuencias. Las grificas presentadas en dicha
seccién muestran que aquellas secuencias, o dominios de las secuencias,
en donde la composicién promedio corresponde a un valor pequefio del
peso local i de codones NDF con respecto a los del tipo NDN, la dis-
persién es grande. Dada la alta taza de mutacién en el virus del SIDA,
se espera una baja frecuencia de aparicién de codones de tipo NDF en el
VIH-1. Andlisis estadisticos realizados con las 25 secuencias de mARN
del VIH-1 tomadas de [52] indican que la anticorrelacién predicha se
observa en las secuencias genéticas de los bancos de datos [50], [51].
Lo anterior nos hace pensar que en la formulacién del modelo se han
tomado en cuenta aspectos escenciales del mecanismo de la evolucién
de secuencias genéticas, a pesar de las simplificaciones introducidas. -

Conviene recalcar que la anticorrelacién antes mencionada se ob-
serva gracias a que las cadenas de 4cidos nucleicos se expresaron en el
lenguaje degenerado D/F. La adopcién de este lenguaje, que es reflejo
de las propiedades fisicoquimicas de los dcidos nucleicos, permitié asf
mismo descubrir algunas caracteristicas de la dindmica ribosomal y de
alguna forma resalta la importancia de las interacciones mRNA-rRNA a
nivel ribosomal. Los resultados sugieren que el mRNA se ancla al ribo-
soma debido a estas interacciones, permitiendo una sintesis de proteinas
mds precisa. Bajo esta dptica el ribosoma adquiere un valor selectivo.
El trabajo de Cocho et. al [50] apoya esta conjetura al demostrar que
la anticorrelacién arriba mencionada tiene un mdximo antes y después
del sitio de traducciéon. Las observaciones experimentales descritas en
la seccién 8.2 pusieron de manifiesto que algunas caracteristicas de la
composcién del RNA ribosomal, tanto en los sitios activos de sintesis de
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proteinas como en una vecindad de ellos, regulan el buen desempeiio
de la sintesis. Las determinaciones de Cocho et. "al. [50] muestran
que propiedades locales de composicién quimica en regiones fuera de
la vecindad de los sitios activos son determinantes en la variabilidad
del virus. Estos resultados llevan al planteamiento de un estudio de-
tallado a nivel de miquinas moleculares brownianas de los procesos
llevados a cabo por el ribosoma. Para el caso de células eucariotes, el
conocimiento del la estructura y funcionamiento del ribosoma es aiin
muy precario. De confirmarse, en general, las observaciones obtenidas
hasta el momento, se tendria una indicacién sobre la complejidad es-
tructural del rRNA en el ribosoma.

En biisqueda de una pista terapeiitica vimos que la cantidad P,(NDF)
es una medida de la distribucién local del triplete NDF y cuantifica
las regularidades estructurales de las secuencias genéticas. Se encuentra
que P (NDF) calculada para toda la secuencia genética de longitud
L, toma valores diferentes para eucariotes y el VIH-1, sugiriendo una
diferencia en las interacciones del ARN que tienen lugar en el ribosoma.
Esta diferencia en los valores promedio de P,(NDF') sugieren que un
ataque quimico al ribosoma que altere las interacciones mARN-rARN
podria bloquear la traduccién del VIH sin afectar considarablemente la
sintesis de proteinas eucariotes. Este ataque quimico deberia tender a
inhibir las funciones del ribosoma para secuencias de mARN con una
concentracién baja de codones NDF. Este efecto podria ser complemen-
tario a resultados recientes [53] en los que se muestra que mediante el
empleo de ribozimas (cadenas de RNA especificas), es posible bloquear
la traduccién del RNA correspondiente a algunas proteinas del virus.
Aun cuando dichos experimentos se realizaron in vitro y no se tiene la
seguridad de que el proceso pueda tener éxito in vivo, la exploracién de
esta indicacién representa la posibilidad de encontrar un tratamiento
terapéutico contra el SIDA.

Dada la hipermutabilidad del VIH, es poco probable que la in-
hibicién de un proceso particular de su ciclo vital logre interrumpir la
reproduccién del virus. En nuestra opinién un tratamiento que involu-
cre varios procesos del ciclo reproductivo tiene mayores posibilidades
de éxito. El ataque al ribosoma en los términos que mencionarnos es
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una-alternativa que, hasta donde llega nuestro conocimiento de la li-
teratura, no ha sido planteada. La idea de obstruir el funcionamiento
del ribosoma con fines terapéuticos no es nueva. Muchos antibiéticos
operan de esta forma, {72], {73}, sin embargo, en nuestra propuesta se
" trata de un ataque al ribosoma de la célula hospedera y no al ribosoma
de una bacteria o virus. Es por ello que el ataque quimico deberd ser
muy selectivo y preciso. Para ello se requeriri de un estudio més gene-
ral y detallado.

Es interesante puntualizar que la anticorrelacién a la que hemos
hecho referencia, solo mide los efectos de cambio en el nucleétido que
ocupa la tercera posicién en un codén. Esto sugiere que, apesar de que
la informacidn retenida en esa posicién es en general irrelevante en la
determinacién del aminodcido seleccionado, si es de consecuencia en el
“mecanismo de lectura” del cédigo genético. Una investigacién en la
generalidad del fenémeno podria ayudar al entendimiento de la forma
en que opera el cédigo genético. La relevancia de nuestras observa-
ciones para el entendimiento del uso de cadones, asi como su relacién
con la disponibilidad de tARN, requiere de un estudio discriminatorio
detallado.

Desde el inicio en esta tesis nos planteamos como objetivo el estudio
de la evolucién temporal de sistemas extendidos, con enfasis en redes
biolégicas y en particular en la evolucién de la secuencia genética del
virus del SIDA. En la introduccién se mencioné que dindmicas caéticas
o irregulares pueden ser ilustrativas para problemas biolégicos. Bajo
esta perspectiva en los capitulos 8 y 9, nos concentramos en el estu-
dio de la dindmica de las ecuaciones que se plantearon en el capitulo
5 para la evolucién del VIH, en un régimen de los parimetros para
los cuales las condiciones de estacionariedad dejan de cumplirse. En el
contexto del estudio generalizado de sistemas dindmicos nuestras ecua-
ciones son espacialmente inhomogéneas y presentan acoplamiento tanto
‘local como global. El entendimiento presente de la dindmica bajo estas
condiciones es muy reducido. En los capitulos 8 y 9 se propusieron dos
esquemas con el propésito de contribuir a este entendimiento.

En el capitulo 8 se plantea la relacién entre dinamicas en una di-
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mensién y las de sistemas extendidos. Este punto ha sido tratado
de diversas formas en la literatura. Por ejemplo Willeboordse [74]
introduce retardo en ecuaciones unidimensionales para recuperar la
fenomenologia observada en sistemas de muchos grados de libertad.
Nuestro tratamiento sigue las lineas tradicionalmente trazadas en fisica
estadistica de introducir un campo promedio para reducir, o mds bien
aproximar, el problema de muchos cuerpos al de un cuerpo inmerso en
un campo medio producido-por los demis.

En el capitulo 9, abordamos el problema mds general de la reduccién
dimensional en términos de mecanismos de sincronizacion. Para casos
mas sencillos se cuenta con esquermas para la formacién de cimulos por
medio de sincronizacién {20] e inclusive de renormalizacién [71]. En
nuestra bisqueda de un esquema apropiado para nuestras ecuaciones
intentamos dar algunos indicios de como detectar mecanismos de sin-
cronizacién. Casos con menos grados de libertad ya han sido estudiados
por diversos métodos [60}-[62], [65], [67]. Nuestras observaciones llevan
al planteamiento de un esquema de renormalizacién que resuita ser con-
sistente con trabajos en progreso para dinimicas en el continuo, esto es,
para ecuaciones diferenciales parciales, en las cuales se ha demostrado,
para algunos sistemas disipativos, la existencia de una variedad iner-
cial que recoge la dindmica asintética {75]. Cabe enfatizar que en este
capitulo solamente se plantean las semillas de una futura investigacién
y no contiene resultados concluyentes.
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'Apéndice A

CALCULO DEL
ESPECTRO DE
EXPONENTES DE
LYAPUNOV.

El cilculo del espectro de exponentes de Lyapunov de un sistema di-
nédmico no-lineal resulta ser de gran ayuda en el entendimiento de la
dindmica de dicho sistema.. Sin embargo, este cilculo dista mucho de
ser trivial debido a que precisamente por ser un sistema no-lineal, su
dindmica es lo suficientemente complicada como para dar lugar a diver-
gencias de algunas cantidades durante el cdlculo mismo. El programa
que se lista a continuacidén calcula el espectro de exponentes de Lya-
punov para un sistema dado tomando en cuenta estas las posibles diver-
gencias. El algoritmo fue propuesto por Benetin et. al [69] y adaptado
para un sistema semejante por Livi et. al. [68]. La implementacién
que aqui se presenta esta disefiada para calcular los exponente de Lya-
punov para los mapeos globalmente acoplados dados por las ecuaciones
(5.16) y (5.17). El programa esta escrito en lenguaje PASCAL y estd
implementado en una estacién de trabajo IBM-Risc System/6000.: El
principal objetivo de incluir este listado es que:sirva como una guia al
lector interesado en el cilculo de estos exponentes.
Al correr el programa se deben proporcionar los siguientes datos

i).- los valores de los pardmetros involucrados en los mapeo: q, b, ¢, d,
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a y B. En el programa cl corresponde a cy dl a d.

ii).- el nimero de mapeos L y el nimero de exponentes NEX P que se
desea calcular. En el programa N E corresponde a L.

iii).-T RA que inicializa el generador de niimeros al azar.

iv).- El nimero de iteraciones a lo largo de las cuales se realiza el cdlculo
esta dado por:

NFI-1
NS» 2 2!

=0

Los mapeos se inicializan al azar asi como los vectores del espacio
tangente.

Program LYAPUNOV(Input,Output);

‘Var . i,NE,NEXP,NFI,MFLNS k,n1,s,IT,
BemE T11,iflag,IRA,ICONT,t0,t1:Integer;
 a,b,blc,cl dl.ee2,alfa,beta,suma,s,
z:Real;
N:Array[0..1,0..10] of Real;
d,SL,EXPON,f:Array[0..10] of Real;
" del,v:Array[0..10,0..10] of Real;
fi:Text;
- Label  2,3;
Const  archivo="NAME=ab.dat’;

Function RAN(y:Real):Real;

Begin
y:=(y*bl+1)-cstrunc((y*bl+1)/c); =
RAN:=y/c; :
8:=Yy;

End;
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Procedure GRAM_SCHMIDT;

Var i,j,im1,m:Integer;
sl:Real;
s:Array[0..10] of Real;
Label 1;
Begin :

For i:=0 to NEXP d
d[i]:=0;
(*i=0%)
For j:=0 to NE do
d[0}:=d[0}+v[0,§]+v[0,il;
d[0]:=sqrt(d[0]);
If d[0}<1e-30 then
Begin
iflag:=0;
Goto 1;
End;
If d[0]=0 then
For j:=0 to NE do
v[0,]:=0
Else
For j:=0 to NE do
v[0,i]=v[0,j]/d[0];
For i:=1 to NEXP do
Begin
iml:=i-1;
For m:=0 to iml do .
Begin R L
s[m]:=0;
For ;=0 to NEdo
s[m}:=s[m]+v{m,j]svii,jl;

End; o
For j:=0 to NE do - R
Begin S R
sle=0; 7

©" For mi0 to iml do
sl:=s1+v[mij]*s[m];
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vli,jl:=vlij]-sl;

For j:=0 to NE do :
dfil:=dfil-v{i Il
dfi]:=sqrt(d[i]);
If d[i]=0 then
For j:=0 to NE do
vli,j]:=0
Else
For j:=0 to NE do. *
idl=vhil/dil o

1:
End;

Procedure ELABORACION;

Var i,j,k:Integes; - .
f1,temp sumad,sumalfa,sumbeta,sumk:Real;
k1,JB,vv:Array[0..100,0..100] of Real;

‘ Begin
sumad:=sumasdl;
sumalfa:=sumasalfa;
sumbeta:=0;
suma:=0;

For j:=0 to NE do

n
f1:=(f[j}- c1#N[t0,j}-sumad)+N[t0,j];
If f1<0 then
For i:=0 to NE do
k1[j,i:=0
Else
Begin
sumbeta:=sumbeta+f1;
For i:=0 to NE do
k1[j i):=(flj]-2#cl #N|t0,j]-sumad ) «del[j,i]-
d1xN[t0,j]/(NE+1);




ﬁ}§5

End;
End;
sumbeta:=betaxsumbeta/(NE+1);
For j:=0 to NE-1 do
Begin
temp:=(f[j]-c1 #N[t0,j]-sumad)«N[t0,j] + sumalfa +sumbeta;
If temp<0 then N[t1,j]:=0 Else N[t1,j]:=temp; .
suma:=suma+N[t1,j];
If temp<0 then
For i:=0 to NEXP do
JBlj,i:=0
Else
For i:=0 to NEXP do
Begin
sumk:=0;
For k:=0 to NE do
sumk:=sumk+k1[k,i];
JB[j,ik=k1[j,i] +(alfa/(NE+1)) .
+{beta/(NE+1))*sumk;
End;
End;
j:=NE;
temp:=(f[j]-c1+N[t0,j}-sumad)«N[t0,j];
If temp<0 then N[t1,j]:=0 Else N[t1,j]:=temp;
suma:=suma+N][t1,j];
If temp<0 then
For i:=0 to NEXP do
JB[j,ij:=0

For i:=0 to NEXP do EEE
Begin . RS
sumk:=0;
For k:=0 to NE do _
sumk:=sumk-+k1 [k,i]; R
JBli,j}: —kl[|,1]*(a.lfa/(NE+1))+(beta/(NE+1))*sumk
End;
For i:=0 to NEXP do
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For j:=0 to NE do
vv[i,jl:=0;
For i:=0 to NEXP do
For j:=0 to NE do
For k:=0 to NE do ‘ e
W[i,]']:=W[ij]+JB[i,k]*_\'[i,k]; T
For 1:=0 to NEXP do .
For j:=0 to NE do
vlijl:=vvliil;
t1:=t0;
t0:=(t141) mod 2;
suma:=suma/(NE+1);

H

Begin
Rewrite(fi,archiva);
Write('NFI="); Rea.dln(NFI),
Write(’NS="); Readln(NS);
Write('IRA="); Readln(IRA);
Write('NE="); Readlu(NE);
Write'NEXP="); Readln(NEXP);
Write(’a=’); Readln(a);
Write('b="); Readln(b);
Write(’c1="); Readln(cl);
Write(’d1="); Readln(d1);
Write(’alfa=’); Readln(alfa);
Write(’beta="); Readln(beta); e
Writeln(fi,’NFI=",NFI:3,” NS=’,NS:3, IRA=’ IRA 3), )
Writeln(fi, ’NE— ,NE:3,' NEXP=' NEXP 3);
Writeln(fi,’a=",a:1:5,” b=",b:1:5,’ c1=',cl:1:5, dl—
Writeln(fi,alfa=",alfa:1:5,’ beta=" beta. 1 5), o
b1:=0.1048581 E+07; ‘
¢:=0.34359738368E+11;
5:=0.11995147264E+11;
t0:=0;
tl:=1;




For j:=0 to NE do .
fljl:==a~+bsar(i/NE);
“For i:=0'to NEXP do .
Forj;:=0to NEdo "~~~
If i=j then del[l,_]] -1 Else d eli,

iflag:=1;
 For i:=1 to IRA do
2z:=RAN(s);
suma:=0; ' S
For j:=0 to NE do S
Begin C
N[t0,i]:=RAN(s);
suma: ~suma+N[t0,J], ;
End; -
suma:=suma/(NE+1);
For i:=0 to NEXP do
For j:=0 to NE do
v[i,j]:=1-2+*RAN(s);
GRAM_SCHMIDT;
For i:=0 to NEXP do
SL[i]:=0;
ICONT:=0;
For k:=1 to NFI do
Begin
MFIL: —-round(exp((k-l)*ln(Z))),
For n1:=1 to MFI do
Begin
For ls:=1 to NS do
ELABORACION;
GRAM_SCHMIDT,;
If iflag=0 then
Begin
IT:=5%+(MFI-1+n1);

Writeln(fi,’d[0]<1E-30 en: IT 3, 1tera.c )

Goto 2
End;
For i:=0 to NEXP do
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If d[i]=0 then SL[i}:=-1e30
Else SL{i]:=SL{ij+In(d[i]);
For i:=0 to NEXP do
if SL[i]>0 then goto 3;
ICONT:=ICONT+1;
If ICONT > 1 then goto 3
Else
" Begin
lT :=5¢(MFI-1+nl1); '
Writeln(fi,"Todos neg en:’ IT 3’ lterac
End; :

TIl:=(2tMFI~1)*NS;

For i:=( to NEXP do -
EXPONI[i]:=5SL[i}/T11;

Writeln(f,T11:3);

For i:=0 to NEXP do

Write(fi, EXPON[i]:1:10," );.. . ..,
If i mod 5 = 0 then Wnteln(ﬁ),f '
End; ‘
Writeln(fi);
End;




	Portada
	Contenido
	Capítulo 1. Introducción
	Capítulo 2. Bases Teóricas
	Capítulo 3. Fenomenología
	Capítulo 4. El Sistema Inmune y el Virus del SIDA
	Capítulo 5. El Modelo
	Capítulo 6. Dinámica del Modelo
	Capítulo 7. Bifurcaciones
	Capítulo 8. Modelos Tipo Campo Medio
	Capítulo 9. Sincronización
	Capítulo 10. Discusión y Conclusiones
	Bibliografía
	Apéndice



