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INTRODUCCION GENERAL

En ciencia y tecnologia modernas se ha hecho fundamental el desarrollo de sistemas
opticos de muy alta calidad. En astronomia, por ejemplo, se han desarrollado los llumagios
telescopios de nueva tecnologia (NTT) basados en dptica activa (un sistema dptico activo
[1], en cuanto a su uso se refiere, es aquel que puede corregirse durante el tiempo de
operacion), como el del ESO (European Southern Observatory) en Chile.

La caracteristica mas importante de un sistema optico es la calidad de la formacion de
imagenes, pero no siempre estas imagenes son de buena calidad debido a errores en los
sistemas opticos como pueden ser: aberraciones en lentes y espejos, errores en los dngulos de
prismas, errores en las superficies opticas producidos en la fabricacion, etc. Sin embargo,
estos errores pueden ser conocidos con la ayuda de las prucbas opticas para posteriormente
corregirse. Dentro de las pruebas opticas [1] se encuentran las técnicas mediante las cuales
se puede obtener el frente de onda (o fase) de un haz de rayos que pasan a través de un
sistema optico; a estas técnicas se les llama métodos de percepeidn del frente de onda y son
importantes ya que a partir del frente de onda se pueden conocer los errores en el sistema
optico. Por tal motivo, se puede decir que el desarrollo de los sistemas dpticos recae en
buena medida en los métodos de percepcion del frente de onda mediante los cuales, por
ejemplo, pueden probarse sistemas durante su fabricacion y disefio, y se pueden controlar y
alinear sistemas en operacion.

En los ltimos afios se ha investigado un nuevo método de percepcion del fremte de
onda llamado método de Roddier [2] o método de percepcion de la curvatura del frente de
onda, cuya instrumentacion es técnicamente mds simple en comparacion con los métodos
tradicionales, como el método de Shack-Hartmann {1]{3]. El método de Roddier consiste
principalmente en efectuar mediciones de irradiancia en dos planos desenfocados a partir de
las cuales se obtiene directamente la curvatura del frente de onda (haciendo la diferencia de
las irradiancias y normalizando). Finalmente, este frente de onda es recuperado resolviendo
la ecuacion de Roddier que no es mas que una ecuacion de Poisson con condiciones a la
frontera tipo Neumann,

El trabajo de tesis consiste en realizar un andlisis completo y detallado que nos
permita comprender lo que es el método de Roddier, es decir, conocer cudles som sus
alcances y limitaciones. Para lograr esto se planted la siguiente metodologia, misma que se
desarrollard y explicara en detalle a lo Jargo de cada uno de los capitulos de Ia tesis:

I. Descripcion de algunos métados de pruebas opticas, en particular los métodos de
percepeion del fremte de onda [3] para establecer la forma en como surge el método de
Roddier y qué relacion tiene con otros métodos de pruebas apticas. Capitulo |,

2. Si bien la teoria del método de Roddier puede explicarse efectuando calculos directos, es
posible dar una descripcion més fisica partiendo de la Ecuacion de Transporte de



Irradiancia [4][5], por lo que es importante estudiar y obtener esta ecuacion. La Ecuacion
de Transporte de lrradiancia se obtiene mediante argumentos de optica fisica, partiendo de
la ecuacion parabolica y la ccuacion de onda paraxial siendo ambas casos particulares de
la ccuacion de Helmholtz. También se puede obtener mediante argumentos de optica
geométrica [6], relacionando el teorema de Poynting de la teoria electromagnética con la
ecuacion Eikonal de la dptica geométrica. De esta relacion se deduce una ecuacion de
transporte de energia generalizada que mediante algunas aproximaciones ¢s equivalente a
la ecuacion de transporte de irradiancia. Capitulo 2.

. Estudio de la teoria basica del método y obtencion de la ecuacion de Roddier. La ecuacion
de Roddier se obtiene de dos maneras: la primera es efectuando cilculos directos [7)
usando para ello la optica de Fourier [8] y la Optica fisica (teoria de la difraccion), y la
segunda a partir de la Ecuacion de transporte de Irradiancia [9). Todo lo anterior se hace
con el proposito de establecer que el método de Roddier es un método de Optica
geométrica a pesar de que surge de argumentos de optica fisica. Capitulo 3.

. Obtencion de ecuaciones tipo Roddier para sistemas que producen haces no convergentes
a la salida; esto con el objeto de generalizar ¢l método a superficies planas como por
ejemplo prismas o cualquier espejo plano. Capitulo 3.

. Simulacién del método de Roddier. Esta se lleva a cabo en tres partes, primero se
proponen frentes de onda conocidos que son sustituidos en la ecuacion de transporte de
energia generalizada para obtener su correspondiente funcion de irradiancia. Segundo,
esta funcion de irradiancia se emplea en la ecuacion de Roddier obteniéndose una
ecuacion de Poisson con condiciones de Neumann a la frontera que se resuelve
numéricamente  mediante el método SOR  (Simultancous  Over-Relaxation)
[1O][F1][12][13]). Por dltimo, se comparan ambos frentes de onda, el propuesto y el
numérico. Capitulo 4,



CAPITULO 1
PRUEBAS OPTICAS. METODOS DE PERCEPCION DEL FRENTE DE ONDA.

1.1, INTRODUCCION.

En el desarrollo de algunas ciencias como son la astronomia o la biologia, el poder
obtener imagenes lo mis parecidas posibles de un objeto que se esté estudiando es muy
importante, debido a que esta imagen puede conducir a interpretaciones adecuadas de los
fenomenos que se estudian. Por ejemplo, el tener una buena imagen de alguna galaxia
distante permitiria a los astronomos, de una manera eficiente, poder estudiar el
comportamiento de éstas y/o conocer su estructura. Sin embargo, en la realidad se encuentra
que estas imagenes son deterioradas o confusas debiéndose principalmente a cirores en los
sistemas opticos empleados para obtenerlas como pueden ser: aberraciones en lentes o
espejos, errores en angulos de prismas, desalineaciones, defectos de fabricacion et
(También esta degradacion de las imdgenes puede deberse a factores externos al sistema
como: las vibraciones y la turbulencia atmosférica). Esto nos indica que la calidad en la
imagen o imagenes esta limitada por la dptica de los sistemas empleados para obtenerlas, por
lo que para controlar y conocer la calidad optica de los sistemas y no tener una
interpretacion erronea de la imagen estudiada, es necesario contar con métodos de prucbas
oOpticas cuya instrumentacion sea simple y precisa,

En una prueba optica, generalmente al sistema se le hace interactuar con un haz
luminoso cuyo frente de onda (o fase) /' es conocido; puede tratarse de un frente de onda
plano o csférico. Posteriormente emergera del sistema optico un frente de onda deformado,
W, que es el pardmetro (6 es la cantidad) que se desea conocer, ya que a partir de éste es
posible saber cuiles son los tipos de errores del sistema optico. Por ello se hace importante
contar con un método adecuado y eficiente para la percepcion del frente de onda; véase
figura 1.1,
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Figura 1. 1. Esquema general de una prueba dptica.



i.2. METODOS DF. PERCEPCION DEL FRENTE DE ONDA,

Actualmente existen gran variedad de métodos para percibir ¢l frente de onda [1]]3).
Estos se pueden clasificar segin pertenczean al régimen de In dptica geométrica. por ejemplo
¢l método de Ronchi, o al régimen de la optica fisica. por ejemplo los algoritmos de
recuperacion de fase (véase seccion 1.2.3). Estos a su vez se pueden clasificar en
interferométricos, por ejemplo ¢l método de desplazamiento lateral, o no interferométricos,
por ejemplo el método de Shack-Hartmann. También hay métodos cualitiativos o semi-
cuantitativos como el método de la navaja de Foucault, o cuantitativos como ¢l método de
Roddier.

En una prueba optica el empleo de uno u otro método depende de factores tales como:
el tamaiio del sistema, ¢l tipo de fuente luminosa empleada (puede ser una fuente coherente
o incoherente), la complejidad o ¢l costo de la instrumentacion del sistema de prueba, la
rapidez con la que se desea recuperar el frente de onda o fase (la rapidez de recuperacion del
frente de onda es muy importante en aplicaciones de optica activa), o simplemente de
acuerdo al medio ambiente donde se encuentre el sistema optico que se esté probando ya que
la presencia de vibraciones o turbulencia atmosférica [14] pueden afectar los resuftados, En
este trabajo consideraremos solo aquellos métodos de percepcion del frente de onda que sean
cuantitativos ya que desde un punto de vista tecnologico, es importante conocer de manera
cuantitativa la magnitud de las aberraciones o errores del sistema optico que sc esté
probando para asi corregirlo.

1.2.1. METODO DE RODDIER.

El método de Roddier [2][15] o método de la percepeion de la curvatura del frente de
onda, y que es objeto de estudio en este trabajo, esta basado en las observaciones
cualitativas de imdgenes desenfocadas cuyas variaciones en la intensidad reflejan cambios en
la curvatura del frente de onda y que eran empleadas principalmente para la alincacion de
telescopios [16]. Recientemente Beckers [17] da una interpretacion sobre las imigenes
desenfocadas obtenidas en un telescopio de espejos maltiples, en términos de la curvatura
del frente de onda. Este es un método cuyo desarrollo esta directamente relacionado con el
método de Schack-Hartmann y con los algoritmos de recuperacion de fase.

El método de Roddier, que es empleado principalmente para probar la optica de
telescopios -astronomicos, es relativamente ficil de instrumentar en comparacion con los
métodos cuantitativos tradicionales, como por ejemplo el método de Shack-Hartmann. Este
método pertenece al régimen de la optica geométrica, es un método cuantitativo (es posible
conocer cuantitativamente cl frente de onda o fase), su sensibilidad es comparable con la del
método de Shack-Hartmann [2] y puede ser empleado en aplicaciones de dptica activa [15]
(Schwartz y otros [18] emplean un espejo bimorfo como dispositivo analdgico en conjuncion
con el sensor de Roddier para corregir el frente de onda).



I método de Roddier consiste basicamente en efectuar mediciones de Ia distribucion
de irradiancia en dos planos desenfocados simétricamente colocados a ambos lados del plano
focal del sistema Optico que se desea probar. La diferencia en las mediciones de la
distribucion de irradiancia son una medida de la curvatura del frente de onda o el laplaciano
de la superticie del frente de onda (previamente Teague [19] habia propuesto como
aplicacion obvia e inmediata la percepcion del frente de onda basada sdlo en mediciones de
irradiancia). De la diferencia de las mediciones se obtiene una ecuacion de Poisson con
condiciones a la frontera de Neumann cuya solucidn nos proporciona cuantitativamente el
frente de onda. Esta ecuacion puede ser obtenida y explicada a partic de la Ecuacion de
Transporte de Irradioncia la cual se obtuvo a partir de algunos trabajos realizados sobre
recuperacian de fase efectuados por Teague [19][20].

1.2.2. METODO DE SHACK-HARTMANN,

El método de Shack-Hartmann es un método cominmente empleado por la
comunidad astronomica para probar la optica de telescopios astrondmicos. Este pertenece al
régimen de la optica geométrica y se emplea en aplicaciones de optica activa (existe un
sensor  Shack-Hartmann colocado en el telescopio de nueva tecnologia NTT del ESO en
Chile, empleado principalmente para aplicaciones de optica activa).

PANTALLA DETECTORES

v L

Figura 1.2, Sensor de Shack-Hartmann.

Este método esti basado principalmente en la posibilidad de reconstruir ¢l frente de
onda a partir de la medicion de la inclinacion (pendicnte) del fiente de onda local (wavefront
tilt) en pequefias regiones [1]{3]. Esto se lleva a cabo dividiendo el frente de onda en
pequeiias regiones y colocando una pantalla opaca con agujeros; en éstos se colocan unos
pequeiios lentes atrds del espejo de prucba. Cada agujero actda como una abertura a traves
de la cual pasa la luz produciendo un arreglo de puntos luminosos como jfmagen. Con una
calibracion adecnada, la posicion de los puntos luminosos es proporcional a la inclinacion
(pendiente) del frente de onda local en cada agujero, proporcionindonos esto una

)



descripeion de la calidad del lente o espejo de prueba. En la figura 1.2 se muestra el sensor
de Shack-Hartmann; el frente de onda es dividido por una pantalla que puede ser un arreglo
de lentes; cada rayo luminoso en cada una de las subaberturas es enfoeado hacia un detector
de posicion de cuadrante.

Como es facil de observar, para que el sensor de Shack-Hartmann sea eficiente es
necesario contar con una pantalla que tenga una alta calidad optica y con un sensor de
posicion que sea eficiente; esto, en cuanto a disefio s refiere, representa un gran reto para la
ingenieria. Sin embargo, ain cuando se reunan la caracteristicas anteriores, existen ciertos
inconvenientes si el sistema no esta calibrado perfectamente. Esto significa que si los puntos
luminosos no cacn en el centro del detector de posicion cuando se quita el lente o espejo de
prueba, la medicion de la inclinacion (pendiente) del frente de onda local obtenida sera
erronea; ¢s decir, no se podra saber qué tanto se han desviado los puntos luminosos respecta
de una posicion de referencia una vez que es colocado ¢l sistema de prucba.

El método mas fundamental para remover los errores de alineacion es la introduccion
de un haz de referencia. Este haz suele ser una onda plana cuya longitud de onda es diferente
ala del haz que tiene el frente de onda desconocido; esto es debido a que no se desea ningin
tipo de interferencia entre los dos haces. En la figura 1.3 se muestra un sensor de Shack-
Hartinann con referencia.

DIVISOR DE HAZ PANTALLA DETE(‘T(?RES
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Figura 1.3. Sensor de Shack-Hartmann con referencia.

Como ya se menciono en la seccion anterior, ¢l método de Roddier y el método de
Shack-Hartmann son no interferométricos y pertenccen al régimen de la optica geométrica
(], ademds segin Roddier [2] ambos tienen Ja misma sensibilidad. Sin embargo, una de las
mayores ventajas que nos da el método de Roddier es que su instrumentacion es mas sencilla
que la del sensor de Shack-Hartmann. Otra ventaja se encuentra en el hecho de que ¢s mas



ficil, experimentatmente hablando, el medir un campo escalar, como lo es la irradiancia (el
faplaciano o curvatura del frente de onda local) en el método de Roddier, que un campo
vectorial, como lo es ta inclinacion (pendiente) del frente de onda local en el método de
Shack-Hartmann donde se tienen que hacer ¢l doble de mediciones, una por cada
componente, de un punto de prucha. Otra ventaja mds se encuentra en aplicaciones de Optica
activa donde ¢l uso de un espejo bimorfo o un espejo de membrana, en el método de
Roddier, pueden utilizarse como dispositivos analdgicos para recuperar antomaticamenie el
frente de onda y asi corregir el sistema de prueba durante el tiempo de operacion [15][18].
De acuerdo a lo anterior, el método de Roddier parece ser un serio candidato para sustituir al
método de Shack-Hartmann,

1.2.3. RECUPERACION DE FASE,

La recuperacion de fase [I] consiste en obtener el frente de onda o fase optica de un
haz luminoso a partir de su patron de difraccion. La formulacion matematica del patron de
difraccion se encuentra en la formula de difraccion de Rayleigh-Sommerfeld, ta cual
describe los efectos de la fase en la propagacion de fa luz de acuerdo al principio de
Huygens-Fresnel [6].

Desafortunadamente, no hay una manera directa de medir la fase de un solo foton; no
hay forma de interactuar con el haz luminoso para determinar la direccidn instantanea de su
veetor eléctrico. Sin embargo, de acuerdo a los principios de interferencia y difraccion, es
posible relacionar la fase dptica con la distribucion de irradiancia, cantidad que si puede ser
medida, para obtener el frente de onda o fase del haz luminoso que se estudia.

El problema de recuperacion de fase ha sido abordado por muchos investigadores los
que han desarrotlado miltiples algoritmos; Fienup [21] hace una revision y comparacion de
algunos de ellos. Algunos emplean métodos para evaluar el patrdn de difraccion de
Fraunhofer, otros calculan los momentos de irradiancia a partir del patron de difraccion [19]
y otras mds, efectlian mediciones multiples de irradiancia para extraer la informacion del
frente de onda {20]. Sin embargo. el problema no es trivial debido principalmente a la no
unicidad del patron de difraccion.

Teague [19]{20] desarrollo dos algoritmos de recuperacion de fase que ticnen
implicaciones directas con el método de Roddier. En estos, Teague propone como aplicacion
obvia y directa la percepcion del frente de onda a partir de mediciones de irradiancia en
minimo dos planos para medir aberraciones de primer orden, Si se desean medir
aberraciones de mayor orden se tienen que tomar las irradiancias en mas de dos planos.

Uno de sus algoritmos [19] consiste en la determinacion de la fase optica a partir de
mediciones de os momentos de irradiancia medidos en planos mdltiples; sin embargo, en
principio, dos planos son suficientes para obtener la fase. En el otro algoritmo [20] se
detenmina la fase a partir de mediciones de irradiancia en dos planos, se derivan ecuaciones



de propagacion para fa fase y la irradiancia y se dia una solucion en términos de as funciones
de Green para la fase, que estd dada en términos de la irradiancia. De estas Gltimas
ccuaciones se obtiene la ecwacion de transporte de irradiancia, fundamental para la
descripeion de la teoria del método de Roddier.

De acuerdo a lo anterior podemos decir que el método de Roddier. que pertencee al
régimen de la optica geométrica, puede ser considerado un caso particalar de los algoritmos
de recuperacion de fase que pertenecen al régimen de la optica fisica [14].



CAPITULO 2
ECUACION DE TRANSPORTE DE IRRADIANCIA.

2.1, INFRODUCCION,

La teoria basica del método de Roddier se describe a partir de calculos directos de la
irradiancia en dos planos simétricamente desenfocados [7]. Sin embargo, se puede establecer
una descripeion alternativa de esta 1eoria, desde un punto de vista mas fisico, si se parte de la
Licuacion de Transporte de Irradiancia [9].

La Ecuacion de Transporte de Irradiancia se obtiene de argumentos de optica fisica,
En particular, surge de trabajos efectuados sobre recuperacion de fase basados en la teoria de
la difraccion (véase seccion 1.2.3). Sin embargo, se puede mostrar que la Ecuacion de
Transporte de lIrradiancia también puede obtenerse partiendo de argumentos de optica
geométrica.

2,2, OBTENCION DE LA 'ECUACI(’?N DE TRANSPORTE DE IRRADIANCIA MEDIANTE
ARGUMENTOS DE OPTICA FISICA.

2.2.1. TEORIA BASICA.

2.2.1.1. ECUACION DE HELMHOLTZ.

Consideremos que wix,y,z,4) representa una perturbacion optica al tiempo 1y en la
posicion P(x.y.z) (pucde ser la magnitud del campo magnético o del campo eléctrico).
Supongamos que w(x,,z,¢) es una anda optica monocromitica escalar de la forma

wix,y,2,0) = expf-iwt) ux,y,z 2.1)
donde @ = Ke es la frecuencia angular, K=2m/A es el nimero de onda, ¢ es la velocidad de la

luz y ufx,p,2) es una funcion compleja que depende solo de la posicion. Como wix,).2,1)
representa una onda dptica debe satisfacer la ecuacion de onda

1 ot
72
(V —?(5;;] wix,y,z,t) = 0 (2.2}
donde vioo, 8l dt . , : -
onde v STAYTEYIT e el operador laplaciano. Si sustituimos (2.1) en (2.2) y

desarrollamos, obtenemos una ecuacion independiente del tiempo
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(v K u(x,y.z) = 0 (2.

12
‘o2
—~

que recibe ¢l nombre de Ecuacion de Helimholtz [6][8]. En lo gue sigue supondremos que
cualquier onda monocromatica que dependa solo de la posicion deberd obedecer esta
ecuacion.

2.2.1.2. TEORIA DE LA DIFRACCION.

Los efectos de la propagacion de frentes de onda opticos que pasan a través de planos
que contienen aberturas requicre de la evaluacion de la formula de ditfraccion de Rayleigh-
Sommerfeld la cual describe matematicamente el prineipio de Huygens-Fresnel [6}{8]{22

iy, ) = g ."."L\NLA’_(”'*_'“)_I cos{1,F) d*dy! 2.4)

(]

donde

N < vroures P 25)

es fa distancia desde un punto P' sobre al plano de la abertura hasta un punto P sobre la
region del plano de observacion, T es la abertura, (x,)) son las coordenadas en plano de
observacion. (x4 son las coordenadas en el plano de la abertura, cos(i,#) s ¢f factor de
oblicwidad, y i cs un vector unitario perpendicular al plano de la abertura (figura 2.1). La
formuala (2.4) se considera exucta, esto es, valida en todo el espacio de propagacion. Sin
embargo. a pesar de ser exacta, su evaluacion direeta impone algunas dificultades numéricas.
Primero, es no separable debido a que r contienc a x’ y ¥’ en una raiz cuadrada comin; y
segundo, el factor de fase en el integrando K» es grande debido a lo peguedo de las
longitudes de onda opticas, to que implica que el integrando oscile rapidamente,

v A Y ‘ P
13
n i 'X' . ) ;
<4 - .' \
v , r \
i ¥ + I3 f »
7
v 4
ABERTURA REGION DE ;
by OBSERVACION ‘

Figura 2.1. Geometria de difraccion.
Algunas de estas dificultades pucden resolverse mediante algunas aproximaciones.

Listas aproximaciones se basan e¢n la suposicion de que la distancia z, entre el plano de lu
abertura X y el plano de observacion, sea mucho mayor que la maxima dimension de la
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abertura y que la maxima dimension de la imagen de la abertura en ef plano de observacion,
(figura 2.1). Basados en estas suposiciones el factor de oblicuidad de (24) puede
aproximarse por cos(/i,7)=1 y el término r en ¢l denominador puede sustituirse por z. La
cantidad # ¢n ¢! exponente no se sustituye por z debido a que esta multiplicado por una
cantidad grande que es Ky esto podria generar errores de fase mayores de 2n radianes. Sin
embargo, este problema se puede resolver si efectuamos una expansion binomial al término
vaiz cuadrada de (2.5), es decir

IR C T At {oe=xy e -pY +

b o=
2 8z

(2.6)

Reteniendo los primeros dos términos de esta expresion y sustituyéndolos juntos con las
otras suposiciones, la formula de difraccion de Rayleigh-Sommerfeld (2.4) se reduce a la
formula de difraccion de Fresnel

¥ : Y] YL 2
w(x,y,2) = _e_x_p’%k_:_) ”u(x',)”,())exp{lk“x i )2jr() y) }:]dx-'dy' (2.7)

donde ufx'y'0)=A exp(iKr')/r'. Para que la aproximacion a primer orden sea valida, es
suficiente que los errores en fase que producen los témminos cuadraticos de (2.6) (tercer
término en {a expansion) sean mucho menores que un radian {8},

2.2.2. ECUACION DE ONDA PARAXIAL'Y ECUACION PARABOLICA.

Sea ‘W(x,y.z) la parte espacial de una perturbacion optica que se propaga en la
direccion de z y que puede describirse por una onda escalar, que obedece a la ecuacion de
Helmholtz, de 1a forma

Wix,»,2) = u(x,y,z) exp(-iK=)

Sustituyendo esta perturbacion optica en la ecuacion de Helmholtz (2.3) y desarroliando,
abtenemos

, 7 : N
v; +—(;~:3-—Zik N u(x, ) =0 (2.8)
, 4t pt . . 0 . .
donde v = R el operador laplaciano bidimensional. Si suponemos que ufx,y,z

varia muy lentamente en z, esto es, w(x,y,2) puede considerarse como casi lineal en z
emtonces 'u/ &z* puede ser despreciada y (2.8) se convierte en



)
(\"i -2k (_) u(v, ) = 0 (2.9)
«2

que es Ia Hamada ecuacion de onda paraxial {22][23]{24]. Notese que fa suposicion hechaen
(2.8) para obtener ta ecuacion paraxial (2.9) es equivalente al requerimiento de que

<< |Vin| +|-2K ufc:

M .
Leu
ot

en todas partes de la region de propagacion. Puede mostrarse que la ecuacion de onda
paraxial (2.9) y sus soluciones pueden conducir a una descripcion de la difraccion
equivalente a la formulacion de Fresnel {22]. Feiock [23] muestra que mientras que la
formula de difraccion de Rayleigh-Sommerfeld (2.4) es una solucion exacta a la ecuacion de
Helmholtz (2.3), la formula de difraccion de Fresnel (2.7) sin ¢l término exp(ikz) es una
solucion exacta de la ecuacion de onda paraxial (2.9).

Considerando 1o anterior, supongamos una perturbacion de Fresnel (2.7) (sin el factor
exp(iKz)), de la forma ¢(x,y.2) = upfx,y.o)exp(-ikz), cs decir

. | . [ik{(-\'*.\")’+(y-y‘)"] Iy
G,y )= up(x,y, ) expl~ikz) = .U ux',y ,O)upt » ax'dy
Si Ia sustituimos en la ecuacion paraxial (2.9) y desarrollamos resulta
v a)
e K A1) = 210
(2/\’ K e LN y=0 (2.10)

que cs Hamada ecuacion parabolica [20][24]. Teague [20] muestra que ta formula de
difraccion de Fresnel (2.7) satisfuce exactamente a (2.10) y también muestra que es
aproximadamente valida para cualquicr perturbacién aptica que se propaga en la direccion
de z. Esto se basa en los resuitados numdricos efectuados por Southwell [25] sobre la validez
de la aproximacion de Fresnel en el campo cercano. La ecuacidn parabdlica (2.10) ¢s la
ecuacion fundamental por medio de la cual se obtiene Ja Ecuacion de Transporte de
Irradiancia y a partir de ésta se explica la teoria de Roddier.

2.2.3. ECUACION DE TRANSPORTE DE IRRADIANCIA (OPTICA FISICA).
Representemos por w(x,y,2) a una perturbacion optica que se propaga en fa direccion

de 2. Supongamos que w(x,y,2) satisface aproximadamente la ecuacion parabolica (2.10), de
acuerdo al resultado de Teague {20}, es decir
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[V! < ?) 0 (2.11)
E—K——I\—:ﬁ w(x,y,z) = 2.

Supongamos también que la normalizacion de w(x,y,2) es tal que
2
w2 = 1xp.2)
nos proporciona la irradiancia en el punto P(x,y.2); y finalmente supongamos que w(x,y.2)
puede expresarse en términos de cantidades reales como la fase §(x,y.2) v la irradiancia
1(x,),2) mediante la expresion

wix,,2) =[10%,0,2)]" expl-ig(x,y,2)]

Si sustituimos esta expresion en (2.11), resulta

(ZVK -K~ z*}[l(x v,.)] exp[~ip (x,,2)] = (2.12)
Multiplicando el lado izquierdo de (2.12) por w*(x,»,2), es decir
[10x,9,2)]" explig(, ),.)1(5;— K- ,—~)[1<\,y,_)] expl-ig (x,y,2)] = (2.13)
y multiplicando ¢l lado izquierdo del conjugado de (2.12) por wix,y,2), ¢s decir
[1eey.2)] expl-ig (x,2,2) (« - K+ :—)li(v v expligrp = 0 (214)
Restando (2.13) de (2.14) y desarrollando, abtenemos
-{%I(x‘y,:n {;V,¢(x,)":)-v,l(x,y,:)+ I(x’kv")V’ P, p2) = (2.15)

Si hacemos $x,y,2)=KWh,y,z), donde W(x,p,2) es el frente de onda geométrico de la
perturbacion, (2.15) se convierte en

\
f;;l(.v,,",:)+ VW2V, ez )+ 1y VW2 = 0 (2.16)

Esta ecuacion obtenida por Teague [20] y de manera altemativa por Streibl [5] recibe el
nombre de Ecuacion de Transporte de Irradiancia,
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La interpretacion fisica, asi como la validez experimental de la Ecuacion de
Transporte de Iradiancia (2.16) fueron hechas por Ichikawa y otros [4]. Para ellos el término
V-V, W representa las variaciones de irradiancia causadas por el desplazamiento
transversal del haz inhomogéneo (V,/ # 0) debido a la inclinacion (pendiente) del frente de
onda local cuya normal esta dada por V, I, este puede considerarse como un término que
produce un efecto de prisma. El término [V representa las variaciones de irradiancia
causadas por la convergencia o divergencia del haz cuya longitud focal vs inversamente
proporcional a V3 (curvatura) y puede considerase como un término que produce un efecto
de lente. El téemino 7/ expresa las variaciones en trradiancia del haz causadas por los
efectos de prisma y lente conforme se propaga a fo largo del eje z, (véase figura 2.2).

Pequeia region det

Borede de L leme,
v
) >
. a

“’ L
Figura 2.2. En un sistema optico comvergente se observa como los rayos que inciden en el borde del

sistema se desviaran de tal forma como si el sistema se comportara como un pequeflo prisma en la
region del borde.

La Ecuacion de Transporte de Irradiancia (2.16) se puede escribir como

3
Y, (19, W) = -1

Haciendo una analogfa con la ley de conservacion de masa o densidad de carpa expresada
por

V{pv) = -5

donde p es la masa o densidad de carga y v es la velocidad de flujo, se obtiene que la
Ecuacion de Transporte de Irradiancia representa la ley de conservacion de energfa
luminosa.
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En resumen, s¢ puede afirmar que la Ecuacion de Transporte de Irradiancia es valida
solo en la region paraxial y representa la ley de conservacion de energia luminosa.

2.3, OBTENCION DE LA ECUACION DE TRANSPORTE DE IRRADIANCIA MEDIANTE
ARGUMENTOS DE OPTICA GEOMETRICA.

2.3.1. ECUACION DE TRANSPORTE DE IRRADIANCIA (OPTICA GEOMETRICA).

Supongamos que tenemos un frente de onda aberrado I, proveniente de un sistema
optico ¢l cual se encuentra inmerso en un medio homogéneo, y que incide sobre la superficie
S de algin detector. Como los rayos representan la direccion de flujo de energia radiante y
son perpendiculares al frente de onda, se observaran sobre la superficie § del detector, zonas
mas iluminadas que otras debido a la convergencia o divergencia de los rayos en cualquicr
punto sobre la superficie § del detector, (figura 2.3).

)]

E

SISTEMA ;r
oP1ICo C
T

0

R

Figura 2.3. El frente de onda W produce zonas de mayor iluminacion que otras sobre el detector.

Lo anterior nos hace suponer que debe existir alguna relacion entre fa distribucion de
wradiancia y la curvatura del frente de onda. Para conocer esta relacion principiaremos
considerando una pequeda porcion 81 de este frente de onda donde supondremos irradiancia
uniforme. Aqui los rayos marginales A, el drea 51 y una pequefia drea A sobre el detector
limitan una pequefia region cerrada del espacio 2 come se ilustra en la figura 2.4,

Dentro de esta region cerrada € hay un flujo de energia radiante cuya direccion estd
dada por

§ = VW/IW 2.17)

donde § es un vector unitario perpendicular a la superficie del frente de onda W, En ausencia
de cargas dentro de la region Q, encontramos que ¢l flujo de energia ¢z, que cruza el drea
dW hacia adentro, sera igual al flujo de energia ¢, que cruza el area A hacia afuera; csto

significa que el flujo total de energia radiante que entra o sale de la region Q es cero, Es
decir,
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Figura 2.4. Flyjo de energia radiante en la region §2.
0= g,y +0, = | () sids + [(lynyds + [usyias = X fsyids= fisyias 218)
40 s Y LI ] ot
donde #Q = W + A+ M es la superficic que envuelve a la region Q v /1 es un vector unitario
perpendicular a la superficie Q. La ultima integral del tercer miembro es cero debido a que
§+#, = 0 por tratarse de rayos marginales.
St aplicamos el teorema de la divergencia de Gauss {26} a (2.18) sc obtiene que

fiv-uslay = [ ()i, ds = 0 (2.19)

y como la superficie de integracion es arbitraria, para que se cumpla (2.19) es necesario que
V(l§) = 0 (2.20)
Esta ecuacion significa que en csti region la energia radiante se conserva, en otras palabras,
se tiene que el flujo neto que entrao sate de la region Q es cero. Usando ta ccuacion Eikonal
{61 (Vi) =, o equivalentemente, VIV =3, donde » ¢s ¢l indice de refraccion del medio,
y sustituyendo en {2.20), resulta
v(1ViW/n) = 0 (2.21)

Desarrollando y considerando que se trata de un medio homogéneo, obtenemos

VIVW +1VW = 0 (2.22)
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Esta ccuacion puede considerarse como una ecuacion de transporte de irradiancia
generalizada 1a cual nos dd una relacion entre la distribucion de irradiancia y el frente de
onda geométrico y ademas representa la ley de conservacidn de energia luminosa, Es
posible, partiendo del teorema de Poynting de la teoria clectromagnética [6][27], obtener la
misma ecuacion (2.22), ver apéndice A.

Si ahora, reescribimos a (2.22) como

R o &, 0 223
IV 41 S W49, 1V 4T W = 0 (2.23)

y suponemos las siguientes condiciones sobre el frente de onda W

L CW
1) e |
o2
. (2.29)
LAt : 1|8 atw
=57 < LIviw|+|v, v, |+ =Th o llzi =0
la ecuacion de transporte de irradiancia generalizada (2.22) se convierte en
, Al
VWV, IV W = ~5 (2.25)

que cs la Ecuacion de Transporte de Irradiancia (ver seccion, 2.2.3) y representa la ley de
conservacion de la energia radiante, en concordancia con los resultados obtenidos por K.
Ichikawa y otros [4]. Todo este analisis demuestra que la Ecuacion de Transporte de
lrradiancia no pertencce al dominio especifico de la dptica fisica.

2.3.2 LIMITES DE VALIDEZ DE LA ECUACION DE TRANSPORTE DE IRRADIANCIA.

Con el fin de obtener una interpretacion mas clara sobre el significado fisico de la
condiciones de (2.24), se estudian analiticamente dos casos particulares de frente de onda:

(a) Frente de onda plano mas un término adicional de fase

w=!liié|£ L 20 (2.26)

donde K = A,/ +K,j+ K,k es el vector mimero de onda, ¢f2) es el término adicional de fase y
F=xi+3yj+zk esun vector de posicion.

(b) Frente de onda esférico mas un ténmino adicional de fase
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nir)
W=r +-7=
TR

donde K es el nimera de onda, n(r) es el término adicional de fase y ¥ =x? 43 +2%.
Si se substituye (2.26) y (2.27) en (2.24) se obtiene. para ambos casos que :

i) La direccion de propagacion del frente de onda debe ser preferente en la direccion de 2.

it) Los términos de fase adicionales deben de ser suaves y de magnitud mucho menor que
el nlimero de onda.

iit) El frente de onda debe ser casi lineal en z.

Del analisis anterior se infiere que la Ecuacion de Transporte de Iradiancia es solo vilida en
el régimen paraxial, (ver seccion 2.2), Todos los resultados estan en concordancia con los
obtenidos por M.R. Teague [20] y N. Streibl [5].

2.4, CONCLUSIONEFS,

Se muestra que la Ecuacian de Transporte de lrradiancia se puede obtener a partir de
argumentos de optica fisica y de dptica geométrica. Como consecuencia de esto, se concluye
que la Ecuacion de Transporte de Irradiancia pertenece al régimen de la optica geométrica,
También, s¢ encuentra independientemente de los argumentos seguidos para obtenerla, que
la Ecuacion de Transporte de Irradiancia representa fa ley de conservacion de energia
luminosa y solo es valida en fa region paraxial.
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CAPITULO 3
METODO DE RODDIER

3.1, INTRODUCCION,

Con el propésito de obtener informacion cuantitativa sobre ¢l frente de onda a partir
de mediciones de irradiancia en planos distintos, Roddier [2]{15] propone un nuevo método
mediante el cual a partir de la diferencia entre las mediciones de irradiancia en dos planos
desenfocados, que son una medida de la curvatura del frente de onda y de la derivada radial
del frente de onda en el borde dc la pupila, sc puede recuperar ¢l frente de onda resolviendo
la ecuacion de Roddier la cual es una ecuacion de Poisson con condiciones de Neumann a la
frontera.

La ecuacion de Roddier puede obtenerse calculando directamente las distribucionces
de irradiancia de dos planos simétricamente desenfocados [7]. Sin embargo, es posible
obtenerla de una manera mas simplc, al mismo tiempo que se puede dar una cxplicacion mas
clara dc la teoria si partimos de Ia Ecuacidn de Transporte de Irradiancia (2.25).

Finalmente, y aunque ¢l método de Roddier surge como un método para probar la
optica de sistemas convergentes, en particular la de los telescopios astronomicos, se mostrara
que ¢ste puede generalizarse para probar cualquicr tipo de sistema optico.

3.2, INSTRUMENTACION DEL METODO DE RODDIER.

La instrumentacion del método se esquematiza en la figura 3.1. Una onda plana
distorsionuda W es enfocada por un elemento optico convergente Ly (lente o espejo), de
longitud focal f; sobre ¢l plano focal F. El sensor de curvatura consistc en dos detectores de
imagen; uno detecta la distribucion de irradiancia en el plano Py a una distancia / antes de F,
el otro detecta lu distribucion de irradiancia en el plano P, a una distancia / después de F.
Por razones de calculo y simetria, una segunda lentc de longitud focal 72 es colocada en el
plano F para cnfocar a Ly una distancia /'mds alla del plano, F.

3.3. OBTENCION DE LA ECUACION DE RODDIER A PARTIR DE CALCULOS
DIRECTOS.

3.3.1. DISTRIBUCION DE IRRADIANCIA EN EL PLANO Py
Sea ¥(7) la amplitud compleja del frente de onda que incide sobre la lente 1., y sea

P(#) la funcion de transmitancia de la pupila (es igual a uno dentro de la pupila y a cero
afuera de clla). La amplitud compleja a la salida de a lentc L, es [8]
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Figura 3.1. Seusor de Roddier; espacio imagen.
A(F) = P(F)W(F )t.\p[—-“ P (3.1)

4

donde 7=(x,y) es un vector bidimensional. La amplitud compleja en el plano Py, a una
distancia f-/, esta dada a partir de la formula de difraccion de Fresnel (2.7) por

AF) =~ H A7) e‘l{

donde ¢l término constante en la formula de Fresnel se ha suprimido. Sustituyendo (3.1) en
(3.2), desarrollando el término cuadratico y como la dislribucion de irradiancia es ¢l
cuadrado de la amplitud compleja, es decir,

” )
M}*“- {r - ,) }d), (3.2)

IWF) = ||

se obtiene finalmente que

1) = 5= i Py ey v )

l’(/ -0}
ol (3.3
x ex’{}f(}'_“{}(‘ -7 )] "[A(f l)' (F, ~F) didF,

Mediante ¢l cambio de variable % =7 + 5 , la ecuacion (3.3) se convierte en
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que representa la distribucion de irradiancia en el plano P
3.3.2. DISTRIBUCION DE IRRADIANCIA EN EL PLANO Py

Sea A,(7)la amplitud compleja en el plano F la cual se obtiene de (3.2) haciendo /=0
- | . i . .y
Ap(F) = Hfﬂ-"o(’.) exp{i(r—r,) ]di’, (3.5)
si desarrollamos el término cuadratico de (3.5), obtenemos
in e 2ix . .
A (F) = Af ir’]ﬂl’(r,)‘f’(rl)ex{——vr -r,]dr, (3.6)
Lucgo, de acuerdo a (3.6) la amplitud compleja ala salida de la lente L, es

AL(F) = cx -~r }”P(r,)‘{’(r,)exp[—

La amplitud compleja 4,(7) en el plano P, a una distancia / esta dada por (3.7) y la formula
de difraccion de Fresnel (2.7), es decir

T - ’;](fr. (3.7

— .
() = 5 HA,.-('“}') exl{%(F—ﬁ')z]ffiﬁ' (3.8)

Finalmente, procediendo como en la seccion anterior, mediante algunas operaciones
matematicas que se muestran en ¢l apéndice B, se obtiene que la distribucion de irradiancia
enel plano P, es

1,(F) Hex;{ izl _ ] x;{-ziL 7]
d M I)? yir-n" N ”

nl
.‘.‘P(G)P(n+p)‘P(l (R, +p)ex({UU /)p ',] didp

(3.9)

que es una expresion similar a I distribucion de irradiancia en el plano P,.
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3.3.3. APROXIMACIONES DE OPTICA GEOMETRICA.

Sea pgy 1a longitud de coherencia [1] del frente de onda que incide sobre ¢l plano de Ia
pupila (en ausencia de turbulencia atmosférica p, sera igual al radio de 1a pupila R).
Fisicamente las fluctuaciones del frente de onda de magnitud g3, difractan ta luz sobre un
angulo A/p,, produciendo sobre el plano Py una mancha de tamaiio A(f-1)/ p,. Esta
mancha debera ser pequeita en comparacion con ¢l tamaiio de las fluctuaciones que se
desean medir las cuales son de magnitud p,(77f) (figura 3.2), es decir

A =1 !
ALZD P (3.10)
Ay J
A ‘
Plano e Ja pupila
R D
Plano e deleccion
a ’
C
g v -
— ! o
r

¥
z

AABC=ADEC ., a=—-

Figura 3.2. Geometria del sensor de Roddier,

Esta condicion nos dice que fa mancha producida por difraccion debe ser pequefia en
comparacion con }a producida por un simple trazo de rayos, esto significa que los efectos
producidos por difraccion no son considerados importantes; es por esto gue (3.10) se
considera como una condicion de optica geométrica; en lo sucesivo supondremos que se
cumple tal condicion.

Sea ¢(7;) 1a fase del frente de onda incidente sobre el plano de la pupily; si
stiponemos que las perturbaciones son sélo de fase, obtenemos

WG+ ) = expl-i( 907 + 5)- 97 (3.11)
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Luego, si suponemos que | 4| (( p,, de acuerdo a la definicion de derivada y mediante un
desarrollo en serie de Taylor, a primer orden, sobre la exponencial, la ecuacion (3.11) se
convierte en

VR, + B) = expl-ip-V,8(F)| = 1=V, 9(R) (3.12)
Por otro lado, bajo la imisma suposicidn que antes, 15 « p,, se cumple

PEVPE + p) = P(F) (3.13)

Sustituyendo (3.12) y (3.13) en (3.4), resulta

PSS u[- inl _,]cx‘{ 2 _.F]
)= 2y ™M -n P ™M ar-n?

] B ) 2inl
«Jlre )(1—:/)-‘/14‘("’)“"[" =D

(3.14)

ﬁ-r:]dr:dﬁ

La integral sobre # en la ecuacion (3.14) toma valores significativos solo cuando se cumple
que

A -1
AN 2 pn 6 |

AL =D
15|

3
Y (3.15)

Suponiendo que se cumple esta condicion y de acuerdo a la condicidn (3.10), se obtiene que

LA A Oad))
Y- gy

«1

Si se cumple esta ultima condicidn, el término cuadratico de la exponencial en la integral
(3.14) serd muy pequefio comparado con uno, de tal forma que la funcion exponencial
respectiva se convierte, aproximadamente, ¢n

i
ex]{- Af(f—lip] ~ | (3.16)

Ahora bien, sustituyendo (3.16) en la ecuacion (3.14), la irradiancia /; puede escribirse como

1 2i - - 2 -
WA= 55 Hexu[ T p-r}ﬁ Pm(l—:’p'vm(m)exu[—;;(}% p-f,]df,dp (3.17)

Procediendo de manera similar, }a ecuacion (3.9) se convierte en
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1
LR = 4’(1 Iy oAl "’[A(f ne ’]HP(")“ oV ’)“'{Aj(f gy A0 Ry 3-18)

Las ecuaciones (3.17) y (3.18) representan las distribuciones de irradiancia en los dos planos
desenfocados y son una aproximacion de la optica geométrica, de acuerdo a la condicion
(3.10).

3.3.4. ECUACION DE RODDIER.

Reescribiendo la ecuacion (3.17) como

1(F) = 1, (F) + AL(F) (3.19)
donde

I 1. .
I (P)= F Hm{ ey r]ﬂm)u,{ o ,)/ i Jdidp(3.20)

representa la distribucion de irradiancia de una onda plana incidente, y

didp (3.21)

APY= 7 ,),ﬁew[ i /)P-i"}ﬁ'ﬂf’(ﬁ)\?rv’(ﬁ)eXI{ T '.]

es la distribucion de irradiancia producida por las fluctuaciones del frente de onda
distorsionado.

Luego, mediante el cambio de variable

AU-D
{

las ecuaciones (3.20) y (3.21) se convierten, respectivamente, ¢n

1 (F)= {,— ff exp[-zli;-iii r]ﬁ PR expl~2ix i - dicli (3.22)

- 3 - 1
iy =24 I‘,f ) ﬁexp{z"/’ / 17-F]51'HP(F,)\7,.¢(",)exp[—Zi/r iF|didi (3.23)

Ahora bien, la integral sobre 7 en (3.22) es la transformada de Fouricr [8][24] de
P(7), esdecir

[ pis yexp|-2iz ii-i|di, = F{P(E))

sei = &)
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Sustituyendo este resultado en (3.22), obtenemos
: 2irn
17 = 2l exp[ L

la cual es la transformada inversa de Fourier de g(ii). Combinando los resultados se obtiene
finalmente que

ﬁ-F] dii

2]
1,(F) = {;—P(—{-r‘) (3.24)

que representa una irradiancia uniforme de una imagen de la pupila colocada a una distancia
/- producida por un frente de onda plano (¢=0), tal y como era de esperarse para una onda
plana. ,

Por otra parte, la integral sobre 7 en (3.23) es la transformada de Fourier de
P(F)V,¢(F), es decir

=h(ii)

1 PGV, 0) expl-2iz a-7)ai = F{PG)V,007))

fimi

Sustituyendo este resultado en (3.23), resulta que

- ] — - j
Ay = ZALUED ,ff D{fa.iay exp[z";f

i F ] di
que es la transformada inversa de Fourier de #-i(#), por lo que finalmente se obticne que

Al(F) =

AL =) V,-{ Loy gl ] (3.25)

que representa las variaciones en intensidad producidas por las fluctuaciones del frente de
onda distorsionado. Desarrollando la divergencia en (3.25), resulta

AL =
aupy = 2LEDTg ol oy w0 penld mwiscd ]
0 equivalentemente
A1 -1 2
AL(F) = ~—f27r‘~1f7——) [—:j;;qﬁ({*r‘)é'(r-a) + pé r)V§.¢({»F)] (3.26)

donde



VP(JI;F) = ~id(r-a)

. . . i . oS
VP(zl-F)'Vrﬁ('fl—r) = -0 (r—a)n~V¢(=§~r) = —o(r-a):’";"qﬁ(Tr)
Aqui / es un vector unitario normal al borde de la pupita y que apunta hacia afuera, 5(» - a)
¢s una delta de Dirac (es cero en todos lados menos en ¢l borde de la pupila donde vale uno,
es decir en r=a)y & ¢ /¢ n es la derivada direccional de la fase en la direccion hacia afuera,

Procediendo de manera andloga, ta ecuacion (3.18) se puede escribir como
L(F) = 1, (F)+ AlL(F) (3.27)
donde, equivalentemente se obtienc

1) = T P2y (3.28)

ey = L ‘f"l[ 5L L iywvig-L

YL 7;"'(#(-7 F)S(r-a) + P(7 r)V,qi(-——l— F)} (3.29)

Definamos a S(7F) como la sefial del sensor que sc obtiene de la diferencia de
iluminaciones normalizada, o sea

SiF) I(F) - 1,(~F) (3.30)

donde /,(7) se ha rotado 180" respecto a /,(7), esto ¢s debido a que la imagen de la pupila
en el ptano P, esta invertida respecto a la imagen de la pupila en el plano Py, (véasc figura
3.h.

Sustituyendo los resultados de (3.19) y (3.27) en (3.30) y desarrollando se obtiene la
ecuacion de Roddier

S(F)= i‘f_:.’l[_" Ly

] “;;VD(I‘—-(I)'—P(”I'I‘

- )v;.w} (3.31)
donde la fase se sustituye por ¢=KW; aqui W es el frente de onda. La ecuacion (3.31)
muestra que el sensor percibe la curvatura del frente de onda sobre la pupila y la variacion
radial det frente de onda sobre el borde. Como estos dos términos no se trastapan, pueden ser
niedidos separadamente y el frente de onda puede recuperarse resolviendo una ecuacion de

26



Poisson usando la derivada normal al fremte de onda en el borde como una condicion de
Neumann a la frontera.

Para finalizar, analizaremos la importancia de la posicion de deteccion / en el método
de Roddier. Si en la ecuacion (3.31) se incrementa el valor de /, se incrementara la
resolucion del método; esto es asi debido a que la irradiancia medida en cualquiera de los
planos se encuentra distribuida sobre una area de seccion transversal mds grande. Sin
embargo, decrecerd la sefial del sensor S(7) y por lo tanto también decrecera la sensibilidad
a los errares pequeiios en el frente de onda. En resumen, debe ser claro que si solamente se
modifica el valor de / en (3.31), se podra cambiar 1a sensibilidad en contra de la resolucion
en ¢l métedo de Roddier.

3.4. OBTENCION DE LA ECUACION DE RODDIER A PARTIR DE LA ECUACION DE
TRANSPORTE DE IRRADIANCIA.

Por cuestiones de cilculo, en la teoria desarrollada en
la seccion 3.3 para obtener la ecuacion de Roddier, se
supuso que un frente de onda aberrado incide sobre el plano
de la pupila donde se encuentra un sistema optico perfecto
Ly, (figura 3.1). Sin embargo, en una prueba optica el
sistema Optico que se desea probar es precisamente L. En
este caso ¢l frente de onda (frente de onda plano) incidente
debera ser perfecto y lo que provoque la distorsion sera el
W, L W L, sistema Optico L, Aunque estas dos situaciones son
aparentemente distintas, son equivalentes; esto significa que
ambos pares frente de onda aberrado-lente (W4-L) y frente
de onda-lente aberrada (W-L,), produciran el mismo efecto
a la salida del sistema tal y como se muestra
esquematicamente en la figura 3.3.

i

Figura 3.3. Ambos pares W4-L
y W-Ly, producen el mismo
efecto a la salida del sistema
aptico.

La teorfa del método de Roddier puede ser més facilmente explicada partiendo de la
Ecuacion de Transporte de Irradiancia (2.25) [9]. Como se discutio en la seccion 3.2, Ia
técnica consiste en obtener las iluminaciones /; e /5 de las dos secciones transversales del
haz incidente a ambos lados del plano focal #, (figura 3.1). Supongamos que las
iluminaciones /; e /5 son imigenes desenfocadas en el espacio imagen, (figura 3.1), y que las
iluminaciones I'; e Iy son imdgenes desenfocadas de la pupila en el espacio objeto, (figura
3.4). Entonces, suponiendo un sistema dptico perfecto sobre el plano de la pupila, y salvo un
cambio en las dimensiones de las imagenes, es equivalente el trabajar en el espacio imagen o
en el espacio objeto, por lo que es valido suponer que /, 2/, ¢ I, 21,; estas reciben el
nombre de imagenes conjugadas.
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Figura 3.4. Sensor de Roddier; espacio objeto.

Ahora, supongamos que sobre el sistema de prueba incide una onda plana sobre el
plano de la pupila (z=0), entonces en este plano se tiene que

0 todos lados menos en el borde

Vi, = (3.32)

L=, A8 (r-a) en ¢l borde de la pupila

donde §(r ~ a) es una delta de Dirac (es cero en todos lados menos en el borde de la pupila
donde vale uno}, /i es un vector unitario normal al borde de la pupila que apunta hacia afuera
e I],_, es la iluminacion uniforme sobre el plano de la pupila. Sustituyendo (3.32) en la
Ecuacion de Transporte de Irradiancia (2.25), resulta

-~

a2 1%
—e = - " - — M i 2‘
P l'"“ [ 15(r (l)a" W+ (i )IV,W)‘M (3.33)

donde P(7) esla funcion de transmitancia de la pupila (es igual a uno dentro de ella y a cero
afuera)y n- VW = 3W /S n ¢s la derivada direccional del frente de onda.

Luego, si tomamos las iluminaciones /; ¢ /, alrededor del plano z=0, mediante una
aproximacion de Taylor a primer orden, se tiene que (figura 3.4)

Vi
I'=I""’+5;! ‘Az,
" (3.34)
a3
L=, +(7—:'1 3 (-Az,)
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Si suponemos que las iluminaciones tomadas estan simétricamente desenfocadas, entonces
s¢ debe cumplir que

Az| =~ ’A:zl = Az (3.35)

esto es valido si las iluminaciones se toman muy cerca la una de la otra en el espacio imagen,
o equivalentemente, si pertenccen a imagenes de la pupila altamente desenfocadas en el
espacio objeto, Sustituyendo (3.33) y (3.35) en (3.34), resulta

7
/, =Il,,,,-(-/0’(r-a)-§—’;W + P(F)IV’,H’] Az

) 10 (336)
A =lr,_,,+(-/5(r—a)5“'—,n/ + P(f)/v:w] Az
=0
Calculando la sefal del sensor (3.30) a partir de (3.36), se obtiene
. =]
S(F) = (o‘(r—a);";n’ - P(f)\?;w) Az (3.37)

donde A:- se calcula usando la ecuacion gaussiana de las lentes [28], es decir, usando

El.f . _"_ = }_ (3.38)
Aplicando la ecuacion anterior al plano Py, resulta

Az, = -—f-iil—'-ﬂ (3.39)
donde S, =Az, y S, =/ -/. Andlogamente para el plano P,, se obtiene

8z = LLED (3.40)

donde S, =4z, y §, =/ +1/.Si suponemos que £ >> 1, de (3.35), (3.39) y (3.40) s¢ deduce

Az m fw"’,‘” (3.41)
Sustituyendo (3.41) en (3.37) se obtiene finalmente
" S0 a R
S(F) = *"l—h(()(r—a);,";l'W - P(r)\i.") (3.42)



que cs la ecuacion de Roddier y es exactamente la misma expresion que (3.31). La ecuacion
(3.42) es una aproximacion a primer orden valida para valores pequefios de Az, o
equivalentemente para imagenes de la pupila altamente desenfocadas.

Por itimo, al igual que en la parte final de la seccion 3.3.4, comentaremos sobre la
importancia de la posicion de deteccion 7 en la ecuacion (3.42). Debido a que ¢l método de
Roddier esta fundamentado en la Ecnacion de Transporte de lrradiancia (2.25) y esta altima
se obtiene de argumentos de Optica geomdtrica (seccion 2.3), en donde se hace la suposicion
de que no hay cruce de rayos (figura 2.3), se deduce que la distancia de deteccion / no debe
tomarse muy cerca del foco. Es decir, no dentro de la zona de la caustica ya que de ser asi
podria haber cruce de rayos y esto no permitira la reconstruccion satistactoria del frente de
onda debido a que se perderia la correspondencia de puntos en las distribuciones de
irradiancia en ambos planos.

3.5, GENERALIZACION DEL METODO DE RODDIER,

De acuerdo al andlisis efectuado para obtener la Ecuacion de Transporte de
Irradiancia (2.25) desde el punto de vista de la optica geométrica, es claro que la relacion
que hay entre la curvatura del frente de onda y la distribucion de irradiancia no depende de
que ¢l sistema de prueba produzca un haz convergente o no a la salida, (figura 2.2). Esto
hace posible, por tanto, el obtener ecuaciones muy parecidas a la de Roddier para sistemas
que producen haces no convergentes a la salida,

3.5.1. METODO DE RODDIER EN SISTEMAS QUE PRODUCEN FRENTES DE ONDA NO
CONVERGENTES.

Consideremos un sistema optico que produce un haz de luz no convergente a la
salida. La instrumentacion para este sistema se muestra en la figura 3.5, Supongamos una
irradiancia casi uniforme incidiendo sobre una pupila en ¢l plano 2=0. En este plano
encontramos que V/ = 0 en todos lados menos en el borde donde vale

7

Divisor de Vir

MM

l

Sistema Optico . |
de prutha

e e e, e, e, e, e, - ———- X

Figura 3.5, Sistema dptico nio convergente.
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Vi I.=u = (~l«$‘(r—a)f;)]::" (3.43)

Aqui 8(r -a) es una delta de Dirac y 7 es un vector unitario normal al borde de fa pupila y
que apunta hacia afuera, (figura 3.6.a).

En un plano z;> 0, mas alla del plano de Ia pupila, encontramos que V/ 0 en todos
lados tal como se muestra en la figura 3.6.b. Sin embargo, si el plano z; > 0 se escoge muy
cercano al plano 2=0. Entonces esperariamos tener irradiancias muy parccidas tales que
cutuplan con la ecuacion (3.43) y asi aplicar la Ecuacion de Transporte de Iradiancia (2.25)

en el plano z=0

2l

? ‘ h]
;%/ =-(-I§(r~a)iw + PF)IVIW (3.44)
P ’ 220

donde P(¥) es la funcion de transmitancia de la pupila (es igual a une dentro de ella y a cero
afuera) y W/ h=ii- VIV es la derivada direccional del frente de onda.

| 4 (I 4
X X
a1l é
 x 8 ox
X X
20 2.0
) ()

Figura 3.6. Perfil de la distribucion de irradiancia y su primera devivada en dos planos distintos.
Ahora bien, mediante una aproximacion a primer orden de Taylor, 1a rradiancia /; en
¢l plano z; cercano al plano z=0, es

a
h=ll ,+=1 (3) (3.45)
o3

tal)
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Si hacemos la diferencia de iluminaciones entre el plano z; y el plano z=0; y dividimos cl
resultado por la irradiancia en el plano z=0, resulta

/, [[ R |6
e [ ; 3.46
[’n[) 1] “ on 130 ( 1) ( )
Si sustituimos (3.44) en (3.46), obtenemos
IJ;I.L_‘L =z (‘S(r—a)j—w - P(x,y) Vi) (3.47)
/'l-[l i (3" s "

la cual es una ecuacion tipo Roddier para sistemas que producen un haz no convergenic a la
salida. Esta es una ecuacion de Poisson con condiciones a la frontcra de Neumann y nos
indica que con s6lo mediciones de irradiancia podcmos conocer la curvatura del frentc de
onda (ver seccion 3.3).

3.6, CONCLUSIONES.

La teoria del método dc Roddier puede cxplicarse a partir de cdlculos directos 7] o
particndo de la Ecuacion de Transporte de Irradiancia (2.25) [9]. Esta tcoria muestra cémo a
partir dc medicioncs de la distribucién de irradiancia cn dos planos, es posible recuperar el
frente de onda mcdiante la resolucion de una ecuacion de Poisson con condiciones de
Neumann a la frontera (ecuacion de Roddier); todo esto en concordancia con algunos
trabajos efcctuados sobre recuperacion de fase [19]1{20] quc fueron discutidos en el capitulo
uno.

Ahora bien, se muestra que el método de Roddier es un método de optica geométrica
y solo se cumple en la region paraxial ya que estd fundamentado en la Ecuacion de
Transporte de [rradiancia (2.25). Tambicn se encuentra quc la posicion dc deteccion / en ¢l
método de Roddier ticne que tomarse fuera de la zona de la chustica si no se quicre tener
problemas en la reconstruccion det frente de onda debido a un posible cruce de rayos.
Adicionalmente, ¢l método dc Roddier se propone conto un sustituto del método de Shack-
Hartmann debido a quc;

@) La instrumentacion dcl método de Roddier es relativamente mas facil que la del método
de Shack-Hartmann.

b) Desde un punto de vista experimental es mas ficil y rapido medir un campo escalar como
lo esla distribucion de irradiancia en ¢t método de Roddier, que un campo vectorial como
lo es la inclinacion (pendiente) del frente de onda cn ¢l método de Shack-Hartmam, En
un campo vectorial se tienen que hacer el doble de mediciones que ¢n un campo escalar
por cada punto dc prucha,
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¢) En el método de Roddier puede balancearse la resolucion en contra de la sensibilidad
solamente cambiando ¢l valor de / en la ecuacion (3.42); el mismo proceso en el método
de Shack-Hartmann requiere un cambio de pantalla (véase capitulo I).

d) Una de las propiedades mas interesantes del método de Roddier es su aplicacion en dptica
activa [15][18], donde el uso de un espejo bimorfo o un espejo de membrana puede ser
usado como un dispositivo analdgico para resolver automaticamente la ecuacion de
Roddier (ecuacion de Poisson con condiciones de Neumann a la frontera) v asi poder
corregir el sistema durante el tiempo de operacion.

Por ultimo, se obtienen ecuaciones tipo Roddier para sistemas que producen haces no
contvergentes a la salida y se muestra que el método de Roddier es independiente del sistema
optico a probar. Como una consecuencia de este resultado, se propone que el método de
Roddicr puede generalizarse al estudio de sistemas tales como espejos planos, prismas o
cualquicr otro sistema que produzea un haz no convergente a la salida. Sin embargo, lo
anterior estard limitado por el tamafio de los detectores empleados (por ejemplo, un CCD),
en consccuencia no se podran probar sistemas opticos con aberturas muy grandes. No
obstante, si s¢ requiere probar en sistema de abertura grande que produzea un frente de onda
no convergente se tendrd que modificar Ia instrumentacion para que a la salida se tenga un
haz convergente,
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CAPITULO 4
SIMULACION DEL METODO DE RODDIER.

4.1, INFTRODUCCION,

La simulacién del método de Roddier tiene como proposito, en primer lugar, ¢l de
conocer los algoritmos numéricos para poder resalver la ccuacion de Roddier y asi
reconstruir ¢l frente de onda, y segundo, establecer 1a forma en que han de tomarse los datos
de las distribuciones de irradiancia en los planos simétricamente desenfocados. Esto nos
permitird tener una vision mas amplia sobre el concepto de la percepeion de fa curvatura del
frente de onda,

4.2. SOLUCION NUMERICA DE LA ECUACION DE RODDIER POR EL MFTODO DE
DIFERENCIAS FINITAS.

Si consideramos que gran parte de componentes dpticos presentan forma circular serd
valido suponer que la pupila del elemento optico que se desea probar es circular. Sea R el
radio de la pupila y fla distancia focal del sistema Optico bajo prucba. Las coordenadas
sobre el plano de la pupila son 7 = (x,y) y las coordenadas sobre el plano de deteccion, antes
del foco, san P =IF/f=(/flvlf), (figura 4.1). Si definimos coordenadas reducidas
sobre ¢l plano de la pupila como ii=F/R y sobre el plano de deteccion camo
i =F'fa=(IF)/(fa), donde a=IR/ J cs el radio de la seccion transversal de la imagen de la
pupila en el plano de deteccion y si suponemos ademas que £ >> /1y que el frente de onda W
estit dado en unidades de longitud de onda A, entonces la ecuacion de Roddicr se puede
escribir como

2
2

S(iy = —7/;{-'3 [I’(ﬁ) VW (i) - o (u—- 1)(-;-11; W ii)] (4.1)

donde (i) es lu sefial del sensor (3.30). Usando coordenadas polares y separando los
términos independicentes, la ecuacion (4.1) se convierte en

ViW(p,0) = F(p,0)

ugpel
’
50 = Fpo),,
. . ‘ LS T B NP .
donde Fipye-—3-N(p,0) y Vi= —5+—-—+—=— es el operador laplaciano en
JoA ap° pép pléo
coordenadas polares,
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La ecuacion (4.2) es una ecuacion con derivadas parciales del tipo eliptica llamada ecuacion
de Poisson con condiciones de Neumann a la frontera [12][13].

A ,
Plano de ta pupila

Plano de deteccidn

‘1{
b

~

AABC =ADEC . a= 7
Figura 4.1. Geometria del sensor de Roddier.

La reconstruccion directa del frente de onda se efectia resolviendo numéricamente la
ccuacion (4.2) por el método de diferencias finitas [10][11][12])[13], aunque se puede
resolver mediante algoritmos de transformada rapida de Fourier (FFT) [29], o mediante ¢l
método general de minimos cuadrados donde el frente de onda se da en términos de los
modos de los polinomios de Zerike [6][30].

Como hemos supuesto que la pupila de entrada es circular, las imagenes de la pupila
desenfocadas tendran simetria circular, por lo que podemos suponer que la region de interés,
donde se desea conocer ¢l frente de onda (p,8), es una regidn de este tipo. Sobre esta
region construiremos una rejilla o matla cuyos nodos los definiremos como el conjunto de
puntos

(9.8, = (idp, jAG) (4.3)

donde Ap y A6 son las separaciones o tamafios de la rejilla para p (radio) y € (angulo),
respectivamente, ¢ i=/,2,.,N; j=0,1,2,.M-1, (figura 4.2). También definiremos la siguiente
notacion de subindices para ef frente de onda (p,0)

W, =W(p,.0,) (+4)

Para cada punto de la malla (p,,6,) las derivadas parciales de la funcion W(p.0) se
pueden expresar como un cociente de diferencias mas un error de {runcamiento (E.T)
mediante una aproximacion de Taylor; asi usando (4.3) y (4.4) tenemos que, para las
diferencias centradas de 2W/Ap, se tiene



Figura 4.2, Parte de la malla donde se define la ecuacion de Poisson.

2 W(p,00,) = W(p.00,)
W = 2 T, 5,
(;[’H(p,,ﬁ') 25 + £ (4.5.a)
Para diferencias centradas de 22 /@ p’, se tiene
51 W(pon0) - W(p.0,) + W(p.0
22 wip0y = DLl = WLO) T ML8) gy (4.5.b)

ap? (Ap)
y para difcrencias centradas de 22 /¢ 9', setienc

a0
a6}

W(pa0,0) = W(p.0) + W(pO,)

W(g,.0,) = T E.T. (4.5.0)

Sustituyendo las ecuaciones (4.5) en la ecuacion de Roddier (4.%) se obtienc para ¢l
laplaciano

! l} { 1} 1 ! 1 _
- — — W RS- = T 6.0
2{l+(IA0). }ull‘j +{l+2' u/nl,,/+ l 2, ; l-‘.J+(,-A0)2 “:.,l'l+(’-A9)2 "/:.nl (A/)) [:.‘; (4()“)

y para la derivada radial (condicion de frontera)
Wyay=Wyar, =280F, (4.6.b)
donde 0< p <1,050<2m Ap =N, A =2x/M; i=l, 2,..., N, j=0, I... M-I; N es ¢l

namero miximo de particiones en la coordenada radial y M cs el nimero maximo de
particiones en la coordenada angular, (figura 4.2). Para el tipo de coordenadas empleadas
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(coordenadas polares), en el apéndice C se muestra que en el punto central (1=0) existe una
inconsistencia en (4.6.a) y por tanto, se tiene que establecer la siguiente condicion adicional
[13]

| Ap ¥
Wy =37 2= Fo 5 (“6.0)

Jm=i
Combinando las ecuaciones en diferencias (4.6), se obticne:

Para(i= Ny (=01..,MI) (p=0)

M= o F
aW,,+bW, +-l%7 ZWL,x +d W, +dW ., =(Ap)‘(-'—4—"'9-+1:}_j) (4.7.a)
a=0
Para(i =2,3,..,N-D)y(=01..,M1) (0<p<l)
al, , +6 W, e, +dW, L +d W, = (AP)2F;J (4.7.b)
Para(i =Ny (=0 1., M-1)(p=1)
Ay WN,/ +by Wv-l.j +“,\'W,v-|./ +d~W.\.J_, +d, W‘\'.m =-2b, Ap F,\'.) (4.7.c)

| ! | !
donde s-z{u-——J, balt—, cal-—, Y da—r,
4 aamyt ) TR Ry Y a0y

Las nuevas ccuaciones en diferencias (4.7) nos proporcionan un sistema de
ccuaciones lineales que se puede escribir como

AW =B (4.8)

donde 4 es una matriz de dimension (N - M)x(N- M) que depende del tamadio de la malla
asi como del nimero de particiones, B es una matriz de dimension (N M) x1 que depende
del tamafio de la malla, del nimero de particiones y de las condiciones de frontera (seiial del
sensor) y W es la matriz solucion de dimension (N - M)x1, W,, es el frente de onda en la
posicion dada por (i) sobre la malla de la figura 4.2. El método numérico empleado para
resolver ¢l sistema de ecuaciones lineales de dimensiones muy grandes como (4.8), es el
método iterativo SOR (Simultaneous Over-Relaxation) {10]{11]{12]{13], en donde, si
suponemos que W es una aproximacion a la solucion del sistema (4.8), el objetivo del
niétodo consiste en generar una sucesion de aproximaciones hasta que se cumpla que la
diferencia |5-.4T] converja a cero, o a un valor de tolerancia maxima establecido. Para
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propositos de computo, se puede mostrar que la m-ésima componente de #f;, del sistema de
ecuaciones (4.8) esta dada por la formula iterativa [10]

=1 {enn)
W, = (-, += b, = 2, - Da,, 7, (4.9)

ma =l nemt+|
nem

donde a,, €4, b, eBy wesel parametro de relajacion. El valor del pardmetro de relajacion
es 0<w<2,si 0<w<l sedice que el método esti sub-relajado, si w =1 ¢l método se Nama
de Gauss-Seidel y si 1<w <2 se dice que el método es sobre-relajado [10}[11][12]{13].

4,3, SIMULACION,

La simulacion consiste primeramente en resolver analiticamente la ecuacion de
transporte de irradiancia generalizada (2.22) para un frente de onda conocido que satisfaga la
ecuacion ecikonal [6][28]. La solucion de la ecuacion de transporte de irradiancia
generalizada es una funcion analitica de irradiancia que es sustituida en lu ecuacion de
Roddier, la cual se resuelve numéricamente obteniendo una solucion discreta del frente de
onda que finalmente se compara con el frente de onda propuesto. En la figura 4.3 se muestra
un diagrama de bloques de la simulacion. Para la simulacion del método de Roddier se hizo
un programa en lenguaje C [31], llamado “SR™ cuyo diagrama de bloques se muestra en el
apéndice D este consta de tres subprogramas: El programa "SIM" que genera
automaticamente los coeficientes numéricos de las matrices 4 y B de la ecuacion (4.8); el
programa "SOR" que resuelve iterativamente el sistema de ecuaciones lineales (4.8)
aplicando el método iterativo SOR, y el programa "GRAFSOR" que grafica el frente de onda
discreto y el esperado o “real”.

RESOIVER , CALCULAR RESOLVER

B H sk 9 o B . A hh
‘ VI VU+IVU =0 i » Dl.LSthh()R . »
: i ‘ ,l 3 i
PARA U CONOCIDO " p,()):—"—/—,-.v( p.0) VW = Fp.0),.,.
{SOLO TILT Y DEFOCO) | i IR ,
Sl B - ‘ [TV RSSO | “ 4aisis sma e . l ~{— = “ ’
‘ i an W= Ep.0),.,

| COMPARAR AMBOS f
FRENTES DEONDA i
» Uy w < :

IMPRIMIR i
RESULTADOS

Figura 4.3. Diagrama de bloques de la simulacion del método de Roddier.
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4.3.1. EJEMPLOS.

Debido a la complejidad que representa resolver analiticamente la ecuacion de
transporte de irradiancia general (2.22), solo se pudo resolver para tres casos de frente de
onda: frente de onda "sin aberraciones", frente de onda con tilt y frente de onda con defoco.
Para cada uno de los casos se simulo, como un ejemplo tal y como se indica en ¢l diagrama
de bloques de la figura 4.3, la prucba de un sistema dptico convergente de radio R = 76 mm
y longitud focal f'= 2000 mm; la posicion de deteccion considerada fue de /=70 mm y la
longitud de onda de la luz empleada en la interaccion de A = 6 x 10 mm (datos tomados del
dispositivo experimental de S. Fierro [30]).

4.3.1.1. FRENTE DE ONDA SIN ABERRACIONES.

Sea W= \/.\'2 +y+20 el frente de onda esférico sin aberraciones. Sustituyendo en la
ecuacion de transporte de irradiancia general (2.22) y resolviendo analiticamente obtenemos
la funcion de irradiancia siguiente

. cte
I#) = oyt

Haciendo uso de esta expresion se calculan las distribuciones de irradiancia en los dos
planos simétricamente desenfocados, obteniendo

cle
Tttt

L(-F)= *.rﬂ.?“

1,(F)
4.10)

donde / es la posicion de deteccion e 1, se ha rotado 1800 respecto a 1. Si sustituimos las
distribuciones de irradiancia de (4.10) cn la sciial del sensor (3.30), se obtiene que S(7)=0.
Esto es porque las distribuciones de irradiancia (4.10) son las mismas en ambos planos y por
tanto el sensor no proporcionara informacién sobre la presencia de aberraciones en este caso,
tal y como es de esperarse para un frente de onda sin aberraciones. Si ahora sustituimos la
seilal del sensor en la ecuacion de Roddier (4.2) obtenemos

Vil (p,0)

los,-d

4.11)

1l
—W(p, )
dp

Ollul
la cual sc resuelve numéricamente mediante el método SOR y cuya solucion se muestra en la

figura 4.4, donde se observa que M), =0, Vi, . Esto estd en acuerdo con lo esperado debido
a que para un frente de onda esférico sin aberraciones, la funcion de error (frente de onda
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esférico menos frente de onda aberrado) es cero. Por tanto, podemos deducir que para este
caso, el método de Roddier predice satisfactoriamente como debe ser el frente de onda.

8.92933992E-07
598037e-07

Fai

> ralala.

Figura 4.4. Frente de onda W sin aberraciones calculado con el método SOR. El frente de onda W
esta expresado en unidades de A Obsérvese que debido a la escala, el frente de onda pareceria
estar deformado. Sin embargo, las diferencias sobre el maximo y el minimo son tan sélo de 4x 107,
lo que prdcticamente es un plano.

4.3.1.2. FRENTE DE ONDA CON TILT.

Sea W=\/;’+(y—y,,)’+.:2 un frente dc onda esférico con un descentramicnto y,

sobre el eje y (tilt en y). Si sustituimos como antes en la funcion de irradiancia general (2.22)
y resolvemos analiticamente obtenemos la funcion de irradiancia siguiente

Y = cte
(F) = X+ (y=y ) +2

Con esta expresion y basiandonos en la geometria de la sefial del sensor de la figura 4.5, se
calculan las distribuciones de irradiancia en los dos planos simétricamente desenfocados
obteniendo
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1,(F)
@ +[y_ N (ff— 1)] o
4.12)
I (-—F): cle :
¥ +[y +Y, {f; /)] +F

donde f es el foco del sistema de prueba, ! es la posicion de deteccion, y, es el
descentramiento e [, se ha rotado 1800 respecto a 1. En la figura 4.5, donde se ha exagerado
¢l descentramiento para mayor claridad, se muestra como las distribuciones de irradiancia de
los dos planos de deteccion (4.12) se encuentran desplazadas respecto a la seccidn
transversal de la imagen de la pupila a lo largo del eje y.

Plano de la pupila
Planos de deteceion

v 4 T~ ,
a
< N - -
~ /“i
S.. PEGRI.
~a , b
1,(r) Sa _
Con N e
I(r N
! S1é -
”, ~ Va
.
4 ‘\
= Srey >
4 ~
- ~
r
Len) e B N
s
P
4
.2 l l
4
-
Scecion transversal -~

de Iy imagen de la pupila [

Figura 4.5. Geometria de la seilal del seusor para el caso de tilt. 1»(-) esta rotado 180 respecto a
! 1.

Si ahora sustituimos (4.12) en la ecuacion de Roddier (4.2) y resolvemos
numéricamente mediante el método SOR, se obtienc el frente de onda discreto que se
muestra en la figura 4.6. Comparando este resultado con el frente de onda esperado, s
decir, frente de onda esférico menos el frente de onda  aberrado
Usyetept ezt o e(p-ptest, (figura 4.7), se observa que ambos resultados son
aproximadamente iguales. En resumen, podemos decir que el método de Roddier predice
adecuadamente cudl es el frente de onda para este caso. Sin embargo, para llegar a este
resultado se hicieron algunos ajustes sobre el borde de la seiial del sensor que discutivemos
mas adelante.
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Figura 4.6. Frente de onda W con tilt, calculado con el método SOR; W estd expresado en unidades

de A.
/\%722*02
\

Figura 4.7, Frente de onda "real” W con tilt, expresado en unidades de A
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4.3.1.3. FRENTE DE ONDA CON DEFOCO.

Sea W= ‘/}‘ +y'+(z-z,) un frente de onda esférico con un pequeiio
descentramiento Z, sobre el eje z ( defoco). Si sustituimos en la ecuacion de transporte de
irradiancia general (2.22) y resolvemos analiticamente, obtenemos la siguiente funcion de la
irradiancia

L cle
1 =3 +y +(z-z,))

Planos de deteccion
4 Mams de Ia g

Y pupnlta

1 4. Q \

‘/,_ \ . RO S ‘, R
: il 2
\l -

' \\”// / J! .- < .

ey et

Seccion Transversal
de haamagen de fa
pupila

Figura 4.8, Geometria de la seflal del sensor para ¢l caso del defoco. 1y(-r) esta rotado 180°
respectoal(r).

Ahora bien, partiendo de esta expresion y de acuerdo a la geometria de la sefial del sensor de
la figura 4.8, se calculan las distribuciones de irradiancia en los planos simétricamente
desenfocados obteniendo

Py

I(r)-xz +y1 +(,_:0)2 (4 13)
cle |

1,(-F)

T xteyte(l+z)

donde / es la posicion de deteccion, 2, s el descentramiento e 1, se ha rotado 1800 respecto a
1. Sustituyendo (4.13) en la ecuacion de Roddier (4.2) y resolviendo numéricamente se
obticne el frente de onda discreto que se muestra en la figura 4.9. Comparando este frente de
onda discreto con el frente de onda esperado, se encuentra que ambos son aproximadamente
semejantes en su forma, mas no numéricamente, (figura 4.10), Sin embargo, como se indica
en ¢l apéndice E, lo anterior puede deberse a que en uma ecuacion de Poisson con
condiciones de Neumann a la frontera, (como lo es la ecuacion (4.2)), se ticne que cumplir
una condicion de consistencia sobre los datos (dentro de la pupila como en el borde) para
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que exista solucion y como la ¢cuacion de Roddier para este caso no cumple con esa
condicion de conststencia, el método SOR no converge a una solucion exacta. Al igual que
en el ejemplo anterior, aqui también se realizaron algunos ajustes sobre los datos de la sedal
del sensor en el borde.

W T 04a099397E-02

-
."/
e

00060000 +00

=
e \ ]
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N
e )
N\ o A
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E::& ;n'gag o
gjégactcc‘ : Eg; /
Preuratrons Tiloe
" . ‘i r. .
S P -3

Figura 4.9. Frente de onda W con defoco caleulado con el método SOR. W estd expresado en
unidades de A.

A 21225189E -04

\
N

7

=

Figura 4,10, Frente de onda I con defoco. W esta expresado en unidades de A,
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4.3.2. COMENTARIOS SOBRE EL CALCULO DE LA SENAL DEL SENSOR EN EL BORDE.

para obtener informacion sobre el frente de onda en los casos de tilt y defoco, se
debien tomar las distribuciones de irradiancia como se muestra en las figuras 4.5 y 4.8. En
éstas, los descentramientos se han exagerado para mayor claridad aunque realmente se tienen
que considerar maguitudes de descentramiento muy pequefias. En estas figuras se observa
como las distribuciones de irradiancia en los dos planos son diferentes; para el tilt, se
observa que las das imagenes estan desplazadas una respecto de la otra; si aqui se recentran
las imagenes, las distribuciones de irradiancia en los dos planos seran iguales. Para el caso
de defoca, s¢ observa que una imagen es mayor que la otra; aqui si se reescalan las imdgenes
para hacerlas del mismo tamaiio, las distribuciones de irradiancia en ambos planos serin
aproximadamente iguales. De lo anterior es claro que, si se recentran y reescalan las dos
imagenes de irradiancia medidas en los dos planos, ¢l frente de onda que se obtenga estard
corregido para tilt y defoco, y esto puede ser de interés si se requiere conocer del frente de
onda solamente los términos de otras aberraciones, como astigmatismo, aberracion esférica
y coma [3] sin considerar tilt y defoco. Sin embargo, esto no debe hacerse si tilt y defoco son
de importancia; por ejemplo, en la alineacion de un telescopio o en la correccion de estas
desalineaciones.

Ahora bien, en las figuras 4.5 y 4.8 se observa que existen regiones sobre el borde
donde las distribuciones de irradiancia dadas por (4.12) y (4.13) no estin definidas, Esto trae
como consecueheia que al calcular la sefial del sensor en el borde, se obtenga siempre

-4 _.{'_:_[.L.. i/ = =0 g
S(;)_Ile_ (Si/, =0, 0,7, =0; en el borde)

y como /f(m:'%;.s'(;'), en 1a condicion de Newmann de (4.2), se obtendra el mismo valor aun

para distintos valores de descentramiento. Con esta condicion de Neumann y considerando
que la sefal en el borde es mucho mas intensa que la sefial dentro de la pupila, se resuelve
muméricamente  la ecuacidn de Roddier (4.2) por el método SOR, obteniendo
aproximadamente ¢l mismo valor de fremte de onda para distintos valores de
descentramiento. Esto obviamente estd en desacuerdo con lo que deberia observarse, ya que
para distintos valores en el descentramiento deberia obtenerse un frente de onda diferente
para cada caso. Sin embargo, para evitar estas complicaciones y como aparentemente la
seital en el borde, que es muy intensa, debe depender del valor de descentramiento, a la
condicion de Neumann de (4.2) se le multiplica por et siguiente factor «f*/ 2%, (donde w es
el descentramiento en et eje y para el caso de tilt, o sobre el eje 2 para el caso de defoco).

No obstante que por el momento no sea posible dar una explicacion fisicamente
aceptable del por qué de este factor multiplicativo adicional sobre la condicion de Neumann
en (4.2), se encuentra que los resultados obtenidos por el método SOR, con esta constante
sobre la seital del borde, son muy aproximados a los resultados esperados. Para el caso de
tilt, esta aproximacion es mas evidente que para el caso de defoco donde la inconsistencia de
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los datos (se discute en el apéndice E) no permite que ¢ método SOR converja a una
solucion exacta.

4.4. CONCLUSIONES,

Se estudia como la ecuacion de Roddier (4.2) es resuelta numéricamente por el
método de diferencias finitas, aplicando el algoritmo SOR, para distribuciones de irradiancia
provenientes de las soluciones de la ecuacion de transporte de irradiancia general (2.22) para
los casos de frente de onda sin aberraciones, con tilt y con defoco. Se encuentra que las
soluciones discretas o frentes de onda discretos de 4.2, son muy aproximados a los frentes de
onda “reales” por lo que sc puede afinmar que el método de Roddier predice de manera
aproximada como deben ser los frentes de onda solucion para los casos arriba mencionados.
Sin embargo, se hallaron algunas dificultades antes de lHegar a los resultados mencionados.
La primera de cllas es que debido a la complejidad matemitica que represento resolver la
ecuacion de transporte de irradiancia general (2.22) para frentes de onda con otro tipo de
aberraciones como astigmatismo, coma y aberracion esférica, no se pudo hacer una
simulacion can estos casos de interés. Otra de las dificultades encontradas la represento ef
hecho de no obtener una solucion aproximada para el caso de frente de onda con defoco,
debido principalmente a que los datos de la seiial del sensor para este caso, no cumplian con
la condicion de consistencia para la existencia de la solucion en la ecuacion de Roddier
(4.2). Finalmente, fa ultima de las dificultades encontradas fuc el hecho de tener que
multiplicar, para los casos de frente de onda con desalineaciones estudiados, ta condicton de
Neumann de (4.2) por un factor constante que dependicra del descentramiento ¢l cual
depende de la desalineacion. Se encuentra que esta constante, que no se puede predecir en la
teoria establecida en la simulacion, si esta en acverdo con los resultados esperadas.

No obstante, a pesar de las dificultades anteriores, se pudo llegar al establecimiento
de algunos resultados interesantes en la simulacion del método de Roddier. Primero. para
que en una prueba optica sca posible obtener un frente de onda que contenga la informacion
de todas las aberraciones (lilt, defoco, astigmatismo, coma y aberracion esférica) aphcando
el método de Roddier a un sistema optico, es necesario que sc tomen las mediciones de
irradiancia sin hacer ningiin tipo de ajuste sobre las imagenes. Si por lo contrario, se desean
corregir los datos para que se obtenga un frente de onda sin tilt y defoco en ¢l método de
Roddier, se pnede hacer de manera numérica, reescalando y recentrando fas imagenes de los
dos planos desenfocados. Por otro lado, si tomamos en cuenta las dificultades encantradas en
la simulacion y considerando las que puedan originarse al efectuar el calculo de Ja seiial del
sensor y que dependen de la manera eficiente en que se tomen las mediciones de irradiancia
en los planos desenfocados, resulta razonable concluir que ¢l método de Roddier trabajaria
de mancra mds eficiente si en lugar de resolver numéricamente la ecuacion (4.2) y obtener
el frente de onda y después corregir el sistema dptico, se emplea un espejo de membrana o
espejo bimorfo [15][18] para resolver de manera analdgica la ecuacion (4.2), siendo esto

ultimo muy importante si se desea usar ¢/ método de Roddier en aplicaciones de optica
activa,
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CONCLUSIONES GENERALES

Se muestra cdmo la ecuacion de transporte de irradiancia puede obtenerse de argumentos
de optica fisica y de optica geométrica.

Se muestra que la ecuacion de transporte de irradiancia representa la ley de conservacion
de energia radiante; es solo vilida en la region paraxial y pertenece al régimen de la
Optica geométrica.

Se muestra que el método de Roddier puede ser explicado desde el punto de vista de la
optica fisica a partir de calculos directos y desde el punto de vista de la dptica geométrica
partiendo de Ia ecuacion de transporte de irradiancia. De esto Gltimo se concluye que el
método de Roddier es valido en laregion paraxial y es un método de optica geométrica.

Se encuentra que ta posicion de deteccion en el método de Roddier tiene que efectuarse
fuera de 1a zona de la cdustica, También se encuentra que con solo cambiar la posician de
deteccion, puede balancearse Ia resolucian en contra de la sensibilidad en el método.

El método de Roddier presenta ventajas en instrumentacion y de rapidez en la
recuperacion del frente de onda sobre los métodos de percepeion tradicionales.

Il método de Roddier se generaliza a sistemas opticos que producen haces no
convergentes a la salida. Esto demuestra, al menos tedricamente, que el método no es
exclusivo de {a configuracion del sistema dptico a probar.

Las soluciones de 1 ccuacion de Roddier predicen de manera aproximada la forma de los
frentes de onda estudiados en Ta simulacion.

Como resuttado de ta dificultades encontradas durante la simulacion, se propone que el

método de Roddier seria mdas eficiente, st en lugar de resolver la ecuacion de Poisson
numéricamente, ¢sta se resuelve analogicamente.
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APENDICE A

OBTENCION DE LA ECUACION DE TRANSPORTE DE IRRADIANCIA
GENERAL A PARTIR DEL TEOREMA DE POYNTING,

Como se muestra en muchos libros de texta referentes a la teoria electromagnética, el
teorema de Poynting [27] es una consccuencia directa de las ccuaciones de Maxwell,
Ademis este teorema nos proporciona informacion sobre la conservacion de la energia del
campo electromagnético. Este teorema escrito en forma matematica es

. s ) ] of.
SHexmyas< SIS0 By JE-Jar ()

donde £ es el vector eléctrico, A es el vector magndtico, B es el vector induccion
magnética, D cs el vector de desplazamiento eléctrico, J es el vector de densidad de
corriente y * es una constante. El primer término del lado derecho de (a.1) es la razon de
incremento de fa energia del campo electrostatico en la region bajo consideracion. El altimo
término es fa razon de energia disipada por calentamiento Joule del medio contenido en ta
region. El principio de conservacion de la energia requiere que el miembro del lado
izquierdo sea interpretado como la razon del influjo de energia dentro de ta region.

En nuestro caso se va a considerar la sola presencia del campo electromagnético en
cierta region del espacio; cs decir, sin fuentes, inmerso en un metio homogéneo no-
conductor y donde no se realiza trabajo mecanico. Con estas suposiciones ef teorema de
Poynting, (a.1) se escribe como

cw

DEBARNTE ¢ Y "

5 +V.8 =0 (a.2)
donde w = w, +w,, w ¢s la densidad de cnergia total electromagnética, w, es la densidad de
energia eléctrica, w, es la densidad de energia magndtica y S=£xA es ¢l vector de
Poynting el cual se considera como el vector que da la direccion y Ia razon de cnergia
electromagnética que fluye por unidad de drea en punto del espacio.

Ahora bien, en nuestro caso de estudio vamos a considerar solo frecuencias opticas
por lo que se toma el promedio temporal de la cantidades de (a.2), con lo que resulta

) —’.—-6;_‘.1. --ﬂ_ AN —,E_ ¢ o
W= ElL ()= AL (S)-M]E,xn,l (a3)

donde £, y A, son funciones que dependen solo de la posician, Si sustituimos (a.3) en (a.2),
resulta
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VS =10 (a.3)
Que es ¢f teorema de Poynting para campos electromagnéticos a frecuencias opticas.

Ahora, desde ¢l punte de vista de la dptica geométrica el promedio del vector de
Poynting esta relucionada con la ecuacion eikonal (VH = n§) mediante la siguiente expresion

&)= '—f; OOVIV = van)s (a.4)

donde 1 es ¢l indice de refraccion del medio y v =¢/n. De esta expresion se observa que el
promedio del vector de Poynting esta en la direccion de la normal al frente de onda
geométrico W,

La irradiancia se define como el valor absolwto del promedio del vector de Poynting,
por lo que obtenemos

1 =K8) = véw) (a.5)
combinando (2.4) v (a.5). se obtiene
v
(S>=1";“ (1.6)

sustituyendo (a.6) cn (a.3) y desarrollando ta divergencia se obtiene finalmente
VW +VIW .VI=0
que es la misma expresion de (2.22) y que recibe el nombre de ecuacion de transporte de

irradiancia general y representa la conservacion de la energia electromagnética a frecuencias
optlicas.
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APENDICE B

CALCULO DE LA DISTRIBUCION DE IRRADIANCIA EN EL PLANO Py

Sustituyendo la ecuacion (3.7) en (3.8) (véase seecion 3.3.2), vesulta

1 2 N
4LF) = .llf ,U_UP(' W7, )uq{ f chxp[— %’; }u\p[,”( "") Jd/’{‘dl"; (b.1)

desarrollando ¢l término cuadritico de (b.1) y sumando los términos de las exponenciales,
resulta

AF) = - 2“,;.[”.[1’(”‘!'(')1.\]{ ““ﬂ(f I = um ',(;’} r_) ’I/"}(/p'd/, (h.2)

Ahora bien, haciendo uso de la integral gaussiana {32

1 P day |
:[exp[—u - ~y] dz = \/g cx;{£'*4a & J b.3)

y haciendo la siguiente identificacion entre (b.2) y (b.3)

_inlf =1 z_fr( _) i
a = s ﬂ—jf+/‘ y = Fe.

seintegra (b.2) con respecto a 7, = (x", 3", ), resultando

AN l ay 72 i W it ._.,,--{__> 72] { ....... 1 ;
A’(')ﬂi/l(f#)m{ T /) J‘UP(’)\”')LM’L A7~ /)/ exy /l(f /)/ iJrI/

finalmente como la distribucion de irradiancia cs el cuadrado de la amplitud compleja, es
decir, /,(F) = [A (7 )| se obtiene mediante el cambio de variable 7 =7 + p que,

1L(F) ,Uex[{ pr{ ol /3~F]
il 1’(/ -1y M -n* Af-1)

.UP(VJP(’; + PN (F + p)cxl{

- /) ZhP "] drp

que es la ccuacion (3.9) y que representa la distribucion de irradiancia en el plano P,



APENBICE C

CONDICION DE CONSISTENCIA PARA LA ECUACION DE POISSON EN
COORDENADAS POLARES EN EL METODO DE DIFERENCIAS FINITAS.

Consideremos la ecuacion de Poisson en coordenadas polares sobre un disco unitario,
expresada por

"{ 0 ’]+J.- Cund) 0y (c.1)

ry ar ool

donde 0<r<i y 0560<2r Esta ecuacion puede aproximarse usando el método de
diferencias finitas {10][11){12][13] por

-F RGN AA TSN,

Ar Ay Ar r (a0)

i Wy =Ny, R A N 1 141..1',—214,_J-u,.j,,
itl?

=f (c.2)

i

donde n,, y f;, son funciones de malla definidas en (n,0,) = (idr, jAG), (ver figura 4.2). Si
fijamos nuestra atencion en el punto central (i =0, Vj), es claro que hay dificultades, ya que
para este punto la ecuacion (c.2) se hace discontinua. Sin embargo, hay que hacer notar que
esta dificultad surge solamente de haber elegido el sistema de coordenadas polares y no
depende de la continuidad de la funcidn u(r,0) en el punto central. Luego para eliminar la

dificultad en ¢l origen, se integra (c.1) sobre un disco D de radio £ , obteniendo

el du 1 2% o
[f rrava = H“(;[M(, :;H»;—»~ —~) rdrd = f-;;uio (c.3)

rt gt 0
Si escogemos £= Ar/2 y aproximamos la ecuacion (c.3) por

2\ J -
f(o,(é’i‘) - Z_J-._f_.’.‘&f,.Azl AO (c.4)

como #,, es independiente del valor de j, debido a que la funcion de malla es periodica con
periodo J = 22/A6, de la ecuacion (c.4) se obtiene que

i, = ‘};“L,‘ ‘f(())(%'—) (c.5)

Usando esta formula se elimina la incansistencia en (c.2) producida en el punto central del
disco unitario al haber escogido coordenadas polares,



APENDICE D

DIAGRAMA DE BLOQUES DEL PROGRAMA “SR” EMPLEADO EN LA SIM ULACION
DEL METODO DE RODDIER.

" SOR "

e p] Leer datos desde

.
"SIM " : {(*.s1m)
’ v
tntroduccion : CGRAFSOR ™
P dl‘.: ‘.'f‘ms | ' Introduccion de datos b eetura de dato
articion de la ; . ectura de datos
malla, foco, radio, : —pl ( veclor inicial, : desde (*.sor)
longitud de onda ) || pardmetra de relajacion, ;
l { tolerancia midxima ) \
! 0
) ; ]
Cileulo X ‘ : Operaciones
de las matrices Metodo ferativo de escala de
) S0 | [ 3
Ay B t SOR ! datos
[} [}
! solueian del sistema )
L : AX=B : 1
Salvar ! (2 1 U
. e ! , ) Giralicacion
tas matnces | e AR Ma Tl |
;o * n ! e restftados
en (¥.sim) IS ' de resultados
3 ]
Salvar )
fos resultados - - -«
No en (*.sor)
(a) (b) (¢)

Diagrama de bloques del programa “SR™.

(a) "SIM", genera automaticamente los coeficientes de las matrices "A" y "B" del sistema de
ccuaciones lineales AX=B; solo para tilt y defoco.

{(b) "SOR", resuelve iterativamente el sistema de ecuaciones lineales AX=B mediante ¢l
método SOR (Simultancous Over-Relaxation).

(¢) "GRAFSOR", grafica los frentes de onda discretos obtenidos mediante el método SOR.



APENDICE FE
CONDICION DE. CONSISTENCIA PARA LA EXISTENCIA DE LA SOLUCION EN UNA
ECUACION DE POISSON CON CONDICIONES A LA FRONTERA DE NEUMANN,

Consideremos una ecuacion de Poisson con condiciones de Neumann a la frontera
como la ecuacion de Roddier (4.2), es decir

Viusf en Q

% el
Lﬁ%= en S (e1)

donde Q ¢s la region donde se halla definida la funcion « y S es la frontera de la region.

Ahora bien, para que el problema de Neumann, ecuacion (e.l) tenga solucion, es
necesario que la siguiente condicion de consistencia

[raa=lgds

4] s
se satisfaga para los datos. Esta condicion de consistencia se muestra a partir del teorema
de la divergencia de Gauss [26]:

{v.wda=[w-nds (e.2)

Q y

donde €2 es una region acotada por una superficie de frontera S, i es un vector unitario
exterior a Sy w es un campo vectorial. Luego, si hacemos w = Vu, (e.2) resulta ser

Jviuda=] c
ViudQ=|Vu-nds=[<uds (.3)
sen

8] s

Si ahora, combinamos (e.3) con (e. 1), se obtiene

{fdn=fgds

§

que nos dice que si no se satisface esta condicion de consistencia sobre los datos, entonces
(e.1) y en consecuencia la ecuacion de Roddier (4..2), no tiene solucion.
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