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INTRODUCCIÓN GENERAL 

En ciencia y tecnología modernas se ha hecho fundamental el desarrollo de sistemas 
ópticos de muy alta calidad. En astronomía, por ejemplo, se han desarrollado los llamados 
telescopios de nueva tecnología (NTT) basados en óptica activa (un sistema óptico activo 
[1 ], en cuanto a su uso se refiere, es aquel que puede corregirse durante el tiempo de 
operación), como el del ESO (European Southern Observatory) en Chile. 

La característica más importante de un sistema óptico es la calidad de la formación de 
imágenes, pero no siempre estas imágenes son de buena calidad debido a errores en los 
sistemas ópticos como pueden ser: aberraciones en lentes y espejos, errores en los ángulos de 
prismas, errores en las superficies ópticas producidos en la fabricación, etc. Sin embargo, 
estos errores pueden ser conocidos con la ayuda de las pruebas ópticas para posteriormente 
corregirse. Dentro de las pruebas ópticas [1] se encuentran las técnicas mediante las cuales 
se puede obtener el frente de onda (o fase) de un haz de rayos que pasan a través de un 
sistema óptico; a estas técnicas se les llama métodos de percepción del frente de onda y son 
importantes ya que a partir del frente de onda se pueden conocer los errores en el sistema 
óptico. Por tal motivo, se puede decir que el desarrollo de los sistemas ópticos recae en 
buena medida en los métodos de percepción del frente de onda mediante los cuales, por 
ejemplo, pueden probarse sistemas durante su fabricación y diseño, y se pueden controlar y 
alinear sistemas en operación. 

En los últimos años se ha investigado un nuevo método de percepción del frente de 
onda llamado método de Roddier [2] o método de percepción de la curvatura del frente de 
onda, cuya instrumentación es técnicamente más simple en comparación con los métodos 
tradicionales, como el método de Shack-Hartmann [1][3]. El método de Roddier consiste 
principalmente en efectuar mediciones de irradiancia en dos planos desenfocados a partir de 
las cuales se obtiene directamente la curvatura del frente de onda (haciendo la diferencia de 
las irradiancias y normalizando). Finalmente, este frente de onda es recuperado resolviendo 
la ecuación de Roddier que no es más que una ecuación de Poisson con condiciones a la 
frontera tipo Neumann. 

El trabajo de tesis consiste en realizar un análisis completo y detallado que nos 
permita comprender lo que es el método de Roddier, es decir, conocer cuáles son sus 
alcances y limitaciones. Para lograr esto se planteó la siguiente metodología, misma que se 
desarrollará y explicará en detalle a lo largo de cada uno de los capítulos de la tesis: 

1. Descripción de algunos métodos de pruebas ópticas, en particular los métodos de 
percepción del frente de onda [3] para establecer la forma en cómo surge el método de 
Roddier y qué relación tiene con otros métodos de pruebas ópticas. Capitulo 1. 

2. Si bien la teoría del método de Roddier puede explicarse efectuando cálculos directos, es 
posible dar una descripción más física partiendo de la Ecuación de Transporte de 
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Irradiancia [41[51, por lo que es importante estudiar y obtener esta ecuación. La Ecuación 
de Transporte de Irradiancia se obtiene mediante argumentos de óptica fisica, partiendo de 
la ecuación parabólica y la ecuación de onda paraxial siendo ambas casos particulares de 
la ecuación de Helmholtz. También se puede obtener mediante argumentos de óptica 
geométrica [61, relacionando el teorema de Poynting de la teoría electromagnética con la 
ecuación Eikonal de la óptica geométrica. De esta relación se deduce una ecuación de 
transporte de energía generalizada que mediante algunas aproximaciones es equivalente a 
la ecuación de transporte de irradiancia. Capítulo 2. 

3. Estudio de la teoría básica del método y obtención de la ecuación de Roddier. La ecuación 
de Roddier se obtiene de dos maneras: la primera es efectuando cálculos directos [71 
usando para ello la óptica de Fourier [8] y la óptica física (teoría de la difracción), y la 
segunda a partir de la Ecuación de transporte de Irradiancia m. Todo lo anterior se hace 
con el propósito de establecer que el método de Roddier es un método de óptica 
geométrica a pesar de que surge de argumentos de óptica fisica. Capítulo 3. 

4. Obtención de ecuaciones tipo Roddier para sistemas que producen haces no convergentes 
a la salida; esto con el objeto de generalizar el método a superficies planas como por 
ejemplo prismas o cualquier espejo plano. Capítulo 3. 

5. Simulación del método de Roddier, Esta se lleva a cabo en tres partes, primero se 
proponen frentes de onda conocidos que son sustituidos en la ecuación de transporte de 
energía generalizada para obtener su correspondiente función de irradiancia. Segundo, 
esta función de irradiancia se emplea en la ecuación de Roddier obteniéndose una 
ecuación de Poisson con condiciones de Neumann a la frontera que se resuelve 
numéricamente mediante el método SOR (Simultaneous Over-Relaxation) 
[101[111[14ln Por último, se comparan ambos frentes de onda, el propuesto y el 
numérico. Capítulo 4. 
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CAPÍTULO 1 

PRUEBAS ÓPTICAS. MÉTODOS DE PERCEPCIÓN DEL FRENTE DE ONDA. 

1.1. INTRODUCCIÓN. 

En el desarrollo de algunas ciencias como son la astronomía o la biología, el poder 
obtener imágenes lo más parecidas posibles de un objeto que se esté estudiando es muy 
importante, debido a que esta imagen puede conducir a interpretaciones adecuadas de los 
fenómenos que se estudian. Por ejemplo, el tener una buena imagen de alguna galaxia 
distante permitiría a los astrónomos, de una manera eficiente, poder estudiar el 
comportamiento de éstas y/o conocer su estructura. Sin embargo, en la realidad se encuentra 
que estas imágenes son deterioradas o confusas debiéndose principalmente a errores en los 
sistemas ópticos empleados para obtenerlas como pueden ser: aberraciones en lentes o 
espejos, errores en ángulos de prismas, desalineaciones, defectos de fabricación etc. 
(También esta degradación de las imágenes puede deberse a factores externos al sistema 
como: las vibraciones y la turbulencia atmosférica). Esto nos indica que la calidad en la 
imagen o imágenes está limitada por la óptica de los sistemas empleados para obtenerlas, por 
lo que para controlar y conocer la calidad óptica de los sistemas y no tener una 
interpretación errónea de la imagen estudiada, es necesario contar con métodos de pruebas 
ópticas cuya instrumentación sea simple y precisa. 

En una prueba óptica, generalmente al sistema se le hace interactuar con un haz 
luminoso cuyo frente de onda (o fase) Ir es conocido; puede tratarse de un frente de onda 
plano o esférico. Posteriormente emergerá del sistema óptico un frente de onda deformado, 
IV, que es el parámetro (ó es la cantidad) que se desea conocer, ya que a partir de éste es 
posible saber cuáles son los tipos de errores del sistema óptico. Por ello se hace importante 
contar con un método adecuado y eficiente para la percepción del frente de onda; véase 
figura I.I. 

   

  

SISTEMA 

OPTICO 

W' 

 

  

   

Figura 1.1. Esquema general de una prueba óptica. 
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1.2. MÉTODOS DE PERCEPCIÓN DEI. FRENTE 1W ONDA. 

Actualmente existen gran variedad de métodos para percibir el frente de onda 111131. 
Estos se pueden clasificar según pertenezcan al régimen de la óptica geométrica. por ejemplo 
el método de Ronchi, o al régimen de la óptica lisien, por ejemplo los algoritmos de 
recuperación de • fase (véase sección 1.2.3). Estos a su vez se pueden clasificar en 
interferométricos, por ejemplo el método de desplazamiento lateral, o no interferométricos, 
por ejemplo el método de Shack-Hartmann. También hay métodos cualitativos o semi-
cuantitativos como el método de la navaja de Foucault, o cuantitativos como el método de 
Roddier. 

En una prueba óptica el empleo de uno u otro método depende de factores tales como: 
el tamaño del sistema, el tipo de fuente luminosa empleada (puede ser una fuente coherente 
o incoherente), la complejidad o el costo de la instrumentación del sistema de prueba, la 
rapidez con la que se desea recuperar el frente de onda o fase (la rapidez de recuperación del 
frente de onda es muy importante en aplicaciones de óptica activa), o simplemente de 
acuerdo al medio ambiente donde se encuentre el sistema óptico que se esté probando ya que 
la presencia de vibraciones o turbulencia atmosférica [14] pueden afectar los resultados. En 
este trabajo consideraremos sólo aquellos métodos de percepción del frente de onda que sean 
cuantitativos ya que desde un punto de vista tecnológico, es importante conocer de manera 
cuantitativa la magnitud de las aberraciones o errores del sistema óptico que se esté 
probando para así corregirlo. 

1.2.1. MÉTODO DE RODDIER. 

El método de Roddier [2][15] o método de la percepción de la curvatura del frente de 
onda, y que es objeto de estudio en este trabajo, está basado en las observaciones 
cualitativas de imágenes desenfocadas cuyas variaciones en la intensidad reflejan cambios en 
la curvatura del frente de onda y que eran empleadas principalmente para la alineación de 
telescopios [16]. Recientemente Beckers [17] da una interpretación sobre las imágenes 
desenfocadas obtenidas en un telescopio de espejos múltiples, en términos de la curvatura 
del frente de onda. Este es un método cuyo desarrollo está directamente relacionado con el 
método de Schack-Hartmann y con los algoritmos de recuperación de fase. 

El método de Roddier, que es empleado principalmente para probar la óptica de 
telescopios -astronómicos, es relativamente fácil de instrumentar en comparación con los 
métodos cuantitativos tradicionales, como por ejemplo el método de Shack-Hartmann. Este 
método pertenece al régimen de la óptica geométrica, es un método cuantitativo (es posible 
conocer cuantitativamente el frente de onda o fase), su sensibilidad es comparable con la del 
método de Shack-Hartmann [2] y puede ser empleado en aplicaciones de óptica activa [15] 
(Schwartz y otros [18] emplean un espejo bimorfo como dispositivo analógico en conjunción 
con el sensor de Roddier para corregir el frente de onda). 
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PANTALLA 

\V 

El método de Roddier consiste básicamente en efectuar mediciones de la distribución 
de irradiancia en dos planos desenfocados simétricamente colocados a ambos lados del plano 
focal del sistema óptico que se desea probar. La diferencia en las mediciones de la 
distribución de irradiancia son una medida de la curvatura del frente de onda o el laplaciano 
de la superficie del frente de onda (previamente Teague [19] había propuesto como 
aplicación obvia e inmediata la percepción del frente de onda basada sólo en mediciones de 
irradiancia). De la diferencia de las mediciones se obtiene una ecuación de Poisson con 
condiciones a la frontera de Neumann cuya solución nos proporciona cuantitativamente el 
frente de onda. Esta ecuación puede ser obtenida y explicada a partir de la Ecuación de 
Transporte de Irradiada la cual se obtuvo a partir de algunos trabajos realizados sobre 
recuperación de fase efectuados por Teague [19][20], 

1.2.2. MÉTODO DE SHACK-HARTMANN. 

El método de Shack-Hartmann es un método comúnmente empleado por la 
comunidad astronómica para probar la óptica de telescopios astronómicos. Este pertenece al 
régimen de la óptica geométrica y se emplea en aplicaciones de óptica activa (existe un 
sensor Shack-Hartmann colocado en el telescopio de nueva tecnología NTT del ESO en 
Chile, empleado principalmente para aplicaciones de óptica activa). 

Figura 1.2. Sensor de Shack-Haronann. 

Este método está basado principalmente en la posibilidad de reconstruir el frente de 
onda a partir de la medición de la inclinación (pendiente) del frente de onda local (wavefront 
tilt) en pequeñas regiones [1][3]. Esto se lleva a cabo dividiendo el frente de onda en 
pequeñas regiones y colocando una pantalla opaca con agujeros; en éstos se colocan unos 
pequeños lentes atrás del espejo de prueba. Cada agujero actúa como una abertura a través 
de la cual pasa la luz produciendo un arreglo de puntos luminosos como imagen. Con una 
calibración adecuada, la posición de los puntos luminosos es proporcional a la inclinación 
(pendiente) del frente de onda local en cada agujero, proporcionándonos esto una 
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descripción de la calidad del lente o espejo de prueba. En la figura 1.2 se muestra el sensor 
de Shack-flartmann; el frente de onda es dividido por una pantalla que puede ser un arreglo 
de lentes; cada rayo luminoso en cada una de las subaberturas es enfocado hacia un detector 
de posición de cuadrante. 

Como es fácil de observar, para que el sensor de Shack-I lartmann sea eficiente es 
necesario contar con una pantalla que tenga una alta calidad óptica y con un sensor de 
posición que sea eficiente; esto, en cuanto a diseño se refiere, representa un gran reto para la 
ingeniería. Sin embargo, aún cuando se reúnan la características anteriores, existen ciertos 
inconvenientes si el sistema no está calibrado perfectamente. Esto significa que si los puntos 
luminosos no caen en el centro del detector de posición cuando se quita el lente o espejo de 
prueba, la medición de la inclinación (pendiente) del frente de onda local obtenida será 
errónea; es decir, no se podrá saber qué tanto se han desviado los puntos luminosos respecto 
de una posición de referencia una vez que es colocado el sistema de prueba. 

El método más fundamental para remover los errores de alineación es la introducción 
de un haz de referencia. Este haz suele ser una onda plana cuya longitud de onda es diferente 
a la del haz que tiene el frente de onda desconocido; esto es debido a que no se desea ningún 
tipo de interferencia entre los dos haces. En la figura 1.3 se muestra un sensor de Shack-
Ha►tmann con referencia. 

DIVISOR DE FIAZ PANTAILA DETECTORES 

  

FIZI:h ft DI: ONDA 
1)1. RIHRENCIA 

Figura 1.3. Sensor de Shock-Hollinan/1 con referencia. 

Como ya se mencionó en la sección anterior, el método de Roddier y el método de 
Shack-1 lartmann son no interferométricos y pertenecen al régimen de la óptica geométrica 
[I], además según Roddier [2] ambos tienen la misma sensibilidad. Sin embargo, una de las 
mayores ventajas que nos da el método de Roddier es que su instrumentación es más sencilla 
que la del sensor de Shack-Hartmann. Otra ventaja se encuentra en el hecho de que es más 
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fácil, experimentalmente hablando, el medir un campo escalar, como lo es la irradiancia (el 
laplaciano o curvatura del frente de onda local) en el método de Roddier, que un campo 
vectorial, como lo es la inclinación (pendiente) del frente de onda local en el método de 
Shack-Hartmann donde se tienen que hacer el doble de mediciones, una por cada 
componente, de un punto de prueba. Otra ventaja más se encuentra en aplicaciones de óptica 
activa donde el uso de un espejo bimorfo o un espejo de membrana, en el método de 
Roddier, pueden utilizarse como dispositivos analógicos para recuperar automáticamente el 
frente de onda y así corregir el sistema de prueba durante el tiempo de operación [15][18]. 
De acuerdo a lo anterior, el método de Roddier parece ser un serio candidato para sustituir al 
método de Shack-Hartmann. 

1.2.3. RECUPERACIÓN DE FASE. 

La recuperación de fase [11 consiste en obtener el frente de onda o fase óptica de un 
haz luminoso a partir de su patrón de difracción. La formulación matemática del patrón de 
difracción se encuentra en la fórmula de difracción de Rayleigh-Sommerfeld, la cual 
describe los efectos de la fase en la propagación de la luz de acuerdo al principio de 
Huygens-Fresnel [6). 

Desafortunadamente, no hay una manera directa de medir la fase de un sólo fotón; no 
hay forma de interactuar con el haz luminoso para determinar la dirección instantánea de su 
vector eléctrico. Sin embargo, de acuerdo a los principios de interferencia y difracción, es 
posible relacionar la fase óptica con la distribución de irradiancia, cantidad que si puede ser 
medida, para obtener el frente de onda o fase del haz luminoso que se estudia. 

El problema de recuperación de fase ha sido abordado por muchos investigadores los 
que han desarrollado múltiples algoritmos; Fienup [21] hace una revisión y comparación de 
algunos de ellos. Algunos emplean métodos para evaluar el patrón de difracción de 
Fraunhofer, otros calculan los momentos de irradiancia a partir del patrón de difracción [19] 
y otros más, efectúan mediciones múltiples de irradiancia para extraer la información del 
frente de onda [201 Sin embargo. el problema no es trivial debido principalmente a la no 
unicidad del patrón de difracción. 

Tengue [19][20] desarrolló dos algoritmos de recuperación de fase que tienen 
implicaciones directas con el método de Roddier. En estos, Teague propone como aplicación 
obvia y directa la percepción del frente de onda a partir de mediciones de irradiancia en 
mínimo dos planos para medir aberraciones de primer orden. Si se desean medir 
aberraciones de mayor orden se tienen que tomar las irradiancias en más de dos planos. 

Uno de sus algoritmos [19] consiste en la determinación de la fase óptica a partir de 
mediciones de los momentos de irradiancia medidos en planos múltiples; sin embargo, en 
principio, dos planos son suficientes para obtener la fase, En el otro algoritmo [201 se 
determina la fase a partir de mediciones de irradiancia en dos planos; se derivan ecuaciones 



de propagación para la fase y la irradiancia y se da una solución en términos de las funciones 
de Green para la fase, que está dada en términos de la irradiancia. De estas últimas 
ecuaciones se obtiene la ecuación de transporte de irradiancia, fundamental para la 

descripción de la teoría del método de Roddier. 

De acuerdo a lo anterior podemos decir que el método de Roddier, que pertenece al 
régimen de la óptica geométrica, puede ser considerado un caso particular de los algoritmos 
de recuperación de fase que pertenecen al régimen de la óptica física [14j. 
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CAPÍTULO 2 

ECUACIÓN DE TRANSPORTE DE IRRADIANCIA 

2.1. INTRODUCCIÓN. 

La teoría básica del método de Roddier se describe a partir de cálculos directos de la 
irradiancia en dos planos simétricamente desenfocados [7). Sin embargo, se puede establecer 
una descripción alternativa de esta teoría, desde un punto de vista más físico, si se parte de la 
Ecuación de Transporte de Irradiancia [9]. 

La Ecuación de Transporte de Irradiancia se obtiene de argumentos de óptica lisio. 
En particular, surge de trabajos efectuados sobre recuperación de fase basados en la teoría de 
la difracción (véase sección 1,2.3). Sin embargo, se puede mostrar que la Ecuación de 
Transporte de lrradiancia también puede obtenerse partiendo de argumentos de óptica 
geométrica. 

2,2. OBTENCIÓN DE LA ECUACIÓN DE 'TRANSPORTE DE IRRADIANCIA NIEDIANTE 
ARGUMENTOS DE ÓPTICA FÍSICA. 

2.2.1. TEORIA BÁSICA. 

2.2.1.1, ECUACIÓN DE IIELMHOLTZ. 

Consideremos que st,(x,y,z,l) representa una perturbación óptica al tiempo 1 y en la 
posición P(x,),,z) (puede ser la magnitud del campo magnético o del campo eléctrico). 
Supongamos que ii,(x,y,z,t) es una onda óptica monocromática escalar de la forma 

w(x,y,z,t) = exp(irot) u(x,y,z) 	 (2.1) 

donde w Kc es la frecuencia angular, li" ---21r/X es el número de onda, c es la velocidad de la 
luz y ii(x,y,z) es una función compleja que depende sólo de la posición. Como w(x,y,z,t) 
representa una onda óptica debe satisfacer la ecuación de onda 

(v= - -TI  - 1̀2  ., wor,),,z,t) = ° o r 
(2,2) 

2 
donde y

2
.—

d
--1—

cl
-

2 

1 
 4. "--= es el operador laplaciano. Si sustituimos (2.1) en (2.2) y 

11,  

desarrollamos, obtenemos una ecuación independiente del tiempo 
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+ 	y( x,y..:) 	0 	 (2.3) 

que recibe el nombre de Ecuación de Ilelmboltz 161[8], En lo que sigue supondremos que 
cualquier onda monocromática que dependa sólo de la posición deberá obedecer esta 
ecuación. 

2.2.12. TEORÍA DE LA DIFRACCION. 

Los efectos de la propagación de frentes de onda ópticos que pasan a través de planos 
que contienen aberturas requiere de la evaluación de la fórmula de difracción de Rayleigh-
Sommerfeld la cual describe matemáticamente el principio de Huygens-Fresnel [611811221 

u( x, y.-)
1,1 	r r 	

c os( , ) 	dy" 
Ary exp[iK(r + r' )1 	

(2.4) 

donde 

r 	[.: 2  + (.v 	)1  +(y - y' )' 	 (2.5) 

es la distancia desde un punto P' sobre al plano de la abertura hasta un punto P sobre la 

región del plano de observación, E es la abertura, (x)) son las coordenadas en plano de 
observación. (X',y9 son las coordenadas en el plano de la abertura, cos(ii,i') es el factor de 

oblicuidad, y ri es un vector unitario perpendicular al plano de la abertura (figura 2.1). La 
fórmula (2.4) se considera exacta, esto es, válida en todo el espacio de propagación. Sin 
embargo. a pesar de ser exacta, su evaluación directa impone algunas dificultades numéricas. 
Primero, es no separable debido a que r contiene a x' y y' en una raíz cuadrada común; y 
segundo, el factor de fase en el integrando Kr es grande debido a lo pequeño de las 
longitudes de onda ópticas, lo que implica que el integrando oscile rápidamente. 

1« 

ABERTURA 
	

REGION pE 
OBSERVACION 

Figura 2.1. Geometria de &fracción. 

Algunas de estas dificultades pueden resolverse mediante algunas aproximaciones. 

Estas aproximaciones se basan en la suposición de que la distancia z, entre el plano de la 

abertura E y el plano de observación, sea mucho mayor que la máxima dimensión de la 

lo 



abertura y que la máxima dimensión de la imagen de la abertura en el plano de observación, 
(figura 2.1). Basados en estas suposiciones el factor de oblicuidad de (2.4) puede 

aproximarse por cos(ii,V) = I y el término r en el denominador puede sustituirse por z. La 

cantidad r en el exponente no se sustituye por z debido a que está multiplicado por una 

cantidad grande que es K y esto podria generar errores de fase mayores de 21c radianes. Sin 
embargo, este problema se puede resolver si efectuamos una expansión binomial al término 

raíz cuadrada de (2.5), es decir 

(v—KY 	 {(x—x')2  +(y— y' IT 
r 	:+   +••• 

2: 	 8:4  

Reteniendo los primeros dos términos de esta expresión y sustituyéndolos juntos con las 
otras suposiciones, la fórmula de difracción de Rayleigh-Sommerfeld (2.4) se reduce a la 
fórmula de di fracción de Fresnel 

exPfik 	u(x  3„ ,o)exp  ik{(x 	4- 0' — .1i2 )  chi cho  
.1? 	 2: 

donde ii(x',y1,0)="1 exp(iKrWr'. Para que la aproximación a primer orden sea válida, es 
suficiente que los errores en fase que producen los términos cuadráticos de (2.6) (tercer 
término en la expansión) sean mucho menores que un radián [81, 

2.2.2. ECUACIÓN DE ONDA PARAXIAL Y ECUACIÓN PARABÓLICA. 

Sea 'P(x,y,z) la parte espacial de una perturbación óptica que se propaga en la 
dirección de z y que puede describirse por una onda escalar, que obedece a la ecuación de 
lielmholtz, de la forma 

= 	exP(--ik) 

Sustituyendo esta perturbación óptica en la ecuación de Helmholtz (2.3) y desarrollando, 
obtenemos 

(VI + 2 —VE 	u(xV,z) = o 
c : 

(2.8) 

7 2 

	

1 2  

donde y 	+ 	es el operador laplaciano bidimensional. Si suponemos que u(x,y,z) c., 	r7y2 

varia muy lentamente en z, esto es, u(x,y,z) puede considerarse como casi lineal en z; 
entonces ('114/ 	puede ser despreciada y (2.8) se convierte en 

(2.6) 

(2.7) 

II 



(  V", -2iK ---;--- u(x,y,:) = O (2.9) 

que es la llamada ecuación de onda paraxial [221[2311241. Nótese que la suposición hecha en 
(2.8) para obtener la ecuación paraxial (2.9) es equivalente al requerimiento de que 

(12 

1-2 ( 
« 111 u I +1— 2iK (1/(1:1 

  

en todas partes de la región de propagación. Puede mostrarse que la ecuación de onda 
paraxial (2.9) y sus soluciones pueden conducir a una descripción de la difracción 
equivalente a la formulación de Fresnel [221. Feiock [231 muestra que mientras que la 
fórmula de difracción de Rayleigh-Sommerfeld (2.4) es una solución exacta a la ecuación de 
tlelmboltz (2.3), la fórmula de difracción de Fresnel (2.7) sin el término exp(1K.:) es una 
solución exacta de la ecuación de onda paraxial (2,9). 

Considerando lo anterior, supongamos una perturbación de Fresnel (2.7) (sin el factor 
expOKz)), de la forma (1)(xy,:) — ur(x,y,z)exp(-:K:), es decir 

1 rr 	Ikl(r - 	+(y- J'Y 
11)(x,YM= up-(x,Y,:)exP(--ik.z) = 	.13 utrI , V, 	 2: O)exP 	 cit.' dr' 

Si la sustituimos en la ecuación' paraxial (2.9) y desarrollamos resulta 

(v2,  
A

2K
- - 	u .(v -) = O 

que es llamada ecuación parabólica [201[241 Teague [201 muestra que la fórmula de 
difracción de Fresnel (2.7) satisface exactamente a (2.10) y también muestra que es 
aproximadamente válida para cualquier perturbación óptica que se propaga en la dirección 
de z. Esto se basa en los resultados numéricos efectuados por Southwell [251 sobre la validez 
de la aproximación de Fresnel en el campo cercano. La ecuación parabólica (2.10) es la 
ecuación fundamental por medio de la cual se obtiene la Ecuación de Transporte de 
Irradiancia y a partir de ésta se explica la teoría de Roddier, 

2.2.3. ECUACIÓN DE TRANSPORTE DE IRRADIANCIA (ÓPTICA FISICA). 

Representemos por w(x,y,z) a una perturbación óptica que se propaga en la dirección 
de z. Supongamos que tv(x,y,z) satisface aproximadamente la ecuación parabólica (2.10), de 
acuerdo al resultado de Teague [201, es decir 
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2K 
	 = O 

	
(2.11) 

Supongamos también que la normalización de w(x,y,z) es tal que 

= I(x,y,:) 

nos proporciona la irradiancía en el punto P(x,y,z); y finalmente supongamos que w(x,y,z) 

puede expresarse en términos de cantidades reales como la fase 43(x,y,z) y la irradiancia 

/(x,y,:) mediante la expresión 

w(x,y,z) = [1(x,y,z)]" exPE-ist(x,v,z)I 

Si sustituimos esta expresión en (2.11), resulta 

(2K

v2 

K 

Multiplicando el lado izquierdo de 

11,2 	, 
11(X,y,::)] 	expk0(x,y,:)](- 1(x,y,:)) 

y multiplicando el lado izquierdo 

112 
[1(x,y11 	exp[-i0(x,y,:)](--

v1 

Restando (2.13) de (2.14) y desarrollando, 

K 
--{-1.1(c,y,z)+ -1--V,0(x,y,:).57 T I(x,y,_)+ 1(x'Y' z)V!0(x 

—1[1(x, v,z)i 

(2.12) por w*(x,y,z), 

C9 
-K-(—) 

2K  

del conjugado 

K + 
2K 	O: 

obtenemos 

112 
exp[-iO (tc,y,:)] 	= 	O 

es decir 

t. 	11;2 
1 	exp(-05 (x,y,:)] = 

de (2.12) por w(x,y,z), es decir 

r 
exp[iller,y,:)] 	= 

0 

0 

(2.12) 

(2.13) 

(2.14) 

(2.15) ^) 	0 y 	= 
K 

Si hacemos 1(x,y,)=KW(xy,z), donde W(x,y,z) es el frente de onda geométrico de la 
perturbación, (2.15) se convierte en 

/(x, ,:)+ V Inx -)•V I(x 	1(x,y,:) 7; W(x,y,:) 	O 
• 

(2.16) 

Esta ecuación obtenida por Teague [20] y de manera alternativa por Streibl [5] recibe el 
nombre de Ecuación de Transporte de Irradiancia. 
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La interpretación fisica, asi como la validez experimental de la Ecuación de 
Transporte de Irradiancia (2.16) fueron hechas por lchíkawa y otros [41. Para ellos el término 

V t / • V rIV representa las variaciones de irradiancia causadas por el desplazamiento 
transversal del haz inhomogéneo (V,/ O) debido a la inclinación (pendiente) del frente de 

onda local cuya normal está dada por VTIV; este puede considerarse como un término que 

produce un efecto de prisma. El término /V1111  representa las variaciones de irradiancia 
causadas por la convergencia o divergencia del haz cuya longitud focal es inversamente 
proporcional a 571111  (curvatura) y puede considerase corno un término que produce un efecto 

de lente. El término 	expresa las variaciones en irradiancia del haz causadas por los 

efectos de prisma y lente conforme se propaga a lo largo del eje z, (véase figura 2.2), 

Pequeña región del 
Borde de la lente. 

 

  

L 

Figura 2.2. En un sistema óptico convergente se observa como los rayos que inciden en el borde del 
sistema se desviaran de tal forma como si el sistema se comportara como un pequeño prisma en la 
región del borde, 

La Ecuación de Transporte de Irradiancia (2.16) se puede escribir como 

v,.(lv,w). 

Haciendo una analogía con la ley de conservación de masa o densidad de carga expresada 

Por 

V.(pi3j = 	p 

donde p es la masa o densidad de carga y v es la velocidad de flujo, se obtiene que la 
Ecuación de Transporte de Irradiancia representa la ley de conservación de energía 
luminosa, 
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En resumen, se puede afirmar que la Ecuación de Transporte de Irradiancia es válida 
sólo en la región para.xial y representa la ley de conservación de energía luminosa, 

2.3. OBTENCIÓN DE LA ECUACIÓN DE TRANSPORTE DE IRRADIANCIA MEDIANTE 
ARGUMENTOS DE ÓPTICA GEOMÉTRICA. 

2.3.1. ECUACIÓN DE TRANSPORTE DE IRRADIANCIA (ÓPTICA GEOMÉTRICA). 

Supongamos que tenemos un frente de onda aberrado W, proveniente de un sistema 
óptico el cual se encuentra inmerso en un medio homogéneo, y que incide sobre la superficie 

S de algún detector. Como los rayos representan la dirección de flujo de energía radiante y 
son perpendiculares al frente de onda, se observarán sobre la superficie S del detector, zonas 

más iluminadas que otras debido a la convergencia o divergencia de los rayos en cualquier 

punto sobre la superficie S del detector, (figura 2.3). 

  

' 

SISTEMA 

°PUCO 

  

Figura 2,3. El frente de onda W produce zonas de mayor iluminación que otras sobre el detector. 

Lo anterior nos hace suponer que debe existir alguna relación entre la distribución de 
irradiancia y la curvatura del frente de onda. Para conocer esta relación principiaremos 

considerando una pequeña porción 3W de este frente de onda donde supondremos irradiancia 

uniforme. Aquí los rayos marginales Al, el área 5W y una pequeña área A sobre el detector 

limitan una pequeña región cerrada del espacio 12 como se ilustra en la figura 2.4. 

Dentro de esta región cerrada n hay un flujo de energía radiante cuya dirección está 
dada por 

VW/15/13/1 	 (2.17) 

donde i es un vector unitario perpendicular a la superficie del frente de onda W. En ausencia 

de cargas dentro de la región 1"2, encontramos que el flujo de energía +a, que cruza el área 
5W hacia adentro, será igual al flujo de energía (1,1  que cruza el área A hacia afuera; esto 
significa que el flujo total de energía radiante que entra o sale de la región 12 es cero. Es 
decir, 
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M 

Figura 2.4. Flujo de energía radiante en la región D. 

O = 	+0,, = j (LO •h, 	+ j( 1.1),A2  ch; + j ( 11) ,(i,ds = E f( a )• A 	J(1.1).irds (2,18) 
110 	 ,'11 	 < 

donde Al= 8W + A+ M es la superficie que envuelve a la región II y 11 es un vector unitario 

perpendicular a la superficie/U. La última integral del tercer miembro es cero debido a que 

= o por tratarse de rayos marginales. 

Sí aplicamos el teorema de la divergencia de Gauss (26J a (2. 18) se obtiene que 

•(/.1)1dv = j:,0(/.1) , /1,.ds = 0 	 (2.19) 

y como la superficie de integración es arbitraria, para que se cumpla (2.19) es necesario que 

V•(/i) = 0 	 (2.20) 

Esta ecuación significa que en esta región la energía radiante se conserva, en otras palabras, 

se tiene que el flujo neto que entra o sale de la región SI es cero. Usando la ecuación Eikonal 
161 (5711)2  = n2 , o equivalentemente, VW= n. , donde n es el índice de refracción del medio, 

y sustituyendo en (2.20), resulta 

57.(/ 	= (2.21) 

Desarrollando y considerando que se trata de un medio homogéneo, obtenemos 

Vi•VW 	/V2 W = O (2.22) 
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Esta ecuación puede considerarse como una ecuación de transporte de irradiancia 
generalizada la cual nos da una relación entre la distribución de irradiancia y el frente de 
onda geométrico y además representa la ley de conservación de energía luminosa. Es 
posible, partiendo del teorema de Poynting de la teoría electromagnética [6][27], obtener la 
misma ecuación (2.22), ver apéndice A. 

i)  

ii)  

la 

y suponemos 

(7 IV 

(7 2  

ecuación 

Si 

r.-. 

/ 

2  

ahora, reescribimos a (2.22) como 

( 

67: 

las siguientes condiciones sobre 

) 

« 	+ v 	•vr w + 

de transporte de irradiancia generalizada 

/V2,417 +57,1•Vrit' 

I V11V+1--F IV+V T I.V,F+-1—W 

el 

( 	I 

frente 

o,  

= - / 

(2.22) 

J.: 

de onda 

(-.? 2 W 
/ 

se convierte 

= O 

W 

= 0 

en 

(2.23) 

(2.24) 

(2.25) 

d. 

que es la Ecuación de Transporte de Irradiancia (ver sección, 2.2.3) y representa la ley de 
conservación de la energía radiante, en concordancia con los resultados obtenidos por K. 
tchikawa y otros [4]. Todo este análisis demuestra que la Ecuación de Transporte de 
lrradiancia no pertenece al dominio específico de la óptica física. 

2.3.2 LIMITES DE VALIDEZ DE LA ECUACIÓN DE TRANSPORTE DE IRRADIANCIA. 

Con el fin de obtener una interpretación más clara sobre el significado tísico de la 
condiciones de (2.24), se estudian analíticamente dos casos particulares de frente de onda: 

(a) Frente de onda plano más un término adicional de fase 

k • 	o) 
k V = 	+ 	 (126) 

1KI 
donde R K 	41.: es el vector número de onda, tp(r) es el término adicional de fase y 

= Kr+ y; +.4 es un vector de posición. 

(h) Frente de onda esférico más un término adicional de fase 
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(r) 
1F' =r + —

K 
(2.27) 

donde K es el número de onda, n(k) es el término adicional de fase y l3  = + r2 	+:2 . 

Si se substituye (2.26) y (2.27) en (2.24) se obtiene, para ambos casos que 

i) La dirección de propagación del frente de onda debe ser preferente en la dirección de z. 

ii) Los términos de fase adicionales deben de ser suaves y de magnitud mucho menor que 
el número de onda. 

iii) El frente de onda debe ser casi lineal en z. 

Del análisis anterior se infiere que la Ecuación de Transporte de Irradiancia es sólo válida en 
el régimen paraxial, (ver sección 2.2). Todos los resultados están en concordancia con los 
obtenidos por M.R. Teague [20) y N. Streibl [SI. 

2.4. CONCLUSIONES, 

Se muestra que la Ecuación de Transporte de Irradiancia se puede obtener a partir de 
argumentos de óptica física y de óptica geométrica. Como consecuencia de esto, se concluye 
que la Ecuación de Transporte de Irradiancia pertenece al régimen de la óptica geométrica. 
También, se encuentra independientemente de los argumentos seguidos para obtenerla, que 
la Ecuación de Transporte de Irradiancia representa la ley de conservación de energía 
luminosa y sólo es válida en la región paraxial. 
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CAPÍTULO 3 

MÉTODO DE RODDIER 

3.1. INTRODUCCIÓN. 

Con el propósito de obtener información cuantitativa sobre el frente de onda a partir 
de mediciones de irradiancia en planos distintos, Roddier [2][15) propone un nuevo método 
mediante el cual a partir de la diferencia entre las mediciones de irradiancia en dos planos 
desenfocados, que son una medida de la curvatura del frente de onda y de la derivada radial 
del tiente de onda en el borde de la pupila, se puede recuperar el frente de onda resolviendo 
la ecuación de Roddier la cual es una ecuación de Poisson con condiciones de Neumann a la 
frontera. 

La ecuación de Roddier puede obtenerse calculando directamente las distribuciones 
de irradiancia de dos planos simétricamente desenfocados [7]. Sin embargo, es posible 
obtenerla de una manera más simple, al mismo tiempo que se puede dar una explicación más 
clara de la teoría si partimos de la Ecuación de Transporte de Irradiancia (2.25). 

Finalmente, y aunque el método de Roddier surge como un método para probar la 
óptica de sistemas convergentes, en particular la de los telescopios astronómicos, se mostrará 
que éste puede generalizarse para probar cualquier tipo de sistema óptico. 

3.2. INSTRUMENTACIÓN DEL MÉTODO DE RODDIER. 

La instrumentación del método se esquematiza en la figura 3.1. Una onda plana 
distorsionada W es enfocada por un elemento óptico convergente L1  (lente o espejo), de 
longitud focal! sobre el plano focal F. El sensor de curvatura consiste en dos detectores de 
imagen; uno detecta la distribución de irradiancia en el plano Pi  a una distancia / antes de F, 
el otro detecta la distribución de irradincia en el plano P2 a una distancia I después de F. 
Por razones de cálculo y simetría, una segunda lente de longitud focal J72 es colocada en el 
plano F para enfocar a L1  una distancia f más allá del plano, F. 

3.3. OBTENCIÓN DE LA ECUACIÓN DE RODDIER A PARTIR DE CÁLCULOS 
DIRECTOS. 

3.3,1. DISTRIBUCIÓN DE IRRADIANCIA EN EL PLANO Pi.  

Sea '1'(?) la amplitud compleja del frente de onda que incide sobre la lente L1  y sea 
I'(?) la función de transinitancia de la pupila (es igual a uno dentro de la pupila y a cero 
afuera de ella). La amplitud compleja a la salida de la lente L1  es [8] 
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Figura 3.1. Sensor de Rixidier: espacio imagen. 

I IC 
A„(1.) = P(P)P')expi------r1 (3.1) 

donde i'.(x,y) es un vector bidimensional. La amplitud compleja en el plano P1 , a una 

distancia P, está dada a partir de la fórmula de difracción de Fresnel (2.7) por 

/17-1-6 if 	) exilmf 	
‘ 

 

donde el término constante en la fórmula de Fresnel se ha suprimido. Sustituyendo (3.1) en 
(3.2), desarrollando el término cuadrático y como la distribución de irradiancia es el 
cuadrado de la amplitud compleja, es decir, 

1 (i)  'mí.< 

se obtiene finalmente que 

/' 	- 2,(f1- 02 1111 Pm )/)(1,2 )4,(0,)g(ii) 

x exp[ 	
in.  I 	 2in- 

----(F, 2  —F2  exp[----- 
(f ') 	 f ) 

Mediante el cambio de variable iS =i; + /3 , la ecuación (3.3) se conviene en 

(3, 7) 

(33) 
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11 (F) = 	jj exp[- 	p ]expLi(f o /5 • F 

	

1 	 irtl 	-2 	2111. 

xllP0711)(P+ /3)T(1 rn1  + Pl ex p[-  Af2(7 1_ 1)  • FI] dYd 

	(3.4) 

que representa la distribución de irradiancia en el plano P i.  

3.3.2. DISTRIBUCIÓN DE IRRADIANCIA EN EL PLANO P2, 

Sea 11,(F)la amplitud compleja en el plano F la cual se obtiene de (3,2) haciendo 1=0 

I fr 	 1 
A,;(17) = 7f--1  )) Ao(F,) exp[ rf  -F,)

2 
 

si desarrollamos el término cuadrático de (3.5), obtenemos 

ti. 

	

AF 	
I

(P) = 	
exp[ 

l  
—Flfj P(IDT(1)exp[-

2i  
—F •Fldi: 

A 	 .4/ 

Luego, de acuerdo a (3.6)1a amplitud compleja a la salida de la lente L2 es 

AF.(r) = i f  e x p[ - f  F2  VS P(P,)4CO3 )exp[--71-7 F. 	 (3.7) 

La amplitud compleja A2(,) en el plano P2 a una distancia / está dada por (3.7) y la fórmula 
de difracción de Fresnel (2.7), es decir 

A2 (F) = 7;17 JJ Al (IV) ex1{Zilr 1 	dr' 
ff 	 , 	_‘

1 
 2] 
	

(3.8) 

Finalmente, procediendo como en la sección anterior, mediante algunas operaciones 
matemáticas que se muestran en el apéndice B, se obtiene que la distribución de irradiancia 
en el plano P2 es 

1 ;;2]exp[___ 2i ir 
_ 

+13)exPrW- 

2ur 1 

/) 	
] 

(3.9) 

di":,c113 

12 0.1 	Á2 (f 	J
if 
i e. 

xJl RFI)P(Fi+ 

Áfif  _ 1) ui(f  

que es una expresión similar a la distribución de irradiancia en el plano P i . 
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3.3.3. APROXIMACIONES DE ÓPTICA GEOMÉTRICA. 

Sea po  la longitud de coherencia [1] del frente de onda que incide sobre el plano de la 
pupila (en ausencia de turbulencia atmosférica p0  será igual al radio de la pupila R). 
Físicamente las fluctuaciones del frente de onda de magnitud po  difractan la luz sobre un 
ángulo Ipo, produciendo sobre el plano P i  una mancha de tamaño ,l(f —1)1 p„. Esta 
mancha deberá ser pequeña en comparación con el tamaño de las fluctuaciones que se 
desean medir las cuales son de magnitud po(i'/j) (figura 3.2), es decir 

Áf,T 	Po / 

710 	
(( f 
	 (3.10) 

A -r 	Plano de la pupila 

R 
Plano de detección 

  

A ABCLDEC 	a= 
f 
-- 

Figura 3.2. Geometria del sensor de Rodder. 

Esta condición nos dice que la mancha producida por difracción debe ser pequeña en 
comparación con la producida por un simple trazo de rayos, esto significa que los efectos 
producidos por difracción no son considerados importantes; es por esto que (3.10) se 
considera como una condición de óptica geométrica; en lo sucesivo supondremos que se 
cumple tal condición. 

Sea Oil) la fase del frente de onda incidente sobre el plano de la pupila; si 
suponemos que las perturbaciones son sólo de fase, obtenemos 

(F) 	r)) = exP1-1(0(F1 + /5 ) 	Vi ))) 	 (3.11) 
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Luego, si suponernos que 1/31 (( A, de acuerdo a la definición de derivada y mediante un 

desarrollo en serie de Taylor, a primer orden, sobre la exponencial, la ecuación (3.11) se 

convierte en 

	

11'(ig'1'.(íl+ 7)) .4 expt-if3• 577.0(17,)1 	1-17) , V,OVi) 	 (3.12) 

Por otro lado, bajo la misma suposición que antes, I r.51 (( p„, se cumple 

PM)P(i'l+ 	z P(i) 

Sustituyendo (3.12) y (3,13) en (3,4), resulta 

p{ 11(11).=  '(f 	jjexPL-  Áf(f — I) P2  ex  4f -1) P  r  

_1_ _ 
x fi P(F,)(1-0.V,Ocf,))exp{ Af(f 	_ i) p•r, dr,dp 

La integral sobre ti, en la ecuación (3.14) toma valores significativos sólo cuando se cumple 

que 

;f (f-1)  
pa, 

1-

P

1 < ,f(f -1)  
po! 

(3.15) 

Suponiendo que se cumple esta condición y de acuerdo a la condición (3.10), se obtiene que 

	 < Áf(f —1)  
4f(f -1) 	 " 

Si se cumple esta última condición, el término cuadrático de la exponencial en la integral 
(3.14) será muy pequeño comparado con uno, de tal forma que la función exponencial 
respectiva se convierte, aproximadamente, en 

 

ini 	, 

(f — 1) 
P.] (3.16) 

  

Ahora bien, sustituyendo (3.16) en la ecuación (3,14), la irradiancia /i puede escribirse como 

/,(i) = 	jjexp[ 	
A(

2fiff  1)  /5 'F]J1 P(7,)(1-i¡ó•V T O(i¡))exi{- 717,(2fill 	I)  T).i,]cif,d7i (3.17) 

Procediendo de manera similar, la ecuación (3.9) se convierte en 
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1 21,71 
O (3.18) I 	'fi 	2ff  i) • FP P(Pi )( I 	VTO (Pi )) ex11 Áfif 	/5 * yfri 12(7) 	 /) 

Las ecuaciones (3.17) y (3.18) representan las distribuciones de irradiancia en los dos planos 
desenfocados y son una aproximación de la óptica geométrica, de acuerdo a la condición 
(3. I 0). 

3.3.4, ECUACIÓN DE RODDIER. 

Reescribiendo la ecuación (3.17) como 

11 (F) = 1„,(F) + 4/,(F) 
	

(3.19) 

donde 

  

 

1 	rr 	2,n 
1,),(F)= 	 JJ 	_/) /3  

21 id 

I) 
P(F,)exp[—

Áf(.1 - 
, 	/3 	 (3.20) 

 

representa la distribución de irradiancia de una onda plana incidente, y 

—i 	 2i ir 	 2i ni 
(f 	_ /)2 !le. 	 ' 20 	, ,5 • ff 	w 0 ) exr{— ,v(f  ...1) 	Fi l/i¡c//3 (3.21) 2 .{  

es la distribución de irradiancia producida por las fluctuaciones del frente de onda 
distorsionado. 

Luego, mediante el cambio de variable 

f._ 	Á (f 
P — 

las ecuaciones (3.20) y (3.21) se convierten, respectivamente, en 

1„,(F)= 	ffexp[--211;--f—ü 	P(F,)exp[-2i ir ii • Fddiyiü 	(3.22) 

rr 	{2iir f 
ál,(r )— 	

— I) 
 nem 	•F] ii.ffpcovro(ii) 	 • Fdrii,c1 ü 	(3.23) 

Ahora bien, la integral sobre 	en (3.22) es la transformada de Fourier [8][24] de 
P(F,), es decir 

SIP(F,)expl-2iir ü 	= F{P(P,)) 

1 

=g(ü) 
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Sustituyendo este resultado en (3.22), obtenemos 

fl rr _ ppiiff  
10,0') = 	jj g(u) ex 	u .r dü 

la cual es la transformada inversa de Fourier de g(17). Combinando los resultados se obtiene 

finalmente que 

lo,(F) = -TI"( --1.9 
f 2  f 

1 
	 (3.24) 

que representa una irradiancia uniforme de una imagen de la pupila colocada a una distancia 

fl producida por un frente de onda plano (4)=0), tal y como era de esperarse para una onda 
plana. 

Por otra parte, la integral sobre F, en (3.23) es la transformada de Fourier de 

P(F,)5 ,O(F,), es decir 

I 	 =1i(ü) P(F, )V , 0  (F, ) exp 	7,1 d = F{ P(7, )V , (11, )) 	7(7 ) 

Sustituyendo este resultado en (3.23), resulta que 

A/,(F) - 	;1f -1)  fi ti • 	) exp[ 2";  f  ü 7.] d 

que es la transformada inversa de Fourier de a .ii(ü), por lo que finalmente se obtiene que 

4/,(F) -/' 	 VrIP(11-  F)V70( 1-  F)] 
	

(3.25) 

que representa las variaciones en intensidad producidas por las fluctuaciones del frente de 
onda distorsionado. Desarrollando la divergencia en (3.25), resulta 

-A13(f -1)[ v  pef- F).yi #(1- + PC11-  F)510(iii  F)] - 	13 	r / 	/ 

o equivalentemente 

f, 	f.. 	f] ál l4/,(r') = 	2R, 1T 1) — --c3;70(7 , )( 5(r -a) + P(7 r)V 0(7 ) 

donde 

(3.26) 
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V P(-
1 	

111S = - 	(r. - a) 

Y 
f 

VP(—f  P).V0(---f  i) = -tl(r-a)n•V0(---r) = 
1 	 II 	1 

Aquí n es un vector unitario normal al borde de la pupila y que apunta hacia afuera. ti(r - a) 

es una delta de Dime (es cero en todos lados menos en el borde de la pupila donde vale uno, 
es decir en r=a) y (9 1 n es la derivada direccional de la fase en la dirección hacia afuera. 

Procediendo de manera análoga, la ecuación (3.18) se puede escribir como 

donde, equivalentemente se obtiene 

Y 

Át(f 	I)[ 

12(?) 	= 	I„,(F)+ Al,(F) 

f 	f 
1,(P) = 	P(- 

- 	
/ 

r)tV(r -a) + 
r7n
o 	f P(—f ?)viro(--f i)] 

/ 	1 

(3.27) 

(3.28) 

(3.29) Al2 r) 	— 	
/ 

Definamos a 5(?) como la señal del sensor que se obtiene de la diferencia de 

iluminaciones normalizada, o sea 

1,(0-12(-1') 
S(0) = 

1,(P)+12(-r..) 
(3,30) 

donde /1(i) se ha rotado 180° respecto a I,(P), esto es debido a que la imagen de la pupila 

en el plano P2 esta invertida respecto a la imagen de la pupila en el plano P I , (véase figura 
3.1). 

Sustituyendo los resultados de (3.19) y (3.27) en (3.30) y desarrollando se obtiene la 
ecuación de Roddier 

S(F)=
f(f 

I
-1)[o 	 f (3' (r - a)- _ 
 

donde la fase se sustituye por 0= KW; aquí W es el frente de onda. La ecuación (3,31) 

muestra que el sensor percibe la curvatura del frente de onda sobre la pupila y la variación 
radial del frente de onda sobre el borde. Como estos dos términos no se traslapan, pueden ser 
medidos separadamente y el frente de onda puede recuperarse resolviendo una ecuación de 
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Poisson usando la derivada normal al frente de onda en el borde como una condición de 
Neumann a la frontera. 

Para finalizar, analizaremos la importancia de la posición de detección 1 en el método 
de Roddier. Si en la ecuación (3.31) se incrementa el valor de 1, se incrementará la 
resolución del método; esto es así debido a que la irradiancia medida en cualquiera de los 
planos se encuentra distribuida sobre una área de sección transversal más grande. Sin 
embargo, decrecerá la señal del sensor S(?) y por lo tanto también decrecerá la sensibilidad 
a los errores pequeños en el frente de onda. En resumen, debe ser claro que si solamente se 
modifica el valor de / en (3.31), se podrá cambiar la sensibilidad en contra de la resolución 
en el método de Roddier. 

3.4, OBTENCIÓN DE LA ECUACIÓN DE RODDIER A PARTIR DE LA ECUACIÓN DE 
TRANSPORTE DE IRRADIANCIA. 

Por cuestiones de cálculo, en la teoría desarrollada en 
la sección 3.3 para obtener la ecuación de Roddier, se 
supuso que un frente de onda aberrado incide sobre el plano 
de la pupila donde se encuentra un sistema óptico perfecto 
L► , (figura 3.1). Sin embargo, en una prueba óptica el 
sistema óptico que se desea probar es precisamente L1 . En 
este caso el frente de onda (frente de onda plano) incidente 
deberá ser perfecto y lo que provoque la distorsión será el 
sistema óptico Li.  Aunque estas dos situaciones son 
aparentemente distintas, son equivalentes; esto significa que 
ambos pares frente de onda aberrado-lente (WA-L) y frente 
de onda-lente aberrada (W-LA), producirán el mismo efecto 
a la salida del sistema tal y corno se muestra 
esquemáticamente en la figura 3.3. 

W A L 	W L, 

Figura 3.3. Ambos pares W4-1. 
y W-LA, produces: el mrs►no 
efecto a la salida del sistema 
óptico. 

La teoría del método de Roddier puede ser más fácilmente explicada partiendo de la 
Ecuación de Transporte de Irradiancia (2.25) [9], Como se discutió en la sección 3.2, la 
técnica consiste en obtener las iluminaciones / I  e 12  de las dos secciones transversales del 
haz incidente a ambos lados del plano focal E, (figura 3.1). Supongamos que las 
iluminaciones // e 12  son imágenes desenfocadas en el espacio imagen, (figura 3.1), y que las 
iluminaciones 	e 1'.2  son imágenes desenfocadas de la pupila en el espacio objeto, (figura 
3.4). Entonces, suponiendo un sistema óptico perfecto sobre el plano de la pupila, y salvo un 
cambio en las dimensiones de las imágenes, es equivalente el trabajar en el espacio imagen o 
en el espacio objeto, por lo que es válido suponer que 1;11,, e 1; 12 ; estas reciben el 
nombre de imágenes conjugadas. 
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1 

Figura 3.4. Sensor de Roddier; espacio objeto. 

Ahora, supongamos que sobre el sistema de pnieba incide una onda plana sobre el 
plano de la pupila (z=0), entonces en este plano se tiene que 

viLe 	O 	 todos lados menos en el borde 
(332) 

t.  —11,.„,18(r —a) 	en el borde de la pupila 

donde* —a) es una delta de Dirac (es cero en todos lados menos en el borde de la pupila 

donde vale uno), h es un vector unitario normal al borde de la pupila que apunta hacia afuera 
e /Lo  es la iluminación uniforme sobre el plano de la pupila. Sustituyendo (3.32) en la 

Ecuación de Transporte de Irradiancia (125), resulta 

 

t .0 
( 

(7 
= - -18(r -a)--If + P(P) I 572,.{i 

c9 11 	 ) 
1-0 

(3.33) 

   

   

donde P(F) es la función de transmitancia de la pupila (es igual a uno dentro de ella y a cero 

afuera) y h. VW = (91,VMn es la derivada direccional del frente de onda. 

Luego, si tomamos las iluminaciones 	e 1, alrededor del plano z=0, mediante una 
aproximación de Taylor a primer orden, se tiene que (figura 3.4) 

= 
,-0 

12=11+—
a  

,.„ 	-1 
(3:2 •(— A:2) 

(3.34) 

.0 
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Si suponemos que las iluminaciones tornadas están simétricamente desenfocadas, entonces 
se debe cumplir que 

111:11 z 1A:21 = 
	

(3.35) 

esto es válido si las iluminaciones se toman muy cerca la una de la otra en el espacio imagen, 
o equivalentemente, si pertenecen a imágenes de la pupila altamente desenfocadas en el 
espacio objeto. Sustituyendo (3.33) y (3.35) en (3.34), resulta 

I, = Ii,„„-(-1(5(r 	+ 13(i) I V 2,111 .59 n 

= II,.„ 4-15(r -a) .1-5-17W + P(?) I Vlift) 

Calculando la señal del sensor (3.30) a partir de (3.36), se obtiene 

S(?) = (8(r 	— P(F)VPV) á.: 	 (3.37) 

donde A: se calcula usando la ecuación gaussiana de las lentes [28], es decir, usando 

	

1 	1 	1 
+ = 

S„ 5, f 

Aplicando la ecuación anterior al plano P1 , resulta 

	

,15.71 	f (f — I) 

donde S„ = A:, y S, = f —1. Análogamente para el plano P2, se obtiene 

	

A., 	
= 	

f +1) 
—~2 

donde S„ = A:, y S, = f +1. Si suponemos que f» 1, de (3.35), (3.39) y (3.40) se deduce 

Lsz 	fif —  
/ 	

(3.41) 

Sustituyendo (3.41) en (3.37) se obtiene finalmente 

S(i) — f(f — 1)( 
/ 	

8(r  _ 	 If 

	

- P(F)V,j 	 (3.42) 
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r=0 

(3.38) 
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Divisor de I lag 

111 

Sistema Optien 
de prueba I I 

que es la ecuación de Roddier y es exactamente la misma expresión que (3.31). La ecuación 
(3.42) es una aproximación a primer orden válida para valores pequeños de A., o 
equivalentemente para imágenes de la pupila altamente desenfocadas. 

Por último, al igual que en la parte final de la sección 3.3.4, comentaremos sobre la 
importancia de la posición de detección 1 en la ecuación (3.42). Debido a que el método de 
Roddier está fundamentado en la Ecuación de Transporte de Irradiancia (2.25) y esta última 
se obtiene de argumentos de óptica geométrica (sección 2.3), en donde se hace la suposición 
de que no hay cruce de rayos (figura 2.3), se deduce que la distancia de detección / no debe 
tomarse muy cerca del foco. Es decir, no dentro de la zona de la cáustica ya que de ser así 
podría haber cruce de rayos y esto no permitirá la reconstrucción satisfactoria del frente de 
onda debido a que se perdería la correspondencia de puntos en las distribuciones de 
irradiancia en ambos planos. 

3.5. GENERALIZACIÓN DEI, !MÉTODO DE RODDIER. 

De acuerdo al análisis efectuado para obtener la Ecuación de Transporte de 
Irradiancia (2.25) desde el punto de vista de la óptica geométrica, es claro que la relación 
que hay entre la curvatura del frente de onda y la distribución de irradiancia no depende de 
que el sistema de prueba produzca un haz convergente o no a la salida, (figura 2.2). Esto 
hace posible, por tanto, el obtener ecuaciones muy parecidas a la de Roddier para sistemas 
que producen haces no convergentes a la salida. 

3.5,1. MÉTODO DE RODDIER EN SISTEMAS QUE PRODUCEN FRENTES DE ONDA NO 
CONVERGENTES. 

Consideremos un sistema óptico que produce un haz de luz no convergente a la 
salida. La instrumentación para este sistema se muestra en la figura 3.5. Supongamos una 

irradiancia casi uniforme incidiendo sobre una pupila en el plano z=0. En este plano 
encontramos que V/ = O en todos lados menos en el borde donde vale 

Figura 3.5, Sistema óptico no convergente. 
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VII 	(-1 Mr -a)n)L, 	 (3.43) 

Aquí t(r —a) es una delta de Dirac y ir es un vector unitario normal al borde de la pupila y 

que apunta hacia afuera, (figura 3.6,a). 

En un plano z i > O, más allá del plano de la pupila, encontramos que 57/ = O en todos 

lados tal como se muestra en la figura 3.6.b. Sin embargo, si el plano z i  > O se escoge muy 

cercano al plano z=0. Entonces esperariamos tener irradiancias muy parecidas tales que 
cumplan con la ecuación (3.43) y así aplicar la Ecuación de Transporte de Irradiancia (2,25) 

en el plano z=0 

(.1  
= —(—/(5(r 	 P(V)A1V) (3.44) 

:40 

donde P(19 es la función de transmitancia de la pupila (es igual a uno dentro de ella y a cero 

afuera) y ¿U' / dis= ri• VII/ es la derivada direccional del frente de onda. 

(•• 

      

      

      

    

    

 

1 

       

x 
o 

(a) 

t. -O 

Figura 3.6. Perfil de la distribución de irradiancia y su primera derivada en dos planos distintos. 

Ahora bien, mediante una aproximación a primer orden de Taylor, la irradiancia li  en 
el plano 71  cercano al plano z=0, es 

1,.11 +-1 ,=0 ) 
,„0 

(3.45) 
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Si hacemos la diferencia de iluminaciones entre el plano z i  y el plano z=0; y dividimos el 
resultado por la irradiancia en el plano z=0, resulta 

IL0 	
1.0 (:, 

J.0 

Si sustituimos (3,44) en (3.46), obtenemos 

(8 (r —a)-6 	— P(r,Y)VilY) 
/1,. 	 (9n 0 

la cual es una ecuación tipo Roddier para sistemas que producen un haz no convergente a la 
salida. Esta es una ecuación de Poisson con condiciones a la frontera de Neumann y nos 
indica que con sólo mediciones de irradiancia podemos conocer la curvatura del frente de 
onda (ver sección 3.3). 

3.6. CONCLUSIONES. 

La teoría del método de Roddier puede explicarse a partir de cálculos directos [7) o 
partiendo de la Ecuación de Transporte de Irradiancia (2.25) [9]. Esta teoría muestra cómo a 
partir de mediciones de la distribución de irradiancia en dos planos, es posible recuperar el 
frente de onda mediante la resolución de una ecuación de Poisson con condiciones de 
Neumann a la frontera (ecuación de Roddier); todo esto en concordancia con algunos 
trabajos efectuados sobre recuperación de fase [191[20] que fueron discutidos en el capítulo 
uno. 

Ahora bien, se muestra que el método de Roddier es un método de óptica geométrica 
y sólo se cumple en la región paraxial ya que está fundamentado en la Ecuación de 
Transporte de Irradiancia (2.25). También se encuentra que la posición de detección / en el 
método de Roddier tiene que tomarse fuera de la zona de la cáustica si no se quiere tener 
problemas en la reconstrucción del frente de onda debido a un posible cruce de rayos. 
Adicionalmente, el método de Roddier se propone como un sustituto del método de Sback-
l-lartinann debido a que: 

a) La instrumentación del método de Roddier es relativamente más fácil que la del método 
de Shack-Hartmann. 

b) Desde un punto de vista experimental es más fácil y rápido medir un campo escalar como 
lo es la distribución de irradiancia en el método de Roddier, que un campo vectorial como 
lo es la inclinación (pendiente) del frente de onda en el método de Shack-l-lartmann. En 
un campo vectorial se tienen que hacer el doble de mediciones que en un campo escalar 
por cada punto de prueba. 

(3.46) 

(3.47) 
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c) En el método de Roddier puede balancearse la resolución en contra de la sensibilidad 
solamente cambiando el valor de / en la ecuación (3.42); el mismo proceso en el método 
de Shack-flartmann requiere un cambio de pantalla (véase capítulo 1). 

(I) Una de las propiedades más interesantes del método de Roddier es su aplicación en óptica 
activa [15][18), donde el uso de un espejo bimorfo o un espejo de membrana puede ser 
usado como un dispositivo analógico para resolver automáticamente la ecuación de 
Roddier (ecuación de Poisson con condiciones de Neumann a la frontera) y así poder 
corregir el sistema durante el tiempo de operación. 

Por último, se obtienen ecuaciones tipo Roddier para sistemas que producen haces no 
convergentes a la salida y se muestra que el método de Roddier es independiente del sistema 
óptico a probar. Como una consecuencia de este resultado, se propone que el método de 
Roddier puede generalizarse al estudio de sistemas tales como espejos planos, prismas o 
cualquier otro sistema que produzca un haz no convergente a la salida. Sin embargo, lo 
anterior estará limitado por el tamaño de los detectores empleados (por ejemplo, un CCD), 
en consecuencia no se podrán probar sistemas ópticos con aberturas muy grandes. No 
obstante, si se requiere probar en sistema de abertura grande que produzca un frente de onda 
no convergente se tendrá que modificar la instrumentación para que a la salida se tenga un 
haz convergente. 
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CAPÍTULO 4 

SIMULACIÓN DEL MÉTODO DE RODDIER. 

4.1. INTRODUCCIÓN. 

La simulación del método de Roddier tiene como propósito, en primer lugar, el de 
conocer los algoritmos numéricos para poder resolver la ecuación de Roddier y así 
reconstruir el frente de onda, y segundo, establecer la forma en que han de tomarse los datos 
de las distribuciones de irradiancia en los planos simétricamente desenfficados. Esto nos 
permitirá tener una visión más amplia sobre el concepto de la percepción de la curvatura del 
frente de onda. 

4.2. SOLUCIÓN NUMÉRICA DE LA ECUACIÓN DE RODDIER POR EL MÉTODO DE 
DIFERENCIAS FINITAS. 

Si consideramos que gran parte de componentes ópticos presentan forma circular será 
válido suponer que la pupila del elemento óptico que se desea probar es circular. Sea R el 
radio de la pupila y f la distancia focal del sistema óptico bajo prueba. Las coordenadas 
sobre el plano de la pupila son it = (x,y) y las coordenadas sobre el plano de detección, antes 
del foco, son 	= ti:1f =(1x1f,ly1 f), (figura 4.1). Si definimos coordenadas reducidas 
sobre el plano de la pupila como fi 	/ R y sobre el plano de detección como 
ti =t'Ya = (101(f a), donde a =1 R1 f es el radio de la sección transversal de la imagen de la 
pupila en el plano de detección y si suponemos además que f »1 y que el frente de onda W 
está dado en unidades de longitud de onda X, entonces la ecuación de Roddier se puede 
escribir como 

)
S(u)= ---- 1R2(P( 7)57,tr(ü)- 	

(9:11
( 1) 
	

(4.1) 

donde S(ti) es la señal del sensor (3.30). Usando coordenadas polares y separando los 
términos independientes, la ecuación (4.1) se convierte en 

V¡,111 140) = 	p,O)t,,< , 

2 1 t 	I 	2  donde FG},0).-7-2---  Stp,o) Y V 	 -2- pcIp p JO 

coordenadas polares. 

(4.2) 
p -7,— W(p>0) = 

es el operador laplaciano en 
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La ecuación (4.2) es una ecuación con derivadas parciales del tipo elíptica llamada ecuación 
de Poisson con condiciones de Neumann a la frontera [12][l3]. 

Plano de la pupila 
A 

Plano de detección 

ABC 1:- ADEC 	
a=  R1 

Figura 4.1. Geometría del sensor de Roddier. 

La reconstrucción directa del frente de onda se efectúa resolviendo numéricamente la 
ecuación (4.2) por el método de diferencias finitas [101[11][12][131, aunque se puede 
resolver mediante algoritmos de transformada rápida de Fourier (FFT) [29], o mediante el 
método general de mínimos cuadrados donde el frente de onda se da en términos de los 
modos de los polinomios de Zernike [61[301 

Como hemos supuesto que la pupila de entrada es circular, las imágenes de la pupila 
desenfocadas tendrán simetría circular, por lo que podemos suponer que la región de interés, 
donde se desea conocer el frente de onda W(p,O), es una región de este tipo. Sobre esta 
región construiremos una rejilla o malla cuyos nodos los definiremos como el conjunto de 
puntos 

( 	,61.1 )= (iáP jAO) 	 (4.3) 

donde áp y AO son las separaciones o tamaños de la rejilla para p (radio) y O (ángulo), 
respectivamente, e i=1,2,...,N; j=0,1,2,..M-I, (figura 4.2). También definiremos la siguiente 
notación de subíndices para el frente de onda W( p,O) 

in P„Oi ) 	 (4.4 ) 

Para cada punto de la malla (p;, 0,) las derivadas parciales de la función W( p.0) se 
pueden expresar como un cociente de diferencias más un error de truncamiento (E.T.) 
mediante una aproximación de Taylor; así usando (4.3) y (4.4) tenemos que, para las 
diferencias centradas de cilVklp, se tiene 
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I,  • 

Figura 4.2. Parle de la malla donde se áline ln ecuación de Poisson. 

tf7( 	(t'o) , O ) 
(Ti; W( 0 = + E .T, 

2 Ap 

Para diferencias centradas de ¿ 2 I11/r? p , se tiene 

d = 	 IV( p, ) 	21V( p0,) + W( p,_,,0 .1 ) 

P
2 In P,0)) -

(4)2 
	  + E.T. 	(4,5,h) 

y para diferencias centradas de O 2  IV/O 0 2 , se tiene 

W( p,01+,) 	2111(p„0,) + 
--W( p ,0 ) 	 + E.T. (.,3  02 	 (A0)2 

(4.5,c) 

Sustituyendo las ecuaciones (4.5) en la ecuación de Roddier (4:1) se obtiene para el 
laplaciano 

1 Il  
-2{1+ 	}N'o  + {I+ 	+{ I - —}W, + 	 (4.6,a) 

(iL10) 2 	2i 	2i 	(iA0) 	(iA0) 

y para la derivada radial (condición de frontera) 

	

/VN41.I 	= 
	

(4,6.b) 

donde 05 /3 5 I , O 5 0 5 U; AP = 1/N; AO = Dr' M; 	2,..., N; j=0, I 	 M-I; N es el 
número máximo de particiones en la coordenada radial y Al es el número máximo de 
particiones en la coordenada angular, (figura 4,2), Para el tipo de coordenadas empleadas 
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(coordenadas polares), en el apéndice C se muestra que en el punto central (i=0) existe una 
inconsistencia en (4.6.a) y por tanto, se tiene que establecer la siguiente condición adicional 

1131 

(4p l2  
W = 	41•171, Fo At tí • 	• 2 

(4.6.c) 

Combinando las ecuaciones en diferencias (4.6), se obtiene: 

Para (1 	i) Y O 	M-1) (1,1-- 

M-1 	 , Foo  
b111', -1-47`7- 	+ d J., + 01113+1 -- (AP)2E'4  + Fui) 	(4.7.a) 

Para (i = 2 , 	N-1)y (j = O, 	A1-1) (0 < p < I) 

a,11; 

Para (i = N) y (i = O, 1,„„M-1)(p= 1) 

—2b., 4p 

1 	1 	1 
donde a, a -2 1+ 	„ a 1+ , e,. a - , y <11 	2 	 . 

(ibdi 	2i " 2i 	040) 

(4.7.b) 

(4.7.c) 

Las nuevas ecuaciones en diferencias (4.7) nos proporcionan un sistema de 
ecuaciones lineales que se puede escribir como 

A W = B 	 (4.8) 

donde A es una matriz de dimensión (N ,  /11)x(N • M) que depende del tamaño de la malla 
así como del número de particiones, B es una matriz de dimensión (N . Af)x I que depende 
del tamaño de la malla, del número de particiones y de las condiciones de frontera (señal del 
sensor) y W es la matriz solución de dimensión (N .11)xl, 	es el frente de onda en la 

posición dada por (0) sobre la malla de la figura 4.2, El método numérico empleado para 
resolver el sistema de ecuaciones lineales de dimensiones muy grandes como (4,8), es el 
método iterativo SOR (Simultaneous Over-Relaxation) [10][11][121113], en donde, si 
suponemos que IP es una aproximación a la solución del sistema (4,8), el objetivo del 

método consiste en generar una sucesión de aproximaciones hasta que se cumpla que la 
diferencia 	converja a cero, o a un valor de tolerancia máxima establecido. Para 
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propósitos de cómputo, se puede mostrar que la m-ésima componente de 	del sistema de 

ecuaciones (4.8) está dada por la fórmula iterativa [10] 

= ( I -(o)ti 	
w

;,, + 	b„, - Ea „,
• 	

- 
11mM 	 11.111.i 

114,11 

donde n„,, E A, b„, E B y Nes el parámetro de relajación. El valor del parámetro de relajación 

es 0 < w <2 ; si o< < I se dice que el método está sub-relajado, si w = I el método se llama 

de Gauss-Seidel y si I «a < 2 se dice que el método es sobre-relajado [10][11][12][131. 

4.3. SIMULACIÓN. 

La simulación consiste primeramente en resolver analíticamente la ecuación de 
transporte de irradiancia generalizada (2.22) para un frente de onda conocido que satisfaga la 
ecuación eikonal [6][28]. La solución de la ecuación de transporte de irradiancia 
generalizada es una función analítica de irradiancia que es sustituida en la ecuación de 
Roddier, la cual se resuelve numéricamente obteniendo una solución discreta del frente de 
onda que finalmente se compara con el frente de onda propuesto. En la figura 4.3 se muestra 
un diagrama de bloques de la simulación. Para la simulación del método de Roddier se hizo 
un programa en lenguaje C [31], llamado "SR" cuyo diagrama de bloques se muestra en el 
apéndice D este consta de tres subprogramas: El programa "SIM" que genera 
automáticamente los coeficientes numéricos de las matrices A y B de la ecuación (4.8); el 
programa "SOR" que resuelve iterativamente el sistema de ecuaciones lineales (4.8) 
aplicando el método iterativo SOR, y el programa "GRAFSOR" que grafica el frente de onda 
discreto y el esperado o "real". 

RESOLVER 
ANALITICAMEN'rE 

Vi•VU+/V 2ii =O 

CALCULAR 
I,A SEÑAL 

I> 	DEL SENSOR 

R ESO! VER 
NUMERICAMINTE 

LA ECUACION I)1 POISSON 
10. 

PARA U CONOCIDO 
(SOLO TILT Y DEFOCO) 

v 2 w = F 

W = 	(p,0)1,,,, 
n 

COMPARAR AMBOS 
FRENTES DE ONDA 

U Y W 	4 • 

IMPRIMIR 
RESULTADOS 

Figura 4.3. Diagrama de bloques de la simulación del método de Roddier. 
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4.3.1. EJEMPLOS. 

Debido a la complejidad que representa resolver analíticamente la ecuación de 
transporte de irradiancia general (2.22), sólo se pudo resolver para tres casos de frente de 
onda: frente de onda "sin aberraciones", frente de onda con tilt y frente de onda con defoco. 
Para cada uno de los casos se simuló, como un ejemplo tal y como se indica en el diagrama 
de bloques de la figura 4.3, la prueba de un sistema óptico convergente de radio R = 76 mm 
y longitud focal f = 2000 mm; la posición de detección considerada fue de = 70 mm y la 

longitud de onda de la luz empleada en la interacción de X = 6 x 10.4  mm (datos tomados del 
dispositivo experimental de S. Fierro [30J). 

4.3.1.1, FRENTE DE ONDA SIN ABERRACIONES. 

Sea W = f +.5,2+7::7 el frente de onda esférico sin aberraciones. Sustituyendo en la 

ecuación de transporte de irradiancia general (2.22) y resolviendo analíticamente obtenemos 
la función de irradiancia siguiente 

cte  
4F) — x2 + +:2  

Haciendo uso de esta expresión se calculan las distribuciones de irradiancia en los dos 
planos simétricamente desenfocados, obteniendo 

11(F) — 
r
,
+),2  +/2  

1,(— F)= —=._
2 +12 

ele 

cte 
	 (4.10) 

donde / es la posición de detección e 12  se ha rotado 180° respecto a 	Si sustituimos las 
distribuciones de irradiancia de (4.10) en la señal del sensor (3.30), se obtiene que S(F)= 0. 
Esto es porque las distribuciones de irradiancia (4.10) son las mismas en ambos planos y por 
tanto el sensor no proporcionará información sobre la presencia de aberraciones en este caso, 
tal y como es de esperarse para un frente de onda sin aberraciones. Si ahora sustituimos la 
señal del sensor en la ecuación de Roddier (4.2) obtenemos 

5.7,J,7 (f), O) 	= 

---111(p,19) = 01 
	 (4.11) 

la cual se resuelve miméticamente mediante el método SOR y cuya solución se muestra en la 
figura 4.4, donde se observa que 	J z: 0, V i, j. Esto está en acuerdo con lo esperado debido 

a que para un frente de onda esférico sin aberraciones, la función de error (frente de onda 
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esférico menos frente de onda aberrado) es cero. Por tanto, podemos deducir que para este 
caso, el método de Roddier predice satisfactoriamente cómo debe ser el frente de onda. 

I:: =Yo 

/ 

niodetec. 
'Madi OCO 
¡¡E  

817:511".  

Figura 4.4. Frente de onda W sin aberraciones calculado co,, el método SOR. El frente de onda W 
está expresado en unidades de Á. Obsérvese que debido a la escala, el frente de onda parecería 
estar deformado. Sin embargo, las diferencias sobre el máximo y el mínimo son tan sólo de 4r10-7, 
lo que prácticamente es un plano. 

4.3.1.2, FRENTE DE ONDA CON TILT. 

Sea W = 	+(y — yo )' +: 2  un frente de onda esférico con un descentramiento y, 
sobre el eje y (tilt en y). Si sustituimos como antes en la función de irradiancia general (2.22) 
y resolvemos analíticamente obtenemos la función de irradiancia siguiente 

l(F) — 
+0' — .Y0Y +: 2  

Con esta expresión y basándonos en la geometría de la señal del sensor de la figura 4.5, se 
calculan las distribuciones de irradiancia en los dos planos simétricamente desenfocados 
obteniendo 
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cte 
1,(7)= 	

mo + y — y, (f  " 4-12  

cte  

(f
1) 2 

+[y+.17„ 	j +12  

(4.12) 

donde f es el foco del sistema de prueba, / es la posición de detección, y, es el 
descentramiento e 12  se ha rotado 180° respecto a 11 . En la figura 4.5, donde se ha exagerado 
el descentramiento para mayor claridad, se muestra cómo las distribuciones de irradiancia de 
los dos planos de detección (4.12) se encuentran desplazadas respecto a la sección 
transversal de la imagen de la pupila a lo largo del eje y. 

Plano de la pupila 

Planos de detección 

1 2(r) 

11(r) 

   

Y.. 

    

   

1 

 

Sección transversal 
de la imagen de la pupila 

  

Figura J.S. Geometría de la señal del sensor para el caso de tilt. 12(-r) está rotado 180" respecto a 
i(r). 

Si ahora sustituimos (4.12) en la ecuación de Roddier (4.2) y resolvemos 
numéricamente mediante el método SOR, se obtiene el frente de onda discreto que se 
muestra en la figura 4.6. Comparando este resultado con el frente de onda esperado, es 
decir, frente de  onda  esférico menos el frente de onda aberrado 
1 . 	+ +:2 vo2 +:2  , (figura 4.7), se observa que ambos resultados son 

aproximadamente iguales. En resumen, podemos decir que el método de Roddier predice 
adecuadamente cuál es el frente de onda para este caso. Sin embargo, para llegar a este 
resultado se hicieron algunos ajustes sobre el borde de la señal del sensor que discutiremos 
más adelante. 

41 



95713241E-02 

-3.9619106 

Part. ~hl Part. angula 

!

I

m iodeteC. 
ama* 
oca 
Ny:acta/mut 
olamW:P. 
. retajo. 

Figura 4.6. Frente de onda W con tilt, calculado con el método SOR; W está expresado en unidades 
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Figura 4.7, Frente de onda "real" W con tila, expresado en unidades de A, 
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4.3.1.3. FRENTE DE ONDA CON DEFOCO. 

Sea 	6Y = sfr +y' +(.1-1.0 )2  un frente de onda esférico con un pequeño 

descentramiento zo  sobre el eje z ( defoco). Si sustituimos en la ecuación de transporte de 
irradiancia general (2.22) y resolvemos analíticamente, obtenemos la siguiente función de la 
irradiancia 

ele  
I(r) - 	2 

X2  +y +(:: — .70 )
2 

Figura 4.8. Geometría de la seflal del sensor para el caso del defoco. 12(-r) está rotado 18(f 
respecto a 110. 

Ahora bien, partiendo de esta expresión y de acuerdo a la geometría de la señal del sensor de 
la figura 4.8, se calculan las distribuciones de irradiancia en los planos simétricamente 
desenfocados obteniendo 

cte  
II( ►')- x 2 +3,2 4.(1_,:0)2 

cte  

12(-11- 	+ +(l -:,)3  

(4.13) 

donde 1 es la posición de detección, zo  es el descentramiento e 12  se ha rotado 1800  respecto a 
11 . Sustituyendo (413) en la ecuación de Roddier (4.2) y resolviendo numéricamente se 
obtiene el frente de onda discreto que se muestra en la figura 4.9. Comparando este frente de 
onda discreto con el frente de onda esperado, se encuentra que ambos son aproximadamente 
semejantes en su forma, más no numéricamente, (figura 4.10), Sin embargo, como se indica 
en el apéndice E, lo anterior puede deberse a que en una ecuación de Poisson con 
condiciones de Neumann a la frontera, (como lo es la ecuación (4.2)), se tiene que cumplir 
una condición de consistencia sobre los datos (dentro de la pupila como en el borde) para 
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que exista solución y como la ecuación de Roddier para este caso no cumple con esa 
condición de consistencia, el método SOR no converge a una solución exacta. Al igual que 
en el ejemplo anterior, aquí también se realizaron algunos ajustes sobre los datos de la serial 

del sensor en el borde. 

Figura 4,9. Frente de onda W con defoco calculado con el método SOR. W está expresado en 
unidades de A. 

Figura 4,10, Frente de onda W con defoco. W está expresado en unidades de Á. 
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4.3.2. COMENTARIOS SOBRE EL CALCULO DE LA SEÑAL DEL SENSOR EN EL BORDE. 

Para obtener información sobre el frente de onda en los casos de tilt y defoco, se 
deben tomar las distribuciones de irradiancia como se muestra en las figuras 4.5 y 4.8. En 
éstas, los descentramientos se han exagerado para mayor claridad aunque realmente se tienen 
que considerar magnitudes de descentramiento muy pequeñas. En estas figuras se observa 
cómo las distribuciones de irradiancia en los dos planos son diferentes; para el tilt, se 
observa que las dos imágenes están desplazadas una respecto de la otra; si aquí se recentran 
las imágenes, las distribuciones de irradiancia en los dos planos serán iguales. Para el caso 
de defoco, se observa que una imagen es mayor que la otra; aquí si se reescalan las imágenes 
para hacerlas del mismo tamaño, las distribuciones de irradiancia en ambos planos serán 
aproximadamente iguales. De lo anterior es claro que, si se recentran y reescalan las dos 
imágenes de irradiancia medidas en los dos planos, el frente de onda que se obtenga estará 
corregido para tilt y defoco, y esto puede ser de interés si se requiere conocer del frente de 
onda solamente los términos de otras aberraciones, como astigmatismo, aberración esférica 
y coma [31 sin considerar tilt y defoco. Sin embargo, esto no debe hacerse si tilt y defoco son 
de importancia; por ejemplo, en la alineación de un telescopio o en la corrección de estas 

desalineaciones. 

Ahora bien, en las figuras 4.5 y 4.8 se observa que existen regiones sobre el borde 
donde las distribuciones de irradiancia dadas por (4.12) y (4.13) no están definidas. Esto trae 
como consecuencia que al calcular la señal del sensor en el borde, se obtenga siempre 

Sfr)— 
I, + I, 

— I 
	

(Sí /, = o, o, 1, = O; en el borde) 

y como Hm.— so,), en la condición (le Neumann de (4.2), se obtendrá el mismo valor aún 
iír 

para distintos valores de descentramiento. Con esta condición de Neumann y considerando 
que la señal en el borde es mucho más intensa que la señal dentro de la pupila, se resuelve 
numéricamente la ecuación de Roddier (4.2) por el método SOR, obteniendo 
aproximadamente el mismo valor de frente de onda para distintos N'alares de 
descentramiento. Esto obviamente está en desacuerdo con lo que debería observarse, ya que 
para distintos valores en el descentramiento debería obtenerse un frente de onda diferente 
para cada caso. Sin embargo, para evitar estas complicaciones y como aparentemente la 
señal en el borde, que es muy intensa, debe depender del valor de descentramiento, a la 

condición de Neumann de (4.2) se le multiplica por el siguiente factor «J'Y , (donde tx es 

el descentramiento en el eje y para el caso de tilt, o sobre el eje z para el caso de defoco), 

No obstante que por el momento no sea posible dar una explicación físicamente 
aceptable del por qué de este factor multiplicativo adicional sobre la condición de Neumann 
en (4.2), se encuentra que los resultados obtenidos por el método SOR, con esta constante 
sobre la señal del borde, son muy aproximados a los resultados esperados. Para el caso de 
tilt, esta aproximación es más evidente que para el caso de defino donde la inconsistencia de 
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los datos (se discute en el apéndice E) no permite que el método SOR converja a una 
solución exacta. 

4.4. CONCLUSIONES. 

Se estudia cómo la ecuación de Roddier (4.2) es resuelta numéricamente por el 
método de diferencias finitas, aplicando el algoritmo SOR, para distribuciones de irradiancia 
provenientes de las soluciones de la ecuación de transporte de irradiancia general (2.22) para 
los casos de frente de onda sin aberraciones, con tilt y con defoco. Se encuentra que las 
soluciones discretas o frentes de onda discretos de 4.2, son muy aproximados a los frentes de 
onda "reales" por lo que se puede afirmar que el método de Roddier predice de manera 
aproximada cómo deben ser los frentes de onda solución para los casos arriba mencionados. 
Sin embargo, se hallaron algunas dificultades antes de llegar a los resultados mencionados. 
La primera de ellas es que debido a la complejidad matemática que representó resolver la 
ecuación de transporte de irradiancia general (2.22) para frentes de onda con otro tipo de 
aberraciones como astigmatismo, coma y aberración esférica, no se pudo hacer una 
simulación con estos casos de interés. Otra de las dificultades encontradas la representó el 
hecho de no obtener una solución aproximada para el caso de frente de onda con defoco, 
debido principalmente a que los datos de la señal del sensor para este caso, no cumplían con 
la condición de consistencia para la existencia de la solución en la ecuación de Roddier 
(4.2). Finalmente, la última de las dificultades encontradas fue el hecho de tener que 
multiplicar, para los casos de frente de onda con desalineaciones estudiados, la condición de 
Neumann de (4.2) por un factor constante que dependiera del descentramiento el cual 
depende de la desalineación. Se encuentra que esta constante, que no se puede predecir en la 
teoría establecida en la simulación, si está en acuerdo con los resultados esperados. 

No obstante, a pesar de las dificultades anteriores, se pudo llegar al establecimiento 
de algunos resultados interesantes en la simulación del método de Roddier. Primero. para 
que en una prueba óptica sea posible obtener un frente de onda que contenga la información 
de todas las aberraciones (tilt, defoco, astigmatismo, coma y aberración esférica) aplicando 
el método de Roddier a un sistema óptico, es necesario que se tomen las mediciones de 
irradiancia sin hacer ningún tipo de ajuste sobre las imágenes. Si por lo contrario, se desean 
corregir los datos para que se obtenga un frente de onda sin tilt y defoco en el método de 
Roddier, se puede hacer de manera numérica, reescalando y recentrando las imágenes de los 
dos planos desenfocados. Por otro lado, si tomarnos en cuenta las dificultades encontradas en 
la simulación y considerando las que puedan originarse al efectuar el cálculo de la señal del 
sensor y que dependen de la manera eficiente en que se tomen las mediciones de irradiancia 
en los planos desenfocados, resulta razonable concluir que el método de Roddier trabajaría 
de manera más eficiente si en lugar de resolver numéricamente la ecuación (4.2) y obtener 
el frente de onda y después corregir el sistema óptico, se emplea un espejo de membrana o 
espejo bimorfo [151118] para resolver de manera analógica la ecuación (4.2), siendo esto 
último muy importante si se desea usar el método de Roddier en aplicaciones de óptica 
activa. 

46 



CONCLUSIONES GENERALES 

• Se muestra cómo la ecuación de transporte de irradiancia puede obtenerse de argumentos 

de óptica física y de óptica geométrica. 

• Se muestra que la ecuación de transporte de irradiancia representa la ley de conservación 
de energía radiante; es sólo válida en la región paraxial y pertenece al régimen de la 
óptica geométrica. 

• Se muestra que el método de Roddier puede ser explicado desde el punto de vista de la 
óptica tísica a partir de cálculos directos y desde el punto de vista de la óptica geométrica 
partiendo de la ecuación de transporte de irradiancia. De esto último se concluye que el 
método de Roddier es válido en la región paraxial y es un método de óptica geométrica. 

• Se encuentra que la posición de detección en el método de Roddier tiene que efectuarse 
fuera de la zona de la cáustica. También se encuentra que con sólo cambiar la posición de 
detección, puede balancearse la resolución en contra de la sensibilidad en el método. 

• El método de Roddier presenta ventajas en instrumentación y de rapidez en la 
recuperación del frente de onda sobre los métodos de percepción tradicionales. 

• El método de Roddier se generaliza a sistemas ópticos que producen haces no 
convergentes a la salida. Esto demuestra, al menos teóricamente, que el método no es 
exclusivo de la configuración del sistema óptico a probar. 

• Las soluciones de la ecuación de Roddier predicen de manera aproximada la forma de los 
frentes de onda estudiados en la simulación. 

• Como resultado de la dificultades encontradas durante la sinu►lación, se propone que el 
método de Roddier sería más eficiente, si en lugar de resolver la ecuación de Poisson 
numéricamente, ésta se resuelve analógicamente. 
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APÉNDICE A 

OBTENCIÓN DE LA ECUACIÓN DE TRANSPORTE DE IRRADIANCIA 
GENERAL A PARTIR DEL TEOREMA DE POVNTING. 

Como se muestra en muchos libros de texto referentes a la teoría electromagnética, el 
teorema de Poynting [21 es una consecuencia directa de las ecuaciones de Mamen. 
Además este teorema nos proporciona información sobre la conservación de la energía del 
campo electromagnético. Este teorema escrito en forma matemática es 

•

Ot 

r 
—.5(exI 
	I 	. 

n•dS=- 	 je•JdI' 
2 

donde É es el vector eléctrico, 17 es el vector magnético, g es el vector inducción 
magnética, /3 es el vector de desplazamiento eléctrico, J es el vector de densidad de 
corriente y ° es una constante. El primer término del lado derecho de (a. 1) es la razón de 
incremento de la energía del campo electrostático en la región bajo consideración. El Ultimo 
término es la razón de energía disipada por calentamiento Joule del medio contenido en la 
región. El principio de conservación de la energía requiere que el miembro del lado 
izquierdo sea interpretado como la razón del influjo de energía dentro de la región. 

En nuestro caso se va a considerar la sola presencia del campo electromagnético en 
cierta región del espacio; es decir, sin fuentes, inmerso en un medio homogéneo no-
conductor y donde no se realiza trabajo mecánico. Con estas suposiciones el teorema de 
Poynting (a.1) se escribe como 

('W 
+ V • S = 
	

(a.2) 

donde w = w, +w,„, w es la densidad de energía total electromagnética, wt, es la densidad de 
energía eléctrica, w„, es la densidad de energía magnética y S=EX 11 es el vector de 

Poynting el cual se considera como el vector que da la dirección y la razón de energía 
electromagnética que fluye por unidad de área en punto del espacio. 

Ahora bien, en nuestro caso de estudio vamos a considerar sólo frecuencias ópticas 
por lo que se toma el promedio temporal de la cantidades de (a.2), con lo que resulta 

<we y I=— 	 n 

	

16g• 	
, —e.• E: , ($v,„)= 	• 	(S) = 

8 71” 	

x 11:1 (a.3) 

donde E. y t7, son funciones que dependen sólo de la posición. Si sustituimos (a.3) en (a.2), 
resulta 
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V • (S) = O 	 (a.3) 

Que es el teorema de Poynting para campos electromagnéticos a frecuencias ópticas. 

Ahora, desde el punto de vista de la óptica geométrica el promedio del vector de 
Poynting esta relacionada con la ecuación eikonal (V tí' = id) mediante la siguiente expresión 

(S). j (w)V = 1,(10.1 
11 

donde n es el índice de refracción del medio y v = c/n. De esta expresión se observa que el 
promedio del vector de Poynting esta en la dirección de la normal al frente de onda 
geométrico IV. 

La irradiancia se define como el valor absoluto del promedio del vector de Poynting, 
por lo que obtenemos 

=1(S)1= v(w) 	 (a.5) 

combinando (a.4) y (11.5). se obtiene 

if 
($)=/— 

11 
(a.6) 

sustituyendo (a.6) en (a.3) y desarrollando la divergencia se obtiene finalmente 

/V 211' + Vil'. V/ = 0 

que es la misma expresión de (2.22) y que recibe el nombre de ecuación de transporte de 
irradiancia general y representa la conservación de la energía electromagnética a frecuencias 
ópticas. 

(a.4) 
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APÉNDICE II 

CALCULO DE LA DISTRIBUCIÓN DE IRRADIANCIA EN EL PLANO P2  

Sustituyendo la ecuación (3.7) en (3.8) (véase sección 3.3.2), resulta 

I a 	 ig 2 1 	2ur 	1R" 
42(?) 	— 71-21.7 JJ JJ PVIPIV)exi 	"7171 1 _lex! 	 exl "AjlP 	 (b.1) 

desarrollando el término cuadrático de (b.1) y sumando los términos de las exponenciales, 

resulta 

fi 112V) = 	pv, 	)exi  , 	2ur 	,1 
------(/- 	 +-- 	+ --- 	(M i  ("11', 	(112) 

I f 	I 	Ál .1 21f 

Ahora bien, haciendo uso de la integral gaussiana [32] 

1.1 2  4ay 
J expi -a 	- 13 	yl a: = \ f-a- (b.3) 

y haciendo la siguiente identificación entre (b.2) y (h.3) 

=1 y 
2ur 	F 

Á f
+ 
 I 

ir - 2 

se integra (b.2) con respecto a r, = (x', ,y', ), resultando 

r 1 7I I

'1) 
pz]e1_ 2(27_ li t' • 

I 	
021ff Pfri)PM) Ni-  Á f(f 

(P) 	
1 	

ex`I- AU -1) 

finalmente como la distribución de irradiancia es el cuadrado de la amplitud compleja, es 

	

decir, /2(F) = ii12 0912 , se obtiene mediante el cambio de variable 	i5 que, 

1 	 lir l_ _ 2 	2iír 
I,(F) - 	f-/)2 JJ exi P jeM{ 71(f  _ 1) P r 

21 ir I 	...] 

	

4$ P(FI)P(Fi+ i3)T(ii)91.  (fi + P)e1~2—f 	rt dridP 

que es la ecuación (3.9) y que representa la distribución de irradiancia en el plano P2. 
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APÉNDICE C 

CONDICIÓN DE CONSISTENCIA PARA LA ECUACIÓN DE POISSON EN 
COORDENADAS POLARES EN EL MÉTODO DE DIFERENCIAS FINITAS. 

Consideremos la ecuación de Poisson en coordenadas polares sobre un disco unitario, 
expresada por 

1 r' (0 (1,,0) 	I (1'u(r,O) 
r il r r 	(1  r 	+r' 	al' 	

, 
	 - f(r,O) 

donde 0.5 r5 I y O s O.5 2 n. Esta ecuación puede aproximarse usando el método de 
diferencias finitas [10111 11[121[131 por 

1 	11,,I.) 	11,13 	- u,_, I 	1 	 -u 	, 
1,/  = (e.2) 

ál. 
	r-,.: Ar 	Ar 1; 2 	(A0)2 

donde 	y f ., son funciones de malla definidas en 	) = (iAr,  JA0), (ver figura 4,2). Si 

lijamos nuestra atención en el punto central (i = O, Vj), es claro que hay dificultades, ya que 
para este punto la ecuación (c.2) se hace discontinua. Sin embargo, hay que hacer notar que 
esta dificultad surge solamente de haber elegido el sistema de coordenadas polares y no 
depende de la continuidad de la función u(r ,0) en el punto central. Luego para eliminar la 

dificultad en el origen, se integra (c.1) sobre un disco O de radio s , obteniendo 

1f  r dr dO = sj -I-, --(1(1-L" ) . ( 	 1- 1  -(12-1-1- r dr dO = 1 -1:'--11  e d O 	(c.3) 

	

o r i'r 	(7' r 	r 2  /10'J 	„c, r 

Si escogemos e= Ar12 y aproximamos la ecuación (c.3) por 

Ar 	 u 
f(0)(--

2 
g 	

u — 	A 
Ao 

ár 2 
(c.4) 

como no, es independiente del valor de j, debido a que la función de malla es periódica con 

período J2>r/M, de la ecuación (c.4) se obtiene que 

1 
= 	Lu - f (0)P1)2  13 

" 	 2 1 

Usando esta fórmula se elimina la inconsistencia en (c.2) producida en el punto central del 
disco unitario al haber escogido coordenadas polares. 
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APÉNDICE 1) 

DIAGRAMA DE BLOQUES DEL PROGRAMA "SR" EMPLEADO EN LA SIMULACIÓN 
DEL MÉTODO DE RODDIER. 

" SOR " 

Leer datos desde 
(*.sin)) 

" SIM " 

Introducción 4 
de datos 

( Partición de la 
malla, foco, radio, 

Introducción de datos 

( 	vector inicial, 

- - -> 

longitud de onda ) de parámetro 	relajación, 
tolerancia máxima ) 

4 
Cálculo 

de las matrices Metodo Iterativo 

A 	y 	13 SOR 

solución del sistema 
A X 

Salvar 
las matrices 

A y R 
en (*.sint) 

o 
A X-111 < Max. TM. 

s 
Salvar 

los resultados 
No en (*.sor) 

" GRAFSf112 " 

Lectura de datos 
desde (*.sor) 

1  

Operaciones 
de escala de 

datos 

(iralicación 

de resultados 

(a) 
	

(b) 	 (e) 

Diagrama de bloques del programa "SR". 

(a) "SIM", genera automáticamente los coeficientes de las matrices "A" y "B" del sistema de 
ecuaciones lineales AX=B; sólo para tilt y defoco. 
(b) "SOR", resuelve iterativamente el sistema de ecuaciones lineales AX=13 mediante el 
método SOR (Simultaneous Over-Relaxation). 
(c)"GRAFSOR", grafíca los frentes de onda discretos obtenidos mediante el método SOR. 
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APÉNDICE E 

CONDICIÓN DE CONSISTENCIA PARA LA EXISTENCIA DE LA SOLUCIÓN EN UNA 
ECUACIÓN DE POISSON CON CONDICIONES A LA FRONTERA DE NEUMANN. 

Consideremos una ecuación de Poisson con condiciones de Neumann a la frontera 
como la ecuación de Roddier (4.2), es decir 

en f 

en S 

donde S2 es la región donde se halla definida la función u y S es la frontera de la región. 

Ahora bien, para que el problema de Neumann, ecuación (e.1) tenga solución, es 
necesario que la siguiente condición de consistencia 

d1.2= fg dS 

se satisfaga para los datos. Esta condición de consistencia se muestra a partir del teorema 
de la divergencia de Gauss [261: 

v 	= 	dS 
	

(e.2) 

donde S2 es una región acotada por una superficie de frontera S, fi es un vector unitario 
exterior a S y i es un campo vectorial. Luego, si hacemos o = yo, (e.2) resulta ser 

o 	 N 	 s i n 
vu dc/ Vu dS = j—tudS 

r 	
(e.3) 

Si ahora, combinamos (e.3) con (e. 1), se obtiene 

f f d1-1 = I g dS 

que nos dice que si no se satisface esta condición de consistencia sobre los datos, entonces 
(e.1) y en consecuencia la ecuación de Roddier (4..2), no tiene solución. 
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